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THÉORIE ANALYTIQUE

DE LA

P R O P A G A T IO N  D E  LA  C H A LE U R

C H A P IT R E  P R E M IE R

HYPOTHÈSES DE FOURIER. — FLU X DE CHALEUR

1 . La théorie de la chaleur de Fourier est un des pre

miers exemples de l’application de l’analyse à la physique ; 

en partant d’hypothèses simples qui ne sont autre chose que 

des faits expérimentaux généralisés, Fourier en a déduit une 

série de conséquences dont l’ensemble constitue une théorie 

complète et cohérente. Les résultats qu’il a obtenus sont 

certes intéressants par eux-mêmes, mais ce qui l’est plus 

encore est la méthode qu'il a employée pour y parvenir et 

qui servira toujours de modèle à tous ceux qui voudront cul

tiver une branche quelconque de la physique mathématique.

J ’ajouterai que le livre de Fourier a une importance capi

tale dans l’histoire des mathématiques et que l’analyse pure 

lui doit peut-être plus encore que l’analyse appliquée.

Rappelons d’abord succinctement quel est le problème que
1PROPAGATION DE LA CHALEUR.
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4 FLUX DE CHAREUR

peut se représenter les molécules du solide comme émettant 

des radiations qui sont rapidement absorbées par les molé

cules voisines.

5 . Convection. — Quand les différents points d’un fluide 

sont à des températures différentes, il se produit des mou
vements intérieurs qui mélangent les parties inégalement 

chaudes et égalisent rapidement les températures.

Ce phénomène porte le nom de convection. De ces trois 

modes de propagation nous étudierons seulement le second, 

c’est-à-dire la propagation par conductibilité. C’est là, en 

effet, l'objet essentiel de la théorie de Fourier.

FLUX DE CHALEUR

6 . H ypothèse fondam entale de F o u rier. — Soient 

deux molécules m 0, m v  d’un corps quelconque, soient V0, Y 4 

leurs températures respectives, et soit p  leur distance.

Fourier admet que pendant le temps dt la molécule m 0 

cède à la molécule m t une quantité de chaleur égale à :

<*Q =  ? (p) (Vo — V,) d t

<p(p) étant une fonction de p ,  négligeable dès que p  a une 

valeur sensible.

Cette dernière hypothèse n’est que la traduction du fait 

que nous avons énoncé plus haut : il n’y a pas échange direct 

de chaleur entre deux parties d’un corps éloignées l’une de 

l’autre.

L ’hypothèse de Fourier est restrictive, car elle suppose que 

la quantité de chaleur cédée par la molécule m 0 à la molér
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CONSÉQUENCES DE L ’ HYPOTHÈSE DE FOURIER b

cule m, ne dépend que de la différence des températures et 

nullement de ces températures elles-mêmes.

Fourier n’aurait pas fait de restriction si, au lieu de la 

formule :

cfQ =  tp { p )  (V0 - V 4) dt 

il avait admis la suivante :

rfQ =  <p(p,v0) ( V 0 - Y ()d<

En effet, la quantité de chaleur cédée ne dépend évidemment 

que de p ,  V0 et Y, ; elle peut donc se représenter par :

dQ =  ? (î>. Vo, V<) dt.

ce que l’on peut écrire :

tfQ =  ?  [p , v 0, v 0 +  (V, -  v 0)] dt

ou, en développant suivant les- puissances croissantes de 

(V0 — Y ,) qui est très petit, puisque les molécules sont très 

voisines :

rfQ =  [? (P , V0, V0) 4 - + (P. V„) (Yo -  v t) + ...... ] d l

Le premier terme <p (p , V0, V0) est évidemment nul et, en 

négligeant les puissances de V0 — V4 supérieures à la pre

mière, on a : v

' d Q = < H p , V 0) ( V0 - V 1)e/i ·

7 . C onséquences de l’hypothèse de F o u rie r . — En

admettant l’hypothèse de Fourier :

¿Q  =  ? (p ) ( v0 - v , ) #
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6 FLUX DE CHALEUR

on voit que, si toutes les températures sont augmentées d’une 

même constante, la quantité de chaleur reste la même.
Si elles sont multipliées par une même constante, la quan

tité de chaleur sera également multipliée par cette constante.

8 . F lu x  de chaleur. — Nous avons dit que tp (p) était 

négligeable dès que p  devient supérieur à une certaine 

limite. Soit s cette limite.

Considérons un élément de surface d<¡> très petit en valeur 

absolue, mais infiniment grand par rapport à e (,ftg . 2).

dantes. Cette somme est, par définition, le f lu x  d e  ch a leu r  

qui traverse l’élément de>.

D’après ce que nous avons dit plus haut, si toutes les 

températures sont augmentées d’une même constante, le flux 

de chaleur reste le même ; si elles sont multipliées par un 

même nombre, le flux de chaleur est multiplié par ce nombre.

9 . Considérons un corps possédant un plan de symétrie P, 

et supposons que la distribution des températures soit égale

ment symétrique par rapport à ce plan P . Le flux de chaleur 

r e la t if  à  u n  é lém e n t de) p r is  d an s ce  p lan  e s t  év id em m en t n u l.

Il en sera encore de même si, sans être lui-même symé

trique, le corps est tel que la distribution des températures 

le soit. Cela résulte de ce que les échanges de chaleur ne se

Fig. 2.
lO

Soient deux molécules m 0, m K si

tuées de part et d’autre de l’élément 

dit> ; m 0 cède à m K une certaine quan
tité de chaleur ; considérons tous 

les couples de molécules tels que 

(m 0m i ) et faisons la somme des 

quantités de chaleur correspon-
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FLUX DE CHALEUR 7

ont qu’entre des molécules très voisines. On peut par con

séquent, sans que le flux change, supprimer les portions du 
corps qui ne sont pas contiguës à l’élément d u , et réduire 

le corps à une petite sphère ayant pour centre cet élément. 

Cette sphère étant symétrique par rapport au plan P, nous 

sommes ramenés au cas précédent.
Considérons maintenant un corps symétrique par rapport 

à un point O, et supposons aussi la distribution des tempé

ratures symétriques par rapport à ce point. Le flux de cha

leur sera le même en valeur absolue pour deux éléments d u  

et d u ' symétriques par rapport au point O.

Il en sera encore de même pour la même raison que 
plus haut, si la distribution des températures seulement 

est symétrique.

Si, enfin, la distribution des températures est telle que 

deux points m  et m ! symétriques par rapport au point O 

aient des températures égales et de signes contraires, les 
flux relatifs à deux éléments symétriques seront égaux en 
valeur absolue. 11 en sera encore de même si la somme des 

températures de deux points symétriques, au lieu d’être nulle, 

est égale à une constante quelconque :

1 0 . P roblème. — Soit un corps quelconque ; supposons 
que la loi des températures soit la suivante '

V =  a z  -J- b

Soit un élément d u  situé dans un plan parallèle à O z . La 

distribution des températures est symétrique par rapport au 

plan de cet élément ; donc le flux de chaleur qui le traverse 
est nul. De même, le flux de chaleur à travers la surface
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8 FLUX DE CHALEUR

latérale d’un cylindre parallèle à O s  est nul, puisque les 

éléments de cette surface latérale ont leur plan parallèle à O s .

Considérons maintenant deux éléments plans perpendicu

laires à O s, par exemple deux petits carrés égaux ; soient « 

et a' leurs centres. Joignons aa'; soito, le milieu (fig . 3 ).

Soient *(> et s t les ordonnées des deux éléments, et Ç celle■EKæ >
du point 0 ( ; on a :

r _ î o + J j
*· — 2

La distribution des températures est telle que la somme 

des températures de deux points symétriques par rapport à 

O, est constante. En effet, on a :

V0 + V , =  « ( * „ + * , ) +  2 *
Vo +  V, = 2 ( « Ç  +  i)

Donc les deux flux à travers les éléments d m  et d m '  sont 

égaux ; par suite, le flux est constant à travers, un élément de 

surface quelconque parallèle à x O y .

Considérons un élément d m  quelconque, fini ou non, dans 

le plan des x y , ou dans un plan parallèle. Le flux de chaleur
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FLUX DE CHALEUR 9

à travers cet élément est proportionnel à du> ; par suite, on 

peut le représenter par :

A dn> dt

A, étant indépendant de z , ne peut dépendre que de a  et b. 

Il ne dépend pas de b, puisqu’on peut faire varier b sans 

changer le flux. Si on multiplie toutes les températures par 

une môme constante, le flux est multiplié par cette constante. 

Donc A est proportionnel à a.

Par suite, le flux de chaleur peut s’écrire:

— K a dm dt

K est une constante qu’on appelle co effic ien t  d e  co n d u cti

bilité.

1 1 . Soit maintenant un élément du) d’o

rientation quelconque, faisant un angle a 

avec le plan des x y .  Considérons un plan 

parallèle au plan des x y  et infiniment voi

sin de cet élément, et considérons le cy

lindre projetant l’élément du> sur ce plan 

[fig . A). La projection de cet élément est : Fio. 4.

du)' =  du) cos a.

Le volume du cylindre et, par suite, son poids P sont des 

infiniment petits du troisième ordre (en regardant comme 

du premier ordre les dimensions lin éa ires  de chu). La somme 

algébrique des flux de chaleur à travers la surface totale du 

cylindre doit être du troisième ordre. En effet, le corps rece

vant dans l’unité de temps une quantité de chaleur égale à Q,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 0  FLUX DE CHALEUR

l’élévation de température serait :

£

C étant la chaleur spécifique du corps.

Si Q était d’un ordre inférieur au troisième, cette élévation 

de température serait infinie. Q est donc du troisième ordre 

au moins et, par suite, négligeable en présence des infiniment 

petits du deuxième ordre.

Ecrivons donc que le tlux de chaleur à travers la surface 
totale est nul.

Le flux de chaleur à travers la surface latérale est nul ; il 

est donc le même pour les deux éléments dos  et dos'.

Le flux de chaleur pour la section droite est :

Un simple changement d’axes de coordonnées nous ramè

nera au cas précédent.

Considérons le plan P dont l’équation est :

a x  by  c z  —  o

Les angles de la normale avec les axes sont donnés par 

les formules :

— K« cos a dos d t

et c’est le même pour l’élément d os.

1 2 . Supposons maintenant que nous ayons pour la loi des 

températures :

V =  a x  -f- by  - f  c z  -f- d

c
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CAS GÉNÉRAL 11

en posant :

. R  =  y/a2 -|- ô2 +  c2

D ’où l ’on tire :

Y  =  R  [œ cos a +  y cos p -f- z cos y] d
On obtient facilement le flux à travers un élément dm fai

sant un angle ¡p avec le plan P. Prenons le plan P  comme 

plan x'Oy'. On aura :

z' — x  cos « +  y cos p -f- z cos y.
Et on a pour V  l ’expression :

V  =  R  *' +  d

Le flux cherché est donc :

cfQ =  — KR cos <p ch» dt

Considérons en particulier des éléments parallèles aux 

trois plans de coordonnées. Ils font avec le plan P des angles 

respectivement égaux à a, p, y. Par suite, les flux de chaleur 

à travers ces éléments seront respectivement :

— KR cos a d(ü dt =  — K a  du> dt
— KR cos  ̂ dm d t —  — Kô dm dt

—  K R  COS y dm dt — — Kc dm dt.
1 3 . Cas gén éral. — Supposons maintenant que la dis

tribution des températures soit quelconque.

Soit V (x , y, z) la température en un point.

Soit dm un élément de surface; (œo>yo)-2'o)i un point de cet 

élément ; nous allons chercher le flux de chaleur à travers

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



12 FLUX DE CHALEUR

l’élément d u . Ce flux de chaleur ne dépend que de la tempé

rature des points voisins de l’élément d u .

Soit (a;, y , z ) un tel point. Posons :

œ =  «o +   ̂

V =  V a +  t\ 

z  =  z o +  í

La température au point (#,?/, z) aura pour expression :

V(W ) =  V( W ( ) +  [ ( g ) , s  +  ( f  +  ( S ) / ]  +  -

Les quantités sont très petites. On peut donc négliger 

leurs carrés, et l’on a :

V(a!,y,s) =  V(

Appliquons les résultats établis dans le paragraphe précé

dent. Les flux de chaleur à travers des éléments perpendi

culaires aux axes et passant par un point quelconque (x, y , z) 

seront respectivement :

tr d Y  (x .y .z ) .
— K — V -  d t-d x

d y

— K d u  dt.
d z

Pour évaluer le flux de chaleur à travers un élément d’orien

tation quelconque, considérons un tétraèdre infiniment petit 

OABC ayant ses trois arêtes OA, OB, OC respectivement 

parallèles aux axes [f ig . 5 ).
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AUTRE DEMONSTRATION 13

On démontrerait comme précédemment que la somme 

algébrique des flux de clialeur à travers les quatre faces est 

nulle aux infiniment petits 

du troisième ordre près.

Soient a, p, y les cosinus 

directeurs de la normale à 

l’élément ABC, dont la sur

face est diù. Les aires des 

trois autres faces seront 

respectivement :

a d m , p d o i9 y d o i.

Appelons cfQ le flux de chaleur à travers l’élément do>. On 

aura :

- , =  - K * . 4 2  +  , £  +  r £ ) .

Pour préciser le signe du flux de chaleur, nous choisirons 

sur la normale à l’élément do> un sens positif, et nous don

nerons au flux le signe -)- ou le signe — , suivant que le 

mouvement de la chaleur aura lieu dans le sens positif ou 

dans le sens négatif. On voit facilement çivec ces conven

tions que le flux de chaleur est :

d V
d Q  =  —  K ^ r d o > d l  dn

d V—  étant la dérivée suivant la normale, prise dans un sens 

convenable.

1 4 . A u tre  dém onstration. — Le raisonnement de Fou- 

rier que nous venons de faire peut être remplacé par un 

calcul plus court

c
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14 FLUX DE CHALEUR

Soit un élément d u ;  considérons deux points m 0, de 

part et d’autre de l’élément du>. Soient :

x 0, y 0, z 0, les coordonnées de m0; 

»0 +  Si .Vo -f~ T'I-. z o +  S. celles de m , ; 
e t :  V0, V,, les températures.

La quantité de chaleur cédée par m a à m, est :

î î p M V . - v , ) * .

Or, on a

V — V i /¿Vn r | , <lVn \

De plus, on peut remplacer x 0, y#, * 0 , 

dans les dérivées partielles par les coor

données x ,  y , z  du point G, centre de 

gravité de d<s> (f i g . 6).

On a alors :

et la quantité de chaleur cédée par m 0 à m , est, par suite : 

. J . d V .  d V  d V l
- 1  m  +  +

Le flux total à travers dto est donc :

*i~ * 5 » ( ' £ + ' £ + ‘ S)·
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AUTRE DÉMONSTRATION 15

Posons :

K o?ü, =  2 ? ( p )Ç

K ' d m  =  2  <P (p) n

K ffc/W =  2 ? (p ) ! : ·  .

O n aura :

< * î =  - ‘“ * - ( K E  +  K ' f  +  K ' g ) ·

S i nous rejetions l ’hypothèse de Fourier, il faudrait dans 
les équations ci-d essu s rem placer <p [p) par cp (p, V ).

A lors K , K ', K '' seraient des fonctions de la tem pérature.
Supposons l ’élém ent d m  perpendiculaire .à l ’axe Ox.  Si le 

corps est hom ogène, K , K ', K* seront les m êm es pour tout 
élém ent perpendiculaire à Ox.  Ce seront des constantes non 
seulement par rapport à la  tem pérature, m ais encore par rap
port à x, y , z. S i, de plus, le corps est isotrope, l ’expression  
du flux de chaleur ne doit pas changer, quand on change  
y  en —  «/, car tout plan est alors un plan de sym étrie pour 
la constitution du corps. D onc K ' =  o. D e m êm e K "  =  o. 
Et, si l ’on change <r en —  x, le flux changera de sign e, ce 
qu’on voit en effet sur la  form ule.

Le flux de chaleur à travers un élém ent d m  perpendicu
laire à O x  sera donc :

rr d V—  K  -7—  dt dm.
d x

En raison de l ’isotropie du corps, le flux de chaleur à tra
vers des éléments perpendiculaires à O  y  et O z  sera res-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



16 FLUX DE CHA.LEUR

pectivem ent :

—  K ^  dt du
dy

—  K ^ d t d u .
a z

la constante K  étant la m êm e.
Pour un élément d u  quelconque on aura

d \rfQ =  _ K y - Æ  du .
dn

Le signe se détermine aisém ent en prenant l’axe des 
parallèle à la norm ale à l ’élém ent.
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C H A P I T R E  I I

É Q U A T IO N  D U  M O U V E M E N T  D E  L A  C H A L E U R

1 5 .  N ous allons établir les équations du m ouvem ent de 
la chaleur dans un corps. '

Considérons un parallélipipède élémentaire ayant ses arêtes

A A’.

parallèles aux axes et ayant pour dim ensions dx, dy, d z  

{flg. 7).
Nous allons évaluer de deux m anières la quantité de cha

leur qui entre dans ce parallélipipède.
Le flux de chaleur à travers A B C D , qui est perpendiculaire

2PROPAGATION DE LA CHALEUR.
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18 ÉQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR 

a Ox,  est :

—  K  dy dz.dl.^y-
* . d x

Le flux de chaleur à travers A 'B 'C 'D ' est :

La som m e de ces deux flux est donc :

d x  dy dz. dt. ^K. ^
d x  \ d x  )

D e m êm e, pour les deux autres couples de faces, on aura: 

d x d y d z d t f ^  K  g )  

d x  dy d z  dt —

L a quantité de chaleur qui entre dans le paraléllipipède  
est par suite :

* ° * > * ‘ · * ·  [ i  ( K  S ) + 1  ( K  % ) + î  ( K  g ) ]

D ’autre part, cette quantité de chaleur est égale à :

D .C . dxdy. d z d V

D étant la densité du corps, G sa chaleur spécifique.
En égalant ces deux expressions, on a :

Si nous adoptons l ’hypothèse de Fourier, K  est une cons
tante.
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TRANSFORMATION DE COORDONNEES 19

Si nous ne l ’adoptons pas, K  sera fonction de la tem péra
ture, so it:

On aura :

etc.

d_

d x ( k S ) = k ' ( S ) ' + k d x 2

L ’équation devient donc :

c 'd ' ? = k ' 2 ( £ ) ' + k S  U

D ans les applications, nous nous bornerons toujours à 
l ’équation de Fourier qui a une forme linéaire. Nous sup
poserons donc K '=  o, et K  constant, de sorte que l ’équation 
sera :

d V  K  
dt C .D A Y

Nous négligerons les variations de G et D , et nous pose* 
rons:

_K_
CD k.

L ’équation du m ouvem ent de la chaleur est donc :

d V

dt
=  k  A V

1 6 .  T ra n sfo rm a tio n  de co o rd o n n é e s . —  N ous allons  
voir ce que devient cette équation dans un systèm e de coor
données quelconques.
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2 0  ÉQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

Soit :

® =  <P) (?. ■»). ?)
V  =  ? î (5. il. 0

Z  =  ?3  (’ ) '0 . Ç)

et prenons 5, 7|, Ç pour coordonnées nouvelles.
Nous supposerons que nous avons un systèm e triple or

thogonal, ce qui est exprim é par les conditions :

d x  d x  d y  dy  , dz d z _
dï d ^  +  dï dy  "T" d\ d'y ~  °
d x d x . d y d y _ . d z d z _
dy d'C, dy dÇ dy  rfÇ °
d x  d x  . d y  dy . d z d z _
^ ^ + ^ r f Î + rfÇrfF — 0

P osons en outre :

On a :

c 'est-à-dire :

f ) ' + ( ! ) ’ + ( f ) ! =  

(S)■+($■+(*)■=-
ds2 =  dx?  +  rfy2 -f- dz2

ds2 =  a 2 rf; 2 +  Ö2 rfï|2 - f  c2 dt,3. 

Considérons le solide {fig. 8 ) limité par les 6  surfaces :

5 =  50 (A B C D ) $ =  50 +  rf; (A 'B 'C 'D ')
71 =  7|0 (A A 'D D ') 1  ~  'lo H-  dy  (B B 'C C ')
Ç =  ç0 (A A 'B B ') Ç =  Ü«, +  rfÇ (C C 'D D ')
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TRANSFORMATION DE COORDONNEES 2 1

Le solide ainsi obtenu est assim ilable à un petit parallé- 
lipipède rectangle en raison de l ’orthogonalité du systèm e.

Calculons les arêtes. Considérons 
B B ' par exem ple.

Les points B et B ' ont pour coor
données :

£o) (5o +  ^ ’ 1 Ylo " h  ^o)

D onc la longueur de l'arête B B ' est :

, ds =  adx,.

O n voit donc que les dim ensions du parallélipipède sont : 

ad\ bdii cdX,.

Le flux à travers À B C D  e st :

À.

—  K d m  dl d j
dn

et l ’on a :

d m  =  bcdt\ dX, 
dn  —  ad\.

D onc le flux est:

K . ' - ^ | c f r )  dÇdt. 
a d\

Le ilux à travers A 'B 'C 'D ' est :

L a al d\ \ a dt> /  J
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2 2  ÉQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR 

La somme algébrique de ces deux flux est :

K - l  ( i f ) * · ' " * * ·

On obtient des expressions analogues pour les deux autres 

couples de faces. -

En faisant la  somm e on obtient la quantité de chaleur qui 
entre dans le parallélipipède :

K . * * , * < «  2  ! ( £ § ) ·

D’autre part, cette quantité de chaleur est :

C D . abc. cR dt\ dX, riV.

En égalant ces deux expressions et posant :

on obtient l ’équation du m ouvem ent dans le systèm e de 
coordonnées considéré :

. . .  abc d V   d_ /bc d V \  . d  /ca d Y \  . d_ / ab d Y \

k dt cR \  a dR )  cïyi \ b d-t̂ J dï, \  c dX, )

1 7 . C o o rd o n n ées s e m i-p o la ire s . —  On a :

X  =  P COS lü

y  =  p sin a)
z  —  Z

Par suite :
' dd· =  d f  Pa dio‘J +  d z2.

D ’où l ’on déduit :

a =  1 b  —  p c =  l .
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L ’équation générale devient :

pdV _ rf / dV\ , A  ( i^ l\  i A  i  d-ï\
k dt dp V  dp /  dia \p doi) ' dz  V  dz) 

ou :

\  dt p  dp ' dp2 p 2  d u 2 dz2

1 8 . C o o rd o n n ée s p o la ire s .

x  =  r cos <p sin 0 
■y —  r sin <p sin 0 
z =  r cosO.

On a : ^

ds2 =  dr2 r 2 sin2 0 dtp2 - [ -  r2 dï2
a  =  1 Z> =  r sin 0 c =  r.

Substituons dans l ’équation (1) du § 16 :

çP\
dr

r2 sin 0 r?V «¿V . ,  . o!2V
- r - â  =  ï ’ ' s m ' * + r  s m # ^

I 1 d aV  I A “  V I · fl vH--- — 7 “T T  +  cos 0 "JT +  sin 9 373^  sin O (¿y2 ̂  <¿0 of02

d \ d 2 Y

ou :

l d V _ 2 rfV ^ V ,  ___1____t f V co tg  0 d V  1 a?2V
A e?£ >· (¿r ""r" ch-2 r2 sin2 0 dy2 r2 (¿0 ' r2 c?02

1 9 .  Reprenons l ’équation de la chaleur dans le cas des

coordonnées cartésiennes :

f = M V

Considérons un corps C à l ’intérieur d ’une enceinte rem -
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2 4  ÉQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

plie d ’un fluide à la température V 0. Le corps perd de la cha
leur par sa surface de deux manières :

I o Par rayonnem ent; si l ’on admet la loi de Newton, il perd 
une quantité de chaleur proportionnelle à Y  —  V 0 ;

2 ° Par convection ; on admet que la quantité de chaleur 
perdue de cette manière est aussi proportionnelle à Y  —  V 0.

D e telle sorte que la quantité de chaleur perdue par un 
élément da> de la surface est :

H do) de (V  —  V 0)

II étant une constante déterminée pour chaque élément dû).

a l

ô' ^
F ig. 9.

Considérons sur la surface un élément ab  de surface d w  
[fig. 9). Par chaque point de l ’élément menons la  norm ale à 
la surface S  vers l ’intérieur du corps, et portons sur cha
cune de ces norm ales une longueur constante e infiniment 
petite.

O n détermine ainsi un élément ab' égal et parallèle ^ ab.
N ous supposerons s infiniment petit par rapport aux di

m ensions linéaires de d m  ; com m e nous l’avons déjà fait, éva
luons de deux manières différentes la quantité de chaleur 
gagnée par le petit cyclindre dans le tem ps dt.

La quantité de chaleur gagnée par ab  est :

—  H  dû) dt (V  —  V 0)

L a quantité de chaleur qui entre par a 'ô 'e s t :

—  k du> dt —— 
dn
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La quantité de chaleur gagnée par la surface latérale, 
étant du m êm e ordre de grandeur que cette surface elle- 
m êm e, est négligeable par rapport aux quantités précédentes 
à cause de la petitesse supposée de e .  On a donc :

—  I I d u d l  (Y  —  V 0) — k dtü d t ~  =  ~  dtC .D .e . do>
(XTb C IL

O n voit que le second m em bre est infiniment petit par 
rapport au premier.

On a donc en divisant par dt cho :

M v - v „ )  +  S  =  o

en posant: \

II peut ne pas être une constante absolue ; il peut dé
pendre, par exem ple, du degré de poli du corps. En tout cas 
c ’est une fonction des coordonnées du centre de gravité de 
l ’ élém ent du>. V 0 peut aussi varier. N ous supposerons que V 0 

est aussi une fonction des coordonnées du centre de gravité 
de du.

O n peut se proposer deux problèm es différents :
1 ° Problèm e des tem pératures variables;
2° Problèm e des tem pératures finales stationnaires.

2 0 .  P r o b lè m e  d e s  te m p é r a tu r e s  v a r ia b le s . —  O n se
donne la  distribution des tem pératures au tem ps t =  o, 
et l ’on se propose de trouver quelle est la distribution au 
bout d ’un tem ps quelconque.

Il s ’agit donc de trouver une fonction Y  fi', x , y , z ) qui,
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26 EQUATION DU M OUVEM ENT D E LA  CH A LEU R

pour tous les points intérieurs au corps et pour toutes les 
valeurs positives du tem ps, satisfasse à l’équation :

d V
dt

=  AAV

telle que, pour tous les points de la surface du corps, on ait:

M V - v . ) + g '  =  o

et qui, pour t =  o, se réduise à une fonction donrfée :

T (<B, y, *)

h  et V 0 sont des fonctions données des coordonnées de 
chaque point de la surface.

2 1 .  P r o b lè m e  d es te m p é ra tu re s  s ta tio n n a ire s . —

O n admet qu’à un certain m om ent la température ne varie 
plus, c’est-à-dire que l ’équilibre calorifique est établi.

O n se propose de chercher quelle est alors la distribution  
des tem pératures.

D ans ces conditions on aura :

V  sera fonction seulem ent de a?, ÿ , z , et l ’équation générale 
du m ouvem ent se réduira à :

A V  =  o.

La condition à la surface sera la m êm e que précédem m ent 
et l ’on aura :

d V
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O n peut supposer comme cas lim ite h  =  o.
O n aura alors :

d Y
d n  °

D ans ce cas, la surface du corps est im perm éable à la cha
leur.

U n autre cas lim ite est celui où h  es t infini; on a alors à 
la surface :

V  =  V 0

C ’est ce qui arrive à très peu près, par exem ple, quand le 
corps est plongé dans un liquide.

Si V 0 est constant, on peut supposer :

V 0 =  o

car le 0  des tem pératures est arbitraire.

2 2 .  Nous allons démontrer que chacun de ces deux pro
blèm es n’admet qu’une solution. Pour cela nous rappellerons 
le théorèm e de G reen.

Soit une surface fermée S lim itant un volum e T  ; soit d m  
l ’élément de surface, oÎt l ’élém ent de volum e. S i U  et Y  sont 
deux fonctions quelconques continues, ainsi que leurs déri
vées du prem ier ordre à l ’intérieur du volum e, on a :

et dans le cas où Y  =  U  :
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Supposons que le problèm e des tem pératures variables ait 
deux solutions V  et V '.

On aura pour tous les points intérieurs :

d I  =  * i V · - m v
dt

et à la surface:

M V - V . )  +  S =  0 , M V ' - V . ) + 5  =  o

et, enfin, pour t =  o :

Soit :
V  =  V ' =  <p [ooyz] .

w =  Y  —  V '.

O n voit que l ’on aura pour tous les points intérieurs : 

rfW

à la surface :
dt

=  M W

et, pour t =  o :

/¿ W  4 -  — = o  
1 <m

W  =  o.

Il suffit de démontrer que W  est nul, c ’est-à-dire que, si 
dans le problèm e des tem pératures variables les fonctions V 0 

et <p sont m illes, la fonction Y  elle-m êm e est constam m ent 
nulle.

Soit Y  la solution du problèm e dans ce cas. Considérons  
la fonction J :

étendue à tout le corps.
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On aura :
J ^ o .

Différentions par rapport à t:

rfj
dt

O r, com m e l ’on a :

V d V  . 
~ d T  th-

rfV
dt

on peut écrire:

s  =  * / / / V 4 V * ·

Et, en transform ant par la formule de Green :
\

rfJ 
dts = * / / v S * - * / / / s  ( = ) ’ *■

O r, on a à la surface:

rfV
dn

=  -  hV.

Substituons dans la form ule précédente, elle devient

f  =  -  * / / » v  * »  -  * f f f  S  ( S ) ’

Com m e A et h  sont essentiellem ent positifs, on a : 

di .
s - 0 ·

Kl, com m e on a pour t =  o , V  =  o, d ’où :

J =  o.
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on voit que l ’on a, pour des valeurs positives du tem ps :

Or nous avons déjà : 

D onc on a :

J ^ o .

J ^  o. 

J =  o.

D ’où, par conséquent :

Y  =  o.

Le résultat subsiste m êm e dans le cas lim ite où, pour cer
tains éléments de la surface, h est infini, car pour ces points 
on aurait :

V  =  o
et l ’intégrale :

resterait finie.

2 3 .  Considérons maintenant le problèm e des températures 
stationnaires, et supposons qu’il com porte deux solutions Y  
et Y'.

O n aura pour tout point intérieur :

A V  =  o , A V ' =  o

et à la surfaçe :

M - V 0) +  ! " = o ,  M V ' - V , ) + f '  =  o.
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ce qui donne, en posant :

W  =  V  -  V '
A W = o

pour les points intérieurs, e t :

r-ITT , ¿AV
/iW +  "7 " =  O an

à la surface.
11 suffît donc de montrer que, si dans le problèm e des 

tem pératures stationnaires V 0 est nulle, la fonction V  est 
nulle.

Appliquons la formule de Green à la fonction V , en remar
quant que l ’on a :

d VA V  =  o, h V  - f  =  o.
1 dn

O n a alors :

- / / « * * »  = ///2  ( £ ) ’

Le prem ier m em bre est négatif ou nul.
Le second est positif ou nul. O n doit donc avoir:

V  =  0 .

Si A est infini, on voit, com m e précédem m ent, que les résul
tats subsistent.

Si h  est nul en tous les points de la surface, l ’équation ci- 
dessus nous m ontre seulem ent que :
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D ’où
Y  =  const.

A lors le problèm e n ’est pas entièrement déterminé. Pour 
trouver la constante, il faut se donner la quantité de chaleur 
enfermée dans le corps dont la surface est im perm éable.

Le cas où h  est infini revient au problèm e de Dirichlet.

2 4 .  La solution du problèm e des tem pératures variables 
dans le cas le plus général peut se ramener à deux pro
blèm es plus sim ples.

En effet, il s ’agit de trouver une fonction satisfaisant aux  
conditions :

rfV
dt

M V

M V  — v 0) + dV
dn

=  o à la surface,

V  =  9  (a?, y, z) pour t =  o.

Cherchons d’abord une fonction V , (x, y , z) telle que :

et :

M V ,

A V , =  o 

- V o H - S  =  o

pour les points de la surface ; c’est le problèm e des tem pé
ratures stationnaires, et la 'fonction V^ est, com m e on l ’a vu t 
parfaitement déterminée.

Cherchons maintenant V 2 (£, œ, y , 2") telle que :
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e t :

V 2 (o, x, y, z) =  <f (x , y, z) —  V , (a?, y , z )

C ’est le problèm e des tem pératures variables pour le cas  
où V 0 est nul.

La solution du problèm e général est, com m e on le voit 
facilement :

Y  =  Y ,  +  Y 2

2 5 .  C as o ù  le  n o m b r e  d e s  v a r ia b le s  x , y , .¡r, e s t  r é d u it .  
—  Il peut arriver, dans certains cas, que la fonction V  ne 
dépende que de deux ou m êm e d ’une seule des variables

y , * ·
Par exem ple, supposons un cylindre incïbiini parallèle à O z  

et supposons la distribution initiale telle que la température 
soit la môm e le lo n g  d’une parallèle à 0 z. A  l ’origine des 
tem ps, V  sera donc fonction de a? et y  seu lem en t; à un ins
tant quelconque, V  ne dépendra donc que de x  et y.

S i le cylindre est lim ité par deux plans perpendiculaires 
à 0 z  et que ses deux bases soient im perm éables à la cha
leur, tout se passe com m e dans le cas précédent.

Si le solide se réduit à l ’espace com pris entre deux plans 
parallèles au plan des xy, et si la  valeur initiale de V  ne 
dépend que de x , V  ne dépendra jam ais que de x.

Supposons que le solide ait la  form e d ’un cylindre indéfini 
parallèle à O x  et dont la surface latérale soit im perm éable à 
la chaleur.

S i V  ne dépend que de a? à l ’instant t =  o, il en sera de 
m êm e à un instant quelconque.

PROPAGATION DE LA CHALEUR, 3
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2 6 .  C as d’un fil . —  Considérons un fil de section cons

tante et assez petite pour que la température soit uniforme 

dans cette section ( f ig .  10).

Nous prendrons comme variable l ’arc s de fil compté à 

partir d’une certaine origine.

Fis. 10.

Considérons deux sections droites a b  et a'b' prises à des 

distances s  et î  -|_ d s  de l ’origine. Soit w l ’aire de la section 

droite, et n son périmètre

Le volume de l’élément sera w d s  et sa surface latérale a d s .  

La quantité de chaleur qui entre par a b  est :

—  K « d t  ÿ
d s

celle qui entre par a'b' est :

„  j  r^ V  . rf2V , "I
Kcü dt L -*  +  ~ d ^  dsJ

La chaleur gagnée par la surface latérale est :

—  H (V — V 0) < s d s d t .

Si l ’on suppose V 0 =  o, cette quantité se réduit à :

—  H V it d s d t .

On aura, comme dans les exemples précédents :
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Si l ’on pose :

l ’équation devient :

K  Ha
C.D a ~  C.D.co

rfV . d 2 Y  v  
- d i = k w - a l -

S i le corps est imperméable à la chaleur, on a a  =  o, et 

. l ’équation se réduit à : .

riV d *V
d t  d s 2

Le cas où a  n’est 

posant :

pas nul peut se ramener à celui-là en 

V =  U e ~ ae \

car on a alors :

d 2 Y  d 2 U
d s 2 d s2 6

d t  d t  6
—  a i a U e -

et l’équation devient :

dU . «PU
d t  d s 2
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SO LID E REC TA N G U LA IRE IN DÉFIN I

2 7 .  Le premier problème traité par Fourier est celui des 

températures finales stationnaires dans un solide rectangu

laire indéfini que l ’on suppose limité par les plans :

TT
V =  o a> =  —  s oo =  +

it
2 -

c
y

D

O

Fia. H.

B
TC x
2

V ne dépendra que de x  et de y ,  cette fonction devra donc
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satisfaire à l ’équation :

cP V  . d *Y
d x i  ">■ d y *  ~  °  

et on devra avoir à la surface :

M V  — v „) +  ~ o .

Nous supposerons h  infini, c ’est-à-dire que la conductibilité 

extérieure est assez grande pour que la surface du corps 

soit en équilibre de température avec le milieu ambiant.

On aura donc à la surface :

v =  v„.
Supposons par exemple que l ’on a it 'y

pour:
7T

*  =  - 2 ’
Y  =  o

pour:
*  =  + ï y =  o

pour : y  =  oo, V =  o

et pour: y  =  o, v =  f { œ )

f { x )  étant une fonction donnée.

Fourier recherche d’abord les cas où la solution V  se pré 

sente sous la forme :

V =  f { œ )  «p [y)

On aura dans ce cas :
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On doit donc avoir :

f'y) +  /"(») ?” [y) — o
ou bien :

/ »  _  
/ » ®(y)

et cette égalité ne peut avoir lieu que si chacun des deux 

membres est égal à une constante A.

Supposons d’abord A >  o, et posons : A =  m 2.

On a :

<p* -f- m ?ip =  o.

La forme générale de <p est donc :

f  =  a  cos m y  -]- b  sin m y

a  et b étant des constantes.

Mais, dans ces conditions, V ne s’annulerait pas pour
y =  » .

Cette solution ne convient donc pas.

Il faut donc poser : A =  —  n i 2.

On a dans ce cas :

Pour que cette expression s ’annule à l ’infini, il faut que a  

soit nul. Donc :

tp" —  m2<p =  o.

D ’où:

<p =  a e my  -f- b e ~ mv.

=  b e ~ ;ny .

On a d’un autre côté :

f "  -]- m ? f  =  o.
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D ’où :

f  =  a sin (îm x  -f- 9)

et cette fonction doit s’annuler pour x  =  ±

On doit donc avoir :

«

—  m  ^  - j -  6 =  Air m \ ~ f~ ® =  A'w

h  et K  étant des nombres entiers.

Ceci montre que m doit lui-même être entier.

S i m est pair, on prendra 9 =  o.

7C
S i m  est impair, on prendra 9 =  - ·

Dans le premier cas f [ x )  est de la  forme: 

f ( x )  =  « sin %mx \

Dans le second cas on a la forme’;

/(<») =  « cos (2m  —  1) x

E t  l ’on aura pour la  fonction V  dans ces deux cas :

i°  Y  =  A e ~ 2mv sin2ma:

2° V =  Ae-<2w-O y cos(2m  —  1) x

Ainsi donc le problème est résolu quand f ( x )  a  l ’une des 

deux formes :

sin 2m x  ou cos (2m —  1) x
0

2 8 .  Supposons que f( o c ) soit une série de la  forme :

/ (#) =  a 4cos x  -)- a 3 cos 3oj +  «s co s5y +  ......

,-f- 62 sin 2 x  —|— bA sin Ax +  &6 sin 6a; - f - .......
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Considérons la fonction :

V =  a Ke ~ y  cosa; +  a %e ~ 3v  cos3.5? -f- «5e~54' cos5 a; - f - ......

-f- 62e ~ 2^ s in 2a; +  b^e~*y sin4a; -f- . . . . .

Chacun des termes u  de cette série satisfait à l’équation : 

Am =  o.
7C

De plus, chacun des termes s’annule pour x  =  dz-·  de 

même que pour y  =  oo.

On voit immédiatement que, si f(x) possède un nombre 

fini de termes, il en sera de même de Y , et la fonction V est 

la solution du problème.

Dans le cas où le nombre des termes est illim ité, on ne peut 

pas affirmer a priori que le même raisonnement est appli

cable ; il faudra préalablement étudier la série V comme 

nous le ferons dans les exemples suivants.

2 9 .  Quoi qu’il en soit, le problème de Fourier nous amène 

à considérer le suivant :

Trouver une série trigonomètrique de la forme :

a t cos x  -f- a 3 cos 3a; -j- a5 cos 5a; - f - .......

+  b 2 sin2i» +  bA sin4a; -| -......

représentant une fonction f  (x) pour toutes les valeurs de x

TC . TC
comprises entre —  -  et - ·

Ce problèm e se ramène au suivant, traité égalem ent par 
Fourier :

Trouver une 'série de la forme :

a 0 +  « ,  cos a; +  a 2 cos ‘¡tx - f - . . . . .
- f  b{ sina; - f -  b2 s in 2a; + .. . . .

qui représente une fonction f  (x ) entre —  tc et -f- tc.
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Supposons que ce développement soit possible, nous allons 
calculer les coefficients.

Rappelons les form ules suivantes :

r n '1 cos m x d x  =  o pour m  o

r n.
I sin m x  d x  —  o quel que soit m

J  _7C
r*
1 cos m x  cos n x d x  =  o
J -7t

s i m  ^  n

/  sin m x  sin r ix d x  —  o 
J  — TC

/ cos2m x d x  - -  I sin 3 m x d x  - u
J - K  J - n

si m  n

P K
1 cos m x  sin n x d x  =  o 
J  —tc

quels que soient

Rappelons aussi la définition d’une série uniform ém ent 
convergente.

Soit une série :

M0 +  U { " h  U2 H " · · · . +  M» +  ···

dont les term es sont des fonctions de x  ; la série est conver
gente si le reste R „ tend vers 0 , quand le nom bre n  croît 
indéfiniment. Si R „ est constam m ent inférieur en valeur 
absolue à un nom bre e dépendant de w, m ais indépendant 

de cc, et que ce nom bre e tende vers O quand n  croît indéfi
nim ent, la série est dite uniformément convergente.

On sait que l ’on peut intégrer term e à term e une série uni
formém ent convergente. En outre, si une série est uniform é
m ent convergente et si chaque term e est une fonction conti
nue de x , la som m e de la série est elle-m êm e une fonction  
continue de x.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



42 SOLIDE RECTANGULAIRE INDEFINI

3 0 .  Supposons la fonction f [ x )  développable en une série 
trigonométrique uniform ém ent convergente.

f ( x )  =  a 0 -j-  a t c o s x  -f -  a 2 c o s 2 a? -f- . . .  - j -  a n c o s n x  ... 

-f- b , s i n x  +  b 2 sin2a?-(- ■·· +  b» sinw# -f- ···

Calculons par exemple a „ .

M ultiplions les deux m em bres par cos n x  d x  et intégrons 
de — 7t à 7r.

O n aura, d ’après les égalités écrites plus haut :

f  f ( x )  cos n x  d x  =  Tza„
*■' -  n

On voit de môme que l ’on a :

J f { x )  sin n x d x  =  itb,x

et, enfin :
/»+ TV

J  f { x )  d x  =  a 0

On a donc, en admettant la possibilité du développement :

. , 1 r n r «
f \ x ) =  2 Ï r  / f i . 2 )  d z  +  ;  2j  c o s  n x J  f ( 2 ) c o s  n z  d z

sin n x  dz.

Considérons maintenant une fonction à représenter dans 

l ’intervalle — au moyen d’une série de la forme :

/ (x ) —  a { cos x  -f- a 3 cos 3a? - f " .......

-f- b 2 sin 2 #  - f -  b A sin i x  .......
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N ous aurons résolu ce problèm e, si nous trouvons une 
fonction de x  définie entre —  ir et +  qui dans l ’intervalle

se réduise à la précédente, et telle que la série

trigonom étrique qui lui correspond soit de la forme ci-dessu  
Si, dans cette série, on change x  e n ir— x  ou en —  t z— x, 

la valeur de la série change de sign e, et d’ailleurs toute série 
jouissant de cette propriété a nécessairem ent la forme pré- 
éédente.

Si x  est com pris entre o et -  > ir —  x  est com pris entre ^  
et Tt.

Si x  est com pris entre —  ^  et o, —  n  —  x  est com pris

entre —  n  et —  ~9

N ous définirons donc une fonction <p(œ) de la façon sui
vante :

D ans l ’intervalle ^ ^ e l l e  aura les valeurs de la  fonc
tion f{x):

D ans l ’intervalle ^—  7r, —  on aura:

? (<*) =  —  /■(— *  —  x)

et dans l ’intervalle on aura:

T (œ ) =  —  fi*  —  œ r

3 1 .  Su pposon s, par exem ple, que l'on ait f{x) =  1 dans 

l ’ intervalle (̂ —

N ous aurons alors :

Entre —  «  et —  ^ : y {x )  =  —  1
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E n tre— |  et <p(æ) =  l

Entre |  et 7c : <f (x) =  —  1.

Pour cette hypothèse particulière, la fonction" tp (a;) est paire, 
et on voit aisément que tous les term es en sinus dispa
raissent, et on aura pour m  impair :

/lit /lit
i:am  =  /  <p (x) cos m x  d x  =  2  /  tp (a?) cos m x  d x

· ' —7T J  o

«  a„,
/i 2 /lit

=  2  /  cos m x  d x  —  2  1 cos m x  d x
J  A V  'TT

■Kam  =  ±  — >
m

«  
a

I a " - = ± m

O n a donc le développement :

cos 3a? , cos 5a;-  =  cos x  —  4 +

et la solution Y  sera dans ce cas donnée par la formule :

-.r „ cos 3a; ,  . cos 5a;-  V  =  c o s a ^ -y  —  — —  e~ w  -)----- -—  er*v — .. . . .4 u 5

3 2 .  Ayant obtenu cette série, satisfait-elle à toutes les 
conditions du problèm e ?

Satisfait-elle à l’équation A V  =  o ?
Cherchons, d ’abord, si elle admet des dérivées du second  

ordre par rapport à a; et y .
Si les séries form ées avec les dérivées du second ordre de 

ces term es sont uniform ém ent convergentes, on est certain 
que ces séries représentent les dérivées du second ordre de

la  série t  V .4
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Différentions deux fois par rapport à x. O n a la série :

—  cosxe-v  - f -  3 c o s 3 # e -33' —  5  c o sb æ e -w  ......

Les termes de cette série sont plus petits en valeur absolue 
que ceux de la série :

e-y -f- 3e- +  5e~sy - J - . . . . .

qui est uniform ém ent convergente pour toutes les valeurs 
positives de y , les seules que nous considérons. Les dérivées 
secondes existent donc et peuvent être obtenues en diiïéren- 
tiant notre série terme à terme ; on en conclut aisém ent 
qu’on a pour tous les points intérieurs au so lid e :

A V  =  o.

V oyons maintenant si V  satisfait aux conditions à la sur
face.

A -t-o n  :
Y  = o  -

TC »quand x  —  ±  g  V  étant p o sitif?

Cela a lieu si la série V  est uniform ém ent convergente.

O r, les termes de la série |  V  sont plus petits en valeur  

absolue que ceux de la série :

e - v  j _  i e_ Ü  J
~  3  ~  5  ^

qui est uniform ém ent convergente, sauf pour y  =  o.
D e m êm e, si y  croît indéfiniment, V  tend vers zéro. 
Exam inons ce qui se passe pour y =  o. N ous obtenons
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alors pour -  V  la série :

cosa; — cos 3a; , cos Sa;

7TN ous allons démontrer que la valeur de cette série est —> 
et, dans ces conditions, on sait que V  aura pour lim ite 1.

3 3 .  Considérons la som m e :

„  cos 3a;S,„ =  cos x - - - - - - - — +
cos (2 m —  1 ) x  

2 m  —  1

où nous supposons m  pair. 
O n a :

=  —  sin a; +  s i n 3 r — ... . . -f -  sin (2m—  4) x

M ultiplions par 2 i.

Com m e l ’on a :
2 i sina; =  eix —  e~ix

Il vient:

2 i — - =  —  eix *4— e3ix —  e3ix 4 -  . 4 -  e(2m - 1 ) «'* 
d x  1 1 1
g—te   e ~ 3 i x _|_ g — ôte  _ __   g-(2m - \ ) t x

O n a deux progressions géom étriques lim itées dont les 
raisons sont —  eîtx et —  e~iix.

D onc on a :

 ̂ g—/a; _ ç —(2m +  \)ix

1 e2ix ^  i  e -2tx

¿ ¡m ix —  e-2 m ix t sin 2 ma;

2Æ  =  :
dix
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On a donc :

d S m _sin 2 m#
d x  2 cos x

Nous allons démontrer que la série obtenue en faisant 

croître m  indéfiniment a une valeur constante, si x  est compris 

entre — | et |·

On a, en effet:
X\

O , \ c  / \ C  s in  2 m #  S,„ (#,) — Sm (#0) _  / 2 c o s æ

J  æ0
d x

Intégrons par parties :

, , c  , , r — c o s S m ic - ]*! ·, c C'

S -  («<) -  S ”  W  =  [  t e c o s *  J „  +  / "
** *0

*1
cos 2m# sin# 

4 m cos2# d x

• TZ "R \
#0 et #, sont compris entre — r et - j donc cos a? ne s’annule

J  A

pas dans l’intervalle. Par suite, le premier terme du second 

membre tend vers 0, quand m croît indéfiniment.

Il en est de même de l’intégrale.

Donc, on a :

lim S,„ (a?,) =  lim S,„ (#0)

S (#,) =  S (#„).

La fonction S (x ) représente donc une constante. Pour la 

déterminer faisons x  =  o. On a :

S (o)

Donc, pour toute valeur de x  comprise entre —
7C . 7T _
- e t - o n  a:

■s
7 =  c o s #  —■ 
4

cos 3 #
+

cos 5#
3 5
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3 4 . On peut donner de cette identité une autre démons

tration.

On a ;

arc tg z _ F  d z

J  1 +

i  z '
=  1 — + — +  -  + a « t-2 z 2m 

1 - ¡ - z *

en supposant, par exemple, m  impair. 

En intégrant, on a :

^3 £-5
arc tg  z  — z — — —

R„

- h
1 z 2

z 2"‘ ~ '
2 m  — 1

d z .

—  R™.

Posons:

z  —  peÎM. p <  1.

On a pour R,„ en intégrant le long de la droite oz :

On a :

R » /,p -2»t g (2»1 + I) taj

I R». I

A étant l’affixe du point — 1 , B celle du point z 2 , AB repré 

sente le module de la quantité 1 -|- z 2 (fig . 12).

Si w <  on a : 2w <  et, par suite, on voit que : AB >  1

7C TTSi w >  - i  2oj >  -i et on a:
4  2

AB >  I sin 2 (o I
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De toute manière on a donc :

AB >  cp (10) >  ^

M
étant différent de zéro.

I R „  I <  M / W P

F ig . 1 3 .

Quand m  croît indéfiniment R m  tend vers zéro, et ceci est 

encore vrai pour p =  1, car il reste alors:

I R  I M
1 1 ^  ~ ~ 2 m +  1*

PROPAGATION DE LA CHALEUR. 4
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Dans l’expression de arc t g z  remplaçons z  par e iu et e~ 
et ajoutons les deux développements :

arc tg e!(0 -f- arc tg e~ im =  -  Au.

Donc on a :

-  4 -  Au =  2 cos w 
2  1

2 cos3 w , 2 cos ou ·

K est un nombre entier, que l’on détermine en faisant w =  

On voit que K =  o, donc :

u cos3 («> , cos5 o>
-  =  cos «  g H g------- ----

3 5 . Revenons au cas général.

Nous avons trouvé :

V =  ^  a m co s m x  e r mv +  ^  bm sin m x  e - " ,y

les a  étant à indices impairs, et les b à indices pairs. 

Nous poserons :

z  z= ie ~ y + lx .

D’où:
% m  —— ¿m 0—  m y  + m i%  t

La partie imaginaire de z m est, suivant la valeur de m  :

si : m  =  4p. -j- 1, e~my cos m x

si : m  =  4p +  2, e -m y  sin m x

si : m  =  4p. -j— 3 , __e~ my cos m x

si : m  —  4p, e-m y  sin ma;.
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Suivant ces différents cas, nous poserons:

s i : m  =  4ix -j" L X/n =

si : m  =  4pi - j-  2, X/rt ==

si : m  =  4p. 4~ 3, X/n —-

si : m  =  4(a, X/» m=- b

E t nous considérerons la  fonction :

?  M  =  2 X'» * m-

On voit que Y  est la  partie im aginaire de ¡p (z).

Les coefficients de tp (z ) sont réels. Donc, si,? est réel, on a

V  =  o

z est réel si x  =  ±  ~  Donc Y  est nukpour ces valeurs.

Soit z 0 l ’im aginaire conjuguée de z .

O n  a :

y  ? ( * )  — «? (z o)
"  2 i

Appliquons au cas particulier que nous avons déjà étudié

W tr „ C 0 s3 iC  , , .7 V =  cosœe-v —  — -—  e ~ * y  4- ···
4 3 1

La fonction cp (z) correspondante sera donnée par :

(p (z) —  z  - j-
+  B +

; -  arc tg  i z .
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On a :

D ’où:

1
i arc tg  iz0

arc tg  iz0 —  arc tg iz

—: arc tg

=  arc tg

iza —  iz 
1  -f- iz0.iz
2e~v cosa? 
1  —  e~2’J

=  arc tg
i(zñ —  z) 

1  —  zz0

36. Fourier cherche à évaluer le flux de chaleur à travers 

un plan quelconque parallèle au plan y =  o.

En appliquant la formule générale qui donne le flux on a :

TZ

2

Dans le cas particulier que nous venons d’étudier :

4K
dQ  =  —  | (cos.-re- ^ —  cos3ice-3  ̂- j - .... )doc

4 K f  . sm 3a? , . T 2
=  —  sin a ?e_ y -------- ^—  e ~ 3v +  . . .

7t |_ . 3  J-ïï

= f [ ‘- ' + = r + î? + ....]

S i l’on veut avoir la dépense totale de la source de cha

leur, il faut prendre le flux pour la base y =  0 .

Mais on voit que, dans ce cas, la série est divergente. Donc
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la dépense totale de la source est infinie. Ceci tient à ce que 

la base est maintenue à la température 1, tandis que les faces 

latérales sont maintenues à la température zéro.

B
—tc

Z

: A

j______k______
Ô f Xi
2 *

F ig. 14.

Entre les points A0 et infiniment voisins, mais pris l’un 

sur la base, l’autre sur la face latérale, la différence de tem

pérature est finie, et il y a ce que Fourier appelle une ca ta 

ra cte  de chaleur. ^
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C H A P IT R E  IV

. SÉRIE DE FOURIER. -  THÉORÈME DE DIRICHLET

3 7 . Dans les considérations précédentes nous nous 

sommes servis de fonctions supposées développables en série 

de Fourier.

Nous allons indiquer maintenant des conditions très géné

rales sous lesquelles ce développement sera possible.

Condition de D irichlet. — Nous dirons qu’une fonc

tion f (æ )  satisfait à la condition de Dirichlet, lorsqu'elle 

peut être regardée comme la différence de deux fonctions 

dont chacune reste constamment finie, et n’est jamais crois

sante.

Chacune de ces deux fonctions peut toujours être sup

posée positive. En effet, soient f K et f 2 ces deux fonctions, 

et soit — a la plus petite valeur qu’elles peuvent prendre. 

On prendra alors :

i i x ) —  \Îk ix ) H" «] —  Ii t  ix ) +  «]
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Nous allons montrer qu’une fonction, qui n’a dans un 

intervalle donné qu’un nombre fini de maxima et de minima, 

satisfait à la condition de Dirichlet. Supposons, par exemple, 

que la fonction présente un maximum et un minimum.

Appelons B et C le maximum et le minimum, et soient b 

et c les valeurs de x  correspondantes.

Soit a une constante. \

Dans le premier intervalle (a, b) nous prendrons :

f\ =  *  U  =  *  — f -

Dans le deuxième intervalle [b, c) nous prendrons :

r ,  =  *  +  r -  b  r , =  « - b . ·

Enfin, dans le troisième intervalle (c, d) :

f\ =  -f- C — B /2 =  a - J - C  — B — f .

On voit que les fonctions et ainsi définies ne sont 

jamais croissantes dans l’intervalle a , d , et, de plus, on pourra 

prendre a assez grand pour qu’elles soient positives dans 

cet intervalle.
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S i  d eu x  fo n c tio n s  s a tis fo n t à  la  co n d itio n  de D ir ic h le t , il 

en  e s t  de m êm e de le u r  som m e ou le u r  p ro d u it.

S o it  f  =  A —  B  :

f ' =  C  —  D .

O n a :

f  +  r  =  { A - f  C ) - ( B - f - D )

e t  le s  fo n c tio n s  (A  -f- C) e t  (B  -f- D) n e  s o n t ja m a is  c ro is 

s a n te s .

D e  m êm e, on a :

f . f  =  (AG +  B D ) -  (A D  +  B C )

On voit encore que les deux fonctions :

(AC +  BD), (AD +  BC) 

ne sont jamais croissantes.

U n e fo n ctio n  s a tis fa isa n te  à  la  con d itio n  de D ir ic h le t  p eu t 

ê tre  d isco n tin u e .

S o it  :

r= u  —  A
O n a :

f\ (œ  +  h) <  f \ (x ) s i  h >  o

e t/ )  (x  - f -  h )  c ro ît  quand  h  d écro ît.

D o n c  {ce h )  a  u n e lim ite  q u an d  h  ten d  v e rs  zéro . D e  

m êm e, /, {oc —  h)  a  u n e  c e r ta in e  lim ite  q u a n d  h  ten d  v e rs  

zéro .

L a  lim ite  d e f K {co - f  h) e s t  in fé rie u re  ou é g a le  à  f K (a;), 

c e lle  de f t {oc —  h)  e s t  su p é rie u re  ou é g a le  à  f t {oc).
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Si ces deux limites sont égales, elles sont égales à f t {ne), 

et la fonction est continue pour la valeur x .

On a :

Ce qui précède montre que f  {æ -f- h) et f  (æ — h) tendent 

vers des limites déterminées, quand h  tend vers zéro; ces 

limites peuvent être différentes ; si elles sont égales entre 

elles et égales à f ( x ) ,  la fonction f  [x ] est continue pour la 

valeur x .

3 8 . T h é o r è m e . — S i  u n e  fo n ctio n  f  [x )  satisfait à  la con

dition d e  D irich let d a n s l'intervalle  (— tt, -}- u), elle p o u r r a  

être  rep résen tée  d a n s ce  m êm e  intervalle p a r  u n e  sé rie  de  

F o u r i e r , c’est-à-dire que l’on aura :
\

7T f { x )  =  ^ z ) d z  -[- ^  cos m x J ' f { J ) cos m z d z

Il faut, d’abord, établir l’existence des intégrales qui expri
ment les coefficients.

Nous allons, d’abord, montrer qu’une fonction qui n’est 

jamais croissante est intégrable.

Pour cela, reportons-nous à la définition de l’intégrale.

Considérons une fonction f [ x )  définie dans l’intervalle 

de a  à b.

On insère entre a  et J  des valeurs intermédiaires :

f [x  - f  h) =  f K [x +  h) — f  g {x - f  h) 

f [x  —  h) =  f K (x — h) — (x  — h)

— 7Ï

X\ X2 · · ·  3 ? « —' j
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et on pose :
8, =  cCj —  a  

8/ z = œ i —  æt - i 

S n =  b —  x n~,

Soient Mî et m* le maximum et le minimum de f  (x) dans 

l’intervalle 8f.

On forme les deux sommes :

S  =  M (84 -}- M a82 -f-  M,-8j -J- ... -|- M n8„ 

s =  m { hl -(- w282 -f- ... — nii%i -(- ... -f- m n8„

On démontre que, lorsque les intervalles 8 tendent vers 

zéro suivant une loi quelconque, S et s tendent vers des 

limites fixes L et l.

Pour que la fonction soit intégrable il faut qu’on ait :

L =  L

Supposons que, dans l’intervalle [a, b), f  (x) ne soit jamais 

croissante.

On aura alors :

M,· =  f { x t- h) 

m i =x f { x t)

Donc :

S — « =  ^  ~  f ( x i)] 8<

Comme la loi de formation des intervalles est quelconque, 

prenons :

_ b — a
' 6, = .  ---------- -

On a alors :

S — s =  8 [ f [a )  — /(* )] .
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Quand n  croît indéfiniment :

lim (S — s) —  o.

Donc, la fonction f { x ) jamais croissante est intégrable.

Si une fonction satisfait à la condition de Dirichlet, elle 

est la différence de deux fonctions intégrables ; donc elle est 

elle-même intégrable.
Les fonctions sin m z , cos m z  satisfont à la condition de 

Dirichlet.

Si donc f { z )  satisfait à la condition de Dirichlet, il en sera 

de même des produits:

L’existence des intégrales qui figurent dans la série est 

donc démontrée.

3 9 . Considérons :

f { z )  cos m z , f { z ) s i n m z .

où l’on a posé :

o,„ — 5 -f- c o s x  cosa· + ......  +  cos m x  cos m z
¿t

-f- sin x  sin z  - f - ......  -(- sin m x  sin m z

d’où :

Posons :
z  —  x  =  y .
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y

Multiplions les deux membres par 2  sin|> on voit que l’on a:

.  . y  . 2m  +  1
2 <sm sm | =  s in ------y .

P o so n s  a lo rs  :

m - f  -  =  ¡X

D’où
2

sin fx ( z  — x )

( *  — a>)2 s in
2

d z

x  étant compris entre — n  et -f- w, partageons l’intervalle 

d’intégration en deux parties :

r  =/* +/·t/ —7Ç «/ — 1T x

Transformons la première intégrale en posant:

z  = - x  — y .

Elle devient:

in + x  /-iir + x
x  — y) sin w  _  / yf(œ — y) sin y.y ^

2 sin y o 2 sin y  y

P o u r  la  seco n d e  in té g ra le  p o so n s :

*  =  ® +  y
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elle devient :

f
f { x  +  y) sin \t.y

o 2  s in ^  
2

O 2 Sin ;

On a donc pour S//t :

s  _  f y / l a - h y ) . s in  v-y d  . y)  Ë E M  d

"  J o  2 s i n |  ÿ  v  o 2 s i n |  y  ' 
2  2

Nous avons à chercher la limite de Sm lorsque m  croît 

indéfiniment.

4 0 . Pour cela, nous allons, d’abord, étudier l’intégrale:

9 (y) satisfaisant à la condition de Dirichlet.

Considérons l’intégrale définie

d y .

Nous allons d’abord démontrer que H est finie. 

Remarquons que le numérateur sin \x.y change de signe 

pour les valeurs suivantes de y  :

71 2tt 3tt Wt
-5  — ? ■— > ·* ·· --- } ·····
p . [A ¡X p .

Divisons le champ d’intégration en intervalles partiels et
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6 2  SÉRIE DE FOURIER. THÉORÈME DE DIRICHLET 

posons:

B

2n

— B3 dy

3 u

B 3 =  S- ^ d y  

J  l it  U
U.

Les quantités B sont évidemment toutes positives; de 

plus, elles vont en décroissant, comme on le voit aisément 

en considérant la courbe représentée par l’équation :

sin uw 
z  = -----L-ii·

y

De plus, B„ tend vers zéro quand n  croît indéfiniment.

On voit donc que H peut se représenter par une série
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alternée :

H — B, — B2 +  B3 — B4 ......-f- B2k-\- — B2* + ........

Nous allons démontrer que les B et, par suite, H sont indé
pendants de ¡X.

C o n sid é ro n s, en  effet :

I sin \>.y

J n *  y
d y

Posons :

L’intégrale devient :

·.(» + Dit
sin^r

d z  
Z \

E lle  e s t  d onc in d ép en d an te  de ¡j ..

D e p lu s , s i  on p o se  :

H2A-H =  B, — B2 +  B 3 — ......-|- B2* -i

H2* =  B, — B2 - j - ......B2/c—i — B2*

O n a :

H2A· <  H <  H2i - i

Revenons à l’intégrale J et supposons, d’abord, <? (y) cons
tamment décroissante et positive. La fonction à intégrer 

change de signe pour les valeurs :

71 27i Xt:
-> — ; ....... —
[A  [A  U.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



64 SÉRIE DE POUR IE R . THÉORÈME DE DIRICHLET 

X étant le  nom bre entier tel que :

— <  a <  (X +  1) *  
1* I*

Posons, de même que précédemment :

I ,  = j \ ( y )  ^  i y

2 tz

- A . =  r ,

J  71
? (y )  SĴ Û Ld y

± A U , =  f
J  Xir

. , sinuw  ,
?  (y) - y -  d y

V-

J* =  A, — Aa -j-A 3 — ...

... rh A*

O n v o it a isé m e n t q u e  le s  A  so n t p o s itifs  e t d écro issa n ts  

e t  q u e l ’on  a  :

J 2*  <  J  <  J 2* —i

Considérons l’une quelconque des quantités A, par exemple

371

as =  l t (y) dy

f  (y ) reste compris entre f et ® ·
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On a donc :
3lT

V

ce qui peut s’écrire :

* ( 7 )  » . < * . <  » ( 7 ) ? * .

Si ¡a croît indéfiniment, on aura à la limite, en appelant 

tp (e) la limite de cp (a?), quand x  tend vers zéro par ses valeurs

positives : ^
lim A3 =  <p (e) B 3

et d’une façon générale :

lim A„ =  y (e) B„

On en conclut :

' lim Jai-i =  <p (s)· H2i_<
j.r, =  0 0

lim J24 =  © (e) H2*
(1 = 00

Je dis qu’on peut trouver ¡1 assez grand pour que l’on ait :

I J —  Htp (e) I <7)

t, étant aussi petit que l’on veut.

On a, en effet :

J — H-p (e) <  J2*_( — H î̂p (e)
PROPAGATION DE DA CHALEUR. 5
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ce qui peut s’écrire :

J — Hep (e) < [J2* —X — H2k-\ 9 (e)] “h B2*? (e).

On peut prendre k  assez grand pour que B2a soit aussi 

petit que l’on veut et, par conséquent, pour que l’on ait :

B 2*? (E) <  g

et, k  étant ainsi déterminé, on pourra fondre g assez grand 

pour que :

D’où

J2*—1 — H2A_, tp (e) < 3 .
2

J — Iltp (e) < T).

On démontrera de même que :

Iltp (c) — J < 7)

en remarquant que l’on a :

Hep (e) — J < II2*_1 tp (e) — J2/t.

Le raisonnement qui précède montre que : 

lim J =  a (e) H
(l=CC

Si la fonction <p, sans être décroissante, satisfait à la con

dition de Dirichlet, il en sera encore de même.

4 1 . Revenons à la fonction S,„ :

J  0 2 sin f  y  J  0

'y f { x  — y) sin \>-y

2 sin %.
d y .
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Le» fonctions: VCl SL Î A  et v r  ( » - y ) .
2 s i n |  2 s i n |

restent finies et satisfont à la condition de Dirichlet. 

Appliquons les résultats précédents :
Les valeurs limites des fonctions précédentes quand y  tend 

vers zéro sont respectivement :

r  (°° +  «)
et :

f { x —  e).

On a donc:

lim S,„ =  H [/ ( x  -f· e) - f  /  ( x  —  e)].

Si la fonction est continue :

lim S,„ =  2Hf  (x )

H est une constante. Pour la· déterminer, faisons f ( x )  =; 1 ; 

on a, en se reportant à la série de Fourier :

Donc :

lim S,„ =  | \f {x  +  e) +  f  [¡¡B ~  e)] '

et, si la fonction est continue :

lim S„, =  TT f  [ce).

4 2 .  E xem p les d ivers. — Reprenons l’exemple que nous 

avons considéré.
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Nous avons obtenu :

COS CB ■
cos 3 a? . cos 5 a? it 

3  +  8 *" 4

quand :

7t 7t 
2 <  X <  2'

La valeur de cette série est — ^ quand :

' - * < * <

ou :

1 <  x  <  -K.

Voyons ce qui se passe au voisinage de x  =  ^
A

Si:
TT

*  =  2 - * ·

on a : II
lfs

.1 
îf

et si : X = \ + t '

on a : n » )  =  - x

Donc, d’après ce que l’on a vu précédemment, la valeur de 

la série pour æ  =  | doit être zéro, ce que l’on vérifie immé

diatement.

Cherchons comme autre exemple le développement de la 

fonction a;. C’est une fonction impaire, donc le développe-
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ment ne contiendra que des sinus et l’on aura :

f ' +n
■xa,, —  I z  sin n z  d z .

J  — 7t

z  cosn*“P , / cosí

— ^ \ - t j  ^
d z ,

« .  =  ( - * ) - '  J

On a donc le développement :

sin 2a; , sin 3a;

quand :

| =  sin* -  +  - 3 -

---- TC <  X  <  7t.

Quand x  augmente de lit , la série ne change évidemment 

pas de valeur; on a donc, en appelant y  cette série, pour :

1t <  X  <  3ir,
X

y  =  ï ~ « ·

pour:

3 r  <  x  <  Sk,

x
y  =  2 T- 2tt ... etc. ...

Nous allons étudier une série analogue à la précédente :

cos a; cos 2a; , cos 3a;
1 2  ' 3  ~  ’ ··

et pour cela nous allons considérer d’abord la série ima-
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gmaire :

qÎX p2lX g3 ÎX

Cette série représente, comme on le sait, la fonction :

pour toutes les valeurs de as qui ne sont pas des multiples 

impairs de
La partie réelle de cette fonction est :

L | 1 -}- eix | =  L \/2 -J— 2  cos a? =  L 2 cos |·

On a donc, pour toutes les valeurs de as qui ne sont pas 

des multiples impairs de it :

T „ x  cos a? cos 2a; . cos 3 a;
L 2 c o s - = - 1 ------------2— I— 3 - - · · .

« CO
Dans la série qui donne le développement de changeons 

a; en tr — x  ; on aura :

L (1 +  e ix)

•k — x  sin a; . OUI UOu , OUI Uot/ |H--- 2--- r — 3 l· ···>sin 2 a; . sin 3a;
2  ~  1

le développement étant valable entre 0 et 27t.

. CO
La série L 2cos -  devient, par le même changement :

À

cette formule étant valable entre 0  et 27t. La convergence 

ne peut pas être uniforme au voisinage de x  =  2/i7t, car
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chaque terme est une fonction continue, et la série éprouve 

en ces points une discontinuité ; mais on peut se demander 

si la convergence est uniforme pour les valeurs autres que 
ces valeurs singulières. Pour traiter cette question, rappe

lons un théorème d’Abel.

4 3 . T héorèm e d’A bel. — On considère une série :

5 =  + M2 +  M3 +  ··· +  «» +  ” ·

que l’on suppose convergente ou simplement oscillante.

Si la série est convergente :

lim (<j„ + p — o,

quel que soit p ,  quand n  croît indéfiniment ; on peut donc 

prendre n assez grand pour que :

| ®n + p Gn | <-C P/t, '

p„ étant une quantité aussi petite que l’on voudra.

Dans le cas d’une série oscillante, on peut écrire la même 

inégalité; mais p„ ne représente plus une quantité infini

ment petite ; m a is c'est u n e  q u a n tité  fin ie .

Considérons une suite de nombres positifs décroissants et 
tendant vers zéro :

*<) *2) ··· *n  ···

je dis que la série :

°hMl “I-  a )M2 " h  ··· “H a nu n +  ··· 

est convergente.

Pour le démontrer, nous allons chercher une limite supé· 

rieure du reste.
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On a:

S »  +  JD S ,1 =  a w +   ̂ M n  +   ̂ - f -  . . .  - j -  K f l  +  p W f l + p

le second membre peut s’écrire : .

“ »  +  )  ( f f n + |  f f » )  - f -  · · ·  +  « H  +  p  ( < J M + p  —  B „  +  p J t )

ou bien encore :

“n + 1 (®« + l a n )  " f -  ®n + j  [(®n + 2 —  a n )  —  (<*n-H —  ^n)] “I-  ···

· ■ ·  “ H  « K  +  p  [ ( 5 n + p  « « )  [ S n  +  p  —  4  —  G « ) ]

ou :

K f (  ®»i ) ( a n  +  {  —  a n  +  î )  " f "  ( ffrt +  2 —  ° n )  (® n  +  2  —  a n  -·- 3)  " f "

. . .  ( f f n  +  p — j  G / i)  ( a n  +  p  —  {  a n  +  p )  H -  ( ® n  +  p  G / i)  +  p

Toutes les différences des a entre parenthèses sont posi

tives.

Si on remarque que :

| G «  +  p  ~ ~  G .»  | < C  P «

quel que soit p , on voit que la quantité précédente est infé

rieure en valeur absolue à :

P *  [ ( * n  +  | « n  +  2 )  " f ·  ( a n  +  2  —  a n  +  a )  · · ·  " f "  * n  +  p ]

donc :
| Sn + p  S„ | <  P n K f l  + j

Si n  croît infiniment, Sn+P — S„ tend vers 0 , -donc la 

série est convergente.

4 4 . A pplications du théorèm e d’A bel. — Supposons
1

d’abord que l’on ait :

u n =  e ntx.
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On aura dans ce cas :

e n + p  —  ® n [eix -j- eate“+  ..
e i x    e (P +  i ) l x

e ln  +  i ) : x
1 — eP‘x 
i  —  ei x ‘

- f -  ep*'a]

On voit que le module de cette quantité est égal à celui de :

. p x  
sm ! "

sm ■x

qui est inférieur au module de :

1
. x

s in  g

On peut donc prendre :

P» : . x  |
Sin  2  I

Cette quantité sera finie pour toutes les valeurs de x  qui 

ne sont pas des multiples pairs de tt.

Donc, en multipliant les termes par les quantités positives 

et décroissantes :
a s . . .  a „ . . .

on obtient une série convergente, sauf pour les multiples 

pairs de ir.

On arrivera aux mêmes conclusions avec les séries :

S
S si

cos m x

sm m x
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qui sont respectivement les parties réelles et imaginaires 

de la série : .

^  e'nix

Si on prend deux quantités x 0 et £b4 comprises entre o et 
et que l’on fasse varier x  de manière que l’on ait :

o <  x 0 <  x  <  x { <  2«

on pourra trouver une quantité M indépendante de x  telle 

que l’on ait toujours entre ces limites:

.— -— : <  M | . co |
I s in  2  I

On voit donc que la convergence sera uniforme entre x Q 

et x K ; le reste est donc inférieur à:

Mare +

En supposant «„ =  -> on obtient les séries que nous avons 

déjà étudiées :

sin n xo __ sin»
b< ~  2 j  n

Q, ^  cos n x  
“  2 j n

4 5 . En faisant :

«I
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on obtiendra de même les séries :

7 3

S2 =  2
sin ncc 

n2

s í =  2
cos n x  

n2

S3 =  2
sin  ncc 

n 3

-  V cos n x
n 3

Sa et Sà sont uniformément convergentes. En effet, les termes 

sont respectivement inférieurs à ceux de la série :

1 1  1
ï  +  §5 +  H- -

qui est absolument convergente et dont les termes ne dé

pendent pas de a?.

Donc S2 et S 3 représentent des fonctions continues et pé

riodiques.
Il en sera évidemment de même des séries S3, S3, etc. 

Cherchons la dérivée de S3. On a :

¿ S a
d x Seos n x __ „ ,

n  ~

mais, pour que ceci soit légitime, il faut que la série obtenue 

par la différentiation soit uniformément convergente ; c’est 

ce qui a lieu pour la série S j, comme on l’a vu, sauf pour 

les valeurs singulières x  =  2/îît.

On aura, sans restriction :

d S 3 c ,-r-3 =  S 3, etc.... 
d x
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d 2Smais la dérivée seconde est discontinue pour x  =  2 Kit. 

Considérons maintenant une série de la forme :

S =  ^  P„ cos rue

1
dans laquelle P„ représente un polynôme en -  ;

-  + n p + < i

E n  c o n se rv a n t le s  n o ta tio n s  c i-d e ssu s , la  v a le u r de la  sér ie  

s e r a :

(1) S =  XpSp -f- Xp+1Sp+l -(- ... -j- Xp+gSp+ç.

P re n o n s  m a in te n a n t la  s é r ie  :

^  a„ cos «a?

dans laquelle a„ est supposé développable suivant les puis

sances de - ·  
n

a n I ^£+J_ I______l Î î ±  J ____
r wp + < ~  ' t t f '  n i + { '

Posons :

P» =  -^ 4-"  nP ^ ”  n'i

R — Ù2 +-L I 
” “  n? + 1 ^

de telle sorte que l’on aura :

a»  —  Pu +  R:
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et la série sera:

^  P„ cos n x  -}- ^  R„ cos n x

La première de ces deux séries, en vertu de l’égalité (d), est 

continue, ainsi que les dérivées jusqu’à l’ordre (p  — 2) inclu

sivement; la dérivée d’ordre (p  — d) est discontinue pour 

œ =  2A7t. On a:

h  étant un nombre fixe. La série :

• est uniformément convergente, ainsi que les séries auxquelles 

conduisent les q  — 2 premières différentiations.

Il en sera donc de même de la série :

de sorte que les dérivées de cette série sont continues jus

qu’à l’ordre (q — 1).

Donc la série :

a ses dérivées continues jusqu’à l’ordre (p  — 2) inclusive

ment, et se comporte comme les séries :

Sp et S 'p
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Supposons maintenant :

a „  —  X„ cos ntp

X„ étant développable suivant les puissances de -·

On pourra considérer la série donnée comme la somme 

des deux suivantes :

S  i f  cos n ( x  —  cp) -f- ^  ^  cos n  (a - f  <p).

La première ne peut avoir de discontinuité que pour :

x  —  V in  Cp,

et la seconde pour x  =  2àtt — cp.

Mais cela n’aura lieu que si le développement contient

un terme en -· 
n

De même, si l’on a :

a„  =  X„ cos «cp ¡j.„ sin ncp +  X,1 cos wcp' -f- sin ncp' -f- —  

il ne pourra y avoir de discontinuité que si l’on a :

x  - -  V in  ±  cp ou x  —  V in  ±  cp'......

4 6 . Supposons maintenant que l’on ait : 

a„  =  a ne - nl

t étant un nombre positif, et a„ étant tel que :

| a„ | <  k .
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La série :

y 1, a„ cos n x

est une fonction holom orphe de x. 
En effet, on peut l’écrire :

ï ”  p - n t - n i x  

2 6

Ces deux séries sont des fonctions holom orphes de x. 
D onc leur som m e est aussi une fonction holom orphe de x.

C o n sid éro n s m a in te n a n t, d ’une m a n ière  p lu s g é n é ra le , la

série :

en supposant <pH (¿) développable suivant les puissances 
croissantes de t.

S o it :

<p„ (t) =  a® - f -  a,U - f -  af,{2 - f - . . . . . - f  a„ptp + ......

Cette série est-elle  une fonction holom orphe de t? 
Cherchons, d ’abord, si l ’on peut grouper les term es qui 

contiennent une m êm e puissance de t.
C e la  p o u rra  se  fa ire  s i  la  s é r ie  :

est absolum ent convergente; ce qui aura lieu, par exem ple, 
si la série :

2 2 1 *>pip  i

est convergente.
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Supposons en particulier :

Ÿ" W f  * ( » ’ * )

et supposons que l ’on ait :

* "  W  =  A ° +  ^  + .. . . . +  n ü  +  ......

A 0, A 0  A j , . . .  A  p... étant des fonctions de ¿d évelop pables  
suivant les puissances croissantes de t.

Pour que le terme général tende vers zéro, il faut que l ’on 
ait :

A 0 =  o.

N ous supposerons, d ’abord, que l ’on a aussi :

A , =  o.
O n aura :

* » = 2 2 0 ' « ' ·

Supposons cette série convergente pour :

A lors la quantité :

? ¡*pf

doit tendre vers zéro, donc on peut trouver un nom bre M  tel 
que:

| pj I aP f  <  M  
M

Pi I < xPyi
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D onc, si la série :

2 2 2 * *  ( 5 ) ' © '

est convergente, la série :

2 2 2 * ® ' » « — '

sera absolum ent convergente.
Som m ons la prem ière de ces séries.
Effectuons d ’abord la som m ation par rapport à q. On a :

2 E  M( ¿ )  [ 4+ ^ + ^ + ....]·

c’est-à-dire :

2 2 “ ( = ) , - r S ·
r

' Som m ons par rapport à p, on a :

Cette série est convergente, car elle est com parable à la  
série :

1 + 2 2 +  ^  +
P R O P A G A T I O N  D E  L A  C H A L E U R . G
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Ainsi donc, si yn (t) ne contient pas de terme en -> la série:
1 n

2  <p„ (t) cos n x

est une fonction holomorphe de t.
1Supposons que <p„ (<) contienne un terme en -> on posera:

9» =  +  t »  W

et la série deviendra :

A< 2  +  2  M  c o s  næ-

On voit que la série est encore une fonction holomorphe 

de t, puisqu’il en est ainsi de A, et de ^  cos n x , et que,

d’autre part, le coefficient ^  c o s n x  ggt indépendant de t.
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PROBLÈME DE L’ARMILLE

4 7 .  On appelle a r m i l l e  un fil de très faible section, for

mant un circuit fermé. On se donne la distribution initiale 

de la température dans l’armille, et l’on demande quelle sera 

cette distribution quand on aura laissé l’armille se refroidir 

librement pendant un temps quelconque.

L’équation du mouvement de la chaleur dans un fil est, 

comme on l’a vu :

(1)
dVdt +  aV = d x 1

a  et k  étant des constantes, et x  représentant la longueur du 

fil comptée suivant son axe à partir d’une certaine origine. 

On a vu qu’en posant :

V =  Ue-at

l’équation se réduit à :
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Choisissons l’unité do longueur de manière que la lon

gueur de l’armille soit 2ît, et l’unité de temps de manière 

que h  —  4.
On aura alors :

m  ¿ y  _
1 ’ d t  ~  d x 2

U doit être une fonction périodique de x  et de période 27r.
L ’équation différentielle doit être satisfaite pour les valeurs 

positives de t ; et pour t =  o  on doit avoir :

U =  /*(«)

f ( x )  étant une fonction donnée.

L’équation différentielle (2) admet comme intégrales par

ticulières :
u  =  cos n x  e~ n2‘ 

u  =  sinwæ e~ n2‘ .

Eu effet, on a pour ces deux cas :

d u
dt n

2U

d 2u
d x 2 n  u '

Il résulte de là quo :

U =  ^  a n cos n x  e ~ n2t -(- ^  bn sinwaj e- " 2'

sera aussi une intégrale de l’équation (2).

La fonction f { x ) y qui a pour période 27:, peut se dévelop

per par la série de Fouricr. Soit :

f  (x ) — ^  («« cos n x  -}- bn sin nx).
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Considérons alors :

U =  '2 j a n cos K r ”! ‘ -f- ^  bn sin « íce -«2'.

En posant:

on a :
u„ =  a n cos n x  -f- sin n x  ;

U =  ^

4 8 . Nous allons vérifier que U satisfait aux conditions de 

l ’cnoncc.

L a  série qui représente f ( x )  est, par hypothèse, conver

gente. D on c:

| a„ cos n x  - j -  b„ sin «a? | <  k,

k  étant une constante, et ceci a lieu quel que soit x  ; en 

particulier, en faisant successivem ent x  

voit que:

| j A | bn ] k.

o et x  =  -> on 
2

Nous allons dém ontrer que, pour t > o ,  U est une fonction 

holomorphe do x  et de t.

Nous avons vu que les séries :

^  a„ cosnæ ,

y ,  sin na?.

représentent des fonctions holom orphes dea?, si on a :  

I a„ I <  l i e - ’·1,

t étant un nom bre positif.
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O r, la série U se com pose de deux autres satisfaisant évi
demment à cette condition, car on a :

| a n e - ’‘2‘ | <  k e ~ nt,
I br,e-nH  | <  k e ~ nt,

puisque l ’on a :

| &n | È I M  <  A.

Donc la série U  est une fonction holom orphe de x. 
Changeons t en t -f- h, on aura :

Supposons t >  o, et prenons h  assez petit pour que :

t —  h  >  o.

U est alors développable suivant les puissances crois
santes de h. En effet, on a :

o  —  r f i { t  +  h )

=  « - " Si 2

(—  n ïh Y

D ’o ù :

N ous avons ainsi U  m is sous la forme d ’une série à double 
entrée que l ’on doit d'abord som m er par rapport à p , et ensuite 
par rapport à n.

Je me propose do montrer que U  est une fonction holo
morphe de 7i, et pour cela de développer U  suivant les puis
sances de h. Cela revient à changer l ’ordre des termes de la
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série, en les ordonnant par rapport aux puissances de h , 
c’est-à-dire à som m er la série à!abord par rapport à n, et 
ensuite par rapport à p.

Pour que l ’on puisse ordonner la série suivant les puis
sances croissantes de h, il suffit que la série soit absolum ent 
convergente. O r, le terme général est moindre en valeur1 

absolue que celui de la série :

qui est convergente ; en effet, elle est égale à la série :

D onc, d’après ce qui précède, U  est une fonction holo
m orphe de x  et de t pour toutes les valeurs positives de t.

4 9 .  N ous allons démontrer maintenant que U  satisfait à 
l ’équation (2 ).

O n a :

^  A e -» 2« - '* ),

et l ’on a par hypothèse :

t —  h  >  o.

Pour que ces séries représentent véritablem ent les dérivées 
de U , il faut qu’elles soient uniform ém ent convergentes. 

Quel que soit t, nous pourrons prendre i0 assez petit pour
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que l ’on ait :
o <  t0 <  t.

O n voit alors que le terme général de la série précédente 
est plus petit en valeur absolue que :

qui est le terme général d ’une série convergente dont le 
terme général ne dépend ni de x  ni de t.

O n en conclut aisément que la  fonction U  satisfait à 
l ’équation différentielle.

Reste à savoir si U se réduit à f  (x ) pour t =  o, c’est-à - 
dire si, quand l tend vers zéro, U  tend vers Ceci n ’est
pas évident, puisque nous ne savons pas si U  est holo
m orphe pour t —  o.

Appliquons le théorème d’Abel à la s é r ie /‘ (œ), en prenant : 

a„ =  u„ =  a„ cos n x  -f- bn sinwa;.

Le reste de la série ainsi formée, qui est précisément la 
série U , sera tel que :

sont bien représentées par la série :

I R „  | <  Pne -(«  + 1>Si

et com m e on suppose t ^  o :

| Rn | ^  Pu

O r, la série 2w„ étant convergente, on peut prendre n
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assez grande pour que o„ qui, d’ailleurs, ne dépend pas de 
t, soit aussi petit qu ’on veut. D onc la série U est uniform é
ment convergente par rapport à l ; la som m e de cette série 
est donc une fonction continue de t. O r, pour t =  o, elle se 
réd u ità /· {x). D onc, quand t tend vers zéro, U  tend vers f  (x ).

5 0 .  En général, pour t =  o, la série ne sera fonction holo- 
morphe ni de x  ni de t. En effet, pour t =  o, on peut se donner 
arbitrairement la fonction f  ix) par conséquent, elle peut 
être discontinue, et U ne sera pas alors une fonction holo= 
m orphe de x.

PourVoir que U  n ’est pas, en général, fonction bolom orphe
de t, choisissons f  (x) de façon que l ’on ait : 

i

f(x) =  o . pour o <  x  <  7c

f {x) ayant des valeurs quelconques quand x  est com pris 
entre v -  u et 0 .

Pour t >  o on ne pourra plus avoir une telle distribution, 
c ’est-à-dire qu’il ne pourra pas arriver que U  soit constam 
m ent nul dans un intervalle fini, car on a dém ontré que 
U était alors une fonction bolom orphe de œ, et on sait qu’une 
fonction holom orphe ne peut être nulle dans un intervalle 
fini, si petit qu’il soit, sans être identiquem ent nulle. 

L ’équation différentielle :
a?U æ\} 
dt d x x

nous donne, par différentiations successives :

æ v  _  c¿3u
dt2 dx'1 dt

rf»U d* U
dt d x 2 dx*
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D ’où l ’on tire :

cf2U c¿jU  
dl1 d x h

et, d’une façon générale :

<#>U _  c ^ U
dV> ~  'dx1r

Rem plaçons dans ces équations t par o , et x  par une 
valeur com prise entre o et n. Les dérivées par rapport à 
x  seront nulles, puisque f {x) reste constam m ent nulle dans 
cet intervalle ; il en résultera que les dérivées par rapport à 
t sont aussi nulles.

Si donc U était une fonction holomorphe de t pour t —  o,

elle serait développable au voisinage de t —  o , et on aurait:

Tous les coefficients étant nuis, U serait identiquement 
nul, m êm e pour des valeurs positives de t, et nous avons vu 
que ceci est im possible.

D onc, U  n ’est pas, en général, fonction holom orphe de 
t pour t =  o.

5 1 .  O n aurait p u se p o serlc  problèm e de la façon suivante:
Q uelle devait être la température à un instant t 0, pour que, 

au tem ps t{ >  t0, la distribution des tem pératures soit faite 
suivant une loi donnée.

M ais un tel problèm e n ’a pas, en général, de solution.
En effet, prenons t{ =  o, on a i0 <  o. La solution, si elle
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existait, serait donnée par la série :

qui n ’est pas convergente en général dans ce cas.

5 2 .  E x p r e s s io n  d e  U  p a r  u n e  in té g r a le  d é fin ie . —
N ous avons trouvé :

Rem plaçons dans la fonction U  ces coefficients par leurs 
valeurs ; on aura :

en posant :

(3) 0  =  1 2 ^  cosw (oc —  z) e - ”2‘

O n reconnaît ici la fonction 0  de Jacobi, dont les pro
priétés sont connues.

5 3 .  Nous allons transform er la fonction U  en nous ser
vant des propriétés de la fonction 0 . Les fonctions ©peuvent  
se m ettre sous une infinité de form es différentes. O n passe 
de l ’une à l ’autre en passant d ’un systèm e de périodes à un 
autre équivalent.

/  (z) sin nz d _'

7C
-Tt
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Par exem ple, en permutant les périodes, on obtient des 
formules de transform ation dont nous allons faire usage. 

Adoptons les notations d’Halphen.
Soient : u  la variable indépendante, 2o> et 2u>' les périodes. 

On pose :

Pour passer de cette fonction à la fonction © , qui entre 
dans la formule (3), il suffit de poser :

u __w
o

— 00

q —  e ~ (, x  —  z  =  27t»

Iïalphen démontre l ’identité suivante (() :

Posons maintenant :

z, —  e x > T

O n a alors :

( ')  F ondions elliptiques, tome 1. page 2Gt.
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Pour revenir à la fonction 0 ,  on a :

D ’où :

D o n c :

---  t —  ¿71 T

\ / i = \ i î

__ i-K'Q1 nHiz î7tw
t T ' T

Com m e on a :

--- t =  î'ttT, X  --- Z —  27TV

on a :

A  = rc2 .
T ^ ·

■ n y  =  — (x —  z  —  2 mt)a 
U

O n a donc:

(4) (x — z — 2 tntfi
e  ht

On voit donc que la fonction © qui figure dans U  peut se 
mettre sous la forme de deux séries différentes (3) et (4).

L a  prem ière converge rapidem ent quand t est très grand, 
et la seconde quand t est très petit.

5 4 .  N ous allons vérifier directement que la fonction U , 
exprimée au m oyen de la fonction ©  prise sous la forme
(4), satisfait aux conditions du problèm e.

Pour voir que U  satisfait à l ’équation différentielle (2 ), il 
suffit de voir que chacun des term es de 0  satisfait à cette 
équation.
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O n voit facilement qu’il suffit de vérifier que la fonction :

a?2
u  =  t 2 e

satisfait à l ’équation (2 ). 
En effet, on a :

du

d œ

t " Ou xi

2 1 e * ‘

d 2u

d x %

4 _i
2  * 2 « “  +

D onc :
d u _ d 2u

dt d x 2

et l’on a, par suite:

tfU d 2 U
dt d x 2

Pour démontrer ce fait rigoureusem ent, il faudrait établir 
que la convergence des séries est uniforme et faire un rai
sonnem ent analogue à celui que nous avons fait pour la pre
mière forme de la fonction U .

Rem arquons ensuite que 0 , et par suite U , sont des fonc
tions périodiques de x  et de période 27r.

R este à voir maintenant si, pour t =  o, U  tend vers f{x).

Lorsque t tend vers o ,le s  exponentielles contenues dans 0

O n a :
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tendent rapidement vers zéro, sauf celles pour lesquelles  
[oc —  z  —  2 mc) peut avoir des valeurs très voisines de zéro ; 
ceci n ’aura lieu que pour le terme :

D onc la série se réduit à :

En posant:
a  =  x  - f  y

et, remarquant que l ’intégrale ne sera différente de zéro que 
pour des valeurs infiniment petites de y, on voit que l ’on a :

Com m e on n ’envisage que les valeurs infiniment petites 
de V i f  [oc +  y) diffère très peu de f[oc). O n peut donc rem 

placer f[x  -f- y) par f[x) et faire sortir f[x) du signe J ’.

On a alors :
y2
M dy

Com m e t tend vers zéro, on peut donner à l ’ intégrale des 
lim ites quelconques, par exem ple : —  oo et oo , et on a :

=  f{oo).

D onc U  tend vers f  [x) quand t tend vers zéro.
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5 5 .  Nous avons fait choix d’un systèm e d ’unités particu
lières. Nous pouvons maintenant rétablir l ’hom ogénéité. 
Soit 2 1 la longueur de l ’arm ille. Nous rem placerons partout :

•nx
x  par —

KZ
z  par —

et :
/ h i ê t

t par —

D ans les formules obtenues de cette façon, nous ferons 
croître /in défin im en t; et, com m e nous le dém ontrerons, nous 
obtiendrons ainsi la solution pour le cas d ’un fil indéfini.
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5 6 .  Nous avons obtenu pour le problèm e de l ’arm ille la 
solution :

U =  £ 1 * 0  
J 2tt

^  — TT

où l ’on a :
00

0  =  I  -j-  2  ^  e ~ n2‘ cos n(x  —  z) . 
1

ou b ien :

0
( X —  Z — 2)ITT)2

En faisant le changem ent d ’unités dont nous avons parlé, 
on obtient :

v  =  f r j l w î &

P R O P A G A T I O N  D E  L A  C H A L E U R .
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et l ’on a dans ce cas :

leu-it- _
0  ^  1 -|- 2  ^  e 12 cos r~  {x —  z)

ou bien :

0  s lh v t  S
- { x — z — 2 n/)2

Posons maintenant :

7t n

oq =

On a alors :

U _  f f(z) , 0203(y dz

et :

0 Sÿ =  8(7 +  2  ^  Iqe- k?2' cos q (x —  z)

ou bien :

Si on suppose que l croisse indéfiniment, 817 tendra vers 
zéro, et, com m e on doit donner à q  toutes les valeurs m ul
tiples de 8(7, on voit qu’à la lim ite la som m e qui figure dans 
la prem ière des expressions de © 8(7 devient une intégrale, et 
l ’on a, dans ces conditions :

+ 00
f  la·) · QS?

2n
dz
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et on a :

cos q (cc —  z) dq.

D ans les m êm es conditions, la seconde forme de ©<><? 
devient :

lim ©Bg =
(*-S)'2 

M i l  .

T e ls  sont les résultats obtenus quand la longueur de l ’ar- 
m ille croît indéfiniment ; nous allons m ontrer que ces for
m ules donnent bien la solution du problèm e dans le cas du 
fil indéfini.

La première solution a été donnée par Fourier, la seconde 
par Laplace.

5 7 .  En identifiant les deux valeurs obtenues pour lim © 8g , 
nous obtenons :

ou, com m e la fonction sous le signe J  est une fonction paire: 

J e r  k'ilt cos q(x  —  z) dq =  y / ^  , t/ci .

Nous allons vérifier directement ce résultat. O n sait que 
l ’on a :

<»+00
f  e-'- dz =  \Jîz.

d  — co

Cette égalité est encore vraie si, au lieu d ’intégrer le lo n g  
de ox, on intègre le lon g d’une parallèle à cet axe.
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Posons donc, dans la dernière égalité : 

z —  ctq +

a et p étant des quantités réelles.
On aura :

f  e- * eP2 tt dq =  \jr..
J-tx>

Égalons les parties réelles :

,.<*> ___
/  e- “3’ 2 cosSxpg eP3 a. dq —  yn.

J  — ~r·.

D ’où :

l ’ osons :

. 00 _  

f e- * 272 cos .dq=)Jiz e.—  ·
J  -  «  a

a =  y//i¿
_ x  —  z

P “  2  s l f l

on a :

J  e-1"!21 cos q (x —  .?) dq  =  , W  "

G. Q. F . D.

5 8 .  S o lu tio n  d e  F o u r ie r . —  Cette solution repose sur 
une transform ation de la série de Fourier.

On a vu qu’étant donnée une fonction f{x) définie entre 
—  7c et 7t par la série : '

f (x) =  -  V  /  f  (z) cos n (x —  z) dz
TC jL J J  _

on peut, par un changem ent d’unités, la représenter entre 
—  I et +  l.
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On trouve ainsi :

/ » = ï ' Z j /■(*)cos y  ^ d g

ou bien :

avec :

\ v i  (  niz , 7 . nu
/ lœ) =  _2j  ( cos  —  œ  +  °n  s m —

Cf(z) nn ,
a„ =  / LAj-  cos —  z dz, ·

x

- l

= J ^ s m ^ z d z .

P osons, com m e nous l ’avons déjà fait :

e t  :

O n aura :

rnt

T

71 s
F =  5?

a n =  <p (?) o?,
=  >K?) 8?·

A « 0  =  2  [9  (?) cos ?æ 4 -  (g) sin ?a>·] 8?  

et l ’on a pour <p (?) et ^  (?) les expressions :

9 ( ? )

'H ? )

=J r{z)si

—J ü i ) A

d z .

cte.
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O n conçoit donc que, si l croît, on aura à la limite la repré
sentation de la fonction f(x) entre — oo e t -J -o o , sous la  
forme :

Nous allons voir dans quelles conditions on peut être 
assuré de la possibilité d’une telle représentation.

5 9 .  In té g r a le  d e  F o u r ie r . —  Supposons qu’une fonc
tion f(x) satisfasse à la condition de Dirichlet, c ’est-à -d ire  
que l ’on ait :

fK et f2 étant deux fonctions constam m ent finies ne croissant 
jam ais ; de plus, nous supposerons que, quand x  tend vers 
± o o  , fK et f2 tendent vers une m êm e lim ite finie et déter
minée, de telle sorte que :

f[oc) =  j (q ) cos q x  -f- if/ (q ) sin qx ] dq,
U

avec :

/'(®) = / '■ ( * )  —

lim f(x) =  o.

Considérons les intégrales <p (q) et ^ (q), nous allons m on-
trer qu’elles sont finies et déterminées . 

Prenons, par exem ple :

Çf(z)  sin g-.? cte.
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D ivisons le champ d’intégration en deux autres :

y

et occupons-nous seulem ent de l ’intégrale : 

j 'f(z) sin qz dz

N ous voulons savoir si cette intégrale a un sens, c’est-à -  
dire si :

J  f{z) sin qz dz

tend vers une lim ite déterminée quand l croît indéfiniment.
Pour cela, supposons d ’abord que f(z) soit positive, ne 

croisse jam ais et tende vers zéro, quand z  croît indéfiniment.
Décom posons l ’ intervalle d’ intégration en intervalles par

tiels :
1Ï  27t

f = f + f +
V 0 J  0 *  TC

f[z) sin qz  sera alternativem ent positive et négative dans 
chacun de ces intervalles, et l ’on voit, com m e précédem m ent 
pour la série de Fourier, que les intégrales vont en décrois
sant. D e plus, le term e général tend vers zéro. Ce terme  
est, en effet :

(n+i)|

f  f{z) sin qzdz.
v  ÎITl

Il tend vers zéro, car le champ d ’intégration reste fini, et 
la fonction f{z) tend vers zéro.
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Si nous revenons au cas général où f{z) satisfait à la con
dition de Dirichlet, on a :

f { x )  =  f { (x ) —  (x )

lim  fK =  lim  f2 -  tp.
D ’où :

f  ~  ?) (A t)

{fk —  <p) et (/'j —  <p) sont des fonctions positives décroissantes 
et tendant vers zéro.

Les résultats précédents sont applicables à ces deux fonc
tions, et par suite à la fonction f{x) qui est leur différence. 
Les m êm es considérations s ’appliqueraient à l ’intégrale :

/>°
/  f [z) sin qz dz

et aussi à l ’intégrale :

PV —O(*) cos qz dz.

6 0 .  Considérons d ’une façon générale :

cos q (æ —  z) dz

et supposons d ’abord f[z) positive, décroissante et tendant 
vers zéro ; quand x  croît indéfiniment, cos q (x —  z) s ’annule 
pour des valeurs de z  eii progression arithmétique :

h, h  ->
9

Supposons que nous rem placions l ’intégrale considérée
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par :

J'f  (z) cos q [ x  —  z) dz

et cherchons une lim ite de l ’erreur com m ise. 
La valeur de cette erreur est :

00
(.z) c o sq  (x  —  z) dz.

Supposons :

h  <  l <  h 4-  -■
1

O n a :

N ous avons une série alternée. D onc, la valeur absolue du 
prem ier terme est une lim ite supérieure de la valeur absolue 
de la série ; et la valeur absolue de la différence des deux 
prem iers term es en est une lim ite inférieure.

Supposons, pour fixer les idées, le prem ier term e positif; 
on a alors :

Retranchons
A

, il v ient:

Retranchons du prem ier m em bre qui
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est positive, on aura

27T ft + ,
f  <  f  <  f

J  .  tz J  l  J  l
h + -ç

Considérons maintenant l’intégrale :

J  f  (z ) cos q  (z  — x) d z .

Le champ d’intégration est inférieur à -> et la fonction sous 

le signe J 'e st inférieure à f ( l ) .  On a donc :

h + q
f t V w c o s q { z  —  x  d z < - f [ l )

De même, on a :

, 27Ç
h + q

f  f  {z )  cos q (z  — x)  
• 'a

d z < \ m .

On a donc :

[z) cos q  (x  — z)  d z < - q m .

Supposons maintenant que f { z ) satisfasse à la condition de 

Dirichlet et tende vers zéro quand z  croît indéfiniment.

En désignant par <p la limite commune de f K et f 3, on pren

dra comme précédemment :

r = ( f i  - ? ) - (a - ? ) ·
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Si nous considérons l ’intégrale :

J f  [z) cos q {x —  z) dz,

elle s ’écrit :

J'iii — <p) cos 1 i00 — z) d* — — ?) cos % — z) dz·
O n en conclut aisément :

| f f { z) cos q (x —  z) dz  <  ^  [/·, {¿) +  f2 (i) —  2 <p].

On trouverait de m êm e une lim ite supérieure de l ’inté
grale :

f  f  (z) cos q {x —  z) dz.
J -00

6 1 .  Soit maintenant :

F  [q) =  <f{q) cos q x  - f -  <J> (q) sin qx

f  {z\ dz cos qz  cos q x  -f- sin g .?  s in g » )

ou, en posan t:

II =  '—^ 7  cos q (y —=  Ü £ )
7T

F  (q) —  f  H dz.
•J  — CO

N ous avons été conduits à l ’équation :

f  (®) =  J d q
f  {z) cos q (x —  z)

dz

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



108 F IL  INDÉFINI

ou bien :

r ( c o ) =  Í F  (q ) d q .
°  0

C ’est cette égalité qu’il s ’agit maintenant de démontrer. 
Les intégrales <p (q) et <]/ (ÿ) sont bien déterm inées, com m e 

on l ’a vu ; par suite, la fonction F (q ) l ’est égalem ent.
En réalité, nous voulons démontrer que f(x) est la limite 

de l ’intégrale double :

lorsque d ’abord l et ensuite ¡3 croissent indéfiniment.
Considérons cette intégrale double. O n peut y intervertir 

l ’ordre des intégrations, puisque les lim ites sont finies : ce 
qui nous donnera :

(1)

O r:

(2)

I dq

/ ( £ )  sin p (a; —  z ) 
7T x  —  z

Adm ettons pour le m om ent que l ’intégrale :

est la lim ite de l ’intégrale :

quand l croît indéfiniment.
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En portant dáns l ’intégrale (1) la valeur de :

tirée de l ’équation (2), et faisant ensuite croître l indéfini
m ent, on voit que l ’intégrale double primitive se réduit à :

P )
f

CO

f {z) sin p (x —  z)
X  —  Z

dz

et dans cette intégrale nous devons faire croître p indéfini
ment.

On voit que nous retom bons sur l ’intégrale de D irichlet. 
D ivisons le champ d’intégration en deu x:

/+ °® /»# /» : 

= / + /
D ans la prem ière intégrale faisons :

H dans la seconde :

L ’intégrale devient :

= - x  —  y

=  ( «  +  2/)·

r  (s 4- y)sin Py d  _  / 1  («· — y )  ëhlP-v d v

„  . *  y J J  -K y
1 0

Ce qui peut s’écrire :

(4)
f :

f (x - f  y) -f- f {x —  ?/) sin 8y
dy
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O r, on sait que, si a  est une quantité positive finie ou 
infinie :

sin By
y dy

a pour lim ite, quand p croît indéfiniment :

En appliquant ce résultat à l ’ intégrale précédente (4), on a :

cos q [x —  z)dz  = f {x f (x  —  6) 
2

E t, dans le cas où f{x) est continue :

ôo

7T 
— oo

cos q (x —  z) dz  =  f  (x ).

6 2 .  Toutefois, il reste à montrer que l ’intégrale

est égale à la lim ite de :

quand il croît indéfiniment, ce que nous avons provisoirem ent 
adm is.

Ceci ne présenterait pas de difficulté, si la lim ite inférieure, 
au lieu d ’être zéro, était une quantité positive a.
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C o n sid éro n s, en  effet, la  d ifféren ce :

(5 ) f  d q  f W d z  —  f ^ d q  f  Hd z =  f c / q  f Hd z  -f- f c l q  f  H d z
a — co t /  % * J  — i  J  % tJ  l  J  a ** — co

Je  dis qu’elle tend vers 0 quand l  croît indéfiniment. 

On a vu que :

f tf  (*) cos q  ( x  —  z ) d z  | <  ^ (l) +  f 2 (¿) —  2<f ]

Soit :

=  M H - A W - a ? ·

On sait que w tend vers 0, quand l  croît indéfiniment. 

On conclut de l ’inégalité précédente :

et, comme l ’on a : 

il en résulte :

On a donc :

q  >  a.

co
- ·
a

< Î ( P — )·

O n au ra  un ré s u lta t a n a lo g u e  p o u r l ’in té g ra le  :

Donc, comme 10 tend vers zéro, on voit que la différence (5) 

tend vers zéro quand l  augmente indéfiniment.
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On a donc :

*

Nous sommes donc amenés à considérer l ’intégrale :

et, pour démontrer la  formule de Fourier, il suffît d’établir 

que cette intégrale tend vers f{p o ), quand a tend vers 0 et p 

vers l ’infini.

En effectuant la première intégration on obtient :

Nous avons déjà trouvé la valeur de la  première intégrale, 

et tout revient à démontrer que la  seconde tend vers zéro en 

même temps que a.

En suivant la même marche que précédemment, on trans

forme la  seconde intégrale en la  suivante :

,00

O r:
f {o o  +  y )  +  f { œ  —  y )

7C

satisfait à la condition de D iriclilet. On peut donc écrire :

r - ° ’ +  « )  +  r ( “. - V) =  f l (y ) —  f j ( y ) .
TC
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®i e t é ta n t d eu x  fo n ctio n s  p o sitiv es  d é c ro iss a n te s  e t te n 

d ant v e rs  zéro .

M o n tro n s, p a r  e x e m p le , que :

, . smoq/ ,
?· (y ) — y -  d v

tend vers zéro avec a. 

On a, en effet :

. . sin a y  , _ / , . sin a y  ,
' iy )  — y 1  d y <  (y ) —  d v

0 ' V 0

e t en  p o sa n t :

<xy - -  m ,

la dernière intégrale devient :

/tU
u \  sinw

d u .

Quanti a tend vers zéro, il en est de môme de <p( . Donc 

l ’intégrale :

/
, . sinaV .

t i { y ) —^ ^

a

tend vers zéro. Le raisonnement serait le même pour les 

autres intégrales analogues que l ’on a à envisager.

Par conséquent, l ’intégrale :

f ( z )  . a (a: —  z) i
1- sin —----------—7t oc — z

tend vers zéro, en même temps que a.
PROPAGATION- DE LA CHALEUR.

C. Q. F . D.
8
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6 3 .  A p p l i c a t io n .  —  S o it  une fo n ctio n  f ( x )  te lle  que

f { x )  —  e ~ x s i  x  >  o

f { x )  =  e x s i x  <  o

f { x )  e s t  a lo rs  une fo n ctio n  p a ire .

D o n c  :

I  (?) =  o

cp (q ) =  2

^  o "
, ,o o

__ 2  / e ~ z co s  <1Z d z
I K

J  o

O n  v o it que <p (q ) e s t  la  p a rtie  ré e lle  de :

2
f

v  o

e - z + t q z  __| 1 - J-  i q

T! 7T 1  -)- ï 2

L a  p a rtie  ré e lle  e s t  :

O n  a  d onc : 

S i  x  >  o :

2  1 

*  1 +■ î * ‘

C O S  q x

l  +  2 a

oo
co s q x  

1 +  ? 2

d q .

d q .S i  x  <  o :
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6 4 . N ous a llo n s  é tu d ier  le s  d eu x  in té g ra le s  :

/ <s (q) co s  q x  d q  
■ J  o

/ <p (q )  s in  q x  d q  
J  o

co n sid éré es  com m e fo n c tio n s  de x .

S i  l ’on a v a it :

T (?) =  o

lo rsq u e  l ’on a  :

q >  a

la  p rem ière  in té g ra le , p a r  exem ple', s e  ré d u ira it  à  :

/ »a
<p (y) COS q x  d x  

o

e t l ’on v o it q u e c ’e s t  u n e fo n c tio n  h o lo m o rp h e  de x .

P o u r  é ten d re  ce  ré s u lta t , no u s a llo n s  d ’a b o rd  é tu d ier  l ’in
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té g ra le  :

F  (x ) =  J ' <.p (q) e i{>x d q .

p rise  le  lo n g  d ’une co u rb e  q u elcon q u e de lo n g u e u r finie 

d an s le  p la n  de la  v a ria b le  q .

N ous a llo n s  d ém o n trer que F  {x )  e s t  une fo n ctio n  h o lo -  

m o rp lie  de x .

S o it  L  la  lo n g u e u r du ch em in  d’in té g ra tio n , e t s o it  p le 

ra y o n  d ’u n  c e r c le  a y a n t p ou r ce n tre  l ’o r ig in e  e t com p ren a n t 

la  co u rb e  à  so n  in té r ie u r .

N ous su p p o so n s cp(g) q u e lco n q u e , m a is  fin ie, c ’e s t-à -d ire  

q u e  l ’on a :

I ? ( ? )  I <  M ·

O n  a :

=  2
(iq)"

x "

O n  en  d éd u it :

F  ( * )  =  ^  A ,,« ”

en  p o sa n t :

A„
( iq Y

n  !
clq .

O n  v o it im m éd ia tem en t que :

I A„|
MLp”_ 

n  !

D o n c  le s  te rm e s  de la  s é r ie  F  (¿e) o n t d e s ‘m od ules in fé 

r ie u rs  a u x  te rm e s  de la  s é r ie  qu i re p ré se n te  le  d év e lo p p e 

m en t de :

MLeP*.
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D o n c la  fo n ctio n  F  (x )  e s t  h o lo m o rp h e  d ans to u t le  p lan .

6 5 . C o n sid é ro n s, en  seco n d  lie u , l ’in té g ra le  :

( x )  =  f  ?  ( q )  e ~ q x  d q
J  o

d ans la q u e lle  nou s su p p o sero n s x  > o .

J e  d is que ce tte  fo n ctio n  F ,  (ce) se ra  h o lo m o rp h e d ans 

un e ré g io n  co m p re n a n t la  p a rtie  p o s itiv e  de l ’a x e  d es q u an 

t i té s  ré e lle s .

R e m p la ço n s  x  p a r  x  h .

O n a  :

Il s ’a g i t  de d ém o n trer que la  s é r ie  SA „/jra e st  co n v erg e n te  

si h  e s t  assez  p e tit.

C om m e on a  su p p osé x  p o s itif , on p e u t tro u v e r un 

n o m b re  p o s it if  y  te l  que :

D o n c :

F ,  (x  +  h ) =  ^  A „A-

en  p o s a n t:
Loo

0

o < y  <  x .

O r, on a  :

d ’où l ’on d éd u it, to u s  le s  te rm e s  de c e tte  s é r ie  é ta n t  p o s itifs  :
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O n  a donc :

ou b ien  :

A» | <
J  o V

d q

I A .|
M  1

<  2/” —  y)

O n  v o it d onc que le s  co e ffic ien ts  d es p u issa n ce s  de h  d a n s  

le  d év elo p p em en t de F 4(îo -f" A) ont d es m od u les in fé rie u rs  

a u x  te rm e s  de la  s é r ie  :

Y  M 1
¿ - i  x  —  y  y"

D o n c  la  s é r ie  F< [x  - { -  h )  e s t  co n v erg e n te  s i l ’on a  :

I h  | <  y .

6 6 .  N ous a llo n s  a p p liq u e r le s  ré s u lta ts  p ré cé d e n ts  à 

l ’é tu d e de l ’in té g ra le  :

/ »GO
tp (q ) e il>x d q  

o

en  su p p o san t x  p o s it if  e t  en  su p p o san t a u ss i que <p [q )  s ’an 

n u le  lo rsq u e  q  c ro ît  in d éfin im en t, c ’e s t-à -d ire  que l ’on a, 

lo rsq u e  q  e s t  su ffisam m en t g ra n d  :

A i
2

? ( ? )  =  ^  +  f §  +

L a  fo n c tio n  f  (g) p o u rra  av o ir à  d is ta n c e  fin ie  u n  c e r ta in  

n o m b re  de s in g u la r ité s . S o it  L  un co n to u r p a s sa n t p a r  l ’o r i 

g in e , s itu é  to u t e n tie r  d ans le  p re m ie r  q u a d ra n t e t  en to u ra n t 

to u s  le s  p o in ts  s in g u lie rs  s itu és  d ans ce  q u a d ra n t.
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S o it 'C  un c e r c le  a y a n t p o u r c e n tre  l ’o r ig in e  e t con ten an t 

le  co n to u r L  à  so n  in té r ie u r .

P re n o n s  l ’in té g ra le  :

J e i<!X ep ( q )  d q

le  lo n g  du c o n to u r  X ,  C , Y , L .

C e tte  in té g ra le  e s t  n u lle , c a r  le  co n to u r co n sid éré  n e  co n  -  

t ie n t  a u cu n  p o in t s in g u lie r  à  so n  in té r ie u r . D o n c  on a  :

X + / c+ X + / l=  0

Q u an d  on fa it  c ro ître  in d éfin im en t le  ray o n  du c e r c le  C ,

/ ten d  v e rs  zéro .
J e

D a n s  l ’in té g ra le  J 'f a i s o n s  :

q  =  fp
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on a u ra  :

f  - -  Tcp (î(3) e ~ ß x  i  c/Jâ =  —  i f  cp (¿p) e ~ ß x  d $  
J  ï  J  +oo J  n

e t, d ’a p rè s  ce  que l ’on a  vu p lu s h a u t, c e tte  in té g ra le  est 

u n e  fo n ctio n  holom orp h o  do oc.

J  e s t  é g a le  à  la  som m e d es ré s id u s  (à un fa c te u r  p rès)

co rre sp o n d a n t au x  p ô les  co n ten u s d ans le  co n to u r L .

D o n c  j  e s t  une fo n ctio n  h o lo m o rp h e de x .  

11 ré su lte  de c e tte  a n a ly se  que :

j ' = j ' y  (q ). e ^ x d q

e s t  une fo n ctio n  h o lo m o rp h e de x , q u an d  x  e s t  p o s itif .

L a  p a rtie  ré e lle  e t  la  p a rtie  im a g in a ire  de c e tte  fo n ctio n  

so n t d o n c d es fo n ctio n s  h o lo m o rp h es  ; c e s  d eu x  fo n ctio n s  

so n t :

f  cp (q ) co s  q x d q  
J  o

1 cp (17) s i n q x d q .  
J  0

Q u an d  on ch a n g e  a? en  —  x , ces  fo n c tio n s  c o n se rv e n t les  

m êm es v a leu rs  a b so lu es .

C e  so n t donc e n co re  d es fo n ctio n s  h o lo m o rp h es  de x .  

C ’e s t  d o n c seu lem e n t p ou r x  =  0  q u ’e lle s  c e s s e n t  d ’ê tre  

h o lo m o rp h es.

6 7 . O n  p eu t d o n n er de ce  fa it une a u tre  d ém o n stra tio n  

q u i a  l ’a v a n ta g e  d’ê tre  a p p lica b le  à  la  s é r ie  de F o u r ie r .
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C o n sid é ro n s  la  s é r ie  :

où l ’on a :

2  cp (n) e inx

+  ^  +

p ou r d es v a le u rs  su ffisam m en t g ra n d es  de n . O n  s a it  que 

c e tte  s é r ie  re p ré s e n te  une fo n c tio n  h o lo m o rp lie  de x ,  sa u f 

p o u r  :

x  - 2/vTt.

Il e x is te  des q u a n tité s  a  e t1 M  te lle s  que :

| A„ | <  Ma*

p u isq u e çp(ic) e s t  c o n v e r g e n te ; e t, d ans c e s  co n d itio n s, e lle  

s e ra  co n v erg e n te  p ou r :

n  >  a .

E n  su p p o sa n t q  e n tie r  te l  que : 

g  >  a

on p o u rra  é c r ire  :

2  ? (m) e inx =  cp (o) - f  . . .  <p (q  —  1) eti-''< ix 

+  ?  (? )  +  -

L e s  q  p re m ie rs  te rm e s  du d év elo p p em en t so n t to u jo u rs  

d es fo n ctio n s  h o lo m o rp h es  de a ;; il su ffit d onc d ’ é ta b lir  le 

th é o rè m e  p ou r :
n =  oo

^  » (n ) e ‘”x .

n=7

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



122 PROPRIÉTÉS DE i/lNTEGRALE DE FOURIER 

O n a :

e t en  d ifféren tian t (p —  1) fo is  p a r  ra p p o rt à  n :

r e - n z  z v d z  _  * L !
J  0 n p

e t :

r°°
—  I  e~ nz if (z ) d z  

J  o

en  p o sa n t :

e t  on  a  év id em m en t :

i t  w  i <  ^ r ï j î = M < , e “ ·

C h e rch o n s  m a in te n a n t :

00

^  <p (n) e inx.

C e tte  q u a n tité  e s t  é g a le  à  :

J * ij/ (^) d z  [fiît—* + g(9+ i )(—« + *#) 11, '

ou b ie n  :

f :
(z) d z

e r ) ( - z ± i x )

£  ___  g  — z  +  i x

6 8 . P o u r m o n tre r  d irec te m e n t que c e tte  fo n ctio n  e s t  holo·
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m o rp h e p a r  ra p p o rt à  x ,  n o u s co n s id é re ro n s  d ’u n e  façon  

p lus g é n é r a le  l ’in té g ra le  :

<I> (x )  =  f  F  (z ,  x ) d z  
J  o

F  é ta n t u n e fo n c tio n  h o lo m o rp h e  p a r  ra p p o rt à  x .

O n a u r a :

$  (x  - j -  A) =  f  F  [z , x  +  h )  d z  
J  o

e t :

F  ( x  +  h)  =  ^  A „h"

F  é ta n t h o lo m o rp h e  en  x , c e tte  s é r ie  s e ra  co n v e rg e n te  p ou r :

I A | <  p.

S o it  M  le  m od ule m ax im u m  de F  à  l ’in té r ie u r  du c e rc le  de 

ra y o n  p.

N ous a llo n s  d é m o n tre r  q u e s i :

a  un e v a leu r fin ie , <I> e s t  u n e  fo n c tio n  h o lo m o rp h e  de x .  

E n  effe t, on a  :

e t  l ’on a :

I A« I <
M

p”

* ( «  +  Ä) =

d z

en  p o sa n t :
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D o n c  :

| B „ | <  ^  f M d z
P J  o

e t  le s  te rm e s  de la  s é r ie  $  {x  -|- h) o n t le u rs  m od u les in fé

r ie u rs  à ceu x  de la  s é r ie  :

S 0 7
Mcfo

• P/ •'o

q u i e s t  év id em m en t co n v erg e n te  s i :

/·“
j  Mofc

. J  o

a une v a leu r fin ie.

6 9 . A p p liq u on s c e s  ré su lta ts  à la  fo n ctio n

2 ]  tp (n) e inx

que nou s av ons m ise  sou s la  form e :

gt)t,-Z + iX)
<]/(z ) d z 1 _  e-z + tx

N ous av ons à  e x a m in er le  te rm e  :

gi/(-z + tx)
■ 1 --- g -Z  + ÎX

C h a n g e o n s  x  en  x  -f- h ,  on a  :

e -q· e iq(x-h'
l  —  g-zgUx + ty
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S i  oo e s t  d ifféren t de 2An, on p eu t p ren d re  h  a ssez  p e tit

p ou r que le  d én o m in ateu r ne s ’an n u le  p a s .

D o n c  :
QÎq (X + A)

1 ---  Q “  « Q î (% + h) <  P

L e  m axim u m  du m odule de la  fo n ctio n  à  in té g r e r  e s t  d o n c, 

s i  | h  | <  p :
M a e az

T o u t re v ie n t à  m o n tre r  que :

d z

a une v a leu r fin ie ; c e la  ré su lte  de ce  que :

a  <  q .

70 , R e v e n o n s  à  l ’in té g ra le  de F o u r ie r  e t c o n s id é ro n s  :

/*°°
I <p (q )  co s  q x  d q  

J  n

où l ’on su p p o se  q u e , pou r q  su ffisam m en t g ra n d , cp [q )  e s t
1

d év elo p p ab le  su iv a n t les  p u issa n ce s  de -  :

/ \ A, . A., .
<p (<?) =  —1 +  - ?  +  ··· 1 ' q  ' q · 1

D ’a p rè s  c e  q u ’on v ien t de v o ir , l ’in té g ra le  s e r a  une fo n c 

tio n  co n tin u e  de x ,  sa u f p o u r x  =  o.

Q ue se  p a s s e r a - t - i l  p o u r x  =  o ? N ous a llo n s  d é m o n tre r  

que s i :

l ’in té g ra le  e s t  une fo n c tio n  co n tin u e , m êm e p o u r x  —  o .
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P o u r  c e la , n o u s a llo n s  fa ire  v o ir  q u e  l ’on p eu t p ren d re  

une q u a n tité  h  a ssez  p e tite  p o u r que :

| J <p (q ) [co s  q  (x  - f -  h )  —  co s  q x ]  d q <  s

O n p eu t d éco m p o ser l ’in té g ra le  en  d eu x a u tre s  :

00

L a  p re m iè re  in té g ra le  e s t  une fo n c tio n  h o lo m o rp h e  d ans 

to u t le  p la n .

L ’é lém e n t de la  seco n d e  in té g ra le  e s t  in fé r ie u r  à  :

D o n c  on a  :

\f,

U  ,
q - d «

.  / 2k  . 2Ä 

v

e t no u s p o u rro n s  p ren d re  p  a sse z  g ra n d  p o u r q u e  l ’on a it  :

2 k  £
p  <  2

C e la  fa it, on  p o u rra  p re n d re  h  a ssez  p e tit  p o u r q u e  la

p re m iè re  in té g ra le  s o it  a u ss i in fé r ie u re  à  |·

S u p p o so n s  m a in te n a n t que la  s é r ie  co n tie n n e  un te rm e  

1
en  - :

7

? ( ? )  =  +  +  -
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O n a  :

oo r™  . z*'00
/ ?  (i) sin < l® d q  =  j  A| d '1  - f  i  singa; |^f +  — J d q

L a  seco n d e in té g ra le  du seco n d  m em b re  e s t  un e fo n ctio n  

co n tin u e , q u el que s o it  x .

L a  p re m iè re  e st  é g a le  à  :

ou :

Vt A w~ A< p o u r x  >  o

5  A , p o u r x  <  0

e t  e lle  e s t  d isco n tin u e  p o u r x  =  o.

O n v e rra it  de m ôm e que la  fo n ctio n  :

d ev ien t in fin ie  p o u r x  =  0 .

L a  co n d itio n  n é c e s s a ir e  e t  su ffisan te  p o u r que la  d ériv ée 

s o it  é g a le m e n t co n tin u e  p o u r to u te  v a le u r de x  e s t  q u e le

d év elo p p em en t de ç  (g) co m m en ce  p a r  u n  te rm e  en 

S i  l ’on a v a it :

t_
g 3

®(g) =  X cosgcp -|- p singcp -f -  V  cosgep' - f  p' singtp' -f- ··· 

il ne p o u rra it y  av o ir d isco n tin u ité  que p o u r : 

x  =  ±  cp, x  =  ±  tp' . . .

T o u s  c e s  th é o rè m e s  so n t a n a lo g u e s  à  c e u x  q u e nou s avons 

re n c o n tré s  d ans l ’é tu d e de la  s é r ie  de F o u r ie r .
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7 1 . N ous avons vu que f { x )  p eut se  re p ré se n te r  p a r  l ’in té 

g ra le  de F o u r ie r  :

f ( x )  =  / [cp(g) cos<70: -f-1|/ (q ) singa?] d q
J  rt

d ans la q u e lle :

? ( ? )  =  1

/ î + oo

/ /’(tf) co s  q z
' 7CJ —  OO

'H ? ) =

n  +  CO

f f { z )  s in g i"
/ 7t

d z

d z .

O r, on a , en  re m p la ça n t co s  q x  p a r  des e x p o n en tie lles  :

/.» 1 p°° 1 /■“
/ Cf (g) cos q x d q  =  - / cp (g) e ' i x . d q  - f  5 / <p (g) e - u>x d q

J  0 -LJ 0 0

E n  c h a n g e a n t d ans la  seco n d e  in té g ra le  a? en  —  x ,  e lle  

d ev ien t :

/»O
/ ?  (?) e lqx d q

J - C D

e t  l ’on v o it a lo rs  que :

1 /*°°
/ <p(g) COB q x d q  =  tT / cp (g) e " 'x c/g

^  0  -  CO

O n v e rra  de m êm e que :

/·« 1 /·“
J  'j/(g) s m q x d q  =  — J  l/(g) e '? *  rfg.

S i  d o n c on p o se  :
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on a u ra  :

av ec  :

/»°°
f ( x )  =  / 0 (q) e il>x d q

[co s  q z  —  i  s in  q z ]  d z

& ~ ir>z d z .

D e  c e tte  m a n iè re , la  ré c ip ro c ité  d es fo n ctio n s  /‘ e t 0 a p p a 

ra ît  n e tte m e n i.

l ’ UOPAGATION DE LA  CHALEUR. 9
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C H A P I T R E  V I I I

É Q U A T IO N S  L IN É A I R E S  A N A L O G U E S  A C E L L E S  

D E  L A  C H A L E U R

7 2 . L a  m éth od e que n o u s av ons em p loyée p o u r in té g re r  

l ’é q u atio n  :

d\J d 2 U
d t  d x 2

p eu t ê tre  étend u e à  d ’a u tres  éq u atio n s  l in é a ire s , te lle s  que : 

l 'é q u a tio n  des co rd e s  v ib ra n te s  :

d 2 U d 2 U
d t 2 —  d x 2

e t l 'é q u a tio n  d es té lé g ra p h is te s :

çPV  , 9  rfV _  flPV
d t -  ' “ d t  d x 2

que l ’on p eu t tra n s fo rm e r en  p o s a n t :
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on o b tie n t a lo rs  :

< m
d t 2 u a r

O n p eu t to u jo u rs  co n s id é re r  le s  é q u a tio n s  c i-d e ss u s  sou s 

c e s  fo rm es s im p le s , en  su p p o san t q u ’on a it  fa it  d is p a ra ître  

le s  co e ffic ien ts  n u m ériq u es  p a r  un ch a n g e m e n t d ’u n ité s .

D a n s  les  tro is  p ro b lè m e s , no u s nou s d o nnons la  v a leu r de 

U  en  fo n ctio n  de x  p o u r t =  o

C ette  con d itio n  su ffira  p ou r la  p re m iè re  éq u a tio n , m a is  il 

n ’en  sera  p a s  de m êm e p ou r le s  d eu x  a u tre s  ; p ou r ces  d e r -

d ü
n iè re s , il  fau d ra  se d o n n er a u ss i la  v a le u r de —  en fo n ctio n

d t
de x  p ou r t =  o.

L a  ra iso n  de ce tte  d ifféren ce  e s t  que le s  d eu x  d ern iè re s  

éq u a tio n s  so n t du seco n d  o rd re  p a r  ra p p o rt à  t ; no u s rev ien 

d ro n s, d’a ille u rs , su r  ce  p o in t d ans la  su ite .

N ous a llo n s  a p p liq u e r une m éth od e u n ifo rm e p o u r l ’in té 

g ra tio n  d es tro is  é q u a tio n s .

7 3 . É q u a t i o n  d u  m o u v e m e n t  d e  l a  c h a l e u r .

N ous a llo n s  c h e rc h e r  à  s a tis fa ir e  à  c e tte  éq u a tio n  p a r  u n e  

fo n ctio n  de la  form e :

rfU d *  U
d t  ~  d x -

,00

O n a u ra , d an s c e s  co n d itio n s  :

,00
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e t  :

^  =  / _ -  e ' i ‘  d ,

U s a tis fe ra  à l ’éq u atio n  p ro p o sée , s i l ’on a  :

d y  ,
d l  =  ~ ^

c ’e s t -à -d ir e  :

<p =  a. e ~ i ' 1

a é ta n t une ce r ta in e  fo n ctio n  de q .

O n  o b tie n t a lo rs  :

/»OO
U =  / ae r ' f 1 e''<ix d q .  

J  _oo

11 fau t q u e , p ou r t =  o , U se  ré d u ise  à  la  v a leu r in itia le  

d o n n ée . O n p eu t su p p o se r ce tte  v a le u r in itia le  m ise  so u s  

form e d ’in té g ra le  de F o u r ie r  :

30
0 (f/) e uix d q .  
• 00

D o n c  U s a tis fe ra  à  to u te s  le s  co n d itio n s  du p ro b lèm e si 

l ’on a  :

U =  / 0 (q) e~'i'L t 1,110 d q .
v  —  CO

7 4 . É q u a t i o n  d e s  c o r d e s  v i b r a n t e s .

d H J _ ^ U
d t -  d x -

C h e rc lio n s , com m e p ré cé d e m m e n t, à  s a t is fa ire  à  l ’éq u atio n  

p a r  un e fo n ctio n  de la  form e :
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O n au ra  :

e t  :

^ U _
d p  ~

<Ë1
d p  e ",x  d q

d x 2
e ' ix d q .

L a  fo n ctio n  U  s a tis fe ra  à  l ’é q u atio n  d iffé re n tie lle , s i  l ’on a :

d P  ~ 2 ?

L ’in té g ra le  de c e tte  éq u a tio n  p e u t se  m e ttre  so u s d eu x 

fo rm es d ifféren tes  :

qu i d o n n e:

ou b ie n :

s  =  a co s  q l  - f -  ß s in  q t

. 00
U  =  / (a c o s  1 +  ß s in  q t)  e ir>x d q

<p =  oc. e ‘ i*  +  ß e - 'V

q u i nou s d onne :

/+00 /.»
aei9(«+o «2g.

D e  c e tte  m a n iè re , on v o it que l ’in té g ra le  e s t  de la  fo rm e :

U  =  F  (x  +  t) +  F 4 {cc —  t).

Il s ’a g i t  m a in te n a n t d e d é te rm in e r  U  p a r  le s  co n d itio n s  

in it ia le s .

P re n o n s  la  p re m iè re  fo rm e tro u v ée  p o u r U . S u p p o so n s 

q u e  le s  v a le u rs  in itia le s  de U , ^  p o u r t =  o , so ie n t d év e-
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lo p p ées en  in té g ra le s  de F o u r ie r :

U 0 =  / tie"'* d q
— oo

[ f l = S Y
piqX d q .

E n  fa isa n t t o d ans le s  e x p re ss io n s  de U  et de e t en

id en tifia n t av ec  le s  v a le u rs  p ré cé d e n te s , on tro u v e :

_  l i .
Q

L a  so lu tio n  du p ro b lèm e e s t  d onc :

U  =  ^ | ^ 6  (g) co s  q t  - ( -  <~i - ~  s iu  q l  J  e?ix  d q .

75 .  É q u a t i o n  d e s  t é l é g r a p h i s t e s .  —  N ous avons vu 

q u e  ce tte  éq u atio n  :

d t  d t  d x 2

p eu t se  ra m e n e r p a r  le  ch a n g em en t :

V  =  U e - ‘

à  la  fo rm e :

æ u  d 2 U 
'd t2 ~  d x 2 U

C om m e p récéd em m en t, nou s nou s d onnons le s  co n d itio n s
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in itia le s  sou s form e d ’in té g ra le s  de F o u r ie r  :

/»"
' U 0 =  f ( x )  =  I 0 (g) e lc>x d q

( ^ ) 0 =  ^ = / M ? )  ^  d<1' ' '

’ C h e rch o n s  e n co re  à  sa tis fa ire  à  l ’éq u atio n  p a r  une fo n ctio n  

de la  fo rm e :

/ OO
y ( q , t ) e lf>x d q .  <
-oo

O n a , com m e p récéd em m en t :

_  fk s  e iç*  d q
d t*  — ]  d P  q

U  -O O  ,

/72TT /i®°

;  d ^ = f - q ^ e iq æ d q ·'

I l  v ien t, en  id en tifia n t :

y + , ( ? * - i ) T  =  0 .

D ’où : ‘

f  =  y co s  t \jq3 —  1 — S sin  i  y/g·2 —  1

Y e t S é ta n t d es fo n c tio n s  de q  q u ’il s ’a g it  de d éte rm in e r. 

P o u r  q u e  U  se  ré d u ise  à  U 0 p o u r / =  o , i l  fa u t que :

C o n sid éro n s
d t

Y =  a.

d ü
d t W ? 2 —  I s i n ^ g 2— l - f - 8  s /q 2 —  1 c o s  i  y/g2 —  1] é q x d q .
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P o u r  que c e c i se  réd u ise  à  il fau t que :

8 v V  —  1 =  0<-

A in si d onc :

U  = j [ t >  c o s  </■>· d ,

“ 00

e s t  la  so lu tio n  du p ro b lèm e.

E n  re m p la ça n t le s  co sin u s e t  s in u s p a r  d es e x p o n en tie lles , 

on a  :

U  = y * [ a -J. ¿ q

en  p o sa n t :

. . - f l  I Pi
2  2 * \jq2 —  1

o __ A__  A.
2 2î  — "J

D a n s  l ’e x p re ss io n  de la  fo n ctio n  U  fig u re n t le s  fo n ctio n s  :

co s  i \Jq2 —  1 

e t :

s in  t y / g 2  |

\/q2 —  1

O n  p e u t se  d em an d er s i  c e  so n t d es fo n c tio n s  u n ifo rm es 

de q. C e la  a  lie u , en  effe t, c a r  e lle s  ne c h a n g e n t p a s  s i on 

c h a n g e  le  s ig n e  du ra d ica l.

7 6 .  D i s c u s s i o n .  —  N ous a llo n s  n o u s d o n n er com m e p re 

m ie r  e x e m p le  le s  co n d itio n s  in itia le s  su iv a n tes  :
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f  (x )  e t f K (x) s e ro n t n u lle s  p o u r :

x  <  b  ou  x  >  a

en  su p p o san t :

b  <  a .

D a n s  l ’in te rv a lle  de b  à  a ,  no u s su p p o sero n s q u e / 1 [x) e t 

f\ {x)  so n t é g a le s , p a r  e x e m p le , à  d es p o lyn ô m es e n tie rs  en x .  

O n a d ans c e s  co n d itio n s  :

6

6«

- I ;

f  (z ) e - U}Z

27C
• d z

J  b

t\ (* )
2 TV

d z .

C h e rch o n s  l ’in té g ra le  :

- i q z d z .

C o n sid é ro n s  p o u r ce la  :

L
a
e - ^ ' d z  =  —

Q — i q a   q  — iq b

i q

D iffére n tio n s  p  fo is  p a r  ra p p o rt à  q .  

O n  o b t ie n t :

V Q - i q z  f a  — ç —iqa^i e - ir>,‘V i

P  ^  e t  P ,  é ta n t  d es p o ly n ô m es en  - ·

P a r  co n sé q u e n t, 0 q u i e s t  u n e  som m e d e te rm e s  sem b la b le s
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à  ce lu i que nous venons de co n sid ére r , au ra  la  m êm e fo rm e ; 

e t i l  en  s e ra  de m êm e p ou r 04.

77 .  E n  se  re p o rta n t à  la  d éfin ition  d es fo n ctio n s  a  e t p 

tro u v ées  p lu s h au t, on a u ra  :

a =  a e - 1'?“ - f  u !'e - i<>b 

p =  p 'e - '? “ - f -  p"e

1
a', a" , p', p" é ta n t d év elo p p ab les  su iv an t les  p u issa n ce s  de -  · 

O n  p eu t to u jo u rs  é c r ir e :

e ll \/ç2T7 _  giqt^ fj 

_  g  — iq t  ^

O n a , d ’a ille u rs  :

+i ( ? ,  t) =  P (7 , —  0 -

D ’a u tre  p a rt :

v ? 2 -  i = ï ( i - £ )

e t p o u r q  su ffisam m ent g ra n d , le  seco n d  m em b re  e s t  d év e-

1
lo p p a b le  su iv a n t le s  p u issa n ce s  de il  en s e r a  d onc de 

m êm e de (q , t) e t de ij/( ( q ,  t).

L ’in té g ra le  U  p eu t se  d éco m p o ser en  q u a tre  a u tre s  de la  

fa ço n  su iv an te  :

U  =  J ' a . ’tye

+ / P'+i ^

i q ( X - a  + t) d q  j ' tx 'ÿ e t ' llx -b  + t) ¿¿q

- a - t )  d q  +  J p"(j/, c'? d q .

C h a cu n e  de c e s  in té g ra le s  e s t  du ty p e  de c e lle s  que nous 

av ons e x a m in ée s  à  la  fin du ch a p itre  p récéd en t.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DISCUSSION 139

U e s t  d onc une fo n ctio n  h o lo m o rp h e  de x  e t de t, sa u f 

p o u r le s  v a le u rs  su iv an tes de x  :

b  —  t, a  —  t, b  - j-  t. a  -f- t.

N ous a llo n s  d ém o n trer que p ou r :

x  >  a  - f - t  ou  æ  <  b  —  t

on a :

U  =  o.

S o it  p a r  exem p le  :

x  >  a  -f- t

P o u r  le  p o in t c o n sid éré , au tem p s i  =  o o n  a v a it : 

x  >  a

D o n c on a v a it  p a r  h y p o th è se  :

U  =  o,
cfU
d t

o

e t c e c i av a it é g a le m e n t lie u  p o u r le s  p o in ts  in fin im en t v o is in s .

O n  p eu t d onc d iffé re n tie r d eu x  fo is  p a r  ra p p o rt à  a?, ce  q u i 

d onne :

œ v  _
d x 2 °

rf3U

d t . d x 2 °

O r , on a  :

c f U  _ ^ U  TJ
d l 2 ~  d x 2 U

d’où :

d 3U  d 3U  . d U
d t 3 d l .  d x 2 ‘ d l
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rf2U
D o n c , d ’a p rè s  ce  que l ’on v ien t de v o ir , le s  d ériv ées > 

d3U
- j Y  so n t n u lles  p ou r t =  o ; e t on p ro u v era  de m êm e que les  
(lt

d ériv ées  d ’o rd re  su p é rie u r s ’an n u len t é g a le m e n t p o u r t —  o.

P a r  co n séq u en t, la  fo n ctio n  U , qu i e s t  h o lo m o rp h e  e t qui 

s ’an n u le  av ec  to u tes  se s  d ériv ées  p ou r t =  o , e s t  id e n tiq u e 

m en t n u lle .

O n v o it a in si que le s  q u a tre  d isco n tin u ités  se  p ro p a g e n t 

av ec une v ite sse  c o n sta n te .

O n p eu t re m a rq u e r que le s  c h o se s  se  p a sse n t to u t a u tre 

m en t que d ans le  c a s  de la  p ro p a g a tio n  de la  c h a le u r . O n  a 

v u , en  effet, que d ans ce  c a s  la  fo n ctio n  U e s t  h o lo m o rp h e  en 

x  p ou r to u te s  le s  v a le u rs  p o sitiv es  de e t q u ’e lle  c e s s e  de 

l 'ê tr e  p o u r t =  o.

7 8 . N ous av ons vu que la  so lu tio n  de l ’é q u a tio n  d es co rd es  

v ib ra n te s  p eu t se  m e ttre  sou s la  form e :

U =  F  («  - f  t) +  F ,  { a  —  t)

D ’où : -

D o n n on s-n ou s le s  co n d itio n s  in it ia le s  de la  faço n  su iv a n te : 

P o u r  :

û ? > a  ou s c < ô  et  t =  o

on  a u ra  :

U =  o,
rfU
d t

o

D a n s  c e s  co n d itio n s, nou s a llo n s  m o n tre r  que p o u r :

x  >  a  +  t ou x  <  b  —  t
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on a :

U  =  o

E n  effet, on a  p ou r :

t —  o e t  x  y  a  

F  (x )  +  F ,  ( * )  =  o 

F »  —  F {  (œ) =  o

E n  d iffé re n tia n t la  p re m iè re  é q u a tio n , on o b tie n t : 

F »  +  F , (x ) =  o

O n a  d onc :

F '  (x ) - o

F I (x )  =  o

e t, p a r  su ite  :

F (® ) =  C  )
F ( ( i  =  - C

O n v e rra  de m êm e q u e l ’on  a :

1 < » = C ,

F ,  (a?) =  -  C ,
p ou r x  <  b

O n en  c o n clu t (pie : 

p ou r : 

ou :

S u p p o so n s  :

U =  o 

x  >  a  +  t 

x  <  b  —  t

a  —  b  
t >  ----------2
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e t  c o n sid éro n s  u n e  v a leu r de x  te lle  que :

a  —  t <  x  <  b t. 

D a n s c e s  co n d itio n s, on a u r a :

U =  G -  C ,

A in si, d ès que l’on a  :

l >
a  —  b

U c e s s e  d ’ê tre  co n sta n te  d ans d eux in te rv a lle s  :

de (b  - { -  0  à (a  t)

e t :

de (b  —  t) {a  —  t)

7 9 . R e v e n o n s au p ro b lèm e d es té lé g ra p h is te s , en fa isa n t 

une h y p o th è se  p a rticu liè re ·

N ous su p p o so n s q u ’à  l ’in s ta n t in itia l on a , p ou r to u te s  les  

v a le u rs  de x  :

f ( x ) =  o

d ’où :

0 =  o 

a i  :

f\ (®) =  0

■sauf p ou r :

----E <  X  <  6

e t  q u ’en  o u tre  on a  p ou r c e s  v a leu rs  :

t\ [x ) —
■K
s
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On en déduit :

0 _  1 r e - f o n 8_ sin qe.
' ~  L —  i<?JS~s i*

Nous supposerons, d ’ailleurs, s infiniment petit, de telle 
sorte que l ’on aura :

0, = 1 .

Cela étant, on aura :

U

30 ______
_  i sin t yIg2 —  1

v V  —  1
- J

gil/X (lq%

Ce qui peut s ’écrire :

2î \Jq3 —  1
dq  —

n +0°
eHqX - 1 \fll- -  I

2 t V7 2 —  1

dq.

L es fonctions placées sous le signe J  dans chacune de ces 
deux intégrales ne sont pas uniform es.

Considérons la prem ière de ces intégrales.
Pour éviter les deux points singuliers :

q =  —  1 (7 =  - f - 1

nous allons intégrer le lo n g  du chem in : A B C D E .
Pour évaluer celle intégrale, nous supposerons d ’abord 

x  - f -  l >  o, et nous intégrerons le lo n g  du contour fermé :

ABCDEM A
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E M A  étant une dem i-circonférence de rayon très grand et 
ayant pour centre l ’origine {fig. 18).

A

B 0 +* D
F ig . 18.

Le contour en question ne comprend à son intérieur aucun 
point singulier; donc l ’intégrale totale est nulle.

L ’intégrale peut s ’écrire :

D ’après l ’hypothèse faite sur {x -|- 0) on voit que l ’inté
grale I prise le lo n g  de la dem i-circonférence tend vers 
zéro, quand le rayon croît indéfiniment. D onc l ’intégrale  
prise le lon g de A B C D E  est nulle.

8 0 .  Supposons maintenant :

Nous considérons encore le chemin A B C D E , et nous y  
adjoignons la dem i-circonférence E M 'A  [fig. 19).

L ’intégrale le lon g de cette dem i-circonférence sera nulle

avec:

x  - f -  l <  o
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com m e précédem m ent, m ais l ’ intégrale le lon g du contour 
total sera égale à l ’ intégrale prise le lon g du contour :

O A B C D E O  [fig. 2 0 ).

F ig . 19.

On a :

Posons alors :
i q  =  sin^p.

P R O P A G A T I O N  D E  L A  C I I A L E C R . 10
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L ’intégrale I deviendra :

\ /»21t
I =  -  / eix ““¥+* OOS<P do,

«

car on voit aisément que, lorsque q  suit le contour désigné 
f  varie de 0  à 2 x.

Développons l ’exponentielle en série :

gtosinç + ecosç _  £  (*  OOSy +  t o s i n y ) l >

O r, on a :

, . . . t x  . . t —  x
t cos<p +  ix s m ç  =  — g—  -f- — —  e ~ !fJ» A

O n a donc :

e i* sta?+<MS? V  +  * ) « ' » +  ( « - ” ) e - * Y  
Z j Z»p\

L ’intégrale considérée se réduit, par suite, à :

car on a : 

lorsque :
k ^  o

L ’intégrale cherchée a donc pour valeur :
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8 1 . O n reconnaît le développement de la fonction de Bessel :

I =  7r. J 0 (\/x2 — t2)

D onc, en résum é, si on a :

x  - f -1 > .  O
on a :

et si :
I =  o

on a :
x  t <  o

I =  tu. J0 (\Jx3 —  t2) 

D e m êm e, l ’intégrale:

¡ g  H q x  — t  — K )

Ij =  I ------——  " - d q
%  \Jq2 —  1

ne différant de la précédente que par le changem ent de t en 
—  t, on voit que si :

on a :  

et s i :  

on a :

x  —  t >  o

I) =  0

X  — t <  0

I, =  * J 0 (s/ & = ? )

O r, nous avons :

U  = 1  —  1,
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D o n c nous av o n s, p o u r le s  d ifféren tes  v a le u rs  de x , le s  

v a leu rs  su iv an tes  de U :

S i :

x 2 >  t2

on a :

U  =  * J 0 (Va;2 —  t2)

D ’a p rès  la  d éfin itio n  de J 0, on v o it q u e J 0 («sc), où l ’on 

su p p o se  x  ré e l, c ro ît  a v e c  la  v a leu r a b so lu e  de x .

L e  m axim u m  de :

J« (V« 2 ~^) ,

a  d o n c lie u  p ou r x  =  o , c ’e s t -à -d ir e  au m ilieu  de la  p a rtie  

é b ra n lé e . P o u r  u n e  v a le u r d onnée de x ,  J 0 v a  en  a u g m e n ta n t 

av ec  t.

O n s ’en  é to n n e ra it s i  l ’on n e  se  ra p p e la it  que le  p o ten tie l 

n ’e s t  p a s  é g a l à  U , m a is  à  :

V = U e - ‘

O r, q u an d  t e s t  t r è s  g ra n d , la  v a leu r a sy m p to tiq u e  de 

J 0 [il] e s t  :

A e‘

V*

A  é ta n t  u n e c e r ta in e  c o n sta n te  n u m ériq u e . 

D o n c  la  v a le u r a sy m p to tiq u e  de Y  e s t  :

Ag yjn-x-i-t

V t2 —  x ‘l
TC
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ou b ien  :

TT A

Vî ’

8 2 . A in si le  p o ten tie l d im in u e, b ie n  que U  c r o is s e ,  e t il

d im in u e  com m e ~ -  
sft

S u p p o so n s m a in te n a n t :

f  =  °

p o u r to u tes  le s  v a leu rs  de x .  

D ’où :

0 =  o

e t :

ft =  o

p ou r :

x  >  a  ou x  <  b .

/‘, [x )  a y an t d es v a le u rs  d o n n ées d a n s l ’in te rv a lle  de b à  a .  

O n a  d ans ce  c a s  :

J :
ou :

V =  f  f ù P e « « - »  " ‘j F i  dq ix . 
J J  2 *  V ? ’  -  1

O n s a it  q u ’on  p e u t in te rv e r tir  l ’o rd re  d es in té g ra tio n s . 

P o so n s  a lo rs  :
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et l ’on aura alors :

u =  i ü^ r * ·

D ’après ce que l ’on a vu tout à l’heure, si :

[x —  z)2 >  t2
on a :

K  =  o
et si :

(x —  z2) <  t2
on a :

K  =  tcJ0 U ( x  —  z )2 —  t2) 

A in si K  est nul à m oins que l ’on n ’ait :

x  —  t <  z  <  x  t.

D ans l ’intégrale U , on pourra donc prendre com m e lim ite  
supérieure la plus petite des deux quantités :

a  et (x - f - 1)

et, com m e lim ite inférieure, la plus grande des quantités 

b et (œ -H t).

Supposons :

c ’est-à -d ire  :
b -)- t >  a  —  t

Il y aura cinq cas à considérer ;
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1° S o it :

On a :

2° S o it : 

On a :

3° Soit : 

On a :

x  >  a  - f -  L

U  =  o.

ô +  i <  £t? <  £Jt -(—

/¡fl

U  =  / Ù ^ ) Jo ( > ! \ a > - z Y - P ) d z .
J  X  — t

a  — t <  ce <  b -\ - t .

u  =  /  ^  J« (V(® -  * ) 2 -  *2)
^  A

4° Soit : 

On a :
t> —  t <  x  <  a  —  t.

„OC + t

U  = J  J« (V(® —  -2')2 —  ¿2) dz.

5° Enfin, soit : 

O n a :
x  <  b —  t. 

U —  o.

Supposons maintenant :

t <
a  —  b

D ’o ù :
b  - f  t <  a  —  t.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



152 ÉQUATIONS ANALOGUES A CELLES DE LA CHALEUR 

On peut donc prendre x  te l que :

b -J- t <  oc <  a  —  t.

D ans ce cas les lim ites d ’intégration sont:

[x —  t) et [x - l)

et l ’on a :

dz.

Les autres cas se discutent com m e pour :

8 3 .  Considérons maintenant le cas inverse du précédent. 
Supposons :

f t  =  °

pour toutes les valeurs de x, d ’où :

04 =  o.
E t :

r = o

lorsque l ’on a :

x  >  a  ou x  <  b.

O n aura dans ce cas :

/»+ 00 ________
(1 ) U  =  /  0 . cos t \ q 2 —  l e Il>x dq.

La solution dans le cas précédent était :

sin t \lg2 —  1

\/q2 —  1
ei,,x dq.(2)
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La solution du problèm e qui nous occupe se déduit de 
celle-ci, en différentiant la formule (2 ) par rapport à t et en 
rem plaçant fK et 6, par / 'e t  0 .

Et on aura, suivant les différents cas, en supposant com m e  
précédem m ent :

1° Pour : x  >  a  - } -  t

2° P o u r:
U =  o ;

b —|— t <C. x  ci “j-  t

en remarquant que :

J0 (o) =  1 ; '
a  —  t <  x  <  b -|- t

b —  —  t

x  <  b —
U =  o.

Si nous supposions :

on aurait :

b -J- t a  —  t.
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O n pourrait donc prendre :

b -J- t <  x  <  a  —  t

et, dans ce cas, les lim ites d ’intégration pour U  seraient :

En remarquant que ces deux lim ites sont fonctions de i, 
on a :

D ans le cas plus général où f  et fK ont des valeurs quel
conques dans l ’intervalle (b, a ), mais sont nulles au dehors 
de cet intervalle, on obtient la solution générale en ajoutant 
les deux solutions particulières obtenues dans ce qui précède.

8 4 .  R e p r é se n ta t io n  g r a p h iq u e . —  O n peut représenter 
graphiquem ent les résultats des discussions qui précèdent.

(x —  t) et [x - f - 1)·

et, lorsque t tend vers zéro, on voit que l ’on a :

U  = / » .

a

F ig . 21.

N ous représentons l ’état initial de la perturbation en por
tant les x  en abcisses et les U  en ordonnées, ce qui nous 
donne la figure 2 1 .
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Nous représentons de m êm e par une courbe l ’état de la  
perturbation au tem ps t, ce qui nous donnera pour la propa

gation de la chaleur, du son et de l’électricité les trois 
figures 22, 23, 24.

Fio. 2 3 .

D ans le cas de l ’électricité, l ’existence du résidu a une 
très grande im portance pratique, et peut troubler les résul

tats des m esures de la vitesse de propagation de l ’électri
cité.
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On peut remarquer que, si a  —  b est très petit, c’est-à - 
dire si la perturbation est de courte durée, le champ d’inté
gration du term e résiduel est petit et, par suite, ce terme est 
négligeable.

(Cf. Les Oscillations électriques. Paris, G eorges Carré, 
1 8 9 4 , pages 1 7 9  et suiv.)
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C H A P I T R E  I X

M É T H O D E  D E  ' L A P L A C E  
F IL  O U  S O L ID E  IN D É F IN I

8 5 .  Revenons à l ’équation du m ouvem ent de la chaleu 
dans un fil :

<M  _ £ U
dt d x 2

Rem arquons que :

P -SV3
ht

est une solution particulière de l ’équation ( 1). 
Si donc on pose :

— co

ep étant une fonction arbitraire, V  satisfera à l ’équation (1).
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Il faut que, pour t =  o, on ait : 

V  =  f{x)
P oson s:

On a :
? =  x  2 a \fi.

V =  2 Tcp (x  -f- 2a \/̂) s- “2 da
J -<x>

\

et pour t =  o , ceci se réduit à :

Y  =  2  f  (f (x) e~ “2 o?a =  2  y/rc m (a?)
• '-w

Il faut donc que l’on ait :

/•(a?) =  2  Vw ? (œ)

ou :

D onc la solution du problèm e est :

V

J  2  v/^f

: f  ^ - + - g
J - » »  * 71

dÇ

Si f  reste finie pour £ très grand, l ’ intégrale est finie. 
f  peut m êm e devenir infinie' sans que l ’intégrale cesse  

d ’être finie.
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Soit, par exem ple :

et cette intégrale a une valeur finie.
Si dans la  solution générale nous faisons t <  o , on trouve 

une fonction im aginaire.
L a  solution est purem ent illusoire.
On a vu, en effet, qu’il est, en général, im possible de 

trouver une distribution qui, au bout d ’un tem ps donné, 
reproduise une distribution de température donnée à l ’avance.

8 6 . Id e n tité  d e s  d e u x  s o lu t io n s . —  D e la solution de 
Laplace, nous nous proposons de déduire celle de Fourier.

N ous avons démontré la formule :

-  («-El»
- A  « e - ï 2< cos £ [x —  l)dq

— 00

O r, nous avons trouvé :

En rem plaçant :

par sa valeur, on obtient :
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En remarquant que la fonction à intégrer est une fonction  
paire de q, on peut écrire :

V  =  f d q  f e - 72' c o sq[x  —  £) d\
fl —000 — »

et si Ton pose :

on a :

z*00
F {q )  =  / ^  c o s ?  (® —  5) d i

t/ — OO

V  =  f  e-'i2‘ F  (7 ) ify
J  n

On aura aussi :

F  (7 ) =  <p (q) cos q x  - f -  t]/ (7 ) sin qx

en posant :

?(</)
/* P

=  /  cos 7 ? rf;
J - X

| {q) =  I sin 9 ’  d '

8 7 .  N o m b r e  d e s  fo n c t io n s  a rb itr a ir e s . —  Il y a un
point sur lequel Fourier revient à plusieurs reprises : il 
s ’agit du nom bre de fonctions arbitraires que comporte la 
solution du problèm e.

Fourier se donne la fonction V  (x ) pour t =  0 , et la solu
tion ne com porte qu’une seule fonction arbitraire.

11 n’en serait plus de môme si on se donnait pour x  =  o 
la fonction Y  (<); il faudrait alors se donner, par exem ple, en 

d \outre, la valeur de —  en fonction de t pour x  =  0 .
doc
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Lela résulte de la théorie générale des équations diffé
rentielles, car l ’équation est de la forme :

d Y _ d * V  
dt d x 2

O n peut, d ’ailleurs, s ’en rendre com pte de la m anière sui
vante.

Soit :

v =  2  v » i m æ "

O n aura :

=  ~f~ A(/n + 0 .n  l'nXn

et :
/72V n
—  =  2  (w +  1) (w +  2) A „  <"a?»

D ’où, en identifiant :

(m  -f- d) A („[+ =  (n -f- 1 ) (n - f -  2) A„ f 2i

Form ons le tableau des coefficients :

A ù,o A|,0 )A 2i0 . . .
Ao,t A (l| A 2i, . . .
A«,a A ,,3 A2)2 ···

O n voit donc que la relation de récurrence perm et de 
calculer les coefficients de la (m  -f- l ) me colonne, connaissant 
ceux de la  m me, ou bien ceux de la (n  -f~ 2 )e lign e, connais
sant ceux de la n me.

PROPAGATION DE LA CHALEUR. 11

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



162 METHODE DE LAPLACE

O n voit donc que, pour déterminer la  fonction, il faudra se 
donner ou bien les coefficients de la prem ière colonne, ou 
bien ceux des deux premières lignes, c’est-à-dire, dans le 
prem ier cas, V  (x) pour t —  o, et, dans le second cas, V  et 
^  en fonction de t pour x  =  o.

O n a donc, suivantle cas, une ou deux fonctions arbitraires.

. 8 8 .  Considérons i, x , V  com m e les coordonnées rectangu
laires d’un point.

La fonction Y  sera représentée par une surface.
Si l ’on se donne la valeur de Y  en fonction de x  pour t =  o, 

ou en fonction de t pour x  =  o, cela revient à faire passer 
la surface par une courbe donnée : dans le prem ier cas, on a 
une surface bien définie, et dans le second cas on obtient une 
infinité de surfaces ; dans ce dernier cas, toutes les surfaces 
obtenues coupent le plan t =  o suivant certaines courbes 
c'c"c'...

Ces courbes ne sont pas quelconques, car l ’une d ’entre 
elles suffit pour définir la surface qui la contient.

Voyons quelle est la propriété com m une à ces courbes.
Supposons que pour x  =  o on ait :

V ? W =  °

' L ’équation différentielle ne change pas si on change  
V  en —  V  et æ en —  œ. Les équations aux lim ites ne 
changent pas non plus; donc V e s t  une fonction im paire de x. 
O n devra donc avoir :

f[a>) +  A —  * )  =  o
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C ’est-à-dire que les courbes c'c". . . . .  sont sym étriques par
rapport à l ’origine.

Si on suppose <p(i) quelconque, considérons deux surfaces 
Y , et V 2 de la fam ille, coupant le plan t =  o suivant les deux 
courbes C , et C2 dont les équations sont :

v, = r ^ r

V 2 =  /*2 (a?)

Pour x  —  o, on a :

v,  =  v 2 =  ? «

Considérons la fonction V 4 —  V 2, elle satisfait à l ’équation 
différentielle, s ’annule pour x  =  o, et se réduit pour t =  o

k / l W -  U  (æ)·

O n a donc :

f\ (<*) +  f\ (—  x ) =  A  (x ) +  A  (—  x )

O n voit donc que, si on se donne la valeur de la fonction 
pour x  =  o, on ne pourra plus se la donner d ’une manière 
quelconque pour t =  o.

Il résulte des considérations précédentes que la question  
du nom bre des fonctions arbitraires qui entrent dans la  
solution d’une équation différentielle est dénuée de sens par 
elle-m êm e.

«

8 9 .  E x t e n s io n  d e  la  so lu tio n  d e  L a p la c e  a u  c a s  d e  
tro is  d im e n s io n s . —  Considérons un solide indéfini à 
trois dim ensions. i

L ’équation du mouvem ent de la chaleur est, com m e on l ’a
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VU :

S = 4iV
ou , en choisissant convenablement les unités :

f = -

Il faut que, pour t =  o, on ait :

Y  =  f(x, y, z).

Pour résoudre le problèm e, nous poserons

U < = J l 
S*

u

Ç étant une constante arbitraire.
N ous avons démontré que l’on a dans ces conditions

dU, d* U ,
dt d x l

N ous poserons de m êm e :

et :
U -  S)1 

u  ·

D e telle sorte que l ’on aura :
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et :

Soit maintenant :

dU a rf2U a
dt d z 2

U =  U ,U 2U 3

on aura ;

f  = ̂ U iU,+^U,U1 + f -  U(u2

¿ 2U __ iF U , TT T]
d x 2 d x 2 2 3

£ U  _  ¿HL, .
d y 2 ~  d y 2 Ui,Ul
rf2U  _ ri2U a
d z 2 —  dz2 U, U2-

D ’o ù :

AU u  U  4 -  2 U U  4 -  U  U
d x 2 (Jy2 UsU< +  d z 2 U , U2 ’

O n  a  d o n c :

d ü

dl
=  AU

avec :
B * + ( „ - ti^ ■ !■ (,_ 0«

U =  -7= e «

P o s o n s  a lo rs  :

v =  J J f  <p (?, vi, Ç) U d\ dA dl

Ÿ étant une fonction arbitraire, et l ’ intégrale étant étendue 
à l ’espace tout entier.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



166 METHODE DE LAPLACE

Cette fonction Y  satisfait évidemment à l ’équation diffé
rentielle, car :

et :

. A V  =  J'J'J'9 AU d\ ch) dÇ.

Com m ent doit-on choisir <p pour que Y  se réduise à f(x,y,z
pour t =  o?  

Posons :

O n aura :

\ =  x  - f -  2 x V t

•n =  y +  2 ? \l~i
î  =  Z  +  2 y sft

D ’o ù :

cR —  2  \jl d«,

dr{ =  2  \jt d§ 
dX, —  2  \fï dy.

e t :

U  =  4 . -  e- ( “2 + P2+T2)
s/t3

V = j j y  8^ [a; -|-2a\/ t,y-\- \j Z] e~ (“2 + P'2 + dy.

Faisons t =  o dans cette expression. Il faudra que l ’on a it:

f{x, y, z) =  8  f f f  9 («h I/, a) e - '‘“s + Ps + ï a) dct. rfp. dy.
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L ’in té g ra le  p eu t s ’é c r ire  :

8<p (æ, y, 2 ) C era2 da. Ce*®2 d$ Te--!2 dy.

O n s a it  q u e  :

Te-“2 doc =  \Æ 
J - 0 0

O n  d o it d onc a v o ir  :

/■(«?, y . z) =  8  v/ tt3 <p te, .y, a·)

_ /*(<»»  -V' * )

ou :

? (®. y, *)
8  \Jtz3

L ’in té g ra le  de L a p la c e  d ev ien t a lo rs  :

m i t a  r\ U - ^  + O z - ^  + U - O 2
V  =  I l  11 d ^ d u d C ,JJ J « V̂i3

ou b ie n , en  re v e n a n t a u x  p re m iè re s  v a r ia b le s  :

v y+!P

l ’in té g ra le  é ta n t  é te n d u e  à  l ’e sp a ce  to u t e n t ie r .
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9 0 .  Nous allons maintenant aborder un autre problèm e, 
celui du mouvem ent de la chaleur dans une sphère.

N ous supposerons qu’à l ’origine des tem ps la distribution  
est telle que la température soit fonction seulem ent de la 
distance au centre ; par raison de sym étrie, il en sera de 
m êm e à un instant quelconque.

Passons en coordonnées polaires :

x  =  r  sin (J cos y 
y  =  r sin 0 sin <p 
z = r  cos 0 .

N ous avons établi, au début du cours, l ’équation du m ouve
m ent de la chaleur dans ce systèm e de coordonnées :

1 d V _ cPV . 2  d V  1 d 2V  c o t g 8 d V  , 1 d 2V

A dt dr2 r dr ' r2 d§2 r2 aîô r 2 sin2ô ofy2

D a n s  le  c a s  q u i n o u s o ccu p e , c e t te  é q u a tio n  se  s im p lifie  e t
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devient :
1 , 2
h dt dr2 ‘ r dr

N ous prendrons com m e unité de longueur le rayon de la 
sphère, et nous choisirons l ’unité de tem ps, de manière que :

k  =  1.

L ’équation différentielle devient dans ces conditions : -

rfY _  î P V  , rfV
dt dr2 dr

L ’équation à la surface :

devient ici :

pour:

rfV
dn

+  AV =  o

AV : O

r =  1

à  étant un coefficient positif qui dépend du pouvoir émissif 
de la sphère.

Pour achever de déterminer le problèm e, il faut se donner, 
pour t —  o , la valeur de la fonction V  :

V  =  f[r).

9 1 .  Pour simplifier l ’équation différentielle, posons :

r
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On a :
^ V _ 1 ^ U _ U
dr r dr r3

^ V _ 1 # U _ 2 ^ U  2 U >
dr2 r dr2 r2 dr  ”r  r 3 

L ’équation devient alors :

r f U _ # U
dt dr2

Nous rem arquons que c ’est l ’équation à laquelle on était 
arrivé dans le cas du lil ; mais les équations aux lim ites ne 
sont plus les m êm es.

L a condition à la surface :

devient :

pour : 

ou bien :

D e plus, pour t =  o , on doit avoir :

U  =  rf  (r ) .

Rem arquons que U  doit s ’annuler pour r  =  o , car on a : 

U  =  Y r

d V , v  
*  +  h Y  ~  °

l r f U _ U  A U _
r dr r2 ' r

r =  1

f r  = ( * - A > U ·

et V  reste finie.
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9 2 .  N ous allons appliquer la m éthode générale de Fourier, 
c’est-à -d ire  chercher un développement de U en une série 
dont les term es sont des intégrales particulières de l ’équa
tion.

Cherchons, d ’abord, à satisfaire à l ’équation différentielle 
par une fonction de la form e :

U  u.e~P-2i,

u  ne dépendant que de r.
En portant dans l ’équation différentielle :

on a :

rfU cf2U  
dt dr2

(Pu
o.

D onc u  est de la forme :

A  c o sp r  -f- B sinpr.

Pour que U  et, par suite, u  s ’annulent pour r =  o, on doit 
avoir :

A  =  o.

D ans ces conditions, nous pouvons supposer : 

B =  1

et nous aurons la solution particulière :

U  =  e-v·2* s in g r .

Il reste à satisfaire à la condition lim ite :
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p o u r :

r  =  1.

C e tte  co n d itio n  d ev ient ic i :

[a  co s  ¡ a  =  (1 —  h )  s in  ¡a ,

o u , en  p o sa n t :

t g [ A  =  À  I A .

9 3 .  Si ¡a  satisfait à cette équation transcendante, U  sera 
une intégrale particulière.

Nous som m es donc amenés à discuter cette équation trans
cendante.

11 est évident que ses racines sont deux à deux égales et 
de signes contraires ; il suffit donc de considérer les racines 
positives.

Construisons les deux courbes :

« /  =  t g [ A

y  =  A  ¡a .

Il est, d ’abord, évident que la droite :

V =  A[a

coupe chacune des branches de courbe en un point au 
m oins (fig. 25).

Cherchons si elle peut couper une des branches en plus 
d ’un point.

L aisson s, d ’abord, de côté la branche qui passe par l ’ori

g in e ; il faut voir si le rapport peut passer plusieurs fois
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p a r la  m êm e v a leu r quand  p. v a rie  de (2 k  —  1) 5  à  (2 k  - f - 1)

S i  c e la  a  lieu , la  d ériv ée  s ’a n n u lera  au m o in s  une fo is  d ans 

l ’in te rv a lle .

L a  d ériv ée  lo g a r ith m iq u e  de ce  ra p p o rt e s t  :

cos |j. , sin p 1 

sin p ' c o sp  u.

P o u r  q u e  c e tte  d ériv ée  s ’a n n u le , il fa u d ra it que l ’on eû t :  

s in 2 p  =  2 p .

c e  qu i n e  p eu t a v o ir  lie u  d ans l ’in te rv a lle  c o n sid éré . 

D o n c  il y  a  une ra c in e , e t u n e se u le , e n tre  :

(2* - i ) |  et  (2A - H )  J

tO
l N
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9 4 .  Reste à examiner l ’intervalle de o à £·
2

La racine ¡j. =  o est évidente.
Il faut suivre les variations du rapport dans cet inter

valle.
On a pour ^ =  o :

Î g J f = 1

et pour [A =  |  le rapport est infini.

O r, il ne peut y avoir ni m axim um  ni m inim um  dans l ’in
tervalle ; donc le rapport va sans cesse en croissant.

Si donc on a :
A >  1

il y  a une racine dans l’intervalle ^ 0 , ; et si :

A  <  1

il n’y en a pas.

9 5 .  Nous allons chercher si l ’équation transcendante que 
nous étudions possède des racines im aginaires.

N ous distinguerons les racines com plexes et les racines 
purem ent im aginaires.

Nous allons démontrer, d ’abord, qu’il n’y a pas de racines 
com plexes, et pour cela nous em ploierons une formule qui 
nous sera utile dans la suite du cours.

Considérons deux solutions U , et U 2 :

U , =  sin ¡jir

U» =  e - p ™  sin u r
1 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



REFROIDISSEM EN T DE LA SPH ERE 173
et prenons l ’intégrale :

Cette expression est nulle, car U , et U 2 s ’annulent pour 
r —  o ; et pour x  =  1 on a :

U, =  A ^ >* dr u 2

O r, on peut écrire l ’intégrale sous une autre forme, en 
remarquant que :

cPU,
dr2

d 2 U 2 

dr2

- V U , ,
\

- 2

On voit qu’elle peut s ’écrire :

Com m e cette expression doit être nulle on voit que si :

on a

F 2 ¥= p2,, 2

Supposons que l ’équation transcendante possède une racine 
im aginaire a -j- pi] elle possède aussi la racine conjuguée 
a —  ¡3*. Les fonctions Uj et U 2 correspondant à ceq deux 
racines seront des fonctions im aginaires conjuguées, et, par
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conséquent, leur produit est positif. En outre :

¡j.2 — [a3 =  4  *p i,
\ 2

quantité différente de zéro, puisque la racine est supposée 
com plexe. O r, l ’ intégrale :

f  U ,U 2 dr,
J  o

dont l ’élément est, dans ce cas, positif, ne peut être nulle. 
D onc l ’équation ne peut pas avoir de racines de la form e  
a 4 -  |3i.

9 6 .  Peut-elle avoir des racines im aginaires pures de la 
forme pi.

Si cela a lieu, elle admet aussi la racine —  pi; et, dans ccs

conditions, est réelle, car son im aginaire conjuguée lui 
, , Pest égalé.

O r :

tgfp 1 g - ?  —  eP 
i e~P  -J- eP

Il faut voir com m ent varie le rapport quand p croît 
de o à ao.

Pour p —· o, on a :

l £ f f = 1

t
Pour p =  x  , on a :

t g jf  _  
t2·

o.

Il ne peut y avoir dans l ’intervalle un m axim um  ou un
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minim um  que si l ’on a dans l ’intervalle : 

s in 2 fjî =  2f(3,
ou bien : .

•e t - î p _ e - 2  P = 4 ^ .  

ou, en développant les exponentielles :

îM ! _ l (ë ê ü . _ 0

ce qui n ’est pas possible, tous les termes étant positifs.
Donc le rapport décroît constamment et va de 1 à 0.
Pour qu’il y ait des racines purement im aginaires, il fau

drait que l ’on eût :

o <  A  <  1 .

O r, À  ne peut pas avoir une telle valeur, puisque l ’on a :

et que h  est positif.
D e cette discussion il résulte donc que l ’équation trans

cendante :
tgu. =  Ap.,

n ’a jam ais que des racines réelles.
9 7 .  Si l ’on néglige la solution :

(A  —  o

on voit que chaque solution de l ’équation : 

tg  u =  Air,

donne une intégrale particulière du problèm e. „
P R O P A G A T I O N  D E  L A  C H A L E U R .  l â
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Si donc on a réussi à développer rf  (r) en une série de la 
forme :

rf(r) =  A, sinpr -|- A2 sm pr -f - ... A„ smpr· -f- ··■ ap .·. p

étant les racines positives de l ’équation.
La solution du problèm e sera :

U == A ,0 - f s< sin p r -f -  . . .  4 -  A ne ~ ^ ‘ sin p r -f- . . . .

P o u r  d ém o n trer r ig o u re u se m e n t q u e  U e s t  b ie n  la  so lu 

tion, il faudrait faire une discussion analogue à celle qui a 
été faite au sujet du problèm e de l ’arm ille, ce qui se ferait 
tout à fait de la m êm e manière.

A insi le problèm e est ram ené à celui-ci :
Développer la fonction rf (r) en une série procédant sui

vant les fonctions :

9 8 .  Si on suppose le développement possible, on pourra 
en trouver les coefficients par une m éthode analogue à celle 
que l ’on a em ployée pour la série de Fourier.

Ô n a démontré l’ identité :

2 II n

n

sin jxr, sin [A?*.. . . .  sin jxr
1 2 n

qui pour t =  6  devient :

sin pr· sin pr dr =  o, 
> < 2

p  = £  p .  
< 2

sous la condition :
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S i :
|x =  a , 
\ 2

on a :

/ sin2 |W dr =  
I) i

1 'l
sin 2 .̂'

2  %

Considérons :

r f  (r) =  V  A< sin ¡j.r -|- A„ sin [j.r,
i  n

i #  n

m ultiplions les deux m em bres par sin gr dr , et intégrons

Reste à démontrer la possibilité. du développement que 

Fourier admet sans démonstration.

L a seule dém onstration rigoureuse est celle de Cauchy, 
qui se rattache à une m éthode générale pour développer une 
fonction en une série de, forme déterm inée.

n
entre o et 1 . 

O n aura :

D ’o ù :

n
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V A L E U R S  A S Y M P T O T IQ U E S  D E S  F O N C T IO N S

9 9 .  N ous allons exposer la m éthode de Cauchy pour le  
développement d’une fonction arbitraire en série de form e  
déterminée.

Cette méthode est fondée sur la théorie des résidus.
Nous com m encerons par rappeler les principes élém en

taires de la théorie des fonctions.
Une fonction entière G  (z) est une fonction qui est déve

loppable suivant les puissances croissantes de s", de telle 
sorte que la série soit convergente pour toutes les valeurs 
réelles ou im aginaires de ¿ ".T elles sont, par exem ple, les fonc
tions e=, ea-, P (¿ ) , P (s , ex:, el3-) , P représentant un poly 
nôm e.
' En particulier, cos z  et sin z  sont de cette dernière form e.

Ces fonctions n’ont aucune espèce do points singuliers.
N ous avons démontré que, si f  (x ) est une fonction q u el-
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conque, m ais finie, l ’intégrale:

L  étant un chemin de longueur finie, est une fonction ho
lom orphe de z  dans toute l ’étendue du plan, c ’est donc une 
fonction entière.

Considérons maintenant le quotient de deux fonctions 
entières:

Ce sera une fonction m érom orphe de z  ; elle adm et des 
singularités qui sont des pôles.

Le théorème des résidus de Cauchy est le suivant:
Si on considère un contour fermé quelconque G , on a :

^  A  étant la s o m m e  des résidus relatifs a u x  pôles contenus 

à l’intérieur d u  contour C.
Considérons une série de cercles concentriques de rayons 

croissan ts: C v  C 2, . . .  C;„  . . .  et prenons l ’intégrale :

le lo n g  de ces différents cercles.
Supposons que l ’on ait dém ontré d ’une m anière quel

conque que, lorsque le rayon des cercles va en croissant sui
vant une certaine lo i, l ’intégrale tende vers une lim ite finie 
e.t déterminée.

L

J  R  [z) dz =  2 îtc J ,  A
G

J 'R  (s ) dz
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Soit 2zV a cette limite.

On sait, d’autre part, que :

J 'R (*) dz =  '■lin (A, +  A 2 +  ... - f  A„)

S

A ,,A a, ... A„ étant les résidus des pôles contenus à l’intérieur 

du cercle C,,.

Lorsque le rayon du cercle croît indéfiniment, on obtient 

à la limite :

X =  A^ +  A a -)— . . .  -f— A „ -j- . . .

Si R  est une fonction dez  et de œ, R  (z, æ), les quantités X 

et A ,,  A 2, ... sont des fonctions dea?, etla fonction X se trouve 

développée en une série procédant suivant les fonctions A .
La question se ramène donc à trouver la limite vers 

laquelle tend :

J R (* )  dz

quand le rayon du cercle d’intégration croît indéfiniment.
«

100. Nous sommes donc amenés à étudier les valeurs 

asymptotiques d’une fonction entière ou méromorphe, quand 

le module de la variable croît indéfiniment.

Nous allons prendre, tout d’abord, quelques exemples 

simples.

Considérons la fonction entière :

f[z) — ez — e~z

Qu’entend-on par valeur asymptotique do f (z)  ? C ’est une 

fonction <p {z) telle que, lorsque le module de z  croît indéfi-
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niment, on ait :

f ( 2 )

iz)
1

Dans l ’exemple choisi, il est facile de voir que la valeur 

asymptotique dépend de l ’argument.

Posons, en effet:

z  =  pe'w

Supposons d’abord :

*  ^
“ I  <  w

7T
9

La partie réelle de z  est positive.

Donc, lorsque p croît indéfiniment, il en est de même de e z 

et, au contraire, e~ z tend vers zéro : la valeur asymptotique 

est donc, dans ce cas, e z .

Si, au contraire, on a :

it 3 tt

2 < < 0  < 7

la valeur asymptotique de la fonction sera — e ~ z.

S i l ’argument est un multiple impair de -» il n’y a pas de 

limite déterminée.

On pourra dire:

Ces arguments correspondent à des a z im u t s  s in g u li e r s .  

Prenons comme second exemple la fonction :

n * )  =
e -  — e— 
e z —|— e ~ z

D’après cë que l’on vient de voir pour l ’exemple précé-
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dent, on reconnaît que si :

“  §  <  “  <
%
2

la valeur asym ptotique est 1 , *et si :

TZ
2 <  “  <

Sic
Y

cette valeur asym ptotique e s t — 1 .
O n a, comme précédem m ent, des azimuts singuliers pour 

les valeurs de w qui sont des m ultiples de 2 .
Si on considère les fonctions :

e* —  1  -f- e ~ z 
ez 1 +  e ~ z

la  valeur asym ptotique est 1 , que la partie réelle de z  soit 
positive ou négative ; m ais il y  a encore des azimuts singu
liers pour les m êm es valeurs de <o que précédem m ent.

1 0 1 .  Considérons maintenant un exem ple un peu plus 
général.

Soit :

f{z) =  A , e iaiz +  A 2 e iaa* +  . . .  A „ e £V

a ( , tt2, . . . ,  a„ étant des nom bres réels rangés par ordre crois
sant.

Posons :
z =  p -j-  iy =  pe'“

S i ¡a est com pris entre o et ic, y tendra vers - f  oo , et, com m e 
l ’on a :

| e iaz | =  e - “Y
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On voit que, si a est positif, cette expression tendra vers 

zéro.

Cela posé, nous allons dém ontrer que la valeur asym pto

tique de f  (z) est dans ces conditions :

e ia\z

E n  effet, on a :

■ - f iÉ - --------1 =  A a e i(a2- a , ) 2  1 ... +  à s
A ,e !“iz A., A,

11 s ’agit de m ontrer que chacun des term es du second 

membre tend vers zéro, et ceci résulte immédiatement de ce 

que nous venons de dire plus haut.

Si, au contraire, on avait:

----- 7C <  ü> <  o

Y tendrait vers —  co , et l’on dém ontrerait que la valeur asym p

totique est :
K neicinz

P ou r o  =  o et w =  ir on a des azimuts singuliers.

Si l’on prend le secteur com pris entre les deux azimuts 

ü)0 et co, choisis de m anière qu’ils ne com prennent aucun azi

m ut singulier, si l’on a par exemple

O < < ! ) „ <  <0, <  TT

non seulement l ’expression :

tend vers zéro, m ais encore elle tend u niform ém ent  vers cette 

limite.
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En effet, on a :

r w
A He<aiz 1 < A j

A ,
g-toca-a^r _|_ . . .

À If lE  e—(a.,!—a,) y
A , I

et :
y =  p sm  (o.

O r, on a l ’une des deux inégalités :

ou bien :
Y >  p sin tü0

Y >  p sin cô .

D onc on peut prendre p assez grand pour que la diffé
rence :

M * ) . . _  t
A.,eiaiz

soit en valeur absolue inférieure à une quantité s, et cela 
quel que soit <o.

1 0 2 .  Prenons maintenant le cas plus général où l ’on 
aurait :

f  [z] =  A t0“ i* - j -  A 2ca3s +  . . .  - f -  A „ean*

a ,, a2, . . . ,  oc„ étant des quantités quelconques réelles ou ima -  
ginaires.

N ous représenterons ces quantités par des points dans un  
plan.

Soit :
ak =  P* - f -  «Y*

et soit :
Z  =  x  - f -  iy =  p (cos oj -f- i sin ta) .
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La valeur asym ptotique sera fournie par l ’exponentielle 
dont le module sera le plus· gran d .

Le m odule de e V  est :

L a  quantité :
[3* cos (o —  y* sin üj

est susceptible d ’une interprétation géom étrique très sim ple. 
Considérons, le point conjugué de a/c, c ’est-à-dire sym é

trique par rapport à T a xe o[3. Soit a *  ce point. Abaissons de 
a'* une perpendiculaire a'AP sur oz (fîg. 26).

O n aura :

O P =  ¡3* cos (o — yA sinoj

comme il est aisé de le vérifier.
Supposons que z  s ’éloigne indéfiniment dans la direc

tion to; le point a qui fournit la valeur asym ptotique sera 
celui par lequel le segm ent oP com pté en grandeur et en 
ligne est m axim um .
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Considérons alors le polygone convexe dont tous les som

mets appartiennent à l’ensemble des points a', et tel qu’aucun 

de ces points ne soit situé à l’extérieur de ce polygone.

Considérons un sommet quelconque, par exemple, et 

menons par a{ extérieurement au polygone les perpendicu
laires aux deux côtés qui y aboutissent ; soient ajS eta,'T .

Menons par l’origine des parallèles OS' et OT' à ces deux 

demi-droites.

Si la direction o z  dans laquelle z  s’éloigne indéfiniment 

est comprise entre OS' et OT', on voit que c’est le point a, 

qui fournira le terme de module maximum,, et la valeur 

asymptotique de f ( z )  sera :

A,e*is.

On pourra ainsi diviser le plan en autant de secteurs qu’il
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y a de som m ets au polygone, et pour chacun de ces secteurs 
il y aura une valeur asym ptotique déterminée.

Quand -3- s ’éloigne indéfiniment sur une des dem i-droites O S ', 
O T ', il n’y a pas de valeur asym ptotique déterminée : ce 
sont des azimuts singuliers.

1 0 3 .  N ous allons m aintenant nous proposer de trouver la 
valeur asym ptotique de l ’expression :

f  (*) =  - f -  P 2e'a2-  +  . . .  P,

P ( , P a, . . . .  P„ étant des polynôm es entiers en z  de degrés  
m ,, w 2l . . . ,  m„.

Pour cela, considérons, d ’abord, un polynôm e entier en z :

1 P =  k z m  - f -  ^  B z " , n  <  ni.

La valeur asym ptotique de P est :

A  zm

et, de plus, le rapport :

—  P 
A  zm

tend uniformément vers l ’unité quand z  augm ente indéfini
ment.

O n a, en effet :

, v i  13 1---------- 1 =  > --------------m  >  h .A  z"1 ¿ J  A  z"l~ u ,

Le m odule de la som m e est inférieur à la som m e des
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modules, donc :

1
A z m ' < 2

Le second membre est un polynôme entier en 

nulant pour -  =  o.

et s’an-

On peut donc prendre le module de z  assez grand pour 

que:

K z l —  1 <  e.

Considérons, en second lieu, l’expression : 

z P e ilxz,

a étant une quantité positive.

Nous allons montrer que cette fonction tend vers zéro, quel 
que soit p ,  lorsque z  croît indéfiniment, sa partie imaginaire 

étant positive.

On a toujours :

z  =  |3 ¿y =  pe'w
et l’on suppose :

w 0 <  (O <  7C ----  (00

to0 étant différent de zéro, mais aussi petit que l’on veut.

Le module de z pe ia-z est:

Or, on a :
p / 'e-«ï =  pPe~«P

p sin<o >  p sinto0

Donc le module est inférieur à :

p/jg-ap ràw0
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quantité qui tend vers zéro indépendamment de w; donc 
l ’ expression proposée tend uniformément vers zéro.

1 0 4 .  Revenons à la fonction :

f{z) =  P ,e iar  - f  Pae‘ V  + ..... - { -  V ne < v

où les P sont des polynôm es de degré m 2, et où
les a sont des quantités réelles rangées par ordre de gran
deur croissante.

Je dis que, si z  croît indéfiniment, sa partie im aginaire res
tant positive, la valeur asym ptotique de f[z) est :

k tz m ieiaiz

k tz”‘i étant la valeur asym ptotique de P , , et que le rapport :

f { z )
k hz m \eia\z

tend uniformément vers l ’unité.
En effet, on a:

Æ _
k tzm ieiaiz k {z"l\ ^  k iz^ + r % r ^ - a ' ,3 +

P  P A
--------1-1— J ____—2— .

A ,* » i  ^  A 2Z " ‘ *  A , ^  '

le premier terme tend uniform ém ent vers l ’unité. Il en est 
p

de m êm e du facteur dans le second term e. Quant au fac-
k . j Z m 2 X -

teur :
z (m2 ~ m i! eiia2_ a i,J

il tend uniform ém ent vers zéro, puisque l ’on a :
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D onc le second terme tend uniformément vers zéro, ainsi 
que tous les suivants.

D onc le rapport :

n * )
k i z m\

tend uniform ém ent vers l ’unité.
O n a donc l ’ égalité asym ptotique : (1)

f{z) r\ j eixiz

D ans le cas où z  croît indéfiniment, sa partie imaginaire  
restant n égative, on aurait de même :

f[z) fXJ A „ Z m n  elCinz

D ans un cas, com m e dans l ’autre, l ’exposant a qui donne 
la valeur asym ptotique sera appelé exposant caractéris

tique.

Supposons que l ’on considère deux fonctions fK {z) et f.2 (z ) 
de la forme de celles que nous venons d ’étudier ; quelle sera 
la valeur asym ptotique de leur som m e ?

Si la partie im aginaire y est positive, la valeur asym pto
tique correspond à la plus petite valeur de l’exposant carac
téristique a. dans les deux fonctions.

Le contraire a lieu si y est négatif.

(*) Nous employons le signe r \ j pour indiquer nne égalité asympto
tique.
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V A L E U R S  A S Y M P T O T I Q U E S  

DES INTÉGRALES DÉFINIES

105. Considérons maintenant :

t f (z )  ~  J ' f { a c )  e izx doo

Nous supposons que f { x )  est une fonction quelconque, mais 

finie, et satisfaisant à la condition de Diriclilet ; en outre, a  

et b sont deux quantités réelles, et l’on a :

a  ·< b

<p (z )  sera, comme on l’a vu, une fonction entière; nous vou

lons chercher la valeur asymptotique de cette fonction. '

Si, d’abord, f { c c )  est égale à une constante A, on pourra4
effectuer l’intégration, et on atira-:

,· ,  : · . · ? ( * )  =  Yz ^ i i b ~  «'“ )

i :îPROPAGATION DR LA CHALEUR.
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Si la partie imaginaire y de z  est positive, la valeur asymp

totique sera :

_  h -  e iz a  
I Z

Si, au contraire, y est négatif, elle sera:

Dans le cas général, soit :

A — f { a  -f- s)

f ( a  -f- e) étant la limite de f  (x )  lorsque x  tend vers a  par 

valeurs supérieures à a .

Supposons d’abord y >  o.

Je dis que la valeur asymptotique de <f (^) sera : ,

<f (z ) r\ j +  £)  e i a z

i z

En effet, nous pouvons poser:

f { x )  =  A +  f K (œ)

f  (x) tendra vers zéro lorsque x  tend vers a .

On peut choisir un nombre positif a, tel que, lorsque 

l’on a :

• a  <  x  <  a  -f- a, 

on ait, en môme temps :

I /i ( * )  I <  t*

[x tendant vers zéro en même temps que a.

De plus, comme la fonction est finie, on aura pour les
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valeurs de x  supérieures à (a - f -  a) :

I h  (®) I <  M

On aura d’ailleurs :

y[z) =  f  A e i:x d x  - f -  /*/■, (x) é “x d x
v a  v a

N ous allons m ontrer que l ’erreur com m ise en négligeant 
ce dernier terme tend vers zéro, quand z  croît indéfiniment. 

O n a en effet : '

d x +  f M e - r *
J  a  +  u

d x

Com m e, dans le second m em bre, les fonctions sous le signe· 

J  sont essentiellem ent positives, on peut écrire :

I f  fi {°°) e'z!K d x  I < f  d x  f  M e ~  ~læ d x
W  a  1 J  a  J  «  + a

Le second m em bre est égal à :

ü: e-ya  M  e-y(« + oo
Y Y

Cette quantité est donc une lim ite supérieure de la valeur  
absolue de l ’erreur com m ise.I

L ’erreur relative s ’obtiendra en divisant cettê quantité par  
le m odule de la valeur asym ptotique de la fonction :

A  / ehx d x

-  e - « y .
P

qui est :
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L ’erreur relative est donc :

£  .  L  j _  M  £ e - T« 
A  ï t A ï i

et, com m e on a :
y =  p sinw

cette erreur peut s ’écrire :

A  sinw A  sinco 

S i (o est un angle tel que:

<  «  <  k  —  o>0 

l ’expression ci-dessu s sera inférieure à :

¡x +  Me~PaslllMo 
. . A  sin ü)0

expression indépendante de u ,
Je dis qu’elle tend vers zéro ; en effet, on peut prendre 

d ’abord a assez petit pour que l ’on ait :

I* <  I

et ensuite p assez grand pour que :

2

L a valeur asym ptotique de cp (*) est donc :
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Si l ’on avait eu y <  o, on aurait eu de la m êm e manière :

1 0 6 .  On peut étendre ces résultats à une intégrale de même 
forme :

finie ; à la condition que, en tous les points du chem in, on ait :

a  étant l ’origine du chemin L.
On démontrera que la valeur asym ptotique est encore dans 

ce cas :

P ourcclaj on décom posera le chemin d ’intégration en deux  
autres, com m e précédem m ent, en prenant un point (a - f -  a) 
infiniment voisin du point a , et en continuant les raisonne
m ents de la m êm e m anière.

1 0 7 .  Revenons à la fonction :

l ’ intégrale étant prise le lon g d ’un chemin L  de longueur

| etzx | <  | etza |

en supposant :
Y >  o.

,h

où a  et b sont réels, et supposons que dans le voisinage de :
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la fonction f{x) soit développable suivant les puissances 
de [ x  —  a) :

f(x) =  A.(x  —  a ÿ  - f -  A , (x —  a )\  +  ■··

le développement pouvant contenir des puissances négatives 
ou fractionnaires.

O n sait que l ’on a :

f x " e ~ x d x  =  T 
d  «

ou bien, en changeant x  en z x  :

/  v O
x ”e - : * d x  =  r { n  +  l )r«+ t

Posons :

x  =  ue *.

Cette formule deviendra :

— (» + 4 ) > g Ç U„e iuz d u  —
J a Jf’, + 4

r  (n - f - 1 )
z n+{ e

r  (n +  1)

/.oo -  '
u neinz du  =  
o

En remplaçant maintenant u  par (oo —  a) :

J ( x  —  a )» e'** d x  =  ^ ^ 7- ^  e (,l + " '  a e/ « .  

O r, on a :
/»ft /»OO /»OO 

V «  V A V b

L a seconde intégrale sera négligeable devant la  premié re
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quand z  croîtra indéfiniment, sa partie im aginaire restant 
positive, car l'intégrale :

—  a)u eizx d x

ç i h z

est de l’ordre de grandeur de tandis que la première
ç i a z

sera de l ’ordre de — - f ·  
z  M + 1

O n aura donc :

I (x -  a)" ei:x d x  c\j
J  a

P (n -f- 1 ) e (» + I )i2 Jaz

N ous allons appliquer ces résultats à la fonction :

f (z) =  J f  (x) é~x dx.

L a valeur asym ptotique de cp (z) sera égale à la valeur 
asym ptotique du terme correspondant à la plus petite puis
sance de (x —  a).

O n aura donc :

<? M  ~
A r  (X +  1 ) e a + , ) 'a e ias

2-1+ I

. Ceci ne présente aucune difficulté si le développement 
de f(x) est valable entre a  et b ; s ’il n ’en est pas ainsi, sup
posons que le développem ent soit valable seulem ent de a  à c .

L ’intégrale J'  aura une valeur asym ptotique qui contiendra 

un facteur eci et, par suite, sera négligeable par rapport à 

l ’ intégrale J  ·

O n peut ajouter que le théorèm e serait encore vrai si l ’ in - *
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tégrale, au lieu d ’être prise sur un chemin réel, était prise 
suivant un chemin imaginaire de longueur finie, pourvu que 
l'o n  ait tout le lon g du chemin :

| eiza | <  | eiza |

108. Application à la fonction J0 de B essel. — La 

fonction J0 peut être exprim ée par une intégrale définie :

» / , l( eizx d x  
Jo ( * ) = ; /

î M  - X ‘

N ous allons, d ’abord, chercher la valeur asym ptotique de J0 

lorsque la partie im aginaire de z  est positive.
O n a ici :

a —  —  1

. Cherchons maintenant la valeur de A . O n a : 

f(x) =  (1 —  x 2) 2

=  ( »  +  ! )  2 (1 — a ) - 2

D éveloppons (1 —  x) 2 suivant les puissances croissantes 
de {x +  i) :

(1 —  a?) 2 =  A  +  B (® +  0  + '  ·■·

et l ’on aura, com m e on le voit, en faisant x  =  —  1 dans 
cette équation :
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O n a d ’ailleurs :

L ’application de la form ule générale, trouvée plus haut, 
donne donc ici :

Pour avoir la valeur asym ptotique, lorsque y est négatif, 
il suffit de rem arquer que, J0 étant une fonction réelle, le 
changem ent de i e n —  i et d e »  en —  oo n ’altère pas la valeur 
de l’intégrale ; ce changem ent perm et de ramener au cas pré
cédent le cas où y est négatif, et l ’on voit im médiatement 
que l ’on a : ,

1 0 9 .  Si z  est réel, il n ’y a plus de valeur asym ptotique 
proprement dite; mais nous allons arriver dans ce cas à un 

résultat nouveau et très important.
A u  lieu d ’intégrer suivant l ’axe réel de —  1 à - j -  1, nous 

intégrerons suivant une dem i-circonférence, ayant pour 
centre l'origin e, et de rayon égal à 1 , cette dem i-circonfé
rence étant située au-dessus de l ’axe réel.

ou bien, en remarquant que :
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Prenons sur cette demi-circonférence un point quelconque a 
et divisons l ’intégrale en deux parties :

=  H , +  II ,

T out le lon g do cette demi-circonférence, on a , en suppo
sant que z  croisse par valeurs positives :

car, en posant : 

on a :

I eiiX I <  1

x  =  a -j- f i

| eHx  | =  e-rf

et est alors une quantité positive.
O n voit donc que, dans l ’intégrale H , , la valeur asym pto

tique sera fournie par la  lim ite —  1 , et dans I I , par la  
lim ite 1 .
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On aura donc :

H , n u
\]^i:Z

H 2 r\ j
e‘M )

\j'2.itz

Faisons la som m e de ces deux valeurs asym ptotiques. 
Soit :

On est conduit à dire que K  est la valeur asymptotique· 
de J0, lorsque z  croît indéfiniment par valeurs réelles et. 
positives. M ais on ne veut pas dire par là que l ’on a :

lim  =  1 
tv

En effet, K  s ’annule pour des valeurs différentes de ce lles  
qui annulent J0 ; le rapport passe donc alternativement par  
les valeurs 0  et ce .

Il faut donc ici donner une autre signification à la valeu r  
asym ptotique.

En appelant K , et K 2 les valeurs asym ptotiques de II# 
et II2, on a :

lim  - lim  =  1K K a

Je dis que l ’on a :

lim s/z [H , —  K ,]  =  o .
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En effet, on a :

>/* (H , -  K 4)
/ v/2tc

Le prem ier facteur tend vers zéro.
O n a de m êm e:

lim  \/-s' (H 2 —  K 2) =  0 .
O n a donc:

lim  \]z (J0 —  K) =  o

et c’est ce qu’il faut entendre ici, lorsque l ’on dit que K  est 
la valeur asym ptotique de J0.

Le m êm e raisonnem ent s ’appliquerait au cas où z  croît 
par valeurs négatives.

11 suffirait d ’intégrer le lon g  d’une dem i-circonférence  
située au-dessous de l ’axe réel.

1 1 0 .  L im ite  s u p é r ie u r e  d e là  fo n c t io n  cp. —  N ous avons 
étudié, au point de vue des valeurs asym ptotiques, la fonc
tion :

y (z) =  I l'[x) e,:x dx.
J  a

N ous allons maintenant nous préoccuper de chercher une 
lim ite supérieure de cette fonction. f{x) est par hypothèse  
une fonction finie ; on peut donc trouver un nom bre M  tel 
q u e : 1

I / · ( « )  I <  M .

Posons com m e précédem m ent :

-  Z  S  - | -  i f  '

et considérons, d ’abord, le cas où y est positif.
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Com m e on a :
| eizx | =  e ~ ïx ,

on aura :

?
/\b

(z) | <  /  Me-  r* d x
*' a

< f  M e -y* d x  =
J  a

M .e - “ ï

Et com m e : 

on peut écrire :
| eiza | =  e - n ,

l ? ( * ) l  < m

N ous distinguerons deux cas, suivant que la quantité posi
tive y est supérieure ou inférieure à la valeur absolue de p. 

Supposons d ’abord :

y >  I M

c ’est-à-dire que l ’argum ent de z  est com pris en trem et  

O n voit alors facilement que, dans ces conditions, on a :

Y >
z

y/2

D onc on a :

® (z) i <  M  yfe —

1 1 1 .  Considérons maintenant le cas o ù :

y <  I M  ·

N ous ne pouvons pas appliquer ici le m êm e raisonnem ent. 
O n a :

f  (z ) = f i l m )  e~yx dx.
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N ous allons étudier l’ intégrale:

sin $x dx,

f  [x] étant une fonction positive et décroissante, et c étant 
une quantité positive quelconque.

Si nous partageons l ’intervalle d’intégration en intervalles 
partiels par les valeurs :

7T 271

p’ P ...............

o n  verra, com m e pour l ’intégrale de Dirichlet que l ’on a 
une série alternée; par suite, la valeur de cette série est 
inférieure au prem ier terme :

O n a donc :

£ < f k - T -

S i l ’on considère l ’intégrale

f  f{x) cos pa; dx 
J  «

on  em ploiera le m êm e raisonnem ent ; m ais, afin d ’obtenir 
d es intervalles partiels égaux entre eux, on devra prendre 
l ’ intégrale :

' C 

TZ

ot l’on supposera que f[x) est égale à f(o) pour les valeurs 
négatives de x. · , '
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. C e c i re v ie n t à  a jo u te r  à  l ’in té g ra le  la  q u a n tité  :

•xf{o)
2i>

O n au ra  une s é r ie  a lte rn é e  co m m e p ré cé d e m m e n t, e t on 

p eu t, p a r  su ite , é c r ire  :

D o n c  a  f o r t i o r i :

\ r \ < ^ ·
- ,·■ '■ I ‘ 'o  i p

O n co n clu t de là  :

j ' f  ( ® )  e ' P * d x <

P re n o n s  m a in te n a n t ] (en  su p p o sa n t to u jo u rs  f  d é c ro is 

sante) :

J ' f{x )  e‘$x dx

a et b é ta n t d eu x q u a n tité s  ré e lle s , e t  te lle s  q u e  :

a <  b.
P o so n s  :

x =  y  +  a. . ' î

L ’in té g ra le  d ev ien d ra  :

/I b —a
f (y  a) e‘$y dy:
I)

D o n c  l ’in té g ra le  e s t  p lu s  p è tite  en  v a le u r a b so lu e  que :

m a û .  ..
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1 1 2 . A p p liq u o n s c e s  ré s u lta ts  à  la  fo n ctio n  f  d éfinie p lu s 

h a u t. C om m e la  fo n ctio n  f { x ) ,  qu i fig u re  d ans <p, s a t is fa it  à  la  

co n d itio n  de D ir ic h le t , on a  :

r = n  - r » ,

f K e t  /2 é ta n t d éc ro issa n te s . 

D ’o ù :

e ~ 1x  e 'P * d x
- û

g-Y® gipr f a t

E n  a p p liq u a n t le s  ré s u lta ts ,é ta b lis  c i-d e s s u s , on  v o it q u ’i l  

en  ré su lte  : . '

I ? I c  u j  [/i («) +  h  (« )] e ~r “ ·

O r, com m e l ’o n  a  : 

on en  c o n clu t :

D o n c  on a  :

I ?  M l  <

E n  ré su m é, s i l ’on d é s ig n e  p a r  H la  p lu s  g ra n d e  d es d eux 

q u a n tité s  : , ; ·

 ̂ M \/2

e t :

2* V2 lft (fl)‘4 · r,(a)]

0 <  r  <  I P '

l i U - > spi

2 tç y/2
e‘'a ; [/i (« ) +  h  (a)]

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



LIM ITE SU P É R IE U R E  DE LA. FONCTION o  2 0 i>  

on a u ra , p o u r to u te s  le s  v a le u rs  p o sitiv es  de y

O n v e rra it  de m êm e q u e, p o u r le s  v a leu rs  n é g a tiv e s  de y , 

o n  a  :

I ?  I <

E n  effet, f { e t A  é ta n t d é c ro iss a n te s , on a u ra  :

f\ (A +  A (̂ ) <  A (a) "h A ia)·

PROPAGATION DK T.A CHALEUR
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C H A P IT R E  X III

A P P L IC A T IO N  D E  L A  M É T H O D E  D E  C A U C H Y

1 1 3 . C es  ré s u lta ts  p ré lim in a ire s  é ta n t  é ta b lis , nou s a llo n s  

le s  a p p liq u er au d év elop p em en t d’une fo n c tio n  f { x ), en  su i

v a n t la  m éth od e de C a u ch y  que nou s av o n s d é jà  in d iq u é e . 

P o so n s  :

J =  f f  (y ) e izy d y
v  a

J| = f  f { y )  e izy d y

x  é ta n t u n e q u a n tité  co m p rise  e n tre  a  e t  b .

D ’a p rè s  ce  que nou s v en o n s de d é m o n tre r , o n  a u ra , s i y 

e s t  p o s it if  :

I J  | <  I S  g iaz I
I z  |

II
h  i <  -

e t, s i  y e s t  n é g a t if  :

j|  <
H

H
h  I <  -
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APPLICATION DE LA MÉTHODE DE CAUCHY 211

C o n sid éro n s d eu x  a u tres  fo n ctio n s  e n tiè re s  de z\  so ien t 

e t , e t fo rm on s la  fo n ctio n  :

R (*) =
+  'f'i 1

—  t l X

R  e s t  une fo n ctio n  m érom o rp h e de z ,  à  la q u e lle  nou s a llo n s 

a p p liq u e r  le  th é o rè m e  d es ré s id u s .

M ais, a u p a ra v a n t, nou s av ons b e so in  de c o n n a ître  la  v a leu r 

a sy m p to tiq u e  de R , e t p ou r c e la  ce lle  d es fo n c tio n s  qui 

e n tre n t d ans son  e x p re ss io n .

S i  y e st  p o s itif , le s  v a le u rs  a sy m p to tiq u e s  de J  e t J ,  so n t 

re sp e ctiv em e n t :

f  (a ) e laz 
iz

e t  :

f { x )  e izx 
i z

S i  y e s t  n é g a tif ,  c e s  v a le u rs  so n t :

f  \x) e i:x  
iz

e t :

f  [b) e ihz 
i z

D ’a p rè s  la  d éfin itio n  que l ’on a  d onnée p o u r l ’e x p o s a n t 

c a ra c té r is t iq u e  on v o it  q u e :

S i  y >  o , le s  e x p o sa n ts  c a ra c té r is t iq u e s  de J  e t J ( so n t a  

e t x .

S i  y >  o, c e s  e x p o s a n ts  c a ra c té r is t iq u e s  s o n t :
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N ous su p p o sero n s q u e le s  v a leu rs  a sy m p to tiq u es  de <J/ 

e t  A, so n t de la  form e q u ia  é té  co n sid éré e  d ans le s  deu x c h a 

p itre s  p ré cé d e n ts .

S o ie n t  a lo rs  a e t a< les  e x p o sa n ts  c a ra c té r is t iq u e s  de 

e t tjq p ou r y p o s itif , e t  so ie n t ,6 e t p, c e s  e x p o sa n ts  p ou r y 

n é g a tif .

N ous su p p o sero n s p o u r fix e r  le s  id ées :

l^ ,J. . . • ■ a l +  «

H ·  · · +  ®·

• · Pi +  x

'H f  · · • · P +  b .

a <  p <  cq <  pr

L e s  e x p o sa n ts  c a ra c té r is t iq u e s  d es fo n ctio n s  ^ , J  e t < jj4 

sero n t, su iv an t le  c a s  :

S i  y >  o :

S i  y <  o :

N ous su p p o sero n s m a in te n a n t que l ’on a :

a x  <C a 4 n 
e t  :

P +  b  <  Pi H - « ·

D a n s  c e s  co n d itio n s, la  fo n ctio n  :

M  —  M

aura pour valeur asymptotique :

—  <J/J,

q u an d  :

V 'ï» o
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APPLICATION DE LA METHODE DE CAUCHY 2 1 3

et :

quand :
'M

Y  <  O .

Quant à la fonction ijj -)- i}q, elle a pour valeur asympto

tique^ ou ijq, suivant que y est positif ou négatif.

1 1 4 . Nous pouvons maintenant trouver la valeur asympto

tique de R.

On aura, si y >  o :

R (z) r\j —  -1— 1 ie~izx
4

R (z ) r\j — J, ie~izx.

Or, on a dans ce cas :

_ _

1 i z

Donc :

u  r \ f i 00)R (a) r\j L-î -
' ' z

Lorsque l’on a y <  o, on a de même :

R Î2) î\j ^  ie~izx
4  i

R (z) r \j J ie~izx c\j z

E n résumé, on voit que, quel que soit le signe de y, la 

valeur asymptotique de R (z) est :

t M
Z
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1 1 5 . C o n sid éro n s a lo rs  un e sér ie  d isc rè te  de c irc o n fé 

re n c e s  C , ,  C 2, C „, a y a n t p ou r ce n tre  l ’o r ig in e  e t de

ray o n s c ro is s a n ts .

N ous a llo n s  d ém o n trer q u e , s i l ’on p eu t c h o is ir  le s  c irc o n 

fé re n c e s  de façon  que su r  ch a cu n e  d ’e lle s  .zR ( z )  re s te  fin ie ,

l ’in té g ra le

dz

au ra  p ou r lim ite  :

2iTi f  (x)

quand  le  ra y o n  c ro îtra  in d éfin im en t.

E n  effet, on p o u rra  a lo rs  tro u v e r un e q u a n tité  I I ,  te lle  q u e 

su r  le s  c e r c le s  co n s id é ré s  on a it  :

| *R (*) 1 < H.
P o s o n s  :

s — [.ela
L ’in té g ra le  d ev ient :

D éco m p o so n s-la  en  q u a tre  p a rtie s  c o rre sp o n d a n t a u x  

q u a tre  q u a d ra n ts , e t  co n s id é ro n s , p a r  e x e m p le , c e lle  qu i e s t  

re la tiv e  au p re m ie r , c ’e s t-à -d ire  :

i f  s-R (z) cUo 
d  o

D éco m p o so n s c e tte  in té g ra le  e lle -m ê m e  en  d eu x p a rtie s  :

< r + ‘fJ  Q t/ (à t«a
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. to0 é ta n t co m p ris  e n tre  zéro  e t -»  e t  a u ss i v o is in  de zéro  que 

l ’on v o u d ra .

L a  p re m iè re  in té g ra le  a u ra  un m od ule m oind re q u e Ho>0. 

Q u a n t à  la  seco n d e , e lle  te n d  u n ifo rm ém en t v e rs  :

| —  wo )  f  (a

E n  effe t, on  p eu t su p p o se r  le s  ra y o n s  d es c e r c le s  assez  

g ra n d s  p o u r q u e  l ’on a it  co n sta m m e n t :

I M  —  A ® ) I <  *

O n  au ra  a lo rs  :

| * \ A®) — *f f R (z ) du> I < |e 4 - “o [R + I A®) ! ]
O n p re n d ra  d’a b o rd  w0 a ssez  p e tit  p o u r q u e le  seco n d  

te rm e  so it in fé r ie u r  à  to u te  q u a n tité  d o n n ée , e t on p re n d ra  

e n su ite  le  ra y o n  du c e r c le  assez  g ra n d  p o u r que e s o it  a u ssi 

p lu s  p e tit  q u e to u te  q u a n tité  d o n n ée .

L a  m ôm e d ém o n stra tio n  s ’a p p liq u e ra it  à u x  tro is  a u tres  

q u a d ra n ts  ; il e s t  d o n c b ien  d ém o n tré  q u e  :

f  R (* ) dz 
J  c

te n d  v e rs  % T z f{x ) .

1 1 6 . 11 ré s u lte  d e là  q u e f { x )  e s t  é g a le  à  la  som m e d es 

ré s id u s  de R (^ ) .

C h e rch o n s  d o n c le s  p ô les  de R  e t  le s  ré s id u s  c o r re sp o n 

d a n ts . i j

L e s  p ô les  de R  so n t le s  z éro s  du d é n o m in a te u r ; s i  d o n c p
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216 APPLICATION DE LA METHODE DE CAUCHY 

représente l’un quelconque (l’entre eux, on aura :

f  (,'-*·) "f~ 'fi ((*) =  0

Pour calculer le résidu correspondant à ce pôle, remar

quons que l’on peut mettre R sous la forme :

^  ( J  +  J ( )  i o - i z x  _  J  i e - i z x  

+  +  +<  J , e

Le second terme étant une fonction entière, le résidu de R 

sera égal au résidu du premier terme, c’est-à-dire à la quan

tité :

'f i ( p )  [ J M  +  J ,  M l  ■

On aura donc:

(d) m  =  £  >-<*■  i y

La fonction f{x )  se trouve ainsi développée dans une série 
procédant suivant les exponentielles e~lPx ; mais, pour que 

le développement soit valable, il faut que toutes les inégali

tés écrites plus haut se trouvent vérifiées, et en second lieu 

qu’on puisse trouver des cercles surlesquels^R(^) reste finie.

1 1 7 . A pplication. — Nous allons donner un exemple 

particulier. Nous prendrons :

a =  -  b

cq =  p, =  b
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^ t, p ou r c e la , nous p o sero n s :

•j- =  P e  - izb 

^  =  Q e‘~A,

P  e t Q  é ta n t des-p o ly n ô m es e n tie rs  du m êm e d eg ré  en z .

P o u r  que le s  in é g a lité s  en q u estio n  so ie n t v é rifié e s , il  fau t, 

e t il su ffit que :

—  b  <  x  <  b.

O n a :

« « - tU
z R  (z) = .  i z e ~ lzx — p-------- ——

L  I n ï i z b

Q +

S i  on su p p o se  que la  p a rtie  im a g in a ire  y de z  e s t  p o sitiv e , 

o n  v o it sou s c e tte  form e que le  n u m éra teu r e s t  lim ité .

E n  effet, on a  d ans ce  ca s  :

J r\j · f  (— b) e ~ ibz
i z

T f ( x )  e'zx
J ,  r \ j —  f ---------

1 i z

E n  su b s titu a n t c e s  v a le u rs  d ans l ’e x p re ss io n  de ^ R (^ ) , e t 

re m a rq u a n t que l ’on a :

b  —  x  >  o.

on en  c o n clu t que le  n u m é ra te u r  a p o u r v a leu r a sy m p to tiq u e  :

D ’a u tre  p a rt, nou s av o n s vu, a u x  § 111 e t 1 1 2 , que l ’on
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p eu t tro u v e r une lim ite  su p érieu re  du ra p p o rt d ’u n e fo n c 

tio n  e n tiè re  à  sa  v a leu r a sy m p to tiq u e .

S i  la  q u a n tité  y é ta it  n é g a tiv e , on a u ra it  m is l ’e x p re ss io n  

z R  (z ) sou s la  form e :

i z e ~ izx

2  j  _

e t l ’on a rr iv e  au m ôm e ré s u lta t  en  re m a rq u a n t que : 

—  b  — œ  <  o.

A in si d o n c, z R ( z )  ne p eu t d even ir in fin i que p ou r le s  zéro s 

du d én o m in ateu r. E tu d io n s  d onc ce  q u i se  p a s se  d ans le 

v o is in a g e  de c e s  zéro s .

P o u r  d es v a le u rs  su ffisam m en t g ra n d es  de z ,  la  fra c tio n  

p  d iffère  peu d ’une c o n sta n te . D o n c  le s  z éro s du d én o m in a

te u r  s e ro n t sen sib lem e n t d isp o sés  su r  une p a ra llè le  à  o x  e t 

éq u id is ta n ts  le s  un s d es a u tres .

S o it  un c e r c le  K  a y a n t p ou r c e n tre  l ’o r ig in e ; no u s p o u 

v ons p re n d re  le  ray o n  de ce  c e rc le  K  a ssez  g ra n d  p o u r q u ’à 

l ’e x té r ie u r  de ce  c e rc le  on a it  :

C  é ta n t la  lim ite  co n sta n te  v e rs  la q u e lle  ten d  le  ra p p o rt 

quand  z  c ro ît  in d éfin im en t.

L e s  z éro s du d én o m in ateu r d iffé re ro n t tr è s  peu d es 

n o m b re s  :

z 0 - f  wz,

"D
lrO
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où n  e s t  un e n tie r  q u e lco n q u e  e t  où :

2  i b z ü =  lo g  C  ; b z { = i z

•y
D u  p o in t z 0 -\ -n z K com m e c e n tre , a v ec  un ra y o n  r <  ^  on

A
p e u t d é c r ire  u n  p e tit  c e r c le  h n\ le  ra y o n  r  s e r a  le  m êm e p ou r 

to u s  c e s  p e tits  c e r c le s , e t tou s c e s  p e t i t s  c e r c le s  n e  s e  c o u p e 

r o n t  p a s .

S o it  7| le  m in im u m  du m od ule de la  fo n ctio n  :

C +  e ~ %izb >

su r la  c irc o n fé re n c e  du c e r c le  h h. C om m e c e tte  fo n c tio n  e st  

p é rio d iq u e, s e ra  e n c o re  le  m in im u m  de son  m od ule su r  la  

c irc o n fé re n c e  d ’un q u e lco n q u e  d es c e rc le s  h n.

D a n s  la  ré g io n  du p la n  e x té r ie u re  à  la  fo is  au c e rc le  K  et 

à  to u s  le s  c e r c le s  h ,n on a u ra  d onc :

Q
1*

—  | C  —  e ~ - izb I >  7! —  £

C om m e on p eu t p re n d re  s a u ss i p e tit  q u ’on v eu t, on p o u rra  

su p p o se r b <  7) ; de s o r te  q u e , d ans c e tte  ré g io n , on au ra  

une lim ite  in fé rie u re  du m o d u le  du d én o m in a teu r, e t p a r  c o n 

séq u e n t un e l im ite  su p é r ie u re  de | ¿ 'R (^ ) | .

O n  co n ço it  d on c, sa n s  q u ’il s o it  b e so in  d ’in s is te r , que l ’on 

p o u rra  s ’a r r a n g e r  de fa ço n  que le s  c e r c le s  de ra y o n s  c ro is 

s a n ts  c , , c 2, . . . ,  p a s se n t  to u jo u rs  e n tre  d eu x d es c e r c le s  k ,n  de 

s o r t e q u e ,le  lo n g  de c e s  c e r c l e s c ( , c 2, . . . , l e  m od u le  de ^ R lV ) 

s e r a  lim ité .

P a r  co n sé q u e n t, on  p o u rra , d ans ce  c a s , a p p liq u e r  la  m é 

th o d e  g é n é ra le  e t  tro u v e r le  d év elo p p em en t de f { x )  d ans 

l ’in te rv a lle  de —  « à - ) - « .
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1 1 8 . On pourra, en parliculier, retrouver par cette mé

thode le développement en série de Fourier.

Pour cela, nous prendrons :

ij; —    g — izil

•J/, =  eis*.

Les valeurs de p seront données par l’équation : 

e'V·* — =  o

ou :

sin =  o.

Ce seront donc les nombres entiers positifs et négatifs : ce 

qui donne bien la série de Fourier, en remplaçant les expo

nentielles par les fonctions trigonométriques.

1 1 9 . Application au refroidissem ent de la sp h ère .—

Nous avons vu que le problème du refroidissement de la 

sphère se trouvait ramené au suivant :

Développer la fonction xf[x) définie de 0 à 1 et s’annulant 

pour x =  o suivant les fonctions :

siniur, sinpæ, ......, sin pa?, .......
‘i 2 il

p, p , ......, p, ....... étant les racines positives de l’équation
1 2 n

transcendante :
tg p — Ap.

Cette équation peut s’écrire :

sin p =  Ap cos p

ou bien :

e'V- —  e~lv- =  Afp (e'U· e 't1).
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Nous poserons :

> (z) — (Aiz - j -  1) e~iz
■ ^  (3) =  (Aiz — 1) eiz.

Les quantités ¡x seront racines de l’équation :

+ (p ) +  M  =  ° -  .

D’après ce que nous venons de voir, une fonction quel

conque définie entre — 1 et 1 sera développable suivant les 

exponentielles e'v·*, et par suite suivant les fonctions :

cos jj.x et sin px.

Pour appliquer ce résultat au problème qui nous occupe, 

nous définirons une fonction F  (a?) de la manière suivante :

On aura pour les valeurs de x  comprises entre 0 et 1 :

F  (x) =  x f(x )

et, pour x  compris entre — 1 et 0 :

F  (ai) =  — F (— x).

F  [x] sera donc une fonction impaire.

Nous allons montrer que, dans ces conditions, la formule 

générale (1) nous donnera pour F  (x ) un développement ne 

contenant que les fonctions :

. _ sin ¡¿a?.

Considérons dans ce développement deux termes corres

pondant à des valeurs de p égales et de signes contraires.
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Ces deux termes sont :

i

i i -  I*)

Y  (—  !x)- +  | i  ( ~  1*)
j ' F  (y) e~‘V-ü-x) dy·

Nous allons montrer que, dans le cas qui nous occupe, les 

coefficients des deux intégrales sont égaux.

En effet, on voit immédiatement que l’on a :

K r i  =  —  I )  (—  r i

et, par suite, en tenant compte de l’équation :

I  (—  r i  +  l i  (—  r i  =  o ,
on a  :

M ri =  M -  ri
et, de même :

( r i  =  (—  r i·

D ’a u tre  p a rt, on v o it  a isé m e n t que :

<]/(ri =  A ie- '!1· —  (r i

t i  ( r i  =  Aî‘e,> +  (r i·

D’où, en additionnant :

Y  ( r i  +  'K  ( r i  =  [A- co s  (a —  ^ ( r i ] ·

E t ,  p a r  su ite  :

Y  ( r i  +  l i  ( r i  =  Y  (—  r i  +  K  (—  r i·

Les deux coefficients sont donc égaux, et leur valeur com

mune s’obtient facilement en tenant compte de l’équation :

tg  (A =  Ag.
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Cette valeur est :
1

. 2i [A cosV — 1]

Faisons la somme des deux termes considérés.

On obtient :

1
2 i  [A cos2-------- 7 ï (y) [e ‘V-iÿ~ x) 4 -—  1J J  — \

dy

i [A cos! p. — 1 ] J _ (z r ï ] f ^  ( .v )co s  v -iv  -  °°) d v-

L ’intégrale définie peut alors s’écrire :

cos [iûoJ ' f  (y ) cos ¡¿y d y  sin [j.îc J 'F  (y ) sin \i.y d y

F  (y) étant une l'onction impaire, on voit que la première 

intégrale est nulle, ce qui montre que le développement de 

f[x )  ne contient que des sinus.
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• C H A P I T R E  X I V

REFROIDISSEMENT D’UN CORPS SOLIDE 

QUELCONQUE

1 2 0 . F o n c t i o n s  h a r m o n i q u e s .  C a s  d u  p a r a l l é l i p i p è d e .

— Nous allons aborder maintenant le problème général de 

refroidissement d’un corps quelconque ; mais, ici, nous per

drons en rigueur ce que nous gagnerons en généralité.

Le problème se ramène à la détermination d’une fonction V 
telle que l’on ait à l’intérieur du solide :

à la surface :
¿ V
dn +  AV =

et qui, pour t =  o, se réduira à :

T {x yz)·

Nous considérerons toujours h comme une constante po

sitive.
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La solution de cette question est intimement liée à celle du 

problème suivant :

Trouver une fonction U (.», y, z) telle que l’on ait à l’inté
rieur du corps :

AU +  ÆU =  o
et à la surface :

d ü
dn +  7?-U =  o

h étant la même constante que dans le problème précédent, 

et k une nouvelle constante arbitraire.

Nous allons démontrer l’existence de fonctions satisfaisant 

à ces conditions, et que l’on peut désigner sous le nom de 

fonctions harmoniques.

1 2 1 . Supposons, d’abord, qu’il existe deux fonctions U et 

U' satisfaisant aux conditions précédentes, mais correspon

dant à des valeurs différentes k et k' de la constante k.
Appliquons le théorème de Green à ces deux fonctions :

S )  rf“ = / / / < U4U'
d\]

les intégrales étant étendues à la surface et au volume du 

corps, et les dérivées étant prises suivant la normale exté
rieure.

En tenant compte des relations auxquelles satisfont U et 

U', la formule ci-dessus donne :

J  J J [ k  — h ! )  UU' dx =  o 

et, comme k et k’ sont supposés différents, on a : 

( ! )  J f j  UU' dx =x o.

PROPAGATION DK LA CHALEUR. 15
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C e c i nou s m o n tre  que le s  c o n sta n te s  h  so n t n é c e ss a ire 

m en t ré e lle s .

E n  effet, s i  h  p o u vait ê tre  im a g in a ire , so it U  la  fo n ctio n  

co rre sp o n d a n te , la  fo n ctio n  U' im a g in a ire  co n ju g u é e  de U 

c o rre sp o n d ra  à  la  v a leu r h' c o n ju g u é e  de k .

O r, l ’é g a lité  :

e s t  ic i  im p o ssib le , p u isq u e U U ' e s t  u n e q u a n tité  e ss e n tie lle 

m e n t p o sitiv e .

J e  d is , de p lu s , que h  ne p eu t p as ê tre  n é g a t if .  P o u r  le  v o ir , 

a p p liq u o n s le  th é o rè m e  de G re en  sou s la  fo rm e su iv an te  :

/ / / W A  =  o

E n  re m p la ç a n t —  e t AU p a r leu rs  v a le u rs , c e tte  éq u atio n  

d ev ien t :

—  h  f  C l] 2 du) =  —  k/ / / û + / j j 2 (;
■ rfu y
(lin I

y

D ’où l ’o n  t ire  la  v a leu r de k  :

(2) k

S ’il e x is te  un e fo n ctio n  U , on v o it a in s i que la  v a le u r de k  

s e ra  d o n n ée  p a r  la  fo rm u le  (2).
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1 2 2 . P o so n s  :

A =  » / / u < ¿ . + j ] j 2 ( g ) í *

B = / / / “’ *

U  é ta n t  u n e  fo n c t io n  q u e lc o n q u e .
A

C o n sid éro n s le  ra p p o rt g ·

S a  v a leu r ne ch a n g e  p as q u an d  on m u ltip lie  U  p a r  un e 

c o n s ta n te ; on p eu t d o n c to u jo u rs  su p p o se r que l ’on a :

B = ///« ·* = * ■

N ous av ons d o n c à  é tu d ier l ’e x p re ss io n  A . E lle  e s t  e ss e n 

tie lle m e n t p o s itiv e  e t n e  p eu t s ’a n n u le r  ; en  effet, il  fa u d ra it 

p o u r c e la  q u e c h a cu n e  d es in té g ra le s  d o n t e lle  e s t  la  som m e 

fû t nu lle .

O n  a u ra it  d onc à  la  su rfa c e  :

U  =  o
e t  à  l ’in té r ie u r  :

¿ y  d u  _  m  _
d x  d y  d z

D ’où :
U  =  c o n sta n te .

P a r  su ite  :

U  =  o .

d an s to u t le  c o rp s .

O r, c e c i e s t  im p o ss ib le , p u isq u e  l ’on a  :

/ / / « ■ *  =  '·■
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A, ne pouvant s’annuler, a un certain minimum. Soit U4 la 

fonction qui correspond à ce minimum. Puisque, parmi 

toutes les fonctions U qui satisfont à l’équation :

la fonction U4 est celle qui rend A minimum, il faut que, 
quelle que soit la variation SU de U,, pourvu qu’elle satis

fasse à l’équation :
' SB =  o

la variation SA correspondante soit nulle. Donc l’équation :

B =  1

doit être une conséquence de :

SB =  o.
On a :

Or, on a, par le théorème de Green :

D’où :

On a, d’autre part :

!  >B = / / / u,u *·
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SA ne co n tie n t p lu s m a in te n a n t que la  v a ria tio n  SU. 

D ’a p rès  le s  p rin c ip e s  du c a lc u l d es v a r ia tio n s , s i p ou r 

U =  U , l ’éq u atio n  :

SA =  o

e s t  une co n séq u en ce  de

SB =  o

on a  n é c e ss a ire m e n t:

à  la  su rfa ce , e t :

+
d\5 t

d x
—  o

7e, U , - j-  AU, == o

à  l ’in té r ie u r , k { é ta n t un e c e r ta in e  co n sta n te , q u i, com m e 

no u s a llo n s  le  m o n tre r , e st  é g a le  à  la  v a le u r de A c o r re s 

p o n d an t à  U ,.

E n  effet, re p ren o n s  la  v a le u r de A :

A p p liq u o n s le  th éo rèm e de G re e n  à  l ’in té g ra le  tr ip le  :

f f f 2  ( S ) ’ *  = j J u ' ’S  *> - / / / U' 4U· - ·

D ’où il  v ien t p o u r A :

A = j j u· ( f 1 + rf" - / / / u·4«'*
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ou b ien  :

A =  kiff fU }< h  =  ki.

L a  co n sta n te  k t e s t  d onc é g a le  au m in im u m  de A .

1 23 .  C o n sid é ro n s  m a in te n a n t un e fo n ctio n  F  s a tis fa is a n t  

a u x  co n d itio n s  su iv a n tes  :

B = / / / F , *  =  1

e t :

c = / / / ™ .* = °

P a rm i to u tes  le s  fo n ctio n s  F  sa tis fa is a n t  à  c e s  c o n d itio n s , 

il en  e x is te  u n e q u i ren d  m inim u m  l ’e x p re ss io n  :

' A =  » / / F ·  + £ / J e  ( £ ) ’  * ·

S o it  U 2 c e tte  fo n ctio n . D e  m êm e q u e p récéd em m en t, il 

fau d ra  que l ’é q u a tio n  :

8A = o

s o it  u n e c o n sé q u e n ce  d es  d eu x  é q u a tio n s  :

' SB  =  o

SC =  o.

O n  d ev ra  d o n c a v o ir  id en tiq u em en t : ’

SA =  A, SB  - f  11 SC

Aj e t l  é ta n t  d es c o n s ta n te s , c ’e s t -à -d ir e  que l ’on a u ra  id e n -
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tiquement :

AU* +  S  BUa ¿co = / / / (AU2 +  A2Ua +  ¿U,)

Ce qui exige que l’on ait à la surface :

^ U 2 . 7 TT—r-* 4 -  hAja — o an 4
et à l’intérieur :

AU2 -f- Â2U2 -f· ZU, = 0.

Nous allons calculer les constantes k2 et l et montrer, tout 

d’abord, que l’on a :
l =  o.

Pour cela, appliquons la formule de Green aux fonctions

U , e t  U 2 :

*  ) à "  = / / / t u ' i ü ’  -  U>4D<> * ·

Remplaçons AU, et AU2 par leurs valeurs; il vient:

( A ,- A ,)  / / / U 4U2 *  +  | / / / U | *  =  0.

Or, comme l’on a :

f f f  U,U2 dr =  o

/ / / uî *  = *·

et :

on en conclut :
l =  o.
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Donc U2 satisfait à l’intérieur à la condition :

AU2 +  A2U2 =  o.

On verra comme précédemment, que /¿2 est la valeur de 

A correspondant à la fonction U2.
D’après tout ce qui précède, on voit immédiatement que 

l’on a :

1 24 .  On définira de même la fonclion U3 qui sera assu

jettie aux conditions:

B  = / / / « !  *  = 1

C = f f f V 3Vi d x =  O

D = j J / U 8U2 dT =  o.

Cette fonction U3 satisfera aux deux équations :

d û ,
dn -f- 7îU3 =  o

AU3 -f- /¿3U3 — o

la première équation ayant lieu à la surface, et la seconde à 

l’intérieur. On poursuivra de cette manière, et on définira 

en général la fonction harmonique Up telle que :

f f f  U,UP dx =  o

f f f  u p_ , Up dx — o.
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U p sa tis fe ra  a u x  d eu x éq u a tio n s  :

d n
+  A U , =  o

M Jp  - j-  ApUp - -  o.

L a  d ém o n stra tio n  que no u s v en o n s de d onner de l ’e x is 

te n ce  d es fo n ctio n s  U n ’e s t  p as a b so lu m en t r ig o u re u se . 

E lle  e s t  su je tte  a u x  m êm es o b je c tio n s  que la  d ém o n stra tio n  

p a r  la q u e lle  R iem a n n  a  é ta b li  le p rin c ip e  de D ir ic l i le t . J ’a i, 

d ep uis la  c lô tu re  de ce  co u rs , d onné une d ém o n stra tio n  

p lu s  sa tis fa isa n te  d ans un m ém o ire  in titu lé  : S u r  les E q u a 

tion s  d e  l a  P h y s iq u e  M a t h é m a t iq u e , e t in sé ré  au to m e V I I I  

d es K e n d ic o n t i  d e l  C ir c o lo  M a t e m a l i c o  d i  P a l e r m o .

1 2 5 . P a r a l lé l é p ip è d e  r e c t a n g l e .  —  N ous a llo n s  d é te r

m in er le s  fo n ctio n s  U  d an s le  ca s  p a rtic u lie r  du p a ra llé lé 

p ip ède re c ta n g le .

S o ie n t :
x  =  rfc a  
y  —  ± b  

z  =  ±  C

le s  s ix  p la n s  q u i lim ite n t le  so lid e .

J e  d is q u e  l ’on p eu t tro u v e r  d es fo n ctio n s  U  de la  fo rm e :

U =  s in  - f  ¡j .,) s in  [ l 2y  +  p.2) s in  (X3a· - j -  p3)

O n a  d ans c e s  co n d itio n s  :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



234 REFROIDISSEM ENT d ’ü N CORPS SOLIDE QUELCONQUE

Donc :

AU 4- (X? 4- 4- Xî) u =  O.

Il s’agit de déterminer X4, X2, X3, p.,, p2, p3, de façon à 

satisfaire aux équations à la surface :

tíU
d n

Pour x  =  a, on aura :

4~ MJ =  o.

o!U c?U TT . . ,
^  =  ^  =  U - ^ COt̂ a +  ^ ·

Il faut donc que l’on ait :

(1) X, cotg(X,a 4- ¡x,) 4- h =  o

Pour x  =  — a, on a :

d U _ _ r f ü
d n  d x

D’où la seconde condition

— UX, cotg(— X,a 4 -  {i,)

(2) X, cotg(X4a — g,) 4~ h =  o

La comparaison des deux équations (1) et (2) montre que

l¿¡ est un multiple de | ; il suffit de lui donner les valeurs

. ir 
0  e t  S '

Dans le premier cas, la fonction : 

sin(X1ic 4~ {O

se réduit à sinX,a?, et la constante X, satisfait à l’équation :

(3) X, 4 -  h tgX<a =  o.
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Dans le second cas, on a la fonction :

cos X{a?

X{ étant racine de l’équation :

(4) X,' — h cotgX{a =  o.

On verrait de même que les termes :

sin (X2y +  ¡¿,) 

s i n ( V  - f  n3)

se réduisent respectivement à :

sinX2y ou cos X2i/

sinX33- ou cosXj^

les X satisfaisant à des équations analogues aux équations

3) et (-4).

On voit que les fonctions U ainsi définies seront de huit 

formes différentes, selon qu’elles seront exprimées par un 

produit de cosinus, par un produit de sinus ou par un pro

duit de sinus et de cosinus.

1 2 6 . On peut se demander si l’on a bien ainsi toutes les 
solutions du problème.

Pour le voir, nous allons démontrer qu’une fonction quel

conque V de a;, y, z, définie à l’intérieur du parallélipipède, 

peut se développer en une série procédant suivant les fonc

tions U. ·

Considérons, d’abord, une fonction de la seule varigble ai 

définie entre — a et +  a.
On peut la décomposer en une somme de deux fonctions, 

dont l’une est paire et l’autre impaire.
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L a  fo n ctio n  im p a ire  p o u rra  se  d év e lo p p er su iv an t les  

fo n ctio n s  s in  X ,# , e t  c e la  d ’une seu le  m a n iè re , com m e on l ’a 

vu à  p ro p o s du re fro id isse m e n t de la  sp h è re  ; l ’é q u atio n  (3) 

e s t ,  en effet, la  m êm e que c e l le  que l ’on re n c o n tre  dans 

l ’étud e du re fro id isse m e n t de la  sp h ère .

O n  v e rra it , p a r  un p ro cé d é  a n a lo g u e , que la  fo n ctio n  p a ire  

p eu t se  d év elo p p er su iv a n t le s  fo n c tio n s  c o s  X ,'a· e t  d ’une 

seu le  m a n ière  ; en  effet, l ’éq u atio n  (4) e s t  d ’une form e 

a n a lo g u e  à  ce lle  de l ’éq u atio n  (3) e t r e n tr e  d ans la  c a té g o r ie  

é tu d iée  a u x  § 119 e t su iv a n ts .

A p p liq u o n s c e c i à  la  fo n ctio n  V  ( x , y , z ) ,  en  la  co n sid éra n t 

d ’a b o rd  com m e fo n ctio n  de x .  O n  p o u rra  la  d év elo p p er, e t 

c e la  d’une seu le  m a n iè re , on une s é r ie  p ro cé d a n t su iv a n t le s  

fo n c tio n s  :

s in ^ œ  e t cosX|aj

L e s  co e ffic ie n ts  de ce  d év elo p p em en t se ro n t d es fo n ctio n s  

d e y  e t z  d efin ies d an s le  ch am p  :

(—  h à  —J— b'j e t  (—  c  à —|— c)

O n c o n s id é re ra  c h a cu n  de c e s  c o e ffic ie n ts  com m e fo n ctio n  

de y , e t on le s  d év e lo p p era  su iv a n t le s  fo n c tio n s :

s in X 2i/ e t co s  \'2y

O n a u ra  com m e co e ffic ie n ts  d es fo n c tio n s  d e z  d éfin ies  de 

—  c à  - ( -  c , que l ’on d év elo p p era  su iv an t le s  fo n c tio n s  :

s in X 3*  e t cos)^ 2·

O n v o it q u e , d ans le  c a s  p a r tic u lie r  du p a ra llé lip ip è d e  

re c ta n g le ,  nou s o b ten o n s un d év elo p p em en t b ien  d éfini de la  

fo n ctio n  a rb itra ire  V su iv a n t le s  fo n c tio n s  h a rm o n iq u es  U .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



PA.RA.LLÉLIP1PÈDE RECTANGLE 237

1 27 . J e  d is m a in te n a n t que le  d év elo p p em en t a in s i obtenu  

est u n iq u e .  C ’e s t  là  une p ro p r ié té  q u i n ’e s t  p as -s p é c ia le  

au ca s  p a r tic u lie r  du p a ra llé lip ip ô d e , m a is  qu i e s t  e n co re  

v ra ie  d ans le  c a s  g é n é ra l.

U ne fo n ctio n  ne p eu t p a s  ê tre  d év elop p ée de p lu s ie u rs  

m a n iè re s  en  s é r ie  de fo n ctio n s  h a rm o n iq u e s .

E n  effet, il su ffit de ra p p e le r  que nou s av ons d ém o n tré  au 

§ 121 que l ’in té g ra le  tr ip le  :

f f f  UpU,rfT

étend u e à  to u t le  co rp s  so lid e , e s t  n u lle  s i U ,, n ’e s t  p a s  id e n 

tiq u e  à  U ,.

C o n sid éro n s a lo rs  le  d év elo p p em en t :

V  =  cqU , - j-  a 2U 2 - f -  . . .  -(- »„U ,, -(- . . .

M u ltip lio n s  le s  d eu x  m e m b re s  p a r  :

e t in té g ro n s  d an s to u t le  v o lu m e.

D ’a p rès  ce qu i p ré cè d e , on a :

///v u . *  = * . / / /« * ·

C e tte  éq u a tio n  d éterm in e  co m p lè te m e n t les  c o e ffic ie n ts  a„ t 

ce  qu i m o n tre  q u e le  d év e lo p p em en t e s t  u n iq u e .

C . Q . F .  D .

1 28 .  R e v e n o n s m a in te n a n t au c a s  du p a ra llé lip ip è d e  

re c ta n g le , e t  su p p o so n s q u e  V  s o it  une fo n c tio n  h a rm o n iq u e
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sa tis fa is a n t a u x  co n d itio n s  :

à  la  su rfa ce , e t :

an '

AV +  AV =  o

à  l ’in té r ie u r , h  é ta n t un e c e r ta in e  c o n s ta n te .

J e  d is  q u e  c e tte  fo n ctio n  V  d o it ê tre  id en tiq u e  à  l ’u ne d es 

fo n c tio n s  :

U , , U 2, . . .  U„

d éfin ies  au  § 125.

D ’a p rè s  le  th é o rè m e  du n° 126, V , com m e d ’a ille u rs  une 

fo n ctio n  q u e lco n q u e , p eu t ê tre  d év elop p ée en  u n e s é r ie  de la  

fo rm e :

+  a 2U 2 "T  ···

de so r te  q u e  l ’on a  :

V  =  cqU, +  a 2U 2 - f .  . . .

J e  d is  q u e V  d oit ê tre  id e n tiq u e  à  l ’un d es te rm e s  a,U< 

de ce  d év e lo p p em en t, le s  a u tre s  te rm e s  é ta n t  n u is .

E n  effet, s ’il n ’en é ta it  p a s  a in s i n o u s a u rio n s  d eu x  d év e

lo p p em en ts  d ifféren ts  d ’u n e m êm e fo n ctio n  en s é r ie  de fo n c

tio n s  h a rm o n iq u e s , c a r  V , p a r  h y p o th è se , de m êm e que 

a 4, U j ,  a 2, U 2 . . .  so n t d es fo n c tio n s  h a rm o n iq u e s .
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C H A P I T R E  X V

PRO PRIÉTÉS DES FONCTIONS HARMONIQUES 

SOLUTION DU PROBLÈME 

GÉNÉRAL DU REFROIDISSEMENT

1 2 9 . La fonction U satisfait, comme on l’a vu, aux condi

tions suivantes :

O n a à  l ’in té r ie u r  :

et à la surface :
AU +  /eU =  o

^  +  MJ =
a n

o.

Supposons que l’on fasse varier h .

Lorsque h  devient égal à h', h  devient égal à k', et U 

devient une certaine fonction U', telle que l’on ait:

à l’intérieur, et :

à la surface.

AU' +  k V  =  o

dU'
dn

+  h' U' =  o
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Appliquons le théorème de Green aux fonctions U et U' :

ü w  -  f « )  "" = / / / (UAU' -  U'4U| *

ce qui donne :

{h — h') f f  UU' tfo> =  (A -  K) f f f  UU' dx.

Si h! est très voisin de h, U' est très voisin de U, et on aura 
à la limite :

<"* / / / u · *

ce qui montre que — est toujours positif.

Si donc, parmi les fonctions U, on en considère une de 

rang bien déterminé, la valeur correspondante de k est une 

fonction croissante de h.

1 3 0 . Lim ites supérieures des quantités k. — Nous 

avons vu que A, est le minimum du rapport :

A
B

quand U varie de toutes les manières possibles. Il en résulte 
que, si on prend pour U une fonction quelconque, on aura :

; . / / u >  <*. +  2  f c )  *
A, <

/ / / u‘ *
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Faisons par exemple :

U =  1.

On aura :

j hS
^  w

S représentant la surface du corps, et W  son volume.

1 3 1 . Nous allons maintenant chercher d’autres limites 

pour les quantités :

k\1 ^2’ *'· «̂1 ··*
Posons :

F  =  a, F , -(- »2F 2 “P ··· *f" a«Fn

F ,, F 2, F„ étant des fonctions quelconques données à 

l’intérieur du volume;»,, a2, ... »„des coefficients arbitraires. 

Posons aussi :

A =  / . / / F V . + j X f 2 ( f ) ' ‘i'

B= / / / F' * :
A et B seront des formes quadratiques par rapport aux 

quantités a ; elles seront, d’ailleurs, définies et positives. 

Formons alors l’expression :

A — XB

X étant une nouvelle indéterminée. Si j ’écris que le discrimi- 

nantde cette forme quadratique est nul, j ’obtiendrai une équa

tion algébrique en X de degré n, qui admettra« racines :

X| 1 X2) ·■· t̂t·
PROPAGATION DF. I.A C1IAI.KUR. 16

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 4 2  PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS HARMONIQUES

D’après la théorie des formes quadratiques, on voit que, 

comme A et B sont des formes positives, l’équation en X a 

ses racines réelles et positives.

Nous allons montrer que, en supposant les racines X(, 

X2, ... X,„ rangées par ordre de grandeur croissante, on a :

A, <  X,

<  X2

fofl <  X„

En effet, on sait qu’il est toujours possible d’effectuer 

une substitution telle que A et B prennent les formes sui- 

varites :

A =  X<Pï +  X2pa -{-··· +

B =  Pî +  Pî +  -  - f  P«

p( , p2, ..., étant des combinaisons linéaires et homogènes 

des *.

On aura dans ces conditions :

A X ,PH -X ,pj + . . .  +  *i»Pa 
B ”  P H - P i  +  - P Î

Les fonctions F ,F 2... F„ étant données, si les coefficients

a varient de toutes les manières possibles, le rapport ^  

sera compris entre X, et X„.

Or, le minimum absolu de ce rapport est ; il en résulte 

que l’on a : A, <  X,.

En second lieu, remarquons que, le nombre des a étant n, 

on peut introduira entre ces quantités (n — 1 ) relations
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linéaires ; nous prendrons, par exemple, les relations :

(1) f f f FV' d z =  ··· = f f f FVP -* d i  =  o

et:

(2) Pr + < — Pp + 2 — ··· — P« =  o 

On aura alors:

A _ 4~ ··· +
B ~  P ï +  — - f -  P/,*

On voit que ce rapport est toujours inférieur à X,,. Or, si 

nous observons que la fonction F  est assujettie aux condi

tions (1), nous verrons que le rapport g  a pour minimum k,, 

(Cf. n° 121) ; il en résulte donc :

kj, d X/;

Nous avons donc trouvé ainsi des limites supérieures 

pour ces quantités k.

1 3 2 . Nous allons montrer maintenant qu’on peut trouver 

des limites inférieures pour ces quantités.

Considérons d’abord On a :

/ f / S  ( % ) ’* + » / / » ’ ■*■'

* ///U î *

On diminuera lè second membre en remplaçant:
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e t :  , . : . , . ..........................

dm  p a r  dw . | cos®  |

cp é ta n t  l ’a n g le  que fà ita v e c  o x  la  n o rm ale  à  l ’é lém en t dto.. 

O n  a u ra  donc :

ky >

d W
dx ) dx dy dz -f- f  da> | co s  s

J J J ^ l  dx dy dz

N ous d éco m p oso n s le ,v o lu m e en  c y lin d re s  p a ra llè le s  à  o x

>t

e t  de s e c tio n  in fin im en t p e tite . C e tte  se c tio n  e s t  d’a ille u rs  : 

\ dx dy \ = .  d(a | co s  cp |

O n au ra  d o n c:

f f i » dz

■ hy >

d\] \ 2
t e )  ·*» +  *> {Ui* +  Uî*)

J J  dy dz y u f? dx
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x  et x" sont les abscisses des points où le cylindre infini

ment petit coupe la surface du corps ;

U{ et sont les valeurs de U0 correspondant à ces deux 

points.

Les intégrales doubles sont étendues à la partie du plan 
des yz limitée par le contour apparent du corps.

A chaque point de cette aire correspond une certaine 

valeur du rapport :

a une valeur comprise entre les valeurs extrêmes du rap- 
t Mp o rt^ ·

Par suite, si on peut trouver un minimum pour le rap-

Cherchons donc à déterminer la fonction U, telle que l’on 
ait :

et l’on Voit que :

port ce sera a fortiori un minimum pour Æ,

N =  f ü 2 dev =  1

et qui rende minimum l’expression :
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Comme on l’a déjà vu, il faudra écrire que :

SM =  o

est une conséquence de :

8N =  o.
On a :

| SM =  / ~  ^  dx  +  h [U'SU' +  U"8U"1 
2 / dx dx  1 1 J

et comme :

dU rfSU 
dx dx

dx = [ f  » ] ; - / $ — ■

on voit que l’équation :

s’écrit :
SM =  o

Cette équation doit être une conséquence de :

| SN =  J u 8U dx =  o.

On doit donc avoir

SM =  m28N

Mcar, pour que la variation de ^  soit nulle, il faut que l’on ait:

SM M 
SN ~  fi >  °'
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Qn aura donc pour U les conditions :

d-U , 2TT 
. d ^  +  m U  =  °

pour les valeurs de x  comprises entre x' et x" .

o pour x  =  x'

o pour x  — x"

La fonction U sera de la forme :

cos m  (x  — a).

On déterminera les deux constantes m et a par les condi

tions aux limites. 11 est inutile de faire ici le calcul ; je 

me bornerai à observer que le minimum, que nous obtien- 

M
drons ainsi pour ^  » est d’autant plus petit que x" — x '  est 

plus grand.

On voit donc qu’il est possible de déterminer un minimum 

de la quantité h .

1 3 3 . On peut de même trouver une limite inférieure de 

k 2. En supposant, d’abord, h  —  o, on trouve par une mé

thode fondée sur le même principe que la précédente :

a étant une certaine constante numérique ; W  représentant 

le volume du corps ; et A, sa plus grande dimension, c’est-à- 

dire la distance maxima de deux points du corps. (A m e r ic a n  

J o u r n a l  o fM a t h . ,  tome XII.)

AU — “  =
e£U
dx

/ri i
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On trouverait également :

[R en d ico n ti d e l  C irco lo  M a tem á tico  d i  P a le r m o , t. VIII.)

Cette formule, démontrée pour h  =  o, sera vraie, a  f o r 

t i o r i , pour h  >  o, puisque les quantités h  croissent en même 

temps que h .

1 3 4 . Nous allons montrer que, quelle que soit la valeur 

de A, les quantités h  croissent indéfiniment avec l’indice n.·

Posons :

qui peut s’écrire en transformant par la formule de Green :

F  — a,U< -f" a2U2 -f- ...... -f" a„Un

et considérons la forme quadratique :

Et comme on a ici :

il vient :
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c’est-à-dire :

A = J J y*[a,U , +  ... -f- a„U„] ... +  <h

En tenant compte des relations auxquelles satisfont les 

fonctions U, ceci devient :

A =  ^ a f  -f- A2a| - f - ...... +  knv.\.

On a de même :

B= / / / F’ *·
D’où: · r

B =  a? +  »1 +  ...... +  tt«·

On a donc:

A _  - f  k.^l +  ...:■ +  knttl
B a? +  ai + ......+  a»

On en conclut que, quelles que soient lès quantités a, on a 

toujours :

A .
B <  kn-

Nous allons maintenant chercher une limite inférieure du 

rapport g · Plaçons-nous d’abord dans le cas de h — o.

Divisons le solide donné en (n — 1) solides partiels ; nous 

considérerons chacun d’eux comme un solide de même con

ductibilité que le solide total, et dont la surface est imper

méable à la chaleur.

On aura pour chacun de ces solides :

—  o,
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et, par suite, la fonction U, correspondante sera une cons

tante.

Désignons, d’une manière générale, par k 2l, Ut,·, les 

valeurs particulières des expressions A2, U,, relatives au 

solide partiel de rang i  ; et par A,·, B„ les intégrales A et 

B étendues seulement à ce solide partiel.

Les quantités a étant au nombre de n, on peut les assu

jettir à (n — 1) relations linéaires quelconques.

J ’obtiendrai (n — 1) relations de cette sorte en écrivant 

que l’intégrale :

est nulle lorsqu’on l’étend à chacun des (n — 1) solides 

partiels.

La fonction F  ainsi déterminée satisfera à l’équation :

l’intégrale étant étendue au solide partiel de rang i. Cela 

résulte de ce que U,* est une constante.

Or, on sait que, quand F  est assujettie à satisfaire à cette

Si donc on appelle k 2 la plus petite des quantités k 2i, on 

aura :

En comparant avec l’inégalité obtenue plus haut, on

condition, le minimum de g-1 est alors k 2,·
Di

trouve :
/;„ >  h'2.
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On peut faire la décomposition en [n — 1) solides partiels 

d’une façon arbitraire, et si n est assez grand, on peut opé-

aWrer de façon que la quantité -yy croisse au-delà de toute

limite pour chacun des solides partiels.

Il en résulte que kn croît au-delà de toute limite dans le 
cas de h =  o, et, par suite, a fortiori dans le cas de h >  o.

1 3 5 . Solution du problèm e du refroidissem ent d’un 

corps. — Il nous reste à savoir comment on peut résoudre, 

à l’aide des fonctions U*, le problème de Fourier.

Il s’agit de trouver une fonction V satisfaisant aux condi

tions : ·
dX
dt

=  \X

à l’intérieur :

à la surface, et :

dX
dn +  M -  °  

V =  V0(œ, y , z)

pour t — o.

Supposons que l’on ait réussi à développer V0 en série 

procédant suivant les fonctions U;.

Soit :

V0 — A,U, -f- AaUa -f- ... -f- A„U„ - f - ...

Je dis que la solution du problème sera :

y  =  A,U< e - v  +  AaUa e - v  +  ... +  A„U„ c - V  -f- ..

On vérifie, en effet, que cette fonction satisfait aux condi

tions du problème si, bien entendu, on suppose remplies 

toutes les conditions de convergence.
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Ainsi donc le problème est ramené à développer une fonc

tion donnée V0 (œ, y, z) suivant les fonctions U.

Si le développement existe, on en pourra facilement trou

ver les coefficients. En effet, soit :

v 0 =  A,U4 -j- ... -f- A„U„ -f- ...

Multiplions par U,/ér, et intégrons. On aura :

(1) A„ = f f j  V0U „ *

Mais la possibilité du développement n’est pas établie 

d’une manière rigoureuse. Pour qu’elle le fût, il faudrait 
pouvoir démontrer que, si l’on pose :

(2) Y =  A4U, e - V  ... +  A„U„ «-*«· -f- R

les coefficients A étant définis par l ’équation (1 ), R tend 

vers zéro lorsque n croît indéfiniment. Or, ce point n’est pas 
démontré. Nous démontrerons seulement que :

que l’on peut appeler la moyenne du carré de l’erreur com

mise, tend vers zéro.

1 3 6 . Comme V, ainsi que chacun des n premiers termes 

du second membre de l’équation (2), satisfait aux équations:
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on en conclut, d’après cette égalité (2), que R y satisfait 

également. On a donc :

à l’intérieur, et :

à la surface.

Je vais démontrer que l’on a :

/ / / R U , *  =  o

pour toutes les valeurs dé i  inférieures ou égales à n.

En effet; multiplions les deux membres de l'égalité (2) par 

U,· cèr, et intégrons, il vient :

J = J  f  / ’VU, d-z =  e - V.  A , + f  f  f  RU, d-z

ou, en remplaçant A,· par sa valeur :

J =  e - t t f  f  f  V0U, d-. + f f f  RU, rfr.

D’autre part, puisque l’on a :

J= / / / VU' A
on en conclut :

T  =  AR

d R  .—----f- h R  =  o
dn  1

f ' = / X r s - u' A = / / / 4V'u' <''·
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Cette dernière expression, transformée par la formule de 

Green, donne :

(u' £ - v§  ) * · + / / / ' ’*“-*·

L ’intégrale double est nulle d’après les propriétés des 

fonctions V et U*, il reste donc :

f , = / / / ViU' *
ou :

S =  =

On arrive ainsi à une équation différentielle entre J et t, 

d’où on tire :

J =  J 0 e - V  =  e~*“ f  f  f  V 0U, A .

< Reportons ces valeurs dans l’égalité (3), elle devient :

/ / / H U , *  =  o,

ce qu’il fallait démontrer.

1 3 7 . Cela posé, considérons l’intégrale :

B = / / / R! * ·
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Dérivons par rapport' à t. On a :

£  =  * / / / ■ * ■ $ *

= 2/ / / R-4R<''

/ / /S  ( f  ) ’ *  +  * / / « ■  «»]=  — 2

dB =  — 2 A

A et B ont la même signification que dans tous les développe

ments précédents. Or, on voit ici que g  a pour minimum 

kn + I ·
On a donc :

dB
dl -  2A„h  B.

D'où l’on conclut aisément :

B <  B0 e- 2*«+ii

B0 représentant la valeur de B pour t =  o.

Or, pour / =  o, ona;

V0 =  A|U, +  ... +  A„U„ +  B0.

Elevons au carré et intégrons, il vient:

I f  f V« ch = A? + A" ·" + A* + Bo-
On en conclut :

B· < / / / v» *
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D’où enfin :

f f f W c h <  «-**»+*» f  f  f  V§ dx.

Or, on peut prendre n assez grand pour que k„ + t soit 

aussi grand que l’on veut. Donc :

/ / / « ’ *·
tend vers zéro.

1 3 8 . Généralisation de la m éthode de C auchy. —

La possibilité du développement, suivant les fonctions U 

d’une fonction arbitraire V0 définie à l’intérieur d’un solide, 

n’est pas démontrée.

Nous allons donner un aperçu d’une méthode que l’on 

pourrait essayer d’employer pour établir ce point.

Admettons, d’abord, la possibilité de ce développement, et 

soit :

V0 =  A,U< +  ... +  A„U„ - H ... =  S A„U„

Cherchons une fonction S telle que l’on ait, \ étant une 

constante :

à l’intérieur, et :

AS +  ÇS =  V0

d S  I I C
Æ  +  J i ,  =  0

s =  ^B„U„

à la surface. 

On aura :
!
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D’où:

a s  =  - 2 b ,a u „.

On devra donc avoir :

(Ç -  *„) U„ =  2 A»U-

D’où l’on déduit :

B„ =
A;j

\ — hn

et, par suite :

A„U„
s  =  S é3

Si l’on considère S comme fonction de Ç, et que l’on donne 

à  \ des valeurs réelles ou imaginaires, S sera une fonction 

méromorphe dé Ç, et l’on aura :

ES =  S A" « - f r x , ·

Par suite, lorsque \ croît indéfiniment :

lim (ÇS) =  J J  A„U„ =  V0.

Donc : '

S ^ ·  '

1 3 9 . Nous allons maintenant renverser l’ordre des consi

dérations qui précèdent; nous chercherons à démontrer 

qu’il existe des fonctions S satisfaisant aux conditions :

AS +  SS =  v 0
P R O P A G A T I O N  D K  L A  C H A L E U R . n
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à l’intérieur, et :

dS . '—  -4- AS =  o dn '
à la surface.

Remarquons, d’abord, que, si \ n’est pas égal à l’une des 

quantités k n, il ne pourra y avoir qu’une solution.

En effet, s’il y avait deux solutions S et S -f~ T, on aurait

AT -f- ST = o 
cfT T
Â + ',T= °

et il faudrait pour cela que \ fût égal à l’une des quantités k .  

Si l’on a :

S =

je dis qu’en général il n’y a pas de solution. En effet, 

appliquons le théorème de Green aux deux fonctions S et U„. 

On a :

s f r  - u- S )  *· = / / / < S4U· -  u-iS> *■

En remplaçant par leurs valeurs les fonctions :

d\]n dS . jt , . q
dn dn ’

on obtient la condition :

f f f U„V0 d r  =  O,

qui n’est évidemment pas remplie en général. Si elle se 

trouve remplie, il y aura une infinité de solutions, car on
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pourra ajouter à la fonction trouvée la fonction U„ multipliée 

par une constante quelconque.

Le point important à établir serait de démontrer qu’il y a 

une solution lorsque \ est différent de kn.
Les démonstrations que l’on fonderait sur les maxima et 

mínima des intégrales définies ne sont pas rigoureuses. On 

pourrait trouver une démonstration plus rigoureuse en 

employant une méthode analogue à celle de M. Schwarz 

pour l’équation de Laplace. Une fois l’existence de S établie, 

on démontrerait que c’est une fonction méromorphe de Ç.

On cherchera la valeur asymptotique de S ,et on verra que 
V

c’est
;

1 4 0 . Les points singuliers de S sont les points Ç =  A„, et 

ce sont des pôles simples. On en cherchera les résidus ; pour 

cela on posera :

Ts =  — r
S kn

et la limite de T lorsque \ tend vers kn sera le résidu corres

pondant.

On aura :

AT +  $T =  (5 — kn) V0.

Par suite, à la limite :

AT -j- A„T =  o, 

ce qui montre que l’on a :

T =  a„U„

a„ étant une certaine constante qu’il reste à déterminer.
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Pour cela servons-nous de la relation obtenue déjà plus 
haut par le théorème de Green :

f f f  (SAU,, — U„AS) d z  =  o 

qui devient, en remplaçant AU,, et AS par leurs valeurs : 

f f  f \ J „ S  (5 -  k „ )  d z = f  f  f  U„V0 d z  

c’est-à-dire:

f f f v . T  *  = / / / u „ v .  *

ou, lorsque Ç tend vers k„ :

* " / / /  U?t d x = f  f f  U"V° d'
ou, enfin :

«_ = f  f  f  U„V0 d z .

C e c i posé,' on fo rm era  l ’in té g ra le  :

prise le long d’un cercle de rayon infiniment grand, elle 

sera égale à V0, puisque la valeur asymptotique de S est 
y

; d’a u tre  p a r t , c e tte  in té g ra le  e s t  é g a le  à  la  som m e d es

résidus de la fonction S ; on en déduit le développement de 

V0 suivant les fonctions U. Tout cela n’est qu’un aperçu 

absolument dépourvu de rigueur. Ici encore je renverrai au 

mémoire cité du Circolo Matematico.
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1 4 1 . Com paraison av ec la m éthode de C auchy. —
Il y a une grande analogie entre cette méthode et la mé

thode de Cauchy pour le développement des fonctions sui

vant des exponentielles dont les exposants satisfont à une 

certaine équation transcendante (chapitre xm ).

Comparons, par exemple, les deux méthodes dans le cas 

particulier du refroidissement de la sphère, lorsque la tempé

rature initiale ne dépend que de r .

Les fonctions U sont, dans ce cas, de la forme :

T1 sin ¡y
U/t --- r

g satisfaisant à l’équation :
n

t g p = A p .  ·

On voit que l’on a dans ce cas : 

kn —— pü·

Par suite, si l’on a :

B„ sin p /
/■(’■) =  2

on aura :

1 v i r, sin ¡ y  
% —  (*«S =  ; 2 B *

Voyons maintenant ce [que devient ici la fonction R que 

nous avons employée dans la méthode de Cauchy.

On connaît les pôles p de la fonction R, et le résidu cor

respondant à un pôle p est précisément le terme en e iv-r
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S111 IL'Ÿ*
du d év elop p em ent de f { r )  su iv an t le s  fo n ctio n s  — Ot·,  

com m e l ’on a  :

/■(<■) =  S  ;  B . sism  i r̂i

----  V  g / « 1'___  V  l l i  g  - i n  I
-  2 j 2 i r e  "  2 j  9 i r  e  ·*»

B „

on en co n clu t

R f* _  v i ["B. e'i*n B ,
Z l \ p r  z  —  p.„ 2 i r  z  +  ¡x, J

R  fz l =  V  ïL î . z  s *n ! * « '—  co s  t*«r 
■ Z j  r  * s —  u„2

O n a  p a r  su ite  :

R ( - * )  =  S

O n a d o n c :

__v i  B ,i —  *  s in  i j ., · —  ¿ ¡ j .,. co s  a,·

R  (z )  —  R  (—  * )  _  V I b » Sin |X,( _  ,
2 *  ~  Zu r  * 2 — fjt„2 — 1

O n v o it d onc que le s  d eu x  fo n ctio n s  R  e t  S  se  ra m è n e n t 

l ’une à  l ’a u tre .
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C H A P I T R E  X V I

P R O B L È M E  G É N É R A L  D U  R E F R O I D I S S E M E N T  

D E  L A  S P H È R E

F O N C T IO N S  S P H É R I Q U E S .  -  S É R I E  D E  L A P L A C E

1 4 2 . Nous allons traiter le problème du refroidisse

ment d’une sphère de rayon 1 ; lorsque la température est 

distribuée d’une manière quelconque dans le corps.

La solution de ce problème se rattache à l’étude des fonc
tions sphériques.

1 4 3 . Polynôm es sphériques. — Nous appellerons poly

nôme sphérique d’ordre n un polynôme n„ de degré n, 

entier et homogène par rapport à x, y, z, tel que l’on ait :

AII„ =  o.

Un polynôme homogène de degré n à trois variables con

tient ^  coefficients arbitraires.

ft {Ti — 1}
AII„ qui est de degré (n — 2) contiendra ■ ' ■ ■— 1 coeffi-¿à

cients.
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Si n„ estunpolynôme sphérique, lenombredes coefficients 

arbitraires sera donc :

(« +  4) (« +  2) n(n — 1) __ 9 , .
2 — 2 -  + 1

On voit donc qu’il existera (2n -f- 1) polynômes sphériques 

de degré n linéairement indépendants.

1 4 4 . Fonctions sphériques. — Passons maintenant aux 

coordonnées polaires en posant :

x  — r  sin 0 cos tp 

y =  r  sin G sin tp 

z  =  r cosQ.

On aura :

(1 ) n„ r '% ,

X„ étant une certaine fonction de 6 et tp que nous appelle

rons fonction sphérique.

On a l’identité :

(2) ^  =

Si, dans les équations (1) et (2), on fait :

elles deviennent :

r  =  1

II» =  X»
dïl„
du

nX„

—  étant la dérivée suivant la normale extérieure. an
Considérons maintenant deux polynômes sphériques
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d’ordres différents : II.· et Ilm, et appliquons-leur la formule 

de Green:

H , 4 2 *  __ n „, rfw = f f f  (n„AII„t -  n mAII„) ch
dr dr

Le second membre est nul, et le premier se réduit à

(■m — n) j  J  X„X,„dü>.

11 en résulte que :

j* j* XflX„jfiw — o

1 4 5 . Série de L ap lace . — De môme que nous avons 

démontré la possibilité du développement d’une fonction 

arbitraire d’une variable en série de Fourier, nous allons 

démontrer qu’une fonction arbitraire des deux angles 6 et tp 

peut être représentée par une série procédant suivant les fonc

tions sphériques.

Avant de donner une démonstration rigoureuse, nous 

allons exposer la méthode par laquelle Laplace a été conduit 

à ce résultat.

Considérons une sphère de rayon 1, et supposons qu’à sa 

surface soit répandue, suivant une loi quelconque, une matière 

attirante; soit V sa densité superficielle.

Considérons un point M non situé sur la surface. Soient 

x , y, z ses coordonnées rectangulaires ; r, tp, 0, ses coordon

nées polaires.

Soit M (x\ y', z') un point quelconque de la surface ; ses
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coordonnées polaires sont :

Si y représente l’angle MOM' (fig. 30), on aura par la tri

gonométrie sphérique :

cos y =  cos 6 cos 9' -f- sin 9 sin 9' cos (<p — ep')

et, si p représente la distance MM', on aura :

P a  =  (x — x y  - f  {y — y 'f  +  (z — z 'f

ou: .

p2 _  i  — 2r cos y -j- r a.

Nous allons chercher le potentiel U de la couche attractive 
»

au point M.

En appelant dm l’élément de surface, dont le centre est en 

M', on aura :
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Supposons, d’abord, que M soit à l’intérieur de la sphère; 

dans ce cas, l’expression:

1 - -  -  =  [1 — 2r cos y -{- r 2J 2
P

pourra se développer suivant les puissances croissantes de r, 

puisque l’on a :

Soit :

* - =  y p , tv ‘

ce développement. On aura :

(3) U =2 r 'lf  f  V-P»rf<°v

P„ est une fonction de y et, par conséquent, de 0, <p, 0', cp'.

Considérons P„ comme fonction de 0 et <p ; nous allons dé

montrer que c’est une fonction sphérique.

On a, en effet:

-  =  [{oc — x'Y  +  {y — y 'f  +  (* — z')-‘] 2·
P

Comme l’on a :

a2 +  y2 +  z* <  œ2 +  yn +  * '2

on pourra développer suivant les puissances croissantes 

de x, y, z. '

Soit :

(4) h  =  I I 0 +  n ,  +  n 2 + . . .  +  n „  + . . .

Iln étant un polynôme homogène de degré n en x, y , z.
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Je dis que n„ est un polynôme sphérique. En effet, on a :

A -  =  o.
P

Donc:

ATI,, -)- Ail, -j- ... -j- Aü„ —J- ... =  o.

Comme le premier membre est une suite de polynômes de 

degrés différents, on doit avoir séparément :

Ano = AU, = ... = An,, = ... = o.
Pour passer de ce développement en ce, y , z  au développe

ment précédent, il suffira de transformer en coordonnées 
polaires. On voit que :

n„ =  P „.rn.

Ce qui montre que P„ est une fonction sphérique de 6 et <p. 

On verrait de même qu’en posant :

X„ = / /  VP„ do>

X„ sera également une fonction sphérique de 6 et de cp, et l’on 

aura : · '

U = 2  r»X*.

1 4 6 . Si maintenant on suppose que le point M soit 
extérieur à la sphère, on aura un résultat tout à fait analogue

i l
en développant -  suivant les puissances croissantes de ->

ce qui donnera :
4
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et :

X*_.
y.n  T i

Si on considère la composante de l’attraction suivant le- 

rayon vecteur, on à pour le point intérieur :

w  ■ ^  =  2 > ^ 4 X »

et, pour le point extérieur :

(5) dr =  —' 2  ^  ^f+V

Soient, d’autre part, p. etp.' deux points situés, le premier 

à l’intérieur, le second à l’extérieur de la surface attirante..

Soient a et a' les valeurs de ^  en ces deux points.

On sait que, si les deux points se rapprochent indéfiniment,, 

on a à la limite :

(6) a — a' =  4-TtY,

Y étant la valeur de la densité au point de la surface qui est 

la position limite de p. et p\

Faisons donc tendre r  vers l’unité; l’équation (6) nous» 

donne à la limite :

2 > X „  -  2  -  (n +  1) x »  =  4 * V .

D’où:

v =  2
2n +  1 

4tt x«.

C’est ainsi que Laplace a été conduit à cette série.
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1 4 7 . Dém onstration de D irichlet. — La démonstration 
que nous venons de donner n’est évidemment pas rigou

reuse ; Dirichlet a, le premier, donné une démonstration 

satisfaisante. C’est, d’ailleurs, cette démonstration que nous 

allons reproduire, mais en y introduisant d’assez profondes 
modifications. Avant de l’aborder nous devons d’abord 

résoudre le problème suivant :

Trouver une fonction W  de r, 0 et <p qui se réduise à Y à 

la surface delà sphère, et qui à l’intérieur delà sphère satis
fasse à l’équation AW =  o. C’est le problème de Dirichlet.

Considérons sur un rayon OP [jpg. 31) deux 'points M et 

M 'à des distances du centre r  et r ,  telles que l’on ait :

rr  — 1

Soient : Y , la valeur delà fonction donnée en P, U, le poten
tiel en M ; U', le potentiel en M', qui résulteraient d’une ma

tière de densité, V répartie sur la surface.

S i  oii co n sid ère  le s  co m p o sa n te s  de l ’a ttra c tio n  d ir ig é e s  

su iv a n t le  ra y o n  v e c te u r , on a  :

d\Y
dr(7)
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On a :

O n en conclut :

X  rnrv i
*

X»
y in  +■1 £  X » r " +<

d ü  ·
dr' dr

'  dU
dr

D onc l ’égalité (7) devient :

(8) üm  \ jr r + r * T r  +  r2 U ]  =  4 ,tV ·

Considérons la fonction W  définie par l ’ équation 

4w W  =  2 r ^ + U .
dr '

O n sait qu’à l ’ intérieur de la sphère on a :

AU =  o.

O n en déduira aisém ent :

et, par suite :
A\V =  o.

Cfeci posé, l ’équation (8 ) peut s ’écrire : 

lim  ^ T t W  -H (1 +  *’* —  2r) - f  U  (r2 —  1 )J  

lorsque r tend vers 1 .
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Par conséquent:

lim W  =  V

W  est donc la solution du problèm e de Diriclilet pour la 
sphère.

1 4 8 .  On a posé :

4 * W  =  2 r  ÿ  +  U
dr '

et comme on a :

on en conclut :

U  = [ d u

D ’où

rfU
dr

V  du t

~ 7 ~
(cos Y r).

4 ttW V  (1 —  r 2) 

P3
dut.

D ’autre part, on a, à l ’intérieur:

et, par suite :

D onc :

u =  2  x.»’"

d û
di 2  «  X «’·"·

w =  S 2 n  - f -  1 
4 tt

X  r"U\.,i t .

Ce développement est valable à l ’ intérieur de la sphère ;
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s ’il était valable sur la surface, on aurait :

C ’est ce qu’il s ’agit de dém ontrer.

1 4 9 .  N ous allons considérer U  et W  com m e des fonctions· 
de r , en regardant pour un instant 0 et <p com m e des cons
tantes et en donnant à r  des valeurs réelles ou im aginaires.

Lorsque r est réel et inférieur à 1, nous venons de voir 
que ces fonctions sont développables en séries pijpcédant 
suivant les puissances croissantes de r ; le rayon de conver
gence est donc au m oins égal à 1 .

N ous allons chercher si les développem ents sont encore 
valables lorsque le m odule de r est égal à 1 .

N ous som m es donc conduits à nous poser la question sui
vante :

Etant donnée une fonction W  (r) holom orphe à l’intérieur 
d ’un cercle de rayon 1 et développable, par conséquent, sui
vant les puissances croissantes de r pour | r | < 1 , quelle 
est la condition pour que le développement soit encore va
lable sur la circonférence de rayon 1 e lle-m êm e, c’est-à-dire  
pour :

J’observe d ’abord que, si sur la circonférence W  · est

étant réel ? 
Soit donc :

(1)

P R O P A G A T I O N  D E  L A  C H A L E U R .
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développable par la série de Fourier, sous la forme :

(2) W  =  2 J  B„ e'»+ +  2  C„ e-‘**

les deux développements doivent, être identiques, c’est-à -, 
dire que l ’on doit avoir :

B„ =  A„,' C„ =  o.

O n a en effet :

-»2 u

(3)

B„

C„ =

W  e~fn  ̂d ty_  Ç  W  dr
27T

X ,
W  é"* d I  _

2jr

2¿7ir" + 1

W  dr r n~'
%K

A „

Les intégrales :

W  dr
tin r n + i

J
W  e?r r , t - i

2 Í

doivent être prises le lo n g  de la circonférence de rayon 1 ; 
elles sont donc égales par le théorème de Cauchy à la somm e 
des résidus des fonctions:

relatifs aux. pôles situés à l ’ intérieur du cercle de rayon 1 .
La première n’a qu’un pôle, r =  o, avec le résidu A „ ; la 

seconde n ’en a aucun.
■ /

Les égalités (3) sont donc dém ontrées.

1 5 0 .  N ous som m es ainsi conduits à nous poser la ques-
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tion suivante. Q uelles sont les conditions que doit rem plir la 
fonction W  pour être développable en série de Fourier 
quand on fait r =  e!'<E

Je suppose que la fonction W  reste finie et satisfasse aux 
conditions de D iriclilet, sauf pour un nombre fini de valeurs 
de <1 que j ’appellerai points singuliers. En un point singu
lier, W  pourra cesser de satisfaire aux conditions de D iri- 
clilet ou m êm e devenir infinie ; m ais l ’intégrale :

devra rester finie.
S ’il en est ainsi, je  dis que la fonction W  est développable 

en série de Fourier. Pour montrer que la démonstration de 
Fourier est encore applicable, il suffit évidem m ent de prou
ver que l ’intégrale de D irichlet:

tend vers t: W  (^0) quand n  croît indéfiniment.
Je supposerai un seul point singulier tjq (la démonstration  

serait la m êm e dans le cas où il y  en aurait plusieurs), et je  
supposerai de plus pour fixer les idées tjq >  | 0.

/  I w I

Je partagerai l ’intégrale J en trois intégrales partielles :

J  —  Jo rH +  J 2 >·

Le théorème de D irichlet (§ 41) nous apprend que, quel
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que soit e, J0 tend vers ttW  (<]/0), et Jâ vers 0 quand n  croît 
indéfiniment.

N ous supposerons que l ’on prend toujours s <  e0, s0 étant 
une quantité fixe plus petite que <]/, —  «J1« ! on aura alors 
entre les lim ites de l ’intégrale J, :

sin | (·]/ -  ■{-„)

. M  étant un nom bre fixe, d ’où :

(1) I j , I < m f * ' + s \ W I 4

D ’après les hypothèses faites, le second m em bre de ^ ’iné
galité (1 ), d ’ailleurs indépendant de n, tend vers 0  avec e.

Voici donc com m ent on pourra conduire la démonstration.
. Je veux- démontrer qu’on peut prendre n assez grand pour 
que :

(2 ) | J - x W ( A „ )  | <  r,

quel que petit que soit vp
Pour cela je  prendrai d’abord e assez petit pour que :

 ̂ "t £ ■.*
M / | W . | c ^ < 5 ,

"  ipl — e “
d ’où :

i h  i <  J ·

Le nombre e étant désorm ais fixe, je prendrai n assez grand  
pour que :

I Jo — « w  Of „) 1 <  3

|J2 | < !

ce qui entraînera l ’inégalité (2 ).
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1 5 1 .  Il ne me reste donc plus qu’à étudier les singulari
tés que peut présenter la fonction W ,  définie au § 147, pour 
r =  e'4'.

Les conditions auxquelles doit satisfaire la  fonction V  
n’ont pas été définies par D irichlet avec la même précision  
que pour la série de Fourier ; nous supposerons dans ce qui 
suit que l ’on puisse diviser la surface de la sphère en ré
gions R ,,  R 2, . . m R „, séparées les unes des autres par des 
courbes formées d ’un nom bre fini d ’arcs analytiques ; dans 
chacune de ces régions la fonction Y  sera finie, continue, et 
possédera des dérivées du prem ier ordre par rapport à 0 et cp ; 
m ais elle pourra éprouver des variations brusques quand on 
passera d ’une région à l ’autre.

Soit M  un point intérieur à la sphère, à la distance r du 
centre.

Prolongeons O M  ju sq u ’au point de rencontre P avec la 
sphère.

N ous prendrons, com m e courbes de coordonnées sur la 
sphère, des petits cercles de pôle P et des grands cercles 
passant p a rle  point P et son antipode.

U n  point M ' d e là  sphère sera défini par l ’angle P O M ' =  y 
et par l ’angle a du grand cercle P M ' avec un grand cercle 
fixe pris pour origine et passant par P .

D ans ces conditions, l ’élém ent de surface de la sphère 
sera :

Reprenons la fonction U  dont nous nous som m es déjà ser
vis précédem m ent :

d<a =  sin y dy do..

f f

V  sin y dydo.U  =
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il faudra intégrer par rapport à a de o à 2 tt, et par rapport à 
Y de o à tt.

Posons alors :

/.2TC
Y  doc. .
0

O n aura :
U  = F (y) sin y d-( >

1 5 2 .  La fonction F  (■;) est une intégrale prise le long- 
d’un petit cercle de pôle P ; ce petit cercle pourra : ou bien se 
trouver tout entier à l ’ intérieur d ’une seule région, com m e

dans la figure 32, ou bien être com posé de plusieurs arcs 
situés dans des régions différentes.

D ans ce dernier cas, nous décom poserons l’ intégrale F  (y) 
en intégrales partielles relatives à ces différents arcs.

Soit, par exem ple :

F i  ( ï )  = f 2V t fa
v ai

l ’intégrale relative à l ’ axe a,oc2 [fig. 33). O n au ra :

F (y) =  S  F , (y)·
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Dans le même ordre d’idées, on décomposera U en un cer

tain nombre d'intégrales partielles étendues chacune à une

certaine région; chacune de ces intégrales sera delà forme:

F, (y ) étant une intégrale dont les limites a, et a 2 varient 

avec y.

153. Envisageons F  comme fonction de y. Nous allons 

étudier d’abord les singularités de la fonction F  (y' ; ce sera, 

'en général, une fonction continue’, car en général a, et a2 

varieront d’une manière continue. Il y aura exception 

lorsque, parmi les arcs qui limitent la région considérée, 

figurera un arc de petit cercle ayant son pôle en P.

Il y aura dans ce cas une variation brusque des limites de 

l’intégrale.

Je dis qu’en général F  (y) a une dérivée finie, même pour 

les valeurs imaginaires de r; on a en effet:

Ï1F < (y) sin y cfy

ai
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L’intégrale est toujours finie, car j ’ai supposé qu’à l’inté

rieur d’une même région Y  avait des dérivées du premier 

ordre finies.F'(y) ne peut donc devenir infinie que si l ’une des

quantités ^  devient elle-même infinie, ce qui arrive si

le petit cercle devient tangent au contour qui limite la région.

D ’ailleurs, en ces points, F '(y) devient, si le contact est 

du premier ordre, infini de l ’ordre de :

1

Vy —  ro

en appelant y0 la valeur de y qui rend F '(y) infinie.

S i le contact du petit cercle avec le contour de la région 

est d’ordre w, F '(y) est infinie de l ’ordre de:

— n

(r  -  Yo)1 1

E n résumé, la fonction F  (y) est finie et a une dérivée 

finie, sauf pour certaines valeurs singulières en nombre fini 

que j ’appellerai:

Yo> Yn ···

Ayant une dérivée, elle satisfera aux conditions de Dirichlet.

1 5 4 .  Etudions maintenant la fonction U considérée comme 

fonction de r  =  ety. E lle est définie par une intégrale :

i l
F  (y) sin y d y  

P

la quantité sous le signe J 'devient infinie pour p =  o, c’est-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D ÉM ON STRATION  D E  D IR IC H L E T 281

à-dire pour :
Y =  ±

Si <J/ =  ±  Kw (K entier), elle devient infinie d’ordre ^ ; si

i|/ =  Kit, elle ne devient pas infinie, car le numérateur siny  
s ’annule pour y =  ±  <j/.

D ans un cas com m e dans l ’autre l ’intégrale reste finie.
U est donc une fonction qui est toujours finie. N ous allons 

voir maintenant que, sauf en certains points singuliers, elle 
a une dérivée finie et satisfait, par conséquent, aux condi
tions de Dirichlet.

Considérons maintenant -y-·
dr

Soient y0, yt... les valeurs singulières d e y ,  c ’est-à-dire  
celles qui rendent infinie F ' (y).

N ous m ettrons ces valeurs singulières en évidence en dé
com posant l ’intégrale U en une som m e d ’intégrales partielles 
adm ettant ces valeurs singulières pour lim ites, et telles q.ue :

(9)
F  (y) sin y 

• P
dy

O n en conclut que —  sera la som m e des dérivées de

toutes ces intégrales. O r, l ’intégrale (9) peut se transform er 
en remarquant que :

i F  (y) sin y
P

dy
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Com m e l ’on a :

et, par suite :

dp _  r —  cos y 
dr  p

d &

dr

dUP étant un polynomo entier en r, on voit que —  
som m e d’expressions, telles que :

sera une

(10) p ( r )  P T ,
L r '2p J yo Yo r *  p

1 5 5 .  La première partie ne peut devefiir infinie que si 
p s ’annule pour y =  y0 ou pour y = r y , ,  c’est-à -d ire  s i:

ou :
r  —

e~-i\

et, dans ce cas, on aura un infini d ’ordre^·

Quant à l ’intégrale, elle restera finie en général.

En effet, la quantilé sous le signe J  ne peut devenir in 
finie que dans deux cas:

1 ° Quand F '(y ) devient infinie, c’est-à -d ire  pour y =  y0 

ou pour y =  y, ; '

2° Quand p s ’annule, c’est-à-d ire pour y =  ±
S i  ·]/ n’est pas égal à ±  y0 ou ±  y , , ces deux circonstances 

ne se produiront pas à la fois ; l ’élément correspondant à 
infî·'· - ”  1

n
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le contact du petit cercle avec le contour est d ’ordre n. 

Vide § 153, in fine) ; l ’élément correspondant à y —  riz •b sera

infini d ’ordre -  ; l'intégrale restera donc finie. A insi ~  est

finie sauf pour un nombre fini de points singuliers :

+ =  ± Yo. —  Yi · "

1 5 6 . Q u ’arrive-t-il en ces points sin gu liers? Pour nous en 
rendre com pte, je  me contenterai d ’un aperçu ; supposons  
que soit très voisin de y0 par exem ple, et fa isons:

t  =  Yo +  V·, Y —  Yo +  œ i 

notre intégrale prendra la  form e:

/ " V To ___ dx. 0

J  0 x ’1 + 1 (x —  y  fi

©  étant une fonction de x  et y  qui ne s ’annule pas pour  
x  —  y  —  o.

Posons alors :

il viendra :
x  =  yz

ri H- i 2 d z &
y  ____

^  z H + 1 (z —  1 )*

ce qui nous montre que l ’intégrale devient infinie d’ordre :

n

n  - ) -  1 +  5 - 1 · <  1

.D an s le cas particulier où n =  1, le calcul précédent
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serait en défaut ; on verrait que l ’intégrale admet un infini 
logarithm ique.

En résum é, ^  peut devenir infinie, m ais d ’ordre toujours . 

<  1 ^et môme <  |^ . Il en résulte que les in tégrales:

/
<(U I , ,

’ · *  H

et :

f  |W|d+
sont finies.

1 5 7 .  ü n  peut se demander maintenant si pour les valeurs

non singulières de les fonctions ^  et, par conséquent, W

satisfont aux conditions de Dirichlet.
Il faut, d ’abord, préciser ce que j ’entends par là quand il 

s ’agit d ’une fonction im aginaire ; je  veux dire que la partie 
réelle et la partie im aginaire y satisfont séparém ent.

Cela posé, considérons l ’intégrale :

J =
Yo

F ' M P

•2P

Si 'J' est com pris entre y0 et y ,, je  la partagerai en deux, 
et je  considérerai l ’une des deux intégrales :

par exem ple la prem ière.
F ' (y) étant finie, sauf aux lim ites, sa partie réelle et sa p ar-
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tie im aginaire pourront, l ’une et l ’autre, être regardées 
com m e la différence de deux fonctions positives de y. 
D ’autre part, la partie réelle et la partie im aginaire de :

JP_
r% p

qui sont des fonctions de y et de <j*, pourront être l ’une et 
l ’autre regardées com m e la différence de deux fonctions 
négatives et décroissantes, par rapport à <|/, et qui sont finies 
sauf pour y =  <j> ; si y —  | est un infiniment petit du

1prem ier ordre, elles sont infinies d’ordre - ·
Jî

Il en résulte que J sera une som m e d ’intégrales de la 
forme suivante :

j  =  J  ABcfy

où A  est une fonction de y positive, et B une fonction de y et 
de <J( négative et décroissante, une som m e de pareilles inté
grales, d is-je , affectées de l ’un des facteurs :

4 - 1 , —  1 , — |- i ou —  i .

L ’ intégrale j  sera une fonction décroissante de que la 
lim ite supérieure soit fixe ou qu’elle soit égale à

L ’intégrale J sera une som m e de fonctions satisfaisant aux 
conditions de D iriclilet.

Elle y satisfera donc elle-m êm e, et il en sera de même 

par conséquent de ^  et de W .
C . Q . F . D .

1 5 8 . En résum é, la fonction W  est finie et satisfait aux
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conditions de D iricldet, sauf en un nombre fini de points 
singuliers ; de plus, l ’ intégrale :

/ 1 w |
est finie.

Nous avons vu, au § 41 , que ces conditions suffisent pour que 
cette fonction soit développable en série de Fourier, laquelle 
série, d ’après le § 149, ne contient que des puissances posi
tives de e 'L

Ce développement est valable pour toutes les valeurs 
réelles de i}< ; en y faisant ^ =  o, on trouve, com m e nous 
l ’avons dit au § 146, le développement de Laplace dont la 
légitim ité est ainsi établie.
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R E F R O I D I S S E M E N T  D E  L A  S P H È R E  
E T  D U  C Y L IN D R E  

F O N C T IO N S  H A R M O N IQ U E S

1 5 9 .  Com m e il n’y a que (2 n  1) fonctions sphériques 
indépendantes d ’ordre n, nous pouvons supposer que l ’on 
ait choisi 2 n - j -  1 de ces fonctions que nous appellerons 
fonctions sphériques fondam entales, et l ’on pourra énoncer 
le théorème du chapitre précédent d e là  façon suivante:

Une fonction quelconque de 0 et ep peut être représentée 
par une série dont les term es sont des m ultiples de fonctions 
sphériques fondam entales.

Si on considère maintenant une fonction arbitraire de r, 
0 et <p, elle pourra être m ise sous la form e:

'v =  £  ?(»■)· x

les X  représentant des fonctions fondam entales.

1 6 0 .  N ous allons appliquer ces résultats au problèm e du 
refroidissem ent de la sphère de rayon 1 .
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On sait que le problèm e est ramené à la recherche de 
fonctions U , telles que l ’on ait à l ’intérieur :

(1) AU - f  AU =  o 

et pour r =  1 :

(2) f  +  * U  =  o.

Supposons que U soit développée en une série de la 
forme :

les X  représentant des fonctions sphériques fondam en
tales.

Posons :
^  (r) =  rn. tp (r)

On aura :

U  =  2 ^ ’) . n

les II représentant des polynôm es sphériques fondamen
taux.

1 6 1 .  N ous allons chercher les conditions auxquelles 
doivent satisfaire les fonctions tp.

On a :

^ U
d x

y _ V  r  ̂ L S . J T J .  2 ^  —  m £ 5 * 1
ï | d x 2· d x  d x  ' ^ d x 2 J

O r :

d x

d<f x  
dr r
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D onc on peut écrire :

et, en remarquant que, com m e II est un polynôm e hom ogène  
d’ordre w, on a :

du  . dU . rfn rr
d x

il vient :

A n  =  o

D onc :

. =  +  ^ i  +  TA n ]

O r :

et, d ’autre part:

T dr2 1 r dr

• AU =  S n f ô  +  ? £ ^ ^ ‘
¿■J L<* r

Donc l ’équation (1 ) devient:

2 n[ ^  + 2l^ â + 4»]="·
Par suite, il faudra que chacune des fonctions »  satisfasse 

à l ’équation différentielle :

(3) +  2 =  °-
n  - f -  1 dvi

r dr

V oyons maintenant ce que devient la condition à la lim ite :

rfü
-(2) dr

+  7iU == o.

PROPAGATION I)E LA CHALEUR. 19
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O n a :

pour r =  d.

1 6 2 .  Il faut que, pour r  =  o, la fonction <p(r). n  reste 
linie. La théorie des équations linéaires nous apprend qu’une 
équation du second ordre admet toujours une et, en général, 
deux intégrales particulières développables, suivant les puis
sances croissantes (positives ou négatives, entières ou non 
entières) de r.

Soit donc :

<p(r) =  A  r? A lrP + ) -{- A 2rP + a - j - . . . . .

E n  substituant dans l ’équation différentielle, on a, en iden- 
tiliant à zéro le prem ier terme :

C ’est ce que l ’on appelle l'équation déterminante, parce 
qu’elle détermine l ’exposant p du term e de degré le moins 
élevé.

Les racines sont :

U =  ^  (r) r»X

D onc l’ équation (2) donne :

p (p -  1) +  (2n +  2) p =  o

p =  o
p =  _ ( 2 A  +  1).
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Cette dernière racine rendrait cp (r). Il infinie pour r =  o. 
Soient : <p0 et cp( les solutions de l ’équation différentielle 
correspondant respectivement aux deux racines de l’équa
tion déterminante :

P =  o , p =  —  (2n +  1), 

la solution générale sera :

<p =  ÆgCpo -f- ;

m ais, pour qu’elle reste finie pour r =  o, il faut que l ’on ait :

aK =  o.

1 6 3 .  Les fonctions <p (r) qui figurent dans le développe
m ent de U sont des fonctions de n  et de k  ; la condition :

cp ( f l  —|— h )  <p o

pour r  =  1, donnera donc une relation entre a  et A. A  
chacune des fonctions U , que nous avons définies dans le  
problèm e du refroidissem ent d ’un corps quelconque, cor
respond une valeur bien déterminée d e /e  ; et, d’après ce qui 
précède, on ne pourra, en général, trouver qu’un nom bre  
fini de valeurs de n  correspondant à cette valeur de k  ; la 
fonction U  se réduira alors à un nom bre fini de term es : 
chacun de ces term es satisfera d ’ailleurs aux conditions 
im posées aux fonctions U . En résum é, on voit que les fonc
tions U  relatives à la sphère sont des com binaisons de 
termes de la forme c p l l .

Si, pour chaque valeur de n , nous considérons 2 n ï 

polynôm es fondam entaux, si nous leur associons les fonc
tions (f correspondant à cette valeur de n  et à des valeurs
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convenables de k  :

î ^2! .......  ^P

nous formerons ainsi des fonctions:

<F,n, <f2II, ...

que nous appellerons fonctions U fondam entales. Toutes les  
autres fonctions U  seront des com binaisons linéaires de 
celles-là .

1 6 4 .  11 reste maintenant à résoudre la question suivante : 
Etant donnée une fonction arbitraire V  de r, 0 et <p, peut-on  

la développer suivant les fonctions U relatives à la sphère V 
N ous com m encerons par développer V  en série, procédant 

suivant les polynôm es sphériques fondam entaux, soit :

y = 2 ô(r)-n·
Considérons l ’un quelconque des term es de ce développe

ment :
0 (i').Il

Il est un polynôm e fondam ental.
Envisageons, parmi les fonctions U relatives k la sphère, 

celles qui contiennent en facteur le polynôm e II.
Soient :

tp,II, tpjl, ...

ces fonctions.
Tout revient à dém ontrer que 0 (r) est développable sui

vant les fonctions qq, ®2. . .

1 6 5 .  R em arquons, d ’abord, que les fonctions <p( , f a, . . .
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restent finies pour r == o.' On peut se dem ander s ’ il en est de 
m êm e pour 0 (r).

Nous allons faire voir qu’il en est bien ainsi, dans le cas 
où V  est une fonction analytique au voisinage de l ’origine.

En effet, on pourra considérer alors V  com m e représentée 
par une série procédant suivant des polynôm es hom ogènes  
d’ordres successifs :

0 , 1 , 2 , .........  » ,  .......

S oit P„ un de ces polynôm es.
Je dis qu’on peut le m ettre sous la forme :

Pn =  II„ -f- 7"2n ,l_2 H-  >”* n ,, — 4 -f- 

ïïn> II»  — 2i ff)i— 4 .......

étant des polynôm es sphériques d ’ordres :

n, (n —  2), (n —  4),

En effet, le nom bre des coefficients arbitraires de P„ est :

(n +  1 ) (n +  2 ) ·
2

C haque polynôm e sphérique d ’ordre p  est une fonction 
linéaire et hom ogène de 2p - f  1 polynôm es déterminés ; 
donc le nom bre de coefficients arbitraires contenus dans 
le second m em bre est :

(2n -f -  1) +  (2n  —  3) +  (2n  —  7) - f (n 1 ) (n - j -  2 ) 
2

Ce nom bre est égal au précédent ; donc le développem ent 
de Pn est possible.
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En portant ces expressions de P„ dans Y , cette fonction 
se trouvera m ise sous la forme :

v  =  2  6-n -

les 9 restant finis pour r —  o.

1 6 6 .  R e fr o id is s e m e n t  d u  c y l in d r e . —  Nous reviendrons 
sur la question au chapitre suivant ; m ais, d ’abord, nous 
allons nous occuper du refroidissem ent du cylindre, qui 
conduit à des équations de m êm e forme que pour la sphère.

Considérons le cylindre de rayon 1 et lim ité par les deux  
plans :

z —  a, z =  —  a

Nous nous servirons des coordonnées sem i-polaires r, w 
et z.

Cherchons s ’il existe des fonctions U  de la forme :

U =  Z W

Z  étant fonction de z  seulem ent, et W  fonction de r  et w. 
L ’équation :

(1) AU -f- /¿U =  o

se transforme facilement en rem arquant que l ’on a :

AU =  Z A W  +  W A Z
et l ’on a :

Z A W  -f -  W A Z  +  / { Z W  =  o
ou bien-:

A W  AZ
W  -  z
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Le prem ier m em bre ne dépend que de r  et w  ; le second, 
que de z  ; il faut donc que l ’on ait :

A W  AZ__r J - L  —  i l r  _j_ u —  v
W  “  Z  +  

ce qui donne, en posant :

h — k' — k"

les deux équations :

(3) A W  +  A W  =  o
(4) AZ +  lfL  =  o

Considérons maintenant l ’équation à la surface:

(2) . r T T __—  +  MJ =  o
an

PGur r =  1 , elle devient:

(5 ) .

Pour z  =  a: 

Pour z  =  —  a  :

d W  ,—  +  A W  =  o 
an

dz
-)-· AZ =  o

—  ^  +  AZ =  o 
a-s- 1

1 6 7 .  O n voit que la fonction Z est assujettie aux 
m êm es conditions que celle que l ’on a considérée dans le 
parallélipipède rectangle.

On aura donc : ,
Z  =  sin y.z
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¡a étant racine de l ’équation transcendante :

ou bien :

(ji étant racine de :

tg(Jl« =  A  ¡JL 

Z =  cos ¡JL*

cotg (jla —  B ¡J.

A  et B étant certaines constantes.

168. Cherchons maintenant s’il existe des fonctions W  

de la forme ;

W  =  <p (r ) . r n cos Mio 
o u :

W  =  q>(r). r n sinwco..

Remarquons que r n cosww et r n sinnw sont des polynômes 

sphériques d’ordre w, car ce sont les parties réelle et ima

ginaire de la fonction analytique (x  -f- iÿ ) n.

On peut donc écrire :

W  =  y. n

D’où l’on conclut, par un calcul qui a déjà été fait précé

demment :

AW =  Aœ.n +· —  p ·  nT 1 r  d r

Com m e l ’on a ici :

j  dt 1 ** «1*r  d r

on en conclut :
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et, par suite, l ’équation (3) nous donne :

d %<si . 2w 4 -  1 c?® . , ,  
d $  +  — T - d r + k ? =  °

V oyons maintenant ce que nous donne l ’équation à la 
surface :

d W
dr

- f -A W

pour r —  1 .
Prenons, par exem ple, pour fixer les idées :

W  =  <prn cos «w
O n aura :

(¿W  dta
— r~ =  -d-r'1 cos n<x> +  n® rn~ ' coswoj 
dr dr ’

ce qui donne :

( )̂ ^  +  in  4 - ? =  °  ·

pour r  =  1 .
On verrait com m e précédem m ent que cp doit rester finie 

pour r =  o.

1 6 9 .  A insi, dans le cas du cylindre, il y a une infinité de 
fonctions U  qui sont des produits de trois facteurs :

Z
rn cos n o  ou r" sinwo> 

e t :
?  M

Il s ’agit de savoir si l ’on a bien ainsi toutes les fonctions 
U  nécessaires pour la solution du problèm e.
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Pour le démontrer, il faut chercher à développer une fonc
tion quelconque en série procédant suivant ces fonctions U . 

Considérons donc une fonction arbitraire :

• V  (w, r, z)

R egardons, d ’abord, r et z  com m e constants ; Y  pourra se 
développer par la série de Fourier :

Les A „ et les B„ sont des fonctions de r et z.
R egardons r com m e constant, et faisons varier z  de —  a 

à a.
On sait (cf. § 120) que, dans ces conditions, une fonction 

quelconque de z  peut être développée en série suivant les 
fonctions Z .

On aura don c: ,

A ,  =  ^

B „ =  JJ  p*

les a et les p étant fonctions de r seulement. 
On pourra poser :

a =  a V"
,n

et, si l ’on peut développer a' et p' suivant les fonctions cp cor
respondant à la valeur n, on aura effectué la décomposition  
de Y  suivant les fonctions U .
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S P H È R E  E T  C Y L I N D R E  

P O S S I B I L I T É  DU D É V E L O P P E M E N T

1 7 0 . En résumé, le problème du refroidissement de la 

sphère et celui du refroidissement'du cylindre se ramènent 

tous deux au développement d’une fonction arbitraire de r  

définie entre 0 et 1, en une série procédant suivant les 

fonctions cp satisfaisant aux conditions que nous avons dé

terminées pour chacun de ces deux problèmes.

Elles doivent d’abord satisfaire à une équation différen

tielle qui a la même forme dans les deux problèmes.

Nous ¡allons donc faire l’étude de l’équation différentielle :

En posant :

et en prenant pour nouvelle variable :

œ  =  fxr.
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on est ramené à l’étude de l ’équation différentielle (1 ) :

(1)
2 m - f -  1 r f j

d x 1 ' x  d x +  ? :=  O

qui ne renferme qu’un seul param ètre n, qui doit être 
entier dans le cas du cylindre et égal à la  m oitié d ’un entier 
im pair dans le cas de la sphère.

1 7 1 .  É tu d e  d e  l ’ é q u a tio n  d if fé r e n tie l le . —  C her
chons d ’abord s ’il existe des séries procédant suivant 
les puissances croissantes de x  satisfaisant à cette équation. 
O n voit aisément que ces séries devront être de la forme :

?

et l ’on trouve facilem ent la loi de récurrence des quanti
tés A  :

Ap + 4 (2fS +  2 ) (2p - f  1) - f  Ap + ) (2n +  1) (2[i +  2) +  Ap =  o . 

D ’où l ’on tire :

A P+i
Ap________1________
2v (ft +  1 ) (p +  n  - f -  1 ) ’

Si p est la plus petite valeur de p dans le développement, 
on devra avoir :

Ap—| —  o, Ap 7^ o. 

ce qui ne peut avoir lieu que pour les valeurs :

p =  o ou —  n.
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Prenons d ’abord la solution qui correspond à : 

■ P = o .

O n pourra prendre dans ce cas :

■ A ________________ (—  i ) P ____
—  2 2fi_r  (|3 1 ) r  (P +  n  +  1)'

O n aura ainsi la fonction :

, foc\ 2$
( -  1)P·

(p + l)r(p + n + l)
C ’est une fonction holom orphe dans tout le plan ; ce sera 

la fonction cp proprem ent dite.

1 7 2 .  L ’équation, étant du second ordre, admet une autre 
intégrale indépendante de celle-là . C ’est celle qui correspond 
en général au cas de :

p =  —  n.

On peut la mettre sous la forme :

+ =  2 r 7 = :
( - D M ! ,

-2,2 +2),

r ( _ n +  X +  l)  r(X + l)
X étant un entier prenant toutes les valeurs positives ; mais 
celte série n’a de sens que dans le cas où n  n ’ëst pas entier.

L a  fonction ^ est, com m e on le voit, le produit de 
a? - 2'1 par une fonction entière. Lorsque n est entier, la 
forme donnée ci-dessus p o u r^  devient illusoire. N ous allons 
chercher quelle est alors la forme de l ’ intégrale ·]>.

Considérons deux intégrales quelconques cp et <j/ de l ’é -
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quation (1 ) ; elles satisfont à une relation différentielle du 
premier ordre ; on a :

2 n  -f· 1
x

2w 1 
x

? ' +  ?  =  o

f  +  + =  o.

M ultiplions la première équation par —  la seconde par <p, 
et ajoutons'; il vient :

(’K ?  ~  ? »  +  ~n  1 » ?  —  ? »  =  °-

D ’où l ’on déduit :

i j / c p  —  =  C a ; - ( a ' t  +  0 .

Nous supposerons que l ’on choisit | de telle sorte que C 
soit égal à l ’unité.

On aura donc:

(2) f ?  —  ? ''}' =

Rem arquons que la solution générale de cette équation 
sera :

Â  étant une constante arbitraire.
D ivisons par cp2 les deux m em bres. O n a, en intégrant :

_  /  dx
Cp ~  J  <p2.a:2', + ,,

<p étant une fonction entière qui ne s ’annule pas pour x  —  o.
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On pourra développer la fonction sous le signe J  en série 
de la forme :

Ainsi donc, l’intégrale i|/ se met, dans le cas de n  entier, 

sous la forme :

G (n) étant une fonction entière, et <p étant la première 

intégrale de l’équation (1).

1 7 3 . Remarquons que, d’après la définition de la fonction 

J„ de Bessel :

1 7 4 . Reprenons maintenant l'équation différentielle sous 
la forme :

æy" —J— (2n  -j- 1) tp' -|- ircp =  o,

et cherchons à l’intégrer par la méthode de Laplace.' 
Posons pour cela : '

ocîn + \ +  ····'· +  a; +  C  +  +

On voit qu’en intégrant on trouve :

'f loga? +  G (te). x ~ 2'\

on a :

<P =  J e i z x  U d z ,
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U étant une fonction de z  à déterminer ainsi que le chemin 

d’intégration.

On aura :

<p' .= J i z e lsx\] d z ,

—  J '  — z^eizx\] d z  ;

l’équation différentielle donne donc :

J ' e izxU [œ (4 — z a) +  (2 » - f - 1 ) iz ] d z  =  o.

Nous allons choisir U de telle sorte que l’on ait : 

e'^U [x  (1 — z - ) +  2n  1 ) iz] =  ^  (e,sa:V),

V étant une certaine fonction de z . On aura :

■ £  [eizxY )  =  eizx { Y  +  ixW ).

En identifiant, on a :

U (1 — z 2) =  fV,
U (2 n +  1 ) iz  =  Y .

D’où :
V ' (2n  +  1) iz 
i V ~  4 — z 2 \

et en intégrant:
A n r ^

y  =  ^ ( 4  —  z*)  2 >
i  v

A étant une constante arbitraire, et par suite :

U =  A (4 — a·*)“"**,
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on a donc :

<p =  AJ ' e izx (1 — z 2) " 2 d z .

Pour que ce soit une solution de l’équation différentielle, 

il suffit de prendre le chemin d’intégration de telle sorte que 

l’expression e izx Y  s’annule aux limites.

Or, V s’annule pour — 1 et -)-1. On pourra donc prendre :

Comme cette intégrale est une fonction entière, elle coïn

cide avec la fonction cp, que nous avons déjà définie plus 

haut (au facteur À près). Pour que ces deux intégrales soient 

identiques, il faut prendre :

A =
r

1 7 5 . Il s’agit maintenant d’avoir la seconde intégrale. 

RemarquonsqUercxponentielleei':,:s’annulepour^ =  -j- co, 

lorsque lapartieimaginairede x  est positive, et pour ̂  = — oc, 

lorsque la partie imaginaire de x  est négative.

On prendra donc dans le premier cas :

+ =  B f e t:x U dz

et, dans le second cas :

=  C (e izx U d z
*■' _  CO

Nous appellerons la première intégrale, et·}./la seconde.
P R O P A G A T I O N  D E  L A  C H A L E U R  2 0
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1 7 6 . V aleurs asym ptotiques. — Nous allons chercher 

les valeurs asymptotiques des fonctions 
Occupons-nous d’abord de la fonction <p.

C’est une fonction de la forme :

/■»* .
le izx f [ z )  d z

J  a '

f [ z )  étant développable en série au voisinage des points 

a et b.

Nous avons étudié des fonctions de cette forme dans la 

théorie des valeurs asymptotiques, et nous avons vu qu’en 

supposant, par exemple, la partie imaginaire de x  positive, si 

l’on a :

/■(*) =  A ( * _  a )* + ' . . .  

la valeur asymptotique de l’intégrale sera:

(X + 1 ) i -
Ar(X +  l ) e  2 et>ax 

4

Appliquons cette formule au cas présent ; on a :

a —  — 1

f ( z )  =  (1 -

et, par suite :

\ =  n  — ■

H — I

A =  2  2

1
2
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La valeur asymptotique de <p (x ) est donc dans ce cas :

On verrait de même que, si la partie imaginaire de x  est 

négative, <p a pour valeur asymptotique :

/ 2\ n + i  é 'J

W  2v/û

Dans le cas où x  est réel, il n’y a pas de valeur asympto

tique proprement dite; mais on verrait, en raisonnant comme 

on l’a fait pour la fonction J 0 de Bessel (cf. § 1 0 9 ), que :

■ Iim( i r ’ [» -( 1P 7 ; C0S!,] = 0

et on peut dire, en étendant, comme nous l’avons déjà fait, le 

sens du mot valeur asymptotique, que l’on a :

0 r\ j1
2\”+ 2 cos y
x )  \f*

1 7 7 . Occupons-nous maintenant des valeurs asympto

tiques de <J/S et *|/j.
Supposons la partie imaginaire de x  positive, et considé-
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rons alors t]/3 ; d’après ce que l’on a vu dans la théorie des 

valeurs asymptotiques, la valeur asymptotique de cette fonc

tion sera de la forme :

kx? e iy

D’où l’on déduit aisément que l’on aura :

'K  ^  ^ 3

Comme l’on a d’ailleurs :

on en déduit :

Cp r\ j —  Uf

'l'a? —  «p'+s ~

Nous supposons d’ailleurs que la constante B qui figure 

dans J/3 ait été choisie de telle sorte que l’on ait:

'l'-j'f Ÿ —  x -in -M

On aura donc :
1 J.

x 2 n + { 2f(p

— i  \J n  ely
+ 3 ^  ,

( ± c ) n + 2

Onverrait de méme que, lorsque la partie imaginaire de x  

est négative, on a :

i y/x e - '>  

(2a?)’*+ 2

1 7 8 . Possibilité du développem ent. — Soit mainte

nant une fonction arbitraire V (r) définie entre 0 et 1, il
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s’agit de la développer en une série procédant suivant les 
fonctions <p qui satisfont à l’équation différentielle :

c?2cp 
d r 2

(2» +  l) cfcp . 
' r  d r  ‘

L’intégrale qui convient au problème est la fonction 

<p (p.r) que nous avons définie précédemment:

D’après la condition à la limite pour r  =  1,  ̂ devra être 

une racine de l’équation transcendante :

en posant :
m >' ( r i  - f  h ?  ( r i  =  ° i

Il — n  -)- h.

Dans le cas du cylindre n  est entier, et dans le cas de la

sphère n  est de la forme m — m  étant entier.

1 7 9 . Pour effectuer le développement, nous allons, suivant 
la méthode générale, chercher une fonction S satisfaisant à 

l’équation différentielle :

(3 )
cf2S 2 w +  1 d S
d r 2 +

\ étant une certaine constante qui peut recevoir des valeurs 
réelles ou imaginaires.

1 S devra àatisfaire, en outre, à la condition, à la limite :

(4) . §  +  HS =  o

pour r  =  1.

Pour intégrer l’équation, employons la méthode de la varia-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 1 0  SPHÈRE ET CYLINDRE

tion des constantes. L ’intégrale de l’équation sans second 

membre est:

as» (ri) +  Pf (>*5).

Considérons maintenant a et p comme des fonctions de r ;  

elles devront satisfaire aux conditions :

a'tp -j- P t  — 0

* V  +  P 't '  =  J ’

D’où l’on déduit, en tenant compte de l’équation (2):

«' =  — V t (74) ^ " + 1 
P' =  Y  ® '(rc ,)i2» r-n + '.

On a donc :

S =  — ® (rÇ) f 'd C  4 -  t  H) f d  B

en posant :
c® =  V f  (ri) r 2,l+ >Í2,í d r  

d C  =  V t (r \) r2" + {i2nd r .

1 8 0 . Il reste à déterminer les limites d’intégration, de façon 

que S reste finie pour r  =  o, et que la condition (4 ) soit véri

fiée.

La fonction t  (»'£) devenant infinie pour r =  o, il faudra 

que l’intégrale:

f d B

s’annule pour r  =  o.

La limite inférieure est donc nécessairement zéro.
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On pourra donc écrire : 1

S =  ? .(r?)JdC  -f- *  (rÇ)/dB +· ? (r?) R

R étant une fonction de ? indépendante de r ,  qu’il s’agit de 

déterminer de manière à satisfaire à l’équation (4 ).

On a :

S' =  ?=p' (r?) J d C  +  ? f  (rÇ) f d B  +  ?«p' (r?) R

-  ^  W  +  X  + H ) ·d r

Les deux derniers termes se détruisent, et pour r  =  1 on a : 

S' =  ? f  (?) f d B  +  ?T' (?) R.

La condition (4 ) donne donc, en posant :

W  (?) +  I I ?  (?) =  9 

W  (?) "f- (?) =  o,

RO 04 f d B  =: o.
J  o

On a donc pour S l’expression définitive :

' (5 ) S =  Ÿ ( r f y f d C  +  I  (r?) f d B  -  cp (r?) ^  f d B .  '

1 8 1 . Remarquons que l’équation (2) ne définissait pas com

plètement ij/, mais la fonction S n’en est pas moins parfaite

ment déterminée; car si, comme le permet l’équation (2), on 

change  ̂ en ih —(— Acp, on voit que 0, devient 04 -f- A0, et dC 

devient d C  -f- k d B  ; par suite S ne change pas.
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182. Il faut maintenant voir que S est une fonction mérô - 

morphe de ?. Plaçons-nous d'abord dans le cas où n n’es t 

pas entier. Je viens de dire que l ’on peut, sans changer S et 

sans cesser de satisfaire à (2), choisir d’une infinité de ma

nières la fonction <b. Mais, d’après ce que nous avons vu 

nous pouvons choisir^ de telle sorte que la fonction

soit une fonction entière de ?.

On en déduit aisément que les deux premiers termes de S 

sont des fonctions entières. Quant au troisième terme, il 

devient infini pour les valeurs de ? qui sont racines de 6, 

c’est-à-dire pour les quantités p. ; i l est cependant une fonc

tion méromorphe de ?, car le facteur à exposant fraction

naire ?2n entre au numérateur et au dénominateur, et d is

paraît.

Dans le cas où n est entier, on a :

G  étant une fonction entière par rapport à ?.

S i l ’on transporte cette valeur de <|/ dans l ’expression de S,

qui contiennent log ?.

Calculons le coefficient de log ? dans S. Ce coefficient est:

+ H )  ?2"

<j/ {r\) =  lo g?(f (r?) +  ?-2re G

on voit que les seules singularités proviennent des termes

-f- ip (r?) ÇVç (?■ ?) ?ïn r 2,i+1 dr
o

o

et on voit qu’il est nul.
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Donc la fonction S n’a pas d’autres singularités que des 
pôles. , -

1 8 3 , Cherchons maintenant la valeur asymptotique de S, 

quand ? croît indéfiniment dans un azimut déterminé, en 

laissant de côté les arguments 0 et n . '

Si l’on suppose la partie imaginaire de \ positive, on choi

sira pour i|/, parmi toutes les fonctions qui satisfont à l’équa

tion (2), l’expression que nous avons désignée par <j/8, et on 

aura d’après ce qu’on a vu :

En substituant les valeurs asymptotiques dans les trois 
termes de S, on voit que les exposants caractéristiques sont 
respectivement: 0, 0, 1 — r .

Par suite, on pourra négliger le troisième terme devant, les 

deux premiers.

Calculons alors la valeur asymptotique du premier terme ; 

elle est : ' 1

- L e“ ' [ r5 ~ ("  + » k ]  
2  .

d r .

Cette expression se réduit à : . ‘

2 ; 2' ·, ’ , : ’ 

On verrait de même que la valeur asymptotique du
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second terme est :
_V
<X2

Il en résulte que l’on a :

Lorsque la partie imaginaire de \ est négative, en em

ployant la fonction | 2 au lieu de ij/3, on trouve pour S  la 

même valeur asymptotique. .

1 8 4 . Prenons maintenant l’intégrale:

le long de cercles choisis de telle sorte qu’ils ne passent par 

aucun des points p.

On aura à la limite :

En égalant cette expression au produit do 2îtt par la 

somme des résidus, on obtient le développement :

Y se trouve ainsi développé’suivant les fonctions <j>.

La’possibilité du développement était le seul point qu’il 

nous restât à établir pour achever la solution de la question 

qui nous occupe.
Les deux problèmes du refroidissement de la sphère et du 

cylindre peuvent donc être regardés comme entièrement 

résolus.

f  SI dl =  2 iW .
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