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THEOBIE ANALYTIQUE

‘DB LA

PROPAGATION DE LA CHALEUR

CHAPITRE PREMIER

HYPOTHESES DE FOURIER. — FLUX DE CHALEUR

1. La théorie de la chaleur de Fourier est un des pre-
miers exemples de I'application de I'analyse a la physique ;
en partant d’hypothéses simples qui ne sont autre chose que
des faits expérimentaux généralisés, Fourier en a déduit une
série de conséquences dont l'ensemble constitue une théorie
compléte et cohérente. Les résultats qu'il a obtenus sont
certes intéressants par eux-mémes, mais ce qui l'est plus
encore est la méthode qu'il a employée pour y parvenir et
qui servira toujours de modéle & tous ceux qui voudront cul-
tiver une branche quelconque de la physique mathématique.

J'ajouterai que le livre de Fourier a une importance capi-
tale dans l'histoire des mathématiques et que l'analyse pure
lui doit peut-étre plus encore que 'analyse appliquée.

.Rappelons d’abord succinctement quel est le probléme que
PROPAGATION DE LA CHALEUR. 1
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4 FLUX DE CHALEUR

peut se représenter les molécules du solide comme émettant
des radiations qui sont rapidement absorbées par les molé-

cules voisines.

5. Convection. — Quand les différents points d'un fluide
sont & des températures différentes, il se produit des mou-
vements intérieurs qui mélangent les parties inégalement
chaudes et égalisent rapidement les températures.

Ce phénomeéne porte le nom de convection. De ces trois
modes de propagation nous étudierons seulement le second,
c'est-a-dire la propagation par conductibilité. C’est la, en

effet, I'objet essentiel de la théorie de Fourier.

FLUX DE CHALEUR

8. Hypothdse fondamentale de Fourier. — Soient
deux molécules m,, m,, d'un corps quelconque, soient V,, V,
leurs températures respectives, et soit p leur distance.

Fourier admet que pendant le temps dt la molécule m,

céde & la molécule 2, une quantité de chaleur égale & :

dQ =1¢ (p) (Vo — V,) d¢

9(p) étant une fonction de p, négligeable dés que p a une
valeur sensible. ' '

Cette derni¢re hypothése n'est que la traduction du fait
que nous avons énoncé plus haut : iln’y a pas échange direct
de chaleur entre deux parties d’'un corps éloignées I'nne de
I'autre.

L’hypothése de Fourier est restrictive, car ellé suppose que

la quantité de chaleur cédée par la molécule m, & la molé-
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CONSEQUENCES DE L'’HYPOTHESE DE FOURIER 8

cule m, ne dépend que de la différence des températures et
nullement de ces températures elles-mémes. -
Fourier n'aurait pas fait de restriction si, au lieu de la

formule :
dQ = ? (p)(Vy—V,) dt
il avait yadmis la suivante : '
dQ =1¢(p, Vo) (Vo —V,) dt

En effet,la quantité de chaleur cédée ne dépend évidemment

que de p, Y, et V,; elle peut donc se représenter par :
dQ = ? (p, VO’ V4) dt.
ce que l'on peut écrire :
dQ. =¢ [pv V01 VO + (Vl - VO)] dt

ou, en développant suivant les- puissances croissantes de
(Vo — V,) qui est trés petit, puisque les molécules sont trés

voisines :

dQ=1lo (®, Vo Vo) + ¢ (p, Vo) (Vo = V) + ....] d¢

Le premier terme ¢ (p, V,, V,) est évidemment nul et, en
négligeant les puissances de Y, — V, supérieures 4 la pre-
miére, on a : .

© o dQ = (py Vo) (Vo— Vi) dt

7. Conséquences. de I’hypothése de Fourier. — En

admettant Phypothése de Fourier :

dQ =9 (p) (Vo —V,) dt

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 FLUX DE CHALEUR

on voit que, si toutes les températures sont augmentées d'une

méme constante, la quantité de chaleur reste la méme.
Si elles sont multipliées par une méme constante, la quan-

tité de chaleur sera également multiplide par cette constante.

8. Flux de chaleur. — Nous avons dit que o (p) était
négligeable dés que p devient supérieur a une certaine
limite. Soit ¢ cette limite.

Considérons un élément de surface do trés petit en valeur
absolue, mais infiniment grand par rapport a ¢ (fg. 2).

Soient deux molécules nz,, m, si-

™ tuées de part et d’autre del'élément

dow dw; m, céde & m, une certaine quan-
tité de chaleur; considérons tous

les couples de molécules tels que

o (mymy) et faisons la somme des
Fic. 2. quantités de chaleur correspon-

dantes. Cette somme est, par définition, le fluxw de chaleur '
qui traverse I'élément do. :

D’aprés ce que nous avons dit plus haut, si toutes les
températures sont augmentées d'une méme constante, le flux
de chaleur reste le méme; si elles sont multipliées par un
méme nombre, le flux de chaleur est multiplié par ce nombre.

9. Considérons un corps pc;ssédant un plan de symétrie P,
et supposons que la distribution des températures soit égale-
ment symétrique par rapport & ce plan P. Le flux de chaleur
relatif a un élément dw pris dans ce plan est évidemment nul.

Il en sera encore de méme si, sans étre lui-méme symé-
trique, le corps est tel que la distribution des températures

le soit. Cela résulte de ce que les échanges de chaleur ne se
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FLUX DE CHALEUR 7 »

ont qu'entre des molécules trés voisines. On peut par con-
séquent, sans que le flux change, supprimer les portions du
corps qui ne sont pas contigués a I'élément Jo, et réduire
le corps & une petite sphére ayant pour centre cet élément.
Cette sphére étant symétrique par rapport au plan P, nous

sommes ramenés au cas précédent.

Considérons maintenant un corps symeétrique par rapport
a un point O, et supposons aussi la distribution des tempé-
ratures symétriques par rapport a ce point. Le flux de cha-
leur sera le méme en valeur absolue pour deux éléments dw
et do’ symétriques par rapport au point O.

Il en sera encore de méme pour la méme raison que
plus haut, si la distribution des températures seulement
est symétrique. |

Si, enfin, la distribution des températures est telle que
deux points m et m' symétriques par rapport au boint 0
aient des températures égales et de signes contraires, les
flux relatifs & deux éléments symétriques seront égaux en
valeur absolue. 1l en sera encore de méme si la somme des
températures de deux points symétriques, au lieu d’étre nulle,

est égale & une constante quelconque :

10. Prosriéme, — Soit un corps quelconque ; supposons

que la loi des températﬁres soit la suivante '
V=az4b

Soit un élément dw situé dans un plan paralléle 4 Oz. La
distribution des températures est symétrique par rapport au
plan de cet élément ; donc le flux de chaleur qui le traverse

est nul. De méme, le flux de chaleur a travers la surface
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8 FLUX DE CHALEUR

latérale d'un cylindre paralléle & Oz est nul, puisque les
éléments de cette surface latérale ontleur plan paralléle a Oz.

Considérons maintenant deux éléments plans perpendicu-
laires & Oz, par exemple deux petits carrés égaux; soient «

et «’ leurs centres, Joignons o ; soit o, le milieu (fg. 3).

&

F16. 3.

Soient 7, et z, les ordonnées des deux éléments, et { celle
du point O;; on a:
= ?’0';'4"
La distribution des températures est telle que la somme
des températures de deux points symétriques par rapport &

O, est constante. En effet, on a:

Vo+ Vi=al(z + 2,)4 25
Vo4V, =2(al+?)

Donc les deux flux & travers les éléments do et dw' sont
égaux ; par suite, le flux est constant 4 travers un élément de
surface quelconque paralléle a 2Oy.

Considérons un élément dw quelconque, fini ou non, dans

le plan des @y, oudans un plan paralléle. Le flux de chaleur
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FLUX DE CHALEUR 9

a travers cet élément est proportionnel & dw; par suite, on

peut le représenter par :

A dw dt

A, étant indépendant de z, ne peut dépendre que de a et &.

Il ne dépend pas de b, puisqu'on peut faire varier b sans
changer le flux. Si on multiplie toutes les températures par
une méme constante, le flux est multiplié par cette constante.
Donc A est proportionnel a a. N

Par suite, le flux de chaleur peut s’écrire:
— Ka dw dt

K est une constante qu'on appelle coefficient de conducti-
bilité,

11. Soit maintenant un élément do d’o-
rientation quelconque, faisant un angle «
avec le plan des ay. Considérons un plan

parallele au plan des xy et infiniment voi-

sin de cet élément, et considérons le cy-

lindre projetant I'élément dw sur ce plan

(£ig. 4). La projection de cet élément est :
dw’ = dw cos «.

Le volume du cylindre et, par suite, son poids P sont des
infiniment petits du troisiéme ordre (en regardant comme
du premier ordre les dimensions lnéaires de dw). La somme
algébrique des flux de chaleur a travers la surface totale du
cylindre doit étre du troisiéme ordre. En effet, le corps rece-

vant dans I'unité de temps une quantité de chaleur égale a Q,
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10 FLUX DE CHALEUR

Pélévation de température serait :
= -—Q—
cp

C étant la chaleur spécifique du corps.

Si Q était d'un ordre inférieur au troisiéme, cette élévation
de température serait infinie. Q est donc du troisiéme ordre
au moins et, par suite, négligeable en présence des infiniment
petits du deuxiéme ordre.

Ecrivons donc que le flux de chaleur a travers la surface
totale est nul.

Le flux de chaleur &4 travers la surface latérale est nul; il
est done le méme pour les deux éléments dw et dw’.

Le flux de chaleur pour la section droite est :
— Ka cosa dw dt

et ¢’est le méme pour 1'élément dw.

12. Supposons maintenant que nous ayons pour la loi des

températures :
V=ar4dby+4cztd

Un simple changement d'axes de coordonnées nous ramé-
nera au cas précédent.

Considérons le plan P dont I'équation est :

ax -+ by +czx=o

Les angles de la normale avec les axes sont donnés par

les formules :

cosa = cosf = cos y

~is

o
I

mie
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CAS GENERAL 11
en posant :

R=Va? fo* F 2

D’ou I'on tire :
V=R[xcosa+ ycosp4 zcosyl+ d

On obtient facilement le flux & travers un élément dw fai-

sant un angle ¢ avec le plan P. Prenons le plan P comme
plan 2'Oy’. On aura :

# =wcosa- ycosp -+ zcosy.
Et on a pour V U'expression :
V=Rz+d
Le flux cherché est donc :
dQ = — KR cos ¢ dw dt

Considérons en particulier des éléments paralléles aux
trois plans de coordonnées. Ils font avec le plan P des angles
respectivement égaux a«, B, y. Par suite, les flux de chaleur

& travers ces éléments seront respectivement :

— KR cos o do dt = — Ka do dt
— KR cosf do dt = — Kb dw dt

— KR cosy do dt = — Ke do dt.

18. Cas général. — Supposons maintenant que la dis-
tribution des températures soit quelconque.

Soit V (x, v, 3) la température en un point.

Soit do un élément de surface; (4, ¥s%0), un point de cet
élément ; nous allons chercher le flux de chaleur a travers

\

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 FLUX DE CHALEUR

I’élément dw. Ce flux de chaleur ne dépend que de la tempé-
rature des points voisins de I'élément dw.

Soit (x, y, #) un tel point. Posons :

@ =y 11
Y=Y+ n
z=2zy+ ¢

La température au point (x,y, z) aura pour expression :

View)=Vieowmso +[ (), 1H(5), A+ (2 ] o

Les quantités §,m,¢, sont trés petites. On peut donc négliger

leurs carrés, et I'on a :

Vo =Vor () 1+ (5), 1+ (&)

Appliquons les résultats établis dans le paragraphe précé-
dent. Les flux de chaleur & travers des éléments perpendi-
culaires aux axes et passant par un point quelconque (z,y, 2)

seront respectivement :
— gk ewa) g, 4
dx
—K __(_dV 2Y.2) dw dt.
.dy
Kk E22) g, gy,

Pour évaluer le flux de chaleur a travers un élément d’orien-
tation quelconque, considérons un tétraédre infiniment petit

OABC ayant ses trois arétes OA, OB, OC respectivement

paralléles aux axes (fg. 5).
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AUTRE DEMONSTRATION ’ 13

On démontrerait comme précédemnient que la somme
algébrique des flux de chaleur & travers les quatre faces est
nulle aux infiniment petits /
du troisiéme ordre prés. %

Soient @, §, y les cosinus
directeurs de la normale a
I'élément ABC, dont la sur- A
face est do. Les aires des
trois autres faces seront

respectivement : © Fu. 5.
o duw, B do, Y do.

Appelons dQ le flux de chaleur & travers 1'élément dw. On

aura :

dv dv dv
dQ——-—-Kdu)dl(a o—la—a'*‘p@'l“Y;;;)'

Pour préciser le signe du flux de chaleur, nous choisirons
sur la normale 4 I'élément dw un sens positif, et nous don-
nerons au flux le signe -+ ou le signe —, suivant que le
mouvement de la chaleur aura lieu dans le sens positif ou
dans le sens négatif. On voit facilement avec ces conven-

tions que le flux de chaleur est :

av
dQ-—--—K%dwdl

A e . :
7, Stant la dérivée suivant la normale, prise dans un sens

convenable.

14. Autre démonstration. — Le raisonnement de Fou-
rier que nous venons de faire peut étre remplacé par un

calcul plus court

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



11 FLUX DE CHALEUR

Soit un élément dw; considérons deux points m,, m, de

part et d’autre de I'élément dw. Soient :

Xy, Yo, %oy les coordonnées de my;
@ +8& Yot m 2z +E cellesdem,;
et: Voo Voo les températures.

La quantité de chaleur cédée par m, a m, est :

9 (p) (Vo — V) dt.

Or,ona:

dv,

dx,

dV dV
had e} .
E+dyo n+d’"o C)

V4 =V, + (

m, De plus, on peut remplacer x,, y,, %, .
dw dans les dérivées partielles par les coor-
données a, y, # du point G, centre de

m, gravité de do (fig. 6).

Fig. 6. On a alors:
_,dv dv dv
Vi— Vo=t g+t
et la quantité de chaleur cédée par m, a m, est, par suite:
dV av dVv
—s) [F G g e
Le flux total & travers dw est donc:

aQ=—dt Y o) (g + 5+ 5r)
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AUTRE DEMONSTRATION 135

Posons :
Kdw =— 2 ] (P) 3
K'do = ¥ ¢(p)n
K" do = Y ¢ () L
On aura:

_ & @V e dVy,
dQ_-—dtdm<K%+Kdy-|—K dz)

Si nous rejetions I'hypothése de Fourier, il faudrait dans
les équations ci-dessus remplacer ¢ (p) par ¢ (p, V).

Alors K, K’, K” seraient des fonctions de la température.

Supposons I'élément dw perpendiculaire . I'axe Ow. Si le
corps est homogéne, K, K', K* seront les mémes pour tout
élément perpendiculaire & Oz. Ce seront des constantes non
seulement par rapport a la température, mais encore par rap-
port ax, y, z. Si, de plus, le corps est isotrope, I'expression
du flux de chaleur ne doit pas changer, quand on change
y en ~— y, car tout plan est alors un plan de symétrie pour
la constitution du corps. Donc K’ = 0. De méme K” = o.
Et, si I'on change # en — «, le flux changera de signe, ce
qu’on voit en effet sur la formule.

Le flux de chaleur a travers un élément dw perpendicu-

laire & Ox sera donc:

av
— K az dt dw.

En raison de l'isotropie du corps, le flux de chaleur a tra-

vers des éléments perpendiculaires 4 Oy et Oz sera res-
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16 FLUX DE CHALEUR
pectivement :
—K ﬂ dt dw
. dy

A
— K?l; dt do.

la constante K étant la méme.

Pour un élément dw quelconque on aura :

dv
dQ—-—K%fitdw.

Le signe se détermine aisément en prenant l'axe des

paralléle a la normale 4 I'élément.
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CHAPITRE II

EQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

15. Nous allons établir les équations du mouvement de

la chaleur dans un corps. '

Considérons un parallélipipéde élémentaire ayant ses arétes

A A

y Fie. 1.

paralleles aux axes et ayant pour dimensions dw, dy, dz
(Ag- 7). '

Nous allons évaluer de deux maniéres la quantité de cha-
leur qui entre dans ce parallélipipede. .

Le flux de chaleur & travers ABCD, qui est perpendiculaire
PROPAGATION DE LA CHALEUR. 2
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18 ﬁQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

a Oz, est:

— K dydz. dt %y

Le flux de chaleur a travers A'B'C'D’ est:

dydz di [ = 4 = o <K i%) ]

La somme de ces deux flux est done :

dedy dz. dt. <K V>
De méme, pour les deux autres couples de faces, on aura:

dv
dwdydzdldy (K dy)

dxdydzdt (K X)

La quantité de chaleur qui entre dans le paraléllipipéde

est par suite:

o [ 15 (45) + £ (8]

D’autre part, cette quantité de chaleur est égale a:
D.C. dzdy.dzdV

D étant la densité du corps, C sa chaleur spécifique.

En égalant ces deux expressions, on a:

dV d dV dv dv
Cb. = oﬁ-( dw>+dy (K dy>+ (K dz)
Si nous adoptons I'hypothése de Fourier, K est une cons-

tante.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



TRANSFORMATION DE COORDONNEES 19

Si nous ne I'adoptons pas, K sera fonction de la tempéra-
ture, soit:

K
av =K

On aura:

: dV a*y
&‘(K %) ) +K o=
ete. '

L'équation devient donc :

C.D. %:K' Z( > +KZ dos?

Dans les applications, nous nous bornerons toujours &
I'équation de Fourier qui a une forme linéaire. Nous sup-
poserons donc K’ = o, et K constant, de sorte que 1'équation

sera:

Nous négligerons les variations de C et D, et nous pose"

rons:

L’équation du mouvement de la chaleur est donc:

dav

E:_kAV

16. Transformation de coordonnées. — Nous allons
voir ce que devient cette équation dans un systéme de coor-

données quelconques.
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20  EQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

Soit:
X = ¢ (E’ kD) c)
¥y =0 0 ¢
z =930 1, Y

et prenons &, v, { pour coordonnées nouvelles.
Nous supposerons que nous avons un systéme triple or-

thogonal, ce qui est exprimé par les conditions :

dede | dydy | dzdz

d‘dn—i_;lgc_lq_l—d; =0
dvde | dydy | dzdz __
& Tanag T o ="°
de de | dy dy dzdz_o

RETRETRE=

" Posons en outse :

(&)
(@)

ds? = dx® + dy? + dz?

Ona:

c'est-a-dire :
ds?* = a? di? 4 &% dn? 4 c? di3.

Considérons le solide (/g. 8) limité par les 6 surfaces:

§ =¢§, (ABCD) £t =% 4 d& (ABCD)
n = no (AADD’) n = 19 + dyn (BB'CC))
¢ = {, (AABB) ¢ =% + d¢ (CCDD)
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TRANSFORMATION DE COORDONNEES . 21

Le solide ainsi obtenu est assimilable & un petit parallé-
lipipéde rectangle en raison de l'orthogonalité du systéme.
Calculons les arétes. Considérons
BB’ par exemple. N
Les point's B et B’ ont pour coor- ‘ ;

données:

(Cm My dn, Co) (Eo + di, My -+ dn, §)

Donc la longueur de I'aréte BB’ est:
,ds = adt,
On voit donc que les dimensions du parallélipipéde sont:
adkt bay cd?.

Le flux & travers ABCD est:

dV
— K do dt dn.
etlona:
dw = bedn df
dn = adz.

Donc le flux est:

-be dV .
— K. ?Z- -d—E d‘f] de de.

Le flux a travers A'B'C'D’ est:

bedV | d(bedV\ ol e
K. [a e +d§(a dE)d’J din ot dl.
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22 EQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

La somme algébrique de ces deux flux est:

be dV
K. = dE (a dE) dE dn dt de.

On obtient des expressions analogues pour les deux autres
couples de faces. -
En faisant la somme on obtient la quantité de chaleur qui

entre dans le parallélipipéde :

K.dedndadtzld% deV)

a df

D’autre part, cette quantité de chaleur est:
CD. abe. dt dy dt dV.
En égalant ces deux expressions et posant :

K

cp ="

on obtient l'équation du mouvement dans le systéme de

coordonnées considéré :

WL () 12 (30 -2 (29)

17. Coordonnées semi-polaires. — On a:
*=pcosw
y=psino

2=z
Par suite : )
ds? = dg? - p? do? 4 dz?.

D’od 'on déduit:
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COORDONNEES SEMI-POLAIRES 23

L’équation générale devient:

() A 20

10V 1 dV azy 1 42V
Rt T o + + 02 dw? + olz2

18. Coordonnées polaires.
= cos ¢ sin0
y =r sing sind
z =r cos0.
On a:
. N
ds? = dr? 4 r? sin* 0 do? 4 7% d3?

a=1 b=rsinb c=r.

Substituons dans I'équation (4) du § 16:

r? sin 6 AV a2V
PR T =2 nB——}—’smLed3
1 a2V a2V
+sm(jd2+ d0+smed()’
ou:
1dV 2dV 1 cotO'OdV 1 d*V

2.z e
kRdt v dr + dr? + r? sin? 9 d(p2 + r? + r? d§?

19. Reprenons 'équation de la chaleur dans le cas des

coordonndes cartésiennes :

av
o= kAY

Considérons un corps C & Vintérieur d'une enceinte rem-
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94  %KQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

plied’un fluide ala température V,. Le corps perd de la cha-
leur par sa surface de deux manicres: ‘
1° Par rayonnement; si 'on admet laloi de Newton, il perd
une quantité de chaleur proportionnelle 8 V. — V;
2° Par convection; on admet que la quantité de chaleur
perdue de cette maniére est aussi proportionnellea V.— V.
De telle sorte que la quantité de chaleur perdué par un

élément dw de la surface est:

H do dt (V— V)

H étant une constante déterminée pour chaque élément do.

s dw 7

T

o
Fie. 9.

Considérons sur la surface un élément ab de surface do
(ig. 9). Par chaque point de I'élément menons la normale &
la surface S vers lintérieur du corps, et portons sur cha-
cune de ces normales une longueur constante e infiniment
pelite.

On détermine ainsi un élément a'®’ égal et paralléle § ab.

Nous supposerons ¢ infiniment petit par rapport aux di-
mensions linéaires de dw ; comme nous 'avons déja fait, éva-
luons de deux maniéres différentcs la quantité de chaleur
gagnée par le petit cyclindre dans le temps dt.

La quantité de chaleur gagnée par ab est:
— Hdodt (V— Vo)
La quantité de chaleur qui entre par a'd’est :

dy

—kdmdt%
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‘PROBLEME DES TEMPERATURES VARIABLES 23

La quantité de chaleur gagnée par la surface latérale,
étant du méme ordre de grandeur que cette surface elle-
méme, est négligeable par rapport aux quanlités précédentes
a cause de la petilesse supposée de €. On adonc:

o dv._dv .
— Hdodt (V—V)— % do dt = at dtC.D.e. dw
On voit que le second membre est infiniment petit par

rapport au premier.

On a donc en divisant par d¢ dw:

h(V_Vo)+

en posant: AN

IT peut ne pas étre une constante absolue; il peut dé-
pendre, par exemple, du degré de poli du corps. En tout cas
c’est une fonction des coordonnées du centre de gravité de
I’élément do. V, peut aussi varier. Nous supposerons que V,

est aussi une fonction des coordonnées du centre de gravité
de do.

On peul se proposer deux probléemes différents:
1° Probléme des températures variables;

2° Probléme des températures finales stalionnaires.

20. Probléme des températures variables. — On se
donne la distribulion des températures au temps ¢ = o,

et I'on se propose de trouver quelle est la distribution au

bout d’un temps quelconque.

Il s'agit donc de trouver une fonction V (7, %, y, z) qui,
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26 I:JQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

pour tous les points intérieurs au corps et pour toutes les

valeurs positives du temps, satisfasse a I'équation :

dv
i kAV

telle que, pour tous les points de la surface du corps, on ait:

Al

dan = °

h(V—Vo)+
et qui, pour ¢ = o, se réduise & une fonclion donrtée:

(@, ¥, 7)

h et V, sont des fonctions données des coordonnées de

chaque point de la surface.

21. Probléme des températures stationnaires. —

On admet qu'a un certain moment la température ne varie
plus, c'est-a-dire que I’équilibre calorifique est élabli.
On se propose de chercher quelle est alors la distribution
des températures.
Dans ces conditions on aura:
av _
de
V sera fonction seulement de #, ¥, 2, et 'équation générale

du mouvement se réduira a :
AV = o.

La condition a la surface sera la méme que précédemment

et I'on aura :

av
BV =V =0
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PROBLEME DES TEMPERATURES STATIONNAIRES 27

On peut supposer comme cas limite 2 = o,

On aura alors:

$1=
I
(=4

Dans ce cas, la surface du corps est imperméable & la cha-

leur.

Un autre cas limite est celui ol A est infini; on a alors &

la surface :

V=Y,
C’est ce qui arrive a trés peu prés, par exemple, quand le
corps est plongé dans un liquide.
Si V, est constant, on peut supposer:
Vo=o0
car le O des températures est arbitraire.

22. Nous allons démontrer que chacun de ces deux pro-

bldmes n'admet qu'une solution. Pour cela nous rappellerons
le théoréme de Green.

Soit une surface fermée S limitant un volume T ; soit dw
I'élément de surface, dr I'élément de volume. Si U et V sont
deux fonctions quelconques continues, ainsi que leurs déri-

vées du premier ordre a I'intérieur du volume, on a:

dUJY | dUaV , dUaV
ff_d"’ fUAVdT“"[ff dwdn T dydy_l_dzdz)d

etdanslecasouV="U:

ff —dm—MVAVdr—l—[[[ dvy? )+(‘§Z>a]df
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Supposons que le probléme des températures variables ait

deux solutions Vet V'.

On aura pour tous les points intérieurs :

dV av’
—_— = — = EAV’
7 kAV, i EAV

et a la surface:

Il
=]

. dv o av’
BV =V + Gr=00 BV =V +5;
et, enfin, pour t = o :
V=V = q;(a:yz).

Soit:
W=V -V,

On voit que I'on aura pour tous les points intérieurs :

dW
7 AW

a la surface :
dW
hW -I— -(_{1; = 0'
ct, pourt =o0:

W = o.

Il suffit de démontrer que W est nul, c'est-a-dire que, si
dans le probléme des températures variables les fonctions V,

el ¢ sont nulles, la fonction V elle-méme est constamment
nulle.

Soit V la solution du probléme dans ce cas. Considérons

la fonction J:
ra
=[5

étendue a tout le corps.
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On aura:
I>o.

Différentions par rapport a ¢:

a_ (((yav,
dt a "

Or, comme 'on a:

A
=R

g{:kff VA\.fdr.

Et, en transformant par la formule de Green:

\
a. ffv L. k[f [ 3 (20 as.

Or, on a ala surface:

on peut écrire:

A’
an = — AV.

Substituons dans la formule précédente, elle devient :

=[5 (3) -

Comme % et % sont essentiellement positifs, on a:

dl
— =
dt — 0.

li{, comme on a pour t == 0, V = o, d'ou:

J=o.
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30 EQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

on voit que I'on a, pour des valeurs positives du temps:

J=o.
Or nous avons déja:

IJ>o0
Donc on a:

I=o
D’ou, par conséquent :

V =o.

Le résultat subsiste méme dans le cas limite ot, pour cer-
tains éléments de la surface, k est infini, car pour ces points

on aurait :
V=o0

- et I'intégrale
fth”dm:— fvﬂdw
dn

resterait finie.

23. Considérons maintenant le probléme des températures
stationnaires, et supposons qu'il comporte deux solutions V
et V.

On aura pour tout point intérieur:

AV = o, AV =o

et & la surface:

av dv’
h(V"Vo)"l"%:O, h(V'-—Vo)-I—%:O.
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ce qui donne, en posant :

W=V -V
AW =o

pour les points intérieurs, et:
dW
ﬁW + o = °

a la surface.

Il suffit donc de montrer que, si dans le probléme des
températures stationnaires V, est nulle, la fonction V est

nulle.

Appliquons la formule de Green 4 la fonction V, en remar-

quant que l'on a:

\
AV =o, WAL o,

On a alors:

——v/“th“’dw =fff2 _\g—Z)a dr.

Le premier membre est négatif ou nul.

Le second est positif ou nul. On doit donc avoir:
V=o.

Si Rest infini, on voit, comme précédemment, que les résul-
tats subsistent,

Si & est nul en tous les points de la surface, I'équation ci-

dessus nous montre seulement que:
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32 EQUATION DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR

D'ou:
V = const.

Alors le probléme n'est pas entiérement déterminé. Pour
trouver la constante, il faut se donner la quantité de chaleur
enfermée dans le corps dont la surface est imperméable.

Le cas.ou % est infini revient au probléme de Dirichlet.

24. La solution du probléme des températures variables
dans le cas le plus général peut se ramener & deux pro-
blémes plus simples.

En effet, il s'agit de trouver une fonction satisfaisant aux

conditions :

dv
7= kA

RV —Vy+ A, 0 4 la surface,
dn
V = ¢(a, ¥y, 2) pour ¢t == o,
Cherchons d’abord une fonction V, (x, y, z) telle que:
AV, =o

et:
-, av
, BV, — Vo) + St =o
pour les points de la surface; c’est le probléme des tempc-
ratures stationnaires, et lafonction V, est, comme on I'a vu,

parfaitemeht déterminée.

Cherchons maintenant V, (¢, , y, 2) telle que:

av,
A
WVa g =0
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et:

Vai(o, 2, 9, 2) = ¢ (=, ¥, 2) — V, (w, Y, 'z)

C’est le probléme des températures variables pour le cas
ou V, est nul, o
La solution du probléme général est, comme on le voit

facilement :

V=V, +V,

25. Cas o1 le nombre des variables x, y, z, est réduit.
—- Il peut arriver, dans certains cas, que la fonction V ne
dépende que de deux ou méme d'une seule des variables
x, Y, 3.

Par exemple, supposons un cylindre ind¥fini parallelea Oz
et supposons la distribution initiale telle que la température
soit la méme le long d’une paralléle a Oz. A I'origine des
temps, YV sera donc fonction de @ et y seulement; & un ins-
tant quelconque, V ne dépendra donc que de z et y.

Si le cylindre est limité par deux plans perpendiculaires
a4 Oz et que ses deux bases soient imperméables a la cha=
leur, tout se passe comme dans le cas précédent.

Sile solide se réduit & I'espace compris entre deux plans
paralleles au plan des xy, et si la valeur initiale de V ne
dépeﬁd que de «, V ne dépendra jamais que de 2.

Supposons que le solide ait la forme d'un cylindre indéfini
paralléle & Ox et dont la surface latérale soit imperméable a
la chaleur.

Si V ne dépend que de « & l'instant ¢ = o, il en sera de

méme & un instant quelconque.

PROPAGATION DE LA CHALEUR, 3
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26. Cas d’un fil, — Considérons un fil de section cons-
tante et assez petite pour que la température soit uniformé
dans cette section (fig. 10).

Nous prendrons comme variable I'arc s de fil compté a

partir d'une certaine origine.

a a’
b Y

Fie, 10.

Considérons deux sections droites ab et a’0’ prises a des
distances s et s + ds de I'origine. Soit w I'aire de la section
droite, et o son périmetre.

Le volume de I'élément sera w ds et sa surface latérale sds.

La quantité de chaleur qui entre par ab est:

— Ko dt tﬂ

celle qui entre par a'd’ est:
av d”V
Ko dt [ PR + == x ]
La chaleur gagnée par la surface latérale est:
— H(V —V,) e dsdt.

Si I'on suppose V, = o, cette quantité se réduit &:

— HVe dsdt.
On aura, comme dans les exemples précédents :

2
Ko deds Sy — HVo dsdi = &t 2V .1 s
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Si I'on pose:

B o= K 5= Hs
/ —CD ~ CD.w
l‘éq-uation devient:
av a2V
?l? =k w- —aV. )
Si le corps est imperméable & la chaleur, on a a = o, et
+ ’équation se réduit a:

av _,dv
de = 7 ds? .

Le cas ol @ n'est pas nul peut se ramener a celui-la en
posant :
Ve=Te= \
car on a alors:

@3V d*U t
W E |
' id\t_, = il——[tj e — aUe;“’,
et l’équétion devient:
au _ &,
dt =~ 7 ds?
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CHAPITRE III

SOLIDE RECTANGULAIRE INDEFINI

\

27. Le premier probléme traité par Fourier est celui des
températures finales stationnaires dans un solide rectangu-~

laire indéfini que I'on suppose limité par les plans :

1 3
y=0 2=—3 w_+2-
y
C , D
A ; 5 .
X 0 L x
2 2
Fic. 11.

V ne dépendra que de « et de y; cette fonction devra done
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satisfaire & 1'équation :

v
Mg+———°

et on devra avoir a la surface:

av
BV—V)+5 =

Nous supposerons % infini, ¢’est-a-dire que la conductibilité
extérieure est assez grande pour que la surface du corps
soit en équilibre de température avec le milieu ambiant.

On aura donce 4 la surface :
V=1V,

Supposons par exemple que I'on ait'\

pour: X == 325, V=o
pour: = -;, V=o0
pour: Y=, V=o
et pour: y=o, V =r(x)

[ («) étant une fonction donnée.

" Fourier recherche d’abord les cas ot la solution V se pré.

senle sous la forme

V=7 ¢y
On aura dans ce cas:
d V //
=@
d3V

=) é" ()
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On doit donc avoir: :

77 (@) 9ly) & riz) ¢"(y) = o

ou bien:
e _ " ()
f () o (y)

et cette égalité ne peut avoir lieu que si chacun des deux

membres est égal & une constante A.

[y

Supposons d’abord A > o, et posons: A = m?,
“Ona:
(P" + m’q) = o.
La forme générale de ¢ est donc:

¢ = a cosmy -~ b sinmy

a et b étant des constantes.

Mais, dans ces conditions, V ne s’annulerait pas pour
y=oc.

Cette solution ne convient donc pas.

11 faut done poser: A = — m?.

On a dans ce cas:

¢’ — mlp = o,
D'ou:
P == ae™¥ -~ be—"mv,
Pour que cette expression s’annule & 1'infini, il faut que «

soit nul. Done :

¢ = be=my,
On a d’'un autre coté:

[+ m¥ =o.
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D’ou : .
f = o sin (mx 4 6)

et cette fonction doit s’annuler pour @ = == 32
On doit donc avoir: '
—m-’é—l—ﬁ:kn m%—l—&:k’w

k et k' étant des nombres entiers.
Ceci montre que 7 doit lui-méme étre entier.

Si m est pair, on prendra 6 = o.

Si m est impair, on prendra § =

ol d

Dans le premier cas f(») est de la forme:
f (@) = « sin 2ma \
Dans le second cas on a la forme:
f(@) = a cos(2m — 1) @
Et I'on aura pour la fonction V dans ces deux cas :
1 - V= Ae-3my sin2maz

2° V = Ae-@m-1¥ cos(2m — 1) 2

Ainsi donc le probléme est résolu quand f(«) a 'une des
deux formes: ’

sin 2max ou cos(2m — 1) »

28. Supposons que f(x) soit une série de la forme:

! (@) = a,cosx + a, cos 3413 4 aycosBy -+ .oee.
=+ b, sin 2w - &, sin 4@ 4 bg sin Bz - .....
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Considérons la fonction:

V = a,e~¥ cosa -+ aze-3¥ cos 3z 4 aze—% cosba -+ .....
+ by,em2¥ sin 2 - b~ sinkx 4 .....

Chacun des termes u de cette série satisfait a 'équation:
Ay = o.
T

De plus, chacun des termes s’annule pour & = :*:§~ de
méme que pour y = oo,

On voit immédiatement que, si f(«) posséde un nombre
fini de termes, il en sera de méme de V, et la fonction V est
la solution du probléme.

Dans le cas oule nombre des termes est illimité, on ne peut
pas affirmer @ priori que le méme raisonnement est appli-

cable; il faudra préalablement étudier la série V comme

nous le ferons dans les exemples suivants.

29. Quoi qu’il en soit, le probleme de Fourier nous améne

a considérer le suivant :

Trouver une série trigonométrique de la forme:

-

@, cosx - ag cos3x -+ ay cosBx - .....
+ b, sin20 + b, sindw + .....
représentant une fonction f (@) pour toules les valeurs de »
cém rises entre — = el =
P 2%%2"
Ce probléme se raméne au suivant, traité également par
Fourier: - -

Trouver une série de la forme:

a, -+ a, cosx - a, cos2x 4 .....
+ &, sine < b, sin2% + .....

qui représente une fonction [ (x) entre — = et 4 =,
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Supposons que ce développement soit possible, nous allons
calculer les coefficients. '

Rappelons les formules suivantes:

x - .
fcosmwdx:o pour m % 0
-—TC
'n:.' } -
f sinmx de = 0 quel que soit m
-7
“ .
fcosmwcosnxdw:o sims£n
n' . .
fsm mx sinnede = o ) sim £ n

-~

™ T
fcos’ mie dw :fsin’ mxdes ==
-7

-7

“ .
f cosmw sinnwdr =0 quels que soient 7 et n
-7

Rappelons aussi la définition d'une série uniformément

convergente.

Soit une série:

Yo Futu ot

dont les termes sont des fdnctions de x; la série est conver-
gente si le reste R, tend vers 0, quand le nombre » croit
indéfiniment. Si R, est constamment inférieur en valeur
absolue & un nombre ¢ dépendant de n, mais indépendant
*de «, et que ce nombre ¢ tende vers O quand » croit indéfi-
niment, la série est dite uniformément convergente.

On sait que I'on peut intégrer terme & terme une série uni-
formément convergente. En outre, si une série est uniformé-
ment convergente et si chaque terme est une fonction conti-
nue de «, la somme de la série est elle-méme une fonction

continue de «. N
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30. Supposons la fonction f(x) développable en une série

trigonométrique uniformément convergente.

(@) = ay -+ a, cosz 4~ a, cos2x 4 ... - a, cosnz 4 ...
+ &, sine + &, sin2x 4 ... + &b, sinne |- ... °
Calculons par exemple a,.
Multiplions les deux membres par cos nx dx et intégrons

de —wam
On aura, d’aprés les égalités écrites plus haut:

T
[f‘(w) cosnx dw = wa,
L

On voit de méme que I'on a:

[7(@) sinnade = =,

-7

et, enfin;

+
f/‘(w) dx = 2ra,

-7

On a donc, en admettant la possibilité du développement:

1" p
[(x) = o | @) ds + % 2 cosnwf/‘(z) cos nz dz
+§: 2 sinnm‘/i(z) sinnz dz.

Considérons maintenant une fonction a représenter dans

T T
—y =

I'intervalle — (2 3

) au moyen d'une série de la forme:

[ (@) = a, cosx + a, cos 3w - .....
-+ 64 sin 22 - &, sin 4w - .....
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Nous aurons résolu ce probléme, si nous trouvons une

fonction de « définie entre — = et 4 =, qui dans T'intervalle
(— 725’ + g) se réduise 4 la précédente, et telle que la série
trigonométrique qui lui correspond soit de la forme ci-dessu 3.

Si, dans cette série, on change # enw— ou en — 7 —u,
la valeur de la série change de signe, et d'ailleurs toute série

jouissant de cette propriété a nécessairement la forme pré-
é¢édente.

. . k3 . T
Si @ est compris entre o et T — est compris entre )
et x.
. . . T .
Si @ est compris entre — 5 et 0, — = — & est compris

3
cntre — el — 5

Nous définirons donc une fonction q)Qo) de la facon sui-

vante :

Dans l'intervalle (—gg) elle aura les valeurs de la fonc-
tion £ (z):

Dans l'intervalle (— Ty — g) on aura:

@) =—7r(—r—a)

et dans l'intervalle (%a ‘n) on aura:

¢ (&) = —f(zx — ).
81. Supposons, par exemple, que l'on ait f(x) = 1 dans
l'intervalle <— g, ;—;)

Nous aurons alors:

Entre—uet—g: @) =—1
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Entre-—,-get%: plo) =1
Entregetn: ¢ (@) =—1.

Pour cette hypothése particuliére, la fonction’y («) est paire,
et on voit aisément que tous les termes en sinus dispa-

raissent, et on aura pour m impair:

Ty =f; () cos max dx = 2/; () cosma d
e 0
E

2 14
Ty == 2fcos me doe — 2fcos max dw
0 g
2

a,,,=i

4 1
wam:i;’,a o~

On a donc le développement :

cos3x ., cosdx
3 5

= Ccosx —

]

et la solution V sera dans ce cas donnée par la formule :

x
cos 3w e 4 co%om =% — ..

T
i V = coswe~¥ —

32. Ayant obtenu celte série, satisfait-elle & toutes les
conditions du probléme ?

Satisfait-elle & I'équation AV =107

Cherchons, d’abord, si elle admet des dérivées du second
ordre par rapport a « et y.

Si les séries formées avec les dérivées du second ordre de
ces termes sont uniformément convergentes, on est certain

que ces séries représentent les dérivées du second ordre de

;. T
la série i V.
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Différentions deux fois par rapport a 2. On a la série:
— cosxe~¥ - 3 cos 3we~3¥ — B cos Bwe=% 4~ .....

Les termes de cette série sont plus petits en valeur absolue

que ceux de la série:
¥ -+ 3e=% | Be~% - ...

qui est uniformément convergente pour toutes les valeurs
positives de y, les seules que nous considérons, Les dérivées
secondes existent donc et peuvent étre obtenues en différen-
tiant notre série terme a terme ; on en conclut aisément

qu’on a pour tous les points intérieurs au solide:

AV = o, .

Voyons maintenant si V satisfait aux cc}lditions a la sur-
face.

A-t-on;
' V=0 -

quand &= == 3» y étant positif ?
Cela a lieu si la série V est uniformément convexlgente.
Or, les termes de la série -; V sont plus petits en valeur
absolue que ceux de la série:

[

e %

e-'/—|—e%;z—|— 5 + ...

qui est uniformément convergente, sauf pour y = o.
De méme, si y croit indéfiniment, V tend vers zéro.

Examinons ce qui se passe pour ¥ = o. Nous obtenons

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



46 SOLIDE RECTANGULAIRE INDEFINI
' k0
alors pour i V la série:

cos3x , cosbx
COs® — —— +T_ .....

. P L
Nous allons démontrer que la valeur de cette série est s

et, dans ces conditions, on sait que V aura pour limite 1.

33. Considérons la somme :

U —
S,n:cosw—-c()s33m+..... _cos@m—14) 2

oll Nous supposons s, pair.
On a:

d-d—sw”' == — sin@ 4 sin3z —..... 4 sin(2m — 1)

Multiplions par 2i.
Comme l'ona:

2 sinx = ei* — e—iz

11 vient:
N T ; ot 5i Y
2t s = — ¢'* -} g3 —gbiT . | feltm—hix
+ e—ix — e—-aia: + e—six ey — e—(2m - )iz

On a deux progressions géomeétriques limitées dont les
raisons sont — 2% et — e—3/=,

Donc on a:
9 dS, _ —eiefemiliz  gmiz _ g-Bmi)iz
"o T 14 o2z e 2=
_ e2mix __ e-—ﬂvnix _ isin Qnx
e e’ T cosw
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SOLIDE RECTANGULAIRE INDEFINI 41

On a donc:
dS,,. __sin Qmw_
dx — 2cosx
Nous allons démontrer que la série obtenue en faisant

croitrem indéfiniment a une valeur constante, si x est compris

T k13
entre — 5 et é

On a, en effet:

z
sin 2max
S (@) — S, (@0) =f—2—m dx
X2,

0
Intégrons par parties :

— cos2ma |%1 - €08 Qmax sinx
Sm (#1) — S (@) = [ 4m cos x ] / Imcostz °

@, et w, sont compris entre — é etz 3 donc cos® ne s ‘annule

pas dans l'intervalle. Par suite, le premier terme du second
membre tend vers 0, quand m croit indéfiniment. ‘
Il en est de méme de l'intégrale. ‘
Donc, on a:
lim S, (#,) = lim S,, ()
S (@) =S (z)-

La fonction S () représente donc une constante. Pour la

déterminer faisons 2 —= 0. On a:

S(O):

SR

. T T
Dong, pour toute valeur de & comprise entre — etgona

cos 3z cos b
= C0S& — —3— -+ 5

e~ 3)
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48 SOLIDE RECTANGULAIRE INDEFINI

34. On peut douner de cette identité une autre démons-

tration,
Ona:
arc tgz = __dz_ﬂ
01 + z
1 _ _a P R N B z i
14 22 1422

en supposant, par exemple, m impair.

En intégrant, on a: -

23
arctgz::z—§ -l—-g—“'-{—m-—[{m.

~ z2m
fn = f T+ =
0

z = pe'e, ¢ < 1.

Posons:

* On a pour R, en intégrant le long de la droite o0z :

4 Am e(2m+l)zm
m— o 1 +z2 P

2m
| R | <
[

A étant I'affixe du point — 1, B celle du point 22, AB repré-
sente le module de la quantité 1 4 22 (fig. 12).

Ona:

Siw< 745, ona: 20 < g, et, par suite, on voit que: AB > 1.
Siw >Za 20 >7—;, etona:

AB > | sin 20 |
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SOLIDE RECTANGULAIRE INDEFINI

De toute maniére on a done:

AB>M@>§

y

€

s

A 0
Fie. 12.

I%/I_ étant différent de zéro.

[4 Mp2m+4
l Rm l < MJ; 92m dp :%‘e‘:i

y

A ) 0
* Fia. 13.

49

Quand = croit indéfiniment R tend vers zéro, et ceci est

encore vrai pour p = 1, car il reste alors:

M
Ry | < =g+
! <=2t

PROPAGATION DE LA CHALEUR.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



50 - SOLIDE RECTAN GULAIRE INDEFINI

Dans I'expression de arc tg z remplagons # par ¢'¢ et e-

et ajoutons les deux développements :

arc tg e® - arc tg e~ = 72—: + #&=.
Donc on a:

T ' 2 cos3w , 2 cosBo:
§+ krn = 2 cosw — 3 -+ 5 —_

K est un nombre entier, queI'on détermine en faisant w =

On voit que K = o, donc:

cos3w , cosdow
—=COS® — —— - —— —

85. Revenons au cas général,

Nous avons trouvé :
V= 2 am COS Mmx e~y | 2 by Sinma e="Y

les @ étant & indices impairs, et les & & indices pairs.
Nous poserons:
7 == g~y tiz,
D'ou:

P my +mi%

La partie imaginaire de 2™ est, suivant la valeur de m:

si: m = 4p + 1, | g-mY cosmax
si: m = hyp 4 2, e—mY sin ma

. si: m= 4pu -} 3, — e~ cosma
si: m == 4p, e—m¥ sin maw.
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Suivant ces différents cas, nous poserons:

sit m = 4u + 1, I =am
si: m = 4 -+ 2, In=— b,
si: m = 4p + 3, I = = A
si: m = b, A = bne

Et nous considérerons la fonction :

3 (3) = D) hm 2™

On voit que V est la partie imaginaire de ¢ (2).

Les coefficients de ¢ (2) sont réels. Donc, siz est réel, ona:
V=o

. . ™
z est réel si ¢ = == 5 Donc V est nu\pour ces valeurs.

Soit #, I'imaginaire conjuguée de z.
On a:
V= 2 (z) —9 (zo),
2¢

Appliquons au cas particulier que nous avons déja étudié :

n cos3x
i V =cosge-¥ — —3-—~ =3 - oo
La fonction ¢ (2) correspondante sera donnée par:

S L

o ]

arc tg iz,
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Ona
1
-E ¢ (zy) = 7 arctgiz,
D’ou:
' T \r . .
3 V = arctg iz, — arc ig iz
- g — iz i(zy — %)
= arctg 114z, =arctg 1 — 7z,
_ ig 2¢ Y cosw
=arctg T— =5

36. Fourier cherche & évaluer le flux de chaleur a travers
un plan quelconque paralléle au plan y = o.

En appliquant la formule générale qui donne le flux on a:

Dans le cas particulier que nous venons d'étudier :
T

dQ = 4%{ (coswe=¥ — cos 3we=3¥ 4 .....)dw

/T
2
AK K
=—[s1nwe y_s1n3oce w4 ]z
3
SK e—s'/
K[ 4 ]

Silon veut avoir la dépense totale de la source de cha-
leur, il faut prendre le flux pour la base y = o.

Mais on voit que, dans ce cas, la série est divergente. Donc
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la dépense totale de la source est infinie. Ceci tient & ce que
la base est maintenue & la température 1, tandis que les faces
latérales sont maintenues a la température zéro.

Y S e

Ay

B Ay

— - g
) 2

Fic. 14.

Entre les points A, et A, infiniment voisins, mais pris I'un |
sur la base, 'autre sur la face latérale, la différence de tem-

pérature est finie, et il y a ce que Fourier appelle une cata-
racte de chaleur.
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CHAPITRE IV

. SERIE DE FOURIER. — THEOREME DE DIRICHLET

87. Dans les considérations précédentes nous nous
sommes servis de fonctions supposées développables en série
de Fourier.

Nous allons indiquer maintenant des conditions trés géné-

rales sous lesquelles ce développement sera possible.

Condition de Dirichlet. — Nous dirons qu'une fonc-
tion f(x) satisfait & la condition de Dirichlet, lorsqu'elle
peut 4tre regardée comme la différence de deux fonctions

dont chacune reste constamment finie, et n’est jamais crois-
sante.

Chacune de ces deux fonctions peut toujoﬁrs étre sup-
posée positive. En effet, soient £, et /, ces deux fonctions,
et soit — o la plus petite valeur qu'elles peuvent prendre.

On prendra alors:

r@ = [fi(@) + o] — [fa (@) + o]
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Nous allons montrer qu'une fonction, qui n'a dans un
intervalle donné qu'un nombre fini de maxima et de minima,
satisfait &la condition de Dirichlet. Supposons, par exemple,

que la fonction présente un maximum et un minimum.

af-----f

) b

Fic. 15.

Appelons B et C le maximum et le minimum, et soient &
et ¢ les valeurs de o correspondantes. '
Soit « une constante. \

Dans le premier intervalle (@, 4) nous prendrons:
fi=e h=o—T.
Dans le deuxiéme intervalle (8, ¢) nous prendrons:
fi=e+[f—B fy=a—B.-
Enfin, dans le troisiéme intervalle (¢, d):
fi=e+C—B f=e+C—B—r

On voit que les fonctions £, et 7, ainsi définies ne sont
jamais croissantes dans l'intervalle a, d, et, de plus,on pourra
prendre o assez grand pour qu’elles soient positives dans
cet intervalle.
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Si deux fonctions satisfont A la condition de Dirichlet, il

en est de méme de leur somme ou leur produit.

Soit f = A — B:

[f=C —D.
Ona:

f+r=@A+C—B+D)

et les fonctions (A 4 C) et (B -} D) ne sont jamais crois-
santes. '
De méme, on a:

f. = (AC 4+ BD) — (AD 4- BC)
On voit encore que les deux fonctions:
(AC+BD), (AD - BC)

ne sont jamais croissantes.
Une fonction satisfaisante & la condition de Dirichlet peut
étre discontinue.
Soit: .
fr=r—rn
On a:

fie+h <fi(@ s k2>o

et £, (@ - k) croit quand % décroit.

Donc £, ( -}- &) a une limite quand % tend vers zéro. De
méme, /; (@ — k) a une certaine limite quand % tend vers
zéro. '

La limite de £, (@ 4 k) est inférieure ou égale a f, (x),
celle de /, (x — %) est supérieure ou égale a £, ().
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Si ces deux limites sont égales, elles sont égales &7, (),
et la fonction est continue pour la valeur .
Ona:

[k =/fle+h)—fil®+
fle—h=fil@—h—[f@—h

Ce qui précéde montre que f (# -} &) et f (« — &) tendent
vers des limites déterminées, quand % tend vers zéro; ces
limites peuvent étre différentes; si elles sont égales entre
elles et égales & £ («), la fonction f («) est continue pour la

valeur .

88. TukoriMe, — St une fonction f () salisfait & la con-
dition de Dirichlet dans Uintervalle (— =, + =), elle pourra
élre représentée dans ce méme inlervalle par une. série de
Fourier, ¢’est-a-dire que 1'on aura :

: N\ ’
1 ™ T

n f{x) = —ff(z)dz + Z cosmxff‘(:) cosmz dz
2J Iy -7

-+ E sinmwjl;(z) sinmz dz

11 faut, d’abord, établir I'existence des intégrales qui expri-
ment les coefficients. ‘

Nous allons, d’abord, montrer qu'une fonction qui n'est
jamais croissante est intégrable.

Pour cela, reportons-nous a la définition de I'intégrale.

Considérons une fonction f(x) définie dans l'intervalle
deaad.

On insére entre a et & des valeurs intermédiaires :

@y g oo Xpy
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58 SHERIE DE FOURIER. THEOREME DE DIRICHLET
et on pose:

Sy =x—a

8[ =& — Ti—

3h =0 — m,,

Soient M; et 7; le maximum et le minimum de / () dans
Tintervalle 3;.

On forme les deux sommes :

S =M3, 4 My, + ... + M3; 4 ... 4+ M3,
s=md 4 mySy + ... +md; ... Fmy3,

On démontre que, lorsque les intervalles 3 tendent vers
zéro suivant une loi quelconque, S et s tendent vers des
limites fixes L et Z.

Pour que la fonction soit intégrable il faut qu'on ait:
L =l

Supposons que, dans l'intervalle (@, ), f (#) ne soit jamais
croissante.

On aura alors :
M; = 7(@i-4)
. my = [(a5;)

Donc :

S —s= Y [Pler-) — £{@)] &

Comme la loi de formation des intervalles est quelconque,

prenons:

O
I
*

On a alors:

S —s=3[f(a) — / (B)].
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Quand » croit indéfiniment ;
lim (S — s) = o.

Dong, la fonction f(z) jamais croissante est intégrable,

Si une fonction satisfait & la condition de Dirichlet, elle
est la différence de deux fonctions intégrables; donc elle est
elle-méme intégrable.

Les fonctions sin mz, cos mz satisfont 4 la condition de
Dirichlet.

Si done f{#) satisfait a la condition de Dirichlet, il en sera

de méme des produits:
f(2) cos maz, 7 (%) sinmz.

L'existence des intégrales qui figurext dans la série est

donc démontrée.

89, Considérons:

Sn =‘/?‘(z) am dz

ol I'on a posé:

1
=3 -} cosw cosz + ..... -} cos max cosmz

—+ sinz sinz 4 ..... -+ sinma sinmz

d'ou:
Om = % -+ cos (¢ — @) 4 cos2 (2 — @) }-..... F-cosm (z —2).

Posons:

F—w=y.
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60 SERIE DE FOURIER. THEOREME DE DIRICHLET

Multiplions les deux membres par 2 sin%, on voit quel'on a:

2m + 1

20/ sin ‘g = sin —5— y.
Posons alors:
i
mtg=p
P S &%'
2 sin 3
D’ou:
T . (
sinw(z —
Sn=| £(3) ’*(z_w d
—x  2sn

x étant compris entre — = et -}~ =, partageons l'intervalle

d’'intégration en deux parties :

[

Transformons la premiére intégrale en posant:

3= —Y.

Elle devient:

'n:?-x . " T+ & .
ffw~—.1/! Sin py dy :f!/f(w—!/) sin wy dy.
0

25in’g 0 ?.).sing y

Pour la seconde intégrale posons:

z=a-ty
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elle devient:

T—
X sin y) sin
fﬁ +y)sinuy p _ (ylle+ ) singy )

0 e 2

2 sm Y sin%

On a done pour S,,:

'n:—x
S fy ) sin Et/d 1 yf‘gw—y)smuyd

Y ¥ y
0 25m2 0 .‘Zsm2

Nous avons & chercher la limite de S lorsque m croit

indéfiniment.

40. Pour cela, nous allons, d’abord, étudier I'intégrale:

J=f?(y)§n7/&ydy\
0

4 (y) satisfaisant & la condition de Dirichlet.

Considérons lintégrale définie =,

H=] — dy.
foy y

Nous allons d’abord démontrer que H est finie.
Remarquons que le numérateur sin py change de signe

pour les valeurs suivantes de y:

Divisons le champ d'intégration en intervalles partiels et
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62 SERIE DE FOURIER. THEOREME DE DIRICHLET

posons:

x
,

sinpy dy

B, =
0

glt
i
Yy
x
®

3n

v
sin
Bs = f ——y“y dy

Les quantités B sont évidemment toutes positives; de

plus, elles vont en décroissant, comme on le voit aisément

en considérant la courbe représentée par I'équation :

.= sn;/ wy

De plus, B, tend vers zéro quand » croit indéfiniment.

2z

IR

3T 4T
v

aﬁ/_\

° \_/ \

Fre. 16.

On voit donc que H peut se représenter par une série
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alternée:

Nous allons démontrer que les B et, par suite, H sont indé-
pendants de p.

Considérons, en effet :

(n4-1) T "
f sm E d
E

[I.
Posons:

by =2

L’intégrale devient :

W4 AW, '
sinz
— dz
~ y4 \
Y nr

Elle est done indépendante de .
De plus, si on pose:

Hgk...q = Bl —_— Bz + B3 — seses + sz-—l
Hgk == B4 — B2 + ..... + ng_4 —_— B2k

Ona:
Hz_k < H < Hopy

Revenons al'intégrale J et supposons, d’abord, ¢ (¥) cons-
tamment décroissante et positive, La fonction & intégrer

change de signe pour les valeurs:

n 2% i

—y ——yg *evas

B e
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) étant le nombre entier tel que:
M<a<o+u1
* (o

Posons, de méme que précédemment ;

z
sin
M= el =4
o
2
— Al — ) smEyd
= Y
W

On voit aisément que les A sont positifs et décroissants
et que 'on a:

Yo < 3 < Jop—y

Considérons I'une quelconque des quantités A, par exemple

3
n )
sin
A= o) = dy
2
,L
#(y) reste compris entre ¢ (2—5) et o (3?")
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On a done:
| il
2 * sin
A3<<9(‘E> = 4y
Bl o Y
v
i |
3 # sin py
A, > —) 22 gy,
3 ?(P‘,% v Y
p

ce qui peut s’écrire :

3n 2
I\ B, < A, < (—)B
‘P(M) 3 << fig ¢ n '3.

Si croit indéfiniment, on aura & la limite, en appelant
¢ (¢) la limite de ¢ (), quand « tend vers zéro par ses valeurs
positives \

lim A; = ¢ (¢) By

ot d'une fagoh générale:
lim A, = ¢ (¢) B,
_ On en conclut :
lim Jot1 = 7o) oo

lim J2k = q;(e) Hgk

p.=°°
Je dis qu'on peut trouver g assez grand pour que I'on ait :

13— He ()| <m

v, étant aussi petit que I'on veut.

On a, en effet :

J—Hy (e) < Jagms = Harp (e)

PRQPAGATION DE LA CHALEUR.

w«
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ce qui peut s'écrire :

V J — Hg (¢) < [Jor—1 — Hyy ¢ ()] + Bueo (e).

On peut prendre % assez grand pour que B soit aussi

petit que l'on veut et, par conséquent, pour que l'on ait:

Bag (¢) < %

- et, & étant ainsi déterminé, on pourra fondre w assez grand

pour que:

| et — Hur 3 () < 3
D'ou: '
J—1Tlg () < n.
On démontrera de méme que:
He () =T <
en remarquant quel'on a :
Hy () — ) < Mazoyg (¢) — Jog. ’

Le raisonnement qui précéde montre que:

limJ =¢ () H
am ¥ =¢ ()
Si la fonction ¢, sans étre décroissante, satisfait 4 la con-
dition de Dirichlet, il en sera encore de méme.

41. Revenons & la fonction S, :

T2 ] T+ )
S, = [Ylety)singy , o (yr@—Y)sinpy ,
o 2sin % y o 2sin 1—; y
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Les fonctions : YL &+¥ o wle—y

.Y .Y
2sm2 ‘ 2s1n2

restent finies et satisfont 4 la condition de Dirichlet.
Appliquons les résultats précédents :
Les valeurs limites des fonctions précédentes quand y tend

vers zéro sont respectivement : .

et:

On a done:
lim S = H[f (@ 4 ) + 7 (@ — e)].
Sila fonction est continue:
lim S,, = 2Hf (x)

H est une constante. Pour la:déterminer, faisons f(x) = 1;

on a, en se reportant & la série de Fourier :

{ 5

H=

OIR

Donc:
C imS.=Iret e
et, si la fonction est continue :
| lim S,, = = /().

42, Exemples divers. — Reprenons l'exemple que nous

avons considéré.
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Nous avons obtenu :

cos3z , cosbx
cosy — — + 5

T
T4
quand:

T T

La valeur de cette série est — E quand :

g —ﬂ<m<—-’;
ou:
g< & < .

Voyons ce qui se passe au voisinage de & = g

Si: w=7—e
ona: f(w)z’i
et si: w:%{-e ’
ona: f(x):-’i-

Done, d'aprés ce que 'on a vu précédemment, la valeur de
la série pour x = 3 doit étre zéro, ce que I'on vérifie immé-

diatement.

Cherchons comme autre exemple le développement de la

fonction «. C’est une fonction impaire, donc le développe-
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ment ne contiendra que des sinus et 'on aura:

+ 7
"y :fz sinnz dz.
-7

T
> z cosnz |* cosne
"y = — | ——— | + | — d=,

n — n

- .

an = __1n—|_.
p= (et s

On a donc le développement:

quand : \
—_—rl 2T

Quand x augmente de 2x, la série ne change évidemment

pas de valeur; on a donc, en appelant y cette série, pour:

< o< 3,
x
y=g—m

pour:
3 < @ < B,

Y =0§0‘— 2= ... etc. ..,

Nous allons étudier une série analogue a la précédente :

cosx cos2x |, cos3x
T 2,+ 3

et pour cela nous allons considérer d’abord la série ima-
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ginaire :

el e?ix edix

T2 T
Cette série représente, comme on le sait, la fonction:
L1 + e®)

pour toutes les valeurs de # qui ne sont pas des multiples
impairs de =.

La partie réelle de cette fonction est :
Li1l+4¢*]=Ly242cosa = LQCOS;

On a done, pour toutes les valeurs de o qui ne sont pas

des multiples impairs de = :

2 cosx  ¢os2x |, cosdw
L2cosﬂ-_. - + 5 —

1
Dans la série qui donne le développement de X changeons
xenw—x, On aura:

m— sing | sin2 , sin3x
9 = 1 + 9 D 3 +"‘v N

le développement étant valable entre 0 et 2x.

La série L 2cos g devient, par le méme changement:

cosx  ¢os2x

cette formule étant valable entre O et 2». La convergence

ne peut pas étre uniforme au voisinage de x = 2k, car
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chaque terme est une fonction continue, et la série éprouve
en ces points une discontinuité ; mais on peut se demander
si la convergence est uniforme pour les valeurs autres que
ces valeurs singuliéres. Pour traiter cette question, rappe-
lons un théoréme d'Abel. ' ‘

48. Théoréme d’Abel. — On congidére une série :

¢ ==ty -ty oty et

que l'on suppose convergente ou simplement oscillante.
Si la série est convergente:
lim (¢, 4 p — 6,) = 0,
quel que soit p, quand n croit indéfiniment ; on peut donc
prendre n assez grand pour que:
| Sntp— On | < Pry’

pn 6tant une quantité aussi petite que I'on voudra.
Dans le cas d'une série oscillante, on peut écrire la méme
inégalité; mais p, ne représente plus une quantité infini-
ment petite ; mais c’'est une quantité finie.
Considérons une suite de nombres positifs décroissants et

tendant vers zéro :
%yy Ggy oo . Up eee
_je dis que la série:
a vy + auy oo - ant, 4

est convergente.
Pour le démontrer, nous allons chercher une limite supé-

rieure du reste,
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On a:

sn+p'—s11=°'«n+|un+4+--- +“ﬂ+p Unip

le second membre peut s'écrire :

Uty (Gnsy — 62) F- ... + ansp(nsp — Onip-y)

ou bien encore:

%ty (Fnty — On) G %t [(Gnsg — 6n) — (6n+4 — 6n)] + ...

oot p (Onsp — 02) = (ns pmy — 02)]
ou !

(On +4—0n) (2n 44— %nt0) + (Sn+9—05) (Bnsg— %nss) +

v F(n4p—1— 0n) (@n4p—y — @nsp) F (Sn4p— 0n) tnsp

Toutes les différences des « entre parenthéses sont posi-
tives. ' ‘

Si on remarque que :

{ontp —6n| < pn

quel que soit p, on voit que la quantité précédente est infé-

rieure en valeur absolue & :

pn (%41 — dnsg) F (Onsg — tnug) = oie 24y

donc:
' Sn+p — S, I < Pntn+y

Si n croft infiniment, S,,, — S, tend vers 0,-donc la

série est convergente.

t

44. Applications du théoréme d’Abel. — Supposons
d’abord que I'on ait:

Uy = enix,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



APPLICATIONS DU THEOREME D’ABEL 73

On aura dans ce cas:

Ontp— Op = enix [ela: _l_ e'“'-’-”'—}- . _|_ epix]
el _ elp+i)ix

1 —e®
1 — eri®

— egnix

— plr+i)ix .
— e ) p—r

On voit que le module de cette quantité est égal acelui de:

in 22
smc)

-

sin z
2

qui est inférieur au module de:

1
sin "f.
5
On peut donc prendre:
. 1
T a2l
l sin é l

Cette quantité sera finie pour toutes les valeurs de & qui
ne sont pas des multiples pairs de =.
Donc, en multipliant les termes par les quantités positives

et décroissantes :
-a.‘, Lg oo %Lpese

on obtient une série convergente, sauf pour les multiples
pairs de =.

On arrivera aux mémes conclusions avec les séries:
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qui sont respectivement les parties réelles et imaginaires
de la série:

-
2 emix

Si on prend deux quantités x, et 2, comprises entre o et

2r et que l'on fasse varier  de maniére que l'on ait:
0 <y << oy < 2n

on pourra trouver une quantité M indépendante de a telle
que Pon ait toujours entre ces limites:

A

On voit donc que la convergence sera uniforme entre x,
et &, ; le reste est donc inférieur &:

NICLn+ 1

: 1 . (.
En supposant «, = Sy on obtient les séries que nous avons
déja étudiées :

sin nw
L 2 n
, cos nx
S, = 2 =
45. En faisant:
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on obtiendra de méme les séries:
( sinnx
S, =
cos nw
si= 3 e
( 2 n2

sinna
5=

nd
v cosna
[
S3 =/ nd

S, et S sont uniformément convergentes. En effet, les termes

sont respectivement inférieurs & ceux de la série:
1 1 1

qui est absolument converéente et dont les termes ne dé=-
pendent pas de a.
Donc S, et S; représentent des fonctions continues et pé-
_riodiques. '
Il en sera évidemment de méme des séries S,, S, etc.

Cherchons la dérivée de Sy. On a:
dS, _ g cosnw o,
de E n S‘

mais, pour que ceci soit légitime, il faut que la série obtenue
par la différentiation soit uniformément convergente; c’est
ce qui a lieu pour la série S;, comme on I'a vu, sauf pour
les valeurs singuliéres @ = 2km.

On aura, sans restriction:

Sy _

T 3, ete....
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. o d?s . .
. mais la dérivée seconde Ew—’a est discontinue pour = 2Kn.

Considérons maintenant une série de la forme:

S= 2 P, cosnx

dans laquelle P, représente un polynéme en -:-‘ :

)\
nP +np+4 + - np+q

Pn =

En conservant les notations ci-dessus, la valeur de 1a série
sera:

(1) S=28p + Xp+iSpss + oo + 2o gSpuq

Prenons maintenant la série :

2 a, COSnm

dans laquelle a, est supposé développable suivant les puis-

1
sances de —+
n

ane= 2l g by deny

p =2 o g e

A
R"___;%J‘__'_...

\

de telle sorte que I'on aura:

an=P"+Rn
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et la série sera:

Z P, cosne 4+ Z R, cosnx

La premiére de ces deux séries, en vertu deI'égalité (1), est
continue, ainsi que les dérivées jusqu’a I'ordre (p — 2) inclu-
sivement; la dérivée d'ordre (p — 1) est discontinue pour

o == 2k=, On a:

k

IR,,|<'nq—+]

k étant un nombre fixe. La série :

k

;q—i-_l COS nw

.est uniformément convergente, ainsi que les séries auxquelles
conduisent les ¢ — 2 premiéres différentiations.

Il en sera donc de méme de la série:

Z R, cosnz

de sorte que les dérivées de cette série sont continues jus-
qu'a I'ordre (¢ — 1).
Donc la série:

E ay COS N

a ses dérivées continues jusqu'a l'ordre (p — 2) inclusive=

ment, et se comporte comme les séries:

S, e S,
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Supposons maintenant :
ay = ), COSNY

A, étant développable suivant les puissances de ’1—1

On pourra considérer la série donnée comme la somme

des deux suivantes :

2%00571 (z — 9) —|—2%cosn(w+¢).

La premiére ne peut avoir de discontinuité que pour:
= 2kr 4 g9,

et la seconde pour & = 2&n — .

Mais cela n'aura .lieu que sile développement contient
1
un terme en -*
n
De méme, si l'on a:
@n = My COSNY 4, sinng + X} cosng’ + ) sinng’ 4 ...
il ne pourra y avoir de discontinuité que si l'on a:
w==2nt o ou @ = 2kn 2= ¢'...0
46. Supposons maintenant que I'on ait :
Ciu == “ue-m

t étant un nombre positif, et «,, étant tel que:

I¢1x|<k-
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La série:
Z a, COS nx

est une fonction holomorphe de .

En effet, on peut I'écrire :

\! % i | %y ;
4 e-n¢+mz 2 = e--nt—-mx.
X3 T3

Ces deux séries sont des fonctions holomorphes de a.

Done leur somme est aussi une fonction holomorphe de a.
Considérons maintenant, d'une maniére plus générale, la
série :

2 ¢n (t) cos nx

en supposant ¢, (¢) développable suivant les puissances
croissantes de ¢.

Soit:

g (£) = a8+ abt - a2 oo+ a2 + ...

Cette série est-elle une fonction holomorphe de ¢?
Cherchons, d’abord, si I'on peut grouper les termes qui
contiennent une méme puissance de £

Cela pourra se faire si la série:

Z 9n () cos na

est absolument convergente; ce qui aura lieu, par exemple,

ALY

si la série:

est convergente.
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Supposons en particulier:

vz (b

et supposons que l'on ait:
Ay
g () = A, + + ..... + =F4 ...

Ay Ay, Ay, A, étant des fonctions de ¢ développables
suivant les puissances croissantes de ¢.
Pour que le terme général tende vers zéro, il faut que I'on
ait ¢
A, =o.

Nous supposerons, d’abord, que I'on a aussi:

A =o

On aura :

EIIAC N

Supposons cette série convergente pour:

S e

<o 1< y.
Alors la quantité:
Byery”

doit tendre vers zéro, donc on peut trouver un nombre M tel

que:
| Bg lafy? <M
M
| p}) l < “pYQ
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Donec, si la série:
& /ANP /E\Y
PPN (a—n) (Y)
est convergente, la série :

EZZ pL <;—t>l) 9 cos nx |

sera absolument convergente.
Sommons la premiére de ces séries.

Effectuons d’abord la sommation par rapport & ¢. On a:

1\” ¢,
OO (JL) [1 +it 5
¢'est-a-dire :

23w () —

' Sommons par rapport a p, on a:

o.M [t 1

Elmitas ]
; .

1

2 a?n?

(=903
Y an

Cette série est convergente, car elle est comparable & la

série:
1, 1
1_|_.2_§_'_... +;ﬁ+"'
PROPACGATION DE LA CHALEUR. ]
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.. . . 1 .
Ainsi done, si ¢ (¢) ne contient pas de terme en > la série:

Z ¢n (t) cosnz

est une fonction holomorphe de .
~ . 1-
Supposons que ¢, (¢) contienne un terme en ,,) 01 posera:

$n = %" + $n (t)

et la série deviendra :

cos na
A, E . -+ 2 U, () cos na.
On voit que la série est encore une fonction holomorphe

de ¢, puisqu’il en est ainsi de A, et de E {, cos nx, et que,

d’autre part, le coefficient E % est indépendant de ¢.
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CHAPITRE V

PROBLEME DE L’ARMILLE

47. On appelle armille un fil de trés faible section, for-
mant un circuit fermé. On se donne la distribution initiale
de la température dans I'armille, et 'on demande quelle sera
cette distribution quand on aura laissé l'armille se refroidir
librement pendant un temps quelconque.

L'équation du mouvement de la chaleur dans un fil est,

comme on I'a vu :

dVv 2V
aet k étant des constantes, et # représentant la longueur du
fil comptée suivant son axe & partir d’'une certaine origine.

On a vu qu’en posant :

V =Ue =
I'équation se réduit a :

dU _ , &'

dt dac?
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Choisissons 'unité de longueur de maniére que la lon-

gueur de l'armille soit 2x, et I'unité de temps de maniére

que & = 1.
On aura alors :
dU d*U
2 o* = da

U doit étre une fonction périodique de « et de période 2x.
L’équation différentielle doit étre satisfaite pour les valeurs

positives de ¢; et pour ¢ = o on doit avoir :
U=r(a)
[ () étant une fonction donnée.

[’équation différenticlle (2) admet comme intégrales par-

ticuliéres :
u = cosnx e—"*

u = sinnwx e—"%,

En effet, on a pour ces deux cas:

du 2

@ =
d*u

dgh = — "

11 résulte de la queo:

U= Z @y COSTE e~ | Z b, sinnx e-n*
sera aussi une intégrale de I'équation (2).
La fonction / (@), qui a pour période 2, peut se dévelop-

per par la séric de Fouricr. Soil :

(@) = E (an cos na - b, sin na).
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Considérons alors :

U= Z Qn COSNZ =" L 2 b, sinnwe-n?_

En posant:

Un = Qn COSNET + b, Sinng;

U= Z U=,

48. Nous allons vérifier que U satisfait aux conditions de

ona:

.

I’énoncé.
La série qui représente /() est, par hypothése, conver-

genie. Donc:
| an cosne 4 b, sinnz | < £,

% ¢tant unc constante, ot ceci a lien quel que soit x; en

. . . . K
particulier, en faisant successivement x == 0 et & = -» on

2

voit que:
|aul<k Ibnl<k.

Nous allons démontrer que, pour ¢ >0, U est une fonction
holomorphe de « el de ¢.

Nous avons vu que les séries :

E o, COSnxp,
Z &, Sinna.

représentent des fonctions holomorphes de @, siona:
Van | < ke,

¢ étant un nombre positif.
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Or, la série U se compose de deux autres satisfaisant évi-

demment & cette condition, car on a :
l an e—n%t l < ke—nt,
l b e—nlt l < ke—nt,
puisque l'on a:
lan | < % | 00 | < R

Done la série U est une fonction holomorphe de .

Changeons ¢ en ¢ 4 A, on aura :

U= E Upe =P+ R,

Supposons ¢ > o, et prenons % assez petit pour que:
t—h > o.

U est alors développable suivant les puissances crois-

santes de 4. En effet, on a:

— nip\e
e—rﬂ{t+h; —_ e—net 2 (_nl_h)_.
P

U=YY ue-n ﬁ—Tn;hE.

Nous avons ainsi U mis sous la forme d’une série & double
entrée que I'on doit d’abord sommer par rapport a p, et ensuite
par rapport a n.

Je me propose de montrer que U est une fonction holo-
morphe de %, et pour cela de développer U suivant les puis-

sances de 2. Cela revient & changer 'ordre des termes de la
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séric, en les ordonnant par rapport aux puissances de A,

c’est-a-dire & sommer la série d’abord par rapport a n, et
ensuite par rapport a p.

Pour que I'on puisse ordonner la série suivant les puis-

sances croissantes de %, il suffit que la série soit absolument

convergente. Or, le terme général est moindre en valeur

absolue que celui de la série:

—ngt.(ni)’)f
EZ ke P!

qui est convergente; en effet, elle est égale & la série:

—n2(t —
Eke nat h),

et I'on a par hypothése:

t—h>o.

Donc, d'aprés ce qui précéde, U est une fonction holo-

morphe de « et de ¢ pour toutes les valeurs positives de .

49. Nous allons démontrer maintenant que U satisfait &
I'équation (2).

On a:

%tll = Z — n2u, e—n%,

2
q_U — — n2y, e—nk
dwg n *
Pour que ces séries représentent véritablement les dérivées
de U, il faut qu'elles soient uniformément convergentes.

Quel que soit ¢, nous pourrons prendre ¢, assez petit pour

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



88 PROBLEME DE L’ARMILLE

que l'on ait :

O<lo<t.

On voit alors que le terme général de la sévie précédente
est plus petit en valeur absolue que:

n?ke-—nito

qui est le terme général dune série convergente dont le
terme général ne dépend ni de « ni de ¢.

dU  d*U
Donc— et -~ sont bien représentées par la séric:

2_ n2u”e_“2t.

On en conclut aisément que la fonction U satisfait a
I'équation différenticlle.

Reste & savoir si U se réduit & /() pour ¢ = o, c'est-a-
dire si, quand ¢ tend vers zéro, U tend vers f (). Ceci n'est
pas ¢vident, puisque nous ne savons pas si U est holo-
morphe pour ¢ = o.

Appliquons le théoréme d'Abel a la série /' (), en prenant :
ay = e- "%, Up = @y COSNE -+ b, sinna.

Le reste de la série ainsi formée, qui est précisément la

série U, sera tel que:
| Ra ' < Pne_("-H)at
et comme on suppose { = 0:

anI<Pn

Or, la série Zu, étant convergente, on peut prendre n
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assez grande pour que p, qui, d’ailleurs, ne dépend pas de
t, soit aussi petit qu'on veut. Donc la série U est uniformé-
ment convergente par rapport & ¢ ; la somme de cette série
est donc une fonction continue de ¢. Or, pour ¢ = o, elle se

réduita s (). Donc, quand ¢ tend vers zéro, U tendvers 7 ().

50. En général, pour ¢ == o, la série ne sera fonction holo-

morphe ni de « ni de ¢. En effet, pour = o, on peut se donner

. arbitrairement la fonction f (x) ; par conséquent, elle peut

dtre discontinue, et U ne sera pas alors une fonction holo-
morphe de 2.

Pourvoir que U n’est pas, en général, fonction holomorphe

de ¢, choisissons 7 () de fagon que l'on ait:
|
flz)=o pouro <z < mw

f (x) ayant des valeurs quelconques quand @ est compris
entre — = et 0.

Pour ¢ > o0 on ne pourra plus avoir une telle distribution,
c'est-4-dire qu'il ne pourra pas arriver que U soit constam-
ment nul dans un intervalle fini, car on a démontré que
U était alors une fonction holomorphe de «, et onsait qu'une
fonction holomorphe ne peut étre nulle dans un intervalle -
fini, si petit qu'il soit, sans étre identiquement nulle.

L'équation différentielle:

dU _ 40

dt — da?

nous donne, par différentiations successives:

#U_ a&U
A2 T da? dt

BU  dU
dt do® — da®
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D’oul'on tire:

#U _ iU
dir — dx?
et, d'une fagon générale:
arQ _ d2°y
der — dxtr

Remplacons dans ces équations ¢ par o, et & par une
valeur comprise entre o et x. Les dérivées par rapport &
o seront nulles, puisque / (x) reste constamment nulle dans
cet intervalle ; il en résultera que les dérivées par rapport a
¢ sont aussi nulles.

Si donc U était une fonction holomorphe de ¢ pourt = o,

elle serait développable au voisinage de ¢t = o, ¢t on aurait:
U (2UY o (20 2
U =T+ <d¢>°‘ + (dﬂ)oi.@. + o

Tous les coefficients étant nuls, U serait identiquement
nul, méme pour des valeurs positives de ¢, et nous avons vu
que ceci est impossible.

Donc, U n’est pas, en général, fonction holomorphe de

¢t pour £ = o.

51. On aurait puse poserle probléme delafagon suivante :

Quelle devait étre la température & un instant t,, pour que,
au temps ¢, > ¢,, la distribution des températures soit faite
suivant une loi donnée,

Mais un tel probléme n’a pas, en général, de solution.

En effet, prenons ¢, = o, on a ¢, < 0. La solution, si elle
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existait, serait donnée par la série :

U= Eu,,e'"g‘o

qui n'est pas convergente en général dans ce cas.

52. Expression de U par une intégrale définie. —
Nous avons trouveé :

oo — [FleLez

2

-
X3
Z) cosneg
o, — [[Z)eosnz
7::
. -7 .
T 3
Z) sinnz
5, = [ L)sinne
T
-7

Remplacons dans la fonction U ces coefficients par leurs
valeurs ; on aura :

AT
U= |2z g
2x
-
en posant:

3) Ce=1 42 2 cosn (@ — z) e—n3t

On reconnait ici la fonction ® de Jacobi, dont les pro-

priétés sont connues.

53. Nous allons transformer la fonction U en nous ser-
vant des propriétés de la fonction @. Les fonctions ® peuvent
se mettre sous une infinité de formes différentes. On passe

de I'une a l'autre en passant d'un systéme de périodes a un
autre équivalent.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



92 - PROBLEME DE L’'ARMILLE

Par exemple, en permutant les périodes, on obhtient des
formules de transformation dont nous allons faire usage.

Adoptons les notations d’Halphen.
Soient : u la variable indépendante, 2w et 2w’ les périodes.

On pose:
v ° o’
) T = —
2w ®
q — ei-n:r’ z = ei'rw
+00
93 — Z qn2 Z22n
—0

=142 2 q"* cos 2w

Pour passer de cette fonction & la fonction ®, qui entre

dans la formule (3), il suffit de poser:

g=-e"t o—z=2v

Halphen démontre I'identité suivante (') :

i o2 —
‘33 (’D l T) = \/é e—imT -53 <§ ———T_l>

Posons maintenant :

ine —i
z‘:efv q|:e

e

On a alors :

33 (;:_ —:ri) — 2 q‘ﬂ‘ z'm

(1) Fonctions elliptiques, tome 1. page 264.
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Pour revenir a la fonction ®, on a:

—t=1in7

ViV
u-—\/ e

D'ou:

Done:

ww? nn z-n:v
A:-—-————-—
4
Comme on a:
— ! = 177, x— 2z =2
ona:
2 ( —z—92 2
™ € z nT
A=—=— v-——-nz-—'——————)—
=7 ) 4t
* On a done:

@ @._\/'g

On voit donc que la fonction ® qui figure dans U peut se

mettre sous la forme de deux séries différentes (3) et (4).

—2/m'2

La premicre converge rapidement quand ¢ est trés grand,

et la seconde quand ¢ est trés petit.

54. Nous allons vérifier directement que la fonction U,
exprimée au moyen de Ia fonction ® prise sous la forme
(4), satisfait aux conditions du probléme.

Pour voir que U satisfait a I'équation différentielle (2), il
sulfit de voir que chacun des termes de © satisfait a cette

équation.
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On voit facilement qu'il suffit de vérifier que la fonction:

satisfait & I’équation (2).

En effet, on a:

du 1 -3 -2 g2 2
—_ =S f%¢g ¥ 25 g 4t
dt ¢t T e
1
u__ Ltz o
de™ 2 teh
du R W B
- — __ -3t 2 it 2 ¥ 4t
do - 2ble ttiae
Donc:
du _ dhu
de T do?
et 'on o, par suite:
du _ 22U
dt ~ da?

Pour démontrer ce fait rigoureusement, il faudrait établir
que la convergence des séries est uniforme et faire un rai-
sonnement analogue a celui que nous avons fait pour la pre-
miére forme de la fonction U.

Remarquons ensuite que @, et par suite U, sont des fonc-
tions périodiques de @ et de période 2.

Reste & voir maintenant si, pour ¢ = o, U tend vers f(z}.

Ona:

T
[ (s dz
0= [Bosee

-7

Lorsque ¢ tend vers o,les exponentielles contenues dans @
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tendent rapidement vers zéro, sauf celles pour lesquelles
(@ — z — 2nx) peut avoir des valeurs trés voisines de zéro;

ceci n'aura lieu que pour le terme:

gzz \/ . \

Donc la série se réduit a:

fgz! dz \/7: . (z;z)?
) Z'r t :

En posant:
r=w+y

et, remarquant que l'intégrale ne sera différente de zéro que

pour des valeurs infiniment petites de y, on voit que I'on a:

ff__>dye“\/£

Comme on n’envisage que les valeurs infiniment petites

de y, f(@ + y) différe trés peu de 7(x). On peut donc rem-
placer /' (x -4 y) par f(x) et faire sortir £(«) du signe f

On a alors:
= @) -5
\/t 27 fe " ay

Comme ¢ tend vers zéro, on peut donner 4 l'intégrale des

limites quelconques, par exemple : — et | o0, et on a:
- +0
\/?-é%) e“dy-—\/‘f 2 \/mt
o — ).

Donc U tend vers /(&) quand ¢ tend vers zéro.
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55. Nous avons fait choix d'un systéme d'unités particu-
lieres. Nous pouvons maintenant rétablir- 'homogénéité.

Soit 27 la longueur de I'armille. Nous remplacerons partout:

x ar 1‘2
p 7
nz
z par
et:
kit

t par 'l—z

Dans les formules obtenues de cette fagon, nous ferons
croitre Z indéfiniment; et, comme nous le démontrerons, nous

obtiendrons ainsi la solution pour le cas d’un fil indéfini.
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CHAPITRE VI
FIL INDEFINL — INTEGRALE DE FOURIER

56. Nous avons obtenu pour le probléme de I'armille la

solution :
T
U Z\/f—L(z dz @
P
—-T
oulon a:

O=142 2 e=n* cosn(x — 2) -
1

ou bien:
— +o0
- - £ —3—2np)?
N
¢
-—C0

En faisant le changement d’unités dont nous avons parlé,

on obtient :

U= [(3) dz ®
. 20
-1
PROPAGATION DE LA GHALEUR, ‘ A
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et 'on a dans ce cas:

2

Enn
- ne

@=1+2 e ® cos™t(w—2)

ou bien:
—(z—.,—an)-

l
0= \/knt Z e W

Posons maintenant :

~]3

o7
Lo
Il

~1d

On a alors:

27

U _f}(z), ®3q dz
-1

et:
Bd¢ = 8¢ 4 2 2 Sge- k4t cos'q (v — 2)

ou bien:

'r—-.——an

989"‘\/k¢2" o=

Si on suppose que ! croisse indéfiniment, 3¢ tendra vers

zéro, et, comme on doit donner a ¢ toutes les valeurs mul-

tiples de 3¢, on voit qu’a la limite la somme qui figure dans

la premiére des expressions de ®3¢ devient une intégrale, et

Yon a, dans ces conditions :

U ff() AE L
2n

-~ oo
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et on a:
o
lim @8g:2/e—k'l2‘ cos g (x — z) dg.
0

~Dans les mémes conditions, la seconde forme de ©3¢

devient: )
. 7 o=
lim @3¢ = Py bt

Tels sont les résultats obtenus quand la longueur de I'ar-
mille croit indéfiniment ; nous allons montrer que ces for-
mules donnent bien la solution du probléme dans le cas du
fil indéfini.

La premiére solulion a été donnée par Fourier, la seconde

’

par Laplace. .

5%. En identifiant les deux valeurs obtenues pour lim @3¢,

nous obtenons :

#oo T —le=z?
2fe“"‘l“ cosqw—z)dg =\/ e
+0 kt

(]
ou, comme la fonction sous le signe j est une fonction paire:

oo T _(r—22
fe' bt cosqw —z)dg=\/ e * -
oo ki

Nous allons vérifier directement ce résultat. On sait que

T'on a:

Cette égalité est encore vraie si, au lieu d'intégrer le long

de ox, on intégre le long d’une paralléle & cet axe.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



100 FIL INDEFINL. INTEGRALE DE FOURIER

Posons donc, dans la dernicre égalité :

7 =og+ 1

« et B étant des quantités réelles.

On aura :

o0 N i N -
fe—“"l?e—"’“‘/?‘ el o dg = \x.

-0

Egalons les parties réelles:

j‘e—“"‘f" cos 2x8q ¢f* « dg = Vx.

D'ou:
J e~ %1 cos 2Pq . dg = \/; e"_{_s;-
—o o

Posons :

o= Vil

x—z
b= 2 \/I:—t
ona:

w \/: =
e bl cosq (e — 2) dg =\/ e W °
f_ - q( ) dg Wt
C. Q. F. D.
58. Solution de Fourier. — Cette solution repose sur
une transformation de la série de [Fourier.

On a vu qu'étant donnée une fonction 7 (x) définie entre

— = et = par la série: .

[ (@) :;1-: Zl/?ﬁ(z) cosn (@ — z) dz

oa peat, par un changemeat d'unités, la représenter entre
— el 4 L

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SOLUTION DE FOURIER 101

On trouve ainsi:

1@ =33 [ reosF 0~ ) as

ou bien:
[la) = E (a,, cos n—lﬂ @ 4 ba sin HTW m)
avec:
!
ay = ﬂz—) cos 2= z dz,
{ l
-1
! «
by = -@ sin n—;r z dz,

~13
[l
g

et:
a, = 4(q) 8¢,
b,

Il
-
—~
2

o7
bl

On aura :

(@)=Y [4(g) cosgz + ¢ (q) singa] 3¢

et 'on a pour ¢(q) et $(¢) les expressions :

1
¢(q) = f [lz) cosgz 2L da.

~1

! .
Y(q) :/ﬁi)__i&QE dz.

-1
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On congoit done que, si Z croit, on aura 4 la limite la repré-
sentation de la fonction /(2) entre — o et 4~ o0, sous la

forme :

7(@) = [To(q) cos g + y(g) singa] dg,

7(0) = ﬁ(z) sty

00

blg) = f 7(e) S22 g,

avec .

Nous allons voir dans quelles conditions on peut étre

assuré de la possibilité d'une telle représentation.

59. Intégrale de Fourier. — Supposons qu'une fonc-
tion f(«) satisfasse a la condition de Dirichlet, c'est-a-dire
que I'on ait :

Fl@) =r,(=) —fula),

/1 et r, étant deux fonctions constamment finies ne croissant
jamais ; de plus, nous supposerons que, quand « tend vers
+w, 1, et 7, tendent vers une méme limite finie et déter-

minée, de telle sorte que :
lim f(x) = o.

Considérons les intégrales ¢ (q) et ¢ (), nous allons mon-
trer qu’elles sont finies et déterminées . :
Prenons, par exemple :
co

+
7(z) sinqz dz.

oe
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Divisons le champ d'intégration en deux autres : .

0 0 A0 N
J=A)
=Y —o¥ 0
et occupons-nous seulement de l'intégrale :

f}o‘(z) sin gz dz
0

Nous voulons savoir si cette intégrale a un sens, c'est-a-
dire si :

f ;‘(:.f) sinqz dz

tend vers une limite déterminée quand ! croit indéfiniment.
Pour cela, supposons d’abord que f(2) soit positive, ne
croisse jamais et tende vers zéro,quand z croit indéfiniment.
Décomposons l'intervalle d’intégration en intervalles par-

" tiels :
& am
e q7 q
f():fj-f;-
q

f(z) sin gz sera alternativement positive et négative dans
chacun de ces intervalles, et I'on voit, comme précédemment
pour la série de Fourier, que les intégrales vont en décrois-
sant. De plus, le terme général tend vers zéro. Ce terme
est, en effet :

e+
f(z) singzdz.

ni

q

I1 tend vers zéro, car le champ d'intégration reste fini, et

la fonction f(2) tend vers zéro.
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Si nous revenons au cas général o f(z) satisfait & la con-

dition de Dirichlet, on a:

r@=r@—r@
lim £, =lim £, = 9.
D'ou :
f=(f|—?)_(f2—‘?)

(fi — ¢) et (f3 — 9) sont des fonctions positives décroissantes

et tendant vers zéro.
Les résultats précédents sont applicables & ces deux fonc-

tions, et par suite & la fonction f{x) qui est leur différence,

Les mémes considérations s’appliqueraient a 'intégrale :
0 .
ff () singz dz
-0

et aussi & l'intégrale :

/ ;Tz) cos gz dz,

-0

60. Considérons d'une fagon générale :

f;‘o(z) cosq (x — z) dz

0

et supposons d’'abord f(z) positive, décroissante et tendant
vers zéro; quand x croit indéfiniment, cos g (@ — z)s’annule
pour des valeurs de z en progression arithmétique : ,

)
h, hg: h+7;‘---

Supposons que nous remplacions l'intégrale considérée
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INTEGRALE DE FOURIER 105

par:
flf‘(z) cosq (x — 2) dz

et cherchons une limite de I’erreur commise.

La valeur de cette erreur est:

f;‘o(z) cosq (@ — z) dz.

Supposons :
h<l<h -{--;5- .
On a:
@ h+;£ h+2"q_ﬂ '
‘/;' '/; h+?7r

Nous avons une série alternée. Donc, la valeur absolue du
premier terme est une limite supérieure de la valeur absolue
de la série; et la valeur absolue de la différence des deux
premiers termes en est une limite inférieure.

Supposons, pour fixer les idées, le premier terme positif;

on a alors :

am T
ne 2 w ne'y
S <)<
A h h
l . . '
Retranchons partout f , il vient:
A :
4

=L T
ST

- 4
Retranchons du premier membre la quantité f qui
1

L
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est positive, on aura :
n 2 L
+ q o h+ q
S <l <)
T i {
h+q

Congidérons maintenant I'intégrale ;

T
it
ity

j: r(2)cosq (z — ) dz.

. , . . P . T . :
Le champ d’intégration est inférieur & ; et la fonction sous

le signef est inférieure a 7 (). On a donc :

T
hy=
+II

‘[ f@qu@—mck<gf@

De méme, on a:

nt 2T
f(z)cosq(z—x)dz | < gf(l).
LT
q 1
On a donc:
l ﬁ?(z) cosq (x—2)dz | < gf‘(l).

Supposons maintenant que f(z) satisfasse & la condition de
Dirichlet et tende vers zéro quand z croit indéfiniment.

En désignant par ¢ la limite commune de /; et f;, on pren-
dra comme précédemment:

r={ —9) —(f2— o).
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Si nous considérons l'intégrale :

o .
‘./:f (2) cosq (@ — z) dz,
elle s'éerit :
j:(f‘ — @) COS¢q (_a: — zj dz ——‘/;(,“2 — ¢) cosq (@ — z) dz.
On en conclut aisément :

|[7@ cosg @ —2) ds | <Z 07 1D+ (0 — 2]

On trouverait de méme une limite supérieure de l'inté-

grale:
f/:l(z)_cosq (@ — 2) dz.

61. Soit maintenant :

F (9) = ¢ (g) cos gz 4~ ¢ (¢) singw
=f’lz_’:—dz (cos qz cosqx -+ singz sin gw)

-_00

ou, en posant:

= C? cosq (x —’z)

(q) = f_?idz

Nous avons été conduits & l’équation:

—/dq/ cosq(w——z}dz
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ou bien:

r (@) ———ff () dg-

C’est cette égalité qu'il s’agit maintenant de démontrer.

Les intégrales ¢ (¢) et.¢ (¢) sont bien déterminées, comme
on 'a vu; par suite, la fonction I(¢) I'est également.

En réalité, nous voulons démontrer que f(z) est la limite

de 'intégrale double:

‘/:)gquj{dz

ou: .
11 =Z—E§)cosq(w— 32)

lorsque d’abord Z et ensuite 8 croissent indéfiniment.
Considérons cette intégrale double. On peut y intervertir
I'ordre des intégrations, puisque les limites sont finies : ce

qui nous donnera :

(1) f_%zf?ldq
Or: ‘ A
(2) f Fldq _I(2)sinB(x—2)

€X—

Admettons pour le moment que I'intégrale :

Sfaq [ias

est la limite de l'intégrale:

Sin o

quand ! croit indéfiniment.
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En portant ddns V'intégrale (1) la valeur de:

j;?-ldq

tirée de I'équation (2), et faisant ensuite croitre ! indéfini-

ment, on voit que l'intégrale double primitive se réduit & :

+oo
0 [Haspe=s,,

et daos cette intégrale nous devons faire croitre § indéfini-

ment.
On voit que nous retombons sur l'intégrale de Dirichlet.

Divisons le champ d’intégration en deux:
f+w z 0
=)L
Dans la premiére intégrale faisons :
T=x—y
¢t dans la seconde:

= (@+y)

L’intégrale devient :
. 0 "
[ety)singy , (Ll —y)sinby ,
™ Yy T Yy
L : 0

Ce (ui peut s’écrire :

(4) f;o(ac 4+ y) + Fle — v) sin8y 0y
0 n :l/
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Or, on sait que, si a est une quantité positive finie ou

a
. sinBy
¥ =L d
f?() y W

0

infinie :

a pour limite, quand § croit indéfiniment :
k3
5 9(¢)
En appliquant ce résultat a I'intégrale précédente (4), on a:

‘[OZ[fo—(z—)cosg(x_z)dz___.f(w-Fs)-;—f(x—-e)

ki3
—co

Et, dans le cas ou £ (») est continue :

fzqff—‘:(:—)cosq(w—-z) dz = [ (z).

62. Toutefois, il reste & montrer que I'intégrale

/; ?lq f _fidz

est égale 4 la limite de :

S [0

quand il croit indéfiniment, ce que nous avons provisoirement
admis.
Ceci ne présenterait pas de difficulté, si la limite inféricure,

au lieu d’étre zéro, était une quantité positive a.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



INTEGRALE DE FOURIER 1114

Considérons, en effet, la différence :

®) fa b f _iidz — fa %lq f_ll;ldzz fa%lq fl Hdz - fa ?lq f_ -Iildz

Je dis_qu'elle tend vers O quand / croit indéfiniment.

On a vu que :

7@ eosq@—2)as| <217 @+ 0 — 2]

Soit :
wll)=1r O +70)—2.

On sait que o tend vers 0, quand { croit indéfiniment.

On conclut de I'inégalité précédente :
wd:./ 2
[ fliae| <

g>0

et, comme l'on a:

il en résulte :

|f11dz <<
1 [+3
On a done :
B d \ ©
fadqfaﬂdz <Z(—aq).

On aura un résultat analogue pour I'intégrale :

Sl [

Done, comme wtend vers zéro, on voit que la différence (3)

tend vers zéro quand ! augmente indéfiniment.
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On a donc:
j“glq‘/lgzlz = lim (pour = oo)‘/;%/q./‘_ltllldz
=lim [ 2}';. j; Bag = J p I "Hdq.
. —00 -3

Nous sommes donc amenés & considérer I'intégrale :
+ 0o
dz f Bag

et, pour démontrer la formule de Fourier, il suffit d’établir
que cette intégrale tend vers (@), quand « tend vers O et §
vers 'infini.

En effectuant la premiére intégration on obtient :

wz sinf(x — 2z /o“oz sina(z — 2
P dz — o dz.
T -_ T —_

Nous avons déja trouvé la valeur de la premiére intégrale,
et tout revient & démontrer que la seconde tend vers zéro cn
méme temps que a.

En suivant la méme marche que précédemment, on trans-

forme la seconde intégrale en la suivante :

1

f flot o)+ flo —y) sinwy 4,
, Y

0

Or:

f(w-lj?/)+f(00—y)

T
satisfait a la condition de Dirichlet. On peut donc écrire

[lz+y) + fle—y)

=0, () — $a(¥)
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o, et ¢, ¢tant deux fonctions positives décroissanles et ten-

dant vers zéro.

Montrons, par exemple, que:

0

sin «1
: f o (v) y” dy

0

tend vers zéro avec «.

On a, en effet :

o N . . ¥
SIn «y Sin 2y,
. fa.o.(y)—y Ly <] w1 (y) =7 dy

0 0

K®IA

et en posant :
vy =u,

la derniére intégrale devient:
™ 3
u\ sinu
o | =) —— du.
f‘x’l <a> w
0

Quand « tend vers zéro, il en est de méme de ¢,. Done

I'intégrale:

) * sin ay
f wly) =
Y 0

tend vers zéro. Le raisonnement serait le méme pour les

autres intégrales analogucs que 'on a a envisager.

Par conséquent, I'intégrale :

f/‘_iz_)sina(w-—z) dz
™ x—2z

oo

tend vers zéro, en méme temps que o. C.Q.F.D.
PROPAGATION DE LA CIALEUR. 8
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63. Application. — Soit une fonction f (x) telle que :

[(o)=¢e-* ste>o0
[(@) =e* sie <o
7 () est alors une fonction paire.
Donc :
Y(g)=o
et:

™

. 200 ’
. e % cosqz dz
n

0

9 lq) = f?(z) cos gz dz

On voit que ¢ () est la partie réelle de:

0 [e—z”’l“ dz _ 21+ ig.
J, T Txltg?

La partie réelle est:

2 1
Jerd
On a donc:
n o0
Siz>o: se%— | COS 9%
> 9 1+q2dq.
0
: . T oz __ | cosqx
Sie < o: Qze°”~/1_+_q,,olq.
0
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PROPRIETES DE I’ INTEGRALE DE FOURIER

64. Nous allons étudier les deux intégrales:

f v (¢) cos qw dgq
0

\

© .
fo ¢ (¢) sin gz dg

considérées comme fonctions de .
Si l'on avait:

. (g =o
lorsque I'on a:

g>a

la premiére intégrale, par exemple', se réduirait a :

f 9 (g) cos qoo dx

et Pon voit que ¢’est une fonction holomorphe de .

Pour étendre ce résultat, nous allons d’abord étudier l'in-
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116 = PROPRIETES DE L’INTEGRALE DE FOURIER

tégrale :
F () —_—.fq) (q) e'9* dgq.

prise le long d'une courbe quelconque de longueur finie
dans le plan de la variable g.

Nous allons démontrer que I (x) est une fonction holo-
morphe de 2.

Soit L la longueur du chemin d’'intégration, et soit o le
‘rayon d'un cercle ayant pour centre I'origine et comprenant
la courbe & son intérieur. |

Nous supposons g(q) quelconque, mais finie, c’est-a-dire

que l'on a:
lo(g) | <M.
Ona:
elox — Z (_zﬂ" ot
n! )
On en déduit :
F (o)=Y, A"
en posant:

An= | ¢{(9) (iz—), dg.

L

On voit immédiatement que:

ML n
| Ay | < =L

n!

Donc les termes de la série F(x) ont des 'modules infé-

rieurs aux termes de la série qui représente le développe-

ment de :
MLepx,
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Donc la fonction F («) est holomorphe dans tout le plan.

65. Considérons, en second lieu, 'intégrale :

Fy (o) = [glg) o=y

dans laquelle nous supposerons o > o.

Je dis que cette fonction F, () sera holomorphe dans
une région comprenant la partie positive de 'axe des quan-
tités réelles.

Remplacons « par & - 2.

Ona:
09 (@4 h) = g=qx Z (_—gL‘nhﬂ
Done:
Fy (@4 )= Y A
en posant:

—_— n
A= f o(g) o= =W gy,
0
[l ’agit de démontrer que la série TA, k" est convergente
si & est assez petit.
Comme on a supposé x positif, on peut trouver un

nombre positif y tel que:

oLy <ua

Or,on a:
_ _1 q'ly?l
v = X 0T

d’ou I'on déduit, tous les termes de cette série étant positifs:

g" ety
nl < v

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



418 PROPRIETES DE L'INTEGRALE DE FOURIER

On a done:
| Au | <fMe-w—e—qf,’dq
0 K
ou bien:
M 1
An -

On voit donc que les coeflicients des puissances de % dans
le développement de F,(z 4 %) ont des modules inférieurs
aux termes de la série :

M 1
Ew—yﬁ

Donc la série F, (x - %) est convergente si l'on a:
[R) <y
66. Nous allons appliquer les résultats précédents a
'étude de Vintégrale :

-]
f ¢ (g) €= dg

0

en supposant & positif et en supposant aussi que ¢ (g) s'an-
nule lorsque ¢ croit indéfiniment, ¢’est-a-dire que l'on a,

lorsque ¢ est suffisamment grand:

?M=ﬁ+%

¢ Tt

La fonction ¢(g) pourra avoir a distance finie un certain
nombre de singularités. Soit L un contour passant par I'ori-
gine, situé tout entier dans le premier quadrant et entourant

tous les points singuliers situés dans ce quadrant.
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Soit'C un cercle ayant pour centre I'origine et contenant
le contour L & son intérieur.

Prenons I'intégrale :
S sla) dg
le long du contour X, C, Y, L.

y

) —— x
Fie. 17,

Cette intégrale est nulle, car le contour considéré ne con =

tient aucun point singulier & son intérieur. Donc on a:

S S S f=o

Quand on fait croitre indéfiniment le rayon du cercle C,

j; tend vers zéro.

Dans l'intégrale f faisons:
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on aura.

L::j;%o(ig) e~ Br {yg = — if;):(iﬁ) e—Bx dg

et, d'aprés ce que I'on a vu plus haut, cette intégrale est

une fonction holomorphe de .

fest égale & la somme des résidus (4 un facteur prés)
L

correspondant aux péles contenus dans le contour L.

Doncf est une fonction holomorphe de .
L

11 résulte de cette analyse que:

]_; =/ 0: (9). ¢'1= dg

est une fonction holomorphe de z, quand x est positif.

La partie réclle ct la partic imaginaire de cetle fonction
sont donc des fonctions holomorphes; ces deux fonctions

sont :

S e (a) cosgmdy

0
i (q) singqudyq.

Quand on change  en — @, ces fonctions conservent les
mémes valeurs absolues,

Ce sont donc encore des fonctions holomorphes de .

C’est donc sculement pour # = o qu'elles cessent d’étre

holomorphes.

67. On peut donner de ce fait unc autre démonstration

qui a avantage d'étre applicable & la série de Fourier.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROPRIATES DE L’INTEGRALE DE FOURIER 421

Considérons la série ;

Z 9 (n) einx
oulona:

Ay

72

o) =504 221 e

pour des valeurs suffisamment grandes de #n. On sait que
cette série représente une fonction holomorphe de , sauf

pour :
x = 2k=.

Il existe des quantités a et' M telles que:
| Ay | < Mar

puisque ¢(x) est convergente; et, dans ces conditions, clle

sera convergente pour :
n>a.
En supposant ¢ entier tel que :

7>a

on pourra écrire :
Ng () e =g (0) + ... F9(g — 1) elo=br=
' + 4 (g) 6% ...

Les ¢ premiers termes du développement sont toujours
des fonctions holomorphes de x; il suffit donc d’établir le

théoréme pour :
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On a:
v =]
[z
0 n

et en différentiant (p — 1) fois par rapport a n:

-

P,
0 nP

et:
¢ ()= Y 2
=/:e°‘"z Y (2) dz
en posant:

Azt
A \ 5 i
*@*Zw—m
et on a évidemment :
aPzp—1 az
w@|<M2@:m=MM.'

Cherchons maintenant:

-]

X g (m)ete.

q

Cette quantité est égale a:

‘/':; (2) da [e70-3+im) | glo+i-stim) L]
0

ou bien :
® (-2 + i)
et~z +ix
f+ (2') dzi —_ e—z+iz.
0

68. Pour montrer directement que cette fonction est holo-

\
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morphe par rapport & #, nous considérerons d'une fagon

plus générale l'intégrale :

O (x _frzoc

F étant une fonction holomorphe par rapport a .
On aura:

-+ h) :ff(z,w—{—h)dz

et:
(€ h)= 2 A,
F étant holomorphe en 2, cette sériesera convergente pour :
[ 2] <.

Soit M le module maximum de F a l'intéricur du cercle de
rayon g.

Nous allons démontrer que si:

fi\o’ldz
0

a une valeur finie, ¢ est une fonction holomorphe de «.
En effet, on a:

M
| A‘IZ | < T
¢
etl'ona:
= ¥, B,
en posant :

B. =j;X,,dz
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Douc :

1 o
B, < = [ Mdz
1Bl <

et les termes de la série @ (z -} /) ont leurs modules infé-

rieurs & ceux de la série:

3 (?)"/:Kldz

qui est évidemment convergente si:

‘/lvldz
. Yo

a une valeur finie.

69. Appliquons ces résultats a la fonction :

i (y(ﬂ) eglnx
q

que nous avons mise sous la forme :

)
eq(—z+iac)
‘P(z) dz | — e—t+iw
0

Nous avons a examiner le terme :

el,(—:.+ix)
.1 — e—:,+t.z'

Changeons x en @ - 4, on a :

e—13 glgle—n
{1 —e—* ei(a:-f-h)
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Si x est différent de 24w, on peut prendre % assez petit
pour que le dénominateur ne s’annule pas.

Donc:
eiq@+h)

1——_ e—3% ei(x+h; < e

Le maximum du module de la fonction a intégrer est donc,

si|h] <op:
Maea: e~ 2=p.

Tout revient & montrer que :
(]
fMae‘“ ~03 dz
0

a une valeur finie; cela résulte de ce que : '
a < q.

70. Revenons a l'intégrale de Fourier et considérons :

0
‘/;q, (q) cos qx dg

ot I'on suppose que, pour ¢ suffisamment grand, ¢(g) est

développable suivant les puissances de ;— :

Myl

¢(g) = T

D’aprés ce qu'on vient de voir, I'intégrale sera une fonc-
tion continue de , sauf pour z = o.
Que se passera-t-il pour # = o ? Nous allons démontrer

que si :

k
l?(Q)I<F

Pintégrale est une fonction.continue, méme pour # = o.
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Pour cela, nous allons faire voir que I'on peut prendre

une quantité % assez petite pour que:

Ifcp [cosq (& 4 k) — cos qx] dql<s
On peut décomposer I'intégrale en deux autres :
] . p @
S,
La premiére intégrale est une fonction holomorphe dans

tout le plan.

L’élément de la seconde intégrale est inférieur & :

Doncona:

Cela fait, on pourra prendre % assez petit pour que la
premiére intégrale soit aussi inférieure & 5-
Supposons maintenant que la séric contienne un terme

1
en -:

A AL
?(9)—q+q2+
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Ona:

f‘? (9) sinqadg :ff_x_,_s_u;_qﬂg -I—fsinqm [%—1— ] dq
0
0 0

La seconde intégrale du second membre est une fonction
continue, quel que soit 2.

La premiére est égale & :

gA, pour x> o0
ou:

——gA, pour x <o

et elle est discontinue pour « = o.

On verrait de méme que la fonction:

COoSs qr dq
Vitg

devient infinie pour & = o.
La condition nécessaire et sullisante pour que la dérivée

soit également continue pour toute valeur de & est que le

développement de ¢(g) commence par un terme en 3—3

Si 'on avait:
o(g) = A cosqp 4~ singe 4~ X' cos g9’ + ' singy’ - ...
il ne pourrait y avoir discontinuité que pour:
x=ty, w=9 .,

Tous ces théorémes sont analogues & ceux que nous avons

rencontrés dans 'étude de la série de Fourier.
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71. Nous avons vu que /(«) peut se représenter par I'inté-

grale de Fourier :

(@) = [Tolg) cosgm + 4 (q) singa] dg

dans laquelle:

40
?(2) =fﬁﬁ§twdz

—o0

() -___ffgz) 7srinqz dz.

0

Or, on a, en remplacant cos gz par des exponentielles :

0 1 -] . i .00 i
‘ fo ¢(q) cosqudg =3 f K (9) e"2dq + 3 f 2 (q) e=fe"dg

En changeant dans la seconde intégrale # en — z, elle

devient :

0 .
f_ #(g) e'r*dg

~

et 'on voit alors que:
0 1 200 i
[o(a) cosqwdyg =5 [ ¢lq) eiv=dg
0 Y -0
On verra de méme que:
[Vig) singzdg = 3. [$g) > d
o) singzdg =g, [ 4(g g.
Si donc on pose:

() = 2L 110

2t
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on aura:
(v o]
rla@) = [0(g) o= dg
—oR
avec:

+ 0
0(g) =ff-‘2-(‘:—) [cos gz — i singz] dz

o0

= [ L&) gt g,
2

—co

De cette maniére, la réciprocité des fonctions 7 et 6 appa-

rait nettement,

PROPAGATION DE LA CHALEUR. 9
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CHAPITRE VIII

-

EQUATIONS LINEAIRES ANALOGUES A CELLES
DE LA CHALEUR

2. La méthode que nous avons employée pour intégrer
I'équation :
dU _ a*U

dt — dax?

peut étre étendue a d’autres équations linéaires, telles que :

I'équation des cordes vibrantes :

P _
diz T da?

et I'équation des télégraphistes:

BV | dV _ &
de? “dt T dac?

que 'on peut transformer en posant:

V = Ue-¢
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on obtient alors:

2 2

Wy

On peut toujours considérer les équations ci-dessus sous
ces formes simples, en supposant qu'on ait fait disparaitre
leé coefficients numériques par un changement d'unités.

Dans les trois problémes, nous nous donnons la valeur de
U en fonction de @ pour t = o

Cette condition suffira pour la premiére équation, mais il

n’en sera pas de méme pour les deux autres; pour ces der-

niéres, il faudra se donner aussi la valeur de %g en fonction
de  pour ¢ = o.

La raison de cette différence est que les deux derniéres
équations sont du second ordre par rapport & £; nous revien-
drons, d'ailleurs, sur ce point dans la suite.

Nous allons appliquer une méthode uniforme pour I'inté-

gration des trois équations.
73. Equation du mouvement de la chaleur.

aU _ a0
dt . dx?

Nous allons chercher & satisfaire a cetie équation par une

fonction de la forme :

U= j: % (g, L) €97 dg.

[

On aura, dans ces conditions :

@.— w_(_ii 74 !
i ___f.dte/-rdq
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et:

d*U ®
@ =) e

U satisfera a I'équation proposée, si l'ona:

@—L_ 2,

c'est-a-dire:
2
¢ = a. e—7t

« ¢tant une certaine fonction de 4.

On obtient alors:
il Q s
U :fae—q" ¢ dq,
_®
11 faut que, pour ¢ = o, U se réduise a la valeur iniliale

donnée. On peut supposer cetle valeur initiale mise sous

forme d’intégrale de Fourier :

fO (q) e'9% dq.

Donc U satisfera & toutes les conditions du probléme si

I'ona:

U :/LO (g) e~ = dg.

74. Equation des cordes vibrantes.

d*U __ d*U

det T dax?

Cherchons, comme précédemment, 4 satisfaire & I'équation

par une fonction de la forme:

U _—_-‘/‘_q; (7, ¢) €9® dq.
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On aura:

4 o0
dU d?q .
= d—t;ﬁ e'i% dg

et:

2 + o0
%=—Wwww
— oo

La fonction U satisfera a I'équation différentielle, sil'on a:

L’intégrale de cette équation peut se meltre sous deux

formes différentes :

5 == cosqt - singt

qui donne:
. + o . 3
U :f(a cos gt -+ B sin qt) e9% dg
ou bien: -
g=uq glrt 4 Be~tet

qui nous donne:
+0 o
U :faeiq(z+t) dq +fﬁeiq(:r.-—t; dg.
De cette maniére, on voit que l'intégrale est de la forme :

U=F(z+0+F,(z—o.

Il s’agit maintenant de déterminer U par les conditions
initiales.
Prenons la premié¢re forme trouvée pour U, Supposons

que les valeurs initiales de U, %[—; pour ¢ = o, soient déve-
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loppées en intégrales de Fourier:

o
U, = f()e"'/m dg

. du\ _ oo
() = g

En faisant ¢ = o dans les expressions de U et de %’ et en

identifiant avec les valeurs précédentes, on trouve :

123
I

W
i
%) l-—° <>

La solution du probléme est donc:
U =f[0 (g) cos gt + %(1_) sin ql] 1% dq.

75. Equation des télégraphistes. — Nous avons vu

que cette équation :

a*v A
@ T a T
peul se ramener par le changement :

V = Ue—*
a la forme:

d*U 4?0
G =g T U

Comme précédemment, nous nous donnons les conditions
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initiales sous forme d'intégrales de Fourier :

- = rle) = fa) o= 2y
@t

" Cherchons encore & satisfaire 4 I'équation par une fonction
de la forme:

U —":f(p (g.t) e’z dg.

On a, comme précédemment :

d*U
. do? f_ et dg.

Il vient, en identifiant

dtz + (q - 1) ? =
D'ou: ,
¢ =ycostyg? —1 4 §sintyg? —1
y et 3 étant des fonctions de ¢ qu'il s'agit de déterminer.
Pour que U se réduise & U, pour ¢ = o, il faut que:
v =0

‘a2 dU
Considérons 7

%Ij- — [_Y\/qﬁ_l sint\/qﬁ_i_[_g \/q“‘— 1 cost\/q2——1] el dy.
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Pour que ceci se réduise & <%IZJ> il faut que:
0

Vg — 1=,
Ainsi done:
f[ecosth—1+ SI&”‘ 7 4]giwcalq
q —

est la solution du probléme.

En remplacant les cosinus et sinus par des exponentielles,

ona: -
U =/‘f;2uq:c+t\/ﬁ) + Betloz- V=) gy
en posant:
=stavis
p=j— 2—;‘_—1

Dans 'expression de la fonction U figurent les fonctions :

costVg? — 1
et:

sinf /g2 1

__qﬁ..

On peut se demander si ce sont des fonctions uniformes
de g. Cela a lieu, en effet, car elles ne changent pas si on

change le signe du radical.

76. Discussion. — Nous allons nous donner comme pre~

mier exemple les conditions initiales suivantes :
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f () et £, (x) seront nulles pour:

x<b ou @

\Y
]

en supposant:
b < a.

Dans T'intervalle de b & a, nous supposerons que /' (x) et
fi{x) sont égales, par exemple, 4 des polynémes entiers en .
On a dans ces conditions :

y —iqz
b .
4 19z
0, =ff'(L2):— dz
v b

Cherchons I'intégrale :

@ )
fz"e‘"lz dz.
b .

Considérons pour cela:

a —iga __ p—iqb
fe“"izdz "—"——‘e—.e—'
b q

Différentions p fois par rapporta ¢.
On obtient:

(— 1)1’-/;2"(;""7‘ dz = e~%2P <%> + e~iP, 6)

.

P (%) et P, <$> étant des polyndmes en ;

Par conséquent, 0 qui est une somme de termes semblables
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a celui que nous venons de considérer, aura la méme forme;
et il en sera de méme pour 0,.

7%. En se reportant & la définition des fonctions « et 8

trouvées plus haut, on aura:
o — o'e—i7a _l_ o”e—ieb
B = Fe—ion - fe=in,

. . 1
«, «’, B’y B” étant développables suivant les puissances de ¢

On peut toujours écrire:

et Var- 1 — eiqt‘# (q’ l)

.e-"‘ Vor—i — e—iqr,‘h (g, 8)
On a, d’ailleurs :

(g =¥ (gy —0).

D’autre part:
' 4

1 2
Ve —l=g(1—5)

et pour ¢ suffisamment grand, le second membre est déve-

loppable suivant les puissances de 1; il en sera donc de
méme de ¢ (g, t) et de ¢, (g, ¢).
L'intégrale U peut se décomposer en quatre autres de la

facon suivante :

U =fa'q/e”1(m_a+t) dq +fa"+eir)(x-—b+t) dgq
+[#y enmazo dg + [y, dae=r-ndg.

Chacune de ces intégrales est du type de celles que nous

avons examinées a la fin du chapitre précédent.
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U est donc une fonction holomorphe de « et de ?, sauf

pour les valeurs suivantes de » :
b—t, a—t b+t a-t.
Nous allons démontrer que pour:

z>a-+t ou x<<b—t
ona: ' ’
U=o.
Soit par exemple:

x>a-tt
Pour le point considéré, au temps ¢ = o on avait:
x> a

Donc on avait par hypothese:

et ceci avait également lieu pour les points infiniment voisins.

On peut done différentier deux fois par rapport a «, ce qui

donne :
d*U
dct = °
L
dt. dx? ™
Or, on a:
d2U  d?U
@ —am TV
d’ou :
a*U AL 8

dU
B T dl. da? +
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Donc, d’aprés ce que I'on vient de voir, les dérivées %,’

d? '

T sont nulles pour ¢ = o; et on prouvera de méme que les
dérivées d’ordre supérieur s’annulent également pour ¢ = o.

Par conséquent, la fonction U, qui est holomorphe et qui
s’annule avec toutes ses dérivées pour ¢ = o, est idenlique-

_ ment nulle.

On voit ainsi que les quatre discontinuités se propagent
avec une vilesse conslante,

On peut remarquer que les choses se passent tout autre-
ment que dans le cas de la propagation de la chaleur. On a
vu, en effet, que dans ce cas la fonction U est holomorphe en
2 pour toutes les valeurs positives de ¢, et qu’elle cesse de

1'étre pour ¢t = o,

/8. Nous avons vu que la solution del'équation des cordes

vibrantes peut se mettre sous la forme :

U=F(ot4+F@—

2 Flo ) — File—0

D'ou:

Donnouns-nous les conditions initiales de la facon suivante:

Pour:
@ >a ou x<b et t=o
on aura :
U=o, %gzo

Dans ces conditions, nous allons montrer que pour :

x>a+tt ou x << b—1¢
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ona:
U=o

En effet, on a pour:

0 et x> a

F (@) + F, (2) = 0
F'(z) — P} (2) = o

En différentiant la premiére équation, on obtient:

F'(a) + Fi(@) = o

On a donc:
F'(x) =0
Fiwy=o0
et, par suite:
(o) =
F, (@) = — C pour x > a

On verra de méme que l'on a:

ouwrax < b
M):—c““

On en conclut que:

U=o
pour:
x> at!
ou:
o <b—t
Supposons :
LS a;—b
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et considérons une valeur de « telle que:
a—t<ao< bt
Dans ces conditions, on aura:
U=C-—C(,

Ainsi, dés que I'on a:

a—2b
z

L >

U cesse d’étre constante dans deux intervalles :

de 640 a (@~ ¢)
et: ’
de b—1¢ a @a—1

79. Revenons au probléme des télégraphistes, en faisant
une hypothése particuliére.
Nous supposons qu'a I'instant initial on a, pour toutes les

valeurs de « :

F@)=o
d’ou:
- 0=o0
et
[i(@)=o0
sauf pour:
—c < <e

et qu’en outre on a pour ces valeurs:

kg

[ (&) =

€
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On en déduit:

o — L[ ® singe
VT 2 | —ig ]| T, ge

Nous supposerons, d'ailleurs, ¢ infiniment petit, de telle

sorte que l'on aura :

Ccla étant, on aura:

— _”ﬂﬂ___ ei% dg.
Ve —1

Ce qui peut s’écrire:

+ @ -
e:(r/.z+t\/r/ —I)d fei(qx—tv(,ﬂ_l) ,

—_ p— b/ (7R
“)z\/q —1 ? 2 Vg2 — 1 1

Les fonctions placées sous le signefdans chacunce de ces

deux intégrales ne sont pas uniformes.
Considérons la premiére de ces intégrales.

Pour éviter les deux points singuliers :

g=—1 g=-41

nous allons intégrer le long du chemin : ABCDE.
Pour évaluer celle intégrale, nous supposerons d’abord

x 4 ¢ > o, et nous intégrerons le long du contour fzrmé :

ABCDEMA
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EMA étant une demi-circonférence de rayon trés grand et

ayant pour centre Vorigine (fg. 18).

Fic. 18.

Le contour en question ne comprend & son intérieur aucun
point singulier; donc l'intégrale totale est nulle.

L’'intégrale peut s’écrire :

el (x+1) )
= ava=i"? (¢, &) dg

q’ (Q, t) = 6““(?—\/;2?)

avec:

D’aprés I'hypothése faite sur (x - ¢), on voit que l'inté-
grale I prise le long de la demi-circonférence tend vers
zéro, quand le rayon croit indéfiniment. Donc I'intégrale
prise le long de ABCDE est nulle.

80. Supposons maintenant :
Twdt<o

Nous considérons encore le chemin ABCDE, et nous y
adjoignons la demi-circonférence EM'A (/ig. 19).

L’intégrale le long de cette demi-circonférence sera nulle
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comme précédemment, mais l'intégrale le long du contour

total sera égale & l'intégrale prise le long du contour :

OABCDEO (fig. 20).

Fie. 19.

Ona:

el 1@+ tV@E=1) — giqm+tVT-q2,

J
E o A
o o
N\ —/ x
D c B
Frc. 20.
Posons alors: ‘
Vg == sing.
PROPAGATION DE LA CHALECH. 10
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L’intégrale I deviendra :

’1 2 in ¢ cos
I:i/;ezxs Q-+ q)d<P’

car on voit aisément que, lorsque ¢ suit le contour désigné
¢ varie de 0 & 2n.

Développons I'exponentielle en série :

eixsinq}+tcosq) — 2 (t COS? +‘iw Sin ?)p
D

Or,on a:

t+wei°?+-———t_2we-"¢

! cosg 4 wsing = 5

On a done:

g i@sng b 2 [(t =) e ;I;]E)t‘—- x) e—-zo]p

L'intégrale considérée se réduit, par suite, &

di
2 2 (t2 x?)" @T;n—ﬁ

carona.

an
fe”“(’ de =0
0

lorsque:

k# o0

L'intégrale cherchée a donc pour valeur:
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81.Onreconnait le développement de 1a fonction de Bessel :

I=nJ, (Vo? — 2)

Done, en résumé, si on a:

w4t>0
ona:
I=o
et si:
x4t<o
ona:

De méme, I'intégrale:

+0 i
eilgr—tVq2—1)

_—__—_‘—.—d
% Vg2 — 1 7

1 pannd

ne différant de la précédente que par le changement de ¢ en

— ¢, on voit que si :

zx—t>0
ona:

I, =0
et si: '

®—1<0 '
ona:

Or, nous avons:

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



148 EQUATIONS ANALOGUES A CELLES DE LA CHALEUR

Donc nous avons, pour les différentes valeurs de w, les

valeurs suivantes de U :

Si:
w2> t‘a

ona:
U=o

et si;
x? < 12

U ==J, (Va? — 12)

D’aprés la définition de Jy, on voit que J, (¢x), out T'on
suppose @ réel, croit avec la valeur absolue de .

Le maximum de :

Iy (Vaor — t") ‘

a donc lieu pour # = o, c’est-a-dire au milieu de la partie
ébranlée. Pour une valeur donnée de &, J, va en augmentant

avec i.

On s'en étonnerait si 'on ne se rappelait que le potentiel
n'est pas égala U, mais a:

YV = Ue-*

Or, quand ¢ est trés grand, la valeur asymptotique de
Jo (dt) est:
Aet
Vi
A étant une certaine constante numeérique.

Donc la valeur asymptotique de V est :

Ae Viz_ g2y

e — &
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ou bien:
mA
Ve
82. Ainsi le potentiel diminue, bien que U croisse, et il

C 1
diminue comme —-

Vi

Supposons maintenant :

. r=o
pour toutes les valeurs de 2.
Dou:
h=o
et:
fr=o
pour: ‘
x> a ou x < b,

f, () ayant des valeurs données dans l'intervalle de & & a.

On a dans ce cas:

\/q —

. =1
U :f' Léé:i) 09 (Z—2) %dq dz.

ou:

On sait qu’on peut intervertir 'ordre des intégrations.

Posons alors :

() ——
K=feiq(x_z>51_n%-_idq
e NEE—1
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et I'on aura alors :
U':i/(ﬁlikjgdﬁ
P

D’aprés ce que 'on a vu tout a 'heure, si:

(x — 272 > 2
ona:
K=o
et si:
(x—2%) < 2
ona: '

K=axJ, (\/(x — z)? — t2)
Ainsi K est nul 4 moins que l'on n’ait :
r—t<z<<w}t

Dans I'intégrale U, on pourra donc prendre comme 'limite

supérieure la plus petite des deux quantités :

a et (z41

et, comme limite inférieure, la plus grande des quantités :

b et (@ 4 ¢).
Supposons :
' a—b
t>—
c'est-a~dire:
b+t >a—1t

11y aura cinq cas & considérer :
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1° Soit :
x> a4t
Ona:
) U= o.
2° Soit : . ‘
btit<ae<att.
Ona: .
U=/'léi) Iy (Ve —2) — 2) da.
x—t
3° Soit : ‘
a—t <o <bHut.
Ona:
U=ffi2§fho(m)dz
b
4° Soit :
b—t<o<a—t
Ona:

x4t
U= &éf) I, Vo =2 =) az.

4

5° Enfin, soit :

On a:

Supposons maintenant :

D’ou: ) -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



132 EQUATIONS ANALOGUES A CELLES DE LA CHALEUR

On peut donc prendre x tel que:
btt<a<a—t
Dans ce cas les limites d'intégration sont:

@—1t) et (241

7(z)
U =/—2ﬁ 1, dz.
r—t -

Les autres cas se discutent comme pour:

et l'on a:

a—5b
t> ="

83. Considérons maintenant le cas inverse du précédent.

Supposons :
fi=o
pour toutes les valeurs de , d’ou:
0, =0
Et:
r=o
lorsque I'on a:
@ >' a ou 2 < b.
On aura dans ce cas:
oo
1) U = [ 0. cost Vg2 — 1e'= dy,
. — o0

La solution dans le cas précédent était :

L ._5_—__
(2) U :/e‘ M___l elax dq_
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La solution du probléme qui nous occupe se déduit de
celle-ci, en différentiant la formule (2) par rapporta ¢ et en
remplacant 7, et 6, par f et 6.

Et on aura, suivant les différents cas, en supposant comme

précédemment :
a—b
> 3
1° Pour: z>a+tt
U:O;
2° Pour: b+t<x<a'+t
Ty, fe—0
U“fedtdz"" 2
x-t
en remarquant que :
Jo(0)=1; -
3o a—t<az<<btt
o )
N
U= (‘2 dt dz;
A ‘ b—t<e<<a—1
R
=] L% X 1Y),
U b2dtdz+ 2’
o x < b—1¢
U=o.

Si nous supposions :

a—2Db

on aurait :
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On pourrait donc prendre:
bfht<e<a—t
et, dans ce cas, les limites d'intégration pour U seraient :
(o —2) et (@ 7).

En remarquant que ces deux limites sont fonctions de ¢,

ona:

X+t
— dal (x—18) | flo+¢
U‘f%ﬁodz"‘.fwa L+ 9 )

x+e
et, lorsque ¢ tend vers zéro, on voit que l'on a :
U=r().

Dans le cas plus général ou f et £ ont des valeurs quel-
conques dans l'intervalle (b, @), mais sont nulles au dehors
de cet intervalle, on obtienl la solution générale en ajoutant

les deux solutions particuliéres obtenues dans ce qui précéde.

84. Représentation graphique. — On peut représenler

graphiquement les résultats des discussions qui précédent.

)

P o SRS S

@

Fic. 21.

Nous représentons I’état initial de la perturbation en por-
tant les @ en abcisses et les U en ordonnées, ce qui nous

donne la figure 21.
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Nous représentons de méme par une courbe I'état de la

perturbation au temps ¢, ce qui nous donnera pour la propa-

Fic. 22.

gation de la chaleur, du son et de Délectricité les trois
figures 22, 23, 24.

Dans le cas de 1'électricité, I'existence du résidu a une

trés grande importance pratique, et peut troubler les résul-

- e

e e e L Mg em e memr et e e e e e~ ———— - ——

Fie. 24.

tats des mesures de la vitesse de propagation de 1'électri-

citd.
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On peul remarquer que, si @ — & est trés petit, c’est-a-
dire sila perturbation est de courte durée, le champ d’inté-
gration du terme résiduel est petit et, par suite, ce terme est
négligeable.
(Cf. Les Oscillations électriques. Paris, Georges Carré,

1894, pages 179 el suiv.)
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CHAPITRE IX

METIHODE DE LAPLACE
FIL OU SOLIDE INDEFINI

85. Revenons a4 I'équation du mouvement de la chaleur

dans un fil :
dU __ d*U
) & = dn
Remarquons que :
(= -8
U= L_ PEIRT
Vi

est une solution parbicﬁliére de I'équation (1).

Si donc on pose :
o0 z—§ 2
: ¢

¢ étant une fonction arbitraire, V satisfera a I'équation (1).
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Il faut que, pour ¢ = o, on ait:
V=7 ’
Posons:

Ona; '

V=2 [¢(0+ 2Vl e~ du

et pour ¢ = o, ceci se réduit a:

V#Qf(p(%) e~ du = 2\/m o (w)
. o ,
11 faut do;xc que I'on ait:

Fl@) =2V 9 (a)
ou:

Y
" ova
Donc la solution du probléme est :
| A =f ﬁk%%ﬂ) e-“é da.
T

* 2=§)?
= /'_(E):e— T 3
2\/7rt

Si f reste finie pour £ trés grand, I'intégrale est finie,

/ peut méme devenir infinie sans que lintégrale cesse
d'étre finie. - S
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Soit, par exemple:
r=¢é
AY :‘/':’”"L““/; e~ dy

et cette intégrale a une valeur finie.

Si dans la solution générale nous faisons ¢ < o, on trouve
une fonction imaginaire.

La solution est purement illusoire.

On a vu, en effet, qu’il est, en général, impossible de
trouver une distribution qui, au bout d'un temps donné,

reproduise une distribution de température donnée 41'avance.

86. Identité des deux solutions. — De la solution de
Laplace, nous nous proposons de déduire celle de Fourier.

Nous avons démontré la formule :

- _(x_E)ﬁ o0
\/%r e :fe-?2‘ cosq (x — E)dg

— o0

Or, nous avons trouvé :

dE
f% \/'nt

_fe—gp

En refnplag:ant :

par sa valeur, on obtient:

4% Atoo
\' =f ‘ f%(::) e=d cosq(w — &) dgdf
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En remarquant que la fonction a intégrer est une fonction

paire de ¢, on peut écrire :

v :f dq/ LE). e cos g o —t)
0 —

et sil'on pose:

F(q)=f’5§>cosq<w—s>ds
ona: B
— m:’—(‘-’l d
V=[eFlg) dy

On aura aussi:
F(q) = ¢(q) cosq = + ¢ (g) singz

en posant:

¢ (q)
G
\!;(Q):\/%smq:d;

87. Nombre des fonctions arbitraires. — Il y a un

(-~
2
= f;}f) cos ¢t d3

point sur lequel Fourier revient & plusicurs reprises : il
s’agit du nombre de fonctions arbitraires que comporte la
solution du probléme.

Fourier se donne la fonction V () pour ¢ = o, et la solu-
tion ne comporte qu'une scule fonction arbitraire.

Il n’en serait plus de méme si on se donnait pour z = o

la fonction V (¢); il faudrait alors se donner, par exemple, en

d .
outre, la valeur de 'd% en fonction de ¢ pour ¥ = o.
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Gela résulte de la théorie générale des équations diffé-

rentielles, car I'équation est de la forme :

av _
dt — dx?

On peut, d'ailleurs, s’en rendre compte de la maniére sui- -

vanle.
Soit :
V=3 A mar
On aura:
%\;r = Z (m +1) Ams o 02"
et:

d?v
TE =2 A1) (4 2) Ay o
D’ou, en identifiant :
m+ D Amepn=(n+1)(n4+2)Aryuiy

Formons le tableau des coefficients :

Ajo Ao Mgy oo
A A Ay e
Apa Aia Ay o

On voit donc que la relation de récurrence permet de
calculer les coefficients de la (m -}- 1)™° colonne, connaissant.
ceux de la m™, ou bien ceux de la (» - 2)° ligne, connais-

sant ceux de la n™me,
PROPAGATION DE LA CHALEUR. 11
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162 METHODE DE LAPLACE

On voit donc que, pour déterminer la fonction, il faudra se
donner ou bien les coefficients de la premiére colonne, ou
bien ceux des deux premiéres lignes, c'est-a-dire, dans le

premier cas, V («) pour ¢ = o, et, dans le second cas, V et

av en fonction de ¢ pour = o.

dx

On adone, suivantle cas, une ou deux fonctions arbitraires.

. 88, Considérons ¢, , V comme les coordonnées rectangu-
laires d’un point.

La fonction V sera représentée par une surface.

Si l'on se donne la valeur de V en fonction de « pour ¢ =o,
ou en fonction de ¢ pour @ = o, cela revient & faire passer
la surface par une courbe donnée: dans le premier cas, on a
une surlace bien définie, et dans le second cas on obtient une
infinité de surfaces ; dans ce dernier cas, toutes les surfaces
obtenues coupent le plan ¢ = o suivant certaines courbes
cec’e’...

Ces courbes ne sont pas quelconques, car l'une d'entre
elles suffit pour définir la surface qui la contient.

Voyons quelle est la propriété commune a ces courbes.

Supposons que pour # = o on ait :

V = ¢ (t) = 0
=100
dex

I’équation différentielle ne change pas si on change
Ven — Vet o en —a Les équations aux limites ne
changent pas non plus; donc V est une fonction impaire de «.

On devra donc avoir:

F@)+ fi—a) =0
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C’est-a-dire que les courbes ¢e’..... sont symétriques par
rapport a l'origine.

Si on suppose (f) quelconque, considérons deux surfaces
V, et V, de la famille, coupant le plan ¢ —=o suivant les deux

courbes C, et C, dont les équations sont :

Vy = /i)
Vy =/ (@)
Pour == 0, on a: .
Vi=Vy=¢()

Considérons la fonction V, — V,, elle satisfait a 'équation
différentielle, s’annule pour # = o, et se réduit pour t = o
&/ (@) — (@),

On a done :

fi (@) 4= fi (— @) = f3(®) + fo(— @)

On voit done que, si on se donne la valeur de la fonction
pour = o, on ne pourra plus se la donner d’'une maniére
quelconque pour ¢ = o.

Il résulte des considérations précédentes que la question
du nombre des fonctions arbitraires qui entrent dans la
solution d’une équation différentielle est dénucée de sens par

elle-méme.

» L

89, Extension de la solution de Laplace au cas de
trois dimensions. — Considérons un solide indéfini &
trois dimensions. i

S { T
L’équation du mouvement de la chaleur est, comme on I'a
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va:

dv
i EAV

ou, en choisissant convenablement les unités :

dvy
ot =AV.

11 faut que, pour £ = o, on ait:

V=r(»1y, 2)
Pour résoudre le probléme, nous poserons :

g =
At

| = Fe

¥ étant une constante arbitraire.

Nous avons démontré que I'on a dans ces conditions :

au, _ &,
dt — dx?

Nous poserons de méme :

et:

De telle sorte que I'on aura :

au, _ &w,
dt — dyt
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et:
dU, _ U
dt — dz?
Soit maintenant :
U =1,0,U,
on aura: 3
dU0 _dU, ;1 4 90, dUs
dt — dt U:Us + dt Ul + dt Ul
a2U aiu
dd = d? U1Vs

d?U a2
e “222 sU,
dy dy*

P _ U,
1v2

dz? 7 da?
D'ou:

d?U 42U 42U
AU = Tdﬁ U,U; + 7:7;2 UUy + ;l?a U,U,.

On a done:
d’[_] .
'C—l-t‘.—AU
avec:
MR A PV Y o
U=—=— At -

Vi

Posons alors:

V=fff<p(5,'q,C)UdEdﬂdC

¢ ¢tant une fonction arbitraire, et 'intégrale étant étendue

a l'espace tout entier.
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Cette fonction V satisfait évidemment & 1'équation diffé-

sV =[[[eauddnar.

Comment doit-on choisir ¢ pour que V se réduise & flz,y,2),

rentielle, car :

et:

pour { = o?

Posons :
=422y
=y + 28Vt
=2z 4 2yt
On aura:
df = 2\l du
dn =2\t ds
dy =2 \idy.
D'ou:
= \/-%_; e~ (@ + f2 42
et:

v:ms:‘b[w—l-?oz\/;,y—{—?ﬁ\/z,z_l_z.{\/t_]e_(a2+p2+~{2)d&dﬁd¥.

Faisons ¢ = o dans cette expression. Il faudra que I'on ait:

r(z,y,3)=8 f f f ¢ (@, y, 2) =@ +B+7) da, df. dy.
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L’intégrale peut s’écrire :

8¢ (x, v, z)fe—“2 docfe’ﬁz’ clplfe"f2 dy.
On sait que :

f::‘“z da = \/1:

-0

On doit donc avoir :

[le,y, 2) =8 \/7': (@, y, 2
ou:
(e y, 2)
X, ) =
‘?.( Y, 2) 3 \/'u?’

L'intégrale de Laplace devient alors :

RS (=B (y—n)2 4 (5—0)?
o [
™

ou bien, en revenant aux premiéres variables :

ﬂ‘ Fle-2aVi, y4-28 Ve, 242y \/t e—<a2+(3’+'{f)‘dad(3d1

Vd

I'intégrale étant étendue a I'espace tout entier.
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CHAPITRE X

REFROIDISSEMENT DE LA SPIIERE

90. Nous allons maintenant aborder un autre probléme,
celui du mouvement de la chaleur dans une sphére.

Nous supposerons qu’a l'origine des temps la distribution
est telle que la température soit fonction seulement de la
distance au centre ; par raison de symétrie, il en sera de
méme & un instant quelconque.

Passons en coordonnées polaires :

@ == 7 sint cosg
y = rsin0 sing

Z =1 cosh.

Nous avons établi, au début du cours, I'équation du mouve-

ment de la chaleur dans ce systéme de coordonnées :

LAV _ &V 24V L8V cogodV . A&V,
kdt ™ dr? ' rdr ' r? de? r? 4o +r9 sin%6 dg?

Dans le cas qui nous occupe, cette équation se simplifie et
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devient :
, 2 v

dVv  d2V
% =gt

1
i

Nous prendrons comme unité de longueur le rayon de la

sphére, et nous choisirons I'unité de temps, de maniére que:

-

E=1.
L’équation différentielle devient dans ces conditions : -

dV  dV  dV
=g T

L’équation a la surface :
dv -
. devient ici:
dVv
'd—r' + hV =0

pour:

r=1

h étant un coefficient positif qui dépend du pouvoir émissit
de la sphére. '
Pour achever de déterminer le probléme, il faut se donner,

pour ¢ = o, la valeur de la fonction V :
V = r(r).

91. Pour simplifier I'équation différentielle, posons :

V==

Iy
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170
On a
4V _1dU_U
dr — ra 72

BV _1QU_ 24U 90
ar? T r dr? r2 dr 73
L’équation devient alors:

dU _ dU.

dt — dr?
Nous remarquons que c’est I'équation & laquelle on était
arrivé dans le cas du {il ; mais les équations aux limites ne

sont plus les mémes.
La condition & la surface:

dVv
"—i;;—}—hV:O

devient :
14U U  #U
rar AT =0
pour :
r=1
ou bien:

aU
?dfr: = (1 — ]l) U-

De plus, pour ¢ = o, on doit avoir:
U= »f(r).
Remarquons que U doit s’annuler pour » =o, car on a

U=Vr

et V reste finie.
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92. Nous allons appliquer la méthode générale de Fourier,
c'est-a-dire chercher un développement de U en une série
dont les termes sont des intégrales particuliéres de 'équa-

tion.
Cherchons, d’abord, a satisfaire 4 I’équation différentielle

par une fonction de la forme :
U = u.e—b?,

u ne dépendant que de r,
En portant dans I'équation différentielle :

U _ &U
di — dr?
ona: ’
d2u
d—rz—l—pzu:O.

Donc u est de la forme:
A cospr - B sinur,
Pour que U et, par suite, « s’annulent pour r = o, on doit
avoir :
A=o
Dans ces conditions, nous pouvons supposer:
B=1
et nous aurons la solution particuliére :
U = e~F? gin pr.
Il reste & satisfaire a la condition limite :

du _

-d_7"—

M4—RrTU
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pour:

r=1.
Cette conditian devient ici :
peosp = (1 — &) siny,

ou, en posant:

1
CoA=TI
tgu = Aw.

93. Si p satisfait & cette équation transcendante, U sera
une intégrale particuliére.

Nous sommes donc amend¢s & discuter cette équation trans-
cendante.

Il est évident que ses racines sont deux & deux égales et
de signes contraires; il suffit donc de considérer les racines
positives.

Construisons les deux courbes :

y=tgy
y=x\y..

I est, d’abord, évident que la droite :
y=Ap

coupe chacune des branches de courbe en un point au
moins (fig. 25). .

Cherchons si elle peut couper une des branches en plus
d’un point.

Laissons, d’abord, de cdté la branche qui passe par I'ori-

gine; il faut voir si le rapport ES};_P- peut passer plusieurs fois
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par la méme valeur quand . varie de (2% — 1) g a(2k41) g

Si cela a lieu, la dérivée s’annulera au moins une fois dans

Pintervalle.

A

Fie. 25.

La dérivée logarithmique de ce rapport est:

cos[J._l_sinE.__i. )
sinp ' cosp. u

Pour que cette dérivée s'annule, il faudrait que I'on eiit :
sin Qy. = 2[1..

ce qui ne peut avoir lieu dans 'intervalle considéré.

Donc il y a une racine, et une seule, entre :

(2% — 1) ot (k415

o1y
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94. Reste & examiner lintervalle de o a g

La racine p. = o est évidente.

1l faut suivre les variations du rapport 182 gans cet inter-
valle. ‘
- On a pour o = o:

g =1
- ’

T
2

Or, il ne peut y avoir ni maximum ni minimum dans I'in-

et pour p. = ; le rapport est infini,

tervalle; donc le rapport va sans cesse en croissant.
Sidonc on a:
A>1

il y a une racine dans l'intervalle (O, g) ; et si:

A<

il n’y en a pas.

95. Nous allons chercher si I'équation transcendante que
nous étudions posséde des racines imaginaires.

Nous distinguerons les racines complexes et les racines
purement imaginaires. .

Nous allons démontrer, d’abord, qu'il n'y a pas de racines
complexes, et pour cela nous emploierons une formule qui
nous sera utile dans la suite du cours.

Considérons deux solutions U, el U, :
— p—ult gl n
U, = e~#* sin e

U, =e~#* sin pr
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et prenons l’intégréle: '

1
U, _ , dU,
f(U' dr? —U2 dr? )0/7‘ I:U' d”r' e
0

Cette expression est nulle, car U, et U, s’annulent pour

r—=o;etpoures=1ona:

Or, on peut écrire l'intégrale sous une autre forme, en
) )

remarquant que :

a@2U '
drﬂ. = *4,'2U”
d2U

@ = gl

‘ On voit qu'elle peut s’écrire :
. 2
‘ (? — p) [ U, U dr.
. | ‘2 1

Comme cette expression doit étre nulle on voit que si:
Dl BT
1 2
ona:

i
fU,U2 dr = o.
0

Supposons que l'équation transcendante posséde une racine
imaginaire « -~ B¢; elle posséde aussi la racine conjuguée
a — Bi. Les fonctions U, et U, correspondant & ces deux

racines seront des fonctions imaginaires conjuguées, et, par

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



176 REFROIDISSEMENT DE LA SPHERE

conséquent, leur produit est positif, En outre :

2 — o, = 4xB
= o = i

quantité différente de zéro, puisque la racine est supposée

complexe. Or, I'intégrale :
A 1

f U,U, dr,
0

dont I'élément est, dans ce cas, positif, ne peut étre nulle.

Donc l'équation ne peut pas avoir de racines de la forme

« -+ Bi.

96. Peut-elle avoir des racines imaginaires pures de la
forme 81.

Si cela a lieu, elle admet aussi la racine — p¢; et, dans ccs

- tgw . . . . . .
conditions, <= est réelle, car son imaginaire conjuguée lui
est égale. '

Or:

1e-B — b
BB = e

I1 faut voir comment varie le rapport Lt quand B croit
(o .
de o & .

Pour § = o, 0n a:

g _

.o =L
Pour § === ,ona:

]

e,

4]

Il ne peut y avoir dans l'intervalle un maximum ou un’
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minimum que si l'on a dansl'intervalle :
sin 248 = 2i8, \
ou bien:

ev2p e—?ﬁ = 48.
ou, en développant les exponentielles :

| '

ce qui n’est pas poésible, tous les termes étant positifs.
Done le rapport décroit constamment et va de_ 1a0.

' Pour qu'il y ait des racines purement imaginaires, il fau-

drait que I'on edt: '

o< A<,

Or, A ne peut pas avoir une telle valeur, puisque 'on a :

et que % est positif.
De cette discussion il résulte donc que l'équation trans-
cendante :
tgu = Ap,

n’'a jamais que des racines réelles.

97, SiT'on néglige la solution :
®=0
on voit que chaque solution de I'équation :
vtgﬂ = Ay,

donne une intégrale particuliére du probléme. .
PROPAGATION DE LA CIIALEUR. 1

(9
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Si donc on a réussi & développer »/ () en une série de la

forme :
rf{r)=A, singr 4+ Aysinpr 4-... - A,sinpr 4+ .onp
A 2 n 12 n

étant les racines positives de I’équation.

La solution du probléme sera :

k] . 2 .
U=Aee~Vtsinpr 4 ... + Aje~ 5t sinpr 4 ...
L] n

Pour démontrer rigoureusement que U est bien la solu-
tion, il faudrait faire une discussion analogue & celle qui a
été faite au sujet du probléme de l’armille, ce qui se ferait
tout & fait de la méme maniére.

Ainsi le probléme est ramené & celui-ci:

Développer la fonction 7/ (r) en une série procédant sui-

vant les fonctions :
sin wry sinur ... sinpr .....
2

98. Si on suppose le développement possible, on pourra
en trouver les coefficients par une méthode analogue & celle
que I'on a employée pour la série de Fourier,

On a démontré I'identité :

1
fU,U2 dr = o,
' 0
qui pour ¢ = 0 devient:
' . .
fsm pr sinpr dr = o,
0 L] 2

sous la condition :
T

]

wE
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Si:
=i,
1 2
ona: i
' 1 sm%;f
fsm%rdr: = — .
0 ] 2 451.
1
Considérons :

rf(r) = Z A;sin e + A, sin Wy

iEn
multiplions les deux membres par sinpr dr, et intégrons
n
entre o et 1.
On aura’

| i
f rf (r) sinpr dr = A, f sin? pr dr.
0 n 0 n

Dot :
1 sin 2 -
A, l; —_ —4*:—] :j;rf (r) sin wr dr.

Reste a démontrer la possibilité du développement que

Fourier admet sans démonstration.
La seule démonstration rigoureuse est celle de Cauchy,
qui se rattache & une méthode générale pour développer une

fonction en une série de forme déterminée.
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METHODE DE CAUCIHY
VALEURS ASYMPTOTIQUES DES FONCTIONS

99. Nous allons exposer la méthode de Cauchy pour le
développement d’une fonction arbitraire en série de forme
déterminée.

Celte méthode est fondée sur la théorie des résidus.

Nous commencerons par rappeler les principes ¢lémen-
taires de la théorie des fonctlions.

Une fonction entiére G(z) est une fonction qui est déve-
loppable suivanl les puissances croissantes de z, de telle
sorte que la série soit convergente pour tloules les valeurs
réclles ouimaginaires de z. Telles sont, par exemple, les fonc-
tions e3, %, P (z), P (2, %3, eB), P représentant un poly-
néme.

+ En particulier, cos z et sin z sont de cette derniére forme.

Ces fonctions n’ont aucune espéce de points singuliers.

Nous avons démontré que, sif {x) est une fonction quel-
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conque, mais finie, I'intégrale:
[ (@) ess an,
Lo )

L étant un chemin de longueur finie, est une fonction ho-

lomorphe de # dans toute 'étendue du plan, c’est donc une

fonction entiére. _
Considérons maintenant le quotient de deux fonctions

entiéres: :

G(z)

Gy(2)

R(z) =

Co sera une fonction méromorphe de z; elle admet des
singularités qui sont des péles.
Le théoreme des résidus de Cauchy est le suivent:

St on considére un contour fermé quelconque G, ona:

JR(z) de =2z 3\ A

Z A dtant la somme des résidus relatifs aux pdles contenus
& Vintérieur du contour C.
Considérons une série de cercles concentriques de rayons

croissants: C,, Gy, ... C,, ... ol prenons l'intégrale :

JR(s)ds

le long de ces différents cercles.

Supposons que l'on ait démontré d’une maniére quel-.
conque que, lorsque le rayon des cercles vaen croissant sui-
vant une certaine loi, l'intégrale tende vers une limite finie

et déterminée.
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Soit 2inA cette limite.

On sait, d’autre part, que:

SR(z) ds = 2ix (A, + Ay + . + Ad)

Cp

A A, ... A, étant les résidus des poles contenus al'intérieur
du cercle C,.
Lorsque le rayon du cercle croit indéfiniment, on obtient

& la limite :
A=A, Ay Ay

Si R est une fonction dez et de @, R (2, #), les quantités)
et A,, A,,...sont des fonctions de, etla fonction  se trouve
développée en une série procédant suivant les fonctions A.

La question se raméne donc & trouver la limite vers
laquelle tend:

f R(z) dz

quand le rayon du cercle d'intégration eroft indéfiniment.

‘ 100. Nous sommes donc amenés & éludier les valeurs
asymptotiques d'une fonction enti¢re ou méromorphe, quand
le module de la variable croit indéfiniment.

Nous allons prendre, tout d'abord, quelques exemples
simples.

Considérons la fonction entiére:
fla) = o — o=

Qu'entend-on par valeur asymptotique de /() ? C'est une
fonction ¢ () telle que, lorsque le module de # croit indéfi-
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nirﬁent, on ait : '
lim I(z) =1
¢ (2)
Dans I'exemple choisi, il est facile de voir que la valeur
asymptotique dépend de I'argument. '
Posons, en effet:

7 = Peim

Supposons d’abord :

<o <L

ol

T
2
La partie réelle de z est positive.
Donc,lorsque p croit indéfiniment, il en est de méme de e?
et, au contraire, e—* tend vers zéro : la valeur asymptotique

est donc, dans ce cas, =,

Si, au contraire, on a:

T 3x
3< <7

la valeur asymptotique de la fonction sera — e==,

Sil'argument est un multiple impair de Z—;, il n’y a pas de
limite déterminée. )

On pourra dire:

Ces arguments correspondent a des azimuts singuliers.

Prenons comme second exemple la fonetion :

% — e—%

@) =z

D’aprés cé que 'on vient de voir pour 'exemple précé-
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dent, on reconnait que si:

T

<<:><7§r

la valeur asymptotique est 1, et si:

T 3n
g< <79
cette valeur asymptotique est — 1.
On a, comme précédemment, des azimuts singuliers pour
les valeurs de o qui sont des multiples de 2.

Si on considére les fonetions:
et —1 | e~*
ec 41+ e2
la valeur asymptotique est 1, que la partie réelle de z soit

positive ou négative ; mais il y a encore des azimuts singu-

liers pour les mémes valeurs de  que précédemment.

101, Considérons maintenant un exemple un peu plus
général.

Soit : -

F(z) = Ajets 4 Agei®es | .., A, ei%?
%y Uy .eey %y €tant des nombres réels rangés par ordre crois-

sant.

Posons:
z=28 -+ Z'Y — pei“’

Si v est compris entre o et w, y tendra vers -}~ oo , et, comme
Tona:

l eias l — e—%Y
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On voit que, si « est positif, cette expression tendra vers
zéro. ‘
Cela posé, nous allons démontrer que la valeur asympto-

tique de f (2) est dans ces conditions:

A4 el 3
En effet, on a:
TE) g =B gise-as + ... —i—fh‘ ell@—az
Aetn= A, A,
Il s’agit de montrer que chacun des termes du second
membre tend vers zéro, et ceci résulte immédiatement de ce

que nous venons de dire plus haut.

Si, au contraire, on avait:
— oo

y tendrait vers — o ,et'on démontrerait quela valeur asymp-

totique est :
A, ei%s

Pour & = o et w = = on a des azimuts singuliers.

Si I'on prend le secteur compris enire les deux azimuts
w, et v, choisis de maniére qu’ils ne comprennent auéun azi-
mut singulier, si I'on a par exemple :

o< w <o, <7

non seulement 1’expression :

5]

Al PUIE

tend vers zéro, mais encore elle tend uniformément vers.cette

limite.
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En effet, on a:

e"‘(“n‘o‘l)Y

e— (% —ay)Y —|— vee + | %
1

7 (2) A,
|| <|x

et:
Y =p sino.

Or, on a l'une des deux inégalités :

1 > psinw,
ou bien:
¥ > psino,.
Donc on peut prendre p assez grand pour que la diffé-

rence :

_rE)
A‘ei“r”-
soit en valeur absolue inférieure & une quantité ¢, et cela

quel que soit .

102. Prenons maintenant le cas plus général ou I'on

aurait :

Fz) =Aen® 4 Age®s - ...+ A, %2

%y, gy .eey &, 6tant des quantités quelconques réelles ou ima -
ginaires.

Nous représenterons ces quantités par des points dans un
plan.

Soit :

ap = Br 4 tyx
et soit :
7 =4 iy =p(cosv + i sinw).
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. La valeur asymptotique sera fournie par l'exponentielle
dont le module serale plus-grand.

Le module de e%x* est :
eP (ﬁkco:m.—yksinm)'
La quantité :
' Br COSw — v Sin ©

est susceptible d’'une interprétation géométrique trés simple,

Considérons.le point conjugué de «y, ¢'est-a-dire symé-

7

T

Jav]
R
-

©
TR
]

o

b

Fic. 26.

trique par rapport & 'axe oB. Soit «’; ce point. Abaissons de
«’z une perpendiculaire «, P sur oz (ﬁg 26).

On aura:

OP = f; cosw — y; sinw

comme il est aisé de le vérifier. .
Supposons que z s'éloigne indéfiniment dans la direc-
tion o; le point « qui fournit la valeur asymptotique sera

- celui par lequel le segment oP compté en grandeur et en

ligne est maximum,
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Considérons alors le polygone convexe dont tous les som-
mets apparticnnent a I'ensemble des points «', et tel qu’aucun
de ces points ne soit situé a 'extérieur de ce polygone.

T
T' s!

Fie, 27,

Considérons un sommet quelconque, «] par exemple, et
menons par «; extérieurement au polygone les perpendicu-
laires aux deux c6tés qui y aboutissent ; soient «;S et «|T.

Menons par Uorigine des paralleles OS’ et OT' a ces deux
demi-droites.

Si la direction oz dans laquelle z s’éloigne indéfiniment
est comprise entre OS’ et OT’, on voit que c’est le point «,
qui fournira le terme de module maximum, et la valeur

asymptotique de /(z) sera:
A ens,

On pourra ainsi diviser le plan en aulant de secteurs qu'il
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y a de sommets au polygone, et pour chacun de ces secteurs
il y aura une valeur asymptotique déterminée.

Quand zs'éloigneindéfiniment surune des demi-droites OS’,
OT', ...,il n'y a pas de valeur asymptotique déterminée : ce

sont des azimuts singuliers.

103. Nous allons maintenant nous proposer de trouver la

valeur asymptotique de l'expression :
[ () = Pe®1® - Pyei®s L .. P,.ei%ns

P,, Py, .... P, étant des polynémes entiers en z de degrés
Myy Mgy ooey Me

Pour cela, considérons, d’abord, un polyndme entier en z :
' P = Azm -} Z Bz, n < m.

La valeur asymptotique de P est:

Azm

et, de plus, le rapport :

’ - —P

Azm

tlend uniformément vers I'unité quand z augmente indéfini-
ment.

On a, en effet :

P B 1 .
m—l:Esz . 77Z.>7)-

[.ec module de la somme est inféricur & la somme des
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modules, donc:

m—1<2R

Le second membre est un polyndme entier en

m--1
.

L
z

et s'an-

nulant pour % = o,

On peut done prendre le module de = assez grand pour

que:
P
Azm

—1 l < e
Considérons, en second lieu, I'expression :
zpeiaz,

« étant une quantité positive,
Nous allons montrer que cette fonction tend vers zéro, quel

que soit p, lorsque z croit indéfiniment, sa partie imaginaire
étant positive.
On a toujours :
3 =f 4 iy = pe
et 'on suppose :
vy < o< T— W,
o, étant différent de zéro, mais aussi petit que 'on veut.
Le module de z7e** est:
Pl’e"“Y = pPe—4f sin e
Or,ona:
p Sinw > p sinw,

Donc le module est inférieur a :

Plle—ap sfn 0,
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quantité qui tend vers zéro indépendamment de w; done

I'expression proposée tend uniformément vers zéro.
104. Revenons i la fonetion :
[(2) = P - Pyei®%s® + ... 4 Pyei®®

ol les P sont des polynémes de degré m,, m,, ..., m,, et ol
les o sont des quantités réelles rangées par ordre de gran-
deur croissante. ,

Je dis que, si z croit indéfiniment, sa partie imaginaire res-

tant positive, la valeur asymptotique de f(z) est :
A‘zmleialz
A,z™ étant la valeur asymptotique de P,, et que le rapport:

r(z)

A4z""lei°‘12

tend uniformément vers 'unité.

En effet, on a:

X z,:'gfe)‘“ -+ A ei‘“z‘“l)z + ...

z IIL

A .
. 2 S, —my PO, — )5 l
z«)ll + A z"l A‘ 3 2 1 e 2 1

le premier terme tend uniformément vers 'unité. Il en est

de méme du facteur

AP;M dans le second terme. Quant au fac-
2 2

teur:

2(’" —m, ) e‘(“z"“ )z

il tend uniformément vers zéro, puisque I'on a :

<
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Donc le second terme tend uniformément vers zéro, ainsi
que tous les suivants.
Done le rapport :

r(2)

AI ™ eialz

tend uniformément vers I'unité.

On a donc I'égalité asymptotique : (*)
[z oo Ajz™ e ?

Dans le cas out z croit indéfiniment, sa partie imaginaire

restant négative, on aurait de méme :
f(z) o0 A"zmn ei%ys

Dans un cas, comme dans l'autre, 1'’exposant « qui donne
la valeur asymptotique sera appelé exposant caractéris-
tique.

Supposons que I'on considére deux fonctions £, (2) et £, ()
de la forme de celles que nous venons d’étudier ; quelle sera
la valeur asymptotique de leur somme ?

Si la partie imaginaire y est positive, la valeur asympto-
tique correspond a la plus petite valeur de 'exposant carac-
téristique « dans les deux fonctions.

Le contraire a lieu si y est négatif.

(1) Nous employons le signe ™ pour indiquer nne égalité asympto-
tique. .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



" GHAPITRE XII

-

VALEURS ASYMPT’OT‘IQUES
DES INTEGRALES DEFINIES

105. Considérons maintenant ;

#(2) = [7(0) o= do

Nous supposons que /() est une fonction quelconque, mais
finie, et satisfaisant & la condition de Dirichlet} en outre, a
et b sont deux quantités réelles, et I'on a:

a<b

¢ (#) sera, comme on I'a vu, une fonction entiére; nous vou-

lons chercher la valeur asymptotique de cette fonction, - -,

Si, d’abord, f(«) est égale & une constanle A, on pourra
i
cffectuer l'intégration, et on atra+ -

A
. CP(Z) — ;_z (exzb — e{..a)

PROPAGATION DE LA CIIALEUR. 13
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Si la partie imaginaire y de z est positive, la valeur asymp-

totique sera:

—— ei:,a
(%4

Si, au contraire, y est négatif, elle sera:

A

— el
124

Dans le cas général, soit :
A=r(a+¢)

fla ¢) étant la limite de [ (@) lorsqlll.é « tend vers a par
valeurs supérieures & a.
Supposons d’abord y > o.

Je dis quela valeur asymptotique de g (2) sera :

. ﬂ@_‘_’“__ﬁ) fas
¢ (z) N — iz e

En effet, nous pouvons poser:

[(@) =A + fi (@)

/ () tendra vers zéro lorsque « tend vers a.
On peut choisir un nombre positif «, tel que, lorsque

T'ona:

'

a< w< atu,
on ait, en méme temps:
V(@) ] <w

i+ tendant vers zéro en méme temps que .

De plus, comme la fonction est finie, on aura pour les
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valeurs de @ supérieures & (a -} a) :

7@ <M

On aura d'ailleurs ;

! b b
¢(2) :‘/;Ae"” dx —|—j;f, () e** du

Nous allons montrer que I'erreur commise en négligeant
ce dernier terme tend vers zéro, quand z croit indéfiniment.

On a en effet : /

. b . a+o b
ff, (@) ei>= dw' <fy.e—Y-” do -+ | Me—* da

a+o
Comme, dans le second membre, les fonctions sous le signe

/ sont essentiellement positives, on peut écrire:

b o ' )
ff‘, (o) e's™ daol <f{¢e"Y"" de 4 | Me=1* da
a a

w+ &%

Le second membre est égal & :

oy e—Ya + .M.. e—Y(a+a)
b ¥

Cette quantité est donc une limite supérieure de la valeur
absolue de l’er{-eur commise.
L’erreur relative s'obtiendra en divisant celte quantité par

le module de la valeur asymptolique de la fonction :

Affz’“‘ o(a:

qui est:

,,A.é e—(l‘Y‘ .
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L’erreur relative est donc:

e.e g Mp
Ay trye™

et, comme on a:

Y =p sinow
cette erreur peut s'écrire:

. M .
3 n —-Y*,
A51nw+A smwe,

Si v est un angle tel que:
Wy < w < ™~ — W,

I'expression ci-dessus sera inférieure & :

“ + N[e—poc sin g
A sinw,
expression indépendante de o,
Je dis qu'elle tend vers zéro; en effet, on peut prendre

d’abord « assez petit pour que I'on ait :

€
<3

I

et ensuite p assez grand pour que :
l\le—pasinh)o < %.

La valeur asymptotique de ¢ (z) est donc:

’ _flete .,
¢ 13) v = i giza,
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Silon avait eu y < o, on aurait eu de la méme maniére :

106. On peut étendre ces résultats & une intégrale de méme

forme :

i

ff () €' du,

lintégrale étant prise le long d’un chemin L de longueur

finie ; & 1a condition que, en tous les points du chemin, onait:
leizx | < | eize |

a étant 'origine du chemin L.

On démontrera que la valeur asymptotique est encore dans
ce cas : o
en supposant : '

vy>0.-

Pour cela; on décomposera le cliemin d’intégration en deux
autres, comme précédemment, en prenant un point (a -} «)
infiniment voisin du point @, et en continuant les raisonne-

ments de la méme manicre.

107, Revenons a lh fénction :
[) .
¢ (2) = [ f () €% dox

ol a et b sont réels, et supposons que dans le voisinage de :

r=a
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la fonction f(x) soit développable suivant les puissances
de (z — a) :

F@=A@—ap A, (@ —a + ..

le développement pouvant contenir des puissances négatives
ou fractionnaires.

On sait que 'on a :
o0
x'e® dx =T (n41)
0

ou bien, en changeant « en zx:

[Sr0mse aa = LE D

w4
0 k4

Posons :

Cette formule deviendra:
T L
, e"“'““’fu"e""‘ duy = L7 +‘ 1
"o
0 2

f‘” I'(n--1) e(n+ni12t

nolus J—
ou e du — pery

En remplagant maintenant u par (x — a):

zu+l

™
00 i .
f(.n — a)* €3 do = Lin4-1) "t 1% giaz,

Ol‘, ona:
fa \/; A/‘b
¢

La seconde intégrale sera négligeable devant la premiére
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quand z croitra indéfiniment, sa partie 1magma1re restant

positive, car l'intégrale :

«© .
f(w — a)* &% dw

b

i /5

est de T'ordre de grandeur de —— tandxs que la premlere

n+4
laz

sera de l'ordre de —+—4-
On aura done:

)iy plaz

fé)x — a)* e'* du r\) Lin-t1e

.
@ gntt

Nous allons appliquer ces résultats a la fonction :

= f [ () e'*% da.

La valeur asymptotique de ¢ (2) sera égale ala valeur
asymptotique du terme correspondant & la plus petite puis-
- sance de (x — a).

On aura done :

P

2 giaz

A+ 11T
r (1) e
<P(z)"\) ( z)\)+l

. Ceci ne présente aucune difficulté si le développement
de f(x) est valable entre a et &; s'il n’en est pas ainsi, sup-

posons que le développement soit valable seulementde a ac.
b ' S
L’intégrale f aura une valeur asymptotique qui contiendra
c

un facteur e°® et, par suite, sera ﬁégligeable ‘paxv" répbort a
e - it .‘

I'intégrale f .
a

On peut ajouter que le théoréme serait encore vrai si l'in-
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tégrale, au lieu d’étre prise sur un chemin réel, était prise
suivant un chemin imaginaire de longueur finie, pourva que

Yon ait tout le long du chemin :
, eizx l < I elsa |

168. Application a la fonction J, de Bessel. — La

fonction J; peut étre exprimée par une intégrale définie :

4
1{ e dx
J,(2) = = |
0( ) T \/1 _ x2
-1
Nous allons, d'abord, chercher la valeur asymptotique de J,
lorsque la partie imaginaire de z est positive.
On a ici : '
a=—1

. Chgrchons maintenant la valeur de A. On a:

fo)= (1 —a?) 72

L0

=(z+ 1) (1 —a)

. |
Développons (1 — ) 2 suivant les puissances croissantes
de (@ 4 1): '
-1 ‘
A—2) 2=A+B(z41)4..
et 'on aura, comme on le voit, en faisant # == — 1 dans

cette équation :

A:_'"".:

V)
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On a d’ailleurs:

-1
h=—3
L’application de la formule générale, trouvée plus haut,
1\
r <§> eT e—tz
zV2 V=

ou bien, en remarquant que:

_donne done ici :

Jo v

Pour avoir la valeur asymptotique, lorsque y est négatif,
il suffit de remarquer que, J, étant une fonction réelle, le
changement de ¢ en — 7 et dex en — o n’altére pas la valeur
del'intégrale; ce changement permet de ramener au cas pré-
cédent le cas ou y est négatif, et I'on voit immédiatement

que l'on a :

A T

el(z'z )

Jo oD ——
- \/271‘2’

109. Si z est réel, il n’y a plus de valeur asymptotique
proprement dite; mais nous allons arriver dans ce cas & un
résultat nouveau et trés important.

Au lieu d’intégrer suivant 1'axe réel de — 1 a4 -~ 1, nous
intégrerons suivant une demi-circonférence, ayant pour

centre l'origine, et de rayon égal a 1, cette demi-circonfé-

- rence étant située au-dessus de 'axe réel.
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Prenons sur cette demi-circonférence un point quelconquea

et divisons l'intégrale en deux parties :

e Fic. 28.

Tout lc long de cette demi-circonférence, on a, en suppo-

sant que z croisse par valeurs positives :

| eisx | <1
car, en posant :
x=«-4 B¢
on a:
| e | = e—2fB

et zB est alors une quantité positive.
On voit donc que, dans l'intégrale H,, la valeur asympto-

tique sera fournie par la limite — 1, et dans H, par la

limite 1.
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On aura donc:

203

Faisons la somme de ces deux valeurs asymptotiques.

Soit :

T
K_QCOS (z—;)
Vorz

On est conduit &4 dire que K est la valeur asymptotique

de J,, lorsque z croit indéfiniment par valeurs réelles ot

positives. Mais on ne veut pas dire par 1a que 'on a :

lim%{":l

En effet, K s’annule pour des valeurs différentes de celles

qui annulent J, ; le rapport passe done alternativement par

les valeurs 0 et .

11 faut done ici donner une autre signification a la valeur

asymptotique.
En appelant K, et K, les valeurs asymptotiques de II,
etIl,, on a:
| COH . H,
lim K, = lim K, = 1

Je dis que l'on a:

lim vz [H, — K,] = o.
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En effet, on a:

Va (H, —K,) = Gii—i)iv(;

Le premier facteur tend vers zéro.

On a de méme:

lim Vz (I, — K,) = o
On a donc:
limyVz(J, —K)=o

ct c’est ce qu'il faut entendre ici, lorsque I'on dit que K est
la valeur asymptotique de J,. ‘

Le méme raisonnement s apphqueralt au cas ol z croit
par valeurs négatives. '
11 suffirait d'intégrer le long d'une demi-circonférence

située au-dessous de I’axe réel.

110. Limite supérieure dela fonction ¢. — Nous avons
étudié, au point de vue des valeurs asymptotiques, la fone-

tion :
~h

_j/ ei;x da.

Nous allons maintenant nous préoccuper de chercher une
limite supeneure de cette fonction. 1 () est par hypothése
une fonction finie; on peut donc trouver un nombre M tel
que: . !

Lr(@) | <M.

Posons comme précédemment :
Cz =84y

et considérons, d'abord, le cas ou y est posiiif.
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Comme on a:

I ets® I = e~ Y%,
on aura:
b
() | < [Me== do
Y
<fMe"Y” doe = M.eY—“Y_
Et comme: a '
| eisa I o e—“T,
on peut écrire :
. efas
le (=) <M= l :

Nous distinguerons deux cas, suivant que la quantité posi-

tive y est supérieure ou inférieure a la valeur absolue de 8.
Supposons d’abord : ‘
1> 181

c’est-i-dire que I'argument de z est compris entre 745 et %:

On voit alors facilement que, dans ces conditions, on a:

V2

Y >

Donc ona:
eiaz

loiz) | < My2

z |

111. Considérons maintenant le cas ou;

r<|BI.

.

Nous ne pouvons pas appliduer ici le méme raisonnement.
Ona: : . :
» :
¢ (2) :f/‘(a:) e~ ¢ifr g,
a
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Nous allons étudier I'intégrale:
fc/‘(x) sin fx da,
0

[ (@) étant une fonction positive et décroissante, et ¢ étant
une quantité positive quelconque.
Si nous partageons l'intervalle d'intégration en intervalles

partiels par les valeurs :

on verra, comme pour l'intégrale de Dirichlet que l'on a
une série alternée; par suite, la valeur de cette série est
inférieure au premier terme :

On a donce:
fi<fet
Si I'on considére l’intégrale
f cf () cos B duw
0

on emploiera le méme raisonnement ; mais, afin d'obtenir

des intervalles partiels égaux entre eux, on devra prendre

1
S ‘
T

. Ta8

Yintégrale :

et I'on supposera que f(x) est égale a £ (o) pour les valeurs
négatives de . T
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. Ceci revient & ajouter a l'intégrale la quantité :
B /(o).
28

On aura une série alternée comme précédemment, et on
peut, par suite, écrire : '
IS
< 2B =xr(o
f < [P < mLlo),
P18 . p
2 2B

Donc a foréiori:

<ol

¢
A

On conclut de la:

S et an]| < %ﬁ)

Prenons maintenant  (en supposant toujours / décrois-

sanie): :
b N ;
[ i) b= da
a et b étant deux quantités réelles, et telles-que:

a <b.
Posons :

z=y+a

L’intégrale deviendra :

bial | :
. eipafof(y + a) By dy: . oL

Done l'intégrale est plus pétite'en valeur absolue que:

3
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112. Appliquons ces résultats 4 la fonction ¢ définie plus
haut. Comme la fonction f(«), qui figure dans o, satisfait ala

condition de Diricﬁlet, ona:
f = fl - fav

11 et 7, étant décroissantes.
~Dou:

b b
¢ =ff‘,e“1ac e'Br dy -—f,",e'Y” Bz do.

En éppliquaut les résultats,é'tal;lis ci-dessus, on voit qu’il

en résulte :
Lo | <57l @+ 1, @) ere

" Or, comme l'on a:

\ o<y <|B]
on en conclut :

Lz]..

|8 1> N

Donc on a:

7)< 2"‘@% @+ 7 @) |

En résumé, si I'on désigne par H la plus grande des deux

quantités :
M y2
et: ‘

2"‘\/9 fl +fa(
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on aura, pour toutes les valeurs positives de

Lol < | e

~
&

On verrail de méme que, pour les valeurs négalives de vy,
ona:
.
o — eibs |.
ol <] Gene

En effet, £, et 7, étant décroissanles, on aura :

(D) + 7 (0) < fi (@) -+ £ (a)

’

PROPAGATION D¥E LA CIALEUR

—
-
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CHAPITRE XIII

APPLICATION DE LA METIIODE DE CAUCHY

!

113. Ces résultats préliminaires étant établis, nous allons
. les appliquer au développement d’une fonction f(), en sui-
vant la méthode de Cauchy que nous avons déja indiquée.

Posons :

1= [7) e dy

b
W=[r) e ay

o étant une quantité comprise entre a et 0.
D’aprés ce que nous venons de démontrer, on aura, si y

est positif :

H iaz
[J|< ;e
131 < | S e

et, si y est négatif:

|J|< .Heizx

z

H ibz |.
IJ4|<|;3
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Considérons deux autres fonclions entiéres de z; soient

et ¢,, et formons la fonction :

R = B
R est une fonction méromorphe de 2z, & laquelle nous allons
appliquer le théoréme des résidus.

Mais, auparavant, nous avons besoin de connaitre la valeur
asymptotique de R, et pour cela celle des fonctlons qu1
entrent dans son expression.

Si y est positif, les valeurs asymptotiques de J et J, sont
respectivement :

/- (a) eiaz

iz

et:

_rla)e,

iz
Si y est négatif, ces valeurs sont:
i ;
/- (x) el=x

et:

¥4

D’aprés la définition que I'on a donnée pour I'exposant
caractéristique on voit que :

Si ¢ > o, les exposants caractéristiques de J et J, sont a
et z.

Siy > o0, ces exposants caractéristiques sont :
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Nous supposerons que les valeurs asymptotiques de ¢
et ¢, sont de la forme quia été considérée dans les deux cha-
" pitres précédents.
Soient alors « et «, les exposants caractéristiques de ¢
et ¢, pour y positif, et soient 8 et B, ces exposants poury
négatif.

Nous supposerons pour fixer les idées :

o< B <y < By

Les exposants caractéristiques des fonctions ¢,J et ¢J,

seront, suivant le cas :

Siy>o:
(70 P 4 +a
Yo ¢ 4 2.
Siy<o:
I ... Bt
N A 2
Nous supposerons maintenant que l'on a :
b <a +a
et:
B+0<Bi+t=
Dans ces conditions, la fonction :
Y 2
aura pour valeur asymptotique :
—_— q,J‘
quand :
v >0
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et:
i
quand : :
y <o.

Quant a la fonction ¢ 4 ¢,, elle a pour valeur asympto-

tique  ou ¢,, suivant que y est positif ou négatif.

114. Nous pouvons maintenant trouver la valeur asympto-
tique de R.
On aura, si y > o:

R (z2) v — %‘ ig—t
R (z2) 0 — ], de—iz=,
Or, on a dans ce cas:
\ plsx
J4 oD —— Z‘_(_W_L.

Donc:

1 (=)

Lorsque I'on a y < o, on a de méme :

R (z) U h je—izx

{
R (2) o) z'e-"”(\)f—‘zm)-

En résumé, on voit que, quel que soit le signe de y, la

valeur asymptotique de R (2) est : .

{ (@)

z
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115, Considérons alors une série discréte de circonfé-

rences C,, C,, ..., C,, ayant pour centre l'origine et de
rayons croissants,

Nous allons démontrer que, si I'on peut choisir les ¢ircon-

férences de fagon que sur chacune d’elles zR (z) reste finie,

l'intégrale :
f R (z)dz
c

2n [ ()

aura pour limite :

quand le rayon croitra indéfiniment.

En effet, on pourra alors trouver une quantité I, telle que

sur les cercles considérds on ait :

| 2R (2) | < 1L
Posons :
z = ('el()\)
L’intégrale devient :
i [z R(2) do

0
Décomposons-la en quaire parties correspondant aux

quatre quadrants, et considérons, par exemple, celle qui est
relative au premier, c’est-a-dire :
I
.2
; f 2R (2) do

0

_ Décomposons cette intégrale elle-méme en deux parties :

I
. ["®0 .
if"tif
«Q g

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



APPLICATION DE LA MATHODE DE CAUCHY 218

- w, etant compris entre zéro et 3 et aussi voisin de zéro que
I'on voudra.
La premiére intégrale aura un module moindre que Hew,.

Quant & la seconde, elle tend uniformément vers :

t <% — ‘”o)f(-’”)

En effet, on peut supposer les rayons des cercles assez

grands pour que l'on ait constamment :
| #R(z) —7({@) | <
On aura alors:

T

Iigf(w)_ifgﬁ(z)dw‘<§e+wo[ﬂ+lf(w)l]

On prendra d’abord o, assez petit pour que le second
terme soit inférieur 4 toute quantité donnée, et on prendra
ensuite le rayon du cercle assez grand pour que ¢ soit aussi
plus petil que toute quantité donnée.

La méme démonstration s’appliquerait aux trois autres

quadrants; il est donc bien démontré que:

[R(z) dz
c
tend vers 2ix /().
116. 11 résulte de la que f(x) est égale a la somme des
résidus de R(z). '
Cherchons donec les poles de R et les résidus correspon-
dants, g ’
Les péles de R sont les zéros du dénominateur; si donc p
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représente l'un quelconque d’entre eux, on aura :

Y () 4= i () =0

Pour calculer le résidu correspondant & ce péle, remar-

quons que 'on peut melire R sous la forme :

“LI4+1)
b+ ¢y

l'e—i:.x — J,z'e —-izx

Le second terme élant une fonction entiére, le résidu de R
sera égal au résidu du premier terme, c’est-a-dire & la quan-

tité :

Yo (o) [T + T e
Y () A+ O (w)

On aura donc:

W) ey = B emive o tlel s () o ay

La fonction /(x) se trouve ainsi développée dans une série
procédant suivant les exponenlielles ¢~'#*; mais, pour que
le développement soit valable, il faut que toutes les inégali-
tés écrites plus haut se trouvent vérifiées, et en second lieu

qu'on puisse trouver des cercles surlesquels zIR (2) reste finie.

117. Application, — Nous allons donner un cxemple

particulier. Nous prendrons :
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‘Bt, pour cela, nous pOSOI‘OIlSZ
.‘P — Pe—isb
'\!’4 = Qei:ba

P et Q étant des polyndmes entiers du méme degré en z.
Pour que les inégalités en question soient vérifiées, il faut,

et il suffit que :

—b << ax <D
On a:
e‘zi:b‘] __% J‘
2R (2) = ize~¥® T
Q + e2izb

Si on suppose que la partie imaginaire y de z esl positive,
on voit sous cette forme que le numérateur est limité.
En effet, on a dans ce cas:

[ (=) =i
iz

14 (\J_f_"(a—g%z-ﬂ.

Jou—

En substituant ces valeurs dans I’expression de zR(z), et

remarquant que 'on a :

b— x> o.

on en conclut que le numérateur a pour valeur asymptotique:
P
= [ (x).
o/ @

D’autre part, nous avons vu, aux § 111 et 142, que l'on
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peut trouver une limite supérieure du rapport d'une fonc-
tion entiére & sa valeur asymptotique.
Sila quantité y était négative, on aurait mis I'expression

2R (z) sous la forme :

.%2 J —_ Le"”’"’
ize—izx' —_— e

g _l_ e—2izb

et on arrive au méme résultat en remarquant que :
— b —x<o.

Ainsi done, 2R (z) ne peut devenir infini que pour les zéros
du dénominateur. Etudions donc ce qui se passe dans le
voisinage de ces zéros.

Pour des valeurs suffisamment grandes de z, la fraction

%différe peu d’une constante. Donc les zéros du dénomina-

teur seront sensiblement disposés sur une paralléle & ox et
équidistants les uns des autres.

Soit un cercle K ayant pour cecntre I'origine; nous pou-
vons prendre le rayon de ce cercle K assez grand pour qu'a

Pextérieur de ce cercle on ait :

O

C étant la limite constante vers laquelle tend le rapport
quand z croit indéfiniment.
Les zéros du dénominateur différeront trés peu des

nombres :

g + nz
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ol 7 est un entier quelconque et ou :
2 ibzy = log C; bz =m=

Du point z, 4 nz, comme centre, avec un rayon r<C T;—‘ on
peut décrire un petit cercle %,; le rayon » sera le méme pour
tous ces petits cercles, et tous ces pelils cercles ne se coupe-
ront pas.

Soit v le minimum du module de la fonction :

C -+ e—2izt P

sur la circonférence du cercle %,. Comme cette fonction est
périodique, n sera encore le minimum de son module sur la
circonférence d’un quelconque des cercles £,.

Dans la région du plan extérieure a la fois au cercle K et

4 tous les cercles %, on aura donc :

I % — e-—?":.[)

>"I(%—c|_|c—e—2fw|>~,,_e

Comme on peut prendre ¢ aussi petit qu’on veut, on pourra
supposer ¢ < v; de sorte que, dans cette région, on aura
une limite inférieure du module du dénominateur, et par con-
séquent une limite supérieure de | sR(2) | .

On concoit done, sans qu'il soit besoin d'insister, que I'on
pourra s’arranger de fagon que les cercles de rayons crois-
sants c,,cy,..., passent toujours entre deux des cercles %,, de
sorte que,le long de ces cerclese,,¢,,...,le module de zR (2)
sera limité. '

Par conséquent, on pourra, dans ce cas, appliquer la mé-
thode générale et trouver le développement de /() dans
Pintervalle de — a & - «.
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118. On pourra, en parliculier, retrouver par cette mé-
thode le développement en série de Fourier.

Pour cela, nous prendrons :

4' —— e—izn

';’l —= pi3T,
Les valeurs de p scront données par 'équation :

T o~ — g
ou:!

sinum = o.

Ce seront donc les nombres entiers positifs et négatifs : ce
qui donne bien la série de Fourier, en remplagant les expo-

nentielles par les fonctions trigonométriques.

119. Application au refroidissement de la sphére.—
Nous avons vu que le probléme du refroidissement de la
sphére se trouvait ramené au suivant :

Développer la fonction « f(x) définic de 0 4 1 et s'annulant

pour z = o suivant les fonctions :

sinpx, sinpe, .. , sinpxm, ...
i 2 n
Ty e ) My eens étant les racines positives de 'équation
transcendante :
Jtguw = Au.

Cette équation peut s'écrire:

sinp = Ay cosp
ou hien: .
ot — =it = Adu (e - e~ #).
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Nous poserons :

DY) = (Air ) e
$, (2) = (Aiz — 1) €3,

es quantités p. seront racines de l'équation :
L tités | t del’ tio

$ () ¢ (0) = o.

Al
D’aprés ce que nous venons de voir, une fonction quel-
conque définie entre — 1 et 1 sera développable suivant les

exponentielles e’#*, et par suite suivant les fonclions :
COS .o et sin pz.

Pour appliquer ce résultat au probléme qui nous occupe,
nous définirons une fonction F () de la maniére suivante :

On aura pour les valeurs de 2 comprises entre 0 et 1 :
F(a) = af (2)

et, pour & compris entre — 1 et 0:

F(x) sera donc une fonction impaire.
Nous allons monirer que, dans ces conditions, la formule
générale (1) nous donnera pour IF{x)un développement ne

contenant que les fonctions :
sin p.2.

Considérons dans ce développement deux termes corres-

pondant & des valeurs de p égales et de signes contraires.
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Ces deux termes sont :

AN s
ratr o ey
B S

Nous allons montrer que, dans le cas qui nous occupe, les

coefficients des deux intégrales sont égaux.

En effet, on voit immédiatement que I'on a

Y) =—di(—w)
et, par suite, en tenant compte de 1'équation :
p(—v) +h(—p)=o,
Y =¢(=y

on a:

et, de méme:
by () =y (— w)-

D’autre part, on voit aisément que:

¢ () = Ade="* — i (u)
Vi () = Ade™ - 2, (w)

Do, en additionnant :

¥ (1) 4 ¢4 () = 2 [A cos p — ().
Et, par suite : '

()4 i W)= (—w) + 4 (=)

Les deux coefficients sont done égaux, et leur valeur com-

mune s’obtient facilement en tenant compte de 1'équation :

tgp = Ap.
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Cette valeur est:

1
« 27 [A cos?p — 1]

Faisons la somme des deux termes considérés.
On obtient :

1 | . ‘
R fily =) iy ~a)
2i [A cos’y — 1]/‘_174 () [e te 1dy

1 ]
=mﬂ (y) cos [y — ) dy.

L’intégrale définie peut alors s'éerire:

i . {
cos pnwa (y) cospy dy 4 smp.oafF (v) sin py dy
=1 -1

F (y) étant une fonction impaire, on voit que la premiére
intégrale est nulle, ce qui montre que le développement de

f(x) ne contient que des sinus.
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CHAPITRE XIV

REFROIDISSEMENT D'UN CORPS SOLIDE
QUELCONQUE

120. Fonctions harmoniques. Cas du parallélipipéde.
— Nous allons aborder maintenant le probléme général de
refroidissement d'un corps quelconque ; mais, ici, nous per-
drons en rigueur ce que nous gagnerons en généralité.

Le probléme se raméne ala détermination d'une fonction V
telle que l'on ait & l'intérieur du solide : '

W:AV

a la surface:
((%f + V=0
et qui, pour ¢ = o, se réduira &:
I (wyz).

Nous considérerons toujours z comme une constante po-

sitive.
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La solution de cette question est intimement liée & celle du
probléme suivant:

Trouver une fonction U (z, y, z) telle que I'on ait a I'inté-

rieur du corps : i
’ A AU+ (U =o
et a la surface :

fldli-—*—hU:.O

% étant la méme constante que dans le probleme précédent,
et & une nouvelle constante arbitraire.

Nous allons démontrer I'existence de fonclions satisfaisant
a ces conditions, et que I'on peut désigner sous le nom de
fonctions harmoniques. _

121. Supposons, d’abord, qu’il existe deux fonctions U et
U’ satisfaisant aux conditions précédentes, mais correspon-
dant & des valeurs différentes % et £’ de la conslante .

Appliquons le théoréme de Green & ces deux fonctions :

/fv‘iq-—u' > = [[[ (vaU — vAU) ax

les intégrales étant étendues a la surface et au volume du
corps, et les dérivées étant prises suivant la normale exté-
rieure.

En tenant compte des relations auxquelles satisfont U et

U’, 1a formule ci-dessus donne :

ff (k—H)UU dr=o

ct, comme % et & sont supposés différents, on a :

(1) ffoU’dr:o.

PROPAGATION DY LA CHALEUR, , 15
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Ceci nous montre que les constantes % sont nécessaire-
ment réelles.

En effet, si & pouvait étre imaginaire, soit U la fonction
correspondante, la fonction U’ imaginaire conjuguée de U
correspondra i la valeur %' conjuguée de %.

Or, 'égalité :
J[[uv =0

est ici impossible, puisque UU’ est une quantité essentiélle-
ment positive.
Jedis,de plus,que % ne peut pas étre négatif. Pour le voir,

appliquons le théoréme de Green sous la forme suivante :

et [ fff 3

En remplacant %llg et AU par leurs valeurs, cette équation

devient :

| —hffuzdm=—kfffuzdr+fff2@g)zd{

D’ou l'on tire la valeur de % ¢

- hffl;]”dw—}-.j:ffz <%>z qr.
- [ffuv as

S'il existe une fonction U, on voit ainsi que la valeur de %

(2)

~ sera donnée par la formule (2).
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122. Posons :

A:hfo2dm—l-fffE<%g>gdr
B [fforas |

U étant une fonction quelcongue.
. A
Considérons le rapport B

Sa valeur ne change pas quand on multiplie U par une

constante ; on peut donc toujours supposer que l'on a: -

B=[[[vtar =t

Nous avons donc a étudier 'expression A. Elle est essen-
tiellement positive et ne peut s’annuler ; en effet, il faudrait

+ pour cela que chaéune des intégrales dont elle est la somme
fat nulle.

On aurait done & la surface

U=o
et a l'intérieur:
dU _dU _dU_
de ~ dy ~ dz
D'ou:
U == constante.
Par suite:

U=o
dans tout le corps.

Or, ceci est impossible, puisque Yon a :

[ffvra=1.
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A, ne pouvant s'annuler, a un certain minimum. Soit U, la
fonction qui correspond & ce minimum. Puisque, parmi

toutes les fonctions U qui satisfont & I'équation :
B=1

la fonction U, est celle qui rend A minimum, il faut que,
quelle que soit la variation 3U de U,, pourvu qu’elle satis-
fasse a I'équation:

B=o

la variation 8A correspondante soit nulle. Donc I'équation :
3A=o0

doit étre une conséquence de:

3B = o.
On a:

SA—Iz fUSUd“"*fffZZg 2 (0) a.

Or, on a, par le théoréme de Green :

‘/fU—dm=fffaU.AU.dr+fffz‘ég%suoh.

D’on:

1 dU ;
53A = faU <hU -}-a—n>dw — [[[3u.2Ud
On a, d’autre part :

%SB :ffoSUdt.
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3A ne contient plus maintenant que la variation 3U.
D'aprés les principes du calcul des variations, si pour

= U, I'équation :

est une conséquence de
SB=o
on a nécessairement ;
dU
RU —1 =9
4 + dw

ala surface, et:

£ U, + AU, =0

a I'intéricur, %, étant une certaine constante, qui, comme
nous allons le montrer, est ¢gale & la valeur de A corres-
pondant & U,.

En effet, reprenons la valeur de A:

snfforant (@) # (G + () Jo-

Appliquons le théoréme de Green & I'intégrale triple:

fffz dU dr—fo ig!dm—ffoAU as.

D'ou il vient pour A:

A =j‘fu4 (% + hU,) do — [ [[U,a0,d
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ou bien:

.A=k4ffofdt=k4.

La constante &, est donc égale au minimum de A.

128. Considérons maintenant une fonction F satisfaisant

aux conditions suivantes :

B=‘fffF2dr—_—1
C=[[[FU,dx =0

Parmi toutes les fonclions F satisfaisant & ces conditions,

et:

il en existe une qui rend minimum lexpression :

A:lz/fFﬁdm+fffE<g>zdr.

Soit U, cette fonction. De méme que précédemment, il
faudra (ue I'équation :

A =o
soit une conséquence des deux équations :

‘ SB=o
3C = o.

On devra donc avoir identiquement :°
SA = %, 3B 4 2! 3C

k, et ! étant des constantes, c'est-a-dire que I'on aura iden-
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tiquement :

f f (hUa + "%) 3y do = [['[(4U, + 2,0, + U, de

Cé qui exige que I'on ait & la surface:

WUy |\ 4. —
T 42U, =0
et a 'intérieur: .

Nous allons calculer les constantes %, et { et montrer, tout

d’abord, que l'on a :
{=o.

Pour cela, appliquons la formule de Green aux fonctions

U,etU,:

ff R ) do = [ [[(U,aU, — U,AU,) ds.

Remplagons c%,%%", AU, et AU, parleurs valeurs; il vient:

(}zn_k,)fffmuzdz-}-szfodT=o.

Or, comme l'on a:

ff UU,de=o0
Sffvrde =1,

l=o.

et :

on en conclut :
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Done U, satisfait 4 I'intérieur  la condition:
AU, + AU, =o.

On verra comme précédemment. que %, est la valeur de
A correspondant a la fonction U,.

D’aprés tout ce qui précéde, on voit immédiatement que
l'on a:

ky << ky.

124. On définira de méme la fonclion U; qui sera assu-

jettie aux conditions:

B:ffo;d:_:i
C=[[[UUds =0
D:j:fo3U2dr=o.

Cetle fonction U, satisfera aux deux équations :

au,
in + 20, =o
AU, +4,U; =0

la premiére équation ayant lieu a la surface, et la seconde &
Iintérieur. On poursuivra de cette maniére, et on définira

en général la fonction harmonique U, telle que:

o=
. f f U,U,dr =0

oo
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-~

U,, satisfera aux deux équations:

dU |

p —
in + AU, =0
AU, 4 %,U, == 0.

233

La démonstration que nous venons de donner de lexis-

tence des fonctions U n’esl pas absolument rigoureuse.

Elle est sujette aux mémes objections que la démonstration

par laquelle Riemann a ¢tabli le principe de Dirichlet. J'ai,

depuis la cloture de ce cours, donné une démonstration

plus satisfaisanle dans un mémoire intitulé : Sur les KEqua-

tions de la Physique Mathématique, et inséré au tome VIII

des Rendiconti del Circolo Matemalico di Palermo.

125, Parallélipipéde rectangle., — Nous allons déter-

miner les fonclions U dans le cas particulier du parall¢li-

pipéde rectangle.

Soienl:

N §
o
H W |
SN VNN

les six plans qui limitent le solide.

Je dis que 'on peut trouver des fonctions U de la forme:

U = sin(\ + ) sin (A + 12) 80 (A2 - )

On a dans ces conditions:
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Donc:
AUA4- (342 4+ U=o.

Il s’agit de déterminer X, gy Ay, W@y, Py gy de fagon &

satisfaire aux équations & la surface:

dU
-d—ﬂ’.l + hU =o.

~

Pour # = a, on aura:

dU _ dU .
T U.2,. cotg(ha 4 py).

Il faut donc que I'on ait :

1) A cotg (A + ) + b =0
Pour # = — a, on a:

dU dU

= dm = — U}, cotg(— a4+ u,)

D’ou la seconde condition :
(2) A cotg(ha — ) -h=o0
La comparaison des deux équations (1) et (2) montre que

p; est un multiple de g; il suffit de lui donner les valeurs

™
oeté-

Dans le premier cas, la fonction :

sin (4@ - p4)
se réduit & sin),x, et la constante ), satisfait & I'équation:

(3) A d-htgha=o.
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Dans le second cas, on a la fonction :
cosAjx
A{ étant racine de I'équation:
(4) M — h cotg)rja =o.

On verrait de méme que les termes :

sin (Agy =+ o)
sin (7 + pa)

se réduisent respectivement & :

sin A,y ou cos Ay

sinl;z  ou  cos}jz

les ) satisfaisant & des équations analogues aux équations
3) et (4.

On voit que les fonctions U ainsi définies seront de huit
formes différentes, selon qu’elles seront exprimées par un
produit de cosinus, par un produit de sinus ou par un pro-

duit de sinus et de cosinus.

126. On peut se demander sil'on a bien ainsi toutes les
solutions du probléme.

Pour le voir, nous allons démontrer qu'une fonction quel-
conque V de @, y, z, définie & 'intérieur du parallélipipéde,
peut se développer en une série procédant suivant les fonc-
tions U.

Considérons, d’abord, une fonction de la seule variable 2
définie entre — a et - a.

On peut la décomposer en une somme de deux fonctions,

dont 'une est paire et I'autre impaire.
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La fonction impaire pourra se développer suivant les
fonctions sin )\:w, et cela d’une seule mani¢re, comme on I'a
vu a propos du refroidissement de la sphére ; I'équation (3)
est, en effet, la méme que celle que l'on rencontre dans
'étude du refroidissement de la sphére.

On verrait, par un procédé analogue, que la fonction paire
peut se développer suivant les fonctions cos A{x et d’une
seule maniére ; en effet, I'équation (4) est d'une forme
analogue acelle de l'équation (3) et rentre dans la catégorie
étudiée aux § 119 et suivants.

Appliquons ceci & la fonction V (,y, z), en la considérant
d’abord comme fonction de #. On pourra la développer, et
cela d’une seule maniére, cn une série procédant suivant les
fonctions :

sinh,z et coskiz

Les coefficients de ce développement seront des fonctions

de y et z définies dans le champ:

(—oa-+b) et (—cade)
On considérerachacun de ces coefficients comme fonction

de y, et on les développera suivant les fonctions:

v

sin Ay et cos Ay

On aura comme coefficients des fonctions de z définies de

— ¢ & 4~ ¢, que l'on développera suivant les fonctions :

sink;z et coshiz

On voit que, dans le cas particulier du parallélipipede
rectangle, nous obtenons un développement bien défini de la

fonction arbitraire V suivant les fonctions harmoniques U.
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127. Je dis maintenant que le développement, ainsi obtenu
est unique. C’est la une propriété qui n'est pas- spéciale
au cas particulier du parallélipipéde, mais qui est encore
vraie dans le cas général.

Une fonction ne peut pas étre développée de plusieurs
maniéres en série de fonctions harmonicues.
En effet, il suffit de rappeler que nous avons démontré au

§ 121 que lintégrale triple :

[[ [0,

étendue & tout le corps solide, est nulle si U, n’est pas ider-
tique a U,.
Considérons alors le développement :

V=0aU, 4+ 2,0, ... + 2, U, + ...

Multiplions les deux membres par:
Undr

et intégrons dans tout le volume.

D'apres ce qui précéde, ona:

fffVU,,dr;z,,ff U2 ds.

Cette équation détermine complétement les coefficients «,,,
ce qui montre que le développement est unique.

C.Q.F.D.

128. Revenons maintenant au cas du parallélipipéde

rectangle, et supposons que V soit une fonction harmonique
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satisfaisant aux conditions:

av
% + hV =0
a la surface, et:
AV -+ EV =0
a l'intérieur, & étant une certaine constante.
Je dis que cette fonction V doit étre identique & 'une des

fonctions : .
U,, U, ... U,

définies au § 123.
D’aprés le théoréme du n° 126, V, comme d’ailleurs .une
fonction quelconque, peut étre développée en une série de la

forme:
« U, + a,U; 4 ...
de sorte que I'on a:
V=o,U + U, + ...

Je dis que V doit étre identique & I'un des termes o,U;

-

de ce développement, les autres termes étant nuls.

En effet, s’il n’en était pas ainsi nous aurions deux déve-
loppements différents d'une méme fonction en série de fonc-
tions harmoniques, car V, par hypothése, de méme que

a;, U,y 29, U, ... sont des fonctions harmoniques.
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CHAPITRE XV

\

PROPRIETES DES FONCTIONS HARMONIQUES
SOLUTION DU PROBLEME
GENERAL DU REFROIDISSEMENT

129. La fonction U satisfaif, comme on I'a vu, aux condi-

tions suivantes :
On a 4 l'intérieur :

AU+ Z2U=o

et a la surface:
dU
% —|— U =o.

Supposons que l'on fasse varier h.

Lorsque % devient égal a k', & devient égal a %', et U

devient une certaine fonction U’, telle que I'on ait:

AU + KU =0
4 l'intérieur, et :
au’ s
-% + MU =o

a la surface.
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Appliquons le théoréme de Green aux fonctions U et U':

ff %—U’ >dw_jfoAU—UAU)dv

ce qui donne :

(h — 71’)foU'du> = (k — k')ff UU’ de.

SiA esltrés voisinde 4, U’ est trés voisin de U, et on aura

f U2 doo
ffo2 d=

est toujours positif.

a la limite :

t dk
ce qui montre que -7 ah

Si done, parmi les fonctions U, on en considére une de
rang bien déterminé, la valeur correspondante de % est une

fonction croissante de A.

130. Limites supérieures des quantités 2. — Nous

avons vu que %, est le minimum du rapport :

3

quand U varie de loutes les manicres possibles. Il en résulte

que, si on prend pour U une fonction quelconque, on aura :

BRI I

: JIv
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Faisons par exemple

U=1.

On aura: ’
7S
. k‘ < —V—V

S représentant la surface du corps, et W son volume .
131. Nous allons maintenant chercher d’autres limites

pour les quantités :

kg g oos Bony o
Posons :
F = o, + «,F, 4+ ... + o,.Fs
F,, F,, ... IV, étant des fonctions quelconques données a

I'intérieur du volume;x,, «,, ... 2,des coefficients arbitraires.

Posons aussi :

A::hffF"dw—[—fffZ (g)ﬁdr
B=[[[Ftax

A et B seront des formes quadx‘étiques par rapport aux
quantités « ; elles seront, d’ailleurs, dcfinies et positives.

Formons alors I'expression :
.A—2B

A étant une nouvelle indétermincée. Si jécris que le discrimi-
nantde cette forme quadratique est nul, j’obticndrai une équa-

tion algébrique en A de degré », qui admettra» racines :

)\‘, kz, e )\"l. .

PROPAGATION DE LA CUALEUR. 16
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D’aprés la théorie des formes quadratiques, on voit que,
comme A -et B sont des formes positives, I'équation en A a
ses racines réelles et positives.

Nous allons montrer que, en supposant les racines 1,,

2y, ... Ay, rangées par ordre de grandeur croissante, on a :

En effet, on sait qu'il est toujours possible d'effectuer
- une substitution telle que A et B prennent les formes sui-

vartes :

A =08 4083 4 o hgd
=67+ B3+ ... + B2

By Bas ..y Ba étant des combinaisons linéaires et homogeénes

des x. ,
On aura dans ces conditions :

A 0BT 0BT 4 L B2
B B 4-B3 + ... B2

Les fonctions F,F,... I, élant données, si les coclficients

« varient de loutes les manidres possibles, le rapport %
sera compris entre A, et ).

Or, le minimum absolu de ce rapport est %, ; il en résulte
que 'ona: &, < ). ’

En second lieu, remarquons que, le nombre des « étant =,

on peut introduire entre ces quantités (n — 1) relations

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LIMITES SUPERIEURES DES QUANTITI:]S k 243

\

linéaires ; nous prendrons, par exemple, les relations :

W ff[ru, a = ... =[[[Fu,-, @ =0

‘

el:
(2) Brer =Bpr2= .. =pa=0

On aura alors:

é — 283 A4 .+ ABy?
B™ gf+ ...+ 8°

On voit que ce rapport est toujours inférieur & X, Or, si
nous observons que la fonction F cst assujetlie aux condi-
Lions (1), nous verrons que le rapport A a pour minimum A
1ons (1), { pport ga p tp
(CF n® 124); il en résulte done :

kp < )\p
Nous avons done trouvé ainsi des limites supérieures

pour ces quantités k.

132. Nous allons montrer maintenant qu’on peut trouver
des liites inférieures pour ces quantités.

Considérons d’abord %,. Ona :

On diminuera le second membre en remplagant :

SWZCAY au,y:
Zl < dx ) par < dx)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



244 PROPRIETAS DES FONCTIONS HARMONIQUES

et: R
do  par  do.|cosy |

¢ étant l'angle que faitavec ox la normale a I'élément do.
On aura donc :

i
'

| dU,\? - : ,

ﬂf<7£> dz dy dz—}—h/ U dwll o8y |

By > :
ff U3 dow dy ds

Nous décomposons le volume en cylindres paralléles & ox

!

"

X

Fic. 29.

et de section infiniment petite. Cette section est d'ailleurs :
Jdzdy | =do|cosy |

On aura done: ‘ ‘
f dy dz '/ ’“‘) do 41 (U]? 4 U’,’2)] ‘
ffdz/ dsz2 dx

- k>
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x" et x” sont les abscisses des points ol le eylindre infini-

ment petit coupe la surface du corps ;

U/ et Uj sont les valeurs de Uy, correspor;dant aces deux
points.

Les intégrales doubles sont étendues 4 la partie du plan
des yz limitée par le contour apparent du corps.

A chaque point de cette aire correspond une certaine

‘valeur du rapport :

(%) amn i Uy

g

/;Ej% dx

f Ndy, dz
a une valeur comprise entre les valeurs extrémes du rap-
ort M
PO N

Par suite, si on peut trouver un minilum pour le rap-

port 7 ce sera a fortiori un minimum pour ;.
Cherchons done a déterminer la fonction U, telle que I'on

\

ait :

N:‘/‘[z’;a’x:i

et qui rende minimum l'expression :

T

M = (j—g)" dm + MU + V)

z’
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. Comme on I'a déja vu, il faudra écrire que :

M=o
est une conséquence de:
SN = o.
Ona:
1 U daU 7 r " "
é -———d w - Rk [USU + U730
et comme :
U @U dU
doc dcc SU] /— 83U du,
on voit que l’équa.ltion :
' M=o

g'éerit ; .
= v 2
SU’ [hU'—‘ﬂ NN [lU”—i—ZU,,J [dUSU(Ix_o

Cette équation doit étre une conséquence de :

1 a
ESN—LUSUdmZO'
On doit donc avoir:

8M = m’SN

car, pour que la variation de M soit nulle, il faut que I'on ait:

N

M M
W=N-> 0.
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On aura donc pour U les conditions :
E%:»J + mU=o0

pour les valeurs de « comprises entre &’ et a”.

dU /
hU—O—l-‘;_o pour @ = «
AU -+ %ﬁg =o0  pourzy =a"

La fonction U sera de la forme:
cosm (x — a).

On déterminera les deux constantes m et a par les condi~
tions aux limites. Il est inutile de faire ici le calcul; je

me bornerai 4 observer que le minimum, que nous obtien-

T M ) . ,
drons ainsi pour N’ est d’autant plus petit que o — o’ est
plus grand.

On voit donc qu'il est possible de déterminer un minimum

de la quantité %.

’ /

183. On peut de méme trouver une limite inférieure de
%,. En supposant, d’abord, 2 = o, on trouve par une mé-

thode fondée sur le méme principe que la précédente :

-~

v

3

aP€
k, >

P

« étant une certaine constante numérique; W représentant
le volume du corps ;et ), sa plus grande dimension, c’est-a-
dire la distance maxima de deux points du corps. (American
Journal of Math., tome XIL.)
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On trouverait également :

16

(Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. VIIL.)
Cette formule, démontrée pour A = o, sera vraie, a for-
tiori, pour & > o, puisque les quantités % croissent en méme

temps que A.

134. Nous allons montrer que, quelle que soit la valeur
de h, les quantités 2 croissent indéfiniment avec l'indice n..

Posons :

F=oU, 4 oU, 4+ ..... 4+ 2, Un

et considérons la forme quadratique :

. A:/‘/‘fz‘(g)zdr—l—h‘/‘fl”dm

qui peut s'écrire en transformant par la formule de Green:

A.—_ffF(fTE-}.hF)dm_fffFAlw.

Et comme on a ici:

dF
g;;—f—hr—o

il vient :

Az—fffFAFd'c',.
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¢’est-a~dire :

A :fff[%u. o+ @aUn] [222,U, A+ oo+ 02k,U,] dn

En tenant compte des relations auxquelles satisfont les
fonctions U, ceci devient :

A=k} + kped - .o - Rl

On a de méme:

B=/[[[Fas.

D’od: . p
, B=u}+ o} 4 ... + «2.
On a done: ‘

A_ kod 4 R34 kel
B™ i Fadt o tal

On en conclut que, quelles que soient lés quantités «, ona’
toujours:

A
B<k,,.

t

Nous allons maintenant chercher une limite inférieure du
rapport % Plagons-nous d’abord dans le cas de & = o.

., Divisons le solide donné en (n — 1) solides partiels ; nous
considérerons chacun d’eux comme un solide de méme con-
ductibilité que le solide total, et dont la surface est imper-
méable a la chaleur.

On aura pour chacun de ces solides :

ky=o,
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et, par suite, la fonction U, correspondante sera une cons-
tante.

Désignons, d'unc maniére générale, par %y, Uy, les
valeurs particulidres des expressions %,, U,, relatives au
solide partiel de rang i ; et par A;, B,, les intégrales A et
B étendues seulement a ce solide partiel.

Les quantilés « étant au nombre de n, on peut les assu-
jettir a (n —1) relations linéaires quelconques.

J'obtiendrai (n — 1) relations de cette sorte en écrivant

ST fre

est nulle lorsqu'on I'étend & chacun des (n —— 1) solides

que Vintégrale :

partiels.

La fonction I ainsi déterminée satisfera a 1'équation :

ff FUdr=o0

P'intégrale étant étendue au solide partiel de rang . Cela
résulle de ce que U,; est une constante.

Or, on sait que, quand T est assujetlie & satisfaire a cette

- . A
condition, le minimum de 1—3-' est alors %y;.
i

Si donc on appelle %4 la plus petite des quantités %,;, on

aura

A
ﬁ>/i£

En comparant avec I'inégalité oblenue plus haut, on

trouve :
by > ky.
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On peut faire la décomposition en (n — 1) solides partiels
d’une fagon arbitraire, et si » est assez grand, on peut opé- -

AW

A ]

limite pour chacun des solides partiels.

rer de fagon que la quantité croisse au-dela de toute

Il en résulte que %, croit au-dela de toute limite dans le

cas de A = o, et, par suite, a fortiori dans le cas de & > o.

135. Solution du probléme du refroidissement d’un
corps. — Il nous reste & savoir comment on peut résoudre,
a 'aide des fonctions Uy, le probléme de Fourier.

Il s'agit de trouver une fonction V satisfaisant aux condi-
tions : . _

dvV

717=A\

" a l'intérieur :
% + AV =0
A la surface, et :
V=V y, 2
pour ¢ = o. ' )
Supposons que I'on ait réussi a4 développer V, en série
procédant suivant les fonctions Uy,

Soit :
Vo=AU+AU, + ... +A,U, + ...
Je dis que la solution du probléme sera :
V=AU e-*t 4 AUge~*t 4 ..+ AU, et |

On vérifie, en effet, que cette fonction satisfait aux condi-
tions du probl¢me si, bien entendu, on suppose remplies

toutes les conditions de convergence.
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Ainsi donc le probléme est ramené a développer une fonc-
tion donnée V, (, y, z) suivant les lonctions U.

Si le développement existe, on en pourra facilement trou-

ver les coefficients. En effet, soit :
Vo=AU, 4+ ... + AU, + ...

Multiplions par U,z, et intégrons. On aura :

(1) A, = f f f V,U,dr

Mais la possibilité du développement n’est pas établie
d'une maniére rigoureuse. Pour qu'elle le fat, il faudrait

pouvoir démontrer que, si I'on pose :
@ V=AUeHr+.. 4+AU,e*t+R

les coefficients A étant définis par 1'équation (1), R tend
vers zéro lorsque » croit indéfiniment. Or, ce point n'est pas

démontré. Nous démontrerons seulement que :

[ [ rea

que l'on peut appeler la moyenne du carré de l'erreur com-

mise, tend vers zéro,

136. Comme V, ainsi que chacun des » premiers termes

du second membre de I'équation (2), satisfait aux équations:

dy ,
— AV
dV
dn TRV =0
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on en conclut, d’aprés cette égalité (2), que R y satisfait

également. On a donc :

dR
T = AR
a l'intérieur, et :
dR

a la surface.

Je vais démontrer que 'on a:

JS[[RUd= =0

pour toutes les valeurs de ¢ inférieures ou égales a n.
En effet; multiplions les deux membres de I'égalité (2) par

U; dr, et inlégrons, il vient :

J :f{/l‘./’VU, de=e¢-*it, A; —}—.fffRU, dz

ou, en remplacant A; par sa valeur:

J:e-’-':‘fff\'(,U,-d:—l—fffRUi dx.

D’autre part, puisque 'on a:

J :f‘/‘JQVUI dr

on en conclut :

Cdi]{ :b[/ ‘2—\; U; dx :f‘/‘/.A\'.U, dr.
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Cctte derniére expression, transformée par la formule de

Green, donne :

[0yt i

L’intégrale double est nulle d'aprés les propriétés des

fonctions V et U;, il reste done :

%:fffvw,m

ou:
%: —k;fff\’U;dr:—/f’iJ-

On arrive ainsi & une équation différentielle entrc J et ¢,

d’ot on tire :

J=lye* = e‘”"‘t[ffVOU; dr.

» Reportons ces valeurs dans I'égalité (3), elle devient :

ff RU; dr =o,

ce qu'il fallait démontrer.

137, Cela posé, considérons I'intégrale :

B::jffl’@dr.
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Dérivons par rapport'a ¢. On a:

s ([

:afffﬂ.mdf |

:_2[fff2<%>ﬂczr+/Lf.[wdw]

.

dat
A et B ont la méme signification que dans tous les développe-

ments précédents. Or, on voit ici que 5 a pour minimum

B

ku+|-
On a done:
dB

’(72 < — ‘2}{"’,4 B.

D’ou I'on conclut aisément :

B < B, e~u+1t

-

B, reprosentdnt la valeur de B pour t=o.

Or, pourt = o0, 0na; ‘
Vo= AU, 4+ ... + AU, - R,
Jilevons au carré et intégrons, il vient:
fff\’gclr:A%+A§ ..+ A2 B,

On en conclut:

B",<‘/‘ffV3dr.
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D’ou enfin:

fffpl2 dv < e-‘*”fnwfffvg dx.

Or, on peut prendre n assez grand pour que %,., $oit

aussi grand que l'on veut. Done:

:[fjh;h

tend vers zéro.

138. Généralisation de la méthode de Cauchy. —
La possibilité du développement, suivant les fonctions U’
d’une fonction arbitraire V, définie & l'intérieur d'un solide,
n’est pas démontrée.

Nous allons donner un apercu d'une méthode que l'on
pourrait essayer d’employer pour établir ce point.

-Admettons, d’abord, la possibilité de ce développement, ct

soit :
Vo = A|U4 + oo + AuUn + e =2 AuUn-

Cherchons une fonetion S telle que l'on ait, § étant une
constante :
AS +ES =V,
a Pintérieur, et :
Gris=o,
a la surface.

On aura: v T

szgmm_-
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D'ou:
— Y Bk, U,

On devra donc avoir :

NBa € — &) Uy = Y AL,

D’ott on déduit :

et, par suite :

A"U" .

S: E—kn

Sil'on considére S comme fonction de &, et que 'on donne
4 § des valeurs réelles ou imaginaires, S sera une fonction

méromorphe deé §, et I'on aura :

_t

ES = Z AnUn E —_ k,,

Par suite, lorsque & croit indéfiniment :

lim (5S) = ) A,Un = vo
Donc: \
S V—EQ

139. Nous allons maintenant renverser I'ordre des consi-
- dérations qui précédent; nous chercherons a démontrer

qu'il existe des fonctions S satisfaisant aux conditions :

AS—}—ES::

PROPAGATION DE LA CHALEUR. 17
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a I'intérieur, et :
‘ s | .
— -} AS =
. in + A5 =0
4la surface.
Remarquons, d'abord, que, si § n'est pas égal al'une des

quantités %,, il ne pourra y avoir qu'une solution.

En effet, s'il y avait deux solutions S et S 4T, on aurait
AT +tT =o

a’n+hT—0

et il faudrait pour cela que§ fat égal & I'une des quantités &.
Silon a:
E == kn,

je dis qu'en général il n'y a pas de solution. En effet,
appliquons le théoréme de Green aux deux fonctions S et U,.
Ona:

(5% 0.8 = f fisst — v

En remplagant par leurs valeurs les fonctions :

- dU, dS

) an’ AU, et AS,

on obtient la condition :

S [ o, de=o,

qui n'est évidemment pas remplie en général. Si elle se

trouve remplie, il y aura une infinité de solutions, car on
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pourra ajouter a la fonction trouvéela fonction U, multipliée
par une constante quelconque. '

Le point important & établir serait de démontrer qu’il y a
une solution lorsque £ est différent de %,.

Les démonstrations que ’on fonderait sur les maxima et
minima des intégrales définies ne sont pas rigoureuses. On
pourrait trouver une démonstration plus rigoureuse en
employant une méthode analogue a celle de M. Schwarz
pour I'équation de Laplace. Une fois I'existence de S établie,
on démontrerait que c'est une fonction méromorphe de &.

On cherchera la valeur asymplotique de S,et on verra que
c'est ‘—,[0
5
140. Les points singuliers de S sont les points § = %,, et
ce sont des poles simples. On en cherchera les résidus ; pour

cela on posera :

- T
S—E—kn

etla limite de T lorsque § tend vers %, sera le résidu corres-
pondant,
On aura :

AT (T = — %) V,.
Par suite, & la limite :
AT +%,T = o,
ce qui montre que l'on a:

T= unn

«, étant une certaine constante qu'il reste a déterminer,
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Pour cela servons-nous de la relation obtenue déja plus
haut par le théoréme de Green :

fff(SAU" — UnAS) dr=o0

qui devient, en remplagant AU, et AS par leurs valeurs :

j'ffu,,s ¢ — k) de =ffo,.vo dr

c'est-a-dire:

, ffo,,Tdr:ffo,,Vodt

ou, lorsque £ tend vers %,:

ujffua dr =ffo,,Vo dv
wn=[ [ [UV,ds.

Ceci posé, on formera l'intégrale :

ou, enfin:

1

= | Sd

3 S
prise le long d’un cercle de rayon infiniment grand, elle
sera égale a V,, puisque la valeur asymptotique de S est
%1’; d’autre part, cette intégrale est égale a la somme des

résidus de la fonction S; on en déduit le développement de
V, suivant les fonctions U. Tout cela n'est qu'un apergu
absolument dépourva de rigueur. Ici encore je renverrai aun

mémoire cité du Circolo Matemalico.
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1441. Comparaison avec la méthode de Cauchy. —
Il y a une grande analogie entre cette méthode et la mé-
thode de Cauchy pour le développement des fonctions sui-
vant des exponentielles dont les exposants satisfont & une
certaine équation transcendante (chapitre xin).
Comparons, par exemple, les deux méthodes dans le cas

particulier du refroidissementde la sphére, lorsque latempé-
rature initiale ne dépend que de .

Les fonctions U sont, dans ce cas, de la forme :

p satisfaisant a I'équation:
n

tgu = Ap.
On voit que I'on a dans ce cas:
k,, = y.;f.

Par suite, sil'on a:
Q B, sin "
[ _—
iy =3 ==
on aura:

1 sin.,”
5= r Z B" E — p.?L

Voyons maintenant ce |que devient ici la fonction R que
nous avons employée dans la méthode de Cauchy.:
On connait les pdles p de la fonction R, et le résidu cor-

respondant & un poéle p est précisément le terme en e'vr
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]
comme l'on a:

du développement de f(r) suivant les fonctions Sl—r:ﬂ‘ 0

on en conclut:

B e'ry B P
Rs)= 3 [22 2 Bu
(=2 ljzw P— 2irz-|-pu,,_]
R(z) = Z % . zZsinp,” —iu cosu,"

2 2
5 —

" On a par suite:

B, — zsinw, — iu, cosu,
R(—z)= )" S R

21— g2
On a donc:
R(z) —R(—2) B, siny,
2z - Z

= S(z?
2 e — 5 (e

On voit donc que les deux fonctions R et S se raménent
I'une a I'autre.

.
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CHAPITRE XVI

PROBLEME GENERAL DU REFROIDISSEMENT
DE LA SPHEERE
FONCTIONS SPHERIQUES. — SERIE DE LAPLACE

142. Nous allons traiter le probléme du refroidisse-
ment d'une sphére de rayon 1, lorsque la température est
distribuée d’'une maniére quelconque dans le corps.

La solution de ce probléme se rattache a I'étude des fonc-
tions sphériques.

143. Polyndomes sphériques. —Nous appellerons poly-
néme sphérique d’ordre » un polynéme II, de degré n,

- entier et homogéne par rapport a , y, z, tel que 'on ait :
All, = o.
Un polynéme homogéne de degré » & trois variables con-

tient (r 11 2(n + 2) coefficients arbitraires.

All, qui est de degré (n — 2) contiendra ﬂn_ﬂ:_l) coeffi-
cients.
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Si II, estunpolyndme sphérique, le nombre des coeflicients

arbitraires sera donc :

{ 1 2 —1

On voit donc qu'il existera (2z 4 1) polyndémes sphériques

de degré » linéairement indépendants.

144. Fonctions sphériques. — Passons maintenant aux

coordonnées polaires en posant :

& =1rsinl cos¢
y = 1 sin0 sing
z=rcos?. ‘

On aura:
(1) I, = r'LXn

X, étant une certaine fonction de 6 et ¢ ue nous appelle-
rons fonction sphérique.
On a 'identité :

dn’n - "__‘ 7
(2) E'- = nr }x,,

Si, dans les équations (1) et (2), on fait :

r=1
elles deviennent:
11, = xn
al, _ .
dn

anl | e . .
—— étant la dérivée suivant la normale extérieure.

dn
~ Considérons maintenant deux polynémes sphériques
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. \
d'ordres différents : I et I, et appliquons-leur la formule

de Green:

ﬂ ,, d—n—'i’-— II,, — dﬂ"> do ff (I1,AI1,, — I1,,AIL,)} d=

Le second membre est nul, et le premier se réduit 4 :

(m;n) IS X’,,.X,,ldw.

Il en résulte que:

‘/“[ X, Xndo =0

145. Série de Laplace. — De méme que nous avons
démontré la possibilité du développement d'une fonction
arbitraire ‘d'une variable en série de FFourier, nous allons
démontrer qu'une fonction arbitraire des deux angles 8 et ¢
peut étre représentée par une série procédantsuivant les fonc-
tions sphériques. '

Avant de donner une démonstration rigoureuse, nous
allons exposer la méthode par laquelle Laplace a été conduit
a ce résultat. |

Considérons une sphére de rayon 1, et supposons qu'a sa

surface soit répandue, suivant une loi quelconque, une matiére
‘attlrante soit V sa densité superficielle.

Considérons un point M non situé sur la surface. SOIent
@, ¥, z ses coordonnées rectangulaires; r, 4, 8, ses coordon-
nées polaires.

Soit M («', ', ') un point quelconque de la surface; ses
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coordonnées polaires sont :

1, 6o, ¢

T .
Si y représente I'angle MOM' (fig. 30), on aura par la tri-

gonométrie sphérique :

cosy == ¢0s 0 cos § -}~ sind sin ¢’ cos (¢ — ¢')

Fi6. 30. ~

et, sip représente la distance MM’, on aura :

=@—a)24y—y)?+ (s — &)
ou.

p? =1 —2rcosy 4

Nous allons chercher le potentiel U de la couche attractive
]

au point M.
En appelant dw 'élément de surface, dont le centre est en

M', on aura :
V do,
P

U=
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Supposons, d’abord, que M soit & lintérieur de lasphére;

dans ce cas, 'expression:

vol=-

%: [ — 2 cosy 4 2]

¢

pourra se développer suivant les puissances croissantes de »,

puisque 'on a :
1.

A

Soit :
1__N'p -
;’——':3[),,7'

ce développement. On aura:

(3) v=3r[ [V.Pudo,

P, est une fonction de y et, par conséquent, de 6, ¢, 0, ¢'.
Considérons P, comme fonction de 6 et ¢; nous allons dé-
montrer que c'est une fonction sphérique.

On a, en effet:

1

-
b

=[o— P+ —yP+—2)"

© |-

Comme l'on a:
By 4 <y
on pourra développer suivant les puissances Croissantes

de w, y, z.
Soit :

) §=110+n, + I, e o T e

I, étant un polynéme hoinogéne de degré n en @, ¥, 2.
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Je dis que II, est un polyndme sphérique. En effet, on a :

A-=o.

© |

Done:

Ally 4 ATL, ... + A, +.. =o.

Comme le premier membre est une suite de polyndémes de

degrés différents, on doit avoir séparément :
All, = AIl, = ... =All,=... =o.

Pour passer de ce développement en @, y, z au développe-
ment précédent, il suffira de transformer en coordonnées

polaires. On voit que :
I, = P,.r".

Ce qui montre que P, est une fonction sphérique de 6 et ¢.

On verrait de méme qu’en posant :

X, :ffVP,, do

X, scra également une fonction sphériquede 6 et de ¢, et I'on

aura :

U :Z rX .

146. Si maintenant on suppose que le point M soil

exlérieur ala sphére, on aura un résultat toul a fait analogunc

. 1 . . . 1

cn développant - suivant les puissances croissantes de -
P .

ce qui donnera:

2 17 2 P,
= ! [1——;0057—}—r—2] =2}-_n_’:_' ’

O
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et:
4 X
) U foend 2 7‘—”‘:'.

Si on considére la composante de l'attraction suivanl le

’

rayon vecteur, on a pour le point intérieur:
dU
(%) . - = nre-4 X,

et, pour le point extérieur :

’ dU X,
(5) a 2—2 (n+1) 7'"’+2.
Soient, d'autre part, u et w deux points situés, le premier

a l'intérieur, le second & l'extéricur de la surface atlirante.

. d .
Soient « et « les valeurs de dl: en ces deux points.

On sait que, si les deux points se rapprochent indéfiniment,

on a ala limite:
(6) A o — o = 4xnV, -
V étant la valeur de la densité au point de la surface qui est
la position limite de p et '
Faisons donc tendre r vers I'unité; I'équation (6) nous
donne a la limite :
NaX,— B — (n + 1) X, = 4nV.

D'ou:

_ 9n +1
v=M) e X

C’est ainsi que Laplace a ét¢ conduit 4 cette série.
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147. Démonstration de Dirichlet. — La démonstration
que nous venons de donner n’est évidemment pas rigou-
reuse; Dirichlet a, le premier, donné une démonstration
satisfaisante. Clest, d'ailleurs, cette démonstration que nous
allons reproduire, mais en y introduisant d’assez profondes
modifications. Avant de l'aborder nous devons d’abord

résoudre le probléme suivant:

Fic, 31.

Trouver une fonction W de r, 0 et ¢ qui se réduise & V a
la surface de la sphére, et qui & I'intérieur dela sphére satis-
fasse a I'équation AW == o. C'est lc probléme de Dirichlet.

Considérons sur un rayon OP (fg. 31) deux points M et

M’ & des distances du cenlre r et ', telles que l'on ait:
=1

Soient : V,la valeur dela fonction donnée en P; U, le poten-
tiel en M; U’, le potentiel en M/, qui résulteraient d’une ma-
tiére de densité, V répartie sur la surface.

Si on considére les composantes de I'attraction dirigées

suivant le rayon vecteur, on a:

<i[—j- — @-) = 4rV. .,

o (G-
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U; = Z X, re,
U = 2 %ﬁ = 2 Xt = U,

On en conclut :

auU au’ ,

=y

e r .

au
—_—p3 S 2
" r2(J

Done Végalité (7) devient:
(8) lim %: + 3 0(%] + rzU:l = 4=V.
Considérons la fonction W définie par I'équation:

dU
bW = Qr;l?—l— U.

On sait qu'a I'intérieur de la sphére on a:

AU =o.
On en déduira aisément:

et, par suite:

AW =o.
Ceci posé, I'équation (8) peut s’écrire :
. dU
lim | 4W 4 2 (44 70— 2) 4 U (2 — )| = s

lorsque 7 tend vers 1.
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Par conséquent:

lim W=V

W est donc la solution du probléme de Dirichlet pour la

sphére.

148. On a posé :

baW = 2r %g- +U

v U =f/\r d(l) .
. p
on en counclut:

dU Vdo
5= 3 (cosy — ).

et comme on a:

'D'Ol‘l:
dn W :/\fﬂlpj—m dw.

D’autre part, on a, a I'intérieur:

U= Z X,

et, par suite:

T'o—ld-g = 2 n Xt

Donec:

— 2n+l U gelt
\V_Z ym X, .

Ce développement est valable a I'intéricur de la spheére;
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g'il était valable sur la surface, on aurait:

» 9 1,
V=Z n4—: X,

Cest ce qu'il s’agit de démontrer.

149, Nous allons considérer U et W comme des fonctions.
de », en regardant pour un instant 6 et ¢ comme des cons-
tantes et en donnant & r des valeurs réelles ou imaginaires.

Lorsque r est réel et inférieur a 1, nous venons de voir
que ces fonctions sont développables en séries prpcédant
suivant les puissances croissantes de r; le rayori de conver-
gence est donc au moins égal a 1.

Nous allons chercher si les développements sont encore
valables lorsque le module de r est égal a 1. .

Nous sommes donc conduits & nous poser la question sui-
vante : , '

Ltant donnée une fonction W (r) holomorphe & I'intérieur
d'un cercle de rayon 1 et développable, par conséquent, sui-
vant les puissances croissantes de » pour || <1, ‘quelle
est la condition pour que le développement soit encore va~-

lable sur la circonférence de rayon 1 elle-méme, c’est-a-dire’

pour:
r =gV
¥ étant réel ?
Soit done :

a W= A

Jobserve d'abord que, si sur la circonférence’ W - est
PROPAGATION. DE LA CHALEUR, 18
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développable par la série de Fourier, sous la forme
(@) W =Y By et M C, e-in¥

les deux développements doivent. étre identiques, c'est-a-.
dire que I'on doit avoir: ' ' '
Bn - Ana' Cn = 0.

~On aen effet :

B _ f W e-intay _ (W ar
n - 27" -

Qnpt+1

)
_ 21rW ein qy [ Wdrp=t
- ) PA - AR -

Les intégrales : '

= A,
)

e

&l gl

~War W dr pr—1
Qi pn+ 1’ O

doivent étre prises le long de la circonférence de rayon 1 ;

elles sont donc égales par le théoréme de Cauchy 4 la somme

des résidus des fonctions:

.

W
— Ty |
Pt )’ VV re
relatifs aux. poles situés a U'intérieur du cercle de rayon 1.

La premic¢re n'a qu'un péle, » = o, avee le résidu A, ;la
seconde n'en a aucun. . ‘
sl

Les égalités (3) sont done démontrées.

"150. Nous sommes ainsi conduits 2 nousAposcr la ques-
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tion suivante. Quelles sont les conditions q:e doit remplir la
fonction W pour étre développable en série de IFourier
.quand on fait r = €'¥,

Je suppose que la fonction W reste finie et satislasse aux
conditions de Dirichlet, sauf pour un nombre fini de valeurs
de § que jappellerai points singuliers. En un point singu-
lier, W pourra cesser de satisfaire aux conditions de Diri-

chlet ou méme devenir infinie ; mais l'intégrale : -

SIWiay

devra rester finie.

S'il en est ainsi, je dis que la fonction W est développable
en série de [Fourier. Pour montrer que la démonstration de
Fourier est encore applicable, il suffit évidemment de prou-

ver que l'intégrale de Dirichlet:

B

\ m o s 2y
~J=f W) ——; ay
o S g, (4 — o)

tend vers =W ({,) quand » croit indéfiniment.
Je supposerai un seul point singulier ¢, (la démonstration
serait la méme dans le cas ot il'y en aurait plusieurs), et je

'

supposerai de plus pour fixer les idées ¢, > ¢,.

Je partagerai l'intégrale J en troisintégrales partielles :
I=J,+ 1+
‘ hr—e - P14-¢ 2
Lh=[""" 1= ;o 1=
0 fO ’ ! g —e’ B f\h—i—e

Le théoréme de Dirichlet (§.41) nous apprend que, quel
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que soit ¢, J, tend vers *W (), et J, vers 0 quand #n croft
indéfiniment.

Nous supposerons que 1'on prend toujours ¢ < &, g, 6tant
une quantité fixe plus petite que ¢, — ¢,; on aura alors
entre les limites de I'intégrale I, :

.

sin =

s =) |> 5

. M étant un nombre fixe, d’ott:

hte:
() L <M f7T0 Wy,

D’aprés les hypothéses faites, le sccond membre de I'iné-
galité (1), dailleurs indépendant de n, tend vers 0 avec e.
Voici donc comment on pourra conduire la démonstration.
Je veux démontrer qu'on peut prendre » assez grand pour -
- que:
(@) 17— =W () | < 4
quel que petit que soit .
Pour ccla je prendrai d’abord ¢ assez petit pour que:
MW ay <D
-/q,ll.;E'I ¥ < 3’
d'on:
191 < 3
Le nombre ¢ étant désormais fixe, je prendrai » assez grand
pour que : ' , ,
N
3o — =W (b | <}
FARS:

ce qui entrainera I'inégalité (2).
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151. Il ne me reste donc plus qu'a étudier les singulari-

tés que peut présenter la fonction W, définie au § 147, pour

L= el )

~ Les conditions auxquelles doit satisfaire la fonction V
n’ont pas été définies par Dirichlet avec la méme précision
que pour la série de Fourier ; nous supposerons dans ce qui
suit que 'on puisse diviser la surface de la sphére en ré-
gions Ry, Ry,..., Ry, séparées les unes des autres par "des
courbes formées d’un nombre fini d’arcs analytiques ; dans
chacune de ces régions la fonction V sera finie, continue, et
possédera des dérivées du premier ordre par rapporta 6 et g;
mais elle pourra éprouver des variations brusques quand on
passera d’une région & I'autre.

Soit M un point intérieur a la spheére, a la distance » du
centre.

Prolongeons OM jusqu’au point de rencontre I avec la
spheére.

Nous prendrons, comme courbes de coordonnées sur la
sphére, des petits cercles de pole P et des grands cercles
passant par le point P et son antipode.

Un point M’ dela sphére sera défini par 'angle POM’ =y
et par 'angle o du grand cercle PM" avec un grand cercle
fixe pris pour origine et passant par P.

Dans ces conditions, '’élément de surface de la sphere
sera :

de = siny dy do.

Reprenons la {fonction U dont nous nous sommes déja ser-

vis précédemment : '

-
szf\ San dydoc’
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il faudra intégrer par rapport & « de o & 2, et par rapport a
yde o am.
Posons alors:

. 2m
F) :fo\' du.

On aura :

UZJLWL_L@
3
0

152. La fonction F () est unc intégrale prise le long
d'un petit cercle depdle P; ce pelit cercle pourra : ou bien se

trouver toul entier a l'intérieur d'une seule région, comme

16, 82,

.

dans la figure 32, ou bien 4tre composé de plusieurs arcs
situés dans des régions différentes.

Dans ce dernier cas, nous décomposerons U'intégrale I' (y)
en intégrales particlles relatives & ces différents arcs.
Soit, par exemple :

%o
F,(y)= . Vda

l'intégrale relative a 1'axe a,a, (fg. 33). On aura:

Fy)= Y F, ().
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Dans le méme ordre d'idées, on décomposera U en un cer-

tain nombre d'intégrales partielles étendues chacune a une

" Fie. 393.

certaine région; chacune de ces intégrales sera dela forme:

leF siny dy
’
To e

F, (y) étant une intégrale dont les limites «, et ¢, varient

avec y.

158. Envisageons I' comme fonction de y. Nous allons
étudier d’abord les singularités dela fonction F (v} ; ce sera,
‘en général, une fonction continue, car en général «, et o,
varieront d’une maniére continue. [ y aura exception
lorsque, parmi les arcs qui limitenl la région considérée,
figurera un arc de petit cercle ayant son péle en P,

Il y aura dans ce cas une variation brusque des limites de
Pintégrale. R

Je dis qu'en géndral IF (y) a une dérivée finie, méme pour

les valeurs imaginaires de r; on aen effet:

P
- AY d dy, «.
,1‘ (Y)Zf -a—da—{—ﬁ?vz——d—y‘\'.
Jo W { iy
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L’intégrale est toujours finie, car j'ai supposé qu’a l'inté-
rieur d’'une méme région V avait des dérivées du premier

ordre finies.F'(y) ne peut donc devenir infinie que si I'une des

quantités %ﬂ, —6%3 devient elle-méme infinie, ce qui arrive si
Y . .

le petit cercle devient tangent au contour qui limite la région.
D’ailleurs, en ces points, F'(y) devient, si le contact est

du premier ordre, infini de I'ordre de:

1
\/Y—Yo

en appelant y, la valeur de y qui rend F’(y) infinie.
Si le contact du petit cercle avec le contour de la région

est d’ordre #, F’(y) est infinie de I'ordre de:

—-n

—_.

(y = yo)' 7

En résumé, la fonction F (y) est finie et a une dérivée
finie, sauf pour certaines valeurs singuliéres en nombre fini

que j'appellerai:
Tos L(EI

Ayantune dérivée, elle satisfera aux conditions de Dirichlet.

154, Etudions maintenant la fonction U considérée comme

fonction de r = e'¢. Elle est définie par une intégrale:

T
ﬁ‘ysind
o P

la quantité sous le signe f devient infinie pour p = o, c’est-
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a-dire pour:
y==%19

Si 4 = = Kn (K entier), elle devient infinie d’ordre% s

¢ = Kb, elle ne devient pas infinie, car le numérateur siny
s’annule pour y = == ¢.

Dans un cas comme dans I'autre l'intégrale reste finie.

U est donc une fonction qui est toujours finie. Nous allons
voir maintenant que, sauf en certains points singuliers, elle
a une dérivée finie et satisfait, par conséquent, aux condi-

tions de Dirichlet.

Considérons mainten .
dr

Soient y4, v,... les valeurs singuliéres de y, c'est-a-dire
celles qui rendent infinie I’ (v).

Nous mettrons ces valeurs singuliéres en évidence en dé-
composant I'intégrale U en une somme d’intégrales partielles
admettant ces valeurs singuliéres pour limites, et telles que :

1
(9) f Fy)siny dY
v of
dUu (i
On en conclut que . sera la somme des dérivées de

toutes ces intégrales. Or, I'intégrale (9) peut se transformer

en remarquant que:
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Comme l'on a:
(_iﬁ _r—COoSY

dr p
et,-par suite :
e
‘r_®
dr — %

. . dU
P étant un polyndme entier en », on voil que ~ Sera une
somme d'eXpressions, telles que:
- Y e
7 Py 1§ D
(10) IIﬂY)_l] L _ﬁ_‘zll dy
-7 v o F

r2

’

155. La premiére partie ne peut devenir infinie que si

’ v — . 'actoiedire gl
¢ s'annule pour y = y, ou pour y = y,, ¢'est-a-dire si:

== gy
r==e i

ou':
o oY
r=2¢ \4

LO) mam

et, dans ce cas, on aura un infini d’ordre
Quant a I'intégrale, clle restera finic en général.
En effet, la quantité sous le signef nc peut devenir in-

finie que dans deux cas:
1° Quand T (y) devient infinie, ¢’est-a-dire pour y = y,
* {

oupoury =y,
2° Quand p s’anuule, c'esl-a~dirve pour y = == {.
Si ¢ n'est pas égal &4 &= v, ou==+y,, ces deux circonstances

ne se produiront pas a la fois; 1’élément correspondant &
)y sl

. . PO i
¥ = Yo, Oy = y(, sera infini d’ordre z (ou d’ordre
g ‘ 2 n 41

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DEMONSTRATION DE DIRICHLET 283
le contact du petit cercle avec le contour est d’ordre n.
Vide § 453, in fine); I'élément correspondant a y == == sera
L, . o . ae s dU
infini d’ordre 5 ; lintégrale restera donc finie. Ainsi . oSt
finte sauf pour un nombre fini de points singuliers :

Ll;-_—i‘fo, i‘y. cee

156. Qu'arrive-t-il en ces points singuliers? Pour nous cn
rendre compte, je me contenterai d'un apercu; supposons

que Y soit trés voisin de y, par exemple, et [aisons:
b=1vo+ ¥, Y=Y+,

notre intégrale prendra la forme:

f*.—u _ dw.®
PR, 1
0 oo+ (w . :‘/)2

® détant une fonction de « et y qui ne s’annule pas pour
r=y =o0. N s

Posons alors :

il viendra:

=1 1

=y dz®
44 2
yr "

g+l (Z—- 1) .

(OIS

ce qui nous montre que l'intégrale devient infinie d’ordre :

'

—1. <1

Lo =

n
i1t

Dans le cas particulicr ot » = 1, le calcul précédent
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serait en défaut; on verrait que l'intégrale admet un infini

logarithmique.

o dU N . .
En résumé, o peut devenir infinie, mais d’ordre toujours .

<1 <et méme < %) I en résulte que les intégrales:

J]

SIwWay

7——qu

et:

sont finies.
157, On peut se demander maintenant si pour les valeurs

non singuliéres de ¢, les fonctions % et, par conséquent, W

satisfont aux conditions de Dirichlet,

11 faut, d’abord, préciser ce que jentends par la quand il
s'agit d'une fonction imaginaire ; je veux dire que la partie
réelle et la partie imaginaire y satisfont séparément.

Cela posé, considérons intégrale:
e}

i
Io f PP,
rop
Yo

Si ¢ est compris enlre v, et y,, je la partagerai en deux,

el je considérerai 'une des deux intégrales :

. /‘/j ou f'vl

v

par exeraple la premicre.

F’ (y) étant finie, sauf aux limites, sa partie réelle et sa par-
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tie imaginaire pourront, l'une et l'autre, étre regardées
comme la dilférence de deux fonctions positives de y.

D’autre part, la partie réelle et la partie imaginaire de:

2
g

qui sont des' fonctions de y et de ¢, pourront étre I'une et
l'autre regardées comme la différence de deux fonctions
négatives et décroissantes, par rapport a ¢, et qui sont finies

sauf pour y = ¢; si y — ¢ est un infiniment petit du
premier ordre, elles sont infinies d’ordre %

Il en résulte que J sera une somme d'intégrales de la

forme suivante:
Jj= f ABdy

ol A est une fonction de v positive, et B une fonction de y et
de ¢ négative et décroissante, une somme de pareilles inté-

grales, dis-je, alfectées de I'un des facteurs:
+1, —1, 49 ou —1

L’intégrale j sera une fonction décroissante de ¢, que la
limite supérieure soit fixe ou qu’elle soit égale a ¢.

L’intégrale J sera une somme de fonctions satisfaisant aux
condilions de Dirichlet.

Elle y satisfera donc elle-méme, et il en sera de méme

par conséquent de %g et de W.
C. Q. I.D.

158. En résumé, la fonction W est finie et satisfait aux
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conditions de Dirichlet, sauf en un nombre fini de points

singuliers ; de plus, I'intégrale :

JIW | ay

Nous avons vu, au § 41, que ces conditions suffisent pour que

est finie.

cette fonction soit développable en série de Fourier, laquelle

* série, d’aprés le § 149, ne contient que des puissances posi-
tives de e'y. ’

Ce développement est valable pour toules les valeurs

réelles de ¢; en y faisant ¢ = o, on trouve, comme nous

l'avons dit au § 146, le développement de Laplace dont la

légitimité est ainsi établie.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE XVII

REFROIDISSEMENT DE LA SPHERE
: ET DU CYLINDRE
FONCTIONS HARMONIQUES

159. Comme il n’y a que (27 4 -1) fonctions sphériques
indépendantes d’ordre », nous pouvons s‘uppose‘r que l'on
dit choisi 2n - 1 dec ces fonclions que nous appellerons
fonctions sphériques fondamentales, et 1'on pourra énoncer
le théoréme du chapilre précédent de la facon suivante:

Une fonction quelconque de 4 et queu{t étre repré‘sentée.
par une série dont les termes sont des multiples de fonctions
sphériques fondamentales. ‘

Si on considére maintenant une fondtion arbitraire de r,

O et ¢, elle pourra étre mise sous la forme:

V=o)X

les X représentant des fonctions fondamentales.

160. Nous allons appliquer ces résultats au probléme du
refroidissement de la sphére de rayon 1.
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On sait que le probléme est ramené a la recherche de
fonctions U, telles que I'on ait & I'intérieur:
) AU+ AU = o
et pour r = 1:

, dU
2) =+ r=o.

i

Supposons que U soit développée en une série de la

forme :
U= Y40 X
les X représentant des fonctions sphériques ‘ fondamen-
tales.
Posons :
g(r) =1 9(r)
On aura:

U= Z ¢ (r). I
les 11 représentant des polyndmes sphériques fondamen-

taux.

161. Nous allons chercher les conditions auxquelles

doivent satisfaire les fonctions g.

Ona:
PU_ N [dg odpdl @I
dm‘a_z[%ﬁn'*'%dmdx"'?dm?]
Or:
dy __dew
de ™ drr
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Donc on peut écrire :

d*U / dII
.i
da?® — 2 [d/r‘" 7' ar + dxz]

et, en remarquant que, comme IT est un polyndme homogéne
d'ordre n, on a:

dIl dll dll
w—og—l-y;l};-{—‘z—c‘l;—-nﬂ

il vient:
AU= )} (ump + 298,00 QAH]
. rdr _
Or: B )
All = o
'et, d’autre part:
: 2

Donec:
2(n +-1)de
AU = 2 [ r dr]
Donc l’équatibn (1) devient: |
dig | gn-t1de —
DY [d ki d—ﬁ"?] =

Par suite, il faudra que chacune des fonctions ¢ satisfasse
& 'équation différentielle :
d? n-4-1do
@) 7 e o+ ke

T

Voyons maintenant ce que devient la condition & lalimite :

NP) %g + 12U = o.

PROPAGATION DE LA CHALEUR. . 19
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On a:

U:E?(?‘)T”X
dU _ [ 98, et
%_Etdrr + no.r 'JX.

Done I'équation (2) donne:

Bt me=o

pour r =1,

162. 11 faut que, pour » = o, la fonction g (r). II reste
finie. La théorie des équations linéaires nous apprend qu'une
équation du second ordre admet toujours une et, en général,
deux intégrales particulieres développables, suivant les puis-

sances croissantes (positives ou négatives, entiéres ou non
entiéres) de r.

Soit donge:
o(r) = Are ++ A rp+? - Agre+? L.

En substituanl dans I'équation différentielle, on a, en iden-

tifiant & zéro le premier terme :

ple—1)+(2m+42p=0

C'est ce que l'on appelle I'équation délerminante, parce
qu'elle détermine I'exposant p du terme de degré le moins
élevé.

Les racines sont :
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Cette derniére racine rendrait ¢ (). IT infinie pour r = o.
Soient : ¢, et ¢, les solutions de I'équation différentielle
correspondant respectivement aux deux racines de I'équa-

tion déterminante :
p=0, p=—(2-41)
la solution générale sera :
9 = o9y + @19y
mais, pour qu’elle reste finie pour r = o, il faut que I'on ait:
( a, = o.

163. Les fonctions 9 () qui figurent dans le développe-

ment de U sont des fonctions de » et de %; la condition :
o +(n+h)g=o0

pour » = 1, donnera donc une relation enlre % et &, A
chacune des fonctions U, que nous avons définies dans le
probléme du refroidissement d'un corps quelconque, cor-
respond une valeur bien déterminée de'% ; et, d’aprés ce qui
précéde, on ne pé)urra, en général, trouver qu'un nombre
fini de valeurs de n correspondant & cette valeur de % ; la
fonetion U se réduira alors & un nombre fini de lermes:
chacun de ces termes satisfera d’ailleurs aux conditions
imposées aux fonctions U. En résumé, on voit que les fonc~
tions U relatives & la sphére sont des combinaisons de
lermes de la forme olII. (_ A
_Si, pour chaque valeur de =, nous considérons 2z -1

polynémes fondamentaux, si nous leur associons les fonc-

tions ¢ correspondant & cette valeur de » et & des valeurs
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convenables de % :

nous formerons ainsi des fonctions:

o 11, oI, ...,

que nous appellerons fonctions U fondamentales. Toutes les
autres fonctions U seront des combinaisons linéaires de

celles-la.

164. 1l reste maintenant & résoudre la question suivante :
Etant donnée une fonction arbitraire V de r, 0 et ¢, peul-on
la développer suivant les fonctions U relatives & la sphére ?
Nous commencerons par développer V en série, procédant

suivant les polyndmes sphériques fondamentaux, soit :

V=Y o).

Considérons I'un quelconque des termes de ce développe-

ment :
0 (r).Il

II est un polyndéme fondamental.
Envisageons, parmi les fonctions U relatives & la sphére,
celles qui contiennent en facteur le polyndme I1.
Soient:
e I, o,I1, .....
ces fonctions.
Tout revient a démontrer que 0(r) est développable sui-

vant les fonctions ¢, p,...

165. Remarquons, d’abord, que les fonctions g, g,...
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restent finies pour » = o0. On peut se demander s’il en est de
méme pour 0 (7). ‘
Nous allons faire voir qu'il en est bien ainsi, dans le cas
ol V est une fonction analytique au voisinage de l'origine.
En elfet, on pourra considérer alors V comme représentée
par une série procédant suivant des polyndmes homogénes

d’ordres successifs :

Soit P, un de ces polynémes.

Je dis qu'on peut le mettre sous la forme :

P, =11, + 721, _s + I,y + .....
Hm Hn—-2u Hn- § senen

‘

étant des polyndmes sphériques d'ordres :
n, (n— 2), (n — 4), .....
En effet, le nombre des coefficients arbitraires de P, est:
n4+ 1)@= °.’.
2
Chaque polyndme sphérique d’ordre p est une fonction
linégire et homogéne de 2p -+ 1 polyndmes déterminés ;

donc le nombre de coeflicients arbitraires contenus dans

le second membre est :

@n A1) 4 (20 — 3) 4+ (21 —T) oo = ("—l-i)#%)

Ce nombre est égal au précédent; donc le développement

de P est possible.
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En portant ces expressions de P, dans V, cette fonction

se trouvera mise sous la forme:

V=Ze.n,

les 6 restant finis pour » = o.

166.Refroidissement du cylindre. — Nous reviendrons
sur la question au chapitre suivant; mais, d’abord, nous
allons nous occuper du refroidissement du cylindre, qui
conduit & des équations de méme forme que pour la sphére.
Considérons le cylindre de rayon 1 et limité par les deux

plans :

Nous nous servirons des coordonnées semi-polaires r, o
et z.

Cherchons s'il existe des fonctions U de la forme :
U=7ZW

7 étant fonction de z seulement, et \V fonction de » et .

L’équation :

(1) AU+ AU =0
se transforme facilement en remarquant que I'on a:

AU = ZAW 4 WaZ.

etl'on a:
ZAW - WAZ 4+ 2ZW = o
ou bien: '
AW _ AZ
“w=zZ vk
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Le premier membre ne dépend que de » et v; le second,

que de z; il faut donc que l'on ait :

AW AZ )
—w =7 Th=4

ce qui donne, en posant :

E—K =k
les deux équations :
(3) AW+ ZW =o
(4) AL+ ET =0

Considérons mainlenant 1'équation & la surface:
du
(2) Tn +rU=o0

Pour r == 1, elle devient:

(3) "%V_HLW:O
4 x
' Pour z — a:
< gf-{--hZ:o
Pourz = —a
‘ —-%—{—hZ:o

167. On voit que la fonction 7Z est assujettie aux
mémes conditions que celle que I'on a considérée dans le
parallélipipéde rectangle. .

On aura donc: i
Z =sinpz '
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w étant racine de 1'équation transcendante :

tgpe = Ap.
ou bhien:
Z = cospz
u étant racine de: !
cotgna = Bp

_ A et B étant certaines constantes.

)

168. Cherchons maintenant s’il existe des fonctions W

de la forme ;
W =g¢(r). r* cosno
ou:

W = ¢ (r).  sinno..

Remarquons que 7” cos nw et #» sin no sont des polyndmes
sphériques d’ordre =, car ce sont les parties réelle et ima-
ginaire de la fonction analytique (z - iy) .

On peut done écrire :

W =41
D’ou I'on conclut, par un calcul qui a déja été fait précé-
demment :
— 2ndy
AW = Ag.II 4- — o1
Comme l'on a ici:
2, 1dy
By = dr? + r dr
on en conclut :

e antide
Aw_n[dr2+ - d,]
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et, par suite, 'équation (3) nous donne:

2n —|—- 1 dco ,
dr 1 —|— + Fy—=o
Voyons maintenant ce que nous donne l'équation & la
surface :
Q\g +2W =0
pour r = 1,

Prenons, par exemple, pour fixer les idées :

W = ¢r” cosno
On aura:

/ ~

d
o = ar r* cosnw -} ny r*—1 cosnow

ce qui donne:

de
m A h =
pour » = 1. _
On verrait comme précédemment que ¢ -doit rester finie

pour r = o.

169. Ainsi, dans le cas du cylindre, il y a une infinité de

fonctions U qui sont des produits de trois facteurs :

Z
r™cosne  ou  r"sinne
et:
?(r)
I1 s’agit de savoir si I’on a bien ainsi toutes les fonctions

U nécessaires pour la solution du probléme.
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Pour le démontrer, il faut chercher & développer une fonc-
tion quelconque en série procédant suivant ces fonctions U.

Considérons donc une fonction arbitraire :
Vo, r, 2)

Regardons, d’'abord, r et 2 comme constants ; V pourra se

développer par la série de Fourier:

V= 2 A, cosno + Z B, sinzne

Les A, et les B, sont des fonctions de r et z.

Regardons » comme constant, et faisons varier z de — a

aa.
On sait (cf. § 126) que, dans ces conditions, une fonction

quelconque de z peut étre développée en série suivant les
fonctions Z. :

On aura donc: (

M:Zd
B, = 2 ﬁz

les « etles B étant fonctions de » seulement.

On pourra poser :
a = a'r"

p=pr

et, sil'on peut développer «’ et §" suivant les fonctions ¢ cor-

respondant & la valeur n, on aura effectuc la décomposition

deV suivant les fonctions U.
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SPHERE ET CYLINDRE
POSSIBILITE DU DEVELOPPEMENT

170. En résumé, le probléme du refroidissement de la
sphere et celui du refroidissement du cylindre se raménent
tous deux au développement d'une fonction arbitraire de »
définie entre 0 et 4, en une série procédant suivant les
fonctions ¢ satisfaisant aux conditions que nous avons dg-
terminées pour chacun de ces deux problémes.

Elles doivent d’abord satisfaire & une équati'on différen-
tielle qui a la méme forme dans les deux problémes.

Nous allons donc faire I'étude de I'équation diflérentielle :

¢ )+ 2 ) e () =

7

En posant:
2

, K=wp

et en prenant pour nouvelle variable :

& = pr.
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on est ramené a I'étude de I'équation différentielle (1) :
2

2 1d
0 E TR o

qui ne renferme qu'un seul paramétre =, qui doit étre
entier dans le cas du cylindre et égal 4 la moitié d’un entier

impair dans le cas de la sphére,

171. Etude de l’4quation différentielle. — Cher-
chons d’abord s'il existe des séries procédant suivant
les puissances croissantes de « satisfaisant & cette équation.

On voit aisément que ces séries devront étre de la forme :
\ Y
¢ = }_J pr’ﬁ,
et 'on trouve facilement laloi de récurrence des quanti-
tés A
Aper (28 +2) 26+ 1)+ Aps, (2041) (28 +2) + Ag = o.
D’ott I'on tire:

Ap 1 )
20 (6 +1) (B +n41)

A’ﬁ+| = —

Si p est la plus petite valeur de B dans le développement,
on devra avoir:

Apoy =0, A, #o.
ce qui ne peut avoir lieu que pour les valeurs:

p::ol ou p=—n.

’
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1

Prenons d'abord la solution qui correspond a:
p=o.
On pourra prendre dans ce cas :

_ (— )¢ ,
S IR DIE F a1

lAp

On aura ainsi la fonction:

+OTE+n+1)

‘ (_ 1)[:!' z b
v =2 I'(g <2> ‘

C'est une fonction holomorphe dans tout le plan; ce sera

la fonction ¢ proprement dite.

172, L’équation, étant du second ordre, admet une autre
intégrale indépendante de celle-la. Cest celle qui correspond

en général au cas de:

P = —1.
On peut la mettre sous la forme :

o ~32+2)
_ ()
“P—'EF(—n—}—R—}—l)F()\—}—l)

X étant un entier prenant toutes les valeurs positives ; mais
celte série n'a de sens que dans le cas ot # n’ést pas entier.

La fonction ¢ est, comme on le voit, le produit de
2 -2 par une fonction entiére. Lorsque = est entier, la
forme donnée ci-dessus pour ¢ devient illusoire. Nous allons
chercher quelle est alors la forme de I'intégrale 4.

- Considérons deux intégrales quelconques 9 et ¢ de I'é-
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quation (1); elles satisfont & une relation différentielle du

premier ordre; ona:

Multiplions la premiére équation par —, la seconde par g,

et ajoutons’; il vient :

s — ¢"Y) + 1 Yo —¢§)=o.

@
' D’otx 'on déduit :
Yo — ¢y = Cameth,

Nous supposerons que I'on choisit ¢ de telle sorte que C
soit égal & 'unité. '
On aura done:
1

(2) Yo — 9V =
Remarquons que la solution générale de cetle équation
sera:

b+ ke

% étant une constante arbitraire.
Divisons par ¢? les deux membres. On a, en intégrant:

k]

4 dwx

= L]
N 2 2041
¢ ¢ R/

¢ élant une fonction entiére qui ne s’annule pas pour & = o.
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On pourra développer la fonction sous le signe f en série

de la forme :

On voit qu’en intégrant on trouve :
Y — Blogow 4 w-2.0 ().

Ainsi donc, I'intégrale § se met, dans le cas de » entier,

sous la forme:
g logz 4 G(w). =27,
G (n) étant uné fonction entiére, et :p‘ étant la premiére
intégrale de 1’équation (1).
173. Remarquons que, d’aprés la définition de la fonction

J,, de Bessel:
w) n+ 2@

— 1)8 <2
/ ‘ZPH To+F+0)

;(x>::(§)'”Jm

174. Reprenons maintenant 'équation différentielle sous

on a:

la forme:
w4 (204 1) ¢ + @y = o,

et cherchons & l'intégrer par la methode de Laplace.

Posons pour cela:

¢ :feiéx Udz,
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U étant une fonction de z a déterminer ainsi que le chemin
d’intégration.
On aura:

¢’ V:fize"”U dz,

. ¢ :f— 222U dz;
I'équation différentielle donne donc:

fe"”‘U [@ (1 — 2%) 4 (@0 +1)iz] dz = o.
Nous allons choisir U de telle sorte que 'on ait:

d (eisz),

~ds

e*2U (o (1 — 2°) 4+ 2n 4 1) i3]

V étant une certaine fonction de z. On aura:

[ — A
o (e*V) = ei=® (V' 4 ixV).

En identifiant, on a:

Ul —32?%) =iV,
U@2ni-1)iz =V,
D’ou:

V' (@2n41) iz
AR S
et en intégrant:

711’"

A
J - = 2 2
V= 7 (1 — 2% )
A étant une constante arbitraire, et par suite :

n—a
2

U=A{— )
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on a donc:
i
g=Afe= (1 —2)" Pda
Pour que ce soit une solution de 1'équation différentielle,
il suffit de prendre le chemin d'intégration de telle sorte que
I'expression e?>* V s’annule aux limites. )

Or, V s'annulepour — 1 et 4 1. On pourra donc prendre:
+1 n -4
o=A [e®(l —2% 2z
c=Af e )

Comme cette intégrale est une fonction entiére, elle coin-
cide avec la fonction 9, que nous avons déja définie plus
haut (au facteur A prés). Pour que ces deux intégrales soient
identiques, il faut prendre :

e
() ()
175. 11 s’agit maintenant d’avoir la seconde intégrale.
Remarquons quel'exponentiellee’** s’annule pourz = 0,
lorsque lapartieimaginaire de o est positive, et pour s =— o,
lorsque la partie irhaginaire de « est négative.

On prendra donc dans le premier cas :

Yy =B [eis* U dz
1
et, dans le second cas:

Y = C./Ei:;c Udz

Nous appellerons ¥, la premicre intégrale, et la seconde.
PROPAGATION DE LA CHALEUR 20
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176. Valeurs asymptotiques. — Nous allons chercher
les valeurs asymptotiques des fonctions g, ¢,, ..
Occupons-nous d’abord de la fonction .

C’est une fonction de la forme:

feb_iw fz) dz

f(2) étant développable en série au voisinage des poin‘ts
T aeth. '
Nous avons étudié des fonctions de cette forme dans la
théorie des valeurs asymptotiques, et nous avons vu qu'en
supposant, par cxemple, la particimaginaire de « positive, si
Ton a:

r(z) =A(z —a} +..

la valeur asymptotique de l'intégrale sera:

A+
(+)l2

AT+ e
aht!

et'ax

Appliquons cette formule au cas présent; on a:

et, par suite:

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ETUDE DE L'BQUATION DIFFAERENTIELLE 307

La valeur asymptotique de ¢ () est donc dans ce cas:

n __“l_ 1 n+.1) i7‘5‘_m
1 2 2,I‘<n—|—§>e( LR

F (n + %) \/1; wn+£
(e
- <w> NG

1
v=o—(n+3)5

On verrait de méme que, si la partie imaginaire de @ est

en posant:

négative, ¢ a pour valeur asymptotique:

(2>n + 473 ely
z 2\/1r

Dans le cas ou @ estréel, il n'y a pas de valeur asympto-
tique proprement dite; mais on verrait, en raisonnant comme
EaY

on l'a lait pour la fqnétion J, de Bessel (cf. § 109), que:

l' ) n+.fi 2 n+i2 1
| im (2—> [cp — (0—0> = cos y:l =0

¢t on peut dire, en étendant, comme nous I'avons déja fait, le

sens du mot valeur asymptotique, que l'on a:

1
2\"* 5 cos ,
o MO <—> 2005y

&£ Vr

1'77. Occupons-nous maintenant des valeurs asympto-
tiques de ¢, et ¢;.

Supposons la partie iméginaire de @ positive, et considé-
, .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



308 SPHERE ET CYLINDRE
rons alors y, ; d’aprés ce que I'on a vu dans la théorie des
valeurs asymptotiques, la valeur asymptotique de cette fonc-
tion sera de la forme:
ka? ey
D’ou I'on déduit aisément que 'on aura:
Y3 OO Yy
Comme l'on a d’ailleurs :
@OV — iy
on en déduit: _
bie — ¢'bs OO 2i¢ys
Noué supposons d’ailleurs que la constante B qui figure
dans ¢, ait été choisie de telle sorte quel'on ait:

, 1
q’j? - ??3 :wﬂn-l—l

On aura done: ,
‘ [l .__1._.. 1

Y3\ any %ig
— iy e

(2a) 3

Ps OO

On verrait de méme que, lorsque la partie imaginaire de «
est négative, on a:
i \/71: e~y

(?_ac)”“i

3 o0

178. Possibilité du développement. — Soit mainte-

nant une fonction arbitraire V (r) définic entre 0 ct 1, il
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s'agit de la développer en une série procédant suivant les
fonctions ¢ qui satisfont a I'équation différentielle :

dr2+§_7-_— T =o.

L'intégrale «ui convient au probléme est la fonction
¢ (wr) que nous avons définie précédemment:
- D’aprés la condition & la limite pour » =1, p. devra étre

une racine de I'équation transcendante ;
i

we’ (1) + Ho (1) =
_en posant:

Il:-:n—'—h.

Dans le cas du cylindre = est entier, et dans le cas de la

sphére n est de la forme m — %, m étant entier.

479, Pour effectuer le développement, nous allons, suivant
la méthode générale, chercher une fonction S satisfaisant a
I'équation différentielle :

] as .
®) ot

+1ﬁ
T2 tes=V

£ étant une certaine constante qui peut recevoir des valeurs
réelles ou imaginaires.

S devra satisfaire, en outre, a la condition a la limite :

\ -

S LHS =0

& dr

pour r = 1.

Pour intégrer I'équation, employons la méthode dela varia-
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tion des constantes. L’inté'grale de I'équation sans second

membre est:

ap (18) + B (7€)

Considérons maintenant « et B comme des fonctions de r;

elles devront satisfaire aux conditions :

«y + By =0
r gy — Y
d’({; +p\’/ :—E“

D’ou 'on déduit, en tenant compte de I'équation (2):

a/ —_ V'-l/ (7’6) E‘.’n,dn-{-l

7
Bl — V? (,',g) E‘.’.n’,.-ﬂ-f-i.

On a donc:

S = —- ¢ (%) [dC 4 ¢ ) [aB \

en posant :
dB = Vg (rf) r2»+ 1520 dr
dC = V{ (§) r2n+1g22dr,

180. Ilreste a déterminer les limites d'intégration, de facon
que S reste finie pour 7 = o, el que la condition (4) soit véri-

fide.

La fonction ¢ (#%) devenant infinie pour r = o, il faudra

"de

La limite inférieure est donc néeessairement zéro.

que l'intégrale:

s’annule pour » = o.
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On pburra done écrire : :
A r
S=g(t) [dC+y (Y [dB Lo R

R étant une fonction de § indépendante de r, qu'il s’agit de
déterminer de maniére a satisfaire & I'équation (4).
Ona:
N 1 o) ’ r ] \
S = ko' (%) f dC + &Y (1) f dB 4t (rE R
r 0

— Lo+ Z e,

Les deux derniers termes se détruisent, et pour»=1ona:
: \ '
' =& (5 [dB iy BR.
0
La condition (4) donne donc, en posant:

)+ g (E)=0
WE) 4 I (8 =9,

Ro 4 oJZiB —o.
0

On a donc pour S I'expression définitive:
. . ) . r . g{ 1 .
(s)s_<,;(7g)f'_dc+q,(r;)ﬁd13 q,(rs)ofods.

184. Remarquons que I'équation (2) ne définissait pas com-
plétement ¢, mais la fonetion S n’en est pas moins parfaite-
ment déterminée; car si, comme le permet I'équation (2), on
change ¢ en ¢ 4 k¢, on voit que 0, devient 0, - %6, et dC
devient dC -+ £dB; par suite S ne change pas.
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182, Il faut maintenant voir que S est une fonction méro-

morphe de £. Plagcons-nous d'abord dansle cas oz n'est
pas entier. Je viens de dire que I'on peut, sans changer S et
sans cesser de’ satisfaire 4 (2), choisir d'une infinité de ma-
ni¢res la fonction §. Mais, d’aprés ce que nous avons vu

nous pouvons choisir¢ de telle sorte que la fonction :.
,4’, (7,.E> E?ll.

soit une fonction entiére de E.

On cn déduit aisément que les deux premiers termes de S
sont des fonctions enti¢res. Quant au troisiéme terme, il
devient infini pour les valeurs de £ qui sont racines de 6,
c¢’est-a-dire pour les quantités w: il est cependant une fonc- -
tion méromorphe de , car le facteur & exposant fraction-
naire £27 entre au numérateur et au dénominéteur, et dis-
parait.

«

Dans le cas ol # est entier, on a :
Y (rf) =logly (rf) + £ G

G étant une fonction entiére par rapport a §.

Silon transporte cette valeur de ¢ dans I'expression de S,
on voit que les seules singularités proviennent des termes
qui contiennent log . « .

Calculons le coefficient de log £ dans S. Ce coefficient est:
1
. % V Y F2n 42041 dar
? %) [ Vo (13) g rivet
r
¢ (%) [ Ve 09 e g0t
0

i
—9 (‘7‘5)‘/;V<p (rE) B0 p2044 gy

et on voit qu'il est nul,
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Donc la fonction S n’a pas d’autres singularités que des
poles.

P

183, Cherchons maintenant la valeur asymptotique de S,
quand § croft indéfiniment dans un azimut déterminé, en
laissant de c6té les arguments 0 et =.

Si: I'on suppose la partie imaginaire de £ positive, on choi- *
“sira pour ¢, parmi toutes les fonctions qui satisfont a I'équa-
tion (2), lexpressmn que nous avons désignée par {,, et on

aura d'aprés ce gu'on a vu:

rE 2
' 5 OV — iz ei[re'—(w' ) l
ey

En substituant les valeurs asymptotiques dans les trois

termes de S, on voit que les exposants caractéristiques sont
respectivement: 0, 0, 1 — r.

Par sulte on pourra neghcrer le troisitme terme devant les
deux premlers

Calculons alors la valeur asymptothue du premier terme;

elleest: .
7 ! g i[rE—(n
<?“—_>"+% —1: "[E ("* )g]fvy,‘zn.;.agzu——m\/—i e [ ( t ) ] dr.
V. N -
Cette expression se réduit &: . -
[ ,V | ‘ .

222

N

. On verrait de méme que la valeur asymptotique du
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,

second terme est : : (
\Y
-y

Il en résulte que l'on a:

<

Sov

ot
-

Lorsque la partie imaginaire de § est négative, en em-
ployant la fonction ¢, au lieu de ¢;, on trouve pour S la
méme valeur asymptotique. .

184. Prenons maintenant l'intégrale:

fss dt

le long de cercles choisis de telle sorte qu’ils ne passent par
aucun des points .

On aura & la limite :
‘/‘SE dfE = 2nV.

En égalant cette expression au produit de 2ir par la
somme des résidus, on obtient le développement :

. 5 ' \
V=Y —us vl ﬁ))j;w (ru) P2+ iue dr

V se trouve ainsi développé suivant les fonctions ¢.

La possibilité du développement était le seul point qu'il
nous restat a établir pour achever la solution de la question
qui nous occupe.

Les deux problémes du refroidissement de la spheére et du
cylindre peuvent donc étre regardés comme entiérement

résolus.
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