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L a  geometria delle.serie lineari 
sopra una curva piana 

secondo i l  metodo algebrico. 

(Di E. BERTIN, a Pisa.) 

L a  geometria sopra una curva algebrica è argomento di capitale im- 
portanza e dovrebbe avere fra i geometri italiani maggior numero di cultori. 
La sua origine é d a  ricercare, per le curve di genere p s 1, nella teoria 
riemanniana delle funzioni algebriche, che ne forni i n ' k r m a  trascendente i 
primi. e fondamentali teoremi; mentre la geometria sopra una curva di ge- 
nere p = O nacque, si pub dire, coll'introduzione e coll'applicazione del prin- 
cipio di corrispondenza. 

fi uno dei grandi merjt i  di CLEBSCH l'aver dato veste geometrica ad 
alcuno dei teorami riemanniani e l'averne fatte varie e utili applicazioni. La 
Theorie der Abelschen Functionen di CLEBBCFI e GORDAB (*), non solo si giova 
dei concètti e dei metodi della geornetria arialitica delle curve, ma presenta 
già proposizioni di geometria sopra una curva piana, ottenute principalmente 
per mezzo di trasforrnazioni birazionali. Corne validi contributi ed ajuti alla 
geometria sopra una curva sono d a  considerare anche il principio di corri- 
spondenza CAYLEY-BRILL e l'importante relazione di ZEUTHEN fra i generi di 
due curve in corrispondenza (au'); e, corne caso particolare notevole, Io studio 
della geometria sopra una cubica (p = 1) fatto da  SYLVESTER. 

Ma il problema di esporre con dimostrazioni puramente algebriche e con 
metodo unifornie Ic principali verità conseguite per via trascendente sulle fun- 
zioni O curve algebriche di genere qualsivoglia, trovb una soluzione, per alcuni 
lati complets, soltanto nella classica Memoria di BRILL e NOETHER: Ueber die 
algebraischen Functionesz und ihre Anwendung in der Geometrie (Math. Ann., 
t. 73; da cui emana la maggior parte dei lavori pubblicati di poi su quel- 

(%) Al ricordo della quale Opera deve sssociarsi quel10 delle due belle pubblicazioni 
di CREMONA: Sugli integrali a diferenziale alge6rico (Mem. dell'Accad. delle Sc. di Bolo- 
gna, 1869); Sulla t~asformazione delle curve iperellittiche (Rend. del R. 1st. lomb., 1869). 

~ n n a l i  di Matematka, torno X X I I .  1 
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ERRATA-CORRIGE 
delle pagine 1 a 142 del Tomo XXII. 

pag. 7, lin. 15 e 17, invece di a ordine )> leggasi <( dirnensione B. 
>> 7, lin. 9 da sotto, invece di <( . . . una serie 3: (p k O )  esistono irz una serie y>'"-@ 

(questa avendo l a  dimensione minima se quella ha 1% massima) >> leggasi <( . . . 
una serie 3: (p 5 O), e non una g$+l, esistono in una serie ». 

>> 8, lin. 21, invece di n leggasi m. 
>> 9, lin. 22, invece di leggasi g,(,+,,. 
B 11, lin. 9,. dopo « comune » aggiungasi « (e non una g$+') >>. 
» 17, lin. 9, invece di r leggasi n. 
>> 19, lin. 10, invece di y,-, leggasi ,-,. 
» 21, lin. 21, invece di r g;:! + P, =y; $ P, + P, >> leggasi < y;$: +Pz che contiene 

la  y; + Pi $ P, B. 
>> 21, lin. 2 da sotto, invece di n leggasi Y. 
>> 25, lin. 9, invece di 8 leggasi S. 

» 28, lin. 3 e 4 da sotto, invece di « P (' - 4' B leggasi r P ( P - 4 )  ,. 
2 4 

» 31, lin. 19, invece di (< spezzantesi » leggasi 4 spezzantisi ». 
B 32, lin. 19, invece di (( m - 1 >> leggasi 6 rn - i B. 
>> 34, lin. 5 da sotto, invece di « della rete » leggasi <( del sistema ». 
>> 36, lin. 10 da sotto, invece di « I< - 1 B leggasi « 1 - li ». 
>> 58, lin. 3 da sotto, invece che (( ad una Md-, generica >> leggasi << a k - 1 Md-, 

generiche ». 
» 6.2, lin. 8, dopo < abtre serie )> aggiungasi u lineari ». 
>> 62, lin. 9 da sotto, invece che « degl'iperpiani » leggasi <( dagl'iperpiani ». 
» 63, lin. 2 delle note, invece di (( avranno comune un Sv-,-, >> leggasi <( staranno in 

un Sr-,+, ». 
% 63, lin. 6 delle note, invece di Sr -,.-, leggasi S,.-,.+,. 
» 71, lin. 11, invece che << della 2." >> leggasi <( dalla 2.a ». 
>> 91, lin. 5 da sotto, s i  cancellino le parole « dei gradi a ,  a' ». 
» 126, lin. 13 da sotto, invece di y: leggasi y:.. 
>> 136 alla fine aggiungasi (( (contata tante volte quanta O la  classe di quella oo' di 

spazi) >>. 
» 137, lin. 4, dopo << k + 1 P aggiungasi <( punti ». 
» 140, lin. 2, dopo « Sr-, >> aggiungasi << (cfr. l a  nota (*) a pag. 120) >>- 
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2 Bertini: La geometria delle serie lijzenri 

l'argomento. Fra i quali meritano particolare menzione quelli che estendono 
ed applicano la teoria alle curve del10 spazio a tre e a più dimensioni. La 
geometria degli iperspazi offre gra.nde semplicith di locuzioni e poderosi mezzi 
di dimostrazione e di ricerca. In questa direzione i maggiori progressi sono 
dovuti a NOETHER, SEGRE e CASTELNUOVO. 

Il pensiero che posa  contribuire a rendere più famigliare fra noi la geo- 
metria sopra una curva, l'esporne, secondo il primitivo concetto di RRILL e 
NOETHER, colle aggiunte e i perfezionamenti posteriori, quella parte che si 
riferisce alle serie lineari, mi ha iiidotto alla presente pubblicazione. Il mio 
valorpso collega e caro amico prof. SEGIRE, ne1 lavoro che esce insieme n 
questo, appunto basandosi su. teoremi degli iperspazi, presenta la teoria sotto 
altra luce (*). 

Suppongo ne1 lettore la conoscenza delle trasformazioni cremoniane e 
multiple fra due piani e delle trasformazioni birazionali fra due curve. 

INDICE. 
3 1. Definizioni. Proposizioni preliminari. n.' 1-4 . . . . . . . . . ' . . .  Pag. 3 
3 2. Curve aggiunte. Teorema del resto. n.' 5-8 . . . . . . . . . . .  » 5 
FJ 3. Serie complete. Serie residue. n.' 9-15 . . . . . . . . . . . . .  » 8 
5 4. Serie complete in relazione alle curve aggiunte. Serie canonica. Sistema 

aggiunto puro. n.' 16-18 . . . . . . . . . . . . . . . . . .  » 11 
§ 5. Serie speciali e non speciali. Teorema di riduzione. Teorema delle serie 

speciali e sue conseguenze. n.' 19-22 . . . . . . . . . . . . .  » 15 
3 6. Teoremi di RIEMANN-ROCH e di BRILL-NOETHER. Teorema di CLIFFORD. Teo- 

rema inverso a quel10 di riduzione. n.' 23-28 . . . . . . . . . .  » 18 
3 7. Serie composte. Curve iperellittiche. Teorema sulla composizione di una 

serie e sue conseguenze. Maggiore determinazione del teorema di CLIFFORD. 
Teofema di NOETHER. n.' 29-40 . . . . . . . . . . . . . . .  » 21 

5 8. Curve contenenti serie yf .  Curve i-gonali. Curve ellittiche e razionali. 
n.'41-47 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  » 27 

5 9. Applicazione ai sistemi lineari di curve irriduttibili. Sistemi lineari di curve 
iperellittiche. Sisteini lineari sovrabbondanti definiti da nove O meno punti- 
base. n.' 48-56 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  » 31 

(*) È mio dehito dichiarare che, nella presente esposizione, mi sono giovato [per il 
teorema diretto ed inverso di riduzione e per il teorema di RIEMANN-R~H) di alcune brevi 
notizie favoritemi da1 NOETHER SU' suoi corsi in una lettera del 1889; e che mi sono gio- 
vato altresi in vari punti (ad es. nei n.' 21, 22) di comunicazioni fattemi da1 SEGRE, col 
quale ebbi frequente scambio di idee, specialmente in relazione alle ricordate notizie di 
NOETHER. Delle cose di maggior rilievo dovute a SEGRE faccio ciascuna volta espresso cenno. 
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soprea unn cwva piuna secondo i l  metodo algebrico. 3 

$ 1. Definizioni. Proposizioni preliminari. 

1. Sieno f = O una curva piana algebrica irriduttibile e $J = O una curva 
generioa (*) (irriduttibile O no) di un sistema lineare qualsivoglia CO\ Sup- 
pongasi che le curve f, $J sieno dotate di soli punti multipli ordiriarii e pre- 
sentino in ogni punto cornune il cas0 semplice (cioè non abbiano ivi tangenti 
comuni), il che, corne è noto, si pub sempre ottenere, eseguendo una trasfor- 
mazione cremoniana. 

Dei punti d'intersezione di f ,  I/J si consideri il gruppo format0 da tutti 
i punti variabili, ovvero da questi e da alcuni (anche tutti) punti semplici fissi 
che f, $J abbiano eventualmente comuni. Al variare di $.J si ha una totalità 
di tali gruppi che dicesi serie Eineare sopra f = O. L'ordine di una serie è 
il rlumero dei punti di un gruppo (compresi quelli fissi). Due gruppi A ,  B di 
una serie lineare si chiamano epuivalenti (O corresiduali), il che si rappre- 
senterai. qualche volta scrivendo A B (**). 

2. Segue subito che, togliendo O aggiu?zgendo punti Jissi ai gruppi d i  una 
serie lineare, si ha una nzrova serie lineare; bastando, per àggiungere punti 
fissi, considerare un nuovo sistema lineare proveniente da1 dato ~coll'aggiun~ 
gere a questo una curva arbitraria (fissa) passante per i detti punti fissi. 
Adunque, se ,4, A', B sono gruppi di  punti di f i  delle due relnxioni A =A' ,  
A + B = A' + B, una qzcalmque è conseyuenxa dell' altra. 

3. Se per un gruppo della serie lineare passano infinite curvc $J del si- 
stema lineare che dà la serie, due di queste curve determinano un fascio, di 
oui la curva generica non seta f in punti variabili; onde apparterrai. al fascio 
e quindi al sistema lineare $J la curva f insieme forse ad un'altra curva e 
e reciprocamente. Se 9, = 0, $', = O  sono due curve per un gruppo si ha 
quindi identicamente $JO - +', = e f, introducendo opportuna costante in +, O $ J I , .  

L'infinità O dirnensione di una serie lineare è adunque l'infinità stessa s 
del sistema lineare che la determina, se l'ordine della sua curva generica + 
è minore dell'ordine di f i  ' 

(*) Curva generica significa curva non eccezionale, mentre curva ar6itraria è una 
curva qualsiasi. Analogamente si concepiscano in seguito gli elementi (punti, gruppi, eco.) 
eccezionali, generici, arhitrari di una varietà qualunque. 

("*) Prendo questa notazione ed alcune osservazioni da1 n." 1 del lavoro di CASTEL- 
NUOVO: Le corrispondenze univoche tra gruppi d i  p punti soprir; una curva di genere p 
(Rendiconti del R. 1st. lomb., 1892) : ove sono enunciati var i  teoremi, di cui si troveranno 
in appresso le  dimostrazioni. 
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4 B e r  t i n  i : La geometria da 1 le serie lineari 

Se l'ordine di $ non è minore di quel10 di f e la curva f insieme ad 
una curva variabile in un sistema lineare ma dà un sistema contenuto in $ 
O, come dicesi, se per f passa una ma d i  curve del sistema $, per ogni gruppo 
della sesie lineare passano ma+' curve del sistema stesso. Infatti due tali 
curve $,, $Io dànno, come vedemmo, un fascio a cui appartiene una curva 
del sistema ooa e perb $', (ad es.) appartiene al sistema lineare dato da1 si- 
stema oo" e da $,. Adunque, ne1 presente caso, la dimensione della serie 
lineare è r = s - o -. 1. All'equazione del sistemn lineare $ si pub sempre 
dase la forma: 

e il sistema steseo potrà essere sostituito, per la deterininazione della serie 
lineare, dall'altro sistema (non passante per f ) ;  

di cui una ed una sola curva passa per ogni gruppo, e ne1 quale per $, = O 
(ad es.) si pub prendere qualunque altra curva $ I o  = O del sistema primitivo 
che contenga 10 stesso gruppo (in virtù della relazione identica già notata 
$0 - 9'0 = 6 f ). 

4. Una serie lineare di ordine n e di dimensione r si indicherà col sim- 
bolo y; (O anche gr, ovvero y,, O sempliaemente y, se non occorra alcuna 
iiidicazione di ordine O di dimensione) e si intenderà sempre segnata sopra f 
da un sistema (1). Una serie y;, è un gruppo di n punti. 

Manifestamente per unn y; si ha r 5 f i .  Se = n,  r - 1 punti generici 
di f staccano da1 sistema (1) un fascio c h  dà i punti della curva uno ad 
uno, ci06 f è .razionale (*). 

(") Una serie lineare g; si dice anche serie involuloria O inuolzczione, perche r punti 
generici della curva appartengono ad uno e ad un solo gruppo. Si pub domandare: Questa 
proprietà e l'algebricità, delle relazioni che definiscano comunque una serie di gruppi di 
punti sopra una curva f, sono sufficienti a stabilire la linearità della serie, ci04 il potersi 
essa ottenere con un sistema lineare di curve? 

Se la serie è semplicemente infinita, le dette due proprieta non sono sufficienti (oc- 
corre inoltre e basta, come si vedrh (n.O 42), che i gruppi della serie corrispondano uni- 
vocamente ai valori di un parametro O ai punti di una curva razionale). Ad es., in una 
trasformazione nUpga fra due piani, ad una curva arbitraria di genere p > O  del piano n''Pb 
corrisponde ne1 piano semplice una curva sulla quale esiste una serie di gruppi, di n 
punti (trasformati di un punto del piano avente quelle due proprietà e tuttavia non 
lineare, altrimenti la curva primitiva sarebhe razionale. È una serie che si dice irrazio- 
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sopra urca czlrvla piana secondo il nzetodo algebrico. 5 

5 2. Curve aggiunte. Teorema del resto. 

5 .  Una curva (irriducibile O no) di ordine qualsivoglia avente in ogni 
punto suPzo di f una moltiplicità s - 1 (almeno), dicesi aggiunta ad f. Si ha 
il seguente teorema fondamentale (*) : 

Ogni curvn aggiuntu, che passi per un gruppo di una serie y;, fa parte 
d i  un sistema heure  di curve aggiunte, i l  quale segna la serie. 

Sia la serie g; data da1 sistema (1) e G' un suo gruppo dato dalla curva 
+' = O del sistema stesso; e passi per G' una curva aggiunta y' = O (il che si 
pub ottenere in infiniti modi scegliendo opportunamente alto l'ordine di questa 
curva; ad es., in modo molto particolare, componendola di rette in numero 
sufficiente per i punti di G' e per i punti multipli di f). Sia G un altro gruppo 
(generico) di  g; dato dalla curva 9 = 0 di (lj. Per  un teorema noto (**) la 
forma +y' pub ottenersi come combinazione lineare di f ,  4': perchè, per le 
ipotesi fatte, ogni punto supZo di f = O ed rupZo di JI' = O è appunto almeno 
(s + r - l)uplo per = O (anche per s = 1, r = 1). Si ha adunque identi- 
camente 

#Y'= +"f + O f ,  
dovendo la curva y - O essere del10 stesso ordine di y' = O ed avere in ogni 
punto supZo di f una moltiplicità s - 1: onde y = O è curva aggiunta. Tale 
curva passa inoltre per i punti di Cl. Infatti un 'punto di G è sopra + = O  
ed f = O e quindi, se non è sopra $' = O (cioè non è punto fisso della serie g;), 

naïe (chiamando per contrario razionale una 9:) e di genere eguale al genere della curva 
primitiva. Parimenti le dette due condizioni sono soddisfatte per la serie composta di tutti 
i gruppi di r punti di una curva di genere > O  e pure la serie non è lineare, perchè, 
come vedemmo sopra, una curva sulla quaie esiste una gr, è razionale: e nemmeno è li- 
neare la serie che si ottiene riunendo in tutti i modi possibili r gruppi di una serie sem- 
plicemente infinita irrazionale y (di che il precedente é caso particolare), altrimenti da1 si- 
stema lineare si separerebbe un fascio (per r - 1 gruppi generici di y) che darebbe y. 

Esclusi i casi ora considerati, la  suddetta domanda ha risposta affermativa. Questa 
importante proprietà fu dimostrata da CASTELNUOVO, con considerazioni trascendenti, nella 
recente Nota : Sulla linearità delle invoiuzioni pi& volte infinite, ecc. (Atti della R. Acc. 
delle Sc. di Torino, 1893). 

(*) NOETHER, Rationale AusfiJihrung, ecc. (Math. Ann., tom. 23) n." 27. 
(**) Cfr. ad es. il n." 13 della mia Nota: Rappresentazione di una forma ternaria per 

combinazione Eineare di  due altre (Rend. del R. 1st. lomb., 1891). 
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6 Bert  i n i  : L a  geonaetr.ia delle serie Eineari 

deve appartenere a y = 0:  mentre, se é anche sopra S r  = O e quindi sopra 
y' = O ,  essendo doppio per la +y'  = O, deve pure appartenere a (p = O (*). 
Scrivendo 1' identità precedente per r + 1 posizioni indipendenti +, = 0 ,  
+ , = O  ,... + , = O  di # = O ,  si trova: 

(ove rp, (ad es.) pub essere la y' di dianzi, prendendo per una delle dette 
identità la y'+' = y'$') : e, per la determinazione dei gruppi di gi;, , si potrà 
prendere, invece di (l), il sistema di curve aggiunte: 

In vero, per la dirnostrazione fa,tta, le curve (1), (1') passano per 10 stesso 
gruppo di g; e la curva (1') non pub avere fuori di quel gruppo punti va- 
riabili d'intersezione con f (che dovrebbero trovarsi sopra ?' = 0). 

Due'gruppi di punti che formino insieme la complet,a intersezione di f e 
di una sua curva aggiunta, astreendo dalle Zs(s - 1) intersezioni raccolte nei 
punti multipli di f per il carattere della aggiunta, si dicono resto O residuo 
l'uno dell'altro. Da1 teorema dimostrato risulta che qualunque curva aggiunta 
per un gruppo di una serie y; sega f = O in un gruppo di punti (fissi, diversi 
dalle suddette Zs(s - 1) intersezioni e dai punti del gruppo considerato), che 
è resto di ogni gruppo della serie. In altre parole: qualunque resto di un 
yruppo d i  u n a  serie è resto d i  ogni al tro  g w p p o  d i  essa. In cib sta il cosi- 
detto teorema de2 resto e la ragione delle denominazioni di gruppi  corresiduali 
a due gruppi di una g', e di resto di u n a  serie ad un resto di un suo gruppo 
(resto che pub anche mancare affatto). Una serie ha infiniti resti. 

6. Le cose precedenti possono estendersi considerando, non tutti i punti 
multipli di f, ma una parte soltanto di essi, che direirio formare il gruppo A.  
Allora curva aggiunta ad f rispetto ad A è ogni curva che ha la proprietà 
di aggiunta nei punti multipli di A (cioè in ogni tale punto ~ U P ~ O  un punto 
( s  - l ) U p l ~ ) .  Si ditnostri corne dianzi che, se per un gruppo di una serie data 
da un qualsivoglia sistema lineare di curve, che non .abbia punti base in punti 
multipli di f esterni al gruppo A ,  passa una curva aggiunta rispetta ad A ,  

(*) Cib per l'osservazione generale, da aggiungersi al secondo comma del n." 13 
della mia Nota citata, che, se F= O ha in un punto comune una moltiplicita 1 + A almeno, 
A = O ,  B = O devono avere in quel punto rispettivamente moltiplicit& A ,  1: per che vale 
la stessa dimostrazione ivi indicata. 
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sopra unu curva pio.na secondo il metodo algebrico. 7 

quella serie pub sempre essere ottenuta mediante un sistema lineare di curve 
aggiunte rispetto ad A, del qua1 sistema essa curva aggiunta fa parte. I n  ge- 
nerale le dimostrazioni e i teoremi pih importanti che si esporranno in seguito 
valgono anche ne1 cas0 acaennato; solo introducendo nei ragionamenti e negli 
enunciati u rispetto al gruppo A a (*). 

Maggiore estensione ha  dato NOETHER ai suddetti concetti nella Memoria: 
Ueber die Schnittpunktsysterne einer ulgebt.nischen Cwve mit nicht-adjun- 
girten Curuen (Math. Ann., tom. 15), nella quale sono necessarie due forme 
diverse per il teorema del resto. 

7. Se R è resto di y; e (1') il sistema lineare di curve aggiunte per R 
che dà la serie, una curva y. = O (ad es.) pub essere sostituita da ogni altra 
curva aggiunta = O del10 stesso ordine che passa per 10 stesso gruppo e 
per R (valendo l'osservazione fatta ne1 n." 3, cioè essendo y, - plo = O f ) .  

Di una serie g; r + 1 gruppi si dicono indipendenti se non appartengono 
a serie di ordine inferiore. Tali sono quelli segnati da r + 1 curve jndipen- 
denti del sistema (1') (O del sistema (l)), ad es. dalle ya == O, yi  = O,. . . I r  = O 
(altrimenti queste curve dovrebbero appartenere ad un sistema di ordine < r). 
Viceversa, se si hanno r + 1 gruppi indipendenti di una serie y;; ed R è resto 
della serie ottenuto con curve aggiunte di  un certo ordine, facendo passare 
r + 1 yualunque clj queste per gli 1. $- 1 gruppi e per R si h a  un sisterna (1'). 
Se r + 1 gruppi indipendenti di una gr, hanno punti comuni, questi sono punti 
fissi della serie. Due gruppi distinti di una gr, sono indipendenti. 

Adunque se una serie g', B contenuta in un'altra serie y: (cioè ogni gruppo 
di quella è di questa) si potrà in primo luogo prendere per le due serie uno 
stesso resto (il &e si pub sempre fare per due serie che abbiano un gruppo 
comune) e poi determinare le due serie y;, gr' con due sistemi lineari (If), 
di cui il primo aia contenuto ne1 secondo. Ne risulta il seguente teorema. 

8. Due serie g;, y: clte kanno comune m a  serie y;, ( p  2 0) esistono in una 
serie g?"-t(questa avendo la dimensione minima se quella ha  la  massima). 

Basterà segare sopra f le tre serie con tre sistemi lineari (1') aor, CO'', 

mp, di cui il terzo sia contenuto nei primi due. Questi ultimi, per un teorema 
noto (**), esistono in un sistema lineare CQ~+~ ' -~ ' :  e perb ecc. 

(*) Cfr. CASTELNUOVO, Ricevche genevali soprta i sistemi Zinea~i di cume piane (Mem. 
della R. Accad. delle Sc. di Toriiio, 1891): nota al 11.O 11, b). 

(**) Eccone la dimostrazione. Sin : 
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8 3 e r t i n  i :  La geometria delle serie lineari 

Corne caso particolare si ha  che due gruppi cqziivalenti ad un tcrzo sotte 

eqzdivale~zti fra Iwo, giacché i due gruppi apparterranno a due serie aventi 
almeno il terzo gruppo (cioè una serie go) comune. Segue, tenendo presente 
il n." 2, che, rappresentando A ,  A', B, B' gruppi di punti, delle tre relazioni 

AGA' ,  B=B', A f B - A ' + B 1 ,  

una qualunque è conseguenza delle due rimauenti. 

$ 3. Serie complete. Serie residue. 

9. Una serie y', dicesi completa quando non é contenuta in una serie di 
dimensione superiore (e del10 stesso ordine). 

Un gruppo di n punti (cornunque dati) irtdividua una serie completa. 
Infatti se due serie di ordine n ,  a cui appartenga quel gruppo, non giacciono 
uns nell'altra, sono contenute in una stessa serie di quell'ordine e di dimen- 
sione superiore a ciascuna (n.' 8): sicchè fra le serie di ordine n contenenti 
il detto gruppo esisterà una ed una sola (quella di dimensione massima 5 n) 

il sistema comune t? 

i due sistemi che Io contengono. Questi esistono allora ne1 sistema 

h o ~ o i * ~ ~ + h e y ~ + h , + ~ c p e + ~ + . . . + h ~ ~  *+ h,+lcp'e+l+...+h ,w-e?rr,=O, (4 )  

che è al più oov+c'-e. Che se (1) è il sistema di dimensione massima comune a (2), (3) O, 
cib che è 10 stesso, se non esiste fuori di (1) alcuns curva appartenente a (2), (3) [altri- 
menti tale curva con (1) darebbe un sistema oo@' comune a ( 2 ) ,  (3)], il sistema (4) è 

quel10 di dimensione minima che li contiene. Basta provare che y,, . . . Te, ye+l , . . - T~ , 
yre+1,. . . cpfr. sono 1- + r' - p + 1 funzioni linearmente indipendenti, cioè che fra esse non 
sussiste una relazione lineare identica a coefficienti costanti. Se la (4), ove le h sieno ora 
numeri dati (non più parametri), potesse essere una cosifatta relazione, la curva 

sarebbe evidentemente curva comune ai  due sistemi e quindi apparterrebbe ad (l), cioè 
sarebbe rappresentabile anche nella forma po y. + pl cpl + -. . + pq = O. Si avrebbe dunque 
identicamente y. y+, + pl vi + . . . + p4 le + h,.+~ yfe+l + . . . + h+v,-e$r+ = O ( racchiudendo 
nei numeri O h un fattore di proporzionalità): il che contraddice all'essere il sistema (3) 
un sistems oor'. (Questa dimostrazione è di SEGRE.) 
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detti n punti; O ,  come dicesi brevemente, il nurrcero delle condixioni che 
questi n punti presentano alla detta curva, O alla serie gg+,. (O ad un stlo 
gruppo yenerico). Detto v questo nuniero, deve aversi manifestamente V L P ,  

u e n  ed r l=p-v .  
Se si aggiungono a y: gli n punti esclusi, cioè di una serie y&, com- 

pleta si considerano i gruppi con n p u ~ t i  comuni (che non sieno tutti fissi per 
essa) si ha una serie incomplets, cioè contenuta nelh stessa y;+,,. 

13. Due serie y;, y:, si dicono ~esidzre Puna dell'ccltra rispetto ad unu 
terxlc serie y;+,,,, se due gruppi qualunque, uno di una, l'altra dell'altra serie 
formano sempre insieme un gruppo della terza serie. Il resto di una serie, otte- 
nuta con curve aggiunte di un certo ordine (n.O 51, è una serie go residua di 
quells rispetto alla serie segnata da tutte le curve aggiunte di quell'ordine. 

11 teorema del n." 12 è (per r = O j  caso particolare del segiiente: Ur~a 
serie 0;; (completa O no) contenutu (*) in unu serie cowipleta ha, rispetto 
a questa, ulza serie residm g;, cornpletu. L a  serie y:, é la serie completa re- 
sidua di un gruppo G di g; (appunto secondo il teorema del n." 12). Basta 
dimostrare che g;, è residua di ogni altro grpppo G' di y;;. Indichi I' un 
gruppo di y;, ed IZ un gruppo di y$+,,,: si ha: 

G=G' ,  G + r r n  
e quindi: 

G 1 + I ' ~ G + I ' = f l :  

onde G' + l? appartiene alla serie completa g;'+,,,, come doveva dirnostrarsi. 
Se un gruppo di y; presenta v condizioni alla serie y;:+,,., sarh (n." 12) 

9.' = p - Y. Inoltre, osservaiido clle y:; è residua di ciascun gruppo di  gzt ri- 
spetto a y;+, sarb r f p - v' se Y' è il numero di condizioni che presenta 
un gruppo di y:, alla y$+,, (r  - p - v', se anche gr, è completa). 

Infine notisi che la curva generica di un sistema lineare che dà g$+,,., 
la quale passi per un gruppo di y; deve soddisfare precisamente ad r' condi- 
zioni onde contenere un gruppo di y:,; mentre, se non passa per quel gruppo 
(O contiene soltanto alcuni punti di esso), il detto nurnero di condizioni potrà 
crescere. Dunque deve essere V' r: r' e analogamente v r. 

(") I l  concetto di serie contenula in un'altra, adoperato precedenteuiente ne1 cas0 clie 
le serie sieno del10 stesso ordine, é allargato qui e in seguito a serie di ordine differente, 
una dicendosi conltrzuta in un'altra quando ogni gruppo di quella fa parte di un gruppo 
(O di infiniti) di questa. 
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sopra m a  cz iwn piana secondo il metodo algebvico. I l  

14. Due serie qualsiansi g;, gd si possono sempre considerare come re- 
sidiie 1' una dell' altra rispetto alla serie completa g:+,, individuata (n." 9) dagli 
n + n' punti di due gruppi G, G' appartenenti rispettivamente alle due serie. 
Giacchè il gruppo G (ad es.) ha rispetto alla g$+ ,  una serie residua completa 
(n." 13)) che, avendo con g:, il gruppo Gr comune, coincide con essa O la con- 
tiene (n." 9) (*). 

15. Il concetto di serie residue permette una estensione del teorema del 
n." 8, dovuta a SEGRE. 

Se due serie y;, g$ hanno una serie g$ comune e se pesta ha serie re- 
sidua rispetto a ciasczctaa d i  quelle, le due serie g;, g;, staazno i n  una g;T;~t',. 
Infatti se i gruppi Gn-,, Gnt-, sono residui di y; rispetto a g;, gn,, la serie 
g',+,-, = g; + G,L, (cioè ottenuta coll'aggiungere a y; i punti di Ga,-,) e 
la g~++, E g: + Gn-, hanno cornune la serie y;+,,-, = g$ + GR-, + Gn'-, e 
perb (n.O 8) esisteranno in una serie g;gce,, la quale adunque contiene le 
g:, g:,. Se queste serie sono complete, la condizione di avere g; serie residua 
rispetto a ciascuna è già soddisfatta per sè (n." 13). 

$j 4. Serie complete in relazione alle curve aggiunte. 
Serie canonica. Sistema aggiunto puro. 

16. Si calcola facilmente la dimensione e l'ordine di una serie (completa) 
data da1 sistema di tutte le curve aggiunte di ordine m'. 

Se rd 2 m (ordine di f ) ,  a quel sistema appartiene il sistema lineare 
format0 dalla f e da tutte le curve di ordine m'-m. Segue (a0 3) che la 

(*) L a  serie ge,, pu0 non essere quella di minima dimensione rispetto a cui le  serie 
sono residue. Quella di minima dimensione dicesi somma delle due serie. Veggansi le in- 
gegnose considerazioni collegate a questo e ad al tr i  concetti ne1 lavoro di CASTELNUOVO: 
Sui multipli d i  una serie 1ineaî.e di gruppi di punti appartenenti ad una curva algebî.ica 
(Rendiconti del Circ. mat. di Palermo, 1893): applicate anche a trovare un limite superiore 
per il genëre p di una curva contenente una gn [limite già dato nell'altro lavoro di CA- 
STELNUOVO: Ricerche di yeomelria szdle curve algebriche (Atti della R. Accad. delle SC. di 
Torino, 1889). Cfr. anche BERTINI: Intorno ad alcuni teoremi della geomett-ia sopra una 

culva algeh-ica (Atti suddetti, 1890, § 3)]. Il limite h p 6 x n - r - (Y - 1) essendo 
2 1 

n - 1  n - 1  
intero definito dalle diseguaglianze - - 

r - 1  1 5 ~ - = 7 .  
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12 B e r  t i n i :  La  geoinetria delle serie lineara' 

dimensione della serie considerata è 

m' (m' $. 3) si (si - 1) (m' - m) (ln' - m + 3) - 
- 2 - 

2 2 2 1, 

se le moltiplicità (ordinarie) di f sono si ,  s,, .. . e valenclo il segno di egua- 
glianza se il sistema di curve aggiunte è regolnre (*) rispetto ai punti mul- 
tipli di f (cioè le condizioni a cui soddisfa la curva generica del sistetna in 
questi punti sono tutte indipendenti). 

Se m' < rn si ha invece: 

che è come prima se m' = m - 1, m - 2 (e solo per questi valori). 
Adunque, introducendo il genere 

si ha: 

se m f = m - 3 + a  ( a k l ) ,  r s p - 2 4 - m a  

L'ordine r, della serie in ciascun cas0 si ha pure immediatamente, esclu- 
dendo le Z S ~ ( S ~  - 1) intersezioni date dai punti multipli cornuni, ed è: 

Inoltre si ha ne1 1." caso n - r p  e ne1 2." n. - r r p - 1 - @ ( @  + 3 ) .  
a '  

diseguaglianze notevoli che esprimono essere al pi& p i l  numero dei pulzti d i  
interseaione di  unu curua aggiunta determinati da i  rimanenti. 

Una serie cornpleta qualsiasi si ottiene da  una serie precedente (na0 10) 
facendo passare le curve aggiunte per un certo numero di punti di f (onde 
n,  r decrescono del10 stesso numero od anche r decresce nieno di n). Si ha 
adunpe  per pualsiasi serie c o ~ l e t a  g;;, n - r s p :  mentre se la serie non 
e completa (dovendosi le curve aggiunte sottoporre a condizioni non consi- 
stenti in passaggi per punti di f )  pub avvenire che risiilti n - r ) p .  

(8)  Denominazione di CASTELNUOVO. Cfr. Ricerche generali, ecc. (Mem. della R. Accad. 
delle Sc. di Torino, 1891), n." 2. 
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sopra zlna curva piana secoîtdo i l  metodo ulgebrico. 13 

17. Una curvst aggiunta d'ordine rn' si indic,herà sempre con rp,,,. Tutte 
le ?ml3 dànno, per cib che precede, una serie di ordine 2 p  - 2 e di dimen- 
sione s p  - 1, che è detta serie canonica (*). I n  seguito si mostrerà che la 
dimensione di questa serie è precisamente p - 1: cioè che la serie canonica 
è g&y2 [n." 22 a)]. Si mostrerà altresi che la serie data da tutte le curve ag- 
giunte di ordine m - 3 + U ,  che da1 calcolo del n." 16 risulterebbe essere 
d'ordine 2 p  - 2 + wa e di dimensione non inferiore rt p - 2 + mu, ha esat- 
tamente questa dimensione [na0 22 c)] .  Se ne conclude (cfr. n.' 16) che il 
sistema Zineare delle czcrve aggiunte di ordine 2 m - 3 è regolare rispetto 
uZ gruppo dei puntz' rnultipli d i  f. 

Questo teorema in generale non sussiste per le curve aggiunte y,-,-, 
(O: 2 1). Se dicasi p la sovrabbondanza (**) del sistema di queste curve nei punti 
multipli di f si ha  pure, come conseguenza del calcolo del n." 16, che la serie 
segnata da  esse è una 

e che, per l'esistenza delle rp,-,-,, è condizione necessaria e sufficiente la 

e quindi oondizione sufficiente la 

P u b  essere utile in qualche particolare questione di considerare diretta- 
mente la serie ( A )  e le curve aggiunte ynL.-3.-a. (a % 1): ma i principali teo- 
remi relativi alle y,-, e alla serie canonica si estendono immediatamente 
(come si accennerà in seguito, nelle note a i  n.' 20, 24, 26) alle yrn-3-a e alla 
serie (A) ,  aggiuqendo una curva fissa arbitraria di ordine cc ("*"). 

("1 Questa denominazione è stata introdotta da1 SEGRE. 
("*) Anche questa denominazione è introdotta da1 CASTELNUOVO (ne110 stesso n.O 2 delle 

Ricerche precedentemente citate) a significare il numero delle condizioni che per una curva 
generica del sistema sono, nei detti punti, conseguenza delle rimanenti. 

(*"*) Sicché non giova riprodurre per la serie (A) le dimostrazioni che si  esporranno 
i n  appresso per la  serie canonica, come ha fatto il sig. AMODEO nella Nota: Serie residue 
nella serie canonica delle curve agyiunte di ordine m - 3 - cr (Rendic. della R. Accad. dei 
Lincei, 1893): nella quale sono appunto riportate le dette dimostraaioni, che egli aveva 
ascoltato nelle lezioni del prof. SEGRB e che gia da qualche anno erano esposte anche 
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14 Ber  t i n i  : La geometria delle serie litzeari 

18. Al sistema lineare delle y,-, (p > 1), quando si tralascino tutte le 
curve fisse (se esistono) che entrano a formarlo, si dà il nome di sistema ag- 
giunto puro. L'irnportanza di questo sistema [oltreché da una proprietà che 
si dimostrerà in seguito n." 22 b')] deriva da cib che il sistema aggiunto puro 
è îizvariantivo per trasfor~zaxioni cremoniane (*). Basta dimostrare che è in- 
variantivo per una trasformazione quadratica. Sia f '  la curva trasformata di f ;  
A , ,  A,, A, i tre punti fondamentali della trasformazione quadratica ne1 piano 
di f ed Ar1,  A',, A', quelli ne1 piano di f'. Se i punti A,, A, ,  A, sono rispet- 
tivamente S ~ ~ O ,  sFz0 9 s;pzo per f ,  l'ordine di f r  è: 

nelle mie; dirnostrazioni composte da1 SEGRE e da me su alcune brevi indicazioni di NOE- 
THER, corne accennai in una nota della prefazione. Di nuovo nella Nota del sig. AMODEO 
c'è il teorema del § 4: ma b questo un teorema illusorio. Perche, nella relazione 

dedotta col teorema di CLIFFORD, il segno di eguaglianza vale solo (n." 38) per la  serie 
canonica e per le serie complete delle curve iperellittiche [per le quali non esistono 
(n." 45)] ; onde, dando a p il valore massimo, si deve porre insieme necessariamente a 0. 

L a  Nota ora ricordata fa seguito all'altra del10 stesso autore: Curve aggiunte minime 
(Rendiconti citati, 1893), alla quale pure si  possono fare vari appunti. Ad es.' si pub os- 
servare:  che, per la stessa ragione detta avanti, nell'ultimo teorema del § 3 deve 
porsi a  = O ;  che nelle proposizioni prima del 5 j  1, seconda del 5 j  3 e prima del § 4 le 
curve ivi indicate non sono prq'ezione l'una dell'altra, ma soltanto in corrispondenza uni- 
voca fra loro (e che, pure cosi modificata, non si vede corne l a  condizione del primo 
teorema del 5 1 sia anche sufficiente); che delle due condizioni a principio del 5 3 (sulla 
coesistenza delle quali l'autore ritorna poco dopo) la  seconda deve includere l a  prima, 

a  
tome difatti s i  verifica per la relazione p -L - (m - 3 - cc) ; che l a  dimostrazione della 

2  
nota al10 stesso § 3 è di BOBEK, il qualè la espone per a = 2 e aggiunge in nota « anf 
analogé Art. . . . » per GL qualunque; ecc. 

L'ultima proposizione del 5 1 di questo medesimo lavoro è l a  prima parte del teo- 
rema del n." 14 di una mia Nota già citata (Atti della R. Accad. delle Sc. di Torino, 
1890), ove si faccia r = p + 2. L a  seconda parte del qua1 teorema da un limite inferiore 

a (c? + 1) 
per p :  si  ha cioè p > p, - 9 dicendo pl la sovrabbondanza ~ e r :  una y,-, nei punti 

2 
cc 

multipli di f. Combinando colla p < ;- (m - 3 - a), (a > O), si ottiene la relazione note- 
2 

m - 3 - a  
vole P i  < + 1 Ad es. se m e 2 a + 4  si ha pl=O. 

(*) Cfr. i n.' 7, 27 delle Ricerche piu volte citate (Mem. della R. Accad. delle Sc. di 
Torino, 1891) di CASTELNUOVO. 
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sopra una curva piana secondo il rnetodo algebrico. 15 

e le sue moltiplicità nei punti At , ,  A',, A', sono: 

mentre ogni altro punto s;pzo (2' = 4 ,  5,. . .) di f si trasforma in un punto 
pure syPz"  di f'. La trasformata di una surva aggiunta y m - ~  ha l'ordine: 

Ove E i  = 0 se Si Z 1 ed E i  = 1 se si = O (i = 1, 2 ,  3): e nei punti A', , A',, 
A', le moltiplicità : 

mentre in un punto s?ph (i = 4, 5,. . .) di f' ha la moltiplicità si - 1 come 
la curva aggiunta y,,-, di essa curm. Ora si oçservi che le moltiplicità di 
questa curva aggiunta in Ali, A',, A', sono s', - 1, s', - 1 ,  s', - 1 e che 
(ad es.) sr,  - 1 + s', - 1 = na' - s, - 2 ,  il qua1 numero è maggiore di 
m' - 3 se s, = O (e perb e, = 1): onde, in ta1 caso, A', At2 fa parte di y,!-,. 
Segue facilmente che y,.-, è costituita, da y' e dai lati del triangolo A', At,A', 
corrispondenti a punti di moltiplicità O per f. Adunque la parte variabile di 
ym-, si trasforma nella parte variabile di y,'-,; come asserimmo. 

$ 5. Serie speciali e non speciali. Teorema di riduzione. 
Teorema delle serie speciali e sue conseguenze. 

19. Serie speciale è una serie lineare che pub ottenersi con un sisteina 
lineare di y,-,; non speciaïe ne1 caso contrario. Una serie speciale è quindi la 
serie canonica O contenuta in essa e perh ha l'ordine non superiore a 2 p  - 2 
(n." 17). Una serie è certamente non speciale se il suo ordine B > 2p - 2. 

20. TEOREMA Dr RimzionE (*). Se g; è una serie speciale complets e P un 

(*) P e r  questo teorema che, sebbene non esplicitainente formulato nella Mernoria di 
BRILL e NOETHER, tuttavia vi appare ne1 corso delle argomentazioni (cfr. ad  es. il ragio- 
namento a pag. 279), veggansi due lavori di NOETHER ne1 tom. 97 del CRELLE (pag. 224) 
e ne1 tom. 37 dei Math. Ann. (pag. 424). 
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16 B e r t  i n i :  La yeornetn'a delle serie lineari 

punto fisso che norz si trovi sopra tutte le ym-3 pussanti per un suo gruppo 
G (*), la serie y;+,, ottenutu aggiutzgendo P a y;;, è completa. 

Infatti conducasi per P una retta arbitraria A e per G una y,-, ilon pas- 
sante per P. Esse formano insieme una yln--e per un gruppo di che dà 
un resto R di questa serie costituito dai rimanenti m - 1 punti d'intersezione 
della A con f, e da un resto di 9;;. Tutte le y m - ,  per R segnano una serie 
completa; ma evidentemente si spezzano nella A e nelle y,-, per il detto resto 
di y;; dunque segnano precisamente la serie formata dall'aggiungere P a 
ciascun gruppo di 9;. 

Quando la y,--, per G passi anche per Y, questo punto fa parte di R 
ami  del resto di 9; e, siccome P esiste sopra A ,  le ym-s (che insieme ad A 
compongono le y,-, per R) non sono obbligate a passare per esso. Tutte non 
vi passano diffatti, cioè la y:+, non è completa, quando ogni ym-s per G passa 
per P (n." 27) (**). 

21. TEOREMA DELLE SERIE SPECIALI. Vedemmo ne1 n." 16 che per ilna serie y);, 
completa speciale si ha n - r rp - 1. Si pub ora dinlostrare che una serie 
(colnpleta O no) per la puule si Iza n - r s p  - 1, è speciale. 

Basta considerare il cas0 di y;& completa; perchè, se non fosse, la serie 
completa in cui è contenuta, soddisfa pure alla fi  - r r p  - 1. E basta di- 
mostrare, in virth del teorema del resto (n." 5), che per un gruppo di g; passa 
una ym+. Se r = O e quindi f i  r p - 1, la proprietà è evidente, essendo 
(almeno) p - 1 1' CO delle y,-, (n." 17); ed ora si procede per induzione, cioè, 
ammesso che tutte le g;::, per le quali si ha (n - 1) - (r - 1) r p - 1, sieno 
speciali, si conclude che ogni y; (che soddisfa già, per la precedente, alla 
on - r 5 p - 1) è pure speciale. A ta1 fine si consideri la serie completa 9;:: 
residua, rispetto a g;, di un punto P qualunque (n." 13), che non sia punto 
fisso di quest'ultima serie. Per  l'ipotesi, sarà y;: serie speciale e tutte le y,,-, 
per un gruppo di 9 ~ 3  dovranno passare per P (cioè cornplessivamente per un 
griippo di g;), giacchè, altrimenti, per il teorema di riduzione (n." 20), la serie 
y;-'- 9;:; + P sarebbe completa, mentre è contenuta nella g;. 

(") 11 che ha luogo certamente se P è punto generico di f. 
("") Se una g p o m p l e t a  (speciale) é segnata da un sistema di cp,-a-a e tutte le 

ym-a-a che passano per un suo gruppo, non passano per  un punto P, aggiungendo una 
curva fissa di ordine ct, si è nelle stesse ipotesi del teorems dimostrato: e quindi s i  con- 
clude, senz'altro, che $ P e completa (cioè il teorema del § 2 della Nota: Serie re- 
sidue, ecc.; del ~jg. AMODEO). 
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Il eoncetto di serie speciale è adunque identico s quel10 di serie, la cui 
completa gfi soddisfa alla relazione ta - r s p  - 1. 

22. Sono numerose ed importanti le conseguenze del precedente teorema: 
a)  L a  serie canonica ha la dimensione p - 1: ci02 le curve aggizcnte 

y,-, sono aop-' (onde il numero p si pub definire il numero delle y,,,-3 linear- 
mente indipendenti). Infatti se 1'00 delle y,.-, che dimostrammo z p  - 1 (n." l?), 
superasse p - 1, esisterebbe almeno una y&-, e p ind i ,  aggiungendo u n  punto 
fisso, anche una y&_,, la quale, per essere n - t. r p  - 1, sarebbe speciale, 
jl che è assurdo, essendo r > 2 p  - 2 (n." 19). 

b) La serie canonicn è E'unica g&-', esistente sulla curea f. Infatti 
una y$;-, è (n." 21) una serie speciale, onde deve essere contenuta e quindi 
[per u)] coincidente colla serie canonica. 

La serie canonica non hu punti fissi: perchè se avesse un punto fisso 
A ,  astraendo da esso, si avrebbe una gg;?, el a questa aggiungendo un punto 
diverso da  A ,  una y$"?, diversa dalla serie canonica, contrariamente a ci6 
che ora si è dimostrato (*). 

b') Quando le y,-, si spezzano in una parte fissa e una variabile, non 
pub adunque la parte fissa avere con f intersezioni, fuori di quelle che nei 
punti multipli di f devono cadere per essere le q ~ ~ - ~  aggiunte; in particolare 
non pu6 segare f i n  punti sentplici. La serie è data da1 sisterna ag- 
giunto p r o  (ri." 18). 

c) Se g; è una ser ie  comnpleta non speciale si ha n. - r - p .  Deve 
essere (ri." 16) jz - t. ~ p :  ma, la serie non essendo speciale, non pub aver 
luogo ehe il segno di eguaglianza. La serie g;p;,_2+ma data da t,utte le curve 
aggiunte di ordine In - 3 + a (a r: l), essendo 1' ordine 2 p  - 2 + ma > 2 p  - 2 
(n." 19) è non specinle e quindi r = p - 2 + ma. Anzi la proprietà del n." 17 
pub essere qui completata colla osservazione che se una serie y;, cornpleta 
non speciale, è ottenuta facendo passare le y,-,,, per Ic punti semplici di f 
(costituenti adunque un resto di y,',), rispetko n questi punti semplici e ai puszti 
multipli d i  f i l  sistema delle y,++, è regolare. Se infatti le condizioni espresse 

(*) Le ?++,-a possono perb avere  punti comuni esterni ad f :  tali  sono, ad  es., le 
= y3 di una curva di 6 .O  ordine con otto punti doppi. 

L e  +s-a (a > 0) possono avere  punti comuni anche su f :  cioé la  serie data  da 
esse avere  pnnti fissi. Ad es. le  <fm-r (ciascuna composta di m -,4 rette) di u n s  f di or- 
dine m con un  punto (m - 3)op'0 e c punti doppi, dànno une serie con a punti fissi che sono 
le ulteriori intersezioni di f colle ret te  clie congiungono il punto ( ~ n  - 3)uplo ai punti doppi. 

Antiali di Matematica, tom0 XXII. 3 
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18 B e r t  i t t  i: La geolfietria delle serie lineari 

dai k punti semplici per T ~ - s + &  non fossero k'nuove condieioni ma meno, si 
staccherebbe dalla serie g g 2 L Y I (  una serie speciale per essere n - r ~p - 1 (*). 

cl) Se p +- k punti ( I c  s 0) non esistono sopra una y,,-,, ad es. sono 
punti generici di f, individuano una serie cornpleta che è non speciale e perb, 
per c), una mentre se giacciono sopra una y,-, appartengono ad una 
serie g;+, completa speciale per la quale p + k - r 6 p  - 1, cioè r 5 k + 1. 

e) Se due gruppi composti di n s p  puiiti sono equiralenti, essi O coin- 
cidono O aypartengono ad una stessa serie speciale. Infatti, se non coincidono, 
appartengono ad una serie g;, per la quale r 5 1, 1.1 ~ p ,  onde n. - r c p  - 1. 

f )  Anche Z'eguaglianxa dei generi p, p' d i  due curve ~ i f e r i t e  biuni- 
vocamente discende subito dalle rose esposte. È: evidente anzitutto che ad une 
serie g; di una curva corrisponde una serie y', dell'altra e che le due serie 
sono insieme complete O no. Prendansi sopra una curva n punti e sia n ab- 
bastanza grande da superare amendue i numeri 2 p  - 2 ,  2p' - 2. Ne segue 
(n." 19) che la serie g; cornpleta individuata da quegli n punti e la sua cor- 
rispondente (pure cornpleta) sull'altra curva sono non speciali: quindi, per c), 
n - r = p ,  n - r = p '  e perb p=p1 .  

g) In due curve riferite biunivocamente ad una serie speciale corrisponde 
una serie speciale, cioè Z'essere una serie speciale è proprietà invnriantiva per 
trasformaxioni Oiraxionali; perchè, per la serie cornpleta di una g; speciale, 
è n - r r p - 1 e i numeri n, Y, p, restano invariati per trasformazione bi- 
razionale. 

$ 6. Teoremi di Riemann-Roch e di Brill-Noether. 
Teorema di Clifford. Teorema inverso a quello di riduzione. 

23. TEOREXA DI RIEMANN-ROCR. Se g; è una serie speciale completa, per 
21n suo gmppo passuno @-i-ntr curve aggiunte ~ r n - 3 .  

Se le y,-, che passano per un gruppo G di g; sono car', per G e per r' 

(*) Notevole esempio è quello del n." 55. 
Serie complete non speciali possono ottenersi anche cosi. P e r  un punto sUpzo di f 

si tiri utia re t ta  e per gli m - s puati residui d'intersezione con f s i  conduca unri, y,-, . 
Questa, avendo sulla ret ta  m - 1 punti s i  spezza nella retta stessa e in una y:-3, aggiunta 
in tutti i multipli di f tranne ne1 detto punto, ove ha una moltiplicità s - 2:  onde la y:-, 
proviene dall'aggiunta rendendo libere precisamente s - 1 condizioni (cfr. n . O  17). 
Adunque le y:-, segnano una serie cornpleta fl;l$G1 (che ha per resto i suddetti ,)n - s 
punti) e questa serie è non speciale (perchè n - 1. =p).  
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sopra urm curva piana secondo i l  metodo algebrico. 19 

(e non per r' + 1) punti generici di f passa una rqm-3. Per trovare il valore 
di r' si applichi mccessivamente il teorema di riduzione (n." 20). Yer il quale, 
aggiungendo a y; un punto fisso generico P,, si ha una g;+, cornpleta ed 
inoltte, per ipotesi, speciale. Analogamente, aggiungendo a y;+, un altro punto 
fisso generico P,, si ha una y;+, completa speciale e cosi fino a g;;+,,+,, che 
sarà cornpleta, ma non speciale, perchè G e gli r '+  1 punti generici P,, 
P,, . . . Pr,+, non sono sopra una rq ,-,. Adunque [22, c)] n 4- r' + 1 - r = p, 
donde 1.' = p - 1 - n $ r (*). 

Si pub dire in generale che per u n  gruppo d i  una serie completu qua- 
lunque g; passalzo p - n + r y,.., linearmente im-h@endenti, perché, se la 
serie è non speciale, e perb n - r = p ,  quel numero è zero. 

Le r q m - ~  essendo mp-', segue da1 teoiema che una yrn-3, per contenere un 
gruppo d i  una serie speciale completa, deve soddisfare precisamente ad rz - r 
condizioni: O anche che un gruppo d i  una serie speciale cornpleta presetzta 
n - r condixioni alla serie (canonica) y&--, (cfr. n." 12). 

Se la serie speciale g; non è cornpleta, il detto numero di condizioni è 
< n - r (essendo, se g; è contenuta nella serie completa g:, r C r '  e quindi 
n - r > n - r'). 

k punti, che presentano h condizioni alle ?m-s (onde le y,,-, per essi 
sono C Q P - ~ - ~ ) ,  peï il teorema precedente, oostituiscono un gruypo di una serie 
speciale completa 

24. k sostanzialmente un'altra forma del10 stesso teorema quel10 che si 
denomina di BRILL-NOETHER; cioè: Ogni serie speciule completa ha, rispetto 
alla serie canonica, una serie residua completa g$ tale che fi  + n' = 2 p  - 2, 
2 (r' - r )  = n' - n. Si ricordi infatti (nP 13) che g;; ha rispetto a gg-&, 
serie residua y:, cornpleta data da tutte le y,-, per un gruppo di g;. Queste 
sono, per il teorema suddetto,  no^-^-^+^; dunque, oltre ad essere n' = 22, -2 - n, 
si ha r f = p -  1-11. + Y :  e perb ecc. (**). 

(*) La dimostrazione è di NOETHER. 
(**) La serie (n." 17): 

rr(a.t% 
g ~ - l  -'?la+ 7 +P, 
2p-1-ma 

(quand0 esiste) ha quindi per serie residua completa (rispetto a g;;;,) una 
aiat3) - 

9 m x  
2 + P I  

nella quale è contenuta la, 
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20 B e  r t i n  i :  L n  geometrin delle serie lineari 

25. TEOREMA DI CLIPFORD. Se g; é una serie speciale, si ha n r: 2r. 
I l  teorema è conseguenza irnmediata del teorema di RIEMANN-ROCH e di 

una osservazione generale g-ià fatta (*) (ultimo comma del n." 13). Cioè, se 
g; è cornpleta, un suo gruppo presenta ad una y,-, qualsiasi n - r condi- 
zioni, mentre alle ym-s che passano per un resto di y; r condizioni. Dunque 
deve essere n - r 2 r. Se la serie non è cornpleta, si ha  sempre n > 2r, 
eseendo, quando g',! indichi la sua serie completa , r < Y' r rz - r' < n - r.  

26. Altra immediata conseguenza del teorema di RIEMANN-ROCR è la 
seguente proposizione (**): Se g; é speciale cornpleta, ogni serie gr tale che 
9% - r  r p 2 contenuta i r ~  essa. Basta supporre g; cornpleta (chè, quando non 
fosse, I'jpotesi resterebhe per la sua serie cornpleta). Ora un gruppa della 9;; 
presenta n - r condizioni ad una y,-, che debba contenerlo; quindi, pcr es- 
sere n - Y r p ,  esiste sopra una almeno delle c iop y,-% che segano la y;; e 
perb ecc. 

27. TEOREMA INVERSO A QUELLO DI RJDUZIOSE. Se  una s e ~ i e  g,',+,: olfenzita 
nggiungendo un punto j îsso P ad zcn'ultra swie y;;, è coapleta, Zcc y; è speciale 

data da tutte le curve di ordine u del piano. Osservisi che una y,-r, che passi per n n  
a ( x  + 3) gruppo di (A), deve soddisfare ad  - + p condizioni per contenere un dato g u p p o  2 

di (B) O di (C); mentre, se non passa per quel gruppo O ne contiene solo alcuni punti, 
il numero di tali condizioni pub crescere (cfr. ultimo comma del n.O 13). Ora se una serie 
completa (speciale) g; 6 data dalle y,-s,,, sara la serie (A) O contenuta in essa [ne1 
qua1 caso ogni su0 gruppo sara parte di un gruppo di (A)] .  Le  ?..-a che passano per un 
gruppo di g; sono O&'-'-"+' (n." 23) e, se si obbligano inoltre a passare per un gruppo 
di (C), cioè a spezzarsi in una vm-a-a in una curva d'orbine cc, per l'osservazione 

c4 (Lx + 3) 
precedente, devon0 soddisfare ad altre - + p condizioni almeno. Adunque, detta r' 2 

che è il teorema del § 3 della Nota: Serie resldue, ecc. del sig. AMODEO. 
Applicando alla ( A )  O alla (B) il teorema del numero segucnte, si ha la relazione già 

ricordata (nota seconda al n.O 17): 

(*) Osservazione di cui pure si  è fatto uso nella nota precedente. 
(**) Della quale é un cas0 particolare quella del 5 5 della Nota: Serie ~esidue, ecc., 

del sig. AMODEO, quarido si prenda per gt la serie (A)  dclla nota al n.O 24. 
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completa e le y,-, per un suo gruppo non pussano tutte per P. Essendo y;+, 
complota, 10 è pure g; (n." 11) e inoltre si ha (n." 16) n + 1 - r r p ,  donde 
f i  -1's~- 1, il che significa essere g; speciale (n.' 21). Infine,.se tutte le 
+N-S per un gruppr, di g', passassero per P, la y;+, sarebbe speciale e di più 
jl numero delle c-ondizioni 8 cui dovrebbero soddisfare le yml3 per contenere 
un gruppo di y; sarebbe 10 stesso che per contenere un gruppo di y;+,, con- 
trariamente al teorema di RIEMANN-RQCH (per il quale il detto numero di con- 
dizioni F: ~r - r per 1' una ed n + 1 - r per l'altra). 

28, Dalle proposizioni dei n.' 20, 27 si trae che, se g), è speciale coin- 
ple.ta e g; + Pi (cioè la serie che si ottiene aggiungendo a g; il punto fisso P,) 
è incompleta, tutte le y,-, per un grupyo di y; devono passare per Pi e perb 
Pi deve appartenere a tutti i gruppi della serie completa g ,  residua di y;; 
sispetto alla y&-,; e reciprocamente. Ossia: se g;;, y:, sono due serie speciali 
complete residue rispetto alla ~$5, condixione necessaria e suficiente afinckè 
la y';+ Pi s i a  incompleta, cioè contenuta in  una g;g, 2 clle il punto Pi ap- 
-partenga corne punto fisso alla gz,. 

~ ~ ~ i u n g a s i  che, essendo g:,= g:-, + Pi completa, le p.,-r per un gruppo 
di g;:-, non passano tutte per P, (n." 27): esse determinano manifestamente 
la g;$, la quale è adunque speciale completa. Si pub quindi alle serie re- 
sidue (rispetta a ggPda) gL2, y;:-i applicare il teorema precedente e si troverà 
che condizione necessaria e sufficiente affinchè la y;;$ + P, = g; + 9, $- Pz 
sia incomplets, cioè contenuta in una y;$, è che il punto Pz appartenga 
corne. printo fisso alla gi,-,; cioè i punti Pi, Pz sieno punti fissi della gz,. Cos1 
continuando, si arriva alla seguente estensione dell' ultimo teorema : 

Se gn, y;, sono due serie speciali complete residue rispetto a y;;?,, con- 
dizkone necessaria e suficiente u@ncIiE y; + P, + P, +. . . + P, sia incomnpleta e 
precisarnente contfinuta in  una y;%, è che si abbia ggi, = gs-, +- Pi + P, + $ P,. 
Le g;g, gz-, sono speciali complete residue rispetto a y;;?,. 

tj 7. Serie composte. Curve iperellittiche. 
Teorema sulla composizione di una serie e sue conseguenze. 

Maggiore determinazione del teorema di Clifford. Teorema di Noether. 

29. Una serie g; (r > 1) sia tale che i gruppi aventi un punto generico A ,  
comune abbiano altri p - 1 punti comuni A,,  A,, . . . A ,  (1 < p < n). 1 gruppi 
di g', determinati da uno dg di questi punti avranno a oomune i rimanenti 
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22 B e r t  i n  i :  Ln geometria delle serie lineari 

A , ,  A,,  . . . A, e null'altro; chè, per l'ipotesi, devono avere almeno p - 1 altri 
punti comuni e questi non posaono essere diversi dai precedenti (altrimenti i 
gruppi, determinati da A , ,  passando per A,,  avrebbero più che p - 1 altri 
punti comuni). Adunque i p punti A,,  A ,,... A,  sono tali che, dato uno, sono 
individuati gli altri e quindi (al variare di Al )  formano una involuzione Sem- 
plicemente infinita y. È chiaro che ogni gruppo di y; (supposta priva di punti 
fissi) sarà format0 di un certo numero k (> 1) di gruppi di y,  ossia g; sarà 
una involuzione nella serie che ha per elementi i gruppi di y e che dovrh 
essere n = lep e ic > r.  Si avverta perb che l'involuzione y pub essere una gi 
O no, cioè essere ottenibile con un fascio di curve, ovvero no (*). Ad es.: se 
si ha una trasformazione pWa fra due piani x ,  z', quel10 p p l o ,  questo Sem- 
plice, ad una curva C di n  su cui giaccia una g; corrisponde una Cf di x' 

su cui giace una y&, formata di k gruppi di una involuzione y non razionale 
se C è di genere > O. 

Una serie g', (r 3 1), di cui ogni gruppo sia format0 di k gruppi di una 
involuzione semplicernente infinita y ,  si dice com~osta con questa involu- 
zione (**). 

30. Sia g; completa non speciale. Si ha PZ - r = p ,  la quale, insierne 
alle n = kp, k > r, dB n 5 p (12 - p); da cui, essendo p s- 2, discende n r 2p. 
Adunque una serie g; comptetu non speciale, per la quale n > 2p, non pzcb 
essere composta. 

31. Se una serie qualunque gl, (Y > 1) è composta con una involzczione 7 
d i  gruppi d i  p punti, deve essere p = 2 e y razionale, cioè una y;. Infatti 
dalle Zr = kp, k 1- r (n.O 29), segue p = 2 ,  k = r. Poi una aggiunta rf del 
sistema che dà la serie y,, condotta per r - 1 punti fissi (generici) di f ,  varia 
in un fascio e, dovendo contenere le 2(r - 1) coppie di 7 determinate da 
quei punti, sega f in una sola coppia variabile. In particolare: la serie ca- 
nonica non pub essere composta che mediante una y:. 

Dicesi ellittica una curva di genere 1 [e quindi contenente y: (22, d) e 
cfr. n." 46)] : e curva tjerellitticu una curva di genere > 1 che contenga 

(*) Cfr. nota a l  n.O 4. 
(**) Esempio. Una involuzione aol di ordine 1; nella serie razionale dei gruppi di 

una gk, d& uns  g;,: parimenti u n s  involuzione aol di ordine r, in  quest'ultima d& una gk,. 
(e cosi si  pub continuare). O r a  se nella involuzione razionale dei gruppi  di gk,, s i  con- 
sidera una involuzione aos di ordine r, si ottiene una g;,,,,. Delle 91, gin, gi ,,,, g;,,,,, 
ciascuna è conz.posta colle precedenti. 
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una y:. O g ~ i  curva d i  genere 2 è iperslldttica pevchè la sua serie canotaica 
è appunto ztna y:. Per cib che si è dimostrato, una curva che possegga una 
9.2, (r > 1) composta è iperellittica, ellittica O razionale. 

33. Abbiasi reciprocnmente una curva iperellittica. La y: che essa con- 
tiene (*) è cipeciale (n." 21) e quindi (n," 23) le che passano per un punto 
di uria coppia della gé devono passare di conseguenza anche per l'altro punto. 
Ne risulta che uka serie speciale completa d i  una curva iperellittica, i n  par- 
ticolare la serie canonica, è una g, composta colla y: esistente sulla c w v u  
(sarà formata da tutti i gruppi di r coppie della y:, ovvero data dalle y,-, 
per p - 1 - 1. coppie fisse di essa). 

Inoltre l'zcnica serie corr2posta, d i  dimensione ) 1 ,  lzon speciale e corn- 
pleta d i  una curva iperellittz'ca è una y$ com~osta colla ge (riunendo in tutti 
i modi possibili p gruppi di questa serie). Infatti, avendosi una serie completa 
e composta, i suoi gruppi che passano per un punto passano di conseguenza 
per altri p - 1 ( p  > 1) punti e quindi [cfr. 22 c)] la serie residua di questi p 
punti rispetto a quella serie è speciale completa, cioè una g&. composta colla y;. 
Ne segue facilmente che anche la serie considerata B una ygr composta colla 
g: ed è una y& (perchè, essendo non speciale, deve esriere 2r - r =p). 

Si noti ancora che una gh, non speciale sopra una curva iperellittica 
è una serie di ordine minimo non composta colla g: (perchè una serie d'or- 
dine _ r p  & speciale). Adunque una curva che contiene una y: e una gk ( k )  2), 
corne serie di ordine minimo non composta con quella, è una curva iperel- 
littica di genere k - 1. 

33. Se il sistema aggiurtto puro d i  una curva f si spexxa, Ea cuwa f è ipc- 
rellittica (non rec@rocamente) (*"). Infatti il sistema aggiunto pur0 [cfr. n.i 18, 
22 b')] non colitenelido parti fime, essendo e definito soltanto da pas- 
saggi per punti, per un teorema noto (***), deve spezzarsi in p - 1 curve di 
un fascio. Ciascuna - di queste dovrà adunque segare f in due punti: onde 
sopra f esiste una gf.  

34. TEOREMA SULLA COMPOBIZIONE DI UNA SERIE. Escluse le serie composte 
con involuzioni semplicemente infinite (n." 29)) non pub essere clze i g ~ u p p i  

(*) Del n.O 44, h) risulta che una curva iperellittica contiene una sola gq. 
(*%) OASTELNUOVO, Riceî-che citate (Mem. della R. Accad. delle Sc. di Torino, 1S01), 

n . O  28 a). 
(x*") BERTINI,  SU^ sistemi lineuri (Rendiconti del R. 1st. Lomh., 188%). - LUROTH, 

Bezoeis eiws Salzes, ecc. (Math. Ann., tom. 42, pag. 457). 
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d i  unu g; , aventi s punti generki d i  f comuni (1  < s < r ) ,  abbiano neces- 
sa~iatnente altri o punti cornuni (O < o < n - s): cioè non pub essere che 
una curva (p del sistema lineare cmT che dà g;, la quale passi per s punti 
arbitrari, passi necessariamente per altri a punti. Suppongasi che cib sia e 
che sia s il più piccolo numero per il quale ci6 accade. Le (p per s - 2 
punti generici di f formano un sistema 2 lineare cor-stZ, cioè almeno < 
tale che quelle di esse passanti per un punto generico (cioè in tutto per s - 1 
punti cosifatti), essendo s minimo, non passano necessariamente per altri punti; 
mentre quelle che passano per due punti, passano per altri C. Un sistema 
lineare generico di 2 ,  m3 (2 stesso, se r - s + 2 = 3), potrà adunque servire 
a trasformare birazionalmente la nostra curva C in una curva C' gobba dello 
spazio ordinario, facendo corrispondere omograficamente alle curve del sistema 
m3 i piani del10 spazio (*). L a  C' avrh la proprietà che tutti i piani per 
due suoi punti passano per nltri o punti, cioh ogni sua corda è almeno tri- 
secante. Ora una ta1 curva non esiste. Perchè se X, Y sono due punti qua- 
lunque di Cf e Z un terzo punto che X Y  ha sopra Cf, questa curva è pro- 
jettata da Z doppiamente mediante un con0 al quale appartiene XY, e ne1 
piano tangente al cono lunpo questa generatrice giacciono le tangenti a C' 
in X, Y. Adunque due tangenti qualunque di C" si incontrano e quindi (Cf 
non essendo piana) passano tutte per un punto, il che non pub essere (altri- 
menti Io stesso accadrebbe di una sua projezione piana) (**). 

35. Ne1 caso particoisare della serie canonica si ha adunque (cfr. n.i 31, 
32): Esclelse le curve iperellittiche, non pub essere che le y m - ~  per 1 punti 
geneiici di f ( 1  < p  - 1) passino di consequenzn per altri  punti. È quindi 
pienamente giustificata la riduzione, per trasformazione biraxionale, di una 
curva non iperellittica, ad una curva di ordine p + 1 (***). Perché le y,-, 
per p - 3 punti generici di f formeranno una rete tale che quelle condotte 
per un punto generico della curva non passano tutte per altri punti di essa. 
Con questa rete si trasforma birazionalmente la curva in un'altra di ordine 

(") L a  C' é gobba perché il sistema lineare ao3 non passa per  C (cfr. i n.' 3, 4). 
("*) ~ u e s t a  dimostrazione é di CASTELNUOVO. Cfr. l a  mia Nota ci ts ta  degli Att i  della 

Il. Accad. delle SC. di Torino, 1891, n." 2. Cfr. anche DEL PEZZO, Sulle projeaioni di una 
avperficie e di unn varietd dello spazio ad n dimensioni (Rend. della R. Accad. delle Sc. 
di Napoli, 1886) n.' 1. 

(SM) Nell'ordinnria trattazione trovavasi qui un% lacunn, corne ha  osservato giustn- 
mente il sig. PICARD (T'rait4 d'Analyse, tom. 2, png. 415). 
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sopra una curva piana secondo i t  metodo aigehrico. 2 5 

2 p - 2 - ( p - 3 ) = p f  1 e dotata di punti doppi 
2 

(O punti multipli equivalenti). 
36. Da1 teorema del n." 34 si traggono varie conseguenrte, 
Ne disccnde dapprima che in urta serie g:,, non composta, r punti, co- 

MUNQUE PRESI, di u n  gruppo generico individuano i l  y~uppo ,  ci02 appartengono 
a quel solo gruppo. Infatti se in un gruppo generico G di y', esistesse un 
gruppo i' di s +a punti tali che i gruppi di g; per s (Cr) punti passassero d i  
conseguenea per i 5 rimanenti, onde r appartenesse ad mr-s gruppi della serie, 
è chiaro che r (al variare di G) descriverebbe iina totalità mr-(r-8) = ms e 
quindi per s punti gelterici di f passerebbe (almeno) un gruppo I', cioé i gruppi 
di y; per s punti generici di f passerebbero per altri 0 punti, contrariamente 
al teorema del n." 34. 

37. Segue che, in  zuza sevie speciale cornpleta g;,  n - r punti, COMUNQUE 

PnEsr, d i  u n  puppo generico presentano alle condixioni tzctte indipendenti. 
I n  vero, se esistessero in un gruppo generico G, n - r punti che presentas- 
sero soltanto 12 - r  - (r (J> O) condizioni alle y,-,, questi n - v piinti foï- 
merebbero (na0 23) un gruppo di una serie speciale completa y:-,. Aggiun- 
gendo gli r punti residiii di G si avrebbe uns  g2 contenuta (n." 9) nella g;: 
e perb qiiesti r punti appaïterrebbero ad ccô gruppi di y;, il che non pub 
essere (n." 36). 

38. Un'altïa importante conseguenza del teorema del n." 34, anzi del 
cas0 particolare del n." 35, é una maggiore determinazione del teorerna di 
CLIBFORD. Se 9:; è speciale, si ha lz 2 2 r :  quando pub aver luogo il segno 
di eguaglianza? QiB vedemmo (nao 25) che cib è possibile solo per una serie 
cornpleta; m a ,  in ta1 caso, quando n - r = Y, r punti generici individuano 
un gruppo e le y,-, per essi d e ~ ~ o n o  passare per i rimanenti punti del gruppo 
(n." 23). Ora, se r < p  - 1, cib non pub accadere che per il cas0 iperellittico 
(n.' 35). Adunque, se y; è speciale, ma non è Zn serie canonica, ovvero una 
serie speciale cornpleta (sertxa punti fissi) d i  una curva iperellittica, si ha 
s e n y r e  in > 2 7 (*). 

39. È utile osservare clie una tale lirnitazione, anzi rnaggiore, sta anche 
per una serie y:-, non speciale, per la quale sin n r 2 p  - 2. Infatti, da queata 
c! dalla n - r p, segue n 2 2 (r + 1). Per  conseguenza, se n < 2.r) non solo 

(*) Ne risulta, ad es., che, sopra uîza curva non iperellittica, non esiste una g;,. yuando 
î. < p  - 1, perché, in  questa ipotesi, la g;,. è speciale e perb ecc. 
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la y;, è non speciale, ma deve essere 1% > 29 - 2 e si lia inoltre (per la 
12 - r r-p) r >p.  Donde si ricava anche che, se 1. r p, deve essem 91 2 2 r. 

40. Un ultima conseguenza del teorema del n.' 34 si collega alle con- 
siderazioni seguenti. 

Di una y; completa non speciale, che taon sia data, si possono assegnare 
in qualunque modo tutti gli ta punti di un gruppo (n.O 9): mentre invece 
di una 9:; completa speciale, pure Pzon data, si possono prendere al più n - r 
punti generici come appartenenti ad un gruppo, perchè tutte le yrn-3 per essi 
devono passare (n." 23) per gli stessi r punti (i rimanenti del gruppo), che 
risultano quindi determinati da quelli. Anzi, se la serie g; speciale da deter- 
minarsi è incompleta, non si possono certo assegnare ad un gruppo n - r  punti 
generici, perchè se si indica con y;: la sua completa (sempre per il n." 23) 
le yrn+ per n - r' < n - r punti devono passare per i rimanenti r' - r (> 0). 

Quand1& che di un gruppo di una serie y;; speciale (completa) da deter- 
minarsi si potranno appunto prenclere n - Y punti generici? Il teorema del 
na0 35, in congiunzione con quel10 del n.' 23, dice che, solamente quando sia 
92 - r = p  - 1, cioè (prescindendo da1 cas0 iperellittico) quando la serie è la 
y;;-, ovvero é dedotta da essa col fissare ed escliidere lc punti che presentino 
alle condizioni tutte indipendenti (ad es. k punti generici). Adunque (*) 
(escluse le curve ipeiellittiche) zwa serie speciale y;, di  cui si  dieno lz - r 
punti generici di un grzcppo, è la serie canonica O la serie residua, rispetto 
ad essa, d i  una gi  conapleta (k s p  - 1) (**). 

(") L a  proposi-zione è di NOETHER (Raunzcuruen, Berlin, 1883, teorema IIItt del f 
Abschnitt): ma  B qui meglio precisata. Cfr. anche KÜPPER, Ueber die Curven C," ecc. 
(hhhandl. der math. Classe der k. bohm. Gesell. der Wiss., 1889-90) n." 2. 

(*") Ometto di t rat tare il problems della determinazione dei gruppi O serie speciali, 
perchè la  soluzione ha ancora bisogno di essere completata e perfezionata. S u  questo 
punto rimando qiiindi a i  § 9, 10, 11, 12 della Memoria di BREL e NOETHER (cfr. anche 
PICARD, Traité d'Analyse, tom. 2, pag. 451 e seg.'). Cosi pure rimando a l  5 15 della stessô 
Memoria per la dimostrazione algebrica della esistenza di 3 p  - 3 invarianti di una fun- 
zione di genere p, per una trasformazione birazionale, detti moduli della funzione (che si  
riducono a 2 p  - 1 ne1 caso iperellittico); dimostrazione che, come 15 noto, non è esente 
da objezioni. Finora la determinazione dei moduli non si fa rigorosamente che col metodo 
riemanniano, appoggiandosi al cosidetto teovema di esistenza. 

Ricorderb soltant0 che, da1 citato 9, risulta che, per una c ~ v a  a moduli generuli, 
esistono oo~+(~Ct . l ) (n - i . -p )  serie speciali complete gl;, quando sia 
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sopra oma c u w a  piana secondo i l  metodo algebrico. 27 

8. Curve contenenti serie y:. Curve à-gonali, 
Curve ellittiche e razionali. 

41. Utza c u ~ v u  f conteîlente dite serie y:,, y:,,, non avejiti a l c u m  serie 
coîizune [raxionale O non (*)], pub t r a s f o ~ m a r s i  umùocanze,zte in zuza cztrva d i  
ordine n + n' - k (k: 5 l), con due pzcnti ( n  - k)zcNo, (?b' - k ) ~ p l o ,  centri d i  
jasc i  d i  rette che segnano le serie trasfornzate d i  g:, y:,, (**). II numero 16 

dipende dall'esistenza di due gruppi delle due serie con k punti comuni. Se 
le due serie lianno inoltre ui coppie di gruppi con i punti comuni, la curva 
trasforrnata ha ai punti Pzi (i = 2 ,  3 , .  . .) e il genere cornune delle due curve è 

L a  dimostrazione si ottiene facilmente riferendo projettivamente le due 
serie gk g;, a due fasci di rette, cos1 che al raggio comune ai diie fasci cor- 
rispondano i due gruppi con k punti comuni. Prewdendo poi corne corrispon- 

posto p = (r f 1) .rr + p e p < r $1 .  [Ls ütessa infiiiiti è quella delle serie non speciali 
qualunque, essendo ora l'esponente semyre positivo, perché n - r ~p (cfr. SEGRE, Re- 
cherches générnbs sur le cotw6es, ecc., l.B Partie (Math. Am., tom. 30) n.D ?)]. Il va- 
lore minimo di n (intero) è quindi n = p - n + r [e in corrispondenza r = n(r + l )  - 
r ( r  + p + 1) = p. Cfr. 10 specchio del citato § 101. 

Ricorderb anche che, se  n (r  + 1) - r (r  + p  + 1) = O, si ha, per una curva a moduli 
generali, un numero finito di serie speciali complete 9; e che il loro numero fu dato in 
generale da CASTELNUOVO (nella Nota : Nurnero &lle involuzioni razionali, ecc. Rendic. - 

11 21 ... rl 11 21 ... ? J I  pl , della R. Accad. dei Lincei, 1889) nella forma , essendo r' = p - 
l !  21 ... ( r + r l $  l ) !  

1 - n +Y. Questo notevole risultato, a cui si arriva con un concetto di geometria enu- 
merativa, è confermato ne1 caso particolare r = 1 (caso gia considerato ne1 § 11 della 
Memoria di BRILL e NOETHER) in una trattazione algebrica di BRILL (Math. Ann., tom. 36, 
pag. 321). Cfr. anche KLEIN, Riemann'sche Flüchen, I I  (lezioni litografate) pag. 110 e segg. 

(*) Ad es. da due serie qualunque di una curva nascono per trasformazione multipla 
(sulla curva trasformata del piano semplice) due serie con una serie comune, razionale 
O non, secondoché quella curva è O non di genere zero. 

Una serie semplicemente infinita é manifestamente composta con ogni serie in essa 
contenuta; e quindi di due serie semplicemente infinite con una serie comme ciascuna è 
composta con questa. 

(**) Cfr. RIE~IANN, Gesamrnelte Wer-ke, 2.a ediz., pag. 114 (n.O 7)  e CASTELNUOVO, Ri- 
cerche di geomstriu, ecc. (Àtti della R. Acc. aelle Sc. di Torino, 1889), n.' 4. 
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28 Ber t i t t i :  La geouzetria delle serie t inea~i 

deiiti due rette dei due fasci che corrispondono in quelle projettività a due 
gruppi con un punto comune, si ha evidentemente fra quei due fasci una cor- 
rispondenza (n n'); e quindi il luogo del punto comune a due rette corri- 
spondenti è una curva di ordine rt j- n' con punti nupZo ed n'upzo nei centri 
dei due fasci. La  quale curva ha punto Zpzo in ciascun punto comune a due 
rette corrispondenti a due gruppi con i punti comuni e contiene E volte la 
retta congiungente i centri dei due fasci; e perb ecc. (*). 

42. Per la dimostrazione precedente basta avere sopra una curva due 
serie semplicemente infinite, definite da relazioni algebriche, e tali che i gruppi 
di ciascuna serie corrispondano univocamente ai valori d i  un parametro. Segue 
che una serie di gruppi di  putzti cosi de$nita è sempe lineare, cioè segnatu 
da un fascio di  curve. Basta associare alla serie un'altra nelle condizioni 
esposte (ad es. una g:, data da un fascio di rette). Applicando il teorema 
del n." 41 si trova che alla serie data corrisponde nella curva trasformata 
una serie segnata da un fascio di rette. Il fascio di curve corrispondente a 
questo (in una trasformazione multipla., nella qiiale giaccia la trasformazione 
birazionale fra le due curve) segna adunque quella serie eulla curva primitiva. 

43. Una curva che contiene una sarie y: è ridclzicibile ad ana curva d'or- 
dine p + 2 con un punto ( p  - i + 2)up10 (i e p  + 2) (**). Si prendano i - 1 
punti di un gruppo G di g3 e sia P il punto escluso da1 gruppo. Quegli i- 1 
punti lud altri qualsivogliano p - i + 2 punti (tutti diversi da P), cioè in tutto 

(*) Il teorema pub servire a dare di una curva di genere p forme normali divers6 
da quella del n.O 35. Applicandolo a due gh, Ln." 22 d) ] ,  si ha  (per qualunquo curva 
anche iperellittica) una curva normale di ordine 223 + 1 con due punti p"sz"e p ( p  - 1) 
punti doppi]. Se  p > 1, trasformando quadraticameute, s i  ha una curva normale di or- 
dine 2p con due punti ( p  - 1)"p" e p ( p  - 1) - 1 punti doppi. Questa nasce, pure per 
trasformazione quadratica, dalla curva, normale data da1 SEGRE ne1 n.O 17 delle citate 
Recherches (Math. Ann., tom. 30). Anche la  cosidetta forma normale riemanniana (§ 13 
della Mernoria di BRILL e NOETHER) si ottiene subito. Ad es., se p è pari, si considerino 
(per una curva a moduli generali) due g' (cfr. nota seconda a1.n." 40) e si  avrà  per 

P+B 
d 

-- curva normale una curva d70rdine p* + + ' 
2 2 1 = p + 1 con due punti: o 

" P - ~ )  punti doppi. Se  p > 4, si trasformi quadraticarnente e si arriva ad una curva 
2 

di ordine p con due punti '(' - 4, - 1 punti doppi; ecc., ecc. Altra forma 2 
normale è data da1 teorema del n.O 43. 

(**) Teorema di SEGRE (n." 19 delie citate Recherches). 
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sopra una cuvva, pialta secondo il metodo alyebrico. 2 9 

p +- 1 punti formano un gruppo r di una y:+, [almeno, cfr, d) del n.' 221. 
Siccome r non contiene P, questo punto individuerà un nuovo gruppo r, di 
gp+,, il qua1 gruppo potrà avere .altri punti comuni con G, ma questi altri 
punti comuni, appartenendo anche a r, saranno fissi per la serie y;+, (n.' 7). 
Tdi puriti fissi sieno k e si escludano dalle serie y;+,. Ne risulterà una gp+,-k, 
di cui il gruppo determinato da  P avrà con G questo solo punto cornuile (e 
perb 10 stesso acaadrà di due gruppi, uno di quella serie e uno della gt, de- 
terminati da un punto generico), rnentre il gruppo che nasce da r (togliendo 
i detti k punti fissi) avrà i -  1 - k punti comuni con G. Applicando il teo- 
rema del n.O-  41 alle g:, ~ ; + ~ - k ,  si conclude che la curva è riducibile a d  una 
di  ordine i + p + 1 - k - (i - 1 - A) = p  4- 2 con punti multipli secondo 
i-(i-1-k)=lc+ 1, p + 1 - k - ( i - 1 - k ) = p - i + 2 . -  

44. Ecco alcune proprietb delle curve contenenti una y:, ne1 supposto 
che questa serie non abbia punti fissi e inoltre sia i r p ,  onde la serie è 
speciale (*): 

a) Se esiste unu curva nggiunta y,+,, i punti d i  ciascuu gruppo sono 
in Zinea retta. Sieno P,, P,, ... Pi i punti di un gruppo. Aggiungansi alla 
y,n-i-i i - 2 rette, di cui una P, Y, passi per due punti del gruppo e cia- 
scuna delle altre per un punto solo, ad es. rispettivamente per Psi Pd, .. . , Pi-,. 
Si ha una che, contenendo ,i- 1 punt,i del gruppo, deve (11.' 23) passare 
per il punto rimanente Pi. Dunque P, Pz deve passare per Pi, ecc. 

1 ' Se p > a 111 -.- a(a + 3) esiste certamente (almeno) una (n.' 17). 
2 

1 Dunque se p > (i - 2 )  rn - - ( i  - 2) (i + 1 )  esis te (almeno) una y,,, - i - ~  e i 
2 

pzonti d i  cinicrin y-uppo sono' in linea rëtta. 

(") Qualunque curva (irriducibile) contiene y: se i ~ p  [Q.O 22 cl)] .  Una curva a rno- 

duli generali oontiene y: se i 2 P+2 (cfr. nota seconda al n." 40), cioè se p L 2i - 2 ,  
2 

alla quale deve aggiungersi l a  p > 2i - 4 (onde p = 2 i  - 2 ,  2 i  - 3) quando la curva è 
i-gonale cioé non contiene gL, (cfr. n.O 45). Noi supponiamo che una g: esista sulla curva 
anche eccezionalmente (cioè non si  trovi sopra una curva del10 stesso genere a moduli ge- 
nerali), corne una gi sopra una curva iperellittica per l a  quale p > 2. Le proprietà esposte 
sono facili estensioni di alcune dovute a BOBEK (Ueber Dreischaarcuruen, Sitz. der k. Akad. 
der Wiss., W&n, 1889) e a KUPPER (luogo citato: Abhandl. der math. Classe der k. btihm: 
Gesell. der Wiss., 1880-90); estensioni svolte anche in un lavoro di AMODEO (Curve k-go- 
nnli, in questi Annali, tom. 21, pag. 221), venuto a mis conoscenza dopo avcr redatto il 
presente paragrafo; lavoro che deve essere emendato in parecchi punti (a pag. 222, 233, 
224, 220, 231, 232). 
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3 O B et* t ilzi: La geonietria delle seràe litreclri 

6) Se esistono e~ 9,,-i-,, oltre la proprietà precedente, s i  ha che le 
9,-i-, per un punto d i  ciascun gruppo passano per t u t t i  i rzinanenti punti 
del g ~ u p p o ;  onde la g: è data da un fascio di Y,,-i-,. Sieno, come prima, 
P,, Pz,. . . , Pi i punti di un gruppo. Alla cprn-i-1 per P, si aggiungano i - 2 
rette passanti rispettivamente (ad es.) per Pz, ... , Pi-, , e non per P i .  Si ha 
di nuovo una che deve contenere Pi: e perb eco. Segue che: 

c)  Se esiste una g], fiole pu6 esistere una ym-i-e [e quindi la serie se- 
gnata da tutte le curve d'ordine i- l (O tmggiore) non è speciale]; perché 
una ym-i-Z e una retta passante per un (solo) punto di un gruppo di y! for- 
merebbero una g,i-, non soddisfacente alla proprietà 6). 

1 E, poichè una y,-i-, esiste certarnente se p  > ( i  - 1)m - a (i - 1 )  ( i  + 2) 

(n.' 17), si ha anche che, se esiste una gi, deoe essere p 5 (i - 1)m - 
1 - (i - 1) (i + 2). 
2 

d) Dalla formola di ZEUTHEN relativa ad una corrispondenza (a a'), fra 
due varieth algebriche semplicemente infinite dei generi p, p', 

si ha, ponendo a = i, a' = 1, y' = O, p' = O, che i l  nzcmero degli elerne~lti 
doppi d i  zcna y: è y = 2i + 2 p  - 2. 

e) Coll' uso del principio di corricipondenza, per le varieth semplicemente 
infinite razionali, si trova che le rette che congiuiigono i punti corrispondenti 
di una corrispondenza (a  a') sopra una curva inviluppano una linea di classe 
m(a + a') - y, se y è il numero dei punti uniti della corrispondenza. Se la 

Y corrispondenza B simmetrica, onde a = a', la classe è m a  - - Quindi, PO- 
2 

nendo a =i- 1 e per y il valore trovato in d), si trova che l'inviluppo delle 
rette che congiuungono a due a due i punti d i  un gruppo vaviabile-di zcna gi, 
è d i  classe m ( i -  1 ) - i -p+1  = ( m - l ) ( i - 1 ) - p .  Se si pone 

1 p = ( i - 1 ) m - - ( i - 1 ) ( i + 2 ) - 8  [ d t O ,  per c ) ] ,  
2 .  

i ( i  - si ha la classe = - 
2 lj+, 

(*) Cfr. ad es. CLEBSCH-LINDEMANN, 1, pag. 450. 
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sopra una curva piaraa secondo il metodo algebrico. 3 1 

j f j  - 1) Da1 detto inviluppo si stacca ciascun punto multiplo - 
2 

volte se ivi 

cadono, sopra j rami diversi, j punti di un gruppo. Dicendo a la diminuzione 
totale prodotta da questa circostanza ("), cii pub aggiungere che, quando i 
punti di ciascun gruppo sono in linea retta, k gruppi per ogni retta, la classe 
si ottiene dividendo 

ici - 1) i(i - 1) 
2 

+ $ - a  per k-, 2 

e l'inviluppo è razionale. 
f) Se p ctsszc~ne i l  vatore massirno, cioè, per c), se p = (2'- l ) m  - 

(i- l)(i + 2) 
2 

ed è m > i, Eu curva f possiede un puni0 (m - i ) u ~ z o  centro di 

un fascio d i  rette che dà la g: (e non u h i  punti rnultipli) e reciprocamente. 
Infatti il detto valore di p, esscndo m> i ,  soddisfa, come si rerifica subito, 
alla condizione espressa in a) e quindi i punti di ciascun gruppo sono in 
linea retta. Per  e) (essendo ora B = O) la classe dell'inviluppo di tali rette S 
1 -- 2 5  

: e perb deve essere k =  1 ,  Ü = O  e la classe stessa = 1: k k i ( i -  1) 
onde ecc. 

g) Se tutte le curve d'ordine i- 2 segnano sopra f una serie speciale 
completa, la g: si ottiene pure colt un f a d o  d i  rette il cui centro è punto 

(i-2) (W) 
2 

(nt - i)"pZo di  f (m > i> 2). Se la serie g,,(,-,, , data da tutte le curve 
d'ordine i - 2, è speciale, per ogni suo gruppo passeranno ym-s spezzantesi in 
una curva d'ordine i- 2 e jii una ym- i - i ;  e quindi, per a), i punti di ciascun 
gruppo di g: saranno in linea retta. Di più, essendo quella serie completa, 
qualsiasi Tm-s per il gruppo di punti cornuni a f e ad una ym-i-, (resto di 
essa serie) deve spezzarsi nella ym-i-, e in una curra di ordine i- 2. Cib 
premesso, si associ ad una curva fissa y,,-à-, e ad un'altra curva fissa generica 
di ordine i- 3, una retta contenente un gruppo di 9:;  si ha una y,-, per 
qiiesto gruppo, la quale dà un resto della y:: onde passerà per questo resto 
un fascio di y,-, segante la g: stessa. Ma.di quel resto fanno parte i gruppi 
di punti determinati su f dalle suddette due curve fisse; dunque il fascio deve 

(*) S e  i =  3, BOBEK (1, C. 5 2) dimostra che, quando esistono oo y,-*-,, il numero a 
é quel10 dei punti semplici fissi di f comuni a quelle curve. Si pub, e come, estendere 
questa proprietà al caso di i qualunque? 
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32 Der t i n i :  Lu geometrin d d l e  ser ie  l i t~eat-f  

spezzarsi in queste curve e in iina retta residua variabile intorno ad un punto, 
che. sarà (192 - i)u.pl* per f (*). 

h) Se una curva possiede due y:, che non abbiano alcuna serie ra- 
zionale O irrazionale cornune, è riducibile, per il teorema del n.O 41, ad una 
cur ia  di genere _L (i- 1)2. Si noti che, quando abbia luogo il cas0 escluso, 
ciascuna delle due serie è composta colla terza serie: onde, se i è numero 
primo e p > (i- l)e, una curva non pub contenere che una y:. Ad es. una 
ciirva di genere p > 1 non pub contenere che una y:: una di genere p > 4 ,  
che una g3: ecc. (**). 

45. Le  proprietà precedenti valgono in particoliire per le cosidette curye 
i-gonali, cioh contenenti una y: e non m a  y:-,, poichè in uns  g: non ponno 
d o r a  esistere punti fissi (altrimenti, togliendoli, si avrebbe una serie di ordine 
inferiore) ed è inoltre i s p  [n." 22 d)]. 

Delle curve i-gonali sono caso particolare le iperellittiche (n.O 31). Per  
queste la forma normale è uiia curva d'ordine p + 2 con lin punto pupZo 
(n." 43) (*"*); non esistono y,-, e deve essere p r m - 2 [44 c)] ; il nuniero 

1;-2) [$+ 1) 

(*) Neiia stessa ipotesi, che la  sia speciale coinyleta, si pub notare che, se f 
pnssiede altri p n t i  lîlult$~Zi, questi devono essere doppi, ovvero essere allinenti (almeno 
due) col punto (m - l)"plo. Abbia infatti f, oltre questo punto, cl, punti supli (s - 2, 3 . . . ) ,  
di cui due qiialunque non sieno allineati col punto stesso. Delle nz - i-  1 rette clie com- 
pongono le saranno allora X ( s  - l )a,  fisse, e perb il numero di quelle mobili, cioè 
l'infiniti delle Y,, ,-r-i ,  s a r i  r = m - i - 1  - ): (.Y - l ) a B .  Di qui, iutrodotto il valore di 

( s  - 1) ( S  - 2)  
Quindi la sovrabbondanza delle y,,,-,-, rispetto a i  punti multiyli di f B p = 2; 

2 
(cfr. la  nota al na0 24, ove si faccia a = i - 2 ) ;  la quale sovrabbond,znza deve essere nulla 

C~-2)Ci+l, 

perché la  suddetta g,+:, é completa. Adunque é ammissihile il solo valore s = 2. 
("%) Qua1 è il numero massimo (Anito) delle y: che pub giacere sopra u m  curva di dato 

genere? Se la curva è a modiili generali, deve essere p = 2i- 2 e la  questione é riso- 
( 2 i -  2) 1 

luta dalla formola (cfr. nota seconda al n.O 40 e Math. Ann., tom. 36, pag. 358). 
(i- 1)I il 

(***) E si pu8 dimostrare clie sono riducibili a curve omologico-armoniche O dotate 
di centro (cfr. CREXONA, loc. cit., e CLEBSCH-LINDENANN, 1, pag. 717-720); la  cui equaziono 
mette in evidenza i 2p - 1 moduli della curva iperellittica. 
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degli elementi doppi della gi è 2 p  + 2 [44 d)] ; l'jnviluppo delle rette conte- 
nenti le coppie della y: è di classe m - p - 1 - o [44, e)] ; e, quando m ha 
il valor minimo p + 2 ,  si ha la suddetta forma normale [44, f)]. 

46. Se una curva contiene due g: deve essere p 5 1 ,  e si ha p = O 
ovvero p = 1 secondochè le due gé hanno O no coppia comune (nao 41). 

Una curva razionale è riducibile ad una conica (n.O 43). Sopra questa 
le gi sono date tutte da fasci di 'rette; e quindi per una curva razionale esi- 
stono ooZ g;, due qualunque delle quali hanno una coppia comune e una 
qualunque è individuata da due coppie. 

Una curva ellittica (p = 1) è riducibile ad una cubica sema punti doppi 
(n." 43). Sopra una tale cubica esistono mi 9: date dai fasci di rette intorno 
ai suoi punti e n o n  ne esistono altre.  Infatti se .4, A' formano una coppia di 
una g4 e B è la terza intersezione della AA' colla cubica, la gi  data dalle 
rette intorno a B, se non fosse la precedente, avrebbe con questa una coppia 
comune, e perb dovrebbe essere p= O. Segue che soprn una curva ellittica 
esistono mi y:, due delle quali non hanno coppia comune e una è individuata 
da una coppia. 

Se una cubica è trasformata univocamente in sè stessa, una sua g: 10 è 
in un'altra gé. 1 centri dei fasci di rette che dànno due y; corrispondenti si 
dicono centri ornologhi per la considerata trasformazione: ecc. (*). 

47. Il m o d ~ d o  di una curva ellittica è il valore costante del rapport0 anar- 
monico dei quattro punti doppi di una gk, nella varietà razionale delle coppie 
di questa. Che quel valore sia costante, al variare di g f ,  si pub dimostrare 
cos1 (**). Sieno A, B, C, D i quattro elementi doppi di una g:!  e A', B', C' ,  D' 
quelli di un'altra y:: la terza g:, individuata (ad es.) dai punti A ,  A', dà una 
trasfgrmazione univoca della curva in sè stessa, per la quale la prima y: si 
trasforma projettivamente nella seconda. Quindi, se ai punti doppi B, C, D 
aorrispondono rispettivamente B', Cf, D', la quaderna A.BCD (cioi: la qua- 
derna di coppie A A ,  BB,  CC, D D  entro la prima y:) è projettiva alla 
quaderna A' R' Cf' D'. 

(.X) Cfr. la  bells Nota di SEGRE: Le cowispondenze univoche ne& cut.ve ellitticize 
(htt i  della R. Accad. delle Scienze di Torino, 1889). Cfr. anche S. KANTOR, Les con-e- 
spondances dans les courbes elliptiques déduites géométriquement ( h i ,  1893). 

(**) Dimostrazione di SEGRE. 
Annali di ~atemat i 'ca ,  tomo X X I I .  5 
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9. Applicazione ai sistemi lineari di curve irriducibili. 
sistem: lineari di cprve iperellittiche. 

Sistemi lineari sovrabbondanti definiti da nove 9 meno punti base (*). 

48. Consideriarno un sistema lineare ICI  di curve irriducibili, definito 
soltanto da passaggi per punti fissi del piano; e supponiamo clie la curva ge- 
iîerica C del sist.ema abbia (come è sempre possibile eseguendo una trasfor- 
mazione cremoniana) in tutti i punti base delsistema, quelli dati e quelli che 
potrebbero provenire di conseguenza da essi, moltiplicità ordinarie con ratni 
tutti variabili. $e si, s,,. .. sono queste moltiplicità (oltre le quali C non pu6 
averne altre) ed ru è J'ordine di C O, come si dice, del sistema, la dimen- 
sione effettiva di questo è il numero k dei punti (generici) del piano pei quali 
passa una ed una sola curva del sistema, mentre dimensione 1;i~tuale è il 
numero 

Se delle condizioni espresse dai punti base alcune sono conseguenzn delle 
rimanenti è k > k. Il numero positivo O nul10 s = k - L dicesi sourabbon- 
dawa del sistem. Se s = O ,  il sistema si dice regolure; se s > O ,  sovrat- 
bondante. Il grado D del sistema è il numero delle intersezioni variabili di 
due curve, cioè: 

D =  ?a2-8s;. 
Il genere 

di C dicesi anche geîzel-e del sistema. 
49. Serie caratteristicu di un sistema lineare è la serie y$-' (cfr. n.O 3, 

essendo ora s = k ,  o = O) che sopra una curva generica C del sistema se- 
gnano le altre curve del sistema. 

L a  serie caratteristica è una serie completa. Infatti ie curve della rete 

(*) Traggo qucsto paragrafo, con alcune aggiunte e varianti da1 Cap. II, della Mc- 
moria di CASTELNUOVO : Rieel-che generalz' ecc., gia citata (Mem. della R. Acc. delle Scienze 
di Torino, 1891) non solo per invogliare alla lettura di qiiesto importante lavoro, ma per 
mostrare quanto la  Geometria sopra iiiia curvs dçebrica sis  feconda di applicazioni. 
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sono, rispetto ad una di esse, curve aggiurite che in ogni punto s~pEo hanno 
pure un punto supZo (nSo 10). 

50. La  serie caratteristica g r 1  essendo complets, deve aversi (n.O 16): 

Questa segue anche dalla Ic 2 k e dalla 

che nasce dalle (l), (2), (3) elirninando w, si. Ma v'ha rli più. Se D - k + 1 <p, 
deve essere, per la (4), k > k ; se eguale, eguale : si ha adunque (n." 21) il no- 
tevole teorema: 

Un sistema 2inear.e è regolare O sovrabbondunte secondo che è non spe- 
ciale O speciule la sua serie caratteris:stica. 

51. Ricordando che per una serie speciale y; è n 5 2 p  - 2, r - ~ p  - 1, 
segue subito che, se D > 2 p  - 2 O k > p, il sistenta lineare b vegolare. Ih  
particolare ogni sistema lineare, definito da soli punti fissi, clie sia di  ge- 
nere O é regolare ed è pur regolare quando sia di genere l se D > O: es- 
sendo nei due casi rispettivarnente k = D + 1, Ic = D (*). 

Segue inoltre che, se D > 2 p  O k > p + 1, norc solo il sistema é rego- 
lare, ma le curue del sistema che pussano per un pulzto notz pussano di con- 
seguenxu per uitri punti del piuno. Infatti, essendo il sistema regolare, si ha 
k =  k e quindi, per la (4), se D > 2 p  é Ic>p + 1 e reciprocamente. Ora, 
se avvenisse che le curve per un puntc? passassero di conseguenza per altri 
punti, queste formerebbero un sistema lineare ciok-1 sovrabbondante e quindi 
(n.O 50) avente la serie caratteristica speciale, mentre la dimensione di questa 
serie sarebhe k - 2 2 p (**). 

52. Se il sistema [Cl è un fascio si ha D = O, L = 1 e perb, dalla (4), 
s = k - 1 = p, cioè la sovrabbondanza è eguale al genere. 

Escluso questo caso, cioè supposto k 2 2, se il sistema è sovrabbondante 
si ha la serie caratteristica 95-' speciale e quindi D 2 2 ( k  - l), valendo il 
segno di eguaglianza solo se quella serie è canonica O appartiene ad una 
curva iperellittica (n.O 38). L a  precedente disuguaglianza, per la (4), pub 
scriversi k + p - 1 2 2 (k - 1) ossia s L p - k + 1. Dunque, raccogliendo : 

(") Cfr. GUCCIA: Gemalizzazione di un teorema di Noether (Rend. del Circ. mat. di 
Palermo, tom. 1): Sulla riduzione dei sistemi Zineari di curve ellitliche, ecc. (ivi). 

(*") 1 due teoremi generali di questo numero sono dovuti a SEGRE (Sui sistemi li- 
neari, ecc. - Rendic. del Circ, mat. di Palermo, tom. 1, pag. 217). 
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a )  Un  sisterna lineare sovrabbondante w k  di  curve non +erellittiche, 
per i l  quale sia 1 < k < p, ha la sovrabbondunxa s p - k. Se k = 1 si ha 
s = p :  se k = p  si ha s - 1. 

b) Un  sistema lineure sovrabbondante o o k  di curve @erellittiche ha la 
sovrabbondarnza s = p  - k + 1 ; e inoltre te curve per un punto generico del 
piano passano rzecessariamente per u n  altro punto e per questo solo. Que- 
st'ultima proprietà discende dall'osservare che, preso un punto A ne1 piano e 
per esso una C, tutte le altre curve del sistema lineare [Cl passanti per A 
devono contenere il punto A' che con A forma una coppia della y: esistente 
su C, per essere la serie caratteristica formata di coppie della y:; e non pos- 
sono tutte contenere alcun altro punto di C, perchè la serie ~arat t~r is t ica ,  
essendo speciale completa, non pub essere composta che colla g: (n.' 31, 32). 

53. Se u n  sisterna lineare [Cl o o v k  > 2) di curve iperellittiche è re- 
golare, le curve per u n  punto generico non possono passare d i  conseguenza 
che per un altro punto: e, quando cib accade, la serie caratteristica sopra 
una curva generica è zcna g? composta colla y: esistente su essu. Infatti, se 

2? 
le curve per un punto generico passano tutte per altri punti, la serie carat- 
teristica (di dimensione k -  1 > 1) sopra C, oltre ad essere completa e non 
speciale, è composta e quindi (ai 31, 32) una g&, composta colla g: di C e 
non con serie di ordine superiore: onde tutte le curve per un punto generico 
non possono passare che per un altro punto. 

Recjprocamente è evidente che se la serie caratteristica sopra una curva 
generica d i  u n  sistelna lineare d i  curve iperellittiche è una y$, composta colla y: 
esistente stc essa, i l  sistema è reyolare e le curve per an punto generico pas- 
sano d i  conseguenxu per u n  altro (solo) punto. Anzi si osservi che in questa 
proposizione l'ipotesi è certamente verificata se un dato gruppo qualsiasi della 
g& è format0 di p coppie della g:, giacchè una d i  tali coppie stacca dalla 
g,p, una g.p-e  che, essendo cornpleta ed avendo un gruppo comune colla serie 
canonica, deve essere questa stessa serie e perb ecc. Ad es. [Cl sia il sistama 
delle curve di 6." ordine con otto punti doppi base qualunque (p = 2). Qui 
l'ipotesi è verificata, perchè le cubiche per gli otto punti doppi segnano sopra 
C la gé e due di esse formano insieme una curva del sistema. Dunque i l  si- 
stema m3 delle sestiche con otto punti doppi comuni è tale che 2e curve che 
passano per u n  purzto passano di  conseguenxa per u n  altro punto (*). 

(*) Cfr. le mie Ricerche su2Ee tî.nsformazioni univoche involutot-ie (Annali di Matema- 
tica, serie 2.", tom. 8) ne0 35. 
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54. Si definiscono curva aggiunta e sistema aggiunto puro di un sisterna 
lineare [Cl quelli di una curva generic:~ di 

Vedemmo già (n." 33) che, se il sistema aggiunto puro è riduttibile, la 
curvcl generica di C è iperellittica. Ora si pub aggiungere che in un sistema 
[Cl di  curve @erellittiche, di  genere p > 2, tale che le curoe che passano per 
oin punto non passino di conseguenza per un altro punto [ad es. se D > 2 p  
O k > p  + 1 (n." 51)] (*), il sistema aggiunto pur0 è riduttibile ("*). In vero, 
sopra una curva generica C si consideri un punto generico A e il suo con- 
jugato A' della g: esistente su C. Siccome, per ipotesi, le curve di [Cl pas- 
santi per A non passano di conseguenza per un altro punto, se C varia in- 
torno ad A, A' pure varierà, ma dovrà sempre trovarsi su tutte le oop-Qurve 
del sistema aggiunto puro condotte per A ,  perohè A' appartiene, per ogni po- 
sizione di C, a tutti i gruppi della serie canonica determinati da1 punto A 
(n." 32). Fer conseguenza il punto A' descriverà una curva che dovrà far parte 
di quelle aoD-2 curve. Variando A sopra C, se ne ricava che ogni curva del 
sistema aggiunto puro è riduttibile; e cib hasta per concludere che questo si- 
stema si compone di p - 1 curve di un fascio, ciascuna delle quali sega C 
in due punti variabili costituenti una coppia di gé (cfr. la dimostraz. del n." 33 
e la nota ivi). 

Quest'ultima proprietà sta anche per p = 2 (a0 31). Inoltre i punti di 
una curva del fascio, che dà, in ogni casu, g:, si possono ottenere uno ad uno 
con un fascio di curve di [Cl (ad es. determinato da due curve di [Cl pas- 
santi per uno stesso solo punto di quella curva): cioè il detto fascio è di curye 
razionali , e quindi riducibile per trasformazione cremoniana ad un fascio di 
rette. Si ha adunque quest'altra proprietà: Cn sistema di czwue qerellittiche, 
di  czci le curve per un punto non passano per un altro punto, si yzd ridzcrre, 
per trasforrnazione crewtonkna, ad un sistema di curve di  ufa ce~to  ordine v 

con un punto base (r - 2)"p'-" (e forse altri pu,nti base). 
55. Si vuole ora considerare sotto una particolare ipotesi un sistema li- 

neare [Cl sovrabbondante (di ourve irriducibili, definito da soli pasraggi per 
punti). 

Il sistema sia deJinit0 dall' avere i punti A , ,  A,, . . . , Ah multipli secondo 
v , ,  y , , . . . ,  vh ,  le condizioni espresse da questi punti essendo O no tutte indi- 

(*) Il sistema dovri  essere necessariamente regolare per il n.O 52, 6). 
(*") Questo teorema e il successivo sono contenuti ne1 n.O 7 e nota del lavoro di 

CASTELNUOVO : Masszina dirnensione, ecc. (Annali di Matem., tom. 18). 
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pendenti. Potrb accadere che il sistema abbia altri punti base Ah,,, ... multipli 
secondo ~ h + ~  ,. . . ; le condizioni espresse da questi punti essendo interamente 
conseguenza delle 

e faremo l'ipotesi 
L a  curva generica 
(cfr. n . O  6)] : 

rimanenti. Per  ~hiarezza  indicheremo il sistema con 

che i p n t i  A , ,  A e , .  . . , Ait esistano sopra una cubica r. 
[di ordine 9n - 3, aggiunta rispetto al gruppo A i ,  A , ,  . . . , A h  

non passerà affatto per i punti Ah+i (i = 1, 2 ,  ...). Cib segue, Se Uh+i) 1, dal- 
l'essere per una y,-, aggiunta a C, tutte indipendenti le condizioni nei piinti 
multipli di C (n.O 17) e ,  se ~ h + i  = 1, dalla seconda proprietà b )  del n.O 22. 
Di più, una y,-, segando C (fuori dei punti multipli) in 2p-2 punti, sarà 
I- 2 p  - 2 il numero delle intersezioni (fuori del griippo A i ,  A , ,  . .., A h )  di 
C, C'; valendo il segno di eguaglianza solo se tutti i punti A h + i  sono semplici 
O non esistono. Ora la curva composta di C', r, soddisfacendo alle condizioni 
che definiscono una C, appartiene al sistema [Cl, e quiridi deve (r contenere 
i punti Ah+i e inoltre) la stessa curva composta segare C in un gruppo della 
serie caratteristica gg-l (speciale, per essere il sistema sovrabbondante), cioè 
in 2 p -  2 punti o meno. Dunque superiormente deve valere il segno di egun- 
glianza e I' non incontrare affatto C fuori dei punti base del sistema, O ,  corne 
dicesi, deve essere fondamentale per il sistema (*). E si conclude, nelle ipotesi 
fatte, che lu serie caratteristica g$jl è la serie canonica e perd [52 a)] la 
sovrabborzdanxa s = 1 ; siccl-iè dei punti Ah+i puO es.istere uno solo semplice 
giacente sopra r. 

56.  Applichiamo il teorema al caso di  h 5 9. Allora è soddisfatta sen- 
z'altro l'ipotesi che i punti A, ,  A,,  . .. , A h  sien0 sopra una cubica r. 

Yremettasi che, se esistono iizfinite cume fondamentali d i  url sistema [Cl,  
irriduttibile, questo deve essere un fuscio' d i  curve ( d i  ordine non superz'ore 
a puello delle curve fondctmentali). Poichè iina curva fondamentale, condotta 
per un punto di C (essendo C irriduttibile) deve contenere questa curra;  cioè 

(*) Veggansi nella Memoria del CASTELNUOVO varie proprieta delle curve fondamen- 
tali; in particolare il teorema del n . O  23: 11 genere di una curva fondamentale, che iri- 
sieme ad una curva residua fa parte di [Cl, non pu6 supware la sovra6bondanaa s del 
sistema. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sopra una cuma piana secondo il metodo algebrico. 39 

ogni curva C è fondamentale per il sistema stesso; il che esige che sia il 
grado D = 0 e perb [Cl un fascio. 

Cib posto, se h r 8, esistono appunto infinite cubiche fondamentali: e 
perb [Cl deve essere un fascio di curve di ordine r 3. Ma 12 < 8 punti non 
determinano alcun tale fascio sovrabbondante: mentre h = 8 punti determinano 
un solo fascio sovrabbondante (di cubiche per gli otto punti). Dunque un si- 
stema d i  curve irv-iduttibili (dejnito da passaggi per punti), se è sovrabbon- 
Jante, deve essere deJinit0 da h r: 8 punti. Se h = 8 si ha soltanto i l  fuscio 
di  cubiche. Quindi un sistema sovrabbondante ha almeno noue punti base. 

Consideriamo quelli definiti da  nove punti: il sistema pub essere sovrab- 
bondante senza ulteriori punti base: ovvero pub esserci un altro punto base 
semplice (n.O 55).  

Ne1 primo caso il sistema è 

ove (escluso che [Cl sia un fascio di cubiche) i nove punti A , ,  A , ,  ..., A,  
sono sopra una sola cubica. Se  dei numeri v,, v,, . . . Y, potessero esistere tre 
la cui somma fosse > n2, con una trasformazione quadratica si potrebbe ab- 
bassare 170rdine, pur conservando al sistema le stesse proprietà; e cos1 di se- 
guito. Si  giungerebbe infine ad un sistema in cui la somma di tre Y è L ni:  
e ne seguirebbe, essendo la cubica pei nove punti base fondamentale e quindi 
essendo, 

3m = Y, + v2 + - -1- vg ,  

che (corne è facile dimoshare) dovrebbero aversi le v tutte eguali fra loro. 
Ma si osservi che, rifacendo in senso inverso le dette trasformazioni quadra- 
tiche, 17eguaglianza delle Y resta. Onde si vede che il supposto anteriormente 
fatto non è possibile e insieme che un sistema. lineare sovrabbondante d i  curve 
irriduttibili con %ove punti base deve essere ulz fascio d i  curve (ellittiche) d i  
ordine 3v con moltiplicità u irz ciascuno d i  quei punti base. 

Ne1 secondo caso il sistema è 

i punti A , ,  -4 ,,... Ag,  A,, essendo sopra una cubica. Di nuovo, se la somma 
di tre v é > m ,  si trasformerà quadraticamente e cos1 via, via. Quando si è 
giunti ad un sirtema in cui la somma di tre Y qualunque è r m, dalla re- 
lazione 

3 r n = ~ , - i - v ~ $ ~ ~ ~ + v ~ + l  
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(che'deve aver luogo per essere la cubica fondamèntale) si trae facilmente oho 
rn m una delle u è -+- - 1 e le altre eguali fra loro e ad - Cosicchè, notando 
r> 

m che una ciirva con tali moltiplicità è di genere -, si conclude che un sistema 
3 

di curve z'rriduttibili di genere p, il quale sia determinato da noue de'suoi puuti 
buse e posseggn tuttavia altri punti base, si pub r idzwe col2 trasformuxione 
crernoniana al tipo 

[Cl = (A: A!. . . Ac A$'--' A,,)& 

d i  curlje di  genere p, i dieci punti base giacendo sopva una cubica (fonda- 
metztale) (*). 

Pisa, Novembre, 1803. 

(*) In  amendue i casi si è supposto che questa cubica non si spczzi. Il supposto con- 
trario ricliiede esaine piii hiiluto. 
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1 ntro duzione alla geometria 
sopra un ente algebrico semplicemente 

infinito. 

( D i  CORRADO SECIRE, a Torino.) 

L a  yeornetria sopra uuna uarietà algdrica, semplicemente infinita (curra), 
doppiamente infinita (superficie), ecc., cioè quella che studia le proprietà in- 
variabili per trasformazioni birazionali della varietà (v. $ 3), conduce natu- 
ralmente ($ 4) a considerare su questa delle serie Zineari (di gruppi di punti, 
di curve, ecc.). Una ta1 serie è definita sulla varietà da un'equazione che 
contenga linearmente uno O più parametri. In altri termini se la serie è cd 
ogni suo elemento si compone di tutti quei punti della varieth nei quali una 
determinata funxione raxionale delle coordinate prende uno stesso valore. Geo- 
rnetricamente si rappresenta con vantaggio una serie lineare ricorrendo ad una 
particolare varietà su cui essa vien segata dagl'iperpiani del suo spazio: ad 
es. una serie linenre di gruppi di punti sull'ente algebrico semplicemente in- 
finito mediante una curva, una serie lineare di curve (di dimensione > 1) di 
un dato piano O di una superficie qualunque mediante una superficie, ecc. 

La  geometria sull'ente algebrico semplicemente infinito, ed in particolare 
10 studio delle funzioni razionali dell'ente ossia delle serie lineari di suoi gruppi 
di punti, fondata da1 RIEMANN (*), si è poi svolta secondo vari indirizzi: quello 
funzionale che deriva appunto' da quel sommo inatematico; quello algebrico- 
geometrico che è dovuto principalmente all'importante lavoro dei sig.' BRILL e 
NOETHER (**); quello algebrico-aritmetico seguito da1 KRONECKER (***) da un 

(*) Theorie der Abel'schen Functionen (Journal für Math., tom. 54, 1857). 
(**) Ueber die algebraischn Functionen und ihre Anwenduzg in der Geometrie (Ma- 

thematische Annalen, tom. 7,  1873). Qui é fondamento il considerare la curva piana corne 
imagine dell'ente algebrico, corne pure l'applicazione di un teorerna del sig. NOETHER 
relativo alle condizioni perche una curva si possa rappresentare con A y f Bi), ove pp é + 
son curve date. 

(***) Specialmente nelle sue lezioni. V. la  Nota: Ueber die Diswiî-ninante algebî.aischer 
Functionen &er Vat-iabeln (Journal für Math., tom. 91, 1881). 

Annaü di  Matematica, tom0 X X I I .  6 
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lato e dai sig.' DEDEKIND e WEBER (*) da un altro. - Ora, ncl fare, son gih 
vari anni, delle ricerche sulle rigate algebriche, e in generale sulle varietà 
composte di mi spazi, avendo iol avuto bisogno di valermi delle proprietà 
delle serie iineari studiate nella Memoria BRILL-NOETBER, mi accorsi corne 
ricorrendo invece alle rigate ed alle dette varietà di spazi, e rappresentando 
quelle serie lineari mediante curve iperspaziali ne1 senso gih accennato, si 
potessero ritrovare (almeno in parte) quelle proprietà mediante semplici ra- 
gionamenti geometrici, evitando i calcoli algebrici O le considerazioni fun- 
zionali che occûrrono per stabilire il teorema del NOETHER fondamentale per 
quella Memoria. Cos1 dalla considerazione di due curve in corrispondenza 
uiiivaca (im~gini di due serie lineari d i  uno stesso ente algebrico) e della 
rigata delle congiungenti i loro punti amologhi, giungevo a qualche caso par- 
ticolare del Resfsatx di BRILL e NOETHER, vale a dire dei teoremi sulle serie 
complete, residue, ecc. ($ 14) (**). E poi da una formola fondamentale rela- 
tiva ad una varietà algebrica composta di ciof spazi e ad una curva segnata 
su essa ($ 13) (***) ottenevo qualche p~oposiziona che si collega 'al teoreîna 
RIEMSNEI-ROCH ($ 19)) come il teorema di CLIFFORD, ecc. (****). POCO dopo il 
mio amico sig. CASTELNU~VU, entranda piÙ di propoaito neil'argornento, espo- 
neva in modo assai pih completo e sistematico una trattazione geometrica 
delle serie lineari sopra una curva algebrica (*****). 

NeHa Memoria attuale io espongo appunto il  metodo geornetrico che si . 
è format0 mediante questi lavori, quale è stato poi elaborato per un corso 
di lezioni di geometria sull'ente algebrico semplicemente infinito svolto nel- 

(*) Theorie de?. algebraischen 
tom. 92, 1882). 

Functionen einer Verànderlichen (Journal fïtr Math., 

("*) V. le Ricerche sulle riyate ellittiche di  yualunque ondine (Atti della R. Acc. 
di Torino, tom. 21, 1886), ad es. i n.' 3, 8 ;  le Recherches gédrales sur les courbes et les 
surfaces rkglées algdbriques (1." Partie, Math. Ann., tom. 30, 1887; 2% Partie, Math. Ann., 
tom. 34, 1880), ad es. i n.' 6 e seg. della 1." Parte. 

(**%) Intorno alla geometria su una riyata algebrica. Sulle varietà alyebriche com- 
poste di una serie semplicemente infinita di  spazi (Rendic. della R. Acc. dei Lincei, luglio 
e ottobre 1887). 

(***a) Sulle cwve normali dj genere p dei vari spawi (Rendic. del R. Istit. Lom- 
bardo, aprile 1888). 

(*:t***) Ricerche di geometria sulle cume algebriche (Atti della R. Acc. di Torino, 
tam. 24, 1889). V. anche il lavoro, di poco ant.eriore, Geometria sulle curve edlittiehe 

(ibid., 1888). 
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sopm un ente algebrico semplicemente infinito. 43 

l'anno 1880-91 (*). I n  questo metodo non occorrono considërazioni funzionali, 
nè svjluppi algebrici: unico modo con cui compare l'algebricità degli enti è 
col principio di corrispondenza per le forme semplici razionali. L7essosizione 
verrà fatta principalmente con la mira di divulgare certe considerazioni geo- 
rnetriche che, se adche non aono più nuove, pure non sono ahbastanza diffuse; 
sebbene in questi ultirni tempi, specialmente per opera del sig. CASTELNUOVO 
e di qualche altro giovane valoroso, abbiano dato alla scienza risultati essen- 
zialmente nuovi ed importanti. Tali considerazioni e mezzi di ricerca possono 
ancora rendere grandi servigi, e non solo per la geometria sull'ente a.lgebrico 
semplicemente infinito, ma anche per la  geometria sopra una superficie, ecc. 
È in vista di cib che ne1 1." dei tre capitoli in oui qoeato lavoro si pub di- 
videre si dànno le generalitk spettanti alla geometria su una varietà di qua- 
lunque dimensione, anzi che limitarsi a quelle relative agli enti semplicemente 
infiniti (**). Ne1 2.' Cap. si espongono varie proprietà e formole relative a 

(X) Inequelle lezioni, a lato del metodo geometrico qui esposto, furono pure svolti 
il metodo Riemanniano e quello di BRILL e NOETHER. L'argomento in fatti é tale che non 
B ben trattato se non si sviluppa sotto più aspetti. Ond'é che l'aver io qui preso ad  
esporlo da1 punto di vista geometrico non va  interpretato ne1 senso di una preferenza 
che a mio avviso si debba dare a questo metodo rispetto agli altri. Tutti meritano di 
èssere studiati; ognuno ha i suoi pregi speciali; per ciascuno vi  sono questioni in cui 
esso v a  pih in l à ,  od almeno riesce più luminoso degli altri. Ma il metodo geometrico 
su1 quale mi permetto di richiamare l'attenzione è appunto quello meno conosciuto finora. 
Quanto agli al tr i ,  oltre che nei lavori originali, qualcuno fu nuovamente esposto assai 
recentemente ne1 1 . O  vol. (1890) delle Fodesungen über die Theorie der elliptischen Mo- 
duZfunctz'onen del KLEIN (e FRICKE), non che nelle Lezioni litografate del10 stesso KLEIN 
(1892) sulle R I E W A N N ' S C ~ ~  RZchon; e ne1 2." vol. (1893) del Traité d'Analyse del sig. PI- 
CARD. In particolare il metodo algebrico-geometrico fondato da BRILL e NOETHER viene 
ora di nuovo svolto con opportuni ampliamenti e modificazioni da1 chiar. prof. BERTINI 
(i cui amiohevoli eccitamenti hanno pure jnfluito ne1 risolvermi all'attuale publicazione), 
in una Memoria che uscirà in questi Annali insieme con questa mia, Grazie a tale com- 
binazione, da noi espressamente desiderata, ed accolta gentilmente da1 chiar. Direttore 
degli Annali, i lettori di questi potranno vedere in pari tempo un argomento trattato con 
,due metodi ben diversi. Ma affinchè ciascuno dei due scritti si possa studiare indipenden- 
temente dall'altro, non abbiam creduto di dover rimandare dall'uno all'altro per quelle 
cose - poche del resto - che occorrevano ad entrambi: ognuno di noi ha  esposto per 
proprio conto cib che gli poteva servir& 

(**) Ond'è che il lettore il quale avesse urgenza di veder trattati in particolare gli 
enti c d  potrebbe sorvolare su  quel 1 . O  Cap.: ne1 quale poi vi sono talune cose forse 
troppo note, ma che conveniva presentare riunite con altre meno conosciute. - Valgano 
alcune di queste ultime (specialmente il § 1) a richiamar l'attenzione di qualche geometra 
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4 4 Segr  e : Introduxiolze alla geotnetria 

questi enti: anche qui alcune cose, corne il § 11 sui punti multipli di una serie 
lineare ed il $ 12 su1 principio di corrispondenza CAYLEY-BRILL, pur riguar- 
dando questioni di lor natura importantissime, non sarebbero necessarie pel 
seguito. Ne1 3.' Cap. si ricorre anzitutto (§ 15) alle curve aggiunte di una 
curva piana per la costruzione effettiva delle diverse serie lineari sull'ente 
algebrico mi di genere p e per ottenere il noto limite minimo n - p della di- 
mensione di una serie lineare completa d'ordine n. In base poi a due propo- 
sizioni fondamentali ($5 13 e 14) del 2." Cap. si possono ottenere tutte le prin- 
cjpali proprietà delle serie lineari (v. specialmente i $§ 17 e 19). 

L'indice seguente servirà a dar subito un'idea più precisa dell'ordina- 
rnento del lavoro. 

Torino, autunno 1893. 

I N D  
CAPITOLO 1. 

. .  tj 1. Le  varietàalgebriche. n. 1 
S 2. L e  corrispondenze algebriche n. 6 
5 3. L a  geometria su una varietà 

algebrica . . . . . . .  n. 9 
5 4. Le  serie lineari e le involu- 

zioni. Varietà imagini . . n. 12 
$ 5. Seguito. Varietà multiple . n. 19 
5 6. Serie lineari contenute in 

uns data. . . . . . .  n. 33 
CAPITOLO IL 

3 7. L' ente a lgebr ic~ semplice- 
mente infinito. Le  serie li- 
neari aol e le funzioni ra- 
zionali dell'ente . . . .  n. 25 

5 8. Genere dell'ente algebrico n. 33 
3 9. Genere di una curva piana. n. 37 
3 10. Formola di ZEUTHEN . . , n. 40 
3 11. Punti (r $ 1)-pli di una serie 

lineare w' . . . . . .  n. 42 
§ 12. Formola di corrispondenza di 

CAYLEY e BRILL . . . .  n. 46 

T C E .  
§ 13. Una formola generale per le 

involuzioni sopra un ente 
algehrico. . . . . ' . .  

5 14. Serie complete e curve nor- 
mali. Serie residue . . .  

CAPITOLO III. 
3 15. Le serie segate su una curva 

piana dalle curve aggiunte 
§ 16. Digressione sugli enti ellit- 

tici ed iperellittici . . .  
5 17. Le  serie speciali sopra un 

ente qualunque . . . .  
,§ 18. Digressione. Applicazione alle 

curve aggiunte ed al Rest- 
satz . . . .  , . . .  

5 19. Il teorema RIEMANN-ROCH . 
5 20. Alcune applicazioni note . . 
§ 21. Sulle corrispondenze univo- 

che e sui moduli di un ente 
algebrico . . . . . . .  

§ 22. Sulle rigate algebriche . . 

su certi lavori aritmetieo-algebrici, sulla teoria generale dell'eliminazione, ecc. del KRO- 
N E G ~ R  e della sua scuola; i quali lavori mi pajono d'importanza capitale per fondare 
solidamente l'edifizio geometrico (de@ enti algebrici). 
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sopra wz etzte dgebrico semplicemente ilzfinito. 4 5' 

CAPITOLO 1. 

$ 1. Le varietà algebriche. 

1. Per  beii definire il nostro argomento occorre stabilire: 1.' quali sono 
gli enti di cui ci occuperemo; 2." quali sono le trasformazioni di essi che 
fissiamo come fondamefitwli; cosicohè le proprietà degli enti stessi che inten- 
deremo studiare siano quelle che non mutano per tali trasformazioni (*). 

2, Gli elementi delle varietà che considereremo saranno rappresentabili 
mediante gruppi di numeri (nunieri complessi), e potranno ricevere, oltre al- 
l'interpretazione puramente analitica (aritmetica) che CO& se ne h a ,  infinite 
forme d'interpretazioni geometriche, se quei gruppi di numeri si assumono 
come coordzkate (**) di enti geometrici, punti, rette,. . . , curve, superficie, ecc. 
Noi prescindiamo in generale da  ogni scelta speciale d'interpretazione. Solo, 
per cornodiià, adotteremo il linguaggio geometsico degl'iperspazi; sicchè ad 
esempio in luogo di elemento diremo punto, ecc. Ma cos1 facendo non inten- 
diamo escludere l'interpretazione puramente analitica della parola u punto n ;  

e pur aocogliendo d'&a parte tutte le possibili interpretazioni geometriche, 
ci asteniamo da1 far dipendere l'essenza delle nostre ricerche dai postulati 
della geometria. 

3. Per  varietà algebriche si potrebbe pensar di definire quelle composte 
di tutti i punti le cui coordinate sono date funzioni algebriche di uno O più 
parametri variabili indipendenti. Ma questa definizione non sarebbe abbastanza 
generale, cioè non darebbe tutte le varietà che si soglion chiamare algebriche; 
ed inoltre non sarebbe invariantiva per trasformazione di coordinate (**y. Si 
dovrebbe modificarla aggiungendo che i valori da assumersi per quelle fun- 

(*) Cfr. il Programma del sig. F. KLEIN: VergZeichende Betrachtungen ubeî* neuere 
gewmet~isehe Forschunyen (Erlangen, 1872; ristampato nei Mathem. Annalen, tom. 43); O 

la traduzione italiana del sig. FANO ne1 tom. 17, ser. 2." (1890) degli Annali di Matematica. 
(**) Allé volte considereremo anche coordinate omogenee: ci0 si capira sempre da1 

discorso. 
(***) Si  pensi ad esempio ad uns curva sghemba clello spazio ordinario. S e  essa fosse 

definita da1 dare per le coordinate dei suoi punti t r e  funzioni algebriche, non tutte ra- 
zionali, di un pararnetro, vi sarebbe almeno un punto fondamentale da1 quale l a  curva 
sarebbe projettata pi6 volte; cioè la  curva ammetterebbe alnieno un cono di corde (O tri- 
secqnti, ecc.). 
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zioni algebriche in corrispondenza ad ogni gruppo di valori di parametri siano 
legati da una O più equazioni algebriche date. 

Il modo più generale di definire le varietà algebriche (*) consiste invece 
ne1 considerar come tale l'insierne dei punti le cui coordinate soddisfanno ad 
un  lzumero pualunque d i  date equazioni algebriche, fielle quali possono anche 
cornparire raxiona2mente dei purametri zlzdetertnlnati (**). 

Rientrano evidenteniente in questa definizione generale, oltre a quella 
accennata da prima, le due seguenti definizioni particolari. 1.' Come interse- 
zione di varietà rappresentate ognuna da un'equazione algebrica fra le sole 
coordinate; vale a dire, se è Sà (di dimensione d) 10 spazio che si considera, 
di varietà algebriche Md-! di dimensione d - 1. 2." Come luogo dei punti le 
cui coordinate sono date funzioni razionali di un certo numero di parametri 
legati fra loro da un'equaxione algebrica. 

4. Data ilna varietà algebrica definita ne1 modo più generale suddetto, 
essa pub comporsi di parti aveiiti diverse dimensioni (***). Con opportune 
trasformazioni appartenenti alla teoria generale dell'eliminazione si riesce (****) 
a rappresentare staccatamente quelle parti (*****). Si dimostra allora (****** 1 
the una ta1 parte, cioè una varietà algebrica di dimensione determinata, quando 
questa sia = d - 1, cioè inferiore di un'unità a quella del10 spazio ambiente, 
si pub rappresentare con un'equazione unica fra le coordinate; ed in gene- 

(*) Suggeritomi dallo studio del Feslschrifl del KRONECKER: Grundzüge einer 
arithmetischen Theorie d9r algebraisclzen Grossen (Journal fur Math., tom. 92, pag. 1-122, 
1881). V. anche MOLK: SUI- une notion qui comprend celle de la divisi6ilité et sur la théorie 
générale b l'élimination (Acta Mathematica, tom. 8, pag. 1-165, 1885). 

(**) Questa definizione ha evidentemente carattere invariantivo per trasform* 
zione di coordinate. - Inoltre da essa segue che projettando uns varietà algebrica da un 
punto (ad es. un punto fondamentale) s i  ha ancora una yarietà algebrica (rappresentata 
dalle stesse equazioni, nèlle quali perb una coordinata, - quella corrispondente al detto 
punto fondamentale - non si consideri pi6 come coordinata, ma come parametro). - E 
segue pure che l'intersezione di due O più varieti algebriche è (se esiste) una varietà 
algebrica. 

(***) Non occorre avvertire che il concetto di dimensione a cui noi alludiamo 
é quel10 che derivb dalle ricerche di G. CANTOR; che si basa non solo su1 numero dei 
parametri che determinano gli elementi, ma anche sulla continuitd della corrispondenza 
fra questi e quelli. 

(****) V. KRONECKER, loc. cit., pag. 28; e MOLK, pag. 447. 
(*****) Ne1 seguito una varietà (sottint. algebrica) di dimensione determinata k s'indi- 

cher& brevemente con Mk. Cosi Mo potrà indicare un gruppo (di un numero finito) di punti, 
(eh****) Cfr. KRONECKER, pag. 30; MOLK, pag. 163. 
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rale quando la dimensione ha un valore qualsiasi si pub rappresentare come 
l'intersezione compteta di d + 1 varietà Md-* rappresentate da singole equa- 
zioni (*). - Cod pure, sempre con procedimenti algebrici della stessa natura, 
si dimostra che una Mh algebrica si pua rappresentare, e ci;o hcc la massima 
importanxa per noi, corne la trasformata hhzzionalmente (cfr. il 5 2 ) ~  d' 1 una 
Mk di (la 2.8 delle definizioni particolari con cui finiva il num. prec.1 (**). 
Cib si pub effetbuare geometricamente, per esempio, con una projezione della 
Mk da un Sd--k-* (fondamentale) su un Sk+, (10 spazio fondamentale opposto), 
sicchè i punti (xi x,. .; xd) della Mk vengono ad esser legati da equazioni 
della forma 

f ( ~ i * . *  ~ k + i )  = 0 (1) 

(") Si pub ad esempio rappresentare una curva dello spazio ordinario come l'inter- 
sezione completa di 4 suoi coni projettanti. Ed in generale una Mb d i  Sa con k <  d -  1 
2 l'intersezione completa di d + 1 coni Ma-1 che la projettino da spaai Sd-k-I, p u ~ c h è  
questi siano presi in posizione conveniente (generale]. In fatti suppongasi che già s i  ab- 
biano i di siffatti coni projettanti, i quali s i  taglino, oltre che nella data Mk, in una O 

più varietà irriduttibili Ma-<: come già si ha subito per i = 1. Un nuovo con0 projettante 
l a  Mk avrà, comuni coi precedenti, oltre la  Mk, delle M ~ - L ~ ,  a meno che contenga una 
di quelle hl,-,. Percib sarebbe necessario che un punto A fissato ad arbitrio su questa 
(fuori della Mk) stesse in uno spazio Sd-k-l generatore del cono; sicché l'asse Sd-k-l del 
cono conterrebbe allora un punto della ret ta che congiunge il punto A a quel punto 
della MA che è projettato da1 detto spazio generatore; ossia l'asse Sa-k-n incontrerebbe 
il con0 MW, che da A projetta la A&: il che si pub evitare. Procedenda in questo modo si 
finirà dunque per avere d + 1 coni che all' infuori della Mk non avranno altri punti comuni. 

È facile vedere che meno di d + 1 varietà Ma-l non basterebbero in generale per 
determinare, come loro intersezione complets, una Mk. Veggasi ad es. per le curve 
sghembe dello spaizio- ordinario VAHLE~Y: Bemerkung zur vollst6ndigen Darstellung alge- 
braisch  Raumcumm (Journal für Math., tom. 108, 1891). - 

Da1 tearema del KRONECKER sopra riferito si pub t rar re  che il numero dei punti 
d'incontro di una Mk (algebrica) di Sa con un Sa-L non muta (in generale, cioé finchè 
rimant? finito) al mutare di questo spazio. Cib si pub anche stabilire per induaione com- 
pleta ossemando che B vero per  una Mb di Sk+, (come mostra l'equazione); e che la 
proposizion~ stessa oale per la  Mk di Sd e precisamente pei suoi incontri aon due Sa-, 
aventi un punto eomune, se h a  luogo per l a  Mk projeziond di quella sri un Sa-, da1 detto 
pnnto. Il numero, ben determinato, dei punti d'incontro di una Mk di Sa con un Sa-k ge- 
nerico si  chiama orcüne della Mk. 

** Cfr. KRONECKER, pag. 31; MOLK, pas. 155. 
( ). 
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dove f è funzione i n t e r a ,  e le + funzioni raxiorlali (*). Si possona allora ri- 
guardare le (1) e (2) corne equazioni di d - k varietà Md-, (la prima cono, 
le altre rnonoidi) che si tagliano secondo la  Mk (**). Ma si pub anche dire 
che le (2) fanno corrispondere birazionalmente la'lMk primitiva a quella (pro- 
jezione) che in Sk+l  è definita dalla (1). 

Introducendo coordinate omogenee (x, xi.. . xd pei punti di Sa e y, y,. . . 
yk+i per quelli di Sb+,) si pub dare ad una ta1 rappresentazione di una Mk 

di Sd la forma: 
2,: 2, : . . .: x d =  t o ( y ) :  + , ( y ) : .  . . : t a ( y )  

con 
f(yo Y i . - -  y k + i ) = O ,  

essendo le + ed f f o r m e  (algebriche intere) nelle y, tali clle ogni punto x 
corrisponda in generale ad un solo punto y. 

5. F r a  le varietà algebriche son da distinguere le varietà rax iona l i  od 
ornaloidi. Chiameremo cosi quelle per le quali le coordinate dei punti son fun- 
zioni rux iona l i  di un certo numero k di parametri indipendenti, con l a  con- 
dizione che vi sia corrispondenza univoca in ambi i seiisi fra i punti della 
varietà ed i gruppi di valori di quei k pararnetri. Vedremo poi (n." 24) che 
questa condizione, almeno ne1 cas0 di k = 1, è superflua. 

5 2. Le corriçpondenze algebriche. 

6. L a  nozione di corrispondefixa algebrica fra due varietà X, Y rientra 
in quella già definita di varie tà  algebrica: concetto noto, importante e fecondo. 
Se  cioè si considera la coppiu di  p u n t i  x ,  y presi su X, Y corne elemento, 

(*) Estensione della nota  rappresentazione monoidale delle curve sgliembe dovnta 
al CAYLEY: v. HALPHEN: Recherches de geométl-ie à n dimensions (Bulletin de la  Soc. matli. 
de France,  1873, tom. 2, pag. 34-52). Ivi si  troverk pure, dedotto da questa rappresen- 
tazione, il teorema che il numero delle intersezioni di una Mk ed uns  Md-* di S a  è dnto 
da1 prodotto dei loro ordini. 

("*) L a  Mk perb non A l'intersezione completa di quelle varietà  (sicchè non vi è con- 
traddizione con un asserto precederite): esse hanno anche comuni tut t i  quei punti che ve- 
rificano la  (1) e rendono indeterminate l e  +, i qunli punti possono non giacere sulla MA. 
- È h c i l e  vedere che si pub render  completa la. rappresentazione i n  discorso ponendo 
insieme colle equazioni (1) e (2) una disuguaglianzà a cui debbano soddisfare le coordi- 
nate (cfr. MOLK, pag. 153). 
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una varietà algebrica di tali elementi darà origine a cib che diremo appunto 
una corrispo.rl.denxa algebrica fra X ,  Y. Questa è dunque definita da un si- 
stema di equazioni algebriche fra le coordinate dei punti x ,  y, sistema cht? 
abbraccia anche le equazioni che definiscono rispettivamente X ed Y. L a  de- 
finizione della corrispondenza pub esser tale che nelle sue equazioni compajano 
(razionalmente) oltre ai  punti x, y, anche dei yarametri variabili. Ma per 
quanto sopra (n." 4) s'è detto si potranno senipre eliminare tali parametri. 

Se ad ogni punto y di Y corrisponde un numero finito a >  O di punti 
x su X, si potrà da1 sistema dato di equazioni ricavare le coordinate di x 
come funzioni algebriche ad a valori delle coordinate di y, vale a dire si 
potrà ottenere per ciascuna coordinata di x un'equazione di grado a i cui 
coefficienti son funzioni razionali delle y: e cib con semplici eliminazioni (ope- 
razioni di massimo cornun divisore). Invero se il campo X è determinato da 
una variabile x ( X  è una retta) avremo per definire la  corrispondenza un certo 
numero di equazioni fra z e le y ;  ed è noto che da esse si trae razionalmente 
(appunto con l'operizzione del rnassimo comun divisore) un'equazione unica 
di grado a in x ,  la quale determina appunto ne1 modo detto tutti i pmt i  x 
di X corrispondenti ad uno stesso punto y. Se poi i punti x hanno pi4 coor- 
dinate x, x, x, ..., basta che ne1 sisterna delle equazioni che definiscono la 
nostra corrispondenza fra i punti x,  y di X, Y si riguardino x, x, ... corne 
parantet~i, per avere una corrispondenza fra l 'mica  vsriabile xi ed il punto 
y di Y, si che ad ogni ta1 punto y corrispondono a valori di x,: Inonde x, 
sarà funzione algebrica ad a valori delle coordinate y ;  ed analogamente x,, x,. . . 

7. Segue da  cib che una corrispondenza algebrica fra due varietà è uni- 
voca in un senso, solo quaudo essa in quel senso è razionale, vale a dire 
quando le coordinate dei punti dell'una varietà si possono esprimeie come 
funzioni algebriche ad un valore, cioè ruxionali di quelle dei punti ornologhi 
dell'altra; sicchè chiamando x ed y le coordinate omogenee dei punti ornologhi 
delle due varieth si possa porre (le JI essendo forme): 

Sarà biunivoca solo se è hiraxionale, sicchè oltre a queste equazioni si possan 
scrivere le analoghe: 

yo: y,:. . . = cp,(x): y,(x):. . . 
Due varieth in corrispondenza birazionale con una terza sono pure in 

corrispondenza birazionale fra loro. 
Annali di Maternatica, tom0 XXII. 7 
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La definizione algebrica data precedeiiteniente (n.' 5) delle varietà ra- 
zionali equivale a dire che sono quelle che corrispondono (algebricamente e) 
biunivocamente a spaxi. Segue che se una varietà corrisponde biunivocamente 
ad una razionale sarà essa stessa razionale; e che due Mk razionali sono rife- 
ribili fra loro biunivocamente in infiniti modi. 

8. Considerando t ra  due varietà semplicemente infinite (M,) raxionali una 
corrispondenza (a, a') (*), risulta da1 n." 6 che essa si pub rappresentare con 
un'equazione di gradi a ,  a' fra i parametri x, x' degli elementi omologhi delle 
due forme; in particolare che una corrispondenza (1, 1) si pub rappresentare 
con un'equazione bilineure, sicchè si riduce a d  una pr-ojettività ne1 cas0 che 
si tratti di due forme fondarnentsli (mentre se si tratta di forme non fonda- 
rncntali si pub assumere 17 univocità - sempre, s7 inteiide, con l'algebricità, - 
oppure l'equazione bilineare, corne dejnixione delle corrispondenze projettive), 
Se nell'equazione di una corrispondenza (a, a') fra gli elementi di iina Ml ra- 
zionale si suppone che gli elementi omologhi x, s' coincidano si ottengono a + af 

elementi un i t i :  noto principio d i  corrispondenmx formulato dallo CHASLES (**). 
È nell'applicazione di questo principio che cornparirà nei punti più essenziali 
del nostro studio l'algebricità degli enti e quindi il teorerna fondamentale del- 
Z' algebra. 

(*) Ne1 seguito dicendo uns corrispondenza (a ,  a') fra due varietà s'intenderà untl 
ta1 corrispondenza che ad ogni punto della 1." varietu corrispondano a' punti nella 2." va- 
rietd, e ad ogni punto della 2.a c punti nella l.a. 

("*) Cfr. su esso i miei Appunti storici nella Biblioteca mathematica, tom. 6 (1802) p. 33. 
Corne si sa, nell'applicare questo principio s i  deve badare alla multiplicilà da attri- 

buire ai vari elementi uniti: ed appunto ne110 stabilire quella multiplicità sta qualche 
volta il difficile. Un caso semplice noto é il seguente: quando un elemento é tale che, i:i 
qualunque delle due varieta sovrapposte 10 s i  consideri, sempre due dei suoi omologlii 
dell'altra varietà, cadano in esso, allora 10 si deve conhre due volte (almeno) ne1 nu- 
mero complessivo a  + a' degli elementi uniti. L a  proposizione (che non sarebbe più vera 
se in luogo di due si ponesse un numero maggiore) si verifica subito sulle equazioni, ad 
es. ponendo che l'elemento di cui si tratta corrisponda al valore m = O del parametro, 
Essa si pub invertire quando la corrispondenza é involutmia O simmetrica; sicclié é con- 
dizione necessaria e sufficiente affinchb un elemento unito di una corrispondenza involu- 
toria conti due volte ne1 numero complessivo de@ elementi uniti, che due dei suoi ele- 
menti omologhi coincidano con esso. 

Una proposizione generale sulla multiplicit6, degli elementi uniti é stata data da1 
sig. ZEUTHEN nella Note sur le principe de correspondance (Bulletin des sciences math., 
tom. 5, 1873, pag. 186). 
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$ 3. La geometria sopra una varietà algebrica. 

9. Possiamo ora (cfr. n." 1) definire seinplicemente l'oggetto della geo- 
metria sopra una varietà Mk. Essa è la geometria che studia le proprietà 
della Mk invuriabili per trasformaxioni biraxionali della varidà stessa (*). 

Le proprietà projettive della M k ,  cioè quelle che non mutano per tra- 
sforxnazioni projettive o lineari, mutano generalmente per trasformazioni bira- 
zionali qualunque della Mk: quindi è solo una parte di esse che costituisce 
la geometria sulla Mk. COS] mutano in generale per trasformazioni birazionali 
la dimensione del10 spazio cui appartiene la Mk, l'ordine di questa, le sue 
singolarità, ecc. 

Si pub profittare di cib, prendendo come rappresentante delle Mk, O meglio 
di un corpo O classe di Mr, composto di varietà tutte riferibili birazionalmente 
fra loro, una che d ia  in uno spazio di opportuna dimensione (abbastanza ele- 
rata od abbastanza bassa); O che abbia un ordine conveniente, ad es. rninimo; 
O che abbia singolarità opportune; ecc. 

10. Riguardo alla dimensione dello spaxio della Mk possiamo già enun- 
ciare questa proposizione importante (n." 4): per ta geometria su una Mk di 
un ,Yd, ove d )  k + 1, si pu6 sostituire a puella una Mk di  2 w  S k + i .  E se 
la Mk è razionale, cioè trasformazione birazionale di un Sk, le si pub addi- 
rittura sostituire un Sk. 

In particolare per la .geometria su una curva si pub assumere la curva 
piana; e la retta se si tratta di curva razionale. Per la geometria soprs una 
superficie si pub assumere la superjkie dello spaxio ordinario; e il piano se 
la superficie è razionale. Ecc. 

11. Riguardo alle singolarità di una Mk, esse nella geometria sopra la 
varietà vanno considerate come decomposte O risolte in elementi. Questa riso- 
luzione si effettua geometricamente mediante trasformazioni birazionali della 
varietà, che la riducano ad altra in cui quella singolarità sia scomparsa (cfr. la 

(*) A vero dire si usa spesso chiamare « geometria sulla varietd » quella che studia 
gli enti cmtenuti nella varietà, senza preoccuparsi delle trasformazioni che si assumono 
come fondamentali: oosi quando si chiama geometria sulla supe@cie la teoria di GAUSS, ecc., 
delle linee tracciate su questa. Perb per brevità di linguaggio, quando si e ne1 campo 
algebrico-geometrico ho creduto opportun0 (anche in lavori precedenti) di fissare per 
quella locuzione il senso più ristretto sopra, enunciato. 
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nota al n." 20). Analiticamente la stessa risoluzione trovlt la sua espressione 
in opportuni sviluppi Zr, serie delle coordinate dei punti della varietà negl'in- 
torni dei punti singolari. Si dimostra che nell'intorno di un punto qualunque 
della Mk le coordinate dei punti di questa si posson esprimere mediante urzo O 

pi& gruppi di serie di potenze intere di k parametri: ognuno di questi gruppi 
di serie rappresenta un elemento della Mk; e l'intorno di un punto qualunque, 
singolare O no, di questa varietà è un insieme di siffatti elementi. Ne1 caso 
di una curva piana f(x y) = O gli elementi che contengono un suo punto 
(x, y,) sono tanti quanti gli sviluppi di y - y, in serie di potenze di x - x,: 
la loro considerazione trae origine, come si sa ,  da (CAUCHY e) PUISEUX; essi 
furono poi più ampiamente studiati da1 WEIERSTRASS (nelle sue lezioni sulle 
funzioni abeliane) appunto col nome di elementi, da1 CAYLEY che li chiamb 
rami, l i~~ear i  e superlineari, ~ ~ ~ ~ ' H A L P H E N  col nome di c id i  (corrispondenti 
ai  sistemi ciciici del PUISEUX di valori della funzione y di x intorno al punto 
x, y,), e da tanti altri geometri (*). Analogamente in un punto qualunque 
di una superficie si hanno uno O pih elementi, O falde superiori, O cicli d i  
falde secondo una denominazione DE N HAL PH EN (**). - h chiaro che in se- 
guito a trasformazioni birazionali un elemento si muta in un elemento, ma 
posson diventare staccati fra loro gli elementi che dapprima avevan comune 
(come origine) uno stesso punto singolare. Quindi allorquando studiando la 
geometria su una varietà si ha in questa un punto (singolare) pel quale pas- 
sano più elemeuti (rami, falde, ecc.) si dirà che ivi si considera un punto ben 
determin.ato, solo quando sia fissato l'elemento su cui Io si vu01 considerare. 

(*) Ne1 seguito avremo occasione-di fare qualche citazione più precisa. 
(**) Sur les lignes singulières des surfaces algébriques (1877) (Annali d i  Mat., ser. 2.' 

tom. 9). 1 lavori sulle singolarità superiori delle superficie e varietà di maggior dimcn- 
sione sono finora assai scarsi rispetto a quelli relativi alle singolarità delle curve. Pe r  
la scomposizione in elementi (sviluppi in serie) delle superficie e varietà superiori va 
citato specialmente: G. KOBB: Sur la théorie des fonctions algébriques de t b u s  variables 
(Journal de Mathématiques, 4."ér., tom. 8, 1892), a cui si collega la Nota del10 stesso 
autore: Sur un point de la théorie des fonctions algébriques de deus  variables (Bulletin 
de la Soc. math. de France, tom. 21, juin 1893). Veggasi pure il 5 III del lavoro del 
eig. DEL PEZZO: Intorno ai punti singolari delle superlt;cie algebriche (Rendic. del Circolo 
mat. di Palermo, tom. 6, 1892). 
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$ 4. Le serie lineari e le  involuzioni. Varieta imagini. 

12. Una grande classe di proprieth relative alla geometria su una va- 
rietà X di dimensione k contenuta in Sa si legano alla considerazione delle 
serie O sistelni lineuri di Mk-, giacenti in X. Chiameremo cosi la serie di Mk-i 
che su questa Mk si ottiene come sezione con un sistema lineare di Md-% 

con l'avvertenza che ove questo sistema di varietà avesse su X una M k - ,  

base, la quale cos) verrebbe a cornparire come parte in tutte le Mk-, della 
serie, si possa ad arbitrio toglierla da tutte, ovvero conservarla in tutte. - 
Cosi allorquando una curva Ca (d'ordine n) di Sa si sega con un sistema 
lineare di Md-, il quale abbia 1 punti base su essa, si ottiene una serie lineare 
di gruppi di n v punti con quegli Z punti fissi; ovvero, togliendo 1, 2,.  . . , 1 di 
questi punti, delle serie lineari di gruppi di nu - 1, nu - 2 ,  .. . , t 2 u  - 1 punti. 

I n  particolare è una serie lineare guella segata su una varietà dagl'iper- 
piani del suo spazio. 

Una serie iineare su X pub anche comporsi di un solo elemento (Mk-,), 
come il sistema lineare di Md-, che la definisce. Una Mk-, qualunque di X 
costituisce su questa una serie lilzeare di difiensione zero. 

13. In generale la dimensione della serie lineare che si considera sulla 
varietà X si collega semplicemente alla dimensione h del sistema lineare di 
Md-, ed al numero delle varietà di pesto sistema le quali passalzo per X .  
Se due ld!f&, segano su X 10 stesso elemento Mk-, della serie, la varietà del 
loro fascio che passerà per un punto di X esterno a quella Mk-, ed alla base 
del sistema lineare conterrà X (*). Se dunque per X non passa alcuna Md-i 
del sistema lineare, ogni Mk-, della serie lineare sarà segata su ,Y da una 
sola varietà del sisterna; sicchè la dimensione della serie lineare sarà eviden- 
temente quella stessa, h ,  del sistema di M d - , .  Se invece per X passano oot 
varietà Md-i del sistema (t t O), esse formeranno un sistema lineare; e qnesto, 
con un'altra Md-% del sistema primitive aoh, determinerà un sistema lineare 
cmt+' cornposto di tutte le Md-,  che passano per la A&-, segata su X da quella. 

(") A partir di qui supponiamo X (ed in generale ogni varietà su cui studiamo 1s 
geometria) irriducibile, cioè non composta di due O più distinte varietà della stessa di- 
mensione. 
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Prendendo allora entro al sistema ooh un sistema lineare cmr, ove r = h - t - 1, 
che non ahbia alcun elemento Md-' cornune col sistema od, esso avrà cornune 
con ogni sistema lineare ciozfi passante per questo una sola varietà, sempre 
diversa quando è diverso il sistema OQ~+';  ed è chiaro che questo nuovo si- 
stema lineare oor di && darb da se su X tutta qecarzta la serie lirneare 
d i  Mk-,, ogni elemento una volta sola (*). La serie sarà dunque di dimen- 
sione r. 

Da r punti generici di X sarà individuato un elemento Mk-i della serie 
lineare. Basterà prendere il 1." punto fuori dei punti base del sistema lineare 
mr di Md-,,  onde le varietà di questo sistema passanti per esso formeranno 
un sistema poi il 2." punto fuori dei punti base di questo, onde le Md-i 
passanti per questi 2 punti formeranno un sistema mr-'; poi il 3.' punto fuori 
dei punti base di questo, ecc. ecc.: e cib si potrà continuare fino alla fine, 
perchè mai i punti base dei successivi sistemi invaderanno tutta X, essendo 
che X non sta in alcuna Md-, del sistema cmr. 

14. La  nozione di serie lineari spet,ta giustamente alla geometria sulla 
varietà. Trasformando raxionalmente (non occorre biraxionalmente, cioé l'in- 
vertihilità) la varietà X in un'altra varietà X' mediante le formole: 

la serie lineare che su X è segata dalle varieth 

avrà per corri~~pondenti su X' le varietà che vi sono staccate dall'equazione 
trasformata : 

2 Ai cpi [f (x')] = 0,  
equazione della forma : 

B li @i (x') = O, 

ove le sono forme nelle x': equazione dunque di un sistema lineare. La  
serie lineare di X si muta dunque in una serie lineare di X'. Riguardo ai 
punti fissi, O punti base, della prima serie, cioè punti x di X pei quali le q>i(x) 
si annullano, essi si mutano in punti x' di X' per cui le Qi(x1) son nulle, cioè 
in punti base della seconda serie: ma l'inverso esigerebbe qualche conside- 
razione ulteriore (che pel seguito non occorre) ne1 caso di un punto x' di X' 

(") Ne1 seguito si potrà  sempre intendere che al sistema primitive crch di M4-, s i  
sia sostituito un sistema ocr cosi fratto, 
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che fosse fondamentale per la trasforrnazione, cioè tale da annullare tutte 
le f i (x l ) .  

15. Per ta1 modo le serie lineari verigono a presentarsi spontaneamente 
nello studio delle trasformazioni birazionali della. varietà. Ad esempio alle se- 
zioni iperplanari di questa corrispondono nella varietà trasformata le varietà 
di una serie lineare. 

Viceversa supporiiamo data sulla varietà X di dimensione k una serie 
lineare infinita di Mk-, 

Zliyi(x) = O, 

nella quale non r i  siano (si sian tolte) parti (di dimensione k - 1) fisse; e si 
consideri la varietb Y dei punti y di coordinate 

ove le x son legate dalle equazioni che definiscono X. Essa sarà in corrispon- 
denza razionale (in un senso) con X, per modo che a quella data serie lineare 
di X corrisponde su Y quella costituita dalle sue sezioni jperplanari. La  serie 
lineare data iu X determina dunque iina trasformazione razionale di questa 
varieth in un'altra Y su cui la serie corrispondente è segata dagl'iperpiani. 

Si pub anche dire che quella trasformazione viene eseguita ponendo una 
corrispondenza lineare O projettiva fra le varietà che costituiscono la serie 
lineare 2 Ai rp;(x) = O e gl'iperpiani 2 Ai yi = O di uno spazio d' ugual dimen- 
sione: allora a quelle varietà che passano per un punto generico x di X cor- 
risponderanno iperpiani passanti pure per un determinato punto y ;  ed il luogo 
genera.to da y sarh appunto la varietà Y. 

16. h importante di riconoscere sulla serie lineare data su X quando è 
che la trasformazione che essa definisce è univoca, ossia razionale, i n  anzbi i 
sensi (birazionale). Se un punto y della varieth trasformata Y corrisponde a 
due punti 2', x" di X, sarb (ne0 15) 

a meno di un fattore. Cib equivale a dire che le due equazioni: 

fra i parametri indipendenti À sono equivalenti fra loro: ossja che il passaggio 
di una varietà della serie: 

Z Ai Y~(X) = O ,  
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per l'uno dei due punti 2' x" trae di conseguenztt il passaggio per l'altro. 
Dunque : la serie lineare data su X definirà una trasformazione biunivoca , 
cioè birazionale, di X iri una nuova varietà (ne1 senso spiegato, oioè che a 
quella serie corrispondano le sezioni iperplanari della nuova varietà), solo 
qiiando essa sia tale che il passaggio di un suo elemento per un punto ge- 
nerico di X non tragga di conaeguenza il passaggio per altri punti mobili. 

Il fatto che cos) si esclude avverrebbe necessariamente quando la dimen- 
sione r della serie lineare fosse minore di quella E della varietà X: giacchè 
allora le mr-* varietà Md-]  passanti per un punto di X taglierebbero questa 
secondo una Mk-, variabile. Ma pub accadere anche se r s k; quantunque 
se r > k esso sia da  considerarsi come eccezionale, cioè esiga che le varietà g, 
si prendano in modo particolare rispetto ad X. 

17. Se su X il passaggio di un elemento M k - ]  della serie lineare per un 
punto mobile trae il passaggio Fer altri in numero Jinito, p - 1, i punti di X 
vengono a raggrupparsi a p a p in un particolare aggruppamento tale che 
ogni punto di X individua il gruppo di p punti di eui fa parte. Un siffatto 
aggruppamento Io diremo un'involuxione di grado p fra i punti di X. L a  serie 
lineare si dirà composta mediante l'involuzione, perché ogni suo elemento è 
tutto composto di gruppi dell'involuzione. Quando una serie lineare Q composta 
con un'involuzione di grado p la varietà Y rappresentante la  serie ha  la stessa 
dimensione k d i  X ed è con questa in corrispondenza (1, p). 

Data su X un'involuzione qualunque di  grado p si costruiscono subito 
delle serie composte mediante quell'involuzione. Si rappresentino cioè i gruppi 
di questa coi punti di una nuova varietà X' di dimensione E (*). F r a  X' e X 
vi sarà corrispondenza (1, ,u), e quindi alle serie lineari su X' corrisponde- 
raniio (n." 1 4  applicato con 10 scambio di: X e X') su X serie lineari, le 
quali evidentemente saran composte con la data involuzione (**). - 

Non vi sono differenze sostanziali quando in luogo dell'involuzione, cioè 
dei gruppi di un numero finito p di punti, si abbiano su X infinite v a ~ i e t à  Mi 
- 

(*) Come ben si  sa, un gruppo di y punti x, y,. . . di Sd si pub determinare simme- 
tricamente ad  es. mediante i valori delle somme (funzioni simmetriche) a;,.. = Z xiy~. . . (in 
cui la somma s'intende fatta tenendo fissi gl'indici e permutando le lettere x y...): il clie 
equivale a considerare quel gruppo come un inviluppo di classe p d'iperpiani. Assunte 
quelle ail... come coordinate di puiiti s i  ha che un'involuzione di grado p su una Mk di Sd 
vien rappresentata da una Mk del nuovo spazio. 

("*) Da una proposizione che stabiliremo al n.O 27 (v. anche una nota ivi) seguirebbe 
poi subito che in ta1 modo si ottengono su X tutte le serie composte con l a  data involuzione. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sapa UH eitte algebrz'co semplicemente infinito. 5 7 

tali che per un punto generico di X rie passi una sola, e gli elementi Mk-, 
della serie lineare su X sian composti con quelle Mi per modo ohe quelli che 
passano per un punto contengano tutta la Mi passante per quel punto. Data 
su X un'jnfinità di varieth ilfi cosi fatta, cioè t,ale che per ogni punto ne psssi 
una sola (sicchè saranno ook-3, si costruiscon subito ne1 modo anzi detto delle 
serie lineari composte con esse. - Si noti perb che una varietà Y rappre- 
sentata da  una serie lineare cos\ composta avrà ogni suo punto per imagine 
di tutti i punti ai ,Y situati su una di quelle fifi, siwhè sarh solo di  dimen- 
sione Zr - à. Si è dunque ne1 caso in cui una varietà X si trasformi razio- 
nalmeiite in una Y di diwsnsione mirtore. 

18. Se X è uno spazio Sk (e xo,.. x k  le coordinate in questo), una serie 
lineare d i  Bk-, in esso sarh data senz'altro dall'equazione: 

sarà ciot! un ordinnrio sistema lineare di  varieth dell' Sk. Essa deFinirà iina- 
trasformazione razionale 

Yi = ?i(x) 

di quel10 spazio in una nuova varjeth Y. Se la dimensione r di quel sistema 
lineare è 2 k ,  In Y sarà in corrispondenza biraxionale coll' Sk e quindi sa& 
una varietà razionale, se le Mk-, passanti per u n  punto non passario di con- 
seguenza per altri. Ne1 caso di r = k 13 Y è pure un Sk e In corrispondenza 
fra i due spazi X, Y è birazionale O Cremoniana se il sistema 'lineare consi- 
derato di X è omuloidico, cioè tale che Jc rarietà generiche di esso si taglino 
in un sol punto variabile. - Data nello spazio X un'involuzione qualunque 
di grado p (oppure un sisternn di varietb ~ i ' t a l e  che per un punto generico 
ne passi una sola) si costruiranno subito, ne1 modo detto superiormente (n." 17) 
infiniti sistemi lineari di Mk-, composti c.on essa (O col sistema di Mi). 

$ 5. Seguito. Varietà multiple. 

19. Abbiam visto corne una serie lineare O O ~  di AIk-, SU una varietà X 
di  dimensione k si possa sempre rappreseiitare con una varieth Y di Sv, la 
cui dimensione sarh pure k ne1 caso che r 2 k e che la serie non sia com- 
posta mediante Mi (i > O) ne1 senso esposto (n." 17). Questa rappresentazione 
è molto importante, servendo l a  varietà Y per 10 studio della serie lineare 
di X, e viceversa questa scrie lineare su X per 10 studio di Y. Naturalmente, 

Annnli di Malematien, tom0 XXIL 8 
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come già avvertimmo (n.' 16), in qucstn rappresentazione la serie lineare 
di Mk-,  si suppone priva di purti fisse. Se no, per averne l'imagine, si dovrà 
considerare, insiome con la varietà Y le cui sezioni iperplanari corrispondoiio 
alla serie lineare di X privata della parte fissa, l'imagine di questa su Y. 

20. 1 caratteri della varietà imagine dànno caratteri della serie lineare, 
e viceversa. Cod abbiam già notato come la ditnensione della serie lineare 
sia pur quella del10 spazio cui apparfiene (O in cui è imnzersa) la  varietà ima- 
gine Y. Vediamo ora che cosn sia per la serie lineare l'ordine della varietà Y. 
Quest'ordine è il numero dei punti d'incontro di 1; sezioni iperplanari indi- 
pendenti di Y. A questi punti corrispondono - biunivocamente, se, almeno 
pel momento, supponiamo che la  serie lineare non sia in alcun modo com- 
posta., sicchè la corrispondenza fra X e Y sia biunivoca - i punti variabili 
di X in cui s'incontrano lc elementi ( M k - J  indipendenti della serie lineare. 
Onde l'ordine di Y è uguale al numero, che diremo r z ,  di questi punti va- 
riabili. Ne1 caso pih semplice di k = l ,  l'ordine della curva Y imagine di una 
serie lineare sulla curva X è il numero dei punti (variabili) di ciascun gruppo 
di queski serie. 

Se sulla varietà X vi sono p punti (non fissi per la serie) tali che il pas- 
saggio per essi sia una sola condizione per gli elementi Mk-, della serie (cioè 
tali che il passaggio per l'un0 abbia come conseguenza il passaggio per gli 
altri), si potranno i IC elementi indipendenti su nominati assumere in guisa 
che passino tutti per quei p punti :. sicché si taglieranno solo più in ?z .- p 
altri punti. Per  ta1 modo si vede che a quei p punti corrisponderh su Y 2112 

solo punto, il quale perb conterà conie p intersezioni di le sezioni iperplanari 
qualunque passanti per esso: ondè il punto stesso sarà mziltiplo, ,~-pIo, per Y(*). 

(*) LO stesso fatto accade, almeno in generale, se X lia un punto p-plo LE che non sia 
punto base per la  serie lineare ossia pcl sistema lineare di Md-I clle la  definisce: gene- 
ralmente gli corrisponderà ancora e per ragioni analoghe un punto p-plo di Y. Ma se X: 
é punto base, non si lianno iininediatamente punti omologlii su Y: p r r  averne bisogna 
considerare i punti di X d ie  sono infinitamente vicini ad a, vale a dire le tntyenli ad 9 
in x. Ognuna di queste, quando non sia tangente comune a tutte le Md-1 del sistema, ha 
un determinato punto come corrispondente su  1: E se le MG1 clle toccano in x una tan- 
gente generica di X non ne toccano di conseguenza altre, avverra che a tangenti diverse 

' 

corrisponderanno su Y punti diversi: cosiccliè allora le imagini su Y dei punti di X in- 
finitamente vicini ad % formeranno una Mk.-,. L'ordine di qu'esta s u a  il numero delle 
tangenti variabili in x ad X clie son pure tangenti ad una LW+, generica: quindi in ge- 
nerale, se il sistema di IIG-, passa senzplicemente pel punto x, szrà ugude alla multi- 
plicità p. di x per X. Ecc., ecc. 
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Ora se questo fatto accade sempve, per ogni punto di Y, cioè se la serie 
lineare data su X è convosta mediante un'involuzione di grado p, ogni punto 
di Y verrh ad essere p-plo, e quindi Y non sarà più d'ordine n come ne1 
caso della serie semplice, ma  solo d' ordine n : p. Perb, volendo evitare la di- 
stinzione fra serie lineari semplici e composte, potremo dire che sempre l'or- 
dine di Y è 1 1 ,  ma che Y pub ridursi ad una varietà muitipla, doppia, tripla, .. . 
ppla,  cioè ad una varieth d'ordine ta : p da contarsi p volte. 

21. La consideraxione delle varietà ~nultiple è utilissima. Essa permette 
di riguardare corne Oiunivoca anche ne1 caso che prima si escludeva la cor- 
rispondenza razionale frn le due varietà X e Y. Se Y é p-pla, ogni suo punto 
va considerato come un gruppo di p punti generalmente distinti; e la corri- 
spondenza con X viene ad essere biunivoca in quanto i p punti di X ohe 
prima corrispondevano ad uno stesso punto di Y ora invece si considerano 
come corrispondenti rispettivamente ai p punti di Y sovrapposti in quello. - 
Cos) quando la dimensione r della serie lineare data su X è = k,  la Y coin- 
cide con Sk, ma continua ad essere una Mk d' ordine n (= [* ne1 caso attuale): 
uno spaxio Sk (retta, piano.. .) n-plo. Invece di assumere corne limite minimo , 

del10 spazio che pub contenere una Mn 1' Sk+i, possiamo ora prendere 1' Sk e 
cosi parlare di curva d'ordine n distesa sulla retta, di superficie d'ordine n 
distesa su1 piano, ecc. E d  invece di prendere coine rappresentanti delle Mk 
nella geometria su queste varietà le Mk di  Sk+, (v. n.' 10) possiamo anche 
assumere le Mk di Sb, ossia gli Sk multipli (che si otterrebbero ad es. pro- 
jettando su un Sr, le M k  qualunque che son date) (*). 

Riguardo alle varietà multiple aggiungiamo che c d  loro mezzo si pub 
riguardare come biunivoca una corrispondenza d' indici qualunqtce ( p ,  p') fra 
due varieth: basta che queste si considerino come multiple risp. secondo p' e p .  
Cib si rende sensibile ad es. considerando corne intermediaria la varietà delle 
rette che congiungono i punii ornologhi delle due varietà date (O semplice- 
mente la varieth delle coppie di punti ornologhi): ad essa é riferita biunivo- 
camente la 1." di queste se i suoi punti si contano p' volte, e la 2." se se ne 
contano p volte i punti. - Si avverta poi in generale che quando s'introduce 
nello studio una varietà multipla, per potersene valere, anzi perchè la cosa 

(") Com'e noto, alla rappieseiitazione dellé curve mediante uns retta multipla si  col- 
lega subito la rappresentazione reale con superficie di R I E ~ ~ A R N :  i punti coinplessi della 
ret ta si rappresentano coi punti reali del piano O della sfera reale; ed all'esser la retta 
n-pla corrisponde il sovrapporsi di n fogli sulla superficie, ecc. 
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abbia un senso ben definito, bisogna cbe sia sempre data una varietà sem- 
plice con cui quella varietà multipla sia in corrispondenza biunivoca deter- 
minata: come nell'esempio citato, in  cui i p punti di una varietà p p l a  che 
occupano uno stesso luogo son rappresentnti da p rette distinte uscenti da 
questo. - 

Si potrebbero anche considerare varietà multiple in cui ogni punto va 
c.ontato ififinite volte. C o i  abbiam visto (n." 17) che quando la varietà X si 
irasforma razionalnientc mediante una sua sorie lineare composta di varietà Hi 
($>O)  tali che per un punto generico di  X ne passi uiia sola, la trasfor- 
mata Y ha  i suoi puriti che sono imagini ognuno di tutti i punti di X costi- 
tuenti una Mi; ciascun punto di Y si dovrebbe diinque contare aoi volte per 
poter concepire come biunivocs l a  corrisponclenza fra X e Y. Anche qui pub 
soccorrere la rappresentazione mediante l a  varietà delle coppie di punti omo- 
loghi di X ed Y. - 

22. Meritano un cenno speciale le v w i e t à  doppie. Quando una varietà Y 
di dimensione k si considera come doppiu, cib vu01 dire chc si pensa ad  una 
altra varieth X con un'involuxione di 2 . O  glmado riferita biunivocamente ad Y, 
ogni punto d i  Y rappresentmdo una coppia di punti ili quell'ini.oluzione su X 
e viceversa. Mentre le coordinate dei punti y di Y son funzioni razionali di 
quelle dei punti ornologhi x di X, le coordinate di un punto x di X son fun- 
zioni algebriche a due valori di quelle del punto omologo y, e quindi del tipo 

ove le funzioni L4i1 Bi, R son razionali e si posaoiio anzi, introducendo coor- 
dinate omogenee, supporre intere. L a  R(y) si pub supporre priva di fattori 
multipli; e si pub amme-ttere che sia una stessa funzione peï tutti i wlori  
di i, sicchè anche xk confenga solo il radicale clle compare in xi: giacché è 
chiaro che in generale xk i: funziorie algebrica ad un valore delle y e della r i ,  

-- 
cioh delle y e di vR(y), e perb si esprimerà razionalmente con queste. - 
L'equazione : 

NY) = Q  

determina sulla varietà Y una varietà I l f k - ,  composta di quei punti y [all'in- 
fuori eventualmente di punti eccezionali che annullino anche le Ai(y ) ]  pei 
quali coincidono i due ornologhi su X: la varietà limite O ~ a r i e t à  d i  dira- 
maxione della varietà doppia Y, O della corrispondenza (1, 2) fra Y ed X. 
Ad essa corrisponde univocamente su X la M k - ,  doplin dell'involuzione di 
2." grado, 
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Abbiansi due varietà X, S' che si rappresentino sulla varieth doppia Y 
con la stessa varietà Mk-, di diramazione R(y) == 0;  per modo che si possan 
definire risp. con le equazioni: - 

xi - Ai (y) + Bi (y) \lR(y) 
- 

x ' l =  Arl(y) + B'dy) \ln@/). 
È chiaro che esse saranno in corrispondenza algebrica biunivoca, se si con- 
siderano come omologhi due loro punti x,  s' quando corrispondano agli stessi - 
valori delle y e di vR(y)  [oppure anche a, valori opposti per \IR(y); sicchè 
si hanno due corrispondenze hiunivoclie]. Dunque le varietil seinplici che rap- 
presentano una data 2Cfk doppia con ima determinata Mkei limite sono tutte 
equivalenti fra loro (per trasforrnazioni birazionali) (*). H a  quindi un scnso 
pienamente determinnto il dire: la Alk doppia con una data varietà limite. 
Due varietà X, X' di diniensione k ,  riferite biunivocamente a due varietà 
doppie Y, Y' determinate risp. da due Mk-, limiti, si potranno riferire biu- 
nivocamente fra loro se si posson riferire biunivocamente le varietà sentplici 
Y, Y' in modo che si corrispondano quelle due .Mk-.i (**). 

fi cosi clle si pub parlare della retta doppia con 2 p  + 2 dati punti di 
diramazione corne rappresentante d i  una classe ben determinata di cwve (ire- 
rellittiche; cf?. $ 1 6 ) ;  del piano doppio con conica limite e di quel10 con 
quartica limite (***); ecc. -- 

Tutto cib non si potrebbe estendere sonz'altro a varietà p-ple per p > 2. 
Non possiamo cioè asserire che sia ben determinata una tsl varietà quando 
si assegni su essa la varietà limite. 

(") Almeno finchè la loro rappresentaiione analitica s i  pub f a r  dipendere da  un ra- 
dicale quadratico il cui annlillamento non stacchi dalla Mk alcun'altrs Mk-1 che la  varietà 
limite. Questa restrizione vale  anche per  le linee seguenti. 

(**) Se  dunque una varietà X aininette un'involuzione di 2 . O  grado riferibile ne1 modo 
detto alla var ietà  Y, ma non più involuzioni trasformabili birazionalmente f ra  loro, i suoi 
moduli (cioé numeri che non mutano per  trasformazioni birazionali della var ietà  X) sa- 
ranno precisaulente i moduli che la Mk-, R(y)  = O ha sep-a ln Y (cioè nuuieri relativi 
alla detta &Ik-l i quali non mutano pek trasformazioni birazionali di Y). 

(***) Cosi da1 fatto che queste dile specie di piani doppi si posson seinpre ottenere 
come imagini (projezioni) di uns  quadrica (da un yunto esterno) O di uns  superficie cu- 
hica (da un suo punto semplice), e dall'éssere queste superficie rappresentabili biunivo- 
carnente su1 piano, cioè razionali (escluso i l  cono cubico), segue clie quei due piani doppi 
(il 2.' se  1s quartica limite non s i  spezza in  4 ret te  concorrcnti) son riferibili biunivoca- 
mente al piano, cioé clie son razionali tut te  le superficie rngprescntabili s u  quei due 
piani doppi. 
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# 6. Serie lineari contenute in una data. 

23. Data sulla varieth X di dimensione k del10 spazio Sd una serie lineare 
cd' di  Mh-,, che possiam supporre vi sia segata da un dato sisteina linenre 
oor di Md-, , i sistemi lineari minori che son contenuti in questo quando 1 . )  1 
segano su X delle serie lineari di JIk-, conteiiute nella cor. Rappresentando 
questit con la varieth Y (di dimensione 5 k) di Sr,  le serie lineari minori 
che cos1 si ottengono saran segate su Y dalle forme fondamentali d'iperpiani 
di Sr. E la serie lineare mr non contiene altre serie minori che queste. E 
più in generale possiamo osserrare che: se entro z6na serie lineare d i  dimen- 
sione r > 1 d i  JIk-, szc X si ha zlna serie algebricu infinitu tale d e  per r' 
punti gene~ici  d i  X (*) passi utta soln d i  pes te  Mh-, , questa serie sarà z c w  
serie lineaw d i  quelle giic cotcside~ate entro la datu. In fatti rappresentando 
la serie lineare mr SU Y, quella serie algebrica di Jih-., di X avrà per ima- 
gine una serie di sezioni iperplanari di Y tale che per r' punti generici di Y 
ne passerà una sola (**): donde segue (***) clie gl'iperpiani di quelle se- 

(*) E quindi pcr  i gruppi  di punti (O le  Mi) collegati a d  essi, ne1 cas0 clie l a  serie 
lineare oo' sia composta con un'involuzione (O con un sistema di Mi). 

(**) Anche s e  Y fosse ~nult ipla ,  sicchè a quegli 7.' punti corrispondessero su X al- 
trethanti gruppi  di punti, od ilfi (v. ln, nota preced.). 

("*') Si h a  in S,. una ser ie  algebrica oor' d'iperpiani tale che p e r  r' punti generici 
di Y passa un solo iperpiano. S i  t r a t t a  di dimostrare cllc l a  ser ie  si conipone degl'iper- 
piani passanti per  un S,.-,--, . 

S i a  anzitutto r' = 1. Allora s e  gli  aol iperpiani non formassero un fascio, per  un 
punto çenerico di F,. ne yasserebbe più di uno, onde essi avrebbero un inviluppo i+f,,.-,; 
e s u  questo dovrebbe s ta re  Y, perche p e r  ogni suo punto coincidono gl'iperpiani che 10 
contengono. Dunque gli oc1 iperpiani sarebbero tnngelzti a d  Y nei punti in cui l'incon- 
t rano;  sicchè le  v a r i e t i  d'incontro sarebbero varietà di contntto (coine sarebbero ad  CS. 

quelle determiiiate s u  un ordinario con0 quadrico dai suoi piani tangenti), a differenza di 
quelle segate su Y degl'iperpiani generici di S . h v e c e  l'ipotesi che sopra si amniette e 
che la  ser ie  algebrica oor' st ia  in quella lineare ocr semplicenzente, cioè senza contar corne 
mult@le le sue varietà. Segue  clie veramente per  r' = 1 si  hanno gl'iperpiani di un fascio. 

Ed o r a  suppongasi r' > 1 e che si sia diruostrato l 'asserto p e r  serie (algebriche) d'i- 
perpiani di dimensione < T I ,  sicchè p e r  es. si  abbia che una d'-' d'iperpiani tale che per  

I punti generici di Y ne passi un  solo si componga degl'iperpiani uscenti da un Sr-,#. 
Data l a  oo"' d'iperpiani tale che p e r  r' punti generici di Y ne passi un solo, e preso su Y 
un punto A (non comune alla cior'), gl'iperpiani di quella serie i quali passano pcr  A pas- 
seranno per  ua Sr-,-; mentre gl'iperpiani della s tessa ser ie  i quali passano per  un nuovo 
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zioni costituiscono appunto una forma fondamentale, cioh passano per uno 
stesso S,-,l-, (*). 

24. L'ultima proposizione, generale, trova un'applicazione imrnediata alle 
vurietà raxionali. Se X è una Mk razionale e su essa si ha una serie infinita 
algebrica di Mk-, ,  nella rnppresentazione birazionale di X su un Sk a quelle 
varietà corrisponderanno Mk-, di un certo ordine: contenute dunque nella 
serie lineare composta di tutte le Mk-, di quel170rdine dell' Sb. Dunque anche 
la serie algebïica di JIk-, di X è contenuta in una serie lineare di Mk-,; e 
perb le si pub applihare quelln proposizione generale, sicchè: sopra una Mr, 
razionale una serie infittita alyebricn di 21fk-, tale che per un certo nunaero 
di punti generici ne passi  m a  sola è m a  serie Zineare. 

Cod per k = 1 si ha che sopra una curva razionale una serie (algebrica) 
di gruppi di punti tale che da alcuni punti generici sia individuato un gruppo 
B lineare, ossia un'involuxione ordinaria. - Se una curra si pub rappresen- 
tare ponendo per le coordinate delle funzioni razionali di un pararnetro A ,  e 
ad ogni puilto della curva corrispondono n valori di A ,  in altri termini se la 
curva è in corrispondenza (1, in) con una retta (su cui si distende i l  para- 
metro i.), gli mi gruppi di p., punti di questa ohe corrispondono ai singoli punti 
della curva saranno tali che ogni punto della retta farà parte di un solo gruppo. 
Dunqiie formeranno un'involuzione, cioè una varietà semplicemente infinita 
razionale, alla quale sari  riferita biunivocamente la curva: sicchi3 questa sarà 
razionale. Cfr. l a  definizione del n." 5 (**). 

punto B di Y non situato su q u ~ s t o  spazio passeranno per un secondo S..-,.-; e questi due 
spazi avranno comune un $,,.-, per cui debhon passare gl'iperpiani della serie clle con- 
tengono in pari tempo A e B. Gl'iperpisni della serie uscenti da un nuovo punto C di 1' 
non posto ~ull'S,-,.~+~ congiungente i due S,,-,., avranno comune un terzo S.-,. che incon- 
t r e r i  quei dile secondo spazi S,.,.L~ necessariamente coincidenti (col primo giaccliè 
altrimenti YS,.-,, relativo a C starebbe nell'S,.-,~-l congiungente i primi due. Dunque mo- 
vendosi C su 1' gl'iperpinni della série c d '  passanti per esso passano sempre per un 
S,-,r-l fisso: come si voleva dimostrare. 

(*) Qiiesta proposizione, essenziale pel seguito, fu da me esposta gik da alcuni anrii 
pel cas0 clle l a  varietà sia uua curva. Essa v a  confrontata con quella, piii recente , 
che esporremo al n. 27 ((v. anche l a  relativa nota a pie' di pag.). 

(**) Appunto ora il sig. CASTELNUOVO B riuscito a dimostrare l'analoga proposizione 
per le  superficie: ogni superficie il cui punto generico abbin le coordinate funzioni razio- 
nali di due parametri é rappresentabile biunivocamente su1 piano; ossia ogni serie alge- 
brica di gruppi di punti del piano tale che un punto generico stia in un sol gruppo (invo- 
luzione phna) è razionale : Sulla 1-nzio~zalitu delle involuzioni piane (Rendic. della R. Accad. 
dei Lincei, ottobre 1893). 
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25. Da quella proposizione del n.' 23 che si riferisce alle serie lineari 
contenute in una data wT di X, segue che se si cambia (com'è possibile) il 
sistema lineare di Md+ 

2 À i y i ( x )  O 

che sega su X la serie lineare mr di Mk-i senza che questa muti, con che 
cambiernnno anche i sistemi lineslri di l&fd-{ contenuti in quello, non mute- 
ranno perb le serie lineari minori di Mk-, che questi staccano su X. Cosicchè 
le relazioni fra le serie lineari ininori contenute nella serie lineare oor (riguardo 
agli elementi Mkdi con cui si poSson determinare O clie esse hanno di CO- 

mune, ecc.) son le stesse che quelle esistenti fra i sistemi lineari minori con- 
tenuti in  un sistema lineare oor di  M d - , ,  ossia quelle esistenti fra gli spazi 
contenuti in un 8,. Inoltre, rnutando il sistema lineare di 11!~-, che stacca 
su X la data serie, cioé mutando le y ,  la varietà Y definita dalle formole: 

rimarrh sempre eollitzeare a sè s t e m  (sicehé, projettivamente parlando, non 
muta); giacchè due tali variet8 Y saranno dalla corrispondenza con la X si- 
ferite f ra  loro i n  una corrispondenza algebrica univoca tale che alle sezioni 
iperplanari dell'una corrispondono le sezioni iperplanari dcll' altra, e agl' iper- 
piani di una forma fondamentale gl'jperpiani d i  una forma fondamentale: donde 
una collineazione fra i due Sr e le rispettive varietà Y. Trasformando b i m -  
zionnlmente X in una nuova varietk X', e quindi (n.' 14) la serie Iineare mr 
di X in una serie lineare mr di X', avremo che le varieth Y, Y' imagini di 
queste due serie saranno collineari fra loro. L a  geometricr sulla varietà X 
(geomett-ia delle trasforrnazioai bi~azion,ali) guando su yuesta si jîssi urm 
serie lineare mr di Mk-, equ~vale alla geovzetria projettiva della vurietù Y 
imagine della serie. 

26. Se la serie lineare wr considerata su X contiene una serie lineare cd', 
esse si potranno (pel n." preced.) supporre date si1 S dalle equazioni 

e quindi le varietà imagini Y, Y' si potranno rappresentare con 
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(le x essendo legnte dalle equazioni che definiscono X). Ora da queste formole 
riesce evidente che Y' ~i pub riguardare corne projezione di Y (da110 spazio 
S,-,I-, che congiunge i punti fondamentali Y' -t- 1 , . . . , r di 8,). D' altra parte 
è chiaro che viceversa se una varietà Y' è projezione di un'altra Y, la serie 
lineare rappresentata da Y' ha per omologa (è projezione di) quella serie che 
su Y vien segata dagl'iperpiani passanti per 10 spazio centrale di projezione, 
e quindi B contenuta nella serie rappresentata da Y. È dunpue la stesso cosa 
dire che «na serie lineare è contenuta in un'altra e dire che la vavieth ima- 
gine della 1 . a  serie 2 pojexione della varietà imaybe dell'altra (*). 

Riguardo a cib conviene osservare che la serit? lineare oor' potrebbe avere 
dei punti fissi i quali non fossero tali per la serie lineare oor: si ottiene una 
ta1 serie lineare contenuta nella aor se si considerano gli elementi Xk-, di 
questa i quali passano per 1, 2,. . . punti dati di X (in modo che esistano ele- 
menti siffatti). Questi punti che son fissi per la serie cd '  e non per la oor pos- 
sono anche (per k > 1) essere infiniti, in guisa da formare una O più varietà; 
e possono addirittura costituire una Mh-, che farà parte di tutte le Mk-, ele- 
menti della serie mr'. In tali casi la serie cd' é s e g ~ t a  su Y da una forma 
fondamentale mr' d'iperpiani il cui sostegno Sv-,.-, incontra Y nei punti fissi 
speciali per quella serie: la varietà Y', essendo la projezione di Y .da quel 
sostegno su un Sr,, avrà dunque in ta1 caso un ordine minore di quel10 di Y, 
- s'intende finchè sussiste la nozione di ordine, cioi: finchè r ' s  k. - Sa- 
ranno uguali gli ordini di Y, Y' se lo spazio centrale di projezione Sv-,.-, 
non incontra Y, vale a dire se non vi sono punti su X che sian fissi per la 
serie OO~' e non per la oor. Allora (cfr. n.' 20) iI numero dei punti d'incontro 
variabili di k elementi generici della serie cor & 10 stesso che il numero dei 
punti variabili d'incontro di 7c elernenti generici della serie 00''. 

Una serie lineare aor di JIk-, sulla varietà X di dimensione k r r si 
pub chiamare conzpleta (u Vollschaar n) se non è contenuta in una serie lineare 

(") Gosi, pe r  fare  sin da o r a  qualche esempio, da1 fatto che sopra una Ml razionale 
(O ret ta)  una scrie lineare di gruppi di n punti é contenuta in quella aon composta da 
tutti i gruppi di n punti segue che una curva  razionale d'ordine n (O minore) è sempre 
projezione della c u m a  d'ordine n appartenente ad  8,. Similmente si vede che le  super- 
ficie razionali rappresentate su1 piano da sistemi lineari di curve d'ordine n sono proje- 

n(n + 3) zioni di quella superficie, d'ordine ns, uypartenente 3110 spazio di dimensione - , clle 
2 

è rappresentata  da1 sistema di tutte le curve piane d'ordine n. Ecc., ecc. Cfr. VER~NESE 
Behatzcllung der projectivischen Verha'ltnlsse, ecc. (Math. Ann., tom. 10, 1881). 

Annali d i  2llatemnticn, tom0 X X I I .  9 
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di maggior dimensione (dello stesso orcline) con Io stesso numero di punti d'in- 
contro variabili di k elementi generici; parxiale ne1 caso opposto. D'altrn 
parte dicesi normale una varietà Mi, di S, se non è projezione di una varieta 
dello stesso ordine appartenente ad uno spazio superiore (*). Noi possiamo 
dunque dire che: una serie Zineare coinpleta ha per i m a g k e  una varietà nor- 
male, e viceversa. 

27. Credo opportun0 di non chiudere questo paragrafo senza prima esporre 
una proposizione piii completa che quella generale del n." 23: Sulla varietà X 
d i  dimensione k >  1 ujra serie algebrica cmr d i  Mk-, irr idmibi l i  tale clle 
lr > 1 e che per r punti generici d i  X passi zozn sola Mk-, è certa?nenfe zuzn 
serie 1itteat.e (**). 

Consideriamo anzitutto il caso di r == 2,  sicchè su X si abbia una cmz 
di Mk-, tali che per due punti generici ne passi una sola, O, come diremo 
pih brevetnente, una rete di Mk-,. Per  un punto A di X (non fisso per la 
rete) ne passeranno cmi forinanti cib che diremo un fascio. Presa una JIk-, 
nella rete ma non in questo fascio, per ogni punto generico B di essa passerà 
un elemento del fascio; sicchè quella Mk-, (non potendo, in causa della sup- 
posta irriducibilità, inco~itra~re secondo parti Mk-! di sè stessa qualche elemento 
del fascio) dovrà comporsi di oo' varietà Mk-l d'intersezione di essa risp. con 
gli mi elementi del fascio A. Una tale Mk-, d'intersezione di due AIk-, della 
rete ha tutti i moi punti C su tutte le no1 Mk-, della rete che passano per 
uno di eesi, R: giacchè per B e C passano per ipotesi due elementi Mk-, 
della rete, e quindi infiniti. Adunque dalle mutue intersezioni degli clementi 

(') Si dice pure clle una, data LW& ha per sprzio norînale un S,. qumdo la varietrl 
normale dello stesso ordine di cui essa é projezione appartiene ad S,.. 

(**) Essa é dovuta a l  sig. ENRIQUES, di cui riproduco pure, un po'modificata, l a  di- 
~ o s t r a z i o n e ;  v. Una questione sulla liizea~itcl dei sistemi cli curve appartenenti ad una su- 
pe?.ficie algebrica (Rendic. della R. Accad. dei Lincei, loglio 1803). - Quasi simultanea- 
mente il sig. CASTELNUOVO ha trattato il cas0 di W = 1 dimostrando clie : sopra una curva 
atgebrica una serie car, ove r > 1 ,  di gruppi di punti tale che r p u d i  gcneî*ici stiano in un 
sol gruppo è linea~e, tolto il caso che i suoi gruppi si compongano raggruppaado ad r ad r 
i gruppi di un'invoiuzione semplicemente infinita non razionale (di grado 2 1) : v. la  Nota 
Sulla linearità delle involuzioni'piÙ volte infinite appartenenti ad una curva algebrica (Atti 
della R. Acc. di Torino, giugno 1893). La dimostrazione è meno semplice che quella relativa 
a l  caso K > 1 (caso che si potrebbe far derivare, come i due Autori citati hanno osservato, 
da quel10 k = 1): essa vien basata da1 sig. CASTELNUOVO sulla rappresentazione per mezzo 
d'integrali Abeliani delle corrispondenze algebriche fra i punti di una curva (rappresenta- 
zione già abilmente adoperata da1 sig. HURWITZ in lavori clle avremo da citare pih tardi). 
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della rete si ottengono su X infinite Mk-, tali che un punto generico di X 
sta su una di esse (l'intersezione di due Mk-, passanti per esso) e che le Mk-, 

della rete si cornpongono mediante le Mk-,, ne1 senso in cui alln fine del ne0 17 
abbiam parlato di serie di Mh-1 composte di Mi. Due Mh-, della rete si ta- 
gliano in una Mk-,; per due Mk-* passa unu Mk-i. Rappresentando per sem- 
plicith queste ooe Mk-, biunivocamente sui punti di una superficie F, alle Mk-l 
della rete corrisponderanno su F una me algebrica di linee tali che due di 
esse si tagliano in un punto e che per due punti ne passa m a .  In  particolare 
dunque (supponendo questi due punti infinitamente ricini) le linee uscenti da 
un punto generico di F (fascio) corrispondono hiunivocamente (ed algebrica-. 
mente) alle loro tangenti in quel punto e quindi costituiscono una oo' raxz'o- 
naie. 1 punti di F potendosi determinare come intersezioni delle linee di due 
tali fasci, se ne trae ~ubito - come nell'ordinaria costruzione delle- collinea-: 
zioni piane mediante due coppie di fasci omologhi di raggi - che F si pub 
riferire birazionalmente ad un piano in modo che le cd linee corrispondono 
alle rette del piano (potendosi anzi prendere ad arbitrio di 4 linee date d j F 
le 4 rette omologhe su1 piano). Si pub dunque ottenere la rete di M k - ,  di X 
trasformando razionalmente la serie delle rette del piano: donde seguô (n." 14) 
che essa è una serie lineare. 

Se poi si ha su X una cor (con r > 2) di Mk-, irriducibili tal,e che per r 
punti generici ne passi una sola, suppongasi già dimostrato per valori di r mi- 
nori del dato che una serie siffatta è linenre, sicchè si pub riferire univocanknte 
agl'iperpiani di uno spazio in guisa che agli elementi della serie passanti per 
un punto generico di X corrispondano gl'iperpiani di una forma fondamentale 
(di modo che questo riferimento sarà determinato dando di r + 2 elernenti della 
serie gli r + 2 iperpiani oniologhi). Si fissino poi su X due punti ,4, B ed in 
uno spazio Sv due punti A', B'; e si riferiscano le due serie lineari wT-' delle 
MR-I passanti risp. per A e per B agl'iperpiani di Sv passanti risp. per A', B' 
in guisa che alle ,Wh-, di quelle due serie passanti per un punto generico di X 
corrispondano risp. gl'iperpiani di quelle stelle passanti risp. per due rette delle 
stelle stesse; ma di più si faccia in modo che ad ogni Mk-, comune alle due 
serie, cioè passante per A e per B, corrisponda sempre uno stesso iperpiano 
(per A' e B') in- ambe le stelle. Allora accadrà che le due rette delle stelle 
A', B' che corrispondono ne1 modo detto ad un punto qualusque P di X s'in- 
contreranno in un punto Pr, cioè staranno in c * c ~ - ~  iperpiani: quelli che .in 
entrambe le stelle corrispondono alle 9fk-, passanti per A ,  B e P; sicchè 
per ogni punto P di X si ha un punto P in a. D'altra parte segando una 
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3fkdI fissa non passante per A né per B con la serie lineare delle Mk-, 
che passano per A (O per B) si ha, corne subito si vede, sulla Mk.-, una serie 
lineare cmr-' di Mk-,: e si posson riferire le due serie lineari delle Mk-, 
passanti risp. per A e per B prospettivawtente fra loro, riguardando corne omo- 
loghi due elemanti che deterrninino una stessa Mk-e sulla .JIk-, fissa. La  cor- 
rispondenza sarà tale che si corrisponderailno pure fra l o ~ o  le serie lineari 
minori contenute in quelle due, e che saranno ornologlie di sè stesse le Mk-, 
comuni alle due serie, cioè passanti per A e per B. Ne deriverà fra le stelle 
d'iperpiani A' e B' una collineazione in oui saranno uniti tutti gl'iperpiani 
comuni alle due stelle, cioè una prospettività. L'iperpiano in cui si tagliano 
d o r a  gli elemeiiti ornologhi delle due stelle si faccia corrispondere alla Mk-, 
che s'era fissata su X. h chiaro che se questa passa pel punto P prima con- 
siderato, l'iperpiano corrispondente passerà per P'. Si saran dunque riferiti 
univocamente i punti P di X ai punti P' di uua varieti di Sv per modo che 
ai punti di una +W,4-i della serie mr data su X corrispondono i punti di quella 
varietà posti in un iperpiano. Dunque (n." 14) la serie cior è lineare. - 

Mettendo a riscontro la proposizione ora dimostrata con quelle dei n.i 23 
e 24 si vede che in quelle avevamo imposto alla serie che si considerava In 
condizione di esser contertuta in una serie li?zeare (n.' 23), od in particolare 
(n." 24) di stare su ana varietà X razionale: ed in tali casi esse valevano 
anche per serie ml. Qui invece abbiam dovuto porre la condizione dell'irri- 
ducibilità degli elementi Mk-, generici della serie; ed oltre a cib abbiam do- 
vuto escludere le serie m': esclusione necessaria poichè è chiaro che si pub 
con unn ooi di  Mk-i generare una Mk per modo che ogni punto di questa 
stia su una sola Mk.-, e che quella oc+ non sia razionale, e quiildi non sia 
una serie lineare. 

CAPITOLO II. 

5 7. L'ente algebrico semplicemente infinito. 
Le serie lineari mi e le funzioni razionali dell'ente. 

28. D'or innanzi il nostro argomento si restringerà alla geometria su 
una MI, O varietà algebrica semplicemente infinita, O, corne diremo pure bre- 
vemente, ente alyebrico (*) (sottintendendo u semplicemente infinito n). Questo 
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s o p a  z4n ente cclyebrico semplicemente itîfinito. 6 9 

ente sarà di solito rappresentato con un% carrva (*); e percib parleremo dei 
pzbnti dell'ente, considerando perb sempre c'orne diversi i punti che stanno in  
ele~nenti diversi ne1 senso del n." 11, sicchè ad es. in un ordinario punto s-plo 
di una curva piana (imagine dell'ente algebrico) noi avremo s punti ben 
distinti dell' ente. 
. Una serie lineare di gruppi di f i  punti dell'ente algebrico dicesi di or- 

dine n ,  e s'jndica brevemente (coi sig.' BRILL e NOETHER) con gn; e con y; 
se r è la sua dimensione. Cosi una y\ sarà un gruppo di n punti. - Se una y; 
non ha punti fissi, sicchè r > 0, essa avrà per imagine @.O 20) una curva d7or- 
dine PZ appartenente ad Sv (sulla quale la serie stessa sarà segata dagl7iper- 
piani di questo spazio): perb questa curva sarà multipla, cioè si ridurrà ad una 
d'ordine n : ,LI contata p volte, se la serie è composta mediante un'involuzione 
di grado p. 8e p i  la g;& (con r > O) ha k punti fissi, la sua imagine sarà una 
curva d'ordine fz - k appartenente ad S, e sulla quale son fissati k punti; 
ed ancora questa curva potrà esser semplice O multipla. 

1 caratteri, le singolarità della serie lineare sono i caratteri, le singola- 
rità della curva imagine (e dei punti fissi della serie). Cosi ad un gruppo 
della 9;; dotato di punti (non fissi) mzcltipli secondo a ,  b ,  . . . corrisponderà per 
la curva imagine un iperpiano avente con essa contatti a-punto, b-punto, . . . : 
ad es. ai gruppi che hanno punti (mobili) Y-pli gl'iperpiani osculato~i alla 
curva nei vari punti, ai gruppi con ynnti' (r + 1)-pli gl'iperpiani iperoscu- 
latori O staxionari della curva. D'altra parte p punti dell'ente algebrico i 
quali ai gruppi della y; che si costringano a contenerli presentino non p,  ma 
un numero minore h di condizioni (< r), sicchè quei gruppi siano oor-h (dei r, 

(") Ad onta di cib adotto la denominazione più vaga di « ente algebrico », affinchè 
si pensi simultaneameiite a tutta la  classe di varietà ml equivalenti per trasformazioni 
birazionali, e non si ponga mente invece alle singolaTità projettive che pub avere uns 
curva della classe. 

Ci accadrà pure quaiche volta che Pente algebrico sia rappresentato da una rigata 
(come varieth aol di rette). Allora una se& lineare di genemtrici della rigata pub esser 
data direttamente (mediante la  definizione della rigatlt con coordinate di retta); oppure 
anche pub esser ottenuta come corrispondente prospettivamente ad una serie lineare di 
gruppi di punti di u n s  qualunque curTa ciiretlrice della rigata (chiamando cosi una linea 
che sia incontrata in  un sol punto da ogni gelleratrice: ad es. il resto di una sezione 
iperplanare delia rigata condotta per 0, 1, 2,. . . generatrici). Cosi, se per una particolare 
direttrice passano degl'iperpiani, questi segano ulteriormente la  rigata in gruppi di ge- 
neratrici di una serie lineare (come appare cousiderando gl'incoiitri di questi gruppi di 
generatrici con an'altra direttrice). 
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punti si dice che hanno un certo grado di ~zeutralità rispetto alla serie), avranno 
per irnagini p punti della curva giacenti in un Sh-,, spazio psecante: ad es. 
per h = 1, se cioè i p punti impongono zcm sola condizione, le loro jmagini 
sulla curva si sovrappongono in un punto p-plo di questa (cfr. na0 20); per 
h = 2 cioè quando i p punti contano come due condizioni, si ha  in corrispon- 
denza una retta p-secante della curva; ecc. I n  particolare se i ,U punti con- 
siderati dell'ente algebrico coincidono (ne1 senso ricordato della geometria sul- 
l'ente), anche sulla curva imagine si avranno p yunti coincidentj, in un sol 
rawio (od elemento O ciclo) della curva; e per h = 1 si avrà cosi sulla curva 
un punto p-plo (ramo od elemento O ciclo d'ordine p); per h = 2 una tan- 

' gente che incontra in quel punto p volte la curva; per h qualuilque, quando 
cioè i gruppi della g:, per cui un dato punto è p-plo sono oor-h invece che 
wr-EL, la curva imagine avrà ne1 punto corrispondente un &-, osculatore che 
la incontra ivi p volte. 

L e  formole di PL~CEER, di CAYLEY, di VERONESE, che legano i caratteri 
di una curva p i a ~ a ,  sghemba (di Sa), iperspsziale (di S,), si possono con- 
siderare come relazioni fra caratteri di  una serie lineare di gruppi di punti 
0o2, boy, OgT. 

29. Su cib avremo occasione di ritornare. Intanto è bene rilevar subito 
una limitazione per la dimensione e l'ordine di  una serie lineare, la quale 
deriva immediatamente dalla definizione di quei due caratteri. Poichè (n." 13) 
si posson prendere ad arbitrio sull'ente algebrico r punti per determinare un 
gruppo di una y;, sarà sempre 

f l z r ,  
ossia 

n - r 2 0 ;  

il numero n - r è quel10 dei punti di un gruppo che rimangon determinati 
in generale dai rimanenti (r).  - Se la g; h a  k punti fissi, e se poi la g;-, 
che da 'essa rimane togliendo questi punti è composta con un'iilvoluzione di 
grado p, allora dando r punti generici per un gruppo della g; si vengono ad 
avere immediatamente p r  + k punti del gruppo; sicchè sarà 

Ne1 caso particolare che sia $2 = r si trae da quest'ultima relazione: 
k = 0, p = 1 ; cioè che la serie data non ha  punti fissi e non è composta. 
Inoltre fissando lz - 1 punti e considerando i gruppi della serie che li conten- 
gono, il punto residuo di quei gruppi descriver& ana g f ,  varietà razionalet che 
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non earà altro che la serie dei punti dell'etite algebrico. Dunque: se un ente 
alyebrico contiene una serie lineare i l  cui ordine 8 eyuale alla diwensione, 
l'ente è razionale. Per  Ilna y; sopra un ente nota razionale è s e m p e  n >  r .  

30. Conviene considernre anzitutto in modo particolare le serie lineari 
se?fipEicemente in$~&ite. Si pub dire che esse sono le più importanti, in quanto 
che dalle loro proprietà si posson trarre quelle delle serie più ampie. 

Esse son caratterizzate come infinità di gruppi di n punti (se n nt? è 
l'ordjne) dell'ente algebrico dalle due proprietà: 1." di esser razionali, 2." che 
un punto generico (cioè non comune a tutti i gruppi) individua il giuppo che 
IO contiene. Invero dalla l.a proprietà segue che gl'infiniti gruppi corrispon- 
dono algebricamente e biunivocamente ai valori di un parametro x ;  e della 2." 
che se z è il punto dell'ente, la corrispondenza fra i gruppi ed i punti clle li 
compongono dà x come funzione algebrica univoca, e quindi (n.' 7) razionale, 
delle coordinate x, ossia 

ove le y ,  + son forme del10 stesso grado nelle z. Se ne irae 

equazione lineare ne1 parametro 2 ,  la quale prova appunto clle la serie di 
gruppi è lineare. 

Per  ta1 modo si vede anche come le fzinxioni razionali dell'ente alge- 
brico, vale a dire le funzioni razionali delle coordinate dei punti dell'ente, 
ossia della forma (1) (dove le .x son legate dalle equazioni che definiscono 
l'ente) (*), corrispondano alle serie lineari mi: essendo gruppi di una ta1 serie 
i gruppi dei punti in cui una data funzione razionale x dell'ente assume uno 
stesso valore (**). L'ordine n della serie lineare, ossia il numero dei punti di 

(*) L a  denominazione « funaioni vaaionnli dell'ente » é quella usata da1 WEIER- 
STRASS nelle già  citate Lezioni; rnentre al t r i  autori  dicono « funzioni algebriche dell'ente ». 
- In ogni punto 6en delerminato dell'ente una data funzione razionale z prende un valore 
ben determinato, O direttamente [per semplice sostituzione delle coordinate del punto nel- 
l 'espressione (1) della funzione] O corne limite (quand0 la  detta sostituzione annullasse 
numeratore e denominatore di quell'espressione). 

(**) Secondo l'osservazione fatta nella nota preced. si ottengono eosi nei var i  gruppi 
della serie i soli punti ehe variano da un gruppo all'altro, e non i .punti fissi: sicché pro- 
priamente le  funzioni razionali dell'ente non sono a t te  a rappresentare l e  serie liaeari dotate 
di punti fissi ; O meglio possono rappresentarle solo in parte, cioé astraendo da  questi punti. 
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ciascun gruppo, in particolare il numero degli 2eî.i [y(z) = O] O deg19in$niti 
[$(x) = O] della funzione razionale x, dicesi grado (*) od ordine di x. 

Data una gj, (senza punti fissi, come tutte le serie che consideriamo ne1 
seguito di questo paragrafo) 

B chiaro che essa sarà rappresentata ne1 senso spiegato non solo dalla fun- 
zione razionale 

ma anche dalle trasformazioni lineari a coefficienti costanti 

di quella (**). Ed anzi queste saranno tutte le funzioni razionali dell'ente che 
corrispondono a guella g:,, giacchè se 

indica una funzione razionale corrispondente a quella serie, fra i valori di x 
e Z che corrispondono ad uno stesso punto x dell'ente vi sarà una corrispon- 
denza algebrica biunivoca, e quindi bilineare. (***) 

(++) Secondo WEIE~STRASS. 11 KLEIN illvece 10 cliiarna vazenxa (Werthigkeit). 
(*y D a  cib segue clie due gruppi  punlunyue della s i  possono assumcre coiiir, 

gruppi degli zeri e degl'infiniti di una funzione razionale dell'cnte. Si puo dunque espi,i- 
mere che due gruppi (ben distinti) di n punti stanno in una stessa g, (infinita), e p e r  con- 
seguenza in una y!,, dicendo che sono gli zeri e gl'infiniti di una stcssa funzione razionnlc 
dell'ente: come appunto soglion fare  gli analisti (chiamando equivnlenti due tali  gruppi). 
- Cosi pure s i  pub dire clie l e  gi contenenti un dato çruppo di n punti s i  posson rap- 
presentare mediante le funzioni razionali dell'cnte clie lianno i loro iiifiiiiti in  quegli u 
puiiti (funzioni di grado 1.1). Convieii perb tener  presente (v. sopra) clle con cio s i  ven- 
gono a d  escludere f ra  le dette gf, quelle che hanno punti fissi (fra gli n dati). Volendo 
evitare tale esclusione s i  dovrà dire clie le y>, contenenti il dato gruppo di n punti son 
rappresentate dalle funzioni razionali dell'ente che hanno i loro infiniti PRA que@ n punti 
(funzioni di grado 6 n): allora quelle f ra  tali funzioni che non sono infinite in uno di qiici 
punti rappresenteranno sèrie y: p e r  cui questo é un punto fisso. 

("8") L e  considerazioni di questo n.O 30 si appliclicrcbbero evidaiitcmente, quasi senira 
nodificazioni, d e  scrie linenri m1 di & f b 4  si1 unn JIIiI, c alle f~cnriod raaionnli clella Mk. 
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31. Consideriamo ora due funzioni razionali qualunque 

dei gradi risp. n ,  m ,  dell'ente algebrico; tali perb che non ogni gruppo di 
punti 2 = cost. abbia più di un punto cornune con qualche gruppo s = cost., 
vale a dire tali che le serie g;, y:, rappresentate da quelle funzioni non ab- 
biano infinite coppie comuni (cioè coppie di punti che stiano in gruppi delle 
due serie). F r a  z ed s, considerando come omologhi i valori che assumono 
in uno stesso punto dell'ente, vi sarà una corrispondenza algebrica (m,  n), e 
quindi (n." 8) un' equazione : 

la quale risulterebbe dall'eliruinazione delle x fra le (2) e le equazioni che 
definiscono l'ente algebrico. L e  coordinate z saranno poi esprimibjli come 
funzioni razionali di s e z: i punti dell'ente essendo in corrispondenza biu- 
nivoca coi gruppi di valori (s, x )  soddisfacenti all'equazione (3). Sicchè per 
la geometria d ' e n t e  si potrà assumere a rappresentante di questo quell'e- 
quazione. Vale a dire si pud in generale rappresentare un ente algebrico me- 
diante l'equazione che lega due sue funzioni razionali qualunque (con la detta 
restrizione), cioh con la varietà cmi costituita dalle soluzioni di quell'equazione. 
- h noto come questa varietà si possa rappresentare in modo sensibile di- 
stendendo ad es. la variabile complessa x su1 piano O sulla sfera reale e de- 
ponendo su ogni valor di x gli rt corrisponcienti valori di s: donde nasce una 
superficie di RIEMANN ad 1.1 fogli (cfr. la nota al n." 21). - 

Qui si presenta un nuovo modo analitico di considerare l'ente alge- 
hrico (*). I n  luogo di definirlo assumendo particolari coordinate e quindi par- 
ticolari equazioni fra queste, si pensino sirnultaneamente per ciascun punto 
dell'ente i valori che in esso prendono tutte guante quelle variabili s, x ,  le 
x,  . . . che finora chiamavarno u funzioni razionali dell' ente n. Il punto dell' ente 
è precisamente un insieme, una coesistenza di valori di quelle variabili. Due 
qualunque di queste verificano in tutti i punti un'equazione algebrica; e se 
non vi sono infinite coppie di punti nei quali ognuna delle due prenda 10 
stesso valore, ogni altra variabile si potrà esprimere come funzione razionale 
di quelle due. 

(*) Veggasi per maggiori schiariménti la memoria DEDEKIND-WEBER, 
Annali di Matematica, tomo XXII. 10 
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32. L'equazione (3) si pub rappresentare geometricamente in più modi, 
prendendo x ,  s come coordinate di elementi geometrici. Cosi assumendole risp. 
per coordinate degli elementi di due fasci di raggi S, S' in uno stesso piano, 
quella sarà 1' equazione di una curva piana, generata ne1 seguente modo: Le 
due serie lineari y:, y;, dell'ente algebrico, considerate come varietà osi ra- 
zionali, si riferiscono biunivocamente risp. ai due fasci di raggi S, 8' :  con- 
siderando come omologhi nelle due serie due gruppi che contengano uno 
stesso punto dell'ente, ne deriva una corrispondenza (m, n) fra i raggi di 
quei due fasci; ed il luogo dei punti d'incontro dei raggi omologhi é la 
curva y rappresentata dall'rquazione (3). Su 7, considerata come imagine del- 
l'ente algebrico, la serie gh è quella staccata dalle rette del fascio S (fuori 
del centro del fascio stesso), e cos1 la gr, è staccata da1 fascio Sr. La curva 
é in generale d'ordine m + l z  ed ha S per punto nz-plo, S' per punto n-plo. 
Ma se ad es. ne1 riferire le due serie dell'ente algebrico ai fasci S, S' si fa 
corrispondere la retta SS '  comune a questi a due gruppi che abbiano un 
punto comune, sicchè quella retta corrisponda a sè stessa nella corrispondenza 
(nz,  n) tra i due fasci, essa si staccherà da1 luogo generato da questi, e la 
curva y si ridurrà all'ordine m $ n - 1 avendo i punti S, S' come multipli 
secondo m - 1, n - 1 ; eco. - Un punto p-plo di y fuori di S, S' corrispon- 
der% in generale a p punti dell'ente posti in un gruppo della g i  ed in  un 
gruppo della 9;;  e viceversa. - (*) 

§ 8. Genere dell'ente algebrico. 

33. Per una serie lineare oo' ciltre all'ordine si pub considerare un altro 
carattere: il numero degli elementi (gruppi di punti; O valori di una corri- 
spondente funzione razionale z dell'ente) d i  diramaxione, ossia dei g~upp i  della 
serie che contengono due punti coincidenti (punti doppi della serie). Nella rap- 
presentazione dell'ente algebrico con l'equazione 

e quindi con la curva y generata dai due fasci S, S' (n." 32), gli elementi di 

(") Si pub similmente rappresentare un ente algebrico contenente k serie lineari ool 

date, mediante una curva di Sb generata da k fasci d'iperpiani riferiti t ra  loro (e seganti 
poi sulla curva risp. quelle serie). Ecc., ecc. 
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diramazione per la serie x = cost., segata dalle rette del fascio S, corrispon- 
dono alle tangenti condotte da S a toccar y fuori di S ed inoltre, ne1 caao 
che 7 abbia cuspidi, alle rette passanti per queste: i punti doppi della serie 
stessa essendo quei punti di contatto e queste cuspidi (non i nod i  di y perchè 
ognuno di  essi rappresenta due punti distinti dell'ente). 

Con l'ordine di una serie lineare ool e col nurnero dei suoi elementi di 
diramazione ossia dei suoi punti doppi si forma un'espressione, l a  quale non 
muta valore cambiando la serie sull'ente algebrico: il genere. 

Si considerino in fatti sull'ente algebrico due serie gk, y:, dotate risp. 
di p, u punti doppi. Riguarciaiido nella y:, corne omologhi due elementi (gruppi) 
quando contengono due punti di uno stesso gruppo della y;, avremo fra gli 
elementi di quella serie una corrispondenza simmetrica d'indice n(m - 1); ed 
in questa saranno elementi uniti quei p gruppi che contengono risp. i p punti 
doppi della g:,, ed inoltre quei d gruppi che hanno coppie di punti comuni con 
gruppi della y;. Applicando dunque il principio di corrispondeiiza (n." 8) entro 
la 'y;, forma razionale, con l'avvertenza di contare due volte ciascuno degli 
ultirni d elementi uniti perchè su esso cadono due degli elementi omologhi 
(Y. una nota al detto n."), avremo: 

Similmente scambiando le due serie si ha:  

Sottraendo l'una ddl'altra queste due relazioni viene: 

Dunque la differenza fra il nuinero u dei punti doppi ed il doppio del- 
I'ordine n di una serie lineare sol non muta a l  mutar di questa. Si osservi 
poi che in forza della (1') il numero u è sempre.pari. Sarà quindi intero ed 

v 
invariabile al variar della serie il numero - - n. + 1; ed è questo numero che 

2 
noi chiamererno il genere dell 'ente algebrico (*). Lo indicheremo con p, sicchè 

(*) Questa definizione del genere, sotto forma più analitica, s i  trova gia in altri au- 
tori: P. ad es. NOETHER, Math. Ann., tom. 8, pag. 497; DEDEKIND-WEBER, pag. 264. Nella 
Theorie der Aberschen Functionen del RIEMANN - ove, com'è noto, il numero p e intro- 
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34. Osserviamo subito, ne1 caso che l'ente sia raxz'onale, che uiia g:, de- 
finisce fra i punti dell'ente una corrispondenza simmetrica d'indice n - l, con- 
siderando come omologhi i punti di uno stesso gruppo: e quindi applicando 
il principio di  corrispondenza (il che si pub fare nell'ipotesi della razionalità 
dell'ente) la serie stessa avrh 2(n - 1) punti doppi. Sostituendo questo valore 
a v nella formola (3) si h a  p = O. Dunque gli enti raxionali Iiunno i l  genere 
p = O. 

Rileviamo anche subito come la  definizione data del genere renda evi- 
dente che questo carattere spetta veramente alla geometsia sull'ente: vale a 
dire per trasformaxioni tivuxionali dell'ente il genere non muta. In fatti per 
una ta1 trasformazione una serie lineare noi si muta in altra del10 stesso or- 
dine e con 10 stesso numero di punti doppi. 

35. Ritornando al ragionamento generale del n." 33, osserviamo clie rap- 
presentando l'ente algebrico, ne1 modo ricordato da  principio, con la curva 7 
su cui le serie y:, gk vengon staccate dai fasci di rette S, S', la corrispon- 
denza che si considerb fsa i gruppi della y:, si potrebbe sostituire con una 
corrispondenza fra le rette del fascio S; ecc. Allora il numero d che s'è in- 
contrat0 delle coppie di punti comuni alle due serie non è altro (v. la  fine 
del n.' 32) che il numero dei punti doppi che y ha, fuori di S, 5'. 

Si  pub, introducendo appunto quel numero d relativo alle due serie gi,, 
y; [numero che prima avevamo eliniinato dalle relazioni (l), (l')], ed elimi- 
nando invece Y fra le (3) e (l'), ricavare quest'altra espressione del genere 
(pure invarjantiva per trasformazioni birazionali) 

che definisce il genere dell'ente algebrico in funzione degli ordjni di due serie 
lineari semplicemente infinite esistenti su esso e del numero delle coppie di 
punti che esse hanno comuni. Cosi si ha dalla (5) che se l'ente contiene due gi 

dotto per la prima volta, partendo dalla connessione dell'ente algebrico, ci06 della su- 
perficie reale che 10 rappresenta - s'incontra non solo l a  formola (3) (ne1 § 7), ma 
anche la (1) (ne1 3 6). 

Corne fu g i i  notato, sarebbe forse stato opportuno dare un nome speciale all'espres- 

sione - n, cioè p - 1, anzi che a, p: poichè appunto quell'espressione, p - 1, com- 
2 

pare di solito nelle formole. 
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il suo genere sarà 1 oppure O ,  secondo che queste serie non hanno ovvero 
hanno una coppia comune. Ecc. (*) - 

36. Nelle applicazioni particolari tanto della definizione primitiva (3) del 
genere quanto della (5) pub accadere di dover badare a multz$licità di solu- 
zioni che compajano nei numeri v e d. Dalla possibilità, su cui ritorneremo 
in seguito, di rappresentare l'ente algebrico con una curva piana dotata di 
soli punti multipli ordinari, od anzi di soli nodi, si trae subito l'esistenza d'in- 
finite serie lineari y:, che hanno i v elementi di diramazione tutti semplici, 
ossia che non hanno altri punti multipli che punti doppi; non che l'esisteriza 
d'infinite coppie di serie lineari y:, gk che hanno in comune solo coppie di 
punti, non terne, ecc. Se perb avrenisse che le due serie considerate y;, y:, 
avessero comune una s-pla di punti distinti - cioè se vi fossero sull'ente s 
punti comuni ad un gruppo dell'una serie e ad un gruppo dell'altra (il che 
significa che la curva y avrebbe un punto s-plo) - è chiaro che quella s-pla 

s ( s  - 1) darebbe -- a coppie di punti comuni alle due serie, e quindi di tanto in- 

fluirebbe ne1 numero d al10 stesso modo che un ordinario punto s-plo di 7 

s:s - 1) equivale ad 
2 

( 
punti doppi). - Se invece ne1 n." 33  si avesse una gk 

datata di un punto i-plo, si vede facilmente con noti procedimenti analitici che 
questo andrebbe contato come i- 1 punti doppi ne1 numero complessivo v ,  

vale a dire che il gruppo (il valor corrispondente della funzione razionale x 
rappresentante la y:) dotato di punto à-plo è un elemento di diramazione d'or- 
dine i - 1, che conta come i - 1 elementi di diramazione semplici. Si pub 
rappresentare l'ente algebrico con la  curva y in modo che quel punto sia 
semplice per questa: allora l'essere quel punto i-plo per la gt, staccata su y 
da1 fascio di rette S significa che una retta di questo fascio ha in quel punto 
un contatto i-punto con y:  ed è ovvio che essa conterà precisamente come 
i - 1 tangenti semplici condotte da S a y (**). - Da ultirno si osservi come 

(*) L a  (5) si  trova alla fine del 7 della citata Memoria del RIEMANN. - Si con- 
fronti anche, per quella formola, come per la  rappresentazione contenuta ne1 precedente 
n.O 32, il n." 4 delle Ricerche di geornet~z'a sulle curve algebriche del CASTELNUOVO. 

(**) Del resto, basandosi su un teorema già citato (in nota al n.O 8) del sig. ZEUTHEN 
relativo alla multiplicita degli elementi uniti in una corrispondenza, si  pub ne1 ragiona- 
mento col principio di corrispondenza fatto a l  n." 33 tener conto direttamente dei punti 
multipli (non solo doppi) delle due serie, ed allora in quelle formole viene a cornparire 
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dalla formola (3) appaja che se la si volesse applicare anche a serie gl, dotate 
di punti fissi, ognuno di  questi dovrebbe contare ne1 numero v come due 
punti doppi. 

5 9. Genere di una curva piana. 

37. L a  formola (5) del paragrafo Frec. dà  il genere di iina curva piana, 
d'ordine rra + n con un punto m-plo ed uno n-plo, ovvero d'ordine m +- n - 1 
con un punto (m - 1)-plo ed uno (n - 1)-plo, ecc. : d indica il numero dei 

'" - estesa ai rimanenti punti rimanenti punti doppi, ovvero la somma 2 -- 
2 

multipli. 
Si pub anche determinare il genere di uda curva piana qualunque y ri- 

correndo alla definizione del n." 33, applicata alla serie lineare che è segata 
su essa da  un fascio di rette col centro in un punto O del piano esterno a 7. 
Se n è l'ordine, n' la classe d i  questa curva, quella serie lineare sarà una gN 
ed nvrh per elementi di dirarnazione quelli che corrispondano alle n tangenti 
di y che escono da  O. E non ne avrà altri se la ciirva non ha  altre singo- 
larità che punti multipli ordinari, cioè a tangenti distinte. I n  ta1 caso dunque 
la  formola (3) del n." 33 darà il genere di y se per n si mette l'ordine e per v 

la classe n' della curva. 
Poniamo invece che y abbia anche singolarità szlperiori (come cu- 

spidi ecc.) (*). Abbiamo già ricordato (n." 11) che un punto singolare P(x, y,) 
di una curva piana algebrica y è origine di uno o più rami O cicli od ele- 
menti che corrispondono ai vari svilupyi che in prossimità di esso si posson 
fare di y - y, in serie di potenze di x - r,. Si consideri uno di questi rami 
e la  corrispondente fierie di potenze: il minimo denominator comune i degli 
esponenti fratti (ridotti a i  miniini termini) di quella serie dicesi grado di mol- 
tiplicità od ordine del ramo (con la sola restrizione che la retta x - O non 

in luogo di v la somma Z ( i  - 1) estesa a tutti i punti multipli (secondo i )  della y,!, ecc. 
Qualche cosa di equivalente vien fatto appunto da1 sig. ZEUTHEN ne1 n.O 4 della Nok sui. 
les singulaî-ilés des courbes planes (Math. Ann., tom. 10, 1876). 

(") Queste singolarita sono ampiamente trattate da1 punto di vista che qui accen- 
niamo nell7Et?cde sur les points singuliers des courbes a[yébt-ipues planes che  H HAL PH EN 
fece seguire all'edizione francese del trattato delle curve piane del SALMON (Paris, 1884). 
Ivi si  trovano anche citati gl'importanti lavori precedenti di CAYLEY, STOLZ, SMITH, ecc. 
- Altri abbiamo già nominati prima, O citeremo tosto. 
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sia parallela alla retta t tangente in P al ramo stesso): esso non B altro che 
il numero delle intersezioni (infinitamente vicine a P) del ramo con una retta 
infinitamente oicina a P (ma faciente un angolo finito con t ) ;  O, corne ~i su01 
dire più brevemente, il numero delle intersezioni che in P si hanno fra il 
ramo stesso ed una retta generica (diversa da  t) passante per P. Considerando 
la curva y, e quindi il ramo di essa, come inviluppo, si h a  il carattere duale 
all'ordine i :  la classe i' del rarno; cioè il numero delle tangenti al ranio (in- 
finitamente vicine a t) che escono da un punto infinitamente vicino a t (ma 
a distanza finita da P); O più brevemente la  multiplicità che ha la tangente t 
pel ramo considerato. Si sa j*) che il numero delle intersezioni coincidenti in P 
del ramo stesso con la sua tangente t, corne pure il nurnero delle tangenti al 
ramo coincidenti in t  che escono da P, sono uguali alla somma i, = i + i' 
dell'ordine e della classe del rarno (**). 

Come origine del raino considerato d'ordine i il punto P rappresenterà 
un punto i-plo per la y; segata su y da1 fascio di rette O (mentre come ori- 
gine di un altro ramo rappresenterebbe un altro punto dell'ente: v. n.' Il), 
e quindi (n." 36) equivarrà ad i -  1 punti doppi di quella serie. L'influenza 
della retta O P  ne1 numero complessiro v degli elementi di diramazione della 
y: sarà dunque rappresentata da una somma di tante espressioni (i - 1) quanti 
sono i rami di y che passano: per P. Estendendo cib a tutte le singolarità su- 
periori di y, cioè a tutti i suoi rami superlineari, s i  h a  che in geiierale 

E sostituendo questo valore nella formola (3) del n." 33 si ha: 

12' p = - -  1 
2 n+ 1 + ?E( i -  I), ( 2 )  

oppure : 
a ' -  2 ( n  + p  - 1) - B(i- 1). 

38. Considerando le singolarità di una curva piana da un punto di vista 
un po' differente si pub esprimere il genere p sotto una forma diversa dalla (2), 
facendo cioè comparire invece della classe n' di y e degli ordini dei suoi punti 
di diramazione altri caratteri relativi a i  puiiti singolari di y. 

(*) V. ad es. il n.O 1 della Memoria del sig. ZEUTHEN citata a l  n. 36, ed il n." 7 del 
citato studio dell' HALPHEN. 

(**) P e r  un ordinario punto semplice i caratteri i ,  i' sono (1, 1); per un flesso 
(1, 2 ) ;  per una cuspide (2, 1 ) ;  per un regresso di 2." specie (2, 2); ecc. 
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D'all'applicazione di successive trasformazioni quadratiche piane a y e 
dall'esame dell'effetto che esse hanno su un punto singolare qualunque di 
questa curva, il sig. NOETHER dedusse (*) che una singolarità superiore di 7 
si pub rigdardare corne la riunione (in un senso preciso) di un certo numero 
di punti singolari ordinuri a cui s'aggiunge pure un certo numero di punti 
di diramaxione di y [ne1 senso che si trova chiarito nei 1a.vori citati, e che 
viene a coincidere col significato delle espressioni (i - 1) del n." preced.]. Di- 
cendo s la rnoltiplicitIt di uno dei punti singolari ordinari di cui la singolarità 
superiore è composta, l'abbassamento che questa produce nella classe è dato 
dalla somma di tutte le corrispondenti espressioni s(s - 1) e del numero dei 
punti di diramazione di y che cadono in quella singolarità (**). Segue che la 
classe di y sarà data da 

ove le somme si estendono a tutte le singolarità ordinarie ed a tutti i punti 
di diramazione che compongono i vari punti singolari di y. 

Ritornando dunque alla deterrninazione del genere, noi Eivremo sosti- 
tuendo nella (1) 

Y = n(n - 1) - ~ s ( s  - I), (5) 

e quindi per la definizione (n.' 33) del genere p applicata alla g:, del n.' 37: 

In particolare se y ha per soli punti multipli d nodi ed r cuspidi, sarà: 

39. Ritornando alla formola (3) del n." 37 

n l =  2(n f p -  1)- Z ( i -  l), 

. (*) Ueber die algebraisch,en Functionen einer und zweier Variabelt2. Note 2 (Gdtting. 
Nachrichten, 1871). - Ueber die singularen Werthsystenze einer algebraischen Function 
und die singularen Punkte einer algebraischen Curve (Math. Ann., tom. 9). - Rationale 
Ausphrung der Opet-ationen in der Theorie dzr alyebraischen Functionen (Math. Ann., 
tom. 23). 

Veggasi pure l'importante Nota ,  d'indole più sintetica, del sig. BERTINI: Sopra al- 
cuni teoremi fondamentali delle cume piane algebtfche (Rendic. del R. 1st. Lomb. (2), 
tom. 21, 1588). 

(**) Cfr. NOETHER, Math. Ann., tom. 9, 5 7 e Math. Bnn., tom. 23, 5 17. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sopra un ede aEgeb&o semplicemente infinito. 8 1 

da essa si trae per dualità 

1 2 -  2 ( n r + p -  1 )  - Z ( i r -  l ) ,  

ed eliminando n' fra le due: 

~ ( 2 i  $ if - 3) 5 3 (12  $ 2 p  - 2), (8) 

od anche introducendo il numer0 i, = i + i' (n." 37) dei punti d'incontro che 
ne1 punto singolare hanno luogo fra il ramo (i,  i') e la sua tangente 

Se la  curva y non ha punti multipli che ordinari (cioè sempre i = 1) alla 
somma che compare ne1 1." membro della (8) od (8') contribuiscono i soli flessi. 
Vediamo cosi clie il numero r' dei flessi per una curva piana di genere p e 
d'ordine ri è in  yenerale 

r'= 3(12 $- 2 p  - 2); (9) 

ma in pari tempo vediamo che un ramo singolare qualunque che la curva 
venga ad avere contribuirà all'espressione del 2." memlnro per 2 i  + i' - 3, 
ossia i + i, - 3 unità, conta cioè per altrettante unità ne1 numero comples- 
sivo r' dei flessi quale sarebbe dato dalla (9). 

L a  formola (7) del n." prec. dà dualith, chiamando d' il numero delle 
tangenti doppie non stazionarie : 

Suppongasi y dotata solo di d nodi senz'altri punti multipli (generale ne1 suo 
ordine e genere), sicchè la (3)  si ridurrà a 

n t =  2(n + p  - l ) ,  

e si sostituisca questo valore di n' e quel10 di r' dato dalla (9). Verrh: 

d'= 2 ( n + p - 2 ) ( n + p - 3 ) - 4 p .  (10) 

Aggiungasi che in ta1 caso (essendo-r = O )  la (7) diventa 

Tutte queste formole si possono interpretare in un modo più generale del 
consueto, considerando la curva piana come imagine di una gr, qualunque non 
composta berchè la curva y si suppose che non fosse multipla) dell'ente al- 

d nnali cli fifatematica, tom0 XXII. 11 
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gebrico di genere p (v. n." 28). Cos) la (11) dà il iaume7-O delle c~pp i s  neutre 
della y,?, (coppie di punti per cui passano infinifi gruppi); la (10) il numero 
dei gruppcppi della y: ditati di due punti doppi distinti; la ( 9 )  i l  numero dei 
pulzti tripli dellu y:. Cib per una gR generale dell'ente algebtico. di genere p: 
ma se l a  serie ha  singolarità speoiali si dovrà tenerne conto in quei numeri. 
Cosi se un punto dell'ente algebrico è i-plo per gli coi gruppi della y: che 
Io contengono, ma per uno di essi è ~ u l t i p l o  secondo &Di), allora ber asire 
i tripli della y:, ~ h e  cndono fuori di quello, si ~ O V A  togliere i + i, - 3 
utiità dall' espressione (9). Ecc. 

Bstenderemo ora successivamente alcuui risiiltati degli ultimi due paragrafi. 

8 10. Formola d i  ZEUTHEN (*). 

40. Ne1 3 5 la definizione del genere di un ente algebrico ci permise di 
concludere subito l'invariabilith di esso per trasformazioni hirazionali, perche 
queste mtitano'una serie Iineare CG' in una sepie lineare CO'. Ora questo fatto 
vale anche (n." 14) per una trasformazione, che sia razionale in  ln seleso 
solo. Vediama di profittarne. 

Sia fra due enti algebrici y, -/' dei generi p, p' una corrispondenza al- 
gebrica (1 ,  ,u), sicchè le coordinate dei punti di 7 sian funzioni razionali di 
quelle dei punti omologhi di y'; e sianvi su y y punti di diramazione, cioé 
punti per ognun dei quali due fra i p punti omologhi di y' coincidono. Ad 
una g: di y con u punti doppi corrisponderà su una gk,, cbmposta (con 
l'involuziont! dei gruppi di ,u punti corrispondenti a i  singoli punti di ?), la 
quale avrà per punti doppi i [ I V  punti omologhi di quei u ed inoltre gli y 
punti nominati prima, che corrispondono, contati due volte, ai  punti di dira- 
mazione di y (**). Applicando dunque a queste due serie ooi sugli enti y, y' 
dei generi p, p' la deEnizione del genere, ossia la formola (4) del n." 33, 

. (*) V. Nouvelle démoutst~ation de théorémes sur des s é k s  de poids cowesponclarh 
surideux cour6es (Math. Ann., tom. 3, pag. 150; 1871). 

(g*) Se u n  punto di diramazione di y 6 tale che, non solo due ,  ma i f ra  i suoi p 
omologhi s u  y' coincidono in un punto, questo s a r i  i-ph p e r  la g;,, cioé (n.O 36) conterà 
come i- 1 punti doppi. Dunque quel puilto di diramazione s i  dovrà riguardnre come 
multiplo secondo i -  1, cioè conterà coine Z- 1 ne1 numero complessivo y. 
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avremo : 
v=2n+2(p- -  1) 

y + p ~ = 2 ~ n + 2 ( p ' -  1). 

p i  qui si eliminano sirnultaneamente n e v e si ha: 

Questa formola è molto hn~ortante.  Da essa segue: 

sicchè ad es. se fosse p = p' > 1 dovrebb' essere p e 1, cioè la oorrispondenza 
fra i due enti sarebbe biunivoca (*). Si pub anche dire che la  (1) dà il nu- 
mero  y dei  pulzti doppi  d i  un'involuxione d i  grado p e d i  genere p sopra un 
ente algebrico di genere p'. Oppure anche il numero  y dei  pun t i  dz' d i r a m a -  
zione che un ente algebrico di genere p ha quando,  contandolo p  volte, 10 si 
r i g u a r d a  corne un ente algebrico di genere p'. 

41. Si pub subito dedurre dalla (1) la forrnola d i  ZEUTHFN pib generale. 
Abbiasi fra i due enti algebrici 7,  y' dei generi p,  p' una corrispondenza 
(x, x') con y, y' punti di diramazione (tenendo conto delle loro moltiplicità: 
v. n." preced., in nota); e consideriamo l'ente algehrico ausiliario r di , g e -  
nere n costituito dalle coppie di punti omologhi di y, y' : rappresentato ad es. 
se y, ./' son curve dalle rette congiungenti i prtnti omologhi (cfr. n." 21). Sarà y 
con $ in corrispondenza (1, x ' )  con y punti di dirarnazione su y ;  sicchè ap- 
plicando la  (1) avremo: 

Similmente da y' e r in corrispondenza (1, x) con y' punti di diramazione 
si ha 

y' F= 2 ( ~  - 1) - 2 x ( p 1  - lj .  . 

E sottraendo si ottiene appunto la detta formola generale 

(") Nota osservazione del sig. WEBER (Journal fur Math., tom. 76, 1873, pag. 345). 
{**) La si  poteva anche stabilire senza passare pep la (l), che ne é un caso partico- 

lare,  considerando su y e y' due serie g:, g:,, alle quali corrisponderanno su  r dile 
serie gl,., g;,; ed applicando a queste il teorema espresso dalla formola (2) del n." 33. 
Od anzi, più direttamente ancora, nello stesso modo con cui si dimostrb quel $eorema, 
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Corne si vede, questo ragionamento equivale a supporre che ne1 n." 40, 
ove fra i due enti y ,  y' dei generi p ,  p' si considerava una corrispondenza 
(1, p), l'ente sia multiple, ad es. secondo p l ,  sicchè propriamente si riduca 
ad un ente y ,  di un certo genere pi da contarsi pi volte. La formola (1) na- 
turalmente rimane ancora npplicabile (potendosi ad es. imaginare che y' si 
sostituisca con un ente di genere p', equivalente a y' ma semplice); ma di più 
si pub applicare alla corrispondenza (1, F,) fra y,  e y ' ;  e cos1 si ottiene la (2) 
per la corrispondenza (,u, ,u,) fra y, e y. 

$ 11. Punti (r + 1)-pli di una ser ie  lineare aor. 

42. Il numero dei punti doppi di una y;, sopra un ente algebrico di ge- 
nere p B dato (n." 33) da 

+ + p -  1). 

Il numero dei punti tripli di una gn (n." 39) da 

In  generale, indicando con N, il numero dei punti (r + 1)-pli di una g;, di- 
mostreremo facilmente che il suo valore è 

N, = (r + 1) (ra + r p  - r). 

Per  comodità rappresentiamo la y; (supposta priva di punti fissi) con una 

vale a dire applicando il principio di corrispondenza entro la g: O la gk. a determinare 
il numero d dei gruppi dell'una serie che contengono due punti di cui risp. due punti 
omologhi sono in un gruppo dell'altra serie. Cib dà per d due valori, dalla cui ugua- 
glianza si  t rae una relazione, che per x = sr = 1 coincide colla (2) del n.O 33, ed in ge- 
nerale, posta la  definizione del genere, diventa appunto la  formola (2) di sopra. 

Avverto che il concetto comune a questi ragionamenti si trova già nelln Nota del 
sig. SCHUBERT Ueber die E~haltung des Geschlechts bei zwei ein-eindeutig auf  einander 
bezogenen Plancurven (Math. Ann., tom. 16), ove in sostanza le g:, 9:. son segate su 
due curve piane in corrispondenza biunivoca mediante due fasci di rette. Nelle dimostra- 
zioni più antiche dei sig.' BERTINI (Giornale di Mat., tom. 7, 1869) e ZEUTHEN dell'inva- 
riabilità del genere le serie stesse erano trasportate sopra un ente ausiliario: la curva 
generata da quei due fasci di rette. In quelle dei sig.' CREMONA (Memorie della R. Acc. di 
Bologna, 1866, Prelz'minari, ecc., n.O 54) e Voss (Gott. Nachr., 1873, pag. 414) l'ente ausi- 
liario é invece risp. la  rigata O l'inviluppo piano delle rette congiungenti i punti omologhi 
delle due curve piane. 
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curva C d'ordine n di 8,. Allora (cfr. n.' 28) il numero cercato N,. sarà 
quel10 degl'iperpiani a contatto (r  + 1)-punto, cioè stazionari od iperoscula- 
tori, di C; mentre Np-, sarà il numero degl'iperpiani osculatori (a contatto 
r-punto) uscenti da un punto dato (cioè il numero dei punti r-pli della y',-' 
segata su C dag17iperpiani che passano per quel punto), ossia la classe di C; 
Np-* sarà il numero degl'iperpiani a contatto (r - lj-punto uscenti da una 
data retta, cioè l'ordine della varietà My-, costituita dagli ooi SVPZ osculatori 
a C nei suoi vari punti; ecc. - Considerjarno come imagine dell'ente alge- 
brico di genere p la m i  degl'iperpiani osculatori a (2. 1 gruppi degli IV,-, 
iperpiani osculatori che escono dai singoli punti di una retta a fissata ad ar- 
bitrio formeranno una serie lineare soi; nella quale, come facilmente si vede, 
sono elementi doppi gli Nr iperpiani stazionari, non che gl'iperpiani oscula- 
tori a Ci in quegli Np-, punti i cui Sr-, osculatori incontrano a (giacchè ogni 
Sv-, osculatore si pub rjguardare come l'intersezione di due iperpiani oscu- 
Iatori infinitamente vicini). Dunque, applicando la formola ricordata che dà 
il numero dei punti doppi di una serie lineare mi, sarà: 

N, f N,-, = 2 ( N w  + P- 11, 
ossia 

Nr - 2 &.-, - N,-, + 2p - 2- (1) 

Da questa formola ricorrente, basandosi sui valori già ottenuti per N, nei 
casi di r = 1, 2, si trae appunto 

(") Questa dimostrazione semplicissima della formola (2) non ricorre ad altro, in so- 
stanza, che alla definizione del genere (poichd anche il caso prima trattato di r = 2 de- 
rivava da110 stesso concetto). Una dimostrazione, pure assai semplice, 'e basata sulla ri- 
cerca successiva delle tangenti stazionarie di una curva piana, dei piani stazionari di una 
curvs sghemba, ecc., é stata data da1 sig. BRILL a l  principio della Nota: Ue6er zwei Be- 
rühruqpprobleme (Math. Ann., tom. 4, 1871). E . la  stessa formola si  ritrova (ancora come 
numero degl'iperpiani stazionari di una curva) fra quelle del VERONESE (Math. Ann., 
tom. 19, v. pag. 201); e poi al n.O 7 delle Ricerche di geometria sulle curve algebriche 
del CASTELNUOVO (ove è ottenuta segando con un piano fisso, anzi che con l a  retta a) ; ecc. 
- Essa non B che un cas0 particolare di quella generalissima del sig. DE JONQUIERES 
(Mémoire sur les contacts multiples d'ordre quelconque, etc., Journal für Math., tom. 66, 
1866) che d& il numero dei gruppi di una g; aventi un punto multiplo secondo 4, uno miil- 
tiplo secondo i&, . . . , ove 2 (k - 1) = r (v. ne1 seguito il n.O 49 ; cfr. anche CAYLEY, On 
the Curves zoich satisfy given condiiions, Phil. Trans., tom. 158, 1867, n.i 74 e seguenti). 
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43. La stessa formola ricorrente ( 3 )  pub servire a determinars I'abbas- 
samento che ne1 valore generale (2) di N, produce un punto singolare qua- 
lunque di C, cioé un punto dell'ente che sia comunque singolare per la g;. 
Per  un p m t o  P della curva C di Sv, considerato su un determinato ramr, O 

eiclo di questa curva (cioé come imagine di un determinato elemento dell'ente 
algebrico), si hanno r caratteri analoghi a quelli definiti al n." 37 pei rami 
di curve piane (*): cioè l'ordine i di multiplicità del punto (ossia del ramo), il 
numero i ,  (>à) dei punti d'incontro coincidenti in .P del ramo con la retta 
tangente in P, il numero & (>à,) dei punti d'incontro coincidenti in P del 
ramo col piano osculatore in Y,, .. , infine j numeri i,-, (> i,-,), i,,, (> i,,?) 
dei punti d'incontro in P del ramo con 1' 8,-, e con l'iperpiano osculatore 
in P. Riferendosi all'ente algebrico qaalunque ed alla y;, il punto P rappre- 
eenta la singolarità seguente (cfr, n." 28): UV punto dell'ente che è i-plo per 
g l i  ooV-' gruppi (generici) dellcc gr, c h  Zo contengono, é à,-plo per ooy-2 gruppi, 
i,-pio per ~ l o ~ - ~  gruppi, . . . , i,-,-pl0 per cd grzcppi, e i,-,-plo per u n  grgppo. 
- Ora l'abbassamento cbe una ta1 singolarità produce ne1 valore (2) di .IV, 
sappiamo già (n.' 36 e 39) che per r = 1 è i - 1, e per r = 2 è i + i, - 3. 

. - Dico che in generale esso è 

Amnietteremo che cib valga per valori minori di Y, e diniostreremo che B 
vero per r. 

A questo fine osserviamo che i caratteri introdotti si possono anche in- 
terpretare in quest'altro modo. Corne il punto P è i-plo per la curva C (O 
meglio pel ramo considerato), cos1 la tangente considerata in P è multipla 
secondo i, - i nella superficie sviluppabile luogo delle tangenti a C (O meglio 
nella falda di questa sviluppabile che proviene da quel ramo); il piano oscu- 
latore in P è multiplo secondo i, - i l  nella M, luogo dei piani osculatori a 
C; .. .; 1' Sv-, osculatore in P è multiplo secondo i,-, - i,-, nella Mr-, luogo 

(*) Essi corrispondono a caratteri degli sviluppi in serie che rappresentano il ramo di 
curva considerato; e compajono giâ ad  esempio (v. n.O 87) ne1 Lückensatz del WE~RSTRASS. 
Cfr. anche i lavori citati al n." 11, e ;  FINE, On the Singutarities of Czmes of Double Cur- 
zature, American Journal, tom. 8, 1886; FINE, A Theorem ~espectiny the Singularities of 
Curves of Multiple Cuwatzcre, ibid., tom. 9, 1887; DEL PEZZO, Intorno ai punti singolari . .  . delle cut-ve algebriche, Rend. della R. Accad. di Napoli, 1893. - 1 numeri i, il - e, e, - a, ,. .. , 
i,-9 - i ,-s,  i,-l - i,-2 nominati poi ne1 seguito son da considerarsi come i successivi ranyhi 
del ramo O ciclo: il primo e l'ultimo sono l'ordine e la classe. 
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degli SrLi osculatori; infine l'iperpiano osculatore in P è multiplo secondo - .  à,-, - i,-, per la ooi degl'iperpiani osculato~i di C, cioe conta 6.-, - i,-, 
volte ne1 numero couiplessivo degl'iperpiani osculatori uscenti da  un suo punto, 
vale a dire assorbe i+, - i,.-, degl'iperpiani osculatori di C uscenti da un 
punto generico di Sr, quando questo punto vada a cadere su quell'iperpiano. 
Cib risulta in modo intuitivo se si considera uno spazio osculatore ' in P, Sk, 
come congiungente Io spazio osculatore immediatamente inferiore, Sb-,, ad un 
punto di  C infinitamente vicino a Y: queIl'& apparirà multiplo secondo 
ik - ik- , ,  perchè tanti sono i punti infinitamente vicini a P che esso con- 
giunge all' Sk-,. Ma possiamo vedere la cosa in modo più rigoroso, ad es. 
per quanto si riferisce all'iperpiano osculatore, considerando la curva C' pro- 
jezione di C da un punto generico O sopra un iperpiano Sv-,: gli Sr-, sta- 
zionari di C' son le tracce degl'iperpiani osculatori a C uscenti da O.  In ge- 
nerale la curva C' avrà ne1 punto P' projezione di P una singolarità di CA- . .  . ratteri 2 ,  z ,,..., i,.-,; e ne deriva un abbassamento ne1 numero dei suoi Sr-, 
stazionari espresso dalla formbla (3) dove in luogo di r si ponga r - 1. Ma 
se il centro O di projezione va siill'iperpiano osculatore in P a C, l'ultimo 
carattere della singolarità. P' di Cf si muta in 6-,; e per conseguenza quel- 
I'abbassamento s'accresce di ;,-, - i,-, unith. Dunque tanti sono appunto 
.gl'iperpiani osculatori a C uscenti da O che vengono a coincidere nell'iper- 
piano osculatore in P. 

Cib premesso, rifacciamoci al ragionamento con cui ne1 n." prec. si ot- 
tenne la formola (l), cioè alla considerazione della serie Iineare cd dei gruppi 
d'iperpiani osculatori a C uscenti dai singoli punti della retta fissa a. Noi 
nbbiamo per ipotesi che la singolarità P di C produce nell'ordine N,-, della 
detta serie lineare un abbassamento espresso da (3) ove r si muti in r - 1. 
Cos1 pure ne1 computo degli elementi doppi di quella serie noi abbiamo un 
analogo ahbassamento ne1 numero N,-, di quelli che provenivano dagli Sr-, 
osculatori a C che incontravano la retta a (poichè 1' Sr-, osculatore in P non 
incontrerà in generale a, e deve quindi esser sottratto). Fatte queste riduzioni 
ne1 2." membro della (l), il numero N, cos1 modificato esprimerh il numero 
dei rimanenti elementi doppi di quella serie lineare: elementi doppi che non 
erano altro che gl'iperpiani stazionari di C. Ora l'iperpiano osculatore in P 
assorbe, come abbiam visto, &.-, - i,-, degl'iperpiani osculatori uscenti da1 
suo punto d'incontro con a, ossia è multiplo secondo 2',-, - ir-, per la serie 
lineare: e perb (na0 36) assorbirà i,-, - i,-, - 1 elementi doppi della serie 
stessa. Dunque concludiamo che per effetto della singolarità P il numero de- 
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gl'iperpiani stazionari quale sarebbe espresso dalla (2), subisce, se si vu01 to- 
gliere 19ipe&ano osculatore in P, la riduzione complessiva 

che è appunto l'espressione (3) (*). 
Quando il punto P stesse su pih di un ramo della curva C, per ciascun 

ramo la formola (3) darebbe l'influenza che esso ha su1 numero complessivo 
degl'iperpiani stazionari; sicchè si dovrebbero sommare gli abbassamenti che 
cosi sarebbero prodotti dai vari rami. - Se invece si considera la questione 
in modo più astratto, cioè come relativa ad un ente algebrico ed ai punti 
(Y + 1)-pli di una g; di questo, l'influenza di un punto dell'ente, singolare per 
quella serie, su1 numero di quei punti multipli sarà data dalla (3) senz'altro, 
perchè al punto dell'ente corrisponde un ramo ben determinnto della curva C. 

44. Nella dimostrazione (n." 42) della formola (2) per il nurnero dei punti 
(r + 1)-pli d i  una g; sull'ente algebrico di genere p si è supposto che la serie 
stessa non fosse composta (cioè che la curva imagine C non fosse multipla). 
È facile vedere perb che la s t e m  formola sussiste anche quando l e  g; è com- 
posta mediante un'involuzione, purchè si computi ne1 modo indicato dalla (3) 
del n." prec. l'influenza dei punti doppi di quell'involuzione su1 numero che 
si cerca. 

Sia p il grado e 7c il genere dell'involuzione con cui è composta la y;; 
sicchè, posto f i  = nzp, si avrà entro l'ente y ,  i cui elementi sono i gruppi 
di p punti di quell'involuzione, una serie lineare g', i cui gruppi formano 

(8)  Nella citata formola del VERONESE, che d i  il numero degl'iperpiani stazionari, si 
tien conto deli'influenza che su quel numero hanno le tansenti stazionarie, i piani stazio- 
nari,. . . ; sicchè si hanno casi particolari dell'abbassamento generde espresso dalia (3). - 
Questo abbassamento generale si trova poi calcolato, pel caso della serie canonica (di cui 
diremo in seguito) sull'ente di genere p ,  nella Memoria del sig. HURWITZ: GTeber alge- 
6î-aische Gebilde mit eindeutigen Transformationen in sich (Math. Ann., tom. 41, 1892; Y. 

pag. 408-9, da confrontarsi col n.O 87 del presente scritto): méntre pel caso p = O, come 
influenza di una singolarità data ne1 numero dei punti (r  + 1)-pli di un'involuzione aov fra 
i punti di una retta, é dato da1 sig. GUCCIA nella Nota: Due proposizioni relative alle in- 
voluzioni di specie qualunque, dotate di singolarita ordznarie (Rend. del Circ. Mat. di Pa- 
lermo, 1893: Y. il Lemma II). 
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appunto i gruppi di punti della serie g', dell'ente algebrico primitive 7. I l  
numero degli elementi (Y + 1)-pli di quella g;, (che possiam supporre sem- 
r~lice) sull'ente 7, di genere îc sarh, per la (2): 

ed ognuno di essi si comporrà di p punii di y (Y $ 1)-pli per un gruppo 
della y;. Se poi consideriamo in questo ente un punto P che sia doppio per 
l'involuzione ed i gruppi della gk di y, che contengono l'elemento passante 
per P (che è un gruppo di ,u punti di  y di cui due coincidenti in P) 1, 2 ,. . ., 
r - 1, r volte, noi vediamo che Y è multiplo secondo 2 ,  4,. . . , 2 (v - l), 
2 Y per wr-', . . , mi, oaO ossia 1, gruppi della y; ; sicchè stando alla foï- 
mola (3) dovrebbe influire ne1 numero dei punti (r + 1)-pli di questa serie per 

Ora questi punti P doppi per 1'1nvo1uzione di grado p e genere n sono, per 
1s formola di ZEUTHEN (ne0 40) 

Dunque in aomplesso troviamo come numero dei pimti (r + 1)-pli della 9; 

sicchè riman valida la (2) del n.O 42. 
45. La detta formola del n." 42, completata con le osserrazioni prece- 

cienti, assegna tutti i successivi ranghi di una curva di qualsiasi spazio, dati 
l'ordine ed il genere (e i caratteri dei punti singola.ri): o dualmente, dati il 
gmere e la classe. Più in generale essa dà immediatamente il numero dei 
punti in cui una data ciirra h a  il contatto più elevato possibile con varieth 
di un dato sisterna lineare. 

Corne esempio consideriamo i punti sestattici di una curva piana y di 
genere p e ci'ordine n, cioè i punti in ognun dei quali 7 ha contatto sipunto 
con una conica. L e  m5 coniche del piano segano su y (supposto n > 2 )  uria 
serie lineare g:,: i punti in discorso sono punti sestupli di questa serie. Il 
loro numero sarebbe quindi (n.' 42) 

12% -f 3 0 ( p  - 1). 
Anmli di Il.lalematica, tomo XXII. 
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Ma si posson fare delle riduzioni, se si voglion togliere i punti singolari 
(flessi, cuspidi, ecc.) di y :  ed il n." 43 ci permette di determinare queste ri- 
duzioni. L a  curva abbia in un punto P un ramo o ciclo d'ordine i e classe i 
(incontrato dunque dalla tangente t in i + i' punti coincidenti in Y). Le  oo4 
coniche passanti per P dànno in quella serie lineare gruppi per cui P è 2-plo. 
Se poi consideriamo una conica tangente in P a t ,  delle 2n intersezioni sue 
con y cadranno in P i+ i' se i' 6 i, e 2 i  se i' 2 i (*). S e  i' < i abbiamo 
dunque nella y:, so3 gruppi con P multiplo secondo i, = i + i': fra questi poi 
gli cioz gruppi che son dati dalle coppie di rette uscenti da P hanno in questo 
punto l a  multiplicità superiore i2 = 2i ;  e se una retta della coppia é t (cd 
gruppi) si ha in P la niultiplicità i, = 2 i  + i'; e finalmente pel gruppo dato 
dalle conica ridotta a t contata due volte, P è multiplo secondo i, = 2 i  + 2i'. 
- Se invece i' > i avremo nella g4, so3 gruppi per cui P è multiplo sc- 
condo i, = 2i: e poi me gruppi dati dalle coniche spezzate in t ed un'altrn 
retta qualunque, pei quali P avrà la maggior multiplicità i, == i + 2'; e se la 
seconda retta passa per P (ml gruppi), O se coincide addirittura con t (un 
gruppo), ancora corne prima avremo in P le multiplicità .i;, - 2 i  $ if7 e 
i, = 2i+ 2i'. - Se finalmente i' ==à> 1 ,  le coniche tangenti in P a t 
danno ancora nella g:, ao3 gruppi per cui P h a  la multiplicità il = 2 i ;  ma 
Ic ao2 coniche degeneri che, dopo quelle, si consideravano nei casi precedenti, 
non darebbero multiplicità maggiori: si devon dunque considerare le oo2 co- 
niche che toccano t in P ed inoltre passano per un punto di 7 (del ramo) 
infinitamente vicino a P. L a  multiplicità di P per gli m2 gruppi che cosi si 
hanno sarà in generale: i, = 2 i  f 1. Dopo cib le coniche spezzate in t ed una 
retta passante per P (mi), od in particolare coincidente con t daranno an- 
cora le m~lt~iplicità ordinatamente superiori i, = 3 i ,  i, = 4i. - E d  ora sosti- 
tuendo i valori trovati nella (3), cioè: 

si.  ha che: un ramo d'ordine i e classe .i' diversi fra loro abhassa il nu- 
mero (4) dei punti sestattici d i  

(*) Cib s i  vcrifica immediatamentc sostituendo ne1 1 . O  membro dell'equazione della 
conica (O curva  qualunque) tangente i n  P a t le  serio di potenze che dnnno le  coordinate 
del ramo considerato di y ed osservando qua1 è l'esponente minimo che comparirà ne1 
risultato della sostituzione. 
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snpra un ente algebrico sem~licemente infinito 9 1 

uriità (ad es. un flesso di 1 unith, una cuspide di 5); mentre un ramo d'or- 
dine e classe uguali fra loro i > 1 Io abbassa in gelterale di 12 i - 14. - 
Naturalmente si avranno altri valori per questi abbassamenti se la formola (4) 
si modifica eliminandone il genere mediante la (2) del na0 37 O la duale (*). 

È chiaro poi che si poSson determinare in modo analogo i punti in cui 
ilna curva piana O sghemba ha contatti superiori con cerchi, sfere, curve O 

superficie del 3.' ordine, ecc. 

3 12. Formola di corrispondenza di CAYLEY e BRILL. 

46. Possiamo applicare il risultato del n." 42 a ritrovare per una via 
nuova e semplice la nota formola del sig. CAYLEY ohe dà il numero dei punti 
uniti di una corrispondenza algebrica (a ,  a') sopra un ente algebrico di ge- 
nere p, ne1 cas0 part.icolare che questa corrispondenza si possa rappresentare 
con UNA (**) equnzione: 

f (s ,  2') = 0, 

(*) Indicando con A I  il numero dei rami d70rdine uguale alla classa, e supposto clle 
questi rami non présentino pnrticolarité (v. sopra) alle oo2 ~oniche  che li osculano, ab- 
biamo ottenuto pel numero dei punti sestattici che cadono fuori dei punti singolari: 

1 2 n + 3 0 ( p - l ) - Z ( 8 i +  12-15)-AI ,  

ove la somma si estende a tutti i rami pei quali i ed if non sono entrambi uguali, ad 1, 
Sostituendo l a  (;2) del n.O 37 quel numero diventa (a' essendo la classe di y) 

15n'  - 1 8 n  + 2 (7i- 4i') - M; 

e sotto questa forma in sostanza il ilumero dei punti sestattici si trova (ottenuto per 
rnezzo dell'invariante differenziale che caratterizza le coniche) ne1 n." 32 del citato Étude 
sur les points singuliers etc.  HALP HAL PH EN; V. anche il precedente lavoro del10 stesso Au- 
tore Sur le contact des courbes planes avec les coniques et les courbes d ~ ' 3 . ~  dégré (Bul- 
letin de l a  Soc. Math. de France, tom. 4, 1875). 

(*#) Da1 n.' 6 si trae che m a  corrispondenza (a, a') fra due enti algebrici (distinti O 

no) si pub sempre rappresentare con DUE equgioni î ra  le coordinate dei punti omologhi. 
Ad es. se si t rat ta di due curve piane e si projettano i punti omologhi risp. mediante i 
raggi m, x;' di due fasci, questi saran leçati da un'equazione f(m, m') = O dei gradi a, a ' ;  

e similmente con altri due fasci di raggi y, y' si ha un'altra equazione (y, y') = O. E si 
pub sempre supporre (mutando eventualmente i fasci, cioè le coordinate), corne subito si 
vede, che due punti (x y), (2' y') delle due curve i quali verifichino quelle due equazioni 
(oltre quelle delle curve stesse) siano in generale ornologhi nella data corrispondenza, 
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fia le coordinate dei punti ornologhi x ,  x', la  quale, dato x lion sia soddis- 
fatta da  altri punti dell'ente algebrico che dagli CC' corïisponderiti punti r' ed 
evéntualmente da punti fissi dell'ente e dallo stesso punto x contato un  certo 
numero y (s O) di volte. Considerando un sistema Iinenre di varietà che com- 
prends tutte quelle rappresentate (nelle coordinate variabili x') dalla detta 
equazione quando pela z si pongono successivamente i vari punti del dato ente, 
si' vede subito che il detto caso particolare di coriisponderiza (a, a')  B quello 
i n  cui i g r u p p i  composti  decyli a' pzlnti z' cowispondent i  ad uno stesso p u d o  r 
tiell 'ente e d i  questo pwnto z contato 7 (t 0)  volte S O H O  CG' grup~i d i  zlnn serie 
1ineaz.e d'0rdi.n.e a ' +  y. Dimostreremo che il numero U dei punti uniti è dato da 

u= a $, a' + 2)Jp (*). 

L a  minima serie lineare contenente quei gruppi d i  12' == a'$ -/ punti sia 
uria y;;, , che supporremo sempzice. Allora 1' ente algehrico si potrà rappre- 
sentare con una curva scmplice C di genere p e d'ordine n' appartenente 
ad S,.; e per ogni punto x di C gli a' p n t i  x' omnloghi saranno le ulteriori 
jntersezioni di C con un iperpiano determinato avente in x un contatto -/-punt0 
con C, vale a dire passante per 1' S.,.., osculatore in x a C (donde appare 
clie y r Y). Si lianno cosi cici' iperpiani passanti risp. per gli mi S7-, oscu- 
latori di C. Poichb ad  ogni ppunto x' corrispoildono a punti x, per opni punto 
J' di C' - considerato cnme punto x' -- passeranno O: iperpiani di quella CG'; 

iuentrc per Io stesso P - considerato cnme p n t o  a - passerk (se ./>O) 
l'iperpiano inerente dl's,-, osculatore i n  P: yerb sicoome i punti di  C si 
possoii riguardare corne intersczioni di -/ spazi &-, osculatori infinitamente vi- 
cini (ossin sono -/-pli per la JI7 luogo di quegli m1 4-J, cosis i  pub dire che in 
quell'ultiino iperpiano cadono 7 iperpiani del siçtenia infinitainente vicini (**); 

(3) Qiiesta foimola è stats k i t 3  lm la pri iu;~ volt;% da1 sis. CAYLEY: *\-ote stw .?CI 

wi.t~es~ondaalzce cle &LU poiizts sur zcizc cozo-Oe (Coiuptes rendus,  tom. 02, ISûG; Y. nnclic 
i Proceedings Lond. Nlatli. Soc. dcllo stesso nnao). Il sig. ERILI, lie diedc poi dimostra- 
zioni coinplete nelle Note: TJeCer 1Siztsprec7ten v o i ~  I'u)zhtsysle)uetz ntrf eiizer CUI-ve (Gotting. 
?i'aclirichten, 1871; c Iifatli. Aiiii., tom. G,  1872); UeOw die Cot.respondenzfor~)~cl (Math. 
Ann., tom. 7, 1874). V. aiiclie quella piil repente clcllo stcsso si:. BRILL: fiber algebmi- 
sche Cowespow.iensei1 (Math. Anil., t,om. 31, 1858). - Lo studio gcnernle delle corrispon- 
denze nlgebriche tl'oyizi specie sopi2a mi ciite algebrico qunlunqiie, ed il  calcolo del numero 
dei loro punti uiiiti, furon poi fatti  da1 sig. HURWITZ nella Notn: UeOcr alyeOraische Cor- 
respondenzen und das vernllgemei~zerte Corres~o~~.le,zq~ri1tc;11 (Bericlitc s0clis. Ges. d. W., 
1886; e Math. Am.,  tom. 28). 

(**) L z  coiisiderazioiie d u d c  r iescir i  forsr piii iiitiiitivz i. qilndclic lcttorc. 
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onde si conchiude che per P (e quindi anche per un punto qualunque di Sv) 
passano in tutto a + y iperpiani del sistema, ossia che questo è di classe 
18 = a + y. Questo sistema m i  d'iperpiani essendo in corrispondenza biunivoca 
coi punti x di C sarà un ente di genere p,  che si potrà anche asaumere in 
luogo di C cùme rappresentante dell'ente algebrico dato. Allora l'ultima con- 
siderazione srolta ci fa redere che i l  grzdppo degli a punti x dell'ente corri- 
spondenti ad z(n dtrto pzcnto x', preso insienze con questo punto x' contato 7 
volte, dà un gruppo .t;arinbiZc entro utza serie 1;nenre d'ordine n = a + y e d i  
&nzetzsione r :  la serie lineare che entro quel sistema aci d'iperpiani è stac- 
cata dai punti di S,. (vale a dire è costituita dai gruppi degl'iperpiaui del 
sistema passanti pei r a r i  punti di Sr) (*). 

Se, riferendoci al detto sistema d i  classe lz d'iperpiani, diciamo che un 
punto, retta, . . . , Si,. . . è dei s i s t e m  quando si pub determinare come l'inter- 
sezione dell'opportuno numero (Y - i ne1 caso dell' Si) d'iperpiani del sistema 
infinitamente vicini fra loro, arremo nei vari spazi del sistema gli analnghi 
(duali) dei successiri fipazi osculatori di una curva. E d  è chiaro ad es. che 
gli ordini delle mi di 8,-, e di S, .,-, del sistema saranno risp. i numeri degli 
elementi ypl i ,  (./ +- 1)-pli di uua g, di dimensione y - 1, O y contenuta entro 
la 9;; che ne1 sistenia d'iperpiani di classe n e genere p è staccata dai punti 
di Sr: ossia i numeri Ny- , ,  N,, ndoperando ancorn il simbolo del n." 42. 

Ogni punto P di C sta, come gi8 rilevnmmo, su -/ iperpiani infinitamente 
ricini del sistema, cioè su un Sv-, del sisterna. E d  un punto unito della cor- 
rispondenza fra x e x' sarà un punto pel quale accade che uiio degli a iper- 
piani del sistema iiscenti da esso e distinti in geiierde da quelli (v. sopra) 
viene pure a coincidere con essi: ossia un punto che sts su (., + 1 iperpiani 
infinitamente ~ i c i n i  cioè su) un Sv-,-, del sistema. Ogni Sv-, del sistema con- 

. tiene un determinato punto P di C ed un determinato s,-,-., del sistema: la 
questioile che ci occupa consisterà ne1 trowre quante volte quel punto e quel- 
1' s,-,-, sono incidenti. A ta1 fine da uno spazio fisso 0, di dimensione -/ pro- 
jettiamo ogni punto P di C su1 corrispondentc Sv-.,-, del sistema: avremo uri 
punto P, clle descrirerà una CUPVA CI, e si tratterà di trovare le coincidenze 
di P e P,, cioè i punti d'incontro delle due curve C e C , .  Consideriamo la 

(*) Tale serie è certo di diinensione r e non minore; perché l'ipotesi contraria si- 
gnificherebbe clle tutti quegli ool iperpiani passano per un punto (od uno spazio): da1 che 
seguirebbe cllie avrebbe dimensione ininore di 1. la serie lineare d'ordine n' prima consi- 
derata contenente ogni punto LE coiitato y volte ed i suoi cc' p n t i  ,c' ornologhi. 
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rigata descritta dalla retta PP, : essa incontra O, secondo una curva CI clie 
è il luogo delle traccie su questo spazio degli cd Sr-, del sistema, c quindi 
d'ordine N,-,; dunque l'ordine di quella rigata, per la  quale C e C9 sono 
direttrici (seniplici) prive di punti comuni (se 10 spazio 0, non incontra C), 
sarà l a  somma degli ordini di queste, ciob n' $- .N,-, (*). P e r  avere invece 
I'ordine della curva C,, osserviamo che essa B incontrata da un jperpiano 
passante per 0, in tanti punti P, mobili quante sono in quell'iperpialio le 
generatrici della rigata ovvero i p ~ m t i  P di C, cioè n'; e di più nei punti fissi 
che C, h a  su O,, i quali sono i punti d'incontro di questo spazio con la va- 
rietà degli cd del sistema, e quindi sono N,. Dunque l'ordine di Ci 
sarà n' + N,. Segue (*) che sulla -rigata d' ordine n' + N,-, il numero dei 
punti d'incontro (punti zrniti) delle due c i m e  direttrici C e Cl sarà: 

Ponendo qui per 1\', e N,-., i valori assegnati da1 11." 42 e rimettendo poi 
per n, n' i loro valori attuali u $- y, sr' $ y, quel numero diventa: 

come appunto si voleva dimostïare. 
47. I l  ragionamento precedente f i l  esposto con l'ipotesi y > O. Ne1 caso 

7 =: O, senza modificarçi pel concetto, si abbrevia alquanto nello sviluppo. Ogiii 
punto P di C viene alloïa projettato da1 centro fisso O sull'iperpiano corri- 
spondente del sistema in un punto Pi. I l  cono projettante sarà dell'ordine fz' 

(di C); la  curva Ci luogo di Pl sarà dell'ordine n + 42' (con O punto n-plo, 
corrispondentemente agli n iperpiani del sistema uscenti da esso); per conse- 
guenza le direttrici C e Ci di quel cono s'incontreranno in n' + (n + n') - j z '  

= n + n' punti, cioè (essendo y = O) a $ a', come darebbe la formola generale. 
Si osservi pure che la  projezione che in generale si faceva dei punti P 

sui corrispondenti Sr-,-, del sistema da uno spazio fisso O, h a  senso ed è 
utile finchè -/ < r - 1. Quando y = 1. - 1 una projezione non occorre più : 
1' del sistema è un punto P,, che genera uria curva Ci ;  mentre gli Sv-, 

(") Coni'è beii noto, c risulta do1 resto dall'npplicazione do1 principio di corrispoii- 
clonza in  un fnscio d'iyerpiaiii, l'ordiiie dclln rigata luogo delle congiungenti i punti omo- 
loghi di due curve in corrispoildenza univoca é la somma degli ordini di queste diminuita 
del nuinero dei loro puiiti uniti. 
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del sistema son le generatrici di una rigata. L'ordine di questa è AT.,-,; l'or- 
dine di Ci è N,; quindi le intersezioni delle direttrici C e C, della rigata 
sono n' + N ,  - N., -, , come sopra. 

Ne1 caso estremo y = r  il ragionatnento basato sugli Sr-,-, del sistema 
non si applicherebhe pih. Si noti perb che in ta1 caso gl'iperpiani del sistema 
nvrebbero con C contatto Y-punto, cioè sarebbero gl'iperpiani osculatori di C: 
sicchè la classe del sistema sarebbe in." 42) tz = ~ ( n '  + 9.p - p - r + 1); 
mentre i punti uniti della corrispondenza su C sarebbero i punti ore l'iper- 
piano osculatore S stazionario, i quali sono in numero di (r + 1) (n' + r p  - Y). 
Quest'espressione, tenendo conto di quel valore di n ,  si pub 'metter sotto la 
forma rz + n' + 2 r  p - 2 r ,  che equivale ne1 caso attuale ad a $ a' f 2 7 p .  

48. Si è pure supposto nella dimostrazione del n." 46 che la serie lineare g;, 
coiitenente ogni punto x del19.ente algebrico contato y volte ed i suoi a' punti 
omologhi x' non fosse composta. Ma il lettore potrà verificare (in modo ana- 
logo a quello tenuto ne1 n." 44) come ne1 caso che la detta serie fosse com- 
posta coi gruppi di un'involuzione di grado p e genere ;r, il teorema rjmanga 
vero, perchè la ricerca dei punti uniti della data corrispondenza si riduce a 
cercare gli elementi uniti di una nuova corrispondenza entro quell'ente di 
genere ?r (la detta involuzione): e vi sarà solo da ammettere che a quest'ul- 
tima corrispondenza l a  formola del n." 46 sia applicabile. Ai punti uniti che 
cos1 prorerranno dai gruppi uniti della corrispondenza entro l'involuzione sa- 
ranno da  aggiungere ne1 caso che y > 0 i punti doppi dell'involuzione stessa, 
ognuno contato 7 volte se si vu01 che rimanga valida anche in questo caso 
l'espressione generale del numero dei punti uniti. 

E qui osserviamo in generale che un punto unito pub contare più voltc 
ne1 numero U trovato per due cause diverse. Pub ciob accadere ne1 ragio- 
namento del n.O 46 che un punto equivalga a più intersezioni (sia punto di 
contatto, ecc.) delle due curve C e Ci, rale a dire della curva' C e della va- 
rietà costituita dagli 00% Sv-,-, del sistema. E pub avvenire invece (se 7 )  0) 
che un punto (singolare) produca un abbassamento nei numeri N,, N,-, che 
colà compajono, e quindi anche una riduzione ne1 numero U- n' + N, - IV,-,. 
Lirnitandoci a questo secondo caso, la proposizione del n.' 43 applicata al 
cafio attuale dà subito (appli~a~ndo la legge di dualità) il risultato seguente: 
Ne1 numero complessivo a + a'+ 2 y p  dei punti uniti un punto unito singolare 
conterà k volte se (condizione suflciente, ma non necessaria) 1' osculatore 
in esso alla curva C la incontra in 7 $. k punti coincidenti in quello: O, rife- 
rendoci all'ente algebrioo astratto, se per la serie lineare minima g:.+i. con- 
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tenente ogni punto x y volte coi suoi K' punti omologlii x' vi sono nor- y gruppi 
pei quali quel punto è multiplo secondo y + 1;. Cos1 ad esempio per una cor- 
rispondenza fra i punti di una curva piana per la qunle sia y = 1, un punto 
singolare che sia origine di un ramo superlinenre d' ordine i e clle non stia 
su tutte le curve che segano su quella la data corrispondenza sarà da con- 
tarsi in generale i - 1 ~ o l t e  fra i punti uniti; ecc. (*). 

49. Alla formola del n." 46 10 stesso sig. CAYLEY ha dato (!oc. ch.) una 
forma più generale, che si applics alla soluzione dei p ~ o O 1 e w i  di contatto (**). 

Suppongasi che nella corrispondenza (a, a') da noi considcratn tra i punti 
r ,  x' dell'ente algebrico il gruppo degli K' punti x' corrispondenti ad un 
punto x si scomponga in un certo numero a', di punti ,4', inultipli sccondo i., , 
a', punti A', multipli secoiido j.?, . . . , co~icol~è sarà: 

CL' = a',)., + a',)., + - . 
Rappresentando come al n." 46 l'ente algebïico con la curva C avremo che 
gl'jperpinni del sistema ooi che ivi si consideïavano avranno con C un con- 
tatto y-punto in r ,  1,-punto in ogni punto A',, 1,-punto in ogni ,4' , , . . .  Quindi 
se si contano gl'iperpiani del sistema uscenti da un punto P di C, - fra i 
quali già s'era visto che y si dovevan considerare come coincidenti nell'iper- 
piano inerente a quel punto considerato come punto x ,  - si vede che per 
ragiuni analoghe opni iperpiano pel quale P sia un punto A', , O A',,. . . sai'à 
da contarsi A,, i,,,.. . volte fra gl'iperpiani del sistcma uscenti da  P. I n  altri 
termini si rappresenti un punto dell'ente con A , ,  O A,, ... secondo che riguar- 
clandolo come punto x si voglion considerare come suoi ornologhi (punti x') 
gli A',, od A',,. . .: ad A, corrisponderanno a', punti ,4', (distinti da esso), e 
suppongasi che viceversa ad A', coïrispondano a ,  punti A , ;  e similmente ad A', 
corrispondano a, punti A , ,  ecc. Allora gli K punti x corrispondenti ad un dato 
punto cc' e distinti d a  esso si scindono in a, punti A, multipli secondo L i ,  al 
punti A,  multipli secondo l.? ,..., sicchè: 

K - a,?., + a, hl -j- a 

Cib posto diciamo u, il numero dei punti uniti della corrispondenza (a,, a',) 
fra i punti A,,  A',; zr, il numeïo dei punti uniti della corrispondenza (an, a',) 
fra A,, A',; ecc. ~ f a d e  vedere che ognuno di quegli u, punti conterh ?., 

(*) Cir. specialrnente la citittit Xota del sig. BRILI,, %tli. Am., tom. 31. 
y*) Y. anche i citati lavori del sig. BRILL (&th. ;h., tom. 0, 7 e 31). 
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volte ne1 numero complessi~~o U dei punti u iti della corrispondenza (a, a') 

fra x, x'; e similmente gli u, punti sarann .,-pli ne1 nurnero U ;  ecc. Sariz 
dunque : 

J 
U== u J , +  u,È.,+ * .  . 

Ponendo questi valori di o:, a', U nella forrnola: 

U = a +  c t l +  2 7 ~ 1 ,  
essa diventa: 

( 2 1 ,  - ui - urJ hi + (u2 - a, - a',))., +- . = 2 yp. 

Questa relazione generale serve a determinare il numero dei punti uniti 
( z r , ,  O u. , ,  ..) di una delle corrispondenze parziali (a,, a',), (a,, a',), . . . quando 
si conoscano i numeri di punti uniti di tutte le altre. 

È appunto questo cas0 che si presenta ne1 problenm dei contatti, ossia 
in generale ne1 problema di determinare il numero dei gruppi di una g; menti 
un punto multiplo secondo k,, uno multiplo secondo k2,. . ., ove 2 ( k  - 1) = Y. 

Nella citata Nota del sig. BRILL (Math. Ann., tom. 6; v. pag. 46) si vedrà 
corne, seguendo quel concetto e tenendo conto della natura delle corrispon- 
denze che cosl si presentano (la quale deriva da1 lavoro del10 stesso scienziato 
citato in nota al n." 42), si possan subito ricavare due formole ricorrenti me- 
diante cui si stabilisce la formola generale del sig. DE JONQUIÈRES (citata nelln 
stessa nota al n." 42) che risolve il detto problema. 

§ 13. Una formola generale per  l e  involueioni 
sopra un ente algebrico. 

50. Abbiasi sopra una curva C dlordine n appartenente al10 spazio Sv. 
una semplice infinità di gruppi di nz punti tale che ogni punto stia in un sol 
gruppo, ossia un'involuzione di grado m. Siano di dimensione Ïi, ossia degli Skl 
gli spazi a cui appartengono i gruppi generici: sicchè sarà Ic r r. S'indichi 
con u finché le r r- - 1 il numero di quegli Sk che incontrano un S3.-k-i ar- 
bitrario, ossia l'ordine delln varietà Mkt, costituita da quegli ool Sk (per 
k= r - 1 la classe della coi d'iperpiani). Vedremo di esprimere in furizione 
di  tutti questi numeri il numero y dei punti doppi di quell'involuzione (*). . 

(*) Il procedilnento d ie  sepi iwuo,  corne l a  foimola a cui csso ci conclurrri., soi1 do- 
vuti al sig. SCHUBERT. Veggtlsi, anche per il scguito, la mia Nota: Sulle unrietri nlgebri- 
cite, ecc., citata nel171ntrodnzione. 

A n@i ,di Matemabica , tom0 ?;XII. 13 
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A la1 fine introduciamo gli ordini x,, x,, . . . , xi, .  . . delle varietà costi- 
tuite risp. dalle rette, piani ,..., Si,... congiungenti 2, 3 ,.,., i -+ 1 ,... punti 
di un gruppo. Come ultimo di questi numeri si pub assumere xk - , ;  od anzi xk, 

se k r r - 1, ed allora sarà da porre (corne apparirà poi) xk = (k 7 l ) ~ .  Si- 

milmente si potrà cominciare col numero (corrispondente a i = O) x, = n. 
Applicando il principio di corrispondenza (*) ad un fascio d'iperpiani 

projettanti le coppie di punti che fan parts di uno utesso gruppo del sistems, 
- il che dà in quel fascio una corrispondenza simmetrica d' indice (m - l ) n ,  
si ha anzitutto 

2(m - 1)n 2xi +y. 

Perb se vi son dei punti dopyi di C, ognun dei quali rappresenti due punti 
di uno stesso gruppo dell'involuzione, il loro numero raddoppiato si dovrh 
aggiungere al 2." rnembro di quell'equazione, poichè ognuno di essi dà origine 
ad una coincidenza (doppia) che non conta in generale fra le y. 

Più generalmente si considerino due Si (per i = 1, 2 , .  . . , k - 1) i quali 
congiungano sempre i punti Pi.. . Pi di un gruppo risp. a due ulteriori punti 
A, A' del gruppo medesirno; e fissato ad arbitrio un fascio di 8,-;-, (ci08 
1' che li contiene e 1' Sr-i-2 per cui essi passano), si riguardino in esso 
come omologhi due spazi che siano incidenti a due tali Si. Applicando a questo 
fascio ed alla corrispondenza che cos1 si avrà fra i suoi elementi il priilcipio 
di corrispondenza, si otterranno (pei suddetti valori di i) k - 1 relazioni. 
L'ultima, cioè quella che si ha per i = h: - 1, quando fosse k = r prover- 
rebbe da1 segare con una retta una corrispondenza fra iperpiani. - In gene- 
rale, qualunque sia i, la corrispondenza fra gli ASi che formino coppia ne1 senso 
spiegato è simmetrica e d'indice (i + 1) (va - i - 1): quindi quella che si ha 
fra gli Sv+, del fascio sarà pure simmetrica e d'indice (i+ 1) (m - i - l)xi,  
ed avrà percib 

2 ( i +  l)(nz - i- 1)s; 

coincidenze. Ora queste si possono avere nei 4 modi seguenti: 
1." Essendo i due Si distinti, ma incidenti all' del fascio in uno 

stesso punto: che sarà dunque nello spazio Si+ (P,. . . Pi) comune a quelli. 
Si hanno cosi x i - ,  coincidenze, di cui ognuna, per l'arbitrio che rimane nella 

(*) V. n.", anche per le  coincidenze chè contiamo come doppie. 
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scelta di A, A' fra gli rn - i punti di un gruppo che restano togliendo Pi ... 'Pi, 
conta per (m - i) (m - i - 1) (*). 

2.' Essendo i due Si distinti ed incidenti all' in due punti distinti: 
i quali dunque saranno in un Sv-i-i (unito) del fascio, s i d d  la retta che li 
congiunge incontrerà il sostegno Sr-i-e di questo; ossia l'Si+, (P Pi AA') 
di quei due Si sarà incidente all' Si hanno dunque xi+, coincidenze 
siffatte, ognuna multipla secondo (i + 1) (i + 2). Cib finchè i non arriva a 
k - 1. Quando i = k - i, allora (se k r - 1) ognuno dei Y Sk (gli Si+i del 

caso attuale) che incontrano 1' Sv-)-, (1' Sr-i-$ dà ( ' ) . k(k + 1) aggrup- 
k f  1 

pamenti (P, . . . Pk.., A A'), siccliè vale ancora la determinazione precedente 

del numero delle coincidenze, purché si ponga x k  = (b  Y l)v. solo se k = F 

questa specie di coincidenze pel caso estremo i = k - 1 non si presenta evi- 
dentemente più: ma siccome appunto allora il simbolo v non ha significato, 
converretno di porre v = O se k = r, e con cib rimarrà ver0 anche allora 
quanto s'è detto. 

m- 3." Coiiiciderid~ i due & pel coincideie di A e At:  cib dà ( i a) z j  

coincidenze ne1 fascio. 
4." Coincidendo i due Si sema che coincidano -4 e A', cioè essendovi 

un Si con i + 2 punti di un gruppo. Ogni elemento unito del fascio ottenuto 
in questo modo conterebbe per (i $1) (i + 2) .  Perb l'esistenza in un gruppo 
dell'involuzione (appartenente quindi ad un Sh) di i $ 2 punti situati in un Si 
impone al gruppo le - i condizioni; sicchè si pub dire che in generale essa 
ha luogo solo ne1 caso estremo i = k - 1, cioè che vi sono solo dei gruppi 
nei quali k + 1 punti appartengono ad un S k - i .  Sia x il loro numero. 

Sommando insieme tutte le coincidenze si ha la relazione generica, che 
per i = 1, 2 , . .  ., k - 2, le - 1 dà il gruppo seguente: 

(*) Qui e ne1 seguito siaiuo ne1 caso di eoincidenze multiple nell'applicazione del prin- 
cipio di corrispondenza, ma senza le difficoltà che altre volte si hanno per la determina- 
zione delle multiplicita. Si osservi in fatti che qui il problema dgebrico, da1 fascio di 
si pub riportare di nuovo ai particolari aggruppamenti P l .  . . PiAA1 di punti di C: donde 
segue che un elemento unito di quel fascio dovrà contare sempre tante volte quanti sono 
i particolari aggruppamenti da cui proviene, - Un' osservazione analoga si pub fare 
spesso. 
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2k(m-k)$k-i=(m-k+1)(i~i-k)x~k-, + k ( k + l ) [ ( ~ ~ l ) ~ + ~ ] + ~ _ ~ ) y ,  

Da esse si trae successivamente: 

. . . . . . . . . . .  
e per ultima (*): 

che è appurito la formola cercata, la quale pub servire a determinare y in  
funzione degli altri caratteri n, m, k,  v ,  z. 

Riguardo agli ultimi due converrà tener presente che quando fosse k = Y, 

cioè i gruppi dell'involuzione non stessero in spazi inferiori al10 spazio di C, 
si dovrebbe porre v = O ;  e che il simbolo x rappresenta il nurnero di quei 
gruppi che sono sirtgolavi pel fatto di contenere k + 1 punti appartenenti ad 
un Sb-,. Se vi fossero (ecceziotzulme~zte) dei gruppi più particolari, nei quali 
un numero < k + 1 di punti fossero gih legati linearmente, il modo corne 
abbiamo proceduto prova che la relazione (2) varrebbe ancora, dando a x il 

(*) Direttamente si t r w i ~ ~ b l ~ e  la &) dalle (1) inaltiplicandolc riây. yei ficttmi 
... ... ... 7i.(,n-2) . . . C I  a - k ) ;  ( k - l ) . ( m - 3 )  ( m - A ) ;  ...; ( A - i ) i !  ( m - i - 2 )  ( 1 1 2 - I r ) ;  ; 

2 (R - 2) ! (712 - IL) ; (7: - 1) I ; e p i  sommandole e dividende per (k + 1) 1 
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significato di una somma nella quale entrerebbero con determinati coefficienti 
i numeri di quei gruppi particolari dell'involuzione. I n  altri termini si pub 
ritener sempre valida quella formola conservando a z il significato primitivo 
come numero dei gruppi singolari prima nominati, purché in esso si com- 
putino convenientemente, cioè con le debite multiplicità, i gruppi eccezionali 
suddetti. 

Si osservi anche, riandando il ragionamento fatto, che esso non esige cbe 
la oo' dei gruppi di m punti su C sia un'involuzione, vale a dire che un 
punto individui il gruppo che 10 contiene. Se ogni punto di C fosse su p. 
gruppi non vi sa.rebbe evidentemente altro da modificare che la 1.' e la 2." 
delle relazioni (1), nelle quali i termini contenenti l z  dovrebhero esseie mol- 
tiplicati per p (sarebbe cioè da porsi x,=np). Dunque anche nelle (1') e 
nella (2) vi s a r i  solo da scrivere n p  in luogo di 1%. Ma invece di far cib, a 
noi converrà rilevare questo: che la formola (2) vale anche per un'involu- 
zione su una curva C mzcltipla, purchè con s'intenda l'ordine di questa 
curva tenuto conto della sua multjplicità (ci08 moltiplicato per ,u ne1 caso che 
C sia ppla). 

51. Introducendo il genere p della curva C ed il genere TT dell'involu- 
zione, cioè della ool di gruppi di m punti di C, noi abbiamo pel numero y 
dei punti doppi l'espressione (na0 40): 

valida anche ne1 caso che C sia multipla, purchè allora p ne rappresenti il 
genere come curva multipla. 

Dalle (2) e (3) eliminando y si trae la formola generale 

nella quale pure converrà ricoidase che n e p indicana 'l'ordine ed il genere 
della curva C tenuto conto della sua multiplicit~à. 

52. Questa forrnola (4) è molto importante e dà luogo a vaii corollari 
fecondi. Rileviamo subito il caso particolare che è essenziale per la teoria. 
delle serie lineari, quale sarà svolta ne1 seguito; cioè quel10 in cui i gruppi 
di m punti dell'involuzione si compongono in generale di punti linearmente 
indipendenti, vale a dire appartengono in generale a spazi ,Y,,-,. Sarà allora 
k = m - 1 ; sicchè la (4) diventa: 
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In particolare se quell'involuzione è raxiotzale, ossia è una serie lineare gk sarà: 

53. Quando i gruppi dell'involuzione considerata su C non s t i a n ~  in ge- 
nerale in spazi inferiori a quello di  questa curva, cioE X. = r ,  si deve porre 
(n.' 50) v = 6. Con cib la (4) diventa: 

ed esprime il numero dei gruppi dell'irivoluzione che contengono r + 1 punti 
posti in un iperpiano. 

Ora s'imagini che la curva C rappresenti una serie lineare qualunque g;; 
di un ente algebrico di genere p su1 quale esiste l'involuzione di grado nt e 
g-enere x. 1 gruppi dell'involuzione di C chc contengono r + 1 punti posti i n  
un iperpiano sono i gïuppi che hanno Y + 1 punti posti in un gruppo della gr,. 
Dunque la formola (7) dà il numero dei gruppi d i  Y $ 1  punti dell'ente nl- 
yebrico di gettere p conzutzi ad utza y; (cioè a gruppi di questa) e ad un'i?z- 
voluzz'one d i  yrado m (> r )  e geneve n: s'intende, ne1 caso (generale) cbe il 
numero di quei gruppi non sia infinito. - Per  ?r = O la (7) diventa: 

la quale assegnerà il wunlero dei gruppi di Y $- 1 punti conzzuzi ad utsa 9:; 
ed una 9;. - (*) 

Si noti che il teorema ora enunciato relativo alla formola (7) abbraccia a 
sua volta quello espresso dalla formola più generale (4). Basta applicarlo so- 
stituendo alla 9;; la gfl, che d a  curva C è segata dagl'iperpiani passanti per 
un allora il nurnero dei gruppi di k + 1 punti comuni a qiiella gt ed 

all'involuzione di grado m sarà rappresentato da ( k ~ l ) V + . z ,  ove a Y e t 

si dia d i  nuovo il significato generale che avevano ne1 n." 51. 

(*) Tlelle R i c e ) ~ h e  di geomelria sztlle curve alqebriche ( I L~  8)  il si$ C . i s ~ i r ~ ~ u o v o  ri- 
ti-ova per a l t ra  via (servendosi della formola data qui al n.O 42) la  foimola (8). - Nella 
Nota: Cu'nppZicnzione delln geonzeirin efzzanerativa nlle curve algebriclte (Rendic. del Cir- 
colo Mat. di Palermo, tom. 3, 1889) egli assegiib piii in genernle il iiiimero dei griippi di  
1- + 7.' yunti comuni ad  una y; ed una g:. 
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$ 14. Serie complete e curve normali. Serie residue. 

54. Un altro teorema fondamentale sulle serie lineari, d'indole più ele- 
mentare che quel10 del paragrafo preced., è il seguente: Se sopra ula ente al- 
gebrico due serie lineari d'ordine n hanno un gruppo (di lz puntl;) comzine, 
esse solz contenzcte in una stessa serie lifteare d'ordine lz. 

Il concetto della dimostrazione consiste ne1 rappresentare l'ente algebrico 
con due curve, in corrispondenza univoca, imagini delle due serie (*), e quindi 
con la rigata luogo delle rette congiungenti i punti omologhi di quelle curre: 
dalla quale poi si deduce una terza curva che rappresenta una serie linearc 
contenente le due date. 

Consideriamo anzitutto il caso di due serie g;, g:: prive di punti fissi. 
Saran rappresentate da due curve (semplici O multiple) 7, d'ordine rt ,  ap- 
partenenti risp. ad Sr, S,.-, e in corrispondenza biunivoca fra loro. Suppor- 
rem0 quei due spazi indipendenti, cioè congiunti da un Sr+,,+,. Il gruppo 
di n punti comune alle due serie l inea~i sarà rappresentato su 7, y' da duc 
gruppi omologhi di la punti posti risp. in un Sr-, ed in un Sv.-,. Condotto 
per questi due spazi un iperpiano (S,+,J), che non contenga nè YS, nè 1' Sr,,  
esso segherà la rigata d'ordine 2 n  luogo delle congiungenti i punti omologlii 
di y, y' in n generatrici (le congiungenti quei due gruppi omologhi di puntj) 
e poi ancora in una curva direttrice d'ordine n, -/". Sulla rigata, consideratn 
corne imagine dell'ente algebrico (cfr. la seconda nota al n." 23) le due serie 
y;;, 9; (serie d i  gruppi di generatrici) son segate dagl'iperpiani passanti risp. 
per Sri, Sr: quindi anche sulla curva le stesse serie (di gruppi di punti) 
son segate da quegl'iperpiani; e perb saran contenute nella serie lineare d'or- 
dine n che è rappresentata da y", cioè che è segata su questa curva da1 si- 
stema di tutti gl'iperpiani. 

Poniamo ora che una almeno delle due serie abbia punti fissi. Possirirn 
supporre per brevità che nessuno di questi sia fisso per entrambe: altrimenti, 
dimostrato il teorema per le serie che si avrebbero dalle date astraendo dai 
punti fissi comuni, rimarrebbe evidentemente provato anche per le serie pri- 
mitive. Siano Ic i punti fissi della serie y', e k' quelli della y:. Le due serie 
saran rappresentate da unlt curva -/ d'ordine at- k: di S, con E punti fissi A 

(%) Le serie si posson siipporrc entrainbe infinite: i n  caso opposto la p~oposizione 
sarebbe evidente. 
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e da una curva y' d'ordine 11 - X;' di S,f (epazio che assumeremo di nuovo 
indipendente da S,.) con Ii punti fissi B'; gli omologhi A' dei punti A su 7' 
saran distinti dai punti B', e cos1 gli omologhi B su 7 dei R' saran distinti 
dai punti A. II gruppo di n punti che si suppon coinune alle due date serie 
ljneari si comporrà dei lu $- k' punti fissi rispettivi e di altri n - k- k' punti: 
siano C e Cf i punti imagini di questi ultimi risp. su y e y'; per essere quel 
gruppo di n punti nella g;; dovranno i punti B e C, che coi punti fissi A rie 
costituiscono l'imagine su 7, essere in un Sr-,, e similmente i punti A' e Cr 
di -/' saranno in un Sv,-,. Indichiamo risp. con cc ,  b ,  c le rette congiungenti 
i punti omologhi A e A', B e B', C e C' delle due curve 7 e y', vale a dire 
le rette che. sono imagini dei tre gruppi di punti dell'ente algebrico sulln 
rigata luogo delle rette congiungenti i punti omoloshi di 7, ?'. Questa rigata 
è d'ordine 2 n - k - k'; e su essa la serie g:; si compone delle k generatrici a 
fisse insieme coi gruppi di n - k.. generatrici vnriabili poste negl'iperpiani che 
passano per Sv!; e la serie 9;;' si compone delle 1:' generatrici b fisse insieme 
coi gruppi d i  n - k' generatrici degl' jperpiani passanti per ,!Y,. . Ora un iper- 
piano passante per 1' Sv-, dei punti B e C e per 1' Sv.-, degli A' e C' (ma 
non per S, nè per Sr.) sega la rigata secondo le ? a  - 1; - I,.' generatrici c e 
secondo una curva direttrice d'ordine 11, ./", passante per i punti B ed A'; e 
su questa nuova curra quelle due serie saranno segate completamente da que- 
gl'iperpiani passanti risp. per Sr! (e quindi pei punti fissi A') e per Sv (e 
quindi pei punti fissi B): sicchè le serie y:;, g;: staranno nella serie d'ordine n 
che su y" è segata da tutti gl'iperpiani (*). 

5 5 .  Da1 teorema fondamentale cos1 dimostrato seguono immediatamente 
corollari importanti. 

(y Sapendo clle l e  due ser ie  son contenute in una s tessa scrie liiieare si pub subito, 
grazie a d  un'osservazione fatta al ne0 25 iiitorno alle serie lineari contenute in una scrie 
lineare, e bassndosi su una nota proposizioile relativa alle intcraezioni di spazi, ecc., pre- 
cisarc di più il  nostro teorema cosi: S e  u n s  9; ed  una gn liani10 comuni pwcisamente oo' 

gruppi di n punti, cioè una y: (i 2 O ) ,  e son contenutc in una seric d'ordinc 21. e dimen- 
sione t e non minore di t, s i  ha t + i = 1- + r'. 

Qui rileviamo corne 10 stesso concetto che lia servit0 a dimostrare il teorema fon- 
damentale di questo n.O 54 possa servire  p e r  stabilire l'analogo teorema relativo a diie 
serie lineari di M k - ,  sopra una a&, qualuique sia 8 :  s i  r icorrerà  cioè a m o r a  alla va- 
r i c t i  delle ret tc  congiungenti i punti omologlii di duc hlk in corrispondcnza biunivoca f ra  
loro. Cosi pure  l e  conseguenze che da quel teorems fondamentale t rarremo nei n.' succes- 
sivi hanno le  analoghe nella geometria SU una ilIk rlualanque. 
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Se due serie lineari d'ordine n hanno un gruppo (di n punti) comune, 
O l'una di esse star& nell'altra, O entrambe staranno in una serie lineare d'or- 
dine n di maggior dimensione. Segue che se chiamiamo (come al n." 26) corn- 
pleta (O normale) una serie lineare d'ordine n quando non sta in una (dello 
stesso ordine e) di maggior dimensione, e parxiule od incomplets ne1 caso op- 
posto; sar& certo parzia,le una serie che abbia comune un gruppo con un'altra 
senza contenerla tutta quanta; in altri termini una sere cornpleta contiene 
ogni serie con cui abbia un gruppo comune. In  particolare due serie complete 
uventi un gruppo comune (e quindi dello stesso ordine) coincidono. 

Se un gruppo di n punti, O piii in generale una serie y,, non costituisce 
una serie completa (in particolare una gn cornpleta), starà in serie lineari 
d'ordine n di maggior dimensione. Ma siccome questa dimensione non pub 
essere maggiore di n (n." 29), fra quelle serie contenenti la data ve ne sarà 
àlmeno una che non è più contenuta in una serie di maggior dimensione, ossia 
che è completa. La proposizione ultima ci prova che ve ne sarà una sola. 
Yale a dire è ben determinata ecZ mica la serie cornpleta d'ordine n cke con- 
tiene un dato grzappo d i  n punti, O una data serie lineare d'ordine ta: s'in- 
tende che quella serie cornpleta potrebbe anche ridursi ad un sol gruppo, cioè 
~d una g:. 

56. Se una serie lineare y; è cornpleta, è tale anche la serie dei resti 
(se ne esistono) di k punti fissi risyetto ad essa.: vale a dire se k punti fissi A 
stanno precieamente in OOP gruppi (p  t O) cioè in una g; della 9; (sicchè 
p 5 r - k), la serie lineare fi,-, costituitn da quei gïuppi dai quali si tolgano 
i k punti A è cornpleta (*). Invero, posto che quest'ultima serie stia in una y:-,, 
ove p' 2 p ,  aggiungendo a questa i k. punti A come punti fissi si avrà una fiL' 
che ha comune colla g', la y; su nominata; e quindi, poichè la g,i si suppone 
cornpleta, essa conterrà (n? 55)  la gi. Dunque nella 9;; vi sono o c p '  gruppi 
contenenti i punti A, sicchè p' r p ;  onde p' = p: sicchè la serie y t ,  non B 
contenuta in una di maggior dimensione. 

Non è escluso che sia ,G = Y ,  cioè 'he i k punti A sian comuni a tutti 
i gruppi della serie data. 

57. 1 teoremi precedenti (n.' 55 e 56) si possoiio enunciare in altro modo, 

(*) Dehbo qucst'osservazione, come pure  l'applicazione che lie faremo a.1 ri." 77, al 
sig. CASTELNUOVO; il quale nell'autunno del 1890 mi comunico gentilmente, per  uso del 
mio corso, qualche aggiunta O peifezionamento alle sue Ricerche di geometria sulle cuîve 
algebriche. 

Annali di Matematica, toiiîo XXII. 14 
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considerando in luogo delle serie lineari le curve imagini, le quali son normnli 
se le serie son complete (ne0 26). Avremo (*): 

Due curve d'ordine n in corrispondenza biunivoca tale che ad una par- 
ticolare sezione iperplanare (gruppo di n punti) dell'una cosrisponda una se- 
zione iperplanare dell'altra son projezioni di una stessa curva d'ordine n. Se 
le due curve date son normali, la corrispondenza nominata sarà projettiva 
(una collineazione). 

Le  curve normali d'ordine n di cui una data curva qualsiasi del mede- 
simo ordine è projezione sono tutte projettive (collineari) fra loro. - 

Projettando una curva normale d'ordine r, appartenente ad Sr da Jc suoi 
punti qualunque, ciob dallo spazio che li congiunge (la cui dimensione sarà. 
11 r k-1), sopra uno spazio duale di questo (ciciè di dimensione F=Y-?~-  l), 
si ottieiie una curva (d'ordine n- k) normale. 

58. Sia data sull'ente algebrico una serie lineare completa y;. 1 resti 
(supposto che ne esistano) di un dato gruppo di n punti G ,  rispetto ad essa 
formano (na0 56) una serie lineare completa g:,, ove n + n'=IV. E similmente 
i resti di  qualunque gruppo G',. di quest'ultima serie rispetto alla gN forme- 
ranno una y; compleba; la quale dovra contenere G,  e perb sarà sempre la 
serie completa individuata (n." 53) da questo gruppo. S e  ora consideriamo i 
resti (sempre rispetto alla y:) di un altro qualunque gruppo di questa y;, essi 
formano una y,! completa che contiene il gruppo Grn* e quindi coincide colla y:;:. 
Dunque non solo ogni gruppo della y; ed ogni gruppo della gz, saranno resti 
l'un dell'altro rispetto alfa y:; ma ciascuna delle due serie abhraccia tutti 
i resti di un gruppo qualunque dell'altra, rispetto alla y$. Le due serie gz, g::, 
si dicono residue rispetto alla g;. F r a  gli ordini passa la relazione n + n' =A'; 
e quanto alle dimensioni quella di ciascuna delle due serie dà l'indice d'in- 
finità dei gruppi della y; che contengono un dato gruppo qualsiasi dell'altra. 

Se  la y$ è rappresentata da una curva normale d'ordine N di SR, ab- 
biamo che su questa curva i gruppi della 9; appartengono n spazi SR-,..-, e 

(*) Si noti che queste proposizioni, e cosi a l t re  clic incontreremo in segoito, val- 
jono anclic, pcl modo corne son dedotte (cioé trasportsndo yisultati relativi a serie li- 
iieari, che possono essere  composte), per  cuwe ~nultiple. Cosi quando si projetta, una curvs  
su uno spazio inferiore pub darsi che essa s ia  projettata pi; volb, cioe che la projezionc 
s ia  nna curva  multipla. Le nostre proposizioni varranno anche allora, purchè,  al solito, 
s i  tenga il dehito conto della multipliciM ne1 valutar  l'ordine delia curva, nella conside- 
razione delle corrispondenze, ecc. 
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quelli della y 2  a spazi e che due spazi determinati risp. da gruppi 
delle due serie stanno sempre in un iperpiano SR-,. 

59. Una questione inversa, almeno in parte, a quella delle serie residue 
è quella della serie somma (*). Siano date sull'ente algebrico due serie lineari 
qualunque g;, y:,. Presi in esse risp. due gruppi G,, G',?, si consideri la 
serie cornpleta 9% d' ordine N =  in + n' che è individuata da1 gruppo somma 
(cioé jnsieme) di quei due. Rispetto a questa nuova serie saranno residue 
(n." 58) le due serie cornplete d'ordini n ,  n' individuate risp. dai gruppi G,, 
Gr,#: serie che contengono risp. g; e gs. Dunque ogni gruppo di g; ed ogni 
gruppo di g;, presi insieme dànno sempre un gruppo di N punti della 9:. 
Esiste quindi una serie lineare d' ordine N=n + n' che contiene tutti i 
gruppi sgmmn di un gruppo della g;, con un gruppo della gn,. - La minima 
serie lineare d'ordine N cos) fatta è quella che il sig. CASTELNUO~O (100. cit.) 
chiama serie somma di g; e 95 .  1 gruppi somme dei gruppi di queste due 
sono mr+r1: ma essi non costituiscono in generale una serie lineare. La di- 
inensione della serie somma sarà dunqiie s r  + r'. 

Dalla definizione della somma di due serie si passa subito a quella della 
somiiia di pi& serie lineari, corne pure delle serie ~nultiple di una serie lineare 
data: iiozione fondamentale per alcune importanti ricerche (**). 

CAPITOLO III. 

5 15. Le serie segate su una curva piana dalle curve aggiunte. 

60. Ne1 Cap. preced. abbiatno studiato delle proprieth generali delle serie 
lineari, indipendentemente dalla cûstruzione effettiva di queste. Per tale costru- 
zione, da cui poi Çaremo discendere l'esistenza di serie con dati caratteri, con- 
viene ora che ricorriamo alla rappresentazione dell'ente algebrico con una eecrvu 
pia~aa semplice. Questa curva potremv supporla dotata di sole singolarità or- 

(") Cfr. CASTELNUOVO: Sui multipli di una serie heure di gruppi di punti apparte- 
nente ad una cuwa algeb~ica (Rendic. Circ. mat. di Palermo, 1893), n.@ 1. 

(**) V. specialmente il lavoro citato nella, nota preced. - Cfr. anche, per la questione 
del massimo genere di un ente algebrico contenente una g: (questione che si  trat ta ap- 
punto considerando i successivi multipli di questa serie) 17ultima parte delle Ricerche, ecc., 
del CASTELNUOVO e la Nota de1 prof. BERTINI: Intorno ad alcuni teoremi della geometî-in 
sopra zcnn curvn algehrica ( M i  della R. Acc. di Torino, tom. 20, 1890). 
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dinarie (punti multipli a tangenti distinte); poichè, se già non fosse, si pub 
render. tale con un numero finito di trasformazioni quadratiche del piano (*). 

Indichiamo con s in generale la multiplicità di un punto singolare per 
la curva piana y d'ordine m (cosicchè le somme rispetto ad s che avremo da 
considerare si estenderanno a tutti i punti multipli di y). Dicesi curva ag- 
giunta (**) di y ogni curva che in ciascun punto multiple, ,s-plo, di y abbia 
la multiplicith s - 1 almeno. h chiaro che uoa serie lineare segata su y da 
un sistema lineare yualzcnque di curve si pub intendere staccata da un sistema 
di cuwe aggiunte, bastando aggiungere a tutte le curve del sistenia primitivo 
una curva aggiunta fissa (ad es. la l.a polare di un punto rispetto a y) per 
mutarlo in un sistema di curve aggiunte, che all'infuori di nuovi punti fissi 
segherà su y la serie lineare primitiva. 

61. Le curve aggiunte di y d'un dato ordine Z (abbastanza grande) fur- 
mano un sistema lineare che sega su y una serie lineare y;, di cui vogliamo 
determinare (per quanto si pub) i caratteri. 

Anzitutto la dimensione IL di quel sistema lineare di curve aggiunte sa&: 

ossia, introducendo il genere p di -/ che vale (n." 38) 

Nella (l), e quindi anche nella (1'), il segno d'uguaglianza varrebbe se le 
condizioni che i singoli punti multipli di y impongono alle aggiunte d'ordine 1, 
pel fatto che in un punto s-plo di 7 queste curve devon avere un punto 

(*) V. i lavori citati al n.O 38 del sig. MOETHER (Matli. Aiin., tom. 9 e 23); c del 
sig. BERTMI (la cui dimostrazione geometrica è di una notevole semplicità). 

Si potrebbe anzi - ma cib non occorre per noi - riferire biunivocamente l'entc 
dgebrico O la  curva piano ad una curva piana che non abbia altri punti multipli che 
nodi. Anche di questa proposizione é stata data una dimostrazione geometrica semplicis- 
sima da1 sig. BERTLYI (Dimostrarione di ttn teorema sulln O.asfomaziow delle c w v e  dg+ 
b7-iche, Rivista di Mat., tom. 1, 1891). 

(**) Cfr., anche pel seguito, la Memorin BRILL-NOETHER. 
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s(s - 1) 
(s - 1)-plo, fossero tutte distinte e quindi in numero di 2 ).  1n easo 

opposto la differenza fra il 1.' membro IL ed il 2." di quelle disuguaglianze 

( '''a l)) condizimi sono conseguenza delle ri- esprimerà quante fra quelle 2 

manenti (indipendenti fra loro). - Ponendo 

E = t ~ - 3 + a ,  

la (1') si potrà anche scrivere cosi: 

Se  1 < m, ossia a < 3, non vi saranno ne1 detto sistema lineare d'or- 
dine 1 curve che contengano y ;  sicchè la dimensione r della serie segata su y 
da quel sistema sarà (n." 13) la stessa che quella del sistema, vale a dire 
Y = h. Se invece 1s nz , ossia a z 3, r i  saranno c i m e  aggiunte d'ordine 1, 
cioè curve del sistema, spezzate nella curva y ed in una curva (qualunque) 
d'ordine Z- ln, ossia u - 3 ; e saranno (quante le curve piane di ta1 ordine, 

cc(%-3) cioè) oot, ove t = 
2 

Dunque (n." cit.) la dimensione 1. della serie 

lineare sarà in ta1 caso 
r = h - t - 1 ,  

espressione che coincide con Y = h per a = 1, 2, cioè per 1 = 112 - 2, m - 1. 
In  conseguenza introducendo r nella (1") potremo dire che: la dimensione Y 

della serie lineave segata su y dalle curve aggiunte d'orditle 2 = nz - 3 + a ,  

quando quest'ordine è 1 r nz. - 3 è 

CC (CC - 3) r s m u +  
2 -t-P-4 

e quando invece è 1 )  m- 3 

r>tna+p-2 .  

Quanto poi all'ordine n della serie medesima si ha semyre evidentemente 
(togliendo le intersezioni che cadono necessariamente nei punti multipli di y ) :  

ossia, introducendo p con la (2): 
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62. Dalle (3 a), (3 b) e (4) segue che per la g; segata su y da1 sistema 
di tutte le sue aggiunte d'ordine 1 si ha: 

n-r<p se l n z - 3  ( 5  4 
n - r r p  se 1>1î.t-3. (3 1) 

63. Dall'esistenza che cos1 é provata d i  serie lineari y:, per le quali 
n - r r p, osservando (n.' 29) che n - r 3 O ,  si trae p 2 O: ossia i l  gettere 
d i  un ente algebrico (irriduttibile) è sernpre > 0. 

Se poi è precisamente p = O, si trae f i  - r = O, e quindi (n." cit.) che y 
è razionale: proposizione inversa di quelln del n." 34. Dunque gii enti alge- 
brici di genere zero sono gZi enti razionabi. 

64. La formola (1") per k prova che curve aggiunte a y cli un dato 01. -  

d i m  1 > m - 3 esistono sempre (se m > 2). 
Quanto alle nggiunfe d'ordine m- 3, per esse quella formola (1") dà 

h 2 r) - 1, sicché ne esisteranno certo se p r. 1. Per p = O non ve rie sono, 
giacchè altrimenti renderebbero negativo il valore di n dato dalla (4). Per 
p = 1 ve n'è una sola, perche la (4)  dà n = O, e perb quelle aggiunte (cioh 
i gruppi che esse segalio su y )  non posson essere infinite. - In generale le 
curve aggiunte d'ordine m-  3, O, corne diremo più brevemente (secondo 
l'uso), u le q, n di y segano su questa curva una serie lineare d'ordine 2 p  - 2 
e di dimensione r 3 p - 1 ; la quale, se p > 1, sarà rappresentata da una par- 
ticolare curva (d'ordine 2 p  - 2 appartenente ad S, ove r 2 p  - 1). Vedremo 
poi che è precisamente r = p - 1. 

65. Ogni serie lineare g$ si pub staccare su y mediante curve aggiunte 
di un certo ordine 1 (n." 60): vale a dire i suoi gruppi Eono resti di certi 1; 
punti fissi rispetto alla y; che è segata su y da tzctte le aggiunte d'ordine 1. 
Si ha dunque: 

n l = n - k ;  

e, supposto che la  gz, sia ccor/cpleta, e quindi comprends tutti quei resti, 

Dunque : 

In  base al n.' 62 otteniamo cos1 la seguente proposizione. Per ogni y);, cowl- 
pleta d i  u n  ente algebrico d i  genere p si h a :  
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e se poi, riferito l'ente ad una curva piana d'ordine m, lu s e ~ i e  si pub stac- 
cure su pes ta  mediante utt sistema lineare d i  curve y (aggiunte d'ordine 
m - 3), sarà: 

n - r < p ,  ossia r > n - p .  

Al n.' 55 abbiam visto che un gruppo di n punti dell'ente algebrico, od 
in generale una serie lineare d'ordine n ,  sta sempre in una serie completa. 
ben determinata. Ora potremo aggiungere che la dimensione di questa seric 
completa è 3 r t - p ;  sicchè la serie completa d'ordine n determinata da uii 

dato gruppo di lz punti sarà certo infinita quando n >p. 
Il teorema precedente ci dà pure che: per le czirve norrnali d'ordine n 

e genere p uppartenenti ad Sr si ha n - r e p ,  ossia r s n -p. 
Sia che ci riferiamo alle g;; conzplete, ovvero alle curve d'ordine n di ,y,. 

riorwdi, avremo in particolare che: se p = O sarà Y = n ;  se p = 1 sarh 
Y = n - 1, non potendo essere r > n - 1, cioè r = n ,  altrimenti (na0 29) I'entc 
sarebbe razionale. 

66. Una serie lineare d'ordine n e dimensione > n - p  presenta, corne 
vedremo, delle particolarità che riguardano anche i suoi gruppi, e quindi le 
serie lineari minori d'ordine n in essa contenute. Percib noi chiameremo spe- 
ciali tutte le serie lineari d'ordine n (in particolare i gruppi di n punti) con- 
tenute in serie d'ordine n e dimensione > n - p .  Se una serie speciale & 
completa, la sua dimensione sarà certo > n -p. 

1 resti di k punti qualunque rispetto ad una serie speciale completa y;; 
(anche se fra quei k punti vi sono dei punti fissi di questa) formano una serie 
cornpleta (n." 56), che è ancora speciale, perchè d'ordine n - k e dimensionc 
r r - k > n - k -p. Ne deriva che se una serie speciale (completa O no) 
ha punti fissi, sarà speciale anche la serie che rimane astraendo da qiiesti. 

Diremo anche speciali le curve imagini di serie speciali. Le curve spe- 
ciali d'ordine n e genere p saranno dunque quelle che hanno spazi normali 
di dimensione > n -p. 

Per  una g; completa non speciale, od una curva normale non speciale 
d'ordine n appartenente ad Sr, sarà r = n -p. - 

Per  p = O e p = 1 non vi sono serie lineari speciali O curve speciali 
(v. la fine del n." 65). Per  p > 1 invece abbiam visto (nao cit.) che si otten- 
gono serie lineari speciali staccandole su una curva piana mediante sistemi 
lineari di eurve y. Dirnostreremo presto (S 17) che in questo modo si posson 
ottenere tutte l e  serie speciali. - Prima pero sarà utile che esaminiamo la 
cosa per una c l ~ s s e  speciale di enti: quelli iyerellitticz. 
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$ 16. Digressione sugli enti ellittici ed  iperellittici. 

67. Gli enti algebrici sui quali esiste una serie lineare y:, vale a dire 
(n." 30) un'involuzione razionale di 2.' grado, diconsi iperell i t t ici  (*). Chia- 
niando À il parametro (O funzione razionale dell'ente algebrico) che è in cor- 
rispondenza biunivoca con le singole coppie dell'involuzione (parametro clie è 
determinato, a meno di una trasformazione lineare), la corrispondenza (1, 2) 
che si avrà fra À ed i corrispondenti punti dell'ente trae ( n . O  22) che le 
coordinnte di questi punti si potranno esprimere sotto la forma: 

xi = A&) + ~~(i)im, (1) 

essendo le A ; ,  Bi ed R polinomi in 1. Si pub supporre che RO,) non abbin 
radici doppie : d o r a  l'equazione 

R(1) = O ,  (2) 

darà gli elementi di diramazione della y: ossia i punti doppi di questa. Se 
l'ente algebrico ha il genere p, i punti doppi della gé sono (na0 33) 2 p  + 2;  
e tale sarà dunque il grado del polinomio RQ), supposto che À =  cw, non cor- 
risponda ad un elemento di diraniazione, ne1 qua1 caso invece il grado di R 
si ridurrebbe a 2p + 1. 

Viceversa sian date comunque delle espressioni della forma (1). Da  essa 
sarà definito un ente iperellittico ne1 quale le singole coppie di una gé (coppit! 
provenienti dalla ' bivalenza del radicale quadratico clie compare in quelle 
espressioni) corrispondono biunivocamente ai valori del parametro A ;  purchè 
perb, ne1 cas0 particolare in cui un gruppo generico di valori delle z; si ot- 
tenga dalle (1) non per un sol valore di 2 ,  ma per nz valori, si consideri 
come putrto dell'ente non il solo insieme delle xi ma l'insieme di queste e di 
2 u z  valor corrispondente di h (cioè si conti m volte, ossia come m-plo, l'ente 
descritto da1 gruppo delle xi) (**). 

(*) Ad esempio per  11 = 2 esiste sempre iina 9;: la, serie stacc,zta sulla curvn piaiin 
dalle y (Y. n." 64); sicchè ogni ente ch' genere 2 é iperellitlico. 

("%) Del resto è facile vedere che ne1 caso particolare in cui le (1) definiscano nou 
una corrispondenza (1, 2) m a  invece una c ~ r ~ i s p o n d e n z a  cm, 2 ) ,  con m> 1 ,  fra il para- 
ruetro X (ossia un ente razionale) ed il puilto di un ente algebrico, questo (non pïii 
contato n2 volte, come sopra, ma rigusrdato coine semplice) sarh ~.azionaEc: vale a dire 
é razionale un aggruppamento dei punti A (di nri ente rqzionizle) ad  lit nd 112 quando ogni 
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Dalla rappresentazione (1) degli enti iperellittici segue subito (n." 22) che 
per l'equivalenza di due enti iperellittici di genere p ,  cioè perchè si possa sta- 
bilise fra essi uiia corrispondenza biunivoca, è sz@ciente che eritro le rispettire 
involuzioni y: abbiano gli stessi birapporti i 2 p  + 2 elementi di dirarnazione, 
cioi? che ahbiano gli stessi birapporti le radici delle corrispondenti equazioni (2). 
E questa condizionc è anche necessaria se p > 1, perchE nllora ognuno dei 
due enti contiene una soln y: (11.' 33), e la corrispondenzn biunivoca fra gli 
enti dovrà pure riferire biiinivocamente le loro gé fiicendo corrispondere gli 
elementi di dirnmaxione. Di qui, e dalla, possibilith di scebliere Bd arbitrio 
nelle (1) il polinomio R(i)  di grado 2 p  -k 2 ,  segiie che i nzodul,i (incEipa- 
d e n t 9  clel2'ente i p r d l i t t i c o  (76 yeize1.e 11 > 1 sono 2 p  - 1 : i birapporti indi- 
pendenti dei 2 p  + 2 elementi di diramszione della y:. - Se poi si suppone 
che i due enti iperellittici a cui si riferivano le osservazioni precedenti coin- 
cidano, si vede che condizione necessaria e sufliciente perchè z r n  el& i p r e l -  
7ittico di genere p > 1 umntei tn  z c m  c o w i q ~ o ~ z d e n x a  biunivora fra i suoi  1iz112ti 

rliversrr da  quella che è data clnlln gJ è che entro questa serie si possa fnre 
iina trasformaxicine biunivoca, vale a dire bilinenre, clie muti in sè il gruppo 
dei 2 p  + 2 elementi di diramazione; owia che ammetta unn trasfvrmasione 
bilineare in sè l'eqiiaxione (2). Ecc. ecc. 

68. L'ente ~lgebr ico  di genere p = 1 dicesi ellittico. Esso contiene (pcl 
n." 65) infinite y: (serie complete), le qunl i  son tnli che da unn c o p p i d i  
punti dell'ente è individuata una ta1 serie: in particolare sarh individuata 
i ina  gi dandone un punto doppio (dei 4 rlie essa lia). Ora se A ,  A' sono punti. 
doppi di due 94, la  cor~ispondenza univoca inrolutoria d i e  è determinata fra 
i punti dell'ente che forman coppie jn quella y.: che contiene ln coppia A A' 
muterh l'iina nell'altra quelle prime due 9:: donde segue che i birapporti delle 
due quaterne dei loro elementi di diramazione sono uguali. Dunqiie le infi- 
nite g.: di un ente ellittico Iianno le quaterne dei loro eleinenti di diramazione 

piinto s t a  iii 2 gruppi  dcll'a,-;riipl1~111~1ito. Iiiva-o rappreaciitan:io h sui piiiiti di  iiim ciirrn 
r,zzioiinlc noriunlc d'ordinc 9 , ~  di Sm,',,, rltiei griippi di ut punti snrniiun scgati su qiiclln 
curva d~ diin cm1 d ' i p ~ r l k m i  talc ch@ pcr  o p i  piinto dclla ~~~~~n (c quindi di &,,) l m -  
ssiio 2 ipcrpiaiii: qiiest,n vwictii  sa r i  driiiqiic di 2." classe (l'iiisiciilc dcg l ' ip r rp i~n i  tan- 
geiiti di 1111 cono di 2 . O  oïtliiic) ; e rliiinili m,ziomlc. 

Qiicst'osscrvazioii- (il cui sviliippo U in qrinlelic rclnaionc col 11.' 3 3 )  é il risiiltnto 
di una convcrsnzione nviita col si;. ~:sRIQ~-~;.s. il qiinlc piire rilci-b coi1 inc clic essa si 
p u b  iiotrvolmrnte rsteiidcrc. 

.Rnnnli di ïifntenzntiw, tomo SSIE. 15 
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tutte projettive, cioh con 10 stesso birapporto: e questo dicesi Oirqpovto del- 
1' ente ellittico; 

Ci6 premesso, il r~gioriamento che si faceva al n.' prec. per p )  1 si 
potrh nncora applicare al caso di p= 1. Avremo di niiovo che condipione 
non solo suficiente, ma anche necessaria perchè fra due enti ellittici si possa 
stabilire una corrispondenza biunivoca (e quindi infinite) B che essi abbinno 
Io s t e m  birapporto. Questo è dunque il wodzclo di un ente ellittico. Vale la 
formola 2 y  - 1 anche per p = 1. 

69. Possiam determinare facilmente ne1 cnso dell' ente iperellittico di 
genere p > 1 la costi tuzione delle sevie speciali (n.' 66 : corne i r i  notnrnrno 
le aerie speciali esistono solo per p > 1). 

Abbiasi su quell'ente una serie Iineare g:; priva di punti fissi, la qunle 
non sia composta mediante la serie O:. Sarh rappresentata da una curva d'or- 
dine n di &, semplice O multipla, ma' tale sempre che le coppie della g: son 
rappresentate su essa da coppie di punti essenzialmente distinti, eccetto solo 
i 2 p  + 2 punti doppi della 3;. L a  rigata delle congiungenti queste coppie d i  
punti sarri dunque (applicando il principio di corrispondenza ad un  fascio d'i- 
perpiani projettanti le coppie stesse; cfr. del rcsto la prima formola del n.' 50) 
d' ordine 

1 
- [ 2 n  - ( "p  + 2)]? 2 

ossia n-p- 1. Ora siccome questa r i g ~ t a  appartiene ad Sv il suo ordine 
dey' essere t - 1. Dunque : 

t z - p - 1  ? ~ - 1 ,  ossia v g n - p  (*). 

Mn una serie speciale d'ordine n O ha dimensione > tz -p ,  o i? conte- 
nuta in una serie di ta1 dimensione. Dunque sull'ente iperellittico di genere 17 
urta serie lineare speciale priva d i  punti fissi è necessaria~nente composta m- 
diante la g:: e quindi, se 'si tratta di una g;, essa 

luzione di dimensione T e d i  grado - entro l'ente 
2 

menti le coppie della y:. 

non è altro che un'invo- 

razionale che ha per ele- 

(") Segue che triin curva sen~plicc ipercllittica di genere p Iin semprc l'ordine ( 2 p  + 1. 

se è ln dimensione dcllo spazio n ciii essa appartiene, O quindi) 5 2 7  + 2; e che s e  il 
suo ordine é precisamente p + 2 13 curva é piana e le re t te  contenenti l e  coppic della y: 
formano uns  rigatn d i  1." grado,  ossia un fascio, cioè concorrono in un punto il qunle 
dunque s a r à  multiplo secondo p per  la curva. S e  la, curva è sghemba ed il suo ordine 
ha il valor minimo p + 3, essa s t a r i  su un% quadrica; ecc. 
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Sc uiia serie lineare 9;; cosi composta è c o q d e t a ,  essa deve abbracciare 
11 tutti i p u p p i  di y elomenti di quest7 ente razionale, cjoè dev'essere 1. = a . 

'2 

E riprendendo l'ipotesi che sia speciale, e quindi (perchè completa) 

'> ?t - p ,  (4) 
dalla (3) e da questa si trae: 

v r p - 1 ,  n r 2 p - 2  (9). (5) 

Queste relaziorii (5), le quali l imi tano la d imemione  e I'orditze delle serie 
speciali, varraniio poi anche ne1 caso che queste non siano complete; perchè 
valgono per le seiie complete (del10 stess70rdine e di maggior dirnensione) che 
le contengono. 

Possiamo applicarle subito alla serie lineare speciale che su uiia curva 
piana iperellittica di genere p è segata dalle y :  serie lineaie che abbiani visto 
( i i . O  64) essere d7 ordine n = 2 p  - 2 e dimensione Y 5 y - 1. Da quest7ultima 
relazione  onfi fi on tata con l a  prima delle (5 )  si deduce che è precisamente 
Y =p - 1. Quella s t e m  (5) ,  oppure la (3), ci prova che l a  detta serie non è 
contenuta in una di pari ordine e maggior dimensione: vale a dire che la 
serie è completa. Inoltre essa non ha  punti fissi, perchè altrimenti la seiie 
clie si avrebbe prescindendo da questi dovrebbe ancora verificare la (3) e 
quindi avere 17 ordine 2p - 2. Si vede dunque, ne1 cas0 iperellittico, che le y 
sono precisamente cd--' e staccano sulla curva fondamentale una serie lineare 
oompleta priva di punti fissi: la quale è composta con la g:, vale a dire non 
è altro clle lu gZE;!* costituita da t u t t i  g l i  OOP-j g w p p i  d i  11 - 1 coppie delIn g:. 

$ 17. Le serie speciali sopra un ente qualunque. 

70. Il procedimento che abbiam seguito ne1 n.O prec. per gli enti iperel- 
littici si pub estendere ad enti algebrici qualunque: solo, in luogo della rigata 
costituita dalle rette congiungenti le coppie di punti della 9: su una curva 

(*) Volendo considersro ariclie lc scrio 120,~ speciali complete cornposte con l a  y?,, per 
esse si avrk  in luogo della (4): 7 .=  ~2 - 2 1 ;  e quindi combinnndo con l a  (3) si ha, invece 
delle (5) : 1. = p ,  n = 2 p .  
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1 18 S'egre: Itatt~oduxio~ae nlla geometria 

iperellitiica, si dovrà considerare la vnïietà degli spazi che contengono i gruppi 
di unn ij$ sopra uqa curra qualunque, ricarrendo ad una formola generale 
de! $ 13. 

Suppongasi dunque die sull'ente algebrico di genere p esistano sirnulta- 
neamente due serie y;, y:,1 prive di puuti fissi, tali che sulla curva C (sem- 
plice O multipla) d'ordine qz di 8,. imagine della y; i gruppi della g:, apyar- 
tèngano in generale a y z i  Sgn-,, cioè si cornpongano di punti linenrmente 
indipendenti (sicchè m-  1 GY).  Abbiamo allora c(n.O 52): 

ove-ael caso di nz - 1 = 9. si deve porre v = O, mentre quando riz - 1 < Y 
il simbolo r.rappre9enta l'ordine della vaïietà di dimensione nt costitiiita dagli 
oo! spazi S,,-,. Qra la massima dimensione .che posaa arere Io syazio cui np- 
partiene una varieth irriduttibile di dimensione îlz e d'ordine Y è appunto, 
come si .sa, v + ln - 1. Sani dunque: 

relaziane valida .anche ne1 primo cnso. Si lia poi senlpre z 2 O. In coiisc- 
guenza la fprmola fondamentale (1) ci d i :  

\ 

92-F 2? Y. 

Segue clle pzlatzdo 12 - 1. <p i ylwppi di jmti di u m  gt., sopi.a la rut.ua d i  
genere p, ordine 12, crpparte~tente ad S,. apparteîzgono a spaxi d i  dinlensiolte 
6 nz - 2 (*). 

71. Abbiasi ora sulla stessa curva C rappresentante la LI;;, sempre col- 
l'ipotesi ?&-Y <p, una sesie lineare qualunque 9;: dimostreremo che i suoi 
gruppi Go appartengono a spazi di dimensione r & - q - 1. Invero se di 
un gsuppo GQ di quella serie si fissano q - 1 punti generici, i rimanenti 
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s o p a  un ente alyebrico semplicemenk in,finito. 117 

Q - q + 1 formano un gruppo di m a  serie lineare od; e quindi, per la pro- 
posizione precedente (nao 70), appartengono ad un SO-q-,-d,  ove d t O.  Se 
potesse il iiumero o" mutare con la scelta dei primi q - 1 punti exitro al GQ,  
si preiida per ô il minimo valor possibile. Indi fsa quei & - y  + 1 punti che 
appastengono all' iSPq- , -a  se ne prendano Q- q tali che arich7essi determi- 
niiio questo spazio, cioè non stiano in uno spazio minore (cosa che si vede 
subito esser possihile). Allora ogni altro punto di GQ insieme con quei Q - q 
ne darà Q - q +- 1 i quali apparterranno ad un SQ-.,-,- con 13'' 2 8, e questo 
spazio dovrà coincidese con quello, di dimensione non minore, determinato 
dai & - q punti. Dunque quest7 ultimo spazio? SQ-p.-,-a, contiene tutti i punti 
del gruppo Go. 

Osservando poi che una curva speciale di  genere p e d70rdine n è sempre 
psojezione di uria appastenente ad un Sr con 12 - r <p; e d7 altra parte che 
la proposizione dimostrata vale anche ne1 caso che la gg avesse punti fissi, 
come si vede applicandolrt alla scrie clle rin~nrrebbe astraendo da questi; pos- 
sianlo enunciasla cosi: S u p a  ztnu czwra specinle i gwypi d i  p w t i  di tula 

serie li~leare q u a l z q u e  y4 stanno i~z s p x i  d i  dintensio~ze r Q - q - 1. 
È questo il leinim dit cui dedurrerno tutte le principali proprieth delle 

serie speciali: esso è dovuto al sig. CASTELNUOVO (*). 
72. Anzitutto applicliiarnolo al caso che la serie gg non sia altro che 

la 9;; speciale segata su uria curva speciale di genere p ,  ordine n ,  di &, 
dag17iperpiani SI,.-,. 1 suoi gruppi dovsanno stare in spazi di dimensione 
EG n - Y -  Q mentre qyartengo~zo a qiiegli Sr-,. Dunque sa& .lz - 7 . -  1 s: r -  1, 
ossia. 12 2 21.. Per clna serie 1ineat.e speciale g:;, O per t m  cul.va speciule d'or- 
dine IZ di Sr, si ha s e q w e  

n s 2 r .  0) 
Se la serie liiieare speciale avesse punti fissi, la (1) varrebbe per quella che 
se ne otterrebbe astraendo da questi; e quindj, a maggior ragione, per la 
serie primitiva. 

73. Da questo teorenla segue che lu senk speciale segata su utza czwvu 
yiuna dalle s21e y (n.' 64)  è precisamente di climetasiotze p - 1, coi 2 p  - 2 
punti tutti varinbili, e completa. Poiohè, se, astraendo da n: punti fissi, essa 

(x) .Rico.che ùi geona., ecc., 11.' . l4.  Fr3 i pcrfezio~lauenti di quel lavoro (ücceniiati 
qui nelin i1ota al 11.' 56) pnnsati pi dill C.LSTI~I .NU~V~ vi ern, nppiiiito l'uso piii sistcnm- 
tico di qiiella proposizione. 
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si riducesse ad unq serie speciale d'ordine 2 p  - 2  - x ,  e di dimensione 
p - 1 +y, ovvero contenuta in una del10 stesso ordine e di  ta1 dimensione; 
applicando la (1) si avrebbe: 

donde : 

74. La stessa foririola (l), applicata ad m a  serie 9:; speciale conqdeta, 
per la quale dunque: 

1*-.1t-p$- 1, 

ci dà (somlr.andola con questn, ta1 quale, oppure raddoppiata): 

precisaniente come al ii.' 69 per gli enti ipxellittici. Ed anche qui potremo 
dire che queste due relazioni (2) varranno pure, a maggior ragione, per le 9;; 
speciali parxiuli. Valgon dunque per tutte 1s y:; speciali, O le curve speciali 
d'ordine n di Sr. 

Ne segue che se r > p - 1, O se tz > 2 p  - 2 ,  ia g;;, opptwe la cuwa 
d'o~dine n d i  S,, son certo n o n  speciali; sicch? ove la serie sia comn~leta, o 
la curva sia nornzale, savit r - r. -p. 

Quindi una superficie a sezioni iperplanari di genere p, d'ordine lz > 2 p  - 2,  
appartiene al  più ad Sn-p+,; ecc. WC. 

75. Applicando il lenlma del n.* 71 ad una g&:2 sitiiata su una curva C 
di geneïc! p > 1 e d ' o r d i n e . 2 ~  - 2 clle appartenga ad 8,-,, si ha  che i suoi 
gruppi di 2 p  - 2 punti dovranno stare in spazi Sp_,, e perb saranno i gruppi 
di punti segati su C dagl'iperpiani. Ora una curva quale l a  C si ha come 
imagine della g;;jZ (n.' 73) che sopra la curva piana 8 segata dalle sue y :  
noi vediamo dunque che sull'ente non esisterb un'altra y":, che quella rap- 
presentata dalla C. Sopru z rn  ente ulgeb~ico d i  .genere p )  1 esiste znaa solu 
serie y;;:,. 

-Questa serie lineare speciale si pub chiamare la. serie catzonica, e ca~zo- 
nici i suoi gruppi d i  2 p - 2  punti. Cod pure si posson chiamare czcrve ca- 
noniche del genere p quelle d'ordine Bp- 2 appartenenti ad Sp-,: le quali 
curve, quando rappresentano uno stesso ente algebrico, cioè quando sono in 
corrispondenza biunivocii, sono fra loro projettive (perchè rappresentano una 
medesima serie lineare). L u  geometrzct sd2'elzte algebrico d i  genere p> 1 
(geometria delle trasformazioni biraeiolznli dell'ente) eqzrivale d l G  geowetria 
projettiva delle curve canmriche di  yeneh y. 
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L a  rnppresentazione algebrica delle curve canoniclie si l i n ,  ad es., con- 
siderando una curva piana d'ordine nz 

f(x> = 07 (3) 
p sue aggiunte d' ordine nl- 3 linearmente indipendenti p(;r), vj,(x), . . . b-, (r) ;  
e ponendo: 

y0 : y i  : . . . : fi-l = CO"(.) : p(x)  : . . . : y"- i (r) ,  (4) 

per definire, con la (3), i puiiti y della curvn canonica. Questn ~ i e n e  anche 
chiamata la c w c a  delle 1, (*). 

N e t  cuso @erdl i t t ico  (n." 60) la serie canonicn b composta con la y:; ln 
cuma  canonica si riduce a d  una curva doppia, l a  ciirva (razionale normale) 
d'ordiiie p - 1 di Sp-, contatn due volte. I n  nessiin altro modo una c u r w  
cl' ordine 2 p  - 2  di Sp-, pub esser nmlt ip la:  e perb in un ente che non sin 
iperellittico l a  serie canonica non snsk mai composta, le curve canonicl-ie son 
sernplici, le rp che passano per un punto geiierico della ciirva piana non pas- 
snno di conseguenza per altri. 

$ 18. Digressione. Applicazione alle curve aggiunte  ed al Restscci'n. 

76. Gli ultimi risultati ci permettono di complet'are quelli del 5 13 rc- 
lativi alle c u r w  aggiunte. Colà avevamo otteniito (n." 61) per l a  dimensione 
della serie lineare 9;; segnta su una curvn piana d'ordine m e genere p (1% 
tutte le aggiunte di un dato ordine 111 - 3 + c/. maggiore d i  .IIZ - 3 :  

e per l 'ordine della zerie stessa: 

12 = - n l ~  + 2 p  - 2. 

PoichB quest'ordine B > 221 - 2 ( O  quella diinensione i: > p - 1) la  serie 
sasa speciale (n." 74); e per conseguenzn 

Di qui e dalla (2) si trae subito, confrontando con la (l), che in questa corne 
nella (3) vale il segno d'iigiiaglianzn. 

(*) Corn' & noto, le forinc ?(a) si posson ariclie defiriire coinc i rliffere~zziuli di 1." spe& 
esistenti sull'ente algebrico ( p  dei quali sono linearmente inrlipendenti). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



120 S e g  v e :  Jntnxluxiotze a l la  yeonzetria 

Questo fatto, per quanto si riferisce alla (3), ci prova (tenuto conto che 
l a  serie non è speciale) che: l a  se î~ie  liizeure seyata su l la  czcrva piaîza d 'or -  
d i e  nz da t u t t i  le sue ayg iun te  d i  ulz dato  o d i n e  > nt - 3 E c o q d e t a ;  come 
gih s 'era visto (n." 73) per l a  serie segnta dalle aggiunte d'ordine m - 3. 

I l  valere poi il segno d'uguaglianzn nella (l), ossia nella (3 1) del n." 61 
per 1 > nz - 3, - come pure nella (3 u) del10 stesso n." pe ï  1 = m - 3 (que-  
st'ultimo fatto in  forza del n." 731, - dimostra [v. l'osservazione che ne1 n." 61 
fa seguito alla relazione (l')] che: per le czwce aggiunte  d 'ordine  5 7n - 3 
d i  una ctli-cu piaîza d ' o d i n e  nz i passaggi  pe i  putzti nzult ipli  d i  guestn ( s  - 1 
colte per zrn pz/tato S-plo) cost i t t~ isco~zo ~01zdizio~21: tu t te  d i s t h t e .  - Ciù non 
varrebbe più per curse aggiunte d' ordinc < nt - 3 (cfr. n." 85). 

77. L e  a g g i u d e  cli un t7ato ordine pa l zcnpz~e  (ore esistano) senano szdlri 
c w t a  piana d'ordirce n?. wau serie lineare completa. Cib è dimûstrato (n.' 73 
e 76) per le aggiunte di un dato ordine 2 in - 3, Ora dall'esser vero per 
le aggiunte di un dnto ordine minore di n z ,  ad  es. per le aggiunte d'ordincl 
î?z - 1, si trae facilmente chc vale anche per le  aggiunte di un ordine mi- 
nore, nt-  l - n ,  se esistono. Invero queste ultime curve, insieme coi1 una 
c u r m  cr. d'ordine a ,  fissata ad arbitrio purchi: irriduttibile e non passante pci 
punti multipli della cu r ra  fondamentale 7, dànno curve nggiunte d'ordiiie 
nz - 1: sicchè l a  serie lineare che esse segano su 7 si compone di resti 
degli nîlz punti d'incontro di a con 7 rispetto alla serie lineare segata su ;/ 

dalle aggiunte d'ordine ni - 1. E d  abbraccia t u t t i  questi resti, poichè ogni 
aggiunta d'ordine g r 2  - 1 che pnssi per quegli cc~n  punti dorrh contenere in 
conseguenzn. tutta ln cur ra  a d'ordinc rr, e quindi spezzarsi i n  questa ed in 
curve aggiunte d'ordine m- 1 - a .  Applicando dunque il teorema del n." 56 
avremo che,  essendo completn l a  serie datn dalle aggiunte d'ordine nt - 1, 
è pure completa quella scgata dalle aggiunte d'oïdine 112 - 1 - cl. 

78. Applicando Io stesso teorema del n." 56 a i  resti di 1; punti qualunque 
rispetto alla serie completa (ri." 77) segatn sulla curva piarin 7 dalle sue ag-  
giunte di un dato ordine avremo: L e  ciygiunte cii ulz c l a h  ordine passmzti  
per dcrti p w t i  d i  7 v i  segnno, firori d i  qzccsti (e dei pîcnti ~ ~ z ~ t l t i l d i  di Y )  111111 

s e ~ i e  Zhzeare contp2cta. 
Di qui si trae un modo per costruire l a  serie completa d'ordine n clie 

su Y è individuata da un dato gruppo qunlunque di punti G,. Si conducn 
per questo una curva siggiuntn + (il che si pub sempre fare,  prendendoln 
d'ordine abbastanza elevato), e sia Gji il resto (filori dei punti multipli cli 
della sua iiitersezione con 7. L e  aggiunte, del10 stesso ordinc di +, passanti 
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soprn un ente atgebrico senzpliceme~zte infinito. 12 1 

per G,,, segheranno ulteriormente y secondo una serie lineare completa chc 
comprende il gruppo G,: ci06 secondo la serie voluta. - Mutando la curvn 
aggiunta # muterà. G,!, anzi muterà anche n,' se cambia l'ordine di #: ma 
si otterrà sempre come risultato la stessa serie completa d'ordine n. Si ha  
cos1 (almeno in parte) quel10 che i sig.' BRILL e NOETIIER chiamano Restsatx (*), 
cioé: se due gl*zippi d i  9% pzozti sono resti O cowesiduali r i s ~ e t t o  ad ufi g t~ippo 
di 12' pzlnti ne2 senso clte fornziuo con yziesto l'intersezio~ze di y (fuori dei 
p n t i  miltiplQ e d i  due czn-ve aggiziszte, essi  sono p w e  tal i  rispetto a d  o p i  
altro resto del? wzo dei chie. 

Si vede come in sostanza questo teorcma derivi dalla proprietà fonda- 
mentale che presentano rispetto ad una curra piana -/ le sue aggiunte di un 
dato ordine di segarla secondo unn serie linenre coi~zpleta: proprietà che qui 
s 'è  dedotta, in ultima analisi, dalla formoln (6) del $ 13. Da essa poi s'è 
tratto i l  teorenzn del ~ e s t o  applicando un altro fatto essenziale (di carattere 
più sen~plice) stabilito ne1 $ 14. Il teorema fondamentale A y + Br(, del NOE- 
TEER (v. la prefazione) da cui RRILL e NOETHER traggono quel Restsntx é più 
complesso, ed adempie insicme per questo scopo ai due uRci dei $5 13 e 14. 

79. La proprieth fondamentale suddetta, di segare su y uiia serie com- 
pleta non spetta in genercile al siçtema di tzitte le curve di un dato ordine. 
È facile verificare, scriïcndo (aiialogxmente al $ 15) la, dimensione e l'ordine 
della serie y,!; e imponendo la condizione (n." 65) ?z - r r 1 1 ,  che il modo più 
naturale per arere  un sistema lineare di curve di dnto ordine 1 che seghi 
su y una serie completa. consiste nell'assoggettare le ciirve d'ordine 1 ad avere 
in ogni punto s-plo di  -/ un punto (s-1)-plo ("*). Ma anche se si considsrano 
curre aggiunte per cui un punto s-plo P di y sia, non solo (s- 1)-plo, ma 
s-plo, esse daranno fuori dei punti multipli di y una serie lineare con-~pletn: 
giacchè I'iinporre ad una curva aggiunta che abbia in P un punto s-plo anzi 

(*) AIein. cit., png. 373. 
(**) Anclic un 'd t ra  considcrnaiom p u 0  incliirrc fin dn priiicipio n dnr ln prcf(:rcnzn 

alle cnrve  agçiiinte di y p e r  l a  geovzet~ia su y. S e  s u  questa curva si sega una seric li- 
neare di dimensione abbastanza elevata mediante un sistema liiieare di curve  clie in  1111 

punto P s-plo per  y O non passino O abbiaiio un piinto semplice , doppio , . . . (s - 2)-plo , 
il passaggio di un gruppo della ser ie  lineare p e r  gli s puiiti di y che cadono in P s i  a v r à  
impoiiendo alle curve del sistema un iiuovo passaggio per  P, e quindi importer& solo 1 
condizione, O 2, O 3, .  . . O (s - 1): sicclié qiiegli s punti di y presentano particolaritii pe r  
la serie: formano un gruppo 9z~l1-o .  Percliè cih non nccntla, devc P cssére nlnieno (s - 1)-plo 
per  l e  ciirve del sistemn. 

Annali di liitlulernatica, toino XXII. 1 6 
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122 S e g  r e  : Intvoduziotle alla geonletria 

che solo (s  -1)-plo equivale ad imporle il passaggio per gli s punti di y che 
cadono in P; e quindi si è ïidotti ad applicare i l  principio del n." 75. 

Ne segue che dato un sistema litzeare o o k  d i  cuwe  piane (jrridtdtibili) 
del gevtere p deternzinato dai pzcnti base e con h intersezioni variabili delle 
curve del sistema (ossia del grado n ,  seguendo la denominazione introdotta 
da1 sig. JUNQ), su ognuna di queste le altre segano una serie lineare 
completa. Sarh dunque (n." 65) 

ed avrà luogo il segno d'uguaglianza se la serie non è speciale, ad es. se 
Î Z )  2 p  - 2,  oppure k > p i  il segno d'inuguaglianza se la serie è speciale. 
- Ora una superficie razionale d'ordine n (semplice O multipla), la quale sia 
~aornzale, è appunto rappresentata ciil piano da un sistemn lineare di cuïve c,he 
non sta in uno dello stesso ordine e grado e di maggior dimensione (n." 26), 
e che per conseguenza è determinato dai punti base (*). In conseguenza po- 
trerno dire che una superficie razionale nornlale ha per sezioizi +erplunai.i 
delle euwe nornauli. Se n è l'ordine e p il genere di queste cuive, la super- 
ficie appartiene ad od a spazi superiori secondo che le curve non sono 
ovvero sono speciali. Ecc. ("1. 

5 19. 11 teorema RIEMANN-ROCH. 

80. Ritornando al $ 17 ed al lemma (n." 71) che ivi nreramo stabilito 
e cominciato ad applicare, noi possiamo dedurne per le serie lineari specidi 
una proprietà caratteristica che dà ragione del loro nome. 

Applicliiamolo in fatti al cas0 di una serie lineare g; sopra la curva ca- 
nonica (na0 75), d'ordine 227 - 2 appartenente ad 19'-~: esso ci dice che i 
g m p p i  di quella serie statzno i~z syani d i  dimensione r n - Y -  1. Ora poiclih 
quei gruppi stanno in Sp-i, cib non avrà alcun sjgnificato se N - r % p .  MR 
se invece n - r  <p ,  ad es. se In serie è specialc e complets, e se inoltre si 

(3) Viceversa è facile vedcre, in forza del n.O 26, che iinn, superficie rnpprcsentatn 
da un ta1 sistema lineare é certo normale; perchè non pub accadcre che il sistema siri 
tale che, aggiungendogli -una curva fissa, venga a stare entro un sistema lineare di maggior 
dimensione (ed ordine) ma dello stesso grado del primitive. 

(**) V. la piia Nota: Sui sistemi lineari di czo-ue p i m e  alyebriche di yenere p (Rendic. 
del Circ. mat. d i  Palermo, tom. 1, 1887). 
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suppone r > 0,fquel fatto costituirà una particolarità per i gruppi della serie; 
giacchh Io spazio determinato da ?a punti qzinlzcnqzie della curva é 1' Sp-i se 
f i  s p ,  se no un in ambi i casi uno spazio la cui dimensione ?ton è nelle 
ipotesi attuali L= PZ - - 1. Dunque i g m p p i  di  cina serie livzenre specialo 
ittfinita cl'ordine n sono veratnente speciali, ?tel settso che tu1 gruppo qualrmpe 
d i  92 punti  dell'ente a lgeb~ico  NON sba in gelterale in una  ta1 serie (*). 

Di un gruppo di ?z punti che debba far parte di una y; speciale coni- 
pleia si potranno prendere ad arbitrio sull'ente a l  pi& n - Y  punti; giacchè 
sulla curva canonica i rimanenti Y punti dovranno stare sull' Sn-,.-, clle con- 
giunge quegli lz - r. 

81. L a  proprieth dei gruppi di una y;; sopra la curva canonica di stare 
in spazi di dimensione 5 tz - r - 1 si pub' anche enunciare dicendo che per 
essi passano mr' iperpiani SP+, ove r' 2 p  - 1 - (1% - Y), ossia : 

mentre per un gruppo generico di a punti rie passerebbero oop S'intende 
che quest'esponente, od anche r', potrebb'essere negativo e cos1 svanirebtre 
la corrispondente infinità. - Possiamo anche dire che ogni gruppo della y:; 
sta in O O ~ '  gruppi canonici, od in wr' curve rp (sulla curva piana y), valeiido 
la relazione (1); ossia che esso impolie a l  pi& n - r condizioni (invece di n) 
agl'iperpiani d i  O ai gruppi canonici, O alle y, che Io debbano contenere. 
Tali gruppi canonici, o y, ecc., esisteranno certo, vale a dire sarà. per le (1) 
1.' '2 O ,  ne1 çaso clie 12 - 1. < p ,  ad es. ne1 caso delle serie speciali cornplete. 

82. I l  risultato ottenuto si pub pïecisare meglio. Per stabilirlo arevamo 
fatto uso del lemma del n." 71, ossia, in ultirna aiialisj, di una formola del 
§ 13. Lo completeremo ricorrendo al § 14:  appunto corne per il Resisatz 
(11." 78) avevaino adoperato elementi di quei due paragrafi. 

Fissiamo come ipotesi che la serie lineare y; dei n.i prec.' sin cornpleta, 
cioè clie P. significhi la dimensione della serie c o w ~ l e t a  determinata da un 
gruppo G, di n punti ; ed inoltre .the essa sia speciale, sicchè n - r < p .  
Esisteranno allora (n." prec.) oor' resti G,! di G, rispetto alla serie canonica 
e formeranno (n." 56) una serie completa y;:; ove han luogo la (1) e 

( 8 )  Cosi la serie lineare coazpleta deteriiiimla da uii gruppo di n yuiiti presi in iiiodo 
geiierico, se n>p sari  uiia g ; - P  (non speciale), se ~ z e p  sarà la 9; che si riduce a quel 
solo griippo. 
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Ma, per le relaziorii esistenti fra le due serie complete g;;, g::, residuc rispetto 
alla serie canonica (n." 58), ogni gruppo G,l della seconda starà su wr gwppi 
canonici, e quindi applicando alla g;:, la (1) si avrh: 

Sommnndo queste due forrnole (1) e (l'), e: teriendo c.onto della (2), si vede 
che in quelle varrà il segno =. Restano dunque pienamente precisate le cose 
precedenti col seguente teorema, al quale secondo l'uso (v. ne0 seg.) dareino 
il nome di teorema RIEMANN-Rocw: 

Se tu2 gvuppo Gn d e t e m i n a  t i f ta  serie cotiqdeta d i  dittze~zsiotze 1. e s ta  
i n  cor' g r u p p i  cnnonici (O czwve y) s i  h a :  

sicchè G, stczrà certo in gruppi canonici (v'? O) se S speciale (cioè 12 - 1 . 5  p - I), 
e viceversa (*). I n  a l t r i  tel3mini G,, iwpone  precisunzente tt - 9. co)idiziu~zi  
( a m i  che n) a i  g r u p y i  canonici (ocl n l le  y) che vengmzo obbligcrti a conte- 
ner lo  (**). 

Possiamo anche enunciarlo sotto quest'nltra forma (dovutri. n i  sig.i BRILL 
e NOETBER, ed alla quale il sig. KLEIN d i  i l  nome di teorema di reciprocitic): 
se due  grzhpyi r isp .  d i  n ed n' pznzti fomintzo ,  presi i~tsietne, z r n  gt.z[pp cn- 
i~onico,  sicchè : 

12 + 12' = 2 p  - 2 ,  (2) 

che si trae dalla (3) raddoppiandola e sottrnendone la (2). 
S3. Si pub porre il teorema &EX.~NN-ROCH sotto un'altra forma, più ana- 

litica, che ci dà ragione del suo nome. Proponianioci cioè di  cercare il nu- 

(*) Invece di dire clie G, stn iii a>" gruppi cnnonici, O 1, si dicn clic stic i rz  (/+ l )  
grupp'i caizotzL;Ci, O y ,  li,wzrmeiite id ipe i~c le i~ l i .  Allora ii caso d i e  i ~ o i ~  stin i i i  tnli griippi 
corrisyondera ad (r' $ 1) = O, r' = - 1;  cil :~,nclie nllorn, r-nrra la (3) poiclié cssendo la  g:, 
coinpleta non speciale è Y =  n -p .  

(*"") Ad eseinpio se uiin col111ia di punti iiiigoiic ztizu w l n  condi~ionc ai groppi cano- 
iiici, cssu determinn una y', , e rluindi. l'ente è il)wcllitlico: in altri  tc~rinini sc 1:i. ciirva 
caiioiiica lin un punto doppio cssn B iiiia c i i r~.a  dol~l~ia .  
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mero delle costanti da cui dipende una funzione razionale dell'ente algebrico 
la quale debba avere tutti i suoi infiniti (semplici) f r a  i punti d i  un dato 
g q p o  G,.  Se la  serie lineare completa y;; determinata da questo gruppo si 
pub staccare dall' ente mediante 1' equazione : 

? . o # o ( 2 ) + ? h i # , ( x ) + - ~ ~ + i ~ , . $ , . ( ~ ) = 0 ,  ( 5 )  

ed in particolare il gruppo G,  t: dato da 

$0 (-4 = 0 ,  (6) 

la detta funzione razionale dell'ente si avrà (n.' 30) dividcndo una forma gc- 
iierica (5) per la (6), cioè sarà: 

cosiccliè conter&. linearniente r $- 1 costanti arbitraïie JO,  i,, , . . . , ?,, . I n  con- 
seguenza i l  risultato del n." preced. si potrà enunciare cos;: 

L e  f m x i o n i  vaxio?zali dell'ente algebrico d i  getzere p, i c u i  hzfiait i  (sella- 

plici) sono fi.a yii  tz ppuriti d i  un dato y r t ~ p p o ,  clipendono l i n e w n m t c  du 
n -2) + 2 + 9.' costcuzti, se per quel gruppo passano mr' grzcpyi canonici (od 
iperpiani di Sp-,; O se in esso s'annullano r' + 1 funzioni y ,  O differenziali 
di 1." epecie, linearmente indipendenti). 

Ne1 n.' 5 della Theor ie  der Abei'schen PtimAionelz il RIEMAKN pel caso 
di n > p  ottiene in generale (dalla rappresentazione delle funzioni razionali 
dell'ente mediante integrali d i  2." specie) che quelle funzioni raxionali dipen- 
dono da n - p  4- 1 costanti (il che corrisponde all'ipotesi clie per gli pz punti 
non passi alcuna y, ossia r' 4- 1 = O), ed inizia il calcolo per n 6 p. Questo 
calcolo, con l'introduzione delle y clic passnno pei dnti punti, fu poi fatto 
completamente da1 ROCR (*); il quale cos1 ottenne la proposizione genei.de ora 
esposta. Cib spiega la deiiominazione di teorenîa RIEMANN-ROCEI (n.' 82) intro- 
dotta per iniziativa dei sig.' BRILL e NOETBER. Non è perb inutile rilevare in 
pari tempo clie il ROCH, inrece di parlare di funzioni razionali i cui infiniti 
s o l ~ o  ).a i punti di G,, dice che gl'infiniti sono i punti di G,: i l  clie costi- 
tuisce un'inesattezza, poichè se la y:; completa determinata da G, (e quindi 
ogni 9:' contenente G,,) avesse qualche punto fisso non esisterebbero funzioni 
razionnli aventi 92 soli infiniti risp. nei punti di G,; le funzioni razionali i cui 

(*) Cthw die r l / / i c ~ l ~ l  der ~ i l l k ~ i r l i c 7 ~ ~ 1 ~  C O ~ S ~ ( ~ I ~ / ~ I L  ali/t>O~~ti.sc?tea Fur&clioiie~z (Joiirnd 

für Math., tom. 64, 186-1). 
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infiniti sono fia i punti di G, sarebbero tutte quarite $m'le (ne0 30) in quei 
punti che son fissi per la y; (cfr. il na0 87). 

84. 11 teorema RIEYAHN-ROCH abbraccia tutte quante le proprieth viste 
precedentemente (5 17) delle serie speciali, e permette di precisar meglio qual- 
cuna di esse. Cos1 da1 fatto (v. la fine del n.' 80) clie di un gruppo G,, clie 
debba far parte di una y), speciale si posson prendere ad arbitrio sull'ente 
fzota pi& di 12 - r  punti, inentre quando la g; è data si posson prendere a3 
nrbitrio r. puiiti per determinare un suo gruppo, si trae che r r ti  - Y ,  ossia 

cioè la proposizione del n.' 72, dalla quale poi nei nSi 73 e 74 abbiain de- 
dotto varie conseguenze. 

Osserviamo inoltre, appunto in relazionc colla fine del n." 80, che se per 
avere un gruppo Gn che determini una y; speciale cornpleta ed infinita si 
posson yrendere ad arbitrio precisanzente lz - punti della curva canonica C, 
dere Io spazio Sn-,-, che congiunge n - Y  punti qualunque di C incontrare 
ulteriormente questa c u r m  in r punti. Ora si vede facilmente che se C è 
cilrra setlqh'ce, cioè (v. la fine del n." 75) se l'ente non è iperellittico, la 
cosn noil è possibile se non quando quel10 npazio sia un iperpiano (*), cioè: 

I n  ta1 caso la (3) ci dà r '=  0; sicchè i gruppi G,, saranno i resti rispetto 
alla serie canonica di ÎZ.' = 2 p  - 2 - 98 punti indipeiideiiti rispetto a questa, 
cioè forinanti una y: completa. Dunque: tolto il caso che l'ente sin iperel- 
littico; e tolto il caso delle g; complete che son residue rispetto alla serie 
canonica di un numero qualunque di punti inclipendenti rispetto a questa, 
supposto cioè: 

12-1*<p- l ,  

saranno meno di n - r i punti dell'ente che si posson assumere ad arbitrio 
per formare un gruppo di una g', speciale completa (**). Con tali restrizioni 

(*)' V. il principio della 1Iemoria del sig. DEL PEZZO, Sullllc> pojeuiom' di m a  s ~ y w -  
fi& e di zina varietà (le120 spazio ml n diîm~zsioni (Rendic. della R. Accnd. di Napoli, 1886); 
non che il i1.O 2 della Nota del siç. BERTINI, Intorno ad alcuni teoremi, ecc., citata alla 
fine del a." 59 (ed il ragioiiamento del sig. CAST~LKUOVO riferito in rliiella Nota). 

(**) 1'. NOETHER, Zur G~.u)~dlegwzg cler Theorie der dg~braisclteil Knz~naczt~ven (Abhnndl. 
d. k. Akad. zu Bel-hi, 1882), teor. III". 
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sarà dunque r < n - 1. ossin 
% ) 2 1 . .  

In qiiesto modo viene ulteriormente precisato il cit. n.O 72. 11 segno d'ugua- 
glianza, cioè la 

n = 2 r  

potrà valere solo, oltre clie ne1 cas0 iperellittico (n." 69), per y; le quali diano 

donde (comhinando con quelln) v 2 p - 1 ; e quindi per nessnn7altra serie 
s ~ e c i a l e  clie la serie canonica g;I;",. 

5 20. Alcune applicazioni note. 

85. Un'ovvia applicazione del teorema RIEMANN-ROCH serve per rispon- 
dere alla questione se uria curva piana -/ di genere p e d'ordine 92 sia pro- 
jezione di una curra  del10 stesso ordine appartenente al10 spazio ordinario O 

ad uno spazio superiore (*). Cib equivale a dire (v. na0 26) che la y:, s t a c c ~ t a  
su y dalle rette del suo piano è contenuta in una g', con r )  2. L a  cosa si 
decide subito se la curra, ossia la y:, lzon è speciale: 7 avrà per spazio nor- 
male Sn-p. I n  caso contrario, a d  esempio se 12 < p  + 2 ,  si esprimerà che ln  
serie completa contenente la gi ,  cioè contenente un gruppo di questa, è di di- 
niensione r, dicendo (teorema RIE~IA~N-ROCH)  che quel gruppo sta in cu-P-n4r- '  

curve y ,  cioè aggiunte d'ordine n - 3 di -/. Ora sicc,ome quel gïuppo si  corn- 
pone di n punti in linea retta, lc aggiunte d'ordine n-  3 che Io contengono 
saranno quelle che si spezzano nella retta stessa ed in aggiunte d'ordine 
n - 4. Sicchè quel fatto si esprimerà dicendo che -/ ammette mP-nir-i curw 
aggiunte d'ordine n - 4. Se si contano corne dis t inte  le condizioni che i punti 
multipli di 7 impongono alle aggiunte d'ordine n-  4 si trova ( n . O  61) che 
queste curve sono @--*kg: 17essere invece significa che 1.- 2 di 
quelle condizioni sono conseguenza delle rinumenti. Dunque: c o d i z i o n e  n.8- 

cessaria e sziflciente perchè zinn c w v a  piano. di genere p e d'ordine n, l a  
p a l e  sin speciale (ad esemph tale che n < p  + 2), sia projeziove d i  m a  
-- - - 

(*) Per io syazio ordinario vcggasi ad es. KOETHER, loc. cit., 5 3; per uno syazio 
qualunqua il 5 4 della Nota del si;. BERTINI, Intom0 ad atcuni teo~emi, ecc. 
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cuwa fiormale dello stesso ovdine di Sr è d e  precisaiizetlfe Y - 2  fi*a le con- 
dizioni cke i passuggi pei suoi punti n td t ip l i  intpo~zgono alle sue czirve ag- 
gizizcnte d'ordi~ze n - 4 siano consegucnxa delle rimarzenti (*). (Cfr. la fine 
del n." 76.) 

Con cib si ha pure un modo per riconoscere se una data curva di uno 
spazio' q&Ampe ,Yk sin projezione di una curra del10 stesso ordine di uno 
spazio superiore Sv. Basterà applicare il teorema precedente alla curva y d'or- 
dine fi projezione della curva data da un sopra un piano; oppure ap- 
plicarlo a dirittura alla data parlando (anzi che di curve aggiunte a y )  di 
coni aggituzti d'ordine .n-4 uscenti da un &-,, e (anzi che di punti s-pli 
di di spazi Sk-n s-secanti della curvn data uscenti pure dall7Sk-,, ecc. - 

Si osservi anche corne si possan subito trasportare con ln legge di dua- 
lità le considerazioni precedenti. Cos) il fatto che iina curva piana di genere p 
e d'ordine n)p + 2 è sempre projezione di una curva sghembs del10 stesso 
ordine dà,  per dualith (ne110 spazio orainario, sostituendo prima alla curva 
piana il con0 projettante), quest'altro: utau curva p i a m  di  genere p e d i  
classe n' > p + 2 sta selnpre su una superficie suiltypabile, ?ton conicn, della 
stessu classe. Ecc. 

86. La guestione trattata rie1 n.O prec. conduce naturalmente a pensare 
guest'altra: se una curva d'ordine 12 (di uno spazio qualunque) sia projezione 
di una curva d'ordine n + 1 ,  n + 2,. . . da uno spazio che ne contenga 1, 
2,  ... punti. Basterh che ci limitiamo a vedere se una curva C d'ordine 78 

di Sv sia projezione di un'altra C' d'ordine ?z + 1 di Sr+, da un punto 1" 
Qi Cf. Indicando con P la traccia su C della retta tangente in P' a Cf, cib 
equivale a ~ e d e r e  Se la serie lineare 31, che è segata su C dagli Sv-, del suo 
syazio S,., quando ai suoi gruppi si aggiunga il punto fisso P, dia origine 
ad una g;+, parziale (perchè projezione della g),,, che su C' è segâta dagl'i- 
perpiani passanti per P f ,  la quale è contenuta nella 9;:: segata da tutti gl'i- 
gerpiani), oppure complefa: 

Dornandiamo dunque se aggiungendo.ai gruypi di una g; sopra un ente 
di genere p lin punto fisso P si pub ottenere una g;,, completa. Perche cib 
accada occorre mzitutto, evidentemente, che gi8 la g; sia completa. Inoltre 

(*) Si noti che l'esistenza di curve aggiunte d'ordine n - 4 trae giü, di consegueiiza 
che la curva è speciale (percliè i suoi griippi di n punti in lineo retta stnrnnno su ng- 
giiintp d'ordinc n - 3). - Il teorcma esposto si pub completare considcrando anche lc 
curve aggiunte d'ordine < n - 4: v. i h o r i  citati. 
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questa serie dey' essere speciale, altrimenti sarebbe n - r =. p ,  e quindi 
(ta + 1) - r > p ,  sicchè (n." 65) la y;,, non sarebbe certo completa. Supposto 
che sian soddisfatte quelle due condizioni, cioè che la y; sia speciale e com- 
pleta, un suo gruppo G,t imporrà, pel teorema RIENANX-ROCH, i n -9 -  condi- 
zioni ai gruppi canonici obbligati a contenerlo; e per esprimere che anche 
la y;,, è completa si dovrà similmente dire che il suo gruppo costituito da G, 
con P impone a i  gruppi canonici (n + 1) - r condizioni! cioè una condizione 
di pih: vale a dire che non tutti i gruppi canonici passanti per G, passano 
anche per P. Dunque la condizione necessaria e suficiente nfinchè la serie 
conipleta d'ordine n + 1 che contiene un dato gruppo d i  lz + 1 punti abbia 
un punto P (di questo gruppo) per punto jsso E che i rimanenti n punti 
del gruppo stiano in  gruppi canolbici (un0 almeno) nei quali non stia P. 
Questa proposizione è dovuta al sig. NOETHER (*), che le dà il nome di teo- 
rema di riduxione (Reductionssatz). 

Ed ora, in base ad essa, possiamo rispondere cos) alla domanda postaci 
da principio. Una curva di genere p e d'ordine n NON B projezione d i  una 
rurua d'ordine n + 1 d i  uno spaxio superiore solo quando essu è speciale e 
tale clie i gruppi canonici passanti per gli rz punti in  cui essa è segata da 
un dato iperpiano non abbiano altri punti comzi&. - Ad esempio una curva 
piana d'ordine n è projezione di uiia curva sghemba d'ordine rt + 1 da un 
punto di questa solo quando essa non è speciale, cioè non ammette delle curve 
aggiunte d'ordine n - 4; e quando, essendo speciale, cpeite curve aggiunte 
hanno sulla data curva (fuori dei punti multipli) dei punti fissi comuni (ognun 
dei quali si potrà poi assumere corne traccia della tangente alla curra sghemba 
ne1 centro di projezione). 

87. I l  teorema di riduzione si pub (col sig. NOETHER, loc. cit.) enunciare 
sotto forma più analitica cosi: La condizione ~ecessaria e suficiente a19t;nchd 
le funxioni razionali di  un ente algebrz'co i cui in$niti (semplicl;) sono fra 
n + 1 punti dati siano tutte ifinite in uno, P, di questi, 13 che esista alrneno 
un gruppo canonico ( m a  y) che eontenga i rimanenti 12 punti ma non P. 
(Cfr. la fine del n.O 83.) 

(*) V. il n." 3 della Nota Beweis und Erweiterung e h e s  algebraisch-funetionentheore- 
tischen Satzes des I1err.n WEIERSTRASS (Journal für Math., tom. 97, 1884); cfr. anche Math. 
Am.,  tom. 37, pag. 424. - Questo teorema di riduzione si  pub pure, seguendo il sig. NOE- 
THER, mettere a l  principio (dopo il teorema del resto) di una trattazione algebrico-geo- 
xnetrica delle serie lineari: veggasi la Memoria del sig. BERTINI pubblicata con questa. 

d n?iali cEi ilfatematicn , tom0 XXII. 17 
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Da esso si trae facilmente, seguendo il sig.' NOETHER (*)) un elegante teo- 
rema del WEIERSTRASS, anzi ilna generalizzazione di esso. Abbiansi sull'ente 
algebrico rc punti pualunque, in ta1 numero perb che per essi non passi alcun 
gruppo canonico (alcuna Y ) :  li ordineremo convenientemente, e chiamandoli 
P, P,. . . P,, considereremo i gruppi di punti che si ottengono da 

ponendo m = 1, 2,.  . ., n , e li assumereuio c,ome gruppi dei punti infiniti di 
funzioni razionali dell' ente : ossia considereremo delle gk contenenti quei 
gruppi G,. Anzitutto prendiamo tanti degli n punti dati da avere un gruppo 
Gp+, = (Pt P2 .. . P,+,) il quale determini una serie cornpleta, priva di punti 
fissi, e di dirnensione 1 : sicchè i gruppi minori G, per m = 1 ,  2 , .  . . , p non 
staranno in serie gk; Pel teorema di riduzione i punti PI, P,, . . . & impor- 
ranno p condizioni distinte ai gruppi canonici obbligati a contenerli; e questi 
gruppi passeranno tutti per P,+,. Se fra gli n punti dati ve lie sono ancora 
altri pei quali passino tutti quei gruppi, indichiamoli con P,+,, P,+,, ... Ppl-, 
e poi indichiamo con P,, un iiuovo punto (degli 41). La  serie completa de- 
terminata da GPL, lzola avrà (pel teorerna di riduzione) il punto P,+, come 
punto fisso, e quindi sarà no2 (perchè deve contenere la g$+, che si ha ag- 
giungendo P,+, ai gruppi della gL+, determinata da G,+,) e non avrà nem- 
meno punti fissi nei punti precedenti (perchè non ne ha la g:,+, nominata). 
Similmente non avranno punti fissi le serie determinate da G,+,, . .., G,,-,. 
Invece la serie cornpleta deterrninata da GP1 avrh P,, per punto fisso. Ai 
gruppi canonici che li devon contenere i punti Pi.. . P,, impongono p + 1 
condizioni distinte. Se quei gruppi passano ancora per altri punti degli 9% dati 
li indicheremo con P,,+,, P,l.+z ,... PP8.-,; e con P,, jndicheremo un nuovo 
punto. L a  serie completa determinata da G,,+, non avrà per punti fissi nè Y,, 
nè P,,+,, perchè ogni gruppo canonico che passa per G,,-, e per uno di questi 
due punti passa pure per l'altro; nè ha punti fissi nei punti di G,,,, perchè 
non ne ha la serie determinata da questo gruppo. Similmente non hanno punti 
fissi le serie complete determinate da Gp;+2, . ..) GP2-,i mentre quella deter- 
minata da G,, avrà P,, per punto fisso. Ed  ora si continui, considerando i 
gruppi canonici passanti per G,, - ai quali gruppi canonici sono con cib 
imposte p+ 2 condizioni distinte -, e quei nuovi punti fra gli n dati che 
son comuni ad essi; ecc. Si arriverà fino ad aver un gruppo G,, che imporrà 

(*) Nota citata (Journal für Math., tom. 97). 
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p - 1 condizioni distinte ai gruppi canonici, vale a dire che starà in un solo 
gruppo canonico : sarà evidentemente 1 = p  - p - 1. S'indicheranno allora 
con P,,+ ,,.., , Ppt+,-, i nuovi punti fra gli rz dati, che stanno in quel gruppo 
canonico; e finalmente con Ppr+, ,. .., P, i rimanenti. 

Allora fra i gruppi di punti G m  i soli che determinino serie complete 
dotate di punti fissi saranno quelli che corrispondono ai valori seguenti di m: 

(ognun dei quali imponeva ai  gruppi canonici unrt nuova condizione, rispetto 
al gruppo precedente), i quali complessivamenté sono in numero di p. Pos- 
siamo esprimer cib in altro modo dicendo che: tru le funxioni raxionali del- 
l'ente che sono inJinite risp. nei soli pzcnti dei vuri gruppi Gm ( m  = 1 ,  2 , .  . .) 
mancano solo quelle corrispondenti a p valori di m. 

fi questa la proposizione con cui il sig. NOETHER generalizza un teorema. 
del WEIERSTRABS. Questo (che nelle Lezioni del sommo analista si trova di- 
stinto col nome di Lückensatz) si deduce suyponendo che gli n punti consi-. 
derati coincidano : T r a  le funxioni raxionali dell' ente i cui infiniti coincidono 
tutti (e siano m) irz un dato punto (*) nzancano solo quelle che corrispondono 
u p distinti valori del grado rra, ossia dell'ordine d'&finit& d i  quel punto. I n  
altri termini se si considerano le serie lineari complote d'ordine rn che hanno 
un dato puiito P come m-plo, i valori di m che corrispondono a serie per 
cui P è punto fisso sono sempre in numero di p. - Rappresentando l'ente 
di genere p > 1 con la curva canonica C di 8'-, , maucheranno le funzioni 
razionali di grado m che sono infinite solo in P, vale a dire la g, cornpleta 
determinata da1 punto m-plo P avrà questo punto come punto fisso, se (pel 
teorema di riduzione) esistono iperpiani che in P incontrino m- 1 volte, e 
non m volte la curva C'. Cib accade in un punto generico di C pei valori (**) 

in un ordinario punto d'iperosculazione (di contatto con iperpiani stazio- 
nari) per 

m = l ,  2 . .  , p-1, p + 1 ;  

ed in generale in un punto singolare gualsiasi di C (v. n."3), il quale sia 

(*) Cotali funzioni hanno un'importanza particolaré in quelle Lezioni. 
(**) SU questo cfr. anche NOETRER : Ueber &wn Sala aus der Theorie der algebrai- 

schen Functionen (Journal für Math., tom. 92, 1882). 
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multiplo secondo i (5 1) per la curva (*) e conti à,, à,, .. ., 1,-, volte corne 
punto comune a questa ed alla retta tangente, al piano osculatore , . . . , all'i- 
perpiano osculatore, per 

3 21. Sulle corrispondenze univoche e sui moduli 
di un ente algebrico. 

88. Ln determinazione delle serie lineari esistenti sopra un dato ente al- 
gebrico si fa in modo noto, basandosi sulle proprieth fondamentali stabilite 
nei paragrafi preced., specialmente su1 teorema RIEMANN-ROCH: possiamo limi- 
tarci a rimandare per essa alla Memoria BRILL-NOETBER (***). - 

Vogliamo invece faro ancora un cenno sulla questione della possibilità di 
riferire biunivocamente fra loro due enti algebrici di genere p: il che ci con- 
durrà in pari tempo al numero dei modzcli, ed alla determinazione degli enti 
algebrici con infinite trasformazioni biunivoche in sè. 

Se p = O, cioè se gli enti son ruzionali, esistono sempre oo3 corrispon- 
denze biunivoche fra essi: le corrispondenze bilineari. Non vi son moduli. 

Se  p = 1, cioè se gli enti sono ellittic& vi è (1i.O 68) un modulo; e vi 
sono mi corrispondenze biunivoche fra i punti di un ente, ossia fra quelli di 
due enti che abbian Io s t e m  modulo. - 

In  quei due casi di p = O e p = 1 ogni punto dell'ente si pub, con una 
trasformazione biunivoca di questo, mutare in  ogni altro; non vi sono sul- 
l'ente punli pariicolari (da1 punto di vista della geometria sull'ente). Quando 
invece si a b b i ~  p> 1 vi saranno sull'ente dei punti particolari, a cui potremo 

(a) Tolto il cas0 iperellittico si lia sempre i = 1 : v. ln 2' nota a l  n.O 82. 
("9) S u  questi punti singolari dell'ente algebrico ed i valori di m ne1 Lückensatz é 

ritornato recentemente il sig. HURWITZ nella Memoria citata a l  n." 43 (Math. Ann., tom. 41, 
1892). Ne1 numero complessivo dei punti d'iperosculazione della curva  canonico qualc 
risulta dsl n.O 42 egli determina l'influenza di un punto singolare qualunque (Y. 11." 43); 
e giunge a l  notevole risultato che i punti singolari dislinti sono scmpre in nurnero 
> 2p + 2 ,  tolto il  cas0 iperellittico ne1 quale sono appunto 2p + 2. 

(***) E d  anche, per il numero delle ser ie  minime (quand0 questo numero B finito), alla 
Nota del si$ CASTELNUOVO : Numero delle .involuzioni razionali giacenti sopra tma curva 
di dnto gemme (Rendic. della R. Acc. dei Lincei, settembre 1889). 
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ncorrere per la nostra questione. Tali sono i punti p-pli della serie canonica, 
i quali sono in generale (n.O 42, per n = 2p-2,  r = p -  1) in numero di 
(p - l ) p ( p  + 1) (*). P e r  un punto siffatto P indichiamo con nz il minimo nu- 
mero tale che esista una gk di cui P sia piinto m-plo: la y:, non avrà punti 
fissi e sarà unica, perché se vi fosse una y:, avente P per punto m.-ph, jl resto 
di P rispetto ad essa sarebbe una y;,-, nvente P per (riz - 1)-plo. Sarh m r p ;  
m sarh il primo dei gradi thon mancanti di funzioni razionali infinite ne1 solo 
punto P, del Lückensatz del WEIERSTRASS (v. la fine del n.O 87). - Cib posto 
la g:, che si sarh in ta1 modo determinata avrà in tutto 2(m f-p -1) elementi 
di diramazione O punti doppi. Di questi possono coincidere in uno stesso punto 
al più 1~ - 1 (n.O 36): cos1 appunto accade pel punto m-plo P. Ma siccome 
7tr _r p sarà, 2(m + p  - 1) > 4(m - l),  e quindi la y; avrà più di 4 elementi 
di diramazione distinti. Ora se fra due enti 7, vi è una corrispondcnza biu- 
iiivoca, al punto particolare P di y dovrà corrispondere uno degli analoghi 
punti (in numyo finito), P', di ;/', alla y:, determinata da  P la g,!,, determinata 
da P ' :  e la corrispondenza Diunivoca fra queste due g:, dovrà far corrispondere 
agli elementi di diramazione dell'una quelli dell'altra. Essendo pi& di 2 questi 
elementi distinti in ogni y;, le corrispondenze siffatte, possibili fra queste, 
(corrispondenze projettive O bilineari), saranno in numero finito. Fissata poi una 
corrispondenza fra le due y:, le corrispondenze biunivoche possibili fra y e 
che dànno origine a quella saranno pure in numero finito: anzi non ve ne potrà 
essere più di una, quando per quelle coppie di gruppi di diramazione omologhi 
che contengono più punti doppi si sia fissata anche la corrispondenza tra 
questi (**). Concludiamo dunque che: fra due enti di  genere p > 1, O s o p a  un 

(*) I l  ragioiiamento che segue s i  pub riferire alle curve canoniche del genere p. Al- 
lora le corrispondenze biunivoche di cui si parla  diventano ( n . V 5 )  collineaaioni. 

(**) Ci8 si pub dimostrare geometricamente, riducendosi a provare che una corri- 
spondenzn biunivoca fra i punti di y la quale abbia per puszti uniti tutti i 2 (m + p  - 1)  

. punli doppi di una g!,, (m > 2) é un' identità. E d  invero una con.ispondenza biunivoca non 
identica fra i punti di un ente del genere p non pud avwe pi4 di 2 p  + 2 punti uniti: 
giacchè determina fra  i gruppi di una gL, (che non sia trasformata in sé stessa dalla 
corrispondenza), quando si considerino corne omologhi due gruppi che contengano 2 punti 
omologlii, una corrispondenza (p + 1 ,  p f 1) la quale a v r à  2 p  + 2  elementi uniti. 

Quest'ultima proposizione si t rova  a l  principio del lavoro del sig. HURWITZ (Math. 
Ann., tom. 41) citato in nota al n.O 87: da  essa e dall'altro risultato ivi ricordato su1 nu- 
mero dei punti singolari distinti dell'ente algebrico l'A. t r ae  una nuova dimostrazione del 
fatto chc il numero delle corrispondenze biunivoche f r a  i punti dell'ente è finito. 
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ente di ta1 genere, non ui  pub essere the ufz numero finito di corris~ondenae 
biunivoche ("). \ 

Di qui segue poi che sopra un ente di genere p > 1 una corrispondenza 
biiinivoca è sempre periodicu (**), ecc. 

89. Da1 ragionamento precedente si trae anche subito il numero dei mo- 
duli. In  generale dei 2 ( m  + p -  1) elementi di diramazione della y:, di 7 re  
ne saranno m -  1 coincidenti in quel10 che contiene il punto P e poi altri 
m.+ 2 p  - 1 : in tutto 2 p  + m elementi distinti ; e quindi 2p + m - 3 birap- 
porti. Per  tutti gli enti equivalenti (per trasformazioni birazionali) a y questi 
birapporti avranno gli stessi valori (sebbene non siano individuati questi valori, 
non essendo il punto P su 7 indz'uiduato, m a  solo determinato in un numero 
finito di modj). Viceversa dati questi birapporti, comunque, un teorema d'esi- 
stenaa per le funzioni algebriche, del RIEMANN (***) ci assicura che esistono degli 

(*) Corne si sa ,  B dovuto a l  sig. SCHWARZ il t e o r e m  clie un ente  di genere p > 1 
non pu0 ammettere un'infinità conSinuit (analitica) di corrispondenze birazionali: v. Ueber- 
diejeniyen algebraischen Gleichungen zwischen zwei vercfnderlichen Grossen, welche eine 
Schaar rationaler, eindeutig umkehrbarer Transfornzntionen irz sich selbst zzdassen (Journal 
f ü r  Math., tom. 87, 1870,. Che cib valga anche per un'infinità qualunque, discontinua. 
sembra esser stato dimostrato per  l a  prima volta da1 sig. KLEIN in una le t tera  del 1882 a l  
sig. POINCARJ~ (v. pag. 16 della Nota di quest'ultimo: Sur un théoréme de M.  FUCHS, Acta 
math., tom. 7, 1884). Del  resto l a  seconda delle due Note (Math. Ann., tom.' 20 e 21, 
1882-83) che il sig. NOETHER h a  dedicato a l  teorema del sig. SCHWARZ contiene una di- 
mostrazione che si pub estendere a l  cas0 di un'infinità discontinua di corrispondenze: ed  
è appunto quella dimostrazione opportunamente modificata clie sopra s i  è esposta. 

Nuovi importanti risultati  sulle corrispondenze biunivoche che possono esis tere  sopra 
un ente algebrico si trovano poi ne1 lavoro del sig. J ~ U R W I T Z :  Ueber di~enigen algebrai- 
schen Gebilde, welche eindeutige Transformationen in sich zulassen (GOtt. Nachr., 1887, 
Math. Ann., tom. 32), e nell'altro più recente (Math. Ann., tom. 41) già citato. 

(**) Cfr. i citati lavori  del sig. HURWITZ. V. anche una mia Nota (Rend. del R. 1st. 
Lomb., 1888) citata nella prefazione, p e r  la convenienza di rappresentare l 'ente mediante 
l a  curva canonica, e quindi l e  corrispondenze biunivoche sull'ente mediante collineazioni 
(cicliche) che mutano in s é  questa curva (ad es. pel caso delle corrispondenze involutorie, 
cioé degli enti che considereremo a l  n." 90). 

('A**) Th. d. Abel'sche Funct., n."3 e 5:  il teorema consiste in questo, che,si posson 
flssare ad arbitrio i 2(m + p - 1) punti di diramazione della superficie a d  m fogli distesa 
su1 piano x y  per  determinare un sistema di funzioni algebriche di LZ + i y  diramate corne 
questa superficie; e questo sistema risulta bene individuato qnando si s ja  fissato p e r  cia- 
scun punto di diramazione quali sono i fogli che esso congiunge. Cfr. anche la determi- 
nazione del numero dei moduli, fa t ta  ne1 n." 12 di quella Memoria. 

Non sembra che finora s i  sia riusciti a stabilire per  via  geometrica, od algebricn, il 
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enti di genere p contenenti uns  gk con un elemento di diramazione (m - 1)-pl0 
e 2 p  + m - 1 elementi di diramazione semplici, i quali abbiano precisamente 
quei dati birapporti: e ci dice anzi c,he quegli enti costituiscono un numero 
finito di classi  di enti equivalenti (per trasformazioni biïazionali). Dunque 
quei birapporti, ne1 senso spiegato, si posson riguarda& come moduli dell'ente 
algelîrico : i wzoduli sono 2 p  + In - 3. Se 1' ente è genera te di genere p > 1, 
sarà m = p  (P sarà un punto p-plo della serie canonica) e quindi i modzcli 
deEE'en te generale d i  genere p > 1 sono 3 p  - 3. Se 1' ente è iperellittico, P 
sarà un punto doppio della 9:; si avrà m = 2 ,  ed il numero dei moduli si 
ridurrà a 2 p -  1 come al n." 67. 

90. Possiamo determinare il numero dei moduli in lin altro caso, che 
pure abbraccia il caso iperellittico: quel10 di un ente del genere p che col.&- 
tettga una ed una sola involuxio~ze d i  2 . O  grado del genere z, vale a dire di 
un ente che equivalga ad una curva di genere p tracciata sopra una rigata 
del genere x in guisa da incontrarne due volte le generatrici (e da esser sem- 
plice per la rigata): corne la curva d'intersezione della rigata con una qua- 
drica. Da1 n.O 22 (nota) segue (salva la restrizione ivi indicata) che i moduli 
di un ente cos1 fatto saranno i moduli dell'ente di genere ~r costituito dall'in- 
voluzione di 2." grado, più i moduli od invarianti per trasformazioni birazio- 
nali che su quest'ente hanno gli elementi di diramazione delllinvoluzione, i 
quali sono ( n . O  40) in nurnero di 2 ( p  - 2 x  f 1). È chiaro che ognuno di 
questi elementi ha un modulo: tolti i casi di .x = O ,  1,  nei quali corrispon- 
dentemente alle ao3, mi trasformazioni biunivoche ammesse dall'ente di  ge- 
nere x si diminuisce di 3 O di l unità il numero complessivo 2(p - 2 x + l) 
dei moduli di quegli elementi. Ma in quei casi auinenta risp. di 3 O di 1 il 
numero dei moduli di quell'ente, che per n > 1 sarebbe 3n- 3. Dunque in 
tutti i casi i l  numero dei moduli dell'ente d i  genere p consideruto sarà: 

Quest'espressione, tanto minore quanto maggiore è n, fa vedere che per 
un ente di genere p il contenere un'involuzione di 2." grado costituisce una 
particolarità tanto maggiore quanto pih graiide B il genere di tale involuzione. 

teorema di RIEMANN relativo a l  numero dei moduli, in modo pienamente soddisfacente. 
Nella Memoria BRILL-NOETHER esso é dimostrato in v a r i  modi (l'uno dei quali adopera 
appunto, come sopra si fa, una gp con punto p-plo): i quali perb presuppongono tutti, in  
sostanza, il suddetto teorema d'esistenza (O qualcosa di equivalente) p e r  completare i conti 
di costanti con cui si stabilisce l'esistenza di ce r te  curve (ad es. di curve p e r  cui s i  sono 
assegnati ad arbitrio i birapporti  degli elementi di diramazione di una g;, ecc.). 
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5 22. Sulle rigate algebriche. 

91. Termineremo qixesto lavoro con qualche applicazione alle rigate e 
varietà costituite da aol spazi (*). 

Ne1 § 13 abbiamo ottenuto, per una varietà Mk+; d'ordine v luogo di 
iina ooi del genere n di spazi Sk ,  ognun dei quali contenga k + 1 punti di 
una curva d'ordine 12 e genere p, la formola (n.O 52): 

e questa (per x = O )  è poi da ta  fondamentale in questo 3." Cap. per ottenere 
le proprietà essenziali delle serie lineari speciali sopra la  curra di genere p. 
Ora da essa possiamo inversamente, valendoci di queste proprietà, deciurre 
risultati importanti Fer la varietà JIk+,. 

Si  osservi in fatti che, data ad arbitrio in Sr la varietà Jfk+,, si posson 
sempre tracciare su essa infinite curve -/ ognuna delle quali incontri gli Sh 
generatori della lVk+, in k+ 1 punti, per modo che sempre, aenz'eccezione, 
il gruppo di k + 1 punti di ogni Sk si componga di punti linearmente indi- 
pendenti, cioè non situati in uno spazio minore, sicchè, pel significato di x 
nella formola (1) app1ic:ita ad una ta1 curva, 

S i  ottiene, ad esempio, una ta1 curvtt segando la MA+, con un con0 Mr-li pro- 
jettante da un f & - ~ - ~  (che non incontri la Mk+,) una curva razionale normale 
d'ordine k + 1 (**): giacchè un ta1 con0 è segato da  un Sb generatore della 
Mk+, secondo k + 1 p'unti, che si posson riguardare come situati su una curva 
razionale normale d'ordine k + 1, e quindi non possono giacere in uno spazio 
inferiore. Ci6 posto, se n è l'ordine e p il genere di una c u n a  y della detta 
specie, varrà la (1) con z = O. Se -/ è projezione di una curva -/' dello stesso 
ordine n appartenente ad uno spazio superiore ad Sr, la Mkti data sarh pro- 
jezione di una Mktl.  appartenente a questo spazio superiore, luogo degli Sk 
contenenti i gruppi di punti di -/' clle han per projezioni i gruppi di k + 1 

(*) V. i miei lavori sulle rigate e in generale sulle varieta composte di acl s p z i ,  
citati nella prefazione. 

(*#) Se r = k + 1, cioé se si tratta di una oc1 di spnzi Sk in Sa+, , per la curva che si 
vu01 costrurre si potra a dirittura assumere una curva razionale normale d'ordine k + 1. 
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Mk+,  sarh nncora v :  poichè in caso opposto dovrebbe qualcuno dei suoi Sk 
jncontrcire Io spazio centrale di projezione, donde deriverebbero su 7 dvi gruppi 
di E + 1 posti in spazi inferiori a d  hi, il che é contrario all'ipotesi fatta su 7. 
Adunque l a  d l k k ,  data  15 o non é projezione di una rar ieth dello stesso or- 
dine aliparteneiite ad uno spazio supei-iore secondo clle la  stessa proprieth ha 
O no una  qualunque delle curve -/ tracciate su essa ne1 niodo detto. Appli- 
cando n. queste curve un  risultato del n." 65, e tenendo canto della (1) avrerno 
che: U m  vnr idà IIIk+, liiogo di u~ta  cm' del genere n e cl'ordine Y d i  spat i  S k  

ha per spuxio n o ~ m d e  uno d i  d i m e w i o n e  

oppure wn,qgiore: cib a seconan. che le dette curve 7 tracciate su essa sono 
norz speciali oppure speciali. Corrispondentemente a cib si potrebbe cliiamar 
specicrle la varieth J I k + ,  ne1 2 . O  caso. 

S e  n = O ,  visto che una Mi,, non pub apparteneïe ad uno spazio su- 
periore di r(jvbk, earB precisamente. questo Io spazio normale: cioè le Xi+, 
Ziioylti d i  eum mi ~a2io î za le  di Sk son projeziotîi d i  qzrelle (dello stesso or- 
d i w )  u p p ~ l v t e t ~ e l ~ t i  ad Svtk. - 

Si avverta clie queste proposizioni vnlgono anche per le ra r ie tà  mi di  Sk 
contenute nello spazio Sk+.,: Y indicherà allora l a  classe della varietà (corne 
già si osservb a l  n." 50) (*). -- Ed anche si noti corne applicando ad una 
curva -/ della J I k + , ,  invece che il n." 6 5 ,  una pioposizione del n . O  86, si 

(*) In conseguenza, posto 1:. = 1, i risultati clle nei iniei lnvori sulle rigate sono st,a- 
biliti mediante projezione delle r igatc  nomnala' (v. specidmvnte, p e r  quelli più genernli re- 
lativi al genere p, il lavoro dei Math. Ann., tom. 31), in particolare l c  proposizioni sulle di- 
rettt-ici dei var i  ordini (ad es. SU quelle d'o~-&ze minima) di una rigato, vitlgono anche p e r  
l e  rigatg pfane, vale a dire per  gl'inviluppi piani di r e t t e ;  dànno ci06 le varie curve 
(puntegziate) che con una data ml di re t t e  del piano sono in corrispondenza biunivoca e 
prospetliva, ossia tale che ogni punto s t s  sulln r e t t a  omologa; e forniscono cosi le  gene- 
razioni di una curva piana algebrica colne inviliippo delle re t t e  congiungenti i punti omo- 
loghi di due curve in corrispondenza biunivoca, - Similmentc si pub procedere p e r  k = 2, 
ed  applicando mètodi analoghi a quclli dei citati lavori sulle rigate s i  possono ottenere 
facilmente (e sarebbe bene clze fosse falto) dei risultati sulle curve (e rigate) direttrici di 
u n s  varietti ool di piani, anche ne1 caso che questa stia nello spazio. ordinario, vale a 
dire clie si t ra t t i  dei piani di una sviluppabile ordinaria. S i  avranno cosi le curve (e ri- 
gate) riferite prospettivamente ad  una -1 di piani, e quindi le generàzioni di questa va- 
rieth mediante i piani congiungenti i punti ornologhi di t r e  curve in corrispondenza uni- 

Anzali cli Matematicn, tom0 XXII. 18 
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possa riconoscere se la LVk+i ~ j a  projezione di varieth appartenenti a spazi 
superiori e di ordini szcyeriori: il clie pu6 anche esser utile. 

92. Limitiamoci ora al caso di  k = 1, cioè delle rigate. Avremo, corne 
caso particolare, da1 n." prec., che z ~ n u  r îgatu d i  genere p e d'ordine lin 
per spaxio normale un 8,-,+, , od uno  spaxio superiore. 

Poniamo che la rigata sia pianu, cioè si riduca al sisteina delle tangenti 
di una c u v a  piana di genere p e classe v. Avremo che se e 212 + 2 la 
curva, e precisamente la serie delle sue tangcnti, si pub sempre ottenere come 
projezione (contoino apparente) di una rjgata (appartenente ad e quindi 
non  piana) d'ordine v .  Indicando con 9z l'ordine e con Y il numero delle cu- 
spidi (O più in generale dei punti di diramazione) della curva piana, la re- 
lazione (n." 37) u + r = 2(n + p  - 1) riduce la condizione v 2- 2 p  $- 2 a 

Dunque: u n a  c u w a  piana (îzoji re f ta)  d i  genere p e d i  classe v 2 2p + 2,  
ossia d'ordine n e con un nziruzero d i  cuspidi (punti d i  diran.îaxiolze) r 2~ - 4, 
ud esernpio una curva p&u di ta l i  s ingolari tà ,  è semp2.e il c o ~ z t o ~ n o  cI1ya- 
yente d i  w l a  vigatcs noit piana (d i  yefzere p e d ' o d i n e  9) ,)na zm punto 
esterno (*). 

voca (O mediante i piani congiungenti l e  ret te  ed i punti omologlii di unn rigata ed una 
curva  in corrispondenza univoca). 

Ne1 cas0 che  la  var ietà  di piani sia ~ci,zioizale l a  cosa è già effettoata nella mia Xota: 
Sulle vnîielà ~zorrnali a tre dilnerzsioni composte di serie semptici rnzioiznli di piani (ht t i  
della R. Acc. di Torino, tom. 21, 18S;>), ed  in quella siinultanea del si;. BRILL : Ueber 
rationale Curven und Regelflachen (Sitzber. bay. Akad., 1883; ristampnta nei Math. Ann., 
tom. 36, 1890). E quelle stesse cluistioni, O le dunli, relative a d  una curva razionale, 
piana O sghernba, si ritrovano in lavori più recenti del sig. W. STAHL (ZZW Erzezigung 
der ebenen rnlionalell Ciwven, Math. Ann., tom. 38, 1801 ; Zzw Erzeugung der rntionalcn 
Raumczwven, Math. Ann., tom. 40, 1892; ecc.) e d'altri; senm che nessuno sl~l~ia avvertito 
come esse sian risolte dai miei lavori s d l e  rigate, e varietà di piani, razionali. Richiaino 
l'attenzione s u  cib non per  l a  questione di prioritii, m a  per  r i levare come i metodi geo- 
metrici da  me adoperati diano molto di piu che quelli algebrici usati  da  quegli Autori :  
diano cioè la risoluzione degli stessi groblemi pel genere p qualz~?zpe (v. a d  es. il cit. 
lavoro hlsth. Ann., tom. 34). 

(*) Sappiamo poi che quando ad  es. è îz  r p + 3 l a  curva é projezione di u n s  curva 
sghemba del10 stesso ordine; sicclie la r igata  d'ordine v su nominata si potri, assumere 
sviluppabile se  la curva piana non lia cuspidi (in caso contrario queste potrebbero esigere 
che il centro di projezione giaccia sulla sviluppabile). - Osservnzione diiale (v. n.O 883) 
p e r  l a  proposizione clunle. 
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s o p a  un ente algebrico semplicementti infitaito. 139 
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Trasportando per dualita (nello spazio) si ha quest'altro teorerna: u m  
curva piatza d i  gettere p e d'ordine n 2p + 2,  ossia una curva $ana d i  
classe v cotz un numero di  jlessi (tangen ti d i  diranacrxione) L 2 Y - 4 ,  sta 
sempre su una rigata N O M  con0 del10 stesso ordine. - 

In  questi enunciati le condizioni clie abbiamo imposte alla curva piana 
son suficienti, ma non ~aecessarie. Per riconoscere in qualunque cas0 se essi 
valgano anche non verificandosi le dette condizioni si farà cosi (v. na0 91). Si 
costruisca una curva 7,  semplice O multipla, i n  ta1 coirispondenza con la  
serie delle tangenti della data curva piana C che ogni tangente di questa 
~ b b i a  due punti omologhi su -/ e li contenga, rnentre ogni punto di y abbia 
per omologa uua. sola tangente di C (passante per esso); e che la coincidenza 
dei due punti di -/ corrispondenti ad  una stessa tangente di C abbia solo 
luogo per contatti, non in punti doppi di 7. Cosi 7 potrh essere (secondo il 
metodo generale del n." 91) In curva d'intersezione di una conica con la  ri- 
gata delle tangenti di C, vale a dire una curva d'ordine 2 v  coinposta di 
quella conica riguardata corne Y-pla; oppure il luogo delle intersezioni delle 
tangenti di C cogli elementi oinologhi di un sistema mi di coniche in cor- 
rispondenza biunivoca con quelle tangenti. In ogni caso si veda se la curva 7 
cos) ottenuta è speciale O no. Se non è speciale, le condizioni che sopra ab- 
biam poste per la 1." proposixione, cioè Y 2 2 p  + 2 od r 5 2n - 4, saranno 
necessarie. Se invece y è speciale sarà C i l  contorno apparente di una ri- 
gata non piana d' ordine v anche se v = 2 p  + 1 ossia r = 2 12 - 3 ;  e potrh 
esserlo anzi per valori minori di Y. - Dualmente si opera per la proposi- 
xione duale. 

93. L e  rigate che al n . O  91 abbiam detto potersi chiamare speciali, quelle 
cioè d'ordine n e genere p che hanno per spazi normali spazi superiori ad  
Sn-lp+i (sicchè p > O), presentano delle proprietà particolari che vogliamo an- 
cora esaminare. 

Anzitutto possiam subito vedere che uiza rigota d'ordine n e genere 
p )  O che abbz'cr. p e ~  sexioni iperplanari delle curve normali 2 u n  cono. In- 
ver0 sia Sv il suo spazio: due Sv-, generici taglieranno la  rigata secondo due 
curve normali d'ordine tz ,  le qua.li dalle generatrici della rigata son riferite 
univocamente, con un gruppo di sa punti uniti nei punti d'incontro della ri- 
gata col17S,-, comune ai due #,-,. L a  corrispondenza fra le due curve sarà 
dunque (n.O 57) contenuta in una collineaxione tra i loro spazi: e questa 
avendo n punti uniti su un con n 3 (r - 2) + 2 (ossia n 2 r ,  perché 
quelle curve d'ordine tz degli ,S,+ sono di genere > O  e quindi apparten-. 
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gono a spazi inferiori ad Sn), mentre r - 1 qualunque di quei punti non 
stanno in un &-3, avrà tutti i punti dell'Sr,p per punti uniti, cioè sar& una 
prospefh'vità: le rette congiungenti i piinti ornologhi, in particolare le gene- 
ratrici della rigata, passeranno per uno stesso punto. L a  rigata E dunque 
un cono. 

Cosi ad esempio se una riptn d i  genere p > O e d'ordine tz > 2 p  - 2 
appwtiene ad un Sn-,+, , ovvero ha un tale spaxio per spazl'o ozormale, essa 
è un cono. - Si noti che con quelle ipotesi, p > O e n > 2 p  - 2 ,  gli spazi 
normali per le rigate speciali vanno d a  ad (Y. la fine del n.O 74): 
sicchè l n .  proposizione ora enunciata si riferisce alle rigate speci~l i  estreme. 

04. Proyosizioni molto pih generali potremo ottcnere peï uii'altra r i a ,  
basata su1 teorema RIEIAKN-ROCH. 
. Sia F una, rigatli. di genere p )  O e d'ordine n appartcnente ad Sr. Yer 
un numero i + 1 di generatrici nrbitrarie, ove i 2 O ed innltre, per cih che 
diremo poi, i r p  - 1, conduciamo un iperpiano Sr-,: cib sarh seinpre pos- 
sibile se 

r t  2 i + 2 .  (1) 

L'intersezione rcsidua di quell'iperpiano con E' sarà iina curva d'ordine 
n-i- 1, la quale potrà spezznrsi uiteriormente. Conlurique ~ e r b  esPa sia, 
non potrà stare in un S.-, nelllipotesi già fissnta di i r p- 1, altrimenti 
gl'iperpiani passanti per questo spazio segherebhero F (oltre clie in quella 
ciirva) in una serie lineare Yi+, di generatrici, di cui farebbe parte il griippo 
di i + 1 (r p) generatrici che s'era scelto ad arbitrio, il che contradùirebbe 
al teorema RIEMANN-ROCH. 

Supposto dunque, per maggior generaliti,  che quella curva d'ordine 
n - i- 1 si spezzi in una curva ym d'ordine m çlit.ettrice irriduttibile, sem- 
plice O multiph, ed in ( n  - tî2 - i -  1) generatrici (numero 2 O), dovrà Io 
spazio SI, a ccui appartiene y essere di dimensione 

.altrimenti esso, insieme con quelle generatrici iche si sppoggisno a 7, e 
quindi ad &), determine:ebbe uno spazio di dimcnsione r -  2, O minore, che 
conterrebbe la curva cornplessiva. 

La curva 7m di Sh è certo speciale se 

condizione che è sicuramente . soddisfatta , grazie alla relazione (2), se po- 
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sopra un ente algebrico sernplicewente in..nito. 14  1 

niarno la seguente condiziono 

Siccome i f p  - 1, questa nuova condizione ha  per comegucnza 

e quindi esige che F sia una rigata speciale. Supposto che cosi sia, siccomc 
10 spnzio normale della rigata sarit AS'fl-vpbo od uno spazio superiore, potremo 
nnche supporre soddisfatta la (4); ed d o r a  !a (3) ci d;irà per i un limite mi- 
nimo che riesciià p - l ,  cosicchè la si pot& çoddisfare con un valore di i 
tale clie O L i s p  - 1. SC si pub fiire in  modo che quel ralore di i verifichi 
anche l'alti-8 coridizione (l), potremo asserire che la curva da noi costruitn 
è speciale. Ora la (1) varrà certo se î. 2 2p (poichè p 2 i + 1); or1 anchc 
se 12 1- 4p - 2, perché da questa e dillla (4) segue Y 2 2p. Possiamo dunque 
dire che ztnu ~ i g a t a  di yenere p > O e d'ordine n llc quale sia speciale, cioè 
abbiu per spaxio normule un Sr ove Y s n - 2 p  + 2 ,  contieize sei1y.e zuza 
czcrun direttrice speciale (se esiste zrn valore d i  i conzpreso tra O e p - 1, i 
liiniti h h s ~ ,  i l  p a l e  terificlzi le condizio~l i  ( 1 )  e (3); ed i n  particdure) se 
è r 2 2 p ,  ocl a?zche se è 9% 2 4p - 2. S'intende clie quella curva pot& esser 
semp1ic.e O n?ttltipla. 

95. Il ftitto che la curva 7 di genere p, ci'ordine m, di Sh S speciale ci 
dà (n.' 74 e 72) 

Ma possiamo ottenere pci numeri IL ed 112 delle limitnzioni ulteriori, conside- 
rnndo la serie lineaie g:;:),-' che su lh  rignta F é segatn dagl'iperpiani pns- 
smti  per Sh, e supponendo che questa serie ?ton sia specinle. Basta percib 
che la sila dimensione sia t p ,  vnlc a dire: 

oppure che il suo ordine sia 2 2 p  - 1, vale a dire: 

L a  1." condizione si verifica certo, in causa della k s p  - 1, se poniamo: 
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142 S e g ~ e  : Introdzcxione alla geometria 

la 2." invece, in causa della m 6 2 p  - 2 ,  se poniamo: 

Allora da1 fatto che quella serie non è speciale seguirà 

(n - PH) - (r - h - 1) ? p ,  
ossia : 

nz-bru-p-~$1. ( 5 )  

Questa c.onfrontata con la (3) dh: 

rn - Iz r à. 

E d'altra parte la (5) stessa, O la (6), in forza della m r: 2 h dànrio pure 

h d n - p - r + l  (7) 

h r i. (8) 

Ora s'indiclii di nuovo con Sr Io spazio normale peï la rigata, e nella 
c,ostruzione della curva?/ fatta ne1 n." prec. si prenda per i il wlor  minimo, 
cioè, per la (3" 

i = n - p - t l + l ,  

sicchè la condizione ( 1 )  diventa: 

n t p + 3 i + l .  

Potremo allora completare l'enunciato con cui finiva il n." prec. cod: S e  si 
pone r = tz - p - i -/- 1 ,  (O r i p - l), la rigata contietze trna c w c a  diret- 
trice s~ec in l e  (se 12 2 p + 3 i + 1 ed itz particolare) se 1.2 5 4p -- 2 ,  oppure 
se Y t 2 p  (oale cc dire n 2 3 p  + i - 1); e sotto Z'z;m-t O l'ultra d i  p e s t e  dits 
conilizioni lo spaxio ?zo~rnule per quella cwva  sard d i  dimemione 1~ L. i ,  
nzentre l 'ordine  tn della ctcrvi6 stessn sarb icrle clze 2 h r itt r h + Ê. 

Dando ad i i valori O ,  1 ,  2 ,  ... (il prirno dei quali riporterà al teorema 
del ne0 93); ovvero a y i valori 1, 2 , .  . .; si otterranno corne casi particolari 
una serie di proposizioni notevoli relative alle rigate speciali. 
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Sui sistemi simmetrici 
di equazioni a derivate parziali. 

(Di CARLO S O U I G L I . ~ ~ ,  a Pcivia.) 

I n  ana  Nota pubblicata ne1 vol. 24, serie dei Xendiconti del Reale 
Istituto Lombardo ho chiamato simmetrici certi sistenli di equazioni lineari, 
a derivate parziali, di 2.' ordine, i quali sono i piii generali, per cui esiste 
un teorema di reciprocitl analogo n quel10 di GREEN, per I'equazione di LA- 
PLACE, e di BETTI per le equazioni della elasticità, ed ho cercato di estendere 
a questi sisteini i metodi classici.cli integrnzione per serie, ne1 caso in cui il 
campo di integrazione è limitato da  una superficie di 2.' ordine. 

Ora mi propongo di dare l'estensione di una altra parte della teoria 
dell'equazione di LAPLACE, la rappresentazione per mezzo di integrali definiti, 
che pub, come é noto, dedursi da1 teorema di reciprocità, limitandomi perb 
al caso in cui si hanno due sole variabili Indipendenti. Quando queste sono 
in numero niaggiore si incontrano difficoltà più gravi, sebbene, in casi spc- 
ciali, la estensione sia ancora possibile, ad esempio per le equazioni della 
isotrnpia elastica. 

L a  formola di GREEN, e le affini, derivano dalla esistenzsl di certi inte- 
grali speciali (che chiamerà caratterist.ic2, conle già in un'altra occasione) i 
quali hanno un punto isolat0 di singolarità, ne1 quale essi, O le loro derivate, 
diventano infiniti secondo una legge determinata. Ne1 caso nostro dei sistemi 
simmctrici, non é difficile trorare integrali particolari che soddisfacciano alle 
condizioni richieste rispetto al  punto singolare, ma essi risultano polidromi, e 
questa proprietà rende generalmente inapplicabili gli ordinari procedimenti. 
Vi è perb un caso di cccezione, quaudo i diversi rami di qucsti integrali po- 
lidromi si riattaccano fra loro soltanto ne1 punto di singolarità (ed, al  più, 
anche ne1 punto all'infinito), poichè allora uno qualunque di qucsti rami, preso 
isolatamente, pub essere considerato come monodromo, senza che si perda la 

1 continuith. U n  esen~pio semplicissimo si ha  nella fuiizione Ig -9 l'inte- 
\ Ixf 3- y2 
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grale carntteristico ben noto della equazione: 

Gli integrnli, di cui mi servo ne1 presente lnroro nppartcngono n questa 
categoris; irifatti, sebbene fosmati con funzioni polidronie, e s i  contengono 
dcllc, costanti arl~itrarie, le  qi~nli  possoiio sernprc esscre determinate in modo 
che si verificlii il fittto particolnise, poc'anzi nccennnto. 

La ricei.cn di questi integrali ci condiice alla risoluzione di un altro pro- 
blemn , la, deterrninazione, cioè, dell'intepr.ale caratteristico per I'equnxione 
lineare, n coefficienti costanti, con due ~n ï i ab i l i  indipendeiiti, di un ordiiie 
pwi qu:~lsi:isi ; nnxi, come è fricile veilei-e, l 'un problema coi!icidc coll';iltro. 

Ne viene quiridi ovviiimetite la estensione (che pei4 qui rion svilulipn) ad  
uri'eqiinzione di or~line pnri qufilunqiie di quelle ricerclie clle Iio esposto in 
urin. blemoi~in pubtdicata iicl tom. 18 de$ A t ~ t w l i  di Jiutetuatica e relativa 
all' equnzioiie di 4." ordine. 

1. Forma generale degli integrali, 

Si abbia un sistema simmetrico di equazioni n derivate parzinli con ~t 

funzicni u , ,  zc,, ... 21, di due vririabili indipeiidenti x, y, ed i secondi rnenibri 
nulli, cioè uii sistenia della fornia: 

e le ul,,, hl,,, chr sono costanti reali. Introducianio un nuoro simbolo di ope- 
razione, ponerido : 

A (D,, n,) = 1 A , ,  A . .  A,, 

e intendendo che esco indichi l'operazione rappresentata simbolicamente dallo 
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re r  

sviluppo, colle regole ordinarie, del determinante del 2.' meml)ro, sviluppo 
supporremo non identicamente nullo. 
Similmente Dorremo : 

nella derivazione ~h~ e devon0 essere considerati come distinti. 
$iano ora al ,  (a, ,. . . 12 nuove funzioni delle variabili x ,  y e formiamo 
le z c , ,  te,, . . . 21,, le seguenti espressioni: 

2 Q 1 = ~ 1 1 @ i + ~ 2 1 ( ~ 2 + " ' + V n i @ n  \ 
l (p  = V12 ( P I  + 0 2 2 Q e  $ . . . + Vne a n  

. . .  a . . . . . . . . . . . . . . . .  

Esse daranno un sistema di integrali per le equazioni (l), se ciascuna 
delle funzioni QI, soddisfa rtll'equazione a derivate parziali di ordine 2n (l'e- 
qiiazione caratteristica di CAUCHY) 

A(&, Dy) = 0. (3) 

Difatti 1' espressione simbolica 

è uguale a A od a zero secondo che k è uguale O differente da S. 

Se poi nei secondi membri delle (1) invece del10 zero si avessero va fun- 
zioni note X,, X2,. . . Xn,  le (2) darebbero ancora un sistema di jntegrali, 
q~ialora le funxioni (I), , a,, . . . a, soddisfacessero rispettivamente alle equazioni : 

A @ , = &  A ( D ~ = X ?  ,... A @ ? & = X ? , ,  , (4) 

invece clie alla (3). 
Se si hanno due sisiemi integrali delle (1) u,, z r , , .  .. I I , ,  e v , ,  v , ,  ... u,, ,  

il teorema di reciprocità è espresso da  una relazione della forma: 

dove le L, ed $1, sono funzioni lineari delle clerivate prime delle us e delle v, 
rispetttivamente, e l'integrazione é estesa fi1 contorno Z di un campo S ne1 
quale le z r , ,  v, sono regolari. Perché si possano da qaesto teorema dedurre 
formole di rappresentazione per le funzioni u l ,  zi,, . .. un, quando le v , ,  v , ,  ... v,, 
hanno un punto isolat0 di singolarità, le derivate di 1.' ordine di queste ùo- 

AnnnZi di Matematica, tom0 XXII. 19 
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146 Som ig 1 ia f i  a : Sui sistemi sz'mmetrz'ci 

vranno avere uii infinito di 1." ordine ne1 punto singolnre (*). Ora i secondi 
membri delle (2) sono funzioni lineari delle derivate di ordine 21t - 2 delle 
funzioni a,; noi potrenio quindi aJTere un sistema di integrali che possiedono 
la richiesta singolarità, quando una delle a, sia tale che le sue derivate di 
ordine 212 - 1 diventino infinite di 1." ordine. 

Osserviamo ora che anche per la equazione (3) si pub atabilire un teo- 
r e m  di reciprocith, poiché mediante note formole di trasformazione d'inte- 
grali si ha: 

((UATT- U A Y ) d S *  

dove F(U, V )  contieiie linenrinente le derivate di U e B fino a quelle di or- 
dine 212 - 1. Quindi se U e P soddisfanno la equazione (3) si lia: 

Ora perché si possa dit qu6sta relazione dedurre una espressionc di U 
mediante un integrale definito [cioè P sia un integrale caratteristico della (3)], 
dovranno le deïivate di V, di ordine 212 - 1, avere un punto di infinito isolat0 
di  1." ordine. 

L a  determinazione degli integrali caratteristici del sistema (1) si riduce 
quindi alla determinazione dell'integrale carntteristico clclln eqiiazione (3). 

5 2. Integrale caratteristico p e r  una equazione di  ordine pari. 

Consideriamo la funzione A($, y) clie si ottiene sostituendo le variabili 
2, y a i  ~iimboli D,, D, nella espressione simbolica A(D,, Dy); essa saï& omo- 
genea, di grado 2 n ,  e potïemo porre quindi: 

Noi supporremo che essa non possa mai annullarai per valori reali di r, y 
non contemporaneamente nulli. L' equazione : 

avrà allora Zn radici complesse, coniugate a due a due, qunndo si consideri 

1 
( 8 )  Cioé diventare infinite corne , per x = 0:  y = O. 

\1x2 + ?le 
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di epuaziorti a deriû.de parziali. 147 

X il rnpporto - corne incognita. Noi rappresenterenio queste radici con 
.Y n, 2 , .  rra 

e Eiupporremo, dappïima, che siano tutte distintc. 
Avremo allora : 

e quindi anche: 

A (Da, Dy) = U, (DG - ni Dy) (03: - a', Dy) . - (Da - II', Dy), 
e percib l'integrale generale della (3) sarh: 

ciob sarà la  somma di 212 funzioni arbitrarie dei 212 fattori lineari della forma 
binaria : 

A (y, - x) = a, pPn - a, x $ . + ccPn P. 

Ci6 posto, consideriamo il seguente integrale della nostra equazione: 

ove le l.,, p, sono 2~ costanti reali, per oral arhitrarie. Si ha: 

PX , . , lg(tls x + y) = lg \I(pJ x + $- p;xe + iarco tg  ---2 

psx + Y 
quindi fie poniamo: 

saranno y,, #s due funzioni omogenee di grado 2n delle x, y, e avrcmo: 
- 12 

Z, = (1, p. - ps).)lg \l(pS% f y)' 4- q:x2 - 2 &YS + 1s #s)arcotg- 
s=l s=l 

'II 

Z ,  = ~ ( r s P 8 + i , # ~ ~ g \ l ~ + + ) ~ + n ~ x t +  2 ; ( h ~ a - r s h ) a r ~ o t - -  
Y=I ~ 3 1  21s X + Y 

Queste due funzioni sono due integrali particolari della nostra equazione, 
in cui non vi sono più espressioni immagiaarie, e sono in generale polidrome. 
Difatti quando noi, ne1 piano delle variabili z, y, compiamo un giro positivo 
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148 S o m  ig lin 12  a : Sui sistenta' shnwetrici 

attorno al punto comune di singolarità per le fiinzioiii arc0 tn~igente ,  che è 
l'origine x = 9 = O, i valori di 2, e Z2 aumentano ïispettivamente di 

quantità generalmente non nulle, e funzioni delle coordiiiate del punto di 
yartenza. 

Perb, se le costanti A,, y, possoiio determinarai in modo che l'una, O 

l'altra, di queste quantith sia identicamente nulla (cioè nulla qualunque simo 
i valori di x ,  9) la Z , ,  O la Z, ,  potrà essere considerata corne inonodroma, 
quando ne sia fissato il valore in un puiito, che non siu il purito x = y = 0. 
Osa le rqs, $, sono 21r forme binarie differenti di gïado 211 - 2 ,  ed è noto 
che fra ? I L  forme binarie di grado tu  - 2 esiste sempre almeno iina relazione 
lineare a coefficienti non tutti nulli. Basterà quindi prendere per le costanti 

delle quantità proporzionali a questi coeficienti, perchS si abbin: 

Pei. deterininare quale sia la forma di questa r&xione identica, che i: il 
risultato della eliminazione di ~ 2 1 1 - 2 ,  x?j%--i y,.,,, y?IL fra le ys, +,, poniamo: 

io, IIs = p s e  . 
Avremo alloïa : 

20, 21672 8 11 - 
p .+ i$ ,  ==(p,e 3-i- ?/)ln-' = 2, ( wr-lr-n i(?n h-?)'J., X ? n - h  U L  

Il -O B 2 ) p  Y ? 

e qujndi: 

YS = COS (2 12 - 2) wS - x ? ~ ~ - ~  + (a ;- 2)p:= -3 cos (2 tr - 2) 'js . z2.--3 y +  . . .  

+ ( 2  :: sen o, y.8-3. 
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La relazione fra le y,,  qS si ottiene formando la niatrice (di 212 righe 
e 211 - 1 colonne) dei coefficienti delle y , ,  +, e ponendo uguale a zero il de- 
terminaiite che si ottiene da questa matrice coll'aggiungere una colonna for- 
mata colle y , ,  #,, nello stesso ordine con cui ne sono stati presi i coefficienti. 
Questa relazione B percib la seguente: 

p:'G-?cos(2~t - 2)0, P:'"3~os(2n - 3 ) w ,  ... pi cosol 1 y 1  

, ~ ~ ~ ~ " ~ s e n ( 2 ~ a  - 2)w, p T n - 3 ~ ~ n ( 2 n  - 3j m i . .  . p, senw, O q1 
a . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . .  . . . . .  . a . .  

,D,','&-~ COS (2 12 - 2) o,, p:12 - cos (2 rt - 3) w, . . . p, cos w,% 1 y,, 
p:,'t - 0  sen (2 t2 - 2) w,, P,',~--~ sen (2 ~t - 3) w 1  . . . p, sen o,, O 

Se tutti  i rniiiori di orcline Z n  - 1 della inat,rice considerata fossero nulli, 
i coefficienti della relazione f m  le funzioni date sarebbero formati coi minori 
di ordiiie massirno clie non sono tutti nulli. 

Noi supporremo che si& la 2, ln funzioiie che si vu01 reiidere mono- 
dronia, e quindi scriveremo la relazione considcrata sotto fa forma: 

I coefficienti p,, i,, si potraniio poi esprimere facilmente in fiiiizione delle p S ,  
q, mediante le formole di moltiplicazione per le funzioni seno e coseno, poi- 
chè si ha: 

ps -- pS COS us qs  = p S  sen a,. 

Osserviamo ora che, quando sia verificata la  (7), non solo la funzioiie 2, 
pot& essere considerata corne monodroma, quando ne sia fissato il valore in  
un punto, che non sia il punto x - y = O, ma tali pokanno considerarsi anche 
tutte le sue derivate. Difatti le derivate della funzione a w o  fanyente sono mo- 
nodrome, e quindi la polidromia delle derivate di 2, non piib derivare che 
dalle funzioni urco tangente, in esse contenute. Per  una derivata di ordine h 
rispetto ad r ,  e t rispetto ad y si avrà quindi: 

ove la parte scritta è la  sola che pub essere polidroma, Ma dalla (7) si ha: 
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e questa relazione ha rispetto alla derivata considerata Io stesso significato 
che la (7) per In 2,; percib anche questa derivata gode delle stesse proprieth 
della 2,. 

Passianio ora a considerare il caso in cui l'equazioiie: 

lia delle radici multiple. Basteri considerare il caso clic uiia delle rndici, ad 
esempio ni, si8 multipla secondo il numero nz. L'integrale gencrcile delln 
equazione : 

A(Dsc, Dy)@ =O, 
si pub allorn rappresentare ne1 modo segueiite: 

Questa espressione contiene infatti 212 funzioni arbitrarie, ed inoltre posto: 

FI, = (ri', x + ~ ) ~ - I f i i ( n ,  x 3- y), 
si ] IR,  per s-12 - 1, 

(Da - ni  Dy). f i  = (11 - 1). . (ji - S) {nf, -- i ~ , ) ~ ( n ' ,  x + y)l-l h(ni x + y), 
e quindi: 

(Da - ni Dy)h Fl1 = 0. 

0i.a siccome It pub assumere i valori 1 , 2, .  . . nt:  1' espressione A(D,, Dy) 
aontiene certamente il fat.tore (D, - n,D,)", e quindi si avrh: 

AE;, = 0. 

Potreino dunque prendeïe invece della funzioiie 2, data dalla ( 5 ) ,  la 
seguente : 

ove coinpaiono ancora Ir2 costanti arbitrarie. 
Per  vedere corne possano essere determinate queste costauti alIo ~copo  

di ottenere l a  monodromia per la parte reale di Z, ponianio: - 
yh + iG = (n', x + y)"-yn, x + y)?" h-i Z = Zi + iZ2,  
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ed avremo: 
- il6 - qtx "' - 

Z, -; Ig V(p, x + y)< + y: x2 2: 0 . h  y11 - pli&) - arc0 tg - 2: (ph ?ri t h, t h )  
Ir-1 ~ i 2 - k ~  k = l  

q s  x 
8=1rrt  1 s=wr+l 

+ 3 (1. - p8 4.) ig i ( p .  x + + p:x2 - i <p. Y, + 1.. $ 8 )  arc0 tg  -- * 
.P x + Y 1 

Ors percliE questa espressione possn esserc considerata coine monodroma bastn 
clle si abbia identicamente 

- - 
Ors le 211 forme, di grado 211 - 2 ,  p.,,, +l t ,  plS,  +, sono in generale legate 
da  uns  rclazione lineare, e quindi si potranno determinare le costanti Z,,, ph, 

?.,, p.,, corne ne1 caso, in cui non esistevano radici multiple. 
M-erita speciale menzione il caso in cui tutte le radic.i si riducono a due 

sole coniugate, cioE quando m = 11. La (7') diviene d o r a :  

quindi scornpaiono le funzioni arco tangesfe dalla espressione di Z,. È facile 
vedere quale è in ta1 caso la funzione di grado 2 n  - 2 che moltiplica il lo- 
gnri h o .  Difatti la funzione 

Z = ( n ' , ~  + jrî! x + y) '2- i lg(~,  + y), 

C, per quniito si è visto, un integrale dell'equazione: 

(D, - II, Dy)" (D, - n', D,)ll@ = 0, 

a cui si riduce la nostra equazione A @  = O, e separando In parte reale dalla 
immaginaria troviamo: 

Questo integrale, qusndo pi = O  q,  = 1 n = 2, si riduce ad uno ben conosciuto. 
Per  le applicnzioni che abbiamo di mira conviene cercare la forma delle 

derivate degli integrali che abbiamo determinato. Dalla ( 5 )  si. ha:  
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dove A:,), Bti sono costanti. P e ï  h +- t = 2 12 - 2, il secondo inembro si riduce 
ad una funzione lineare con coefficienti costnnti delle espressioni 

g 4- y I g ( w  + y),..., lg(nnx 4- y). 
Le derivate di ordine 212 - 1 di 2, saranno le parti ieali delle deiirate 

di queste fiinzioni; ed arrrnnno evidentemente u n  punto di infiiiito isolato, di 
1.' ordine, nell'oïigine x = y = 0. 

Ne1 caso in cui si h a  una radice multipla, le derivate della funzione 

l j;t=(l~' ,x + y j h - i ( r l [ , ~ + l / ) P n  h - i l p  a P I 1  x 3 2/11 
clle sono di ordine non superiore a 2 n  - It - 1 sono della forma: 

@'(q 9 ) l g ( K x  +y) 4- IG(x,  y), 

ove H, Rsono  funzioni omogenee, iazionali intere di grado uguale a. 2n- 2 - Y ,  

se Y è 170rdine della derivata. Se  invece L, & maggiore di 21% - h - 1, le IC 
sono funzioni oinogenee, razionali patte, ed ancora dello stesso grado; inoltre 
il loro denominatore è ln pcltenza 

(17, x + yj'-(?"-'4. 

Di qui concludinmo che le derivate d70rdine 2 f l -  2 di 2, quando quesin 
fiinzione è data dalla (5') sono della forma segueiite: 

dove le R,,-,(z, .y) sono omogenee, razicinali, intere, di grado IL - 1. 
Anche in questo caso, dunque, le derivate d' oïdine 2 12 - 1 delln 2, 

nrranno un punto di infinito isolato, di  1." ordine, nell'origine. 
Percib la funzione 2, data dalla (5) o (5') lia tutte le proprictà richieste 

per l'integrale c~ratteristico della equazione 

A (D, , D,)Q = O, 

quando, ben inteso, si amnicttn clie In forma ~ ( x ,  y) sia positivn. 

$ 3. Teorema di reciprocità e formole integrali 
pei sistemi simmetrici. 

L e  equazioni (1) possono in infiniti rnodi essere poste sotto 18. forma: 

'?Xi, a x t  -+-- -0 -+-- X I  ô&, - O... 2 x n r  a ~ , ,  
a x  ay 

- o. (1') 
3% ?y K+T- 
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Sopra due moti di Poinsot 
concordanti (*). 

( D i  ROBERTO NARCOLONGO, in Roma.) 

1 due moti Po, PI chr si considerano hanno a cornune il.eentro e le 
direzioni degli assi delle due quadriche basi, direzioni che accenneremo con 
a ,  b ,  c ,  e sono individuati rispettivarnente dalle costanti: 

t ra  le quali hanno luogo due relazioni. Gli angoli che una terna d'assi 
(xo, yo, zo) connessa con Po fa colln terna (a, b ,  c) hanno la seguente rap- 
presentazione ellittica : 

1 (<co+ii')uo 5 ( a 0 - v ~ - u m 1 a b j ~  w a ~ ~ o - ~ ~ o - w a ~  
cosax, - icosayo = - e P o  e 

Ee C U O G V O  

dove Eo e u, sono costanti; uo varia proporzionalmente al tempo e precisamente: 

Inoltre il discriminante delle funzioni ellittiche è positivo; l'argomento u, è 

(*) Cfr. HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques. 2.me partie, pag. 75 e seg., e DAR- 
BOUX, Notes à la Mécanique de Despeyrous, tome 2.me, 1588. Note XVII. Sur la théo+e 
cle Poinsot et sur deuz mouvements différents, corresponda& à la hdme polhodie. 

Anrzali di Matematica, tom0 X X I I .  21 
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158 M u r  C O  1 o n  g o  : Sopra  due nzoti d i  Poinsot concordadi .  

della forma a + a' con a reale; v, è della forma i b  + w ;  e perb pu, è com- 
preso nell'intervallo (e,, e,);  pv, nell'intervallo (e,, e,); 6 = + 1 è il carattere 
di congruenza delle due terne (x,, y,, 2,) ed ( a ,  b, c); a,, wp, oy sono tre 
semiperiodi qualsiasi. 

Le  stesse formule varranno per la seconda terna x, y, 2,; l'indice zero 
verrà sostituito coll'indice 1. 

1 due moti essendo concordanti hanno 10 stesso periodo e le funzioni 
ellittiche le stesse radici : perb : 

uo + ui = costante. 

Vogliamo studiare il moto di Pl relativamente a Y,, ne1 cas0 in cui tale co- 
stante è nulla, e allorchè è soddisfatta un'altra condizione che accenneremo poi. 

Formula sommatoria. 

Cominciamo a stabilire una formula sommatoria, assai utile in ta1 ge- 
nere di iicerche. Una delle forme dell'equazione a tre termini è la sepuente: 

in cui a ,  b ,  c ,  d sono quattro argomenti qualsiasi, e di più: 

a - b + c + d  ) G ( a + 6 - c - t d ) g ( u + b . - +  c -  d 
2 2 j 

Z a ' = a + b $ c + d ;  2 b 1 = a f  b - c - c l ;  2 c f = a - b - f  c - d ;  

Questa forma si deduce dall' altra : 

Detto w, un semiperiodo qualunque, mutiamo in quest'ultima x in x + w,, 
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y in y.  + w,; ricordando che : 

1 
Znawe 

U O 1 = ~ ~ , e  , 
otterremo facilmente : 

Onde : 
- Uao,n o,b a,c o,d + Uhopa oab o p c  agd = 

- U t  ga a' o, b' ,-, c' a, d' $ U $  op a' o p  b' op C' op d', (3) 

I n  questa quaïta equazione mutiamo a ,  b,  c ,  d rispettivamente in a + o,, 

b $- w,, c + w,, d + a, ;  a' si muterà in a' + 2w,,  b', c', d' resteranno in- 
variati. 

Riflettiamo poi che: 

1 
.o. ( L C  -i y.) s 

op(u $ w,) =- e  - up o r u e  

Allora risulterà: 

(") HALPHEN, Fonct. el l- t . ,  1."" partie, pag. 195 e seg. 
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160 Jfar co 20 ng O: Sopra due moti di Poinsot concordanti. 

Sommando la  (4) e l a  (5) otteiiiatno: 

ou o b o c o d  -2 ~ J ~ ~ ~ , a o , b ~ , c a , d  ;= 2 ~ a ' a b ' o ~ ' o d ' ,  (6) 
5( 

alla quale pub anche darsi l a  forma seguente: 
ui,(a+b + e t  a-sw, )  

ou ub oc ad  - ~ u ( o ~  - a)u(w, - b ) o ( ~ ,  - c)g(w, - d)e 

Per  d = O si h a  una formula stabilita diversamente d a  HALPHEN (*). 

Espressione ellittica dei coseni della terna P, 
rispetto alla terna Po. 

L a  ricerca dei nove coseni degli angoli c h  individuano l a  terna connessa 
col corpo Pl, rispetto alla terna connessa col corpo Po, dipende dalla ricerca 
delle t re  seguenti espressioni : 

C O S B ~ X ~  + icosxo y i ;  cosx0xi + icosy0xi;  COS x0z1.  
Ma 

cosxox, + icosxoyi  = Ycos axo(cosaxi  + ZCOS a y,) 
a 

Applichiamo la  formula (7) ponendo a = u,, b = v,, c = ui  + v , ,  d = 0. 
Risulta : 

Poniamo : 
U l  = - Uo = 24 

e spezziamo le due costanti vo e v, in altre due, tal; che: 

v O + v i = - S a , ;  v , - v , = 2 a .  

( ' )  L. c., 2"e partie, pag. 10. 
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Allora: 

Con calcolo analogo si trova: - 
h 

( r ~ l + e i ~ ) u  
2 e o n a a t  ~ ( u  + a) G(U + ai) 

C O S X ~ X ~  - icoszOzjt = - Eio(a -ai)o(a $ ni) 
u2u (9) 

h 
- ( ; ~ o  -+ z i ~ ) u  

2 e aaoa ,  a(u f @)a(%-ai) cosx0zi - icos y0xi = 
Ea a (a - al) a (a + ai) ( T O U  

(11) 

Passiamo alla ricerca di cosxoz,; si ha: 

C O S X ~ Z ~  =  COS^.^, cosax,. 
a 

Ora cosax, pub anche porsi sotto la forma seguente: 

Qu Uo GE V O  cos a 2, - U& 
G U O  6 V o  

Quindi : 

Bupponendo nelln (6): a = u,, b = v,, c = u,, d = v ,  si ottiene: 

p a - p u  2?u-pa-pal COSzoXI .= 1 + 2 - 
pal -pa pa-pai  (13) 

L'espressione di cos~,zi  pub anche scriversi cosi: 

e in virtù dell'equazione a tre termini: 
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Si terranno anco presenti le due espressioni: 

G ( ~ L - U ) G ( Z G $ U ) C J ~ ~  
1 - C 0 S X O X i  = - 2  ~ ( n  - ai)o(a f ni) f i r  16 

Ricerca delle componenti di rotazione. 

Derirando la (8) rispetto al tempo si ha: 

Yoniaino ancora: 
2 r T p ' n ~  - p l a  = - / C ( a + a , ) - j a - : a i  i 

2 p a l  - p u  9 

e perà risulterà: 

Consideriamo la funzione : 

o a  ~ ( u - a - a ~ j o ( u  $ al) 
C(u - a) + t ( a  $ a, )  - t u  - Cal = - ai a (a $ ai) G U G ( U  - a)  

Mutando a in a , :  
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E perb sommando colla equazione precedente: 

d - ( ~ 0 8 x , , ~ ,  + ic0sxo y,) 
d t 

Pongasi : 
h 

i l (  - a - 1 )  - ( r v I + ~ i & ,  
p + i q =  G (a  + ai)ou e (18) 

e quindi: 

d - ( c o s x , ~ ,  + icosx, y,) = i (p  f iq)cosaox, - i r (cosx ,x ,  + icosz,  y ,), 
d t  

cl' onde : 

d cos zo yi 
d t  

= p c o s s o z I  - r cosxox i .  

Moltiplicando la prima per cosxoxi ,  la seconda per cosx,y, e sommando si ha: 
~ C O S Z ~ X ~  

d t  = ~ C O S X O X ,  - P C O S X ~ ~ ~ .  

Osserviamo che il coefficiente di u nell'esponenziale clie figura nella (18) è:  

clie si riduce ancora a 

Se derivassirno la  (9) rispetto al tempo, otterremmo: 
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Deriviamo ora la (10) rispetto al tempo; otterremo: 

che potremo scrivere anche c o i :  

j ( u + a J + b . ( u - a ) - 2 j u + t a - f a 4 / ,  

essendo : 

Imponiamo ora un'altra condizione; i due moti di POINSOT sieno tali che: 

e perb: 

( C O S X ~ X ~  - i c o s z o y i ) F p  + i y )  
1 - COS zo xi - - 2 i ~ ( j ( u - a ) - j u - y a , + ~ ( u + a ~ 1 ,  (23) 

come del pari: 

Segue adunque che: 
d - (cosxoxi + i c o s y O x , )  
d t 

Z 1 (COS 2 0  X I  f ;COS yi) ( p  - iq) ( C O S X ~  xi - ~ C O S Z ~  yi)  (p + i q )  
= -(cosx0zi + icosyozi) 

2 1 + C O S  Ze X i  
+ 1 - COS zo X i  

Ma si ha, supponendo congruenti le due terne (xo y. ~ a )  e (xi yi xi): 

COS zo xi + i COS zo yi COS xo xi - i COS 20 Yi - 
1 - cos X,, X i  1 
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Quindi : 

d - (cosx0x1 + icos y0xi)  .-- q (cosxOxl + icosy0xi)  -p(cos x0 y ,  + icosyo Y,), 
d t  

dalla quale si traggono le altre due: 

d cos xo 21 -- = d 50s y, x i  

d t  
qcosZox,  - p c 0 s x 0 y , ;  

d t 
= pcosy,x, -pcosy ,y , ,  

insieme colle quali si dovrà considerare l a  terza delle (19) cioE: 

d cos Zo Z ,  

d t 
= qcosXoXi - pcosXoyi. 

Da queste si t rae il signiGcato cinematico d i  p, y, r ;  esse sono le compo- 
nenti della relocità angolare del moto della terna (r ,  y, 2,) rispetto alla 
($0 y0 CO). 

Del moto di Pi rispetto a Po. 

Possiamo ora trovare le equazioni del moto della terna Pi rispetto a Po. 
Deriviamo l a  (20) rispetto al tempo;  otterremo: 

Ma c d  noto metodo di decomposizione si trova che: 

e perb rjsulterà; 

d (CC + a,i) 5 (a - ai) 
- ( p  + iq) = i ( a -  r ) ( p  + iq) + i r z  ( ~ o ~ z ~ x ,  + icosz0y,). 
d t ~ ~ c z  

Poniamo : 

Quindi : 

E queste sono le equazioni del moto di un corpo di rotazione pesante, so- 
spesa per un  punto del suo asse di simmet,ria; la terna (x, y I  2,) È! quelln 

Annali di Matematica, tom0 XXII. 22 
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degli assi principali d'inerzin; l'asse x, è diretto secondo la  gravità. Quanto 
precede adunque diinostra un teorema di  JACOBI sulla dec,omposizione di un 
ta1 moto in due moti di POINSOT; inoltre le formule (8)' (9), (IO), (Il), (12) 
sono gli integrali ultimi del nuovo problema. Questo teorema, conosciuto dopo 
la pubblicazione delle opere complete di JACOBI (") fu dimostrato dapprima da1 
prof. PADOVA (*") e poi successivamente da, HALPHEH (***), da1 DARBQUX (****), 
sulla dimostrazione del quale è tornato recentemente il prof. PADOVA (*****). 

L e  costanti R ,  ,B, r ,  ù" debbono risultare reali; ora: 

80 - V I  , u s -  a, =-.- 00 + VI , 
2 '  2 

e poiché v,, e v, sono della forma w + ib, segue che a è della forma i b  (a 
meno di periodi) ed a ,  della forma w + i b  ; perb p a e p a ,  sono entrarnbi reali 
e r i spet thmente  compresi negli intervalli (e, ,  - CIO); (e,, e.) e p'a e p'a,  
sono immaginari puri; quindi per le (7), (22) e (26), a ,  B, $', e quindi an- 
che v, risulteranno reali. 

Detti A ,  B, C, i momenti principali del corpo rispetto agli assi x, y,  x, 
e la distanza tra il punto di sospensione e il baricentro del corpo, e Y il 
peso del corpo si ha:  

e poichè: 

12 i onde E deve avere 10 stesso segno di - 
121 

(*) JAGOBI. Gesnrnm. Wcrlie, Bd. 2. F~ngnzents sur la rotation d ' u n  corps, 
pag. 477-514. 

(nit) Sulla ~otaziprze di un corpo tli rivoluzione pesante clle gira aatorno ad u n  
p l l t o  clel suo nsse clz' simnzeti-in. Atti della R. Acc. di Torino, 1881. 

(*") Sur le mozmement etc.. Comptes Rendus, tom. 100, pag. 1005, e Traité des 
fonc. ellip., partie, pag. 93 e seg. 

(****) SU)- le moz~vement d 'un  corps pesaitt de 2t!éuolution etc. Journal de Liouville, 
4."Q&ie, tom. 1, pag. 403, année 1585; e le Notes à 2n i?fécaniqzce de Despeymus, tom. 2, 
1886 Note X X .  

(*x***) Di~nostt~azioiae di  urz tsorcmn di Jncobi. Atti del R. Istit. Veneto, serie 7.a, 
tom. 3, pz. 487, ango 1592. 
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Espressione ellittica delle costanti meccaniche. 

. Ne1 problema della rotazione di un corpo pesante di rivoluzione sospeso 
per un punto del suo asse di simmetria, compariscono altre due costanti mec- 
caniche: quella dell'integrale delle forze vive, e quella dell'integrale delle 
aree. Cerchiamo in qua1 modo si esprimono mediante a ed a,. 

IJ7integrale delle forze vive è 

Moltjplicnndo t ïa  .loro le espressioni (20) e (21) ,  ottenianm: 

oppure : 
2 p u - p u - p a t  2 p ( a  + ai) - p a  - p a  

+-- p a i - p u  1 
d'onde segue che la. costante 7 delle forze vive è data dà: 

221 (a + ui):p a -- P a , 
Y =  pal  - p a  

e (per i valori d i  a e a,) è una costante reale. 
L'integrale delle aree è ' 

Ora mdtiplicando la (20) per la (8); la (21) per la (9) e sommando si ha:  

2 i rcaccr i  G(U+U)G(U f ~ ~ ) ~ ( ~ . - a - a i )  c ( u - a j ~ ( u - - a i ) ~ ( u + a $  ai) 
kii. +-- - 

~ 2 ( a  + al) 5 (a - ai) CS u c3 u 

Consideriamo la funzione : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ohe h a  l'infinito trip10 u = 0, e gli z r r i  - a ,  - a , ,  n + a ,  ; B quindi una 
funzione intera di p u  e plu della forma: 

A p u + R p l u  + C. 

Sviluppando in seiie si ha:  

ha le radici - a ,  -a i  e quindi anche a + a,; e perb risulta facilmente: 

Mutando a ed a, in - a ,  - a , ,  d e C non mutano riè d i  valore nè di segno: 
B muta segno, onde: 

1 ~Zac,zal  p'ai - p l a  pap 'a i  - p a i p ' a J ,  
- c r ~ ~ ~ ~ , ~ ,  = - 2 i r  ~ ( a  + a l ) 5 ( u - a i )  p a l - p a  PU- p a l - p u  j 

oppure : 

d' onde : 

e perb infine: 

Cella poloide. 

Sia O il punto di sospensione del corpo; OR l'asse istantaneo di rots- 
zione alla firie del tempo t ;  OR 17arnpiezza della rotazione istantanea. Le 
proiezioni di OR sugli assi principali d7inerzia sono p ,  y, r ;  la  curva de- 
scritta da1 punto R ne1 corpo (curva base del cono luogo degli assi istantanei 
di rotazione mobili) chialnasi polciide; il luogo di R nello spazio,fisso dicesi 
erpoloide, 
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Le proprietà di queste curve furono investigate anzitutto da HESS, in un 
suo bel lavoro (*) ne1 cas0 particolare cbe inizialmente sia p = q = O;  poscia 
da1 DARBOUX (**) e poi nuovamente da HESS ne1 caso generale delle condi- 
zioni iniziali qualsiasi (***). Poichè r = cost., la poloide è una curva piana 
contenuta in un piano parallelo ad x, y, .  Le coordinate XI Yi di un punto 
della curva sono espresse cod: 

Chiamando xi ed y, le coordinate dell'erpoloide relativa al secondo moto Pi 

e poichè: 

risulta : 
21,  = U ,  v, = - a - a,, 

XI + iY1 = k(xl + ;yl), 

dove k. è costante, quindi: 
Le coordinate di un' punto della poloide sono proporzionali alle coor- 

dinate omonime della erpoloide relativa al secondo moto di POINSOT e perb 
la poloide è una curva compresa tra due cerchi concentrici ai quali è tan- 
gente, che pub presentare o no dei flessi a seconda che ne presenta O no l'er- 
poloide relativa al moto Pi. Il punto R descriverà quindi la poloide colle s t e m  
leggi colle qnali è descritta la erpoloide PI ed enunciate da  DARBODX (*****). 

(e) W. HESS, Ueber dus Gyroskop. Math. Ann., Bd. 10, 1882, pag. 121-151. 
(**) Memoria citata. 

(***) W. HESS, Uebw dns Gyoshop Lei nllgemeinster. T b 7 2 1  des uur. Bezcegu)zg nu- 
regenclen Il.fementa~zRrüftesystems. Math. A m . ,  Bd. 29, 1857, pg. 500-580. 

(=**) HALPHEX, Théorie fon. ell., 2."" partie, pag. 53. 
(a****) Cfr. le Notes à ln Méc. de Despeyrous, XVII e XVIII .  Queste leggi discen- 

dono assai fncilmcnte dalla nota rappreseiitazione ellittica dell'erpoloidc; cioè: 

dalle quali si deduce: 
d O 7~ u3 

1 . 2 - = - ~ - - 1 ' 2 + - p r v ;  quindi: 
d t n 2in 
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Il raggio vettore p della poloide è dato dà: 

l'anomalia 0 è data da: 
5 

oppure : 

L 
~a+<a ,+; (a -Y )+  7 

e perb l'anomalia è composta di una parte lineare i n  26 (proporzionale al 
tempo) e lion periodica; e di una parte periodica rispetto al tempo. 

Il cas0 trattato da HESS ne1 primo lavoro citato, discende facilmente 
dalle formule esposte. Supporiiamo che per t = O sia p = q = O. L'integrale 
delle aree e delle forze vive dànno per valore iniziale di cosx,x, rispettiva- 

8 
mente - e - y ;  onde: 

z 

cioè, tenendo presenti le (17), (25) e (26): 

1." Legge. L a  celocitil nreolaria é zuza funzione litteare di r2. 
Detta V la velacith totale: 

12 

Il termine indipendente .da 1.2 ilel secondo membro è 

2." Lepge. 12 yundrato della velocith è una fuwione Oiyuadrata di r che ha ne- 
yativo il coefticiente di  r4. 

Si pub moçtrare facilmeilte ancora che: 
Il quaclrnto &11' accebmzione lotnle è Zn somma ch' clue 29olinomi; zmo cli temo gr& 
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Ma per tre argomenti a ,  a , ,  - ( a  + a,)  si ha:  

Componendo i due ultimi rapporti e tenendo conto della relazione pre- 
cedente si ha:  

y'(a + a , )  = O e perb: p(a  +a,) = 6,;  n  + a ,  = a'' a meno di periodi. 

In ta1 caso il raggio vettore della poloide è dato dà: 

p2 = 4re(ez -pz$, 

e quindi il suo valor minimo è Io zero; in ta1 caso adunque la poloide è 
compresa entro un sol cerchio; parte da1 centro dirigendosi verso la periferia 
cui risulta tangente. 

1,' anornalia 15: 

ma : 
- %.rlv24 

a (U - a") = -- u(u+w1')e ; g ( ~ 1 " - a ) = - t a + 2 ~ ' l ,  
e perb: 

1 11 

O = - (  E - Y ) U + ~ U .  
'T Z 

La costante a ha, in ta1 caso, la forma: 

onde infine: 
1 hl 

O = - (  a-2r )u= ' -E  ~ = m 2 1  ( m  costante). 
2 r P i  

È facile rnostrare che in ta1 caso la poloide non ha flessi. 
Considerando p f~~nz ione  di 8 ,  i punti di flesso si ottengono cercando i 

valori di p tali che: 

e poichè si ha successivamente: 

d 0 2  r2 l i ~ p ' ~  ; p h = -  

i valori di zc, O di p u ,  ai  quiili corrjspondono punti di flesso sono dati diilla 
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eauazione : 

la quale, ricordando che: 

si trasforma in una equazione di 1." grado in p u ,  che risoluta dà:  

4eo - m9( l2e ,  et  + gt)  4 p u  = -- 
1 $ 3et9ne 

Ma non basta che pu risulti reale: occorre che sia compreso tra e, ed e,; 
quindi 4 p  u < 4 e, ciob : 

ele ,+2ep>0,  
oppure : 

(e2 - el) (G - es) > O,  
cib clle non è poichè: 

el > e*> es, 

e perb la poloide non ha flessi reali ne1 cas0 considerato da HESS. 

Della erpoloide. 

Passiamo a considerare l'erpoloide descritta da R. Determiniamone le 
equazioni; diciamo perb X, Y, 2, le coordinate di R rispetto alla terna fissa 
(x,, y. zo); sarà: 

X = p c o s x o x ,  + qcosx,y, + rcosxoz,  

Z =pcosXoxi + gc0sxoyi + l 'coszozl. 

Dall' integrale delle aree si deduce : 

Z = B - ( c r . - r ) c ~ ~ z ~ z , ;  
cioè : 

Abbiamo poscia : 

1 (coszizi + icoszo yi) (p - iq) - (cossozi - icoszo yi) ( p  -k ip) + 2,./.  
= -(cosx,zl+ioosy,z,)~ 2 

i-L. 1 + C O S X ~ Z ~  1 - COS Za $1 
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Tl secondo membro, tenendo presenti le (23) e (24), si trasforma subito e.si ha: 

X+iY 

L a  qiiantiti in  parentisi equivale ancora a 

risulta: 

X + i Y  

D'altra parte si ha :  

e poi: 

onde : 

1)iciamo x0 ed y. le coordinate dell'erpoloide relativa al primo moto di 

2 - A = . L .  , ~ ~ - 2 ~  E - r  ( A  e B costanti reali), 
P. 0 , P . o . O ( P U ~  --PU) 

risulta l'espressione notevolissima: 
d X +  iY = A(x,  +iy,) + iB - (2, + iy,) .  

du  

Annuli di Matenzatica, tomo XXII. 
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fi noto che il caso particolare in cui a = r (l'ellissoide d'inerzia diventa 
una sfera) non specializza il corpo, ma  il punto di sospensione; il moto, ne1 
cas0 generale, pub sempre ridursi ad una rotazione semplice e ad un movi- 
mento pel quale sia a = r ;  in ta1 caso B = O, e perb: 

Le coordinate della proiezione orizzontale della erpoloide sono proporzio- 
nali alle coordinate omonime dell'erpoloide relativa al primo moto di POINSOT, 
ne1 caso i n  cui sia a = r .  

Escludendo questo caso, diciamo p il raggio vettore della proiezione oriz- 
zontale della erpoloide; p,, Bo il raggio vettore e l'anomalia della erpoloide 
relativa al primo moto di POINSOT; Vo l a  velocità colla quale essa è descritta; 
troveremo che: 

e per le leggi di DARBOUX, già ricordate, si ha:  

B" 
p', + HF: + K, (H, K costanti), 

la quale esprime in modo semplice la relazione tra il raggio vettore p e il raggio 
vettore p, dell'erpoloide del moto risultante e del primo moto componen.te. 

L a  legge che esprime il quadrato della velocità V del punto che percorre 
la proiezione orizzontale della erpoloide non è semplice. fi per altro facile sta- 
Mire che il quadrato di questa velocità si compone della somma di tre termini 
rispettivamente proporzionali al quadrato della velocità, al quadrato della acce- 
lerazione totale e al prodotto della velocità e della accelerazione normale ne1 
moto del punto che percorre l'erpoloide Po. Se quindi tale erpoloide ha dei flessi, 
il inoto della proiezione del punto R su1 piano orizzontale sarà oscillatorio. 

L a  velocità areolaria della proiezione di R B eguale ad una funzione 
biquadrata di p, più due termini rispettivamente proporzionali al prodotto 
della velocità per l'accelerazione normale, e al prodotto del raggio vettore 
per l'accelerazione secondo il raggio vettore, ne1 moto di Po. 

1,'accelerazione del moto della proiezione di R si potrebbe esprimere per 
rnezzo delle accelerazioni di ordine superiore ne1 moto di Po.  

Roma, dicembre 1893. 
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Paolo  Ruffini 
e i primordii della teoria dei gruppi(*). 

(Di HEINRICH BURKHARDT, il?, Gottingen.) 

Traduzione di Ernesto Pascal in Pavia. 

H o  aderito molto volentieri all'invito faitorni dall'illustre Direttore di 
questo periodico, e mi sono accinto a ridurre ne1 nostro idioma questo no- 
tevole lavoro di  un mio egregio amico di Germania, il dott. BURKHARDT. 
Lavoro tanto più notevole per noi, inquantochè tratta di cose nostre, e ri- 
vendica ad un insigne italiano priorità di idee e di teoremi attribuiti ordi- 
nariamente a stranieri. 

E se un dotto straniero si è assunta la lunga e faticosa pena di renderci 
giustizia, noi non possiamo non essergli grati, e io credo di farmi interprete 
dei sentimenti di tutti i miei colleghi d'Italia, tributando qui pubblicamente 
all'hutore di questo scritto i ringraziamenti dei matematici italiani. 

Milano, novembre del 1803. 
ERNESTO PASCAL. 

Mentre oggidi son molti quelli che si occupano della storia della mate- 
matica antica, pochi sono invece quelli che si danno a ricercare la storia 
del10 sviluppo. della nostra scienza negli ultimi tempi. 

Alcune poche notizie su1 primo apparire di questo O quel teorema si rico- 
piano da  un libro all'altro; un lettore desideroso di notizie più dettagliate deve 
ricorrere addirittura alle fonti. Cosl per es. si trova dappertutto riferito che il 
matematico italiano RUFFINI fu il primo che dimostrb la impossibilità della riso- 
luzione per radicali dell'equazione gcnerale di quinto grado, e di tale dimostra- 
zione se ne trova anche fatta la critica e indicati i difetti; ma sernbra poi essere 

(") Estrattû dalle Abhandlungen zur Geschkhle der hlnthcntatik, VI IIeft. (Supple- 
mento alla 37."" annata della Zeitschrift für Matiiematik und Physik.) 
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stato completamente dimenticato (*) che una gran parte delle idee sulla teorin 
delle sostituzioni, che si sogliono attribuire il CAUCHY, erano gili note a RUFFINI. 

Non ci sembra quindi che sarà priva di un certo interesse una recensinne 
delle ccise principali contenute nei lavori di RUFPINI; prima perb ci sia pcr- 
messo fare una rapida rassegna degli antecessori suoi, e seguire in essi il gra- 
duale sviluppo di quelle idee che a lui servirono di hase. 

1. HUDDE, SAUNDERSON, LE SEUR. - L a  prima occasione per riconoscere 
l'importanza delle considerazioni di analisi combinatoria per le ricerche alge- 
briclie, sembra essere stata data da1 problema: forrnare l'equazione di lnm0 grado 
che abbia per radici m di quelle di una data equazione di nmO grado ( r ~  < n). 
Per n = 4 ,  5, 6 ed m = 2 ,  3 il pïoblema è trattato nella epistola Jollannis 
Huddenii de reductione aepuationum che FR.  V A N  SCHOOTEN pubblicb insieme 
alla sua traduzione latina della geometria di CARTESIO (**). Q u i ~ i  (***) il pro- 
blema si limita solo alla ricerca dei fattori raaionnli della equazione data, e 
percib Io si risolve, costrueiido prima la equazione ausiliaria, e poi esaminando 
se questa posaicde radici raziondi. In  maniera simile si trova trattato il pro- 
blema nei libri posteriori, fino a che SAUNDERSON (**"), molto tempo dopo, 
notb che la determinazione dei fattori quadratici di un poliuomio di quarto 
grado, deve condurre necessariamente ad un'equazione di sesto grado, perché 
vi sono sei fattori possibili di tale specie. L a  ragione per la quale egli si lirnitb 
a questo caso speciale, l a 4  trova pensando che egli scriveva un'opera elemen- 
tare. Il caso generale fu trattato subito dopo da LE SEUR; egli dà il numero 

come grado dell'equazione da cui dipende la determinazione dei divisori di 
mm* grado di un polinomio di v0 grado (*****). 

(*) Nella dissertnzione di 1. IIECKER fatta a Runi i :  C c h -  Rii f i i i 's  Be t r c i~  fiir clic 
Unm6glichkeit der algebraischen AzcfEGsung der allyemeinelz Glciclzurzy con ciizem 1161ieren 
als dem vierten Grade (Bonn, 1586) si pnrla solo dcll'ultima red.xzione della dimostrazione 
di RUFFINI (quells del 1513), la quale non contienc pcrb çl i  sviluppi piu interessanti: 

(**) Geometria a Renato des Cartes. .  . opera atqiie studio FRAXCISCI a SCIIOOTES. 
A4.mstel. &p. Elzevirios, 2." ediz., 1639, 3." ediz., 1653. 

(***) Pag. 487 della 3.a ediz. 
(****) !l%e elements of algebra by N r c r ~ o ~ a s  S . w x ~ s n s o s ,  2 voluini. Cambridge, 17-10 

(posthum); vol. 2.O, pag. 737. 
(*****) Mérn0U.e sur le calczcl irzt6gral par  le  P. T a o a r ~ s  LE SRUR. Rome, 1715 (iion 

1758 come erroneamente s ta  stampato) , pag. 22, 33. L70puscolo t ra t t a  dcll' integrazione 
delle funzioni f rat te  mzionali per  mezzo della d c c o m p ~ s i ~ i e n e  in frazioni parziali. 
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L'interesse con cui i matematici di quel tempo si occuparono proprio 
di questo problema, si spiega col fatto che si p e n d  di potere per questa via 
ziungere a dimostrare l a  esistenza delle radici delle equazioni algebriche di 
grado elevato. S i  pensava cosi: col10 stesso diritto con cui si introducono ne1 
ca,lcolo le quantità immaginarie, cioè le radici di certe equazioni quadraticbe, 
si pub bennnche ammettere che d a  equazioni di grado superiore restiuo de- 
finite delle quantità immaginarie, snlvo poi a decidere se queste sieno della 
stessa specie di quelle O di natura diversa. Ma nan si potrebbe d'altra parte 
non conchiudere secondo la  prima ipotesi per poco che si fosse giimti a ri- 
durre la  determinazione dei fattori quadïatici di un polinoniio dato alla riso- 
luzione di una serie di risolventi di grado dispari, ciascuna delle quali quindi 
possegga almeno iina radice reale. L'errore contenuto in  tale argomentazione, 
fu messo in rilievo per la  prima volta, come si sa, da Gauss nella sua Dis- 
sertlrzio~~e (*). 

2. WARING. - Una  più estesa applicazione dell'analisi combinatoria alla 
determinazione del grado delle risolventi si incomincia a trovare per l a  prima 
volta in WARINGI, e propriamente in rnolti luoghi della prima parte della sua 
llliscellanea a-lzalyfzca (**) e delle Meditationes aigebraicae (*"). Cos) per es. 
dopo le prime proposizioni s i  t ro ra  subito formulato il problema (****): In- 
veni1.e aequationem, cuius radices si-lzt quaecunzque alyebi-aica radicum da- 
taruna aequationzmz functio. P e r  la  soluzione d i  questo problema vengono 
proposti due metodi e illustrati con esempi; il primo di essi si riduce alla 
costruzione di funzioni simmetriche, e l 'altro ad  un processo di elirninazione. 

Ma le  ricerche di questo genere sono poi principalmente raccolte ne1 
cap. IV delle Misc. anal. e ne1 cap. III delle Med. aly., sotto il titolo: De 
~ e d d i o n e  et ~esolutiorte aequationum. Qui si trova trattato il più volte citato 
problema dei dirisori di mmO grado di un polinomio di grado (*****); 
come dimostrazione sufficiente del fatto che tutti i valori che acquista l a  

(*) Ges. Werke,  vol. 3 . O ,  pag. 5, l i .  
(+*) Cantabrigiae, 1762 L a  seconda parte di quest'opera t r s t t s  della teoria dclle 

curve; lc proprictntes algebrciiemum c~ci.ûnvocrn (ib., 1772) stanno a qucsta seconda parte 
iiello stesso r:ipporato clie le Mcd. nlg. stanno alla priina parte. 

(***) Il)., 1770; la edizione posteriore del 1782 è segnata corne ediz. 3.", peidie 
13 Mise. anal. è calcolata come 1." ediz. L e  meclitationes a?zalytieae di WARIXG (ib., 1775) 
sono un esteso trattato del calcolo delle fizcssioni e dei fluenti. 

(**"*) Misc. anal., pag. 11; Med. alg., pag. 17 (ediz. del 1770). 
(""""*) Alisc. anal., pag. 34; Afed. dg. ,  pag. 87. 
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* 
quantità ausiliaria, per le permutazioni fra le radici dell'equazione data, deb- 
bon0 essere tutti radici della stessa equazione ausiliaria, anche WARING OS- 

sema sempliceniente che: p o t  szint colnbhzationes m rudiczlm i?a riaaiore ~ n r t l -  
t i tudine n radicutît, tot  e run t  problematis solutiones ET CONSEQUENTER tot erunt 
radices uequationis reducentis. 

Nei luoghi citati si trova anche la osserva,zione, che dopo aver determi- 
nato un coefficiente del divisore, gli altri si potrebbero determinare con sern- 
plici divisioni, eccettuato il cas0 che Z'eqztazione d a  cui  d-ende quel prinzo 
coeflczénte oenga a possedere radic i  eguali. Qui vien rimandato il lettore ad 
un passo più avanti (pag. 166) dove si trova il seguente teorema generale: 
Sieno date due equazioni con due incognite; queste potranno esprimersi am- 
bedue mediante le stesse irrazionalità, salvo se più valori di iina di esse sono 
fra loro eguali; ma se 2 ,  3,  ... valori di x corrispondono al10 stesso valore 
di y, allora l'equazione quadratica, cubica, ecc., cui soddisfanno questi valori 
non coritiene altre irrazionalità che quelle che compariscono ne1 corrispon- 
dente valore di y. 

È da notarsi poi anche clic WBRING conosce la trasformazione di TSCIIIR- 
NHAUS, e dà esattamente il grado dell'equazione ausiliaria che occorre Fer far 
sparire i termini medii nella equazione risolvente corrispondente (*); del resto 
egli cita TSCHIRXHAU~ per la prima volta nella Prefazione dell'edizione del 
1782, pag. X,  XXV. 

Corne esempi Fer le sue proposizioni generali WARING adopera in gran 
parte i diversi metodi noti per la risoluzione delle equazioni di 4." grado; 
egli fa vedere fra le altre cose (**) come le radici delle corrispondenti risol- 
venti cubiche si possano esprimere come funzioni a tre valori 

delle radici xi z, x, x, della equazione data. 
Propone poi anche il problema: Trovare equazioni speciali, le cui radici 

abbiano una forma stabilita; e, fra le altre, trovare equazioni di mm* grado 
le cui radici abbiano la forma (allora molto trattata) 

(*) Un cas0 speciale si trova, riella h&w. anal., pag. 30; il caso generale nellc 
Med. png. 101. 

(*") Med. alg., pag. 94. 
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Che poi la determinazione delle a ,  già pel caso delle equazioni generali 
di 5." grado, dipenda da un'equazione di grado più elevato, egli 10 ricava 
senza difficoltb dai suoi principii di analisi combinatoria (*). 

3. LAGRANGE. - Ne110 stesso anno in cui comparirono per la prima volta 
le Med. d g .  di WARING, LAORAN~E presentb all'bccademia di Berlino la sua 
estesa Memoria: Reflexiws sur la thdorie algébrique des tkpat io~zs (**). 

Nei trattati si parla di quest'opera molto più che di tutti gli altri lavori 
che abbiamo qui da esaminare; cos1 per es. il trattato del SERRET ne con- 
tiene un sunto assai esteso (art. 498-521). Ci sin quindi permesso limitarci 
ad un breve sunto di essa, limitandoci solo a quei punti caratteristici che si 
riferiscono alla introduzione, nella teoria delle equazioni, delle idee di teoïia 
dei gruppi. 

(*) Med. dg., p&g. 120. - Sehbene s i  t ra t t i  di cose estranee a l  nostro scopo, pure 
vogliamo notare una ser ie  di a l t re  rimarclievoli cose,  che s i  trovano in WARING, e clle 
sono poco conosciute. L e  prefazioni delle due opere contengono un riassunto di notizic 
(sempre più completo in ciascuna delle edizioni seguenti) sopra l a  storia anteriore del- 
l 'algebra, rinssunto che specialmente per il  XVII  secolo, e per  l a  prima metà  del SV111 
è assai ben fatto. 

A capo del testo s i  trovano nelle due opere l e  formole p e r  il calcolo delle somme delle 
potenze simili delle radici per  mezzo dei coefficienti; v i  si adopera l'espressione esponentes 
litterarum per  cio che ora  si su01 chiamare peso dei coeficienti; segue poi il calcolo delle 
altre funzioni simmetriche p e r  mezzo delle somme delle potenze simili delle radici;  il me- 
todo, cosiddetto di WARING, per  il  calcolo delle funzioni simiiletriche direttnmente p e r  
mezzo dei coefficienti si  t rova  solo nella seconda opera (pag. 11). L a  Misc. anal. contiene 
pure (pag. 16) il metodo per  il calcolo approssimato delle radici (supposto clie sieno reali) 
metodo cha v a  sotto il nome di GRAEFFE. 

Una g r a n  parte  delle due opere è occupata da ricerche sopra l e  radici razionali di 
sistemi determinati e indoterminati di equazioni; ne1 V cap. delle med. alg. queste ricerche 
comprenclono anche un riassunto formale di teoremi sulla teoria dei nuineri (vi si  t rova 
anche pubblicnto per  la prima volta il  teorema di WILSON riferendosi a d  una comunica- 
zione di WILSON a 'S~ARIXG, pag. 218 v. anche pag. VITI). P e r  WAI~ING, come anche p e r  
parecchi a l t r i  suoi contemporanei, tali  problemi .aveano anche una grande importanzn, 
algebrica, perché e;li pensava (v. Mise. anal., pag. 48; Med. alg., pag. 121) di potere 
giungere alla soluzione delle equazioni generali di g m d o  elevato, ne1 seguente modo: as- 
sumendo prima uns  risolvente con un numero di incognite superiore a l  numero delle 
condizioni da soddisfare, una opportuna eliminazione avrebbe condotto a d  una equazione 
a più incognite; cib ottenuto, e trovati valori razionali per  l e  incognite, e soddisfacenti 
quest'ultima equazione, si sarebbe potuto poi da  questi pervenire alla soluzione della 
equazione data. 

(**) Nouveaux mémoires de l'Académie de Berlin pour  les années 1770-1771 (Berl., 
1772-1773) Oeuvres de Lnyranye, éd. SERRET, tom. 3. 
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Corne scopo del Imoro il LAGRANGE nella Prefazione ' si propone questo: 
esaminare i diversi metodi adoperati sino al suo tempo per la risoluzione alge- 
brica delle equazioni, ridurli a principii generali, e mostrare a pr ior i  perchè 
essi, mentre conducono al19 scopo finale per le equazioni di 3." e 4." grado, 
vengon meno invece per le equazioni di grado superiore. 

Ne1 primo c,apitolo si mostra che tutti i metodi dati per la  risoluzione 
delle equazioni cubiche, conducono tutti alla risoluzione di un'equazione ausi- 
liaria di 2." grado, di cui le radici si esprimono mediante le radici xi x, x, 
della data e mediante una radice terza cornplessa dell'unità cc, sotto la forma: 

O mediante combinazioni lineari di tali espressioni; la  proprietà caratteristica 
di queste, è che esse, per tutte le permutazioni fra le radici x ,  non possono 
assumere più che due valori diversi. Il capitolo termina col10 sviluppo di al- 
cuni teoremi sulle radici dell'unità, e che si ricavano dalla forma trigono- 
metrica sotto cui quelle possono porsi. 

Ncl secondo capitolo si tratta similmente dei metodi per la risoluzione 
delle equazioni biquadratiche, e si dirnostra che essi si riducono in sostanza 
all'uso di un'equazione ausiliaria, di cui le radici sono funzioni a tre valori 
di quelle dell'equazione data, corne per es.: 

Per una funzione meno semplice di queste, egli dimcistra col seguente pro- 
cedimento la proprietà di possedere t,re valori (art. 43). Essa resta inalterata 
scambiando x' con x", quindi non conterrà più 24 valori, ma al più 12. Resta 
ancora inalterata per 10 scnmbio di 2"' con xTV, e quindi allora al più avrà 
6 valori, e finalmente questi 6 valori si riducono a 3 se si osserva che la fun- 
zione resta ancora inalterata per gli scambi di x' con x"' e contemporanea- 
mente di x" con x", e che tale p e m u l a x i o n e  è indipendente dal le  pr ime  yiu 
considerate. Osserva poi ancora che l a  funzione non si altera per gli scambi 
di x' con xl' e x" con x"'; m a  egli dice che tale u l t in ta  pernzz~taxione non 
B pi& d a  co?lsiderarsi perchè non  è i d i p e n d e n t e  dal le  a l t re  già colzsidemte. 

I l  terzo capitolo si riferisce alle ricerche arialoghe per le equazioni di 
grado superiore. Proprio di questo capitolo il SERRET riproduce quasi per in- 
t e r ~  le considerazioni e i risultati; B da osservarsi perà che egli ha  sostan- 
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zialmente modernizzato la forma dell'esposizione, inquantochè adopera la no- 
tazione simbolica delle sostituzioni, e in generale si serve di una trattazione 
sistematica, precedentemente fatta, della teoria delle sostituzioni, da cui LA- 
m m a E  era ancora lontano. 

Il capitolo termina con alcune considerazioni rjguardanti la possibilitk 
di trovnre, seguendo la  via gin tracciata, equazioni ausiliarie di grado minore 
di quelle ottenute ,sino allora. LAORAN~E già per le equazioni d i  6." grado 
crede di  dover rinunziare a questa speranza, perchè osserva che i 10 valori 
dell' espressione 

non si possono raccogliere in due serie di cinque ciascuna, in modo che il 
prodotto delle sGmme dei cinque valori di ciascuna serie riesca una funzione 
simmetrica (art. 85). 

Il quarto capitolo contiene rnaggiori dettagli sui teoremi che si riferi- 
scono al grado delle risolventi. Un  suo proprio procedimento di elirninazione, 
ricavato con metodo induttivo da esempi semplicissimj, cvnduce a1 teorema 
fondanientale che il grado di una risolvente coincide col numero m dei di- 
versi valori che le sue radici possono acquistare per tutte le permutazioni fïa 
lc radici della data equazionc; per la dimostrazione di questo teorema non oc- 
corre la  conoscenza dell'altro teorema, che tutte le funzioni simmetriche dellc 
radici si possono esprimere razionalmente mediante i c.oefficienti, che anzi 
questo si ricava come caso particolare da quel10 (per In = 1). 

Non si fa del resto alcuna parola riguardo alla irriducibilità della equa- 
zione che si ottiene (una lacuna notevole non tanto per le considerazioni di 
LAGRANGE nelle quali questo punto ha poca importanza, quanto per le conse- 
guenze che posteriormeilte se ne ricavarono). 

Si tratta poi anche del teorema generale che il numero dei diversi valori 
di una funzione razionale di ,U quantità è sempre un divisore di ?!; la di- 
mostrazione è riportata integralmente solo per le funzioni bidrome, e per gli 
altri casi viene osservato poi che si pub ragionare nella stessa maniera. Se 
ne ricava allora anche la nota dimostrazione del teorema, che una funzione y 
delle radici x di un'equazione la quale resti inalterata per tutte le permuta- 
zioni fra le x che lasciano inalterata una funzione t delle radici x, si pub 
esprimere razionalmente mediante t ,  mentre poi y dipende da un'equazione 
di grado m i cui coefficienti sono razionali in t ,  dove m è il numero dei 

Annali di ~Malematica, tom0 SXII .  24 
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valori di y appartenenti a d  uno 'stesso valore di i (*). Come esempi vengon 
di nuovo considerate le funzioni a due valori di tre quantità, e quelle a tre 
valori di quattro quantità. 

1 risultati delle sue ricerche il LAGRANGE li riassume nelle ~eguen t i  pa- 
role (art. 109): 

u Io  non dubito punto che nelle cose avanti sriluppate risiedano i veri 
u principii della risoluzione delle equazioni, e il pih opportuno procedimento 
u analitico per arrivarvi. Corne si vede, tutto si riduce ad una maniera di 
u calcolo di combinazioni col quale si pub conoscere a priori il risultato finale. 
u Sarebbe stato qui il luogo di applicarlo alle equazioni di 5." grado e di 
u grado superiore, la cui soluzione non è ancora nota. Ma per tale applica- 
6 zione è necessario un numero di ricerche e combinazioni maggiore di quanto 
u potevarno racchiudere in questo lavoro. Noi speriamo perb di ritornarci in 
a altro tempo, e per ora saremo paghi d'aver fondata una teoria che ci pare 
u nuova e generale. n 

A modo di aggiunta vi sono poi alcune osservazioni sulle equazioni fra 
le cui radici esista una nota relazione; llAutore ricerca., illustrandolo con al- 
cuni esempi, fino s che punto la conoscenza di una ta1 relazione pub portare, 
in base ni  principi sviluppati, alla riduzione dell'equazione. Del resto egli non 
intende di fare con questa aggiunta una teoria completa di tali equazioni. 

Alla 2.' ediz. del suo Traité sur la résolzctiotz des c?pations nz~mériques 
(Paris, 1808; opere ed. SERRET, tom. 8) LA GR AN^ aggiunse come tzote X U I  
un punto dei tre primi capitoli della Memoria di cui parliamo, e in esso in- 
troduce alcune semplificazioni nella teoria delle radici, irispirate dalla lettura 
delle Disquisitiones a~ithmeticae di Gauss che ne1 frattempo erano comparse; 
ma del resto non vi si trova nessun altro notevole progresso. 

Verso la fine LAGRANGE parla della Menioria di VA~~DERIONDE di cui adesso 
parleremo noi. Egli osserva che il metodo di questo Autore è fondato su di 
un principio che deriva dalla natura delle equazioni e percib è un metodo 
più diretto del suo. 

4. VANDERMOBDE. - Al10 stesso anno 1770 appartiene un terzo lavoro in- 
teressante cioè 13 Mémoire s u ~  ln rt%oZution des équations di VANDERMONDE (**). 

(*) Sopra la maniera colla qude LAGRANGE tratta i casi d'eccezione clle capitano 
in questo teorema lier effctto dcll'egiinglianza numerica di fuiizioni fornialinente diverse, 
vedi HOLDER, Math. Ann., vol. 31, png. 454 e se:. (1859). 

(**) IIistoire de Z 'dcadhie  des sciences; année 1771 (Paris, 1774), png. 386 e seg. 
Come dice untl nota,, la  Memorin era stntn, già letta ne1 novembre del 1770, ma non 
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Ecco come VANDERMONDE si esprime nella prefazione per dire Io scopo 
del suo lavoro: 

u Mi è parso che una parte della difficoltà pub essere imputata alla natura 
u stessa dei metodi analitici, di cui si è fatto uso finora; ed è percib che io 
u ho peso  il partit0 di scegliere un'aitra via. Il rnetodo che io vado ad 
u esporre non suppone l'introduzione d i  alcuna incognita, e a qualunque punto 
u del calcolo, non si hanno che delle equazioni facili a verificare, eseguendo 
u le operazioni indicate . . . . . . . . . .  

u La equazione 
u $?-(a + b)z + a b  = 0 ,  

u pub essere considerata da due punti di vista; cioè O come equazione di 
u 2." grado, e allora l'incognita vi rappresenta una quantità ambigua; oppure 
(L come prodotto di due fattori d i  1.' grado, e allora è l'equazione che è am- 
u bigua, e l'incognita è suscettibile di due valori che non 10 sono punto (*). 
u Si tratti solo di risolvere l'equazione, bisognerà allora scegliere il secondo 
u punto di vista, ma se si domanda una radice che non sia composta che dei 
u suoi coefficienti (a + b) e (ab) questa radice sarà ambigua necessariamente: 
a perché ...,.. le due condizioni: 

a = funz. [(a + 1), ab]  

u b = funz. [(a f b) ,  u b ] ,  

u possono allora solo sussistere, se la funzione i: uiia funzione ambigua. Una 
u ta1 funzione è per esempio: 

Analogamente viene in seguito data, per le radici dell'equazione cubica, 
la espressione 

potet.te trovar posto ne1 volume del 1770 perche VASDERUOSDE nnn e ra  ancor meiuLro 
dell'kccademia; ne1 frattempo VAXDEKXOSDE conobbe le &Ieditatio,~cs nlgebmicne di Jva~ivc;, 
e le Réflexions di LAGR~NGE. 

(*) La indetcrminatezza di tali asserzioni dipende dalla iunncaiiza di idee di funzioni 
monogene e di campo di razionalita. 
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dove r' r" indiccino due radici terze complesse dell'unità, e vien mostrato 
che (a + r' b + ~ " c ~  e (a + r" b $- r ' ~ ) ~  si possono esprimere razionalmente 
mediante a + b + c ,  a b + u c + b c ,  e a b c ,  a meno di un termine 

il cui quadrato gode perb di tale proprietà (*). 
Con tali considerazioni VANDERMOXDE giunge a formulare nella seguente 

maniera il problema generale della risoluzione delle equazioni: 

in primo luogo, trovare una funzione delle radici tale che si possa dire 
essere essa eguale in un certo senso a ciascuna delle radici stesse; 

in secondo luogo, ridurre questa funzione ad iina forma tale che sia 
sempre la stessa se anche le radici si permutino fra loro; 

in terzo luogo, introdurre in tale funzione la somma di tutte le radici, 
la sornma dei prodotti a due a due, ecc. 

VANDERMONDE comincia colla terza parte di questo programma, e dà le 
formole ordinarie della teoria delle funzioni simmetriche. Schizza poi una 
teoria delle radici dell'unità, e questa contiene già (art. 6) senza dimostra- 
zione l'nsserzione che l'equazione di m m O  gracio da cui dipende la determi- 
nazione delle radici (21n $- l)me dell'unità, è sempre facile a risolversi (**j. 

VANDERMONDE pama quindi (art. 15 e seg.) alla prima parte del suo pro- 
gramma. Egli, riunendo insieme radici quadrate e cubiche, forma una serie 
di espressioni a sei, otto, nove valori; ma trova che nessuna di esse è attn 
a rappresentare le radici di un'equazione generale. Yer andare avanti egli 
sente il bisogno di adoperare una notazione abbreviata per rflplpresentare quelle 
permutazioni delle radici per le quali la funzione che si considera resta inal- 
terata; ma la notazione da lui scelta (art. 24), a meno di casi semplicissimi, è 
cosi incomoda che egli non pub ricavarne molto profitto. Cib nondimeno egli 
riesce non solo a coinpletare la trattazione delle equazioni di 3." e 4." grado, 
ma riconoscere ancora la esistenza della risolvente di 6." grado per le equa- 
zioni di 5.' e delle risolventi di 10."' e 15."' ggrado per le equazioni di 

(*) S i  vede clie VANDERXONUE per metodo sitztetico inteiide uii metodo pel quale si 
11i;liari le  niosse drr una d c t e r m i n a t ~  forma delle rntlici, e si ricercano le  equazioni di ciii 
le r.idici ahhiano quella forma stabilitn. 

(**) L e  espressioni esplicite per  le radici undiccsi~lic dell' ~ i n i t i  sono dutc nell'art. 33, 
scnzz dire corne sono stnte ricsvnte. 
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6."" grado, corne anche la  relazione di tali risolventi colla scomposizione di 
un polinomio di 6." grado in fattori cubici e quadratici. Dopo arere anche 
formato le risolventi di queste risolventi, e mostrato che anche esse non 10 
fanno progredire nella risoluzione, termina col dire (art. 34) d'aver fatto molti 
inutili tentativi per forniare con cinque elementi funzioni a tre O quattro valori, 
ed essersi convint0 che non ne esistono. 

Non poco interessanti sono le osservazicini colle quali il Segretario del- 
I'Accademia accompagna la sua relazione sopra il lavoro di VANDERMONDE ne1 
suo rapport0 hnnuale (pag. 49). Egl i  fa un paragone colle idee di LAGRANGE 
e crede che questi era persuaso doversi seguire un'altra via per la risolu- 
zione delle equazioni superiori, n~en t re  pare che VANDERMONDE creda che, se 
la  risoluzione è possibile, non pub che ritrovarsi per questa via; per conto 
suo egli è anche del parere di VANDERMOXDE. È dubbio che egli abbia esat- 
tamente inteïpretato le vere idee dei due Autori, giacchè quosti hanno sempre 
evitato di dichiararsi apertamente EU questo punto. 

5. RIASSUNTO. - L'anno 1770, ne] quale si seguirono a breve distanza 
fra Iwo, i tre lavori di cui abbiamo parlato cioè le Meditutiones di '~VAR~NG, 
le Ré'exions di LAGRANC~E, e la Mémoire di VANDERMONDE, rappresenta nella 
storia dell'algebra la fine di un periodo; il che del resto appare anche da1 
fatto che dopo questi lavori, i problemi in essi trattati si arrestarono per più 
d'un quarto di secolo. 

Ci sarh ora utile riassumere in poche. parole a clle piinto con quei lavori 
era stata ridotta la teorja della risoluzione delle equazioni di grado supe~iore. 
E r a  risultato che tutti i metodi noti per la risoluzione delle equazioni di 3." 
e 4." grado, per quanto sieno apparenternente dirersi, hanno perb sempre 
questo di comune, che cioè essi si riducono sempre a determinar prima tutte 
le funzioni razionali delle radici della data equazione, che assumono un ri- 
stretto numero di valori diversi, per tutte le possibili permutazioni fra le 
radici stesse; indi, conosciute queste funzioni, determiriarne altre ad un nu- 
mer0 maggiore di valori, e cos1 di seguito; compiendo perb tutto questo pro- 
cedimento sempre nei limiti delle sole funzioni razionali. E r a  poi assoluta- 
mente ignoto se questa proprietà, comune ai noti metodi di risoluzione, è 
inerente alla natura del problema, ovvero è solo una proprietà casuale di 
que4 metodi. Si conosceva inoltre la  relazione (considerata del resto corne 
evidente) esisteiite fra il numero dei diversi valori d i  una funzione e il grado 
dell'equazione ausiliaria d a  cui dipende il calcolo di quella funzione; e si 
sapeva poi ancora che le funzioni fra loro diverse, ma che si alterano O no 
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per le inedesime perrnutazioni fra le radici, erario egualmente atte al10 scopo, 
fatta naturalmente astrazione da una maggiore o'minore complicazione di 
calcoli. Ma perb i ragionameilti con cui si cercava di dimostrare queste as- 
serzioni erano, in quanto a rigore, appena sufficienti per quel tempo, in cui 
pareva giusto il fare applicazioni spesso molto soggettive del principio della 
ragione sufficiente. 

Si credeva che per fare nuovi progressi in questo campo sarebbe stato 
necessario di sottoporre ad uiia ricerca uniforme e prestabilita tutte le diverse 
permutazioni fra le radici, ma mancava un punto di vista generale, col quale 
una simile ricerca fosse salvata da1 perdersi in  innumerevoli particolarità. 

Ed infine, vista la inutilità di molti tentativi fatti per risolvere a1gebi.i- 
camente le equazioni di grado superiore, si era giunti alla persuasione chc 
tale risoluzione era impossibile; ma non esisteva perb alcun mezzo per dimo- 
straïe questa impossibilità. 

Se nei ternpi che vennero dopo, si attribuirono a L A G ~ A N ~ E  tutti questi 
risultati positivi e negativi, cib si deve senza dubbio alle eccellenti qualità 
delle quali è fornita quelln sua Menioria: la precisione e la sottigliezza .nelle 
idee, la generalità della disposizione, la semplicità, la chiarezza, e (per quanto 
10 comportassero i tempi) il rigore delle dimostrazioni. 

Ma se perb si guarda solo al contenuto, non si pub negare che an&e 
W A R ~  e VANDERMONDE, indipendentemente da LAQRAXGE, e contemporanea- 
mente a lui, aveano ottenuto una graii parte dei suoi risultati. 

6. RUFFINI; VITA PUBBLICA. - Da1 quadro descritto ne1 precedente pasa- 
grafo si vede che negli ultimi tre decenni del sec010 XVIII il problema della 
risoluzione delle equazioni di grado elevato rimase stazionario; e anche i ri- 
sultati che si erano gi8 ottenuti si introdussero assai lentamente nei libri per 
le scuole (*). Un nuovo passo amnti Io fece peï il primo PAOLO RUFFINI (nato 
ne1 1765, morto ne1 1822) (**). 

(3) Kegli Elc,mi~ti d'nlyeOra di PIETRO PAOLI ( P k ,  1791), ilel tom 1, pag. 110 si 
cita L,\GRANÜE; la 5.. edie. degli Elonet~ti d'alyebra di CLAIRAUT (Paris, 1797) contiene 
fra Ic qgiunte dell'editore (L. C.) un estratto della llemoria di LAGRANGE. 

y*) Uns estesa Biografia, in  cui pero e molto trascurata la parte matematica, si 
trova nelle Iilcmorie della Società italians delle scienze, tom. 19, pag. LXXXV-CX (1826); 
un'altra si trova nella Biopafin degli italiaiu' illustri, pubblicata per cura d' E. DE TIPALDO: 
vol. 4 (Venezia, 1837), pag. 25230 .  Brevi notizic si trovano anclie nella Biografie mi- 
2.0-selle, tom. 39 (Paris, 1825), pag. 274; iielle Nouoelle biogwfie génSmlc, tom. 42 (Paris, 
1863) col. 866; in LOLIBAKDI, Storia della letterntzci-a italinncr. 
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Della vita di quksto uomo singolare, la cui opera, gih dai suoi contem- 
poranei poco conosciuta, fu anche più dimenticata dai posteri, sieno solo ri- 
cordate brevemente le seguenti cose. 

Per  propria vocazione medico (come CARDAXO), egli si dette poi agli studi 
matematici che gli procurarono cattedre in varie scuole e finalmente alllUni- 
versità di Modena. Quivi egli non fu lasciato tranquille, per parte dell'uno O 

dell'altro dei cosi mutabili governi di quel tempo, perchè egli in materia po- 
litica e massirnamente religiosa, si mantenne tenacemente alla tradizione. Del 
resto seppe congiungere queste sue convinzioni con un vivo senso di italia- 
nità; egli con coinpiacimento chiamava L A ~ B A N ~ E  suo connazionale. 1 sucii 
scritti di medicina sono poco vantati, e si distinse dippiù nella sua imper- 
territa attività contro le varie epidemie che, a causa delle guerre, funestarono 
in quel tempo il paese. Si provo anche come scrittore religioso e filosofico. 
Noi ci occuperemo qui solo dei suoi lavori algebrici, e anche fra questi spe- 
cialmente di quelli riferentisi alla risoluzione per radicali delle equazioni di 
grado superiore. RUPFINI fu il primo che enuncib la impossibilità di tale riso- 
luzione e che tentb di dimostrarla; a tale scopo egli pubblicb non meno di 
sei redazioni della sua dimostrazione. 

Noi ci occuperemo ora successivamente di queste dirnostrazioni, insieme 
agli altri scritti che vi si rapportano; potremo cos1 formarci un completo con- 
cetto della contribuzione data da RUPFINI a questa parte della scienza. 

7. OPERA DI RUFFINI DEL 1799. - L a  prima pubblicazione di RUFFINI ne1 
campo delle ricerche algebriche è un libro di algebra in due voliimi intitolato: 
Teoria yeneî.de delle equaxioni, in cui si dimostra impossibile la soluzione 
algeb~ica delle equaxz'oni generali d i  grado superiore al quarto, uscito a Bo- 
logna ne1 1799. 

Dopo la esposizione delle proprietà generali de!le equazioni, e la discus- 
sione dei metodi per risolvere quelle di 2." 3." 4." grado, ne1 cap. XIII, RUF- 
FINI comincia la  sua dimostrazione della impossibilità, e comincia col classi- 
ficare le diverse permutazioni. 

P e r  intendere questa classificazione é da sapersi in primo luogo che egli 
indica come una permutazione unica l'assieme di tutte quelle per le quali una 
funzione resta inalterata; egli cioé intende con permutazione quel10 stesso che 
CAUCHY chiamb sistema di sostituzioni coniugate, e GALOIS gruppo di sosti- 
tuxioni. 

Un ta1 gruppo notoriamente è caratterizzato da1 fatto che ad esso appar- 
tiene ogni sostituzione che risulta operando successivamente due qualunque 
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sostituzioni del gruppo stesso; tale proprieth è conosciuta perfettamente da 
RCFPINI e da lui ripetutamente applicata (*). 

Come pennzdazioni semplici egli indicb i gruppi che (secondo il modern0 
modo di dire) risultano facendo le potenze di una stessa sostituzione, egli li 
distinse in due specie, secondochè questa sostituzione contiene lino o più cicli. 
Gli altri gruppi egli li chiamb permutazioni composte, e poi li distinse in quelli 
di 1." 2." 3.a specie secondoclié sono intrnnsitivi, transitivi e imprimitivi, 
tratasitivi e primitici. Per  la determinazione della transitività egli del resto 
considerava solo quelle radici che cornparivano nella funzione considerata; una 
inutile convenzione che Io obbliga poi spesso a stabilire altre suddivisioni 
di casi. Anche i n  un altro punto le sue denomiriazioni si allontanano dalle 
odierne, e propriamente parlando dei diversi valori di una stessa funzione egli 
dice sernpre : trrtti y tlesti valori ?.es tano inalterati per la s tessa permutaxione, 
laddove noi ora parliamo di gruppi derivctti gli uni dagli altri con trasfor- 
mazioni. Cib non avrà poco influito per chiudere a RUEFINI la via per giungere 
all'idea dei sotfogrirppi caratteristici. Del resto le sue definizioni delle diverse 
specie di permutazioni non sono abbastanza chiare considerate in sè stesse; 
perb i l  loro senso risulta cosi chiaro dai vari esempi e ~pplicazioni che egli 
ne fa, che si pub esser sicuri non essergli ancora a quell'epocs penetrate le 
idee posteriori. ( In  segtrito ndoperwenao la terminologia adoperata oggi e n o n  
quella di  RUFFINI.) 

11 numero delle diverse permutazioni fra le radici, per le quali una data 
funzione non altera il suo valore, RUFPINI I O  chiama il grado di uguaglianxa 
di questa funzione; questa idea corrisponde al nostro ordine del gruppo ap- 
pnrtejzentevi (**). Questo numero p egli Io determina per tutti i gruppi pos- 
sibili di cinque elementi. P e r  una perm~ctaziolze sen~plice di l.a specie esso 
B (e questo egli 10 dimostra in generale) eguale al numero degli elementi che 
vi  sono contenuti; per una perwz~itaziorze senzplire di 2.a specie è egiiale al 
minimo comun multiplo dei numeri analoghi corrispondenti alle diverse coin- 
poncnti; per unn pemzitaxione composta d i  1." specie è eguale al prodotto di 
qiiesti numeri (***). Delle pe)vmttaxioizi composte di 2." specie il RUFFINI per 
- 

(") Il caso clie vi possa essnrû ilna eguaglianza nzmerica f ra  funzioni formnlmlzlc 
verse, non B ancora in  qiiesto printo considerato da RUFPIXI; ma vedi il § 8. 

(*") Che qiiesto numero d sempre un divisore di rn! il RUFFINI 10 afferma segucnrlo 
LAGRAXGE , ma s e m a  dimostrarlo. 

(***) Le componenti qui vengmo supposte semplin, cib che per  m = 3, a meno di 
iin casil triviale, effettivamente Iin hogo.  
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cinque elementi conosce solo un gïuppo per il qiiale è p = 8 ;  l'altro con 
p = 4 (gruppo quadruplo) O gli sfuggi, oppiire non credette di doverlo coiisi- 
derare a parte perchè compreso ne1 precedente. Passa poi egli alla discussione 
di tutte quelle pevwutaxio~zi di  3." specie di cui una componente è iina sostitu- 
zione ciclica di tutti cinque gii elementi; egli trova che in ta1 caso p non pub 
nvere altri valori che 10 ,  20, 60, o 120 (*). Dimostrato poi il teorema ge- 
nerale che per un gruppo, non contenente nessunn di iali sostitlizioni cjcliche 
di tutti cinque gli elementi, il numero p non pub essere mai un multiplo di 5 ,  
stnbilisce corne risultato principale delle sue ricerche il fiitio che p non pub 
niai essere eguale a 15, 30 ,  O 40,  O con altre parole, clle ,non esiste aicana 
finiziow di  chzque eletnetztz' la qztale abbia solo otto, quccttro o ire vulori 
diversi, qztcrndo ira& elenzenii si peînlutitao fia loro in tutti i modi possibili 
(art. 275). 

Questo capitolo inoltre contiene (art. 273) anche un altro teorema ge- 
nerale (anche questo dimostrato col discutere tutti i eingoli casi possibili) che 
ora si pub enunciare cos'i: Se un gruppo contiene tutte quelle sostituzioni che 
risultano trasforrnando una sua sostituzione mediante unn determinata sostitii- 
zione ciclica di  cinque elementi, esso contiene aiiclie qriestn sostiiiizioiie ciclicn. 

RUFFIAI p i  ad npplicare i risultati ottenuti ndln  teorin dei griippi al 
problema della risoluzione delle equaxioni. Egli comincia col teorema (art. 277): 
Se fra due funzioni razionali M, Z delle radiri di iina equaziont? (gen~rnle)  
di 5." grado, esiste uria rel~zione della forma: 

d o r a  i 120 valori di Z sono tutti frn lnro diversi. È qui tacitamente am-  
niesso che Z deve alternrsi per una permutazione qualiinque Q frn le radici, 
peï 1s quale Jf resti inalterato. 

Fer  la dimostrazione egli si serve del teorema, ultiii~aniente ricordato 
(art. 273): Q deve essere una permutazione ciclicn di tutte le cinque rndici; 
se ora Z non si alterasse per una permiitazione l', eessa noii si altererebbe 
neanche per Q-iPQ, e quindi, in forxa di quel teorema, nertnche pei. Q stesso, 
contro l'ipotesi. Di qui risulta, prima di tutto, d i e  ln risoluzione clell'equazione 
non pub cominciarsi coll'estrazione di una radice 5.", e iieanclie coll'estra- 

(+?) Qui ln cnumerazione di tutti i casi possihili non è coioplcta; perche inaiicano i 
gruppi risultaiiti da (1 2 3  15) ,  e (1 32);  inn qiicsto errore non lia nessaiia iiifliieiizz sui 
risultati. 

d n w l i  di Eifntematicn, tom0 S U I .  25 
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zione di una radice 3." O 4.", perchè non esistono funzioni a tre O quattro 
valori; e quindi si conchjude che il primo passo non pub essere che l'estra- 
zione di una radice quadrata (art. 280). Dopo poi che è stata fatta questa 
estrazione, non potrà neanclie operarsi l'estrazione di una radice 5.") O 2.8 
O 4.", perchè non esistono neanche funzioni a quattro O otto valori, e neanche 
una radice 3.a, perchè, sebbene esistano funzioni a sei valori, questi perb non 
diventano a tre valori dopo l'estrazione di una radice quadrata (il che si di- 
mostra esaminando i singoli casi). Siccome dunque non possono considerarsi 
come esponenti delle radici altri nuineri che 2 ,  3, 4 ,  5, cosi resta dimostrato 
che non si pub giungere, con estrszioni di radici, a funzioni delle radici del- 
l'equazione gencrnle di 5." grado, le quali fuiizioni abbiano più che due valori, 
e quindi non si pub giungere neanclie ai valori delle radici stesse. 

Questa dimostrazioiie trascura una serie di obbiezioni. Prinia di tutto vi 
si parla delle radici dell'equazione, senza aver prima dimostrata la loro esi- 
stenza (*); poi non sono sempre complete le frequenti enumerazioni dei casi 
possibili. I n  tWz0 luogo i teoremi di  GRANGE a C& si lega tutto il procedi- 
mento, aveano bisogno in  parte ancor essi di dimostïazioni; e sopratutto sia 
LAGRANGE che RUFFINI hanno sempre trascurata la climostrazione del teorema 
che il numero dei valori di una funzione di 12 elementi è sempre un dirisore 
di  n ! .  In  quarto luogo é enunciato senza dimostrarlo (art. 274: vi si usa la 
frase: dedurremo ozolz di / f i i lmente)  che un gruppo di cui l'ordine è un n~u l -  
tiplo di 5, deve sempre contenere una permutazione ciclica di tutti i cinque 
elementi; forse RU~FINI lia creduto di avere esaurita la dimostrazione enume- 
rando tutti i casi che si presentano. Finalmente (e questa è la piu seria ob- 
biezione) resta oscuro se ne1 procedimento si tratta solo di funzioni razionali 
delle radici, O anche delle irrazionali, le cosiddette iwaz ional i tb  accessorie; 
ne1 primo caso occorrerebbe giustificare una simile limitazione, e ne1 secondo 
cas0 alcune delle conclusioni non reggono più. 

Cogli stessi principii RUFFINI dirnostra ancora la irresolubilità algebrica (*") 
delle equazioni di 6." grado e di grado superiore. 

Applica poi le sue ricerche (capp. XV e XVI) a equazioni speciali che 
si possano risolvere, nota che sia, per la forma delle equazioni, O per nlt,ro 
qualunque modo, una relazione fra le radici.. Rimarchevole è qui solamente 

(") Negli ar t .  15, CO c ib  s c n h r a  considei~sto come assioma. 
(*y Diciamo qui una  volt:^ pei. seinpre che in quel tempo per risoluzione nlye6ric.a 

si intendeva ln risol~ixione p w  rdicali. 
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il procedimento sviluppato negli art. 346 e seg. pel caso in cui la relazione 
nota contenga funzioni irrazionali delle radici. RUFFINI cerca di libesar prima 
la relazione dalle irrazionalità, e poi opera colla relazione resa cosi razionale; 
non dice nulla sulla possibiliti di ottenere alle ~ o l t e  maggior vantaggio ado- 
perando la data forma irrazionale. 

Dopo aver poi trattato dei metodi di approssimazione, degli sviluppi in 
serie, delle frazioni continue ecc., verso la fine della sua opera, agli arti- 
coli 496 e seg., egli torna ancora alla sua dimostrazione della insolubilitL, e 
fa la seguente obbiezione: se anche non é possibile la risoluzione algebrica 
generale delle equazioni di grado superiore, dovrebbero perb esisteïe, per ogni 
equazione particolare, delle relazioni fsa le radici le quali (come si è mostrato 
avanti) potrebbero essepe utili alla risoluzione. Egli risponde in due modi: 
prima di tutto se anche la cosa è cosi, cib non porta alcuna influenza sulla 
verità del teorenia generale, e poi non è affatto stabilito che ogni relazione 
fra le radici porti una riduzione del problema. Lascja poi isresoluto il quesito 
se per ogni equazione con coefficienti numerici (solo di queste egli si occupa) 
esista sempre una relazione fra le radici. 

8. MEMORIA DI RUFFINI DEL 1801. - Subito dopo la cornparsa della T e w i a  
yetterale delle equaxiolzi RUFFINI pubblicb nelle Memorie della Società italiana 
delle scienze (tom. 9, pag. 444-526, Modena, 1802, colla data del 21 ottobre 
1801) la Memoria: Della solzrxione delle eqzlazioni algebriche determîizccte par- 
t i c o l a ~ i  d i  grudo su~e i ' iore  a2 quarto.  Oggetto di questo lavoro è la risposta 
al problema: in qudi  casi la risoluzione algebrica di un'equazione si possa 
ottenere colla risoluzione di equazioni di gi-adn inferiore. Restano dunque 
escluse tutte quelle equazioni risolubili algebricamente, rna nella cui formola 
di risoluzione cornpariscono radicdi con indici eguali al grado del17equazione; 
cosa che RUFFIN~ pcr allora non notb, ma notb poi in iina postilla nelia sua 
Memosia posteriore (tom. 10, pag. 434). 

Nella prima parte della Memoria si classificano le equazioni (si parla solo 
di Quelle con coefficieriti numesici razionali) in semplici (aioè iireducibili) e 
composte (riducibili), e si escludono queste ultime. Seguono alcune considera- 
zioni su1 modo di ricavare da  una funzione delle sadici un7altra consimile fun- 
zione; tali considerazioni sono poco chiare, perchè anche qui RUFFINI considera 
solo le permutazioni fra le sole radiei clie compariscono effettivamente nella 
funzione. L'Autore passa poi alle modificazioni clle debbono subire i teoremi 
generali della teoria delle equazioni, se frn le radici esista una determinata 
relazione; in altre parole se si considera come noto il valore di una determi- 
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nata funzione di  esse; qui egli si ricollega al gi8 citato (n." '7) capitolo finale 
della sua Teoh ,  e riferisce unn serie di casi (art. 13 e seg.) in cui la  cono- 
scenza di una ta1 funzione non conduce ad uns riduzione della equazione data. 
Corne conclusione di questa parte (art. 16 e seg.) RUFFINI passa ad una ri- 
cerca, noil priva d'iiiteresse, FUI seguente probleina: Pub accadere che la fun- 
zione nota t delle radici, per alcune permutazioni di queste, alteri la sua forma; 
Inn, a causa dei particolari valori nutrierici delle radici, non alteïi invece il 
sud valore numerico; che cioè le funzioni t' t". ... t(") diverse nella forma, 
nbbiano tutte perb Io stesso valore K. Allora le funzioni simili a t  non si pos- 
sono più esprimere razionaln-iente niediante t ,  e quindi le deduzioni seguenti 
iestano senza fondamento. Per  qiiesto caso RCFPINI propone la seguente regola 
per la formazione di un'altra funzione 2' per la quale tale circostanza pertur- 
batrice non si verifica pih. 

Sieno t, t, ... t,, le funzioni formalmente diverse che risuitano da t  colle 
permutazioni delle radici; di queste t ,  t, ... f, abbiano i valori iiuinerici eguali, 
e ta+,.. . f, sieno numericamente diverse da t,. Si forini 

T,=t,+t ,+.--+te- ,+te;  

facendo le diverse permutazioni fra le radici x, si possono di qui ricavare 

p = (: ) funzioni, cio8: - = t ,  + t, 4- . + ta-, + ta;, 

Se oltse le supposto relazioni fra le radici non ne esistono aitre, nes- 
suria di queste fuiizioni ha Io stesso valore di Tl; in ta1 cas0 geiieïale Y', 
iina funzione della specie richiesta. Ma nei casi speciali pub facilmerite ve- 
rificarsi una tale eguagliailzn frn le T; e allora RUFFINI procede nella seguente 
inaniera. Indica con E la serie dei numeri primi 1, 2 ,  3, 5, 7,. .. e immagina 
costruite le funzioni 

Ti (s) = 2: + t: + . . +- il-, + t; 
( E )  = tf + t: + ' ' ' + tZ-i + t:+, 
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Se ora, per un determinato indice p ,  sussistesse la equazione T,(s) = TP(€)  per 
infiniti ralori di E ,  si ricrtverebbe che uno dei valori ta+,. .. tp sarehbe nume- 
ricamente eguale n t , ,  contro l'ipotesi (*). Siccome ora anche il numero q 
degli indici p è finit.0, vi dovranno esseïe valori di E pei quali nessuno T P ( ~ )  è 
eguale a TI (&)  (**). Uiia tale TI(&)  è allora infatti una funzione colla voluta 
proprieth; tutte le funzioni da  easa fornialmente diverse che ne risultano colla 
permutazione delle radici x,  hanno anche valori iiumericamente diversi; ed 
in particolare essa conserva la sua forma e il suo valore solo per tali perinu- 
tnzioni fra le radici per le qiiali t ,  non altera il suo valore numerico. Del 
resto essa non resta in generale inalterata per tutte le sostituzioni di ta1 nn- 
tura (***); cib nonpertanto (art. 22, nr.' 4, 5) easa è allora anche più adatta 
per la riduzione dell'equazione. 11 teorema dell'esistenza di una tale fun- 
zione T, rende a RUFFINI gli stessi servigi che qilelli che a noi ora rende il 
teorenia, che u ciascuna specie contiene funzioni con discriminante diverso da 
zero n; ma perb non è identico con ta1 teorema. 

Ln seconda parte della Menioria (pag. 476 e seg.) tratta del prohlcma 
principale. L'Autore comincia colla dimostrazione, clie il gruppo (****) di 
un'equazione irriducibile è transitive, e quindi che la funzione 1' fwinata ne1 
modo detto avanti, deve contenere tutte le radici (art. 26). Vien poi rnostrato 
che la risoluzione di un'equazione ausiliaria di grado inferiore pub ïeiidere 
solo allora riducibile l'equazione data, se il gruppo di questa era imprimiti~o 
(cnnqosto di  2.a specie secondo IR terminologia di RUFFIRI, art. 29). Siil qui le 
sue c~onclusioni sembrano esatte; ed infatti esse non sono diverse, per quanto 
il modo col quale sono rappresentate possa essere strano, da  quelle che si ado- 
perano ora. Ma in seguito egli crede che un gruppo non impriinitivo debba 
sempre avere un sottogruppo caratteristico iinprirnitivo, e giuiige quindi alla 

(8)  RUFFISI dimostra q u e d o  per  mezzo di un escinpio; or:b iiivecc si pu0 facil- 
mente dimostrare in g e n e r d e  mediante l a  espressioiie p-r  det~rmii innt i  dpi prodotti delle 
differenze. 

(**) A quesla dimostrszione del RUFFIUI pub h r s i  l'nppunt clie e$ (art. 18, 10) 
t rxt ta  aiicora diversi casi possibili, senaa accor;ersi che questi sqno giii esrlusi dalle 
premesse faMe. 

(*kW) Cio succederebbe solo se t, 1, ... tr iioii alteruasero il 1oi.o \;tloi.e pi. Ic IW- 
d ~ s i m e  per~nutazioni per  le quali t, noii l 'alter&; vedi s u  qriesto HOLDER, JI.&tii. Ann.. 
vol. 3 4 ,  pag. 40 (1888). 

(*""*) Il yrtcppo de2l'eqz!n,-ionci cornparisce qui beiiipre coine Z'nssieuzr' clcllc 1~cr.ri~rr- 
îazio~zi per  le q n d i  T non al tera  il suo valore. 
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seguente falsa generalizzazione del teorema precedente (*): Un'equazione B 
risolubile con una serie di equazioni di grado inferiore solo ne1 caso in cui 
il suo gruppo è,imprimitivo (art. 33). 

II problema di ricerca.re se cib si verifica per una data equazione, con- 
duce al problemn di ricercare i fattori razionali di quella risolvente donde 
dipendono i prodotti a p a p delle radici, e di questo prohlema e dei suoi 
affini si occupa la terza parte della Memoria. Vengono prima di  tutto stabilite 
delle forrnole della teoria -delle funxioni sirnmetriche, formole che occorrono 
alla costruzione di questa equazione (art. 37). Vien poi mostrato corne, dopo 
la determinazione del prodotto di p radici, le altre funzioni simmetriche di 
queste p radici si possono determinare (in generale) razionalmente co,n un pro- 
cesso di divisione. 

Ta1 processo é diverso da quel10 di LAGRANGE, ed è adatto solo per questo 
caso speciale; esso perb vien generalizzato anche ne1 seguente modo (ar. 48): 
Sitl u, un dnto  alo ore di una funzione u delle radici, t ,  il c~orrispondente 
valore di una funzione simile u. Si  indichi con t una grnndezza ausiliaria e 
si forini il prodotto di tutti i possibili valori del trinornio 

1 coefficieiiti delle singole potenze di Z in ta1 prodotto, sono razioni A 1 mente 
note, percliè funzioni simrrietriclie. Pividendolo pcr Z e  + t Z+ tc, si ha un 
resto lineare in Z che deve aiinullnrsi per ogni Z. L a  ïadice comune delle 
due equazioni in t clie ne risultano è t , ,  e propriamente è l 'mica  radice co- 
niune, e quindi k esprimibile razionalmente, se le u formalmente diverse non 
Iianiio valoïi numerici eguali. 

9. ABBATI (**). - Ne1 volume seguente (10) delle stesse Memorie si trova 
a pag. 383-409 unit lettera di PIETRO A.BBATI (conte MARESCOTTI) a RUFFINI 
(30 settembre 1802), in cui l'dutore convint0 della esattezzn della dimustra- 
zione della irresolubilità dnta da RUFFINI, imprende a semp1ific:irla e a gene- 
ralizzarln. L a  semplificazione consiste prima di tutto in cib,' clle epli alle ri- 
cerche singole di tutti i possibili sottogruppi, ricerche che in RUFFIN~ occupano 

(*) l'c.'r cvpnzioiii il eui gi.ado non e u n s  potenza di un nuinci8o primo,* kt1 tcorenia 
riotoriaincril~ & e s t ~ t t o ;  mit non si pub perb dirnostrare con mezai cosi semplici. E curiosrl 
c h  il 21-YFISI no11 abhia pcnsato, di sottornettere il suo teorema alla prova delle erlrin- 
oioiii di qu;trto grado, d i e  gli avrebhero subito rnesso in luçe l a  sua iiies3ttezza. 

(?*) V. P. R ~ c c . ~ r u r ,  .\ot;zic ddln oitn e dxlle opere del conte I'ietr-O Alibcrti S1r~t . -  
scolli. Modena, 1879. 
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tanto spazio, sostituisce degli sviluppi di un carattere generale. Cod egli di- 
mostra il teorema fondamentale, che una funzione razionale di cinque elementi 
non pub avere tre O quattro valori, colla seguente considerazione semplicissirnn 
(art. 26): Un gruppo di cui l'indice deve essere minore di 5, dere contenere 
tutte le permutazioni cicliche di cinque lettere; ma inoltre dere anche conte- 
nere, o h e  l'jdentità, almeno una delle sei sostituzioni clie risultano coi1 tre 
lettere, e quindi O una trasposizione, O ilna sostitiizione circolare di tre let- 
tere. Ma, coine avea già mostrato RUFFINI, una sostituzione ciclica di ciiique 
lettere forma con una trasposizione il gruppo simmetrico, e con unn sostitu- 
zione circolare di tre lettere il gruppo alternante. Viene poi anche sernpli- 
cizzata in modo analogo la dimostrazione del teorema, clie non esiste alcuna 
funzione di cinque lettere a otto valori. L a  generalizzazione di ABBATI consiste 
ne1 mostrare, c.ib che RUBPINI avea tralasciato, che anche per più di cinque 
elementi, non esistono funzioni it tre O quattro valori. Anche in altri punti 
il lavoro di ABBATI cont.iene alcune cose notevoli, corne pèr es. in iina nota 
d ' a r t .  7, contiene la prima (per quanto mi è n d o )  dimostrnzione completa 
del teorema, che il numero dei valori formalmente diversi di uiia fiinziune 
di n elementi è sempre un divisore di n!, e la dimostrazione vien condotta 
con quel10 stesso metodo, l'ordinamento dei valori della funzione in uno ~chemii. 
rettangolare, col quale l a  si fa adesso generalmente. Vi si trovn inoltre (art. 33) 
espressamente enunciato e dimostrato il teorema, clle non esistono altre fun- 
zioni a due valori oltre quelle che appartengono al griippo alternante. 

10. MENORIA DI RCFFISI DEL 1802. - Questo scritto d i  ABBATI indusse 
RUFFIN a pubblicnre per esteso ancora una volta la sua dimostrazione gio- 
vandosi delle ~em~lificazioni introdotte da ABBATI (*). Premessi i teoremi e 
le definizioni contenute nella sua prima opera, comincia la prima parte del 
suo lavoro, che trntta delle equazioni di 5." grado, col ricavare uiia serie di 
sottogriippi r i d t a n t i  dalle diverse combinazioni delle permutazioni seinplici; 
questi sviluppi terminano (art. 14) colla dimostrazione di BBBATI del teorema 
fondamentale della non esistenza di funzioni di cinque elementi menti tre O 

quattro valori. 
Dopo queste consideraiioni preliminari sulla teoria dei gruppi, s e p e ,  

sotto nuova forma, la parte algehrica della dimostrazione. RUFPINI comincia 

(*) Della i/tsoluOilitic clellc equn:io'o,ai nlgebriche ge)zemli di grndo 
Mem. della Societi italiona delle scienze, tom. 10, parte II (.\Iodciin, 
colla data del 18 dicembre 1802. 
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di nuoro col teorema (art. 16) c.he una equazione della forma 

z5- M = o ,  

dove III è una funzione a due valori delle ciiique rndici della equazione Re- 
nerale di 5." grado, pub solo sussistere se Z è anche a due vnlori. Perchè 
se Z mutasse per .iin'opernzione del gruppo alternante, per es. per una per- 
miitazione ciclica di trc lettere, essa potrebbe cambiarsi solamente in uZ, es- 
sendo a una radice quinta dell'iinità. Ma una permutazione ciclica di tre let- 
tere lia il periodo 3, onde dovrebbe essere a3= 1 contro l'ipotesi. Siccome 
poi in quell'equazione (art. 20), se Z deve arere più vnlori che Ji, qiiests 
non pub neanche essire a cinqiie valori (altrimenti Z sarebbe a 25 valori), si 
conclude che una tale equazione pub solo sussistere se M è almeno a sei valori. 

Similmente restano anche dimostrati i teoremi : 
Una funzione 2Cf che con un'altra Z stia in una relazione della specie 

jndicata, non pub soddisfare ad un'equazione della forma ,Vp + V= O se V 
appartiene ad un gruppo più ampio che M (art. 21). 

Se fra due funzioni y Q delle radici sussiste una relazione della forma 
y5= Q, allora i cinque valori di y che app~rt~engono al10 stesso va,lore d i  Q, 
derivano l'uno dall'altro colle cinque sostituzioni circolari delle cinque radici 
(art. 23). 

Dopo questi teoremi prdirninari vi è prima di tiitto I'o~servazione che 
~ ~ ~ ' e q ~ a ~ i ~ n e  solo allora è immediatamente risolubile algebricamente, se essa 
è riducibile o è un'equazione binomia; in ogni altro caso si deve passwe at- 
travers0 la formazione di risolventi. Indi si osserra che nessuna risolvente di 
un'equazione generale pub essere riducibile (art. 28), dopo di che segue il 
teorema: Se mediante una funzione z le radici x di un'equnzione generale 
di 5." grado possono esprimersi razionalmente, x deve alterarsi per una so- 
stituzione circol~re delle cinque radici, perchè altrimenti tutti i cinque v ~ l o r i  
di s dipenderebbero egualmente da a. Consegueritemente il grado dell'eqiia- 
zione, cui soddisfa x (*), deve essere un multiplo di 5 (art. 32). Poichè tale 
eqiiazione (secondo 1' art. 20) non pub easere binomia, deve introdursi UIIR 

nuova grandezza ausiliaria y (art. 34). Ma con tale introduzione solo allora 
si ottiene un vantaggin, se y rimstne invariata alineno per una permutazione 
circolare di tutte le ciiique radici x. Una funzione con tale proprieta piib 

(secondo l'art. 21) soddisfare ad un'equazione binomia solo ne1 cas0 che essa 

(*) Cioe ne1 cainpo di razionalitA dei coefficienti. 
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sia a due valori; allora il grado dell'equazioile in x ,  anche dopo l'aggiun- 
zioiie di y, deve essere un multiplo di 5 (art. 37). Dopo di cib si dimostra i l  
teorema ausiliario: Se una funzione per una pernlutazione ciclica delle cinque 
non altera il suo valore, essa possiede ne1 campo del gruppo alternante O uiio 
o sei O dodici valori (art. 40; la dimostrazione si fa discuterido i singoli casi 
clie possono presentarsi); segue quiridi che dopo l'aggiunzione di z j  la funzioiie 
M = z5 deve ancora dipendere da un' equazione di 6." grado O 12."" grado, 
la quale, secondo l'art. 21, non pub essere binoniia (art. 41). Si dere duiique 
assumere una nuova fuiizione risolvente Ar che dopo l'aggiunzione di y sod- 
disfa ad un'equazione Nq -f- . . . = O (art. 42). Se questa N deve restare iniil- 
terata per uns  sostituzione ciclica delle cinque x ,  deve essere (come per N) 
q = 1, 6, 12 (art. 43, 1); ma se deve mutarsi per ogni siffatta sostitiizione, 
d o r a  q deve essere un multiplo di 5 (art. 43, 2). In arnho i casi cogli stessi 
ragionamenti si giunge alla formazione di nuove risolventi, per le q u d i  avriene 
daccapo 10 stesso, e cos1 di seguito indefiiiitivamente (art. 44). Seguono poi 
ancora le osservazioni che, anche supponendo risolventi riducibili, non si ar- 
riva a nulla, perchè per i loro fattori irriducibili si giunge alle stesse con- 
clusioni; e sarebbe Io stesso se anche non si cominciasse dall'estrazione di niin 
radice quadrata (art. 46, 1). 

Delle cinque obbiezioni che noi abbiamo mosso alla prima forma della di- 
mostrazione di RUFPINI, cadono, in questa seconda forma la terza, la quarta, 
e in parte la seconda; il progresso è del resto  di^ attribiiirsi principalmente 
~ ~ ' A B B A T I .  La prima obbiezione la, possiamo lasciar da p a ~ t e ,  tenerido conto 
della Disser taxio~ze  di GAUSS coinparsa in quel tempo (*). Resta perb l'ultimn 
obbiezione, quella clle si rifesisce alle i t ~ r « ~ i o ? ~ u l i t à ~  ~iccesso?.ie, e clie incorre 
per tutto il corso della dimostrazione, come già 10 mostra il modo ainbiguo col 
quale RUFFINI adopera le parole s e q ~ l i c e  (riducibile) e c o ~ y ~ o s t o  (irreducibile) 
senza una più precisa deterrninazione. 

Fat ta  astrazione da tale obbiezioiie, S utile soffermarci a coiisiderfire 
un'altra caratteristica di questa prima diniostrazione di RCFFINI. L a  dirilmtra- 
zione di ABEL (**) comincia col problcma: Quale deve essere, supposta la 110s- 
sibilità della risoluzione, la prima. operazione da farsi (O corne si usa dire, i l  
più interno segno di radicale); la  teoria di GALOIS sulle equazioiii risolabili 
per radicali, comincia invece col problemn di ricercare quale deve w e r e  l'ul- 

(*) Non pub sorprendere clic esaa, coinc parp. r s t 0  sconnzciiitn (ln RUFFIU. 
(3%) Oeuwes d'Abe!, éd. S ï ~ i n v  e LIE. tolu. 1. ln;. 31, 84. 

Annnli di ~Uatematica, toiuo XSII. =>i j  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



198 Bzcr k h a r d t :  Paolo Rzlfini e i prinzovdii 

tima operazione da  farsi. RUPFINI comincia contemporaneamente dalle due 
parti, e cerca di coritinuare nell'una e nell'altra delle due direzioni coiicor- 
renti, per inostrare che resterà sempre ne1 inezzo una laauna clie non si pub 
riempire. Questa è l a  causa della sua prolissità e della poca chiarezza della 
sua diniostrazione, ma si ha. cosi forse la più conipleta conoscenza della nntuia 
della impossibilità e irresolubilità di cui si parla. 

L a  seconda parte della Memoria contiene la dimostrazione dell7impos- 
sihilità di risolvere per radicali le equazioni di grado superiore al quinto. 
Poichè questa è nei punti più essenziali analoga a quella di cui abbiamo di- 
scorso per le equazioni di 5.' grado, cos1 tralasciamo di esposne i dettagli. 
Solo osserveremo d i e  RUFFINI non conosce il teorema generale: per > 4 non 
esistono funzinni di n elementi che a1)biano più di 2 e n ~ e n o  d i  1, valori, ma 
si contenta solo d i  tnostrare che non esistono di tali funzioni con più di due 
valori e meno di cinque. 

11. DURBI DI MALFATTI. - Et'a d a  supporsi che gli :intichi matematici, 
i quali molto si erano affatica t,i si11 pro blemn della risol uzione delle equazioni 
di 5." grado senza veder coronnti i loro sforzi, non lasciassero passare senza 
opposizione le deduzioni di RUFFIRI. Tale opposizione fu per la prima ~ o l t n  
(a quanto mi è noto) sostenuta da1 matematico ferrarese GIANFRANCESCO MAL- 
PATTI (*) (in quel tempo già vecchio). Nella introduzione della sua Memorin 
egli con un giro di molte cortesi parole, dice d'aver aviito dei dubbi sulla 
esattezza della diinost,razioiie di RIIFFINI, e voler10 provare partendo da ui-i7idea 
sulla genesi delle equazioni che egli soleva adoperare da  molto tempo, e clie 
del resto non differisce molto da1 procediinento tenuto d a  RUFFIPFI. Comincia 
cosi coll'esporre un suo proprio e antico tentativo di risoluzione. 

Immagina prima di tutto tolta dal17equazione di rrnO grado il termine colla 
potenza Y - lm" dell' jncognita ; l a  equazione cosi seinplificata è per lui uri'e- 
qunzione g e n e ~ i c a  ne1 suo grado, se i suoi coefficienti dipendono d a  Y-1 va- 
riabili indipendenti. Egli oçserva a questo proposito che le risolventi di RUFFIKI 
non sono in ta1 senso equazioni generiche (pag. 589). Cesca (**) egli allora di 
porre la radice di una tale equazioiie sotto la  forina 

x = - ( f n ~ + f Z ? 2 + f S 2 j + f l q + . - - ) ,  

dove f è una radice f a m a  dell'unità. 

(*) Diil~bi proposti al socio P.ior.o RUFFISI su l l a  sua dimostrnzione Della inzpossibilità 
di ~isoleere le equa;ioni szcperiori al qunrlo g,-ado; JIeinorie della Societa i tn l iana  delle 
scienze, tom. 11 (.\Iudciia, 1SO4), pay. 370-607; colla data  del ZG aprile 1534. 

p*) Corne già EULERO, \TANDEKJIO.YDG, \VAKING e nitri. 
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Con alcuni teoremi preliminari sulIe radici dellJunit;2, egIi mostra corne 
infatki parteendo da ta1 forma si possa attenere la risoluzione dell'equazione 
di a.", 3.", 4." grado, e cib egli Io mostra sempre effettuando i calcoli, e sema 
considerazioni della teoria dei gruppi. Anche per le equazioni di 5." grado egli 
intraprends il calcolo, mi a causa della sua cornplicazione é obbligato a fer- 
marsi al punto in cui trova che mnpp é una radice di una risolrente (*) di 
6." grado (pag. 596). Qui egli trova la prima obbiezione: RUFPINX, egli dice, 
deduce per I'analogia colla soluzione delle equazioni di grado inferiore, che 
la espressione delle radici dell'eqiiazione d i  5." grado deve contenere un ra- 
dicale quarto sotto un radicale quinto; ora questa deduzione fatta per analogin 
non è certarnente rjgorosa ( p g .  597). 

Anmesso poi che sia cosi, non si pub perb conchiudere che le funzioni 
corrispondenti dipendano da equazioni di  4.' grado. Egli avvalora tale asser- - 

4 1- 
- 

zione eoll' esempio dell'equazione di 12.'" grado le coi radici sono V3 - /!2 9% 
Egli dice di non vedere perché la trovata risolvente d i  6.' grade O qualche 
altra risolvente non possa avere una radice di ta1 forma O di altra forma simile, 
non essendo esszl una eqiiazione generale del suo grado. 

La terza obbiezione di MALFATTI consiste in cib: egli dh a p ~ g .  599 un 
esempio di un'equazione di 5.' grado la cui risolvente di 6." ha una radice 
razionale; osserva quindi che mmca una dimostrazione che questo fatto non 
succeda più per la risolvente di  Ci." dell'equazione generale di 5.' grado; e, 
se anche si voglia concedere questo, resta perb sempre che per ogni nwva 
risolvente da formare si ripresenta daccapo la stessa dificolth. Egli non vede 
(pag. 606) la necessità che in ta1 caso la risolvente di 6." grado dovrebbe 
avere tre radici eg~iali (**). Del resto, cos) finisce MALFATTI, egli sarebbe ben 
lieto se RUFFIW riuscisse a togliergli questi dubbi. 

12. RISPOSTA DI RUFFINI. -'Ai duhbi di MALFATTJ, RUFFIHI rispose subito 
estesamente (***). La sua Memoria comincia con un'estesa esposizione della sua 

('*) Sopra questa risolvente di MALFATTI vedi la Nota di ~ x r o s c ~ r  ne1 '3 .O vol. delle 
Memorie del R. Istituto Loinbaidu, 1563. 

(*") Queste obbiezioni in ~"AIZATTI non sono del resto cosi precisamente foimulate 
un3 ad u m ,  coine, per riuscire più cliiari, le abbiamo inserite qui ne1 testo ponendole in 
relazione colle risposte di RUFFIXL; esse risultano invece da ragionamenti lungllii e con- 
tinuamente interrotti da frequenti digressioni. 

(""3) Risposta di P. RUFFIXI a i  dubbi propostigli da1 socio:G. Fit. J~ALFATTI: Sopra la i ir 
solubilita nlyebt-icn ckll'eyicazioni ciiyradu superior-e al quartci; Mernorie della Soc. itidiana 
delle scieme, tom. 12, püg. 1 (Alodena, 1805), pag. 213467; colla data del 27 giujno 1503. 
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dimostrazione, parte ripetendo, parte abbreviando, parte sviluppando daccapo 
l 'mtica dimostrazione; ma questa nuova esposizione i. fatta perb in modo che 
da essa, meglio che dalla precedeute, risulta chiaro il corso delle sue idee 
(art. 1-12). Viene poi ai dubbi di M*LFATTI che egli ripete uno per uno. In 
quanto all'obbiezioiie dell'awdogia, egli protesta non aver mai adoperata 
questa per dimostrar qualiinque cosa; ma essersi solo scrvito della risoluzione 
delle equazioni di 3.", 3.", 4." grado per rischiarare il suo metodo (art. 21). 
Molto meiio possono poi anche trovarsi ne1 suo scritto, luoghi in cui egli abbia 
iletto che le quaiititk sotto i radicali quinti, debbono essere radicali quarti, 
O in geiieïale quantità dipendenti da equazioni di 4." grado; solo avere egli, 
accanto agli altri possibili casi, considerato anche i l  caso di eqaazioni ausi- 
liarié di 4.' grado (art. 22). Inoltre non avere egli niai detto clie le grari- 
dezze conterienti radicali quarti dipendano da equazioni di 4.' grado, e simil- 
mente non sapere egli qua1 luogo dei suoi lavori abbia potuto far pensare 
a MALFATTI che egli abbia detto, clie per la risolubilita della risolvente di 
6." grado occorra la eguaglianza di tre delle sue radici (art. 22 in fine). 

Contro l'ultimo dubbio di MALFSTTI, ci& che le altre risolventi potreb- 
ber0 fosse essere riducibili, il RUFFINI confessa (art. 26) clle é qui necessario 
iino scliia,rimento. Egli sagiona presso a poco cos): sia x uiia prinia furizioiie 
risolvente, e sia dimostrato, corne nell'art. 28 della Memoria del 1801, che 
la corrispondente equnzione risolvente non pub essere riducibile se la data 
equazione é generale. Si potrebbe allora, per risolverla, prendere u n s  nuova 
fuiihione nusiliaria y, :fuiizione delle radici 2' x" ... della prima risolvente, e 
quindi anclie funzioiie delle radici x' x". .. dell'equazione data. 

Si prendano ora tutti i diversi valori che y pub prendere per le permu- 
tazioni.fra le x; questi soddisfanno ad un'equazione F(y)  = O di cni certa- ' 

niente non si pub dire clle è irriducjbile. Ma la seconda risolveiitc non tlwe 
forniarsi in ta1 maniera, ma direttamente dalla data, prenderido cioé in con- 
siderazioiie tutti i valori di y d i e  risultaiio colle permutazioni fsa le r. Tutti 
questi valori allora soddisfanno ad un'equazione f ( y )  = O per la qunle la ii-re- 
ducibilità desiva dagli stessi priricipii doiide derivit la irreducibilità dell'equa- 
zione in x. Ora il polinomio F(y )  non pub avere altri fattori razionali che f(y) 
e quelli che derivario da f(y) colle permutazioni delle x ;  quindi non potrà, 
rneglio che f ( y ) ,  servire alla risoluzione dell'equazione data (*). 

(*) E do osscrvarsi, clic qu i  si l,ni.la della formazioiic di oim sccoiida risolvente, 
senaa, sripporre clie unn priua e stata ;i& risolLita, ma sul~poiieiido clle uiia prima risol- 
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Sia che MALFATTI si sia persunso di qiieste risposte di RUFFINI, sia che, 
aliclie non persunso, non abbia voluto continuare la discussione, sia clie ne 
sia stato iinpedito dalla morte (accaduta rie1 1807), i l  fatto è che egli iiulla 
rispose per le stampe. 

Se dobbianio dare un giudizio di questa discussione frn MALFATTI e RUFFIYI, 
dobbiamo dar ragione a quest'ultimo laddove egli rispose che le prime olihie- 
zioni di  MALFSTTI potean0 solo derivare da equivoci; non si pub perb riegare 
che la esposizioiie di RUFFIKI è appunto assai poco opportuns per non dar 
motivi ad equivoci. Yiù grave invece (e ci6 10 concesse 10 stesso RUFFIXI) è 
l a  obbieziorio circa la irreducibilità della risolvente. Infatti sarebbe stata qui 
necessaria una chiara nozione dell'idea di campo di mxionul i th ;  ed k owio 
aggiungere che ambedue, sia MALFATTI che R u ~ ~ r s r ,  eran ben loiitaui da  uiia 
tale jdea precisa. Coll'introduzione della quale del resto le consideraxioiii di 
RUFFJNI sulie equazioni generati il cui campo di razionalità & q u e h  dei coef- 
ficienti considerati corne variabili indipendenti, seiiza dulhio sono val id^; e 
10 stesso acmde ancora dopo l'aggiunzione della radice quadrata del discri- 
n~inante. Tale quistione del resto si ricongiunge con quella, g i i  più ~ o l t e  citatn, 
sc; cioè clall'introduzione delle i:.razionalità uccessorie possa a ~ e r s i  un santaggio 
per la risoluzione; noi avreino occasione di tomaici aiicora uiia volta. 

Alla Memoria in rispwta alle obbiezioni di MSCFATTI, RTJFFISI aggiunse 
una secoiida parte, in cui si propose egli stesso alcuni dubbi e li risolvette. II 
primo d i  eçsi è (art. 34): se l a  fuiizione ora indicata con F(y)  non possa es- 
sere biiiornia, supposto che f ( y )  non 10 sia. Clie cib non è possibile si pub 
dimostrare ne1 seguente modo seinplicissimo: Sia g il graclo delle singole f(y), 
h il loro numero, sarà. quindi glr il grado di F ( y ) ;  sieno inoltre y', y", due 
rndici di f ( y )  = O. Poiclik esse devono e s m e  anche radici ddl'equazione I>i- 
nomia (*) P(y) = 0, deve essere anche y"= o!yl essendo cr una rarlice (gl,)t i la 

dell'unità. Applicanào quelle perinutazioni fra le x che mutano y' i n  ?/", si 
niostra poi che anche a"', a3y', . . . devono essere radici di f ( y )  = O .  II nu- 
mero -/ delle radici cos1 ottenute deve essere un diviaore di grado y ' d i  f ( y )  
e quindi o! una radice gma dell'unità. Quindi f(y) stesso sarebbe eguale a 

y ? +  C, O ad un prodotto di siRatti fattori, il clie contradilice all'ipntesi. 
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RUFFINI, sia per poca dimestichezza colla teoria delle radici dell'uiiità, sia 
per altro, giunge a questo r i s u h t o  solo pel caso 12 = 2, e quindi ne deduce 
che potrebbe perb ancora essere h > 2 (art. 36). Allora egli procede ne1 se* 
p e n t e  modo per far vedere ohe neanche questo caso pub avverarsi. Si punga 
yg = .R  e quindi Rh $- b = O ;  sarà- h = ik se i è il numero dei diversi valori 
di R per le permutazioni fra le x ,  mentre k h a  per R 10 stesso significato 
che h ha per y. Sia ora i = 1, 2; d o r a  It sarebbe simmetrica O alternante, 
c quindi non sarebbe possibile un' equazione yg = R, perchè g è > 2 e y non 
deve R sua volta essere simrnetriea O alternante; quindi deve essere i > 2 
(art. 39). Ora dell'equazione Ri" t-b = O si dimostrano le stesse proprietà, 
avanti supposte per l'equazione y@ + b = O ;  quindi si r i c a ~ a  ancora, corne 
sopra, Ic > 2 (art. 40). Sia Ri = S Sk + + = O k = gr dove q r ha11110 gli 
stessi significati che aveano i, k ,  e si dimostrerh similmente che deve essere 
q > 2 ,  9 . )  2. Cosi procedendo si ha  una serie indefinita di equazioni: 

e ciascuno dei numeri i , y ,  s!. . . dovrebbe essere > 2, cib cl-ie non è pos- 
sibile, perchè p é un nuniero finito (art. 41). 

RUFPINI aggiunge che tale conclusione sussiste anche se si iminaginano 
aggiunte le funzioni alternanti (art. 44) e .the F ( y )  non pub avere neEsun 
a.ltro fattore razionsle clie gli f(y) (art. 45). 

13. LA QUJSTIONE DELLE IRRAZIONALIT~  ACCESSORIE. - Se queda prima 0b- 
hiezione che il RUFFIXI si fece da per sè, ei l a  potette risolvere senza diffi- 
colth, la seconda invece riguarda quel punto debolissjmo di tutta la sua ar- 
gonientazione, già più volte citato; ci pare quindi qui  il luogo di parlarne 
distesamente. 

I n  primo luogo la obbiezione di RUFFINI riguarda solo una qaistione af- 
fine a quella di cui parliamo; trascriveremo qui le sue parole (:irt. 47), anche 
per dsre un esenipio caratteristico del modo di scrivere di quell'dutore: 

u Ne1 (n." 541 Teor.) (*)! e ne1 (3.' Intr. della Mem.) (**) ho detto, che la 
u funzione fia le x' x" 2'" zTV zT, 1, quale é radice di unn di quelle traafor- 
u mate (***), clle deggiono immediatamente, O mediatamerite servire alla solu- 
u ziorie della (F) ("""9 pub sempre supporsi razionale; perché se si supponesse 

- 

' (*) Cosi c ih  egli I'opera di cui abbiaiiïo sopra p a i h t o  ilel i,."ï'. 

(**) Ln Mernoria del 1802; vedi sopra d n . O  10. 
(*:+*) Cioe: risolveiiti. 

(**"Y) Ln equazione data. 
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u irrazionale: 1.0 Ia trasformata corrispondente per questa irrazionalità s'jnnal- 
u zerebbe maggiormente di grado (n.' 241, 136 Mem.), e quindi si renderebhe 
u più difficile a risolversi; 2.0 dallo stato d'irrazionalità della supposta funzione 
u pel (ri." 155 Teor.) non si trae vantaggio alcuno sopra di una funzione si- 
u mile razionde, rnentïe da. ta1 funzione vogliansi deterininare i valori della x 
u nells (F), O quelli di un'altra funzione delle x', x", x'", zIV, xy. Supposto le 
Y due (*) y' = y' (z') (x") (x"') (xTy) (x'), x' = f' (x') (x") (2"') (xTV) (xy) funzioni 
u simili (n." 4 Teor.), tali cioè, che per quelle permutazioni medesinie fra le 
u x', x", x"', x", xV) per cui la y' conserva O cangia il proprio valore, 10 con- 
u servi O cambi in corrispondenza la  x', e supposta la y' irrazionale, e razionale 
u ln x', la  trasformata primieramente in y sarà di un grado più alto di quel10 
u della trasforninta in x ,  e secondariamente ne1 cercare dalla z' il vdore 
u della z, O quelle di uns  terza funzione u = Ff(x) ,  se cadiamo in  un'equa- 
u zione di grado per esempio q ,  si caderà eziandio in un'equazione 'del10 

stesso gra.do q ,  mentre questo valore della x O questa funzione 21 si ricerchi 
rc dalla y'. Egli è percib, che tanto nella Teoria, comc iiella Menioria non si 
u sono, rapport0 alla soluzione delle equazioni, considerate punto le traefor- 
u mate, che hanno per radici delle funzioni delle x' x" ecc. xV irrazionali: 
u ma quantunque il grado dell' equazione in  y = cp(x8).(x") (x'") (x") (xr), es- 
u sendo questa funzione irrazionale, sia troppo alto, non potrebbe tale eqiia- 
u zionc? acquistare la  solita forma (y + a . ) ~  + b = O, od avere un fattore deter- 
u minnbile, da cui possa ricavarsi un ralore della y opportuno immediatamente, 
u O mediatamente a110 scioglimento della (F)? Quantunque, ne1 cercare dalla y' 
u il valore di una funzione tr., cadasi in un'equaeione di grado q troppo alto, 
u non potrebhe darsi, che anche in quest'equazione in u fosse deterniinribile 
u un fattore atto alla soluzione della (E') ,  O che fosse essa ridiicibile alla 
u forma (u + a)q + b = O ?  Ecco &ri due dubli ciii è necessario risolvere. n 

Cib che yoi RUFFIXI stesso pïopone a tale scopo, è assai poco atto a to- 
gliere le dette obbiezioni. Egli si riferisce ad una serie di precedenti teoremi, 
che in parte sussistono solo per le funzioni razionali delle radici dell'eqaa- 
zione data, meritre per lraltra parte, le dimostrazioni date da  RUFFINI non 
sussistono che solo per tali funzioni. Si tratta princjpaltnente di quei teoremi 
clie riguardono il grado e la  irreducibilith delle risolventi. Egli va avanti se- 
guendo il concett,~: u lasciar fissi il valore e le combinazioni dei radicali quando 

(:+) Le parentesi che circopdano le singole varial~ili, roglion significare, corne i n  LA- 
oname, che la funzione non 6 supposta simmetrica in quelle vnriabili. 
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si scambino le z c0ntenut.e sotto di questi n ,  concetto che non fu da lui ben 
precisato, nè del resto sembra suscettibile di esserlo. 

Le dinostra'zioni di RTJFFINI sulla irresolubilità contengono qnindi, in un 
piinto molto interessante, una lacuna, che del resto è stata gi8 altre volte 
notata (*). 

Si sa che la dimostrazione di ABEL riempie questa laciina con una de- 
duzione numerica del teorema: Se un'equazione è risoluhile per radicali, si 
pub dare alla soluzione sempre iina ta1 forma, che tutte le funzioni algebriche 
di  cui essa risulta composta, si possano esprimere corne funzioni razionali delle 
radici della data equazione. È1 stata espressa l'idea che una tale deduzione 
dgebrice, O, se si vuole, aritmetica, non si possa sopprimere, e sostituirsi con 
nlcun'altra considerazione di altra specie (**). Ora se cos? infatti fosse, allora 
la menda della dimostiazioiie di RUFFINI non potrebbe evitarsi, O meglio do- 
vrebbe considerarsi come tale che per evitarsi ha  bisogno, come già nella di- 
mostrazione di ABEL, di un0 sviluppo a parte, separato, ne1 metodo, da tutto 
jl resto. Ye ïù  C. JORDAN, seguendo le idee di GALOIS, lia potuto (***) dare la 
dimostrazione, senza far uao di teorenii aritmetici, di una proposizione più 
generale contenente quella come caso particolare; egli si serve di idee ado- 
perate già anche d a  RUFFIBI, che cioè aggiungendo una funziorie irrazionale 
delle radici, restano aggiunte anche delle funzioni razionali: quindi dovrà esser 
possibile, adat,tando conrenientemente questi sviluppi, di. rendere la dimostra- 
zione del17impossil>ilitA di risolvere aiyebriccirnente le equazioni superiori, in- 
dipendente da quei teoremi preliminari, e dnll'apparato forniale che da essi 
risulta, e fiire anche in modo che quei teorenii ne risultino invece corne co- 
rollari. Una dimostrazione cos1 costruita potrebbe a buon diritto riguardarsi 
come l a  complets dimostvaxior~e di RUPFINI. 

Seguono p i  ne1 lavoro di cui si parla nlcune altre osservazioni di minore 
interesse. Ne1 n." 51 si spiega come l'aggiunzione simultanen delle radici di 
più equazioni ausiliarie non rende piii agevole la soluzione. Ne1 n." 52 si fa 
la domanda se alle volte non sia possibile di trovare, indipendentemente da.1 
metodo già seguito, un'espressione algsbrica che, ~ost~ituita nella data equa- 
zione, la renda soddisfatta; a tale donimda si risponde mostrando in clie modo 

(;?) Vedi ppr es. SI-LQW nellc Xote nlle oj)cî.e conzplele di Abd ,  éd. SYLOW e t  LIE, 
vol. 2, p g .  203, O 1:t Dissert. di Hecimn (pag. 5 e 26) da noi citata nella introdii~ione. 

("*) Vedi per es. NETTO, Teoria delle sostituriotzi (Leipzig, 1582), 5 200. 
(*") Traité des substitutions et des 4ytcations algébriques (Paris, 1870) art. 373 e seg. 

Si vegga anche HOLDER, Math. Ann., vol. 31, yag. 47 e seg. (1889). 
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viceversa dalla data espressione si potrebbero formare le risolventi, e quindi 
si tornerebbe al problema sotto la forma primitiva (*). 

14. MEMORIA DI RUFFINI DEL 1806. - Questa Memoria di RUFFINI si pro- 
pane di far vedere che la  risoluzione delle equazioni di grado superiore al 4." è 
sempre impossibile sia con metodo algebrico che con metodo trascendente (**). 
Forse colpiti da quest'asserzione paradossale molti matematici si saranno aste- 
nuti dallo studiare i lavori di RUFFINI, contenendo naturalmente questa asser- 
zione un'evidente contraddizione. Ma dopochè abbiamo visto nei lavori già esa- 
minati, d'aver da fare con un matematico molto serio, per quanto qualche voltri. 
con nozioni non completamente chiare, alla maniera del suo tempo, noi non 
faremo cas0 di questa apparente contraddizione e prenderemo cognizione anche 

- 

del contenuto di quest'altro lavoro, e troveremo poi in qua1 senso si deve pro- 
priamente intendere quell'asserzione paradossale. Il RUFFINI spiega 1' asserzione 
in ta1 senso, che cioè non esiste .aleuna funzione esatta dei coefficienti, cioè ri- 
sultante di un numero finito di termini, che sostituita nell'equazione la soddisfi. 
A prima vista a tale asserzione non si pub dare alcun senso determinato, se 
essa deve riferirsi anche a funzioni trascendenti; ma la coça é di altra ~ a t u r a .  
Si era da  lungo tempo abituati a esprimere certe dipendenze trascendenti che 
incorrono di frequente (le funzioni esponenziali, le trigonometriche e le loro 
inverse) con segni particolari di funzioni, e di operare con questi come coi 
segni ordinari delle funzioni algebriche, senza per altro stabilire prima per 
quali speciali proprietà, quelle a preferenza di tutte le altre trascendenti, avean 

(*) Lo stesso volume delle: Meinorie della Società italiana delle scienze contiene n 
pag. 321-336 anche un piccolo lavoro di RUFFINI: RiflessMni intorno a1 metodo proposto 
da1 consocio Malfatti per la soluzione delle equazioni di 5." grado (del 21 settembre 1805). 
In esso egli mostra come dai teoremi fondamentali di LAGRANGE s i  possa concludwe a 
p~io" che il grado della risolvente di MALFATTI deve essere eguale a 6. Egli discute puré 
l'esempio dato da MALFATTI, in cui tale risolvente possiede nna radice razionale, e avverte 
che, sempreché cib si verifica per la risolvente di una certa equazione di 5 . O  grado, questa 
potrà risolversi algebricamente. (Che tale condizione non é solo sufficiente, ma anche ne- 
cessaria 10 ha dimostrato E. LUTHER: Be critevis quibus cognoscutur an aequatio quinti 
gradus irreductibilis algebraice resolvi possit. Crelle's Journal, Bd. 34, pag. 244; Diss. 
Regiom., 1847.) 

(**) Della insolu6ilità delle equazioni algebriche generali di grado superiore al 4.", 
qualunque metodo si adoperi, algebrico esso sia O trascendentale. Memoria dell' Istituto Na- 
zionale italiano. Classe di fisica e matematica, tom. 1, pag. II  (Bologna, 1806), pag. 433-450 
(22 novembre 1806). 

Annali di Matematica, tomo XXfI. 37 
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bisogno di una ta1 distirizione. Cosicchè spontaneamente si pensava solo a tali 
funzioni fipeciali quando si parlava della rappresentnzione analitica e delle re- 
gole dei calcoli cui le funzioni si sottoponevano; e appena poi si riconobbe 
il bisogno di introdurre altre funzioni trascendenti, le proprietà che si erano 
riconosciute per quelle, si estesero senza dimostrazione alle funzioni generali. 
In  RUFFINI pare che si sieno riuniti ambedue gli equivoci; questa convinzioiie 
si acquista almeno se si legge la sua Memoria (*) sopra le proprietà generali 
delle funzioni, a cui è assai affine quella di cui parliamo in questo capitolo. 
Anche in questa noi cerchinmo invano in qualche definizione che cosa RUFFIFI 
intenda per funzione, e specialmente per junxione sen~plice. 

Noi troviamo solo un'osser\razione preliminare in cui si dice che funzione 
semplice è quella che risulta con un'unica operazione di calc,olo, e come esempi 
di tali funzioni si dàiino le seguenti: 

VP, cos - arc eosP , log P. (n 1 
Vi è una lunga serie di deduzioni e di calcoli in cui si opera con fun- 

zioni polidrome sema fissare il valore di scegliere, con funzioni di indice fra- 
zionario O anche irrazionale, con funzioni dipendenti da  equazioni funzionali 
clle animettono ancora infinite altre solizioni, e cose simili; si procede insomma 
in una maniera cosi poco scrupolosa che gih dai primi teoremi si perde ogni 
via per controllare come debhono limitarsi le ipotesi per ottenere dei risultati 
che possano ritenersi validi. 

Volendo formarsi un concetto dell'intera struttura non rirnan di meglio 
che raccogliere nella definizione quelle proprietà che RUFFIMI crede d'aver ri- 
cavate dalle sue indeterminate ipotesi sulle funzioni semplici, e dire: 

Una funzione si dice sernplice, ne1 senso di RUFFINI, se fra i suai valori, 
per un determinato valore dell'argomento, ciascuno è una funzione razionale 
di uno di essi, e se inoltre tutte le operazioni razionali cos1 ottenute si pos- 
sono esprimere colla ripetizione di una sola fra e,sse. 

Sieno allora ;f,(x), f,(x), f..(x), y ( x ,  y, x )  funziorii seinplici, le funzioni 
ft [fi (41, f 3  [&?(fi (x))], y [ f i  (z), f2 (x),~ f3(x)] ecc. si chiamano funzioni com- 
poste, e tacitamente si considerano solo funzioni tali che si possano in ta1 

(") Alczme prqu'kth p z e n d i  delle fiolaioni;' hlemorie della Societk Italiann delle 
scienze, tom. 13, pag. 1 ( ' t l ~ d w : ~ ,  1507), pag. 292-333 ('37 @;no 1806). 
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maniera comporre mediante le semplici (*). Che con fun.zioni di tali specie non 
si possa effettuare la risoluzione delle equazioni di grado superiore, tale è il 
vero senso in cui bisogna intendere l'asserzione paradossale di RUBFINI. Ma 
coi mezzi della moderna teoria delle funzioni si dimostra ora che quelle pro- 
prietà convengono solo, fra tutte le funzioni trascendenti, alla funzione loga- 
ritmica. Quindi l'asserzione di RUFFJNI si riduce a questo, che la soluzione 
delle equazioni di grado superiose è impossibile anche adoperando funzioni 
logaritmiche e circolari; e quindi l'asserzione è assolutamente esatta. 

Del resto è chiaro che m a  combinazione di queste idee di RUFFINI po- 
trebbe condurre a consideïazioni della s t e m  specie di quelle che alouni anni 
fa il K.AUSENBERGER credette di dover porre a fondamento dei suoi Iavori sulla 
teoria delle funzioni. In quanto alla dimostrazione che RUFFINI dà della sua 
tesi, essa è presso a poco la seguente: 

Sia P (n." . 1) una funzione dei coefficienti della data equazione, sia 
y = #(P)  uiia funzione setnplice di  P, 4' $" +"'. . . . i suoi diversi valori, 
.P= n(y) la sua inversa. In P e y si introducano in luogo dei coefficienti 
le radici a. Esiste allora (n.' 2) un numero di permutazioni di x che dànrio 
10 stesso valore di P ma diversi valori di y, e questi sieno indicati con +' SI'... 

Sieno ora (11." 3, 1) y' y" .... yV, cinque valori di y che risultano applicando 
ripetutamente le cinque permutazioni circolari di cinque fra le x, e sia 
y" = f(y'), ne risulta che f (y') = y', cioè che la quinta ripetizione della 
operazione f si riduce all'identith. Inoltre (n." 3, II) se la funzione P resta 
inalterata per un'altra permutazioni ciclica di g delle x, mentre y' si tra- 
sformi in y(") = #(yf), ne deriva similmente che +g(y) = y. 

Supposto ora che (n." 4) P resti inalternta per le dette permutazioni ci- 
cliche di cinque x ,  come anche per altre permutazioni cicliche di 2, 3 O 4 
di esse, e che y per effetto delle prime muti il suo valore, ne segue che esso 
per le seconde deve conservarsi inalterato. Giaccl-iè sia in primo luogo y" 
eguale ad uno dei primi cinque valori y' y".. . yV per es. = fp(y); da +gCy)= y 
segue che fpg(y) = y ,  y" = y ' ;  ma in secondo luogo y" è diverso da tutti 
quei cinquc valori, quindi posto f(ya) = f [#(y')] = F(yl)  sarà y' trasformato 
in F(yl) con una permutazione ciclica di cinque x, cosicchè, come ne1 primo 

(Y;) Le funzioni semplici sarebbero allora nella teoria delle funzioiii cib che nell'al- 
gebra sono i radicali con esponenti numeri primi. (Dei radicali con esponenti composti, 
RUFFXNI dice che essi possono considerarsi sia corne funzioni semplici che come funzioni 
composte.) 
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caso, F 5 ( y )  = y ,  e, a causa della permutabilità (*) di f con +, fsS5(y) = y e 
quindi SS(y) = y #(y) =y, contro l'ipotesi. 

Il n." 5 contiene l'analogo teorema per due permutazioni cicliche di tre O 

quattro delle radici x, e contiene poi la osservazione che questi casi sono tutti 
casi particolari di una legge generale. 11 n.' 7 contiene dopo questi preliminari 
la affermazione decisa che y deve restare inalterato per ogni permutazione ci- 
clica di cinque radici, se P è ad uno O due valori. Perchè altrirnenti, per effetto 
del n." 4,  esso dovrebbe restare inalterato per qualunque permutazione di tre 
radici; ma d'altra parte ogni permutazione di cinque radici pub comporsi con 
perrnutazioni di tre lettere, e quindi si è condotti ad una contraddizione. 

Dopo cib si chiude ne1 n." 9 la dimostrazione della irresolubilità, mo- 
strando che per quanto si aggiungano ancora segni di funzioni semplici, non 
possiamo mai giungere coi coefficienti dell'equazione a funzioni di tale specie 
che mutino il loro valore colle permutazioni cicliche di cinque radici, il che 
jnvece si verifica per le radici stesse. 

15. MEMORIA DI RUFFINI DEL 1813. - Una quinta e ultima redazione della 
sua dimostrazione il RUFFINI la pubblich in uno scritto a parte (**). Nella in- 
troduzione egli ricapitola una serie di teoremi, per 10 più di LAGRANUE, sulla 
teoria delle equazioni; tali teorenii vengono poi sviluppati per estrso in note 
poste alla fine dell'opuscolo. E a notarsi, a proposito di queste note, che 
RUFFINI anche qui pone in vista la diversità fra l'eguaglianza formale e l'e- 
guaglianza numerica dei valori di una funzione (nota 4, pag. 122), corne anche 
il fatto che le sostituzioni che non alterano il valore numerico di una funzione 
non formano alcun gruppo (nota 5, pag. 123). L a  prima parte della Memoria 
contiene la dimostrazione della irresolubilità algebrica sotto la forma sopra 
esposta (n.' 14) per la irresolubili'tà trascedente, solo che dappertutto non si 
parla che di funzioni algebricht! e di radicali. 

1 passi esseiiziali sono i seguenti: 

(n." 1) Sieno y, P due funzioni delle radici x dell'equszione data, e sia 
yp= P; P resti inalterata per una permutazione ciclica (1 2 3 4 5) delle cinque 
radici 2; un valore y' di y si trasformi in y", y"', y'', yY ripetendo conse- 
cutivamente la medesima permutazione. 

(n." 2) Deve allora essere y" = 0 y', y"' = ,Y y ', y'" - - P3 Y', yV = P' Y', 
dove B è una radice quinta dell'unità. 

(") In tale permutabilità sta il perno della dimostraeione. 
(*") Rifiesioni intorno alla soluzione delle equazioni nlgebriche yenerali. Opuscolo del 

cav. dott. P. RUFFINI, ecc. Modena, 1813, 
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(ne0 3) Resti P inalterata anche peï unlaltra sostituzione ciclica (1 2 3) 
di tre fra quelle cinque radici, allora y' deve per tale sostituzione trasfor- 
marsi in yy' dove y è una radice terza delllunità. 

(n." 4) Operanclo le due permutazioni cicliche consecutivaniente si ha 
di nuovo una permutazione ciclica di cinque radici (1 3 4 5 2); di qui segue 
P 5 f =  1 j ma cib è solo possibile se ;/ stesso è eguale ad 1; cioè y non 
pub alterarsi per nessuna delle permutazioni cicliche (1 2 3), (2 3 4), (3 4 5), 
(4 5 1), (5 12). 

(n." 5) Quindi essa non pub neanche alterarsi per la permutazione ciclicrm 
di cinque radici supposta avanti, perchè questa si potrebbe coinporre medialite 
quelle di tre radici. 

(n." 6) Dunque non si pub con estrazioni di radici giungere oltre le fun- 
zioni a due valori. 

I?J appena necessario dire che questa. redazione della dimostrazione coin- 
cide in tutti i punti principali con quella che nei libri si suole indicare come 
la modificuzz0ne d i  War~txel della dimostraxione d i  Abel. 

In quanto al problema delle irrazionalità accessorie il RUFFIKI questa volta 
si inganna laddove dice (nota 9, pag. 134): 

Se nella espressione di xcn), dopo fatte le sostituzioni delle espressioni 
dei coefficienti mediante le radici, e le corrispondenti riduzioni, non scompa- 
riscono tutti i radicali, si avrebbe un'espressione razionale, cioè dn), eguale 
ad un'espressione irrazionale, cib che è assurdo. 

1 capitoli seguenti contengono un'estesa teoria delle equazioni di 3." e 
4.' grado, colllintenzione di mostrare come a queste non possono applicarsi 
le stesse conclusioni che possono farsi per le equazioni di grado superiore. fi 
da osservarsi qui sopratutto il modo con cui RUFFINI stabilisce la impossibilità 
di evitare il casus irriducibilis; nella espressione generale delle radici di tali 
equazioni debbono necessariamente cornparire le radici terze dell'unità, e ,  
proprio a causa di cib, i radicandi debbono essere cornplessi se le radici del- 
l'equazione devono essere reali. 

L a  seconda parte del10 scritto ripete quasi alla lettera la dimostrazione 
dell'impossibilità della soluzione trascendente , contenuta nelle due Memorie 
di cui abbiamo parlato al n." 14 (*). 

(*) Delle ulteriori pubblicazioni di RUFFINI le due seguenti hanno anche una certa 
relazione col nostro argomento: 

Alcune proprietà delle radici dell'unità; Memorie dell'imp. R. Istituto del Regno Lom- 
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16. RIAS~UNTO. - Resta ora a formarci, dopo avere analizzato i diversi 
scritti di RUFFINI, un quadro generale sulla contribuzione che egli portb in 
questo campo di ricerohe. Certamente quei lavori non sono privi di mende. 
II fatto di  trovare poca chiarezza e precisione iielle definizioni che vi si con- 
tengono, poco rigore e forza di convinzione nelle dimostrazioni, è un difetto 
del resto di cui non son privi neanche i migliori matematici di quel tempo, 
e che percib non si pub attribuire a lui personalmente. 

Questi difetti non potea.no trattenere i suoi contemporanei da1 tributare 
ai  suoi lavori il dovuto onore; e se questo invece avvenne, si deve attribuirlo 
ad altre cause. 

Prima di tutto il suo modo di esprimersi che infatt,i è difficile ad  inten- 
dersi. E la clifficoltà ha dovuto essere ancora niaggiore per quel tempo, in 
cui una gran parte delle idee da lui adoperate era completamente nuova pel 
lettore; e di ci6 fan fede sufficiente i dubbi sollevati da MALFATTI. Ma egli 
non ebbe in mira, e forse neanche cercb, di rendere queste nuove idee di 
facile uso con un opportun0 sistema di espressioni e di adatte notazioni; che 
invece egli si servi di lunghi giri, e spesso si servi di una serie di esenipi 
per dare al lettore il modo di astrarre da questi il senso di un teorema che 
non formulb in modo preciso e iritelligibile. 

E nelle dimostrazioni si comporta in modo analogo; egli comincia per 10 
pih la sua artifiziosa costruzione da  un estremo, e ne deduce avanti in quella 

barJo-Veneto, .vol. 3, anni 1816-17 (Milano, 1824, pag. 67-84) del 7 marzo 1816. (Contiene 
principalmente ciclle formole per  il calcolo delle funzioni simmetriclie delle radici dell'unità.) 

Intomo al rnetodo generale proposto dal sig. Ho&& Wronski, onde risolvere le epua- 
ciorzi di tutti i' ggl'adi; Memorie della Società italiana delle scienze, tom. 18, parte  conte- 
nente l e  Memorie di matematica (Modena, lSZO), pag. 56-68 (del 20 iuarzo 1816). 

L a  soluzione di WRONSI~I, corne minutamente mostra RUFFINI, si fonda sull'ipotesi 
falsa, che é possibile esprimere le  radici m di un'equazione generale di nff10 grado, per  
mezzo delle radici f, f2. . . Sn-, di uny equazione ausiliaria di (n - 1)"O grado sotto la forma : 

Io non ho poi preso conoscenza di un libro eleilzentare (AZgebra e sua appendice) pub- 
blicato da RUFFINI negli anni 1807-8 per  l a  sua  scuola d'Artiglieria. Non ho potuto poi 
intendere a che cosa s i  riferisce l a  citazione contenuta i n  ABEL, (Oeuvres comP1ètes, éd. 
SYLOW et LIE, tom. 2, pag. 293) p e s a  da1 Bull. des annonces von Férussac:  Dans les 
Mém. de l'lnst. inzp. de Milna, tom. 1, zdn autre autew fait voir etc. Quel volume contiene 
su queste cose solo una Memoria poco importante di ANT. CACCIANINO, che consente col- 
l'apinione di RUFFINI, - 
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direzione una parte; poi salta ad  un' altro estremo per costruirne un altro 
pezzo; finché poi colla riunione dei diversi pezzi egli giunge a por fine alla 
sua dimostrazione con una deductio ad absurdum. Frattanto egli qualche volta 
sospende anche per lungo tratto il corso del suo ragionamento per occuparsi 
di obbiezioni che minacciano di infirmargli cib che credeva già te,rminato. 

P e r  i singoli problemi non è in generale possibile venire in chiaro delle 
sue idee, perchè le sue espressioni differiscono molto fra loro secondo i tempi 
in cui furono da lui adoperate. (La stessa indeterminatezza di convinzione 
s~ientifica si vede ailcora nelle sue cose di medicina; per es. si dice che egli 
ogni anno esponeva ai suoi scolari una diversa teoria del tifo.) 

I n  particolare cib avviene anche pel problema: fin dove si posea, nella 
ricerche sulla risoluzione delle equazioni algebriche, limitarsi a considerare 
solo funzioni razionali delle radici. 

Nelle sue prime pubblicazioni egli si esprime in maniera da far credere 
di potere applicare colla stessa facilita, i suoi teoremi sulla teoria dei gruppi, 
sia a funzioni razionali che a irrazionali. Pare  poi bhe più tardi cib gli sembrb 
dubbio; e nella seconda parte aggiunta alla risposta data da lui alle obhie- 
zioni di MALFATTI, egli si intratt,iene con lunghe considerazioni su tale qui- 
stione, considerazioni cui del resto non pub in nessun modo attribuirsi forza 
di dimostrazione, ma che perb non starino molto lontane dall'orbita delle 
idee di GALOIS. Ne1 suo ultimo scritto infine egli si inganna sulla difficoltà con 
un artifizio che si potrebbe chiamare da prestigiatore. 

Ma tutti questi difetti non ci debbono far dimenticare che negli scritti 
di RUFFINI l'algebra, anche in intere teorie, essenzialmente progredi. Egli per 
il primo considerà a fondo il problema posto da % ' A R I ~ ,  VANDERMONDE, LA- 
aRANGE, ai  loro seguaci, di una ricerca cioè sistematica delle permutazioni per 
le quali una funzione razionale di rz elernenti muta O no il suo valnre, e ,  al- 
meno per n = 5 ,  10 condusse a buon termine. F r a  le altre cose egli dimostrb 
completamente il teorema importante, che cioè non esistono funzioni di cinque 
elementi a tre O quattro valori. Egli per il primo applicb a l  suo speciale campo 
di ricerca l'idea fondamentale di gruppo di operazioiii, e distinse i vari gruppi 
che a quelle ricerche occorrevano. Egli dette la dimostrazione del teorema che 
non è possibile la soluzione per radicali delle equazioni di grado superiore con 
funzioni che si esprimano razionalmente mediante le radici, e tale dimostra- 
zione non solo la dette egli per il primo, ma dopo varie redazioni la  ridusse 
anche a quella forma che ora si suole attribuire a WANTZEL. Egli infine rico- 
nobbe il legame che c'è fra la irriducibilità di un'equazione e la transitivith 
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del suo gruppo, e fra la risolubilité rnediante equazioni audiar ie  di grado in- 
feriore, e la  jmprimitività dello stesso gruppo. 

Non vogliamo poi ricercare se dobhiamo attribuire a Ruisr~r anche l'ispi- 
razione del contenuto principale del lavoro del suo amico ABBATI, il quale 
riusci anche egli a dimostrare per la prima volta due teoremi fondamentali 
in queste ricerohe, ovvero se dobbiamo considerare quest'uomo, ora dirnen- 
ticato, come un altro, accanto a RUFFINI, fundatore della teoria dei gruppi. 

Non possiamo perb tralasciare un'altra quistione che forse molti lettori 
si sono già posta da  sè stessi: che cosa resta, se B esatto tutto quel10 che 
abbiamo detto, della contribuzione data d a  C A U C ~ Y  alla teoria dei gruppi, lui 
cui si è soliti attribuire la più gran parte dei teoremi di  cui abbiamo parlato? 
Certamente resta sempre una parte rimarchevole; CAUCEY non solo ha aggiunto 
ai singoli teoremi dati da RUFFINI una gran parte di nuovi teoremi, e messo 
il tutto in una esposizione xistematica, ma ha anche introdotte per il primo 
quelle terminologie e quelle notazioni che si sono poi diffuse nei libri, e a 
cui questo ramo delle ma.tematiche va debitore di tutto il suo posteriore pro- 
gresso, mentre che RUFFINI in quefit0 non fece nulia. 

Ma le poche parole colle quali CAUCHY nella sua prima pubblicazione (*) 
rammenta il suo predecessore sono cos1 indeterminate che sono state intese 
in generale in una maniera che ha contribuito più ad oscurare che a porre 
in luce i lsvori di RUFFINI ; e CAUCHY non ha mai smentito, con una acconcia. 
spiegazione delle sue parole, un tale apprezzamento su1 suo predecessore. 

(") Journal de Pécole polytec?~nlyzce, Cab. 17 (1815), pag. 1 e 8. Gli scritti posteriori 
piu dettagliati iExercices d'analyse et de physique mathématique, tom. 3, pag. 151-252; 1844) 
non contengono alcuna citazione a l  proposito. 
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Simmetria ortogonale 
rispetto a una superficie di rivoluzione. 

Fortnole  fundamentali. - Dun punti A e A, si dicono 
a una superficie, quando il segmento A A ,  che li congiunge 
perficie ed è diviso per nietà dalla medesima. 

Due figure F e Fi sono sirnmetriche rispetto a una 
uria di esse è il luogo dei simmetrici dei punti dell'altra. 

simmetrici rispetto 
è normale alla su- 

superficie, quando 

Rispetto rt una superficie di rivoluzione 8, il cui asse coincide coll'asse 
delie x, siano Ir' e F, due figure simmetriclie c A ( x ,  y, z) ,  A , ( x , ,  y , ,  x,), 
B(e,  4 ,  C) punti corrispondenti di  F, F,  e di 2 (sz~pe~ficie fondamentale). Prese 
sopra di questa a linee coordinate i paralleli (u = costante) e un sistema, qual- 
sivoglia di generatrici eguali fra loro (v = costante), sarà: 

;'= R.cos(u + V I ;  v = B . s e n ( u + v ) ;  <=U, (1) 

qurtndo R, Ii (funzioni di u) rappresentino le coordinate di un punto qua- 
lunque del meridiano di 8. 

Osservando che i coseni direttivi della tangente alla generatrice v == cost. 
e quelli della tangente al parallelo u = cost. sono proporzionali alle quantità: 

a E - = R1cos(u + v j -  Rsen(z4-t v ) ;  a 26 
-- a c a i " - R r s e n ( u + v ) + R o o s ( t i + o ) ;  c = U t ,  
au 

e alle altre: 

a s a~ R s e n ( u + v ) ;  2T = R cos(zl+ v ) ;  ô < av=- " = O ,  
02, 

rispettivamente; e che i coseni direttivi della congiungente i punti corrispon- 
Annnli di ~Makmntica, tom0 XXII. 2s 
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denti A ,  B della figura obbiettiva, P e della superficie Z sono proporzionali 
alle differenze: 

x-Rcos(t6+v);  y = R s e n ( u $ - v ) ;  2 4 7 ,  

alle due condizioni, che esprimono che tale congiungente è normale alla su- 
perficie 2, possiamo dnre la forma seguente: 

Alla prima di queste equstzioni si pu3 sostituire l ' a h :  

\ I x 2  +p R'= R E -  (2- u) .  u', 
che è una facile conseguenza delle precedenti; le condizioni fondamentdi ri- 
chieste si possono dunque scrivere cosi: 

\ I x ' + ~ ' .  R'= R R r - ( 2 - U ) U '  i 
Avendosi poi : 

+ .  r\ 
xi = 5 + A B .  cos(A B, 2); y, = ui $ A B .  cos(AB,  y); 

e irioltre: 

risulta : 
2 ,=2E-  X ;  y i = 2 a - 2 / ;  x j = 2 < - x .  (3) 

Se I'obbiettiva è una  superficie 8, la sua simmetrica S ,  è pure general- 
mente una superficie; le formole di cui si deve fare uso per la  risoluzione di 
qucstioni inerenti alla simmetria sono le (11, (2), (3), nelle quali si supponga. 
che u e v siano due paranietri indipendenti. Se  poi l'obbiettiva è una linea L, 
sono pure linee in generale la siminetrica L, e la projezione ortogonale A 
sopra la superficie 2 ;  in ta1 caso si pub far uso delle stesse formole, quando 
si supponga in esse v eguale a una costante qualunque, zero ad esempio. 

In quest'ultimo caso, osservando che la L,,  considerata corne linea ob- 
biettira, ammette per sinimetrica In L ,  le questioni distinte inerenti alla sim- 
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metria di una linea rispetto a uns superficie di rivoluzione 8, si siducono 
alle quattro seguenti: 

1.' data 2 e T, 'trovare A e L,,;  
2.' data 2 e A trovare 1, e L , ;  

data L  e A, trovare 2 e L I ;  
4.7dnta L e L, trovare Z e A. 

Risoluxione dellu 1.0 q,uestiotze. - La prima questione easà risolta an ch^ 
supponendo che 1:t figura obbiettiva sia una superficie; le xltre supponendo 
esclusivamente che l'obbiettiva sia una linea. 

Secondo che I'equazione del meridiano 2 6 :  

a - f (  u), (4) 
ovvero : 

c= y(R),  ( 5 )  

la prima delle condizioiii (2) assume la forma: 

nelle quali x ,  y, z sono funzioni note di due parametri indipendenti.'t, 4 .; 

ovvero di un solo parametro t ,  secondo che si riferiscono a una superficie o 
a uns linea. 

Di~tinguendo appunto questi due casi: si hanno i due teoremi generali 
seguenti : 

TEOREMA 1. La simmetrica S,(x,, y , ,  z,) della superjicie S ( x ,  y, z )  ri- 
spetto alla szcperficzé d i  rotaxione i l  cui meridiano è la curva (4) o ka (5) d ' 
rappresentata dulle equazioni (3, purchè: 

1." le 5 ,  q ,  s i  intendano espresse in .funzione dei due parametri 
indipendenti u, v per mezxo delle ( 1 ) .  

( O  2. le x, y ,  2 si intendano espresse Zr, funxione d i  due altri para- 
rnetri indipendenti t ,  :. 

3." si sia effetluata Z'eliminazione di due di questi quatlro para- 
rnetri u ,  a ,  t ,  r per 9nezzo della seconda equaxione (2) e della ( 6 )  O (7), s ~ -  
condo che si è fatto uso della (4) O (5). 
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TEOREMA II. Lu projexiotle ortogo~iale della l i 9 m  Il (x, y ,  2 )  szdla sll- 

perjicie d i  rivoluriotte i l  cui meridiatlo Iia per  equazio~ze (4 )  o (5) e la sinz- 
metrica L,(x,, y,, x , )  rispetto alta rnedesimz sitper$cie, sono rappvesentate 
rispettivamente dalle equazioni: 

< = R - C O S U ,  q = R . s e n t r ,  <=U,  (1'1 

a claile (3), doce la U O la B sorzo date i n  funzione d i  zc rispettivamente dul- 
l'equazione ( 6 )  O (y), ?telle qua12 s i  SUpl~OnfJa d i  avere eliininato i l  parametro t ,  
; I L  funzione del qeccxle s o m  espresse le coordimte x, y, x ,  per mexxo del- 
1' equazione: 

Y tmgzc = - . 
.r' (2') 

fientpi ed cq~plicazioni. - 1.' Se  restanrlo l a  superficie di rivoluzione 2 
indeterminata, la superficie olhiettiva S si riduce al piano' coordinato z = 0, 
si pub porre: 

x = l ,  y = t . t a i i g r ,  x = O ,  

F! allora l 'equazione (6) e la seconda delle (2) dànno: 

Abbiamo quiiidi per la simmetrica: 

e percib: Rispetto alla superficie d i  rotaxio)le i l  cui me ri di an,^ è la curva (4), 
la simmetrica del piano x = 0 È zina superjicie d i  rotuzione de210 stesso asse 
della prima c i l  cul: meridiano è la  czlrva ruppresentata dalle equaxioni: 

Applicando questo teorema, si trova ad esempio che,  rispetto al para- 
I)oloide il cui meridiano 8: 

R = \la, 
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la si~ninetrica del piano tangente ilel vertice è la superficie di rotazione avente 
pet- meridiano la curva del 3." ordine: 

2 n Xe = Zta - 2)'. 

E rispetto alla superficie di rotazione il cui meridiaiio è la parabola: 

la -siminetrica del piano equatoriale z = O è la superficie di rotazione avente 
Der meridiano la uara.bola: 

2." L a  superficie fondamentale 8 sia un ciliiidro, e l'obbiettiva una. 
superficie (O una linea) qualunque. In  questo caso si ha:  

con a costailte; 

Rioavando dalla 
uso delle (l), si 

e quindi la condizione (6) d B :  

2 = U. 

seconda equazione (2) sen(u + .v) e ços(n + v )  e facendo poi 
ottiene: 

Conseguentemente le (3) dànno : 

le quali equazioni servono per definire la simmetrica della figura data. 
In  particolare esse mostrano che una. superficie rappresentata dall'equa- 

zione : 
f ( ~ ,  Y, '!=O1 

11a per simmetrica un' altra ~uperficie rappresentata dall'equazione: 

La figura ohbiettiva sia una linea L. Dalle equazioni (8) si r i c a v ~ :  
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chiamando quindi (x,,, x,), ( r , , ,  z,,) le coordinate cartesiane dei punti dei me- 
ridiani M ,  ,NI delle superficie generate dalla rotazione delle linee L ,  L, at- 
torno all'asse delle x ,  si ha:  

Se dunque l'equazioue di 1Cf 6 :  

Percib: Se Inta linen L ruotando nttomo ull'asse delle x ,  g e n e m  ztnn su- 
perJicie avente per me~idicxno lu cuwa (9), la litzen L,, sirnmetrica d i  L ri- 
s ~ e t t o  a.un ciihdro ciwolare d i  raggio a il cui nsse coincide coll'asse delle z, 
mlla rotazione nttorno al10 stesso asse, genern una superficie il  cuF meritlinnu 
è la cuwa (10). 

Ne viene di conseguenza che se l'obhiettiva L è una retta, la simme- 
trica Li genera una superficie il cui meridinno è iin'iperbole, avente l'asse 
immaginario parallelo all'asse delle z. 

Se l'obbiettiva 1, è una linea qualunque tracciata sopra una sfera col 
centro sull'asse delle z ,  In simmetrica L I ,  nella rotazione attorno a detto 
asse, genera un toro, ecc. 

Chiamando R ed Ri  i raggi vettori uscenti dall'origine e relativi ai punti 
corrispondenti delle projexioni equatoriali delle linee L ,  A,,  si ha: 

Quindi: Se la projezione equatoriale d i  L ha per  equazio~ae: 

la projezione equatoriale di  L, ha per equaxione: 

Ne consegue che ogni linea obbiettira tracciata sopra un cilindro la cui 
sezione retta è una spirale  ARCHI HI ME DE col polo iiell'origine, ha  per simme- 
trica una linea tracciats sopra un cilindro della stessa specie; che una linea 
di un piano parallelo al17asse del cilindro ha per simmetrica una linen di un 
cilindro la cui sezione retta è una concoide di NICOMEDE, ecc. 

3." Per  mostrare I'uso delle formole trovate quando la figura obbiettiva 
è una linea, si supponga che la superficie fondamentale 2 sia un toro F! la 
linea obhiettiva un'elica circolare coll'asse coincidente col17asse delle x. 
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In  tale cas0 si ha:  

con a ,  m ,  k,  h costanti. Siccome in causa della (2') 
dizione fondamentale (7) dà: 

=h . . sen t ,  z = h t ,  

abbiamo t --= u,  la con- 

e conseguentemente risulta : 

Si trova allora per projezione ortogonale dell'elica, sulla superficie, la linea: 

a h u  c =  
\ I l i tdz  j- ( ~c  - - W Z , ~  

e per simmetrica l'altra: 

2 a ( k  - m )  
COS u , 

tcg + (k - nt.)P 

2 a ( k  - m) 
yl = (2 tn  - I - 2 a  sen u , 

dl22 d + (k - my 
F r a  i raggi vettiirj R , ,  R delle projezioni equatoriali delle linee LI, A si 
trova la relaxione: 

R, = 2 R -  k ,  

la quale mostra che la projezione equatoriale di L, è una concoide della curva 
che si ottiene dalla projezione equatoriale di A, duplicandone i raggi v~ttorj .  

Caso particolare. - Si supponga che le projezioni equatoriali delle linee 
1; e A siano omotetiche rispetto all'origine. Avremo allora: 

( = Rcosu,  7 = Rsenu  (11) 

z = k . R c o s u ,  y = k . R s e n u ,  (12) 

essendo R una fiinzione di u e k una costante. 
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Dalle equazioni (3) si ricava: 

r , = ( 2 - k ) . R c o s z c ,  y , = j 2 - k ) . R s e n u ,  (1 3) 

e queste equiuioni dimostrano: Se le projexioni equutoriali d i  due delle tre 
linee L ,  A, Li sono curve ornoteticlze rispetto all'origine, la  projezione equa- 
toriale della terxu è ornotetica alle nltre, vispetto ul medesifno punto. 

Dalle (12) si ricava: 
\Ix? + y? = kR,  

e quindi la (7) diviene: 

Abbismo dunque le equazioni : 

r = ;,(R) 

le quali, insieme alle ( I l ) ,  (12), (13), definiscono completamente le tre linee 
A ,  L, L, quando sia nota la  funzione Ti)  (che resta quindi arbitraria) e si 
abbia Fer di  più per equazione del meridiano della superficie di rivoluzione 
fondamentale: 

u= cp(R). (5) 

Se ad  esempio le altezze z si ottengono dalle corrispondenti < aumentandole 
di una  quantità costante, con analoga costruzione si ottengono le altezze x , ;  
si h a  allora: 

R m --- - Y 

W )  2 

con nt costante, e conseguentemente: 

La superficie di rivoluzione fondamentale è quindi un paraholoide. 
Siccome poi l'equazione (13') ci dZz: 
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la. quale rnostrn d ie  la  simmetrica L,,  ruotnnclo attoriio all'asse delle x, gc- 
iiwa un pni.aboloide. 

Se la linea ohbiettiva i: tracciatn su1 piano x = O ,  In condiziorie (12)  
diviene : 

@) .?'(R) + (1 - k) . R =  O 7 

d'onde, irioltiplicando per d R  e integrando: 

con m costante. L'equazione del meridiano di 2 è duiique: 

Ricavandosi da, questa equazione : 

I'equaziorie (13') ci dà: , 

Questa e le equazioni (1 3), coll'eliininazione di R ,  tlàiino liiogo d l '  nltra 
equazione : 

4(1 - le) 
(2 - 1cy  

(xi + y?) + X; = 4 ?Pl .  

Durique: Se una  l i m a  L, posta iw un pialto P normale all'usae d i  zlna su-  
perjcie d i  rolaxioîze 2 ,  l m  per projexione ortogorzale s d l a  2 una  linea A la 
cui projexio~ze eyuatoriule è m a  linea olnotetica ad IL, ?aispetto n l  punlo in 
czri P taglia l 'asse,  pzcalunqzce rlltra linea del piano P ha, rispetto alla su- 
perficie 2 ,  la medesima propieth.. Ta l e  superficie 2 è m a  quadi.icn a centro, 
avente P per zlno de'suoi piani principali. 

L a  lifzea L , ,  simmetrica d i  L d p e t t o  alla superficie 2 d sitticita s o p u  
uqza qzdadrica n centro, avente 70 stesso asse d i  2 e clle E sempre la  nzecle- 
simn, qualunque siu std piuno P la linea obbiettivu L dalla qunle s i  parte. 

L'equazione (12') ci fa  vedere che, quando l a  linea obbiettiw L è a 
doppia curvatura, al variare d i  essa varia ,  in generale, anche ln superficie 
di rotazione sulla quale devesi projettare, onde abbia luogo la pioprietà di 
ciii ora si parla. 

d m a l i  tli Mc~teïnatica, toino XXIi. 2: )  
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L a  superficie fondamentale sia. un con0 circolare, il ciii vertice è nel- 
l'origine e i l .cui  semiangolo al vertice è e ;  si ha: 

x = ic-  Rcosu ,  y = ic . R s e n u ,  

X, = (2 - k )  Rcosu,  y, = (2 - k )  . Rsenu ,  x ,  - 
L e  coordinate dei punti dei meridiani delle superficie demi t t e  da  tali linee, 
nella rotazione attorno all'asse delle x, sono: 

E siccome da queste equazioni si ricava; 

si conclude: Qziando la sziperficie d i  viuoluxione principale 2 ?rra cono, e le 
prq'ezioni equatoriuli delle tre linee L ,  A ,  LI sono onzoteticlie, le linee L e 
L, sono traccinte sopra due corai d i  ~ottrxione aventi Io stesso v e ~ t i c e  e lo 
stesso asse di yuello che contiene A. 

Facendo variare solamente k ,  variano i coni che contengono la linea 
obbiettiva L e la simrnetrica L,, ma non quel10 che contiene la projezione A. 

Quindi: Se sopru u n  cono c i~colare  w t t o  s i  descrioe una  linen qua-  
l u m p ?  L e si co~zd~~cotzo la ~rorma l i  a2 colzo l t m g o  d i  essa, l n  supet$cie ~ i -  
gatu luogo d i  p e s t e  noiwtali incontra g l i  in$niti coizi ei~*colu~~i dello stesso 
vertice e dello stesso asse del primo, i r h  una serie d i  linee, Te cu i  pmjezioni, 
~ 0 2 3 1 ~ ~  piani perpendicolari all'asse dei con4 sono cuvve om.otetiche. 

L a  prima delle equazioni fondamentali (2) rimane inalterata sostituendo 
alle due quantità: 

\Ixg-t- yt, R 7 

rispettivamente le altre : 

\ I x o + y 2 + m ,  R + w  

essendo m una costante qualunque. 
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Pacendo poi uso delle equazioni (3)) col notare che, iii causa della con- 
dizione (2')) si ha:  

x E - = -  
y "i 

in punti corrispondenti delle linee L ,  A ,  si trova per raggio vettore della 
projezione equatoriale della linea siminetrica Li:  

e per dtezza de' suoi punti: 
2 U -  2. 

Avvenute le predette modificazioni, il raggio vettore della projezione equato- 
riale della simmetrica Li diviene: 

e l'nltezza de' suoi punti: 
277- x. 

Possiamo dunque enunciare il teorenia: Siano: II e L,  la projezione or- 
toyonale d i  zlna linea L sopra zwu superficie di tsivolzcxione 2 e la s i ~ n ~ n e -  
trica di  essa rispetto al10 stessa sziperjicie; 8' ln szdperficie d i  ~.l'voluxio~zo il 
cui meridiano è i l  meridiano stesso d i  8, spostalo normalmente all'asse della 
quantità m;  L', A', L', le linee che si ricavcrno uispettivcrnsce~tte dalle L, A, L, 
conservundo inalterate le alteaxe dei loro yunti e auî.ne~tando i gwggi vetlori, 
uscetl.ti clall'origine e relcctivi alle loro projexioni equatoriali, clelln qziiwtitic 
costarate m (*). 

La linezeu A' è ulloru ln pvojexione ortogonale d i  L' sopw la superficie 2', 
e L', la simnletrica d i  L' rispetto alla medesima szlperficzé. 

Coll'applicazione di questo teorema, si trova che ad ogni proprietà re- 
lativa alla simmetria rispetto a una superficie di rivoluzione, ne corrisponde 
un'altra analoga. 

Si deduoe ad esempio, da quanto si é dimostrato in  questo stesso para- 
grafo che, quando la linea ohbiettiva e la simmetrica sono in piani paralleli 

(*) S'intende che il predetto aumento deve essere fatto, per tutte le curve, in  una 
stessa direzione; di modo che, se pei raggi vettori di una di  esse ha luogo effettivamente 
un aumento m ,  pei raggi vettori delle altre due ha luogo un aumento O un2 diminuzione In, 
secondo che i raggi vettori di tali curve sono coincidenti od opposti ai raggi vettori 
della prima. 
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fra loro e all'asso d i  rotazione e le altezze dei puriti corrispoudenti di questc 
linec differiscono per una costante, la superficie di iivoluziorie fondailientale è 
un pasabolojde. Che quand0 la linea obbiettiva 1: uila retta del pjaiio x = O 
e la simmetrica, è posta in un piano parallelo a quella retta e all'asse, la, su- 
perficie di ri~oluzione fondamentde è una qiiadrica a centro, ecc. 

Applicnndo quindi i l  teorema. precedente, si ha senn'altro: Q ~ i n d o  le 
prqjezioni cpziatorictli di (lm delle  i re  littee L, A ,  Il, sol10 due concoidi d i  
K~COMEDE uvuttti i l  1~010 ?zeEl'origi~ze: 

1." S e  le altexxe corrispondenti  dei  p u ~ t i  d i  quelle l i m e  diffe~.isrono 
l'el' m u  costanfe,  la  superficie d i  ~.ivolzlzio~ze foîzdcintentale l m  pet. meridiano 
zwa parabolu, c o l t  nsse pnrallelo al l 'asse  d i  ~ ~ o f a z i o n e ;  n m h v  la  tcrxn l i~ren 
izu pev proje2iotw c p n t o r i a l e  zma coticoide d l  N~COYEDE $01 polo ?wll 'oriyit ie,  
e le niterze de' suai pmti cl i fwiscono d i  2112n costante dn p e l l e  dei  p m t i  
corrispondenti delle a l tre .  

2." S e  l n  ben obbiet t im è postc~ szrl pz'atzo x == O ,  ed c'! ,ma d i  ta i i  
coricoitli, l n  superjicie d i  ril;olzi.zimze fordantentale  2 fin toro ellittic0 od iper- 
i~olico, e la t e r za  l inen ha per p.ojezionc eqzcntorin/e una co~lcoide d i  NICOMEDE, 
coi10 stesso polo delle a l f r e .  

R i s o l z e i o w  (7elln 2.a questiotw. - Data la superficie di rivoluzione prin- 
cipale Z e sopra di questa la linen A ,  esistono infinite linee obbiett i~e L e 
qaindi infinite sirnmetriche L,. Si potrh infatti prendere per L qualsivoglia 
l inen  tracciata sulla siiperficie rigata, luogo delle normali a L lungo A. 

La superficie 2 nbbia per meridiano la curva: 

u= m, (5) 
e la linea -1, su di  questa, sin determinata dalla sua projezione equatoriale: 

R = À(21). 

Ricordando che : 
(14) 

'Y tangu = L, 
.?: 

1' equazione di condizione ( 7 )  divierie : 

+ h arc . taiig - 1- i p ) ]  x - [i (arc . tang II: g)) - (W  
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rispetto a u n a  superficie d i  riuoZuxione. 225 

Possiairio durique dire: L'cqirnzz'one (15) è qzrelln c h  ? .upp~esen ta  l a  szi- 

21ev-JTcie v i g a t a  lzlogo delle ~zornzuli  a l l u  stbperficie di riûolztzione il cui  meri -  
diano è la czwva (5) ,  l m g o  l a  lifiea c h  s i  ottiene hztersecmzdo de t ta  superficie 
col cilintiro auente le generatrici  p l - a l l e l e  a l l 'asse  e per sezione r t f f n  la 
c2t1..cn (14). 

Si voglia ad esempio det,errninare la superficie rigata arelitc yer diret- 
frici una retta (asse delle z) e la curva: 

posta iii un piano parallelo alla retta, colla condizione che tale linen sia una 
trajettoria ortogonale delle generatrici rettilinee. 

Si ha in questo caso: 

da cui, eliminanclo U :  
U =  Y(&) = f (JR" - LE). 

Si ha poi facilmente: 

p [ ; i ( . ~~  - tang -)] lx = f j?) y,,[i(arc. tnng K)] x = -.- \IV . f 1  1:) . 
Y 

Sostituendo nell' equazione (15), si lia : 

che è l'equazione della superficie costrutta. 
Se ad esempio la linea è un'iperbole equilatera con un assintoto parallelo 

:~ll'asse delle x ,  ovvero una parabola coll'asse parallelo all'asse delle x ,  le su- 
perficie rigate corrispondenti sono rispettivamente del 5.' O del 4." ordine, ed 
hanno per equazioni: 

Caso par t icolare .  - Se la superficie di rotazione fondamentale B un cono, 
col vertice nell'origine, si ha: 

U=cp(R)= R - c o t a ,  
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226 P i r o n d i n i :  S imne t r ia  ortogoizule 
- -- 

essendo E il semiangolo al vertice; e l'equazione di condizione (7) diviene: 

x . sen E COS 8 -i- \I x2 + y2 sen2 E = R. 

La R rimane una funzione a4i t rar ia  di u ,  e quindi una funzione arbitraria 
Y di - essendo: 
x 

3' 21 = arc . tang - . 
5 

Indicando tale fuiizione arbitraria con F - si ha:  (:) 

Yercib: L'eqzlaxiolie ( l6),  doue P è i l  sinzbolo d i  una  fumiotae arbitravia, 
~appreserzta una superficie r igata avente per ge+temtrici un s i s te?m d i  ~ E W -  

tnali  a u n  cotzo c i rco ln~e ,  i l  czci nsse coincide coll'asse delle x e i l  cui  vertice 
2 nell' oràytke. 

F r a  le funzioni R e F si hzt la relazione: 

Suppoilendo che la superficie rigata costrutta sia gobba, algebrica e d'ordine 
minimo, si ottiene la condizione': 

con a costante; e l'equazione della superficie rigata diviene: 

P ( x e  + y2) sen4€ - (a  y - x x  - sen2c)e. 

Esva è dunque del quarto ordine. Avendosi ora: 

R = a -  tangu, 

risulta che, su1 cono, la linea, lungo la quale si debbono condurre le normali, 
h a  per projezione equatoriale la linea la cui equazione in coordinate carte- 
siane &: 

cioè: 
2; (xi + y@ = as y;. 
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rispetto a una superjcie di ràvoluxione. 227 

Siwome questa equazione è indipendente da E, si ha:  I l  cilinclro ln cui se- 
zione retta, st i l  piano a = 0 ,  è lu cwva (17), taglia zcn con0 circolare arbi- 
trario, avente per asse l'asse delle z, in  m a  curva lungo l a  quale conducendo 
le norlnali a l  cono, si dà origine alla superficie rigata non sviluppabile d'or- 
dine minimo. Tale ordine è 4. 

Sulla superficie di riroluzione il cui meridiano è rnppresentato dnll'e- 
quazione : 

u = 9 (RI, 
si consideri l a  h e a  A la cui projezione equatoriale 6 :  

R =-: F(uj. 

Le normali a 2 lungo A formano una superficie rigata segata da1 piano coor- 
d i n a t ~  z = O lungo la linea L. Assunta tale linea 1, corne ohbiettiva, si ha 
z = 0 e l'equazione (7) del 5 2 diviene: 

\I.' = y'&) + pi [F(u)] . '4' [ F ( u ) ] .  

Applicando le equazioni (3), per rappresentar~ IR linea LI simmetrica di 
si trovano le equazioni: 

Quindi : Quando la superficie di  rotazione ha per nieridiano la czcrva U -  y (R) 
e la Zinea che s i  conside~a su d i  essa s i  projetta equatorialrnente nella linea 
R = F ( u ) ,  1' intersezione L col piano z = O della superficie rigata luogo delle 
norrnnli alla superficie lungo quella Zinea è ~appresentata dnll'equazio~~e: 

E la linea LI, sitnrnetrica della L ,  ha per projezione epuatorinle la cîwva: 

Rio = F ( u )  - rq [F(zc)] y l [F(u)] .  

Cuso del paraboloide d i  rivoluzione. - Arendosi ora:  

con a costante, risulta: 
2 R, = F (u) + - . F3 (u)  ; 
a= 

e quindi: Segnndo rtn plrraboloide di rivohxione con cilindro la crri se- 
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228 P i r o n d i n i :  Silvrmetria ortoyonale 

e le cui ye?zesakici sono purallele all'asse, e condicceudo poi le n o r ~ n a l i  allu 
superficie ltr~zgo l ' i~dersezione otlerurttr, sul piclnu z = O s i  c l e t e r l~ im  Fer irz- 
fe?.sexiorze lu c l~ron:  

2 R, = F(fr) 4- . . F3(«). (1 9) 

Di qui una costruzioiie facile delle linee (l'il), partendo dalle linee (18). 
In particolare le linee: 

K, = tr 21 $ b tb3, 

si costruiscoiio, ilel inotlo detto, col inezzo del pai~iboloide di rivoluzione, paro- 
tendo dalla spirale  ARCHI HI ME DE. 

Q i d o r a  si ab t ia :  
i . t 2  + y? = 0, 

coi1 u costaiite, e rirnangano fisse le notazioni precedenti, partendo dalla con- 
dizione (7) del § 2 ,  si ricnva: 

Se ora si osçerva clie, chiainando 5 l 'arco della circonferenza di  raggio (( 
col centro nell'orjgine degli assi, si ha : 

risulta : Quu?zclo la superficie d i  9.otcrzione 2 ha per rnertdia~zo la l i n fa  U = p (Rj  
e ln  lineu che s i  cowsidera szc d i  essn s i  projetta sul piano dell'equatore nella 
~ Z l P V U  : 

R = Fielj, 

l'intersexio~ze delln superficie rigata, luugo delle nol.t~zzlli CL 2 lungo yuellu 
litzea, col cili?tclro circolare vetto di ragyio a e i l  cui usse coincide coll'asse 
delle x ,  è 24na litaea che, nello svilzq~po del cilindro sopra u n  piano, lia per 
trasforrnatcd lu c111.vn ~'apprcsentuta rlall'egucmione: 
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rispetto a t4taa superficie di rivoluxione. 229 

Se ad esempio la superficie 2 è un paraboloide e la projezione equatoriale 
della linea che si considera su di essa è una spirale  ARCHI HI ME DE, si ha: 

con 112 e 12 costanti. Sarà allora: 

l7 fa) - =- a , y [ ~  [:II = ,  p.[^ (:)] = 2g ; 

e la linea cilindrica, nello sviluppo del cilindro sopra un piano, diviene la 
curva del 3." ordine: 

Risoluzione della 3.a questione. - Se l'obbiettiva L è rappresentata dalle 
equmioni : 

X = T - C O S U ,  y = r . s e n z c ,  x = x ( u ) ,  (20) 

e l a  projezione A dalle altre: 

l'equazione (2') è identicamente soddisfatta e la prima delle equazioni (2), 
poichè ora:  

\1x2+yz=v,  R=p ,  U=t(u) ,  
diviene : 

(y - pl  p' + (z - c) t' = o. 
L e  due linee L e A non sono dunque completamente arbitrarie, dovendo 
essere soddisfatta la condizione (22). 

Il meridiano della superficie di rotazione è definito dalle equazioni: 

xo=p(u), .G=5(24), 

e la linea L, simmetrica di L, dalle altre: 

- xi=(2p-r)cosu,  y ,=(2p- r ) senu ,  x i = 2 t - z .  
rinnali di Matematica, tom0 XXII. HU 
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2 30 P i v o n d i n i :  Simwietvia ortogonnle 

1 . 0  cuso speciule. - L'obOiettiva L sia su1 piatzo x = 0. 
L'equazione differenziale (22) diviene: 

d' onde integrando : 

con c costante arbitraria. I n  questo caso il problema é dunque ridotto inte- 
ramente a quadrature. Se si suppone cbe la projezione equatoriale di  h e 
Yobbiettiva piana L siano linee simili, riducibili ad wsere omotetiche rispetto 
all'origine, tnediante la rotazione di una di esse attorno a. tale punto, doli- 
biamo avere : 

~ = k . ~ ( u + o ) ,  

con k ed a costaiiti. Ricorrendo allora all'equazione (24), avrenio per il me- 
ridiano della superficie di rivoluzione: 

P e r  ln. linen piana L c per le projezioni eqiiatoriali delle linee A e L, ab- 
bianio le equazioni in coordinnte polarj: 

Supponendo a = O, si è ne1 caso considerato al $ 4 e la superficie 2 é allora 
una quadrica a centro. 

Supponendo che la linea obbiettiva piana L sia uiia retta, si pub porre: 

z 
con a costante; se in questo caso si ha inoltre a =  -- , risulta: 

2 

a a 
x,=-s z,, = \ / - 2 a 2 k .  tangu- - + e .  

COS U COS U 

d'onde, eliminando u: 
(xi + ai - cy = 4a2 k2 (x: - a2). 

L a  superficie di rotaxione 2 ha dunque per meridiano una curva del 4." ordine. 
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passando alle coordinate cartesiane x,,, y,,, si ha: 

La linea simrnetrica L, ha dunque per projezione equatoriale un'jperbole 
equilatera che passa per l'origine e i cui assintoti sono paralleli alla retta 
obbiettiva L c alla retta che rappresenta la yrojezione equatoriale di A. 

Se poi si suppone che la projezione equatoriale di h sia simile tanto alla 
linea obbiettiva piana L quanto alla projesione equatorinle della simmetrica Li 
e che per di più queste lime possniio essere ridotte ad essere omotetiche ri- 
spetto all'origine mediante rotazioni intonio a tale punto, dobhiamo avere: 

con h ,  k ,  a, p ~~ostanti. 
Supponendo successivamente : 

con cc ed n oostanti, si verifica la condizione ora trovata prendendo rispet- 
tivamente : 

i 2 P k=-- 2 sen p 
K - f i  I "- sen (x - p) 

kena+  h e n p = 2 ;  
2 x I h =  -. 2 sen O! ( h =  

a - P r  sen (a - p) 

Si vede quindi che la, condizione che l'obbiettiva piana L e le projezioni 
equatoriali delle linee h e LI siano simili e riducibili ad essere omotetiche 
rispetto all'origine, mediante rotazioni attorno a tale punto, pub venire sod- 
disfatta allorchè tali linee siano spirali  ARCHI HI ME DE, O spirali logaritmiche coi 
poli nell' origine, O circonferenze passanti per l'origine. 

Coll' applicazione delle formole precedenti, si trova che ne1 primo csso 
la superficie di rotazione fondamentale 2 e la superficie generata dalla rota- 
zione della linea simmetrica L, attorno all'asse delle z hanno per meridiani 
due coniche a centro, con uno degli assi parallelo all'asse di rotazione. Ne1 
caso speciale poi che le tre linee piane suddette siano eguali, tali superficie 
di rotazione hanno per meridiani due parabole cogli assi perpendicolari al- 
1' asse di rotazione, 
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232 P i r o  nd i n  i : Simmetriu ortogonale 

Ne1 secondo cas0 le due superficie di rotazione in discorso sono due 
quadriche a centro. 

Ne1 terzo caso, esse sono due superficie di rotazione trascendenti. 
2.0 caso speciule, - L e  altexxe dei p u d i  corvispondenti delle cuwe L 

e A differiscuno per una costante. 
Avendosi : 

c - x = k ,  

cor1 k costante, l'equazione differenziale (22) diviene: 

k<'= P' ( r -  p ) ,  

quando si inetta a zero la costante arbitraria, il che non iiuoce alla generalità. 
. 11 problema è cos) ridotto a quadrature. 

Quando ad esempio le projezioni equatoriali delle dite linee L e A siano 
due cerchi tangenti fra loro nell'origine, si pub porre: 

t ' = a . c o s u ,  p = b - c o s u ,  
ed allora risulia: 

a b  r p  d u  = - . cosPu. 
2 

Per  rappreseiitare le linee L,  A ,  Li e il meridia.no L, della superficie di ro- 
taxione principale abbiamo rispettivamente le equazioni : 

Siccome dalle equazioni precedenti si ricavnno le altre: 

R,=(2t -a)coszr ;  x ,=C+k 

a - b  < =- b (a -. B )  
2 k  

5 ;  z - ' - 2 k ( 2 b  - a )  + k, 
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rispetfo a una  superficie d i  1-ivoluxioae. 233 

si conclude: Quando si metta In condizione che l n  littea obbiettivu L e la 
linea A abbiano,per projezioni equatoriali due cerclzi t a n y e d i  frn lovo e clte 
le alteaxe dei purtti cotmrispondenti delle due curve difleriscatto d i  ZCIZO costatate: 

1." L a  projexione equntoriale della li~zea s inmetriru L, è 202 ultro 
cercllio tangente agl i  al tr i  due nello stesso punto. 

2." L e  altexae dei p n t i  di Li differiscono da yzrelle dei punli  corri- 
spondenti d i  L o d i  A d i  zcna costante. 

3." L a  litaea obbiettivcr, la linea h e la simmett-ica sono tre ellissi poste 
i?z  pinni pevpetzdicolari a uno stesso pinno (a. quello de f e~mina to  dulPasse d i  
wtazione e dalla retta contetze~zte i centri dei  tre cerchi lanyenti). 

4." Ciascuna d i  queste tre cuvve, ruotundo attorno all'asse, genera 
un puraboloide. 

3 . O  caso specialz. - L e  altezxe dei punti corrispondenti delle czwue L 
e A siano pr-oporxionuli. 

Avendosi : 
x = I C I ; ,  

con k costante, l'equazione fondamentale (22) diviene: 

Di qui si ricava integrando: - 
2St-p' . d u  - pz + c, 

con c costante arbitraria. Il problema k cosi ridotto a quadrature. 
Se ad esempio si suppone: 

con a e b costanti, si ha:  
b )  cos2 ZC x =acosPu;  y = a s e n u c o s u ;  z = k \ / 6 ' " ; - k  + C  

e quindi: Q u a d o  s i  wzettcr la co~tdizione che la  linen obbiettivu L e la h e n  ii 
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abbiano per projeziotzi equatoriuli due cerclii tangerzti f r a  2oro e che le altexze 
dei punt i  corrispondenti delle dzte curve siano proporxionali: 

1." L a  projexione equatoriale della sintmetrica L, è un al tro cerchio 
tangente a i  due a l t r i  ne110 stesso punto. 

2." L e  altezxe dei punt i  d i  L,  sono proporxionali a quelle dei punti 
cowispondenfi d i  L O d i  A. 

3." L e  projeeioni dell'obbiettiva, della linea A e della simrnetrica stil 
piano determinato dall'asse d i  .r.otazione e dalla retta contenenie i centri dei 
tre cerchi tangenti, sono t re  parabole aventi  per asse cornune q u e s t ' u l t i m  retta. 

4." Ciascuna d i  queste ire  curve, ruotando attorno all'asse, genera unn 
quadrica a centro. 

Se nell'equazione (25) si suppone r = a,  con a costante, si trova: 

e quindi l'equazione del meridiano della superficie di rotazione fondamentale è:  

Se si fa l'istessa ipotesi nell'equazione (26), si trova: 

e quindi l'equazione del meridiano della superficie di rotazione è: 

Dunque: Allorchè l'obbiettiva è sopra u n  cilindro circolare coll'asse coinci- 
deizte coll'a.se d i  rotaxiorl.e, e le altezxe dei punt i  d i  tale linea differiscono 
d i  una costunte d a  quella dei punt i  d i  A ,  ovvero sono p~oporxional i  a quelle 
dei p m t i  d i  A, l a  superficie d i  rotazione h a  rispettitiamente per meridiano 
zrna parabola coll'asse parallelo all'asse d i  rotazione, O una conica a centro 
colz uno deyl i  ass i  parallelo all 'asse d i  rotazione. 

Risoluxione della 4.a questione. - Qualora la linea obbiettiva L sia rap- 
presentata dalle equazioni (20) e la simmetrioa L, dalle altre: 
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i n  forza delle (3) avremo per coordinate dei punti di A :  

Confrontando quevte equazioni colle (21), si trova: 

e i n  causa della (22), si ha che le funeioni r, r,, x, z, di u sono legate fra 
loro dall'equazione differenziale: 

In t,al caso il meridiano della superficie di rotazione fondamentale è definito 
dalle eqiiazioni (28) e la linea A ,  projezione ortogonale dell'obbiettiva su tale 
superficie, dalle (27). 

Cusi particolari. - 1.' Ln linea obbiettiva L sin descritta su1 piano 
coordinat0 x =  O, e questa linea e l'altra L, siaiio simili e riciucibili ad es- 
sere omotetiche rispetto all'origine, mediante la rotazione di una di  esse 
attorno a questo puiito. 

Avremo: 
x = O ,  r,(u)= k S r ( u  +a),  

con k ed a costanti; e la (29) diviene: 

[r(u)  - k -  Y(U + a)] . [rl(u) + k . T ' ( U  +a)]  = zlzfl, 

da cui si trae: 

z ,  = \/2S[r(u) - k - r(u + .)] [rl(u) + k  rp(u + a)] d u  + c = 

con c costante arbitraria. 
Le coordinate dei punti del meridiano della superficie fondamentale sono 

dunque cosi espresse : 
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E per equazioni in coordinate p o l ~ r i  della linea L c delle projezioni eqiia- 
toriali di L, e A si lia: 

Supponendo k = 1, si ha il caso dell'eguaglianza della linea L t! delle 
projezioni equatoriali di L, e A. 

2.' Se nell'equazione (29) si suppone x =  0, Y, = 2 a ,  con a costante, 
si ha: 

(Y- 2n)v'  = x,zl,, 
d'onde integrando: 

(r - 2a)' - zi = costante. 
E poichè: 

r=2(xo-a), z , = 2 x , ,  

I'eqnazioiie del merirliniio delln superficie di rotazione foiidementale è :  

(x, - - xi = costante. 

Quindi: L a  szcpevficie d i  mtcizione i l  cui meridiano è urt'iped~obe epuilatern 
avente zcno degii  assi pnrnllelo ull 'nsse d i  votaxione, Ila la p rop i e tà  curat- 
teristica che la si~nruetrica d i  qualsivoglia linea trctcciatrr. ne1 piano dell'e- 
quatore è sitzmta soprcc un cilindro circolure, i l  cui  asse coincide coll'asse 
d i  rotaxione. 

Supposto = O, si ha : 
L'iperholoide epuilatero d i  ri.t;oluzione n unn  O a due falde ha la carat- 

teristica proprietic, che una linea qzccclunque tracciata sut piano deli'eqtrnto?.e 
ha per sirnmetrica l'asse del20 szcperficie ~zormale tt ta le  piano. 
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Sulla costruzione 
della superficie del 3." ordine 

individuata da 19 punti. 

(Di M. PANNELLI, a PauZa.) 

L a  presente Memoria ha  per oggetto la eostrurioni! della superficie del 
3." ordine individuata da 19 punti. Essa è divisa in diie paragrafi. Ne1 primo 
vengono studiate le proprietà elementari di una particolare corrispondenza fra 
gli elementi di tre forme fondamentali di seconda specie, detta correluzz'one 
d i  seconda specie, e si trovano esposte le costruzioni di siflatta corrispondenza 
in alcuni casi particolari. Ne1 secondo vien dimostrata la possibilith di ge- 
nerare la superficie del 3." ordine mediante tre stelle di raggi legate fra Ioro 
da una correlazione di seconda specie, e vien data la costruzione della su- 
perficie medesima, quando di questa si conoscano 19 punti. 

1. Siano z,, x,, x,, y , ,  y,, y,, x , ,  x,, z, le coordinate omogenee di tre 
punti X, Y, Z appartenenti a tre piani a ,  B ,  y,  e fra esse abbia luogo la 
relazione espressa dalla seguente equazione simbolica: 

azb,c, = 0, (1) 

nella quale i siinboti ai,  b j ,  ck (i = j = k = 1, 2 ,  3) hanno significato di 
quantità solo ilelle combinazioni ai bj ck = ai bk (3 = - - . . In virtù di (pesta 
relazione, fra i punti dei tre piani dati resta. stabilita una corrispondenza par- 
ticolare, che è precisamente quella che qui vien chiamata correlazione di se- 
conda speciie. 

Tre punti X ,  Y, Z appartenenti rispettivamente ai  tre piani a, f i ,  y e 
aventi coordinate che soddisfano l'equazione (l), si diranno c o r r i s ~ ~ o n d e n t i .  

Annali di Makn~atica, tom0 XXII. 3 1 
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Preso ad arbitrio un punto X, O Y, O 2, su1 piano a, O p,  O y ,  cioè 
attribuiti valori particolari alle coordinate xi, Xe, x3, O y , ,  y*,  y3, O x ~ ,  ze, zJ , 
l'equazione (1) rappresenta una correlazione fra i punti dei due piani rima- 
nent,i, la quale, a scanso di equivoci, si dirà di prima specie, e si chiamerà 
cowispondente al punto considerato nella data correlazione di seconda specie. 
Dunque : 

1. u A cisscun punto di uno qualunque dei tre piani a ,  P ,  y corri- 
u sponde una correlazione di prima specie fra i punti dei due piani rirnanenti. n 

I n  particolare, ai tre punti (1,  0, O), (0, 1 ,  O), (0, 0 ,  1) di O: corri- 
spondono le correlazioni di prima specie definite dalle equazioni seguenti: 

Considerate le y , ,  y,, y, come variabili, queste tre equazioni coesistono, se, 
indicando con a'ib'jc'k e ~ " ~ b ' j . c ' ' ~  simboli equivalenti ad  aibj c k ,  si ha.: 

i b, B ,  b,  i 
I r l  

1 b b', t>I3 ; a , n ' , c l " , ~ , c , c ~ = O ,  

, b"i brt2 b1I3 

ossia, permutando fra loro i ~imboli equivalenti e poi sommando le equazioni 
risultanti : 

(a a' a") (b h' L' ) c, cla cg'* = O ,  

dove con la notazione (D b' bu) s'indichi il determinante che figura nell' equa- 
zione precedente e con (aa'a") i l  deterrninante analogo forrnato con le u. 
L'equazione ottenuta rappresenta una curva del 3." ordine C, del piano y, la 
quale è dunque il luogo di un punto Z0 di -/ cui corrisponde in f i  un punto Y0 
deterrninato da diie qualsivogliano delle equazioni (2), col quitle quel10 forma 
una coppia di punti coniugsti (*$ comune alle tre correlazioni date dalle me- 
desime equazioni (2). 

I n  modo analogo si trova che il punto Y0 descrive in  @ una cui'va del 
3." ordine CB, di cui l'equazione è: 

(a a' a") (c  c' c") by bty blly = 0. 

(*) Adottando le denominazioni usate da1 sig. HIRST nella sua Note in the Correlation 
of tzoo Planes (Annali di Matematica pura ed applicata, serie 2.", tom.' 6 e 8) si  diranno 
coniugati due punti corrispondenti in una correlazione di prima specie. Cosi in seguito un 
punto ed una ret ta corrispondenti nella correlazione medesima, si chiameranno polo e po- 
lare rispettivamente. 
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Ora le correlazioni di prima specie fra i punti dei due piani fi  e y, cor- 
rispoiidenti ai punti X di a ,  formano una rete, che ha per equazione: 

e questa mostra che le coppie di punti coniugati comuni alle correlazioni (2) 
appartengono anche a ciascuna correlazione della rete. 

Se invece di partire da1 piano a, si parte da1 piano /3, si trova che la 
curva Ca di a ,  analoga alle anzidette curve CF e C,, lia per equazione: 

th  b' b") ( C  c' cf') a ,  a', a", = 0, 

e che quella del piano y coincide con la stessa curva C,. Infine se si parte 
da1 piano 7 ,  si ritrovano ancora le curve Ca e Cp. 

Dunque : 
II. J L e  correlazioni di prima specie fra i punti di due dei tre piani 

u o., @, y ,  corrispondenti ai punti del terzo piano, formano una rete. V'è un 
u numero semplicemente infinito di coppie di punti coniugati comuni alle cor- 
* relazioni di una medesima rete, , e  i punti di siffatte coppie generario sui 
u tre piani le tre curve Ca, CB, C,. n 

Nella correlazione di prima specie : 

fra i punti dei due piani p e 7 ,  corrispondente ad un punto X dato in a, la 
polare di un punto Y di P, O Z di y, ha  per equazione: 

u , ~ ~ c , ~ x ,  +a ,byc , . x2  + a , b , c , ~ z , - 0 ,  
oppure : 

~ ~ ~ ~ h ~ ~ y , + a , c , b , ~ y ~ + a , c , ~ ~ ~ y ~ = 0 ;  

quindi é indeterminata, se si ha simultaneamente: 

Ora esprirnendo IR condizione ohe le eyazioni  dell'una O dell'altra di queste 
due terne coesistano, considerate corne variabili le y , ,  y,, ys, O le x , ,  z,, z,, 
si ottiene in ogni cas0 l'equazione della curva Ca. Ma nelle ipotesi fatte la 
correlazione considerata è una correlazione speciale con punti singolari, ossia 
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secondo le denominazioni del sig. HIRST (*), una correlazione s ~ e c i a l e  cen- 
trule; dunque: 

III. L( L a  curlra Cm, o Cp, O C,, 12 ancora il luogo di un punto del 
u piano a, o p, o y ,  cui corrisponde una correlazione speciale centrale frrt i 
u punti dei due piani rimanenti. n 

I n  modo analogo si trova: 
IV. u L e  curve Cg e Cy, Cy e Ca, Ca e CF sono i 4uoghi dei punti 

.. singolari delle correlazioni speciali centrali fra i punti dei piani fi e 7, -/ 
L e a, a e B ,  corrispondenti ai punti delle curve C',, CF, C, rispettivamente. n 

Risolvendo due qualsivogliano delle equazioni (3), o (4), rispetto alle y , ,  
y2, y3, O alle z , ,  z2, zQ, si ottengono le coord-inate del punto singolare Y(,)  del 
piano 0, O quelle del punto singolare Z(') del piano y ,  appartenente alla cor- 
relazione speciale centrale corrispondente ad un punto dato X sulla curva Ca. 
Cosi ad esempio, se si prendono le ultime due delle equazioni (3), nella se- 
conda delle quali si imaginino sostituiti i sinilioli a'iO>c'k ai loro equivalenti 
aihjck, si ha:  

donde scambiando fra loro i simboli aibjrr, e a'ib>c'k, e poi sommmdo le 
due espressioni che cosi si ottengono per la medesima coordinata, si ricava 
(a rneiio del fattore 2): 

yi = (bb')i (cc')i axa1, 

bt b 3  
indicando con le notazioni (b  b'J,. . . i determinanti 1 , , , . .  . . 0 r a  se in 

luogo delle ultime due delle equazioni (3), si considerano la terza e la prima, 

(*) HIRST, loc. cit. 
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oppure le prime due, si ottengono per y , ,  y,,  y ,  espressioni che differiscono 
dalle preoedenti solo per Io scambio del determinante (cc'), col determinante 
(cc'),, oppure (cc'),. Quindi i l  punto singolare Ycl) di P e quel10 Z(') di 7, 
corrispondenti ad un punto dato X di C, hanno per coordinate: - (b b')! (cc ' )~u= da, - (CC') ,  (b b ' ) iaZaf ,  

yt - (b b')z (ccl)pa, a',, z ,  = (cc'), (b b ' ) i ~ z  ci ,  

y3 = (b b')s (C cl)i a ,  a', , z ,  = (c cf), (b b')i a ,  a', 

rispettivamente, dove i pub avere uno qualunque dei valori 1, 2 ,  3. 
Parimenti il punto singolare Z(*)  di y e quel10 X(" di a ,  corrispondenti 

. ad un punto dato Y di C'@ hanno per coordinate: 

x ,=(~c ' ) , (aa ' )~b ,b ' , ,  ~ , = ( a a ' ) ~ ( c ~ ' ) i b , O ' y  

a, =. (cc'), ( a  a')i b, b',, xy = ( a  a'), ( c c ' ) ~  b, b', 

2, = (CC'), (a a')i b, b', , X, = (a  a'), (C c')i by b', 
rispettivamente. 

Infine il punto singolare X( ' )  di a e quel10 Y(1) di P ,  corrkpondenti ad 
un punto dato Z di C?, hanno per coordinate: 

x i  = (au') ,  (b bl)ic, c',, yi = (b  b'), (a  al)ic,  c', 

x2 = (a  a'), (b  b')i c, c', , y ,  = (b b'), ( a  a')i C,  da 

X ,  = ( a  a'), (b b')i c, cf,, y, = (b  b'), ( a  a')i c, ci, 
rispettivamente. 

2. Preso ad arbitrio un punto Y su1 piano P e un punto Z su1 piano 7, 
resta in generale determinata su1 piano u una retta I l  di coordinate: 

la quale si dirà cor~ispondente alla coppia di punti (YZ) nella data corre- 
lazione di seconda specie. 

Parimenti alla coppia di punti (ZX) dei piani y e a corrisponde su1 
piano 6 la retta V di coordinate: 

Infine alla coppia di  punti (XY) dei piani a e B corrisponde su1 piano -/ 

la retta IV di coordinate: 
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Dunque : 
1. u Ad una coppia di punti presi rispettivamente sopra due qualsi- 

i vogliano dei tre piani a ,  S ,  y ,  corrisponde ne1 terzo una retta. n 

Al punto Y di P ,  O Z di 7, corrisponde fra i punti dei due piani a e y, 
o a. e 0, la correlazione di prima specie definita dall'equazione: 

ne118 quale le y,, y,, y,, O le x , ,  x , ,  x, ,  siano le coordinate del punto Y, o 2. 
In questa correlazione il punto Z, o Y, ha  per polare si11 piano a una retta U 
c,he coincide con la (5). Quindi: 

TI. u L a  ret,ta che in uno dei tre piani a ,  P ,  y corrisponde ad una 
J coppia di punti presi rispettivamente sopra gli altri due piani, è la polare ' 
s di uno qualunque di questi puiiti rispetto alla correlazione di prima specie 

corrispondente all'altro. n 

L a  retta u corrispondente alla coppia di punti ( Y Z )  é indeterminata, se 
si ha simultaneamente : 

ossia se: quei due punti Y, Z costituiscono uns coppia di punti coniugati 
Y" 20 comune alle correlazioni di prima specie corrispondenti ai  punti del 
piano a. Segueudo le denominazioni già in uso per le omografie binarie di 
seconda specie, si dirà che due punti siffatti formano una coppia neutra: ep- 
perb ( 1 ,  II) si ha  ancora : 

III. cc Le curve Cg e C y ,  Cy e Ca,  C, e Cp sono i luoghi dei punti 
u delle coppis neutre dei piani ,O e y ,  y e a, a e B. n 

3. A due punti X 1 ( x ' , ,  x t z ,  xP3) e X"(x",, $"s, X " ~ )  del piano a corri- 
spondono fra i piani P e y le correlazioni di prima specie: 

e ad un punto qualunque X della retta X'X" del quale le coordinate sono: 

corrisponde la correlazione : 
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o infine: 
Aa,~b,c, + pa ,~b ,c ,  = 0, (6) 

epperb : 
1. u Ad una punteggiata di uno qualunque dei tre piani a ,  P ,  7 cor- 

& risponde fra gli altri due piani un fascio di correlazioni di prima specie, 
.L proiettivo a quella punteggiata. n 

Un punto Y di P, O Z di 7, ha per polare, su1 piano y ,  O 0, rispetto 
ad una qualunque delle correlazioni del fascio la retta di cui l'equazione è 
la (6), nella quale le y , ,  y,, y,, O le z,, z,, x,, siano le coordinate del punto 
dato. Quindi al variare della correlazione ne1 faxcio, la polare anzidetta de- 
scrive un fascio a quel10 proiettivo. Il centro di questo nuovo fascio si dira 
corrispondente alla coppia formata dalla retta e da1 punto considerati nella 
data correlazione di seconda specie; epperb: 

II. u Ad una coppia formata d a  una retta e da  un punto presi ri- 
.L spettivamente sopra due qualsivogliano dei tre piani a,  P ,  y ,  corrisponde 
.C ne1 terzo un piinto, che è il centro del fasoio generato dalle polari del 
u punto della coppia rispetto alle correlazio~ii di prima specie corrispondenti 
J ai punti della retta della coppia medesima. n 

In virtù del teorema II del n." 2, la proposizione precedente pub enun- 
ciarsi anche cos): 

III. u Il punto che in un0 dei tre piani a ,  p ,  y corrisponde ad una 
u coppia formata da  una retta e da un punto presi rispettivarnente sopra gli 
r altri due piani, è il polo di quella retta rispetto alla correlazione di prima 

specie corrispondente a questo punto. n 

Suppostu che la retta della coppia sia X'X" e il punto sia un punto Y 
di f i ,  le coordinate del punto di y corrispondente alla coppia consideratn sono 
date dalle equazioni : 

ttcotby ( ~ 2 ~ 1  $ C ~ X Z  + ~ 3 ~ 3 )  = O  

Da queste si ricava, ad esempio: 

donde scambiando a;bjck con a'; b;cfk e poi sommando l'eguaglianza risul- 
tante con la, precedente, si deduce (a meno del fattore 2): 

zi = (a,. a ' ,  - a', a, ,) b,  b', (c 
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Ora si ha:  
a,, n,.~ , a ,  x', + a, x', + a, x', , a ,  x", + u2 x' , + a, x", 

a,' al,v - a ,. a,,! = 1 = a;,! 1 1 al, + a', + a; xl,, a'. xnl ,  + an2 i l .  + ol,  if, , a s v  

= (a a'), (x' x " ) ~  + (a a'), (x' x' ), + (a a'), (x'  x"), = 

= (a a'),  u ,  + (a  a'), u2 + (a  a'), 21, = (au' u), 

dicendo u , ,  u,, u ,  le coordinate della retta U= X'X"; dunque Q: 

a, = (C c'), (a a' u )  b, b', . 
In modo analogo si calcolano z, e x,. Quindi il punto Z di y, e quello Y 
di @ corrispondenti alle coppie (UY) e (UZ), hanno per coordinate: 

z , = ( ~ c ' ) , ( a a ' u ) b ~ b ' ~ ,  yl=(bb),(aa'u)c,c ' ,  

z ,  = (C c ' ) ~  (a a ' u )  h, b', , . 9% = (b b')* (u a' t4) C,  cla (7) 
a,=((:~') , (uu'~)b,b' , ,  2/3=(bb')3(ua'u)c,cz 

rispettivamente. 
Parimenti il punto X di a e quello Z di P corrispondenti alle coppie ( V Z )  

e ( V X ) ,  hanno per coordinate: 

x ,  = (aa'),  (b b' v)  c,cl,, z ,  = (cc'), (b b' v)a,a', 

x2=(na'),(bb'v)c,c',, ~ , = ( c c ' ) ~ ( b b ' v ) a , ~ ' ,  

x3 = (a  a'), (b b' u) c, c', , 2, = (cc'), (b b' v) a,  a', , 

rispettivamente. 
Infine il punto Y di p e quello X di a corrispondenti alle coppie (WX) 

e ( W Y), hanno per coordinate: 

rispettivamente. 
Da1 teorema precedente e da  una nota proprieth delle correlazioni di 

prima specie segue: 
IV. u 1 punti che in uno dei tre piani a ,  f i ,  y corrispondono alle coppie 

J formate da  un punto fisso di un altro dei tre piani medesimi e da una rettn 
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u variabile in un fascio del terzo piano, generario una punteggiata proiettiva 
u a questo fascio. n 

4. Se X, Y, Z sono tre punti corrispondenti fra loro, alla coppia for- 
mata da  due qualunque di essi corrisponde una retta che passa per il terzo. 
Inoltre se il punto X resta fisso e il punto Y percorre una retta V di 0,  la 
retta di y corrispondente alla coppia ( X Y )  ruota intorno ad un punto 2. 
Quindi alla coppia formata da  Z e da un punto qualunque Y di V, corri- 
sponde una retta che passa per X. I'ercib come alla coppia ( X V )  corrisponde 
il punto 2, cos; alla coppia ( Z V )  corrisponde il punto X. Quindi uno qua- 
lunque dei due sistemi di formole (7), (8) e (9), è una conseguenza dell'altro. 

Alla coppia ( Y  14') corrisponde il punto X dato dalle formole (9) (a destra). 
Se il punto Y percorre la  retta V: 

si ottiene l'equazione del luogo descritto da1 punto corrispondente X, elimi- 
naudo le y , ,  y,, y, frà I'equazione precedente e le (9) (a  destra), le quali 
ultime, per l'osservazione fatta pocanzi, possono essere sostituite dalle (9) (a 
sinistra). Quindi l'equazione risultante è evidentemente: 

(b b' v) (c c' w )  a, a', = 0, 

epperb il luogo cercato è una conica. Questa si dira corrispondetzte alla coppia 
di rette (VW), nella data correlazione di seconda specie. 

Si giunge al medesimo risultato, se si cerca il luogo descritto in a da1 
punto X corrispondente alla coppia (ZV) ,  quando si supponga che il punto Z 
di questa coppia percorra la retta W. 

Dunque: 
1. u Ad una coppia di rette prese rispettivamente sopra due qualsivo- 

u gliano dei tre piani a, f i ,  y corrisponde ne1 terzo una conica. Questa è il 
u luogo dei punti del terzo piano corrispondente alle coppie forrnde da  una 
u qualunque delle due rette date e dai punti dell'altra. n 

Corne alla coppia di rette (V W) corrisponde la conica: 

(bb'v) ( cc 'w)~ ,~ ' ,  = 0, (10) 

cosi alla coppia di rette ( W U )  corrisponde la conica: 

(cc' w )  (a a'u) 6, b', = 0, (11) 
e infine alla coppia di rette ( U T )  corrisponde la conica: 

(a a' w) (b  b' v )  c, c', = 0. 
Annali da iMalematica, tom0 XXII. 
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Le equazioni (IO), (11) e (12) rappresentano le correlazioni di prima 
specie fra le rette di due dei tre piani a, P ,  y corrispondenti ai punti del 
terzo piano. 

In virtù del teorema III del n." 3, la proposizione precedente pub enun- 
ciarsi anche cosi: 

II. u L a  conica che in uno dei tre piani a ,  /3, y corrisponde ad una 
u coppia di rette prese rispettivamente sopra gli altri due piani, è il luogo 
u dei poli di una qualunque di queste due rette rispetto alle correlazioni di 
u prima specie del fascio corrispondente all'altra. n 

5. Chiamando col sig. HIRST classe e ordine di un sistema semplicemente 
infinito di correlazioni di prima specie, la classe dell'inviluppo delle polari 
di un medesimo punto e I'ordine del luogo dei poli di una medesima retta 
rispetto alle correlazioni del sistema, si ha (II, 3 e II, 4): 

1. u Un fascio di correlazioni di prima specie è della prima classe e 
u del secondo ordine. n 

È noto (*) che dette p e v le due carnttwistiche (classe e ordine) di un 
sistema semplicemente infinito di correlazioni di prima specie, il numero .rr 

delle correlazioni speciali centrali del sistema, e quel10 h delle correlazioni 
speciali assiali (**) del sistema medesimo, sono dati dalle formole: 

Ne1 caso in cui il sistema dato sia un fascio si ha p = 1,  v = 2; quindi 
si trova n= 1, h = O ;  epperb: 

II. u Uri fascio di correlazioni di prima specie contiene tre correla- 
G zioni speciali centrali e non contiene alcuna correlazione speciale assiale. n 

L a  prima parte di questo teorema è anche una conseguenza della pro- 
posizione III del n." 1. 

Ad una retta zl di o: corrisponde un fascio di correlazioni fra i punti dei 
due piani fi e y ,  ed in virtù di questo ad ogni punto Y di 0 corrisponde un 
punto Z di y e viceversa (3). Inoltre, se il punto Y percorre in p una retta V, 
il punto Z corrispondente alla coppia (U Y) descrive in y una conica, la quale 
è il luogo dei poli della retta P rispetto alle correlazioni del fascio corri- 

( Y )  HIRST, loc. cit. 
(**) Il sig. HIRST clliama correlazione speciale assiale unn correlazione specinle di 

prima specie dotnta di rette singolari. 
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spondente alla retta U (4). Ora in questo fascio esistono (TI) tre correlazioni 
speciali centrali e il polo della retta V rispetto a ciascuna di queste coin- 
cide (*) col punto singolare della correlazione che si considera situato ne1 
piano y. Quindi la conica anzidetta passa per ciascuno dei punti singolari 
del piano y appartenenti alle medesime correlazioni speciali. Dunque: 

III. u A. ciascuna retta di uno qualunque dei tre piani a ,  P ,  y corri- 
u sponde una trasformazione quadratica fra i punti dei due piani rimanenti. 
u 1 punti fondamentali di questa trasformazione sono sopra ciascun piano i 
u punti singolari esistenti su di esso e appartenenti alle tre correlazioni spe- 
u ciali centra.li contenute ne1 fascio corrispondente alla retta data. n 

I n  virtù di questo teorema, la proposizione III del n." 3 e la  II del n." 4 
ai possono enunciare anche cos): 

IV. u Ad una coppia formata da una retta e da un punto presi rispet- 
u tivamente sopra due qualsivogliano dei tre piani a ,  B ,  y corrisponde in ge- 
u nerale ne1 terzo un punto, che è il punto corrispondente al punto dato nella 
u trasformazione quadratica che corrisponde alla retta data. a 

V. u Ad una coppia di rette prese rispettivamente sopra due qualsi- 
u vogliano dei tre piani cc, f i ,  y corrisponde in generale ne1 terzo una conica, 
u che è la conica corrispondente ad una qualunque delle due rette date nella 
u trasformazione quadratica che corrisponde all'altra. n 

Inoltre tenendo presenti le note proprietà della trasformazione quadratica 
si trova: 

VI. u Data una retta sopra uno qualunque dei tre piani a, a, y esi- 
u stono sopra ciascuno dei due piani rimanenti tre punti, ognuno dei quali 
u forma con quella retta una coppia cui non corrisponde ne1 terzo piano un 
u punto, ma una retta. n 

VII. u Data una retta sopra uno qualunque dei tre piani a ,  /3, y mi- 
.t stono sopra ciascuno dei due piani rimanenti tre rette, ognuna delle quali 
u forma con la  data una coppia cui corrisponde ne1 terzo piano una conica 
u degenere n 
etc. 

6. L'equazione di una correlazione di seconda specie contiene 26 coef- 
ficienti indipendenti fra loro; epperb: 

1. u Una correlazione di seconda specie è individuata da  26 condizioni 
u lineari. n 
- 

(*) HIRST, loc. cit., n." 17. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



248 Panne  1 1 i : Sulla costruxione 

Se si vuole che i punti X, Y, Z dati rispettivamente sopra i piani. a, B , 7 
siano elementi corrispondenti in una correlazione di seconda specie, le loro 
coordinate debbono verificare la relazione : 

la quale contiene a primo grado i coefficienti dell'equazione della correla- 
zione. Quindi : 

II. u Il volere che una correlazione di seconda specie fra i punti di 
u tre piani a, f i ,  y abbia come corrispondenti tre punti dati rispettivamente 
u sui piani medesimi, equivale ad assoggettare la correlazione ad una condi- 
u zione lineare. n 

Se si mole che i punti X ed Y dati sopra i piani u e P e la  retta w 
data su y siano elementi corrispondenti in una correlazione di seconda specie, 
le loro coordinate debbono verificare le relazioni seguenti: 

da cui eliminando il fattore di proporzionalità p ,  si ricavano le altre: 

a , b y c , ~ w z = a , b y c , .  w , ,  

una qualunque delle quali è uria conseguenza delle altre due. Queste cmten- 
gono a primo grado i coefficienti dell'equazione della correlazione; epperb: 

III. u Il volere che una correlazione di seconda specie fra i punti di 
u tre piani a ,  13, y abbia come elernenti corrispondenti due punti ed un3 

retta presi rispettiva.mente sui piani medesimi, equivale ad assoggettare la 
u correlazione a due condizioni lineari. n 

Se si vuole che i punti X ed Y dati sui piani a e ,4 costituiscano una 
coppia neutra per una correlazione di seconda specie, le loro coordinate deb- 
bon0 verificare le tre relaziofii seguenti : 

le quali coritengono a primo grado i coefficienti dell'equazione della correla- 
zione. Quindi : 

IV. u I l  volere che iina correlazione di seconda specie fra i punti di 
.' tre piani a ,  p ,  y abbia come neutra una coppia di punti dati sopra due dei 
u piani medesimi, equivale ad assoggettare la correlazione a tre condizioni 
u lineari. n 
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7. Si è dimostrato (1, 1) che in una correlazione di seconda specie fra 
i punti di tre piani a ,  B ,  y a ciascun punto di uno qualunque dei piani me- 
desimi cosrisponde una correlazione di prima specie fra i punti dei due piani 
rimanenti. Ora viceversa è facile dimostrare che se tre piani punteggiati a ,  

0,  y sono riferiti tra loro in modo che a ciascun punto di uno qualunque di 
essi corrisponda algebricamente una correlazione di prima specie fra i punti 
degli altri due, i tre piani dati sono in correlazione di seconda specie. Infatti, 
perchè a ciascun punto X del piano a corrisponda una correlazione di prima 
specie fra i punti Y e Z dei due piani e y, fra le coordinate x,,  x,, x,, 
y!, y2, y3,  z , ,  x, ,  n3 dei punti anzidetti deve passare una relazione della forma: 

nella quale i coefficienti A i ,  Bi, Ci (i= 1, 2,  3) siano forme delle variabili 
x, ,  x,, x, del medesimo grado. Inoltre perchè ad ogni punto Y di P corri- 
sponda ancora una correlazione di prima specie fra i punti dei due piani y 
e a, le anzidette forme debbono essere di primo grado rispetto alle xi, x,, x,. 
Mn supposto che cib abbia luogo, accade altresi che ad ogni punto Z di y 
cosrisponde una correlazione di prima specie fra i punti dei due piani a e f i ,  
e i tre piani dati sono legati fra loro da una correlazione di seconda specie; 
dunque : 

1. u Se tre piani punteggiati a ,  @, y sono riferiti fra loro in modo 
u che a c.iascun punto di uno qualunque di essi corrisponda una correlazione 
u di prima specie fra i punti degli altri due, i tre piani dati sono in corre- 
u lazione di seconda specie. n 

Inoltre : 
II. u Sc la corrispondenza di cui si tratta ne1 teorema precedente ha 

u luogo per due dei tre piani dati, essa sussiste anche per il terzo piano. n 

8. In  particolare suppongasi che i tre piani a, B ,  y coincidano con un 
medesimo piano .rr, e in tale ipotesi i punti X, Y, Z siano riferiti ad uno 
stesso triangolo fondamentale. Dette <,, 5 , ,  5, le coordinate di un punto qua- 
lunque P di x ,  e considerato P corne appartenente ai due piani 0 e y ,  O 

y e a ,  O a e f i ,  ad esso corrisponde nella correlazione di seconda specie una 
retta la quale ha per equazione: 

oppure : 
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O infine: 
atb5(cizi + czzZ + c s 4  = 0. 

Diinque : 
1. u Se i tre piani a ,  /3, y coincidono in un mèdesimo piano n, ad 

u ogni punto di questo corrispondono tre rette. n 

L a  retta rappresentata da una qualunyue delle tre equazioni precedenti, 
passa per il punto Y cui corrisponde, se le coordinate di questo punto veri- 
ficano la relazione: 

a g b E c 5 = 0 ,  
e quindi: 

II. u Il luogo di un punto del piano x cui corrisponde una retta pas- 
u sante per il punto stesso, è una curva generale del 3." ordine. n 

Questa curva è sempre la stessa, qualunque sia quel10 dei tre piani a ,  

B ,  y coincidenti con .TC, cui si supponga che il punto P appartenga. 
9. Una rete di correlazioni di prima specie fra i punti di due piani è 

individuata quando siano date sei coppie di punti coniugati comuni a tutte le 
correlazioni della rete. Pe r  determinare ogni altra correlazione della rete me- 
desima, basta assumere come polo e polare un punto ed una retta presi ad 
arbitrio sui piani dati ,  oppure come coniugati i punti di due coppie prese 
ad arbitrio sui piani stessi. 

Individuata ne1 modo anzidetto una rete di correlazioni di prima specie 
fra due dei tre piani tr, 8 ,  y, per esempio fra p e y ,  si stabjlisca una cor- 
rispondenza ornografica fra i punti del terzo piano a e le correlazioni della 
rete; e cià si faccia assumendo sopra il piano a quattro i.unti A,,  A , ,  A,,  A ,  
tali che tre qualsivogliano di essi non giacciano in linea retta e sui piani ,û 
e y quattro correlazioni H,, H,, H,, H, della rete in modo che tre qiialsi- 
vogliano di esse non appartengano ad un medesimo fascio, e poi scegliendo 
quei quattro punti come corrispondenti a queste quattro correlazioni rispetti- 
vamente. Le quattro correlazioni siano individuate prendendo sopra il piano ,û 
come poli i quattro punti B,, B,, B,, B,, tre qualsivogliano dei quali non 
stiano in linea retta, e sopra il piano y come polari corrispondenti le quattro 
rette ci, c,, c,, cl tre qualsivogliano delle quali non appartengano ad un 
medesimo fascio. Cos1 individuata la corrispondenza proiettiva fra il piano 
punteggiata a e la rete di correlazioni di prima specie fra i due piani f i  e y, 
resta determinata fra i punti dei tre piani a ,  P ,  y una correlazione di se- 
conda specie. Infatti, per questa correlazione gli elementi delle terne ( A ,  B, c,), 
( A 2  B2 c2), (A3 B3 c3), (AI  BI CI) risultano corrispondenti fra loro, e quindi 
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(6, III) la  correlazione stessa viene con cib a sodisfare a 2 4 = 8 condizioni 
lineari. Inoltre le sei coppie date di punti coniugati comuni alle correlazioni 
della rete sono coppie di punti neutri dei piani 0 e y nella correlazione di 
seconda specie: quindi (6, IV) questa viene a sodisfare ad altre 3 6 = 18 
condizioni lineari. Essa dunque sodisfa ad 8 + 18 = 26 condizioni lineari, 
epperb (6, 1) è individuata. 

Una volta individuata la corrispondenza proiettiva fra il piano punteg- 
giato a, e la rete di correlazioni data fra i due piani /3 e y, nasce il problema: 

1. a Dato un punto qualunque X di a, costruire la corrispondente cor- 
u relazione H fra i due piani 6 e y. n 

Per  risolvere questo problema si unisca uno qualunque dei punti A , ,  -4,, 
A,, A , ,  per esempio A , ,  ai rimanenti e al punto X: si ottengono cosi le 
quattro punteggiate A ,  A , ,  A ,  A,, A,  A, ,  A, X, appartenenti al medesimo 
fascio (A,) ,  alle quali corrispondono i seguenti fasci di correlazioni fra e y:  
(H, H,), (H, H3), (H,  H,), ( H ,  H). Poi prendasi ad arbitrio un punto Y su1 
piano p. Alle coppie (A, A,, Y), (,4, A,, Y), (A, Al ,  Y), ( A ,  X, Y) corri- 
spondono in y (3, IV) quattro punti in liriea retta Z,, Z,, Z,, Z costituenti 
un gruppo di cui il rapporto anarmonico è eguale a quello, noto, del gruppo 
formato dai quattro raggi A, .4,, A , A , ,  A,  A,, A , X .  1 punti Z , ,  Z, ,  Z, si 
possono facilmente costruire. E d  in vero, Z, ad esempio, essendo il punto di y 
corrispondente alla coppia (A, A e 7  Y) è (3, II) il punto di concorso delle polari 
di Y rispetto alle correlazioni del fascio (H, H,). Due di queste correlazioni, 
e precisamente N, e H,, sono note; percib si possono trovare le polari di Y 
rispetto ad esse (*); il punto d7incontro di tali polari è il punto richiesto 2,. 
In modo analogo si costruiscono i punti Z2 e Z,. Trovati questi tre punti, i 
quali, corne si è detto, giacciono in linea retta, si determina subito 2, cono- 
scendosi il rapporto anarmonico (2, 2, Z, 2). Considerando inoltre i quattro 
raggi A ,  A , ,  A, A,, A,  A,, A , X  di a e ancora il punto Y di f i7  si trova nello 
stesso modo un altro punto Z' di y, corrispondente alla coppia ( A , X ,  Y). 
Ora il punto Z determinato in y e corrispondente alla coppia (Aix; Y), B 
il punto di concorso delle polari di Y rispetto alle correlazioni del farcio ( H , H ) ;  
quindi la polare di Y rispetto ad H passa per Z. Analogamente si vede, con- 

(*) SCHROTER: Problematis geomethi ad supevficiem secundi orcZi?ais per data pumta 
constmendam spectnntis solutio nova. Giornale di Crelle, vol. 62. In  cliiesta Memoria ven- 
gono date  le  costruzioni di una correlazione di prima specie nei segiienti casi:  (3 0 2 0 ) ,  
(2 O 4 O), (1 0 6 O), (O O 8 O), secondo le  notazioni del si;. HIRST. 
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siderando la coppia ( A , X ,  Y), che la polare anzidetta passa anche per 2'. 
Essa è dunque la retta ZZ'. Cos1 della correlazione incognita H si conosce 
la polare ZZf corrispondente ad un polo dato Y, epperb essa B individuata, 
dovendo anche appartenere alla data rete di correlazioni fra i piani 6 e y ,  
e si sa costruire. 

Ripetendo, in ordine inverso, le costruzioni precedenti, si risolve il se- 
guente problema : 

11. u Data, mediante un polo ed una polare, una correlazione H fra 
u fl e y ,  appartenente alla rete considerata, costruire il punto corrispondente 
u X di a. n 

Se in luogo della corrispondenza proiettiva fra i punti del piano a e le 
correlazioni della rete data fra i piani @ e y, si considera la correlazione di 
seconda specie fra i tre piani a, /3, y determinata da quella corrispondenza, 
i due problemi testè risoluti prendono le forme segueriti: 

III. u Data la coppia di punti (XY), O (XZ),  costruire la retta cor- 
u rispondente nella correlazione di seconda specie determinata fra i tre piani 
U a ,  P ,  y. n 

IV.  u Data la coppia (YW), O (ZV), costruire il punto corrispondente 
u nella correlazione di seconda specie determinata fra i tre piani a ,  p ,  y. n 

D a  questo problema si ricava subito la soluzione dell'altro: 
V. Y Data la coppia di punti (YZ), costruire la retta corrispondente 

u nella correlazione di seconda specie determinata fra i tre piani a,  p ,  y. n 

Infatti condotte per il punto Z, O Y, due rette ad arbitrio W, e W,, O 

V,  e V,, si costruiscano i punti Xi e X? corrispondenti alle coppie (YW,) 
e (YW,), O (ZV,) e (ZJT2). L a  loro congiungente XiX, è la retta richiesta. 

Cosi dati due punti sopra due qualsivogliano dei tre piani a, 6 ,  y, si sa 
sempre trovare la retta che ad essi corrisponde nella correlazione di seconda 
specie determinata fra i piani medesimi; e quindi pub dirsi di saper costruire 
la correlazione stessa. 

Sin qui si è supposto che ciascuna delle quattro correlazioni Hi, H2,  H3, 
H, sia individuata da un polo e dalla polare corrispondente; ma se ciascuna 
di esse, O soltanto qualcuna, è individuata da due coppie di punti coniugati, 
tutie le costruzioni precedentemente indicate possono egualmente essere ese- 
guite (*). In particolare, si supponga che le quattro correlazioni anzidette siano 
individuate rispettivamente dalle coppie di punti coniugati: (Bi C,) e (B', Cfj), 

(") SCHROTER, loc. cit. 
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(B,  C,) e (B', C',), (R, C3) e (B ' ,  Cl3), (B, C,) e (B' ,  C',). In  questa ipotesi la 
correlazione di seconda specie fra i tre piani a ,  B ,  y è individuata dalle sei 
coppie date di punti neutri e dalle seguenti otto terne di punti corrispondenti: 

le quali perb non sono le terne più generalj, e la correlazione per cib che si 
è detto, si sa costruire. 

Se in luogo delle' due terne (A,  Bi Cl) e ( A ,  B', C',) le quali hanno in 
comune uii medesirno punto A, del piano a, sono date le due terne (A ,  Bi C,) e 
(A', R', C',), la correlazione di seconda specie fra i tre piani a ,  ,û, y resta pa- 
rimenti deterininata; ma ?,orne si costruisce? Questo problema è ricondotto al 
precedente, se si sa determinare la correlazione ITi fra 0 e y corrispondente al 
punto A ,  di a. Le  correlazioni di seconda specie fra i tre piani a ,  ,û, y aventi 
in cornune le sei coppie date di punti neutri e le terne di punti corrispundenti: 

formano un fascio, e le correlazioni di prima specie fra B e y corrispondenti 
al  punto A ,  di a in ciascuna delle correlazioni del fascio precedente, formano 
parimenti un fascio (*). fi facile determinare quest'ultimo fascio. Percib pren- 
dansi due correlazioni del primo, il che pu6 farsi aggiungendo agli elernenti 
che determinano questo successivamente ciascuna delle due terne di punti 
cori'ispondenti (A', Bi C:) e (A ' ,  B: C:)), essendo Bi e CS due nuovi punti presi 
rispettivamente sui piani p e y. Trovate con le costruzioni sopra accennate, 
le cirrelazioni di prima specie corrispondenti al punto A,  nelle due correla- 
zioni di seconda specie testè prese, esse determinano il fascio suddetto. L a  
correlazione di questo fascio individuata dalla coppia data di punti coniugati 
(Bi C,) è la correlazione cercata Hi. 

Analogamente alle terne (A ,  B, C,) e (A ,  B', Cf,) si possono sostituire le 
altre ( A ,  B, C,) e (A', B', C',), e cosi di seguito. 

In  ta1 modo si giunge al risultato seguente: 
VI. u Date sei coppie di punti neutri e otto terne di punti corrispon- 

u denti di una correlazione di seconda specie fra tre piani a ,  B ,  y ,  qüesta è 
u individuata e si sa costruire. n 

(") È ovvio dimostrare analiticamente le  proprietk aücennate. 

d nttali di Matematica , tom0 X X I I .  33 
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10. Una rete di correlazioni di prima specie fra i punti di due piani è 
individuata quando siano date cinque coppie di punti coniugati comuni a tutte 
le correlazioni della rete e tre correlazioni della rete medesima non appar- 
terienti ad uno stesso fascio, ciascuna delle quali pub essere individuata da 
una coppia di punti coniugati e da un polo con la polare corrispondente, 
oppure da tre coppie di punti coniugati. 

Suppongasi che la rete di correlazioni sia data sui piani B e y ë le tre 
correlazioni che insieme alle cinque coppie date di punti coniugati comuni la 
individuano, siano rispettivarnente date dalle coppie di punti coniugati: 

(Bi Ci), ( B i  C r ) ,  (B", C",);  (B2 C,), ( B  ) ,  (B", CM,); 

(B3 '33) 7 (BI3 C '3)) (B"3 (7'3). 

Nella rete cos) individuata prendasi una quzsrta correlazione, che non appar- 
tenga a nessuno dei tre fasci determinati dalle tre correlazioni precedenti, 
dando le coppie di punti coniugati: 

(B4 C4) e (Br4 Cl4). 

Se le quattro correlazioni considerate Hi, Hz, Hz, H ,  si fanno corrispondere 
rispettivamente a quattro punti A i ,  A - ,  A,, A, del piano a ,  tre qualsivogliano 
dei quali non giacciano in linea rettn, resta stabilita una corrispondenza orno- 
grafica fra i punti del piano a e le correlazioni della rete data, e quindi una 
correlazione di seconda specie fra i tre piani punteggiati a ,  P ,  y. Infatti di 
questa correlazione sono date cinque coppie di punti neutri e le undici terne 
di punti corrispondenti : 

La costruzione della correlazione cos1 individuata è ricondotta al caso 
studiato ne1 numero precedente, se per mezzo degli elementi dati, si sa tro- 
vare una sesta coppia di punti neutri. A tale oggetto si ricordi (5, II) che 
in uno qualunque dei dati fasci di correlazioni (H,H3), (H,Hi),  (Hi  Hz), per 
esempio ne1 primo, esistano tre correlazioni speoiali centrali, i cui punti sin- 
golari Ri, R,, RB, O SI, SZ, S3, situati su1 piano @, O y, si sanno .costruire, 
essendo (5, III) i punti principali di una determinata trasformazione qua- 
dratica. Quelli iippartengono alla curva Cg (1, IV), e questi a C,. Quindi 
(1, II)  ad uno qualsiasi dei primi, per esempio ad R,, corrisponde un punto R'i 
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di C,, che è il punto di concorso delle polari di R, rispetto a tutte le cor- 
relazioni della rete data. L a  polare di RI rispetto alle correlazioni del fascio 
(IT, H,) è la retta S,S,; quella di RI  rispetto alla correlazione data Hl si sa  
costruire. Il punto dove questa incontra la precedente è R',, e i due punti 
Ri e R', costituiscono la sesta coppia cercata di punti neutri. 

Se in luogo delle terne (A, B, C,), (AI B', Cf,), (A, B", C",), le quali hanno 
iii comune uri niedesirno punto A,  di a si considerano le altre (A, B, C,), 
(A', B I  C',) ,  (A', B", Cu,) di cui le due ultime soltanto hanno in cornune il 
punto A',, la correlazione di seconda specie fra i tre piani a ,  ,O, y ,  resta pa- 
rimenti determinata; ma corne si costruisce? Questo problema è ricondotto al 
precedente se si sa determinare la correlazione H, fra ,3 e y corrispondente 
al punto A, di a. Questa correlazione Hi poi si determina con procedimenti 
affatto analoghi a quelli tenuti alla fine del ne0 9 per sostituire alle terne 
( A ,  BI C,) e ( A ,  B C',) le altre ( A ,  B, C,) e (A', B', C',) .  Parjinenti si possono 
ora sostituire alle terne (A, B ,  C,), (Afi R', Cf,), (A', B", C",) le altre ( A ,  Bi  C,), 
(A', B', C',) , (A", B", Cf ,), che non hanno alcun punto comune. Cos: queste 
ultime sono state sostituite alle primitive (AIR, C,), (A ,  B',  C' , ) ,  ( A ,  B", C",). 

Analogamente alle terne (A, B2 C,) , (A, B', C',), (A, B",.C",) si possono 
sostituire le altre (A, B, C,), (A',B1, C',), (A", B", C",), e cos1 di seguito. 

I n  ta1 modo si giunge al risultato seguente: 
u Date cinque coppie di punti neutri e undici terne di punti corrispon- 

u deiiti di una correlazione di seconda specie fra tre piani a ,  13, y ,  quesba è 
u individuata e si sa costruire. n 

11. Sin qui si è supposto che le tre forme fondamentali in correlazione 
di  seconda specie fossero piani punteggiati. È facile vedere corne si modifi- 
ctino le proprietà trovate, se le tre forme sono piani rigati, oppure stelle di 

- - 

raggi O di piani. 
In particolare, se esse sono tre stelle di raggi (A), (B), (C), in queste 

esistono (2, III) tre coni del 3." ordine r,, r,, r, tali che r, e Tc, T', e r,, 
r, e r, sono i luoghi delle rette costituenti le coppie neutre delle stelle (B) 
e ( ' 7 1 7  (Cl e (4, (4 e (B) .  

Le generatrici dei due coni r, e r,, ad esernpio, si corrispondono unu 
ad una, chiamando corrispondenti le rette di una stessa coppia neutra. Ora 
quale è il numero delle coppie neutre formate da  due rette incidenti? Un 
piano gualunque a condotto per la retta che unisce i vertici B e C dei due 
coni considerati, taglia ciascuno di questi secondo tre generatrici alle quali 
corrispondono su117 altro altrettante generatrici , che determinano tre piani P 
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passanti per la retta BC. Cosi fra i piani cc e 0 del fascio (B  C) viene ad 
essere stabilita una corrispondenza algebrica (3, 3). Questa ammette sei coin- 
cidenze; epperb si ha: 

u Se ( A ) ,  (B), (C) sono tre stelle di raggi in correlazione di seconda 
u specie, in ciascuna delle coppie (B) e (C), (C) e (A), ( A )  e (B) esistono sei 
u coppie neutre formate da rette incidenti. n 

12. Siano date tre stelle di raggi (A) ,  (B), (C) in correlazione di seconda 
specie. A due raggi appartenenti a due qualsivogliano di queste stelle cor- 
risponde nella terza un piano (2,  1). Quale è il luogo dei punti dello spazio 
in ciascuno dei quali concorrono due rette ed un pia.no corrispondenti? Se- 
gando le tre stelle date con uno stesso piano n, si ot'tengono evidentemente 
tre piani punteggiati sovrapposti in correlazione di seconda specie. Se P è 
un punto di II per cui passano due raggi di due stelle e il pia.no a questi 
corrispondente nella terza, il punto P appartiene alla curva di II, luogo di 
un piinto situato sulla retta corrispondente nella correlazione di seconda specie 
determinata su Ii, e viceversa. Quindi si ha (8, II): 

1. u Date tre stelle di raggi in correlazione di seconda specie, il luogo 
u di un punto dello spazio dove concorrono due raggi ed un piano corrispon- 
u denti è una superficie del 3." ordine. n 

Il centro di una stella congiunto ai centri delle altre due determina in 
queste due raggi ai quali corrisponde nella prima un piano determinato. 
Dunque ne1 centro di ciascuna stella concorrono due raggi ed un piano cor- 
rispondenti , epperb : 

II. u L a  superficie del 3." ordine generata da tre stelle di raggi in 
u correlazione di seconda specie, passa per i centri delle stelle medesime. n 

Sia a il piano della stella ( A ) ,  corrispondente alla coppia di raggi A B  e 
A C considerati corne appartenenti alle altre due stelle rispettivamente. Ad un 
raggio qualunque r di ( A )  posto su1 piano a ,  corrisponde (1, 1) una correla- 
zione di prima specie fra le stelle (B) e (C), la qiiale determina sullo stesso 
piano a un'altra correlazione di prima specie. La conica di CC, luogo di un 
punto situato sulla polare che ad esso corrisponde in questa correlazione, passa 
per il punto A, perchb le rette A B  e A C sono raggi coniugati nell'anzidetta 
correlazione fra le stelle (B) e (C). L a  retta considerata r incontra quella 
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conica in un sol punto, fuori di A ,  il quale è l'unico che, oltre A,  essa ahbia 
in comune con la superficie generata dalle tre stelle ( A ) ,  (fi'), (C). Dunque: 

III. u Date tre stelle di raggi in correlazione di seconda specie, il piano 
u che in una qualunque di esse corrisponde alla coppia formata dalle rette 
u che uniscono il centro di questa stella con i centri delle altre due, è tan- 
u gente alla superficie del 3." ordine generata dalle stelle date e il punto di 
u contatto è il centro della stella cui il piano apyartiene. n 

Inoltre si ha evidentemente : 
IV. u La  superficie del 3." ordine generata da tre stelle di raggi in 

u correlazione di seconda speoie, passa per i diciotto punti del10 spazio deter- 
u minati dalle diciotto coppie neutre formate da rette incidenti. n 

F'issato un raggio a nella stella ( A ) ,  resta determinata (1, 1) una corre- 
lazione di prima specie fra i raggi delle altre due stelle (B) e (C), la quale 
genera una superficie del 2." ordine, clie passa per i centri R e C delle stelle 
niedesime. Questa superficie varia al variare del raggio a nella stella ( A )  e 
descrive una rete, di cui B e C sono due punti-base. Quali sono gli altri 
punti-base della rete stessa? Nelle stelle (B) e (C) esistono (11) sei coppie 
neutre formate da rette incidenti. 1 due raggi di una qualsiasi di queste coppie 
ed un raggio qualunque a della stella ( A )  costituiscono una terna di rette cor- 
rispondenti nella data correlazione di seconda specie fra le tre stelle (A) ,  (B), 
(C). Quindi il punto d'appoggio dei due raggi della coppia considerata ap- 
partiene alla quadrica generata dalla correlazione fra le due stelle (B) e (C), 
corrispondente al raggio a di (A), qualunque esso sia. Dunque: 

V u Date tre stelle di raggi in correlazione di seconda specie, ciascuna 
u di esse determina una rete proiettiva di quadriche, di cui gli otto punti-base 
u sono i centri delle altre due stelle e i punti del10 spazio determinati dalle 
u sei coppie di rette incidenti somministrate dalle due stelle medesime. n 

Un raggio a della della ( A )  incontra la quadrica corrispondente in due 
punti, per ciascuno dei quali passano due rette ed un piano corrispondenti 
nella data correlazione di seconda specie fra le tre stelle (A) ,  (B), (C). Quiridi 
questi due punti giacciono sulla superficie del 3." ordiiie generata dalle stelle 
medesime, epperb : 

VI. u La superficie del 3.0 ordine generata da tre stelle di raggi in 
u correlazione di seconda specie, pub essere generata anche da una qualunque 
u delle tre stelle medesime e da una rete proicttiva di quadriche (*). n 

(*) REYE: Projectiuisclze lhzeugung der nllyemeinen Pkïchen dritter, vierter und be- 
Liebiger Ordnung durch FZ6ckenbündeZ niederer Ordnung. hlathein. Annalen, vol. l, pag. 455. 
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13. Ora suppongasi data una superficie generale del 3." ordine. Come è 
noto (*), essa pub sempre essere generata mediante una stella di raggi e una 
rete di quadriche proiettive fra loro. Sia A il centro della stella e B, Cl P,, 
P,, ... P, gli otto punti-base della rete. Ad un raggio qualunque a della stella 
corrisponde nella rete una quadrica F, la quale pub sempre imaginarsi ge- 
nerata da due stelle reciproche. 1 centri di queste due stelle possono essere 
scelti ad arbitrio; quindi per essi possono assumersi i due punti B e C. Per 
determinare la reciprocità fra le stelle medesime, basta prendere un punto 
qualunque P su F e al raggio B P  della stella (B) far corrispondere nella 
stella (C) un piano qualsiasi passante per la retta CP (**). Come punto P 
prendasi uno qualsivoglia dei punti-base P, , P,, . . . P,, per esempio Pi, e al 
raggio BP, di (B) facciasi corrispondere in (C) il piano CP, fi. Cod resta 
,determinata la reciprocità fra le due stelle (B) e (CI in modo da generare la 
quadrica F. Variando il raggio a nella stella (A), varia nella rete la qua- 
drica corrispondente F; ma siccome questa passa sempre per i punti B, Cl 
P, , P, , . . . P,, cos1 essa pub sempre imaginarsi generata da due stelle aventi 
i centri nei punti B e C e di cui la reciprocità sia deterininata scegliendo 
come elementi corrispondenti quelli già fissati, cioè la retta BP, e il piano 
CP,  P,. Quindi si pub concludere : 

a) Ogni raggio della stella (A) determina una reciprocità fra le due 
stelle (B) e (C). 

Prendasi ad arbitrio un raggio b nelln stella (B). Una quadrica qualunque 
della rete data incontra la retta b,  oltre il punto B in un punto X. Questa 
quadrica viene generata da una determinata reciprocità fra le due stelle (B)  
e (C) (quand0 ben inteso restino fissi cotne si è supposto sopra i due elementi 
corrispondenti BP, e CP, P,): quindi al raggio BX di (B) corrisponde in (C) 
un piano determinato passante per il punto X. Cosi si ha: 

1." Per mezzo della retta b di (B), ad ogni quadrica della rete data 
corrisponde un piano nella stella (C). 

Sia y un piano qualunque della stella (C): esso incontra la retta b in un 
punto X, per cui passano infinite quadriche della rete formanti un fascio. Fra 
queste quadriche ve n'ha una ed una sola generata da una tale reciprocitb 
fra le due stelle (B) e (C), che in essa la retta b e il piano y sono elementi 

(*) REYE, loc. cit. 
(**) SCHROTER: Theorie der Oberflcïcheiz zujeiter Ordnung und der Raumurven  dritter 

Ordnung als erzez~ynisse proiektivischer Gtibilde, yag. 461. 
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corrispondenti. Pe r  dimostrar cib si ricordi (*) che data una quadrica F, presi 
sopra di essa due punti qualsivogliano B e C come centri di due stelle e sta- 
bilita la reciprocità fra queste in modo che siano elementi corrispondenti l a  
retta R P ,  e il piano C P , P , ,  essendo P, un punto qualunque di F e C P ,  P, 
un piano qualunque condotto per C P , ,  il piano che nella stella (C) corri- 
sponde ad un raggio b dato in (B), è il piano CXY, dove X è il punto d'in- 
contro, oltre B, di b con F ed Y il punto in oui la retta r ,  comune ai piani 
C P ,  Pz e b P , ,  incontra, oltre P,, la quadrica F. Quindi se al raggio b cor- 
risponde il piano dato y ,  con questo deve coincidere il piano C X Y ,  epperb si 
vede che la quadrica della rete, generata da una tale reciprocità fra le due stelle 
(B) e (C), che in essa siano corrispondenti la retta b e il piano y, passa per il 
punto Y, in cui questo piano è incontrato dalla retta r ,  punto che è determinato 
quando sono dati b e 7. La quadrica che si cerca deve dunque passare per i 
due punti X ed Y; inoltre appartiene ad una rete 'data; quindi è unica; epperb: 

2." Per mezzo della retta b di (B), ad ogni piano della stella (C) cor- 
risponde una quadrica nella rete data. 

Nella rete data prendasi un fascio di quadriche; a questo corrisponde 
nella stella (C), per mezzo della retta b, un inviluppo di pimi tale che per . 

ogni punto di 6, e quindi anche per ogni retta del piano b C, la quale con- 
tenga il punto C, passa un sol suo piano, perchè per quel punto di b passa 
una sola superficie del- fascio considerato. Il piano b C poi non appartiene al- 
I'inviluppo, perchè se vi appartenesse, ne1 fascio dato dovrebbe esistere una 
quadrica generata da una reciprocità fra le stelle (B) e (C), nella quale la 
retta b e il piano 7 fossero elemeiiti corrispondenti; quindi la quadrica stessa 
conterrebbe la  retta b ,  cib che é impossibile, il fascio di quadriche essendo 
stato preso ad arbitrio nella rete. Dunclue il piano b C non appartiene all'in- 
viluppo; inoltre per ogni sua retta condotta per C passa un sol piano del- 
l'inviluppo stesso. Questo è adunque un fascio, epperb: 

3." Per  mezzo della retta b di (B), ad un fascio di quadriche della 
rete data corrisponde nella stella (C) un fascio di piani. 

I n  virtù delle ultime proprietà dimostrate l.", 2.' e 3 . O ,  si ha  che per 
mezzo della retta b di (B) resta stabilita una corrispondenza omografica fra 
la stella di piani (C) e la  rete di quadriche. Ma questa è proiettiva alla stella 
di raggi (B); dunque le due stelle (B) e (C) sono reciproche, epperb: 

b)  Ogni raggio della stella (B) determina una reciprocità fra le due 
stelle (C) ed (A). 

(*) SCHR~TER: Theorje der Oberflcichen zweiter Orihl,zwng, etc., pag. 461. 
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Dalle proprietà a) e b ) ,  tenendo presenti i due teoremi dimostrati ne1 
n." 7, segue che per mezzo della data superficie del 3." ordine si pub stabilire 
fra le tre stelle (A), (B), (C) una correlazione di seconda specie, che geiieri 
la superficie stessa. Dunque : 

1. u Una superficie generale del 3." ordine pub essere generata da tre 
u stellt! di raggi in correlazione di seconda specie. * 

11 centro della stella di raggi e due degli otto punti-base della rete pro- 
iettiva di quadriche, che insieme a quella stella genera una data superficie 
del 3." ordine, possono essere scelti ad arbitrio su questa superficie (*) Quindi, 
in virtù di quanto precede, si ha ancora: 

II. u Tre punti arbitrari di una superficie generale del 3.' ordine pos- 
u sono essere scelti come centrj di tre stelle di raggi in correlazione di se- 
u conda specie tale che esse generino la superficie data. n 

Dati 19 punti dello spazio, si prendano tre qualsivogliano di essi A ,  B, C, 
come centri di tre stelle di raggi. Detti P,, P,, P,, P,, P, altri cinque dei 
19 punti dati e indicati con 1, 2 ,  3,. . . 11 i rimanenti, B determinata e si 
sa costruire (10) la correlazione di seconda specie fra le stelle (A) ,  (B), (C), 
che ha cotne neutre le cinque coppie di raggi: 

( B E ,  C E ) ,  ( B E ,  C E ) ,  ( B K ,  Cf',), (BI',,  a), ( R E ,  C E ) ,  

e come corrispondenti i raggi delle undici terne: 

( A l ,  1 ,  Cl) ,  (A2,  B 2 ,  C2) ,... (A l ] ?  B l l ,  C l l ) .  
Quindi : 

III. u Pcr 19 punti arbitrari dello epazio si pub far passare unu su- 
u perficie generale del 3." ordine ed una soltanto. n 

Individuata ne1 modo anzidetto la correlazione di seconda specie fra le 
tre stelle di raggi (A), (B), (C), prendasi in una qudunque di queste, per 
esempio nella stella (A),  un raggio a e costruiscansi i due punti in cui questo 
incontra la quadrica generata dalla correlazione di prima specie fra le altre 
due stelle ( B )  e (C) corrispondente al raggio stesso. 1 due punti cod ottenuti 
appartengono alla superficie del 3." ordine individuata dai 19 punti dati. Fa- 
cendo variare la retta a nella stella ( A ) ,  questa superficie resta in tal modo 
costruita per punti. 

Pavia, 15 Aprile 1804. 

(*) REYE, loc. cit. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 gruppi continui 
proiettivi semplicemente infiniti 

nello spazio ordinario. 

(Del prof. GIULIO PITTARELLI, a Roma.) 

N e l i e  opere del prof. Lie: 
Vorlesufigen $ber DifferejztialgZeic7.cerngen, etc., 
Vorlesungen über continui~*lichc Grzcppen , edite tutt' e due da1 dot- 

tore SCHEFFERS, 
Theorie der T~ansfor~~zûtiofisgruppe~z, editn in collaborazione del pro- 

fessore F. ENGEL, 

si trovano numerosi esempi ed applicazioni di gruppi proiettivi ne1 piano e 
nello spazio. Ma nella IILe AAbtheilung del III.' Abschnitt di quest'ultima opera 
è detto espressamente, a pag. 179, non esser nelle vedute dell'Autore di trat- 
tare i gruppi proiettivi nello spazio a tre dimensioni in maniera cosi compiuta 
corne ne1 piano. E poco dopo, a pag. 182, soggiunge l'hutore: u Se noi aves- 
u simo gjà ridotte ai diversi tipi le trasformazioni infinitesimali dello spazio, 
u corne già facemmo ne1 piano a pag. 85, sarebbe assai facile in generale di 
u trovare tutte le curve gobbe, le quali amrnettauo alrneno une trasformazione 
u infinitesiniale proiettiva, ncc. n 

Lo scopo della presente Memoria è appunto di risolvere il problema pre- 
cedente, sperando cos1 di recare una qualche contribuzione, benchè piccola, ad 
una teoria che, creata da1 LIE co'suoi lavori, fornisce anche materia a corsi 
universitari o rne  quel10 del KLEIN (semestre d'estate del 1893), e del nostro 
CREMONA (anno scolastico corrente). 

A luogo opportuno ed a pie' di pagina saranno citati altri lavori che 
abbiano attinenza col soggetto. 

Annnli di Makmaticn, tomo XXII. 34 
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3 1. Formole generali  in coordinate omogenee. 

Una trasformazione iiifinitesimale proiettiva del10 spazio a tre dimensioni 
in coordinate omogenee è definita da1 sistema di equ~zioni differenziali: 

ovvero da1 simbolo: 
C f  X f = Z Z a i k x k - ,  

i k a X; 
dove f è una funzione qualunque delle coordinate. 

L e  equazioni finite del gruppo generato da quella trasformazione infini- 
tesimale, cioè le espressioni delle x in funzione di t ,  sono gl'integrali del si- 
stema (1) con le condizioni iniziali che per t = O sia X ~ = X ; ,  essendo x! le 
coordinate del punto iniziale xO. 

Le (1) dànno le variazioni delle coordinate sotto la forma: 

8 x i = d t Z a i k ~ k ,  
k 

(3) 

nientre, per la  funzione f, 

l'eqiiazione di un piano 5. 
L a  trasformazione Xf applicata ai  punti di questo piaiio li condurrh nei 

punti del piano + 8 5 ;  abbiamo cioè: 

(5  + 8 5 ) X t a a :  = 5% + iax + $85 + d b x  = 0. 

Trascurando l'ultimo termine del 2." ordine, se rogliamo che tutta l'e,p res- 
sione precedente si riduca a 5 ,  = 0, dobbiamo porre identicamente, qua- 
lunque sia x ,  

E a X  + xac O. (4) 

Ponendo per 8x; i valori (3) possiamo scrivere: 
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o sommando prima rispetto a k, poi rispetto ad i, abbiamo: 

Onde si traggono le variazioni delle coordinate ii  
d i i = -  d t  Z a k i E k ,  

k 

le eauazioni differenzinli 
d 5; = -  
dt Xakt ik ,  k: 

ed il simbolo 
1 1  

A 
a? ; y = -  > a k i i l t - '  

i k a 4i 
1 sistemi (1) e (6) di equazioni differenziali si dicono, nei trattati, sistemi 
aggiunti, e si ha la relazione: 

perchb x e i si appartengono. 1 loro integrali dànno, in funzion di t ,  le coor- 
dinate dei punti della trajettoria di un punto iniziale xO, ovvero le coordinate 
dei piani tangenti che, a partire da uno iniziale E O ,  toccano una sviluppabile, 
osculatrice della trajettoria, se t;, e x, si appartengono, conle supponiamo. 

Dinotiamo con x, le coordinate di un raggio x y  e con quelle di un 
asse Eq. Se per y prendiamo il punto x + d x  e per q il piano 5 + 35, ab- 
biamo, a meno del fattore d t ,  

Le rette (8) e (9) furon dette da CHASLES carutteristiche, rispettivamente, del ' 

punto x e del piano 5 ne1 movimento infinitamente piccolo d'un corpo solido 
libero nello spazio. 

Si potrebbero anche assegnare le formole per la trasformazione infiiiite- 
simale dei raggi e degli assi partendo dalle trasformazioni dei punti e dei 
piani. Cos1 al raggio p + d p  ed all'asse a  + d a  spetteranno le coordinate 
che si traggono dalle due matrici 

xi + d x , . . .  x,  f d x ,  

y i + J y , . . *  y 4 f d y 4  
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[Per non'ingenerar confusione chiamerb z O < le caratteristiche e p O x le 
rette qualunque xy O Ev.1 

Cosicchè, per esempio, trascurando gl'infinitesimi del 2." ordine: 

onde poi 
dpij = ~ ~ d ~ ~ - y ~ d ~ ~ - ~ ~ 6 y i  +yj8xi,  (10) 

e sostituendo alle variazioni delle coordinate le loro espressioni e passando 
alle equazioni differenziali, abbiamo un sistema di equazioni differenziali il 
cui tipo è: 

Nei secondi meiribri di queste equazioni figureranno soltanto cinque delle 
6 coordinate, mancherà cioè la  coordinata phk se hlc è una combinazione 
d'indici differenti da ij. 

Si ottengono formole più semplici ed immediate partendo dalle coordinate 
xi  (i = 1 , .  . . , 6) di KLEIN legate dalla relazione fondamentale 

" x 2 = x ; + x ; + x ~ + % r " + x ; + x ~ .  y (11) 

D a  questa seguc per differenziazione: 

Siano ora le formole di trasformazione infinitesimale proiettiva tra le x 

dz i  -- - - X G L ~ ~ X ~  (i, k =  1, ..., 6). 
d t  k 

Dovendo esser verificata la  (12) qualunque sia x ,  avremo I'equazione identica: 

Or questa equazione si deve ridurre alla (Il), la sola identica esistente tra 
le coordinate di una retta qualunque del10 spazio; dunque avremo: 

D a  cib si deduce che il determinante dei coefficienti è gobbo, ed il numero 
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di essi da 36 si riduce a 16, tanti quanti sono i coefficienti della trasfor- 
mazione (1). 

Se una funzione 12 delle coordinate di punti, di rette O di  piani rimane 
invariata per la tïasformazione, essa dovrà riprodursi moltiplicata per un  fat- 
tore indipendeiite dalle coordinate. Sia, per esempio, Q funzione di x: si pub 
porre, a meno d'infinitesimi del 2.' ordine, 

Dorendo il secondo membro ridursi alla funzione fi, avremo, tenendo pre- 
sente la ( 3 9 ,  e dinotando con p un fattore: 

cosicchè allora viene appunto 

n(x +$X)=(I + p ) l ~ ( z ) .  

Ricordiamo poi che se un ente ammette la trasformazione infinitesimale X f  
ammetterà tutte quelle del gruppo generato da Xf (*). 

Se l a  funzione è il primo membro dell'equazione di u n  piano 5 inva- 
riante dovremo avere qualunque sia z 

pE.= IEi F a f i $ ,  + - 1  61. 

Di qui ponendo - p = a$t, avremo per le coordinate di un piano invariante [ 

- o t i  = Y Ek (**). 
?! (17) 

E cos1 per le coordinate di un punto invariante x 

s x i =  ~ ~ B U R .  

Le (17) e (18) forniscoiio una stessa equazione in = (- s) di 4." grado 

(*) Vedasi: LIE, Vorlesu)zgen Über ûiferentinZyleicItu)agen, etc., pag. 72, Sntz O. 
(**) 11 segno - é posto perche cosi esso si presenta nella (O), ed & molto giovevole 

mantenerlo; corne si vedra sempre meglio in seguito. 

- 

A (a) = 
a21 a22 - 0 '43 a24 

a3 1 use u33 - a a34 
= O. 
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Considerianlo l'omografia tra due spazi S ed S' 
zione [connesso ( 1 ,  l)] 

z a i k x i $ ' k = o ,  
ik 

ovvero separatamente in coordinate di punti e 

S X ' ~ =  V ~ . k ~ k  F Z  

sovrapposti defini ta dall' equa- 

di piani 

(20) 

E notissimo alloia che l'equazione A(o) = O serve a determinare i punti 
ed i piani uniti dell'omografia (19). 

Ad ogni tipo d'omografia (20) corrisponderà un tipo d'equazioni diffe- 
dx; renziali (1) formate sostituendo ad S X ' ~  le quantità - , ed in pari tempo ad 
d t 

ogni conseguente tipo duale d'omografia (21) corrisponderà un tipo d'equa- 
d t'i zioni differenziali (6) formate sostituendo a 0 6  le quantità - e poi scri- 
d t 

vendo 5 in luogo di 5'. Cosi facendo gl'integrali dei sistemi aggiunti (1) e (6) 
saranno sempre, senz'altro, determinati con la condizione E ,  = O. 

Il determinante A(D) fu chiamato determinante caratteristico da CAUCHY, 
ed è pur noto l'uso che si fa di esso per l'integrazione dei sistemi (1) e (ô). 

Si vede dunque che i due problemi di classificare le omografia tïa due 
spazi sovrapposti e d'integrare un sistema di equazioni differenziali lineari di 
1." ordine ed omogenee rientrano l'uno nell'altro. 

Chiamerb l'omografia (19) aggizcntn ai sistemi differenziali (1) e (6) e 
propriamente l'omografia (20) aggiunta al sistema (1) e l'omografia (21) ag- 
giunta al sistema (6). 

La classificazione delle omografie in uno spazio a un numero qualunque 
di dimensioni corne teoria di forme bilineari si trova sostanzialmente ne1 laroro 
fondamentale del WEIERSTRASS: Zur Theorie der bilinearen und quadratischen 
Formsn, K6n. Akad. zu Berlin, 1868. Ma la traduzione geometrica dei risultati 
analitici del prof. WEIERSTRA~S si dere al mio amico SEGRE, il quale dedicb due 
Memorie al soggetto.: l'una Sulla teom'a e sulla classliJicaxzOne delle omograjie 
in zino spaxio Zineare ad un Izumero qualunque d i  dimensioni, ne1 vol. 19, 
serie 3." delle Memorie dei Lincei, 1884; l'altra Ricerche sulle omografie e 
sulle correlaxiotzi ifi gelzerale ecc. ne1 tom. 37, serie 2.a delle Memorie del- 
1'Accadomia di Torino, 1885. In quel10 stesso anno 1884 anche il prof. LORIA 
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se~îqdicen~ede infiltiti nello spazio ordincwio. 267 

ne1 vol. 22 del Giornale di BATTAGLINI si occ.upb della teoria in quistione nella 
Nota: Sztlla cowispoizdenxe proiettive tra due piani e tra due spazi, dando 
uaa completa classificazione delle omografie. 

Si  comprende come partendo dalle formole di WEIERSTRASS e mettendo a 
profitto i risultati geometrici, specialmente di S E ~ R E ,  io avrei potuto giungere 
a dar le forme canoniche dei secondi membri di (20) e (21) ovvero dei sistemi 
(1) e (6) per eseguirne poi l'integrazione. Ed io avevo cominciato tt fare i 
cdcoli opportuni, allorchè il mio collega ed amico CASTELXUOVO m'additb la 
Memoria del prof. PREDELLA: Le omog~wfie in uno spaxio ad un numero qua- 
lunpue d i  dimensioni, serie 2.") vol. 17, 1889, di questi Annal;, nella quale 
la quistione è risoluta.. Apprendesi aini da quella Memoria che anche il JORDAN 
ne1 tom0 73 dei Comptes Rendus s pag. 787 in una Nota: Xzw la ?.t?solrrtion 
des équations différentielles lin&aires, mostrb la possihilith di giungeïe ad 
equazioni del tipo 

dxi d toi -- dyi -qy<, - = O Z ,  + y, ,  0 . .  - = u w ,  -pi, 
d t  d t  cl t 

dove u é radice multipla del determinante caratteristico anniillante minori di 
dato ordine. I l  risultato di JORDAN i? analiticamente importante; ma sono i 
lavori geometrici su riferiti quelli che permettono, come si vedrà, di delineare 
in un modo molto netto ln posizione della curva integrale del sistema d'equa- 
zioni differenziali, non soltanto rispetto agli enti fondamentali dell'omografia, 
ma anche rispetto ad altri enti che si mutano in sè stessi per le trasforma- 
zioni del gruppo. 

Perchè il lettore possa fare gli opportuni riscontri avverto ch'io adoprerb 
cosi il simbolo del SEGRE, ch'è in sostariza quel10 immaginato da1 WEILER (*), 
per indicare la distribuzione dei divisori elementari del determinante caratte- 
ristico, corne il corrispondente del PREDELLA. Per  comprendere il simbolo ado- 
perato da1 SEGRE occorrerebbe un discorso un po' lungo; laddove il simbolo 
del PPEDELLA è di pih facile intelligenza. Il PREDELLA usa i numeri O ,  1, 2 
per dinotare un punto unito (dimensione O), una retta unita (dimensione l), 
un piano unito (dimensione 2). Se due enti si appartengono O coincidono i 
loro simboli saranno chiusi tra ( ). Per  esempio il sirnbolo [(O 0) 0 O j  indica 
17esister,za di 4 punti uniti di cui 2 coincidenti; gli corrisponde il simbolo 
[2 1 11 di SE GR^ che mostra due radici semplici ed una doppia del determi- 

(*) Ueber die verschiedenen Gatlünyefz der Complexe szoeiten Gmdes. Math. Ann., Bd. 7. 
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268 Pit t  a r  e 11 i :  I gruppi continui pokttivi 

nante caratteristico che non ne annulla i subdeterminanti. Ancora ne1 simbolo 
[1 O O] di PREDELLA è messa in chiaro l'esistenza di un raggio unito e due 
punti uniti fuori di esso; a quel simbolo corrisponde l'altro di SEGRE [(l 1) 1 11 
che dinota l'esistenza di due punti uniti forniti da  due radici semplici del 
determinante A(o) alle quali si riferisce il gruppo 1 1, e l'esistenza di una 
radice doppia che par l'annullarsi dei subdeterminanti del 3." ordine fornisce 
non più un punto unito doppio, ma infiniti situati sopra un raggio, al quale 
si riferisce il gruppo (1 1) ecc. Adoprerb pure i simboli di WEILER, nella clas- 
sificazione fatta per le coordinate di rette rnodificati da S E ~ R E  in cib che questi 
usa le parentesi 1 1 invece delle [ ] ecc. 

Notisi infine che le omografie definite dalle equazioni integrali avranno 
la stesscz distribuzione degli elementi uniti dell'omografia aggiunta alle equa- 
zioni differenziali, ma le radici e gl'invarianti assoluti saranno funzioni espo- 
nenziali delle grandezze G i  t ,  corne mostrerà 1' integrazione. 

$ 2. I 13 tipi di gruppi. 

Omografie nggiunte (*): 

x', = o , x , >  xf* = clg x2, x 9 = a 3 x 3 ,  xf4 = Gd x4 

Le quattro radici sono distirite; si hanno quattro punti uniti e quattro 
piani uniti che formano un tetraedro, trc coppie di rette unite che ne sono 
gli spigoli. 

Le  equazioni differenziali si formano e s'integrano subito. Chiainando x0 
e (O il punto ed il piano iniziale si hanno le: 

(*) Sopprimo il fattore di proporzionalità nelle x, ma 10 faccio eguale a - 1 nelle 5 
per poter passare subito alla equazione differenziale (6) del 5 2. 
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come integrali dei sistemi 

Bisogna poi distinguere due casi. 
1.0 caso corrispondente a l  simbolo 11 1 1 1 1 11, (cas0 generale). 

Le  coordinate della caratteristica di x  e di quella di ( sono per le (2): 

Eliminando il prodotto z, x,  x3x, O 1' altro 5 ,  le  t3 t4 abbiamo le equazioni: 

C i e  r31 - 1 2 3  '144 - - - 'i81 ? P l  

( c i - c ~ ) ( ~ s - ~ r )  ( ( J t - ~ s ) ( ' J i - 6 4 )  ( G ~ - G ~ ) ( G Z - G ~ )  

che rappresentano, come è notissimo, jl complesso tetraedrale di REYE. Il 
piano p, essendo osculatore alla trajettoria ne1 punto xO, avrh le coordinate 
espresse da: 

0 0 0  X: 21 x",: (9 = (ce - 0 3 )  (02 - 0.4) ( ~ 3  - 5 4 ) ~ ~  X3 x 4  = Pi 
xi 

dove pi  sono i prodotti delle differenze di a h ,  a j ,  ok. Avremo dunque a meno 
del fattore x:x:x; x4., le 

4pxp=pi. (5) 

Ed allora le (1) dànno successivamente, in forza della (5), 

che definiscono la ben nota reciprocità per la quale ad un piano a di equa- 
zione cc, = O corrisponde la superficie di  3." classe: 

Annali di Matematica, tom0 XXII. 25 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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con quattro piani doppi, tangenti secondo uua conica la superficie, nelle facce 
del tetraedro fondamentale; e ad un punto a di equazione as = O la super- 
ficie di 3." ordine: 

p i  a; 2-=O, 
X i  

con quattro punti doppi conici nei vertici dello stesso tetraedro. 
Il complesso tetraedrale (4) dipende dalle sole o; esso è invariante ri- 

spetto a tutte le trasforrnazioni del gruppo. Corne prova di cib si osservi che 
la trasformazione infiriitesimale di una retta p è data dalle formole: 

Di qui segue, trascurando i termini del 2." ordine: 

onde se a, h k  sono combinazioni binarie differenti la somma delle 5 è eguale a 
O ,  + os + g3 + O,,  ed il secondo membro dell'equazione precedente si riduce al 
termine P i j P h k  moltiplicato pel fattore, che non muta, 1 + ( O ,  + O ,  + u, + 0,)6t. 

Se invece, per un dato valor finito di t ,  cioè per una data trasformazione 
finita del gruppo, consideriamo corne corrispondenti i due punti x ed xo nei 
due spazi S ed SO sovrapposti (e dualmente) trasformati l'uno dell'altro, ri- 
mettendo in vista nelle (1) il fattore di proporzionalità p, avremo le equa- 
zioni dell' omografia : 

ed i valori di p che dànno gli elementi uniti, che sono poi i vertici (e le 
facce) dello stesso tetraedro, sono: 

I l  determinante della sostitiizione (8) B poi e(u1+a2+u3+ar)t sempre diverso da 
zero. Onde si conclude che l'omografia non è mai degenere, corne osservb 
anche il TORELLI nella sua Nota: Sul gruppo monomio individuato da una 
trasformazione infidesimale proiettiva (*). E mentre gl'invarianti dell'omo- 
grafia aggiunta sono i rapporti c, : a, : OZ : O , ,  quelli della (8) sono invec,e i 
rapporti e51 : e% : es3 ; 

CE) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, gennaio 1884; vedi un'altra Nota 
nei Rendiconti dell'Accad. di Napoli, majgio 1894: Sulle eyua.zioni finite de2 grztppo nzo- 
nomio, ecc. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



semplz'cemente il8Jiniti inello s2axio or dinario. 271 

È noto p i re  come si compongano coi primi rapporti i rapporti anarmo- 
nici fondatnentali dei quattro punti nei quali la caratteristica del punto x in- 
contra i quattro piani uniti (e dualmente). Perchè si h a  per esempio, chia- 
mando tc uno dei suddetti rapporti anarmonici 

per le (4) ecc. Inoltre poi il quoziente 

è il rappoïto anarmonico format0 da1 punto di contatto della tangente coi 
punti comuni alle tre facce x, = 0 ,  2, = 0 ,  2, = O del tetraedro fonda- 
mentale, ecc. (*): 

L'omografia (8) dà luogo invece ad uii altro complesso di rette congiun- 
genti coppie di punti corïispondenti come z ed x" L e  coordinate delle con- 
giungenti e l'equazione del complesso si ottengono dalle (3) e (4) mutandori 
da per tutto le differenze ui  - Gj nelle e5it - eJt. 

L e  equazioni (1) individuano farniglie di curve e di sviluppabili oscula- 
trici diversissime, algebriche O t r a~~enden t i ,  che chiameremo curve O svilup- 
pabili W (**); ma è facile vedere corne tutte si comportino rispetto agli ele- 
menti uniti della trasformazione. 

Supponiamo G, > o3 > G, > a,, e scriviamo le (1) sotto forma di rapporti 
come segue: 

X, : X, : x3 : 5, = X: : 29 e(Ga-61)t : e(G3-bi)t : 2: e(br61) t  
ovvero: 

2, : xp : X, : xI = x: e(\-\)t : X: e(be-a4)t : x0 3 e ( ~ - " r ) ~  : x0 4' 

Dalla prima forina di questi rapporti si vede che per t = - ao la  curvs 
passa pel punto 5 ,  = 0 di coordinate (1, 0, 0, O), e dalla seconda si vede 
che per t = cm la curva passa pel punto 5 4  = 0 di coordinate (O, 0 ,  0 ,  1.). 

(*) Vedi LINDENANN, Ueber zinendlich kleine Bewegzcngen und d e r  Iiraftsysfenze bci 
allgemeiner projecl2uischer IliIassbe~timrnuny~ ne1 vol. 7 dei Math. Annalen, Memoria che 
contiene nuinerosi ed importanti risultati, e che avro occasione di citsre insieme alla 
prima parte del 2 . O  volume di CLEBSCH-LINDEMANN, Vorles. liber die Geometric. 

(*#) W iniziale di « W u r f »  (di STAUDT) quaderna d'elementi di dato rapport0 anar- 
monico. Vedansi, per l a  ragion della denominazione, le  Lezioni litografate del prof. KLEIN, 
Gottingen, 1893, da1 titolo: Einleitung in die Kohere Geometrie I. 
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Lo stesso ragionamento applicato alle 5 mostra che la curva è osculata, per 
t = - m, - da1 piano x, = O ne1 punto 5, = O ,  e per t = w è osculata da1 
piano x, = O ne1 punto 5, =O. Esprimendo poi per mezzo delle (1) le coor- 
dinate xij O 5, della tangente in  funzione di t ,  date dalle (3), si deduce al10 
stesso modo che Io spigolo t , ,  5, - x,, x, = O è tangente ne1 punto t  = - ml 
e 10 spigolo 5,, S r  G x i ,  r ,  = O è tangente ne1 punto t  = W. 

Non supponendo relazione alcuna tra le oi ,  pur essendo queste distinte, 
nessuna quadrica e nessun complesso lineare è trasformato in sè stesso, coine 
Io è invece il complesso tetraedrale più generale 

la cui equazione in virtù della nota identità x,, xir $- 2 3 ,  zPI + x , ~  231 - O si pub 
ridurre a forma binomia, per esempio, alla 

2.0 cnso cowispondente al sit~zbolo /(n) 1 1 1 1;. 
Proponiamoci invece di determinare quelle quadriche e quei complessi 

lineari che, per certe relazioni tra le 5 ,  possmo trasformarsi in sé, e di tro- 
vàre quelle relazioni. Se F= a> è, in notazione simbolica, una quadrica cos1 
fatta, applicando il criterio (16) del $ 1 dovremo avere l'identità 

axaarn=pas, (9) 

se per d x i  si pongono i valori (2). Cib porta a concludere che devono essere 
nulli i coefficienti a;i e due coppie di coefficienti ahk corrispondenti a due com- 
binazioni h k d'indici differenti (altrimenti le O dovrebbero essere eguali), e 
che supposta diverso da zero la coppia a,, l'identità (9) che in questo cage 

si riduce alla 

porge la relazione tra le G 

5 ,  + Q* = 0 2  + Cr3 (*). 

In forza della relazione (10) le superficie del fascio-schiera 

F(x)  = z, x, + m x, x, = O ovvero a(<) = 5 ,  t4 + E 2  E3 = 0, (1 1) 

(") Si potrehbe supporre diversa da zero la sols coppia di coefficienti ai;, ahk per 
esempio a,, , a,, . In  questo cas0 l a  quadrica è un con0 a,, xi + 2 a,, x, x, = O ,  e dev'es- 
sere 5, $na = Za,. Questo caso sarà  esaminato al 5 3 in coordinate non omogenee. 
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si mutano in sè stesse per tutte le trasformazioni del gruppo (1). Ma per le 
relazioni (7) e per la (IO) anche il ftiscio di complessi lineari 

si muta in sè, ed è il solo che abbia questa proprietà. Questo fascio di com- 
plessi ha per direttrjci le rette ilnite E , ,  5, = 0 ,  E,, 5, = 0 che sono polari 
reciproche rispetto alle quadriche (11). E se k = nz le generatrici dell'iper- 
koloide cui appartengono S, E o ,  tp5, sono anche rette del complesso (12); se 
inrece k = - ?fi apparterranno al complesso le rette del sistema 5,  t,, &id. 

Applicando la trasformazione finita, per esempio alla quadrica (Il), ab- 
biamo, per (IO), 

cioè F(x) = e(al+%)tF(xO). Volendosi invece, da1 punto di vista dell'algebra, 
F(x)  =P(x"), bisognerebbe annullare l'esponente di e ,  qualunque sia t. Cib 
richiede le due condizioni : 

o i + Q 4 = O 7  c2-/-03=0. (13) 

Allora le radici dell'equazione che dà i valori p in (8) sono reciproche, corne 
dev'essere per un teorema sulle forme quadratiche che si mutano in sè stesse 
dovuto al FROBENIUS (vedi SEURE, Ricerche, ecc.). Or noi possiamo sempre 
soddisfare a quelle due condizioni. Infatti dalla (10) si ha: 

Scrivendo le (1) dopo l'introduzione del fattore di proporzionalità eGt, cod: 

si vede ch'è lecito determinare cr con le condizioni (14) concordanti in virtù 
di (10). 

03 - '3% 04 - 51 Ponendo k=- ovvero k = - si hanno quei due cornplessi 
04 - (r; 63 - 6 2  

che furon detti da1 LINDERMANN nella Memoria citata (pag. 75-77) u Rotations- 
complexe n e a Translationscomplexe n per quei wovime?zti del10 spazio che, 

(*) CAPORALI e DEL PEZZO, Intmduzione alla teorin dello spazio ngalo, 5 30, pag. 307 
nelle Memorie di Geometria di CAPORALI. 
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in uua determinazione metrica proiettiva, sono definiti come trasformazione 
in sè della quadrica fondamentale in modo che ciascun sistema di generatrici 
sisl trasformato in sè stesso. 

Le  curve (l), situate allora sulle superficie F(x) del fascio (11) contenenti 
i punti iniziali xqu ron  detti ivi da1 LINDEMANN eliche p r o i e t h e  (*). Esse sono 
le trasforrnate oinografiche delle lossodromie della sfera. 

Per provarlo consideriamo una qualunque delle quadriche F(x) per es. 
quella passante pel punto (1, 1, 1, 1) 

xixq-x2x3=0. (15) 

Questa quadrica è proiettata stereograficamente da1 punto su di essa, <, = O, 
sopra un piano rappresentativo i cui punti y li riferiamo a quel triangolo fon- 
damentale ch'è sezione di esso piano coi piani xi = O, x, = O ,  xJ = O ,  me- 
diante le formole note 

y0 y3 2]:X*:Xg:X1=yi: y2: 'yY:- .  
y 1 (1 6) 

Sul piano rappresentativo l'omografia del10 spazio individua un'omografia di 
simbolo [O O O], contenuta nella data, la cui espressione analitica è :  

e la curva rappresentata da queste equazioni è la proiezione stereografica 
della (1) situata sulla superficie (15). Supponiamo osa che la (15) sia una sfera, 
e che le (16) definiscano la proiezione stereografica in senso stretto, che sia 
cioè il piano rappresent.ativo parallelo al piano tangente in (, = O  alla sfera. 
Su questo piano si ha in ta1 cas0 un'omografia della quale l'origine è un 
punto unito e gli altri due punti uniti sono i punti ciclici. Allora, com'è noto, 
le (17) definiscono una spirale logaritmica (*"), alle cui tangenti compete la 
proprietà (metrico-proiettiva) d'inclinarsi ad angolo costante sui raggi vettori. 
Proiettando di nuovo sulla sfera, il fascio dei raggi vettori dà il fascio dei 
meridiani passanti pel centro di proiezione, e la spirale logaritmica dà una 

(*) Vedi anche: Vorles. über Geom., Bd. 2, th. l.", pag. 336 e seg. 
(**) CLEBSCH, Vorles. Gber die Geom. a pag. 079, 988 e seg. ne1 capitolo sui connessi. 

Vedasi poi l'estéso e fondamentale lavoro dei prof.' P. KLEIN e S. LIE pubblicato ne1 
vol. 4 dei Math. Annalen, 1871: Ueber diejeniye~l ebenen Cuwen welche.. . in sich uber- 
yehen, oltre alle' due Note del 6 e 13 giugno 1870 nei Comptes Rendus da1 titolo: Sur 
une certaine famille de courbes et de surfaces. - KLEIN, Eideitung in die hohere Geo- 
metrie 1, gi8 citato. 
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curva Che, per la notissima proprietà della conservazione degli angoli nella 
proiezione stereografica, taglia sotto Io stesso angolo i meridiani che incontra: 
e questa curva è la iossodromia. - - 

3.0 cas0 corri~~onclente al simbolo j(11) (1 1) 1 11. 
Se anche la quadrica 

x , x * + ~ x , x , = 0 7  
O il complesso 

pi, i- hp,d= 07 

dovessero mutarsi in sè stessi, sarebbe necessariamente 

Questa relazione insieme all'altra del caso irecedente 

fornisce 

cioé : 

onde poi 

il deteminante caratteristico A(o) avrebbe due coppie di radici eguali. Ma 
questo caso sarà esaminato più' tardi al n," 10. Adunque ne1 gruppo [l 11 11 - - 
non vi sono trasformazioni corrispondenti al simbolo [ ( I l )  (1 1) 111. 

Per realizzare un tipo cos1 fatto bisogna considerare un'omografia qua- 
lunque, per esempio la 

ed in coordinate di rette 
plij = ai O j p i j .  

I,a quadrica x, x, + mx, x, = O ed il complesso $- kp,, = O si mutano in 
sè stessi se 

Q'U$  = u 3 5 3 .  

E se Io stesso avviene per la quadrica x, x, + f i  x, x, = 0 ' e pel complesso 
.p tc  $- hp,* = O dev'essere 

Q i 5 t  = G J U ~ .  

Da queste due rel'zioni tra le u segue rnoltiplicando rnembro a, mernbro ov- 
ver0 in croce 

5: = 5 ; )  5; = 0:)  
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onde, escluso il caso delle radici eguali, 

Siccome (*) gl'invarianti assoluti O i rapporti delle radici sono i rapporti 
anarmonici che due punti corrispondenti qualunque formano coi punti nei quali 
la loro congiungente interseca i piani uniti, cos1 chiamando xx' la coppia di 
punti corrispondenti ed a , ,  a, ,  as,  a4 i punti tracce della xx' sui piani uniti, 
abbiamo per le (19): 

non tutti indipendenti , ma .dei quali si scorge il significato. 

1.0 caso corrispondente a l  sim~olo ( 2  2 111,, (caso generale). 
Omografie aggiunte : 

Gli elementi uniti sono: 

il punto doppio E l  = 0 ed il piano doppio x, = O ,  doppi, perché cor- 
rispondenti al valore a, della radice doppia; 

i punti ed i piani semplici 

t , = o ,  54=0,  

x ,=o ,  %,=O; 
le rette doppie 

aventi in  comune il punto 5 ,  ed il piano x,; 
le rette seinplici sghembe 

(*) SEGRE, Sulla teoria e sulla classiflcazione, ecc., pag. 13. 
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Nelle formole dell'omografia aggiunta la costante L, non pub esser nulla (al- 
trimenti si avrebbe il caso del n.' 6), ma non è costante essenziale, dipende 
da1 punto-unità del sistema di  coordinate, come osserva il PREDELLA, e si pub 
anche porre cguale ad 1, come nelle formole di JORDAN. Riferendosi infatti 
al10 stesso tetraedro coordinat0 e mutando il punto-unità si potrb scrivere 
X i  = a i y i  e, conseguentemente, z'i = ai . jP i ,  onde si avrà y'2 = u2 YI, ~ ' 3  = c3 y3, 

el y', = or y,, mentre la prima delle (1) da& y', = c2 y ,  + A I  - y2 .  Nulla vieta di 
x 1 

porre Il = 1 : cib equivde, in sostanra, n soegliere in un modo O nell'altro 
OI i 

il vertice 5,  = 0 sulla retta unita t , ( ,  ed il piano x, del fascio i 3 5 , ,  rertice 
e piano non uniti nell'omografia. Quest'osservazione valga per tutti i casi 
che, ne1 seguito, troveremo analoghi all'attusle. 

Le equazioni differenziali sono : 

Le ultime tre in x2, x,, x, s'iiitegrano immediatamente; ln prima, ponendovi 
il valor trovato di.$* in funzione di t ,  diviene un'equazione lineare d i  primo 
ordine del noto tipo 

dove p e q sono funzioni di t ,  i l  cui integrnle è il notissimo: 

Anche quest'osservazione valga fatta ora per sempre. Eseguendo le integra- 
zioni abhiamo : 

Scrivendo le equazioni della prima linea sotto la forma: 
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278 Pi t t  a v e l l  i : 1 gvzcppi con tinui prozéttiui 

posto c, > G, > cr, ed osservnndo che : 

si tme che la curva passa pel punto t ; ,  = O per t = - m. Cos1 passa pel punto 
t4 = O corrjspondentemente al valore t = CIO, ed inoltre in d ,  = O & osculata 
da1 piano x, = O, in 5,  = O da1 piano x, = 0, mentre la tangente ne1 primo 
punto è la  retta ti E s ,  quella ne1 secondo S la 5,i4. 

Formando le coordinate zij della caratteristica di x dalla matrice 

si troril subito che l'equazione del complesso quadratico è in qiiesto caso: 

Questo complesso corrisponde al simbolo [(l 1) (2 2)] nella' classificnzione di 
WEILER, pag. 188, ne0 29 della Memoria citatn. 

Essendovi ancora tre piani uniti x,r,s, si pub ricercare i l  rnpporto annr- 
monico a ,  sulla tangente, del punto di  contntto x: e delle tre tracce a2a3a ,  SU 

quei piani; e si trova: 
G? -- G3 

a = (x a, a3 11,) = . 
G2 - G, 

-- 

2.0 caso corrispotadetzte nl  simbolo i(11) 2 21. 
Se ci proponiarno di trovare le quadriche F(r )  O 9;:) che si nlutnno in  

sè per le trasformnzioni del gruppo, troviaino clie i soli frisci-schiera di coni 
e di coniche 

X,X4 + 1s: = O (4) 
5,E, + = O,  (5)  

rispettivamente col vertice in 5 ,  = O e su1 piano x, = O, si mutano in sè stessi, 
quando perb sia verificata la  relazione 

Ed allora anche il fascio di cornplessi 

pis + kp,, = O ovvero x,, + kn,, -= 0, (7) 

si muta in sè stesso. 
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sempdicel)zet~te injnit i  ne1 10 spaxio ordinario. 279 

Determinando 1 in modo che il cono (4) pasai per x' e X in modo che 
la conica (5) tocchi tO, sarà la curva (3) posta su1 cono e la sviluppabile oscu- 
latrice toccherà la conica. 

N. 3:  [3 11 = [(O O 0) O], 13 31, 5 3  = 7 2  = Ci,. 

Omografie aggiunte : 

Gli elementi uniti sono: 

il punto trip10 5, = O ed il punto semplice i4 - O ; il piano trip10 x, = O 
ed il piano semplice x, = O ,  le rette unite triple entrambe 5 ,  5 ,  = x, . x,, 
x3 . x r  EZ ( 1  . re. 

Integrando le equazioni differenziali 

si trova: 

La trajettoria passa ( e  si vede corne prima) pel punto E i ,  corrispondente a1 
valùre t = - oo, col piano osculatore x, e con la tangente 5 ,  . 5 2 )  e passa pel 
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280 Yit t a r  e l l à  : I gvzsppi coratinzli proiettivi 

punto 5,, corrispondente a1 d o r e  t = oo, çol piano osculatore x, = O  e con 
ln tangente 5, . E4.  

Il complesso delle caratteristiche é: 

corrispondente al tipo [(3 3)] di WEILER [pag. 200, n." 471. 
Non vi sono complessi lineari uniti (che si trasformano, cioè, in st? stessi). 

Ma vi sono fasci uniti di coni e di coniche: essi sono, come si trova facil- 
mente col solito metodo, 

col vertice e col piano rispettivamente ne1 punto semplice 5 ,  e ne1 piano op- 
posto x, = O: sono le sole quadriche che si trasformano in sè stesse. 

Queste coniche sono le curve inviluppi delle loro tangenti, e quei coni 
sono i luoghi di rette, appartenenti nlle omografie di simbolo [3] (ovvero 
'[(O O O)]) del piano x, = O O del punto (stellaj Cr = O c.ontenute nella omo- 
grafia data. L e  coordinate delle generatrici dei coni O delle tangenti alle co- 
niche sono fornite dalle equazioni (3) toltene le espressioni di x, e di l,, e 
sopprimendo, se si vuole, il fattore e*lt che figura come fattore di proporzio- 
nalità: restano cosi le xi, x2, x3; t I ,  tO,  P 3  espresse con funzioni di 2." grado 
ne1 paranietro t .  Inoltre poi m e p nelle (4) si possono determinare in modo 
che il cono, O la conica, del fascio passi per xO, O tocchi E O :  ed infatti, come 
verifica, sostituendo in P(x) ed in a(() i valori (3) si h a ,  a merio del fattore 
e2'it O del fattore e -2 *~ t ,  

equazioni che determinano appunto m e p. 
1 coni e le coniche dei fasci (4) hanno tra loro rispettivamente un con- 

tatto del 3." ordine (quattro generatrici e quattro tangenti consecutive comuni), 
e propriamente i coni lungo la retta unita E l  5 ,  E X , .  x, col piano tangente 
ne1 piano unito x, = O triplo, le coniche ~iell'altra retta unita 6,. F t  = x3. x4 
col punto di contatto ne1 punto unito triplo E l  - 0. 

Determinando, come sopra, m (e [n) in modo che il cono passi per x0 (e 
la coiiica tocchi to), la curva (3) giacerh su1 con0 (e la  sviluppabile (3) toc- 
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cherà la conica), anzi, corne si vide poco fa ,  passerà pel vertice del cono 
stesso, avrà il piano osculatore x, = O ,  e la tangente nella retta 5 ,  i,, lungo 
la quale i coni del fascio si sovrosculano. 

Se, per f is~ar  le idee, diamo a t il significato di tempo, ricordando clie 
per t = cio si lia il punto {, e per t = - oo si lia il punto (,, diremo che 
il punto mobile descrive una curva (trascendente) sapra un cono quadrico, pas- 
sando prima, da  tempo infinito, per un punto {, (unito), poi, all'origine del 

.tempo, pel punto xO, ed infine accostandosi vieppiù al vertice, dove giunge 
solo dopo trascorso un tempo infinito. 

Volendo, possiamo determinare p ,  dato il con0 Fix) cioè dato n z ,  in 
modo clie la conica @(E) sia, in coordinate di rette, la sezione prodotta da1 
piano x, = O su1 cono F(x)  = O. Pe r  questo, ritenendo sernpre che il cova- 
riante identico sia E ,  x, + 52 x0 + xS + El  X, = O onde, ne1 piano x, = 0 ,  
r i  X, + t t  x2 + te  x3 = O,  cercando 1' equszione tangenziale di F(x),  si trova : 

e paragonando con @(S) si ha: 
A ,  tl8 

p = - i , r s  

Omografie aggiunte: 

Elementi uniti : 

i punti doppi 5 ,  == 0, $3 = 0, 
i piani doypi x, = O,  a, --- 0, . . 
le due rette unite sghembe 5 ,  5, e z, . x,, (, 5 ,  = x, x, giacenti sui 

piani uniti e passanti per i punti uniti, 
un'altra retta che si appoggia alle precedenti ed è la retta 5,. 5, E x*. x, 

che congiunge i punti uniti ed è intersezione dei piani uniti. 
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Equazioni differenziali : 

equazioni integrali : 

Supponcrido, come senipre, 17,) T,, si vede che l a  curva passa pel punto 
unito cri  - O dov'è osoulata da1 piano unito x,  = O ed ammette per tangente 
l a  ret ta  unita s', . il r x, x,: cib per t = - m. Invece per t = KI si ha  il 
punto E ,  = O ,  il piano osculatore a, - O e la tailgente 5, . 5 ,  - r i  . xo. 

Cosiccliè l'asserzione del LIXDEMANN (Memoria ci ta ta ,  pag. 11 2) che la 
ciirva tocca la  retta 2, = x, = O dev'esser corretta (ne1 LINDEMANN al posto 
di r ,  è x,). Essa poggia sull'affermazione ohe per t = - oo i1 rapporto x, : x3 
(ne1 LINDEMANN x2 : x3) h a  un  valor findo, mentre a, ed x, svaniscono. Cib non 
é vero, corne si vede subito. Perché, intanto, x, ed x, potrebbero per t = - cu, 
svanire soltanto allorchè fossero positive le  due radici .i, e 5,; ma nelle coor- 
dinate omogenee bisogna ragionar sui rapporti; e ne1 caso nostro, se a,) 5, 

3x 
il rapporto - svanisce per t = - m. Poi il rapporto: 

x: 

per t - - clo essendo seinpre G, > G,, diviene oo. 
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II complesso delle caratteristiche è: 

1 1 1 2  ~ : 4  - (G, - 53)ek?12 X31 (*). 

Dalle (3) ricaviarno le equaziorii : 

che rappresentano al variar di t due fasci di piani proiettivi, le cui rette 
d'intersezione passano pel punto corrispondente a1 valoï di t della, traiettoria 
e generano una quadrica rigata, che contiene la traiettoria sudcletta. Gli assi 
dei fasci sono le rette unite sghernbe x, . x, = O ,  x, r ,  = O dell'on~ografia ; 
l'altra rettri unita dell'ornografia x, x, = O corrispondente a t = -+ oo che 
passa anche pel punto xO, è generatrice della quadrica. 

Cos1 pure le equaxioni: 

individumo due punteggiate proiettive cogli stessi aosi sghembi precedenti ; 
E l  . te z x, - x,, t3 ' 5 ,  = xi . x2. L e  congiungenti i punti corrispondenti gerie- 
rano una. quadrica rigata i ciii piani tangenti riescono osculatori alla svilup- 
paliile fornit,a dalle (3), seconda linea orizzontale. L a  retta unita 5 , .  s', = x, x, , 
corrispondente a1 valor t = I cro, è anche generatrice di questn quadrica. 

Le equazioni delle due qundriche sono: 

Le (6) e (7) mostrano che i fasci-schiera di quadriche 

F(T) G A? xi - Al xn x3 - mx? = O 

Q(z) =LE2:? - A i E r E l  -pEr (3  = O ,  

sono quadriche invarianti pel gruppo di trasformazioni, e sono le sole, corne 
si potrebbe trovare col solito metodo. Le F e @ rappresenteranno una stessn 

- 

(*) ?VEILER, IOCO cit., png. 178, r1.O 11 si~nholo L(1 1) (1 1 :')]; L r s ~ ~ ~ r . ~ s r ,  d i a  11:zg. 112 
citats ne1 teato. 
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quadrica, in coordinate di punti O di piani, se m = - p .  L'intersezione com- 
pleta di due F O due Q si compone delle rette unite 5, . 5,, <, . 5 ,  sghemhe, 
e dell'altra 5,. t ,  contata due volte. 

Ma v'è anche un fascio di coniplessi lineari che si trasfornia in sè stesso 
ed lia per eqiiazione (*): 

ovvero in coordinate xij 

A2n,, - A, sr,, + kn,, = 0: 

le direttrici coincidenti del fascio sono date dalla rett,a unita 5 ,  - F,. Secon- 
dochè li si pone eguale ad m O a p il complesso conterrà le generatrici di 
P O di a. 

Tutto cib clie abbiamo detto fino qui corrisponde al simbolo i(=) 111; - 7 

ma nulla invece corrisponde al simbolo \(3 1) (1 1);. Infatti il fascio di com- 
plessi aventi per direttrici le rette unite sghembe 

non è unito, né pub esserlo; perchè, dinotando cori p:? e p3, due valori ini-  
ziali, si ha pie = e'"ltp:, , p,, = e2%tp"3; permodochè 

e dovrebbe poi essere cr, = o,, il che non è. Ma, corne si vide ne1 3." caso 
del n." 1, pub bene avverarsi cib per una trasformazione omografica qualunque 
(non di quelle che costituiscono il gruppo attuale) per esempio per la tras- 
formazione aggiunta (1). L e  quadriche (6) e (7) ed il complesso (8) sono enti 
invarianti anche rispetto ad essa; ma poiche si ha pure: 

(*) L a  txasformazione iiifinitesiinale delle rette definita per mezzo delle (10) del 5 1 
e delle (2) di questo numero è data dalle formole: 

Applicando queste formole ad un complesso lineare si deciuce l'equizzione (8) col solito 
metodo. 
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Da cib, per l'incariabilith del complesso, segue G:.=G: cioè, escludendo il 
cas0 di radici eguali, G~ = - 5 , .  Il significnto geometrico più immediato di  
questo risultato si ha dalla relazione [vedi n." 1 equazione (20)] 

Ornografie aggiunte: 

il punto quadriiplo E ,  = O ,  il piano quadruplo x4 = O ,  e la retta 
r * 
4 ,  ' ; e G Z 3 ' X 4 .  

Eqixazioni differenziali : 
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Si pub prescindere, come si vede, dai fattori e81t, e-9 t  nelle espressioni delle 
x e delle E .  

L a  traiettoria è una cubica gobba, e l'inviluppo è una sviluppabile di 
3." classe duale della cubica, che sarit la sviluppabile osculatrice di questa, 
se x0 e t0 si appaïtengono, come si suppone (*). La curw passa pel punto 
i ,  = O  oscula il piano x, = O e tocca lit retta 5, Zs, corrispondentemente al 
valore t = 4 m. 

Le uniche quadriche che si trasformano in sè sono: 

i coni del fascio 

F(x) = 1, $9 - 2 1, x2 x, -t nz xi = O col vertice in E ,  = 0, 

le coniche della schiera 

1 coni hanno un contatto del 3." ordine su1 piano unito x, = O lungo la 
generatrice 2, x,, = ti  &; e  COS^ le coniche 10 hanno ne1 punto 5 ,  lungo ln 
stessa ietta 5 ,  Ss r xs - x4. Questi coni (e queste coniche) sono gli enti inva- 
rianti nell'omografia della stella E ,  = O (e del piano x, = 0) contenuta nel- 
I'omografia data, di simbolo [3], cfr. il n." 3. 

Inoltre determinando m in modo che F(x) passi per xO, e p in modo 
che @(<) tocchi [O, il cono sarà quel10 clie proietta la cubica gobba da1 suo 
punto 5 ,  = 0, e la conica sarà la sezione della sviluppabile osculatrice col 
suo piano x, = 0. 

11 complesso delle caratteristiche è : 

2 1 4  2 3 4  284 ZOJ 2i4 - + - - - = O 1 WEILER, pag. 193, n." 38 simbolo [(l 2 3)] /. 
hi 1 3  A r  

V'è inoltre un fascio di complessi lineari uniti, le cui direttrici coincidono 
nella retta unita 1, Es dell'omografia : l'equnzione del fascio è: 

(*) Dall?equnzione del l~ iano  osculatorc in LIII l;~i~ito t 4 dediicono le coordirinte del 
piaiio osciilstore ne1 piiiito iiiiziale P: esse sono: ' 

FD - - 1s ..os 0.2 
,1 - ' , :; i' ? , P = Al SI (1) z; 3: - h* CC3 ) 

5, = À, 1, X! - 2 Al AI J;: x;: L.! + A: CC': XI. 
Esprcssioni nnnloglic si potrebbero trovare p ~ ï  tut t i  i casi. 
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semnplicemente i n f i d i  tiello spaxio ordinario. 287 

N. 6 :  [(l 1) 1 11 [l O O ] ;  axinle Collineution di SCHUR nei Math. Ann., 
Bd. 19 ,  pag. 430, prospettiva di l . a  specie di BATTAGLINI nella terza Me- 
moria : S d l a  geometria projettiva. 

NeHa Memoria di S E ~ R E :  Sulla teo~iu e s d l a  c ~ a s s ~ ~ c u z i o n e ,  ecc. è detto 
che questo è il cas0 generale di una seconda categoria di omografie, per le 
quali v i  sarà sernpre un raggio r di punti uniti ed un asse p di piani uniti, 
mentre nei cinque casi precedenti il numero degli elementi uniti era finito. 

Cib basta per concludere che le trajettorie sono curve piane (e le svi- 
luppabili sono coni). Infatti se xO è il punto iniziale, il piano x0 . p  è inva- 
riante perchè appartiene al  fascio p. Applicando dunque ad x0 una trasfor- 
inazione qualunque del gruppo esso si sposter8 sulla trajettoria, ma non 18- 
scerà il piano xO. p: dunque la trajettoria é pinna (*). 

1.0 roso coi.rispotidentc al siwbolo 1(1 1) (1 1) 1 11. 
d ~ i  Per maggioï hrevità adotterb la  segnatura x'i in luogo della - e cod 
d t  . 

differenziale, ma la si pub intendere anche come una delle equazioni dell'o- 
mografia aggiunta che serve a passare dallo spazio 8 al10 spazio Sr. Analo- 
gamente zri  = - -. - .  :, è un'  equazione differenziale; ma se si vuole intenderla 
come equazione dell'oniografia aggiunta, bisogna ricordare clie in questa si 
ha propriamente ; ; = - a i t ' ;  per passare dallo spazio S' al10 spazio S; è 
questo scambio di spazi che conviene tener presente per evitar dubbi. 

Equazioni djfferenziali : 

integrali : 

(*) Qucsto teuiwm 8 1)rovalu iiiialiticaineiit~. d:~l  si;. T.\SS~SIIGIIG nclh sua Tesi: 
Si~r les équution~ GLUA ~leri~;&.s pui~lielles d u  pre ,~ t . i~ '~ '  oriZre k de112 ~.~iti;~iCles iiulipildelei&x 
p l i  admettent LOI groupe co,ztirzzc ck t~*arzsfo~.i~zation.r, citata ne1 8.' vol. dell'opera di LIE- 
ENGEL a pag. 11*& e df:lla quale devo la, conoscema al prof. CERKUTI. In questa Mernoria 
si trovano divcussi ciilque tipi di trasforinazioiii ornograticlie infiiiitesiinali iiisieme a cinque 
corrispondenti categ-orie di curve gobbé TT'. Cfr. piu nvanti alla fine del 3 3. 
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Gli elementi uniti sono: 

due punti semplici t, = 0 ,  <, = 0 (corrispondeiiti allc radici seniplici 
c 3 ,  54) ; 

due piani semplici x.s = O ,  x, = 0 ; 
un raggio di punti uiiiti 7 , ~  5 ,  . 2, (corrisponclente alla radice doppia. O, 

- = x3 - x1 che annulla. i minori del 

. . 3." ordine); 
un asse di piani unit1 p = x, . x, - 5 ,  . t4 . 

Conseguentemente sono uniti i fasci di centri [, e <, e di piani x4 ed x, 
rispettivarnente. Intorno n quei centri e su quei piani si hanno due omolngie 
piane ordinarie aventi r per asse di oinolopia e perb di simboli [(1 1) 11 or- 
vero [l O]; mentre poi sui piani x,, z2 ed intorno ai punti :,, t ,  si hanno 
omografie ordinarie di simbolo [l 1 11 orvero 10 O O]. Quelle omologie, appar- 
tenenti al gruppo, si hanno trascurando le terze O le quarte equazioni nelle 
due linee in (2j; e quelle omografie si hanno invece trascurando le prime O le 
seconde. Si avverta pure che alle coppie il - E , ,  x, . x, di punti e di piani uniti 
possiamo sostituire un'altra coppia qualunque di punti su r O di piani per p. 

Le tsajettorie sono curve piane situate nei piani xiz, -x:x,= 0 del 
fascio p (al variar di zO); e le sviluppabili sono coni coi vertici nei punti 
- Ef 5: = O del raggio Y. - L e  caratteristiche dei punti x, corne le con- 

giungenti due punti corrispondenti qualunque, tapliano p ;  le caratteristiclie 
dei piani t, corne le intersezioni di due piani corrispondenti qualunque, ta- 
gliano Y. 

2.0 cnso cowispondente a l  si?~boEo ;(n) (1 1) (1 1 j .  
Ne1 caso precedente al fascio di cornplessi, avente pcr dii-ettrici r e p ,  

di equazione 

ed al fascio-schiera di quadriche, avente quelle rette per polari coniugate, 
di equazione 

corrispondono i due fasci: 
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Ma i fasci (3) e (4) si mutano in sè stessi se è verificata la condizione 

Facendo un'analisi più accurata si troverà che non vi sono a1ti.i coni- 
plessi uniti oltre a quelli del fascio (3); ma oltre al fascio (4) v'è un sisterna 
lineare d d i  quadriche che, in forza della (51, si muta in sè stesso, e clie lia 
per equazione 

F ( x ) = a , , x ~ + a , , x ~ + 2 a , , x , x , + 2 a 3 4 x , x d ,  ) 
e cosi pure 

\ (6) 
( 5 )  = et,, t: + 5 ;  + 2 a,- r i  5? + 2 a,, 5 ,  $, . 

Yotendo determinare uno dei coefficienti a O cc in  modo clle F(s) p u s i  per xn 
O ( ~ ( 6 )  tocchi zO, si vede subito che le trajettorie sono coniclie situate su E'(x) 
e le sviluppahili sono coni circoscritti a (a(<!. 

L a  forma delle (6) mostra l'importante fatto clle le re,tte 1. e p sono con- 
iugate rispetto ad F ed a @. Basta per questo immnginar decomposto, per 
esempio, il trinomio a, ,  xi + a,; xi -k 2 a, ,  x ,  x2 nei suoi fattori lineari 11, =pi x, 
+ p 2 x L  e q, = pis, +- q , x , ,  e poi scriverc F cosi: 

doride si vede clle, appunto, la iet ta r r x3 - x, è coniugata all'asse ,G y ,  . q,  
- = 2,. xi, clie è 10 stesso, poichè i piani p, = 0, q,= O formano fascio coii 
x,, x,. Potendosi intendere che @(<) = 0 sia 1' equazione taiigenziale di F (*), 
vediaino subito come pub avvenire il n~ovinlento: il punto x percorre una co- 
nica di F, ed il piano 5 ,  tangente ad F in x,  inviluppa il con0 cjrcoscritto 
ad  F lungo quella conica; e se il piano di questa è, come dev'essere, un 
piano per p ,  il vertice del con0 sarh il polo del piano ossia un punto di 1.. 

Le posizioni iniziali saranno un punto xO di F ed il piano tangente rispet- 
tivo [O. 
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Le. equazioni (2) delle trajettorie e degli inviluppi si possono in questo 
caso ~ernplifi~ase. 

Dalla (5) possiamo trarre: 

onde, per esetnpio, dividendo per eSlt 

e posto A = eGt e moltiplicrtndo poi per A 

2, : X? : X3 : X I  = x; 1 : xi 1. : 2; 1: : x:, 

che sono ben le equazioni di una conica. 
S'intende gi8 che in questo e nei seguenti casi il complesso quadratico 

delle caratteristiche si scinde nei due speciali aventi per direttrici p ed r ;  il 
primo formato dalle tangenti alle coniche, il secondo formato dalle genera- 
trici dei c.oili. 

N. 7: [(î 1) 21 5z [l (O O)]. 

Equazioni differenziali : 

integrali : 

Gli elementi uniti sono: 

un punto unito isoleto l3 = 0, 
un piano unito isolat0 x, = O ,  
un raggio Y = 5 ,  5- = z, x, di punti uniti, 
un asse p = x, . x, = l , .  r4 di piani uniti. 

Ne1 piano unito x, = O si ha iin'omologia ordinaria [(l 1) 11 - [1 O] di 
centro 5, e di asse Y (e dualmente nella stella s ' ,=O si ha un'omologia. or- 
dinaria di piano x, = O s u i  quale giacciono sempre due rette corrispondenti 
e di asse ,o intorno al quale si segano due piani corrispondenti). In ogni piano 
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unito del fascio p ,  per esempio ne1 piano x, = O si ha un'omografia di siin- 
bol0 [2 11 -[(O 0) O] col punto doppio &= 0 unito, col punto unito Sem- 
plice E ,  ecc. 

Le  trajettorie sono curve trascendenti nei piani per p ,  le svilu~pabili 
sono coni i cui vertici sono punti di r .  

Non vi sono complessi lineari uniti (s'intende oltre ai complessi speciali 
r e p ) ;  e le uniche quadriche unite sono le coppie di piani per p e le coppie 
di punti su Y. 

Tutto cib corrisponde al simbolo l(22) 1 11. Invece ne1 gruppo non Si - -  
trovano omografie cui corrisponda il simbolo ((2 2) 1 II, per le quali cioè sia 
unito il fascio dei complessi lineari avente per direttrici Y e p. 

Infatti dall'equazione del fascio pl, + kp,, = O si trae quella del fascio 
corrispondente : 

e4"l tp ie  + k ee% tpJ, = 0. 

E perchè questo fascio coincida col primo dev'esseïe 5, =,,; il che non è. 
Ma anche qui coine ne1 n." 1 e ne1 n.' 4 cade in ac,concio avvertire che 

un'omografia generale pub ben presentare questo caso. 
Sia l'omografia data dalle (1). Allora: 

Di qui, se il fascio è unito, 
ni=- 03, 

che pub ben essere. Siccome poi nell'omologia su1 piano X,  = 0 il rapporta 
o, : 5, è la costante dell'omologia, cos1 ne1 caso della relazione (3) questa CO- 

stante vale - 1, e I'omologia è involutoria. 
Adunque cotale oinologia si pub presentare in un'omografia qualuiiqiie 

del tipo (I), ma giammai in quelle che appartengono al gruppo (2). 
Un'altra definizione facile del rapport0 5, : 6, si truva agevolmente. L a  

congiungente due punti corrispondenti x ed x' nell'omografia si appoggia a p. 
Sia a il punto di appoggio ed a' il punto comune ad xx' ed al piano unito 
x,  = O :  si ha: 

(xxtaa')=o,:  5,. 

E, se ha luogo la (3), il gruppo (zx'aa')  è armonico; onde x x' f o r m ~ n o  
un'involuzione (i cui punti doppi sono au') e sono permutabili tra loro. 
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Equazioni differenziali : 

Gli elementi uniti sono: 

un punto unito isolato F4 = O ,  
un piano unito isolato x4 = O ,  
un raggio r 5, . E, r x, . x, di punti uniti, 
un asse p - x, x, = 5 , .  5 ,  di piani uniti, 
ed r e p passsno per 5, e giacciono ne1 piano x 3 .  

Le trajet.torie sono curve nei piani per l'asse p, e gl'inviluppi sono coni 
i cui vertici sono su Y, curve ed inviluppo dati dalle equazioni integrali: 

z,=(x;+À,x;t)eGlt, x ~ = @ & ~ ,  x 3 = x 3 e G l t ,  x , = x , e 4  O 6 t  

% 

5 ,  = F i  e-6it ' O  -G t 
9 S, = E,e , 5, = (t", 1,;1 t )  e-4t ,  E4 = 50, e-"rt . 

N. 9: [(3 l)] [(l 0 O)], @3)1. 

Equazioni differenziali: 

, 
X 4 = 51 X1 

Ft i  h l c i  5 i ,  5'2 =-0,52, 5's = - G I E ~ - ~ ~ [ ~ ,  

/ 

5'4 =-o,E,-1253, 
1 (l) 
1 

integrali : 

I fattori trascendenti e9t,  e-alt si possono sopprimere, e le (2) si ridu- 
con0 a funzioni di secondo grado del parametro t. L e  trajettorie dunque Rono 
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coniclie nei piani del fascio p : xiz ,  - x:x4 = O, e gl'inviluppi sono coni aventi 
i punti sulla punteggia.ta v : E 2 E i  - t!l9 = O .  1 piani dell'asse p ed i punti del 
raggio Y ,  aventi a comune il punto 5 ,  = 0 ed il piano x ,  = O ,  sono i soli 
elementi uniti dell'omografia. 

Cerchiamo se r i  sono quadriche clie si trasformano in sè stesse. 
Se la quadrica F = a,; si deve trasformare in sè stessa, applicarido il 

criterio solito, si trova che dev'essere identicamente: 

Di qui le: a , , ,  a , , ,  a,,, a,,, a,, = O ,  a,,?,, + a,,A, = 0. Da quest'ultima si 
trae poi, supposto data la quadrica soggetta alle prime cinque condizioni, per 
i coefficienti della trasformazione: 

essendo p fattore non nullo, e non potendo essere niilli nè a,, nè a,,. 
L' equazione della quadrica dunque è : . 

1 
O anche, yosto v = - per le (3) 

('4 

F . = ~ ~ ~ X ~ + C ~ ~ ~ X ~ + ~ U ~ ~ X ~ ~ ~ + ~ ( A ~ X ~ - ~ A ~ X ~ X ~ ) = ~ .  

Analogwmente : i ( 4 ' 9  

=a,,5: +a, ,51  +2crI25,5, +n(A,E: - 2 ? , , 5 , L )  (*). 

L a  3' appaïtiene ad un fascio individuato dalla coppia di piani 

. per I'nsse p e da1 con0 
1L,x3-2A,x,2,=0, 

(l'unico del fascio), forme ambedue invarianti. 

(il) L'equazione tangenziale di F 6 :  

usa (a,, au - a&) 5: - ~s, 4, SS - %, a;'E: + 2a,, a,, E, 5, - 21r,, a,, a,, 5, 5, = 0, 

ch'è composta con le 5 corne è composta la a: il che è ben naturale. 

Annali di Mafemabica, tomo XXII. 38 
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Oltre d cono (5) appartiene al sistelna lineare aoS di quadriche F anche 

ossia determinando il rapport0 a,, : u in modo che il con0 passi pel punto xO: 

Questo con0 contiene la trajettoria del punto x0 data dalle equazioni (2). 
11 piano rr, = O,  tangente alla quadrica Pl la taglia nelle due rette for- 

nite dal!e equazioni : 
x , = o ,  a2,x~+a,,x~=0. (7) 

Or queste rette sono coniugate armoniche rispetto alla coppia 

x4 = O, x, = O cioè l'asse p 

x4 -. O ,  x, = O cioè il raggio r. 

Dunque p ed s. sono tangenti coniugate fisse rispetto a tutte le quadriche in- 
varianti F. 

Determinando le costanti di Ir' in modo ch'essa passi pel punto xO, avremo 
dunque che la trajettoria di x0 è la conica comune al piano del fascio p :  
21 2, - x! x, = O ed alla corrispondente superficie P. Per quella trajettoria poi 
passano me superficie F, chè il passaggio per xD equivale ad una sola con- 
dizione lineare delle tre di cui si pub disporre per le F. Considerando il 
cono (6), O (6bis)1 che pur contiene la trajettoria in questione, facciasi variare 
il punto x7 in modo che il piano x: x2 - xr x, = O non varii. Nasceranno altre 
trajettoric ed altri coni; ma come questi coni [n." 3 equazione (4)] hanno tra 
loro un contatto del 3." ordine lungo la generatrice x, = O ,  x, = 0, cioè 
lungo r,  cos1 le coniche suddette hanno anch'esse un contatto del 3." ordine 
ne1 punto t ,  = O con la tangente comune p. 

Possiamo anche assoggettare le quadriche F alla condizione che siano 
fisse per tutte la rette ('4, il che richiede semplicemente 

a?¶ al2 -- _ - -  - A = costante. 
v h  a33 

Allora tutte le quadrichs F si toccano lungo quelle stesse rette fisse: le sfere 
che si toccano in un punto, per esempio, sono in queste condizioni, e le rette 
comuni sono le sette che da1 punto di contatto vanno ai punti ciclici del 
piano tangente. 
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Facciarno muovere adesso il piano intorno a p e la trajettoria ch'esso 
contiene. I l  polo del piano mobile percorrerà la retta r. E se la posizione 
iniziale t0 del piano 5 è quella del piano tangente ad F ne1 punto zO, il 
piano E invilupperà il cono tangente ad B' lungo la trajettoria ed avente 
il vertice in quel punto di r ch'è polo, rispetto ad E', del piano della tra- 
jettoria. 

Avvengono dunque qu'i gli stessi movimenti che trovammo ne1 secondo 
caso del n.' 6: soltanto qui non vi sono invarianti assoluti e le due rette r 
e p si tagliano. 

Questo cas0 è trattato anch'esso da1 LINDEMANN a pag. 112 della Memoria 
sulla Meccunica, e posteriorinente a pag. 498 e seguenti delle Vorlesungen, 
2." parte, a proposito della Geometria iperbolica. Le formole di questo Autore 
non sono yer altro le canoniche adoperate da me; ma le si possono ridurre 
facilmente con sostituzioni 1inea.ri. Certo è, ad ogni modo, chc specialmente 
il fatto che nell'omografia le rette Y e p sono raggi ed assi uniti e suno, 
oltre a cib, tangenti coniugate e spigoli del tetraedro di riferimento, permette 
di seguir cûn l'intuizione i movimenti del gruppo come meglio non si potrebbe. 

N. I O :  [(1 1 )  (1 111-=[l 1). 

Caso corrispondente al simbolo i(1 1 1 1) 1 11. 
Equazioni differenziali : 

Gli elementi uniti sono tutti i punti e tutti i piani delle due rette unite 

Le  trajettorie sono rette comuni ai  piani dei fasci 

di assi p ed r, O congiungenti i punti delle punteggiate 
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sui sostegni r e p. Si h a  cos1 una congruenza di 1." ordine e di 1." classe 
(geschaarte Collineation, prospettiva d i  2.a specie di BATTAGLINI, omogrclfia 
r iga tn  di SEGRE). 

Questo gruppo trasforina in sè ognuno dei due fasci-schiera di  quadriche 

Anche il sistema lineare 003 di quadriche 

si muta in sè stesso. L e  quadriche passano per r e p. Il sistema tangenziale 
ha  la  s t e m  forma. 
Essendo poi le equazioni differenziali in cooldinate di rette 

si vede che la serie 003 di complessi lineari 

B unita. A questi complessi appartengono le due rette r e p. Ognuno di  questi 
coniplessi O contiene due generatrici della quadrica O le contiene tutte. Questo 
secondo cas0 avviene solo quando sia cru - a ~ , k ,  essendo i j  ed hlc combina- 
zioni diverse. 

All'altro simbolo 1(1 11 1) (1 1)\ non corïispondono, riè anche qui, tras- 
foi'mazioni del gruppo. Dovrebbero essere uniti: il fascio-schiera di quadriche 

x1x2 + p . ~ ~ 1 ~ ; 4 = O ,  
ed il fascio di complessi 

p l 2  + kp34 = 0. 
Dovrebbe dunque essere 

e ta l  t = e2"s t ; 

cib ehe è assurdo perché O, è diverso da O,. 

A l  solito, questo caso si presenta in una omografia generale per la 
quale fosse 

a3 =- ai 7 

cioè Fer l'omografia involutoria. Diinque ne1 gruppo non vi sono omografie 
involutorie. 
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N. 11: [CL' 2)] = [(1 l)]. 

Equazioni differenziali : 

mentre gli elementi uniti sono tutti i puriti ed i piani dell'unica retta 

iiella quale coincidono T e p. 
Dalle (2) si possono sopprimere i fattori e\l, e-Olt, ed esse fanno vedere 

che le trajettorie sono rette appoggiantisi ad Y, formanti untt congruenza a 
direttrici coincidenti. 

Questa è 1'omoyraJiu rigatu specide di S E ~ R E .  
Si trova poi che si trasforma in sè stesso il sistema lineare w3 di quadriche 

ed il sistema tangenziale: 

Queste quadriche (*) si toccano lungo la retta Y - p  e si tagliano secondo 
due sette, niobili, dell'altro sistema. Le  trajettorie sono rette di queste qua- 
driche di sistema opposto alla r = p :  basta far passare F per x7 O far toc- 
care @ da [,, perchè la trajettoria-raggio di x0 (l'inviluppo-asse di tO) sia 
posta su E' (su a). 

(*) CLEBSCY-LINDEMANN, Vorles., parte, pag. 2:30-31, 11.' 11. 
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Si  trova pure che la serie lineare w3 di coinplessi: 

si trasforma in SB. 
Il complesso è speciale se 

1, pz - Fl3B2( = 0 : 

in ogni caso la retta 5 , -  E 2  - r f p appaïtiene al complesso. 

Equazioni differenziali : 

Gli elementi uniti sono: 

il punto 5, = 0 corne centro di una stella unita, 
il piano x, = O c.ome sostegno di un sistema piano unito. 

Questa è l'oniologia solida ordinaria (prospettiva di 3." sjecie di BAT- 
' 

TAGLINI). Le rette per <, = O (centro d'omologia) O le rette in x, = 0 (piano 
d'omologia) sono le trajettorie O gl'inviluppi (caratteristiche di puiiti O di 
piani). 

Sono quadriche unite tutti i coni in 5, = O e tutte le coniche in x, = 0. 
Abbiamo poi le altre equazioni differenziali in coordiriate-raggi di rette 

(e  dualmente nt1, = 2 (1, ni,, z',, = (a, + 04).rr2, ecc.). 
Onde si vede che i due cornplessi speciali 
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sono iiniti. Il primo complesso individua una retta a le cui ~ o o r d i n a t e - r & ~ ~ i  
sono (0, .O, 0 ,  a,,, a,,, a,,)  e che, dunque, passa pel centro 5 ,  di omologia; 
In retta b individuata da1 secondo complesso ha per coordinate-raggi (b,,, b3, ,  
h l ? ,  0 ,  0 ,  O) e giace ne1 piano x4 = 0 di omologia (*). Le rette a ,  b sono 
in generale sghembe, perchè in generale non è nul10 l'invariante: 

e sono direttrici di una congruenza comune ai  due complessi speciali. Questn 
congruenza degenera in un fascio di raggi se a e b si tagliano. 

Inoltre due complessi corri~pondent~i si possono scrivere: 

A + B=O, ew"lt,Q + e ( " l + G 4 ) t R = 0 .  7 

e si vedc da cih ch'essi si tagliano nella congruenza precedente. 

N. 13: [(2 1 l)] = [(2 O ) ] ,  i(2 2 1 1)l. 

Equazioni differenziali : 

integrali : 

~ 1 = ( ~ ~ + 1 ~ x ~ t ) e " ~ ~ ,  nil=x!erlt ,  x3=xie . , t ,  x , = x : e ~ , t  
:', = 5; 6-", t ,  E J  = Erle-"~~, E s  = ( O , C ~ I ~ ,  = (E: - ?, lQ)e-g, t . )  

Questa è pure un'omologia, ma quella detta speciale, nella quale il celitro è 
t1  = 0 ed il piano è x, = O che contiene il centro. 

Quadriche unite (coni e coniche) come precedentemente. 
Abbiamo poi: 

onde il complesso unito, appartenente ad una serie lineare cio3, 

(*) SEGRE, Ricerche, ecc. ,  pag. 17. 
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è l'equazione di un complesso qualunque, quella del suo corrispondente si ot- 
tiene, dopo aver eseguita l'integrazione delle (3), sotto la forma: 

r t . C f - e 2 a ~ t A ,  [b,,p3,-b,,p,,] t=0 .  

Di qui intanto si conclude che il complesso C snrà unito, diverrà, cioè, B, se 
b n 4  = bsa = O .  In  ogni altro caso l? è una combinazione lineare dei due 

C = O e bz4p3 ,  - h3,p,, = 0, 

1 che possiamo scrivere anche, posto s = - , cos;: 
hi t 

Per  determinare i complessi speciali si ha l'equazione 

(b,, h 3  + bu b 3 i  + h a  b12)s2 = O. (4) 

Pel valore doppio s = O si ha dunque il complesso speciale (direttrici infini- 
tamente vicine della congruenza) 

che rappresenta una retta le cui coordinate-raggi qij sono: 

e le altre q;j sono nulle. 
Or queste sono le coordinate di una retta per t ,  ne1 piano xr = 0. 
L'equazione (4) in s è identica se è nul10 l'invariante 

6,4b?3 + b 2 4 b 3 1  + O 3 4 b 1 2  = 0,  

cioè se'il complesso C è speciale saranno d o r a  speciali tutti i complessi r (*). 

(*) 11 doit. ENR~QUES m'invib, durante l a  redazione della mia Memoria, u n  siio lavoro 
pubblicato negli Atti  del R. Istituto Veneto: Le superficie con infinite tr-asfol-mazioni pro- 

jettive in sé stesse. Il titolo stesso dinota la differenza del soggetto mio dn, qiiello clell'e- 
gregio dott. ENRIQUES, malgrado analogie sostanziali. L e  superficie esaininate da1 dott. EN- 
RIQUES sono degnissime di studio, anche, corne mi scriveva 17Autoce, da1 piinto di vista 
della geometria differenaiale (per le  ûssintoticlie, pe r  esempio). 
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§ 3. Gruppi in coordiiiate non omogenee. Osservazioni. 

Volendo adoperar le coordinate cartesiane, alle quali sole restringerb 
oraniai il mio dire, si ha gran vantaggio ne1 mandare all 'w un piano unito 
corrisponderite ad una radice della maggior moltiplicità possibile. 

Adottando in questo caso il simholo 

si ha: 

Le funzioni 2, a ,  t si calcolano subito, caso per caso, pnrtendo dalle coor- 
dinate non omogenee, ne1 modo seguente. 

Pongasi per esempio: 

Ahbiamo, per le (1) del § 1, 

C ~ Y  d x  Simili espressioni si avranno per le yi = - - < = - . 
cl t < I  t 

Onde : 

U f = [ n , , x - + . . . - x  ( a 4 t x $ . . . ) ] ,  a f + [ ~ p i x $ . - ~ - y ( ~ , x + - - . ) ]  6 af 

2 f + [a,,x +. . . - z ( a , , x  +. . .)] z. 
Cosicchè da1 simbolo 

Anna22 di Aldemcitica, tom0 X X I I .  39 
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a f  a f  a f  i pro- nascerà il simbolo U f  (*) sottraendo dai coefficienti di  -, --, - a x i  a x e  ax, 
a f dotti di x,, x,, x3 pel coefficiente di - :, sopprimendo in X f  il termine in a $4 

a f - e ponendo in ultimo x, = x, xz = y, x, = x ,  x4 = 1. a 
Seguono i 13 tipi Uif (i = 1 , .  . ., 13). Avveïto clie U f  si pub moltipli- 

cnre per un fattore costante. 

[1 1 1 11 

a f  Z f  a f  
U , f = ( ~ l - s ) ~ ~ + ( c ~ - ~ ~ ) f / -  +(G.-GJz ,  a Y 

Le trnsformazioni 

cioè : 

per le quali 

. = F + . / ,  

mutano in sè stesse le quadriche 

a,,% + 2a,,yz 0; 
quelle per le quali 

u + P = O ,  . 
p) L'erluazione U f  = O alle derivate parziali a d  un numero qualunque di varial~ili 

fu integrata da HESSE, ne1 35.O vol. del Giornale di Crelle, subito dopo clie JACOBI ebbe 
integrata, ilel vol. 2L, I'eqiiazione differenzisle ordinaria a due variabili x, y clie porta 
il suo nome, ed il cui integrale fornisce appuiito cuiave TV piane. Vedansi, oltre i gis 
citati, anche i seguenti lnvori O libri: 

LEBESGUE, tom. 10 del Journal de Liouville, pag. 316-319. 
DARBOUX, Afiinoire sur les épations diféreîztielbs, etc. riel Bulletin des Sciences 

mathématiques, 12.me série, tom. 2." année 1878. 
BOOLE, A treatise on clif~rettticcl equalions, 1839. 
JORDAX, Cozws d'A~mlgse, tom. 3, pag. 36 e pag. 161, dove riporta il metodo di 

CAUCHY pel sistema d'equazioni differenziali ordinarie cui da  luogo la Lrf = O. 
SERRET, Calcolo integrale. 
FOURET, Comptes Rendus, tom. 77, 1." sem., pag. 603 e pag. 1837. 
BATTAGLIN, Sz~lla yeomct~ia prokttiva, Pllemoria 3.a, Accad. di Napoli, 1875. - 

Sui coîznessi ternnî.ii (1, l ) ,  Ibicl., 1880, 
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mutano in sè stessi i cilindri 
x y  - Jc = O ;  

e finalmente quelle per le quali 

a + / 3 = 2 y 7  
mutnno in sè i coni 

x y  - kx? = o. 
Giova in questo caso, volendo fare un esempio, supporre prima di tutto 

0: e 13 immaginari coiiiugati, -/ renle, poi i piniii uniti x ed y coincidenti coi 
piani ciclici'per l'asse x. 

Scriveremo d o r a  prima U, f e (2) sotto la forma: 

indi porrerno, d'accord0 con la (l), 

5 = zoeQtr  q = vo ept, .Z = 2, eYt, 

diventano: 
x + i y = ( ~ ~ + i l j ~ ) e ( ~ - 1 ~ ~ ~ ~ ,  ~=z, ,e7~,  (7) 

(il valorc di ï, essendo coniugato a quel10 di ù inutile scriverlo!. Di qui si 
hanno le 

~ = ( ~ ~ c o s ~ t - y , s e n ~ t ) e ~ ~ ,  y = ( ~ ~ s e n ~ . t f y ~ c o s p t ) e ~ ~  ) 

z = xo eYt. (8) 

Ln (4) con Ic sostituzioni (6) diviene: 

determinando Ic in modo che il con0 passi pel punto iniziale xo y0 20: il C O ~ O  

è di rotazione jntorno all'asse unito a 
La curva (8) giace su1 cono (9) ed è la cosidetta spirale conica, elicn 

conica, lossodromia del cono d i  rotazione, perchi: si dimostra facilmente che 
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304 Pitt a r e  1 l i : I gruppi colt t i w i  proiettivi 

questa curva forma angolo costante cos) con le generatrici come coi piani 
meridiani del cono. 

Le x ed y delle equazioni (8) rappresentano la proiezione dell'elica co- 
nica six1 piano perpendicolare all'asse del cono: essa è una spirale logarit- 
mica. L'equazione di questa curva in coordinate polari p e y, se r è l'angolo 
costante del raggio vettore e della tangente 6 :  

p = pO e(? - mtT 
7 (10) 

dove p, è il raggio vettore corrispondente al valore y,. 
La prima delle (7) moltiplicata per la coniugata da 

e questa paragoriata con la (10) porge: 

la quale ultima equazione dà il significato di y. 
Yolendo trasformsre il simbolo U, f nelle nuove coordinate x ,  y, x ,  sic- 

come ne1 termine Y B @  x ed y non eotrano esplicitamente, basterà trasfur- a z 
mare il binomio 

Espimendo dalle (6) le x ed IJ con 5 ed q si ha: 

1 1 ~=~0-!-'1), Y = - ( ~ - v ) ,  2 i 

onde poi 

Cosicchè siiccessivarnente : 

Questo è il simbolo della u Spiraltransformation n (KLEIN: Eirzleituny i n  die 
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I tohe~e Geom. II, pag. 221-243; ed anche LIE-SCHEFFERS: T'orles. $lier con- 
tinzlirliclie Gruppen, pag. 414), e si pub scriverlo cos?: 

Il coefficiente di ,U è il simbolo della rotazione intorno all'asse x (del- 
l'asse x verso l'asse y) ed il coefficiente di  7 è il simbolo di una omotetia 
rispetto all'origine (vedansi appresso i simboli U ',f, Uief) .  Percib la trasfor- 
mazione si compone di una rotazione intorno ad un asse so?mata con uria 
omotetia solida il cui centro è su quell'asse. 

Q u i  il piano unito doppio é x, - O ;  onde in questo caso giova porrc: 

Un caso molto importante si ha allorchè le radici O,, B, sono iinmagi- 
narie coniugate e si cercano quelle trasformazioni per le quali 

202 = 0 3 +  O,, (13) 

ne1 qua1 caso (vedi n." 2 del $ 2) si mutano in sè i fasci-schiere di coni e 
di coriiche 

x3x4 + hx; = 0, t3$, $. 1 g = 0; (l 4, 

e, di più, corne precedentemente 

Compatibilmente con (13) poniamo allora: 

Le equazioni integrali sono in questo caso 

onde in coordinate x, y, x 
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II simbolo U,f si trasforrna cos'i: 

e, dalla (11) ponendovi -/ = 0,  

Le curve (15) sono eliche tracciate su1 cilindro relto circolare (14), cioè: 

cq+) ,~x2+l /"+; i ,  

dove 7, =-(xi +y:); ed il siiribolo U,f è quel10 del movimento elicoidale 
iritorno all'asse x ,  cornposto della rohzione intorno ad esso e della trasla- 
zione lungo esso. 

[3 11. 

Qui il piano uuito triplo b x, = O ;  onde si porrà: 

X 1 Xe XI X E -  
' y=;' 

z=-  Y 
x3 x3 

cosiccliè : 

[2 21. 

1 piani uniti doppi son due zz = 0, x4 = 0, cosicché possiamo poïre: 

per ottenere poi 

141. 

Qui marideremo all'cc il piano Xr  = O ed avremo: 

pel gruppü le cui trajettorie sono cubiche gobbe esclusivamente, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



semnpliceme~zte infilziti ne110 s p x i o  ordinario.  YU7 

1 piani corrispondenti alla radice doppin sono qiielli del fascio p r, . s?: 
porremo percib : 

cosiccliè l'asse p dei piani uniti cade all'cu, su1 piano x =  O, rncntre il I U ~ O  
dei punti uniti è l'nsse delle x (r x, y = 0). 

Onde avrerno qui 

per cssere: 
cl x -- 
cl? t - o. 

Avremo dunque nei piani x=costante delle curvc, proiettate in ver3 
forma su1 piano r y ,  trnjettorie del gruppo piano genernle prnjettivo del tipo: 

t Ï 4  - Gj 
avendo posto, il clie è lecito, a = - 

C 3  - Ga 
Le trajettorie del griippo sono coniclie se ln  I J 6 f  si sceglie tra quelle Dep 

le qiiali [n." 6 equazione ( 5 ) ]  

2 ~ 1  = c 3 + G 4 .  ("9 
Allora il gruppo avrh 1' espressione semplicissirna (a = - 1) 

Le proiezioni dellc trajettorie sui piani x = cost. saranno le coniche 

mentre poi le quadriche F invnrianti hanno per equazione: 

1'' = aii  + a,? z" 2 cal, z + 2 a,, x y = 0, 

e conterranno le curve (22) se 
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308 Pit t a r  e 1 Ei: I gruppi continui proiettici 

I n  particolare a queslo tipo appartiene il gruppo delle rotazioni intorno 
all'asse x. Soltanto bisogna supporre, d'accord0 con (20) 

Q = G ,  + p i ,  c 4 = u I - p i ,  

e di piii, al solito, 
x = X + Y i ,  y = X - Y i .  

Allora il simbolo U, f [vedi innanzi nell'equazione (II) pel simbolo '4 f po- 
nendovi y = O] si muta nell'altro: 

avendo scritto qui X ,  y in luogo di X, Y. 
La  F poi diviene: 

equazione di una quadrica di rotazione intorno all'asse z. 

e si otterrà: 
a f a f 

U 7 f = ( ( J 3 - ~ l ) . ~  - + [ ( ( J s - ~ l ) l /  + ) s l ~ ]  - '  
a x  3~ 

Questo gruppo è quel10 di quell'ornografia ne1 piano x = cost. [O nella proie- 
zione su a = 01 clie ha il simbolo 12 11, possiede, cioè, una retta unita sein- 
plice nell'asse p all'ao, poi l'unica altra &ta unita doppia nell'asse y; infine 
un punto unito semplice nell'origine ed il doppio all 'm sull'asse y. 
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Osservaxio~~e. 1 due gruppi U7 f ed U8 f sono rispettivamente riducibili 
alla forma: 

perché basta porre: 

ne1 primo y = Y, hi x = (a3 - Q~)X e dividere poi per C, - DL ) 
(2 9 

ne1 secondo y = Y, (% - oI)x = ?.l X e dividere poi per o, - 51.) 

e scrirere di nuovo lettere minuscole. 
Or le trasformazioni del tipo U',f hanno per elementi iiniti i due punti 

all'w sugli assi delle coordinate la retta all'oo (come doppia) e l'asse delle z 
(come semplice). 

Adunque tra i due gruppi non v'è clie scambio di nomi per gli elementi 
uniti; percib i due gruppi, in quanto all'omografia che producono sui piani 
x = cost. appartengono allo stesso tipo. E da f si deduce Urg f (*) ponendo: 

onde : 

e percib: 

La sostituzione, estesa a tutto 10 spazio, non è perb lineare. Tornando 
infatti alle coordinate ornogenee e chiamando le variabili cui si riferisce 
il gruppo U, f xi quelle cui si riferisce U7, si deduce, ritenendo le stesse x :  

r ~ ' i  Xe -=-- 3'2 ~ ' 4  - - , x 1 E- s ' e -  s r ~  = 9 y'=-&- - 2 z - s  
x r 3  XI x4 xf:3 2 7 2  

onde la trasformazione dell' uno nell' altro spazio : 

ch'è quadratica cosi corne la sua inversa. 

(*) Vedasi LIE-SCHEFFERS : passim. 

Annali di ~Ilr[alernatica, tomo XXIII 
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1(3 111 
Qui abbiamo a porre: 

per ottenere subito : 

Questo gruppo, nei piani x = costante, è del tipo 

corrispondente nll'omogïafia piana [3], con una retta sol2 unita nll'crc, e con 
,un sol punto d l '  oo quel10 dell' asse y. 

abbiamo : 

omotetia nei piani x = cost. 

211- 
Qui : 

Yonendo : 

si trova : 
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sempliceinente i t l j~t i t i  nello spu~io ordi?ta~io. 31 1 
- 

Se poi si fa: 

si trova: 

Ui, f è il gruppo delle omotetie solide intorno al170rigine, Ul, f è il gruppo 
delle affiniti solide secondo l'asse x. 

si trova: 

clie i: il gruppo delle traslazioni parallelamente all'asse x. 
1 primi cinque gruppi sono quelli già discussi del sig. TANNENBERG, salvo 

la diversa scrittura e l'ordine, chè il nostro quarto gruppo è il terzo di quel- 
l'autore, e salvo altresi qualche fattore costante O qualche mutamento nellu 
unità di misura. 

Per esempio ne1 tipo: 

analogamente a (24), per ottenere il tipo: 

ch' è il terzo del TANNENBERG. 
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La trasformazione, d'ordine pari, 
delle. funzioni ellittiche. 

(Di FRANCESCO BRIOSCBI, 212 ïllilum.), 

1. L a trasformazione , d' ordine pari, delle funzioni ellittiche, c la 
ricerce delle corrispondenti equasioni midulari, fa srarsamente consideratn 
fin qui  degli analisti. Quanto di più esteso fu scritto intorno a questo argo- 
mento trovasi nella interessante Memoria del sig. EIEPERT, Ueber die Tra~zs- 
formation der elliptischen Functiolzen bei xusafr~me~zgesetxtem Tratzsfornzn- 
tionsgrade (Math. Annalen, Bd. 32, 1888), ma le equazioni modulari delle 
quali 1'Autore si occupa, corne precedentemente a lui aveva fatto il sig. G:ER- 
STER nella sua Notix uber Modzilargleichuizgen bei xusam~nengesetztent T m n s -  
fo~mcitiotzsgrad (*), sono quelle denorninate del moltiplicatore O Jacobiane. 

Data l'equazione differenziale : 

sono integrali algebrici della medesima: 1." Supponendo n dispari l'equaiione: 

1 U ( X )  = [ n x  -1 2a, ]  T2 - 2 - ?'(x) T T'- y ( x ) : ) [ ~ ~ " - ~ ' ' ] ,  

d T  ,- d 2 T  essendo y(%) = 4x3-g,x-g,, T'= - T =- . 
d a  d x 3  

v) Rilath. Annalen, Bd. 21. 
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314 . B r i o s c  h i: La  trasfo~maxione, d'ordine pari, 

2." Ne1 caso di n pari: 

1 
essendo e una delle radici dellar equazione ~ ( x )  = O ed h = 3 e2 - g, . 

Indicando con o,, G,, . . . le somme delle potenze delle radici dell'equa- 
zione T(x)= O, e con s,,  s,, ... le analoghe somme per l'equazione P(rF)= O ,  
si h ~ n n o  per 12 dispari: 

yz= 1200, - (512 - 6)g2 
n = 2 ~ ~ n , - 4 2 g ? o , - ( 1 4 n - i a ) g 3 ,  j (4) 

e peï n pari: 
y,= 1 2 0 ~ ~ - ( 5 1 2 - 6 ) g z + 6 0 e 2  ) 
yS=280~3-42g,s,-(14~z-50)g3+14g~e, ) ( 5 )  

ed in conseguenza denominando con G,, G, i valori di y , ,  ./, ne1 caso di 
.12 = 2, si avranno le 

G. = 60e2- 4g,, G, = l4g,e + 22g,, 
e quindi: 

(6) 

G,-y, = 2 0 h ,  G , - g 3 =  2811.e, 

ed i valori di yp, p pel caso di n pari possono scriversi: 

p- Go= 1 2 0 ~ ~ -  5(%- 2)g2 

YS- G3=S80s3- 4 2 g p ~ i  -+ l4(% - 2)g,. 

Infine posto: 

dalla formoln ~uperiore di trasformazione per fz pari, si ottérrl'l: 
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delle funxioni ellittiche. 3 15 

2. Sia. dapprima qz = 2112 ed m numero dispari. Si 

(9) 

avrà per quest'ul- 
tima (9) 

i polinomi T( i ) ,  Cl(() deducendosi dalle espressioni (2) nelle qunli ad x ,  1 1 ,  

y., YS si sostituiscano (, u t ,  G,, G,. Ora pel valore dato sopra di 5 si hanno le: 
nt-1 -- 

2 
(z-e) T(()=P(z) ,  ( X - ~ ) ~ ~ ~ U ( < ) = V ( X ) ,  

da cui: 
UCi> -= W5) > 

7 ' )  (X - e )  Po  (x) 
inoltrc: 

ossia : 

Si ha cos1 il teorema: Se nella equazione modulare corrispondente alla 
n - 2  trasformazione di ordine m dispari si sostituisce a g, la espressione si- - 

4 
e 

ed a g,, g3 le quantità G,, O , ,  si ottiene l'equazione modulare corrispon- 
dente alla trasformazione dell' ordine 2 m = in. 

Sia, per esempio, nz = 3; la nota equazione modulare è in questo caso la: 

e la equazione modulare per 11 = 6 sarh: 
1 1 

(sl - e)' - - G2(s1 - e)" GG,(sl - e) - -- G,* = 0. 
2 48 

Inoltre per la trasformazione del terzo ordine essendo per le (4) 
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3 16 Brio s c  TL i: La ts.asformaxione, d'orditze pari, 

sarà per quella di sesto ordine: 

y ~ = 1 2 0 ( ~ i - e ) 9 - 9 G , ,  y a = 2 8 0 ( ~ I - e i ) 3 - 4 2 G 2 ( ~ I - e ) - 2 7 G , .  

3. Sia in secondo luogo n = 4 ;  le equazioni (3) dhnno: 

1 esserido Ic = 3 - - G,, e sostituendo in quest' ultima per 5 il valore (S) si 
4 

ottengono le: 
P y x )  = (x - e)  (x  - E )  + h ;  

V ( x ) = ( x - e ) [ x ( x - e ) ( x - E ) +  h x  $ - k ( x - e ) ]  + hP'(x) ,  

le q u d i  poste a confronto coi ralori superiori dànno: 

ossia : 
(aI  + e ) 2 = ? ~ ,  ( e - ~ ) ~ = 4 h ,  

e 

. . 
Posto corne sopra, a, =- s,,  si ottiene l'equazione modulare per la. trasfoï- 
mazione del quarto ordine: 

(si - e)" h ,  
ed i ~ a l o r i  degli invarianti: 

- / , = 6 0 ~ ' - 4 G ~ ,  Y 3 = 1 4 G 2 ~ + 2 2 G 3 .  

4. Suppongasi lz = 411% ed nz numero dispari. Dalla (7)  per uns  tra- 
sformazione del quarto ordine si hanno le: 

P ( x )  = x + a,, 
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delle fuizxiorzi ellittiche. 317 

inoltre : 

e dalla (9) per una trasformazione d'ordine m dispari, la: 

essendo : 

nelia quale cP ( 5 )  = 4E3 - Ge - Ga. 
Sostituendo il valore superiore di 5 si giunge alla: 

Jlh) 
Y = (X - e )  

Ora posto: 
N(x) = x ~ ~ - ~  Jy '4 x ~ ~ - ~  4-. . $Asm-i ,  

si ha per M(z) il valore corrispondente [equazioni (3)], ed 

ossia : 

Si ha cosi il teorema: Sostituendo nella equazione modulare corrispon- 
dente ad una trasformazione di ordine m dispari in luogo di 0 ,  la espressione 
superiore, ed i valori di G,, G, dati sopra, in luogo di y,, g3: eliminando 
in seguito si per mezzo della (si- e)2 = h ,  si ottiene la equazione modulare 
corrispondente alla trasformazione d' ordine 4 112. 

5. Consideriamo infine il cas0 di n = S. Per  una trasformazione di 
secondo ordine si ha: 

la 5 = x + - ,  
x - e  

A n w l i  di ilfdemnticn , tom0 XXII. 41 
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318 B r  io sc  h i : La trasfomaziorte, d' ordirie pari, 

e per una di quarto: 
Vt5) 

Y = (6 - s, P' (6) P ( E ) = 5 + a i ,  

e V(5) si  ottiene dalla (3) sostituendo 5 ,  t ,  k alle x ,  e ,  h ,  e ponendo lz = 4. 
Ponendo in qiiest'ultime il valoie di 5 si giunge alla: 

il! (:"?) 

Y = ( , - e ) ~ ' ( r ) '  
nella quale posto: 

N ( x ) = x ~ $ - A ~ x ~ + A ~ x + A ~ ,  

ed A i = - S i ,  trovnsi: 

Ma per la trasformazione del quarto ordine si ha: 

(si - = Yi) 

cos1 dojo  qualche riduzione si arriva alla equazione modulare per la t,rasfor- 
mazione dell' ottavo ordine : 

Si avranno inoltre le [equazioni ( 5 ) ] :  

7, = 120S, -+ 60e2- 34g,= 120s i2+  60c2-- 1 4 G e  

y3=280S3-42g8S i+14g2e -62gu=280s ,3 -42G,s i+14G,~ -6G, .  

6. Non è d'uopo aggiungere altri esempi per dimostrare corne il me- 
todo si presti facilmente alla ricerca delle equazioni modulari corrispondenti 
nd un riumero pari,  ed a quella dei valori degli invariariti della trasformata. 
E d  è anche evidente che il metodo stesso è applicabile alla ricerca delle equa- 
zioni modulari corrispondenti a d  una trasformazione di oïdine n,  essendo 28 

il prodotto di due O più numeri pri~ni .  Infatti per n = 9 una prima trasfor- 
mazione di terzo ordine d à  le: 

ed una seconda trasformazione del terzo ordine le: 

1 '1 
ui4--  G O ~ i D -  G3giV- 

2 
as G2' = O (11) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle funxioni ellittiche. 319 

Ora per la  formola di trasformazione del nono ordine: 

Ufx) y=-, 
TZ (3) 

posto : 
l ' ( x ) = x 4  + A i x 3 +  A 2 x Z + A 3 x  + A r ,  

ed indicando con S,, S, ,. . . le somme delle potenze delle radici della equa- 
zione T(z )  = O si trovano le : 

Sostituendo nelle (11) in  lucigo di G ,  il valore S, - 3 s 1  e per G , ,  G, i v:ilori 
superiori si ottiene la: 

i 9 Si3-12s,SlE- 6 ~ , ' - ~ ~ ~ ) ~ , - 2 8 ~ 1 ~ + 1 1 ~ Z ~ ~ + 2 7 ~ = 0 ,  

cd eliminando s, da  questa o dalla (10) si giunge alla equazione niodulare 
dcl 14.' g i d u  corrisponderite alla trasformazione del nono ordine. 

1 valori superiori per y ? ,  y3 nei quali si sostituiscono quelli di G,, G, 
dànno: 

y?=  1 2 0 ( o i 2 - 9 ~ l e ) + 8 1 g , =  1 2 0 S 2 - 3 9 9 ,  

7, = 2 8 O ( ~ , ~  - 1 8 ~ ~ ~ 0 ,  - 2 7 s i 3 )  + 3 7 S y z ( 3 ~ 1  f- a l )  + 3" g3 = 

= 2 8 0 S 3 - 4 2 y . 8 ,  - 111g3, 

corne deve essere per le relazioni generali (4) .  
7. Posto: 

dalle equazioni (6) deducesi la:+ 

D + i G . ) ' = 3 .  4 ? . q 2 ( 6 g z e ? - 9 g , e - g 2 ? ) ,  
e d a  questa le:  

(D+16d)2=32-44.gr,P8(gZ-3eg)l ( D + 1 6 6 ' ) 3 = 3 " 4 4 " .  9 z 3 8 D ,  (12) 

m a  supponendo e = e l ,  y, - 3e12  = (e, - e3)2, si ha quiildi: 
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320 Br io s c Ji i : L a  trasfoî.muxione, d' ordirze pari, 

D Si indichi il rapport0 con P4; dalla seconda delle (12) si ha :  

e quindi: 

O la equazione modulare del moltiplicatore per 12=2. Inoltre dalla (6) e 
dalle (12) si deduce: 

2 1 

5 D T =  4d3 (16g2- GJ, 
e quindi le: 

Ge3 ( t 2 4  -$ 44j3 
3 3 . 4 3 , - =  

G3e (t2' - 2 . 4')e (tg' f 64) . 3 0 . 4 3 - =  
D t4S D 14s . (14) 

Consideriaino ora i due casi di tz = 4 ,  tz = G.  Poniamo: 

Ne1 primo cas0 avremo come sopra [equazioni (13)l: 

Ge 1 2 -  v2+16 
i - 

DS - ,Cs 
7 

e quindi per la (14): 
t ? 4  + 256 vg4 f 16 ' --- - 

2'6 v8 
da cui: 

tZ4= x S ( X S +  16). 

Si hanno cos? per le stesse (13) le seguenti: 

O la equazione modulare del moltiplicntore per f i =  4. 
Ne1 secondo caso si hanno, come è noto, le: 

e quindi : 

dalla quale, dalla x = v t  e da una delle (13) eliminando v ,  t si ottiene l'e- 
quazione modulare in x. 
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Ponendo : 

vi2 + 27 = 
(4 m 3  f 1)' 

1n3 
9 

si ha: 

e quindi: 

(8" + 3) (vit + 27)+= 1 [l - 8 1n3 + 44m9(m3 + l)]. 
ln4 

Ne ïisulta che l'equazione superiore è soddisfatta facendo: 

e siccome: 
= (m3 + l)(l  - 8 m S ) g  

1183 
9 

formole già date da1 prof. KIEPERT. 
8. Indicando con h il noto simbolo di operazionc: 

pel quale: 

si ha: 
2 ?i(e) = 4 e 2 - Q g 2 ,  

ed in conseguenza per le (6): 

ed indicando con H Io stesso simbolo di operazione sostituendo G2, Gj a 
g , ,  g,, si avrà: 

1 d 
h = - ~ - 2 e [ 2 ~ , - +  2 d CA d CL 

od anche: 
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322 Br i O s c h i : La  Irasfoî~~îmxione, d' ordine pari, ecc. 

Peï queste operando sulle quantith D, A ,  si ottengono le: 

h(D) =- 1 2 e D ,  

Si, n = 27th cd al. numero primo, si ha come è noto: 

dalle quali: 
l = - z o g v ) ,  e=- 2 71, (log t). 

Ora dalla a = v t si deduce: 

In - 1 ma come si è dimostrato al 5 2 o, = s, - - e ,  si avrà dunqiie: 
2 .  

2 s, +- e  = - 12 11 (log 5). 

Infine auclie ne1 caso di 1 1  pari si ottengono i valori di ?&(a,), h(a,), . .. dalla 
relazione generale: 

1 n k [P(x ) ]  = p (s) Pr' ($1 - [2 (2 11 - 5) s" - (412-9)1/~ - 4 e x - 4 e 2  L1'(x) -+ 
. 12 . 1 
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