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Sopra 

un problema proposto da Dirichlet ("1 

( d e l  prof. E. B. CHRISTOFFEL, a Berlino). 

D a  una comunicazione verbale, che debbo al sig. HEINE, ho appreso ohe 
DIRICHLET, verso l'anno 1840, o poco dopo, ha ripetutamente invocata l'at- 
tenzione dei suoi scolari d'allora su1 problema delle temperature stazionarie, 
mettendo particolarmente in rilievo, corne una specie di problemi che meri- 
tava d' essere studiata di preferenza per la sua difficoltà, la distribuzione 
delle temperature su  quelle superficie piane, e in quegli spazii a tre dimen- 
sioni, che si ottengono togliendo via una figura finita in ogni senso da un 
piano infinito, O dallo spazio infinito. , , 

Ogni problema di questa specie B visibilmente associato ad.un a l t r ~  pro- 
blema determinato, del genere di quëlli g i s  trattati; ma mentre, per es., la 
determinazione delle temperature stazionarie sopra una superficie. rettan- 
golare F non offre alcuna difficolts, il problema associato delle temperature 
stazionarie sulla superficie complementare F f  è rimasto completamente inac- 
cessibile ai metodi adoperati finqui. Lo stesso pub dirsi di tutt i  gli ,qltri 
problemi di questa specie, tranne di quelli che riguardano le  figure c o m  
plementari del circolo e della sfera; ed io credo quindi di poter fare asse- 
gnamento sull'interesse dei lettori di questi Annali esponendo, in connes- 
sione col mio precedente lavoro, i principii che possono servire di base alla 
soluzione del'pr~blema di DIRICHLET per la figura complementare Pr di un 
poligono piano. 

. . 
- (*) Addipione alla Memoria inserita in questi Annali, tom. 1 serie)? p a s  ;i9,-. 

Annali di Matematica, tomo IV. 1 
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2 C h  ris t of f el : Sopra un problema prcposto da Dirichlet. 

Riflettendo che la superficie Fr si estende all'infinito, e ,  adottando una 
generalizzazione indispensabile per ben penetrare nella quistione analitica, 
il problema dev'essere formulato come segue : 

I n  o g n i  p u n t o  d e l l a  s u p e r f i c i e  Fr r i f e r i t a  a l l e  c o o r d i n a t e  r e t -  
t a n g o l e  x, y ,  lit funz ione  U b monodroma  e c o n t i n u a  i n s i e m e  
c o l l e  s u e  d e r i v a t e  p r i m e ,  c h e  s i  a n n u l l a n o  a l l ' i n f in i to .  S u l  con-  
t o r n o  di  q u e s t a  s u p e r f i c i e  s i  h a  

U=+(x ,  y) 

e n e l l ' i n t e r n o  di e s sa  

con  q u e s t e  cond iz ion i  s i  d e v e  d e t e r m i n a r e  U i n  o g n i  p u n t o  O di FI. 
Poneudo q = O ,  si ha il problema proposto da DIRICHLET. Ma è per ogni ri- 
guardo preferibile, come ho gi8 notato ne1 mio precedente l a ~ o r o ,  introdurre 
un termine indipendente, e cid vale per tutte le equazioni differenziali li- 
neari, si ordinarie che parziali. La questione delle restrizioni che risultano 
per rp e S dalle restanti condizioni non è. ne1 caso presente che di secon- 
daria impoi-tanza. 

Tenerido il debito conto di tutte le condizioni relative all'infinito, si rico- 
nosce facilmente che all'attuale problema si possoiio applicare tutti i prin- 
cipii stabiliti negli art. 1-IV del mio precedeiite lavoro, nella supposizione 
d'una superfieie F d'estensione finita. Passo dunque senz'altro alla soluzione 
del problema seguente, al quale, corne ho ivi dimostrato, il precedente pud 
ossere rivocato. 

È: d a t o  un  a l t r o  p i a n o  r i fe r i to  a c o o r d i n a t e  r e t t a n g o l e  X, Y, d i  
cui E t? l a  p a r t e  s u l l a  quale Y>O. Si d e v e  r a p p r e s e n t a r e  l a  su- 
p e r f i c i e  E s o p r a  Fr. 

II. 

Siano distese sui piani delle Z=: X i -  i Y e z = x + i y due superficie @, 
Q, a un solo strato e semplicemente connesse. Affinchè queste superficie 
siano rappresentate l 'una sull'altra per mezzo d'un'equazione fra Z e z ,  
bisogna e basta che quest'equazione soddisfaccia alle condizioni seguenti: 
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C h r  i s t O f f e 1 : Sopra un probleqa proposto da Dirichlet 3 

1 . O  Ad un giro positivo intorno ad una delle due superficie deve cor- 
rispondere, in virtù di quest'equazione, un giro positivo intorno all'altra. 

2 . O  Kell'interno delle due superficie, - ci6 che non sempre sarebbe 
possibile su1 loro contorno, - deve sussistere una perfetta ' eguaglianza 
degli angoli corrispondenti. 

In luogo dell'eguaglianza degli angoli si pub ancora prescrivere che ad 
ogni punto dell'una superficie corrisponda un unico punto dell'altra, variabile 
con continuitk insieme col primo. Le coodizioni a cid necessarie e sufficienti 
sono le seguenti. Se @ si estende all'infinito e se il punto infinitamente lon- 
tano di @ vicne rappresentato sopra 9 da un punto a distanza finita, bisogna 

u che in questo puntobZ diventi infinitesima corne ;.3, dove a b una costaote 
dZ 

cliversa da zero. Se cp si estende all'infinito e se il punto infinitamente lon- 
tano di $J viene rappresentato sopra @ da un punto I' a distanza finita, 

d z bisogna che in questo punto -- diventi discontinua come b 
d Z  (2- r ) 3  

O più 

esattamente, che la differeriza di queste due quantità reeti continua in ta1 
punto; b è parimenti una costante diversa da zero. In ogni altro puiito di 

dz 9 O di @ la derivata - non deve diventare ne polidroma, né nulla, ' né  d Z  
infinita. 

Prendiamo per il mezzo piano E e per $ una delle due superficie F, 
3". Il contorno di cp è formato in  ambedue i casi del poligono P, che separa 
F da F r ;  indichiamo con z,, z,, . .. z ,  i vertici di P, presi nell'ordine in  
cui sono percorsi durante un giro positivo intorno ad F, c! con A,, L,, ... i1, 
gli angoli corrispondenti a questi vertici e rivolti verso l'interno della su- 
perficie F. 

Siano ora a,, a,, . . . , a, quei punti dell'asse delle X che n e l l a  r a p p r e -  
s e n t a z i o n e  di  E s o p r a  l a  s u p e r f i c i e  F vengono rappresentati dai vertici 
di P. Poichè ad un giro positivo intorno ad F corrisponde un giro positivo 
intorno ad E, le quantità a si presentano in quest'ultimo giro nell'ordine 
a, a,.. .a,a,u,. . ., talchb per es. se il punto infinitamente lontano di E 
viene rappresentato su1 lato zpz,+, di P,  si ha 

Cid posto, dall'art. V delle mia pracedente Memoria si ricava, per la rap- 
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4 D hri e t o f f el : Sopra un problema propos to da Dirichlet) 

presentazione di E sopra F, la formola 

dove il fattore 

Q scelto in  modo che durante un giro positivo intomo ad E il suo argomento 
decresca di tanto, di quanto cresce l'argomeiito di dz durante un giro si- 
multaneo intorno ad F. Conseguentemente lurigo 17asse delle X, dove d Z=dX, 
l'argomento di X,  ovvero la pa14e imaginaria di log%, é costante; da1 chè 
ne1 luogo citato si é dedotto che la stessa quantith é costante. Indicandola 
con a si ha cosi, per la rappresentazione di E sopra F ,  l'equazione 

f (2)d.z = adZ. 

III. 

Per conseguire, rispetto alla superficie complementare FI,  10 stesso intents 
che per mezzo del fattore f ( 2 )  si é raggiunto rispetto alla superficie F, bi- 
sogna innanzi tutto surrogare gli angoli 3, che ora diventano angoli esterni, 

Z-h A-z 
con 22 -h ,  con ché l'esponente - diventa - , mutando solo il segno. 

X n 

Ma cib nori basta; poiché. essendosi, insieme col giro positivo intorno a P, 
invertita la successione dei vertici, la stessa cosa ha luogo per i punti del- 
l'asse delle X in cui questi sono rappresentati. Quindi le quantità reali 
a,, a,, . . .a, devono essere surrogate da altre a',, a',, .. . a', che in un giro 
positivo intorno ad E devono succedersi nel170rdine a',, a',-, , .. . a',, a',, a',. 
Indicando con gjZ) il valore reciprwo dell'espressione in cui si converte 
per ta1 modo f(Z),  cioé ponendo 

r - -- 
X X 7E 

(a', - Z) (af, - Z)  . . . . (a ,  - 2) = g (2) , 
si ottiene cosi, p e r  la r a p p r e s e n t a z i o n e  d i  E s o p r a  Pf ,  1' e q u a z i o n e  
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C hri s t O f f  el : Sopra un problema proposto da Dirichlet. 5 

dove i punti di F' sono designati con zf, e dove x deve soddisfare alle se- 
guenti condizioni : 

1 . O  Lungo l'asse delle X é costante la parte imaginaria di log%. 
Inoltre siccome il punto infinitamente lontano di E viene rappresentato 

su1 contorno di F', cioe in  un punto a distanza finita, bisogna che in questo 
a punto la derivata ta' diventi infinitesima corne - e quindi, poiche g(Z) d Z  2- 

diventa nello stesso punto infinita del secondo ordine, bisogna che x diventi 
infinitesima del quarto : dunque 

2.' Ne1 punto infinitamente lontano di E la quantità X. Z4 resta finita 
e diversa da zero. 

Ora se  I'= A + i B A quel punto di E ne1 quale viene rappresentato il 
punto infinitamente lontano di F', si ha in esso 

da' b x . g ( Z ) = - -  
dZ-(2-r)* i- funz. cont., 

e poiché g(Z) é monodroma, continua e diversa da zero in r, si deve avere 
in questo punto 

Di qui segue che in prossimith di J? dev'essere 

al ch& é necessario e sufficiente che sia d g (r) + c . gr (r) = O. Dunque 

3.' Ne1 punto I' di  la funzione x diventa discontinua corne 

E dopo cid finalmente: 

4 . O  1n ogni altro punto di E la funzione x k monodroma, continua e 
diversa da zero. 

È facile formare un'espressione che soddisfaccia alle condizioni trovate 
per X. Indicando con I"=A -iB il punto conjugato di I' e ponendo 

+ ( Z ) = ( Z - ~ ) ( Z - ~ ~ ) = ( Z - _ ~ ) ~ +  B ~ ,  
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6 C hri s to  f f  el : Sopra un problema propos to da Dirichlet. 

1' espressione 

soddisfa manifestamente alle condizioni 1, 2 e 4. In prossimit& di l? si ha 

quindi assoggettando r alla condizione 

la funzione 4 acquista tutte le proprietà volute per X, epper6 non resta 
che esaminare se, oltre 4, possano esistere altre funzioni dotate delle stesse 
proprieta. 

Ora dall'espressione di S, e dalle condizioni per x emerge che il quo- 

ziente & è monodromo, continu0 e diverso da zero in opni punto di E, + 
epperi, che il suo logaritmo & monodromo e continuo. Tnoltre su1 contorno 

9 di E la parte imaginaria di log é costante, epperd essa é tale anche 
n, 

su  tutta la' superficie E, donde segue che 10 stesso ha luogo per la parte 
X reale e quindi finalmente per la stessa quantith. - -  Abbiamo dunque in ge- 
l# 

nerale ~=,8+, indicando con /3 una costante, e possiamo cosi formulare il 
seguente teorema: 

La  r a p p r e s e n t a z i o n e  di  E n e i  p u n t i  s e z' de l  po l igono  F e de l l a  
supe r f i c i e  ~ o m p l e m e n t a ~ e  Fr 6 d a t a  da l l e  equaz ion i :  

& À,-n An- - a 
n n 

dz -a (a , -Z )  (a,-Zj . .. . (a, -2) " d ~ ,  

dove  l e  q u a n t i t h  c o s t a n t i  r ea l i  A e B sono d e t e r m i n a t e  da l l a  
cond iz ione  c h e  l a  quant i tCl  
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Chris toffel: Sopra un problema proposto da Dirichlet. 7 

si a n n u l l i  i n s i e m e  c o n  $ ( Z ) ,  r i s e r v a n d o  i n  a m b e d u e  i ca s i  l e  op-  
po r t i i ne  de t e r rn inaz ion i  c i r c a  i p a r a m e t r i  e c i r c a  il s i g n i f i c a t o  
d e l l e  po tenze  f r a t t e .  

Che 1' espressione 
1 2 g' (4 -- 5;-X 1 

- - - - -  

~ ' ( 4  g ( Z ) - - Z - *  2,- 
debba anqullarsi non solo per Z=r, ma anche per Z=rl, risulta dalla 
circostanza che all'infuori di Z essa non contiene che quantith reali. 

Se la condizione per I' si pone sotto la forma 

si facilmente rilevarne il significato geometrico. Si irnagini uno qualuu- 
que dei poligoni ri, che possouo essere costruiti coi valori assoluti dei numeri 

a ,  - a  n-a, 
assunti in ordine qualsivoglia corne 3unghezze dei lati, e si scelga come 
positiva la direzione di un giro arbitrario intorno al medesimo. Cid posto, 
considerando la direzione di un lato come eguale a quella di un giro po- 
sitivo O di un giro negativo intoruo a II, secondo che il corrispondente 
numero n-h E positivo O negativo, l'equazione precedente prescrive che 
i raggi a', l? , a f , r ,  . . . a',F siano paralleli alle bissettrici degli angoli che 
l'asse positivo delle X fa colle direzioni dei lati n - A,, n - A,, . . , n - A,. 

IV. 

Se supponiamo che gli angoli di F abbiamo rapporti razionali, le derivate 

di e b2' sono funzioni algebriche di 2, la cui classe cornune pud essere dz d Z  
facilmente determinata in ciascun caso particolare. Sia infatti T la superfi- 
cie ad N strati che rappresenta il modo di diramagone di qneste funzioni, 
e di cui E è un mezzo strato. Primieramente si vede che z b un inte-  
g r a l e  d i  p r i m a  s p e c i e  c o o r d i n a t 0  a q u e s t a  s u p e r f i c i e .  Rispetto B 
E' convien riflettere che ne1 punto J? di E si  ha 
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8 Chris toffel  : Sopra pn problema proposto. da Dirichlet. 

ora la çondizione mediante la quale venne rimosso da questo sviluppo .il 
1 termine contenen te - e quinùi esclusa una diramazione log-aritmiea di Z-r 

zf, non sussiste per il solo punto l? di E, ma venendo soddisfatta anche da 
Z=rf ed essendo inoltre razionale, dà luogo al10 stesso risultato per tutti 

dz ' i punti di T in cui Z 15 cl?, oppure =Pr. Conseguentemente - diventa 
d Z  

in tutti questi punti discontinua, corne ne1 suddetto punto I' di E, e poiché 
zf rimane continua in tutti gli altri punti di T, ne risulta che zf b la 
somma di 2N integrali di seconda specie, ciascuna dei quali ha la sua dis- 
continuità in uno dei detti punti. 

Quiildi se F 8 ,  per esempio, un rettangolo, z diventa un integrale ellit- 
tic0 di prima specie e zf la somma di quattro integrali ellittici di seconda 

, . 
specie, secondo la classificazione di RIEMAKN. 

Indicando ors con xr,, y', le coordinate di un punto O di Fr, cui corri- 
sponda in E il punto Zo, con Zr, il conjugato di Zo e ponendo inoltre 
zf =xf  + i y l ,  dai teoremi degli articoli 1 e IV  della citata Memoria, imme- 
diatamente applicabili al cas0 presente, si deduce il seguente valore di U 
ne1 punto O: 

+ f (sr, y') .logmod (Z-Z~). 2- 2, mod ($ ) ' -d  ~d Y] 3 

dove il. secondo integrale si deve estendere a tutti gli elementi d X d  Y ddla 
superficie E, il primo a tutti gli elementi d X  del suo contorno. Questa 
equazione si ottiene senza difficoltà dalla formola finale dell'art. 1, facendo 
uso delle formole (b) e (c) dell'art, IV, ed osservando, in quanto alla trasfor- 
mazione. dell'elemento di superficie dFr ,  che nella rappresentazione sopra 
E i syoi lati vengono amplificati ne1 rapport0 di mod.dzr a mod-d2 .  = 

In virtù di quest'equazione, valevole anche per la superficie F, e dei ri-  
sultati dell'art. III, il problema di DIRICHLET é risoluto per tutte le super- 
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Christ off el : Sopra un problema proposto da Dirichlet, 9 

ficie F, FI terminate da poligoni, fin dove un ta1 problema é suscettibile dl 
soluzione senza che vengano mutati i termini della quistione. Se si volesse 
andar più oltre e prescrivere che Uo sia espresso in funzione di xr, ,  yro 
ed i parametri a (od ar rispettivamente) , in funzione dei lati del poligono 
P, bisognerebbe esprimere Z in funzione di z (O di  z' rispettivamente), e 
una tale espressione, se si vuole che sia valida incondizionatamente, pu6 
essere otteniita soltanto peï le quattro superficie F menzionate nell'art. VI 
del mio precedente lavoro, e per nessuna superficie complementare. In base 
a cid non deve far meraviglia che i metodi anteriori, conducendo sempre 
ad espressioni di ta1 natura, non potessero dare alcun risultato, fuorché nei 
quattro casi d' eccezione. 

Berlino, aprile 1870. 

Afinali di Matematicn, tom0 IV. 
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Sulle coordinate curvilinee 
d'una superficie e dello spazio. 

MEMORIA QUARTA t"). 

(del prof. DELFINO CODAZZI, a Pavia). 

Ii signor prof. housr ha già trattato in un modo bastantemeiite esteso 
il problema generale delle coordiuate curvilinee dello spazio , risguardate 
come i parametri di tre sistemi di superficie segantisi ad angolo qualun- 
que ,  ed ha già presentato l'applicazione della sua soluzione ad una linea 
tracciata in una superficie. Si veda, per la trattazione generale, la T/téorie 
des coordonnées curvilignes quelconques inserita negli Annali di  matema- 
ticu pura ed applicata pubblicati a Roma nell'anno 1864 (serie la, t. 6), del 
qua1 lavoro io non aveva cognizione quando stampava la mia Memoria prima. 
11. metodo pcrd da lui tenuto differisce essenzialmente da quello puramente 
analitico seguito da1 signor LAMÉ ne1 trattare il problema delle coordinate 
curvilinee ortogonali, e quindi anche da quello seguito da me ne1 trattare 
il problema delle coordinate curvilinee qualuoque. Il  signor A o u s ~  osserva 
su  questo punto (V. Annali, S. la, t. 6 O ,  p. 65): e P o u r  o b t e n i r  l a  so lu -  
t ion  d e  l a  q u e s t i o n  a u  p o i n t  .de  v u e  l e  p l u s  g é n é r a l ,  i l  n o u s  a 
é t é  imposs ib l e  d e  p ro f i t e r  d e  l a  &é thode  s u i v i e  p a r  Mr. L A M É  
d a n s  le  c a s  des  c o o r d o n n é e s  o r t h o g o n a l e s  h c a u s e  d e s  compl i -  
c a t i o n s  qu i  s ' a t t a c h e n t  à l a  q u e s t i o n  g é n é r a l e .  E n  e f f e t ,  l e s  
t ro i s  c o s i n u s  d e s  a n g l e s  c o o r d o n n é s ,  l e u r s  v a r i a t i o n s  p r e m i è r e s  
e t  s e c o h d e s  p a r  r a p p o r t  a u x  t ro i s  p a r a m é t r e s  q u i  f i x e n t  l a  pos i -  
t i o n  d u  p o i n t ,  s ' i n t rodu i sen t  n é c e s s a i r e m e n t  d a n s  l e s  é q u a t i o u s ,  
e t  l o r s q u e  l ' o n  s u i t  l a  m é t h o d e  a n a l y t i q u e ,  c e s  q u a n t i t é s  a u  
n o m b r e  d e  3 0 ,  q u i  n ' e x i s t e n t  p a s  d a n s  l e  s y s t é m e  o r t h o g o n a l ,  

(O) 1 numeri adoyerati per indicare le formole di questa Memoria quarta sono in con- 
tinuazione con quelli della Memoria terza. 
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e n t r e n t  d a n s  la composi t ion  d e s  coef f ic ien ts  d'un s y s t é m e  d e  
n e u f  é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  & neuf  i n c o n n u e s  a u q u e l  c e t t e  mé thode  
c o n d u i t  i n é v i t a b l e m e n t .  Or ,  comme l a  r é s o l u t i o n  d e  c e  s y s t é m e  
d ' é q u a t i o n s  e s t  i n d i s p e n s a b l e ,  l e s  d i f f icu l tés  a n a l y t i q u e s  d e  . 
c e t t e  r é s o l u t i o n  i m p o s e n t  l a  n é c e s s i t é  d è  r e n o n c e r  à l a  m a r c h e  
t r a c é e  p a r  l ' a u t e u r  de  l a  t h é o r i e  d e s  coo rdonnées  or thogonales .>> 
Il metodo seguito da1 signor A o u s ~  & geometrico piuttosto che analitico, e  
poggia principalmente sulla considerazione di un eleinento, la c u r v a t u r a  
i n c l i n a t a ,  nuovamente introdotto da esso nella teoria. « L a  s impl i f ica-  
t i o n ,  egli continua, d u e  & l a  m a r c h e  qu i  n o u s  e s t  p r o p r e ,  r é s u l t e  
d e  s o n  c a r a c t è r e  e s s e n t i e l l e m e n t  g é o m é t r i q u e ,  e t  s u r t o u t  d ' u n  
é l é m e n t  g é o m é t r i q u e  n o u v e a u  q u e  n o u s  a v o n s  i n t r o d u i t  d a n s  
n o t r e  t h é o r i e .  N o u s  appe lons  c e t  é l é m e n t  c o u r b u r e  inc l inée  des  
l i g n e s  coo rdonnées .  I l  n e  s e r t  p a s  s e u l e m e n t  Lt év i t e r  des  ca lcu l$  
i m p r a t i c a b l e s ,  m a i s  i l  e s t  u n  i n s t r u m e n t  p r é c i e u x  de  t r a n s f o r -  
m a t i o n  e t  d e  d é m o n s t r a t i o n ,  e t  s o n  i n t r o d u c t i o n  d a n s  l e s  équa -  
t i o n s  l e u r  d o n n e  u n e  forme à l a  fois s i m p l e  e t  s ign i f i ca t ive .  » 1 
risultati, ai quali giunge il signor A o u s ~  ne1 suo lavoro su1 problema ge- 
nerale (Ann., S. la, t. 6") consistono in diverse equazioni stabilite fra le 
seguenti 33 quantith: le 9 componenti oblique della curvatura ordinaria, 
le 18 componenti oblique della curvatura inclinata, e  le 6 quantith da me 
chiamate 1, m ,  n ,  E I ,  EP,  EV. Alcune fra queste equazioni sono finite, ed altre 
sono alle derivate parziali del prim'ordine rispetto a' tre parametri (*). 

(*) Anche i l  signor professor DOMENICO CBELINI, in parte d'una sua Memoria inserita 
negli Annali di TORTOLINI del 1853, della quale pure io non aveva cognizione quando 
scriveva l a  mia Memoria prima, ha preso a considerare le coordinate curvilinee del10 
spazio come i parametri di tre sistemi di superficie segantisi ad angolo qualunque. Egli 
ha somministrato una trasformazione della quantita rappresentabile mediante le mie no- 

as f tazioni con 8 -, ove f é funzione qualunque delle A ,  p, v ,  ed ha  costituito qualcher a iL 
formola relativa alla curvatura delle superficie. I n  q u a n h  ad una noterella inserita dallo 
stesso signor prof. CHELINL al pi& della pagina 30 della sua recente Memoria: Della cur- 
vatura delle superficie con rnetodo diretto ed intuitivo, stampata a B o l o p a  ne1 1868, 
amerei far  notare che i miei r i ~ u l t a t i  consistono in certe 9 espressioni presentate in fun- 
zioni delle 1 ,  m ,  n,  el ,  a p ,  eV e loro derivate, in funzioni cioé di novelle quantità di nu- 
mero possibilmente minimo e di significazione geometrica evidente; e Che, dopo d'avere 
costituito i valori di quelle 9 espressioni, ho anche irnplicitamente costituito il valore 

generale della x ove f é funaione qualunque delle X, p, v ,  i n  causa di una formula 
d t 4 '  

di calcolo differenziale. 
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12 C o  da z z i  : Salle coordinate curvilidee. 

Siccorne le componenti oblique della curvatura ordinaria delle tre Jineû 
coordinate (pr v), (v, A),  (A, p), e quelle della curvatura inclinata nuova- 
mente introdotta, possono essere adoperate corne utile mezzo di ricerca in 
alcune questioni, cosl mi propongo di trattenermi sopra di esse nella pre- 
sente Memoria quarta. Propriamente, troverd dapprima i valori di queste 27 
componenti oblique espresse in  funzioni delle I ,  m ,  n, E Â ,  EP ,  EP e loro de- 

. rivate parziali prime; perocclié, onde ultimare le integrazioni nei casi par- 
ticolarij io credo necessario il possedere queste espressioni analitiche. Pre- 
senterd di piii le stesse ventisette equazioni sotto altra forma; cioh troverd 
le equazioni fiuite, in numers di dodici, che legano tra loro le componenti 
oblique B le 1, m ,  n,  e,, ep, E,; e troverd le equazioni, in numero di 
quindici, che servono ad espïimere le derivate prime parziali delle 1, m , n , 
E ~ ,  slu, eV in funzioni di queste sei quantità e delle componenti oblique. 
Parecchie tra le ventisette equazioni di questa seconda forma sono gi& 
state costituite con altxo metodo da1 signor AOUST. 

. Cominciamo dall'esprimere le nove componenti oblique della curvatura 
delle tre linee coordinate in funzioni delle Z, m ,  n ,  E,, s r ,  e loro deri- 
vate prime. 

La curvatura della linea coordinats (p,  v), cioé l'unit8 divisa pel raggio 
di curvatura di. questa linea, ha le tre projezioni sopra i tre assi rettilinei - 

1 ai, 1 1 1  rappresentate da - - . Chiamiamo - 3 - 
1 d a  

- le tre compononenti obli- 
4 MA % 

que di questa curvatura secondo le tangenti alle tre linee coordinate (p, v), 
(Y, h), (X, p) ,  cioé le tre cornponenti formate dietro la regola del parallele- 
pipedo delle forze; ed avremo, per nota proprieth, 

Questa formola, moltiplicata successivamente per 
scuna volta all'operazione 2, somministra 

IA, I , ,  IV e sottoposta cia- 
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Ors, dalla prima (35) si deduce 

%- 2 a;i - 1' 2 I2 ir2 = Zr COS oh (cos op cos of2 + sen o, sen or, cos gui 

+ sen orp (sen op COS ofl- COS op sen o'> cos ) 1 ,  
ovvero 

e dalle (29) si deducono 

Percid saranno, in causa anche delle (24), 

-- - a, sen e,, 
1%. 

4",' - = aA sen EV. 
Nl 

Le (77) esprimono le tre componenti oblique dellti curvatura della linea 
coordinata (p, Y) ne1 modo dichiarato, purchè s'intendano sostituiti in luogo 
delle a)., a l ,  i valori dati dalle (62), (63) ,  (64). Mediante le permutazioni 
semplice e doppia si concluderanno dalle (77) dapprima le tre componenti 
oblique per la  linea (v, il), dipoi le tre per la (A, p), purché si cambino le 
L, M, N nelle M, N, L ne1 primo caso e nelle N, L,  M ne1 secondo. 

Se le  superficie de' tre sistemi fossero ortogonali tra loro, le (77) si ri- 
durrebbero alle 

1 1 -=O,- - 1 a l  1 4 a l  _--- -_---. 
L 2 51, 1 m i3 p Nr 112 a v  

Avanti di passare alle componenti oblique della curvatura inclinata della 
linea (p, v), preparo i valori delle seguenti sei espressioni: 
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Le due (39) somministrano 

I ; I ~  %= cos alp sen op + n'cos + cv sen P )  C O S O ~  

sen + sen ofp (a_ i3v COS op+ eu sen 

a iv Z) 1'- = cosop sen orp + ml cos e2 -yp sen E? COS dp - a, 
-sen o, (9 

1 
cos or, + yp sen 

ovvero 

o anche 

perocchè sono, in causa delle (62)) (63)) 

Operando la permutazione doppia sulla prima formola e la permutazioiie 
semplice sulla seconda, concludiamo 

Le stesse (39) somministrano 
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a sen 
sen w, + nf cos e2 + CP sen el COS O, 

sen + 2 L ilfV (a, cosoy + CJ sen&,seno, , 1 
senê2 + 2 r,ifP (aa;L sen ofp + nlf cos - C O S O ~ ~  1 

1 valori de' coseni ifp,  2 IViI si trovano assoggettando alle due per- 

mutazioni semplice e doppia l'equazione in X I  ai%urnero precedente scritta 2z 
sotto la 'forma 

2 12i1,= - cos ~ , ~ c o s o ' ~ -  s eny , seno~cos~ ,  
- - - COS qy COS ~9 + senTu sen o2 CO SE^. j (79) 

Si deduce dalla prima (37) 

~ I A i f r 2 = ~ ~ ~ ~ f r ( ~ ~ ~  ~ ~ s e n o ~ , - s e n ~ ~ c ~ ~ ~ ~ ~ c ~ s ~ ~ )  + 
+ ~ e n o ' ~ ( s e n o , , s e n o ~ ~  t cosor cos wf2 cos E ~ ) ,  

ovvero 

S12iir2= - C O S T ~  senof2 + senq,ucosofAcos~y 

= - COS qv sen ol - sen TU COSCIA COS EU ; 

e da questà s i  concludono, mediante le due solite permutazioni, i valori 
de'coseni ~ I p i ' l , u ,  ~ l v i " v .  Avremo dunque, sostituendo i valori de' quattro 
coseni , 

- (COSTJ,~COS op - senrp sen S ~ ~ O ~ + M ' C O S E ~  + C ~ S ~ ~ E , C O S  aY 

- ( c o s ~ , ~ s e n ~ ~  + COS ov + ce sen F~ sen 
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16 O O da ez i  : Sulle coordinate curvilinee. 

+ (cosrv sen orp- senv, ccs ofpcose,) - '%,os o$ + yp sen senof ; 4 

Se osa prendiamo la permutazione doppia della prima di queste equazioni 
e la permutazione semplice della seconda, otteniamo 

Finalmente, se prendiamo la permutazione doppia della (40) e la permu- 
tazione semplice della (41), troviamo 
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Cid posto, esprimiamo le diciotto componenti oblique della curvatura in- 
clinata delle tre linee coordinate in funzioni delle 2, m, n ,  E A ,  êp, êw e loro 
derivate prime. 

La curvatura inclinata, cioè l'unità divisa pel raggio di curvatura incli- 
nata, della linea ( v ,  2.) secondo la (p,  Y) ha le tre projezioni sopra i t re  

sssi rettilinei rappresentate da l ?hs  e la. curvatura inclinata della (A, p) 
m 3,u' 

secondo la  stessa (p, v )  ha le tre projezioni rappresentate da 1%. Chia- 
n & 

1 1 1  miamo - 7 - >  - le tre componenti oblique dell'una curvatura incli- 
LI./.& M2,u *ap 

nata secondo le tankenti slle tre linee cooidinate (p, Y), (Y, A), (A, p), ciob 
le tre componenti formate dietro la regola del parallelepipedo delle forze; 

1 1  e chiamiamo -, - 1 - le tre componenti oblique dell'altra curvatura 
4, MW 4, 

inclinata. Gl'indici in basso di ciascuna lettera sono scritti in modo che il 
' primo tra essi dinota sempre la linea a cui rimane tangente la retta di coseni 
sottoposti a variazione, ed il secondo la linea lungo cui la variazione B 
valutata. Sussisteranno le 

hioltiplicando queste equazioni successivamente per IA, I , ,  r, ed operando 
ad ogni volta la somma 3 sopra i prodotti, si trovano, in causa de'valori 

Annali di Matematica, tom0 IV. 
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18 C o  da z z i : Sale coordinate curvilinee. 

costituiti ne1 numero precedente, 

Queste equazioni esprimono le ire componenti oblique della curvatura in- 
clinata della (v, A) secondo la'@, v) e le tre della (%, p) secondo la stessa 
(p,  Y) ne1 modo dichiarato, purch& s'intendano sostituiti in vece delle b, ,  
alu, pv, a, i valori dati dalle (62), (63), (64) ed invece delle c,, y, i valori 
dati dalle (69) in cui siansi elirninati i tre angoli 9 col mezzo delle (70). 
Esse equazioni somministreranno con la permutazione semplice le tre corn- 
ponenti oblique della (%, p) e le tre della ( p ,  Y) secondo la (v, il); e som- 
ministreranno con la permutazione doppia le tre componenti oblique della 
( p ,  Y) e le tre della (v, A) secondo la (A, g). 

S,e le superficie de' tre sistemi sono ortogonali tra loro, le (83) si ridu- 
cono alle 

Osseïviamo che, col sostituire nella (76) i valori dati dalle (77) in luogo 
delle tre componenti oblique della curvatura, e col sostituire nelle (82) i 
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valori dati dalle (83) in luogo delle sei componenti oblique ,della curvatura 
inclinata, si troverebbero le tre variazioni del coseno 2, lungo le tre linee 
coordinate espresse mediante le 1, rn, n, E ~ ,  E ~ ~ ,  E~ e loro derivate prime, 
oltre le iJ, Z p 9  ZV. Indi, con le due permutazioni semplice e doppia, si de- 
durrebbero le tre variazioni del coseno ip e le tre del coseno i" espresse in 
modo analogo. Possiamo adunque risguardare queste nove variazioni indiffe- 
rentemente come espresse ne1 modo or ora dichiarato, oppure come espresse 
mediante le componenti oblique, oltre le i),, iP, i", in causa delle (116), (82):. 
Osa, intorno alle due forme sotto alla quali i valori di queste nove varia- 
zioni possono .esssre presentati, i l  sig. A o u s ~  cos1 si esprime alla pag. 80 
degli Annali citati: Ces v a r i a t i o n s  c o n s t i t u e n t  e n  q u e l q u e  ' so r t e  
l ' e s s e n c e  de  l a  q u e s t i o n  q u i  n o u s  o c c u p e .  Dans  l a  t h é o r i e  p u r e -  
m e n t  a n a l y t i q u e  des  c o o r d o n n é e s  c u r v i l i g n e s ,  e l l e s  d é p e n d e n t  
d e  l a  r é s o l u t i o n  d ' un  s y s t è m e  de 9 Bqua t ions  l i n h a i r e s  à 9 i n -  
c o n n u e s ,  d o n t  l e s  coe f f i c i en t s  s e  c o m p o s e n t  d e s  v a r i a t i o n s  p re?  
m i é r e s  e t  s e c o n d e s  d e s  p a r a m é t r e s  d i f f é r e n t i e l s  d u  p remie r  
o r d r e  e t  d e s  v a r i a t i o n s  d e s  a n g l e s  coo rdonnés .  La mé thode  q u e  
n o u s  a v o n s  su iv ie ,  d i s p e n s e  d e  l a  réso lu t ion  d ' u n  p a r e i l  s y s t é m e  
d ' é q u a t i o n s ,  r é s o l u t i o n  q u i  s e r a i t  p e u t - ê t r e  i m p r a t i c a b l e ;  elle y 
s u b s t i t u e  u n  p r o c é d é  s imp le  e t  f ac i l e ,  e t  donne  l ' exp res s ion '  d e  
c e s  v a r i a t i o n s  s o u s  u n e  fo rme  à l aque l l e  l ' i n t r o d u c t i o n  d e s  cou r -  
b u r e s  i n c l i n é e s  d o n n e  u n  c a r a c t e r e  de  c l a r t é  e t  d e  s y m é t r i e .  

Passiamo ora a formare le equazioni finite, che legano tra loro l e  nove 
componenti oblique della curvatura, le diciotto componenti oblique della 
curvatura inclinata ed i tre angoli coordinati: equazioni gih costituite con 
altro metodo da1 sig. AOUST. 

La (76), moltiplicata per i2 e sottoposta all'operazione x, dà 

dalla quale si deducono altre due mediante le due solite permutazioni. Cosi, 
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20 C o  da zi i : Sulle coordinat0 curvilinee, 

le due (82), moltiplicate per 2, e sottoposte alla stessa somma 2, danno 

da ciascuna delle quali si deducono altre due col mezzo delle stesse due 
permutazioni. La (84) e la seconda (85) sono le relazioni registrate alla 
pag. 81 degli Annali del 1864. 

11 confronto fra la permutazione semplice della terza (83) e la permu- 
tazione doppia della quinta, avuto riguardo alla (42), somministra 

dalla quale si deducono altre due mediante le due solite permutazioni. La 
(86) & la relazione registrata alla pag. 86 de' medesimi Annali. 

Abbiamo dunque dodici relaziorii finite fra le  trenta indicate quaiitità; 
ciob tre fra le nove componenti oblique della curvatura ed i tre angoli, e 
nove fra le diciotto componenti della curvatura inclinata e gli stessi tre 
angoli. 

a l  al a m .  ana an an 
Formeremo, partendo dalle (82),  i valori delle - , - -, -, - a@ av a v  aa d a ' %  

in funzioni di dodici tra le diciotto compooenti oblique della curvatura i i -  
clinata e delle 1 ,  v r z ,  n ;  valori giZt trovati con altro metodo da1 Sig. AOUST. 

Moltiplichiamo la prima (82) per iP, la seconda per L, e prendiarno sopra 
i due prodotti la somma 2. In causa della seconda (13) e della prima (15), 
risulteranno 

a 1 COS 8/4 COS E~ 1 =- +- +-. L W., 
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Sommo la prima di queste equazioni moltiplicata per COSEV con la permu- 
tazione semplice della seconda, ed ho 

ovvero, in causa della prima (85) e della permutazione doppia della (86), 

oppure, in causa della permutazione semplice della seconda (85), 

dalla 

delle 

quale, mediante 
am an - , - Dipoi, av  aa 

le due solite permutazioni, si concluderanno i valori 

sommo la prima delle precedenti equazioni con la 

permutazione semplice della seconda moltiplicata per COSE,, ed ho 

ovvero, in causa della permutazione semplice della seconda (85) e della 
permutazione doppia della (86) 

oppure, in causa della prima (85), 

dalla quale, mediante le  due solite permutazioni, si concluderanno i valori 
an  az 

delle - -  Le (87), (88) sono le relazioni registrate alla pag. 85 degli 
d p  av 

Annali citati. 
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acosf acosfP ~ C O S F ,  Formiamo ora i valori delle 2, - , - a a  in funzioni delle com- a~ a v  
ponenti oblique della curvatura inclinata e delle 1, ~ 2 ,  9 1 ,  el,, E,U, e,. 

Moltiplichiamo la prima (82) per iv, e facciarno su1 prodotto l'operazione 
W. In causa della seconda (16), risulterà 6! 

o~vero ,  . avuto riguardo alla (81), 

Cosi, moltiplichiamo la seconda (82) per ip, e facciamo su1 prodotto l'ope- 
razione 2. In causa della terza (16), scrivendo 

&lm a iP 
- cosev -) - xi,- 

d v  0." 

al posto di 

risulterà 

ovvero, avuto riguardo alla permutazione doppia della (88), 

Ora, sommando le (a), (b), si trova . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C O d'az z i : Sulle 'coordinate curvilined; 23 

ovvero, in causa della (88); della permutazione doppia della (87) e delle 
permutazioni semplice e doppia della (86), 

a COS E~ a COS 
dalla quale si  deducono i valori delle > -  mediante le  due a~ a u  
solite permutazioni. La (89) e quelle che ne  conseguono esprimono le tre 
derivate parziali ne1 modo dichiarato. Nella (89) pud tïasformarsi I'equazione - 
esprimente i l  valore della dg' registrata alla pag. 75 degli Annali suddetti. d h  

a C O S F ~  a COS E~ a CO SE^ acos 
Da ultimo formiamo i valori delle - , 

3~ av ' a v  ' a?" ' a COS F~ a CO SE^ 

aa  ' in funzioni delle componenti oblique delle due curyature 
3~ 

ordinaria ed inclinata e delle 1 ,  m ,  9 1 ,  E,,  ep, E,. 

Moltiplichiamo la  (76) per i , ~  e prendiamo siil prodotto la  somma o]. In 
causa della prima (13) avremo 

ovvero, avendo riguardo alle (87), (88), 

o anche, dietro la  prima (85) la  permutazione doppia della (86), 

6alla quale si deducono altïe due mediante le  due solite permutazioni. Dipoi, 
moltiplichiamo la  (76) per ip e prendiarno ancora su1 prodotio l a  somma 2; 
in causa della seconda (15) avremo 
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ovvero, avuto riguardo alle permutazioni doppie delle (87), ( 8 9 ,  

O anche, dietro la seconda (85) e la permutazione semplice della (86), 

dalla quale pure si deducono altre due mediante le due solite permutazioni. 
Le (90) e (91) con quelle che ne conseguono esprimono le sei derivate par- 
ziali ne1 modo dichiarato. Nella (90) pu6 trasformarsi l'equazione esprimente 

il valore della 9 registrata alla pag. 75 degli Annali suddetti. 
3~ 

O s s e r v a z i o n e .  

Il sig. A o u s ~  costituisce anche le equazioni 
ziali delle ventisette componenti oblique. A ta1 

contenenti le derivate par- 
fine egli deduce dalle (76), 

azi azz, (82) due diverse espressioni per ciascuna delle derivate seconde d - 
daap a!tav7 

le eguaglia tra loro e rende identiche le equazioni risultanti. Noi non pas- 
seremo a formare queste equazioni. 

Pavia, 18 luglio 1869. 
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Sopra un teorema fondamentale 
della Geometria. 

(de l  prof. C. F. GEISER, n Zurigo.) 

Il signor CHASLES nella sua Nota: Principe de correspondance entre 
deux objets variables (*) ha stabilito il teorema seguente: 

S e  p e r  qua l i s ivog l i ano  considerazioni  (nel le  qua l i  non e n t r i n o  
n è  c u r v e  t r a s c e n d e n t i  n é  funz ion i  t r a s c e n d e n t i ) ,  d u e  forme 
g e o m e t r i c h e  s o n o  r i f e r i t e  f r a  lo ro ,  i n  modo che a c i a s c u n  e le-  
mento  d e l l ' u n a  forma cor r i sponda  s e m p r e  uno  ed u n  solo e le-  
mento  de l l ' a l t r a  e  v iceversa ;  l e  d u e  forme sono  p r o j e t t i v e ,  r i -  
spetto a i  loro e lement i .  

Questo teorema, che nelle recenti ricerche geometriche ha già trovato 
16 più svtlriata applicazione, & enunciato nella Nota citata, senza dimostra- 
izione; per6 si pu6 rilevare da un'altra Nota (**) del10 stesso sig. CHASLES, 
che la dimostrazione & fondata sull' altro teorema : 

S e  due g r a n d e z z e  va r iab i l i  il e  il' sono fra loro d ipenden t i ,  i n  
modo che  a c iascun  va lo re  del l 'una  corr isponda s e m p r e  u n o  ed  
u n  solo  va lo re  d e l l ' a l t r a ,  e v iceversa ,  deve  a v e r  l u o g o  f ra  e s s e  
u n a  re laz ione  a n a l i t i c a  della  forma 

~ h i l I + P i l + ~ i l f + 6 = 0  

[la quale  p e r  cid é l inea re  i n  h e il']. 
, Una volta cid ammesso, si dimostra facilmente che la condizione della 

projettività b identica colla dipendenza lineare, cosicchk l ' m a  non è che 
un' immediata conseguenza dell'altra. 

(a) Compte rendu, 24 dicembre 1855. 
(*+) Compte rendu, 16 agosto 1853. 

Annnii di Mntemntica, tom0 IV. 
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Anche i signori CREMONA (*) e HESSE (*%) dhnco una dimostrazione analoga 
del primo dei due teoremi sopra enunciati. 

Ma si pu6 muovere un dubbio su1 ,procediment0 della dimostrazione; poichk 
: esso parte dalla tacita supposizione, che ogni relazioue univoca fra e 2' 

si possa rappresentare .ana l i  t i cam e n t e ;  ipotesi questa che in altre parti 
della Matematica é da molto tempo riconosciuta corne inammissibile. Che 
in fatto il dubbio non sia infondato anche ne1 presente caso, 10 si rileverà 
da alcyni semplici esempi che tratteremo in questa Nota. 

Negli ekmenti di una teorica delle coniche fondata su proprieta projettive 
si dimostra che due tangenti fisse T e T r  di una ellisse E sono segate 
da una terza tangente mobile T in due serie projettive di punti. La dimo-. 
strazione di questo teorema per mezzo del principio di CHASLES sarebbe la  
seguente. Da un punto a della tangente T parte, oltre a T, una sola rettd 
T tangente ad E, la quale determina un unico punto a' s u  Tt .  part end^ 

viceversa da a', si perviene nuovamente al punto a ,  vale a dire che le tan- 
genti T e T r  sono fra loro riferite nei punti a e a' reciproca,mente e uni- 
vocamente, e per conseguenza sono punteggiate projettive. 

Se si ha riguardo soltanto agli elementi reali, si scorge che la  corrispon- 
denza univoca dei punti a c a' é dovuta alla circostanza, che l'ellisse é 
una curva avente la curvatura sempre diretta ne1 medesimo senso, e alla 
quale da un punto qualsivoglia del piano possono condursi al pii'l due tan- 
genti. Ma della medesirna proprieth gode ogni altra linea, incurvata con 
continuità e convessa dappertutto, la quale ammetta in ciascuno' de' suoi 
puhti un'unica tangente (con che si suppone che i l  raggio di curvatura 
non diventi mai nul10 né infinito): essendo d'altronde indifferente se essa 
sia o non sia rappresentabile da un'equazione analitica. Si dovrebbe dunque 
condudere, pel principio di CHASLES, che due tangenti di una tale linea 
sono segate dalle rimanenti in due serie projettive di punti; il che eviden- 
temente & falso. 

~ o i o ' s v e r  veduto che il principio di CHASLES non pud applicarsi quando 
sia dimostrata la corrispondenza reciproca ed univoca soltanto per elementi 

("1 Teoria geonoetriccc delle Curve pinne, pag. 7.  
(**) Vier Yorlesuvgen aus der analytisclcen Geot?letrie, pag, 2. 
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reali di due forme, svilupperemo un altro esempio, da1 quale ernerger8 clid 
anche una corrispondenza univoca per tutti i valori reali e complessi di 
due variabili h e Ar non determina necessariamente una relazione lineare, 
ossia un' equazione della forma 

A tale scopo, si riferiscano fra loro due piani P e Pr non paralleli, me- 
diante una projezione centrale fatta da un punto M non situato a distanza 
infinita. Si fissi in P una retta G,  non parallela all'intersezione di P e P'; 
ad essa corrisponderà in P' una retta G'. Sia O il punto di G corrispondente 
al punto infinitamente lontano di Gr, e- sia 0' il punto di Gr che corrisbonde 
al punto infiuitamente lontano di G.  

Si pud imaginare ora che una variabile complessa A= E + ri sis geome- 
tricameote rappresentata ne1 piano P, nella nota maniera di GAUSS; e in 
particolare che O sia l'origine e G l'asse delle E ne1 sistema di  assi ortogo- 
nali che serve a tale rappresentazione, restando d'altronde arbitrario il fis- 
sare la direzione positiva degli- assi. In modo analogo il piano P sema alla 
~appresentazione geometrica di una seconda variabile complessa h'=F+$i, 
e in esso prendansi Of per origine delle coordinate, Gr per asse delle E" 
mentre la direzione positiva degli assi sia anche qui arbitraria. 

Ora per la projezione centrale, a ciascun punto in P corrisponde sempre 
uno ed u n  solo punto in Pf e vicebersa; epperd le due variabili h e 2,' 
sono, pel priacipi0 di CHASLES, riferite fra loro per tutti i valori reali e com- 
plessi; e quindi, se il principio fosse vero, dovrebbe sussistere fra 3, e 2,' 
un'equazione lineare rispetto a ciascuna di queste due variabili. Poichb le 
rette G e Gr sono fra loro riferite projettivamente, mediante raggi uscenti 
da M, i valori reali di h corrisponderanno ai valori reali di Ar; ed in parti- 
colare, i punti O ed O' corrispondendo ai punti infinitamente lontani di G' 
e G ,  fra i valori reali corrispondenti di A e hf sussisterà la relazione 

ove c & una costante reale. 
Se questa relazione avesse luogo per tutt 'i possibili valori corrispOndenti; 

reali e complessi, di h = E + ri e hl = Er + r'i, doirebbe essere . 

(E+ri) (Y+ rli)=c 
ossia 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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Uguagliando fra loro le parti reali, nonché le parti imaginarie dei due memb~i 
dell' equazione, si ottiene 

e similmente 

Queste equazioni servono a risolvere il problema « dato un valore di A= 
E -f- q a', trovare il valore corrispondente di X f  = $ t q'i, e viceversa ». Assu- 
mendo che il punto rappresentativo del valore h in P si muova lungo una 
retta non passante per O e non situata per intero all'infinito, dimodoclit5 
durante tutto il movimento abbia luogo l'equazione 

allora il punto rappresentativo in P del valore A', dedotto dalla relazione 
Ahf = c, si muoverà lungo una curva rappresentata dall'equazione 

ossia sopra un cerchio passante per 0'. Ma cib é contrario alle leggi della, 
projettivita centrale dei piani P e Pf, per le quali ad una retta percorsa da X 
in P corrisp'onde in P una retta descritta da X .  Infatti, anche il passapgio 
da ;1' a e viceversa si effettua mediante equazioni assolutamente diverse 
dalle precedenti, ciok mediante le 

ove p ,  q ,  q', $1 sono costanti reali arbitrarie. 
Ma perche la projettività centrale di P e .F" dà pei valori cornplessi delle 

variabili m a  corrispondenza dei valori X e A', la quale é diversa da quellta 
espressa dall' equazione 

Ah' = c ,  
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mentre coincide con questa per tutt'i valori reali delle variabili? La ragionc 
sta in  ci& clie una delle variabili, p. e. X, in virtù della superiore equazione 
é, ne1 senso proprio della parola, funzione dell'altra variabile complessa 2' 
per tutt ' i  valori complessi; mentre questo non ha luogo nella projezione 
centrale, nella quale X e 2,' si corrispondono bensi reciprocamente e univo- 
camente, ma senza che una delle due quantith sia una funzione analitica 
dell'altra. E cid d'altronde 8 manifesto da1 fatto, che rappresentando il piano 
P su1 piano P' mediante la projezione centrale, non si conserva la simili- 
tudine delle parti infinitesime. 

Da quanto precede si rivela senz'altro l'inesattezza dell'enunciato usato 
finora del principio di CHASLES. In sua vece si potrS ritenere come esatto 
il seguente teorema, molto meno generale: 

« S e  d u e  fo rme  g e o m e t r i c h e  sono  f r a  l o r o  r i f e r i t e  i n  modo  c h e  
l a  d i p e n d e n z a  f r a  d u e  e l e m e n t i  co r r i sponden , t i  pos sa  e sp r imer s i  
m e d i a n t e  u n ' e q u a z i o n e  a l g e b r i c a ,  v a l i d a  p e r  t u t t i  i v a l o r i  r e a l i  
e c o m p l e s s i  d e g l i  a r g o m e n t i ,  e c h e  i n o l t r e  a c i a s c u n  e l e m e n t o  
d e l l ' u n a  f o r m a  c o r r i s p o n d a  s e m p r e  u n o  ed u n  so lo  e l emen to  
d e l l ' a l t r a ,  e v i c e v e r s a ,  l e  d u e  fo rme  s o n o  p ro j e t t i ve .  » 

Con questo teorema il campo della Geometria sintetica è perd del tutto 
abbandonato e l'importanza teoretica del principio di CHASLES é essenzial- 
mente ridotta. Tuttavia esso conserverh la sua non comune importanza. pra- 
tica come sussidio per iscoprire nuove verità, e ,  comodo qua1 é a usarsi, 
farA evitare calcoli troppo prolissi, i quali molte volte nascondono la via che 
conduce alla scoperta delle proprieth geometriche. In  realt8, questo prin- 
cipio, per quanto B a nostra conoscenza, non ha mai condotto finora n 
~isul tat i  inesatti, e cid si deve alla circostanza che le necessarie restrizioni 
erano sempre verificate nelle ricerche alB quali esso è stato applicato; e si 
pu6 ben presumere che ne1 campo delle curve e delle superficie algebriche, 
non si presenteranno cosi presto quistioni nelle quali non sia permesso I'uso 
del principio medesimo. 

Osserveremo da ultimo che i dubbi che hanno dato luogo a questa Kota 
possono anche mettere in  forse l'assoluto rigore di un altro postulato fonda- 
mentale della Geometria, che ha per conseguenza la identith fra le due piii 
feconcle definizioni delle curve d'ordine n. L' una suona cosi: Una  c u r v a  
S ' o r d i n e  n b u n a  f i g u r a  i c u i  p u n t i  e sp re s s i  i n  c o o r d i n a t e  o r to -  
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30 G ei s er : sqma un feorema fondamentale della Geon~etria. 

gona l i  (") sodd i s fanno  ad  u n ' e q ~ a z i o n e  de l  g r a d o  n ;  e l'altïa: 
Una curva  d 'o rd ine  n b u n a  f igura  che  h a  n (e so l t an to  n) p u n t i  
comuni  con  u n a  qua l s ivog l ia  r e t t a .  Infatti B necessario, perchè la se- 
conda definizione coincida cari la prima, che la curva in quella considerata 
soddisfaccia con le coordinate ortogonali di uno de' suoi punti ad una equa- 
zione algebrica, che sia'valida per tutt' i valori reali e complessi degli ar- 
gomenti x e y. Non ci fermeremo a dimostrare la necessita di questa restri- 
zione, potendo essa dedursi facilmente da quanto precede. 

Zurigo, 31 decembre 1869. 

(*) Si B scelto il più aemplice sistema di coordinate, essendo esso atbastanza generale 
pel caso presente. 
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Dimostrazione di un teorema fondamen- 
tale nella teorica delle funzioni di. va- 
riabili cornplesse. 

(del D.' GIULIO ASCOLI, a Milano). 

IL signor H. L A U R ~ T  dimost~d in una ' tesi  presentata alla Facolta delle 
scienze di Kancy e posteriormente ariche nella Théorie des Résidus, da 
lui pubblicata a Parigi ne1 1865, il seguente teorema: 

a S e  l e  f u n z i o n i  

( 7  O,<');..., ~ P ( Z ) , ' "  

sono s i n e t t i c h e  nel17area  A e se  l a  se r i e  

$,(z) + $ 8 ( ~ ) + - . . t $ n ( ~ ) + " *  (1) 

è convergen te  dentro  essa a r e a ,  l a  d e t t a  s e r i e  r apprese i i t e r i  
u n a  funzione f ( z )  s ine t t i ca  i n  A ,  l a  c u i  derivata,  sari i  

$ ' l ( ~ ) + $ 1 2 ( ~ ) + ~ . . + $ ' n ( ~ ) + . * *  

e il  c u i  i n t e g r a l e  sarh  

g l i  i n t e g r a l i  estendeildosi  a l inee  d i  l u n g h e z z a  f in i t a ,  t r a c c i a t e  
i n  A. 

Avendo io trovato una dimostrazione di questo teorema, la quale mi 
sembra pill Lemplice di quella data da1 sig. LAUREKT, non credo inopportune 
i l  fada argomento della presente Kota. 

Lemma. - Se l e  funz ion i  

qj(z), 2 $ 8 ( ~ ) s - . - p r  .?n(~>s * . *  
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32 A s c O 1 i : Dimostrazione di un teorema, ecc. 

h a n n o  un solo va lo re  e sono  c o n t i n u e  e f i n i t e  p e r  o g n i  pi into 
de l l a  l i n e a  d i  l u n g h e z z a  f i n i t a  C, e s e  l a  s e r i e  

/'(z)=$l(z)+$e(z) +...+ $n(z) + 
k convergente e r app rcsen ta  u n a  f u n z i o n e  c o n t i n u a  l u n g o  C, sa rh  

&d invero, chiamando con R, il resto della serie proposta, si l in  

Indicando con p il massimo modulo di R, lungo la linea di integrazione e 
con da il modulo di d x ,  avremo 

Onde, poichB u B finito e p tende a zero per n infinito, sarrl 

Cid posto, dimostriamo il teorema enunciato a yrincipio. La serie (4) es- 
sendo convergente e le funzioni cp essendo monodrome, possiamo coprire 
l'area A mediante un sistema L di valori, monodromo e finito, operando ne2 
seguente modo : 

Preudo a considerare un yunto qualsivoglia no in A ,  introduco codesto 
valore z,  nei vari termini della serie (1) ed ottengo un valore finito ed 
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u n o  rroltanto qua1 somma della serie, che porto sopra 2,;  ci6 che ho fatto 
in particolare pel punto z,, ripeto per tutti i punti di A. Laonde questo 
sistema L di valori [costruito ne1 modo or ora precisamente indicato] copre 
A una sola volta, vale a dire, è monodromo; e di più é finito. Pacciamo 
vedere che è continu0 e monogeno. 

Una funzione $,(z) sinettica nell' i n t o r n o  del punto z, gud porsi sotto 
la forma 

essendo zr un punto nell'intoriio di z,, ed ~ ~ ( 2 ' )  una funzione sinettica di zf 
pure nell'intorno di z, e che si annulla per zf =z,. 

Snpponendo ora n, compreso in A insieme col detto intorno (che pub 
supporsi piccolissimo purch& finito), avremo che il sistema L=f (z )  di valori 
considerato sar& per z  =zr  eguale a 

f (2') = $, (2') + 9, (z') + 
ossia 

f (z') = 1 +,(z , )  + (z' - zl) [?JI (2,) f E l  ( z l ) ] \  + . . 
onde 

P(z') - r i z , )  = (2'- 2,) [qfl (2,) + E ~ ( O ]  + (2 )  

Ora posso prendere n finito si, ma talmente grande che in ciascun punto 
dell'intorno di z, il modulo del resto R, della serie (2) abbia un valore pih 
piccolo di una quantitli, finita data estremamente piccola. Chiamando con 
p il massimo modulo di Rn nell'intorno di z,, avremo 

Ponendo mente che p é tale funzione di n che per n=co va a zero, mentre 
il primo rnembro non dipende punto da n,  avremo per n =oc 

lim mod [f (zf) - f (xi)] = O. 
zl=z, 

Quindi, essendo zr un punto qiialsivoglia dell'intorno di z,, i valori deposti 
in  codesto intorno si connettono con continuith a quel10 giacente in  z,, 

Annali di Matematica, tomo IV. 6 
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cosicchè la serie f ( z )  (ovvero il sistema L di valori precedentemente co- 
Struito) é una funzione continua. 

Dimostrato che la serie 

è una funzione monodroma, finita e continua, si vede agevolmente che essa 
è pure monogena. Ed invero, detto z un punto in A, e C una curva chiusa 
(pure in A )  racchiudente esso punto, avremo che 

essendo k un punto qualsivoglia in  C; ed integrando la precedente equa- 
zione sarh, in virth del lemma, 

onde 

Dunque f ( z )  k anche monogena. 
Ora poichk 

si avrà altresi 

Possiarno per ultimo osservare che, descritto intorno ad un punto qual- 
sivoglia z, in A un circolo C, non uscente da A ,  le varie funzioni sono 
tutte sviluppabili in serie procedenti secondo le potenze ascendenti della 
variabile n entro Cl, cioé si ha 
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e la serie doypia 

potra sommarsi per verticali. 

Milano, il 17 maggio 1870. 
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Sur le développement 
en séries des intégrales des équations 

différentielles linéaires. 

(par  Mr. L, FUCHS, prof. ci Greifswald en Poméranie). 

L e  dheloppement des fonctions en séries ordonnées suivant, les puis- 
sances de la variable indépendante est incontestablement en général la ma- 
nibre la plus simple, soit de les évaluer pour une valeur donnée de la va- 
riable, soit de les examiner par rapport B leur caractkre dans le voisinage 
d'un point de discontinuité. Mais de plusieurs raisons ce développement est 
assujeti à des inconvénients considérables. L'un de ces inconvénients consiste 
en ce, que sous cette forme de représentation certaines propriétés des fonc- 
tions restent cachées. C'est pourquoi en diverses recherches l'on s'eit procuré 
différentes autres espéces de représentation qui font ressortir les propriétés 
que l'on a en vue; par exemple la représentation par la s w  de FOURIER pour 
faire voir la périodicité immédiatement par la forme. Un 3ntre plus grave 
inconvénient des séries à puissances, qui est aussi la cause essentielle du 
premier, consiste en ce que l'on ne peut pas leur conserver la même forme 
dans tout le plan infini, qui sert à la représentation de la variable indéperi- 
dante; mais il faut au contraire la changer tant dans le voisinage des divers 
points de discontinuité que dans l'infini. Une représentation qui évite cet 
inconvénient, soit entièrement, soit en partie, est donc digne de quelque 
attention, lors même qu'elle est moins propre au calcul numérique. Par cette 
raison il ne sera pas tout-à-fait superflu de donner dans ce mémoire une 
classe de développements des intégrales des équations différentielles linéaires 
qui conservent leur forme, du moins pour toute valeur finie de la variable 
qui ne coïncide pas avec un des points de discontinuité. Les termes de ces . 

séries sont formés par des quadratures réitérées, ils sont donc naturellement 
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compliqués quant nu calcul, mais ils jouissent d'une loi de formation trks- 
claire. Dans le journal de Liouville (année 1864) Mr. CAQUÉ en se plagant 5 
un point de vue tout différent du notre, a donné un développement en série 
des jntegrales des équations différentielles linéaires qu'il trouve par le pas- 
sage d'une équation à différences finies. En essayant de remplacer cette 
voie naturellement épineuse par une autre plus commode et plus courte, 
xous reconnûmes bientôt que la série de Mr. CAQUÉ peut etre c o q u e  comme 
cas special de la classe indiquée de représentations; et  par là elle nous ser- 
vira dans ce qui va suivre comme un simple exemple. 

Avant d'entrer dans la matiére particulière de ce mémoire nous allons 
préciser la forme d'une intégrale de l'équation différentielle: 

de sorte que y ,  y', y", . . . ycm-l) prennent pour x = x, respectivement les 
valeurs vo,  r , ,  T , ,  . . , r,-,; en signifiant les dérivées prises par rapport A x 
par d'accents supérieurs, et supposant que les fonctions de x arbitraire- - 
ment données pm-, , p ,-,,. . . po, p ne deviennent pas infinies pour x = x O ,  
ou, ce qui veut dire le même, que x, n'est pas un point singulier de l'é- 
quation différentielle (voir Lt l'égard de cette dénomination le n." l de mon 
mémoire dans le Journal de Crelle-Borchardt, t. 66). 

Soit y,, y,, . . . y, un systeme fondamental d'intégrales (dans le sens de 
mon mémoire dejà cité, n." 2) de l'équation différentielle 

on sait que l'on trouve d'aprés LAGRANGE les intégrales de l'équation (1) en 
considérant dans l'expression : 

]es coëfieients c,, c , ,  , . . c, comme dépendants de x et en les déterminant 
ainsi que 

y(~)=CiYii~)+~p~e(i)+~~-+~R~m(i)p~~ri=OI1,2,.,.m-1. (3) 
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A cet effet les fonctions c doivent satisfaire aux équations: 

... ~ ' , y , ~ ~ ) + ~ ~ , ~ ~ ( ~ ) + ~ ~ ~ + ~ ~ y ~ ( ~ ) = O p o u r i ; = O , 1 , 2 ,  m-2 .  (4) 

A 'ces équations on doit adjoindre encore une équation qui exprime que y 
est une intégrale de l'équation (1). 

En posant le déterminant 

yl(m-l l  yp-2) 
Y1 

y2(m-l) y2(m-2) y2 

. . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . .  
ym(m- l )  ym("-2) yrn 

e t  en signifiant le coëfficient de yi@-') en A avec Ai on a (comme il suit 
des mémoires de MALMSTÈN et de JOACHIMSTHAL dans le journal de Crelle- 
Borchardt t .  39 et 40) 

. ci= -dx pour i=l,  Z , . .  1î2. 
S P A A i  , (5) 

L'on peut poser 

.. $ y, pour i = l ,  2 , .  m ,  
"O 

... OU y,, y,, y, sont des constantes arbitraires. D'après les équations (3) on a 

Pour que y,  y', y", ... aient pour x = x, respectivement les valeurs 
y,, r , ,  r , ,  r i - , ,  les costantes y se déterminent par le systkme suivant d'é- 
quations : 

en signifiant par la valeur de yk(;) pour x = x,. 
Ces équations sont toujours resolubles, parce que leur déterminant est 

égal à la valeur de A pour x=x , ,  qui ne s'évanouit pas (v. mon mém. 
.rit. n . O  2). L'integrale cherchée a donc la forme: 
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où les y sont déterminées par les équations (8). 
Si en particulier q,, ql ,  q,, g,:, sont toutes zéro, le déterminant des 

équations (8) ne s'évanouissant pas, il suit. que y,, y,, . . . y, sont toutes 
zéro, donc l'intégrale (9) devient : 

Dans ce mémoire nous appelgrons l'intégrale (9") l ' i n t é  g r a I  e p r i n c i -  
p a l e  a p p  a r t  e n  a n  t à x,. De l'équation (97 il suit, que, si l'équation diffé- 
rentielle est homogène, l'intégrale principale est indentiquement zéro, puis- 
que p=O. 

Il est essentiel de remarquer que la p r e m i é r e  somme d a n s  l ' é q u a t i o n  
(9) n e  v a r i e  p a s  q u a n d  on y r e m p l a c e  l e  s y s t è m e  f o n d a m e n t a l  
y l ,  y z 2 . . . .  y m  par  u n  a u t r e .  

En effet, en remplacant yi par cil yi 4- ci2 ye 4- - + cim y,n, où les qi~antités 
cik sont des constantes arbitraires ainsi choisies que le déterminant: 

ne devienne pas zéro, A se change en CA et Ai en 

Par 18 la première somme de l'équation (9) se change par la substitution 
indiquée en 
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ac Puisque x,c, - = C ou -2 O selon que 1 = k ou 1: k ,  cette expression se 
4 

b ÔCik 

transforme en 

Reprenons l'équation différentielle : 

D (y) - jg  =y<") -2 y("-l) -pma2 y(*-9) -. . . - 
m-1  pov-p=O (1) 

et transformons d'une maniére arbitraire D(y) dans une différence 

D(Y> =D,(y)-D,(y) (2) 

de maniére que D, (y) et D, (y) soient des fonctions linéaires et homogknes 
de y et  de ses dérivées, et que D,(y) contienne le terme y('") et dans les 
autres termes des dérivées d'ordre inférieur, de sorte que D,(y) contiendra 
seulement les dérivées jusqu'à l'ordre m-4, l'équation (1) est alors 

Dl (Y>=D,(Y)+P. (3) 

Soit maintenant uo une integrale de 1'8quation différentielle 

W Y > = O  (3a) 

telle que u,, u,', u,",. . . u0("-l) prennent pour x=x, respectivement les va- 
leurs arbitrairement données r , ,  r,, v ,,... r ,,-,, et posons dans l'équation (3) 

y = u , + u ,  

il s'ensuit que u est l'intégrale principale appartenant a x, de l'équation 
différentielle 

Dl (4 = Dz (u) + Fo (4 (4) 
où 

Fo ( 4  = D, (u,) -f- P. 
Soit u, l'intégrale principale appartenant à xo de l'équation 

0 1  (4 = Fo (XI (47 
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et posons dans l'équation (4) 

i l  s'ensuit que u est l'intégrale principale de l'équation: 

D, (VI = D* (v) + F, ( 4  
o ù  

FJx) = D2 (uJ. 

Soit 21, l'intégrale principale de l'équation 

Dl @> =FI ( 4  - 
et posons dans l'équation (5) 

il s'ensuit que v, est l'intégrale principale de l'équation. 

Soit de nouveau u, l'intégrale principale de l'équation: 

Dl (VI) = F2 ( 4  

et posous dans l'équation (6) 

il s'ensuit que v, est l'integrale principale de l'équation : 

Dl (v,) =Da (212) + Fs (x) 
où 

F3 (x) = D, (u,), etc. 

En continuant ces opérations on trouve que 

est une intégrale de l'équation (1) telle que pour x= x, les fonctioiis y ,  
y', y", .. . y(?"-') prennent respectivements les valeurs 77,, r,, r,, . . . r ,-,, en 
supposant que ua est l'intégrale principale appartenante ti x, de l'équation 
différentielle 

Dl (9)  =Fe-, (4 pour p > 0 (9) 
An~zali di Matematica, tom0 IV. 6 
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et u, l'intégrale de l'équation: 

D,(Y> =O  

telle que pour x=x, les fonctions u,, u i ,  u,", . . . zc,("-l) prennent respec- 
tivement 1e.s valeurs r , ,  y,, .II,, . . . .II ,-,, et que les fonctions F soient liées 
par la relation : 

Fe (x) = D, (u,) pour p > O 

FO (x) = D, ( U A  4- P 
(10) 

et enfin que v,, est l'int6grale principale appartenante A x, de l'équation 

~,(Y)=D,(Y) + F m .  ( I I )  

Par les équations (9)-(11) on obtient successivement u, , F, (x) ; u, , F, (x) ; 
u,, F,(x), etc. Mais il faut qu'h ces relations on en substitue d'autres, au 
moyen desquelles on puisse calculer directement ces fonctions sans recourir 
chaque fois aux équations différentielles; voila le  but du numero suivant. 

Soit y,, y,, . . . y, un systéme fondamental d'intégrales de l'équation : 

W Y > = O ,  (1) 

on a ,  en conservant les notations A et A; du n. 1: 

% 

Puisque d'aprés l'équation (3) du n. 1 
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il suit 

la dérivée la plus élevée contenue en D, ( y )  étant la m - libme. 
En  remplaçant en cei sous le signe d'intégration la variable x par t, et 

en désignant par v,, v,, . . . v, respectivement les mêmes fonctions de t que 
y,, y,, . . . y, de x, en désignant enfin par A(t,  x) le déterminant que l'on 
obtient en remplacant dans A( t )  les dérivées 

quantités dans lesquelles la variable est x, il s'ensuit de l'équation (3) de 
ce n." e t  de l'équation (10) du n.O précédent 

d v ,  d."-' u2 En  rempla~ant dans ie déterminant A ( t )  les dérivées df", , . 
&-l u,, 
dsm-1 resp. par y , ,  y,, . . . y, fonctions de x et désignant le déterminant 
resultant par A , ( t ,  x), il suit de l'équation (2) 

Par l'équation ( A )  on peut trouver successivement F , ( x ) ,  F, (x), etc., et 
alors l'équation (B) donne u,, u,, etc. Enfin il suit 6galement de l'équation 
(11) du n." précedent et  de l'équation (9") du n.O 1:  

" F,. ( t )  A, (tl 4 
v,-,=J 4(t)ds- 

"O 

Que l'on remarque que la, Pm"dérive de A,( t ,  x) prise par rapport B z se 
forme, si l'on remplace en A , ( t ,  x )  les fonctions y , ,  y,, . . . y, respective- 

d d V ,  d1nI2~ CP2 V,, 
ment par y,('), y,(", . . . yJi), et les dérivées Sn.I , -2 d s ,a-2 , . . . - d Sm-" respecti- 
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En posant donc 

D, (y) = g,-l y(ln7')+ q m-z yrn-'+ + go Y 

l'on dérive de la premiére remarque 

a A , ( t , ~ )  - P A , ( ~ , E )  + q2 a " - ' ~ ~  ( t ,  X) 
!A ( 4  4 = y, A, ( t ,  4 + 9, -7,- 2 + qm-l- sx,A - 1 - (D) 

Les intégrales du no précédent sont prises toutes le long d'une même 
ligne d'integration qui ne traverse aucun point singulier de l'équation dif- 

A(t 4 férentielle (1) du n.O 2. Par 1Ct - et F,,(t) sont toujours finies le long 
A (t> 

de cette ligne, A(t)  ne s'évanouissant et  A ( t ,  x) et F,(t) ne devenant in- 
finies que pour les points singuliers (v. mon mém. cité n." 2). C'est porqiioi 
l'on peut assigner deux quantités positives M e t  N telles que le module de 

A(t' a) ne surpasse pas M et le module de F,(t) ne surpasse pas N le long 
A ( t )  

de la ligne indiquée. Soit de plus s l'arc de cette ligne pris de x, jusqu'à 
x, ds étant le module de dx, nous avons, en employant itérativement 1 ' 6  
quation (-4) du na0 précédent, 

mo d FI (x) c N . lCIs 

mod F, (x) < N .  ( M a ) "  
1 .2  

Puisque, comme l'on sait, la série 

X(  M s )  N ( M s )  IV (ills)? -- 2 -- ? ---- 1-2.3  etc. in inf. 
1 .  1.2 
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est convergente, la série 

FI (x) F8 (x), F3 (x ) ,  etc. in inf. 

est aussi convergeiite. 
D'une maniére semblable Mr. CAQUÉ a démontré la convei*gence de sa 

série particulihre. 
Mais il faut ajouter une remarque cette démonstration. En eflet l'arc de 

la ligne d'intégration peut être infini, quand m6me x est finie, l'intégration 
s'approchant du point x par des tortillements en nombre infini. ,410rs la 
démonstration précédente serait en défaut. Mais, x n'étant pas un point 
singulier, on sait que la valeur d'une telle inthgrale égale la valeur d'une 
autre prise de x, il x sur une ligne de longueur finie et  qui constitue 
avec la première un contour ne contenant aucun point singulier dans son 
intérieur. - 

De l'équation (B) du n.O précédent et des inégalités (1) de ce n.' il suit 

et de là on tire que la s h i e  

est aussi convergente. 
Il nous reste encore a démontrer que la série (5) satisfait A l'équation 

différentielle (1) du n.O 2. A cet effet il faut et il suffit que le module de 
l& fonction v,-, de l'équation (8) du n." 2 dbcroisse indéfinément avec r.  
C'est que l'on déduit immédiatement de l'équation (C) du n." précédent e t  
des inégalités (1) de ce n.O, parce que l'on a 

quantité ,clécroissante indéfinément avec r à cause de la convergence de 
la série (2). 

Supposons qne l'on connaît dans toute l'étendue du plan d é  x le système 
fondamental d'integrales y,, y,, . . . y, de l'équation diffbrentielle (4)  du 
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n . O  3, alors la série 

repreaeuce pour toute valeur finie de x, excepté les points singuliers, une 
intégrale de l'équation (1) du n.O 2, telle que pour x=x, les fonctions y, 
y', y", ... ym-l prennent respectivement les valeurs r , ,  r , ,  v2 ,  . . . r ,-,. On 
obtient les termes de la série par des intégrations réitérées, comme l'indi- 
quent les équations ( 4 )  et (B) du n.O 3. 

En choisissant convénablement Dl (y) et partant y,, y,, . . . y,,, on peut 
obtenir que les termes de la série recoivent des formes prescrites, telles 
qu'une recherche particuliere les demande. En tout cas, il est clair qu'il 
a une infinité de représentations différentes du genre indiqué des intégrales 
d'une équation différentielle linéaire. 

Kous allons maintenant deduire, comme simple exemple des formules 
exposées dans les n."' précédents, la série que Mr. CAQUE a trouv6 dans son 
mémoire cité antérieurment. 

En effet en choisissant 

D,(Y)=Y(") 

l'équation (1) du n.O (3) devient . 
y'"' = o. (1) 

L'intégrale u, de cette équation est: 

En prenant les intégrales 

y i = &  y2 = x, y3=x2  '...' 1 / , = ~ ~ ~ - ~  

pour systeme fondamental, on a 

en désignant le produit 1 2 3 .  . . k par k ! 
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En formant, d'aprés la remarque faite C1 la fin du 11.O 3, les dérivées de 
A,( t ,  x) par  rapport à z et t, il resulte dans le cas présent immédiatement: 

En outre il est clair' que 

De l'équation (4) ou déduit que la fonction A,(x, t )  est une fonction 
entiére de x - t  seul, et  de l'équation (5) que cette fonction est du degré 
m- l au plus. Puisque A, (x, t )  et ses m - 2 premieres dérivées prises 
par rapport à .x s'évanouissent pour x= t, on a 

où C est indépendante de x et t. Il est clair que 

donc 

Par l'équation (D) du i 1 . O  3 on trouve 

A ( t  4 >= Po 
A ( t )  (nz-l)! 

(x- t)'-' + (x-')~-' + (m-2)! 

Par les équations (6) et  (7) les équations (A) e t  (B) du n . O  (3) deviennent 
pour le  cas présent: 
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11 nous reste a faire voir que les termes de la série de Mr. CAQUÉ coin- 
cident avec les termes up que nous venons de donner par la formule (BI), 
si l'on modifie quelques notations. En remplacant m par p + 1 ; p, p,, p l , .  . . , 
p,-, respectivement par A (x), (21, A,  (x) , . 4 . ,  AP(x) ; %,Y r,, r , ,  . . . Tm-, 
respectivement par a,, a,, a,, . . . u,; et en nommant 3 (x) la fonction u, 
de l'équation (2) du n.O précédent, on voit que la fonction f ( x ,  t) donnée 
par l'équation ('7) du n.O précédent coïncide avec la fonction f(x, t) de 
hIr. CAQUÉ définie par l'équation (D), chap. II, n.O 6 de son mémoire; de 
même notre fonction Fo (x) définie généralement par l'équation (10) du n.O 2 
coïncide pour le cas présent avec la fonction F ( x )  de Mr. CAQUE donnire 
par l'équation (C) de son mémoire. Les fonctions f,(x, t) qu'il a donné par 
la formille (E) ibid. peuvent être définies plus distinctement par l'équation : 

Dans la formule (H) ibid., chap. III n.O 12, Mr. CAQUS trouve 

D'après notre formule (B') du II." précédent nous avons: 

cWi  zc. 
= F,-, (x) pour q> O Ci xpi 

d"+ ' ud -- dxi,y 1 s'évanouissant; donc il faut montrer que 

F,,, (x) = / ' ~ ( z ) f ,  (s, z )  dz. 
$0 

Pour ce but établissons la formule 

où +(zi, c) est une Qnction des ~ariables  indépendantes u ,  o, telle que les 
fonctions ti intégrer ne deviennent pas infinies dans l'étendue de l'intégration. 
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Les deux membres de cette équation étant des fonctions de x et z dont les 
dériv6es prises par rapport à z sont l'une et l'autre 

et dont les valeurs pour z = x, s'évanouissent sirnulfanément, sont égales. 
En posant dans cette équation z=x, on obtient la formule particulière: 

En posant en outre: 

c'est-à-dire, d'aprbs la formule (1) de ce na0 et la formiile (Ar)  du n.' pré- 
cédent, 

En posant dans cette équation au lieu de r et q premibrement 0 et q, Puis 
1 e t  4-1,  puis 2 et q-2, puis 3 et q - 3 ,  etc., jusqu'h q-l et 1, et  
en ajoutant, on obtient 

donc l'équation (4) se trouve démontrée. 

Greifswald, mai 1870. 

Annnli di Mntematica, tom0 IV. 
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Intorno alla rappresentazione 
delle superficie gobbe di genere p=O 

sopra un piano. 

(del dott. A. ARMENANTE, prof. a Chieti.) 

L a  bella Memoria del professor CLEBSCH (*) mi ha servit0 di norma in 
questo lavoro, ne1 quale Govo, per le superficie gobbe, oltre i risultati co- 
muni a tutte le superficie algebriche rappresentabili punto per punto su di 
un piano, ancora alcuni altri caratteristici per le superficie gobbe. Tra 
qnesti sono da notare: la esistenza di uiia curva piana che ha intimo rap- 
porto colla superficie ed 6 in generale punteggiata projettivamente alla 
curva doppia della superficie; e la riduzione della ïappresentazione ad un 
tipo normale, ne1 quale le immagini delle generatrici sono rette di a n  fa- 
scia, e quelle delle sezioni piane sono curve del minimo ordine possibile 
tra quelle soddiifacenti alle condizioni della rappresentazione. 

Le superficie gobbe del 3 . O  e 4 .O ordine, non potendo racchiudersi nelle 
considerazioni generali, sono state trattate a parte, effettuandone la rappre- 
sentazione geometric,amente. E come quelle del 3 . O  ordine sono caso parti- 
colare delle superficie con una direttrice rettilinea della massima multipli- 
cita (O*) ,  cos1 ne abbiamo intrapresa la rappresentazione ne1 caso generale. 
Prima di passare oltre, facciamo notare che il prof. CREMONA nella sua, Me- 
moria: Rappresentazione d i  u w  classe d i  superficie gobbe su  di un piano 
e determinazione delle 'loro curve assintotiche (""8) ha dimostrato che le 
superficie gobbe rappresentabili (punto per punto) su di un piano sono 
esclusivamente le superficie del genere p = O. 

(*) Ueber die Abbildung algebraischer Plachen ecc. (Mathematische Annalen, 1 Band. 
S. 253.) 

(*") CAYLEY, A secofid Menaoir on skew surfaces otherwise scrolls. 
(***) Tomo 1" di questi Anwnli. 
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1. Rappresentazione delle superficie gobbe di genere p = O  su di un piano. 

Si possono, come è noto (*), assumere per equazioni di una superficie 
gobba irriducibile Sn di ordine n e genere p = O, le 

uclle quali f e q sono polinorai interi di un parametro il degli ordini m, p? 
tali che 

.rn+p=n r n = c n ,  

e tali che per alcun valore di h non risulti . 

fLfLfLf,  _---_-. 
'Pi 'PJ (f3 T L  

Tagliamo ora la generatrice (1) di S,, con un piano passante per una retta 
fissa, la equazione del quale 

(al x ~ + " S X ~  + = ' (p lx ,  + P z x 2 +  P 3  XS + P 4 ~ 4 )  

dipende da1 parametro variabile k. Per ta1 modo otteniamo le coordinate di 
un punto della ( l ) ,  ossia di un punto di S,, espresse coi parametri 2 e k 
mediante le 

- p~,=H,(A)+ko,(%)~ s = l ,  2 ,  3, 4, (2 )  

dinotando con 0, ed o, i complementi algebrici di Pa ed a, ne1 dcterminante 

Se nelle (2) poniamo 

(*) SCHWARTZ, Ueber die gerudlinigen Flüchen fiinften   rades (G. Crelle-Borchardt, t. 66). 
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esse prendono la forma omogenea 

alla quale dunque possiamo sempre ridurre le equazioni di una superficie 
gobba S, di genere p= O. Re~ip~ocamente agni sistema (3) rappresenta una 
superficie di tale natura; giacchk eliminando dalle (3) p e k3, si hanno le  
equazioni di una retta, i coefficienti delle quali sono funzioni razionali del 

c', parametro 4 = - , 

b. 

c'2 

Se  consideriamo &, , t,, 4, corne coordinate di un punto mobile in un dato 
piano P, le (3) ci dicono che in generale ad ogni punto di P corrisponde 
un punto solo di Sn. Viceversa, ossenando che peï ogni sistema (x) ap- 
partenente ad un punto d i  S, vi ha un solo sistema (5) che verifichi ad 
un tempo le quattro equazioni (3), possiamo anche dire che ad un punto 
di Sn corrisponde in generale un punto solo del piano P. Dunqne Sn é 
punteggiata projettivamente ad un piano P. 

La immagine su  P di una generatrice di S, è una retta del fascio n 
5 ( f , =g2=O) ;  giacchb il rapport0 -I- reata costante per tutti i punti corri- 
Eo 

spondenti ad uns  generatrice. 
Assumiamo ora che le c i m e  di  P 

%(&, F 2 ) - / - E , 0 8 ( 4 , ,  t , ) = O ,  s='f: 2 ,  3,  4 ,  

siano di ordine v + Q 5 1 ,  passino per a punti fissi hl, h,,  . .. h,, e ne1 puuto 
a abbiario r tangenti comuni E 1,. . . Zr. 

? '  Cid posto, alla sezione fatta in S, da1 piano 

corrisponde su  P una curva P, la equazione della quale 

mostra che è di ordine v + P + 1, ha in a un punto multiplo secondo v +. T 

con le z tangenti 1, e passa per i G punti h. 
1 niimeri v ,  2, o, n sono legati dalla relazione 

la quale dinota il numero delle intersezioni vaïiabili delle immagini di due 
sezioni piane, 
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Le muve ï' evidentemeiite formano un sistema lineare triplicemente infi- 
nito, epperb sono soggette a 

condizioni comuni, cioé 

condizioni relative al punto a ,  alle z tangenti Z ed ai a punti h ,  ancora 
altre n - 2 condizioni. 

Poichè nelle (4) restano arbitrari tre coefficienti, possiamo disporne in  
modo che la r abbia un punto doppio in un punto dato f del piano, con 
che resta individuato un unico sistema di  valori y ,  differente da un punto 
ad un altro di una stessa retta del fascio a; e siccome tale condizione im- 
plica che i l  piano della sezionc sia tangente ad S, ne1 punto x corrispon- 
dente di t ,  risuita il teorema noto: 

a 1 piani tangenti ad S,, lungo nna generatrice sono in generaIe tra loro 
differenti. » 

Se poi facciamo che il punto 4 non sia fissato, possiamo sottoporre le r 
ad avere 1, 2 ,  3 punti doppi, O un punto triplo, restando indeterminati ri- 
spettivamente 2 ,  1, 0, O coefficienti y Dunqiie i teoremi noti: 

(( Vi ha una doppia infinit8 di piani tangenti ad S, ed una seplplice infi- 
nit8 di piani bitangenti. » 

K Vi è un numero finito di piani tritangenti e di punti tripli. » 

§ 2. Cuïve e pnnti di S, che corrispondono ai punti fondamentali 
a, h ,,... h,, ed alle rette Z,, Z ,,... Z,, ah,, a h  ,,... ah,  di P. 

P u n t o  u. Pes vedere quali punti di S, rappresenti a ,  consideriamo il 
punto di una retta ap infinitamente vicino ad a. S e  & = k t ,  è la equazione 
di questa retta, le 
del punto cercato 

Facendo variare k 

(3) ci dhnno, facendo tendere F, a zero, per le eoordinate 
le 

otterremo una serie infinita di punti fortnanti si1 S, una 
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curva del genere p=O; questi punti hanno tutti su P per immagine il 
punto a. L'ordine di questa curva è il numero di punti di essa posti in un 
piano 

4 x , +  8 2 ~ 2 + 8 3 ~ 3 + 8 a ~ , = 0 ,  

ossia il numero dei salori variabili di k che soddisfanno la 

Ora questa equazione B dell'ordine V + T ,  ed ammette corne radici i .t pa- 
rametri delle rette 1 che sono indipendenti da 6, percib v é il numero delle 
radici k che dipendono da 6: ossia v & l'ordiile della curva (4). 

(( I l  punto a é dunque la irnmagine di una curva di Sn del genere p = O 
« e dell'ordine y, 1) 

P u n t i  11. Rappresentando con k f l ,  Fr,, Er3 le coordinate di uno dei punti 
h, per es. hr7 e quelle del punto @f infinitamente vicino a h' con tf,, Y,  +?il, 
Fr ,  t r p ,  si cava dalle (3 )  che a Pf corrisponde su  Sn il punto 

Facendo variare h e p otterremo dunque tutti i punti di S, che corrispoil- 
dono a hr7 i quali si trovano evidentemente sulla retta 

* 
x2 I x, ? cc4 

al2 ? 0 '3  7 0'4 

K Ogni punto h è dunque la immagine di una generatrice di Sn. n 
R e t  t e  1. Se E',, tr, ,  k', sono le coordinate di un punto della re t ta  Zr, ad 

esso corrisponderSt su Sn il punto 

poichb per ogni punto di 1 si lia oi (Tl,  tr,) = 0. Se facciamo variare il punto 
*. 

4'1 di 1, il rapport0 - resta costante, epperd anche il punto corrispondente su Ea 
X, non muta: ossia tutti i punti di 1 ammettoiio un unico corrispondente 
su Sn. 
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c( Dunque ciascuna retta 1 è la immagine di un punto di Sn: )> 
R e t  t e  ah. Dinotando con tr,, i f2,  Y ,  le coordinate del punto hr, la equa. . 

4 ' -  zione della retta ah' b tl =+t,; onde ad uno qualunque dei punti di questa 5 9 

ossia 

a causa di 

Ora qualunque sieno i valori di F,, 4, ,  queste coordinate sono sempre 
proporzionali a quelle del punto 

dunque qualunque sia il punto della retta ahr,  ad esso corrispondera sempye 
lo stesso punto di Sn, posto evidentemente sulla generatrice rappresentata 
in hf. Da c ib  segue che: 

« Ciascuna delle rette a h  é la immagine di un punto di quella genera- 
« trice di Sn che & rappresentats ne1 relativo punto fondamentale lz. 

È manifesto che la superficie non ha altri p u n t i  O l i nee ,  diverse dalle 
gih esaminate, che siano rappresentabili in l i nee  O p u n t i  di P. 

§ 3. Carva doppia di 8%. 

La curva doppia H di una superficie goliba 6 il luogo geometrico dei 
punti di intersezione delle generatrici, che si segano; quindi ogni suo punto 
rn appartenendo a 2; O più generatrici se H fosse multipla in luogo di doppia, 
avra su  P per immagine il sistema di 2, O più, punti: ossia la immagine 
di H non ~or~isponderh p u n t o  p e r  pun to  ad H. Viceversa una curva di P 
che non corrisponde punto per punto ad una curva di Sn è la immagine d i  
una curva H multipla per Sn. Infatti, se p, p', ... sono più punti di P che 
corrispondano ad uno stesso punto m di Sn, le rette ap, ap', . . . saranno 
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immagini di generatrici che pnssano per na. Dunque m é multiplo per Sn, 
ossia appartiene alla curva multipla della superficie. 

In ci6 che segue introdurremo, oltre la curva immagine di H, ancora 
un'altra curva 9,  punteggiata projettivamente ad H, quando questa curva 
non b che doppia per Sn: curva che pub avem una certa importanza nella 
teoria delle superficie gobbe di genere p = O. 

§ 4. Curva cp pnnteggiats projettivamente ad H. 

Se t, %' dinotano i 2 punti di P, che corrispondono ad un stesso punto 
m di 11, le coordinate x di m sono date da 

P X = % ~  ( t I7  4,) +t,oi(4,, 4,) =A{ni (P, ,  Y,) +4',oi(tr,, 41,) 1, ( A )  

Evidentemente R è divisibile per (il ir2 - t', ,Q2, e 
(kt,-kt',) che si riferiscono alle .c' rette 1 ed alle o 

mendo tali fattori, il quoziente Rf sarà una funzione 

per i fattori (4, - k t 2 ) ,  
rette ah:  onde soppri- 

- - 

E 5' simmetrica di A e 2 ,  5, Y 9  

e la R'=O B la equazione che lega i parametri delle immagini di due gë- 
neratrici che si tagliano. a 

La RI= O: essendo dell' ordine 

(v+.c'+1)+(v+.c')-(2+~-+o)=n-2 

E Y, 
rispetto a ciascuno dei parametri A ,  - 9 ci porge il teorema noto: 5, Y, 

c Ciascuna pneratr ice di S, B incontrata da altre n- 2. D 
r *. 

t' 
Se nella RIZ0 facciamo 5'-=1 t2 - 

abbiamo i parametri delle immagini 
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delle generatrici s i n g o l a r i ,  cioè d i  quelle lungo le quali i l  piano tangente 
è costante. 

c< Dunque in generale vi sono su S,, 2(n -2) generatrici s i n  go la r i .  B 

Dati i 2 punti E e t', che corrispondono ad uno stesso punto nz di H, le 
coordinats di m ,  a causa delle . 

I a, 

dove a, p, y, 8 sono costanti 
11 determinante precedente è divisibile per k141,.-~2~f, e per i o+v fat- 

tori ((, - k k, ) ,  ($', - k kr,), relativi ai parametri k delle o + r rette 1 ed ah. 
Tolti questi fattori da1 determinante, restera per x, una espressione intera, 

r r1 

( A ) ,  sono date da 

razionale e sirnmetrioa di 2 e 5 dell' ordine (y+ i) + (v + Y  + l )  - (T + o+ 1) 
E2 5'2 

,r LI 

O, n, - ~1~%,, fiil dl 

- W2%, d z  0'2 

o.n,- o,x*, rc>,of, 

0 % - 0 % , zf4 d* 

= n- 4 rispetto a ciascuno dei rapporti 9 
52 6'2 

Poniamo ora tanto nella R', quanto nella espressione di x,, 

' 

allora la R1=O si muta in una equazione 

affatto arbitrarie. 

omogenea dell'ordine n-2 nelle z, mentre le x sono date dalle espressioni 

omogeilee dell'ordine n - 1 nelle z.  
Segue da cid che la curva doppia di S, è data dalle (1) e (2), supposte 

coesistere, 
Immaginando le z corne coordinate di un punto mobile in un piano, la 

cp= O rappresenta una cuwa di ordine 92-2, e le (2) ci indicano che ad 
ogni punto z di tp corrisponde un punto solo della curl-a doppia H. Sup- 
posto ora che H sia curva soltanto doppia per Sn, per ogni punto m di H 
non passano che due generatrici, ossia ad ogni punto 112 di IJ corrisponde 

Awali  di Matematica, tomo IV. 8 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



55 Ar men an t e : Rappresentazione 

un unico sistema 5 , 3 9 epperd un unico 
4 G e  

9 corrisponde punto per punto ad H. 

delle supei5cie gobbe. 

p m t o  di 9. Quindi risulta 

Possiamo perd enunciare il teorema : 
« Se una superficie gobba di ordine n e genere p = 0 ha una curva doppia 

II, questa B punteggiata projettivamente ad una certa curva ;ana rp di 
ordine n - 2. » 

Segue quindi che il genere della curva doppia H 12 al piii 

Esaminiamo più davvicino la curva 9. 
Date le immagini di due generatrici che si seghino in m su .H, le coor- 

dinate del punto p di 9,' il quale corrisponde ad m, sono date da 

viceversa, dato p, i parametri delle generatrici che passano per 972, sono le 
radici della quadratica 

~ ~ t ~ - z , 4 f - z , = 0 .  (32 

Donde segue che data l'immagine di una generatrice, ossia dato un va- 
lore di t, i parametri delle immagini delle generatrici che segano la data 
si ottengono combinando (1) e (3). . 

Quindi agli 12-2 punti di H posti su di una generatrice corrispondono 
gli n-2 punti di 9 posti su di una retta del sistema (3). 

Tutte le rette (3) inviluppano la conica 

dunque i punti di H i quali si trovano su 2 generatrici passanti per un 
punto rn di H,  hanno su 9, come corrispondenti, i puntj posti sulle 2 tan- 
genti che da p immagine di m su  $ si possono condurre a Cf,. 

Facilmente si vede che se S,, ha un punto m-plo vengono ad essere - - 

m(m-1) 4 + F; 4 t', , ossia m(m-1) determinati 
2 

valori di - - -. - 
2 

punti di cp; 
5 2  S'a ' €2 - - -  

ed osservando che 112- 1 di tali i u n t i  sono sempre su di una tangente alle 

C,, vediamo che i l  sistema degli m(m-1) 
2 

punti forma il sistema dei vertici 

di un poligono di m lati circoscritto a C, ed inscritto in 9. 
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La stessa cosa avviene se 1î2 generatrici di S, si trovano in uno stesso 
piano. Reciprocamente, se vi ha un poligono di m lati circoscritto a C2, il 
quale abbia i vertici su 9 ,  a questi punti corrispondono sulla curva H, O m 
punti, le congiungenti dei quali sono generatrici della superficie, od un 
punto multiplo di Sn. Donde il teorema: 

cc Il numero dei punti m-pli e dei piani m volte tangenti di una super- 
ficie gobba di genere p = O è eguale al numero dei poligoni di n2 lati in- 
scritti in $ e circoscritti a C,. » 

Da questo teorema segue che, quando vi é una infinit5 di tali poligoni, la 
superficie possiede O una curva 1.12-pla, O uiia sviluppabile rn volte tangente. 

Supponiamo ora che H abbia un punto doppio m, che sia soltanto doppio 
per S,. In tale caso le 2 generatrici passanti per m tagliano II, ciascuna 
in  altri n-4  punti, ossia nz è legato per mezzo di 2 generatrici ad altri 
2(n-4) punti di H; quindi ancora la jmuiagine p di nz deve essere legata 
a 2(n-4)  punti di 9, per mezzo delle tangenti condotte da p a C2, ossia 
queste tangenti devono segare $J in altre 2(n-4) punti oltre p. Dunque 
p deve eontare corne 2 intersezioni sopra 2 direzioni diverse, cioé p deve 
essere doppio per 9. 

Evidentemente poi ai punti comuni a C, e Q, corrispondono su H i punti 
cuspiciali per Sa. 

Se la curva H si spezza in parti, che non sieno generatrici doppie, an- 
cora 9 si spezzera. Tnfatti la cp O la Rr=O stabilisce il legame tra 2 ge- 
neratrici che si segano: ora questo legame muta passando dai punti di una 
c u r n  parziale a quelli dell'altra, potendosi gli uni esprimere indipenden- 
temeute dagli altri ; percid ancora la Rr= O deve stabilire in modo distinto 
questo legame, ossia Rr si deve spezzare in fattori distinti. Ma quando R' 
si spezza, 10 stesso avviene per 9 ;  dunque ha luogo il teorema enunciato. 

Il teorema reciproco é evidente. 
Quarido H b curva multipla per Sn, $ non & punteggiata projettivamente 

ad H ;  ma sussistono in grande parte i risultati tïovati. Se poi Pi si spezza 
in uua curva FIL multipla, ed una curva H, doppia per Sn, la sola parte 
di 9 che corrisponde ad H, è punteggiata projettivamente a questa curva. 

Possjamo infine osservare che H si trova ancora sopra una superficie R 
rappresentabile punt9 per punto sopra un piano. 

Infatti II, avendo per equazioni 
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si trova sulla superficie 

pz'= +S>6 (zl, z2 ,  z3) 

la quale è rappresentabile au1 piano z di 9. L'ordine di K non supera 

n(n- ' ) ;  ed H, se b solamente doppia per S., si trova eu K corne curva 2 
semplice, mentre se b multipla per Sn h tale aucora per K. 

§ 5. Immagine di It su1 piano P. 

Sia S(xm) = O la equazione della superficie Sm, ed S(y xn-l) = O l'equa- 
2ione della prima polare X', di un punto y rispetto ad Sn. 

Segando Sr,, la Sn in una curva variabile col polo y, e nella ciirva doppia 
H, la immagine della cornpleta intersezione si scinde in ana curva variabile 
ed una curva fissa immagine di II su P. Ora questa cornpleta intersezione 
si ottiene sostituendo iaella 

percid bisogna cercara quale B il risultato di tale 'sostituzione. 
S e  osserviamo che S=O si annulla identicamente per i valori ( l ) ,  si ha 

chiamando 1, la Jacobiana delle x, corne fiinzioni delle k ,  nella formazione 
della quale non entri xR. 

Le equazioni precedenti ci danno le altre 

O essendo una funzione intera delle E. Da queste ultime si ricava che la 
completa intersezione di Sn con SI, ha per immagine su P la curva 

i ~ i J 1  + Y , ~ , + Z J S ~ S  + Y , U @ = O .  
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Ciascuna delle I (come Jacobiana di tie curve di 0rdine.v + T + 1 , che hailno 
un punto multiplo in a secondo v +T, .con .G tangenti 1 comuni in questo 
punto e passano per i a punti fissi h) si spezza nelle o+z rette 1, a h  ed 
in una curva Ir di ordine 3v + 29-0, la quale ha  in  a un punto multiplo 
secondo 3 v + 2z-a- 1, passa per i a punti h e tocca le .G rette 1. Di modo 
che, chiamate IL= 0 ,  1 = O  le equazioni delle o + z ïette, la completa im- 
magine della intersezione di Sn ed S i  sarà 

2 . 7 4  ylI ' l+y , I ' ,+y , I '3+y ,~ '4" ,~=o  
e la curva 

rappresenterà la immagine della intersezione variabile di Sn colla prima 
polare S', del punto y. E poiché essa immagine è una curva di ordine 
3v + 2 ~ - o ,  che ha in a i n  punto della massima moltiplicit~ , tocca le i 
ïette Z, e passa per i a punti h, le sue intersezioni variabili con la irnma- 
gine di una sezione piana sono in numero di 

dunque l'ordirie della curva d'intersezione variabile di Sa con Sr, è 2 (n - i ) ,  
mentre il genere è p = O .  

Se si osserva poi che h=O 1=0 corrispondono (3 2) a punti di Sn, ri- 
sulta che 0 = 0 sarh la immagine della curva H ,  parte restante della in- 
tersezione di $, e Sr,, e che l'ordine di H, come si s a ,  é 

Passiamo ora alla curva 0 5 0. 
Poichh le xi sono lineari nelle 4,' il risultato della sostituzione in Sry cori- 

terrà e, al gïado - 1; ma i fattori 1 = 0, h = O sono indipendenti da 
ed il fattore Xyi& e lineare in 5,' dunque O contiene t3 al graclo n-2. 
D'altra parte 0= 0 é una curva dell'ordine 

percià a & punto multiplo di O secondo 

Se si noti che ciascuno dei punti h b semplice per le xi, e peï6 multi- 
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plo secondo n-1 nella curva completa intersezione di Sn ed S',, si  ri- 
cava subito che ciascuno dei puilti h è multiplo secondo 12 -3  per la 
curva O= 0. 

Vediamo come si comporta una delle 2. rette 1 rispetto a O. 
Se nella xi mettiamo in evidenza il fattore 1, si  h a  

pxi=n,+4,1.0fi 

ossia f ,  ed 1 si trovano alIo stesso grado, ossia Z in (2) si trova al grado 
12-  1; ma questo risidtato é divisibile per 1 senza esserlo per i,, ed il fat- 
tore x y i I i  contiene 4, ed 1 linearmente; dunque O conterrà 1 in  ciascuno 
termine ad u n  grado minore di una unità di quel10 al quale contiena E, ;  
ossia ciascuna delle rette 1 taglia O ancora in un solo punto oltre a, epperd 
coutiene n-3 intersezioni, riunite in a ,  dippiù di quelle appartenenti ad 
uria retta condotta arbitrariamente per a. 

Riassumendo dunque risulta clle la immagine di fi s u  P é una curva O 
di ordine (12- 4) (v -t zf- 1) + 3 ,  per la quale a é un punto multiplo secondo 
(n- 4) (Y + 7) + 1; i Q punti  11 sono multipli secondo n - 3; e le z rette 1 ,  
sono tangenti in a,  ciascuna delle quali ha concentrate in questo punto 

§ 6. Rappresentazione (Li ordine minimo della superficie S,&, 

e geneïe della curva o. 

Ci proponiamo ora di trasformare il piano rappresentativo P in un altro 
Pr, tale che alle rette del fascio a di B corrispondano, su P rette di u n  
fascio a', ed alle curve l?, immagini s u  P delle sezioni piane di Sn, cor- 
rispondano curve r r  del minimo ordine possibile. A tale scopo faremo uso 
dei risultati stabiliti da1 prof. CREMONA nella sua Nota: Su l l e  trasfbrnza- 
z ion i  geomet~ic l le  delle figure p iane  (*). 

Prendiaino in P una rete di curve Lp di ordine p,  le quali abbiano p- 1 
rami incrociati ne1 punto a, passino per i Q punti 11, tocchino l e  T rette 1 

(*) Aient. dell'dccad. d i  Rologvzu, serie 2a, tom0 5 O ;  oypure Giornale di ~ïutematiche, 
tomo 3O. Napoli, 1865. 
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in a ,  e passino ancora per altri 1: punti c di P; e facciamo ~or~ispondere 
alle curve di questa rete le rette del piano P', Il solo legame tra l'ordine 
p della rete, ed il numero dei punti arbitrari c è 

relazione la quale ad un tempo indica che le curve L,; formano una rete, 
e che due qualunque di esse si segano in un solo punto variabile. 

In questa trasformazione il sistema dei p u n t i  p r inc ip  a l i  del piano P è 
costituito dai o punti h,  dai 1: punti c ,  dai T punti d ,  posti infinitamente 
vicini ad a sulle 7 rette 1, e da1 punto a come punto multiplo d' ordine 
p - 1 ;  mentre il sistema delle c u r v e  p r i n c i p a l i  consta delle z+o+z 
rette 1, a h ,  ad, e della curva Bp-,  di ordine p-1, individuata da a come 

unto multiplo di ordine p- 2,  dai o+ x  punti h ,  d e dalle .G rette 2 corne 
angenti in n. P 

Alla cnrva Bp-, corrisponderà. su1 piano Y/ un punto a', multiplo se- 
condo p-1 per la rete di curve Mp, le quali corrispondono alle rette 
,W del piano P; ed alle . t +a+x  rette 1 ,  a h ,  ac corrisponderanno su PI 
altrettanti punti semplici d', hl, c'. Il punto a di P, al contrario, avrS per 
corrispondente su Pr una curva E$-, passante peï i punti IL', cl, dl, ed avente 
in a' un punto rnultiplo secondo p -2 ;  mentre ai punti 11, c ,  d corrispon- 
dono le a+ o + x rette d?~' ,  a r d ,  a'd'. 

Alle rette 14 di P corrispondono su P' curve Mp di ordine p,  che 
passano per i .G +a+x punti h', c', d' ed hanno in a' un punto multiplo 
secondo p-1. In particolare, le rette del fascio a di P ammettono, come 
curve corrispondenti su Pr, le  curve composte della curva fissa Brp-,  e di 
una retta del fascio a'; di modo che, fatta astrazione da punti speciali, 
ogni retta del fascio a é punteggiata projettivamente ad una del fascio a'. 
Segue da cid, che le irnmagini delle generatrici di Sn tanto su  P quanto 
su P' sono rette di un fascio. 

C u r v a  r" t r a s f o r m a t a  d i  u n a  c u r v a  l?, i m m a g i n e  s u  P d i  u n a  
s e z i o n e  p i a n a  d i  Sn. L'ordine di una r' é il numero delle intersezioni 
variabili di una Lp colla curva F, e percid è 

Se si osserva che delle rette E, a h ,  ac  soltanto le ultime hanno intersezioni 
variabili colle I', se ne ricava che la I? passa per i x punti c' seiiza pas- 
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sare per i punti d,  12. Ancora, la rf  ha in ccf un pusto (yr-1)-plo, giac- 
ch8 la Bp-, sega una curva I? in altrettanti puuti variabili. 

C u r v a  0' t r a sf  or m at  a di O. Avendo Iasciato arbitrario i l  numero e la 
posizione dei punti c scelti su P, supponiamo che essi siano tutti posti 
sulla curva O ;  il che porta come condizione necessaria e sufficiente (*) che 
l'ordine della rete Lr aumentato di 3 sia minore d i  quello d i  O,  cioh 

ossia 

1: <=(TI-1)(n-4)+(n-5) ( t + ~ + 2 ) ,  

condizione che limita il numero x dei puuti che si possono scegliere arbi- 
trariamante. 

Assegnatd tale valore limite a x ,  é sempre possibile scegliere i x punti c 
sulla curva O; allora l'ordine della trasformata O' & dato da 

Consideraudo le intérseziooi variabili di Br-,, di 1 ,  a h ,  a c  con 0, si ri- 
cava che la trasformata @' passa (n-4) (yf-1) + 1 volte per a', non passa 
per i punti h ' ,d f ,  ma ha dei punti multipli secondo n-3 nei x punti c', 

G e n e r  e d e l l a  c urva  O. Il genere p della curva O è 10 stesso di quello 
della Or; dunque 

R a p p r e s e n t a z i o n e  di  o rd ine  minirno. Dall'analisi precedente si è 
visto che si pud trasformare il  piano P in un piano Pr punteggiato projet- 
tivamente a P, in modo che alle rette del fascio a corrispondano rette di 

punti fissi cr ed aventi in a' un punto (yf-1)-plo; ed alla curva O cor- 
risponda una curva @' di ordine (n-4) y' + 3 ,  avente in ar un punto mul- 
tiplo secondo (n - 4) (y' -1) + 1 ,  e nei x punti c' dei punti multipli se- 
condo n- 3. 

P+'I CRE~NONA, Itztroduzione ad una teoria geometrica delle curve piatze, pag. 36. - 
CLEBSCH e GORDAN, Theorie der Abelschen Functionen, pag. 35. 
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Tale hrasformazione si effettua mediante una rete di  curve di ordine 
a n-x-1 

p=(v+z+l)  - 2 
B 

le quali toccano le z rette 1, passano per i o punti h ,  e per altri x punti 
c di O, mentre hanno in a un punto (p-4)-plo. Il numero x & soggetto 
alle condizioni 

x + n - 1 ( m o d 2 ) ,  x < = ( i z - i ) ( n - 4 ) + ( n - 5 ) ( ~ + ~ + 2 ) .  

Se supponiamo n => 5 possiamo prendere per x un numero i di 12, perche 
la seconda condizione sia soddisfatta. 

Noi ora ci proponiamo effettuare la trasformazione, per la quale si otten- 
gono curve rf e curva Or del minimo ordine possibile. Per fare cid, k ne- 
cessario e sufficiente che yf abbia il minimo valore possibile. 

Cid posto, sia: 

i0 n=2m + 1, sarh yf = 2mi- + , onde il minimo valore di si 2 
ha per x =  O ed é nz + l ;  il che si pud fare. Per conseguenza l'ordine di 
Of sarà 

cio& 10 stesso ordine della cu&a doppia della superficie S.. 
Le curve I" non hanno in comune che un punto rnultiplo; pel quale 

passano 

rami della Or. 

2 O  Sia n = 2 m ,  sarà yf = 2m+x+l 
2 

ed il  minimo valore si ha sce- 

gliendo x = 1, il che è ancora possibile. In tale cas0 y'= m + l e l'ordine 
di O' sar& 

Le curve F f  hanno 2 punti comuni, uno semplice e l'altro multiplo secondo 
m; il primo B multiplo secondo n- 3 per Q', mentre il secondo 6 mul- 

n(n- 4) +,. tiplo secondo 

Annali d i  Matemutica, tomo IV. D 
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In ambo i casi adunque, per n => 5, vi é una immagine di S n ,  nella 
quale le generatrici sono rappresentate da rette di un fascio, e le sezioni 
piane da curve del minimo ordine possibile fra quelle le quali si possano 
segare in n piinti variabili ed abbiano un punto della massima moltiplicith. 
Tale rappresentazione di ordine minimo pud essere chiamata r a p p r e s e n -  
t a z i o n e  n o r m a l e .  

§ 7, Rappresentazione geometrica, su di  un piano P, 

di m a  superficie Sn dotata di una retta A ,  mnltipla secondo n - 1. 

Preso un piano fisso P, il quaIe non passi per A ,  ed una retta B Ia 
quale non seghi A, nè appartenga a P, facciama muovere su di A  e B una 
retta L. Questa retta L in ogni sua posizione individua un punto di Sn ed 
un punto di P, tali che, dato l'uno, l'altro resta determinato in modo unico. 
Dunque la traccia di L s u  P dara una rappresentazione punto per punto 
della superficie Sn. 

I m m a g i n e  d i  u n a  g e n e r a t r i c e .  La generatrice G, essendo una retta 
che sega A ,  sarà rappresentata su1 piano P dalla traccia del piano A G .  
Dunque le generatrici hanno per immagini rette di un fascio a (a traccia 
di A su P). 

Immagine  I' di  u n a  s e z i o n e  p i ana  C,. Questa immagine é la traccia 
su P della superficie luogo delle rette che si appoggiano ad A ,  B,  C,; ma 
questa superficie é dell'ordine n + l ,  ha A come direttrice n-pla, B come 
direttrice semplice, ed ammette come generatrici le n rette di Sn, che 
passano per i punti ove B incontra la superficie: dunque la traccia & una 
curva Fn+, di ordine n + l ,  la quale ha in a un punto n-plo, passa per la 
'traccia h di B e per gli n punti a, ,  a,, ... a,: tracce delle n generatrici di 
Sn che tagliano B. 

Segue da cid che il sistema dei punti fondamentali di P é format0 da1 
punto n-plo a ,  e dagli n + l punti semplici h ,  a,, a,, . .. a,; mentre il 
sistema di rette f o n d a m e n t a l i  & composto dalle n + l  rette a h ,  a a , ,  
na,, ... au; - 

P u n t o  a. La retta mobile L contiene a quando passi per un punto di S, 
che si trovi ne1 piauo a B ;  dunque a é la immagine di tutti i punti della 
sezione a B ,  ad eccezione di qüelli posti sulla retta B, i quali hanno per 
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immagini le n rette a a,, au,,  . . . aa, , e del punto dove la sezione a B sega 
ancora P, il quale ha per immagine la retta ah. 

Si vede ancora che gli n punti, in cui una sezione C, sega la aB, sono 
rappresentati negli n punti infinitamente vicini ad a posti sulle n tangenti 
in a della immagine r,,, di C,. 

P u n t i  a,, a,,. . . a,. Essi sono le immagini dei punti delle generatrici di 
Sn che incontrano B, ad eccezione di quei punti posti su B, i quali hanno, 
come si  é visto, per immagini le n rette fondamentali au , ,  aa , ,  . . . aa,. 

P u n  t o  h. Questo punto & la immagine della generatrice di Sn, contenuta 
ne1 piano hA, ad eccezione della traccia g di questa generatrice, la quale 
è rappresentata, come si è visto, dalla retta fondamentale ah.  

I m m a g i n e  de l l a  s e z i o n e  f a t t a  da  P. Questa irnmagine si compone 
della sezione stessa Cm, e della retta ah ,  come immagine del punto g di C,. 

l m m a g i n e  del1 a d i r e  t t r i c e  A. Dalla costruzione geometrica si scorge 
come il punto di una generatrice posto su A venga rappresentato in un 
punto variabile di Y, e che perci6 ogni punto a di A dB n - l immagini, 
il cui Iuogo O sarà la immagine di A. Gli n - 1 punti di P che corrispon- 
dono ad urio stesso punto a sono evidentementa posti sulla traccia del piano 
a B ,  ossia sono su di una. retta che passa per 11. 

Cerchiamo la cnrva O. Sia R una retta qualunque di P ed m un punto 
di R; il piano rnA sega B in un punto c ,  e la cm individua su A un punto 
a ,  in generale differente da1 punto ,B in cui la generatrice di Sn, contenuta 
ne1 piano nzA, incontra A. Dunque ogni punto m di R individua un punto 
a ed un punto (3 di A ;  viceversa ogni punto a individua un punto m ,  ep- 
perd un solo punto p. A l  contrario ogni punto P individua n-l generatrici 
di S,, epperd n - l piani nz-4, ossia n - I punti m, e quindi ancora n - 1 
punti a. Segue da ci6 che tra i punti a e /3 di A vi è la corrispondenza 
[1, n- 11, e percii, vi saranno n punti di A iu cui a coincide con p; ma 
quando a coincide con P, il punto m corrispondente appartiene alla curva O: 
dunque O è dell'ordine n. 
. La O evidenternente passa per gli n +l punti I I ,  a,, . . . a,, ha in a un 
punto multiplo secondo fi-1, e le n - l tangenti in a sono quelle della 
C, contenuta in P: dunque la O & completamente determinata. 

Gli n - l  punti di O che -corrispondono ad un punto a di  A sono su di 
una retta che passa per h ,  di modo che, dato uno di essi, gli altri n-2 
restano determinati, e le immagini delle generatrici che si segano ne1 punto 
'cc, sono le n -1 rette del fascio a che vanno agli n- l  punti di O posti 
per diritto con 12. 
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Di qui risulta che Sn ha tante generatrici s i n g o l a r i  , quanie sono le 
tangenti che si possono da h condurre a toccare altrove 0; ora in generale 
queste sono in numero di 2(n - 2). Dunque Sn ha in generale 2 (n - 2) 
generatrici singalari. 

Cond iz ion i  c h e  d e t e r m i n a n o  i l  s i o t e m a  d e l l e  r,,,. Queste con- 

dizioni sona evidentemente le "(" l '  nascenti da1 punto n-plo a ,  le n+l 
2 

provenienti dagli n i -  l punti semplici 11, a,, . . . a,, e le n - 2 che clerivano 
da1 dovere ciascuna II,,, tagliare la sezione C,, fatta da P, in n punti in 
linea retta. 

Facciamo asservare iafine che due curve P,,, si segano in h punti posti 
s u  di una coiiica passante per h ed a, la quale & la traccia dell'iperboloicle 
determinato dalle rette A, B e dalla C secondo la quale si tag-liano i piani 
delle sezioni che sono rappresentate nelle due F,,, che s i  considerano. 

Crediamo inutile di passare per queste superficie alla rappresentazione di 
ordine minimo. 

§ 8. Bappresentazione geometrica, su cli un piano P, della superficie gobha 

di 4.0 ordine, genere p = O ,  priva di direttrice tripla. 

Sia H, la curva doppia di S,, A una generatrice fissata ad arbitrio, a,, 
a, i punti di A posti s u  H3, e P un piano fisso qualunque, che non passi 
per -4. Dinotiamo poi con hl ,  h,, h, i punti in cui P incontra H,, con A , ,  
A ,  le generatrici di S, che passano per a,, a,, con a ,  a , ,  a, le tracce di 
A ,  A,, A, su P, ed in ultirno con l?, la sezione della superficie fatta da P, 
Cid posto, facciamo passare per A,, H, e per un punto .m qualunque di S, 
l'iperboloide I del fascio AH,,  e consideriamo la geuoratrice di 1 del si- 
stema opposto ad A ,  la quale passi per m. Poichè questa retta sega A ,  
H ,  e passa per m, cosi non incontra altrove SA ,  e dB un punto p cli P, 
il quale appartiene alla conica del fascio (ah, h, h,), sezione fatta da P su 1. 

Viceversa un punto p di P determina l'iperboloide 1, e mediante la ge- 
neratrice del sisterna opposto ad A,  la quale passa per p,  individua su  IS, 
un unico punto rn. 

Facendo adunque, per tale costruzione, corrispondere i punti m di S, ai 
punti p di P,  la superficie S, viene ad essere rappresentata punto per punto 
su  P. 
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I m m a g i n e  d i  u n a  g e n e r a t r i c e  G.  Prendiamo su G un punto qualun- 
que m, e conduciamo l'iperboloide m AH,; questo conterrà per intiero la Cr 
e non segherà in alcun altra punto, fuori di A ed H,, la S,. Segue da cid 
che i punti m di G sono rappresentati nei punti p della conica traccia di 
m AH,, ossia nella conica del fascio (ah, h, h,) che passa per la traccia g di G. 
Dunque : 

« La immagine di una generatrice G è la conica del fascio (ah, h, h,), la 
quale passa per la traccia g di G .  n 

In  particolare, la immagine di 4 é la conica del fascio la quale tocca in 
a la r,, e le immagini delle due generatrici che passano per uno dei punti 
h sono le coniche del fascio le  quali toccano le  2 tangenti in h a I',. Tutti 
i punti delle generatrici A,, A, sono rappresentati nelle loro tracce a,, a,, 
ad eccezione dei punti a,, a, i quali hanno rispettivamente per immagini 
le  coniche (a, ah,h, h,), (a,ah,h,h,), tracce dei coni i cui vertici sono i 
punti stessi a,, a, ed H3 è la direttrice. 

I m m a g i n e  I' di  u n a  s e z i o n e  p i a n a  C,. Questa immagine è la traccia 
su P della superficie luogo delle rette che si appoggiano ad A ,  C, ed H,. 
Ora questa superficie B del 7 . O  ordine, ha A corne direttrice quadrupla, H, 
come c u v a  tripla, e contiene A, ,  A ,  come generatrici semplici; dunque: 

« La immagine di una sezione piana C, k una curva del 7 . O  ordine, ap- 
partenente al sistema lineare, le cui curve hanno un punto quadruplo in 
a,  un punto trip10 in ciascuno dei punti h,  passano per a,, a,, ed incon- 
trano l?, in 4 punti posti per diritto. 2 

In particolare, la immagine di I', si compone di l?, stessa e delle tre rette 
ah , ,  cz h,, ah,, corne immagini dei punti cl, c,, c, dove queste rette in- 
contrauo r,. 

I m m a g i n e  de l l a  s e z i o n e  f a t t a  d a  u n  p i a n o  c o n d o t t o  p e r  A. 
Una tale sezione è composta della retta A e di un cubica C3 passante per 
a,, a,: ora C3 si rappresenta punto per punto, ad eccezione di a,, a,, nella 
traccia del suo piano su P; quindi la immagine cornpleta di una tale sezione 
consta della conica immagine di A ,  delle coniche immagini di a,, a,, e 
di una retta del fascio a ,  traccia del piano della sezione su P. 

In particolare, la sezione A h  è rappresentata dalla conica relativa ad A, 
dalle coniche relative ad a,, a,, da1 punto h ,  come immagine di tutti I 
punti della sezione ad eccezione di a,, a,, c, e dalla retta a h  come imma- 
gine di c. 

P u n t o  f o n d a m e n t a l e  a. Evidentemente la curva di S, che si rappre- 
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senta in a, è l'intersezione del cono del 3." ordine a Hs con Sp, ad eccezione 
dei punti a,, a,, cl, c , ,  c, di tale curva. Ora tale intersezione b una curva 
gobba del 4.O ordine, la quale passa non solo per a ,  ma anche per a,, a,, 
poichb il cono tocca S, in questi punti; epperd essa b una curva di 2.a 
specie. Dunque: 

« Il punto a é la immagine di tutti i punti di una curva gobba di 4." 
ordine e 2." specie, ad eccezione dei punti a,, a,, cl, c,, c3 della curva 
medesiina. » 

I m m a g i n e  d i  H,. Sia t12 un punto di H,; G, Gl le generatrici passanti 
per esso; M la tangente ad H, in m ; g,  g,, mi le tracce di G ,  G,, 111 su 
P; e K, la tricuspide, sezione fatta da P nella sviluppabile formata dalle 
tangenti hg di H,. La conica della rete (hl, h, ,  12,): che tocca K4 in ml ,  è 
la traccia del cono mH3,  e perci6 passa per g ,  y,. Dunque questi punti 
sono le 2 intersezioni variabili di r, con la conica (h,h,lz,nz,rn,). Sia p la 
imrnagine di nl come punto di G,  e pl quella di m corne pixnto di G,, vale 
a dire siailo p, p, le tracce delle generatrici mp, mp, degli iperboloidi 
( A  GH,), ( A  G,H,),  le quali appartengono al sisterna opposto ad A. 

1 punti p ,  pl si trovano su di una retta del fascio a,  poichè le mp, mp, 
si tagliano fra loro, ed incontrano A. Segue quindi che ad ogni punto na 
di H, corrisponde una retta del fascio a. 

Viceversa ogni retta passante per a ha per corrispondente il punto m di 
H3, individuato da1 piano che passa per questa retta e yer A. 

Se osa si osserva che ogni punto m di H3 individua un punto nz, di K, 
e viceversa, risulta ancora che ogni retta del fascio a corrisponde univo- 
aamente ad un punto ml di K,: corrispondenza che resta definita col dise 
che le rette ah , ,  ah,,  ah,  corrispondono alle cuspidi hl, lz,, 12,. 

Inoltre, se si osserva che i punti p,  g, m sono in linea retta, come an- 
cora pl,, g i ,  ml, si conclude che quando si conosca la retta 1 del fascio n 
la quale corrisponde ad ml, i punti p ,  pi sono determinati costruendo la 
conica (hl h, h,m,m,), la quale taglierb r, in g e g,, e tirando poi le rette 
m1g, mlgl,  che incontreranno 1 nei punti p ,  p,. 

Mediante questa costruzione e la corrispondenza tra le  ïette del fascio a 
ed i punti di K,, resta aclunque individuata la curva O luogo dei punti p ,  
ossia immagine di H,. 

Si trova senza difficoltb che la curva O h del 6.O ordine, ha  in a un 
punto quadruplo, 3 punti doppi nei punti hl,  lz,, h,, passa per i punti a,, 
a,, ed ha nei punti h le stesxe tangenti della I',. La curva B dunque indi- 
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viduata da queste condizioni ed è del genere p=l. 1 punti di O che corri- 
spondono ad uno stesso punto di H ,  sono su di una retta del fascio a ,  e le  
immagini dei punti di una generatrice posti su Hg sono le intersezioni di 
una conica del fascio (ah, h, h,) con la O. 

Riassumendo possiamo dire, che la rappresentazione trovata si effettua 
mediante un sistema di curve del 7." ordine come immagini delle sezioni 
piane, un fascio di coniche come immagini delle generatrici, ed una curva 
del 6." ordine come immagine della curva doppia. 

Il sistema dei punti fondamentali si compone di sei punti: 2 semplici a,, 
a,; 3 tripli hl ,  h,, h,; ed uno quadrupla a .  Il sistema di curve fondamentali 
6 format0 dalle coniche (a, a hl h, h,), (a,ahl h, h,), e dalle rette alr,, ah,, ah,. 

§ 9. Rappresentazione normale (Islla superficie gobba di 4.0 ordine, 
genere p=O, priva di direttrice tripla. 

Ci proponiamo ora trasformare il piano rappresentativo P in uii altro Ki 
ad esso punteggiato projettivamente e tale che le coniche (ah, l2,12,) di P 
abbiano su II, come corrispondenti, le rette di un fascio a ;  le curve del 
7." ordine (a4hfkih:a,a2) siano rappresentate da curve del 3 . O ,  e la curva 
O-(a4hshihiala2), abbia per immagine su II una curva del 3 . O  ordine. 

Si raggiunge 10 scopo, adoperando una rete di curve del 5." ordine 
( a 3 h ~ h ~ h ~ a , a , a , )  dove a, sia un punto di O. 

Sia a il punto di ri che corrisponde alla cubica (ae h, h, h,  a, a,a,), curva 
principale di P per  tale trasformazione; a,, a,, a, i punti di Ti i quali sono 
le immagini delle rette principali ah , ,  ah,, ah ,  di P; Pl, P,, P,, i punti 
di Ti corrispondenti alla coniche principali di P(a h, h, h, a,) ,  (a hl 11, h, a,), 
(ah,  h,h,a,) ; il sistema dei punti fondarnentali di ri sarh composto di a 
come punto Biplo, di Pl, P,, P, come punti doppi, e di a,, a,,  a, come 
punti semplici; e la rete di curve di 5." ordine in TI, la quale corrisponde 
alle rete di rette in P, sarà (a3&&@a,a,a,). 

Le linee principali di Ii sono le rette ap,, ap , ,  aP3 ,  corrispondenti ai 
punti a,, a,, a,; le caniche (a@, P,/3,a1)> ( ap l  P2,Bsa,), (ab, Pr Py as) 
corrispondono ai punti hl, h,, h, ;  ed in fine la cubica (ae/3,p2/3,a,a,a,), 
la quale b la immagine del punto a di P. 

Passiamo ora a trovare la rappresentazione di S4 su  II. 
I m m a g i n e  di u n a  g e n e r a t r i c e  di S4. Questa immagine é cid che di- 
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venta su rI una conica del fascio (a hl h2h,) di P; ora una tale conica forma 
insieme colla cubica (a8 h,  h, h, a, a, a,) una cursa appartenente alla rete di 
trasformazione: dunque la conica si mutera in una retta del fascio a. Dunque: 

Le generatrici di 8, hanno per immagini su II le rette di un fascio a. B 
I m m a g i n e  d i  u n a  s e z i o n e  p i a n a  d i  S,. Questa immagine b la tras- 

formata su  II di una curva (a4h!h3,h:a,n,), immagine su  Y di una sezione 
piana di S,; ora una tale curva b tagliata in 3 punti da ciascuna curva della 
rete di trasformazione, percid la immagine su  II & una curva del 3." ordine, 
S e  poi si osserva quali delle curve principali tagli una (a4hlhBh&a,) in 
punti non fondamentali, si trova che la cubica (aeh, h, h,a, a2a3) sega tale 
curva in due punti, mentre la conica (ah,h,h,a,) la taglia in un punto 
solo ; onde le curve cubiche, immagini delle sezioni piane di S, s u  II, 
avranno in a un punto doppio e passeranno per P,. 

Im.magine d i  r,. Anche la I', avr i  per immagine una cubica r, pas- 
sante per p3 ed ayente in a un punto doppio; ma tale l?, passera ancora 
per i punti a,, a,, a,. 

L'immagine di una sezione piana di S,, su P ,  tagliava la P, in 4 punti 
posti per diritto; percid la cubica immagine, su II, di una sezione piana 
di S, taglierà la I', in 4 punti situati in  una curva del 5." ordine, appar- 
tenente alla rete (a3fip;&al a2a,). 

Le curve di 3 . O  ordine adunque, le quali corrispondono alle sezioni piane 
di S,, oltre di avere un yurito semplice ,8, ed un punto doppio a comuni, 
verificano a due altre condizioni, le quali consistono in cid che solo 2 delle 
4 intersezioni con una certa cubica l?, del sistema sono arbitrarie. 

I m m a g i n e  d e l l a  c u r v a  H3 d i  S,. La curva 0, immagine di H3 su P, 
b incontrata da una curva della rete di trasformazione in 3 punti, onde avrh 
su II, come comispondente, una curva il di 3." ordine. Le curve principali 
di P, che segano O in punti diversi dai fondamentali, sono le 3 coniche 
principali e la cubica principale; percid la Cl passa per i pnnti a, Pl, P,, P,. 
Inoltre, poichb la O ha nei punti h le stesse tangenti di r,, e ad o p i  di- 
rezione per h corrisponde un punto della conica di II, immagine di h, cos1 
la Q passa per le 3 coppie di punti di r, posti sulle coniche (aPIP2&al),  
(a/?l/?2@3a,), (aplP2/$a3). Per ta1 guisa si vede che, quand0 siano noti i 
punti (a, p), é più che determinata, epperb si conclude che le 6 inter- 
sezioni di queste coniche con P, insieme coi quattro punti a, Pl, Pa, P 3  

giacciono su di una stessa curva Cl del 3 . O  ordine. 
Milano, 5 giugno 1869. - 
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Sur la surface enveloppée par les plans 
qui coupent une courbe gauche du 4" 
ordre et de la 2" espéce en quatre points 
d'un cercle. 

(par M.' R. STURM, à Bromberg.) 

objet de nos recherches sera préférablement l a  courbe  g a u c h e  du 
4e ordre e t  d e  l a  2" espéce  Rj,, mais il cause de la comparaison, nous 
ferons précéder les rksultats analogues concernant l a  courbe d e  l a  l e  
espéce  R:. 

1. 11 est évident que si un plan E rencontre cette dernibre courbe en 
quatre points situés sur un cercle C2, une surface du faisceau du second 
ordre dont RI est la base contiendra ce cercle, savoir celle qui est menée 
par un cinquibme point de C2; nous avons donc à considérer l'enveloppe 
des plans des sections circulaires des surfaces du faisceau (R:). C i  étant 
le cercle imaginaire du plan à, l'infini E,, eommun Zi toutes les sphères, et 
K i  la  conique d'intersection de ce plan par une surface du second degré 
F2; les six droites des trois couples appartenant au faisceau (CL, Km) sdnt 
évidemment les axes des faisceaux de plans (paralléles) qui coupent F Z  
suivant des cercles, parce que les coniques d'intersection passent par les 
points circulaires imaginaires à l'infini de leurs plans. Les sommets de ces 
couples étant les points à I'infini des axes de F Z ,  les plans de deux fais- 
eeaux sont parall&les & un méme axe. Deux de ces six faisceaux, dont les 
plans sont paralibles au marne axe, sont réels; les quatres autres imaginaires. 
'2. Le faisceau (R;) engendre dans E, un faisceau de coniques qui avec 
Cz détermine un réseau. Les droites dea couples de ce réseau enveloppent 
une courbe de la 3" classe et du 6" ordre, nommée courbe Çayleyenne du 
réseau (*). Par conséquent l e s  p l a n s  qui  s o n t  r encon t rés  p a r  u n e  

P) Voir 1'Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane de Mr. CREMONA, n. 133. 
Aranali di Matemutica, tom0 IV. 10 
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courbe RI en 'quat re  points  s i t a 6 s  s u r  l e  m ê m e  ce rc Ie  f o r m e n t  
a e s  f a i s c e a u x  de p lans  para l lb les ,  d o n t  l e s  axes  e n v e l o i p e n t  l a  
courbe  Cayleyenne (de l a  3e classe) .du r 6 s e a u  de coniques ,  le -  
q u e l  e s t  e n  Em l a  t r a c e  d u  r é s e a u  d e  s u r f a c e s  d u  second  o r d r e  
dé te rminé  pa r  le  faisceau don t  R: e s t  l a  b a s e  e t  p a r  u n e  s p h é r e  
arb i t ra i re .  L'enveloppe de nos plans est donc une surface de la 3e classe 
infiniment aplatie, c'est-&-dire réduite à u n e  courbe plane de cette classe: 
par  toute  d ro i t e  a n  p e u t  donc tnener  t r o i s  p l a n s  q u i  r e n c o n t r e n t  
R; en q u a t r e  points  d 'un  ce rc le .  

On peut ajouter que tout dont la trace à l'infini soit une des six 
droites des trois couples appartenant au faisceau de coniques engendré en 

par le faisceau (RI), rencontre la courbe gauche en quatre points situés 
sur un cercle: ce cercle étant le système de deux droites, dont l'une est 
à l'intini. C 

3. La courbe. gauche du 4e ordre et de la le' espèce est ou du gesre 1 
ou du genre O ;  au premier cas elle n'a aucun point singulier, au second 
cas elle est douée ou d'un point double ou d'un rebroussement. L'ordre de 
sa développable osculatrice est dans ces trois cas 8, 6, 5; la classe 12, 6, 4 ;  
i l  y a donc 12.3=36 o u  6 .3=18  ou-  4 . 3 ~ 1 2  ce rc les  oscu la teu r s  
de  l a  c o u r b e  Rj q u i  l a  r e n c o n t r e n t  encore  u n e  fois. Puisque les 
plans qui touchent Ri deux fois enveloppent les c8nes du faisceau (R;) dont 
les sommets ne sont pas situés sur la courbe, le nornhre de ces canes étant 
4 ou 2 ou 1, i l  y a 4.2~3=24 ou 2.2~3;=12 OU 293=6 ce rc les  q u i  
on t  u n  doub le  c o n t a c t  avec  R:. 

4. Passons maintenant à la courbe R;, d u  4" ordre e t  de  l a  2e espi 'ce. 
Elle est située sur une seule surface du second ordre Ha, dont les géné- 
ratrices L de l'un système rencontre trois fois RI,, celles M de l'autre 
une fois. Si l'on mene une surface du ordre F3 par 13 points de H;,, 
elle contiendra la courbe entikre (*); menons-la encore par 4 points d'une 
droite G qui ne s'appuie pas sur R:,, cette droite sera située toute entiére 
sur F3 qui, en outre, contiendra les deux droites L,, L, de H ~ e n c o n t r ~ e s  
par G. La surface FS n'est déterminée que par 1 9  points; si l'on donne 
encore un point P ,  la surface appartiendra à un certain faisceau dont la 
base est composée de Ri,, de G, LI, L, et d'une conique Xe, passant par 
le point P et les quatre traces de R:, sur le plan (G, P); car, cette conique 

(*) Voir mes Synthetische Untersuchungen uber die Flachen dritter Ordaung, n. 73, 
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rencontrant la droite G deux fois, toute snrface du 3e ordre menée par R:I, 
G (par conséquent aussi par .LI,  L,) et par P rencontre Ks en 7 points, 
ce qui veut dire qu'ells la contient toute entière (*). R;I, G, L,, L2 repré- 
sentent une courbe du le ordre et du 2 P  rang (**); la réduction du dernier 
tt 6 ,  c'est-&-dire- au rang de R;,, .est occasionnée par les huit points d'appui 
des deux L aur ,& e t  G ,  

5. Tout point P fait,donc naître une conique K 2  s'appuyant en quatre 
points sur  Rj, et dont le plan passe par C. La question que nous nous 
sommes proposée est par conséquent la suivante: combien de ces coniques 
sont des ,cercles? &es points d'un plan arbitraire E nous donnent évidem- 
ment toutes ces coniques. Les surfaces du faisceau qui provient d'un point 
P sont coupées par E guivant les cubiques d'un faisceau dont l a  base est 
formée par les quatre traces rlr,r,r, de la courbe RA, les traces g l , l ,  des 
droites GL,L,, le point P et l'autre point d'intersection Pr de IP, qui est 
variable comme P e t  donne la même conique que celui-ci. Nommons P et 
Pl ces points associés. Ils sont toujours situés sur une méme droite avec 
g ;  par conséquent les six autres points rlrsr,r,l,l, se trouvent sur une 
conique he, iiltersectioil de H 2  par E. 

6 ,  Quel est le lieu du point Pl, si P parcourt une conique S2 (du plan 
E)? Mr, GEISER a donné dans son mémoire Ueber zwei geom.etrische Pro- 
blerne (***) les deux théoremes suivants ; 

1) Sept des neuf points d'intersection de deux cubiques (planes) étant 
fixes, si le huitième décrit une conique S', le neuvibme engendre une 
courbe du 16e ordre; mais si six des sept points fixes sont situés sur une 
conique he, pour un huitiéme point pris sur lie tous les points de cette 
conique tiennent la place du neuvihme; par conséquent la  courbe du /6e 
ôrdre .est remplacée par une courbe du 8e ordre SS, abstraction faite de 
la conique quadruple h2. 

. - ' 2) Le lieu des h u i t i h e s  points qui se confondent avec leurs neuvibrnes 
est .une courbe du 6e ordre qui se  décompose, dans le cas particulier dont 
nous venons de faire mention, dans la conique h h t  une courbe du  4e ordre 
M4, lieu propre des huitibmes et neuviémes points réunis. 

. i*)  Voir mes Synthetische 'Unterszcchmgen Bber di8 Flüchen dritter ~ r d n u n g ,  n. 73. 
p*) Ibidem, n. 61. 
(***) G. Crelle-Borchardt, t. 67, p. 78. 
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7. Ainsï'les. points P associés aux points P d'une conique Sa produisent 
une courbe Sac Cette courba coupe évidemment la c ~ n i q u e  SS aux huit 
points ofi oelle-ci est rencontrée par la courbe M4 des points wsociés 6i 
soi-mhee, et en huit autres points. Ces derniera poiiits fwment quatre 
couples de points associérr P et Pr situés sur qa. Il arriue donc quatre fois 
que les deux points d'intersection de la conique Ka avec le plan E se trou- 
vent sur une conique donnée SB de ce plan. Remplacons le plan arbitraire 
E par le plan S l'iufini E,, la conique SB par le cercle C: (de ce plan) 
commun à toutes les sphhres. Puisque toute conique dont les deux points à 
l'infini sont situés l'un et l'autre sur Ci est un fierder 81, y a u r a  q u a t r a  
p lans  qui coupen t  R i  e n  q u a t r e  po in t s  Ct'un c e r c l e - e t  q u i  p a s s e n t  
p a r  l a  d ro i t e  a r b i t r a i r e  G; l a  surface  enve loppée  par 40ua c e s  
plans, obje t  de n o s  r e c h e r c h e s ,  es t  par  c o n s é q u e n t  d e  l a  qu i -  
t r ième c l a s s e :  2,. 

8. Le genre de la courbe de la 2e espbce est toujours O ;  ella ne peut 
avoir un point multiple sans se décomposer.. L'ordre de sa développable 
osculatrice est 6 et la classe est, en général, 6. Par conséquent, cette dé- 
veloppable ayant 6.4=24 plaris tangents en commun avec Z,, les ce rc les  
oscu la teu r s  d e  24 p o i n t s  de  RA r e n c o n t r e n t  c e t t e  c o u r b e  enco,re 
u n e  fois.  Mais la classe de la développable osculatrice peut être diminuée 
par des tangentes stationnaires (osculatrices), dont Mr. CAYLEY (*) et Mr. 
CREMOXA (+*) ont observe les premiers l'existence: chaque tangente station- 
naire réduisant la classe d'une u n i t é ,  le  nombre  d e s  c e r c l e s  oscu-  
l a t e u r s  de l a  courbe  RjI q u i  la coupen t  e n c o r e , u n e  fois,  d é c r o î t  
à 5 . 4 3 2 0  o u  à 4-4=16, a u s s i t d t  q u e  R:, e s t  douée d 'une  o u  d e  
deux  t a n g e n t e s  s t a t ionna i res .  

La classe de la développable bitangente RtI est 4 (***) et n'est pas di- 
minuée par les tangentes osculatrices; i l  y a donc  1 6 c e r c l e s  qui  t o u -  
c h e n t  l a  courbe  R:; e n  deux po in t s  distinc'ts.  

% ' L a  s u r f a c e  2, e t  l ' hyperbo lo ïde  Ha o n t  u-ne développable  
c i rconscr i te  commune de  la fie classe.  Les plans de  cette développable, 

(a) Quarterly Jou~nal of Mathematics, t. 8, p. 105. . . 
(**) Rappresentaaione delle superficie di Steiner e delle superficie go6be di terao grado 

sopra un piano. Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 1867. 
(me+) CBENONA, Intorno atta curva gobba del quart'ordine per la pale passa m a  s o b  

superficie di secondo grado, v. ce journal, le serie, t. 4, 5 20; ou mes Syrathetische Unter- 
suchungen etc. n. 70. 
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touchanh I'hyp~rboIoïdei H z ,  le coupent suivaht deux droites L et M, dont 
l'une f, contient trois points de &j1, l'autre M un seul. Ainsi le eercle d'un 
tel plan 8oi.Q se décomposéic de même en deux droites, dont l'une est L. Si 
cette droite ns s'appuie pas sur le cercle à l'infini C i  , dest-&-dire si elle 
ne tend pas ti un des quatre points .t'=(Ci, h i ) ,  où hi est la conique & 
l'infini de !a surface. Ha, il Jaut; que l'autre des deus droites fmmant le 
cercle dBgénér4 contiedns les deuz points circulaires B l'infini du plan, e t  
par C m ~ é q ~ e h t  qu'elle mBme sait éloignée Lt l'infini, avec le quatriéme point 
de R;I., La droite M contenant m point sera donc une des q u a t r e  d ro i t e s  
M,M2M,M4 de H q u i  tandeat  a u x  p o i n t s  r i r 2 r , r ,  & l ' inf in i  de l a  
c o u r b e  Rjl. Les  fa isceau ré de. p lans  d o n t  l e s  a x e s  s o n t  M,M2 M,M4 
a p p a r t i e n n e n t  dosi0 1â su r face  développable de- l a  ae classe ,  et 
toute droite L da l'iperboloïde H g  envoio la surface Z4 les quatre plans 
tangents L(MlII.f2 M,M,). Au contraire, si la droite L passe par un des 
quatre points i ,  la seconde droite du cercle dégénéré n'a a contenir que le 
second point circulaire à l'infini du plan, elle ne s'éloigne pas donc cette 
fois B l'infini, ni le quatrieme point de Rh non plus. L e s  qu  a t  r s  dro i t  e s  
L1L2L3L4 de H z  qui s o n t  d i r i g é e s  vers  l e s  p o i h t s  i1i2i3i4 s o n t  l e s  
a x e s  d e  q u a t r e  f a i s c e a u x  d e  p l a n s  q u i  complktent  l a  s u r f a c e  
développable de l a  Se c lasse ,  d e  eo r t e  q u e  ce l le-c i  e s t  composée 
d e  h u i t , f a i s c e a u x  d e  p lans .  Toute droite M sur Hz envoie B 2, les 
quatre plans tangents M(Li ,  La, L3, L4) .  
' 10. Nous avons trouvé ainsi huik faisceaux de plans tangents de 2,; Z4 

possède  e n c o r e  douze f a i s c e a u x  de p l a n s  t a n g e n t s  p a r a l l & l e s  
c 'es t -&-di re  a y a n t  d e s  a x e s  s i t u é s  à l ' i n f in i .  Six d e  ces  a x e s  
s o n t  l e s  d ro i t e s  d e s  t r o i s  .couples d u  faisceait (Cm, h t )  ou q u i  jo i -  
g n e n t  les  p o i n t s  i d e u s  à d e u x .  Les plans de ces faisceaux (dont deux, 
paraIl&les au même axe de I'hyperboloïde H z ,  sont réels, et les àutres ima- 
ginaires) coupent H z  suivant des cercles. Les s ix  a u t r e s  a x e s  j o i g n e n t  
l e s  p o i n t s  r d e u x  B d e u x ;  un plan mené par une de ces droites, par 
ex. par R,, = r lr2 ,  contient un ~otipie de dioites Teprésentant; un cercle qui 
s'appuie quatre fois sur R:,; car une droite du couple est R i ,  elle-même, 
qui rencontre Ct deux fois. Ces six derniers axes et leurs faisceaux sont 
ou tous réels, ou  deux réels e t  les autres 'imaginaires. Il y a donc ou huit 
ou quatre faisceaux réels de plans tangents paralléles de Z,. 

II. Aucun plan h d i s t a n c e  f in ie  ne peu t  ê t r e  u n  p l a n  ( tangent)  
mu1 t i p l e  d e  Z,; car, par ses points d'intersection avec Rn il passe un seul 
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cercle. Mais toute conique qui passe par leg quatres points r s'appuie sup 
Ci plus de deux fois; donc on peut  présume^ que, le, p lan  à l ' inf in i '  e s t  
u n  p lan  mul t ip le  d e  2,. Quel  e s t  l e  d e g r é  de mul t ip l i c i t é?  . 

Considérons, comme ci-dessus, au lieu de E, et de C: un plan fini E 
et une conique Sa dans ce plan. Soit maintenant la droite G située dans 
E,  ce qui n'était pas supposé au n, 4. Si !'on fait passer m e  surface du 
Se ordre F 3  par RjI et G ,  les plans E, qui passent par G la couperont 
suivant des coniques f:, qui décrivent sur G m e  involution 1. La surface 
HQst rencontrée par les m6mes plans aussi suivant des coniques 13 , qui 
c'appuient toutes sur G aux deux points 1,1,, où cette droite perce H e  et 
rencontre le deux droites L, L, qui $appuient trois fois sur R;, .et  forment 
l'intersection restante de F 3  et de Hz.  Les deyx coniques 122 et f :  situées 
dans le même plan Ex se rencontrent sur l a  c ~ u r b e  RjI et déterminent un. 
faisceau qui coupe la droite G suivant une involution 1%. Si p, et p,  sont 
les points d'intersection de Sa avec G, combien de fois une conique qui 
s'appuie quatre fois sur R;, et dont le plan passe par G, par conséquent 
une conique qui appartient un de ces faisceaux, rencontre-t-elle la droite 
G en g, et p,? ou, ce qui revient au même,. combien de fois ces points 
pl et p, forment-ils un couple d'une involution Iz? Toute involution In est 
déterminée par le couple (1,' 2,) et un couple de l'invalution fi l'involution 
déterminée par (Il, 1,) et (pl, p,) a un couple commun avec 1;; dans le 
plan de la conique f i  qui fournit ce couple; il y a donc une conique qui 
appartient au faisceau (f:, h!) et rencontre G aux points pl et p,. Ainsi 
uile seule conique s'appuyant en quatre points sur R;, rencontre S2 en- 
ses deux points d'intersection avec G. Si E s'éloigne B l'infini et que Se 
soit le cercle Cm, nous obtenons ce résultat: P a r  tou te  d ro i t e  d u  p lan  

l ' i n f i n i  E, il y a u n  s e u l  p lan  (en g é n é r a l  d i f férent  d e  E,) qu i  
e s t  p e r e é  pa r  RjI en  q u a t r e  po in t s  d 'un  cercle. P a r  conséquen t  
l e  p l a n  à l ' inf in i  e s t  u n  p lan  t a n g e n t  t r ip le  de l a  s u r f a c e  2,. 

22- Il semble au premier abord que les mêmes considérations subsistent 
pour l a  courbe  de l a  le esphce R:; mais pour celle-ci les points 1,1, 
sont les points où G rencontre la conique K z  qui est commune à F 3  et 
à H" outre R:, et parce qu'ils appartiennent 3 l'involution r, ils forment 
le seul couple commun à celle-ci et ;t l'involution déterminée par (pl, pz) 
et (JI, 2,). La conique K 2  est elle-m6me la conique f d  qui fournit ce couple 
e t  elle est en même temps aussi la conique hi, ce qui fait que ce cas est 
illusoire; car à cause de cette coïncidence de f a  et de h2, les quatre points. 
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de R; situés dans le plan de fC=h;=K"points d'int'ersection de h: et de 
f: dans les autres plans) cessent d'être distincts des autres points de la 
conique Ka. Ainsi, e n  g e n e r a l ,  pa r  u n e  d r o i t e  d u  p l a n  E, i l  n'y 
p a s s e  a u c u n  p l a n  (d i f fé ren t  de  E,), q u i  r e n c o n t r e  R4 en. q u a t r e  
p o i n t s  d ' u n  c e r c l e .  Cependant, si pour une certaine droite de E, il y a 
un tel plan +et nous avms  trouvé un nombre infini de telle droites), tous 
les plans du faiscéau dont cette droite est l'axe auront la même ppopriété; 
si F9 es£ ménée par une telle droite et  par R:,, la conique commune b F3  
et à H g  (qui, n'étaAt pp8s l a  seule surface du second dégré passant par R,B, 
peut .être remplhcée pa2 cliaque autre surface du faisceau dont RI est la 
base) est un cercle, et Zes cduples ( p , ,  p,) et ( 4 ,  b , )  scint identiques, et 
ne déterminent plus bhe involution. 

On peut déniontrer aumi poui. R;, d'une manibre semblable que pour RI,, 
que par chaque droite non sitirée B I'infini il passe trois plans qui remon- 
trent Rj en qtiatre points d"uh cercle. Combinant ce résultat B celui que 
nous venons de trouver, c'est-à-dire qu'en géneral par une droite à l'infini 
il n'y a pas de tels plans, nous concluons que le  plan E, est un plan triple 
de l'enveloppe (de la 3" elasse) des plans qui sont percés par R: en quatre 
points d'un cercle; par conséquent cette enveloppe est une courbe plane 
de la  troisième classe situke en E, (*). 
- 13. Mais revenons à la courbe RII e t  b sa surface 2,. .Sur les six droites 
qui joignent deux points i, les deux couples l,i, et p,p, se  confondent en 
un seul, celui des deux points i; ainsi l'involution contenant les couples 
(1,1,), (p ,p , )  devient indéterminée, toute involution Iz a le couple p,p,  com- 
mun avec I ;  nous retombons donc sur le théoreme déjà trouvé, que tout 
plan mené par une telle droite touche la surface 2,. 

Sur chaque plan méne par une droite R qui joint deux points r, par 
ex. R,,=rl r,, ces deux points sont deux des quatre points d'intersection 
avec Ri ou deux des quatre points-base du faisceau (h:, fg); et l'involution 
I, que ce faisceau engendre sur R,, est réduite aux deux points r l r , ;  c'est- 
&-dire qu'elle est devenue telle, que toutes les coniques du faisceau produiq 
sent le couple rlr,; une seule conique, c'est-à-dire la paire de droites dont 
l'une est RI,, fournit tous les autres points de RI,, par conséquent aussi 
le couple des points plp,, où RI, rencontre Cm; il y a donc dans le fais- 
ceau (f+, h:) de chaque plan mené par RI, une conique qui passe par les 

- 
P) CREXONA, Preliminari di usza teoria geometrica delle superficie, n. 3% 
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deux points p,p,; ainsi chaque plan par R,, touche la surface Z,, résultat 
déjh obtenu au n. 10. 
14, Consid6rons l a  courbe  de  con tac t  d u  p l a n  E, a v e c  la  sur-  

face  Z,, Puisque ce plan est un plan dangent multiple qui n'a pas de 
connexion avec d'autres, nous présumerons que cette courbe de .contact est 
uni  courbe gén6rale de la troisibme classe et ne se résout pas en trois 
faisceaux de rayons; et que par. conséquent le contact n'a pas lieu seule- 
ment en trois points (les centres des trois faisceaux), mais en tous les points 
de la courbe (*). 

Soit P un point arbitraire du plan Em, autour duquel pivote la droite G 
dans ce plan, On peut mener une surface du 3e ordre .F9 par la courbe 
Rj, (par 13  de ses points), par la conique fixe f 2  du plan E, qui contient 
les points r et P (par trois points de pZ différents des r) et par la droite 
G (par deux points de G différents de ceux où elle rencontre f Z ) .  Qu'on 
donne, pour achever de déterminer F3, encore un autre point fixe de l'e- 
space. Cette surface variera avec la droite G. En général, il n'y a aucune 
conique du faisceau (f2, h:), ou passant par les quatre points r ,  qui ren- 
contre la droite G en ses points d'intersection pips avec C:. Cherchons 
combien de droites G passant par P sont telles que cela ait lieu, c'est-&- 
dire que les trois couples de points où G est rencontrée par les coniques 
f z ;  l i t ,  Cm appartiennent B la même involution. La conique (réelle) Na du 
faisceau (hm, Ci)  qui passe par P coupe f 2  en trois autres points; et les 
droites menées de P B ces points sont évidemment les droites cherchées. 
Sur chacune de ces droites les points d'intersectiou avec f a  (dont l'un est 
P) forment un couple de l'involution I; les intersections avec hm sont les 
points 1, la ,  la conique du faisceau (f ', hi) qui passe par les points p, p2 
est celle qu'on a cherchée au n. 11; mais son plan est E,; donc p a r  
c h a c u n e  de  ces t ro is  d ro i t e s  il n 'y  a pas  d e  p l a n  d i f férent  de E', 
qui  coupe  Rj, en  q u a t r e  p o i n t s  d ' u n  ce rc le .  Ces  d r o i t e s  s o n t  
a i n s i  les  t a n g e n t e s  p r o v e n a n t  d e  P à l a  c o u r b e  d e  c o n t a c t  23 
du  p lan  Em a v e c  la  s i i rface 2,. 

15. La construction des trois tangentes provenant d'un point P A la 
courbe Z3, que nous venons d'expliquer, devient illusoire si P est situé sur 
la conique h i .  Dans ce cas, f a  se confond avec h: et la surface F3 a en 
commun avec H a  la courbe la conique hi  et les deux droites LI L, 

(*) Ibidem. 
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qui s'appuient trois fois sur  PI, et unè fois (en 1, et 12)  sur G.  Cette sur- 
face F 8  se décompose en H2 et en un plan passant par G, et cesse de dé- 
terminer la courba R$ s u  II2. 
16. Mouvons le poinh P sur  une droite R, par ex. BI,> la conique f 2  est' 

invariablement le  couple de droites (Ri , ,  R,,). R, est touchée par deux 
coniques du faisceau (h;, Cm) qui coupent la droite RI, en quatre points 
S. Pour chacun de ces points la conique qui l'a fourni est la conique N2; 
celle-ci ayant avec P=(R,,,  R,,) u n  contact, deux des tangentes qui sont 
menées du point s à Z, sont réunies dans la droite qui joint s au point de 
contact. Les qu'atm points s sont donc des points d'ihtersection de R,, avec 
Z,. Toute conique du faisceau (h:, Ci) rencontre R,, au point P et en 
un autre point, par conséquent R I ,  est une des trois tangentes menées du 
point P d, la courbe Z,. La conique du faisceau (h:, C:) qui passe par le 
point (R, , ,  R,,)' rencontre la droite RI, encore en un point t ;  deux des 
droites qui vont de t aux trois autres points d'intersection de cette conique. 
avec la paire (fi,,, R,,), ou deux des tangents que le point -E envoie à Z,, 
se réunismnt dans RI,, on voit que cette droite touche Z,, et t en est le 
point de contact. La courbe de  c o n t a c t  2, d u  p lan  8, l ' i n f i n i  E, 
avec  la surface  2, e s t  touchée  p a r  c h a c u n e  des 6 droi tes  R e t  
rencontréle en qua t re  a u t r e s  points.. C e t t e  courbe  e s t  donc  d u  
sixikme ordre ,  e t  pa r  c o n s é q u e n t  e l le  e s t  u n e  courbe  g é n é r a l e  
d e  l a  t roisikme c lasse .  

Observons encore que sur chaque droite R les quatre points d'intersection 
s ,  le point de contact t avec 2, et le point d'intersection avec la droite 
opposée forment six points en involution; les deus derniers sont conjugués. 

Si P se meut sur une des six droites qui joignent les points i, p. ex, sur 
P e = i 1 i $  la conique Na est invariablement le couple de droites (Pa,  13,), 
tandis que f Z  change d'un point P A l'autre. On en conclut, comme au- 
paravant, que l a  droi te  .l'"et semblablement  t o u t e s  l e s  au t res  1) 
touche la courbe 2, au Ze point de I l2  situé sur la conique f 2  qu'on a 
menée par les point (Il2, P4) et la rencontre aux quatre points marqués sur 
Pa par les deux coniques f 2  qui touchent la droite 13&. Ces cinq points et 
le point (Il2,  13&) sont, comme ci-dessus, six points en involution. 

17. Un plan tangent triple réduit l 'o rdre  d'une surface de 3-2'=/2; par 
conséquent, l'ordre d'une surface générale de la 4' classe étant 4 3e = 36, 
celui  de no t re  s u r f a c e  2, e s t  36-12=24. L' in te r sec t ion  de 2, avec  
1.e p l a n  à l ' inf ini  E, e s t  composée  de  l a  courbe de c o n t a c t  2, d u  
6e ordre  e t  des douze  droi tes  R e t  I ,  comme nous  a l lons  voir .  

A~znali d i  Matematica, tom0 IV. 11 
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Le c6ne (cylindre) 'tangent mené d'un point arbitraire P du plan E, 8 
la surface 2, est de la 4e classe (C,) et est touche par E, le  long des trois' 
tangentes de 2, issues de P. L'ordre de ce cdne est  6, à cause du plan 
triple, Si P s e  trouve sur Z,, deux de ces tangentes coïncident; E, a donc 
avec C, deux contacts, dont l 'un est stationnaire. Ce contact stationnaire 
B lieu le long de la  tangente de f, en P; l'autre le long de la tangente 
qui sort de P et va toucher la courbe Z, ailleurs. Un plan qui a un con- 
tact stationnaire et un contact ordinaire compte comme deux plans doubles 
et  un plan stationnaire (*); l'ordre du cane C4 est donc 5. 
/8. Si P tombe sur une droite 1, par es. sur PZ, le cdne C, se  décompose 

dans le faisceau de plans dont Ii2 est l'axe et dans un cdne C, de la 3' 
classe. .Em touche le faisceau Il2 le long de son axe, car cet axe est une  
des tangentes issues de P à 2, (ou bien: un  faisceau, considéré comme 
enveloppe de ses plans, est touché par chacun d'eux le long de l'axe, inter- 
section du plan avec son voisin); e t  Em touche le cane Cs le long des deux 
autres tangentes de P à 2,. Le cdne Cs, ayant un plan double, est du 4e 
ordre. Outre ce plan double E,, il y a encore un autre plan tangent de C, 
passant par Il2, qui est par suite un plan tangent double de C,. Mais ce 
plan n'est pas double pour Z,, donc il touche cette surface en P; par con- 
séquent ce point est situé sur Z4,,Donc les droites 1 et de même les droites 
R se  trouvent sur  la surface Z,, comme nous avons avancé au commen- 
cement de ce numéro. 

Si P est un des quatre points s d'intersection d'une droite I ou R avec 
Z,, les deux contacts du cane Cs avec E, se réunisseut en un contact 
stationnaire; et si P est le point de contact t ,  l'un des deux contacts aura 
lieu le  long de la droite I ou B. Le c8ne C, est dans le  premier cas du 
3e ordre, et dans l'autre cas du 4e ordre. 

Le cône tangent C, mené d'un point i ou r h l a  surface 2, se  résout 
en quatre faisceaux, trois axes desquels sont situés dans ,Ta. Ce cane a 
six plans doubles, qui joignent les axes deux à deux; trois plans doubles 
coïncide,nt avec E,, donc les trois autres [pour i l  par ex. les plans L'(Il2, 

("1 Si un plan triple touche un c6ne le long des aretes t l ,  tz, t3, les trois plans doubles 
qui le composent, sont ceux qui touchent le long de t l  et de t 2 ,  de ti et de t 3 )  de t2 e t  
tt. Si t3  est infiniment voisine 9. ta il rdaulte un plan qui a un contact ordinaire le long 
de ti et  un contact stationnaire le long de t2. L'un des trois plans doubles, dont ce plan 
triple est coinpos6, celui qui touche le long de t2 eg de t3, est devenu un plan stationnaire. 
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Il3, I o ) ,  ou pour P, le plans M,(R,,, RI,, R,,)] touchent 2,- au point 2 ou 
r. Les  po in t s  i e t  T s o n t  donc des p o i n t s  t r ip les  de  l a  su r face  Z,, 

19. Soit P l'un des trois points aiagonaus du quadrangle des points i ' o u  
d u  quadrangle des points r,  ou l'un des points du rencontre d'une droite 1 
et d'une droite R; par ex, le point U ' = ( I ~ ~ ,  13,); son cbne C4 dégénére 
dans les deux faisceaux Pa et 19* et un cylindre du second degré Ca qui 
touche Ew (ce plan appartient à. chacun des deux fzisceaux et au cylindre, 
et devient de cette maniere un plan triple de C,); par conséquent le cy- 
lindre est parabolique. 

Chacune des deux droites P e t  134 envoyaut A Ca, outre E,, un autre 
plan tangent qui devient un plan double de C,, a sera un point double 
de 2,. Les t ro i s  points  d iagonaux  du  q u a d r a n g l e  i (qui s o n t  tous  
r é e l s ) ,  ceux du q u a d r a n g l e  r (dont tous  s o n t  rée ls  ou  u n  seu le -  
men t )  e t  l e s  36  po in t s  (1, R) (dont  douze  ou q u a t r e  seu l s  s o n t  
réels) s o n t  doubles s u r  2, e t  c h a c u n  d ' eux  fourni t  d e u x  fa i sceaux  
de p lans  e t  u n  cy l indre  parabol ique ,  comme enveloppe des  p lans  
r e n c o n t r a n t  l a  courbe  Rjf en  q u a t r e  points  d 'un ce rc le  e t  p a s s a n t  
p a r  l e  p o i n t  nommé. Les  cyl indres  a p p a r t e n a n t  a u x  t ro i s  premiers  
po in t s  s o n t  para l lè les  a u x  t ro is  a x e s  de  Ha. 

20. Placons enfin P sur une des  droi tas  Li L2L3L4 ouMl M2M3 M,, axes 
de faisceaux de plans tangents à 2,; le cane C, se décomposera dans ce 

.faisceau et un cône C,; ceux-ci ayant en commun trois plans qui ne sont 
pas doubles pour Z4, nous concluons que l e s  h u i t  d ro i t e s  s o n t  t r ip le s  
s u r  2,. 

Remarquons que les points i et r appartiennent & ces droites. Le cône 
C, issu d'un point où l'une des quatre droites L rencontre une des quatre 
droites M sera composé des faisceaux de ces deux droites e t  d'un cane du 
second degré, et aura par suite cinq plans doubles, dont l'un (L, M) touche 
HZ; par conséquent ces 16  po in t s  (L, M) s o n t  des po in t s  qu in tup les  
s u r  Z, et  auss i  des po in t s  de contac t  de  Ha e t  2,. Ces deux surfaces 
se  coupent entre elles suivant les huit droites L et M triples sur Z4 et sui- 
vant une courbe gauche du 24e ordre qui est touchée par E, aux douze 
points d'intersection de lz; avec 2,. Rh est rencontrée par cette courbe en 
48 points; les 48 autres points d'intersection de R;i avec Z4 se réduisent 
à 16 points, qui doivent étre comptés trois fois, parce qu'ils sont situés 
sur les droites t,riples de 2,; ils sont douze points sur les quatre droites L 
et les quatre points r sur les M. 
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21. La courbe Z,, étant générale, a 9 rebroussements Po. La conique N!  
(du faisceau dont les points r forment la base) et celle du faisceau ( IL: ,  CB,), 
qui se rencontrent en un point Po, doivent avoir, en outre, un contact 
dreipunctig. En effet, ces deux faisceaux, ayant en commun la conique hi ,  
engendrent un réseau de coniques; et dans un tel réseau il y a, d'aprés 
Mr. CREMONA (*), 9 faisceaux dont les coniques ont un contact dreipunctig 
(en 9 points Q,); les quatriémes points-base de ces faisceaux nous don- 
nent les 9 points Po, rebroussements de la courbe 2,. Puisque les tangentes 
de Z, sont les droites des couples de ce réseau, la courbe 2, est sa courbe 
Cayleyenne. Ainsi : 

La  courbe  de con tac t  de  l a  surface  2, avec  le  plan B l ' i n f in i  
E, e s t  l a  courbe Cay leyenne  d u  réseau  c o n s t i t u é  pa r  l e s  deux 
fa i sceaux  dont  l e s  bases  son t  formées p a r  les  points  r e t  l e s  
po in t s  i. 

Les points Q,, oii les contacts dreipunctig ont lieu, sont les points con- 
jugués .des points stationnaires de la courbe Hessienne du réseau, c'est-&- 
dire les points de contact de cette courbe avec la Cayleyenne. 

Outre la tangente de rebroussement, un point Po n'envoie aucun tan- 
gente A Z,, de sorte que les trois tangentes t, t,t, se sont réunies dans 
celle&; le plan triple E, du cône C, mené du point Po à la surface 2, 
est composé de deux plans stationnaires (qui touchent le long de t,, t, et 
de t,, t,) et d'un plan double (qui touche le long de t,, t,); ce cône est* 
donc du 4* ordre. 

Bromberg, le 5 aoQt 1869. 

(*) Introduzione ad una teoria geometrica delle cume piane, n. 119. 
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NOTE, 

Outre les huit droites triples signaldes par l'Auteur, l a  surface Zb a une courbe 
cuspidale (de rebroussement) du 54' ordre et  une courbe nodale (double) du 165' ordre 
(ou des courbes multiples équivalentes a celle-ci?). L a  courbe cuspidale est coupée par 
le plan E, aux 9 points stationnaires de Z3, dont chacun doit être compt6 deux fois, 
.et aux 12 points de contact de Z3 avec les droites 1, R, dont chacun doit être compté 
trois fois. 

Au lieu de Z, on peut Qtudier l a  surface réciproque Fb du 4e ordre, douée d'un point 
triple O, de 12 droites concourant en O et  de 8 autres droites situees sur un hyperboloïde. 
I l  sera très-commode de représenter cette surface sur un plan Ii, en projétant les points 
de Fb au moyen de rayons issus de o. Alors nous aurons en ri une courbe cubique gé- 
nérab K3, image du point triple O ;  e t  deux quadrilatéres complets circonscrits tt une 
même conique e t  inscrits B K3, dont les 12 sommets et  les 8 cotés seront Ies images des 
1 2 + 8  droites de Fb. I l  y a 16 coniques, dont chacune est sirnultanement circonscrite B 
un triangle du premier quadrilatBre et  b un triangle du second; ces coniques correspondent 
à un nombre égal de coniques situées sur  Fb. Les sections planes de cette surface seront 
représent4es par les courbes du 4e ordre circoscrites simultanément aux deux quadrilateres 
complets. Les droites du plan ïI (qui ne passent par aucun sommet des quadrilathres) 
sont les images des sections planes passant par o. Les courbes du 3e ordre qui passent 
par 9 sommets des quadrilatEres (exceptés 3 en ligne droite) sont les images de courbes 
planes du même ordre appartenant à l a  surface. L a  courbe de contact de Fb avec un cone 
circonscrit est  reprdsenthe par une courbe du Ge ordre circonscrite aux deux quadrilatéres; 
cette courbe est la Jacobienne d'un rhseaii de courbes du 4' ordre circonscrites aux mémes 
quadrilatères. L'image de l a  courbe parabolique est une courbe de l'1le ordre qui touehe 
K3 aux 12 sommets des quadrilafires et passe par les points d'inflexion de cette m8me 
cubique. Etc. etc. 

L. C. 
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Dell'uso 
del principio delle velocità virtuali 

con riguardo all'attrito. 

(del  D.' GIULIO PETERSEN, a Copenhagen,) 

Quando si cercsno le posizioni d'equilibrio d'un sistema mediante le sei 
note equazioni, si devono effettuare in generale molte eliminazioni di pres- 
sioni e di tensioni incognite; dopo di che le equazioni che restano, com- 
binate colle condizioni puramente geometriche cui é soggetto il sistema, 
danno le cercate posizioni d'equilibrio. 

Si  ottiene quasi sempre una grande semplificazione nei calcoli facendo 
uso del principio delle velocith virtuali, il quale fornisce tosto le equa- 
zioni che altrimenti non si potrebbero conseguire che coll'eliminazione delle 
forze incognite. Per meglio chiarire cib che segue, vogliamo dapprima esa- 
minare più da vicino il modo in cui si raggiunge questo scopo. 

La condizione generale dell' equilibrio d'un punto è. che sia nulla la 
somma delle componenti delle forze attive secondo una direzione arbitra- 
ria;  si pud in ta1 modo, scegliendo più direzioni distinte, formare tante 
eqnazioni quante si vogliano; ma tre sole di queste sono indipendenti fra 
loro, e in  pari tempo sufficienti a risolvere il problema. Queste equazioni 
hanno la forma 

dove Pk è una qualunque delle forze ed a, l'angolo che la sua direzione 
forma con quella della retta secondo cui s e  ne prendono le componenti. 
Moltiplicando la precedente equazione per un piccolo segment0 m di que- 
sta retta si ottiene la condizione equivalente 
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Considerando m corne U ~ Q  spostamento del punto, ph diventa la projezione 
di questo spostamento sulla direzione della forza P k ,  e ,  usando la  solita 
denominazione per il prodotto Pxpk, si conclude tosto Che: 

Aff inchè  u n  p u n t o  sja i n  e q n i l i b r i o ,  dev ' e s se r  n u l l a  p e r  o g n i  
s u o  s p o s t a m e n t o  l a  somma d e i  m o m e n t i  v i r t u a l i  d e l l e  f o r z e  
a t t i v e .  

Questo teorema non differisce da1 primo che nella forma, giacche danclo 
al punto tre spostamenti arbitrari, non si fa che decomporre le forze se- 
condo tre direzioni diverse, e le equazioni che s i  ottengono sono in am- 
bedue i casi le stesse. Alle forze agenti si devono poi sempre ascrivere 
tanto le foïze esterne date, quanto quelle che vengono introdotte a iitolo 
di pressioni, tensioni, ecc. 

Perche un dato sistema sia in equilibrio, è necessario e sufficiente che 
10 sia ciascuno dei suoi punti in  particolare, Dando a cias cuno di questi 
punti tre spostamenti particolari si otterrebbe il necessario numero d'equa- 
zioni; ma queste conterrebbero le pressioni O tensioni incognite come se s i  
facesse la decomposizione delle forze ne1 modo ordinario. Bisogna dunque 
diïigere gli spostamenti in modo che le forze incognite non entrino nelle 
equazioni; q u a n d o  u n a  d i  q u e s t e  fo rze  & p e r  ta1 m o d o  e l i m i n a t a ,  
s i  h a  u n ' i n c o g n i t a  di  m e n o  e s i  pud q u i n d i  f a r  a m e n o  d i  un 'e-  
q u a z i o n e ,  c iob d ' uno  s p o s t a m e n t o .  

Se manca soltanto una condizione a che le posizioni dei varii punti del 
sistema siano totalmente determinate (senza riguardo alle forze agenti, cioé 
in un  senso puramente geometrico), ogni punto non pub percorrere che 
una linea; in questo caso le pressioni delle varie linee vengono neutraliz- 
zate dirigendo gli spostamenti secondo le  tangenti di esse, poiché per ogni 
punto basta un solo spostamento. Se mancano due condizioiii, ogni punto non 
pud percorrere che una superficie, e la reazione di questa superficie viene 
neutralizzata dirigendo due diversi spostamenti del punto corrispondente 
ne1 piano tangente della stessa. Si traduce analiticamente questo processo 
dando alle x ,  y ,  z gli incrementi dx,  dy , dz ,  dei quali i primi due sono 
arbitrari e il terzo dipende da questi ne1 modo che risulta differenziando 
I'equazione della superficie. Per un artificio analitico assai semplice, invece 
di stabilire due equazioni, relative a due spostamenti, s e  ne scrive una sola, 
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la quale, per l'indipendenza di dx e dy,.ne comprende realmente due di- 
stinte. 

In  ta1 modo si sono neutralizzate le reazioni incognite, rendendo in pari 
tempo determinate le direzioni degli spostamenti; ma i rapporti di gran- 
dezza di questi spostamenti rimangono tuttavia arbitrari. Si pud quindi 
disporre di essi in modo da neutralizzare anche le  tensioni incognite, per 
guisa che le equazioni contengano soltanto le forze esterne date. 

Quando lungo una linea retta agiscono due forze eguali e contrarie ap- 
plicate ai suoi eshemi, é facile dimostrare che la somma dei loro momenti 
virtuali E nulla per ogni variazione infinitesima della retta c h e  n e  l a s c i  
i nva  r i a  t a la  l u  n g  hez  z a. Ora , risultando appunto ogni tensione dalla 
presenza di due forze eguali e contrarie, é chiaro che i relativi momenti 
entreranno nelle equazioni per modo da poter essere eliminati per via di 
addizione, se  le grandezze degli spostamenti (gih determinati quanto alla 
direzione) s i  faranno dipendere le  une dalle altre al modo stesso che Io 
sarebbero per un moto infinitesirno puramente geometrico , soddisfacente 
alle condizioni prescritte; vale a dire se si stabiliranno fra le  variazioni 
delle coordinate quelle stesse relazioni che risultano dalla differenziazione 
delle date equazioni. 

Cosi si riesce a far dipendere la determinaziono delle posizioni d'equili- 
brio di un dato sistema dalla considerazione delle sole forze esterne. Sfor- 
tunatamente questo metodo non pu13 essere applicato immediatamente quando 
si deve tener conto dell'attrito, giacchb le forze procedenti da questa causa 
non escono da1 calcolo, e le pressiooi incognite da cui dipendono ricompa- 
jono con esse nelle equazioni. Con ci6 il principio perde molta della sua 
utilith, non potendo venir applicato nella pratica, dove il più delle volte 
si deve aver riguardo agli attriti. 

Noi ci proponiamo di mostrare tuttavia che il metodo pud essere esteso 
anche a questo caso. Ci occuperemo dapprima di una figura piana, e pas- 
seremo poscia al caso generale. 

Sia P l a  pressione in un punto dove ha luogo attrito. La forza generata 
dall'attrito b pP, p essendo il coefficiente d'attrito, ed 6 diretta secondo la 
tangente. Queste due forze si possono comporre in una sola di grandezza -- 
P dl+$,  la cui direzione fa con quella della normale un angolo v dato da 

tg11=p. 

Rammentando ora che la pressione :P é stata preceden~emente.neutraliz- 
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zata con uno spostamento diretto secondo la tangente, & chiaro chë per 
neutralizzare la nuova forza bisognerà dirigere le spostamento perpendico- 
larmente alla sua direzione, cioè in modo da formare un angolo v colla 
tangente alla linea percorsa da1 punto. Dunque il p r i n c i p i o  del le  velo- 
c i t a  v i r t u a l i  p u 8  e s s e r e  appl ica to  a n c h e  quando  s i  debba t e n e r  
c o n t o  del l ' a t t r i to ,  p u r c h &  g l i  spos tament i  dei p u n t i  dov'esso s i  
s v i l u p p a  formino co l l a  t a n g e n t e  u n  ango lo  l a  c u i  t a n g e n t e  t r i -  
g o n o m e t r i c a  s i a  e g u a l e  a l  coeff ic iente  d'attrito. 
- Gli altri spostamenti dipendono da questi ne110 stesso modo di prima, 

perché le rette secondo le quali si operano le tensioni devono restare di 
lunghezza costante, affinchb spariscano i momenti virtuali delle tensioni 
stesse. 

Quando la sola forza esterna è la gravit%, indicando i pesi con P, e le 
altezze dei singoli centri di gravit& con y, si ha 

* 

P d y t P , d y  ,... i-P,dy,=O, 

ossia, chiamando 7 l'altezza del centro di'gravità generale, 

donde si conclude che nelle posizioni d'equilibrio l'altezza del centro di 
gravit& b un massimo O un minimo, sempreché le posizioni contigue risul- 
tino determinate .da spostamenti nelle .direzioni suindicate. 

Chiameremo l i  ne  a d' a t t r i  to la direzione secondo cui si deve concepire 
eseguito Io spostamento affinchb sia neutralizzata la risultante precedente- 
mente considerata. Come abbiamo veduto, essa fa un angolo v colla tan- 
gente. 

Per trovare la formola da applicarsi per il calcolo, indichiamo con x, y 
le coordinate di un punto dove abbia luogo attrito, e con L=O, l'equa- 
zione della linea su cui esso deve mantenersi. Siano 6x ,  6y gli incrementi 
delle coordinate relativi ad uno spostamento lungo la linea d'attrito. Sic- 
corne l'angolo di queste due direzioni & eguale a v (essendo tgv=,u, dove 
p pu6 essere tanto positivo quanto negativo, poiché in generale non si pu6 
stabilire a p r io r i  la direzione della resistenza dovuta all'attrito), si ha 
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90 P e t  ers en ; Dell' us5 del principio delle velocità 

Ma dalla L=O si trae 

quindi, sostituendo per 6y: 6x il valore dato dalla (i), si ha 

Spostando VI lungo la linea d'attrito per un tratto avente la projezione dx,, 
si ha 

d y ,  = F A ~ ~ X , .  

11 centro di V viene con cid innalzato per un tratto dy,, ma retrocede lungo 
la linea d'attrito per un tratto la cui projezione B dz,, e poichb questa linea 
fa angoli eguali colla tangente e con un70rizzontale, si ha 

di qui emerge per la condizione cercata 

Cerchiamo ora la formola generale da adoperarsi ne1 caso d'una superficie 
che presenti una resistenza dovuta all'attrito. 

Zn luogo della linea d7attrito bisogna considerare in questo cas0 un cono 
di rotazione, il cui asse b la normale ne1 punto considerato, e il cui semi- 
angolo al vertice B il complemento di v. Indicando con L=O l'equazione 
della superficie e con a,, a,, a, gli angoli della normale cogli assi, si h a  

Indicando inoltre con dx, d y ,  d z  gli incrementi delle coordinate secondo 
una generatrice del cono e con 6,, g2, g3 gli angoli di questa generatrice 
cogli assi, s i  ha 
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vir tua l i  con riguardo all'attrito, 

Ma essendo 

cos(90°-v)=cosa,cos6i+cosct ,cos~2+cosa,cos~, 

si ha 

e questa b l'equazione che deve prendere il posto della (2) quando lungo 
la linea L abbia luogo attrito. È d'uopo notare che siccome il punto non 
vien fatto muovere sulla linea data, bisogna prescindere da questa suppo- 
sizione anche ne1 differenziare le equazioni di condizione, al10 scopo di 
esprimere le dipendenze fra le variazioni delle coordinate dei diversi punti. 
Per es. se un punta b obbligato a restare sull'asse delle x, bisogna ci6 
non ostante rappresentarlo con (x, y) e fare y=O soltanto nelle elimina- 
zioni finali. 

Esempio  1." 

Una retta di lunghezza 2 e di peso V si appoggia colle sue estremità 
contro gli assi coordinati; si deve determinare la posizione d'equilibrio, nella 
supposizione che i coefficienti d'attrito alle due estremitA siano p, e p,. 

Sia (x, y) il centro di gravith, (x,, y3 l'estremità inferiore col coefficiente 
d'attrito pl, (x,, y,) l'estremith superiore col coefficiente d'attrito p,. Si ha 

dove 9 é l'inclinazione della retta 1 nella cercata posizione d'equilibrio, 
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P e ter s en : DelYuso del principio delle velocilà 

Esempio 2." 

Abbiansi tre cilindri disposti ne1 modo indicato 
dalla figura; trovare la condizione perohé essi 
incomincino simultaneamente a strisciare in tutti 
i punti di contatto. Due abbiano il peso VI, il 
terzo V; il coefficiente d'attrito sia p, in A e p 
in B. 

Se si fa girare un poco uno dei cilindri intorno ad A,  si scorge che la 
pressione totale in B dev'essere diretta verso A,  poichE in questo solo 
cas0 il suo moment0 virtuale pu6 essere eliso; la linea d'attrito é quindi 
perpendicolare a B A  epperd divide per metà l'angolo della tangente in B 
con un'orizzoiitale. Indicando con y, ed y le aItezze dei centri si ha 

ossia 

epper6 questa & l'equazione cercata, da adoperarsi per le superficie ne1 cas0 
dell'attrito. Per ,u=O essa si riduce all'ordinaria condizione 

aL per una linea esistente ne1 piano x y si ha z = 0, d z = O, - = O ,  e si ri- a z 
trova la formola gis  precedentemente stabilitq per questo cas0 particolare. 

Analoghe considerazioni si possono spesso applicare ~anta~giosamente  
anche in dinamica. Per conseguire la relativa formola cercheremo un'espres- 
sione della forza acceleratrice secondo la linea d'attrito, limitandoci, per 
evitare una soverchia complicazione, a considerare il cas0 in cui tanto la 
trajettoria, quanto le direzioni delle forze attive, esistano ne1 piano xy. 

d 0 02 Le forze acceleratrici sono - ne1 senso della tangente, - ne1 senso della d t P 
normale, oltre la pressione della linea e la resistenza dovuta all'attrito. Le 
due ultime danno una componente nulla ne1 senso della linea d'attrito, mentie 
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virtuaIi con rimardo ali'attrito. 

le prime due danno, nello stesso senso, la componente 

dove il radïcale deve prendersi positivamente se s'intende scelta la direzione 
positiva della linea d'attrito in modo da formare un angolo acuto colla di- 
rezione del moto. 

a) Quando non agiscono forze esterne si ha 

ds  d t  ovvero, sostituendo il valore p = - - ~ O - ~ " I '  

donde 
-,uB 

21=21,,e , 

dove 8 & l'angolo della tangente coll'asse delle x, e v, la velocità corri- 
spondente al valore 8 = 0. Supponendo p e quindi d 0 positivo, l'angolo O é 
crescente, epperd la formola sussiste fiuché non si giunga ad un punto di 
flesso; quando il punto passa sulla parte convessa della linea, la pressione 
diventa negativa, e il problema perde il  suo significato. 

b) Quando la forza esterna è la gravità, la sua componente secondo 
la linea d'attrito è 

epperd l'equazione del moto diventa 

ossia 
d-v2+2pv2c18 =-2g(sen9 +pcosO)ds, 

donde 

~ ~ = - 2 ~ ~ ~ ~ ~ ~ e ~ ~ ( s e n ~ + , u c o s 8 ) d s  + C ]  . 
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94 Pet er s en : Dell'uso del principio delle velocilà ecc. 

d s 
Il problema B cosi Ndotto ad una quadratura, qualora si esprima ossia 

p in funzione di B. 

c) Quando l e  componenti delle forze secondo gli assi sono X ed Y, 
s i  ha 

equazione che pud essere integrata corne la precedente, quando X ed Y di- 
pendano soltanto da x ed y. 

Copenhagen, novembre 1869. 
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Sur les fonctions abéliennes 
B quatre périodes. 

(par M.' MICHAEL ROBERTS, à Dublin.) 

N o u s  adopterons la notation de mon Mémoire ins8ré dans ce Journal, 
t. III, page 70; et je poserai 

M ( x  , x', Y", 0 )  = S" sin20dQ 
v(1- x%in") (1 - xf2sin") (1 -xv%in2t)) 

O 

on a k >  k'> kv. (Les quantités x ,  x', x" sont plus grandes que zéro et in- 
férieures à l'unité.) 

Soient les angles 8, 9 liés par la relation 

alors on a 

en sorte que 
2 - 
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96 M. Roberts: Sur les fonotions abéliennes à q u a t r e  périodes 

1 

1 -- 
kk '  

I 
\ O 

et,  en considérant que 0 devient quand Q = O ,  nous obtenons 
,T 

2 
- 

(1 - x"%inS cp) dp, - -  
x1'2 - xP X"2 - )"2 

1 -- ka sin2 y) (1 - sin2cp (1 - x"%in") 
O ) 

D'une maniére semblable on déduit 

cos" d cp 
( 2 )  

O 
k'n 

-- 
Maintenant soit sin$ = itano, i= V- l , et au moyen de cette substitution 
k krL(x ,  XI, xfl, 0) se transforme en 

et kklM(x,  x', XII, O )  deviendra par la même transformation 
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Remarquons maintenant que les équations 
7r k '1 t an8 tan~=1 ,  s in+=i tano ,  

O = 2  

conduisent C1 la suivante 
1 

2 

en sorte que pour cette valeur de 0 ,  k krL(x ,  x', xrf, 8)  devient 
R 

et k k r M ( x ,  xr, x", O )  devient en m.éme temps 
?r 

Posons maintenant L n, r', K", 

et  je vais chercher les formes algebriques du systeme transcendant 

L(x,  XI, dl ,  ~ ) + L ( x ,  XI, dl, +)+@-in- L(x, x', dl ,  6)-L(n, d ,  d l ,  $=O 

M(x, x', dl, 9) + M(x, x', x", 4) + W- in'- M(x, x', xr', O) -M(x, xl, x", Y) =O 

en m'appuyant sur les équations que j'ai données dans ce Journal. 
Pour cela nous poserons, comme je l'ai fait déjà, 

sin 0 COS 4 A (y)-sin cosy A (O) v@, Cp)= sin"- sin2? 7 

sin 8 cos p A (p) -sin ?cos O A (0) 
9) = sin2b - sin2? Y 

AnnaZi di  Maternatica, tomo IV. 
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98 M. Rober ts :  Sur les fonctions abélieilnes à quatre périodes.' 

et, en ayant Qgard aux équations qui se trouvent dans mon mémoire (voir 
ce Journal, t. III, pag. 74, 75, 76)!  on voit qu'on peut remplacer le sy- 
stème transcendant 

L(x, xf, x'f, +O 

M(x,  x', dl, 9) + M ( x ,  id, x", 4) + M(x ,  xr, le1', X) - M(x, xr, xl', 0)- - M ( X  , xr, d l ,  Y) = O 
par les équations algébriques 

en sorte que le s y s t h e  (3) équivaut au système des équations algébriques 

(1 - xU2sin2o) (2 - ~ ' ~ % i n ~ z )  + 
xr 's inqsin$fkl 'e~f(o,  z ) + x ~ ~ ~ c o s ~ c o s z ~ ( ~ ;  z)]=O 

(1 - ~ I / ~ s i n ~ $ )  (1 - x'lZsinZ.S) - ( 5 )  

~ ~ ~ s i n a s i n . t { k " ~ ~ ~ ( $ ,  $ J ) + x ~ ~ ~ c o s $ c o s S , ~ ( $ ,  +)]=O. 

On peut tirer du systbme (4) l'équation suivante (voir ce Journal, t. II, p. 19) 

cos y sin $ sin \j(l- x " ~  sin") (1 - x"" sin")(l - x ~ s i n ~ )  (1 - x12sin") 
(sin" - sin2+) (sin" -sin") - + 

cos+sin p sin x \j(l -zo2 sin") (1 -x"%in") (1 - x%in2+) (1 - xJ2 sin") 
(sin" - sin2?) (sin" - sin") + 

cosnsin p sin jb v(1- x"' sinz y) (1 - ï."'sin2+) (1 -x%inLx) (1 - xl%in") - - 
(sin"- sin2?) (sin"-sin2+) 

d(l - x"%in%) (1 - xf1*s in2~)  
sin G sin T 

Y 

en sorte qu'il résulte du système (3) l'équation suivante 
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M. Rober t s  : Sur les fonctions abéliennes à quatre pêriodes, 99 

Maintenant en supposant que les angles of, zf satisfont aux relations sui- 
vantes 

L ( x  , x', x", 0) + L (x , x', xlf, o) + @- ia - L ( X  , xf, xff, of) -L  (x, sel, %If, =O 

nous obtenons en vertu des équations (5) 

(1 - x'Qsin2~) (1 -x"2sin2~) - - xfr sin or sinzf, 
P 2 v ' ( ~ ,  T) + X " ~ C O S G C O S ~ ~  (G, 7) 

en sorte qu'il résulte du système 

L (x, XI, XII, q) + L (x, XI, xf l, 4) + 2 <f> - 2 iQ - L ( x ,  xf ,  xrf, d )  - L (x, x', xfl, z) = O 

M(x, se', xff, $)i.M(x, xf, x", +)+2 W-2 inf-M(x, x', dl, d)-M(x, xf, xfr, 

l'équation suivante 

sin $ sin + - - sinaf s i n d  

et, en ayant 6gard Lt l'équation (6), 

En posant xtanotanof=l ,  nous obtenons des équations ( l ) ,  (2) 

qui donnent, en posant o = O, 
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100 M. Roberts : Sur les fonctions abéliennes Zi quatre p6riodes. 

(1 - EsinW) do' 
xr2 - - x2 

(1-- xtlz ain'of) 
O 

?r - 
(7) 

xf zf'W k, kt, klf, - = cos2 of do' 
x'2 - ~2 x"2 - X'L ( '1 f o 'v , l -k~s in2wl~  (l--sin2ul xtn 

et,, eu mettant sin of = itan off, nous aurons 

do" 

Posons maintenant 
z 

Ljlc,  kf, k " , + o ,  k', kf',g)=@, ~ ( k ,  k1, k f f , 2  =el, "1 
e t  observons qu'en mettant s i n O = i t a n ~ ,  L(x, xr, x", 8 )  se transforme en 
i{L(k ,  kf, kr', a)-M(k, kr, kv, a)! et  que M ( x ,  d, xtf, O) devient par la 
méme transformation -iM(k, kf ,  kff, a). 
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M, 33 ob e r t s : Sur les fonctions abéliennes à quatre p6riodes. 101 

Remarquons maintenant que le système des équations 

7t 
sine-itano, x t ano tanof= l ,  sind=itaao", &-- - 2  

conduit la suivante 
1 

sino=-, k 

d'cd nous troumns que pour cette valeur de 8. L(xl xf, dr, O), M(x, d, d l ,  0) 
deviennent respectivement iO-2, -iOf-Y. On passe donc aux formes 
algébriques des équations simultanées 

L ( i t ~  , XI, XI', q) 4- L ( x ,  XI,  xfJ, S/) + i O - 3 - L ( x ,  x', d l ,  (3)- L ( x ,  se', z'!, r)=O 

en permutant x et x" dans les équations (5) ,  (6 ) ,  eu sorte que le systéme 

L ( x ,  x', x", ~ ) + L ( x ,  x', x", +)+ 2 iO-22 - L (x, x', x", 0')- L(x, x', x", z')= O 

M(x,  :e', x", ?)+ M ( x ,  x', d ' ,  4)-2 i@'- 22'-M(x, x', a", 0')-M(x, x',  x", z') = O 

En posant 
L ( x , z ' , r " , ~ ) + L ~ , x f , x " , + ) = u ,  

ICi[(x: se', %", 9) 3- 2 C / ( X ,  se', x" ,  +v, 

sinqsin$=f(u, v ) ,  
on a 

rn, sn', m", rn"' 6tant des nombres entiers. 
Dans son grand Mémoire G De functionibus duarum variabiliuna quadru- 

plicifer periodicis » (Crelle, t. 13, pag. 55), JACODI a remarque qu'en posant 
1 

X=fx( l -  x) (2-x") ( . ~ - X ' X ) ( ~ - % " ~ X )  

YintégraleSx ('* a six périodes, savoir 
O 

\'X 
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102 M. R o b e r t s :  Sur les fonctions abélierlnes A q u a t r e  périodee, 

(on passe de la notation de JACOBI celle que j'emplois en écrivant x" pour 
x ,  x' pour il, x pour p), et que ces quantités sont liées par les relations 

Il trouve aussi, en désignant par p, q ,  p', q' etc. certaines quantités qui 
renferment x ,  x ' ,  xff, a ,  p ,  les expressions suivantes 

(p' + qr sin") d 8 
~ ( 1 - x ~ s i n ~ ) ( l - ~ ' ~ s i n ~ O ) ( l - x ' ~ ~ s i n ~ O )  

' 
O 

A - 
2 

(p" 4- qfr sin2€)) d O 
k"2 k"9 U.=S O k'% 

En ayant égard aux équations (7), on voit que u, s'exprime par @, B et 
se présente ainsi comme une fonction symétrique des quantités x, x', x"; 
u, peut s'exprimer par @, a'; u, dépend des quantités a, a'; u, s'exprime 
par 2 ,  2'; ce qu'on peut démontrer de la maniére suivante: 

P ~ s o u s  

J / C $ t a n ~ t a n ~ f = ! t ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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ce qui donne 

et on voit facilement que cette transformation fait dépendre u, des fonc- 
tions 2, 9.. 

Collége de la Trinite Dublin, Ié 25 mars 1870. 

ERRATA-CORRIGE. 

SERIE P. 

Tomo 1, pag. 168, lin. 24 leggi: ... per< sei punti dati contiene la cubica 
B B 169 B 12 % . .. sezione risulta composta della retta 

. .. inviIuppa una  superficie di  48 classe in- 
scritta, nella sviluppabile di 4 O  ordine deter- 
minata dai sei piani dati. 
Siano cr;, ed z, i due valori. .. 
Q ( x ~ + x , ) - . . .  
a(b-a)(a-c)A=..- 
d(b-d)(d-c)D=... 
L'equazione (19) dimostra che: se i l  vertice 
del cono ed i punti O,, O,, û3, Ob sono daii ,  
i punti 0, e O,, ~>ariando insieme, geneyano 
una involuz~one d i  punti sulla, cubica gobba, 
I l  piano.. . 
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Tomo II, pag. 20, lin. 15 leggi: . . . ordinarie coordinate rettilinee ortogonali ... 
w P 21 B 18-20 a .-e=A(p+v)2a 

...=/L( v + q 2 p  

... =v('h+ p)=y 
B » 29 » 30 B . , . d i  due triangoli congiunti (ossia.. . 
a » 65 ~ 2 8  » . . . del tetraedro polare (supposto tutto reale) 

corne.. . 
» » 79 B 31 » ... in modo che si alternano le superficie ... 

Tomo I I I ,  B 169 » 7-8 » . .. B fuori della medesima, trovare una curva 
(ne1 piano O A  B) tale.. . 

B B 171 B 25 » ... e dell'ordinen(n-l)% 
B » 260 (si tralascino le ultime due linee) 
B » 261 » 6-7 leggi: g l i  angoli mon ,  m'Ont siano retti, le rette 

mn, m'n' ... 
Tom0 IV, » 25 » 20 * . . . ; 20 les 2rn(rn -1) points.. . 

> * 82 » 21-2 » ... doppia R ed una conica doppia passante 
per a'. Se... 

>P w 88 B ultima » ... dell' unitd negativa. 
)r B 92 » 24 » dalla generatrice medesima e in esso l a  curva 

sard osculata da1 piano P. 
B » 2 2 6  » D in due punti situati nella generatrice. .. 
B a » r 2 8  P oscula l a  curva doppia in h, la tocca sempli- 

cemente in g e .. . 
w w B B 33-4 rp . .. della curva R sono tangenti alla curva D. 

m k n  
k=n-1 COS m k .x - cos - 

zag. 334,l. 3a sal., . . Ieg. 2 n 
E R  

cotg- =- . . -.- . m k x  n 

338 r 3. dis,, * - 2% [> 
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Les séries Heinéennes superieures, 

les séries de la forme 

(par dfr. J. THOMAE, CE Halle.) 

11r. E. H~irrs  a trait6 dans un mémoire puHi6 dans le Journal des ma- 
thématiques pures et appliquées de Crelle (*), tom. 34, pag. 285, la série 

et a discuté amplement ses propriétés. Plus tard, j'ai examiné cette série 
d'un autre point de vue, dans le tom. 70 du m6me journal, et j'y ai ajouté 
quelques propriétés nouvelles. Grand nombre de ces propriétés peuvent etre 
énoncées plus généralement, de façon qu'elles deviennent celles de toute 
une classe plus étendue de fonctions, que nous allons dénommer e s é r i e s  
He inéennes  supér i eu res  D. Le mémoire actuel est destiné à cette gé- 
néralisation, et il est indispensable d'y reproduire les séries du premier et 
du deuxibme ordre, quoiqu'elles aient été déja illustrees suffisam&ent dans 
les mémoires cités et dans un écrit de JACOBI (tom. 32 du Journal de Crelle). 
Les articles 3 et 4 du mémoire actuel, qui traitent ces séries spéciales, 

(*) Continue par Mr. BORCBABDT. Berlin, chez Mr. Reimer libraire. 
Aplnali di Matematka, tom0 IV. 
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106 Th O rn a e ; Les séries Heinéennes supérieures. 

contiendront donc des résultats déjh connus. Quant aux principes dont on 
fera usage, je renvoie 5 mon mémoire cité ci-dessus. 

Désormais, nous désignerons par A 9 (x) la différence $J (qx) -9 (x), par 
Aaq(x) la différence Aq(qx)-Acp(x), etc., e t  nous nommerons k-fonc- 
t i o n s  3 les solutions de l'équation aux différences 

et les désignerons par k ,  k(x), k,(x), etc. Ces quantités jouent, dans la 
théorie des fonctions que nous allons considérer, le même rôle qu'ont ail- 
leurs les constantes, comme par ex. dans le théorbme: « I l  e x i s t e  t o u -  
j o u r s  u n e  r e l a t i on  homogéne  e t  l i n é a i r e  e n t r e  n + l  i n t é g r a l e s  
d '  u n e  é q u a t i o n  a u x  d i f fé rences  h o m o g é n e  e t  l i n é a i r e  d e  l ' o r d r e  
n. 2; Théoréme qui subsiste encore si l'ai introduit des différentielles au  lieu 
des différences, des constantes au. lieu des k-fonctions. Des exemples de ces 

Z z f  

fonctions sont xG, et les puissances entiéres positives ou négatives de cette 
27dgx 

fonction, sin (-), etc., mais les plus importantes ' sont les k-fonctions 
k 2 

qui se forment par des quotients de @-fonctions, dont la variable est glgx 
et dont le module a est la quantite -t ou -+logq, selon que norme (q) (") 
est < ou > 1; c'est pourquoi nous adoptons pour elles une notation spé- 
ciale. Soit 

alors o(a,  x) est la k-fonction qu'on emploiera assez souvent. 
La fonction O,, (v) peut se développer en produits d'un nombre infini de 

facteurs; en effet on a ,  comme on sait d'après la théorie des fonctions 
elliptiques, 

CO 

O,, (v) = - iOf,, (0) sin (v i) II(,, 
i 

4") La notation enorme (a f bi) s veut signifier la valeur positive de Vaa + bQ. 
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ou bien, efi faisant v=aa ,  a=+lgq, (où norme (q) est cl), 

Ces deux produits d'un nombre infini de facteurs, dont 
compose, forment la même fonction. Donc, si l'on pose 

l'équation trouvée s'écrira 

et la fonction II(a,  q) a la propriété importante 

Par la notation 

n étant un nombre entier, nous entendons la somme 

et nous nommons ces formules « s O mm e s déf in i  es ». Elles deviennent des 
intégrales définies, en posant q = I - E  et en faisant tendre E vers zéro. 

Pour éviter des erreurs, nous fixons encore quelques notions relatives aux 

fonctions polydromes xa, (1 - x)a ,  ( 1  - $)ag Nous imaginons, dans ce but, 

les valeurs de la variable complexe x représentées par les points d'un plan 
d'apres Gauss, et nous concevons ce plan coupé par une ligne, qui partant 
du point zéro suit la partie positive de l'axe réel jusqu'8 l'infini. Sur la 
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, rive positive (gauche) de cette ligne (c'est pour des valeurs positives réelles 
de x), nous définissons les fonctions nommées, en posant 

pour tous les ;c réels et positifs, 
(1 - X)a = ealg(i-z ) 

pour tous les x réels (1, e t  

pour tous les x réels >1, le logarithme étant pris réel. On obtient les 
valeurs de ces fonctions pour tous les autres points du plan en faisant 
parcourir à x tout le plan sans jamais franchir la ligne susdite et  en pre- 
nant pour les fonctions les valeurs qui suivent avec continuité les valeurs 
déja choisies. Alors (1 - x)a a la valeur e-aine ealg(*-l) pour les z réels > 1 ; 

4 
et pour les x r6els i l ,  (1 - a la valeur e"-eab.-'), le logarithme 

étant pris réel. 

Art. 1. 

Les séries Heinéennes de l'ordre h + Iihe ont la propriété d'intégrer corn- 
plbtement une équation aux différences de l'ordre h + liBm; dont les coef- 
ficients sont linéaires et  entiers, et vice-versa, l'intégration d'une telle 
équation conduit aux séries Heinéennes, Ce mémoire peut être considéré 
comme une discussion de l'équation aux différences linéaires 

( ~ - X B ) A ~ ~ $ ( ~ ) - ( A ~ - ~ B ~ ) A ~ $ ( X ) + ~ ~ ~ ( - ~ ) ~ + ' ( A ~ + ~ - X B ~ + ~ ) ~ ( X ) = O  (1) 

dam laquelle A,, A,,.. An+, , B,, B,, ... Bh+, sont des constantes indépen- 
dantes de x. Nous donnons d cette équation aux différences la forme d'une 
équation entre q(x) ,  9 (xq),  ... 9 (xqh+l), en observant qu'on a 

A q ( x ) = q ( x q  )-?J(x), A 8 $ ( x ) = 9 ( ~ q 2 ) - 2 $ ( x q ) + 9 ( x ) t  
Aae(~)=q(~qS)-3$(xqe)+3$(xq)-cp(~) , . . .g  
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En substituant ces identités dans l'équation (1), nous aurons une équation 
fonctionelle de la forme 

, ... dans laquelle les constantes A', A',, Arh+, sont composées linéairement 
avec les constantes A,, A ,.... Ah+l7 et Br,, Br ..... Bfh+, avec Bi, B ,.... Bbl: 
les coefficients étant des nombres entiers. 

Les équations (1) et (2) peuvent être intégrées, d'aprbs la méthode des 
coefficients indéfinis, par des séries qui sont ordonnées suivant les puis- 
sances de x, croissantes ou décroissantes de l'unité. C'est pourquoi nous 
remplaçons $(x) par la série 

dans (1) et (2). Dans le cas où la série est ascendante, nous trouvons pour 
l'exposant p de son premier terme l'équation 

dont les racines soient qa, qa', ... de sorte que l'on puisse choisir pour 
le premier exposant 

a ,  a', a", a@), 

2% i 9 x i  - 
sauf des multiples entiers de la quantité +-, parce que xlgn est une 

- lgq 
k-fonction. Par conséquent, on a pour les coefficients dans (1) et (2) les 
formules 

... A', = qa + qa' + qa" + qa(h), 
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Dans le cae où les exposants de la série décroissent, et que par suite le 
premier terme a la puissance la plus grande, nous aurons pour l'exposant p 

. de ce terme une équation, dont les h + l racines soient q-P, q-P',.. g-B'"'; 
2ni 

de sorte que, sauf des multiples entiers de +-Y on peut choisir pour 
-lg b 

exposant du terme initial un des nombres 

-p ,  - -@", . . .  -p .  
alors on peut donner aux coefficients B I ,  Bi ... dans ( 1 )  et (2) la forme 

Br, = B (q-P + q-Pr + . . q-P"'), \ 

B, = B ( ~ - P - ~ + ~ - ~ ~ - I + ~ - P ~ ~ - ~ + . . . ~ - P ( ~ ) - I )  

B, = B [(q-P - 1 )  (q?' - 1 )  t (q-r5 -1) (q-a" - 1) i- 

l )  (q-8'h'- I ) + ( ~ - P ' -  l )  (q-i*'- l )  + n n (9-Pa-"- 1 )  (q-8(h' -~) ]  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Bh1 = B (4-8 - 1) (q-P' - 1) (q-8" - 1) . (q-8(A'- 1 ) .  

Dans le plus simple cas où est B=O, sans que l'une des quantités qP,  
q ~ l , . . .  soit égale 5 zéro, l'équation aux différences (1) se réduit A celle-ci 

hi-1 A h + 1  A ~ + ~ ~ ( ~ ) - A ~ A ( ~ C ~ ( X ) + A , A ~ - ' $ J ( X ) - - . . + ( - ~  ) $(x)=O ( 5 )  

et les séries infinies qui la satisfont se réduisent leur premier terme. Donc 
l'équation ( 5 )  est intégrée complètement par la formule 

9 (x) = 7 ( x )  . xa + kf  ( x )  ~ a '  + . k(') (x) xach' 

où k ( $ ) ,  k r ( x )  ,.... sont des k-fonctions quelconques, si les exposants ne 

2ni Mais si quelques sont pas congrus entre eux suivant le module +--. k? q - 
uns do ces nombres ne différent que par des multiples entiers de la quan- 
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les intégrales particulières qui correspondent il ces exposants sont 

Mais si B est différent de zéro, on peut lui supposer une valeur quelconque 
sans restreindre la généralité. Par la subsitution 

dans laquelle doit étre ~ $ 0 ,  l'équation (1) se change en une autre qui 
n'en diffère qu'en ce que B est remplacé par c B ,  B, par c B  ,,..., Bh, 
par cBn,,, et 9 par 4. En conséquence, B ayant une valeur déterminée, 
on peut toujours choisir c tel que c B  acquikre une valeur quelconque. Il 
nous convient de poser 

B = qo+al+al'+ .+a(A)+~+pr+-+ -+ -+ +P(~)  %- (') - 4  Y , ('7) 
alors il est 

Y = -  a-p, y'=4 -a-al-P-Pf7 y ~ = 2  P - Pr - @"r 

Si désormais on aura besoin de citer les équations (1) et (2), on mettra B 
sous la forme qu'il a dans (7), BI, B ,,... Br1, Bf ,,... A , ,  A ,,... -4',, A',, ... 
sous les formes qu'ils ont dans (4a), (4), (39,  (3). 

De même, ce n'est pas une restriction de la généralité, si nous supposons 
dans la suite, que norme (q) est <l. 

l'équation (2) devient une autre de la 

Car si l'on fait 

même forme. D'autre c8tS on déduit 
cette dernikre de (2) ,  en remplacant a ,  al,, . . a@) respectivement par P, Pr,. . . 

q par qf, 9 par qr, x par d.  soit donc 

une intégrale des équations (1) et (2); 

q', - 
a, a', ... a(", a, a', ... a(">, 4 X 

est une intégrale de l'équation transformée, e t  par suite chaque intégrale de 
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l'une fournit une intégrale de l'autre, et il suffit d'examiner le cas norme 
(q)  < l .  Le cas norme (q )  = l exigeant des considérations plus amples, nous 
l'excluons, et remarquons seulement que pour q= l l'équation aux diffé- 
rences (1) devient l'équation différentielle linéaire 

Pour abréger, nous assujettirons les différences 

a - al, a - a ,  , , . a@-') - a(&), p -Pr, ,û - P'', . . . p h - 1 )  - p h )  

2ni 
à la restriction de ne pas être de la forme m +n - 9  où m et n repré- 

Ig. q 
sentent des nombres entiers quelconques positifs ou négatifs. 

Nous nommons les quantités a, ar, ... ,û, Pr, ... ,ûch) les exposan t s  des 
intégrales. 

Art. 2. 

En substituant donc la série 

dans l'équation ( I )  ou mieux dans (2), nous aurons pour les coefficients 
ia formule récurrente 

qui est satisfaite par 

(+) Dans les formules pour a,, e t  P de mon memoire dans le .journal de M. BORCHARDT, 
.+y +cn+-te.!q3 

t. 70, p. 268, art. 2, il faut ajouter a u  second membre le facteur p (n4-B) - 
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Pour les séries ascendantes nous prenons les coefficients de (IO), pour les 
descendantes ceux de (II), et nous introduisons la notation 

a ,  a', a", , . . a(h) 

a, a', a", . . . aQ) 

f&?, p., pl/,.. pi qY. x)= 

(N'ayant pas écrit dans les formules (12 e t  13), dans les II-fonctions le second 
élément q ,  nous prions de ne pas les confondre avec les II-fonctions de 
GAUSS.) Cela posé, les formules (1) et  (2) sont intégrées par les deux sy- 
sternes de h + 1 solutions particulibresj 

a ,  a', . . . a(&), 

B,  i", e * .  P(h), q '+Y('), fp, [  P, Pr,. . . ph), 1 +y(h)  

f p  ( a ,  a', . . . a(&), 4, -7j- q,  qs) ,... a ,  a', ... a('"), 

P> p,. . . ph), ql+y(h) 
(15) 

f p ( h )  (a , a', . . . a(h), q 2  x I9 
Annali d i  Matematica, tom0 IV. 15 
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ofi l'on peut aussi poser P au lieu de f .  Pour abréger nous les désignerons 
souvent par 

Les séries 
( h )  ( h )  

ascendantes, savoir f (x), f , ( x )  etc. convergent tant que norme 
a a 

( q l z ) )  est <1. De cas is- ( x )  est < 2  et les descendantes tant que norme - 

tégrales on peut maintenant en déduire une nouvelle qui s'évanouit pour 
(hl 

x = q ~ ( ' ) ,  q ~ ( ~ ' - l ,  qSA)- ' ,  . .. et que l'on indiquera par f (xj; et de même on 
Y 

peut former encore h autres intégrales qui sont indépendantes aussi bien 
de celle-ci que l'une de l'autre, et qui sont finies pour tous les x finis et 
différents de zéro. Car posons 

et arrangeons les rapports des h+ l constantes c, c f ,  cf!,.. . d a )  d'une telle 
(hl ,... manière, que f ( x )  s'évanouisse dans les h points ac = CJY'~), qy(hL1 qy(A)-h+l; 

Y 
( h i  "pl) 

substituons f (x) dans (2) et posons qB pour X ?  le coefficient de f (q 
Y Y 

s'annulle et l'équation (2) se ramene & 

(hl 

de sorte que f (x) devient nulle aussi pour x=~Y'^'-% En substituant en- 
Y 

suite pour x ,  tour tour 
q y ( h ) 4 - 2  q y ( L h _ 8  

9 Y >...' 
(hl 

il suit de la même équation successivement que f (x)  s'Qvanouit pour 
' Y 

toutes ces valeurs. 
D'autre c6té, on peut dans les h formules 

(hl fh) (h ) 

a $ ) ( x )  cr' + f l ) ( x ) ,  a1lfa1, (x) + a (XI, . , 
a 

. ( h ' f  (x) +q (4 

prendre les constantes a', a", ... dh) de manibre qu'elles restent finies Pour 
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x = l ,  d'où il résulte qu'elles sont finies généralment pour des x finis. Car 
si q(x) est une solution de la formule récurrente, que nous mettons sous la 
forme 

cette solution restant finie tant que norme (x) est (1, il suit de (14), en 
posant pour x une valeur dont la norme est >1, que $(x) reste aussi fini 

tant que norme lx) est < norme excepté pour x=1. De plus, il suit, ($1 
si l'on pose dans (44) pour x une valeur dont la norme est > que norme 

, que g(x) reste fini tant que norme (x) est < norme , excepté pour 
A 

x =.i, x ='; et ainsi continuant, il suit que 9 (x) reste fini généralment, 
4  

1 1 1  excepté pour x = 1, - , a , 3, - ; mais il suit encore de 1' équation (14) 
4 4 4  

que, (1 - X) $ (x) étant fini pour x = 1 ,  (1 - x q)  (x) est aussi fini pour 
1 x =- etc., ou que 
4 

reste fini pour toutes les valeurs finies de x. Mais si l'on exécute la mul- 
tiplication dans 

on obtient une nouvelle série qui converge encore pour x = l ,  et par con- 
séquent le produit 

est une fonction finie et monodrome pour tous les x finis, laquelle, comme 
on sait d'aprhs CAUCHY, sera développable en série convergente pour tous 
les x finis. Nous obtenons ce développement en série, A. l'aide de l'équation 
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(que nous allons demontrer dans l'article suivant) par la multiplication de 
séries, et nous trouverom l'équation 

où pour abréger on a supprimé dans les Il-fonctions le second élément y. 
(h)  '(hl 

On peut exprimer par cette équation les intégrales f (x), f (x), etc., ou 
a 

(hl  
F (x), etc. sans aucune restriction de la variabilité de x, c'est A dire 

a 

aussi en dehors du cercle de convergence des développements faits précé- 
demment. Il est sous entendu que l'on trouve des expressions pareilles pour 

les intégrales qui sont employables pour tous les x différents 

de zéro. 

Art. 3. 

Etant d'abord h= O, d'où y = - a - P, nous allons étudier l'équation aux 
différences 

Ces équations sont intégrées par ces formules 
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(où, de meme que dans la suite, l'expression (1 - qJ)(l-qn*l) **.(1-q*""-') 
pour n=O, doit être remplacée par l'unité) et par la formule 

On représente aisément les fonctions f , (x) ,  f a  (qzy) - par des produits d'un 

nombre infini de facteurs en déduisant de (18) les équations 

et comme d'après (19 )  
cc-l 

lim ( ' ( x  y ") . q-an) = e-aiz xa q a T .  II (a  + P - 1, q) ,  
Il4 

il suit 
a-1 

A(;; q ,  x)= 
xa . I I ( a+P-1 ,  q)quT .lim(l - x y a C B  1 - ~ g ~ + P + '  ...x 

eain na 1 - X  1 - x q  

et pareillement 
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ql+y 
Or fa (x) et fa (z) satisfont b une meme équation aux différences du 

premier ordre; ainsi elles ne peuvent différer que d'un facteur qui est une 
k-fonction. Mais en effet il est 

Cette fonction ne change pas si l'on fait varier a et /3 de nombres entiers 
quelconques. Supposons que dans l'équation 

y-P soit infiniment grand, iI suit 

a, 
n- 1 

0 2  

n(nl(1 - x q n ) = J  
(- x)" 4n- 2 

O ', ' n ) ( l - q ) . ( l -  q2). . . (1- q") 

De plus si a et P ne différent respectivement de a, et P, que de nombres 
entiers, que l'on prenne a, +Pl =a+ P+ m, a, - a=n, il suit de (21) 

et de là le théoréme: 
(25). E n t r e  d e u x  s é r i e s  H e i n é e n n e s  d u  p remie r  o r d r e ,  d o n t  l e s  

e x p o s a n t s  c o r r e s p o n d a n t s  n e  d i f f é r e n t  q u e  d e  n o m b r e s  e n t i e r s ,  
i l  e x i s t e  t o u j o u r s  u n e  r e l a t i o n  l i n é a i r e  h o m o g b n e  d o n t  l e s  coef- 
f i c i e n t s  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  d e  x. 
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De (19) on déduit immédiatement l'équation 

donc aussi 

Dans mon mémoire sur la série Heinéenne, t. 70 du journal de Mr. BOR- 
CHARDT, j'ai employé la notation: 

donc 

(Le facteur lim(l - x q " ) a  est superflu tant que norme ( q )  est (1; mais il 
12-dO 

acquiert de l'influence des que l'on a q = l  ou norme (y)> 4). De plus 

Or il est 

en conséquence a(a, x) acquiert, pour q = l ,  la valeur 1. On a encore dans 
cette signification les équations 

Nous conservons la notation que nous venons de citer, au lieu ,des séries 
Heinéennes du premier ordre, parce qu'elle est plus concise. 
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Dans ce mémoire nous emploierons souvent une somme définie semblable 
P 

9 dans, laquelle à l'intégrale Eulérienne, savoir la quantité ~ s 1 . p  (p, s q )  - 
4 q-1 . - - 

norme (qA4l) doit être ( 1 .  
On la peut écrire selon sa définition 

d'où l'on a 

Art. 4. 

Dans le cas oii h = 1 et par suite yr= 1 - a - a'- @ - Pr, il s'agit des 
Qquations 

(1 -xql-Y')-A2q(x)-[qa+ qat-2-xql-f(q-P+q-Pl-2)]A$(x) + 
[ ( q a  - 1) (qat- 1 )  - x ql-rt (q-P- 1)  (q-fl- l ) ]  9 (x )  = 0, 

ou 

(1 - x y'-y')$ (xqB) + [ q a t  qaf - xql-qq-p -k q-P1)]$J (xq) t. 
qa+af  (1 - X )  9 (x) = O ,  

lesquelles sont intégrées par les équations 

En posant dans (33) (x )  =$(x) . p (yr ,  xql-y), on aura 

(1  - xq) qJ (x  q2) - [qa  f 4"'- X q ( q ~ + a ] + P - ~  + qaia'+~f-l)]  + (x q )  + 
qa+"'(l - xq-ut)+(x) =O; 
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c'est une équation, qne l'on peut déduire de (33), en posant xq-Y' pour x, 
et  S ( x )  pour S.(xq-Y'), I-a-ar-Pr pour P, 1-a-ar-P pour Pl. En 
conséquence on a pour l'équation (36) les intégrales particulibres 

d'où suivent pour (32) et (33) celles-ci 

P', 7 Pl7 

'+a, y 1 t a f 7  ~ ' + a ,  y ' t a ' ,  

Il y a une autre forme des intégrales particulieres des équations (32) et 
(33) que nous obtenons en sommes définies. En effet il est 

a, a', 
= f a [  P, P', $cc)= 

xp(-a-@', sq)-p(-a'-@, xsqa'+P)As 
An~zali d l  Matematica, tomo IV. 16 
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où doit être respectivement norme (qarpt), norme ( p l + - p l  tl. De mEme 

~ p ( - a r -  ,8, q S) p (- a - pf, s qa+pr+r'+l )ad 
où doit être respectivement norme (qal+B), norme (qal+B') (1. Dans les équa- 
tions (38) on permuter ,8 et P i  dans (39) a et a', d'où proviennent des 
représentations nouvelles. De mBme les équations (37) peuvent encore être 
employées Lt trouver des expressions par d'autres sommes definies. Posons 
dans (38) x = q y  et employons l'équation 

p(-a'-fi q s )  - p  (-a-,8, sql-af4Pr)=p(- a-F-al-p, q s )  (40) 

qui sorte immédiatement de la forme en produits; il suit 

En dissolvant la 
notion, aprés avoir 
obtenons 

somme définie du second membre dans (38), selon sa 
établi a=O, x=qr,  al=i -c ,  ,8=a-r, ,@=rl, nous 
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Nous profitons des Eeprésentations des intégrales par des sommes définies 
pour trouver les relations entre les fonctions 

fra (x), f l , ( q )  , f r p I ( q )  et entre r d  (XI, ffB(*), x f'g(q). 
En effet, elles satisfont C1 une meme équation aux différences du second 

ordre, et par conséquent entre trois quelconques d'entre elles il existe tou- 
jours une relation linéaire e t  homogbne, avec des k-fonctions comme coef- 
ficients. Voilà pourquoi nous pouvons établir 

En remplaçant les f-fonctions des premiers membres par les sommes défi- 
nies, et  les seconds membres par la série, il vient 
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et d'après (301, 

Soit maintenant norme (qbl-P) < 1 ; en posant dans cette équations (x q-") 
pour x (ce qui ne fait pas varier les fonctions kraP, kfaFl) et pour rn un nom- 
bre entier positif infini, elle se transforme dans 

(oa l'on a supprimé dans II l'élement q pour abréger) et  par suite 

d'oii résultent kf+, kralg, k',lp par un changement des indices, parce qu'on 
peut permuter ,6' et ,Br dans les premiers membres des équations (43) et par 18 
aussi dans les seconds membres. Ainsi l'on a, d'après ce qui a &té remarqué 
dans l'introduction, 
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Nous n'avons obtenu ces équations que pour une étendue finie des varia- 
bles complexes a, a', p, Pr, mais elles sont valables généralement selon le 
principe qu'une fonction d'une variable complexe ne peut se continuer que 
d'une seule manière. On voit donc immédiatement le theorème: 

(47). L e s  f o n c t i o n s  k a ! ,  k l q ,  kargl, krara r e s t e n t  l e s  memes  s i  l ' on  
v a r i e  Ies  e x p o s a n t s  a, al, p, /Y, d e  nombres  e n t i e r s  que lconques .  

Maintenant qu'il soit 

a ,  a', a, 1 a', , 
(x) =fa(r  J ;  of, 3 x), ~ a ~  = f a 4  ( q ,  01, P l ,  

deux séries Heineennes du fiecond ordre, dont les exposants correspondants 
ne diffkrent que par des nombres entiers; il résulte du théoreme (47) et dc 

Désignons le premier membre de (48) par If',], le premier déterminant du 
second membre par 1 k'l, le deuxiéme par 1 ;  \ f a  1 : I f S  1 s'évanouit pour 
x=ql+y', q 2 V ,  e t  pour x=gl+u'i, q 2 9 ' 4 ,  qs+y'r , . . . , mais pour aucune autre 
série de points, qui contient des puissances de q croissantes de l'unité. Car 
If rs 1 ne devient infini et IPC(l zéro pour aucune autre série de points, puis- 
qu'une fonction, qui s'annule eu une telle série de points, n'est pas déve- 
loppable suivant des puissances croissantes de l'unité. Pareillement on con- 

propriétés connues des déterminants, 

clut que pal : lPfBI devient infini pour la série de points x =l ,  1 I 
q '?'*'" 

f 'a , f f a ,  (2) 

f'a', f f a l l  (x) 

où est y', = 1 -al - a', - Pl-Pfl. 

= k'a,~ , L'a'? 

L'aa!, ktalirl 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



126 Thom a e : Les séries Heinéennes supérieures. 

mais pour aucune autre série de points, qui contient des puissances d6crois- 
santes de q .  Or I f f c l l : l f f a l = l k ' l  est une k-fonction et les deux séries du déter- 
minant 1 k l (  sont égales l 'une l'autre, et  par conséquent cette fonction ne 

1 1  devient infinie que du premier ordre pour les points x = I ,  - T,--. De plus 
4 4 

cette fonction est ramifiée comme a(-?, 3, o i i r  est celle des quantités y', 
yr1, qui est moindre que l'autre d'un nombre entier. En résumant, on con- 
clut que 1 kll ne différe de a(-y, x) que par un facteur constant. Il en 

résulte de plus, que 1 f f a j  aux points x = l ,  ' ' et I f p [  aux points 4' 4."'"' - - - - 

x = q l V ,  q2+y, . . . , devient infini du premier ordre, et  que ( f ' a  1 devient zéro 
du premier ordre aux points x=$, qll-l, . ; l f B l  aux points x =1,  
g, q 2 , .  , . . Si maintenant a est celle des quantités a + a', , a, +ar; P celle . 
des quantités P+,@,, Pl + Pf, qui est moindre que l'autre d'un nombre 
entier, i l  sera, comme l'on déduit de (30), 

une fonction monodrome dans toute l'étendue du plan, qui n'est pas infinie 
pour aucune valeur finie de x, ce que l'on sait du premier membre de (48"); 
mais le second membre est aussi monodrome et il est infini pour x = m  - - -  
comme X-a?-~ ,  Il  en résulte que 

- - - 
e s t  u n e  fonc t ion  en t ik re  du d e g r é  -a -@-y.  

Qn'il soit de plus 

trois séries Heinéennes du second ordre, dont les esposants correspondants 
ne diffkrent que de nombres entiers; il suit de l'identit6 

f'a(~)If~a,(~)f'a'~(~)-f'a~,(~)f la,(x) 1+f'a,(~){f~a,(~)f~a~(x)-f'~,(~)fW,(~) 1 
+f ' a , (~)  {fa ( x ) f  'al, (x) - / C r !  (x) f la!, (x) 3 = O 

après avoir appliqué aux formules en parenthèses le théorkme (49), les 
théorémes : 
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(50). 11 existe tou jours  e n t r e  t ro is  sér ies  Heinéennes  du second 
o r d r e ,  dont  l e s  exposants  correspondants  ne  diffkrent  que  p a r  
des  nombres  e n t i e r s ,  u n e  re la t ion  homogéne l i n é a i r e  dont  l e s  
coefficients  son t  des  fonc t ions  ra t ionne l l es  d e  x;  

(51). Toutes  les  sér ies  He inéennes  du  second ordre,  dont  l e s  
exposants  correspondants  diffbrent pa r  des  nombres en t i e r s ,  peu-  
v e n t  s 'expr imer  l inéai rement  pa r  deux quelconques d ' en t re ,  el les ,  
avec  des  fonctions ra t ionnel les  de x comme coefficients ,  

Dans le cas où ces nombres entiers ne surpassent l'unité, les fonctions 
s'appellent cont iguGs,  et les rapports entre elles ont été établis par 
M. HEINE dans le Journal de Crelle, tom. 34, pag. 290. 

Art. 5.  

Pour h=2 (y1/= 2-a -a'-a'!- /3 -PI-/3II) il s'agit de l'équation 

( 4 - x q 2 - Y " )  As ~ ( ~ ) - [ q ~ + q a + ~ a ~ ' - 3 - ~ q ~ - ~ " ( ~ - ~ + ~ - ~ ~ +  q-Pr'-3)]A2$ (x) ( 5 2 )  

+( (4"- 1 )  (qa'- l )+(qa  - 1 )  (qa" - l )  + ( p l  - l )  (qa" - 1 )  - 
x Q ~ - Y '  [(q-B - 1 )  (q-Pt- 1 )  + (g-B - 1 )  (2-B"- 1 )  + (q-1' - 1)  (q-P" - I ) ]  1 A $ (x) 

-[(qa-l)(qa'-1)(~a"-l)-~q2-~"(q-B-l)(q-B'-l)(~-~"-I)~$(~)=O, 

ou de l'équation fonctionelle 

(1 -x q2-Y") 9 ( X  qS)-IIIB + qat+ qat' -X q2-Y" (q-pl+ q-P' + q-BIr)] 9 (X q2)  ( 5 3 )  
~ , [ ~ a + a ' +  qa+.arr + qa'+at',x q2-y" ( , p - P r  + q-~- / v  + q-,3 P '- ")l?W)- 

qui sont intégrées 

et 

qa+at+arl (+x)$ (4 = O 2  

par les équations 

9 ( 3 ~ )  = ka .fl 'a ( x )  + ka' .f "al (x)  + kat' o f  " c ~  (x), \ 

où Ica, kat,. . . k a . .  . sont des k-fonctions quelconques et oh est 

a ,  cd, a'', ity" P , Pl, Pl, 1+y1' 

f l ~ a ( X ) = f a [ ~ ,  p, a, q ,  x), PPtT) =q a ,  al, a", qYqT 1 
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Kous obtenons une autre forme des intégrales particuliéres par des Som- 
mes définies si  nous posons (en supprimant l'dément q ,  peur abréger, dans 
les II-fonctions) 

a, 1 a"-l 
9. . e-a'lni - 4 - . sp"-1 

a ,  a', 
l-J (- alf-plf) - p (-arf-,@, s q )  

3 ,  PI, S X ) A S ,  

donc nous avons 

d'où l'on acquiert par permutation de a contre a' et a" les restantes séries 
Heinéennes ascendantes du troisieme ordre, qui int6grent (521, exprimées 
par des sommes définies. 11 est bien entendu que dans la formule (55) norme 
(ycfiS") doit être (1, pourqu'elle soit exacte. 

Il faut qu'il existe entre quatre intégrales de l'équation (52) une relation 
linéaire et homogéne avec des k-fonctions comme coefficients. Nous les ima- 
ginons sous les formes 
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Les k-fonctions kag etc., se trouvent de la maniére suivante. 
D'aprés (55) e t  (43) nous avons 

Maintenant, qu'il soit 

norme (qB"-P) (1, norme (qB"-Br)<l, norme (qP1-B) <1 

et qu'on multiplie l'équation établie par xB; en posant en outre xq-" au 
lieu de x, et m étant un nombre entier positif infini, on aura I'ëquation 

Asznali di Maternatica, tom0 IV. 17 
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d'où l'on acquiert les restantes k-fonctions des équations (56) en vertu de 
la symétrie par la permutation de /3 contre pf et @If, et de a contre ara 
aff. Il est vrai qu'elles sont trouvées sous des conditions, qui restreignent 
la variabilité de a, a', . . . Pff, mais elles sont valables généralement suivant 
le principe, qu'une fonction d'une variable complexe ne peut s'étendre 
continuellement que d'une seule maniére. { 

(58). Les fonct ions  kffap, kifapl, ... kVarrlgu r e s t e n t  l e s  mêmes s i  l 'on 
var ie  a, a',. .. /3ff de nombres entiers .  f 

Or si les exposants correspondants dans 

il est If'fa 1 = 1 kl'I .1PP [. 
Observons que 1 f Ifa 1 : [f Ifl 1  évanouit pour 

mais pour aucune autre série de points qui contient des puissances crois- 
santes de l'unité. Car pour de telles séries p'fB1 ne peut plus devenir infini, 
ni f f% 1 zéro, puis qu'une fonction, qui s'annule dans une telle série de 
points, n'est pas développable en série suivant des puissances croissantes 
de l'unit& 

Pareillement on conclut que I f a l f l  : I f g f f l  devient infini sans la série de 
i 1 pin ts  x = 1, j- , 3 s  . . . mais dans aucune autre série, qui contient des puis- 
4 Y 
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sances de q décroissantes. Or 1 f '5 1 : jff8 1 =l k"} est une k-fonction, 1 k" 1 pour 
1 1  x=l ,  -, , , . . . , ne devient infini que du premier ordre (par ce que pour ces 
g q 

valeurs toutes l e i  trois séries du déterminant devienuent égales) e t  cette 
fonction se ramifie comme O(-7, x), si y est une des quantités yf\ yJff, y l r r  
spécialement, comme nous allons fixer, celle qui es t  iiiférieuie aux autres 
d'un nombre entier positif, De tout cela on conclut que IkFr l  ne diffère de 
cr (-7, x )  que d'un facteur constant. 11 en résulte donc; 

I I 
(59).  l f r fa l  d e v i e n t  in f in i  du  p r e m i e r  o rd re  a u x  p o i n t s  1, - 9  ,,*.., 

4 Q 
e t  i n f i n i m e n t  p e t i t  d u  premier  o r d r e  aux  p o i n t s  -/, q?-l, qr2, . . .  ; 
1 f r r p I  d e v i e n t  in f in i  d u  p r e m i e r  o rd re  a u x  p o i n t s  @+', .. . , e t  
i n f i n i m e n t  p e t i t  a u x  p o i n t s  q ,  q" q3,  .... 

Si maintenant a signifie celle des quantités 

a $ a,'+ a$, a +. a,"+ap! af+a,+ a,", a'-+ a,"+a,, aff+ a,+ ut7 a"+ a,'+ a,, 

e t  ,8 celle des quantités 

P-I-P,~+P,~~, F t Plrt+ F,', Pf+P,+P,", Pr+P,tr+P,2 Pfr+P, t P A  Pfr+Pl +& 
qui est inférieure aux autres d'un nombre entier positif; - 

est une fonction monodrome partout et finie pour des x finis, mais infinie 
comme x-a-B-Y pour x=m,  e t  elle est d'aprés cela une fontion entikre du 
degré - a -P- y, ou zéro lorsque ce degré est négatif. 

Soit 

une quatriéme série Heinéenne du iroisibme ordre dont les exposants ne dif- 
férents des correspondants des trois précedentes que par des nombres en- 
tiers; il suit de ce qui précéde e t  de I'identité 
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Art. 6. 

Ce sont les relations ?i trok termes entre des series Heinéennes con t i  - 
g u  $s du troisibme ordre, qui offrent le plus grand interêt. Nous allons 
presenter dans tous ses details la déduction d'une telle relation. 

Nous posons pour abréger 

f "a (T) ,  fffat ($1, fiflS(x) = O 

f"al (x), flfcfi (x), %1fa19(~) 

f (xX fi'&, (x), f f'a;l,(~) (611 

t f " o , ( ~ )  Pa (x), PrrR (x), f'4(~) I f'f al (x) , f "al,(x) , P'fa~,(~) 

Plf ~o(x] ,  f "all,L~), I"ah,(x) 

a, a', aff, 

les théoremes : 
l 

(62). E n t r e  q u a t r e  sér ies  Heinéennes du t ro i s i éme  ordre ,  d o n t  
l e s  exposalita ca r respondan t s  n e  diffbrent  q u e  par  des  nombres  
e n t i e r s ,  il exis te  tou jours  u n e  re la t ion  l inéa i re  homogéne  a v e c  
deb fonctions e n t i e r e s  d e  x comme coefficients. D a n s  l e s  cas  
spéc iaux  q u e  l 'un d e  c e s  coefficients  s 'évanoui t ,  i l  p e u t  e n c o r e  
exis ter  u n e  tel le  r e la t ion  ent.re t ro i s  sé r i e s .  

(63). Toutes  l e s  sér ies  Heinéennes  d u  t ro is ihme ordre,  dont  l e s  
exposants  correspondants  d i f férent  pa r  d e s  nombres en t i e r s ,  peu-  
v e n t  s' expr imer  l i n é a i r e m e n t ,  avec  des  fonct ions  r a t i o n n e l l e s  
de x  comme coefficients ,  pa r  t r o i s  d ' e n t r e  e l les ,  q u i  s o i e n t  l i -  
n é a i r e m e s t  indépendan tes ,  

-f 'lctS(x) 

et nous désignons les coefficients des eléments de la prémiére série hori- 
zontale du déterminant identiquement nul 

Ba Ca Da Bffa 
Ba C D a  Bffa 

Bar Car Da', Birart 

B i 2  Ca" Da') Bffar 
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respectivement par D, Df, Dff, U r " ;  on a d'aprbs l'art, 5 Dfffe6. 
Posons 

n [a + ,8-1)n(ac+ p-l)n (a+pff- ~ ) n ( c c f + p - l ) n ( a f + ~ - l )  
P= a-i ar- 

eJ(a+al+arr)n;, -a- - K,--..'- 

X 

q z  '2 2 II (a -ar) ll (a-a") 

I3 (af + ,ûr'- 1) TI (a'[+@ 1) II [aff+ /Y- 4 Il (afr+ Pr'- 1 ) 
X II (a[- a) II (ar- afr) Il (a''- a) Il (a"- a') 

où, pour abréger, on a supprimé g dans les II-fonctions; la  constante, qui 
doit égaler 

D . X-a-ar- a.q+y'f+2, X )  
-, 

est 

De plus, la costante qui doit égaler 
Df . X-a-a'-al' . p (- yff+ 2, 2)  

est: 

Enfin la constante qui doit égaler 
D" . x-a-aL$f *p(-  y"+ 2, X) 

est 
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D'où suit l'équation 

qPr-qB" a ,  ut, a", 
fa" (XI- 4-q - q, x)qFrr+fa( qi T)~P '=O.  (64) 

P, Pr, PU+ 4 
En permutant dans (64) ,û et Br et multipliant l'équation qui en resulte par 
qsl-qB" qs - qs" 

et (64) par , et retranchant l'une équation de l'autre, nous 
1-Y 4-q 

aurons 

a, a', a'!, 1 a, a: a", 
4. x (qpr - pu) - fa 

(P. a+ i p r ,  
u, x)  ( q p  - ei") (65)  

Si 1'011 remplace dans cette équation les séries ascendantes par les descen- 
dantes qui en sont la continuation, la relation doit être encore verifiée, et 
si l'on permute p, Pt, /If' respectivement contre a, a', alr, et l'on remplace 

q2Cy" par x, on obtient . 

X 

D'aprés la même methode nous allons trouver encore une relation entre 
quatre fonctions c O n t iguë  S. Nous prendrons les fonctions 

A ce fin, nous désignons les coefficients des el6ments de la premiere série 
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respectivement par A, A{ A'!, A"; on a 
' 

p étant le meme que auparavant. Alors 

al. x-a-ar-aM p (- y r r t  3, X) 

est une fonction linéaire de x, dans laquelle le terme constant a Ia valeur 

De même 

p qea+e 

(1 - d5 

est une fonction linéaire de x dont le terme constant est 

1 ,  qa, q?a 

1 ,  q"', q2"' 

l 
Enfin on a 

Al!! .  x-a-ar-a'r. p (- f f +  3, X) = ,u q2B+l 

(1-q)" 
1 ,  qa, q2" 
1 ,  qar ,  q2ar 

1, qar', qoarr 

Soient b et c des constantes encore indéterminées, la relation en question 
peut s'écrire 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



136 Th O m as : Les séries Heinéennes supérieures. 

Si l'on substitue dans cette relation pour les séries ascendantes JlrB, . . . , les 
correspondantes descendantes f'a, .. . ou prf8', . . . , elle sera encore vérfiée. 
~ a n s  le premier cas chacune des séries descendantes commence par une 
autre puissance, savoir respectivement par la puissance - fii" -P - 1"- 
-,d --2""; -P-3'"' de x, et par la comparaison des coefficknts de la 
plus grande d'entre elles, on obtient 

yc'+y")P+'-n(P + a-1, q) .n(p + "1-1, q) .  I I ( ~ + u ~ L ~ ,  Q) 
r-p 4 -  i-p" 

@'T+P"-2 - . e'P+P'+p")ni X 
4 w - P r ,  q) JqP-P", q) 

Dans le second cas toutes les séries commencent par la puissance 
et posant égal zéro le coefficient de la plus grande puissance, on obtient 

Ainsi nous avons trouvé la relation 

a', a", 2yu qP-F1+l 1 - qp-p"+l 
x - q -  
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Ces exemples des relations entre des séries contiguës Heinéennes du troi- 
sibme ordre suffiseront. Les moyens que nous avons donnés suffisent pour 
trouver toutes les relations possibles entre de telles séries. 

Art. 7. 

Dans le cas où h a une valeur quelconque il s'agit des équations (1) et 
(2), qui sont intégrées par 

Il faut qu'il éxiste entre h + 2  de ces intégrales une relation homogéne 
linéaire avec des k-fonctions comme coefficients, que nous concevons sous 
la forme 

Alors on trouve par la methode inductive 

Annali d i  Matematica, tomo IV. 
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quantité laquelle ne varie pas, quand les exposants a ,  a', .. . B, Pr,. . . va- 
rient de nombres entiers. - Posons x = l dans le déterminant 1 Fh) l qui est 

(h)  
forme par les ( h + l ) '  quantités kaw8,, toutes ces séries sont égales, d'où 

9 

l'on apprend que la fonction n'est infinie que du premier ordre aux points 

2 1 1  x = l , q , q , . . . -, -; . . . De IA on conclut d'une maniére analogue C1 celles 
4 4 

que nous avons, suivies dans les cas spéciaux h = 1, h =2, que l'on a 
. 

1 k(h)I = const -a(-fh), x). 

Ces propriétés suffisent pour établir les théorèmes : 
(70). E n t r e  h4-2 s é r i e s  H e i n é e n n e s  de  l 'o rdre  h+lieme, dont  l e s  

e x p o s a n t s  c o r r e s p o n d a n t s  ne  d i f fè ren t  q u e  p a r  des  nombres  en -  
t i e r s ,  i l  ex i s t e  toujours  u n e  r e l a t i o n  l i n é a i r e  homogene  a v e c ,  
d e s  fonct ions  e n t i k r e s  de x comme coeff ic ients .  

(71). Toutes  l e s  s é r i e s  Heinéepnes  de l 'ordre h+l iBme,  d o n t  l e s  
exposan t s  correspondants  d i f f è ren t  pa r  des nombres  e n t i e r s ,  p e u -  
v e n t  s ' expr imer  p a r  h + l  d 'en t re  elles,  q u i  so ien t  l inéa i rement  
jndépendan tes .  

11 existe, c'est ce que je remarque en passant, des relations qui ne con- 
t i e~nen t  que trois termes. 

En automne 1869. ' 
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Sopra gli spazi di un numero qualunque 
di dimensioni. 

( d e l  prof. ENRICO BETTI, a Pisa.) 

s iano z,, z , ,  . . . zn n variabili che possono prendere tutti i valori reali 
da -a a + so. Il campo n volte infinito dei sistemi di valori di queste 
variabili 10 diremo un0 spazio di n dimensioni e 10 dinoteremo con S,,. 
Un sistema (zi, z i , .  . . , 2:) .determiner& un punto L, di questo spazio, e 
z0,, $,.. . z: si diranno le coordinate  di questo punto. 

Un sistema di m equazioni determinera un campo dei sistemi di valori 
di n -m variabili indipendenti che sarh uno spazio Sn,, di altrettante di- 
mensioni, contenuto in &. -Un0 spazio di una sola dimensione che forma 
una semplice continuiti 10 chiameremo una l inea.  

Sia : 
F(zl, z ,,..., zn)=O (1) 

la equazione di uno spazio Sn,, di n-l  dimensioni. Se la funzione F é 
continua e ad un sol valore per tutti i valori reali delle coordinate, 10 spazio 
Sn,, in generale separer& Sa in due regioni, in una delle quali sar& F<O, e 
nell'altra F> O ;  e non si potra con variazioni continue da1 sistema di valori 
delle coordinate di un punto della prima regione passare al sistema di valori 
delle coordinate di un punto dell'altra regione sema passare per un sistema 
di valori che sodisfaccia alla equazione (1). Le due regioni saranno due spazi 
di n dimensioni limitati dallo spazio Sn,,. Se da1 sistema di valori delle coor- 
dinate di un punto qualunque di una delle due regioni si potrà sempre con 
variazione continua passare al sistema di valori delle coordinate di un altro 
punto qualunque della medesima regione sema passare per i valori delle 
coordinate di un punto di Sn-,, si dira che questa regione é uno spazio 
connesso.  
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Siano : 
z ~ = z ~ ( u ~ ,  U2,..- ~ n - l ) ,  
2, =z, ( ~ 1 9  u2 , 
. . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . .  

(2) 

I",-&, us,... un-,), 

tali funzioni continue e ad un sol valore, che sostituite nella equazione (1) 
la sodisfacciano identicamente. Lo spazio S,, si potr&l riguardare corne il 
campo dei sistemi di valori delle n- l variabili reali: u,, u ,,... u ,-,. 

È evidente che in Sn, saranno sodisfatte le n- l  equazioni: 

dF d z ,  dB' da d F  d2, ---+--a+...+--=(-), 
d ~ ,  d ~ ,  d ~ , d u , ,  d z n  du.,  (3) 

che si ottengono prendendo successivamente per r / l  i numeri 1, 2, b . .  n - l .  
.... Denotando con A,, A,, A, quantith indeterminate qualunque, e ponendo: 

d z  d x ,  d z ,  A 1 - ... - 
du, du, dn,%-, 

d z  dz, d z ,  An -2 - ... - 
du,dzs,  du,,, 

dalle equazioni (3) otterremo : 

Ora sia L una linea determinata dalle equazioni : 
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Se la equazione (i), sostituendovi questi valori, è soddisfatta soltanto da 
un numero finito di valori reali di t ,  la linea L intersechera 10 spazio Tm-, 
soltanto in un numero finito di punti. Sia T, uno di questi punti di inter- 
sezione corrispondente. a t = t,. Sarh : 

Consideriamo ora i due punti di L corrispondenti a :  

t= t ,  + Bt, 
t =  t,-6to 

essendo 8 6, un infinitesirno, 
Per il primo di questi valori di t la funzione F diviene: 

"1 d F  d l ,  
~ F = S ~ O Z ~ ~ ~ ~  4 

per il secondo : 

Rammentando le equazioni (7) si ottiene : 

essendo D il determinante A ne1 quale alle A, sono sostituite le quantità 
d 1, -. 
d to 

Se ora prendiamo pei radicali che .danno p ed M il segno positivo, e 
fissiamo convenientemente l'ordine delle z, , z, , . . . z, , e percorriamo la linea 
L facendo crescere t con continuith, dall'equazioni (9) si deduce che se 
D> O, quando L interseca Sn,, ne1 punto To, si esce da quella regione in 
cui F< O e si entra in quella in cui F> O, e viceversa se  D < O ,  si esce 
da quella in cui F> O e si entra in quella in cui F <O. 

e ds, 6 l 'e lemento l ineare di S, (ne1 qua1 caso RIEMANN chiama piano 10 
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spazio Sn), ne110 spazio Sn-, l'elemento lineare ds,,; sarh dato dalla formula: 

ds!-, = zxE,,du,du,, 
essendo : 

e per una nota proprietà dei determinanti sarà; 

Se: 
d S' 

è l ' e lemento  del lo-spazio  Sn, l'elemento di Sn-, sar8: 

la equazione di uno spazio Sn-, contenuto in Sn-,. Se Fl b una funzione 
continua e ad un sol valore, Sn-, in generale separerh Sm-, in due repioni, 
in una delle quali sarh FI < O e nell'altra Fl > O. Potrh riguardarsi Sn _, 
come il campo di n-2 variabili reali, ' e  potrh ripetersi ci6 che abbiamo 
detto per Sn-,; L'elemento lineare sarh sempre una forma omogenea di 2" 
grado, ma i coefficienti avranno una forma differente, come pure differeate 
sarà il ceefficiente M per mezzo del quale si ottiene l'elemento del10 spazio 
Sm-,. Analoghe osservazioni valgono per gli spazi di un minor numero di 
dimensioni. 

Diremo che uno spazio Sn-, di n-m dimensioni b l inearmente  con- 
n es s O ,  se prendendo in esso due punti qualunque si potrà condurre una 
linea continua che senza uscire da Sn-, vada da uno di questi punti al- 
l'altro. 
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Diremo cbe una spazio Sa-, B chinso,  se divide Sn in due spazi linear- 
mente connessi, in modo che da un punto di uno di questi non si possa 
condurre una linea continua a un punto qualunque dell'altro che non in- 
tersechi &-,. Diremo che un0 spazio linearmente connesso Sn-, é chiuso 
se divide uno spazio cliiuso Sn-, in due regioni ciascuna linearmente con- 
nessa e tali che non si possa da un punto qualunque di una di esse coh- 
durre una linea continua tutta contenuta in Sn,,, a un punto qualunque 
dell'altra che non intersechi Sn-,: e coai di seguito. 

Considerando, invece di una sola, un numero qualunque di disuguaglianze: 

F,<O, O , . .  F,<O 

determineremo una parte R di uno spazio St che potrà essere connessa 
linearmente. La totalità degli spazi di t - l dimensioni : 

F,=O,  F,=O, ... F*=O 
che limita R in modo che da un punto qualunque di R non si pub con- 
durre una linea continua a un punto fuori di R, che non intersechi alcuno 
di questi spazi, si chiamerà il con t orno di R. 

Si dirh che nno spazio è f in i to  se le coordinate di tutti i moi punti 
hanno valori finiti. 

Uno spazio finito e linearmente connesso O Sarh chiuso O avrk un contorno. 

Uno spazio finito ha proprieth indipendenti dalla grandezza delle sue di- 
mensioni, e dalla forma dei suoi elementi. Queste proprieta che si riferiscono 
soltanto ,al modo di connessione delle sue parti furono considerate da LISTIXCI 
per gli spazi ordinari in una Memoria intaolata Der Census riiumlicher 
Complexe, e furon determinate da RIEMANN per le superficie. 

Oltre la connessione lineare che si presenta sola nelle superficie, io ho 
osservato che negli spazi di un numero di dimensioni maggiore di due si 
possono considerare altre specie di connessioni. 

Se in uno spazio R di n dimensioni limitato da uno O pi6 spazi di n-l 
dimensioni, ogni spazio chiuso di m dimensioni, essendo m<n, è il contorno 
di una parte di uno spazio linearmento connesso di rn + l dimensioni, tutta 
quanta contenuta in R,  avremo una connessione secondo m + l dimensioni, 
e diremo che R ha sempl ice  la connessione di mesima specie. Se uno 
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spazio R ha semplici tutte le connessioni, diremo che B s e m p l i c e m e n t e  
connefjscu Se inveca i n  R si pub imaginare url numerfi p, di spazi Chiusi 
di m dimensioni che non. possano formare il contoko di una parte lineir- 
mente connessa di uno spazio di rn $1 dimensioni, Sutta Sjüanta- oontenuta 
in R ,  e tali Che ogni altro spazio chiuso di na dime~siozli7formi solo O con 
una parte d i  essi O con tutti il contorna di m a  parte linearmenfe connessa 
di uno spazio di rn + 1 dimensioni tutta quanta contenuta in R, diremo che 
R ha di ( p ,  + l)eçimo ordine la connessione di 9nesima spebie. 

' 

Esenzpi. Nello spazio ordinario, quel10 compreso tra due sfere eoncentriche 
ha di 2O ordine la connessione di 2" specie, e semplice quella di 1" specie. 

Lo spazio.compreso da un anello ha semplice la connessi&e di 2" specie, 
e di 2O ordine quella di 1" specie. 

Lo spazio compreso tra due anelli uno interno all'altro ha di 2 O  ordine 
la connessione di 2" specie, e di 3" ordine quella di la specie. 

Lo spazio compreso tra una sfera e un anello ha di 2" ordine ambedue 
le connessioni, 

Per giustificare la definizione che abbiamo data delle differenti specie di 
connessione, é necessario dimostrare che per ogni spazio limitato R il nu- 
mero p, è determinato, ciok che comunque si conducano gli spazi chiusi 
di rn dimensioni che godono la esposta propriet8, il loro numero é sempre 
lo stesso. Percid ci fonderemo, come ha fatto RIEMADN per provare il teo- 
rema corrispondente relativo alle superficie, sopra il lemma seguente: 

S e  u n  s i s t e m a  A i n s i eme  c o n  u n  a l t r o  s i s t e m a  C d i  s p a z i  
c h i u s i  d i  m dimensioni fo rma  i l  c o n t o r n o  d i  u n o  s p a z i o  Sm+, d i  
rn+l d i m e n s i o n i  l i n e a r r n e n t e  c o n n e s s o  c o n t e n u t o  t u t t o  quanta 
i n  R, e s e  u n  a l t r o  s i s t e m a  .B d i  s p a z i  c h i u s i  d i  rn d i m e n s i o n i  
f o r m a  in s i eme  c o l  s i s t e m a  C i l  c o n t o r n o  d i  u n o  spaz io  l i nea r -  
m e n t e  c o n n e s s o  S',+, c o n t e n u t o  t u t t o  i n  R ;  i l  s i s t e m a  A col  s i -  
s t e m a  B fo rmerà  i l  con to rno  d i  u n o  s p a z i o  d i  m'+l d i m e n s i o n i  
l i n e a r m e n t e  c o n n e s s o  c o n t e n u t o  t u t t o  i n  R. 

Infatti i due spazi Sm, ed Sf,+, saranno O da parti opposte, O dalla stessa 
parte del contorno C. Ne1 primo caso 10 spazio composto di Sm+, a di Sm+, 
avr& per contorno il sistema A col sistema B; ne1 secondo caso togliendo 
Sfm,, da Sm+, rimarra uno spazio che avrh per eontorno il sistema A col 
astema B. 

S e  t s p a z i  c h i u s i  di  m d i m e n s i o n i  A,, A,, ... A, n o n  p o s s o n o  
f o r m a r e  s o l i ,  e c o n  o g n i  a l t r o  p p a z i o  chiurso di  rn d i m e n s i o n i  

AnnaZi di Matematica, tomo IV. 19 
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formano il con to rno  d i  u n o  s p a z i o  l i n e a r m e n t e  connesso  d i  m i - 1  
dimensioni  t u t t o  quanto  c o n t e n u t o  i n  R; e s e  u n  a l t r o  s i s t ema  
d i  i? spaz i  ch ius i  d i  m,  dimensioni  BI, B,, ... B,I, g o d e  l a  s t e s s a  
propr ie ta ,  s a r à  t=  tr. . 

Infatti, supponiamo tf> t. Se C B uno spazio chiuso qualunque di rn di- 
mensioni, tanto il sistema ( A , ,  A ,,... A,, C) quanto il sistema (A, ,  A ,,.,. 
A l ,  BI)  formera il contorno di uno spazio linearmente connesso di m + 1 
dimensioni tutto contenuto in R; quindi tanto il sistema ( A , ,  A , ,  . . . At ,  C) 
quanto il sistema ( A , ,  A,, ... A,, BI)  formera insieme con A, il contorno 
di uno spazio linearmente connesso di m + 1 dimensioni tutto contenuto in 
R; e in conseguenza, per il lemma precedente, il sistema (A,, A,, .... A,, C) 
insieme col sistema (A,,  A,,. .. A,, BI )  cioè il sistema (B,, A,, A ,,... At, C )  
formera il contorno di uno spazio di tn 4- 1 dimensioni tutto contenuto in 
R. Cosi il sistema (B, , A,, A,,. . . A,) unito con uno spazio chiuso qualun- 
que C forma il contorno di uno spazio linearmente connesso di rn + 1 di- 
mensioni; e ora seguitando sostituiremo successivamente a uno degli spazi 
A uno degli spazi B, e avremo finalmente che il sistema (BI, Ba, .  . . B,) 
formera con uno spazio qualunque chiuso, e quindi anche con Br+, il con- 
torno di uno spazio di m+ l dimensioni linearmente connesso contenuto 
tutto in R, e questo é in contradizione con ci6 che abbiamo supposto se 
t b t .  Ugualmente si dimostra che non pu6 essere t>tl. Dunque t=  t1 corne 
volevarno dimostrare. 

Quando supponiamo rotta la connessione di uno spazio limitato R lungo 
uno spazio di un minor numero di dimensioni, che ha il contorno sopra il 
contorno di R ,  si dice che si fa in R una sez ione  t r a s v e r s a .  

Se da uno spazio di m dimensioni se ne separa una parte infinitesima che 
abbia per contorno uno spazio infinitesimo di m-l dimensioni, diremo che 
vi si fa un p u n t o  sez ione .  

Se uno spazio limitato R si pu6 ridurre ad uii altro R' senza farvi nes- 
suna sezione trasversa e soltanto mediante continui ingrandimenti e impic- 
colimenti delle sue parti, diremo che R pu6 con t rasformazione con- 
t i n u a  ridursi ad R1 
: Due spazi limitati R ed RI che si possono ridurre uno all'altro mediante 
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trasformazione continua avranno uguali gli ordini di tutte le specie di con- 
nessione. Ora un punto è. semplicemente connesso, dunque ogni spazio che 
con trasformazione continua pud ridursi ad un punto sarR semplicemente 
connesso. 

Ad u n o  spaz io  c h e  ha  u n  contorno s i  pub sempre  con t rasfor-  
mazione c o n t i n u a  far  perdere una  dimensione. 

Infatti sia R questo spazio, m il numero delle sue dimensioni, C il suo 
kontorno, Sm 10 spazio di cui è parte, e u,, u,, u ,,... u, denotino un sistema 
di coordinat0 in Sm. Imaginiamo un sistema fn - l volte infinito di linee 
che occupino con continuith tutto quanto S m ,  per esempio le linee che 
hanno per equazioni : 

u,= a,, u 8 = a  8,..., = a,-, 

dove a,, a ,,..., a,-, prendono tutti i valori da -so a +GO, e di questo 
sistema consideriamo soltanto quella parte che contiene le linee che incon- 
trano il contorno C di R. Ciascuna di queste linee continue col crescere 
di u, incontrando C, tante volte entrerà in R e altrettante ne uscirà, e si 
potrh con trasformazione continua avvicinare indefinitamente ciascun punto 
d'ingresso al punto di egresso successivo, e cosi far perdere ad R una di- 
mensione come volevamo dimostrare. 

Ad u n o  spazio  chiuso s i  pub  sempre  con t rasformazione con-  
t i n u a  far  perdere u n a  d i m e n s i o n e ,  dopo averc i  f a t t o  u n  p u n t o  
sezione.  

Infatti, dopo avervi fatto un punto sezione 10 spazio acquista un contorno, 
e quindi per il teorema precedente pu6 sempre con trasformazione continua 
perdere nna dimensione. 

S e  i n  uno spazio  ch iuso  R d i  m dimensioni  s i  f a  un  solo p u n t o  
sezione:  non  s i  mutano  g l i  o rd in i  del le  s u e  conness ioni ;  ma s e  
v i  s i  fanno s + l  p u n t i  sez ione,  l ' o rd ine  di (m-l)esima specie  au- 
m e n t a  d i  s u n i t & ,  m e n t r e  g l i  ordini  di connessione di  s p e c i e  
infer iore  non  mutano .  

Infatti sia a + 1 l'ordine di connessione di (m - I)esima specie del10 spazio 
chiuso R di na dimensioni. Potremo imaginare in R un sistema A di a spazi 
chiusi di un-l dimensioni che non formi solo, ma con ogni altro spazio 
chiuso C di m-l dimensioni formi il contorno di una parte di R. Poiché 
R 4 chiuso il sistema A con C 10 dividera in due regioni separate, R' e R", 
ambedue aventi il medesimo contorno, ci06 il sistema A con C. Ora se fac- 
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ciamo in R un punto sezione, questo sarh in  una delle due regioni; suppa- 
niamolo in RI. È chiaro che allora il sistema A con C non former& più tutto 
i l  contorno di R', ma perd fard sempre tutto il contorno di RI. Dunque l'or- 
dine di connessione di ( r ~ - l ) ~ " m a  specie di R non sa& mutato da un sol 
punto sezione. Ma se  facciamo in R due punti sezione, potremo sempre 
prendere C in modo che uno di questi punti sia in R' e l'altro in  RI1, e 
quindi il sistema A con C non formera più il contorno di una parte di R, 
e sarh necessario aggiungere un altro spazio chiuso di rn-l dimensioni 
per avere tutto il contorno di una parte di R. Dunque con due punti se- 
zione si aumenta di una unità l'ordine di connessione di ( ~ ~ - 4 ) ~ s ~ m a  specie 
di R. Analogamente si dimostra che con 3 ,  4,.  . . s -t- 4 punti sezione si 
aumenta quest'ordine di 2 ,  3,.  . . s uniti. 

Ora sia p + 4 l'ordine di connessione di (m - t- l)e"ma specie di R ,  es- 
sendo O < f  ( m ;  si potrà imaginare in R un  sistema A di spazi chiusi di 
rn - t-l dimensioni che non formi solo il  contorno di uno spazio T di 
m- t dimensioni tutto contenuto in R. Siano quanti s i  vogliano i punti 
sezione fatti in R, purché. in numero finito; potremo sempre col dato con- 
torno condurre T in modo che non passi per ciascuno di questi punti se- 
zione. Dunque un  numero finito qualunque di punti sezione non muta g l i  
ordini di connessione di specie inferiore alla (m-l)eçima. 

Poiche non si mütano gli ordini delle connessioni di uno spazio chiuso 
R facendavi un sol punto sezione, per determinare questi ordini sarh indif- 
ferente riguardare R come chiuso O come avente un contorno infinitesirno. 
Dunque si potrh ritenere uno spazio finito come limitato sempre da un con- 
torno, s quindi gli si potrh sempre far perdere una dimensione con trasfor- 
inazione continua, senza mutare gli ordini delle sue connessioni. 

P e r  r e n d e r e  s e m p l i c e m e n t e  c o n n e s s o ,  m e d i a n t e  s e z i o n i  t r a s -  
verse  s e m p l i c e m e n t e  c o n n e s s e ,  u n o  s p a z i o  f i n i t o  R d i  n d imen-  
s i o n i ,  B n e c e s s a r i o  e s u f f i c i e n t e  d i  f a r e  p,,, s e z i o n i  l i n e a r i ,  p,-, 
d i  due ,  p,-, d i  t r e  ,... pl di n- l  d i m e n s i o n i ,  s e  p, + 1, p , + l , . .  
JI,-, +l sono  r i s p e t t i v a m e n t e  g l i  o r d i n i  del le  s u e  s o n n e s s i o n i  di  
A", 2a ,b- .  (n-l)esima spec i e .  

Infatti, . essendo p,-, + l l'ordine di connessione di (n - l)esima specie di 
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R,potremo imaginare in esso un sistema A di p.-, spazi chiusi di n-l 
dimensioni che non formi solo il contorno di m a  parte di R, ma 10 formi 
con ogni altro spazio chiuso di n-l dimensioni. Si  avrauno cosi più re- 
gioni limitate, ciascuna delle quali avrA per contorno tutto O parte del 
sistema A e unapar te  del contorno di R; quindi facendo perdere a queste 
regioni con trasformazione continua una dimensione, esse si ridurranno al 
sistema A ,  connesso lungo spazi di n -2 dimensioni. Dunque R si pot& 
ridurre con trasformazione continua ad uno spazio RI di n- l  dimensioni 
formato di p,-, spazi chiusi A di n- l dimensioni connessi tra loro lungo 
spazi di n-2 dirnensioni, ed RI avrà, uguali a quelli di R gli ordini delle 
connessioni di (n - 2)esima, (n - 3)mima,. . . , ia specie. Ora senza mutare gli 
ordini delle connessioni di RI, potremo farvi al più tanti punti sezione quanti 
sono gli spazi chiusi dei quali é formato, ciob pn-,. Sia R', Io spazio R, 
in cui sono fatti questi punti sezione. 

Riducendo RI, ad R con trasformazione continua, i punti sezione acqui- 
stano una dimensione e divengono linee continue, che vanno da un punto 
del contorno di R ad un altro punto del medesirno contorno, cioh divengono 
sezioili lineari trasverse e cosi gli ordiiii delle connessioni di specie infe- 
riore alla (n- l)esima restano ancora gli stessi. Dunque in R si pu6 fare 
soltanto un nurnero p,,., di sezioni trasverse che non mutano i suoi ordini 
di connessione di specie inferiore alla (n-l)esima. 

Ora ciascuna di queste p,-, sezioni trasverse lineari attraversa uno dei p,-, 
spazi chiusi A, che al più si potevano condurre in  R in modo che non for- 
masser0 soli il contorno di una porzione di R, ma che 10 formassero quando 
ad essi s e  ne-aggiungeva un altro di n-1 dimensioni. Dunque dopo aver 
condotte queste sezioni trasverse, ciascuno degli spazi A fiou 6 pi6 chiuso, 
e quindi ogni spazio chiuso di n-l  dimensioni diviene il contorno di una 
porzione di R ed é resa semplice la connessione di R di (n-l)esima specie. 
. Dunque per rendere semplice la connessione di (n-l)e"ima specie di R 
mediante sezioni, trasverse semplicemente connesse senza mutare gli ordini 
delle connessioni d i  specie inferiore, é necessario e sufficiente di f m i  pn-, 
sezioni trasverse lineari, 

Lo spazio R$ di n-l dimensioni, al  quale si & ridotto con trasformazione 
continua 10 spazio R in cui sono f2tte le p.-, sezioni lineari trasverse, avendo 
un punto sezione in ognun degli spazi chiusi dei quali é formato, e avendo 
l'ordine di  connessione d i  (n-2)e"ma specie uguale a p,, , potrCt con Iras- 
formazione continua perdere una dimensione, e ridursi a uno spazio R,' for- 
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Bat0 di p,,, spazi chiusi di n-2 dimensioni connessi lungo spazi di n-3 
dimensioni. Ora senza mutare gli ordini delle connessioni di R, possiamo 
farvi al più. pn-, punti sezione. Denotiamo con RI, 10 spazio R, in  cui sono 
fatti questi punti sezioni. Riducendo Rf, ad R, i punti sezione di Rf,  acqui- 
stano due dimensioni e divengono spazi di due dimensioni che hanno il 
contorno sopra il contorno di R, e sono semplicemente connessi perche 
riducibili a un punto con transformazione continua, e quindi sono sezioni 
trasverse di due dimensioni. Denoteremo con Rfl 10 spazio R in cui sono 
fatte le sezioni trasverse di una e di due dimensioni. Le sezioni trasverse 
di due dimensioni rendono semplice la connessione di (n- 2)esima specie. 
Il)unque per ridurre R mediante sezioni trasverse semplicemente connesse ad 
uno spazio Rff che abbia semplici le connessioni di (n-l)esima ed (n-2)esima 
specie senza mutare gli ordini delle connessioni di specie inferiori, & ne- 
cessario e sufficiente farci pn-, sezioni trasverse lineari e p,-, di due di- 
mensioni. Cosi seguitando per le connessioni di specie inferiori. 

Q u a n d o  u n o  s p a z i o  f i n i t o  R & r i d o t t o  s e m p l i c e m e n t e  c o n n e s s o  
m e d i a n t e  s e z i o n i  t r a s v e r s e  s e m p l i c e m e n t e  c o n n e s s e ,  o g n i  s p a -  
z i o  c h i u s o  di ria d i m e n s i o n i  c o n d o t t o  i n  R fo rma  c o n  a l t r e t t a n t i  
s p a z i  c h i u s i  d i  m d i m e n s i o n i  q u a n t e  s o n o  l e  s e z i o n i  t r a s v e r s c  di 
97,-m d imens ion i  che e s s o  i n c o n t r a ,  i l  c o n t o r n o  d i  u n o  s p a z i o  
d i  m + l  d i m e n s i o n i  t u t t o  c o n t e n u t o  i n  R. 

Infatti se p,+l b l'ordine di connessione di mesima specie di R ,  ogni spazio 
chiuso C di m dimensioni formera. con un sistema A di p, spazi chiusi d i  
rn dimensioni il contorno di uno spazio S di rn + l  dimensioni tutto con- 
tenuto in R. Ora ciascuno degli spazi A sarLt intersecato da una e da una 
soltanto delle sezioni trasverse di n-rn dimensioni che fanno parte di quelle 
che rendono R semplicemente connesso, e quindi poiché ciascuna di queste 
sezioni ha il contorno sopra i l  contorno di R ,  se C formera. con s degli 
spazi A il contorno di S, dovrh intersecare precisamente le  s sezioni tras- 
verse che intersecano quelli s spazi chiusi del sistema A. 

Per maggior chiarezza facciamo alcune applicazioni al10 spazio ordinario. 
Lo spazio compreso tra due sfere concentriche si riduce semplicemente 

connesso mediante una sola sezione trasversa lineare che va  da un punto 
della superficie sferica maggiore a un punto qualunque della minore. 

Lo spazio compreso da .  una superficie anulare si riduce semplicemente 
connesso mediante una sola sezione trasversa superficiale fatta lungo il  
meridiano della superficie. 
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Lo spazio compreso tra due superficie anulari si riduce semplicemente 
connesse mediante una sola sezione trasversa lineare che va da un punto 
della superficie anulare maggiore a uno della minore, e mediante due sezioni 
trasverse superficiali ambedue condotte per la sezione lineare; una fatta 
lungo il meridiano e una lungo l'equatore della superficie. 

Lo spazio compreso tra una sfera e un aiiello si riduce semplicemente 
connesso mediante una sezione lineare trasversa che va dalla superficie della 
sfera a quella dell'anello, e l'altra superficiale che terminando alla sezione 
lineare va pure dalla superficie dell'anello a quella della sfera. 

Sia dato uno spazio R di n dimensioni limitato da un numero qualunque 
di spazi chiusi di n- l dimensioni: Sf,-, , Srf,-, , . . . Sr),-, i quali abbiano 
per equazioni 

F,=O, F*=O ,... F t = 0 ,  

e. R sia determinato dalle disuguaglianze : 

F1<O, F < O  Ft<0. (1) 

Siano: X , ,  X , ,  . . . Xn n funzioni dei punti di R finite e continue; pren- 
diamo a considerare l'integrale nU*'O : 

d X, fi.=/(%+-+-..+- da, da, d X n )  dan dz,dz ,... d i .  
s 

esteso a tutto 10 spazio R. 
Distinguendo con indici pari i valori di Xr nei punti nei quali la linea 

Zr che ha per equazioni: 

zl=a, ,  z4=a ,,... ~ , - ~ = a  ,,,, ~ + ~ = a + , . .  z,=a, (2) 

col orescere di z,, attraversando uno degli spazi Sn-, , entra nello spazio 
R ne1 quale sono sodisfatte tutte le disuguaglianze (i), e distinguendo con 
indici dispari i valori di X, nei, punti nei quali la linea 2, attraversando 
uno degli spazi Sn-, esce dello spazio R, avremo: 
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Onde : 

8,=Z (XI-X, '+Xrl ' - ;Y,""+-. . )dz ,d~ ,... dz,-,dz,+ ,... dz,. S 
n-1 

Ora il numero dei punti nei quali Ia linea Zr incontra ciascuno degli spazi 
chiusi Sn,, é pari, e in quanti di essi Zr entra in R da altrettanti esce. 
Per- esempio Io spazio Sr,-, sarà incontrato da Zr nei punti 0, 2 1, + 1, 2 4 ,  
2 1, +- 1, . . . , e la parte dell'integrale fi, che si riferisce ai punti di Sr,-, sarh: 

Considerando Sr,-, come il campo delle n - l variabili reali : u', , ur2,. . . 
u',,, , avremo : 

d l  d z ,  dz  ,... dz,-, dz,,, ... da,=*--d uf, dut,.. . duf,,, 
d A, 

d h  dove è da prendersi il segno + O il segno - secondo che - é > op- 
d A, 

pure E (O. 
Ora da cii, che abbiamo dimostrato ne1 primo -paragrafo risulta che si 

pud sempre prendere. l'ordine delle z,, z,, .. . dm in modo che il segno di 
d A  FI - sia uguale a quelio di -, essendo F1=0 l'equazione di Sr,,,. 
d A, d 2, 

d F, d F, Ora - < O  nei punti di Sr,,, . nei quali 2, entra in R,  e -> O nei 
d 2, a dar 

punti nei quali esce, Avremo dunque: 

X,[Zz~+l' d d z~ ' . .  d ~ ~ - ~  dza= S x;"*+l' >- 
- S à& 

d u ! ,  du', . . . du7 
*-1 a-1 

ossia: 
dA 

fi2--/ka x 

du', du4,.. . dur,,-, 
'-1 

esteso a tutto 10 spazio Sr,-,. 
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Analoga riduzione si pud fare per gli altri spazi, e si ottiene 
ii 

dur1, du", . . . dufr,,-, -. . . 
8-1 -1 

d z  x, ... - 
. . du, du,,-, 

Dunque : 

d h  - C X , - -  d A,. 

Se (z!, n:,. . . , 2:) & un punto di St)*-,, una linea che passa per questo 
punto ed ha per equazioni: 

da, d K.-, 

x2 d;; 
A . .  - 

da, 

si dice la normale al10 spazio S(t),-,; e siccome di qui abbiamo: 

P % ( Z ~ - Z ; ) ~ +  ( z ~ - z ~ ~ + - ~ - +  ( Z ~ - Z : ) ~ ,  

Annali di Matematica, tom0 IV. 20 
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p si chiama la distanza del punto (z,, z,,. .. z,J da (z:, z:,. .. ) Se 
infinitetlimo e uguale a dpr, abbiarlib : 

Onde sostitnendo r 

Y; essendo dSit)m-, l'elemento del10 spazio Set),,, abbiamo: 

d S(t)n-l =Md d t l l  d dt) .A du('),-I , 
onde : 

Quindi se : 

e pereid se: 

in tutto Io spazio R,  s a r i  : 
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Se 10 spazio R ha sempbce la cqnngssione di (n-l)aim"peaie, ogai 
spazio chiuso C di 12-1 dimensioni sondotto in egsq forma il mntgrno di 
una porzione di R;  quindi se la equazione (4) è sodisfatta per tutto R ,  e 
vi sono finite continue V e le sue derha& prime, sarh Sempre : 

Se poi 10 spazio R ha la  connessione di specie (n-l)e"ima di oidise 
p,-l + 1, condotti in esso p,-, sgazi chiusi A,, A, , .  .. A,-, di n - 1 dimen- 
sioni, ogni spazio chiuso C contenuto in Rformerà col sistema A il contorno 
di una parte di R: e se a,, a,!. . . a,-, sono le sezioni trask-se: l imari che 
attraversano rispettivamente ;gli s tazi  chiqsi A+,  ,A2, .  . ,$%, , e rendono 

i semplice la connessione di (n-l)esima speeie del10 spaz 1 O R:Tformerà il 
contorno di una parte di R con q ~ e l l i ~ s p a z i  del sistemah'he sono attra- 
versati dalle sez?oni a che incontra-C: r 

Ponendo dunque : I~ 

avremo : 
. . 

estendendo 1a.somma a tutti i valori di r che sono indici delle sezioni 
trasverse incontrate da C, ed abbiamo il segaepte teorema : 

S e  10 s p a z i o  R h a  l a  c o n n e s s i o n e  hi  (n-l)esima s p e c i e  di  o r d i n e  
pn+l, s e  c o n  s e z i o n i  t r a s v e r s e  l i n e a r i  
c o n n e s s i o n e ,  e C B u n 0  spazio c h i u s o  
t e n u t e  i n  R ,  l ' i n t e g r a l e :  

s i  r e n d e  s e m p l i c e  q u e s t a  
di n - l  d imens ion i ,  c o n -  

differirli. da  z e r o  d i  t a n t i  moduli  di p e r i o d i c i t h  q u a n t e  s o n o  l e  
s e z i o n i  t r a s v e r s e  l i n e a r i  c h e  a t t r a ~ e r s a  10 s p a z i o  C. 

Poichb due spazi di TI-4 dimensioni che hanno uno stesso contorno 
formano insieme uno spazio chiuso, avremo ancora il seguente teorema: 
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Dato, nel lo spaz io  R d i  n dimensioni ,  c h e  h a  l a  connsss ione  
di (n-i)esima s p e c i e  di  ordino (pn-,+19 un6 spazio ch iuso  l? di  n-2 
dimensioni ,  r e sa  median te  p,,, sea ion i  l fpea r i  sempl ice  q u e s t a  
conness i9nej  l'jategrale p r e c e d e q t e  estes0  a u n o  spaqio  Ç1 f;he 
h a  p e r  contorno l? e i n c o n t r a  s sezioni  t r a s v e r s e  l i n e a r i ,  diffe- 
r i rh  da1 medes ima  Integrale  es te80 a 'us4 spaz io  Cf c h e  h a  10 
s t e s s o  con to rno  e non i n c o n t r a  a l c u n a  sez ione ,  de i  modul i  di 
per iodic i tà  r e la t iv i  a q u e l l e  ezioni, e qu jad i  s e  10 spazio  R ha  
semplioe la  conness ione  di  L - i y U m a  specie  l ' i n t e g r a l e  es teso  
a upa s p a g i ~  q u a l u n q u e  C c o n t e n u t o  in  R chs h a  p e r  c o n t o r n o  I' 
avrh  sempre l o  ~ t e s s o  valore ,  

In uno spazio chiuso R di n dimensioni che ha la connessione di Ia specie 
di ordine p, + 1, siano s,, s,, J.\ s, le p, sezioni trasverse semplicemente 
connesse di n-1 dimensioni t h e  rendono semplice la connessione di 1% 
specie di R. Siano LI, L,, ... L,, p, linee chiuse che rispettivamente at- 
traversano le  sezioni J,, s,, ,, , sP4, e che sono tali che ogni altra linea I 
chiusa, con quelle delle linee L che attraversano le medesime sezioni che 
essa attiaversa, forma il contorno di uno spazio C di due dimensioni con- 
tenuto tutto in R. 

Siano : 
Z, - Z, (u), Z ~ Z  z~(~L) ,  . m .  ~ n  = ~ n  (u) (4) 

le equazioni della linea Z, e prendiamo a considerare I'integrale: 

esteso s tutta la h e a  1, essendo le X, finite 6 continue in tutta R, 
Ora la linea 1 formanda parte del: contorno di C, se 10 spazio C sarSz de- 

termipato dall' eqpazione ; 
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dove Fintegrale doppio tj esteso a tutb JO spaziçr C er ii slemplics a Zutto 
il -sistema di linee 1, L,, L ,,... che formano 3 contorno di C. 

Ma abbiamo : 

-- 
du, do& 

Quindl I'integral doppio B 
equazioni : 

dx, du, dv, = ~fl[- dz,  -d- drr d ~ d d , .  

L 

nnllo s e  i s  tutto R sono aeri6cate anchs le 

dX,. d X t  --.-=O. 
dzt  d2r 

r - P 3 J- 
esteso a tutte le linee I, L,, L,, ... che formano il contorno di uno spazio 
C ,  6 sempre nullo, qualunque sia la linea Chiusa 1, se le X ,  sodisfano le 
(2) e  sono finite e  continue in fi. Da cid si ~ i c a v a  il teorema seguente : 

Se in n n o  s p a z i o  R di n d imens ion i ,  che ha  l a  c o n n e s s i o n e  d i  - 

1" rapecie d i  o r d i n e  p,, s o n o  s,, s , , , . ~  s,, l e  sezioiii t r a s v e r s e  d i  
n-1 d imens ion i ,  s e m p l i c e m e n t e  c o n n e s s e  c h e  s e s d o n o  s e m p l i c e  
la  c o n n e s s i o n e  d i  1" s p e c i e  d i  R, e d  L,, L ,,... L,, p, l i n e e  c h i u s e  
che i n c o n t r a n o  r i s p e t t i v a m e n t e  l e  s e z i o n i  s,, s,,. . . s,, e poniamo:  
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l ' i n t e g r a l e  : 

es teso  t r a  due p u n t i  Z0 c ZC l u n g o  u n a  l inea  c h e  incon t ra  p iù  
s e z i o n i  s, .differirà da  quel10 preso  l u n g o  u n a  l i n e a  che  va  da1 
punto  Z0 a l  pun to  2' s e n z a  i n c o n t r a r e  n e s s u n a  sezione s, del le  
quanti tà ,  M re la t ive  a l l e  sez ioni  s i n c o n t r a t e ,  p r e s e  q u e s t e  po- 
s i t i v a m e n t e  O n e g a t i v a m e n t e  secondo c h e  sono i n c o n t r a t e  pro- 
g redendo  i n  u n a  O i n  a l t r a  d i rez ione ;  s e  poi l a  . conness ions  d i  
la specie  del10 spazio R è sempl ice ,  l ' i n t e g r a l e  preso l u n g o  u n a  
I inea  =qua lunque  c h e  i n  R v a  da  Z,  a Z, ha  sempr'e 10 s tesso  
valofe. 
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Sopra 
le funzioni di una variabile complessa 

CaooaY h a  dato Io k l u p p o  in serie -d i  u n n  fpnzione- di usa variabile 
complessa, monodroma finita e continua essa e le  sue derivate prime dentro 
un cerchio, in funzione dei valori che essa ha sulla circonferenza. 1 si- 
gnori LAURENT e KEUMANN hanno poi generalizzato il teorema di CAUCHY, 
dando gli sviluppi corrispondenti di una funzione per gli spazii compresi 
fra due cerchi concentrici O fra due ellissi omofocali, in funzione sempre 
dei valori che essa ha su1 contorno di questi spazii. Ma una funzione di una 
variabile complessa é pienamente determinata in un dato campo, quando 
sono dati i valori della sua parte reale su1 contorno ed è dato il valore 
della parte immaginaria in un punto (*); quindi gli sviluppi citati Conten- 
gono qualche cosa di più di quel10 che é strettamente necessario alla de- 
terminazione della funzione negli spazii corrispondenti; e mentre ci dicono 
che se esiste una funzione che ha quei dati valori su1 contorno di quelli 
spazii, e nell'interno si mantiene monodroma finita e continua insieme alle 
sue derivate prime, essa pud svilupparsi in serie con quelle formole, non ci 
danno perd il mezzo di determinare la funzione quando sono date le sole 
quantith che bastano effettivamente a determinarla. Per . questo, credo utile 
di pubblicare la presente memoria nella quale dd gli sviluppi di una fun- 
zione di una variabile complessa nello spazio compreso fra due cerchi con- 
centrici e nello spazio interno O esterno ad un cerchio e fra due ellissi omo- 
focali, in funzione dei valori della sua parte reale su1 contorno e del valore 
della parte immaginaria in un punto. 

(*) Alla dimostrazione data da  RIEMANN della esistenza di una funzione la cui parte 
reale prende valori dati su1 contorno, ecc., si fanno varie obbiezioni; io per6 in questo 
lavoro- ammetterb I'esistenza della funzione parte reale, colla condizione che le sue deri- 
vate prime siano finite anche su1 contorno, e allora essa sarh appunto quella che qui 
viene trovata. 
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4. Sia w=u+iv la funzione di nna variabile complessa cercata. Sono 
dati i valori della parte reale u su1 contorno del nostro campo C che noi 
supporremo dapprima essere quel10 compreso fra due cerchi concentrici, ed 
é dato il valore della parte immaginaria v in un punto di C. 

Si tratta di determinare tu O u e v in un punto qualunque Mf(x', y') 
pure di C. 

Incomincieremo da1 determinare u ,  e per questo ricorderemo che indi- 
cando con r la distanza da1 punto Mf a un altro punto M ( x ,  y) in un 
campo C, qualunque esso sia, e indicando con p la normale al contorno 
contata verso l'interno di C, per i teoremi di RIEMANN e di GREEX, se 
esisterà,, corne supponiamo, una funzione u che nell'interno di C é finita 
continua e ad un sol valore essa e le sue derivate prime, soddisfa alla - 

d" dd"u equazione - + --,=O, e su1 conturno essa prende i valori dati e le sue 
cl& d y  

derirate prime sono finite, questa funzione sars unica, e il suo valore ne1 
punto M' di C sarà dato dalla formola 

du dlogr 
u'=LJ(logr 2 x dp -- u-) d~ a s ,  

ove l'integrale dei secondo menbro é esteso a tutto il contorno di C. 
Ne1 caso nostro adunque, indicando con s il cerchio maggiore e con sf 

il cerchio minore, si avr& 

1 du  dlogr 
Zn 

( lu +J(ïogp - - u -) as'; (2) ur=-J(logr - - u - 
8 

dp dp 4' d3 
8' 

gli integrali essendo estesi ai cerchi s e sr respettivamente; e ora per tro- 
du 

vare uf basterh fare sparire da questa formola i valori di - su1 contorno 

che non sono dati. 
d p  

Poniamo percid l'origine delle coordinate rettilinee e polari ne1 centro 
dei due cerchi e indichiamo con R e Rf i raggi di questi cerchi s e sr, -e 
con (p, O ) ,  (pr, 8') le coordinate polari di M e Mf.  Osservando che 

@J 1% 

logr =logp -2 J!- eosn (0 - O r ) ,  
i nFn 
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e dentro a quedo cerchio: 

p" logr,  = 1ogpf-2 + cos n (a- 0''); 
4 

quindi sara su st 

cos g (0 - 0') ;- 
e siccome alle serie che qui compariscono pud applicarsi l'integrazione ri- 
spetto ad s e a s', si avrà dalla (2): 

d u  e quindi basterà ora fare sparire - dalle due somme 
dp 

Per questo (seguendo un processo suggeritomi da1 prof. BETTI, e già da 
lui applicato nella sua memoria Sopra le finzioni sferiche) user& del prin- 
cipio che, se F 6 una funzione di x e y che- nell'interno di C e su1 con- 

Annali di Maternatica, tom0 IV. 21 
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torno si mantiene finita continua e a un sol valore, essa e le sue derivate 
d V  d i F  

prime, e soddisfa alla equazione - + - - dae dy  
,-O, s i  ha.  

gli integrali essendo estesi a tutto il contorno di 

F = A l o g p + B ,  
e un' altra : 

C; e prenderb una volta: 

essendo A , .  B, M, N costanti da determinarsi. 
Si trova cosi servendosi del primo valore di F: 

e quindi prendendo A e B in modo che si abbia 

J o g ~ - d s +  dl' j' logpf- di d s l = ~ ( ~ l ~ g ~ ~ ~ d s f - ~ l ~ g ~ ~ ~ d s )  R R '  

1 8' log 0' 
P' 

e cosi é calcolata la prima delle somme (4). 
Prendendo invece il secondo valore di F si trova: 

e determinando M e N in modo che si abbia 
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ciob prendendo : 

resterd determinata anche la seconda delle somme (4). 
Sostituendo ora nella (3) per le somme (4) i valori trovati, si otterrh 

subito pel valore di uf: 

ovvero, indicando con u, e us' i valori dati di u su s e su sf, 

ovvero infine 

u'= l ( l o p ~  f ~ ~ ~ ~ d ~ - l o ~ ~ f ~ u ~ d ~ ) + ~  log$ f m(u8-u89do 
27clogp 0 O 7clog- 

R' 0 

1 O", p'" 
4- ;ABh-R.2n I f P . ( ~ n ~ 8 - ~ f n u 8 ~ ) c o s n ( O - ~ f ) d ~ +  

2 RnR1n ~ 2 n ( ~ n ~ - ~ n u 8 ) c o s n ( 9 - 9 1 d 9 .  + ( e n  - R T a n )  
i O 1' 

Tali sono le espressioni che la formola (2) ci somministra pel valore di ur 
nell'interno e anche su1 contorno di C, quando i valori di u al contorno 
che vi compariscono sono tali che si possono soddisfare tutte le condizioni 
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poste in principio. - In un altro lavoro che pubblicherd quanto prima, tor- 
nerd sopra questi risultati, e allora mi occuperb anche del cas0 in cui la 
fhzione deve soddisfare alle stesse condizioni nell'interno del campo che 
si considera, e su1 contorno deve soddisfare soltanto alla condizione di 
prendere i valori dati senza che in essa avvenga rottura di continuith 
quando dall'interno del campo ci si avvicina indefinitamente al contorno 
stesso. 

Osbepvazione. È da notare che per la formols ('1) si pub dire che se 
m a  funzione u nello spazio compreso fra due cerchi concentrici è finita 
continua e a a n  sol valore, essa e le  sue derivate prime, e soddisfa alla 

d" d2u equazione +- = O, e prende valon costanti sui due cerchi e su questi 
dx2 

cerchi le sue derivate prime sono finite, essa é della forma Alogp +. B ,  ove 
d e B sono costanti; e se i valori costanti che prende sui due cerchi sono 
uguali, essa & costante per tutto. 

2. Passiamo ora a calcolare la funzione d. 
Per questo osserviamo che si ha 

e quindi sarb 
du' 

estendendo l'integrale a una curva qualunque che va da1 punto A(pol 8,) 
in cui & dato il valore di v al punto M'(pl, 8'). 

Prendendo dunque per linea d'integrazione la linea composta della por- 
zione di raggio vettore do da P ' = Q ~  fino a p'=pr,  e della porzione di cir- 
conferenza p' da O ' E = ~ ~  fino a O'=d', e osservaudo che dentro 10 spazio C 
le serie (6) e (7) sono convergenti indipendentemente dall'ordine dei ter- 
mini, si concludera che per tutti i punti di C ad eccezione di quelli del 
contorno (pei quali qui resta dubbio) si ha 
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ovvero : 

essendo c una costante che dipende da1 valore di v ne1 punto (p,, 8,). 
Cosi & trovato anche il valore di vr, cioe del coefficiente di i nelia fun- 

zione u + i v ,  ne1 campo C ,  in funzione dei valori che la parte reale u ha 
su1 contorno; perd, siccome supponiamo che Rf non sia zero e R non sia 
infinito, questo valore di v', contenendo il termina 

9' 
R (u. - usf) d O, 

2x10gR, 0 

viene finit0 e continu0 esso e le I;ue derivate nell'interno dei due cerchi 
d"' d2v' 

e soddisfa alla equazione -+-=O, ma, a meno che non si riduca d d2 d y' 
semplicemente connesso il nostro campo con nna sezione trasversa, esso 
non é a un sol valore altro che quando i valori dati di u sui due cerchi 
sono tali che si ha 

Tutte le derivate di vr perd fra i due cerchi oltre esser finite e continue 
sono anche a un sol valore. 

- 3. Moltiplicando per i questo valore (9) di v', e sommandolo col valore 
(7) di up, si ottiene 
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6 cosi abbiamo il valore di w' in funzione dei valori di u Bu1 contorno. 
Questo valore di w r s  viene dato per una serie ordinata per le potenze 

intore positive e negative di d e contiene inoltre un termine in logd ;  
quindi, non intendendo ridotto il campo C semplicemente connesso, si pud 
dire che quando si prenderanno arbitrariamente i valori della parte reale 
u su1 contorno, sema altre condizioni che quelle poste al § 1, la funzione 
w in generale non verra monodroma, ma conterri il termine 

e quindi per ogni giro attorno al centro dei due cerchi, tornando alIo stesso 
punto, la  funzione verrà aumentata della costante 

Questo si presenta qui come cas0 particolare di 

immaginaria 

una proprietCl generale 
enunciata da RIEMANN nella sua dissertazione inaugurale. 

Le derivate di w f  perb fra i due cerchi oltre esser finite e continue sa- 
ranno anche monodrome. 

4. La condizione necessaria e sufficiente affinché nello spazio compreso 
fra due cerchi concentrici la funzione w ,  che corrisponde ai valori u,, u,l 
della parte reale su1 contorno, sia monodroma, viene dunque espressa dalla 
equazione 
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e quando questa sia soddisfatta, sar&: 

In particolare, se u,v=u,, la funzione w risulterb monodroma, e si avrà 

In generale poi si pu6 notare che, siccome u, - u~ B una funzione di 8 
fra O e 2n che puh svolgersi in serie colla formola di FOURIER, la condi- 
zione di monodromia della funzione w porter& che ne110 sviluppo di u, - u,~, 
secondo la serie di FOURIER, si abbia 

'~,-~,~=a,cos9+a,cos28+a,cos30 + . . O  

+ blsen8+ b ,sen28+b3sen38+~.~~ 

cioé che manchi il termine indipendente da 8; e siccome alle serie di Fou- 
RIER pud applicarsi l'integrazione ("), quando questa condizione sia soddis- 
fatta, si avrh 

5. Facciamo ora alcune osservazioni sui risultati che precedono. 

(*) Queste proprieta delle serie di FOURIER Sarh dimostrata ne1 lavoro di cui ho parlato 
alla fine del $j 1. 
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L La condihione di monodromia (II) della funzione w sarà eviden- 
temente soddisfatta anche per due cerchi qualunque nell'interno di C con- 
centriai ai due cerchi dati s e s' e vicini fra loro quanto si vuole; e quindi 
suppanendo questi due cerchi infinitmente vicini l'uno a l'altro, si avrà 
evidentemente [corne anche risulta subito dalle formole (7) e (11)) 

1 

quaildo si estendano questi integrali a un cerchio qualunqne s, interno a 
C e concentrico ai due cerchi dati. 

Da cid risulta che, avendo uno spazio qualunque S ne1 cpale una fun- 
zionq w di una variabile complessa si mantiene monodroma finita e continua 
essa e le sue derivate prime, e tracciando in questo spazio una curva chiusa' 
qualunque u che formi il contorno completo di una porzione di S, O tale 
cha & possano costruire due cerchi concentrici s e s' che non taglino a e 
cou ciascuno dei quali o formi il contorno completo di una parte di S, si 
a;lrr& 

giacché ne1 primo cas0 questo risulta subito da un teorema noto, e ne1 
secon60 costruendo un terzo cerchio s, fra s e sf e concentrico a questi, 
per cid che precede, si avra 

e quiudi, poiché per un teorema noto si ha 

wark anche 

I I .  Ne1 caso in cui la 'condizione di monodromia 
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B soddisfat'ta, la serie (12) che abbiamo trovata per w1 si trasforma facil- 
mente in quella di LAURENT. 

~ndicando infatti con w,, il valore di w su1 cerchio d i  raggio pl mterno 
C e concentrico ai cerchi s e J ,  la (12) ci darh le  formole s e p e n t i  r 

che sono abbastanza notevoli; e ora applicando queste formoie m a  voltà 
al cerchio di raggio p e un'altra al cerchio di raggio p,, essendo Rf <, 
c p  < R, e sostituendo nella (12) si otterrh la seguente: 

che & quella di LAURENT pei due cerchi p e pl. 
Da questa [corne anche dalla (12) servendosi della (16)] si ottiene l'altra: 

che fu pure data da LAURERT; e questa, contenendo soltanto i valori di w 
su1 cerchio di raggio p interno ai due s e s', ci mostra che quando esiste 
una funzione di una variabile complessa che & monodroma finita e continua 
insieme alle sue derivate ne1 campo compreso fra due cerchi concentrici e 
prende dati valori s u  un terzo cerchio p interno e concentrico a questa, 
essa sarh data dalla serie '( l8).  

III. Se si cercassero le funzioni u, v e w entro un cerchio di raggio 
R ,  si troverebbe coi metodi precedenti 

Annazi d i  Matematica, tomo IV. 
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quiudi in  qucsto cas0 la funzione w viene ruonodroma qualunque siano i 
valori .dati per la parte reale su1 contorno; e il 
ne1 Centro del cerchio B 

Yolendo invece m a  funzione corne w di una 
spazio esterno al cerchio R,  quando sono dati i 

valore della sua parte reale 

variabile cornplessa z ne110 
valori della sua parte reale 

sÜ questo cerchio, ed 6 posta-la condizione che all'infinito la fünzione sia 

eostante e il prodotto e z s  si mantenga finito, s i  osserverA che ponendo 
d a  

R'3 
z=-9 e prendendo z, per variabile, w verra una funzione di z, che sarà 

z.4 
hiomdrorna finita e continua essa e le sue derivate primo ne1 cercliio di 
raggio R (descritto siil piano di z,), e su  questo cerchio la sua parte reale 
prender~i ancora i valori dati ma in senso opposto; e quindi le formole 
corrispondenti a questo caso saranno quelle che s i  ottengono dalle prece- 

R2 
deilti (10) cangiandovi pr in 7, @in--Or, e u, in u,(-O), e si potranno ri- 

P 
durre alle seguenti : 
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quando vi si cangi 8 in  271- 0 e si sqpponga a,@ - 2%) =ta, (8) = u,; e 
sotto questa forma si vede che essei corne le (/9), risu 1 tano da quelle 6ate 
pel caso di due cerchi R e R', quando vi si faccia rispettivamente R=oc 
O R7=0, e si cangi poi ne1 primo cas0 R' in R ,  e Z L , ~  i n  u,. 

6. Cerchiarno ora 10 sviluppo della nostra ftinzione-11: di h a  variabile 
complessa ne1 campo racchiuso da due ellissi omofocali, in funzione dei 
valori che la parte reale Fa su1 co~torno, 

Per questo potremmo ancora' seguire il metodo pre~edante; ma io pre- 
ferisco di seguirne un altro (che pud applicarsi anche ih altri casi), declu- 
cendo uno sviluppo della funzione cercata da quello che abhiamci- trovata 
ne1 caao di  due cerchi. Y i ,  

Indichiamo percid con z, la nostra variabile complessa; con PLd la distanza 
focale delle ellissi date, e con a e /j i parametri isometrici del doppio si- 
stema di ellissi e iperbole omofocali di cui queste ellissi date farino parte; 
Le formole che esprimono x,, y,, z, per a e ,O saranno le seguenti . 

x ~ = ~ c o s ~ ~ c o s / ~ ,  y ,=dsenhasenF,  z,=dcos(P- ia); , (21) 
e' con queste, facendo variare a da O a e P da O a 2n, si  otterranno 
tutti i i un t i  del nostro piano z,. Le ellissi date corrisponcleranno a due 
valori particolari a, e cc, di a. , 

Consideriamo ora un altro piano z ,  e rappresentiamolo s u  z, in m o d ~  
che si abbia la  similitudine nelle parti infinitesime. 11 sistema di coordinate 
polari (p, O) costituisce su  questo piano un doppio sistema di coordinate 
ortogonali e isoterme di cni i parametri isometrici sono logp e 0;  quindi, 
poichh anche le l ime a, ,O su  z, sono esse pure ortogonali e isoterme, po- 
tremo stabilire la corrispondenza in modo da ottenere che alle circonferenze 
p corrispondano le ellissi a ,  e olle semi-rette 8 i rami di iperbola P. Per 
questo basterà porre 

1ogp-t iO=.in(a-t-ifl) + n+ inf, 

cssendo m, n, nf costanti arbitrarie reali; e se vogliamo che percorrendo 
una intera circonferenza p su z si venga a bercorrere una intiera ellisse a 

su z, e nello stesso senso, bisognerà prendere m=&l secondochb si p e i d e  
il segno superiore O l'inferiore di ip. lnoltre potremcr prendere n'=O, poi- 
chh cid equivale a fare corrispondere l'asse delle x, a quello delle x, 9 
potremo porre n=-loge, essendg c una costante p sitiva. 

Si avrà cosi per la nostra corrispondenza Y - 
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e per la (2111 questa corrispondenza potri esprimersi anche colle formole 

e noi vediamo percid che quando si prenda il segno superiore di a nella 
(22), O il segno superiore di logcp in queate ultime, p non potrà essere 

1 minore di - 3  e quando si prenda il segno inferiore p non potrCt essere mag- 
C 

f 1 
giore di -. e quindi, osservando anche che per p =  - si ha sempre dalle 

C 1  C 

(23) x,=dcosO, y,=O, e per B=0 si ha ~ , = d c o s h ( ~ l o g c p ) ,  x,=O, si 
pot@ dire cbe, le rappresentazioni su z, dei punti di z esterni al cerchio 

1 di raggio -, e quelle dei punti interni a questo cerchio ricuoprono ambedue 
C 

1 
il piano z,, e per tutte e due queste rappresentazioni il cerchio limite - 

C 

viene rappresentato sulla porzione di asse delle x, compreso fra i fuochi, 
mentre le altre porzioni di quest'asse rappresentano la porzione di asse 
delle x che si trova ne1 campo rappresentato. 

Qui prenderemo il segno superiore di a e di logcp, intendendo percid . 
1 che sia sempre p >-. allora la corrispondenza fra i Punti dei due piani 

- c '  
z e z, potrd esprimersi colla equazione 

e al cerchio di raggio p corrisponderd l'ellisse a per la quale a = logcp, O 

e2 
, p -, -, e il cui semi-asse maggiore a & dato dalla formola a = 

C - 
eBo Le ellissi a, e a, corrisponderanno ai due cerchi R e R' pei quali A=- 

C 
e3i R'=- e se a,> a, sarà R>R', e al10 spazio racchiuso fra questi cerchi 
O 

corrisponderd 10 spctzio fra le dette ellissi. 
Inoltre per la (24) si avrs 

e d z = z , + \ I ~ ,  

e il radicale dovrà essere preso in modo che per z,  positivo e maggiore di 
d sia positivo; e CO&,-fra le due ellissi, \jz;a-d' sarh bene determinato per 
ogni valore di 2,. 
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Con cid si vede subito che una funziod8 di \na variasife ~ornpkesd z ,  
monodroma finita e continua essa e le sua derivate prime hello spazio rac- 
chiuso fra due cerchi concentrici, pud trasformarsi in una funzione di una 
altra variabile complessa z ,  dotata delle stesse proprieth nello spazio rac: 

e l  e20 chiuso fra due ellissi omofocali; e ora siccome si ha p=-,  8=P, R=- , 
i C d 

, ezi R = -  
C 

e R>Rr se ao>al,  si conclude subito che, per avere i valori 

cercati di ut, v', wf fra le due ellissi a, e a, in funzione dei valori di u su1 
contorno e in coordinate ellittiche a e P, non vi é altro da fare che sostituirë 
nelle formole (7) (9) e (10) per p, 8, R, R' questi loro valori. Si trova cos1 

ove u, e u, indicano i valori dati di u sopra le ellissi a,  e a, rispettivamente. 
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.Volendo introdurre in wf la variabile zr, che ora possiamo chiamare zr, 

dere d ie  il radicale sia preso ancora in modo clle per zr positivo e mag- 
giore di d sia positivo. 

La condizione di monodromia di tu viene ora espressa dalla equazione 

Suppoiiendo nelle formole precedenti u,=O, si ottengono i valori di u', 
v', w r  entro una ellisse nella quale é fatta una sezione rettilinea limitata ai 
due fuochi, in funzione dei valori della parte reale sull'ellisse e su questa 
sezioue rettilinea. Il valore di w' b 

25; CC" 
O 

[ l n  (en% u, - u,) r i n i '  dp + 
1. œ 

O 

Dalla formola di LAURENT poi se ne deduce una analoga- pel caso attuale 
cambiandovi z in n + vs" ddZ e z' in 2'3- \ l z r L  d'. 

Pisa, 15 ottobre 1870. 
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Sopra alcune formole generali 
della teoria delle superficie, 

e loro applicazioni 

(de l  prof. ULISSE DINI, a Pisa.) 

I n  questa mernoria, facendo la rappresentazione di una superficie non 
sviluppabile S sulla sfera di raggio =1, col metodo di Gauss, e conside- 
rando le linee sferiche che corrispondono alle linee coordinate u e v di S 
(che suppongo qualunque) e l'elemento lineare sferico corrispondente, sta- 
bilisco prima di tutto alcune formole generali che contengono i coefficienti 
di questo elemento lineare sferico e altre quantit% relative alla superficie S. 
Dopo, faccio alcune considerazioni su  queste formole e sulle asintotiche 
delle superficie, e poi passo a fare alcune applicazioni delle medesime for- 
mole, per mostrarne l'utilita e fare Fisaltare sernpre più i vantaggi che si 
hanno nello studio delle superficie quando si fa uso della loro rappresen- 
tazione sferica, e si tiene conto della forma che prende l'elemento lineare 
sferico nelle coordinate u e v che corrispondono a quelle u e u della su- 
perficie. 

Per fare queste applicazioni suppongo dapprima che le linee coordinate 
sulla superficie S siano le asintotiche; e allora, per mezzo delle formole 
stabilite in  principio, giungo ad altre pure generali che conducono poi, in 
particolare, a dei risultati notevoli relativi alle superficie di curvatura co- 
stante negativa e a quelle di area minima. Suppongo poi che uno solo dei 
due sistemi di linee coordinate sia format0 di asintotiche, e l'altro sia for- 
m a t ~  dalle linee che sono a tangenti conjugate colle trajettorie ortogonali 
di queste asintotiche; e in questo caso applico prima le formole date in 
principio alla ricerca delle superficie nelle quali le asintotiche di un sistema 
sono eliche appartenenti a cilindri paralleli fra loro, e riduco la determina- 
zione di queste superficie alla soluzione di uno dei più semplici problemi 
della teoria del calore; e poi applico le stesxe formole alla trattazione di 
alcuni problemi sulle superficie gobbe. 
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Formole generali. 

1. Prendiamo su una superficie non sviluppabile S due sistemi di linee 
coordinate i cui parametri siano u e v. Le coordinate cartesiane x, y, z dei 
punti di questa superficie e i coseni X, Y, Z degli angoli che la normale 
ad essa fa coi ire assi saranno funzioni di u e v ,  e insieme alla relazione 
XX2=I,  e a quelle che se ne deducono colla derivazione, si avranno, corne 
6 noto, le formole seguenti: 

ove M, N, P, (2 sono certe funzioni di u e v. 
Rappresentiamo ora la superficie S sulla sfera di raggio =.1, col metodo 

di Gauss. Il punto della sfera che corrisponde a quel10 della superficie di 
coordinate u e v,  ci06 al punto (2, y, z) ,  avrà per coordinate cartesiane X, 
Y, Z e per coordinate curvilinee u e v ;  e il quadrato dell'elemento lineare 
sferico in queste coordinate sarà 

ove 

Troviamo ora le relazioni 
dell' elemento lineare sferico , 
nelle formole (1). 

che esistono fsa questi coefficienti Er, Fr, Gr 
e le quantitCl M, N, P, Q che compariscono 

dd2% Per questo osserviamo che uguagliando fra loro i due valori di - d u d v  

tratti dalle due prime delle (1) ,  e indicando con Mf,, W,, Nr,,  . . . le de- 
rivate di il{, N,.. . rispetto ad u e v ,  si ha la equazione 

d X  d X  d2X d% dd2X 
( M I  - Pru) - + (NI- Q i )  2, + (M-  Q) - d u d v  

+ N - - - P - - -  
d u  du' duP - 0, (4) 

e se ne avrebbero due simili in Y e Z considerando le altre equazioni (1); 
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dX e ora da queste, moltiplicandole una volta per X, Y, 2, un' altra per - 
du'  

, ;:, e un'altra infine per 2, 2, g9 e somrnandole ogni vvplta col- 

d X  d X  l'avere riguardo alle equazioni (3) e alle altre ZX-=O, C X -  =O, non 
d 24 dv 

che a quelle che si deducono da queste e dalle (3) con sole derivazioni, 
si otterranno le seguenti equazioni : 

(M', -Pr") Er+ (N', - QI,) F'+ + (M- Q)  
clP ,dG' 

d o  d u  

che sono quelle che volevamo stabilire, e delle quali parlavarno in principio. 
2. Queste equazioni, nella ipotesi che Ery F", Gr appartengano ad una 

sfera di raggio = 1, e X, Y, Z siano le coordinate dei punti di questa 
sfera ecc., esprimono le condizioni necessarie e ~ufficienti affinchb le equa- 
zioni (1) appartengano ad una superficie di cui X, Y, Z sono i coseni degli 
angoli che la normale fa coi tre assi. Per ci6 che precede infatti, quando 
le (1) appartengano a una superficie, le equazioni (5) saranno sempre sod- 
disfatte; e reciprocamente, se esse saranno soddisfatte , le equazioni (1) , 
ove M, IV, P, Q hanno, i valori che compariscono nelle (5 ) .  apparterranno 
a una superficie di cui X, Y, Z sono i coseni degli angoli che la normale 
f3 coi tre assi, giacchb in questo caso indicando con A ,  B, C i primi 
membri della equazione (4) e delle sue analoghe in Y e Z,  avremo: 

e quindi, poichb il determinante format0 coi coefficienti di A, B, C in que- 
ste equazioiii non & nullo, avremo A= B = C= O,  e percid le espressioni 

d@ dzdu + - d v, . . . dedotte dalle (1) saranno differenziali esatti, e i loro in- 
d ZG d v 
tegrali in conseguenza saranno le coordinate dei punti di una superficie di 
cui X, Y, Z saranno i coseni degli angoli che la normale fa cogli assi, 

dlr; ds giacchè si avrh CX - = O ,  C X  - = 0. 
du dv 

Annali d i  Matematica, tomo IV. 23 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D in i : Sulla teoria delle superficie. 

3. Colle equazioni (4) poi, se saranno dati i valori di M, N, P e Q, 
si determineranno quelli di Er, Fr, G' che le soddisfano; e quando questi 
appartengano alla sfera di raggio =1, esisteranno dei valori corrispondenti 
di X, Z che si potranno trovare per mezzo della relazione Z X a = l  e 
delle (3) O (4), O per mezzo delle formole date da1 prof. BRIOSCHI al § 4 
della sua memoria: Sulla teoria delle coordinate curvilinee; e quindi, per 
quanto testé dicemmo, i valori dati di M, N, P e Q apparterranno a una 
superficie le cui equazioni si avranno subito dalle (1) quando si siano de- 
terminate X, Y e 2. 

Viceversa, date le linee u e v sulla sfera, O dati El, Fr, Gr, le equazioni 
( 5 )  determinano tre delle quantità M, N, P, Q in funzione della quarta. . 

Notiamo poi che le equazioni (5) diTiengono molto piil semplici quando 
si ha E f = l ,  Ff=O, GI=cos2u, cioé quando le linee coordinate v ed u 
sulla superficie sono tali che le linee corrispondenti sferiche costituiscono 
un sistema di meridiani e di paralleli, e sono in conseguenza le coordinate 
del BONNET. 

Quando poi sia N= P= O, F f  = O ,  cioé quando le linee coordinate u e u 
siano le linee di curvatura e che quindi M e Q siano i raggi di curvatura 
principali, le equazioni ( 5 )  si riducono alle relazioni note fra questi raggi di 
curvatura e i coefficienti Ef e Gr del corrispondente elemento lineare sferico. 

4. Prima di passare alle abplicazioni delle formole precedenti, é utile 
di fare alcune ~onside~azioni sulle asintotiche della superficie S, che d'ora 
innanzi riterrd a curvature opposte; e incomincierd percid da1 trovare la 
equazione di queste linee in funzione di M ,  N, P, Q ,  Er, Fr e Gr. Per 
questo, si osservi prima che, se si chiamano r,  e r ,  i raggi di curvatura 
principali di S, e si chiama a l'angolo di una linea di S colla linea di 
curvatura cui corrisponde r,, e a' l'angolo delle linee corrispondenti sulla 
sfera, si ha (*) : 

giecché la superficie B a curvature opposte. 
Ora per le asintotiche si ha, come & noto: 

(*) Vedi l a  mia memoria: Sopra alcuni punti della teoria clelle superficie. - Atti della 
Societa Italiana dei XL, S. III ,  T. 1, pag. 2. 
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quindi per queste linee sarà: 

t g a  tgal= 1, 
n 3 x  e percid a+ a'=- O - 3 .  - -; e quindi osservando che reciprocamente le 
2 2 

linee per le quali a e a' soddisfano a queste condizioni sono le asintotiche, 
r giacché quando si ha la (7) ,  la (6) ci dà tg2a=-A e osservando inoltre 
r 2 

che nelle superficie a curvature opposte la rappresentazione sferica produce 
una inversione nelle figure,, si potrà dire che le asi-ntotiche delle  s u -  
perf ic ie  a c u r v a t u r e  oppos te  sono l e  l i n e e  c h e  n e l l a  rappresen-  
t a z i o n e  s f e r i c a  deviano d i  u n  ango lo  r e t t o  dal la  d i rez ione p r i -  
mi t iva ;  e quindi esse hanno la seguente equazione differenziale : 

dxdX+dydY+dzdZ=O; 

che per le (4,) e (3) si riduce all'altra 

(ME'+NF~)due+j(M+Q)FftPE~+NG~)dudv+(PF~+QG')dve=0, (8) 

che 13 quella che volevamo stabilire, e che corne vedremo ci sara molto utile 
in: questi studi. 

5. Poiché le rappresentazioni sferiche delle asintotiche sono perpendi- 
colari alle loro direzioni primitive, ne viene che le linee sferiche trajettorie 
ortogonali delle linee che corrispondono alle asintotiche di uno stesso si- 
stema sono parallele alle asintotiche stesse. Se dunque per una asintotica 
si ha: 

per la direzione sferica (P') che é perpendicolare alla rappresentazione sfe- 
rica di questa asintotica si avrà: 

e quindi, chiamando l'angolo corrispondente su S, si avrà per Ia (ô), - 4 

Ma per la linea (a,) perpendicolare all'asintotica (a) si ha: 
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cjuihdi, fra a, e ,8 siissisterh la relazione : 

la quale ci mostra che le linee a, e ,O sono a tangenti conjugate, e ci per- 
mette percid di dire che l e  d i rez ion i  a t a n g e n t i  c o n j u g a t e  colla pe r -  
pendicolare  a d  u n a  a s i n t o t i c a  h a n n o  l e  lo ro  rappresentaz ioni  sfe- 
r i c h e  para l le le  a ques ta  a s in to t i ca ;  O anche: l e  t r a s fo rmate  sferi- 
c h e  del le  a s in to t i che  di u n  s i s t e m a  e quel le  del le  l inee  a t a n g e n t i  
c o n j u g a t e  colle t r a j e t to r i e  or togonal i  d i  q u e s t e  a s i n t o t i c h e  co- 
s t i tu i scono  un doppio s i s t e m a  or togonale .  

6. Osservazione.  Per questo teorema si pud dire che, considerando 
su una superficie un sistema di asintotiche v e le linee u a tangenti con- 
jugate colle trajettorie ortogonali di queste asintotiche, se sarh data la di- 
rezione delle normali alla superficie lungo uno di questi due sistemi di linee 
u e v, la direzione delle stesse normali lungo l'altro sistema di linee risulterh 
pienamente determinata; e in particolare si pub dire che nelle superficie 
gobbe a piano direttore le normali alla superficie lungo le linee a tangenti 
conjugate colle trajettorie ortogonali delle generatrici sono ugualmente in- 
clinate su1 piano direttore; e nelle superficie nelle quali le asintotiche di un 
sistema sono eliche appartenenti a cilindri paralleli fra loro, le normali lungo 
le linee a tangenti conjugate colle trajettorie ortogonali di queste eliche sono 
parallele a dei piani fissi che passano per una retta parallela alle generatrici 
dei cilindri che contengono queste eliche; giacchb evidentemente in questo 
caso le normali alla superficie lungo una delle asintotiche fanno angoli co- 
stanti colle generatrici dei cilindri che contengono queste asintotiche. 

Caso particolare 

in c d  le linee coordinate sulla superficie S sono le asintotiche. 

APPLICAZ IONI. 

4. Fin qui abbiamo supposto che le coordinate u e v sulla superficie S 
fossero qualunque. Ora prenderemo a considerare- alcuni sistemi di coordi- 
nate particolari, e incorninceremo da1 supporre che esse siano le asintotiche. 
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In questa ipotesi la equazione (8) delle asintotiche ci mostra che si de- 
vono avere le due equazioni: 

ME'+NFf=O, PF'+ Q G'=O. (9) 

Ora l'essere zero una delle tre quantita M, Q: F' porta che anche le altre 
due 10 sieno; quindi escludendo per ora questo cas0 (che corrisponde alle 
superficie di area minima) e osservando che P ed N non possono essere 
zero, si avrà dalle precedenti: 

e per questa e per la prima delle equazioni (5), siccome MQ non pud essere 
eguale a NP, perche MQ-NP é il prodotto dei raggi di curvatura prin- 
cipali della superficie (*), si concluderà che deve essere M= Q. 

Durrque in ogni caso, se le linee coordinate u e v sono le asintotiche, 
dovremo avere M =  Q, e inoltre dovremo soddisfare alle (9) e alle due ultime 
delle (5), O a una delle (9) e alle (j), a meno che non sia M= Q=F1=O, 
ne1 qua1 caso le (9) sono gi8 soddisfatte ambedue, e restano da soddisfarsi 
tutte le (5). 

8. Questi risultati conducono ad altri non meno notevoli, relativi essi 
pure al cas0 in cui le linee coordinate u e v sono le asintotiche. 

In questo cas0 infatti, per quanto ora abbiamo detto, si ha sempre M =  Q, 
e si hanno le equazioni: 

MEr+NF'=O, P-F'+MG'=O, NGr-PEr=O; 

quindi si avranno anche le seguenti: 

e percid chiamando h il valore cornune di questi rapporti, si avrh sempre: 

N=i1Er, M=Q=-AF', P=AG', 

pei valori di N, M, Q, P. 

(*) Ne1 caso generale l'equazione delle linee di curvatura delle superficie (1) (BERTRAND, 
Calcul dif. 3 672) B la seguente : 

N d @ - ( N -  Q)dudv-  Pdvs=O; 

e quella dei raggi di curvatura principali è l'altra: 
p e - ( M + Q ) p + M Q - N P = 0 .  
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Ma, essendo - pB la curvatura della superficie, si ha: 

1 
sar& il = -, e percid si avrà 

P A '  

pei valori di M ,  N, P e Q; e le  equazioni differenziali 
diverranno ora le seguenti : 

(10) 

(1) della superikie 

ove, corne abbiamo detto, -pz 6 la curvatura della superficie e Ef,  Fr, G1 
sono i coefficienti dell'elemento lineare sferico; e fra queste quantith p, E', 
F f  e G' esistono soltanto le due relazioni: 

cui si riducono ora le due ultime delle (5) ponendovi per M, N, P, Q i 
loro valori (10). 

d E '  dG' Queste relazioni poi risolute rispetto a - e a - si trasformano nelle 
du du 

che sono della massima semplicith. 
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9. Le relazioni (12) servono a derminare ,u quando siano data conve- 
nientemente Er, F f  e G', 

Da esse si vede che queste quantità Er, F f  e Gr (oitre alla relazione che 
proviene dall'essere esse i tre coefficienti dell'elemento lineare sferico) de- 
vono ora soddisfare alla relazione : 

e ora, poichb quando sia soddisfatta questa condizione e ,u sia dedotto dalle 
(11) (ci6 che allora puo farsi), .i valori (10) di M, N, P, Q soddisfano a 
tutte le condizioni (5) e (9), si conclude (3 2) che essendo dati sulla sfera 
due sistemi di linee per le quali sia soddisfatta la condizione (14), esse cor- 
risponderanno alle asintotiche di una superficie la cui curvatura si deter- 
minera per mezzo delle formole (12), e le cui equazioni si avranno con sole 
quadrature per mezzo 'delle formole (11). 

Invece, quando sia data la curvatura -pz della superficie in funzione dei 
parametri u e v delle asintotiche, le (12) O (13) insieme alla condizione 
che esprime che Ef, Ff, Gr appartengono a una sfera di raggio =1, servi- 
ranno a determinare queste quantith El, Pl e G'; e quando si riesca a tro- 
vare i -valori di X, Y, Z che corrispondono a questi valori di Er, Fr e G', 
le (11) serviranno a dare (con sole quadrature) le equazioni delle superficie 
di cui -pQ la curvatura, le linee u e v sono le  asintotiche e X, Y, Z 
sono i coseni degli angoli della normale alla superficie coi tre assi. 

10. Le formole che qui ho date contengono tutte i coefficienti dell'ele- 
rnento lineare sferico. Volendo introdurvi invece quelli dell'elemento lineare 
della superficie, basta osservare (v. mia mem. cit.) che nella rappresenta- 
zione di una superficie sulla sfera gli archi elementari delle asintotiche 
vengono variati nello stesso rapport0 in ogni punto, e il loro angolo si 
muta nell'angolo supplementare. Da questa osservazione infatti (come anche 
pub vedersi ricavando dalle (11) l'elemento lineare della superficie S) si 
deduce subito che, se 

k l'elemento lineare sferico, quel10 
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della superficie é: 

e si ha percid: 

e dietro queste formole, le precedenti possono ridursi a contenere E, F, G 
in luogo di El, Fr e Gf, e in particolare le (13) possono ridursi alle altre: 

11. Le formole che abbiamo stabilite in questi ultimi paragrafi pel caso 
che le coordinate u e v siano le asintotiche, conducono a delle conseguenze 
notevoli relative alle superficie di curvatura costante negativa e a quelle 
di area minima. 

1." Supponendo che le superficie che si considerano siano quelle di 
curvatura costante negativa -pz, si vede dalle (13) che possiamo prendere 

1 Er= Gf== 1; e questo, dandoci E= G =>> F=-- ci fa concludere che 
L l 

nelle superficie di curvatura costante negativa -ps, le asintotiche sono tali 
che prese per coordinate u e v riducono l'elemento lineare della superficie 
alla forma 

du3- 2F'dudv+dv9 dsZ= 
Lua 

2 

essendo FI una funzione tale che 

b il corrispondente elemento lineare sferico; e questo mostra che nel le  
superf ic ie  d i  c u r v a t u r a  c o s t a n t e  n e g a t i v a  l e  a s i n t o t i c h e  divi- 
dono l a  super f i c i e  in l o s a n g h e  in f in i t amente  p icco le ,  e inoltre 
se s'intende che le distanze siano contate lungo le asintotiche di uno stesso 
sistema, si pud anche dire che due qualunque delle asintotiche dell'altro 
.sistema sono in tutti i punti equidistanti. Lo stesso avviene delle linee 
corrispondenti sferiche. 

Inoltre é da notare che, per ci6 che precede, si pud dire che trovate sulla 
sfera le linee u e v per le quali si ha la (17) e trovati i valori corrispon- 
denti di X, Y, 2, le equazioni integrali delle superficie di curvatura co- 
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stante negativa -pP si otterranno con sole quadrature per mezzo delle (11); 
0 con cid la ricerca delle superficie di curvatura costante negativa viene 
ridotta a quella di tre funzioni X, Y, Z che soddisfano alle tre equazioni 
simultanee : 

12. 2 .O  Supponendo Ff=O O F=O, siamo ne1 caso delle superficie di 
area minima, e le (13) ci mostrano che in questo caso si pu6 sempre pren- 
dere Er= G1=p, con p tale soltanto che El e Gf appartengano alla sfera 

1 di raggio = 1 ; e poiche questo porta per le (15) che E = G =  - si ritrova 
r- 

cosi che in queste superficie le asintotiche sono ortogonali 0 isoterme, e 
le linee corrispondenti sferiche possono essere uno qualunque dei doppi 
sistemi ortogonali e isotermi della sfera. 

Qra i sistemi di linee ortogonali e isoterme della sfera possono dirsi CO- 
* 

nosciuti, e possiamo dire di conoscere i valori delle coordinate X, Y, Z 
dei punti della sfera in funzione dei parametri isometrici u e v di queste 
linee; quindi, supponendo che per questi valori di X, Y, Z il quadrato del- 
I'elemento lineare sferico sia : 

si pu6 dire, per le (ii), che le equazioni delle superficie di area minima in 
funzione dei parametri isometrici u e v delle asintotiche sono le seguenti: 

ove X, Y, Z sono presi ne1 modo che abbiamo detto. 
1 43. Per essere poi E= G= - quando El= G'=p, e viceversa, si con- 
P 

clude che l'elemento lineare delle superficie di area minima, quando le coor- 
disate u e v sono le.asintotiche, è dato dalla formola: 

Annali di Matematica, tom0 IV. 
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ove p é tale che l'espressione 

appartiene alla sfera di raggio =1; e si pub dire inoltre che affinch8 una 
superficie sia applicabile su  una di area minima & necessario e sufficiente 
che esistano su  essa due sistemi di linee ortogonali e isoterme tali che, -se 
con esse si ha: 

1 
ds2=- (du2+dva),  

P 
1' espressione 

p (du8  + duB) 

.ap~artenga alla sfera di raggio =l. 
& poi da notare che nelle superficie di area minima, nelle attuali cooru 

dinate u e v ,  le  equazioni delle linee di curvatura sono le  seguenti: 

14. Inoltre é da osservare che, avendo le equazioni generali (18) delle 
superficie di area minima in funzione dei parametri u e v delle asintotiche 
e delle loro rappresentazioni sferiche, se vogliamo quelle fra queste super- 
ficie nelle quali le  asintotiche godono di proprietà speciali che si riducono 
a proprietà delle linee sferiche che le .rappresentano, basta porre nelle (18) 

:per X, Y, Z, p i valori corrispondenti alle variabili isometriche zi e.v, che 
-vogliamo che rappresentino le asintotiche. 

Cosi volendo le superficie di area minima nelle quali le asintotiche sono 
ellissi e iperbole geodetiche, e riducono per conseguenza l'elemento lineare 
della superficie alla forma : 

ds2= (U+'V)(du2+dv2),  

ove U & una funzione di u e V una funzione di v soltanto, basterà cercare 
le linee della sfera per le quali si ha :  

e porre poi nelle (40) per X, Y, Z i valori corrispondenti. 
Volendo le superficie di area minima nelle quali le  asintotiche sono elièhe, 

si osserverà che quando le asintotiche di una superficie sono eliche le  lom 
rappresentazioni sferiche sono piccoli cerchi e viceversa; e quindi per avere 
le dette superficie baster& porre nelle (18) per X, Y, Z, p i valori ~(noti) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D in i : Sulla teoria delle superficie. 187 

che esse hanno quando si esprimono in funzione dei parametri isomëtrici 
u e v di due sistemi di cerchi ortogonali. 

È: chiaro poi che nelle superficie di area minima, se  le asintotiche di un 
sistema sono eliche, quelle dell'altro sistema saranno pure eliche, giacchb 
nella rappresentazione sferica le linee corrispondenti alle asintotiche sono 
ortogonali e isoterme, e quindi se le linee dell'un sisterna sono circolari, 
anche le altre sono circolari; e inoltre le generatrici dei cilindri che con- 
tengono le eliche di uno stesso sistema sono parallele a un piano fisso, e i 
due piani sono perpendicolari l'uno all'altro. 

15. Se poi ricordiamo che, per un teorema del BONNET, ad ogni .su- 
perficie di area minima ne corrisponde un altra della stessa specie che é 
applicabile sovr'essa; e i punti di due superficie cos1 conjugate si corri- 
spondoilo in modo che alle linee di curvatura dell'una corrispondono le 
asintotiche dell'altra, e le normàli delle due superficie nei punti corrispon- 
denti sono parallele, si potrà dire evidentemente che, se nell'una di queste 
superficie le linee di curvatura sono piane, nella superficie conjugata le 
asintotiche sono eliche. 

È facile poi di vedere che fra le superficie di area minima che hanno 
per asintotiche delle eliche; ne esistono alcune che hanno a,l tempo stesso 
le linee di curvatura piane, e quindi godono della proprieth che colla de- 
formazione possono ridursi ad altre superficie di area minima dotate delle 
stesse proprieta. 

Osserviamo infatti che, se le  linee asintotiche u e v della superficie di 
wea minima che consideriamo sono eliche, l'elemento lineare sferico corri- 
figondente sarh :. 

we-  ZI' e V' sono tali che si abbia : 

UU"- U'a+VVf'-V~" f Vf f+  Uf f  V = l .  

Ora, oltre a potere soddisfare a questa equazione per mezzo di valori di 
tl' e V che contengono delle esponenziali, si pu6 anche soddisfarvi col 
prendere 

U = A u B + B ,  V=AvP + C, (20) 

$A (Et. C) = l ;  e per questi valori di U e V s i  ba: 
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e si ha quindi anche: 

quando si fa u + v =u, @, u - v = v, V2, ciob quando si prendono per coor- 
dinate le linee u, e v, che corriapondono a quelle di curvatura; e questo 
mostra ckiaramente che, pelle superficie di area minima cui corrispondono 
i valori (20) di U e V, le asintotiche sono eliche e le linee di curvatura 
sono piane, ecc. 

Volendo poi le equazioni di queste superficie speciali di area minima, 
basta porre nelle (18) per X, Y, 2, p i valori corrispondenti in  funzione 
dei parametri isometrici u e v pei quali si hanno sulla sfera le formole (19) 
e (20), e che si possono trovare facilmente, servendosi delle formole che 
ho dato al 3 38 della mia memoria citata: 

Caso in  cui le  llnee coordinate di un sistema sono asintotiche, 

e le  altre sono le  linee a tangenti conjugate colle trajettorie ortogonali 

di qneste asintotiche. 

APFLICAZIONZ. 

16. Fin qui abbiamo supposto cbe i diie sistemi di Iinee coordinat6 
siano le asintotiche. Se ora supponiamo che soltanto le v siano asintotiche, 
per la (8) si avrh ME'+ NFI=O; e se  di più supponiamo che le linee zs 
siano quelle a tangenti conjugate colle perpendicolari a queste asintotiche, 
si avrh (3 5) F f = 0 ,  e quindi M=O; e viceversa se M=F'=O, le linee 
coordinate u e v saranno quelle che abbiamo detto (*). 

In questo caso le equazioni (5) si riducono alle altre pi3 semplici: 

NG'= PEI \ 

(*) Se invece si  prendessero per linee coordinate v e u suiia superficie le asintotiche 
di un sistema e le loro trajettorie ortogonali, serveiidosi delle (1) si troverebbe che oltre 
ad aversi ME1+ NF1=O, si dovrebbe avere Q = O. 
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e poiché da queste si vede che per ogni sistema di valori di Er e Gl esi- 
stono dei valori corrispondenti per le  quantith N, P ,  Q, si conclude che 
esistono sempre delle superficie che ammettono un sistema di asintotiche 
che hanno per rappresentazioni sferiche delle linee date, O, in altri termini, 
esistano sempre delle superficie tali che le normali ad esse lungo un sistema 
di asintotiche siano parallele alle generatrici di un sistema di coni dati. 

17. Per la (8) e per le (21) si vede che nelle attuali coordinate, le 
asintotiche del secondo sistema hanno la seguente equazione differenziale: 

Indicando poi con 

d s 2 = E d u B  + 2 F d u d v +  Gdv" 

il quadrato dell'elemento lineare della superficie, e avendo riguardo alle 
equazioni (1) e (21) e all'essere ora M==Ff=O, si ha :  

e quindi sarà 

d s B =  G r ( N d u  + Q ~ V ) ~  + NPGldv2,  (25)  

il quadrato dell'elemento lineare delle superficie, e la equazione 

rappresenterlt le trajettorie ortogonali delle asintotiche v. 

Siccome poi le  curvature geadetiche 1. 1- delle linee v e delle loro tra- 
Pu Pt 

jettorie- ortogonali sulla superficie (23) sono : 

ne1 nostro caso sarà: 

e si pud percid notare in particolare che le superficie nelle quali le asinto- 
tiche di un sistema sono trajettorie ortogonali di un sistema di geodetiche 
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sono per le quali PvF B una funzione V della sola v, cid che portai 
per le (21), che in questo cas0 si ha z 

v - 
d u  P = - ,  Q=Vm E' 

UE' , N=v&. 

e .  Ef e G' devon0 soddisfare alla equazione che viene dalla terza delle (2 
ponendovi per N ,  P e Q questi valori. 

18. Premesse queste formole, passiamu a farne l'applicazione alle su- 
perficie nelle quali le asintotiche di un sistema sono eliche appartenenti a 
cilindri paralleli , e alle superficie gobbe, 

Incorninciando dalle prime di queste superficie, osserveremo che se si 
suppongono i cilindri paralleli all'asse delle x, si avr8 L 

e sarh percid: 

Er= sensu, Gr= I , 
e le equazioni (21) si ridurranno ora alle seguenti: 

N=Psenev,  Pf,+Qcotv=O, Nt,--Q1,+Bsenvcosu=@. 

Per integrare queste equazioni osserviamo che la terza ci dit: 

(Nsenv)', = (Qsenv)', , 
e ci mostra che si ha: t 

ove 8 & una certa funzione di u e v. 
Per queste le due prime ci danno: 

e quindi si conclude che, trovata la funzione 8 per la quale si Ba: 
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ce ger  le ( l ) ,  le equazioni delle superficie cercate saranno le seguenti: 

+ - senu cot v z = ~ ( s e n u e o t v ' ~ d u + (  dzc ~~ dusen" " dv 

19. Ora ponendo: 

t=-f sen du v cos v =log cotv, 

é prendendo t per variabile, la equazione (29) che determina la funzione 
ausiliaria 0 si riduce all'altra: 

che é quella che si prescnta nella teoria del calore, quando si hanuo da 
determinare le temperature variabili di uno spazio rettangolare nei quale 
le temperature dipendono soltanto da m a  coordinats e da1 tempo, O quelle 
del solido compreso fra -due sfere concentriche, quando le temperature di- 
pendono soltanto dalla distanza da1 centro e da1 tempo; quindi la nostra 
ricerca 6 ridotta alla risoluzione di un problema della teoria del calore, e 
a completarla non ci resta ora che prendere per la funzione O i valori che 
gih .sono stati dati per essa nei trattati su1 calore (RIEMANN, Partielle Dif- 
ferentialgleichungm, ecc., da1 49 al 5 69 inclusive. - BETTI, Sopra la 
determ.inazione delle tewperature nei corpi solidi e omogenei: Atti della 
SocietA Italiana, S. III, T. 1, P. II, ecc.) 

20. Questi valori di 0 sono determinati quando sono date alcune con- 
dizioni ai limiti, corne per es. : quando & dato 8 lungo una linea t e lungo 
una linea u,  O quando b dato O lungo uns  linea t e lungo due linee u. 

Ne1 primo caso, supposto che si debba avere: 

O=f(u) p e r  t=t, 
O )  WI. I L L U .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



192 Di n i : Sulla teoria delle superficie. 

e supposto u>a, t> t,, RIEMANN dB pel valore di 8 (3 63): 

(u - a)) 
+ ( U - U ) S ~ - ~ O ~  ( A )  d ~ e -  4(t - to-  "@-to-X) 

O 

e supponendo poi in particolare: 

t,=a=f(u)=O, ~ ( t ) = C , p , c o s ( m v t ~ ~ m ) ,  

con m intero e p,, v, e 2, quantith costanti, RIEMANN trova: 

iecondo caso, supponendo che si debba avere: 

û=f (u)  per t=t,, 

O=$(t )  per u = a ,  

O=$( t )  per u=P, 

e applicando le formole date da1 prof. BETTI (1. c.), E trova : 

ove si suppone t>t, ,  P>u>a, e 

essendo @,, una funzione Jacobiana definita dalla equazione 

RIEMANN dh un altra espressione per la funzione u che si pud ridurre a 
quella qui data del prof. BETTI. 

Oltre poi a dare per 8 le  condizioni ai limiti poste disopra, si potrebbero 
dare le altre che 8 lungo una linea t O lungo una linea u prendesse dati 
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de  
valori, e lungo un altra lineri. u soddisfacesse alla condizione -=h(B-t) du 
ove h B una costante, e f una funzione nota di u. Anche per questo cas0 
pu6 vedersi il RIEMANN e la memoria del prof. BETTI: Sulla determinazione 
delle temperature variabili di  un cilindro. 

Osservando poi che il valore (34) di u si annulla per t = a ,  e la funzione 

é uguale a 1 per t=  a, e uguale a zero per gli altri valori positivi di t, 
si conclude anche che la funzione 

t 2 ~ -1)n 
F(U) /-+-e- l i - t  7~ n sen - 

ove f(2) e $(il) non divengono mai infinite, e t,, si suppone ora positivo O 

nul10 per tutti i valori positivi di t ad eccezione di quel10 t= CO, soddisfa 
alla equazione (33); per t = m  prende il valore F(u), per t=to il valore 
P(u) e per u =a il valore, q(t). 

Ponendo al posto della prima parte l'espressione au+ b si ha unit fun- 
zione che soddisfa sempre alla (33), per t =CO prende il valore a u  + b 
per t=to  il valore f (u)+au+ b, e per u==a il valore $ ( t ) + a a +  b. 

21. Osservazione 1. È: da notare che volendo che le variabili restino 

'reali anche qtando v B maggiore di 5 ,  bisogna intendere che il valore (32) 

di t é sempre la parte reale di logcotv; e cosi, andando sulla sfera dall'e- 
qùatore a uno dei poli, t va sempre da -co a m ; e servendosi, per esem- 

pio, della (34) il valore che si avrà da questa per 8 varrà pel punto 

della sfera situato da una parte dell'equatore e pel punto 

dall'altra parte. 
Annali di Matematica, tom0 IV. 25 
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u s s e r v a z i o n s  TI. Per le (26) e (30) le  trajettorie ortogonali delle asin- 
totiche v hanno per equazione 8=cost; e quindi per la (31) si pud dire 
che in queste superficie l e  t r a j e t t o r i e  o r t o g o n a l i  d e l l e  a s i n t o t i c h e  
u s o n o  c u r v e  pirtne e s i t u a t e  i n  p i a n i  p a r a l l e l i  f r a  l o ro  e pe rpen -  
d i c o l a r i  a l l ' a s s e  d e l l e  e l i che  u. Prendendo poi per coordinate sulla 
~uperficie le linee v e 8, il suo elemento lineare (25) si riduce alla forma 

d 0 ove - s'intende qui espresso per 8 e v. 
du f 

22. Passiamo ora a cercare alcune superficie speciali della classe (31) 
che qui consideriamo. 

1 . O  Volendo le superficie nelle quali una asintotica del secondo siste- 
ma taglia ortogonalmente quelle del primo, osserveremo che in questo caso, 
essa dovrà. essere al tempo stesso una delle linee 0, e una delle linee u, 
e percid (oss. prec.) sarh rettilinea e si avrh per essa 8=cost e u= cost; 
e quindi supponendo che questa linea sia la u=O, e per essa si abbia 8=0, 
baster5 fare a= $ (A) = O nella (34) per avere il valore di 8 corrispondente. 

Se due asintotiche del secondo sistema dovessero essere trajettorie orto- 
gonali delle asintotiche v ,  e queste fossero quindi le  linee u=a, u=P, 
basterebbe fare 4(t)  = cost, $J ( t )  -- cost nella formola (35). 

2 . O  Volendo le superficie della classe (31) nelle quali le  asintotiche 
v sono trajettorie ortogonali di un sistema di geodetiche, si osserverti che, 
per ci6 che precede, quefite geodetiche dovranno essere linee piane e situate 
in piani paralleli fra loro, e non potendo essere di curvatura dovranno es- 
sere rettilinee, e la superficie sar& l'elicoide gobbo di area minima. 

Cid del resto risulta anche da1 dovere essere ora (3 17) P m ï  e quindi 
d O d 9 
- una funzione della sola v; giacchb questo porta per la (29) che %=O,  
du 

9 
e quindi Q= O. 

3 . O  Volendo le  superficie della nostra classe nelle quali uno dei raggi 
di curvatura 6 una funzione dell'ultro, si osserverh che, essendo Q la somma 
dei raggi di curvatura, e NP il loro prodotto, queste superficie non po- 
tranno trovarsi che fra quelle delle due classi 

NP=cos t ;  Q=/'(V;'VP) 
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d 9 
Ora, se fosse NP=cost ,  du non conterebbe u, e quindi per la (29) si 

de 
avrebbe &=O,  e B=cost; dunque ci dobbiamo limitare al caso in. cui sia 

Q= ~(VN'VP), ovvero per le (29) e (30) : 

d"e 
Ora, escludendo il caso di Y= 0 che corrisponde ancora all'elicoide .di 

du- 
area minima, perche fosse verificata la precedente si vede che dovrebbe 
essere: 

sen9v O=- 
COS v F(ucosu+V)+Tr,, 

essendo F una funzione di ucosv + V, e V e VI funzioni di u. 
Ma per questo valore di 8 la (29) darebbe: 

e questa ponendo u.cosv +V=p, e prendendo p per variabile invece di u, 
e derivando rapport0 a p, ci darebbe l'altra: 

Fr l f+2Fl+ Frftgv(ptgv-Vtgv +Vr)=O, 

la quale porterebbe che si avesse Frl=O, O che l'espressione 

tgv (p tgv-Vtgv +V') 

fosse indipendente da v. 
Ma quest'ultima condizione non pub soddisfarsi, e cosi avviene anche del- 

l'altra F"=O, perché questa porterebbe anche Ff=O, e 8 non conterrebbe 
ne u ne v; dunque anche in questo caso si trova soltanto il solito elicoide 
di area minima. 

4 . O  Volendo che le  ssintotiche v siano eliche oircolari, b i soka  che 
1 

la loro curvatura geodetica - sia costante lungo di esse; e poichb dalla 
Pv 

(26) si ha ora: 
1 --- sen ti COS v - 
P. de - 

du 
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d2 9 de si vede di qui che deve aversi -=O; e questo porta -=O, e siamo an- d ua d o  
cora'nel cas0 dell'elicoide gobbo di area minima. 

5 . O  Vogliansi ora le superficie della nostra classe nelle quali le eliche 
v sono eliche cilindro-coniche. 

Osserviamo percid che per la (37) i l ,  raggio di curvatura delle nostre 
eliche v 8: 

d 5 - 
d u  9 Pu=- sen u cos O 

e per la (25) il loro arc0 elementare 8: 

e quindi poichh per Ie eliche cilindro-coniche il 

lungo di esse e diverso da zero, si concluderl che 

rapporto 3 8 costante 
d?, 

per le superficie cercate 
si deve avere: 

ove V b una funzione di v che non 8 zero; e quindi sarh: 

0 =v1 ?'+v2, 
ove VI e V, sono altre funzioni di v. 

Sostituendo nella (29) si trova che V, deve essere una costante che pu6 
prendersi uguale a zero ; V deve essere un' al tra costante -c ,  e VI deve 

esserc bcotCgu ove b è. un' altra costante; quindi per le superficie cercate 
si avrh: 

e=beNcotC=v; (38) 

e le loro equazioni (37) sarranno le  seguenti: 

x=-be"cot"v, \ 
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quando si ponga c= tga, e cot v=v, e si cangi u in u - 2, e b in beea4 
Da queste si ricava facilmente la equazione: 

che é quella del cono circolare retto che contiene le eliche W. Dividende 
la seconda per la terza si trova la equazione: 

la quale ci mostra che in queste superficie le linee u a tangenti conjugate 
colle perpendicblari alle eliche v sono esse pure piane, e i loro piani pas- 
sano tutti per l'asse delle eliche e sono quindi normali a quelli delle tra- 
jettorie ortogonali di queste eliche. Queste linee a sono algebriche quando 
c é commensurabile. L'origine è un punto singolare della superficie ne1 
quale i raggi di ciirvatura sono zero. Per esso passano tutte le linee u esle v. 

È: poi da osservare che per le (22) e (28) le asintotiche dell'altro sistema 
' in questa superficie &anno la seguente equazione: 

ove k è una costante arbitraria. 
Cosi anche le equazioni delle linee di curvatura sono siibito integrabili. 
Infine, per la (36), ponendo ancora cotv =v,  si trova che l'elemento li- 

neare delle attuali superficie in coordinate a e 8 prende la forma: 

donde si deduce che in queste superficie le asintotiche ei e le  loro trajet- 
torie ortogonali costituiscono un doppio sistema isotermo. 

23. Passiamo ora a dare delle applicazioni delle formole dei § 16.e  17 
allé superficie gobbe. 

A ta1 uopo osserviamo che in questo cas0 dovendo essere le linee v sulla 
sfera cerchi massimi, e le  linee u trajettorie ortogonali di questi cerchi, i 
valori di X, Y, Z saranno qaelli che ho dati nella mia memoria SuEle su- 
.perficle che hanno un sistema d i  linee d i  curvatwa piane (Annali del- 
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1'Univ. di Pisa, tom. XI, 8 8), e si possono ~cegliere le variabili u e t~ in 
modo che l'elemento ,lineare sferico abbia la forma: 

dsa = dua t sene (u - W )  d  va, 

ora W & una funzione (arbitraria) di v. 
Ora essendo in questo cas0 Er = 3,  Gf = sens(u - W), le equazioni (21 

si riducono alle altre: 

P= Nsen2(u - W), Pfu =- Nsen(u- W)cos (u- W), 
[Nsen (u - W)I1.= [Qsen (u - W)]fu;  

e con queste si trova facilmente: 

P= v 
9 N= v 

sen (u - W )  sen3 (u - 
v 

Q =  sen(,- W )  { v1 -Vcot (u- W )  y, 

ove V e Vl sono funzioni arbitrarie di 9; e percid si conclude che le equa- 
zioni delle superficie gobbe sono le seguenti: 

ove X, Y, Z sono presi ne1 modo che abbiamo detto. 
24. In queste superficie l'equazione delle asintotiche del secondo si- 

stema & per le (22) e (41): 

L7equazione delle trajettorie ortogonali delle generatrici è per la (26): 

va-Vcot(u-W)=t (44) 

ove t io m a  costante; e per la (25) il quadrato dell'.elemento lineare della 
superficie in coordinate v  e t h :  

VJ 
ds9=dt"f,,yu -w) d ~ ~ d t ~ + { ( t - V ~ ) * + V ~ ~ d ~ ~ .  (45) 
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Di qui risulta che'hle superficie corrispondenti a uno stesso valore di Va e 
VIl O di V e V, +k ore k & una costante, sono tutte applicabili l'una 
sull'altra, qualunque sia W; e quindi per un teorema del BONKET, si con- 
clude che lasciando fermi i valori di V8 e VI1 e variando i valori di X ,  
Y, Z e W in modo che i cerchi v sulla sfera vengano ad essere tutti i si- 
stemi distinti di cerchi massimi della stessa sfera, le equazioni (42) daranno 
una classe cornpleta di superficie gobbe applicabili l'una sull'altra; e da 
questo poichh col variare di X ,  Y, Z in tutti i modi possibili varia in simil 
modo il cono direttore della superficie, si deduce subito il teorema di BOUR 
che una superficie gobba pu6 sempre deformami in modo che le sue ge- 
neratrici vengano parallele a quelle di un cono dato qualunque. 

1 
1 

Kotiamo poi che da1 valore precedente di ds2 si deduce subito che - e v 
il parametro di distribuzione dei piani tangenti, e la linea che ha per equa- 

7r zione U = W + ~  B la linea di stringimento della superficie. 

Sulla sfera dunque la linea di stringimento viene rappresentata da quella 
linea che dicesi linea di stringimento dei cerchi massimi che rappresentano 
le generatrici. 

Dalla (43) poi risulta che, onde la linea di equazione u=$(v) sia una 
asintotica, bisogna che fra W, V, VI e 9 (v) sussista la relazione : 

{ Vcot (9 - 'CV) y- VI, - Vcp' - s e n ~ ( ~ - ~ - O  

clie, ponendo Vcot (9 - W) = 7, si riduce all' altpa : 

e poiché quando sono dati V, Vl e 9, esiste sempre m a  funzione W the 
soddisfa a questa relazione, si conclude di qui che (*) una superficie gobba 
pub sempre deformarai in modo che una sua linea qualunque divenga asin- 
totica, senza che la superficie cessi per questo di esser gobba. 

In, particolare dunque la sua linea di stringimento pub sempre ridursi ad 
cssere una asintotica della superficie, e una sua geodetica qualunque pud 
L 

-(*) Questi teoremi ed altri che potremmo dedurre dalle nostre formole sono' stati dati 
da1 prof. BELTRAMI nella sua memoria Sulla fiessime delle superficie rigate: Annali di 
Matematica, la serie, tom. VIL 
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sempre ridursi ad essere rettilinea; e quando la linea di stringimento sia 
divenuta una asintotica si arr& 

25. Quando W=cost: le linee u e v sulla sfera costituiscono un si- 
stema di paralleli e di meridiani, e siamo .evidentemente ne1 caso delle su- 
perficie gobbe a piano direttore. 

Ora in questo caso, supponendo W=O, il che evidentemente pua farsi, 
si ha: 

quindi le equazioni della superficie si riducono alle altre più semplici: 

L'equazione differenziale (43) delle asintotiche si riduce ora, all'altra: 

che divisa per 2 p  viene subito integrabile, e dg: 

per la equazione 
superficie gobbe 

in termini finiti delle asintotiche del secondo sistema nelle 
a piano direttore. 

'n 
In queste superficie la linea di stringimento é la linea u- e quindi -3' 

B una linea a tangenti conjugate colla perpendicolare alla generatrice. 
Le sue equazioni in coordinate cartesiane sono le seguenti: 

e percid quando si vuole che queCa linea soddisfaccia a qualche condizione 
speciale basterh, semendosi di queste equazioni, determinare una O tutte 
e due le funzioni V e VI in modo che queste condizioni riescano soddisfatte. 

Cosi volendo che essa appartenga ad un cilindro circolare di raggio r il 
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cui asse sia quel10 delle x, bisognerli prendere VI in modo che si abbia: 

( 5  V f l  senv d t ~ ) ~  -I- (J Vf l  COSV d v)' = r2 ,  

cid che porta V f ,  =r.  
Volendo che la superficie abbia per linea di stringimento una retta per- 

pendicolare al piano direttore, e che quindi possiamo supporre essere l'asse 
x, si dovrh prendere VI = O, e percid le equazioni della superficie saranno 
le seguenti: 

x=-JVdv,  

z=- Vcotu cosv; 

e la equazione (47) delle asintotiche si ridurrà all'altra: 

VVcot u = cost ; 

dalla quale, coll'osservare che Vcotu B la distanza del punto che si con- 
sidera della superficie dalla linea di stringimento contata sulla generatrice, 

1 e - è il parametro di distribuzione dei piani tangeilti, si deduce subito v 
una proprieth nota delle asintotiche delle auperficie conoidi che qui consi- 
deriarno. 

26. Per dare un'altra applicazione delle formole (41) che abbiamo tro- 
vato per le superficie gobbe, mi proporr6 di ricercare le superficie gobbe 
che hanno un sisterna, di linee di curvatura piane; e poicliè già dimostrai 
in un altro Iavoro (*) che l'iperboloide gobbo di ~ivoluzione é la. sola su- 
perficie gobba che abbia t u t  t e  le linee di curvatura piane, mi limiterd 
ora a cercare le superficie gobbe (se pur esistono) che hanno un solo si- 
stema di liilee di curvatura piane. 

Per questo ricordiamo che quando per una superficie si hanno le equa- 
zioni (i), le linee di curvatura soilo rappresentate dalla equazione: 

Ndu2 + (Q-M)cludv-PdvZ=O, 

ovvero dall'altra : 

2Ndu-1-f Q - M+-\I(Q- M ) ' + 4 P N l d v = 0 ;  

e questa equazione oltre a rappresentare le linee di curvatura della.supez- 
ficie, rappresenta anche le loro trasformate sferiche. 

(*) Sulle superfkie che hanno le linee di curvatura piane: Annali di Mat., z5 serie, t. 1. 

Annali di Natenzatica, tomo IV. 26 
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Ora, nel'caso delle superficie gobbe l'elernento lineare sferico B :  

dsrB=due+sen2(u-W)dvB, (48) 

e s i  hanno le  (41) e M=O; quindi le equazioni delle linee di curvatura 
e delle loro trasformate sferiche sono comprese nella seguente (*) 

2Vdu+{ Vr, sen2 (u - W) -Vrsen (u - W) cos (u - W) - V W t  

_t\'[Vr, senZ(u- W)-Vfsen(u- W)cos(u- W ) - V ~ ' ] ' + - 4 V ~ s e n ~ ( u -  W)}dv=O; 

la quale, ponendo sen (u -W) =r ,  puù anche scriversi sotto la forma: 

ove a e P sono funzioni razionali intere di e V1-$,  i cui coefficienti 
sono funzioni di v; e percid per avere le  superficie gobbe che cerchiamo 
(se pure esistono), basterà determinare i valori da darsi a V, VI e W onde 
ottenere che le linee (50) corrispondenti al segno superiore di Vp, O quelle 
corrispondenti al segno inferiore, considerate sulla sfera (48), abbiano la 
curvatura geodetica costante. 

Ci6 posto, sia q(u ,  v) il valore che si trova colle formole note per la cur- 
1 vatura geodetica - delle linee (50) sulla sfera (48). Lungo queste linee si 
P 

avr8 : 

du ove deve essere dedotto dalla equazione (50); quindi per le superficie 

che cerchiamo si dovrà avere: 

(*) Questa equazione 6 soddisfatta da  u = W O u = W+ X ,  quando si prende il segno 
inferiore del radicale; quindi poichd per  le  (44), (45) e (48) qiieste linee sulla superficie 
sono situate all'infinito, e sulla sfera sono gli inviluppi dei cerchi v, s i  conclude che le  
linee della sfera inviluppi dei cerchi massimi che rappresentano le  generatrici corrispon- 
dono a linee di  curvatura all'infinito; e quindi (escludendo il cas0 che queste curve invi- 
luppi s i  riducano a due puiiti e che quindi l a  superficie s ia  a piano clirettore) s i  po t ra  
dire  che nelle superficie gobbe che non hanno un piano direttore, le l i m e  d i  curvatura 
d i  un sistema sono tali  che le loro rappresentazioni sferiche sono perpendicolari alle curve 
inviluppi dei cerchi massimi che rappresentano le  generatrici,  e sulla superficie vanno a 
toccare l e  generatrici all'infinito. 
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du quando - appartenga alle linee di curvatura (50) di uno stesso sistema, 
d z, 

e quindi sia il valore che viene dalla (50) prendendovi il segno superiore 
di YF, O quel10 che si ottiene prendendo il segno inferiore; e poichè questa 
equazione (51) viene ad essere in termini finiti e non contiene costanti ar- 
bitrarie, mentre deve appartenere a tutte le infinite linee di curvatura di 
uno stesso sistema, si conclude che essa dovrà essere identica. 

du Ora, ponendo ne1 primo membro della (51) il valore di - che si ha dalla 
d v  

(23), si ottiene una equazione della forma: 

ove A, .B, C, D sono funzioni razionali intere di 7 ;  quindi, per quanto 
abbiamo detto, per le superficie che cerchiamo bisognerà che una e una 
sola delle due equazioni che si ottengono da questa prendendo il segno 
superiore O l'inferiore di \lp sia identicamente soddisfatta. 

Da ci6 risulta che C e D non potranno essere zero, perche altrimenti 
quando fosse soddisfatta una delle (52), 10 sarebbe anche i'altra; quindi 
onde sia soddisfatta una delle (52) baster& che 10 sia una delle seguenti 

( A + B V w ) ( C - D V ~  - r 2 ) - t [ C 2 - D 2 ( 1 - ~ 2 ) J ~ = 0 .  

Ora queste equazioni hanno la forma: 

a + p y ~ - r 2 - t Y ~ ~ = ~  
ove h, p, v sono funzioni razionali intere di v ,  e v non pud essere nullo; 
quindi si vede intanto che P dovrh essere il quadrato di una funzione ra- 
zionale di 7 e di \(1 -q" e percid dobbiamo prima cercare in quali casï 
p pub godere di questa proprieth. 

Per questo osserviamo che si  ha: 

~=(V'~-Vf2)r4t(Vf2+4Ve-2VV~Wr)~2+VaW'x 
+ 2Vfr(VW'-VI,l?e) Vm, ] (53) 

e onde sia: 
p = ( ~ + s R ) ~ ,  (54) 

ove P ed s sono funzioni razionali intere di 7, dovra essere: 

r s = V f r ( V W r  -Virx) .  
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Ora é chiaro che r non potrà essere una funzione del terzo grado di q e 
s una funzione del secondo O del terzo grado, altrimenti il valore (54) di 
B verrebbe del ~ e s t o  O dell'ottavo grado, mentre il valore (53) B soltanto 
del quarto; dunque r dovrà essere al piïi del secondo grado in y ,  ed s 
del primo al più; e percid, indicando co'n rn una funzione. di v ,  non si 
potranno avere che i seguenti casi: 

v W1- V',512 1.0 r= . $  s c n z V r ~ ,  
m 

Ma esaminando i primi quattro di questi casi, e osservando che in  questi 
si suppone che Vr  e V f ,  non siano zero, si trova che onde potessero essere 
uguali i valori (53) e (54) di F, bisognerebbe che si avesse V=O e questo 
non pub essere; quindi questi quattro casi sono da escludersi, e ci resta 
soltanto da esaminare i due ultimi. 

Ora esaminando il quinto caso, si trova che onde p sia un quadrato, biso- 
gna che mche  V sia costante, e questo porterebbe che la superficie gobba 
fosse l'elicoide di area minima. Ma in questo elicoide, come é noto (e come 
& facile a riscontrarsi coll'osservare che le trasformate sferiche delle linee 
di curvatura sono lossodromiche) le linee di curvatura non sono piane; 
quindi anche il cas0 attuale & da escludersi, e ci resta solo da considerare 
il cas0 di Vf=O. 

Supponiamo dunque ora V f  = O ;  il valore di P diviene: 

p=vjq4+ 2V(2V-  VI, W')y8 +va W f 2 ,  
? .  . . . - 

e per essere un quadFato richiede che si abbia V=Vfl W f ;  quindi oltre a 
V1= O, si dovrebbe avere V = V',  Wr. 
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1 

Ora, quando si ha Vf, Wf = V= cost, l e  equazioni (49) delle linee di cur- 
vatura si riducono alle altre: 

du -Wfdv=O,  ~ ' d u + s e n ' ( u - ~ ) d v = ~ f  

ln prima delle quali B subito integrabile e da: 

u - W- cost 

per l'equazione in termini finiti delle linee di curvatura di un sistema; 
quindi per esaurire la  nostra ricerca, hon ci resta pih che cercare se è 
possibile di determinare la funzione W in modo che la curvatura geodetica 
di uno so lo  dei due sistemi di linee: 

sulla sfera (48) sia costante lungo le  stesse linee. 
1 

Ora calcolando l a  curvatura geodetica ; delle linee ( 5 5 )  sulla sfera (48 )  
l 

si trova: 
1 ---- N" sen o COS w 

P 
- - - ? +  i ' 

( Wrf  + sen%w)g ( Wf2 -l- sen20)i 

1 
ove o=u- W; e siccome, onde - sia costante lungo l e  linee (55) stesse 

b- 

1 bisogna che - non dipenda che da o, si conclude che onde le linee (55) 
P 

sulla superficie fossero piane, dovrebbe essere W'= cost. Ma la curvatura 
1 geodetica delle liilee ( 5 6 )  sulla sfera B t  
P 

ed é zero quando W' é costante; quindi se le linee (55) sulla superficie 
fossero piane, le linee (56) sarebbero geodetiche e percid non pstremmo 
essere che ne1 cas0 dell'iperboloide gobbo di rivoluzione; e di questo cas0 
noi non vogliamo occuparci. 

Volendo invece che le linee (56) fossero piane, bisognerebbe che si avesse 
identicamente per la ( 5 6 )  e (57) :  
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e questa porterebbe ancora W/r=O, e saremmo ne1 cas0 precedente; dun- 
que si pud ora concludere Che: fia le superficie gobbe non ne esiste alcuna 
che abbia un solo sistema di liiiee di curvatura piane; e quindi (per il teo- 
rema citato in principio sull'iperboloide gobbo di rivoluzione), quando sia 
trovato che una superficie gobba ha un sistema di linee di curvatura piane, 
si pu6 dire sGbito che anche le linee di curvatura dell'altro sistema sono 
piane, e che la superficie é un iperboloide gobbo di rivoluzione. 

Pisa, settembre 1870. 
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Sur les courbes Bquidistantes sphériques. 

(par M.' WILLIAM ROBERTS, à Dublin.) 

1. 1 1 existe, comme nomus allons le faire voir, une liaison simple entre 
la surface développable, circonscrite à. une sphére suivant une courbe C, 
e t  les courbes équidistantes 5, C. En effet, soit F ( R ,  Cl) = 0 l'équation, en 
coordonnées polaires sphériques, d'une courbe donnée. Un petit cercle, ayant 
son pôle en un point quelconque (R,  Cl) de cette courbe, et pour rayon 
sphérique un arc de longueur constante k ,  aura pour équation entre p, O ,  

coordonnées polaires sphériques, 

Cette équation renferme un seul paramètre, en vertu de la relation donnée 
F ( R ,  !2) = O, et  l'enveloppe de tous les cercles par rapport à ce parambtre 
sera une courbe équidistante B la donnée. Or en supposant que l'origine 
des coordonnées polaires soit le point où l'axe des z perce la sphbre, et 
qu'on compte l'angle o à partir d'un grand cercle fait par le plan des xn, 
l'équation d'un plan tangent à la sphbre (dont on designe le rayon par a) 
en un point quelconque de la courbe donnée sera, 

L'enveloppe de ce plan sera la développable circonscrite à, la sphére sui- 
v a n t  la courbe F ( R ,  R)=O, ce qui-donnera évidemment le théorbme sui- 
vant:  

e< Soit F ( x ,  y ,  z )  = 0 l'équation de la développable circonscrite à une 
sphère, dont on prend le  rayon pour unité, suivant une courbe C. L'équa- 
tion, en coordonnées polaires sphériques, d'une courbe équidistante 2i, C, sera 

s inpcoso sin j s i n o  , 3) '(. cosk ' 
=o. a 

cos k cosk 
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2. Mairitenant considérons la courbe, enveloppe des grands cercles pas- 
sant par les points de la couinbe P(R,  ll)=O, et  perpendiculaires aux rayons 
vecteurs sphésiques issus de l'origine: courbe analogue à l a  première po- 
daire négative i n  plano.  Un quelconque de ces cercles aura pour équation 

tanp cos (Cl - o) =tan R. 

En se reportant sur l'équation ( i ) ,  on verra qu'en y faisant k=p,  elle 
prendra la forme 

tanpcos (a- a) =tan$ R. 

Par conséquent, on en dcduit le théoréme suivant, en se  rappelant qu'en 
cherchant l'enveloppe du cercle (1), la dicérentiation s'&end aux seules 
quantités R ,  R. w 

c En écrivant p au lieu de k dans l'équation de la courbe équidistante a 
une courbe C, on aura celle de la premihre podaire négative sphérique de 
la courbe, lieu des points milieux des rayons recteurs sphériques de C. » 

En se rappelant que la courbe équidistante est absolument liée avec la 
donnée, on s'apercevra qu'ayant obtenu son équation, on peut en déduire, 
par m e  simple transformation de l'origine, celle de la premihe podaire 
négative de la courbe lieu des points milieux des rayons sphériques, issus 
d'un point quelconque sur la sphbre, choisi à volonté. De plus, l'équation 
de la premihre podaire négative, par rapport à une origine quelconque, du 
lieu des points milieux des rayons vecteurs de la courbe équidistante, s'ob- 
tient avec la même facilité. Il resulte immédiatement du théorème enoncé, 
que si IT(p ,  O ,  h)=O est l'équation, rapportée A une origine quelconque, 
de la courbe équidistante à une donnée, n(p, o ,  p + k) = O sera celle de 
la podaire négative dont il s'agit. 

I l  est bon de remarquer que le résultat qii'on vient de trouver, fournit 
une parfaite analogie, dans la géometrie de la sphère, à un théoreme que 
j'ai publié dans les Annales de Kr T o s ~ o ~ i n r ,  ( le  série, t. 4, pag. i53), il 
y a quelques années. Je le  rappelerai ici: ct Soit TI(x, y,  z,  k) = O  l'équa- 
tion d'une surface parallkle à une surface S. Alors l'équation 

q p x ,  q y ,  $z ,  ~\Ix"yX+z"=O 

représente la première podaire négative de S, rapportée l'origine comme 
pole, et 

II(+x, +y, pz, k + + \ ( m ) = O  
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est l'équation de la premiére polaire négative de la surface pafallble ti S. » 
3. Toutes les courbes .sphériques équidistantes ont la mêae  développée 

sphérique, ainsi que la même surface polaire développable, enveloppe des 
plans normaux; la polaire développable est le cone ayant le centre de la 
sphère pour sommet, et  passant par la développée sphérique. Le théoréme 
de M.' DUPIN sur les tangentes conjuguées nous montre aussi que: 

L'ar6ta de rebroussement de la développable circonscrite à une sphère 
suivant une courbe, se  trouve située sur le cone, polaire développable de 
la courbe. Elle est une ligne géodésique de ce cone. Ce cone est le  lieu 
des arêtes de rebroussement des développables circonscrites suivant toutes 
les courbes équidistantes. 

On voit par 18 que l'arête de rebroussement de la développable circon- 
scrite CL une sphère, suivant une courbe quelconque C, est une développéè 
de C; en prolongeant un fi1 tendu, appliqué 5 l a  polaire développable'sui- 
vant cette arête de rebroussement, on peut décrire s u r  l a  d é v e l o p p a b l e  
c i r consc r i t e  la courbe C, aussi qu'une série de courbes équidistantes & elle. 

Ces courbes équidistantes gont des lignes de courbure de la développable 
circonscrite ti la sphhre. Elles sont données aussi par l'intersection de cette 
développable avec un systéme de sphères ayant  le  même centre pue la 
donuée. 

Le théoréme de DDPIN nous conduit également aux résultats que voici: 
L'arête de rebroussement de la  développable circonscrite à une surface 

- - 

quelconque suivant une de ses lignes de courbure, se trouve située sur la 
polaire développable de la ligne de courbure. Elle est une ligne géodésique 
de la polaire développable, et  aussi une développée de la ligne de courbure, 
ainsi que des c,ourbes équidistantes à elle sur la  développable circonscrite; 
surface, dont elles constituent une série de lignes de courbure. - 

4. Il est intéressant d'observer que l'arête de rebroussement de la dé- 
veloppable circonscrite Q une quadrique suivant la courbe de son intersec- 
tion avec une autre quadrique, ayant le  même centre et  semblablement 
placée, se projette sur les plans principaux dans des développées de coni- 
ques. C'est ce que je vais démontrer, comme il suit: 

Soit 

l'équation d'un ellipsoïde. On sait que la courbe d'intersection de cette 
surface avec une autre quadrique ayant le même centre e t  semblablement 

Anndi di Maternatica, tom0 IV. 27 
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placée, est située sur un cone du second degré, dont on peut Bcrire l'équa- 
tion sous la forme 

ccS e + -J$ =zS. tan" tan /3 

En faisant dans cette dernière équation 

on aura . 
a3tanV cos" bb- tan" sin3+ - - --- - 

+ c'tan2/3 - 1. c2tan?a 

La développable circonscrite à l'ellipsoïde (2) suivant la courbe définie par 
l'équation (3), sera l'enveloppe du plan tange'nt, dont l'équation 

ne renferme qu'un seul paramhtre, en vertu de la relation (4). Prenons 
pour paramétre un angle 9, tel que 

ce qui nous donnera, pour l'équation du plan tangent, 

Maintenant posons 

et il est clair que l'arête de rebroussement de la développable se trouvera 
située sur la surface enveloppe, par rapport B 9 ,  du plan ayant pour équa- 

Acos?+Bsinp+C du 
tion Z=O. Mais si l'on fait u = - , l'6quation - - O nous 

V ~ G s W E s i n ~ y  dTJ - 
donnera 

AE B D  ---= 
cos? sin? C ( D - E )  
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et l'enveloppe de cette équation, comme il est aisé de s'en assurer, est 
a s e z 

( A  E)"+ (BD)%= CT(D- E)". 
Par conséquent, l'arete de rebroussement est située sur le cone ayant pour 
équation 

11 est évident aussi que la projection sur le plan des x y  de l'arête de 
rebroussement sera l'enveloppe de la droite ayant pour équation 

Mais, en général, l'enveloppe de l'équation 

sin p, cos p 
Asin$-Bcos$=- 

VCcos" cf i-sin~f 
est 

d'où il résulte que la projection sur le plan xy  de l'arête de rebroussement 
aura pour équation 

En combinant cette derniére équation avec (5)' on en tire la démonstration 
du théoreme que nous nous sommes proposé d'établir. 

Ce théoréme renferme, comme cas particuliers, les développables circon- 
scrites ti une quadrique suivant ses lignes de courbure, ainsi que celle cir- 
conscrite Zt une sphere suivant une sphhro-conique. 

Cireystones, Comté de Wicklow (Irlande), le 10 septembre 1869. 
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Note sur les fonctions 
dont les dérivées successives 

forment des series arithmétiques 

(par ED. WEYR, étudiant à Prague.) 

A v a n t  ia recherche de la forme génbrale $un fonction f ( x ) ,  qui jouit 
de la propriét6 indiquée, je démontre le théorème suivant: 

« Si les dérivées successives d'une fonction f(x) forment pour une valeur 
particulibre x= a une série arithmétique de l'ordre m, il en est du meme 
pour toute valeur de la variable x, c'est-8-dire: les dérivées fr(x), fff(x),  
fffr(x),. . . sont membres d'une série arithmétique de l'ordre m. En désignant 
par 8 la m-ibme différenée de la suite f'(a), P(a), /"''(a), .. . on aura Sex-. 
pour différence m-ibme de la série f f  (x), frl(x), fllf(x), . . . » 

Pour démontrer cela, formons d'après le théoreme de TAYLOR les équations 

s6ries convergentes pour toutes valeurs finies de x, puisqu'on a 

Pour calculer le premier membre A des m-ihmes différerces ile la suite 

f y i j ,  f q x ) ,  f f f f j ~ ) ,  ... 
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il suffit de former les premiers membres des m-iémes différences des séries 

f l ( a )  fia) )"'(u)... 1 
.. fr l  (a) /'If' (a) f (a). (2) 

mais ces premiers membres sont tous = 8, ce qui donne 

On trouvera de la meme manière le second membre B des m-iémes diffé- 
rences de la suite (1), et puisque les seconds membres des m-ibmes diffé- 
rences des séries (2) sont aussi = 8, il viendra 

On voit par 19, que toutes les différences m-ièmes A ,  B, C, D,. .. de la 
serie (1) sont Bgales 6eS-", ce qui démontre le théoréme. 

Aprks cela cherchons la forme générale de la fonction y r $(x). Ecrivons 
les équations : 

On aura d'aprés ce qui préchde: 

Mais on remarque sur le champ, que les fonctions B, C, D ,... sont les 
dérivées successives de la fonction A ;  on pourra donc par différentiation 

... de l'équation A = B déduire les 6quations B = C, C = D, La condition 
nécessaire et suffisante, pour qu'une fonction f (x)  jouit de la propriét6 in- 
diquée, est donc 

A-B 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 14 Ed. W e y r : Sur un probléme d'analyse. 

ou ayant Qard h la formule connue 

(-@Lo dx ... (3) 

y = eaz sera une intégrale de (3), si l'on aura: 

ce qui donne a=O et  la racine m t l t u p I e  a=l. L'intégrale compléte de 
l'équation (3) sera donc 

Cette formule fournit la somme de chaque série de la forme 

si u,, u,, u,,. .. sont les membres d'une serie arithmétique d'un ordre quel- 
conque. 
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Etude 
de la courbure en un point multiple 

d'une courbe plane ('1. 

( p a r  MT. L. PAINVIN, prof. à Lyon.) 

1. s auf les indications très-sommaires données par Mr. BERTRAKD, tt l'oc- 
casion des points de rebroussement, dans son Traité de calcul différentiel 
nos 500,501, 502, je ne connais rien sur la courbure en un point multiple 
d'une courbe ou d'une surface; les procédés habituellement employés dans 
le calcul différentiel se pr6tent d'ailleurs très-difficilement 5 une semblable 
étude; j'ai donc abordé cette question par une méthode nouvelle, et cette 
méthode permet de déterminer sans aucune difficulté la courbure en un 
point multiple d'ordre quelconque, soit dans une courbe, soit dans une 
surface. 

Voici en qyelques mots le résumé de la méthode que j9ai>doptée pour 
l'étude de la courbure. 

Lorsqu'il s'agit d'une courbe, j'imagine un cercle quelconque touchant 
la tangente proprement dite & la courbe au point considéré, O par exemple, 
puis j'exprime que ce cercle rencontre la courbe en le plus grand nombre 
possible de points coïncidant avec le point O; pour cela, je forme des com- 
binaisons des équations de la courbe et du cercle; ces combinaisons se 
succèdent d'ailleurs d'une manière trés-réguliére, comme on le verra dans 
les applications qui suivent. 

Lorsqu'il s'agit d'une surface, j'imagine une sphére quelconque touchant 
le plan tangent A la surface (ou au c6ne tangent, si le point considéré est 
multiple); puis j'exprime que les sections de la surface et de la sphère par 

(7 Memoire pr6sentd l'Acad. des sciences de Paris (18 janvier 18691. 
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le plan sécant choisi se rencontrent en le plus grand nombre possible de 
points coïncidant avec le point considéré sur la surface. 

2. Dans ce mémoire, je me servirai fréquemment de la notation sui- 
vante: C et Cf désignant deux courbes qui passent par un point O ,  je 
représenterai par 

N ( C ,  Cf)  

le nombre des points, coïncidant avec le point O, et communs aux deux 
courbes C et Cf. 

1. Point double ordinaire. 

3. Si l'on prend le point double pour origine O des coordonnées, l'équa- 
tion de la courbe se présentera sous la forme 

qi désignant une fonction homoghe et de degré i par rapport aux varia- 
bles x et y;  les fonctions 9, et 9, sont, par exemple: 

les coefficients a, b, c, A, B, .. . sont de fonctions connues et parfaitement 
déterminées des coordonnées du point double. 

L'ensemble des termes du second degré peut s'écrire 

les quantités m et ml sont distinctes, puisqu'il s'agit d'un point double 
ordinaire, et on a les valeurs 

Ceci posé, considérons un cercle touchant B l'origine une des branches de 
la courbe S ;  l'équation de ce cercle sera, en supposant les axes de coor- 
données rectangulaires: 

il étant un paramètre arbitraire. 
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Formons maintenant 1'Qquation 

Or il est visible d'aprhs cette équation que 

c'est-A-dire que le nombre des points, coïncidant avec O, communs aux cour- 
bes S et C est égal au nombre des points, coïncidant avec 0, communs 
aux courbes C et C. Mais l'osigiue est uu point triple pour la courbe L: et  
un point simple pour la courbe C; ces deux courbes n'ont pas d'ailleurs 
de tangente commune; elles ont, par conséqueut, trois points coïncidant 
avec O. Donc . 

x Un cercla quelconque touchant en O une des branches de la courbe S 
« rencontre cette courbe en trois points coïncidant avec 0, c'est-à-dire qu'il 
« a a,vec cette courbe un c o n t a c t  effectif du premier ordre B. 

Pour que le cercle ait avec la courbe S un contact effectif d'un ordre 
plus élevé, il faut que la tangente ( y  -rnx=O) touche également la courbe 
C; c'est une condition nécessaire. Or si l'on exprime que les termes du 38me 
degré de l'équation (6) sont divisibles par (y -mx),  c'est-à-dire si l'on ex- 
prime que l'ensemble de ces termes s'annule l'orsqu'on y fait y = mx, il 
vient 

Ap,(1, m) -c(ruz-m,)(I+me) = O ;  

d'où l'on déduit 

c (na - m,) (1 + m2) a = 
v 3  ( 1 9  ") 

Je dis qu'alors le cercle C rencontrera la courbe S en quatre points coïn- 
cidant avec 0, c'est-à-dire qu'il aura avec cette courbe un contact effectif 
de second ordre; je l'appelerai, dans ce cas, c e r c l e  oscu la teu r .  

En effet dans l'hypothbse actuelle, l'équation se presente sous la forme 
suivan te : 

C'=(Y - m x ) + , + a q , + a q 5 + . . - = o ;  (8) 

formons maintenant l'équation 

Annali di Matematica, tom0 IV. 
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D'après cette équation on a  visiblement 

mais l'origine est un point quadruple pour la courbe 2, et un point simple 
pour le cercle C; ces deux courbes ont donc, en général, quatre points 
communs coïncidant avec l'origine. Il peut arriver, pour des valeurs par- 
ticulikres des coefficients, que lc nombre des points communs et coïncidant 
avec l'origine soit supérieur à quatre; ceci aura lieu, si les termes du 4'"" 
degré dans l'equation (9) admettent (y-mx) en facteur. 

4. De cette analyse on conclut : 
THÉOR. 1. Lorsqu 'une  courbe  S p o s s è d e  u n  point  double or-  

d inai re  0, u n  ce rc le  que lconque ,  t o u c h a n t  e n  O u n e  d-es bran-  
c h e s  de l a  courbe  r e n c o n t r e  c e t t e  courbe  en  t ro is  p o i n t s  coïn-  
c idant  a v e c  0, c 'es t -à-di re  qu ' i l  a  a v e c  el le  u n  c o n t a c t  effectif 
d u  premier  ordre.  

I l  exis te ,  pour  c h a c u n e  des  branches  de la courbe S, un  cerc le  
t o u c h a n t  c e t t e  b ranche  e t  r e n c o n t r a n t  l a  courbe  e n  q u a t r e  points  
co ïnc idan t  avec  0, c'est-à-dire a y a n t  avec  c e t t e  courbe un  con- 
t a c t  effectif d u  second ordre;  ce  s o n t  l e s  d e u x  c e r c l e s  oscu la teurs  
de la c o u r b e  a u  po in t  double  considéré .  

5. Les calculs qui précédent nous donnent le formules suivantes: 
S i  u n e  courbe  possède u n  point  double o rd ina i re  e t  qu 'on a i t  

p r i s  ce point  double pour  o r i g i n e  dvs coordonnées ,  l ' é q u a t i o n  
d e  l a  courbe  s e  p resen te ra  sous  l a  forme: 

les  deux  c e r c l e s  oscu la teurs  A la  courbe e n  c e  point  double se- 
r o n t  dé te rminés  p a r  l e s  équat ions  q u i  s u i v e n t :  

le' cerc le  oscula= 
t eur touchant la bran- 
che dont la tangente 

'ho 9n xo=- 3 y, = - h- coordonnées du centre, 2 2 ' 
ho (y - mx)  + x2 + ya = O; équation du cercle, 

9 

c(m -m,) (1 + m2? R, = rayon du cercle; 
y3 (1 8 4 
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2'- ce rc l e  oscula-  ' 
t e u r  touchant la bran- 
che dont la tangente 
est 

y-ml x= o. 
L 

a, =;: c(rn--m,)il+m3, 
93 ( 1 9  m) - 

'Y coordonnhs du centre, x 1 = ~ n 2 , ,  Yi=-- 2' 

R E M A R Q U E  1. On voit que les rayons R, ou R, deviennent infinis lors- 
que la fonction (x, y) s'annule par la substitution y = m x  ou y = m, x; 
c'est-&-dire que : 

Si l ' une  des  t a n g e n t e s  & l a  c o u r b e  a u  p o i n t  d o u b l e  a, a v e c  cette 
c o u r b e ,  u n  c o n c t a t  effect i f  d 'ordre s u p é r i e u r  a u  p r e m i e r ,  l e  ra-  
y o n  d u  c e r c l e  o s c u l a t e u r  c o r r e s p o n d a n t  e s t  in f in i ;  e n  d ' a u t r e s  
t e r m e s ,  l a  c o u r b u r e  e s t  nul le .  

11 est toujours admis que les quantités m et ml sont diiriérentes, puisqu'il 
s'agit d'un point double ordinaire, c'est-%-.dire d'un point double pour lequel 
les deux tangentes sont distinctes. 

REMARQUE II .  Lorsque le point double est un p o i n t  i so lé ,  les deux 
cercles osculateurs sont imaginaires. 

5. E X E M P L E :  (voir la planche, fig. 1.) 

xS+ y3- 3 a x y  = O (Fol ium d e  DESCARTES.)  

L'application bes formules précédentes donne pour les équations des deux 
cercles de courbure : 

le' ce rc l e :  x2+ y 2 - 3 a y = 0 ,  

2'"" ce rc l e :  x" y'-3ax=0. 

Chaque cercle est rencontré par la courbe au  point 1, et a en outre avec 
elle cinq points communs coïncidant avec le  point O; il en résulte que 
chacun de ces cercles a avec la courbe un CO n t  a c t  eirie c tif  du 3'" ordre. 

On constate directement ce r6sultat en cherchant les points communs ii 
al courbe e t  à, chacun des cercles osculateurs ; pour cela on posera y =t x, 
et on trouve en considérant le le' cercle et en supprimant la solution x=O: 
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d'où il résulte par l'élimination de x: 
t = l .  

Les deux courbes n'ont donc en commun qu'un seul point distinct de 
l'origine 0;  il en reste, par conséquent, cinq coïncidant avec cette méme 
origine. 

S 2. Point double de rebroussement. 

6. Si l'on prend le point de rebroussement pour origine de coordon- 
nées et  la tangente de rebroussement pour axe des x, l'éqnation de.la courbe 
aura la forme suivante: 

et l'équation d'un cercle tangent en O A Oz sera: 

est une constante arbitraire, et on suppose les axes de coordonnées rec- 
tangulaires. 

Formons l'équation 

on voit par cette équation que 

N ( S ,  C) = NO;, C); 

mais l'origine est un point triple pour la courbe C,  et l'axe des x n'est 
pas une tangente en ce point triple; les deux courbes C et C ont donc trois 
points communs e t  coïncidant avec l'origine 0, et trois seulement; c'est- 
à-dire que le cercle C et la courbe S ont un contact effectif du 1"' ordre 
seule ment. 

Si l'on veut que ce cercle ait, avec la courbe, un contact effectif d'un 
ordre plus élevé, il faut que l'ensemble des termes du 3'"" degré, dans 
l'équation (3), admette le facteur y ,  cet-&-dire que l'on ait 

où A désigne le  coefficient de xS dans 9,. 
Nous aurons d'après cela 9. considérer les trois cas suivants : 
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1 . O  La tangente de rebroussement a, avec la courbe, un contact 
effectif du premier ordre seulement ; 

2 . O  La tangente de rebroussement a un contact effectif du second 
ordre ; 

3 . O  La tangente de rebrousscment a un contact effectif d'un ordre 
supérieur au second. 

, Il est entendu que nous conservons la dénomination de point de rebrous- 
sement au cas oii l'on a deux branches de la courbe qui se touchent et 
se prolongent de chaque côté du point de coritact. 

7. 4"' CAS. La t a n g e n t e  de rebroussement  a, avec  l a  courbe ,  
un  c o n t a c t  effectif d u  p remier  o rd re  seulement .  

Dans ce cas, le coefficient A est différent de zéro; l'égalité (4) donne 
alors 2 = O ;  le rayon du cercle oscul'ateur est donc nul, et ,  par suite, la 
courbure est infinie. 

De 18 la proposition suivante: 
Lorsque la tangente de rebroussement a ,  avec la courbe, un contact 

x effectif du premier ordre seulement, le cercle osculateur, c'est-&dire le 
ct cercle ayant avec la courbe un contact effectif du second ordre, est un 
K cercle de rayon nul; la courbure est alors infinie. 

EXEMPLE: (voir la planche, fig.. II.) 

y2 -x3 = o. 
8. 28me CAS. La t a n g e n t e  de rebroussement  a,  avec  l a  courbe ,  

un c o n t a c t  effect if  du  second  o rdre ,  e t  d u  second o rdre  seu- 
l e m e n t .  

Dans cette hypothhse, on a A = O ,  et  l'équation de la courb e est: 

le coefficient A, de x4 dans cp, est suppos6 diff6rent de z6ro. 
L'équation (3) de la courbe C devient alors 

Y = [ h $ ~ , - ( x ~ + y ~ ) ]  y+h$,+i l$~~+***=O; 

formons maintenant l'équation 

z , ~ h ~ ' - C [ ~ ~ 2 - x 2 - y " 1 0 ,  

on voit, par cette équation que 

N ( G  X ) = N ( C ,  2,); 
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mais l'origine est un point quadruple pour la courbe E, e t  un point simple 
pour le cercle C; ces deux courbes ont donc toujours quatre points com- 
muns et coïncidant avec 0, c'est-&-dire qu'un cercle quelconque, tangent à. 
l a  courbe au point O, a avec cette courbe un contact eflzctif du second ordre, 

Pour que le cercle ait un contact effectif d'un ordre plus éIevé, i l  faut 
déterminer h de manibre i!i ce que l'ensemble des termes du 4'"" ordre, 
dans l'équation (7)' soit divisible par y ;  on trouve ainsi 

où B soit le coefficient de xe dans 9,. Comme Al est supposé différent de 
zéro, il y a donc deux cercles osculateurs, e t  leurs rayons ne sont ni nuls, 
ni infinis. 

Constatons que ces deux cercles ont, avec la courbe S, un contact ef- 
fectif du 3ème ordre au moins. En eEet, lorsqu'on prend pour la valeur de h 
une des racines de l'équation (8)' l'équation (7) de 2, se raméne A la forme 

Si maintenant on forme l'équation 
CqLs=0, 

& O  

mais l'origine est un point quintuplz pour la courbe Il,, et un point simple 
pour le cercle C; d'ailleurs la droite Ox ne touche pas, en général, la 
courbe 2,; par conséquent, le cercle C rencontre la courbe S en cinq points 
coïncidant avec l'origine 0, c'est-à-dire qu'il a avec cette courbe un contact 
effectif du 3""" ordre. 

Il peut arriver, pour des valeurs particulieres des coeliTcients, que l'en- 
semble des termes du 5'"" degré dans 1'6quation (10) soit divisible par y ,  
c'est-à-dire que le cercle C ait avec la courbe S un contact egectif d'un 
ordre plus élevé que le troisième. 

Ainsi : 
« Lorsque la tangente de rebroussement a,  avec la courbe, un contact 

« effectif du second ordre, et du second ordre seulement, un cercle quel- 
<( conque, tangent B la courbe au  point de rebroilssernent, a avec cette 
« courbe un contact effectif du second ordre. Il y a deux cercles ayant avec 
< la courbe un contact effectif du 3'"" ordre ou d'un ordre plus &vé; ces 
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<r cercles sont, en génbral, distincts, et leurs rayons ne sont jamais nuls 
<( ou infinis. » 

9. Les calculs qui prkédent nous conduisent aux formules suivantes; 
Lorsque  l ' é q u a t i o n  de  l a  courbe  s e  p r é s e n t e  s o u s  l a  forme;  

S= y 2 + ( B x 2 +  C x y + D y 2 ) y +  

+ ( A I x 4 + B 1 x S y  + C 1 x 2 y 2 f  D1xya+Ely4)+-0-  = 0,  

l e  coe f f i c i en t  A, é t a n t  d i f férent  de zkro ,  i l  y a deux  c e r c l e s  
oscu la teu r s  d o n t  l e s  BlémenCs son t  dé terminés  par  l e s  équa t ions  
qu i  s u i v e n t :  

1" ce rc le  o s c u l a -  xO=O, Yo= ho -%, coordonnées du centre, 

t eu r .  
x2 = ya + ho y  = O ,  équation du cercle, 

R, = valeur absolue de h, rayon; 
h 2 

Prne cerc le  oscula-  x,= O, Y1  = 1, --, coordonnées du centre, 2 
t e u r .  xe + y2 + hl y = O ,  équation du cercle, 

1 R, = valeur absolue de 2. rayon. 

L e s  deux  ce rc les  o s c u l a t e u r s  c o ï n c i d e n t  lo r squ 'on  a: 

BZ-4Al=0.  
E X E M P L E  : 

1 . O  Soit la courbe: (voir la planche, fig. III.) 

S= y e + 4 x 2 y + 3 x 4 + y 4 = 0 .  

Les équations des deux cercles osculateurs sont respectivement: 

c , = x 2 +  y 8 +  y = o ,  

C 1 -  - x 8 + y 2 +  ; y = 0 .  
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Chacun de ces cercles a, avec la courbe, un contact effectif du 4*me ordre; 
le cercle Co la rencontre, en outra, en deux points réels A e t  B; le  cercle 
Cl la rencontre eu deux poiiits imaginaires. 

Pour déterminer l'ordre du contact on peut chercher directement les points 
communs au cercle et la courbe; si, par exemple, on prend le cercle Co, 
on posera y = t x ;  les équations des deux courbes donnent alors, aprhs 
avoir supprimé la solution x = O : 

( 3 + t 4 ) x 2 + 4 t x + t P = O ,  x(1-t-tB)+f-=O; 

éliminant la quantité x, il vient, en supprimant toujours les solutions nulles, 

t2=  1; 

donc, parmi les huit points communs aux deux courbes, il y en a deux 
distincts de l'origine; il en reste, par conséquent, six confondus avec cette 
origine. 

1." Soit la courbe : (voir la planche, fig. IV.) 

Les deux cercles osculateurs s e  confondent avec le cercle: 

Ce cercle rencontre la courbe en sept points coïncidant avec l'origine 0, 
c'est-à-dire qu'il a avec la courbe un contact effectif du 5éme ordre, et  il la 
coupe en un Sem" point distinct de O. 

10. 38me CAS. La  t a n g e n t e  de  r e b r o u s s e m e n t  a ,  a v e c  l a  courbe ,  
u n  c o n c t a t  effect i f  d ' u n  o r d r e  s u p é r i e u r  a u  s e c o n d .  

L'équation de la courbe se présente alors sous la forme 

tous les termes, il partir du premier, renferment y en facteur jusqu'lt la 
fonction qi+, exclusivement; i est égal ou supérieur à 3; les fonctions 9,, 
gi,. .., qi pourraient admettre encore le facteur y, mais la fonction qirn ne 
l'admet pas. 

La droite y = O  rencontre la courbe S e n  ( i t - 2 )  points coïncidant avec 
l'origine 0, elle a donc avec cette courbe un conctat effectif de l'ordre i. 

L'équation d'une circonférence, touchant en 0 l'axe Ox sera 

c = a y + ~ ~ t ~ j ~ = o ,  (42) 
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3i. étant une constante arbitraire. Formons l'équation 

on a évidemment 
N ( C ,  S )  = N ( C ,  2) .  

Comme y entre en facteur dans les termes du moindre degré de 2 ,  il 
nous faudra, pour reconnaître le nombre de points coïncidant avec 0, com- 
muns à C et X, former l'équation 

Y,=;12- C[h$J,-x2-y'] = 0, P4) 
et l'on a encore 

N ( C ,  C)=  N ( C ,  Z,). 

Mais l'origine est un point simple pour le cercle C, e t  un point qua- 
druple pour la courbe 2,; d'ailleurs, si 2, est quelconque, y n'est pas divi- 
seur des termes du degré le moins élevé dans 2,; par conséquent, C et XI 
ont quatre points communs coïncidant avec l'origine 0. Il resulte de là, que: 

K Un cercle quelconque, tangent & la courbe S en son point de rebrousse- 
« ment, a avec la courbe un conctat effectif d u  second ordre et du second 
« ordre seulement D. 

Si l'oii suppose que 9, soit de la forme 

$J,= Ax"Bxy+Cy2,  (15) 

e t  si l'on écrit que l'ensemble des termes du degré le moins élevé dans 
l'équation (i4) de Cl est divisible par y, ou trouve 

En prenant pour h la valeur (16), l'équation de 2, devieut: 

Pour reconnaître l'ordre du contact du cercle C avec la courbe S, il  faut 
déterminer le  nombre des points communs & C et Y,; dans ce but, nous 
formerons l'équation 

~ , - A 2 f l - C - . C , = 0 ,  ~ ù ~ ~ = h ~ ~ ~ + ( x ~ + ~ ~ ) ( ~ -  (18)  

Annali di Matematica, tom0 IV. 29 
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et l'on a visiblement 

N ( C ,  c),) = N ( C ,  c,). 
Or, l'origine est un point quintuple pour Z,, et un point simple pour le 

cercle C; le cercle C rencontre donc la courbe C,, et par suite la courbe 
S, en cinq points coïncidant avec l'origine 0, c'est-bdire qu'il a ,  avec la 
courbe S, un contact effectif du 3'"Qrdre. 

Ainsi « lorsque la tangente de rebroussement a ,  avec la courbe S, un 
(< contact effectif d'un ordre supérieur au second, le rayon d'un des cercles 
K osculateurs devient infini, et il y a un seul cercle osculateur dont le rayon 
K n'est pas, en général, infini; ce cercle a, avec la courbe un contact ef- 
K fectif du 38m" ordre, ou d'un ordre plus élevé B. 

11. Les calculs qui précedent nous conduisent aux formules suivantes. 
Lorsque  l ' équa t ion  de  l a  courbe  s e  p r é s e n t e  s o u s  l a  forme:  

i é t a n t  éga l  ou  supér ieu r  3; i l  n ' y  a p l u s  qu 'un s e u l  ce rc le  oscu- 
la teur  d o n t  l a  r ayon  so i t ,  e n  g é n é r a l ,  fini;  l 'bquat ion  d e  c e  cer- 
c l e  e s t  

Le r a y o n  d u  ce rc le  C d e v i e n t  inf in i ,  c 'es t -&-di re  l a  courbure  
e s t  n u l l e ,  lo r sque  A = O .  

E X E M P L E S :  
1." Soit la courbe: (voir la planche, fig. V.) 

le rayon du cercle osculateur proprement dit est iCi infini; la courbure est 
nulle. 

2." Soit la courbe: (voir la planche, fig. V n  

Le cercle osculateur proprement dit a pour équation: 

Ce cercle recontre la courbe en cinq points coïncidant avec l'origine; il 
a donc avec cette courbe un contact effectif du 38me ordre, 
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12. Je résumerai dans le théorème suivant la discussion qui vient 
d'etre faite : 

T H É O R ~ M E  II. L o r s q u e  l e  po in t  d o u b l e  e s t  u n  p o i n t  d e  rebrous-  
s e m e n t ,  o n  d e v r a  d i s t i n g u e r  l e s  t r o i s  c a s  qui s u i v e n t :  

1. L o r s q u e  l a  t a n g e n t e  d e  r e b r o u s s e m e n t  a ,  a v e c  l a  c o u r b e ,  
u n  c o n t a c t  e f f ec t i f  d u  1"' o r d r e  s e u l e m e n t ,  l e  c e r c l e  o s c u l a t e u r ,  
c ' e s t - à -d i r e  l e  c e r c l e  a y a n t  a v e c  l a  c o u r b e  u n  c o n t a c t  effect i f  
d u  2' ord re ,  e s t  u n  c e r c l e  d e  r a y o n  n u l ,  l a  c o u r b u r e  e s t  a l o r s  
in f in ie .  

II. L o r s q u e  l a  t a n g e n t e  de  r e b r o u s s e m e n t  a ,  a v e c  l a  c o u r b e ,  
u n  c o n t a c t  e f f ec t i f  d u  2" o r d ~ e ,  e t  d u  2' o r d r e  s e u l e m e n t ,  u n  
c e r c l e  q u e l c o n q u e ,  t a n g e n t  h l a  c o u r b e  a u  p o i n t  d e  r e b r o u s s e -  
m e n t ,  r e n c o n t r e  c e t t e  c o u r b e  e n  q u a t r e  p o i n t s  c o ï n c i d a n t  a v e c  
l e  p o i n t  doub le ,  c ' e s t -&-d i r e  a  a v e c  e l l e  u n  c o n t a c t  effectif  d u  
2" o r d r e .  I l  y a  a l o r s  d e u x  c e r c l e s  a y a n t  a v e c  l a  c o u r b e  u n  c o n -  
t a c t  effect i f  d u  3'""rdre o u  d ' u n  o r d r e  p l u s  é l e v é ;  c e s  c e r c l e s  
s o n t ,  e n  g é n é r a l ,  d i s t i n c t s ,  e t  l e u r s  r a y o n s  n e  s o n t  j a m a i s  n u l s  
o u  inf in is .  

III. L o r s q u e  l a  t a n g e n t e  d e  r eb roussemen t  a,  a v e c  l a  courbe,  
un c o n t a c t  e f f e c t i f  d ' u n  o r d r e  s u p é r i e u r  a u  s e c o n d ,  u n  c e r c l e  
q u e l c o n q u e ,  t a n g e n t  à l a  c o u r b e  a u  p o i n t  d e  r e b r o u s s e m e n i ,  a 
a v e c  c e t t e  c o u r b e  u n  c o n t a c t  effectif  d u  2" o r d r e  s eu lemen t .  Il 
n'y a p l u s  q u ' u n  s e u l  c e r c l e  ~ s c u l a t e u r  d o n t  l e  r a y o n  n e  s o i t  
p a s ,  e n  g é n é r a l ,  i n f in i ;  c e  c e r c l e  a a v e c  l a  c o u r b e  u n  c o n t a c t  ef- 
f e c t i f  d u  36mo ordre ;  d a n s  des  c a s  p a r t i c u l i e r s ,  le  c o n t a c t  p e u t  Atre 
d ' u n  o rd re  plus élevé. 

g 3. Poin t  mult iple  d'ordre quelconque. 

i 3 .  Si l'on prend pour origine le point multiple, que nous supposerons 
d'ordre p, l'équation de la courbe aura la forme 

S=:&(x, y) t 9p+, (x, Y) -f- .*.+%&> Y ) = O ,  (1) 
91 désignant une fonction homoghe  en x et y, et du degré i. 
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Soit une des tangentes au  point multiple 

j'admettrai que T n'entre qu'A la 1''" puissance dans P,(x, y), de sorte 
qu'on aura l'identité 

L'équation d'un cercle, touchant en O la branche dont la tangente est 
T, sera 

C=A(bx-ay)+xa+ y k 0 ,  (4) 

X étant une constante arbitraire, e t  les axes de coordonnées étant rectan- 
gulaires. 

Formons maintenant l'équation 

on a visiblement: 
N ( C ,  S ) = N ( C ,  2). 

Or l'origine est un point multiple d'ordre ( p + l )  pour la courbe Z ,  et 
un point simple pour la cercle C; d'ailleurs la droite T n'est pas tan- 
gente commune, si A est quelconque; il en résulte que les courbes C et 2, 
et par suite les courbes C et S, ont (p-i- 1) points communs coïncidant 
avec l'origine ; donc : 

« Un cercle quelconque, tangent en O il l'une des branches de la courbe 
« S, rencontre cette courbe en (p + 1) points seulement coïncidant avec O, 
« et n'a avec la courbe qu'un contact effectif du premier ordre ». 

Pour que l'ordre du contact soit plus élevé, il faut exprimer que les termes 
du degré (p + l ) ,  dans l'équation (5) de 2, sont divisibles par (bx-ay), 
c'est-A-dire que l'ensemble de ces termes s'annule lorsqu'on y fait x=a, 
y = b ; ce qui donne 

A $,+, (a, b) - (a2 4- b2) 9 (a, b) = 0. (6 )  

D'ailleurs l'ideutité (3) donne en différentiant, soit par rapport à x, soit 
par rapport & y :  

d ? .  %=-a$ (LE, y )  + (bx-ay) - 
d9 d y  ' 
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d'oii l'on conclut, en faisant x = a ,  y = b : 

On a donc 

lorsque n et b sont différents de zéro, les deux valeurs de h sont identi- 
ques; mais, s i  a = O, il faudra prendre la première valeur; il faudra prendre 
la seconde, lorsqu'on aura b= O. 

Quand on donnera 2, la valeur (8), le cercle C aura avec la courbe 
un contact effectif du second ordre; en effet, d'après la valeur admise, l'é- 
quation de C devient 

~ = ( b ~ - a y ) ~ 8 ( ~ , ~ ) + ~ ~ p + Z ( x ~ ~ ) + ~ $ p + g ( ~ , ~ ) + " ' = 0 -  (9) 

Si maintenant on forme l'équation 

c,=az- c.+,(x, y)=o, (10) 

on voit que les courbes C et 2, ont ( p + 2 )  points communs et coïncidant 
avec l'origine 0; le  contact effectif de C avec S est donc du second ordre. 

Ainsi : 
THÉOR. III. L o r s q u ' u n e  courbe  posshde  u n  p o i n t  mu l t ip l e  

d 'o rdre  p, e t  q u e  l e s  t a n g e n t e s  e n  c e  p o i n t  s o n t  d i s t i n c t e s ,  i l  y 
a p c e r c l e s  q u i ,  t o u c h a n t  s é p a r é m e n t  c h a c u n e  de s  b r a n c h e s  d e  
l a  c o u r b e ,  o n t  a v e c  c e t t e  c o u r b e  u n  c o n t a c t  effect i f  d u  s e c o n d  
o r d r e ,  c ' es t -à -d i re  r e n c o n t r e n t  l a  cou rbe  en  (p+2)  p o i n t s  co ïnc i -  
d a n t  a v e c  l e  p o i n t  mul t ip le .  

S i  u n e  d e s  t a n g e n t e s  a u  p o i n t  mu l t ip l e  a ,  a v e c  l a  c o u r b e ,  u n  
c o n t a c t  effect i f  d 'un o r d r e  s u p é r i e u r  a u  p r e m i e r ,  l e  rayon  d e  
c o u r b u r e  c o r r e s p o n d a n t  e s t  i n f i n i ,  l a  c o u r b u r e  e s t  nu l le .  

14. Des calculs qui précèdent nous concluons les formules suivantes: 
Le point multiple d'ordre p étant pris pour origine des coordonnées, l'é- 

quation de la courbe aura la forme: 

S=%(x:  y)+?Jp+,(x9 y)+9,*,(% Y ) * * * = O ,  

l'équation d'une tangente en ce point étant 

T = b x - a y = O ,  
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de sorte qu'on a la relation 

le cercle osculateur en O ii la branche de courbe qui a pour tangente la 
droite T sera défini par les équations suivantes: 

(On suppose que la tangente T ne résulte pas de la superposition de 
plusieurs tangentes, c'est-&-dire que x = a ,  y = b est un solution simple 
de l'équation cp, (x, 3) = 0) 

C= h (bx - a y) + x2 f y2= O ,  équation du cercle, 

l a  
xo= --, " y Y a = ~  9 coordonnées du centre, 

2 

A 1 R =E (a2+ b l P ,  rayon. 

Lorsque a sera nul, on devra prendre la Ire  valeur de il; il faudra prendre 
la seconde, quand b sera nul. 

On voit que si la tangente T a avec la courbe un contact effectif d'un 
ordre supérieur au premier, c'est-&-dire si $,,, (a, b) = O ,  la valeur de h 
est infinie, et par suite R=a; la courbure est nulle. 

EXEMPLE. (voir la planche, fig. V Q  
Soit la courbe 

Les équations des trois .cercles osculateurs sont respectivement: 

011 constate que les points de rencontre du cercle Co avec la courbe sont 
imaginaires, h l'exception du point O; la vérification se fait sans difficulté 
en posant y = tx; on arrive ainsi Zi l'équation 
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Ceci légitime la position que j'ai donnée aux deux petites feuilles de la 
courbe. 

15. Pour compléter cette étude, il nous reste A examiner le cas où 
plusieurs des tangentes au point multiple viennent & coïncider avec une 
même droite T, cette droite pouvant avoir avec la courbe un contact ef- 
fectif d'un ordre supérieur au premier. Admettant que 1 tangentes viennent 
coïncider avec une droite T, nous aurons à examiner deux cas distincts. 
Pour bien préciser la différence de ces deux cas, je ferai la remarque sui- 
vante: 

Si l'équation de la courbe est, aprbs l'avoir rendue homogène: 

o n  sait que la ( m - ~ - i ) ~ ~ "  polaire de l'origine, c'est-à-dire la polaire 
d'ordre ( p +  i) de cette origine, a pour équation 

c'est-&-dire en effectuant 

où a,, a,, a,, . . . , ai sont des nombres entiers. Ceci rappelé, nous aurons 
h distinguer les deux cas suivants: 

L'origine O étant un point multiple d'ordre p, e t  1 tangentes venant k 
conïncider avec une droite T: 

1 . O  Les polaires du point O, ayant pour ordres respectifs: 

renferment respectivement 

droites coïhcidant avec la droite T; 
2 . O  Parmi les polaires précédentes, une au moins, par exemple la po- 

laire d'ordre p + i, i étant inférieur a 1, renferme (1 - i -j) droiten seule- 
ment coïncidant avec la droite T, au lieu d'en renfermer ( 1  - i). 

16. Pour examiner le 1"' cas, nous supposerons, par exemple, 1 =4; et, 
d'aprés les hypothéses admises, l'équation de la courbe aura la forme: 
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il y a quatre tangentes qui se confondent avec la droite 

L'équation d'un cercle, touchant la branche qui a pour tangente la droite 
T, sera 

A étant une constante arbitraire. 
Formons l'équation 

. C=hS-C.(y-~z)~ .$ , ,=0 ,  
e t  l'on a 

N ( C ,  S )  =:N(C,  2). 

Comme (y -ax) entre en facteur dans les termes du degré le moins élev6 
de Z, formons encore l'équation 

et l'on a 

Pour la même raison que précédemment, formons l'équation 

l'on aura 

N ( C ,  2,) = N(C,  2,). 
Formons enfin l'équation 

et l'on a toujours: 

L'origine est un point simple pour le cercle C, et un point multiple d'ordre 
(p f 4) pour la courbe 2,; d'ailleurs, si X est quelconque, l'ensemble des 
termes du degré le moins élevé dan C, n'est pas divisible par (y - ax); 
les deux courbes C et 2, ont donc (p +4) points communs et coïncidant 
avec O;  il en est de même pour les courbes C e t  S;  par conséquent: 

« Un cercle quelconque, tangent en O il la branche qui touche la droite 
« T, aura avec la courbe S un contact effectif du 4'"" ordre. I> 
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Pour que le rontact soit d'un o d r e  pliis élevé, il faut que l'ensemble 
des termes du moindre degr4 d a n s  Xi., soit divisible par (y-ax); on est 
ainsi conduit A l'équation de coiirlitiou: 

Si l'on forme maintenant l'équation 

on constate sans difficulté que, pour une des valeurs de h vérifiant l'é- 
quation (7 ) '  le cercle correspondant a ,  avec la courbe S ,  un contact ef- 
fectif du 5""" ordre ou d'un ordre plus élevé. 

17. L'asalyse du numéro précédent peut évidemment se  généraliser, 
et  nous aurons la conclusion suivante: 

L o r s q u ' n n e  courbe posskdc  u n  p o i n t  mu l t ip l e  d ' o rd re  p, e t  q u e  
1 des  t a n g e n t e s  e n  c e  p o i n t  v i e n n e n t  3 co ïnc ide r  a v e c  u n e  d ro i t e  

s i ,  e n  o u t r e ,  l ' é q u a t i o n  d e  l a  cou rbe  s e  p r é s e n t e  s o u s  l a  forme:  

i l  y a u r a  1 ce rc l e s  o s c u l a t e u r s  c o r r e s p o n d a n t  a u x  b r a n c h e s  q u i  . 
t o u c h e n t  l a  d r o i t e  T; c e s  c e r c l e s  a u r o n t ,  a v e c  l a  cou rbe  S ,  un  
c o n t a c t  e f fec t i f  d e  l ' o rd re  (Z-tl) o u  d 'un  o r d r e  p l u s  é l evé .  

L ' é q u a t i o n  d ' u n  d e  c e  c e r c l e s  é t a n t  

'A 1 C = h ( y - a x ) + x 2 + y 2 = 0 ,  d'où R -  (I+a2p, -2  
l e s  1 v a l e u r s  de  h s e r o n t  d é t e r m i n é e s  p a r  l ' é q u a t i o n :  
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REMARQUE 1. On suppose que $,-z n'admet plus le facteur (y-ax); 
par suite ~p,-~(1, a) n'est pas nul; la dernikre équation n'a donc pas de ra- 
cine nulle, c'est h dire qu'aucun des 1 cercles n'a son rayon nul; l a  coiir- 
bure n'est jamais infinie. 

R E  N A  R Q U E  II. La fonctioii $,+z peut admettre le  diviseur (y - ax); il 
peut en etre de même des fonctions ~,,1,,, Q,+z ,,,...; la derniére équation 
peut donc aroir des racines infinies, c'est-&-dire que, parmi les 1 cercles, 
plusieurs pourront avoir leur rayon infini; dans ce cas, la courbure sera 
nulle. 

18. Si l'on a égard à la remarque du no [15], l'analyse des nos [16] 
et [17] se résumera par la proposition suivante : 

THÉOR.  IV. Une coürbe  a y a n t  u n  p o i n t  mu l t ip l e  O d 'ordre  p, 
o n  s u p p o s e  que  1 des  t a n g e n t e s  v i e n n e n t  & c o ï n c i d e r  a v e c  u n e  
d r o i t e  T; o n  s u p p o s e  e n  ou t r e  q u e  l e s  po la i res  d u  point; O a y a n t  
p o u r  o r d r e s  r e s p e c t i f s :  

r en fe rmen t  r e s p e c t i v e m e n t  e t  a u  moins  

d r o i t e s  c o ï n c i d a n t  a v e c  l a  t a n g e n t e  T. Ceci  admis ,  u n  c e r c l e  
q u e l c o n q u e ,  t o u c h a n t  en P l a  d ro i t e  T, r e n c o n t r e  l a  c o u r b e  S e n  
( p + l )  p o i n t s  c o ï n c i d a n t  a v e c  0, c 'es t-à-dire  a ,  a v e c  e l le ,  u n  con-  
t a c t  e f fec t i f  d u  lhe o r d r e .  I l  y a u r a  1 c e r c l e s  o s c u l a t e u r s  co r r e -  
s p o n d a n t  à c e t t e  t a n g e n t e ,  c ' e s t - à - d i r e  Z c e r c l e s  q u i  t o u c h a n t  
e n  O l a  d r o i t e  T, a u r o n t  a v e c  l a  c o u r b e  S u n  c o n t a c t  effectif  
d u  (1+1)'"" o r d r e  o u  d ' u n  ordre  p lus  é levé .  A u c u n  d e  c e s  c e r c l e s  
n ' a u r a  son r a y o n  n u l ,  l a  c o u r b u r e  n ' e s t  j a m a i s  in f in ie ;  i l  p o u r r a  
a r r i v e r  q u e  p l u s i e u r s  de  c e s  c e r c l e s  a i e n t  l e u r  r a y o n  in f in i ,  l a  
cou rbure  pourra  d e v e n i r  nu l l e .  

18. Arrivons maintenant au second cas signalé dans le no [15], c'est- 
&-dire que une ou plusieurs des polaires d'ordres respectifs 

ne contiennent pas leur nombre normal de droites coïncidant avec T, savoir 

Ainsi je supposerai que la polaire d'ordre ( p t i )  renferme seulement 
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(1-i-il) droites coïncidant avec T, au lieu d'en renfermer (1-  i); que 
la  polaire d'ordre ( p  t j )  renferme seulement (1 - j-j,) droites coïncidant 
avec T, au lieu d'en renfermer ( l - j )  ; i< j. Ceci est suffisant pour nous 
donner une idée de ce qui doit avoir lieu; j'admettrai que les polaires des 
autres ordres, depuis p jusquY& (p + 1), & l'exception des polaires d'ordre 
(p + i) et (p+j),  renferment leur nombre normal de droites coïncidant avec T. 

Nous choisirons la droite T pour axe des x; d'aprbs les hypothbses ad- 
mises, l'équation de la courbe aura 1a forme: 

\ 

Z-i-i 
q y - ~ t . ~ ( i - ~ )  + Y 4 qP-z+2i+i4 

+ yZ-'-' $p-z+,(i.tl) + + yZ+l 9,-z+e(j-1) + 
y z - j - j ,  ?p-~+2 j+ j ,  + Y l-j-' $ p - ~ + Z ( j + ~ )  f ' ' 

=O; 

2 
' ' + y $,+z-~ + y $y+ L2 + q p + z  -t- $*lt1 +. . I 

d'ailleurs l'équation d'un cercle, touchant en O la droite T, sera 

c=ay  + ~ q -  +'=o. 
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Si l'on suppose jl > i l ,  on voit que les termes du moindre degré, dans la 
dernière courbe &-,,, ne contiennent plus le facteur y ;  le degré de ces 
termes est d' ailleurs égal A. ( p  + 1 - j,) ; le cercle C rencontre donc la 
courbe en ( p  $- I? -jl) points coïncidant avec l'origine 0; il a, par 
conséquent, avec la courbe S, un contact effectif de l'ordre ( 1  - j,). 

Pour qu'il y ait un contact effectif d'un ordre plus élevé, il faut que l'en- 
semble des termes du degré le moins élevé dans l'équation de &-j, soit 
divisible par y, c'est-à-dire s'annule pour y= O ;  on obtient ainsi l'kquation 
de condition 

Ml- jl = O ; 
, 

en remontant de proche en proche les équations supérieures, on trouve 

x j Q p - l + Z j + j l  (X 7 O) 0; 

mais, comme la fonction ?,-l+,j+j,  n'admet pas, par hypothése, le facteur 
y ;  il en résulte 

32- = O ; 

c'est-&-dire qu'il y a j cercles osculateurs, et ces cercles ont leur rayon nul. 
Supposons maintenant i , > j l ;  on voit que les termes d u  moindre degré, 

dans la deriîiére courbe Yiz-,,, ne contienuent plus le  facteur y ;  le degré 
de ces termes est (p + 1 - i l ) ;  le cercle C rencontre donc la courbe Cl+ 
en ( p  +- Z-il) points coïncidant avec l'origine 0; il a ,  par consbquent, 
avec la courbe S, un contact effectif de l'ordre (1- i,). 
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Pour qu'il ait un contact effectif d'un ordre plus élevé, il faut que l'en- 
semble des termes du moindre degré dans l'équation de &+, soit divisible 
par y, c'est-&-dire s'annule pour y=O; on obtient ainsi l'équation de condition 

Mrz-i, = O ; 

en remontant de proche en proche les Equations supérieures, on trouve 

p Q p - ~ + ~ i + i ,  (x, 0) = 0 ; 

mais, comme la fonction Q,-~+,~,~, n'admet pas, par hypothèse, le facteur 
y ;  il en résulte 

E c o ;  

c'est-&-dire qu'il y a  i cercles osculateurs, et  ces cercles ont leur rayon nul. 
19. De cette analyse nous concluons la proposition suivante: 
THÉOR.  V. Une c o u r b e  a y a n t  uii po in t  mu l t ip l e  O d 'o rd re  p, 

Z des  t a n g e n t e s  v i e n n e n t  co ïnc ider  a v e c  u n c  d ro i t e  T; o n  s u p -  
p o s e ,  e n  ou t r e ,  q u e ,  p a r m i  l e s  po la i r e s  d u  p o i n t  0, d o n t  l e s  or-  
d r e s  r e s p e c t i f s  s o n t  

P, p-t-1, p + 2 , . . . ,  p + i  ,..., p-tj ,..., pt-2-1, p f l ,  

t o u t e s  n e  r e n f e r m e n t  p a s  

Z,  1-1, 1-2 ,..., 2-i ,..., 1-j ,,.., 1, O 
droi tes  c o ï n c i d a n t  a v e c  l a  d r o i t e  T; a i n s i ,  pa r  e x e m p l e ,  l e s  po-  
l a i r e s  d o n t  l e s  o r d r e s  s o n t  ( p + i ) ,  ( p + j ) ,  (p+lc)  ,..., ( i < j < k < l ) ,  
r e n f e r m e n t  r e s p e c t i v e m e n t  (1- i-il), (1-j-j,), ( 1 - l c - k , ) ,  . . . 
d r o i t e s  s e u l e m e n t  c o ï n c i d a n t  a v e c  T, a u  l i e u  d ' e n  r e n f e r m e r  
(1-i), (Z-j), (Z-lc) ... Dans  ce  c a s ,  u n  c e r c l e  q u e l c o n q u e ,  tou-  
c h a n t  e n  O l a  d r o i t e  T, a u r a ,  a v e c  l a  cou rbe  S, u n  c o n t a c t  ef- 
f ec t i f  d e  l 'o rdre  (1-il), s i  il e s t  l e  p lus  g r a n d  des  n o m b r e s  il, j,, 
kl ... I l  y a u r a  a lo r s  i c e r c l e s  a y a n t  un c o n t a c t  e f fec t i f  d ' u n  or- 
d r e  p l u s  é l e v é ,  e t  l e s  r a y o n s  d e  c e s  i ce rc l e s  s e r o n t  n u l s ;  l a  
c o u r b u r e  s e r a  i n f in i e .  

20. EXEMPLES (voir la planche, fig. VIII) 
1.O Soit la courbe 

~ = 2 x ~ + x ~ ~ ~ 2 e ~ ~  - y 6 = ~ ,  

Appliquant h ce cas les formules du no [17] ou l a  méthode suivie dan8 
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le no [16], on trouve pour les équations des trois cercles osculnteurs en O: 
C o = - x + x 2 +  y 2 = = 0 ,  

C , = +  x 4-x2+ y2=07 

Ce'= 2x+x8-t-y"0. 

On voit d'ailleurs que la courbe, représentée par l'équation donnée, est 
une courbe complexe formée des trois paraboles: 

2.O Soit la courbe : (voir la planche, fig. V I L )  

Les trois cercles osculateurs en O ont pour équations: 

a étaut [une des racines cubiques imaginaires de l'unité; un seul de ces 
cercles est donc réel. 

3." Soit la courbe: (voir la planche, fig. /X.) 

S = ~ ~ + x ~ y ~ + y ~ = o .  

Un cercle de rayon quelconque, tangent en O B Oy,  a avec la courbe 
un contact effectif du 1" ordre seulement; il y a un seul cercle osculateur, 
et son rayon est nul; le cercle de rayon nul rencontre la courbe en six 
points coïncidant avec le point O. 

Ces résultats sont bien d'accord avec le théoréme V, no [19]; car dans 
le cas actuel, on a 

d'où 

NB. La deuxième partie de ce travail, qui traite de la courbure en un point multiple 
d'une surface, a paru déjà dans le Journal mathématique, publie a Berlin par Mr. BOR- 
CHARDT (t. 72, pag. 340-349). 
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Sopra la teoria della inversione 
di un sistema di funzioni ("). 

(del  prof. R. LIPSCHITZ, a Bonn.) 

0 uando in un campo determinato G delle variabili reali z,, z,, ... z, é 
dato un sistema di funzioni FI, F,, . . . F, reali e ad un sol valore, che hanno 
le derivato prime parziali, rapporto a queste variabili, finite e continue in 
tutto il campo, si pua dimandare quali condizioni debbono essere sodisfatte 
affinché inversamente ad ogni sistema di valori delle funzioni FI, F',,. . . F, 
corrisponda un solo sistema di grandezze z, , z,, ... z,. 1 concetti, per mezzo 
dei quali JACOBI ha fondato la teoria dei sistemi di funzioni di più variabili 
sopra la teoria algebrica dei determinanti, conducono alla prima condizione, 
che il valore del determinante funzionale del sistema di funzioni FI, F,, ... 
F, rapporto al sistema delle variabili z, ,  z , ,  ... z,, in tutto il campo G abhia 
sempre 10 stesso segno. 

Per aggiungere a questa altre condizioni, in modo da avere un sistema 
di condizioni sufficienti perché la esposta relazione necessariamente debba 
verificarsi, bisognava mettere in giuoco, con opportune transizioni, il con- 
cetto di RIEMANN della semplice connessione di una varietà. 

Ora io svilupperd dapprima un sistema di condizioni che sodisfh alla que- 
stione, e poi dard un processo teorico per mezzo del quale possono esser 
rappresentate le grandezze z, , n,, . . . z, che corrispondono univocamente a 
un dato sistema di valori delle funzioni F I ,  F,, ... F,. Affinch& questi pro- 
blemi siano sciolti anche nella supposizione che sia dato un sistema di 
funzioni f,, f 2 , . . .  f, delle variabili complesse y,, y ,,.. . y,, conviene riguar- 
dare, secondo il metodo del sig. KRONECKER (**), le parti separate delle va- 

(*) Dai Nachrichten della SocietL delle scienze e dell'universita di  Gottinga (1770, 
n." 22). 

("*j Sopra i sistemi di  funzioni di pi2 variabili: Monatshericht der Berliner Akademie, 
marzo 1869, pag. 177. 
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riabili cornplesse y , ,  y2,... y,, come variabili reali z,, z ,,... z2, e contem- 
poranean-ieiite le parti separate delle funzioni cornplesse f,, f,,.. . f, come 
funzioni reali FI, F, ,  . .. f im di quelle 2m variabili reali; allora il metodo 
prescelto conduce al10 scopo. 

Il campo G delle variabili reali z , ,  z,,. .. z, sia determinato dalla con- 
dizione cile in esso certe funzioai di queste variabili a un sol valore non 
possano raggiungere, O rispettivamente non possano superare certi dati va- 
lori costanti, e sodisfacciano a questa condizione soltarito valori finiti delle 
singole variabili n, , z,, . . . n, : e rie1 contorno IZ del campo G quelle fun- 
zioni siano rispettivamerite uguali a quei dati valori. Se diamo a una fun- 
zione 1% della serie dello date funziorii FI, F , ,  . .. FR un valore ammissibile 
C a ,  l e  disuguaglianze Fu - C G >  O ,  ed F, - C a  < O derioteranrio due pezzi, 
nei qiiali il campo G é diviso dalla equazione F R -  Ca=O. Kel sistema di 
equazioni : 

F,=C,, F2=C,  ,... F,,=C, (1) 

sono imposti a tutte le  funzioni Fa valori costanti Ca. 
Se da questo sistema di equazioni se  ne toglie una coppia qualunque 

F,= CI, ed PI = C I ,  le rimaiienti n - 2 equazioni tra le variabili z,, z,, . . . 
z, determinano una varietà del secondo oïdine M,,, .  11 contomo della va- 
riet.A Mk,, sia una varietà di primo ordine cliiusa, che appartiene al contorno 
K del campo C;. 

Ora una varictà del secondo ordine s i  dice s e m p l i c e m e n t e  c o n n e s s a ,  
quando per mezzo di ogni varietà di primo ordirie, che si estcnde semplice- 
mente da un sistema di valori del suo contorno fino ad un altro sistema di 
valori dello stesso contorno, essa rimane divisa in due pezzi separati ("); 
ed io suppong30 che la variet& MB,! sia seml~licemente connessa. Suppongo 
quindi che nella medcsima, tanto la  equazione Fk= C k ,  quan to la  equazione 
FI-- Cl,  ciascima p e s a  separatamente, rappreseriti m a  varietà di primo or- 

(*) RIEMANN: Fondamenti di una teoria generale delle funzioni di m a  varinbile com- 
plessa: no 6 (Arinali d i  Matematica, serie 1" t. 2). Invece delle espressioni l i n e e  e S U -  

p e r f i c i e  sono iritrodotte ne1 testo le espresüioni: ~ y a r i e t à  d e l  p r i m o  e d e l  s e c o n d o  
ordine. n 
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dine che si  estende semplicemente da un sistema di valori della variet& che 
forma il contorno a un secoiido sistenia di valori della medesima, e che am- 
bedue queste varieth del primo ordirie O abbiano c o m m e  un numero finito 
di sistemi di valori aventi tra ~ O P O  differenze finite, O coincidano in parti 
finite, ma che perd non possiedano in comiine un infinito numero di sistemi 
di valori discontinui. Ammetto inoltre che la  varieth d!fk,z non possieda sin- 
golarith di alcuna specie; in seguito defiiiiremo precisamente questa espres- 
sione. Allora, s e  per ogni sistema di valori nell'intero campo G il determi- 
nante funzionale 

é sempre m a  grandezza del10 stesso segno, epperd non é mai zero, si pud 
dimostrare che al dato sistema di equazioni (1) non pu6 sodisfare più di u n  
sistema di valori z,, z ,,... 2,. 

Una dimostrazione di  questo teorema si pub dedurre dalla considerazione 
di una forma analitica, che ho già considerata in un' altra occasione (*). 
Alla funzione intera e omogenea di primo grado degli n differenziali dz,  

nella quale i coefficienti a,, n ,,... a, sono funzioni delle vaïiabili n,, z ,,... 
z,, reali, a u n  sol d o r e  e differenziabili, date ne1 campo G ,  corrisponde 
la  forma bilineare relativamente ad ambedue i sistemi di differenziali dza 
e dzS 

la quale per una sostituzione di altre variabili qualunque, ilivece delle va- 
riabili ZR, rimane c o v a F i a n t e  alla fuiizione omogenea (2); per a e ,8 si 
debbono prendere tutte le coppie di numeri differenti della serie da 1 ad f i .  

Una determinata applicazione di questa forma (3) serve a l  presente scopo, 
e dB contemporaneamente una dimostrazione del teorema che la espressione 
(2) é u n  diflerenziale esatto, quando la forma (3) & identicamente uguale 
a zero. 

(*) Ricerche intorno aEEe funzioni intere e omogenee d i  n differenziali: Giornale di 
Crelle, t. 70, pag. 72. Monalsbericht der Berl. Ak. gennajo 1869, pag. 50. 

Annali di Naternc~tica, tom0 IV. 31 
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Delle n(n- ') varieth Mk, basta considerame una sola, e questa sia 
2 

alla varieta Mn,,,, corrispondono le n-2 equazioni 

Se  a ,  p, y sono numeri qualunque della serie da 1 ad n, e si pone 

è noto che si ha (a ,  P)  + (p, a) 5 0 ,  e dalle ( 5 )  si deduce questa equazione 
fra tre diversi differenziali d ~ a ,  dzg , dzy 

Intorno alle condizioni da verificarsi perche una delle grandezze (a ,  P )  
nella varietà &fn-,,, possa annullarsi, si parler& estesamente phi sotto. Qui 
si ammetterh soltanto, che l'annullarsi delle (a, P) n o n  possa accadere i n  
a l c u n a  p a r t e  d i  q u e s t a  v a r i e t à ,  bensi sia possibile in una varieth di 
primo ordine che giaccia in Mn,,,,; e che per ogni sistema di valori ap- 
partenente alla varieth Mn-,,, , ne1 quale (a, P) é positivo O negativo, 
l'unit& Ea,g prenda il segno di (a, fi). La varietà Mn-,,, k cos1 fatta che, 
quando tra le variabili siansi scelte due qualunque zy, za, le altre variabili 
Za divengono tutte dipendenti da queste, dove ad ogni sistema di valori 
zy, ZJ possono evidentemente corrispondere più sistemi di valori delle va- 
riabili Za. 

Sostituiamo adunque nella forma (3) ad ogni differenziale dz,, dzg la 
d z  d z, 

espressione A d z y ,  d;; dzy, e ad ogni differenziale dza, dza la espressione 
~ Z Y  

d za -dm, * d m ;  moltiplichiamo la forma per la unith cy,6 e- integriamo 
d ns dzs 
sopra una parte T semplicemente connessa della varieth Mn-,,,, dove gli 
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aumenti dzy ,  dzg sono presi soltanto positivi; avremo la espressione 

della discussione della quale dobbiamo occuparci prima d'ogni ultra cosa, 
a z a  azs a z a a z ,  

1 determinanti - - - - - possono esser rappresentati facilmente a z y b  a m a n y  
in modo esplicito, servendosi della equazione (7). Se uno dei numeri a, P 
6 uguale ad uno dei numeri y ,  6, per es. se a b uguale a y ,  il corri- 

a Z, spondente determinante diverrà - e la equazione 
d ZJ. 

darh il risultato 

Con una ripetuta applicazione del medesirno, si ottiene per ogni coppia di 
numeri a ,  ,ll 

(9") 

La diretta sostituzione di questi valori trasforma la espressione 1" ne1 modo 
seguente 

Se invece si scioglie I in una somma d'integrali, e nell'integrale 

s' introducono le variabili za , Z, come variabili indipendenti della integra- 
zione, siccome per la (9") il determinante della sostituzione ha il segno 
e,,pey,s, cosi questo integrale diviene 

E,,! da. d z,: JJ(8-aza 
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e si ha la equazione 

Queata dimostra che il valore della espressione 1 & indipendente affatto dalla 
scelta delle variabili zu, as. 

~ o i c h b  dalla equazione (a, P)+ (P, a)= O segue l'altra + ~ p , a  = 0 ,  si ha 

e quindi: 

dove s i  deve sottrarre il numero n da tutti gl'indici maggiori di n. La 
introdiizione delle variabili indiyendenti d'integrazione na, . ~ a + ~  dLt la equa- 
zione : A 

e quindi 

La espressione tra parentesi é la derivata completa della funzione Cla rap- 
porto alla variabile z,,,, per un valore costante di na. Dunque, se nedla 
integrazione da effettuarsi relativamente all'eleinento dzadza+, si dLi, un 
valore costante alla variabile na, si pud eseguire immediatamente la integra- 
zione indefinita rispetto alla variabile %a+, in quell'intervallo della stessa, 
in cui la grandezza E,,,,, rimane invariata. 1 valori delle funzioni ottenute 
colla integrazione indefinita s i  devono prendere negativi nei posti dove la 
variabile Znct entra ne1 campo della integrazione, e positivi nei posti dove 
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ne esce. Siccome le variabili in questa integrazione hanno soltanto incre- 
menti positivi, cosi, purchb la variabile z,,, si muova sempre verso l'in- 
terno del campo della integrazione, per ogni posto d'iilgresso clZa+, O una 
quantita, positiva, e per ogni posto di egresso una quantità negativa. Ora 
bisogna esaminare accuratamente i limiti deçl' intewalli per la variabile 
z,,,, i quali si trovano in parte su1 contorno della varieth T, e in parte 
nelle varieth di primo ordine nelle quali la grandezza ( a ,  a -t 1 )  b uguale 
a zero. 

11 contorno della varieth T sia determiilato in modo che nell'interno di 
T certe funzioni a un sol valore delle variabili z , ,  z,, ... n, possano otteners 
soltanto valori positivi; quando si considerano s~xcessivamente le diverse 
parti del contorno, denoteremo sempre con O la funzione relativa. Allora, 
ne1 passaggio da un sistema di valori del contorno ilell'interno della va- 
rieta T, il differenziale d O  & una grandezza positiva. Aggiungendo al si- 
stema delle equazioni (5) la equazione 

ed eliminando n - 2 differenziali, si ha 

R a , , d ~ a - - R a d ~ a + ~ = ( a ,  a + i ) d @ .  (16) 

Ora, siccome nella integrazione che si deve effettuare, il valore indefinito 
della variabile za rimane costante, e puindi d z a =  O ,  per il differenziale 
dzacl abbiamo 

R,dza+ ,  =-(a, a-i-l)dO H (4 7) 

dove Ra non pu6 essere uguale a zero. Se denotiamo il segno di questa 
grandezza con E,, i l  differenziale dz,,, pcr un moto della variabile za,, 
diretto verso l'interna del campo della integrazione ha il segno - &a*ca,a+l.. 

Dunque per ci6 che abbiamo detto, ogni posto d'ingresso b caratterizzato 
dalla equazione &a&a,a+l =-1, e ogni posfo di egresso dalla equazione 
EaEcc,a+l =+ 1, e la funzions Ea,a.hi au ottennta dalla (14) colla integrazione 
indefinita rispetto alla variabile za,, acquista in ogni poslo del contorno 
della varielà T il salore EuCla. 

Resta ora da stabilirsi corne pu6 annullassi la grandezza (a, a $- 1) nella 
varieta Mn-,,, in una varieta del primo ordine. Fra il differenziale di una 
variabile dipendente zy  e i differenziali delle due variabili indipendenti Za 

e na,,, si ha dalla (7) la equazione 
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Siccome nella integrazione rapporto a z,+,, & il differenziale dz,=O, si  ha  
la equazione 

(y, a)dzn+, +(a,  a + l ) d z y = O  

dalla qiiale dzy B pienamente determinato finché la grandezza (a ,  a + l )  
é differente da zero. Percid, finchb questa condizione B sodisfatta, da  ogni 
sistema di valori (z,, z,, .. . z,), se za rimane costante e Za+, si  aumenta 
di dz,,,, si perviene ad un secondo sistema di valori pienamente deter- 
minato. Sopra abbiamo osservato, che quando la  varietà Mn-,,, è riferita 
alle variabili indipendenti z~t, za+r,  ad ogni sistema di valori za, za+, pos- 
sono appartenere più sistemi di valori dell'altra variabile zy, e da ci6 che 
ora abbiamo detto consegue che il coincidere di più di tali sistemi di valori 
pud solo accadere là dove la grandezza ( a ,  a + l )  si annulla. L'annullarsi 
i n  u n a  p a r t e  d e l l a  v a r i e t à  Mn,,,, & già stato escluso. Per le varieth di 
primo ordine, nelle quali (a, a +  l )  si annulla, io ammetto che, se  ad una 
ta1 varietà appartiene la combinazione di valori Za, ZU+,, per u n  movimento 
diretto verso l'interno della vürietà Mn-,,, col valore di za tenuto costante, 
la variabile za,, passa ottenere soltanto u n  aumeilto dza,, di dato segno; 
che a questo movimento della variabile z,,, corrisponda il passaggio da un 
determinato sistema di valori zy a due sistemi di valori z, differenti tra 
loro; che la  grandezza ( a ,  a f l )  sia positiva per uno di questi sistemi di 

valori, negativa per l'altro; e che la  integïazione della espressione dza+, 
(a, a + 1) 

estesa da questo sistema di valori a un altro che abbia una differenza fi- 
nita con esso, offra u n  significato preciso. Queste condizioni definiscono la 
espressione usata sopra, che la varietà Mn-,,, non possa contenere nessuna 
specie di singolarità. Un semplice esempio pel prescritto comportarsi di una 

z: zp na varietà del secondo ordine ci b dato, per n=3, da FI=-+- +-, dove 
4 b, b, 

b,, b,,  b,  son:, costanti positive; la equazione F,=C, rappresenta allora 
la varietà M,,,. ~e esposte condizioni generali rimuovono il dubbio che pu6 
nascere, nella eseguita trasformazione di iritegrali doppi, dallo annullarsi 
delle grandezze (y, d) ne1 denominatore. Queste condizioni producono inoltre 
nella integrazione da eseguirsi nell'interno della varietà T rapporto alla va- 
riabile Za+.l, mantenendo costante z,, il seguente effetto. Ciascuna varietà 
di primo ordine contenuta in T, nella quale la  grandezza ( a ,  a +  4 )  si 
annulli, è il limite di due campi in uno dei quali E a , a + l = l ,  e nell'altro 
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- 
f ~ , a + ~  - - 1. agni sistema di valori di questa varieta di primo ordine, per 
%a costante, forma per la variabile za+, in ambedue i campi contemporanea- 
mente O un punto d'ingresso O un punto di egresso, perché l'aumento dn,,., 
ha in ambedue i campi 10 stesso segno. Quindi, per la integrazione relativa 
alla variabile n,,,, nei sistemi di valori della suddetta varietli. si presentano 
sempre ambedue i valori della fuiizione +a, e - a u  che reciprocamente si 
distruggono. Perci6 il risültato finale contiene soltanto i valori della fun- 
zione corrispondenti al contorno della varieth T, precedentemente determi- 
nati, e prende questa forma (*) 

Qui bisogna fare una osservazione rispetto aegli n seegni E,. Se per si 
intende una funzione a un sol valore delle variabili z,, z,, ... z ,  e s i  for- 
mano le  n equazioni 

e se R é il determinante delle n2 quantita dei primi membri, ed B diffe- 
rente da zero, risolvendo le  equazioni abbiamo 

Rdz,=Rad@. (21 )  

Da queste sono determinati gli n differenziali dza per l'unico differenziale 
da, e i segni degli n diEerenziali dz, si ottengono da quelli E, delle Ra e 
da quelli delle grandezze R e d@. Se fissiamo che il differenziale d @  abbia 
il segno del determinante R, ogni differenziale dz, avrà su1 contorno della 

I l  risultato per il caso n=2 & dato da RIEMANN nella citata mernoria: Fondamenti 
etc.,-pag. 9, e nell'altra: Lehrsatze aus der Analysis situs etc.  (Giornale di Crelle, t. 54, 
pag. 105). Il risultato per il caso n=3 si  trova ne1 lavoro di H. HANKEL: Sulla teoria 
generale del moto dei fluidi, Gottinga 1861; di questo lavoro non ho perb cognizione che 
per un estratto inserito nei Fortschritte der Physjk, 1861, pag. 57. 
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varietà T, a cui le equazioni (20) si riferiscono, il segno di Ra. Questa de- 
terminazioce ,dd il senso in cui un sistema di valori percorre la relativa 
varietà chiusa di primo ordine, e coincide colla determinazione fornita da1 
pr inc ip i  O di  p a s s a g g i o ,  sviluppato da1 sig. KRONECKER (*). L'elemento 
dell' integrale semplice N & la forma lineare ( 2 ) ,  l'elemento dell' integrale 
doppio b la forma bilineare (3) covariante alla 
esprime l'eguaglianza dei due integrali. 

2. 

Ora faremo una doppia applicazione della 
applicazione supporremo 

che in  tutto il campo G 
dizioni d'in tegrabilità 

Siccome in conseguenza 
avremo la equazione 

che la forma (3) si 

siano sodisfatte per 

di cid la espressione 

forma (2), e la relazione (19) 

relazione (19). Per la prima 
annulli identicamenre, ossia 

la forma (2) le n(n.-1) 
con- 

2 

I é uguale a zero, dalla (19) 

Ne1 contorno della varieth T semplicemente connessa prendiamo un si- 
stema fisso di valori [z,  (O), n, (O), ... z,(O)] e un sistema di valori mobile 
(z,, z,, ... z,) e chiarniamo S ed Sr le due parti nelle quali é spezzato il  
contorno da questi due sistemi di valori. La parte S sia quella che cresce - 

quando alle variabili z,, z,,. . . z, del sistema mobile si danno gli aumenti 
cl d z,, ê, d z, ,. . . c,dzn. Allora l'equazione (23 )  mostra che 1' integrale 

esteso alla parte S e l'integrale 

(*) Nella memoria citata, pag. 160. 
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esteso alla parte Sr sono tra loro uguali. Se un sistema di valori (r,, c,, . . . 
3,) percorre la parte S da1 sistema [z, (O), z,(O) ,. . . z,, (O)] sino al sistema 
(zl, za,.. . z,), ogni variabile 5, riceve l'aumento cadca; se un sistema di 
valori (j ' ,, (,, .. . 3%) percorre la parte Sf da1 sistema [z, (O), z,(0) ,... z,(O)] 
sino al sistema (z,, z,, ... z,), ogni variabile r, riceve l'aumento - ~ a d c a .  11 
valore B dell'integrale (23*) B quindi indipendente dalla variet% del primo 
ordine sopra cui si estende l'iiltegrale stesso da1 sistema di valori [z,(O), 
z,(O),. .. z,(O)] sino al sistema (z,, z,,. .. z,), e B t5 quindi una funzione 
delle variabili z,, z,, ... z,, che si annulla quando per ogni valore di a sia . 

za=za(O). Se con x s'intende una grandezza data, positiva, piccola quanto 
si vuole, e con va una frazione propria, positiva O negativa, si potrii a 
cagione della continuita della funzione aa per ogni sistema di valoïi ( z , ,  
z,, . . . 2,) dare a una variabile Za un tale aumento Ca, non tnutanlo le altre 
variabili, che si abbia 

Questa, passando al limite, ci dice che la derivata della funzione O rapporta 
alla variabile za B uguale alla grandezza aa, e mostra cosi, corne doveva 
essere, la integrabilità della espressione (2) nella supposizioiie delle equa- 
zioni (22). 

Se b data una funzione 8 delle variabili z , ,  z,, ... z,, la quale per il si- 
sterna dievalori z,=z,(O) riiviene uguale a zero, e le cui derivate prese 
rispetto a za sono uguali rispettivamente alle quantitl Ga, e se pub clarsi 
per ogni sistema di valori (z,, z,,. . . 2,) del campo G a ciascuna variabile 
na un aumento ta indipendente, quanto alla sua grandezza, da questo sistema 
di valori, il quale, essendo x una grandezza positiva, data, piccola quanto si 
vuole, corrisponde alla equazione 

si pua' dimostrare che questa funzione 8 b identica colla funzione sopra 
definita B. Il mio amico e collega EORTUM verbalmente mi ha fatto avvertire, 
che la condizione (24*), necessaria per la dimostrazione, dev'essere espressa- 

a8 . mente formulata, poichh la  equazione - c= aa pud sussistere beizissimo, a na 
senza che questa condizione sia sodisfatta. Questa rifiessione B di natura 
molto affine a quelle fatte da1 sig. HEIR'E nella memoria Sopra le serie 
trigonometriche, Giornale di Crelle-Borchardt, t. 71, pag. 353. 

Apznali di Matematica, tomo IV. 32 
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Per tutte le funzioni Fy del dato sistema supporremo percid che la equa- 
zione 

possa essere sodisfatta ne1 modo dichiarato. Allora la espressione (23*), 
ammesso che sia 

da l'equazione 

La corrispkndente supposizione vale anche per la effettuazione di ogni in- 
tegrazione definita, e quindi anche per quella che si fa per ottenere la 
equazione (19). 

La seconda applicazioné della equazione (19) si ottiene prendendo per 
le funzioni aa 

In conseguenza di questa determinazione, si ha 

e la somma che bisogna prendere nella (10) rispetto agl'indici a e ,û diviene 
uguale al determinante funzionale del sistema F,, F,, ... F, 

Sostituendo questa espressione nell'integrale H, e la espressione (26) nel- 
l'integrale N, le (10) e (19) danno la equazione 

La deduzione della equazione (19) richiede, corne abbiamo precedentemente 
osservato, la supposizione che allora abbiamo fatto. Poichb ora si applica 
la sostituzione (26), dovranno sodisfare a questa supposizione tanto le de- 
rivate prime quanto le seconde delle funzioni Fy. 
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La equazione (28) ne1 caso n=2 si riduce alla 

aF,aF,  aF,  a F ,  ) d z , d ~ , = f i ( ~ & ~ d z ,  +- a F2 e2 d z,) (29) 

3% 
stabilita da RIEMANN nella memoria: Sopra  le superficie d i  area minima 
entro  un dato contorno,  pag. 12. Un assiduo studio di questa equazione 
mi ha condotto alla dimostrazione del teorema sopra enunciato, che adesso 
passo ad esporre. 

Supponiamo che esistano due sistemi di valori differenti tra loro [z, (O), 
z ,  ( O ) ,  .. . zn (O)], ossia W(O), e [z,  (1), z, ( l ) ,  . . .. z ,  (l)], ossia W(l) ,  che so- 
disfacciano alle n equazioni (1) 

F,=C,, F,=C, ,... F,=Cn. 

Consideriamo ora una qualunque della varieth Mk,l e questa sia sempre la 
varieth Mn-,,,. Secondo la fatta supposizione, sia essa semplicemente con- 
nessa, e nella medesima tanto la equazione Fn-, = C,-, quanto la equa- 
zione Fm= Cn rappresentino varietà di primo ordine, che da un sistema di 
valori della varieth formante il contorno si estendano semplicemente sino a 
un altro sistema di valori del10 stesso contorno. Quindi Mn-,,, rimarrà divisa, 
tanto dalla varietà di primo ordine F,-, = Cn-, , quanto dalla varietà di pri- 
mo ordine F,=C,, in due varieth s e m p l i c e m e n t e  c o n n e s s e  Q"), le  quali 
sono caratterizzate rispettivamente dalle disuguaglianze F,,, - > O ,  
F-,- C,-,<0 ed Fn-C,>O, Fn- C,<O. 1 sistemi di valori W(0) e W(1) 
appartengono ciascuno ad ambedue le varieth Fm-,= C,-, ed F,= Cn, ed in 
ambedue il passaggio da1 sistema di valori W(0) al sistema di valori W(1) 
b possibile in un sol modo. Per la supposizione fatta, le varieth F,-, = C,-, 
ed F,= C, hanno in cornune nella varieth Mn-,,, O un numero finito di si- 
stemi di valori differenti tra loro, O esse coincidono completamente in parti 
finite. Bisogna considerare separatamente questi due casi possibili. 

Ne1 primo caso, sia W il primo sistema di valori ne1 quale le varieth di 
primo ordine F,,,=C,-, ed F,=C, s'incontrano muovendosi, ne1 modo che 

(*) RIEMANN: Fondamenti, ecc. n.O 6. 
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abbiamo detto, a partire da W(0). Denotiamo con S la parte della varieth 
F,-,= C,,, che si estende da W(0) a W, e con Sf la parte della varietà 
l<= C, che si estende da W(0) a W. Allora S ed S' formeranno il con- 
torno di una parte finita, semplicemente connessa, della varieth M , - i , n  e 
riferiamo a questa parte T la equazione (28). In questa equazione l'inte- 

S aFa-l cadza B composto di due parti, 'la p~ima delle quali è -ale F.xax 

estesa ad S, la seconda ad SI. Il primo integrale esteso ad S ha il valore 
zero, perche, secondo la definizione, per ogni sistema di valori di S l'ag- 

aK-l&,dza 'si annulla. Ne1 secondo integrale esteso ad Sf 1s gregato ZUT a A, 
funzione Fm ha il valore costante C,, quindi 

a Fn-i eadza B ,  a cagione della (25*), uguale alla difftrenza L' integrale 2, - a 2, 
dei valori della funzione F,-, per i valori W e W(0) epperd, nelle vigenti 
relazioni, uguale a zero. Dunque si annulla anche il secondo integrale e 
quindi anche tutto il valore del primo membro della (28). Per conseguenza, 
colle supposizioni fatte, si ha la equazione 

Fin qui non ci siamo serviti' di alcuna supposizione speciale rispetto al 
determinante funzionale A. Ma si deve ammettere che A in tutto il campo 
G ,  e quindi anche in tutta la varieth T, non muti mai segno. Ora poichè. 

E 
iiel preeedente integrale 1' elemento A d  q d z d  b sempre positivo, e la 

(Y, 86) 
grandema A sempre positiva O sempre negativa, il valore dell'integrala non 
pua annullarsi , e la equazione (30) contieiie una contraddizione. Dunque 
l'ipotesi che le eqriaz;oni (1) siano sodisfatte da ambedue i sistemi di valori 
W(0) e W(1), e incompatibile colla supposizione che in Mn,,,, le varieth 
di primo ordine Fm,,= C,-, ed Fa= C,, abbiano in comune un numero finito 
di sistemi d i  valori finiti, differenti tra loro. 

Il secondo caso che deve considerarsi quanto ai sistemi di valori W(O), 
W(1), B quel10 in cui le varieth di primo 'ordine F , , s  C,,, ed 3'. = C .  
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contenute in  Mn-,,,, in un moto eseguito da, W(0) a W(1), coincidano in 
una parte finita:$ c,hiaro che per questa parte i differenziali totali delle 
funzioni Fa dovrebbero allora essere tutti uguali a zero. Ma dalle equazioni 

segue l'annullarsi de1 determinante funzionale A ,  che per supposizione é 
escluso. Dunque questo secondo caso non pu6 aver luogo, come non pu6 
aver luogo il primo, e rimane percid dimostrata la proposizione, che le n 
equazioni (i), sotto le condizioni stabilite, possono essere sodisfatte soltanto 
da un unico sistema di valori z,, z ..... z,. 

... Se riguardiamo con RIEMANN le n variabili 2,: z,, z, corne le coordinate 
di un punto in nna varieth n-upla [Sopra le ipotesi che servono di fonda- 
wento alla geometria (*)], ne risulta che la presente ricerca non contiene 
il concetto dell'elemento lineare di questa vdriet8. Le sopra accennate de- 
duzioni di RIEMANN della equazione (19) ne1 caso n=2 mostrano, confrontate 
sotto questo punto di vista, una notevole differenza. L'integrale denotato 
con N nella (19) é riferito ne1 primo lavoro all'elemento lineare della cuïva 
che forma il contorno del pezzo di superficie T, al contrario ne1 secondo 
lavoro B riguardato come l'integrale di una espressione di due differenziali. 

Quando si verificano le condi'zioni, sotto le quali le .equazioni 

F,(z,, z ..... n,,)=X, 
F, (zi, n,,. .. z,) = X,  
. . . . . . . . . . . . .  

..... F,(z,, z x , ) = X ,  

P) dnnali di Matematica, seris 2" t, 3@, pag, 315. 
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... possono essere sodisfatte da un solo sistema di valori (z,, z,, z,), la de- 
terminazione di questo sistema di valori pu6 effettuarsi ne1 modo seguente. 
Sostituendo il sistema speciale di valori za=za(0), si ha il sistema di 
equazioni 

S i  dimanda prima qual'é il sistema di valori [z, (1), z ,  ( l ) ,  ... z, (l)]  il quale 
sodism alle n equazioni 

La totalita dei sistemi di valori per i quali tutte le funzioni Fp, ad ecce- 
zione di f i ,  prendono rispettivamente i valori fissi Xg(0), mentre al con- 
trario Fn percorre con continuith i valori da X,,(O) a X,, forma una semplice 
varieth di primo ordine, ed & caratterizzata dall'annullarsi degli n - l  dif- 
ferenziali delle Fp, cioé da1 sistema di equazioni 

Ques to  p u 6  r i g u a r d a r s i  c o m e  u n  s i s t e m a  d i  e t luazioni  d i f fe ren-  
z i a l i  o r d i n a r i e ,  per  i l  q u a l e  l e  n g r a n d e z z e  zo d i p e n d o n o  d a l l a  
va r i  ab i l e  i n  di pen  d e n t  e F,,. La risoluzione alg-ebrica'delle equazioni (34) 

d z  
dh pei quozienti differenziali -, poichb il determinante funzionale A non 

d F  
pu6 mai divenire uguale a zero, le espressioni finite a un sol valore 

Bisogna determinare le grande.zze na. in  modo che, mentre la variabile F, 
va da1 valore X,(O) al valore X , ,  esse variino con continuith, e per il va- 
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lore F, = X ,  (O) sodisfacciano alle equazioni za = za (O). Allora i l  sistema di 
valori [ z , ( l ) ,  z, [1), . . . z , ( I ) ]  che sodisfA alle equazioni (33) B quel10 che 
corrisponde al valore F, = X,. 

' 

- 
Il problema cosi espresso B contenuto ne1 problema generale: date in un  

i 9 n K 4 9  n 

certo campo delle variabili reali x, y, y ,... y le n fiinzioni f (x7  y, y ,... y) 
a un sol valore, reali, finite e continue, integrare i l  sistema di equazioni 
differenziali 

d y  K  1 2  n 

-=f(x, y7 y,... y) d x  
i 9 n 

in modo che le  n funzioni y, y , .  .. y variino con continuith mentre la va- 
riabile indipendente x percorre un certo cammino finito, e per i l  valore 

K I  

x=xo contenuto in questo cammino prendano valori dati y = y,. In una 
. ricerca che io ho intrapresa in  connessione col presente lavoro, ma che ho 

pubblicata indipendentemente (*) si deduce, sotto certe condizioni di conti- 
4 9  n 

nuith, per mezzo di un processo graduato, un sistema di funzioni y, y,. .. y 
CC K  

che sodisfà alle poste condizioni colla precisione che si vuole. Sia poi y = Y 
una tale soluzione; \si spezzi l'intervallo della variabile esteso da xo a x,+A 
interpolando nell'ordine della loro grandezza i valori x,, x, , . . . x,-;; denoti 
a 

E, una frazione propria, positiva O negativa, A una data grandezza positiva, 
piccola quanto si vuole; il numero a vada da I a p - l ;  il sistema di valori 
GC 

y = Y, appartenga al valore x=xa7 e si abbia la serie di equazioni 

a 

Allora in quel lavoro B dimostrato che il sistema Y é identico col sistema 
a 
y menzionato di sopra. Coerentemente alle osservazioni fatte sopra per le 
equazioni (24) e (24*), io formulo il verificarsi della precedente serie di 
equazioni espressamente come una condizione. Nella integrazione dei sistemi 
di equazioni differenziali ordinarie, che si considerano nei lavori da me pub- 
blicati, 'é supposto che yuesta condizione & sodisfatta. 

\+) Disamina della possibilitd d'integrare conapletamente un sistema dato di eqzcazi&i 
diferenziali ordinarie: Annali di Matematica, serie 2a, t. 2, pag. ,288. 
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sr 9 n 
Le condizioni di continuith esposte per le funzioni f ( x ,  y, y,. .. y) sono 

sempre sodisfatte, perche esse hanno le loro derivate prime rispetto alle va- 
9 n 

riabili y, y,. . . y a un sol valore, finite e continue (*); anche queste derivate 
debbono possedere le proprieta sapa esposte per le equazioni (24%). Nel- 
lfapplicazione al sistema di equazioni differenziali (35) si fa manifesto che 
questa supposizione b una conseguenza delle condizioni che sono state po- 
ste prima. Infatti le derivate prime rapport0 alla variabile delle espressioni 
1 dA -- rapport0 alla variabile zs sono composte colle derivate prime e se- 
n d F , , ~  
conde delle funzioni Fy rapport0 alla variabile 28, e per queste derivate 
delle funzioni Fy B stata fissata nell'art. 2 la proprieth della quale B parola. 
Se le funzioni I;j si concepiscono ottenute colla integrazione di differenziali 
esatti, le condizioni corrispondenti conducono appunto alle derivate parziali 
seconde. Nelle vigenti relazioni, si ho dunque una rappresentazione del si- 
stema di valori [z ,  ( l ) ,  z ,  (1), . . . z,(i)] che sodisfà alle equazioni (33). 

Dopo che r;i & determinato il sistema di valori [z,(l), z,(l), ... z,(l)], si 
domanda quel sisterna di valori [z, (2), z, (2), . . . 2,(2)] che sodisfh alle n 
equazioni 

Qui la totalità dei sistemi di valori, per i quali si ha 

mentre la funzione F,,, prende con continuith i valori da Xn-, (O) a X,,,, 
forma una varieth semplice di primo ordine che é caratterizzata da1 sistema 
di equazioni 

- 

(*) Ne1 lavoro citato, pag. 300. 
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Questo da il sistema di equazioni differenziali ordinarie 

dove le grandezze Za variano con continuith quand0 la variabile indipen- 
dente Fn-, va da1 ralore 1,-,(O) al valore Xn-,, e per il valore I;n-,=X,-,(O) 
devono sodisfare alle equazioni Z a  = Za(0).  Della integrazione del sistema 
(38) vale tutto cid che si é detto della integrazione del sistema ( 3 5 ) ,  e ' i l  
sistema cercato [z,(2), 2,(2), ... z , ( 2 ) ]  che corrisponde al valore F,+,=X,-,, 
pud, sotto le  relative condizioni, riguardarsi corne conosciuto. 

È: chiaro che si pud ripetere il processo indicato e yervenire a una de- 
terminazione del sistema (z,, z,, . . . z,,) che sodisfA alle equazioni (31), colla 
successiva integrazione di n sistemi di equazioni differenziali ordinarie che 
hanno la forma (35). Qui ha perd significato essenziale la circostanza, che 
se in queste integrazioni si muta l'ordine delle funzioni Fa, muta anche il  
processo di tutte le operazioni per le quali si ottiene il risultato definitivo. 
Quindi non è in alcun modo evidente che le determinazioni che si otten- 
gono con i differenti processi conducano al10 stesso risultato. Ma poichb la 
ricerca fatta ne1 primo articolo da il modo di conoscere le condizioni suf- 
ficienti perche il sistema ( 3 1 )  determini in modo unico le grandezze za, l a  
supposizione di quelle condizioni dB diritto ad asserire che, per mezzo del 
processo esposto, le grandezze z, , z,, . . . z, vengono rappresentate nella 
loro unica dipendenza dai valori Xi, X,, .. . X,; ne1 che consisteva appunto 
10 scopo di questo processo. 

Ora applichiamo le considerazioni esposte ad un sistema di funzioni com- 
plesse. Sia il numero fin qui denotato con n uguale a un numero pari 2m,  
sia i iiguale alla unità imaginaria ~7, gl'indici p, q ,  .. . trascorrano la 
serie dei numeri da 1 ad ria, e tanto due funzioni For quanto due variabili 
zg siano combinate per mezzo delle equazioni 

fp=J'p+iFrP+p, y p = ~ p + i ~ W + 4 .  (39) 

Affinché una espressione f, sia una funzione complessa delle na variabili 
cornplesse y,, & necessario e sufficiente che tra i differenziali 

df..=dF,-+- id., :-p, dyn=dz,+~idz,,, (39") 
Annali di  Matematica, torno 1V. 33 
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si abbia la equazione 

df,= &fP, ,d~,  

dove le f,,, denotano espressioni complesse, finite, dipendenti dalle variabili 
z,, z, ,. . . 2,. Se questa relazione si confronta colla relazione che ha luogo 
in generale 

dfp=dFp+idFm,,= 1 

si  ha il sistema di relazioni 

che reciprocarnente ha per conseguenza l'equazione (40). 
Supporremo che per ciascuna delle espressioni /, abbia luogo la relativa 

equazione (40), ossia che le espressioni f!, formino un sistema di funzioni 
delle variabili complesse y,, y,, . . . y,,. Ora la soluzione algebrica delle rn 
equazioni (40) dia il sistema di determinazioni 

dy, = ;rl,~,,PdfP. (43) 
Se qui 6 perrnesso di riguardare le grandezze reali z,, z,, ... z,, corne fun- 
zioni dei valori reali F I ,  F,,. .. F2,, le espressioni y,,, divengono funzioni 
dei valori FI, F,, ... Fzm, e le equazioni (43) esprimono il fatto, che le 
grandezze y, sono funzioni cornplesse delle grandezze complesse f',. Quindi, 
tostoché per mezzo delle condizioni sviluppate nei primi articoli, le gran- 
dezze reali z,, z,, . .. z,, sono fuilzioni a un sol valore dei valori reali f,, 
f,, ... f,,, si è in diritto d'invertire questa relazione per il sistema di funzioni 
f i ,  f, ,... fzm delle variabili complesse y,, y, ,... y2,, e di considerare le  gran- 
dezze y,, y,, ... y, corne funzioni complesse a un sol valore delle variabili 
cornplesse f,, fa, .  . . Pm. 

Per formare in questo cas0 il determinante funzionale A delle funzioni 
reali FI, Fa ,... Fz, rapport0 d l e  variabili reali z,, z ,,... z2,, denotiamo 
con ffp, y',, f'p,q le  espressioni rispettivamente coniugate ad f,, y,, f,,,. 
Dalla (399 si hanno allora le equazioni 

e dalla (40) le equazioni 

d f'p = 2 p  dPrP,q dyfv 
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Ora tra i diffei8enziali introdotti sussistono tre sistemi di 2m equazioni 
lineari; per mezzo del primo si esprimono d F p ,  dF,,, per df,, df',, per 
mezzo del secondo dfS, d f r ,  per dy,, dyrq, per mezzo del terzo dy,, dy', 
per dz,, dz,,,. Ciascuno di questi sistemi di equazioni lineari ha un pro- 
prio determinante, e per teoremi noti si ha che il determinante funzionale 
cercato A é uguale al prodotto di questi tre determinanti. Denotiamo con 
I$p,ql il deferminante dell'equazioni (40), con Ifl,,,l quel10 dell'equazioni (45), 
sarR facile a vedersi che per i tre menzionati sistemi di 2m equazioni i 
determinanti del primo e del terzo hanno valori reciproci, mentre il deter- 
minante del secondo & uguale al prodotto 1 f,,q 1 . 1  f',,q 1. Dunque il prodotto 
dei tre determinanti & uguale al secondo di essi, e per il determinante fun- 
zionale A si ha la espressione 

A=lfP,ql'IP'P,ql* (46) 

Separando ne1 determinante 1 f?,,, 1 le parti reale e imaginaria, essendo [ffp,,l 
coniugato ad If,,, 1, si ha 

If,,,l=A + Bi, IffP,,l=A- Bi  (47) 

e quindi : 
A = A P +  BZ. (48) - 

Dunque il determinante funzionale A & la somma di due quadrati, e percid 
essenzialmente positivo, come ha osservato anche il signor KRONECKER (*). 

S e  le grandezze z,, z,,. . . z?,, in virtù delle condizioni sopra esposte, 
debbono essere funzioni a un sol valore delle variabili F,, F,:.. . F,, , ne1 
campo G il determinante funzionale A deve avere da per tutto 10 stesso 
segno. Ne1 caso presente A non pud divenir mai negativo, e pud annullarsi 
soltanto quando le parti reali A e B contemporaneamente si annnullano. 
Dunque ne1 campo G non possono essere contenuti quei sistemi di valori 
per i quali avvien questo accidente. La totalità dei relativi sistemi di valori 
non pu13 mai formare altro che una varieta ( 2 ~ - 2 ) ~ P ' ~ .  Ne1 cas0 2rn=2, 
questi sistemi di valori debbono essere, come & noto, valori singolari. 

Bonn, 6 ottobre, 1870. 

(*) Ne1 luogo citato, Pi!g .  177. 
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Alcuni teoremi di statica razionale 

( d e l  D.' GIUSEPPE BARDELLI, a Milano.) 

1." Il iferito. un sistema di forma invariabile a tre assi ortogonali delle 
x, y, z ,  siano: n il numero delle forze, P l'intensitit di una qualunque 
tra esse, x, y, z le coordinate de1 suo punto di applicazione, a, P,  y i 
s u o i  cosen i  d i  d i rez ione .  Indichiamo con X, Y, 2, M*, My, Ms le  somme 
delle componenti delle forze secondo gli assi ed i momenti delle coppie com- 
ponenti poste nei tre piani ortogonali, e si ponga: 

X 2 + Y 2 + Z e = R 2  

Il momento risultante Mo del sistema corrispondente al punto di coordinate 
x,, y,, no, ritenute le denominazioni : 

Mzo=M,- yoZ+5, Y 
MyO=My -.z,X+X,Z 
M,,=M,-2, Y + yoX 

vien clato dall' equazione : 

Mi = M2,, + Mgyo + hl2,,, 

e se  chiamiamo O, l'angolo che l'asse della coppia di momento Mo fa con 
una retta data di cui siano A, p, v i coseni di direzione, avremo: 

Mocos8=ilMzo+pMyo -+ vMzo. 

l3e da questa e dalla precedente eliminiamo Mo,  si trova: 
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Quando si ritengano le x,, y,, x,  variabili, questa equazione rappresenta il 
luogo dei centri di riduzione ai quali corrispondono coppie risultanti i cui 
assi sono egualmente inclinati alla retta data. Corne é facile il provare, il 
luogo ora determinato B una superficie cilindrica di secondo ordine avente 
le generatrici parellele alla direzione della forza risultante, e la cui sezione 
retta B un'ellisse, un'iperbole od una parabola, secondo che l'angolo 8 é 
minore, maggiore od eguale all' angolo, che il piano perpendicolare alla 
retta data fa colla direzione della risultante. Quando la retta si prenda pa- 
rallela alla direzione della risultante, la superficie cilindrica riesce di rota- - 
zione, e la sua equazione si deduce dalla precedente ponendo in luogo di 

X Y Z  A, p, v rispettivamente - , - , - , con che si trova R R R  

il moment0 risultante : 

B in questo cas0 costante per tutti i punti di una stessa superficie, varia 
coll'angolo O da una superficie all'altra e riceve il valor minimo Mm per 

T 8 
8=0. Sottraendo da ambo i membri della (2) la quantith e ponendo 

le denominazioni : 
R 3 = Y M s - Z M y  
R V = Z M , - X M ,  (3) 

R2 C=XMy - YM, 

si giunge con facili riduzioni alla seguente: 

{ ( Y , - B ) Z - ( Z ,  - C ) Y 1 2 + { ( ~ g - C ) X - ( ~ o - A ) Z } B  

+{ (x,-A) Y- (y , - .B )Z) '=&l  e,tangDO. 

L'asse di questa superficie, O a s  s e c e  n t  r a l  e del sistema, ha per equazioni : 

nelle quali si decompone la precedente quando si supponga 8=0. Il raggio 
A della sezione retta è dato dall' equazione : 

R A = ~ ~ ~ O  
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e combinando questa colla superiore, che dCt il valore di Mo, si deduce: 

M i = M , +  R2AS. 

~ e r  le cose dette, la proprietb che comunemente viene assunta quale de- 
finizione dell'asse centrale di un sistema di forma invariabile, deriva da una 
proprieth più generale delle coppie risultanti del sistema stesso, giacchh la 
superficie cilindrica ordinaria di cui il medesirno b asse, e che venne con- 
siderata primamente da POINSOT nella sua Statica, é un cas0 particolare 
del sistema di superficie cilindriche rappresentate dalla (1). 

7C 
Per 8 -  l'equazione (1) si riduce alla seguente: -2 

e quindi il luogo dei centri di riduzione a cui corrispondono coppie risul- 
ianti aventi 'gli assi perpendicolari ad una direzione data B un piano pa- 
rallelo a questa direzione ed a quella della forza risultante. Se invece sup- 
poniamo 8 = 0, avuto riguardo alla relazione : 

(1) si decompone nelle due: 

q , - a _ y , - 6 - z o - c  
- p .  

X Y Z 
dove si B posto: 

RZacos~=pM,-vMa 

R2bcos$=vMy-AM, 

RZc~os~=A:M,-pM, 

h X $  pY+ vZ=Rcoscp; 

onde il luogo dei centri di riduzione, corrispondentemente ai quali gli ami 
delle coppie risultanti riescono paralleli ad una retta data, & una retta pa- 
rallela alla direzione della forza risultante. L'asse centrale pud considerarsi 
come un caso particolare della retta ora'determinata;, giacché dalle equa- 
zioni di questa si deducono quelle già trovate, col fare: 

XR=X, p ~ = ~ ,  VR=Z. 
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2 . O  Si conducs pel punto x,, y,, z ,  la parallela alla retta g ih  immagi- 
nata, si prenda su di essa a partire da1 punto in un verso deterniinato una 
lunghezza L, e si chiami A la minima distanza tra questa retta e l'asse 
centrale, avremo : 

ossia : 

Ma dalle equazioni (3) deduconsi facilmente le seguenti: 

per le quali la precedente colla sostituzione diviene: 
n 

ARsenR L=hM,+pMy+ vM,+X(y,v-z,p)+ Y(z ,h -  x,v) + 
A 

Z(x,p - y,%) -2Cfmcos R L ,  

e chiamando N il momento della coppia del sistema, che ha per asse la 
retta L, il cui valore è dato dalla: 

avremo : 

A questa equazione debbono sempre soddisfare un momento qualunque N del 
n 

sistema, componente O risultante, e le quantitl A,  R L  che vi si riferiscono, 
ed essa esprime, che il momento stesso pud sempre considerarsi come risul- 
tante dei due momenti posti in piani ortogonali, Mm: RA. Se perd N è 
momento risultante, ha luogo la relazione: 
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epperd la precedente si riduce a: 
.A 

A R = N s e n R L ;  

da queste, quadrando e sommando, ottiensi l a  relazione gih veduta: 

Dati i momenti di due coppie componenti NI, N,, gli angoli O,, O, che i 
loro assi fanno coll'asse centrale, e le loro minime distanze A,, A, da questo, 
purch& i due assi non siano entrambi ne perpendicolari ne paralleli all'asse 
centrale, si possono sempre assegnare i valori della risultante e del mo- 
mento minimo. Infatti, per la (6) si hanno le equazioni; 

N,=M,cos0,+ A,RsenO, 

N2=Mmcos02 +A,RsenO, 

da cui ricavansi R ed Mm. Se i due momenti dati sono risultanti basta per 
ciascuno di essi conoscere la minima distanza del suo asse dall'asse cen- 
trale, onde avere la forza risultante ed il moment0 minimo, i quali si dedur- 
ranno in ta1 cas0 dalle seguenti: 

N ;  = M,,= + Ra A; 

Ni= MmB+ R2Aq. 

L'cquazione (6) pu6 servire altresi ad assegnare la minima distanza A 
quando si conoscono le altre quantith che entrano in essa, e quindi anche 
ad individuare la posizione dell'asse centrale quando per tre coppie distinte 

n 
si conoscono gli elementi N, A ,  LR oltre ad R ed Mm. 

3 .O  Date due rette (O forze) P, Q in grandezza, direzione e verso, non- 
ch8 le posizioni delle rispettive origini, si indichi con: 

[P, QI 
il volume del tetraedro costruito sulle medesime, a cui attribuiremo i l  segno 
positivo O negativo a seconda che la rotazione segnata da una di essa in- 
torno all'altra, presa corne asse della stessa direzione e verso, sia da sinistra 

n@-1) 
a destra O da destra a sinistra, e con V la somma degli 2 

volumi 

dei tetraedri, che si ottengono combinando le forze del sistema due a due. 
Considerando due forze Pr, P, qualunque, chiamando 6,,, la minima distanza 
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ira le loro direzioni, avremo : 

(97 -YS) (yraa-yaar) + (2,-  2,) -a,Pr) j. 
Moltiplicando in ordine le equazioni delle due terne: 

X=CPa, M Z = Z P ( y y  - z p )  
Y=CPP, m r Y = z P ( z a - x y )  

Z = C P y ,  Mz=CP(xP- ya)  

e sommando i prodotti, si ottiene facilmente: 

X M ,  t YM, t ZM, = 2 PrP,{ (xr  - x,) (Pr y, - P6 y,.) + 

dove gli indici r ,  s,  diversi tra loro, debbono ricevere tutti i valori 1, 2,.. . 
7%. Per la precedente e pel valore di T avremo: 

T=6Ç[PT,  P8]=6V, V) 
relazione la quale dimostra la notissima proprieth del trinomio T di essere 
indipendente dalla scelta degli assi coordinati. Per la relazione fondamentale, 
che lega la teoria delle coppie a quella dei momenti, B possibile esprimere 
il moment0 N di una coppia qualunque del sistema di forma invariabile 
mediante le grandezze delle componenti, gli angoli che le loro direzioni 
comprendono coll'asse della coppia, e le minime distanze 6 tra queste e le 
direzioni stesse (*); si ha pertanto: 

cid posto, la equazione trovata ne1 numero precedente: 

si pud facilmente tradurre in nna relazione tra volumi: moltiplicando per 
L e richiamando il valore di Mm, si trova: 

(*) BRIOSCHI: La Statiea dei sisterni di forma invariabile, Cap. III. 
Annali di  Matematica, tom0 IV. 
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ossia : 

Si supponga la risultante diretta secondo l'asse centrale, allora: 
n 

L R A s e n L R = 6 [ L ,  RI 
e per la (7) risulterà: 

quest'equazione d2t il mezzo di calcolare la somma dei volumi dei tetraedri 
aventi per singoli opposti una retta qualunque e ciascuna forza del sistema, 
quando si coiioscano: il volume del tetraedro costruito fiulla retta e sulla 
risultante, supposta diretta secondo l'asse centrale, e la somma dei volumi 
dei tetraedri i cui spigoli opposti sono le forze date prese due a due. Ac- 
cenneremo ad alcune conseguenze a cui conduce la medesima. 

Il secondo membro della (8) riceve un valore costante, quando, consi- 
A 

derando sempre 10 stesso sistema di forze, siano costanti L, A, LR, cioe 
quando L sia presa su  una generatrice rettilinea qualuuque dell'iperboloide 
ad una falda di rotazione, che ha per asse l'asse centrale e A per raggio 
del cerchio di gola; e siccome le  generatrici stesse sono assi di coppie 
risultanti aventi lyegual momento, cosi possiamo stabilire i l  seguente teo- 
rema: Se i n  u n o  qua lunque  d e g l i  a s s i  d e l l e  c o p p i e  r i s u l t a n t i  d i  
e g u a l  momen to ,  s u p p o s t i  i medes imi  c o n d o t t i  p e i  r i s p e t t i v i  cen -  
t r i  d i  r i d u z i o n e ,  s i  p r e n d e  u n a  c o s t a n t e  l u n g h e z z a  ( c h e  po- 
t r e b b e  r a p p r e s e n t a r e  i l  m o m e n t o  r i s u l t a n t e ) ,  e s i  c o s t r u i s c o n o  
s u  di  e s s a  e s u  c i a s c u n a  d e l l e  d a t e  f o r z e  c o m e  s p i g o l i  o p p o s t i ,  
i t e t r a e d r i ,  l a  somma dei v o l u m i  di  q u e s t i  s a r à  c o s t a n t e .  

Quando la retta L si fa coincidere colla risultante applicata a qualsivoglia 
centro di riduzione, si ha: 

A 
L R = O ,  [L, R]=O 

e quindi in qualunque sistema di forze: 

2 [ R ,  P ] = V .  (10) 

Il secondo membro della equazione trovata, gli stessi valori di L ,  A, 
n 
R L  mantiene 10 stesso valore, se essa si fa sussistere per un altro sisterna 
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di forze equivalente al  primo, giacché i due sistemi dovranno ammettere la 
stessa risultante, 10 stesso moment0 minimo e l'identico asse centrale. Sia 
Q una qualunque delle forze del sistema equivalente, risulter8: 

Z [ L ,  Pl=); [L, QI; 

se le forze Q sono due sole QI, Q, sarh: 

c [ L ,  pI=[Q,, L] +-[Q,, LI ,  

e se supponiamo L coincidere con R, si ha: 

c [ R ,  Pl=[QL, RI -t- [Q,, A] 
e per la (8): 

v=[Q,, R]+[Q,, R]=[Q,, Q,] (11) 

nella quale è contenuta la climostrazione di un notissimo teorema di CHASLES. 
Se la retta L b presa in un piano perpendicolare alla risultante, si ha: 

e quando invece é parallela alla risultante: 

La prima di queste relazioni si verifica anche 
riducibile ad una risultante unica e qualunque 

ne1 cas0 che il sistema sia 
sia la retta L, perché sap- 

piamo dover allora essere T=O e quindi V=O. Allorquando si consideri 
un  sistema in equilibrio, dovendo essere nulli l a  forza risultante ed il mo- 
mento minimo, se ne conclude: 

[R, L]=O, V=O, C [ L ,  P]=O; 

la seconda di queste contiene un conosciuto teorema di M ~ B I U S ,  e la terza, 
surrogando ad L successivamente le forze del sistema, fornisce n equazioni,. 
clie si verificano nell'equilibrio di qualunque sistema, da me date in altra 
occasione, ma seguendo un metodo diverso (*), e che vennero in seguito 
trovate anche da1 signor SPOTTISWOODE (%%). 

3 . O  Immaginiamo un secondo sistema di forma invariabile affatto indi- 
pendente da1 primo. Siano Q la granclezza di una qualunque delle sue forze,. 

A*) Rendiconti dell'lstituto Lombardo, 1866, vol. III, 
. (**) Comptes rendus, 1868, N.O 2. 
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d la minima distanza che la sua  direzione h a  dalla direzione della forza P 
qualsivoglia de' primo sistema; e per inclicare tutti gli altri elementi che 
si riferiscono al nuovo sistema, ci serviremo delle lettere gi& usate con ana- 
logo significato pel primo sistema, ma accentate. Posto: 

W= XIIL, + Y%, + ZAC, + X, nf, + Y,  iwy + z, M~ y) 
e scguendo Io stesso metodo che ci ha  servit0 al calcolo di T, troveremo: 

II valore di Mi pub 
minima clistanza B 
remo a porre nella 

essere calcolato altrimenti come segue. Si determini la 
t ra  gli assi centrali dei due sistemi: percid comincie- 
(8) L = R, , A = D ed avremo : 

poi per m e r e  N, moment0 della coppia del primo sistema, che ha  per assc 
l'asse centrale del secondo, faremo nella ( 5 )  le seguenti sostituzioni 

e richiamando anche le  (4), troveremo: 

(*) S e  con M ed Md indichiamo i momenti r isul tant i  dei due sistemi corrispondenti 
A,-. 

all'origine degli assi coordinati, e con ïiillR, JfRi gli angoli cEie l'asse risultante di un 
sistema comprende coll'risse centrale dell 'altro, a l  valore di W possiamo dare l a  seguente 
forma : 

A n 
W =  &IRI cos lMRl +- Mi R cos Xi R. 

Questa relazione insieme alla (12) 
W=BL[P, &] 

yenne da ta  anche da1 ch." signor Prof.' CHELINI nella s u a  recente memoria: Sulla com- 
posizione geometrica dei sistemi d i  rette, d i  aree e d i  puwti, pubblicata dall' Accademia 
di Bologna, e dellii quale io ebbi comunicazione soltanto quando il mio breve lavoro e r a  
gia  compilato. L a  seconda poi di quelle relazioni trovasi altresi dimostrata, come vend 
nomi av ïe r t i to  da1 Prof.' CREMONA, i n  uiia anteriore rnemoria del10 stesso signor Prof. 
CHELINI: Sugli nîsi centrala delle forze e delle rotanioni ntdl'equilibrio a ne1 moto dui 
colpi (Bologna, 1866). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



B ardel l  i : Alcuni teoreini di statica razionale. 26@ 

e finalmente, eliminando N colla superiore: 

Eguagliando i  due valori trovati di TV ed introducendo la notazione dei 
volumi , abbiamo : 

Quest'equazione dimostra il seguente teorema: Dat i  d u e  s i s temi  qua-  
l u n q u e  d i  fo rma  i n v a r i a b i l e ,  pe r  ca l co la re  l a  s o m m a  d e i  v o l u m i  
d e i  t e t r a e d r i  c h e  s i  possono c o s t r u i r e  combinando  c i a s c u n a  fo rza  
d e l l ' u n o  c o n  c i a s c u n a  fo rza  d e l l ' a l t r o ,  b a s t a  c o n o s c e r e  i l  vo- 
l u m e  d e l  t e t r a e d r o ,  c h e  ha p e r  s p i g o l i  oppos t i  l e  d u e  r i s u l t a n t i ,  
s u p p o s t e  d i r e t t e  s e c o n d o  i  r i s p e t t i v i  a s s i  c e n t r a l i ,  e  l e  somme 
d e i  v o l u m i  de i  t e t r a e d r i  c h e  s i  o t t e n g o n o  comhi i iando i n  cia-  
s c u n  s i s t e m a  l e  f o y z e  d u e  a  d u e .  

Se si applica l'equazione (9) a ciascuno dei due sistemi prendendo per 
retta L successivamente le risultanti RI R !  si hanno le seguenti equazioni: 

sommando membro a membro ed avendo riguardo alla (12), si trova: 

È facile enunciare il teorema contenuto in questa equazione: Dat i  d u e  
s i s t e m i  a f f a t t o  i n d i p e n d e n t i  d i  f o r z e ,  l a  s o m m a  de i  vo lumi  d e i  
t e t r a e d r i ,  c h e  n a s c o n o  da1 c o m b i n a r e  c i a s c u n a  fo rza  d e l l ' u n a  
c o n  c i a s c u n a  clell' a l t r o  , p i 6  i l  v o l u m e  de l  t e t r a e d r o  cos  t r u i t o  
s u l l e  d u e  r i s u l t a n t i  d i r e t t e  s e c o n d o  i r i s p e t t i v i  a s s i  c e n t r a l i ,  
e g u a g l i a  l a  somma d e i  t e t r a e d r i  c h e  s i  o t t e n g o n o  combinando  
c i a s c u n a  forza  d i  un  s i s t e m a  co l l a  r i s u l t a n t e  d e l l ' a l t r o ,  e v i c e -  
v e r s  a.  Deriviamo alcuni corollari. 

Quando l'uno dei due sistemi, Fer es. il secondo, B in equilibrio si ha: 

R,=O, [R ,  R,]=O, Z[R,P]=O, X[R,, Q ] = O  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



270 Bar de 11 i : Alcuni teoremi di sta tica razionale. 

- e quindi anche: 
q p ,  QI=% 

teorema di CHASLES (*). 
Se i due sistemi sono riducibili ad un'uiiica risultante: 

2 [P, QI = LR, 41, 
e se inoltre le direzioni delle risultanti si incontrano, sar8: 

[R, R1]=O, Z:[Rl, l ' ]=O1 C [ R ,  Q]=0 

e quindi ancora: 

z [ p ,  Q ] = O  
e per conseguenza : 

w= O (y. 
Supponiamo il secondo sistema equivalente al primo, dovranno verificarsi 

le condizioni : 
n 

R=R,,  RRl=O, V=Vi, [R, R,]=O, 

ed allora dalla (13) deduciamo: 

C [ P ,  Q]=2V. 

Consideriamo in particolare il sistema di due forze dirette secondo due rette 
reciproche ed equivalente al dato; chiamando QI, Q, le iiltensith delle due 
risultanti parziali, avremo : 

C[P, Q1l +C[P, Q21=2V 

e per la relaziorie (II) gih trovata al numero precedente: 

W', Q,l+W% QJ=21[Q, R]+[Q,, R ] { = 2 [ Q l ,  Q,]; 
possiamo pertanto concludere col seguente teorema : R i  d O t t O u u s i s  t e- 
m a  d i  forma i n v a r i a b i l e  a d u e  s o l e  f o r z e  a g e n t i  s e c o n d o  d u e  
r e t t e  r e c i p r o c h e ,  l a  s o m m a  d e i  2 n  v o l u m i  d e i  t e t r a e d r i  c h e  s i  
o t t e n g o n o  combinando  c i a s c u n a  de l l e  c o m p o n e n t i  con  c i a s c u n a  
de l l e  r i s u l t a n t i  p a r z i a l i ,  & u g u a l e  a l  doppio  d e l  v o l u m e  de l  t e -  
t r a e d r o  a v e n t e  p e r  s p i g o l i  oppos t i  q u e s t e  u l t i m e .  » 

(9 Journal  de Liouville, tome XII, pag. 213. 
(''1 BRIOSCHI: La Statica dei sistemi di forma invariabile, Cap. VII. 
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Pu'otiamo infine, che la relazione (43) stabilita indipendentemente dalla (9) 
comprende questa stessa corne caso particolare, alla quale si riduce quando 
si consideri il secondo sistema costituito di una sola forza Q, e si ponga: 

Q=L, R,=L,  V,=O 
cosiché 1' equazione : 

é la più generale fra le  analoghe che possono dare relazioni di volumi te- 
traedri che risultano dalla considerazione simultanea di due sistemi di forze: 
da essa infatti si possono derivare tutti i teoremi dimostrati negli ultimi 
due numeri precedenti. 

Milano, gennajo 1871. 
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Sopra la corrispondenza 
del secondo grado 

fra due'sistemi semplicemente infiniti 

(de l  sig. D.' EMILIO W E Y R ~  di Praga.) 

1. a uesta corrispondenza, Io studio della quale é importantissimo per 
uua grande classe di problemi geometrici, fu infatti giCl considerata ed ado- 
gerata specialmente in riguardo alle curve piane del terz'ordine, alle curve 
gobbe del qpart'ordine e prima specie, O diciarno in generale in riguardo alle 
curve del primo genere. Ecco il concetto della corrispondenza suddetta. 

Abbiansi due sistemi X, Y, ciascuno format0 di una infinith semplice di 
elqmenti, individuati univocamento dai valori di un solo parametro, in ta1 
modo che anche.viceversa ad un elemento corrispouda uno ed un solo valore 
del parametro. Tdi  sistemi possoncr essere per esempio punteggiate del ge- 
nere zero (cioè giacenti sopra curve del genere zero) O fasci di curve, O 
fasci di superficie eçc. Avremo diinque nei due sistemi X, Y due parametri 
x ,  1/ per la determinazione dei loro elementi; ma si intende che il para- 
metco x del sistema X pu6 avere nn'altra significaeione da quella del pa- 
rametro 9 nel sistema Y. Fm i due sistemi avrh luogo una corrispondenza 
del secondo grado,, quando a ciascun elemento dell'un sistema corrisponda 
algebricamente una coppia, di elementi dell'altro sistema; cioh quando i pa- 
rametri di due elementi corrispondenti siano legati fra loro da una equazione 
algebrica del- secondo grado rispetto a ciascuno dei due parametri. Una tale 
equazione avrà, come si vede immediatamente, la forma: 

y2f0+  fi + f 2 = 0  (4 )  
dove 

f l=Aix2+Bix+ Ci; 
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A, B, C essendo costanti arbitrarie. Il  numero di tali costanti sarl  dunque 
nove;  una perd si pu6 tralasciare. Di qui segue che una corrispondenza 
generale del secondo grado B individuata quando si conoscano otto paja di 
elementi corrispondenti (*). 

IÈ: noto che in ciascuno dei due sistemi si trovano quattro e lement i  d i  
d i ramazi  on e (Vernweigungselemente) cioé elementi tali che i due a loro 
corrispondenti dell' altro sistema coincidono. Denominiamo con x, x, x, z, , 
yiy2 y, yP gli elementi di diramazione ai quali corrisponderanno rispettiva- 
mente gli elementi doppi y:": yiB yi9, X? X: xi2 X: de11' altro sistema. Per 
esempio corrisponde all'elemento x, l'elemento doppio y: ecc. 

Fra gli elementi di diramazione fu da1 celebre SALMON enunciato in forma 
geometrica il teorema seguente : 

1 d u e  g r u p p i  (xlx,xs:c4~, (y,y,y,y,) d e g l i  e lement i  d i  dirama- 
zione formano ( in  qua t t ro  manie re  d ive rse )  d u e  s i s t emi  proje t -  
t ivi .  

Noi ci proponiamo in questa breve nota da dimostrare i due teoremi se- 
guenti , forse non ancora couosciuti : e 

Anche i d u e  g r u p p i  ( X ~ ~ X ~ ~ X ~ , ~ X ~ ~ ) ,  ( ~ ~ y ~ ~ y ~ y ~ )  d e g l i  elementi  doppi 
formano (in q u a t t r o  maniere  d i v e r ~ e )  d u e  s i s t emi  p ro je t t iv i .  

E di piii: 
Ad o g n i  g r u p p o  d i  e l ement i  preni  f ra  g l i  elementi  xlx2x,x, 

~:~xfx~x',a de l  s is tema X cor r i sponde  p ro je t t ivamente  ( in  q u a t t r o  
manie re  d ive rse ) ,  u n  g r u p p o  di e l ement i  p r e s i  fra g l i  e l e m e n t i  
yi y, y3y4 y: y: gr y:2 del  sistema Y. 

Dimostreremo dunque il teorema generale: 
Gli e l ement i  d i  d i ramaz ione  e gli elementi  doppi nei  due si- 

s t e m i  l e g a t i  da u n a  c o r r i s p o n d e n z a  g e n e r a l e  del  secondo g r a d o  
formano ( i n  quat t ro  m a n i e r e  d ive rse )  d u e  s i s t emi  proje t t iv i .  

2. Cosi i tre primi teoremi come l'ultimo saranno dimostrati, se po- 
tremo affermare il teorema seguente : 

I l  s i s t e m a  X s i  pu6 ( i n  q u a t t r o  m a n i e r e  d iverse)  i n  ta1 modo 
p t o j e t t a r c  su1 s i s t ema  Y che  g l i  e l e m e n t i  d i  d i ramazione e g l i  
e l e m e n t i  doppi d 'un  s is tema coincidano cogl i  e l ement i  ana logh i  
del l ' a l t ro .  

(*) Una corrispondenza generale secondo [m, n] e determinata se sono dati (mn+m+n) 
paja di elementi corrispondenti. 

Annali di Matematica, tom0 IV. 35 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ili Tatti una -taie pfb]eziont? O, con altre parole, %nah3ale trasformazione 
Uneafd si .pud eEettuare id q-uattro maniere divdhe aome dra ci proponiamo 
di fa& 9edbre. , 3  A 

Se vogliam~' projettare il( sisfema X linearmente sopra Ir, basta porre : 

dove a, flJ y, 6 sono ppstanti qualsivogliano. Da1 sistema X dedurremo un 
sistema Yr ed 6 facile riconoscere che i due sistemj & ed 31' saranno pro- 
jettivi. Poichb i due sistemi Y ed YI sono sovrapposti, riterremo che per 
ogni elemento , si; considerato appartenente all' uno O all' alho, sia y =yf. 
-4desso abbiamo -due% sistemi Y, YI con elementi' comuni, e la projettivith 
fra Y f  ed X fa s i  ohejc'& m a  corrispoqdenza del secoudo grado fra Y ed Y' 
quando consideriamo un elemento y' di YI che corrisponde projettivamente 
all'elemento a: del &tema X, come corrispondenté ai due elementi che eor- 
rispondono ne1 sistemà Y all'elemento x. - t 

La equazione esprimente q ~ e s t a  corrisp~ndensa~ fra Y ed Yr si pu6 fa- 
cilmente dedurre dall'equazione (1) mediante la épazione (2) che esprime 
l a  projettivith fra Y' ed X. Mettendo (2) in f i  htteniarno: 

L J 

fi = A i ( a y ' + ~ ) ~ + ~ i ( a ~ ' + ~ ) ( ~ ~ ' + 8 ) + ~ ; [ ~ ' + 8 ) ~  
(Y Y' + q2 i 

ossia : 

fi' 
y'2(AiaP+~~a~$.Ciy2)ty'[2AiaP+Bi(a8+~y)+2Ciy8]+(~i~2+~i~%+~i82) 

- + (Aipq BiPG + Cib? 
avremo : 

onde tralasciaudo il fattore comune 1 
(y y + 8~ > la equazione (4) assumera la 

forma : 

che significa evidentemente a n c m  una corrispondenZa generde del secondo 
grado, ma fra i sistemi Y ed Y', perchb nelle funzioni 9 ai trova adesso il 
parametro y'. 
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Fra le -eosknti a y 6 p ~ s s i a m ~  considerarne 648 çoqieaqrbitr+rie+a6pnque 
le possiamo Ir;cwliege -in ta1 moda che s i p o  god$sfatta: t rs  caq$qioni, Fa* 
remo la scelta cosi che la equazione (3) divenga simmetrica iq  y $4 y', In 
questa erpu,wiom pbbiamo termini della forma q2vZ2 q 2 ~ r n ~ p 2 ~  LE?* w 2 , r g y ,  
x ,  y ,  1, e la equazione sarebbe evidentemente simmetrica se i coefficienti 
di xe y ed xy" poi di x%d y' e finalmente quei di x ed y fossero eguali. 
Ma questo dh precisamente tre condizioni alle quali.possiamo dunque sod- 
disfare médianta là-scelta delle costanti apyB.'Le condizioni della sinime- 
tria sono,' come si ;ede subito i. 1 7 

.. 
2 ~ , a g +  ~ , ( a a + ~ ~ ) +  2cOy8= A, $+b4ay+ cly9 
2A,aPd-rB2(a8 + ~ y ) + 2 C , y 8 = A , B 2 +  B 1 P 8 +  C,a2 

+ C2 ye - Aofl?+S-B,P8+ C,6" A,at + B , a y  
! -% 

alle quali soddisfacendo, la equazione (3) pren'derh la forma: 

n y 2 y r 2 +  b y y r ( y + y ' ) t c ( y Z  + y!') f d y y r + e ( y  -+ yf)-;t-f=Oi 45) 

Ma, che significaia simmetria dell'equamione (5)  esprimente l a  corrispon- 
denza fia i due sistemi Y ed Y'? ~videntementè essa esprime la proprietfr 
speciale che , -se consideriamo un elemento come appartenente all'uno od 
all' altro sistema, ad esso corrispondono in entrarnbi i casi gli stessi due 
elementi. Difatti, la e q u a z h e  (5) fornisce (a causa della sua simmetria) 
due valori y', y', c ~ r ~ i ~ ~ o n d e n t i  ad y che sono identifici con quei due valori 

ys che corrîspdndano ad yr, se & y'=$, In questa casa i du@ sistemi Y 
ed Y' non si possono più distinguere e formano ci6 che si potrebbe chia- 
mare u n  s i s t ema  s i m m e t r i c o  de l  s e c o n d o  g r a d o  (*). 

Dalla simmetria caviamo immediatamente che gli elementi y, y, y, y,  di 
diramazions del sistema Y sarapno anche quelli del sistema Y' e gli eie- 
menti doppi yyyFy',eyl,g di Y saranno anche gli elementi doppi di Y'. Di- 
fatti, siccomc all'elemento y ,  per es. corrispondono due elementi uniti in 
(yri2),  riguardandolo come elemento y', del sistema Y r  gli devono corrispon- 
dere (a causa della simmetria) gli stessi due elementi uniti in y:e (=yr:'); 
ne concludiamo dunque che y,(= y',) é simultaneamente un  elemento d i  

c*) L a  equazione (5) contenendo cinque costanti arbitrarie, mostra che un sistema sim- 
metrico del secondo grado é individuato rnediante cinque paja di elernenti corrispondenti. 
Per es. un cos5 fatto sistema generale d i  punti & determin~to dalla tangenti di ana conica 
soyra di una altra conica. 
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diramazione dei due &terni Y ed Yf  e, che y i 3 ( ~ y r 3  B sirnultaneamente 
un elemonto doppia dei medesimi. n 

Vediamô dunque che il sistema y, y, y, y, y:2yi2y y h congrsente col si- 
r r l  stema y ,  y ,y ,y', y't2,, 4 (perchB questi due sistemi giacoiono uno sopra del- 

l'altro) e ,  essendo Yf projettivo con X,  per conseguenza saranno i due 
sistemi y, y, y, y, yy y: . . J . ed x, x, 5 x, xiP xi2,. . projettivi fia loro. 

Le equazioni (4) rappresentano tre superficie del secondo grado le quali 
avranno otto punti d'intersezione comuni, giacché nessuna delle medesime 
passa per 1s curva d'interseeione délle altre due. Noi otterremo dunque otto 
sistemi di valori per le costanti aSy& Ma, questi otto sistemi devono essere 
per cosi dire, conjugati due a due, come si vede dalla seguente osservaaione. 

Pacendo la projezione mediante l'equazione (2) e in ta1 modo che il si- 
stema Y! divenga simmetrico col sistema Y, non intendiamo che questo. 
Ad un elemento y' di Y' corrisponde per la (2) un elemento y di Y, ed 
a quest'elemento corrispondono due elementi x,, 2, di X in consegiienza 
dell'equazione (1); ma, se consideriamo y' come un elemento di X, ad esso 
corrisponderanno in conseguenza dalla (1) due elementi y, y,' di Y, e la  
nostra intanzione & stata di  scegliere a, ,8, y, 6 cosi che gli elementi y,y, 
siano legati eogli elementi x, x, mediante l'equazione (2). Ma questo si pud 
(la possibilith é gi8 dimostrata) effettuare in due maniere che sono, come 
si potrebbe dire, conjugate. Infatti si piid domandare che si projetti x, in  
y, onde z, verr% poi projettato in y,, O che si projetti y, in x, e poi y, 
in xi. Ma aell'effetto finale qneste due projezioni non sono differenti fra 
loro; dunque degli otto sistemi che caviamo dalle (4) per a P y 8 ,  restano 
effettivamente soli quattro che danno luogo a projezioni differenti fra loro. 

Possiamo dunque considerare come dimostrato il teorema enunciato. 
3. Eell'articolo presente ci permetteremo di dare una dimostrazione 

puramente geometrica del teorema proposto. 
Quali sistemi X, Y legati dalla corrispondenza del secondo grado, vo- 

gliamo considerare i due sistemi di generatrici di un'iperboloide I. Due ge- 
neratrici x ,  y corrispondenti s'incontrano, in un punto p perché apparten- 
gono ciascuna ad un sistema diverso. Il luogo dei punti p sark dunque una 
curva C giacente sopra di I. Ciascuna generatrice di I incontra C in due 
punti, nei quali é incontrata dalle due generatrici dell'altro sistema che 
corrispondono ad essa. Di qui possiamo gi8 osservare che C dev'essere una 
curva gobba di quart'ordine e prima specie. Infatti, un piano qualsivoglia 
ha quattro punti comuni con C, che sono evidenteuiente i quattro punti 
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uniti delle diie serie cha determinano i due sistemi di generatrici corrirrpon- 
denti sulla conica comune al piano ed all'iperboloide. Essendo la cilrva CE 
da ciascuna generatrice' dell' iper\)oloide incontrata in d u e  punti, non pu6 
essere che una curva di prima specie. Tnoltre C B m a  cgrva generale di 
quart'ordine e prima specie; perche uIia tale mma é determinata conoscendo 
otto punti d'essa situati ad arhitrio sopra di 1; e per stabilire la  cgrrispon- 
denza fra i due sistemi di generatrici dobbiamo scegliere (corne abbiamo 
osservato poco fa) otto paja di elementi corrisportdenti, cosa che & precisa- 
mente equivalente alla scelta di otto punti ddla eueva. Possiamo dunque 
dire : 

S e  i d u e  s i s t e m i  d i  g e n e r a t r i c i  d i  u n ' i p e r b o l s i d e  s i  t r o v a n o  i n  
u n a  c o r r i s p o n d e n z a  ( g e n e r a l e )  de l  s e c o n d o  g r a d o ,  l e  g e n e r a t r i c i  
d i  u n  s i s t e m a  i n c o n t r a n o  l e  c o r r i s p o n d e n t i  g e n e r a t r i c i  de l l ' a l -  
t r o  n e i  p u n t i  d i  ü n a  c u r v a  g e n e r a l e  de l  q a a r t ' o r d i n e  e p r i m a  
spec i e .  E v i ceve r sa ,  o g n i  c u r v a  c o s i  f a t a , - s i t u a t a  ~ u l l ' i p e ~ b a -  
l o ide ,  dh l u o g o  a d  u n a  c o r r i s p o n d e n z a  ( g e n e a a l e )  d e l  s e c o n d o  
g r a d o  fra  l e  g e n e r a t r i c i  d e i  d u e  s i s t e m i  ("1. - 

Per la curva C passano, come si sa,  quattro coni di secondo grado; sia 
dunque O ,  i l  vertice di un tale cono e projettiamo C da O, come centro di 
projezione sopra il piano polarc di O, rispetto all'iperboloide. La projezione 
dell'iperboloide 1 sarh la conica P nella quale il piano di projezione sega 
l'iperboloide. Ciascuna tangente 8 di P 6 l'imagine d i  due generatrici O, ,  
0,  dell'iperboloide che ai segano ne1 punto di contatto della retta O colla 
conica P. La projezione della nostra curva C sarA la conica Cl intersezione 
del con0 (o C) col piano di projezione. 1 due punti m,  n nei quali O sega 
la conica Cl sono dunque l'imagine dei quattro punti min,, m,n, nei quali 
le due generatrici 8,' 0;incontrano la curva C. Di qui segue che le  quattro 
tangenti a ,  p, y, 8 comuni alle due coniche P ed Cl rappresentano una 
volta quattro generatrici'di un sistema, e l'altra volta quattro generatrici 
dell'altro sistema che toccano la curva C. Queste generatrici sono dunque 
gli elementi di diramazione dei due sistemi da noi considerati. Ma i quattro 

(*) Vi E anche una corrispondenza del secondo grado che si potrebbe chiamare ridu- 
cibile-, e che si presenta ne1 caso di una curva C con un punLo doppio. In  questo caso 
v i  B ne1 sistema X un elemento x, B ne1 sistema Y un elemento y ciascuno dei quali 
corrisponde due volte all'altro. Una tale corrispondenza tralasciamo nella nostra consi- 
derazione, percliè non vi sono pih quattro ma solamente due elemrnti di diramazione in 
ciascun sistema. 
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puntiila, b# C, Q nei al 6, ya 6 toccano I s  eonica P sono i punti di 
istsrsezlp~ne dalle. ntto g ~ n ~ a t r i c i  di diramazione, prese due a due, ed esr 
eendo, pote che il rapporta aaarmonioo di qiiattra geheratrioi dell'un sistema 
é eguale a) ~$ppspf a anarmoni~o di ~ u a t t r o  generatrici deil' altro sistema, 
quando esse aegane le .pnims in  q u a t t r ~  punti del medesirno piario, rimane 
dimo4trato il teorema = f 

I l  r appor to  azuarmqnieodel le  q u a t t r o  genera t r i a i  di  an, s i s t e m a  
taccant i  l a  c w r a  G & e g u a l e  a l  rappor to  a n a r m o n i e o  del le  qua t -  
t r a  g e n e r a t x i ç i  ds l l ' a l tpg  s i s t e m a  t o e c a n t i  l a  e t e s sa  c u r v a  C. 

1 quattro modi nei quali queste due quaterne di  geceratrici si possono 
msttere nella relmione di projettivith corrispondono ai quattro vertici O, ,  

oz, O,, O, dei coni$assanti per Le due quaterne si seganv quattro volte 
in quattro punti sopra le fawe del tetraedro ( O ,  o,o,o,) che è conjugato a 
SB stesso per ogni superficie di secondo grado passante per C. Ma il teo- 
rema dimostrato per la curva C, cioé pei due sistemi di generatrici, vale 
anche (a causa della generalith della ~orrispondenza fra i due sistemi) per 
due sistemi qualunque, i quali siano in una corrispondenza generale del 
secondo grado, Le imagini delle generatrici doppie, cioé delle otto gene- 
ratrici (quattro di c ia~cun sistema) passanti per i punti di contatto della 
curva C colle generatrici toccanti saranno evidentemente le quattro tan- 
genti che si possono candurre alla conica P pei quattro punti di contatto 
delle tangenti a P 7 8  colla eonica Cl. Ciascuna di queste quattro tangenti 
b l'imagine sirnultaneamente di una generatrice doppia dell'uno O dell'altro 
sistema, che s i  segano ne1 punto di contatto della loro projezione colla co- 
nica PI Abbiamo dunqiie il teorema generale che corrisponde a quel10 del- 
l'articolo precederite : 

- Sul l ' iperboloide  I g i a c c i a  una  curva  C d e l  quar t ' o rd ine  e prima 
specie .  V i  sono q u a t t r o  g e n e r a t r i c i  a,P,y,S, del l 'uno,  e q u a t t r o  
a,P,y98* d e l l ' a l t r o  s i s t e m a ,  t o c c a n t i  l a  c u r v a  C. P e r  i p u n t i  d i  
c o n t a t t o  de l le  a,B,y,8, passano  q u a t t r o  g e n e r a t r i c i  a:2,8:ay:26F del  
primo s i s t e m a ,  e per  i p u n t i  di c o n t a t t o  de l le  a,P,y,8, p a s s a n o  
q u a t t r o  g e n e r a t r i c i  a ~ e ~ ~ y f 6 9  del l ' a l t ro  s i s t e m a .  L e  o t t o  g e n e r a -  
t r ici :  a , P l y , d , a ~ 2 ~ 2 y ~ 2 8 ~ a  segano  l e  o t to  g e n e r a t r i c i  a,B,y,8,a~Fq'L./:BGaP~y~8~ 
secondo q u a t t r o  m a n i e r e  d i v e r s e  i n  o t t o  p u n t i  g i a c e n t i  i n  u n  me- 
desimo p iano .  1 p i a n i  c o s i  o t t e n u t i  sono l e  f a c c e  de l  t e t r a e d r o  
conj 'ugato a s é  s t e s s o ,  r i s p e t t o  a t u t t e  l e  s u p e r f i c i e  d e l  secondo  
g rada  p a s s a n t i  p e r  C. 
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1 pun'ti di cdntatèu della .clipva C colie generatpidi a, Pi. y a-, . . .c hanno 
le loro p~ojezioni nei punti di eontatto delle pnattro 'oangenti apya colla 
csonica Cl imagine di C. Dunqub vediamo che gli otto panthdi cmtatta; 
della curva C colle generatrici a, fi, Y, 6, a, ,8, y,\ gisccion~ in huattro mai. 
niere diverse due a due in quattro rette passantf pper m e  Btesso punW $ 
quattro punti cosi ottenuti sono i vertici del tetraedm xsoprddetto, ossix i 
vertici dei qiiattro cbni' di: secondo grado passasiti pet C, 

4. Da un punto qualnnque dell'iperboloide projettiama ora,  sopra un 
piano+ tutta la figura tracciata sull'iperboloide medesirno; avremo cosi il 
rreguente teorema, noto in parte: 

Sia C u n a  c u r v a  p5ana de l  q u a r t ' o r d i a e  c m  d u e  p u n t i  doppi  
4, 6,; per  8, s i  p o s s o m  -condur re  q u a t t ~ o  pette A,B,'C,ID, che 
la  toccanc, a l t r o v e  i n  q u a t t r o  pun t5  a,i3;.c,d,, a p e r  6, passano  
ana logamente  q u a t t r o  t a n g e n t i  A,B,C,D,  e ~ i a r r o  &,b,c,d, k p u n f i  
di  c o n t a t t o .  G l i  o t t d  r a g g i  A,, B,, Ci, Dl, B,(a,, Ib , ,  c,, d27 s e g a n û  
g1i a l t r i  o t t o  r a g g i  A,,  B,, CO, D,, &,(a,, b,, cl% dl) i n  q u a t t r o  mri- 
n i e r e  d iverse  in  o t to  p u n t i  d i  u n a  stesfra conica  p a s s a n t e  p e r  6, 
e 4. Due q u a l u n q u e  de l l e  q u a t t r o  c o n i c h e  css'i o t t e n u t s  h a a n o ,  
o l t r e  a 6,6,, una  s e c a n t e  comune,  e l e  s e i - s e c a n t i  a n a l & g b e  pas -  
sano  t r e  a t r e  per q u a t t r o  p u n t i  olo,o,o,, foi)rnbnd& uh quadrtin- 
go10 completo .  G l i  o t t o  p u n t i  a, b,o,d, a,b,e,d, giacoiano ilr q h a b  
 PO maniere  d iverse  d u e  a d u e  i n . q u a t t r o  raggi paçrsanti per  na6 
dei p u n t i  O (*). L e  q u a t t r o  c o n i c h e  s u d d e t t e  f inalmente s-egaiio 
l a  c u r v a  C (o l t re  6, e 8,) i n  sedick p u n t i ,  i n  c i a s ~ u n o  dei  qualS 
q u e s t a  c u r v a  h a  u n  c o n t a t t o  p u a d r i p u n t o  C O U  b n a  conica  pas -  
s a n t e  p e r  6, ed 8,. 

Se. prendessirno il centro di projezione sulla curva C, otterremmo un 
teorema analogo per le cubiche piane. Vogliamo salamente notare che per 
queste curve i punti O sono situati soprs la cubica, e hanno corne punto 
tangenziale comune il terzo piinto d'intekezione della cubica colla retta 
4 6 , .  I punti CS,, 6, sono in questo cas0 due punti presi ad arbitrio nella 
cubica (**). 

5. Se prendiamo un sistema 2 di generatrici dell'iperboloide I ed un 

I*) Cioé: congiungendo uno dei punti alblcLd4 con uno dei punti O ,  la retta congiuni 
gente passa anche per uno dei punti as6%c2df.  

(**) CREMONA, Introduzione ad una teoria geometrica de& came piane, n.0 149. . 
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sistema Cr d'un altro iperboloide Ir, e se consideriamo due generatrici che 
si segano come corrispondenti, i due sistemi entrano evidentemente in una 
~orrispondenza generale'del secondo grado. Le quattro generatrici di I; che 
toccano Ir e quelle di Cr che toccano I rappresentano gli elementi di dira- 
mazione ; dunque : 

11 rappor to  ana rmonico  del le  q u a t t r o  g e n e r a t r i c i  a p p a r t e n e n t i  
al10 s t e s s o  s i s t e m a  di u n  ipe rbo lo ide ,  c h e  t o c c a n o  u n  a l t ro  ipe r -  
boloide, b e g u a l e  a l  r a p p o r t o  a n a r m o n i c o  del le  q u a t t r o  g e n e r a -  
t r i c i  a p p a r t e n e n t i  ad  uno  s t e s so  s i s t ema  d e l  secondo iperboloide ,  
c h e  t o c c a n o  i l  primo.  

6. Assumiamo due rette bisecanti una curva gobba del quart'ordine e 
prima specie, e consideriamole come assi di due fasci i cui piani corrispon- 
deuti si seghino sulla curva. La corrispondenza é del secondo grado, e 
cos1 otteniamo il teorema (*): 

I l  rappor to  ana rmonico  dei  q u a t t r o  p i a n i  t a n g e n t i ,  c h e  s i  pos-  
soiio c o n d u r r e  a d  u n a  c u r v a  gobba  de l  q u a r t ' o r d i n e  e p r i m a  
spec ie  pe r  q u a l u n q u e  r e t t a  b i s e c a n t e  & c o s t a n t e .  

Il valore di questo rapporto é eguale al rapporto anarrnonico dei quattro 
piani passanti per una tangente della curva e pei quattro vertici del te- 
traedro conjugato a s13 stesso, rispetto ad ogni superficie del secondo grado 
passante per la curva. Difatti, questi piani, essendo piani tangenti ai quat- 
tro coni di secondo grade passanti per la curva, sono i quattro piani che 
yer la tangente nominata si possono condurre a toccare di nuovo la curva 
gobba altrove, 

Milano, marzo 1871. 

- 
(*) C R E ~ ~ O S A ,  Mdnzoire de glometrie pure sur les surfaces du 3" ordre, n.1 161 e 162. 
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Détermination 
des plans osculateurs et des rayons 
de courbure en un point multiple 

d'une courbe gauche (9. 

(par  L, PAINYIN, prof. à Lyon.) 

1. L e point multiple Ctant pris pour origine des coordonnées, les équa- 
tions des deux surfaces qui déterminent la courbe gauche considérée pour- 
ront s'écrire : 

S = q p ( z ,  y ,  ~ ) + q p + , ( ~ ,  Y, z)+qp+*(x, Y ,  z)+*..=O, 

T=SI,(x, y,  z )+&+, (x ,  y, z) +G,+,(x, y7  z ) + * * - = 0 7  

les fonctions cp,, .Si sont des fonctions homogénes et du degré i par rap- 
port aux variables x, y ,  z .  

Les canes tangents, au' point 0, aux surfaces S et T sont respectivement: 

&(x, y, 4 = 0 ,  SI&, y ,  z)=O; 

les t a n g e n t  es  inflexi  onn  el1 es  de la premihe surface relatives au point 
O sost détermin6es par les deux équations 

$p(x, Y >  z)=O, $ ~ r + r ( ~ ,  y ,  z)=O; (iO) 

les t a n g e n t  e s  inf lexio  n n e l l e s  de la deuxiéme surface relatives au meme 
point O seront données par les équations. 

y,  d = O ,  +,+,(x, y, z)=O. (2") 

J e  ferai encore usage de la notation suivante qui m'a été utile dans un 
mémoire précédent : 

(9 MQmoire pdsenté B l'Acad8mie des sciences de Paris (&ance du 5 avril 1869). 
A~znali di  Maternatica, tom0 IV. 36 
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c Si deux courbes C et D passent par l'origine 0, je désignerai par 

N ( C ,  D) 

c< le nombre. des points communs à. ces, deux courbes et coïncidant avec 
l'origine. 

2. La détermination des plans osculateurs au point multiple O de la 
courbe gauche A exige, pour être complète, que l'on examine les trois cas 
généraux suivants : 

1 . O  Les fonctions qp et $J, n'ont pas de facteur rationnel commun; 
1I.O Les fonctions $, et % ont un facteur commun entrant S la méme 

puissance dans les deux fonctions; 
1II.O Les fonctions 9, et 4, ont un facteur commun entrant à des 

puissances différentes. 
Je m'occuperai d'abord, dans une première partie, de la détermination 

des plans osculateurs; la recherche des rayons de courbure sera l'objet de 
la seconde partie. 

§ 1. Détermination des plans osculateurs. 

1"' Cas .  Les fonctions 9, et 4~~ n'ont pas d e  facteur commun. 
3. Dans ce premier cas, les équations des deux surfaces sont 

(4 1 S = q p ( x ,  Y' ~ ) + Q p + ~ ( x ?  Y ,  z)+$p+e(x,  Y, ~ ) + . . * = 0 ,  

T=+,(x, y ,  z )+~, , , ( x ,  y,  z)++,+, (x ,  y ,  z ) + * * * = o .  
j (1) 

1.0 Ordre d e  multiplicité du point O ;  nombre d e s  tan- 
gentes distinctes. 

Prenons un plan quelconque, passant par l'origine O 
z = h x + p y ;  (2) 

ce plan coupera les surfaces (1) suivant des courbes ayant pour projections 
respectives : 

S , = ~ , ( x ,  y, ~ x + p y ) + q n + , ( G  Y, Lx+PY)+ 
+$p+e(x ,~y,  a x + p y )  +-*.=O, 

T , = ~ , ( x ,  y, k ~ + p y ) + ~ , + , ( x ,  Y ,  Ax+PY)+ - .  
(3) 

++,+,(x, y, ilr:+:py)+-***=O; 
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le nombre des points d'intersection (coïncidant avec l'origine 0) du plan 
(2) avec la courbe gauche A est égal au nombre des points coïncidant avec 
O e t  communs aux courbes de section de ce plan avec les surfaces (S) et 
(T); ou; ce qui revient au meme, puisque le  plan de projection est quel- 
conque, est égal au nombre des points coïncidant avec O et communs aux 
courbes S, e t  Tl. Or on a Bvidemment 

N(S,,  T,)=p4; 

l e  p o i n t  O e s t  d o n c  u n  p o i n t  mi i l t ip le  d 'ordre pq p o u r  l a  c o u r b e  
g a u c h e  A. 

Cherchons maintenant les tangentes aux diverses branches de la courbe 
qui passent par le point O. 

Soit 

les équations d'une 
devra rencontrer la 
dant avec O ;  pour 

de ces tangentes; un plan, passant par cette droite, 
courbe gauche en ( p q +  1)  points, au  moins, coïnci- 
qu'il en soit ainsi, il faut et  il suffit que les courbes 

SI e t  Tl aient ( p q +  1)  points communs et coïncidant avec l'origine. Mais 
la  droite (4) doit toucher les sections faites par le plan. (2) dans les sur- 
faces S et T; et,  par suite, la projection de cette droite doit toucher les 
deux courbes S,  e t  Tl; on a ainsi les équations de condition 

Or le  plan (2) passant par la droite (4), on a la relation 

les deux équations qui précedent deviennent alors 

I l  y a donc  pq b r a n c h e s  ( r é e l l e s  o u  i m a g i n a i r e s )  p a s s a n t  p a r  
l e  p o i n t  O; l e s  t a n g e n t e s  r e spec t ives  5 c e s  b r a n c h e s  s o n t  dé t e r -  
minées  p a r  l e s  s o l u t i o n s  c o m m u n e s  a u x  d e u x  é q u a t i o n s  homo-  

- g è n e s  (6). 
4. I1.O Détermi+aa t ion  d e s  p l a n s  o s c u l a f e u r s .  . 
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Soit (a, p, y) une des solutions du systbme (6), et O t  la tangente B la 
branche correspondante; supposons que le plan (2) passe par cette droite, 
de sorte qu'on a la relation (5). Le plan sécant coupera les surfaces S et 
T suivant des courbes qui touchent O t  en O; les projections SI et Tl de 
ces courbes seront donc tangentes h la projection (Px-ay=O) de la droite 
(4); d'aprks cela on pourra poser les identités 

pour connaître exactement le nombre des points coïncidant avec O et corn- 
muns aux deux courbes Srl e t  TI,, nous formerons la combinaison 

;$=+P-i.S1l-~P1* Tfl=O. (9) 

Or, d'aprés l'équation (9), on a visiblement 

N(Sr1 , Tr1) =N(S1,, 2) - N(Sfl  , QP-,) ; (10) 

d'ailleurs la courbe g,,, est un systéme de ( p - 4 )  droites passant par 
l'origine, et chacune de ces droites rencontre la courbe Sf, en (p + l )  
points coïncidant avec O; on a donc 

N(Srl  , qP-,)=(p-1) (P + 4). 
L'origine est un point multiple d'ordre ( p t q )  pour la courbe X, et, si les 
arbitraires h et p ne sont assujetties qu'h vérifier la relation ( 5 ) ,  on a 

wl, 9 2 )  =P(P + 41, 

car les courbes Xfl et 2 n'ont pas de tangentes communes en O. Il résulte 
de ces valeurs 

N(S1, T r , ) = p ( p + 4 ) - ( p z - i ) = p q + 1 .  
Ainsi ,  un p lan  q u e l c o n q u e ,  p a s s a n t  pa r  l a  t a n g e n t e  Ok, ren-  
contre  la courbe g a u c h e  e n  ( p q + 1 )  p o i n t s  c o ï n c i d a n t  a v e c  O, 
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Pour que le plan sécant considéré soit osculateur C1 la branche de courbe, 
il faut et il suffit qu'il rencontre la courbe gauche en ( p q t 2 )  points coïn- 
cidant avec O; pour qu'il en soit ainsi, il faut que les courbes SI, et T$ 
aient ( p q  + 2) points communs coïncidant avec O, ou, ce qui revient au  
même, que les courbes SIl et 2 aient plus de p (p + q) points communs 
en O. Pour cela, il faut qu'une des tangentes (1 Sr, en O touche égale- 
ment en O la courbe 2,  e t  cette tangente devra Btre la droite Px- a y  = O, 
puisqu'il s'agit des points infiniment voisins de la direction (4). Ainsi, en 
désnitive, l'ensemble des termes de degré (p -i- y) dans l'équation (9) de L; 
doit étre divisible par (Px - ay), c'est-à-dire que cette expression doit s'an- 
nuler lorsqu'on y fait x =a,  y =fi; on trouve alors l'équation de condition 

~ , + , ( ~ , P , Y ) . ? ~ ¶ ' ~ ( ~ , P ) - ~ , + ~ ( ~ , P , Y ) . C P P - ~ ( ~ , P ) = ~ .  (14) 
Pour determiner q,,(a, 8). diPrentions la première des identités (7) par 
rapport à x, par exemple, il vient: 

puis faisant x-a, y=@, et ayant égard A la relation ( 5 ) ,  on a 

on trouvera de la même manière: 

l'égalité ( I I )  devient alors 

L'équation du plan osculateur est maintenant facile à déterminer; ou a ,  
en effet 

j lx+py=z, 

on déduit de lti par l'élimination de p :  
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transportons cette valeur de 3, dans l'équation (13), il vient: 

Mais (a, P, y )  est une solution des équations (6)' lesquelles peuvent s'écrire: 

en ayant Bgard aux égalités (15), l'équation (14) prend la forme définitive: 

On a ainsi un premier théorème facile à énoncer. 
5. Pour compléter cette première recherche, il nous faut ajouter plu- 

sieuns remarques relatives aux divers cas particuliers qui peuvent se pré- 
senter. 

REMARQUE 1. L a  d ro i t e  (a, p, y )  p e u t  ê t r e  une  t a n g e n t e  inf le-  
x ionne l l e  de  l ' u n e  s e u l e m e n t  des  s u r f a c e s  S e t  T. 

Si cette droite est une tangente inflexionnelle de la premikre surface, 
par exemple, on aura 

$p(a> P ,  Y ) = %  $JP+l(% P, y)=() ;  

l'équation ( 4 6 )  de plan osculateur devient alors 

c'est-à-dire que le plan osculateur est tangent au cône qp, lequel est le 
c6ne tangent t i  la surface sur laquelle se trouve la tangente indexionnelle. 

6. REMARQUE II. La d ro i t e  (a, P, y) p e u t  ê t r e  u n e  g é n é r a t r i c e  
doub le  p o u r  u n  seu lement  des cdnes  9, ou  4,. 

Si la droite considkrée est une &nératrice double pour le c6ne .S, par 
exemple, on aura - 
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L'équation (16)' du plan osculateur devient alors 

c,est-&-dire que le plan osculateur est tangent au c6ne auquel n'appartient 
pas la ganératrice double. 

7. REMARQUE III.  La d r o i t e  (a, P ,  y) p e u t  Atre u n e  t a n g e n t e  
i n f l e x i o n n e l l e  p o u r  l e s  d e u x  s u r f a c e s  S et T. 

Dans cette hypothése, on a ,  outre les relations (6) n.O [3], les deux 
conditions : 

l'équation (16) du plan osculateur se réduit & une identité; il faut alors re- 
prendre en partie l'analyse du n.O [4]. 

Les termes du degré le moins élevé, dans l'équation (9)' s'annulent pour 
x=a, y - P ;  on peut alors poser l'identité : 

qp+l(x> Y, x x + ~ - t ~ ) . S l u - i ( ~ ,  ~ ) -Sq+ i (x r  Y, ~x+E-tY).9P-i(~,  Y ) =  

=([- :~-ay)0ptq-1(~9 y); 
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c'est-&-dire qu 'un  p lan  quelconque,  p a s s a n t  p a r  l a  d r o i t e  (a, 6, y), 
r e n c o n t r e  la courbe  g a u c h e  e n  ( p q + 2 )  p o i n t s  co ïnc idan t  a v e c  
le  point  O. 

Pour que ce plan devienne osculateur, il faut que les courbes S', et Z, aient 
un contact effectif d'un ordre plus élevé suivant la direction Px-ay= O ,  
c'est-&-dire que l'ensemble des termes du degré (2p+q)  dans l'équation (21) 
de C, soit divisible par (Px -ay),  c'est-&-dire enfin que cette expression 
s'annule pour $=a, y-P; en ayant égard aux relations (5) et ( /7) ,  on 
trouve 

$P+,(a,P,y~*+¶-l(a,~)-Sq.*,(a,P,y~~9,,(a,P:=0: (23) 
D'ailleurs les valeurs de +,,,(a, ,8) et g,,, (a,  /3) sont celles qui sont four- 
nies par les égalités (12) et (12hiS); l'équation (23) devient alors 

En éliminant X et  p entre l'égalité (24) et les équations 

h x + p y = z ,  Xatpp=y,  

on trouve pour l ' équa t ion  d u  p l a n  o s c u l a t e u r  d a n s  le  cas  p a r t i -  
cu l i e r  e n  ques t ion :  

Dans  l e  c a s  ac tue l ,  l e  plan oscu la teu r  r e n c o n t r e  l a  courbe g a u -  
c h e  en  ( p q t 3 )  po in t s  c o ï n c i d a n t  a v e c  O; i l  p e u t  a r r i v e r  q u e  le  
con tac t  effect if  s o i t  d ' u n  o r d r e  s u p é r i e u r  a u  troisihme. 

8. REMARQUE IV. La d ro i t e  (a ,  ,û, y) p e u t  ê t r e  une  g é n é r a -  
t r i c e  double p o u r  l e s  d e u x  cônes  9, e t  +,. 

11 nous faut, pour ce cas, reprendre toute l'analyse du no [4]. 
D'abord, puisque la droite (a ,  P, y) est une génératrice double pour 

chacun des c6nes 9, et +,, on a les équations de condition: 

en égard aux relations (25), les égalites (12) et (12bis) donnent 

9,-,(a, @)=O, +p1(a, @)=O; 
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il résulte de là les iclentités: 

Qp(% Y J X + P Y )  =(px-a~)~?+,(x, y ) ,  

+,(x> y1 ~ x - / ~ y ) = ( P x - a ~ ) ~ 1 S q - * ( x ,  y). 

Si l'ou coupe les surfaces (S) et (T), (1) n.O [3], par le plan 

les projections des sections sont 

on a toujours l'équation de condition 

aa+'BpzY (27 

Pour déterminer le nombre des points communs à S, et T,  et coïncidaut ' 
arec O ,  formons la combinaison . 

Ainsi, u n  p lan  que lconque ,  passan t  p a r  l a  d r o i t e  (a, B, y), r cn -  
con t re  l a  courbe  g a u c h e  e n  ( p q + 2 )  p o i n t s  c o ï n c i d a n t  avec  le  
point  O. 

Pour que le plan devienne osculateur, il faut que l'ensemble des termes 
du moindre degré, dans l'équation (29) de 2, soit divisible par (Px-ay), 
c'est-%-dire que cette espression s'annule pour x=a ,  y=P; ou trouve 
ainsi, en ayant égard à la relation @'ibis): . 

q p + , ( a ,  P, y).+g-s(a, P)-+q+i(a, P, y).?p-e(a> & = O -  

Pour déterminer les quantités Q,,,(a, P ) ,  +,, (a, p) ,  il faut différentier 
deux fois, par rapport â x par exemple, les identités (26), puis faire X=U, 

Annnli di Matematico tom0 IV. 37 
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y =P. Si l'on prend la premiére, on a 

a2 vp a 2 ~ p  _ ~ $ 2 2 -  2&-,(x, y) + - 2 ( p ~ - ~ y )  2%-2 1 a CG" a m 2  - a s  
2 a2 (PP-2 . +(flx-aY) a,i 2 

faisant x=a, y=P,  et ayant égard à la relation (2Tbis), on trouve 

a 2 ~ p + 2 h  a% , 2PoP-, (a ,  P) = T$ 
a x a y  a Y" (32) 

on aura de même 

a2 s 9 
2Psq-2(% &=A + 2h - a% . 

ar2 - axay a Y" (32"'5) 

L'egalité (31) devient alors . 

en éliminant X et p entre cette derniére équation et les suivantes 

a x + ~ y = = z ,  aa+pp=y,  
on trouve 

Si l'on a égard aux relations suivantes, qui ne sont que les égalités (25) 
mises sous une autre forme: 
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l'équation (34) pourra se mettre sous la forme définitive: 

Ainsi, dans  l e  cas  q u e  n o u s  venons  d 'examiner ,  i l  y a deux  p lans  
o s c u l a t e u r s  c o r r e s p o n d a n t  a u x  b r a n c h e s  de l a  c o u r b e  qu i  tou- 
c h e n t  l a  d ro i t e  (a,  F ,  y); c e s  d e u x  p lans  s o n t  déf in is  pa r  l 'équa- 
t i o n  (16'"); c h a c u n  d ' eux  r e n c o n t r e  l a  courbe  g a u c h e  en  ( p q +  3) 
po in t s  c o ï n c i d a n t  a v e c  le  po in t  O. 

Les fonctions du second degré qui figurent dans l'équation (Iôter) déter- 
minent respectivement les plans tangents aux cdnes 9, et +, suivant l'arete 
double,considérée. 

Si dans le cas actuel la droite ( a ,  p, y)  était en même temps une tan- 
gente inflexionnelle pour les deux surfaces S et T, il faudrait remplacer 
dans l'équation (1Bter) $,*, (a ,  P ,  y )  et +,+, (a, p, y )  par ?,*,(a, '4 Y> et 
Sÿ+2(a, 0,  y); on établirait ce fait en modifiant I.'analyse précédente par 
un procédé semblable celui qui a été exposé au n.O [7]. 

2eme CAS. L e s  f o n c t i o n s  $, e t  S, o n t  un f a c t e u r  c o m m u n  en- 
t r a n t  à la même p u i s s a n c e  d a n s  l e s  d e u x  f o n c t i o n s .  . 

9. D'aprbs l'hypothbse admise, les équations des deux surfaces se:pré- 
senteront sous la forme: 

8(x, 3, 2) est une fonction homogene que nous supposerons de degré r ;  
on aura par conséquent 
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&O O r d r e  d e  rnu l t i p l i c i t é  du  po in t  O;  nombre d e s  tan-  
gentes d i s t i n c t e s .  

Prenons un plan quelconque passant par le point 0: 

ce plan coupera les surfaces S  et T suivant des courbes ayant pour pro- 
jections respectives : 

Le nombre des poiilts d'intersection (coïncidant avec l'origine 0) du plan 
(3) avec la courbe gauche A ?  es t  égal au nombre des points coïncidant 
avec O e t  communs aux courbes de section; or ce dernier nombre est 
égal au nombre des points coïncidant avec O e t  communs aux courbes 
SI e t  T l ,  puisque le plan sécant peut  être supposé non parallele & l'axe 
des z. 

Pour reconnaître le nombre des points communs & S,  et Tl et coïnci- 
dant avec l'origine, je formerai la combinaison 

C = S p J j -  T&=O. ( 5 )  

or, il est  visible que 

d'o& il résulte, eu égard aux relations (2): 

Donc l e  p o i n t  O e s t  u n  p o i n t  m u l t i p l e  d ' o r d r e  

p o u r  l a  c o u r b e  g a u c h e  A. 
Cherchons maintenant les tangentes  aux diverses branches passant par 

Ic point O. Soient les équations d'une dc .ces tangentes 
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cette droite doit être telle qu'un plan, passant par elle, doit rencontrer la 
courbe en (P f 1) points, au  moins, coïncidant avec O. 

Supposons que le plan (3) passe par cette droite, on aura l'équation de 
condition 

et les courbes SI et Tl devront avoir (Pi- 1) points communs coïncidant 
avec O. Mais, puisque la droite (8) est tangente A la courbe gauche, la  
projection (Px-ay=O)  de cette droite devra toucher les deux courbes 
SI et Tl; et, pour que l'ordre de leur contact effectif augmente, il faudra 
que cette droite soit une des tangentes en O-pour la courbe 2 (5); en 
ayant égard à la relation (9), on est conduit aux relations : 

Le spterne (10) donnc lieu aux ~ystémes suivants: 

Or  le troisihme systbme, qui donne des tangentes inflexionnelles de la sur- 
face S ,  ne saurait convenir à la question; car lit droite Px-a y= O touche 
la courbe SI, mais elle ne touche pas la courbe Tl, puisq'on suppose 
6(a, ,-O, y)  et +j(a, p, y) différents de zéro; les deux courbes S, et Tl 
n'auraient donc pas un nombre de points communs et coïncidant avec O 
supérieur Sr P; par conséquent, la droite ( a ,  p, y )  ne saurait être tangente 
5 la courbe gauche. 

Les tangentes aux diverses branches de la courbe, qui passent par le 
point O, seront donc déterminées par les deux systémes d'équations: 
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Par conséquent, il y a 

t a n g e n t e s  d i s t i n c t e s  pour  l e s  b r a n c h e s  ( r é e l l e s  o u  i m a g i n a i r e s )  
p a s s a n t  p a r  l e  p o i n t  O. Les  i j  t a n g e n t e s  d é f i n i e s  p a r  l e  sys tbme  
(12) co r re sponden t  Ct des  b r a n c h e s  s i m p l e s ;  pour  l e s  r ( i + j +  
+ h i - 1 )  t a n g e n t e s  dé f in i e s  p a r  l e  s y s t e m e  (13),  c h a c u n e  d 'e l les  
r é s u l t e  d e  l a  s u p e r p o s i t i o n  d e  k t a n g e n t e s  e t  e s t  t o u c h é e  p a r  le 
b r a n c h e s  ( r é e l l e s  o u  i m a g i n a i r e s )  d e  l a  c o u r b e .  

Cette conclusion résulte de la comparaison des formules ( 7 )  et (14).  
10.  11." D é t e r m i n a t i o n  des  p l a n s  o s c u l a t e u r s .  

Pour les branches de la courbe dont les tangentes sont définies par les 
équations (12)) le plan osculateur se déterminera Ct l'aide la formule (16) 
i1.O [4]; nous n'avons donc i?i nous occuper que des branches dont les tan- 
gentes sont définies par les équations (13). 

soi t  (a ,  b, y) une solution du systkme (13)  savoir 

admettons que le plan (3) passe par la droite 

de sorte qu'on a l'équation de condition 

Le plan sécant coupe les surfaces S e t  T suivant des courbes qui touchent 
la droite (15) en O; la projections Si et Tl de ces courbes devront donc 
toucher la projection Px-ay=O de cette droite; d'aprhs les égalités (13) 
et (16) on pourra poser les identit6s 
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les Bquations des courbes Sl et Tl s'écriront alors: 

Formons la combinaison 

C'ZS'&~- T{.gi=O, (49) 

d'où il suit 

N(Sr l ,  Trl)= N(Srl ,  2') - N(Sr , ,  qi); (30) 

et il est visible d'abord que 

N ( S <  Qi) = i ( p  + 1). pohis) 

Pour déterminer le nombre des points communs A S', et 3 et coïncidant 
avec O?  formons la nouvelle combinaison 

d'aprks laquelle on a 

N(Sfl  , 2') = N(Cf,  Cr') - N [Zr, F (x , y)] ; 122) 
d'ailleurs F ( x ,  y)=O représente (p + j )  droites passant par l'origine; par 
suite 

N[cr, F ( x ,  Y)] = ( p  +$(p  + j  + 2 ) ;  ( 2 P S )  

et l'on a évidemment 

puisque (2p + j  + 1) est le degré de 1' ensemble des termes clu moindre 
degré dans l'équation (21) de W. 

Eu égard aux egalités (20), (20his), (22), (22biS), (22Ler), on trouve 

N(Sf, ,  T ~ ) = i j + I c r ( i + j + k r +  1)+ I = P + 1 ;  (23) 

d o n c  u n  p l a n  q u e l c o n q u e ,  p a s s a n t  p a r  l a  t a n g e n t e  ( a ,  P,  y), r e n -  
c o n t r e  l a  c o u r b e  e n  ( P + 1 )  p o i n t s  con fondus  a v e c  l e  p o i n t  0. 

Ce qui confirme parfaitement les résultats déja énoncés. 
11. Pour que le plan sécant considéré soit osculateur, il faut qu'il 

rencontre la  courbe gauche en (PS-2)  points, au moins, coïncidant avec 
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le point 0;  or, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que la droite 
P x - a 3 5 0  soit tangente à la courbe Cl1, c'est-&-dire que l'ensemble des 
termes clU degré le  moins élevé dans W ,  (21)' s'annule pour x = a, y =P. 

Pour écrire l'équation de condition cosrespondantè, nous aurons B di- 
stiuguer les deux hypothbses : 

1 '  k = 1 .  
1". hypothèse : 

k> 4; 
on a 

F ( a ,  p) - O;  

j'admets que $,,,(a, p., y) est différent de zéro. 
2%. hypothèse : 

k = l ;  
on a 

Pour déterminer les quantités /'(a, P ) ,  F ( a ,  P) ,  différentions les identités 
(17) par rapport ii x par exemple; aprks avoir posé 

eii x est une fonction homogène du degré ( i f  jf kr 4- 'i), on trouve 

faisant alors x=a, y =P,  et ayant égard à la relation (16), il vient: 

Les relations (24) et (25) deviennent alors: 
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Eliminons 2, et p entre ces égalités et les suivantes 

h x + p y = z ,  A a + p p = y ,  

puis remarquons qu'on a ,  d'aprhs les égalités (13) et la notation (26): 

on trouve pour l'équation du plan osculateur: 

Kous avons ainsi un second théorbme facile B énoncer. 
12. REMARQUE. Dans l'hypothbse où k est supérieur Zi l'unité, nous 

n'avons trouvé qu'un seul plan osculateur pour les k branches qui touchent 
la tangente considérée; mais il peut arriver qu'il y ait plus d'un plan oscu- 
lateur, et cela se présentera si 9,-, (x ,  y, 2 x  + p  y )  admet un certain nombre 
de fois le facteur (Px-a y), c'est-&-dire si (a, p, y )  est une tangente in- 
flexionnelle des surfaces S et T. Je laisserai de cdté ce cas particulier, 
ainsi que plusieurs autres qui peuvent se présenter, par exemple: le cane 
8(s, y ,  z )  peut avoir des génératrices multiples; les cdnes.8, qi, q j ,  peuvent 
avoir des gbnératrices communes; ces génératrices jeuvent être des tan- 
gentes inflexionnelles ; etc., etc.. . 

La méthode que j'ai adoptée est d'ailleurs applicable dans tous les cas; 
seulement il y aura & faire un plus grand nombre de combinaisons des 
courbes SI et Tl, 2,. . .; j'ai donné, dans le premier cas, des exemples de 
la marche qu'on devra suivre. 

Annali di Matematica, tomo IV. 38 
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3kme C A S .  L e s  f o n c t i o n s  9, e t  4, o n t  un f a c t e u r  c o m m u n  
e n t r a n t  d d e s  p u i s s a n c e s  d i f f é r e n t e s .  

13. D'aprhs l'hypothese admise, les équations des deux surfaces serorit 
de la forme 

T=Sj(x,  y,  Z )  [O (2, y, z)lk+4q+1 (x ,  Y ,  2)  ++¶tg ( ~ 7  Y ,  z)+-=O; 

8(x7 y ,  z )  est une fonction homoghe  que nous supposerons de degr6 r ,  
de sorte qu'on aura 

nous admettrons que l'on ait par exemple 

h>k. 

1.O O r d r e  d e  m u l t i p l i c i t é  d u  p o i n t  O ;  n o m b r e  d e s  t a n -  
g e n t e s  d i s t i a c t e s .  

Prenons un plan quelconque passant par le point O 

z = a x + p y ;  (4) 

ce plan coupera les surfaces S e t  T suivant des courbes ayant pour pro- 
jections respectives : 

S1=$i ($9 y, a x + ~ y ) [ o ( x ,  y,  A x + P Y ) ] ~ + ~ ~ + . ~  (x> Y> + PY)+ S . * -  

T l = S j ( ~ ,  Y , ~ X + P Y ) [ ~ ( X ,  y, hx+py) lk+~g .+1(~~  Y> ' x+PY)+. . .=~;  

le nombre des points d'intersection (coïncidant avec l'origine 0) du plan 
(4) avec la  courbe A est égal au nombre des points coïncidant avec O 
et communs aux courbes de section; or ce dernier nombre est égal au 
nombre des points coïncidant avec O et communs aux courbes SI et Tl, 
puisqu'on peut supposer le plan sécant non parallèle à l'axe On. 

Pour reconnaitre le nombre des points coïncidant avec l'origine e t  com- 
muns aux courbes SI et T l ,  je formerai la combinaison 

C = S l - + j  - T,.$i.8h-k=0, @ )  

d'où l'on a 
N(Sl , 'T , )=N(T , ,  X ) - N ( T , ,  $1; (7) 

mais il est visible que 

N ( T , ,  S , ) = j ( q + 1 ) ,  
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puisque ISj(x, y,  Ax i -py)  = O représente j droites passant par l'origine et 
tangentes & la courbe Tl; on a ,  en outre 

NV1, X ) = q ( p + j + l ) ,  

car l'origine est un point multiple d'ordre ( p  + j + 1)  pour la courbe 2;  il 
résulte de la', eu égard aux valeurs (2): 

N(Sl ,  T , ) = p q + k r = i j + h r j +  k r ( p t 4 ) .  

Le  po in t  O e s t  donc  u n  point  mul t ip le  d 'ordre  

pour  la  courbe  g a u c h e  A. 
Cherchons maintenant les tangentes aux diverses branches qui passent 

par le point O. 
Soient les équations d'une de ces tangentes 

cette droite doit étre telle qu'un plan, passant par elle, doit rencontrer la 
courbe en (P+1) points, au moins, coïncidant avec O. 

Supposons que le plan (4) passe par la droite (9), on aura la condition 

et les courbes S, et Tl devront avoir ( P t l )  points communs et coïncidant 
avec O. 

Pour cela, il faut et il suffit que la droite Px- a y  =O, tangente aux 
courbes S, et Tl, touche également la courbe I; en O; on a ,  ainsi eu 
égard à, la relation (IO), le systeme d'équations 

Ce systéme d'équations donne lieu aux suivants: 
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Le systbme (4" ne saurait convenir & la question; car la droite Px-a y = ~  
touche la courbe Tl, mais elle ne touche pas la courbe SI ,  puisqu'on sup- 
pose 0(a, p, y) et qi(cc, P,  y) différents de zéro; les deux courbes SI et Tl 
n'ont donc pas un nombre de points communs et coïncidant avec O su- 
périeur à P; la.droite (a, P, y) ne  saurait donc Btre une tangente & la 
courbe gauche. 

Ainsi les tangentes aux diverses branches de la courbe qui passent par 
le point O seront déterminées par les trois systemes d'équations: 

P a r  c o n s é q u e n t  i l  y a  

t a n g e n t e s  d is t inc tes  pour  l e s  d iverses  b r a n c h e s  ( rée l les  ou ima- 
g i n a i r e s )  qui  p a s s e n t  p a r  le  po in t  O. 

Si l'on compare les formules (8) et (12), on voit que: 
Les  ij t a n g e n t e s ,  déf in ies  p a r  le  s y s t k m e  ( I l ) ,  s o n t  touchées ,  

chacune ,  p a r  u n e  seu le  b ranche  de courbe;  
Les r j  t a n g e n t e s ,  définies pa r  l e  s y s t é m e  (Ilhis),  r é s u l t e n t ,  cha-  

c u n e ,  de l a  superpos i t ion  d e  h t a n g e n t e s ;  e t  c h a c h u n e  d 'e l les  
e s t  touchée par h b ranches  (réelles ou i lnag ina i res )  de l a  courbe;  

Les r ( p + 1 )  t a n g e n t e s  définies p a r  l e  s y s t e m e  (Ilter), r é s u l t e n t ,  
chacune,  de l a  superpos i t ion  de  k t a n g e n t e s ;  e t  c h a c u n e  d 'el les  
e s t  touchée  par  k b ranches  ( rée l l e s  o u  imagina i res )  de  l a  courbe .  

On suppose h>k. 
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14. 1 I . O  D é t e r m i n a t i o n  d e s  p l a n s  o s c u l a t e u r s .  
Pour les branches dont les tangentes sont définies par les équations ( I I ) ,  

les plans osculateurs se determineront ti l'aide de la formule (16) n.O 141; 
occupons-nous des tangentes définies par le systbmes ( I lb i s )  e t  (I l ter) .  

Soit d'abord ( a ,  /3, y) une des ,tangentes définies par les équations (Ilhis), 
de sorte que 

admettons que le plan (4) *passe par la droite (a, p ,  y ) ,  on aura l'équation 
de condition 

Aa+pP=y* (43) 
Le plan sécant coupe les surfaces S et T  suivant des courbes qui touchent 
la droite (a ,  p, y )  en O; les projections S, et Tl de ces courbes devront 
toucher la projection Px- a y =  O de cette droite; et ,  d'aprés les égalités 
( I lb i s )  et ( I3 ) ,  on aura les identités: 

O ( X ,  Y ,  ~ x : + p y ) = ( P x -  a y )  f ( x ,  Y), 

$ ( X ,  y ,  Ax+py)=(Px - a y ) F ( x ,  y ) ;  1 (44) 

les équations des courbes SI et Tl s'écriront alors: 

On a supposé h>k;  nous aurons & examiner les deux hypothbses 

h - k > I ,  puis h-k=1.  

1 . O  Soit lz>ki-1. 
Nous formerons la combinaison suivante 

C1=F(x ,  y ) * S f l - [ f ( x ,  Y ) ] ~ - ~ * ? ~ ( X ,  y, % x + p y ) .  

. (fi - CC y )h-2-1 . T f  
1 =O, 

d'aprés laquelle, on aura 

N ( S f ,  , T',) = N (  T', , 2') - NIT', 3 (x, Y)] ; . (17) 
mais F ( x ,  y)= O représente ( j  - 1) droites touchant en O la courbe T7,, 
par suite 

NIT'1, F(x ,  y ) l = ( j - W q  + 1); (18) 
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et on a encore 

N ( T f , , V = q ( p  + j ) ,  (1 8 9  

puisque l'origine est un point multiple d'ordre (p  + j) pour la courbe 2; 
il résulte de 1& 

N(S' , ,  T ' , ) = p q + k r + l = P + l .  (1 9) 

Donc u n  p lan  q u e l c o n q u e ,  p a s s a n t  p a r  l a  d r o i t e  ( a ,  P,  y), ;en- 
c o n t r e  l a  courbe  g a u c h e  en (Ps. 1) po in t s  c o ï n c i d a n t  a v e c  O. 
Pour que le plan devienne osculateur, il faut qu'il rencontre la courbe en 
(P+2)  points, au moins, coïncidant avec O; et pour qu'il en soit ainsi, 
il faut et il suffit que la droite Px - a y =  O touche la courbe Cr en O, 
c'est-&-dire qu'on ait, eu égard A la relation (i3) : 

on suppose p,,, (a ,  p, y) différent de zéro. 
Pour avoir la valeur de. F(a,  ,O), différentions la seconde des identités 

(14) par rapport à x, puis faisons $=a, y =@', il vient 

Eliminons il et p entre les équations 

et la relation 

on trouve que: 
S i  h > k + l ,  1 ' 6 ~ u a t i o n - d u  p l a n  o s c u l a t e u r  e s t  

2 . O  Soit h = k +  1. 
Nous formerons la combinaison suivante des équations (15): 
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les valeurs (18) et (1gbiS) sont encore applicables au cas actuel, et il en 
résulte 

N(S1, ,  T ' , )=pq+kr t l=P+l ;  (24) 

c'est-à-dire que le plan sécant rencontre la courbe gauche en (P -I- 4 )  points 
coïncidant avec O. 

Pour que ce plan devienne osculateur, il faut que l'ensemble des termes 
du moindre degré, dans Cf', s'annule pour x=a,  y =,O; ce qui donne 

La valeur de F ( a ,  p) est fournie par l'égalité (21); la premikre des identités 
(i4) donnera pour la valeur de f (a ,  p) ' 

l'égalité (25) devient alors 

En éliminant h et ,u entre la relation (27) et les équations 

Ax+,uy=n, A a + p P = y ,  

on aura l'équation du plan osculateur; on trouve ainsi que: 
S i  hzk- l -1 ,  l ' hqua t ion  d u  p lan  o s c u l a t e u r  e s t :  

15. Considérons, en second lieu, une des tangentes (a, P ,  y )  définies 
par les équations (Il'er), savoir; 

admettons que le plan (4) passe par la droite (a,  P ,  Y),  de sorte qu'on a 
toujours la condition 

Aa+pP=y .  (28) 
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Le plan sécant coupe les surfaces S et T suivant des courbes qui touchent 
la droite (a ,  P ,  y) en O; les projections SI et Tl de ces courbes devront 
donc toucher la projection Px-ay=O de cette droite; d'ailleurs on a, 
d'aprés les égalités ( I l t e r )  et (28) les identitks: 

les équations des courbes SI et Tl s'écriront alors: 

Formons la combinaison 

+ . 3 . j ( ~ ,  y >  h x + p y ) . S f r l -  
- qi(x, y ,  ilx 3 p  y) [ f ( x ,  y')]h-k(px - a  y)h-k TIf 1 

= ( P x - a y ) E ( x ,  y ) + G ( x ,  y ) + . . - = O .  

p+ j7  p+j+2. 

D'aprés (31), on a 

N (Srf,,  T",) = N (TI' 1 3  C l ) -N(Tr f1 ,  Sj); (32)  

d'ailleurs .Sj(x, y ,  i l x+py )  = 0 représente j droites tangentes en O la 
courbe T'Il, par suite 

N(Ttf l7  $ j ) = j ( q + l ) .  ( 3 3 )  

d'ailleurs E ( x ,  y) = O représente ( p  + j )  droites touchant en O la courbe 
8 , ,  par suite 

N [ & ,  E(x,  y ) l = ( ~ + j ) ( ~ + j + 2 ) ;  (36 )  
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l'origine étant un point multiple d'ordre (p + y+j+ 1) pour la courbe Z,, 
on a encore 

N(Z,, X,)=(p + j + I ) ( p + q + j - t l ) .  (3 ebis) 

Les égalités (32), (33), (35), (36), (3GbiS) donnent définitivement 

c'est-&-dire qu'un p l a n  q u e l c o n q u e ,  p a s s a n t  p a r  l a  d ro i t e  ( a ,  P ,  y),  
r e n c o n t r e  l a  c o u r b e  g a u c h e  e n  ( P + l )  po in t s  c o ï n c i d a n t  a v e c  O. 

16. Pour que le plan devienne osculateur, il faut que l'ensemble des 
termes du moindre degré dans C , ,  (34), soit divisible par (pz-ay) ,  c'est- 
à-dire s'annule pour x=a, y =,#. 

Nous aurons ici différents cas B distinguer, savoir: 

Si l'on remarque qu'il résulte des identités (29) 

on aura, eu égard à. la relation (28) et Q la valeur des fonctions E(x,  y) 
e t  G ( x ,  y): 

1 . O :  Si k > l ,  et h > k + l :  

Annnli di Matenzatica, tomo IV. 39 
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En éliminant il et ,u entre les équations 

i l x + p y = z ,  Xa+pP=y 

et les équations (39) prises successivement, on trouve pour l'équation du 
plan osculateur : 

1.O: k > l ,  h > k + l :  

Cette discussion nous conduit Zc une proposition facile à énoncer. 
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§ 2. Détermination des rayons de courbure* 

47. Nous supposerons, toujours que le point multiple ait été pris pour 
origine O des coordonnées; soient 

les équations de la tangente Q la branche considérée, et 

Ax+By+Cz=O (2) 

l'équation du plan osculateur en O pour cette branche; A ,  B, C sont des 
fonctions déterminées des quantités a, ,B, y, e t  ces fonctions sont connues 
par les formules que nous avons établies dans le  paragraphe précédent. Le 
plan osculateur (2) passe par la tangente (i), on a donc toujours la relation 

A a + B P +  Cy=0. (ZbiS) 

Le plan osculateur coupera les surfaces ( S )  et (T), qui déterminent la courbe 
gauche, suivant deux courbes ayant un c o n t a c t  effect i f  du second ordre 
au moins; le cercle osculate;r, lequel est situé dans le plan osculateur, 
devra avoir avec l ' u n e  e t  l ' a u t r e  de ces courbes de section un contact 
effectif du second ordre au moins. 

Or imaginons un plan passant par la tangente (1) et perpendiculaire au 
plan osculateur (2); l'équation de ce second plan sera 

Mx+Ny+Pz=O (3) 

apres avoir posé 
M=pC-y  B ,  
N=yA-a C, 
P=a B-PA,  

valeurs qui résultent des deux conditions imposées au plan (3) 

Le cercle osculateur peut étre regardé comme situé sur une sphére touchant 
en  O le plan (3); l'équation d'une telle sphére sera 

r=-2h(Mx+Ny+Pz)+xe+y%zn"=0; (4) 
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les coordonnées x,, y,, no, du centre de cette sphere seront 

x ,=hM,  g , = h N ,  n,=XP, (5) 

le rayon de cette sphére, qui est également le rayon du cercle situé dans 
le plan osculateur, a pour valeur 

R=hVMZ+ N'+Pa; 

eu égard aux relations (3bis) et (2bis), l'expression du rayon R prend la forme 
définitive : 

R = A \ l a ~ $ - 2 + y x m \ ( i i % ~ B a +  Ca.  ( 6 )  

Toute la question consiste donc à déterminer h de maniere que la section 
- de la sphbre (l?) par le plan osculateur (2) ait un c o n t a c t  effect i f  d u  

s e c o n d  o r d r e  au moins avec l'une et avec l'autre des sections des sur- 
faces ( S )  e t  (T)  par ce même plan (2). 

18. Je  vais d'abord établir plusieurs formules préliminaires qui nous 
seront utiles dans les déterminations qu'il nous reste 5 effectuer. 

Si l'on considére avec attention les équations des plans osculateurs trou- 
v6es dans le paragraphe précédent, on constate le tait suivant: 

«Une des tangentes en O, A une des branches de la courbe gauche, 
x Qtant définie par deux équations telles que 

l'équation du p l a n  o s c u l a t e u r  c o r r e s p o n d a n t  est 

« H et G sont des coefficients connus qui ne dépendent que des quantités 
« C C ,  p ,  y. » 

D'aprhs cela, les coefficients A,  B, C, de l'équation (2) auront les va- 
leurs suivantes 
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et nous poserons, en outre: 

Nous rencontrerons plus loin des expressions de la forme suivante: 

eu égard aux valeurs (9) et (IO), nous aurons 

a=- G A , ,  a,=- H-Al, 

b=- G - B I ,  b,==-H. B I ,  (14) 

c = -  G *  Cl; c , = - P ~ *  Cl. 

D'ailleurs les égalités (7) st (9) entrainent les suivantes: 

a ?  ad, a +  a % + p a i + y % = ~ ,  a-+P-+y-=O,  
a a~ a y  a a  a p  a*! 

de ces dernieres relations on conclut, en résolvant chaque groupe par rapport 
h cc, p, y, et en tenant compte des valeurs (II) ,  (12), .(13), (14): 

Ces formules préliminaires étant Stablies, passons Q la détermination de la 
valeur de A. 

19. L'équation (2) du plan osculateur peut s'écrire 

z=wx+ny, (47) 
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ap rh  avoir posé 

d'oh il résulte, eu égard à la relation (Zbi7 : 
ma+np=y. 

Le plan (2) ou (17) coupera la sphére ï', ou (4), suivant un cercle ayant 
pour projection : 

ri=-- 2 1 ( ~ a + ~ 2 +  C' ) (Px-ay)+x2+yz+( rnz+ny)a=0;  (19) 
C 

pour simplifier un peu l'écriture, nous poserons 

de sorte que: 

rl =- ~(Px-ay)+x% y2 -k ( r n ~ - t - n y ) ~ = O .  (1 9 9  

Pour déterminer le rayon de courbure, nous allons parcourir successivement 
les divers cas étudiés dans le premier paragraphe. 

20. 1''" CAS. Les fonctions 9, et 4, n'ont pas de facteur 
c o n ~ m u n .  

Les équations des deux surfaces déterminant la courbe gauche sont: 

Les projections des sections des surfaces S et T par le plan (17) ont pour 
équations : 

On a, dans le cas actuel , 

?,(a, P7 +.(a, Pr y ) = O ;  (21) 

et, eu égard à la relation (18), il en résulte les identités: 
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Pour déterminer le nombre des points coïncidant avec O et compuns (t SI, 
(20), et FI, (/9), formons la combinaison 

pour que SI et r, aient un contact effectif d'un ordre plus élevé, il faut 
et il suffit que l'ensemble des termes du degr6 le moins Blevé, dans 2, 
s'annule pour x = a ,  y =P;  ce qui donne, eu égard aux relations (18) et 
(1 ghiS) : 

21 
-(AB-kB2 c + Ca) .gp+i(a, P, y) f (aa,  p2, ya) $&l(a, P)=O* (25)  

La valeur de $,-,(a, p) se déduit de la premiére des identités (22), et l'on 
trouve 

d'où l'on conclut 

et l'égalité (25)  devient 
3 IpP 2 %  - A -  C- 

2 a ( A ' + B 2 t  C2)~,+,(a,  B, y)+(az+P2+d)  , a a  

B 
" =O. (27) 

Si l'on se reporte aux équations (6) du na0 131 et (16) du ne0 [4], et qu'on 
les compare aux équations (7) et (8) du n." [18], on a, dans le cas actuel: 

e t  par suite: 
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Eu égard à ces valeurs et aux relations ( I I )  et (15) n.* [I8], l'égalité (27) 
donnera pour il la valeur suivante: 

D'aprhs la formule (6) n.O [17] nous conclurons alors pour la valeur de R :  

On serait arrivé à, la meme valeur de il en exprimant que les courbes r, 
e t  T, ont un contact effectif du second ordre. 

Le rayon R déterminé par la formule (4O), est donc celui d'un cercle 
ayant une c o n t a c t  effect i f  d u  s e c o n d  o r d r e  avec chacune des sections 
des surfaces S et T par le plan osculateur qui le contient; ce cercle a donc 
avec la branche de courbe considérée un contact effectif du second ordre; 
il en est, par conséquent, le cercle osculateur. 

Il est facile de voir en combien de points, coïncidant avec O, le cercle 
osculateur rencontre la courbe gauche. 

Ce cercle en effet, rencontre en trois points coïncidant avec O la branche 
tangente à la droite (a, p, y); mais il reste, dans le  cas actuel, ( p q  - 1) 
autres branches ne  touchant pas la droite (a, P ,  y), et chacune de ces 
branches rencontre le cercle en un seid point coïncidant avec 0; par con- . 

séquent : 
L e  c e r c l e  o s c u l a t e u r  e n  O p o u r  u n e  des  b r a n c h e s  d e  l a  cou rbe  

g a u c h e  A r e n c o n t r e  c e t t e  c o u r b e  e n  ( p q 4 - 2 )  p o i n t s  c o ï n c i d a n t  
a v e c  l e  p o i n t  O. 

21. REMARQUE 1. L a  d r o i t e  (a, p, y) p e u t  ê t r e  u n e  des  t a n -  
g e n t e s  i n f l e x i o n e l l e s  d e  l ' u n e  s e u l e m e n t  d e s  s u r f a c e s  S ou T. 

Dans ce cas particulier on a ,  n." [5], r e m a r q u e  1: 
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et a'aprés I'hypothése admise, on a, outre les équations (21), n.O [20], la 
relation 

PP+I (a7 A Y) = 0. (2gbiS) 

Eu égard aux valeurs (28), l'égalité (26) donne $,-, (a ,  /il) = O ; et 17égalit6 
(25) se réduit alors B une identité. Ceci veut dire qu'un cercle quelconque 
situé dans le plan osculateur actuel et touchant la droite (a ,  P ,  y), a, avéc 
la section de la surface (S) par ce même plan, un c o n t a c t  e f fec t i f  du 
second  o r d r e ;  on trouverait alors, comme il est facile de s'en convaincre, 
deux cercles, or et of/, ayant avec cette m6me section u n  c o n t a c t  ef- 
fect if  d u  t ro is ième ordre ;  mais nous allons voir que ces deux derniers 
cercles ne sont pas osculateurs la courbe gauche. 

En effet, cherchons maintenant le cercle qui, situé dans le plan osculateur 
actuel, ait avec la section de la surface (T) par le même plan un contact 
effectif du second ordre. On trouve, en remplaçant dans les calculs du nu- 
méro précédent la courbe 8, par la courbe Tl; 

on constate que, dans cette expression, A, B, C, A,, BI, Cl, y ont pré- 
cisément les valeurs que donnent les formules ( I o )  et (2O) du n.O [20] après 
qu'on y a introduit l'hypothèse 

Le cercle r, correspondant à cette dernihie valeur de A,  a un c o n t a c t  
effeotif  d u  s e c o n d  ordre  avec la section de la surface (T) par le plan 
osculateur; il aura également un contact effectif du second ordre avec la 
~ect ion de la surface (S)  par le  même plan, puisque ceci a lieu pour tout 
cercle tangent à la droite (a, /3, y); le  cercle a a donc bien un contact 
effectif du second ordre avec la branche considérée de la courbe gauche; 
c'est le cercle osculateur cherché. 

Les cercles or et cf' au .contraire, lesquels sont distincts du cercle ?t, 

n'auront plus avec la section de la surface (T) par le  plan osculateur 
qu'un contact effectif du premier ordre; ils ne seront donc pas osculateurs 
à la courbe gauche, quoi qu'ils aient un contact effectif du 38Me ordre avec 
la section de la surface (S). 

En résumé, les formules (Io),  ( 2 O ) ,  (3O), (4"), n.O 1201 sont applicables 
au cas particulier en question, pourvu qu'on ait égard A l7hypoth&se admise 

9î>*1(a? b, y)='. 
Anaali di Matematicn, tomo IV. 
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22. R E M A R ~ U E  II. La d ro i t e  (a,  P, y) p e u t  ê t r e  u n e  g é n é r a t r i c e  
double pour  l ' u n  seu lement  des  canes  9, ou SI,. 

Supposons qu'elle soit une génératrice double pour le cane SI,, de sorte 
qu'on a 

dans le cas actuel, on a encore na0 [6] remarque II: 

il faut alors reprehdre l'analyse du n.O [20]. 
D'apres les hypoth&ses admises (29) et les égalités ( 2 6 )  et (30), on a les 

identités: 

%(x, Y ,  m x + n y ) = ( P x - a ~ ) ~ ~ $ - i ( ~ ,  y) ,  

+&, y ,  mx-l-ny) =(px-ay)2+3/9-&, y); 
j (31) 

les sections des surfaces S et T n . O  [20] par le plan osculateur (17) 11." [19], 
auront pour projections : 

S $ = ( P X - ~ ~ ) ~ P ~ - , ( X ,  y,  m x + n y ) + - - = O ,  

Tr,=(Px-ay)z+3/9-2(~, y) +Sqtl(x, y ,  n i î ax+ny) t - -=Q;  
1 (32) 

la projection de la section de la sphhre ï' sera toujours (19) n." [19]: 

r i=-p(Px-ay)+xe+y"(mx + ny)'=o, (33) 

équation où l'on a posé: 
21 

' ,u=-(A2-tB2-t- Ce). (33his) 
C .  

Formons la combinaison : 

C=pSf1+$p-2(x, y ) - (Px-ay) . r l=O,  (34) 

d'aprés laquelle on a 

q s r , ,  r,) = ~ ( s ,  r,) =T;+ 1. (35) 

Si l'on exprime que les termes du degr6 le moins élevé, dans 2, s'annulent 
pour x=a,  y=P, on trouve 

P = O ,  d'où a=o; (36) 

on obtient ainsi un cercle a,  de rayon nul, qui a un contact effectif du 
second ordre avec la section de la surface (S) par le plan osculateur con- 
sidéré. 
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Si l'on combine les Qquations des courbes Tl, e t  ï',, on a ' 

Z1=p T ' ,+4f -2(~ ,  y).(Px-ay)r,=Q, (37) 

on a maintenant 
N(Tr l  , r,) = N(Cr, FI) =q + 1. (38) 

Si l'on exprime que les termes du degré le moins élevé, dans C) s'annulent 
pour x=a, y=P, on trouve 

P=O, d'où a=o; (39) 

on obtient encore un cercle, de rayon nul, qui a un contact effectif du 
second ordre avec la section de la surface (T). 

Ainsi, dans le cas actuel, le rayon de courbure en O de la  branche tan- 
gente B la droite (a, @, y) est nul; la courbure est infinie. 

Les formules (iO), ( 2 O ) ,  ( 3 O ) ,  (cl0), du n." [20] sont encore applicables au 
cas particulier en question; car on voit, qu'en y introduisant les hypo- 
théses (29), on trouve 

k o ,  R=O. 
23. REMARQUE III. La d r o i t e  ( a ,  P ,  y) p e u t  6 t r e  u n e  t a n g e n t e  

i n f l e x i o n n e l l e  p o u r  l e s  d e u x  s u r f a c e s  S e t  T. 
Dans ce cas, on a les relations 

Les sections des  surfaces (S) et (T) par le plan osculateur correspondant 
ont pour projectiona: 

SI1, =(Px-ay)~,,(x, y)+ ' \ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



316 Pai nvi n z Plans osculateurs en un point multiple, etc. 

ces identités résultent des hypothéses admises (40). 
La section de la splibre r par le même plan a toujours pour projection 

2 x r i = - p ( p x - a y ) + x 2  +ys+(mx+ny)'=O, où p=C(A2+B2tCg).  (43) 
- 

Comparant les courbes Stll et r,, nous formerons la combinaison 

C=pS1' ,  + ~ ~ - ~ ( x ,  y) q = o ;  
si l'on exprime que le contact effectif des courbes Sv,  et J?, est supérieur 
8- l'unité, on trouve 

On arrive au même résultat en comparant les courbes Tt', et I',. 
On conclut de 18 que le rayon de courbure de la branche considérée est 

infini, c'est-à-dire que la courbure èst nulle. Conséquence d'ailleurs évidente 
de la proprieté de la droite ( a ,  B,  y) d'8tre tangente inflexionelle pour les 
deux surfaces. On constate, en y introduisant les hypotli6ses (40), que les 
formules (1')' (2O),  (3") et (49 du n." [20] sont encore applicables au cas 
actuel, car elles donnent %=oc. 

24. REMARQUE IV. La d ro i t e  (a ,  P ,  y) peu t  ê t r e  u n  g é n é r a t r i c e  
double  pour l e s  d e u x  cônes  9, e t  4,. 

On remarque d'abord qu'en vertu des hypothéses admises on a les identités 

il y a, dans ce cas, deux plans osculateurs qui sont donnés par l'équation 
(16ter) du n.O [8]. Si nous considerons un de ces plans 

Ax-i- Byi. Cn=O, ou z = m x + . n y ,  (45) 
- 

les projections des sections des surfaces (8) et (T) par ce plan seront 

En reprenant l'analyse du na0 1221, on trouve A= 0;  le rayon de courbure 
est donc nul. 

' 25. CAS.  Les fonctions 9, e t  S, on t  un  facteur commun 
entrant  à la -  même puissance dans  l e s  d e u x  fonctions. 
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Les équations des deux surfaces sont alors 

O(x, y ,  z) étant une fonction homogbne du degré r .  
Les tangentes en O aux diverses branches de la courbe sont données 

par les deux systémes d'équations : 

Le rayon de courbure, reIatif à une quelconque des branches dont les 
tangentes sont définies par le système (2), sera donné par la formule g6- 
nérale (4O) du n.O [20]. Occupons-nous du rayon de courbure relatif S une 
quelconque des branches dont les tangents sont définies par le système (3). 

L'équation du plan osculateur étant toujours 

les coefficients A ,  B, C, sont donnés par les formules (30) ou (31) d u  
n.O [ id] ,  suivant que k est supérieur ou égal ii l'unité. 

Le plan osculateur coupe les surfaces S et T, ( l ) ,  suivant des courbes 
ayant pour projections respectives 

on a posé les identités suivautes qui résultent des relations admises (3): 

Y,  ""+ny)=(Px-ay)f(x,  y), * 

X(X, Y, m x +  ny)=9,+,(~, y, mx+ny)Sj(x, y, mcc + ny) - 
- ~ P ~ ( X ,  Y, mx+ny)$J i (x ,  y, mx+ny)=(pcr : -ay) r (x ,  y), 
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e t  on a toujours les égalités 

Le plan osculateur coupe d'ailleurs la sphère (4) n.O [17] suivant une courbe 
ayant projection 

où l'on a posé 

Comparons d'abord les courbes S, et Pl, c'est-&-dire formons la combinaison: 

Z=pS,+$i . [ f (x ,  y ) ] k ( , 8 ~ - a y ) k - 1 * ~ l = ~ 7  . (8) 

d'où l'on conclut 

N(s,, P,) = N(Z, r,) =p +- 4. 

Comparons en second lieu les courbes Tl et FI,  c'est-&-dire formons la 
combinaison 

Xr=p Tl'+ lSj[f(x, y) lk(Px-  ay)k-lri=Or. (9) 

d'où l'on conclut 
N(T , ,  r,)=iv(z', r l ) = q +  1. 

Supposons d'abord k> 1. 
Si l'on exprime que la courbe Z est touchée en O par la droite 

PX - ay=O, on aura un cercle ayant un contact effectif du second ordre 
avec la section de la surface '(8) par le plan osculateur considéré; de méme 
si l'on exprime que la courbe C' est touchée en par la droite'px-ay=O, 
on obtiendra un cercle ayant un contact effectif du second ordre avec la 
section de la surface T par ce plan osculateur. Or dans les deux cas, on 
trouve A=0, par conséquent le cercle osculateur e n  O B la branehe en 
question est un cercle de Gyon nul. 

Supposons en second lieu k =  I.  
Le rayon du cercle ayant un contact effectif du'second ordre avec la 

section de la surface S par le plan osculateur considéré sera déterminé 5 
l'aide de la valeur suivante de X :  

. . 
2 1' 
-(A2+B2+Ce)~pcI(ar c P, y)+?i(a, P, Y ) * ( ~ ~ - + P ' + ~ ~ ) ~ ( C C , P ) = O ~  (40) 
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le rayon du cercle ayant un contact effectif du second ordre avec la sec- 
tion de la surface T par le même plan sera déterminé Lt l'aide de la valeur 
suivante de A: 

Or ces deux valeurs de A sont les miMes, car d'aprhs l a  seconde des éga- 
lités (3) on a 

Le cercle ainsi déterminé sera donc osculateur à la branche considérée de 
la courbe gauche; et, eu égard (L la valeur (11) de 2, la formule (6) ne0 [47] 
donnera pour l'expression de son rayon: 

La première des identités (5) n.O [26] donne 

mais des égalités 

on conclut 

Or d'aprbs la formule (31) n." [II] qui est applicable au cas actuel, on a 
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H=qi (a1 Pr y) [$p+Z (a, Pt Y )  Sj (a, 61 Y )  - +,+, (a, P, Y) 9i (a, 

a x a 0  a x a 0  ------ 
a ara. 9 

on a évidemment 

Eu égard aux relations (15) et aux valeurs (18), l'expression 
R prend la forme définitive: 

(13) du rayon 

(19)  

26. 3"e CAS. L e s  f onc t ions  9, e t  4, o n t  u n  f ac t eur  commun 
e n t r a n t  à d e s  p u i s s a n c e s  d i f f é r e n t e s .  

Les équations des deux surfaces sont alors: 

8(x, y, z )  est une fonction homogéne de degré r ,  de sorte que 

i + r h = p ,  j + r k = q ,  ( 2 )  

et l'on suppose h>k.  
Les tangentes en O aux diverses branches de la courbe sont déterminées 

n.O [13] par les trois systémes d'équations: 
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Le rayon de courbure relatif aux branches qui touchent les droites (3) sera 
donné paf les formules générales du n.O [20]. Nous n'avons donc à nous 
occuper que des branches dont les tangentes sont définies soit par le sy- 
stéme (4), soit par le systéme (5). 

Supposons d'abord que (a, P ,  y )  soit une solution du systhme (4); le 
plan osculateur correspondant 

sera donné par l'équation (219, on bien par l'équation (27hiS), n.O [14], 
suivant que h sera supérieur ou égal à ( k + l ) .  

On a toujours la relation 

Remarquons d'abord que, en égard aux relations (4) et (Y), on a les identités: 

Ceci posé, les sections des surfaces S et T par le plan osculatenr.(6) auront 
pour projections respectives 

la section de la sphbre (4) n.O 1171, par le même plan, aura pour projection: 

Tl =-p(px-ay) +xe + ye+(mx+ny)a=O, ( w  

où l'on a posé 

Comparons d'abord les courbes SI et Tl, et formons la combinaison 

X=~Sl+$i(~,y,m~+ny)[fj~,y)]h(Px-ay)h-l*rl=O, (11) 
Annali di Matematica, tom0 IV. 41 
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Or on a toujours h> 1, car h est au moins égal 5i. (k + 1), et k est au 
moins égal h l'unité; si 1'011 exprime que les courbes r, et Z: ont (p + 2) 
points communs en O, on trouve 

p=O, d'où h=O; 

par conséquent, le cercle, situé dans le plan osculateur (6) et ayant un 
c o n t a c t  effectif du s e c o n d  o r d r e  avec la section de la surface S par 
ce même plan, est un cercle de rayon nul. 

Si maintenant on compare les courbes Tl et J?,, et qu'on fasse la com- 
binaison : 

Z'=P Tl +4j-,(~, Y) [f(x> ~ ) ] ~ ( p x - a y ) ~  .rl=O, (12) 

Le nombre k est au moins égal à un ;  si l'on exprime que la droite 
Px-a y=O touche la courbe Cr en O on trouve encore 

c'est-8-dire que le cercle, situé dans le plan osculateur (6) et a y a n t  u n  
c o n t a c t  effect if  d u ' s e c o n d  o r d r e  avec la section de la surface T par 
ce même plan, est un cercle de rayon nul. 

G Donc, pour la branche de la courbe qui touche une quelconque des 
« tangentes définies par le systhme (4), le rayon du cercle de curbure est 
« nul; la courbure est infinie. B 

27. Supposons maintenant que (a, P, y) soit un solution du systeme 
(5 ) ,  et que l'équation (6)  représente le plan osculateur correspondant; les 
coefficients A ,  B, C, seront donnés par les équations (40) n.O [16]. 

Des relations (5) et (7) résultent les identités 

Les sections des surfaces S et T par le plan osculateur (6) auront pour 
projections respectives 
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la section de la sphhe (4) n.O [17] aura pour projection 

Comparons d'abord les courbes Sr1 et rl, et formons la combinaison 

De l'équation (16) on conclut 

N ( S f 1  , IlL) = N(Z9 pl); 

Pour reconnaître le nombre des points coïncidant avec O et communs & 
2 et FI,  formons la nouvelle combinaison 

si p ou h reste arbitraire, on a 

donc : 
a COROL.  1. Un cercle quelconque, situé dans le plan osculateur (6) 

et touchant en O la droite (a, p, y), a u n  c o n t a c t  effect if  d u  second  
« ordre  avec la section de la surface S par ce même plan. r, 

Pour que le contact effectif soit d'un ordre plus élevé, il faut que la 
droite Px - ay= O touche en O la courbe 2'; on est ainsi conduit aux 
relations suivantes : 
si h > 2 :  

4h8 (A9 + Ba + Cs)$ (Az+ BB2 + C2) 
C" op+,  (a,  Pl y)+ 2k xP (a, f i ) .  (a2 + ,P+ ys)  = O; 
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si h = 2 ,  on aura: 

- (AB+ B" 0)" 4 aa (A" BZ+p) 
C" ?%+,(a, P9 Y) + 2 X  C X p  (a,  P) .  (a+ PP + y2) (1 9) 

+$i(a, Pr ~ ) . [ f ( a r  P)12(as+pz+ 
Les valeurs des quantités f(a ,  B) et ~ , ( a ,  B) sont fournies par les identités 
(13), et l'on trouve 

d'où : 
c C O R O L .  II .  11 y a deux cercles, situés dans le plan osculateur (6) et 

« touchant en O la droite (a, P ,  y), qui ont u n  c o n t a c t  effectif d u  3&lw 
« ordre  avec la section de la surface (S) par ce m6me plan. » 

Les valeurs de h correspondant (t ces cercles seront fournies par l'équa- 
tion (18) ou par l'équation (19), suivant qu'on aura h>2 ou h=2;  d'ail- 
leurs l'hypothèse h=2 ne peut se présenter que si k est égal & l'unité, 
puisque h doit être supérieur & k. 

Comparons maintenant les courbes Tt1 e t  Tl, formons la combinaison 

et on conclut 
N ( T : ,  r1)=N(2, ,  r,)=q+ 1. 

Ainsi : 
« COROL.  I I I .  Un cercle quelconque, situé dans le plan osculateur 

« (6) et touchant en O la droite (a,  p, y), a u n  c o n t a c t  e f fec t i f  d u  
(( premier  o r d r e  s e u l e m e n t  avec 12 section de la surface (T) par ce 
« plan. » 

Pour le contact effectif soit d'un ordre plus blevé, il faut qua il 
vérifie la relation suivante obtenue en écrivant que les termes du degré 
le moins élevé'dans 2, s'annulent pour x=X, y=p; on trouve: 
si k > l :  

P = O ,  d'où a=o; (22) 
si k = 1 :  
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25. De cette discussion nous tirerons les conclusions suivantes, en 
admettant que a, p, y, ne satisfont pas d'autres relations que celles 
que nous avons supposées. 

1.O Si k> l ,  le rayon du cercle osculateur est nul; car, d'aprbs l'é- 
galité (22) c'est le seul cercle qui ait, avec la section de la surface (T), 
un contact effectif du second ordre; et ,  d'après le corollaire  1 n.O [27], 
ce cercle aura également un contact effectif du second ordre avec la se- 
dion de la surface (S). Ce cercle, de rayon nul, aura donc un contact ef- 
fectif du second ordre avec la branche considérée de la courbe gauche. 
D'ailleurs le cercle, correspondant b la valeur de h différente de zéro et 
fournie par l'égalité (18), n'aura pas avec la courbe gauche un contact 
effectif d'un ordre plus élevé que le premier, puisque ce cercle n'aura, co- 
ro l la i re  I I I ,  qu'un contact effectif du premier ordre avec la section de la 
surface (T) par le plan osculateur. Dans l'hypothèse où k est supérieur 8 
l'unité, h ne peut pas etre égal à, 2. 

1I.O Si k = l ,  l'égalité (23) donne une seule valeur pour il, cette 
valeur est, en égard & la premiére des relations (20): 

le cercle, correspondant & cette valeur de il, sera le cercle osculateur à 
la branche considérée. En effet, ce cercle a un contact effectif du second 
ordre avec la section de la surface (T) par le plan osculateur; d'aprés le 
corol la i re  1, il a également un contact effectif du second ordre avec la 
section de la surface (S) par le même plan: il aura donc un contact ef- 
fectif du second ordre avec la branche de la courbe gauche. 

Les valeurs de X, définies par les équations (18) ou (19), donneroni des 
cercles qui ne seront pas osculateurs à la courbe gauche; car ces cercles, 
qui ont un contact effectif du 3'"" ordre avec la section de la surface (S), 
n'auront qu'un contact effectif du 1" ordre avec la section de la surface 
(T) ,  Lt moins que les valeurs de h ne soient égales à la valeur fournie 
par l'équation (23). 

Dans l'hypothbse où k = l ,  les formules (40) du n.O Li61 donnent 
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et l'on a en outre : 
si h > 2  

D'après les formules (10), (12), (16) du n." [18], nous aurons 

Si l'on a Bgard aux égalités (24) et (27)' la formule (6) du n."[17] nous 
conduira à l'expression suivante du rayon .de courbure: 

Lorsque h> 2, on a 
H=Sq&, P' Y)'  

il résulte de la formule (29) 
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Il n'y a aucune difficulté B énoncer les théorémes auxquels nous a conduit 
la discussion précédente. 
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Nota 
sopra alcune singolarità di second'ordine 

delle curve gobbe razionali 

(de l  D.* EMILIO WEYE, a Praga.) 

1. L a proprietà, essenziale di una curva razionale é che si pua sta- 
bilire una corrispondenza univoca fra i punti della curva ed i punti d'una 
retta arbitraria. In altre parole: i punti della curva si possono far corri- 
spondere (corne b possibile per una retta) ai valori di un parametro in ta1 
modo, che ad un valore del parametrcr corrisponda un sol punto della curva 
e viceversa ad un punto della curva un sol valore del parametro. 

Sia dunque C una curva gobba razionale d'ordine n; x un pun'to di essa 
e f il valore del parametro corrispondente al punto x. Se E passa per tutti 
i valori da -m a +a, il punto x descriverà tutta la curva C. Le coor- 
dinate t, e,fsS, del punto x della curva C si possono esprimere mediante 
il parametro corrispondente ( E ) ,  come funzioni razionali intere d'ordine n 
di questo parametro. 

Avremo dunque : 

El=fi(t), 42=f2(4), 4 3 -  -f s (8, 4 A =  f 4 (' th  (4 
dove : 

4i=aio4n+ai,P~1 +ai2F-'+ *@-+ai,. 

2. La propïiet8 anzidetta della curva C permette, corne si vede subito, 
di considerare gli stessi sistemi di punti sopra C, come si fa sopra una retta. 
Potremo dunque parlare di punteggiate projettive, O piU generalmente di 
punteggiate aventi la corrispondenza [m, n ] ;  potremo parlare d'involuzioni 
di qualunque grado, ecc. Ogni teorema che ha luogo per questi sistemi 
sopra una retta, avrA luogo anche per gli stessi sistemi sopra la curva C. 
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3. Consideriamo la curva C simiiltaneamente con un fascio F, di su- 
perficie di second'ordine, passanti per otto punti fissi arbitrari, epperb per 
una curva gobba del quart'ordine. Essendo Fr9= O ,  FIr, = O  le equazioni 
di due superficie del fascio, o&i terza superficie del medesimo fascio avrh 
l'equazione F, =FI,+ jlF", = O ,  dove il é il parametro del fascio. 

Mettendo nell'equazione $',=O per le coordinate i valori (*), ne segue 
pel parametro lj di un punto d'intersezione della curva C colla superficie 
F2, l'equazione 9 (t) + X + ( E )  = O, dove 9 ed 4 sono funzioni intere di E, del 
grado 2n. 

L'ultima equazione mppresenta un'involuzione d'ordine Zn e quindi pos- 
siamo dire: 

« L e  s u p e r f i c i e  d ' u n  f a sc io  d i  s e c o n d o  g r a d o  determinan.0 
s o p r a  C u n ' i n v o l u z i o n e  d ' o r d i n e  2n 2 

Siccome una tale involuzione deve avere 2(2n-1) punti doppi, ne segue: 
« F r a  le s u p e r f i c i e  d e l  f a sc io  F2 v e  n e  s o n o  2 ( 2 n - 1 )  t a n g e n t i  

a l l a  c u r v a  C. D 

Se degli otto punti-base del fascio F,, c  giacciono sopra la curva C, 
1' involuzione risultante sarh solamente d' ordine 2n - c , ed avrà percid 
2 (2n-  c - 1)  punti doppi , ciob : 

« P e r  o t t o  p u n t i ,  c d e i  q u a l i  si t r o v a n o  sopra  C ,  pas sano  
2(3n -c - I )  s u p e r f i c i e  d i  s e c o n d o  g r a d o  t a n g e n t i  l a  c u r v a .  D 

4. Prendiamo c  punti ad arbitrio sopra C, e (7-c) punti arbitrari 
ne110 spazio, c 2 7 ;  allora potremo stabilire ancora ad arbitrio un ottavo 
p-unto-base x del fascio F,. Se x si trova sopra C, ne1 fascio vi saranno, 
corne abbiamo dimostrato, 2  [2n- (c + 1)-1]=2 ( 2 n  -c- 2) superficie tan- 
genti la curva C in altrettanti punti y. Ma una superficie E', passante pei 
primi sette punti-base e tangente la curva C ne1 punto y, la sega ancora 
in  [2n - c -21 punti x ,  in modo che la corrispondenza fra x ed y avrà 
luogo secondo [2(.2 n - c - 2 ) ,  (2n - c  - 2)], e vi  saranno percid 

punti uniti. Cioé: 
« Per  s e t t e  p u n t i ,  c d e i  q u a l i  s o n o  s o p r a  C, p a s s a n o  3(2n-c-2)  

s u p e r f i c i e  di  s e c o n d o  g r a d o ,  a v e n t i  c o n  C u n  c o n t a t t o  di secondo 
ord ine .  » 

Andando cosi avanti, prendiamo sei punti, c dei quali si trovino sopra 
C ;  sappiamo clle per questi punti e per un punto x preso ad arbitrio sopra 
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C passano 3 [ 2 n  - (c + 1) - 21 superficie F2 che hanno in altrettanti punti 
y con C un contatto di second'ordine. Ma una tale superficie, avente in y 
con C un contatto di second70rdine e  passante pei sei primi punti-base, 
sega C in altri ( 2 n -  c- 3) punti x. La corrispondenza fra x ed y sarà 
quindi secondo [ (2n-c-3) '  3 ( 2 n - c - 3 ) ] ,  e vi saranno 4(2n - c - 3 )  
punti uniti, ciob : 

ct P e r  s e i  p u n t i ,  c d e i  q u a l i  s o n o  s i t u a t i  s o p r a  C ,  p a s s a n o  
4 ( 2 n - c - 3 )  s u p e r f i c i e  d i  s e c o n d o  g r a d o  a v e n t i  c o n  C  u n  c o n -  
t a t t o  d e l  t e r z ' o r d i n e .  » 

Analogamente si dimostra : 
P e r  c i n q u e  p u n t i ,  c d e i  q u a l i  s o n o  s i t u a t i  s o p r a  C, p a s s a n o  

5- (2n-c-4)  s u p e r f i c i e  d i  s e c o n d o  g r a d o  a v e n t i  c o n  C u n  con-  
t a t t o  de l  q u a r t ' o r d i n e .  » 

P e r  q u a t t r o  p u n t i ,  c  d e i  q u a l i  s o n o  s i t u a t i  s o p r a  C ,  p a s s a n o  
6 ( 2 n - c - 5 )  s u p e r f i c i e  di s e c o n d o  g r a d o  a v e n t i  c o n  C u n  con-  
t a t t o  d e l  q u i n t ' o r d i n e .  » 

K P e r  t r e  p u n t i ,  c  d e i  qua l i  s o n o  s o p r a  C, p a s s a n o  7 ( 2 n - c - 6 )  
s u p e r f i c i e  d i  s e c o n d o  g r a d o  a v e n t i  c o n  C u n  c o n t a t t o  d e l  s e s t o  
o rd ine .  » 

« P e r  d u e  p u n t i ,  c  dei  q u a l i  sono  s o p r a  C, p a s s a n o  8 ( 2 n - c - 7 )  
s u p e r f i c i e  di  s e c o n d o  g r a d o  a v e n t i  c o n  C u n  c o n t a t t o  d e l  s e t -  
t imo  ord ine .  » 

G P e r  u n  p u n t o  f u o r i  d i  C  p a s s a n o  9 ( 2 n - 8 ) ,  e  p e r  u n  p u n t o  
d i  C p a s s a n o  9 ( 2 n - 9 )  s u p e r f i c i e  di  s e c o n d o  g r a d o  a v e n t i  c,on 
C u n  c o n t a t t o  d e l l ' o t t a v o  o r d i n e .  B 

Ne1 caso che il punto sia sopra C, vi è anche una superficie di secondo 
grado cho ha nello stesso punto nove puiiti infinitamente vicini in cornune 
con C. 

Finalmente : 
« Vi sono 1 0 ( 2 n  - 9) supe r f i c i e  d i  s e c o n d o  g r a d o  c h e  h a n n o  u n  

c o n t a t t o  d e l  nono  o rd ine  co l l a  c u r v a  C. » 
1 ristltati ottenuti si possono riunire nella seguente prop~sizione generale ; 
« P e r  q p u n t i  del10 s p a z i o  e  p e r  c p u n t i  d e l l a  c u r v a  C  p a s s a n o  

K ( 2 n - K - c + l )  s u p e r f i c i e  di  s e c o n d o  g r a d o  a v e n t i  c o n  C U Q  

c o n t a t t o  de l l ' o rd ine  (K-1). 1 n u m e r i  K, c ,  q d e v o n o  soddis fare  
l a  r e l a z i o n e -  c + q  + i i = 1 0 .  » 

Milano, maggio 1871. 
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Note sur les quadriques polaires 

( par  H. G. ZEUTHEN, à Copenhague.) 

I I r .  CREMOKA, dans son mémoire couronn6 Sur les surfaces du troisiErne 
ordre (*) déduit les nombres qui ont égard 5 la surface Hess i enn  e et 5 
la surface S t e i n  e r i e n n e  d'une surface d'ordre quelconque de sa belle et  
générale .théorie des a assemblages symétriques », qui permet à la geomé- 
fric pure de suivre, même en beaucoup d'autres questions, quelques'ilns des 
procédés les plus fertiles de l'analyse. Toutefois comme il peut être utile 
dè parvenir B un meme résultat par des voies différentes, je me permets 
de donner ici une autre déduction géométrique de ces nombres. 

On caractérise un systéme de quadriques satisfaisant & huit conditions 
au moyen des trois nombres suivants ("*): 

1 . O  le nombre ,u des surfaces du systéme qui passent par un point, 
2 . O  le nombre v des surfaces qui touchent une droite, 
3.O le nombre p des surfaces qui touchent un plan. 

Nous supposons qu'il y ait dans le systéme 9 canes, x coniques (c'est 
à dire quadriques infiniment aplaties limitées par des coniques) et  4 sur- 
faces composées de deux plans dont la droite d'intersection est limitée par 
deux points (sommets). Alors 

Ces formules, qui résultent d'une maniére tres simple des formules analogues' 
dans la théorie des systèmes de coniques, peuVent servir en beaucoup de 

(*) Crelle-Borchnrdt: journa l  für 'die Mathematik, 68 Bd.; plus tard inséré dans la 
traduction allemande des Preliminari di una ieoria geometrica delle superficie. 

t*") Voir les memoires da MM. de JONQUIÈRES et CHASLES; Comptes rendus, t. LVIII, 
p. 564 et t. LXII, p. 405. 
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cas à la dbtermination des caractéristiques des surfaces du second ordre (*). 
Comme la théorie de la surface H e s s i e n n e  et de la surface S t e i n e r i e n n e  
d'un surface F, (d'ordre n) repose sur celles des quadriques polaires par 
rapport & Fm, les mBmes formules peuvent Btre utiles dans le cas actuel. 

Nous désignerons par N(Z,,  Z,, 2,) le nombre des quadriques polaires qui 
satisfont aux trois conditions Z,, Z , ,  Z,, par (Z,, 2,) le systéme des qua- 
driques polaires qyi satisfont aux deux conditions Z, et  Z,, et par $(&, Z,), 
x (Z,, Z,), p (Z,, 2,) les nombres respectifs des surfaces singuliéres de ce 
méme système. Nous désignerons respectivement par p,  1 et P les condi- 
tions de passer par un point ou de toucher une droite ou un plan, et  re- 
spectivement par n, h e t  II celles d'avoir pour pôle un point donné (con- 
dition triple), un point d'une droite donnée (condition double) ou un point 
d'un plan donné (condition simple). 

1. On a premiérement N(n)  = l ;  car la polaire quadrique d'un point 
donné est entiérement déterminée. 

2. Comme le pôle d'une quadrique polaire qui passe par un point donné 
se -trouve sur la deuxibme polaire du point, qui est d'ordre n - 2, on a 

Ce nombre est la caractéristique ,u du systeme (A). On aura encore pour le 
m6me système x=+=O. En effet, les deux espéces de surfaces singuliéres 
dont nous avons désign6 les nombres par x et 4 dépendent, l o r squ ' e l l e s  
s o n t  r e g a r d é e s  s e u l e m e n t  comme l i e u  d e  po in t s ,  respectivement de 
t r o i s  et  de six chditions. On n'en trouvera donc pas, en général, dans 
un systhme où plus de trois ou de six conditions ont égard seulement A 

. 

la détermination d'un surface comme lieu de points. Les formules (1) nous 
donnent maintenant 

3. Comme lep61e d'un quadrique polaire qui passe par deux points 
donnés se trouve sur la courbe d'intersection des deuxiémes polaires des 
points, on a 

N(2p,  TZ)=(n-2)'. 

(*) J'en ai fait cette application dans un article ins6rt5 dans le t. VI1 de l a  2me série 
des Nouvelles Annales de MathSmatiques, oh se trouve eussi ma démonstration des for- 
mules. - Mes premières applications des m&mes formules se trouvent dans les comptes 
rendus de l'Acad6mie Danoise 1866. 
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Ce nombre est la caractéristique p du système ( p ,  n). On a Pour le même 
système x = + = = O ,  de facon que 

N ( p ,  1, I i ) = 2 ( ~ t - 2 ) ~ ,  N ( p ,  P, II)=3(n-2)', 9 ( p 9 n ) = 4 ( n - 2 ) ' .  

Les deux premiers de ces nombres sont les caractéristiques p des systèmes 
(1, II)  et ( P ,  II). On a dans chacun de ces systémes x = ?) = 0 ,  de facon 
qu'on trouve : 

N(21, ïI)=4(n-2)"  N(1, P,  n)=6(n-2) ' ,  p(1, n) =8(n-2)' ,  

N ( 2 P ,  Tr) =9(n-2)2, $ ( P ,  II)=12(n-2)2. 

4. Comme le pôle d'une quadrique polaire qui passe par trois points 
donnés doit etre un des points d'intersection de leur deuxièmes polaires, on a 

N ( 3 p )  = (n - 2)3. 

Ce nombre, qui est la caractéristique p du systéme ( 2 p ) ,  peut servir de 
point de départ d'une détermination successive cles caractéristiques des 
systémes (2p), (p, E) ,  (2 l ) ,  ( p ,  P )  et (1, P), où x =$= O. On trouve 

On connaît ainsi les caractéristiques p et v du système (2P),  et l'on sait 
encore que X= O. Mais il y a dans ce système-ci des quadriques composées 
de deux plans, dont les plans donnés limitent la droite d'intersection, pendant 
que les six autres conditions servent a déiterminer ces surfaces singulières 
regardées comme lieux de poiuts; S, n'est donc pas égal & zéro. 

Les trois nombres connus satisfaisant identiquement à l'une des trois 
équations (1), nous n'aurons pour déterminer les nombre 9,  ?F/ e t  p que les 
deux équations suivantes : 

On doit donc chercher d'autres moyens de trouver un de ces trois nombres. 
NOUS chercherons 9 qui. est le  nombre théorique 'des c h e s  du systbme. 
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Ceux-ci auront leurs sommets sur la droite d'intersection des deux plans 
donnés; mais alors on sait (*) que chaque cane compte pour q u a t r e  dans 
le nombre 3;  9 est donc le quadruple du nombre des cônes qui sont des 
polaires quadriques et dont les sommets se trouvent sur une droite donnée. 
Kous appellerons ce dernier nombre x. 

Pour trouver x on regarde un cas particulier du système (1, P): celui 
où la droite donnée 1 se trouve dans le plan donné P. Nous désignerons 
ce système particulier par (If, Pl). Un cône d'un systkme (1, P )  compte . 

pour d e u x  dans l e  nombre q(1, P) parce que son sommet se trouve dans 
le plan P. Dans le système particulier (Zr, Pr) une partie de ces cônes (au 
nombre y) ont le plan donné pour plan tangent, et  les sommets des autres 
se trouvent sur la droite donnée. Dans chacun de ces derniers x cônes, 
coïncident deux cônes du système général (1, P). On a donc: 

Dans une quadrique du systkme (Zr, Pr) qui satisfait A une neuviéme con- 
dition coïncident, en général, deux quadriques du systéme (1, P) qui sati- 
sfont- A la mgme condition. La caractéristique v du systhme (Zr, P) a donc 
la valeur de 

N(1,  6: Pf)=4N(21,  P)=6(n-2)'.  

Dans le cas où aussi la nouvelle droite 1 se trouve dans le plan donné, les 
v surfaces qu'on trouve ainsi sont, 1' les y cônes tangents au  plan, et  
2" les quadriques propres dont les points de contact avec le plan sont au 
point d'intersection des deux droites. Dans chacune de ces derniéres qua- 
driquea coïncident deux des N(1, Zr, P f )  quadriques, et  leur nombre est 
égal A celui des quadriques polaires qui passent par trois points coïncidant, 
ou bien N ( 3 p )  = (n - 2)'. On trouve donc : 

On trouve en suite: 
x=4(n-2)'. 

Revenons au  système (2P) ; on y a 9 ~ 4 x 1 1 6  (n -2)'. Puis on trouve: 

("1 Voir l'article déjà cité dans les Noz~vetles Annules, 
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5. Les résultats trouvés dans les n.""-4 nous fournissent ie moyen de 
troiiver par la methode de  substitution de Mr. CHASLES (*) le nombre des 
quadriques polaires qui satisfont à, trois conditions quelconques, imposées 
soit directement aux surfaces, soit il leurs pales. Nous entendons que ces 
nouvelles conditions, qui peuvent être doubles ou triples (*"), soient indé- 
pendentes de la surface fondamentale .donnée. 

Nous n'applique.rons ici cette methode de substitution qu'à la démon- 
stration de résultats trouvés dans le memoire de Mr. -CIRERIOKA. NOUS ferons 
usage des théorèmes suivantes ("**): « Il y a dans un système, p quadïiques 
par rapport auxquelles deux points donnés sont conjugués, p quadriques par 
rapport auxquelles deux plans sont conjugués, et v quadriques par rapport 
auxquelles deux droites sont conjuguées. (Deux droites sont conjuguées 
par rapport à une quadrique lorsqu'elles rencontrent les réciproques l'une 
de l 'aut~e.) » En appliquant ces théorèmes au système ( A ) ,  on trouve: 

Le  l i e u  d 'un  p o i n t  t e l  que  d e u x  poin ts  d o n n é s  s o n t  c o n j u g u é s  
p a r  r appor t  à s a  q u a d r i q u e  pola i re  (po la i r e  m i x t e  des  po in t s  
d o n n é s )  es t  d e  l ' o r d r e  12-2. 

Le l i e u  d ' un  p o i n t  t e l  q u e  d e u x  p l a n s  d o n n é s  s o n t  c o n j u g u é s  
p a r  r a p p o r t  & s a  q u a d r i q u e  po la i r e  ( p o l a i r e  m i x t e  des  p l a n s  don-  
n é s )  e s t  de  l ' o r d r e  3(n -2 ) .  

L e  l i e u  d ' u n  p o i n t  t e l  q u e  d e u s  d r o i t e s  données  s o n t  c o n j u -  
g u é e s  p a r  r a p p o r t  à s a  p o l a i r e  q u a d r i q u e  ( p o l a i r e  mix te  d e s  
d r o i t e s  d o n n b e s )  e s t  d e  l ' o r d r e  2(n-2) .  

[Les ordres cles polaires p u r e s ,  qui résultent de la coïncidence des deux 
points, des deux plans ou des deux droites auxquels appartiennent les po- 
laires m i x t e s ,  ne sont que les caractéristiques p,  p et v du systèmes (A). 
Ils sont donc égaux aux ordres des polaires mixtes. La polaire piire d'un 
point est sa d e u x i è m e  polaire]. 

On peut aussi appliquer la methode de substitution à la déduction des 
résultats indiqués dans les n.""63 et 64 du mémoire de Mr. CREMONA (les 
n.""74 et 175 de la traduction des Preliminari, ecc.). 

6. L e  n o m b r e  q(il)=4(n-2) i n d i q u e  l ' o r d r e  d e  l a  su r f ace  

. 
(*) Exposée pour des systèmes de coniques, dans le t. LVIII des Comptes rendus. 
(**) Voir l'article dans les Nouvelles Annales. 
(***) Expos6s dans le mémoire cite de hlr. de JONQUIÈRES. On les prouve sans difficulté 

au 'moyen d k  principe de corres~ondance. 
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H es  s i e n n e ,  c'est (1 dire du lieu des pdles des quadriques polaires qui se 
réduisent des cônes. 

L e  nombre  ~ = 4 ( n - 2 ) ~  i n d i q u e  l ' o r d r e  d e  la  s u r f a c e s  S t e i n e -  
r i e n n e ,  c'est C1 dire du lieu des sommets des cônes qui se trouvent parmi 
les quadriques polaires par rapport ;5. une surface donnée. 

Le nombre *(2 P) = 1 0  (n - 2 ) h s t .  celui des quadriques polaires qui se 
divisent en deux plans. Il faut p rouve r ,  car notre assertion n'est pas évi- 
dent a pr ior i ,  qu'une quadrique polaire (d'un point O) qui est composée de 
deux plans e t  qui a pour s o m m e t s  deux points quelconques de la droite 
d'intersection (ceux où elle rencontre les deux plans donnés 2P), est la 
limite d'une seule série de quadriques polaires. En eFet, l'assertion sera 
vraie, si les sommets de la quadrique singuli&re, qui sont des points de 
contact de tous les plans qui passent par eux, se trouvent sur une seule 
polaire consécutive. Or le pôle d'une quadrique consécutive qui passe pay 
ces deux poins doit être le point consécutif à O sur la courbe d'intersection 
de leurs deuxièmes polaires. La quadrique consécutive est donc entièrement 
déterminée. 

Si  les deux sommets coïncident, la quadrique singulière devient un cane 
singulier, et comme la coïncidence peut avoir lieu d'un seule manière dans 
lin point quelconque de la droite d'intersection des deux plans qui com- 
posent la quadrique, cette droite est u n e  d r o i t e  s i m p l e  d e  l a  s u r f a c e  
S t e i n e r i e n n e .  II y en a donc iO(n-2)3 sur la Steinerienne. Pendant 
que les autres points de 1'Hessienne e t  de la Steinerienne se correspondent 
un-&-un, tous les points de chacun de ces droites correspondent B un meme 
point O de 17Hessienne: le pôle de la quadrique composée. 

On peut trouver le degré de multiplicit6 de 1'Hessienne B un de ces 
10(n-2)3 points O ,  en regardant le système (il') des quadriques dont les 
pôles se trouvent sur une droite hr passant par o. On a pour cc! systbme 
(voir le n." 2) p = n - 2 ,  X= 0 ; mais .JI devient ici égal A. 1. On trouve 
par conséquent p= 3(n -2)- 1 ,  9=4(n -  2) -2. La droite ilf ne rencontre 
donc 1'Hessienne qu'8 4(n-2) -2  points différents de o. Deux points d'in- 
tersection coïncident donc en ce point, et  il sera par conséquent double. 
Deux plans donnés étant toujours conjugués par rapport & une quadrique 
composée de deux plans e t  dont les sommets peuvent étre choisis d'une 
manière convenable, la polaire mixte de deux plans passe par les 10(n-2)' 
points doubles de 1'Hessienne. 

Le nombre ~ = 4 ( n - 2 ) ~  des canes tangents à un plan est celui d e s  
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- 
po in t s  doubles d e  l a  pola i re  p u r e  d u  p l a n  (voir le mémoire de Mr. 
CREMONA, 77; trad., 188).Wn voit sans difficulté que les polaires mixtes 
et pures des droites du plan, ainsi que l'Hessienne, passent par ces points. 

La polaire p u r e  d ' u n e  droi te  a p o u r  p o i n t s  doub les  l e s  

N (3p)  = (n - 2) 

points dont les polaires quadriques passent par la droite. Les polaires pures 
(deuxiémes) et mixtes des points de la droite et celles des plans par elle 
passent par ces points. 

Un cône du systeme (P, II) a son sommet sur le plan donné P, et il 
est, pour cette raison, compte pour deux dans le nombre 9 qui appartient 
au  système (*); + q ( P ,  TI) = 6 (n - 2)2 indique donc le nombre des points 
correspondants de 1'Hessienne et de la Steinerienne qui se trouvent dans 
deux plane donnés TI et P. Le même nombre indiquera l'ordre de la courbe 
qui sur une des deux surfaces correspond à une section plane de l'autre. 
Celle de llHessienne est la courbe de contact avec la polaire pure du plan 
P;  elle passe par tous les 10(n-2)5 points doubles de 1'Hessienne parce 
que le plan P rencontre toutes les droites correspondantes de la Steine- 
rienne. La courbe de la Steinerienne qui correspond h une section plane 
de 17Hessienlze ne rencontre pas, en général, les 10(n-2)' droites de la 
Steinerienne, parce que le plan II ne passe pas en général par les points 
correspondants, etc. 

Copenhague, mais 1871. 

(*) Voir l'article dans les Nouvelles Annales. 

AnnaZi d i  Mdtematica, tom0 IV. 
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Sur la grandeur 
relative des infinis des fonctions. 

(par PAUL DU BOIS-REYMOND, proresseur CG Vuniversité 
de Freiburg en Bade.) 

O n  s'occupera dans ce petit mémoire de la limite du rapport de deux 
fonctions f ( x )  et q(x) ,  ces fonctions devenant infinies ou s'annulant pour 
x = m .  Notre but ne sera pas d'établir la valeur finie, quand elle existe, 

f (4  de la limite ou rapport ,-a Mais .nous nous proposons premierement de 
9 (4 

développer quelques vues générales, d'ailleurs en partie connues, concernant 
la suite continue des fonctions ordonnées suivant les limites de leurs quo- 
tients et l'analogie de cette suite avec la suite des nombres réels (art. 1)' 
et  secondement (art. II) de démontrer certains théorémes, qui peuvent servir 

à classer les fonctions selon la limite du rapport àlOgf(z' dz , et q;i, en dé- 

terminant dans un grand nombre de cas la vitesse avec laquelle la dérivée 
s'approche de l'infini, lorsque celle de la fonction primitive est donnée, pour- 
ront être utiles dans la théorie de la convergence des integrales: savoir 
quand, la fonction étant donnée en série, il n'est pas permis de la difft- 
rentier membre & membre, ou quand la fonction n'est connue que par cer- 
taines propriétés suffisantes pour la solution du probléme (*). 

Pour plus de concjsion dans l'énoncé des théoremes et dans les démon- 
strations nous nous servirons des expressions et  des notations suivantes: 

S'il s'agit de comparer deux fonctions d'une variable x par rapport à la 
vitesse avec laquelle elles atteignent l'infini, x devenant infinie, il est clair 

(s) Le r61e que la dérivée joue dans la théorie de la convergence des intégrales se trou- 
vera expose dans un petit ouvrage de l'auteur sur la convergefice et la divergeme des 
intdgrales et des series, qui va paraître chez B. U. Teubner, Leipzig. 
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qu'une fonction f (x)  rapprochera infiniment plus vite ou infiniment moins 
vite de sa limite infinie, qu'une autre fonction tp(x), suivant que le rapport 
f (4 - tendra vers une limite infinie ou s'annulera, pendant que x croit à l'infini. 
9 (4 

f(4 Quand lim- est infinie, nous dirons que f (x )  a u n  i n f i n i  plus g r a n d  v (4 
q u e  q(x) ,  expression pas assez philosophique, j'en conviens, mais qui a 

l'avantage d'être brève et claire. De méme lorsque limffi est finie ou est 
9 (4 

égale à zéro, nous dirons que P(x) a u n  i n f i n i  é g a l  o u  infér ieur  5i, 

celui  de p(x). Et nous ferons usage des notations: 

qui seront équivalentes S ces formules: 

Ce nouvel algorithme, qui présente quelque analogie avec les inégalités 
ordinaires, pourra 6tre nommé celui des i n é g a l i t é s  i n  f in i t  a i r e s  . Soient 
donnés par exemple t,rois couples de fonctions satisfaisantes aux inégalités 
infinitaires : 

on aura aussi : 

et, en cas que f(x)) h(x), on aura f (s)*h(xj) fl(x) t h ,  (x), mais, si h(x)) 
f(x), l'analogie fait défaut, et on aura f (x) t il (x) cv f, (x) r+ h, (x) , formules 
qu'il est aisé de vérifier. 

Comme ces inégalités n'expriment que des propriétés de la limite du 
quotient de deux fonctions, on peut s'en servir encore quand ces fonctions 
s'évanouissent la limite, au lieu de devenir infinies. Or si deux fonctions 
s'évanouissent pour x=m, pourquoi ne pas attribuer aussi à. zéro, symboli- 
quement parlant, des grandeurs différentes et comparables, et dire que f(x) 
a un .zéro égal B celui de cp(x), ou bien plus grand ou plus petit que celui 
de q(x), selon qu'on trouw f ( x ) ~ ; ( x ) ,  f(x)) q(x), f(x) <?(x)? 
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Art. 1. 

1. Suite des fonctions ordonnée suivant  les valeurs  Limites 

de leurs quotiens. 

Les fonctions rangées par ordre de grandeur de leurs .infinis forment 
une suite infinie. Pour s'en faire une idée, on commencera par ordonner 
en série, suivant leurs infinis les fonctions, les plus usitées : 

fo(x)..* fdx)... PAX).**? 

de manitxe que chaque fonction suivante ait un infini plus grand que toutes 
les précédentes. Qu'il s'agisse de placer dans cette série une fonction don- 
née S(x), on y cherchera deux fonctions fn-,(x) et f,(x), telles qu'on ait:  
f,-, <$ <f,, et on placera $J entre f,-, et fn. Faisant 

lognatx=lx,  llx=l,.x, l l l x  =l,x, etc. 

une pareille série sera : 

- p e ~ d i '  - / L x X  . . .C ... e . . . x - ~  . . .(lx)-p . . . (12x)-r . . . (13x)-' . . . const . . . (I8x)' 

oh à, gauche de e const. B les fonctions sont ordonnées suivant la gran- 
deur des infinis de leur valeurs reciproques, à, droite suivant les infinis de 
leurs valeurs directes, en sorte que le quotient d'une fonction quelcon- 
que de la série par une précédente devient infini pour x = os, ce dont 
on se convaincra aisément dans la plupart des cas, en ramenant ces quo- 

tients à, la forme i:? ainsi que je le ferai voir par quelques exemples. Cher- 

& au e 
chons d'abord la limite de On a - = En posant x" = x, 

(1 4 (1 s) ln 7 

m 

on trouve lim - os. Établissons encore la limite de 

.. . 
rn m 
* -- -m x e . Posant px" = x,, cette expression devient p" . x, " e"' , dont le  
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!E 

1 LE y 1 Cherchons logarithme peut Btre mis sous la forme : l p"  +lx, 1$ - - 

enfin la limite de PZX4 - erx: dont le logarithme est p d  hmq'-"1 1 I I" . . 

La limite de cette expression est infinie pour x , ~ x ,  p ,zp ,  excepté le cas 
où l'on a B la fois xl = x ,  p, =p.  

11 y a quelques remarques B faire sur la série F, telle que nous l'avons 
écrite. 

1.) Chaque membre de la série F est affecté d'un ou de plusieurs pa- 
ramétres p ,  pl,  .. . 2 , .  .. Il faut se représenter ces paramètres variant de 
O excl. jusq'à. cc excl., ce qui fait que chaque fonction de la série pourvue 
d'un pararnhtre représente un infinité simple de fonctions, chaque fonction 
munie de deux paramètres représente une infinité double de fonctions, etc. 

2.) Le produit d'un nombre fini quelconque des fonctions constituant 
la suite F, telle que nous l'avons écrite, et pour des valeurs quelconques 
des paramétres qu'elles contiennent, a un infini moindre que chaque fonctiou 
située & droite des fonctions, dont est composé le produit. Par exemple on a: 

quelque grands que soient les nombres na,, m,, . .. rn,, et quelque petit que 
soit p. Cette remarque pourra servir à multiplier indéfiniment les fonctions 

de la série F. Car, par exemple, entre les fonctions (lx)" (lx)", pl -,u 

étant d'une petitesse quelconque, on pourra interposer 

(1 ~ ) ' ( 1 , ~ ) ~ ~ ( 1 ,  x ) ~ ~ .  . . i l n x )  111" 

et faire varier les m de O excl. 5 cc excl. 
En général, soient u,, u, deux fonctions quelconques pour lesquelles on 

aie u, (u,, en posant u, = u, g (x), on aura 3 (cc) = cc, et encore : 

a, -+l c (1 (12 9 ( x ) ~ % *  (1 9 ( x ) ~ =  < Up. 
p étant cl, 

3.) Il va sans dire, qu'il existe une foule de procédés servant Li. rendre 
plus dense  la suite F. Kotons encore celui-ci. En substituant aux paramé- 
t r e s  p ,  etc. des f onct i  O n s convenablement choisies, on obtiendra autant 
de fonctions intermédiaires aux fonctions de la série, qu'on voudra. Ainsi 
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quelque grand que soit M et quelque petit que soit m. Pour comparer les 
lx - 

termes moyens de ces deux inégalités infinitaires, A cause de x= on 
pourra écrire: 

d'où l'on tire : 

i 

selon que p+p, <l ou f l. Jamais on a (lx) ( l ~ ) ' ' ~ ~ ( l  xF4 
" 

Pour obtenir de nouvelles fonctions intermediaires, on fera varier p dans 
1 - 

ou dans x"~': etc. etc. 

4.) Dans le logarithme multiple l,x, l'index n pourra être choisi aussi 
grand qu'on voudra, mais il n'est pas permis de le faire croitre indefiniment, 
sans que 1,x ne cesse d'être réel, ce qui devient évident en construisant 
le logarithme l,,x. 

Traqons pour cet effet dans le plan des x e t  des y les lignes: 

Si  du point x = X ,  y = l X  on tire une paralléle B l'axe des x ,  jusqu'à la 
ligne y= x, qu'elle coupera au point x=IX,  y =lx, la perpendiculaire à 
l'axe des x passant par ce dernier point coupera la ligne x = l x  au point 
x =lx, y =l,X. De la meme manit're on construira d'abord le point x=l,X, 
y = 1,X, puis le point x = 1,X, y = 1,X, et  ainsi de suite. Il est clair que, 
quelque grand que soit X, s i  l'on fait croitre indéfiniment n ,  1, X finira 
toujours par obtenir une valeur negative , en sorte' que la,, X deviendra 
imaginaire. 
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2. Analogie de la suite F avec la suite des nombres réels. 
Cette an&logie, qui est defectueuse sous un certain rapport, 

peut être rendue parfaite. 

Comme entre deux fonctions, aussi proches par rapport 2 leurs infinis 
qu'on voudra, on peut en  imaginer une infinité d'autres formant une espèce 
de passage de la premiére fonction B la seconde, on a comparé la suite 
F à la suite des nombres réels, dans laquelle on peut aussi passer d'un 
nombre à un nombre trks peu different par une infinité d'autres. Nais il y 
a entre les deux suites cette différence importante, que dans la suite des 
nombres, quelque serrée qu'on la suppose, on peut assigner Zi chaque nou- 
veau nombre donné une place absolument déterminée, tandis que la place 
que devra occuper dans la suite F une fonction donnée restera jusqu'à un 
certain point arbitraire, parce que pour chaque fonction il  en a une quantité 
illimitée d'autres qui ont un infini égal. En effet soient f, f,, f2, ... des fon- 
ctions satisfaisant à la condition: 

f> /"l> fi. - -  
on aura toujours: 

les a étant des constantes quelconques. Par exemple on voit sur le champ que 

sont trois fonctions à infinis égaux. 
Ici donc l'analogie entre la suite F et la suite des nombres se trouve être 

en défaut, mais je vais montrer, comment on réussit à la rendre parfaite, 
moyennant quelques restrictions concernant les fonctions à admettre dans 
la série. 

Nous y parviendrons, en ne nous bornant pas B considkrer la limite du 

rapport fM, mais en é s a m i ~ a n t  encore la différence f (z) - 9 (cc). Par rap- 
9 (4 

port à cette différence deux choses peuvent avoir lieu. Premiérement, ~ r :  

croissant indefiniment, la différence f(x) - 9 (x) pourra finir par ne plus 
changer de signe. Secondement, cette différence pourra ne pas cesser de 
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changer de signe; en d'autres termes, l'équation f(x) - g (x) = 0 pourra 
avoir un nombre infini de racines. Le dernier cas pourra avoir lieu quand 
meme les deux courbes y = f(x), y = 9 (x) sont privées de points d'inflexion, 
comme pour 

P(x) = x" sin x', g (x) = x8. 

Il n'auya pas lieu, si les fonctions f(x) et 3 (x )  sont composées algébri- 
quement de puissances, racines, exponentielles, et opérations pareilles. Nous 
supposerons que parmi les fonctions, que nous considérons, il ne s'en trou- 
vera pas deux, dont la différence, égalée a zéro, ait un nombre infini de 
racines. Cela posé, l'incertitude touchant l'ordre des places, qu'occuperont 
deux fonctions & infinis égaux dans la série, cessera, si l'on établit la regle 
suivante : 

C'ne fonct ion  f,(x) devra  é t r e  placée à. d r o i t e  d ' u n e  a u t r e  fonc-  
t i o n  f,(x), s i  l a  différence f,(x)-f,(x), x cro i s san t  Lt l ' i n f in i ,  f in i t  
p a r  r e s t e r  pos i t ive .  

Il est nécessaire qu'elle finisse par rester ou positive ou négative, car si - 

f(4 elle restait zéro, les deux fonctions seraient identiques. Le quotient - 
cp (a) . .  . 

étant plus grand OU moins grand que l'unité, selon que la différence 
f(x)-g(x) est positive ou négative, il existe entre le premier procéd6 
pour constituer les fonctions en série et celui que nous venons d'exposer 

ce rapport, qu'au lieu d'examiner simplement si la limite lim,, - f ~ z )  est 
9 (4 

infinie ou zéro; on se demande si elle est plus grande ou plus petiti que 
l'unité, de sorte que le premier procédé est contenu dans le second. 

Appliquons le second procédé aux fonctions 

D'abord on a : 
t 

différence qui finit par étre positive. La différence log-' 

peut être mise sous la forme : 
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moyennant la substitution log = u. Quand x devient infinie ou de- 
, 

vient zéro aprè,s avoir 6tB P ~ ~ i i i v ~ ,  &te différence devient positive aussi. 
Enfin par la même substitution on a: 

différence qui devient encore positive. Les trois fonctions en question de- 
vront être rangéea dans l'ordre suivant: 

( l) 

1 

" + l ,  log-' 1 +  , $4-Lx%. x- x-1 

Art. II. 

Théorèmes concernants le rapport entre les infinis des fonctions 
et de leurs dérivées. 

Kous supposerons que les fonctions dont nous voulons comparer Ies iilfi- 
nis avec ceux de leurs dérivées, n'ont pas un nombre illimité de maxima 
et minima, ni meme de points d'inflexion, car si le dernier cas avait lieu, 
c'est les dérivées qui pourraient avoir un nombre infini de maxima et 
minima et par conséquent ne pas 6tre susceptibles d'une limite déterminée 
finie ou infinie. 

> 1. Selon que l'on a f (x) q (x), en posant f (z) c)= q (x) f, (x), on aura 

tl(a)=:. Si l'on a f(x)Cuq-(x), et que l'on fasse f ( x ) = M q ( z ) + f I ( x )  
fa oii M=lim-9 on aura f1(x)<f(x) .  

cp ($1 < 
Les reIations f (x) TV 9 (x) ne sont pas altérées quand on muItiplie f (x) 

et g ( x )  par des fonctions qui restent finies et ddterminées et ne s'annulent 
pas pour x= oc, par exemple par un constante d'une valeur quelconque, 
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> m x 
ainsi lei relations 9 (s) r entrainent celles-ci: d" e ~ r ,  m étant un > e 
nombre aussi petit et M Ùn nombre aussi grand voudra. 

f (4 2. Lemme. On a fr(cc)=lim-, t o u t e s  l e s  fois  q u e  ff(cc) n 'es t  
X 

p a s  indéterminée .  
Démonstration. La formule (b  - a) fr(t) = f ( b )  - f (a), a (2 c b, Equi- 

vaut B une identité, pourvu que, dans le  cas où fr(xJ éprouve des chan- 
gements brusques de valeur entre les limites a e t  b de x, on convienne 
de ne considérer f ' ( k )  que comme une valeur moyenne entre les valeurs 
extrèmes de fl(x) dans l'intervalle x = a,. . x = b. Maintenant en écrivant 
cette formule ainsi qu'il suit : - 

et en faisant d'abord b=cc puis a=m, on obtient le lemme en question. 
< 

3. Théorème. Aux t ro is  cas  f ( x ) ~ x  r é p o n d e n t  ceux-c i :  
> 

fr(oz)  = ni zéro ni infini. 
Co 

Démonstration. En faisant f(x) = x f, ( x )  selon que f (cc) > s , on a < 

OS 
donc, d7apr8s le lemme: fr(os)  = O . Si l'on a f ( x )  ~ x ,  on fera 

Or cause da f,(x) <x, et cause de la premibre partie de cette démon- 
stration, on a f r i  (m) = O ,  donc /"(cc) = A. 

4. Lemme. Soi t  e M x > ~ ( $ ) > ~ ' ,  il sera  permis  de  poser  ' 

P(x> = fi (4 e'", 
oii M>p>m, et  où fl(x) sa t i s fa i t  à l ' une  ou A l ' a u t r e  des  c o n -  
d i t ions  : 

1 
f,(x)<é^", @q<""' 

a é t a n t  u n  nombre - s i  p e t i t  q u e  l 'on voudra .  
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DémonsRation. Quand on a eMX> f(x)> Px, on doit avoir l o g f ( x ) ~ x ,  

car en faisant f (x) = e ~ ' ~ ,  on trouve 

l i m x I % ) - ~ 1 = - ~ f ,  l ime m-- ?:y- -- oc, 

donc ~ > l i m % ) > m ,  ainsi l i m ' 4  x est une quantité finie différente de 

zéro. Et à cause de Q ( X ) W ~ ,  en posant 9 (x)=,ux + gl(x), on aura g,(x) <x. 
Maintenant si dans f(x)=e P"+Yi(') on fait eyl(x)= fi (x), selon que g ,  (2) 

est positive ou négative, f,(x) satisfera à la premibre ou A la seconde con- 
dition clu lemme. 

En géneral, chaque fois qu'en posant f(x) =ey("), on aura 9 (X)WX, on 
pourra indiquer deux nombres pl, p, aussi rapprochés qu'on voudra e t  

satisfaisants l'inégalité infinitaire eP'"> f(x) > eP2". Car en faisant g (2) = 
= p ~ + 9 ~ ( 2 ) ,  p1)p>p2, les rapports de e"" à. f (x ) ,  et de f(x) à eP9" 

+,-p-m 
x " lP-P2++ pourront s'écrire : e , e  I, où l'on aura ~im'(- =O. 

X 

Si au contraire il n'est pas possible d'indiquer un nombre M suffisamment 

grand ou un nombre m suffisamment petit, pour qu'on ait c'lx> f(x)> en', 
on n'aura jamais 9 ( x ) ~ x .  

5. Théorème. Soi t  f(x) u n e  fonct ion qu i  a un inf in i  p lus  g rand  

que  l e s  puissances  minimes es, e t  u n  inf in i  moindre q u e  l e s  puis-  

s a n c e s  l e  p lus  h a u t e s  de e", dans  c e  cas  on a u r a  tou jours :  

Démonstration. En effet, ' en posant f(x) = e"x's(x', la diffhrentiation 
logarithmique donne : 

Br à. cause de p (e) <x et du théorbme 3, on a qr (oc) = O, don; l im 'A-- ,u 
f (4 

. 6. Théorème inverse. Quand on n'a pas  eMX> f(x)> d r ,  M Btant s i  
g r a n d  e t  rn s i  p e t i t  qu'on voudra ,  on n ' au ra  jamais  $ ' ( x ) ~ f ( x ) .  
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En posant $(x)=eq"', on n'aura pas ~ ( ~ C ) N X ,  done )J(oe) sera ou zéro 

ou infinie, et comme l'on a @=?J(z), l i r n f x  sera de meme ou zéro 

ou infini. 
f (4 f (4 

Généralisation des théorèmes précédents, et classification 
. des fonctions selon leurs types infinitaires. 

Ces théorémes se géuéralisent facilement, vu que l'on peut remplacer 
l'exponentielle ez par une fonction quelconque v devenant infinie pour x = w  

7 .  En effet, supposons que  l 'on a i t  vN> f(x)> v: M é t a n t  s i  g r a n d  . 

et m s i  pe t i t  qu'on voudra ,  on pour ra  écr i re  f(x)=f,(x)vp, M>p>m, 
e t  f,(x) s a t i s f a i s a n t  CL l ' u n e  ou Ct l ' a u t r e  d e s  cond i t ions  f,(x) <vu, . 
1 

-<vu, a é t a n t  d e  l a  d e r n i é r e  pe t i t e s se .  C'est une consequence qui fi (4 
clécoule du lemme 4., si l'on fait v =  eu, x= +(u). 

8. De meme s i  uM> f(x)> am, on a toujours:  

Car en posant v=eU, x-+(u), d'aprés le théoreme 5 ,  on a 

d l u  d x  et de l'équation u=lv ,  on tire I t-- . -- . 
dx d u  

9. Enfin quand  on n 'a  pas  vM>f(e )> a", on n ' au ra  jamais  

Car en faisant eU=v, z=.C(u), f(x)=ee('), on n'aura pas B ( u ) ~ u ,  donc 

On peut donner h ces théorémes l'knoncé parfaitement symmétrique Pue 
voici. 
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10.  S o i e n t  u e t  v d e u x  fonct ions  d e  x devenan t  infinies pour 
dl26 - 
d m  

SL'=CC, s i  lima n ' e s t  n i  zero  n i  infini,  on pour ra  t o u j o u r s  don-  

d x 

n e r  il u la  forme UV', u t ' a y a n t  u n  infini moindre  qu 'une  puis- 
s a n c e ,  q u e l q u e  p e t i t e  qu'elle so i t ,  d e  v; e t  de  meme à v on pour ra  

d o n n e r  l a  forme Vup, v*' a y a n t  u n  inf in i  m o i n d r e  qu 'une  puis- 
s a n c e  de  u. Réciproquement ,  quand on p e u t  donner  B u ou A. v 

dlzr d lo  c e t t e  forme UV' ou Vup, on a u r a  t o u j o u r s  -CV-- dx dx 
Ces théoremes conduisent ii une esphce de classification des fonctions selon 

1 
les infinis de leurs clérivées. Nommons la quantité t y p e  inf in i ta i re  de 

- 
d x  

la classe des fonctions dont l'infini n'atteint pas celui des puissances les plus 
hautes de v et  est supérieur A celui des puissances les plus basses de v:  
A chaque type répondra une c lasse ,  mais la classe ne changera pas quand 
on multiplie le type par une constante, c'est Lt dire, quand on élkve la 
fonction v, qui entre dans le type, à une puissance quelconque. II y a donc 
moins de types, ainsi que cela doit être, que de fonctions. Comme nous 
l'avons vu plus haut, l'unité est le type de toutes les fonctions f ( x ) ,  satis- 

faisantes ii la condition eu> f(x)> ex, ainsi x sera le type de toutes les 
fonctions x"> f(x)> xp, pour lesquelles on aura donc x f f ( x ) ~ f ( x ) ,  xlx sera 

le type des fonctions lxM> f(x)> l ; ~ ~ ,  pour lesquelles on aura r l x f ' ( x ) ~ f ( m ) ,  
etc. etc. 

Quelques théorèmes concernant les types infinitaires des fonctions. 

Jetons un coup d'œil sur les trois séries suivantes, dont la premihre 
contient quelques fonctions rangées par ordre de grande& de leur infinis, 
la seconde leurs dérivées, la troisihme 'leurs types : 

- e x  -2  - 1  41 2 9  ex 
E , e s ,  e s ,  x , x , x-?: logx-', eonst, lx, xi, X, x , e , e , e , 
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En nous bornant à considérer les fonctions i3 droite de « const. », nous 
remarquons que f(a) parcourant tous les infinis, des plus petits, immédia- 
tement it droite de « const, a, jusqu'aux plus grands, ff(cc) commence par 
s'bvanouir, puis devient finie et différente de zéro, puis atteint un infini 
égal à celui de f(x), et finalement son infini surpasse celui. de f(x). 

La troisiéme série nous fait voir que les types réciproques peuvent at- 
teindre les infinis les plus grands, mais les types directes ne peuvent vrai- 
semblablement pas avoir un infini aussi grand qu'une puissance de .x supé- 
rieure la première. Pour donner 2 ces conclusions plus de'sureté, et pour 
faire en sorte qu'elles embrassent aussi les fonctions intermédiares à celles 
qui se trouvent dans la premiére série, notons ces théorèmes : . , 

11. Théorème. Soi t  f l (x ) ) f (x )  -et posons  f'(x)=X(x)f"(x). S o i t  
fl(x)> f(x), e t  posons  frl(x)=il,(z)f,(x). J e  d i s  qu'on n ' a u r a  j amais  

> hl (4. 
Démonstration. En faisant f, ( x )  =q ( x )  f ( x )  on a : 

Au lieu de f f l  ( x ) ,  ff(x), nous écrirons X I  (x) f, (x), il(x)f<x). Il vient : 

3 (x) devenaut infinie pour x= oo, lim T"tx) - ne pourra pas Btre ndgative, 
? (4 

donc etc. 1 

12. Théorème. S o i t  f f  ( x )  <f(s) e t  f1(x) <f(x) ,  

je dis q u e  l 'on n ' au ra  jamais  ;l(x)> hl(x). 
f (4 Démonstration. Taisons f, ( x )  - - . Nous. a ~ ~ o n s  : 
Y (4 

lim étant positive, et lim zéro, de 
Y (4 if@) 
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4 nous tirons d'abord lim f '  ( - O. De plus, en introduisant les fonctions A,  m- 

donc etc. 
x 

Soit par exemple f (x )=za ,  f1 (x )=x ,  ?(z)=x, h ( x ) = - ,  2 h l ( x ) = x .  
X donnera a , ( x ) = z = A ( ~ ) + - - .   équation A, (x) = X(x) + h(x) il, (x) - 

(f (2,) 2 
On a donc il, ( x ) w a ( x ) .  Soit en second lieu f ( x ) = z ,  fl (x)=logx,  

m 
~ ( x ) = G >  h (x) = x, hl (x) = x logx. L'équation entre les h clonne 

a, (x) = q x )  + x (logx - 1). 

On a donc A,(x)) A($). A ces théoremes ajoutons encore celui-ci: 
43. S o i e n t  t , ,  t,, ... t, l es  t y p e s  d e  r f o n c t i o n s  e t  s o i t  t, l e  t y p e  

d o n t  l a  v a l e u r  d i r e c t e  a i t  l ' in f in i  l e  p l u s  p e t i t ,  ou  l a  v a l e u r  r ec i -  
p r o q u e  l ' i n f i n i  l e  p l u s  g r a n d ,  t, s e r a  l e  t y p e  du  p r o d u i t  d e  ce s  
1. fonc t ions .  

En effet soient f l (x) ,  f,(x) deux fonctions avec les types t,, t, et soit 
t,) t,. Dans 

df ,  df2 df i  f, 
on aura =f2 <,fi7 t , . ~ . f 1 n i f l t ; ,  donc t, -d--- i u f l f 2 .  

De l'excès maximum de l'infini de la dérivée sur celui de la fonction. 

La seconde des trois séries transcrites plus haut, savoir celle des déri- 
vées des fonctions de la premikre série nous montre que, plus les infinis 
des fonctions sont grands, plus aussi les infinis des dérivées surpassent 
ceux des fonctions. Il est curieux d'établir de combien les infinis des déri- 
vées peuve,nt surpasser ceux des fonctions. On obtiendra des éclaircisse- 
ments suffisants sur ce sujet, ac moyen des raisonnements suivants. 

Quand une fonction de x s'évanouit pour X=W sans avoir un nombre 
infini de maxima et minima, sa dérivée s'évanouira aussi. Supposons donc 
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que f (x) devienne infinie pour x= m, 1,-'f (x) devra s'évanouir pour x = oc, 
ainsi la dérivée de ln-' f(x) 

f '  (.;, 
fp). 1, f . l J . . I n l + " f  

s'évanouira aussi, quelque grand que soit ri et quelque petit que soit v i  0. 
Soit de plus t(x) ff(x) w f ( x ) .  L'infini de f (x) étant supposé plus grand 
que celui d'une puissance de es, on aura t(oc) =O. 

14. Mais s i  l ' o n  d i v i s e  l ' i n é g a l i t é  in f in i ta i re f f (x)  <f(z).l,f.-.~:~'+'f 
p a r  l ' é g a l i t é  t ( x ) f ' ( x > ~ f ( x ) ,  o n  a u r a  tou jours :  

1 
e t  A f o r t i o r i  - ( f" ,  v é t a n t  s i  p e t i t  q u ' o n  voudra .  

t (4 
Quand f(x) s'évanouira plus vite pour x=co que e-', comme par exemple 

x -es 
/'(XI =ce', sa dérivée, dans l'exemple précedent - e . e , s'évanouira plus 

lentement que f(x),  le rapport '3' aura une limite infinie. Mais si f(a) = O, 
f (4 

- Y  1 liml, - sera aussi égal & zéro par conséquent 
f (4 

s'évanouira aussi, quelque grand que soit 9% et quelque petit que  oit V, 

pourvu qu'on ait Y >  O. 
15. S i  d o n c  on  fa i t  t ( x ) f f ( x ) p ~ f ( x ) ,  on o b t i e n d r a  de n o u v e a u  

1 1 
e t  à fo r t i o r i  -(-Y, inégalité qui s'obtient directement en songeant.que 

t(z) f(4 
f (x)' et sa  dérivée doivent s'évanouir pour x = cc, donc on n Ir (x) < f (x)' - *, 
inégalité qu'il faut diviser par t (x) f / (x)  (W f (x). - 

De cette manibre nous avons déterminé l'infini que ne saurait surpasser 
.le rapport de la dérivée la fonction chez les fonctions aux infinis les 
plus grands, ou bien aux zéros les plus petits. 
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Sur les infinis des fonctions pour des valeurs finies de la variable. 

Il est facile de réduire les infinis des fonctions pour une valeur finie de 
x ,  .par exemple pour x= O ,  à. ceux que nous avons consiclérés jusqn'ici. 

1 En faisant jC = x l ,  f ( x )  = F(xI) on aura fr(x) = - XI Fr (xJ, et comme x, 

s'évanouit pour x = m, on peut exprimer chaque théoréme concernant 
p(m) et  OC) comme théoréme touchant F(0) et F'(0).  Nous finissons par 
noter encore une proposition qui se rapporte aux infinis de f (x)  et f r(r)  
pour x=O, et dont la démonstration directe est trtfs simple. 

16. Quand f(x) d e v i e n t  inf in ie  pour  x=O, on  a 

(v a u t a n t  p e t i t  qu 'on voudra )  e t  quand f ( x )  s ' évanou i t  pour  
x=O, on a 

En effet, si la fonction f ( x )  devient infinie pour x= O ,  sans avoir un 
nombre infini de maxima et minima, la dérivée doit devenir infinie aussi, 
parce que la tangente asymptotique est verticale. Donc les d&ivées de 

V I  

1:f pour f ( 0 )  = OC et de 1,' pour f ( 0 )  = O  seront infinies pour x= O. 7 
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