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Complemento alle ricerche 
sulle forme quaternarie quadratiche 

e sui gruppi poliedrici. 

(Di  Luxa1 BIASCHI, a Pisa.) 

Ii presente lnvoro E una continuazione della Memoria da  me pubblicata 
I'anno scorso ne1 tom0 21 di questi Annali e insieme della mia Nota ulte- 
riore sull'argomento riei u Rendiconti della R. Accademia dei Lincei n (7 gen- 
naio 1894) (*). LQ scopo principale di questa nuova pubblicazione é di dare 
numerose applicaiioni numeriche dei metodi generali alla determinazione del 
gruppo ar i tmet ic~ riproduttivo di una forma quaternaria a determinante ne- 
gativo. Essa diversificn dalle precedenti per cib che alla considerazione di 
quel sottogruppo riproduttivo della forma, che è congru0 coll'identith (mod. 2), 
è ~ostitliita a dirittura quella del gruppo riproduttivo completo. Col molti- 
plicare appunto gli esempi, mi sono convint0 che se da un lato si perde cos1 
il vantaggio che l'incontro fra due sfere di riflessione possa aver luogo solo 
ortogonalmente O tangenzialmente, dall'altro perb l'aggiunta di nuove sfere 
di riflessione permette di isolare in casi molto più numerosi e con un minor 
numero di faccie un poliedro racchiuso da sfere di riflessione. Si aggiunga 
poi che nei casi, asmi frequenti, in cui il gruppo possiede infiniti piani di 
riflessione, la ricerca non risulta affatto complicata dalla estensione di cui è 
parola. 

Alla definizione aritmetica dei gruppi poliedrici corrispondenti al gruppo 
riproduttivo di una forma quaternaria mi sono arrestato soltanto in un caso 
(n.' 22, 23), che conduce ad una notevole estensione dei gruppi già da me 
considerati ne1 vol. 40 dei u Mathematische Annalen n .  Del resto anche per gli 

(*) Citero questi due lnvori riepettivamente con ( A ) ,  (B). 

Anzaii ds' ~Matematica, forno XXIII. 
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2 B r'anc h i :  Coînplemento alle riccrche 

altri oasi si travano già nella Nota (B) tutti gli elementi necessari per una 
tale definizione; soltanto occorre associare nlle sostituzioni ivi considerate a de- 
terminante l\convenienti sostituzioni della medesima forma a determinante 2. 

Notiamo qui in fine, per non dover ripetere l'osserrazione ad ogni sin- 
go10 esempio, che in tutti i casi considerati ne1 presente lavoro non esiste, 
fuori del gruppo aritmetico riproduttivo della forma quaternaria, alcuna sosti- 
tuzione permutabile col gruppo, cioè il gruppo stesso non .è ampliabile. Fanno 
soltanto eccezione due casi che verranno indicati particolarmente. 

§ 1. Le forme quaternarie: pz,' $ xz2 + x , ~  - xrP. 

Supporremo qui soltanto, per semplicità, che il numero intero p sia privo 
di fattori quadrati. Considerando il gruppo aritmetico completo riproduttivo 
della forma, determiniamo col metodo dei §$ 1, 2 della Nota (B) le rifles- 
sioni contenute ne1 gruppo poliedrico corrispondente. Esse Iianno la forma: 

una qualunque decomposizione di p in due fattori, e indicando con a,, a , ,  
m ,  n numeri interi, de i  quali i due ultimi debbono essere insieme pari O di- 
spari; inoltre il determinante della (1) deve essere O eguale a 1 o eguale 
a 2, cib che scriviamo: 

Cerchiamo anzi tutto i piani di riflessione. 
Se p è impari, essi si vttengono soltanto quando si faccia 

n = 0 ,  À=1, p = p ,  a , = 1 ,  a , = 0 ,  , 

ovvero : 
n=O,  I = p ,  p l ,  z i = O l  a2=  1, 

ed hanno rispettivamente le equazioni: 
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stclle forme quatemarie quadmtiche e sui grmypi poliedrici. 3 

indicando r un intero qualunque. Ma se p è pari abbiamo anche le  soluzioni: 

che dànno i nuovi piani di riflessione: 

r indicando ancora un intero qualunque. Cib posto, se ne1 caso di p dispari 
consideriamo il prisma limitato dai quattro piani di riflessione: 

e ne1 cas0 di p pari quello limitato dai quattro piani: 

esso non sarà attraversato d a  alcun altro piano di riflessione. S e  poi, togliendo 
da  questo prisma le regioni interne alle sfere di riflessione che Io attraver- 
sano, riusciaino a d  isolare un poliedro situato tutto a l  disopra del piano t q ,  
salvo agli eventuali vertici singolari su1 piano stesso, avremo O il poliedro 
fondamentale del gruppo O quello di un suo sottogruppo eccezionale d'indice 
finito, cib che nei singoli casi potremo facilinente decidere, determinando le 
trasformazioni del poliedro in sè stesso (*). 

L e  sfere di riflessione corrispondenti alla sostituzione (1), per n O, hanno 
1' equazione : 

ovvero l'altra: 

secondo che il determinante della (1) è eguale a 1 ovvero eguale a 2. 

(*) Cfr. specialmente i primi psragrafi della Memoria ( A ) .  
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4 Ria  lz c h  i: Cotnplenze)zto alle ricerche 

$ 2. La forma: x,' + x,? $ x,' - xdt. 

Cib che si è detto ne1 numero precedente riguardo ai piani di riflessione 
v d e  naturalmente per 23 > 1. Ma per p = 1 (caso che merita di venir con- 
siderato, corne il più semplice), ai piani di riflessione: 

/'--', 
sono da aggiungersi i nuovi piani: 

indicando sempre r un intero asbitrario. 
Se  consideriamo il prisma triangolare 

compreso, al disopra del piano 5 = 0 ,  fra 
i tre piani di riflessione: 

3) 5 + 0 = 1 ,  

esso non è evidentemente attraversato da 
Fig. l .a.  alcun altro piano di riflessione. Basta ora 

togliere da questo prisnia la regione interna alla sfera di riflessione: 

per arere definito un poliedro (fig. 1.7 coi quattro vertici: 

V4 = ( O ,  0,  1) intersezione delle faccie 1) 2) 4) 

Questo poliedro (piramide) non è piii attraversato da alcuna sfera di ri- 
flessione corne ce ne accertiamo, dati i valori delle coordinate dei vertici, con 
calcoli elementari che omettiamo qui per brevità come sempre in seguito, ri- 
mandando al $ 1 4  della Memoria ne1 vol. 40 dei u Mathematische Annalen n. 

I l  poliedro non ammette trasformazioni in sè medesimo e perb esso è il poliedro 
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strlle forme quaternavie quadvatichc e sui gwppi  polied?.ici. 5 

fondamentale del gruppo G riproduttivo della forma f = 3,"- x,? + r2  - x,t. 
Questo gruppo si genera dunque con quattro omologie armoniche elementari 
corrispondenti alle riflessioni 1) 2) 3) 4). Le  loro espressioni effettive, calcolate 
colla formola (5) della Nota (B), sono le seguenti: 

Volendo considerare in  G anche le sostituzioni coll'ultirno coefficiente 
negativo, basta associare alle quattro precedenti la quinta sostituzione ele- 
mentare: 

1 - 1  O O O '  
0 - 1  O O 

1 O 0-1 0 -  , O O 0 - 1 1  

Confrontando questo primo esempio con quello dei $$ 12, 13 (A) ,  ve- 
diamo già corne la  ricerca venga in effetto semplificats, passando da1 sotto- 
gruppo congruo coll'identità (mod. 2) al gruppo riproduttivo completo. Ne1 
caso attuale la definizione aritmetica del gruppo poliedrico corrispondente a G 
è molto semplice. Invero il poliedro sopra definito coincide, ne1 senso non- 
euclideo con quello del gruppo ampliato di  sostituzioni a determinante f 1 ,  
+ i, i cui coefficienti sono interi di Gauss, corne si trova determinato ne1 $ 12 
della mia Memoria ora citata (*). In effetto la sostituzione: 

trasforma 1' un poliedro nell' altro. 

(*) Math. Annalen, Bcl. 40. 
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6 B t'an c h i :  Cmplemento a Eh ricerche 

$ 3. La forma : 2 2,' + xZt + x: - x:. 

Da1 prisma racchiuso fra i quattro piani di riflessione: 

basta togliere la regione interna alla sfera di riflessione: 

per avere definito un poliedro (fig. 2.") limitato da sfere (piani) di riflessione 
coi cinque vertici: 

V,  r (O, O ,  1) intersezione delle faccie 1) 2) 5) 

Questo poliedro non è più attraversato da alcuna sfera di riflessione e 
non ammette trasformazioni in sé? mede- 
simo. Esso è dunque il poliedro fonda- 
mentale del gruppo G riproduttivo della 
forma, il quale si genera quindi con cin- 
que omologie armoniche elementari cor- 
rispondenti alle riflessioni da 1) a 5). Le 
espressioni effettive di queste omologie sono 
le seguenti: 

1 O 0 0  - 1 0 0 0  
0 - 1 0 0  1 O 1 0 0  

O O 1 0  2, O 0 1 0  ' 
I o  O 0 1  O 0 0 1  
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sulle forme quakrnarie quadratiche e sui gr t~pp i  poliedrici. 7 

Anche qui 'è  facile risalire alla definizione aritmetica del gruppo polie- 
drico corrispondente. E infatti il poliedro del presente numero coincide, ne1 
senso non-euclideo con quel10 del gruppo ampliato di sostituzioni a determi- 
nante f 1, i cui coefticicnti percorrono i numeri interi -del corpo quadratico 
irnmaginnrio (1, i12) (*). 

$ 4. ,La forma: 3 x i f  + x,' + x , ~  - x,?. 

Da1 prisma limitato dai quattro piani di rifiessione; 
. . 

1) q - O ,  2) 5 = 0 ,  3) ~=v3,  4) ï = l  7 

togliamo le regioni interne alle due sfere di riflessione: 

5 )  + (q - 1y + r2 = 2 

6) (5 - \13)' + qe + Cz = 2. 

Il poliedro cos1 definito (fig. 3.") ha i sette vertici': 

V ( O ,  O,  1 intersezione delle faccie 1) 2) 5) 

Nessuna sfera di riflessione Io attraversa e vi h a  un'unica sostituzione che 
10 riporta in sè medesimo; questa è la ellittica a periodo 2 :  

2' = - x + (\13+ i). 
Se costruiamo la quaternaria corrispondente riproduttiva della forma 

(*) Cfr. il 3 13 della mia Memoria ne1 vol. 40 dei Math. Annden. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



8 Bianc h i :  Complemento alle ricerche 

f = 3x,' + ztr -+ 532- x,', troviamo per la sua espressione (*): 

Essa appartiene al gruppo aritmetico G riproduttivo di f e quindi per ge- 
nerare G non bastano più, come ne1 cas0 precedente, le sole omologie armo- 
niche, colle quali si compone soltanto un sottogruppo eccezionale d'indice 2 
in 6. Per sostituzioni generatrici di G conviene prendere le sei omologie ar- 
moniche corrispondenti alle riflessioni elementari da 1) a 6) (**) ed associare 
a queste la quaternaria a). 

3 5. La forma: f == 5x,'+ ztf + XI" - xri. 

Da1 prisma limitato dai quattro piani di riflessione: 

1) v = O ,  2) [=O, 3) 5=i5, 4) q - 1 ,  

togliamo le regioni interne alle due sfere di riflessione: 

5 )  t5 + (v  - 1y f ck = 2 

6 )  ( 5  - \ 1 ) ~  + qp _t CL = 2. 

(") Osserviamo in generalle (perch8 un calcolo siinile si presenter; in  diversi eseinpi 
seguenti), che se p é impari, alla sostituxione ellittica - 

2 ' 2  - I + (,/p + i), 

("W) Omettiamo qui come in seguito di dare le espressioni effettive delle omologie 
armoniche elementari, che si costruiscono immediatamente facendo uso, come sopra, della 
formol& (5) Nota (B). 

corrisporide sulla quaternaria f = pxa2 + x2" 3232 - T * . , ~  la sostituzione riproduttiva a 
coefficienti interi 

-1 O - 1  - 1 
O -1 1  1 

P S I  P + L  -p 1 1 - -  -- 
2 2 

. 
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sullt! fortne quaternwie quadîwtiche e sui g ~ * u ~ y i  poliedrici. . 9  

. .  . Il poliedro risultante (fig. ka) h a  i sette vértici: ' 

Ti ( O 1 intersezione delle faccie 1) 2) 5) . 

Nessuna skra  di riflessione 10 attrarersa e la sola sostituzione: 

a) z'=-z+(d5+i), 

10 trasforma in sè medesimo. La quaternaria corrispondente ha l'espressione 
(Cfr. la nota al numero precedente).: 

Il gruppo G riproduttivo 
sostituzioni generatrici le 
da 1) a 6), alle quali si 

Fig. 4.8; 

1 di f = 5x; + x2? + x; - xqP ammette dunque per 
sei omologie armoniche corrispoiidenti alle riflessioni 
associ la quaternaria aj. 

, . 

5 6. La forma : f = 6 x,,' + x,? -f- x~~ - 7 ' ~ ~ ~ .  

Da1 prisma racchiuso fra i quattro piani di riflessione: 

tolgansi le regioni interne alle due sfere di riflessione: 

5 )  5 F  $ ir - l )?  + te = 2 
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10 Bianc hi: Complemento alle ricerche 

Il poliedro cos1 definito (fig. 5.8) ha i sette vertici: 

V, = (O, O, 1) intersezione delle faccie 1) 2) 5 )  

Nessuna sfera di riflessione 10 attraversa e non vi ha 
1 alcuna trasforrnazione del poliedro in sè stesso. In  mj questo caso adunque, corne per p = 2,  bastano a ge- 

nerare il gruppo le sole omologie armoniche e preci- 
samente le sei elementari die  corrispondo~o alle rifles- 
sioni da 1) a 6). 

Fig. 5.a. 

9 7. La forma: f = 7 x,5 + x , ~  + x3% - x?. 
Da1 prisms racchiuso fra i quattro piani: 

1) p = O ,  2) + O ,  3) F-\17, 4) q = l ,  

togliaino le regioni interne alle guattro sfere di riflessione.: 

5)  5= + (YI - 1y + r2 = 2 
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szclle f o r m e  quaternarie quadratiche e sui grupyi poliedrici. 11 

Il poliedro risultante (fig. 6.") ha i dieci vertici: 

V, =(O, O ,  1)  intersezione delle faccie 1) 2) 5) 

fra i quali i due ultimi singolari. Nessuna sfera di riflessione 10 attraversa 
e la sola sostituzione: 

5 =- 2 + (d7-t 9, 

Io cangia in sè medesirno. La quatornaria corrispondente: 

insienle colle otto omologie armoniche, corrisponderiti alle riflessioni da 1) a 8), 
dà il sistema di sostituzioni generatrici del gruppo. 

I l  poliedro del ,presente numero si è già presentato iri altro mio lavoro 
nei u Mathematische Annalen n (Bd. 43, pag. 112). 
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§ 8. La forma : f = 10 zi2 + x,< + xSz - r,*. 

h l  prisma, racchiuso frtt i yiiattro piani: 

togliarno le regioni interne alle t re  sfere di riflessione: 

Fig. 7.9 

Il poliedro risultante (fig. 7.7 h a  i nove vertici: 

V, ( O ,  O ,  1) intersezione delle faccie- 1) 2) 5 )  

Esso non è attraversato d a  alcuna sfera di riflessione, né possiede trasforma- 
ziorii in sè medesimo. Il gruppo G attuale si genera adunque colle soIe orno- 
logie armoniche e precisamente colle sette elementari corrispondenti alle rifles- 
sioni d a  1) a 7). 
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§ 9. La forma : f = 15 xie + zZL Jr rat - x:. 

Da1 piisma racchiuso fra i quattro piani: 
- 

i ) '  r = O ,  2) E - O ,  3) [=\115, :  4) ' 1 = 1 ~ ,  

togliamo le regioni, interne alle sei sfere d i  riflcssione: 

5) s" + (? - 1)' + Ge = 2 
6) ( 5 - v 1 5 ) ' + Ï i y < ' 4  

Fig 8.i. 

Il poliedro risultante (fig. 8.8) ha j quattordici vertici: 

V O ,  O, 1) : liitersezione delle faccie 1) 2) 5) 
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14 Bialz c h i :  CompEenmto allê ricerche 

V, = ( 1 ,  1) intersezione delle faccie 3) 4) 6 )  

V,, ~ e 5  (O, 1, ~ 2 )  ?l r 2) 4) 5 )  

* 
V, E ( O ,  O, cm) > n 1) 2) 3) 4)- 

Notiamo che le faccie 2) 3) sono triangolari, le faccie 5) 6) pentagone, 
le faccie 1) 4) esagonali, mentre le rimanenti quattro 7) 8) 9) 10) sono qua- 
drilatere. 1 due vertici singolari Y,,, Vm sono di diversa specie, onde si vede 
fadrnente che la sola sostituzione : 

trasfurrna il poliedro in sè medesirno. A questa corrisponde ia quaternaria: 

alla quale associando le dieci omologie armoniche elementari ciirrispondenti 
alle riflessioni da 1) a IO), si ha un  sistema di sostituzioni generatrici del 

GruPPo. 
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sulle forrnc quateritarie qpuadrutiche e sui grzqpi potiedrici. .45 

5 10. Le forme quaternarie : xIe + 2,' + icsS - ~ 2 , ~ .  

Anche qui supporrema, come al n." 1, che p ~ i a  un numero prlvo di 
fattori quadrati. Fondandoci al solito sui risultati dei 5s 1, 2 della Nota .(Bk 
troviamo che ne1 gruppo 'poliedrico corrispondente al'gruppo aritmetico ripro- 
duttivo. deIl% forma si trorano le ~iflessioni seguenti : 

dove 
p =  n r  

è una quai1unqu.e .decomposizione di p in due fattoi.;, a , ,  cc,, :y,, O-, sono ,pu- 
meri interi, e il 'determinante della (4) é eguale n 1 ovvero a-B..eioè-i ), -:A 

~ontraristnent< n ticcadeva ne1 easo del n." 1, trovinmo gui un nu- 
mero limitato di piani di rifiessione e precisamente i.quattro piani, 

Se y i ,  8, llon sono insieme nulli, abbiamo ln sfera di riflessiope: 

essendo : 

secondo che il determinante della (4) è 1, orvero & 
L a  ricerca dei poliedri fondamentali per le forme attuali risulta certo più 

complicata, in ,confront0 dei casi precedenti, specialmente jn7quella ;parte ove 
si tratta di accertarsi che nessuna altra sfera di riflessione attraversa il po- 
liedro ottenuto. Qui mi liniiterb a, trat tarp il solo cas0 p = 3. 1 casi p . ~ . ? ,  
p = 6, p = 10 potrebbero trattarsi egualmente ma non possono vdare. alcun 
nuovo risultato, le forme eorrispopdenti essendo rispettivam&te . .  , .  equimieajenti,.a 
quelle dei n,i 3, 5, 8. . 
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5 1 1: La forma : x,? +- xB2 + x,' - 3 2,'. 

. Consideriamo Io spazio compreso 'al disopra del piano r; - O fra .i due 
piani a d j  ,rjflessione t 

1) ? = O ,  2) *rl-:=,O, 

ne1 triedfi positiro degli assi coordinati, e Ic 
' due sfere di riflessione çonsecutive col centro 

nell' origine : . , 

3) EZ + ut + r2 - 1 

Se ne togliami la regione interna alla sfera 
di riflessione: 

I 

Fig. 9.a. 5 )  ( ~ 4 3 ~ + $ + < ~ = 2 ,  

avremo definito hn poliedro (fig. 9.7 coi sei vertici: 

ri=@, 0, 1 )  intersezione delle faccie 1) 2) 3) 

dei +ali un0 hltanto, il vertice V,, b singolare. 
Per dimostrare che nessuna sfera di riflessione, attraversa qiesto poliedro, 

sono necessari alcuni calcoli, che ci limitiamo ad indicare. Le sfere di rjfles- 
sione del nostro gruppo si dividono, secondo il numero precedente, nei tre 
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sulle forme quaternarie qzladratiche e sui p p p i  polieclrici. 17 

tipi seguenti : 

Ora si osservi in primo luogo che una sfera di riflessione non pub attraver- 
sare il poliedro lasciando ne1 suo interno il vertice Vi O il rertice Vt .  E 
invero, se per es. una sfera del tipo 1) lascia al suo interno V , ,  si avrà: 

e la sfera, avendo il centro nell'origine, comprendsrebbe ne1 suo interno tutta 
la sfera 3), indi il poliedro. Similmente si dimostra la cosa per le sfere degli 
altri due tipi e pel vertice V2.  Dopo cib si vede facilmente ohe la sfera sup- 
posta traverserebbe una almeno delle due faccie 1) O 2). Ora se si tien conto 
dei diversi casi possibili, avendo riguardo agli angoli sotto cui due sfere di 
riflessione possono incontrarsi (*), si vede che un& tale sfera non esiste. 

(*) Se si considerano ycr es. due sfere l'una del tipo 1): 

l'altrn del tipo II): 

e si slippone che s'incontrino, per l'angolo A d'intersezione ahljiaruo la formola: 
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Con maggiore facilità si dimostra che I'attuale poliedro non ammette 
alcuna trasformazione in sè stesso. Il gruppo aritmetico riproduttivo della 
forma f = x," + z,l f- xS2 - si genera adunque con cinque omologie ar-  
moniche elementari. 

5 12. Le forme quaternarie : px12 + q x Z p  + x,' - xr2. 

Qui supponiamo per brevità 
le riflessioni del gruppo poliedsico 
la tabella seguente : 

the p ,  q siano numeri 
corrispondente troviamo, 

(ai Jq3- icr? JF)m -+ i m  
- -  

i n ~ ~  -j- (cri \Ip- icro Jp 

primi diversi. P e r  
col solito processo, 

, ( x i + i a t ~ ~ ) ~ o + i J & m  
2 = -- - 

Tipo II) i  \14. n zo 1- (xi - i  a* JE) 
' a  m G n ( m o d . 2 )  a1z+pqa2z+qmn=[  

Se nessuno dei due numeri primi p, q è uguale a 2, si hanno i soli piani 
di riflessione : 

5 = 4 ,  ?=?- \ (y ,  

e quindi si hanno le due sole possibilità: 

3d,8,-cIy,=O, O 3dI6,-c1yl= * 1, 

cioè l'angolo A pub essere di 90' O di 45" Considerazioni simili valgono per le possibili 
combinaxioni fra le sfere dei t r e  tipi. 
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sulle for~ne paternarie quadratz'che e sui gruppi poliedrici. 19 

con r intero qualunque. Ma se per es. p = 2 ,  indi q > 2, i piani di rifles- 
sione sono: 

Le sfere di riflessione hanno le rispettive equazioni: 

ut vp 1 va Tipo 1) ( S - n ) P + ( q + & ) > + C = R z ;  R E - ,  0 R =  - 
n ,  n n 

a, i~ 1 va Tipo II) ( E - n ) P + ( q + % ) 2 + F =  R'; R =  - 9  O R =  i 
n i ¶  4 9  4 7  

1 Tipo III) (5-z)'+ ( q + - % y + b Z = ~ 2 ;  R=- J2 
4% n \l9 n v z '  O I=- n JG 

. 
valendo ogni d t a  per R la prima O la seconda formola seconclo che i l  de- 
terminante della corrispondente sostituzione è = l, ovvero = 2. 

5 13. La forma: f = 22," + x Z z  + xx," x,~. 

Da1 prisma racchiuso fra i quattro piani di riflessione: 

togliamo le regioni interne alle due sfere di riflessione: 

5) s"+$+p=l  

6) ~ y -  (? - v3)' + r2 = 2. 

Il poliedro cosi definito (fig. 10.") ha i sette vertici: 

V,=(O, O ,  1) intersezione delle faccie 1) 2) 5) 

Fig. 10.8. 
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VSf(O, O )  00) 

a sfera di riflessione lo Nessun 

n 

n 

n 

arers attr 

- 

- 
1 

V, dg, (3 )  intersezione delle faccie 3) 4) 6) 
2 

n 2) 4) 6) 

n 2) 5) 6) 

y 1) 2) 3) 4). 
a e le coordinate dei vertici essendo 

tutte differenti, non vi ha alcuna trasformazione del poliedro in sè medesimo. 
Dunque il gruppo G riproduthvo della forma si geners con sei omologie ar- 
moniche elementari. 

Qui è'interessante paragonare il poliedro fondamenide ora ottenuto per 
la forma: 

2 xi2 + 3 x2' 4- x3' - ~ 4 ' )  

coll'altro del n." 6 per la forma di egual determinante: 

6 xi2 + xZ2 + ccJ2 - x:. 

1 due poliedri.. sono essenzialmente diversi, poichb nell' attuale abbiamo 
due faccie tria&~lafi, e;quattro quadrangolari, mentre in quel10 del n.' 6 ~i 
presentano tre faccie triangolari, due quadrangolari ed una pentagona. Le 
due forme soprn scritte non sono quindi fra loro equivalenti. 

3 14. La forma: f = 3x,'+ 52,' + x," - xdt. 

Da1 prisma racchiuso fra i quattro piani di riflessione: 

1) 7 = O ,  2) 5 = O ,  3) t == \13, 4) q = \15, 
togliaino le regioni interne alle sei sfere di riflessione: 

5) (5 - d3y -+ ,2 + 4, ,2 

6) t2 + (v  - \15i)2 4- t2 = 2 

7) t0 4- vt + c2 = 1 

8) (5 - d312 + (, - V5)z + cr = I 

2 IO) (i-;)2+(q-+)>+(.=i5. 
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Il poliedro che ne risulta (fig. Il.'), non attraversato da alcuna altra sfera 
di riflessione, ha i quattordici vertici: 

VI =(O, O ,  1) intersezione delle faccie 1) 2) 7) 

L'unica trasformazione del poliedro i n  sè niedesirno è data da 
z' = - x + (f3 + i\/5), 

cui corrisponde la quaternaria: 
1-1 0 - 1 - 1  1 

1 3 - 5  4 5 ,  

Il gruppo G riproduttivo della forma si genera nie- 
diante la a), combinata con dieci omolopie armoniche 
elementari. Fig. 11.a. 
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( f = ~ x , ' + ~ x ~ ~ + x ~ ' - x , ' ,  
§ 15. Confronto fra le due forme: ( f ' = 1 5 ~ , ~ + x , ~ + x , ~ - x , ~ .  

Particolarmente interessante è il confronto fra il poliedro del numero pre- 
cedente e quel10 del n." 9. Essi inostrano Io stesso numero e la  medesima di- 
sposizione di  faccie omologlie, onde nasce la questione se si possono trasfor- 
mare l'uno nell'aliro, se cioè sono sovrapponibili ne1 senso della inetrica non- 
euclidea. Cib ha luogo infatti e con semplici considerazioni ausiliarie, che qui 
sopprimiamo, si trova che la sostituzione: 

trasforma il primo poliedro ne1 secondo (*). Se per maggiore chiarezza indi- 
chiamo cogli accenti le quantità che si riferiscono al poliedro del na0 9, ab- 
biamo che la (6) sorrappone i due poliedri colla seguente corrispondenza delle 
faccie : 

IO', 7', 8', 9', 4', l', 5', 6', 2', 3' 
1 , 2 ,  3 , 4 ,  5, 6, 7, 8, 9 , 1 0  

Un secondo modo di trasformazione si otterrebbe naturalmente, cornhinandovi 
la trasformazione del poliedro in sè medesirno. 

Risulta di qui che i due gruppi aritmetici r i p r o d u t h i  delle due forme 
f, f '  sono sirnili, cioè esiste una e quindi infinite sostituzioni, che trasformano 
l'un gruppo nell'altro. S e  una tale sostituzione, ridotta a determinante 1, fosse 
a coefficienti interi, le due forme f, f sarebbero aritmeticamente equivalenti. 

Dirnostreremo che cib non h a  luogo, onde si vede già d a  questo esempio 
che per l'equivalenza di due fornie quaternarie è bensi condizione necessaria 
ma non sufficiente l'equivalenza dei due rispettivi poliedri fondanientali. 

Siipponiamo infatti che le due forme: 

siano aritrneticarnente equivalenti. F r a  le infinite sostituzioni che trasformano 

y) Si potrabhe constatare 10 stesso fatto calcolando, colle note formole della rnppre- 
sentazione di POINCAKE, le lunghezze non-euclidee dei vari spigoli. 
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sulle forme quater.nurlie quadî.uticlie e sua' p y p i  pol ied~ici .  23 

I'una nell'altra ve ne sarà certamente una che trasforma le omologie armo- 
niche elementari dell'una in quelle dell'altra e quindi necessariamente l'omo- 
logia 1') nell'omologia 5) O nella 6) (*). Ma per le espressioni effettive di 
queste omologie trovjamo: 

e i rispettivi piani e centri di omologia sono: 

/ piano x, = 0 
per la 1 ) 

( centro (O, 1, 0,  0) 

piano 3 y, + y, = O 
per la 5 )  

centro (1, 0, 0, -1) 

/ piano - 5 y , + y 3 + 2 y i = 0  
per la 6) 

centro (0) - 1, 1) - 2). 

Ora se la sostituzione a coefficienti jnteri 

trasformasse f in f '  e çangiasse il centro della 1') in quello delle 5)) avreinmo 
la proporziono : 

ai2 : a2* : : are = 1 : 0 : 0 : - 1 , 
e invece I'altra: 

a , , : u , , : a , , : a , , = O : - 1 : l : - 2 ,  

se Io trasformasse in quel10 della 6). Ma poichè, il determinante della snsti- 
tuzione (c) essendo l'unit&, a,,, a,,, a,,, a,, non possono avere un Fattore 
cornune, ne risulterebbe ne1 primo caso: 

(*) Il poliedro del n." 9 ha invece due sole faccie esagonali 1') 4') e quello del n." 14 
le due 5) 6). 
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e invece ne1 secondo: 

Ambedue le volte risulta: 

3aie t  + 5 a,: + a3*$ - a,,' = 2 ,  

mentre, perchè f si trasformi in f ' ,  è necessario clle si abbia: 

3aiz4  + 5 + a320 - = 1. 

che trasforma f in 2 f ' .  Basta dividere simultaneamente i sedici coefficienti 
di questa sostituzione per \IS per avere una delle cercate sostituzioni a deter- 
minante 1 che trasformano f in f '  ed il gruppo arittnetico riproduttivo di f 
in quel10 di f'. 

Ho insistito su questo esempio percliè è evidente che ogiiiqiialvolta di 
due forme di egual determinante si conoscono i poliedri fondamentali si polrh 
decidere, con calcoli simili a quelli ora eseguiti, della equivalenza delle due 
forme. 

Dunque le due forme f, f '  non sono equivalenti. 
Appoggiandoci sulle medesime coiisiderazioni dei piani e centri di omo- 

logia corrispondenti e fissando ad esempio clle la  corrispondenza delle faccie 
dei due poliedri sia quella sopra segnata, troviamo la seguente sostituzione 
a determiilante 4: 

$ 16. Le forme quaternarie : p (x i2 + zt2) + Y x , ~  - xA2. 

5 0 0 1  
--6 1 - 1  - 2  

0 - 1 - 1  O i -15 2 - 2 - 5  

Supponiamo che p ,  r siano numeri prinii diversi. Dalla discussione al  
9 4 della Nota (B) s ideduce che ne1 gruppo esistono le riflessioni dei tipi 
seguenti : 
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Qui non esistono che i qiiattro piani di riflessione: 

? = O ,  [=O, 5 - F v = O ,  

e le equazioni delle sfere di riflessione si scrivono del tiitto analogamente 
corne negli altri casi superiormente trattati. 

Scegliarno corne esempi particolarmente semplici ed interessanti le due 
forme : 3 ( x , ~  -+ xo2)  + 2 .rg2 - s,? 

3(xlP +x:)+ 5~3'-~1' ;  

esse non sono suscettibili di rappresentare Io zero e in conseguenzsl i loro 
poliedri fondclmentah non presentano vertici singolari [cfr. ( A )  $5 1, 21. 

Per  la prima forma consideriamo il poliedro segnente. Dallo spazio com- 
p e s o  al disoprn del piano < = 0 fra i due piani: 

1) ?)=O , 2) 1 - 5 = 0 ,  

e Ie due sfere consecutive col centro nell'origine: 

3) ~ ' + q q - ~ 2 = 1  

4) 5"+?"+r'=(\IS-1)2, 
togliamo le regioni interne alle due sfere: 

-4ilnali di Maletnntica, tom0 XXIIT. 4 
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Similmente per la seconda forma dallo spazio compreso fra i due piani: 

1) v = o ,  2) 1 - ( = O ,  

e le due sfere concentriche consecutive: 

togliamo le regioni interne alle tre sfere: 

5) ( 5  - \13y $ rlg $ = 2 

' Fig. 1?.*. Fig. 13.8. 
I 

1 poliedri cos1 definiti (figee 12,' e 13.') sono racchiusi da sfere e piani di 
riflessione e non prescntano alcun vertice singolare. Essi non sono più attra- 
versati da alcuna sfera di riflessione, come si dimostra con calcoli alquanto 
prolissi del tutto simili a quelli indicati al n.' 10. 11 primo poliedro ammette 
un'unica trasformazione in sè medesimo, data dalla sostituzione ellittica a 
periodo 2: 

, ( p + i ) z - \ ' 5 ( , T -  1) 
a) z = --- 

d3(&C+ i ) z - ( , % t - i ~ '  

il secondo nessuna trasformazione. Alla a) corrisponde una sostituzione qua- 
ternaria riproduttiva della forma 3(x ,2  + xz2) + 2 x," zz,' con coefficieriti ir- 
razionali (contenenti 1' irrazionalità \ 5,  che non appartiene dunque :il gruppo 
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aritmetico. 1 due gruppi G riproduttivi delle forme 3 ( x i P  + x,') + 2za2 - x,~,  
3 (xis + x," ) 5 xS2 - xd2 si generano adunque con pure omologie armoniche , 
il primo con sei, il secondo con sette omologie elementari. Ne1 primo gruppo 
abbiamo un primo esempio della circostanza indicata nella Prefazione; esso 
è permutabile con una sostituzione fuori del gruppo. 

§ 17. Le forme quaternarie : PX,' + q zS2 - r ,  x4 . 

Le forme che andiamo ora a considerare possono bensi ridursi colla so- 
stituzione : 

xi = y4 + y, 

a quelle studiate al n.' 12; perb la sostit,uzione da  eseguirsi è a determi- 
n m t e  2. L a  costituzione del loro gruppo aritmetico riproduttivo è per molti 
risyetti più semplice di quella del gruppo omologo per le forme ors ricordate. 

Ne1 caso p = 1 (O q = 1) i gruppi poliedrici, cui dànno luogo, coinci- 
dono precisamente corne ora si vedrà, coi gruppi da me studiati nei vol.' 40 
e 42 dei u Mathematische Annalen n.  Quando p > 1 ,  q >. 1 otteniamo dei 
nuovi gruppi più generali interessanti per la forma delle loro sostituzioni; di 
questi determineremo in alcuni casi più semplici i poliedri fondamentali. Sup- 
porremo per brevità della ricerca che p, q siatzo nulîzeri prisni differenti, ma 
s'intenderà subito che col medesimo metodo potrebbe trattarsi il caso di p ,  q 
numeri composti. Anche qui considereremo il gruppo aritmetico completo ri- 
produttivo delle forme in questione; soltanto siccome ne1 gruppo totale è sempre 
evideutemente contenuta la sostituzione : 

-1 O O 
O l 0 - 1  O O ,  

O O O O - l  0 - 1  O '  

e le sostituzioni coll'ultimo, coefficiente positivo formano un sottogruppo ecce- 
zionale d'indice 2 ne1 gruppo stesso, ci limiteremo a considerare questo sot- 
togruppo che indicheremo con G. 

A fondamento delle nostre ricerche porrenio il risultato stabilito ne1 42" vol. 
dei u Mathematische Annalen n (pag. 51 S. S.), secondo il quale alle sostituzioni 
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- -- - 

a determinante 1 del gruppo algebrico riproduttivo di f =PX: + qxSt - z1r4 
si pub dare la forma: 

essendo ai, a,; f i , ,  P,; y , ,  y?;  J I ,  d'? costanti reali legate dalla relazione com- 
plessa : 

( ~ ( 1  + i\l&J (4 + ifia2) - (Pl t- i@J (yi  t iilFy,) = 1 , 
che si scinde nelle due seali: 

Le  sostitiizioni a determinante - 1 hanno la stessa forma, salvo che debbono 
cangiarsi i segni degli elementi della terza Iinea. 
. Ora sarebbe assai complicaia la ricerca diretta dei valori che debbono 
darsi alle costanti 4.) 6, 7 ,  d affinchè la sostituzione (C) abbia i coeffieienti 
interi, cioè appartenga a Cr. Ma se anche qui ci limitiamo alla ricerca delle 
omologie arnioniche in O, la questione si risolverà con grande semplicità e 
dalla conoscenzn di queste omologie armoniche potremo poi facilmente risa- 
lire nei casi più semp)ici a quella dell'intero gruppo. 

Ricordiamo ancora che le sostituzioni del gruppo poliedrico r corrispon- 
denti a G hanno la  forma: 

se corrispondono a collineazioni di G a determinante + 1 e invece l'altra: 

se le collineazioni di C; corrispondenti hanno il determinante - 1. 
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§ 18. Le omologie armoniche in G (*). 

Alle omologie armoniche di. 1." categoria in G corrispondono le rifles- 
sioni proprie in r; queste si ottenpono tutte ponendo: 

di = - a , ,  9, - a 2 ,  & =  72 = 0, 
essendo : 

ai" +Y aiF $- $l yl - 1)  @? 
e la corrisporideiite collineazione (C) ha quindi la forma s e p e n t e :  

L a  questione che dobbiamo risolvere è adunqiie yuella dei valori da attri- 
buirsi alle costanti a , ,  O,,, p, ,  y,, Iegate dalla (6), affinchè i sedici coefficienti 
dell'omologia armonica (C*) riescano interi. È inanifeçto intanto clle dorranno 
essere interi i dieci numeri seguenti: 

1- 6,; , f i l r , ,  2a lL,  2 q z i e ,  2a1a2~p7 + P i ,  i 
-- I (7) 

ap 71, a l  A,  d?, a i  ïl V p  
Indicando con 

hi2, cl2, al2,  ~ 2 ' ~  

i massimi fattori quadrati contenuti rispettivamente nei numeri 

i iiuineri interi positiri r ,  r', s, 14 essendo privi di fattori quadrati. Poichè 
fi, y, = b i c i ~ ~  deve essere intero, è intanto manifestamente Y' = r e perchè 

(*) Corne nella Mernoria (A)  ricercliiaino fila le  ornologie armoniche solo quelle di 
1." categoria, il cui centro d'omologia cioh B esterno alle quadriche, perchè e questa sol- 
tant? corrispondono riflessioni proprie in r. [Cfr. ( A )  § 1.1 
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i numeri (7) riescano interi, tali dovranno essere i tre numeri 

Supponiaino dapprima che ambedue i numeri yrimi y, q siano diversi 
da 2. Allora peichè \ / 2 p r s  sia intero, dovrà une dei nunieri r ,  s essere pari 
e l'altro impari, altrimenti rimarrebbe ne1 detto numero l'irrazionalità (2, 
Siccorne poi la relazione (6) si converte nell'altra: 

è chiaro che i tre numeri r ,  s, u non potranno ammettere alcun divisore 
cornune. 

S 19. Caso d i  r impari, s pari. 

In questo cas0 perchè il secondo dei numeri (8) sia intero, dovrà anche i~ 
essere pari; poniamo dunque: 

dovranno essere interi. Ne segue che p dividerà r ovvero s' e ne1 primo 
caso sarh: 

A )  r=psr ,  
ncl secondo 

R) s' =pr .  

 cas^ A). Perchè il secondo dei numeri (9) sia intero occorre che an- 
che u' sia divisibile per p ;  poniamo in conseguenza 

e il numero 

sarà intero. Quindi, essendo s', u" primi fra loro, avrcmo una delle seguenti 
possibilità : 

A , )  s f = q ,  u " = l  

A,) s'= 1 ,  u"= q. 
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Conseguentemente avrerno: 
- - 

i a l = a i ,  a 2 = a o \ l p ,  ~ , = b , J p ,  ï i = ~ l \ ( p  
ne1 caso A,) 

a i 2 + p p a t g  + p b i c ,  = 1 ,  
e invece: 

.- 

ne1 caso A,) = ~id;,  2 = a P pi = b,\lZ, Y~ = c,\lG, 

qui2 +pu,' -t p q b , c i s  1) 

e in ambedue i casi si riscontrerà subito che i sedici coefficienti della (C*) 
riescono appunto numeri interi. 

Cuso B). Una discussione del tutto simile porta a suddistinguere i due 
sottocasi: 

B.) j a l = a i \ l $ ,  a , = a , ,  R , = b , ,  7 , = c I  

pa:+ q a r 2 +  b ic i  == 1 

Ed anche qui la  sostitirzione corrispondente (C*) a v r i  ogni volta coefficienti 
interi. 

5 20. Caso di r pari, s impari. 

Ponendo = 2r1 ,  dovranno i numeri 

risultnre interi. Il  numero p dovrà. quindi dividere urio ed uiio solo dei due 
numeri Y', s e similmente q dovrà dividere uno ed uno solo dei due numeri 
Y', u. Siamo quindi condotti anche qui a distinguere quattro sottocasi che 
riassumiamo nella tahella seguente : 
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D i  2 = a i  a q  2 = a,, pi = h , ; ~ ,  = Pi i z  

pal" aa,' + 4 6 , ~  = 2 

Si verificherà subito anche qui che i coefficienti della corrispondente ( C * )  
saranno in tutti quattro i casi numeri interi. 

E importante osservare che le relazioni cui debhono soddisfare nei quattro 
casi a i ,  a,, b , ,  ci sono possibili soltanto quando sia pq G 1 (mod. 4), cioè 
p - q (rnod. 3). 

$ 21. Le riflessioni in r. 

Dopo i risultati ottenuti nei due numeri precedenti possiamo ora scrivere 
le espressioni delle rifiessioni contenute ne1 gruppo poliedrico r isomorfo al 
gruppo quaternario G. Esse si distinguono in otto tipi, provenienti i prini  
quattro dai casi considerati a1 n.' 18, gli alt,ri quattro d~ quelli del n." 19. 
Queste ultime esisteranno soltanto 'qiiando sia 

p q (mod. 4). 

Diamo senz'altro la tabella degli otto tipi di riflessioni colle equazioni delle 
rispettive sfere: 

1- - 
( u i + i a W ~ ~ ) ~ . f h d P - ;  a , P + P q " : + p ~ , c , = l  
ci \ I p  xo - (ai - ia2 \/E) \ "=-- - 

1 1 .y~fiesSiofi~: (< - + (q - er + <? = - 
\ " \1p Cl 1' CI' 
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[ sfera 6 rif€essiona: al \IF ae 2 1 +(v---) 2 e i \  q. +F=-- 2 pciY 

Corne si è detto, ne1 cas0 pq 3 (mod. 4) mancano le riflessioni degli ultimi 
quattro tipi ed anzi, a causa del teorenia di reciprocità, anche quelle del tipo IIj. 

h importante osservare quali piani di riflessiane sono in r. Essi si ot- 
tengono quando ci = O ed appartengono solo ai  tipi 1) e IV); le loro equa- 

AnmZi di Maternatica, tom0 XXIII. 5 
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percorrendo r i valori interi. Qui il prisma fondamentale sarà limitato dsi 
quattro piani : 

VF 1) Y , ~ O ,  2) E - O ,  3) 9 4) Y , = - .  d i  
2 

§ 22. Caso p = 2. 

Se p = 2 e q è un numero primo impari, troviamo gli stessi tipi di ri- 
flessioni da Ij  a IV) del caso generale, rimanendo escluse le riflessioni da 
V )  a VIII). 

Ma qui vogliamo trattare il caso ulteriore in cui, essendo p = 2 ,  q è il 
doppio di ecn nmnero primo impari: q = 2 d .  

Al1ora:si trovano i sei tipi di riflessione seguenti: 

C) 2' = 
(ai \Id -+ i ne) z o  + bi \(2 . , d a i 2  + a,2 + 2 d b , c ,  = 1 
n@2dzo - (aidd- ias) 

Le riflessioni del tipo d) esistono solo se (i) = + 1 cioè cpando d f 1 

(mod. 8), quelle degli ultimi due tipi soltanto se d s 1 (mod. 8). 
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sulle forme quaternarie quadratiche e sui gruppi poliedrici. 3 5 

5 23. Definizione aritmetica del gruppo r', 

Andiarno ora ad oocuparci della definizione aritmetica del gruppo r O,  

per dire più esattamente, di un conveniente sottogruppo r' avente a comune 
con r tutte le riflessioni. 

P e r  non complicare la ricerca supponiamo p, g numeri primi, non esclli- 
dendo che possa essere p = 2. 

Se lasciamo dapprima da parte il caso pq = 1 (mod. 4), avremo soltanto 
le riflessioni dei tipi da 1) a IV) (n." 20). Ora osserviarno che combinando fra 
loro queste riflessioni, le sostituzioni di 1." e 2." specie che si ottengono hannu 
tutte una delle due forme: 

P+ia.IlF, 1, f &VG ) U) i"' 
ci+icrVfi> d i I l p + i d i \ l p t  

essendo a,, a,; b , ,  b , ;  c,, c,; d,, d, numeri interi e il determinante della so- 
stituzione avendo il valore 3- 1. Per convincersene si osservi che le riflessioni 
dei tipi 1) I I I )  appartengono in effetto rispettivamente alle S):U), nenitre 
quelle dei tipi II) IV) vi rientrano, appena se ne moltiplichino i qunttco coef- 
ficienti per i. Il 'altra parte se consideriamo tutte le possibili S) U) a deter- 
minante + 1, vediamo che esse formano un gruppo. Cib si riscontra osser- 
vnndo che i due modzlli (*) binari 

YX, = [I., iVj$ 

%l2 = [VF, ;;\id, 
godoro delle proprietà seguenti: 

1." Il prodotto di due numeri in gi, O di due numeri in %1', è in 
2.a I l  prodotto di  un aumero in 92,  per un numero in $17, è in 3.1,. 

Introducendo la nozione di prodotto di due moduli (**), possiamo espri- 
mere le proprietà enunciate colle equazioni simboliche: 

(*) Questa denominazione intesa ne1 senso di DEDEKIND (cfr. l'XI suppl. alle Vorle- 
sunyen ueber Lahlentheorie di Dz'm'chlet). 

("") Cfr. DEDEKIND, loc. cit., $ 170 della quarta  edizione tedesca. 
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3 6 Bianc  h i: C'omplemento alle rz'cerche 

Ne segue che il prodotto di due S) o di due U) è una S), mentre il pro- 
dotto di una  S) per una U) è una U), e perb le S )  U )  formano un gruppo. 
Questo gruppo, clic indichiamo con r', è contenuto certamente in r, poichè 
l a  quaternaria (C) n.' 16, corrispondente ad  una qualsiasi iS') O U), riesce a 
coefficienti interi. Inoltre il sottogruppo. r' di r ne  contiene, per quanto si 
è visto, tutte le riflessioni, sicchè in  ambedue i gruppi P, I" è contenuto, 
quale sottogruppo eccezionale, il gruppo generato da1 combinare fra loro le 
sole riflessioni. 

$ 24. Caso p q  = 1 (mod. 4). 

In questo caso, se bene esaminiamo la  composizione delle rifiessiorii da  
V) a VIII) e delle sostituzioni che nascono da1 combinarle fra loro e con 
quelle dei tipi precedenti, siarno condotti a introdurre i due nuovi moduli: 

11 prodotto di due qualunque dei moduli 

rxi, 91&, % 1 3 )  w,, 
è uno dei moduli stessi secondo l a  legge espressa dalle equazioni simboliche: 

%Vre = 91?4 , 911, YJta = W,., W S  = %?t , 
iiidicando nell'ultima con rs t una qualunque permutazione degli indici 2 ,  
3, 4. Inoltre ciascuzio dei quattro moduli contiene insieme a d  ogni numero 
il suo coniugato. Indichiamo ora con lettere greche affette dall'indice r i 
numeri del modulo 31, e consideriamo tutte le sostituzioni di 1." e 2." specie 
a determinante +i 1 che abbiano una delle quattro forme seguenti: 

Dalle proprietà enunciate dei moduli W, segue che tutte queste sostituzioni 
formano un gruppo, componendosi i quattro tipi fra loro al  modo di un 
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sulle forme guakrnarie quadratiche e sui gruppi polienrici. 37 

Vierergwppe, cioè seoondo la legge espressa .nella tabella seguente : 

Questo gruppo, che indicheremo nuovamente con r', è certamente conte- 
nuto in r poichè non solo le quaternarie corrispondenti alle S) U), ma anche 
quelle corrispondenti alle T) V )  sono a coefficienti interi (*). Di più il sot- 
togruppo r' di r ne contiene tutte le riflessioni. 

Arrestiamoci un moment0 al caso speciale p = 1. Allora 9X, coincide 
con 32, ed 9:, con 91,;- il gruppo r non è altro che il gruppo delle sosti- 
tuzioni a determinante zk 1 i cui ooefficienti sono numeri interi del corpo 
quadratico imrnaginario (1, iv:), ampliato il gruppo ne1 caso q = 1 (mod. 4), 
appunto come ho indicato ne1 vol. 42 dei u Mathematische Annalen n (pag. 34 
e seguenti). 

$ 23. Esempi 'diversi. 

Diaino ora alcuni esempi nurnerici per la determinazione dei poliedri 
fondamentali delle forme quaternarie : 

Tralasciamo il caso p = 1 perchè, secondo quanto abbiamo ora detto, i 
miei lavori nei u Mathematische Annalen n e specialmente ne1 vol. 40 con- 
tengono già la determinazione in singoli casi dei poliedri corrispondenti. 

Qui ci limitererno a definire il poliedro che sarà ogni volta il poliedro 
fondamentale, come mi sono accertato coi soliti metodi. 

Esempio 1.0: p= 2 ,  q = 3. 
Da1 prisma racchiuso fra i quattro piani: 

(*) P e r  eonsiatarlo basta già il fatto che nlle S) V) corrispondono delle sostituzioni 
quaternarie aritmetiche (n.32), come pure alle riflessioni di uno dei tipi da  V) a VIII). 
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38 Biara chi:  Complemeleto uZ/e ricwche 

si tolgano.le regioni interne alle due sfere: 

- . Il poliedro risultante (fig. 14.") non amtnette tïas- 
formazioni in sè medesirno, quindi il gruppo ripro- -'\] dutkivo della forma: 

\ 2x; + ~ x ~ ~ - x , x ,  
\ 

\ si genera con sei omologie armoniche. 

. , Esempio 2.0: p = 2 ,  q = 5 .  
Da1 prisrna racchiuso fra i quattro piani: 

1) q = O 7  2) (=O, 

Fig. 14.8. 
1 \15 3) 5 = - ,  4) q = - ,  

\(g 2 

si tolgano le regioni interne alle tre sfere: 

Il poliedro risultante (fig. 15.a) non h a  trasformazioni 
in sé stesso e il gruppo riproduttivo della forma: 

2 ~ , ~ f  ~ x ~ ~ - x ~ x , )  . 

si genera colle sette omologie armoniche corrispondenti. 
Esempio 3.0: p = 2, q = 6. 

Da1 prisma racchiuso fra i quattro piani: 

- 
1 II 

Fig. 15.a. 
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sutle forme quaternarie quadratiche e sui gruppi poliedrici. 3 9 

togliamo le regioni interne alle tre sfere: 

Ji poliedro risultante (fig. 16.") amrnette una sola trasformazione non ident'icà 
in sè stesso e oioè la riflessione: 

rispondente riproduttiva della forma: 

1 + iJ3  
2 0  - 1 

I z = dF 
1-i\13 

20 - --- -- 
\ la  

sulla sfera: 
- 

(5-$+ (*- \ l ; r+z '=l ,  

che:scambia la faccia 1) con i'), la 2) con 6) lasciando 

ha 10 schema seguente: 

ferme 3) 4) 5) e permuta fra loro i due vertici sin- 

golare v , = - (;;2 = , &, O )  e v,. La quaternaria cor- 

1 1) J 
Fig. 16.a. 

Li 31 

e non appartiene al gruppo aritmetico. Questo gruppo è dunque generabile 
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colle sette omologie armoniche corrispondenti alle riflessioni da 1) a 7) (*). 
A differenza perb di tutti i gruppi considerati, esso è contenuto quale sotto- 
gruppo eccezionale d'indice 2 in un gruppo più ampio ottenuto ampliandolo 
colla a). 

Esempio 4.0: p = 2,  y = 7. 
Da1 prisma racchiuso fra i quattro piani: 

tolgansi le regioni interile .alle cinque sfere: 

5) te + v2 + CL = 1 

.- 

(*) L e  espressioni effettive di qi 

2) 

leste omologie elementari sono le  seguenti:  

1  O 0 0  1 0 0 0  

0  -1  0  0 

0  0 1 0 '  
0  0 0 1  2 4 0 1 1  

e il le t tore  verifichera agevolmente che la  sostituzione a) trasforina la ornologia 1) iiell,z 
7), la 2) nella 6),, mentre  trasforma in sé medesime le omologie 3) 4) 5). 
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su& forme qua tertaa~ie q.uad?u t iche e sui gwppi  polied~ici.  41 
- - - - - - 

Il  poliedro risultante (fig. 17.') non ha, alcuna trasformazione in sè medesimo 
e il grnppo riproduttivo di f = 2 x Z 2  + 7x,e - x,x, si generci. con nove orno- 
logie armoniche. 

Esempio 5 . 0 :  p = 3, q = 7. 
Da1 prisma racchiuso fra i quattro piani: 

Big. 17.i. 

togliaino le regioni interne alle quattro sfere: 

5 )  i f  + q2 + cf = 1 

II poliedro risultante (fig. lSma)  lion ammette trasformazioni in sè stesso. 11 
gruppo riproduttivo della. forma: 

3x2'f_ ~ X ~ ' - X , X ~ ,  

si genera con otto omologie armoniche elementari. 
Annuli cli Jlntemnticn-, tom0 XXIII. 9 
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AGGIUNTA . 

La forma : x2? + xlt  - X, Y,. 

Non è privo d'interesse il considerare fra gli esempi dati a l  niimero pre- 
cedente anche il caso p = 1, q = 1, poichè il gruppo riproduttivo della forma: 

si trova simile a'quello della forma: 

ma le sostituzioni (a determinante 1) che trasformano l 'uno nell'altro con- 
tengono nei coefficienti 17irraziona~ità y8 circostanza questa affatto a n a ~ o g a  a 
quella riscontrata a1 n." 1 5  per le due forme ivi considerate. 

Ne1 caso p = 1, q = 1 la discussione al  n." 18 porta subito a stabilire 
che ne1 gruppo poliedrico r esistono le riflessioni seguenti: 

, ( a i + i a c ) z o + b ~  \ X = -  
ci Zo - (ai - i ( 1 2 )  

/ , a , 2 + a , 2 + b , c , = 1  

( ai + - iae 20 $ A I  (12 
\ zp= d 2 

a1 - i a i  
C I  &O - 

\12 

Queste sono le riflessioni stesse che si presentano ne1 gruppo fl) format0 con 
numeri interi di GAUSS (*) e perb il poliedro fondamentale coincide, ne1 senso 
non-eiiclideo, con quel10 del n." 2. Didinguendo con numeri accentndi le faccie 
del poliedro attuale, ornologhe nlle egualmente numerate nl n." 2 ,  nvremo In 
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piramide racchiusa fra i tre piani: 
1 1') [-,=O, 2') 3') 1 = 0 ,  

esternnmento alla sfera: 
4') <" ?1" $- = 1 

Le espressioni delle omologie armoniche elementarj corrispondeiiti generatrici 
del gruppo G' ripïoduttivo della forma: 

yLP 4- yz2 -y, y47 

sono : 
1 O 0 0 1  1 1 O 0 0  

Paragonarido queste colle omologhe del n." 2 clle qui riportjarno per mag- 
giar chiarezza : 

1 0 0 0 '  0 - 1 . 0 0 '  

clobbiamo calcolare la sostituziorie quaternaria die  trasforma 1) in 1'), 2) in 
Y), 3) iii 3'), 4) in 4'). Qiiesta sostituzione esiste certamente, a causa della 
simjlitiidjne dei due poliedri, ed è pienamerite determinata, salvo un fnttor 
comune ai coefficienti, che si pi16 f isme dando alla sostituzione ii determi- 
n m t e  1. 
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44 Bia nc hi: Coinplenze~zto alle ?.icerche, ecc. 
---- -- - ----. 

P e r  calcolarla basta tener conto dei rispettivi piani e centri d'omologia 
(cfi.. n." 15) che sono: 

( piano x, = O 
per la 1) 

( centro (O, 1, 0 ,  0) 

( piano y, + y, = 0 
per la 1') / 

centro (O, 1, 1, 0) 

( piano xi + x2 = O 
per ln 2) ( centro (1, 1, 0, 0) 

( piano y,+2y,=O 
per 1% 2') 

( centro (O, 1, 0 ,  - 1) 

1 piano xi- x? + XI + x4 = O ( piano x,  - x, = O 
per la 3) per la 4) 

( centro (1, -1, 1, - 1) ( centro (1, 0, - 1, 0) 

( piano y, = O 
per la 3') , 

centro (0, 0 ,  1, 0) 

j piano y, - yt = O 
per la 4') 

( centro (1, 0 ,  0 ,  - 1 

Per  la sostituzione trasformntrice cercata, pïescindendo dalla condizione clie 
il deterriiinante sia = 1, troviamo 10 sclierna: 

j 0 0 - 2 - 2 ,  

Il determinante di  questa essendo = 8 basta dividere i sedici coefficienti per 
y%= i 2 .  'J% pw ayere ln sostituzione R determinante 1 cercatn. 

È chiaro R priori che la a), ci06 ln soatituaione: 

deve trasforinnre, n meno d i  un fattore y 2 v  +32- y, y, jn xi' + x2? 4- x3'- X1 

e in effetto t rn~iamo:  

yze -1- y,2 - y, yc = 2 (z,$ + + ~3~ - x49- 
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Relations entre la fonction Bessélienne 
de 1." espéce e,t une fraction conti.nue. 

(De 1. H. GRAF, à Beme.) 

I N T R O D  UCï ' ION.  

F. W. BESSEL (*) a déjà montré que le quotient de deux fonctions Bes- 
séliennes de 1.'" espèce, dans lesquelles le paramètre diffère d 'une unité, peut 
se mettre sous la forme d 'une fraction continue, et il a trouvé: 

Piilalemerit i l  donne directement une fraction continue pour Ti., et dit 
que cette expression peut être employée pour déduire Ii2 de IL et I i .  

O. S~HLOMII.CH (**) traite aussi la représentation du quotient de deux 
In+, foiictions Besseliennes analogues, et donne, quand Q, = - , pour Q,, 1' eu- 
A In 

(") Diatersuclr~c~~eti (les ï'heils c7er pLa~zcta~-iscl~e,z Stor-~m~e, l ,  icelc1tc.r nus der Uezct- 
gwy der Sonm emteht. Voir: d~liaiidluiigen der Berliner Alindemie, 18'2l. '\Inth. Cltisse, 
pag. 1 et  Abl~aiidl~ingen von P. \TT. BESSEL, tom. 1, pag. 06, n.O 11. 

("") Ueber clic Bessel'scl~e Fwkthn ,  Zeitsclirift fïlr Math. u. Pliysili , tom. 2,  lin:. 1-42. 
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pression : 

In+, De là, i l  coiiclut à une fraction continue pour - . N. HERZ (*) s 'arrête de 
11, 

riiêrne A la rcprBsentation de BESSEL et donne, particulièrement pour l a  for- 
1' mule (43) du travail de BESSEL une expression simplifiée d u  quotient -&- 

1 k. 
En outre, E. LOXNEL (**) a mol~tré, comment, en partant de l 'équation: 

le quotient de deux fonctions Besséliennes de 1.'" espèce, dans lesquelles les 
paramètres diffèrent d'une unité, peut être développb, en une fraction continue 
infinie, e t  il a trouvé: 

Il trouve d 'une  facon analogue le quotient de deux fonctions scinblables, 
dans lesquelles les paramètres diffèrent de 2. 

Il  remarque, que, au moyen des formules (1) et (2), 1"' e t  I[,$Qont calcu- 
lables quand I&, est connu. 
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Nous nous permettoiis i c i ,  de continuer les travaux r4suin6s, et nous TOU- 

l o ~ i s  réunir et établir les relations entre les fonctions Besséliennes de l.re espèce 
et la théorie des ftmtioiis coiitinues, ce q u i  nous conduira à une série com- 
plète de formules nouvelles et iiitéressantes. 

§ 1. 

Soit la formule: 
2 n 'TG' + If;ii- y I&> = O ;  

nuus divisons par iI&, il suit: 

posons ensuite : 
~ a - i  -- = f ( c r ,  x), 
I ri",., 

on aura: 

analogue: 

ainsi : 
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Par la furiuule (3), f ( a ,  x) uu le quotient de deux fonctions Besséliennes de 
1.'" espèce est developpé en uiie fraction continue: dont les quotients incom- 
plets forment une progression aritl.imétique comme les quotients inconlplets 
dans la fraction continue suivante: 

Pour établir d'après cela, une théorie générale, nous voulons d'abord préciser 
quelques propriétés des fractions continues. 

Soi a, ut a,. . . une série. de valeurs arbitraires; formons une fraction con- 
tinue, dont les nombres doniiés seront les quotients incomplets; les numéra- 
teurs des réduites successives s'exprimeront par  

[ ] = 1, c'est-à-dire lu fraction continue de O élément = 1 

[ a ,  CC:, . . . am-i c(,,,] = [CC , a L . .  . am-,] + [a, ai.. . a,-,]. (4) 

Étant  d o d e s  de semblables expressions, les quatre théorèmes suivants sont 
valables : 

on a aussi : 

Cain2... a,,-,a,] = a ,  [ G U  ,... a,] + [u ,... cc,,,], 

c'est-à-dire la &rie des quotients incomplets peut aussi être lue eu sens in- 
verse. 

b) Soit nz le nombre des éléments, on a :  

[a, a, .  .. cc,,] [a,.. . a , , , ]  - [u,.. . a,,] [a, .  .. a ,,-, ] = (- 1)"2 
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de I.re espèce e t  une fraction continue. 4 9 

Ces quatre théorèmes étarit donnés, nous pouvons les appliquer à des 
éléments formant une progression arithmétique dont le premier terme est u 
et la raison b ;  nous aurons: 

Soit alors: 

avec p = A - 1, on écrit: 

fs-,(a, b)= v(<I- ' )[a+(~-l)b] h - 1 [ a - H & . [ a +  (n-2- l )b l .  (7 )  

Anntili di Mc&wznticn, tomo XXIII. 7 
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50 G r  a f :  Relations et4 tre la fonction Bessélientze 

En appliquant la formule (5) il suit: 

mais: 

[ ( a - 2 l + l ) [ a f  nb] f ] [ a + @ - l ) b ] ] = ( n - A + l ) [ ~ + b ( f i - l ) ] ,  

( n - 1  + 1) (IZ - À) . . .  (91-21 + 2) 
fn+i (a,  b> = 2 

î ;O 1 . 2 . 3 . , . 1  
[a  + Ab] [a + (A + l ) b ]  ... 

D'après (7) et (8) la formule (6) n'est pas seulement valable pour 9 2 ;  

mais aussi pour n - 1 et n + 1, donc el le  est géndrale. 
Revenons à la formule (6). 

et laissons ici n devenir infiniment grand. 
On connait la relation: 

Nous poserons: 
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de 1.re espèce et  2412e f~nction continue. 5 1 

S1 

Ainsi : 

Cette expression donne la relation qui existe entre la foiîction Bessé- 
lieime de 1.'" espèce et la  fraction continue. 

Si nous voulons avoir une autre formule analogue nous pouvons procéder 
de la manikre suivante. 

Soit: 
f n  ( a ,  b )  lirn 

l2=" am r 6 + n)  

nous introduirons : 

ensuite nous multiplierons les deux ebtés par ($, soit: 
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ainsi : 

i x i x I;xJ = lim 
I I  - w  r ( C  + 1 + 12) 

Dans la forniule (10) écrivons .n + 1 et c - 1 au lieu de 12 et c;  il suivra: 

divisons (11) par (IO), nous aurons: 

Ensuite d'après la propriété d) de la fraction continue on a :  

Pour, a,, a , ,  a,,. . . a, prenons la. progression aritlim6tique suivante: 

2 c - 2 ( c  + 1) 2 (C + 2) 
? . . .  2 (c .+ n) 

ix ' i x  ' ix i x 
9 

il suivra: 

1 (13) 
+ ,,) 

i3: 
+. . . .  . . . in inf. (*). 

(*) On peut comparer avec les formules (2) et (3) donnCes daiis le 2 de E. L o a i ~ t i ~ :  
Studien iiber clie Bessel'schen E'ttnktionen, pag. 5. 
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Appliquons à qq. cas particuliers : 

Mais on sait que 

par conséquent : 

1 ;  CO s x -=-- -- l 1  
I isin x ix f - 

3 1 
;,+Ti- (1 4 )  

- + S . . .  i x 
' . in  inf. 

A l'aide de ce théorème, LEGENDRE (*) démontre que le nombre 7c ii'est pas 
ratioiinel. Soit: 

En posant 4a  = - x4 on arrive à la valeur réciproque de (14): 
,$x - e-ix x c i t a n g x ,  ou t g % = -  ,+ + &" 1 -- %O x2 3 - -  2 0 .  

5 - -  7 " '  - a .  . in inf., 

et cette formule sert de base à LEGENDRE pour la démonstration de la pro- 
position : 

u Le rapport de la circonférence au diamètre, et son carré sont des 
nombres irrationnels. n 

(*) A. M .  LEGENDRE: ilèntents de géométrie. 4." éd. Paris. An. X-18UZ. Note IV ,  
pag. 288 et  ss.; SCHL~JIILCH dans son travail déjà cite, touche aussi cette question. 
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5 4 G r a f :  Relations e l z t ~ e  la fonctioft Bessélienne 

D'après (14) on a: 
1 ~ ; ~  COS$ ei" + e-ix L = -  - .  
iI& isin x et$ - e-ix 

Dam cette formule, remplaçons x par - ix, nous aurons: 

I es $ e-8 enx -+- 1 -= = - -- - cotg. hgperbol. x. i I;k iz) ex - e-x eeX - 1 

Pour x = 1 il suit: . , in inf. 

Ic-% eg + 1 = - - -  1 
2 1 ,  ez - 1 

- l + -  1 
+ 6 . + l  

7 +.... 
pour x = 1/2 . . . in inf. 

II. c =  1, 

1 ?z, -- - lim 
9t=x 

III. c = O, 

EULER dans son 
théorèmes analogues 

= t S . . , .  

2 x ... in inf. 

u Briefwechsel n avec BERNOUILLI a déjà signalé certains 
à (16) et à (17). 
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de I.*e espèce et  une fractiotz contilzue. 55 

Après cette digression, continuons à établir les relations qui existent entre 
121 fraction continue et la  fonction 'Bessélienne de 1." espèce et cies trans- 
formées. 

La propriété c )  des fractions continues donne: 

[ai a,. . . a,,, ; a, H . .  . am ta] = [ai a,. . . a,] [amc,. . .  fi] 

Appliquons ce théorème à 1' expression f,,(a, O), nous aurons: 

niultiplions cette équation par 

 min (3'"' "-' 
r ( a + m + n ) '  

et introduisons encore les simplifications suivantes : 

im-1 fm- [' 2 7 = p;yi 
2 x 

On aura ainsi: 
1 

Appelons cette nouvelle fonction la fotzction SchZaeJlienne et  alors (23) nous 
sert de formule de définition. 
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5 6 G r  a f : Relations en tt-e la fonction Bessélienne 

1 
Ainsi la fonction Scirlaefiieme Pm(xj est une  foraction entière de - dzc 

s 
deg~é nl. La formule (20) nous donne maintenant: 

Introduisons dans (23) au lieu de r, la valeur - x. 

ainsi : 
Pzf (- x) = (- l)*' PP, (xj 

D'après la formule (23), on aura d'une part: 

et d'autre part, 

mais : 

ainsi : 

Des équations (27) et (28) on tire: 

p i a  (x) = (- l ) m  Pmrn-., (x) i 
PXx) = (- 1)m P;a-na-' (x). j 

Cette propriété (29) des fonctions P peut aussi être déduite du principe sui- 
vant: Une fraction continue ne change pas de valeur quand on prend ses 
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de Lre espèce e t  m e  fraction continue. 5 7 

 élément^ dans 1' ordre inverse. P a r  exemple: 

La propriété b) des fractions continues donne: 

multiplions cette équation par (i)gm-e = (- l)rn-l, et revenons aux formiiles 
(21) et (22), noiis aurons, 

On peut éliminer IF?-' entre les équations ( 2 4 )  et (25) .  Pour cela on mul- 
tiplie (23) par P m i ( $ )  et (24)  par Pm (x), puis on retranche (25) de (24). 011 
obtient ainsi: 

I;yi P L  (x) - q*, P r i  ($1 = I g m  1 pzi  - ( x ) X  - e  ($1 - P L  (x) P Z i  - 
=- 1 d'après (30). 

Donc : 
Ia+nc = 

(,) p:;' (4 I L  - P L  (4 I L 3  (31) 

De l'équation (31) on conclut que toutes les fonctions Besséliennes de 
i.re espèce comme I$i, I$, . . . IGp peuvent se ramener à deux seuIes fon- 
ctions Besséliennes 1s' et I;, affectées de coefficients qui sont des fonctions 

1 entieres de - 
x 

Ce résultat est la conséquence principale que l'on peut tirer de l'dqua- 
tion originelle : 

de laquelle nous sommes partis, et nous ajoutons que notre résultat n'est 
qu'une généralisation de ceux obtenus de BESSEL, SCHLOMILCH et LOMMEL. 

Remplaçons, dans l'équation (24) le paramètre a par - a - az + 1,  nous 
obtiendrons : 

I ; 7  = P;a-", (x) 16: - P,,la-;in (x) I;;;". 
Anrudi di Mdematiccr, tom0 XXIII. 8 
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5 8 G r a f :  Relations erztre la fonction Bessdlienne 

Or, d'après (29) (lare équation), on a: 

E',a-*' (x) = (- 1)m Pmi (x) I 
P,yn 

(3 1 a) 
= -(- l ) m P : 4 ( x ) ;  ) 

et si nous substituons ces valeurs dans l'équation précédente, il vient: 

Rappelons la forme: que L. SCHLAFLI (*) a donné à la, fonction complé- 
mentaire Bessélienne : 

1 KTz, = cotgan 1 TzLc) - - 
sin a i ;  1:; 7 

par analogie on a :  

Kasm = cotg(@ + rn)nIgm - 1 
(4 sin ( a  + nz) z 1; ". 

Si nous multiplions (31) par 

cotg(a + m)n = cotgax 
et  (32) par 

1 (- 1)nz ---, - 
sin (a $ m) i; sirija s; 

puis additionnons, nous aurons : 

K;Tm = Pz-' (z) Kg, - Pf,-i (x) KG' (33) 

On élimine ensuite entre (31) et (33) la fonction P,),'(x), en multipliant (31) 
par K;",, et (33) par - Ii",, et en additionnant ensuite; i l  vient: 

La formule de WEBER (**) donne : 

ou ce qui revient au même: 

, (*) Voir Annali di Mateinatica, Serie 2.", tom. 4, pag. 17 et  mes remarques dans le 
travail intitulé : Ue6e1- clie Acldition et Sztbtrnktio?, t h *  At-gumente bei Beasel'schen Ficnk- 
tionen tzebst einer'dntoendzcny. Matliein. Aiinalen, Bd. 43, pag. 136. 

(**) Crelle's Journal, BLI. 76, pag. 10, 1873. 
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de 1.re espdce et une fraction continue. 59 

il suit en changeant les signes des deux membres de l'équation (33,): 
2 

I;",, KI";" - Ti$) 7$" = - - P L i  (x). i;x (3 4) 

Avec cela, la  fonction Schlaeflienne 1' est donnée par un déterminant du 
2.d ordre. soit: 

On obtient des déterminants analogues quand on développe la fonction S 
de SCHLAFLI (*) en fonctions I et en fonction 0, c'est-à-dire en fonctions Bes- 
sélieimes de 1 .e et 2.e espèce. 

Dans (33), remplaçons 1' indice m - 1 par 1' indice plus élevé In, il vient: 

Dans (36) introduisons: 

1." au lieu de rn la valeur - m ;  
2 .O n a n a + l - m  

n ryc n 112 - 2. 

De (37) et (38) or1 tire la relation: 
O - ~ J ~ + I ( ~ ) *  Palll (x) = - Pm-e 

Mais d'après la formule (31,) (2."" équation) on a 

Ces relations peuvent être dkmontrées directement par la formule de défi- 
nition (23). On aura: 

(x) Mathem. A n n d e n ,  Bd. 3, pag. 130. 
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60 G r a f :  Relations entve ln fonction Bessélieme 

L'équation (41) a une forme semblable à celle de la formule fondamentale 
dont nous sommes partis. 

On a aussi: 
2 

p:, (5) + P L  (4 = (a + 4 G (4, (42) 

(41) et (42) peuvent s'obtenir directement en partant de la definition des 
fractions continues. Si on lit les éléments en sens direct on a (41); si on les 
lit en sens inverse on a (42). Nous obtenons ainsi une formule de réduction 
qui nous donne le moyen de développer la fonction Pz,(%) quand son indice nz 
est un nombre négatif. 

De l'équation (23) il suit, pour 

m=O, P,"(x)= 1 
2 

tn= 1 ,  PT(%) = ( a  + 1) - 
2 

En appliquant la formule (42) aux valeurs obtenues plus haut, on aura: 

2 m = O, P: (x) )+ PO; (x) = a . ; PO, (4 
ainsi : 

P?*(2) =- P;(x)=- 1 
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Pn, (x) = (- 1)' PT: (2). 

D'une manière analogue, on a :  

Pa, (x) = (- l)t P s a ( x )  
. . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . .  

et en général 
PU, (x) = (- 1)" -' Pi?, (x) 

Ce qui n'est pas autre chose que la formule (40); cette formule (40) est 
donc valable pour les indices 

-1, - 2 ,  - 3 ,  - m .  

D'un autre côté la formule dé réduction (42) donne, quand on met, au lieu 
de m, la valeur - m + 1 , 

2 
Pomi (x) = (a - m + 1) ; PO,(x) - PO,,,, (XI, 

en introduisant les valeurs données par (40), il vient: 

2 PQ,, (x) = (a - nt + 1) - (- l)m-i (.r) - (- 1)'" Pi"_ (x) x 

La quantité entre parenthèses, n'est pas autre chose, d'après (42) que P;?,(x), 
on aura donc, en substituant cette valeur, 

Y,--, (2) = (- Ilrn P,a_,(x). (43) 

Cette formule peut aussi être obtenue de (40), quand, au lieu de l'indice - m, 
on introduit l'indice - (m + 1). 

La formule (40), étant valable pour l'indice - m ,  et aussi pour l'indice 
- (m + l ) ,  est donc gén6rale. 
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62 GY a f: Relatioras entre la fo~zctiol~ Bessdlie/ilie 

Avant de nous arrêter à quelques cas particuliers, nous allons encore 
donner pour la fonctiolz Schlaeflienne Pia(x) l'expression générale. 

D' après (23) on a: 

ainsi : 

Nous allons d'abord étudier le cas particulier où l'on a dans la fonction 
1 Schlaeflienne le paramètre a =- - - Pour cela nous pouvons partir de l'é- 
2 

quation (23) ou de l'équation (44), mais dans cette dernière équation on devra 
1 poser a = - . 
2 

De (23) on tire: 

mais 
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ainsi : 

( 2 m - 2 ~ ~ ) ( 2 n z - 2 h - 1 ) ( 2 1 n - 2 1 - 2 )  -- ...( 2 1 + 2 ) ( 2 1 + 1 )  
(ni - 2 1) ! 

De In même façon, on demontre que: 

Au lieu de nz prenons na - 1 ,  nous aurons: 

On peut rkunir en une seule les séries (45) et (47), après avoir multiplié (47) 
préd~lement  par i 

m p=wt '$ (2 tn - p)! P;:~(x)+iPi_~(x)= (48) 

Pour 
? = O ,  2 ,  4 ,... 21,  cette série donne P;'l?(r) 

et pour 
Pd, 3, 5 ,..., elle donne pki ( ~ 1 7  

on aura aussi 1' expression conjuguée : 

Posons : 

I l  est 6videmment permis de mettre m - p  au lieu de p, 
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64 G r  a f :  R e l a t i o m  entre Zn fonction Bessélienjze 
- - 

Il suit, en ajoutant et  retranchant (48) e t  (49) et en tenant compte de (50) 

1 P- 111. '1' ( r )  = - [iln Hm (2 i x) f- (- i))" H,, (- 2 i x)] 
2 (52) 

1 
(x)= - [ Pa Hm(2ix)  - (- i)" Hm(- 2ix)I. 

2 i (53) 
1 Le nuinéro (31) donnait, pour n e -  
2 

pn"'1a = P,'iz (z) I ; v &  - pl12 (2) 1; ' V I .  
r m--4 

E n  appliquant les resultats donnés par (52) et (53) et en rappelant les valeurs: 

1 
On a d'une façon analogue à l'aide de (33) pour n = 5 

Ic$-Ilp = P'lz 
-M (x) I G ~ ~ ~  - p-11~ -nt-l (x) qm., 

(- 1 p  1-+'12 - 
(2) 

(G [im &,(2 i r) e-ix + (- i)"" Zn (- 2 ir)eix]. (55) 

La formule (34) donnait: 

I<m+llz = p-'lz ($) K1'* - P:i-, (x) K& , 
(2) m W )  

en substituant les valeurs trouvées, on a:  

1 K"'+'l, = - ,- 
(4 - [il. & (2  i x) e-ix + (- i)" Hm (- 2 i x) eix] (56 )  

\ l 2 z x  

Multiplions la formule (56) par i ,  puis ajoutons-la et retranchons-la de la 
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de l . re  espèce e t  une fiaction continue. 6 5 

formule (54), nous aurons: 

Nous trouvons de même à l'aide de ( 5 5 )  et (57): 

La. propriété c) des fractions continues, nous donne: 

Hm- i ( x )  Hm (- x) + Hm- i (- z )  H m  (2) = x. 

L a  formule de réduction (42) donne aussi: 

En continuant il vient: 
H - m  (5) = H m  - i (2) 

e t  

Berne, en mai 1891. 

Anncili di &inleinaticcr, tom0 XXIII. 
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Sulla definizione di integrale. 

(Di GIULIQ ASCOLI, a 31ilano.) 

- 

L e g g e n d o  deun i  giorni fa il n." l (Définition de 17intdgi.ale d6finie, ses 
propriétés fondamentales) del cap. 1 del tomo 1 dell'opera del sig. E. PICARD: 
Twité d'Analyse, mi sovvenni di aver scritto in addjetro (*) una Nota: Sul 
coucetto di integrale defitzito, la quale mi fu ispirata dalle ricerche di RIEMANN 
sullo stesso argomento contenute nella Memoiia: Uebe?. die Dacsteilbarkeit 
e i l z e ~  Fzmction durch eine trigonometrisci le Reihe. Del mio lavoro, comunque 
non scevro da concetti nuovi, non fu dai rriatematici fatta, a quanto io sappia, 
alcutia menzione; anzi, le  idee in esso esposte furono attribuite ad  altri. Egli 
è pcïcib che, desideroso di r ivendica~mi le medesime, non credo sconveniente 
il pubblicare questa noterella, tanto più che mi venne fatto di esporre uria 
parte delle mie ricerche in maniera alquanto pih semplice. 

Sia f ( x )  una funzione ovunque finita ne1 segment0 limitato ab (a < b )  
e tale, che non si possa assegnare un tratticello comunque piccolo del me- 

1 .  desimo, in cui non esista, ad esempio, la funzioue eguale ad - in ciascun 
2 

punto distante dall'estremo a di ilna lunghezza conimensurabile con I'unità 
di misura, nè altrove definita. 

Cib premesso, divido il tratto a b in  più parti d,(l), d,('), . . . , dl , ( ' )  da si- 
nistra verso destra e dico G(') il gruppo di punti di divisione, ripeto poi In 
stessa operazioue indefinitamente, generando in ta1 guisa la varietà degli 
spazi d,(S) ,  d,(~) , .  .., ( s  = 1, 2 ,  3, 4 ,...) e l'insieme corrispondente GcS) 
(s  = 1 ,  2 ,  3,.  . .?. Ammetto altresi che 1' elemento d p )  sia evanescente col 

1 quoto - qualunque sia 17jnteio t (5 1,  F I,). 
S 

(") Vedi il tom0 3, serie 2." degli Atti della R. Accademia dei Lincei. Roms, 1875 
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Detto At( s )  il limite superiore (*) dei valori conseguiti dalla f ( x )  riel 
tratto clt@), forrno la somma: 

l a  quale è una funzione clie ha vita soltanto pei valori interi dell'erite S .  

L'esp.essione g(s) tende ad Z L ~ Z  limite crl wescwe irzdefinito del nzmej.o S .  

Ed invero, detto B il limite superiore dei va1oi.i assoluti della f t s )  riel 
tsatto ab ,  non si h a  a l  certo Y ( S )  > B - ab ,  fatta astrazione da1 segno. Qiiesta 
asserzione è consegiienza della proposixione: 

Se A ,  è 2 1 ) ~  variet& di ycwdezze  tali, clte possa a s seymrs i  ufza qzrcin-  

t i tà M itz guisa, cire nessw?tn delle vzedesinle Eu szrperi, il limite szdlxr.io?-e 
del g1m21pp~ d i  valori Bi co~lte~ztito in A, nolz p h  essere piic g v a ~ z d e  dellu 
qumt i th  ana Eogn re1atie.a a2l' imienze d , . 

Cib posto, ( h o  gis) (s = 1, 2 ,  3 , . .  .) un complesso conforme d l ' a l t ro  G("), 
il quale divida il tratto a b  nei segnleiiti d,is), û,(", ..., laddove l'ele- 

1 mento CY,(~) si annulla con -, qunlunque sia l 'indice v ,  ed ogni purito dcl 
S 

gruppo g(" apppnrtiene a1 successive g(wi'). In  tale ipotesi abbiamo pcr la pro- 
posizione rammentata or ora 

quando il simbvlo Rt(*) indichi il limite superiore della funzione f (x )  ne1 

(") Il l iu i t e  su1~e~ioi .e  di L I I ~  I'unziü~ic / '(a.)  O I I C  ni)~i V A  a l l ' i~ i f i~~i to  p o s i t i ~ i u u ~ l i t ~  in 
un ti-atto n O 9 unn grùildezzu J I  t A c ,  clie 1~1 differeiiz;\ JI - f (J ,  non siü iuxi negi~tiv;~, 
iiell'iiitervallo conteinplato, lnddove pei. vnloro opl~ortuiio della \-ai.iihile s ( k a ,  6 O) 
essa pub riuscirc minore di ( ~ L I C ~ ~ J  (1~;1,1ititi clie s i  vnolc. Unn funzione coiitiiiua 11121 seg- 
iizeiito nO raggiunge in esso il liiiiite s u p e r i o i ~  dei snoi valori,  nd esempio, l 'ente sei1.i 

X . S nll'iiicontro 1 : ~  funzion~ coi~tcmpl;ita non ('r continua, csso 

limite potrii vcnir conseguito ed anche no. Il  l~r i ino evento si verifica yer la espresjion - 
clie e cgunle a sena,  in ogiii puiito dell'intewallo O distante dttll'oriqiiic di iiiia liiii- 

w 

51 
gliazra i~icowmenaui~;hile con 17 un i t i  di misura lié defiriitii altiwrr (sen = l), il secondo 

per  l a  funzione ottcnutü in iiiodo analogo da s e n s  scamhiaiido pe1.0 i punti di ascissü 
incomiuensurabile con quelli che non sono tali. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



As c O l à :  S u l l a  definixio~ze d i  i d e g r a l e .  69 

?Je 

tratto $&s). Di conseguenza, l'espressione Bt("Jt(~) tende ad un limite L 
1 

1 
al1'snriull;irsi del quoto - perchè una quantità mutabile che mai aumerita 

S 

nè eccede in v~1oi.e assoluto una grandezza fissa converge, come è noto, ad 
un valore. 

È facile orta l 'avvertire corne s i  nbbia lim ( s )  = L. 
S I  Xi 

E d  invero, la quantità y(s) restando finita all'aumentare dell'intero s 
oscillerli tra due  graiidezze M ed N (*). D7 altra parte, lia luogo il teorema: 

Se  zina f i i w i o ~ z e  l(x) oscilla mentve la v a ~ i n b i l e  x onesce o disnziszcru 
t m  due quatit i th ed N ( M & N ) ,  s i  pu13 usseglzarc utta szrcressio?~e d i  
vu2nri x, , x2,. . . p w  Z'elzte x in gzcisa, che s ia  l im l (x,)  = ,YI, eeS ciu' tr1tl.a 

I I 
i=u 

x ,, x ,,. . . p e r  nzodo, ctie si ahbia lirn E(x'J = N. 
t 5 o  

Considero ora la serie d i  inteïi ognora crescenti Y , ,  Y,, Y,, ... tale, che 
sia lim = M, laddove la  somma q,, dei segmenti nati da1 gruppo G(y0, 

a.= a ~ - 

i quali hanno un termine o d  un punto intermedio in uii elemento dell'iri- 
1 sieme g(t) si annulla con - .  A queste condizioni ~i pub soddisfare ilel seçuente 
t 

modo : scelto 1' aggregato k , ,  k,, k,, ... in guisa, che sia lim rp(k3 = M ,  
- --  

tolgo da quest'ultimo I'altro k,, - Y,,  Ilvi = r2, kyJ = t S 3 ,  ... per modo, che 
si abbia lim q,, = 0,  il che è al certo possibile, perchb il numero dei punti 

t=w 
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70 A s  c O 1 i: Sulla de$tzixione d i  integraip. 

1 di ciascuna varietà gct) è determinato, laddove l 'ente d 2 J s )  si annulla con -, 
S 

qualunque sia l 'inter0 u (2 1, r 1,). Scindo ora l a  quarititL y ( r , )  nelle due 
~ w t i  Ho e Kv, di cui la seconda è quell'aggregato degli elementi d , , ( s )  A,,<s) 
che corrisponde alla somma dcgli spazi indicata con qVc ,  l a  qunle, comc si 
osservb, tende a110 zero col valore reciproco dell'intero v. Cib prerncsso, in 
virtù della prima proposizione non si lia al certo Hv > x , d , ( ~ )  Btb),  qualunqiic 
sin il numero v ; mnndando quindi v all' infinito, poiclié lim Ku = O ,  non sai+ 

r - x .  
JI> Il. Invertendo i l  nostro raqionamento rispetto ai  giwppi G e 9, deduco 
che non si avsà iieppure L )  M ,  laonde L = 31. 

Quanto si disse circa alle quantità L ed ?II pub ripetersi anche delle 
due L ed N, e percià: 

L = nf = N, 

1 
(s = 1, 2 ,  3 , .  . .) converge ad zin limite 1, all' crt~~zzi1lwr.si de l  p o t o  - .  Qilesto 

S 

l i m i t e  l lon  nttcta q t i c l l z i q z i e  sia la s u i e  d e i  pmti clri ci  r.ifeviuflzo. 
I? yoiclii: il limite inferiore della f(x)  pi-eso col scgno coiitsario é il li- 

iiiite superiore della espreasione - f ( x ) ,  ne avviene che possiamo enunciare 
un teorema analogo ~1 precedente rispetto alla somma: 

qu;indo il sinibolo a,,(") indichi il limite iiiferiore della fjx) nello spazio  cl,,(^). 
Dirb 1 qilesto iiuovo limite. È poi cliiaro che si h a  L > 1 oppure L - 1. 
Quando sia L = 1 ,  la fuiizione f ( x )  si mole dire iritegsabile ne1 tratto con- 
teniplato ab  (cc < b )  e si scrive: 

1 
Inddove 1' ente cl,(t) si annulla con - qualunque sia l'inter0 t (2 1, 5 13, 

t 

ed eu(') è un valore compreso t r a  le grandezze A,(t) ed n,,,(t) e se vuolsi anche 
eguale ad una di quest'ultiine. 
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La  relazione L = Z pub presentarsi sotto altri notevoli aspetti corne ho 
dimostrato, seguendo le ide0 di RIEMANN, ne1 mjo lavoro: Stdl coneetto di in- 
tegrale definito. 

Ne1 Trattato di Calcoi0 dife~enxiule di ANGELO GENOCCBI pubblicato cori 
aggiunte da1 dott. 0. PEANO (Torino, fratelli Bocca, 1884) vengono attribuite 
(a pag. XYXI, n." 193) al Sig. VOLTERRA le con~ideraaioni pïecedenti, il 
qunle le espose ne1 vol. 13.' del Giornale di Matematiche pubblicato per cura 
di  G .  BATTAGLINI (Napoli, Benedetto Pellerano, editore, 1881). Ma poiché la 
Memoria nella quale io esposi questi concetti risale al 1875, ardisco riven- 
dicarmi queste idee. 
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Nuove formole nella moltiplicazione 
e nella 

trasformazione delle funzioni ellittiche. 

(Di  FRANCESCO BRIOSCHI, a Milano.) 

1. c onsiderando la forma biquadratic~: 

f = 4 x i 3 x 2 - y 2 x i x :  -gaz: ,  

per la quale sono y,, y, i due invarianti, ed 

i due covarianti, si ha corne è noto: 

1 2  = - 4 h S + - g e h f ' - g 3 f s .  

d f Posto xi  = x ,  x2 = 1 ed f '  = -, inoltre: 
da; 

Si indichino con e,, e,, e, le radici della equazione f = O, e si considerino 
le tre espressioni (*): 

y - e )  (r = 1, 2, 3), (3) 
nelle quali: 

1 
m, = 3 eV2 - 9. = (e, - es) (e, - e;). 

Dimostrasi facilmente essere : 

y 2  = - (h + er j?, 

(%) POS~O Ir  = (sl - es 4 - et ccB), $r = 4x2(x1 - er q) sicchè f = cp, +,. si ha : 
Yr = ('9. b). 

AnnaZi di Matematica, tom0 XXIII. 10 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



74 Briosck i :  Nuove formole nella molt~1zèa.~ione 

e quindi per la (1) sarà: 
t! = 2 y i y z y 3 .  

La somma delle tre qusntità y,. conduce alla 
1 

Yi + Yt + Y3 = f.7 
ed essendo: 

1 
~ & = ( ~ - e i ) f - ~ f ' ~ <  

1 .  
y , ~ . = ( x - e : J f - ~  f y. ,  

si otterrà la terza relazione: 

~ 2 2 / 3 + ~ 3 y i $ - y 1 y e = k ,  

ed iiifine per la seconda delle (2 ) :  

1 1 
2 

l $f f, $!,y:+ y , y , ' + ? h ~ 2 ' = ~ f  - - t - -  4 

essende d' = - 27 g32. 
2. Indichiamo con D il simbolo d'operazione: 

d 2 d  D - 1 2 ~ 3 - + 3 g : - ,  dgz dg3 

pel quale, corne è noto, si ha: 
2 D(e,) = 4e,2- - 
3 

Operando sulle tre quantità Y*, yn, y3, si ottengono le tre seguenti relazioni: 
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e  nella trasformazione delle fermioui ellittiche. 7 5 

dalle quali indicando con F(y , ,  y,, y,) una funzione omogenea dell'ordine m 
di y,,  y,, y,, si deduce la :  

essendo : 

Applichiamo quest' ultimo risultato ai due casi di F = A., P = t .  Ne1 primo 
si avrà: 

1 ~ ( k ) = - ( 4 x ~ - $ ~ , ) k ' + ~ r k + ~  f f ' ,  

ma siccome E = 3f ,  k" = 3f1 ,  si ha che: 

il quale valore sostituito nell'ultima relazione conduce alla 

Analogamente se F = t si ha : 

Ma osservando che: 
1 

t f = 1 2 i k - 2 - f f ' ,  P=201I ,  

e quindi per le (2): 
f ' t 1 = 2 4 x t + 8 f k ,  

si ottiene la: 
3 - f ' t l + f t " - 3 6 x t = 3 2 f k ,  
2 

e quindi: 

4 ~ D ( t ) = - 4 ~  (7) 

Le relazioni (6) (7) sono i due tipi di equazioni differenziali alle quali sod- 
disfano alcune speciali funzioni F ( y i ,  y t ,  ~ 3 ,  equazioni che deduconsi dalla (5) 
tenendo presenti i tipi superiori. 
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7 6 Br i o s c  h i :  Nfrove fovmole nelln nzoltiplicaxione 

Sia dapprima n un numero dispari, ed F una. forma ternaria dell'or- 
?a2 - 1 dine m = - ; dalla (5) si deduce : 

4 

per le forme F che soddisfano alla: 

n2 - 4 e pel caso di n pari ed m = - 
4 

3 sarà: 

per le forme F le quali s~ddisfano alla: 

Le forme ternarie F ( y 1 ,  g,, y,) oltre le proprieth generali delle funzioni 
omogenee hanno per la loro origine le seguenti proprietà speciali. Yosto: 

essendo per quanto si é dimostrato precedentemente: 

si hanno le: 
1 1 Q ( Q + ~ P ( F ) = ~   FI, R ( F ) = - ~ F ' - - ~ ' F ,  2 4 

siipposto m l'ordine di 3'. Per queste relazioni le equazioni' (9) (11) diventano: 

2 f s t  ( F )  - f' S ( F )  = la" P ( F )  (n dispari) 

2 f R' ( F )  + $ f S(F)  = ri2 f P(F)  ( p r  pari), 

essendo S ( F )  = Q ( F )  + k P ( F ) .  
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e nella trasformaxione delle ficnzioni ellitticho. 77 

Sia F = f" t - k3 si hanno con breve calcolazione le due: 

1 
- f ' F 1 - 5 f P ( F ) = -  1 0 f k t  a 

ed essendo ne1 caso attuale a = 5, la  relazione (9) è soddisfatta. 
Cos1 supponendo F = k (f8 t - k3 - te) si ottengono le : 

le quali soddisfano la (II) essendo n = 6. 
Concludendo: tutte le forrne terfiarie F ( y i ,  y,, y,) soddisfuno alla equu- 

xione differenziule (5 ) ;  alcune fra esse soddisfuno altresi alla ( 9 )  e quindi 
alla (8) ;  crlt7.e soddisfano alla (11) ed in conseguenza alla (10). 

3. L e  equazioni differenziali (8) (10) alle quali abbiamo ne1 paragrafo 
precedente assegnata una Iiuova origine, corrispondono alla nota equazione 
differenziale di  Jacosr pel cas0 della moltiplicazione, e si trovano ne1 Traité 
des fonctions elliptiques d i  HALPHEN (Premiére Partie, pag. 328, 329). 

Ne deriva che ciascuna delle funzioni indicate da lui colla Iettera +, 
sono forme ternarie di y,, yo, y3. Si hanno cioè le: 

e cosi via ; supponendo x = ,P(u). Le funzioni y,, y,, y, possono esprimersi 
per mezzo delle G(u), G(o) colle formole date da1 medesimo Autore alla 
pag. 191 O con le FormuZes et propositions pow E'evloi des fonctions ellip- 
tiques di SCHWARZ (art.' da1 15 al 22). 

4. L a  calcolazior~e dei polinomi $, pub eseguirsi O collo sviluppo della 
loro espressione sotto forma di  determinante (*), o colla determinazione dei 
coeffioienti del polinomio per mezzo delle equazioni differenziali superiori; ma 

(") Queste espressioni furono da me date la prima volta in una comunica~ione alla 
Académie des Sciences del 7 novembre 1864. Sotto a l t ra  forma trovasi  nelle Formeln 
und Lehrsàtze etc. di SCHWARZ, nel Tt-ailé des fonctions ell@liques d i  HALPHEN ed in 
altri lavori. 
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78 S r i o s c h i :  Nuove form.ole netla rnoltiplicaaione 

sia l'uno che l'altro metodo già per le funzioni di indice n dei primi gradi 
esigono lunghi calcoli. A questi si pub ovviare col metodo seguente. 

Ponendo nella : 
d5 - - d z  

Y 4 E 3 - y . E - 7 3  14x"gz5-g3' 

le 5 = p2 y, yi = $go,  y3  = p8 g3, la equazione differenziale superiore si tra- 

Se p = n numero dispari, si ha : 
U 

Y = s y  

1 
essendo V = - +, ed 

n 

n" 1 
Il polinomio V è del grado - 

2 
ed indicando con Sm la somma delle po- 

tenze emmesime delle radici della equazione V= O ,  dalle superiori (12) (13) 
deducesi la:  

Vedesi facilmente che essendo: 

il termine c,ostante ne1 secondo membro della equazione (14) è nullo, e che 

il coefficiente di x è eguale a '. L a  (14) si trasforms quindi nella: 
ta " 

e siccorne, i valori di Y,, Y, in funzione di y,, g, si ottengono da note rela- 
zioni, e quelli di y,, r,, . . . sono funzioni di questi , dalla relaxione (16) si 
deducono quelli di S2, S3,. . . . 
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e nella Irasformaxione delle funxioni eEZittz'cha. 7 9 

Essenclo: 

n P f  (Y) =- y t 2 f  ( 4 1  
sostituendo nella medeeima per y la espressione (15) ed eguagliando nei due 
membri i termini costanti, trovasi : 

dalla quale: 

Eseguendo la stessa operazione sulla: 

e quindi: 
n4 - 1 Ti=- .  
4.5 99' 

Infine dalla : 
f " ( y ) y f ' =  2 y " ' f ( 4  + 3 y " f ' ( x )  + y 1 f " ( 4 ,  

si ottengono le due relazioni (*): 

la prima delle quali dà i valori di r , ,  r , ,  ...; e la seconda di r , ,  y,,. .. in 
funzione di r , ,  r, .  

Pei valori di r , ,  r ,  si deducono dalla equazione (16) quelli di Sz, Ss, ossia: 

(*) Vedi una mia comunicazione alla R. Accademia dei Lincei del settembre 1893. 
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80 B r i o  s c h i  : Nuove formole rtella moltiplicazione 

ma per le (17): 

r3 = 
(n4 - 1) (124 + 4) 

3 . 4 2 . 5 2  g2'9 

e per la (16): 

e cos) di seguito ~i calcoleranno i valori delle somme 8,. Sarh quindi: 

Pel cas0 di n pari le formole superiori rimangono le stesse salvo clie ne1 
secondo membro della equazione (16) devesi aggiungere il trinomio: 

rn,eirn-i f m, e,"-, + m, esrn-', 

n9 - 4 ponendo S, = - . a , e quindi: 

5 .  Le formole da me date ne1 1864 come espressione di +, sotto forma 
di determinante pongono in evidenza alcune funzioni che meritano essere con- 

i - 
siderate. Posto rg = f hi calcolino le derivate : 

in generale: 
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e ficila trasformuxione delle funxioni ellittiche. 81 

le formole sopra citate dànno le: 

essendo nella prima f i  - 3, 5, 7,. .. nella seconda n = 4 ,  Ci ,... . 
L e  funzioni alle quali accennammo sopra sono gli elementi di cui si 

compongono questi determinanti, e cioè: 

deducibili l'uno dall'altro colla operazione: 

Le funzioni a , ,  a,, a ,,... a, dei gradi 4 ,  6, 8 ,... 2(1. + 1) in x, sono evi- 
dentemente forme ternarie di y , ,  y,, y, degli ordini 2 ,  3, 4, .  . . r. + 1. Se 
inoltre supponendo r dispari, poniamo : 

la equazione modulare corrispondente del grado 1. + 1, iiella ipotesi di 3 = O 
è la: 

a = O ,  
T - l  - 

2 

questa equazione cioè corrisponde a qiiella rappreskntata da HALPHEN ne1 
Capitolo 2." della terza parte della sua opera (pag. 101) col simbolo: 

[X - r r ]  Ti: + = O. 
Annali di Makmatica, tomo XXIII. 11 
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Le note equazioni modulari per le trasformazioni degli ordini 3, 5, 7 sono le: 

1 S 9 .,=O, a,=-(86%"-g2), 
35 \ 2 

ossia le:  
1 

y 3 y . + ~ 3 y I + y J ~ 2 = 0 i  Y & Y ~ = F ~  

Osserveremo da ultimo che, sempre nella ipotesi ô = 0, si ha: 

a", = 4 (2 r $- 1) (2 r - 3) 

e che 8 pub esprimersi corne segue: 

8 = 5 f 2 + 3 2 t -  1 2 ~ t ' .  

6. È noto che il modulo k delle funzioni ellittiche di JACOBI è deter- 
minato dalla equazione : 

e quindi posto p = el  - e, si ottengono le: 
- pkl=\iK, pkk,=i\I&, pk- \ l rn , ,  

nelle quali m , ,  m,,  m, hanno i valori del fj 1;  sarà cos): 

Rammentando il valore dell'jnvariante assoluto: 

si ha che il simbolo di operazione D si trasforma ne1 modo seguente: 

Sieno E , ,  E ~ ,  E~ le radici della equazione 403 - ypo - y3 = 0 per una 
trasformazione d' oidine n della : 
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e nella trasformaxione delle ficnxioni pllittiche. 83 
-- - -- - - 

si avranno pei moduli A ,  A,, le : 

e per una nota trasformazione essendo: 

si avrà pel moltiplicatore p :  

E i  - €3 

Sia, corne ne1 precedente paragrafo: 

si hanno le: 

. 
da cui: 

n. 
X e -  

24 (% - 1) 
D (log A). 

Pongasi : 

si avrà pei valori superiori: 

12 x=-- D (log z). 
n-1 

11 secondo mernbro della eyuazione (22) è iioto essere uno dei coefficienti 
delle formole di 
lettera B . La 

n - 1  - 
2 

trasformazione di JACOBI, coefficiente da lui indicato colla 
formola (18) condurrà cosi alla: 
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84 Briosc h i :  Nzbove formole nella moltiylicazt'one 

e siccome per la equazione differenziale pure dovuta a Jacosr: 

essendo B un altro dei coeflicienti di quelle formole di 
i i  - 3  - 

2 

osservando essere ka = - 3 e , ,  si giunge alla : 

posto : 

Per questa relazione le quantith y , ,  y?, y3 (3) diventano: 
? I l ,  ii 

Y i = -  k i2 [kq"2q++] 

ln z 
~ z = - ~ [ q ' - Z k q  + 11 
y3 = [qz  - 11 , 

ed in conseguenza: 

2y  = m 3 ( 3 q 2 - 2 a q  f- 1) 

2 y 2 y 3 = m , ~ [ 3 q 4 - $ a q 3 + 6 p 2 - 1 1  

y l ~ 2 ~ 3 = m 3 ~ ( q ~ - 1 ) ( q ~ - 2 ~ q ~ + 6 q ~ - 2 u q  + 
da cifi le note equazioni modulari Jacobiane. 

trasforrnazione, 

(23) 

1) 7 

n -1  L a  relazione (23) è una delle -- relazioni esistenti fra i coefficienti B 
2 

delle trasforrnazioni Jacobiane ed i coefficienti della trasformazione corrispon- 
dente alla equazione differenziale (19). Per  questa si ha,  corne è noto: 

n - 1  essendo T(s) un polinomio del grado - . a 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e nella trasfor~naxione delle funxioni ellittiche. 8 5 

la-1 ed a,=-- 
2 

x. Ora dalle tre relazioni (*): 

= z3 T (e,) 
el - es 

n-1 
( (-3T [h - 

= z3 T (e,), 
et - e2 

si dediicono le: 
9%-1 - 91-1 - 

(J&) ' \/, = z3 T(e,), (idK) il;= z3 T(e,), 

u - = z3 T (eJ, 
' ki 

e da questa la: 

ma siccome è noto: - , - 

quindi : 

e da questa colla consecutiva applicazione della operazione ( 1 8 ) ,  si otten- 
gono le: 

I l -  3 

(*) Queste relazioni s i  trovano in una mia comunicazione à l'Académie des Sciences 
dell'anno 1891, vol. 112. 
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86 Brios  ch à: Nuove formole nella rnoltip2icazione 

dove la  Tf(e3),  T" (es) ,.. . sono le derivate del polinomio T(x)  in cui siasi 
n - 3  ad s sostituito e,. Per  r - -- si ritorna alla relazione (23). 

2 
Si sono cos) espressi tutti i coefficienti delle trasformstzioni Jacobiane in 

funzione di x e del polinomio T(s)  e sue derivate, nelle quali ad s siasi so- 
stituito la radice e3. 

P e r  questi valori il polinomio denominatore della trasformazione di JACOBI: 

i 

s - e3 essendo 5' = - , diventa: 
Vm3 

n-1 - 
) V(?) = z3 T(s), 

e siccome a:  

1 - 

5 = ~ '  
E=\ ik ,  E = O ,  corrispondono s = e , , e , , e , ,  

si ritrovano le equazioni (24). 
7. Posto: 

phTi - N e ,  - E ,  + 2a i  

P N 2 = n e , - ~ 2  + 2 a l  

P N ~ = ~ ~ ~ - E ~  + 2 a i ,  I 
B - 1  

rammentando essere a ,  =- - - 2 
x (21) ; dalle equazioni : 

deducesi la: t 

ed analogamente per Ne,  N3;  ma deducesi facilmente dalla (18) che : 

d t D( t )=  - 2 p k k , 2 d k ,  

si acranno auindi le: 
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e nella trasformazione delle funxiorai ellitticlre. 8 7 
- -- -- 

od anche: 

L a  quantità qui denominata N3 è la  stessa che il sig, HERMITE ha introdotto, 
indicandola con N, nella teoria della trasformazione delle funzioni elittiche (*). 

Sommando le (26) si ha: 

ossia per le (27) : 
1 d 

a,= - g n p k k , ' -  d k 

come alla (22). 
Le relazioni (26), le quali si ottengono anche dalla formola di trasfor- 

mazione : 
U(s )  G E -  

TZ(s )  ' 
conducono alle equazioni modulari per N,  , N2, N, .  Supponendo n = 3, queste 
equazioni sono : 

1' ultiina delle 
minato. 

Notiamo 
col polinomio 

quali già trovasi nello scritto dell'cminente analista sopra no- 

da ultimo che le quantità N , ,  N , ,  N, ,  ponno anche esprimersi 
P(E2) ne1 modo seguente: 

(*) S u r  la transformation des fonctioa elliptiques. Annales de  13 Faculté des Sciences 
de Toulouse, tom. 6. Année 1892. 
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88 B r i o s  c 11 i: Nuove formole lzclla mo2tiplicazione 

e che al valore di N del sig. HERMITE si giunge facendo uso delle note re- 
lazioni (*): - 

K = w, vp, iK1=u3\Ip  

essendo p corne sopra = e, - e,. 
8. Dalle equazioni (25), posto: 

- - 
P = k l $ k l h I - 1 ,  p,=\Ilc).+\Ik,~,-1, P 2 = v f i $ $ k I h , - 1 ,  

si deducono le seguenti: 
«+1 - n + l  

2 2 
per - " + ' dipar i  P(e, - e,) T'(cg) = x(e, - e.J T'(ci) 2 

Suppongasi per esempio n = 3; il secondo mentbro della seconda delle 
relazioni superiori diventa : 

(e,  - eJ) T (e ,)  + ( e 3  - e l )  T(ed + (es - e2) T(e,), 

di  cui il valore è nullo esseiido T(s) - s + a ,  ; quindi : 

P, = o. 
Coçi se 12 = 7 essendo T(s)  = (1.e 3. p)S (**), In terza relazioiie dà: 

P* =o. 
Sieno : 

R = IrAk,'A,, R I  = \ I l c ~ k , ~ , ,  R, = f k i , k ,  A , ,  

si avranno le: 

(*) Formules et Propositions . . . par ~ ~ C W A R T Z ,  pa;. 3 1. 
(**) HALPHEN, Traité des fonctions ellipliques. 3.e Partie, pag. 47. 
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e îzellu trasfornznxiotze delle funaZo~ai ellittich. 80 

3f12+1) 
r i + l  

9% + 1 4 per -- 8 
4 dispari R,(e,-e,) T3(eZ)=- -IIT(e)  y 

2 

Suppongansi n = 5 ,  w = 11, ?z = 23; siccome è noto (*) le equazioni 
modulari corrispondenti sono : 

P 3 + 3 2 R = 0 ,  1),3- 1GRj =O, Pt3+4Re=0 ,  

e quindi pei tre casi: 
1 

$T -? 
3 .  &+ 

2 (e2 - eJ3  T P  ( e , )  = -,- ï I  T (e) = - \ 
2s 8 z4 

4 - &- 
2 (e,  - e3)3 T(e,) = II T  "e) = - - 4" . 2 2  

4T 
i 17 

4 I - SZ -- @ 

Z(C, - e , ) T T '  ( e , )  = il T y e )  = 5- 9 
- 

4 a 4 r . a  1 
essendo per le (23): 

R - 1  
87 

zGIi T(e) = - - Zn- i  

Consideriamo in modo speciale il cas0 di 71  = 11. Il polinomio T(s) sa& 
del quinto grado, e quindi: 

vosto : 

(7 R U S ~ L ,  Oiz Modulnr Epatiom. London Xnthemstical Society, vol. 10. 1857. 
Annali di Matematica, tom0 XXIII. 12 
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9 O Br i o s c  h i: Nuove formole taella nzolt~lz'cazione 
- -  - 

Si formino colle A ,  B, C le tre quantità: 

si hanno tosto le: 
3 s 2 (e,  - eJ3 T(e,) = - H 
4 

e quindi per la seconda delle (29), sarà: 

Si indichino con x,, x, , x,, x,, x, le radici della equazione T (s) = O ,  si 
otterrà da una nota relazione (*) essere: 

ma d' altra parte dimostrasi, facendo uso di alcune formole contenute ilel 
lavoro già citato: SzclZe eq.uaxio?zi nzoduiari (**) Che: 

sarà quindi H, salve un coefliciente numerico, eguale alla radice quarta del 
discriminante della equazione T(s) = O. 

Rammentando la formola dimostrata più addietro: 

12 
a, = - 2 D(1og n), 

dalla relazione (30) deducesi la: 

Ma operando direttamente col simbolo D su1 valore di N, mediante la nota 

(*) KIEPERT, ZUI' fi~ansfo~rnationstheorie der ell$tischen Fuwctionen. Journal fur die 
Mathematik, Bd. 87, pag, 202. 

(8%) Vedi anche GREENHILL, Pseudo-Elliptic Intepals and their BynamzCal Applicn- 
tioiw. Proceedings of the London Matliematical Society, vol. 25. 
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e nélla trasfovmaxione delle fmzioni  el l i t t ic l ie .  9 1 

si ottiene la: 

da cui: 
1 

1 2 a , R +  5 L + -  8-0. 
4 

Analogamente dalle relazioni : 
1 l lD(L)  = - G n , L $ 2 ~ 1 1 + i . J . M - s - û u ,  

se ne dedurranno altre fra le H ,  L, M. 
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Di alcune superficie 
che ammettono un sistema di linee eguali 

e un secondo sistema di linee eguali, 
O simili. 

(Di GEMINIANO PIRONDINI, (I: Parma.) 

S i a n o  : 

(U,,  U,, U fuiuioni di un parainetro u) e 

( V , ,  V,, V funzioni di un altro parametro v ,  indipenderite da u)  le equa- 
zioni che dànno le coordinate dei punti di due linee qualunque G (gene~u- 
trice) (J D (di!-ettrice), per rispetto a due sistemi di assi coordinati ortogonali 
Q(5, q ,  C), O(%, y, x), invariabilmente collegati con esse. 

11 sistema 12 si muova portaado seco la linea G, in  modo che l'origine 
percorra la linea, D e gli assi Il:, Q q ,  II< rimangano costanteinente paralleli 
alle rette O r ,  Oy, Oz; un tale moviniento si dirà zrna trasluxione definita 
dalla curva (1). Ne1 mentre si compie tale movimento, il  sistema O ( X ,  y ,  z )  
ruotj jntorno all'asse Ox, portando sec0 tutta la figura. 

Chiamando allora O(X ,  Y, Z) questo sistema d'assi nella posizione ini- 
ziale e riferendo ad esso i piinti della linaa G, si avrà corne coordinate dei 
punti della superficie S generata dai due rnovimenti detti: 

Annali di Malematka, tomo XXIZI. 18 
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94 Yit .  O n d i n  i : Di alcune superficie 

Evidentemente gli elicoidi appartengono, come caso particolare, alla famiglin 
di superficie ora considerate. 

Sulla superficie S le equazioni v = cost., u = oost. rappresentano rispet- 
tivamente la generatrice G nelle sue diverse posizioni e le trajettorie T de- 
scritte dai vari punti della G. 

Ci proponiamo di deterininare le condiziorii del movimento di G in modo, 
che le trajettorie T riescano tutte eguali fra loro e che per di pih si otten- 
gano tutte riella loro effettiva posizione, facendo compiere a una determinata 
di esse due rnovimenti, l'uno di rotazione e l'altro di traslazione attorno e 
secondo l'asse OZ. 

Le projezioni su1 piano Z = 0 delle linee 21 = cost. sono rappresent~ te 
(in coordinate polari R ,  v) dall'equazione: 

e si deve, per prima cosa, soddisfarc la condizione che tali projezioni siano 
eguali fra loro e si deducano tutte, nella loro effettiva posizione, dando ad 
una di esse un movimento di rotazione attorno a1 polo. 

Poicliè, per il significato geometrico che si pub attribuire ai paranletri 
u ,  v ,  si pub ritenere che tale condizione sia soddisfatta quando risulti R 
funzione di u + v ,  dobhiamo avere: 

essendo g, il simbolo di una funzione conveniente. D a  questa, osservando che 

d'onde, derivando suc.cessivamente rapporto ad u e a v :  

Supponendo Uf2 $ O, si pub scrivere : 

e derivandci quest'equazione successi\-amente rapporto ad u e a v :  
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Supponendo (2)' (2)' : O, si deduce : 

ed essendo il primo membro una funzione di v e il secondo una funzione di u ,  
ciaseuno dei due membri deve essere eguale a una medesima costante. 

Chiamando a una tale costante, sarà dunque: 

e da queste equazioni, integrando, si passa alle altre: 

U f t 2 = - ~ U " ,  +CU'*, V ' j = a V t 2 + b V " 4 ,  (7) 

nelle quali b ,  c sono costanti arbitrarie. 
V'i U"Z 

Se nell'equazione (5) si sostituiscono i valori dei rapporti -, - for- 'V1'i U 2 

niti dalle (7), si giunge, dopo qualche trasformazione, all'equazione: 

e poichè il primo membro è funzione di zl e il secondo di v,  dobbiamo avere: 

6Uf', - U t i  = ~ Z U ' ~ ,  V t f f  - cV'~ = mV",, (8) 

essendo rn una costante. 
F r a  la prima delle (7) e la prima delle (8) elirnino le derivate di U, 

ne1 modo seguente. 
Dalla prima delle (8) ricavo: 

e conseguentemente : 
b U1"i - 1 U1'i uu2 = 

m 

Sostituendo questi valori nella prima delle (7), ho : 

bu"', + (am-bc-  l ) U t , +  c U ' , = O .  

Fra le due medesime equazioni elimino le derivate di U,. 
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Dalla prima delle (7) ricavo: 

Sostituendo questi valori di U", , U"', nell' equazione c,he si ricava derivando 
rapporto ad u la prima delle (B), si ottiene: 

Confrontando le (9), (IO), si deduce che le funzioni U ,  e UD debbono essere 
legate fra loro da una relazione lineare; di modo che si potrà porre: 

u, ='pu2 + h ,  
con p e A costanti. 

(11) 

F r a  la seconda delle (7) e la seconda delle (8) si pub ,  con processo ana- 
logo, eliminare sia le derivate di V2, sia quelle di Vi e si giunge alle equa- 
zioni : 

b V W , + ( a t u - b c -  1 ) V t 4  + c V ' , = O  

Sarà per coriseguenza: 
v i=qVz+k,  (1 2) 

con 4 e k  costanti. 
Le equazioni (Il),  (12) mostrano che la generatrice G è tracciata in 

un piano parallelo all'asse 1 2 ~  e la direttrice D in un piano parallelo al- 
l'asse OZ. Per cui, senza togliere nulla alla generalità, si pub prendere il 
piano coordinato q = O coincidente col piano di G ,  e il piano coordinato 9 = 0 
parallelo al piano di D. Si avrà allora: 

con 1; costante, e l'equazione (4) diviene: 

ri u", = U V ,  V", . 
Questa pub essere soddisfatta in due modi: 

1." Quando U",  e V", siano diversi da zero, la (14) offre: 

ed essendo il primo inembro funzione di zc e il secondo di v ,  deve essere: 
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con A costante. Si ricava allora: 

con A ,  B, a ,  h costanti. ' 

Ma siccome le quattrn relazioni (13), (15) iiducono il primo membro 
de117 equazione (3) a 

(AeXu+ B e " ~ + a +  b)'+k2, 

si conclude che la condizione (3) non pub essere soddisfatta, e il caso con- 
siderato devesi lasciare da parte. 

2." Quando poi nella (14) sia: 
77' - V" - 0 

1- 1 -  ) 

risulta : 
U , = a . ~ + ï . ,  V , = ~ V + ~ ,  

con a ,  1, p,  p costanti; e siccome 17equazione fondamentale (3) diviene: 

è necessario che sia a = p. 
Potendosi inoltre, sema nuocere alla generalitk, supporse A = O, si avrà: 

Iu forza di queste espressioni per le quantità ü, , U.,, VI, I/T,, risultano eguali 
i cilindri clle projettano le curve zr. = cost. su1 piano Z= 0. 

L a  condizione ulteriore necessaria e sufficiente per stabilire l'identità di 
tutte le trajettorie T è che, in punti corrispondenti di questi cilindri eguali, 
le linee u = cost. seghino le generatrici rettilinee sotto 10 stesso angolo. 

Siccome tale angolo, che chiameremo 8 ,  è eguale a quel10 format0 dalle 
tangenti alle linee u = cost. col17 asse OZ, si avrà: 

E onde l'angolo detto soddisfi alla condizione imposta., è necessario e suffi- 
ciente che si abbia: 

 COS^ = +(u + VI, 
essendo (J il sirnbolo di una fuiizione qualunque; il che conduce a concludere 
che V' deve essere una costante. Dobbiamo dunque avere: 
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e le equazioni che definiscono la superficie S, la generatrice G e la diret- 
trice D divengono rispettivamente: 

X =  ( ~ ( 1 4  + v) COSV - ksenv 
) (16) Y= [g(a + V )  + II)senv + kcosv, Z =  U +  a u  + b ;  

Siccome le coordi~iate del punto P dove la retta (17) incontra il piano coor- 
d i n a t ~  Z = 0 sono: 

e le coordinate dell'origine '2 degli assi mobili, in una posizione qiialunque, 
sono : 

U V  + p ,  k ,  au + b ,  

la distanza Yii è cosi definita: 

essendo i l'inclinazione della rctta (17) sull' asse O 2. Ne1 nientre dunque che 
attorno all'asse OZ si compie la rotazione infinitesima clv, lungo la retta (17) 

tC 
il punto i2 compie la traslazione infinitesima - . d v. 

sen i 
Sarà dunque : 

vel. traslazione 0: 
=- 

~ e l .  rotazione sen i  ' 

e quindi si pub enunciare il teorema: 
Yerchè le t ra je t to~ie  descritte dai  pzinti d i  utaa lineu G dotata d i  due 

~rzouirnenti, l'rino d i  rotuxio~ze attorno a unu rctta H e l 'altro d i  truslazionc 
secondo una d i~~e t t r i ce  D, sialzo eguali f r a  loro e s i  ottengano tutte ncllu 
loro e fe t t iva  posixione dando ad una d i  esse due movimenti, l'zcno d i  rata- 
xione e l'altro d i  traslazione attorno e secondo la rettu H, é necessario e 
suflcien te che siano cerificate le seg~ien fi condixiorzi: 

1." Clle la genemtrice G sia zma c u w a  tf.acc.lata in un piano pa- 
t.allelo alla retta H. 

2." Che lu d ire t t~ ice  D, che de$nisce la traslazione, sia wza retta. 
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che anzmettono u n  sistema d i  linee eguali ,  ecc. 9 9 

3." Che il rappoi-to della velocith d i  t ras laxione lungo l a  diret- 
tvàca D a l la  velocitù d i  rotaxione nt torno alla w t t u  H ,  s ia  zma costante 

Si osssrvi che questo rapporto dipende dalla direzione della retta D, ma 
non dipende affatto dalla m a  posizione nello spazio; infatti nell'espressione 
di quel rapporto non entrano punto le quantità p ,  k. 

Dalle equazioni (16) si ricava per il raggio vettore R delle projezioni 
delle u = cost. su1 piano Z = 0 : 

e quindi la forma di dette projezioni è indipendente dalla, natura della ge- 
neratrice G. Quando sia k = 0, le dette projezioni sono spirali d'tlrchimede 
eguali, col polo nell'origine. 

Qimndo ln direttrice D incontra normalinente l'asse OZ, si l in :  

e quindi: Se  una linea p i a w  yulrlzwqzie w o t a  attor-no a u n a  retta H del  szio 
piano e nello stesso temnpo si sposkc n o ~ . w h n e n t e  a p e s t a  re t tu ,  colla con- 
dizione che ik rapporto  del la  veloci fh  d i  traslazione a, quella d i  ~ o t o z i o n e  sia 
costante, le trajettomk d e s c ~ i t t e  da' szioi purdi sono sp i ra l i  d' Arc l~ i i~zede  eguali ,  
m e n t i  .i loro poli  sul ln  vetta H. 

Studiamo ora la generazione della superficie S considerata precedente- 
mente, per mezzo di una delle trajettorie T; ed anzitutto vediamo di co- 
struire una di t d i  linee. 

Considerando quelln trajettoria che. corrisponde al valore di 14 tde ,  che: 

e chiamando U, il valore di U per tale valore di 1 4 ,  le (16) dànno: 

X= 0:v .  COSV- Icsenv, Y= U V  senv + kcosv, Z =  U,, + a v  + 6. (18) 

Sia a l'arco della projezione di tale linea su1 piano Z = 0 ;  poichè: 
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Integrando, e determinando la costante arbitraria in modo, che sia o = O 
per v - O risulta: 

av + \ I [ a - / ~ , ~ t  a i 3  
2 a a = c ! ~ \ i ( a - k ) ~ + a ~ ~ ~ + ( a - k ) ~ . 1 0 g  

cc-k  

L'eliniinazione di v fra quest'equazione e la terza delle (18) dà: 

Tale é l'equazione della trasformata della trajettoria considerata T, quando 
il cilindro che la projetta su1 piano coordinat0 Z=  0 si sviluppa in un piano. 

Si osservi ora che le projezioni su1 piano Z = 0  delle trajettorie corri- 
spondenti ai valori u e u + d u  della variabile u si riducono coincidenti fa- 
cendo riiotare la prirna attorno al polo dell'angolo d u .  E poichè Io spoata- 
mento della trajettorirt ne1 senso dell'asse delle Z è 

il rapporto di t,ale spostamento alla rotazione B U r .  
Yercib : La superjkie cwsiderata nez paragrafo precedetz te pu6 anche 

essere generata cosS: S i  prenda la c u m a  pr'ana clze, rispetto a un sistewa d i  
assi coordinati orfogonali, è rappresentata dull'eqztazione ( 1 9 )  e s i  pieghi i l  
suo piano i n  modo da adattarlo alla superficie d i  u n  cilindro, la cui sexione 
retta su1 piano Z= O è rappresentata dall'eqziaxiotze R = \ la2v2 + kg, collu 
condixione clze l'asse delle a s i  adat l i  a p e s t a  sexioîze retta e l 'asse delle Z 
a quella generatrice del cilindro projettante che passa per i l  pzcnto delIa 
sezione in  cui R = k. 

Si dia quiridi alla c u r m  a doppia czwvatura ottemtcz, due nroviînenti, 
l 'uno d i  traslaxiotze e 2'altl.o d i  rotaxione secondo e attorno all'asse O Z  in 
modo, cile i l  rapporto dellu velocità d i  traslaxione a quellu d i  rotaxio~ze sia, 
i n  ogni istante, eguale a U'. 

Si osservi che questi due rnovimenti corrispondono a un movimento eli- 
coidale attorno alla retta O Z ,  solamente quando U' è costante, il che avviene 
quando la generatrice G Q una retta. L'elicoide rigato pub quindi generarsi 
anche nell'altro modo iiidicato al § 1. 
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Nella discussioiie precedente si sono fatte alcune ipotesi ristrettive, che 
ora bisogna esaminare a parte. 

Quando dall'equazione (4) si è pausato alla (5), si è esplicitamente am- 
messo che VI', U', sia diverso da zero. Si supponga ora che sia: 

VIfl Urp = 0. 

Questa condizione è soddisfatta quando sia: 

VI, = O ,  ovvero U',  = O ,  ovvero V", = O ,  U',  = O .  

1 .0  caso. Quando V",  = O ,  si ha: 

V , = n v + b ,  

con a e b costanti e la (4) diviene: 

aU", + VI, ü"* = U', V"*. 

Con una derivazione rapport0 a v ,  si ha: 

con c costante. 
Si rileva di qui che V2 deve necessariamente avere una delle forme: 

e U2 una delle altre: 

con k ,  k , ,  c ,  c l ,  f, fi, g costanti. 
Ma colle prime forme di V2 e U, si pub verificare la condizione (3) so- 

lamente se k = k, = O ;  ed allora le forme di V, e U, rientrano, corne casi 
speciali, nelle seconde. 

Si ottiene per tali forme: 

( v , + ~ v + b ) ' t ( c , ~ $ f ,  f cv2$ fv+g)'=g+ f v), 
Annali di Matematica, tom0 XXIII. 14 
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la quale richiede che sia: 

di modo che risulta: 

Le funzioni U, e Uz sono dunque legate fra loro da una relazione liiieare, 
e cosi pure le V ,  e V,; si potrà quindi seguire l'analisi esposta al $ 1 e si 
giungerà alle stesse conclusioni. 

2.0 caso. Quando U', = O ,  si ha ;C', = a e la (4) diviene : 

d' onde : 

con b  costante. Avremo dunque: 

V, = L e b u +  c V , = b v + c  i 
ovvero 

.Ui = k ,  ebu + c ,  ; U , = b , u + c , .  ) 

Le prime forme di V, e U, non servono, e le seconde riducono la condi- 
zione (3) a 

(b,  u + cl + 6  v + c)' + ( a  + V2)' = y (21 + v), 
la quale richiede: 

b,  = b ,  Vt = costante. 

Le conclusioni a cui siamo giunti al 1 restano dunque immutate. 
3.0 caso. Se V", = O ,  L7', = 0, la (4) diviene : 

V',U", = O ;  

e poichè la condizione V', = O è contenuta, corne caso speciale, nell'altra 
V u ,  = O 7  basta esaminare il caso di U", = 0. 

Risulta allora: 

e la condizione (3) diviene: 

(au + b + alu + bl)Z + (c  + VJ2 = y(z4 + v). 

Questa richiede : 
a, = a ,  Vz = costantel 

e si cade CO& ancora ne1 caso considerato al $ 1. 
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Quando poi dall'equazione (6) si dedusse l'altra seguente, si mise espli- 

citamente la eondizione che il prodotto (-)'(%y fosse diverso da zero. vr'I 
Quando esso sia zero, deve essere zero uno dei fattori, ovvero entrambi. 

1.0 caso. Se i due fnttori rion sono zero insieme, guando si& (g)' = 0, 

dalla (6) si deduce che deve essere anche: 

M o r a  risulta: 

e conseguentemente : 
Ve=ua ,V, -ua ,b+b, .  

La direttrice D è dunque sopra un piano parallelo all'asse OZ, e si potrà 
quindi (senza togliere la generalità) supporre V,  = k ,  con Ic costante. Allora 
la condizione (4) diviene: 

V ' ,  = Uf1 V",. 

Si hanno dunque le. (20) di questo paragrafo; ma le prime forme di U, e 'VI 
sono da escludere, e, adottando le seconde, la (3) diviene: 

Questa richiede che sia,: 

b ,  = b ,  Uz = costante, 
" 

e si cade quindi ne1 caso considerato al tj 1. 
2.0 caso. Quando i due fattori non sono nulli entrambi e si abbia 

(2)' = O ,  dalla (6) si deduce che deve pure essere: 
Ut'* (,) = O ;  

ed allora risulta: 
U,=keau+b, U 1 , = a l U z + b l ,  

e conseguentemente : 
Ui=meau+nu  + p l  

con wz, n ,  p costanti. Allora la (4) diviene: 

a e a ~ ( ~ m V ' ,  +akV' , -n iV"<-  kVU,)->IV", = O ,  
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e questa, per essere soddisfatta identicamente, richiede che sia: 

V " , = O ,  a m P ' i + a k V ' , - m V " 2 = 0 .  

L a  prima ci da :  
V , = c v + d ,  

con c, d costanti; e la seconda diviene: 

amc+akV',-kV",=O, 
da cui: 

ed integrando: 
kV', + mc = ah7ceav, 

con h costante. Di qui si trae: 
nt c Tr2 = h eau - - v + f, 
k 

e la condizione fondamentale (3) diviene: 

Perché questa sia soddisfatta, occorre che si abbia: 

? n = k = h = O ,  n=c, 
ed allora: 

U , = c u + p ,  U , = O ,  V I = c v + d ,  TT2=f, 

con che rimangono inalterate le conclusioni*ricavate ne1 $ 1. 
3.0 caso. Quando sia contemporaneamente 

si ha: 

con a e b costanti. Si ricilva da queste equazioni: 

VI, = aV2 + rn, UI1 = bu, + t a ,  

con rn, n  costanti. Le equazioni ('LI) riducono la (5) all'altra: 

1 U"e U'i V r ' p  
-pz-- 

V'i . 
n U's U'e V"i b yui 7 
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e questa, per essere soddisfatta, richiede che sia: 

e conseguentemente : 

Tenendo conto delle (22), queste si riducono alle seguenti: 

U l ' z - u ~ U ' 2 - a b U z = a ~ ,  V"z-acP'2-abV2 =hm.  

Integrando queste equazioni lineari e facendo poi uso anche delle (22), si 
ricava: 

essendo .4 ,  B, C, D, p, q costanti arbitrarie, a e B le radici dell'equazione: 

t g - û c t - a b = O .  

Si trova allora, in causa dei valori (23), che l'equazione (3) non pub essere 
soddisfatta se non quando: 

A =  B = C = D = r f i = ~ ~ = o ,  

ne1 qua1 caso la funzione cp(u + v )  si riduce a una costante. Abbiamo dunque: 

U,=p,  U 2 = 0 ,  V i = q ,  V, = O ,  

caso che non è di alcuna importanza. 

Se nelle equazioni (2) poniamo U, = O,  V2 = Ic , con k costante si ottiene: 

X=(II ,+V,)cosv-ksenv,  Y=(Ui+V, ) senv+kcosv ,  

z=u+v, 
le quali definiscono ,una superficie S generata dalla linea piana G rappre- 
sentata dalle equazioni : 

5=ui, ? = O ,  <=U, 
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dotata di due movimenti, cioè di una traslazione su1 sua piano, definita 
dalla linea: 

x=vi7 y = k ,  x=v, 
e di una rotazione attorno all'asse OZ. 

Si vu01 vedere se sia possibile determinare le condizioni del movimento 
di G in modo, che le trajettorie u = cost. siano simili e che si possano ri- 
durre tutte omotetiche a una di esse, per mezzo di due movinîenti l'uno di 
traslazione e l'altro di rotazione secondo e attorno I'asse OZ. 

L a  prima condizione da stabilire è che le projezioni delle u = cost. su1 
piano Z= 0 siano tutte simili e si possano rendere omotetiche rispetto all'o- 
rigine degli assi, mediante convenienti rotazioni attorno a tale punto. 

Tale condizione è espressa dall'equazione: 

essendo f e rq i simboli di due funzioni qualunque. 
Quadrando, si ha :  

(Ui + K)' + 12 = f y u )  - y2(u + v), 

e conseguentemente : 

Derivando quest'equazione una volta rapporto ad u e una volta rapporto a v 
a 9  ed osservando che , = 9, si ottiene: a v  

cioè : 

Derivando quest'equazione rapporto a v e dividendo l'equazione ottenuta 
per V',, si ha: 

Derivando quest'equazione rapporto ad zc e I'equazione ottenutn rapporto a v ,  
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si ottiene: 

la quale pub essere soddisfatta in due modi. 
i > 1.' Quando (5)' : O ,  (-)' < O,  si pub scrivere: 

E poichè il primo membro è funzione di u e il secondo di v ,  deve essere: 

con a costante arbitraria: e da  queste equazioni, dopo qualche facile cal- 
colo, si ricava: 

f ' .  a c - d  U l = a + b -  
f '  --t-,,. log(cVi + d) = v + I L ,  

C 

essendo 6 ,  c ,  d ,  h costanti arbitrarie. 
Ma è facile vedere che, con tali espressioni di U, e V,, non si pub sod- 

disfare alla condizione fondamentale (24). 
2.' Quando risiilti : 

si ha:  
f= beau, Ti = bepv+c,  

con hl b ,  c l  a, p costanti. L a  (24) diviene allora: 

( U, + b ePv + c ) ~  + k2 = hhe ezau y 2 ( u  + w ) ,  

la quale, per essere soddisfatta identicamente, richiede che si abbia: 

c = O ,  k = O ,  B = -  a ,  U, =tieUu, 

con a costante, e percib: 

IJ1=aeau, U,=O, V,=be-a*, V , = k = O ,  f=  heau. (25)  
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Le projezioni delle trajettorie su1 piano Z = 0 sono in ta1 modo curve simili 
e si possono renderr 'omotetiche facendole ruotare convenientemente attorno 
all' origine degli assi. 

Perchè risultino simili le trajettorie, bisogna esprimere che esse, in punti 
corrispondenti, segano le generatrici dei cilindri che le projettano su1 piano 
Z= O ,  sotto Io stesso angolo 8. Ors,  servendosi delle equazioni delle super- 
ficie, unitamente alle espressioni (25), si trova: 

 COS^ = 
V' 

\Iv12 $ Ir?  x%e-SW + { a e ~ ( ~ + ~ J  + 6 1 2  . e-2av 

Onde sia soddisfatta l a  voluta condizione, è necessario e sufficiente che cos0 
risulti funzione di u + 21, il che avviene sempre e soltanto quando 

V = rn e-au, 

con m costante. L e  equazioni delle superficie divengono allora: 

X = ( a e " u + + e - ~ V ) ~ ~ o s v ,  Y=(ae"~+be-"v)senv ,  

Z = U + m e-av, 

quelle della generatrice G : 

5=aeau ,  q = 0 ,  c = U ,  

e quelle della direttrice D: 

Questa direttrice 
1' origine. 

L a  distanza 

x = be-av, y = O ,  z = me-"". 

è quindi una retta posta su1 piano X Z  e passante per 

On è data cos]: 

0 (2 = \1V2 + Vzi = e-av \lb2 + m2, 
e quindi, ne1 mentre che attorno all'asse OZ si compie la rotazione d u ,  
lungo la direttrice D ha  luogo la traslazione: 

- u i b 2 +  mg. e a u .  dv. 
Abbiamo dunque : 

vel. traslazione = - a \/p+ . - - a .  On. 
vel. rotazione 

Dunque: Perckè le trajettorie descritte da i  punti  d i  urta linea pianu G 
dotata d i  due movimenti, Z'uno d i  traslazione nez suo piano secondo una di- 
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rettrice D e l 'altro d i  rotaxione attovno a zcna retta H parallela al  suo piano, 
siano s imil i  fra loro e s i  possano jqidurre omotetiche mediante rotaxioni e 
traslaxioni attorno e secondo la  ret ta  H, è necessario e suficiente: 

1." Che la direttrice D della t~as lax ione  sia una  retta. 
2." Che la retta H,  ilztorno alla quala a v v i e ~ e  l a  rota,zione, sia ne1 

piano d i  G .  
3." Che i l  rapport0 della velocità d i  traslazione lungo la direttrice D 

alla velocità d i  rotaxione a t t o ~ n o  alla retta H, sia proporxionale al la  di-  
stanxa d i  0 d a  O. 

In ta1 caso le trajettorie simili u = cost. si projettano su1 piano Z = O 
in curve, le quali si ottengono allungando di quantità costanti i raggi vettori 
uscenti da1 polo di una medesima spirale logaritmica, avente il polo nell'ori- 
gine degli assi. 

Parma, dicembre 1894. 

Annuli di iMalematica, tom0 XXIII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Deformazione di una sfera isotropa. 

(Di ROBERTO MARCOLON~O, a Roma.) 

TAAM& (*) è stato il primo a risolvere il problema della deformazione di  
una sfera o di un involucre sferico isotropo, allorchè sono date le forze agenti 
in superficie; riferendo i punti ad un sistema di coordinate polari, e formando 
anzitutto le soluzioni sernplici delle equazioni differenziali del problema, egli 
riesce ad esprimere le componenti di spostamento mediante serie doppie i cui 
coefficienti sono determinati mediante le condizioni a i  limiti. 

W. THOMSON (**) ha considerato il problema più generale, in cui la sfera 
é soggetta all'azione di forze derivabili da un potenziale che soddisfa all'equa- 
zione di LAPLACE. Nella soliizione di THOMSON le componenti del10 spostamento 
secondo tre assi ortogonali sono espresse mediante serie semplici, con un me- 
todo divenuto classico e che pub essere applicato a problemi anche più generali. 
Il prof. H. I ~ A R W I N  (***) ha trasformato la soluzione di THOMSON in coordinate 
polari, in un caso particolare; e solo negli ultimi tempi il prof. CHREE (****) 
ha ripreso a trattare Io stesso problema in generale, valendosi ancora delle 
coordinate polari, ma con metodo del tutto diverso da quel10 di LAM$, nel- 
I'ipotesi più generale di THOMSON. 

(*) Mémoire sur l'équilibre d'élasticité des enveloppes sphériques. Journ. Liouville, 
tom. 19, pag. 51-87, année 1854; oppure Léçons sur les coordonnées curvilignes, pag. 290. 

(**) THOMSON and TAIT, Natural PhiZosophy, vol. 1, part. II, 5 735 e seg., 1883. 
- W. THOMSON, Mathematical and Physical Papem, vol. III, pag. 351-386, 1890. Si pu0 
anche consultare l'eccellente Treatise on the Theory of Elasticity by H. LOVE, vol. 1 ,  
ch. X, anno 1893. 

(*a*) Philosophical Trans. R. S., 1879 e 1882. 
(**%*) The equations of an Isotropie Elastic Solid iin Polar and CyZindrical Co-ordi- 

nates, t h i r  Solution and Applications. Trans. of the Cambridge Ph. S., vol. XIV, part. III, 
pag. 250-369, 1889. 
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L a  prima soluzione del problema mediante integrali definiti è dovuta a 
BORCHARDT. In  una prima Memoria (*) egli dà le espressioni degli spostanienti 
di un corpo elastico isotropo mcdiante un certo numero di funzioni armoniche 
arbitrarie e trasforma poscia le espressioni ottenute in coordinate polari; 
quindi in un'altra Memoria mostra corne si possano determinare le funzioni 
arbitrarie allorchè sulla superficie della sfera sono date le forze (**). 

Alla soluzione del BORCHBRDT, per tacere di tante altre, seguirono quelle 
del prof. SOM~GLIANA ("**) e del prof. CERRUTI il quale, applicando il classico 
metodo di integrazione del BETTI, assegnb mercè integrali definiti la defor- 
mazione di una sfera o di un involucro sferico allorchè sono noti in superficie 
O gli spostamenti O le forze (****). 

Nella prima parte di questo lavoro risolvo due nuovi problemi sulla de- 
formazione di una sfera i so t ro~a ,  supponendo che essa sia sollecitata da forze 
qualsiasi e che i dati, sulla superficie lirnite, non siano nè tutte le compo- 
nenti degli spostamenti, nè tutte le cornponenti delle forze; ma parte degli 
uni e delle altre. Di uno di questi ebbi già ad occuparmi (ne1 caso che 
le forze esterne siano nulle) ("*"*); ma ho creduto meglio porlo qui sotto 
forma più semplice e più sistematica, insistendo su alcune formule e teoremi 
generali. 

Nella seconda parte pongo le equazioni dell'equilibrio di un corpo ela- 
stico isotropo in coordinate polasi, sotto una forma assai semplice e che non 

(*) Dnters. über d ie  Elasticitct fes. isot. Korper unter Berücksictiguny der Warrne. 
Monts. Ber. d. Ak. d. Wiss. zu Berlin, 9 Jan. 1873; oppure Gesam. Wer., pag. 248. 

(**) Ueber Deformationen isotrope)- Ko)-pel. durch mechanische an ihrer OberfEn'che 
wirkende Kr6fte. Idem, 24 Juli 1873; oppure Gesam. Wer., pag. 309. 

(***) Sopra 2'equiZ.ibrio di un co?po elastico isotropo limztab da zoza O due super- 
ficie sferiche. Annali della R. Sc. Normale di Pisa, 1887. 

(*"**) Sur la deformalion d'une sphère homogène isotrope. Assoc. Fr. pour l'avanc. 
d. Sc. Cornp. Ren. de la 14.me Session, 2."e partie, pag. 68-79. Grénoble, 1855. - Szdln 
&for~nazione d'una sfera omogenea isot~opa. Rend. Acc. Lincei, pag. 461-460, 586-598, 
anno 1886. - Sulla deformazione di ut8 involuc~o sfei-ico isohopo pev dati spostainenti 
tle'pzcnti delle due superficie lintiti. Rend. Acc. Lincei, p g .  189-201, anno 1889. - Sulla 
deformazione di un involucro sferieo isotropo per date forze agenti sulle due superficie 
limiti. Atti della R. Acc. dei LinceI. Memorie della Classe di Sc. fis., mat. e nat., anno 
1891. - Queste memorie sono state récentemente, con qualche modificazione, pul-iblicate 
ne1 Nuo~7o Cimento. 

(***.fi.*) Sulla defo~mnzione di una sfera omoyenea isotropa per speciali condizioni ai 
[imiti. Rend. ACC. dei Lincei, pag. 349-357. 2." Sem., 1889. 
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mi sembra sia stata notata; solo qualche cosa di analogo è stato fatto dallo 
JAERISCH (*) per Io studio delle vibrazionj trasversali di una sfera isotropa. 
La  forma trovata conduce alla dimostrazione diretta delle formole di BOR- 
CHARDT e a d  una loro generalizzazione; ed agli sviluppi in serie ottenuti da1 
sig. CHREE. 

9 1 .  Formule generali. 

Una sfera omogenea ed isotropa di raggio a e di centro O, è riferita 
ad una terna d'assi ortogonali la cui origine è O. Indichiamo con r la di- 
stanza d i  un punto variabile M ( x ,  y, x) interno alla sfera, da1 ceiitro; e 
con R la distanza dello stesso punto da un altro punto 1Cir,(x,, y,, x,) pure 
intirno alla sfera, scelto ad arbitrio ma fisso. Sara quindi: 

r8  = x2 f y2 + ,z2; R2 = (X - x,)' + (y - y J 2  + (X - x , ) ~ .  

Dette X, Y, Z le componenti delle forze riferite sll'unità di massa, che sol- 
lecitano ogni elemento della sfera; L ,  M ,  N le componenti delle forze agenti 
in superficie, riferite alla unità di superficie j t t ,  v ,  w le coinponenti del10 
spostamento del punto N(x ,  y, x); p la densità e @ la  dilatazione cubica 
corrispondente al punto A& (xi, y , ,  x,); sarh: 

Questa formula, data da1 BETTI (**), pub essere facilmente dedotta dalle for- 
mule (3) delle Ricerche ecc. del prof. CERRUTI (***), qualora si osservi che ne1 

a x  % caso attuale: - = - - a r 
ecc. 

?' 

(*) UeOer die elnstischen Scheoingun~en einsr kotropen Kuge2. Jour. Crelle, Bd. 88, 
pag. 131, anno 1879. 

(*a) Teorin clelella Etasticilà. Nuovo Cimento, tom. 7, 8, pag. 171, anno 1872. 
(8"") Ricerche Êntorno all'epuilibrio dei corpi elastici isotropi. Atti R. Acc. dei Lincei, 

serie 3.', vol. XIII, pag. 81-122, anno, 1881-82. 
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Applichiamo il teorema di reciprocità del BETTI (*) al doppio sisterna di 
spostamenti u,  v ,  w corrispondenti alle forze di massa X, Y, Z e alle forze 
L, M, N agenti in superficie; e agli spostnmenti t ,  0 ,  I; corrispondenti a 
forze di massa nulle e R forxe L,, A&, No agenti in superficie; avremo: 

Sottraendo la (2) dalla (1) otteniamo: 

1 primi due problemi che vogliamo risolvere sono i seguenti: 
1." Determinare la deformazione della sfera allorquando sulla super- 

ficie limite sono date le componenti u ,  v del10 spostamento e la componente 
delle forze secondo l'asse z cioè N. 

2." Determinare la defortnazione alloryuando sulla superficie limite sono 
date la componente u dello sposltamento e le componenti M ed N delle forze. 

In  entramhi questi casi occorre anzitutto determinare una deformazione 
ausiliaria di componenti 4, q ,  tale che ne1 primo caso in superficie siano 
verjficate le equazioni : 

e allorchè su ogni elemento non agiscano forze; e ne1 secondo caso in su- 
perficie siano verificate le equazioni : 

mentre su ogni elemento non agiscano forze. 

(*) Mem. cit., pag. 89. 
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Determinata questa speciale deformazione, e cercate le forze che occorre 
corrispondentemente applicare in superficie, resta determinata la dilatazione 
cubica ne1 caso generale; e allora è più facile la determinazione degli spo- 
stamenti 21, v ,  W .  

9 2. Proprietà della deformazione ausiliaria. 

Consideriamo quella speciale deformazione della sfera (su ogni elemento 
della quale non agiscono forze) psodotta da spostamenti superficiali le cui 
componenti sono: 

Un tale spostamento è diretto secondo la  M M i ,  essendo M un punto della 
superficie, ed ha  10 stesso valore per tutti i punti M simmetrici rispetto ad 
OMS.  Lo spostamento di un altro punto del piano O M M ,  sarà quindi con- 
tenuto ne1 piano stesso, e tutti i punti simmetrici rispetto ad OM, avranno 10 
stesso spostamento; e perb la deformazione è simmetrica rispetto ad O M , ;  in- 
fine per ogni punto del piano O M M ,  l'asse della rotazione elementare è per- 
pendicolare a l  piano stesso. 

Consideriamo ora la deformazione prodotta nella sfera da forze agenti 
in superficie e le cui componenti, a meno di un fattore costante, sono: 

Poichè : 

dove : 

si deduce che la forza suddetta è la risultante di due forze p, q rispettiva- 
mente dirette secondo la MO e la  MM,: quindi essa è contenuta ne1 piano 
OMM, e perb tutti i punti del piano avranno spostamenti contenuti ne1 piano 
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stesso; cioè la deformazione avvieno in piani passanti per O M ,  e quindi per 
ogni punto di OMM, l'asse della rotazione elementare è perpendicolare al 
piano. Infine osservando che per tutti i punti simmetrici rispetto ad OM,, 
p e q non variano, si conclude che la deformazione B simmetrica rispetto 
ad OM,. 

Le forze suddette sono in equilibrio; infatti se nella nota formula: 

1 

poniamo: V=- a (la formula P euidentemente applicabile poichb V ne1 a XI 
punto x, y, x ,  diventa infinita come I) otteniaino senz' altro : RZ 

ove si rifletta che: 

Per mostrare che sono nulle le somme algebriche dei rnomenti, ricordiamo 
che: se P e W soddisfano in tutto S alla A" 0 si ha: 

le P e W possono in qualche punto diventare infinite purch& tendano all'iri- 

l Facciasi quindi: finito come B;, . 

Lo stesso dicasi per le altre somme. 
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Consideriamo finalmente la deformazione prodotta nella sfera da un si- 
stema di spostarnenti superficiali le cui componenti secondo x ed y sono: 

1 1 
a~ 
- 3  

a~ -. 
a$, a ~ i  

1 
a ' - f i  

e da un sistema di forze di cui si conosce la  componente Zpw" -- secondo al.  a ~ ,  
l'asse z. 

Potrerno sempre riguardare le prime due come le componenti di uno 
spostameiito superficiale contenuto ne1 piano OMM,; e la terza come la com- 
ponente di una forzn contenuta nello stesso piano; e perà anche in questo 
caso i punti del piano OMM, riceveranno spostamenti contenuti nello stesso 
piano; l'asse della rotazione elementare è normale al piano e la deforrna- 
zione risultante è simmetrica rispetto ad OM,. 

Le stesse conclusioni valgono per una deformazione prodotta da uno spo- 
stamento super ficiale 

1 1 a -  1 
a, - a~ secondo x e da  forze 2 p w 2  - . -- ; a a x  

2 p w 2  - - secondo y e 2. a xi al. a y l  ar a2, 

5 3. Dilatazione cubica e rotazioni in una deformazione simmetrica 
r ispetto ad un asse. 

11 prof. CERRUTI ha dimostrato (*) il teorema, fondamentale per le qui- 
stioni di cui ci occupiamo, che se in una deformazione sirnmetrica rispetto 
ad un asse è cognita la dilatazione cubica, la roiazione elementare si pub ot- 
tenere con una quadratura. 

Si  pub giungere a questo risultato ne1 modo seguente. Consideriamo il 
caso in cui la deformazione ha luogo in piani O MM, e sia OM, l'asse di 
simmetsia; assumiamo un sistema di coordinate polari (r, y, +) per indivi- 
duare la posizione del punto M, e 1' asse polare sia OMi talchè O M = r ; 
'1 

M O M ,  = la rotazione (il cui doppio si accenna con T) e la dilatazione 
cubica dipenderanno solamente da r e y. Diciamo infine T,, TV, T3 le com- 

(*) Ricerche ecc., pag. 96-97. 
Annal2 di Matematica, tom0 XXIII. 
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ponenti di T secondo la tangente al parallelo, al meridiano, e secondo il 
raggio vettore; sarà T = T, e T, = T, = O e perb le equazioni dell' equi- 
librio si riducono alle: 

a @  -- 1 a 
- (r sen (p T) = O. 

u2 ar + a? 
Moltiplicando la prima per dyl, la seconda per d r  e sommando otteniamo: 

Poniamo : 

dove rn i: un coefiiciente costante arbitrario, H una funzione di r e di y che 
soddisfa alla A2 = O nello spazio occupato da1 corpo; per modo che: 

Quindi è: 

e riflettendo chc: 

risulta subito : 

L a  costante che dovrebbe essere aggiunta pub supporsi compenetrata nella 
funzione H. Sarà quindi (3 (come deve effettivamente essere) funzione sola- 
mente di r e di y ,  finita, continua e ad un sol valore in tutto 10 spazio e 
ivi soddisfa la A" O. 

Le  componenti di T secondo tre rette ortogonali possono essere deter- 
minate cosi. Le equazioni dell' equilibrio sono : 

no a @  ~ T Z  a n  -- -O ecc. 
cd. a,+ a;--- 
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se T l ,  T,, T, sono le componenti di T secondo gli assi; osservando che: 

si trova facilmente che le equazioni suddette equivalgono a: 

av aw. -=- aw au. -=- au av -- - - a s  a , ~  a x  a d  a y  a x 7  
dove : 

inoltre : 

e perb U, V,  W sorio le derivate parziali di una funzione S che soddisfa 
la A" O; di più 

onde sarà S = costante e quindi : 

Ne1 seguito di questo lavoro dovrb spesso invocare il seguente lemma. 
Si voglia determinare una funzione V armonica in tutta la sfera e tale che 
sulla superficie assuma valori dati da: X ' ~ '  in cui g, è pure armonica in tutta 
la sfera. Si ha: 

S 

Ma del pari: 

onde : 
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Poniamo : 

Si avrà com'è noto: 

e quindi: 

e l'espressione definitiva di P è la seguente: 

la funzione y ,  è del pari armonica. 
Premesso qiiesto passiamo alla risoluzione del primo problema. 

5 4. Della deformazione ausiliaria. 

Diciamo 4 la dilatazione cubica corrispondente alla deformazione 5 ,  q ,  c, 
ne1 punto x ,  y ,  z ; r , ,  r , ,  T~ le componenti del doppio della rotazione ele- 
mentare. Le  5 ,  q ,  in tutta la sfera, oltre alle solite condizioni, debbono 
soddisfare alle equazioni indefinite: 

Inoltre sulla superficie della sfera (r = a) deve essere: 

1 a-  1 l 
R a- a -  

t=--- a R  " p p w % -  -=No. y=- axl , a y I  ' a r  az, 
Per  quanto è st,ato osservato sulla deformazione simmetrica rispetto ad un 
asse, porremo: 
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cib che equivale a porre: 
"8 

m =  
x (R2 - o* ' 

nelie formule del paragrafo precedente; quindi : 

L'equazione indefinita cui soddisfa E è dunque: 

a Ora osserviamo che la funzione: - dove: 
T 

rappresenta il quadrato della distanza del piinto ( a ,  y, z)  da1 punto inverso 
di (2,, y l ,  xi) rispetto alla sfera, è armonica in tutta la sfera e in superficie 

1 
assume il valore - . 

R 
Di più se V è una funzione armonica sa&: 

Posto adunque : 
. x aHr 8 a t = <  -- 

a~ ~ + a ; ;  T' 
a H r  ; onde, in virtù ," è armonica e in superficie assume valori dati da - - 2~ a ?  

del lemma del parngrafo precedente : 

dove : 

Quindi : 
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~alcoliamo che in tutta la sfera deve soddisfare alla: 

superficie (r  = a) deve essere: 

,1 

Se si nota clie: 

la condizione precedente si trasforrna nella: 
1 

Sia + una funzione armonica in tutta la sfera e tale che in superficie: 

Una tale funzione esiste poichè, com'è facile verificare: 

Allora la condizione relativa a < in superficie equivarrà a quest'altra: 

Si faccia: 

Ci sarà armonica in tutta la sfera; ed in superficie: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Marco 1 O ng O : Deformaxione d i  una sfera isotropa. 123 

Perb conviene decomporre t, nella somma di altre due funzioni armoniche c', C" 
tali che in superficie soddisfacciano rispettivamente alle equazioni : 

dnve : 

Poichè le funzioni che compariscono a primo e secondo membro della prima 
equazione sono armoniche si conclude che l'equazione s t e m  varrà in tutta 
la sfera, e perb integrando: 

L a  funzione del primo membro della seconda equazione è pure armonicx; 
inoltre A'? = 0 e quindi per la solita formula si trae che: 

essendo : 

Quindi : 

Possiarno quindi 
espressione di < 

in cui 'C.' è una 

O O O 

ritenere corne noto il valore di <. È: facile redere che nella 
compariscono integrali della forma seguente: 

funzione armonica. Ora si ha ln seguente formula generale 
di trasformazione : 
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Quindi : 

ed integrando per parti: 

Cod del pari: 

Tutto adunque si riduce ad ottenere: 

in funzione di H ;  ognuna di queste funzioni è armonica, poichè in generale : 

0 

soddisfa alla A? = 0. 
1 calcoli, alquanto prolissi, non presentano difficoltà; fatte adunque le 

sostituzioni risulta : 

essendo : 

L a  deformazione ausiliaria è quindi nota, quante volte si riesca a determi- 
nare la funzione ET. . 

(*) Cfr. la Memoria pià citata del prof. CERRUTI: Sulla deformazione di una sfera 
omogenea isotropn. 
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3 5. Ricerca della funzione H. 

Saypiamo già che H è una funzione armonica, simmetrica rispetto ad 
034 = r e O Mi - r i  e quindi sviluppabile in una serie della forma: 

dove a, è un coefliciente da  determinare, e 

p = cos(rr , j  = 
xxi  + yyi $ azi 

9.1 

Si deduce subito che: 

Inoltre : 

Se poi si pone: 

e si tiene conto della equazione cui + deve soddisfare per r  = a ,  e si ri- 
flette che: 

ai trova: 

onde : 
s + 1 riS y,=-- - P. (s =;= O), s asfi 

e quindi 4 resta determinata a meno di una costante, che non occorre rite- 
nere. Abbiamo adunque: 

Per determinare la funzione II potremmo procedere con varf metodi ; acciochè 
Annali cli Mnlematica, tomo XXIII. 17 
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i calcoli riescano più simmetrici eguaglieremo le due diverse eapressioni di r, ,  

cioè : 
a n  aE i n2 
ax a y  

Facilmente si deduce che: 

Ma poichè si ha: 

la quantith in parentisi si riduce a 

Ricordiamo poi le due relazioni ricorrenti: 

Eliminando tra queste la - dPs+i si deduce: 
dy. 

Cambiando poscia nella sommatoria relativa al secondo membro s in s + 1, 
si deduce: 
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Fatte infine le sostituzioni otterremo: 

d' onde : 

Quindi i coefficienti a, restano completamente determinati ad eccezione di a,; 

ma possiamo prescindere da una oostante e perb risulta: 

8 6. Ricerca delle componenti delle forze. 

Dobbiamo osa calcolare le componenti L,, Mo, No, delle forze da  appli- 
care in superficie affinchè a queste forze corrisponda la deformazione di spo- 
stamenti t;, q ,  g precedentemente calcolati. L a  componente No è già nota; 
resterà dunque a calcolare L,, Mo. 

Si ha ,  in virtù delle equazioni che debbono valere sulla superficie della 
sfera , 

in cui il secondo membro è calcolato per T = a ;  quindi, ponendo: 

si ha: 

Ma : 

onde : 
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quindi : ' 

a 

Dalla relazione : 

derivando rispetto a p ,  si ottiene: 

oppure : 
d Ps+i ( s + l ) ( ~ , + J -  s i -  1 -)=-. d p  
4 - L  

Percib : 
x 1 x p  dPs $1 -p,--- --- ri d Ps+i ap 
II; s +  1 r1 ri a ) T = -  ri E+, + - s +  1 - d p  ax, - 

e infine: 

essendo : 

Un calcolo analogo si ripete per Mo; avremo adunque: 
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3 7. Della dilatazione cubica. 

Per  potei. applicare la formula generale ricordata in principio dobbiamo 
soltanto procurarci il valore che assume c per r = a. 

Abbiamo già ottenuti gli sviluppi delle funzioni H, H,, K,; sostituiti 
questi ne1 valore di < e posto: 

risulta facilmente : 

1 d P s  < - -  + - Y -  -p  - - - - - -  
a-("). :;(:Y ["a ((n za)s+l  ,, 

cioè : 

dore : 

La dilatazione cubicn è quindi data da: 

e poichè zc, v ,  N sono funzioni note pei punti di s ,  cosi O è del pari nota. 
Poniamo : 
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cioè : 

e ricordando che T è la distanza del punto x ,  y, z ,  inter110 alla sfera, da1 
punto inverso di Mi, esterno alla sfera, e dalla forma stessa del10 sviluppo 
si deduce che A è una funzione armonica in tutta la sfera. 

Lo stesso dicasi per 

S 

poichè si ha:  

Risulterà quindi : 

Convierie quindi spezzare O nella somma di  due altre due funzioiii O, e O, 
tali che: 

8, B una funxione armonica che pub porsi sotto una forma più opportuna. 
Detta @ una funzione armonica in tutta la sfera, poniamo: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ma T c o l O n g O : Defot.maaione di una sfera isotropa. 131 
- P - - 

Applicando una trasformazione già ricordata troviamo subito: 

e ognuna delle funzioni: 

& * ecc. 
ri 

O 

non diventa infinita per r ,  = O ed è arrnonica in tutta la sfera; basta percib 
a rammentare 10 nviluppo di - e che I X ~ S  = O e perb nello sviluppo di A T 

secondo le potenze di Y, non si ha termine indipendente da r,. 

9 8. Ricerca degli spostarnenti. 

Diciamo u,, v, ,  w, e u,, v,, w, le componenti del10 spostamento che 
rispettivamente corrispondono alle due parti ei e O, della dilatazione cubica. 

Assoggetteremo le prime a soddisfare l'equazioni indefinite: 

Inoltre le u, e s ~ ~ l  debbono in superficie assumere valori dati arbitrariamente 
a 

u, e u s ;  e per la w , ,  poichè è nota in siiperficie la N, è data ln -. 8 r 
Assoggetteremo poscia le u,, v9, eu,, a soddisfare I'equazioni indefinite : 

a o, x+(a- w2)a, + G P A ~ U ,  = O 
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e a prendere in superficie valori nulli; onde: 

1 
A2 up - - - d S ecc. %=--, 47c ( ;) 

6 

quindi : 
1 X 

tl* = - ' J - + -  "'-" - " 8' ((K -- + ) d S  
4 ~ ~ 2  a ~ ~ , .  

Passiamo ora alla ricerca di u i ,  v,, w,. 
La prima equazione da integrare è 

mentre in superficie (ri = a) deve essere u, = u,. 
Poniamo : 

e 

Risulterà in tutta la sfera: 
At,' = O, 

e in superficie; 

e perb, per il lemma già piii volte ricordato, si ha: 

dove : 

al = - -= d r , ,  
O O 
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è una funzione analoga alla Hi della deformaeione ausiliaria; onde: 

Del ~ a r i  si trova: 

dove : 

Quanto a w, ricordiamo che per ri = a deve essere: 

in cui T, e Ti sono formate colle u, ,  u , ,  w,; onde: 

e quindi: 

cioè finalmente : 

e questa pub essere utilmente trasformata. Definiamo due nuove funzioni 

che soddisfano alla A2 = O e in superficie assumono i valori u, e us; perb: 
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Post.0 ancora: 

N, = - 
4n,oo2. 

la funzione: 

O N  è armonica e in superficie assume valori eguali ad - ; onde: 
w2 p 

mentre l'equazione indefinita b :  

e perb conviene porre I'equazione ai  limiti sotto la forma equivalente: 

Spezzeremo la funzione armonica: 

nella somina di altre due w' e w" pure armoniche e tali che in superficie risulti: 

La prima di queste due equazioni è valida in tiitta la sfera e ci darà age- 
volmente : 

.r, NL dl.i a a ., Udrl  t u f = 2 ~ ,  +( -- rl + E , ~ C " $ -  xi-- 1 7 
xi. 221 . 
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Dalla seconda, riflettendo clle il primo membro e x sono funzioni armoniche, 
si deduce: 

dove : 

d'onde, con successive integrazioni per parti: 

Dedurremo quindi : 

Ma: 

Basta percib applicare le formule di trasformazione stabilite in un paragrafo 
precedente. 

Del pari troviamo che: 

e qui cornparisce una funzione, analoga a K,, che direm0 \Y,, ciOb: 

Quindi : 

La ricerca di u , ,  v , ,  w, esige adunque semplicemente la costruzio~~e delle 
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funzioni armoniche ben definite: N , ,  U , ,  V,,  @; e delle altre due @, e \Y, 
che si deducono facilmente dall'ultima; nelle prime tre non figurano clie in- 
tegrali relathi alla superficie della sfera; mentïe che in @ compariscono le 

funzioni armoniche - d S  e - d S; invece la ricerca di 2 1 , ,  v , ,  zu, esige l J T  
iritegrazioni relative a tutto 10 spazio sferico; sicchè la determinazione di 
questo spostamento, attesa la forma complicata di O p ,  non pub in generale 
ridursi alla forma semplice alla quale riducesi la determinazione di tf,, v , ,  l u , .  

3 9. Secondo problema. 

Gli sviluppi precedenti permettono di risolvere facilmente il secoiido pro- 
blema; accenneremo in b r e ~ i  tratti la soluzione. 

L a  deformazione ausiliaria ha per cornponenti di spostamento: 

Un poco diversa è la ricerca di H. Per  la maggior simmetria dei calcoli 
eguaglieremo le due diverse espressioni di 7 ,  e cioè: 

onde : 

Tenendo presente Io sviluppo di + deduciamo: 
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Ma si h a  successivamente: 

ar- au- Y--X-L-- '  - P i  Z1r -y  a [J- Leq au- Y I ~ - ! / ~ I  
azi  a$, ri2 j a z 1  ,.P P .  

S o ~ i t u e n d o  adunque si ha:  

Si deduce di qui: 

Perb l a  funzione H resta determinata a meno di una costante, inutilelpel 
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nodro scopo; saranno qiiindi del pari note la dilatazione cubica, la  rotazione 
e le componenti 5 ,  q ,  < delln spostamento. L e  forze da  applicare in superficie 
per produrre una tale deformnzione hanno per componenti: 

1 1 1 
as a - a -  a -  a l i s  L , = 2 p a Z a 5 ; f  2pw - - a R  a N 0 = 2 p o < - - ,  M,=2pda; a y i ,  a r  as, ar d z ,  

nelle quali naturalmente i coeficienti 7 ,  clie compariscono nello sviluppo di S 
sono formati coi nuovi a,. 1 valori che i ,  q ,  c, assumor10 in superficie sono: 

e per II va fatta l a  stessa osservazione clie per S. 
Ora l a  ricerca di O e di u ,  v ,  zo non pub presentare alcuna difficoltà. 

$ 10. Le equazioni dell'equilibrio in coordinate polarj. 

Assutniamo un sistema di coordinate polari r, O ,  g, in cui û è la  colati- 
tudilie, ;p l a  longitudine ed indichiamo con u la psoiezioiie del10 spostameiito 
di un punto su1 raggio  ett tore; con v la  proiezione secondo la tangente al 
meridiano; con zo la  proiezione sulla tangente a1 parallelo, con O la dilata- 
zione cubioa é con T i ,  T,, T,  le componenti del doppio della rotazioiie ele- 
rnentare sulle stesse rette. Supponianio infine che su ogni elemento di massa 
agiscano forze che aniniettano una funzione potenziale V armonica in tutta 
la sfera. L e  equazioni dell'equilibrio sono, com7è noto: 

fi2 a @  
- - + sen Q 1-C (1, T*) - - 
r7JP a ?  1 a T 3 1  a 0 

dove : 
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Le eqiiazioni dell'equilibrio possono esser poate sotto iina forma assai notevole. 
Eseguite le sostituzioni nella prima si ha :  

1 a . 2 ~  a 
seno i ? 2  a I  (sen B 2) 

1 a2(rsen8w)i  -- - av 
sen9 2r2p Px' 

Inoltre : 

e perb sommando colla piecedente si ha: 

Notiamo poscia che: 

onde risulta: 
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e ricordando che: 
2 a r u  A 2 ( ~ u ) = ~ A Z u + -  - , 
r Br 

otteniamo la forma notevolissima : 

Trnsformian~o ora la seconda; fatte le sostituzioni si ha:  

Ma dalla espressione della dilatazione cubica si trae: 

e quindi sostituendo nella precedente: 

cos1 è chiaro che il primo membro dell'ultima equazione equivale ad t.h2(vsenO). 
Quindi abbiamo : 

n k  w2 ao a2 u 
r Ae (v  gen 8) + - sen8- - 2cosBO =sen8 - 

fi)2 a e a~ a b  
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Con riduzioni assai facili troviamo che: 

onde la seconda equazione si riduce a questa: 

Se si trasformasse la terza delle equazioni dell'equilibrio non si troverebbe 
una equazione molto semplice; percib una volta assegnata la dilatazione cu- 
bica O, e le componenti u e v, la tu potrà essere determinata dalla 

5 11. Formule integrali. 

Osserviamo anzitutto che per la ipotesi fatta sulle forze che sollecitano 
ogni elemento di massa la dilatazione cubica risulta una funzione armonica - 
nello spazio in cui si studia la deformazione, e perb possiamo porre: 

in cui H è del pari una funzione armonica; a sua volta H potrà essere sempre 
posta sotto la forma: 

a # H = r , + k + ,  a l  
dove # è una funzione armonica e k un coefficiente costante per ora inde- 
terminato. 

Cod O risulta una funzione lineare ed omogenea di 

a @  con coefficienti costanti; del pari r - risulta una funzione lineare ed omo- a 7. 

Annnli di Mnternatica, tomo XXIII. 19 
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pure con coefficienti costanti. 
Patte le sostituzioni nella (1) risulta: 

dove : 

Ora è facile verificare che: 

Poniamo inoltre: 

essendo W una nuova funzione armonica facilmente esprimibile per 7; infatti: 

Allora : 

e perb la (4) si trasforma nella seguente: 

aw Cerchercmo di soddisfarla assumendo per r u  + r3 - iina funzione lineare a r 
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a3 + Sostituendo ed eguagliando i coefficienti di rS ;-- ecc. . . . facilmente si 
d r3 

Alla soluzione trovata potremo aggiungere una funzione armonica arbitraria 
a $1 r - in cui #, è pure armonica; quindi rjsulterà finalmente: 
8 r 

Quella parte del secondo membro che è indipendente da  $J, si pub riguardare 
come la somma di una espressione della forma: 

e della derivata di  una espressione della forma: 

purcliè : 
n 2 - ~ 2 .  oz--- 3n2 

(Ji = - ---- 3 
4~12 7 6 1  = 4n2 ; 

Posto adunque: 

risulta: 

in cui W è una funzione armonica ben definita; H, JI e (I, sono semplice- 
mente armoniche. 

La funzione \V non è armonica; ma un calcolo assai semplice mostra che 
a2+ a+ A2Y S m a  funzione lineare ed omogenea di r2 - 9 r - +; onde è chiaro che: 
arz a~ 

F?J cos1 ancora si potrebbe mostrare che: 

Infine notiamo che: 
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cioè : 

che più specialmente ci sarà utile. 
Valendoci di questa reIazione e di alcune altre che ricorderemo sola- 

mente, possiamo porre la (2) sotto altra forma. 
Ricordiamo che : 

COS a e 
A2 (sen O )  = --- 

r2 sen 0 

La (2) pub scriversi cos): 

e sostituendo per zc e per V le loro espressioni si ha: . 

Approfittando della (6) possiamo subito osservare che la parte che ne1 primo 
membro non contiene W equivale a 

e perb quella espressione (cambiata di segno) equivale a 
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la quale, ove si rifietta che: 

si trasformerà nella seguente : 

1 8 ~  cos28 1a ik '  2cos0 P Y sen0 ay  r senBA2 - - $- - - ( (r a e )  rzsene r a s  +, 
E perb la (2) equivale a 

Anche il secondo membro pub essere trasformato utilmente. 
Osserviamo infatti che : 

1 
Az (r  sen O) - - rseno ' 

e perb: 
coso aw i azw = 2 ~ c o s i 9  - - (T'sen0 ' 7  

apw 2 + 2senO -. aw sen$-. 
araâ +; a e  
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Quindi il secondo membro equivale a 

- rA2 rsen0- aw 
( ; 7 ) + 4 ( r c o s 0 ~ -  sen 0 - E ) . 

ed avremo definitivamente: 

Osservjamo da ultjmo che, indicando con (r', Or, y') le coordinate di un punto 
variabile de) corpo e con 22 la sua distanza da1 punto (r, 9, y ) ,  la funzione: 

è tale che ne1 punto (r, 8, y): 

Di piii nella espressione del A Z  nelle coordinate r, 8, y l'ultima variabile è 
la  sola che non comparisca esplicitamente, e pera se una funzione cP soddisfa 

a* alla A" 0 10 stesso accadrà per - ; avremo adunque: 
a'p 

sen6 a~ aw au, 
vsene- - - +vsene- - -)= a2WI, 

t .  a e  a0 a?  
e auindi: 

nella quale espressione di v ,  oltre alle funzioni già introdotte per zc, compa- 
risce ancora una nuova funzione armonica <P arbitraria. 

Passiamo finalmente alla ricerca di w ;  a ta1 uopo ci varremo della: 

Sostituendo rie1 secondo membro per 0, u ,  v i valori già trovati risulta: 
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cioè : 

awrsen0 a ~ n r  8  a g  IY a HG aw =-- - (rseno ;)-- 2.2 - - 
%J a y P  8 ~  a<pS a e a 1- 

rsen 0 - + 2~3sentO - , 

dalla quale, posto: 

Widrp; TVr ,= 

risulta: 

Ne1 caso particolare in cui le forze esterne sdho nulle, si ha:  

w= w, = wl= W',  = O ,  

e si ottengono le formule stabilite da BORCHARDT con procedimento diverso 
dnl precedente. e merio diretto, 

Le formule stabilite possono far risolvere semplicemente il problema della 
deformazione di una sfera, mediante integrali definiti, allorchè le forze esterne 
sono nulle, e sulla superficie limite sono date: 1." le forze; 2." la componente 
normale delle forze e le componenti tangenziali degli spostamenti; 3." la com- 
ponente normale del10 spostamento e le componenti tangenziali delle forze. In  
tutti questi casi si tratta di determiriare le quattro funzioni armoniche, H, +, 
+,, @ mediante le condizioni relative alla superficie limite. 11 1." caso è stato 
trattato ampiamente da1 BORCHARDT; ho trattato gli altri due casi in  una Nota 
presentatn a11'Accad. dei Lincei (*). 

S 12. Espressione degli spostamenti i n  serie di funzioni &riche. 

Le formule integrali esposte ne1 paragrafo precedente si prestano benis- 
simo per ottenere rapidamente gli sviluppi in serie degli spostamenti u, v ,  tu, 

gi5 dati da1 sig. CEIREE, e a risolvere in un caso più generale i probletni ai 
quali abbiamo accennato. 

Il potenziale delle forze soddisfi all'equazione di LAPLACE e sia quindi 
sviluppahile in una serie della forma: 

?;lrnVn, 

(:) Risoluzione di due problemi relativi alla deformazione di una sfera omogenen iso- 
lropn. Rend. Accad. Liiicei, 1.' sem. 1892, pag. 335-313. 
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in cui VH è una funzione sferica di ordine fi, la  quale soddisfa alla equa- 
zione differenziale : 

Riteniamo per ora soltanto il termine generale: r9lVn; e poniamo: 

V =  rnVn. 
Risulta quindi : 

Dalle equazioni dell' equilibrio si ha : 
Q s A 2 @  = - h2 v, 

onde : 

O = - -  rnv, + r n y n ,  
i t2  

dove Y, B pure una funzione sferica di ordine n. Otteniamo quindi succes- 
sivamente : 

Osserviamo infine che la funzione +, armonica in tutta la sfera pub esser 
sempre posta sotto la  forma: 

rn Zn 
+ i = - 3  n 

in  cui Zn è una nuova funzione sferica di ordine n. 
C h  premesso è facile formare l'espressione di iY e si trova: 

Qnindi si deduce: 
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Il calcolo di u esige anzitutto la ricerca della W,, ln quale, oltre bd es- 
sore finita continua e ad un sol valore,  soddisfa alla: 

cioè : 

Dico che potremo determinare k in modo che risulti: 

ô Vn a (çn L) W i  = k rn+l sen 9 - = k r sen 0 ---- . a e a e  
Infatti ricordiamo Che, se qi è una funzione armonica si ha: 

Se in questa facciamo: 
(P = krn Vn, 

risulta: 

Basta adunque porre: 

mi-4 sen 0 w, = - a JG -. + 1>(2n + 3) ae 
Essendo inoltre <P armonica in tutta la sfera porremo: 

a =  - r n X n .  

Fatte le sostituzioni nell'espressione di v si ha: 

Passiamo finalmente ali'espressione di W. 
ilnnnli cli Mutematien, tomo XXIII. 
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Abbiamo anzitutto : 
aw 1 av4 2r---- 
8r rsenF) a f )  

La  quantità in parentisi equivale a 

yerb : 

Sostituendo i valori trovati nell'espressione di w si ha:  

Le espressioni trovate, coincidono (salvo il cambiamento delle costanti) con 
quelle del sig. CHREE (*). 

In queste espressioni compariscono tre funzioni sferiche indeterminate 
Yn, Z,, Xn. La loro determinazione riesce facile, mercè le condizioni rela- 
tive alla superficie della sfera, nei quattro casi seguenti; allorchè cioè sulla 
superficie della sfera, 1. - a ,  sono dati: 1." gli spostamenti; 2.' le forze; 
3." la trazione normale e gli spostamenti tangenziali; 4.' Io spostamento nor- 
male e le tensioni tangenziali. 

Non insisto sui primi due casi; accennerb agli ultimi due brevemente. 
Ricordiamo che: 

(') Mein. cit. In luogo deIle costanti Pz e w2 il sig. CHREE sdopera le due costanti 
m ed n di THOMSON, legate nlle prime dalle relazioni: 

Inoltre egli pone, non già a, ma 
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B la componente norniale della forza per unità di area: 

è la componente secondo la tangente al meridiano: 

quella secondo la tangente al parallelo. 
Siano dunque dati in superficie la  componente normale della forza, e gli 

spostamenti tangenziali, espressi in serie di funzioni sferiche: 

Dalle espressioni di e, e w per r = a otterremo adunque (ritenendo per ora 
soltanto i termini di posto rn) :  

Moltiplicando la prima per sene,  e poi derivando rispetto a 8 e aggiungendo 
la seconda, derivata rispetto a y, e tenendo conto della equazione cui sod- 
disfano Vn7 Yn, ecc. risulta facilmente: 

Derivando invece 13 prima rispetto a cp, moltiplicando la seconda per sen 9 
e poi derivando rispetto a e e sottraendo dalla prima, si ottiene: 

cioè (ristabilendo il segno di sommatoria): 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



152 Murco  longo : Deforpnaxzône d i  ulzu sfera isotropa. 

Sviluppando il secondo mernhro in serie di funzione sferiche, ed eguagliando 
- - 

i termini di posto n si viene a determinare Xn. 
~ g u a g l i i n d o  le due diverse espressioni della componente normale della 

forza, si ottiene un'altra relazione lineare tra Vn, Y,, Zn e cioè: 

Le due relazioni trovate permettono di assegnare Y, e Zn. 
I n  modo del tutto analogo si procede ne1 4." caso. 
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Sulla definizione di integrale. 

(Di G. PEANO, a Torino.) 

I l  prof. G. ASCOLI ne1 suo articolo, avente 10 stesso titolo (Annali .di 
Matematica, a. 1895, pag. 67), rimette su1 tappeto questa questione impor- 
tantissima. 

Egli giustamente rivendica la priorità degli integrali auperiori ed inferiori, 
che trovansi nella sua Nota Sul concetto d i  integrale definiIo (Atti dell'dcc. 
dei Lincei, a. 1875, pag. 863). Perb per esattezza conviene notare che con- 
temporaneamente il sig. DARBOUX, nella sua Memoria Sur les fonctions discon,- 
tkues (Annales de l'gcole Normale SupCrjeure, a. 1875, pag. 57) considera 
gli stessi enti, e dimostra teoremi simili. bnzi, ae invece della data del volume 
si bada alla data della Memoria, il lavoro del DARBOUX (19 marzo 1873) e 
28 gennaio 1874) precede quel10 dell'Asco~r (6 giugno 1875). 

Io intendo qui richiamare l'attenzione del lettore su alcune mie idee 
sopra questo soggetto, le quali credo portino una semplificazione nella que- 
stione, e che non veggo ancora adottate da alcuno. 

Il concetto, che informa alcuni miei lavori, sta nella sostituzione del limite 
superiore (O inferiore) d'un gruppo di numeri, al posto del limite verso cui 
converge una funzione. Ritengo difficile l'affermare chi pel primo abbia di- 
~ t in t i  questi due concetti simili, e che tuttora si confondono spesso da chi non 
usa un linguaggio preciso. Si suole cib attribuire al WEIERSTRASS (v. PINCHERLE, 
Giornale di Matematiche, a. 1880, pag. 242); si trovano questi limiti supe- 
riore ed inferiore nei lavori citati di DARBOUX e ASCOLI, e si possono dire 
eiitrati ne1 dominio comune. La  definizione contenuta ne1 u Formulario di 
Matematica n, parte 'V, 5 3, prop. 1 è: 

çhe si legge: Essendo zl una classe di numeri reali, classe non nulla (poiché 
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u in logica matematica compaiono anche classi nulle), e se x è un numero 
rc finito, allora dire che x è il limite superiore degli u equivale a dire chc: 

u 1." non esistono numerj del sistema u maggiori di x ;  
u 2." e dato ad arbitrio un numero y minore di x ,  esistono numeri 

K del sistema u maggiori di y. n 

Introdotto poi il limite superiore infinito, la cui definizione (Formulario, 
parte V, § 3, prop. 5) non vogliamo qui riportare, si ha la proprietà fonda- 
mentale (id., prop. 6): 

v Ogni classe u h a  sempre un limite superiore, finito O infinito. n 

E non sarà inutile l'osservare che la dimostrazione di questo teorema è 
semplicemente una trasformazione della definizione di numero irrazionale. 

Riesce più complicata la definizione del limite verso cui tende una fun- 
zione. Questa funzione pub dipendere da una O più variabili indipendenti, e 
pub anche avvenire che sia variabile il numero delle variabili indipendenti , 
corne appunto succede nelle proposizioni di cui ci occupiamo. 11 concetto co- 
mune di limite d'una funzione, limitandoci ad una variabile indipendente, e 
supponendo che questa tenda all'infinito, caso a cui possiamo sempre ridurci, 
viene espresso dalla seguente proposizione (Formulario, parte VII, § 2, prop. 1): 

u Sia ZJ una classe di numeri, il cui limite superiore sia l'infinito. Sia f 
u la caratteristica d'una funzione reale definita pei numeri del gruppo u;  
u e sia y un numero finito. Allora dire che y è il limite verso cui tende la 
u funzione f x ,  ove x,  variando nella classe u, tenda all'infinito, s ign iha  dire 
<i che, comunque si prenda la quantità positiva k ,  si pu6 sempre determinare 
u un numero a ,  in guisa che i valori assunti dalla funzione fx, ove la va- 
u riabile assuma nella classe u i soli valori maggiori di a, appartengano tutti 
u all'intervallo da y - h a y + h. a 

Si vede chiaramente che la definizione 3 è più complicata della 1. Esa- 
minandole nella scrittura simbolica, si ha che nella 1 figura il solo concetto 
di classe (in simboli K); la 3 contiene inoltre il concetto di funzione o cor- 
rispondenza (in simboli fj. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Pe a n O : Sulla definizione di integrale. 155 

Inoltre non sussiste la proposizione analoga alla 2; mentre ogni classe 
ha lin limite superiore, non ogni funzione converge verso un limite. Si  po- 
trebbe, è vero, stabilire una certa analogia modificando il concetto di limite 
d'una funzione, secondo le idee da  me esposte nella u Rivista di Matematica n 

a. 1892, e sviluppate nell' u American Journal of Mathematics n a. 1895, 
ritornando cos] ai concetti di CAUCHY e di ABEL, secondo cui ogni funzione 
ha dei valori limiti. Ma non vogliamo dilungarci su questo punto. 

I n  conseguenza chi definisce i limiti superiori dei gruppi di punti, e 
concetti analoghi, mediante i limiti verso cui tendon0 le funzionj, esprime 
un'idea semplice mediante altre più complicate; inoltre si espone ad altri in- 
convenienti; e credo utile l'esporne uno preso da1 classico libro del JORDAN, 
Cours d'Analyse, 2." Qd., a. 1892, pag. 19 del 1." vol. Questi dice: 

u On nomme point limite d'un ensemble tout point qui est la limite 
u d'une suite de points de l'ensemble. n 

Detto zc il gruppo, questa definizione in simboli si esprime: 

( X E  punto limite di u) = ( f c  u f N  . z = lim f x  N = f ~ ) .  

Ora siccoine si pub considerare m a  successione di numeri eguali, ossia 
una funzione pub ridursi ad una costante, ne risulta che ogni punto del gruppo 
ne è un punto limite, poiche è il limite d'una successione di punti coincidenti 
con esso. In  oonseguenza l'insieine dei punti limiti di u non è la classe de- 
rivata di u (indicata ne1 Formulario con Du), ma bensi la classe u resa chiusa 
(ne1 Formulario Cu) (*). Le definizioni delle classi .Du e Cu sono date ne1 
u Formulario n parte V, 3 5, prop. 1 e 5 7, prop. 1. 

Cosi visto che il concetto di limite superiore (O inferiore) d'una classe è 
in sè pih semplice di quel10 di limite verso cui tende una funzione, esami- 
niamo quali semplificazioni apporti la sostituzione del primo al secondo con- 
cetto in alcune questioni di analisi. 

Si definisce cornunemente la lunghezza d'un arco di curva corne il limite 
verso cui converge la lunghezza d'una poligonale inscritta, i cui lati decre- 
scano indefinitamente. E questa definizione richiede si dimostri che, sotto certe 

(") Qui la parola chiuso corrisponde al fermé, abgeschEossen del G. CANTOR; e a1 
parfait del JORDAN; il CANTOR al perfect attribuisce altro significato. 
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condizioni, quel limite esiste, e la dimostrazione B lunga. Inoltre si presenta 
un'altra difficoltà che esamineremo ne1 libro del JORDAN. L a  lunghezza della 
poligonale inscritta nell'arco é funzione del modo in cui si scompone l'arco, 
cioè a dire dei valori t , ,  t,,. . ., tn dati alla variabile indipendente, e queste 
variabili t, ,... , t, variano anche in numero, che cresce indefinitamente. Ora 
1'Autore a pag. 8 definisce solamente il limite u d'une suite illimitée de va- 
leurs x,, ..., x ,,... n cioè di una q f N ;  in altri termini x, é una quantità che 
dipende da1 nudero intero positivo n ;  e non B definito il limite d'una quan- 
tità che dipende da1 modo con cui si scompone un intervallo. Yerb tale la- 
cuna si pub colmare, con opportuna definizione (*). 

Si eliminano ad un tempo queste difficoltà assuniendo la definizione se- 
guente: (Vedansi le mie Applicaxioni geometrici'ke del Calcolu, a. 1887, pag. 162.) 

u Dicesi lunghezza di un arc0 il limite superiore delle lunghezze delle. 
u poligonali inscritte in esso. n 

Ne risulta che ogni arco ha una lunghezza finita O infinita, pel teorema 2, 
senza bisogno di altre dimostrazioni. Si pub notare la facilità con cui si ot- 
tengono le formule per gli archi; e l'analogia, anzi coincidenza di questa 
definizione col postulato 2.' di Arcliimede (della sfera e del cilindro). 

Passiamo infine alla definizione di integrale. Sia fx una funzione definita 
in tutto l'intervalle da a a b ,  avente limite superiore e inferiore finiti, cioè: 

a ,  beq . a  < b .  feqfa  " b a l 1  f(a b ) ,  1,f(a b ) ~ q .  

Si considerino le somme: 

ove 2, = a ,  x,, ... , 2,-,, x, = b sono i punti d'una divisione dell'intervallo 
dato; S' é la somma dei prodotti delle ampiezze degli intervalli parziali pei 
limiti superiori dei valori della funzione in essi. Nella somma Si invece dei 
limiti superiori compaiono gli inferiori. 

(*) D' ARCAIS, Calcolo infinitesimaZe, tom, II, pag. 3, a. 1894, 
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Il DARBOUX e I'Asco~r dimostrano amendue che sia Sr che Si, col ten- 
dere a zero degli intervalli parziali, tendon0 ciascuna ad un limite determi- 
nato; e che se il limite verso cui converge 8' coincide col limite di S,, al- 
lora la funzione data è integrabile. 

I o  trovo piii semplice il presentare questo teorema sotto la forma: 
u Se il limite inferiore dei valori di S' B eguale al limite superiore dei 

u valori di S, ,  la funzione è integrabile. n 
E nella mia Nota Sull'inkgrabilità delle funzz'oni (Atti della R. Acca- 

demia di Torino, a. 1883), diedi di questa proposizione una dimostrazione di- 
retta. I n  quanto precede una funzione si disse integrabile ne1 senso di RIEMAEN 
(Werke, pag. 226). Ma parmi si possa ottenere una semplificazione maggiore, 
modificando ancora la definizione di integrale; e nelle mie lezioni di Analisi 
infinitesimale, do le definizioni seguenti : 

u Chiamo integmle szcperiore il limite inferiore dei valori di S'; 
a 

u integrale inferio~e il limite superiore dei valori di S,, e Io si indica con 

uj: fi dx. Se gli integrali superiore e inferiore coiocidono, la funzione si 

b 
u diee integrabile , e il loro valore comune dicesi 1 fidz. n 

a 

Cos1 il limite verso cui tende una funzione é completamente sostituito, 
nella definizione dell'integrale, dai limiti superiori e inferiori di  classi. 
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Dim ostrazione algebrica 
del t eorema di Weierstrass 

sulle forme bilineari. 

(De l  dott. BENEDETTO  CAL^, a Torino.) 

1. 8 i abbiano due forme bilineari f ,  f' nelle due serie di variabili 
$ 1 1  X 2 , . . -  Xn; Yi, ye,..- yn: 

diremo ch'esse sono equivalenti respettivarnente alle due forme: 

formate con altre due serie di variabili Xi, X, ,... X,; Y,, Y, ,... Y,, se 
è possibile pasmye dalle f ,  f' respettivamente alle F, FI7 passando dalle due 
serie di rariabili xi ,  x2%... X n j  y, ,  yt ,... yn alle altre due X,, X,,. .. X,,; 
Y, ,  Y, ,  . . . Y, respettivamente , con sostituzioni lineari di modulo diverso 
da zero. 

2. Il determinante (") D = laik - ratik! eguagliato a zero darà un'e- 
quazione del grado n in r,  se supponiamo che non si annulli qualunque sia r, 
il qua1 cas0 escluderemo sempre. 

Consideriamo una radice r i  di questa equazione; se supponiamo che essa 
annulli D con una certa molteplicità 1, tutti i minori di ordine n - 1 con 
una molteplicità l , ,  ecc., tutti i minori di ordine n - p  con una molteplicità E p ;  
ma non a n d l i  tutti i minori di ordine rc - p  - 1, diremo, secondo un' espres- 
sione in uso, ch'essa rende il determinante D di caratteristiea n - p - 1 ; 

(*) Indicheremo in generale con lmk] il determinante di ordine n in cui min, e l'ele- 
q e n t o  generico situato nella lines Pairna e nella colonna seaiml 
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poichè la derivata rispetto ad r di un qualunque determinante estratto da D 
è una somma di determinanti di ordine immediatamente inferiore moltiplicati 
respettivamente per elementi del determinante ldikl, avremo: 

J i )  , . .  z p < ,  o<lp. 
Posto allora: 

avremo: 
(r - rl)l = (Y - r$ (r - r&. , , (r - r1)%-1. 

Quindi il determinante D conterrà come fattori: 

che si diranno i divisori eleqzenturi di D relativi alla radice ri; operando 
nello st'esso modo su tutte le radici distinte di 1) = 0, avremo che D si poirà 
esprimere come un prodotto di un fattore costante per tutti i gruppi di di- 
visori elementari corrjspondenti a queste diverse radici. 

3. L'importanza di questa decomposizione del determinante: 

è stata messzl in rilievo da1 WEIERSTRASB colla dimostrazione del seguente 
teorema (*): 

u La condizione necessaria e sufficiente, perché la coppia di forme bi- 
lineari : 

sis equivalente (v. $ 1) all'altra coppia: 

è che i due determinanti: 

coincidano nei loro divisori elementari. n 

Che la condizione ora espressa sia necessaria, risulta evidente. Infatti se 
colle sostituzioni : 

(*) K. WEIERSTRASS, ZUY Theorie der 6ilinemen und quadratischen Formen (Monatsh. 
der K. Akad. der W. zu Berlin, 18 Mai 1868). 
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di moduli: 
pt8!=:=o, ~P~~I= :=O,  

le due forme f ,  f' si trasformano respettivamente nelle altre F, FI, fra gli 
elementi dei determinanti: . . 

nvranno luogo le n-elazioni: 

btp - r b1tP = (a ik  - r arik) A t i  ppk 1 )= 1, 2, ... f i ;  
ik 

quindi i minori di ordine n - h del determinante 1 bik - r brik 1, essendo 
O r  h < n ,  si esprimeranno corne somme di termini, ciascuno dei quali B un 
prodotto di tre fattori, cioè un prodotto di tre determinanti di ordine n - h 
estratti respettivamente da:  

ne segue che se r,  annulla colla molteplicità Zh tutti i suddetermin~nti di 
ordine di n-'h di (aik - rarikl, essa annullerà tutti i suddeterminanti di or- 
dine n - h di Ibik-  r b r i k l  colla molteplicith Zrr, % 7h. Ora poichè la relazione 
di equivalenza tra le due coppie di forme f ,  f ' ;  F, F I  B perfettamente reci- 
proca, s ~ r à  ancora s Z r h ,  e percib Zh = rh, ossja i determinanti: 

coincidono nei loro divisori elementari; segue da tale coincidenza che un 
qualunque valore attribuito ad r rende in questo caso i due determinanti di 
uguale caratteristica. 

Per  dimostrare che la condizione sopra espressa per l'equivalenza delle 
coppie di forme f, f ' ;  F, P' h. ancora sufficiente, WEIERSTRASS ricorre a svi- 
luppi in serie, cioè ad un processo di carattere trascendente, che, data la 
natura essenzialmente algebrica del teorema, non sernbra il piii naturale e 
spontaneo. Il SEQRE ad il PREDELLA si Bono occupati dell'interpretazione geo- 
metrica del teorema stesso, cioé della classificazione delle omografie negli spazi 
ad n dimensioni (*); ed il PREDELLA, mentre giunge ad una classific~zione 
completa di queste omografie, dimostra il teorema di WEIERSTRASS con metodo 

(*) SEGRE C., Sulla teoria e e l l a  classi@azione delle omografie in uno spazio lineare 
ad un  numero qualunque di dilnensioni (Mem. della R. Accad. dei Lincei. Roma, 1884). - 
PREDELLA P. Le omografie in uno spazio ad un numero qualunque di dimensioni (Annali 
di Matematica, tom. 17, serie 2." Milano, 1889-1890). 
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geometrico limitandosi al caso che i determinanti dei coeffioienti nelle forme 
considerate siano diversi da zero, Ci proponiamo di dare qui una dimostrn- 
zione completn e purarnente algebrica del teorema di WEIERFITRASS (*). 

4. Partiamo dunque dall'ipotesi che i due determinanti: 

nbbiano gli stessi divisori elemeitari, e dovremo dedurne l'equivalenza delle 
due coppie di forme f, f', F, P'. 1 

Osserviarno intsnto 'che potremo limitarci a considerare il cBso in cui i 
determinanti [aikl, larikl e quindi anche Ibikl, Ibrikl siano diversi da zero; ed 
infatti, ne1 cas0 contrario, si potrebbero determinare due numeri a ,  ,û diversi 
tra loro, tali che fosse: 

I .  

Iaik-aafikI=[=O, Iaik- /3atikI=!= O z  

e quindi anche: . . 
lbik-abrik!=:=O, rbik-pb'thI=:=O. 

Cib posto, se in luogo delle coppie di forme date f i  f ' ;  F, FI, consideriamo 
le altre: 

avremo che se i due determinaiiti: 

hanno gli stessi divisori elementari, anche gli altrj due determinanti: 

avranno gli stessi divisori elementari; di più, dimostrata l'equivalenza delle 
due coppie di forme f,, f ' , ;  F,;' F', , ne resulterà dimostrata l'equivalenza 
delle due coppie date f, f ;  F, F', poichè si ha: 

1 
f f -  

1 
B - a  @fi-af'i)) 1 f'=- P-a (fi - f ' d  

\ 

(*) Anche il SAUVAGE (vedi Annales Scientifiques de l'École Normale supérieure. 
Paris ,  1891), esponendo la teoria dei divisori elementari, ha dato del teorema che ci 
preoccupa una dimostrazione ottenuta generalizzando quella data da  DARBOUX per  l e  coppie 
di forme quadratiche; quella che gresentiamo qui  ci sembra degns di nota per  il pro- 
cesso più diretto e più semplice col quale è ottenuta, 
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5. Ad ogni sistemi di valori x,, z,, ...' x, delle variabili x ei pub coor- 
dinare un altro sistema di valori x', , s r , ,  . . . x', delle stesse variabili, fissando 
che questi due sistemi sostituiti re~~ett ' ivamente nelle forme f, f' in luogo 
delle x rendano f = f' identicamente, cioè per, qualunque sistema di valori 
attribuiti alle variabili y ;  cosi frn i sistemi di valori delle variabili x restera 
definita nna corrispond&ka di sisterna a sistema, espressa dalle n relazioui : 

analogamente consideriamo fra i sistemi di valori delle variabili X la corri- 
spondenza di sistems a sistema espressa dal le* relazioni: 

? jb ikXi=xb ' ikX' i  ( k z l ,  2 ,  ... n). 
1 i . 

(2) 

Ora sulle relazioni (1) osserviamo che se con una sostituzione lineare di modulo 
diverso da zero si camhiano le x in altre variabili x ,  si avrà ancora fra i si- 
stemi di valori delle variabili x una corrispondenza definita da  certe relazioni: 

V A ; k ~ i = E A ' i k ~ ' i  ( k = I 1 2 j . . . f l ) l  
i 

trasformate delle (1); ed il determinante (Aik - r  ArikJ avrà gli stessi divisori 
elementari di laik - r arik 1, infatti (v. tj 3) per quella sostituzione le due forme : 

si trasformano respettivamente in 

Osserviamo jnoltre che se delle (1) formiamo n combinazioni lineari col mol- 
tiplicare per dei coefficienti p,k e sommare rispettu a k ,  si otterranno altre 
n equazioni: 

PBisxi=$B'isxfi ( S E I ,  2 ,  ... n) ;  F ' Z 
(1') 

e se le qsk son tali che il loro determinante sia =:=O,, anche i determinanti 
1Bi,(, 1 B'isl risulteranno diversi da zero e le ( I f )  si potranno considerare corne 
equiralenti alle ( 1 )  in quanto esprimono fra i sistemi di valori delle varia- 
bili x la stessa cor r i~~ondenza  espressa dalle (1); ora notiamo che il de- 
terminante [Bis-~B'is j  conserverh ancora gli stessi divisori elementari di 
laik - rairihi: infatti, abbiamp per ipotesi : 

1 ' Bk-YB' ,=  s q , v k ( a i k - Y ~ ' d  (i, S =  1 ,  2,  ... f i ) ,  
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quindi' ogni suddeterminante di ordine n - h (O 5 h L n - 1) estratto da 
Illi,- r Bti,l sarà un aggregato di termini, di cui ciascuno è un prodotto 
di due fattori, cioè di due determinanti di ordine n - h estratti respettiva- 
mente da  (aik - ra'ikl, Iqsk(; percib se r ,  annulla colla moltiplicith lh tutti 
i suddeterminanti di ordine lz - h di laik - rdik 1, essa annullerh tutti i sud- 
determinanti di ordine n - h di (Bis - r B'i,] con molteplicith l th  = lh; ora 
ritornando dalle (1') alle (1) coll'invertire le considerazioni precedenti, si avrà 
ancora lh 2 E l h ,  e quindi 2h = I l h ,  ossia i due determinanti: 

hanno gli stessi divisori elementari; e percib un qualunque valore di r rende 
i due determinanti di eguale caratteristica. 

Analoghe osservazioni si  possono ripetere per le (2); in particolare po- 
tremo risolvere le (1) rispetto ad x', , x', ,... x', , e le (2) rispetto ad X' ,  , 
XIo, ... XInl ed avremo: 

x ' ~  = Vmik t.' 
X1k = p i k  X1i , 

5 

avendo i due determinanti: 

gli stessi divisori elementari .che: 

6. Ora dimostriamo che se esiste una sostituzione di modulo s:= 0 
delle x nelle X: 

... xk= V d j k X i  ( k = l ,  2, n) ,  Y (7) 

che trasformi le relazioni (1) in altre relazioni: 

esprimenti fra i sistemi di valori delle X la  stessa corrispondenza che le (2), 
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le forme f, f' sono equivalenti respettivamente alle F, Y', cioè si pub deter- 
minare una sostituzione delle y nelle Y di modulo diverso da  zero, che, in- 
sieme colla sostituzione (7) delle x nelle X, trasforma le forme f i  f' respet- 
tivamente nelle F, F'. 

Ed  infatti per le (l), (2) avremo: 

relazioni che varranno per ogni sistema delle y k  O delle Yk respettivamente. 
Ora per la sostituzione (7) che trasforma le (1) nelle (8), le forme f ,  f '  

si trasformeranno respettivamente in altre due forme: 

e per le (8) avremo: , 

per qualunque sistema di valori delle y k .  

Ora passiamo dalle y alle Y colla sostituzione: 

questa sarà di rnodulo diverso da zero, poichè Ibi,il=:= O per ipotesi, ed anche 
)c&[=]= 0, poichè dalle (1) siamo passati alle (8) colla sostituzione (7) di mo- 
du10 diverso da zero (v. paragrafo precedente). 

Pe r  la sostituzione (I l )  la  forma g, si trasforma nella forma F, cioè i l  
primo membro della (10) si trasforma ne1 primo membro della (9'); quindi 
anche il secondo membro della (10) si dovrj  trasformare ne1 secondo membro 
della (Y), valendo le relazioni (gr), (10) per qualunque sistema di valori delle Y, 
y respettivamente. Ne segue che per la sostituzione (Il) l'espressione ' c ' i k t j k  

9 
si dovrà trasformare nell'espressione yb'ik Y k  e percib la forma si trasfor- 

k 

merà per la sostituzione (11) nella F r ;  dunque eseguendo successivamente l~ 
due sostituzioni (7), (11) le forme f, f' si trasformano nelle F, Fr, conie vo- 
levasi dimostrare. Potremo dunque limitami a dimostrare che esiste una so- 
stituzione delle z nelle X che trasforma la corrispondenza (1) nella corrispon- 

Annali di Xnlematica, tomo XXIU. 22 
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denza (2), ossia le relazioni (3) nelle relazioni (4), quando si tenga conto che 
i due determinanti D,(m, r ) ,  D,(p, r )  dati dalle formole (5), (6) hanno gli 
stessi divisori elementari. 

7. Principiarno a trasformare con sostituzioni di modulo diverso da 
zero le relazioni (3),  (4) in altre relazioni della stessa forma fra le nuove 
variabili, ma in cui i due determinanti analoghi a D,(m, r), D,(p, Y) hanno 
una certa forma ridotta, per quanto debbano conservare, come sappiamo, gli 
stessi divisori elementarj, ed avere quindi per ogni valore di r l a  stessa ca- 
ratteristica. Sia r,  una radice dell' equazione Dn (ln, r) = O che renda il de- 
terminante D,(m, r)  di caratteristica n - A,  = l ,  ( h ,  r l) ; con una sosti tu- 
zione sulle x di modulo diverso da zero: 

potremo trasformare le relazioni (3) in altre relazioni della stessa forma: 

ma in  cui il determinante D,,(M, Y,) ottenuto da Dn(M,  r) sostituendo ad r 
il valore Y,, abbia nulli gli elomenti delle ultime h, colonne (*); percib basta 
scegliere le : 

in modo che soddisfino alle equazioni: 

delle quali solo 1, sararino indipendenti per ogni valore di p ,  poichè il de- 
terminante dei coefficienti è D,(nz, r,) che è di caratteristica l,. Tutte le 
altre c rimarranno arbitrarie; di più fra le c,, , . . . cP,, ne rimarranno arbi- 
trarie n-  Z,  = h,  per ogni valore di p; ne resulta la possibilità della sosti- 
tuzione richiesta. Supposta questa effettuata, saremo passati dalle (3) alle (12) 

(*) Notiamo che (pes ta  trssformazionc consterà di due operazioni successive, cioè 
sostituzione delle variabili z alle variabili rx: e risoluzione delle equazioni trasformate ri- 
spetto alle z'; 02erazioni che non avranno influenza sui divisori elementari (v. § 5). 
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ove abbjamo indicato con Dl,(M, r )  il determinante di ordine Z ,  ne1 quale 
s'incroc.iano le prime 1, linee e colonne del determinante D,(M, r) ;  ed osser- 
viamo che Dn(M, r )  avrà gli stessi divisori elementari che Dn(m, Y )  e quindi 
per r. = r ,  si ridurra ancora di caratteristica n - h, = Z, . Sia ora r, una radice 
di Dh (M, r )  = O ,  che rende il determinante Dl, (M, r )  di caratteristica. 
Z ,  - h, = Z, (1, t h, 5 1); con una sostituzione siille sole x i ,  x,, ... xll di mo- 
du10 diverso da zero e quindi con una sostituzione sulle i.., z*,  ... zn di mo- 
du10 =!= 0, potremo trasforrnare le relazioni (12) in altre relazioni della stesrja 
forma : 

u r k = ~ N i k u i  ( k = l ,  2 , , . .  f i ) ;  
i (13) 

ed avremo: 

ma in cui il determinante Dl,(N, r,) ottenuto da Dl, (AT, r )  facendo r =Y,,  

abbia nulli gli elementi delle ultime h, colonne, mentre Dn(N, r ,)  ha ancora 
nulli tutti gli elementi delle ultime h,  colonne. Avremo allora: 

... M l I - r ,  Mlli 
. . . . . . . . . . . . . .  n ) ( -  

I N I , - r  ,... 
Dn (N, r )  = ( r ,  - (G - r )4  . . . . . . . . . . . . .  I = 

Nil*, &*l, - I 

= ( Y ,  - Y ) %  DLl(M, r) ,  

= (ri - ( fae - Y)% D12 (N,  Y ) ,  

Mu, ,... Ml1 Il - r 

ove abbiamo indicato con DL2(A', r )  il determinante di ordine 1, ne1 quale 
s'incrociano le prime Z? linee e colonne del determinante Dn(N, r). S' la ora 
r ,  una radice di D,,(N, r)= 0 ,  che renda il determinante DI, ( N ,  r) d' 1 C B -  

ratteristica Z ,  - h, = Z,;  con una sostituzione sulle sole u , ,  u,, ... ML, di mo- 
du10 =:= O e quindi con una sostituzione siille u , ,  u,, ... u, di modulo =:= O 
potremo trasformare le relazioni (13) in altre relazioni della stessa forma: 

ma in cui il determinanie D,, (P ,  r,), ottenuto da  Dl, (P, Y )  faceiido r = y,, 

abbia nulli gli elementi delle ultime h, colonne, mentre Di,(P, r,) ha ancora 
nulli gli elementi delle ultime h ,  colonne, e Dn(P, r,) ha ancora nulli gli 
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elemeuti delle ultime hi colonne. Avremo allora : 

ove abbiamo indicato con D13(P, r) il deterniinante di ordine 2, ne1 quale s'in- 
crociano le prime Z, linee e colonne del determinante D,(P, r). Continuando 
nello stesso modo e con analoghe notazioni, con un nurnero finito a - 1 di 
sostituzioni successive di modulo =:= O giungeremo infine a delle relazioni tra- 
sformate delle (3): 

ove il determinante &(a,  r , )  ha  nulli gli elementi delle ultime h, colonne, 
Dl,(a, r l )  ha  nulli gli elementi delle ultime TL, colonne, ecc., Dl,-,(a! 
ha  nulli gli elementi delle ultime A,-., colonne, e Dl,-,(a, r )  ha un'unica 
radice r, che 10 rende di caratteristica zero; Dl,-,(a, r )  dovrà. avere la forma: 

ed avremo: 

Dfi (a, r )  = (ri - r)hL (y2 - Y ) ~ ~  (r3 - rlhJ . . . (ra - 7 .  

Quindi possiamo enunciare il seguente resultato: 
u Con una sostituzione sulle x di modulo diverso da zero le relazioni (3) 

si possono trasformare in altre relazioni: 

della stessa forma, ma in cui il determinante D,(a, r )  ha la forma ridotta: 
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Dn(a,  y)= 

5 

y,-r O... O O.. .  O O ... O ... O ... O o... O 
0 r,-r... O 0 ... O O ... O ... O ... O o... O 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
... O 0 r6 - O ... O O ... O ... O... O O... O 

,,- d],lo-,ti a?,1G.i41 ..a alG-l> lu-l+l .S .  1 - y... O O ... o... O ... O o... O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

... ... 1 ,   an,^,.,-- alG-J, O Y,-, - T O - O . .  O... O O... O 

E(,,z,-~+~ ut,z5-q+~... uz6-i ,  16-131 uzS-I+1,z6~L+I. . zo-l+I 1.6-2 r . . .  O... O... O O ... O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

... u114.3 3 alc-i! 16.3 azs-i+&3 *.. u16-v lg-3 O Ta--2 - r.., O ... O O. .. O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
a1,z2ti ~2,1,+1... Q Z  ,-,, Z,+I ~z ,~ ,+~ , z ,+~ . . .  ,-,, l,+i ~z,-,+~,z,+~... a2 ,-,, z2+ ... rz - Y... O O... O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

1 1  a?J ,  ..a , aZG-{+i,z,.- l ; z l  fa,-,+i,1, ... al ,-a, z,... o... - o... O 

ul,l,+i a2,l1+i.- ffZG-,,Zl+i az,-,+i,l,+i-.. al ,-,, l,+i ~lG~,+l,li+i... al ,-,, l,+,... azz+1,z,+i . e s  al,, z,+i P I  - y. . .  O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

# I , R  n al ,-,, n al,-l+i,n-.. al ,-?, n el,-,+i,n-* al n-• &Z,+c,n**- a l p  O... ri - ?' 

D,(a, r )  per r =r, si riduce di caratteristica 1,; D l l ( a ,  r )  per r =r,  si ri- 
duce di caratteristica 1, ; Dl, (a, r )  per r = r, si riduce di caratteristica Z,; ecc., 
D,,-, ( a ,  r )  per r = r,-, si riduce di caratteristica 1,- , ;  Dl0-, ( a ,  r )  per = r, 
si riduce di caratteristica 2, = 0 (*). Fra i nurneri Z , ,  l,,. .. Z,; k , ,  k t , . , .  h,  
hanno Iiiogo le relazioni: 

I 1 = ~ - R 1 ,  l ,=t , -J i2 ,  Z3=Ep-ha ,... 
I,-i=I,.e-hG.-i, Z ,=b6-I-ha=0,  

quindi : 

h,+h,+.-  .+h,=n.  

(") Indichiamo ancora con Ble(a,  r) il determinante in cui s i  incrociano le  prime 1, 
linee e colonne di D, ( a ,  Y). 
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Ora si posson subito determinare le relazioni (*) che passano fra gli espo- 
nenti dei divisori elementari di L),(a, r )  ed i numeri I l , ,  h,, ... h,. Percib 
osserviamo che se fra le r , ,  r,, . .. r ,  la r, risulta differente da tutte le altre, 
essa sarh radice rnultipla dell' ordine hp di D, ( a ,  Y) = O e renderà il deter- 
minante D n ( a ,  r) di caratteristica n- -  hp,  yuindi annullerà Dn(a ,  p.) colla 
molteplicità hP, i suddeterminanti di ordine n - 1 colla molteplicità hp- 1, 
i suddeterminanti di ordine n - 2 colla molteplicità hp - 2 ecc. Onde i di- 
visori elelneritari di W,(a, r )  corrispondenti alla radice rp saranno in numero 
di hp ed avranno gli esponenti: 

quindi, se r i ,  r,, . . . r, son tutte differenti tra h o ,  gli espone~iti dei divisori 
elementari di D,(a, r )  si distribuiranno nei seguenti O gruppi corrispondanti 
respettivainente ad Y,, Y , ,  .. . r,, 

ora supponiamo che alcune delle r , ,  Y,, . .. r, siano tra Ioro eguali ed immagi- 
niamo di averle ordinate successivamente nella trasformazione che abbiamo ese- 
guita per passare dalle (3) alle (16); sia per es. r ,  = r ,  = . = r p ;  in luogo 
di questi numeri eguali poniamo in L),(a, r )  dei numeri differenti a , ,  a,,. .. ap;  
il nuovo determinante avrà le radici a, ,  a,,. .. up colle molteplicità respettive 
h ,  , A , ,  .. . hp; i niinori di ordine n - 1 le avraniio colle molteplicità respettive 
hi - 1, h, - 1 , .  . . hp - 1; i minori d' ordine n - 2 le avranno colle moltepli- 
cità respettive hi - 2, k ,  - 2 ,. . . hp - 2;  ecc.. Onde tornando a sostituire alle 
a, ,  ar ,,... ap l'unico valore r,, evidenteniente r ,  resulterà radice di &(cc, 1.) 

colla molteplicità h, + h2 + - - + h p ;  dei minori di ordine n - 1 colla mol- 
teplicità h ,  - 1 + I L ,  - 1 + . - . + ill, - 1 ; dei minori di ordine n - 2 colla 
molteplicità 12,  - 2 + h, - 2 + . . . + h p  - 2 ; ecc. Ora abbianio che 

(") Vedi PREDELLA, loco cit., pag. 155; la riduzione delle relazioni (3) alla forma 
normale (16) è stata  utilizzata sotto un punto di vista geometrico da1 SEGRE e da1 PRE- 
DELLA nelle Mernorie citate. 
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infatti per r = r ,  delle n linee del determinante Dn(u, r )  sole h ,  risultano 
combinazione lineare di altre linee: delle prime 1 ,  linee sole h2 risultano com- 
binazione lineare di altre fra quelle 2, linee; delle prime 1, liner: solo Ir, ri- 
suliano combinazione lineare di altre fra quelle 1, linee; ecc. 

S e  ora formiamo i divisori elementari di  D,(u, r )  corrispondenti alla 
radice r i ,  tenendo conto delle relazioni (A), avrerno che essi saranno in nu- 
niero di h, ,  si distribuiranno in p gruppi ed avranno respettivamente gli 
esponenti : 

Cib posto, operando sulle relazioni (4) corne abbiamo fatto sulle (3) per tra- 
sformarle nelle (16), potremo con una sostituzione di modulo =:= O trasforrnare 
le (4) in altre relazioni della stessa forma: 

m a  in cui il determinante Dn(B, Y) ha iina forma ridotta analoga a quella 
ottenuta per Dn(u,  Y); ora poiché, per ipotesi, i due determinanti D n ( m ,  P.), 
Dn(p,  r) che si deducono dalle relazioni (3), (4) hanno gli stessi divisori ele- 
tnentari, considerando le radici di Dn(p ,  r )  ne110 stesso ordine r, , r , : .  .. r, 
già considerato ne1 trasformare le relazioni (3) alla forma ridotta (16), do- 
vremo trovare gli stessi numcri hl ,  ho ,... 11, e gli stessi nurneri 1 , ,  1 ,,... 1, 
e nello stesso ordine; percib Da@,  Y) avrà l a  forma segueiite: 
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Dn(0, pl = 

... ... r, - Y O... O O... O O O... O O O... 0 

... ... ... O yu - r ... O O O O O ... O O 0 ... 0 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

' S .  

... ... ... ... ... O O ... Y., - r O O O O 0 O O 0 
... ... ... .. Pi,z,-,+I B*,z,.,+t-l... Pl6-,, lG.,+t Tc-1 - r . , .  O O O O O O .  0 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . < )  

... 
P 1 , ~ , . ,  P ~ , L ~  a-. "5-i&2 O - r O..  O... O... O O... O 

Pi, l , - ,+  i l%, lLp+i - -  Pl , - i i lG-2+i  P ~ , - ~ + t , h , + i  .. P ~ ~ - ~ , z ~ - ~ + 1  Ys-2 . Y . . .  O , . .  o... 0 o... 0 
= . . . . . . . a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

" - 1  

... .. ... 
Bi3 la.3 02,1U.9. . .  Pza- , ,  lc.3 B1G.,+1,1a-3.. .  ' l c - p i  ' ~ - 3  O Y , -% - r .  O O O... O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

... Bi , lp+ i  Ba,~,-t i . . .  BI ,-,, l,+i P1,-,+iI1,+i ... PZ ,-,, ~ , + i  P l , - ,+ i ,~ ,+ i  .a. P Z  ,-,, Z,+I ... r2 - r... O O O 

che differisce da quella di D n ( a ,  r) solo in quanto gli elementi a son sosti- 
tuiti da altri elementi p. Basterà dunque limitarci a provare l'esistenza di 
una sostituzione di modulo =:=O che trasforma le relazioni (16) nelle (17), 
perché da questa potremo risalire ad una sostituzione che trasforma le rela- 
zioni (3) nelle (4) e quindi la corrispondenza (1) nella (2). 

8. Ora possiamo scrivere tanto le relazioni (16) come le (17) distin- 
guendole in o gruppi ne1 modo seguente: 
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Con una prima sostituzione di modulo =:=O sulle q della forma seguente: 

otterremo intanto che il primo gruppo dell'equazioni (18) si trasformi ne1 
primo gruppo delle (19); i coefficienti c sono h2, potranno essere arbi- 
trarii, purchè il loro determinante C, sia =!= O. Questa sostituzione trasformerà 
le (18) in altre relazioni: 

Hlk = r6 Hh ( k =  1 ,  2 ,  ... Le-i] 
i qrg = a'11~ Hi + . . .  + a'l ,- , ,~,  HlG-, + r,- 4 VA. (k  = Ic-i  + 1 . ln-.*) . (18') 
\ 

1 . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . .  
della stessa forma delle (18), ed il determinante D,(ccl, r )  corrispondente 
alle (18') avrà ancora la forma ridotta. Eseguiamo ora sulle attuali variabili 
Hl ,... r l ~ , - , + ~  ,... rll ,-e, ... qn una seconda sostituzione che operi solo 
sulle 172~- ,+1 ,  ... i7/b-p e della forma seguente: 

il modulo di una tale sostituzione sarà: 

vediamo se è possibile determinare le c in modo che questo determinante sia 
diverso da zero e la sostituzione (21) trasformi il secondo gruppo delle rela- 
zioni (18') ne1 secondo gruppo delle (19). Supposto possibile effettuare tale 

Annali cli Maternntim, tom0 XXIII. 23 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sostituzione, dall'ultima delle due condizioni ora espresse è facile dedurre che 
le quantità c dovranno soddisfare alle equazioni: 

ed inversamente se le c verificano qiieste equazioni ed il determinante C, è 
diverso da zero, si deduce risolvendo I'eqnazioni precedenti rispetto alle P che 
colla sostituzione (21) si ottiene la trasformazione voluta. Ora osserviamo che 
il determinante DI,-,(/?, v,-,) ottenuto da  Dr,-a ( P l  r) facendo r = Y , - ,  , è di 
caratteristica 1,-,, quindi tenendo conto che la matrice dei coefficienti delle 
incognite c nell'equazioni (22) (per ciascun valore di k) ha appunto per linee 
le prime 2,-, colonne del determinante DI,-,(@, r , 4 ,  si conclude che queste 
equazioni sono tutte indipendenti fra loro, e percib delle c ne rimarranno ar- 
bitrarie la-, - 1,-, = h,-,  per ciascun valore di k 7  e quindi in totale ne ri- 
marranno arbitrarie h2,-,. Ora ci si pub valere di tale arbitrarietà facendo 
si che il determinante C, risulti diverso da  zero; ed infatti, se r, =:= r.,-, sono 
appunto gli elementi di questo determinante che si possono scegliere arbitra- 
riamente, mentre le rimanenti c si possono determinare in seguito dalle (22). 
Se poi r ,  = r,-, le (22) assumono la forma: 

ed in questo cas0 (v. 5 7) abbiamo h,+ 2 h6; ora notiamo che i determinanti: 

D&(P, r 4 ,  Dl,&', ru-,), 

sono ambedue di caratteristica 1,-, --- h,; quindi le due matrici: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



del teorema di  Weie~strass  sulle forme bilineari. 175 

sono parimente di caratteristica la- ,  = ha ,  quindi le (22') sono ancora fra loro 
indipendenti, e delle h,.., incognite c che vi compariscono (per ogni singolo 
valore di I c ) ,  ne riinarranno arbitrarie h,-, - ha; senza venir meno alla ge- 
neralith, potremo supporre che siano le ultime, cioè: . - 

C O Z ~ - ~ + I , ~ ,  Crla- l+e,kl  - -  - c~, -~ , t t  (JC = L - i  $ 1)  4 - 4  + 2 j -:. L ) ,  C )  

e questo equivale a supporre che nella matrice (B) il determinante di ordine 
1, ., formato dalle prime la-, colonne sia =:= O 

ora scegliamo le arbitrarie c) in modo che il determinante di ordine h,-, 

sia diverso da zero; cib evidentemente si pub fare, perchè le prime la-, linee 
costituiscono appunto la matrice (A') e sono percib linearmente indipendenti. 
Allora è chiaro che C2 dovrà risultare diverso da zero; infatti le (22') a cui 
si scrivano di seguito le identità: 

dànno subito la relazione: 

A =  B .  C , ,  

fra i tre determinanti A ,  B, C , .  Cosi resta dimostrata la possibilità della so- 
stituzione (21) di modulo Cs=:= O che trasforrni il secondo gruppo dell'equa- 
zioni (18') ne1 secondo gruppo delle (19), anzi dei coefficienti c, h2,-, rimar- 
ranno arbitrarii. Una tale sostituzione trasformerà le (18') in altre relazioni 
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della stessa forma: 

. . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . .  
di cui già i primi due gruppi coincidono coi primi due gruppi delle (19); ed 
il nuovo determinante D,(a", r) avrà ancora la forma ridotta. Eseguiaiiio ora 
sulle attuali variabili H,, H, ,... Hl ,-,, Y / Z ~ - ~ + , ,  .. . Y ~ z ~ - ~ ,  ... v n  una terza so- 

. - 

stituzione che operi solo sulle v l ~ , - ~ + , ,  ... ~ z , - ~  e della forma seguente: 

il modulo di una tale sostituzione sarà: 

' QG-!+ i,Zc-g+ 1 7 

c3= . . . "  

vediamo se è possibile determinare le c in modo che questo determinante sia 
diverso da zero e la sostituzione (23) trasformi il terzo gruppo delle rela- 
zioni (18") ne1 terzo gruppo delle (19). Supposto possibile effettuare tale so- 
stituzioue, le quantità c dovranno verificare l'equazioni seguenti (*): 

( r a - l . a - ~ ) ~ i , k  + B ~ , Z ~ - ~ + ~ C I ~ - , + I , ~  -k. . .  + B ~ , Z ~ - ~ C Z ~ - ~ , ~ = ~ " ~ , ~  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
( r a - r - * ) ~ l  ,-,, k + b  ,-,, 2 ,--, + i C 1 , - , + i , k +  ' '  ' $ f i l  ,-,, Z a - 3 C Z a - 3 , A = a 1 ' l u - l ~ k  

- - 

(*) Per  ottenere queste equazioni, basterà eseguire su1 3 . O  gruypo delle (18") 
stituzione indicata dalle (23) ; avremo allora : 

2 
0-3  ln-3 xi ~ i k  H'i = ~ l " l k  Hl + . - . + q " ~ ~ - ~ , k  HZ,-, + TU-2 3 ~ i k  JIi , 

1 

ove k percorre i valori 4 - 2  + 1, la-2 + 2 , .  .. lc-3; sostituendo per le Hti  i loro 
dati dai primi t re  gruppi delle (19), otteniamo una identiti nelle Ill,  HP, ... Hzu- 

\ 

1 (2 4) 

i 

la SO- 

valori 

., , ed 
eguagliando i coefficienti delle stesse variabili m i  due membri di questa identiti,  tro- 
viamo l'equazioni (24), (24'). Analogo procedimento si usa per ottenere le (22). 
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ed inversamente se le c verificano queste equazioni ed il determinante C3 =:= 0 ,  
si deduce subito chc colla sostituzione (23) si ottiene la trasformazione vo- 
luta. Ora osserviamo che il determinante Dl'J-S(@7 r,--)) ottenuto da Dz,-,(fi, r) 
faceudo r=r , - , ,  è di caratterisca le-,, quindi tenendo conto che la matrice dei 
coefficienti delle incognite c nell'equazioni (24), (24') (per ciascun valore di k) 
ha appunto per linee le prime I V - ,  colonne -del determinante DI,-,(P, Y,-,), 
si conclude che queste equazioni sono tutte indipendenti fra loro, e percib 
delle c ne rimarranno nrbitrarie 1,-, - 1,. , = hg- ,  per ciascun valore di k ,  e 
quindi in totale ne rimarranno arbitrarie h2,-,. Ora ci si pub valere di tale 
arbitrarieth facendo si che il determinante C3 risulti diverso da zero; ed in- 
fatti, se r,-, =:= , Sarh ancora Y, =!= perché abbiamo supposto d i  or- 
dinare successivamente le radici uguali (v. § 7), ed in ta1 cas0 sono appunto 
gli elementi di questo determinante che si possono scegliere arbitrariamente, 
mentre le rimanenti c si possono determinare in seguito dalle (24), (24'). Se 
poi ru-, = 8818 A,-, r h,-, (v. $ 7) e basterà occuparci delle /a,-, equa- 
zioni (24'), perché una volta determinati per le c che vi compariscono dei 
valori che le verifichino, e sostituiti nelle L-, equazioni (24), queste risul- 
teranno 1,-, equazioni indipendenti nelle 1,-, quantità c rimanenti , ed è 
Eu-,  - lm-, = A,-, > O. Ora le IL, equazioni (24') ne1 oaso attuale di r,-, = r,-, 
assumono la forma seguente : . 

Ora notiamo che i determinanti T ~ - ~ ) ,  DI,-.a(u'.', ru-') sono ambedue 
di caratteristica Z,-,, quindi in ciascuno di essi le prime 7,-, colonne sono fra 
loro linearmente indipendenti (essendo le rirnanenti formate da eeN) ; ne segue 
aubito che le due matrici: 
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sarailno di caratteristica 1,-, - Z,-, = ;a,-,, percib le (25) sono hj,-, equazioiii 
indipendenti in h,-2 incognite c (per ogni valore di k) ed h,-, 5. IL,-,. Con 
ragionamento analogo a quello fatto sulle equazioni (W),  si pub dimostrare 
ora che ci possiamo valers dell'arbitrarietà che rimane in queste c in modo 
che il loro determinantr: C3 risulti diverso da zero. Cosi resta dimostrata la 
possibilità della sostituzione (23) di modulo C,+O che trasformi il terzo gruppo 
dell'equazioni (18") ne1 terzo gruppo delle (19); anzi dei eoefficienti c, h5-', 
rimarranno arbitrarii. Una tale sostituzione trasformerà le (18") in altre re- 
lazioni della stessa forma ; 

Irk = Hk ( k =  1, 2 , .  . L i )  \ 

H i k  = B i k  Hi + . e s  $- Pl k Hl#-, + jmc_, Bk (k = L + 1,. .. L) 

.. W k  = PikHi $ . . a  $ PIG-, ,k  $ l.~-tHk (k = ~ G - Z  + 1 , .  
1 1 1  .. ~ ' k  = ar"ik Hj f . . .  f 1 ,-,, kHl,-3 + r5-3Vk (k = 15-3 + 1 , .  

di  cui già i primi tre gruppi coincidono coi primi tre gruppi delle (19); ed 
il nuovo determinante D,(al", 1') avrà ancora la forma ridotta. Con procedi- 
rnento perfettamente, analogo a quello tenuto nelle sostituzioni eseguite pre- 
cedentemente potremo dimostrare che si pub eseguire sulle ftttuali variabili 
H I ,  ... Hl ,-,, q+,+ .,... ~1 5-4,. . .  una sostituzione di modulo C,=:=O che 
operi solo sulle vlG-,+ .,... uil ,-,, sia della forma: 

e trasformi il 4." gruppo delle (18'") ilel 4." gruppo delle (19). Anzi dei coef- 
ficienti di tale sostituzione hO,- ,  si potranno scegliere arbitrariamente. Cos) 
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potrerno continuare trasformando successivamente con sostituzioni d i  modulo 
diverso da zero le nuove relazioni che si ottengono in altre relazioni della 
stessa forma, in cui ad un gruppo delle antiche variabili r ]  si viene a sosti- 
tuire un corrispondente gruppo di variahili H, mentre i nuovi determinanti 
analoghi a D,(a, Y) hanno ancora la forma ridotta, ed un nuovo gruppo 
delle relazioni primitive vien trasformato ne1 gruppo corrispondente delle re- 
lazioni (19). Cos1 con CY sostituzioni successive di modulo diverso da zero 
le (18) si trasformano c~rnpletamente nelle (19). Una volta scelte queste CJ 

sostituzioni, è chiaro che invece di eseguirle successivamente, si potranno ese- 
guire sirnultaneamente facendo l'unica sostituzione: 

e con questa sostituzione di modulo C =  C,. C,. C , . . .  Ca =;= O ,  e conte- 
nente hP, $ h2, +- . . . $ hg, coefficienti c arbitrarjj, le (18) si trasformeranno 
nelle (19). 

Febbraio, 1895. 
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Sulle funzioni o ellittiche pari. 

(Di ERNESTO PASCAL, a Pavia.) 

L a  coiisiderazione delle funzioni'ellifliche pr&iendo per forma fonda- 
mentale la curva piana generale di 3." ordine, risale sino a certi lavori di 
ARONROI.D, HERMITE e BRIOSCHI (redi Crelle7s Journal, vol. 63). Negli ultimi 
tempi il YICK (Math. Ann., vol. 28, pag. 309) h a  trovato su1 medesimo ar- 
gomento delle formole rimarchevoli. Supposto 17 integrale di 1." specie ellittico 
sotto la  forma: 

(hxdx) = [  - 9  
aPx ah 

.Y 

dove d,= O è la cubica piana, egli ha trovato l'espressione della funzione 
p(u),  e della c(a) dispari, il cui campo di razionalità è Io stesso di quello 
dei coefficienti della cubica piana. Tali espressioni sono: 

dove Q(xy) é 17iiitegrale normale di 3.a specie, e propriamente: 

Queste espressioni hanno la forma invariantiva e in esse le quantità h ,  k, 
k', figurano corne quant,ità arbitrarie. 

In  questo lavoro io mi propongo di completare queste ricerche dando 
17espressione delle tre funzioni o ellittiche pari. Il campo di razionalith d i  
queste non è pih quello dei coefficienti della forma fondamentale, ma dere 
essere certamente un campo di razionalità più largo, un campo cioè di certe 
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quantità, mediante cui si esprimono razionalmente i coeficienti della cubica 
fondamentale. 

Tenendo presenti i risultati che si trovano al § 12 del lavoro di KLEIN 
(Hyperell+. s i g ~ a f . ,  Math. Ann., vol. 32, pag. 431) dove si trovano le for- 
mole relative al caso in cui la forma fondamentale è data da  un polinomio 
generale di 4." grado, si pub anche dedurre che ne1 caso in quistione, ad 
ogni o pari deve essere coordinat0 uno dei tre sistemi di coniche di contatto 
della cubica fondamentale, inquantoché ne1 caso del polinomio generale di 
4." grado, ad ogni u pari è coordinata una delle tre scomposizioni di quel 
polinomio in dile fattori quadratici. 

Se l'integrale di l.a specie fosse messo sotto la  forma: 

dove a', a", a'" rappresentano i tre punti d'intersezione di una retta colla 
cubica piana, allora la  formola per una qualunque o ellittica si potrehbe ri- 
cavare come cas0 particolare dalla formola (81) della pag. 39 della fonda- 
mentale Memoria di  KLEIN: Ueber Abel 'schen Fttnct .  (Math. Ann., vol. 36). 

P e r  il cas0 in cui l'integrale di 1." specie è mesao sotto la forma indi- 
cata avanti (che per il caso ellittico B del resto la forma generale) il KLEIN 
h a  dato ne1 citato lavoro (pag. 54-nota) una forma speciale delle o abeliane 
pari di genere 3, forma nella quale entra la  considerazione di una certa rete 
di quadriche (si pub vedere a questo proposito anche la mia Memoria: Sulla 
teoria delle funxiorai ubeliane pari. Annali di Mat., vol. 18). 

Ora io ho trovato che per il caso ellittico si pub fare una considerazione 
che è assai analoga a quella ora citata, e che ci da la risoluzione del pro- 
blerna che ci occupa. 

I l  r i su l ta to  principale czci i o  g iungo é I'espressione delle t r e  5 p a r i  el l i t-  
t iche mediunte  i coeficienti d i  certe reti d i  coniche. 

$ 1. Introduzione di una r e t e  di coniche. 

Consideriamo una rete di coniche che scriveremo simbolicamente eotto 
la forma: 

a, a', - O, (1) 

dove le x sono i parametri della rete, e le x sono le coordinate di un  punto 
del piano. 
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Interpretando le x anche come le coordinate di un punto del piano, ~i 
stabilirà la corrispondenza fra le coniche della rete e i punti del piano, e vo- 
lendo il luogo dei punti x cui corrispondono le infinite coniche degenerate 
della rete, dobbiamo eliminare le z fra le equazioni: 

che sono tre equazioni lineari in x e x ,  rappresentanti una trasforrnazione 
quadratica. 

L'eliminazione delle x  fra queste tre equazioni dà coi principii del cal- 
col0 simbolico: 

C3 =(apy)2a,bxcx = 0 ,  (3) 

e invece l'eliminazione delle x dà: 

dove 0, y rappresentano simboli equivalenti ad a, e b, c  simboli equivalenti ad a. 
L e  due equazioni CO$ ottenute rappresentano due curve del 3." ordine nei 

due piani delle x e delle x ,  fra le quali c'è una corrispondenza birazionale. 
L a  (4) rappresenta il luogo dei punti doppi delle coniche degenerate della rete. 

Si sa dalla teoria generale della curva di 3." ordine che ogni C, piana 
pub considerarsi come la Jacobiana di una rete generale di coniche; quindi 
ne deduciaino che la (4) rappresenta una curra generale di 3." ordine, e per 
effetto della corrispondenza biunivoca esistente fra (4) e (5) ne ricaviamo poi 
clie anche (3) rappresenta una curva g e n e r d e  di 3." ordine. Quindi data la C, 
che vu01 assumessi come forma fondamentale per le funzioni ellittiche, essa 
potrà sempre immaginarsi messa sotto una forma (3), e i suoi coefficienti si 
esprimeranno allora razionalmente mediante quelli di una rete generale di 
coniche. 

5 2. Studio della corrispondenza f r a  le due cubiche C', e 1. 

Consideriamo tre punti in linea retta su C,.  Ad essi corrisponderanno 
su I tre punti clie rappresentano i punti doppi delle tre coniche degenerate 
appartenenti ad un fascio di coniche compreso nella rete data. Questo fascio è 
naturalmente quel10 che viene stacc,ato dalla rete mediante la  relazione lineare 
fra le z che rappresenta l'equazione della retta data, 
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Si sa che la Jacobiana di una rete di coniche è il luogo dei punti di cui 
le rette polari rispetto a tutte le coniche della rete, si tagliano in un punto 
unico che è poi un punto della Jacobiana stessa. Consideriamo nella rete data 
un fascio. In  esso esisteranno tre coniche degenernte, i cui punti doppi sono 
tre punti di 1, che chiameremo I', II', 7"'; mentre i punti corrispondenti 
su C, e che sono in linea retta, li chiamiamo Cr,  Cr', Cu'. È facile mostrare 
che la retta polare di I f  rispetto a tutte le coniche del fascio B unica ed è 
la  retta 1" I"'. Infatti considerando che una delle coniche del fascio è quella 
col punto doppio in Il, e che la retta polare di 1' rispetto a questa conica è 
indeterminata, e considerando che la retta polare di I' rispetto ad una conica 
qualunque del fascio si pub comporre sempre come combinazione lineare delle 
rette polari rispetto a due qualunque coniche indipendenti del fascio stesso, 
si ricava che la retta polare di 1' rispetto a tutte 10 coniche del fascio è unica, 
e deve inoltre passare per I", I'", perchè questi punti sono i punti doppi di 
due coniche appartenenti al medesirno fascio. 

L a  retta Tl' 1"' incontra la cubica I in un terzo punto i', . Ad ogni 
punto I' della cubica I possiamo cos1 far corrispondese un punto I', , il quale 
è fisso col variare del fascio, ed è il punto per cui passano tutte le rette po- 
lari di Ir rispetto a tutte le coniclie della retc. 

Pe r  trovare ora come si trasforma sulla curva C3 la corrispondenza fra 
I f  I f ,  trovata su 1, dobbicimo passare alla considerazione delle coniche di 
contatto di C,. Ma prima di questo osserviamo clie la esp.essione analiticn 
della trouutcl cowis~ondenxa é, in forza delle cose ilimostrate, rupp?.esetatuta 
dall'equazione: 

ah a,a,. = O ,  (5) . 

che deve essere identicauzente soddisfutta, qua l tq z re  siefto le ?b se x ,  x' S O H O  

rispettivanzetzte le coordinate d i  due punti cor?.ispo~zdeîzti. 

5 3. Le coniche di contatto di C,.  

Consideriamo tre punti in linea retta su I l  dati dalla equazione: 

Eliminando le x fra (6) e due qualunque delle (2) abbiarrio l'equazione di una 
curvn di 2." ordine che taglia la Cr, in sei punti fra i quali devono essere 
compresi i tre punti corrispondenti ai punti d'incontro di a,= O con 1. 
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Scegliendo due qualunque delle (2) si hanno tre risultati diversi, che 
moltiplicati poi rispettivamente per v,, v,, v, (quantità arbitrarie), e sommati 
dànno 1' equazione : 

Quv = ( u u P )  (vuB)a,b,= 0. (7) 

Per  la forma simmetrica in u ,  v ,  di quest'equazione si vede che essa rap- 
presenta la conica passante pei ~ e i  punti corrispondenti a quei nei quali la 
due rette u, = O ,  v, = O tagliano l a  1. 

Se facciamo convergere i valori di v ai valori u ,  otteniamo: 

clie rappresenta dunque una conica che tocca la C, nei tre punti corrispon- 
denti ai  punti u, = O ,  e che è quindi unu conka di contatto di C,. Possiamo 
dunque dire: a tre pzinti in linea rettu. su I corrispondono su C3 i tre pzcnti 
d i  contatto di zcna certa cotrica d i  contatto d i  uno dei tve sistetni esistenti di 
tuli coniche. 

Dalle cose di avanti risulta ancora che la conica passante per i sei punti 
di contatto di due coniche @,,, = O ,  @,,=O del medesirno sistema ha per 
equazione Qu, = 0. 

L a  espressione : 

sulla curva C, deve essere uiia costante; diinostriamo che, pcr il modo col 
quale si sono scelte le Q ,  questa costante è esattamente + 1. 

Infatti per le note identità del calcolo simbolico si ha:  

Quu @üv = (v  a B)2 (U ut f i ' )? 0, b* a', O r x  = (v  a  p)  (26 a' B r )  a ,  6 ,  ut, b', x 

11 primo termine è esattamente a',, e l'altro termine è zero sulla curva di 
3.' ordine. I n  effetti 

(ar a f i )  (P'u v )  (2. a P )  (U a' ,bf) a,  b,  a', Or, = 

di cui gli ultimi due termini sono eguali fra loro, e sono inoltre eguali e con 
segno contrario a quel10 da cui si è partiti, perchè da esso si possono ricavare 
col10 scambio opportuno delle lettere a ,  O.', B. Possiamo dunque scrivere che 
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questa ultima espressione è eguale a 

1 - (ara B)e dB an bx (u U Pf)Grx, 
3 

e quindi è identicamente zero sulla C3, il cui primo membro dell'equazione 
è contenuto come fattore in essa. 

5 4. Corrispondenza ( 1 ,  1) sulla cubica C3. 

Mediante i risultati ottenuti possiamo trovare che cosa diventa sulla 
curva C, la corrispondenza If, If, trovata sulla curva I. 

Sieno, come avanti, Cr, Crf, Crrr i punti in linea retta su C, corrispon- 
denti a i  punti Ir, I", I1ff di 1. Allora alla retta Ir' Ir!' corrisponderà una co- 
nica di contatto C3 e propriamente quella passante per i punti Cf{ Crfr. Il 
terzo punto di contatto di questa conica colla C, sarà il punto Cr, corrispon- 
dente a I r , .  

Sulla curva C, si ha  dunque una, corrispondenza (1, 1) definita cos): Per 
un punto Cr si conduca unn retta qualunque che tagli la cJ, ancora in due 
punti C", C1fr. Si conduca la conica di contatto passante per i due punti Clr, 
Cnr, e il terzo punto di contatto di tale conica con C, è fisso qualunque sia 
la retta condotta per Cr. 

Esaminiamo ora qual'h la proprietà, da1 punto di vista delle funzioni ellit- 
tiche, di questa corrispondenza fra i punti della curva C,. 

Immaginiamo fatta la rappresentazione parametrica della cuïva, cioè 
espresse le coordinate di un punto della curva mediante funzioni ellitticlie 
(di periodi 20,  2w') di un parametro u ,  facendo corrispondere il valore zero 
di zc ad uno dei flessi della cubica. 

Si sa allora che la somma degli argomenti che corriapondono a tre punti 
in linea retta è congrua a zero (mod. periodi), e la somma di tre argomenti, 
corrispondenti a tre punti di contatto di una conica, è congrua ad un se- 

miperiodo, e secondoché si tratta delle coniche di contatto di ciascuno dei 
tre sistemi, si ha ciascuno dei tre semiperiodi w ,  of, wrr= w +- d. Indicando 
allora con u,., u,,,, 21c11 , .  . . gli argomenti ellittici corrispondcnti ai punti Cf, 
Cff, ... si ha: 

21c1 + 2/,1, + ZCCW = O 
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e quindi: 
u,, - u,~, = semiperiodo. 

Quest'ultima equazioiie trascendente caratterizza la corrispondenza fra i punti 
C', Cf , .  

Essa pub anche scriversi diversnmente. Avendo scelto zl in maniera che, 
siri zero in 'un punto di flesso a della cubicn, si ha che sarh in generale: 

dove c rappresenta il sistema delle coordinate di un yunto qualunque della 
curva, e qiiindi : cf  

,* - ucv, =J . 
c'a 

Onde abbiamo che la corrispondenza frn. i punti d i  C, resta definita dalla re- 
lazione trascendente : 

E semiperiodo. 
c', 

5 5. Formole relative alla cubica C,. 

Consideriamo le tre coniche di contatto: 

che passano pei punti di contatto di due delle prime. 
Considerando le due ultime delle relazioni (2) e risolvendole rispetto a 

z , ,  z P ,  z3 si ha: 

X I  : x?: z3 = ( U ~ P ~ ) Q ~ P ~ U , ~ , :  ( a . , P , ) ~ P : , ~ x b m :  (alF2)a,B3ccxh,, 

e pei pïincipii del calcolo simbolico, possiamo scrivere nieglio: 

2 1  : & : zs = (a2 P3)' a, bx : (a:, A)  (a? P3) U X  Oz : (al  P,) (a? fi,) a, B ,  
= (Dii : ( D I *  : 0 4 3  

=\(Kt JK:\1G, 
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la quale ultima relazione si trova facendo uso della equazione: 

e delle sue simili, equazioni che sono verificate da un piinto x clle si trova 
sulla cubica fondamentale, 

Supponiamo diinque che sulla curva 1 le coordinate di due punti corri- 
spvndenti sieno 8 ,  x' che, corne si sa ,  soddisfanno identicamente la rela- 
zione ( 5 ) .  L e  coordinate dei punti corrispondenti su C3 sieno x ,  9; allora la 
relazione ( 5 )  diventa; 

la quale, per qualunque sistema di valori delle I I ,  deve essere verificata dnlle 
coordinate (z, x, x,) (y, y, y,) di due punti corrispondenti. 11 primo membro 
di (11) Io indichiamo col simbolo [ I L ,  x,  y]. 

Mediante le formole trovzlte possiamo ancora dimostrarne delle altre. 
Sostituendo nella (1) in Iuogo delle x i valori (10) si h a  l7equazione 

della C,. Si ha: 

C, = a, [a,  iK1(x)  + u2\lG(x) -/- u , \ l ~ ( x ) ] ] "  = 0. 

Inoltre eseguendo la prima polare di Cs [vedi formola (3)] rispetto al polo h 
si ha: 

(+') 'uhbx~m, 

che per effetto delle formole di questo parngrafo si pub scrivere: 

ah [a, \ i i i  ($1 $ 4 2  d K & )  + a3 \IG(39l2. 

$ 6. Costruzione delle 5 ellittiche pari. 

Abbiaino visto nei paragrafi precedenti che ne1 campo di razionalità dei 
coefficienti di una rete di coniche, è razionale la cubica piana generale C,, 
ed è razionale un sistenia di  coniche di contatto della C, stessa. Sapendo che 
esistono tre diversi sistemi di coniche di contatto, corrispondenti ai  tre diversi 
semiperiodi ellittici, si ha che it.t tre nzaniere diverse deve pofersi p a r e  la C, 
sotto Za f o m a  (3). Ad ognuna di queste forme corrisponde u n  semiperiodo 
ellittico, e poichè dalla teoris ordinaria di WEIERSTRASS delle funzioni G ellit- 
tiche, si sa che ogni semiperiodo ellittico è coordinato ad una delle tre G pari, 
cos1 ricaviarno clie ad  ognuna delle tre forme di (7, è coordinatn una G pari. 
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Per fissare le idee, supponiamo che il semiperiodo che figura al .secondo 
membro della formola (9) sia propriamerite o. Allora la G pari che vi corri- 

sponde è quella che si suole indicare con a, e che ha  per caratteristica 
. . 

È noto che ne1 parallelogrammo dei periodi la 5 ,  si annulla une sol 
volta, e propriamente qiiando l'argomento tr diventa eguale ad o, Ne rica- 
viamo quindi che: 

considerato come funzione di x ,  si annulla solo quando x e y si corrispon* 
dono nelln corrispondenza di cui si è parlato ne1 5 4 ,  e cib in forza della 
formola (9), cioè l a  a ,  si annulla per 10 stesso valore di x per il quale si an- 
nulla identicnmente l a  espressione [ I I ,  x ,  y] della formola (Il). 

Consideriaino orn la espressione : 

dove con o si intende la funzione ellittica d i s p n ~ i ,  e che considerata come 
funzione di x ha per punto zero il solo punto x = y, e quiridi Io stesso punto 
zero del determinante ( I I  x y). 

L'ultima espressione considerata come funzione di x, non ha percib in- 
finiti, ed ha  per punto zero il solo punto x dato dalla relazione trascendente: 

che è anche il punto zero di a , .  D'altra parte essa è indipendente da1 valore 
di h l  come faremo vedere più sotto, 

Inoltre mediante le note forrnole della periodic.ità delle funzioni G ,  a, 
(vedi per es. SCHWARZ Forw~eln, ecc., pag. 22) è facile vedere che il quadvato 
della precedente espressione lm ln stessn periodicità del quadrato della fun- 
zione O , ,  e quindi possiamo infine conchiudere che o, è egude,  a meno di 
un fattore numerico, alla precedente espressione. 

Sostituerido in luogo di o la sua espressione segnata su1 principio di questa 
Nota, e considerando come positivi i valori dei radicali quando x si avvicinn. 
indefinitivamente ad y, si  w d e  che possiamo poi senz'altro scrivcre, in valore 

Anunli cli M~tem~t i cn ,  torno XXIII. 25 
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perché il secondo membro per x = y diventa + 1 (vedi le ultime formole del 
t$ 5), corne appunto diventa anche il primo membro, per il diventar zero del- 
1' argomento. 

Questa formola è analoga a quella data da KLEIN per le o abeliane pari 
di genere 3. 

Peï completare la dimostrazione precederite resta ora ancora a far TC- 

dere che la espressione: 

è indipendente da h. 
Ed infatti dalle formole (2) abbiamo identicamente peï qualunque 2': 

se x, z sono due punti corrispondenti rispettivamente sulle curve Cl3, e 1. E 
qiiindi per le (10) si ha :  

Ed analogamente: 

Da  questa relazione si ha 17eguaglianza di tre rapporti i cui denominatori 
sono rispettivamente uno di questi tre determinanti formati colle x e y. Mol- 
t iplic~ndo ambo i termini dei tre rapporti per h , ,  I l , ,  Ir ,  e sommando si ha 
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esattamente il rapporto: 
16, x, YI , 
( ~ x Y )  

il cui valore è dunque indipendente da  h. 
Sapendo ora che anche 

( h x y )  
(la'x ah asy ah ' 

è indipendente da h ,  se h è un punto della curva del 3.' ordine (vedi PICK, 
Math. Ann., vol. 28, pag. 315), se ne ricava che 

è indipendente da h ,  se 11. è un punto della curva del 3." ordine. 

$ 7. Espressione, mediante i coeficienti della rete di coniche, 
dei tre invarianti iwaxiortnzi e, , er , e,.  

Quando si assume per forma fondamentale una biquadratica binaria, si 
sa come risultano espresse le quantità e , ,  e , ,  e, note dalla teoria di WEIER- 
STRASS delle funzioni ellittiche. Se si chiamano y ,  + due fnttori quadratici 
della biquadratica e tali che il loro prodotto sia la biquadratica stessa (scom- 
posizione della. biquadratica che pub farsi solo in tre modi diversi), allora: 

dove ne1 secondo membro si intende la cosiddetta seconda spinta (uebwschie- 
Oîmg) delle due forme quadratiche rf e #; esso è cioè una formazione invarian- 
tiva dei fattori della biquadratica (vedi KLEIN, Math. ~ n n : ,  vol. 27, pag. 459). 

Ora noi vogliamo fare la ricerca analoga ne1 caso in cui la forma fon- 
damentale è data come nei paragrafi precedenti, cioè è una cubica piana for- 
mata, ne1 modo già indicato, mediante una rete di coniche. 

L a  quantità e ,  riuscjrà un certo combi~tante della reta di coniche, di 
6." grado nei coefficienti. Adoperando la nota formola; 
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e tenendo presenti le espressioni precedenti risulta: 

e quindi ponendo la cubica sotto la forma simbolica: 

C3=f31=0, 
si ha:  

ponendo per brevità : 

Da questa formola già risulta che E ,  è un invariante di 6." grado nei coef- 
ficienti della rete di coniche. Pcr giungere quindi a porre e ,  svtto la forrna, 
definitivn, facciamo una ricerca a parte sugli invarianti di 6.' gradù della 
rete, e dopo ci sarà facile calcolare l'e~pressione di e,. 

Coniinciamo coll'esaminare quaiite formazioni invariantire pvssiamo irn- 
maginare coi simboli equivülenti: 

a ,  B ,  7 ,  a', fi', Y', a ,  b ,  c, a', b', c f ,  

ilitendendo che ciascun sinibolo rappresentato da iina lettera greca debba es- 
scre ripetuto due volte, e ogni simbolo rappresentato da unn lettcrn latinn 
debbn e s m e  ripeiuto una. roltn sola. Bisognerà formare quattro determinanti 
colle lettere greche, e due colle lettere latine. Fissianio il determinante sim- 
bolico (aBY); d o r a  un secondo determinante O contiene tutti gli elementi di 
questo, O ne contiene due soli, O ne contiene uno solo, O nessuno. . 

Ne1 primo cas0 si ha  solo: 

che moltiplicato per un qualunque determinante ternario format0 colle lettere 
latine dà sempre un invariante di valore zero, perchè esso xnuterà sempre di 
eegno col10 scambio di due certi simboli equivaleiiti. Supponiamo cl-ie il se- 
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condo determinante contenga due soli degli elementi del primo, per es. a ,  f i .  
Si lia allora: 

(.Pr) ( 4 7 ' ) ?  

che dobbiamo aiicora moltiplicare per altri due determinanti contenenti in 
tutto due volte le lettere utPt, e una volta yy'. Si ha quindi la sola formazione: 

Se poi il secondo determinante deve contenere una sola lettera del primo, per 
es. se esso è ( a p r y ~ ,  allora per l a  forrnazioiie degli altri due determinanti si 
hanno solo i due casi: 

(0 Y) (dB' 7') 

(z'P Y? (a' P' Y), 

di cui il primo dà luogo ad una formazione che B simile alla (15)  salvo uno 
wambio di lettere equivalenti, e il secondo dà luogo alla formazione: 

(a B y )  (a fi' (a' 13 (a' 6' Y). (16)  

Ne1 caso in cui il secondo determinante non abbia ilessuna delle lettere gih 
comprese ne1 primo, sis  ciob (atB'7'), allora è facile vedere che non si pub 
avere che una formazione corne (15) stessa. 

Bisog~ia ora moltiplicare ancora pei due determinanti formati colle let- 
tcre latine. Tali  determinnnti per la formaZione (15)  non potranno essere tali 
che in uno stesso di cssi si contengano l e  due lettere a ,  6 ,  O le due d,  b'; 
quindi non ci sono che i casi: 

(a b' c) (ar b c') 

(II b' cf) (al6 c )  

(a a' c)  (b  br cr) 

(CI a' cr) (b b' c). 

E poichè la (15)  resta inalterata cogli scambi di y con -/', ovvero di a' con tir, 
cos) si vede che queste formazioni si possono ridurre tutte solo alla prima di 
esse. Si ha dunque l'invariante: 

(U P (g B 7') (a' ,Ot -/) (a1 Fr 3") (a b' c )  (at b cf). (17) 

In quanto agli invarianti forniati colla (16) cominciamo coll'osservare che la 
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Infatti il prodotto dei due determinanti colle lettere latine in (19)  scri- 
viamolo cosi: 

(a, ar3) b 1 [brl ( ~ 2  c3)  + cl, (b', c3) + ci (cl2 bf3)] $- 

+ (a3 a ' ~ )  bz [bfz (c3 cri)  + C I ,  (b's C I )  C* (da b',)] $- 

1- (ai a ' ~ )  63 Pr, (ci CI,)  + C I ,  ( t r i  c,) + c3 (cri  br,)] . 
Ora un0 qualunque di questi nove tcrmini moltiplicato per tutta la parte colle 
lettere greche contenuta in (19), dà sempre un'espressione zero, perche muta 
di segno col170pportuno scambio di due siniboli fra loro, e di due altri simboli 
fra loro. Per  es. il primo di quei nove termini moltiplicato per gli altri quattro 
deterininanti di ( 1 9 )  dà una espressione che muta solo di segno collo scambio 
di 6 ,  con V ,  e c con cf, e corrispondenti scambi fatti sulle omonime lettere 
greche. E cosi per gli altri termini. 

Resta dunque dimostrato che l'invariante (19) è identicamente zero. 
In quanto agli altri due (17), (18) ,  adoperiamo per ( 1 7 )  la formola: 

(a Py') (a'@' ;lf) = (a' fi y') (@'yf  a)  - ( f i f@ ( j  a a'), 

e quindi l'invariante ( 1 7 )  si trasforma nei due 

(a y) (ar Of y) (af  /3 -yr) (a @ y f )  (a b'c) (ar O c') + 
$- (a P y) (a f  pl?) (P /3' (a  a'?') ( a  Lf c)  (a'b c3, 

di cui il primo col10 scambio di cl in ccf e c in cf e quindi cc con a', y con 
diventa l'invariante (18) ,  e il secondo collo scambio dei simboli a con fi c 
quindi a con b diventa una formazione che poi collo scambio dei simboli b 
con cf ,  e c con b f  (c corrispondenti scarnbi delle lettere greche omonime), di- 
venta esattamente la (19) e quindi è zero. 

Si r icuva clzrnqzte che i due invar ian t i  (171, (18) so?jo f i -a loro eguali. 
Quindi, per le cose dette 'avrtnti, si h a  anche che l a  e , ,  salvo UTZ coef- 

ficiente nlcnaerico, dere esseye egzrale all'invariaw!e (17) .  
I l  coefficiente numerico Io possiamo subito determinnre se poniamo I n  

rete di conichc sotto una speciale forma. Prendiamo per es. In rete di coniclie 
~ o t t o  la forma: 

Cllt.&\ X X I X D 1  + ~ ~ 2 % ~  + x ~ x ' ~ = O .  
Allorn si trovn: 

C 3 = f 3 m = 6 ~ , ~ 2 ~ 3 = C I ,  

e quindi possiaino calcolare il secondo niemhro della formoh (14) e si troverii: 
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@,?(x) = ( ~ , p , )  ( ~ 1 ~ @ ~ ) a , b ,  = O, ecc., ecc. 
e quindi: 

Pe r  calcolare ora molto più speditnmente i l  valore di ei dalla forinoln (141, 
osservando clie questo valore deve essere indipendente dai valori di A', x ,  y, 
poniamo : 

h = 1 ,  l t *=I r s=O 

e allora (hxy)"iventa + 1; ( fx fy f i , )e  diventa + 1 ,  e tutti gli altri termini 
diventano zero; dunque si ha appunto: 

1 
e i = + - 9  

3 
aome avevamo annunziato. 

D'altra parte si pub trovare che cogli stnbiliti valori pei coefficienti della 
rete, l'invariante (17) acquista il valore + 6 ;  qziindi possiuwo ilzfine scrivere: 

$ 8. Passaggio dalle formole nostre a quelle ordinarie. 

Se per forma fondamentale si assume la biquadratica binaria f i x ) ,  cioè 
se si considera la curva X ? ~ X ? ,  = f(x,x,), allora si sn qual'è l'espressioiie di 
iina d p a r i .  Si ha allora (vcdi KLEIX, Math. Am. ,  ~ o l .  27, pag. 455): 
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dove y($) +(x) sono due forme quadratiche binarie il cui prodotto è eguale 
alla biquadratica f(x). Se più in particolare si prende per forma fondamentale 
quella cosiddetta di WEIERSTEASS : 

e se si suppone che al punto di coordinate x della curva di 3.' ordine rap- 
presentata da questa equazione, corrisponda l'argomento a della fiinzione p(u), 
e che al punto y corrisponda l'argomento 6, si ha: 

O anche: 

Ora vogliamo fare la seguente ricercai vogliamo trovare queste mede- 
sime formole, come caso particolare della formola da noi gih data avanti. 
Dobbiamo prima di tutto cercare quale specialità bisogna introdurre nell'equa- 
zione della rete di conichk, perchi: la cubica fondamentale risulti sotto la 
forma di WEIERSTRASS. 

Assumiamo la rete di coniche sotto la seguente forma speciale: 

Allora la cubica acquista la forma: 

dove y, rappresenta una binaria quadratica. 
Propriamente si ha: 

Le tre coniche di contatto a, , ,  a,,, a,, diventano: 

@33 (x) = 2 (- aZt12 ~ ' 2  + a3i1 a341 x23 + a322 aiil xi x3). 
Annali di Alnlematica, toino XXIII. 
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Formiamo ora la  espressione: 

Essendo questa indipendente da h (punto di C3) poniamo in particolare h, = 1, 
hi = hB = 0, che sono appunto le coordinate di un punto di C,; si h a  allora: 

$ Q(W) 
e moltiplicando per e si vede clle si torna appunto alla formola citata 
su1 principio di questo paragrafo. 

Psvia, mczrzo del 1895. 
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Sur les groupes paramétres 
dans la thborie des substitutions ('1. 

(Par M. ED. MAILLET, Ingénieur des Ponts et Chaussées, à Toulouse.) 

de la forme: 

(mod. m), (1) 

où i prend les valeurs 1, 2 ,..., n ,  où les fonctions fi,.. ., fx restent les 
mêmes pour toutes les transformations de l'ensemble, e t  où les a, ,  . . . , a, pren- 
nent tous les systèmes de valeurs entières possibles (mod. m), ainsi que les 
xi,. . . , 2,. Les fi seront, par exemple, des fonctions entières à coëfficients 
ou paramètres entiers (mod. m) de xi , .  . . , x,. S désigne l'opération par la- 
quelle on substitue f1 à x,, f, à x ,,..., fn à x,. 

L'ensemble en question pourra contenir des transformations qui seront des 
substitutions entre mn lettres, chaque lettre étant représentée par un système 
des indices xi , .  . . , z, (mod. m); mais il pourra aussi en contenir qui ne seront 
pas des substitutions, c'est-à-dire qui substitueront à deux systbmes d'indices 
z(o) ( 0 )  , x, ,..., 2:) et x?', 2:) ,..., 5:) des systèmes f,(z;) ,..., xa), a ,,..., a,) = 
fy', fL', ...., fg' et f y ' ,  ..., ft) respectivement tels que 

Les transformations de ce genre ne possèdent pas de transformation inverse 
de la forme (1)) c'est-à-dire qu'il n 'y a pas de transformation de la forme (1) 
substituant à la fois au système de valeurs fi) = fi', . . . , fn)  = fit) de x i , . . . ,  Xn 

deux systèmes distincts de valeurs des fi. Cela résulte de ce que nous sup- 
posons dans (1) que les fonctions fi sont des fonctions bien déterminées de 

(*) Les considérations qui suivent sont manifestement inspirées de la Theorie der 
Transformationsgruppen de M .  LIE (tom. 1, pag. 401 et suivantes). 
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x ,,..., x,, a ,,..., a,. Au contraire, par définition, si S est une substitution, 
elle possBde une transformation inverse, qui est aussi une substitution. Donc: 

Suivant que S est ou non une substitution, elle possède ou non une tran- 
sformation inverse. 

 osons que 1' ensemble considéré forme un groupe G, c' est-à-dire que 
le produit ST de deux transformations quelconques: 

$ = [ x i ;  fà(xj7..., G, a17. . . ,  ar)l (mod. sn) (1) 

T = ] x i ;  f i(xi7. . . ,  x n 7  b i 7 . . - ,  hg-)\ (mod. m), (2) 

de l'ensemble fasse partie de 1' ensemble, c'est-h-dire soit de la forme: 

S T =  /xi; f i(xij  ..., xn, a' 1 7 a . . ,  arr)1 (mod. m). (3) 

Si S  et T sont des substitutions, S T  en sera aussi une; donc: 

L'ensemble des substitutions de G forme un groupe II. 

A côté du groupe G, l'on peut considérer, comme l 'a  fait M. LIE pour 
des groupes analogues, deux groupes pararriktres que nous allons définir: on 
aura, d'après (l), (2) et (3): 

al j - y j ( a i , . . . , a r , b I , . . . ,  = b,) (niod.m). (4) 

De même, si 

V=Ixi ;  fi(% ,,..., xn. c ,,..., c,)I (mod. rn), (5) 

T V = I X ~ ;  fi(xi,. . . ,  xn, b t i l S a . ,  bf r ) \  (mod. nf), (6) 
et 

b ' j j ( b i 7 7 b 7 ~ 1 7 - ~ )  (m0d.m). (7 
Dès lors 

STV=(8T)V=S(TV)=]x i ;  f i ( x i , . . . ,  x n ,  di,. . . ,  d,)l (rriod. w),  (8) 

donne: 

( a i , . . ,  a ' , c 1 , . . , c ) y ( a 7 . . 7 u 7 b ' i , . , ' )  ( m o d . m )  (9) 

d'après (4) et (7), c'est-à-dire: 

yk(yi(a, q,..., y&, Q, c i , . . . ,  cp)= 
) (10) ,... , a p , y i ( b , c )  ,..., y,(b,c)) ( m o d . m ) , )  

en écrivant d'après M. LIE, pour abréger, yl(a, b), par exemple, au lieu de 
y~(a1~*.-7 a+-, bi,..., br). . 
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Ceci posé, considérons T comme donné, et faisons rarier S, c'est-à-dire 
laissons b ,,..., b, fixes, et faisons varier a , , .  .., a, (mod. ?ri), de toutes les 
manières possibles. L a  transformation (4), ou,  ce qui revient au même, la 
transformation : 

T'=laj;  yj(ai7-Sa7 a,, b i 1 * - * 7  b,)l (mod. m),  (11) 

indique quelle transformation il faut opérer dans les paramètres de S pour 
obtenir ST. Quand T est fixe et que S varie, T' est une transformation de 
la forme (1), où a ,,..., a, sont les variables, et  b ,,..., b, les paramètres, et 
l'on peut faire correspondre T' à T. 

Quand on fait varier T de toutes les manières possibles, on obtient un 
ensemble de transformations T'; je dis que: 

L'ensemble des transformations T' forme un groupe G', qui est holoé- 
driquement isomorphe à G. 

E n  effet, à P (formule ( 5 ) )  correspondra la transformation: 

et l'on aura: 

ou, d'après (IO), 

c'est-à-dire, d'après (6), (7) et (Il), que T'  V' sera précisément la transfor- 
rnation de l'ensemble considéré qui correspond à TV: il en résulte que cet 
ensemble forme un groupe G', idomorphe à G. 

De plus, T' et P', par exemple, ne pourraient coïncider que si l'on avait: 

yj(al, ..., a,, b ,,.. ., b,) = %(a,, ..., a,, CI ,..., c,) (mod. m), 

quels que soient a , ,  . . . , a,. Il' après (3) et (4) on aurait S T = S V ,  quel que 
soit S, par suite T =  V, ce qu'on ne suppose pas. Donc G' est holoédrique- 
ment isomorphe à G .  

Soit S une substitution de G, S' la transformation correspondante de G', 
cc l'ordre de S, en sorte que Sa = 1. On a Sa-' = S-l, et  à Sa-' correspond 
dans G' la traiisformation 8'"-'; à S Su-' = 1 correspond S' S'"-' = Sr=, 
et, puisque G et  G' sont holoédriquement isomorphes, S'" = 1. Dès lors S' 
possède une transformation inverse, à savoir SIa-', et, d'après ce qui précède, 
Sr sera une substitution. 
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Réciproquement, soit S' une substitution de G' d'ordre a ,  S la transfor- 
mation de G qui lui correspond: on voit de même que S est une substitution. 
Donc : 

A toute substitution de G correspond une substitution de G', et récipro- 
quement; au groupe H formé de l'ensemble des substitutions de G correspond 
le groupe H f  fornié de l'ensemble des substitutions de G'; H et H' sont ho- 
loédriquement isomorphes. 

Si dans (1) et (2) S et T sont des substitutions quelconques de G, ST 
en est aussi une, et T' est une substitution faisant part.ie de Hf. Dans (1) et 
(3)) les deux systèmes de paramètres a, ,..., a, et a',, ..., a', sont des systèmes 
correspondants à des substitutions de G. Au contraire, si S n'est pas une sub- 
stitution, T en étant une, ST n'en sera pas une. Donc les substitutions T' 
de H f  permutent exclusivement entre eux, d'après (4) et ( I l ) ,  les systèmes 
de paramètres correspondant aux suhstitutions de G ou de H; elles les per- 
mutent transitivement, puisque, S étant donné, l'on peut choisir T de faqon 
que ST soit une substitution arbitrairement choisie de G. Le nombre de ces 
systèmes est précisément l'ordre h de H ou de H'. On en conclut que H 
opère entre ces systbmes un groupe de substitutions HI, transitif, de degré et 
d'ordre h ,  c'est-à-dire, suivant une autre expression (KLEIX), un groupe ré- 
gulier, d'ailleurs holoédriqueinent isomorphe à H. Donc: 

H' opère entre les systèmes de paramètres a, ,  . . . , a, correspondant aux 
substitutions de G ou de H un groupe de substitutions H f ,  régulier et holoé- 
driquement isomorphe à H et H'. 

Nous dirons que Gr est un groupe-paramètre (Parametcrgruppe) de G. 
On peut former un second groupe-paramètre G", jouissant de propriétés en 
partie analogues à celles de G'. 

En effet, reprenons les égalités (1) et suivantes. ConsidArons S comme 
donné, et faisons varier T, c'est-à-dire laissons a , ,  . .. , a, fixes, et faisons 
varier b, ,.. . , b, (inod. m) de toutes les manibres possibles. La transforma- 
tion (4), ou, ce qui revient au même, la transformation: 

S1'=lbj; %(ai ,  ..., a,, b ,,..., b,)[ (mod. m), 

indique quelle transformation il faut opérer dans les paramètres de T pour 
obtenir ST. Quand S est fixe et que T varie, Sf' est une transformation de 
la forme (l), où ai  ,..., a, sont les paramètres, et b,,..  ., b, les variables, et 
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l'on peut faire correspondre S" à S. Soit: 

une autre transformation de G, et 

U"=\bj ;  yj(e ,,..., e,, b, ,..., 6,)) (mod. m), (17) 

la transformation corre~pondar~te formée comme ci-dessus; l'on a, d'après (10): 

S"UU=Ibj;cpj(rp,(e,a), . . . , y , (  e , a ) , b , ,  ..., b,) (m0d.m). (18) 

S" U" est de la même forme que S" et U"; donc: 

L'ensemble des transformations S" forme un groupe G". De plus, les 
transformations de Gr sont échangeables à celles de Gu, et réciproquement. 

Pour montrer cette dernière propriété il suffit d'observer que, en mettant 
en évidence les variables, on aura: 

où E , ,  ..., t, sont les variables, a ,,..., U, et P ,,..., 8, les paramètres. On 
voit de suite, à l'aide de (IO), que l'on a S'S"=S"S', ce qui Btablit la 
propriété. 

L a  transformation (18) montre, puisque p,(e, a),. . ., p,(e, a) sont les pa- 
ramètres de U S  dans G, que si, dans G et G'l, l'on fait correspondre s'' 
à S, U" à U, W" à W= US, l'on aura W" = Sr U". On ne peut conclure, 
comme pour Gr, que G" est holoédriquement isomorphe à G. Il y a cepen- 
dant une propriété en partie analogue. 

E n  effet, il est bien Qvident qu'à toute transformation de G en correspond 
une et une seule de Gu, d'après le mode de formation de S"; à la transfor- 
mation 1 de G correspond la transformation 1 de G". Si donc S est une 
substitution de G, à S et 8-1 c~rrespondent dans G" les transformations S" 
et S", telles que à SS-'= 1 correspond Suis"= 1, c'est-à-dire que S" est 
la transformation inverse de S", , par suite que Su, et S" sont des substitutions. 

La réciproque se voit de même, en observant que S" et U" ne peuvent 
être identiques que si S= U, c'est-à-dire qu'A deux transformations distinctes 
de G" correspondent deux transformations distinctes de G; donc: 

À toute substitution de G en correspond une de Gu, et réciproquement; au 
groupe H forme de l'ensemble des substitutions de G correspond le groupe H" 
formé de l'ensemble des substitutions de G". 
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J e  dis que: 

H et H" sont holoédriquement isomorphes. 

Pour le montrer, nous nous appuierons sur le  lemme suivant: 

Lemme. - Soient deux groupes de substitutions L et L', d'ordres À et À', 

leurs substitutions. Si l'on peut faire correspondre à chaque substitution de L 
une et  une seule substitution de L', et  réciproquement, de façon que si S) 
correspond à Sjl S'i à Si, la substitution correspondant à soit S'jS'i, 
et réciproquement, ce qui exige A ' =  A ,  les deux groupes L et L' sont holoé- 
driquement isomorphes. 

En effet, établissons entre les substitutions de L et  de L' une correspon- 
dance telle que SIi corresponde h Sii, quel que soit i, ce qui est évidemment 
possible d'après les hypothèses faites. Alors Sj. correspond à S;', et la sub- 
stitution à laquelle correspond S f  SIi est (Si Sj)-i = 8," 8;'. E n  même temps, 
Sii correspondra à Sri l  Sy' à S ' .  3 ,  S;'Si1 à S;Sri: donc L et L' sont ho- 
loédriquement isomorphes. 

Corollaive. - Deux groupes de substitutions réguliers conjoints sont ho- 
loédriquement isomorphes. 

On sait que si un groupe de substitutions entre p lettres est régulier, 
l'ensemble des substitutions entre ces lettres qui sont Qchangeables à toutes 
celles du groupe forme un groupe régulier de même ordre et  de  même degré p 
que le groupe donné: les deux groupes sont dits conjoints (7. 

L e  corollaire s'établit (**) en remarquant que deux conjoints peuvent 
toujours s'obtenir en partant d'un groupe de substitutions M d'ordre p con- 
venablement choisi: 

& = l ,  s2 ,..., 8,- (19) 

Si Si est une substitution de Ml les substitutions: 

5' %, szs+.., 5,' si, 

(*) JORDAN, Traité des Substitutions, pag. 58-60. - W. DYCK, Math. Ann., t o m  20 
e t  22. - CAPELLI, Gior. d. M. (Battaglini), tom. 16. 

(**) FRATTINI, Atti d. R. A. dei Lincei (Rendiconti, 19 marzo 1893). 
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désignent les substitutions (19) dans un ordre différent, et la substitution: 

est une substitution entre les symboles 119). L'ensemble de ces substitutions 8; 
engendre un isomorphe régulier L de M, d'ordre p.  

De même les substitutions: 

engendrent un autre groupe régulier L', d'ordre p ;  on voit facilement que 
c'est le conjoint de L. 

Si ,& correspond 5 Si, 2j à Sj, &zj correspond à Sisj: L et A4 sont 
holoédriquement isomorphes. Si Bfi correspond à Si, C'j à Sj, 2'iBrj corre- 
spond à Sj Si. D'après le lemme précédent L' et M sont holoédriquement iso- 
morphes, et il en est de même de L et L'. 

Quant au résultat que. nous avions annonce pour H et H", il est une 
conséquence directe de ce lemme, puisque d'après les égalités (15) à (18), 
H et H" remplissent les conditions spécifiées pour L et L'. 

E n  raisonnant sur Hlf comme nous l'avons fait sur H', et se rappelant 
que les transformations de G" sont échangeables à c.elles de G', on verra que: 

Hf' opère entre les systèmes des paramètres b, , . . ., b, correspondant aux 
substitutions de G ou de H un groupe de substitutions Hf', régulier, holoé- 
driquement isomorphe à H et Hf, et conjoint de H',. 

APPLICATIONS.  

Supposons 112 premier: on sait qu'une substitution quelconque entre les m 
nombres O,  1,. . . , m - 1 (mod. m j  peut être représentée par 

a , ,  . . . , a, étant des entiers (mod. rn). L' ensemble des transformations de cette 
forme, où a, ,. .. , a, prennent tous les systèmes de valeurs possibles (rnod. nt) 

forme évidemment un groupe G, comme on le voit en s'appuyant sur le théo- 
rème de FERMAT qui donne (mod. m) quel que soit E .  

Annali di Ma~maticu,  tom0 XXIII. 27 
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Le groupe H sera formé ici de l'ensemble des substitutions de G, c'est- 
à-dire sera le groupe symétrique de degré m. On voit d'ailleurs de suite, en 
formant les quantités rpj(a, b), que les transformations de G' sont linéaires et 
homogènes par rapport aux paramètres, et celles de G" linéaires et homo- 
gènes par rapport aux variables. 

E n  particulier, le groupe II" sera un groupe de substitutions linéaires 
homogènes, holoédriquement isomorphe au groupe symétrique de substitu- 
tions entre m lettres ou nombres. A tout groupe de substitutions entre t _rnz 
lettres correspondra donc un isomorplie holoédrique, linéaire et homogène 
contenu dans H". 

On peut opérer sur des groupes de transformations plus générales que (l), 
de la forme: 

1 XI:; f : : ) ( x , , . - . ,  xn, a:),..., ai!)) 1 
s=! x i ;  f t)(x, , . . . ,  G, ai2) ,..,, a)") (21) 

(1) - ( 4 )  - Ici x!) = xi,  X, - x ~ ,  . . . , xt, - xt,, x!) = xt,+ , , x!) = x ~ ,  +*, . . . , x::) = 

x~,+~, : . . . ,  en sorte que dans la première colonne du second membre figurent 
seulement les variables x ,  ,.. . , x,. De plus, i, prend les valeurs 1, 2,.. . , t,; 
i, les valeurs 1, 2 , .  . . , tp; . . . . Pour toutes lefi transformations de l'ensemble 
considéré, les fonctions f;) par exemple seront les mêmes; mais ici, pour une 
valeur quelconque de S, les paramètres a;), . . . , a:?, qui ont le même système 
de valeurs dans les t ,  fonctions f y ) ,  . . . , fEJ, seront indépendants des para- 
mètres @), ..., ai?, par exemple, qui figurent dans les t, fonctions f:', ..., f r .  

Les groupes se définiront de la même manière, et, par la même méthode, 
on obtiendra des résultats analogues sur bien des points. Les nouvelles con- 
sidérations seront d'ailleurs des généralisations des précédentes, puisque, pour 
t, = n ,  t, = O ,  t, = O , .  . . , les nouveaux groupes coïncident précisément avec 
ceux que nous avons étudiés. 

Dans le cas particulier où m est premier, une substitution quelconque 
entre mn lettres ou nombres caractérisés par un système de rz indices prenant 
chacun les valeurs O,  1,. . . , m - 1 (mod. m), peut être représentée sous la 
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forme (*): 

= 1 x i ;  f (x,  , . . . , xn a:), . . . , a:!)) 1 (mod. m), (22) 

où f est un polynonie de degré m - 1 en x , ,  .. ., x, à coefficients ou para- 
mètres entiers (mod. m). L'ensemble des transformations de cette forme con- 
stitue encore un groupe G, qu i  est ici du type (21). L'ensemble des substi- 
tutions de G forme un groupe II, qui est le groupe symétrique de mn élé- 
ments: l'ensemble des substitutions du second groupe paramktre G" formera 
un groupe H" linéaire, homogène et holoédriquernent isomorphe à H. On 
verrait même, d'après la forms de (22), que H" est holoédriquement isomorphe 
à un groupe de substitutions El'" également lineaire et homogène, dont le 
nombre de variables est beaucoup moindre, et dont la forme des substitutions 
de H" montre immédiatement l'existence. Dans le cas où n = 1, on aurait 
HI1= HI1',  et  l'on retrouverait les résultats indiqués à propos des transfor- 
mations (20). 

I l  nous suffira de mentionner que des résultats semblables pourraient être 
obtenus en considérant des transformations de la forme (20) et (22) où entre- 
raient des imaginaires de GALOIS, c'est-à-dire où les parambtres seraient formés 
avec des racines de congruences irreductibles (mod. m), suivant les procédés 
connus. 

Toulouse, le 27 avril 1895. 

(31) On l'établit facilement e n  admettant que cela soit v ra i  pour  m ,  mg,. . . , mn-' élé- 
ments, e t  montrant que cela est encore vrai  pour  mn éléments. Nous supposons d'ailleurs 
la propriété connue. 
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Riemann e la sua importanza 
nello sviluppo 

della matematica moderna. 

Traduzione di Ernesto Pascal, a Pavia. 

E colla massima soddisfazione ohe presento al puhblico matematico 
italiano questa traduzione di una geniale conferenza, tenuta a Tienna ne1 
26 settembre dell'anno scorso, da1 prof. KLEIN alla Società tedesca dei na- 
turalisti. 

11 sentire l'opinione di un cos1 eminente matematico svpra l'opera scien- 
tifica di BERNARDO RIEMANN, cioè del matematico pensatore più profondo del- 
l'ultirno mezzo secolo, sarebbe già di per sè s t e ~ s a  una cosa assai jnteressante; 
ma 10 diventa poi tanto di più quando si pensi all'acutezza delle osservazioni 
di indole filosofica di cui è pieno questo discorso, e al punto di vista altissirno 
cui l'autore sa  elevarfii per giudicare RIEMANN, non meno come pensatore, 
clie come matematico. D a  un ta1 punto di vista l a  matematica non é più 
quella cod arida e cos1 astratta cosa piena di formole e di calcoli, quale 
vien cornunemente giudicata dai profani, ma 10 svolgimento delle idee, anche 
nelle più astratte teorie matematiche, procede parallelamente a quel10 di altre 
scienze clie prendono il loro punto di partenza direttamente dai fenorneni 
della natura, e con cui, a prima vista, nessuna affinità O analogia pareva 
possibile. 

Pavia, maggio del 1805. 
ERNESTO PASCAL. 

("1 Estratto dalle « Verhandlungen d. Gesell. deutscher Naturforscher und Aerzte D, 
1894. Allg. Theil. Leipzig. 
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Onorevoli signori, 

È certamente difficile parlare di cose matematiche davanti ad  un pub- 
blico numeroso, anche se si vuole solo limitarsi ad esporre considerazioni di 
indole affatto generale. 

Una ta1 difficoltà vien da cib, che le, idee delle quali ci occupiamo noi, 
e delle quali andiamo ricercando gli intimi rapporti, sono esse stesse il ri- 
sultato di un lavorio matematico che è già molto avant;, e sono percib assai 
discoste dalle idee della vita ordinaria. 

Nullameno io non ho esitato ad accettare l'onorevole invito, indirizzatomi 
ultimamente dalla Direzione della vostra Società, ed eccomi qui a tenere da- 
vanti a voi la mia prima conferenza. 

Io avea presente davanti alla mia mente l'esempio di qiiell'eminente 
scienziato, ora estinto, che era stato designato quale conferenziere. Senza 
dubbio non è il minor merito di HERMANN VON HELMHOLTZ, quel10 di essersi 
adoperato, sin da1 principio della sua carriera, a popolarizzare ed esporre ai 
cultori delle scienze affini, ne1 modo più semplice possibile, i problemi e i 
risultati delle varie e numerose parti della scienza da lui coltivate; egli con 
cib è stato di aiuto a ciascun di noi ne1 campo delle nostre proprie ricerche. 

P e r  quanto a prima vista possa sembrare jmpossibile, fare una cosa 
simile per la matematica, pure le condizioni attuali della disciplina di cui mi 
occupo io, spingono sempre più a tentare qualche cosa di siniile e vedere sino 
a che punto ci pub essere speranza di riuscita. Io qui non parlo solo in nome 
mio; parlo in nome di tutti i membri della Società rnatematica, che da  alcuni 
anni si è costituita come una sezione della Società dei naturalisti e medici, 
e che, se non nella forma, certo nella sostanza, è identica colla prima se- 
zione della vostra Società. Noi sentiamo che sotto l'influenza dello sviluppo 
e dei moderni progressi della nostra scienza, sempre più si corre il pericolo 
di isolarsi, e di rompere la intima relazione che c'è fra la matematica e le 
scienze naturali. Qui vi è un pericolo grave, e che aumenta quotidianamente; 
ad esso, noi, membri della Società xuatematica, dobbiaino opporci con tutte le 
nostre forze, ed è percib che ci siamo uniti alla Società generale dei naturalisti. 

Noi desideriamo di imparare dalla vostra viva voce come si sviluppa 
nelle vostre discipline il pensiero scientifico, e dove pub esser messo il punto 
d'appoggio per la  matemitica. Desideriamo poi che reciprocarnente vni pos- 
siate comprendere qualche cosa delle nostre idee, e prendere interesse al loro 
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sviluppo. È con questo intendimento che io oggi mi presento ibvanti a voi, 
e che mi propongo di darvi un'idea dell'opera scientifica di quel sommo 
scienziato, che, come nessun altro, h a  un'iinportanza tutta speciale nello svi- 
luppo della matematica moderna, di BERNARDO RIEMANN. 

Io  spero in ogni modo che potrb interessare quelli fra voi cui è fami- 
gliale il progresso della meccanica e della fisica matematica; ma vorrei perb 
che tutti intendeste che nelle idee che io esporrb esistono punti di contatto 
con i problemi delle scienze naturali. 

Della vita privata di RIEMANN non c'è niente che possa avere per voi 
un interesse particolare. RIEMANN fu un0 scienziato tranquille, tutto chiuso in 
sè stesso, e che maturava lungamente in sè stesso i suoi profondi pensieri. 
Avea 25 anni quando, ne1 1851, fu laureato in Gottingen, con una disser- 
tazione piena di idee originali ; dopo altri tre anni fu abilitato all'insegna- 
rnento nella stessa Università. È in questo peiiodo di tempo che si succedono 
rapidamente tutti quei notevoli suoi lavori, di cui devo oggi intrattenervi. 

Nel 1859 dopo la  morte di DIRICHLET, fu chiamato a succedergli nella 
Università di Gottirigen, ma, subito dopo, ne1 1863, comincib quella incura- 
bile rnalattia che a soli 40 anni, ne1 1866, Io trasse al sepolcro. 

L e  sue opere, pubblicate Fer la prima volta nel 1876 da ENRICO WEBER 
e DEDEKIND (e che ora escoiio nella seconda edizione) non sono molte; for- 
mano in tutto un volume in 8.' di quasi 550 pagine; e solo la  meth di esse 
furono pubblicate vivente RIEMANN. 

Non è già ne1 niimero delle sue opere che sta la grande influenza che 
RIEMANN ha esercitato e continua ancora ad esercitare ne110 svduppo della 
matematica, ma nella grande originniità sua, e naturalmente è proprio a 

questa originalità che si deve la potelzxa delle sue concezioni matematiche. E 
per potervi mostrare tutta I'originalità della matematica di RIEMANN, mi ba- 
sterà accennare all'uriica sila idea fondamentale da cui derivano tutte le altre. 

Devo anzitutto ricordare che RIEMANN si occupb molto e profondamente 
di problemi fisici. Cresciuto nei suoi studi in mezzo a quella gran tradizione 
cui sono associati i nomi di Gsuss e GUGLIELMO WEBER, sentit0 d'altra parte 
1' influsso della filosofia di HERBART, egli cercb sempre e ripetutamente di 
trovare un fondamento mat,ematico per forrnulare le leggi di tutti i fenomeni 
naturali. Queste ricerche, come pare, non sono mai giunte a 'risultati defini- 
tivi, e nelle carte lasciate da  RIEMANN, si trovano solo a frammenti. Si tratta 
di diverse proposizioni, fondate sull' ipotesi che oggi , in virtù della teoria 
elettro-magnetica della luoe di MAXWELL) forma la base delle ricerche, almeno 
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dei giovani fisici, l'ipotesi, che Io spazio sia format0 di un fluido esteso e 
continuo, che è contemporaneamente il conduttore dei fenomeni ottici, di quelli 
elettrici, e di quelli di gravitazione. Io non mi tratterrb sui dettagli di cib, 
tanto più che oggi esso non potrebbe avere che solo un interesse storico. Mi 
preme solo di notare che è qui appunto che stu la sorgente degli sviluppi di 
Kiemann riguardanti la matematica pura. 

Cib che è nella fisica l'esclusione dell'ipotesi di forze che operino a di- 
stanza, e la conseguerite tendenza a spiegare tutti i fenomeni fisici mediante 
solo le forze interne di un eterc sparso per tutto 10 spazio, tale è in rnate- 
matica la tendenza di studiare le funzioni, studiando il loro co~nportarsi nez- 
Z'zhfinitamente piccolo, e, quindi in particolare tenendo in vista le equazioni 
differenziali cui esse soddisfanno. E come ogni fenomeno ne1 campo fisico 
dipende dalle condizioni speciali del17esperimento7 cos1 per RIEMANN ogni fun- 
zione resta determinata da, cosiddette particolari condiziotzi ai lirniti, cui si 
assoggetta la funzione stessa. 

L a  formola che definisce la funzione, e che serve per il calcolo numerico 
della stessa, si presenta cos1 come ultimo risultato della ricerca, e non come 
punto di partenza. Se dovessi spingere ancora più oltre l'analogia, sarei quasi 
per dire che Riemann ne1 campo della nzatemntic;ca e Faraday ne1 campo della 
fisica procedettero paf-allelamente. E cib prima di tutto se si tien conto del 
contenuto pualitativo delle ricerche di amendue; ma  io credo per dippiù 
che l'analogia possa spingersi anche più in là, e che i risultati dell'uno ne1 
campo matematico sieno da paragonarsi anche in valore a quelli dell'altro ne1 
campo fisico. 

Volendo ora, colla scorta di questa considerazione generale, passare ad 
esaminare i punti priricipali delle ricerche di RIEMANN, devo naturalmente 
cominciare con quella parte delle matematiche, che è intimamente legata al 
suo nome, quantunque egli stesso l'abbia sempre considerata solo come una 
prima prova per Io sviluppo di un ordine d i  idee assai più vasto, colla teoria 
cioè delle funzioni di  vuriabili cornplesse. 

11 teorema fondamentale di questa teoria è molto noto; nelle ricerche 
sulle funzioni di una variabile x si sostituisce a questa un'espressione due 
volte infinita x 4- i y ,  dove i rappresenta una ta1 grandezza che i?-== - 1. 
Di qui risulta Che le ordinarie proprietà delle funzioni di una sola variabile si 
possono considerare da un punto di vista più generale. Pe r  adoperare le stesse 
parole che RIEMANN scrisse nella sua u Dissertazione n del 1851 (nella quale 
espose le linee foudamentali della teoria di cui parliamo): coll'ilztrodzcsiove 
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della vuriabile complessa appaiolzo tcm sirnmetria e un'armonia che prima 
erano come nascostc. 

I l  fondatore di questa teoria fu il gran matematico francese CAUCHY (*); 
ma è in Germania che essa ha  acquistata la sua forma moderna, con cui è 
diventata per cosi dire il punto centrale di tutte le speculazioni matematiche. 
Tale è stato il risultato degli sforzi contemporanei dei due matematici che 
noi avremo anche altre volte occasione di porre uno di fronte all'altro, cioè 
di RIEMANN e di WEIERSTRASB. 

Tendenti al medesinio scopo, i loro metodi sono nullameno cos1 diversi 
fra loro per quanto si pub immaginare; sembra quasi che essi si escludano, 
mentre che in fondo non fa.nno che completarsi a vicenda.. 

WEIERSTRASS definisce le funzioni di una variabile cornplessa, analitica- 
mente mediante una formola di tipo unico, cioè mediante 10 sviluppo in serie 
di potenze; egli procura di evitare l'intromissione di metodi geometrici, e il 
contributo specifico che egli d à  sta ne1 rigore delle diinostrazioni. 

RIEMANN invece comincia (in corrispondenza con quei principii generali 
cui testé accennai) con certe equazioni differenziali cui soddisfanno le funzioni 
di x + iy. Egli dà immediatamente al problema una forma fisica. Si ponga 
f (x + i y )  = zc + i v  ; allora mediante le equazioni differenziali cui soddisfanno 
le quantità zc, v, queste ci si rivelano corne potenziali nello spazio delle due 
variahili x e y ;  cib fissato, tutti i successivi sviluppi di R I E M ~ X N  non sono 
altro che E'uppiicasione dei teoremi fondamentali della teoria del potenxiate. 
Il suo punto di partenza sta percib ne1 campo della fisica matematica. Voi 
vedete dunque che anche nella matematica c'è un campo largo abbastanza 
perchè 1' individualità di ciascuno trovi modo di affermarsi. 

Vogliate poi considerare che la  teoria del Potenziale che oggi rappre- 
senta un istrumento indispensabile, generalmente conosciuto e molto adope- 
rato nella teorica dell'elettricità e in altri cripitoli della fisica, allora era 
ancora una cosa nuova. fi vero che GREEN già fin da1 1828 avea dettato la 
sua Meinoria fondamentale, ma questa era rimasta per lungo tempo poco av- 
vertita. Dopo era venuto G ~ u s s  ne1 1839; ma (~o lendo  tener conto solo della 

(*) Faccio astrazioile da GAUSS, il  quale anche qui ,  come in altre part i  della mate- 
matica precedette il suo tempo, senza perb nulla pubblicare a l  proposito. È assai notevole 
clie in GAUSS si trovino molti teoremi di teoria delle funzioni, che rientrano perfettamente 
nello stasso ordine di idee dei posteriori metodi di RIEJIANN, e che ci  sia s ta to inconsa- 
pevolmente una transizione dai principii direttivi dell' uno a quelli dell' altro. 

Annali di Nnlematica, tomo XXIII. 28 
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Germania) furono le lezioni di DIRICHLET che crearono il vero sviluppo di tutta 
la parte fondamentale della teoria; e dopo immediatamente venne RIEMANN. 

Quel10 che è da considerarsi come contributo speciale dato da RIEMANN 
in questo genere di ricerche, è l'aver dato alla teoria del potenziale un'im- 
portanza fondamentale per tutta la matematica, e l'avere immaginato indi 
una serie di costruxioni geometriche, O, direi quasi, di invenzioni geofizett.ic!ie, 
su cui vogliate permettermi di spendere due parole. 

Prima di tutto RIEMANN considerb la equazione u + iu = f (x + i y) come 
una rappresentazione del piano x, y, su1 piano u, v ;  una ta1 rappresentazione 
B conforme cioè conserva gli angoli, e pub essere caratterizzata precisamente 
da questa sua proprietà. Abbiamo aosl un nuovo mezzo per definire la fun- 
zione di  x + iy. A questo proposito egli sviluppb l'elegante teorema che: 
esiste sempre una funzione f la quale rappresenta un campo arbitrario sem- 
plicemente connesso del piano x, y, su di un campo semplicemente connesso 
del piano u, v ;  e una siffatta funzione è determinata, a meno di tre costanti 
che restano arbitrarie. 

Venne poi a stabilire il concetto di quelle guperficie, che oggi sogliono 
chiamarsi superficie di Rzémaizw, e che sono superficie che si distendono a più 
falde su di un piano, e le cui falde si riuniscono nei cosiddetti p m t i  di dira- 
maxime. Questu fu senza diibbio i l  passo più difficile, ma ariche il passo più 
fecondo di risiiltati. Noi vediamo quotidianamente come si presenti difficile 
al principiante l'immaginare l'andamento della superficie di RIEMANN, e come 
si possa dire essersi egli pienamente impossessato di tutta la teoria, quando 
sia riuscito a cogliere quell' idea fondamentale. L e  superficie di RIEMANN danno 
il mezzo di rappresentarsi, ne1 loro successive andamento, le funzioni poli- 
drome di x + i y ;  perchi: su esse esistono potenziali simili a quelli esistenti 
su1 semplice piano, e le cui leggi si possono stuiiiare coi medesimi rnezzi; e 
sussiste poi ancora il metodo della rappresentazione conforme. Un primo punto 
di capitale importanza nella teoria di tali superficie è Io studio del cosiddetto 
numero di connessione, cioè del numero dei tagli che si possono fare su di 
essa senza spezzarla. Anche questo è un problema geometricamente del tiitto 
nuovo, che prima di RIEMANN, malgrado il suo carattere elementare, non era 
stato ancora toccato da alcuno. 

Ma forse io mi sono già un po' troppo inoltrato nei dettagli. Devo perà 
aggiungere che tutti questi mezzi ausiliari che RIEMANN procurb alle mate- 
matiche pure, prendendo il punto di partenza da considerazioni fisiche, hanno 
poi viceversa una grande importanza per la  fisica rnatematica stessa. Per 
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esempio, quando si tratti di cor~enti stazionarie in campi d i  due dimensioni, 
si applicano ora quasi sempre i teoremi di RIEMANN; e in questo modo sono 
stati risoluti molti interessantissimi problemi che prima parevano insolubili. 
È molto nota, a questo proposito, la determinazione fatta da  HELMHOLTZ, della 
forma di una vena liquida libera. Forse i: meno considerata iin'altra specie 
di applicazione fisica, cui si presentano atte, in modo più brillante, le idee 
di RIEMANN. Voglio alludere alla teoria delle superficie minime. Le ricerche 
proprie di RIEMANN SU questo soggetto furono pubblicate per la prima volta 
ne1 1867, clopo la sua morte, quasi contemporaneamente colle ricerche paral- 
lele di WEIERSTRASS. In  scguito poi il problema è stato studiato e ampiamente 
svolto da  SCHWARZ e da  altri. di tratta di determinare la forma della super- 
ficie, di minima area, che teimini in una linea assegnata; ovvero, la figura 
che prende una lamina liquida imponderabile che si adatti in un contorno 
dato. Cib che è notevole è questo, che fondandosi sui teoremi di RIEMANN, 
bastano precisamente le ordinarie funzioni note in Analisi, per risolvere i 
casi piii semplici. 

Queste applicazioni clle io presento oggi, sono evidentemente solo un 
lato della cosa, L'importanza principale dei metodi della teoria delle funzioni 
sta nella matematica pura,, come io cerc,herb ora di sviluppare con maggiore 
precisione, e in un modo che non presupponga speciali cognizioni. Comincerb 
col problema generale, prendendolo ne1 modo con cui esso è stato ora messo, 
dopû gli ultimi progressi. Deve forse sembrare ai profani che le matematiclie 
pure si sviluppino in un modo affatto arbitrario, e cib perchè quivi manca 
la concentrazione su di un soggetto bene in vista. Eppure vi è anche qui un 
regolatore, come notorimentc vi é in senso più stretto, in tutte le altre di- 
scipline; la contirazbità storica: la matematicu pura progredisce sottoponendo 
gli antichi problemi a i  nzetodi nuovi. Per yuanto pi& cerch.iamo di intende~e 
meglio gli antichi problemi, tanto pi& se fie presentano da sè stessi d i  nuovi. 

Messici da questo punto di vista, noi dobbiamo prima di tutto dare uno 
sguardo al materiale della teoria delle funzioni quale si presentava a RIEMANN 
su1 principio dei suoi studi. Si  era trovato che fra le funzioni analitiche di 
una variabile, cioè a dire, fra le funzioni di x +- i y ,  erano da  considerarsi 
in particolare tre classi. I n  primo luogo le funzioni algcbriche, che sono de- 
finite da un numero finito di operazioni elementari cioè addizione, moltipli- 
cazione, e divisione; e, in contrapposto a queste, le funzioni trascendenti per 
le  quali occorrono serie infinite di  siffatte operazioni. F r a  le funzioni trascen- 
denti si presentano naturalmente, come le pih semplici, le funzioni logaritmiche 
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da una parte, e da un'altra parto le funzioni trigonometriche cioè seni, co- 
seni, ecc. Ma l'attenzione degli studiosi era precipuamente rivolta alle fun- 
zioni trascendenti più complicate, cioè alle funzioni ellittiche, che derivano 
dall'inversione degli integrali ellittici, e a tutte quelle altre funzioni che si 
correlano colla serie ipergeometrica di Gauss, le funzioni cilindriche, le fun- 
zioni di BESSEL, le funzioni Gamma, ecc. 

L'opera di RIEMANN pub essere brevemente compendiata dicendo, che egli, 
per ciascuna di queste tre classi di funzioni, trovb risultati assolutamente nuovi, 
e nuove vedute, che, progredendo sino a oggi, sono restate pur sempre la sor- 
gente di-nuovi progresai. Dobbiamo perh qui entrare un po' più nei dettagli. 

Lo  studio delle funuioni algatricke corre parallelamente al10 studio delle 
cuwe cclgehriche le oui proprietà sono studiate dai geometri, i quali poi pos- 
sono essere O analitici, che prendono il loro punto di partenza dalle formole, 
O geometri sintetici, ne1 senso di STEINER e di STAUDT, che si occupano della 
generazione delle curve mediante fasci di raggi. 

Il punto di vista essenzialmente nuovo introdotto da RJEMAXN, è quel10 
della trasformazione univoca. Da questo punto di vista, curve algebriche di 
forme diversissime appaiono riunite in grandi categorie, e ,  fatta astrazione 
dalle proprietà inerenti alla forma delle singole curve, si vjene a stabilise 
una teorica sulle proprietà generali comuni a tutte le curve appartenenti ad 
una stessa categoria. 1 geometri non tardarono a servirsi dei risultat'i che 
cos1 si ricavano, e a farli progredire, e prima fra essi è da annoverarsi il 
CLEBSCH il quale comincib anche a tentare le ricerche analoghe per le forme 
algebriche a più dimensioni. 

Ma c'è dippiii. 1 geometri non solo si sono servit; dei risultati, ma hanno 
cercato ancora di applicare i metodi stessi di RIEMANN. E d  il primo passo in 
ta1 senso è quel10 di costruire sulla ourva stessa l'immagine della doppiamente 
estesa superficie di RIEMANN, il che pub farsi in vari modi; indi altri passi 
successivi dovrebbero consistere nell'imparare il modo di studiare la forma 
cos) costruita, da1 punto di vista della teoria delle funzioni. 

L a  teoria degli integruli ellittici trova la  sua generalizzazione nello 
studio degli integrali delle funzioni algebriche generali, teoria su cui, nei 
primi venti anni di questo secolo, il norvegese A.BEL pubblicb le prime fonda- 
mentali ricerche. 

Si pub sempre considerare corne uno dei maggiori meriti di JACOBI, l'aver 
egli, con una specie di divinazione, stabilito per questi integrali un problema 
d'inversione, che, corne la inversione degli integrali ellittici, dà luogo a fun- 
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zioni monodrome. L a  effettiva risoluzione di questo problema d'inversione è 
il problema capitale risoluto contemporaneamente per vie diverse da RIEMANN 
e da WEIERSTRASS. 

L a  gran Memoria di  RIEMANN sopra le fesnzioni ubeliarte, in cui egli ne1 
1857 pubbliob la sua teoria, è stata sempre considerata come il più brillante 
parto del suo genio. In  questa Memoria si giunge al risultato finale non per 
mezzo di complicati artifizi, ma sibbene seguendo iina via diretta, e servendosi 
solo di quegli artifizi geometrici, opportunamente combinati, dei quali io testè 
discorreva. In un mio precedente lavoro ho fatto vedere come i risultati di 
RIEMANN riguardanti gli integrali e quelli che ne derivano riguardanti le fun- 
zioni algebriche, si possono ottenere in una maniera chiara, per mezzo della 
considerazione delle correnti liquide stazionaric, ovvero delle correnti elettriche 
sopra una qualunque superficie chiusa data nello spazio. 

Questo è ci6 che riguarda solo la prima parte della Memoria di RIEMANN. 
La seconda parte, che tratta delle funzioni 4 è forse anche più importante. 
Vi è quivi il risultato importantissimo che le serie 3, che erano servite per 
la risoluzione del problema d'inversione di JACOBI, non sono le più generali, 
e quindi si propone il problema di determinare le 9 p h  generali che si pos- 
sono presentare nella teoria dell'inversione. Secondo una nota di HERMITE, 
RIEMANN conosceva già il teorema, pubblicato poi da WEIERSTRASS, e nuova- 
mente ora trattato da  PICARD e PO IN CAR^, che cioè bastano le serie 3, per 
costruire le funzioni periodiche più generali di più variahili. 

In questi dettagli io non posso più oltre fermarmi. Non è del resto pos- 
sibile il fissare con precisione tutto cib che ne1 campo delle funzioni abeliane, 
pub attribuirsi a RIEMANN, perché le ricerche di WEIERSTRASS su110 stesso ar- 
gomento non sono date  conosciute per la prima volta, che per mezzo delle 
sue lezioni. Mi limiter6 solo ad osservare che l'importante libro di CLEBSCH 
e GORDAN, comparso ne1 1866, ebbe per iscopo principale l'applicare i risultati 
di RIEMANN alle curve algebriche, giovandosi dei mezzi della geometria ana- 
litica. 1 metodi di RIEMANN erano una volta una specie di mistero, aperto 
solo ai suoi scolari diretti, ed erano guardati quasi con diffidenza dagli altri 
matematici, ed invece ora, ripetendo cià che testè osservai riguardo alle curve, 
il progresso degli studi ha fatto vedere la  necessità di accrescere anche dei 
metodi di RIEMANN, il corredo generale di un maternatico. fi interessante a 
questo proposito riscontrare i nuovi trattati francesi (*). 

(*) Vedi PICARD, f i a i té  d' analyse; APPEL e GOURSAT , Théorie des fondions algé- 
briques et de leurs intégrales. 
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L a  terza classe di funzioni cui accennarnmo, dovrebbe contenere quelle 
funzioni che hanno relazione colla serie ipergeometricu di Gauss. In un senso 
largo queste funzioni sono quelle definite da  equazioni differenziali lineari a 
coefficienti algebrici. 

RIEMANN ha su questo soggetto, durante la  sua vita, pubblicato solo un 
primo lavoro preliminare (1856), ne1 quale tratta esclusivamente del caso 
ipergeometrico, e diinostra, in una maniera inaspettata, che tutte le già note 
singolari proprieth della funzione ipergeometrica , si possono ricavare , seuza 
calcolo, da110 studio del comportarsi della funzione stessa nell'intorno dei punti 
singolari. Noi sappiamo ora, dai suoi scritti postumi, in che modo egli pen- 
sava di stabilire la teoria generale delle equazioni differenziali lineari di tzmO 

ordine: anche qui dovevano comparire i gruppi delle sostituzioni lineari colle 
quali si permutano le soluzioni quando si percorrono dei giri attorno i punti 
singolari, e da questo punto di vista si dovea stabilire la  classificazionc. 

Questa proposizione, che in certo modo ha relazione colla maniera con 
cui RIWNN ha trattato gli integrali abeliani, non è d a t a  ancora sviluppata 
ne1 modo sintetico, come l'avea immaginata RIEMASN ; le numerose ricerche 
sulle equazioni differenziali lineari, che sono state fatte negli ultimi decenni, 
hanno in sostanza stabilite solo alcune parti della teoria; a questo proposito 
sono da  ricordarsi particolarmente le ricerche di FUCHS. Del resto ta1 teoria, 
limitata alle equazioni differenziali lineari di 2." ordine, è atta ad una rap- 
presentazione geometrica semplice. Deve considerarsi la rappresentazione con- 
forme del quoziente di due soluzioni particolari dell'equazione differenziale, 
ne1 campo delle variabili indipendenti. Ne1 caso il più semplice della funzione 
jpergeometrica si ha la rappresentazione di un semipiano su di un triangolo 
a lati circolari, e quindi un addentellato, assai singolare, colla trigonometria 
sferica. In  generale esistono casi in cui è possibile un'inversione monodroms, 
e che dnnno quindi luogo a quelle notevoli funzioni di una variabile che, 
come le funzioni periodiche, posseggono infinité trasformazioni lineari in sè 
stesse, e clie io indico col nome di funzioni automorfe. Tutte queste conside- 
razioni appartenenti alla teoria delle funzioni, ne1 modo con cui è stata svilup- 
patû negli ultimi tempi, si trovano più o meno esplicitamente tracciate nelle 
carte lasoiste da RIEMANN, particolarmente ne1 lavoro sulle superficie minime, 
di cui ho soprcz parlato. Io  rimanderb del resto alla Memoria di SCEWARZ 
sulla serie ipergeornetrica, e alle ricerche iniziate da  POINCAR$ sulln teoria 
delle funzioni automorfe. Ricorderb poi ancora a questo proposito le ricerclie 
sulle funzioni modulari ellittiche e quelle sulle funzioiii dei corpi regolari, 
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Non posso finire di discorrere dei lavori di RIEMANN riguardanti la teoria 
delle funzioni, senza ricordare una Memoria isolata, in cui egli dette un inte- 
ressante contributo alla teoria degli integrali definiti, e che è diventata fa- 
inosa per l'applicazione che RIEMANN ne fece ad un problema di teoria dei 
numeri. Si tra,tta della Ieyge d i  distribuzione dei nzrmeri primi nel canzpo dei 
nzcn~eri naturali. RIEMANN dette per essa delle espressioni approssimate, che si 
accostano a l  computo empirico molto pih che tutte le regole ricavate fino 
d o r a  con metodo induttivo. Ci si presentano a questo punto due osservaziorii; 
in primo luogo, vogliate considerare come si correlano strettamente fra loro 
le singole parti della inate,matica, se un problerna, che sembra appartenere 
agli elementi della teoria dei numeri, ha potuto ricevere un'inaspettata solu- 
zione da  sviluppi relativi ai più puri problemi di teoria delle funïiorii. In se- 
condo luogo, non si pub tacere che le dirnostrazioni contenute nelln Memoria 
di RIEMANN, corne del resto egli stesso osserva, non sono assolutamente corn- 
plete, e, malgrado numerosi sforzi fatti iiegli ultimi tempi, non ancora si pub 
dire che esse sono esenti da lacune; RIEMANN dorette lavorar molto coll'intui- 
zione. Una simile osservazione è da farsi anche pei suoi lavori riguardanti la 
teoria delle funzioni. Quivi egli applicb un principio stabilito nella fisica ma- 
tematicn , che egli in onore del suo maestro DIRICHLET, chiarnb primipio d i  
Dirichlet. Si trntta di determinare una funzione continua che renda rninimo 
un certo integrale doppio, e il principio cui alludiamo stabilisce come evidente, 
la esistenzs di una siffatta funzione (*). WEIERSTRASS ha osservato che qui vi 
è un errore di conclusione; perchè potrebbe accadere che il minimo che noi 
cerchianio, rnppresenti solo un limite che non si possa effettivamente raggiun- 
gere restando ne1 campo delle funzioni continue; con cib i risultati di R~EMANN 
resterebbero in gran parte invalidati. Ma nullameno tutti i numerosi risultilti 
che RIEMANN ricavb da1 detto principio sono tutti esatti, come pih tardi poi 
CARLO NEUMANN e SCHWARZ hanno dimostrato con metodi rigorosi. 

P e r  spiegarsi la cosa bisogna immaginare che RIEMANN' prendesse i suoi 
teoremi prima da considerazioni fisiohe, che gli fornivano il principio inveii- 
tivo, e che solo dopo egli adoperasse quel modo di argomentare per avere 

(*) Io intendo qui ,  contro l'uso più comune, colla parola « principio » il modo di 
argomentare, e non i risultati  che ne berivano. A questo proposito devo riclliamare l'at- 
tenzione su di u.i lavoro di W. THOMSON che sembra poco noto a i  matematici .tedeschi 
[Gtiorn. di Liouville, tom. 13 (1547)l. Il principio in parola è ivi enunciato con grande 
generalità. 
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uno svolgimento di pensiero, oomposto di sole idee matematiche. Epperb egli, 
come lo mostrano certi lunghi sviluppi della sua Dissertazione, era ben corn- 
preso di certe difficoltl, ma non se ne preoccupb, quanto sarebbe stato ne- 
cessario, perché vide chc in casi analoghi quelle argomentazioni erano con- 
siderate come rigorose dagli altri matematici, non escluso Gauss. 

E con cib termineremo, cib che avevamo a dire sulle funzioni di varia- 
bili coinplesse. Queste rappresentano l'unico sistema di ricerche connesse fra 
loro attorno cui RIEMANN lavorb; tutte le altre sono ricerche speciali. Ma si 
avrebbe una molto incompleta idea dell'opera matematica di RIEMANN, se si 
volessero lasciar da parte questi altri lavori. Giacchè, fatta anche astrazione 
dai risultati molto notevoli che ivi si ottengono, non si pub fare a meno di 
essi per avere l'idea completa di tutta la larghezza di vedute che egli con- 
cepiva, e il programma di lavoro che egli pensava di compiere. E ognuna 
di tali ricerche h a  portato il suo notevole contributo alIo sviluppo ulteriore 
della scienzu, come io farb ora vedere. 

Cominciamo col dire che, come già accennammo, la  trattazione data da 
RIEMANN della teoria delle funzioni di variabili complesse, la quale comincia 
colle equazioni a derivate parziali del potenziale , secondo il silo concetto , 
doveva essere solo un esempio per unrt simile trattazione di tutti gli altri 
problemi fisici, che conducono a equazioni e derivate parziali (o in generale 
a equazioni differenziali); si devono studiare volta per volta le discontinuità 
delle equazioni differenziali, e si deve esaminare sino a che punto la soluzione 
resta determinata da siffatte discontinuità, e dalle poste condizioni. 

Lo sviluppo di questo programma, che dopo è stato promosso da varie 
parti, e che negli nltimi anni è stato, con gran successo, assunto dai geometri 
francesi, diventn niente altro che unu nuova base sisternatica nei metodi d ' in -  
tegraxione della meccanica e della fisica matematica. RIEMANN stesro in questo 
ordine di idee, trattb addentro un solo problema, che è contenuto nella Me- 
moria sopra la propagaxione delle onde aeree piane di Jinita ampiezxa d i  
oscillaxione (1860). 

Fra le equazioni a derivate parzinli lineari della fisica matematica bisogna 
distinguere due tipi principali: il tipo ellittico e il tipo iperbolico, per i quali 
sono esempi più semplici, rispettivamente, la equazione differeiiziale del po- 
tenziale, c! quella della corda oscillante: f m  essi sta, come cas0 intermedio, 
il tipo parabolico, cui appartiene per esempio I'equazione differenziale della 
conduzione del calore. Nuove ricerche di PICARD hanno mostrato che i me- 
todi d' integrazione della teoria del potenziale possono trasportarsi, quasi inal- 
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terati, allc equazioni differenziali ellittiche. Ma che cosa possiamo dire degli 
altri tipi? A cib il lavoro di RIEMANN dette un primo importante contributo. 
Egli mostrb quali rimarchevoli modificazioni devono essere apportate al pro- 
blema, noto nella teoria del Potenziale, cosiddetto dei valori nl contorno, e 
alla sua soluzione mediante la furizione di GREEN, perché gli sviluppi restino 
validi per le equazioni differenziali iperboliche. Ma anche da un altro 1ato la 
Memoria di RIEMANN è pnrticolarmente interessante. La riduzione del problema 
indicato da1 titolo, ad un'equazione differenziale 1inea.re è già di per sè stesso 
un importante risultato; ma c'è dippiù, ed è che per far questo egli adoperb 
un metodo, che ai fisici non recherà grande sorpresa, i l  metodo grafico. E 
cib si presta ad un'osservazione; giacchè un ta1 metodo è ora molto trascu- 
rato dai matematici avvezzi alle considerazioni astratte, e fa quindi tauto più 
piacere, il vedere che una cos1 grande aiitorità matematica quale RIEMANN, 10 
abbia adoperato, e da esso abbia saputo trame cos1 importanti conseguenzs. 

Resta ora a parlare ancora dei due grossi Saggi che RIEMANN presentb 
per la sua abilitazione all'insegnamento, ne1 1854, in età di 28 anni; cioè 
quello intitolato: Sopra le ipotesi che sono d i  fondaîîzento alla geometria, e 
IO scritto intitolato : Sopra la rappresenfaxione d i  una fu?z,aione mediante serk 
trigonome trich e. 

notevole che questi due lavori sOno stati finora diversamente apprez- 
zati ilal pubblico scientifico; le ipotesi della geometria hanno da lungo tempo 
trovato la stima che loro ~ipet tav~,  specialmente per opera di HELMHOLTZ, come 
molti di voi sanno; invece le ricerche sulle serie t'rigonometriche sono rimaste 
sinora note solo ad un ristretto numero di matematici. Cib non toglie perb 
che i risiiltati cui esse han dato origine, sieno da1 punto di vista teorico, del 
più grande interesse. 

Per  quel che riguarda le ipotesi della geometuia, io non mi dilungherb 
sulla significazione filosofica della cosa, su cui non avrei nulla di nuovo da 
dire. Per i matematici una ta1 discussione ha importanza non tanto per la 
origine degli assiomi geometrici, quanto per quel che si riferisce alla logica 
dipendenza fra essi. 

Il più famoso problema è quello riguardante il posto che deve occupare 
l'assioma delle parallele. Le ricerche di GAUSS, LOBATSCHEWSKY e BOLYAI (per 
ricordare solo i nomi più illustri) hanno notoriamente mostrato che l'assioma 
delle parallele non è una conseguenza degli altri assiomi, e che, facendo 
astrazione dall'assioma delle parallele, si pub costruire una geometria generale, 
conseguente in sè stessa, la quale contenga corne caso particolare, la geo- 

Annali di Matematica, tomo XXIII, 29 
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metria ordinaria. Di queste importanti considerazioni RIEMANN dette una nuova 
e speciale applicazione, considerandole come premesse per passare alle idee 
della geometria analitica: 10 spazio egli se 10 figurb come un caso particolare 
di una varieta tre volte infinita di enti, in cui il quadrato dell'elemento lineare 
si esprime mediante una forma quadratica nei differenziali delle coordinate. 
Del10 speciale risultato geometrico che egli con cib ottenne, io non discorrerb, 
e similmente non tratterb degli sviluppi ulteriori che la teoria ha ricevuto in 
questi ultimi tempi. L'essenziale ne1 concetto indicato è che RIEMANN anche 
qui restb fedele al suo pensiero fondamentale, studiare le proprietà delle cose 
da1 loro modo d i  cowaportarsi nell'injnitamente piccolo. Egli con cib pose i fon- 
damenti di un nuovo capitolo del calcolo differenziale: la teoria delle espves- 
sioni dgerenziali puadratiche d i  palunpue nurnero di variabili; in partiCo- 
lare degli invarianti appartenenti a tali espressioni. 

Pe r  completare le cose riferite in questa conferenza, voglio qui aggiun- 
gere un'osservazione. Certamente per la ricerca delle relazioni matematiche ' 

non è indifferente, se i simboli con cui si opera hanno iina significazione de- 
terminata, ovvero non l'hanno, giacchè è proprio da1 modo concret0 con cui 
essi si concepiscono che dipende 10 sviluppo ulteriore delle idee. Prova di cib 
è quasi tutto quello che finora abbiamo detto sull'affinità fra la maternatica di 
RIEMANN e la fisica maternatica. Ma '  da cib è indipendente il risultato finale 
della ricerca matematica, la quale è al disopra di tutte tali apposizioni par- 
ticolari; è uno schema logico generale, il cui contenuto speciale resta indif- 
ferente e pub essere scelto in vari modi. Da  questo punto di vista non è da 
sorprendere che RIEMANN più tardi (1861) in un lavoro presentato per un con- 
corso dell'Accademia di Parigi , abbia fatta un' applicazione della sua ricerca 
sulle espressioni differenziali, ad  un problema di conduzione del calore, cioè 
ad un soggetto che non ha  certamente niente a che fare colle ipotesi della 
geometria. Similmente si riattaccano qui le moderne ricerche sull'equivalenza 
e la classificazione dei problemi generali di meccaiiica, giacché infatti, se- 
guendo LAC~RANC~E e JACOBI, le equazioni differenziali della meccanica si pos- 
sono esprimere in modo da farle dipendere da un'unica forma quadratica nei 
differenziali delle coordinate. 

Passiamo ora al lavoro sulle serie trigonometriche, che io ho apposita- 
mente riserbato per ultimo , perchè esso lascia scorgere un ultimo essenziale 
carattere della mente di RIEMANN. Per  quello che ho detto sin qui, io potrei 
facilmente riunire queste ricerche con quelle della fisica e con quelle della 
geometria. Ma l'ingegno penetrante di RIEMANN non si contentb qui di ado- 
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Sull'equazioni lineari alle derivate par- 
ziali del 2." ordine (tipo euttico), e sopra 
una classificazione dei sistemi di linee 
ortogonali che si possono tracciare so- 
pra una superficie. 

(Di PIETRO BURGBTTI, a Borna.) 

P R E F A Z I O N E .  

G i a  da qualche anno il ~ h i a r . ~ "  prof. L. Biiacar (R. Accademia dei 
Lincei, 1889) ed il sig. PICARD (Traité d'Analyse, tome II) sono giunti, per 
vie diverse, ad estendere all'equazione lineare completa del 2." ordine alle 
derivate parziali alcuni teoremi relativi all'equazione specialissima 

che da molto tempo si conoscono. Dalla lettura delle loro Memorie e dall'in- 
teresse dell'argomento sono stato indotto a tentare uno studio più accurato 
sopra tale equazione. Ed anzitutto mi persuasi della necessità di generalizzare 
il notissimo teorema relativo all'esistenza di soluzioni ussociate (O coniugate, 
corne dicono alcuni) dell'equazione (0). 

1 primi indizi di tale generalizzazione si trovano ne1 noto teorema del 
MOUTARD e ne1 lavoro citato del prof. BIANCHI; ed è seguendo quelli che ho 
potuto qui enunciare il teorema generale delle associate, dando special forma 
all' equazione proposta. 

Questa forma mi h a  poi permesso di giungere, nella maniera più diretta 
ed elegante, all'importante teorema del prof. BIANHI, relativo al numero delle 
soluzioni individuate da una data suocessione di valori sopra un contorno 
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226 Bu r g a t t i: Sul? equuxio?zi titteari alle derivate parxiali 

chiuso, ed ai teoremi di RIEMANN che riguardano l'effettiva esistenza di tali 
soluzioni. 

Alla fine del ~econdo capitolo ho trattato delle soluzioni'comuni ad una 
equazione del 2." ordine lineare e ad una del l.", O a due del 2." ordine, con 
metodo analogo a quel10 in uso nella teoria delle equazioni lineari del 1." or- 
dine. Questo problema è stato studiato nella sua generalità da1 prof. BIANCHI 
in alcune Note pubblicate nei u Rendiconti della R. Accademia dei Lincei n 
(serie IV, vol. 2."); m a ,  per le considerazioni alle quali questo studio deve 
servire, conviene trattare la questione in modo diretto, e le formule finali 
compaiono allora sotto forma semplice ed utile. 

11 terzo capitolo poi parla d'una classificazione dei sistemi di linee orto- 
gonali che si possono tracciare sopra una superficie, la  quale é intirnamente 
legata coll'equazioni più sopra considerate. Essa mi ha condotto alla gene- 
ralizzazione di alcuni importanti teoremi di geometria differenziale, e pro- 
mette valido aiuto ne110 studio dei sistemi ortogonali in parola. 

CAPITOLO 1. 

Invariante. - Criterio di riducibilità alla forma A,u = 0. 
Forme speciali. - Teorema del  Moutard. - Fat tore  integrante.  

1. Consideriamo l'equazione lineare del 2." ordine alle derivate parziali: 

Si sa, che nella regione del piano ove b e -  a c < 0 ,  pub essere ridotta alla 
forma più semplice: 

è questa che preridiamo adesso in considerazione. 
Operiamo la sostituzione x = Àx,; ordinando e dividendo per 1, risulta : 
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del 2.0 ordine (tipo ellittico), ecc. 227 

Nascono di qui varie conseguenze: 

1. Se si prende per ?, iina soluaione dell'equazione (l), sparisce il ter- 
mine privo di derivate. 

- t s l d z  
II. Prendendo i, = e , viene eliminato il termine del 1." ordine 

in x; analogamente per y. 
III. Dicendo per brevith l , ,  na,, ni i coefficienti della (2) e ponendo 

1, = ee, risulta: 

Eliminando 8, si ottiene facilmente : 

1 ali 1 ami C mi -- 1 al 1 am Z2 mP - + a + T - n  ---+- 
2 as +? a$ -+z+4-f i ;  

. - 
1 - 2  ax 2 a9 

quindi la funzione: 

è un invariante relativo alla sostituzione: 

2. Proponiamoci intanto di stabilire un criterio atto a riconoscere se 
una data equazione (1) è riducibile alla forma semplice: 

medinnte una sostituzione della forma (5). 
A tale scopo osserviamo, che la precedente 

uguale a zero; ogni equazione quindi riducibile 
tenere a quel tipo d'equazioni (l), per le quali 

eyuazionc ha l'invariante K 
a quella forma deve appar- 
K=O. 

Supponiamo dunque la (1) ad invariante nullo; essa pub allora scriversi, 
corne è facile vedere, 
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od anche, 

e quindi l'equazione (6') si scrive: 

Concludendo: Ogni equaxione (1) ad irzvariante nul10 t. riducibile alla 
formu (7). (L'inversa è vera.) 

Di qui segue, che essa pub rjdursi all'equazione di LAPLACE (5') ne1 modo 
a e a 4 considerato quando a = P . X(x) O a = B - Y(y), ossia 1 = - , m = - es- a x a~ 

sendo û una funzione qualunque. In ta1 caso la sostituzione da operare B 
ri - 

z, = e z  z. Dunque : 
Udequuzione ( 1 )  è riducibile alla fortna d i  1;aptaca con una sostitu- 

zione (5), quando. il stco invariante K é laullo, e l'espressione ldz + md y è 
differenxia le esatto. 

Questa proposizione si poteva ottenere immediatamente in modo diretto; 
ma la vja ora seguita ha fatto conoscere qualche proprietà delle equazioni 
ad invariante nullo. 

3. Aggiungiamo alcune osservazioni su questo tipo d'equazioni. Se 
1'equnzione.data (1) è ad invariante nullo, anche la sua aggiunta 

è, evidentemente, ad invariante nullo. Segue da cib, che essa pub porsi sotto 
la forma (7). Pe r  avere in questo caso le espressioni dei coefficienti a e p ,  
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ne110 sviluppo della maternatica moderna (trad. da Pascal). 223 

perare i concetti geometrico-fisici; egli passb a criticarli, e a proporsi il pro- 
blema della validità O meno, delle relazioni matematiche, che di quei concetti 
sono la conseguenza. Detto brevemente, si tratta dei princ-ii del calcolo àn- 
finitesimale. RIEMANN negli altri moi lavori trattb sempre i problemi di ta1 
natura, di  sfuggita O quasi di iiascosto. Non fece iuvece cos1 ne1 lavoro sulle 
serie trigonometriche. Sfortunatamente trattb solo singoli problemi : il problema 
Be una funzione possa essere discontinua in ogni punto, e quel10 dell'integra- 
bilità di una siffatta funzione. Ma questi problemi li trattb cos\ bene, che di 
qui poi hanno ricevuto il più potente impulso le ricerohe sui fondamenti del- 
I'analisi. L a  tradizione ricorda che RIEMANN, negli ultimi anni parlava a i  suoi 
scolari di quel problema che la critica moderna dB corne il più bello dei 
suoi risultati, la esistenza cioè di funzioni continue non aventi derivata in 
alcun punto. Pih precise idee sopra siffatte singolari funzioni sono state date 
per la prima volta da WEIERSTRASS, a1 quale si deve la  maggior parte di tutto 
cib ohe h a  condotto all'attuale assetto rigoroso della teori-a delle funzioni reali 
di variabili reali (corne si vu01 chiamare la teoria di cui parliamo). 

Riguardo agli sviluppi di RIEMANN sulle serie trigonometriche io sono di 
avviso che egli avrebbe seguito, per quel che riguarda i fondamenti, il modo 
di procedere di WEIERSTRASS, che in tali problemi ha  bandita la considera- 

9- 
zione del10 spazio, e per conseguenza procede solo con definizioni aritmetiche. 
Ma io non posso pensare che RIEMANN, ne1 suo animo, credesse che assoluta- 
mente questa considerazione del10 spazio, condiicesse a risultati erronei, come 
ora si usa facilmente credere dagli esagerati rappresentanti dell'indirizzo mo- 
derno. Egli deve aver creduto che nella difficoltà che qui si presenta, si possa 
trovare un accordo. 

Noi tocchiamo qui una quistione che per l'attuale svjluppo della mate- 
rnatica dovrebbe essere di importanza decisiva: i nostri studenti cominciano 
assai per tempo a conoscere tutte le intricate relazioni che ha  scoperte l'a- 
nalisi moderna; cib è certamente bello, rna ha  anche poi una conseguenza 
pericolosa, ed è che i giovani matematici ternono molto di formulare dei teo- 
remi deterrninati, e che ad essi manca quella freschezza senza d i  cui, anche 
nella scienza, non si pub ottenere alcun successo. D'altra parte la  rnaggior 
parte dei pratici crede di potere fare a meno di quelle ricerche di  cui par- 
liamo, e che offrono maggiore difficoltà. ]&si si separano dalla scienza rjgo- 
rosa, e sviluppano per loro uso una matematica particolare, che spunta come 
un pezzo di radice accanto ad una maestosa pianta. Noi faremo qualsiasi 
sforzo perché sia tolta questa pericolosa scissura. 
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E a questo proposito mi si permetta di precisare, con due proposizioni, 
il mio proprio parere in questa quistione. In  primo luogo io credo che i di- 
fetti che, da1 lato matematico, presenta la  concezione dello spazio, sieno solo 
temporanei, e che il metodo potrà perfezionarsi in modo, che col suo aiuto 
si potrà intendere la tendenxa degli sviluppi astratti degli analisti. Io  credo 
poi che, cosi ridotta la concezione dello spazio, le applicazioni della matema- 
tica al mondo esterno restano in sostanza inalterate, solo che si fissi di con- 
siderarle corne una specie di linterpolaziorce, che esprima i rapporti con una 
esattezza limitata, ma che basti per le esigenze pratiche. 

E con quesle osservazioni finirb la mia conferenza che ha abbastanza 
abusato della vostra pazienza. 

Voi vi sarete convinti che anche ne1 campo della matematica non vi è 
alcuna discontinuità, e che vi è un rnovimento simile a quel10 che vi è nelle 
scienze naturali. 

Ed è anche una legge generale che quelli che portano il loro contributo 
per 10 sviluppo della scienza sono molti, ma che le vere spinte nuove vengono 
solo da pochi cultori. La cui influenza non è percib limitata al breve spazio 
della loro vita ; essi influiscono dopo, quando cioè sono stati meglio compresi ; 
cos) certamente è avvenuto per RIEMANN. 

Io spero che voi non vogliate considerare la mia conferenza di oggi corne 
un ricordo di un'epoca tramontata, verso cui si suole per 10 più essere pietosi, 
ma corne la descrizione del periodo pieno di attività che attraversa presente- 
mente la matematica. 
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ull'equazioni lineari alle derivate par- 
ziali del 2." ordine WPO eEttico>, e sopra 
una classificazione dei sistemi di linee 
ortogonali che si possono tracciare so- 
pra una superficie. 

(Di PIETRO BURGATTI, a Roma.) 

P R E F A Z I O N E .  

G i P  da qualche anno il ~ h i a r . ~ '  prof. L. Buscai (R. dccademia dei 
Lincei, 1889) ed il sig. P~oaao (Trait4 d'Analyse, tome II) sono giunti, per 
vie diverse, ad estendere a117equazione lineare cornpleta del 2." ordine alle 
derivate parziali alcuni teoremi relativi all'equazione specialissima 

che da molto tempo si conoscono. Dalla lettura delle loro Memorie e dall'in- 
teresse de117argomento sono statu indotto a tentare uno studio più accurato 
sopra tale equazione. Ed anzitutto mi persuasi della necessità di generalizzare 
il notissimo teorema relativo all'esistenza di soluzioni ussocz'crte (O coniugate, 
corne dicono alcuni) dell'equazione (0). 

1 primi indizi di tale generalizzazione si trovano ne1 noto teorema del 
MOUTARD e ne1 lavoro citato del prof. BIANCHI; ed Q seguendo quelli che ho 
potuto qui enunciare il teorema generale delle associate, dando special forma 
al17 equazione proposta. 

Questa forma mi ha poi permesso di giungere, nella maniera più diretta 
ed elegante, all'importante teorema del prof. BIAPICHI, relativo al numero delle 
soluzioni individuate da una data successione di valori sopra un contorno 
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226 Bur g a  t ti:  Sull' equaxioni 2i~ceari able derivate parxiabi 

chiuso, ed ai teorerni di RIEMANN che riguardi~no l'effettiva esistenza di tali 
soluzioni. 

Alla fine del secondo capitolo ho trattato delle soluzioni comuni ad una 
equazione del 2.' ordine lineare e ad una del 1.") O a. due del 2." ordine, con 
metodo analogo a quel10 in uso nella teoria delle equazioni lineari del 1." or- 
dine. Questo problema è stato studiato nella sua generalità da1 prof. BIANCHI 
in alcune Note pubblicate nei u Rendiconti della R. Accademia dei Lincei n 

(serie IV, vol. 2.'); ma, per le considerazioni alle quali questo studio deve 
servire, conviene trattare la questione in modo diretto, e le formule finali 
compaiono allora sotto forma semplice ed utile. 

I l  terzo capitolo poi parla d'una classificazione dei sistemi di linee orto- 
gonali che si possono tracciare sopra una superficie, la quale è intimamente 
legata coll'equazioni più sopra considerate. Essa mi ha condotto alla gene- 
ralizzazione di alcuni importanti teoremi di geometria differenziale, e pro- 
mette valido aiuto nello studio dei sistemi ortogonali in parola. 

CAPITOLO 1. 

Invariante. - Criterio di riducibilità alla forma A, 24 = 0. 
Forme speciali. - Teorema del Moutard. - Fattore integrante. 

1. Consideriamo 1' equazione lineare del 2." ordine alle derivate parziali: 

Si sa ,  che nella regione del piano ove b v -  a c  <O, pub essere ridotta alla 
forma più semplice: 

è questa che prendiamo adesso in considerazione. 
Operiamo la sostituzione x = Àx,; ordinando e dividendo per A ,  risulta: 
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del 2.0 ordine (tipo ellittico), ecc. 227 

Nascono di qui  varie conseguenze: 

1. Se si prende per ?. m a  soluxione dell'equazione (l), sparisce il ter- 
mine privo di derivate. 

- i S 1 d . c  
II. Prendendo À = e , viene eliminato il termine del 1." ordine 

in r ;  analogamente per y. 
III. Dicendo per brevith l , ,  mi,  ni  i coefficienti della (2) e ponendo 

?, = ee, risulta: 

Eliminando 19, si ottiene facilmente : 

quindi la funzione: 

è un i l zvn~iante  relativo alla sostituzione: 

x = Àx. (5) 

2. Proponiamoci intanto di stabilire un criterio atto a riconoscere se 
una data equazione (1) è riducibile alla forma semplice: 

mediante una sostituzione della forma (5). 
A tale scopo osserviamo, che la precedente eyuazionc ha l'invariante K 

uguale a zero; ogni equazione quindi riduaibile a quella forma deve appar- 
tenere a quel tipo d'equazioni (l), per le quali X=O. 

Supponiamo dunque la (1) ad invariante nullo; essa pub allora scriversi, 
come è facile vedere, 
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228 B u r  g a  t t i :  Sull'equazioni Zineari alle derivnte parziali 

od anche, 

Posto : 

I 

e quindi 17equazione (6') si 

Concludendo: Ogni equaxione (1) ad invariante nullo E riducibile alla 
forma (7). (L'inversa è vers.) 

Di qui segue, che essa pub ridursi al17equazione di LAPLACE (5') ne1 modo 
a e a O considerato quando a = . X(x) O a = 8 . Y(y), os& 1 = - , m = - , es- a x a Y 

eendo B una funzione qualunque. I n  ta1 caso la sostituzione d a  operare B 
0 - 

zi = e0 z. Dunque : 
Un'epuuzione ( 1 )  è riducibile alla forma di Laplace con una sostitu- 

aione (5), quando il stto invariunte K è nullo, e Z'esyressione Idx +mdy è 
differensia le esa tto. 

Questa proposizione si poteva ottenere immediatamente in modo diretto; 
ma la via ora seguita ha fatto conoscere qualche proprieth delle equazioni 
ad invariante nullo. 

3. Aggiungiamo alcune osservazioni su questo tipo d'equazioni. Se 
l'equazione data (1) è ad invariante nullo, anche la sua aggiunta 

asll. a e t 1  a ~ 1  au  Z - - m - +  n - -  G + F -  a s  
a i  - an) 

a~ ( a; a y  u = o ,  

è, evidentemente, ad invariante nullo. Segue da cib, che essa pub parsi üotta 
la  forma (7). Per  avere in questo caso le espressioni dei coefficienti a e p ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



del 2.0 ordine  ( t ipo ellittico), ecc. 229 

oeeerviamo che, essendo : 

l'equazione (8) si pub scrivere: 

Da1 paragone colla (6) risulta, che questa pub ricavarsi dalla (6) stessa col 
semplice cambiamento d i  1 in - 1 ,  m in -m. Ma la (6) equivale alla (7); 
quindi la (8) equivale all'equazione: 

1 1 che ei ricava dalla (7) sostituendo - ad a, - a B. 
a C1 

Se considerjarno quest'ultima equazione insieme all'equazione (7), risulta 
subito l'identità: 

essendo zc e z m a  coppia qualunque di soluzioni dell'equazioni considerate. 
Una equazione coincide colla sua uggiunta solo quando è riducibile alla 

forma semplice di LAPLACE; ma si pub chiedere: Esiste qualche caso, ne1 
quale l'integrazione dell'una rlspurmia quella dell'altra? È: facile vedere che 

Q 
cib avviene, quando il rapport0 - è una funzione simmetrica di x e y. In- 

fatti , posto : 
P 

a -- U 
p - y ,  pz-z,, -=u , ,  u 

l'equazioni (7) e (7') si scrivono: 

Annali di  Matematica, tom0 XXIII. 
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od anche: 

Sia ora z, una soluzione qualunque della prima equazione, e diciamo a, cib 
che diventa z, quando si scambiano tra loro x ed y. Questa x, soddisfa allora 
1' equazione: 

la quale, se y ,  = y,  coincide coll' aggz'unta. 
1 Dunque: S e  z =  - . x , ( x ,  y )  è I'integrale generale d'una eqz~azione ad 
B 

invariante nullo, per Zu quale - 2 funzione sirnmetricrr rispetto alle variabili 
F 

s ed y, l'integrale generale della sua aggiunta è dato du 26 = o: zi(y, x). 
4. Consideriamo adesso le equazioni (1) ad invariante non nullo, per 

le quali sia soddisfatta la condizione: 

Zdx: + nzdy = d o .  

Esse sono riducibili alla forma caratteristica 

con uns sostituzione della forma x = l x , .  
Infatti, eseguita la sostituzione, si deve otteneïe 1, = O ,  qn, = O; ma. 

allora per le (3) risulta: 

I ae  rn a 4 -=-- -- --- 
2 a~ ' 2 a ~ '  

che diinostra quanto si voleva. Di qui si conclude ancora che la sostituzione 
H -- 

da operare è x = e ' 2,. 
Mediante 1' ultima delle (3) 

subito : 
si calcola poi l'espressione di n , ;  si trova 
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Perché n i  risulti nullo, è necessario che 8 soddisfi l'equazione: 
aeO aze -+~- (EY- (&Y-~~=o ,  asZ ay  

la quale, posto: 

diventa: 

e 
Si pub dunque dire: Se 8 é ta2 funxione che ë' soddisfa  l e  (9), l'epua- 
aione (l), quando sia 1 d x  $- m d  y = dB, è riducibile alla forrnu di Lapluce.  
Sotto altro aspetto, è il risultato già ottenuto precedentemente. 

5. Riprendiamo 1' equazione (1) : 

essa pub porsi, colla conoscenza d'una sua soluzione particolare, sotto una 
forma notevole. 

Sia, infatti, o una sua soluzione; si avrà: 

Elirniriando il coefficiente n tra questa e la precedente, si trova subito: 

la quale pub anche scriversi : ' 
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percib la precedente equazione diventa: 

Mol ti plichiamo ade~so tutta 1' equazione per 

ed ordiniamo nella maniera seguente: 

Risulta allora evidente che essa pub scriversi: 

O più semplicemente: 

avendo posto: 
Z ,  = oe , a, m,, = oz . B. 

& la forma dell'equazione (1) che si cercava. 
6. Di qui si deduce immediatamente il noto teorema di MOUTARD, che 

trova applicazioni importanti nella teoria delle superficie (BIANCHI, Geometria 
differemiale, Cap. X I I ) .  

Basta, infatti , supporre : 

Zdx + rndy  = dB; 
onde la (10) diventa : 

Questa dice che 1' espressione : 
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è differenziale esatto; possiamo quindi associare 
guisa che si abbia: 

- 2 

Allora la rp cos1 definita soddisfa l'equazione: 

alla x iina funzione y ,  in 

il cui integrale generale si ricava da quello della (11) con una semplice 
quadratura : 

Viceversa; se è noto l'integrale generale della (13), si ricava quello dell'equa- 
zione (1 1) mediante la quadratura: 

Facendo percorrere a O le espressioni delle differenti soluzioni della (Il), si 
ricavano infinite equazioni (13), che si chiamano le associate della proposta. 
Si conclude dunque: 

Integra t a  u n a  equaxione del tipo (1  l), s i  possono cos trtiire, coll' aiuto 
delle differenti sue soluzioni, infinite equazioni associate, i cui integrali  ge- 
nerali  s i  ricavano da guello della proposta con semplici yuadrature. 

Viceversa: Nota  ccn'associata ed i l  suo integrale generale, s i  pu6 rica- 
vare con semplice quadratura l'integrale generale della proposta, e poi d i  
tutte le altre associate. 

L'equazione (11) è di quelle riducibili alla forma: 

colle solite sostituzioni. Anche tutte le sue associate sono riducibili eviden- 
temente alla stessa forma, e la sostituzione da operare si trova subito colla 
proposizione del n." 4. 
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7. Tornando all'equazione generale (10): 

è chiaro che si pub porre: 
- 2  

essendo p una funzione di x ed y. Se ora si suppone p determinato in ta1 
guisa da rendere l'espressione : 

un differenziale esatto, si ricava immediatamente: 

L a  conoscefixa dunyue d i  una espressione di p conduce alla determinazione 
d' una soluxione dell' equaxione propos ta median te quadratu~e. 

L a  funzione p è percib un vero fattore integrtrnte, corne quelli che s'in- 
contrano nella teoria dell'equazioni lineari del 1." ordine. 

Per  completare utilmente il teorema ora dimostrato, bisognerebbe trovare 
l'equazione alla quale soddisfano i fattori p, e che é impliciia nella condi- 
zione (15). Tale ricerca, eseguita in modo diretto, conduce ad una equazione 
assai complicata d'un ordine superiore al secondo, mentre è chiaro che deve 
ridursi al 2.' ordine. Non essendo giunto a tale riduzione, preferisco lasciare 
il teorema incompleto. 

Prima d'ultimare questa parte si osservi, che I'equazione aggiunta della 
(1) si ottiene subito, analogamente a quanto si è detto per le equazioni ad 
invaria.de nullo, cambiando Z in - 1 ,  m in - rn, o in À, essendo h una so- 

luz,jone particolare qualunque dell'aggiunta stessa. Si ha percib: 
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avendo posto : 

Se poi si scrive questa equazione accanto alla (IO), si deduce irnmediata- 
mente 1' identità: 

essendo x ed u una coppia qualunque di soluzioni della (10) e della sua. 
aggiunta. 

CAPITOLO II. 

Teorema generale delle associate. - Teorema di Bianchi. 
Formule di Green. - Teoremi d i  Riemann. 

Sulle soluzioni comuni ad un'equazione del 2 . O  ordine ed una del 1.", 
e a due equazioni del 2.' ordine. 

8. Abbiamo trovato relativamente al tipo speciale delle equazioni (11) 
un teorema, il quale insegna la maniera per costrnire le associate, che s'in- 
tegr:ino poi per quadrature quando sia integrata la proposta. 'Vogliarno ora 
qui occuparci della generalizzazione completa di questo teorema. 

Corninciamo a considerare, per chiarezza e semplicità, 
2." ordine ridotte alla forma: 

P z  P a  82 - az  
a z 2 + ~ + E G + m a y = o i  

ove I ed 7n sono due funzioni qualunque di x ed y. 
È: facile dimostrare, che i coefficienti 1 ed rn si possono 

modi sotto la forma: 

essendo a e b due certe funzioni di x ed y. Infatti, perchè 

le equazioni del 

(15') 

porre in infiniti 

(16) 

cib avvenga, è 
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necessario che le funzioni a e b soddisfino il sistema: 

Eliminando a fra queste equazioni, si ottiene: 

ossia : 
a 2 b  a"a  ab a b  am - + - - Z - - ~ - - ( ~ + ~ ) ~ = O ,  a x 2  a y 2  a x  a y  

che è l'equazione aggiunta della proposta. 
Presa una soluzione qualunque di questa equazione e sostituita alla fun- 

zione b ne1 sistema (l?), si potrà ricavare la corrispondente espressione di n 
con una quadratura. Da cib risulta, che si possono veramente porre i due 
coefficienti 2 ed m sotto la forma (16) in una infinità di modi. 

Cib posto, prendiamo l'equazione proposta e scriviamola, in virtù del- 
I'osservazione precedente, sotto la forma: 

ag x 
Aggiungendo e togliendo a - 3 dopo aver moltiplicato tutta l'equazione 

axa?, 
per b, B facile ridurla alla forma semplice: 

Questa equazione esprime la condizione necessariri e sufüciente affinchè l'e- 
spressione : 

a2 a s  ~ ? 2 - a à 5 ) d ~ - ( b a z + a ~ ) d y 7  a~ 
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Ogni funeione y cos1 definita soddisfa pbre una equazione lineare del 9." or- 
dine e del tipo (15'). Per ottenerla, si risolva il sistema precedente rispetto 
alle derivate della funeione a ;  si trovs subito: 

Eliminando ora per deriv~eione la x ,  si ottiene l'equazione cercata. Ma 
per averls sotto forma sviluppata con i coefficienti funzioni di a ,  b, 1 ed wz, 
si osservi che il sistema (20) risulta immediatamente da1 sistema (19) cam- 

a cosicohè i coefficienti dell'equa- biando a in  y e y in z ,  a in è;, b in - - 
ce ' 

a 
zione in y ,  che diremi l e p ,  si otterranno dalle (16) pons~do c; ia luogo 

I ,  
di a,  -- in luogo di b ,  e si avrà percib: 

co 

Sviluppando adessa le derivazioni qui indicate si trova facilmente : 

ossia, in virtù delle (16), 
b2 i = ; I ( a 9 - b 3 ~ - 2 a b h < /  

Abbiamo cos) i coeffiçienti h e p della ndova equaeione in ~p espreai per a, 
Annati di Matematica, tomo XXIII. 31 
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b ,  1 ed m, corne si voleva; talchb l'equazione stessa pub scriversi: 

Concludendo: Per ogni soluxz'ons x dell'eqzlazz'olze proposta si pua deter- 
minare una solux.ione di pesta associuta mediante la sempiice quadratu~a: 

Viceversa: Nota una soluxione dell'associata, si determifia ccna soluzione della 
proposta colla quadratura: 

L'equazione (21) poi non è la sola equazione associata. Ricordiamo che i 
coefficienti a e b dell'equazione proposta si possono porre in infiniti modi 
sotto la forma (16); per conseguenza si potrà costruire un'epuazione asso- 
ciata (21) corrispondentemente ad ogni coppia ( a ,  b) ,  colla pale vengono for- 
mati i coeficienti Z ed m. 

Che due associate siano veramente tra loro diverse, risulta evidente col 
ragionamento qui appresso. Rappresentiamo con (ai, bi) una coppia di solu- 
zioni del sistema (l'i), e poniamo per brevità: 

Consideriamo allora le due associate: 

essendo r =$ s ;  perchè siano fra loro uguali, dovrà essere: 

ossia : 

Se ora escludiamo il cas0 che E ed m siano nulle ad  un tempo, queste con- 
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dizioni equivalgono all' altra : 

Ma I'assurdith di queste relazioni tra le coppie d i  soluzioni del sistema (17) 
risulta chiaramente. Ne1 caso poi di 2 = m = O  tutte le associate coincidono 
coll' equazione proposta. 

9. Resta facile adesso estendere il teorema anche all'equazione generale: 

nella regione u y - f i2 > 0. ' Anzitutto osserviamo, che una tale equazione si 
pub sempre mettere sotto la forma: 

essendo : 
Edxe + 2Fdxdy + Gdy2, 

una forma quadratica definita, e H= \IËG - P. 
Basta, infatti, dividere tutta l'equazione per VU y - P" = 8 ,  ed aggiun- 

gere e togliere 1' espressione : 

Consideriamo dunque l'equazione (24), che scriveremo per semplicità e 
simmetria senza indici : 

Ripetendo allora parola per parola i ragionamenti fatti ne1 numero prece- 
dente, si vede che, se (a, b) è una coppia di soluzioni del sistema: 

a b H  a b H  E - F -  aa  

a Y + H - = b ~ m ,  a x 
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l'equazione (25) si pub ~crivere: 

quindi possiamo anche qui associare alla a una funzione y ,  tale che si nbbia: 

Le y COS\ definite soddisfano pure un'equazione del 2." ordine del tipo (25). 
Risolvendo infatti il sistema precedente rispetto alle derivate della funzione z, 
si ottiene: 

a z  -=- 
ax be Hg + a' 

(28) 

a z  --- - 
ay b q H e  + ae 

ed elirninando poi la x ,  risulta: 

alla Questa equazione differisce dalla (26) per la sostituzione di - 
+ a, 

a funzione b ,  e di 
P H *  + as 

ad a. 

Senza pih oltre insistere, possiamo dunque concludere, conformemente a 
quanto si è cletto ne1 numero precedente: 

Proposta una equazione (23), esistono inJinite eyuaxioni associate i cui 
integrali gelzerali si ricavano da quello della (23) con una semplice qua- 
dratzcra: 

Viceversa: Nota un'cr~socàata pualunque ed i l  suo integrale, con Sem- 
plici quadrature si ràcavano gli integrali generali della proposta e d i  tutte 
le sue associate. A cib servono le formule (28). 
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10. L a  forma ( 26 )  data all'.equazione proposta conduce ancora ne1 modo 
più semplice e diretto ad un importante teorema dovuto al prof. BIANCHI (Ren- 
diconti della R. Accademia dei Lincei, 1889), e clle si pub enuriciare: 

Nella regione R del piano (O super$cie) ove ay - fi" 0 ,  non pu6 esi- 
stere che una sola funxione x ( x ,  y), la q~cale, lnantenendosi J i k tn  e continua 
insieme alle sue derivate y r i m ~  in un'area a ~acchiusa da un contowo s tutio 
compreso in R, assuma su1 contorno medesimo una data succcssione (continua) 
d i  oalori e soddisfi l'equaxione ( 23 )  1 coeficienti di questa eqz~axione s i  sup- 
pongono naturalrnente $nidi e continui nella ~egione considerata. 

Siano infatti z ,  e x, due soluzioni dell'equazione (23) soddisfacenti alle 
condizioni ora accennate, O, corne dice il prof. Braac~r ,  ?.egolari nell'area o, 
e che coincidono su1 contorno S.  La loro differenza z = x, - x,  è pure solu- 
zione della (23) regolare nell'area o, e s'annulla su1 contorno S.  Percib, se 
x ,  e x, non possono essere due soluzioni distinte, la x dovrà esser nulla anche 
in tutta l'ares. i3 dunque questo che si tratta di dimostrare. 

& tale scopo poniamo l'equazione proposta sotto la forma (26 ) :  

ove x rappresenta la soluzione anzidetta. 
Moltiplicando questa equazione per x,  è facile vedere che pub scriversi: 

O più sernplicemente : 

ove A , $  è i l  noto parametro differenxiate primo di x relativo alla forma 
quadratica : 

Ed.x2+ 2 2 d x d y  + Gdy2.  

Cià posto, integriamo m b o  i membri d i  questa equazione su tutta l 'ares a. 
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Applicando allora al primo membro la  notissima trasformazione di Gauss, si 
ottiene immediatamente : 

ove n è la normale diretta verso l'interno di o. 

Ma I'integrale del primo membro è nullo, perchè nulla B la x sopra tutto 
il contorno s; resta quindi: 

Ora,  A ,  x è nella regione considerata essenzialmente positivo (Parametri dif- 
ferenxiali, BELTRAMI); per conseguenza, oviinque t è diverso da zero, l'inte- 
grale precedente non pub essere nullo, se non è x= cost. in tutta l'area o. 
I l  teorema è dimostrato. 

Si osserverà, volendo essere rigorosi, che la restrizione ulteriore b =:= O 
non è che apparente. Essa è contenuta nelle ipotesi di regolarità dei coeffi- 
cienti della equazione primitiva (23). 

Si aggiunga che il teorema è ancora vero, quando l'equazione data h a  
un termine nx indipendente dalle derivate di x, purchè n sia minore di zero 
nell'area considerata. Cib è evidente (BIANCHI, Nota citata). 

11. Il  teorema ora dimostrato dice dunque che, se esiste una funzione z 
soddisfacente a tutte le condizioni sopra enunciate e che prenda su1 contorno 
una successione data di valori, essa è unica. 

Nasce quindi immediat,amente quest'altro problerna di maggiore interesse 
e difficoltà: Una tale funzione esiste sempre? RIEMANN nella sua celebre Dis- 
sertazione Inaugurale ha dato una risposta affermativa per il cas0 particola- 

a e x  rissimo dell'equazione di LAPLACE - + 2 = O ,  basandosi sopra una di- a ~ =  ay2 
rnostrazione, la quale, benchè non perfettamente rigorosa, é di grandissima 
semplicith. Tale diniostrazione essendo valida anche per un caso molto più 
generale, grazie alle formule stabilite nei numeri precedenti, non credo inutile 
di riprodurla, trovando giuste le parole del PICARD: u Quoique cette démon- 
stration ne présente pas une rigueur suffisante, elle rend tout a u  moins trés 
vraisemblable le théorème en question, et elle est le type d'un genre de rai- 
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sonnement fréquemment employe en Physique Mathématique et dont, faute de 
mieux, on doit souvent se contenter. n (Truité d'Analyse, tome I I ,  pag. 435.) 

Cominciamo a stabilire una formula, che ne1 caso speciale dell'equazione 
di LAPLACE è conosoiuta sotto il nome di f o ~ m u l a  di Green. 

Indicando con z ed u due funzioni qualunque di x ed y, consideriamo 
le quattro identità: 

Sommate membro a membro dànno evidentemente: 

ove A(z, u) rappresenta il noto parametro differenzial rnisto di x ed u relativo 
alla solita forma quadratica, e H(z) rappresenta il primo membro dell'equa- 
zione (26). 

Supponiamo adesso che le funzioni x ed tc siano regolari nella regione R 
insieme alle altre che compariscono nell' identità precedente, e diciaino c 
un'area racchiusa da  un contorno s tutto compreso in R. Integrando allora 
ambo i membri su tutta l'area U ,  ed applicando ai  due prinii termini del se- 
condo membro In solita trasformazione di Gauss, si trova subito: 
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the 6 l a  formula cercata. La normale n è diretta, corne al solito, verso l ' in- 
terno dell' area. 

Questa formula è evitlentemeiite la generalizzazione della (31); s quella 
si giunge ponendo u = z e supponendo z soluzione dell'equazione ii(z) = 0. 
Si pub quindi anche partire dalla (32) per giungere al teorema di BIANCHI. 
Da quella si possono poi ricavare parecchie altre formule, quando si facciano 
speciali ipotesi sulle funzioni x ed cc. 

Cosi, ad esempio, supponiamo che z soddisfi 1' equazione Il (2) = O, e 
che u sia la soluzione corrispondente della equazione associata costruita cogli 
attiiali valori di u e b. Allora per le (27) si ha:  

le quali, moltiplicate in croce, dànno evidentemente: 

Pe r  conseguenza ne1 caso presente la formula (32) diventa: 

Corne secondo esempio, poniaino nella (32) u = cost., e ~ i a  x una funzione 
qualunque ; si ottiene : 

Di qui risulta che, se per tutti i contorni s della regione R: 

, funzione z soddisfa l'equazione (26): 
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Ma senza più oltre insistere su questi esempi, veniamo alle proposizioni di 
RIEMANN. Sia x una funzione reyolare nell'area o limitata da un contorno s 
e ciul contorno medesimo, e che soddisfi l'equazione n(x) = O. Consideriamo 
l'integrale : 

ove la u rappresenta una funzione soddisfacente alle stesse condizioni di re- 
golarità della z ,  e che siil contorno prende la stessn suceessione di valori 
della x. Dimostriamo allora che, irz questu ipotesi, 1' irztegrale precedente 2 
minimo (valore assoluto) per 21 - x. 

Infatti, la funzione V= u - x é nulla su1 contorno, e l'integrale J si 
pub scrivere : 

Ma per la (32) e per le proprietà di P e x ammesse per ipotesi risulta evi- 
dentemente : 

per conseguenza : 

Poichè b ,  per le cose già dette, mantien6 un segno invariabile 
che consideriamo, si vede di qui che J è minimo in valore assoluto per u = x ,  
e non già per un'aitra u coincidente su1 contorno con x. 

Questa proposizione ammette l'inversa. Siano x ed zl due funzioni che 
coincidono su1 contorno s e che soddisfano in o alle solite condizioni di re- 
golarità. 

Se t in tegrale  J è mininto (valore assolzdto) quando si pone x al posto 
d i  u, la funxione z  soddisfa 1' equaxione il (2 )  = 0. 

Poniamo infatti : /' 
u = Z + € v ,  

Annali di Malematica, tomo XXIII. 

nella regione 
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essendo E una certa costante e B una funzione di x ed y che s'annulla su1 
contorno S. Sostituendo questa espressione di u in J, si ha: 

ossia per la (32): 

Ora per ipotesi J è minimo in valore assoluto per V= 0 ,  deve quindi 
sempre essere: 

comunque si disponga della P dentro l'arert 0 .  
Ma questo non pub avvenire se non è: 

[ v n ( z ) d ,  = O ,  

giacchè si potrebbe altrimenti scegliere una tale E da rendere l'espressione 
precedente minore O maggiore di zero corne più piace. Ora la funzione P, 
benchè data su1 contorno, è perb qualunque dentro l'area u; per conseguenza 
è facile concludere, che l'integrale precedente non pub essere nul10 se non è: 

La proposizione è dimostrata. 
1 due teoremi di RIEMANN, stabiliti ora rigorosamente, sono dunque veri 

in generale per 1' equazione II(z) = O.  Non è cosi del ragionamento finale del 
RIEMANN, che ha per scopo di dimostrare 1' esistenza della funzione x regolare 
soddisfacente all'equazione in parola e che prcnde su1 contorno una succes- 
sione di valori data a priori. Esso è immediatamente applicabile ne1 solo caso, 
del resto abbastanza generale, che la funzione a sia nulla, cioè che l'equa- 
zione si riduca alla forma: 
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In  questo caso l'integrale J diventa: 

Esso è allora essenzialmente positivo O negativo, e non pub annullarsi; esiste 
quindi un limite sotto il quale non pub discendere. Sia x la funzione che fa 
raggiungere all'integrale il suo minimo; in virtù del teorema precedente essa 
soddisfa l'equazione Ii(x)= O ,  ed il teorema dell'esistenxa è dimostrato. 

Corne si vede, ne1 caso che a non sia nulla i ragionamenti precedenti 
non soi10 pi6 validi. 

12. Passiamo adesso ad un problema di altro genere relativo alle stesse 
equazioni, il quale non è certamente di lieve interesse, e serve per chjarire 
le considerazioni che seguono (vedi Prefazione). 

Il probleme in parola è il seguente: 
Riconoscere se una data equazione lineare del 2." ordine a due variabili 

ed un'equazione lineare de1 1." ordine, ambedue mancanti del termine in x ,  
amniettono O no solusioni comuni; ne1 cas0 affermativo dire quante ne am- 
mettono e dare un metodo per determinarle, 

Comincieremo a considerare per brevith l'equazione speciale del 2." ordine: 

i ragionameiiti validi per questa sono poi immediat,amente estendibili al caso 
generale. Ed anzitutto é facilissirno trovare il numero preciso delle soluzioni 
che possono ammettere in comune. Convideriamo infatti unitamente alla (33) 
1' equazione del 1 .O ordine : 

es~endo u e due funzioni qualunque di x ed y. Se  A è una soluzione par- 
ticolare di questa equazione, f ( A )  è la soluzione più generale, quando si con- 
sideri f arbitraria. Per  conseguenza, se esistono due soluzioni comuni all'e- 
quazioni (33) e (34), una è funzione dell'altra. Ma cib & impossibile, giacchh, 
se si scrive la (33) sotto la forma (18): 
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e si pone al posto di x la funzione ?(A), essendo 1 una soluzione, risulta subito : 

la quale non B soddiafatta ahe per p"(i) = O .  Dunque le equazioni (33) e ( 3 4 )  
non possono ammettere più d'uns soluzione coinune, se faccinmo astrazione 
dall'aggiunta di termini O fattori costariti. Cib posto, vedinmo di  stabilire un 
criterio per riconoscere se le due date equazioni ammettono una soluzione 
cornune. II metodo è analogo a quel10 in uso per le equazioni lineari del 
1." ordine. 

Consideriamo i simboli n ( x )  e A(x) come due operazioni da eseguire 
sulla funzione x. k evidente allore che la soluzione cornune alle equazioni: 

aoddisfa in pari tempo 1' equazione : 

si trova, dopo aver ordinato e ridotto: 

essendo : 

li =II@) - A(1) 

m, = ri ( B )  - A (HZ). 

Supponiamo adesso che le date equazioni atnmettano la s~luzione z comune; 
avremo per quanto si è detto: 

n(+o, A ( Z ) = O  

(II, A ) =  O. 
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Dippiù, derivando parzialmente ,4 (z)  = 0 rispetto ad x O ad y, risultano que- 
st' altre due identità: 

azs aP2 a z  az a p  a x  .fi&) = 31. 7 + p - -$---=O ax: a ~ a i , + ~ a ~  a z a y  
a?Z a e z  arr .  a z  a p  aa +;i -+ - -=o .  AY(z)=D7 +CL - 
CY a . ~ ' a y  gy ax ay  a y  

Da tutto cib segue necessariamente la condizione: 

giacchè, coiisiderando le cinque identità 

corne un sistema d'equazioni algebriche tra le cinque derivate : 

queste devono potersi ricavare i n  funzione dei coefficienti e devono risultare 
differenti da  zero. Ma cotesta condizione equivale evjdentemente a quest'altra: 

essendo p l ,  p 2 ,  p, e p l  quattro funzioni di x ed y ;  si conclude quindi: Se le 
due d a f e  equazioni (33) e (34) ammettono una soluxione a c o m m e ,  i l  sin2- 
bolo (ii, A )  è rtecessariatneîzte u~zu funxione 1ineal.e del le  qua t t ro  espressioni:  

n(4 ,  A(& A&9, A&), 

intendefido che l a  funzione lineare sia formata con coe f i ckn t i  iwwiabili. 
Di qui dunque risulta che la condizione (37) è fzecessariu per I'esistenza 

della soluzione comune, ma si pub dimostrare che essa è ancora suficiente.  
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A tale scopo osserviamo anzitutto, che si pua sempre scegliere: 

n (z )  = A I  qz) + I sA(z ) ,  

in  guisa che la (37) diventi: 

P l ,  A )  = p J & )  + p 4 A y ( 4 .  
Si ha infatti : 

(fl,, A )  = 1.i A ( A ( z ) )  + holl(A(a))  - A(At)A(a)  - 
- I A (A (i)) - A (12)  II (a)  - A* A (rI (2 ) )  ; 

ciob, riducendo e tenendo conto della (37), 

(nt,  A) = 11, pi - A o.,)\ n ( ~ )  + I L  pl - A (A,)\ A (2)  + 1, p, A ,  (z )  + 1, Pr A, (2). 

Si vede di qui che è sempre possibile determinare À, e A,, in maniera che sia: 

Cib posto, torniamo al nostro problerna, e supponiamo quindi che si abbia: 

Se diciatno z una soluzione di  A(a)  = O  e y, una funzione arbitraria di x ,  
avremo in virtù della precedente: 

ossia : 
A (ni ( Y ) )  = O, 

Hl (pl) = F(4. 
Questa si pub scrivere distesamente, essendo A(?) = O ,  

od anche, sviluppando, 

I'espressione l., A, a è percib una fuiizione della sola z. Noi possiamo calcolare 
a priori questa espressione, ed allora è possibile ricavare una y(z) tale che 
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F(x) risulti nulla. Si ha  infatti che: 
-J-"dz 

dz, 

soddisfa alla. condizione : 

Possiamo dunque concludere: L a  (37)  rappresenta Zn condixione ?beces- 
saria e suficiente,  perchè le due equnxioni date abbiano unn solzcziotze a 
comune. 

Circa I'effettiva determinazione della rp(x), si noti che: 

percib, integrata l'equazione del 1." ordine, restano semplicemente due inte- 
grali da calcolare. ni qui si deduce ancora l'elegante proposizione: 

Se due equaxioni (33) e (34)  ammettono unn solzcxione comune, il  rap- 
A i  z porto - è una fulzxione della sola x ,  essendo x una soluxione qualunque 
n (2) 

dell'equaxione (34)  A ( x )  = O.  
13. Tutti i teoremi ora trovati valgono senza cambiamento alcuno per 

la equazione più generale: 

corne risulta immediatamente. Non resta percib che dare in questo cas0 l'e- 
spressione del simbolo (II, A). Con semplici sviluppi di calcolo si trova: 

essendo : 

1, = n (a) - A (2) 

m, = ïi(3) - A (m). 
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Anche l'ultinio teorema del numero precedente sussiste per questa equazione, 
considerando perh A,z come il pnrametro differenzial primo relativo alla forma 
quadïatica: 

Edx" 2 F d x d y  +- GdyZ, 

la quale risulta ponendo I'equazionc data sotto la forma (25) (vedi ii " 9). 
14. I teoremi diinostrati servono ancorrt per risolvere i l  problema se- 

guente: Date due equazioni del tipo generale (35'1, tali perb che r ido t t~  alla 
forma (25): 

a z a J a z a z F - - G -  
8 Y L a z  (- H a ~ j  t- . ;y (% - ,Y-- az/ a x  a  z 

H ) + ~ i a ; + m l - =  3~ 0, 

abbiano, come è già supposto, i due primi termini uguali, trovare un criterio 
per riconoscere l'esistenxa. di soluzioni comuni e il modo di determinarle. 
Basta infatti osservare, che le soluzioni comuni alle equazioni (39) è comune 
ad ogni altra che sia una combinazione lineare di quelle, ed in parti~olare 
all' equazione del 1 ." ordine: 

Percib al problema dato pos~iarno sostituire l'analogo relativo alle due equa- 
zioni : 

il quale è già stato risolto. 
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CAPITOLO III. 

Ancora delle soluzioni comuni in u n  cas0 speciale. 
Sistemi di linee ortogonali appar tenent i  ad un fattore K. 

Classificazione dei sistemi ortogonali. - SUO carat tere  geometrico. 
Teoremi ad essa relativi. - Applicazioni, 

15. In  questo numero tratteremo I'identico problerna risolto nei tre 
numeri precedenti, relativo perb a due equaziorii di tipo speciale, ed il me- 
todo che useremo sarà diverso da1 precedente. Tutto questo serve a chiarire 
cib che è esposto più innanzi. 

Consideriamo un'equazione lineare del 2." ordine sotto la forma (26),  nella 
quale perb a sia nulla; in altri termiiii una equazione riducibile alla forma: 

Per quanto sappiamo, la sua associata è: 

Se u,  e v,  sono due soluzioni associate di queste equazioni, sussistono le due 
identith: 

essendo Tri e U, funzioni rispettivamente della sola v, e della sola u , .  In- 
fatti , svolgendo convenientemente n, (u,) e rammentando che n (u,) = O ,  si 
trova subito : 

V", HZ . A ( u ~ ,  v,) = O, 

essendo A ( u , ,  u,) il parametro differenzial misto relativo alla forma quadratica: 

Edx" 2 2 d x d y  + Gdy2. 
Annuli di Mcttenzntica, tom0 XXIII. 
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Ma per le (27), che legano le soluzioni d'una equazione con quelle dell'as- 
sociata, si ha: 

A(uj7 vi)=O; 

la prima identità è dunque dimostrata. Lo stesso dicasi per l'altra. Possiamo 
dire in altre parole, che le equazioni H(u) = O e n,(z~) = 0 ammettono la 
soluzione comune 24, qualunque sia VI, e le altre due P(v) = O e Pl (v,) = O 
ammettono la v, qualunque sia la U,. 

È facile vedere che questo è i l  caso più generale d'esistenza di solii- 
zioni cornuni, cioè : 

Due equazioni del tipo (10) mnrnettono uns soliizione comzitze z l  solo quando 
i l  rapporta dei  due fatt0î.i p B una  funxioi~e dell'associata d i  u r i s p t t o  ud 
ulza delle due equazioni. Abbiansi infatti le due equazioni: 

e sia precisamente u la loro soluzione comune. La  prima pub scriversi: 

la quale, sviluppata convenientemente diventa : 

ossia : 

Ma, se v è l'associata di u ,  si ha A(u, v) = O ,  e questa equazione è lineare 

del 1.' ordine nelle derivate di v, per conseguenza o= f(v). Viceversa: se 
Pi 

1 = f(v), allora A = 0;  per oui si rieade nella (42'). Ln proposi- 
F i  
&one è dunque dirnostrata. 

Cerchiamo adesso un criterio pratico per riconoscere se due date equa- 
zioni (42) ammettono una soluzione comune. Formiamoci l'associata della prima 
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equazione, cioé: 

e consideriamo l'espressione P - . Se le due date equazioni ammettono una ( 9 
soluzione comune, sarà in virtù del teorema precedente = f ( v ) ,  eesendo v 

P i  
una soluzione di P ( v )  = O ;  avremo per conseguenza: 

D' altra parte: 

eliminando quindi A,v tra questa e la  precedente, si trova: 

cioè: il rapporto dell'aspressione P - al parametro d i f f e ~ e n x i a l e  pr imo d i  (h l  
P  1 - deoe essere uguale  ad una funziofie d i  P- molt ip l icata  per il fattore -. h 

P i  Pi P 
il criterio richiesto. 

Si vede inoltie , chc 1' effettiva determinazione della soluzione comune 
dipende dall'integrazione d'una equazione lineare del 1." ordine, e da  due 
quadrature. 

Infatti , poichb -!- è una funzione nota, consideriamo 1' equazione del 
P i  

1." ordine: 

se 1 è una sua soluzione, y ( ? )  è la soluzione più generale, quando si ritenga y  
arbitraria. Si capisce allora che la soluzione comune deve essere una fun- 
zione di A;  basta quindi determinare y  in guisa che risulti: 
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cioè: 

Il secondo membro è certamente funzione di 1, perchè abbiamo ammesso l'e- 
- - 

sistenzn della soluzione comune; percib si ricava: 

Abbiamo cosi una maniera di tïovare la soluzione comiine, quando ne 
s;a stata provata dapprjma l'esistenza. 

1 teciremi ora dimostrati valgono con leggere modificazioni per un pro- 
blema più generale. Sia 11 una soluzione dell'equazione n(u) = O ,  e sia data 
un' altra equazione U, ( x )  = O; i.iconoscere se questa equazione nmmette una 
soluzione funzione della u. 

Prendendo per guida i ragionamenti precedenti il problema si risolve 
con facilith; non insisteremo yuindi più oltre su questo argomento, e noteremo 
soltanto una proposizione che sarà usata più innanzi. L'equaxione n,(z)= 0 
non pub ammettere una solwione funzione della u ,  se non 2: 

essefido v Z'sssociata d i  zc. 
Infatti, se y(u) é soluzione della ni@) = O ,  si ha:  

L a  u soddisfa dunque questa equazione e la ~ ( u )  = O; per conseguenza 
sarà, in virtù dei teoreini precedenti, 

La proposizione è quindi giusta. 
16. Sia: 

y d y - + d ~ = O ,  
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l'equazione differenziale d'una famiglia di linee tracciate sopra una superficie 
riferita ad un sistema di coordinate curvilinee x ed y ,  per il quale l'elemento 
lineare assume la forma: 

ds2 = E d x 2  + 2 F d x d y  + Gdy2. 

È noto allora, che l'equazione differenziale delle linee ortogonali a quelln fa- 
miglia h a  la forma: 

Se p è un fattore integrante della (43), si avrà: 

p(cpdy- + d z ) =  d u ;  

talchè ogni altro fattore intcgrante pi sarà uguale a p - f(u). Analogamente, se: 

si avrà per ogni altro fattore integrante ?., l'espressione A, = À F(v); per cui , 
posto : 

Orbene, prendiamo a considerare tutti i sistemi di linee ortogonali che 
provengono da certe serie d'espressiorii di g, e +, e precisainente quelle tali, 
per Cui: 

d 9  - W x ,  

B differenziale esatto quando si usi costantemente una. ciata f u w i o n e  p corne 
fattore integrante, e 

(Ea ,+E 'S)dx+(Fy t W d y ,  

pure differenziale esatto quando si usi un'altra data f umione  i\ corne fattore 
integrante. Allora tutte queste q e + saranno definite da1 sistema d'equazioni: 
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e per le posizioni fatte avremo: 

Elinlinando fra queste y ,  + e v, si trova: 

A 
avendo posto per brevità K= - ; ed analogamente, eliminando y ,  + ed u ,  

3 
\ 

si ricava: 

esseiido sempre H = \IE G - F 2 .  
Di qui risulta, che tutti i sistemi ortogonali sopra definiti si ottengono 

uguagliando a costante due soluzioni associate zc e v dell'eqiiazione (45) e 
della sua associata (45'). Queste equazioni poi sono quelle del 2." ordine pre- 
cedenteinente studiate. 

Orbene sia u una soluzione qualunque d'una data equazione (45) e u 
la corrispondente associata della (457, e consideriamo il sisterna ortogonale 
u = c,ost., v = cost. (*). Se facciamo percorrere ad u le infinite soluzioni della 
(45), avremo sulla superficie infiniti sistemi di linee ortogonali. Diremo questi 
sisteini u sistemi ortogonali appa~tenenti al  f a t t o ~  K n .  Si badi perb di non 
interpretare 'questa denominazione troppo letteralmente per ora. Le considera- 
zioni ed i teorerni clie seguono, porranno in rilievo il giusto significato. 

17. Si  noti anzitutto che un dato sistema ortogonale u = cost., v = cost. 
soddisfa in generale (ne1 senso già attribuito tt questa frase, vedi (*)) a più 
equazioni (45), perchè abbiamo visto ohe due equazioni (45) possono mimet- 
tere una soluzione comune, oppure una soliizione de117una pua essere fun- 
xione d'una soluzione dell'altra. 

(*) Diremo allora per brevità che il sistema ortogonale u =cost., v = CO&. soddisfa 
l'equazione (45). 
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Consideriamo tutti i sistemi ortogonali u = cost. e v = cost. definiti dal- 
1' equazione : 

e vediamo a quale forma si riduce l'elerriento lineare: 

ds'= Edx' + 2 E'dxdy  $- Gdy2,  (47) 

quando si assume uno qualunque di questi sistemi per sisterîza coordinato. E 
iloto dalla teorica dei parametri differenziali che, quando si opera in una 
forma quadratica (47) un cambiamento di variabili 2 = x (u ,  v), y = y (u, v), 
i coefficienti E,, F,, G, della forma trasformata sono dati dalle formule: 

Orbene, ne1 caso presente si ha: 

A(u, O) = 0 ,  
ed essendo: 

si trova in virtù delle (46): 

Svolgendo questa espressione e riducendo, si trova senza difficoltà: 

la quale, meiitre stabilisce un legame fra A, u e A,v, fa conoscere anche il si- 
gnificato del fattor K. Ecco allora le espressioni dei nuovi coefficienti E,, Fi, (7,: 
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onde l'elemento lineare assume la  forma: 

Si pub dunque dire: Tutti i sistemi ortogonali che soddisfano l'equa- 
zione (45), assunti corne sistemi coordinatif riducono l'elemento lineare alla 
forma (48), la quale è caratterizzata dalla preseriza di quel fattore K che 
caratterizza pure l'equazione (45). Ogni altro sistenia ortogonale diverso da 
quelli ora considerati non pub ridurre l'elemento lineare alla forma (48). 

Ecco perchè diciamo che quei sistemi ortogonali appartengono al  fat- 
tore K. Tutti i sistemi ortogonali che si possono tracciare sopra una super- 
ficie restano cosi divisi in gruppi, ognuno dei quali è classificato dalla forma 
che assume l'elemento lineare; ma si osservi bene che tale classificazione è, 
mi sia permessa la frase; per esclusione; cioè, i sistemi ortogonali sono ag- 
gruppati in guisa, che da ogni gruppo restano esclmi tutti quelli ohe non 
possono ridurre n quella certa forma l'elemento lineare comunque siano scelti 
i parametri, ma un sistema appartenente ad un gruppo appnrtiene in generale 
ad altri gruppi. 

Se supponiamo, ad esempio, 

I'elemento lineare (48) prende la forma: 

e l'equazione (45) diventa I'epuaxione d i  Beltrami: 

Tutti questi sistemi formano un gruppo detto isotermo, 
Ritroviamo cosi un notissimo teorema, e ne1 linguaggio qui adottato po- 

tremo dire: I l  grzippo isotewzo a~part iene  a l  fa t to~e 1 

\IEG - 3'; 
18. L a  seguente considerazione geometrica dà una chiara idea della 

classificazione in parola. Indicando con ds,, ds, gli archi elementnri positivi 
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delle linee u = cost., v = cost., si ricava dall'espressione (48): 

per conseguenza l'elemento d'area della superficie è dato da 

Inoltre, se prendiamo eguali gli iiicrementi du e du e facciamo il rap- 
porto degli elementi d'arco d s ,  e ds,,  si ha: 

Dunque: Ogni  sistema ortogonale appartenerzte a l  fattore K forma sulla su- 
perficie considerata ztna rete d i  rettangoli infinitesimi; i l  rapporto dei loro 

1 lati  è una ficrzxiorze d i  u e v data precisumente d a  - . HK 
Di qui risulta il carattere geometrico della classificazioiie considerata. 

Per essa i sistemi ortogonali restano aggruppati in guisa, che quelli appar- 
tenenti ad uno stesso gruppo posseggono tutti la medesima proprietà di di- 
videre la superficie in rettangoli i cui lati stanno in un rapporto espresso 

sempre da -- l 1 sisterni isotermi, ad es., dividono 1s superficie in quadrati 
Ha K 

infinitesimi, giacchè per essi - - - 1, e sono i soli che godono tale pro- 
K . H  

prietà. 
19. Dimostreremo adesso un importante teorema: 

Essendo : 
cpdy = + d x = O ,  

E'equaxiorte differenxiale d ' una  fumiglia d i  lzizee, se s i  conosce, per una via 
pualunque, che esse inszéme alle loro trajettorie ortogonali formano u n  si- 
stema appartenente aZ fattore K, tule sistema si determina con semplici 
puadratu~e.  

A questo risultato si giunge subito premettendo una proposizione di LIE (*): 
Se tra i fattori integranti p e h di due equazioni differenziali del tipo (49) 

(*) LIE-SCHEFFERS, Vorlesungen Über Diferentialgleichungen mit bekannten infinitesi- 
malen transformntiomn, Kap. 9. 

Annali di  Matematien, tom0 X X I I I .  34 
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sussiste una relazione della forma : 

essi si possono determinare con quadrature, e l'integrazione delle equazioni 
date è quindi ridotta alle quadrature. Allora, se diciamo rispettivamente ne1 
caso nostro p e A i fattori integranti dell'equazione (49) e di quella che dh 
la famiglia delle trajettorie ortogonali, si ha ,  per quel10 che è detto ne1 nu- 
mer0 16 (formule (45)): 

che è iina relazione della forma (50). Il teorema è quindi dimostrato. 
Il LIE ha fatto vedere ancora (libro citato, cap. 9) che, se sussiste la 

relazione (50) tra i fattori integranti di due equazioni date, la superficie è 
divisa da1 sistema di liiiee definite dalle equazioni stesse in parallelograrnmi 
infinitesimi, i cui lati hanno un rapport0 eguale ad una determinata funzione 
di x ed y. Orbene, ne1 cas0 dei sistemi ortogonali, cib sta in perfetto ac- 
cordo colle considerazioni fatte più sopra. 

Corne applicazioni di questo teorema si ricavano due proposizioni notis- 
sime (S. LIE): 

1." Se delle linee d'un sistema isotermo si conosce soltanto un'equa- 
zione diferenxiale del 1.0 ordine (49 )  di cz~i  esse sono gli integrali, se ne 
potranno avere le equaxioni in  ternzini finiti con semplici yuadrature. Sap- 

1 
piamo, infatti, che il gruppo isotermo appartiene al fattore K=- H 

2." Se ricordiarno la formula di O. BONNET relativa alla cmvatura geo- 
detica d'una linea tracciata sulla superficie e supponiamo che le u = cost. 
siano geodetiche, si ha ,  per la definizione stessa di geogetica, 

Allora per le cose dette risulta, che queste 

ortogonali formano un sistema appartenente 

fattore è calcolabile coi dati del problema, 

geodetiche con le loro trajettorie 

a l  fattore -- 1 
Questo 

\I(EG - Pz) A i  u 
giacchè, se la (49) è l'equazione 
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differenziale di quella famiglia di geodetkhe, risulta evidentemente: 

Dunque: Se le linee definite dall'equaxione differenxiale (49) sono geodeticlie, 
si potranno avere in termini Jiniti queste geodetiche e le loro trujettorie or- 
togonali coin semplici quadrature. 

20. Si pub ancora proporre il problema seguente: Determinare la con- 
dizione affinchè una data famiglia di linee u = cost. formi, insieme alle sue 
trajettorie ortogonali, un sistema appartenente al fattor K. 

Perchè cib avvenga, è necessario e suficiente che una certa funzione 
f(u) soddisfi 1' equazione : 

Sviluppando e scrivendo convenientemente, si trova: 

Inversamente: Supposta questa condizione verificata , si pub (seguendo 
la via inversa) trovare una-f(u) in guisa che risulti n(f)  = O .  Dunque: 

L u  condixiofze necessaria e suficiente afinchè le linee u = cost. insieme 
colle loro trajettorie ortogondi formino un sistemn appartenente al fattor K 
è che il mpporto di II(u) al parametro differensiale primo d i  u sia egzcale 
al prodotto di KH'  per una funxiot%e della sola u. 

Corne caso particolare si ricava l'analogo teorema relativo ai sistemi 
isotermi. 

21. Indicheremo in questo numero un metodo semplice ed elegante 
per ridurre un dato elemento lineare alla forma speciale: 

1 d s2 = 5 (d y' + pz d qZ). 

Si ottiene enunciando il problema nella maniera seguente: Siano u e v i pa- 
rametri d'un sistema di linee che riduce l'elemento lineare alla forma: 

ds2 = Edu2 + 2 F d u d v  + Gdv?; 

trovare l'espressione del d s  quando la superficie venga riferita ad  una delle 
due famjglie u = cost. O v = cost. ed alle loro trajettorie ortogonali. 
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Decomponiamo la  forma quadratica (52) ne'suoi due fattori lineari co- 
niuga.ti : 

do 1 d s * = ( \ ) ~ d t + ( ~ + i ~ )  -1 l j ~ d u  + ( F - i H ) -  
dE @ ' 

e consideriamo 1' espressione differenziale : 

F 
@'du du. 

\IE 

Sia p un suo fattore integrante, talché risulti: 

p ( ~ ~ d u  + = d v  = d y ;  " 1 VE 

abhiamo allora evidentemente le due identità: 

le quali, moltiplicate membro a membro, dànno subito: 

È l'espressione cercata di ds. La sua effettiva determinazione dipende dal- 
1' integrazione dell' equazione : 

In modo analogo per le u = cost. si trova: 

e la sua effettiva determinazione dipende dall' integrazione dell' equazione : 

0 Supponiamo, in particolare, che il fattor ,U sia eguale a - ; le lime H 
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v =cost. appartengono allora ad un sistema isotermo, e si conclude quindi: 
Riferiti i punti d'una superjcie ad tcn sistema coordinato u = cost., 

v = cost., che dà all'elemento lineare la formu (52) ,  se è soddisfattu la con- 
dizione : 

le linee v = cost. appartengono ad un sistema isotertuo. Afzalogamente, se è 
soddisfatta la condizione: 

le linee u = cost. appartengono ad un sistema isotermo. 
Se ambedue le condizioni sono soddisfatte, i punti della superficie sono 

allora riferiti a due famiglie di linee, ciascuna delle quali appartiene ad un 
sistema isotermo, e i parametri 21 e v sono isometrici. 

22. Per far vedere sempre più corne il metodo basato sulla nostra 
classificazione si presti in modo semplice e generale al10 studio di qualunque 
sistema ortogonale, ci proponiamo di giungere in questo numero al teorema 
più generale che si conosca, dovuto a S. LIE, circa la determinazione delle 
linee di ciirvatura d'una superficie. 

Siano x ed y i parametri che individuano le linee di curvatura sopra 
una superfkie definita dalle sue due forme fondamentali quadratiche, i cui 
coefficient;, che denotercmo colle lettere di GAUSS, soddisfano quindi le equa- 
zioni di CODAZZI: 

ove M rappresenta la curvatura media. Dicendo r, ed r ,  i raggi di curva- 
tura,  si h a ,  per cose note, 

onde le equazioni precedenti diventano : 
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Sottraendole membro a membro, dopo aver derivato la prima rispetto 
G 1 

ad y e la seconda rispetto ad x, e notando che - = - E KgHg in virtù della (48), 

si trova facilmente : 

Essa caratterizza le superficie sulle quali il sistema delle linee di curvatura 
appartiene ad un determinato fattore K. 

Cib posto, consideriamo le superficie per le quali sussiste una relazione 

fra i raggi di curvatura, che potremo sempre scrivere sotto la forma: 

1 1  
re ri 

Allora la ( 55 )  diventa: 

che si scrive pih brevemente: 

log H K f -  - 9  - =O, 
axay  " 1 r i )  (:JI 

quando si ponga: 
1 

Q f -  a -  
P ( i ) = e  S r~ 

Integrando, si ricava subito: 

= X ( x ) .  Y (y ) .  

Dunque: Szllle superficie W (cosi chiamano i geometri odierni le superficie 
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in parola) il sistema delle linee di curvatura appartierce al fattore: 

1 

e quitadi si determilza per quadrature. 
In virtù della (48) vediamo poi subito, che Y elemento linertre assume per 

yueste superficie la forma: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sulle rotazioni permanenti stabili 
di un sistema 

in cui sussistono moti interni stazionarii, 

( D e l  p r o f .  VITO VOLTERRA, a Torino.) 

1. Il e equazioni della rotazione di un sistema libero non soggetto a 
forze esterne e ne1 cui interno sussistono moti stazionarii hanno la forma: 

in cui A ,  B, C denotano i momenti costanti d'inerzia del sisteina relativi ai  
suoi assi principali centrali d'inerzia 5 ,  8 ,  c; m,, m,, m, sono le componenti 
della coppia di quantità di moto dei movimenti interni nelle direzioni 5 ,  q ,  1; 
e finalmente p, q ,  r sono le componenti della rotazione nelle medesime di- 
rezioni (*). 

In  una Mernoria stampata nelle u Astronomische Nachrichten n (**j ho 
studiato la distribuzione degli assi di rotazione permanenti e delle corrispon- 
denti rotazioni permanenti , rimandando ad altra occasione 1' esame della sta- 
hilità dei detti assi. Poichè una tale questione è fondamentale ne1 problerna 
che ci occupa, cos1 ne darb qui la  risoluzione. 

(*) Vedi la mis Nota: Sulla leoria dei moti de2 polo terrestre. Atti  della R. Acca- 
demia di Torino. Adunanza del 3 fehbraio 1895. 

("*) N. 3291-2. Bd. 138. 

A nltali di &labmatica, totno XXIII. 35 
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2. Cominciamo da1 trasformare le (a). Pongasi: 

le (a) potranno scriversi (*): 
d p  d ( f i I f 4  -- - 
d t  d ( q ,  r )  

e si riconosce immediatamente cha esse ammettano i due integrali: 

Supponiamo ora che p, q ,  r rappresentino le coordinate di lin punto 
mobile P; è evidente che 10 studio della rotazione del sistema equivale a 
quel10 del moto di P; quindi il problema si riduce ad esaminare il moto di 
un p ~ n t o  P di coordinate p ,  q ,  r ,  tale che le componenti della sua velocitù 
fielle direzioni t ; ,  q, < sono espresse dalle equazioni (a'). 

. . - 

Considerando p, q ,  Y corne coordinate correnti, e variando h,  e h, in 
tutti i modi possibili, le (2) rappresentano due sistemi di quadriche, e il si- 
atema doppiamente infinito di quartiche che ne formano le intersezioni ci da- 
ranno tutte le traiettorie possibili del punto mobile P (**). 

3. Esaminando le cose sotto questo aspetto, il determinare le rotazioni 
permanenti del sistema equivale a trovare tutte le posizioni in oui il punto P 
sta in quiete O come diremo per semplicith stu in eepuilibrio. 

(*) Cfr. la mia Nota: Sopra un sistema di equazioni diferenziali. Atti della R. Ac- 
cademia di Torino. Adunanza 31 marzo 1895. 

(**) Il punto P potrebbe chiarnarsi l'indice della rolazione yer distinguer10 da1 polo 
di rotazione, intendendo di denotare con questo nome la intersezione dell%sse istantaneo 
di rotazione coll'ellissoide d'inerzia. F r a  le coordinate p ,  q ,  r di P (indice della rotil- 
zione) e quelle E,  y ,  1: del polo di rotazione passano le relazioni, semplicissiine: 
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Ora queste posizioni si avranno dore: 

ossia : 

d N ,  A) - 0, - d ( f i ,  f4 - O, -- d ( f i ,  fi) = O, 
d ( 9 ,  r )  d ( r ,  P) d lp ,  

cioè dove sono tangenti fra loro le due superficie (2). Teniamo ora presente 
che questi punti di contatto corrispondono ai punti doppii delle quartiche (2), 
onde avremo il teorema: 

Le posizioni di equitibrio del punto P saranno i punti doppii delle p a r -  
ticlze fi = hi, f, = h, ed il luogo di questi punti sarà lu curva avente per 
eyuazioni le (3'). 

Le (3) possono scriversi: 

( C -  B ) q r  + m,q - m,r = O \ 

( A -  C ) r p + m , r  - m , p =  O I (3') 
( B - A ) p q + m , p - m q = O ,  , 

quindi la coazdizione necessaria e suficiente afinchè il luogo delle posizioni 
d i  equilibrio d i  P si spezzi sarà: 

( B -  C ) ( C -  A) ( A  -'B),n,rn,m, = 0. (4) 

Le (3) si mettono anche sotto la forma: 

onde chiamando 'h il valore comme dei tre membri si avrà: 

Consideriamo il caso generale in cui il luogo delle posieioni di equi- 
librio di P non si spezzi e percib ammettiamo mi, mt, m, diversi da zero 
e A > B > C. Tutti i suoi punti si otterranno facendo variare A fra - ao 
e -+ oo. 
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L a  curva possiederh evidentemente tre assintoti consistenti nelle rette Li, 
L,, L, parallele agli assi, aventi rispettivamente per equazioni : 

m e  m 3  
p z -  r=- A - B '  A'-C 

m3 m 1 
y=- p=- B - C  B - A  

sarà quiridi costitiiita da  tre rami y,,  g,, y,, il primo dei quali andià da1 
punto - co di LI al purito -t- oo di L, e corrisponderà ad A )  A > R; il 
secondo andr i  da,l punto - oo di L, a1 punto + ao di L, e corrisponderà n 
R > 1. > C; l'ultiino ramo andrà da1 punto - w di L, al  punto + oo di L , ,  
passando per l'origine, e corrisponderà ai valori À > A oppure A < C. La. 
curva è quindi unn iperbola cubica. Nella tabella contenuta ne1 $ 8 sono indicati 
i vari modi nei qunli essa si spezza quantlo la condizione (4) B soddisfatta. 

Finalmente osserviamo che quando le equazioni (3') possono ricondursi 
ad una d a ,  o sono identità allora non si potrà più dire clie esse rappresen- 
tano una curva. Questi casi si presenteranno quando saranno soddisfatte uno 
O più dei seguenti tre sistemi di condizioni: 

Se  uno solo dei precedenti sistemi di condizioni sarà verificato, allora il 
luogo delle posizioni di equilibrio di P degenererh in un piano e i n  una retta. 
Se due, e quindi t ~ t t i  e tre i sistemi di condizioni precedenti si verifiche- 
ranno, ossia se sarà: 

allora tutti i punti del10 spazio saranno posizioni di equilibrio di P. 
4. Passiamo ora al10 studio delle posizioni di equilibn'o stubile d i  P. 

Principiamo da1 darne la definizione che corrisponderà perfettamente a quella 
di rotazione permanente stabile del sistema. Diremo che uns  posizione Po di 
equilibrio di P è stabile, quando preso un numero 5 piccolo a d  arbitrio, si 
pot& trovare un nurnero E  CO^ piccolo che portando P ad una distanza da Po 
minore di E e lasciandolo quindi muovere colla legge rappresentata dalle (a'), 
esso ne1 suo moto non si allontanerà mai da Po più di o. 
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Cib premeaso, seguendo un procedimento analogo a quello ben noto di 
DIRICRLET, possiamo dinlostrare il teorema seguente : 

Tutt i  i punti isolati delle quartiche (2) sarunno posizioni di  equilibrio 
stabile di P. 

Sia Po uno dei detti punti isolati, e supponiamo che sostituendo in f ,  
e f2 al posto di p, q ,  r le coordinate p,, q,, r, di P, queste funzioni assumano 
i valori f ,O, fZ0. Si formi: 

I = ( f i  - fi0))" + (fz - f2% 

e consideriamo I corne funzione delle coordinate correnti p ,  q ,  r .  È: evidente 
clle essa sarà una funzione continua: dico inoltre che si potrà trovare un 
numero a tale che costruendo un;r sfera qualunque col centro in Po di raggio 0 
inferiore ad a, i l  limite inferiore dei valoi'i che assume I sulla superficie di 
questa sfera s a r i  sempre maggiore di zero. 

Infatti se, per quanto piccolo si scegliesse a, mai potesse verificarsi la 
condizione precedente, cib significherebbe che vicino a Po tanto quanto si 
vuole le due quadriche f ,  = f io, f2 - f,O avrebbero dei punti di intersezione 
reali, e per conseguenza Po non sarebbe un punto isolat0 della quartica su 
cui esso giace. 

Chiamiamo S la sfera di centro Po e di raggio cc; scelto un numero a 

piccolo ad arbitrio, costruiamo internamente ad S una superficie sferica di 
centro Po con un raggio inferiore a o. Denotiamola con S' e chiamiamo V'  

il limite inferiore di I sopra S', il qua1 valore sarà diverso da zero e posi- 
tivo. Ora in virtù della continuità di I si potrà costruire entro S' una sfera S" 
di raggio E con il centro in Pu, tale che il limite superiore dei ralori di I 
in tutti i punti interni ad essa sia minore di  v'.  Allora se lasciamo muovere 
il puiito P, a partire da una posizione P' interna a d  S", colla legge espressa 
dalle (ar), dovendosi conservare I costante durante tutto il moto avrà un valore 
eguale a quello iniziale e percib inferiore ad ?'. Per  conseguenza P non potrà 
mai raggiungere la superficie Sr e quindi si scosterà da  Po sempre meno di a. 

II teorema resta cos1 dimostrato. 
5. Passiamo ora ad estenderlo dimostrando la seguente proposizione: 

Sia Po un punto isolato d i  una quartica del sistema (2) e si scelga un 
tzrstnero o piccolo ad arbitrio; si potranrco sempre trovare due numeri E ed r '  

tnli che: 

1." alterando inixialmente m,, m2, m, di qualità costanti inferiori ad E ' ;  
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2." lasciaftdo partire i l  punto P da una posizio?te distunte da P., 
nzeno di  6 ,  

esso si conserverà durante i l  moto ad una distalzza da Po mittore dé o. 

Infatti riprendiamo in esame le sfere S, Sr, S" del paragrafo precedente. 
Sia q" il limite superiore dei valori di I entro S'" avremo a"<rlf. Si ponga 

I I  

r l - r l  = p .  
Per  la  continuità di I rispetto ad mi, m,, m,, potremo trovare un nu- 

mero E' tale che alterando i valori di m , ,  m,, m, meno di e' ne resulti che 

i valori di I entro la sfera S variino tutti meno di Per  conseguenza can- 
4 

giando m,, mo,  m, di quantità costanti inferiori a E ~ ,  ne risulterh che il li- 
P mite inferiore dei valori di I sopra la superficie S' sarà superiore a - - 9 e 
4 

P il limite superiore dei valori di I entro S" non supererà + . Dunque, 

poichè 9" + < O' - L ,  cosi lasoiando partire P da uu punto interno ad S", 4 4 
durante il moto esso si manterrà interriamente ad SI, il che dimostra il teorema. 

Abbiamo dunqiie una doppia stabilità delle rotazioni permanenti nei punti 
isolati delle quartiche; l'una relativa alle alteraxioni nel moto d i  rotuzione 
del sistema, l'altro alle alterazioni nei moti interni. 

6.  Esaminiamo ora la proposizione reciproca a quella del $ 4, e percib 
escludiamo il cas0 che si verifichi uno O più dei sistemi di condizioni (6). 

I n  tale ipotesi sopra ogni quadrica dei sistemi (2) non esisteranno che un 
numero finito di posizioni di equilibrio del punto P. 

Sin Po una di esse e f,O, f,O i valori che assumono f ,  e f, sostituendo 
per p, q ,  r i valori pn, qO, r0 delle sue coordinate. Potremo costruire una 
sfera 2 col centro in Y,, tale che ne1 suo interno e sulle quadriche f, = f,O, 

f, = f , h o n  si abbia che il solo punto Po ove P sta in equilibrio. Se ora Po 
non è un punto isolat0 della quartica su cui giace, dovrà esistere un ramo 
reale di essa che passa per il punto stesso. 

Sia VP, uiia porzione di questo ramo interna a 2 e 20 la distanga fra 
i punti V e Po. 

Preso un numero comunque piccolo E < o, chiàmiamo V P' la parte con- 
& 

riessa di V P o  che dista da Po più di - - Poiché non esistono su V P  punti 
2 

di equilibrio, cos1 in nessun punto d i  questo tratto saranno soddisfatte le (3), 
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onde per un teorema sulle funzioni implicite potremo prendere u cos1 piccolo 

che ciasoun punto di P V '  disti meno di da un punto d'un ramo della a 
quartica f, = fi0, f, = f,O + u priva di punti doppii. Su questo ramo esisterà 
dunque un punto W' che dista da Po meno di E ,  e un punto W che dista 
più di 5.  Lasciando yartire P da W' esso dovrà pervenire in W; ossia par- 
tendo ad una distanza d a  Po minore di E giungerà ad una maggiore di c ,  il 
che dimostra che Po non è una posizione di equilibrio stabile. 

Abbiamo dunque la proposizione reciproca di quella del $ 4, cioé in  oglai 
punto di equilibrio che non sia un ptrnto isola to, Z'equilibrio è instahile. Questa 
proposizione reciproca 6 limitata per ora al casa in cui il luogo dei punti di 
equilibrio sia la curva (3'). Esaminere~no in appresso cib che avviene quando 
essa degeneri in una retta e in un piano, oppure in tutto Io spazio. 

7. L a  iperbole cubica avente per equazioni le (3') dà il luogo dei punti 
di equilibrio di P, ossia dei punti doppii delle quartiche (2). È ora impor- 
tante distinguere sopra questa curva le parti su cui giacciono i punti isolati 
delle quartiche dalle parti su cui giacciono invece i nodi; i punti di passaggio 
dagli uni agli altri che corrisponderanno evidentemente a cuspidi delle quar- 
tiche ci daranno i l  passaggio dalle rotaxioni permanenti stabiii a quelli in- 
stabili del sistema e viceversa. Un tale studio pub eseguirsi con grande facilità 
mediante le considerazioni seguenti. 

Ammettiamo da principio che la cubica non si spezzi ossia si abbia 
A > B > C ed mi, m,, nz, diverse da zero. Differenziamo successivamente 
due volte le (2). Avremo: 

Apdp $ Bqclq + C r d r  = O I 

A ( A p  + mJdp  + B ( B q  + mJdq + C(Cr + m,)dr = O 
(7) 

Atdpz + B g d p 2  + C z d r 2 +  ( A ( A p + m , ) d 2 p  + B(Bq + rn,)d2q + ' (8) 

+ C'(Cr $ m,) d2r)  = O .  9 
In virtù delle (50, moltiplicando la prima delle (8) per A e sottraendovi 

quindi Ia seconda, resulterà: 

Ail  - .4)dp2 + B(X - B)dq2 f C'(A - C ) d P  - 0. 
Siccorne, in catisa delle (51, le (7) sono fra lora equivalenti, eosl basterh 
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esaminare le due equazioni : 

A @ -  A ) d p g  $ R(À - B)dqt  $. C(A - C ) d r L  = O ) 
A p d p  + B q d q  + C r d r  = 0. 

(9) 

Eliminando d r ,  otterremo: 

A [CrZ(h  - A)  + Apz (A - C)] d p g  + B [Cr2(A - B) + Bq2(1 - C)] dq" 
+ 2 A B ( A -  C ) p q d p d q = O .  

Sostituiamo in luogo di p, q ,  r i valori (5'); l'equazione precedente diverrà: 

Evidenteniente i valori di A per cui il primo membro sarà una forma 
definitu corrisponderanno ai punti isolati; mentre quelli per cui la forma non 
sarà definita corrisponderanno ai nodi. Basterà dunque esaminare il segno 
del discriminante della forma stessa. 

Calcolando questo discriminante e dividendolo per ABC , che è una 
(1 - C)2 

qua'ntità sempre positiva, otterremo: 

Il fattore esterno (1 -A)  (h  - B) (1. - C) camhia segno quando A passa 
per A ,  E, C ;  ma evidentemente per questi valori di l , ,  la A non muta segno; 
dunque basterà preoccuparsi dei cambiamenti di segno del fattore: 

Facendo crescere 1, ciascuno dei termini è decrescente, dunque avver- 
ranno due soli cambiamenti di segno mentre A varia da C a B in cui il tri- 
nomio precedente passa da + cw, a - no, e mentre A varia da B ad A in cui 
pure il trinomio passa da + oo a - 00; mentre si conserva sempre negativo 
per A < C, e positivo per L) A. 

Ne segue che A è positivo lungo il ramo g, e in due tratti dei rami 
y,, y, adiacenti respettivamente ai  punti all7 ao di Li ed L,; mentre è ne- 
gativo nei tratti rimanenti di g, e g,, adiacenti al punto all'ao di LI.  I p u n t i  
d i  passaggio da u n  tt-atto all'altro, ossz'a dalle rotazioni stabili a quelle in- 
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stabili, corràspondono alle due radici real i  del2'equaxione: 

Amii  B mt' Cons' 
(A - Ap + (A - By + (A - C,' = O, (11) 

comprese j*espettivamente f ra  A e B e fra B e C. Osserviamo che l'equazione 
precedente pub scriversi, tenendo presenti le (5') : 

1 1 
i ~ p d p  + B g d q  + ~ r d r l =  df, = h  d f ,  = O, dm( 

cib dimostra che nei punt i  d i  pussaggio suddetto l a  iperbola cubica è tangente 
alle due quadriche dei sisdemi (2) ch.e s i  toccano frn loro raeb punb stesso. 

8. Lo stesso procedimento ora seguito quando la iperbole cubica non 
si spezza, ossia la (4) non è soddisfatta, pub applicarsi ad esaminare i diversi 
casi particolari che si presentano allorchè si annulla qualche fattore del pro- 
dotto (4) senza che siano verificate contemporaneamente uno O più dei si- 
stemi di condizioni (6). 1 calcoli relativi non presentano difficoltà e si ripetono 
uniformemente, cos] noi li sopprimiamo, riportando solo la tabella seguente 
che ne riassume i resultati (*). 

1. Caso 

- 3- C $ B W ~ ~  t BvCwJ 
ml A compresa fra A e - 3,- iperbola p = O, q = - 9 r * -  $ ~ m n g  + dCm35 la cubica si h - C  

spezza in A non compresa fra i limiti precedenti 
mr retta q = - 9 Y = -  m3 . . . . . . . . . . . . . . .  

A - B  A - C  

A Cn23P + c \/Ami2 
mi ms 1 compresa fra B e - 8- 

la cubica si iperbola p = - 9 q = 0 ,  r = r c  C m v  + v Ami2 
A-A 

spezza in 1 non compresa fra i limiti precedenti 

rotaxioni in- 
s tubili 

rotaz. stabili 

rot.  stabili. 

rotazz'oni in- 
stabili 

rotax. stabili 
mi 'm 3 . . . . . . . . . . . . . . .  retta p = ~ - ; a i  - v=-  rot.instab2'2i. B - C  

(8)  Cfr. la Memoria delle Astr. Nachr. Art. II, &j 4 e Art. III, g 3. 

Annali di Malematica, tom0 XXIII. 36 
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1 III. Caso 

. . . . . .  ms m3 r compresa fra - e - roi. instabili 
retta p = O ,  q = O A-C B - C  

r non compresa fra i limiti precedenti . .  rotaz. stabili 
ms retta q = O ,  r = - . . . . . . . . . . . . . . .  A - C  ' . rotaz. stabili 

m3 . . . . . . . . . . . . . . . . .  retta p = O ,  r=- 
B - C  ' 

rot. instabili, 

IV. Cas0 

'>91r me ( q compresa fra - e - retta p=O, r=O . . , . , . rotax. stabili 
A - B  C - B  

. . . . .  p non compresa fra i limiti precedeoti rot. instabili 
me retta g = - . . . . . . . . . . . . . . . . . .  A - B  = O rotax. stabili 

retta p =  O ,  p = r n 2  . . . . . . . , . . S . . . . . .  rotax. stabili. 

V. Cas0 ( A > B > C  
i m,- .n i ,=s ,=~  (Caso di EULERO) 

retta P = O ,  Y = O  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  rotaz. stabili. la cubica si . . . . . . . . . . . . . . . . . .  spezza in 
retta q = 0 ,  r = 0 rotax. stabili 
retta r = O ,  P =  O . . . . . . . . . . . . . . . . . .  rot. instabili 

3- 

m 4 l lz2 I compresa fra B e A?% - + B\/Ami2 - rotaxioni in- 'perbola $'= 7 9 a - 2 r = @ a - B  \ iBmf + u ~ m i ~ t a b i l i  
spezza in À non compresa fra i limiti precedenti rotaz. stabili 

mi retta p =: - , g , 
B - A  

(*)-Quand0 sia A $ B = C, possiamo scegliere sexpre gli nssi d'inerzia in modo che 
risulti % = 0. 
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VIL Caso A $ B = C 1 
1 m, = 0 

m 2 . . . . rotazioniinstabili 
retta p = O ,  r=O 

la cubica si 
spezza in 

mz retta q = - , r = O . . . . . . rotaxioni stabili 
A - B  

retta p = O ,  q =m. 

9. Esaminiamo ora i casi in cui il luogo dei punti di equilibrio di P 
degeneri in un piano ed in una retta. 

' O  oppure m i = O  
1. Caso A : B = C 

il luogo dei punti ( retta q = O, r = O . . . . . . rotazioni stabili 
di equilibrio di P tn i piano p = - degenera in B - A  (q ed r qualunque) rotaxioni insta,bili. 

i mi:o I I .  Caso A = B = C m, =.O 1 
\ m,=O 

luogo dei punti retta q = O, r = O  . . . . . . rotazioni rtabili 
di equilihrio di P 
degenera in , piano p == m. 

mi Per dimostrare ne1 primo caso che le rotazioni corrispondenti a p = - 
B - A  

e q ed r qualunque sono Znstabili non si pub pih applicare il teorema del 
$ 6. Si osservi che in  questo cas0 le intersezioni delle quadriche f, = h i ,  
f, = h, divengono una coppia di cerchi. 1 punti doppii corrispondono al caso 
in cui questi due cerchi coincidono, ed allora le due quadriche sono tangenti 

(") In  questo caso si é supposto (il che è sempre possibile) di scegliere le, direzioni 
degli assi in modo che m, e A - B  siano del10 stesso segno. 
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fra loro lungo il cerchio doppio. Tutti i cerchi di  intersezione e di  contatto 
delle quadriche J; = a,, f ,  = h, hanno il centro sull'asse comune di simmetria 
delle due quadriche e giacciono in piani ad esso perpendicolari. I l  punto P 
sta in equilibrio in tutti i punti di uno qualunque dei centri doppii i quali 

mi appartengono tutti a l  piano p = - ma vicino quanto si vuole ad una 
B - A '  

qualunque di essi esistono delle coppie di cerchi semplici ciascuno dei qtiali 
viene percorso da1 punto P con velocità costante: basta questa osservazione 
per rendere manifesta Ia instabilith dell'equilihrio di P nei punti del piano 

mi p = -  , e quindi la instabilità delle corrispondenti rotazioni permanenti. 
B - A  

Il  teorema del $ 6 è dunque estetasibile anche a questo caso precedentewterlfe 
escluso. 

10. Resta da considerare il caso in cui siano soddisfatti tutti e tre 
i sistemi di condizioni (61, cioè sia A = B = C, na, = m, = m, = O. I n  questo 
caso P sta in equilibrio in ogni punto dello spazio, e quindi possiamo con- 
cluderne immediatamente che tali posizioni di equilibrio sono stabili. 

Perb è facile riconoscere che in questo cas0 nori si ha la stabilità ri- 
guardo ad alterazioni dei moti interni. Infatti, supposto di scegliere gli assi 
tali che sia p O ,  q = 0, r =: 0, basterà prendere ml = 0, nt, O, m., = 0, 
e per quanto piccolo sia m, in valore assoluto, la traiettoria di P resulterà 
sempre un cerchio situato ne1 piano q = O con il centro nell'origine e di rag- 
gio p. Quindi in questo caso le rotazioni sono stabili riguardo ad alterazioni 
nelle rotazioni stesse, ed instabili riguardo ai moti interni. 

Cosi resta completata la trattazione di tutti i diversi casi che possono 
presentarsi e distinto in ciascuno di essi le rotazioni stabili d a  quelle in- 
stabili. 

11. Diamo una semplice applicazione del teorema del 5 5. Suppongasi 
A > B )  C ,  m, = m, = m,; siamo allora ne1 caso 'V del 5 8. Possiamo quindi 
concludere immediatamente che quando l a  grandezza delle coppia di qua.ntità 
d i  moto dei movimenti interni sarà sufficientemente piccola, prendendo la po- 
sizione iniziale del polo di rotazione abbastanaa ,prossima all'estremità del- 
l'asse d'inerzia di momento massimo (O a quella dell'asse di momento minimo) 
la corrispondente polodia si  conserverà prossima tanto quanto si vuoie al polo 
d' inerzia. 

12. La teoria svolta in questa Memoria sulla stabilità delle rotazioni 
permanenti ci conduce ad una osservazione cbe credo non priva di interesse. 
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Noi possiamo vedere eseguire delle piccole oscillaziorci al polo d i  rotazione 
di un sistema attomo ad una certa posixkne, senxa che il sistema cctmbi di 
forrna, f i8 si alteri in esso la distribuzione delle masse e non per questo sark 
lecito concluderne che il p n t o  intorno a cui oscilla i l  polo di rotazione sia 
un polo d'inerzia. Basterà infatti che non possa escludersi la esisteiiza di 
moti interni stazionarii ne1 sistema, perchè il punto intorno a cui oscilla il 
polo di rotazione anzichè un polo d'inerzia sia la intersezione dell'ellissoide 
d'inerzia col raggio vettore che va ad un punto isolato delle quartiche che 
abbiamo precedentemente esaminate. (Vedi 2." Nota del $ 2.) 

Procediamo ora al10 studio delle piccole vibrazioni di  P intorno alle sue 
posizioni di equilibrio stabile. A ta1 fine supponiamo dapprima che la CU- 

bica (3) non si spezzi, ed in  questa ipotesi chiamando 1, e A, le due radici 
reali dell'equnzione (11) prendiamo A non compreso in questo intervallo. Al- 
lora (vedi (5')): 

corrisponderanno ad una posizione di equilibrio stabile di P, ossia ad una 
rotazione permanente stabile del sistema. 

Si ponga: 

e consideriamo a: X ,  p come piccolissime, in modo da poter trascurare le 
loro potenze superiori alla prima come si su01 fare nella teoria dei piccoli 
movimenti; allora poichè i valori costanti p,, qu,  r, soddisfano le (3') otter- 
remo che le (a) si trasformeranno nelle: 

da r n s ( A -  B)  m ( A -  C) 
A - $  d t p = O  

\ 
A-C X -  A-B I 

d~ rni(1-CJ m3 (1 - A) B - $  P - a = O  
d t  1 - A  A-C 

Per  integrare queste equazioni lineari si ponga: 

a = a @', x = b e l t ,  p  = c eat, 

con a ,  b ,  c ,  a costanti; avremo allora dalla nota teoria delle equazioni dif- 
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ferenziali lineari che z sarà radice della equazione: 

che sviluppata diviene: 

da ciii si ricava: 
(A - A) (1 -- B)  (A - C )  Ami8 B mes 

Z = O ,  z = ~ i \ l  A B C  
[(A - 3 + (1 - B  

Le due radici di z diverse da zero sono immaginarie, per l'ipotesi fatta 
riguardo a 1; quindi il periodo di vibrazione di P~ intorno a l l a  iosizione di 
equilibrio stabile, sarh: 

27c 

(1 -A) i 'A -B) iA-C)  Amie Bme" C WZ~' 
ABC [ ( m t ( l - B , 3  + ---pal ( A - C )  

Variando 1 entro i limiti stabiliti, la formula precedente ci darà i pe- 
riodi con i quali i l  polo d i  rotwzione puh vibrare attorno alle sue posizioni 
d i  equilibrio stabile. 

mi m2 
m3 som- Moltiplicando rispettivamente le (13) per -- 3 - 

- A  1 - B  1-C 
mando e integrando si ottiene: 

e moltiplicandole per (A - A)n,  (A - B ) x ,  (A - C)p, sommando e integrando 
abbiamo : 

,a O. - A) + B (1 - B) + CQ. - ~ / l ) ~ ~  =  COS^. (15) 

Questi due integrali esprimono (cfr. form. (12) e $ 7) che il moto di P 
h a  luogo secondo una ellisse situata ne1 piano (13), cioè ne1 piano parallelo 
a quel10 comune tangente alle quadriche (2) ne1 punto (p,, q,, r,) di equi- 
librio stabile. 
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Non staremo ad esaminare i varii casi particolari che possono presen- 
tarsi, la cui trattazione non presenta nessuna difficoltà fondandosi sopra i re- 
sultati precedentemente stabiliti. 

Considereremo soltanto il caso in cui due momenti d'inerzia sono eguali, 
il terzo essendo differente, cioè: 

A Z B = C .  

Allora possiamo scegliere gli assi d'inerzia in modo da rendere m3 = O ,  onde 
applicando cib che abbiamo ottenuto ne1 caso VI del $ 8, le rotazioni stabili 
resulteranno date da: 

in cui À non è compreso fra: 

Quindi i periodi di vibrazione del polo di rotazione attorno alle sue posizioni 
stabili saranno dati da: 

Quando non esistono moti interni vi è una sola posizione stabile del polo 
di rotazione (Caso 1, fj 9) corrispontlente a p = p, , q = r - O,  ed il periodo 

2 x B  di vibrazione del polo attorno ad esso è il periodo euleriano - 1 
( B  - &PO 

moti interni dunque, oltre a dar luogo ad infinite posizioni stabili del-polo, 
alterano anche il periodo euleriano rendendolo suscettibile di assumere i valori 
dati dalla formula precedente. 

Torino, 2 Iuglio 1895. 

NOTA ALLA PRECEDENTE MEMORIA. 

Avendo comunicato al mio amico prof. SEORE i resultati contenuti nella precedente 
Memoria, questi fece a proposito delle proposizioni contenute ne1 9 7, alcune eleganti 
considerazioni geometriche, che ,  dietro suo permesso, sono lieto di potere render  note 
testualmente in  cib che segue : 

E< 1 sistemi di quadriche : 
f i  =  COS^., f2 =  COS^., (2) 
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sono fasci appartenenti ad una stessa rete di quadriche, la quale 4 caratterizzata da1 con- 
tenere corne quadrica degenere un piano doppio, il piano all'infinito; cosicchb le wz qua- 
driche della rete si posson raggruppare in mi fasci (schiere) di quadriche concentriche 
e omotetiche, t ra  cui sono appunto i due fasci (2). Ne sepue che il luogo dei punti di 
contatto delle quadriche di questi fasci, cioèr il luogo dei vertici dei coni quadrici della 
rete, ossia l a  cuma Jacobiana della rete,  è pure il luogo dei poli di quel piano rispetto 
alle quadriche della rete,  cioè dei centri di queste quadriche. Quel luogo è dunque una 
cubica. 

« La proposizione con cui finisce il § 7 rientra in una più generale relativa alla curva 
Jacobiana di una rete qualunque di superficie: la tangente a questa curva in UB suo 
punto P B polare del piano che ivi è toccato dalle superficie generiche della rete pas- 
santi per P, rispetto a l  con0 quadrico tangente in P a: quella particolare fra le dette 
superficie che ha ivi un puuto doppio. Non so se questa proposizione aia nota: in agni 
modo la si dimostra facilmente con procedimenti gia adoperati per proposizioni analoghe. 
Da essa segue che se P é un punto di contatto slazionario per superficie delIa rete, cioè 
tale che la curva comune a queste abbia ivi una cuspide, la tangente in P a questa 
curva è anche la tangente in P alla curva Jacobiana. E corne cas0 particolare per la 
rete attuale si ritrova (e si complets) la proposizione finale del § 7: la quale poi, me- 
diante le equazioni (2) e (5'), ricondurrebbe subito all'equazione in h che determina le 
cuspidi di quartiche della rete. 

« La rete di quadriche ha.4 punti base, situati ne1 piano all'infinito, ed in easi rispet- 
tivamente 4 tangenti fisse (esterne a quel piano). P e r  ipotesi nella rete vi sono degli 
ellissoidi (2). Ne segue che quei 4 punti base sono due coppie di punti imaginari coniu- 
gati aa', bb'. F r a  gli ool fasci di quadriche concentriche che compongono la rete, ognun 
dei quali dà su1 piano all'infinito una determinata conica del fascio aa'b  b', ve ne sono 
tre, mali, che dànno su1 piano all'infinito rispettivamente: la coppia di rette reali aa', 
bb'; la coppia di rette imaginarie coniugate a b ,  a'b'; la coppia di rette imaginarie co- 
niugate ab', a'b. 11 l." fascio sarà di paraboloidi iperbolici, il 2." ed il 3." di paraboloidi 
ellittici. 1 punti doppi, tutti tre reali, di quelle tre coppie di rette saranno i punti all'in- 
finit0 della nostra cubica. Il ramo infinito di questa che va  da1 2.D al 3 . O  punto sarà, 
tutto composto di centri di ellissoidi della rete, mentre su& altri due rami infiniti della 
cubica si avranno centri d'iperboloidi. Se un punto P é centro di ellissoidi della rete, 
esso é isolat0 sulla quartica base del fascio di quadriche passanti per P, giacchd le tan- 
genti in esso alla quartica devono stare ne1 cono delia rete che ha il centro in P e che 
sarà imaginario (ellissoide ridotto ad un sol punto reale), Per conseguenza su1 primo 
ramo della cubica non vi sarà alcun punto reale che sia cuspide di quartiche della rete. 
- Volendo risolvere geometricamente, in modo completo, la questione di vedere quante 
fra le 6 cuspidi di quartiche della rete siano reali, si potranno forse adoperare gli ultimi 
ragionamenti, ulteriormente proseguiti. Ma un'altra via, assai naturale, consiste ne1 rap- 
presentare (al modo di HESSE) le ae2 quadriche della rete coi punti di un piano, e quindi 
gli ml coni coi punti di una quartica piana y4. Si vede allora che questa curva a v r j  
ne1 caso attuale un punto triplo, corrispondente a l  piano doppio che fa parte della rete, 
Le tangenti in quel punto triplo sono 3 rette reali e distinte, perche corrispondono ai 3 
fasci reali testè considerati di paraboloidi della rete. 1noltl.e le 4 tangenti doppie di y* 
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sono tut te  imaginarie, perché corrispondono ai  h s c i  di quadriche della rete  passanti ri- 
~ ~ e t t i v a m e n t e  per  l e  4 tangenti fisse (imaginarie) in a, a', b, b'. Si pub allora verificare 
che delle 6 tangenti stazionarie (flessi) di y4 solo 2 saranno reali: O ricorrendo ai  lavori 
speciali relativi alle forme reali delle quartiche piane; oppure ricorrendo alla nota f o p  
mola generale del KLEIN (Math. Annalen, tom. 10, pag. 199), la quale, applicata a d  una 
curva del 4." ordine (deformata di y4) con t r e  nodi, e nessuna tangente doppia reale 
isolata, dà w'= 2 corne numero dei flessi reali. O r a  le  tangenti stazionarie di corri- 
spondono a quei fasci della re te  di quadriche i quali hanno contatti stazionarii: ossia a 
punti della cubica che sono cuspidi per  quartiche della rete. Dunque si ritrova che f r s  
quei 6 punti solo 2 sono reali. » 
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Sull'integrazione delle equazioni 
dell' equilibrio elastico. 

(Del dott. GIU~EPYE LAURICELLA, a Pisa.) 

I n  una Memoria inserita negli u Annali della R. Scuola Normale Su- 
periore di Pisa (1894) n ,  ho risoluto il problema dell'equilibrio dei corpi ela- 
stici isotropi per dati spostamenti al contorno, servendomi di un processo 
analogo a quel10 usato da1 NEOMANN per risolvere il problema di DIRICHLET. 
Per questo ho dovuto ammettere che la  superficie limitante il corpo elastico 
fosse convessa e che ammettesse un piano tangente determinato in ogni suo 
punto, e inoltre che le velocith di  vibrazioni longitudinali e trasversali dif- 
ferissero in valore assoluto sufficientemente poco tra di loro. 

Ora qui mi propongo di risolvere il problema dell'equilibrio elastico per 
date forze agenti sulla superficie del corpo, ne1 caso che questa soddisfi alle 

a8 -. be 
medesime condizioni richiamate sopra e che la espressione a - - 

b2 
dove 

a e O sono rispettivamente le velocità di vibrazioni trasversali e longitudinali, 
non oltrepassi certi limiti dipendenti dalla natura della superficie. Bisogna 
notare che, come ho altra volta osservato (*), nei corpi elastici isotropi la 

1 quantità a è sempre negativa e compresa tra - 1 e - -; per cui quando 
2 
1 il limite inferiore dei valori che pub prendere a supera - - , oppure quando 
2 

il limite superiore di questi valori è minore di - 1, il problema analitico 
risoluto non corrisponde ad alcun caso di corpo elastico isotropo. 

Vari metodi sono stati dati per trovare gli spostamenti dei punti di un 
corpo elastico isotropo, corrispondenti a date forze in superficie (**); ma la 
loro applicazione offre delle difticoltà quasi sempre insormontabili, che sola- 

(*) Vedi Memoria cit., pag. VI e 109. 
(*") Ibid., pag. IV, V. 
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mente per i due casi di un corpo elastico indefinito limitato da un piano e 
di un corpo elastico sferico (*) si sono potuti superare. 

Il metodo ch' io adopero è simile a quel10 di cui si serve. il NEUMANN (**) 
per risolvere il problema di determinare una funxione armonica in un certo 
spzio, per dnti valori delle sue derivate normali alla superficie. 

Riguardo a i  simboli ho creduto bene di adottare quelli introdotti nella 
sopra citata Memoria, senza richiamarne il significato, essendo del resto il 
preserite lavoro un nuovo capitolo da aggiungere a quella Memoria. 

1. Supporremo, corne si pub sempre fare, che le forze che agiscono 
nei punti della massa del corpo elastico siano nulle (vedi Mem. cit., Cap. III ,  
5 2); onde le componenti degli spostamenti u ,  v, w dei punti (xi, y , ,  2,) 
di S, che dobbiamo determinare, devono soddisfare alle equazioni indefinite: 

L e  funzioni: 

(*) Vedi ad es. CERRUTI , Sulla deformazione di  una sfera omogenea.. . (Nuovo 
Cimento, serie 3.", tom. 32.) 

("*) NEUMANN,  Untersuchufigera über dm Logat%thmische ?end Newton'sch Potential, 
pag. 216. 
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sono tre sistemi di integrali delle equazioni (1) per i quali si ha su O ,  come 
risulta dalle (2): 

Ora come risulta dai calcoli fatti ne1 5 1 del Cap. IV della citata Me- 
moria, sono integrali delle equazioni (1) le due terne di funzioni: 
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onde saranno integrali delle stesse equazioni le tre funzioni dei punti (x,, y,, 2,): 

XP, XP, XJ3), 

2. Siano u ( m ) ,  o(m), w(m) tre funzioni arbitrarie finite e continue dei 
punti m d i  U; n un punto qualunque dello spazio finito S interno a u ed n' 
un altro punto qualunque dello spazio indefinito S' esterno a 5. Le espressioni: 

l V ,  (n)  = - 
27cL. 

a 

1 i4 (m) . XJ3) (n) $- v (m) Y,i3) (n) + tu (m.) . ZJ3) (a) d o ,  WI (n) = - 
2 x L  

u 

e le altre: 

sono evidentemente funzioni monodrome finite e continue le prime tre dei 
punti di S, le altre tre dei punti di Sr, ohe soddisfano alle equazioni (1) del- 
1' equilibrio. 

Ne1 $ 3 del Cap. III delln Mem. cit. fu dimostrato che, se il punto da1 
quale partono i raggi vettori r è in S O su c, si ha: 
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Similmente si pub dimostrare che si ha:  

e che queste formole insieme alle (6) valgono anche quando il punto, che si 
considera, si trova nello spazio 3'. 

Cib posto, poichè l'integrale : 

5 

per i punti di S è uguale a 4n, per i punti di o B uguale a 2 n  e per quelli 
di Sr è uguale a zero, se indichiamo con p un punto qualsiasi di  5 ,  avreino: 

vi (n) = - l (](w 2 x L .  
- u GI)) XP (n) + ( v  (m) - v ( p l )  YP) (n) + 

6 (8) + (w (m) - w (r)) zUi2) (n) 1 + 2 v ( r )  
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1 Uj (nt) = - ( ' (u (m)  - u (p)) XP (n') f (v (m) - v (p) )  yP(n') + 
2ï;L 1 

Gli integrali, che compariscono neHe formole precedenti, sono funzioni 
che, corne fu dimostrato al €j 4 del Cap. III della citata Memoria, si man- 
tengono continue anche quando il punt0 di S O di Sr,  che si considera, attra- 
versa la superficie cr passando per potremo scrivere: 

1 lim Wi(tt) = - 
n=p 

2 x L  (I(w - u <p>) xn(3)(/4 + (v (4 -- W )  y$3] Q + 
5 + (w(m)- w ( p ) ) ~ = ( s ) ( ~ /  + 2 ~ i l )  = w 1 ( p )  + W M ;  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dell'equilibrio elustico. 293 

L a  contiuuità ne1 modo sopra detto degli integrali, che compariscono 
nelle formole (9, (10), dipende da1 fatto che gli integrali delle (9) sono proprii 
(cfr. paragrafo citato); per cui essi, considerati come funzioni del punto va- 
riabile p di O ,  sono sempre finite e continue. Ora per ipotesi anche le fun- 
zioni u(p), v ( ~ ) ,  ~ ( p )  sono finite e continue; risulta quindi che le espressioni: 

sono tre funzioni fiiiite e continue dei punti della superficie a. Mettendo la 
variabile m in luogo della p,  avremo tre funzioni: 

analoghe alle funzioni date u(m), v(m), w(m), mediante le quali possiamo co- 
struire le espressioni : 

1 
V2 (n) = - j ' u, (m) . XJ2) (n)  -+ vi(m) . Y$%) (n) + W, (tn) . 2.1~) (n)[do 

2 n ~  I 

e le altre: 

[ u (m) . XJi) (n') + v , (m) . Y$)(nl) + roi (m) z$~) (nt)) d G 

]%(ni) XJ2)(n') + v,(m). YJ2)(n') + w,(m) ~,")(n')l do 

che come le (4) e (5) sono funzioni monodrome finite e continue rispettiva- 
mente dei punti n di 8 e dei punti n' di S', che soddisfano alle equazioni (1) 
dell' equilibrio. 

Posto poi: 
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Cos1 seguitando ~erremc, :I formare due serie di sistemi di integrali delle 
equazioni (1) : 

e tre serie di funzioni finite e continue dei punti della superficie o: 

U ,  0 ,  20; 2 4 1 ,  V I ,  w,; ug1 v2, w2; ...... 1 (12) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 
e 

lim Ul @O = u,  (p) - zc (P) , l i rnV,(n l )=vl~~)-v(p) ,  j 
d = p  n '=p  

lirn W,(nl) = w,(t") - ~ ( p )  
n' = p 

l i m U , ( n ' ) = ~ , ( ~ ) - ~ ~ ( p ) ,  limV2(n1j=v,(p)-v,(p), 
nt=. n'=a 

lim W2(a1) = w2(j*) - w,(p) 

1iniU,(la1)=zr,(p)-u2(p); l i m ' C J 3 ( ? ~ 1 ) = v 3 ( ~ ) - u p ( ~ ) ,  
d=p n =!J. 

(14) 

lirn W,(nl)  = w3(p) - w,(p) 
n'=u 1 
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3. Indichiamo rispettivamente con G, G , ,  G,,. . . i massimi dei mas- 
simi e con K, K,,  K,, . . . i minimi dei minimi delle terne di funzioni: 

e poniamo: 

Siano a, e or, le due regioni in cui viene scomposta la  superficie o in 
modo che ln funzione u,-, sia su a, inferiore ad H,  su o', superiore od uguale 
ad H ;  similmente siano 0, e a', due regioni della superficie a tali che 
ov + utu = a  e che su ou la funzione us-, si mantenga inferiore ad H, su o', 
si mantenga invece superiore od uguale ad H, e finalmerite siano (i, e of,, le 
due regioni in cui viene scomposta a in modo che la funzione w,-, sia su a,, 

sernpre minore di H, su a',, sempre maggiore od uguale ad H. Indichiamo 
poi con pi,  p, due punti generici di o e con a',,, b',, , ci,,; a' , ,  , . . .; a',,, . . . 
e. a',,, b',,, cfo,; a',,, ...; ate2 ,... i valori che le funzioni a ,  b ,  C; a i ,  b , ,  CI; 
a,, b , ,  c, prendono rispettivamente nei punti p,,  p,. 

1 Bisogna osservare che, finchè si ha  - 1- a - 1 (*), le funzioni a ,  b , ,  cs 
2 - 

si mantengono certamente sempre positive, mentre le altre possono essere 
su a in generale ora positive ed ora negative; ripetendo dunque i ragiona- 
menti fatti ne1 § 3 del Cap. V della Mem. citsbta (vedi pag. 110,.. . 115) e 

(*) La limitazione posta riguardo ai valori che pub prendere r, non esclude il caso 
dei corpi elastici isotropi (vedi Introduzione). 
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servendosi dei simboli ivi introdotti si avrà che se si verifica una disugua- 
glianza almeno per ognuna delle seguenti tre terne di disuguaglianze: 

(a',, do  -JI bto, I d u  -11 cf,, 

b',, do +Cbl,,do -11 a',, l do  -11 a',, I ~ G  -11 c f I i  1d5 -J1cti2 l d a  > 0 

v s if .OB r i t  <'a F i S 5 a  i, + i 

si avrà certamente: 

con 1. quantità positiva minore dell'unità. 
Limitandoci ai soli valori negativi di a ,  che sono quelli clle maggior- 

mente ci interessano, potrerno dire che le (19) sono certamente verificate, corne 
rjsulta dalle (16), (17), (18) e dalle (15), tutte le volte che si verifica iina 
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almeno delle seguenti tre terne di disuguaglianze: 

d -  a -  
ri a$ il- 

ri a Z  arl a r t  Y, + ( I Z Z - X G -  3 - - -  ax an l d 0 1 ~ 0 ,  

1 1 1 1 1 . a -  a -  a -  a - 2 -  
re ôx re ay 9.2 a .t ~e 3.z 

i < d ~ - . l l a y  à n - z  a n / d " - / / à ;  an- az an 
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Abbiamo dunque che, se scomposta comunque la superficie rr i n  tante 
regioni finite e diverse da110 zero O,, 0,; o', , ut,; o",, O", tali che 

accade che, scelta convenientemente la posizione degli assi, le espressioni: 
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sono sempre nulle O negative, mentre le altre: 

1 a- 1 a -  l a- l 
ri a 5  ri 82 a- 

rz ax -k an- TF a;; ld"-(lx an- TGTiG rz a z  I d o  
v'i t vs . l +  p's 

sono sempre positive e le prime due anche nulle, una alnieno delle (16') una 
almeno delle (17') ed una almeno delle (18') saranno certamente verificate 
per tutti i valori negativi di u non minori di - 1, qualunque sia l'indice s; 
e quindi le (19) varranno per tutti i valori interi e positivi di s e senza al- 
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cuna nuova limitazione riguardo ai  valori che pub prendere a .  Ne1 cas0 con- 
trario se accade che per alcuni punti di 5 le espressioni (20) sono nulle O 

positive, mentre le (21) sono nulle O negative, le (19) non saranno possibili 
per alcun valore negativo di a ;  se accade che per alcuni punti di ri le (20) 
sono negative e le (21) nulle O negative, le (19) varranno certamente per 
tutti qiiei valori di a, i quali mantenendosi tra O e - 1 sono inferiori a tutte 
le espressioni della forma: 

che sono negative, e minori od uguali a quelle delle espressioni delle due forme: 

che sono pure negative; e finalmente se accade che per alcuni punti di o le 
(20) sono positive O nulle e le (21) positive, le (19) saranno valevoli per tutti 
i valori di a compresi fia O e - 1 ,  che sono superiori a tutte le espressioni 
finite e negative della forma (22), e maggiori od uguali a quelle delle espres- 
sioni delle due forme (23), che sono finite e negative. 

4. Stabiliti cos1 i limiti entro cui sono valevoli le (19), riguardo ai 
valori che pub prendere a ,  osserviamo intanto che da esse risulta: 

G,- K , r  h8(G- K ) ,  

e quindi : 
lim G, = lim K, = C, 
s= w S=bO 

con C quantità costante. 
Ora se invece di partire dalle funzioni u(m), v(m), w(m) si parte dalle 

altre : 

si troveranno, ripetendo i calcoli del 5 2 ,  due serie di sistemi di integrali 
delle equazioni (1) : 
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analoghe alle serie (11) e tre serie di funzioni finite e continue dei piinti 
della superficie C :  

analoghe alle (12), e per le quali si avranno relazioni analoghe alle (13), (14). 
Si ha poi ovviamente: 

sicchè i massimi dei massimi ed i minimi dei minimi delle terne di fun- 
zioni (25) saranno rispettivamente : 

G 1 = G - C ,  G', = G i - C ,  G r 2 = G z - C ,  ... 
K f = K - C ,  K r , = K i - C ,  K t 2 = K 3 - C  ,..., 

e cos1 avremo dalla (24): 
lim G', = lim K', = 0. 
8=W 8=cQ 

... Di qui segue, che i limiti inferiori El,, Kr , ,  Kr , ,  debbono essere tutti 
nulli O negativi; onde potremo scrivere: 

G ' , s G f , - K ' , 4 h ( G f , - K ' )  , 
G', L Gfo - Kr* f hZ(Gf - KI) 1 . . . . . . . . . . .  

I (26) 

Ne concludiamo che la serie: 

dei massimi dei termini delle tre serie: 
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converge come 1' altra : 

(Gr - Kt)  ( 1  + h + 1.e + 1: + . a  9 ) ;  

e quindi che le serie (27) sono convergenti in egual grado su tutta la su- 
perficie o. 

5.  Mediante le tre funzioni monodrome finite e continue: 

Y a (m) , Ma (m) , 2 V G  (m) , 
dei punti m di u costruiamo le espressioni: 

R ( t )  = 2 1 ( Pa (m) . X$' ( t )  f MG (m) . Y.(') ( t )  + Na (m) . Z.(<) ( t )  
2ÎTL 

a 

Queste nei piinti di S e di S' soddisfano evidentemente alle equazioni (1) 
dell'equilibrio, Inoltre, poicliè le serie (27) sono convergenti in ugual grado, 
possiamo alle (28) applicare l'integrazione per serie, e cos) scrivere: 

Di qui, poichè: 
hm Us(nf) = Xa(p) - Xns-l(~)> 

e poichè le tre aerie: 

sono, come risulta facilmente dalle (26), convergenti, segue : 

lim R (n') = - L ( p ) ,  l m  S(z f )  - Y ) ,  lim T(n f )  = - b(p). (29) 
*'=:A n'=p d=p 
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, Come si vede, le funzioni - R(lzl), - S(nl), - T(ril) dei punti n' del10 
spazio indefinito S' risolvono il problerna dell'equilibrio d i  un corpo elastico 
indefinito corrispondente agli spostamenti X,,  Y I ,  2, dei punti della super- 
ficie che 10 limita. 

6. Proponiamoci ora di determinare le  corrhponenti M, N, P degli spo- 
stamenti dei punti di  un corpo elastico isotropo 8, corrispondenti a date ten- 
sioni UG, Va, W G  nei punti della sua superficie o. - 

Osserveremo anzitutto che le tensioni ub, VO, WG devon0 necessariamente 
soddisfare alle sei condizioni di equilibrio dei sistemi rigidi (*), e che le fun- 
zioni M, N, P sono determinate da  queste tensioni a meno di movimenti 
rigidi infiniteaimi (**). 

Formiamo gli integrali delle equazioni (1): 

dove le u,, v,, w,; u,; .. .; zc,,. . . sono date dalle (3). 
Le funzioni a, v, w evidentemente sono finite e continue anche quando 

il punto (xi, y,, z,), che si considera, attraversa la superficie o;  per cui si ha: 

lim w ( f i )  = lim w (n') = w (p). 1 
n=p n8=p 

Le tensioni corrispondenti UG7 TG, Wb invece sono discontinue quando 
il punto (x,, y,, 2,) attraversa la superficie o; infatti si ha ,  supposto che i 
punti n ed fi' si muovano sulla normale alla superficie 5 ne1 punto p (***): 

lim VG - lim VG = vg(p)! 
n=p n'=P 

lim WC - lim Wa = wo 
n=P n'=U 

(*) Vedi ad es.: CESÀRO, I~troduzio~ze alla Teorin matemntica dell' elasticitct , 
Cap. V, § 2. 

(**) Vedi mia Mem. cit., pag. 6. 
(m*) Vedi Mem. cit., Cap. 111, 1 9. 
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Prendiamo ora per le funzioni zl(m), v(m),  w(m) del 5 2 le u(~), v ( ~ ) ,  
w ( ~ )  definite dalle (30) e fortniamo con esse le espressioni: 

considerate nei due precedenti paragrafi. 
Posto : 

M = u + R ,  N = v + S ,  P=w+T,  (32) 

risulta dalle (29),  (30): 

lim P(nr) = w (P) - Zc (p) , 
?ar=p B 

ossia: 
lim M(n1) = C ,  l imN(nf) = C, lim P(lz') = C, 
n'=p 9 k u  n'=v 

(33) 

dove C è la costante introdotta al $ 4. 
7. Osserviamo intanto che le funzioni M, N, P sono identicamente 

nulle in tutti i punti del10 spazio Sr. Infatti esse soddisfano dappertutto alle 
equazioni (l), inoltre all'infinito si annullano e su a prendono il valore co- 
stctnte C; per cui si possono scrivere ne1 seguente modo (*): 

Ora nei punti di S' si ha (cfr. 5 2): 

(*) Vedi Mem. cit., Cap. 1, form. (16). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dell' equilibrz'o elastico. 305 

Inoltre poichb Au('), BG('), Ca('); ... sono le tensioni corrispondenti a tre stati 
di equilibrio (quelli che su o prendono valori uguali e di segno contrario agli 
spostamenti (3)), si deve avere: 

Dalle (34) avremo quindi: 

e cos1 ancora dalle @3): 
C =  o. 

8. Da questo risultato segue che le tensioni M'G, N'a, PlG corrispon- 
denti agli spostamenti M, N, P nei punti della faccia esterna di a sono iden- 
ticamente nulle, ossia : 

M'e=N',= P I G = O .  

Ora le funzioni R ,  S, T sono discontinue quando il punto, al quale si 
riferiscono, attraversa la superficie o (*), mentre le espressioni delle tensioni 
corrispondenti sono continue senza eccezione in tutto 10 spazio (**); per cui 
se indiohiamo con Ro, SG, TG e RrG1 S I G ,  TiG i valori di queste tensioni con- 
siderate rispettirameiite nei punti della faccia interna di G e nei punti della 
sua faccia esterna, avremo : 

Rb - RIG = S c  - S ' G  = To - TlG = O. (36) 

Cib posto, se MG, N,, PG sono le tensioni nella faccia interua di G cor- 
rispondenti agli spostamenti Ml N, P, risulterà: 

MG (p) - M', (p) = hm UG - lim U, + Ra - R'a, 
n=,L ?t'='a 

N,(p) - N',(,M) = lim V, - lim V, + S, - S', , 
n=P n'=p 

pG (t;) - P',(p) = lim WC - lim W, + T, - T!, , 
m'=,IL 

e per le (31), (35), (36): 

MG (p) = (p), a ) = a )  Pub) = WO(P). 

(*) Vedi Mem. cit., Cap. 111, 5 4. 
(**) Cfr. Mem. cit., Cap. III, 3 5. 
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I n  conclusione ,le funxio;oîzi M, N, P date dalle (32) soddisfalzo lzei punti 
d i  S alle equazioni ( 1 )  dell'equilibrio e corrispondono alb  tmsioni date u,, va, 
zua nei punti di a. Esse quindi risolvono cornpletamente il problema proposto. 

9. Volendo poi risolvere il medesimo problema relativamente al10 spazio 
indefinito S' ,  si pub procedere ne1 s e p e n t e  modo. 

Si considerino le tre serie: 

Ea = ]u(m) - u,(.m); + iu2(m) - u3(m)l +. a . 

Fa=fv(m) -vi(m)/ + I V , ( % )  -v,(m)i 

Ga = I w ( ~ )  - w,(m)/ + [w,(m) - w,(m)/ + ., 

dove le ui, vi, w, sono funzioni analoghe alle (12),i che si p 
partendo dalle funzioni u ,  v ,  w definite dalle (30)' 

Dalle (19) si ha ovviamente: 

per cui le 
e cosi agli 

Ivs(m) - v,+,(?n)l ,c P ( G  - K),  

I ~ s ( m )  - w3-1 i (m) J 5 I s  (G - K),  

Ius(m) -zc,+,(m)ls Gs- K G  As(G- K ) ,  

lvs(m) -;vs+,(m)l r IS(G- K ) ,  

Iws(m) - wS+&)[ r ??(G- K ) ;  

1 
i 

ono ottenere 

serie E,(tn), Fa(m), G,(m) sono convergenti in egual grado su a,  
integrali: 

2 n L  
I H ( t )  = L- J 1 Ea (TU) . XJ ' ) ( t)  f FG (m) . Y$') (t) + GG ( ~ 8 )  . 2.i') (t)i d c , 

1 K(t)  == - 
2 x L .  J" 1 ~a (m) Xa(2) (t) C Fa (nt) . Y$') ( t )  + Ga (m) . L(" ( t)  d 0, 

a 

si pub applicare l'integrazione per serie. 
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dove le Uil K, IVi sono analoghe alle funzioni (11); e poichè le tre serie: 

sono, come risulta dalle (37), convergenti in egual grado su tutta la super- 
ficie a, si avrà: 

l i r n H ( n ) = ~ ( ~ ) - C ,  l i t n K ( n ) = ~ ( ~ ) - C ,  limL(n)=w(l*)-Cf. 
n=p n=p n=p  

10. Le espressioni: 

soddisfano in tutto Io spazio alle equazioni (1) e ci dànno: 

lirn A(N) = Cl lim B(lz) = C, lirn D(fi) = C;  
n=p n=p n = p  

quindi esse sono uguali a C in tutti i punti del10 spazio S, e se indichiamo 
con A,, B,, D, le corrispondenti tensioni considerate nei punti della faccia 
interna di cr, si avrà: 

A u =  B,= D,=0. 

Le funzioni H, K, G, come le funzioni R ,  S, T dei paragrafi prece- 
denti, presentano una discontinuità nell'attraversare la superficie o, mentre 
le espressioni delle teusioni corrispondenti sono sempre continue; cos1 avremo, 
introducendo i soliti simboli , 

Hfu - Hu== KI6- K6= Gru- G,=O. 

Finalmente se A',, Br,, D', sono le tensioni su o corrispondenti agli spo- 
stamenti A ,  B, D dei punti di Sr,  si avrà: 

Ar,(p) - A&) = H', - Hu - lim Uu + lim Vu, 
nr =p. n=P 

Br,(l*) - Bu(p) = Er. - KG - lin1 VG + lim Vu, 
a'=p n=u 

Dr,(p) - DD,(p) = Gr, - G s  - lirn W, + lim W5, 
n'=IL ~ l = u  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



308 Laur ice  1 la  : Szcll'ifitegraziofie delk epazioni, ecc. 

e per conseguenza: 

In conclusione le fecnxioni A, 33, D soddisfano in tutto S' alle equa- 
xz'oni ( 1 )  e corrisporzdono alle telasioni date u,, v,, w, nei purati di o; esse 
quindi risolvono cornpletamente il problema proposto. 

Pisa, giugno 1895. 
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Un contributo alla teoria 
delle forme lineari alle differenze. 

(Di ETTORE EORTOLOTTI, 2% Roma) 

Quaniio sia data una forma lineare alle dicerenze: 

e se ne voglia effettivamente determinare un integrale particolare, occorre 
anzitutto stabilire quale valore, x ,  della z debba intendersi come iniziale. Tale 
valore è spesso implicitamente supposto eguale al10 zero (*), ma è evidente 
che qualunque punto del campo, in cui la x è variabile, pub assumersi come 
iniziale. 

Nella teoria generale delle forme alle differenze, non si dà ordinaria- 
mente molta importanza alla scelta di questo punto, da1 quale è indipendente 
la proprietà, per una data funzione, di essere integrale della forma data; ma, 
pur rimanendo questa proprietà caratteristica, a l  variare di x ne varierà, in 
generale, la espressione analitica, per modo che il valore iniziale x ,  potrà 
riguardarsi come parametro di una varietà semplicemente infinita (discontinua) 
di integrali della data forma. 

Sarà scopo principale di questo modesto lavoro, 10 studio degli integrali 
di una forma alle differenze, in quanto appartengono ad una stessa varietà, 
e la applicazione ad alcune questioni fondamentali relative alla teoria delle 
equazioni alle djfferenze, ed alla rappresentazione approssimata di funzioni 
date rnediante frazioni razionali. 

A raggiungere tale scopo ha particolarmente giovato la generalizzazione 
del concetto di continzcante, il quale fu già da tempo introdotto nella teoria 

(*) Per esempio in tu t te  le, questioni relative all'algoritmo generalizzato delle fra- 
zioni continue. 

Annali di Matematica, touio XXIII. 40 
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delle frazioni continue, e da me in altro luogo (*) esteso alle forme del 
3." ordine. 

Per  togliere poi il dubhio che i risultati ottenuti per tale mezzo non fos- 
sero immediatamente applicabili a forme non ridotte alla ordinaria espressione: 

in cui i coefficienti del primo e dell'ultimo termine sono supposti eguali all'u- 
nità, dubbio già espresso a proposito delle frazioni continue (**), ho conservato 
alla forma l'espressione più generale possibile, senza fare alcuna speciale ipo- 
tesi sui coefficienti. 

11 continuante generalizzato, considerato come funzione del numero delle 
linee, O colonne che 10 compongono, ci offre un primo esempio di varietà di 
integrali della forma data. Nell'art. 1 se ne studiano le proprietà principali 
da cui se ne deducono alcune che appartengono ad una varietà qualunque, 
es. quella che: m integrali  apparteilefzti ad una  medesima varietà, consecutivi, 
qualunque, formano, in generale, sistevna fondumentale. 

Fra le proprietà del continuante è notevole quella di essere, considerato 
come funzione della x ,  anche integrale di unn nuova f ~ r m a  alle differenze, 
e precisamente di quella che il prof. PINCHERLE chiama inversa della data. 

Era  naturale il cercare se proprietà analoghe sussistevitno per altre varietà 
di integrali; la  questione che all'art. 2 mi sono proposto è appunto la seguente: 

Cercave fra le mm varietà d i  integrali  d i  una  forma data ,  quelle i cui 
elementi sono anche integrali  d i  un'al tra forma arbitmriamente data. 

Questa questione è stata completamente risolta sotto la forma più generale: 
Trouare E'espressione generale delle funxioni d i  n variabili  che sono con- 

temporaneamente integruli  d i  altrettante forme date. 
L'integrazione dei sistemi alle differenze parziali del primo ordine è caso 

particolarissirno del problema enunciato. 
1 quesiti fondamentali risolti da1 prof. PINCHERLE mediante l'algoritmo 

generalizzato, sono, nell'art. 3, trattati sotto questo nuovo aspetto e ridotti 
alla massima generalità e semplicità. 

Speciali varietà di integrali, che si ottengono listando opportunamente 
il continuante generalizzato, ~ o n o  appunto quei polinomi che il prof. PINCHERLE 
indicb con A h k  (A,,, Ba, Cn ne1 caso del 3.' ordine), e che sono i coeficienti 
della relaxione lineare pi2 approssimata possibile fra m ficnxioni date. 

(*) Circolo matem. di Palermo, vol. 5." e 6 . O .  
("*) Vedi per es. HEINE, Handbuch der Kugelfunc., vol. 1.7 pag. 268 nota. 
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E quei polinomi Bhk (Pn, Qn,  Rn ne1 caso di  forme del 3." ordine), che 
Rono i l  denominatore ed i nurneratori delle fraxioni razional i  col10 stesso 
denomhatore che rappresentano ne1 modo pi% npprossi~nato possibile nt - 1 
funxioni date ,  si troverà non essere altro che i polinomi precedenti ma cal- 
colati per la forma che si ottiene dalla data colla sostituzione s = - y. 

1 due problemi dunque, in apparenxlc dis t int i ,  che diedero origine al la  
definixione d i  yuelle serie d i  polinomi (*) sono casi  particolari d i  uno  stesso 
quesito upplicato a due forme diverse pel senso in cui i l  campo d i  variabilità 
della variabile principale s i  intende percoyso. 

Le proprietà e le relazioni reciproche di questi polinomi, trovate per 
altra strada da1 prof. PINCHERLE, risultano per ta1 modo evidenti. Altre se ne 
trovano quando si consideri variabile il valore iniziale x. Queste permettono 
di determinare l a  operazione funzionale che subisce un sistema fondamentale 
di integrali quando l'origine degli accrescimenti della x si trasporti da un 
punto xS in un altro x' arbitrarismente dati. 

Si deducono pure alcune proprietà importanti, relative al modo di ten- 
dere al limite, per x = m, dei polinomi A,(z, x). Lo studio di qiieste pro- 
prietà parmi dovrebbe essere principalmente utile per lo studio della conver- 
genza corne fu definita da1 prof. PINCHERLE (**). 

Infine ho fatto l'applicazione alle forme periodiche. R o  potuto trovare 
la  condicione rcecessuria e suficiente per la periodicità nei  coeficienti d i  u n a  
data forma, ed ho dimostrato che, ne1 caso della periodicità, i l imi t i  verso 
cui tendono i polinomi Ahk, Ilhk, sono g l i  elementi uniti i n  certe o~nograJie 
dell'ordine nt. Da cui, quando le condizioni di convergenza sieno verificate, 
il mezzo per rappresentare quegli elementi ne1 modo più approssimato pos- 
sibile sotto forma di frazioni razionali aventi 10 stesso denominatore. 

Mi è grato qui il dichiarare che la lettura degli importanti lavori del 
ch." prof. PINCHERLE, e specialrnente di quel10 ultimamente pubblicato dal- 
17Accademia di Bologna col titolo: L'Algebra  delle forme lineari alle diffe- 
renxe,  ed i moi consigli benevoli e preziosi, mi hanno indotto a portare il 
mio debole contributo a questa teoria ohe ora accenna a riprendere l'impor- 
tanza e l'ufficio che un tempo le furono assegnati. 

(*) S. P~INCHERLE, Sulla generalÊzzazione delle frazioni conthaue algebriche. Ann. di 
Mat., serie 2.a, tom0 19. 

(**) Contribulo alla generalizaazione delle f?azioni continue. Acc. di Bologna, serie 5.", 
tom0 4 . O  delle Memorie, n.' 3 e 5. 
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1. Sia la forma alle differenze: 

11 campo y di variabilità delle funzioni: 

pub essere un insieme, continu0 O discreto, di punti, arbitrariamente dato 
ne1 piano della variabile complessa colla sola condizione che preso un punto 
z, in esso, possa definirsi in modo unico l'operazione: 

2% = x i  + 1 

cosi che i punti x, sieno tutti contenuti ne1 campo, e che, quando il punto xi 
descrivendo una serie di punti contenuti ne1 campo vada in x,, contempora- 
neamente x, descrivendo un'altra serie di punti del campo, vada in x,+, 
( n = 2 ,  3 ,  ... CO). 

L e  funzioni: 
a,&), a t ( ~ ) , . . .  am(%)) 

dei punti del campo possono essere date in modo interamente arbitrario. A1- 
cune fra esse potranno anche essere identicamente nulle, ma se tali fossero 
la  prima a,(x), O l'ultima a,(x), la forma si ridurrebbe manifestamente ad 
una del grado inferiore. 

& noto anzi che, con opportune trasformazioni, quei due coefficienti pos- 
sono entrambi ridursi ad  essere costantemente eguali all'unitd. 

Quando diremo che una quantità G è costatzte rispetto ad una variabile x, 
intenderemo di non escludere il cas0 che quella quantità possa anche essere 
funzione periodica della x col periodo 1. 

Tanto i coefficienti a,(x), quanto le quantità considerate corne costanti c, 
potranno essere funzioni arbitrariamente date di altri paramehi y, x ,  t ,  . . . 
variabili in campi determinati. 
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La generalizzazione del continuante. 

2. Ne1 campo y ,  dove la variabile x è data, si scelga un punto x = x 
come origine dei valori della x. 

Tutte le espressioni della forma: 

x = z +- r~ (12 inter0 positivo), 

rappresenteranno ancora punti del campo. 
Cib posto, coi coefficienti della forma data, si formi il determinante: 

i n  cui la linea (r +l)esima contiene tutti gli elementi eguali a zero ad ecce- 
zione di quelli della serie: 

che possono disporsi, senza mutare l'ordine degli indici, in modo che l'ele- 
mento: 

am-,@ + r ) ,  

sia sulla diagonale principale. 
Questo determinante, come ognuno vede, è, per la forma data, quel10 

che il continuante è per le ordinarie frazioni continue, potremo quindi chia- 
marlo: continuante generalixxato. 

Sviluppando secondo gli elementi dell'ultima linea si trova: 

a,(%-m-l).a,(x-m-2).  . .  a,(x-m-r+ l )C(z,  x-r). (3) 
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Si ponga ora: 
(- 1)- 

4 = ,-m C(x, XI. 
n a,  ( s )  

s=z-1 

Dividendo la (3) pel fattore (non identicamente nullo): 

avremo 1' identità : 

che potremo anche scrivere : 

Cioé la funxione: 

è un integrale della forma A(f)  data. 
È da notarsi che se fosse: am(s) = 1 ,  cib che con opportune trasforma- 

zioni pub sempre ottenersi, la  funzione F ( x ,  x) non differirebbe, che tutt'al 
più ne1 segno, da1 continuante generalizzato. 

3. Nella funzione F(z ,  s), la z figura corne parametro funzionale; fa- 
cendo variare la z si hanno infinite funzioni della x costituenti una varietà 
di integrali della data forma; per vedere quale relazione passi fra gli elementi 
di questa varietà, sviluppiamo il continuante secondo gli elementi della prima 
colonna, avremo 1' identità: 

a , ( z ) .  a , ( x + l ) . - . a , ( z + r - l ) C ( x + r - 1 ,  x). ( 6 )  

Da cui dividendo per 
5-?ta 

l-I h (8)  ? 
S=z 

si ha: 
am(x- ~)F(z, 3) + am-&)F(x + 1, x) + . f- 
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la quale dimostra che: Qiaando si riguarcli x come pcdrzto fisso, e x come va- 
vinbile fiel campo y, la fulzziofie F(x, x) è i~ tegra le  della forma alle di f -  
ferenxe : 

che, seguendo una denomifimione introdotta da1 prof. PINCHERLE, dovrà chia- 
marsi inversa della data. 

4. Siamo dunque in grado di costruire una funzione F (x ,  z) la quale, 
secondo che in essa si consideri come variabile principale la z, O la z ,  è in- 
tegrale della forma data O della sua inversa. 

Considerando la z corne parametro fiinzionnle, si hanno gli m integrali: 

F ( z , x ) ,  F ( x + l , x )  ,..., F ( z + m - 1 , x ) .  (8) 

Considerando invece 2 come variabile principale, si hanno gli m inte- 
grali della forma inversa: 

F ( z ,  2) , F ( z ,  x + 1), . . . , P ( x ,  x + m - 1). (9) 

Dico che: i sistemi (8) e (9), cosi formati, sono fondarnentali della forma 
data e della inversa, rispettivamente. 

Infatti: se fra gli integrali del sistema (8) passasse una relazione lineare 
omogenea a coefficienti costanti rispetto ad x, O se fra quelli del sistema (9) 
una relazione a coefficienti costanti rispetto a x, dovrebbe essere zero iden- 
ticamente il determinante (*): 

P ( z ,  ~ + l ) ~ . . .  F ( z ,  x+m-1) l 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
P ( z + m - 1 ,  x), P (z+m-1 ,  z + l ) ,  ... F(z+m-1, x + m - 1 )  

Ma, per le formule (5 ) ,  si ha: 

e, come facilmente pub verificarsi : 

(*) Vedi per es. PINCHERLE, Belle funziofii ipergeometriche, ecc. ecc. Giornale di 
Battaglini , vol. 32, pag. 11. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



316 Bor t o d O t t i : Un contr.Êbzcto alla teoria 

Per successiva applicazione della ( I l )  troveremo dunque: 

La quale dimostra appunto che il determinante D(x, x) non è identica- 
mente nullo. 

5.  Dalla dimostrazione precedente possiamo concludere che: fra g l i  
in tegral i :  

F ( z , x ) ,  F ( z + l , x )  ,... F ( z + m - 1 , x ) ,  

non è possibile nessuna r e l a x i m e  lineare omogenea a coeficienti costanti ri- 
spetto ad x. 

Non rimane con questo escluso che possa aver luogo una tale relazione 
quando i coefficienti non sieno costanti rispetto ad x. 

Mi propongo ora di dimostrare che: tzessuna relazione della forma: 

pub aver 1tdogo fra le funxioni del sistetna considerato, se i coeficienti p(x), 
sieno tutti costccnti rispetto a x. 

Infatti, qualora la relazione (13) avesse luogo e le p(x)  (Y = 0, 1 ,. . . m) 
fossero tutte costanti rispetto a x ,  potremmo concludere che F (x ,  x) è inte- 
grale della forma alle differenze, con coefficienti costanti: 

c ( f ) = ~ o ( ~ > f ( ~ ) + ~ i ( ~ ) f ( ~ + l ) + . . - + ~ m - i ( x ) f ( x + m - l ) ,  (14) 

cioè si avrebbe: 

nella quale, corne è noto (*), le a, sono le radici della equazione algebrica: 

e le G,(x), sono costanti rispetto alle x,  che si possono determinare mediante 
i valori iniziali. 

Di queste G,(z), alcune potranno anche risultare identicamente nulle; 
se indichiamo con 

Gri1 Gr, , . . .  Gv8, 

(*) Vedi per es. LAGRANGE. op., 1.0, pag. 24 a 36. Sur l'intégration d'une 
équatioion diférentielle, ecc. ecc. 
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quelle che non si annullano identicamente, la (15) potrit ridursi alla: 

Il numero s di questi termjni swà egimle O minore di m- 1. 
In nessun caso pro, Ie a,, , u , ~ , .  . . a,,, potrnnno esswe tutte costanti 

rispetto ad 2. 

Difatti, se questo fosse, frn le rn. equazioni: 

eliminando le Gr,, G,, . . . Gr,, giungeremmo ad una relazione lineare omo- 
genea a coefficienti costanti r i s p ~ t t o  ad 2, fra le F(z + r ,  z), ( r  = 0 ,  1,. . . 
m - 1), che non è possibile. 

D'altra parte abbiamo dimostrato al n." 3, che F (x ,  x) è anche inte- 
grale della forma inversa, cioè che si ha identicamente: 

Sarh dunque per Ia (16) 

od anche: 
8 m 

;i1 G,:, 2 + ,U - 1)~+/+" = 0. 
v = l  p = o  

e siccorne GTY non dipende da x, e quella identità è soddisfatta per qualunque 
valore di z, cos) si avianno Ie s identith: 

Poiche le cc,,> non sono tutte costanti rispetto ad z, si rappresenti in generale 
con a una di quelle che non 10 sono e si consideri'l'identit& corrispondente: 
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Se in questa si ponga z + 1 al posto di x si avrh: 

2 am-p ( X  + I*) az+P+' = O. (1 8) 
Se invece si moltiplichi la medesima identità per a ,  si avrà: 

v Y ~ m - p ( ~  + p - l )az+p+i = O. (19) 

Le due identità (18) e (19), debbono coesistere per arbitrari valori di x ,  sa- 
ranno dunque eguali i coefficieuti di eguali potenze di a ,  cioè: - 

Da cui si vede che: i coeficienti a,, a,, . . . a,  della data forma dovrebbero 
essere costanti. 

Si vede ora facilmente che, sempre nella ipotesi della esistenza della re- 
lazione ( l S ) ,  i coefficienti della data forma non solo sarebbero tutti costanti 
ma sarebbero tutti identicamente nulli. 

Ed  infatti se i coefficienti della data forma fossero costanti, sarebhe: 

F ( x +  S ,  x )=F(x ,  x -  s) ,  (21) 
ed il sistema: 

( z )  F ( x + l , x )  ,... F(Z3-m-1,  x ) ,  

non differirebbe da1 sistema : 

F ( z , x ) ,  ( , - 1 ) .  F ( x , x - m + l ) ,  

che è fondamentale per la forma inversa. 
Concludiamo dunque che: Nessurza relaxione a coeflricienti costunti ri- 

spetto ad una delle due variabibi x ,  od x, è possibile fra le funxioni: 

F ( s , x ) ,  F ( x + l , z )  ,... F ( x + m - 1 , x ) .  

Ne oonsegue che: il determinante simmetrico: 

1 F ( x + m - 1 ,  x), F ( z + m , ~ )  ,... F ( z f 2 m - - 2 ,  2) 1 
non è identicamente eguute al10 zero. 

Vedremo all'art. II .le conseguenze di questo importante teorema. 
Simili conclusioni valgono per il sistema: 
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e per il determinante: 

... 1 F ( z ,  4, F(z ,  x + l), F ( x ,  x+m-1)  1 

l . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . .  
1 F ( z ,  x+ t n - 1 ) ,  F ( z ,  x f m )  ,... F(a,  x+2tn-2)  1 

6 .  Sia ora ~ ( x )  un integrale qualunque della forma data. Si potranno 
determinare in modo unico le costanti c . , ~ . , . . . .  ,-,, per modo che sia: 

y(x)=coF(z, x )+ciF(z+ 1 ,  x )+ .  . .+crn-,F(z+m- 1 ,  x). (24) 

Se alla a si dà un accrescimento arbitrario r ,  la funzione: 

B ancora integrale della forma data. 
Si pub dunque considerave x corne pnrametro di  una vurieth semplz'ce- 

mente inJinita d i  inteyrali. 
Il sistema di costanti: 

C o 7  C 4 ) . . .  C m - 1 7  

serve a caratterizzare la varieth. 
A d  ogni sistema di costanti arbitrariamente scelto corrisponde infatti un 

integrale y(r) dato dalla formola (24) e, variando z,  una speciale varietà 
di integrali. 

S i  ha dunque urr insieme continu0 oom d i  varietà discontinue semplice- 
mente inJinite d i  integrali d i  una data forma. 

Fra  le proprietà degli integrali di una data varietà, possiamo immedia. 
tamente dimostrare la seguente: 

Quegli  integrali che ifi una stessu varietà corrispondono ad m valori 
consecutivi qualunque del parametro, fornzano sistema fondamentale. 

Sieno, infatti, 

rp(z,x), p ( z + l , x ) , - -  cp(x-I-fi#-172); (25) 

si formi il determinante: 

1 Y(% 4 1 . -  y ( ~ - t m -  1 ,  4 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  Q ( z , x ) =  1 z + ( ( i + m - 1 ,  x+m-1)  1 
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Indicando con c, quel10 fra i coefficienti c,, c i , . .  . cm, che per primo non è 
identicamente nullo e cercando il valore di quel deterininante col metodo 
tenuto al na0 4 per il determinante D(x, x); troveremo: 

Il valore di D ( z  + v - 1, x) è dato dalla formuIa (12) e non è identi- 
camente nullo, anche, per ipotesi, c, è diverso da zero, rimane durique pro- 
vato che il sistenia (25) è fondamentale. 

II. 

La integrazione simultanea di n forme lineari alle differenze 
con una sola funzione di  rz variabili indipendenti. 

7. L a  questione di  trovare le funzioni incognite: 

f i ( 4 ,  fdx) , . . .  fn(x),  

che soddisfano un sistema di n equaziorii alle differerize, lineari omogenee, 
si riduce, come è noto (*) alla risoluzione di una equazione, lineare omogeriea, 
di ordine siipeiiore contenente una sola funzione incognita; cioè al pïoblema 
che fu  completamente risolto all'articolo precedente. 

Assai più importante è la ricerca delle soluzioni coniuui a più equazioni 
alle diflFerenze contenenti una sola funzione incognita, od in altri termini, 
degli i n t e g m l i  comuni a p i ù  forme. Anche questa pub ritenersi completa- 
mente esaurita mediante il metodo della sco~nposi,zione in fattori  d i  pvimo 
ordine; metodo dovuto al prof. PINCHERLE che ebbe occasione di adoperarlo 
in recenti lavoii pubblicati dalla R. Accademia dei Lincei in Roma e delle 
Scienze in Bologna. 

Rimaneva da  risolvere la questione: E'sserzdo date i n  wodo qzialzinpe 
9~ fortne 2ineal.i cllle di f fwenze,  è in generale possibile t ~ o v a r e  u n a  funzione 
d i  n e a ~ i a b i l i  indipendenti  che, ~ i s p e t t o  a ciascuna d i  p e s t e ,  sia conterrzpo- 
raneamente integrale d i  tutte le fortne date? 

Ne1 cas0 speciale che sierio date due sole forme, e che sieno una l'in- 
versa dell'altra, la funziorie F ( z ,  x), definita all'art. 1 ,  risponde appunto a 

(*) Vedi Pei. es. URUNAOOI, ~ C L E C O E O  sublime, Cap. VI[. 
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queste condizioni perchè infatti: secondo clie si considera come variabile prin- 
cipale la x, O la  8 ,  quella funzione è integrale di iina forma, o della inversa. 

Ora vedremo che anche in generale, non solo si pub rispondere affer- 
rnativamente alla questione proposta; ma si pub dare un metodo per costruire 
effettivamente la funzione cercata, anzi un sistema di  tali funzioni che potrh 
ancora chianiarsj fondamentale. 

Y. Sieno date le n forme, clie per ora supporremo del10 stesso ordiiie: 

Incominciamo col formare un sistema fondamentale di integrali della A, (f).  
Sia questo: 

Y~(xI ) ,  ye(xi), . ytn(x4). (2) 

Coi coefficienti della A,(f)  si formino poi, al  modo indicato al n." 5, 
le funzioni: 

( , ,  ( , ) ,  F(z,+?,x . )  ,... 
e sulle (2) si eseguisca 1' opeiazione funxionale : 

Poichè il determinante d(x,, x,), format0 colle E7(x ,  $ r , ,  x,), non è identi- 
camente nul10 (art. 1, n." 5), le funzioni +,(x,, x,) cosi formate costituiscoiio, 
al pari delle y~,(x,), sistema fondamentale della A , ( f )  (*). 

D'altra parte queste +,(xi, x,), sono espressioni lineari a coefficienti co- 
staiiti (rispetto ad x,) delle F(z, + r, x,), sono dunque anclie integrali della 
forma A, (f). 

Dico che formano sistenia fondamentale anche di questa seconda forma. 
Ed  infatti, se questi integrali si considerano come dipendenti, oltre che dalle 

(7 PIXCHEKLE. Gioroale di Battaglini, vol. 32, pag. 14. 
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variabili x i ,  x,, anche da1 valore iniziale z,, si scorge che per passare dalla 
espressione di +, a quella di Sr, hasta sostituire x, con x, + r - 1, quegli m 
integrali dunque corrispondono ad m valori consecutivi del parametro i n  u n a  
varietà della forma A , ( f ) ,  costituiscono quindi un sistema fondamentale (art. 1, 
n." 6) di quella forma. 

Si continui ora formando, coi coefficienti della forma A3(f), le funzioni: 

e sulle +, (2, , x,) si eseguisca l'operazione : 

Le funzioni Er(x,, x,, $3); per essere diverso da zero il determinante d'(z3, x3); 
formano, al pari delle +,(x,, x,), sistema fondamentale si della prima che 
della seconda forma; sono inoltre integrali della A , ( f ) ,  e poichè sono ele- 
menti consecutivi in una stessa varieth formano sistema fondamentale anche 
di  questa forma. 

È chiaro ora che, ripetendo p e s t a  uperasione, giungereao in fifie al 
sistama : 

A i ( ~ j , ~ . .  xn), I.2(xj7a-. ~ n ) , , , .  L ( x I , * . .  xn), ( 5 )  

che, rispetto ad ognuna delle variahili x i ,  x,, , . . x,, è fondumentale d i  cia- 
scuna forma datu. 

Segue dalla dimostrazione fatta che: Qualunque espressione Eineare omo- 
genea cc co~ f i c i en t i  costunti rispetto a tutte le variabili  x,, x, ,. .. x,, delle 
A , ,  . . . A,, cosi forsnate, è conternporunea~nente integrale d i  tulte le forme date. 

E viceversa: Qualunque fimzione f(x, ,  x,,.. . x,) integrale d i  tutte le 
forvie date, s i  pu6 esprimere in funxione lineare omogenea a coeficienti co- 
s tant i  delle A,. 

Si potrebbe dunque dire che: Quel sistema di funzioni B fondamentale 
rispetto a2 sistema d i  forme dato. 

9. Il medesimo metodo pub usarsi anche ne1 caso che le lz forme del 
sistema dato non sieno tutte del medesimo ordine, 
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Sia per es. il sistema: 

e supponiamo : 
m 1  > 9 n , ~ r n 3 ) .  . . z m , .  

Formato un sistema fondamentale: 

%(XI), ' f 4 " i h  0 . .  ?"a,@J, 

della prima forma, si scelgano in modo qualunque m, 
si formi il sistema: 

di queste funzion 

Questo è un sistema fondamentale della forma A,(f). L e  funzioni che 10 com- 
pongono 8ono inoltre integrali indipendenti della A , ( f ) .  

F r a  le m, funzioni del sistemn (€9, se ne scelgano m, in modo qualunque, 
e si formino le: 

Queste formeranno sistema fondamentale della forma Aa(f), e saranno inte- 
grali indipendenti delle due prime. 

Seguitando a questo modo, troveremo in fine m, funzioni: 

che formeranno sistema fondamentale della forma A m ( f ) .  e saranno integrali 
indipendenti di tutte le forme del sistema data. 

10. Corne esempio di applicazione del metodo precedente, sia il sistema 
di equazioni alle differenze parziali lineari del primo ordine: 

.. ~ , , o f ( x t ,  x , , . . .   fil + a, , , f(x1 + 1, 5 2 , .  xn) +'  S .  + c ~ ~ , ~ ~ ( x I ,  X?!... G $ . l ) = O  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
a n , o f ( ~ i ?  $ 2 ,  ... ~ n )  4- a,,if(zl 3 1, %, ... x,) $. . . .  + a n , , f ( ~ I ,  X21... Xn '-t 1) = 
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Se il determinante: 

S=(a,,, @ ? 2 1 . . .  a,,), 

non é identicamente nullo, si ricaverà, da1 sistenin dato, il seguente: 

che ha appunto la forma (1) e che potremo quindi conipletamente integrare. 

III. 

Un problema fondamentale relativo all'algoritmo generalizzato. 

II. F r a  i problemi, che l'algoritmo generalizzato delle frazioni con- 
tinue algebriche permette di risolvere, sono fondamentali i seguenti (*): 

la0 Date m funzioni stabilire fra di esse la relaxiolae lineare a coef- 
ficient; razionali pi& approssimati possibile per un grado dato dei coefkienti, 

2." Date m funxioni rappresentarle con m frazioni razionnli uventi 
10 stesso denominatore ne2 modo pi% approssimato possibile compatibilmente 
col grado dato del denominatore d i  peste frazioni. 

Vedremo che la  risoluzione di questi due problemi dipende da1 problema 
yiù generale : 

Dati i valori che un integrale particolare di una forma alle differenze 
dell'ordine m assume in m punti del campo y ,  trovare i l  valore che l'inte- 
grale stesso assume in un  punto: 

n numero intero, positivo O negativo, yualunque. 

(") S. PINCHERLE, Saggio di wzn genera2izzazione delle fi.azioni continue algebriche. 
Acc. di Bologna, anno 1890. - Sulla generalizzazione clelle frazioni continue algebriche. 
Annali di Matem., serie 2.", tom0 19. 
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12. Incominciamo, intanto, a risolvere il problema enunciato ne1 cas0 
di n positivo. 

Si consideri a ta1 fine il sistema di equazioni: 

a cui si aggiungano le equazioni identiche: 

'P (x) = <p(x)- I 
Dove y(%) è un integrale della forma data, y(x + r )  indica il valore asse- 
gnato alla y ( $ )  ne1 punto x + r ,  (r  = 0 ,  1,. .. m - 1 ) ;  $2) il valore, che, 
in conseguenza di quelli, la funzione y (x )  assume ne1 punto x = x + n. 

Avremo in tutto x - x + 2 equazioni fra le x - x + 1 incognite: 

&4,' ' P ( x i - l ) , -  p.(x). 
Dovrà dunque essere ' identicaniente: 

- 
O o... O O o... O 0 cp(4 

- o... O O o... O 0 cp(z+l) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

- 
O O o... 1 O o... O O cp(x+m-2)  

O O o. .. O 1 o... O O < ( z t m - 1 )  

O 
- 

O o... O O o... O 1 Y @ >  

a & ) a , ( ~ )  a,(a) ... a )  am-,(x) am(.@ ... O O O 
O a , ( x + l )  a , ( z + l )  ... arn .3(z+l )  a , - , ( z+l )  a , - , ( z+ l )  ... O O O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
O O O... O O O... a,(%-m- 1) O O 
O O O... O O O... am-i(%-%) a,,(%-?n) 0 

Annali cli Mnlematica, tom0 XXIII. 42 
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Sviluppando secondo gli elementi dell'ultima colonna, tralasciando per 
brevità le lineette sulle p,  avremo una relazione della forma: 

nella quale i coefficienti a,(x, x) sono i determinanti che si ottengono dalla 
matrice: 

M(Y, x ) =  

quando, delle m + 1 colonne che occupano i postj: 

1 . O ,  2.", 3 . O  ,... mesirno; ultimo ; 

se ne tolgano ordinatamente m,  conservando, cioè, rispettivamente le colonne: 

l.a, 2.a, 3." ,... mesima, ultima. 

( 5 )  

'ao (2) al (zj a . .  a,-, ix) arn(x) O... O O O 

Se ora questi determinanti si paragonano al continuante generalizzato 
(art. 1, n." 2), si vedrà imrnediatamente che: il coeficiente a , ( ~ ,  Z) (1- = 0 ,  
1 ,. . . m - 1)  si ottzéne listando i l  coa tzizuaftte gmeralizxato C(x + 1 ,  x) ,  con 
una prima linea fol-mata dagli elernenti: 

av(x),  a m )  0, O,... 0, 

O O O... O O O... a,.,(x-m- 1)  a,,(x-rn- 1 )  O 1 
O O O... O O O... a,.,($- in) am-,(x- m) a,%(%- m)/ 

- 

ed una prima colonna: 

O a o ( x + l )  a , ( z + l )  ... a,.,(z+l) a,-,(z+l) um(x +1)... O O O 

- . . . . . . . . . . . . . . . .  s . . . . . . . . . . . . .  

Ne risultano le formule: 

~ i v i d e n d o - l a  relmioiie (4) per a,,(x, x), chc, come si vede, non è iden- 
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ticamente niillo, si ha: 

el ponendo: 

si ha: 

'4(x)=Ao(x, x ) c p ( 4 + 4 2 ,  x )c f ( z - t  l)+-+Arn-,(x, x)cp(x+nz--l), ( 9 )  

che è appunto la relazione richiesta. 
Con questa formula potrerno infatti, dati i valori di un integrale parti- 

colare ~ ( z )  nei punti z ,  x f 1 , .  . . z + m - 1 ,  trovarne il valore in un punto 
x = x + n ;  n intero positivo qualunque. 

13. Se nella (8) si sviluppa il determinante u,(z, X) secondo gli ele- 
menti della prima colonna e si tien conto della posizioiie: 

. , 
s=z-1 

troveremo le formule : 

A&, x) = a,(x)F!z+ 1 ,  x )  + a,-& f 1)F(x + 2 ,  x) +.  - .  + 
+ a o ( z + ~ ) F ( z + r + l ,  x) 

r = O l  1 ,  ... m - 1,  

dalle quali risulta che il sistema: 

Ao(x ,x ) ,  , .  Arn-&,x), 

si ottiene da1 sistema: 

F ( x  + 1, x), F(2 + 2 ,  % ) , . . O  F(z + pn, x) ,  
mediante una sostituzione lineare di determinante: 

ao(z) 0 O... O O O 

a,(x)  ao(x+l )  O... O O O 

a,(a) a,(z + 1) ao(x + 21, ... O O O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

- - 

O O O... a,@$ m - 3 )  u , (z+m-2)  a0(z+m-.1) 

=ao(x)  a,(%+ 1) ... a o ( x t - m -  1). (1 1) 
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Poichè yuesto determinante non è identicamente nullo, ed il sistema delle 
F(x + r ,  x),  è fondamentale, potremo concludere che: 

L e  funxiorzi: 

fortnano un sistema fondamentale d i  integrali  della forma alle differenxe data. 
Se ora si cerca il valore del determinante: 

si troverà immediatamente : 

Se adunque nella forma data i coefficienti del primo e dell'ultimo ter- 
mine fossero eguali all'unith, si avrebbe la formula nota: 

A (5, x) = * 1 (*). (14) 

14. I n  quanto si è detto finora bisogna sempre supporre che gli accre- 
scimenti della variabile rispetto alla quale si prendono le differenze dei vari 
ordini, sieno numeri positivi. 

Vediamo ora 'come i risultati ottenuti vanno modificati ne1 cas0 di accre- 
scimenti negativi. 

Essendo ancora dati gli rn valori: 

che un integrale della forma data assume in m punti consecutivi del campo y, 
ed ammesso che il punto: 

x = z + n r  

n' = - n intero negativo qualuilque, (15) 

(*) Vedi peP es. ne1 caso delle forme del terzo ordine: PINCHERLE, Annali di Mate- 
matica, loc. cit., pag. 6. 
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appartenga ancora. al campo, si vu01 trovare il valore ~ ( x )  che l'integrale 
assume ne1 puiito x. 

Si consideri percib che la  forma: 

pub scriversi : 

od anche: 

Imaginiamo ora che il campo y ,  in cui x è variabile, debba essere percorso 
in senso contrario a quel10 indicato da1 segno di rn;  la forma data si muterà 
nella seguente: 

Questa forma, che si ottiene dalla data cambiando il senso in cui i punti del 
campo y vanno percorsi, potrà chiamarsi contraria della data. 

Se ora sieuo dati i valori: 

e si voglia il valore y(x), 
x = x - 1 2 ;  

potremo considerare quei valori come dati ad un integrale della forma con- 
traria, i n  quei medesilni punti, e cercare i l  valore che un tale integrale as- 
sume fiel punto: 

x = x -+ n'. 

Ma questo prohlema è già stato risolto al n." 12,  potremo dunque jm- 
mediatamente applicare i risultati ivi ottenuti, tenendo conto naturalmente 
che i coefficienti della forma non son più gli stessi. 

Avremo dunque, per la formula (9): 

(*) Essendo csmbiato il senso in cui il campo va percorso, dovremo considerare 
come consecutivi i punti z + m - 1 ,  z + m - 2 ,..., z f 1 ,  z. 
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I coeflcienti B,(z, x) s i  formerunno mediattte i l  continuante genera- 

a 1 (4 a0 (2) o... O O 
a,(z - 1) a,(z - 1) ao(x - l). .  . O O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

O O O... a,(%+ 1) ao(x+ 1)  

O O O. . .  a,(x) a, (4 
della forma contraria, nello stesso modo che, rnediunte i l  cont iwante  gene- 
ralizxato della forma data,  s i  formarono i coeficienti A,(z,  x) della espres- 
sione relativa al valore x  = x + n. 

15. P e r  la  dimostrazione fatta al n." 13, le funzioni: 

B,,(x, x ) ,  B I (  x ) , . .  B , ,L~ (Z ,  x) ,  

formeranno sistema fondamentale di integrali della forma contraria; ed il de- 
terminante : 

A r ( x ,  x)= 

avrà il valore: 

16. Sempre nella ipotesi che sia: 

X e % -  n,  
supponiamo che sieno dati i valori: 

TJ(z -m+l) ,  Y($-4- 2) , -  944; 
siccome è x  = x  + n (n positivo), applicando la formula (9) avremo: 

r p ( z + m - l ) = A , ( x - m + 1 ,  x + m - l ) p ( x - m + l ) + . . . + A ,  - , ( x - r n + 1 ,  ~ + m - l ) ~ ( x )  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

r p ( ~ ) =  A o ( x - m  + 1 ,  x)rf(x-m + 1 )  + . - .  + A m - i ( ~ - m  + 1 ,  ~ ) ~ ( 2 ) ,  1 

(*) P u b  osservarsi che ne1 continuante generalizzato della forma A (f) , la diagonale 
e occupata dagli elementi a,-, (s) , in quel10 delle forma contraria, dagli elementi a, (s). 
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ed i l  determinante delle A ,  per la formula (13) sarà: 

Cioè, per la formula (20): 
1 

A ( x - ~ $ 1 ,  x ) = - & .  
A ( 3 ,  x) 

Se adunque si forma lo schema: 

e con gli elementi in  esso contenuti si formano i polinomi: 

il dete~minante fornzato cogli r2 polinomi A è reciproco d i  quello fomzato 
coi polinomi B. 

Se nella forma data i coefficienti del primo e dell'ultimo termine fos- 
sero eguali all'unità (cib che pub sempre ottenersi), quei due determinanti 
sarebbero fra di loro eguali. 

Risolvendo le equazioni del sistema (21) rispetto alle - m + l), 
p(x - rn + 2), . . . p (x), troveremo (*): 

Ma si ha, per la  formula (19): 

(*) Indichiamo con A , ,  , il minore che s i  ottiene da1 determinante A ,  formato colle 
A r ( $  - m f 1, z + s), togliendo la colonna (7- $ l)eiims, e la  linea (s + 1;sima. 
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dunque : 
Am-r-4,s ' Bs (z  , x - Y) = --- 

A / 

Cioè: I polinomi B,(z, x - Y ) ,  .. . B,-,(x, x  - Y )  sono i ~eciproci degli ele- 
menti contend nellu colonna d i  posto m - r fiel deterrnirzante A formnto coi  
polinomi d,(x - m $ 1, x + s). 

Tl fattore 

pub, con opportune trasformazioni nella forma dsi.ta, sempre supporsi eguale 
all' uni tà. 

Si vede in particolare che i polinomi: 

Bm-i(x,x) ,  B - ( - 1 ) .  B m - i ( ~ , a - m . + l ) ,  (26 )  

sono gli elementi reciproci dell'ultima linea, pertanto sono quei polinonii che 
il prof. PINCHERLE indicb in generale (*) con 

nei citati lavori: e che sono il denorninatore ed i numeratori delle frazioni 
richieste da1 problema II enunciato al n." 11 di questo articolo. 

Ora considerando che i polinomi A,(x,  x ) ,  come risulta dalla for- 
mula (9) (***), e dalle proprietà trovate al n." 13, non differiscono dai poli- 
nomi Ahk che sono coefficienti della relazione richiesta da1 quesito 1, ricor- 
dando che quelle due serie di polinomi A,(z, x) ,  B,-,(x, x) sono formati 
esattamente nello stesso modo, gli uni coi coefficienti della forma data, gli 
altri con quelli della forma contraria; potremo concludere: 

I due problewi: 
1. u Date m funzioni stabilire fra di esse la relazione lineare a coeffi- 

u cienti razionali più approssimata possibile per un grado dato dai coefficienti. n 

(*) Saggio di  unn generalizzazîone, ecc. ecc., n.O 18. 
(**) Sulla generalîzzazione. ecc. ecc., n.i 7 e 9. 

(a*+?) Cfr, Sulla generalizzrazione, ecc. ecc., n.' 2, 3, 4. 
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II. u Date nz - 1 funzioni rappresentarle con altrettante frazioni ra-  
K zionali aventi 10 stesso denominaiore ne1 modo più approssimato possibile, 
u compatibilmente col grado dato del denominatore. n 

sono casi  particolari d i  uno stesso problema applica.to a due forme contruy-ie. 
Più precisamente: Trovate  le soluzioni de l l 'un  problema s i  ricavano, da 

queste, le solz.cxioni d e l l ' a l t ~ o  ccnmbiando i l  senPo in cui  i p m t i  del campo 7 
vanno pwcorsi.  

17. L a  proprietà (trovata per altra strada da1 prof. PINCHERLE) (*) per 
i polinomi Bhk, d i  essere integral i  della fovma inverstr, risulta immediatn- 
mente dalla definizione (**) : 

Pm-i ( x ,  X) (ai  (z) ,  ai ( Z  - l), .. . ai (x)) 
Bm- i ( z )  X) = - x 

k m  ( z ,  x) n ao (s) 

basta infatti sviluppare il determinante che & al numeratore secondo gli ele- 
menti della prima coloniia per giungere alla identità: 

In  modo interamente analogo a quel10 tenuto al n.D 16, poirei dimostrare 
che, fatta astrazione da1 fattore 

am ($1 . ri- 
00 (s) ' 

i polinomi: 
S = O ,  ... m - 

A , ( $ - m f  1, x t - r )  
r=O,  ... m - 1  

sono i rnilzori della colonna (v f 1)esima ne1 dete~rninalzte A' format0 colle B. 
Si deducono le importanti relazioni: 

m-l ( O ,  se r=I=1,  
2 A , ( z - n z +  1 ,  z + ~ ) B , ( x ,  xf P ) =  
p=o j 1 ,  se r = s  

nt-1 ( O ,  se r =]=s ((27) 
XBp(z ,  ~ - r ) A ~ - ~ - . ~ ( x - r n $ l ,  z + m - p - l ) =  
p=o ( 1 ,  se r = s .  

(*) Accad. di Bologna, loc. cit., n.O 19. 
(8") Applica le formule (e), (8), del n.o 12, ai coefficienti della forlna contraria. 

Annali di Matematjca', tomo XXIII. 43 
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Delle quali la relazione fra i numeratori ed i denominatori delle ridotte: 

P n  Q n + i - p n + i  Q n =  f 1, 

e le altre analoghe trovate, ne1 caso di forme del 3." ordine da1 prof. PIN- 
CHERLE, sono casi particolari. 

IV. 

Una schiera di operazioni funzionali 
analoghe alle trasformazioni proiettive. 

18. Riprendiamo ors. 10 studio della dipendenza della espressione ana- 
litica di un dato integrale, O di un dato sistema di integrali, dalla scelta del 
valore iniziale x. 

Vedrenio che i risultamenti a cui, nell'art. III, siarno giunti per alcune 
varietà di integrali (i  polinomi A , ( z ,  x), R,(x, x)), posvono servire alla de- 
finizione ed al10 studio della operazione funzionale, che un sisterna fonda- 
mentale qualunque deve subire, quando l'origine degli accrescimenti della 
variabile principale si intenda trasportata da un punto x0 ad un altro z', ar- 
bitrariamente scelti ne1 campo y. 

In particolare potremo determinare la operazione che, eseguita eopra gli 
112 integrali che in una data varietà corrispondono ad nz valori consecutivi del 
parametro, ci fa conoscere l'espressione analitica dell'integrale che, in quella 
varietà, corrisponde ad un altro valore del parametro dato i n  modo qualunque. 

19. Ne1 campo y :si oonsiderino due punti xO, x' ,  che, per fissare le 
idee, supponiamo si seguano ne1 senso positivo. 

Nella formula : 

trovata al n." 12, si ponga A,(ze, z' + s) a1 posto di ~ ( x  + 8); avremo le 
formule : 
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Da cui (art. III, n." 13) le altre: 

Si chiami ora con 

l'operazione funzionale indicata dalle formule ( 1 )  e che serve a trasformare 
... i l  sistema fondamentale A, (z ' ,  x), A,-, (2,  x), corrispondente al valore 3' 

del parametro, ne1 sistema A,(zO,  x), ... A,-,(5O, x) corrispondente al valore zO. 
L' operazione : 

.... 
. . . . . . . . . . . . . .  
Bo (a', ;O + rn - 1)  B, (a', NO) 

S ( / ,  go) = 1 (4) 

. .... .. Bm (a', u0 + m - 1) B,-, (a', uO), 

rappresentata dalle formule (2), é invema della precedente e trasfortna i l  si- 
stema A,(,zO, x) nell'altro A,(z i ,  x). 

Anche q u i  si verifica che: quando si cambi il senso in cui il campo y 
si intende peroorso, nella operazione S(aO, a'), i polinomi A,(,zO, a'), si cam- 
biano nei polinomi B,(xO, xi). 

La relazione fra le due operaziorii funzionali S(aO, a ' ) ,  S ( z l ,  zO), pub 
essere espressa daalla formula: 

O dall'altra: 

Se il sistema Ao(a, x), ... A,-,($, s), si indica ùrevemente con 

[ A ,  (2, x)l, 
avremo in ogni caso: 

[A,.(xo7 x) ]  = S(zO, z') [A,.  (z', x)] , (7) 

dove xD, x' possono essere due punti qualunque del campo y e la S(x0, a') 
avrà la fornia (3) O la (4) a seconda del senso in cui la ; percorre il campo I, 

per passare da P" aaP 
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un sistema fondamentale qualunque della data forma, che immagineremo de- 
terminato nella ipotesi (espressa O sottintesa) che 3' sia il punto del campo y 
che si considerfi come origine degli accrescimenti della variabile principale. 

P e r  far meglio risaltare questa nostra ipotesi rappresenteremo la fun- 
zione rp,(x) col simbolo p,(zl, x); e quel sistema con 

Vediamo ora come undrh niutnta la esp.essione u~îalitica delle funxioni 
y ($ )  quando si suppofiga d i  trasportare la origine da2 punto z' al  punio ,cO. 

Poichè anche le A,(?, x) (r = 0, 1,. .. m - 1) formano sistema fonda- 
mentale, potremo, in modo unico, determinare i coefficienti c,,, per modo che 
si abbia: 1 

m - l  

y.r (XI, X) = 3 Cr, s As (3') 2) 
s=o 

r=O, l, . . .  m - 1 ,  
O, brevemente: 

[ y ,  (2' , a)] = S(c,, 8 )  [Ar (2'7 x)], 
ma, per la (7): 

[ A ,  (3', x)] = S(Y, xO) [Ar(zO, x], 

dunque sarà, per un noto teorema sulle sostituzioni lineari: 

Se il valore x d i  x che s i  consideru come inixiale s i  trasporta da! punto xr 
al  punto xo, un sistema fondamentale qualunque szcbisce 10 operaxione fun- 
xionale: 

T(s", sr, c) = S(c,,,) . S(,col 2') . S-'(c, ,) ,  (12) 

dom S(Y, 2') ha i l  signijcato indicato al lzumero precedente ed S ( c , , )  è lu 
ope?.axione, sempye determinabile, clte trasforma i l  sistema [A,(%, x)] nei si- 
stema dato. 

Nella operazione T(z0, a', c,,,), sono parametri arbitrari JO, s', c,,,~, si 
ha dunque una schiera (discontinua) molteplicemente infinita di tali operazioni. 
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Queste, in generale non formano un gruppo. Si pub osservare che, quando 
le c , ,  sieno maritenute costanti, si ha  per il prodotto di due operazioni: 

T(aO, z', c,,,) T(af,  z; cc,,,), ' 

che potrebbero chiamsrsi contigue, la proprietb: 

qualunque sia il senso in cui i punti u@, d, z', si seguono ne1 campo 7. 
In  particolare : 

T(P,  a', c ,.,,) - T ( d ,  xO, c,,,) = 1. (14) 

La operazione identica, e la inversa di unn quulunpue operaxione data sono 
dzrnque contenute nella s ch i e~a .  

21. Poichè gli m integrali, che in una stessa schiera corri~pondono a 
valori consecutivi del parametro, formano sistema fondamentale, potremo, ap- 
plicando la operazione: T(a9, a', 'c,,,) ad  un tale sisteina, trovare la espres- 
Gone analitica dell'integrale che in quella varietà corrisponde ad un valore 
del parametro arbitrariamente scelto. 

In questo caso la operazione T(z0, x', c,,,), potrà facilmente deterrrii- 
narsi anche direttamente. 

Si consideri per esempio il sistema: 

Si hanno le formule: 

Siccorne il determinante: 

non è identicamente nullo, anzi sappiamo (art. 1, na0 6) che ha  il valore: 
n z  (- l)na(z'-a', ao (2' - 1) ... aa ( 2 0  + w - 1) 

Dr (20, XI) = a, ( z )  ... am(x'-l), am(zO-1) 
¶ 
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cos) potremo rifiolvere le equazioni (16) rispetto alle A,(ar, x ) ,  (s = 0,  1 ,. . . 
m - 1). I n  particolare avremo: 

'a-1 ~ r J , - l , t  
-4,(a1, %))= 2 - - p j -  .4,(a0 + f ,  x). 

t=o 
(17) 

Mediante questa formula, dati gli m integrali Ar (zO,  x), . . . A ,  (a0 + m - 1, x), 
si trova l'integrale A,(zt, x) corrispondente al valare a' del parametro in 
quella varietà a cui quegli integrali appartengono. 

con 

22. Per 10 studio della convergenza dell'algoritmo generalizzato, come 
fu definita da1 prof. PINCHERLE (*), è utile la considerazione dei limiti verso 
cui tendon0 i polinomi A&, x), B,(z, x )  quando la x tende all'infinito. 

Supponiamo che questi limiti esistano e siena [per es. per le A,(;,  x ) ] :  

La operazione T(ZO, gr ,  c, , ,)  in questo cas0 ha la forma: 

queste a,(~) saranno funzioni del punto iniziale a di cui, coll'aiuto delle for- 
mule (1) e (2)) potremo trovare una proprietà importante. 

Siccome in quelle formule i caeûicienti: 

T ( p ,  a', y )  = 

non dipendono dalla x, cosi passando al limite per x- CIO avremo: 

cr,o(z07 z r ) , . . *  G, m- t (ao, a') 
. . . . . . . . . . . . . . . . 
C , . , ~ ( , Z ~ ,  U' + m- l ) , .  .. cr,,+,(aO, a'+ nt - 1) 

r = o ,  I , . . .  m-l1 i 
(*) Contributo alla yeloerali%zazione, eca, ecc. Mem. Acc. di Bologna, serie 5.a, tomo 4. 
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O, se si vuole, 
[a, (z"] = sp, 2') [a, (z')] . 

L e  fîuzxioni a, (z )  dunque s i  conzportano, rispetto alla operazions funxio- 
nale S(s0, z'), cowae gli  integrah' d i  zcn sistema fondavnentale della forma data. 

Siccorne poi le Ar(tO, s' + s), B,(tf,  z0 + m - s - 1 )  sono funzioni ra- 
zionali di grado z' - x0 + s nei coefficienti della data forma, cosi potremo 
ancora concludere: 

Se per un punto x0 del campo y ,  esistono detewainati e Jiniiri i l imit i:  

le funzioni a,(:) avranno carattere razionale inter0 in tutti i punti del campo. 

Le forme periodiche. 

23. Una forma lineare alle differenze: 

si dirà periodica , se i coefficienti : 

sono funzioni periodiche col medesimo periodo dei punti del campo 7 i n  cui 
sono date. 

24. Condizione necessaria e suficiente perchè una data fomza lineare 
alle differelzze sia periodica, 2 ehe gli hztegrali della forma data sieno anche 
integrali d i  una forma a coeflcienti costal& dell'ordine mp  (essendo p il  
periodo), e del tipo: 

La condizione è necessariu. 
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Tnfatti: se y(x) è un integrale qualunque della forma A ( f ) ,  si hanno le 
identità (art. III, n.' 12): 

Dalle quali, eliminando le . . . y(= + m - 1), si trova una relazione 
della forma : 

Occorre dimostrare che i coefficienti c,(x) ,  sono costanti in  tutto il campo 7. 
Dico, intanto, che sono costanti pev ttdtti i valori di x congrui fra loro 

rispetto al modulo p. 
Per  la periodicità supposta si ha infatti : 

dunque sarh ancora: 

Poichè i coefficienti .delle cp(z + p  + s), in queste equazioni , sono gli stessi clie 
i coefficienti delle y(z  + s) nelle equazioni (3), cos1 eliminando le y ( z + p  +s ) ,  
giungeremo alla relazione : ' 

c o ( x ) y ( 2 + p ) + c i ( ~ ) y ( x +  2 p ) + .  . . - t - c & W x + ( m +  w = 0 ,  (7) 

ed i coefficienti saranno quelli stessi the si trovarono per la (4). 
Siccome poi nella formula (4) non facernmo alcuna ipotesi sa1 valore 

della .x ,  cos1 avremo ancpra: . . 

Il che dimostra appunto la periodicità delle funzioni c , (x ) .  
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Dico ora c.he quelle funxioni sono costanti in tutto il campo. 
E d  infatti: poichè i coefficient; a,(x) sono periodici, col periodo p ,  indi  

cando con y(%) un integrale qualunque della data forme, si hanno le identità: 

Moltiplicando ordinatamente per c,(x), c,(x),.. . c,(z) e sommando, si ha, 
per le formule (4) ed (8): 

Ma questa è una conseguenza formale delle formule (9), avremo dunque le 
identità: 

D'altra parte abbiamo: 

dunque sarà, : 
CS@) = CS@ 4- t )  

s=O,  1, ... m 

L e  funzioni c,(x) sono dunque veramente costanti in tut,to il campo. Potremo 
dunque concludere : 

QuaZunque furnxione cp (cc) in tegrale della forma da ta è anche integrale 
della forma a coeficienti costalati: 

La co~ndi~ione è suficiente. 
Annali di Matematica, tom0 XXIII. 
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Infatti: se y($)  è un integrale della C(f), si. avranno Ie identità: 

Moltiplicando ordinatamente per ao(x),  a , (x) ,  . .. am(x), e ricordando che y(x) 
è, per la nostra ipotesi, anche integrale della forma data; avremo: 

Questa perb è una conseguenza formale delle (14), d'onde le identità: 

D'altra parte, per essere y(x) integrale della forma A ( f ) ,  si hanno le identità: 
9n 

S a &  + sp)y(x  + s p  + t )  = 0 
t=o 

s = 1 ,  2 ,  ... m. 
D' onde : 

i 
I coeficienti delln forma data A ( f )  sono dunyue ficnxioni periodiche ed 

hamo 10 stesso periodo p, corne v. d. 

25. Si supponga ora che esistano i lirniti: 

lim A,(z, %) == a,(s) 
x==x 

r = 0 7  1, -.. m-1. 
(19) 

Siccome per tutti i valori di x ,  B sempre: 

4445 $1 = A&+p, x + p l ,  
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cosi, passando a l  limite, avremo: 

Cioè, anche le funzioni a,.(z) saranno periodiche col medesimo periodo p. 
Ora abbiamo trovato (art. IV, 11.' 22') In relazione: 

[a, (rO)] = S(zo, 2') [+ (z')] > 
si supponga: 

zo z' ("~d. 24 ; 
sarà : 

a, (a0) = a, (zf) 

dunque : 
[a,. (zo)] = bs(zO) zf) [a,. ( zO)] .  

Il sistemn: . 
. o p 0 > ,  u,(zO), . am- i (2') 

è trasformato i n  sè stesso da tutte 2e ope~axioni:  

S(z0, XI), 

corrispondenti a val0t.i d i  x' congrui a z0  rispetto al modulo p. 
Per ogni valore zO, d i  z s i  Iza un gmppo d i  tal i  operaxioni. 
Infatti: Sieno rr, n", due uumeri congrui entrambi a f l  (rnod. p). 
Sarh : 

Si ponga: 

Sarh ancora: 

Si ha  poi: 

ci oè : 

X' = zo 3 Ptp. 

zf" = X" 4 np. 

7 = zo (mod. p). 

A@, zf' + s) = Ar (zO + np,  + n p  + s) ,  

A ,  (20, z" + s) = AT (zf, z"' + S) ; 

da cui [art. IV, form. (3)] : 

sp, 2") = S(zl, x"'). 

Si debba ora formare il prodotto: 

S(z0, XI) . S w, q. 
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Avremo per la (23): 

S(z0, 2') S(z0, 2") = S(9,  2') . S(zl ,  z"'), 
ma : 

S(z0, z') . S(zl,  2"') = S(z0, z"'), 
dunque : 

S(Z0, z') S(z0, z") = S(20, Zri t) .  (2 4) 

Le operazioni S(zO, z) corrispondenti a valori di z congrui a z q m o d .  p ) ,  
forrnano dunque un gruppo. 

Potremo dunque concluder che i l  sistema: 

è invariante per quel gruppo. 
È manife~ta la analogia delle operaeioni S(z0, z') colle ordinarie trasfor- 

mazioni omografiche, potremmo dunque dire che le fimxioni u,(zO), a ,  (zO),. . . 
cc,.-,(.sa), sono gl i  elementi un i t i  nella omografia S(zo, z). 

Si sa che la ricerca degli elementi uniti dipende dalla risoluzione di ilna 
equazione algebrica del grado m della forma: 

Tutte le volte che esistano i limiti (19), potremo risolvere una tale equazione 
O per 10 meno rappresentarne le radici mediante ficnxioni raxionali colla 
massima approssimazione possibile. 

In ogni modo potremo asserire che quei litniti sono radici d i  equaxioni 
algebriche del grudo nt; in analogia con quanto fu trovato per le frazioni 
contiiiue algebriche periodiche (*), e pei sistemi ricorrenti periodici del terzo 
ordine (**). 

Roma, 31 maggio 1898. 

(*) Cfr. EMMA BORTOLOTTI, Sulle frazioni continue periodiche algebriche. Rendiconti 
Cir. matem. di Palermo, tom0 9. 

(**) Sulla generalizzazione delle fraz.. cont. alg. periodiche. Rendic. Circ. matem. di 
Palermo, tom0 6. 
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