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APPLICATION DES POTENTELS 
MOUVEMENT DES SOLIDES ÉLASTIQUES , 

PRINCIPALEMENT AU CAI.CUI, DES D~FORMATIONS ET DES PRESSIONS 

QUE PRODUISENT, DANS CES SOLIDES, 

DES E F F O R T S  Q U E L C O N Q U E S  E X E R C E S  S U R  UNE PETITE PARTIE 

DE LEUR SURFACE OU DE LEUR INTERIEUR ('1 ; 

par M. J. BOUSSINESQ, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Lie. 

INTRODUCTION. - BUT ET RESUME DE CE TRAVAIL. 

1. - Objel principal du M h o i r e .  

On peut se poser, relativement à l'équilibre des solides 
élastiques, deux sortes de problèmes fondamentaux , c'est- 
à-dire propres à faire comprendre de quelle manière se 
comporte un  corps quand il se déforme pour résister à 
certaines actions extérieures. 

(*) Plusieurs parties de ce mémoire ont été résumées: 1 O  dans des notes 
insérées aux Comptes-Rendus de l'Académie des Sciences de Paris, (t. LXXXVI , 
p. 1260, t. LXXXVlI, p.  402,519,687, 978, 1077, t. LXXXVIII , p. 277,331, 
375,701,741, du 20 mai 1878 au 7 avril 1879 ; t. XCIII , 7 et 14 novembre 1881 , 
p. 703 et  783; t. XCV, 27 novembre et  4 décembre 1 S 2 ,  p. 1052 et 1149; 
t. XCVI, 22 janvier 1883, p. 245) ; 2 O  dans deux extraits étendus, qui font partie 
de l'édition française de la Théorie de i'élaslicité de Clebsch , par MM. de Saint- 
Venant et  Flamant, publiée à Paris chez M. Dunod (premier fascicule, de 1881, 
pages 374 à 4070, et second fascicule, de 1882,  p. 881 A 888). 
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Les premiers de ces problèmes concernent des solides 
dont les parties analogues éprouvent des déformations pa- 
reilles, comme il arrive : l0 pour un parallélipipède rec- 
tangle, quand, au moyen de pressions normales appli- 
quées à ses faces et constantes sur toute l'étendue de celles 
de même direction, on le soumet à des contractions oii 
dilatations uniformes , qui y laissent rectilignes et rectan- 
gulaires entr'elles les lignes niatérielles parallèles à ses 
arêtes; 2" plus. généralement, quand un prisme subit les 
mêmes déformations, soit en tous les points d'une fibre 
longitudinale quelconque, ce qui a lieu, à fort peu près : 
dans chaque tronçon d'une tige ou corps allonge, soit en 
tous les points d'un feuillet quelconque parallèle aux bases, 
comme il arrive de mème, sensiblement, dans chaque 
tronçon d'une plaque ou corps aplati ; 3"ou encore, quand 
les divers points d'une sphère solide se déplacent suivant 
ses rayons et de quantités ne dépendant que de la distance 
au centre, etc. Tous ces cas présentent un grand intérèt : 
car il résulte, de la manière simple dont les actions ex- 
terieures y sont supposées réparties , que les déformations 
e t  les pressions intérieures suivenl des lois saisissables, 
comportant une expression analytique facile à traduire en 
nombres e t ,  surtout, une représentation intuitive ou géo- 
métrique, toujours plus satisfaisante pour l'esprit que ne 
peuvent l'ètre des formules. 

Mais il faut évidemment, pour se former une idée suffi- 
samment générale de l'équilibre int.6rieur des solides élas- 
tiques, considérer aussi une seconde classe de problèmes, 
dans laquelle on ne supposera plus realisés ces modes 
speciaux de répartition des actions extérieures, ni ,  par 
suite, !a sorte d'uniformité ou d'égalité des déformations 
qui en résulte pour divers endroits du corps ; car ce n'est 
pas moins dans des conditions d'une inégalité quelconque 
de distribution, que dans celles d'une certaine égalité, qu'il 
importe de savoir comment agissent et se transmettent, 
aux différents points du solide élastique donné, les efforts 
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extérieurs qu'on lui applique. Malheureusement, ces nou- 
veaux problèmes sont d'une complication excessive, et on 
ne doit y regarder comme réellement fondamentaux, ou 
comme capables de nous éclairer sur les lois de l'équilibre 
intérieur des corps, que ceux dont la solution est bien 
intelligible et comporte une représentation géom4trique 
naturelle. Il ne suffit pas d'y choisir son terrain de manière 
à pouvoir effectuer les intégrations ; car quel résultat ap- 
plicable, utile pour le physicien ou l'ingénieur, a-t-on pli 
tirer, par exemple, de la belle solution analytique donnée 
par Lamé , en 1852, du problème de l'équilibre d'une 
sphbre, ou d'une enveioppe sph&ique, que sollicilent des 
pressions extérieures distribuées arbitrairement à sa sur- 
face? Il faut donc s'attacher surtout à des questions où, 
malgré la plus grande généralité possible laissée au mode 
de rdpartition des forces dans leur region d'application 
donnée, il se présente quelque circonstance simplificatrice, 
telle que l'éloignement des surfaces limites du corps, etc., 
qui permette à la solution d'avoir des lois intuitives ou , 
tout au moins, de ne pas dépasser ce degr6 de compli- 
cation au-delà duquel les formules ne disent plus rien à 
l'esprit. 

Il semble que, s'il existe de pareils problèmes, l'un 
d'eux, le plus important, et meme le premier qui se pose 
naturellement quand on pense aux plihombnes d'élasticité, 
doit être la question do savoir quelles déformations on 
produit dans un solide, en le touchant sur une petite partie 
de sa surface, tandis que ses parties éloignées de celle-là 
sont maintenues fixes : cas où il n'y a de déplacements 
sensibles que dans le voisinage de la région de contact, 
en sorte que tout se passe, à fort peu prés, comme si le 
corps étu.6 était limité d'un côte par son plan tangent 
(mené à l'endroit touchd) et indéfini suivant les autres di- 
rections. Cc problème ne diffèh évidemment pas de celui 
des déplacements et des pressions que fait naître, dans un 
sol élastique horizontal, le poids d'un corps déposé à sa 
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surface. Il comporte d'ailleurs, comme nous verrons, 
deux points de vue distincts, suivant que l'on se donne le 
mode de distribution de la charge ou pression tot.ale entre 
les divers éléments de la surface de contact, pour en 
déduire les déformations du corps touché et spécialement 
de cette surface, autrement appelée base d'a~pui ,  ou suivant 
que 1'011 se donne, au contraire, la fornle et la disposition 
nouvelles prises par la base d'appui, pour en déduire, ce 
qui est beaucoup plus difficile, le mode correspondant de 
distribution de la pression ou de la charge. 

Une autre de ces questions : plus simple que la précé- 
dente en ce sens qu'aucune surface limite n'y complique 
les phénomènes, mais moins intéressante à cause du mode 
peu pratique d'application des forces extérieures qui s'y 
trou-ve employé , est celle des déformations qu'on produit 
dans un solide en exerçant, sur une partie de sa masse suf- 
fisamment éloignée de sa superficie, des actions quel- 
conques. C'est ce qui arriverait, par exemple, si une portion 
intérieure du corps etait magrétique et que, la surface se 
trouvant rendue fixe, on approchât, à quelque distance, 
des masses de fer. 

Tels sont les deux principaux problèmes qui feront 
170bjet de cette étude. Ils constituent des questions Blémen- 
taires, presque inévitables, de la théorie de l'élasticité. '11 
n'en est vraisemblablement pas qui soient plus propres à 
nous faire connaître de quelle manière, dans les solides en 
équilibre, les pressions ou autres efforts extérieurs se trans- 
mettent, soit de la surface à l'intérieur - ce qui est le cas 
du premier problème, - soit d'une région aux regions 
voisines - ce qui est le cas du second ; - et comment s'y 
prend, en quelque sorte, l'élasticité pour répartir et mo- 
dérer ces pressions ou ces forces, ainsi que leurs effets, à 
mesure qu'on s'éloigne des endroits où elles sont appli- 
quées. 

Observons, d'ailleurs, que la supposition qu'on y a 
faite, de l'immobilisation des parties du corps très éloignées 
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de la région sur laquelle on agit, n'est guère introduite 
que pour fixer les idées. En réalité, les phénomènes pro- 
duits dans cette région resteraient, sans doute, à peu près 
les mêmes, si le corps était entièrement libre dans l'es- 
nace; car ses parties éloignées, vu la grandeur relative de 
leur étendue e t ,  par suite, de leur masse totale, seraient 
maintenues sensiblement immobiles par leur inertie , 
durant bien plus de temps qu'il n'en doit falloir à la petite 
partie, de masse insignifiante, qui est contiguë à la région 
d'application des forces exercées, pour suivre les impul- 
sions qu'on lui imprime et se mettre dans un  état quasi- 
permanent de déformation et de tension, c'est-à-dire, à 
fort peu près, dans l'état d'dquilibre correspondant à la 
fixation de l'ensemble du corps et à l'intensité actuelle 
effective des actions extérieures qu'il supporte à l'endroit 
que l'on considère. 

2. - De l'inlroduction, naturelle des polerniiels dans d'autres 
thdories que celle de forces obe'issant à la loi newlonieme. 

Lamé et Clapeyron, dans leur célèbre mémoire de 
1828, publié en 1833 (*) , avaient déjà étudié 1'6quilibre 
d'élasticité d'un solide sans pesanteur, indéfini dans tous 
les sens, excepté d'un côté où ils Ie supposaient termina 
par une face plane et soumis du dehors à des pressions per- 
pendiculaires. C'est bien l'une des questions t.rait4es ici, 
celle qui se présente quand on considère, par exemple, les 
déformations produites dans un sol horizontal par des 
charges données que supporte sa surface. Mais la solution 
qu'ils ont obtenue consiste à superposer une quadruple 
infinité d'intégrales simples, dont chaque terme est le pro- 
duit d'une constante arbitraire (que permet de déterminer 

(*) Sur I'dquilibre intérieur des solides homogènes, au Recueil des Savants dtrangess 
da l'Acad8mie des Sciences de Paris, t. IV ( p  541. - Quatrième section, cas 
généraux). 
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ultérieurement la formule de Fourier) par une exponentielle 
où paraît en exposant, au premier degré, la coordonnée z, 
normale à la surface du corps, par une fonction linhaire de 
z et par deux sinus ou cosinus affectés chacun, linéairement 
aussi, de l'une des autres coordonnées x, y. Or, ces expres- 
sions des petits déplacements u ,  v,  ru du solide indéfini 
sont trop complexes pour permettre de se représenter le phé- 
nomene, dont elles ne mettent en tividence qu'une loi 
accessoire, d'après laquelle la dilatation cubique 0 est pro- 
portionnelle, en chaque point de la surface, à la pression 
normale qui s'y exerce. En général, dans toutes les ques- 
tions de physique mathematique où l'on emploie la formule 
de Fourier, les résultats s'offrent sous la forme d'intégrales 
définies , doubles , quadruples ou sextuples, qui en dissi- 
mulent profondément le sens concret; en sorte qu'on 
n'arrive, par leur moyen, à des lois saisissables, que lors- 
qu'il est possible d'y effectuer la moitié des intégrations. 

Ayant eu à traiter ; en janvier 1870 (*) , un problknîe 
assez analogue à celui de Lamé et Clapeyron, quoique 
beaucoup plus simple, savoir, le problème de l'écoulement 
d'un liquide, sous des hauteurs de charge notables, par un 
orifice perce dans une paroi plane indéfinie, avec la sup- 
position que l'on connaisse en chaque point de l'orifice la 
composante, normale à son plan, de la vitesse qui s'y 
produit, j'ai composé aussi la solution d'une quadruple 
infinité d'intégrales simples, dont la formule de Fourier 
donne de suite les coefficients ; mais j'ai reconnu en ef- 
fectuant deux des intégrations sur quatre, que les résultats 
ainsi simplifiés s'expriment aisément au moyen du poten- 
tiel ordinaire ou classique relatif à une matière fictive 
étalée sur l'orifice. il en résulte cette loi simple, que la 

(*) Comptes-Rendus de 1'Acadhnie des Sciences de Paris ( t .  LXX , p. 33, 177 et 
1279). Voir aussi, pour plus de développements, au tome XXlII du Rgcueil des 
Snvnnts étrangers , la quatrième partie de l'Essai sur la Théorie des eaux courantes 
(p. 536 h 569), et, dans les Contpies-Hendzcs (t. XCIV, p. 904, 1004, 113 ; 3, 10 et 
'24 avril 1882), trois articles de M. de St-Venant. 
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vitesse du fluide en chaque point de l'intérieur du réservoir 
est égale, pour la grandeur et la direction, à l'attraction 
nev  tonienne qu'exercerait au même point, sur l'unité de 
masse, une couche homogène recouvrdnt l'orifice c t  d'une 
épaisseur partout proportionnelle à la composante normale 
donnée de la vitesse d'écoulement. Une fois en possession 
de cette loi, on reconnaît aisément qu'elle satisfait à toutes 
les équations du problème, et qu'il y aurait eu avantage à 
partir directement d'un potentiel sans passer par la formule 
de Fourier. 

11 est naturel que les potentiels relatifs à des masses 
fictives finies s'introduisent dans certaines questions de 
physique mathématique, même ne se rattachant pas à la 
théorie de la pesanteur. Car, d'une part, la belle propriété, 
qu'ils prdsentent, d'avoir leur paramètre différentiel du 
second ordre A, nul hors de la masse par rapport à laquelle 
on les prend, et en raison directe de la densité dans l'inté- 
rieur de cette masse, les prddispose, en quelque sorte, à 
v6rifier les équations indéfinies des problèmes où les 
paramètres A, jouent un grand rôle ; et ,  d'autre part, ils 
deviennent inversement prbportionnels à la distance 
pour les points très éloignés, ce qui , dans les milieux 
indéfinis , les rend également propres à exprimer les 
conditions dites aux Z.im.ites, ou spéciales, qui consistent 
alors dans 176vanouissemeni asymptotique des phéno- 
mènes à mesure qu'on s7610igne des régions. d'activit6 de 
leurs causes e). 

3. - Leur application au problème de Z'équdibre d'un solide 
élastique, limz'lé par un plan indéfini. 

Ayant voulu appliquer ces considérations au problème 
de Lamé sur 1'6quilibre d'élasticité d'un solide que limite 

(9 Il est clair que cela n'empêche pas les potentiels, ou d'autres intégrales 
définies plus ou moins analogues h ces fonctions, de pouvoir convenir aussi dans 
des questions concernant certains corps limités en tous sens, quoique sans doute 
les formules deviennent alors, généralement, beaucoup plus compliquées 
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une face plane, prise pour plan des x y, et dont la masse 
n'est sollicitée par aucune action extérieure telle que la 
pesanteur, j'a, reconnu qu'on formait aisément trois types 
.d'intégrales des équations indéfinies, en partant de toute 
fonction continue dont le paramètre A, est nulau dedans du 
solide. Dans le troisième, qui est le plus simple, w=o et -a, v 
Bgalent les deux dérivées en y et x de la fonction; dans le 
second, u, v, lu  sont les trois dérivées de celle-ci en x, y, z; 
enfin, dans le premier, ils résultent d'un déplacement n,, 
proportionnel à la dérivée de la fonction par rapport à z ,  
et de trois déplacements u , v , qv obtenus en multipliant 
celte dérivée, changée de signe, par z et en différentiant 
le produit, respectivement, par rapport à x, y, z. 

Seulement, pour que les véritaldes conditions spéciales 
aux points éloignés se trouvent satisfaites, i l  faut que la 
fonction considérée soit, non pas précisément le potentiel 
ordinaire relatif à une masse fictive (qui devrait toujours 
d'ailleurs, être supposée extérieure au solide, afin que le 
paramètre A, s'annulât en tous les points de celui-ci), mais, 
par exemple, une fonction ayant ce potentiel pour sa dérivée 
première en z. J'appelle cette fonction, qui me paraît avoir 
passé inaperçue jusqu'ici, potentiel logarithmique ci trois 
variables. Ses éléments s'obtiennent en mesurant la droite r 
qui joint au point donné (x, y, z) de l'espace chaque élément 
de la masse fictive, puis en augmentant cette droite de sa 
projection sur l'un des axes, qui est ici l'axe des z, et en 
multipliant le logarithme népérien de la somme par la 
masse élémentaire considérée. Le paramètre différentiel A, 
du potentiel ainsi formé est nul hors de la masse qui le 
donne (du moins du côté des z positifs, le seul dont il soit 
question), tout comme celui du potentiel ordinaire ; et ses 
déjrivées premiéres , ou les produits par z de ses dérivées 
secondes , qui entrent dans les expressions des déplace- 
ments zc, v, 12.) deviennent, pour les points éloignés, comme 
il le fallait, de l'ordre de l'inverse de l a  distance, quoique 
le potentiel lui-même grandisse alors indéfiniment. 
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Enfin, les conditions usuelles les plus simples que l'on 
puisse se donner à la surface du corps, et qui consistent 
à y supposer nulles, avec Lamé et Clapeyron, les compo- 
santes tangentielles de la pression extérieure, tandis que 
sa composante normale, par unité d'aire, est connue en 
chaque point, se vérifient aussi quand on admet, pour fixer 
les idées, que le corps soit un sol horizontal, et que la ma- 
tière dont on prend le potentiel logarithmique se rdduise 
à une couihe mince pulvérulente étalée sur ce sol, assez 
lourde pour que chaque élément de la surface trouve sa 
charge effective, ou la pression qu'il supporte, dans le poids 
meme de la partie de couche qui le recouvre. D'ailleurs, 
les véritables déplacements u, v, +u se calculent alors par 
une superposition des deux premiers types d'intégrales 

Une autre superposition des trois types permet de traiter 
le cas d'actions tangentielles exercées sur la surface : mais 
la détermination des fonctions arbitraires, quand ces actions 
sont données, y semble plus difficile'(*). 

4. - Déformalions d'un soi élastique sous des charges données 
et transmission des pressions à son inté?-ieur. 

Les expressions des déplacements deviennent extrhme- 
ment simples, pour chaque type d'intégrales, quand la. 
couche par rapport ti laquelle on prend le potentiel se 
réduit à un seul de ses é16ments. Leur interprétation géo- 
métrique est alors immédiate, comme on le verra aux 
numéros l9,20, 21, 22 et 23, et elle ne devient guère pliis 
complexe lorsque, effectuant la superposition des deux 
premiers types dont il vient d'être parlé, on considère le 
cas d'un sol charge en un seul point, ou plutôt sur une 
partie, très petite en tous sens, de sa surface. 

Le long d'une droite quelconque Bmanée du point pressé, 
les déplacements sont en raison inverse de la distance à 

(*) On verra au no 40 ois (p.182) qu'elle cesse de l'être par l'emploi d'un second 
potentiel logarithmique ayant le précédent pour sa dérivée en a. 
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ce point. Leur composante verticale, partout de même 
sens que la pression élémentaire esercée., croît, d'ailleurs, 
à mesure que diminue l'angle fait par la droite considdrée 
avec la verticale, proportionnellement au carré du cosinus 
de cet angle, sans s'annuler nulle part. Quant à la compo- 
sante horizontale, pour une pression positive ou exercée 
de haut en bas, elle éloigne la matière de l'axe de symétrie 
vertical passant par le point pressé, s'il s'agit de celle qui 
est à l'intérieur d'un certain cdiie de révolkon ddcrit 
autour do cet axe ; tandis qu'elle l'en rapproche, titi con- 
traire, s'il s'agit de la matière exthrieure au même cône 
et notamment de . celle de la. surface. Ainsi, des cercles 
concentriques, d6crits sur la surface autour du point 
pressé, se contraclent d'une petite quantité, inversement 
proportionnelle & leur rayon, en meme temps qu'ils éprou- 
vent un abaissement régi par la même loi de proportion- 
nalit é inverse. 

Si l'on considère, à l'intérieur du corps, des couches de 
matière parallèles à la surface et de plils en plus éloignées 
de celle-ci ou de plus en plus profondes, on trouve que la 
prqssion exercée au dehors se transmet, de chacune de c,es 
couches à l a  snivante, sous la forme de pressions obliques, 
dirigées exactement à l'opposé du point de la surface di- 
rectemen t comprimé , e t qui sont en raison inverse , tout 
à la fois, du carré de la  distance à ce point et du carré du 
rapport de cette distance à la  profondeur de la couche (*). 

A cause du principe de la superposition des petits effets, 
l'enfmcement produit en un point donné de la surface 
par des pressions extérieures connues, réparties arbitrai- 
rement, égalera, à un facteur cons tan t près, la valeur, 
pour ce point, du potentiel ordinaire total relatif à une 
couche pulvérulente fictive, distribuée sur la surface de la 
meme manière que les pressions , ou propre à faire naître 
celles-ci par son poids. Il est donc aisé de voir quelle forme 

(*) Voir au no 40 bis (p. 187) ce que devient cette loi dans le cas général d'une 
pression inclinée. 
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prend la surface, soit à de grandes dist.ances de la rdgion 
d'application des £orces, là où un développement en séries 
très convergentes est possible, et où une première appro- 
ximation donne les mèmes lois que pour une pression 
isolée (ne s'exerçant que sur un élément plan), soit même 
à l'i~itérieur et dans le voisinage de la région d'application, 
en s'y bornant toutefois, pour simplifier les calculs, au 
cas simple d'une dis tribution pareille tout autour d'un 
point central. On trouve, par exemple, dans ce dernier 
cas, que les divers modes de répartition d'une mEme 
pression totale. à l'intérieur d'un cercle donné , sont 
presque sans influence sur la forme que prend la surface 
aux distances du centre dépassant une fois et demie ou 
deux fois le Tayon du cercle, quoique les enfoncements ou 
abaissements y soient encore très sensibles : le principal 
des termes qui expriment l'action propre de ces modes est 
en raison inverse du cube de la distance. 

Des intégrales définies fort simples, aiskment rbductibles 
en séries, permettent d'étudier les déformations de la sur- 
face, notamment pour la région d'application des forces, 
quand celles-ci sont distribuées, dans tout l'intérieur d'un 
cercle, ou uniformément, ou paraboliquement avec annu- 
lat'iori soit au bord, soit au centre. etc. La moyenne des 
enfoncements observés sur toute l'aire de larégion d'appli- 
cation, et leurs valeurs tant au bord de cette région qu7ii 
son centre, s'obtiennent même sous forme finie pour les 
modes précédents de distribution de la pression ou charge 
totale et pour une infinité d'autres modes plus complexes. 

Les formules donnant tous ces résultats se déduisent, par 
voie d'intégration, de celles qui conviennent au cas d'une 
charge élémentaire uniformément répartie le long d'une 
circonférence ou,  pour mieux dire , sur une bande annu- 
laire infiniment étroite. Une loi digne de remarque signale 
ce cas simple : elle consiste en ce que,  si deus charges 
égales sont ainsi déposées, à la surface du sol, suivant deux 
circonférences concentriques de rayons quelconques , 
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chacune d'elles produit un Bgal abaissement ou une égale 
flèche aux points qu'occupe l'autre. La meme loi de r6ci- 
procité s'observe pour une plaque circulaire mince, hori- 
zontale, appuyée ou encastrée sur tout son bord et sup- 
portant des chargesréparties le long de circonférences con- 
centriques à ce bord; en sorte qu'elle établit, malgré la 
diffkrence profonde des formules, une analogie curieuse 
entre un sol de dimensions indéfinies et une plaque mince 
limitée en tous sens. 

Mais revenons à l'étude de la forme prise par une région 
d'application circulaire, sur toute l'étendue de laquelle 
s'exercent les forces données. Une telle région, que nous 
pouvons appeler la surface directement comprimée, devient 
sensiblement concave pour une distribution uniforme de 
la pression, et cette concavit6 s'accroit encore , elle fait 
plus que doubler, dans une distribution parabolique avec 
décroissement du centre au bord. Au contraire, la cour- 
bure prise par la  surface comprimée est beaucoup plus 
faible dans le deuxième mode de distribution parabolique, 
où il y a annulation de la pression au centre, et aussi dans 
d'autres modes formés, comme celui-là par une combi- 
naison des deux pr6cédentCs. 

Ces derniers modes, où la surface comprimée s'éloigne 
moins de sa forme primitive que lors d'une distribution 
uniforme, portent l'esprit à chercher comment il faut ré- 
partir la pression, à l'intérieur d'un contour donné, pour 
que toute la surface limitée par ce contour reste plane et 
horizon.tale. Il est clair que le potentiel doit alors recevoir 
une valeur constante en tous les points de ia couche par 
rapport à laquelle on le prend, comme lorsqu'il s'agit 
d'une charge d'électricité en équilibre sur une plaque mé- 
tallique; en sorte que le mode de distribution cherche est 
le même pour les pressions que pour une charge élec- 
trique à la surface d'un plateau conducteur ayant la 
forme de la région d'application. Dans le cas bien connu 
où le contour est elliptique , il faut concevoir décrit sur 
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l'ellipse donnée, comme base, un  demi-ellipsoide a axe 
vertical, puis supposer la charge totale répartie, à la surface 
convexe de ce demi-ellipsoïde , proportionnellement, en 
chaque point, à la distance de ce point à un  ellipsoïde. 
concentrique et semblable infiniment voisin, et trans- 
porter enfin chaque partie de la charge sur l'éldmept de 
l'ellipse donnhe où elle se projette alors verticalement. La 
pr0priét.é , dont jouit ce mode de distribution, de laisser à 
la surface elliptique comprimée sa forme plane et hori- 
zont.ale se déduit sans calcul de celle que présente une 
couche homogène, limitée par deux ellipsoïdes concan- 
triques et semblables , de. n'exercer aucune attraction sur 
un point intérieur. Des parallèles équidistantes , d'une di- 
rection quelconque, decoupent l'ellipse d'application en 
bandes supportant toutes d'égales charges, etc. 

Enfin, la transformation classique par rayons vecteurs 
réciproques permet de déduire, de chacun des modes 
considér6s d'application des pressions extérieures, une 
infinité d'autres modes, pour lesquelsla forme de la surface 
se trouve connue sans intégrations nouvelles. En parti- 
culier, le mode de distribution qui laisse à une r6gion d'ap- 
plication circulaire sa forme plane et horizontale conduit 
à un autre, également. symétrique alitour d'un centre, où 
la région d'application est une bande annulaire, sans 
limite extérieure déterminée , dont tous les points 
s'abaissent comme ils le  feraient si la charge entière était 
réduite à sa résultante statique , c'est-à-dire transportée 
au centre. 

Il n'existe aucun mode de rdpartition des pressions, sur 
une partie limitée de la surface indéfinie du corps, pour 
lequel il y ait proportionnalité entre la charge que sup- 
portent les divers éléments de la surface et  l'abaissement 
qu'ils éprouvent. Mais cette proportionnalit6 se produit 
dans des cas où toute la surface est divisée en  comparti- 
ments similaires que sollicitent pareillement des pressions 
et des tractions se neutralisant en moyenne. Les effets des 
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forces d6croissen.t alors, à mesure qu'on s'enfonce l'in- 
térieur du corps, bien plus vite qu'ils ne feraient s'ils 
variaient, comme dans les cas prélcédents , en raison in- 
verse d'une puissance déterminée de la distance ; car il y 
entre en facteur une exponentielle qui s'évanouit (asym- 
ptotiquement) dès que l'éloignement à la surface devient un  
peu grand par rapport aux dimensions des compartiments. 

1 

5. - Répartition, à la surface de contact, de la pression totale, 
quand c'est un corps dur  qui l'exerce. 

Le problème de l'équilibre ne cesse pas d'être compléte- 
ment déterminé quand, au lieu de se donner la pression exté- 
rieure en chaque endroit de la région d'application, on s'y 
donne, au contraire, l'abaissement w , ou encore lorsqu'on 
connaît, avec la charge totale, la forme que doit prendre la 
surface comprimée, et qu'on cherche, d'une part, l7abaisse- 
ment d'ensemble éprouv6 par celle-ci, ainsi que son orien- 
. tation ou les rotations qu'elle subit. , et , d'autre part, la 
manière dont s'y répartit la pression. Seulement, ces pro- 
blème.~ inverses ? dont le second se ramene toujours à plu- 
sieurs de l'espèce du premier, sont beaucoup plus difficile- 
ment attaqnables que- le problème direct, où l'on suppose 
ilonnée la charge partielle de chaque élément. de la 
région d'application (*). Heureusement, ils se trouvent 
résolus en méme temps que ce problème direct, pour 
les cas où la  surface comprimée aurait pr6cisément l'une 
des formes qu'on y a obtenues et éprouverait l'abaissement 
d'ensemble correspondant ou supporterait la meme pression 
totale. C'est ainsi que, par exemple, conformément à la loi 
énoncée plus haut pour des régions d'application elliptiques, 
une surface comprimée circulaire ne pourra rester plane 

(*) Leur solution, sous une forme assez simple, est maintenant obtenue dans 
le cas de symétrie tout autour d'un point, grâce a une formule de M. Eug. Bel- 
trami sur les potentiels (no 38 bis, p. 167). 
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et horizontale qu'autant que sa charge, vue, d'une hauteur 
infinie, en perspective sur la surface d'une demi-sphère 
ayant pour base le cercle donné, sera distribuée uniformé- 
ment entre toute l'étendue de cette calotte hémisphérique. 

Or, la seconde des questions inverses, celle où l'on 
suppose connues la pression totale et la forme que doit 
prendre la surface comprimée, revient Bvidemment à 
chercher comment se répartit, sur un sol élastique hori- 
zontal et poli, le poids d'un solide beaucoup moins 
flexible qu'on y dépose, et de combien s'y enfonce un 
tel solide. En effet, la forme de la surface de contact ne 
diffère pas alors sensiblement de ce qu'elle était dans le 
solide non déformé, c'est-&-dire de la base d'appui du 
corps ; elle fait partie des données de la question. Et les 
limites de la meme surface, quand elles sont inconnues, 
s'obtiennent en exprimant que la pression s'y annule ou que 
le sol élastique n'y présente aucune cliscontinui~é de son 
plan tangent, conditions équivalentes et nécessaires, comme 
on verra (p. 208). Les cas où. la base d'appui du corps est 
plate et 5. contour convexe taille en arrète vive-ne peuvent 
pas, il est vrai, etre traités eri toute rigueur dans l'hypo- 
thèse simplificatrice d'une courbure infinie aux arètw ; car 
il en rbsulterait, pour la pression exercée tout le long 
du contour, des valeurs infinies elles-mêmes par unité 
d'aire, bien qu'insignifiantes en grandeur absolue. Mais 
cette hypothèse n'en conduit pas moins aux v4ritables lois 
naturelles, et les seules accessibles, du phénomène, pour 
toutes les régions di1 sol élastique autres qu'une zone é Lroitc 
contiguë au contour, sur laquelle règneront certaines pw- 
turbatiolzs locales comme il s'en rencontre dans bien d'au- 
tres questions de physique mathématique. Donc, on aura 
rBsolu, pour les cas les plus simples, le problème célèbre 
de d'Alembert et Euler, relatif à la question de savoir 
comment le poids d'un corps, pose sur un plan hori- 
zontal, se distribue entre les divers éléments de la surface 
de contact. 
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S'il s'agit de corps dont la base, limitée par un certain 
contour, est plans et reste horizontale, le mode de répar- 
tition cherché sera le même, comme il a étB dit, que pour 
une charge électrique en équilibre sururie plaque terminée 
à ce contour. Je viens d'énoncer la loi très simple qui con- 
vient en particulier pour un disque circulaire. On recon- 
naît, d'ailleurs, qu'un tel disque s'enfonce, à la surface du sol 
élastique ? d'une quantité assez peu différente (a en moins 
environ) de l'abaissement moyen qu'éprouverait la surface 
.circulaire comprimée si la charge s'y distribuait uniformé- 
ment (*). 

6. - App1icatio.t des potentiels d des cas oh le solide est sollicitè 
clans sa masse par des forces extérieu~es. 

Ce n'est pas seulement pour des solides dont la surface 
supporte localement des pressions ou tractions diverses, 
que les potentiels s'appliquent avec avantage au problème 
de leur équilibre d'élasticité : 'ces fonctions donnent encore 
des intégrales, et aussi simples que possible, dans une autre 
question d'équilibre qu'on se propose de traiter également 
ici, savoir, celle où l'on s'occupe de corps dont la masse 
même, l'intérieur, est soumis, assez loin de sa surface, à l'ac- 
tion de forces quelconques données. Seulement les poten- 
tiels à considérer sont alors relatifs, non plus à de simples 
couches, infiniment minces, comme quand il s'agissait de 
pressions extérieures s'exerçant sur les surfaces occupées 
par ces couches, mais bien à des matières fictives à trois 
dimensions, remplissant, (le même, l'espace où s'exercent 
les forces proposées. Il devient donc nécessaire d'étudier 
les potentiels et leurs dérides pour l'intérieur des masses 
qui les donnent. 

On sait combien sont artificielles et délicates les mé- 
(*) La solution n'est pas moins simple dans le cas d'un corps h ~urface convexe 

quelconque (voir no 51 bis, p. 239). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



thodes imaginées dans ce but par les géométres, celles, 
par exemple, dont on se sert dans les traités de mécanique 
pour démontrer la formule de Poisson. J'espère avoir dé- 
couvert le procédé réellement naturel qui convient à 1'Stude 
des intégrales multiples dont il s'agit, c'est-a-dire ana- 
logues aux potentiels direct et inverse ou à leurs dérivées 
partielles successives. Tl consiste à décrire une sphère, 
d'un très petit rayon constant K, autour du point (x, y, z j  
qui a pour coordonnées les paramètres dont dépend l'in- 
tégrale, et où la fonction sous le signe f devient infinie : 
17int6grale, supposée réduite aux'éléments qui correspon- 
dent à la matière située en dehors de la sphère, reste une 
fonction extrêmement peu différente de ce qu'elle doit être 
réellement, c'est-à-dire de ce qu'elle devient pour R=o ; et 
elle a les mêmes allures que cette fonction limite, qui 
d'ailleurs n'existe ou n'est définie que par elle. C'est 
donc sur l'intégrale ainsi entendue, ou dont on exclut tous 
les éléments correspondant à l'intérieur de la petite sphère, 
que doit se . faire l'étude de l'intégrale limite elle-mème. 
Or, quand on la différent.ie, le point (x, y, z )  se déplace 
infiniment peu, emportant avec lui la sphère, de rayon 
R, dont il est le  centre. A c6té des éléments communs 
à l'intégrale dans ses deux 6tats successifs, et qui se 
différentient sous le signe f par le procéd6 ordinaire , il y 
a donc des éléments, les uns gagnés, les autres perdus, et 
qui correspondent aux espaces délaissés ou envahis par la 
sphère. De là des termes aux limites, relatifs à la surface 
de cette petite sphère, et dont la somme n'est pas toujours 
négligeable, c'est-à-dire de l'ordre d'une puissance positive 
du rayon R on d'une autre fonction s'annulant avec R. Ce 
sont précisément ces termes qui rendent le parambtre 1, du 

potentiel ordinaire ou inverse J+ égal au produit de 

- 47r par la densité p ; et ils donnent pareillement, au 
parametre A, du paramètre A, du potentiel directfrdm, la 
valeur - 8xp, au lieu de la valeur zéro que Lamé trouve, 
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par la différentiation sous le signe S, la V I ~  de ses Leçons 
sur la théorie de Z'élasticz'té ('1. 

Une méthode pareille s'applique à l'étude du potentiel 
logarithmique à trois variables. Seulement la fonction 
sous le signe J est alors infinie en une infinité de points 
tilignhs sur une .parallèle à l'un des axes coordonnés: ce 
qui conduit à remplacer la petite sphère par un  cylindre 
mobile de très petit rayon, décrit autour de cetle parallèle 
comme axe. 

Les proprié tés générales des potentiels une fois reconnues, 
il  est aisé de voir ce que deviennent, pour les points situés 
à l'intérieur des masses fictives, les trois types d'intégrales 
obtenus dans la première partie du mémoire : ils y satisfont 
encore aux équations indéfinies de l'équilibre, mais seule- 
ment p9ur des cas où certaines actions extérieures s'y 
trouveraient appliquées à l'unit6 de volume du corps élas- 
tique. Le premier type est particulièremeut intéressant, en 
ce que, d'une part, l'action extérieure y a, en chaque en- 

(*) Ce procédé présente un autre. avantage, quand on applique le potentiel 
inverse à la théorie de la pesanteur, c'est-à-dire des forces régies par la loi 
newtonienne. Comme rien n'empêche de supposer le rayon, R , de la sphère 
décrite autour du point (a, y, a), k la fois très petit par rapport aux dimensions 
des corps, ou par rapport aux distances auxquelles s'exercent en quantité sen- 
sible les actions dont on parle , et cependant tres grand en comparaison de. la 
distance de deux molécules contiguës, l'intégrale ne sera pas modifiée d'une 
manière appréciable, non plus que ses dérivées, si on pulvérise fictivement la 
matière, en répandant d'une manière uniforme la masse de chaque molécule dans 
tout l'espace qui 18 sépare de ses voisines. En effet, la distance, pour le moins 
aussi grande que R , de chaque fragment au point (m.  y, 8)  n'aura varié que dans 
un rapport négligeable. La théorie classique du potentiel, qui suppose chaque 
corps formé de parties exactement contiguës ou remplissant tout son volume ap- 
parent, subsistera donc dans l'hi.pothèse, admise par tout le monde, de la dis- 
continuité de la matière. On peul voir h ce sujet ün petit mémoire que j'ai publié 
au tome VI (1û80, p. 89 à 98) du .Iournnl de Mnthérnntiques pures et appl i~uées,  par 
;\TM. Liouville et R e d .  

Ainsi que je le àis B la fin de ce mémoire, la considération d'une petite sphère 
mobile, décrite autour du centre (s , y ,  a )  et entourant une matière dont on 
convient de faire abstraction dans le calcul du potentiel, n'a rien de commun 
avec celle de la petite sphère, fixe et pleine, qui a permis jusquTci aux auteurs 
de mécanique de démontrer, assez simplement, pour les points (x, y, a) situés à 
son intérieur, le théorème de Poisson, par la facilité que présente le calcul 
direct du potentiel relatif B toute sa matière, supposée homogène et continue. 
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droit, sa valeur simplement proportionnelle à la densite de 
la matière fictive, et que, d'autre part, les expressions des 
déplacements u, v, w s'y annulent en tous les points d'une 
sphhre infinie décrite autour de l'origine comme centre. 

Aussi ce premier t.ype, d'où le potentiel logarithmique 
s'élimine de lui-même pour n'y laisser paraître que les 
dérivées secondes d'un potentiel direct, donne-t-il, sous 
une forme naturelle et comportant un sens géométrique des 
plus expressifs, les valeurs des déplacements qu'éprouve 
un solide indéfini sous l'action de forces exterieures appli- 
quées à certaines parties de sa masse. MM. William Thom- 
son et Tait avaient dkja, aux n0Y30 et 731 de leur beau 
Traité de philosophie naturelle, trouvé des expressions 
équivalentes, mais plus complexes, auxquelles les ont con- 
duits des méthodes d'intégration beaucoup moins simples. 

On peut aussi, dans ce problhe ,  arriver très vite aux 
expressions définitives des déplacements u, v ,  n, par l'in- 
troduction de potentiels directs f rdm, en s7appu.yant sur 
l'analogie de l'équation A, $ Jrdm = - S x p ,  vérifiée par 
ces potentiels, avec les formules qui donnent les A, des 
A, de zc, u, ou m, et qui se déduisent aisément, comme on 
sait, des équations indéfinies ordinaires de l'équilibre. Lamé 
avait comme pressenti cet emploi des potentiels directs, au 
no 26 (p. 71) de ses Leg0n.s sur la Ihkorie de E'élaslicité : on 
voit seulement que ce n'est. pas pour un corps intérieure- 
ment libre de toute action extérieure qu'il réussit le mieux, 
comme l'insinuerait la comparaison que fait Lamé de rela- 
tions telles que A, ha f rdm = O et A, A, (u, v, qr) = O ,  mais 
bien, au contraire, pour un corps que sollicitent des forces 
quelconques appliquées à son intérieur. 
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7. - Déformations et pressions dans un corps zhde'pni, soZZZ'Citè 
antérieurement par une  force unique ou par deux: forces 
égales et contraires. - Des perturbations locales dans la  
me'canique des solides. 

Le potentiel dont les d.6rivées secondes entrent dans les 
expressions des déplacements a,  v, w se r6duit à un seul 
de ses éI.émenta , quand le corps, supposé indéfini en tous 
sens, est sollicitB à son intérieur par une force unique. 
Alors, le long d'un même rayon r émané du point d'appli- 
cation de la force, les déplacements sont parallèles entr'eux 
et inversement proportionnels à la distance r.  Si l'on 
décompose, par la pensée, la matière du corps en couches 
sphériqües minces ayant pour centre le point d'application 
considérb, chaque couche reste sphérique et conserve son 
rayon, tout en se déplaçant dans le sens de la force ; seule 
ment, son centre de gravité avance moins que son centre 
de figure, parce que la matière glisse à sa surface et s'accu- 
mule un peu à l'arrière ; etc. Des lois également tr&s 
simples régissent les déformations produites et les pressions 
intérieures qui en résultent. Par eiemple, chaque couche 
sphhrique exerce sur celle qui l'entoure des actions, 
inverses du carré du rayon r ,  se composant. par unité 
d'aire, en chaque point, d'une pression oblique constante, 
de même sens que la force extérieure appliquée au centre, 
et d'une pression normale, proportionnelle au cosinus de 
l'angle qu'elle fait avec cette force. 

En superposant les effets de deux forces Bgales .et de 
sens contraires, appliquées au corps indéfini, on peut se 
rendre compte, soit des erreurs que tolère la statique 
classique , dans l'btude d'un tel corps, lorsqu'elle permet 
d'y déplacer une force le long de sa direction, soit des 
effets d'un couple sur le solide. Ces derniers effets, de 
meme que ceux de deux forces Bgales et opposées, sont pu- 
rement locaux, c'est-à-dire insensibles à quelque distance 
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de la region d'application ; car il n'y a pas de rot,ation 
d'ensemble, vu qu'on suppose le corps fixe à l'infini et 
qu'on cherche seulement ses deformations intérieures. 
D'ailleurs, même dans le cas où il serait libre, l'inertie de 
ses parties éloignées suffirait pour les immobiliser sensible- 
ment., jusqu7à ce que la région d'application, avec ce qui 
l'entoure, eût reçu ses déplacements d'kquilibre. 

On se trouve donc n'évaluer, de la sorte, que des per- 
turbations locales, comme il s'en produit près des extr6- 
mités des liges ou du contour des plaques, c'est-à-dire là 
où s'exercent d'ordinaire, dans ce's corps d'une étude plus 
facile et plus répandue que les autres, de grandes actions 
extérieures, dont on donne la résultante et le moment sans 
s'occuper de leur mode de distribution ou d'application, 
ni, par suite, des effets locaux qu'il entraine. 

Seulement, ces perturbations, à l'intérieur de solides 
ayant leurs trois dimensions comparables entr'elles, parais- 
sent se propager beaucoup plus loin que celles qui, chez 
les tiges et  les plaques, naissent sous l'action de forces en 
équilibre, appliquees à une extremite ou dans une petite 
région quelconque. Et on le conçoit; car, dans les corps 
massifs, les diverses parties sont beaucoup moins libres de 
leurs mouvements, beaucoup plus solidaires les unes des 
autres : des forces qui se neutralisent, ou qui ont pour effets 
non un  mouvement d'ensemble, mais de simples tiraille- 
ments en sens opposés, y ébranlent donc beaucoup plus de 
molécules et, par contre, beaucoup moins les molécules 
mêmes contiguës aux points d'application, que dans les 
corps allonges ou aplatis. Effectivement, MM. Thomson 
et Tait ont pu calculer, d'une manière approclike: les per- 
turbations que causent dans les plaques les couples de 
torsion, perturbations représentées par certaines intégrales 
du troisième type dont il est parle plus haut, généralis6, 
et ils ont reconnu que ces perturbations décroissent très 
rapidement, à partir du bord de la plaque, proportionnelle- 
ment à une exponentielle, de manière à s'évanouir, au point 
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de vue de l'observation, à une distance du bord qui vaut le 
double seulement de l'épaisseur de la plaque. Au con- 
traire, dans un solide indéfini, comme à la surface d'un 
sol horizontal, les effets de forces appliquées à l'intérieur 
d'une certaine région et qui se neutralisant ne décroissent, 
à mesure qu'on s'éloigne de la rdgion considérée, qu'en 
raison inverse du cube de la distance. 

S. - Réflexions sur une diférence que prèsentent, en physzque 
malhématique, les véritables solzctions simples, ou les élé- 
ments naturels des soluhons générales, suivant qu'il s'agz'l de 
systèmes matériels indéfinis OZG de corps lzinz'tes. 

En résumé, parmi les problémes sur l'équilibre d'élasticité 
qu'on peut traiter par les potentiels, deux surtout m'ont 
paru trouver dans ces fonctions leur solution naturelle, la 
représentation propre et en quelque sorte immédiate des 
faits (*). Ces deux questions,concernant des phénomènes dont 
l'allure concorde si bien avec les modes méme de variation 
des potentiels ou de leurs dérivées, sont, d'une part , le 
problème de l'équilibre d'un solide limité par un simple 
plan et soumis, en divers points de ce plan, à des pressions 
arbitraires, d'autre part, le problème de l'équilibre d'un 
corps, indéfini dans toutes les directions, sur lequel s'exer- 
cent, en certa.ines rdgions limitées, des forces extérieures 
quelconques. Or. dans les deux cas, l'intégrale générale se 
compose d'une infinité de termes, dont chacun pris à part 
la constituerait si la matiére fictive par rapport à laquelle 
on prend le potentiel se réduisait à un seul de ses éléments, 
ou, ce qui se trouve revenir au mème, si on n'appliquait, 
soit à la surface, soit au volume du corps, qu'une seule des 
forces élémentaires données. Les v8.ritahles solutions sim- 
ples, c'est-à-dire celles en lesquelles se décompose d'elle- 
même la solution générale, expriment donc les effets qui se 

(') Il faut y joindre celui du no 43 bis (p. 197), où les déplacements h la sur- 
face sont donnés au lieu des pressions. 
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produiraient si les actions déformatrices, cause des phéno- 
menes étudiés, ne  s'exerçaient qu'en un  se111 des élements 
de leur région d'application, tous les autresrestant libres r). 

Une loi analogue apparaît dans le problème, rappelé au 
no 2 (p. 2 ~ ) ,  de l'écoulement d'un liquide, souS.de grandes 
charges, par un orifice perce à travers une paroi plane 
indéfinie. L'appel du fluide intérieur vers le dehors se 
compose, en quelque sorte, des appels partiels qu'exercent 
sur lui les diverses parties de l'ouverture faite à la paroi; 
car on a vu que tout se passe comme si le liquide débit6 
dans l'unité de temps par chaque élément de l'orifice 
imprimait aux molécules interieures des vitesses propor- 
tionnelles à son volume et en raison inverse du carre de la 
distance, la vitesse effective s'obtenant ensuite par la com- 
position géométrique de loutes ces vitesses partielles. 

Il en est de même dans la question de la corde vikrante 
de longueur indéfinie, type classique de tous les phéno- 
mènes ondulatoires. L'ébranlement initial, cause di1 fait 
dtudid, est rkductible, pour chaque partie de la corde, B 
deux ébranlements distincts, émis, l'un, dans un sens, 
l'autre, dans le sens contraire. Or, chacun de ces ébrm- 
lements se propage comme si l'autre n'existait pas et 
comme si toutes les parties de la corde, except6 la portion 
infiniment pelite que l'on considère, s'étaient trouvées ini- 
tialement sans vitesse dans leurs situations de repos. Donc, 
là encora, l'intégrale générale, quoique de t'orme finie pour 
l'analyste, se décompose naturellement, pour le physicien. 
en une infinité de solutions simples , exprimant , chacune, 
ce que serait le phénomène si sa cause ne s'&ait exercée 
que sur un seul élément de la région donnée d'application. 

Il serait aisé de mettre en évidence le même caractère 
dans la solution gendrale, due h Laplace, dz l'équation 

(*) On pourrait en dire autant si la cause des phénoniènes était (no 43 bis. p. 197 ) 
des déplacements h la surface donnés. corrélatifs de pressions dont la plupart, 
s'exerçant en deq points maintenus fixes, ne seraient pas réputhes dbformatrices. 
mais purement résistantes. . 
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indéfinie des températures (') , solution qui exprime par 
une intégrale définie la dissémination, le long d'une barre 
infiniment longue ou au  sein d'un milieu athermane à 
plusieurs dimensions, d'une quantitd de chaleur que con- 
tenaient initialement certaines régions de la barre ou du 
milieu. En effet, chaque Bléinent de 1'intBgrale définie con- 
sidérée représente, pour tout point du corps, l a  part de sa 
température qui est due à la chaleur initialement concen- 
trée dans une partie infiniment petite de ces régions. Et il 
en serait de même de 1'int;égrale de Fourier, assez connue, 
qui exprime l a  propagation d'ébranlements trznsversaux 
le long d'une barre droite sans fin (") . 

Dans ces problèmes et leurs analogues ("**), il convient 
de choisir comme variables d'intégration, sous les signesJ 
de l'intégrale définie obtenue pour exprimer le résultat, 
les variables mêmes doilt dépend immddiatement la fonc- 
tion arbitraire introduite sous ces signes f et caractéristique 
de l'état initial ou des circonstances qui définissent, pour 
ainsi dire, l'individualité du phénomène. Les variables dont 
il s'agit représentent directement les coordonnées de la 
région où naissent les faits étudiés, en sorte que l'élément 
de l'intégrale définie exprimera les effets issus de chaque 
partie infinimect petite de cette région et produits par les 
causes élémentaires qui s'y trouvent ou s'y trouvaient 
initialement en jeu. 

Il est donc permis, ce semble, d'ériger en principe 
général que, lorsqu'il s'agit de corps ou milieux indéfinis 
dans les sens suivant lesquels se dbroulent les phénomènes, 
les véritables solutions simples des problèmes de physique 

(*) Voir, h la fin du mémoire, le  no 14 de la deuxième note complémentaire. 
Les éléments de la solution générale dont il s'agit sont donnés par la formule 
(67) de cette note. 

(**j Voir le no 20 de la même note. 
(***) La même deuxième note complémentaire en offrira un certain nombre : 

les solutions simples naturelles y sont exprimées par les formules (32), (60). (67), 
(Ys), (99), 1110), (ill!, (1971, (ZOl), (-2.24), (229), (240), F42), etc. 
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mathématique, c'est-à-dire celles qui figurent naturelle- 
ment et utilement dans la composition des résultats cher- 
chés, sont des termes infiniment petits, exprimant, chacun. 
la partie des faits observés qui prenu naissance dans un 
élément particulier de la région où ils se produisent. Ces 
faits élémentaires se superposent sans s'influencer mutuel- 
lement, à cause de la forme linéaire des équations. Et ils 
conservent indefiniment leur simplicité, leur caractère 
distinctif de faits issus d'un mème point et se propageant 
toujours de même dans des espaces de plus en plus grands 
mais uniformes ou semblables ; car on suppose le système 
matériel homogène, et d6pourvu de toute limite qui, iné- 
galement distante des diverses parties, établirait entr'elles 
des différences relatives ou modifierait à son approche les 
phénomènes. 

On sait qu'il en est tout autrement pour les corps limi- 
tés. Alors les solutions simples représentent des cas oii les 
causes en jeu interviennent à la fois dans toute l'&tendue 
de leur région possible d'application , mais où leurs effets 
ont, aux divers points, des rapports d'intensité, dépendant 
de la forme du corps, tellement calculés, qu'ils se pro- 
pagent, à partir de cette région, cru se transforment, à partir 
de l'instant. initial, sans que ces rapports changent et, d'or- 
dinaire, proportionnellement à des exponentielles, sinus ou 
cosinus de fonctions linéaires de la distance ou du temps. 
Ces solutions simples, en nombre infini, supposées rangées 
suivant l'ordre mème de leur degré décroissant de simpli- 
cit6, différent, les unes des autres, en ce @'elles présentent 
dans toute l'étendue de la région d'application un nombre 
de plus en plus grand de changements de signe à mesure 
qu'on passe de l'une d'elles à la suivante, c'est-à-dire en 
ce qu'elles expriment des faits élémentaires de moins en 
moins concordants pour tout 17int6rieur de chaque partie de 
la région d'application ou, par suite, de moins en moins 
inflnents et de moins en moins marqués aux yeux de l'ob- 
servateur. En conséquence, l'intégrale générale est une 
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série de termes finis, dont chacun, proportionnel à une 
des solutions simples, se trouve affect6 d'un coefficient qui 
exprime pour quelle part cette solution simple intemient 
dans le mode propos6 de rBpartition des causes en jeu ou 
dans l'état initial donné. Et  la série ainsi obtenue est 
d'ordinaire très convergente ; car les termes éloignés 
changent trop souvent de signe pour concourir, d'une 
rnanibre notable, à l'expression d'un mode de rbpartition 
ou d'un état initial quelque peu graduels et s'étendant à 
la totalité de l a  région d'application (comme on l'admet, 
qiioique souvent d'une manière implicite, dans les pro- 
blèmes de cette nature, quand on veut que les formules 
trouvées ne soient pas illusoires au moins dans la période 
de début des phénomènes). 

Mais concevons qu'un système matériel liniité grandisse 
de plus en plus, et qu'en mème temps la région où nais- 
sent les faits reste finie: de manière à n'occuper qu'une 
partie de plus en plus faible de son étendue totale possible. 
On aura ainsi un mode de distribution des causes en jeu, 
ou un état initial, qui s'éloignera de plus en plus de ceux 
que représentent les solutions simples propres aux corps 
bornés ; en sorte que, dans la décomposition a effectuer de 
ce mode ou de cet état initial en une série de modes ou 
d'états initiaux correspondant aux solutions simples, les 
termes de la série qui deviendront influents seront de plus 
en plus nombreux et d'un ordre de plus en plus Blevé. A la 
limite, c'est-à-dire au moment où les bornes du systbme 
s'évan.ouiront en disparaissant à l'infini, et où la région 
dans laquelle naissent les phénoménes Btudiés ne sera plus 
qii'un point dans l'étendue qu'elle pourrait occuper, le 
mode de répartition ou d'état initial diffèrera infiniment de 
celui qui est propre à toute solution simple, et meme de 
ceux qu i  correspondent à toute somme d'un hombre très 
grand, mais fini, de solutions simples. Donc, Ta série 
exprimant l'intégrale cherchée n'aura que des termes infi- 
niment petits et ne sera plus qu'infiniment peu conver- 
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gente, sans compt.er qu'elle pourra même ne le devenir 
qu'après ilne infinité de termes. C'est ce qui arrive quand on 
passe, par exemple, des séries trigonométriques ordinaires à 
la série de Fourier, vers laquelle tend la plus générale d'en- 
tr'elles quand la période grandit indéfiniment. On n'a donc 
plus, à cette limite, qu'une formule illusoire, du moins 
au point de vue des calculs effectifs ; et il le faut bien, 
puisqu'on veut, par une sorte de fiction, imposer des formes 
à un espace qui n'en a plus et saisir, relativement à ses 
limites qui se sont évanouies des différences de position 
entre ses parties, devenues au contraire similaires en tout. 

L'application de la formule de Fourier aux problèmes 
de physique mathématique concernant les corps indéfinis 
ne donne donc les résultats que sous une forme de Iransi- 
lion , pour ainsi dire , forme parfois indécise, en ce qu'il y 
subsiste des traces de circonstances disparues, et impropre 
par elle-meme aux calculs numériques, mais apte d'ordi- 
naire à se transformer utilement quand on peut, en ei'fec- 
tuant dans ces résultats la moitié des intégrations, savoir, 
celles qui s'y trouvent indiquées par rapport à des variables 
auxiliaires allant de zéro à l'infini, sommer, sous leurs 
autres signesJ, les séries devenues infiniment peu conver- 
gentes et converties en intégrales. Grâce b ces sommations, 
une infinité de solutions simples se groupent en une seule, 
et il ne reste plus à intdgrer que par rapport aux variables 
représentant les coordonndes de la région d'application, 
ou dont les différentielles multipliées ensemble expriment, 
en coordonnées rectilignes rectangles, l'élément même de 
cette région. Le terme unique obtenu sous les signesfen- 
core subsistants n'est donc autre que la véritable et natu- 
relle solution simple propre au milieu indéfini, celle dont 
il vient d'être parlé, et que des po tentiels, relatifs à chaque 
élément d'une matière fictive répandue dans la région 
d'application, expriment si simplement pour les questions 
étudiées dans ce mémoire ainsi que pour le problème de 
l'écoulement d'un liquide par un orifice. 
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8 bis. - Coup d'œil sur le suje[ des notes com~lémentai~*es. - 
Définition naturelle des paramètres dz'fférenliels d'une fonc- 
tion de point , et, en  particulier, de celui d u  second 02-dre A,. 

Terminons notre rdsumd par quelques mots au sujet des 
deux notes jointes a ce m6moire. 

La première a pour but : Io, de faire connaître u n  poten- 
tiel à quatre variables x, y, z, r ,  le potentiel sphérique, 
qui contient en germe les potentiels ordinaires ou à trois 
variables x, y, s, et dont le paramètre différentiel h, égale 
la dérivée seconde par rapport à la quatrième variable r ,  
propriété d'où découlent celles qui concernent les para- 
mètres analogues des potentiels ordinaires ; 2" de montrer, 
sur des exemple.: relatifs aux petits mouvements inte- 
rieurs de fluides et de solides indéfinis en tous sens, que 
ce potentiel sphérique comporte des applications. à la 
dynamique des corps élastiques, non moins importantes 
que celles des autres potentiels à leur statique et à 1'6cou- 
lement des liquides par des orifices. 

L'utilité ou la fécondité de représentation des différentes 
sortes de potentiels, dans tous ces cas, paraît tenir ce que 
les équations des problèmes dont il s'agit ne contiennent 
que des dérivées d'un même ordre pair. Or d'autres ques- 
tions, non moins importantes , celles, par exemple, qui 
concernent les mouvements t,ransversaux des barres droites 
et des plaques planes, les ondes liquides courtes propagées 
a la surface d'une eau assez profonde, etc. , s'expriment, 
au contraire, par des équations dans lesquelles les dérivées 
relatives à certaines variables sont d'un ordre dsux fois 
plus élevé que celles qui s'y trouvent prises par rapport à 
d'autres. La seconde note complérnen taire a justement pour 
but d'intégrer d'une manière très simple cette deuxième 
catégorie d'équation? aux dérivées partielles, du moins 
dans l'hypothèse, faite constamment ici,  de corps illimités 
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suivant les sens où s'y déroulent les phénomènes. On y 
parvient au moyen d'intégrales définies ayant cela de 
commun avec le potentiel le plus général, que leur élément 
contient le produit de deux fonctions arbitraires dont l'une, 
encore, reste telle après qii'on a satisfait gux équatioris i n d é  
finies, mais endifférant l 0  par la manière dont s'y trouvent 
engagées les variables autres que celles d'intégration, 2" en 
ce que ce sont des intégrales simples, sauf le cas où elles se 
combinent avec des potentiels (comme au n"0 de la note II), 
tandis que ceux-ci sont des intégrales multiples. Et leurs 
paramétres A, ne se calculent pas moins aisément, car on les 
obtient en remplaçant simplement chacune des deux fonc - 
tions arbitraires par sa dérivée, prise avec un signe con- 
venable. 

Les in tégratio~is ainsi effectuées conduisent, soit dans la 
première'note , soit dans la seconde, à des lois physiques 
simples, dont plusieurs ont une certaine importance au 
point de vue des applications, et qui, toutes , présentent 
un rhel intérht en philosophie naturelle. Afin de ne pas trop 
Btendre cette introduction déjà assez longue, je renverrai, 
pour leur énoncé. au corps 'même du travail. Mon but 
serait atteint, si tous ces résultats, joints à ceux du 
mémoire proprement dit,  donnaient au lecteur une juste 
idde des ressources que peut offrir au mecanicien on au 
physicien géomètres l'immense et  magnifique classe de 
fonctions qu'on appelle les intépzles  définies, surtout quand 
il s'agit de représenter des phénoménes dont l'0tat initial 
comprend dans son expression une infinité de constantes 
arbitraires et dont, pour ce motif, les fonctions plus 
simples de l'analyse, avec leur ddfinition trop étroite et 
leur continuité trop compréhensive, sont impuissantes à 
saisir les nuances ou à reproduire, en ,quelque sorte, 
i'allure plus libre. 

Coiicluons par cette remarque, que les fonctions de 
trois coordonnées rectangulaires x ,  y, z, ou d'un nombre 
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moindre. qui rendent le plus de services en pbysique 
mathématique, sont celles dont la ~~~~~~~~e différentiel 
A, s'exprime de la maniere la plus simple au moyen de 
certains de leurs élémerits , ou de certaines d e  leurs déri- 
vées relatives à des variables autres que x, y, z. Mais 
pourquoi les paramètres diff6rentiels. A, se présentent-ils 
sans cesse dans les applications de l'analyse aux phéno- 
mènes physiques ? C'est ce que fait comprendre, je crois, 
surtout sous la forme géométrique qui en sera donnée 
tout-à-l7heure, une définition très naturelle de ces para- 
mètres. dont les géomètres ne s'étaient peut-etre pas 
avisés encore , malgré sa simplicité. Elle consiste ii dire 
que le paramètre différentiel A, d'une fonctwn est ,  a u  fao  
teur .~zumk~ipue  près $-, 2a valeur moyenne des dérivées 
seconda de la fi)nclt'on, pvises, pour le p o h t  considivd 
( z ,y, z), suivant toutes les directions possibles, c'est-à-dire 
dans le sens de toutes les droites qu i  s'y croisent. 

En effet, soient a ,  6, c les trois cosinus directeurs de 
l'une de ces droites et p = f (x, y, z )  une fonclwn quel- 
conque de point (ou fonction ayant une valeur en chaque 
point de l'espace). Le long d'un chemin infiniment petit 
d s ,  compté sur cette droite à partir de (3, y ,  z), les coor- 
donnees croissent de ses trois projections dx = ads , 
dy = bds, dz = cds; de sorte que l'accroissement correspon- 
dant dp de la fonction est 

La dérivée premiere de p suivant la direction considérée 
vaudra donc, comme on le sait d'ailleurs, 

et cette relation, étant applicable à toutes les fonctions de 
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point, Bquivaut à la règle géndrale de differentiation qu'ex- 
prime la formule symbolique 

Par suite, la dérivée seconde de p suivant la marne 
direction sera 

ou, en développant et ordonnant, 

Supposons maintenant que la droite ds tourne autour du 
point (x, y, z), de manibre b. prendre successivement toutes 
les orientations, et cherchons la moyenne des valeurs 

qu'aura la dérivée seconde - d2p Comme les cosinus direc- 
dsi ' 

teurs a, b ,  c ,  et meme leurs produits deux à deux bc,  ca, 
ab, seront aussi souvent et autant negatifs que positifs, 
les trois derniers termes disparaîtront du rhsultat. Quant 
aux trois précédents , les carres a2, b2, ce y recevront leur 
valeur moyenne, évidemment égale pour tous les trois, et 
qui est 3 ,  à cause de la relation as + ba + ce = 1, Il viendra 
donc 

d2p Moyenne de - = 3 
ds" 

Ainsi, le paramètre différentiel A, d'une fonction est 
bien, au facteur numérique prks -i, ce qu'on pourrait 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



appeler sa ddrivde seconde moyenfie dans l'espace au point 
considéré : il constitue, pour les figures à trois dimensions, 
telles que, par exemple, une masse hétérogène ayant la 
densité P,  OU pour les affections d'un espace triplement 
étendu, l'équivalent 'de ce qu'es! , dans les surfaces, la 
courbure rnoyenn,e, avec laquelle il se confond d'ailleurs, 
sauf encore un facteur numérique, quand il s'agit d'une 
fonction p indépendanta de la coordonnée z ,  et des sur- 
faces exprimées soit parl'équation z = ~ p ,  où E désigne une 
constante infiniment petite, soit par l'équation z = p , 
mais en se bornant alors aux points où le plan tangent est 
parallèle au plan des xy. I l  est bon d'observer, à l'occasion 
de cette analogie, que le théorème d'Euler, sur la somme 
des courbures de deux sections normales rectangulaires 
d'une surface, n'est qu'un cas particulier du principe 
évident de l'invariabilité du trinôme A,p quand le système 
des axes coordonnés tourne arbilrairement. 

L'expression 

4 laquelle Lam6 a donne 16 nom de paramètre différentiel 
du premier ordre de la fonction p ,  comporte une définition 
analogue ; car son carré, divisé par 3 ,  n'est autre chose 
que la valeur moyenne du carré de la dérivée première 
d~ - au point considéré, c'est-à-dire de la somme 
do 

Comme cette valeur moyenne est évidemment la mème 
quel que soit le système des axes rectangulaires choisis, 
il suffit de prendre un des axes parallèle à une normale 
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infiniment petite da ,  menée, en partant du point (2, y, z )  , 
à la surface p (x, y, z) = const. qui y pzsm, et du côté vers 

lequel p grandit, pour que les trois dérivées - dp devien- 
( I ( % Y , ~  

dp nent, l'une - les deux autres, zéro, el qu'on ait, par ' dfi ' 
dp . suite, VU que le rapport - est d'ailleurs positif, A,? = - 

dn da ' 
relation exprimant, comme on sait; la définition géomé- 
trique ordinaire du paramètre diffërentiel A,. Et si, lorsqu'il 
s'agit d'une fonction p de deux coordonnées x et y seule- 
ment, le paramètre A, p trouve une application immédiate 
dans la théorie des surfaces représentées par l'équation 
z = p (3, y) , du moins aux endroits où le plan tangent 
est parallèle à celui des xy, puisqu'il y exprime la courbure 
moyenne et que son indépendance d'avec les axes rectangu- 
laires des x et des y choisis y a pour traduction geomélriquele 
théorème d'Eider, le paramètre différentiel A, p joue, de son 
côt6 , dans le même cas d'une fonction p de x et de y repré- 
sentant l'ordonnée z d'une surface, un rôle peut-etre plus 
naturel encore : car, le plan des xy étant suppcsé , par 

exemple, horizontal, le rapport, 2 = A, p. de la diffé~ence 

de nivenu dp de deux coupes horizontales voisines de la 
surface à la distance dn de leurs projections sur le plan des 
%y, égale la yente de la surface en (x, y, z), pente qui, d'après 
l'expression mème de A, p, a pour carré la somme des carrés 

4 dp des pentes, - - des deux coupes faites dans la surface, 
da ' .y ' 

aux memes points, par les deux plans verticaux des z x et 
des z y. On a donc, aulieu du théorème d'Euler sur l'invaria- 
bilité de la somme des courbures de deux sections normales 
rectangulaires, celui de l'invariabilité de la somme des 
carrés des pentes des deux sections faites dans la surface, 
au point consid6r6, par deux plans verticaux rectangulaires 
quelconques. 
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Mais revenons au paramètre $. La définition que nous 
en avons donnée admet une forme encore plus géomé- 
trique, expliquant le rôle imménse de ce paramètre dans 
l'étude des phénomènes naturels. Imaginons qu'on dbcrive, 
autour du point (x , y, z) comme centre, une sphère d'un 
rayon infiniment petit r , et ,  p désignant la valeur de la 
fonction en ce centre, appelons p' et p" ses valeurs aux 
deux extrémités du diametre dont la direct,ion est (a ,  6, c). 

d dp La dér ide seconde - - , égale , par définit.ion , à la 
ds ds 

1 
valeur limite du rapport ('q - - -P") , qui n7est 

9' 

p )  , sera très sensiblement le pro- 

2 duit de -par l'excédent, sur la valeur de Q au centre ? de 
T= 

la moyenne de ses deux valeurs aux extrémités du dia- 
mètre 2 r. Par suite, si l'on appelle p l ,  la moyenne générale 
des valeurs de la fonction sur toute la surface de la petite 
sphère, ou aux exhémités de tous les diamètres possibles, 
il viendra 

2 
Moyenne de 3 = - (p i  - ; dsa r t  

d'où 
d2P - A, p = 3 moyenne de - - 
ds2 

Donc, le paramètre dif&entiel d u  second ordre d'une 
fonction, en un point donné,  égale le produit  de l'accroisse- 
ment  moyen qu'elle éprouve autour de ce p o h f ,  quand o n  
s'en Lloigne ii une  distafice infiniment petite, par  szX fi6 Pin- 
verse d u  carr.4 de cette dtktance. Ce paramétre mesure ains i  
l'accroissement moyen de la fonction autour  d u  point, et 
voilà pourquoi i l  en  est la dérivée la plus naturelle. Aussi 
conçoit-on que, par exemple, dans la théorie de la 
chaleur, où les échanges calorifiques se règlent d'après les 
différences de température, il exprime , à un facteur spé- 
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cifique prbs, io gain total de chaleur effectue par la molé- 
cule (x, y, zj sur ses voisines pendant un instant infiniment 
petit. . 

6 
La formule A, p = - (p, - p )  , résolue par rapport à p, : 

r$ 
donne les deux premiers termes du d8veloppement de cette 
fonction de x? yy, z, r suivant les puissmces de r .  On verTa, 
au no 2 de la première note complémentaire, une méthode 
facile pour obtenir le même dkveloppement , mais complet, 
et pour en déduire une expression simple , au moyen du 
symbole $, de la valeur moyenne des dériv6es d'un ordre 
quelconque m de la fonction p, prises, à partir du point 
(x, y, z2) le long des droites qui en émanent. Cette expres- 
sion, qui comprend la précédente, -$ A, p , relative au cas 
m = 2, est 

in 

@'P 1 
- 

Moyenne de - = O (pour m impair), - (a9) ' p (pour m pair), 
ds" m+l 

m 

(AJP d é i i p i t  la rép&ition, effectuae 2 fois, de 170péra- 
2 

: d2 (2% d" 
tion - + - + - qu'indique le symbole A,. 

dxr dy% dzi2 

On verra aussi, à la fin du même numéro, que. dans 
le cas d'une fonction indépendante de z et considérée seu- 
lement dans le plan des xy, la formule de la valeur moyenne 
de la d6riv6e wème de p dévient 

m 

@'P 1 3 m-1 3 May. de - = O (pour m impair), - 
03" 

(az) p (pour m pair). 
112 2 4"'- 
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Ier. - ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES DE L'EQUILIBRE D'UN SOL ELAS- 

TIQUE HORIZONTAL. HOMOGENE ET ISOTROPE, DONT LA SURFACE 

SUPPORTE DES PRESSIONS DONNEES OU ~ P R O W E  DES 

DEPLACEMENTS CONNUS. 

9. - ExposS du problème. 

Je me propose d'étudier en premier lieu l'équilibre d'un 
solideélastique, homogène et isotrope, limité d'un côté par 
un plan, indéfini dans tous les autres sens, et soumis sur 
sa surface à diverses pressions, tandis que son intérieur 
reste libre de toute action extérieure. 

Ce corps ne sera autre, par exemple, qu'un sol horizontal 
supportant diverses charges. Un tel sol, il est vrai, n'est 
pas sans pesanteur : mais son propre poids n'a pour effet 
que d7imprimer à sa matière de petites compressions, exac- 
tement pareilles sur tou.te l'étendue d'une même couche 
horizontale : en rapprochant un peu de la surface, le long 
de chaque verticale, les particules du milieu qui s'y trou- 
vent situées aux diverses profondeurs. Il suffit donc de 
rapporter à la surface meme, prise pour lieu de repère, les 
déplacements produits par le poids du sol, pour que ces 
d6placements soient très petits 'depuis la surface jusqu'à 
une certaine distance à l'intérieur, c'est-à-dire dans tout 
l'espace que nous aurons a considérer, et pour que, dès lors, 
le principe de la superposition des petits effets puisse leur 
être appliqué. Il sera donc permis de faire abstraction de 
ces premiers déplacements , ainsi que de leur cause, dans 
le calcul des déplacements nouveaux-que diverses charges 
déposées ultérieurement sur le sol feront naître et qui, 
seuls, nous occuperont. 

Le corps considéré pourrait être aussi 'an solide élasti- 
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que, de forme quelconque, touche par un autre sur une 
très petite partie seulement d'une de ses faces, et se com- 
portant par suite, à fort peu prhs, dans toute la rdgion 
directement atteinte et autour, c'est-à-dire 18 où ont lieu 
des déformations sensibles, comme s'il y dtait limite d'un 
côté par son plan tangent, mais indéfini dans tous les 
autres sens. 

Il est évident d'ailleurs que les parties du corps situees à 
l'infini ou, plutôt, au-delà d'une certaine distance de 
l'endroit touché, conserveront leur forme et leurs dimen- 
sions. C'est naturellement à celles-là, c'est-à-dire à 
des axes qui leur seront liés, que nous rapporterons les 
deplacements des autres parties, de manière à n'avoir à 
considdrer que des déplacements qui s'annuleront en tous 
les points infiniment distants de la region d'application 
des pressions dondes. 

10. - Épat ions  indéfinies et conditions spéciales a u x  
surfaces Ehiles. 

Je prendrai la surface du corps ou du sol indéfini pour 
plan des xy d'un système de coordonndes rectangles et un 
axe des z dirigé vers l'intérieur. Conformément aux nota- 
tions ordinaires (employées par Lamé), x, y, z désigneront 
las coordonnées primitives de chaque molécule, zc, v, n, les 
accroissements qu'elles reçoivent lors des d6formations 
éprouvées, enfin 1 et p les deux coefficients constants 
d'élasticitd du milieu. Les éqqdions indefinies de l'équilibre 
seront, comme on sait, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



en désignant par û la dilatation cubique 

(1 bas) 

da da d2 
et par A, l'expression symbolique - + - + - , qui 

a'x"y2 dz" 
designe le paramètre différentiel du second ordre de la 
fonction écrite à la suite de ce symbole. 
Ii y aura, en outre, des conditions d'équilibre speciales 

aux surfaces limites. . 
Les composantes pn , p, , pz,  suivant les trois axes, de la 

pression exercée du côt6 des x ndgatifs (par mit6 d'aire) . . 

sur tout élément plan parallèle aux xy et notamment, pour 
z= O, sur un élkment quelconque de. la surface, c'est-à-dire 
du plan des %y, auront les expressions connues 

Ces valeurs depz, p, , p, égaleront des fonctions données 
de x et de y, aux divers points de la surface pour lesquels 
on connaîtra les pressions extérieures exercées : et elles y 
seront même nulles, si ce n'est dans les régions où nous 
supposerons appliquees les actions extérieures. Quant à 
celles d'entre ces régions pour lesquelles on ne connaîtrait 
pas p z ,  p,, , pz ,  il faudra s'y donner, à la place, soit les 
composantes correspondantes, a, v ou w, du ddplacement, 
soit, tout au moins, des relations en meme nombre entre Ies 
pressions extérieures et les déplacements pr0duit.s. Afin de 
simplifier, nous supposerons d'abord qu'on se donne en 
fonction de x et de y, pour chaque partie du plan des xy, 
23, OU ZC,py OU V) 9, ou W .  
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Enfin, si l'on conçoit décrite, de l'origine des coordonnées 
comme centre, une sphère d'un très grand rayon t, laquelle 
découpera le corps suivant une calotte demi-sphérique. 
cette calotte deviendra aussi une véritable surface-limite, 
quand on fera croître indéfiniment son rayon et qu'elle 
entourera de la sbrte toute la partie du corps déformée. 
Or, il s'exerce Bvidemment , sur la surface 2m2 de cette 
calotte, des pressions dues à la matière qui l'entoure et 
chargées de tenir en équilibre celles que l'on a directement 
appliquées ii la surface supdrieure. D'ailleurs, celles-ci 
ayant, p r  .hypothèse, leurs composantes totales, suivant 
les trois axes, finies, il en est de mème des pressions appli- 
quées à la calotte : en conséquence, ces pressions, rappor- 

1 
tées à l'unité de son aire 2m2, seront comparables à - 

27d ' 
et les déformations qui les produiront, ou qu'aura éprouvées 
la matihre du corps à cette distance G de l'origine, c'est-à- 
dire de la région d'application, serout aussi de l'ordre de 
1 .  - -. Mais ces déformations s'expriment par des derivees 
9 
premihres, en x, y, z, deu, v, w ; en sorte que u, v, TU, nuls 
pour t infini, comme on a vu à la fin du numéro prdcédent, 

1 

et devant avoir leurs derivées premières de l'ordre de 3, 
1 

ne peuvent manquer d'btre eux-mêmes comparables 21 -. 
I; 

Si k, KI, K2 désignent trois fonctions de x, y, z ,  inconnues, 
mais qui né grandissent pas indéfiniiiient'avec r,, on aura 
donc encore les trois conditions 

(pour r, = oc ) 
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11. - Unité de la solzctwn. 

Grâce ces diverses Bquations ou conditions, le 
problhme de 1'Bquilibre est entihrement détermind. En 
d'autres termes, si l'on a pu trouver trois fonctions u, v, ru, 
de x, y ,  z ,  qui les vkrifient, et si l'on remplace, dans 
Loutes ces Bquations , u, u ,  n, par u + u', v + v', YV + w', 
on sera forcé de poser zc' = O,  v' = O ,  w' = o .  

Effectivement, substituons u + u', 9 + u', lu + ru' à 
d d  ' d d  dm' 

ZC, 5, TV, et appelons8'l'expression- + - + -. 
da: dq dz 

Les équations (1) prendront la forme 

de' 
(1 + p) -- + ~ A ~ W '  = O 

o?x 

do' 
(1 + p.) - +  p.^^$ = O ,  

dy 
do' 

(1 + p) - + p.~,m' = O. 
dz 

D'autre part, les conditions spéciales a 
deviendront : 

p ( +  dz ou 

(5! (pour z = O )  
, ou 

d~ 
dm' 

AB' + 2p - = O  ou 
dz 

la surface z = o 

Enfin, les relations (3), oh il faudra supposer que K , 
h, , 1, puissent éprouver des changements finis, d'ailleurs 
inconnus , k', Kr,, k', , prendront les formes : 
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Cela posé, appelons da = dx dy dz un élément quel- 
conque du volume a contenu dans la sphbre de rayon t, 

décrite autour de l'origine comme centre, et  ajoutons les 
équations (4) respectivement multipliées par zc'da, v'da , 
m'da. Puis, intégrons le résultat dans toute la partie du- 
corps qu'eiitoure la sphère, après avoir remplacé les termes 

respectivement, par les expressions &pivalen<ees 

du'e' du' 
X --Xe'- 

di% da: .' 
du' 

d. d- 
+ 

dz 

On pourra appliquer aux termes exactement intégrables 
une fois la méthode dite de Green, bien connue, qui les ré- 
duit à des intégrales prises sur la surface enveloppe du vo- 
lume considéré. D'ailleurs, ces termes s'annuleront sur 
chaque élément de la  surface du corps, c'est-à-dire sur le 
plan des xy, à cause même des conditions (5) qui s'y troii- 
vent v6rifié.e~. ll'autre part, les termes relatifs à la superficie 
de la sphère de rayon Y, contiendront en facteur le produit 
de u', u' ou IV' par quelqu'une des dérivées de a', v', lu' et 

1 
1 

se trouveront, par suite, de l'ordre de petitesse de - pour 
t 3  

l'unité d'aire ; en sorte que leur somme, sur toute la sur- 
face convexe 2 x 2  de la demi-sphére qui est à considérer, sera 

7 

très petite de l'ordre de ' et nulle pour t infini. Les termes 
IL 

aux limites disparaitro& donc tous, pour ri infini, et il 
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viendra, en étendant les mtégrales qui restent, changées 
de signe, à tous les éléments de volume da du corps, 

Comme les coefficients d'élasticité A ,  p sont essentielle- 
ment positifs, cette relation ne peut être satisfaite qu'en 
posant à la fois, pour toutes les valeurs de x, y, z ,  

-- da' dm' 
- 0 ,  -- 

dy 
-0, -- .- O , 

dx dz 

dm' dw' k' da' 

Celles-ci expriment, comme on sait, que u', v', w' cor- 
respondent à de simples deplacements d'ensemble du corps, 
sans aucune déformation intérieure. Les formules (6) obli- 
geant d'ailleurs à faire d: v' , rr)' nuls aux points infiniment 
éloignés de l'origine, un tel mouvement d'ensemble doit 
lui-m6me être su.pposé nul ; et l'on est bien réduit à poser 
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§ 11. - INTEGRATION DE CES ÉQUATIONS , PAR LE MOYEN DE CERTAINS 

POTENTIELS LOGARITHMIQUES SE RAPPORTANT A DES COUCHES 

MINCES DE MATIÈRE ETALEES SUR LA S U R F A C ~  DU SOLIDE. 

12. - Définition et propriétés Zes plws essentielles des divers 
potenizéls. 

On appelle, d'ordinaire, pote.rztiel relatif à une certaine 
masse , dm, lorsque celle-ci n'occupe qu'un volume infini- 
ment petit en tous sens ou a des coordonnées déterminées 
x, , y,, zi , le quolient de dm par la droite 

qui joint ce volume, c'est-à-dire le point (zI , y,., z, ), à un 
point quelconque (x , y , z) de l'espace. C'est une fonction 
de 8, y, z finie et continue ; du inoins tant que la distance 
r ne s'annule pas, comme nous l'admettrons dans ce para- 
graphe. Et le potentiel pour une masse finie et de dimen- 
sions finies, m, composde d'éléments contigus dm dont les 
positions respectives ont des coordonnées appelées x,, yi, z,, 
n'est autre que l'intégrale 

Comme nous aurons ici à distinguer phsieurs fonctions 
analogues à celie-lh, nous la désignerons, avec Lamé, 
par le nom de potentiel inverse, à cause de cette circons- 
tance, que dm y est multiplié par l'inverse de la distance r .  
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Nous appellerons , au contraire, po&fitieZ dive&, à la suite 
encore de Lamé, la fonction 

et, enfin, nous qualifierons de polentiel logarithmique à 
bois variables l'in tdgrale 

Nous l'appelons a trois varinbles, pour le distinguer d'un 
potentiel cylindr.ipue ou logarithmique à deux variables, 

bien connu,_/log r c h ,  dans lequel on suppose simple- 

ment r = f ($ - + (Y - %Y. 
C'est le potentiel logarithmique (12), non remarqué jus. 

qu'à présent, qui nous sera surtout utile ici. Nous n'aurons 
d'ailleurs à le considérer, dans le problème de l'équilibre 
d'un sol &las tique, que pour des valeurs de z plus grandes 
que z, ; en sorte que l'expression z- z, + r y sera toujours 
supérieure ' à r , différente de zéro, et que, le facteur 
log (2-2, + r;) ne devenant jamais infini à une distance finie, 
le potentiel aura tous ses éléments, log (z - z, + r) dm, 
comparables à d m ,  ainsi que leurs dérivées successives par 
rapport à x, y, z .  

En différentiant donc sous le signe f le second membre 
de (12), - soit deux fois par rapport a x, soit deux fois par 
rapport à y, puis ajoutant les rdsultats obtenus et rempla- 
çant la somme (x-xJa + (y-  y,)2 par T' - (z-zij2, il vient 
aisément 

(1 2 bis) 

D'autre part, la différentiation de (12) par rapport à z 
donne, une première fois , 
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e t ,  en différentiant encore, 

(13 bis) 

Si l'on ajoute les équations (12 bis) et (13 bzk), il vient 
simplement 

(14) n2+=o ou a2Jog ( 2 - 2 ,  + r )  dn= O ,  

équation fondamentale, qui nous servira dans toute 1a suite 
de ce mémoire. 

La formule (13) montre d'ailleurs que lepotenifzkl ordinaire 
ou inverse U est la dd~ivée, par rapport à z, du poklztiel 
10garithm.ipue + . 

Il en résulte que la relation (14), différentiée par rapport 
à z, donne immédiatement 

ce qui est une équation bien connue, due à Laplace. 
Enfin, Lam6 a remarqué, en différentiant deux fois sous 

le signe $, soit par rapport à x, soit par rapport a y, soit 
par rapport à z, le potentiel direct (ll), que l'on a 

e t ,  par suite, 

(15 bis) Aa Ar V = 2 AS U = O. 

Observons que le potentiel logarithmique + a pour cha- 
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cune de ses d6rivées premières en x, y, z une intégrale 
dont tous les éléments sont des fonctions homogbnes, du 
degré - 1, des variables x-x,, y - y,, z-z,. D'après une 
propriétd classique des fonctions homogènes, ses derivees 
partielles secondes seront encore des fonctions homegènes, 
.mais du degré - 2; ses dérivees partielles troisièmes des 
fonctions homogènes du degré-3, et ainsi de suite. 

11. peut Btre parfois utile de considérer le potentiel loga- 
rithmique + comme la dérivée par rapport h z d'un autre 
potentiel, un peu plus compliqué, 

(16) Y =_I [- r + (z - ci) log (2 - ". + r ) ]  dm, 

dont les dérivées partielles premières sont 

On trouve aisément, par de nouvelles différentiat.ions, 

en sorte qu'on a aussi 

formules d'où se déduiraient les relations (14) et (14 hki. 
J'appellerai cette fonction Y le second potentiel logarith- 

mique à trois variables (*), par opposition au précédent +. 

(*) On verra au no 40 bis (p.la), qu'il joue, dans le cas d'actions tangentielles 
appliquées ii la surface, le même rale que le premier, g, dans le cas d'actions 
normales. 
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Mais exprimons celui-ci, +, pour une couche matérielle 
infiniment mince, fdm, étalée sur le plan des xy, clest-&-dire 
sur la surface à laquelle sont appliquees les actions estérieu- 
res qui sollicitent notre corps 61-astique, afin de chercher 
ensuite à en déduire des intégrales qui satisfassent tout 
à la fois aux équations indéfinies (1) et aux conditions 
spéciales qui y sont jointes. Les points (x,, y,, z,) occup6s 
par la couche se trouvant tous sur le plan des xy, nous 
aurons ici z, = O, et l'expression de + sera simplement 

On voit que lepotentiel logarithmique de la couchepoposée 
s'obtiendra, pour un point pueZconpue (x, y, o j de l'espace s'lu6 
d'un certain cBM de la couche, en wault@lia.nt chaque élément 
de celle-ci p a r  le logarithme népérien de la somme des deux 
distances du point considéré a cet élément et au plan même 
de la couche ,'puis en ajoutant tous les produits pareiZs. 

D'ailleurs, z+ r sera bien positif en tous les points inté- 
rieurs au corps, c'est-à-dire pour z > O, conformément à 
l'hypothèse adoptée dans ce paragraphe 11. Enfin, si p , ou 
p (xl , yi), fonction continue de x, et y,,  désigne la densité 
superficielle de la couche, c'est-à-dire sa masse par unité, 
d'aire en chaque point, la partie dm de couche qui recouvre 
un él6ment d'aire dx,dy, du plan des xy vaudra pdx, dyi, et 
la formule (18) s'écrira aussi 

Les intégrations s'y étendent sans difficulté de x, = - co 
à X, = a et de y, =-a à y, = co, car la fonction p est 
supposée nulle en dehors de certaines régions limitbes. 
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13. - Recherche d ' m e  première forme d'intégrales. 

On peut, avec le potentiel (18) ou (19)' former trois int6- 
grales différent es des Bquations du probléme, Cherchons 
d'abord celle qui paraît la plus importante. 

La fonction J/ satisfait à la relation 4+ =O, qui a un 
terme de moins que les Bquations (1) ; en sorte qu'elle n'est 
guère propre à v6rifier celles-ci. Mais si, au lieu d'évaluer 
A&, nous calculons A, (@), nous aurons 

et, par suite, 

Cette Bquation, différentiée par rapport à x, à y et à z ,  
donne 

Or, a cause de A,+ = O ,  et quel que soit un coefficient 
constant appel6 K, ces trois relations (20) se confondront 
avec les trois équations ind6finies (l), divisées par p , si 
l'on pose 
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D'ailleurs, K se determinera par la condition que les 
valeurs de u, v, PZ,, 8 tirdes de (21) donnent identiquement 

On doit donc prendre 

Par suite, en tenant compte de cette valeur de K et 
portant les expressions (21) de u :  v, ro dans les formules 
(2j [p. 5'21 des trois composantes, p, , pv, p,, de la pression 
exercée sur un blément plan parallele aux x y, on trouve : 

Cela posé, il ne suffit pas qve les valeurs (21) vdrifient les 
équations indefinies de l'équilibre ; il faut encore qu'elles 
puissent satisfaire aux conditions qui concernent la surface 
z=o, et aux relations très simples (3) Cp. 533, spéciales aux 
grandes valeurs de t. Or on voit. de suite qu'elles ne vbri- 
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fient pas ces derniéres , en exceptant toutefois le cas où les 
valeurs de dm= p dxldy, seraient, les unes, positives, les 
autres, négatives , e L nulles en moyenne , cas oh l'intégrale 
JI = f log (z + r )  dm et ses dérivées reçoivent, aux points 
éloignés , des valeurs absolues incomparablement plus 
petites que celles qu'elles auraient en prenant tous les 
éléments avec le meme signe. En effet, si les dérivées 
premières de l'expression (-18) de + sont bien du degr4 - 1 
en x-xl, y -y1, z, r ,  et s'annulent pour r = co , celles de z +, 
étant du degré zdro, deviennent alors infiniment plus 
grandes qu'ehes et, & même que K+, ne tendent pas vers 
zéro, à part le cas , dont il vient d'être parlé, où l'on 
aurait Jdwa =o. 

Mais toutes les dérivées de + ont,  comme +, leur 
paramètre différentiel A, nul et peuvent lui être substituées 
dans les formules précédentes (20) (23), oh ;fi ne figure 
que comme étant une fonction pour laquelle on a $+=o. 
Donc, rien n'kmpêche de remplacer partout, dans ces 
formules ci-dessus , + par une de ses dérivées premières : 
ce qui abaissera. d'une unit6 le degré de toutes les expres- 
sions en s l x ,  , y -9, , z, P,  e i  donnera bien à h, v, n> , 
pour les points très éloignés de l'origine, les formes (3). 

' 

14. - Expression de ces intégrales. 

4 Remplaçons ainsi JI par dE- dans les formules ('21) et (B), 

en substituant à K la valeur (22) et observant que l'on a 
identiquement 

Il viendra aisdment , si l'on différentie au besoin, sous 
les signesJw, les integrales qui se prbsentent : 
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cl dna 
rdn = - a -JT , . 

dxdz dx 

- -211  2- ( L . J & , + ~ ~ $ . ) ,  Pz - dx I t p  

d 
piv = - 2 p  - - 

dy (A ; ,,Je + zJ$) 9 

3 z s  
fi = 2 p J ( - 4  A + y r3 + - r5 ) dm. 

Cherchons actuellement ce que deviennent les intégrales 
J - dm , f - z , T 3 d m  

-, quand on s'approche de la sur- 
& - YS 

face ou qu'on fait tendre z vers zéro. A cet effet, nous 
souvenant des formules (19), nous remplacerons d m  par 
P (xi ,'yi) d ~ ~ d y ~ ;  puis nous poserons 

(27 bis) rc, = + R cos w , yi = y + R siil a, re = 2" R2, 

R, m'désignant ainsi deux coordonnées poloires, qu'il est 
avantageux de substituer aux coordonnées rectangles x,, y, 
et qui sont comp-tées, dans le plan des xy, en prenant pour 
pôle le pied de l'ordonnée z abaissée du point (x, y, z) sur 
ce plan. Ces coordonnées varieront d'ailleurs, évidemment, 
w,  de zéro à 2 x ,  R ,  de zéro à m. Les rectangles élémentaires 
dzldy,  devant etre , par suite, remplacés p& les rectangles 
mixtilignes, RdodR, que des cercles concentriques et 
des rayons vecteurs successifs d6çoi;pen.t dans la couche, 
nous aurons : 
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Pour z = O, la première de ces intégrales n'offre rien de 
particulier; car elle se réduit à l'expression 

et celle-ci est finie, vu que p s'annule dès que R dépasse 
certaines valeurs, la couche fdm ne recouvrant, par hypo- 
thèse, qu'uue étendue 1imit.ée en tous sens. 

Mais il y a lieu de chercher ce qne deviennent les deux 
dernières intégrales, dont les éléments se présentent alors, 
les uns, ceux qui correspondent aux valeurs finies de R ,  
comme nuis, à cause des facteurs x qui y paraissent en 
numérateur, les autres, c'est-Mire ceux pour lesquels R 
est infiniment petit, comme indéterminés ou mème infinis, 
par suite de l'annulation de leurs dénominateurs quand on 
y fait I= O et R=o. Pour voir quelles valeurs prennent 
ces intégrales à la limite considérée z= O, il suffit d'y poser 
R = zp , dR = zdp ; ce qui les change en ce11 es-ci , 

lesquelles, vu les formules évidentes 
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deviennent, à la surface, 

-oJ$ dz o u J $ = 2 , p ( s , y ) ,  
!31) ( p o u r z = o )  

2lt 
= , r a:. 

\ 

Les trois iiitégrales (29) et (31) se trouvant ainsi finies et 
déterminées meme à la limite z = O, il est clair que leurs 
dérivées en z et y le seront également, pourvu que la fonc- 
tion p soit finie et bien continue. 

Par suite, a la surface du corps, les formules (-5) , (26) 
et (27) se reduisent aux suivantes : 

I (pour z = O )  

Comme p est une fonction arbitraire, on pourra vdrifier 
la  dernière de ces formules toutes les fois que la composante 
normale pz de la pression exercée à la surface sera directe- 
ment donnée en fonction de x et y : en effet, il suffira de 
prendre p (x, y) égal au produit de cette pression par le fac- 

teur constant ltP et de composer la couche matérielle 
4ny. (1 +2p) 

fictive /dm, 6talée sur ie plan des $y, de parties d m ,  égales, 
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pour chaque élément superficiel dxdy de ce plan, a 
p (x,  y) dxdy. Les deux premières formules (32) étant d'ail- 
leurs u = O ,  v = O ,  on voit que la solution obtenue (25) 
s'appliqzcwa quand les condit.ions spéciales à la surf~ce 
cons.isteronl à s'y dolzner la composante normale de la pyes- 
sion extél.ieure et à y supposer nulles les composantes tan- 
gentielles des ddplacements. 

Cette solution constitue ce que nous appellerons la pre- 
mière forme ou le premier type d'intégrales de la question 
proposée d'équilibre. 

Comme le problÀme est complètement déterminé quand 
on se donne, aux divers endroits de la surface, u ou 
pz ,  v ou y,, fv ou pz, son intégrale ne comporte plus 
qu'une fonction arbitraire de x, et y, dès qu'on astreint les 
quantités u, v, w, pz, p,, , p, à vérifier : sur toute l'étendue 
de la surface, deux certaines relations. Donc, notre premier 
type d'intégrales, où paraît comme fonction arbitraire la 
densité p (xl , y,) de la couche matérielle fictive et où,  de 
plus, les valeurs de u, v s'annulent à la surface, fournit la 
solution la plus générale possible pour le cas où l'on doit 
avoir ainsi u = O, v = O quand z = o. Et l'on peut dire que 
ce premier type a pour caructGre distinctif de n'admettre, 
à la surf~ce, aucun déplacement ta~hgentiel u ou v. 

11 est défini, sous une forme générale et condensée , par 
les relations 

où + désigne toute fonction ayant son paramètre A, nul et 
ses dérivées premières, partout finies, de l'ordre de l'inverse 
de c aux grandes distances c ,  fonction qu'on prendra de la 
forme (1 9) si les .valeurs de ps à la limite z = O sont données. 
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15. - ~ u t r e s  ilziégrales déduites d u  même type, mais  paraissant 
moins zctil6ables. - Particularités que présentent le potentiel 
logarithmique d'une couche place et ses dérivées, d la swrface 
de cette couche. 

H.ien n'empècherait de remplacer +, dans les formules 
4 4 (21) et (23), non plus par -, mais par - ou -. On dz da & 

aurait alors des intégrales de mème forme que j21j, aveu 
l a  condition restrictive que f dm vaudrait zéro ou que la 
valeur moyenne de p serait nulle. En effet, observons 
qu'un petit déplacement dx , imprim6 au point (x, y, z), 
met, par rapport à celui-ci, le point (x, + d z ,  y,) de la 
couche dans la situatim où &ait d'abord le point (xi, YI). 

Donc, le potentiel 

ne change, dans ce mouvement, que par le fait de 
1'acc.roissement qu'éprouve la densité (supposée partout 
continue) de la couche quand on passe de son point (xi, y, ) 
au point (x, + dx, y,) ; et l'on a 

expression ne différant de la première (19) qu'en ce que la 
fonction p (x,, y , ) ,  astreinte à s'annuler à une distance 
infinie de l'origine, est remplacée par une autre fonction, 

-!!-, des memes variables, qui s'annule dans les régions où 
d ~ i  

s'annulait déjà la première. Seulement, comme on a 
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la valeur moyenne de cette nouvelle fonction est nulle ; 
en sorte que le potentiel logarithmique (34) rentre" dans le 
cas exceptionnel, signalé aux premières lignes de la p. 64, 
où les valeurs (21) de a, v, n; satisfont aux conditions (3). 

Voyons donc ce que deviennent à la surface, pour z = O ,  

les formules t21) et (23). L'adoption des vanables R ,  o 
introduites dans les relations (28) et  (29) donne d'abord 

f (pour z = O )  

expression finie et continue comme l'est la valeur (29) de 
4 dm - =JT , car on sait que le facteur K log R s7aiinule 
dz 

à la limite K = o , quoique log R y devienne infini. Et les 
dérivées en x et y de cette expression de JI seront évidem- 
ment finies elles-mbmes, si celles de p (x,, y,) en x, et y, le 
sont. On trouve, par suite, vu la valeur (22) de K et  en se 
servant au besoin de la première formule (31 ) : 

. * 

A + 3p 
@ = O ,  v = o ,  @)=(IF-1)+ =- $, O=- y:; 

135\ A + P  A + P  

Ici , aucune des composantes pz , pv, iil, n'est reliée sim- 
plement à la fonction arbitraire p, que contient l'expression 
pdxldy, de dm. On ne voit donc pas dans quel cas simple 
les intégrales (21) pourraient être utilisées : aussi je n'en 
ferai pas usage dans ce qui suit. 

Il résulte des détails précbdents quelques particularités, 
relat.ives au potentiel logarithmique , qui ne manquent 
pas d'intérèt , et qu'il aurait même été préférable d'établir 
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directement à la fin du no 12, quand il x'y aurait eu B 
cela que l'avantage de rendre ensuite plus rapides ou plus 
immédiates les applications qui en ont été faites dans len0 14 
et dans celui-ci. 

En rapprochant l'expression (34 bis) de +,de la formule (29), 

o ù J c  n'es( autre que -, et de la première (31), on voit 
dz 

- 

que 9 et ses deux dérivées preliiière et seconde en z ne 
cessent pas d'être finies et bien déterminées à la limite 
z=o. Et , si l'on retranche la première (31) de trois fois la 
seconde (31)) en observant que 

d3+ on voit aussi que le produit s - s'annule B la meme 
dz3 

limite. Donc, le yotentzéi logarithmique d'une couche plane 
reste @ni et délerminé, ainsi pue ses dérivies pemière et 
seconde daas le sens z normal à la couche, punnd le point 
(x, y, z), d'abord sGue du côte' des z posibifs, atleial la; 
couche même; cette dérivée seconde, nolamwaent, y vaut le 
prodwit de - 27: par la densiid p de la combe et, de plus, sa 
propre dé~ivée em z, nzultiplie'e par z, s'y annule. 

Quand la densité p varie graduellemeilt d'un point à 
l'autre du plan des xy, louies les dérivées en z du potelztiel 9 
sont même finies et détermi?zées à la Zhnite z= O, comme les 
deux premières. Car il suit de la relation A, + = O que la 
n ~ ' " ' ~ ,  en général, de ces dérivées a son paramètre A,nul ; ce 
qui exprime que la dérivée m +- 2"Vn z,  changée de signe, 
égale la somme des deux dérivées secondes, dans les sens 
x ou s/ paralleles à la couche, de la dérivée mh: Ainsi, toutes 
les dérivées par rapport à z s'évaluent au moyen des déri- 
vées paires successi~es, en x et y, des deux premiéres seu- 
lement, et elles restent, comme celles-ci, finies à la li- 
mite z = o. 
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16. - Seconde et troisième formes d'inlkgrales. 

Le potentiel 1ogarithmiqu.e (t , ou mème toute fonction 
+ ayant son paramètre A, nul et ses dérivées premières com- 
parables à l'inverse de .I aux grandes distances c, conduit 
aisément h deux autres formes d'intégrales, différant de 
celle qui précède en ce que la dilatation cubique 4 s'y 
annule. 

Voici la promiére de ces deux formes ou types: 
- 

d du - dm 
A cause de A, + = O, la dilatation cubique 4 = - + - + - 

da dy dz 
y est bien nulle, et les Bquations indefinies (1) se trouvent 
identiquement Gérifi6es. De plus, les dérivées de + Btant 
du degré - 1 en x - x, , y - y, ,  z, r, ou, du. moins, 
comparables à l'inverse de c pour r, très grand, les condi- 
tions définies (3) sont aiissi satisfaites. Enfin, les valeurs 
(36) donnent ,aux composantes px , p, , pz ,  représentées par 
les formules (2), les expressions sous forme condensée 

ou bien, quand + est le potentiel logarithmique (18), 

et celles-ci, spécifides pour la surface du corps, deviennent, 
en tenant compte de la première formule (31) : 

I (pour z = O) 
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Ainsi , la fonction arbitraire p égale, en chaque point de 
la surface, le quotient, par 4 7i p, de la composante normale 
Pa de la pression extbrieure. La solution obtenae (36) con- 
uient donc au cas où la surface supporte en chaque polint 
une pressiojz normale p, donnée, ct des pressz'ons tanyentielles 
pz, pv dépeî~dant, d'après les lois qu'expriment les formules 
(38)) des valeurs pue p.end cette pression normale sur les 
divers Gléments de la surface. 

La seconde des formes annoncées d'intégrales pour 
lesquelles O = O est celle-ci : 

dzl de, dm 
Elle donne bien identiquement 9 ou - + - + - = o 

dx dy dz 
et ,  vu la relation A, + = o., elle satisfait aux Bquations 
indéfinies (1). D'ailleurs, comme - u,  v y sont deux dérivées 
premières de + , elle vérifie également les conditions (3). 
Enfin, 9 et w se trouvant nuls, pz égale zéro par tout, comme 
w ,  et pz, p, , donnés, d'après (2)) par les formules 

(39 bis)  

vérifient la relation 

Par consbquent , cette troisième solulion ou ce troistënze 
type d'intégrales conuient au cas où la pression extériewe 
exercée sur la surface a partout sa composafile normale 
égale a zéro, et ses comyosantes tangentielles variables de 
telle manière, d'un yoint à l'autre, pue la dérivée de l'une , 
prise suivant su propre directwn, sozt égale et contraire à 
la; dérivée analogue de I'aulre. 
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Les déplacements s'y font, mdme à l'inh'riezw, parallèlement 
a la surface. On y a donc, sur toute l'étendue de celle-ci, 

du dv 
n. = O , et aussi, d'après les forrniiles (39), - +-- 

dx dy - O ,  
dîl dv 

relation exprimant que l'accroissement - + - de l'unité 
dx dy 

d'aire de la surface y est égal à zéro. 

Le troisième type d'intégrales contient, comme les 
deux autres, une fonction arbitraire des coordonnées de la 
surface, fonction qui est p (x,, y,) quand on prend + de la 
forme (19) ; et deux relations distinctes entre u, v, n), pz, p,, 
et pz à la surface siiffisent, par suite, à le faire reconnaître, 
pourvu qu'il les vérifie constamment. Il peut donc être 
caract6ris6, de inème que le premier- type, au moyen de 
deux conditions où n'entrent que les déplacements éprouvés 

- - 

à la surface : ces deux conditions sont, non plus u=o, v=o, 
du dv 

mais m=o - + -=o. Ainsi, le boisième type vépond ' ds <(y 
a u  cas OU les diverses parties de la surface n'éprouvent, ni 
déplacement dans 7c sens normal, ni nupnentntw.n ou dimi- 
n z t ~ o n  d'aire. 

Le second type seul, (36) et (37), ne paraitpas susceptible 
d'être ainsi défini au moyen de deux conditions simples 
ne se rapportant qu'aux d6placemerits u,  v, n) des divers 
points de la surface. Mais u et v, d'une part, iw, et p,, d'au- 
tre part, y vérifient les deux conditions d'intégrabilith 

lesquelles deviennent, à la surface z = O , deux relations 
en x, et y, bien distinctes, caractéristiques d u  mode d'équi- 
libre qui les présente. On pourra donc, du moins, dire 
que le second type correspond nu c m  oh les deux composantes 
tangentielles, tant du  diplacenzent ' éjwoulie à la surface, 
pue de la yesswlz ext6rzézbre qui s'y trouve exercde, égalent 
les dé~z'uées respectives en x et y de deux for~clions des 
coordondes z et y des divers points de la su~face. 
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17. - Types d'intégrales definis uniquenzent par des czrcons- 
tances relatives aux: pressions extérieures, et dont le pr~ncipal 
concerne le cas O& ces pressions sont exclusicement normales. 

Les trois formes d'intbgrales (33), (36), (39) présentent 
ce caractbre coinmuil, que la composante normale pz de la 
pression exterieure y est, sur toute la surface z = o  du 
corps, ou nulle, ou simplement proportionnelle à la dé- 
rivée seconde de la fonction + par rapport à z ,  c'est-à-dire 
à - 2 5 ~ ~  (x, y) quand on prend pour (J le potentiel loga- 
rithmique (19). En superposant d'ailleurs, de deuxmanièrss 
clifferentes, les solutions (33) et (36), on en déduit deux 
nouveaux types d'intbgrales, un peu plus complexes quant 
aux expressions de u, u, w, mais plus simples quant à celles 
de pz, fi, pz, où pz continue à présenter le même caractère, 
et dans le premier desquels pz et p, s'annulent à la limite 
z=  O ,  tandis que, dans le second, pz y égale zéro comme 
dans le troisième type déjà trouvé (39). La possibilité de les 
déduire des solutions (33) et (36) tient B ce que celles-ci 
impliquent des valeurs, (33 bis) et (37), des pressions ;o,, JI,, 

pz, dont les secondes, (37)) ne diffèrent, pour z=o, des pre- 
rnidres, (33 6 i 4 ,  que par des coefficients numériques , 
égaux dans pz et pw. 

Le premier des types cherches s'obtient en ajoutant res- 
pectivement, aux expressions (33) ou (25) de u, v, ru préala- 

Z 
blernent multipliées par - , les expressions (36), multi- 

4 v  
pliées elles-memes par le facteur également, constant 
- 1 . A cause du principe de la superposition des 

4n (1 + pj 

effets, applicable ici vu la forme linéaire des équations, les 
valeurs (33 b.is~ et (37) , (32) et (38), de pz, p,, pz, propres à 
chacun de ces deux systèmes , s'ajouteront de même, et il 
viendra aisément : 

l0 à l'intérieur, ou pour z quelconque, 
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c'est-à- dire, si l'on prend pour + le potentiel (19) et qu'on 
1 d%,b 

ait, par suite, - - = -J% 
Z d ~ "  r3 ' 

fLO a la surface, 

On peut remarquer, en passant, que les valeurs (40) de 
pz et py acquièrent, tout près de la surface, à cause de la 
troisième formule (41 bis), les expressions approchées 
très simples 

/ (pour z très petit) 

Appelons dP la pression normale, infiniment petite, 
exercée sur un élément dx,dy, de la surface ou du plan 
des xy .  On aura, à cause de la troisième formule (41 bis), 
dP = ps dx, dy, = p (x, , y,) dxi dy, =. dm, et,  par consé- 
quent, 

Ainsi, les petik déplacements, u, v, w, produits dans le 
cm O& la surface n'éprouve sur chacun de ses éliments qu'une 
pression normale dP, s'obtiennent en ajozctnnt les expressiom 
(33) e l  (36), ou (-5) et (36), respectivement multiyliies par 

1 - 1 - 
etpar4.j(. + p) 

, p i s  en altribuam? ù chaque partie drn 
4 w  
de la couche matérielle fictifle ktalée sur la surface une 
valew, (43), égale à la pression exercée au m&me endroit. 
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Si le corps ou milieu Blastique considérb n'est autre 
qu'un sol horizontal soumis à des actions verticales, il y 
aura avantage concevoir celles-ci comme pr0duit.e~ 
par le poids d'un sable très lourd, distribué sur la surface 
du sol en couche mince d'une épaisseur variable, et dont 
chaque partie, évidemment àndé'endunte de ses voisines ou 
portée exclusioement par le sol sous-jacent, c ~ n s  tituera la 
charge exacte de la portion de surface qu'elle recouvrira. 
En effet, nous pourrons, alors, prendre justement pour 
da fonctio?z + le poten.iiel loyarithwique de cette couche de 
sable, c'est-à-dire de la charge totale réelle, sauf y in8ro- 
thire le poids de chaque grai% de snble à la place de sa masse. 

On trouvera, de la sorte : 

1 d"ldP 
O=---- 

4 3  ] 4xp dydz 

1 d9JrdP 
F/D=--- + 

4irp dz% 

Observons que les valeurs de 9pour z=o seront celles que 
donne la dernière formule (33) divisée par 4nr, et qu'elles 
égaleront, d'après la troisième (41 b i s ) ,  le quotient de -pz 
par Aty.  Ainsi, Zn condensation, - 9, é~rouvéepar ln matière 
en chuque'end~*oil de la surface est le rapport, à la constanle 
1+p, de la pression extériewre yuis'y trouve exercée par unit6 
d'ah-e. Lamé avait déjà reconnu cette loi. Une propor- 
tionnalité analogue, entre pz et - 9 à la surface, se vérifie 
Bgalement, a cause des dernières relations (33) et (33 bis), 
quand les d6placements à la surface sont exclusivement 
verticaux : alors le rapport de ;ll, à - 6 est 1+2p et non 

dm 
plus h + p. E t ,  en vertu de la formule pz = - 1 9  - 2 p  z, 
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cette proportionnalité, à la surface, de- 9 à pz, dans cha- 
cun de ces deux types d'intégrales et mème dans les autres 
que nous avons consid6r6s (où 9 = O ) ,  y entraîne évidem- 

dm 
ment celle de ps à la contractwr, - - 

dz 
éprouvée par de 

petites lignes mat,érielles verticales. 

Le deuxième type d'intégrales cherché ici, celui dans 
lequel on a pz = O à la surface , s'obtient en ajoutant les 
expressions (33) et (36) de u, u, w, respectivement multipliées 

1 
par - et par - 

4 v  
'+2v. Les valeurs (33 Ois) et (37) de 

471Poi+P)' .~ - .  
pz ,  p, , pz se superposent de la même manière et donnent : 

On voit que cette deuxième forme peut etre caractérisée, 
comme la précédente, par deux conditions où ne paraissent 
que les composantes de la pression extérieure : ce sont, 

- 

non plus les deux relations px = O et pv = O (pour z = O), 

dpx ~ P Y  mais p5 = O et - = - @our z=oj . La seconde exprime que 
dy dg 

les deux composantes tangentielles pz, p, de l'action exerc6e 
par unité d'aire sur la surface admettent un potentiel, 'ou 
sont les deux dérivées respectives en x et y d'une mème 
fonction de ces deux coordonnées de leurs points d'appli- 
cation. Elle distingue nettement ce type du troisième, 
précédemment obtenu, (39) et (39 bis), où l'on a bien, Bgû - 
lement, pz = O, mais où px et p, vérifient la relation 
- dpx + * = O ;  au lieu de la condition d'intégnbilité 

_dy 
 PX , ~ P Y  -- - - 
dy dx ' 

En r6sumé, les types considérés ici sont susceptibles 
d'ètre définis, tous lestrois, au moyen de relations simples, 
au nombre de deux pour chacun, ne concernant que les 
comp~santes pz, y,, pz de l'action extérieure, sans qu'il y 
soit question des déplacements u, u, W .  
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18. - Formation de l'inte'grale g é n k ~ a i e ,  soit au moyen de ces 
Irois types, soit au moyen des trois types considéres e n  
premier lieu. 

Si l'on superpose un  système d'intdgrales du deuxième, 
(a), de ces types un autre du troisième (39 bis), multi- 

1 
plié par - , en introduisant dans celui-ci une fonction +, 

2 v  
différente de +, et en remplaçant d'ailleurs + et +, par (F et y,, 
afin d'éviter la confusion avec la fonction analogue em- 
ployde dans le cas du premier type (do;, les valeurs de u, v, va, 
seront, d'après (33), (36) et (39), 

at elles correspondront aux expressions suivantes de 
Pz, Pt,, Pz : 

On tire de celles-ci, par des différentiations immédiates, 
et en observant que les equations A, p=o, Ae y,=o permettent 
de remplacer la somme cles deux dérivees secondes en x et 
en y de y ou de y, par la dérivée seconde en z, changée de 
signe, de la meme fonction, 
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relations où (F et y, sont séparées. A la surface, elles de- 
viennent 

Vu les deux fonctions arbitraires distinctes p ,  des 
coordonn6es x, , y, de la surface, que contiennent y et y, 
supposées prises de la forme (19), on doit pouvoir, dans 
les formules (45 bis), donner à px et à p, , pour z = O, 
des valeurs quelconques en x, et y,, tandis que p, s'annule 
à la' même limite, 'en vertu de la troisième de ces formules. 
Donc, sauf le choix convenable de (F et de y, , qui reste en- 
core en suspens et qui paraît difficile (*) , la solution (45) 
répond au cas où les pressions exercées sur la surface 
ont leurs composantes tangentielles arbitraires, mais leur 
composante normale partout nulle. Et il suffira évidem- 
ment de la  joindre à la première dont il vient d'être parlé 
form. 43), ou qui convient quand la pression extérieure 
se réduit à une composante normale donnée en chaque 
point, pour avoir l'intégrale ghérale du problème traité , 
c'est-à-dire celle où les composantes pz , p, , pz de l'action 
extérieure sont trois fonctions arbitraires des coordonnées 
x, et g, de la surface du corps. 

Nos deux nouveaux types, savoir, le premier et le second 
des trois employés ici, n'étant que des combinaisons 
linéaires des deux premiers trouvés plns haut (no' 14 et 16), 
il va sans dire que nous aurions également l'intégrale 
générale, en nous contentant de superposer trois solutions 
particulières empruntées respectivement aux trois types 
simples (33), (36), (391, obtenus en premier lieu. 

(*) On verra au no 40 Ois (p. 182) qu'il est, au  contraire, très simple, quand on y 
cniploie les seconds potentiels logarithmiques 'Y B l a  place des preniiers : l a  diffi- 
culté que j'y avais trouvée, lors de la rédaction du mémoire, 'tenait h ce que je 
demandais la solution h ceux-ci SB, qui me l'avaient donnée dans le cas de p ~ c s -  
sions norinales, mais qui  s c  trouvent ne plus convenir pour des pressions obliques. 
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5 III. - VALEURS DES DEPLACEMENTS, DES DEFORMATIONS ET DE 

PRESSIONS INTERIEURES, QUAND LES POTENTIELS SE 

REDUISENT A UN SEUL DE LEURS ELÈMENTS. 

19. - Déplacements éZémentair*es dans le cas oh il s'agit du 
premier type simple d'intégrales. 

Supposons maintenant que la couche matérielle fdrn ne 
s'étende que sur une très petite partie, da, du plan des xy, 
dans laquelle nous admettrons qu'on ait choisi l'origine 
des coordonnées. Cherchons ce- que deviennent alors les 
expressions des déplacements u, v, n,, pour les trois types 
simples d'intégrales (25), (361, (39), .et pour le plus impor- 
tant des types composés, c'est-à-dire pour celui, auquel 
répondent les formules (43)' où des pressions exclusive- 
ment normales sont exercées sur la surface. La distance r 
d'un point quelconque du corps aux diverses régions 
(xl,yi) de la couche ne diffèrera pas sensiblement de la droite 
qui joint l'origine à ce point ; en sorte qu'on pourra prendre 

r=\/d +yZ+9 et appeler d7ailleurs dm la couche entière, 

infiniment petite par hypothèse. Pour fixer les idées, nous 
supposerons horizontal le plan des xy, qui limite le corps, 
et nous admettrons que l'axe des z soit dirige vers le bas. 

Considérons d'abord les valeurs (25), qui correspondent 
au cas de déplacements excfiusivement veîtieaux à la surfnce. 
D'après la dernière formule (32), dans laquelle on aura 

dm 
p(x,y)=o partout, excepté sur l'élément du où p=-, ces dé'la- 

da 
cenzents se réaliseraient en effet, si  la su~face éta2 astreinte à 
ne se  déplace^ que verticalement et supportait, sur son éld- 
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ment plan d a  comprenant l'origine des coordonndes , une 
pression verticale dP=p,da exprimée par. la formule 

A +  2p 
dP = ~ A P  - dm. 

A-i-p 

Les relations (25) se réduiront à 

Le rayon r mené de l'origine au point considéré faisant 
$ Y  avec les trois axes des angles dans les cosinus sont - - -, 
r '  r'  r 

on voit que le changement de position effectué par chaque 
Z 

molécule se compose : l0 du mouvement divergent - dm, le 
r2 

long du prolongement de la droite r qui joint le point 
d'application de la pression extérieure dP à la molécule 

X+39 dm 
même ; 2' du mouvement descendant - -. 

A+i* r 
Les déplacements sont donc symétriques tout autour de 

la droite suivant laquelle est appliquée la force déformatrice 
dP, comme il était Bvident ; et il suffit de considérer ce 
qui se passe dans un plan méridien, par exemple, dans le 
plan des zx, où l 'on a y = O ,  v = o. Nous bornant même au 
cdt6 de ce plan pour lequelz est positif, appelons a l'angle, 

compris entre zéro et E, que fait le rayon r avec l'axe des z,  
2 

de maniére à avoir 

x = v sin u, y = O, Z = T COS a. 

Les troisièmes membres des formules (47) de u. et. n: 
donneront aisément, pour les valeurs du déplacement hori- 
zontal U , compté positivement en s'éloignant de l'axe de 
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symétrie (c'est-à-dire de la force dP) , et du déplacement 
vertical ru , 

dm . dm 
sin a  Cos a = - sin 2 a ,  

2r 

Les seconds membres de celles-ci montrent que, pour 
les diverses moléc~les réparties sur la sphère de rayon T 

décrite autour de l'origine comme centre, les déplacements 
éprouvés se composent : 1 0  d'une translation commune 

1+2' dm - 
h + p  r , dans le sens de la force ; 2" d'un déplace- 

dm 
ment - sin a ,  effectue suivant la droite définie par les 

r 
cosinus directeurs cosa, - sina, ou qui fait l'angle cc avec les 
x positifs, du côté des z négalifs, et coïncide, gar cons6quent: 
avec la tangente au cercle représente5 p a r  l'équation 
d+2=re .  

Donc, chaque couche demi-sphérique d'un rayon donné 1; 
ayant pou? centre le point d'application de la pmsion élé- 
men taire dP eserce'e sur le corps, avance dans le sens de celle- 
ci, sans cesser de faive partie- d'une sphère de mdme raygn, 

A + 2 p  dm 
de la pualztité 2 - qui, d'après la formule (461, 

A + p  T 

Seulement, comme on a 

les particules qui constituent la couche dprowent, s w  la SUT- 
face de la sphère dont elle garde la figure, un. lépr ~ecul,  

dm X + p  dP 
composé de la t~anslation - = -- , efi seas 

21. 4 ( 1 + 2 p ]  2 n p ~  
contraire de ln fwce dP, et a'um déplacement, égal ïi catk 
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Iranslation, efhctul suivafit la direction qu i  fa$ avec celle 
de la force I'angle 2 u  dont la bz'ssect~ice est le propre rayon 
r aboutissant à la particule. 

Ce dernier mouvement seul, propre aux diverses molé- 
cules de la couche demi-sphérique, aurait pour effet de les 
kparpiller sur toute la surface d'une petite sphbre de rayon 
dm - , si on les supposait d'abord réunies en un mème point, 
2 1. 

à l'origine des coordonnées par exemple. D'ailleurs, l'épar- 
pillement, uniforme dans le sens des c'ercles méridiens de 
la petite sphère, accumulerait, à son pôle situ6 du cdté des 
z ndgatifs, toutes les molécules effectivement placées à l'é- 
quateur nu circonférence de base de la  couche demi-sphé- 
rique et, aux environs de ce pôle, les zones à grand rayon 
et à grande surface (ou Bquatoriales) de la même couche; 
de manière à relever en moyenne sa matikre ou à faire 
monter son centre de gravité, car il n'y aurait que les mo- 

l6cules de la calotte comprise entre a = o et u = l qui s'y 
4 

abaissassent. Comme le mouvement dont il s'agit relève 
dm 

chaque molécule de - - cos 2 u ,  et que le nombre des mo- 
2r 

lécules pour lesquelles u a une certaine valeur est propor-- 
lionne1 à sincl., c'est-h-dire au rayon r sin a du petit cercle 
de la couche le long duquel ces molBcules sont rangées, le 
relbvement éprouv6 par le centre de gravité gén6ral égalera 

dm 
la valeur moyenne du produit - - COS 2 u sin a, quand a y 

2 1. 

varie de O à r  , divisé par la valeur moyenne du facteur sin O 
2 
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dm 
Le quotient des deux intégrales vaut donc - - et l'on peut 

6r ' 
obsérver qu'il serait le même si ,  le corps étant suppusé 
exister aussi du côté des z négatifs, ou lacouche étant sup- 
posée couvrir une sphère entière et non une demi-sphère 
seulement, a variait dans l'intervalle double compris de 
O à 7~ ; ce qui ne ferait que multiplier par 2 la valeur de cha- 

dm 
queintégrale. En ajoutant le quotient obtenu, 6;, àla trans- 

dm 
lation - u'éprouve de bas en haut toute la i r i i  tière de 

21' 
la couche dans son mouvement de recul sur sa si~~face,  on 
trouve que ce mouvement de recul produit en tout, sur la 
couche, un relèvement moyen égal à 

Ce relèvement, retranché de la translation 

qu'a éprouvée de baut en bas la sphkre sur laquelle la 
couche reste située, donne enfin 

pour le déplaceme~t moyen imprimé à la couche par  la 
pression eztérkure dP. 

Enfin, si d r  désigne l'épaisseur d'une couche, on obtien- 
dra le déplacement moyen imprimé à toute la matière 
qu'entoure la couche de rayonr, en multipliant l'expression 
(51) par le facteur r%r, proportionnel au volume d'une 
couche, puis en intégrant le produit de O à r et divisant le 
rdsultat par f r  r2 d r = + r3. On trouve ainsi que le déplace- 

O 

ment moyen de toute la partie du corps pu'enloure une 
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sphère de rayon 1; ayan.t son centre au point d'application 
de Zapmsion dP, vaut la quantité 

dP  
un peu szpk~ieure au déplacement m&me - 

2 z p r  
dzc ce?ztî.e 

de la sphère dont ne cesse pas de faire partie sa szwface 
convexe. 

20. - Déformations quz s'y trouçentprodwites. 

Cherchons actuellement à nous rendre compte des dé- 
formations produites aux divers points. A cet effet, nous 
occupant d'abord de ce qui se passe dans un plan méridien, 
par exemple, celui des zx considéré du côté des x positifs, 
nous chercherons ce que deviennent, après les déplace- 
ments, deux éléments rectilignes menés, à partir d'un point 
quelconque (x,z) ou ( ~ , a ) ,  l'un, d.r, dans la direction du 
prolongement du rayon r qui y aboutit, l'autre, ds, dans 
le sens perpendiculaire suivant lequel r ne varie pas et a 

grandit. 
Le premier, dr, défini en direction par les cosinus direc- 

teurs sin a, cos a, a pour projections primitives sur les 
axes dx=dr sin a,  dz= dr cos a. Par suite, les deplacements 
respectifs, horizontal et vertical, de sa seconde extrémité, 
dépassent les déplacements analogues de la premikre, des 
quantités 

Portons dans celles-ci les  valeurs des dérivées de a,n, en 
x,z déduites de la premiAre et de la troisième (47), avec 
substitution der sin a et r cos a à x et à z dans les résultats ; 
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puis ajoutons ces accroissements aux projections primitives 
de l'élément matériel dr, qui étaient sina d r  et cosu dr. 
Nous trouverons que ces projections deviennent, aprés les 
déplacements, 

En faisant la somme des carres de ces expressions (avec 
suppression des termes en dm2, évidemment négligeables), 
puis extrayant la racine carrée du résultat, nous obtenons 
simplement, pour la nouvelle longueur de 1'6lément recti- 
ligne, 

La dilatation linéaire de cet Blément, rapport de son 
accroissement a sa longueur primitive, est donc 

h + 2 p  dm 3,=-2-- COS a. 
A + p  P 

Le quotient de la première expression (53) par (54) nous 
donnera d'ailleurs, pour le sinus du nouvel angle que fait 
avec les z positifs l'élément d~ déplacé, 

1 + 3 p  dm A+3p dm 
(sin a) (1 + - - 

h + p  P' 

Pendant que les déplacements s'effectuent, l'élément 
matériel d r  tourne donc un peu, de manière que son angle 
a avec les z positifs croisse de 

X+3p dm -- sin a. 
A+p T' 

Occupons-nous maintement du second dlément matdriel 
rectiligne, ds, dont les projections primitives sur les axes 
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sont dx= cos a ds, dz = - sin a ds. Après les déformations, 
ces projections vaudront 

dil d~ . . dm dm 
(cos a + - COS a - - sina) ds, (- Sinn + - Casa - -- sina) ds. 

dx dz dx dz 

Portons-y les valeurs d6jà calculées des dérivées de zc, W .  

et  elles deviendront 

dm dm 
(57) (cos a + - cos 2 a) ds, -(sin a + - sin 2 aj ds. 

T S  9.2 

On en déduit, comme tout-a-l'heure pour (54), la nouvelle 
longueur de 1'6lément matériel ds, 

et, par suite, la dilstation qu'il a éprouvée 

dm 
3, = - cos 61. 

1.2 

Le quotient de la première expression (57) par (58) donne 
d'ailleurs le cosinus du nouvel angle qu'il fait avec les z 
positifs, du côté des z n&gatifs, 

dm . 
cos a - - sina a = cos 

1.2 

en sort,@ que cet angle s'est accru, ou que l'élément ds a 
tourné, de la quantite f 

dm - sin a , 
I.2 

comme on aurait pu, (lu reste, le déduire du fait, impliqué 
dans les formules (48), que 1'816ment ds reste tangent à un 

dm 
cercle de rayon r le long duquel il avance de - sin a. 

r 
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L'excédent, sur cet angle (60), de celui, (56), dont a 
tourné dans le inè~ne sens l'élément matériel d ~ ,  mesure la 
diminution éprouvée par l'angle, primitivement 'droit, de 
ces deux éléments l'un par rapport à l'autre, ou ce qu'on 
appelle leur glissement mutuel. Ce glissement vaudra donc 

2p dm 
g =  - - sin a. 

A t p  r= 

Pour achever de définir les déformations éprouvées par 
la matikre au point (x,z) du plan méridien des zx, il ne 
reste plus qu'à calculer la dilatatio~i 2 ,  6prouvée par un  
élément materiel rectiligne d n  normal à ce plan et qui, 
par raison de symdtrie, ne cesse pas de lui être perpendi- 
culaire. Cet élément appartient à un cercle parallèle, ayant 
son centre sur l'axe de révolution ou de symétrie, et dont 
le rayon x devient x+zc ou r s ina tu .  Son allongement par 

U 
unité de longueur est donc -. En y remplaçant U par la + sin a 

valeur (48), il vient 
dm 

3, =- COS a. 
r d  

La dilatation cubique 0 sera la somme des dilatations 
linéaires, (55)) (59), (62)) de trois petites droites matérielles 
rectangulaires. Sa valeur ainsi calculbe, 

2p dm 
O=--- COS a, 

A+p P 

concorde bien avec celle que donne immédiatement la 
formule (26) Lp. 651. 

Eu résumé, .il se produit, e n  un point  pzteZconpue de Eu 
couche de rayon r, d'égales dz'latations suivalzt l'arc de mé- 
ridien et suiuunt un cercle parallèle de la  mdrne couche; ces 
dilatatiom ont  pour valeur 

dm A+p 5 
(64) - COS a = COS a .  

YS 2(A+2p) 2 n p 9  
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La contraction qui a lieu en même temps dans le sens de 
l'épaisseur de la couche, et la condensation 0 de la matière, 
soit respeclivement les produits de la somme de ces deui 

1 + 2 P  P dilatahbns 1txéa.kespar les nonzb~es constunts - et - 
h + p  

Enfin, le prolongement matériel du rayon P-, primiiivernent 
normal à la couche, s'#ncline un peu vers le haul de  celle-ci, 
de manière à toarner par rapport à elle d'un angle variable, 
égal aw produit de la condensat.ion - 0 par tangcc. 

21. - Pressions intérieures mises e n  jeu par ces déformalions. 

Au moyen des quatre deformations 3,: a,, 3 ,  g, on évalue 
aisement les composantes normales et tangentielle , N,, N,, 
T, des pressions exercées sur les éléments plans perpen- 
diculaires aux petites droites dr, ds, et la  pression Na qui 
sollicite un blément superficiel s i h é  dans le plan méridien, 
force Avidemment dirig6e suivant la petite droite dn per- 
pendiculaire à ce plan. On sait, en effet, que 

D'ailleurs, ces quatre composantes N, T permettront,, 
comme .on le sait aussi, de déterminer toutes les pressions 
interieures que supporte le corps suivant les divers sens. 

Si l'on substitue dans les formules (65), à O, 3,, 3,, 3,, g, 
leurs valeurs (63), (55), (59), (62), (61), il vient : , 

r dm 21*= dm 
Nr=-6p-~osa--- 

2pa dm 
COSU,T=-- sin u , 

va A+p r$  A t r  ra 
(65 d i s )  

2 ~ 3  dm 
N , = N , =  - - COS a. 

A + +  P 

Les deux composantes, l'une, normale (dirigée suivant 
le prolongement du rayon r),  l'autre, tangentielle (suivant 
l'arc ds), de la pression exercée par la couche demi-sphérique 
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de rayon r sur celle de rayon r + dr, sont -NT et -T. On 
voit que cekte action d'une couche demi-sphdripue sur la 
suivar~te se compose, par unité d'aire : 1' l ne compression 

dm 
norma.le, 6 p  - cosu, 6nversement proportiownelle au carré 

YB 

du rayon r de la couche et en raison dkecte du cosinus de 
l'angle a que fait ce rayon avec la verticale ou la lzornzale a 

2 p% dm la swface du corps; 2" d'une force, -;;;i- , dirigde vertka- 

lement de haut en bas ou vers Z'intér.iev,r du corps ( c'est-à- 
dire faisant avec le rayon r prolonge et avec l'arc ds les 
angles q u i  ont respectivement pour cosinus cosu et-sincc) , 
force constante sur toute l'étendue de la couche et inversement 
proport2onnelle au carré de son rayon. 

Observons que cette dernière pressionverticale Bquivaut, 
pour toute l'aire 2zr2 de la couche demi-sphérique, à uqe 

4 iT fLt 
poiissée de haut en bas égale à - dm. La précédente, 

A + l *  
dm dm 

6p- cosu, devenue 6 p- cos2 a en projection surl'axe des z ,  
T= T~ 

dm 
donne une poussée analogue , (6 p - cos2 CC) (2n '1" sin ada), 

~2 

sur une zone élémentaire de rayon r sin a et de largeur d a ,  

el, par suite, une poussee totale Bgale à 

sur un calotte demi-sphérique. La couche consid6rée exerce 
4ap* 

donc en tout une pression ayant pour valeur - dm+4npdm, 
A+ fL 

pression égale, d7aprèsr46), à celle, dP7 que supporte la sur- 
face supérieure, comme il le fallait h e n  pour 17Bquilibre de 
la demi-sphère terminée à la couche. 

Observons encore que; si l'on découpe dans la même 
couche, en menant une surface conique normale à ses deux 
faces, une calotte ou un ménisque dont le rayon de base 
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soit r s ina ,  les deux composantes, suivant l'arc ds et suivant 
le prolongement d r  du rayon Y, de la pression exercée sur 
la t ranche ou contour de cette calotte vaudront par unit6 
d'aire N, et T, forces dont la résultante , d'après (6.5 bis), a 

2 p dm 
pour valeur -- - et se trouve dirigée suivant une hori- 

A+p T% 

zontale issue de l'axe des z. On voit donc que les sections 
n o ~ m a l e s  faites, dans  une  couche dem.i-sphé~ique, perpen- 
diculairement à ses plans mkridiens, sont soumises à des 
tract ions  horizon,tales, constantes pur unité d'ui?.e et préci- 

2 p  dm 
s d m a l  égales à la  pïession verticale uniforme, cr 7, 
pdexerce chaque couche sur  celle qu i  la supporte en  outre 

dm 
de l a  pression nornzale, variable, 6 p - cos a. Enfin, b s  

r2 

sections mir.idzénnes 2e la couche sont souwises ci des tractions 
N,, guC égalent, en  chaque endroit, la  composante normale, 
N, ,des tensions horizontales dont  i l  vient d ' ê t~eyar lé .  

22 - Dé'lacemenis élémentaires pour le second et Te troisième 
des types simples d'intégrales. 

Passons actuellement à l'étude du second type simple 
d'intégrales, toujours pour le cas où le potentiel + ne con- 
serve q u ' u n  seul de ses éléments, log ( z  + Y). d m ,  relatif à 
une masse d m  recouvrant une portion infiniment petite da 
du p l a n  des xy. Les déplacements u,v,nl ont alors, d'après 
(36) [p. 721, les valeurs 

xdrn udm 

où Y désigne la distance du point quelconque (x, y, z )  du 
corps a 1761ément dv, sur lequel est supposée prise l'origine 
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des coordonndes. D'aprés la dernière formule (38) [p. 721 , 
les actions extérieures exercées sur la surface n'ont pas 
d'autre composante normale qu'une pression dP, appliquée 
à l'origine suivant l'axe des z et égale à 

Les relations (66) montrent que lu dépend seulement de 
Y, et que u,v sont les produits respectifs d'une même fonc- 
tion de r et z par les cosinus des angles que fait, avec les 
x et les y, le plan qui contient Le rayon r et l'axe des z. 
Donc , comme pour le premier type simple d'intégmles, les 
déplacements se font symetripuenzenl tout autour de E'oxs 
des z, c'est-à-dire tout autour de la droite d'applicalwn de 
Eu pression normale dP. 

Il suffira de considbrer encore la matière comprise dans 
le plan des zx, du c6té des x positifs. En continuant à poser 
x=r sin a, z = r  cos a, où cl est l'angle, compris entre O et 
n -, que fait le rayon r avec les z positifs, les relations (66) 
2 

donneront, pour le déplacement horizontal U et polir le 
déplacement vertical w, 

sin a dm dm a -- - dm 
(68) U = - tang-,  m=-. 

1 + COS a c r 2 9' 

D'aprbs les formules (66), en vertu despelles u et TC Bgalent 
les dérivées en x et z d'une même fonction dm log(r+z), le 
déplacement total se fait, dans le plan méridien des zx, 
normalement aux courbes dont 1'8quation est 

r + z = une constante positive c.  

Or ces courbes, à cause de la proprieté meme, r=c-z, 
qui les caractérise, sont les paraboles ayant pour foyer 
l'origine et pour directrices les diverses horizontales z=c 
menées au-dessous. ,Leur concavité est tournée vers le 
haut, et leur tangente en chaque point, bissectrice de l'an- 
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gle que fait, avec une verticale dirigée vers en haut, le 
prolongement dr du rayon r aboutissant A ce point, a pour 
perpendiculaire la bissectrice de l'angle adjacent fait avec 
dr par le prolongement vers en bas de la nème verticale, 
c'est-à-dire la tangente aux paraboles r=const +z, dont le 
foyer est l'origine et l'axe celui des x, mais dont la con- 
cavité est tournée vers le bas. Ces derniéres paraboles sont 
donc les trajectoires orthogonales des premières et c'est, 
en chaque point, suivant leur direction que se font les 
déplacement S. Ainsi, des couches minces, découpees suivant 
des paraboloi'des de réuohtion à axe vertical ayant pour 
foyer I'orzjine et concaves vers le bas, cofiservent leur forme 
e t  leur posilion : la matiire qui les comslose glisse seulement 
s,ur leur szqerj$cie, en s'abaissar~t d'une quantité qui, i, cause 
des formules (67) et (68), apour valeur 

En chaque point d'un méridien, la tangente aux couches 
paraboliques est évidemment inclinée sur l'axe de révo- 
lution ou des z d'un angle moitié de celui, cc, que fait- avec 
une parallèle à cet axe le prolongement du rayon r.  Le 
déplacement total s'y effectue par conséquent suivant une 

direction dont l'angle avec l'axe des z est E, comme le 
2 

montrent d'ailleurs les relations (68). 
A la surface, les deux composnntes horizontale et vwticale 

des dépla,cements sont égales ; car, l'angle cc y étant évidem- 
nient de 90", le déplacement total se fait en chaque point 
dans une direction inclinée de 45" sous l'horizon. Celte 
circonstance distingue essentiellement le type d'intégrales 
considéri ici d'avec lepremier, où les mowvements étaient ex- 
clusivement verticaux ù la sur face, et d'avec le troisième, 06 
ils se font partout horizontdement. 

Occupons-nous enfin de ce troisièmè type, correspondant 
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à certains modes de sollicitation de la Surface par des actions 
uniquement tangentielles. Dans le cas où la couche fictive 
m se réduit à lin seul élément dm placé à l'origine, on y a, 
d'après (39) [p. '731, des déplacements représentés par les 
formules 

d log ( z  + r )  d log (z + r)  
(70) zc = - dm, v = dm, m = o.  

dy dg 

Les composantes horizontales du déplacement subsistent 
seules : la seconde, v,  n'est- autre que la première u du cas 
précédent, qui aurait ainsi tourné de 90" dans le sens de 
oz  vers oy; et la première, u, n'est autre que celle u du 
même cas changée de signe, c'est-à-dire ayant tourné 
également, dans le même sens, de 80". Donc le déplace- 
ment total a la valeur du déplacement horizontal qu'ex- 
prime la première formule (68), et il s'effectue perpenàicu- 
lairement à celui-là , c'est-à-dire suivant les parallèles, 
qiii sont les cercles horizontaux ayant leur centre sur 
l'axe vertical de révolution ou des z. Chacun de ces cercles, 
supposé matériel, éprouve un simple mouvement de rotation 
autour de son centre, dans le sens de oz vers oy : son 
rayon 6,galant r sinu, l'angle de la rotation vaut le quotient 
du second membre de la premi&re (68) par r sinu, c'est-à- 
dire le quotient de dm par r"1 + COSU) OU par r (z +Y). 

23. - Diformations et pressions intérieures dans le cas d u  
second type. 

Considérons, dans les modes de déplacement représentés 
par les formules (661, deux petites droites matérieiles 
primitivement rectangulaires, ds, ds', menées, dans 1 e plan 
méridien des ux et à partir d'un même point (x, z) ou (Y, aj, 

l'une, ds, tangente h la parabole Y-z= const. qui passe 
par ce point, l'autre, ds', tangente à la parabole r+z= const. 
qui y passe également, et, toutes les deux, dans les direc- 
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tions suivant lesquelles le rayon vecteur r grandit. La 
première, ds, de même sens que les déplacements produits 
au même endroit, fait avec les x et les z des angles ayant 

pour cosinus sin o,  cos o. Les cosinus analogues pour la 
2 2 

. a seconde, ds', sont cos -, - sin-. 
2 2 

On trouve, par le mode de raisonnement employ6 au 
no 20, que les projections de la première sont devenues ? 

après les déplacements? 

a d~ a du 
(fiin + dz sin - + - c o s  - ds, 

2 dz 2 a 

a a%u a dra 
sin - + - COS 

2 dz 

c'est-à-dire, en y calculant les dérivées de zc et n3 au 
moyen des forn~ules (66) et posant x = r  sin a, z=r  cos a 
dans les résultats, 

dm 2 + COS a 
,71) (sin i) (1 - - 

1.1 1 + COS a ) ds, (cos t) (1 - $) ds. 

Il en résulte, en procedant comme on l'a fait au no 20 
,p. 87), la nouvelle longueur de 17é16ment 

dm 3 + COS a 

(L-  2 4.2 1 4 c o s  a 

la dilatation qu'il a éprouv6e 

dm ( 2 +  
1 - c o s  a 

(73) a,=-- - -*(1 +-ta.@- , 
2 va 1 + COS a ) -  9.2 2 l 2 "1 

et, vu le rapport de la première (71) à (72), le nouveau 
sinus de l'angle que fait l'élément matériel ds avec l'axe 
des z, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L7Blément ds a donc tourné, dans le sens des oz vers oz, du 
petit angle 

De même, les projections de 19é16mcnt dsr deviennent 

du da 
( c o s +  -os:-- 

2 
sin o) ü, 

dx dz 2 

dm dm 
(-sin $ + - cos 5 - - 

2 
sin 5) d l ,  

da: dz 2 

ou bien, après l'effectuation des calculs et la réduction des 
rksultats , 

On en déduit, pGur la nouvelle longueur de la petite ligne 
ds', 

pour sa dilatation, 

dm 
1 + -) d l ,  ( 2 r "  - 

et, pour le cosinus du nouvel angle qu'elle fait avec l'axe 
des x, 

L'élkment ds' a donc tourn6, dans le sens de oz vers ox, 
du petit angle 
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égal à celui, (74), dont a tourné, en sens contraire, l'élé- 
ment ds. Par suite, le glissement relatif des deux éléments 
ds, ds' est le double, change de signe, de chacun de ces 
angles; en sorte qu'on a 

Enfin, la dilatation 3 ,  d'une petite droite dm normale au 
plan méridien est celle qu'éprouve la  circonférence maté- 
rielle horizontale décrite autour de l'axe des z avec le rayon 
r sincc, et qui grandit dans le rapport de r sina à r s ina tu .  
On a donc, d'après la valeur (68) de U, 

u 3 --- 
n - - 

r sin a 2 ra 

La dilatation cubique 0=3s+3s,+3, est bien nulle, comme 
il le fallait, quand on y porte les valeurs (73), (77) et (80) 
de a s ,  3 , ,  3,. 

Quant aux composantes N ,  N,,, N,, T, normales et tan- 
gentielle, des pressions exercées sur les éléments plans 
respectivement perpendiculaires aux petites lignes ds, ds', 
dn, elles ont pour expressions 

Sans nous arrêter plus longtemps à ces formules, nous 
remarquerons qu'elles donnent, pour l'action exercée, sur 
chaque couche parabolique (Y-z=const.) de forme et. de 
position invariables, par la couche analogue qui l'entoiire, 
une traction perpendiculaire au rayon r ,  traction dont les 
composantes normale et tangentielle sont respectivement, 

dm dm 
d'aprhs (77) et (79), N, = p 7, ? T = - p , tang -5 

2 '  
et 

P dm dont l'intensité par unité d'aire a pour valeur -. 
ra cos? a 
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24. - Déplacements que produit zc%e simple presszovt normale, 
exe9vèe sur un 61èmnt de la swrface. 

Cherchons enfin les expressions des déplacements pow 
le type d'intégrales composé, particulièrement important, 
qui correspond au cas oii la surface ne supporte que des 
pressions normales, et où la couche fictive m dont on 
prend le potentiel logarithmique, couche étalée sur la sur- 
face, n'en coume qu'un élément dc ou se réduit à une quan- 
tit6 infiniment petite dm.  

D'après les lois énoncées dans la première partie du no 17 
(p. '76)) ce cas est celui où les pressions exercées sur la sur- 
face se réduisent à une seule, dP, Bgaie à d m  et appliquée 
au centre de l'élément dc) que nous choisissons pour ori- 
gine des coordonnées : de plus, les valeurs des déplacements 
zc, v, ?v s'y obtiennent, en ajoutant les expressions de u, v, TC 

relatives au premier et au deuxième type, c'est-à-dire (47) 
1 

et (66) [p. 82 et 921, respectivement multipliées par - et 
4 n ~  

-1 
par - . La droite suivant laquelle s'exerce la pressiondl? 

454+~) 
étant QvidLmment un axe de symétrie ou de révolution, on 
peut se borner à considérer les déplacements produits dans 
le plan méridien des zx et substituer, par suite, aux rela- 
tions (47j et (66) lns formules plus simples (48) et (68) 
[p. 83 et 931. 

Donc, si l'on appelle toujours 
r la droite qui joint le point d'application de la pression 

dP au point quelconque (x, y, z) du corps, 

ct l'angle, variable de zero h 4 que fait celte droite avec 
2 

la direction de la pression dP , 
et si l'on remplace d m  par dP, les expressions du dépla- 

cement horizontal U et du déplacement ue~t ical  .lu fournies 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



par les t,roisièmes membres de (48) et de (68) seront, en 
mettant finalement pour sin2a l'expression 

a 
4 ~ 0 5 %  - tang 2 cosa = 2 (1 + eosa) casa tang fi 

2 2 2 

et, de meme, 2 cosaa - 1 pour cos2a : 

tang - 

L'enfoncement w et le retrait - U ,  qu'éprouvent des 
cercles concentriques ou conaxiques , tracés, les uns, à la 
surface, autour du point pressé, les autres, à l'intérieur, sur 
des cônes de révolution ayant pour sommet ce point et pour 
axe la pression exercée, sont donc régis par des lois très 
simples, dont la première consiste dans leur proportion- 
nalité inverse à la distance r au sommet. 

Le dhplacement vertical ru, partout de même sens que 
la force d6formatrice dP, est d'autant plus petit, Ci égales 
distances r du point d'application de cette force, que 
l'angle cc est plus grand, ou qu'on est plus loin de la droite 
suivant laquelle elle s'exerce. 

Quant au déplacement horizontal U, il est nul pour a=o, 
par raison de symétrie, mais positif (quand la pression d P  
l'est elle-même) pour les valeurs assez peu grandes de a ,  
c'est-à-dire dans la partie du corps sous-jacente, directe- 
ment comprimée et qui, par suite, se dilate ou se détend 
dans les sens latéraux, comme on pouvait le prévoir. Cette 
partie est limitée par le cône qui a son sommet au point 
d'application de la pression d P ,  et dont les gbndratrices 
font avec celle-ci l'angle a pour lequel s'annule le facteur 

P c0s2ct + COS a - - 
A + p '  
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- ioi - 
Le cosinus de l'angle dont il s'agit vaut donc 

c'est-à-dire à un Il est évidemment inférieur à - 
A + "  

nombre qui doit atteindre tout au plus* ; car, daris tous les 
solides, A parait 6tre au moins égal à p. L'angle considéré 
dépasserait donc toujours 60° r). , 

Pour les valeurs de a plus grandes que la racine de l'é- 
quation (82), le déplacement horizontal Ùr devient négatif. 
Ainsi la pression dP a pour effet de rapprocher de sa droite 
d'application la matière extérieure au cône dont il vient 
d'ètre parlé, matiare qui semble comme attirée vers l'axe 
du cdnc?. 

C'est ce qui arrive en particulier à la surface du corps 
ou du sol, c'est-à-dire pour a = 90". Les circonférences 
concent.riques qu'on y décrit, d'un rayon quelconque Y, au- 
tour du point d'applicatiorr de la force dP comme centre, 
se contractent ; leur rayon diminue, d'après la première 
(81), de la quantité 

(82 Ois) EL dP 
(pour z = O) - u = - - 

h + p  4 x p . r '  

(*) La formule même cos2 a + cos a = - I* montre que, lorsque le rapport 
A +  ' 

de 1 à p grandit de zéro à 1 et  puis de i h l'infini, ou que - I". décroît de i h 4, 
X + P  

puis de 4 bi zém, l'angle a grandit lui-même de arc cos &! = 5i0 W environ 
2 

g arc COS& = 68O 32' environ, puis de cette dernière valeur h 90°. Dans les 
0 w 

corps plastiques ou 1 serait incomparablement plus grand que p , on aurait donc 
a = 900 : le cane sur lequel le  déplacement horizontal U s'annule y coïnciderait 
avec la surface même du corps. 
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En meme temps, ces cercles s'abaissent d'une quantite 
proportionnelle, qui, vu la deuxième (BI), a pour expression 

L'enfoncement .lu est plus considérable que le retrait-U ; 
car son rapport à celui-ci égale le quotient de X+2p par p, 
c'est-à-dire au moins 3, d'après ce qu'on vient de dire. 

La formule (83) exprime une loi importante que nous 
utiliserons dans les deux,$Ej suivants, et qu'on peut énon- 
cer ainsi : 

Une pression dP, exercée normalement sztr ztne partie 
infiniment petite de la sur face d'un corps 6lastipue plan, 
d'une largeur e t  d'une profondeur indéfinies, produit, eer, 
tout yoint de cette surface situé à une distance quelconque 
r de la partie pressée, un enfoncemeni? égal au faclew cons- 

X+2p 1 dP  
tanl- - 

A+p 4sp 
, mulf@liè par le potentiel - obtenu el2 ass& 

9' 

milant la pression dP ù une nzatidre qui occuperait son 
point d'applicn tion. 

On remarquera que les déplacements n, décroissent, 
autour du point d'application de la pression dP qui les 
produit, comme grandissent les circonférences 2w sur 
lesquelles on les observe. Il y a donc, en quelque sorte, 
co)zservation des effets de la pression dP à toute disGance r 
sur la surface, puisque ces effets (qui sont les déplacements 
w), multjpliés par les &endues 2xr sur lesquelles ils se 
répandent, donnent des produits constants. 

II est. à peine nécessaire d'ajouter ici que les formules 
de ce num6ro ne s'appliqueraient plus, si la distance r du 
point (x, y, z) à l'origine devenait comparable Ci dg ,  
c'est-à-dire au; dimensions de la très petite surface rlo sur 
laquelle s'exerce la pression considérde dP. En effet, dans 

ces formules, les int6graIes /rdP, /log (zur) d p , ~ d ; P ,  que 
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contenaient les relations plus générales (43) [p. 771, ont 
été réduites à un seul de leurs Bléments ; de sorte que dP et 
do sont cens& y tendre vers zéro avant que r ne s'annule 
lui-même. Quand donc r est de l'ordre de l'do, il faut 
décomposer du  en éléments infiniment plus petits encore 
et calculer u, v, n, par les formules (43) : les termes y étant 
comparables aii quotient des diverses aires en lesquelles 
on aura décomposé do par une distance de l'ordre de r ou 
de iz ,  les valeurs intégrales de u, y, w seront elles-mèmes 
comparables à l'aire totale, do, divisée par VZ , ou compa- 
rables aux dimensions de 17é16menl de surface do. Donc, 
les déplacements zl,v,ru produits par la force d P  ne devien- 
nent pas infiniment grands pour r = O ,  malgr4 le dénomi- 
nateur r qui s'annule alors dans les formules (81) : c'est, 
au contraire, l'influence du numérateur dP qui l'emporte 
dans ces expressions, et qui les rend infiniment petites 
même en ce point. 

Si les formules (81) à (83) doivent être remplacées par 
d'aatres plus complexes, (43), quand le point (x, y, z) n'est 
distant de la région d'application do que de quantités com- 
parables aux dimensions de cette région, il est clair, à 
l'inverse, que, dans le cas où la région d'application o des 
actions extérieures sera finie, mais où l'on ne considèrera 
que des points du corps assez éloignés de cette région, les 
formules simples (81) à (83) pourront être substituées, sans 
erreur sensible, aux expressions (43, sauf à changer d P  en 
/dP ou P ; en d'autres termes, on pourra supposer tous les 
élémints dP de la chaïye réunis en un mi3me point, lorsque 
cela reviendra à ne les déplacer que très peu par rapport à 
la distance où ils sont des parlies du sol do~it on étudie les 
d6placements 
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25. - Lois de la Iransmission de cette pression normale à l'inté- 
rieur*, sur les cuucltes de matière parallèles a la surface : 
comparaison, avec les lois alzalogues pour les types simples 
d'inte'grales. 

~rrêtons-nous encore un instant à l'étude des effets 
d'une pression normale élémentaire dP, pour chercher 
comment elle se transmet, dans l'intérieur du corps, sur 
les diverses couches de matihre parallèles à la surface. Il 
nous suffira, pour cela, de considbrer les formules (41) 
[p. 761, qui, en r6duisantJdm a d m d P  et r à \/$a + p + $ 2 ,  

donneront les composantes de l'action exercée par chacune 
de ces couches su.r celle qui la supporte, ou qui est conti- 
guë et plus profonde. Il vient ainsi : 

On voit que la pression élémentaire dP,, exercée sur la 
surface à l'origine des coordonnées, fait naître, sur toute 
l'étendue des codches parallèles à cette surface, des pres- 
sions obliques, dirigées suivant le prolongement des rayons 
r issus de l'orjgilie, et égales en chaque endroit, par unité 

de superficie, h 2 = cosP K.  II émane donc, en ligne 
2 n  T &  2 4  

&oite, dzb point d'application de la pession donnée, comme 
des ripulsions, s'exeqan l sur  toutes les couches parallèles 
la surface : ces répulsions ou, pow mieux dire, ces press& f is 

.ilzMrieures, proport.ionnelles à celle qu'on exerce au dehors, 
varient efi raison com~osée inverse du carré F de la distance 
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r= 
el du carrd Lt d u  rapport  de cette distance à laprofon- 

deur de la couche qui  les supporte (*). 
Observons que, si l'on mene, par le point considér6 

(x,y,z) et dans le plan méridien de ce point, c7estrà-dire 
dans le plan de l'axe des z, une perpendiculaire au rayon 
r émané de l'origine, cette perpendiculaire ira couper l'axe 
des z à une certaine distance D de l'origine et formera, 
avec le rayon r et l'axe des z, un triangle rectangle dans 
lequel la droite D sera l'hypoténuse, r, un cdté de l'angle 
droit, et, z, la projection de ce côté sur l'hypoténuse. On 

z= 1 
aura donc y2=Dz, ou - = -; et la pression exercBe sur la 

1.6 Da 
couche passant par le point (3, y, z) se trouvera ètre inver- 
sement proportionnelle au carre de la droite D. Or, cette 
droite est évidemment la même pour tous les points d'une 
sphère passant par l'origine O et ayant son centre sur oz; 
car l'hypoténuse D n'est autre alors que le diamètre de la 
sphère normal au plan xoy.  Donc, en résum6, dans tou.te 
l'étendue d'une couche sphkrique infiniment mince , tangente 
ii l n  su.rface d u  corps a.u point d'application de l a  force 
nwmale  donnée dl?, la p~ess ion  pue s ~ p p o r t e  l 'unité d'aire 
des éléments plans parallèles à ceth surface est constante, 
en rais or^ directe de la fgrce d P ,  d i~igée suivant les cordes 
émanant d u  potk t  de contact et, pour differentes couches 
sphé~iques ,  inuersement proportionnelle à leur surface. 

Il faut, pour 1'6quilibre d'un cylindre d'un très grand 
rayon et d'une hauteur z quelconque, d6crit dans le corps 
autour de la force extbrieure d P  comme axe, que cette 
pression d P ,  en se transmettant de couche en couche, 
garde son intensité totale ; car les pressions appliqu6es aux 
deux bases du cylindre doivent à elles seules se neutra- 
liser, celles qui le sont à sa surface convexe Btant., par 

(*) Je démontrerai au no 10 bis (p. 187) que cette loi est comprise dans une 
autre non moins simple, concernant le cas d'une pression oblique quelconque 
exercée en un point de la surface du solide. 
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unit6 d'aire, comparables à l'inverse du carre de son rayon, 
c'est-à-dire, comme partout, à l'inverse du carré de la 
distance a l'origine, et n'ayant, par suite, sur toute la 
surface convexe, qui est seulement de l'ordre de la pre- 
mière puissance du même rayon, qu'une résultante 
négligeable. E t ,  en effet, sur la couche située à la pro- 
fondeur e ,  l'intensité totale de la pression exercée est 

2 * Y ,  vu pue celle que supporte, en tout, une 

couronne 61Bmentaire , ayant pour rayon intérieur \irz - 2% 

et pour largeur d J v ~ - z ~ ,  égale le produit de ps par l'aire 

de la couronne ; produit qui n'est autre que 2y,rdr, où le 
rayon \ l K a  peut varier de zéro à l'infini et, par suite, r, de 
z à co . Or, en substituant àp, sa valeur (83 bis), l'intégration 
donne bien 

On remarquera que les formules (53 Ilisj ne contiennent 
aucun coefficient d'élasticitd ; en sorte que la transmiss2on, 
des pressw?zs, pwt i r  de la surface, sur les couches de 
matière qui lui solzt parallèles, se fait de la nzéme manièw 
dans tous les solides isotroyes. 

Il n'en est pas tout-à-fait ainsi sur des couches ayant 
d'autres directions ; car la manière dont s37 distribuent 

les efforts support& depend du rapport &+. On troine , 
par exemple, au moyen des formules (81) ou (43), que les 
cylindres circulaires conaxiques décrits autour de l'axe des 
z ou de l a  force dP subissent, par unité d'aire, des compes- 
sions (positives ou ndgatives) dont la composante normale est 
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et que les plans méridiens menés suivant le même axe 
éprouvent des tractions exprimées de même par 

tractions positives pour a < arc cos &= 51.50' et néga- 
2 

tives pour GC > 51' 50') c'est-à-dire près de la surface. 

Il va sans dire que les relations (83 bis), tout comme celles 
du numéro précédent, ne conviennent plus dans le voisinage 
de la rhgion d'application, et que, là, il faut décomposer 
cette région en une infinité d'éléments et recourir, soit 
aux formules génbrales (41) [p. 761, soit, pour les valeurs 
de z bien moindres que les dimensions de la même région 
d'application, aux formules plus simples (41 bis) ét (41 ter). 

Observoris que les pressions exercées sur des couches 
parallèles à la surface sont également régies par des lois 
intuitives dans les deux de nos trois types simples d'inté- 
grales où ces pressions admettent des composantes normales, 
savoir, dans ceux que nous appelons le premier et le 
deuxième. 

Commençons d'abord par ce deuxième type. Les formules 
(37 bis) [p. 721 y donnent, en réduisant r CI do=+ya+z= et fdm 

d P  . à dm ou, d'aprés la troisième (38), à - . 
4nir 
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(83 ter) 

On voit que chaque couche se trouve encore comme 
repoussée par le point d'application de la composante nor- 
male dP de la pression extérieure, et, toujours, en raison 
inverse du carré de la distance r. Mais, ici, ces pressions 
intérieures, au lieu de dépendre du rapport de la distance 
à la profondeur de la couche, ont la meme intensitd dans 
toutes les directions; d'où il résulte que la surface même 
est soumise à des actions tangentielles. La poussde totale - - * dr 
vers l'intérieur, 2 zTp2, ~ . d r = z d ~ J  1, que supporte 

5 

chaque couche, a la valeur zdP - - = dP,  comme il le ( 1): 
faut. 

Enfin, le premier type simple d'intégrales étudié au 
numéro 14 (p. 65) pouvant évidemment être considéré 
comme une combinaison linéaire du second, dont on vie0.t 
de parler,et de celui où la surface ne supporte que des 
pressions normales, les actions exercées sur les couches 
parallèles à la surface y seront encore assimilables a des 
répulsions, inverses du carré des distances r ,  mais dont une 
partie ne dépendra pas de la direction, tandis que l'autre 
variera en raison inverse du carré di1 rapport de la dis- 
tance r à la profondeur z de la couche. 
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IV. - caLcuL DES DEPRESSIONS QUE PRODUISENT, A LA SURFACE D'UN 

CORPS, POUR LES CAS 0 Ù  LES PRESSIONS 

EXERCEES SONT OBLIQUES. 

26. - Forne que prend la surface c i  d'assez grandes distances 
de la partie directement comprim&e. 

A cause de la superposition des petits effets, l'enfonce- 
ment, w, éprouve par chaque partie de la surface du sol ou 
du corps élastique sous l'action de pressions normales 
finies, s'exerçant dans une région déterminée a de cette 
surface, égalera simplement la somme des enfoncements 
partiels (83) Ilp. 1021 que produiraient, au mème endroit, 
les pressions élémentaires dP réellement appliquées aux 
divers 6lernents de r. Si donc da désigne l761ement super- 
ficiel sur lequel s'exerce une des pressions élémentaires 
données dP, r sa distance à un point détermine quelconque 
(2, y) de la surface, p la pression que supporte dg par unité 
d'aire, c'est-à-dire le rapport fini de d P  à dc , enfin f une 
intégrale s'étendant à toutes les composantes élémentaires 
d P  ou à tous les  élément,^ da de la surface directement 
comprimée, il viendra, pour l'enfoncement w produit au 
point que l'on considhre , 

Cherchons d'abord une expression approchée des valeurs 
que reçoit r f ~ '  à d'assez grandes distances de la région a 

d'application des forces extérieures. 
J e  prendrai deux axes des x et des y diriges suivant les 
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deux axes d'inertie principaux de la couche matérielle 
fictive JZP, relatifs à son centre de gravité ou centre des 
forces parallèles-fdP. Si  x, et y, désignent les deux coor- 
données de Yélément superficiel d5, on aura donc 

De plus, j'appellerai Pla résultante fdP des pressions exté- 
rieures et PAe, PBa les deux moments d'inertie principaux 

de la couche fictiveafdP par rapport aux axes respectifs des 
y et des x. 

Cela posé, x et y designant les deux coordonnées du point 
quelconque de la surface dont on veut calculer l'enfonce- 
ment, I: la droite \Ix~+ qui le joint au point d'application 
de la pression résultante P, et w l'angle que fait cette droite 
avec les x positifs, on a x = t  coso, y =t sino et, par suite, 

1 q COS <J + yi sin a "'9. + "9 ] - & 
= - [ 1 - 2  C C + t= 

Comme la distance i est supposée ici d7une certaine gran- 
deur par rapport à x, et h y,, nous pouvons développer le 
radical par la formule du biname, jusqu'aux termes de 
l'ordre des carrés des petits rapports de x, et y, à t, inclusi- 
vemen t . 11 vient ainsi : 

3 zI9. cosa o + 2 mi cos o sin w 4 y,% sin% 

2 Ca 1. 
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En portant cette valeur de l'inverse de r dans le second 
membre de (84), puis en tenant compte des formules (85) 
et (86), on trouve aisement : 

Pour de memes valeurs de c ,  c'est-à-dire Bgale dis- 
tance du centre des forces parallèles appliquees à la surface, 
l'abaissement produit n; est le plus grand possible aux points 
situes suivant deux certaines directions opposées (celles 
des z positifs et des x négatifs si A est > B), dans le sens 
desquelles la région d'application r présente les plus 
grandes dimensions ou a du moin's ses parties les plus for- 
tement pressées : i l  est, au contraire, le plus petit possible 
aux points situés sur les deux directions perpendiculaires. 
Ces différences, toutefois, ne paraissent que dans le der- 
nier terme de la formule (87), terme de deuxième appro- 
ximation, inversement proportionnel au cube de la 
distance c. A une première approximation, obtenue au 
contraire en réduisant le second membre de (87) à son 
premier terme, inversement proportionnel à o , le dépla- 
cement n; est le même que si toutes les pressions élémen- 
taires dP s'exerçaient au point d'application de leur 
résultante. 

Dans une infinité de cas, tels que ceux où la région a est 
circulaire, carrée, triangulaire équilatérale, etc., et où 
elle est sollicit6e de la mème manière de part et d'autre 
de tous ses axes de synlétrie, les deux moments d'inertie 
PAa, PB2 sont égaux. Alors le dernier terme de (87) s'annule. 
D'autre part, on peut poser 

en a2pelant K une certaine droite qui, dans l'hypothèse où 
toutes les pressions élémentaires dP sont de même signe, 
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est Bvidemment inférieure au plus grand des rayons 
{#,a + y,%, menés à partir du centre de la region d'applica- 
tion jusqu'à son contour. La formule (87) devient par con- 
séquent, dans les cas dont il s'agit, 

Les divers modes possibles, considdrds ici, de rdpartition 
d'une mème charge totale P, entre les diverses parties d'une 
region donnde d'application, n'influent, dans cette for- 
mule, que sur la constante K , inf6rieure au plus grand 
rayon de a, et ne font varier, par suite, que le dernier terme, 
inversement proportionnel au cube de la distance. Dès 
que c égale ou dépasse une fois et demie ce plus grand 

K" 1 
rayon, le rapport - est moindre que - et l'expression 

4r;" 9 
de n, ne. diffère plus guère de ce qu'elle serait si toutes les 
forces parallèles dP étaient transportées au centre. 

Pour des modes de répartition non-symdtriques , les 
termes de deuxième approximation auraient leurs valeurs 
maxima un peu plus grandes ; car, dans la parenthése de 

K % (89j, la partie - serait, d'après la formule (87), remplacée 
4 c" 

par celle-ci, 
Kt  A" B= 

- ( l + 3 -  As + Bs cos 2 m )  , 
4 t¶ 

dont la valeur la plus grande possible, correspondant au 
A'- B" 

cas extrême - K" 
A$+ Be cos 2 w = 1, est -. Mais, mème alors, il 

Y,= 

suffirait de supposer la distance L égale à trois fois le plus 
grand rayon de la region T, pour rendre cette part,ie peu 
sensible devant le terme principal 1 de la parenthèse consi- 
dérée. Donc, le mode de 9-@arlitwn d'une charge, à l'intérieur 
d'un certain contour trnck sur la surface, n'h$uepas d'une 
manidre appréciable SUT les abaissements produis à quelque 
distance hors de ce contour. 
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27. - Calcul gén&al de la forme de la surface, quand les 
pressions sont disposées pareillement tout autour d'un point 
central. 

Cherchons actuellement ce que devient, pour un point 
quelconque (x,y), la formule ghérale (84) du petit enfon- 
cement w, quand les pressions exercées, p par unité d'aire, 
ont la même valeur sur tous les éléments égaux do sit,u&s 
à une mème distance R d'un point central, que nous pren- 
drons pour origine. 

Je décomposerai la région d'application, qui sera un 
cercle d'un rayon donné R,, en bandes annulaires, dont R 
designera le rayon intérieur et dR la largeur : sur chacune 
de ces bandes s'exercera par unité d'aire une certaine 
pression, dépendant seulement de R, et que je pourrai 
représenter par 

Appelons : 

t la droite fixe menée du point (3, y) à l'origine, 

r une autre droite, inclinée sur la prdcédente d'un angle 
variable w, et joignant le même point (x, y) à un point 
quelconque du cercle de rayon R dont le centre est à 

Les droites que j'apyelie r, et qui font entr'elles des 
angles dw infiniment petits, divisent la bande annulaire 
en parallélogrammes élpimentaires. L'un quelconque de 
ceux-ci a pour hauteur sdw et pour base la  variation. abso- 
lue, Gr,qu7éprouve chaque droite r quand, sans faire varier 
o,on fait croître R de dK. La surface d'un éldirient est donc 
rdo6~,  la couche matérielle fictive qu'il supporte vaut par 
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suite prdob, et le potentiel qui lui est relatif égale p d w 6 r .  
Pour calculer Zr, observons que le triangle dont les trois 
côtés sont t, r, R donne 

Ra. = rr -I- t a  - 2 n  cos w, ou bien, ( r  - c cos ~ ) k  RI - @, 

et, par suite, 

Si, dans le second membre, nous faisons varier R de dR, 
sans que t ni w changent, il vient 

(92 6is) $ T  = (en valeur absolue). 
\/R* - ü2 sin% u 

Le potentiel élémentaire pdoOr devient donc 

dP do 
- = p R d R  
r - c 2  sin au 

Pour avoir le potentiel relatif à la charge totale que sup- 
porte la bande annulaire, il faut intégrer le second membre 
de (93) dans toute l'étendue de celle-ci. A cet effet, dis- 
tinguons le cas où le point [%,y) est intérieur à la bande, 
c'est-à-dire où l'ona t <R [et où une seule des deux valeurs 
(92) de r est, par suite, positive], du cas contraire où le  point 
est extérieur et où R est moindre que c. 

Dans le premier cas, la bande annulaire entoure oom- 
plètement le point : l'expression (93) doit être intégrde 
depuis w=-r; jusqu'à w = s ~  ; ce qui donne en tout le produit 
de la pression totale B R R ~ ~ R ,  exercée sur la bande, par la 

d o  
val eiir moyenne , de la fonction 

- X  4 R" -2 sin2 w 
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(RP - t2 sinP O ) - * .  Or, cette fonction ne dépendant de o que 
par le carré de sin w , sa moyenne est la même, soit qu'on 
y fasse varier o de - n à 'IE, soit qu'on y fasse croître 

7r 

seulement w de O à - 
2 '  

Le rdsultat obtenu peut donc 

s'écrire encore 

Dans le cas contraire t > R ,  les deux expressions (92) 
de r sont positives, c'est-à-dire qu'à une même valeur de 
o il correspond deux éléments de l'intégrale calculée, ou 
que l'expression (93) doit être doublée. En outre, w y 

R 
variant entre les deux limites 3 arc sin - qui annulent le 

C 

radical de (93) et q u i  correspondent aux deux positions oii 
la droite r est tangente au cercle de rayon R, il faut inté- 
grer entre ces deux limites. 11 vient donc, au lieu de (94) : 

R 
R ~ a r c S i n  ; d w  

(95) R \/H' - ta sin' m 
-. arcsin - 

Adoptons une nouvelle variable o' d'intdgration, telle, 
que 

ou que, par siiite, 
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L'expression (95) deviendra 

Celle-ci ne diffère de (94) qu:en cc que R et c ont Bchangé 
leurs rôles sous le radical. Donc, en observant que la 
pression totale supportée par la bande est 2nKpdR et que le 

potentiel - se trouve multiplid dans la formule (84 
r 

+ ' 
on pourra Bnoncer comme il suit la loi par 4 n p ( ~  + p) ' 

yu'exir&ent les formules (94) et (97) : 
Une pressiolz extévieure, rdpartie uni formément le long 

d'une cz'rconfd~ence d 'un  rayon  donnd) enbaine) a u x  divers 
points d ' m e  autre  circonférence concefitrique quelcofique 
tracée sur  la surface, un abaissement égal a u  produit de 

A t 2 p  cette pression pals le facteur constant et p a r  la 
477y.(h+t*) 

nzoyelzne des valeurs qae prend le radical (2  - Rz sin2 uj - * 
7C 

quand w y varie de O a -, Ü et  R désignant les rn,yons 
2 

respect@ de la plus grande et de la plus petite de ces deux 
ci~conférences . 

La formule du binôme donne 

et l'on sait d'ailleurs que la valeur moyenne de sin2" w est 
e n - 1  1 a... -. 

3 4 en La moyenne des valeurs du radical consid6ré 
1 

(6' - Rg sina w) -5 sera donc exprimée par la série conver- 
gente 
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Nous aurons enfin le potentiel relatif à toutes les pres- 
sions données dP,  en intégrant l'expression convenable, 
(97) ou (94), depuis R=o jusqu'à K= le rayon Ri de la région 
d'application, c'est-à-dire de la bande annulaire comprimée 
la plus éloignée du centre. 

Quand le point (x,y) est extérieur à toutes les bandes, ou 
qu'on a u. > R,, il suffit d'intégrer le dernier membre de 
(97) de R = O à R= R,, aprés y avoir remplacé. p par sa valeur 
(91). Cette intégration pourra d'ailleurs se faire avant celle 
qui est relative à o et dont lesJimites sont constantes. Et 
si l'on porte enfin dans la formule 184) l'expression obtenue, 
il vient : 

( (pour les points extkrieurs, ou pour 5 > R i  ) 

Quand, au contraire, le point ($,y) fait partie de la région 
comprimée, ou que c est plus petit que R,, il faut ne se 
servir du dernier membre de (97) que pour les barides en 
dehors desquelles le point se trouve, c'estrà-dire entre les 
limites R= O et R = u, tandis que l'expression (94) convient 
pour les autres handes, ou deR=t; à R = R,. On a donc alors 
la formule un peu plus compliqube : 

I (pour les points intérieurs, ou pour + < R i )  
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Dans les cas où l'expression f (R2) de p est une fonction 
entière de K2, chaque intégration par rapport à R se fait de 
suite, en y adoptant le radical, fc2 - ~2 sin2o ou l f~"e t  si112 ,, 
comme variable. 

Puis les intégrations par rapport à w s'effectuent en séries 
convergentes, après développement des radicaux par la 
formule du bindme. Mais on pourra obtenir aussi, et plus 
directement, ces séries, en multipliant l'expression (98), ou 
celle qu'on en déduit quand on y permute t et R, par le 

A+2p 
lacteUr 2  (1 + J p R d R, et en intégrant ensuite les divers 

. .  ., 

termes, soit entre les limites R = O et R = R, , soit de R = O 

à K = t  ou de R=t à R=R,.  

28. - Profondeurs de la dégression aux: points éloignd~ 
et au centre. 

Pour e > RI,  on trouve ainsi : 

Cette formule, spécifiée pour les distances t, sensiblement 
plus grandes que Ri et rkduite par suite à ses deux premiers 
termes, peut Bvidemment s'écrire : 

Elle est bien d'accord avec la relation plus génbrale (89), 
où K2 a la valeur (88). 
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Dans le cas particulier P=o, c'est-à-dire quand les pres- 
sions exercées sur les diverses bandes annulaires sont de 
signes contraires et se neutralisent, la valeur (102) de n, se 
réduit au second terme. Donc, un Feu loin d ' w ) ~  cercle où  
sont appliquées des pressions se faisant statiqzcemenl équilibre 
e t  pareillement distribuies tout  a u t o w  de son centre, les 
abaissements produits décroissent, u fort peu près, en  r a i s o ~  
inverse dzc cabe de l a  distance ù ce centre, et i ls  deuiennent 
bz'en.tôt hsensibles . 

Si17expression de ru est fort simple à d'assez grandes dis- 
tances du cercle d'application 7iRS des pressions, eue se 
calcule aisément aussi pour le centre même de ce cercle. 
En effet, le potentiel relatif a une bande annulaire 2zpRdR 
y vaut 2xpdR, et l'on a, par suite, 

(103) (pour c = O )  ru = l t 2 1 A  J ~ * ~ G ? R .  
2t"(n+t") 

On remarquera que les charges, (2nRdR) p, de diverses 
bandes annulaires infiniment étroites 2nRdR produisent, au 
centre, des abaissements n! pareils, pourvu qu'elles soient 
proportionnelles aux longueurs 2zR de ces bandes, ou 
qu'elles soient constantes par unité de longueur. Et, en 
effet, si un éloignement plus grand R du centre tend à y 
réduire la valeur de w, cette diminution est exactement 
compensée par l'augmentation qui résulte d'une plus grande 
longueur de la bande et, conséquemment, du poids plus 
fort qu'elle supporte. 

Supposons, par exemple, p proportionnel à une certaine 
puissance, R"', de R. Admettons de plus, comme nous le 
ferons dans t.out ce qui suit,  que la pression totale 
2 zLRi ? R d R égale l'unité ; ce qui oblige à prendre 
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La forinule (103) donnera 

L'e?zfoncement au centre é,qale donc celui qu'y prodzcz'rait 
lu pression effective, azcgmentée de sa dmepurtie, s i  elle s'exey- 
ça$ $out entidre sur le contour de son cercle d'apptication. 

Quand /n croît de zero à 1 et de 1 à l'infini, c'est-à-dire 
quand la pression, qui d'abord s'exerçait surtout au centre, 
devient également répartie, et puis se port,e principalement 
sur le contour, cette valeur de l'enfoncement diminue, 
dans le rapport de a 2 et de 2 à 1. Cela devait être ; car 
il est naturel que le centre se relbve à mesure qu'on en 
écarte les pressions. 

Concevons en second lieu que p ,  au lieu d'être propor- 
tionnel ii R"-l, varie d'après une loi analogue mais contraire, 
en s'annulant au bord R=  RI, c'est-à-dire en étant proy or- 
tionnel à RI"-'-R"-'. On trouve qu'il faut poser alors 

pour que la pression totale égale 1 ; et la valeur (103) de 1-0 

se trouve ètre juste le double de celle, (103 bis), qu'on a 
obtenue dans le cas précédent. 

Il est clair quel'expression(103) de lu se calculerait encore 
de suite dans une infinit6 d'hypothèses cliffirentes faites 
sur p. Comme dernier exemple, prenons 

et nous trouverons immédiatement, en observant que - 
d R  R 

= d arc sin - , 
) / R ~ =  - R' Ri 

A + 2 p  1 
(103 Ger) (pour i; = O) la = 

8 ~ P - c  P) Ri' 
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29. -Profondeur de la d6pession a u  bord de la dgion d'a(plî2a- 

cation et aaleu~~ moyenne de l'abazsse?nent éprou2;é par cette 
dg ion .  

L'abaissement TU éprouvé pas le bord de la région 
d'application, ou correspondant à t = K, , peut encore, 
quoique i l  soit d'une expression plus compliquée que celui 
du centre, se calculer sous forme finie, du moins quand la 
fonction p= f(K2) est rationnelle et entiére par rapport à R2. 
En effet, les forlnules (99) ou (100j donnent 

Prenons dans celle-ci le radical comme variable d'inté- 
gration ou, plutôt, posons 

et, par suite, 

a étant une nouvelle variable, qui grandira depuis cos w 

jusqu'à 1 quand R décroîtra de K, à z6ro. Il vient: 

[ (pour t = Ri ) 

On voit que, si f (R2) est une fonction rationnelle et en- 
tière de R" l'intégration par rapport à a donnera, dans 
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cette formule, une fonction rationnelle de cosw, et que l'in- 
tégration suivante par rapport à w, se faisant dès lors sur 
une fonction également rationnelle de cos w, s'effectuera 

sous forme finie, en y prenant tang 5 pour variable, et 

W O X 

auramême, entre les limites tg  - =tg o=o et tg -=tg - = 1, 
2 2 4 

des résultats simples. 
Nous n'insisterons pas davantage sur cette formule (104)) 

vu que, dans les cas particuliers les plus intéressants, nous 
déduirons aisément la valeur exacte de lu, pourr=R1, d'ex- 
pressions donnant ru en tous les points de la région 
d'application sous la forme d'une intégrale définie simple, 
expressions dont l'établissement n'est gubre plus cornpliquh 
que le calcul direct du second membre de (104). 

Je ne pense pas qu'aucune valeur individuelle de n, 
autre que celles qui correspondent à &=O et à %=RI puisse 
s'exprimer en termes finis (au moyen des transcendantes 
accoutumées), dans les cas où p =  f (R2) est une fonction 
rationnelle et entière de R2. Mais on peut encore évaluer 
exactement, par une formuie analogue à (104)) le volume, 

f i d a ,  qu'engendre en s'abaissant la surface C=TGRS direc- 
tement comprimée, ou, ce qui revient au même, l'abaisse- 

ment moyen, 'f e d =, éprouv6 par cette surface. 

Pour cela, calculons d'abord la capacité du creux qu'un 
élément de pression 

= 2 r F R d R  = 27c f (R9)  R d R ,  

s'exerçant sur une bande annulaire de rayon R et de lar- 
geur dR, produit à la surface du corps, depuis le centre de 
la bande jusqu'à une distance quelconque S. 

Cette capacité a Bvidemment pour e ~ ~ r e s s i o n 2 n ~ o ~ r i ~ t  d ~ ,  

où m agale, abstraction faite du factéur ('+ la valeur 
4 n  P(X+P))  
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moyenne de sin%)-; quand, o y variant de zBro an, 
2  

6 est compris entre zéro e t  R,  et la valeur moyenne analogue 
de (2 - R2 sin2 O) -$ pour ~j > R.  A l'intérieur de la bande 
annulaire, la capacité totale est donc 

Remarquons, en passant, que la profondeur moyenne de 
cette dépression, quotient de son volume par sa surface 

i + 2 p  dP 4 
x Ra, vaut - - , ou le produit par - de la profon- 

"aP(X+r) R i? 

deur sur l'axe, qui est la  valeur de .lu pour %=o. 
Pour fi > R, la depression consid6rée égale 

et, vu la relation évidente 

on trouve aisément que sa valeur est 
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il suffit maintenant, pour avoir le volume cherclid, fwda, 
que décrit en s'abaissant la région d'application TCRI de la 
pression totale donnée P, de faire, dans cette formule , 
= RI, puis d'intdgrer le second membre par rapport à R, 

sous le signe f, depuis R=o jusqu'à R=RI, c'est-à-dire, de 
recourir RU ljrincipe de la superposition des petits effets, 
qui s'applique à IV et, par suite, à frud5. Si enfin, pour éli- 
miner le radical, on pose, comme ci-dessus, 

et quel'on divise le résultat par nR12 afin d'obtenir, au lieu 
deywdc, l'abaissement moyen éprouvé par la région d'appli- 
cation, il vient 

( Moyenne de ro (sur  toute l'aire o ou ?r Ris )  

Toutes les fois que f est une fonction entière, lïntégra- 
tion par rapport à a donne évidemment, dans cette formule 
comme dans (104). une fonction rationnelle de cosw , et 
l'intégration par rapport à w s'effectue ensuite sous forme 

finie, en prenant tang ?- pour variable. 
2 

1 
Par exemple, si l'on a p = f (R2) = - c'est-à-dire si la 

rr Rif ' 
pression JdP, égale à 1 en tout, est distribuée d'une 
maniére uniforme dans tout le cercle~R1, en observant que 

1 - cos3 0 = COS w + 1 d = - (sin w + bang - , 
1 - cos2 O 1 + COB w do 2 " ) 
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on trouve de suite : 

( (Pour une distribution uniforme de la pression) 

(106) À + 2 p  4 
Moyenne de ro dans le cercle nRi i  = 

~ a ~ ( h + ~ )  3 R i  . 
Quand la pression, égale à 1, est répartie~ara601ipueme.lzt 

le long des rayons, en s'annulant sur le contour ou pour 
R=RI, on a 

et, si l'on observe que 

$- (1 -  COS^ w) - & (1 - COS$ u) 1 ~ + C O S O  
=*cosw + - 

(1 - cosz O)" 15 (1 + COS 0)2 

1 O 1 
- sin w + - tang - + - tang 3 - 

1 O 2 90 

il vient aisément : 

[ (Pour une distribution parabolique de la pression , avec 
annulation au bord) 

(106 ais) 
16 A c 2 p  4 

Moyenne de ro clans le cercle n R I P =  - 
15 xzy(À+p)  3 R ,  ' 

1 résultat qui depasse de , le précédent (106). 

En ajoutant les expressions (106) et (106 bz's), multipliées 
respectivement par deux nombres, 1-k et R ,  qui aient pour 
somme l'unité, on obtiendra l'abaissement moyen su d'une 
région d'application dont la charge totale, 1, se compose- 
rait d'une première partie. 1-K, distribuée uniformément 
et d'une seconde partie, K , distribuhe paraboliquement 
avec décroissance du centre au bord. Cette expression est 

4 
(106 ter] Moyenne de rn dans le cercle nRiz = 
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est le cas d'une répartition parabolique avec annulation 
au centre), à 

( Pour une distribution parabolique avec annulation au 
centre ) 

A+2p 56 
Moyenne de ~tr dans le cercle sR i$  = - 

"" (1 + p) 45 Ri 

30. - Egalite' des abaissements moyens que deux: charges 
égales, arbitrairement distribu&es le long de deux  circonfé- 
rences concen2riques, produisent, chacune , au$ points oh 
est dé~osde  l'autre. 

Avant d'appliquer les formules des numéros précédents 
aux modes les plus simples de distribution d'une certaine 
pression totale, signalons une curieuse loi, relative aux 
abaissements w causés, sur le.sol élastique dont il s'agit, 
par des charges n'occupant à sa surface que des couronnes 
circulaires infiniment étroites. Cette loi consiste en ce 
que, étaat données deux chalyes égales, réparties ainsi, 
mais d'ailleurs arbit,rairement, le Zolzg de deux circomfé- 
Yences concent,ripues, chacune d'elles proda6it, aux poifits 
qu'occupe l'az~tre, un égal abaissement moyen : autrement 
dit, si l'on divise en éléments d'égale longueur la circon- 
fdrence d'application de l'une des deux charges, la moyenne 
arithmétique des abaissements qu'ils éprouvent, sous l'ac- 
tion de l'autre charge, égale l'abaissement moyen analogue 
qu'éprouve la circonference d'application de celle-ci sous 
l'action de la première. Par suite, quand les deux chaves 
cessent d'êtq-es igales, chacune ayant pour conséquence des 
déplacements qui lui sont partout proportionnels, les abais- 
sements moyens colzsid&és (ou. pnrliels et rdc@ropuesJ des 
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deux  circonférelzces se t rouvent  &ire e n  ra ison inverse des 
poids qu'elles s u p p o ~ t e n t ;  en sorte que, si chaque charge est 
uniformément répartie le long de sa circonférence d'ap- 
plication, ou quele déplacement de son centre de gravité 
se confonde avec l'abaissement moyen de cette circonf6- 
rence, le travail de la pesanteur, dans le déplacement subi 
par chaque charge, sous l'action de l'autre, est égal pour 
toutes les deux. 

En effet, supposons d'abord que nos deux charges égales 
soient uniformément distribuées le long de leurs circon- 
férences respectives, et appelons R le rayon de la plus 
petite de celles-ci, t, celui de la plus grande. Il résulte de 
la loi  énoncée après la formule (9'7) [p. 1161 que l'abaisse- 
ment, alors commun, de t ous les points de l'une des cicon- 
férences, par l'effet de la charge que supporte l'autre, aura 
la même expression, quelle que soit celle des deux charges 
dont on étudie l'action. Le théorème est donc démontré 
pour ce cas d7un.e répartition uniforme; et il suffit de faire 
voir que, dans chaque circonférence, l'abaissement moyen 
dû à l'action de la charge supportée par l'autre ne chan- 
gerait pas, si l'on modifiait à volonté la répartition de cette 
charge le long de sa ligne d'application. Or, c'est ce qui a 
lieu ; car, si nous décomposons les abaissements dont i l  . 
s'agit en parties qui soient les déplacements verticaux w 
dus à chaque élément, pris à part, de la charge considérée, 
et si, ne portant d'abord notre attention que sur ces dépla- 
cements partiels n?, nous imaginons que l'élément de 
charge qui les produit change de place le long de la circon- 
férencn dont il occupe un point, il est clair que ces mêmes 
déplacements ne cesseront pas d'avoir lieu, en des points 
qui se transporteront, il est vrai, sur la circonférence où 
on les a pris, de manière à conserver leurs siluations rela- 
tives entr'eux et par rapport a l'élément de charge. Donc, 
la moyenne des déplacements partiels w ne changera pas, 
ni, par  suite. la moyenne des abaissements considérés, si 
l'uniformité primitive de répartition de la charge qui les 
fait naître est altérée arbitrairement. 
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31. - Analogze que présente, sous le rapport de cette loi de 
réct$roi$t?, un sol indefini en longueur , largeur et profolz- 
deur, avec une plaque circulaire mince, appuyée ou encastrée 
sur toud son contour. 

11 est remarquable que l a  même loi  de réciprocité s'ob- 
serve à la  surface d'une plaque circulaire rnh-ce, homogène 
et horizontale, appuyde ou encastrt!e s u r  tout  son contour, 
et supportant deux  charges égales, distn'6uées respectivemen t 
le long de deux circon.fërenres concentriques a% contour : 
rabaissement m,oyen de l'une de ces circonfërences, sous 
taction de la charge déposée s u r  l'autre, éyale l'abaissement 
analogue produit sur celle-ci pur  I'effet de la chaiye de la  
première. 

Il suffit encore de prouver que cette loi s'observe lors 
d'une distribution uniforme de chaque charge le long de 
la circonference qui la supporte. En effet, dans de telles 
plaques, comme dans un sol élastique, les deplacements 
effectifs se forment par la superposition de ceux que pro- 
duiraient separément les divers éléments de la charge 
considérée ; et i l  est clair que, tout le long d'une circon- 
férence quelconque concentrique au contour, ces dépla- 
cements partiels et, par suite, leur moyenne, ne cesseront 
pas d'être les mêmes, à cela prés d'un transport commun, 
autour du centre de la plaque, des points où on les obser- 
vera, si le poids élementaire qui les fait naître se déplace 
le long d'une ligne également concentrique au contour, 
c'est-à-dire, sans cesser d'occuper une situation analogue 
tant par rapport aux limites du corps élastique, que par 
rapport h la circonférence dont on eiamine les d6pla- 
cements. 

Bornons-nous donc à établir la loi Bnoncee pour le cas 
où tout est pareil autour du centre. On nous pardonnera 
cette courte digression, à raison de l'intérêt que présente 
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un rapprochement aussi inattendu entre une plaque mince, 
limitée latéralement, et u n  sol qui est, au contraire, indé- 
fini soit en épaisseur, soit dans les sens horizontaux. 

Rappelons d'abord les formules générales, qui nous 
seront nécessaires, de la théorie des plaques planes élas- 
t,iques. J e  les extrairai de mon étude sur ces corps, insérée 
en octobre 1879 dans le Jottrnal de mathématiques pures et 
appli~uées, et faisant suite à u n  autre mémoire, relatif 
au même sujet, qui avait paru dans ce journal en 1871. 

Notre plaque, horizontale et sollicitée verticalement ou 
transversalement, étant supposée rapportée à yn système 
d'axes horizontaux rectangulaires des x et des y, si l'on y 
considère, au point ($,,y), deux coupes (fictives), normales 
respectivement aux x et aux y, la matière située au-delà 
de chacune de ces coupes exercera, sur celle qui est en 
deça, des actions réductibles une force verticale (effort 
tranchani) et à deux couples verticaux composés de forces 
horizontales, l'un (couyle de flexion), normal à la coupe, 
et l'autre (couple de torsion) qui lui est t,angent. Rapportons 
ces forces e t  ces couples à l'unité de longueur des deux 
coupes et appelons, respectivement, Z Z, les deux efforts =? 
tranchants, positifs quand. ils sont dir~gés vers les z posi- . 
tifs, v,, v, les deux couples de flexion et .; les deux couples 
de torsion (dont la valeur est très sensiblement la même), 
tous ces couples étant comptés positivement lorsqu'ils 
tendent à produire des rotations dans les sens qui vont des 
x ou des y positifs vers les z positifs. Avec ces notations, 
si Z, force dirigee vers les z positifs, d6signe la charge 
de l'uni té d'aire de la  plaque , on aura : l0 pour l'équation 
indéfinie de l'équilibre, 

2' pour les valeurs des efforts tranchants, 
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3" enfin, pour les valeurs des ccuples de flexion et de 
torsion, des expressions, lindaires par rapport aux dérivees 
secondes en x et y du déplacement w et fonctions de !a con- 
texture de la plaque, qui, dans le cas, auquel nous nous 
bornons ici, d'une matière homogène et pareillement 
constituée dans tous les sens transversaux, seront 

h designant l'épaisseur de la .plaque,, p le coeKicient de 
l'élasticité de glissement de couches verticales qui s'y 
deplacent dans les sens horizontaux, T un rapport, dépen- 

h 
dant de la contexture, égal à - pour une matière 

h + 2 p  
cornplétement isotrope, enfin, A2 l'expression syinbolique 
d2 d'L 

+ q T ( 7 .  
Ces valeurs de v,, Y,, r ,  portées dans celles, (b), de Z, et de 

(*) Les valeurs (c) de V X ,  q, r sont les dérivées, par rapport aux variables 
dew dzw d2w 
-- , 2 - , de la fonction 
dxt ' dg2 dxdy 

Quand la contexture est quelconque, ces couples VS, vy, r cessent d'avoir des 
expressions aussi simples, mais ils continuent néanmoins a égaler les dérivées, 
par rapport aux trois mêmes variables, d'une fonction homogène et entière du 
second degré, comparable encore A h3. Considérons, en effet, le potentiel d'élas- 
ticité par imité de volume, fonction homogène ct du second degré soit des six 
déformations élémentaires a ,  g produites en chaque point, soit des six cornpo- 
santes correspondantes de pression, et dont les dérivbes partielles premières sont 
ces six composantes de pression quand on la prend sous sa  première forme, 
tandis que ce sont les six déformations élémentaires quand on la prend sous la 
seconde forme. Rappelons de plus que trois des composantes, celles qui expriment 
l'action réciproque de deux feuillets contigus de la plaque, sont ici négligeables 
en comparaison des trois autres composantes I%, Ny, T, exprimant les pressions 
horicontales exercées sur des coupes normales aux x et  aux y. Nous aurons donc, 
pour les trois déformations correspondantes au,  g , les formules 
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Z,, donnent, en supposant cons tante l'épaisseur, h , de la 
plaque, 

p i s d ~ ~ m  p ha d ~ , m  
(d) z, = - 

6 dB , z,=-(l+s)-- (1 + 9) - - 6 ày 

P A 3  et l'équation indéfinie (a), divisée par (1 +-4) -, devient il 
6 

son tour  

Cela pose, notre plaque circulaire, d'un rayon donné a 

où @ se trouvera réduit ii ses termes en Ns, NY, T ; et l'on déduira aisément de 
18, si cette valeur de @ est exprimée, h l'inrerse, en fonction de &, ay, g ,  

Or on sait aussi que, lorsque la situation primitive du feuillet moyen est 
choisie pour plan des xu, Se, a,, g ont les expressions 

où w désigne le déplacement transversal du feuillet moyen ; en sorte que, d'une 
part, 9 contient le facteur a2 et que, d'autre part,  les dérivées de @ en Sa, g 
égalent le quotient, par - a ,  de ses dérivées relatives aux trois nouvelles 

d%w d2w - d2w 
variables -, -. 2 - , indépendahtes de a. Donc, en multipliant 

dxa dv2 dxdv 
N., Nr, T par zdz, intégrant sur toute l'épaisseur de la plaque et observant que 
- f (NE, NY, T)zda ne sont autre chose que les couples m, v v .  r, on aura les trois 
formules cherchées : 

On voit que la fonction, /@da, dont les trois dérivées par rapport aux variables 
d i w  f lw  P w  -- 2 - expriment les couples de flexion et de torsion, représente 
dxt' d u 2 '  d x d y  
le  potentiel d'élasticité de la plaque fléchie rapporté ii l'imité de surface de son 
feuillet moyen, c'est-ii-dire , le travail que produirait la plaque par unité d'aire 
si elle revenait h sa forme plane primitive. On pourrait donc appeler cetlc expres- 
sion, f +riz, le potentiel de flexion de la plaqiie. Poisson et surtout M. Kirchhoff 
i'avaient considérée dans le cas d'une plaque isotrope. 
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et appuyée 04 encastrée sur tout son bord, Btant sollicitée 
pareillement tout autour de son centre (pris pour origine 
des coordonnées), Z et n; n'y sont fonction que de la dis- 
tance, & = d g % +  p, à ce centre. On pourra donc, dans le 
calcul des dérivées partielles de ro, se servir des formules 

d z d  d y d . d s  -- - -- --- 
$ - = - -  , etc., 

qui donnent, par exemple, 

De plus, si l'on fait, dans la plaque, à la distance t; de son 
centre, une section cylindrique verticale, la partie cen- 
trale ainsi détachée par la pensée supportera évidemment, 
sur l'unité de longueur de son contour, un couple de 
flexion et un effort tranchant susceptibles d'être déduits 
des expressions (c) et (d) de v, et de Z, par les simples 

d"2 d d  
changements de - en - et de - en -. En effet, ce couple 

d52 dt? ds du, 
ue flexion et cet effort tranchant, que nous appellerons, 
l'un, M, l'autre, F, se confondent respectivement avec v, et 
Z, sur 17élément de la section normal à l'axe des x, élément 
pour, lequel des dérivées par rapport à Z, ou prises dans 
le sens qui lui est perpendiculaire, se trouvent justement 
être des dérivees en. x, c'est-à-dire obtenues s8ns que y 
varie. Nous aurons donc, pour le moment ou couple M et 
pour l'effort tranchant F, par unité de longueur de la sec- 
tion circulaire, 

p h3 d2m ph3 d ~ , m  
(y) M = B ( d E I + ~ d l m  , F = - ( 1 + ~ ) - - .  6 du, 

Sur le bord, c'est-à-dira pour r. = a ,  l'effort tranchant F 
recevra une valeur telle, que l'on y ait w=o,  puisque ce 
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bord, appuy6 ou encastré, reste fixe. De plus, dans le cas de 
l'encastrement, le couple de flexion y est juste ce qu'il faut 
pour que le plan tangent à la plaque conserve sa direction 

dm 
premiére , c'est-à-dire pour que - s'y annule ; au con- 

da 
traire, dans le cas où le bord se trouve simplement appuyé, 
ce couple est nul et, d'après la première formule (y), on y a 
d2ra - + ri A, lu = o. Donc, les conditions sp6ciales au contour 
da2 
seront : 

= O (bord encashré), - 
(h) ( p o u r & = a )  m = o e t  

- + q A% m = O (bord appuyé). 

Cela posé, et après avoir remplacé, dans le premier membre 
1 d d ~ , m  

de 17équation indefinie (e), A, A, ni par - - (ax),  rnulti- 
t d& 

plions cette équation par adc, puis intégrons de c =  O à 
L = t,; et observons qu'il ne se produit pour t =O, au centre 
de la plaque, aucune discontinnité capable d'y rendre 
infinies des dérivées de ru, ni, par suite, la somme 4 lu , 

d~~ w ' dd,m non plus que - , en sorte que l'expression o - 
6?c da S'Y 

annule. Il viendra 

On obtiendrait, d'ailleurs, directement cette Bquation, en 
remarquant qu'elle exprime, d'après la seconde formule 
(g), l'égalité évidente de la charge A" Z (2 7c r; d z), supportée 
par la partie de la plaque comprise de c = O à a = x ,  et de 
l'effort tranchant total 2 n t  F, pris en signe contraire, qui 
lui fait équilibre et qu'exerce sur cette partie centrale le 
reste de la plaque. 
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d& 
L'dquation (il, multipliée par - et intégrée à partir de 

t 

L = O, donne, en appelant - 2 c la valeur finie de 4 w pour 
r, = O et en observant queS," Z & d t est généralement, pour u. 

très petit, de l'ordre deA"cdb ou de c2, ainsi que, par suite, 

Celle-ci, multipliée à son tour par rdt; et intégrée de 
manière à annuler pour GO, comme il le faut évidemment, 

dm 
le produit t - , devient, après qu'onl'a divisée ensuite par t;, 

d% 

Appelons enfin f la flèche centrale, c'est-à-dire la valeur 
de n: pour t = O ,  et l'equation ( k ) ,  multipliée par dc , puis 
intégrée à partir de x = O, donnera 

Dans cette relation, où Z est connu en fonction de c, il ne 
reste à determiner que les deux constantes arbitraires c et 
f; onle fera au moyen des deux conditions (h) spéciales au 
bord de la plaque. 

Achevons les calculs pour le cas, que nous avons en 
vue: a u  unc charge donnée P se trouve distribuée tout 
entihre le long d'une bande étroite, à une certaine distance 
K du centre. Alors la fonction Z est nulle d&s que c diffère 
sensiblement de R; en sorte que l'iiltégraler Z (2 z i; dt;), 
nulle pour c < R , garde la valeur constante P dès que t; 
dépasse sensiblement R. Ainsi, l'expressionJL Z sdr; égale 
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P 
o u  zéro, ou -, suivant que L. y est inférieur ou supérieur 

27r 
dt 

à R. En  la multipliant par - et  intdgrant, i l  viendra 
t 

zéro (pour t < R ) , 
Y. 

log - ( pour t > > ). 
R 

On trouve de même, ensuite, 

j zéro (pour L < R ) ,  
- - PR2 t2 t 1 - [- l o g - - +  (g-l)] (pour t >  R ) .  

4n K2 R J 

dt 
Enfin, cette intégrale, multipli6e elle-même par - , puis 

t 

intégrée à partir de c - O, donnera la valeur de celle qui 
paraît dans l'expression (1') de nl , et qui Bgalera : 

l0 zéro, pour c < R , 

L'expression générale (1) de ~ v ,  se dédoublera donc, en 
quelque sorte, et deviendra : 

C 
( p o u r  t <  R )  m = f - -  t2, 

11 ne reste plus, mairitenant, qu'à y d6terminer les deux 
constantes c et f au moyen des conditions (h) spéciales au 
contour ou à la valeur a de t. 
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Supposons d'abord la plaque encastrée sur tout son bord. 
Alors, en déduisant de la seconde (n), différentiée, l'expres- 

dm 
sion de - puis annulant cette expression pour t, ..= n , il 

dt, ' 
viendra la valeur de c ;  après quoi l'annulation de w dans 
la seconde (n), pour s a ,  donnera f. On trouve ainsi : 

et les formules (n) deviennent : 

/ (bord encastré) 

(pour6 < R) TE = 
3P !?!!! 

8 4 + 4 @ 3  
-(RZ+ t2) log - , 

a" Fi2 "'1 
(poiirc) R) TU= at+R" 3P 

[(a2-cy - -(O+R%~ log - . 
8n!l+q)@3 a% "'1 7? 

Quand la plaque a, au contraire, son bord simplement 
ûppuy6 ou soutenu, la valeur de c se trouve en annulant, 

da, pour 6 = a, l'expression de - -+ 7, h, YU, ou de 
d ta 

qu'on deduit de la seconde (n). Puis, cette seconde valeur (n) 
de w, égalée à zéro pour c = a ,  fait connaî.tre f i  11 vient : 

Par suite, les formules (n) donnent, pour les dhplacements 
rc des divers points de la plaque : 
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(bord simplement appuy6) 

(pour c < R) 

Les relations qui résolvent le problème Btant ainsi obte- 
nues, la loi à démontrer résulte de ce que les premières 
expressions (p) ou (Q') de lu, relatives aux points intérieurs 
à la circonférence d'application de la charge P, et les 
secondes expressions (q) ou (q') de .lu, concernant les points 
extérieurs à la même circonférence, ne diffèrent les unes 
des autres qu'en ce que t et R y échangent leurs rôles. 
Donc la'formule qui exprime, par exemple, le déplacement 
go d'un point intérieur à la charge P, ou situé à une distance 
c du centre moindre que R, deviendra, sans y rien changer, 
l'expression du déplacement lu imprimé, par l'action d'une 
autre charge Bgale, à un point situé en dehors de la circon- 
férence d'application de celle-ci, pourvu que c soit lerayon 
de cette circonférence et que le point extérieur dont on 
parle se Iroul-e à la distance R du centre ou appartienne à 
la circonférence d'application de la première charge. Ainsi, 
il y a bien égaiit6 entre les abaissements que s'impriment 
l'une à l'autre deux telles charges. Et l'on voit que ce fait 
est dû, dans le cas de la plaque circulaire, à la même cir- 
constance que dans le cas du sol élastique, savoir, à ce que, 
malgré la différencv extrême des formules, (94) et (97) d'une 
part [p. 115 et 1161, (p) ou (p') d'autre part, propres aux deux 
questions, les déplacements éprouvés par les points exté- 
rieurs à la circonfdrence d'application de la charge qui les 
produit reçoivent, dans les deux cas, les mèmes expressions 
que ceux des points intérieurs, à condition qu'on y prenne 
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pour la distance (au centre) des points considérés le rayon 
de la circonférence d'application, et vice-versa. 

Quand l'une des deux charges égales est appliquée au 
centre, ou, ce qui revient au mème, quand le rayon de 
l'une des deux circonférences qui les supportent est négli- 
geable en comparaison du rayon de la plaque, si l'on vient à 
changer arbitrairement le mode de distribution des deux 
charges le long de leurs lignes respectives d'application 
(par exemple, en ramassant chacune en un seul endroit), 
celle qui n'entoure qu'une partie infiniment petite de la 
plaque ne cessera évidemment pas, à cause de la petitesse 
meme (en tous sens) de cette partie, d'éprouver, sous 
l'action de la cha'rge de l'aiitre , les memes abaissements 
dans toute son étendue, e t ,  vu encore cette petitesse, 
la charge centrale, n'ayant subi que des déplacements 
insignifiants, ne cessera pas non plus de produire, sur la 
circonférence d'application de l'autre, des abaksements 
partout pareils. Ainsi les déplacements mutuels considé- 
rés, w, des deux circonférences ne diffbreront pas de leurs 
moyennes respectives, qu'on sait être restées les mêmes , 
et ils seront, par conséquent, encore égaux. La loi de 
r6ciprocité que nous venons d'établir comprend donc la 
suivante : 

Une plaque hom2:ontale, appuyée 0% encastrée sur loul 
son contour et portant un poids isolé a une distance puel- 
conque de son centre, éprouve, eyt, ce cent.r.e, un abaissement 
égal à celai qui aurait lieu à l'endroit 04 est le poids, s i  
on l'en &ait pour le déposer au centre. 

Les mêmes considérations et la mème loi particulière 
s'appliqueraient au cas d'un sol élastique, latéralement 
indéfini et supportant deux charges égales, arbitrairement 
réparties le long de deux circonférences concentriques, si 
l'une de celles-ci était infiniment plus petite que l'autre. 
Mais, comme tout point de l a  surface d'un tel sol élastique 
peut etre pris pour le centre de cette surface, on ne 
serait ainsi conduit qu'à une proposition évidente et, dès 
lors, sans intéret, consistant en ce que deux poids isolés 
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dgaux, déposés à la surface d'un sol élastique horizontal, 
subissent, chacun sous l'action de l'autre, le mème abais- 
sement. 

32. - Cas d'une dislribution uniforme des pressions dans tout 
l'intdrieur d 'un  ceracle, à la surface d'un SOI  &lastique. 

Revenons maintenant h l'étude des formes que prend la 
surface d'un sol élastique, sous l'action de charges qu'on 
y répartit diversement. Appliquons, dans ce but, les for- 
mules (99) et (100) [p. 1171 aux modes de distribution les 
plus simples des pressions d P ,  et, d'abord, au cas où la 
région d'application n RI2 supporte par unité d'aire une 
pression constante dans toute son étendue. 

En supposant, pour fixer les idées, que la pression 
totale vaille 1, il faudra donc faire 

dans les relations (99) et (100). Celles-ci, en observant que 
l'on a 

deviendront : 
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La série qui exprime w pour c < R,, lorsqu'on la calcule 
par la foimule (98) et son analogue (où c et R échangent 
leurs rôles), n'est trouv6e d'accord avec la première ex- 
pression (11 1) de w, que si l'on pose Ilégalité numérique 

Or cette égalité est bien exacte ; car on y arrive en rem- 
plaçant sous le signe _/, dans le premier membre de (IO$), 

1 
cos o par (1 - sin2 w) 2, puis en développant ce radical par 
la formule du binôme, groupant ensemble les termes affec- 
tés de la mème puissance de sin o, intégrant chaque terme 

7C 
et supprimant enfin des résulta ts le facteur commun -. 

4 
On voit, sur les deux formules (111) et même sur la 

première (log), que w décroît sans cesse pour c grandissant 
de zéro à l'infini. C'est ce qui devait arriver. Car si, d'une 
part, on considère un  point ($,y) pris hors de la région 
d'application des pressions dP et s'éloignant de plus en 
plus le long d'un rayon t, la droite r qui le joint au point 
d'application fixe d'une pression élémentaire dl' quelconque 
fait un angle aigu avec ce rayon c et devient une oblique 
de plus en plus écartée du pied de la perpendiculaire, 
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c'est-à-dire de plus en plus longue ; en sorte que le poten- 
dP 

tiel - et l'élément correspondant de n, deviennent de plus 
9' 

en plus petits. D'autre part, à l'intérieur de la région d'ap- 
plication, n, doit Btre le plus grand aux points dans le 
voisinage desquels s'exercent le plus de pressions élémen- 

dP 
taires dP, ou pour lesquels il y a le plus de potentiels - 

9' 

d'une grandeur relative notable : or  le plus favorisé de ces 
points est évidemment le centre, quand les pressions sont 
dist~ibu6es uniformément sur tout un cercle ER:. 

33. - Remarques concernant, en génZral, Ea continuité des 
phhomènes sur le contour des régions d'application, et les 
formes que prend la surface. 

Observons à ce propos que, lorspu'on arrive de EJinté- 
rieur au bard d'une régwn d'application ayant une forme 

convexe quelconpue, le potentiel total Jf de la couche 

matérielle gctive JdPet, pur suite, l'abaissement poportion- 
ne1 w vont en diminlzunnt, quelle pue soii la manière conti- 
nue dont varie la pression pal" unité d'aire,-ou denszte 
@the p de la couche, aux divers points de la région d'ap- 
plication, pourvu du moins pue cette densidé pcti2:e p ne 
deviewne pas infinie sur le bord mdme. 

J'entrerai , pour le dbmontrer , dans quelques détails, 
nécessaires d'ailleurs à d'autres points de vue, et concer- 
nant le calcul de la d6rivée du potentiel le long d'une ligne 
tracée sur la couche meme JdP. 

Appelons dn un chemin infiniment petit , parcouru , 
dans un sens parallèle au plan des xy, c'est-à-dire paralléle 
à la surface, à partir d'un point interieur (x, y,z) voisin de 
celui, (x, y), de la région d'application, que l'on veut consi- 
ddrer. Comme r ne s'annule jamais dans le corps, on peut y 
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différentier le potentiel sous le signe J ,  et l'on sait que sa 
dérivée le long de la ligne d n  vaut la composanie totale, 
suivant le sens de cette ligne, des attractions newtoniennes 
qu'exercerait au point considéré la couche JdP, distribuée 
suiv la surface de la même maniére que Je sont en effet les 
pressions dP. Or, quelque petit que soit z, si  l'on considère 
les attractions exerc&es, dans cette hypothèse, par deux 
éléments matériels dP situés symetriquement de part et 
d'autre de l'ordonnée z du point, à des distances de celle-ci 
variables de q à q + dq, et dans l'intérieur des deux angles 
dm formés par deux droites se croisant au pied de l'ordonnée, 
l'attraction fictive de l'un de ces élernents yphdq sera 

et sa composante parallèle au plan des xy vaudra le produit 
4 de cette expression par - c'est-&dire d w  p 9% 
4 '  p t g y  jP ' 

Appelons p, ce que devient p pour l'autre é16ment symé- 
trique : la résultante de leurs actions, projetée sur le plan 
des x y, Bgalera 

Faisoiis tendre maintenant z vers zéro et admettons que q 
soit très petit. Comme la fonction ? est supposée finie et 
continue dans tout l'intdrieur de la région d'application, 

le facteur diffère très peu de la derivée finie de p prise 
2 9 

le long de 1; droite 2p qui joint les deux éléments consi- 
dkrés de la couche matérielle fictive, et, d'autre part, le 

radical 1 + - tend vers l'unité. L7cxpression (111 bis) ( 3-" 
étant ainsi Amparable à 2 d w d p , même quand le point 
(x7 y, z) devient le point (x7 y)  de la surface, l'attraction 
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totale exercde, dans le sens de dn , par les deux Blernents 
considérés d P  est évidemment du mèrne ordre, et les 
atlrac tions analogues que donneront, toujours suivant d n  , 
une infinité de pareils groupes d'éléments dP, couvrant 
ensemble un espace de dimensions très petites symetrique 
par rapport au point (x, y), auront, par suite, une somme 

~ ~ - 

insensible, comparable à Ln d w I q d p  = rq,  où q est trhs 

petit. 
Il est clair, d'après cela, que, lorsque z tend vers zéro, 

l'attraction exercée dans le sens de dn par la  couche fdP 
ne cesse pas d'être finie, continue et parfaitement déter- 
minée, pourvu qu'on fasse abstraction des 6léments dP 
compris dans l'intérieur d'une figure infiniment petite en 
tous sens, symétrique par rapport au pied ($,y) de l'or- 
donnée z , mais ayant, sauf cette condition, telle forme 
qu'on voudra. E t ,  par raison de continuité, cette attraction 
valuée ainsi exprime encore la derivée correspondante du 

uolentiel. 

Donc, la dérivée dupotentielJ;, le long d'unepelite ligne 

puelcorque tracée sur la surface à partir d'unpoint (x, y), 
égnle la composante totale, suicant la même ligne, de Z'atlruc- 
tion nerctonienne qui y serait exercée, sur l'unité de masse, 
pur la matière de la cou,che fictive f i ,  si on calculait celte 
attraction en négligeant les élémen.ls de la couche très voisins 
du point (x, y) e t  intérieurs à une yetile figure , cCrculai~e ou 
non, décrile autour de cepo.int comme centre de symètrzé. Il  
n'y a d'exception puepour les endroits où la densité p de lu 
couche li;ctive vavie brusquement d'unpoint à un autre ou a ,  

deq)c- du moins, sa dérivée inhnie : alors, le facteur - 
. 2 9  

nant infhi, la dérivée da  potentiel peut l'être elle-mime. 
Observons encore, à ce propos, que les éléments de cozlche 

situés à de @ès petites distances p du poiit (x, y), et dont on 

negliye 17atCractiooia dans le calcul de la dérivée 2-$, 
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peuvent n'dtre pas exactement syvwdtriques deux à deux par  
~.appori, à ce poimi, pouruu qu'ils tendent à le devenir (0% 
pue leur rapport tende vers l'unité) à la limite q = O : car 
une bande étroite en plus ou en moins, sur le contour de 
la zône négligée, est insignifiante; vu que la partie de 
cette bande comprise, par exemple, dans l'espace angu- 
laire dw a son aire négligeable devant q2dw et n'exerce par 
suite, àla distance p, qu'une attraction infiniment petite en 

q%!w 
comparaison de - ou do. 

4 
Tout cela posé, si la densité reste finie sur le contour 

(suppos6 convexe) de la région d'application, la dérivée ;If, pour un point intérieur voisin (2, y) et le long de 
- 

la normale dn tirée au contour, pourra s'évaluer en menant 
par ce point, perpendiculairement à dn, une sécante, qui 
detachera un petit segment de la couche JdP, et en négli- 
geant dans le calcul de l'attraction de la couche ce segment, 
presque circulaire, ainsi qu'une autre petite portion, sa 
symétrique par rapport à la sécante ou, sensiblement, par 
rapport au point (x, y). Or, dans ces conditions, la couche 
donnera évidemment une composante d'attraction (ou une 
derivée ) négative quand on marchera vers l'extérieur, vu 
qu'elle sera formée d'attractions élémen taires dirigées toutes 
vers l'intérieur ; et d'est. ce qu'on voulait ddmontrer. 

Remarquons même que cette composante, si on n'y 
compte d'abord que les parties de la couche un peu Bloignées, 
est continue à l'approche du bord ; en sorte que la dirivée 

clzc polentiel lotal J: , c'est-à-dire - J:, ?estera elle- 
dn 

?fierne conthus sur le bord, à la Ira~ersde du conlour de la 
re'yion d'application, toutes les fois que les pnrties adjacentes 
de la couche fictiue J d P  n.'y donneront qu'une altvnclion 
insipi@n.te. C'est ce qui arrive quand Za fonction p s'an- 
ride sur le bord et qu'elle est, dans le voisinage, à l'zizté~ieur 
de la région d'application, proportwlznelle à une puissance 
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de la distance BU bord dont l'exposant, lz, soitpos$ii~ Alors, 
en effet, pour un point de ce bord, la différence pi - p, qui 
entre dans l'expression (111 bis), a l'un de ses termes, pi ou 
- p, relatif à un point extérieur e t ,  par consdquent , nul,  
tandis vie  l'autre est de l'ordre de 4 : l'expression (111 b u )  
se trouve donc comparable, pour z = O ,  à p"-l dpdw, quan- 
tité dont l'intégrale par rapport à p , entre les limites très 
voisines zéro et p, est elle-même de l'ordre de pndw, c'est- 
à-dire négligeable en comparaison de du ,  comme daris le 

cas où le rapport p9 égalait une dérivée finie. Et l'on 
Q 

en déduira de m6ma que les attractions dues aux parties 
de la couche voisines du point considéré ne donnent, sui- 
vant une direction quelconque prise dans le plan des xy , 
qu'une composante totale insensible. 

En réali th, p doit toujours s'annuler ainsi, sur le bord de 
la région d'application. Car, d'une part: il est peu naturel 
que cette pression passe brusquement d'une valeur finie 
à une autre toute différente. comme il arriverait si elle 
ne décroissait pas jusqu'à zéro, à l'approche du contoiir 
limite en dehors duquel elle est nulle. D'autre part, une 
expression de p qui ne s'annulerait pas sur ce contour- 
limite y rendrait discontinue et meme infinie, comme, on 
voit d'après (111 bis) , la dérivée de w par rapport à lz , et 
obligerait la surface primitivement plane du corps à pré- 
senter, le long du même contour, une arête, une ligne 
anguleuse, 'circonstance encore moins admissible. Enfin, 
la supposition d'une variation brusque de p , en quelque 
endroit que ce soit du plan des xy, serait contraire à l'hy- 
pothése fondamenlale, que nous avons faite ici, de pres- 
sions extérieures purement normales à la surface du corps, 
ou, du moins, elle rendrait nos équations inapplicables en 
un tel endroit. C'est ce que nous allons démontrer. 

Les formules (41 ter) [p. 761, d'où nous avons déduit 
p ~ o  eti~,=o, à l a  limitez=o, pour les points où la fonction 
p a ses dérivées finies, prennent la forme indkterminée O X m 
dans le cas contraire. 11 nous faut donc recourir aux for- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



mules plus générales (41) [même p.761, qui , vu les rela- 
tions r = \l(q -IE)% + ( Y ~  -Y)$ + zz et dm = dP, donnent, par 
exemple , 

En traitant cette expression de p, comme on a fait au. 

numéro 14 (p. 66 ) pour les expressions (28) d e J s y  r 3  et 
z3dm 

deJT, i l  vient 

Or, à la limite z=  O, le facteur i~ ix+z p cosw, ycz q sinw) 
reçoit, dans l'int6gration à effectuer par rapport à q, la 
valeur constante, p (X+E COSU, y+& sinw), que prend la fonc- 
tion p en un point situé, sur la surface, à une distance 
infiniment petite E du point consid6r6 (3, y) et suivant la 
direction dont 17angle avec les 'x positifs est w. Si donc on 
observe que 

la valeur de pu devient 

(112) (pour z = O) yv = - - p ( s + ~ ~ , ~ ~ ~ ,  y + ~ s i n w ) s i n ~ d w ;  

et elle n'est g6néralement plus nulle, quand la fonc- 
tion ? éprouve des variations sensibles le long de l a  cir- 
conférence infiniment petite de rayon E ddcrite auto~ir du 
point (8, y) comme centre. 

Si, par exemple, ce point ($,y) est sur la ligne de sépa- 
ration de deux rdgions, dans chacune desquelles p prenne 
des valeurs contiaues, appel6es p (xl, yi) pour l'une, p, ($,,fi) 
pour l'autre, et si l'on a choisi la direction de l'axe des y 
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suivant celle de la normale à cette ligne en ($,Y), menée 
dans la région où se produisent les valeurs p, celles-ci 
figureront évidemment, dans (1 121, depuis o=o jusqu'à U=X, 

tandis que ce seront les Valeurs pl qui figureront pour la 
seconde moitic5 de la circonférence, savoir, de w = ~  à w 3 n ,  

où sinw retrouve les mêmes valeurs que dans la première 
moit.ié , mais avec signe contraire. Il viendra donc, en 

observant que L X s i n o d w = 2 ,  

(pour z = O) 

valeur finie toutes les fois que p, &,y) diffbre de ,o'(qyj 
D'ailleurs, dans le même cas, l'expression de p, serait 
analogue à celle (112) dep,, mais avec le facteur cosw dw à 

la place du facteur sin* do, et, comme on a LCosw d w  = O, 

elle s'annulerait. Ainsi, toute disconh'nuilé dans le mode de 
variation, d'un point à l'autre, de la p.r.ession normale 
pz= p (x, y) qpue supporte ln surface, entraine inécitablenzent, 
le long de Za ligne où elle se produit, l'existence de perturba- . 

twns spéciales non expimées par les formules précédentes , 
et qu'on ne fait disparaitrc! qu'en appliquant à cette ligne du 
corps certaines actions tangentielles, suiunnt la direction . 

perpefidiculaire qui va de la région des plus g~andes pres- 
sions vers celle des plus petites. 

Pour éviter de telles actions' tangentielles, que l'é- 
noncé de la question ne suppose pas quelque petites 
qu'elles soient en somme, e t ,  aussi, les brusques change- 
ments de direction du plan tangent dans la surface défor- 
mée, nous admettrons donc que la surface prend partoul, 
w ê n ~ c  SUT le ljord de sa partie dbectemtînt comprimée, une 
courbure @nie, et que la pression exercée par unité d'aire, 
aryrès avoir varié d'après des lois quelconques dans l'intériezcr 
de ceth parthie, décroit plus ou mohs rapidement jusqu'u 
zkro , près de son contozcr . 

1,'effet d'un tel décroissement, supposc? purement local, 
sur les abaissemtmts rc produits ailleurs que tres près du 
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bord, est d'ailleurs totalement insignifiant ; vu qu'il n'in- 
troduit ou ne supprime qu'une pression totale insensible, 

ne fournissant qu'un potentiel - négligeable aux dis- J? 
tances finie?. En d'autres termes, ce décroissement supprime 
les discontin uités qui , sans son exis / eme ,  se produiraient 
sur le bord; mais i l  n'a aucune inpuence gdnérale, ou n'oblige 
à modifier aucune conclusion, concernmt les déplacements 
prodzcits à des distances sensibles du contour de la régioa 
d'application. 

Je terminerai ces réflexions générales par une remarque 
concernant en particulier le cas de pressions, positives, 
pareillement distribuées tout autour d'un point central. 
Elle consiste en ce que la forme de révolution prise alors 
par la surface a son méridien convexe vers l'.extérieur du 
corps ,;en tous les points situés hors du cercle z R,2 d'ap- 
plication des pressions données. Autrement dit, pour 

. dm 
u. > R,, la dérivée, alors négative - s'approche sans cesse 

) dc 

de zéro à mesure que r. grandit. En effet, dans ce cas, 
l'expression de w se compose, comme on a vu, d'éléments 
tous positifs , proportionnels à des séries de la forme (98) 
[p. 1171. Or la d6rivée en t de ces séries a bien tous ses 
termes négatifs et d'autant plus voisins de zéro que u. est 
pliis grand. 

34. - Mode de distribution parabolzque de la pression , avec 
tlécroissance du centre au bord. 

Revenons maintenant à1'Btude des modes les plus simples 
de répartition d'une charge donnée, et passons au cas d'une 
distribution parabobipue des pressions décroissante jusqu'à 
zero du centre au bord, ou supposons p proportionnel à 
R,2 - Ra. On reconnaît aisement que, pour une force totale 

2 5iJ Ri p R d R égale à Punité, on doit poser alors 
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ou prendre, dans les formules (99) et (100) [p. 1171, 

soit p =  .r: Hi& sin2w [ R , ~ s ~ L ~ o - z ~ +  r ? - ~ a s i n 2 ~ ) ~ ] ,  

Si l'on tient compte de la relation (108) et si l'on observe 
en outre que 

r1  - cos",) - 3 (1 - coso) + (3 sin20 + COS%) COSU da 
sin' w 1 

3 O 1 O 2 
-iang- - -tan@- + -;-sioh + sin u),,T= O, 
2 2 6  2 3 

les formules (100) et (99) deviendront : 

Au centre et au bord du cercle dans lequel s'exercent les 
pressions, la première de ces formules se rdduit à 

Donc, quand les p?~e.~sionsuarientparabolipuemennI da centre 
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a u  bord, de muniè?le ù s'annuler sur le contour de la rkgion 
d'qpplication, la  f o ~ m e  prise par  cette région devient encore 
plus concave que dans le cas d'une dutributiolz u n i f o ~ m e ,  
ainsi qu'on pouvait le prévoir. Lu flèche de la concavité est, 
à celle qui se serait produite pour  une distribution uniforme, 

2 8 - x - -  

dans le rapport = 2, 11 2, co.mme on le voit en com- 
--1 a 

parant les formules (110) et (115). L a  profondeur n! d u  
creux igale, a u  centre, les $ de ce qu'elle était 2 0 s  d'une dis- 
h i b u t w n  uniforme; elle se .haouve, a u  contraire, sur le bord, 
u n p e u  gizoindre pue dans ce cas, savoir les ;. Aussi, d'après 
les formules (106) et (106 bis) comparées, l'nbaisseme~it 
moyen de la région comprimée ne dt?pmse-t-il que d ' u n  quin- 
zième sa valeur relative azc cas d'une répartition uniforme. 

Du bord au centre, n; grandit respectivement, pour la 
distribution uniforme et pour la distribution parabolique, 
dans les rapports de 4 à 2n et de 4 à 357. 

Les développements en série des formules (114) se calcu- 
lant de la même manière que ceux des formules (109). Les 
voici : 

La première (1 14) et la deuxième (116) montrent que w 
ddcroit sans cesse quand t grandit. 
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35. - Mode de distribution parabolique avec augmentation d u  
centre au bord, et autres modes composés. 

En ajoutant Ies expressions (107) et (113) de p, aimi que 
les valeurs (109) et (114), (110) et (115) de w, après les avoir 
respectivement multipliées par deux constantes 1-K,K 
dont la somme vaille 17u11i té, on obtient de nouveaux modes 
de dist,ribution, compos6s des précédents, et dans lesquels, 
la charge totale étant toujours 1, sa fraction 1-K est dis- 
tribuée uniformément, taridis que le reste, R, l'est parabo- 
liqiiement avec décroissance du centre au bord. Les formules 
(107) et (1 l3), (1 10) et (115) donnent notamment, pour ces 
modes composes : 

A+2p 3 + K  R 
(pour t = O) ru = - , 

~"P+P)  6 Ri  
(118) A+2p 9-k 1 

(pour = Ri) ro = -- - - 
z%p(A+y) 9 Ri' 

Les plus intéressants de ces modes sont celui pour 
lequel la pression croît paraboliquement du centre au bord, 
en s'annulant au centre, et celui où l'on d6temine K de 
manibre que l'enfoncement soit le même au cenire qu'au 
bord. 

Pour obtenir le premier, il faut annuler le terme constant 
du second membre de (1 17) ou poser K=-1.11 vient alors : 
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(pour 5 - O) 

(pour G = Ri) 

Les expressions de ?c, sons forme de serie par exemple, se 
calculeront, de même, en ajoutant respectivement les for- 
mules (111) et (116), multipliées, les premières, par 1-k2, 
les secondes par K=-1. Il vient. : 

Examinons en particulier les formules (120). Comme 

?= a 1,0472et que = 1,1111, la profondeur de la dhpression 
est, au centre, un peu plus faible qu'au bord de la région 
d'application ; donc l'influence du plus grand nombre des 
pressions dP,  qui agissent de près sur le centre pour l'a- 
baisser, ne compense pas l'effet de leurs faibles valeurs. 
La diffdrence entre ces deux profondeurs n'&ale que la 

10 l c  --- 
9 9 fraction = 0,1119, ou $ environ, de ce qu'elle serait 
-- 1 
2 

pour un mode de distribution uniforme. La surface compri- 
m6e s76carte donc beaucoup moins de la forme plane, lors 
d'une repartition parabolique croissante du centre au bord, 
que lors d'une répartition Bgale . 
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Il faut observer toutefois que, d'aprés la lo i  g6ndrale 
démontrée au commencement du numdro 33 (p. 142);~ est 
plus grand un peu à l'intérieur de la région d'application 
que sur son contour : en sorte que la surface comprimée 
ressemble à une rigole entourant und légère proéminence , 
non à une simple convexité de peu de hauteur pour laquelle 

10 
jv croîtrait, du centre au bord, dans le rapport de à ?; et 
elle est m6me plus creuse sur le pourtour que bombée au 
milieu. Effectivement, d'après la formule ( 1 O6 quater) , 
qui termine le numéro 29 [p. 1261, la valeur moyenne 
de n; est, aux valeurs de w sur le contour et ail centre, 
dans les rapports de 1,2444 à 1,1111 et à 1,0472. L'excBs 
de cette moyenne sur l'abajssement du centre vaut 

1,2444 - 1,0472 1 
la fraction 

1,2444 
, ou environ -, de l'abaissement 

6 
moyen lui-meme ; ce qui prouve bien qu'on est, encore, 
assez loin de la forme plane. 

On s'éloigne un peu moins de cette forme plane dans le 
second des modes que nous' voulons considére; ici, celui 
où l'on détermine k de manière à égaler les deux valeurs 
(118) de ru. Alors il vient 

et, par suite : 

(pour t = O et t = Ri)  

Dans ce mode de répartition, le dixième environ de  la 
pression totale est distribue uniformdment, et les neuf 
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autres dixièmes paraboliquement avec accroissement du 
centre au bord. La profondeur IV, sur l'axe et sur le con- 
tour de la région d'application, se trouve supérieure d'un 
dixième $I ce qu'elle serait sur le bord si toute la pression 
était distribuée uniformément ; mais elle dépasse à peine 
les 21 trentibmes de ce qu'elle serait au centre dans ce 
dernier cas. 

La valeur moyenne de 10, calculée par la formule (106 ter) 
A + 2 p. 1,2534 

[P. 1251~ 'égale z, (1 + 
Rd : son excès sur l'abaissement 

. .  . ,  
1,253-1,l 1 

n, au centre vaut donc la fraction 
1,253 

, OU presque -, 
8 

de l'abaissement moyen lui-même ; ce qui prouve que la 
courbure de la surface est encore très sensible. 

36. - Mode de répartition pour leque2 la surface cornprimt!e 
reste plane el horizontale. 

Il est intéressant de chercher quel mode de répartition 
des pressions exterieures dP laisserait à la surface com- 
primde sa forme plane et horizontale, c'est-à-dire donnerait 
à l'enfoncement n, la même valeur, non seulement au centre 
et au bord du cercle d'application ZR: de ces pressions, 
mais aussi dans toute son étendue. Alors la dérivde deni 
en c serait nulle de c= O à c=R, : ce qui, d'après un thdo- 
rème démontré au numéro 33 (p. 144j, reviendrait à dire 
que la couche matérielle fictive JO, recouvrant le cercle 
di! , n'exercerait aucune a Ltraction sur un point (x, y) inté- 
rieur au cercle, abstraction faite du moins des 6léments 
matériels dP les plus voisins du point, (x, y) et situés symé- 
triquement, ou $I fort peu prbs, de part et d'autre de celui-ci. 

Pour découvrir un tel mode de rdpartition, imaginons 
que la matière fictive fdP soit distribuée ,, en couche 
homogène d'une épaisseur constante très petite, sur toute 
la surface S = 4xRS d'une sphère de layon Ri ayant même 
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centre que le cercle ZR:; chaque &ment dS en recevra la 
dS 

part 4- . On sait que, si, par le point ($,y) comme sommet, 
on mbne des plans découpant l'espace en angles polybdres 
infiniment petits et, par suite, la couche sphérique en 
Bléments correspondants, opposés deux à deux, dont dS, 
dS' désigneront les bases, ceux-ci auront meme Bpaisseur 
dans le sens de la corde, issue du point (x, y), qui les join- 
dra ; car les deux parties d'une droite qu'interceptent deux 
spheres concentriques sont égales. Ces deux éléments, à 
bases dS ou dS', se trouveront donc proportionnels à leurs 
sections par des plans normaux à la corde, c'est-à-dire pro- 
portionnels aux carrés des deux segments, %, %', de cette 
corde, comptés à partir du point (x, y). Par suite, les 
attractions qu'exerceront au point (3, y)  les Blkments 

dS 
ds se neutraliseront exactement , considérés - - 

4nRi9 ' 47cRi2 
comme tout le monde sait. Cela pos6, appelons z , z' les 
ordonnBes des bases dS et dS', r et r' les droites qui join- 
dront les pieds de ces ordonnées au point (x, y). Les côtés 
3, r et z, %', r' et 2' formant deux triangles semblables, 
les deux attractions considér6es varieront dans un même 
rapport, et ne cesseront pas de se détruire exactement, si 

dS ds' soient l'on conçoit que les parties de couche -%, 
4nR, 

transportées, le long des droites z,z', sur le cercle même 
ZR:, OU viennent couvrir, au lieu des éléments dS, dS' 

z 
de la surface sphérique, leurs projections, da = - dS, 

Ri 
z' 

dcr' = - dS', sur le plan de la véritable région d'applica- 
Ri 

tion des pressions, en échangeant ainsi les distances %, 
% qui les séparaient du point (3, y) contre les distances 
proportionnelles r, Y'. 

D'ailleurs, si l'on considère, en particulier, les éléments 
de la couche qui se projetteront sur le plan des xy dans le 
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voisinage du point considéré (qyj, deux d'entr'eux corres- 
pondants, ou ayant des bases comme dS ,  dS', se trouveront 
aux extrémités d'une corde sensiblement perpendiculaire 
au plan des xy, plan de symétrie de la sphère ; et les deux 
projections, da, da', de leurs bases seront symétriques par 
rapport à cepoint ($,y), à des infiniment petits négligeables 
mès . 
I -  

Donc, lorsque chaque partie, &%, de la couche d'abord 

Btalee sur la sphère sera venue ockper  17Blément da du 
plan des xy sur lequel se projetait sa base, l'attraction 
totale dela couche sur le point intérieur quelconque ($,y) se 
trouvera nulle, abstraction faite des éléments da trèsvoisins 
du point (x,y) et compris dans un petit contour sensiblement. 
symétrique de part et d'autre de ce point. Par suite, 

le potentielJc et l'abaissement m auront les memes 
9' 

valeurs sur toute l'étendue du cercle xRS. Et le résultat 
serait Bvidemment le même, si l'on avait d'abord étalé 
toute la matière fic-tive fdP sur une seule demi-sphère , 
ayant pour base le cercle ZR;; car la projection, sur ce 
cercle, de la couche relative à l'autre demi-sphère , ne fait 
que doubler ce qui provient de 'la premihre. 

Airisi , le mode de ré'a~tition pour lequel la surface 
cornpimie reste plane et horizontale s'oblient en concevant 
ln  pressio?~ totale distribuée zmifbrmémenl , comme une 
charge matér.ielle, sur  toute la surface convexe d 'une demi- 
sphére décrite au dessus d u  cercle d'applicaliolz comme base, 
puis en imaginant que la cha-e de chaque éliment de la 
dem.i-syhère soit trmzsportée e n  réali f i  à lu projection de 
cet dement  sur  le cercle même de base. 

La part de la pression totale que supporte un élément 
dc de la region d'application vaut donc, avec les notations 
ci-dessus, 
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Et  la pression ? par unit6 d'aire est 

Elle ddcroit du bord nu centre, où elle est juste deux fois 
rnoind?*e pue dans le cas d'%ne répartitwn unifirme. 

Par suite de la relation (124), l'enfoncement ru, le même 
sur toute la surface comprimée depuis le centre jusqu'au 
contour, se trouve être précisbment celui que nous avons 
calculé à la fin du no 28 ((formule 103 ter, p. 120), 

X t 2 p  1 X+2p n9 
(125) (pour t < Ri) = -= 

8 1 * ( h + p ) R i  n 2 p ( ~ + p ) @ '  

/ 

xa 4 
Comme -= 1.2337 et que 3= 1,3333, l'enfoncement w 

8 
commun à t o z d t e  la région comprimée est légèrement in fërl'ieur, 
du douzt2me environ de sa valeur, à la moyenne (106) 
[p. 1251 des,abaissenzents qu'on aura.it observés dans toute 
cette région pour une disDribution uniforme de la charge. 

Ce même enfoncement, exprimé par il%), dépasse sensi- 
blement celui qui se produit au centre et au bord dans le 
mode de répartition auquel répondent les formules (122) et 
(123), puisque son rapport à ce dernier Bgale celui des 
deux coefficients numériques 1,2337 et 1,l. Mais il est à 

1 
peine plus faible, du - environ de sa valeur, que l'enfon- 

63 
cement moyen éprouvé par la surface comprimée dans le 
même mode complexe de répartition de la charge. En effet, 
d'après la formule (106 der) [p. 1251, cet abaissement moyen 
est à l'abaissement commun (125) comme 1,2534 est à 
1,2337. 
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37. - Estension de ce mode it une région comprimée ellzjdique. 

La mème méthode de recherche s'applique au cas où la 
surface comprimée est une ellipse et non un cercle. Ima- 
ginons que l'on construise, sur cette ellipse comme section 
diamétrale, un  ellipsoïde quelconque, et que la matihre 
fictive JdP soit étalée à la surface de celui-ci, en couche 
homogène mais d'une épaisseur variable, de manière à 
.remplir l'espace compris entre cet ellipsoïde et un autre 
infiniment voisin , concentrique , semblable et semblable- 
ment placé. Comme les deux parties d'une même droite 
qu'interceptent entr'eux deux ellipsoïdes pareils sont 
bgales, une surface conique infiniment petite, ayant pour 
sommet un  point (3, y) intérieur à l'ellipse donnée,'déta- 
chera de la couche deux éléments, dont j'appellerai dS , 
dS' les bases, et dont l'épaisseur sera la meme dans le sens 
d'une génératrice du cône ; leurs volumes seront, par suite, 
comme pour une couche sphérique, directement propor- 
lionnels aux carrés de leurs distances %, %' au point (x, y). 
Donc, les attractions exercées en (2, y) par ces deux 616- 
ments se neutraliseront; et elles ne cesseront pas de se 
neutraliser, si on transporte les deux éléments sur le plan 
des xy, le long des deux ordonnées z et z' de dS et dS' 
conjuguées à ce plan diamétral des xy , en faisant ainsi 
varier proportionnellement leurs distances au point (x, y). 
D'ailleurs, deux éléments de couche, h bases dS, dS', qui, 
dans ce mouvement, viendraient se placer très près de 
&,y), sont situés aux deux oxtrémités d'une corde presque 
conjuguée au plan de l'ellipse donnée; en sorte que les 
deux parties 3, %,' d'une t,elle corde sont presque égales, 
et les projections obliques, dc, dm', de dS , ds' sensible- 
ment sy~néiriques de part et  d'autre du point (x, P). Ainsi, 
l'attraction totale à considérer, exercée en tout point 
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interieur à l'ellipse d'application, restera nulle, si l'on 
transporte la partie de couche recouvrant l'élément quel- 
conque dS de l'ellipsoïde sur la projection dc de cet élément 
d S ,  projection obtenue en menant de chaque point de 
dS des cordes conjugu6es au plan diametral des x y .  Par 

suite, dans toute l'étendue de l'ellipse, le potentiel - 
sera invariable,, et n, y dura la même valeur. 

On pourrait supposer encore toute la matiére fictive JdP 
placée sur une seule moitié de l'ellipsoïde, sur celle qui 
est, par exemple, au-dessus du plan des xy. Car les deux 
élements correspondants que détachera de la couche totale? 
sur les deux moitids respectives de l'ellipsoïde, un cylindre 
infiniment petit ayant ses génératrices conjuguées au plan 
des xy, ont Bvidemment même section normale, et épais- 
seur égale dans le sens des génératrices : le transport 
obliqie, sur le plan des xy, de la couche recouvrant le 
demi-ellipsoïde inférieur, ne fait donc que doubler l'effet 
de la c.ouche provenant du premier demi-ellipsoïde. 

En résumé, p o u ~  avoir un mode de réparti t ion dans'  
lequel la  région elliptique d'applicaiion, des pr-essiom exté- 
rieures reste plane et paraZ2tZe à sa '  sihatiolz inuturelle, i l  
su,f@t de constrz/,ire un demi-ellipsoi'de, s u r  cette ellipse 
comme section diamétrale, de distn'buer, s u r  la  surface CO* 

vexe de ce dem.i-ellipso%?e, l a y ~ e s s i o n  totale donnée, assimilée 
à u n e  charge matérielle, proporlionnellen~e~t,  en chaque 
point ,  a la  distance de cet ellzjxoide à u~ ell@sofde inpni- 
men t  u o i s h ,  concentrique, semblable et semblablement ,plack, 
puis de tramporter,  sur  l'ellz~se d'applicatio./z, chaque élément 
de la  charge ainsi  répartie, en lui faisaint suivre p u r  trajec- 
t o i ~ e  u n e  droite, conjuguée, dans  l'eilipsoi'de, a u  p lan même 
de l'ell@se. 

Prenons les deux demi-axes a ,  b de l'ellipse comme axes 
des x et des y, et le demi-diamètre conjugué, c, de l'ellipsoïde 
comme axe des z .  Si l'on décompose l'ellipse en Blérnents 
superficiels da égaux, des cylindres menés suivant leurs 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



contours, avec des gdnératrices paralleles aux 2, décou- 
peront la couche fictive, étalée sur le demi-ellipsoïde, en 
éléments ayant leurs sections droites évidemment égales. 
Ces éléments de couche, charges destinées aux parties 
correspondantes dg de la surface d'application, seront 
donc entr'eux comme leur épaisseur suivant le sens des z ,  
c'est-&-dire comme la différence des ordonnées, 

des deux ellipsoïdes qui limitent la couche. A cause 
e ' c c ' c  

de la similitude admise, on a - = - et - = -. D'ailleurs, 
a' a 6' b 

c' ne diffère de c que par un accroissement infiniment 
petit de. Ainsi, l'excès z' - x s'obtient en différentiant 

ya sans faire varier, sous le radical, aucun 

autre terme que le premier .c2, et il est proportionnel à la 
dériv6e du radical par rapport à la racine carrée de ce 
terme, dérivée qui 6gale 

L a  charge ou pression supportée par l'unité d'aire de chaque 
é16ment do se trouvera donc partout en raison directe de 
l'expression (126). 

Les lignes d'é,qalepession ? ou le long desquelles p reçoit 
la même valeur, sont les ellipses a y a ~ ~ t  pour  4puation 

(127; 
5% y2 - + - = une constante 7, 
a2 6 2  

ellipses semBlables e t  concentriques au contour. L'une d'elles a 
pour demi-axes a VI; b I/y : l'aire qu'elle entoure vaut xaby ; 
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et la bande comprise entre deux ellipses cons6cutives, carac- 
térisées par les valeurs T, y + dy du paramètre, égale xabdy. 
La pression p par unité d'aire y étantproportionnelle, d7apr&s 
(126), à ( 1 - y )-h, la charge de la bande l'est elle-ahne - 
à na6 (1 - y)-* dy = - 2 na6 d V i - y, et la pression totale 
exercée sur l'ellipse l'est également 

Comme on convient de prendre une charge totale égale 
à 1 , la pression p par unité d'aire vaudra évidemment 
le quotient de l'expression (126) par ce résultat 2xaB, 
c'est-à-dire 

La p a ~ t  de pressiofi totale a fférenle à l'zcwité d'aire, en 
chaque pozi~t (x, y) de Z'ell@se d'application, égale donc 
l'inverse du produit de 2x p a r  la racine carrée du binôme 
a2b2 - a2ya - b 2 2 ,  où a et b dészrjnelzt les deux demi-axes de 
1' elZ@se. 

38. - Calcul des ababsements produits, dans le cas oh la région 
cmprimde est un cerde et reste hot-izontale. 

Nous expliquerons au § suivant (no 47) une difficulté qui 
se présente sur le contour de la surface co~primée quand 
on admet qu'elle reste plane jusqu'aii bord mème, diffi- 
culté résoluble en remplaçant l'arête vive de la surface 
par une petite partie arrondie, conformément à la réalité : 
nous y obtiendrons aussi (no 51) l'expression des abaisse- 
ments z.7 pour le cas d'une région d'application elliptique, 
et nous démontrerons (no 53) une propriété remarquable 
qu'y présente le mode de répartition des pressions. Con- 
tent.ons-nous ici d'appliquer les formules (99) et (100) [p. 1171 
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au calcul da lu pour le cas où la surface comyrim6e est un 
cercle et où p est exprimé par la formule (124). Nous véri- 
fierons ainsi, notamnient, que l'enfoncement vv a bien, dans 
toute l'étendue du cercle ZR;, la valeur constante (125). 

Nous aurons a y utiliser les deux formules de calcul 
inthgral 

sin a + sin u 
-arctg(cosutga) d w = o ,  

sin (a + w) 
(129) 7r 

1 
1 + sin a s inu)  d u  ( JT ( log 1 - s i n a s i n ,  sin. 

- - r r a ,  

où a désigne un angle quelconque, inférieur toutefois à 2 
2 

en valeur absolue. Ces formules peuvent se démontrer en 
partant de celles-ci, 

sin cr + sin w a d u  =l- sin (U + u) - 9 
COS u + COS o 

O COS, $W - 1 1 + sin a sin o 
1 -sin' a sin" - 2 u  log 1 - sin u sin , ' 

2 c o s a d o  
= 2 arctg (cos cr tg o) ? 

1 - sint a sin2 w 

dont les membres s'annulent, dans la première, pour r. = O ,  

dans les deux autres, pour w = O, et qui se verifient par la 
différentiation, en remplaçant à la fin, s'il s'agit de ia 
premikre, 

a + u  aie 
par leurs expressions connues en sin -, cos - , et puis 

2 2 
u f u  u-(r> 2 cos cos - par cosa + cos w. Mult.iplions ces trois rela- 

2 2 
tions (130), respectivement, par d o, da, da, et intégrons, 
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7t 

dans toutes, de w=o à a=- et de a,O à &.=cc, en ayant 2 
d'ailleurs recours au procédé de l'intégration sous le signe J 
pour réduire les intégrales doubles. Si nous observons que 
la premier@ et la t rois ihe des formules (130), prises en y 
permutarit cr et o , puis en choisissant, dans la première, 

'11. 

- comme limite supérieure de l'intégration, donnent les 
2 

deux Bgalités 

1 l+s ina  1 1 + sinm 
- - -log ---- - - log - 

(131j COS w + COS a ~111 a COS a 2 sina 1 -sin%' 

et que l'on a aussi, évidemment, 

- 1 1 + sin a sin w 
- 7 log 

l - ~ i n 2 ~ s i n 2 ~  sinw 1-s inas ino '  

le troisième des résultats obtenus ne sera autre que la 
seconde formule (129j, tandis que les deux premiers 
s'écriront, 

1 + sina 
arctg (cos w tg U) d w  = 

et donneront, par soustraction, la première relation cher- 
chée (129j. 

Cela pose, considérons d'abord la formule (99), relative 
au cas t > R,. Portons-y la valeur (124) de p, écrite ainsi 
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et effectuons 17int6grat,ion par rapport a R au moyen de la  
formule classique 

Cette intégration donnera 

sin I: + RI sin w sin w L + R, sin w - - - log 
27c R, 4 z R i  I : - R ~ s ~ ~ w '  

Alors, si l'on pose, pour ahréger, Ri =c sina, en appelant 
ainsi a l'angle aigu dont le sinus vaut le rapport de R, à t, 
17int6gration par rapport à w s'effectuera également, grace 
à la deuxième (129)) et l'on aura 

X t 2 p  1 . R, 
(135) (pour I: > Ri) m = arcsin -. 

4 v ( h + t ~ ) R 1  t. 

A mesure que c grandit, cette valeur da vu, comme il le 
fallait, d6croît graduellement et tend à devenir propor- 
tionnelle a l'inverse de Ü ; car l'arc sinus qui y parait tend 
vers le sinus, rapport de R, à L. Pour =RI. c'est-à-dire au 
sortir de la région d'application, elle se réduit bien à l'ex- 
pression (125) trouvée plus haut. . 

Passons à la formule (100), spéciale aua. points où Ü est 
plus pet.it que R,. Portons- y , dans la première des deux 
integrales affectées de dR sous le sigiieS, i'cxpression (133) 
de ,O, et, dans la seconde, l'expression équ j~den t s  

La première, en y effectuant I'intAgration au n;oger, de la 
formule (134)) deviendra 
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c'est-à-dire 

1 sin a + sin w 

Z n  Ri sin w log sin (a + w) ' 

L 
si l'on appelle a l'angle dont le sinus vaut -. La deuxième 

R, 
intégrale, en se souvenant que 

-1 s 
(a2 - $2) dz = d arc sin - , 

a 

donnera de m6me 

1 1 sin a cos w ---- - arc sin 
4R1 2 x R ,  dl - sin2 a sin2 w 

- 1 1 ---- arc tg (cos w tg a). 
4R1 2 n R i  

Enfin, la somme de ces deux intégrales,. multipliée par 
1+2p  $7 

do,  puis intégrée de w = O à w = - , conduit bien, 
IL + P) 2 

en tenait compte de la pren~iére formule (129), à une valeur 
de n: constante et identique à (125). 

Le mode de répartition des pressions représenté par l7ex- 
pression (124) de p présente donc, au point de vue analy- 
tique, cette particdarit6 remarquable, que les expressions 
de YO s'y calculent sous forme finie, sans exiger des inté- ' 

grales ineffectuées, contrairement à ce qui arrivait dans 
les cas de distribution uniforme et de distribution para- 
bolique ('). 

(*) On verra, h la note de la p. 206, que la même particularité se produit lorsque 
la région circulaire directement comprimée prend la forme d'un paraboloide de 
révolution. 
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38 bis. - Dèmonstration , par les mêmes formules, d'une rela- 
t ion,  due à M. Beltrami, qui permet de dédusire les pressions 
des abaissements de la région, comprimée, quand il y a paritd 
tout autour. d'un point central ('). 

Les deux formules de calcul intégral (129), dont nous 
avons eu besoin dans la question précédente, conduisent 
une démonstration assez simple d'une importante relation, 
d6couverte par M. E. Beltrami, entre les valeurs que le po- 

symétrique 

divers points 

de la partie 

tentiel d'une couche plane circulaireSdm=~Jo%~P(~2)~dR, 

tout autour de son centre, reçoit aux 

de cette couche, et la masse JR R'2np(R2)RdR 

de la couche qui est extérieure à un quel- 
conque, xRa, de ses cercles concentriques : relation d'oU 
se déduira immédiatement, en différentiant par rapport à 
R , la densité p(K2) de la couche ; et qui, par suite, dans le 
cas considéré de symétrie tout autour d'un point, permet 
de se donner les abaissements n, d'une région comprimée 
G au lieu des pressions élémentaires dP=pd~  ('*). 

On conçoit que, en général, la détermination de la 
densité p d'une masse ou,  ce qui revient au même, l'éva- 
luation de ses divers éléments dm, au moyen des s7aleurs 

que prend son p o t e n t i e l I F  aux points occup6s par ces 

éléments, constitue un problème déterminé; car, égaler à 

(*) Numéro inséré au moment de l'impression (Novembre 1882), c'est-8-dire 
plus de trois ans après la rédaction de l'ensemble du mémoire. 

(**) On peut voir dans divers memoires de M. Beltrami, notamment dans celui 
que contient le tome II ( IVc série) du Recueil de 1'Académie des Sciences de 
Bologne (Sulla teoria delle funaioni potenaiali siinmetriche ; 1881 \, les démonstra- 
tions que cet éminent analyste a données de sa formule. Aucune n'étant ni brève. 
ni intuitive. je crois préférable d'exposer ici celle que j'ai déduite des relations 
(129) e t  qui est beaucoup plus élémentaire. 
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des quantités connues un nombre de valeurs de J-5 égal 

au nombre même des éléments cherchés dm, c'est poser, 
entre ceux-ci, précisément autant d'équations du premier 
degré qu'il y a d'inconnues. Ce problème se résout meme 
de suite dans le cas d'une masse à trois dimensions, puisque 

la formule classique de Poisson y donne 4np = - hgJ";-. 

S'il s'agit, comme ici, d'une mince couche plane, la déter- 
mination de p est encore immédiate quand les valeurs 

données sont, non pas celles du potentiel inverseJ?, 

mais celles du potentiel logarithmique (jr = f log (x + r) dm, 
qui se réduit, dans le plan z=o de la couche, à += f logrdm: 
car, en tenant compte :de la première relation (31) [p. 671, 

d%fJ 
qu'on peut écrire - = - 2~~ (pour z= O), la formule A,+ = O 

dz= 

devient, à cette limite, 27~p = -- + - "' équation aux 
dxz dy" 

dérivdes partielles analogue à celle de Poisson et qui, 
pour le dire en passant, faciliterait beaucoup, dans le cas 
de symétrie tout autour d'un point, le calcul de cette fonc- 
tion 9 =Jlogr dm, p étant donné (*). &is le problème se 
complique, au contraire, quand il est question du poten- 

(*) En effet, p et,  par suite, + ne dépendant alors que de 6 ,  i'équation 

' i d  d i  
deviendrait - - (ci) = 2.; et  son intégration, atfectuée en observant que l'on 

a évidemment 

donnerait 

& 
ou bien, en remplaçant - par d log c, intégrant ensuite par parties et  substituant 

c 
finalement h go sa valeur, 
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tiel ordinaire/Lc d'une couche mince. En effet, la for- 

mule de M. Beltrami, bien que se rapportant au cas 
relativement simple d'une couche circulaire et symétrique 
de rayon R, , est, si U (c) désigne l'expression du potentiel, 
donnée de % = O  à t = R , ,  

et l'on en déduit, en différentiant par rapport à R ,  puis 
divisant le résultat par - 2nR, l'expression, assez com- 
pliquée, de p(R2), 

1 d tdc b_lbt U(y)ydl 
(a') #%) = - - - 

*- 

x2R lm R \rC=2 & ~ ~ i l - ~ %  

Il suffit de démontrer cette formule (a;) pour le cas où la 
densité p (R2) s'annule partout excepté dans un trks petit 
intervalie, dR, , compris entre deux valeurs consécutives 
R,, R, + dR, de la distance au centre. S i ,  en effet, elle 
est vraie alors, il suffira d'ajouter ensemble les formules 

= 2" [L: (R') R log t dR+ (R2) K log RdR 1. 1" 
L'identification de ce résultat, spécifié pour le cas ou p (R2) ne diffère de zéro 

que lorsque R est compris dans un intervalle dR infiniment petit, h l'expression 
de + obtenue par un calcul direct, 

27 
= p (RW~RJ log {r,2 + - 2 t R coam du, 

O 

conduit, d'une manière assez curieuse, h la valeur de l'intégrale classique 

~n~k (9 -2% R cos. + R! du, valeur qui est t-t log R ou 27 log t , suivant 

R est plus grand ou plus petit que S. 
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relatives à une infinité de cas pareils, concernant de 
simples couronnes élémentaires dm = 2xp (R:) RodRo, pour 
que, d'une part, la relation obtenue contienne, à son 
second membre, l'expression vraie de U , c'est-à-dire 
l'expression du potentiel relatif à la niasse totale m com- 
posée de ces couronnes, et,  d'aulre part, dans son premier 
membre, la somme mème des couronnes extérieures i~ celle 
de rayon R. 

Bornons-nous donc au cas d'une couronne élémentaire 
d'un rayon R, < R, , ayant la masse dm = (R:) Ho dR,. 
Le potentiel U (s) sera, d'après les expressions (91 j et (97) 
qu'on lui a trouvées [p. 115 et  1161 , 

-L 
2 r ~ f H , ' - t > s i n 2 0 )  > d u  ( p o o r ï < R 0 ) ,  U (t) = - 

(4 X 

u(t) = ~ ~ r ( c ~ - ~ o ~ s i n ~ w i - ~ d w ( p o u r r . >  TC RD). 

NOUS aurons, en conséquence, 

égalité dont le dernier membre vaudra, d'après la seconde 
formule (129), le produit de dm par l'arc, compris entre 

lt t 
zéro et -, qui a pour sinus -. Il viendra ainsi : 

2 h 
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On trouvera de mème, pour le cas Y. > Ro, mais en n'in- 
tégrant d'abord que de y = O à y = R,, et en se servant tou- 
jours, par conséquent, de la première expression (b) de U , 
puis en appelant, pour abréger, a l'angle, compris entre 

Tt Ho 
zero et -, dont le sinus vaut - et, le cosinus, d m ,  

2 Y, Y, 

Et comme, d'ailleurs, la seconde expression (6) de U 
donnera 

R 

% c o s w  
l = ~ x ~ ( ; - a r c t g ~ ~ ~  -Ra )&. 

7r 1 =+-FJl arctg (tga COSW) A , 
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on aura en tout 

?C 

sin (u - a) 
. + arctg (tgcr cosw) dm. 

slno sino - sina I 
Or, dans celle-ci, le dernier ierrne est nul, d'après la 

première formule (129) prise en y changeant a en - a. On 
trouve donc, en résumé, 

et la f o n c t i o n y  U'y)7d7 , continue pour toutes les valeurs 
0 

dm 
de%, a pour dérivée par rapport à r;, OU zéro, sui- 

( ~ ~ 2  - -2 

vant que r. est plus petit que R, ou plus grand que R,, Or 
cette dérivée, portée dans le second membre de (a) ,  le 
réduit évidemment à zéro si R est supérieur à R,, puisque 
alors la variable r . ,  croissante de R à R,, ne cesse pas d'y 
dépasser R, ; et, dans le cas contraire'de R < R,, elle le 
réduit à 

On voit que, dans' les deux cas, la valeur obtenue pour 
le second membre de fa) représente bien la masse extérieure 
au cercle de rayon R ,  masse qui est la couche annulaire 
dw elle-mème quand le rayon R se trouve moindre que le 
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sien, et zéro, quand, au contraire, la circonférence 2nR 
lui est extérieure. 

Ainsi, les formules (a) et (a') sont démont,rées pour toute 
couche circulaire dont la densité ne dépend que de la 
distance R au centre. 

Et il importe d'observer, à cet égard, que, quelle que 
soit la fonction U (c), donnée de c = O  à c= R,, si une couche 
de rayon R, a la densité (a'), son potentiel, entre les limites 
e = O et t; = R, , sera bien U (L). Car, supposé qu'il pût Btre 
une autre fonction U (t;) + U, (L) , celle-ci, portée dans (a') 
après substitution de y à c ,  donnerait au second membre, 
d'après la démonstration faite, la valeur p (R2), comme 
quand le terme U (y) était seul. En posant, pour abréger, 

ce qui, vu l'identité = O (pour R = RI!, 

entraîne l'annulation de l'intégrale . Or tous 

les éléments de celle-ci sont de même signe et, par suite, 
nuls, tant que, R décroissant avec continuite à partir de 
R,, la fonction X' (R) ne change pas de signe. Dire que 
l'intégrale en question est constamment nulle, c'est donc 
dire que la dérivée X' [c) ne peut, aucun instant, cesser 

elle-même de l'être, et que la fonction x (K) ou JZ-, 

d'ailleurs égale à zéro pour K =O, s'annule aussi continuelle- 
ment. Enfin, comme, pour z croissant à partir de zéro, 
tous les élements de x (K) sont encore de même signe, et 
nuls, tant que U, (6) n'en change pas, il faudra nécessaire- 
ment poser U, (t;) = O : ce qu'on voulait démontrer. 

Remarquons encore que la seconde expression (6) de U ( ~ 1  
devient, si l'on y remplace c par L' e t ,  si, posant ensuite 
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lieu de w comme variable d'intégration-: 

valeur de U (t') qui, pour u.' > RI,  peut s76crire, à cause 
de (4 , 

Or cette égalité, ainsi démontrée dans le cas de cou- 
ronnes élémentaires dm = 2 x  p (RO) R, dR,, subsiste 
évidemment quand on y remplace les fonctions corres- 
pondantes U (y),  U (c') par des sommes de fonctions 
pareilles représentant le potentiel d'une masse de rayon R, 
composée de telles couronnes : elle constitue une autre 
formule remarquable du mème travail de M. Beltrami ; et 
l'on s'en servira pour déduire, des valeurs données du 
potentiel aux divers points de la masse circulaire, ses 
valeurs sur tout le reste du plan de cette masse. 

39. - Azclres modes d'application, déduits des précédents au, 
moyefl de la transformation par rayons vecteurs réciproques. 

On connaît le principe de la transformation par rayons 
vecteurs réciproques et son emploi dans la théorie du 
potentiel. Soient : 

a une longueur constante donnée ; 
dm un élément de masse, situ6 en un point (x,, yl, z,) dont 

R = Va,% + y l %  + zi9 designe la distance ~ l'origine ; 
Enfin (3, y, z )  tout autre point, dont le rayon vecteur 
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s = \/d +,a + ZS, Bmané de l'origine , fait un certain angle 
V avec le rayon vecteur précédent R. 

La distance r des deux points (x,, y,, z,), (x, y, z) sera 
donnée par la formule 

dm 
et le potentiel' de dm au point (3, y, z) vaudra -. 

T 

Cela pos6, concevons qu'après avoir multiplié la masse 
a a 

dm par - ou loi avoir donné la valeur dm, on la trans- 
R '  

porte, le long de son rayon vecteur R ,  à la distance 
a2 R' = - de l'origine ; puis , qu'on évalue le potentiel qui lui 
R 

est relatif', non plus pour le point (x, y, z), mais pour le 
transformé (x', y', z'j de celui-ci, obtenu en portant de 
même le point (x,2, z) , le long de son rayon vecteur s ,  à 

a" 
une distance s' = - de l'origine. La nouvelle distance , 

6 

r', de la masse, à ce point (x', y', 2'). aura pour carre 

L'extraction des racines donne, par suite , 

Multiplions les deux membres par dm et inthgrons-les 
pour une somme quelconque d'cléments dm. Il vient 
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Donc, le potentiel de la masse transformde est kgal, pour 

le poht  (2, j) $7, au produit de  $ par le potentiel de ln 

masse primihive azc point (x, y, 2). 
On peut, par ce principe, déduire simplement, de chaque 

mode de distribution de pressions considéré précédem- 
ment, des modes nouveaux, pour lesquels on connaîtra de 
suite les abaissements w correspondants. li suffira, aprés 
avoir pris sur la surface du corps une origine quelconque, 
de concevoir que chaque pression partielle, dP= pdo, exer- 
*ée sur un petit élément do d'une région donnée du plan 

des xy, soit rkduite à 2- p d Q (c'est-à-dire à a p dodR, pour 
R 

75 = RdwdR évalué en coordonnées polaires) et qu'on la 
transporte ensuite, le long de son rayon vecteur R, sur 
l'élément d ~ '  transformé de d r  par rayons vecteurs réci- 
proques, é16ment qui sera d'autant plus grand et d'autant 
plus éloigné de l'origine que da en est plus proche. Le 
nouvel abaissement w' égalera, en chaque point (x', y') du 

a 
plan des xy , le produit de - par l'abaissement primitif lu, 

%' 

supposé connu, du point (x, y). 
Dans les cas où la région d'application primitive com- 

prend l'origine, la nouvelle région d'application a' s'étend 
jusqu'à l'infini au-delà du nouveau contour, transformé 
de l'ancien, et l'espace compris à l'intérieur du nouveau 
contour reste seul libre de toute pression. Mais, si la 
fonction-donnée p est finie à l'origine R=o, les nouvelles 
pressions exercees aux points éloignés, depuis une cer- 
taine distance très grande R' jusqu'à Rf= co , ne donnent 

en tout que la somme a J u~ ' ? d R , entièrement 

insignifiante; en sorte que la nouvelle pression est finie 
comme la première , et l a  nouvelle région d'application 
réductible aussi, avec autant d'approximation qu'on voudra, 
à une surface finie, savoir à une bande annulaire, dont le 
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bord extérieur reste seulement indéterminé. Les raisonne- 
ments des §$ précédents, où nous supposions des régions 
d'application restreintes, ne cessent donc pas d'ètre appli- 
cables ; e t ,  en effet, les conditions spéciales (3) [p. 533, 
qu'on aurait pu craindre de ne pas voir réalis6es, le sont 
par le fait mème que le nonveau potentiel se trouve égal au 

potenliel primitif, fini partout, multiplié par le rappor to .  
d 

Si la région d'application primitive a pour contour un 
cercle , la nouvelle région d'application sera également 
limitée intérieurement par un contour circulaire; car on 
sait que les transformées, par rayons vecteurs réciproques, 
d'un cercle ou d'une sphère, sont aussi un cercle ou une 
sphère, qui dégénèrent. en une droite ou un plan quand 
ces figures ont des points situés à l'infini, c'est-à-dire 
quand la sphère ou le cercle donnés passent par l'origine. 

La nouvelle rdgion d'application serait, au contraire, 
limitée extérieurement, comme la proposée, si l'origine 
était prise en dehors de celle-ci; et le nouveau contour 
serait circulaire toutes les fois que le contour don116 aurait 
cette forme. Seulement, la nouvelle charge ne  se trou- 
verait plus disposée symétriquement à son intérieur si la 
première l'était. - 

Appliquons en particulier la transformation au cas où, 
tout étant pareil antour de l'origine, la surface compriii-iée 
primitive nRy éprouve dans toute son Btenduë un enfonce- 
ment constant, et prenons a = R,, afin que le contour de 
cette surface se transforme en lui-meme ou ne change pas. 
La pression primitive pour l'unité d'aire, p, est représentée 
par la formule (124) [p. 1581. En conséquence, la nouvelb 
pression totale vaudra 

Elle égale donc le pîmoduit de La p e s s i o n  totale primitive par 
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X - Quant aux abaissements w', ils se déduisent, confor- 
2 '  

mement à (136), des relations (125) et (135) [p. 158 et 1651; 
X 

divisés par - afin de les rapporter à l'unit6 de pression 
2 

totale, ils acquièrent les valeurs : 

1 + 2 p  1 Y,' 
(pour t' < Rd i; = arc sin - , 

2dp( ) i+p )?  
(137) 

R 4 

1 + 2 p  1 
(pour l;' > Ri)  rb = 

4iTp()i+p) 7. 

X+2p 1 
Au centre, ou pour r'= O ,  l'abaissement est 

2+(À + pj K' 
Il grandit à: partir de là, car le rapport de l'arc 

X 
à son sinus augmente ; et il se trouve multipli6 par - au 

2 
moment où L= H ,. ~'nbaissesemmt'w' décroil ensuite juspu7à 
t' =CO , en prenant, szcr le ?"este du plan, c'est-ci-dire s w  
toute Zn surface diwctement comprimée, les valeurs qu'.il 
aurait si les pmsions appliqudes d la surface &aient rem- 
placées par leur résultaale statique, c'est-à-dire Iraasportdes 
au centre. 

L'abaissement moyen qu'éprouve la partie libre de la 

surface , quofient par ER,' de l'intégrafe 2 x ~ R k ~ ' d ~ ' ,  
o 

se calcule aisément. en observant, après avoir pris comme 
7,' 

variable d'intégration le rapporl - = a, que 
Ri  . 

A c 2 p  et il 1-aut (%- 1) &, nombre qui se rapproche 
+O\ + P) 

beaiicoup plus d.e la valeur minima de lu', celle qui 
correspond à z' = O ,  que de la valeur sur le bord, relative 
à Y,'= R,. 
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-10. - De certains polentiels, qui ,  dans des étendues infinies, sont 
inverses de la distance à un point donnd o u  sont même nu l s ,  
et de l'emploi de ces derniers pour exprimer divers cas 
cl'équdibre de coqos soumis, sur  u n e  pa~ t zé  reslreinle de bur 
surface , d des aclions tangentielles. 

En général, si le potentiel relatif a une certaine masse 
est constant dans tout un espace ii deux ou à trois dimen- 
sions entourant l'origine et limité par une certaine ligne ou 
surface, son transformé par rayons vecteurs réciproques 

1 
sera, d'aprks (136), simplement proportionnel à - pour tout u/ 
l'espace exterieur à la transformée de cette ligne ou de 
cette surface ; et, comme, à d'assez grandes distances t, 
i1,tend vers l'expression qu'il aurait si toute la masse était 
concentrée à l'origine, expression qui a précisément la 

M 
forme - sa vraie ualeur , en tous les points de la rigion 

L' ' 
extdrzéure considérée , pourra se calculer dans cette hypo- 
thèse, c'est-à-dire, égalera exactement le quotient, par la 
distance cf, de lu masse tran.sformée. 

Une couche spherique homogène de rayon R, , décrite 
autour de l'origine comme centre, est &ideminent à elle- 
meme sa propre transformée, pourvu qu'on prenne la 
ligne a égale à Ri : voilà pourquoi la constance : à l'inté- 
rieur, de son potentiel, et la proportionnalit6 de ce poten- 
tiel à l'inverse. de 'la distance c , à l'extérieur, sont deux 
faits corrélatifs, dont l'un entraîne l'autre. Il en est autre- 
ment pour une couche plane, répartie sur le cercle ZR," 
d'après la loi qu'exprime la formule ( 124) [p. 1581 : cette 
couche ne se confondànt nullement avec sa transformée, 
ce sont deux couches différentes qui jouissent , l'une, de 
la propriété d'avoir , dans son plan , un potentiel constant 
à l'intérieur du cercle ZR:, et ,  l'autre, de la yropri6t6, 
transformée de la précédente, qui consiste en ce que le 
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potentiel varie, hors du même cercle, en raison inverse 
de la distance au centre ('). 

Une masse dont la forme est celle d'un anneau Btroit , 
decrit autour de l'origine conme centre avec un rayoh 
R = a ,  se transforme en elle-m&me par rayons vecteurs 
réciproques. C'est ce qui explique l'analogie des deux 
formules (94) et (97) trouvkes au no 27 [p. 115 et 1161 : 
chacune des deux n'est que la transforniée de l'autre par 
rayons vecteurs réciproques. 

Mais revenons à la considération de masses dont le 
potentiel, aux points qu'elles occupent, soit en raison 
inverse de la distance s' à l'origine. La superposition de 
deux d'entr'elles , de même valeur absolue M.  mais de 
signes contraires et de dimensions ou de formes différentes, 
donnera, pour tout l'espace extérieur à la  fois aux deux 
contours respectifs qui les limiteront intérieurement, le - 

hf M 
potentiel total - - - ou zéro. A une pareille couche ' r,' 
materielle fictive: étalée sur un sol Blastique, et d'une 

(*) Les transformées par rayons vecteurs réciproques d'une couche matérielle 
étalée sur un cercle sont, généralement, d'autres couches minces en forme de 
calotte sphérique. Si la couche proposée est symétrique, ou que la densité par 
unité d'aire y dépende uniquement de la distance au centre, et si l'on prend 
successivement pour origine les différents points de la perpendiculaire menée 
par ce centre B son plan, en attribuant d'ailleurs h la ligne a diverses valeurs, 
les transformées seront évidemment des calottes, présentant tous les degrés 
d'ouverture et toutes les dimensions, dans lesquelles la densité par unité d'aire 
ne dépendra que de la distance au pôle. On pourra, par exemple, supposé que 
le potentiel sur toute la surface de la calotte soit donné, en déduire, par la for- 

mule (13ô), le potentiel f f  aux différents points de la couche circulaire, et puis 

tirer, de l a  formule (a') de M. Beltrami [p. 1691 , l'expression de la densité de 
cette couche ; d'où l'on passera aisément B celle même de la densité aux ditiërents 
points de la calotte : on aura donc traité, pour celle-ci , le même problème que la 
formule (a') résoul pour le cercle. M. Beltrami vient d'indiquer et de développer 
cette extension intéressante de sa formule dans un Mémoire intitulé Sulle fun- 
zioni nssociate et specéalmente su quelle della calotta sferica (Acaddmie des 
Sciences de t'Institut de Bologne, série IV, t. IV; 1883) : il y considère, dans un 
plan méridien, non seulement les lignes d'égal potentiel, ou Zignes de niveau, 
mais aussi leurs trajectoires orthogonales (lignes de force), qu'une ingénieuse 
analyse lui fait également obtenir. 
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masse totale nulle, il correspond, par coriséqüent , des 
modes d'application de pressions normales dP pour lesquels 
l'abaissement rlv de la surface s'annule exactement en 
dehors d'un contour donn6, quoique leur région d'appli- 
cation s'étende bien au-delà. 

Cette couche fictive est également propre, par sonpotentiel 
logarithmique f log (z+r) dmou par les dérivées de celui-ci, 
à représenter les déplacen~ents u ,  u ,  w dus à certaines 
forces p, , y,, simplement tangentielles, exercées sur la 
surface z = O à l'intérieur du meme contour, et ayant les 
expressions (45 bis) [p. 791. Si l'on pose, en ebet , dans 
(45 bi$, rf ou y1 =$ log (z + r) dm et z = O ! en se bornant 
d'ailleurs aux termes qui contiennent soit y ,  soit y,, il vient 

1 
pz = O et p,, p, égaux aux produits de + - par une déri- 

2.x 

vée première, en x ou en y, de la fonction -, laquelle Jd: 
s'annule, ici, hors du contour considéré. pourrait donc 
ètre conduit, de la sorte, à des applications simples des 
seconds et troisibmes types d7int6grales dont il a été parlé 
soit au numéro 16 [p. 731 , soit aux nuni6ros 17 et 18 [p. 78 
et 791. D'après la troisième (45) [p. 793, l'abaisseiuent n! 

@ de la surface, proportionnel à la dérivée - qui y vaudrait 
dz 

ou zéro ou /:, serait encore constamuient nul à l7exté- - 
rieur du contour donné, c'est-à-dire, ici,  en dehors de la 
région d'application des actions déformatrices. 
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40 bis ($). - Calcul yénèral de I'équiZibre, dans le cas d'actions 
tangentielles données et dans celui de p?,essions obliques quel- 
conques : transmission de ces pressions de la surface & 
l'intérieur. 

Les considérations précédentes nous ramènent naturel- 
lement au problème génbral de l'équilibre de notre corps 
élastique limité par le plan des xy et soumis sur ce plan à 
des actions données. Or i l  y a lieu d'y revenir, pour com- 
pléter la solution, laissée inachevee au no 18 [p. 801, du 
cas où lei forces dont il s'agit sont des actions tangen- 
tielles quelconqu& JI%, p,. Cette solution, que contiennent 
en germe les formules (45), (45 bis) et (45 ter) [p. 79 et 801, 
aboutit immédiatement, dès qu'on y exprime les deux 
fonctions et y, au moyen des seconds pot.entiels logarith- 
miques , Y! = $ [ - r S z log ( z  +Y)] dm,  de certaines 
couches fictives fdm étalées sur la région d'application des 
forces données, de même que lepremzér potentiel logarith- 
mique, /log (z  + r) dm, d'une telle couche, a représenté 
[p, 76 et 771 la fonction 9 relative au cas de pressions nor- 
males ps . 

En effet, d'une part, un  second potentiel logarithmique 
Y, tout comme un premier +, a son paramètre A, nul [p. 601 
et n'est pas moins propre, sous ce rapport, à exprimer p ou 
y,. D'autre part, sa dérivée première en z étant le premier 
potentiel logarithmique f log (z + r) dm e t ,  par suite, sa 

d%J 
dérivée suivante, =, le potentiel ordinaireJ?, la dé- 

d3 Y 
rivée troisième - a pour valeur, sur la couche nième 

dz3 

Jdm ou à la limite z = O ,  le produit de - 2 TC par la densité 
superficielle p (x,  y )  de cette couche. On satisfera donc, 

(') Numéro composé en novembre 1882, et inséré dans le mémoire au moment 
de I'impression. 
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identiquement, aux Bquations (45 ter) [p. 801, en prenant 
respectivement, pour .g et y, ,  les potentiels logarithmiques 
Y de deux couches matérielles fictives étalées sur le plan 
des xy et ayant comme densités superficielles p (3, y)  les 

 PX ~ P Y  valeurs connues (pour z = O) des deux fonctions - + - 
d s  dy ' 

d~x --- d''a Or le premier de ces potentiels est évidemment 
dy da 
la somme de deux, relatifs des couches dont les densités 

 PX seraient - et -. De plus, celui des deux où la densite 
d s  dy 

est * égale la dérivée en z du potentiel analogue d'une 
da 

couche qui aurait la densité pz; car il est presque évident, 
comme on l'a reconnu en démontrant la relation (34) [p. 691, 
que tout potentiel, ou mème toute intégrale de la forme 
/ f  (Y, z) dm,  se rapportant à une matière f dm étalée sur le 
plan des xy, se différentie par rapport a x ou à y en diffé- 
rentiant simplement, sous le signej, la densité p (xi, y,) de 
la couche par rapport à la coordonnée correspondante x, ou 

d' y,. De même, le potentiel de la couche de densité 2 sera 
dy 

la dérivée en y du potentiel Y d'une autre couche ayant la 
densité py. Et l'on décomposera pareillement le potentiel Y 

 PZ d ~ ,  de la couche de densité - - - 
dy drç - 

En résumé, si dm' et drn" sont les deux composantes 
donnéespxdc, y&, suivant les x et suivant les y, de la force 
tangentielle extérieure s'exerçant sur chaque élément da 
de la surface z = O du corps, et si Y=, YY sont les deux 
potentiels 

(a)  Y,=J[-~+zlog(a+r)] dm', Y, = f [-r+ zlog(z + Y)] dmf', 

où r désigne la distance du point quelconque (x, y, z) à un 
point (a, y,) de l'élément dc , les équations (45 ter) condui- 
ront à poser 
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Portons ces valeurs de y et de y, dans les formules(45 bis), 
et,  en effectuant les -différe&iations, puis remplaçant 

d2 ( ou Y ) P ar - - (Y, ou % ) , il viendra la 
dz2 

formule "triple 

A la limite 2 = O, elle donne bien pour pz ,  pu, pz les trois 
- 

1 d3 expressions désirées - - - 
27c dz3 (% TV, 0)- 

Enfin, les conditions spéciales (3) [p. 531, concernant les 
points situés aux grandes disiances c de l'origine, et en 
vertu desquelles les déplacements a, v , n, doivent y ètre 
comparables à l'inverse de t ,  se trouvent également vérj- 
fiées , quand on porte dans les formules (45) de u , v , n, les 
valeurs (o1') de cp et de 1,. Car Yx et  Y, sonl, d'après ( a ) ,  des 
intdgrales dont l'élément a ses dérivées premières en z et 
en y algébriques et du degré zéro par rapport a x - x,, 
y - yi, z, r .  Donc, les expressions (cc') de .g et de p sont, 
sous les signes $, homogènes et de ce degré zéro, par 
rapport aux mèmes variables : d'où il suit que les expres- 
sions (45) de zc , v , n, présentent encore une homogénéité 
analogue, mais du degré - 1, tout comme leurs expres- 
sions (43) relatives au cas de pressions normales Jdm ou 
fdP exercées sur la surface. Elles deviennent donc, pareil- 

1 
lement, de l'ordre de - aux grandes distances t ,  pourvu 

t 

que la région d'application des forces s'excerçant sur la 
surface soit limithe, comme on le suppose. 

On remarquera merne que ces valeurs (45) de u, v, w ne 
contiendront, sous le signe f ,  aucune fonction transcen- 
dante, pas plus que les valeurs encore moins complexes (43). 
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Ainsi, la solution de la question posée, relative au cas 
d'actions tangentielles dm', dm". appliquées suivant les x 
et les y à la surface di1 corps, est donnée par les forniules 
(45) et (P) , où y et y,, Yx et V, ont les expressioiis (a') et (a). 
Il suffira, comme on a vu [p. 801, de superposer celte solu- 
tion à celle que contiennent les relations (40) à (43) [p. 76), 
pour avoir les formules qui résolvent le problème général 
de l'équilibre d'un corps se terminant à une surface plane 
indéfinie et sollicité sur cette surface par des actions quel- 
conques (>. 

La formule triple (40) [p. 751, un peu plus simple que (P), 
lui devient analogue quand on l'écrit ainsi 

(*) Ce problème, dont j'avais, en 1878 et  1879, amené la solution au point indi- 
qué dans le 9 II ci-dessus, comme il résiilte de mes notes insérées B cette époque 
dans les Comptes-Rendus de l'Académie des Sciences, vient d'être traité par 
M. Valentino Cerruti , professeur de mécanique rationnelle B Yuniversité de 
Rome, dans un mémoire intitulé Ricerche intorno all' equilibrio de' corpi e h -  
tici isottropi (Reale Accademia dei lincei, vol. XII1 ; anno 1881-1882). Ce savant 
analyste l'a résolu par une voie beaucoup plus longue que celle que j'ai suivie, 
savoir, en appliquant une méthode d'intégration des équat;ons de l'équilibre 
d'élasticité indiquée par le professeur Betti ( teoria dell' ezasticità, dans les 
tomes V11, VI11 et IX, 2e série, du Nuovo Cimento). et qui consiste déterminer 
d'abord, en fonction de cc, y, Z, la dilatation cubique 8 et les trois rotations 

1 1 
moyennes - (5 - $) , ' (2 - z) , (5 - 2) , pour en déduire 

2 dz a d+ 
ensuite les déplacements u, a,  W .  L'idée de compléter, par l'emploi des seconds 
potentiels logarithmiques, ma solution, restée inachevée jusque 18, du cas ou 
des forces tangentielles quelconques agissent sur la surface, m'est venue juste- 
ment en voyant paraître, dans certaines formules de M. Cerruti (p. 32 de son 
mémoire) , des fonctions de la nature de ces potentiels, dont j'avais reconnu 
l'existence dès 1879, et dont j'avais même, dans ma note, en 1881, de 
l'édition française du Traité de l'élasticité de Clebsch @. 401, form. 38 bis), fait 
l'usage qu'on verra au no 62 ci-après. Les relations (43), d'une part, (45), (z) et 
b'), d'autre part, contiennent d'ailleurs, groupés de la manière la plus naturelle, 
tous les éléments des formules générales (58) et (6.3 de M. Cerruti, qui expri- 
ment avec drs notations différentes le  résultat de la superposition des miennes 
(43) et  (45). 
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dul, et surtout quand on y remplace + par - en posarit , 
dz ' 

pareillement à (a), 

Alors la superposition des valeurs (P) et (P') de px , y, , pz 
donne, pour le cas où chaque élément d5 de la surface sup- 
porte une pression oblique ayant, comme composarites 
suivant les x, les y et les z , dm', dm" et dm, les trois 
formules tri% symétriques, 

elles expriment les pre,ssions transmises, à partir de la 
surface, sur l'unit6 d'aire des couches qui lui sont paral- 
lèles. 

Supposons, comme nous l'avons fait au no 25 [p. 104) 
dans le cns d'une simple pression normale, que les poten- 
tiels se réduisent a un seul de leurs éléments, ou les forces 
extérieures sollicitant la surface à celle que supporte l'élé- 
ment, d~ , de celle-ci, situé a l'origine des coordonnées. 
Nous aurons évidemment 

~ " Y , , Y , , Y ~ )  - (dm'; dm", dm\ 
r = V x 2  + y'+ z z ,  - 

dz2 9 
T 

@Y, d3yy d 3 y Z  - d m '  + ydm" + zdm -+- + --- 
dxdzZ dyd9 (123 

? 

et il viendra d'abord 

z (dm', dmf', dm) z . cl 
i pz, P I ,  P Z )  = 2, --- 

2~ d ( s ,  y ,  z) 

Enfin, une différentiation de plus donnera 
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mdm' + ydm" + (~x,P,,pz)== - -- 
iw'\ 

27c dr T 

Comme - (" " Sont les trois cosinus directeurs du rayon r 
r 

émané de l'origine, on voit que la pression exercée par 
unité d'aire. en (x, y, z), sur un élément plan parallèle à la 
surface, pression dont pz ,  p, , p, désignent les trois compo- 
santes suivant ies axes, est dirigée précisément dans le 
sens de ce rayon, et qu'elle a pour valeur 

Y Z - dm' + - dm" + - dm 
T T 

où le trinôme entre parenthèses exprime évidemment la 
projection, sur ce mème rayon r ,  de la force donnée, défi- 
nie par ses trois composantes dm', dm", dm. O n  peut donc 
énoncer la loi suiyante : Toute action exte'rieure exercde en 
un ~~ozizt de la surface d'un solide se transmet à l'intérieur, 
sur les couches mattbie2les pnrallèles à la surface, sous ln 
fowne de pressions diriyées exactement à I'opposd de ce poifit, 
et qui égalent, pour i 'un~t!  d'aire, le produit d~ coefbc2ent 

- 

3 
-par la composante, suivant leur propre S ~ S ,  de la force 
2n 
extérieure donnée, par l'inverse du carrd de la distance r 
a.24. même point d'applicatio f i  el  par le rapport de la p ~ o  fan- 
deur x de la couche à cette &ista,nce r .  

Telle est la loi générale dans laquelle se trouve comprise 
celle qu'expriment les formules 83 bis du no 25 [p. 1041 et 
qui concerne le cas où l'on a dm' = O, dm" = O, dm = dP. 

11 est aisé de vérifier que la pression extérieure donnée 
se transmet intégralement d'une couche à la suivante, 
ou, autrement dit,  que les trois composantes totales, 
f (pz, py , pz) dm, de l'action supportde par toute la surface 
a d'une couche quelconque, ont respectivement les valeurs 
dm', dmt', dm. Substituons, en effet, dans ces intégrales, 
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à p*, pv ,  pz leurs valeurs (y'), et observons que les termes 
contenant x ou y au preniier degré donnent des éléments 
de signes contraires qui s'entre-détruisent. Il vient, pour 
les trois composantes, les produits respectifs de dm', dm", 

dm par les trois integraies -JF, 2~ Es";, :y$. 
Or les deux premières de celles-ci sont évidemment égales 
entre elles, et moitié de leur somme 

en sorte qu'il suffit de vérifier si les deux intégrales 
do ( 4n - 2% pour valeur l'unité-c7est 

ce qu'on fait sans difficulté, en prenant comme é16ment de 
la surfac,e ?r une coiironne élémentaire 2r;RdR = 2xrdr, où 

le rayon intérieur R Qale m: puis en intégrant de 
r = z à r = CD ; ce qui revient bien à faire varier R de zéro 
à l'infini. 

Parmi les consérpences qu'on peut tirer des formules 
(45) de g, v ,  ru, je nie cotltenterai designaler la suivante. 
Imaginons qu'on n'ait appliqué à la surface de notre corps, 
supposé etre, pour fixer les idées, un sol elastique , qu'une 
action tangentielle dT, s'exerçant suivant l'axe des x sur 
un élément d~ situé à l'origine ; et proposons-nous d'étudier 
la forme prise par la surface du corps, alors qu'elle a acquis 
de petites ordonnkes su. Les données de la question seront 

et l'expression (45) de w , spécifiée pour z = O ,  deviendra 

1 (1- dl' 3 .nJ=--- - (1 + ;) = 
dT m - 

471 (h-t- t*) dz 4n (h + p) (Z + r)% 4lt ( A  + ?) 1.2 ' 
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 ins si', la surface libre déformde aura sensiblement pour 
équation 

dT x - dT x 
(4 z =  -- 

4 x ( X t p )  ~ " - 4 ( ( X + 4 2 4 + ~ ~ -  

On remarquera : 1' que chaque circonférence, de rayon 
r, décrite sur la surface autour du point d'application de 
la force dT comme centre, reste tout entière, après les 
déformations, dans un même pian, qui a seulement 
tourné., autour du diamètre perpendiculaire à la force d T ,  

Z dT 1 
d'un petit angle - = - inversement proportion- 

x 47t (1 + p) r% 

ne1 au carre du rayon r ; 2" que les lignes de niveau , 
z = const. , de la surface déformée ont pour équation 
$2 + y" 

= const., et qu'elles sont, en projection sur leur 
x 

plan primitif, des cercles menés par l'origine et ayant 
leurs centres sur la droite d'application de la force ou 
droite le long de laquelle la force est dirigée; 3" que, 
par suite, les lignes de plus grande pente de cette meme 
surface sont, toujours en projection sur son plan primitif, 

$2 + y2 
les cercles analogues - = const., mais dont les centres . I 
se trouvent sur l'axe dés y perpendiculaire à la force. La 
ligne mdme d'application de la force joue, du côté des x 
positifs, le rôle de ligne de t h a l m y  , et,  du côté des x 
négatifs, celui de ligne de faGe (") ; car toutes celles de plus 
grande pente, parties du sonzmet dont les coordonnées sont 
x = un infiniment petit négatif - E ,  y = O ,  se détachent 
asymptotiquement, en descendant, du plan des zx, du 
côté des a négatifs, pour tourner ensuite de 360' (en pro- 
jection horizontale) et venir se raccorder asymptotiquenient 
au plan des zx du côté des x positifs, en se terminant dans 
le fond x= e ,  y =  o. 

(*) Il faut se souvenir que l'axe des a est dirige vers le bas, de sorte que les 
parties de la surface ii ordonnées a positives sont des creux et les parties h 
ordonnées négatives des renflements. 
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41. - Dtifaut de proportionnaldé de la pression a l'enfoncement, 
aux divers points de toute région d'appEica2ion Zzinitke. 

Plaçons ici une remarque gAnérale, à laquelle conduisent 
tous les rdsultats des nos précédents. 

Dans aucun des modes de répartition de pressions exté- 
rieures normales que nous avons considArés , la pression 
exercbe par unité d'aire aux divers points de la surface n'a 
Até trouvée proportionnelle, même d'une manière approxi- 
mative, à l'abaissement w produit au même endroit. Par 
exemple , pour une répartition uniforme des presGons, 
nous avons eu (p. 140) des abaissements décroissant, du 
centre au bord, dans le rapport de 8 à 5 environ. Pour le 
cas (réciproque), d'un enfoncement uniforme, la pression 
exercée sur l'unité de surface, représentée par la formule 
(124) [p. 1581, a grandi du centre au contour dans la 

1 

proportion de 2- à a, bien plus grande encore. Et quand 
2nRi2 

on admet que la pression décroîi paraboliquement depuis 
le centre jusqu'au bord, où elle s'annule , l'abaissement 
28 décroît aussi, mais seulement dans le rapport de 3-r; à 4 
(p.  151), ou de 12 à 5 environ, non jusqu'à zdro. 

Le defaut de proportionnalit6, entre la pression exercée 
en chaque endroit et l'abaissement n, que la surface, y 
éprouve, se présente nécessairement toutes les fois que la 
région d'application est limitée , comme nous l'avons 
admis ; car l a  proportionnalit6 exigerait que nj s'annulât 
hors de, cette région, de même que s'y annule la pression 
exthrieure pz, tandis que la formule (84) [p. 1091 , fait 
décroître, au contraire, lu graduellement et assez lente- 
ment, à mesure qu'on s'éloigne de la région d'application. 

Ainsi, des pressions (ou traction$ données, s'cxerpmt SUY 

zcn sot ou sur ln surface d'un corps à l'intérieur d'une aire 
dé@ie, sont loin d'inzprimer à leurs points d'application des 
déplncements ayant entr'eux, azcx divem endroits, les mdmes 
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rapports que ces pressions (0% traction.yl, contrairement à 
une hypothèse que l'on fait quelquefois. 

Méme avec les modes d'application, indiqués aux nos 39 
et 40, où la région directement comprimée s'étend jusqu'à 
l'infini, une proportionnalité approximative entre pz et rc 
n'existe, ni sur cette région (vu qu'on y a généralement 
fw d a = tandis que f ju, d r y est finie), ni sur la partie 
restée libre, oùp5 = O alors que n, y prend des valeurs. très 
notables. 

42. - Recherche de cas O& les pressions extèrzéu?.es, nulles en 
rnogenne et appliquées à toute la surface, produisent des 
abaissements qui leur soient partout proporlionnels. 

Les abaissements n, ne sauraient donc être proportion- 
nels aux pressions ps ou p, que dans certains des cas où 
celles-ci s'exerceraient sur tout le plan des 2.y , c'est-à-dire 
sur toute la surface du corps, indéfinie par hypothèse. 
D'ailleurs, notre amlyse, où les déplacements sont suppo- 
sés nuls pour z infini, ne s'étend à de pareils cas queelors- 
qu'on y admet que les pressions iîl,, positives en certains 
points, négatives en d'autres, ont leur valeur moyenne 
nulle. Sans cela, le corps ou le sol considéré, soumis à des 
pressions pz sensibles dans toutes ses couches paralleles au 
plan des xy, éprouverait en tous ses points des contractions 
-3, finies, aussi grandes en moyenne pour les couches pro- 
fondes que pour les couches superficielles; et les enfonce 
ments n, à la surface seraient infinis, comme la profondeur 
que nous attribuons au corps. La formule (84) [p. 1091 
montre même que lu croît sans limite, quand on suppose 
qu'une pression pz ou p , constante et finie par unité d'aire, 
s'exerce sur une simple bande, de largeur donnée, comprise 
entre deux parallèles aux x, et dont on fait grandir indéfi- 
niment la longueur : en effet, le potentiel. relatif h une 
droite homogène s'expiriiue par un logarithme, qui devient 
inkni en même temps que la droite elle-même. 
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Pour trouver les modes les plus simples de rdpartition , 
sur le plan des xy, de pressions  JI^ nuiles en moyenne et 
aptes t~ produire des abaissements IV qui leur soient partout 
proportionnels, revenons aux trois types généraux d'inté- 
grales que nous avons obtenus dans les numéros 14 et 16. 
En appelant + une fonction continue de x , y ,  z , dont le 
paramètre différentiel, A, + , soit identiquement nul, ou 

dl! tel qu'on ait A, (z +) = 2 -, et en désignant par (t' sa 
dz 

d+ dérivée -, nous avons recannu que les équations indéfi- 
dz 

nies de l'équilibre du corps sont vérifides par les trois 
expressions suivantes de u, u, w, 0 : 

D'ailleurs, les valeurs (2) [p. 521 de pz, p, , pz, spécifiées 
pour ces trois sortes d'expressions, deviennent respective- 
ment : 

Toutes les fois qu'on donne à des valeurs qui, pour 
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z = O, restent finies ainsi que leurs deux premibres dérivées 
en 2, et dont la dérivée troisième en 2, multipliée par z , 
tend vers zéro à cette limite, les premières formules 
( 138 bis) se réduisent, pour z = O, à celles-ci, 

-2p 2 d+' 
9 l'y=--, 

A + P  dy 
(138 ter) (pour z = O )  

A + 2 p d+' 
pz=-2p--. 

A+p dz 

Et l'on obtient : 1" des intkgrales propres au cas où la 
surface ne supporte que des pressions normalespz, en ajou- 
tant ensemble les premières et les secondes expressions 
(138) de u , u , w , respectivement multipliées par 1 et par 
- P  - ; 2" des intégrales propres, au contraire, au cas où la 

A + P  
surface ne supporte que des actions tangentielles pE , p, , 
en ajoutant encore ces premières et secondes expressions 
(138) de u ,  u , n, , mais respectivement multipliées par 1 et 

A+2p par - - , puis en superposant aux résultats une inté- 
A + IL 

grale de la troisième forme (138). Dans le premier de ces 
cas, où pz et pg s'annulent pour z = O ,  les expressions de ro 
et de pz deviennent, à la surface : 

d+' A + 2 p  (139) (pour z = O) pz = - 2 p - w=- +'. 
dz ' A +  ll 

Observons que, dans ce même cas, la dilatation cnbique 8, 
- 

exprimée , d'après (1381, par 2p - dp' , est toujours propor- 
4 p  dz 

tionnelle , en chaque point de la surface, à la valeur (139) 
de la pression exterieure pz. Une proportionnalit6 analogue, 
de pz à û pour z = O ,  subsiste aussi dans le type simple d'in- 
tégrales auquel correspondent les premières fbrmules (138) 
et (138 bis) ; et les valeurs de a, v s'y annulent pour z = O, 
en sorte que les déplacements produits à la surface lui sont 
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perpendiculaires. Ces divers faits, signales plus haut [p. 77 
et 681, s'étendent, comme il était évident, à toutes les 
formes possibles de la fonction +. 

43 - Valeurs de tu et de pz dans ces cas. - Kapidité aaec 
laquelle les effets des pressions s'y é~;anozcissernt à quelque 
distance de la surlace. 

Rappelons pue notre but; actuel est de former des expres- 
sions de + pour lesquelles pz et w, à la surface z = O, soient 
partout proportionnels. Or il suffit, pour cela, de poser, 
dans les formules (l39), 

a ddsignant une constante positive et une fonction de x 
et y telle, qu'on ait A,+ = O ou 

En effet, l'expression (140) de +', portée dans (139), 
donnera 

de sorte que, sur toute l'étendue de la surface, le rapport de - - 

2 1 
n, àp ,  aura la valeur constante - inversement 

2p[A+p) cc ' - .  . , 

proportionnelle à la quantite a. 
On prendra, par exemple, 

(1421 - e cos (m -I- m,) cos (%y + ~s,) , 
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c ,  mi, fi, étant trois constantes arbitraires, et m ,  n deux 
constantes liées à a par la relation 

La valeur de p, et l'équation de la surface derenue 
légèrement courbe sont alors, d'après (141 bzS) : 

pz = 2 p cc c cos (mx + mi) cos (%y + ni), 
X + 2 p  

1v= - c COS ( w u  + mi) cos (ny + 12,). 
A + F  

On voit que y5 et YU changent simplement de signe quand 
mx ou ny croissent de 7i : ainsi ces deux fonctions de x et 
de y sont périodiques et ont bien leurs valeurs nloyennes 
nulles. 

Les tractions exercées sur les parties convexes de la 
surface et les pressions exercées sur les parties concaves se 
neutralisent très sensiblement, quant aux effets qu'elles 
produisent à une certaine profondeur z ; car les expressions 
génkrales de u ,  v ,  T U ,  formées avec les dérivées premières 
de + et de z+', se composent de termes contenant en 

facteur, les uns, l'exponentielle e-az, d'autant plus rapide- 
ment décroissante que les concamérations de la surface 
ont. moins de longueur et de largeur ou que le paramètre 

cl = v'm' + lil est plus grand, les autres, l'expression clzCUZ, 
qui, maxima pour a z  = 1 , décroît ensuite presque aussi 

rapidement que èU2. 
Par exemple, dans le cas le plus simple, alors qu'on a 

ou que la surface se couvre de convexit5s et de sillons 
parallèles d:une longueur infinie, 2 coupe siiiusoïdale et 
d'une largeur donnée L (mesurée de crète en creux), l'ex- 
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Z 

ponentielle e-& devient e-"7 .  h une profondeur z valant 
seulement la largeur L d'un sillon simple, elle se réduit 

à la fraction e-" = 0,0432l de la valeur qu'elle présente à 
la surface. A une profondeur double, ou égale à la largeur 
2L d'un sillon complet, mesurée de crête en crête, cette 

exponentielle se réduit à e-2?F = 0,001867, c'est-à-dire 
qu'elle est, dès lors, à peu près insensible. L'expression 

z - T L  
axe-&, 01; 7i - e L , le devient à son tour pour z = 3 L, 

L 

car elle n'est plus alors que la fraction 3 .ic eh3" = 0,002068 

de sa valeur maxima e-! Par suite, tous les effets des pres- 
sions exerckes à la surface peuvent être censés nuls aux 
profondeurs plus grandes que 3L. 

C'est donc avec une extrême rapidité que ~'Avanouissent , 
dans les cas considérés ici, les déformations et les déplace- 
ments causés par des forces se faisant statiquement équi- 
libre, dès qu'on s'éloigne de leur region d'application. 

43 bis ('1. - Auire cas oh les pressions extérieures, géniralement 
obliques, sont encore nulles en. .moyen.ne, mais  dans lequel 
. les déplacements à la surface ne diff&aent cle zéro qu'ù 2'intk- 

rieur de régions limitkes. - T ~ l p e  générul dYzi22égrales qui 
comprend tous ceux qu'on a cons.iclérés plus haul , et d'où se 
clécluisent imrrddiaiement des formules remarquables de 
M .  Cerrzcti. 

Il existe évidemment une infinité de cas où des pressions, 
genéralement obliques, sollicitant la sinface x = O du corps 
se font équilibre à elles seules ; et ,  si l'on n'y astreint pas 
les abaissements ru à varier, comme tout à l'heure, propor- 
tionnellement aux composantes normales p z ,  la région 

(*) Numéro composé en novembre 1882 e t  inséré dans le mémoire au moment 
de l'impression. 
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d'application de ces pressions peut être limitde en tous 
sens, soit d'une manière rigoureuse, quand toutes ces 
forces s'exercent à l'intérieur d'un contour donné, soit 
d'une manière aussi approchée qu'on le veut, quand leur 
ensemble, en quelque sorte, occupe une étendue finie, et 
qu'une fraction infiniment petite d'entre elles, seule, agit 
en des points infiniment éloignés. 

Le dernier cas comprend celui où la surface est mainte- 
nue fixe, à l'exception d'une partie, bornée en tous sens, 
à laquelle on suppose imprimés des déplacements u , v , n, 
connus. Autrement dit, l'on se donne en x et y ,  sur tonte 
la surface z = O, non plus les pressions p, , pu, p,, mais les 
déplacements u , v , ru ,  sous la forme de trois fonctions, 
arbitraires pour certains endroits, nulles pour tous les 
autres. C'est un des problèmes d'équilibre posés au no 10 
(p. 52), et où sont encore vérifiées les conditions spéciales 
(3) [p. 531 , qui expriment l'evanouissement asymptotique 
des phénomènes aux très grandes distances c de l'origine. 
On peut nième affirmer d'avance que les u , v , w y seront, 

1 
par rapport à -, d'un ordre de  petitesse supérieur au 

z. 
premier. En enet, les actions extérieures inconnues 
p, ,  p,, F~ qui produiront, sur les parties mobiles de l a  
surface z = O ,  les déplacements donnés u , u , w , tendront 
à entraîner bien plus tdt et bien plus les parties adjacentes, 
maintenues fixes, où l'on a .u = O ,  v = O , n, = O ,  que la  
surface convexe de la demi-sphkre d'un rayon tr&s grand r; 

décrite dans le corps autour de l'origine comme centre; 
d'où il suit que ces forces seront tenues en équilibre, non 
par des résistances jmmobilisant les régions du corps infi- 
niment éloignées, où leur action n'arrivera même pas , 
mais par celles qui s'opposeront à tout déplacement des 
points de la surface z = O situés dans le voisinage et jusqu'a 
des distames plus ou moins grandes de ses parties mobiles. 
L'action totale exercée sur la surface convexe de la demi- 
sphère de rayon % tendra donc vers zéro pour r. très grand ; 
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et les raisonnements [p. 531 qui ont conduit aux relations 
(3) , montreront que ces relations, non seulement subsls- 
tent, mais sont mème vérifiges avec des valeurs infiniment 
petites de K, R, et &. Par suite, la démonstration donnée au 
no 11 [p. 541 ne cessera pas de s'appliquer et prouvera que 
la question est complètement déterminée. 

Les expressions généralos de zc , v , n, qui résolvent ce 
problème d'équilibre ont été trouvées par M. Valent. 
Cerriiti ('). Mais ori y arrive beaucoup plus simplement par 
le procédé du n"l3 ci-dessus [p. 621. Il suffit d'observer, 
d'après les relations ('20) de ce n"3 (où 9 peut ètre rem- 
placé par une autre lettre @), que, si @ et a ,  :, y désignent 
quatre fonctions de x, y, z ayant leurs paramiitres A, nuls, 
le,s trois équations indéfinies (1 ) de l'équilibre [p. 511 
seront identiquement satisfaites en posant 

pourvu que la condition 

qui définit la dilatation cubique 8 ,  soit vérifiée. Or ,  avec 
les valeurs (E) de u,, v ,  .lu, 8 ,  cette condition devient, vu 

d p  
l'égalité A: (z a) = 2 - , 

dz 

Observons, en passant, que la solution ainsi obtenue, (c), 

des Bquations (1) , comprend toutes celles dont nous nous 
sommes servi. En  effet, nous en avons tiré notre premier 

(*) Dans le  mémoire (p. 19 h 27) cité 1i la p. 185 ci-dessus, et par la méthode 
du Professeur Betti indiquée. 
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1,211. 
type [p. 63 à 681, en prenant CC = O, = O, y = 2 - Q) et 

A+F 
en choisissant pour la dérivée par rapport à z d'une fonc- 
tion + dont le A, soit nul. Or, nos second et troisième types 
[p. '7'2 et 731 s'en dbduisent tout aiissi aisément , savoir, 
sn posant Q) = O ,  puis en prenant, dans le deuxibme type, 
a , F , y égaux aux trois dérivées en s, y ,  z d'une fonction 
qui ait son pararbètre A, égal zéro e t ,  dans le troisième 

A, 6% i type, a = -  A, P = -, y = O ,  où yi désigne encore une 
dy dz 

fonction dont le A, s'annule. Par suite, toute superposition 
d'intégrales empruntées aux trois types donne encore une 
solution rentrant dans les formules (E) et (E'). 

Pour en tirer également les valeurs de u , v , n, qui con- 
viennent au problème actuel, effectuons, dans (E) , les trois 
diffdrentiations de z Q) par rapport à x , y ,  z. Remplaçons 
ensuite, tant dans la troisième (E) que dans (E'), la différence 
y - par une nouvelle fonction y, qui ne sera évidemment 
tenue, comme la précédente y, que d'avoir son A, nul et de 
satisfaire à la condition transformée de (É). Il viendra 

Enfin, prenons pour a ,  p, y les dérivées premières, par 
rapport à z ,  de trois fonctions 'C' , V: W dont les A, soient 
nuls ; ce qui, vu la quatrième (i) , conduira à poser 

et nous aurons la  formule triple 
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A la limite z = O ,  et supposé pue les fonctions U, V, W 
aient alors leurs dérivées finies, cette solution des équations 
indéfinies (1) de l'équilibre devient 

Ainsi, les valeurs de u, u, ru à la surface ne diffèrent pas 
des dérivkes premitires , par rapport à z , des trois fonctions 
u, v, W. 

Or,  si l'on conçoit étalées, sur la surface z = O ,  trois 
couches matérielles fictives, Jdm', Jdm", Jdm , qui aient 
leurs densités superficielles respectivement égales aux 
quotients, par - 2n, des trois fonctions donnees exprimant 
les valeurs de ZC, v ,  ni à la surface, et si l'on prend leurs 

potentiels ordinairesJ? , JF , J: on sait que la 

dérivée en z de ces trois potentiels vaudra, à la limite z = O, 

les produits de - 2 x  par leurs densités, c'est-à-dire juste- 
ment les trois fonctions connues de x , y. E t  comme ces 
pot.entiels ont bien, d'ailleurs, leurs paramètres A, nuls 
dans tout l'intérieur du corps, on se trouvera satisfaire 
aux équations indéfinies, ainsi qu'aux conditions spéciales 
à la surface z = O? en posant, dans (C') 

dm' 
(4 u=JT, v=JF, w=J$, 

De plus, les expressions de u, u, n, ainsi formées seront, 
sous les signes J,  homogènes, du degré - 2 ,  par rapport 
au rayon r ou à ses trois projections $-xi, y - yi, z SUI 

les axes ; et par suite, aux trbs grandes distances c de 
1 

l'origine, elles deviendront de l'ordre de -. Ainsi, les 
&a 

conditions (3) [p. 531 seront vérifiées comme les autres, 
et même avec li , K, et % infiniment petits, ainsi gu'il devait 
arriver. 
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Donc, les formules (Y), si l'on y attribue à U, V, W les 
valeurs constituent bien la solution cherchee (*). 

Ce résultat, rapproche de ceux de,s nos l7, 18 et (40 b i s ) ,  
nous permet de conclure par la loi suivante : 

Lorsqu'wn solide élastique, homogène et isotrope, l imi té  
d'un côtd p a r  un plan et indéfini  dans tous les autres sens, 
est soumis s u r  ce p l a n  ù difé?*entes uciions OU 9 é p r o w e  
des déplacements connus, tandis  que ses parties infininzent 
éloignées restent fixes, ses peti ts  déplncenzents d 'èqui l ib~~e 
u , v , ru sont représentes p a r  les fo~nzules (E) , dans Ics- 
quelles les quatre fonctions a ,  y ,  cI> s'expriment azc 
moyen de potentiels, soit o r d i m i r e s ,  so ;t logarithmiques, 
de couches minces f d m  étalées sur  le p l a n  e t  ayan t  pour  
densités super&cielles, h un facteur numérique près,  les 
co.inposantes de déplacement ou de pression a u x  nzêmes 
endroi ts ,  donndes dans  chaque cas. Les potentiels dont 
i l  s'agit sont : l0 ordinaires, c'est-à-dire de l a  forme 

, quand o n  connaZl les déplacements produi ts  la 

surface; 2 O  Zogarithm?;pues de l a  forme f log (2 + r) dm , 
quand ce sont des pressions extériewes normales pz 
pue l'on s'y donne ; 3" logarithmiques de l a  forme 
J [ - r + z log (z + Y) ] d m ,  quand les actions connues, 
exercées l a  surface,  se réduisent ,  a u  contraire, à leu7.s 
composantes tangen.ttelZes p, , p,. 

(*) Ce sont, sauf la différence des notations, celles qui portent le no 41 dans le 
mémoire cité de M. Cerruti (p. 23). 
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V. - SUR LA MANIERE DONT SE DIITRIBUE, ENTRE LES DIVERSES PART~ES 

DE LA SURFACE DE CONTACT, LA PRESSION D'UN SOLIDE, QUI 

PESE SUR UN SOL HORIZONTAL, OU QU'UNE FORCE CONNUE 

POUSSE NORMALEMENT CONTRE UN CORPS ELASTIQUE 
DE DIMENSIONS BEAUCOUP PLUS GRANDES 

QUE CELLES DE LA ZONE TOUCHEE. 

44. - Coup d'œil génkral sur le problème consistant à determiner 
le mode de distr-ibuiion des charges d'après la positzon ainsi 
que la grandez~r de leur résulian'te , et d'après in forme que 
prend la surface comprimée. 

Nous avons vu au 5 précédent comment se calculent la 
forme et la position que reçoit une partie, primitivement 
plane, de la surface d'un corps Blastique tel qu'un sol hori- 
zontal, quand on exerce sur cette partie de surface des pres- 
sions ou tractions normales dont on connaît l a  somme et le 
mode de distribution. Cette position et cette forme sont par- 
faitement définies au moyen des nouvelles ordonnées w de 
la surface. Le problème inverse c0nsisterai.t à se donner, 
au contraire, les abaissements $27 produits aux divers points 
de la région d'application, supposée connue, où doivent, 
s'exercer des pressions normales, et à évaluer celles-ci. 
11 a été démontré au no 11 (p. 54) que cette nouvelle question 
est complètement déterminée conime la premiére, vu qu'on 
est Libre de se donner, szc~ des parties dQîn2és quelconques de 
la sur face, u au lieu de p, , v au lieu de 34, w au lieu de pz. 
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On peut en conclure, par exemple, que la surface compri- 
mée, primitivement plane, du corps ou sol élastique, 
n'éprouve dans toute son étendue les abaissements repré- 
sentés par l'une quelconque des expressions de ru obtenues 
au 5 précédent, que pour la valeur totale et la distribution 
particulière des pressions extérieures qui y ont été admises. 

D'ailleurs, se donner les 1-aleurs de n sur toute la surface 
comprimée, c'est se donner à la fois : 1"le  déplacement 
vertical de l'un de ses points, comme, par exemple, l'enfon- 
cement n), éprouvé par son centre de gravité ; 20 et, de plus, 
l'excédent wu - YU, lequel définit la forme, ainsi que l'orien- 
tation (ou mieux les deux inclinaisons suivant les x et les y), 
prises par la surface. 

Imaginons actuellement que l'on connaisse, d'une part, 
la grandeur P de la pression totale, d'autre part, la forme et 
les inclinaisons que doit recevoir la surface comprimée, 
c'est-à-dire l'excès (positif ou négatif) , PU, -TG , de l'abais- 
sement du cent're sur celui de tout autre point , et que l'on 
demande le mode de distribution de la pression P, ainsi 
que l'enfoncement n, du centre. 

On cherchera d'abord quelles pressions pz:, positives ou 
négatives, produiraient, aux divers points de la région 
d'application donnée, des abaissements égaux à w - rd,, o~i. 
donneraient à toute la surface comprimée la forme et 1 ~ s  
pentes voulues, sans en déplacer le centre; problème 
déterminé, comme on vient de voir. Soit Po la somme des 
pressions ainsi définies. En retranchant de la force totale 
donnée 1' cette somme Po, on sera évide,mment ramen6, 
vu la forme linéaire des équations, à chercher quel est 
l'enfoncement ru,, suppose' constant sur toute la .1*.4gion 
d7appZ2Catwn, que produit une pression 1' - Pu connue en 
grandeur, ou, end'autres ternes, comment doit se distrihuer 
cette force en excedent P - Po, pour que l'enfonce- 
ment .luo qui en résulte soit constant dans toute l'étendue de 
la rAgion d'application. Or,  ce nouveau problème, plus 
simple que le proposé, se t.rouve également déterminé par 
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le fait mème qu'il l'est dans le cas inverse où l'on connaît 
l'enfoncement constant " r ~  = w, et ou l'on cherche P - Po. 
En effet, vu encore la forme linéaire des équations, les 
déplacements zc, v, w en tous les points du corps Blastique , 
ainsi que leurs dérivées et ,  par suite, les valeurs de JI,, 

pu, pz, varieront partout dans un même rapport quelconque, 
si l'on fait grandir ou décroître dans ce rapport i'expression 
de su sur la partie. de la surface où on se la donne, c'est-à- 
dire , si l'on fait varier arbitrairement n:,. Donc , la pression 
totale exercée est simplement proportionnelle à w,, et il 
n'y a qu'une 1-aleur de FU, , pour laquelle cette pression 
égale 1' - Po. On peut mème remarquer qu'elle est toujours 
appliquée en un même point de la surface, puisqu'elle 
résulte de forces' parallèles, pz par unité d'aire, qui con- 
se,rvent sans cesse leurs rapports. 

En résumé, pand on connatt la forme et. les inclhfiisons 
que doit pre~tdre la su'rfcc.ce comprimée, avec /a grandeur de 
In pression totale exercée, le problème n'admet toujoum 
qu'.une solz~tion; e f  i l  se dédouble en deuxplus simples, dans 
chacun desquels on se donnerait les abaissements éprouvés 
par chaque point de la région d'a;l-lication. 

Enf n, compliquant encore le problème, donnons-nous la 
forme que doit prendre la surface comprimée, mais suppo- 
sons son orientation inconnue comme le déplacement m, de 
son centre de gravité, et, par contre, admettons que l'on 
connaisse, en position autant qu'en grandeur, la pression 
rdsultante P exercée sur la surface. Alors, les petites ordon- 
nées, w, prises par la surface, se composeront: 1V'urie partie 
définissant sa forme et connue en fonction de x et y ; '2" de 
l'abaissement inconm .lu, imprimé à son centre de gravité ; 
3-t 4, de deux termes, ayant respectivement les formes 
ay, bx quand on choisit pour origine la situatioii primitive 
de ce centre, et qui correspondent à deux petites rota- 
tions n et b, egalement inconnues, éprouvées par la surface 
autour des deux axes des x et des y. Quant à la rotation 
pareille qui peut aussi se produire autour'de l'axe primitive- 
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ment normal des z, comme elle ne fait que transporter les 
ordonnées .lu un peu à côté de leurs positions premières,par 
un mouvement perpendiculaire à leur direction, elle ne 
modifie que dans un rapport négligeable la grandeur de 
celle qui se trouve, avant et après, correspondre à.un même 
point du plan des x y : par suite, elle n'influe pas d'une 
maniére sensible sur l'hquat,ion de la surface. 

Cela posé, la première partie de KU, celle qui est toute con- 
nue ou ne dépend que de la nouvelle forme prise par la sur- 
face comprimée, exigerait comme précédemment, pour se 
produire, c'est-à-dire dans le cas où w s'y réduirait, les pres- 
sions p5 dont il a été parlé tout à l'heure, et qui ont une 
résultante, Po ,  complètement déterminée, tant en position 
qu'en grandeur. Si donc on défalque cette résultante de la 
pression don'née P, ou, autrement dit,  si l'on cherche quelle 
pression normale P - Po, définie aussi en grandeur et en 
position, il faut composer avec; Po pour avoir la force totale 
donnée P, le problème se rAduira, vu le principe de la 
superposition des petits effets, A disposer de cette pression 
en excedent P - Po de manière à produire sur la région 
comprimée, supposée plane, des déplacements TV de la 
forme linéaire KU, + ay + bx. 

Or, nous venons de voir que des déplacements égaux au 
terme w, exigent, pour avoir lieu sur toute l'étendue de la 
région d'application, une pression normale appliquée en un 
certain point constant de la surface et proportionnelle au 
coefficient w0 de ce terme. Pour la même raisou, ay et 71.1: 
étant simplement proportionnels aux coefficients a et b , 
des deplacements " r ~  qui seraient soit de la forme ay, soit 
de la forme bx, ne pourraient se produire que pour des 
pressions p5 partout proportionnelles soit à a ,  soit à b et 
ayant, par suite, des résultantes en raison directe aussi de a 
ou de 6 et appliqudes à deux certains points Fxes de la 
surface. Et puisque la superposition des trois systèmes de 
déformations qui correspondent respectivement à w = PU,, 

ru = ay, n, = bx (sur toute la surface comprimée), doit con- 
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duire à des pressionsp, ayant la rdsultante connue P - Po, 
il faudra décomposer celle-ci en trois forces de même direc- 
tion qu'elle et passant par les trois points fixes (de la surface) 
qu'on vient de définir respectivement pour les trois systèmes, 
problème de la statique classique qui comporte, comme on 
sait, une solution et une seule. Enfin, chacune des con- 
stantes YU,, a ,  b , astreinte à etre dans un certain rapport 
al-ec celle des trois composantes obtenues de P - Po qui lui 
correspond, sera également susceptible d'une valeur et 
d'une seule. 

Si donc on réussit, étant donnés des déplacements m des 
trois formes n, =YU,, w = ay , w = bx sur toute la région 
d'application des pressions (normalesj extérieures , à déter- 
miner les expressions correspondantes de pz ,  on saura 
disposer des trois constantes w,, a ,  b de manière que la 
superposition de ces déplacements produise une pression 
totale d'une grandeur P - Po quelconque et appliquée en 
un point de la surface dont les deux coordonnées x et y 
soient également. quelconques ; résultat qu'on pouvait pré- 
voir, puisque le nombre des conditions ù remplir, concer- 
nant, comme on voit, ces deux coordonnées et la grandeur 
P - Po, est égal à celui des constantes à déterminer w,, 
a ,  b .  

En définitive, le problème pose, dont les donnc'es sont 
la forme pue regoit la surfice cow~primée e t  la pression 
totale pdon y exerce, dépnie tant en position pzc'en gramleur., 
et où l'on cherche la position que prend cetle surface, ainsi 
pue les lois d'apds lesquelles la pwssion s'y ~.dppal.tit, est à la 
fois possible et détermine' : cn oupre, il se ramène ù plusieurs 
2wo blèmes plus simples, dans chacun desquels l'abaissement 
n; de cha yuepoin.nt de la surface compri'mbe peut &Ire supposé 
connu (.). 

(*) La formule (a') de M. Beltrami (p. 160) contient, comme on a dit, la solution 
de ce problème plus simple, pour les cas de parité tout autour d'un point central, 
c'est-à-dire quand la surface comprimbe prend une forme de révolution autour 
d'une normale h sa situation primitive. Le plus simple de ces cas, après celui, 
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45. - Identité de ce problème avec celui de la répartition des 
poids ou  des pressions sur  la surface de contact d'un corps 
d u r  et d'un corps ou  d'un sol &astique. - Condition qu i  
détermine la surface de contact elle-même. 

Demandons-nous enfin à quelle question réelle correspond 
le problème théorique que nous venons d'aborder. 

Il suffit, pour le voir, d'imaginer qu'on pose sur un sol 
élastique, horizontal et poli, un solide d'un poids donné P, 
beaucoup plus dur que ce sol, ou encore qu'on presse, avec 
une force connue et assez modérée , un tel solide contre 
une face polie d'un corps élastique ayant ses dimensions 
notablement supérieures aux dimensions de la surface de 
contact; et de se demander comment se répartira, à cette 
surface, le poids ou la pression P. Dans l'un et l'autre cas, 
la base du corps dur conservera sensiblement sa forme 
donnée, et il est naturel d'admettre que la région directe- 
ment comprimée du corps ou du sol élastique, bien plus 
flexible, se moulera sur cette base. D'ailleurs, à cause du 
poli supposé ou de l'absence de frottements, les pressions 
supportées par le sol ou corps élastique lui seront normales, 
c'est-à-dire se réduiront à la composante pz ; et l'on con- 
naîtra, en somme, la pression totale exercée P, tant en 
grandeur qu'en position, ainsi que la forme prise par la 
surface de contact. 

Or telles sont prhcisément les données de notre question, 
en admettant du moins que le corps dur ait sa hase, ou, 

qu'on a étudié au no 35, d'une région d'application restée plane, est celui où la 
surface directement compriniée reçoit la forme d'un paraboloïde de révolution. 
Les intégrations qu'indiquent les formules (a') et (c") [p 1741 s'y effectuent sans 
difficulté et donnent des résultats démontrés dans les deux dernières pages (43 
et 44) du mémoire, cité plus haut (p. 185), de M. Valentino Cerruti, Ricerche 
antorno ail' equidibrio de' corpi eZastici isotropi. Je ne m'y arrètei-ai pas, devant 
traiter au no 51 bis le cas plus général où le paraholoide n'est pas de révolution 
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plus exactement, la partie de sa surface qui est fout entiélSe 
en contact avec le corps élastique, bien distincte des parties 
contiguës et latérales de la mème surface; de sorte que la 
région d'application des pressions exercées puisse être 
censée connue à l'avance. Cela arrive quand la partie infé- 
rieure du corps ne présente que d'assez petites courbures, 
et d'assez faibles inclinaisons par rapport à la direction 
générale de la surface du sol élastique, pour qu'on soit 
conduit à admettre qu'elle s'y appliquera tout entière, eu 
égard du moins à la grandeur de la pression P , et quand, 
en outre, cette base ou partie inférieure est limitée par des 
faces laterales, perpendiculaires par exemple, se ddrobant 
au contict du sol élastique quelque sensibles que soient 
devenues sur le contour les pentes de ce dernier. 

Mais s'il s'agit, au contraire, d'un corps arrondi inférieu- 
rement et latéralement, où la surface de contact est variable 
dans de très grands rapports, d'une manière continue , en 
fonction de la pression P, le problème se complique ; 
puisque non seulement la distribution des pressions à l'in- 
térieur d'un certain contour, mais ce contour lui-meme 
sont incormus. La condition supplémentaire qui détermine 
alors celui-ci consiste à exprimer que la pression par unité 
d'aire, pz ou p , s'y annule, sans cesser d'ètre continue, 
quand on y arrive en venant de l'intérieur de la région 
d'application. En effet, d'une part, cette condition est 
nécessaire ; car, sur le bord de la région d'application, la 
fonction 2î, ou p ne saurait être ni négative, puisque le 
corps dur est supposé dépourvu de toute adhérence au sol 
élastique , ni positive et finie, ce qui, d'aprpis la formule 
(111 bis) et une remarque du no 33 (p. 143 et l46), entraine- 
rait inévitablement , tout autour de la surface de contact, 
une brusque surélévation du sol élastique au-dessus du 
prolongement de cette surface, surélévation impossible à 
cause de l'impénétrabiljté du corps dur qui s'y étend. Et 
l'on conçoit, d'autre part, que la mème condition soit suf- 
fisante, ou que, en exprimant la nullité de p sur tout le 
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contour, on détermine au moins iïnpliciternent ce dernier. 
Quelle que soit, en effet, sa position, autour du point 
d'application de la force P, qu'on peut prendre comme pôle 
d'un système de coordonnées polaires R et w, les rayons 
vecteurs R qui y correspondent à un nombre trés grand n 
de valeurs de w équidistantes entre O et 2 .ic le definissent 
parfaitement, et p est , par suite , pour chaque point 
(xi, y,) de la surface, une certaine fonction de ces n rayons 
vecteurs R : donc, exprimer que p s'annule quand on y 
met pour s, et y, les coordonnées, telles que R cos w, R sin w, 
des n points considérés du contour, c'est poser, entre toutes 
les inconnues R, un nombre de relations précisément Bgal au 
leur, ou qui doit suffire pour former 176quation de la courbe. 

S'il s'agit, par exemple, d'un sol horizontal et d'un corps 
convexe arrondi, ayant une forme de révolution à axe 
wrtical , il est clair que , à chaque valeur du rayon Ri du 
cercle de contact ZR:, il ne correspondra qu'une seule 
valeur possible de l'abaissement w, du centre, pour laquelle 
la fonction p s'annule dans le cercle à la limite R = R,. Car, 
une telle valeur de w, étant supposée obtenue , toute varia- 
tion qu'on lui fera subir, et qu'on imposera par suite à 
l'abaissement ~q des divers points de la surface comprimée 
nR:, nécessitera la rbpartition , sur celle-ci, d'une certaine 
charge supplémentaire (positive ou négative), d'après la loi 
(124) [p. 1581, et aura ainsi pour effet de rendre la' valeur 
de ?, au bord R = R, , non plus nulle, mais infinie. Donc, 
pour chaque valeur de R, , il n'y aura qu'une seule valeur 
possible de la pression P, et celle-ci, nulle quand Ri = O, 

croîtra naturellement avec Ri ; de sorte que, a chaque 
pression P, il correspondra bien une seule surface de con- 
tact ER: admissible. 

L'annulation depz ou p ,  sur tout le contour de la surface 
de contact d'un corps a forme arrondie et d'un sol élas- 
tique, revient encore à dire que la partie directement 
comprim6e de ce dernier se raccorde à sa partie restée 
libre, sans aucune discontinuité du plan tangent ; car il a 
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ét6 démontré, au no 33 (p. 145 et 146), que c'est seulement 
dans l'hypothèse d'une variation continue de p à la sortie 
de la région d'application que se produit un tel raccorde- 
ment des deux portions de la surface. Lorsqu'il s'agit d'un 
corps convexe en tous ses points et de révolution autour 
d'une normale au sol élastique, le méridien de la partie 
libre de la surface de ce sol devient concave vers le bas, 
comme on a vu à la fin du nu 33 (p. 149) : ainsi les deux 
méridiens du sol élastique et du corps dur s'opposent 
mutuellement leurs convexités et s'éloignent de plus en 
plus l'un de l'autre, hors du cercle de contact ZR:. 

Les considérations précédentes ; quoique d'une applica- 
tion parfois difficile, permettent de traiter aisement la 
question posée, dans les cas où soit la figure formée par la 
la base du corps et par la force résultante P ,  soit la répartition 
effective de celle-ci, sont les moins compliquées possibles. 
On se trouvera donc, pour ces cas, les plus simples et, 
par conséquent, les plus inthressants, avoir résolu le célèbre 
problème de philosophie naturelle relatif aux pressions 
qu'exercent 17un sur l'autre deus corps en contact, ou rela- 
tif, notamment, à la manière dont le poids d'un corps, 
supporté par un sol horizontal, .se distribue entre les divers 
éléments de sa base d'appui : problème posé depuis un siècle 
par d'Alembert et Euler, mais qui, à ma connaissance, 
avait résisté jusqu'à ce jour aux efforts des géomètres. 

Sans doute, Navier a montré comment se répartit le poids 
d'une barre , entre un nombre donne de points d'appui 
échelonnés sur sa longueur de distance en distance (^). Mais 
il assimile une barre à une ligne matérielle et chaque appui 
à un point isolé: ce qui revient à éluder la question traitée 
ici, c'est-à-dire la questiorl de savoir comment la pression 
s'exerçant en particulier sur chaque appui est décomposée 
entre les parties élémentaires de sa petite surface de contac,t 
avec la barre. Le.vrai et difficile problème, qui consiste i 

(*) Bulletin de la Socie'tè philomathique de Paris, année 1825, p. 35. 
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trouver la rkpartition effective d'une charge sur une base 
continue de support, restait donc absolument en dehors de 
ses recherches, intéressantes d'ailleurs pour l'ingbnjeur et 
le savant. 

46. - Rdsolzction d u  problème pour certaines formes de la base 
d u  c o q s  dur  el pour certaines posilions de la pression re'sul- 
tante, notamment quand la base est plane, limitée par un 
con tou~  cirmlaire OU eZl@tique, el, que la pression normale 
eccercée passe par son centre. 

La question se simplifie quand il y a, dans ia figure que 
composent la base du corps dur et la force donnée P, une 
symétrie suffisante pour que l'orientation prise par ce corps 
soit parfaitement connue. Alors les deux petites rota tioiis 
a ,  b s'annulent et l'expression de 17exc&s, wo - w , de 
l'abaissement du centre de la surface de contact sur celui 
de ses autres points est parfaiterilent définie par la forme 
seule de cette surface. On retombe donc sur l'avant- 
dernier problème posé au no 44 (p. 204), où l'on se ' donnait 
rvo - rv en tous les points de la région d'application, ainsi 
que la grandeur de la résultante P, et où l'on cherchait, avec 
w,, le mode de répartition de cette résultante. Il faudra 
seulement, quand les limites de la hase d'appui ne seront 
pas connues, lui attribuer successivement divers contours, 
jusqu'à ce qu'on obtienne celui pourlequel la fonction pz ou p 
s'annulera sur toute sa longueur. 

Si, en particulier, la pression totale Pvaut 1 (ou est choisie 
pour unité) et que la formule donnée de w - w,, définissant 
la forme que reqoit sa surface d7application primitivement 
plane, se trouve être une de celles que nous avons calculées 
au précédent, le mode cherché de distribution de la pres- 
sion ne pourra pas différ'er du mode représenté par l'ex- 
pression correspondante p.prise comme point de départ du 
calcul. La pression sera donc distribuée ou unii'orm6ment, 
ou paraboliquement, etc. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Le probléme se trouverait encore résolu , si les valeurs 
données de  lu - m, s'obtenaient, e n  ajoutant plusieurs des 
expressions de rv - m, calculées dans le précédent, après 
les avoir multipliées respectivement par des coefficients 
positifs ou négatifs dont la somme vaille l 'unité ; car on 
n'aurait qu'à diviser la pression totale e n  parties propor- 
tionnelles à ces coefficients, puis à répartir chaque fraction 
conformément au mode représenté par la formüle corres- 
pondante de p. 

L e  cas le plus simple est celui où la région d 7 a p p l i c a t i o ~ ~  
limitée par une  ellipse ou un cercle, reste plane et parallèle 
à sa situation primitive de repos. Alors la pression se dis- 
tribue d'après la loi énoncée au no 37 (p. 162) et qu'exprime 
la formule (128). S i  l'on suppose, par exemple ,  les abaisse- 
ments  n, produits par un disque à base elliptique, chargé de 
poids ayanl leur centre de gravité général sur la verticale d u  
centre d u  disque, o n  pourra énoncer la loi suivante : 

Quand un disque elliptipae solide, posé s u r  un sol hori- 
zontal élastique, regoit des poids dont la résultaSnte (y com- 
pr i s  le sier, propre) passe par  son centre , et quand,  au- 
dessous de ce disque, le sol reste p lan,  la  charge supportde 
par chaque élkment de la  surface de contact est celle q u i  se 
trouverait directement au-dessus de ll'klément considkré, 
s i  l'on distribuait  préalablement la charge totale SUT la  
s w f a c e  convexe d'un demi-ellipsolde a y a n t  pour  base le 
disque même et pour  axe u e ~ f i c u l  une droite de longueur 
quelconque, en  lu  répartissant, aux divers pvints , propor- 
dionneliement a l a  distance q u i  y sépare cc demi-ellipsoide 
d'un autre demi-ellipso2de inl(inirr~ent voisin, concentrique, 
sernbiable et semblablement place. 

Dans le cas particulier O& le disque est ct 'mulai~e,  o n  peut 
prendTe pour demi-eilipsoXde la calotte demi-sphérique cons- 
truite s u r  sa base, e t  distribuer zclî~iformernent l a  charge s u r  
foule la surface de celte calotte, pu i s  projeter chacufze de ses 
parties s u r  leplan du disque, comme on fait,  pou^ les divers 
détails d ' u ~  hdmisphtke terrestre, dans les cartes géogrnphi- 
pues où un tel hémisphère est v u  orthographiquement. 
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47. - Des circonstances qui se presentent sur le contour de la 
surface comprimée 

On voit que la pression exercée par l'unité d'aire de la 
base du disque va en croissant du centre au bord, et qu'elle 
devient même infinie sur le bord. Il devait en être ainsi, à 
cause de l'hypothèse, introduite dans les calculs, d7une 
forme absolument plane du sol élastique en tous les points 
de la surface de contact. Nous avons trouvé en effet. (no 33, 
p. 142) que, à l'intérieur d'une région d'application ayant 
son contour convexe, l'abaissement n, décroît, à l'approche 
de ce contour, toutes les fois que la pression p par unité 
d'aire n'y grandit pas indéfiniment. La forme plane exige 
donc? pour être maintenue jusqu'au bord même de la région 
d'application, une pression, exercée sur le bord, supérieure 
à toutes celles que peuvent comporter les degrés de résis- 
tance du sol Blastique et du disque placé au-dessus, si dur 
qu'il soit. 

En réalité, d'une part, il n'est pas possible que la base du 
disque se termine par une arête assez vive pour y limiter 
brusquement la surface de contact; d'autre part, cette base, 
pressée sur son contour plus qu'au centre, devient très 
légèrement convexe. Pour ces deux raisons. la vbritable 
surface d'application des p re s s ions~~  ne peut rester tout à 
fait plane et prend une forme un peu creuse, même en con- 
tinuant à supposer, comme il est naturel de le faire, que le 
sol ne cesse pas de toucher le milieu de la base du disque. 
Dans ces conditions, la région d'application des pressionspz 
présente, à l'intérieur, des courbures insensibles, mais, 
sur le bord, des courbures très notables, suffisantes pour 
Btablir le raccordement avec la partie libre de la surface et 
sauvegarder ainsi, comme on a vu au no 33 (p. 146), la 
continuité dep, , par son annulation à la limite des deux 
parties. En conséquence, l'hypothèse d'une forme absolu- 
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sent plane du sol sous le disque, et le mode corrélatif, 
( E S ) ,  de distribution des pressions p ou p z ,  correspondent 
à un cas limite, purement idéal, dont la réalité peut 
s'approcher, en quelque sorte, autant qu'on le veut, sans 
l'atteindre jamais. D'ailleurs , les écarts qui existent entre 
la relation (128) et les véritables formules de distribution, 
écarts comparables, en chaque endroit, à ceux qui y distin- 
guent la vraie surface de contact d'avec une surface plane, 
et n'entraînant en tout que le déplacement de minimes 
fractions de la pression totale P, dépendent, d7aprbs des lois 
inconnues, du degré de dureté du disque et de la courbure 
plus ou moins adoucie de l'arète qui limite sa hase. S'il 
arrivait que l'arête fût trop vive, elle entaillerait le sol. Mais 
la surface comprimée, plut6t que d'acquérir sur le contour 
une courbure infinie, s'infléchirait jusqu'à son centre et 
fuirait ainsi le disque, dont une zone étroite, contiguë au 
bord et courbée par l'excès de la compression, serait alors 
seule.en contact avec elle, et lui transmettrait toute la charge. 

A en juger par des expériences de M. Tresca faites, il 
est .vrai, sur des plaques libres de fléchir à leur face infé- 
rieure, et trop peu épaisses pour être assimilables à un sol 
de profondeur indéfinie (7, les choses se passeraient juste- 
ment de cette manière, sous les très fortes pressions qui 
altèrent la contexture du corps élastique et laissent à sa 
surface des empreintes durables, comme. par exemple, 
quand un poinçon à base plate, poussé fortement et norma- 
lement contre un bloc: de fer, y produit un creux persis- 
tant. En effet, dans les observations dont il s'agit, la partie 
centrale des empreintes est restée définitivement concave , 
après l'enlèvement du poinçon cylindrique qui les avait 
creusées. On y a constaté aussi que, par exemple, d- traits 
de différentes formes, comme de légères stries, qui existaient 
w r  cette partie centrale antérieurement à l'action du poin- 

iR) Mémoire sur le poinpmnage cles métaux (p. 66) au RecueiC d s  Savants 
étrangers & l'iica&ie des Sciences de Paris, t .  X X ,  1872. 
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çon , continuaient à subsister après ou n'étaient nullement 
effacées par cette action : fait qui s'explique tout naturelle- 
ment dans l'hypothèse d'une forme concave de la surface. 
Il est bon toutefois de remarquer qu'il ne suffirait pas 
complètement, par lui-mème , à la faire admettre ; car, la 
région. périphérique étant incontestablement, d'après la loi 
de répartition obtenue, beaucoup plus pressée que le centre, 
rien ne dit qu'un écrasement doive se produire, à aucun 
moment, dans la région centrale, supposée même être 
restée plane, n i ,  par suite, que les caractères de striicture 
qu'elle présente doivent disparaître, alors que le contour 
éprouve, au contraire, des altérations profondes. Mais ce 
phénomène curieux, de la parfaite conservation de légères 
stries à la partie centrale d'une surface poinçonnée, n'en 
démontre pas moins, bien entendu, comme l'a fait voir 
M. Tresca , l'existence, sous tout poinçon à base plate qui 
s'enfonce dans me plaque ductile, d'une proue qu'il pousse 
presque sans la toucher, ai ce n'est sur le contour, et dont 
la couche siiperficielle reste comme libre, pendant que toute 
la matière contiguë est transformée profondément. 

Quoi qu'il en soit de cette assimilation , nullement 
certaine, entre des plaques d'une assez forte épaisseur mais 
susceptibles encore de fléchir et un sol d'une épaisseur 
indéfinie, quant à leur manière de subir l'action d'un poin- 
çon à base plate et à contour anguleux, les considérations, 
données tout à l'heure, sur les modes de répartition des 
pressions ? OU ps voisins de celui qu'exprime la formule 
(128), mais avec annulation deps sur le contour, démontrent 
que cette forinide (128j, en tant qu'approchée, trouvera son 
application dans le cas des' disques à bases elliptiques 
planes ou très peu courbes, limitées par une arête suffi- 
samiient usée ou arrondie; puisque de tels modes de distri- 
bution donnent justement à la surface comprim6e des 
formes coinrne la leur. La relation (128) n'y sera notable- 
ment en défaut qu'aux divers points d'une bande étroite 
contiguë au contour, là où se produira le décroissement 
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rapide de pz à l'approche du bord. Mais il est clair que ce 
décroissement ne supprime qu'une pression totale insensible 
(laquelle se trouve portée ou mieux dispersée sur tout 
l'intérieur de la région cl'application) ; et qu'il est sans 
influence appréciable sur les déplaceinents u , u , w ainsi 
que sur les déformations du sol élastique, abstraction faite 
de la zone inème où il a lieu. Il constitue donc, comme on 
a dit vers la fin du nQ3 (p. 149), une perturbation pure- 
ment locale, n'empêchant pas les lois obtenues, qui 
dkcoulent du mode de distribution (128j, de s'appliquer 
partout ailleurs qu'au bord du disque. 

On a vu, au mêriîe endroit du no 33, qu'une telle pertur- 
bation se produit inévitablement sur le contour d'une surface 
comprimée, quelle que soit la forme de ce contour, toutes 
les fois que la pression JI, se trouverait y passer brusque- 
ment, sans cette perturbation, d'une valeur plus ou moins 
considérable à la valeur nulle qu'elle a hors du contour. 
L'ingénieur et le physicien en observent, du reste, d'ana- 
logues dans une infinité de cas, par exemple, aux extrémi- 
tés des tiges et sur le bord des plaques, 1i où l'état physique 
varie aussi rapidement dans le sens des grandes dimensions 
que dans le sens des petites (contrairement à ce que suppose, 
au fond, la théorie classique de ces corps). Ces extrémitks 
des solides allongés ou aplatis constituent donc, comme 
les bords de nos régions d'application, des zones exception- 
nelles, sièges d'un état spécial, plus complexe que celui de 
l'ensemble, et qui reste inabordable à notre analyse mème 
quand nous pou\-ons exprimer très bien l'état général 
du corps. 
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48. - Rdflexions sur l'emploi de la discoîzlinuile en Physique 
mathématique. 

Un passage par l'infini, comme celui que nous venons de 
rencontrer , et d'autres discontinuités non moins inat- 
tendues en général, telles que des .changements brusques 
dans les lois des phénomènes quand on traverse la surface 
de séparation de deux certaines régions d'un même milieu , 
se présentent parfois en Physique mathémathique, comme 
conséquence d'hypothèses simplificatrices trop absolues 
introduites dans les calcds ; et elles ne surprennent - pas ou, 
du moins, ne surprennent plus les géo~ètres .  

Par exemple, quand on étudie l'écoulement bien continu 
d'un liquide, dans un tube droit mouillé par ce liquide et 
dont la section est un secteur de cercle de plus de 180°, 
c'est-à-dire affecté d'un angle rentrant, le frottement, 
rapporté à l'imité d'aire, que le fluide exerce sur la paroi, 
devient infini le long de l'arête vive projetée par celle-ci vers 
l'in térieur. Et cela se conçoit : car une arè te infiniment étroite 
est censée se trouver alors en conflit avec tout le fluide voisin, 
coinpris dans l'angle dièdre des deux plans menés suivant 
sa longueur perpendiculairement aux faces planes de ia 
paroi, et elle est, en quelque sorte, chargée de retenir ii 

elle seule tout ce fiont fini de fluide; force lui est bien, en 
de telles circonstances, de deployer par imité d'aire une 
résistance infinie, ou de se désagréger si elle n'en est pas 
capable. Donc, dans ce cas, la nature repousse absolument 
l'hypothèse des arètes vives et exige qu'on les remplace par 
des parties à très grandes courbures. 

Ije fait, les arêtes et les angles, pris en toute rigueur, ne 
sont que des constructions idéales, dont la réalité peut ap- 
procher sans etre tenue de les reproduire d'une manière 
adéquate. On ne les emploie dans les applications que 
pour rendre plus faciles certains problèmes; car, si la 
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continuité simplifie les choses quand elle en relie plusieurs 
qui suivent une mème loi, elle !es complique, au contraire, 
le plus $ouvent, lorsqu'elle établit la transition entre deux 
catégories d'objets ou de faits régies par deux lois simples 
différentes; et c'est alors une discontinuité fictive , un 
passage brusque de la première catégorie à la seconde, 
qui rend les questions abordables. Cette circonstànce se 
produit justement dans le problème du disque plat ét dur 
posé sur un sol élastique : la supposition d'un brusque 
passage de la forme plane, qu'a la surface au-dedans de la 
région d'application, ii une forme d'une courbure notable 
au dehors, avec changement immédiat de la direction et 
disparition instantanée de toute pression extérieure, nous a 
seule permis de le résoudre : car le détail des vrais phéno- 
mènes locaux qui se présentent le long du contour nous 
restera peut-ètre toujours inabordable. 

Une difficulté pareille à celle de la question précédente 
de l'écoulement d'un liquide se présente dans le problème, 
qui n'en diffkre pas analytiquement, de la torsion d'un 
cylindre d ~ n t  la section est encore un secteur circulaire 
de plus de 180" ; probkme intéressant, résolu en premier 
lieu par MM. W. Thomson et Tait, au n0710 de leur Traitté 
de philosophie natwelle, et repris récemment, avec des 
détails analytiques et numériques importants., par' M. de 
%Venant ('). Quand on y suppose l'angle rentrant taillé 
à arète vive, la fibre longitudinale placée à cette arète est 
soumise à un effort tranchant infini par unité d'aire ; en 
sorte que cette fibre devrait être rompue par la plus faible 
torsion, mème imperceptible, 

Ces divers cas de discontinuité sont accompagnés du 
passage par l'infini de certaines quantités qui, dans la 
réalité physique, ne le comportent pas. Mais on peut citer 
aussi des exemples remarquables , où une discontinuité , 

(*) Cornples-Rendus de 1'Acaddmie des Sciences : 2 et 9 décembre 1878, tome 
LXXXVII, p. 849 et 893; 27 janvier 1879, t. LXXXVIII, p. 142. 
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soit inhérente à la nature des choses, soit introduite par les 
conditions de notre science et des points de vue iniposés à 
notre esprit, se présente même à Pintérieur d'un milieu 
homogène, c'est-à-dire ailleurs que sur la surface de sépa- 
ration de deux matières diff'érentes , sans qu'on y ob3erve 
nécessairement un semblable passage par l'infini. 

Tel est, dans la théorie du régime permanent des cours 
d'eau, le phénomène du ressaut, rapide exhaussement 
(suivant le sens d'amont en aval) de la surface liquide, qui 
rompt la continuité en arrêtant la propagation, vers l'amont, 
des influences régulatrices de l'écoulement en aval ; au 
point que les deux parties du cours d'eau reliées par le 
ressaut présentent deux régimes très distincts , towenlueux 
5 l'amont, tranquille à l'aval (*). Telle est encore, dans 
l'étude de l'état éhouleux d'un massif pulvérulent soutenu 
par un mur qui commence a se renverser, la division fré- 
quente du massif en deux parties, dont la plus petite est 
contigüe au mur, régies par des lois très différentes ('*). 
Cette division peut bien ? il est vrai, être rendue plus sen- 
sible, dans la moitié des cas, par une légère hétérogénéité. 
continuenient variable , que la théorie suppose alors dans 
la petite partie ; mais elle y existerait sans cela. E t ,  quant 
aux autres cas, savoir; ceux où la face du mur en contact 
avec le massif plonge sous celui-ci en s'éloignant de la 
verticale au-delà d'une certaine limite , la petite partie, 
supposée parfaitement homogène et de nième constitution 
que la grande, n'y passe pourtant pas, comme elle, à l'état 
ébouleux : elle s'en distingue ainsi d'une manière essen- 
tielle. 

On pourrait citer encore, dans l'écoulement d'une niasse 
fluide, la division spontanée de cette masse, à l'entrée de 
tout élargissement brusque de son lit, en une portion prin-. 

(*) Voir, par exemple , mon Essai sur la the'orie des eaux courantes, p. 147, 
29191, etc. 

(**) Voir mon Essai théorique sur l'e'quilibre des massifs pulvérulents , etc., no 47 ,  
p. 121 el suivantes. 
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cipale, qui continue son trajet avec une vitesse plus ou 
moins ralentie, et une autre dont le mouvement se réduit 
presque à des tourbillonnements sur place. 

Et  je ne parle pas de diverses discontinuités, moins natu- 
relles peut-ètre , mais non moins précieuses comme moyen 
d'étude , que fait introduire, dans des théories difficiles, 
encore à leur début, l'ignorance où l'on se trouve des 
transitions reliant certaines phases ou variétés simples des 
phénomènes, c0nnue.s longtemps avant les autres. 

Par exemple, Macquorn-Rankine , pour évaluer la pous- 
sée qu'exerce de bas en haut un sol sablonneux, sur un 
prisme solide droit qu'on y enfonce verticalement, admet 
que le sable sous-jacent, compris entre les prolongements 
inférieurs des faces latérales du prisme , est soumis à un 
écrasement vertical uniforme, avec détente dans les sens 
latéraux, et que le sable extérieur contigu éprouve, au con- 
traire, j usqu'à quelque distance, un écrasement uniforme 
dans les sens latéraux, avec détente dans le sens vertical. 
11 suppose donc que, dans la masse sablonneuse supportant 
le prisme immergé, l'orientation de l'élément plan soumis, 
en chaque point, à la pression la plus grande, change 
brusquement de 'JO0 quand on traverse la surface formée 
par le prolongemènt , vers le bas, des faces latérales de ce 
prisme. M. Tresca , en édifiant sa théorie du poinçonnage 
et de l'écoulement des corps plastiques, a, de mème, distin- 
gué, soit dans le bloc qu'on poinçonne, soit dans celui qu'un 
piston force à s'écouler hors d'un vase cylindrique par un 
orifice ouvert en son fond, un cylindre central , situé au- 
dessous du poinçon ou en face de l'orifice, et un anneau 
entourant ce cylindre, parties dont la première ou la 
seconde, suivant les cas, éprouve encore un écrasement, et 
l'autre, une détente, dans le sens vertical. 

Cette théorie du poinçonnage offre' encore un exemple 
remarquable d'une autre sorte de discontinuité, relative 
aux deux manières très différentes dont se comporte suc- 
cessivement une mème masse ductile, ou dont se compor- 
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tent simultanément deux masses sensiblement pareilles , 
suivant que l'épaisseur y est un peu au-dessus ou un peu 
au-dessous d'une certaine limite. Elle se produit quand un 
bloc, assez épais, poinçonné à sa surface supérieure, repose 
sur un plan rigide, percé, vis-&vis du poinçon, d'un orifice 
de mémé diamètre que celui-ci. Alors le cylindre central, 
comprenant la matikre située juste au-dessous du poinçon 
et au-dessus de l'orifice, est d'abord écrasé jusqu'à ce qu'il 
n'ait plus qu'une certaine épaisseur, puis séparé par glisse- 
ment ou cisaillement de l'anneau qui l'entoure et chassé 
par l'orifice. Or c'est en admettant que le cisaillement fait 
suite à l'écrasement, sans qu'il survien'ne entre ces deux 
modes simples de deformation d'autres modes intermé- 
diaires plus compliqués, et en exprimant que l'un succède 
à l'autre dès qu'il cesse d'exiger plus d'efforts que lui mais 
commence, au contraire, à en exiger moins, que M. Tresca 
a pu évaluer la hauteur de la débouchure finalement 
expulsée (*). 

49. - Mise en équation géndrale d u  probl the.  

Mais revenons au problbine générai consistant a se donner 
la pression totale P, avec le contour de la surface compri- 
mée et la forme qu'elle doit prendre, pour en déduire la 
position d'équilibre de cette surface et le mode de réparti- 
tion de la pression. Nous l'avons ramené (no 44) ù d'autres 
plus simples et également déterminés, dans chacun des- 
quels on suppose connus les abaissements n, aux divers 
points de la surface coniprinîée, et où l'on deinande les 
pressions% ou p qui s'y trouvent appliquées par unité d'aire. 

D'après la formule générale (84) de w [p. 1091 , il suffira, 
pour résoudre ces derniers problèiiies, de déterminer la den- 

(') On peut voir, pour toutes ces questions, mon Essui thiorique sur l'équilibre 
des nzassifi pulvérulents, comparés aux massifs solides, etc. (no" 50 et 51, p. 13'7 
h 145 et p. 174). 
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sité p, par unité d'aire, d'une douche matérielle étalée sur 
une partie connue r du plan des xy , de tell6 manière que 

son potentiel, U = - , ait la valeur donnée y? 
(pour z = O ,  en chaque point de la surface comprimée) 

1145) 
u =  4 r r  P+P) %. 

h c 2 p  

D'ailleurs, ce potentiel vérifie dans tout l'espace lféqua 
tion indéfinie A, U = O ,  ou 

Il prend de plus, évidemment, deux valeurs égales quand 
on change z en - n , c'estrà-dire pour deux points symétri- 
quement placés par rapport U la couche ; et ,  coninie, en 
dehors de celle-ci, il varie avec continuité , ainsi que ses 
dérivées, ineme sur le plan des xy , sa dérivée première 
est nulle le long du chemin dz joignant un point infiniment 
voisin de ce plan, et sensiblement distant de la région 
d'application, à un autre symétrique. On a ainsi 

d u  
(147i ( pour z = O, hors de la surface comprimée) - = O. 

dz 

Enfin, pour tout point dont la distance t à l'origine est 
très grande en comparaison des dimensions de la surface 

S d  P coinprimée, le potentiel vaut à fort peu près -- , c'est-à- 
'L. 

1< 
dire qu'il est de la fornie - , où K désigne un nombre fini ; 

t 

et sa dérivée par rapport à c égale par suite, sensiblement, 
K 

A -  

Ki ou est de la forme - - 
t.2 ' 3 ' K, étant également un 

nombre qui reste fini. On peut donc écrire : 
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K du K 4 
(148) (pour: très grand) U = -, - = - - 

& d& &% ' 

Telles sont ].es forniules qui doivent conduire, le plus 
simplement possible, au potentiel U. Elles déterminent 
complètement cette fonction, cornnie nous allons le démon- 
trer; et il importe d'observer qu'elles la détermineraient 
également, si, au lieu de la première condition, (145j, on 
en avait une autre, de la forme 

i (pour z = O , sur toute la surface comprimée) 

= une fonction connue, - 2 ?r p (x, y), de x et y.  

On le voit en remplaçant, dans les formules (145) et 
(145 b i s )  à (148), U par U + U' ; ce qui donne, en U', des 
équations de menie forme, niais où le second membre de la 
condition spéciale transformée de (145) ou de (145 Ois) est 
nul. Alors , multipliant par U' d a , ou par IJI dxdyds, 
l'équation A, U' = O ,  puis intégrant dans tout l'espace a 
compris, du cdté des z positifs, entre le plan des xy et une 
sphère d'un très grand rayon Y. décrite autour de l'origine 
comme centre, appliquant à chaque terme le procédé de 
l'intégration par parties, comme au n-1 (p. 55), et tenant 
compte des conditions (145) ou (145 674, (147) et (148j, 
spkciales aux surfaces limites, on trouve finalement, pour c 

infini: 

Donc les dérivées de U' en x, y ,  x sont nulles partout, 
et U', devant tendre vers zéro quand r. grandit, s'annule 
également. 

Cela posé, admettons qu'on ait obtenu la fonction unique 
U qui satisfait aux équations (145), (1461, (147) et (148). 

m 
La dhrivée - de cette fonction acquerra certaines valeurs, 

dz 
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que je représenterai par - 2 np (x, y),  quand, pour des 
videurs de x et de 9 égales aux deux coordonnées d'un 
point de la région d'application, on fera décroître z 
jusqu'à zéro. On serait donc également tombé sur celte 
fonction U d6jà trouvée, si l'on avait connu ces valeurs 
- 2zP (xi y), etsi  l'on s'était donné pour point de départ la 
condition spéciale (145 bis) à la place de (145). ar, dans 
ce second cas, on aurait eu pour U le potentiel 

car celui-ci satisfait évidemment aux équations (146), (147), 
(148) et de plus, vu la première formule (31) [p. 671, il 
vérifie la conditioii spéciale (145 b u ) .  Llonc , m e  fois ,!'.inté- 
y m l e  U des dpuations (1451, (146), (147) et (148) détewnimk,  
comme la relation (149') montre que cette intégrale U 
Agalera toujours, quelles que soient les valeurs données de 
w sur la région d'application, le potentiel d'une certaine 
couche étalée sur cette région et ayant sa densité superfi- 
cielle p (3, y) astreinte à verifier la condition (145 bis) ,  on 
aura la pression demandée F, q u i  s'exerce s u r  l'unité d'aire 
aux divers points (3, y) de la surface. au moyen de lu Pr- 
? ? Z ~ B  

cette fomwule, à cause de la condition (147), s ' a y p l i p e  mdmc 
aux $ar.Eies l i h e s  de lu s ~ r f u c e  z = O du corps élast iy  ue. 
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50. - Cas d'un. disque plut et horizontal posé sur un. sol élas- 
tique: la pression se distribue, à la surface de ce disque, 
comme le ferait, s'il duit isole' et conducteur, une charge 
éleclrique qui s'y trouverait en équilibre. 

Admettons en particulier que le solide compresseur ait sa 
base plane et parallele à la surface générale du sol ou du 
corps élastique. Alors, dans le second membre de (145), 
l'enfoncement lu recevra partout la valeur constante w, rela- 
tive au centre. L'équation (145) signifiera donc que la 
surface comprimée est une de celles qu'on appelle de 
niveau , c'est-à-dire d'égal potentiel U : condjt,ion caracté- 
ristique, c.omme on sait, de l'équilibre d'une charge d'élec- 
tricité, à l'intérieur d'une plaque mince conductrice et 
isolée qui coïnciderait avec la surface comprimée elle-mème. 
Donc, quand un disque solide, découpé suivant une  forme 
plane que~conpue , est posé sur un sol élastique horizontal , 
e t  chargé de poids avec assez de symétrie pour pu'd conserve 
17horizontaZitti, l a  charge totale se distribue entre les h e r s e s  
parties' de sa base, supposée partout en contact avec le sol, 
conme le ferail une  cha-e électl-ue sur le mdme dispzte , 
s'il était isolé et conducteur. 

Remarquons toutefois que la conservation de l'horizon- 
talité de la surface jusqu'au bord de la région con~pr'imée 
exigerait, d'après ce qui a été démontré au no 33 (p. 142), 
une pression p oup, (par unit4 d'aire) infinie sur le bord, 
du moins aux parties convexes de ce contour ou, plus exac- 
tement à celles dont la tangente ne le coupe. nulle part. 
Il se produira donc forcément, en ces endroits, les pertur- 
bations locales dont il a été longuenient question, au 
no 47 (p. 2161, pour les cas particuliers d'un contour circu- 
laire ou elliptique. 
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51. - Exemple d u  disque elliptique : calcul des abaissements 
qu'il produit à la surface d u  sol. 

Empruntons, en vertu de ce qui précède, à la théorie de 
l'électricité statique, l'expression du potentiel pour une 
plaque elliptique dont la charge égale 1 et qui a son 
contour représenté par l'équation 

Cette expression est 

iniégrale où la limite inférieure v ,  fonction de x, y ,  z , 
désigne le demi-axe vertical de l'ellipsoïde 

qui passe par le point quelcorque (3, y,  zj de l'espace. En 
calculant préalablement, par la diffkrentiation de (153j, les 

dv' d y 2  d v 2  
expressions - + - + - et A,v, on vérifie asse7 

da% d!9 
aisément que cette fonction U de 2, y, z satisfait àl'équation 
indéfinie (146). D'ailleurs, comme v est très grand devant 
a et  b pour tous les points jx, y, z) situés à. des distances 
considérables ï de l'origine, 1;s forniuleç (153) et (152) devien - 
nent sensiblement, pour ces points : 

de sorte que les conditions (148) sont également satisfaites. 
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De plus, quand z= O, l'équation (153) donne v = O aux points 
2% 

interieurs à l'ellipse (151), points où il faut qu'on ait ;i > O, 
d 

puisque la somme - + - " y est nBcessairernent plus 
a2+ Y S  62 + Y *  

petite que 1. Donc, pour tous ces points, l'expression (152) 
de U se rBduit à la constante 

et la condition (145) est encore satisfaite, si l'on admet que 
la valeur connue de w , relative à la region d'application, 
soit 

( ( h  l'intérieur de la surface elliptique comprimée) 

Enfin, la diffkrentiation de (153) par rapport à z donnant 

ou  bien 

d y  
la déride - s'annule-pour z = O et v > O ,  c'est-à-dire sur 

dz 
le plan des x y mais en dehors de l'ellipse que représente 

du (151). Par suite, la dérivée -, qui vaut, d'après (152), 
dz 

s'y annule aussi, et la condition spéciale (147) est satisfaite 
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comme l'étaient déjà toutes les autres Bquations du pro- 
blème posé. 

Puisque l'expression (152) de U convient, il reste à lui 
demander la valeur p de la charge que supporte, par unité 
d'aire, chaque élément de la base elliptique d'appui. A cet 
effet, observons que l'équation (153)) spécifiée pour les 
coordonnées x, y des points intérieurs à l'ellipse et pour 3 

infiniment petit, donne tout à la fois, dans la parenthèse 
2% 

de (155 bis), v = O - ) o. Donc cette parenthèse s'y réduit ' 9 
$2 

à - et il rient pour tous les points de la base d'appui, en 
9 ) 

tenant finalement compte de (153), 

du 
Portons cette valeur de - dans (155 ter), où nous aurons 

dz 
posé en outre v = O ,  et la formule (150) fournira bien 
l'expression (128) de p [p. 1621, à laquelle nous avait déjà 
conduit une méthode purement géométrique. 

L'analyse actuelle nous fait connaître de plus, pour le 
cas gén6ral d'une surface comprimée elliptique, l'expression 

.cles abaissements w produits sur tout le plan des xy. La 
dP 

formule (84) [p. 1091, dans laquelle r- O. n'est autre chose 
J '  

que U , devient, en effet, vu la relation (152)) 

où, d'après l'équation (153) prise avec z = O ,  la limite 
inferieure v de l'intégrale s'annule, pour les points (x, y) 
de la surface intérieurs au contour elliptique donné (151) , 
et designe la racine positive de l'équation 
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pour les points (3, y) de la surface qui sont extérieurs au 
même contour, c'est-à-dire pour la partie libre de la 
surface. 

Quand l'ellipse (151) se réduit à un cercle, ou que 
a -  - bh - RIB, la formule (153), appliquée aux points du plan 
des xy dont la distance à l'origine est c, devient : 

du 
D'ailleurs , l'intégrale vaut alors 

1 . x  
- (- - arc tang A) , c7est-à-dire 
a 2 a 

1 a 1 R1 - arc tang - = - arc tang 
1 

A- 

21 arcsin -, pourri) H I .  
a RI qcz- R!:! Ri O 

Donc, l'expression (156) de ru se dédouble bien en deux, 
respectivement identiques à celles, (125) el (135) [p. 158 
et 1651, qu'un calcul direct nous avait données pour ce cas 
particulier. 
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51 bzx. - Cas d'un corps Ù surface convexe quelconque : sa petite 
base d'appui est une el/i.pse, et les pressions varient, à son 
intérieur, comme les ordondes  d 'un  demi-eilipsotde à m e  
vertical ayant cette ellipse pour ha*. - Cas d'un poinçon à 
section elli.ptique et ù téte courbe (*). 

Ce n'est pas seulement dans la question de l'équilibre 
du disque elliptique horizontal que les formules précé- 
dentes (128) , (156) et (156 bis) trouvent leur emploi. Leur 
utilité n'est pas moindre, comme on va voir, quand il 
s'agit d'un corps à base convexe et non plus plane. 

Soit donc un solide à surface convexe et d'un poids 
donné P,  reposant sans frottement sur un sol horizontal 
élastique. Sa base d'appui, de dimensions en général très 
petites par rapport aux siennes, peut être évidemment 
confondue avec une portion du paraboloïde elliptique qui 
a pour axe la normale verticale menée à son point le plus 
bas, et pour demi-paramètres ses deux rayons de courbure 
primipaux R , R' en ce point, rayons dont j'appelle R le 
plus grand. Comme toutes les circonstances concernant le 
rapprochement du corps et du sol élastique sont pareilles 
de part et d7aut,re des deux plans normaux principaux 
correspondants (en admettant du moins que le corps soit 
descendu peu à peu, verticalement, jusqu'à sa situation 
actuelle), la base d'appui et les pressions dP = ,ode exercées 
seront symétriques par rapport aux mêmes plans, dans 
lesquels nous supposerons qu'on ait pris respectivement, 
sur la  surface primitive du sol, les deux axes des z et 
des y. La résultante, P ,  des efforts subis par le sol sera 
donc dirigée suivant la normale verticale ; et celle-ci 
contiendra le centre de gravité du corps, puisqu'on suppose 
1'8qujlibre établi. Ainsi, pour que le corps puisse être à 
1'8tat de repos, il est d'abord nécessaire que son orientation 

(*) Nuhéro rédigé en janvier 1883 et  inséré au moment de l'impression. 
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leurs les expressions (128) et (156) de p et YU j lesquelles ont 
été établies pour le cas d'une charge égale à 1, par la 
charge actuelle considérée 3PC& En mettant Tr pour v ,  

puis posant, afin d'abréger, 

la densité superficielle en un point (x, yj de la couche, son 
potentiel au mème point, et le potentiel en un point (3, y) 
extérieur, ou pour y > C, recevront les trois expressions 
respectives 

dans la dernière desquelles la nouvelle limite inférieure v , 
fonction de 5 , est la racine positive de l'équation , trans- 
formée de (156 bu), 

Et la charge totale résultera de la superposition de toutes 
ces couches. La densité T~ ou p y égalera Bvidemment l'in- 
tégrale de la première expression (a') , prise depuis 5 = y 
jusqu'à C = 1 ; ce qui donne de suite 

ou, en substituant à yS sa valeur (a), 
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expression de ;3 qui s'annule bien, comme on le désire, sur 
t ~ u t  le contour y = 1. 

De mème, l'abaissement correspondant .II; en un point 
intérieur se composera de la deuxième (a'), intégrée. de 
i =yà '5=1 ,  et dela troisième(aJ), intégréedeC=o àC=y, 
intervalle où la limite inférieure v décroîtra, d'après (a'') , 
de m à zéro. Enfin, l'expression de n, pour un point exté- 
rieur, ou pour y '> 1 , sera fournie par la troiçi8me (aJ), 
intégrée de 7; = O à tS = 1, intervalle où la limite v décroitra 
de l'infini à la valeur positive qui annule le trinôme 

8 Y2 
+ - - 1. Or,  dans les intégrales doubles [pro- 

a 2  + ~2 6 %  + 
venant de la troisième (a')] ainsi obtenues, une des deux 
int6grations se fait de suite quand on change leur ordre, 
c'est-à-dire quand on somme d'abord tous les éléments où la 
variable d'intégration v et sa différentielle dv sont les mêmes. 

5% 
tandis que TZ y croît, vu (a"), de - + - Y' h y2 ou à 

a2 + 02 + 9 
1 : v y varie d'ailleurs, ou depuis zéro, 

x2 
positive qui annule le trinôme - + 

a3 + u t  

l'infini. Il vient, de la sorte, 

ou depuis la valeur 
Y -- 

02 + v2 
1, jusqu'à 

l'intégration s'étendant à toutes les valeurs positives de v 
x 2  y2 

qui ne rendent pas négatif le trinônie 1 - - - - 
$ + ,,2 $2 + .,2 , 

et se faisant, par conséquent,, depuis v = O pour tous les 
points (x, y) intérieurs à l'ellipse de contact. On voit 
donc que, en tous ces points, l'expression (b3 de w,  décom- 
posée en trois intégrales, aura hien sa partie variable de la 

$9 Y' pourvu que 170n puisse ppser forme - - - - 
2R 2R" 
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Or c'est ce qui aura lieu si l'on choisit convenablement 
a et b. Considérons, en eflfet , les deux intégrales, essen- 
tiellement positives, 

dont la première a tous ses éléments évidemment inférieurs 
aux éléments correspondants de la seconde, quand on sup- 

P pose 6 plus petit que, a. Leur rapport - ne dépend que du 
u 

b 
rapport - ; car il ne change pas quand on remplace 

a 

a ,  6, v, dv par Ka, Ab, K v ,  Kdv, ce qui revient à remplacer 
D par P D  et à multiplier par L3 les valeurs de a et de 9. Or 
si, a étant, par exemple, égal à l'unité, on donne d'abord à 
b une valeur infiniment petite E ,  les deux intégrales seront 
rendues très grandes par leurs éléments correspondant aux 
très petites valeurs de Y ,  élénients qui, vu l'expression (a) 
de D, vaudront respectivement, dans la première, 

e t ,  dans la seconde, 

Ces éléments, si on y fait varier v depuis zéro jusqu'à 
une valeur très petite ençore devant l'unité, mais beaucoup 

1 

plus grande que r , donneront les valeurs totales de - et de 

1 -, sauf erreurs relatives négligeables ; car tous les éléments 
P 

suivants, jusqu'à v = oo , n'auraient en tout, dans (b"'), que 
des sommes finies quelque petit que fût E .  Ainsi, la partie 
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1 
principale de - Bgalera log (v + \Ic2 + 9) - log e, OU mème 

K 

simplement log&, vu que log ( r  +v '  disparait 
1 

comparaison ; et, de mème, la partie principale de - sera B 
V 1 

ou -. Il vient donc alors 
es (Y% + E% 

F 1 6' a - = - ~2 log  e = e t  log - - 
A e a" 

'0" 

Ainsi l'on a 

d P as! a 
( p o u r  - infiniment petit) --- - l o g p  

a u a" 

b 
expression qui est infiniment petite comme - et presque 

a 
6% 

de l'ordre de petitesse de - car on sait que, si l'on pose 
a2 ' 

a m 8 
log - = (+) , m tend vers zéro en mème temps que -. 

b a 
b p 

Or, à l'autre limite - = 1, il est évident que - = 1. Donc, 
a K 

P le rapport - , qui est évidemment une fonction continue de 
P 

a et b , prend toutes les valeurs comprises entre zéro et 1 
b 

quand le rapporl a grandit de zéro à 1; et il existe toujours 

ti une valeur de ce dernier qui rend - égal au rapport donné ' 

.t 

R' 
- , ou qui rend, par suite, les seconds membres de (b") 
R 
proportionnels aux premiers membres. Une fois cette 

B 
valeur de - obtenue, on pourra, sans la modifier, faire 

a 

varier a et b dans un même rapport k ; ce qui multipliera, 
\ 
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1 
comme on a vu, les seconds membres de (b") par - : et il 

K3 

suffira de choisir convenablement h pour que les deux 
équations (Ir") soient satisfaites. On voit mème que, pour 

R ' 
une valeur donnée du rapport - , k sera proportionnel à R 

D'après (b'), le deplacement wlv, du centre de la surface de 
contact sera 

Or l'intégrale qui y paraît s'évalue aisément en fonction des 
deux précéde,ntes (b"'). Celles-ci, en effet, si l'on observe 
que l'on a identiquement 

donnent de suite, par une réduction Bvidente opér6e sous le 
signe J ,  

ou bien 

Portons cetle valeur dans (c3 et, en tenant compte de (b") , 
il viendra 

L'expression (b') de w, spécifiée pour les points intérieurs 
à l'ellipse de contact, devient donc, en définitive, 
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Quand il s'agit, au contraire, d'un point (x , y) exté- 
rieur, cas où la limite inférieure Y ,  dans (63, n'est 
plus zéro, mais la valeur positive annulant l'expression 

x2 Y" +-- 
a2 + 9 6% + V $  

1, on peut toujours prendre zéro pour 

cette limite, pourvu qu'on retranche ensuite les éléments 
ajoutés en trop. 

On aura donc 

l'intégration s'étendant à loutes les valeurs de V ,  supérieures 
x2 

à zéro, qui rendent positif le trinôme - Y + - 1 .  
a" t 2  62+ 9 

On voit que la formule (d) , si on l'appliquait aux points 
(z, y) situés hors de l'ellipse de contact, donnerait à l'abais- 
sement n, des valeurs moindres que les valeurs effectives 
exprimées par (d'). Donc la partie libre de la surface du. sol 
reste bien, d'elle-même, comme il le fallait, en dessous du 
paraboloïde limitant le corps et avec lequel se confond la 
partie comprimée. 

Il n'y a plus qu'à vérifier si les deux parties se raccordent, 
sans aucune discontinuité du plan tangent, tout le long de 
la courbe (ayant pour projection ' horizontale l'ellipse 
$2 y" - + - = 1) qui est leur limite commune. On pourrait le 
a 62 

déduire d'un théorème démontré dans le no 33 (au haut de 
la page 146) et de ce que la formule (bj donne, à une très 
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petite distance 8 de cette courbe, des valeurs de p qui sont 

de l'ordre de 84. Si ,  en effet, l'on appelle s, y les 
deux coordonnées d'un point de l'ellipse et K l'expression 

- ( + ) , de sorte que les deux cosinus directeurs de la 

K$ Ky 
normale à l'ellipse, menée vers le dehors , y soient -, - , 

a-2 

les deux coordonnées horizontales d'un point intérieur 
situé, sur le prolongement de cette normale, à la distance 8, 

égaleront s (1 - $1, y (1 - g) , et l'expression (b) de p 
- 

3P ' 2 8  
p deviendra aiskinent - V -. Mais on le reconnaît aussi 

2xa6 K 
en évaluant le dernier terme de (d') , pour un point situ6 à 
la très petite distance 6 hors de l'ellipse, et ayant les coor- 

( y)', y (1  + $1. Le trinôme donfiées horizontales x 1 + - 

3% Y" + - - 1 ou , sensiblement, 
a3 + 9 6% + u2 

y vaut , par suite , 

- 
expression positive entre les limites = O ,  Y = p 2KZ, et 

qui est la dérivée de 
K" 

) . Le derniw terme de 
3 

(d'), différence entre les deux ordonnées correspondantes de 
la surface libre du sol et de celle du solide considére, y prend 

(1 + 2l4 p ainsi (vu d'ailleurs D = ab) la valeur 
2x@+ p.)a6 

laquelle est d'un ordre de petitesse en 6 supérieur au premier. 
Donc, ces deux surTaces ont bien, en tous les points de leur 
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$2 y$ 
courbe de jonction - + - = 1, un contact du premier 

a2 82 

ordre. 

En résumé, toutes les conditions du problème seront 
satisfaites par le mode de distribution (b) du poids P du 

$2 2 
corps h l'intérieur de l'ellipse - + = 1,  pourvu que 

a2 b2 
les demi-axes a ,  b de celle-ci soient ceux que donnera la 
résolution des deux équations transcendantes (bu) , où 

D = v ' ( a 2  + vi) (bi +q. Et l'on peut, vu les formules (b) , 
(b") , (d) , (d') , énoncer les lois suivantes : 

1" La surface de contact est limitée p a r  u n e  ell-se, a y a n t  
s o n g r a d  axe et sonpeti t  axe tangents a u x  deux  sections nor- 
mules princ@ales d u  corps, menées e n  son po in t  ieplus  bas, 
dont  les rayons  de courbure solzt, respectiuemsnt, le p lus  
grand, R, et, l ep lus  petit, R'; de plus, la foglme de l'ellipse ne  
dépend que d u  rccpport des deux  rayons de courbure R, R', 
e t ,  pour  u n e  valeur donnée de ce rappor t ,  ses axes sont 
proportionnels à la  racine cubique d u  produi t  de l'un des 
deux  rayons de c o u ~ b u r e  p a r  le poids P d u  c o ~ p s ;  

2" Une couche d'un sable homogène,  épandue à i'intt!rieur 
de 17ell@se de contact de manière B y figuier l a  répartition 
effictlve de la  charge totale P ,  a la forme d'un dem&ellt$- 
soïde à axe  vertical, son épaisseur décs*oissalzt graduellement 
depuis le centre jusqu'au bord où elle s'annule; 

3' L'abaissement rv, n u  centre de l'ell@se, o u  p o u r  x = O 

b 2 ai 
e t  y = O ,  est la somme des deax  abaisscmelzts, - et  - 2R' 2R' 
produits  respectivement à une e x t ~ é m i t é  (a: = I a ,  y = O) d u  
grand axe et à une ex trémi té  (x = O, y = - +- b) d u  petit axe : 
i l  est donc proportionnel, p o w  u n e  valeur dolzrnée d u  rapport  
R' - à la  puissance + d u  poids P et à la  racine cubique de 
R ' 

1 1 
l'une des deux  courbulaes primipales - oz4 -. R R' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L'espace total décrit par l'ellipse de contact  ab dans son 
déplacement vertical descendant a pour expression 

les intégrations s'étendant à toutes les valeurs de x et 
$9 y= 

de y qui vérifient l'jnégalité -;;;- + - < 1. Si l'on pose 
82 

x = a d ,  y = by', cette intégrale double devient 

avec l a  condition que la somme positive x'? + y" reçoive 
toutes les valeurs inférieures à l'unit6 ; et l'introduction do 
coordonnées polaires r; et fi telles, que x'= z cosr), y'= r; sine, 
la change en 

valeur équivalente, d'après (c"') , à +-ubm,. Divisée par 
l'aire nab, elle donnera, pour l'abaissement moyen de 
toute la surface de contact, + lu,, c'est-à-dire les trois quarts 
de l'abaissement du centre, ou, vu les formules (c') et (155) 
[multipliée par Pl, les % de l'abaissement constant qu'au- 
rait éprouvé cette surface, supposée limitée au même 
contour elliptique, si le corps avait eu sa base plane et 
horizontale. Ainsi, I'abm3sement moyen de la surface de 
contac,/ est les trois quai*ts de l'abaissement de son centre 
e l  il dépasse de un huitiènte celui qui auruit lieu si le corps 
devenait un dispue plat la recouvrant ezactemelzt. 

Imaginons que l'on ajoute au poids P, distribué d'après 
la formule (b) , un excédent quelconque de charge réparti , 
sur la même surface elliptique de contact, d'après la for- 
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mule (128) [p. 1621, ou ne produisant qu'un abaissement 
constant des divers points de celle-ci: la surface du sol 
aura sa partie directement comprimée de même forme que 
précédemment, mais avec un relevement brusque, tout 
autour, de sa partie libre. Donc le mode complexe de 
répartition ainsi obtenu sera celui des pressions qui 
s'exercent sous un poinçon cylindrique, pressé assez forte- 
ment contre le corps Blastique pour le toucher par toute sa 
base inférieure, dans les cas où la section droite du poinçon 
est une ellipse et ,  sa base considérée, un paraboloïde tel, 

P que le rapport - de ses deux paramètres K', R, fonction de 

celui des demi-axes b et a de l'ellipse, égale le quotient des 
deux intégrales (b"'). Quand l'ellipse se réduit à un cercle, 
la base du poinçon devient ainsi un paraboloïde quelconque 
de révolution conaxique à la surface latérale.. 

Mais, revenant à notre problème d'un corps à surface 
inférieure continue, il nous reste à résoudre, au moins 
d'une manière approchée ; les équations transcendantes 
(b") , où les deux inconnues sont a et b. Pour cela, expri-- 

1 1  
nions d'abord les deux quantités - , - définies par (b"') , 

a P 
au moyen des deux intégrales elliptiques uiuelles , dites 
complètes , 

dont les secondes formes, où e désigne l'excentricité 
6" 

se ddduisent des premières en posant v = b tang y, 

et dont les développements en série, obtenus par le procédé 
qui a donné l'expression (98) [p. 1171, sont 
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Il suffit d'observer, diune part, qu'en multipliant la 
seconde (b"') par a2 - P, il vient identiquement 

et que, d'autre part, la relation (c") équivaut à 

et , ajoutée à la précédente , donne 

On déduit de là,  vu d'ailleurs les formules (d") , 
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et ,  par suite, en divisant finalement la première de ces 
series fie) par la dernière jusqu'au terme en e6, 

a R' Or - exprime, d'après (b") et (b"'), le rapport - ; d'autre 
a R 

part,, le troisième membre de (e') n'est infdrieur au radical 
3 

(1 - qT, développé par la formule du binbme , que 

d'une quantité, 

géndralement comparable à son premier t.erme, très petit, 
es 3 ee 
- Enmettant cette quantit.6 sous la forme ( ~ - e ' ) ~ ( -  +. ..), 
512' 512 

R' es 
l'expression de - deviendra 

R (y ( 1 -  - ...) et 
pourra s'écrire encore 

eh Si donc on appelle E le nombre - + . . . , très voisin de 
128 

zero excepté pour les valeurs les plus grandes de I'excen- 
tricite e , on aura 
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et ,  par suite, 

D'ailleurs, la formule (c) montre que E s'approctiera de 
l'unité, sans l'atteindre, quand l'excentricité tendra vers 
sa limite supérieure 1. 

b En faisant, dans (et"), E = O, on a pour - la valeur appro- 
C 

ehée (;)', dont 17erreur relative, par défaut , est peu 

R' 
sensible, excepté dans les cas où - n'atteint pas 0 , l .  On 

R 
le reconnaît en employant les tables elliptiques de Legendre. 

R' B 
Par exemple, la valeur 0,1272 de - , ou de -? correspond 

R u 

I ,  
à e = sin 73' ou à - = cos 75' = 0,2588, cas où les tables de 

a 

Legendre donnent, pour les logarithmes décimaux de E 
et F , 0,03198, 0,4$218, qui, utilisés dans le calcul du 
second membre de (e') , permettent d'évaluer le rapport 

B 
- CL = 0,1272. Or l'expression ( )  , ou (0,1272)%, vaut 

alors 0,2529, résultat qui n'est en erreur relative sur 
1 C 

0,2588 que de - environ. Pour e = sin 80" ou - = cos 80" 
44 a 

= 0,1736, les logarithmes de E e t  F sont 0,01705,0,498118, 

B R' et l'on en deduit - ou - = 0,06743 ; d'où 
a R 

b 1 
valeur de - approchée à - près environ. Pour e = sin 851) 

a 22 
b 

ou - = cos 85" = 0,0871 6 , les logarithmes de E et P sont 
a 

R' 
0,00547, 0,58340, et l'on trouve = 0,02177, 
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1 
= 0,07798, nombre en erreur relat.ive sur 0,08716 de - 

9,5 
environ. Ainsi, la formule (et"), prise avec s = O , est encore 

R8 1 
un peu approchée même quand le rapport -n'atteint que - R 50' 

3 - k ~  
On voit aussi que, dans (e'3 , l'exposant - 

2 
grandit 

3 6 
depuis - jusqu'à 2 ,  à mesure que - décroît de 1 à zéro : 

2 a 
R' 8 

par suite - decroit de 1 à zéro en même temps que -. ' R a 
R' 

A chaque valeur de - il n'en correspond donc qu'une 
R 

b 
seule de -, et les deux équations (b8) déterminent sans 

a 

aucune ambiguité l'ellipse de contact. 11 suffirait de faire 
6 

croître graduellement - depuis zéro jusqu'à 1 , et de cal- 
a 

culer chaque fois comme on vient de le montrer, à l'aide 
R' 

des tables de Legendre et par la formule (e8), le rapport 

correspondant, pour former un tableau complet des valeurs . b 
de celui-ci : on aurait alors immédiatement - pour toute 

a 
R' 

valeur donnée de R. Les formules (e), ou les intégrales 

1 1  
- - définies par (b"), sont connues grâce aux équations 
a ,  8 '  
(b'),  se résolvent ensuite immédiatement par rapport à 
l'inconnue unique, a3, qu'elles contiennent, et l'on obtient 
ainsi, non plus seulement la forme de l'ellipse de contact, 
mais ses dimensions. 

Cherchons dans ce but quelque formule analogue à (e8") 
et qui, de mème, se prète à un calcul approché de a. Si 

Ba3 
l'on multiplie la première (e) par - , on trouve identique- 

X 

ment 
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Or, dans celle-ci, l'expression entre parenthèses, au 
second membre, n'est autre chose que le développement, 

par la formule du binôme, de (:)- 4 tel qu'on le déduit du 

troisième membre de (4, et, d'autre part, les termes 
3ea --- 

2.128 
. . . peuvent s'écrire évidemment 

1 

vu que le développement de 1 - 3 (t)-3- suivant les puis- 

sances de e est - 2 - . . . . Il vient ainsi : 

3e6 -1. p -+... 6& 

xz 4.128 . ..] = [3 ($) 3- 1 1  ($" 
eC Si donc on désigne par E' l'exposant - + . . . , sensible- 

128 
mect. égal, sauf peut-être pour les valeurs les plus grandes 
de e , à ce1 ui qu'on a appelé plus haut E [p. 2451 , on aura 

R 3 ( A +  24 PR 
Remplaçons-y 5 par - a par sa valeur 

P R' ' ' 4np ( A +  p) ' 
tirée des premières (6'') et (b") compar6es, et il viendra 
finalement 

Si l'on fait, dans le second membre, É = O ,  il est clair 
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p70n aura une valeur de a approchde par excés , et corn- 
0 

portant une erreur relative, '- 1, légèrement sup6- 

rieure, sauf peut-ètre pour les plus grandes valeurs de e , 
2 z -- 

à l'erreur relative par défaut, 1 - (g) '+', commise sur 
. . 

6 
la valeur (e"? de - en y posant E = O. Dans les cas, traités 

a 

cidessus avec l'aide des tables elliptiques de Legendre, où 
R' - 
R 

= 0,1272, 0,06743, 0,02177, on trouve ainsi respec- 

3(1+2y)PR 
tivement , pour le rapport de a à \/ h;i (A + pi , 1 ,2493, 

3 

1,3575,1,5641, tandis que les valeurs exactes, \/: (1- :) , 
[données par la première (e)] de ce rapport sont 1,2194, 
1,2964, 1,4163. Les résultats par excès obtenus comportent 

1 1  1 
donc les erreurs relatives - - et - environ, alors que 

41 ' 21 9,6 
8 1 

celles des valeurs de - approch6es par défaut Btaient z, 
a 

1 1 
- et - environ. L'inégalité des erreurs relatives des 
22 9,5 

6 
deux formules approchées de - et a comparées l'une à 

a 
R' 

l'autre paraît donc s'atténuer quand le rapport Rdiminue ; 

en sorte que ces formules seront, autant l'une que l'autre, 
R' 

passablement admissibles même pour des valeurs de - 
R 

assez voisines de zéro. Leur emploi dispensera, comme on 
voit, de former le tableau, dont il a 6té  parle tout à l'heure, 

R' 6 
des valeurs de - correspondant à toutes celles de - et,  

R a 
b 

ensuite, une fois - connu, de recourir de nouveau aux 
a 

tables de Legendre pour obtenir a. 
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Remarquons enfin que le rayon, v'" 
cercle équivalent à l'ellipse de contact 
(e") et (f3 , 

vaudra, d'après 

- 
Comme l'expression R' (3 p$ - 1) ,  ou 3 R* Ila- R', 

a ses deux dérivées par rapport à .  R et à R', savoir 

- 1, essentiellement positives, la surface 

za6 de contact sera d'autant plus petite e t ,  par suite, la 
pression en ses divers points d'autant plus forte, que les 
rayons de courbure R , R' se trouveront eux-mèmes plus 
faibles, surtout le second, par rapport auquel la dérivde 
obtenue est supérieure à l'unité et peut devenir très 
grande. Le solide déposé sur le's01 le rompra donc inévita- 

1 1  
blenlent , si ses deux courbures - -dépassent certaines 

R" R 
limites ('). 

(*) On remarquera que ,  dans l e  problème traité ici, non seulement des condi- 
tions spéciales ou définies devaient être vérifiées aux deux surfaces limites, soit 
de contact, soit libre, mais que ,  de  plus,  ces deux surfaces elles-mêmes étaient 
d'abord inconnues ; car l a  détermination de  leur contour commun a constitué la 
p a ~ t i e  la plus difficile de la solution. J e  ne connais aucun problème de physique 
mathématique, parmi ceux qu'avaient abordés jusqu'à présent les géomètres, ou 
cette difficulté s e  présentât. Le seul qui me paraisse avoir, sous ce rapport, une 
lointaine analogie avec le précédent, est  l a  détermination, sur  un cours d'eau B 
l'état permanent, de l'emplacement d'un ressaut, reliant deux parties du cours 
d'eau dont l'une est  21 régime torrentueux e t ,  l'autre, B régime tranquille. Dans 
la question de la charge qui roule, avec une vitesse constante, sur une poutre 
élastique horizontale appuyée ou encastrée h ses deux bouts,  les points de sépa- 
ration des deux parties libres de l a  poutre et  de sa partie pressée ne sont pas 
inconnus, niais seulement variables. On sait que,  jusqu'ici , cette variabiltté a 
été justement un obstacle h la résolution complète du problème, dont JI. Phillips, 
M. Renaudot et JI. de  Saint-Venant ont bien donné une intégrale particulière 
( o ù  les déplacements varient d'une manière très graduelle, sans ocillations ), 
mais dont l'intégrale, plus complexe, qui vérifierait la condition de repos initial 
de la poutre, reste encore ignorée. 
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52. - Rapprochement entre le potentiel d'une couche elliplique 
qui est aussi une couche de niveau et des potentiels soit ordi- 
naire, soit logarithmique à trois variabEes . relatifs à un seul 
point. 

J'observerai que le potentiel (152) [p. 2261 aurait pu con- 

duire aux deux potentiels, ordinaire, J:, et logarith- 

mique, J log (x - xi + r) dm, réduits du moins à un seul 
ékment. A cet effet, supposons, dans (152)' b =o. Il vient 

(15'7) u =J** du 
1 v + a + \ l a 2 + v "  

= - log 
v f a % + v 2  a v - a t v 2 T - 5 '  

comme on le reconnaît par la différentiation. Faisant main- 
tenant. tendre a soit vers zéro, soit vers l'infini, concevons 
que les ellipsoïdes homofocaux (153) dégénèrent soit en 
sphères, soit en paraboloïdes de révolution. 

a2 
Dans le cas, - disparaît, au troisième membre 

v2 

a 
de (l57), en comparaison de -, et l'on trouve, à la limite, 

Y -  

a 
1 + -  

1 % + a  1 2~ - - - log - - u=-log- - 
1 - 

a  a 2 ~ - a  a 
1- -  

v 

2v 

1 
c'est- à-dire U =-, vu que (153) donne alors va = x2 + y2 + z2 

c 

ou v = 5 ,  L. désignant la distance du point (x , y ,  z) à l'ori- 
gine, où est alors concentrée la masse, égale à 1, que l'on 
considère. C'est bien la forme élémentaire du potentiel 
ordinaire. 

Dans le second cas, pour n infini, on trouve, en observant 
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9 
que - disparaît devant 2- et 2- devant l'unité, puis en 

a2 a a 
v% 

posant - = p , 
@ 

1 
2+: 

a. 1 4a2 1 4a u = - log-  - - - log - = - log -. 
a v 2a u2 2a p 

D'ailleurs, si nous transportons l'origine à un foyer ou 
que nous remplacions x par a + x ,  l'équation (153), 
devenue 

ou, sensiblement, 

donne t2 - (p - x ) ~  OU p = t + x. LYOU 

1 4a 1 1 
U = - log -- = - log (4a) - - log (3; + o). 

2a t + x  2a 2a 

La partie variable de U est bien proportionnelle à log (x + s), 
qu'on peut regarder comme un potentiel logarithmique à 
trois variables J log (x - xi + r,) dm, réduit à un seul 
élément et à sa forme la plus simple. 

53. - Proprzètd ~emarquable que présenta le mode de 
distritmtion à la surface d'un disque elliptique. 

Reprenons l'étude de la répartition d'une charge donnée, 
à la base d'un disque elliptique solide pose sur un sol 
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horizontal, pour démontrer une propridté intéressante qui 
caractérise ce mode de distribution. Elle s76nonce ainsi : 

Des parallèles équidistantes infiniment voisines, menées 
sztivant un,e diveetion quelconque dans le plan de l'ellipse 
de contact, divisent cette ellipss en 6andes d ' a i ~ e  inégale, 
ma,G toutes également chargées. 

O n  le voit en prenant un axe des y' parallèle aux droites 
considérées, lin axe des x' suivant la direction qui leur est 
conjuguée dans l'ellipse, et en observant que toutes les 
bandes, ayant meme largeur, sont divisées par des parallèles 
aux x' en parallélogrammes élémentaires dont l'aire est 
proportionnelle à dy' et la charge à pdy'. D'ailleurs, si 
a', b' désignent, dans l'ellipse, les demi-diamètres conjugués 

d y2 
pris pour axes des x' el des y', l'expression 2 i- bi, en un 

x'2 y'% 
point quelconque, deviendra évidemment - + K;, et la pres- 

a'" 
sion p par unité d'aire sera, d'après (128j [p. 1621, propor- 

2 9  
'tionnelle à (1 - ;;i - $)-'. Par suite, y' variant, le long 

d$ 
d'une bande, entre' les limites T b' \j 1 - la charge 

d'une bande se trouvera proportionnelle à 

Si nous adoptons sous le signeJune nouve!le variable, u, 
définie par la relation 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l'expression (158) deviendra 

quantité qui est bien indépendante de l'abscisse d d o  la 
bande. 

Cette propriété est tout à fait caractBristique du mode de 
répartition de la charge : car, pour. toute base d ' a ~ p u i  à 
contour converti, d ne peut jamais y auoir deux nkodes 
d&lincts de r é p a ~ t i t i o n ,  dans chacun desquels des p arallèles 
equidisstantes ayant  une  oj*ientatt'on quelconque découpent 
En surface en bandes également chargées. 

Supposons, en effet, deux modes de répartition jouissant 
de cette propriété: Chaque bande infiniment étroite portera 
évidemment, dans les deux, la même fraction de la charge 
totale. Par suite, si l'on prend la différence, f (3, y), des deux 
expressions de p qui leur correspondent, la valeur moyenne. 
de cette différence aux divers points d'une bande égalera 
zéro; ce qui revient à dire que la fonction f (x, y) est 
nulle en moyenns' le long de troute corde joignant deux . 

points du contour de la base c.onsidérée. Or concevons 
qu'on trace, à l'intérieur du contour donné, un autre 
contour très voisin, également convexe, mais d'ailleurs 
quelconque. La fonction f (x, y), pour s'annuler en moyenne 
le long de toute corde tri% petite tangente à la courbe 
fermée intérieure, devra ou. être nulle identiquement, ou 
changer de signe sur toutes les cordes, c'est-à-dire partout 
dans 17espace annulaire extérieur ;:i cette courbe. Le second 
cas étant impossible, vu la continuité admise des valeurs 
de p, la fonction f (x, y) s'annule sur toute l'étendue comprise 
entre les deux contours dont il s'agit; et elle reste, par 
suite, nulle en moyenne le long de toute corde joignant 
deux points du contour intérieur. On raisonnera donc sur 
celui-ci comme on l'a fait sur le proposé, et ,  de proche en 
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proche, on prouvera que f (x, y) s'annule partout, ou que 
les deux modes de répartition considérés ne peuvent être 
distincts. 

Les paralléles équidistantes ainsi nienées dans le plan de 
la base d'appui peuvent dailleurs ètre regardées comme 
les intersections de cette base par un système de plans 
parallèles, équidistants aussi; en sorte que tout système 
de tels plans coupe l'ellipse de contact en bandes également 
chargdes. 

54. - Extenszon de cetle proprzëte' au cas d'un. ellipsoicle élec- 
tm'sè : des 'plans Parallèles équidistants le divisent en zones 
électriques tApiialentes. 

La propriété que présentent des charges, soit électriques, 
soit pondérables, réparties i la surface d'un disque elliptique, 
d7&tre divisées en parties équivalentes par tout système de 
plans parallèles et Bquidistants , s'étend à une couche 
matérielle homogène, distribuée sur toute la surface d'un 
ellipsoïde proportionnellement à la distance qui sépare, 
en chaque endroit, cette surface de celle d'un ellipsoïde 
concentrique et semblable infiniment voisin ; mode de 
distribution qu'on sait etre celui d'une charge électrique 
en équilibre sur un conducteur ellipsoïdal. En effet, d'après 
ce qu'on a vu au no 37 (p. 160), la charge d'un ellipsoïde, 
supposée réglée ainsi, devient celle d'une plaque, quand 
on projette obliquement chacune de ses parties sur le plan 
diamétral d'un système de cordes parallèles aux plans 
sécants proposés, les transports ou déplacements se faisant 
le long de ces cordes. Or,  avec un tel mode de projection, 
les charges des zones ellipsoïdales donnent justement, sur 
le plan diamétral, les charges, que l'on sait etre toutes 
égales, d'un système de bandes parallèles et d7Bgale 
largeur. Donc, des plam dpuictistants, paraEZèZes à mue 
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direction quelconque, divisent un conducteur ellzj~so.i'dal 
en zones électriques équivalentes. 

L7Bpaisseur de la couche comprise entre l'ellipsoïde pro- 
posé et un autre, concentrique et semblable, infiniment 
voisin,devient constante dans le cas particulier de la sphkre: 
alors l'équivalence des tranches faites par les plans paral- 
lèles revient a celle, connue depuis Archimède, des zones 
sphériques de même hauteur. 

Dans le cas général d'un ellipsoïde à trois axes inégaux, 
le théoreme démontr6 comporte encore un énoncé qu'il 
est bon de connaître. On sait que la distance d'un 
ellipsoïde à un autre concentrique et semblable, infiniment 
voisin, est proportionnelle, en un point quelcon.que, à la 
perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent 
correspondant. Donc la charge électrique d'un élément de 
la surface est proportionnelle au produit de cet Blément par 
la perpendiculaire dont il s'agit, c'est-à-dire au volume 
d'une pyramide ayant pour base l'élément et pour som- 
met le centre. En remplaçant ainsi les charges par des 
volumes, on verra que des szcrfaces comiques, mendes à 
partiq- d u  centre d ' m  ellz$soide comme sommet et s'appuyant 
sur les ellipses d'intersection de l'ell@soi'de pav des plans 
parallèles dqu.idistanis, divisent le solume de Z'ellipsoTde elz 

parties dpui'yalentes . 
On reconnait aisément qu'il existe au plus' un mode de 

distribution d'une charge électrique, à la surface d'un con- 
ducteur convexe, qui jouisse de la propriété démontrée ici. 
En effet, si deux modes distincts pouvaient la présenter, 
une mème zone devrait évidemment contenir la même 
fraction de la charge totale, dans ces deux modes ; et, en 
ailpelant f la diffdrence, par unité d'aire, des charges corres- 
pondantes en un point quelconque de la surface, cette diffé- 
rence devrait avoir sa valeur moyenne, sur les divers é16- 
ments d'une mème zone, égale ii zéro. Or, toute calotte déta- 
chée de la surface par un plan sécant est composée de pareil- 
les zones ; en sorte que la fonction f s'y trouverait également 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



nulle en moyenne. Par suite, cette fonction ne pourrait 
recevoir une valeur finie en aucun point, queL qu'il soit, 
car tout point de la surface pourrait être considéré comme 
faisant partie d'une très petite calotte. On aurait donc f = O 

partout, et les deux modes considérés de disirihution ne 
seraient pas distincts. 

Observons enfin que, si l'on mène sur une plaque ellip- 
tique des lignes semblables et concentriques au contour (ou 
par suite d'égale pression), à des distances telles, qu'elles 
divisent la plaque en bandes annulaires toutes également 
chargées, ces bandes seront les projections de zones, égale- 
ment chargées aussi, que découperaient, dans tout ellip- 
soïde ayant la plaque pour section diamétrale, des plans 
parallèles à celle-ci et 6quidistants. 
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§ VI. - ETUDE DES POTENTIELS, POUR LES POINTS INTERIEURS AUX 

MASSES CORRESPONDANTES OU POTENTIANTES (11. 

55. - Esistence des polentzéls, en tant que forzcliotzs finies e 
contiflues, à I'inidrieur des masses par. rapport azcxquelles on 
les prend. 

Nous n'avons eu à mettre en cxtuvre? dans les recherches 
précédentes, que des potentiels de couches minces ; en sorte 
que nous pouvions supposer tous les points de l'espace 
situés hors de ces couches, sauf à nous approcher indéfini- 
ment de celles-ci, dans l'occasion, et à obtenir par la 
méthode ordinaire des limites les résult.ats désir& relatifs à 
leurs propres points. Nous n'avons même employk le poten- 
tiel logarithmique à .trois variables , f log (z - 2, + r) d vî2 , 
que pour des valeurs de z - z, positives, de manière à nous 
dispenser de voir ce que deviendrait ce potentiel aux 
points (x, y, u) oùla fonction sous le signe Jserait susceptible 
de prendre des valeurs infinies (pour x, = x, y, =y, z, > 2). 
Mais d'autres applications des potentiels à la théorie de 
l'hquilibre d'élasticité peuvent exiger leur étude pour des 
masses continues à trois dimensions et en des points inté- 
rieurs à ces masses. Il y a donc lieu de faire ici cette 6tude. 

Cherchons d'abord à reconnaître si le potentiel inverse 
et le potentiel logarithmique restent finis et determinés en 

(*) M. Beltrami désigne très heureusement les masses dont on prend le poten- 
tiel en un point donné ( m ,  y, a ) par le terme de masses potentiantes (musse 
potenzianti), et il appelle pointpotentid (punto potenza'alo) le point (m, y, z) lui- 
même. 
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des points quelconques, quoique la fonction sous le signe / 
puisse y prendre, soit une valeur infinie, s'il s'agit dupoten- 
tiel inverse, soit une infinité de valeurs infinies, s'il s'agit 
du potentiel logarithmiqiie. 

Considérons le premier, 

où r désigne la distance de l'élément fixe de volume, da,  
qu'occupe chaque élément d m  de la masse, au point quel- 
conque (x, y, z) pour lequel on évalue le potentiel, et où p est 
la densité, en un point (xi, y,, z,) du volume élémentaire da .  
Pour simplifier, nous supposerons cette densité, que nous 
représenterons par p (xi, yl, z,), fonction continue de g,, y,, z,, 
même à la surface des masses d'étendue totale finie f d m, où 
nous admettrons ainsi qu'elle s'annule. Cette hypothèse 
facilite plusieurs calculs : et elle. revient , dans les applica- 
tions que nous aborderons, à admettre que les forces appli- 
quées à un solide élastique varient graduellement d'un 
point à l'autre, en décroissant plus ou moins rapidement 
avant de s'annuler ; supposition évidemment permise. 

Pour définir le potentiel U quand le point (z, y, 5) fait 
partie de la masse, on convient de n'étendre d'abord la 
somme f qu'aux éléments da extérieurs à une sphère 
décrite d'un très petit rayon R autour du point (z,, y, z) 
comme centre, puis de faire tendre R vers zéro et de consi- 
dérer comme étant le potentiel ü la limite, s'il en existe une, 
vers laquelle tend la somme. Or, on sait que cette limite 
existe en effet; car, à mesure que R décroît, les couches 
sphériques qui s'ajoutent ont pour volume. - 4zR2dR et ,  
leur densité p étant finie, leur potentiel est de l'ordre de 
- 4zRdR , c'est-à-dire, en somme ou après intégration, 
comparable à la quantité 2icR2, aussi petite que l'on veut. 
Donc la fonction U existe. De plus, on peut, sauf erreur 
inférieure à toute quantité donnée, lui subtituer l'intégrale 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



etendue seulement aux BlBments dm qui se trouvent 
r 

en dehors d'une sphère très petite, décrite, avec un  rayon 
convenable R , autour du point (x, y, zj comme centre. 

On verra aux numéros suivants combien est féconde cette 

substitution, si naturelle, de 1'intégraleJe ainsi res- 

treinte, B sa valeur limite U. Il est ais6 de prdvoir , dès h 
présent, qu'on évite de la sorte les valeurs infinies de la 
fonction sous le signe J ,  ou de ses dérivées. Et cette substi- 
tution est parfaitement 18gitime , même pour le calcul des 
dérivees de U ;  car, lorsque deux fonctions, supposées 
graduellement variables , diffèrent. constamment trks peu 
l'une de l'autre, elles présentent dans leurs cours les mêmes 
affections: en d'autres termes, il est autant permis de 
négliger les dérivées de leur petite différence que cette 
différence elle-même. 

Passons actuellement au potentiel logarithmique à trois 
variables, 

(160) + =J log (z - z ,  t r) dm =yp log (z - z, + r )  da, 

dont nous avons à nous occuper pour les points (x, y, z) de 
l'espace qui ont leur ordonnée z moindre que celles, z, , 
de certains éléments p d a  de la masse, e t  , en particulier, 
pour les points intérieurs à cette masse. Comme la fonction 
log ( z  - z, + rj devient infinie (égale à log O) en tous les 
points où l'on a x, = x ,  y, = y, z, > z, c'est-à-dire sur 
toute une partie de la paralléle aux x dont les coordonnées 
sont x-et y, il y a lieu de construire, autour de cette parallèle 
comme axe, un cylindre d'un trks petit rayon R ,  de 
n'étendre d'abord le  signe de sommation f qu'aux éléments 
da extérieurs à ce cylindre et puis, faisant tendre R vers 
zéro, de chercher. si l'intégrale s'approche indéfiniment 
d'une limite déterminée, qui sera par définition le potentiel 9. 

Or, quand on fait diminuer R de - dR,  la masse à consi- 
dérer augmente d'une couche cylindrique ayant pour 
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volume-2nRdR r d z ,  : comme p reçoit trhs sensiblement, 
J 
-00 

en un point quelconque (xi, y,, 2,) dacettecouche, la meme 
valeur qu'au point très voisin (3, y, 2,) de l'axe, et que 

d'ailleurs r y Bgale ( R ~  + (z -z,)', le potentiel s'accroit en 
même temps, sauf erreur relative négligeable, de la 
quantit6 

Par suite, si l'on fait diminuer en tout R depuis une 
petite valeur R jusqu'à une autre incomparablement plus 
faible E ,  l'augmentation éprouvée par le potentiel vaudra 

Cette augmentation totale est insensible, même quand 
on y fait abstraction, sous un signe J ,  du petit facteur R. 
En effet; les seuls éléments de l'intégrale qui pourraient 
douner une somme notable sont . ceux pour lesquels 

l'expression z - z, + \/R'+ (z - z,)2 est voisine de zéro et a un 
logarithme d'une très grande .valeur absolue, c'est-à-dire 
ceux pour lesquels l'ordonnée z, est plus grands que z. 
Mais l'expression dont il s'agit est identiquement le quotient 

de R2 par la quantite z, - z + \/ R 5  (2 - 2,)' , laquelle a son 
logarithme croissar it de log R à log 2 (z, - z) , quand z, - z  y 
grandit de zéro à une valeur quelconque sensible. Donc les 
plus grandes valeurs absolues du logarithme à considérer 
varient de log K à log R2 ou 2 log R ; les éléments correspon- 
dants de l'intégrale prise par rapport à R sont seulement 
comparables , même en faisant abstraction du petit 
facteur R, à log K d R = d (R log R- R) ; et leur somme, de 
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l'ordre de R logR, est bien insensible, car on sait que le 
produit R log R tend vers zéro en mème temps que R. 

Ainsi, l'intégrale J I  log (z- z, + r) d a, étendue à tous 
les ékments de volume da qui sont en dehors d'un cylindre 
de trés petit rayonR décrit autour de la droite (xi=$, y, = y) 
comme axe, tend bien vers une limite ddterminée à mesure 
qu'on fait décroître R. Par suite, dans 1'6tude de cette limite 
+ et de ses d6rivées en a, y, z, on pourra, sauf erreur négli- 
geable, substituer à + l'intégrale meme, Jp log (2-2, + r) d a ,  
étendue seulement aux élhments d a  exthrieurs au petit 
cylindre. Ce procédé, tout comme la méthode analogue 
concernant le potentiel inverse, aura l'avantage d'écarter 
les difficultés qui se presenteraient si la fonction sous le 
signe J devenait infinie pour certains éléments de l'inté- 
grale. 

56. - Différentiation des intdgrales tr@les dépendant de trois 
paramètres, et oh la fonction sous les signes f peut denenir 
infinie pour Z'élthent dont les coordonnées égalent ces para- 
mètres. 

Avant de calculer les dérivées, par rapport à x, y, z, du 

potentiel ordinaire y$, considérons en général une 

intégrale de la forme / fda , où le  signe J s'étend à tous les 
éléments de volume da  de l'espace, et  où la fonction f ,  
dépendant des coordonnées xi, y,, z, de l'élément da, varie, 
de plus, en fonction de trois paramètres x, y, z, coordonnées 
d'un point déterminé de l'espace, et s'annule pour toutes les 
valeurs de x,, y,, z, qui correspondent à des éléments d a  
exterieurs à certaines régions finies en tous sens. Comme 
nous aurons à considérer des cas oùla fonctionfi finie partout 
ailleurs, pourra devenir infinie pour l'élément d a  qui com- 
prend le point (x, y, z), c'est-à-dire pourx, = x, y, = y, z, =z, 
nous conviendrons de n'étendre 17int6gration f qu'aux 614 
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rnents dm &&rieurs à une très petite sphère, d'un rayon 
constant R, décrite autour du centre (x, y, z) : supposition 
permise, comme on a vu, car, mème dans le cas où fdevient 
infini à ce centre , elle n'altère l'intégrale, supposée essen- 
tiellement finie à la limite K = O ,  que d'une quantité infé- 
rieure à tout nombre donné , aussi petit qu'on voudra, 
pourvu qu'on prenne la constante R assez petite ellemême. 

Cela posé, cherchons à différentier par rapport à x, y ou z 
l'intégrale f fdm , ainsi entendue. A cet effet, imaginons 
que le point (x, y, z) vienne se placer, par exemple, 
en (x + dx, y, z). La petite sphère dont il est le centre éprou- 
vera également latranslation 6s. Sil'on divise sa surface en 
deux hémisphères, par un grand cercle normal aux x, 
chaque élément de l'hémisphère situé du côté des xposi- 
tifs, et ayant une certaine projection, da, sur le plan de ce 
cercle, engendrera un prisme oblique, dada ,  que la sphère 
viendra occuper ; tandis que, dans l'autre demi-sphère, 1'616- 
ment qui a même projection d a sur le plan du grand cercle 
décrira un prisme pareil, qui sera délaissé par la sphère. 
Ce dernier volume d o d x donnera donc, dans l'intégrale 
f fda prise pour le point (x + dx, y, z)  , un élément fda, 
ou f d ~  dx , qu'on n'avait pas à compter au point (x, y, z) : 
sa valeur sera 

si nous appelons î, la valeur qu'y reçoit la fonction f ,  et qui 
s'obtient en mettant pour x, y, z les coordonnéesx + dx, y,z 
du centre de la seconde sphère, ou,  sensiblement, celles , 
x, y, z, du centre de la première, pour y,, z, les coordonnées 
de la projection da située sur la base de la  demi-sphère, 
enfin pour xi la valeur 

que prend cette coordonnée sur la demi-sphère dont il 
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s'agit. ,4u contraire, l'autre prisme, d m d x, envahi par la 
sphère, correspond à un élément 

que perd l'intégrale, et où f ,  désigne une valeur de f obtenue 
en mettant ponr x, y, z, y,, zi les mêmes valeurs que préce- 
de,mment, mais pour xi la valeur 

relative à l'autre hémisphère. Comme il correspondra à 
chaque 61Bment dm de la base commune des hémisphères 
deux éléments analogues, l'un gagné, l'autre perdu par 
l'inthgrale, l'excès total des éléments qu'elle gagne sur ceux 
qu'elle perdvaudra dx/ ( fo - f i )  do. On l'évaluera plus aisé- 
ment en prenant des coordonnées polaires s et o telles, que 
l'on ait 

Alors dm égale c do ds et l'excès considéré devient 

11 reste à voir quelle variation éprouve l'intégrale f f d a, 
du fait des éléments qui lui sont communs dans ses deux 
Btats successifs, c'est-à-dire qui correspondent à des volumes 
d a  extérieurs aux deux sphères. Comme x seul y varie, 

chacun de ces Bléments croît de (z da) da ; et l'augrnenta- 

tion qui en provient est en tout 

d g ;  d a ,  

où le signe c/ s'étend, comme pour l'intégrale même J f d a, 
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sauf erredl négligeable, à tous les éléments d a  extérieurs à 
la sphère de rayon R décrite autour du centre (x, y, z). 

La dérivée en x de J f d a  étant le quotient par d x de la 
somme des deux expressions (162) et (163), on aura la for- 
mule cherchée de différentiation : 

Dans tous les exemples que nous aurons à examiner, la 
fonction f sera le produit d'un facteur p (x,, y,, z,) , partout 
fini ou nul, et ne dépendant que des coordonnées (x, ,yi,z,) 
de1'8lément de volume da, par un autre facteur de la forme 
y (xi - x, y, - y, z, - z) fonction seulement des trois 
différences x, - x, y, -y, z, -, z. Alors, pour tout point 
(3, y, z) aux environs duquel la fonction p se trouvera con- 
tinue, ce facteur p sera sensiblement le mkme, sur les divers 
éléments de la petit,e sphère de rayon R ,  qu'au centre 
(x, y, z), et l'on pourra, dans le dernier terme de (164), le 
remplacer par la constante p (x, y, z). La formule (164) 
deviendra . 

Tlinîporte de remarquer dans quels cas le dernier terme 
de cette relation (165) est négligeable , c'est- à-are nul à la 
limite R = O, et où, par cons6quent, la différentiation de 
l'intégrale J p  y ci a peut se faire simplement sous le signeS. 
Si la fonction y est homogène, du degré n,  en xi- x, y,- y, 
z, - z, ou que par suite , dans le dernier terme de (165) , 
la diffërence , qui y paraît, de deux valeurs de y, se trouve 
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d'un ordre de petitesse ou de grandeur généralement égal 
à celui de t?, l'expression à intégrer par rapport à 6 

y sera comparable à Z" +' dc ; ce qui donnera une intégrale 
de l'ordre de R"+', insensible pourvu que n soit plus grand 
que - 2. Donc, t'intégrale f p p d apeut, en général, se diffé- 
rentier sous le signe c/, quand la fonction (F est d:url?, degr4 
supértèur à - 2 par rapport à $,-a, y,- y,z,-z. 

d 
La dérivée J ??da comporte une autre forme , très 

simple, lorsque la fonction p varie partout avec continuité, 
même à la limite des espaces où elle s'annule. Pour l'obte- 
nir, il suffit d'observer que, si l'on passe du point (x, y, z) 
au point (x + dx, y, z), un élément de volume ayant pour 
coordonnées x, + dx , y,, z, prend exactement, dans l'in- 
tégrale et dans la fonction y ,  la place et le rôle de celui 
qui avait les coordonnées xi, y, , z,. Seulement, p s'y trouve 

dp changé en p + - dx, puisque 18 variable x, y dépasse de 
k, 

dx sa valeur pour l'élément de volume précédent. Donc l'in- 

tégrale croît en tout de dxJ$ pdm , et sa dérivée cherchée 

vaut J$ ('). 

(*) II est clair que la formule de différentiation ainsi démontrée, presque 
évidente d'ailleurs, 

d . ,  
(1 65 bh) & f p  * d a =  /' ? d a .  d(% Y,, a,) 

s'applique au cas où l'étendue a dans laquelle doit se faire l'intégration, au lieu 
d'embrasser tout I'espace sauf une petite sphère, se réduirait auvolume compiis 
entre deux surfaces fermées quelconques, intérieures Yune h l'autre, qui, conser. 
vant toujours la même orientation et les mêmes situations respectives par rapport 
au point (x, y, a) , suivraient celui-ci dans ses déplacements dx , dy ou dz. Alors 
l'intégrale Jp? d a, OB p est une fonction continue quelconque de xi, y, , zi , 
<p une fonction quelconque de xi - x, y{ - 9, ai - z, et  où d a  = dx, dg, diil, 
constitue un type s'étendant h toutes les fonctions appelées potentiels : elle est, 
en quelque sorte, lepotentiel le plus gbnéral possible. Donc, la relation (165 bis) 
exprime une rkgle génbrale pour différentier en a, y, a un potentiel quelconque. 

Une intégration par parties en déduit aisément des formules comme la précé- 
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La relation (165) pourrait donc aussi s'écrire : 

Cette formule nous sera surtout utile quand son dernier 
terme se trouvera négligeable, c'est-à-dire nul à la limite 
K = O ; car elle reviendra à une sorte d,'intégration par par- 
ties ne donnant que des termes nuls aux limites des inté- 
grales, et elle nous permettra de débarrasser le facteur p de 
diffë~entiations pue nous préfèrerions faire porter sur le fac- 
teur p. 

d :  d . p y  
dente (165). Il suffit, pour cela, de dédoubler --- en ct en 

d h ,  ?Ji. 31) d ( x i ,  9174 

-,  
d 2 d? , puis de transformer, par la méthode, familière B 0:1 p - 

' z d (z, 9, a) 
tous les géomètres, qui a été suivie au no 11 (p. 5 3 ,  l'intégrale triple immédiate- 
ment intégrable une fois en une intégrale double se rappo%ant h toute la surface 
limite du volume a. Si du désigne un élément de cette surface et 9 , 8, 7 les 
angles que fait avec les axes des m ,  y ,  a sa normale menée hors du volume a ,  
la formule (265 bis) deviendra de la sorte 

Or ,  quand la surface u se réduit B sa nappe intérieure et que celle-ci est une 
sphère d'un trés petit rayon R, décrite autour de (x, y, a )  comme centre, le der- 
nier terme de (1% ter), en y substituant, par exemple, T dyda LI (cos %) d r .  ne 
differe évidemment pas du dernier terme de (165). La formule (165) résulte donc, 
comme on voit, d'une simple application de l'intégration par parties B la relation 
évidente (16 bis). 

On opérera de même pour les dérivées secondes, troisièmes, etc. du potentiel 
quelconque j p 9 dB.  Par exemple, la règle de différentiation exprimée par (165 b&) 
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57. - Application à la diflrenliation d u  potentiel inverse et d u  
potentiel direct; équation de Poisson pour b premier et sa 
transformée quand on  y ziztroduit le second. 

Appliquons d'abord la formule (165) au potentiel inverse 

U = J$ , et cherchons en premier lieu sa dérivke 

en x. Nous aurons ici 

et cette dérivée seconde en a: du potentiel deviendra 

d * ~  
En y ajoutant les valeurs analogues des dérivées secondes -, -, et  obser- 

du2 dr;? 
vant que l'expression 

P d - r d - P d -  
- ? Y 

cos r + - cos p + - cos y ,  
dy i da4 

P prise sur un élément d~ de la surface limite, représente la dérivée de - le long 
Y 

d'un chemin infiniment petit dn normal tt cet élément, on aura le paramètre A2 
du potentiel : 

Dans le cas, particulièrement intéressant, où la fonction rf a son propre para- 
mètre différentiel A t  nul, l'expression de *% / p p d 13 ne contient donc que le 

P 
d - 

terme aux limites ,/?2 2 dg ; et si, par exemple , d'une part, m se réduit L une 
dn 

limite intérieure sphérique 471 Rz, décrite d'un très petit rayon R autour de 
1 

(z , y ,  2) comme centre, que , d'autre part, . = - , r désignant la distanc. du 

point quelconque (si, yi , ai) ii ce centre, e t  devenant R sur la sphère 5 (d'oU 
dn = - dR), il viendra 

'd+R d :  - f d i  - 
dR Rz- 

(sensiblement) p (x, y, z) - - - 4 K p (x, y, z). 
R2 

Telle est, ce me semble, la démonstration la plus simple possible de la formule 
tPoisson sur le potentiel ordinaire ou inverse. 
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Le dernier terme de (165), ou mieux, de (164), deviendra 

c'est-à-dire la différence de deux quantités à fort peu près 
égales et qui se trouvent toutes les deux de l'ordre de 
petitesse de R. Ce terme est donc négligeable, comme 
auraient pu, du reste, le faire prevoir les considérations 
présentées à la suite de la formule (165). Ainsi, les dérivées 
premières, en x, y, z, d u  potentiel inverse peuvent se calcu- 
ler sir/nple.ment par  la d i f f ren t ia twn  sous le s ( p e  J ;  et l'on a, 
notamment , 

Occupons-nous encore des dérivées secondes, par exem- 
d m  

ple de -. Nous aurons à différentier par rapport à z le 
dx2 

second membre de (167). Il faudra donc poser, dans (165j, 

x, - O 
y =  - = (xi - x) [(xi - xj' + (y* -y)" (Z< - 2)' 14. 

r3 

Le dernier terme de (165) devient alors 

En ajoutant celui que donne la différentiation sous le 
signe J, nous aurons 
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d W  d2U 
Les deux dérivées - - recevront des valeurs ana- 

d g  ' dz2 

logues. Et  si an les ajouteà la précddente (168), en vue de 
calculer le  paramètre différentiel A, du potentiel inverse, 

.on aura la formule classique de Poisson, 

Considérons actuelleinent le potentiel direct V = J p r d  a. 
Ici, la fonction cp n'est autre que r et son degré en 
xi-x, y,-y> --z est 1. Les dérivées partielles premières 

",-a: , y,-y si-z de cp en x, y, z, savoir - - - - - - , sont, par 
T '  1' ' T 

suite, du degré zéro, et les dérivées partielles secondes, du 
degré - 1, avec r ou r4 pour dénominateurs. Leurs plus 
grandes valeurs, dans le dernier terme de la formule (165), 

1 

se trouveront seulement comparables à ' , si l'on applique 
R 

cette formule (165) en prenant pour cp soit la fonction r, soit 
ses dérivées partielles premières ou secondes en x, y, z 
(ou en x - xi, y - y,, z - 2,). Donc, le dernier terme 
de (165) sera négligeable dans tous ces cas. Autrement dit, 
le polentiel direct peut se diffërenfiier trois fois de suite sous 
le signe f. 

Or, en le différentiant soit deux fois par rapport à x, soit 
deux fois par rapport, à y, soit deux fois par rapport à x,  puis 
ajoutant les trois résultats, on trouve 

et par suite, comme on sait, 

Prenons le paramètre différentiel A, des deux membres de 
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cette égalité. Si nous tenons compte de la formule (169), il 
viendra 

(171) Aa Art J rdm = - 8 xp (3, y, 2). 

Cette relation exprime une propriété importante du 
potentiel direct. La formule (15 bis) [p. 591 n'en était que la 
spécification pour le cas où p (x, y, z) = o. 

58. - Différentiation de certaines intégrfales triples O& la  fonction 
sous les signesJdevient infinie pour u n e  in@niIé d'élkmenis. 

Quand , dans l'intégrale / p p da  , la fonction (F devient 
infinie, non seulement pour x, = x, y, = y, z, = x, mais sur 
toute une partie, finie ou infinie, de la droite dont les équa- 
tions sont xi = x, y, = y, ce n'est évidemment plus une 
sphère, qu'il faut décrire autour du point critique (x, y, z) 
cornme cent,re pour écarter ces valeurs infinies, mais bien 
un cylindre, d'un très petit rayon R , ayant pour 
axe la droite xi = x, y, = y. Nous admettrons donc que 
l'intégration ne s'étende, dans J p  (F da ,  qu'aux éléments de 
volume d a extérieurs à ce cylindre, supposition qui n'altère 
qu'extrêmement peu la somme, puisque celle-ci est une 
limite obtenue en posant R = o. 

La différentiation par rapport à z se fera évidemment sous 
le signe J, carle passage du point (3, y, z) au point 
(3, y, z + dz) n'entraîne aucun déplacement du cylindre. 
Mais il n'en sera généralement pas de mème de la différen- 
tiation en x ou en y. 

Par exemple, quand on fait croître x de dx, le cylindre 
éprouve la petite translation d x. Si l'on divise sa surface en 
deux parties, par un plan normal aux x mené suivant son 
rixe, chaque éléinent de la partie située du côté des x posi- 
tifs, et ayant une certaine projection d y, d z, sur ce plan 
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ainsi qu'une certaine abscisse xi = x + \/ R" (yi - y ): 
décrit un petit volume dy, clz, dx, envahi par le cylindre. 
A ce volume correspondait un élément d'intégrale, 

qui est perdu par f p  d 8. Au contraire, l'élément symé- 
trique de surface, appartenant à la partie située du c6tB des 
x négatifs, engendre un volume égal, devenu extérieur au 
cylindre, et auquel correspond un é16ment nouveau de 
l'intégrale, 

Comme la fonction p ( xi, pi, zyl) varie avec continuité, sa 
valeur est sensiblement la même sur toute une section 
normale du cylindre, et on peut la remplacer par p (x, y, xi). 
Posons, d'autre part, pour abréger, y, - y = T ,  et: faisant la 
somme de l'excès des éléments gagnés sur les éléments 
perdus, intégrons de T = -R à r = K, de z,= -CD à z, = m. 
Il vient : 

Il faut joindre ce ternie aux limites à l'accroissement 

total, d3i_/? 9 dm, éprouvé par les BlBaients qui correspon- 
da 

dent aux volunles d a  extérieurs aux deux cylindres, pour 
avoir la différentielle complète de f p cp d a. La formule cher- 
G hée de différentiation par rapport à x est donc 
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Le raisonnement qui a conduit à la relation (166j per- 

mettrait de représenter encore la dérivée en z de r p ,: d a 

59. - Application a u  potentiel logarithmique à trois variables. 

Appliquons actuellement cette formule (172) au potentiel 
logarithmique + = f p log (z - z, + r) d a. Il faudra donc 
poser 

Le dernier terme de (172) deviendra la différence de deux 
expressions, dont chacune, en y effectuant l'intégration par 
rapport à li, qui est immédiate, vaudra sensiblement 

p log z  - z ,  + R2 + [z  - z , ) ? ) d z , .  

-00 
[ 

Or, le facteur log z - z, t- \ li2 + (z - z,?) n'a de ( 
grandes valeurs absolues à considérer que pour z: < n, , et 
comme alors il égale log R2 diminué du logarithme de 

ni - z + V R' + (zi - zy,'c7est-à-dire diminue d'un loga- 
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rithme qui grandit de logR à log2 (2, - z) pour z, - z 
croissant de zéro A une valeur finie notable, les plus grandes 
valeurs absolues de ce facteur sont 2 log R. Les deux 
expressions dont il s'agit, infdrieures par suite, en valeur 
absolue, à 4 (R log K)Jp d z,, sont négligeables, c'est-à-dire 
nulles à la limite R = o. 

Ainsi, le potentiel logarithmique à trois variables peut 
&&re d.iffi-enltë %ne /bis sous le signe f par rapport à t'?me 
quelconque des variables. Sa dérivde en x est donc 

Pour obtenir la dérivde seconde 2, ou, plus simple- 

ment, le terme aux limites que comprend l'expression de 
c.ette dérivée, il suffira de poser, dans (172), 

Le terme aux limites qu'on se propose d'obtenir, c'est-à- 
dire le dernier terme de 1s formule (172), vaudra, par 
suite, 

OU bien, 

en observant que 6" \/ II' - r,' &q est l'aire 2 R V ' u n  
2 
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demi-cercle de rayon R et a pour expression 

Z i  - z 
Or, à cause de la petitesse de R, le facteur 1 + 

\/R2 + (Q -z), 
vaut à fort peu près zéro pour z, < z, 2 pour z, > z, et il passe 
très rapidement de zéro à 2 aux moments où z, se trouve 
voisin de z .  L'intégrale peut donc n'être prise que de z, =z à 
zi = co ; en sorte que le .terme aux limites de l'expression 

d251 de - devient en definitive 2 ii 
dx, 

d351 On obtiendrait un terme pareil dans la valeur de -. Par 
d P  

suite, le paramètre diffhentiel A, de la fonction E/ ne sera 
plus nul comme dans le cas de la formule (14) Cp. 591, 

mais égal à 4 5; p (x, y,  z)  dz.  On aura donc, pour LW 
tenir lieu de cette formule (14), la relation gentkale, qui la 
comprend d'ailleurs, 

(174) A, f log jz - z, + r )  dm = 47c 

La différentiation de cette relation par rapport à z fait 
retrouver l'équation de Poisson, (169) [p. 2681. 

60. - Emploi  des mêmes méthodes de différentiation pour des 
intégrales doubles, telles que les potentiels cylindriques. 

Il est clair que les methodes expos6es dans ce 5 ,  en vue 
de différentier des intégrales triples dont la fonction sous 
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les signes f devient infinie pour un élément de l'inthgrale 
ou pour une infinit6 d'616ments pareils, s'étendraieilt aisé- 
ment à des intégrales doubles. Un cercle d'un très petit 
rayon constant R, et une bande rectiligne d'une très petite 
largeur 2 R, y remplaceraient respectivement la sphère et 
le cylindre que nous avons considérés. 

Par exemple, dans l'étude du potent.ie1 logarithmique à 
deux variables, f p (x,, y,) (log r) du, oii  du désigne un élé- 
ment superficiel quelconque du plan des x y, ayant les 
coordonnées xi et y,, p la masse, par unit6 d'aire, d'une cou- 
che qu'on y suppose étalée, et r le radical ((@,-$)2+ ;y,-y)z, 
l'emploi du petit cercle de rayon R, dhcrit autour du point 
mobile (x, y) comme centre, donnerait la formule générale 
de différentiation : 

On voit de suite, en posant .p = log \/(q - x)% + (y, - y)', 

que ce potentiel peut se différentier une fois sous le signeJ 
Mais si l'on prend ensuite, par exemple, 

on reconnaît qu'une deuxième différentiation par rapport à 
la même variable donne pour terme aux limites 7~ p (x, y). 
On en deduit 
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forhule qui, pour ces potentiels, tient lieu de celle de 
Poisson ('). 

!II appliquant la mème méthode à 17int8gTale f p S log T ~ G ,  

qui est, dans le cas de deux variables, l'analogue du potentiel 
direct, lout comme la  précédente est celui du potentiel 
inverse, on reconnaîtrait qu'elle peut se diffdrentier trois 
fois sous le signe f, et l'on trouverait en outre que son 

d"2 
parametre A, = -- + - vaut 4f ? (1 +log r) da. Par suite, 

da"y2 
on aurait 

(*) On a pu remarquer au no 38 bis (p. 168), comment elle résulte de la pro- 
priété Ai , + = O ,  dont jouit le potentiel logarithmique h trois variables d'une 
couche mince étalée sur le plan des xy, lorsqu'on observe que ce potentiel h trois 
variables se réduit, sur le plan de la couche, b un potentiel logarithmique ordi- 
naire ou cylindrique, et que sa dérivée en a y devient - 2 z p (x, 9). 
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VII. - BQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ D'UN SOLIDE INDÉFINI , SOLLICITE 

DANS UNE ETENDUE FINIE PAR DES FORCES EXTERIEURES 
QUELCONQUES. 

61. - Génkrnlisalion des trois types d'intégrales trouvés au § I I ,  
e t ,  d'abord, d u  premier. 

Maintenant que nous avons reconnu l'existence ou la par- 
faite détermination des divers potentiels en tous les points 
de l'espace, et que nous savons les différentier même pour 
les points intérieurs aux masses par rapport auxquelles 
on les prend, nous pouvons essayer de voir ce que devien- 
nent en général les trois types d'intégrales des équations 
de l'équilibre d'élasticité que nous avons ddduits, au 5 II, 
d'un potentiel logarithmique. 

Considérons donc le potentiel logarithmique, 

4 = J'log (z-  zl + r) d m ,  

d'une masse continue quelconque f d ~ n ,  rbpandue dans une 
région finie de l'espace et ayant, en chaquepoint (xi, y,, x,)? 
une densité donnée p. Dans le cas particulier où la masse 
se rédiusait à une couche mince étal6e sur le plan des xy, 
ce potentiel nous a conduit à un premier type d'inthgrales 
où il ne parait plus explicitement, mais où s'introduit, à 
sa place, le potentiel direct f rdm. Les valeurs (25) de u, v, w 
Cp. 651 peuvent s'y Bcrire, en tenant compte de (170) Cp. 2681, 

I 
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et la dilatation cubique û y vaut, par suite, 

Admettant actuellement que, dans ces expressions de 
a, v, w, a, le potentiel f rdm soit relatif a une masse finie 
quelconque, portons-les dans les trois relations suivantes, 
qui sont les équations indéfinies générales de 1'6quilibre 
d'un solide dlastique, homogène et isotrope, quand il est 
soumis dans son intérieur à des forces extérieures ayant par 
unit6 de volume les trois composantes X, Y, Z, fonctions 
donnees de x, y, z : 

Il viendra de suite, en tenant compte, dans la troisième 
équation, de la formule (171) [p. 2691 : 

Ainsi, le prermie9- tyye, (175) et (176), de va2eurs obtenues 
pour les dépla.cements u, u, n, et pow la dilatation 0, satu- 
fuit aux épualions indé fin2és de I'épuiZitre quand le corps 
éiastigue esi soumis dans sa masse à des actions exlérieures 
dirigées suivant l'axe des z, pourvu qu'on prenne la densité p 
de 2a matàdre fictifle J d  m égale partout au poduit de ces 
actions, rappovtées à l'unité de volume, par le facteur cons- 

A +  IL tant -- - 8 x p l A  + 23. 
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Il est de plus Bvident que ces expressions (175) de u, v, lu 
deviennent, comme dans le cas où la masse fictive f d m  se 

1 
réduisait à une couche mince, de l'ordre de petitesse de - 

t 

a de très grandes distances t de l'origine. 

62. - Forme encore plus générale d'intégrales des équations de 
1'équil.ibre cl'éiaslz'cité, à laquelle ce premier type ge'nèralisè 
conduit,  et qui  compr-end méme le deuxième type non 
généralisé. 

Les intégrales (175) n'auront pas besoin d'être génbrali- 
sées davantage pour l'usage que nous en ferons ici. Mais il 
n'est peut-etre pas inutile, en vue d'autres recherches à 
tenter ultérieurement, de savoir ce qui arrive quand on y 
remplace le potentiel direct fr d m  par une fonction quel- 
conque .g de x ,  y ,  z, c'est-à-dire quand on pose 

et ,  par suite , 
(176 bis) t* e = --. 

X+p dz 

Alors les deux premières relations (17'7) se rdduisent à 
X = O ,  Y = O, tandis que la troisième devient 

(178 bis) 

On satisfait donc aux 4quatz'ons indéfinies de 1'dpu.il.ibre 
par les valeurs (175 bis) de u, v, $0, pourvu pue les actions 
extérieures s'exerçant sur l'unit4 de volume d u  corps soieml 
pa~.aZlèles à une nzéme direclion, prise pour celle des z, et 
qu'elles aient l'expression (178 bis). 

O n  y satisferait aussi, dans des cas de forces exldrieures 
de direction variable, en superpsant à ces valeurs de 
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a, v, ./v deux au/?-es solutions u?zalogues, mais  où le r61e de 
la coordonnée z serait rempli so i t  par x, soit par  ;y. 

Il est aisé de reconnaître que les deux premiers types 
d'intégrales étudi6s au 5 II et au no 42 [formules (33), 
2.68, (36), p. 72, et (138), sauf la dernière ligne, p. 1921 rem- 
trent dans la forme plus générde (175 bis), (178 6is),  prise 
avec Z = O et, respectivement, avec 

Y Btant une fonction (ddfinie à la fin du no 12, p. 60, pour le 
cas où il s'agit de potentiels logarithmiques +) , telle, que 
l'on ait A,Y = o. Par suite, toute combinaison linéaire des 
deux premiers types non généralisés, celle qui représenle, 
par exemple , l'effet de pressions normales quelconques 
exercées à la surface d'un sol élastique, est aussi comprise 

dy 
dans la même forme (175 bis), avec y =z + Yi, où 

Y et Y, désignent deux fonctions ayant leurs paramètres 
A, nuls. 

Quand on connaît Z, la formule (178 bis) devient une 
équation aux dériv6es partielles que doit vkrifier la fonc- 
tion y. Comme cette équatioii est du quatrième ordre, 
y pourra satisfaire en outre, sur toute la surface du corps, 
à deux conditions d6finies distinctes. S'il s'agit, par exem- 
ple, d'une plaque indéfinie, ayant pour faces les deux plans 

2 = une constante a ,  s = - a  9 

et sollicitée uniquement sur ces faces, on pourra demander: 
10 que les composant es tangentielles des pressions exté- 
rieures qui s'y exercent, 

(178 ter) 

\ 
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soient nulles, c'est-à-dire qu'on ait, en se bornant du moins 
aux cas où les dérides secondes de y doivent s'annuler 
pour x et y infinis, 

2 (1 + p) d?? 
Al = --- - (pour z = 5 a ) ,  

1 + 2 1* dz= 

2" et que, de plus, les composantes normales des mêmes 
pressions (évaludes positivement quand elles sont dirigées 
vers l'intérieur de la plaque) 

vaillent respectivement deux fonctions données de x et de y. 
En faisant Z -O, posant y= + z + J+, dz, où + et +, désigne- 
raient deux fonctions ayant leur A, nul, et décomposant la 
solution gdndrale en deux autres plus simples, dans l'une 
desquelles + , +i seraient des fonctions impaires de z et les 
valeurs de ps pour z = f a égales et de signes contraires, 
tandis que, dans l'autre, +, +?seraient des fonctions paires de 
2 et les valeurs de p? pour x = + a égales et de même signe, 
on parviendrait peut-être rdsoudre cette question, de la 
plaque indéfinie sollicitée normalement sur ses faces, de 
manière à y dégager quelques lois saisissables. Lamé et 
Clapeyron l'ont traitée, à la suite du problème concernant 
l'équilibre d'un solide limité par un seul plan indéfini ('1. 
Mais ils y ont employ6 des solutions simples analogues 
à celles qui leur avaient servi pour ce problème; de sorte 
que, obligés d'en superposer une quadruple infinitd, c'est- 
à-dire de les engager sous quatre signes d'intégrations 
définies en déterminant leurs coefficients infiniment petits 
par la formule de Fourier, ils n'ont pu déduire rien dYnté- 
ressant de leurs intégrales. 

(9 Sur I'épilibre intérieur des solides homogènes ( Savants étrangers de 
Z'Acad.e'mie des Sciences & Paris), t. IV, p. 54û ?i 552. 
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Peut-être, quoiqu'il s'agisse seulement d'effets locaux, 
c'est-à-dire s'évanouissant aux distances infinies de l'ori- 
gin e, l'influence simultanée des deux faces complique- 
t-elle la question au point de la rendre esssentiellement 
rebelle toute simplification importante, du moins dans 
le cas génkral où, pour x et y finis, l'état physique est 
cens6 varier aussi rapidement suivant les x et les y que 
suivant le sens normal des z et où, par suite, l'on ne peut 
pas employer les équations ordinaires de I'dquilibre des 
plaques dites minces ('). 

(*) Sur un type presque évident d'intégrabs des équations indefinies de 
Pe'quilibre d'élasticité, qui comprend tous ceus dont il est tiréparti dans cette 
Etude. - Je m'aperpis au moment de l'impression de cette feuille ( 12 juillet 
1883) qu'en superposant trois solutions analogues B (175 bis ) ,  de manière B en 
composer une nouvelle symétrique en s, y, s, les valeurs trouvées alors pour u, 
v ,  w donnent l'idée du type très général 

où A, B, C désignent trois fonctions de s, y, a satisfaisant respectivement aux 
trois relations 

et ou H est une fonction auxiliaire, vérifiant l'équation 

Or, on serait arrivé de suite B ces formules (a), (a'), (a"), si, partant des équa- 
tions (177) [p. 27q, on s'était proposé de les vérifier par des valeurs, (a), de u, v, W.  

formées, au moyen de quatre fonctions A, R ,  C, H, comme le sont, dans (177), 
X, Y, Z au moyen des quatre fonctions - pu,  - p V, - p W ,  0. + F )  9, et ou la 
qcatrième fonction H serait liée aux trois premières A ,  B , C par une relation 
analogue h celle qui existe entre 8 et u, v ,  W. Par conséquent, dans un cours sur 
la théorie de l'élasticité, on pourrait donner le système d'intégrales (a), (a'), 
(a"), dont la vérification eet immédiate , aussitbt après avoir démontré les équa- 
tions indéfinies d'équilibre (177). On en déduirait : l0 le type (175 bis), en prenant . . 

+2p  A = o , B = o ; C = -  7, H = - d 7 ; 2O le type (E) [p. 1981, qui comprend tous 
l f p r  dB 

ceux que nous avons utilisés dans les précédents de ce mémoire, en posant 
A.L (A, B, C) = (2 ,  p, et H = a o, ou @ désignerait une fonction telle, que I'on 

a4 
eût il. @ = O, c'est-8-dire AT H =2 -. 

dT 
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63. - Généralisaliofi des deuxième et troisième types. 

Après cette digression sur un probléme étranger au sujet 
du mémoire, passons au second type d'intégrales : 

ec =- 4 , v = - ,  m=-- 
dz d~ dz T 

(1 79) 

où ) =Jlog ($-ci + r )  dm. 

On en déduit, vu la formule (174) [p. 2731, 

Or, ces valeurs de u, v, .lu, 8, portées dans les équations 
(177) [p. 2771, les réduisent à 

Donc, le second type satisfai t  aux équations indéfinies de 
l'kquili8re, quand les com2osantes X ,  Y ,  Z de l'action exté- 
r k u r e  sont les dérivées partielles respeclives d'urne mdme 

CO 

fonction, - 4 z (1 + 2 p) ( p dz, nulle e n  d e h m  d 'un  
J z  

certain cylindre a y a n t  ses génératrices parallèles a u x  z, et 
qui ,  à l ' i n t e~ ieur  de ce cylindre, s'annule égabment pour les 
valeurs positives assez grandes de z, tandis qu'elle tend vers 
certaines limites, o u  ne  dépend plus que de x et y, pour  les 
valeurs nkgatiues très grandes de z. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ce type se distingue du premier, surtout en ce que les 
conlposantes X, Y de l'action extérieure subsistent en 
général, du côté des z négatifs, jusqu'aux plus grandes 
distances du plan des xy, où elles sont proportionnelles 

J" 00 

aux derivées en 3: et en y de p dz ou h celles deJ Z dz. 
-00  -CO 

Ce n'est que dans le cas où toutes les forces Z appliquées le 
long d'une même parallèle aux z se neutraliseraient exacte- 
ment, ou auraient; du moins une somme invariable d'une 
parallèle à l'autre, que X et Y s'annuleraient pour z=-cc , 

Les expressions (179) de u et v restent également finies 
quand, pour x et y constants, on y fait tendre z vers - cr, ; 
et elles ne s'annulent même pas, comme X et Y, en dehors 
du cylindre circonscrit à la masse fictive,Jd nz, avec des 
géneratrices parallèles aux z. Pour le reconnaître, il suffit 
d'observer que le produit de z -z, + r par z, - z + r égale 
r2 - (z, - z)', c'est-h-dire (x -sir + (y-y,)=, et de rem- 

1 
placer en conséquence, dans (173) Cp. 2721, le facteur - 

2-zi+r 
2 , - Z + T  . Il vient 

par k-%P +(Y-yi12 

ou à fort peu près, pour z, - z très grand et par suite sen- 
siblement égal à r, 

Cette quantité est indépendante de z et, si l'on sup- 
pose x et y assez grands eux-memes, vaut sensiblement - / d m .  La composante w se trouvant d'ail- 
8% +y%_ 

leurs né9ligeable en ces points, on voit que le déplacement 
total y est, à peü près, en raison inverse de la distance à 
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l'axe des z et de même sens que les rayons éman6s perpen- 
diculairement de cet axe. 

OL) 

Observons encore pue la dilatation cubique, 0 = 4nJp dz, 
ne s'annule, à l'intérieur du cylindre circonscrit à la masse 
fictive J d m ,  que dans l'espace compris, du côté des z posi- 
tifs, au-delà de cette masse, espace auquel nous nous 
bornions dans l'étude d'un milieu limité par un plan. 

Enfin, le troisième iype, le seul où la dilatation cubique 
reste identiquement nulle, 

transforme les épuat.iolzs indkfinies (177) de l'équilibre en 
celles-ci : 

I l  les uér.il;e donc puand les actions extérieures apj&.&ées 
a u  solide sont partout parallèles a u  p lan  des x y  et  pue 

dX dY 
leurs composantes X, Y satisfont à la condition - =o. 

dy 
Comme pour le type précédent, les valeurs de X, Y, u, v 
ne s'annulent gdnéralement pas à l'infini : du côt6 des z 
négatifs. 

64 .  - Application du premier type au problème de I'équilihre 
d'un solide indifini, sollicite' dans une étendue finie p a ~  des 
forces extérieures quelconques et' maintenu fixe en. ses points 
très éloignés. 

Proposons-nous seulement d'étudier l'équilibre d'un 
solide indéfini, sollicité, dans des espaces restreints, par 
des forces exterieures quelconques X, Y, Z s'exerçant sur 
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sa masse, et maintenu fixe en ses points infiniment Bloignés 
des régions d'application de ces forces extérieures. 

Il est clair, pour les mêmes raisons (exposées à la fin du 
numéro 10 , p. 53) que dans le cas d'un milieu limite par 
une surface plane sur laquelle s'exerçaient des pressions 
d'une valeur totale finie, que les forces élastiques et les 

1 
deformations corrélatives seront de l'ordre de Li-, h de très 

grandes distances u. de l'origine, et aussi que, par suite, les 
1 

déplacements u, v, w s'y trouveront comparables à -. Il y 
t 

aura donc lieu de joindre aux équations indéfinies (177) 
[p. 2771 les conditions (3) [p. 531, spéciales aux valeurs 
très grandes de t. 

ll'aiileurs, grâce àces conditions (3), les valeurs de u, v, n, 

seront entierement determinées. On le reconnaîtrait par la 
mét,hode suivie au n q  1 (p. 54) ; et, cela, sans même avoir 

de' 
besoin d'y dédoubler les termes tels que (A + 9) - en deux 

dx 
cl0 ' de' 

parties, h - et ,u - , et puis de traiter de deux manières 
da d3 

différentes ces deux parties, comme on y était obligé h 
raison des conditions spéciales concernant la surface 
z = O ,  qui remplaçaient, du c6té des z négatifs, les con- 
ditions bien plus simples (3). 

Or, les expressions (175) et (176) [p. 3,761 de u, v, m, 0 satis- 
font justement à ces conditions (3), ainsi qu'aux équations 
indéfinies, du moins quand les forces extérieures donnhes 
se réduisent à leur composante Z et qu'on attribue a la 
densite p de la masse fictive Jdm la valeur résultant de la 
dernière formule (178). 

Donc, elles constitueront pour ce cas la solution unique 
du problbme ; et l'on aura l'intégrale générale demandée, en 
leur superposant les valeurs qui correspondent à deux autres 
solutions pareilles, déduites de celle-là par la permutation 
de l'axe des z contre l'un ou l'autre des axes des z ou des y 
et par la substitution de X oude Y à Z. 
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A cet effet, appelons Xi! Y,, 2, ce que deviennent 
X, Y, Z pour l.'élémer?t de volume da dont les coordonnées 
sont z,, yi, z,. De plus, souvenons-nous que l'on a d'après 
(178) [p. 2771, dans la solution partielle (175) et (\76), 

et  aussi, que, AJP d m égalant 2J@, ces formules (1751 
9' 

et (176) peuvent s'écrire : 

La solution gdndrale sera : 

Mais bornons-nous, pour plus de simplicit6, au cas où 
toutes les forces exterieures sont paralleles à une même 
direction, prise pour celle des z, et appelons F la résultante 
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de ces forces, d F  = Zi d a celle d'entre elles qui s'exerce 
sur l'élément de volume, da,  dont r désigne la distance au 
point quelconque (x, y, z) pour lequel o n  évalue les dépla- 
cements u, v, W .  Les formules (284) suffiront Bvidemment, 
et elles donneront 

MM. William Thomson et Tait, aux numéros 730 et 
731 de leur beau Traité de philosophie natu~ella, étaient 
parvenus par une autre voie, beaucoup plus pbnible, à la 
solution du même problème.11~ avaient obtenu,par exemple, 
au lieu des formules (1861, celles-ci, 

qui sont bien moins simples, mais qui reviennent au même 
1 

lorsqu'on y exprime les dérivées de - en fonction des déri- r 
vées de r ,  en observant aussi, par exemple, que 

et que 
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65. - Autre manière d'arriver aux: mêmes résul2ats , par 
l'emploi immédiat de pohtiels directs gt inverses. 

C'est une méthode différente de celle que je viens 
d'exposer qui m'a fait  découvrir les expressions générales 
et simples (183) de u, v ,  lu, 8. Voici en quoi elle consiste. 

J'avais remarqué d'abord que les équations indéfinies 
(17ïj [p. 27'71 se simplifient en posant 

où XI, Y1, Z, designent ce que deviennent X, Y, Z quand 
on y met pourx, y, zles coordonnées xi, y,, 2, de l'élément 
de volume quelconque da .  En effet, l'équation de Poisson, 

(169) [p. 2681, donne, par exemple, A, J X , ~  = - 4~x  ; 
r 

Ile 
en sorte quo la première (177) devient (1 + p) - + p. A, a = O  

dx 7 

Le paramètre A, des deux membres est, par suite, 

'Or, une valeur de A, 8, bien connue, 

se déduit de l'addition des trois équations (177), préalable- 
ment différentiees en x, y, z.  Il vient donc l'dquation indé- 
finie en a : 
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1 
En outre, u devant ètre de l'ordre de - à de grandes 

'C 

dislanoes I. de l'origine et le potentielfi, se trouvant 
'r 

1 
aussi, dans le meme cas, comparable à - , la première 

t 
1 

relation (188) montre que cw est, de nièine, de l'ordre de - 
t 

pour L très grand. 
Cette condition, jointe à l'équation indefinie (191), déter- 

mine complètement ol.. En effet, l'on reconnait aisément, 
toujours par la méthode suivie au no 11 (p. 54), que lors- 
qu'une fonction continue de x, y, z doit devenir, pour t très 
grand, incomparableinent plus petite que t-*, il suffit de 
connaitre son paramètre A, en tous les points (x, y, z) pour 
qu'elle soit déterminée ("). Donc, la formule (191), qui définit 
en x, y, z le paramètre A, d'une fonction, A, a, dont l'ordre 

1 

de petitesse est celui de ' pour L très grand , d6termine 
'Cs 

parfaitement A, ct en tous les points de l'espace ; et celle-ci, 
A, a, détermine ensuite de méme a .  

Or, la  propriete (171) du potentiel direct [p. '2691 montre 
qu'on satisfait à l'équation (191) en prenant u =J? r d  a, si 
l'on a soin de poser 

ce qui donne 

D'ailleurs, comme un potentiel direct peut se différentier 
trois fois sous le signe f, la formule de réduction (166) 
[p. 2651 montre qir'il sera permis de débarrasser le facteur 
X,, Y, ou Z1, dans chacune des trois intégrales en lesquelles 

(*) On verra au no 24 de la Note 11, après la formule (164), qu'il en est ainsi dès 
que la fonction dont on donne le paramètre A, s'annule aux distances infinies. 
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le second membre de (198) se dddouble, des deux diffdren- 
tiations qui l'affectent, pour différentier, à la place, l'autre 
facteur, r, en x, y ou z. Alors l'expression de a devient 

1 
et elle est bien de l'ordre de - quand r. grandit indéfini- 

t 

ment ; car les dérivees secondes de r qui y paraissent sont 
du degr6 - 1 par rapport à xi - x, y, - Y, zi-2, r .  

En portant l'expression (193) de a et les expressions ana- 
logues de ;, y dans les relations (1881, on obtient bien les 
formules géndrales cherchdes (185) de u, v: m .  

Quant à l'expression de 8 ,  on la déduit des valeurs de 
u, v, n, en observant que celles-ci, formées au moyen de 
deux différentiations effectuees sur des potentiels directs, 
peuvent être encore différentiées une troisième fois sous le 
signe f. Il rient, de cette manikre, 

1 
d -  

l 
d -  

l 
d -  

d~ do dru 'r 'r r -+-+-=- + Y , - + z ,  -) 
dx dy dz 4?rp 4 dz 

où le second membre se reduit bien à l'expression (185) 
2 

de 8, si l'on substitue à Aer sa valeur connue -- 
T 

On pourrait aussi, dans celte expression (185) de O ,  rem- 
1 

placer les diffdrentiations du facteur - par des diffkren- 
r 

tiations cn a,, yi, z, portant sur les facteurs Xi, Y,, Z,, qui 
ne dependent que de ces variables. Il viendrait 
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On vérifie aisément que cette valeur de 8, différentiée de 
mèrue par rapport a x en n'y faisant varier sous le signeJ 
que le facteur entre parenthèses fonction de xi, est bien ce 
qu'il faut pour que l'expression (192) de a rende identique 
l'équation(l89j. La formule (192) donne en effet, si l'on se. 

2 
rappelle que A, r = - , 

r 

ce qui est bien le produit de la dériv6e en x de (194) par 
A +  r. -- 
P 

66. - Déplacements, déformations et pressions z'rtlérieures que 
fait naitre une force, appliquée d u n  solide en un point très 
éloigné de sa surface, quand cette surface est maintenue Pxe. 

Supposons que l'action extérieure, dont les composantes 
sont X, Y, Z par unité de volume, s'annule partout, 
excepté dans une très petite Btendue d a  autour de l'origine, 
et qu'on ait choisi l'axe des z suivant le sens de cette force. 
Les formules (186j [p. 2871 seront donc applicables ; et l'on 

pourra meme y r6duire les inthgralesfi d H',J? B un seul 

de leurs déments, savoir, a celui pour lequel x, = O, y, = O, 

z, = o. Par conséquent, d F désignant la force totale donnde, 
on aura 
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A + p  dF 
Il suffit d'appeler dm la constante - -, pour qua ces 

A+2p8.rrp 
expressions de u, u, ru deviennent identiques à celles, (47)) 
que nous avons Atudiées aux numéros 19, 20 et 21 (p. 82 a 
92). On aura donc, tant pour les déplacen~e~ts, que pour les 
clAformatio~is et les pressions intérieures cûrrespondant es 
3 ,  g, N, T, aux divers points du corps, les lois qui ont été 
exposées dans cette partie du mémoire. Seul~riient, si 
x continue à mesurer, sur tout un demi-plan meridien 
mené suivant l'axe des z et limite à cet axe, l'angle d'un 
rayon vecteur r avec les z positifs, cet angle variera ici de 

zéro h n et non plus seulement de zero à 2. Mais rien ne 
2 

sera changé, n i  aux raisonnements, ni aux calculs. Il est 
donc inutile de revenir sur les lois simples que nous avons 
démontrées à cet endroit pour des couches demi-sphériques, 
et  où il suffit de substituer, dans les énoncés, des sphères 
entières à des demi-sphères, comme nous l'avions, du reste, 
déjà remarque, sous une forme analytique, quelques 
lignes avant la formule (50) Cp. 851. Rappelons seulement, 
parmi ces lois, les suivantes, en les appliquant au cas 
actuel : 

1" Toute couche sphéripe matérielle, décrite avec un 
rayon quelconpue r autour du point d'applicntz'on de la 
force d F comme centre, se transporte dans le sens de cette 
force, tout en conservant sa forme el sa grandeur, d'une 

A+2pdm 1 d F  --- quantité, 2 - - - 
14-y. P 4srP 9. 

, proportionnelle à E'i~zversc 

de son rayon et à la force d F : son centre de ,yravitt! avance 
dans le m&ne sem, mais seule men^ (form. 51) de la fiaction 
21 + 5p 

31 + 6p 
de la puant.itéprécede.nte dont se déplace son centre 

de mure : vu pue la matière de la couche glisse un p u  vers 
Z'nrri&e; 
2" Nai~,  si le centre de gravité de cette couche reste ainsi en 

ar~ière da centre de figure, d'une puantitd &gale à la fmctian 
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dF + 
d u  déplacement - de ce dernier, par contre, 

3 (1 + 2 ~ )  4a pr 
le centre de gravile' de la sphdre massive qu'entoure la  couche 
se p o ~ t e  v,n peu en  avant  d u  mbme centre de /igure, savoir, 

21 + 5p 1 = " d'une quanti té égale à la  fmc t ion  2q - 2 jh + 2p) 

3"'effort mlérieur dF se transmet, de chaque couche 
sphérique, dont r désigne le rayon, h la couche sphérique 
suivante, de rayon T + d r ,  sous la forme d'actgons se com- 
posant, p a r  unité d7aiye,  1' d7zc?ze presswn fiormale, 
X + p 3dF casa , q u i  est e n  raison inverse d u  carre de la  
1+2* 4xP 
d i s k e  r aza point d7a@2ication de l'effort eaA%eur et era 
raison directe de la projection, dl? cos cc, de cet effort sur  la. 
normale à Z'élément consid&é de couche sphérique, 2" d'une 

- 

" d F  partoul de merne sens pue Z'effoorl ex&- force, - - 7 

rieur d F ,  &yortionnelle à cet ef fort ,  e t  inversemcnl pro- 
portionnelle, comme la  première, a u  carre de lu dislance, 
mais colzs&mte sur  toute l'étendue d'une même cozcche. 

Lorsqu'on cherche la pression totale qu'exerce la couche 
de rayon r (et dont la surface est 4xr3) sur sa voisine, 
cette seconde force donne d'abord, pour sa part, une 

somme Bgale à d F .  Quant B la première, elle 
1 + 2p 

équivaut évidemment, sur une zone éldmentaire de rayon 
rsina et de largeur r d  ec, à une force dirigée suivant 
l'effort cl F et exprimbe par 

À+p J d F c o s a  1 + p d F  d c 0 ~ 3  a 
(COB a )  (2 n r sin a) (r d  ci) = - - - -. 

h + 2 p  2 d a  

Il ne reste donc plus qu'à integrer ce résultat entre les limites 
I + P  

a = O et a - Z, ce qui donne - d F ,  puis à ajouter 
1,211 
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IL le total obtenu au précédent dF. 11 vient bien, de la 

sorte, pour la pression transmise en tout par chaque couche 
à sa voisine, une valeur égale à celle, d F ,  de l'effort este- 
rieur exercé au centre, comme l'exigeait évidemment 
l'équilibre de la sphère matérielle qu'entoure, la couche 
considérée. 

Terminons par cette remarque : pour-obtenir les memes 
d6placements u, v, lu que dans le cas, étudie aux nuniéros 
19,20 et 21, d'un corps limité au plan des xy et indéfini seu- 
lement. du côté des z positifs, il faut appliquer une force, 

1 + 2tr d F = 8 x r  - dnz, double de la pression dP, donnée par 
14-ir 

(46) [p. 8.21, qd i i  suffisait d'exercer sur la surface du milieu 
limité. Cette circonstance est due à ce que la matière située 
du côté des z négatifs résiste aux déformations précisément 
autant que celle qui est du côté des z positifs. En effet, les 

formules (195) [p. 2911, où r= p+ y3+ 8 est une fonction 

paire de z,  montrent que zc et ,u changent simplement de 
signe quand' on y met - z pour z,  tandis que n; reste le 
même. Donc, les déplacements produits d'un côté du plan 
des x y sont, par rapport à ce plan, les symétriques, changés 
de signe, de ceux qu'on observe de l'autre côt,é ; d'où il suit 
que, si l'on considère les deux faces , z = + E , d'une 
couche mince taillée dans le milieu suivant le plan des x y, 
l'une d'elles supporte des pressions précisément égales et 
contraires aux symétriques de celles qui s'exercent sur 
l'autre. C'est dire que .la composante toute entière, - d P, 
suivant les z positifs, des pressions exercées sur la 
face z = E aux environs de l'origine, est égale à celle des 
pressions qui s'exercent sur l'autre face z = - E .  Or, l'équi- 
libre de la couche mince exige que leur somme, - 2 d P, 
jointe à la force extérieure d F appliquée à la couche, donne 

dF 
un total nul. 11 vient donc d P  = - ; en sorte que, si l'on 

2 
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andantissait la couche sans changer 1'6tat de la matière qui 
est du côté des z positifs , il faudrait appliquer à celle-ci , 

dF 
dans le sens des z ,  une pression, d P= - , Bgale la  réaction 2 
qu'exerce la couche mince, e t  n1oiti6 de la force exterieure 
donnée d F . 
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§ VIII. - SUR LES PERTURBATIONS LOCALES DANS LA THEORIE DE 

L'ELASTICITE, ET SUR LA POSSIBILITE, POUR LE GEOMETRE, DE 

REMPLACER DES FORCES DONNEES, S'EXERÇAWT SUR UNE 

PETITE PARTIE D'UN SOLIDE, PAR D'AUTRES FORCES 

STATIQUEMENT EQUIVALENTES , APPLIQUEES 
A LA MÊME REGION TRÈS PETITE 

EN TOUS SENS. 

67. - Des pertur-bations locales dans la théorie de E'dlasticité. 

Dans les applications les plus usuelles et les plus intéres- 
santes de la théorie de l'élasticité, telles que celles qui se 
rapportent à l'extension, à la flexion ou à la torsion des 
tiges et des plaques, les forces exterieures les plus considé- 
rables s'exercent sur des parties restreintes des corps, 
généralement vers leurs extrémités ou près de leur contour; 
et, cependant, leurs effets les plus importants pour le 
géomètre, le  physicien et l7ing6nieur sont ceux qu'elles 
produisent à des distances notables de ces parties, c'est-& 
dire sur l'ensemble des corps qu'elles déforment. 

Pour plus de précision, considérons une tige élaslique, 
fixée par une de ses extrémitds, tandis que l'autre supporte 
diverses actions extérieure?. Ces actions, aux endroits 
mêmes où elles sont appliquoes, produisent des déformations 
très complexes, variables suivant que la tige est sollicitée 
au moyen de tenailles, ou d'autres tiges soud6es à la pre- 
mière, ou de liens de différente nature, etc. Leurs effets, 
dans cette région même d'application, se trouvent donc sous 
la dependance de trop de circonstances accidentelles, poiir 
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obéir à des lois simples et pour qu'on ait senti le besoin de 
leur donner des noms spéciaux : ce ne sont, à proprement 
parler, ni  des extensions, ni des flexions, ni des torsions, 
ni meme des déformations réductibles à celles-là. Mais 
l'expérience prouve que les phénomènes se simplifient, se 
régularisent, à quelque distance du I'extrémit6 considérée; 
et qu'ils cessenl d'y varier avec le mode de distribution ou 
d'application, à cette extrémité, des forces extérieures qui 
les causent, pour ne plus dépendre que de la résultante et 
du couple auxquels elles équivalent au point de vue des 
quantités totales de mouvement et des moments. Ce sont 
les effets généraux dont il s'agit, s'étendant à la plus grande 
partie de la tige, c'est-à-dire là  où 1'Btat physique est 
presque le même pour deux tronçons consécutifs d'une lon- 
gueur comparable aux dimensions transversales, que tout 
le monde qualifie d'extensions, de flexions ou de torsions, 
et qui obéissent à des lois accessibles: démontrables par la 
science. Au contraire, les  déformation^ exceptionnelles, 
non débrouillées jusqu'à présent et dont l'ensemble nous 
échappera peut-ètre toujours, qui se produisent dans une 
petite étendue comprenant la région d'application, peuvent 
être appelées très justement des pertwrbatiofis locnles , 
comme nous l'avons déjà fait au numéro 47 (p. 216). 

Ori consoit que de pareilles perturbations locales doivent 
naître dans une infinité de cas, par exemple, sur le 
contour d'une plaque mince, où chaque petite partie du 
bord, de dimensions en tout sens comparables à l'épaisseur, 
est généralement .la région d'application d'un groupe de 
forces extérieures. E n  attendant qu'on parrienne à les 
calculer (si cela doit arriver jamais), les physiciens et  les 
ingénieurs, faisant abstraction des parties où elles se produi- 
sent, admettent, implicitement ou explicitement, qu'il est 
permis de re:liplacer chaque groupe de forces extérieiires, 
dans sa propre région d'application, par un autre, ayant 
même résultante et mème moment total, choisi de manière 
a annuler les perturbations, c'est-à-dire de manière à faire 
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que le mode simple de déformation qui est produit à quel- 
que distance s'étende jusqu'à la région méme d'application. 
D'ailleurs, un mode de distribut,ion des actions extérieures 
tel, oan'entraînant aucune perturbation locale, existe tou- 
jours dans les tiges et les plaques: car il s'y produit à 
qiielque distance de leurs extrémités ou de leur contour, là 
où les déformations et les pressions varient, d'un point a 
l'autre, beaucoiip plus lentement suivant les sens de leurs 
grandes dimensions que suivant les sens des petites; et 
il suffit, pour le voir r6alisé jusqu'aux limites mt3mes du 
corps, de détacher, par la pensée, un court troncon A 
chaque bout de la tige ou une bande annulaire étroite sur 
le bord de la plaque, puis de remplacer les bouts ou le bord 
réels par les bouts ou le contour fictifs contigus aux parties 
ainsi soustraites. Et les ingknieurs ouphysiciens se croient 
d'autant pliis autorisés à modifier de la sorte, dans leurs 
calculs, les divers groupes de forces extérieures, que 
chaque groupe ne leur est d'ordinaire connu que comme 
une force unique ou un couple unique, c'est-à-dire par sa 
résultante et son moment total, à quelques vagues notions 
près sur son mode de rhpartition. 

Or, changer ainsi un groupe donné de forces en un  autre, 
statiquement Aquivalent, s'exerçant sur la meme partie 
d'un corps, c'est superposer à ce groupe, comme on sait, 
de nouvelles forces appliquées à la r6gion considérée et qui 
s'y fassent équilibre à elles seules. La légitimité d'un 
tel procédé, dans les limites où on l'emploie, suppose donc 
le principe suivant, dont l'exactitude est nécessaire et suffi- 
sante pour le justifier : 

Des farces extérieures, qui se font e'puilibre sur un solide 
élastique et dont les points d'application se trouvent tous à 
J'inté~ieur d'une sphère donnée, neproduisent pas de déforma- 
twns sensibles à des distances de cette sphére qui sont d'une 
certaim grandeur par rapport à son rayon. 

Ce principe est aussi Bvident que les autres sur lesquels 
s'appuie la thdorie mathématique de 1'8lasticit6 ; car, par le 
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fait mème que les forces dont il s'agit ne tendent à imprimer 
aucun mouvement d'ensemble, ni ,de translation, ni n~ème  
de rotation, a la matière comprise dans la sphère où elles 
s'exercen t,mais seulement des tiraillements en sens opposés, 
le.;. diverses parties de cette matiére transmettront dans 
d'égales mesures à celle qui les entoure des déformations 
contraires, et qui seront égales ou se neutraliseront si elles 
peuvent ètre censées provenir du même point, c'est-à-dire 
si la distance où l'on est de la sphére donnée se trouve 
notablemeni plus grande que le rayon de cette sphère. 

L'observation ne peut donc manquer de confirmer une 
loi aussi naturelle, sans laquelle les corps élastiques n'offri- 
raient à l'étude que des phénomhes d'une complication 
infinie. M. de Saint-Venant, qui en a signalé l%nportance 
dans la théorie des tiges ou barres, l'a justifiée par une 
expérience aussi simple que concluante. Il lui a suffi de 
pincer entre les doigts une bande de caoutchouc, en 
timnt en sens contraires, et normalement à l'axe longitu- 
dinal de la bande, deux parties correspondantes de 
celle-ci, situées respectivement sur l'un et l'autre bord, 
l'une en face de l'autre, ou symétriquement par rapport, à 
l'axe longitudinal. C'est à peine s'il en résulte des déforma- 
tions visibles à une distance des points d'application égale 
à la largeur de la bande, mème quand la traction va presque 
jusqu'à la rupture. 

Toutefois, quelque incontestable que soit ce principe, et  
quelque nécessaire qu'il doive rester toujours pour permettre 
d'arriver à des lois approchées simples dans les problèmes 
usuels, il serait à désirer , non seulement qu70n le démon- 
trât analytiquement en le ddduisant des Bquations géné- 
rales de la théorie de l'élasticité, ce que je n'ai fait que pour 
les tiges longues dans mes giudes insérées en 1871 et 1879 
au Jownal de Mathématiques pures et appl.ip?~es ('), mais 

(*) Ma démonstration a été reproduite paf M. de Saint-Venant dans une des 
notes de son édition de la !ïhdorie de Z'Elasticitt!, de Clebsch (Note finale du 
s 28, p. 182 $I 188). 
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encore qu'on pht soumettre au calcul !es perturbations 
locales et reconnaitre avec quelle rapiditd elles décroissent 
lorsqu'on s'éloigne des régions où elles siègent. Or, telle 
est justement la question à laquelle les formules obtenues 
dans ce mémoire permettant de répondre, au moins pour 
certains cas, dont nous avons rencontré des exemples aux 
numéros 36, 28 et 43 (p. 112, 119 et 196). Je  me propose 
de traiter ici le plus inthessant de ces cas, dont il n'a pas 
encore été question, d'en rappeler quelques autres, et de 
rapprocher les résultats auxquels nous parviendrons de 
ceux qu'avaient déjà obt.enus en 1867, aux nos 724 à 729 de 
leur Tm& de phiZosophie ~zaturelle, MM. William Thomson 
et Tait, à propos des couples de torsion s'exerçant sur le 
contour des plaques. 

68. - ~er.tzcrbations causées par deus forces &gales el contraires 
s'exerçant à l'intérieur d'un m2'1ieu solide indèfini. 

Le cas i~ téréssant  de perturbations locales dont il s7agit 
est celui qui se présente quand on suppose appliquées, en 
deux points voisins pris à l'intérieur d'un solide élastique 
indéfini, deux forces égales et directement contraires. On 
sait que toutes les transformations usitées dans la statique 
classique des solides reviennent à admettre que deux forces 
pareilles n'ont aucun effet ; car le principe de réductidn 
qu'on y emploie consiste à déplacer les forces le long de 
leurs droites d'application, ou à diviser ces droiles en 
petites parties et à appliquer à chaque point de division deux 
forces Bgales et contraires, dont l'une est censée detruite par 
la force oppos6e appliquée au  point de division pr6cédent 
ou & la première extrémité de la droite. Ainsi, le problème 
abordé ici est l'étude, pour le cas d'un solide élastique 
indéfini, des perturbations que néglige la mécanique clas- 
sique dans chacune des réductions qu'elle effectue. 

On le résout simplenient, en superposant aux déplace- 
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ments u, v, w que représentent les formules (195) [p. 2911, 
et qui sont dus à une force d F  s'exerçant à l'origine dans le 
sens des z, les déplacements pareils que produirait une force 
égale et contraire, - d F, appliquée le long de l'axe des z 
nbgalifs à une dis tance très petite dc de l'origine. Pour faci- 
liter le calcul, on peut concevoir que la force - d F  s'exerce 
la première sur le solide au point dont les coordonnées sont 
O ,  O, G; en sorte que les déplacements correspondants 
u: v, gu soient representés par les seconds membres de (,195), 

pris en signes contraires et avec r = \/'x2 + 4 + ( Z  - c)(. 

Ensuite, l'on appliquera la force d F  au point (O, O, c + d c ) ,  
ce qui donnera pour déplacements les seconds membres de 
(l95), augmentés de leurs differentielles par rapport à c ,  
ou du produit de leurs dérivées en z ,  changées de signe, 
par dc. La somme algebrique de ces déplacements et  des 
précédents égalant préc,isément les déplacements définitifs 
cherches u, v, w, on aura : 

Ces valeurs, différentiées respectivement par rapport à 
2 x, y, z,  puis ajoutdes en observant que A,r =-, donnent 
r 

l'expression de la dilatation cubique 

Enfin, rien n'empèche maintenant de supposer c = O, 

c'est-à-dire r = x' + y% 2. v- - 
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en raison inverse de 1"; de sorte que les déformations el 
jwesszOns inlél-ieures, qui dépendent de ces dérivées, et qui 
mesurent les pertzcrbations Wztrotluiles par ln trcinsialion de 
,a fo~ce, décj*oissent en raison inveme tlrc cube de In 
distnnce. 

69. - Perturbations qui  accompagnent d'action d 'un co71pZe. 
appliqu& de même h Z'inte'riew d 'un  s ~ l i d e  incltifini. 

Dememe que nous avons obtenules déplacements u ,  u,  vu, 
dus à deux forces d F, - d F égales et contraires, en diffé- 
rentiant par rapport à 2: les seconds membres, changes de 
signe, des formules (195) [p. 2911, de même, la différentiation 
en x de ces seconds membres, ainsi changés de signe, don- 
nera les déplacements produits par les deux mêmes forces 
dF, - dl?, mais supposées appliqudes en deux points de 
l'axe des s voisins, ou formant un couple d F d c ; au- 
trement dit, la diffdrentiation par rapport à x fera con- 
naître les effets introduits par un petit transport latéral 
de,  dans le sens des x, de la force dl? parallèle aux z .  Ces 
déplacements se trouveront donc inversement propor- 
tionnels à r2, et les pressions intérieures correspondantes 
le seront à v3. Ainsi, les effets locaux ou déformaleurs d'un 
couple, appligué a un solide inddfin.i, sont aussipeu sensibles, 
à quelque distance de la région d'application, que cezcx de 
deux forces égales et exactement opposées. 

Quant à l'effet d'ensemble du couple, qui consisterait 
en une rotation imprimée au solide, il est annulé par la 
résistance des obstacles immobilisant, d'aprks l'hypothèse 
faite, les parties du corps très éloignées de la région que 
l'on considère. Et il continuerait même à 6tre sensible- 
ment neutralise par l'inertie du corps, suppose de grande 
etendue en comparaison de cette region, si les parties 
Bloignéeç n'étaient pas maintenues fixes ; car i l  est clair 
que leurs déplaceinents effectifs resteraient négligeables, 
à côté de ceux de la partie directement sollicitee , durant 
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tout le temps necessaire pour l'établissement de son équi- 
libre local. 

70.  - Les perturbatiow doivent décroître et s'évanoui~- bien plus 
rapidement, dans les solides allongis ou aplatis. 

Il résulte de ce qui précède que les perhrbations pro- 
duites par deux forces Agales et de sens contraires, s'exer- 
~ a n t  dans un solide indéfini, sollt en raison inverse du cube 
de la distance la région d'application, dèsque cette distance 
est notablement plusgrande que les dimensions de la région 
d'application elle-mème. Nous arions déja obtenu aux 
numéros 26 el 28 (p. 112 et 119), une loi analogue, pour les 
abaissements produits à la surface d'un sol élastique par 
des pressions et tractions locales qui se neutralisent. Le 
d6croissement de ces perturbations est assez rapide, comme 
on l'a vu sur l'exemple du numéro 26 [après la formule (89), 
p. 1121. Vais il le serait sans doute bien plus, si les mol& 
cules immédiatement soumises h l'action des forces exté- 
rieures se trouvaient moins gênées dans leurs mouvements, 
par les mol6cules  oisi in es, qu'elles ne le sont dans un corps 
massif, c'est-à-dire, si elles avaient plus de jeu pour ob6ir 
librement à l'action des forces et ne pas comprimer ou en- 
traîner la matière qui les entoure. Par conséquent, sans 
l'extrême solidarité qui relie toutes les parties entr'elles 
dans un solide dont les trois dimensions sont comparables, 
ou, ce qui revient au même, sans l'appui que ces parties se 
pretent mutuellement pour résister aux causes déforma- 
trices, les perturbations locales seraient beaucoup plus 
grandes dans les régions d'application, que cela n'a lieu, 
mais, par contre, elles seraient plus faibles partout ailleurs, 
et, pour ces deux motifs, bien plus rapidement decrois- 
sarites à la sortie des régions dont il s'agit. 

C'est précis6ment ce que montrent les cas particuliers, 
étudiés au numéro 43 (p. 1961, .de pressions, nulles en 
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moyenne, qu'on suppose distribubes pdriodiquement à la 
surface d'un solide plan indéfini. Si l'on y conçoit le solide 
divisé en prismes égaux de longueur infinie et dont les bases 
respectives soient les diverses divisions similaires ou pério- 
diques de la surface, ces prismes auront chacun à supporter, 
pour ainsi dire à eux seuls, leurs pressions et tractions 
propres, vu que tous seront sollicités directement et pareil- 
lement. Leur 6tat aura donc quelque analogie avec celui de 
prismes isolbs , et la solidarité des parties interviendra 
beaucoup moins que dans le cas de pressions n'affectant 
immédiatement qu'une portion restreinte de la surface. 
Aussi avons-nous vu ,  dans ce nunîhro 43, que la loi du 
décroissement des perturbations à partir de la surface y est 
incomparablement plus rapide : au lieu d'être exprimde 
par une puissance de l'inverse de la distance z à la surface, 
elle l'est par deux sortes de termes, proportionnels, les 
lins, à une exponentielle de la forme e-"', les autres, au 
produit uze-"". Aussi les dhformations et les déplacements 
sont-ils complètement insensibles di% que la distance z 
atteint deux fois environ la largeur des divisions de la 
surface. 

Il est donc probable que les perturbations locales décrois- 
sent avec un degré pareil de rapidité, c'est-à-dire propor- 
tionnellement à des exponentielles plutôt qu'à des puis- 
sances de la distance ayant leurs exposants négatifs, dans 
les tiges et les plaques, composées de tronçons accolbs 
suivant un ou deux sens seulement. En effet, ces tronçons, 
se comportant individuellement comme de petits solides, 
massifs, mais très libres les uns par rapport aux autres dans 
les sens suivant lesquels ils ne sont pas contigus entr'eux, 
se prêtent à d'énormes deformations de leur ensemble pour 
de minimes déformations de chacun en particulier. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



71. - C'est ce que MM. William Thonzsof~ et Tait on1 direcle- 
ment démoniré pour une  plaque sollicitée par des couples de 
torsion s'exerçant sur son cylindre contournant ; complément 
de leur démonstration. 

Effectivement, MM. Thomson et Tait ont calculé, au 
numéro '728 de leur l'rait4 de philosophie naturelle, les effets, 
localisés près du cylindre contournant, que produisent dans 
une plaque mince certaines tractions semiblement tangen- 
tielles, s'exerçant, aux divers points de chaque génératrice 
du cylindre, dans des clirections à peu près perpendiculaires 
à cette génératrice ou parallèles au contour, et  ne donnant 
guOre en tout, par leurs composantes normales à la g6néra- 
trice, qu'un couple de torsivn, d'une grandeur et d'une 
composition d'ailleurs arbitraires. Or, ils ont reconnu que 
ces effets s'expriment par des termes qui décroissent, avec 
.une extrème rapidit8 , proportionnellement à des exponen- 
tielles comme celles dont il a été question vers la fin. du 
numéro 43 (p. 196). A une distance du bord valant deux 
fois seillement l'épaisseur de la plaque, tous les termes 
dont il s'agit se réduisent à des fracti0n.s insensibles (pas 
même 0,002) de leur valeur sur le bord. 

La solution de ce problème se déduit des troisièmes inté- 
grales (138) ci-dessus (p. 192), 

quand on y appelle + une somme de fonctions, de la forme 
p (x, y) cos a$, ayant leur paramhtre A, nul et qui même, à 
une première approximation, sont réductibles à la forme 
encore plus simple Il e - "" cos cc z , avec k constant 
comme a. 

Prenons la génératrice qu'on veut considérer, du cylindre 
contournant, comptée à partir d'une des bases de la plaque, 
pour axe des z, une tangente au bord du cylindre pour axe 
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des y, enfin, une normale à ce bord, dans une des bases de la 
plaqiie,pour axe des x. Si a désigne l'épaisseur de la plaque, 
les deux bases auront pour équationsz= O et $=a. De plus, 
le cylindre contournant, supposé d'un rayon de courbure 
beaucoup plus grand que cette Bpaisseur a, se confondra 
sensiblement avec le plan des y z sur une étendue, dans le 
sens des y, très supérieure à a, et son équat,ion approchée 
sera x = o. Enfin, l'état du contour variant graduellement 
d'une génératrice à l'autre, les déplacements zc, v, lu et 
les forces élastiques N, T dépendront incomparablement 
moins de la coordonnée longitudinale y, que de la coordon- 
nBe transversale z, et que de  la coordonnée x, le long de 
laquelle l'état de la matihre varie très vite prbs du bord. 

Ainsi, dans une première solution approchée, qui est 
précisément celle de MM. Thomson et Tait, les déplace- 
ments u, v, ru, tenus, par hypothèse, de devenir insen- 
sibles quand x grandit, ne seront fonction que des deux 
variables x, z; et ils devront, pour z = O et z = a, annuler 
les composantes T,, T,, N, des forces exercees sur les 
faces z = O, z = a de la plaque, tandis que,. pour x = O, 

c'est-à-dire sur le cylindre contournant, ils annuleront, du 
moins à fort peu près, les pressions N,, T, dirigées suivant 
la normale et suivant la génératrice, mais donneront, dans 
le sens des y, des pressions T, Bgales à une fonction donnde 
de z, astreinte seulement à avoir sa valeur moyenne nulle. 
Les expressions approchées de u, u, lu, 0 qui satisfont à 
toutes ces relations et aux équations indéfinies (1) de l'équi- 
libre Cp. 511, sont 

oh Z désigne une somme s'étendant à toutes les valeurs, 
sup6rieures à zhro, du nombre entier i et où les facteurs 
k, sont des coefficients à déterminer. En effet, les valeurs 
(198) vérifient évidemment les équations (1) ; et, de plus, 
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portées dans les expressions ghnerales des forces Blas- 
tiques N, T, expressions bien connues qui sont 

elles donnent de suite 

Or, ces valeurs de T,, T ,  N, s'annulent bien sur les 
bases de la plaque, pour z = O et pour z = a. En outre, 
sur  le cylindre. contournant x = O, N, et T, sont nulles 
aussi, tandis que la traction - T,, exercée du dehors dans 
le sens des y, égale bien, comme il le faut, de z = O à x = a, 
une fonction donnée ,u f (2) nulle en moyenne, si l'on pose 

On sait, en effet, @e, d'après une formule classique, 

relation d'où disparaît même ici le premier terme du se- 
cond membre, à cause de l'annulation supposée de la va- 
leur moyenne de f (6) entre les limites 5 = O,  5 = a. 

J'ai observé que les expressions de première approxima- 
tion (198) rentrent dans le type 
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il suffit effectivement, pour le voir, de prendre, 

valeur de + dont le paramètre différentiel A, s'annule 
identiquement, comme il le faut. 

A une approximation plus grande, u n'égale plus zero 
dans (201), même quand on suppose nulle la courbure du 
cylindre contournant aux environs ds la génératrice consi- 
dérée, parce que le couple de torsion change graduellement 
d'une géndratrice a l'autre, et qu'ainsi les coefficients K i  
donnés par la formule (200) dépendent un peu de y. Mais 
on p'eut toiijours continuer à poser dans les formules ('201), 
comme a fait M. Maurice Levy (*), 

pt  désignant des fonctions de x et de y telles, que + vérifie, 
terme à terme, l'équation A, + = O ; ce qui revient à écrire 

En effet, les expressions (201) de zc, v, .~v satisferont bien 
aux trois équations indéfinies (1) de l'équilibre et, vu les 
formules 1198 bis), aux conditions spéciales. aux bases, 
c'est-à-dire aux relations T, = O, T, = O, N, = O, pour 
z = O et z = a. El l'on pourra également leur faire vérifier 
la condition, spéciale au cylindre contournant et caracté- 
ristique du problème pos6, d'aprhs laquelle, sur chaque 
génératrice, les forces dont se compose le couple de tor- 
sion peuvent être choisies a volonté en fonction de z : 
car chaque fonction cp,, tout en satisfaisant dans l'intérieur 
du contour donné à l'équation aux ddrivées partielles du 

(*) Dans un mémoire, sur la théorie des plaques, inséré au tome de 1877 du 
Jou~nrcl de Mathématiques pwres et appliquées, par M M .  Liouville et R e d .  
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second ordre (2031, reste assez inddterminée pour être 
susceptible de recevoir une valeur arbitraire sur toute 
génératrice du cylindre contournant ; or il y a une infinité 
de fonctions pareilles, permettant d'intyoduire ainsi, dans 
l'intégrale, une infinit6 de constantes arbitraires propres à 
chaque génératrice, ou qui équivalent en tout, sur chacune, 
à une fonction arbitraire de z. 

Nous venons de reconnaître que les fonctions y,, une 
premibre approximation , se réduisent aux exponentielles - 

txx a9ki -- 

i W  
- e a , dans le voisinage de la génératrice prise pour 

axe des z et, spécialement, aux divers points du plan mené 
suivant cette génératrice normalement au contour. Or les 
formides .(201) expriment évidemment, pour les divers 
points (x,  y )  de chaque feuillet z = const. de la plaque, 
des déplacements tangents, dans ces plans, aux courbes 
if, = const., et égaux au parametre diffbrentiel A, 9 relatif 
à ces courbes ; de sorte que la solution dépend uniquement 
des fonctions de point + ou <pi trouvées, non des axes des 
z et des y choisis, et qu'il est permis, en gardant toujours 
les mêmes fonctions de point cpi , de faire passer euccessi- 
vement ie plafi des zx suivant toutes les génératrices. On 
aura donc, à fort peu près, 

(203 bis) 

désignant la distance (qui Btait x dans le plan y = O) du 
point donné (x, y, z) à la génératrice la plus voisine, et 
Ki une fonction connue [donnée par ('200)], lentement 
variable, d'une abscisse courbe s mesurée le long du con- 
tour ou caractdristique de celte géndratrice. 

Avec les valeurs exacles (201) et (202) de u, v, w, 8, +, 
les composantes - NI, - Tt, - Tz de la pression extérieure 
exercée aux divers points de la génératrice prise pour axe 
des a deviennent : 
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d2J, 2p.---- dapi 
- - 2 p V v  

dx tly COS " dx dy 

d2+ - 
IL - - sin -. 

dy dz 

Les valeurs moyennes de -NI e t-T, sont identiquement 
nulles entre les limites z = O, z= a ; en sorte que les forces 
- N, dz, - T3 d z ,  exercées par unité d'aire le long de la 
gbnératrice , équivalent respectivement à deux simples 
couples. Le second est précisément le couple de torsion, 
supposb donné en fonction de y ou s, et le premier s'appelle 
cozqle de flexion. Celui-ci, dépendant des forces -NI, dont 
l'expression (204) contient en facteur iine d6rivée prise par 
rapport à y et cles lors très petite, est insignifiant en com- 
paraison du couple de torsion, composé des forces -T3 dont 

d"? 
l'expression contient, la place, le facteur Li - - 

dx2 dy2 
d2q 

ou, sensiblement -. En remplaçant la dérivée seconde ' dx2 
d v i  i%s  - par la valeur - y,,  que donne la formule approchée 
dx2 aa 

inx 
UVZ, -- 

yr=..e O , les forces - NI et - T3 peuvent donc, au 
81-59 

point de vue de leur résultante et de leur moment total! en 
tous les points d'une génératrice, s'écrire 

Le moment M du couple de torsion, évalué positivement 
quand il telid à faire tourner dans le sens de oz vers O y, est 

d'ailleurs J a (- T3) z d z.  Il vaudra donc 
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expression évidemment gdnérale , ou applicable sans que 
y soit nul ,  car il n'y entre que les fonctions de point y i ,  
independantes de l'axe des y choisi. 

D'autre part, I'effart tranchant ,cT- 

exercé du dehors le long de la même gdnératrice, 
s'exprime, d7après la dernière formule (204)' par 

Comparons cette relation à (206), et observons que, aux 
environs de la génératrice considérée, les variations de 
la coordonnée y se confondent avec celles de l'abscisse 
courbe S. Nous aurons la formule, très importante ici, et 
générale comme (206), 

Il est bon de remarquer, à ce propos, que les seconds 
membres des deux dernières relations (201), si l'on 

d211 d25, d2,b remplace - - 
dx% 

par - + - et si l'on réduit ensuite 
dz2 

d2+ d2$ d2J, 2 - + - a , -  dT3 - d T ,  donnent - - - et que celle-ci, 
dy-2% d% ' dyl dz ' 

en y joignant la condition spéciale Tz = O à la limite z = a, 
aurait suffi pour arriver à la formule (208). En effet, l'iden- 
tité 
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peut alors s'6crire 

et, pour z = a, elle devient 

ce qui,  vu les expressions dBfinissant M et 4, ne diffkre 
pas de la formule (208). 

En r6sum6, les perturbations très rapidement décroissam2s 
représentées à une pe.m.ière approximatwr, dans chap?~e 
petite partie du contour d'une plaque, par les formules (1 98): 
se podaisent quand la plaque supporle sur son cylindre 
contournant des couples de torsion puelconpues, appelés Mpar 
unité de longueur, graduellement variables le long du contour, 
en m&me temps que des couples de flexion négligeables à côté 
d'eux, et des efforts tranchants égaux par unité de longueur 
d, la dérivée, changée de signe, du couple M de torswn le long 

dM 
du contour. Ainsi, les efforts tranchants - - neutralisent, 

ds 
à puelpue distance du contour, les couples de tomion DI, et, 
par suite, ceux-ci équivalent à des efforts hwnchants égaux et 

dM dM 
contraires -. En effet, de pareils efforts tranchants -, 

ds ds 
supposés appliqués conjointement avec les forces précé- 
dentes, ne feront, à cause d'un principe connu de simple 
superposition, qu'ajouter leurs effets propres, ceux qu'ils 
obtiendraient s'ils étaient seuls, aux effets insignifiants, 
purement perturbateurs, exprimés à fort peu près par les 
forriîules (198) ; et, comme il ne subsistera, dans ces condi- 
tions, que les couples de torsion 11, ceux-ci, quant aux dé- 
formations d'ensemble produites, revieiidront bien au 

HM 
même que les efforts tranchants -. cts 
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11 r$sulte de là qu'une réduction consistant à transformer 
des couples de torsion donnés ,liI en des efforts tran- 

2 M 
chants - , pour obtenir, par leur réunion à d'autres efforts 

ds 
tranchants également donnés, ce qu'on peut appeler les 
efforts tramhants totaux, est parfaitement légitime dans la 
théorie des plaques. Elle équivaut, il est vrai, à négliger 
les perturbations locales (198) : mais ces perturbations ne 
s m t  sans doute pas plus sensibles que d'autres dont on ne 
s'inquiète guère ordinairement, telles que celles qui se pro- 
duisent aux extrémités des tiges, ou celles que causent, au 
bord d'une plaque sollicit8 par cles forces extérieures, les 
modes divers suivant lesquels s'y distribuent les tractions 
parallèles au feuillet moyen, les efforts tranchants et les 
couples de flexion, dans chaque plan iiicné, normalement 
au contour, le long d'une génératrice, ou plutdt entre 
deux pareils plans consécutifs. 

72. - Réduction, o p h i e  par M. Kirchhoff, de deux; des condi- 
tions a u x  limites que Poisson avait donnkes dans la théorie 
des plaques, à une seule condition distincte. 

On ne peut donc se refuser à admettre, dans la théorie 
des plaques, la condition unique aux limites par laquelle 
M. Kirchhoff en a remplacé deux de Poisson, et qui revient 
justement à ne pas distinguer, quant à leurs effets généraux, 

- 

ClAr 
entre des couples de torsion hil et des efforts tranchants x. 
Cela permet de faire croitre, sur chaque génératrice, 
l'effort tranchant aux dépens des couples de torsion, ou, 
vice-versâ, les couples de torsion aux dépens de l'effort 
tranchant, jusqu'à ce que leur rapport soit justement celui 
qui s'observe, pour même effort tranchant total, quand il n'y 
a pas de perturbations locales, c'oat-à-dire quand les modes 
simples de déformation qui se produisent à quelque distance 
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du bord existent jusqu'au bord même. Or, on sait que la 
fusion des deux conditions de Poisson dont il s'agit en une 
seule est nécessaire et suffisante pour que la détermination 
de ces modes simples devienne un problèmeàla fois possible 
et déterminé. 

Il était aisé,du reste, de se rendre compte, par le principe 
géndral Bnoncd au numéro 67 (p.298)' de la possibili td de rem- 
placer les couples de torsion M par des efforts tranchants 
d M  - à des perturbations locales près ; et c'est ce que j'avais 
ds ? 

fait en 1871 ('), sans me douter que M.. William Thomson 
et Tait m'avaient précédé de quatre ans, dans les numéros 
645 à 648 de leur Truité de philosophie naturelle, publié 
en 1867. Divisons, par la pensée, en menant des géndratrices 
équidistantes, le cylindre contournant d'une plaque mince 
en un nombre pair de bandes rectangulaires, ayant leur 

(Is 
longueur, que j'appellerai - , comparable à leur largeur, 

2 
ou épaisseur a de la plaque. Une bande double de lon- 
gueur ds, formée de deux bandes contiguës, supportera le 
couple de torsion donné Mds, qu'on peut se représenter 
comme formé de deux forces perpendiculaires aux géndra- 
trices et compitrables à M, si l'on admet que l'unité de lon- 
gueur soit de l'ordre de 1'6paisseur a. Une rotation de 
90 degrés imprimée à ce couple, dans son plan, permettra 
de le remplacer, sans changer son moment, par un couple 
de deux autres forces, M, parallèles aux génératrices, dis- 
tantes de ds, et appliquées aux deux bords de la bande 
double : l'une, appliquée au premier bord, dont s - ds dé- 
signera l'abscisse courbe, est dirigde du cdté des z positifs 
et peut etre censBe composée de tractions distribu6es d'après 
une lo i  continue sur les deux bandes simples que separe ce 
bord ; l'autre force M, s'exerçant le long du bord d'abscisses, 
suivant les z négatifs, peut être de m h e  composée de 

(*) Comptes-Rendw de l'Académie des Sciences dePar i s ,  10 avril 1871 ; t. LXXll , 
p. 449. 
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tractions distribuées suivant une loi continue sur les deux 
bandes contiguës a ce deuxième bord. Quoique les nouvelles 
forces dont il s'agit ne soient plus appliquées tout entières 
à l'intérieur de la bande double considérée, elles ne cessent 
pas de l'ètre dans une même région du corps, très petite en 
tous sens, que les premières ; en sorte que le principe général 
sur lequel nous nous appuyons est sauvegardé. Or, le cou- 
ple appliqué à la bande double suivante donnera de m ê ~ e ,  
sur les deux bandes simples contiguës à son premier bord, 
d'abscisses,une traction totale dirigée vers les z positifs, 

d M  
mais égale à M + - ds. L'excès de cette force sur celle, hl, 

ds 
de sens contraire, que supportent déjà les deux mêmes 

d l1  
bandes, est donc un effort tranchant - ds, c'est-à-dire 

cls 
dM 
- par unité de longueur : ce qu'il fallait démontrer. 
d.s 

On voit par là que les couples de torsion ne produisent, 
sur l'ensemble d'%ne plaque, que des flexions, iout comme le 
feraient les efforts tranchants auxquels nous les avons 
réduits, et que nieme ils n'obtiennent ces effets que lors- 
qu'ils sont variables d'un point à l'autre du contour, ou en 
raison de leur dérivée par rapport à S .  L'analyse ci-dessus 
démontre que leurs effets propres, c'est-à-dire irréductibles 
à ceux d'efforts tranchants, et constitués par ces sortes de 
torsions qu'expriment les formules (198), se trouvent con- 
fines dans une zone étroite contiguë au contour, zone où 
se produisent également les perturbations locales, non 
moins grandes sans doute, dues aux modes d'application 
divers de ces efforts tranchants, des couples de flexion et 
des tractions ou pressions tendant à étendre ou à comprl- 
mer la plaque. 
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73. - RdPeaion sur la cause profiable qui  a rendu accessibles 
les questions Iraz'lèes dans celte dtude. 

Les formules (198) de MM. Thomson et Tait ont été un 
premier pas dans l e  calcul des perturbations locales. Mais 
il ne semble guère probable que ce premier pas doive 
conduire un jour a évaluer également les autres classes de 
perturbations locales que présentent les tiges et les plaques, 
comme il le faudrait pour se rendre réellement compte des 
phénomènes qui se passent près du contour ou des extrén~ités 
de ces corps. 

En effet, les formules (198) conviennent, à proprement 
parler, au cas d'une plaque indéfinie, à bord rectiligne (ou 
curviligne d"un rayon de courbure infini), souiilise par 
unité de longueur de sonbord à un couple de torsion constant; 
et de pareils couples ne prodi~isent-aucune d6forniation géné- 
rale, puisque les formules (198) représentent tous leurs 
effets, qui s'évanouissent pour x un peu grand. C'est d'ail- 
leurs ce que démontre le raisonnement synthétique ci- 
dessus (p. 315) qui, permet, à des déformations locales près, 
de convertir de tels couples, constants par unité de longueur, 
en une &rie d'efforts tranchants égaux et contraires, s'entre- 
détruisant exactement. De même, les autres problèmes 
traités dans ce mémoire, soit à propos de la résistance 
d'un sol indéfini chargé de poids, soit à propos d'un corps 
de dimensions infinies sollicité en certains points de sa 
masse par des forces extérieures, correspondent à des cas 
où les causes déforrilatrices n'ont que des effets locaux, à des 
cas où les déplacements s'annulent à l'infini. Or, il est 
naturel de penser que les phénomènes se siinplifient alors 
beaucoup, par suite de la disparition des influences propres 
aux surfaces-limites et qui, autrement, compliqueraient les 
problèmes, ou, ce qui revient au même, par suite de 1'6va- 
nouissement des déformations d'ensemble. 
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Je serais donc port6 àpenser que c'est uniquement à cette 
circonstance simplificatrice, à cette absence de mélanges 
d'effets généraux et d'effets locaux, que nous devons 
d'avoir pu intégrer les équations diffémntielles et d'avoir 
rencontré des lois abordables. Or elle ne se présenterait plus 
dans les cas d'efforts tranchants, de couples de flexion, etc. 
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NOTES c OMPLEMENTAIRES. 

NOTE 1, SE RAPPORTANT AU NO 8 ET AU 5 V I ,  RELATIVE A UN POTENTIEL A 

QUATRE VARIABLES, OU POTENTIEL SPHÉRIQUB, PLUS SIMPLE QUE LES AUTRES, 

ET DONT L'EMPLOI,  OUTRE Q U ' I L  REND PRESQUE INTUITIVE L'ÉTUDE DE 

LEURS PROPRIETES, PERMET D'INTÉCBER SOUS UNE FORME CONCRÈTE LES 

ÉQUATIONS DE MOUVEMENT D'UN MILIEU ELASTIQUE ET ISOTROPE INDÉFINI. 

1. - Définition et propriétés dzc potentiel sphèriqzce. 

Le potentiel logarithmique à trois variables + peut se 
déduire du potentiel ordinaire ou inverse en multipliant 
celui-ci par la différentielle, dz,  de l'une des coordonnées, 
et en intégrant alors sans faire varier les autres coordonnées. 
Mais le potentiel inverse et le potentiel direct ne pourraient- 
ils pas, eux-mêmes, se déduire d'un potentiel encore 
plus simple, dont le paramètre différentiel A, jouirait 
d'une propriété facile à démontrer et qui serait comme la 
source de celles que présentent les paramètres A, de ces 
fonctions? C'est, en effet, ce qui a lieu, comme on va voir 
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* 
par l'étude du potentiel t i  quat~e variables auquel sera con- 
sacrée la note actuelle (*). 

Soient: nz une masse qiielconque fixe, dans un espace 
rapporté à trois axes de coordonnées rectangles x, y,  r ; 
et p, ou p (x,, y,, z,), la densiid de la partie dm = p d a  de 
cette niasse qui remplit l'élément de volume d n  occupant 
la situation (x,, yi, 27,). Imaginons qu'on décrive, d'un point 
donné (3, y, z) comme centre et avec un rayon donné r, 
une sphère dont o = 4 7c r2 désignera la surface, puis qu'on 
Bvalue, pour chacun des é16ments d c de cette surface, 

ayant les coordonnées z, , y,, z, , l'expression - , et qu'on 
9' 

fasse la somme des valeurs qu'elle prend sur tous les 616- 

rnents de o. On obtiendra ainsi l'intégrale double =y:, 
fonct,ion des quatre paramètres x, y, z ,  r définissant la 
sphère. C'est cette fonction que j'appellerai lepotentiel à 
quntre variables, ou lepotentzkl sphd~ique (**). On peut encore, 

en désignant par pi la densite moyenne de la masse J" 
en tous les points de la surface de la sphère, lui donner 

P i 5  pour expression (F = - = 4x r p,. 
r 

Évaluons son paramètre différentiel du second ordre 

A, J-C, où A designe l'expression symbolique 
J 2  'p ( j z  
- + - + -. On l'obtiendra sans faire varier ni r, ni la 
dx"L?y2 C(22 

(*) Cette note a été résumée dans les Comptes-Rendus de C'Acndimie des Sciences 
(t. XCIV ,  p. 1465 et 1648 ; 29 mai et 19 juin 1882 : t .  XCV, p. 479; 11 septem- 
bre 1882). 

(**) Elle rentre bien, h un facteur constant près, dans la definition ghérale 
des potentiels, que j'ai donnée h 1s note du no 56 de 1'Etude précédente (p. 2f54). 
En effet, si on la multiplie par une ligne infiniment petite constante s , le produit 

d a  
y c = JL ainsi obtenu exprimera évidemment l'intégrale J.7, étendue h 

toute la matière que comprennent entre elles les deux sphèros décrites, autour 
du point.(x, y, z) comme centre, avec les rayons r et r + o. 
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grandeur d'aucun des éléments d o de la sphère, mais en 
déplaçant les situations ( x ~ ,  y,, 2,) de ceux-ci comme le 
centre même (x, y, z) et le long de parallélles aux x, aux y, 
ou aux z .  Chaque élément de y, correspondant à un même 
élément d o, aura donc pour son paramètre A, l'expression 

et il viendra, par suite, 

Or, si nous considérons l'intégrale f (A2?) da ,  pour 
17ëspace a compris entre les deux sphères u, o' décrites, 
autour de (3, y, z) comme centre, avec deux rayons infini- 
ment peu différents r et r' = r + &, nous aurons, en pre- 
nantd7abord d a = ~ d a ,  f (h ,p)d a =  E f (A,?)do; et la 
formule précedente de A, p pourra s'écrire 

II suffira donc d'évaluer f (A, p) d a, puis de diviser par r E , 
pour obtenir A, y. Mais, d'autre part, chacun des trois termes 

dv composant (A2 p) d a ,  c'est-à-dire - dm, ou der, ou 
hiZ dy 4 

d2fJ - d a ,  s'intègre une fois, quand on y pose da= dx, Ily, dz,, 
dz4 " 
et-donne, comme on sait, une integrale relative à la sur- 
face limite de a, c'est-à-dire ici, aux deux sphères 5 et Q. 

d d 
Representons par d; et par - des dkrivbes prises, à partir 

dT' 
de chacun de leurs él6ments d o  ou do', le long des prolon- 
gements des rayons r et r' qui leur sont normaux, en 
appelant d'ailleurs p', p', les valeurs de p, p, sur la sphère o'; 
et il viendra, par une suite de déductions presque évidentes, 
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relation dont l'avant-dernier membre se déduit du précédent 
en observant que, lorsque r ou r' grandissent sans que 

do dm' x, y, z varient, les rapp0r.t~ - ou ?, considérés sur di- 

verses sphères concentriques le long d'un même rayon 
r,  restent constants. Or, il est évident que le dernier 
membre de (a), divisé par E = r' - r ,  exprime la dérivée 

d d  ( o 2), ou 4~ d; (r' 2). Donc, le param&tre différentiel 

A, du potentiel considéré 4 nr  pi aura la valeur 

Ainsi, le paramétre diffkrenbiel A, e t  la dérivée seconde, 
par rapport au rayon r, du potentiel sphérique, sont deux 
expresswns identiquement égales; de sorte qu'on a 

Observons de plus que, pour. r' = O, ce potentiel s'annule, 

(*) C'est bien ce qu'aurait donné la formule générale (165 quater) [p. 2661 du 
parambtre A2 d'un potentiel quelconque, en observant : i0 que 7 doit y être rem- 

1 
placé ici par la fonction - , dont le A3 est nul ; 2O que f p cp d y désigne ce que 

C - d 
nous appelons maintenant 8 ; et 3O que l'intégrale ii la surface, J -(o) d7 , 

cp 
d . /  VJ ds' d ds' d ' d~ 

s'écrit actuellement/ - - - /'% 2 = - 
dl" ~'2 dr' J P ' ~ = - ~ ]  

expression identique B - Y - - - - si y' exprime ce que devient ou 
dr' dr dr2 P 9  

quand r devient r'. 
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a imi  que su dérivée seconde en r, tumdis qzce su dérivée 
premidre en r se rédzcit a 4 TC p (x, y,  z). En effet, quand r est 
trés petit, p prend, aux deux extrémités de chaque 
diamètre 2 r de la sphère, des valeurs dont la moyenne 
arithmétique ne diffbre de la valeur de p au centre que par 
un terme de l'ordre de r2. On peut donc, sauf erreur de cet 
ordre, réduire p, à p (x, y, 2). Il en résulte pour y = 4 7~ r ?I 

l'expression 4 n r p (x, y, z), abstraction faite d'un terme 
comparable à 9 et qui n'influe. à la limite r = O, ni sur y, 
ni sur les deux premières dériv6es de tp en r. Or, cette 
expression donne bien zéro pour les valeurs cherchees de tp 

et de sa d6rivbe seconde en r,  4 7~ p (x, y, X) pour sa dbri- 
vée première. 

Toute fonction de la forme U =Ar f (Y) cp dr, où E désigne 
une cons tante positive infiniment petite, aura son paramètre 
différentiel A, évidemment égal JET f (Y) (A2 y )  d r ;  ce qui 
permet de poser 

Quand la masse m =$ p d a n'occupe qu'un volume de 
dimensions limitées e t  a sa valeur totale, J d r f p d o, finie; p 
s'annule évidemment pour les valeurs suffisamment gran- 
des de r et la fonction U, en y supposant assez considérable 

- - -  

la limite supérieure, devient l'intégrale Jfq. Elle ex- 

primera donc l'un ou l'autre des deux potentiels ordinaires 

à trois variables, inverse et direct,J$ etl;.dm, si 1'011 y 

pren.drespectivementf(r)= 1 et f (r)=P. Dans le premier cas, 
le dernier membre de (y) donnera pour A, U l'accroissement 

- + total qu'bprouve la dérivde .d;, quand r y grandit depuis E , 
où sa valeur est 4 p (3, Y, z), jusqu'à l'infini, où sa valeur 

est nulle. On aura donc A, J$ = - 4xp, conforrn6rnent 
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au thdoréme de Poisson. Dans le second cas. deux inthgra- 
tions successives par parties donneront Bvidemment 

et il viendra A2/rdm = 2 p ;  d'où, par suite, A, A2 f rdm 
r 

- - - 8 x p, rdation exprimant la propriét6 principale du 
potentiel direct (*). 

Bornons-nous, comme exemple du calcul d'un potentiel 
sphdrique y,  au cas d'une sphère massive homogène, de 
rayon R, ayant son centre à l'origine. Nous appellerons D la 

distance \/ d + d+ 2, Ci ce centre, du point (3, y ,  z) pour 

lequel on desire connaître la valeur du potentiel. 

(9 E~tension aux cas d'espaces ayant moins de trois dimensions. - Tous les 
raisonnements qui précèdent s'étendent sans difficulté aux cas où les coordonnées 
x, 9, . . . sont en nombre moindre que 3. Si l'on donne, en général, une fonction 
de point p (x, y, . . .) dans un espace Li n dimensions (où n désigne l'un des 
nombres 1, 2, 3) et s i ,  cet espace étant rapporté B des axes rectangulaires des 
m, y, . . .,l'on décrit, autour du point (x, y, . . .) comme centre, une figure 5 dont 
tous les éléments dg soient situés h une égale distance T de ce point, la valeur 

moyenne, p i  = J p  q, de p sur toute son étendue, sera une fonction de a, c,y, ..., 
de da 

et de r , ayant son paramètre A2 ou - + - + . . . évidemment égal B 
d d  dyz ' J' (& p) d r .  Or cette expresrion peut s'écrire encore - ' J ( ~ r r > d a , a  

5 5 5 

désignant l'espace o 6 compris entre la figure o et la figure concentrique G' d'un 
rayon r' = r + infiniment peu supérieur; e t ,  comme on peut prendre 

d a  = dxi dyi . . . , puis, au moyen d'une intégration, transformer ( 8 2  r) d , S 
parla formule (a), en s , il viendra, si  l'on observe finalement que c est 

proportionnel B r"-', la formule fondamentale 

Elle revient h l'équation aux dérivées partielles du second ordre 

Wailleurs, les considérations données après la formule (P) montrent que, pour 
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La sphère de rayon r, décrite autour de (x, g, z), fera 
dans la masse donde, de rayon R : l0 une section nulle, 
quandelle lui sera extbrieure, ou qu'on aura, soit D > r +R, 
soit D < r - R (avec r > R) ; 20 une section égale à 4 7c F, 
quand elle lui sera, au contraire, inthieure, ou qu'on aura 
D < R - r (avec < R) ; 30 enfin, pour D compris entre les 
deux limites r - R et r + R, ou R - r et R + r, une section 
en forme de calotte, dont l'aire vaudra 2 7i ra (1 - COS u) 

si a désigne l'angle au centre de 
angle opposé à R ,  dans le triangle 

r, K, et qui a ,  par conshquent , 

son arc $nerateur, 
ayant pour c6tés D ,  

r2+D3-R2 
le cosinus 

fOrD - 
7Cr 

Ainsi, dans le troisihme cas, la section vaut 5 [ R ~ - ( P - D ) ~ ] .  

D'ailleurs, cp , ou égale Bvidemment le produit de l a  - 
r très petit, p i  diffère de p (a, 9, . . .) par un terme de l'ordre de la seulement, ou 
qu'on a 

b'") dpi - (à la l imi iee=o)  p i = p ( x , y  ,... ), - -o.  
dr 

Ces conditions, en quelque sorte initiales, jointes ii l'équation aux dérivées 
partielles (P), détermineraient la fonction p l  : ainsi, I'intépale de (2") et (x"') 

est p i  = J p  5. 
n-i 4-n 

En posant = pl T T ,  ou pi = r T  y ,  I'équation linbaire (~'3 se transforme 
dans celle-ci 

(8 
bp + (n-1) (3-4 & y  d 2 y  - y= -  + - + ..., 
dr2 4rz da2 du3 

qui, dans les deux cas la = i , n = 3, devient une équation h coefficienfs w n s  
tants par la disparition de son second terme, et a ainsi pour intégrale générale la 

r 4  
somme d 'une expression de la forme pi r T  et de la dérivée en r d'une autre 
expression analogue. C'est ce qu'on voit de suite dans le cas n = 1 , OU I'on 
simplement 

- & [,Y (a + r)  - ,Ot (z - r)] ; = a [ P  (T + C) + I. (S - , - - 
dr 

et  c'est ce qui sera développé au no 3.ci-apik pour le cas n = 3. 
Quel que soit n, un potentiel de la forme - m 

f ( r ) d m = ~ p f ( r ) d Z S = / -  . ? i f ( r ) i d r ,  
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1 
section considdrée par - et par la densité uniforme p de 

la masse. Il vient donc : 

( p o u r D  ( r - R e t p o u r D >  r + R )  'f = 0 ,  

( p o u r D  ( R - r  y = 4npr, 

(entre les limilesD = \/ jR 7 rj2) 

Ces expressions ne dépendent, comme on pouvait le 

prdvoir, que des deux variables r et D = + gr + 21. 

Quand, r Btant constant, on fait croitreD de zéro à l'infini, 
la fonction cp varie avec continuit6: elle est exprimée, 

ou s'étendant h toute une masse donnée / d m ,  aura évidemment pour son para- 

mètrr diflërentiel Ar l'expression j: :(T) (Ar r d  T , ou bien , vu la formule 

- a o  d 
(cz'), j5 f (T) , (7 2) d r , c'est-&-dire , en intégrant par parties , 

Or le terme aux limites s'annule évidemment pour r = cc, car on suppose ici 
p = O  aux très grandes distances, e t i l  s'annule aussi, vula seconde relation (a'"), 
A la limite inférieure r = 3 ,  pourvu que le produit f (r) 7 ,  proportionnel a f (r) rn-', 
n'y devienne pas infini. Il ne reste donc que le dornior terme, et une nouvelle 
intégration par parties donne enfin, en appelant 5, la valeur de 5 pour r = I , 

Telle est l'expression générale du paramètre A2 d'un potentiel de la forme 
f f (r) d rn se rapportant h toute une masse donnée f d  m. On en déduit : i0 pour 

1 
n = 3 (d'où G = 4xr2) et pour f (T) = soit -, soit r ,  les foimules As - = -4sp, 

r 
'dm 

J-" 
A ~ / T ~ ~ = ~ ~ . ~ ; P ~ O U ~ I I = ~  (d'où 5=2i . r) ,  et pour f(r)= soit logr, 

soit f l  log r, les formulea du no 60 (p. 275), 

hzflogr.dm=2;:p, Aa/i%i0g r.dm = 4 / (1  + log T) d m .  
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dyabord,par la seconde ou par la première formule (6) ,  suivant 
que r est < R ou > R, puis, par la troisième et, enfin, par 
la première (8). Pour r < R, elle reste d'abord constante, 
égale à 4 TC p r ; ensuite elle décroît et s'annule. Pour r > R, 
elle est d'abord nulle, puis grandit, devient maximum à l'ins- 

tant où D = v~~z-R', pour décroître et s'annuler ensuite. 

0% La dériv6e -, toujours finie (si ce n'est près de l'origine, 
dD 

ou pour D = E , quand la différence de r à K est un infini- 
ment petit E) , devient donc négative après avoir été nulle 
ou positive. 

Si  maintenant on considère un  point détermin6 (x, y, z), 
défini par sa distance D h l:origine, et qu'on fasse grandir r 
de zBro à l'infini, la fonction y varie encore avec continuité 
(sauf, pour D = O ,  à l'instant où r = R) , et elle croît, à 
partir de zéro, pour décroître et s'annuler ensuite. 
Suivant que D est < R ou > R, elle se trouve repré- 
sentee d'abord par la seconde ou par la  premihre (E), tant 

qu'on a r < v ( R  - D)\ puis elle l'est par la troisième (8) , 
entre les limites r = \/ (R + D)O ; enfin, pour r > R + D , 
c'est la première (6) qui l'exprime. Son maximum, évidem- 

npR2 
ment Bgal à - d. 

D 
, se produit pour r = D : la dérivée - 

dr ' 
positive pour les valeurs d e r  plus petites que D, est donc 
negative pour les valeurs de r plus grandes; et elle reste 
d'ailleurs toujours finie, si ce n'est encore quand T) = O et 
r = R, cas où cp passe brusquement de la seconde forme (8)  
à la première , car l'intervalle où s'emploie 1; troisième, 
chargée d'établir la transition entre les autres, s'est rédilit 
a zéro. 

QI 

On vérifie aisément : Io Que le potentiel o r d i n a q  ydr,  

relatif à la totalité de la sphère massive, prend respective- 
ment, pour Il < R et pour D > R, les deux valeurs connues 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 rPRS 
2n?(R2 -:-Da) et 3 ; 2 O  Que l'dquation - d2rf = 

dv" 
d2.Dy - d%.Dy 

réductible, comme on sait, à - - -- 
d ~ =  dD" 

quand 

depend de z, y, z que par la variable D =\/x2 + d + z2, est . 
bien satisfaite. Car l'inldgrale de celle-ci, en tenant compte 
de ce que Dy doit s'annuler pour D =O , est 

D ?  = f (r + D ) - f ( r -  D), 

4 où il faut, pour que y et - égalent respectivement zéro et 
k 

4 n p ( D 2 )  à la limiter = O, prendre 
D " 

f ( - ~ )  = f ( ~ ) = r r J p j ~ 2 ) d  D', 
O 

abstraction faite d'une constante arbitraire qui s'élimine 
par soustraction dans Dy : ici où p est constant pour D < R 
et nul pour D > R ,  il vient donc 

f (D) = TC p I)a (pour DZ < R2) et f ( D )  = ?r p Ra (pour D% > R2). 
Or, ces valeurs de f (D) conduisent prdcisément aux trois 
formules (8)) quand on y fait sur D et r les hypothèses corres- 
pondant chacune des trois formules. 

Observons encore que, si l'on ajoute à la masse sphérique 
une couche, de densite p et d78paisseur d R,  qui l'enveloppe, 
les accroissements simnltanés , ou les différentielles par 
rapport a R ,  des expresSions (8) de y, seront justement les 
valeurs, aux diverses distances D de l'origine, du potentiel 
sphérique relatif à cette couche sphérique 4 z Rt d R. On 
aura donc, pour celleci, 

2 n p R d R  - 
(entre les limites D = \/(R +r)a ou r = ~'(R(R;D)") ,  

(en dehors de ces limites), 

valeurs très simples, inddpendantes m6me de r, mais qui, 
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malheureusement, ne se raccordent pas, ou font varier cf 
d'une manière discontinue. Cet te circonstance doit rendre 
leur emploi très délicat. 

2. - Son  applicatwn a u  calcul de la valeur moyenne,  gour un 
point donné,  de la dérivée d 'un ordre quelconque d'une fonc- 
tion de point, dériv'vée prise le long des divers déments recli- 
lignes se croisant e n  ce point,  et au calcul de la  valeur 
rnoyenne de la puissance de même ordre de la dèrivèepre- 
mière de celte fonction. 

L'équation fondamentale (P), jointe aux deux conditions 
3 cp = O et - = 4xp pour r = O, conduit aisément aux valeurs 
d~ 

que prennent, à cette limite r = O, toutes les dérivées de p 
en r ; et elle donne par suite, ces dérivées s'y trouvant finies, 
un développement du potentiel sphérique y ,  par la formule 
de Mac-Laurin, convergent pour les valeurs assez peu 
considérables de r.  Si nous différentions en effet deux fois 
par rapport à r l'équation (p), il viendra, vu que l'ordre des 

d2 
signes A, et - eut être interverti, et en tenant finale- . 

d9-2 p 
ment compteda cette équation (/3) elle-mème, 

Celle-ci , différentiée encore deux fois en r, donnera 
d 6p - = A, A, A, p , e t ,  en continuant de rueme, on aura g6né- 
dT-6 

ralement 

4 Faisons enfin, dans ces formules, r = O, <g = 0, d; = C? ; 
et il viendra 
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Le dheloppement de cp, par la serie de Mac-Laurin, 
suivant les puissances de r est donc 

Divis6 par 4xr,  il donnera, à cause de la formule 
cp = 4m3,  la valeur moyenne 1, de la fonction p sur toute 
l'étendue de la sphère de rayon r décrite autour du point 
(x,y,z) comme centre. On aura donc, du moins pour les 
valeurs de r assez petites , quelle que soit l a  fonction 
continue p des trois coordonnées x, y, z, 

Des différentiations successives en r, ou l'identification 
de cette formule (6') avec le développement de 3, par la 
série de Mac-1,auri-n suivant les puissances de r ,  permettent 
ensuite de poser, quel que soit le nombre entier et positif m, 

zéro ,si m est impair), 
nt 

drm - ( A )  (si m est pair). 
rn t l  

Or il a été observé [p. 322 ] et il est, d'ailleurs, presque 
évident qu'on peut différentier sous le signe/, par rapport 

à r ,  l ' e x p r e s s i o n ~  -de ?,, où a désigne la surface de la  

sphère de rayon r,  décrite autour de (x, y, z) comme centre, 
et da un de ses éléments, limité , quel que soit r. par le 
même cône de rayons vecteurs émanés de (x, y, z). Donc 

d " ~ i  o n a  - - @P 
- [z- :. A la limite r = o - devient 

drm - ' dra 
évidemment l a  dérivée mem"e p , pour le point (2, y; z) , 
le long d'un élément rectiligne ds ayant la direction du 
rayon .r qui aboutit à l'élément d u ,  e t ,  par suite, l'ex- 

pressioiJ* * n'est autre chose que la valeur moyenne 
drm O 
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dmp prise suivant toutes les droites de cette dérivde m*" , d;;, 
qui se croisent en (x, y, 2). Donc la formule (6") peut s'écrire 

zéro (pour m impair), 
(D (d'"') Moyenne de - = - 

dsm (A2) ' p (pour m pair). 

Sous cette forme, elle comprend comme cas particulier 
celle qui nous a conduit [p. 45 1 à la définition naturelle 
du paramètre différentiel A,; car il suffit d'y faire m = 2 
pour qu'elle donne 

d ' p  A ~ P  Moyenne de - = - 
ds"L 3 

Mais elle montre de plus que la valeur moyenne de la 
dhrivée d'un ordre pair puelconque, prise en un même point 
suivant toutes les directions, s'exprime très simplement 
au moyen du symbole A,, et qu'elle s'obtient en répétant, 
l'opération indiquée par A, (*). 

(*) Il est aisé de voir ce que deviennent les formules (C'), (6") et (ri"') dans les 
cas ou le nombre n des coordonnées s, y, . . . differe de 3. L'équation indéfinie 
(p'3 de la note du no précédent (p. 324), jointe aux conditions, toujours subsis- 

4 tantes, 1;1= p et - = O pour r = O ,  permet d'y déterminer les coefficients du 
dr 

dbveloppernent de-.?, suivant les puissances de , développement évidemment 
possible pour les valeurs assez petites de r. On trouve ainsi, par une application 
immédiate de la méthode ordinaire des coefficients indéterminés, 

A2 ? 
p i = ? + - r 9 - t  

A2 A2 ? 
TL. + Aza2Az?  

2n 2?i.4(n+%) .2 I I  .4 (n s 2) . 6 (n + 4) 

et l'on en déduit, en raisonnant comme il vient d'être fait, 
zéro (pour m impair), 1 1.3.5 ... (1-1) Moyenne de - = 

dsn ( ~ 2 ) "  p (pour rn pair). 
n ( n t 2 )  ( n + 4 )  ... ( n + m -  2) 

On voit que , si n = 3,  ces formules se réduisent bien aux précédentes (a"') et 
(G'"), Dans le cas n = 2, la première prend la forme très simple 

et la seoonde donne la première ( D ) ,  qu'on trouveia , ci-après, démontrée 
autrement. 
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On sait que, si a,b,c ddsignent les cosinus directeurs de 
l'élément rectiligne ds, la formule symbolique de différen- 
tiation en ds est 

d d d d 
- = a - +  6 - - c c -  
ds da dy dz ' 

d" et qu'il en résulte, pour uiie dérivée marna, =, le mème 

développement symbolique que pour la puissance mdm 
d 

d'une dérivée première - Si donc on prend, dans chaque 
ds' 

terme de ce développement, la valeur moyenne du coeffi- 
cient en a, b, c pour toutes les orientations possibles de la 
droite ds , l'expression obtenue représentera , à volonté , 
soit la valeur moyenne d'une dérivée dm, soit la valeur 
moyenne de la puissance mAm"'une dérivée première ; et 

d2 d% d2 
comme, dans le second cas, l'expression - + - + - 

da9 d p d z d z "  
signifiera la somme des carrés de trois dérivées premières, 
ou que A, devra faire place à A:, la formule (6'") deviendra 

(pour m impair), 

(P) Moyenne de - = 
- ( A  ) (pour m pair). 

(Ism 1 M + I  

Dans le cas particulier nz = 2, cette formule redonne celle 
que nous avons obtenue au no 8 bis [p. 461 pour définir 
le paramètre différentiel du premier ordre, savoir 

dp2 - A,*-? 
Moyenne de - - - 

ds" 3 .  

Quand la fonction p ne dépend pas de z ,  on ne la consi- 
dère généralement que dans le plan des xy, et il y a lieu 

dmp dpn 
de chercher les valeurs moyennes de - et de - pour 

hm dsm ' 
les é16ments ds qui's'y trouvent contenus. Ces valeurs 
moyennes se déduisent aisément des précédentes, supposées 
prises pour un point du plan des xy. A cet effet, consid&ons, 
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dans la sphère d'un rayon infiniment petit r, le demi-fuseau 
compris, du cdté des z positifs, entre le plan des xy et 
deux plans se coupant, suivant le diamètre parallèle à 
l'axe des P, SOUS un angle infiniment petit. Pour fixer les 
idées, supposons que l'un de ces plans soit orienté suivant 
les zx. Alors, pour tous les éléments rectilignes ds qui, 
prolongés, aboutissent aux différents points de ce demi- 
fuseau, on a ,  si y désigne leur angle avec l'axe des z ,  

. d d d n = sin y ,  b = O et aussi - = a - = (siny) -, puisque, 
ds as d~ 

d dm d m  
par hypothèse, = o. Il en résulte - = (sinm y) -. 

dsm da:m 
Multiplions cette expression par l'élément d'aire que décou- 
pent, dans le demi-fuseau, deux circonférences parallèles 
distantes de r d y  et ayant les rayons respectifs r sin y, 
r sin (y + dy) , élément proportionnel au produit sin y d y ; 

R 
puis intégrons de y= O à y=- OU pour toute la surface du 

2 ' 
demi-fuseau , et, en dirisant enfin par cette surface mè~ne,  

d 
nous verrons que la valeur moyenne de - dans toute 

h m  ' 
dm 

l'étendue considérée, est le quotient de 

par _l"sin y d y = 1. Autrement dit,  et la même chose 

ayant lieu pour le demi-fuseau situé du côte des z néga- 
dm 

tifs, la valeur moyenne de l'expression - pour tous les 
dsm ' 

éléments ds qiii se projettent sur le plan des xy suivant 
un même élément rectiligne dx de ce plan, est le produit 

dm 
de l'expression analogue - 

dxm ' relative à ce dernier 616- 

ment, par le facteur constant _I" sinm4; d y. par suite, 

si l'on considère successivement tous les Bléments ds et 
leurs projections sur le plan des xy , on verra que la 
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cE" 
moyenne g6n6rale de - dans l'espace, a, avec la moyenne 

ds" ' 
d m  m.+i 

de - dans le plan, le même rapport sin y d y. La 
dsm 

moyenne dans le plan sera donc nulle pour m impair, 
comme elle l'est dans l'espace ; et, pour m pair, elle 
vaudra le produit de la moyenne pareille dans l'espace par 
l'inverse de l'intégrale 

2 4 m 
sin 7 d 7 = - - . . . -  

3 5 m t l '  

1 3 m-1 
c'est-à-dire par - - . . . - (m + 1). Ainsi, les formules 

2 4 m 
(5"') et (EN) donneront 

(dqns le cas de deux coordonnées seulement) 

zéro (pour m impair), 
ln Moyenne de - - 1 3 ni-1 - , , . . . - (A,) p (pour ni pair) ; 

(87 nz 

zéro (pour rn impair) , 
dprn Moyenne de - = !' 1 3 ni- 1 tn 
dsn" ! 24 . .. - (AIPI (pour m pair). m 

3.-Intégrution. de l'&quation du sonpar des potentiels sphériques. 

Le potentiel sph6riqneJ-$- étant une fonction de 

X, y, z, r qui verifle l'éq~iation linéaire aux derivees par- 
tielles et  à coefficients constants 

i l  est évident pue sa déride par rapport h Y, la 

vérifie aussi et constitue une seconde intégrale de cette 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



équation. D'ailleurs, vu (p. 323) les valeurs que prennent, 
pour r = O, le potentiel sphérique et ses deux premières 
dérivées en r, la première de ces deux intégrales donne 

% = O  
d~ 

= 4~,3 (x, y ,  z)à la limite r = O, tandis que la 
' d r  

d.;i 
seconde y donne y = 4 P (2, y, -1 , = o. Si donc nous 

superposons ces deux solutions, aprés les avoir divisées par 
4 ~ i  et avoir remplacé dans la seconde la fonction arbitraire 
p, OU P ($1, Yi, ~ l ) >  par une autre P l ,  ou p l  ($1, y1, 4, il 
viendra l'intégrale g6nérale de 1'6quatioa (E), 

pi  (x, y, z) et p (x, y, z) étant les deux fonctions de x, y, x 
qui expriment les valeurs de y et de sa dérivée première 
en r pour la valeur initiale, r = O, de la variable indépen- 
dante pincipale r. 

Imaginons que, dans l'équation (E), y désigne un  certain 
état physique, ayant une valeur déterminée en chaque point 
(x, y, z) de l'espace, et aussi à chaque instant t, dont 
l'intervalle au commencement du phénomène sera appelé r. 
On voit que, pour obtenir cp au point (x, y, x) de l'espace 
et à un moment donné, il faudra, après avoir assimile les 
valeurs initiales de y et de sa dérivée en r dans tout l'espace 
aux densités p, et p de deux masses fixes, décrire autour 
du point (x, y, z) comme centre une sphère, d'un rayon r 
mesuré par le temps écoulé t ,  et calculer les deux potentiels 
sphériques correspondants ; la somme, divisée par 4 n, du 
second de ces potentiels, et de la dérivée du premier par 
rapport au temps ou à r, sera la valeur actuellecherchée de ap 
au centre (x, y, z) de la sphère. Ainsi, cette valeur dépend 
uniquement de ce qu'a été l'état initial dans une souche 
infiniment mince à la distance r = t tout autour; d'où il 
suit que Z'ia flue fice des modi@catw.ns primitiveme .nt réaZz;sées 
en un point quelconpue ne se fait sentir, en tout autre point 
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donné, qu'au bout d'un temps égal à la distance de ces deux 
points et durant un instant in&nZmen1 petit. L'équation ( E )  

exprime donc un mode de propagation où la célérité est cons- 
tante, égale à 1, et où la transmission aux diverses distances 
se fait sans aucune dissémination en avant ni en arrière. 

On reconnaît en effet, dans la relation ( E ) ,  en y mettant t à 
la place de r, l'équation classique, dite du son, qui régit les 
petits mouvements d'un fluide homogène inddfini, écarté 
de son état de repos par des compressions ou des vitesses 
assez modérées pour qu'on puisse, d'une part, y supposer 
les variations de la pression proportionnelles à celles de la 
densité, d'autre part, négliger les vitesses effectives des 
molécules en comparaison de la vitesse même de prop-a- 
tion , choisie comme unité de longueur : y est dors une 
fonction qui donne respectivement, par ses dérivées pre- 
mières en x, y, z et t (ou r), les trois composantes u, u, ru de 
la vitesse et la dilatation cubiqiie 9, en chaque point (x, y,n) 
ou, sensiblement, pour la particule fluide dont x, y, x dési- 
gnent les coordonnées primitives. Si, en particulier, les 
mouvements ne sont dus qu'à des dilatations initiales 0 (posi- 
tives ou négatives), la fonction pl (x,, y,, z,), ayant pour déri- 
vées en x,, y,, z, les composantes initiales de la vitesse, sera 
nulle dans (9, tandis que la fonction ?. (x,, y,, z,) ,y aura 
l'expression donnée des valeurs initiales de 6. 

L'intégrale (6)  n'est que la forme concrète et immédiate- 
ment utilisable de celle que Poisson a donnée pour 
l'équation ( E )  et qu'on trouve dans tous les traités de Méca- 
nique, mais dont on ne possédait, à ma connaissance, 
aucune démonstration simple. Il suffit, pour le reconnaître, 
de rapporter la sphère r = 4 n r2 à des coordonnées polaires 
comptées à partir de son centre (x, y, z), savoir, un azimut O, 
variable de zéro à 2 n, et une hauteur angulaire p, variable 

C 'X 
de -- à - , tels , qu'on ait 

2 2 
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La formule (7;) devient alors 

ce qui est bien l'intégrale obtenue par Poisson. 

On remarquera : 
1"ue le premier terme du second membre de (rj est une 
fonction impaire de r (à cause de son premier facteur Y) ; car 
le résultat des deux intbgrations par rapport à 0 et à ,u 

y reste le même quand on change r en - r ,  chaque blement 
y devenant celui qui correspondait d'abord à des valeurs de 
cos 0, sin 8 et sin ,u contraires de celles que l'on considère. 
ou, autrement dit, qui correspondait, sur la sphhre, a 
l'élément d~ syiuétrique du premier par rapport au centre, 
ce qui ne change rien à la somme ; . 

2 0  Que, par suite , le dernier terme de (a) se trouve, au 
contraire, pair en r, comme étant la dérivéed'une fonction 
pareille à la prbcédente, ou impaire ; 

3 O  Que chacun de ces deux termes continue d'ailleurs 
àvbrifier l'équation (a) quand on y donne à r = t des valeurs 
nbgatives, puisque, au facteur constant près 7 1, elles ont 
les memes valeurs que pour r positif e t ,  par suite, les 
mèmes derivées secondes en r, égales, par hypothèse, 

1 
à A, y ,  sauf encore le meme facteur T 1 ; 

4" Enfin, que, dans le cas où (F ne dépendrait pas de z ,  ~ ce qui réduirait les fonctions ? ) pl à ne contenir que leurs 
deux premières variables, on pourrait, t~ raison de la parité 
des éléments quand ,u changerait de signe, n'effectuer les 

integrations par rapport a p que de zero à 5 ,  mais doubler 
2 
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ensuite le résultat, en réduisant ii 2 le dénomina- 
teur 4 x .  

4. - Conséquences diuerses, quant a u 3  solutions sinaplrs natu- 
relles de cette dquatz'on et à la persistance, qu'elle implique, 
des caractères de l'état initial. 

Le fait qu'une transmission de mouvement aux diverses 
distances se fait sans clissémination en avant et en arrihre, 
quand elle a lieu d'après l'équation (E), entraine une cons& 
quence importante relativement à ce que j'appelle la solution 
simple naturelle. c'est-&-dire, à l'expression de cp pour le cas 
où les fonctions arbitraires représentant l'état initial ne diffk- 
rent de zéro que dans un seul &lément da de l'espace. 
Alors cp s'annule lui-meme constamment, tout autour de cet 
6lément da  jusqu'à une distance quelconque, si ce n'est ü. 
l'intérieur d'une couche sphérique d'un rayon croissant 
r = t ,  inais d'une épaisseur infiniment petite. La disçonti- 
nuité initiale de y se conserve donc a toute époque; et 111 

solutwn simple ?zaturelle n'est pcrs me fonction de x? y, z, t 
variant graduellement, comme id arriverait si, nu contruiw, 
IE  mouvement se dissémhait dans tout l'espace dès 4~ t 
diffère de zéro. 

Une telle circonstance doit, évidemment, rendre l'emploi 
de ces sortes de solutions plus délicat et beaucoup moins 
commode, dans l'étude de phénomAnes régis par l'équa- 
tion (E), qu'il ne l'est dans celle d'autres phénomènes natu- 
rels, impliquant dissémination. On peut, par exemple, 
quand il  s'agit de ces derniers, sans y modifier l'expression 
d'un état physique cp en ce qu'il a d'observable, supprimer 
ou introduire à volonté, dans l'état initial, des inégalités 
locales quelconques, ne changeant pas toutefois Cétat moyen 
à l'intérieur de chaque petite région; car la  dissémination 
efface en un instant ces indgalites, même énormes et dis- 
continues. Or, c'est ce qui ne serait plus permis dans le cas 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



de l'équation kj? vu que les inégalités initiales s'y conser- 
vent indéfiniment, ou, du moins, ne s'y atténuent, en 
général, que dans la mesure nlerne où s'affaiblissent, aux 
grandes distances, les valeurs de y,  en entrainant l'extinc- 
tion graduelle des phénomènes. 

Cette conservation des caractères de l'état initial me 
paraît être d'une importance extreme au point de vue de la 
philosophie naturelle ; car elle permet d'expliquer comment 
il se fail que les seules sensations qui nous procurenl des 
connaissances net tes et variées sur les objets extérieurs, les 
seilles même qui nous fournissent un nombre de signes 
assez grand pour exprimer et fixer nos idées de toute nature, 
soient celles qui dependent de la vue ou de l'ouïe, 
c'est-à-dire des deux sens par lesquels nous percevons des 
mouvements ondulatoires, soumis à l'équation (€1 ou a 
d'autres analogues. Ces niouvements gardent encore, quand 
ils nous arrivent, les particularités que leur avaient impri- 
ni6es les corps d'où ils partent, et ils restent d'ailleurs 
assez bien localis6s suivant !es directions d'où ils émanent. 
Nous pouvons donc, dans la manière dont ils nous affectent, 
dtablir entr7eux de nombrpses distinctions (bien que leurs 
détails nous échappent), et les différencier infiniment plus 
que ceux que perçoivent nos autres sens, comme sont, par 
exemple, les mouvements calorifiques transmis à toute la 
surface de notre corps. Ceux-ci se disséminent, au contraire, 
dans tous les sens, et se fondent ensemble : aussi nous 
apportent-ils des impressions .toujours confuses et comme 
indistinctes, quoique s o u ~ e n t  beaucoup plus for tes que les 
précédentes. 

On peut même observer que les sensations de son et de 
lumière, si elles étaient trop intenses, perdraient de leur 
nettet6 et, par conséquent, de leur valeur représentative ou 
expressive. En effet, si les vitesses imprimées aux milieux 
ambiants (air ou éther) par les corps sonores ou lumineux 
devenaient comparables aux vitesses de propagation du son 
ou de la lumière, les Bquations du mouvement, dans 
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lesquelles ont été négligés des termes du second ordre de 
petitesse, n'auraient plus la forme linéaire, et ne condui- 
raient plus à la relation ( E )  dBs qu'il faudrait y rétablir ces 
termes. On verrait donc disparaître non seulemcnt les 
propriétés résuliant de cette relation, mais même celles , 
beaucoup plus générales, qui tiennent à la forme lineaire, 
et qui permettent, par exemple, à divers effets, de se coiii- 
poser par voie de simple addition ou superposition, et de se 
separer ensuite au besoin ; ce qui constitue évidemment la 
condition la plus indispensable d'une perception distincte 
des phénoménes. 

5. - Application au3 ~nouaernents d 'un  fluide indéfiini, qu'on 
vient à raréfier en certains endroits : les dèptacemenk clébnitifs 
qu'il e'prozc~e cers ces endroits sont régis par la loi de l'atlrac- 
tion newtonienne. 

J'appliquerai d'abord les intégrales (C) au cas des petits 
mouvements qu'exécute un fluide indéfini, abandonne à 
lui-meme, sans vitesse initiale, après avoir subi en certains 
points (xl: yy,? zlj des dilatations données 8 = p (xl, y,, z,). 
Comme on l'a vu (p. 336), les vitesses u, v, PU, suivant les 
trois axes, et la dilatation variable 9 de la particule ayant les 
coordonnées primitives (x, y, z); .s'obtiennent alors en pre- 
nant les dérivées respectives en x, y, z et t (ou Y) du poten- 

tiel sphériqiie p = - y*. Si donc la fonction p (3; , y,, z,) 
457 C 

est nulle partout à l'infini, ou, autrement dit, si les dilata- 
tions primitives n'ont été produites que dans un espace 
limité en tous sens, y et u, u, w, 9 s'annuleront, pour chaque 
particule fluide, des que t = r atteindra une certaine limite; 
et le repos y sera définitivement rétabli. Tl renaîtra, en 
premier lieu, aux endroits donnés où l'équilibre s'était 
trouvé d'abord rompu. 

Les déplacements totaux, suivant chaque axe, éprouvés 
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par une mème niol6cule (3, y, z) jusqu'a une époque quel- 
conque t, ont évidemment pour expressions 

Et ses déplacements définitifs , mesurant les accroisse- 
iiients qu'il faut joindre aux coordonnées primitives x, y, z 
pour avoir les cordonnées de la nouvelle situation de repos 
de la molécule~sont, par suite, les ddrivées en x, y, z du 

potentiel ordinaire cp d r .  En d'autres termes, ils éga- 

lent les composantes, suivant les memes axes, de l'attraction 
newtonienne qu'exercerait, sur l'unité de masse de cette 
molécule, une matière dont la densite en c,haque endroit 

1 
(xl,yl,zl) Bgalerait le produit, par le facteur -, de la dila- 4x 
tation initiale correspondante p (x, , y,,  2,). Ainsi, il  y a,  
vers les vides, comme une sorte d ' a p p l  du fluide, se trnduisant 
par des dé'lacemefits t0tacc.u~ que régit la loi mvtonienne. 

C'est ce qu'on aurait pu prévoir en partant des deux 
faits : 1' du rét,ablissement final de l'équilibre jusqu'à 
des distances quelconques, avec annulation de la dilatation 
cubique 8 en tous ces points, et 2" de la simple superposition 
des déplacements dus à plusieurs vides élémentaires. Car, 
si l'on se borne au cas d'une raréfaction initiale infiniment 
petite p d a ,  produite à l'intérieur d'un siiiiple élément de 
volume d a, ce,lui-oi sera comme un point par rapport à une 
sphère décrite autour de son centre avec un rayon fini r ,  en 
sorte que les déplacenients, G, cies particules fluides situées 
à la surface 4 r; r2 de cette sphère se trouveront dirigés, par 
raison de symétrie, vers son centre, et diminueront finale- 
nien1 son volume d'une quantité, 4xPG, Agale au vide pri- 

P da initif p da.  Ainsi, la valeur définitive de E sera bien - 
4 .rr r c  

Développons maintenant la soliition sur un exemple 
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simple, en traitant le cas où la raréfaction initiale 0 = ? du 
fluide est uniforme, mais n'existe qu'à l'intérieur d'une 
sphère de rayon R décrite autour de l'origine comme 

centre. La fonction y - - y est évidemment donnée -A O: 
par les formules ( 8 )  [p. 3261, après substitution d e o  à p. 

4 x  
Alors le mouvement se fait, par raison de symétrie, sui- 
vant la droite D joignant l'origine à la parpcule considérée 

dw (x, y ,  z);  et la vitesse V a la valeur 2 D'après les 
d D  ' 

trois formules (r;), cette vitesse est nulle en dehors de 

i'intervalle des deux liiiiites D = V'(R T v ,  lequel com- 

prend ainsi toute l'onde, ou toute la partie agitée du fluide; 
et elle vaut, entre ces limites , 

PR PR variant de - - à - - lorsque il croit de 
2 (R-t)  2 ( R +  t ) '  

K - t à R + t, ou de t -  R ii t + H. Le iiiouvenienl se 
fait donc vers l'origine quand t est < H , cas où l'oiide 
formée s'étend à la distance t en avant et en arrière 
des points où D = R ; tandis que, tout en s'effectuant 
encore vers l'origine B la partie antérieure de l'onde, 
il a lieu en sens contraire à la partie postérieure, pour 
t > H, c'est-à-dire après que, l'onde s'6teiidant desoriiiais a 
la distance R en avant et en arrière des points où D = I ,  
le centre L) = O, fortement comprimé ;i l'époque t = K, a 
réagi et envoy4 tout autour des iiiouveiiiei~ts clans le 
sens des rayons qui eii éinanent. Effectiveiiient, la dilata- 
tion 8, dér ide  do ? en 1. ou I ,  est, clans toute l'étendue de 
l'onde, d'après la t roisièiiie ( E l ,  
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Cette quantité croît de la queue à la tbte, ou quand D 
grandit' soit de R -  t à R + t ,  soit de t-R à t + R ;  
toujours positive 5 la tète de l'onde et mème partout pour 

R t < T ,  elle devient négative a la queue de l'onde (c'est-à- 
R 

dire, s'y change en compression) pour t > -, puis. à partir 
2 

du moment t = R (où la compression a atteint le centrej, 
elle est désormais negative de D = t -R à D = t ,  positive de 
D =  t à D = t  + R ,  enprenantaux deux l imi tesD=tTR 
des valeurs &ales et contraires à celles de la vitesse corres- 
pondante V aux mémes points. L'égalité de 9 à - V ne se 
soutient pas aux points intermbdiaires ; car, la vitesse vaut, 

d'après (-rir), - - aux points de l'onde où U = t et où O 4D2 
s'annule. 

Enfin, dans le mente cas où t est > R, ii ne reste plus 
en arrière de l'onde, ou pour D < t- R, aucune trace de la 
dilatation initiale; car pour D < t - R ou D < r -  R, 
tout comme en avant de l'onde ou pour D > r + K, c'est 
la première formule (Oj qui convient; et l'on voit que, 
différentiée en r ou t, elle donne O = O ,  contrairement à ce 
qui arrivait, en arrière de l'onde ou pour D < R - t ,  avant 
l'instant t = R , alors que l'expression de p Ci y employer 
était la seconde (6) et donnait B = p. 

L'espace occupé par le fluide en sus de soli voluine nor- - - - 

rnal, savoir JB d a  ou 4 D V  dI) , qui constitue la 

raréfaction totale cause du ph6nomène, est évidemment 
le mème à toute époque et égal à sa valeur initiale 
4 
3 

x R3 , puisque les déplacements sont nuls, jusqu'à 

l'bpoque t ,  sur toute la surface d'une sphère d'un rajon D 
très grand, pleine de fluide. Mais, après l'époque t = R ,  
il résulte de l'excédent de la raréfaction, 
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existant de D = t à l) = t + H ,  sur la condensation, 

produite au contraire de D = t - R à D = t ;  et l'on voit 
que ces condelzsatzons et dilatatwns lotales: prises à part, ont 
un ternze indéfiniment grandissant, de l'ordre de t .  

Enfin, d'après une. discussion donnée à la suite des for- 
mules (;) [p. 3271, et d'aprks ((), une même molécule, 
définie par sa distance primitive D à l'origine, fait partie 
de l'onde à toutes les époques comprises entre les deux 
limites t =R T D, pour D < R, et t = D  T R,pour D > R. 

PR . PR Sa vitesse, donnée par (-q'), grandit donc de - - a -. 
2D 2D' 

et le déplacement total qu'elle éprouve, 

PD pR3 a pour valeur, suivant que D est <R ou) R,  - ou- - 
3D2 ' 

quantités qui expriment bien l'attraction exercée, à la dis- 
tance D de son centre, par une sphére homogène, ayant le 

rayon R et la densité o. On remarquera que ce dé'bce- 
451 

ment total est la ~ésultnnte d'un premier mouvement vers 
le cenpie, suiuui d'un rebond en' sens inverse. 

Le mouvement considér6 jouit encore d'une propriété 
importante, qui subsisterait, du reste, pour tout mode 
d'ébranlement exactement parcil autour de l'origine et 
initialement confiné à l'intérieur d'une sphère de rayon R. 
Dans tous ces cas, l'expression du potentiel sphérique y ed ,  
comme on a vu (p. 3281, le quotient de f (r + D) - f (r - D) 
par D, f désignant une fonction paire qui se réduit à une 
constante quaiid sa variable dépasse R ; et il suit de là que, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



pour t ou .r > R, f (r + D) étant constant, le  produit D y, 
accru m4me de ce qu'il devient en y remplaçant cp par la 
dérivée en r ou t d'un potentiel anrilogue, comme le dernier 
terme de (C), se réduit à une certaine fonction, F, de D- t, 
nulle en dehors des limites D - t = T R. Il en est, par 
suite, de même du carré D cp2; d'où il résulte que, pour 

t > R, l'intégrale 4 x L m D '  y' d D , oiiJy2 da étendue à 
- 

tous les élbments d a  de17espaçe, a sa valeur, 4 x Q(a)'& 

d 20 
indépendante du temps t. Orl'équation indéfinie--A, ?=O, 

dt" 
dy 

multipliée soit par 2 d; da, soit par y da, et intégrée dans 

tout l'espace par un procéd6 connu, donne, en observant, 
& 

- - 

dw' dg?% 1°, que 2 = 0,2, que la somme 9 + - + - exprime 
cd; h 2  dyt dzs 

le carré de la vitesse V, e t ,  3O, que y --équivaut' a 
dt" 

, dy4 
- - - - a  

dt2 dt" 

D'après la première iri"'). la somme de la demi-force vive 
ou erieryie actuelle de l'onde, représentée proportionnelle- 
ment par + J VLd a, et de l'expression + J V d  a, est inva- 
riable. Donc, celle-ci, & f O 2  d 3, peut etre censée exprimer 
Z'éneryie potentielle de l'onde ; et, comme, dès que 
I est > R, on a Jq2 cl w = const., la seconde montre 
que, désormais, f 8 " d m  = f V d m .  Ainsi, dis yzce l'ojtde s'est 
détachée d u  centre des dDranlements, sole dneqie totale cons- 
tonte se pa&ye éplenzent enfve soa énergie rctuelle et sole 
éneryi~potelztielb. La mèine propriété s'observe d9ail!eurs 
dans tous les mouvements vibratoires et ondulatoires. 

Dans nolre exemple, où, pour t = O, V était nul, de sorte 
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2zp2 Ra 
que l'énergie totale se réduisait d'abord à + f QP d a  = 7, 
on aura 

apa Ra 
( p ~ ~ , t >  R ) ,  & p d a = $ P  

Supposons encore que la région où l'on raréfie initiale- 
ment le fluide soit un espace plan, d'une certaine étendue 
en superficie, mais d'une épaisseur, suivant les z ,  infini- 
ment petite, divisé symétriquement par le plan des xy. Il 
est clair que les mouvements seront alors symhtriques des 
deux côtés du mkne  plan. Donc, les molécules fluides situees 
sur ce dernier, et étrangères à la masse primitivement raré- 
fiée (en sorte que la continuité par rapport à la coordonnde 
normale z subsiste dans leur voisinage), glisseront simple- 
nient à la surface de ce  plan des x y sans 1 e quitter ; et tout 
se passera comme s'il était une parof indéfinie, limitant d'un 
côté le fluide, mais qu'on eût déterminé à certains en- 
droits, dans son voisinage, une légère détente, en tirant 
très peu au dehors une portion (supposée flexible) de cette 
paroi, pour la reinplacer aussitôt après par une paroi r iou-  
 ellec créée dans le plan riléme des xy. Ainsi, claiis ce cas,les 
petits déplacements définitifs égaleront, pour chaque inolé- 
cule intérieure, l'attraction qu'exercerait sur l'unité de sa 
inasse une couche mince de matière, étalée sur les deux 
faces du plan cies x y ,  et  qui, pour chaque é16ment de 
siirface de ce plan, vaudrait le double de la somme 

1 
des produits de - par cet élément, par les di\-erses parties 4ii 
( /z  d'une petite normale qii'oii lui nièiierait clans le fluide, 
et par les dilatations initiales 0 produites aux d i ~ e r s  points 
de celle-ci, ou représentant la proportion de fluide sous- 
traite en ces endroits. Or la somme ainsi évaluée exprime 

1 
justement, à part le facteur constant - la quantité de 

4x ' 
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fluide perdue à travers l'élément considéré du plan des a y,  
par suite de l'enlèvement de la paroi primitive. Si donc 
nous appelons dp le volume fluide qu'a débité l'élément du 
plan des xy occupant une certaine position (x,, y,), et r la 

distance, L za + (x - xi)' + (y - yJ, de cet élément à une 

molécule intérieure quelconque (x, y, z) , les déplacements 
définitifs de celle-ci suivant les axes coordonnés vaudront 

les trois dérivdes en x ,  y ,  z de l'intégrale 

due à tous les éléments du plan des xy. 
Imaginons actuellement que le fluide soit peu compres- 

sible, ou transniette très vite le son ; ce qui est le cas d'un 
liquide. Alors les déplacements se feront d'une manière 
presque instantanée; et l'on pourra, en renouvelant un grand 
nombre de fois la paroi sur une mème partie du plan 
des xy,  les répéter à de courts intervalles, sans qu'ils 
cessent de suirïe la mème loi. Les vitesses avec lesquelles 
ils se produiront pourront d'ailleurs devenir considé- 
rables, tout en restant, comme le suppose notre analyse 
basée sur I'é.luation ( E  ), des fractions insignifiantes de la 
vitesse de propagation du soii. A la limite, ils constitueront 
iiii  iiiouverilent iiiinterroriipu, et rien n'empèchera de les 
rapporter l'unité de temps, c'est-à-dire d'évaluer, par la 
nieme formule, leurs vitesses calcul6es dalis l'hypothèse où 
ils se feraient graduelleinent, pourvu qii'onsubstitue pareil- 
lement à dp le débit, rapporté aussi à l'unité de temps, de 
chaque élément du plan des xy: cela revient, en effet, à 
diviser à la fois, par l'in tervalle dt de deux soiistractions con- 
sécutives de fl-uide, les déplacements définitifs et les débits dq 
çorrespoiidarit .j cliacurie d'elles. Alors on aura un  liquide 
contenu par une paroi planeiiidéiinie percée d'im orifice, et 
s'écoulant vers cet orilice, supposé altemativement o u v r t  et 
fermé un très graiid noiiibre de fois dans un instant perçep- 
tible. Les coiiiposantes de la vitesse générale d'écouleuieiit, 
ou abstraction faite de l'oscilla lion double produite par chaque 
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alternative d'ouverture et de fermeture, seront donc les 

dérivées en z, y, z de la fonction AS?, dans laquelle dp 
2x 

exprimera le volume fluide sorti durant l'unité de temps 
par un élément do du plan des xy .  En d'autres termes, il 
y aura, vers chaque élément de l'orifice, un q y e l  de / h i d e  
intérieur proyortwnnel au dibit actuel moyen de Z'elément 
e t  inverse du carré de Zn distance. Or, cette formule est 
prdcisément celle que j'ai trouvée en 1571, soit pour un 
écoulement continu et  généralement non permanent, soit 
même, par suite, pour l'écoulement alternatif considéré ici, 
mais dans l'hypothèse d'un fluide incompressible coulant 
vers l'orifice d u  réservoir à paroi plane indéfinie qui le 
contient ( *). M. de St-Venant en a donné récemment d'in- 
téressantes applications ( * * )  . 

On voit, en résumé: 1"ue la loi d'appel, vers les vides, 
régissant les fluides supposés incompressibles, s'étend aux 
fluides coqwessihles ; 2" que ses effets ont liez, ou se trans- 
mettent, avec la vitesse inêmé de propagation, du son dans le 
fluide; 3 O  et que des oscillations déyendant de I'élasticité 
peuvent, en certains cas, se superposer au mouvement ginéral 
d'écoulement ou de translafiion, mais sans modiper son ampli- 
tude définitive. 

Je  remarquerai 'enfin que la même loi d'appel vers les 

(*) Voir plus haut,  p. 20 et  21. 
(**) Comptes-Rendus: 3,10 e t  24 avril 188-2; t. XCIV, p. 904, i004 et 1139. - 

MM. de Saint-Venant et Flamant viennent de publier dans le mème Recueil (12 
e t  19 novembre 1883, t. XCVII, p. 1027 e t  1105) un complément de ces recherches, 
savoir, leur extension, que j'avais indiquée (ECIULL' ~ o t w m t e s ,  p. 548), au cas d'un 
vase prismatique, a fond rectangulaire ou hexagonal régulier percé en  son centre 
n'un orifice : le calcul des vitesses aux divers points intérieurs y est rendu pra- 
tique par une conveision approchée très siinple que j'ai faite, en intégrales defi- 
nies immédiatement évaluables, des restes de séries doubles ayant leurs divers 
termes inscrits dans tout autant de divisions similaires d'un plan et  décroissants 
tout autour d'une division centrale, séries peu convergentes, mais qui convergent 
cependant B la  condition, impliquée dans le problème phyfiique dont il s'agit, de 
prendre un nombre sensiblement pareil (et indéfiniment croissant) de termes ou 
de divisions, de chaque côté des axes de symétrie de la division centrale, laquelle 
a la forme du fond même du vase. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



vides, dans u n  fluide élastique de dimensions indéfinies, 
s'observerait encore, s'il y avait initialement, en outre des 
dilatations supposées, certaines vitesses, telles, que la fonc- 
tion 1, pour t= O, ne cessât pas d'etre nulle ails pointsinfi- 
niment distants del'origine; car l'expression (le .g ne se com- 
pliquerait alors que d'un ternie pareil au dernier de la for- 
mule ([) [p. 3351, dont le produit par dk ou dr, intégré à 

partir d e r  = O,  est et devient nul à la limiter = CO, 

pourvu que, conformément à l'hypothkse faite, p, égale zéro 
aux points infiniment distants de l'origine. C'est ce qui a 
lieu quand, le fluide ayant 6té d'abord en repos, on prend 
pour origine t= O des temps u n  instant postkrieur, où il y a 
déjà certaines vitesses, mais où y continue à s'annuler aux 
dis tances infinies. Donc, les déplacements totaux ullériews 
à un moment quelconque t du mouvement se cnlculeront, en 
fonction des dilatations existmt à ce moment, d'après la loi 
des attrnctions newtoniennes, commesi le /luide partnit alors 
du repos. 

En retranchant les valeurs de ces déplacements (eslinl6s 
suivant les axes) pour l'époque t + dt, de leurs valeurs pour 
l'époque t, puis divisant par dt, on aura évidemment les 
vitesses effectives des particules fluides à l'époque t. Celles- 
ci, changées de signe, se trouveront ainsi évaluées à la 
manière d'attractions newtonniennes, qui seraient produites 
par une matière ayant en chaque point (x, y, z) la densite 
1 dB 
-- C'est ce qu'on aurait pu reconnaître plus directement, 
4x dt ' 
c'est-à-dire sans intégrer l'dquntion indéfinie ( e )  des petits 
mouvements, en partant de l'équation classique, dite de 
con dinuilé du fluide, 

dlogp dlogp d h g F  d% du d m  d logp+  a- 
- +-+-+- + v- +m-- 
da: dy dz dt d~ d~ dz - O 3  
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dans laquelle x) y, a désignent les coordonnées des divers 
points de l'espace occupé par le  fluide, et 2, fonction de 
x, y, n, t, la densite de celui-ci. Si l'on reinplace u, o, n, par 

dc les trois dérivées de y enx, 9, z, el  si, représentant par  une 
.. . 

d d d d 
dPrivée cooipléte , + u - + o - + ru - , prise par rap- 

dx dy dz 
port au temps ou obtenue en suivant une nieme particule, 
on observe que le produit p ( 1 t O), constant pour diaque 
particule, donne d, log p = - cl, log (1 -+ O), il viendra 

Supposons le second membre (valeur de A, y j connu, e l  
adniett ons, en outre, que 7 r1oi.c-e s'annuler pour x,?/,,z infinis. 
Cette fonction y sera, par le fait merne? entièrement déter- 
minée, comme on sait ; et elle égalera, en vertu du tliéo- 
rème de Poisson, le potentiel d'une masse fictive ayant, en 

1 d, logil+8) 
chaque point Lx, y, zj de l'espace, la densité - 

47; dt . 
1 dd Or, celle-ci est réductible à - -- , vu que O est très petit 

4x dt 
devant l'unité et que u, v, ru sont assez faibles, en coxpa- 
raison de la vitesse de propagation du son , pour qu'on 

do cl e 
puisse négliger leurs produits par - v i s -k i s  de ---. 

d P , Y ~  dt 
Dono u, v, lu, dérivées partielles de p en 3;,y,x, égalelit bien 
alors les trois composantes, changbes de signe, de l'attrac- 
tion indiquée (*). 

Mais si, pour les vitesses u,v,w, ou, ce qui revient au 

(*j Je m'aperçois, en parcourant le beau travail de M. Eugenio Beltrami, intitulé 
Ricerche sulla cinemutica deifiuidi (187.5; extrait des tomes 1 ,  I I ,  III et V de la 
série III des &&moires de 19Acadt+nie des Sciences de l'Institut de Bologne), que 
cette dernière loi se déduirait aisément du théorème de cinématique (dii ti Roch) 
énoncé par M. Beltrami au haut de sa page 73 (iO) : il suffirait d'obsei-ver que l'exis- 
tence du potentiel des vitesses cp annule, dans les expressions de u, v, w (xi', y(, 
si0 avec les notations de hl. Beltrami), supposées étendues a tout Vespuce, les 
parties autres que celles qui dépendent des valeurs de la dilatation cubique. 
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mème, pour les déplacements udt, vdl, mdl éprouvés pen- 
dant u n  instant di, la loi qui les fait dépendre des diminu- 
tions simultanées - d 0 de la dilatation aux divers points 
se démontre sans qu'on ait besoin d'intbgrer l'équation 
indéfinie ( E ) ,  on ne peut pas en dire autant des déplace- 

m 
ments totaux (a, v, e) dd, en tant qu'ils sont bnction 

des seules dilatations relatives à l'époque t. En effet, l'int6- 
gration des expressions adt ,  vdt, m i l  donnera, pour ces 
déplacements défini tifs, l'excédent des attractions d'il lie 

b 
iiiasse ayant sa densité exprimée par la fonction- à l'époque 

4" 
6, sur celles d'une autre masse ayant pour densité en tous 

O 
les points de l'espace la îonçtion -- à l'époque t = cc. Or, rien 

P 
ne prouve que ces dernières attractions soient négligeables, 
tan1 qu'on n'a pas effectué l'intégration de l'équation (5) ou, 
du moins, tant  qu'on ignore certaines propriétés de la 
foriction <F qui s'en déduisent. Pour le démontrer, il faut 
recourir à des considérat.ions assez délicates, comme on 
\-erra dans le nuiii6ïo suivant [p. 355 et 3561. 

6. - Extemion  de la ~ n ê m e  loi d'appel vers les parties dilatées 
a u x  pelits nzouvement.~ intirieurs des solides e'lastiques 
isotropes; intégration des e'yuations de mouvenzenl de  ces 
corps, clans le cas o.il on les suppose indéfinis. 

Terminons cette note, relative aux potentiels et à leur 
emploi dans l'intdgration des equations de mouvement des 
niilieux indéfinis, en montrant qu'ils permet!ent de traiter 
pour u n  solide homogène et isotrope, presque aussi simple- 
ment que pour un fluide, la qiiestion des niouvements qui 
s'y produisent à la suite de petits déplacements initiaux 
quelconques ou de petites vitesses initiales quelconques ; et 
nous verrons aussi que la loi d'appel vers les rides obtenue 
tout à l'heure s'observe également chez ces corps, dont !es 
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fluides ne sont qu'un cas particulier, en sorte qu'elle s'étend 
à tous les milieux élastiques, hoiiiogènes et isotropes, de 
dimensions indéfinies. 

Les déplacements suivant les axes, u, u, I V ,  de la parti- 
cule dont x, y, z désignent les coordonnées d'état naturel 
satisferont, coiiime on sait, à trois Aquations indéfinies, 
qu'on peut écrire, sous une forine condensée, 

où a' exprime le quotient du coefficient p de l'élasticité de 
glissement par la densité primitive constante du solide, Ae le 
quotient, par cette nierne densité, de la somme, h + 2 p, de 
l'autre coefficient d'élasticité et du double de celui de glis- 
sement, enfin, 8, la dilatation cubique 

Les trois équations (c), .différentiées en x, y, z et puis 
ajoutées, donnent d'ailleurs, comme on le sait encore, 

et celle-ci, qui rentre dans le type de l'équation du son, fera 
connaître par son intégration les dilatations 8 produites à 
toute époque t, dès qu'on aura écalu6 pour l'instant t = O, 

au moyen des données d'état initial concernant u, u, YU, 
da dv dw ---  
dt ' dt ' dt ' les valeurs de 8 et de sa dérivée pre- 

mière par rapport à I .  L'expression générale de 0 aux diffé- 
rents endroits (x,, y,, 2,) de l'espace étant ainsi une cerlaine 
fonction connue 0 (x,, y,, z , ,  tj, imaginons, répandue en tous 
ces endroits, une matière dont la densité, variable d'un 
instant à l'autre, égalerait partoiit le produit de 4 par le 

1 
facteur constant - , et appelons le potentiel ordinaire 

4.x 
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de cette matikre pour le point quelconque (x: y, z), c'sst- 
à-dire l'expression 

où d a  est un élément de l'espace, situé en (x,, y,, z,), et T 
sa distance au point considdré (x, y, z). On aura, par le 
thdorème de Poisson, A, @ = - 0 (x, y, z ,  t )  ; et comme 
un potentiel quelconque se différentie également en x, y, z 
par la simple substitution sous le signe f, à la  densité, de 
sa dérivée par rapport à x,, y, ou z, [p. '2641, il viendra 
aussi, en appelant A,, sous un signeS, l'expression symbo- 

d2 d2 d2 
l i q u ~  - + - + -, puis, finalement, en tenant compte 

dx: dy: dz: 

de (L") et ( x )  , 

Par conséquent,la fonction satisfait aux deux Bquation s 
(dont la première pourra faciliter beaucoup son calcul) 

Il en résulte immédiatement, en retranchant la première 
de la seconde multipliée par as, 

relation qui, différentiée enx, y, z et jointe à la dernière i x ' ) ,  

montre qu'on satisfait à (Lj et (L') en prenant 
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Ain si, les d.ilatat.ions effectives, produites dans les divemes 
parties du corps, peuvent résulter de déplacements égaux et 
contraires, a chaque instant e t  e.n chapuepoint, à l'attraction 
nen?tonGnne qu't!xe~cerait en même temys et au même point, 
sur l'unité de masse, une certaine mntidre, ayant sa densité 
pariout proportionnelle à ces dilatatz'ons. Par suite, le dépla- 
cement opp osé, qui ramènerait cha quepar-ticule dans sa situa- 
tion d'état ~zaturel, est représenté en direct$on et en gralzdeu~ 
par Z'attractwn dont il s'agit. 

Puisque les expressions (x") deu, v, w vérifient les équa- 
tions indéfinies du mouvement, elles reprksenteront les 
véritables déplacements si, pour t = O, leurs valeurs et leurs 
dérivées premières en t se confondent avec les déplacements 
initiaux et avec les vitesses initiales données. Dans le cas 
contraire, il faudra y joindre des termes, U, V, W, qui, 
pris seuls, exprimeront des déplacements effectués sans 
changement de densi té, ou donnant 6 = O ; car, déjà, les 

d 4 
termes précédents - - font 6 partont et constamment 

d ($,Y, 4 
égal à ses véritables valeurs. Par suite, U, V, W, d'après (1) , 
s'obtiendront séparément en intégrant les équations 

a 

d*U (."') - - d2V 
- a? A, U, -- 

dzw = a2 A$ V, - = a 2 A e  W ,  
dt" dt" dt" 

comprises encore dans le type de celle du son. On voit que 
la vitesse de propagation, a, de ces nouveaiix mouvements 
est clifferente de celle, A ,  avec laquelle se propagent les 
changements de densité. 

dw d0 dm 
Quand les vitesses initiales - - - sont nulles, 

dt ' dt ' dl 
les ddrivées premières en t de la dilatation 8, du potentiel* 
et des parties correspondantes (x") de u ,  v, .lu s'annulent 
aussi pour t = O ; et il 8n est, par suite, de même de celles 
de U, V, W. Si, de plus, 6 ne diffère initialement de zéro 
qu'à l'intérieur de régions limitkes, l'équation (L"), multi- 
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pliée par da  = dxdydz et intégrée entre des limites assez 
écartées pour que 0 ne cesse pas de s'annuler 3 ces limites, 
montrera que la dérivée seconde en I de l'intégrale $ 8 d a  
étendue à tout l'espace est alors constamment nulle ; ce qui, 
joint à la nullité initiale de la dérivée première en t de 
$6 d a ,  entraînera l'invariabilité de cette intégrale, ou de la 
valeur algébrique totale de la masse fictive dont Q, est le 
potentiel. 

On aurait pu, du reste, le prévoir, en observant que la 
raréfaction totale fû da ,  produite dans l'espace constmt où 
s'étend le milieu elastique considéré, représente l'excédent 
du volume qu'il occupe sur celui qu'il occuperait à l'état 
naturel : elle exprime donc un certain manque total de 
matière, Bvalué en volume h la densité d'état naturel, 
et constitue une intégrale invariable. 

Or, si l'on tient compte, en outre, des lois de la propa- 
gation indiquées aux nos 3 et 5 (p. 335 et 344, il résulte de 
là que la fonction Q, tend vers z6ro , aux distances finies, 
quand t grandit sans limites. 

En effet, la masse fictive dont @ désigne le potentiel 
finira par s'éloigner indéfiniment du point quelconque 
donné (x, y, z) et par avoir, en outre, toutes ses parties 
à des distances r du même point sensiblement égales, en 
grandeur relative, ou conservant entr'elles des différences 

'l 
I 

non grandissantes : alors les valeurs de - ne différeront, 

pour les divérs Bldrnents 0 dn, quo de quantités de l'ordre 
1 e h  

de ,; et la s o m m e f i  ne pourra s'dcarter du terme 

J eda \/$da 
bvanouissant - que d'une quantité comparable à - 

9' 9.2 ' 
laquelle tend aussi vers zéro quoique la somme, 

- ' Q2dn ,  des valeurs absolues d a  d a  soit incomparable- 

ment supérieure à f 0 d a  et de l'ordre de t ou r, comme on a 
vu par l'exemple trait6 au numéro précédent (p. 344). Donc 
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le potentiel devient Bgal à zéro pour t infini. Et  il le devient 
même dès que 0 s'est définitivement annulé dans une petite 
région comprenant le point (x, y, z) ; car la première équa- 
tion (x ' )  montre que sa dérivée seconde en t y est d8s lors 
nulle, d'où il suit que sa dérivée première en t et mème 
sa valeur propre <P ne peuvent déjà plus y différer de ce 
qu'elles sont pour t i n b i .  Ainsi, les termes (x") des dépla- 
cements u, v, ru s'annuleront simultanément avec 8, dès 
que t dépassera certaines valeurs. 

Dans le cas particulier d'un fluide, on a p = O, ou a. = O  ; 
et les équations (x"') expriment, pour chaque mol8cule, un 
simple mouvement rectiligne et uniforme, qui se réduit 
même au repos quand les vitesses initiales données sont 
nulles. Si donc'l'on convient de prendre alors pour situa- 
tions (s, y,z) d'état nalurel celles où restent fixées les molé- 
cules lorsque l'hquilibre s'est rétabli, il viendra U= O, V = O ,  

W = O  ; et les déplacements u, v, lu, à toute époque, se 
rdduiront bien à leurs parties, (x"), que régit la loi newto- 
nienne d'attraction, conformément ti ce qu'on a vu dans le 
nlirnéro précédent. 

Observons d'ailleurs, a un point de vue général, que les 
mouvements liés aux changements de densité, ou régis par 
les équations (LI ' ) ;  b), (x')  et (x"),  se font de la même manière 
que le corps soit solide ou soit fluide ; puisqu'ils dépendent 
axclusivement du coefficient spécifique A2, commun aux 
solides et aux fluides, et non de l'autre coefficient, a2, 
spécial aux solides. 
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NOTE 11, SE RAPPORTANT AU no 8, ET OÙ IL EST TRAITE,  PAR UNE METEODE 
NOUVELLE D'INTEGRATION , DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS LES 

MILIEUX ATBERMANES, DU MOUVEMENT TRANSVERSAL DES BARRES ET DES 

PLAQUES BLASTIQUES INDEFINIES, ET DES ONDES QUE L'IEMERSION D'UN SOLIDE 

OU UNE IMPULSION COMME CELLE D'UN COUP DE VENT FONT N A ~ T R E  A LA 

SURFACE D'UN LIQUIDE '(*). 

1.  - Objet de celte note compidritentaire. 

Parmi les exemples que l'on peut donner de la loi expos6e 
au no 8 (p. 36j, touchant les phénomènes naturels produits 
dans des milieux illimités et que régissent des équations 
aux dérivéss partielles, le plus grand nombre peut-être se 
rapporte à des cas où, quand les variables inddpendantes 
se réduisent à deux, l'dquation aux dériv6es partielles est 
de la forme bindme 

(*) Plusieurs extraits de ce Mémoire ont paru dans les Comptes-Rendus de 
l'Académie des sciences de Paris ( 2 , 9  et 16 janvier 1882; 2û février, 10 avril, 
5 juin et  17 juillet 1882 ; 16 juillet, 15 octobre , 28 octobre et 19 novembre 1883 : 
t. XCIV, p. 33,71,127,5i4,1044, 1505; t. XCV, p. 123; t. X C V l I ,  p. 1.3'1, 843, 
897 et 1131). 
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y y designe la fonction consid6r8e, s et 5 les deux variables 
dont elle dépend, 212 etlz les ordres respectifs, doubles l'un 
de l'autre, des deux ddrivées partielles de cp qui entrent dans 
l'équation, enfin, A, un coefficient constant. C'est ce qui 
arrive, notamment : 

1 0  Pour les problèmes relatifs au mouvement de la chaleur 
dans les milieux athermanes, homogènes et isotropes, 
puisque, si a est un certain coefficient dépendant de la 
nature du corps, la température y, a l'dpoque t et au point 
du corps dont les coordonnées rectangulaires sont x, y, z, 
vérifie, comme on sait, l'équation aux dérivées partielles 

réductible, par conséquent, à 

(2 bis) 

dans le cas simple où y ne 
coordonnées ; 

2" Pour les questions 

dépend que d'une seule des trois 

qui concernent le mouvement 
transversal des barres homogènes droites et des plaques 
homogènes planes ; car, si l'on suppose l'axe de la barre, 
dans son Btat naturel, choisi comme axe des x, et le feuillet 
moyen de la plaque pris de même pour plan des x y, le 
deplacement transversal y, a l'époque t ,  du tronçon 81é- 
mentaire quelconque d'abscisse x ou de'coordonnées x, y, 
sera régi, dans 'le cas de la barre, par une équation telle q110 

et, dans le cas de la plaque, par une autre, 
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qui revient bien $I la précédente (3) quand cp n'y depend pas 
dey;  

3" Enfin, pour le problème des ondes que font naître, à 
la suriàce d'un liquide pesant et  profond, l'enlèvement 
brusque d'un solide immergé, ou l'application momentanée 
d'un certain excéd ent de pression sur une partie de la sur- 
face, comme il arrive lors d'un coup de vent ; car la fonc- 
tion p, dont les trois derivées en s, y, z égalent les com- 
posantes, u, u, w, de la vitesse subséquente en chaque 
point 9, y, 2) du fluide et à l'époque t ,  satisfait à l'équation 

ainsi qu'il sera démontré; et cette équation rentre bien 
encore dans le type (1) quand cp devient indépendant de y. 

Or l'équation (l), et méme celle-ci, comprenant (2) et 
(3 bis), 

da d2 -+- d''y + . . . p + ~  -=O, 
d 8 d y 2  du" , 

où la variable unique s se trouve remplacée par les variables 
en nombre quelconque x, y, . . . , comportent deux formes 
très simples d'intégrales, qui donnent la solution de tous 
ces problèmes dans le cas d'un corps ou d'un fluide à di- 
mensions indéfinies, et qui, de plus, établissent entr'eux 
un lien permettant de les embrasser d'un point de vue 
commun. C'est ce point de vue général que je me propose 
ici de montrer, avec quelques-unes des lois physiques qu'il 
met en évidence. 

J'aurai, en premier lieu, à faire connaître les types d'inté- 
grales dont il s'agit, en commençant par l'équation (l), à 
deux variables independantes seulement. 
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2. - Propriété de certaines int.4grales de'finies, contenant sous le 
signe f le produit de deuz  fonctions arbitraires. 

Pour arriver à ces solutions de 1'6quation (l), considérons 
d'abord l'intégrale d6finie 

où s est un parambtre positif et f, 9 deux fonctions arbi- 
traires, astreintes seulement à donner à l'intégrale une 
valeur finie, bien déterminée. Si nous la diffdrentions par 
rapport s sous le signe S, il viendra 

sda 
ou bien, en remarquant que - est, au signe près, la 

a2 

S S 
différentielle de -, puis posant - = et observant qu'aux 

a a 

valeurs Zéro et co de u il correspond les valeurs CO et zéro 
de P, 

d? tO -1 AS f (&) +/(:) @. 

Or cette nouvelle intégrale, oii rien n'empêcherait 
d'appeler u la variable d'intégration qui s'y trouve désignée 
par p, ne diffère de (5) qu'en ce que, sous le signe J ,  la 
fonction 9, où paraissait le paramètre s, est remplacée par 

8" 
sa ddrivde (J' et cesse de dépendre de la variable 

a3 
pour dépendre de -, tandis que, au contraire, la variable 

2 
2 s2 
- fait place, dans l'autre fonction f ,  à :. Ainsi, !'inté- 
2 2 x 2  
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grale (5) cornserue, dam la dif&entiat2onpav rapport  à s, sa 
forme essentielle, puisqu'elle a pour dérivée 

Par suite, la dérivée seconde, évaluée en différentiant de 
même (6), sera 

3 d s 2  = J- 7 r  (;) ?,br (&) da. 

Donc, o n  obtient la dé~ive'e seconde de l'intégrale (5)) grâce 
à la forme particulière de celle-ci, en  diffkrentiant une  seule 
fois, sous le signet/, chacun des deux  facteurs arbitraires f i  +, 

a2 S$ 
p a r  rapport Gi ln  uariable - o.u - dont il déyend. Et l'on ' 2 2a2 ' 
aurait de même, successivement, la dérivée d'un ordre 
quelconque de par rapport à S .  

Toutefois, ces règles ne sont applicables qu'autant que 
chacune des intégrales différentiées comporte le procédé 
usuel de différentiation sous le signe f; ce qui exige que 
l'intégrale obtenue existe, comme la proposée, en tant que 
quantité parfaitement définie, e.t que l'incomplète déter- 
mination de la limite supbrieure infinie ne nécessite 
pas l'adjonction, dans la dérivée, d'un terme spécial. C'est, 
ce que l'on reconnaîtra d'ordinaire, aisément, en se don- 
nant d'abord pour limites de 17int6grale (5), au lieu de 

1 
zéro et CO, les deux quantités ES et -, où E et désignent 

E i  

deux nombres positifs très petits, indépendants de s ,  et en 
examinant ce qu i  arrive lorsqu'on fait tendre ces deux nom- 

s 1 
bres vers zéro. Comme le rapport - diminue de - a E,S 

a E 

1 
pour u grandissant de E S  à - , les éléments de l'intégrale 

€1 
1 Lz'f (G) b (&) da qui ne cessent pas de lui appar- 
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tenir quand s croit de ds auront en tout la dérivke 

) + ($1 da, andogue pour la forme (y  com- 

pris même les limites) à l'intégrale proposée, et qui devra, 
comme celle-ci, rester finie et. déterminée à l'instant où E 

et E, s'annuleront, sans quoi la règle de diffdrentiation 
formulée serait en défaut. Mais la dér ide cherchée com- 

prendra encore le .terme - f ) + ($1 , provenant 

des éléments perdus par l'intégrale lors de l'accroissement 
~ d s  de la limite infdrieure. Il faudra donc aussi que ce 
terme s'annule pour E = O ,  OU, autrement dit, en le mul- 
tipliant par - s et remettant cr au lieu de ES, il faudra que 
l'on ait 

Cela posé, et en vue de rendre l'expression (5j de cp inté- 
grale de l'équation (1) [p. 3571 , faisons-la dépendre de la 
seconde variable 5, sans changer sa forme par rapport à S. 
Il nous suffira, pour cela, d'ajouter, sous le signe J ,  T u  à 
la variable de lkne  des deux fonctions f i  9,  à celle de la 
première, par exemple. Au fond, cela revient à écrire, sauf 
tout au plus un changement de notation pour I; 

Alors f continue, comme dans (5), à ne d6pendre de que 
u$ 

par l'intermédiaire de la fraction 2,  et sa d6riv6e p" Par 
rapport celle-ci, dériv6e qui entrera, d'après ce qu'on 

d % p o  
vient de voir, dans l'expression de G, est ( y  1 ) p  f 5) .  
On aura donc '2 / 
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Et la ddrivde suivante sera évidemment 

On suppose, toutefois, que ces expressions soient parfai- 
tement finies et déterminées, et aussi, d'après la condi- 
tion (8), que les produits 

s'annulent à la limite cr = o. C'est ce qui arrivera dans tous 
les exemples que nous aurons h traiter ci-après ; car les 
fonctions placées sous le signe/ dans les intégrales consi- 

8% c r i  
dérdes, savoir f (r 7 $) + (&) , f (. ; ,) d j  (T) ,  etc., 

ne cesseront d'y être finies pour aucune valeur de a .  11 est 
vrai que, dans la dernière des questions que nous aborde 

rom, celle des ondes liquides, les facteurs +" (;), +'" (g) 9 

etc. , deviendront infinis quand a s'annulera : mais ils 
seront multipliés respectivement, sous les signes_/; par les 

ddrivées f (5 ; -&) , f" (o ; &) , etc. , qui, prises alors 

pour des valeurs infinies de leurs variables, se trouveront 
ètre, vu les données de la question, incomparablement 

plus petites, que les autres, +" (f) , +"($), . . . , ne seront 

grandes ; de sorte qu'on aura des produits, non seulement 
finis, mais nuls. 

Quant aux ddrivées de y par rapport h a, elles ne donnent 
lieu à aucune difficult6 spdciale, si l'on suppose les fonc- 
tions f ,  f', fll, . .. continues pour toutes les valeurs de leurs 
variables; et il suffira évidemment que l'intdgrale (9) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



soit bien déterminée, pour que, en y faisant croître 5 de 
d 5, elle reçoive l'accroissement, bien détermin6 aussi, 

d% wf' (C ; $1 $ (&) da. Il viendra donc gén6rA- 

ment 

3. - Intégraiion gknérale de l'équation aux; dérivees partielles 
proposde. 

L'expression (9) contenant, sous le signe/, deux fonctions 
arbitraires f et Q, choisissons l'une d'elles, <jr par exemple, 
de manière que cette expression satisfasse à l'équation aux 
dérivées partielles proposée (1) [p. 3573, et nous conserve- 
rons, de l a  sorte, l'autre fonction arbitraire, f, disponible 
pour vérifier les conditions spéciales, comme celles dites 
d'étal .irz &%al. 

D'aprBs les formules générales (10' et (12), on aura 

Tous les éléments de l'intégrale du second membre seront 
sZ 

nuls, si ,  appelant y, pour abréger, le rapport - on pose 
2 a2' 

. Ainsi, l'équation proposée (1) se trouvera-satisfaite par 
l'expression !9) de y,  toutes les fois qu'on prendra pour 
la fonotion + une iiit6grale .dsll'équation- différentielle (Mj, 
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qui est de l'ordre nLm et linéaire à coefficients constants. 
Comme une telle équation admet toujours n. intdpales 
distinctes, on obtiendra en tout, vu le double signe T, 
2 n expressions de la forme (9), ayant, chacune, leur fonc- 
tion arbitraire f. Et la superposition de ces 2.12 intégrales 
particulières devra bien donner l'intégrale générale de (l), 
puisque celle-ci ne comporte pas plus de 2 n fonctions 
arbitraires. Toutefois, les fonctions dont il s'agit, f ,  devront - 

perdre en partie leur généralité, et s'annuler à l'intérieur 
d'intervalles plus ou moins grands, quand il faudra, dans (9), 
faire égal à zéro le facteur f à l'une des limites u = O, 

GC = CD , OU toutes Jes deux, pour rendre l'expression (9) 
bien déterminée et ses dérivées calculables par la règle qui 
a été suivie. 

Mais la forme même de l'équation (1) mont,re. que, si une 
du 

certaine fonction y la vérifie, sa dérivée - , mise à la place 
ds 

de y ,  la vérifiera également. Donc, la dérivée de (9) par 

rapport à s, 4 f (g ; &-) +' (;) tir , constitue elle- 

mème une intégrale de (1). Appelons-la, elle aussi, y, en y 
remplaçant, du meme coup, $' par + ; car 9' est une valeur 
de +, vu que l'équation différentielle (l4j ne cesse pas, elle 
non plus, d'ètre satisfaite par la substitution à une intégrale 
de sa derivée. Ainsi, l'équation (1) comportera, tout à la fois, 
2n solutions de la forme (9) et 2% autres, ayant hgalement 
leur fonction arbitraire f ,  de la forme 

On aurait, du reste, obtenu directement celles-ci (l5), en 

introduisant T 5, dans (5), non P cÔt6 de 2, mais B côté de 
2 

62 - et en échangeant entr'elles f i  +. 
2a2 ' 

On voit que l'intégrale gdnérale de (1) pourra être formde, 
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soit avec les 2 n solutions du premier typé, (9). soit avec les 
2 n. du second type, (15), soit, enfin, avec 2 n combinaisons 
des deux types, que l'on choisira, chaque fois, de manière 
à satisfaire le plus simplement possible aux 2 "r2 conditions 
accessoires propres à la question posée. 

Observons, à cet égard, que les fonctions arbitraires, f, 
contenues dans (9) et (15), s'y présentent assez avantageuse- 
ment pour la vérification de conditions, analogues à celles 
dites d'état initial, se rapportant à la valeur s = O, comme il  
y en aura toujours quand s sera la uariabZep~~inc@aZe, &est- 
à-dire quand ce sera pour certaines valeurs de s, notam- 
ment pour s = O, que des relations spéciales données permet- 
tront de connaître, en fonction de 5, les valeurs de y ou de 

d.9 d'y 
ses premières dérivées, é , z, . . . , prises par rapport à S. 

$ ~ + i ?  

En effet, s'il s'agit du type (9j, la dérivde -, d'un 

ordre impair quelconque 2 p + 1, s'y réduit, d'après (Il), 
pour s = O ,  au produit de fiP1 (b) par le facteur constant 
(T i ) p ~ * + w * ;  (3 - da ; de sorte que, donner en fonction 

de o la valeur initikle (ou correspondant à s = O) de cette 
dérivée, cela équivaut à donner la dérivée f(p1 (5) de la fonc- 
tion arbitraire f à introduire dans (9). Et s'il s'agit du type 
(151, obtenu en différentiant (9) une fois par rapport à s, ce 
sera Bvidemment la fonction .g elle-meme, ou une de ses 
dérivées d'ordre pair en s, dont la valeur initiale se trouvera 
exprimée, à un facteur constant près, par f (G), ou f" (s), ou 
f" b) , etc. ; car la relation (15), différentide 2 p fois, donne 

d2PY 
comme valeur de - à la limite s = O , le produit de dsw , 

~'ailïeurs, les d6rivdes de y [y compris la fonction .p elle- 
mème s'il s'agit du type (9)] qui, à la limite s = O, ne se 
rdduisenl pas ainsi au simple produit d'un facteur constant 
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par f (a) ou par une de ses dérivdes, y deviennent, h part 

J- mf ( p )  (a T ;) d x  , encore un facteur constant, de la forme 

où la fonction placée sous le signe f dépend toujours de la 
a$ 

seule variable 5 T -, quelle que soit la fonction +, c'esbà- 
2 

dire la solution particulière de i14), que l'on considère. 
hdme tt ons, par exemple, qu'il s'agisse de cas où, s variant 

de zéro à t ûo , n des conditions spéciales, relatives à la 
limites= 2 cr, , consistent à y annuler asymptotiquement y,  
pour les valeurs tant finies qu7inj'hies mé$atives de a, et où 
les .n autres conditions, spéciales à la limite s = O , soient 
exprimées par des relations linéaires, à coefficients cons- 
tants , entre ?, diverses de ses dérivées prises les unes par 
rapport à s , les autres par rapport à a, et des termes tout 
connus en fonction de o. On satisfera aux conditions rela- . tives à s =+ co en posant f (- oo) = O et en excluant les 12 solu- 
tions (9) 0.u (15) où seraient pris les signes inférieurs +. En 

a(f SS 
effet, dans ces solutions, les deux variables, o -+ - et T + - 

2 %ut '  

dont dépendent les fonctions f i  reçoivent toutes les valeurs 
82 2 

finies possibles quand, la variable - ou - de la fonction (f, 
2 a V  

Btant finie, on fait sa très grand et a très gralid négative- 
ment ; de sorte qu'il faut poser identiquement f = O pour 
annuler alors cp quelle que soit la  très grande valeur néga- 
tive attribuée à r. Au contraire, les solutions (9) ou (15) 
prises avec les signes sup6rieurs - donneront + = O ,  

pour s2 infini et pour toutes les valeurs finies ou infinies 
négatives de a, pourvu qu'on pose seulement f (- a ) = o. 

Il restera donc, pour satisfaire aux n relations linéaires, 
spéciales à s = O, qu'on peut qualifier de co.ndit.iorns d'état 
initial, ces 2 n solutions particulières (9) ou (15), ayant,cha- 
cune, lcur fonction arbitraire f, mais prises toutes avec le 
signe supérieur -. D'après ce qu'on vient de dire, l'expres- 
sion de .q composée de toutes ces solutions, et ses dérivbes 
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successives, ne contiendront. à la limite s = O, que deux 
sortes de termes, les uns,de la forme f (m), comme les termes 
tout connus des relations considérées, les autres, de la forme 

2 Imf (T - d l .  Chacune des n relations linéaires se 

dédoublera donc en deux,si on y égale séparhment les termes 
finis, ou de la première forme, et, sépar6ment aussi, les 
termes placés sous le signeS, tom dependants de la même 

u2 
variable, a --, qu'on pourra, sans inconvénient, remplacer 

2 
ensuite par r. Et l'on obtiendra bien, de cette manière,entre 
les 2 n fonctions f et leurs dérivées, les 2 n équations ( h i e s  
ou diffdrentielles) nbcessaires pour déterminer ces fonctions 
arbitraires f. 

On verra plus loin (non 10, 16 et 22) des applications de 
cette m6thode. 

Quand la variable principale n'est plus s, mais r, ou que,' 
pour a = O, y et ses n - 1 premières dérivées en a sont con- 
nues en fonction de s, les formes (9) et (15) cessent de con- 
venir. Nous verrons au no 7 comment on peut, souvent, 
former alors l'intégrale gdnerale, en superposant certaines 
solutions particulières que fournit le type (9). 

4. - Autres formes d'intégrales, permettant de satisfaire plus 
directement à certaines conditions d3&tat indial. 

Mais cherchons, en n'annulant pas séparément, dans (13), 
tous les éléments du second membre, à trouver encore 
d'autres formes d'intégrales, qui pourront être mieux appro- 
priées à certains problèmes. Observons, dans ce but, que le 
second membre de (13) serait exactement intégrable, si la 
qiiantité 

$2 
fonction de - égalait le quotient d'un facteur constant K, 

2 2  ' 
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quelconque, par la racine c a d e  de sa variable; car, alors, 
K CL% 

le produit de cette quantite par d a  vaudrait - d ~ ,  
S 

et le second membre de (13) deviendrait 

Donc, si l'on détermine +, non plus par l'équation diffé- 
rentielle (14), mais par celle-ci, 

où K désigne un nombre constant quelconque, l'expression 
(9) de cp donnera 

C'est cette dernière équation aùx dérivées partielles, avec 
un second membre fonction de s et de a, que la raleur (9) de 

vérifiera, et non l'équation proposée (1) [p. 3571. Mais, 
comme le second membre de (1'7) est 

quand on prend, dans (9)) le signe supérieur, et 

quand on y prend, au contraire, le signe inférieur, il suffira 
de faire y egal à la somme des deux fonctions ainsi represen- 

@Y tées successivement par (9)) pour que l'expression d*r + A- 
d94" dos 
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se forme également par l'addition des deux précédentes et 
soit égale à 

Ainsi, la somme considérée vérifiera l'équation aux déri- 
d e s  partielles 

dont le second membre ne dépend plus de a. Ce second mem- 
bre sera même nul, et l'équation (18) ne  diffèrera pas de 
la propos6e (l), si la fonction f, d'ailleurs arbitraire, est 
astreinte à ce que sa dérivée n- lhe tende vers une mème 
limite quand sa variable devient soit infinie positive, soit 
infinie négative. C'est ce qui arrive, en particulier, lorsque 
l'énoncé de la question implique que la fonction f s'annule 
ou, du moins, s'approche indéfiniment de zéro , pour les 
valeurs absolues très grandes de sa variable. 

La fonction y ,  somme de deux intégrales de la forme (9), 
aura pour dérivées successives par rapport à s des fonctions 
composées, de même, de deux intégrales, dont la forme 
sera, alternativement, (15) et (9). On voit, de plus, en diffé- 
rentiant l'équation (1) par rapport à s, que toutes ces déri- 
vées constitueront, elles aussi, des integrales de (l), affec- 
tees de fonctions arbitraires, qui seront f, ouf', ouf '; etc., 
mais qu'on pourra supposer toutes indépendantes, en imagi- 
nant que l'on change, de l'une àl'autre, la fonction f. D'ail- 
leurs, on n'obtiendra, de la sorte, que 2 n formes distinctes 

d2"p 
d'intégrales; car, d'après il), la dérivée 2 nèm" &égalera 

632" 

d''a 
-A $, dont l'expression ne diffère de celle de .p que 

par la substitution de - A f ln' à f. Ainsi, la forme des déri- 
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vées se reproduisant aprhs 2 n différentiations, on ne peut 
avoir, par ce moyen, que 2 n solutions distinctes. 

Si l'on se place dans l'hypothèse où on en obtiendrait 
effectivement 2 n, et où il n'y en aurait aucune, ni de ce11 er 
là, ni des 4% plus simples dont il a étb question au numero 
précédent, pour laquelle la forme (9) ou (15) de l'expression 
de ses diverses parties ou de celles de ses dérivées succes- 
sives en s et en 5 (jusqu7à un certain ordre) devint illusoire 
à la limite s = O, il est clair que la superposition de toutes 
ces solutions particulières, au nombre de 612, en formerait. 
une autre tres générale, affectée de 6n fonct.ions arbitraires, 
et dont l'expression, ainsi que celle de ses dérivées en s et 
en 5 (jusqu'à l'ordre considéré), ne contiendrait à la limite 
s = O que des termes rentrant dans l'un ou l'autre des trois 

aurait donc alors assez de fonctions arbitraires pour satisfaire 
à 2 n relations linbaires, où paraîtraient, pour s = O, la fonc- 
tion y et les dérivées dont il s'agit, affectées de coefficients 
constants ; et, cela, en égalant séparément, dans chaque 
relation, les termes de chacun des trois types, comme on 
l'a fait par un dédoublement, vers la fin du numéro pré- 
cédent (p. 368), quant il s'agissait de vérifier lz relations 
où entraient des termes appartenant seulement aux deux 
premiers types. On pourrait essayer, par exemple, de 
se donner arbitrairement en fonction de 5, à la limite s = O, 

la fonction y et ses 2 n - 1 premieres dérivées en S. 

Mais laissons de côte ces considérations g6nérales, et, pour 
nous borner à une solution particulikre dont nous aurons 
besoin, admettons que n soit un nombre pair, ou que 
l'ordre 2 lz del'equation proposde (1) égale un multiple de 4. 
Alors l'équation en $, (16), peut s'écrire 
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et elle est la  même quel que soit le signe que l'on adopte 
dans (9). Donc, rien n'obligera à changer la fonction # (7) 
quand on passera d'une des deux expressions (9) à l'autre, 
et la solution obtenue en formant leur somme sera 

Observons que toute intégrale + (y) de (16) ou de (19) se 
compose, au plus : 1' d'une solution particuli&re, déterminée 
de manière à s'annuler, ainsi que ses n - 1 premières 
derivées, pour y = O ;  2" et des f i  solutions simples, déjà 
considérées tout à l'heure, des mêmes équations linéaires 
privées de second membre, ou autrement dit, de (14). Donc 
l'expression (20) de y ,  si on la r6duit h sa partie essentielle, 
bien distincte, c'est-à-dire si on en ôte les termes qui sont 
séparément des intégrales de (1) comprises dans le type (ci), 
se calciilera en y mettant pour + l'intégrale particulière de 
(19) qui donne + (O) = O ,  +' ( O ) =  O, +" (o)=o, ..., +("-il(o) =o. 
Cette valeur de +, tout à fait déterminée en fonction de y, 
est évidemment proportionnelle à K ,  d'aprks (16); de sorte 
que, à un facteur constant prés sans importance, la solu- 
tion ('20) sera toujours la même quelle que soit la valeur 
numérique choisie pour le paramètre K. Ainsi, l'on peut 
attribuer à K celle qu'on jugera la plus commode. 

Dans  ces conditiow, l a  solution (20) jouit  de la propg.iété de 
s'annuler, avec toutes ses dé~ivées  d'ordre pu@ en s, à la  l h i t e  
s = O ; car, d'après la règle de différentiation donnée plus 
haut, y et ses dérivées seconde, quatrième,. . . , 2  (n - 1)8m"ar 
rapporl à s contiennent respectivement, sous le signe f, les 

s2 ' sa 
facteurs + (-) , +'(-) , . . . . , + l a - "  (&) , lesquels s7annu- 

2 a 9  2 x 2  

leront pour s -  O, quelque valeur finie qu'on y donne a a. 
Et  les dénvées paires sui~antes s'annuleront de même ; car 
17équatic?n (1) montre que 2 n differentiations en s ramènent 
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d="Y -t? la forme primitive, puisque- ayant la valeur de -A- 
d~~~ ' don' 

ne diffère de cp que par la substitution de - A f(") à f. 
Cela n'emp2chera pas de pouvoir, en outre. choisir à 

volonté une certaine dérivée d'ordre impair, comme, par 
d9 

exemple, -, à la même limite s = o. En effet, la différen- 
ds 

tiation de (20) donne 

et l'on voit que cette dérivée se réduit à 

(22) 3 ds = 2 f (=) J +' (;) (pour r = O) 

Enfin, la dériv6e (21) de tp par rapport à s constituera 
évidemment une nouvelle solution particuli8re de (11, se 
réduisant, pour s = O,  à une fonction donnée quelconque 
(22) de a et ayant, de plus, toutes ses dérivées d'ordre 
impair nulles à la méme limite s = o. 

5. - Estension de la méthode d'intégration précédente à des 
équalions a u x  dérivées partielles d 'un  nombre quelconq~e de 
variables inddpendantes : propri&ie'lb des intégrales définies 
quz serviront à cet effet. 

L'intégration si simple de l'équation (l), par le moyen 
d'expressio~is rentrant dans la forme (5), invite à essayer 
d'étendre la meme méthcde à des équations plus ghérales, 
obtenues en remplaçant, dans (l), chacune des deux dérivées 
de par un groupe de dérivées du meme ordre, relalives à 
plusieurs variables destinees à tenir lieu soit de s, soit de 5. 

NOUS verrons dans l'avant-dernier numéro de cette étude 
(no 30) comment on s'y prendra si c'est la derivée de l'ordre 
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le moins élev6, ou se rapportant à o, qu'on remplace ainsi par 
tout un groupe, comme il arrive pour l'équation (3 ter) rp.3591: 
une telle substitution ne se présentant, à ma connaissance, 
dans aucun autre problème physique que. celui des ondes 
liquides dont je m'occuperai à cet endroit, il n'est pas néces- 
saire d'en traiter des à présent. Nous nous bornerons donc, 
ici, au cas où c'est la dériv6e de l'ordre le plus élevb 2 n, 
prise par rapport s, qu'on remplace par plusieurs du même 
ordre, et nous consid8rerons, à cet effet, I7équation(4), où le 
19 nombre des variables independantes est quelconque. 
Nous écrirons cette équation ainsi, 

en désignant, au besoin, par Az la somme symbolique ou le 
da d2 

paramèhe différentiel du second ordre da; + - dv. + ..., eten 

substituant, pour fixer les idées, 1 à S. Nous imaginerons, 
en effet, que cette variable t désigne le temps, que les m 
autres variables indbpendantes, x, y.. . , soient des coordon- 
nées rectangulaires, dans un espace à m dimensions, et que, 
par suite, la fonction à évaluer, y ,  admette, à chaque instant 
t ,  une certaine valeur en chaque point (3, y,. . .) de l'espace 
dont il s'agit. 

11 nous faudra, d'abord, généraliser lamforme de l'intégrale 
définie (5) [p. 3601, de manière à y faire entrer z, g,  ..., au 
lieu des, sans compliquer, s'il est possible, le mode de calcul 
de l'expression A, y ,  qui est, actuellement, l'analogue de Ge 

da? qu'était la dérivée seconde -. A cet effet, de même que 
ds" 

d2 
nous avons, dans (l), substitué -, pour en déduire (4) 

dss 
ou (23), la somme 
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de même nous remplacerons, dans (5), le carré s2 par la 
somme analogue 

ra=sa+ya+ ..., 
dont la racine carrée r désignera, comme on voit, la distance 
de l'origine des coordonnées au point considBr6 quelconque 
(x, y,. ..) et, cela, quel que soit celui des trois nombres m = 1, 
m =2, m = 3, qu.i exprimera combien il y a de coordon- 
nées x, y,.. . ou combien l'espace considéré a de dimensions. 
Mais, en même temps, afin de pouvoir approprier à notre 
but l'expression ainsi obtenue, nous remplacerons, dans (5), 
l'exposant 2 de u par un exposant indht,erminé p, nous 
réservant d'en disposer de manière que le A, de cette expres- 

dZ 
sion se calcule aussi simplement que le - de (5) ,  c'est-à- 

ds'- 
dire, par la substitution, sous le signeS, aux deux fonctions 
f et +, de leurs derivées premières f et +'. Nous prendrons 
donc 

Posons, pour abréger, 

d y V y a  2a +-P dy ..., et-+ - + ... = ---. 
d s V y z  P da 

Il viendra aisément 

ou bien, en intégrant par parties, et supposant le terme 

(*) Voir h la fin du mémoire p e  Addition où sont démontrées, un peu plus 
simplement que ci-ap~es , les propriétés de cette intégrale définie y ,  considérée 
comme une transfoimée de la précédente (5). 
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2 
intégrb, - - ai-p f (:) 4' (G) , nul aux deux limites 

P 

I l  saffit donc d7annuler m - 2 'A, ou de prendre 
P 

pour pue les ex~îcssions de la forme J? (G) 4 (&) da 

aient leur paf-amètre diffërentiel A, cnlculable comme o n  le 
dbire, c'est-à-dire en y remplagant s$mplement, sous le s@ 

f et + par  f ,  +'. Et cette propriété leur confèrera une 
sorte de pr6disposition à fournir, comme les potentiels dont 
le A, est également facile à évaluer, des intégrales aux équa- 
tions de la physique mathématique, dans lesquelles les A, 
des fonctions inconnues jouent un r61e considérable. 

Seulemer& tandis que l'utilit6 des potentiels se montre, 
ainsi qu'on l'a vu, pour intégrer des équations où ne parais- 
sent que des dérivées d'un même ordre pair des fonctions 
inconnues, c'est, au contraire, pour les Bquations du type 
(23), contenant une déri~Be, par rapport à une certaine 
variable, d'un ordre deux fois moins élevé que les dérivées 
qui y paraissent par rapport aux autres, que ces nouvelles 
expressions s'emploieront naturellement. 

La forinule (27) donnep = co dans le cas m = 2, qui est 
celui des corps à deux coordonnées x, y, c'est-&dire des 
plaques. .Alors a P  et, par suite, les deux fonctions + pren- 
dront toutes leurs valeurs finies quand a sera infiniment 
voisin de l'unité ; en sorte que, si l'on pose 

1 
d'où d a = - d p ,  

P 
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B il suffira de donner à - les valeurs, tant négatives que 
P 

positives, très voisines de zéro, ce qui permettra de rem- 

( ;)' 
rQ 

placer aP OU 1 + - par e . Si, d'ailleurs, on fait abstrac- 
1 

tion du facteur constant -, l'expression (24) de cp deviendra 
P 

On reconnaît directement, en calculant le A, de cette 
expression (28) et en suivant exactement la marche qui 
a conduit au résultat (26), que ce paramètre A, égale bien 

Le cas m = 3 offre une particularité intéressante. La 
valeur (27) de p y est - 2 ,  landis qu'elle égale. 2 pour 
m = 1. Il suit de là que l'expression r24) de y ,  si on la 
multiplie par r ,  donne alors identiquement 

ou bien, en remplaçant ra par a ,  

(29) (pour m = 3) 

Ainsi, quand m =3, le produit vcp est lui-même de la forme . 

(24), avec la valeur de p , p = 2 ,  qu'on aurait pour y dans 
le cas m = 1, mais avec permutation des deux fonctions 
f ,  +. Et il est évident que l'expression r A, y ,  transformée 
d'une maniére analogue, aurait une forme pareille, sauf la 
substitution de f', +' à f, +. Par suite, r A , p  se confond 
avec ce que serait le A, de l'expression (29) de rcp si on 
avait m = 1 ou si la somme r2 = xa + y' + . . . s'y réduisait 
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d' 
au terme xa, cas OU A2 = - On vérifie donc ainsi l'@a- 

dr% ' 
d 2 . q  

lité r A% (p = -, spéciale B toute fonction de trois variables 

x, y, z qui ne dépend que du radical r = x2 + y2 + 2. / 
Le paramètre At de l'expression (24) de (p prise avec la 

valeur (27) de p e t ,  par suite, le h, de son A,, etc. , ne 
sont pas les seules fonctions de ses dérivées qui aient 
des firmes simples. Il en est de mème de ~ ' e ~ ~ r e s s i o n  
a-i dy 4 4 

r - , généralisation de celle, - ou - , que reprdsente 
dr dr a3 

la formule (6) dans le cas m = 1 ; e t ,  par suite encore, il 
La$ m - i d ~  A 

en est de mbme des expressions r - a ", etc. 
dr ' r  - dr 

En effet, différentions (24) par rapport à r, sous le signe J ; 
puis multiplions par rm-', remplaçons, dans le résultat, 
r "' - 1  r - da par - d - et, substituant à p- 1, d'après (27), 
cap p -  1 dJ-i 

m m  
le produit p - = - , prenons la nouvelle variable d'in- 

2 2-m 
t6gration 

Il viendra, si nous supposons d'abord m différent de 2 ,  

e t ,  dans le cas m = 2 ,  p = co , pour lequel l'expression (28) 
de (p a ét6 obtenue en multipliant pa rp  , 

4 QI 

(30 6 4  (pour m  = 2) r - =J f (G) 4' ($1 & 9 dr 

comme on le déduirait, du reste, directement de (28), en 
posant, apr& la diffdrentiation, r2 e -8 = <. 
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On remarquera que ces expressions (30) et (30 bis) 
2 

rentrent encore dans le type (24), où l'on ferait p = -. Et 
111 

l'on reconnaîtrait, en les différentiant elles-mèmes par 
rapport à Y, puis multipliant les résultats par ri-" et 
prenant pour variable d'intégration, sous le signe J, le 

a 
produit ct = r '-" C '-G , que 

i-a d 
dr 

intégrale définie identique à A,cp. Effectivement, t p  ne 
dépendant de x , y ,  . . . que par l'intermédiaire de r, un 
calcul direct et facile donne 

Pour m = 1 ou p = 2 ,  on retrouve bien, dans (30)' la 
formule (ô), sauf les changements des en r et de a en <. Pour 

m= 3 oup=- 2, il y a avantage à poser, dans (30), I : = a ,  
d'où il rdsulte I = a3, dC = 3 aa ddcc et 

(30 ter) (pour m = 3) rs 3 =Jr (i) y,. (-$) a2 da. 
. dr O 2 a' 

6 .  - Intégration des épations proposdes, pour les cas oh la 
dislance r à l'origine joue le rôle de sariable principale. 

Rendons actuellement les expressions (24) et (28) de cp 
dépendantes de t , en ajoutant 2 t à la variable de l'une des 
deux fonctions f ,  + : ce qui équivaut, au fond, à prendre y ,  
l0  de l'une des deux formes 
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2 
avec p = - , quand le nombre m des coordonnees 

2-m 
x , y, . . . est différent de 2 ,  et,  2 O ,  de l'une des deux formes 

y =Smf ( t 7;) + (: e - 8 )  da, 
-a) 

(31 dis) 
01 

p=J- f ( t ; ; e - p ) + ( ; )  43, 
-CO 

quand fiz = 2. 
Les expressions correspondantes de (A8)" cp n'en différeront 

que par les substitutions de (7 1)" fr"' à f et de +(") à +. 
dncp D'autre part, la dérivée - , qui aura encore les mêmes 
dtn 

formes, contiendra seulement., sous le signeJ, f (") à la place 
de f. Donc, l'équation aux dérivées partielles proposée (23), 
devenue 

sera satisfaite identiquement, si l'on assujettit la fonction i1, 
à vérifier 1'6quation différentielle (14), (T 1)̂  9'") + A 9 = O ,  

comme dans Je cas où les m variables x , y ,  . . . , dont r 
dépend, se réduisaient à une seule z ou S. Chacune des n 
formes distinctes de + donnant de la sorte, vu les doubles 
signes 7, deux solutions de la première forme (31) ou 
(31 bis) et deux de la seconde, avec autant de fonctions 
arbitraires, la superposition, soit des premières (31) ou 
(31 bis), soit des secondes (31) ou (31 bis ) ,  soit d'une asso- 
ciation de 2 n groupes des unes et des autres, constituera 
une solution plus générale , où ne paraîtront encore, il est 
vrai, que les deux variables I et r ,  mais qui contiendra 2 n 
fonctions arbitraires. Or ce nombre de fonctions arbitraires 
est précisément celui qu'indique, pour l'intégrale générale, 
l'ordre meme (par rapport à r )  de l'équation aux dérivées 
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partielles proposée, dans les cas où la fonction p ne dépend 
des coordonnées x, y, . . . que par l'intermédiaire de r , ou 
est supposée avoir, à chaque instant t, valeur égale en tous 
les points situés à une mème distance r de l'origine, et où 
cette distance r est prise pour la variable principale. 

En outre, les fonctions arbitraires se trouvent engagées 
dans (31) et (31 bis) , comme elles l'étaient dans (9) et (15) , 
d'une manière assez commode pour la vérification de condi- 
tions analogues à celles d'état initial ou se rapportant à 
l'origine r = o. Car, s'il s'agit des secondes expressions (31) 
et (31 O i s ) ,  leurs valeurs pour r = O ,  celles de leurs A,, des 
A, de leurs A,, etc. , seront les produits de f (t) , de f (t) , de 
f" (If),  etc., par certaines intdgrales définies prises entre 
les limites O et a, ou - cr, et CO ; et elles s'exprimeront 
ainsi simplement, en fonction de f (t) , ou de f' (t) , ou de 
f" (t) , etc., pourvu que ces intégrales définies ne soient 
pas infinies ou indéterminées. De même, s'il s'agit des 
premières (31) et (31 bis), les produits, par rm-', de leurs 
dérivées du premier ordre en r ,  ou de celles de leurs A , ,  
des A, de leurs A,, etc., se trouveront, d'après (30) et (30 bis), 
proportionnels à des expressions comme 

laquelle, pour r = A, devient le produit d'un certain facteur 
00 2 

constant par f ( t) ,  pourvu que l7intégraleL +' (& CT) d C 
soit finie et déterminée. 

Voyons, par exemple, à quelles conditions les valeurs de 
p données par les secondes expressions (31), (31 bis), et celles 

dv - de T"-' g déduites des premières (31), (31 8is) , restent 

ainsi finies et déterminées à la limite r = o. 
E t ,  d'abord, s'il s'agit des secondes (JI), (31 bis) , p s7y 

03 
rbduit , pour r = O ,  au produit de f (t) par j, (f-) da OU 

0 2 
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@ par Jm $ (+e ' ) d p. Or, en posant soit ap = p, soit e = P, 
-m 

-CO 

toutes les deux, à part un facteur numerique fini, 

I 7  (:) d 5 On voit donc que ces valeurs de y pour 

r = O seront finies et proportionnelles à f ($1 si l'intégrale 

_/6 7 (q) 6 '-. d F est elle-meme finie et déterminée , 
tandis qu'elles seront infinies si elle est infinie. Le second 
cas se présentera pour m égal ou supérieur à 2: toutes les 
fois qu'on n'aura pas + (O) = O ;  car, alors, à la limite infé- 
rieure E = O ,  le facteur infini F ' - ~  rendra évidemment 

J6$ ($1 ['-% d E .  C7est ce qui arrivera, infinie l'intégrale 

par exemple, dans les applications empruntées à la théorie 
analytique de la chaleur, où + (y) sera une exponentielle 
telle que e- ; l ,  donnant + (O) = 1. Dans tous les cas de ce 
genre, les secondes formules (31) et (31 bis) ne pourront 
donc pas, pour les corps de plus d'une dimension, être 
employées à la limite r = O, où elles rendraient (F infini. 

Il n'en est pas, heureusement, toujours de même des 
premières formules (31) ou (31 bis), en ce qui concerne les 

valeurs qu7y prend l'expression r m-i 3 
0%. 

à la limite r = o. 
w* 

Celte expression, abstraction faite du coefficient numerique 

' (+ - 1) ' quand rn diffère de 2 ,  devient alors , d'après 
Z 

(30) et (30 bis), le produit de f (tj par/ J j  (+ l ;) d l .  Or, 

si nous posons 
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i7intégraleT+'(+ ir) gprendra la forme m J- 7 (;) s * ' ~ F ;  
et l'on voit que la fonction sous le signe J n'y deviendra 
pas infinie à la limite 5 = o. De plus, le facteur en 
grandissant indéfiniment, pour m > 1, à la limite supé- 
rieure, n'empêchera pas l'intégrale d'être déterminée, du 

moins lorsque l'autre facteur +' (5) sera lui-mème une 

exponentielle décroissante , dont la petitesse, quand 6 
deviendra infini, l'emportera infiniment dans le produit, 
comme on sait, sur la grandeur de toute puissance de 5. 
On pourra donc alors, quel que soit, m , déterminer <F de 

m-1 dy manière que l'expression r - se réduise, pour r = O ,  à 
dT 

une fonction arbitraire du temps t. Nous traiterons, au 
n"3, un probkme intéressant où se trouvera utilisée cette 
propriété. 

Du reste, quand, à raison des limites spéciales ,.zéro ou 
+ ;o , des integrations, une des expressions (31), (31 bis), - 
ou de leurs dérivées partielles à considérer, ne sera pas 
finie et bien déterminée, on pourra toujours la rendre 
telle, aux dépens, il est vrai, de sa généralité, en y suppo- 
sant la fonction f nulle dans d'assez grands intervalles p a x  
qu'on n'ait pas besoin d'atteindre ces limites a = O, a. = 'cc. 

Par exemple , si l'on adopte, dans (31) et (31 bis), les 
signes supérieurs, on admettra que la fonction continue f 
s'annule pour toutes les valeurs de sa variable comprises 
en dehors d'un certain intervalle fini, dont nous prendrons, 
pour fixer les idées, la limite supérieure égale à zéro : et 
l'on se contentera d'attribuer à t des valeurs positives, 
c'est-à-dire dépassant cette iirnite. Alors la variable, que 

aP 
j'appellerai t,, de la fonction f ,  et qui égalera, soit t - a 

T a  T a  
ouf-- soit t - + eP ou t - - e-P, n'aura évidem- 

2 x P  ' 2 
ment à devenir, ni positive , ni inférieure à une valeur 
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négative déterminée; et l'on voit que, pour t et r plus 
grands que zéro, a et /3 pourront ne varier que dans des 
intervalles finis, dont se trouvera mème exclue la valeur 
parfois critique cc = o. Ainsi, chacune des formules (31), 
(31 bis) conduira toujours à certaines solutions particulières 
non illusoires, qui comprendront mème une fonction 
entièrement arbitraire entre des limites plus ou moins 
étendues. 

Vosons ce que deviennent ces solutions, prises encore 
avec les signes supérieurs et pour t > O ,  quand on les 
réduit à un seul de le& éléments on, autrement dit, 
quand la fonction f ( l , )  est censde ne diffdrer de zéro que 
pour des valeurs négatives de ti infiniment voisines de l'une 
d'elles, zéro par exemple. Choisissons ti , au lieu de cc ou 
de p, pour variable d'intégration. Il viendra 

1 m 
soit rp (2 t - 2 ti)-j = ra-"(2 t - 2 ti) a-' , 

soit log ( 2 t  - 2 t 1 ) ,  

soit log 
2 t -  2ti ' 

formules d'où l'on déduira d a ,  (p. Finalement, t, devant 
rester, pzr h-vpothèse , infiniment voisin de zéro, on pourra 
supprimer partout 2t, à c.ôté de 2t, et, si l'on appelle E une 
intégrale infiniment petite constante, d'ailleurs arbitraire, 
les premiéres expressions (31), (31 bis) se réduiront à 

tandis que les deuxièmes deviendront 
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Ces deux solutions particuliéres peuvent s'écrire encore, 
respectivement, 

Sous cette forme, on voit que la deuxième donne 

Par suite : la, pour 't infini, l'intégrale _Irt est 

alors finie et inddpendante de r , quand -l'expression 

Jt ($) '-" dF est elle-mème finie et déterminée, 

ou , autrement di t ,  d'après ce qu'on a vu ci-dessus 
(p. 382), quand les deuxièmes valeurs (31), (31 bis) de cp 
restent h i e s  à la limite r = O ; Y ,  à cette limite r = O, 

1'int)égrale considérée , pdt, atteint, dans le méme cas, J t  
sa valeur définitive, EL 7 (:) 6 '-" dE, dès que t a d$ass6 

zéro, de sorte qu'on peut alors, pour r infiniment petit, 
supposer la fonction (F nulle, au moins en moyenne, quand 
t y varie entre deux valeurs positives quelconques. 

On voit, de mème, que la première (33) donne 

Par conséquent, toutes les fois que l'expression 

sera finie et déterminée, l'int6grale prm-'dr acquerra JT 
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elle-mème , pour r = m , une valeur finie constante, 
c'està-dire indépendante du temps t ;  et elle atteindra 
cette valeur sans que r soit infini, mais mème quelque 
petit que soit r ,  pourvu qu'on prenne t infiniment peu 

- 
supérieur à zéro ou pourvu que le rapport 6 de r a \/ 2 t 

dépasse toute limite assignable. Nous verrons au no suivant 
quel intéret considérable prbsente, à raison de cette pro- 
priété, la solution particulière (32). 

La mème solution (32) jouit encore d'une autre propriété, 
h 

assez analogue, mais où paraît, au lieu de y, la dérivée -. 
d+ 

Cette dérivbe, d'après (32), a pour valeur, en continuant à 

appeler F le rapport de r h \/2 t , 

d? r% + = m-i - a *  
dr (15) '.+'(4t)2i.=-++f(k)~ d t ,  

et il en résulte 

L'expression de "-' d t  ne diffère donc 

de celle, EJm rl, (;) km-' dL, de PintBgrale 
S - 

que par le changement, sous le signe f, de rl, en +'; et ce 
changement n'introduit même dans la somme aucune 
différence de valeur absolue, quand rl, (yj = e - Y (d'où +'=-9). 
Il en est encore de .mème quand l'intégfation se fait entre 
les deux limites 5 = O ,  5 = oc et que, nz étant l'unité; 
<ti (y) = soit cos y, soit sin y [d'où +' (y) = soit - sin y, soit 

cos y] ; car on sait que 
m 

Alors, vu la formule (34), 1 7 e s p r e s s i o n ~  y T"-' dr  reçoit, 
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quel que soit t , la mème valeur absolue que l'expression 

_/6 * 2 r m-fi di quel que soit r .  

Remarquons encore que, dans le cas m = 2 ,  les deux 
intégrales particulières (32) et (32 6is)  se réduisent à une 

r2 
seule, qui est p = - + (-) 

2t 4t 

Enfin, si nous avons pu ,  au moyen des expressions (31) 
ou (31 bis), étendre à l'équation aux dérivées partielles (23) 
les genres de solutions de l'équation (1) représentés par les 
formules (9) et (15), rien n'enipècherait de faire de même 
pour ceux qui ont été Btudiés au no 4. 11 n'y aurait, dans 
ce but ,  qu'à déterminer la fonction JI par l'équation diffé- 
rentielle, généralisée de (16) , 

En supposant, par exemple, le rioiubre n pair, on pren- 
drait pour p, au lieu de (20), la somme 

O 

où f (t,) désignerait une fonction arbitraire ayant même 
dérivée n - lLm"our li = co que pour tl = - oo . En effet, 
d'après (35)' l'expression 

pourrait être remplacée par 
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et i l  viendrait successivement 

Donc, la fonction (36), pourvu qu'elle eût des valeurs 
finies et bien déterminées, ainsi que ses dérivées eii r 
jusqu'a celle de l'ordre 2n, vérifierait bien l'équation 
proposée (23). 

7. - De leur intégration, quand c'est le temps t qu i  est la 
cariable princMale. 

La solution particulière (32) acquiert une grande impor- 

tance, qaand l'intégrale x (g) 6 m--< a une valeur 
- 

déterminée et quand, par suite, comme on a vu, la somme 

~ ( r m - '  d r est constante. En effet, dans le cas où,  le 

temps t étant la variable indépendante principale, on 
donne directement les valeurs initiales de y et de ses f i-  1 
premières dérivées par rapport à t ,  en fonction des coor- 
données 3, y, ... et pour toutes les valeurs de ces coordon- 
nées coinprises entre - co et + CG, cette solulion (3'2) 
devient la solulion simple fia turelle de l'epuation aux de+ 
vies parlielles ('23). 

Pour le reconnaître, partageons l'espace indéfini consi- 
dérh , à no dimensions, en éléments infiniment petits, que 
j'appellerai da et qui, avec le système de coordonnees 
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rectangulaires x, y, .. . , auront l'expression da = dxdy. .. ; 
puis imaginons qu'on multiplie, à une époque quelconque 
t , chacun de ces éléments da d'espace, ayant certaines 
coordonnées x ,  y ,  .. . , par la valeur de y qui s'y trouve 
produite et appelons Jpda la sonime des produits pareils, 
pour tout l'espace a dont les éléments sont à des distances 
de l'origine inférieures ou kgales à une certaine ~ a l e u r  
donnée r .  L'expression (32) de (F ne dépendant que de r si 
l'on divise cet espace, à partir de l'origine, en une infinité 
de regions concentriques d'épaisseur d r ,  dont la limite 
intérieure, de rayon r, vaudra Krm-', en appelant K un 
certain nombre, et dont l'étendue égalera par suite 
Kr"' dr ,  il est évident que la somme considérée, Jpda, 
pourra sVcrire K Jyrm-'dr. On aura donc, d'aprés (34), 

Il résulte de là : 1" que l'intégrale Jpda, étendue à tout 
l'espace, acquiert la valeur, finie et déterminée par hypo- 

thèse, E ~ J e  (F) kE-'d6, la mème à toutes les époques t ;  

20 que cette intégrale Jydzs, étendue seulement jusqu'à 
une distance limitée r, conserve encore une mème valeur 
à toute époque, si on prend le rayon, r, de l'espace consi- 
déré a, proport.ionne1 à la racine carrée du temps t ;  3" que, 
5 étant, pour t infiniment petit, aussi grand qu'on le veut 
quelque minime qu'on fasse r! l'intégrale f ?da reçoit, à 
l'époque t = O ,  sa valeur totale , invariable, pour peu que 
le rayon r de l'espace a diffère de zero ; en sorte que les 
produits yda , relatifs aux éléments da  situbs aux distances 
finies de l'origine, n'y ajoutent plus rien d'appréciable; 
4" et que, par suite, à cette époque t = O ,  la fonction y est 
nulle, du moins en moyenne , à l'intérieur des 6lémenl;s , 
d a ,  composant ensemble une zone quelconque K r "-' d r  
et autres que celui dont les coordonnées sont x= O, y= O, , . . . 
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Ainsi, quand ~ ' e x ~ e s s i o n _ / 6 ~ +  (G) € E"-' d€ est finie et 

déterminée , la solution (32) convient aux cm où la somme 
f yda, étendue a tout l'espace, est constante, et où cp peut &ire 
censé s'annuler initialement, excep% à l'intérieur de Z'élé- 
ment particulier d'étendue h pa~tir  duquel se complent les 
distances r .  

Cela Btant , prenons successivement pour cet elBrnent 
d'étendue, que j'appellerai da,, tous ceux d'une region 
finie quelconque a,, dont les divers points auront certaines 
coordonnées x, , y,, . . . par rapport à un système d6ter- 
min6 d'axes. Il faudra remplacer, dans (32), x, y, ... par 
x - xi , y - y,, .. ., ou écrire 

pour passer des axes dont l'origine est 1'Brément d'espace 
da, à ces axes ddterminBs communs ; d'ailleurs, s i ,  pour 
abr6ger , l'on pose 

(37 bis) 

on pourra, dans chaque integrale simple (32), choisir E Bgal 
d ~ i  au produit de - par une fonction arbitraire F (s, , y, , . . .) a' 

des coordonnées de da,. Et la  somme de toutes les solutions 
particulières ainsi obtenues donnera l'intégrale plus gén6- 
rale 

Il est facile de voir ce qu'y reprbsente la fonction 
E' (z,, y,, ...). L'intBgrale f ?da, étendue à tout l'espace, 
Bgale Bvidemment la somme des integrales analogues, 
invariables , correspondant aux diverses solutions élémen- 
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t,aires Bcrites sous le signe J .  Mais, calculde pour l'époque 
t=o et pour un petit volume a quelconque, elle se Téduit 
à ce que donnent les solutions BMmentaires dans lesquelles 
les distances r se comptent à partir d'éléments da, compris 
dans cet espace, puisque même la somme Jylla , relative 
à un seul élément da,, se trouve alors tout entière conceni 
trée dans l'étendue qu'occupe celui-ci da,. Et comhe elle 
vaut d'ailleurs, pour cet élément, K' E ou F (x,, y,, . . .) da,, 
elle égalera F (a, y, ...) da à l'intérieur de chaque élément 
da de l'espace considéré et ,  par suite , J 1' (x , y ,  . . .) da, 
ou a F (x, y, . . .) , pour cet espace a,  supposé assez petit en 
tous sens, de manière qiie la fonction F (x, y ,  . . .) y ait 
sensiblement la mème valeur partout. Donc, avec l'expres- 
sion (38) de y, la valeur moyenne de cette fonction y à 
l'époque t = O ,  dans tout espace infiniment petit entourant 
le point (x, y, ...), n'est autre que F (3, y, ...). Autrement 
dit , la fonclion .arbitraire F entrant dans I'intéy~ale (38) 
représente les valeurs hitiales de p. 

Comme il correspondra, à chacune des n formes dis- 
tinctes de + données par l'équation différentielle (14), une 
solution pareille à (38), la somme de ces .n solutions cons- 
tituera l'intdgrale g6nérale de ('23), avec les n fonctions 
arbitraires de x, y, . . qu'elle comporte ; car cette équation 
aux dérivées partielles (23) n'est que du neme ordre par 
rapport au temps t ,  pris ici pour variable principale. 

Observons que, d'aprés les formules (34), (34 bis), et 
comme il a été reconnu à la suite de ces formules, l'expres- 
sion Jpda ou K J yr dr, étendue à tout l'espace et calcu- 
lée pour un seul élément de l'expression (38) de y, aura sa 

+ ~ _ / 6 * - $ r ~ - '  111, dans valeur, F (xl, yl, ...) dal,  égale à- 

les cas de + (y) = e-Y, et danscelui de m = 1 avec + (y) =soit 
cos y ,  soit sin y. Si l'on appelle u l'étendue , Kr "-', de la 
figure qui limiteintérieurement une que1conqu.e des régions 
concentriques, d'épaisseur dr, en Lesqueiles a été divisé 
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l'espace. autmr de l'élément da, , cette valeur de 

F (xi, y,, ...) da, pourra s'écrire 2 xwr 2 dt. NOUS ver- 

rons plus loin ce qu'elle représente, du moins dans le cas 
de + (y) = e-7 ,  quand nous apsliquerons (n" 13 et 14) la 
théorie générale exposée ici aux problèmes de l'échauffe- 
ment et du refroidissement d'un milieu d'un nombre 
quelconque de dimensions. 

En résumé, les intégrales de la forme (31) et (31 bis), 
grâce à la propriété qu'elles ont de transmettre cette forme 
simple à leurs paramètres différentiels A,, sont aptes à 
exprimer les états variables de corps à dimensions indé- 
finies, quand ces états dépendent d'équations aux dérivées 
partielles du type (23). Non seulement elles les représentent 
dans les cas où ils sont exactement les m h e s  à d'égales 
distances tout autour d'un centre de rayonnement persis- 
tant, mais, de plus, elles fournissent immédiatement les 
solutions simples naturelles, (3%), dont se compose leur 
expression générale, lorsque le corps est abandonné à lui- 
même après avoir été disposé initialement d'une manière 
quelconque. Ces derniers problèmes, concernant le cas où 
le temps t joue le rôle de variable principale, auraient pu,  
il est vrai, se résoudre par l'emploi de la formule de 
Fourier, appliquée à des sommes de solutions élémen- 
taires ayant la forme d'exponentielles, réelles ou imagi- 
naires , à exposants du premier degré en t ,  x , y ,  . . . Mais 
la formule de Fourier donne toujours comme résultat une 
intégrale définie d'un ordre de multiplicité double du  
nombre des variables non principales z, y ,  ... ; et il aurait 
fallu alors, pour arriver aux solutions simples naturelles 
dont il est question, ou, ce qui revient au même, aux int6- 
grales générales dbfinitives , de la forme (38), effectuer la 
moiti6 des integrations indiquées par les signes f. Or c'est 
là un genre de réduction pour lequel on ne possède aucun 
procédé gén6ral de calcul, difficile par conséquent et qui, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



peut-ètre même, n'aboutirait pas toujours, à cause du 
caractère parfois un peu indécis de la formule de Fourier, 
ou de sa convergence douteuse. 

Les intkgrales (311 et (31 ois), de la forme (21), donnent 
donc une seconde preuve de ce fait, déjà indiqué par 
l'usage des potentiels dans le mémoire précédent et dans 
la première note complémentaire, que tout nouveau type 
général de fonctions dont les parauiètres différenliels A, se 
forment d'une manière simple constitue une découverte 
d'un réel intérêt en physique mathématique et peut y 
rendre abordables certaines catégories de questions. 

Vu l'importance de la solution particuliére (32), et 
quelque simple qu'ait été la voie s u i ~ i e  pour l'obtenir, il 
ne sera peut-ètre pas inutile de vérifier directement qu'elle 
satisfait bien à l'équation ('23). A cet effet, nous ferons 

abstraction du facteur constant A c'est-à-dire que nous 
( IV ' 

prendrons 

II -- r2 xa+ya+ ... 
(39) cp=t % + ( y ) ,  où Y = - = 

4t 4t 

Il viendra aisément 

et l'on trouvera de plus, pour toute fonction de y qn'on 
différentiera en z, y, ..., les formules symboliques 

d dl d  da d2y d dp d2 d -=-- A 

9 - - - -  + - - - = etc. ; 
dz? dx dy dx2 d d  dy dx, dys dy 

d'où 

(40) 
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D'ailleurs. toutes les fois qu'on aura à prendre la ddrivde 
d 

par rapport à y du produit de y et d'une d6rivée -, on 
dr 

aura évidemment 

d 
de sorte qu'on pourra, dans , intervertir l'ordre 

d 
des facteurs symboliques - d - , pourvu qu'on ajoute 1 

dy ' dy 
à celui-ci. On trouvera d'abord, d'après (40)' 

La même formule (40)) appliquhe à celle-ci, donliera 
d -  

ensuite, si l'on fait passer tous les facteurs simples . -  à la 
dr 

fin du résultat, en suivant la  règle (40 bis), 

II) m 
A ~ A ,  = t - ( < ~ ~ )  (T + y + ]  (++ 1 + y -  i) -. 2 

En continuant de même, il viendra finalement 

D'autre part, la différentiation de !39) par rapport à Z 
donne successivement, d'après la première (39 bis), 
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et enfin, 

On voit que, à part l'ordre dans lequel se présentent les 
facteurs symboliques, ordre évidemment indifférent ici ("); 
ce dernier r4sultat ne diffère de (A,)" cp qu'en ce que (- 1)" + 
y remplace 9. Donc, quel que soit le nombre na des 

d/" 
variables x, y , ... , l'6quation aux dérivhes partielles (23) 
sera satisfaite identiquement, si l'on détermine + (y) par la 
relation (14), (T 1)" 9'") + A 9 = O ,  prise avec les signes 
supérieurs, comme on a convenu de faire en Btablissant 
la solution (32). 

8. - Application de la même forme d'integrales définies à 
I'zntégratiofi de certaines équalions différentielles. 

M. de Tilly, Membre de l'Académie Royale de Belgique, 
a eu l'idée, en lisant l'article du 2 janvier 1882 [Comptes- 
Rendus , t . XCIV, p. 331 où j'appliquais l'expression (5j de 
y à l'intégration de l'équation aux derivées partielles (1) , de 
faire servir la même expression , que ses deux fonctions 
arbitraires f, + rendent susceptible de prendre bien des 
formes différentes, à représenter des intégrales de certaines 
équations différentielles; et il en a déduit une méthode 

dn 
ingénieuse d'intégration pour celles du type - = Ar" y, 

dva 
où A et a sont deux constantes quelconques. 

(*) Parce que leurs parties variables ou indiquant des différentiatians sont 
d d d 

toutes pareilles, de la forme y - , et non des deux formes différentes - , y - 
d7 

comme dans (41). 
d Y 
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Voici en quoi consiste cette méthode, dans le cas simple 
12 = 2, qui est le cas de l'équation du second ordre à laquelle 
se ramène celle du premier ordre dite de Riccati. J'y em- 
ploierai d'ailleurs la forme (24), moins spéciale que [5) et 
qui ,  pour cette raison, pourrait comporter des applications 
plus nombreuses. 

Démontrons d'abord une propriété importante dont jouit 
l'expression (24) quelque valeur qu'on y attribue ti p ,  
propriété implicitement indiquée dans le no 5 ci-dessus. 
Comme le A, de toute fonction de r, quand on y prend r 
egal à la racine carrée de la somme des carrés de m variables 
x, g, . . . , a pour valeur 

et comme, de plus, cette expression devient 

2 lorsqu'on y remplace rn, en vertu de @y), par 2 - - 9 on 

aura, pour toutes les valeurs de p qui rendront m entier 
et positif, 

\ 

Telle est la propriété dont il s'agit d'établir la généralitd, 
en faisant voir qu'elle subsiste dans le cas de p quelconque. 
Posons, pour abréger 

ce qui permettra d'écrire 
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Deux différentiations consécutives 
donneront 

de y par rapport à r 

~ 2 d z  2 
Sous le dernier signe J ,  remplaçons - par - - 

a2P P 
dy , 

ce qui revient au mème d'après la seconde (b),  et, ayant mis 
ensuite d+' (y) au lieu de $"(y) dy , intégrons par parties 
comme nous l'avons fait pour arriver à (26) [p. 3761, en 
supposant de mème nul le terme aux limites , 

il viendra évidemment 

relation qui est bien équivalente à (a) 
La formule g6nérale (a) ainsi établie, admettons que 

l'équation à intégrer soit 

A désignant un  coefficient positif. L'expression (c) de (F la 
changera, vu (a),  en celle-ci, 
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M. de Tilly y satisfait en posant 

et en prenant par suite, à des facteurs constants près, 

ce qui, à cause des valeurs (c) et (6) de cf, p et y, donne 

- 
Du reste, et comme l'a remarqué M. de Tilly lui-même, 

cette intégrale de 176quation diffdrentielle (dj [ou de l'kqua- 
tion (.m) ci-après] avait été obtenue autrement par Poisson, 
qui l'a dénlontrée dans le XVIe cahier dh Journal de 17Ecole 
Polytechnique. 

On choisira c positif, pour que 1,'exposant de e sous le 
signe $ soit constamment négatif et rende finie l'intégrale. 
Observons d'ailleurs que le terme aux limites supposé nul 
dans la ddmonstration de la formule fondamentale (a) le 
sera bien en effet. La raison en est que, à chaciine- des 
limites a = O ,  u = oo, l'une des deux variables auxiliaires 
p, y deviendra infinie et  fera annuler toute fonction conte- 
nant en facteur l'exponentielle correspondante f (p) ou + (y), 
comme, par exemple, l'expression ai-P f (P) +' ($. 

Il est inutile de multiplier le second membre de (h) par 
une deuxième constante arbitraire c'; car, si on le fait, 
mais qu'on change ensuite; sous le signe J, c'da en du ou 
c'a en a ,  on retombera sur la formule (h) , avec une autre 
valeur de la constante G. On n'obtient donc toujours qu'une 
intégrale particulière : mais un procédé connu permet d'en 
ddduire l'intégrale générale. 

Quand p = 2, si l'on prend en outre c = 1 et A = 1: l'ex- 
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pression (h) de y, r8duite B *e -O (a +:) dct , repoit 

Q, x'Z 

la valeur_/(- e - i  da = V T ,  /;I pour r = O, et la valeur 

xme- da = O, pour r = m . Or 11int8grale générale et 

unique de l'équation (d) est alors cp =Me" + NeZ; en la 
- 

déterminant de manière que p = C pour r = O et p i ie  
- 
7r p = o pour r = rn , elle donne (F = , e-'. Il vient donc 

la formule (connue) 

Revenant au cas général, montrons enfin que l'équation 
que l'on a ainsi intégrée, (d) , équivaut bien à celle de 
Riccati, comme on le sait du reste. Appelons p un exposant 
quelconque, et substituons à r la nouvelle variable u que 
d8finit la  relation 

Il en résulte les formules de transformation 

et l'équation (d) ,  multiplibe par qe JQ-', devient finalement 
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On peut, en choisissant convenablement p , p et A , lui 
faire prendre toutes les formes comprises dans celle-ci, 

d2( K d~ - + - 2 - B u " " f  = O ,  
da" ddu 

où m ,  k et B sont trois constantes quelconques, dont la 
dernière cependant, B, doit être positive comme A. Ainsi, 
la solution trouvée (h) convient B toutes les équations du 
type (1). On voit de plus que celles-ci, mises sods la forme 
(K), ne cesseront pas, quand on y fera varier p, d'être 
équivalentes à (d) ou, par suite, équivalentes entr'elles , 
et d'admettre la mbme intégrale (h) ,  pourvu que les deux 
constantes A ,  p restent les mêmes et que r reçoive l'ex- 
pression uq définie par ( j )  . 

Or, la valeur de q qui simplifie le plus possible l'équation 
P (k) est celle, q = - , qui fait disparaître son second terme, 
2 

et qui lui donne la forme de l'équation de Riccati trans- 
formée , 

Par consdquent, l'équation (d)  et l'hquation (A) ou (Z) 
reviennent à celle de Riccati (m) ; et. c'est une solution 
particulière de celle-ci que représente l'intégrale définie (h). 

On a vu par la relation (i) qu'en mettant sous la forme 
d'une intégrale définie une certaine solution, directement 
évaluable d'ailleurs, d'une équation différentielle, on se 
trouvait avoir calculé de la sorte, et assez simplement, 
la valeur de cette intégrale. Voici u n  autre exemple, assez 
remarquable, d'une pareille détermination, où il s'agit 
d'intégrales définies assez aiialogues à (i) , mais plus com- 
pliquées. 
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Dans l'expression 

posons f (P) = e-13, = cos y ;  ce qui rend évidemment 
finie et déterminée cette expression, et ce qui , de plus , 
permet de lui appliquer, ainsi qu'a ses dérivées en r ,  la 
règle de différentiaiion exposée au no 2 [p. 3611, car la 
condition (8) est évidemment satisfaite. Nous aurons succes- 
sivement : 

* =a , r2 * 4-2 u2 
e - y s i n  - da, e - z  cos - dz, 

2.x2 dr3 2 
.2 -=-_/6 e -  2 cos - da. 

2a2 

Par conséquent, l'intégrale définie représentée par cp 
d'y vérifie l'équation diffdrentielle - + p = O ,  dont la solution 
dr k 

générale et. unique, avec quatre constantes arbitraires 
A, B, C, D, est 

Les formules (P) montrant, de plus, qu'on a 

et aussi 
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déterminons les quatre constantes A ,  B , C , D de manière 
que ces quatre conditions spéciales ( Q ' )  , (q") soient satis- 

- 

faites. Il faudra, pour cela, prendre A = v$, B = O , 
C = O ,  D = o ,  OU 

- 
1 r r p=vSe-g cos -. 

( 5  

La différentiation de celle-ci donne, effectivement, 

- 
Tc r .  9' 
-e-- sin - 
2 f i .  45' 

et les quatre conditions spéciales ig') , (Q") sont bien véri- 
fiées. 

Égalons les expressions correspondantes, ( p )  et (r) ou 
(r'), de y et de ses trois premières ddrivées , puis posons, 

C 
pour simplifier, - = p. Il viendra, d'une part, 

v'z 
- 

d a  = v'i C - P  cos 

vi 8 - f  sin p ,  

et, d'autre part ; 

* p2 a2 fG 
e - z c o s - d u  =- e-P (cosp-s inp) ,  

2 2 
(4 vi * P Z .  a= 

e - z s i n  - = - e-P (cos p + sin p). 
2 2 
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Ainsi se trouvent Bvaluées quatre intégrales ddfinies 
assez remarquables. 

On en déduit d'autres, un peu plus générales, en y 
remplaçant a par ma et p par mm, où m et riz désignent 
deux nombres positifs quelconques. Cela donne : 

- 
m w  COS mlz 1 Jme-T cos-dB a% =vi eernn- nt 

- 
01 &a2 ma sin rnlz 

,-?,in -di<=\/; e - l n -  
a2 m ' 

00 n% maa% fn e-,,,n COS nt%-  sin mn 
e - 3  COS - 

2 
d a =  - 

2 2 m 

Faisons, dans les deux premières, m = O, n = 1 et, dans 

les deux d e r n i h s ,  n = O ,  m. = f2. Il viendra 

formules dont les deux dernières sont bien connues ;*). 

(*) On remarquera que la deuxième des quatre intégrales (13, en y posant 
1 00 sin.%% 

u = - d e v i e n t 1  - dm et que, d'autre part, sa valeur fi, élevée au 
x ' 1~2 

carré, é g i e  l'intégrale d a s s i q u e ~ o * ~  dm. On a donc la relation, assez 

curieuse, 
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§ 11. - APPLICATIONS DE CETTE METHODE DANS LA THBORIE DE LA 

CHALEUR ET DANS CELLE DU FROTTEMENT DES FLUIDES. 

9.- Problème de I'èchauffement d'une barre et aulres analogues : 
e'quations qui les difinissent. 

Les applications physiques les plus simples qu'on puisse 
donner des thdories précédentes sont celles qui concernent 
le niouvernent de la chaleur dans les corps athermanes 
isotropes à une, deux ou trois dimensions [barres, plaques 
et co-s massifs] (*). 

Nous commencerons par étudier l'échauffement d'une 
barre homoghe cylindrique ou prismaliq ue , s'6 tendant , 
le long d'un axe pris pour celui des abscisses positives x ,  
depuis l'origine jrisqu'a l'infini, rendue imperméable à la  

!*) D'ailleurs ces lois at mouvement de 1% chaleur par conductibilité paraissent 
régir ,  comme on sa i t ,  la difficsion d'un corps (non gazeux) dans un dissolvant h 
température uniforme, au moins tant que le dissolvant s e  trouve encore assez 
loin d'en être saturé. Alors, en effet, le flux de matière dissoute qui traverse par 
unité de temps un élément plan semble être simplement proportionnel à la dérivée, 
suivant la normale à l'élément, de la densité effective p (ou  masse par unité de 
volume) de cette matière dans le milieu, tout comme les flux de chaleur le sont 
B la  dérivée analogue de la  température ; e t  l'on remarquera que,  pour compléter 
l'analogie , la température mesuTe en quelque sorte (sauf un facteur constant), aux 
divers points d'un corps homogbne athermane, la densité de la chaleur, ou chaleui- 
contenue dans l'unité de volume. Par suite,  la  densité considérée de la  matièi~, 
dissoute variera d'un instant &l'autre, dans chaque région de I'espace, d'après les 
mêmes lois que la  température d'on certain milieu atherrnane qui l'occuperait et  
qui ,  aux points où est déposé le corps e n  train de se  diffuser, aurait reçu ou 
recevrait de la  chaleur exactement comme le dissolvant y a absorbé ou y absorbe 
de la matière dissoute. 

Un tel mode de diffusion est précisément celui auquel on arrive en assimilant le 
corps qui se diffuse B un fluide, régi par la loi de Mariotte, qui transpirerait ou 
/Ztf,eruit B travers un milieu perméable comme du sable, à la condition, toutefois, 
d'admettre que son coefficient de frottement intérieur, appelé a par Navier , fùt 
prcportionnel à sa densité (cc qui n'a pas lieu dans les gaz,  ouc en est h peu près 
indépendant). On peut voir en effet, par l a  formule (a) de la  p. 4 de mon Essai sur 
Ea théorie des eauz courantes, dans laquelle le terme sin 1 représentatif de l'in- 
fluence d e  la pesanteur est ici négligeable, qae Ia vitesse V du fluide, dirigée , en 
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chaleur sur ses faces latérales, e t  chauffée enfin, à l'origine 
x=o, de manière qu'on y connaisse, en fonction du temps 
t ,  soit la température y de la barre, soit le flux de chaleur 
qui y traverse sa surface de base, soit, du moins, la tem- 

tout point (2, y, a), suivant la normale ds hla surface i?, = const. qui y passe, est 
proportionnelle h la dérivée, changée de signe, de l a  pression p ou de la donsité p , 
le  long de cette normale ds, et h un certain coegcient, '- , qui se trouve d'ailleurs, 

PB 
lui-mème, pour un degré donné de compacité du milieu perméable, être en raison 
inverse du coefficient s de frottement intérieur. Admettons que celui-ci soit pro- 
portionnel à la puissance nè~ne de la densité p. La vitesse V sera donc en raison 

1 di?, directe de - - - et la masse fluide débitée par l'unité d'aire de la surface 
,n d .V ' 

p = const. , & leflzc3o de transpiration, évidemment proportionnel lui-même au 
produit de cette vitesse par la densité p ,  aura une expression de la forme 

d p  - a2 pi-" , , comme il arriverait pour les courants de chaleur dans un milieu 
W., 

athermane où le coefficient de conductibilité serait en raison directe de la puis- 
sance (l-n)hme de la température p. Alors l'équation aux dérivées partielles, bien 
connue, régissant les variations de catte dernière, deviendrait 

ou bien, en multipliant par (2 - n) ?i-n, 

Telie sera donc l'équation indéfinie du phénomène considéré de filtration. Or, en 
y faisant n = 1, elle coïncide, comme on voit, avec celle des phénomènes de diffu- 
sion généralement admise. 

Lorsque ta diffère de 1, elle est encore intégrable dans certains cas simples, 
notamment quand l'état est permanent ou qu'elle se réduit h A2 (p"-") = O ,  et 
quand p ne varie que de petites fractions de sa valeur, cas ou le coefficient a2 #-n 
peut être supposé constant. On sait du reste que, si les coefficients de conducti- 
bilité et les capacités calorifiques sont assimilés ainsi h des constantes, dans la 
théorie analytique de la chaleur, c'est, de mème, parce que les variations de tem- 
pérature que nous observons ordinairement se trouvent être très faibles en com- 
paraison de la température absolue. 

Pour un gaz se diffusant dans un solide ou dans un liquide et, probablement 
aussi, pour un gaz filtrant B travers un corps spongieux, la résistance qu'éprouve 
l'unité de masse est proportionnelle B V" non à la vitesse V, par suite sans doute 
des plus grandes valeurs de celle-ci, capables de rendre l'écoulement dans des 
espaces aussi irréguliers tourbillonnant comme dans les grandes sections et régi 

i d p  des lors par les mèmes lois : V y est donc en raison di-cte, non plus de - - - 
,a I l s  ' 

mais de\/-'*, et l'équation indéfinie en p , presque aussi aisée B former, 
P .& 

cesse d'être lin6aire par rapport aux dérivées de p. 
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pérat.ure d'une enceinte chaude, rayonnant sa chaleur vers 
cette base proportionnellement à la difference de leurs tem- 
pératures (*). La même analyse s'appliquera du reste, sans 
modification, au cas d'un milieu limité par une face plane, 
mais indéfini suivant tous les autres sens, et qui serait, 
à chaque instant, chauffé Bgalement sur toute l'étendue de 
cette face plane ; car, si l'on considère un tel milieu comme 
formé- de fibres infiniment longues normales à sa surface, 
chacune d'elles, adjacente à d'autres possédant les mêmes 
températures, ne pourra. que se comporter comme une 
barre isolée, imperméable latéralement à la chaleur. 

Enfin le même genre de calcul donne aussi les vitesses 
qu'une masse fluide indéfinie reçoit de proche en proche, par 
l'effet des frottements, d'une plaque solide et mince immer- 
gée, de dimensions également indéfinies, à laquelle on im- 
prime dans son propre plan une translation rectiligne d'une 
rapidité variable en fonction explicite du temps, lorsqu'on 
suppose d'ailleurs les mouvements bien continus, ou non- 
tourbillonnants, et, le frottement de la plaque, suffisant pour 
produire l'adhérence à cette plaque de la couche fluide con- 
tiguë, ou, plus généralement, proportionnel à la différence 
des vitesses de la même plaque et de la couche fluide conti- 
guë. C'est ce qu'on peut voir au $ TI d'un Complément à mon 
Essai sur lu théorie des eaux courantes, inséré dans le volume 
de 1878 du Journal de Mathématiques pures et appliquées. 

On sait que l'équation indéfinie du mouvement de la 
chaleur le long de la barre sera de la forme 

(*) S'il s'agissait, non d'une propagation de chaleur, mais de la diffusion d'une 
matière, remplissant un réservoir, h travers une paroi plane, supposée infiniment 
épaisse, de ce réservoir, le r6le qu'avait la température de l'enceinte serait évidem- 
ment rempli par la densité de saturation, dans la paroi, de la matière dissoute, 
densité proportionnelle h la densité effective de cette matière dans le résemoir 
ainsi qu'k son coefficient de solubilité dans la paroi, e t  exprimant ce que devient 
la densité, dans la paroi, de la matière 'dissoute, quand il y a équilibre avec le 
réselvoir ou que le flux de diffusion s'annule. 
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et que le flux de chaleur qui traversera, dans l'unité de 
temps, une quelconque des sections normales, en allant 
vers les x positifs, égalera le produit d'un coefficient 

& numerique donné par - - Mais, pour simplifier un peu 
dx. 

les formules, nous supposerons a' t remplace par t ,  ou a 
par 1, ce qui revient à choisir convenablement l'unité de 
temps, et nous attribuerons à la barre des dimensions 
transversales telles, que le flux de chaleur qui pénètre à 
travers une de ses sections égale simplement, par unit6 de 

d.o 
temps, - A Ainsi , d'une part, nous aurons l'équation 

Cz$ 
indéfinie en cp, aux dérivées partielles , 

D'autre part,  si P (t) désigne la température connue de 
l'enceinte, à l'époque t, et h un coefficient positif constant, 
p~oportionnel ail pouvoir émissif de la base x = O ,  la 
condition spéciale à cette extrémité x = O de la barre sera 
généralement 

(44) 
d f (pour x = O) - - = k [F (1) - y ] .  
da: 

Elle se réduit à y = F (0, quand il y a contact de la barro 
avec le corps dont F (t) désigne la température et quand, 
par suite, on peut supposer infini le coefficient h, ou 
attribuer a l'extrémité de la barre (à une différence inhni- 
ment petite près) la température mème de l'enceinte, F (4, 

4 connue à chaque instant ; et elle se réduit à - - = k F (t), 
da: 

quand, au contraire, K pouvant être cens6 infiniment petit 
et la température F (t) de l'enceinte beaucoup plus grande 
en valeur absolue que celle, y,  de la barre, c'est le flux de 
chaleur qui se trouve donné directement. 
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Si l'on joint à l'éqiiation (43) cette relation spéciale (44)) 
et si l'on admet, en outre, que la température (F et les flux 

df de chaleur - - soient finis, sur toute l'étendue comprise 
dx 

de x = o  à x = m  et entre leslimites t=-a,  t = i ,  la 
fonction cp sera détermide, ou complètement, ou, du 
moins, à une constante prés. 

E n  effet, soit CF une fonction qui satisfasse h toutes ces 
conditions, et appelons p + toute autre soliition, supposa 
qu'il en existe. Il est clair que y' devra vérifier les deux 
relations, transformées de (43) et (44), 

(43 bis) 

(44 6;s) (pour s = O) - 4' - - A ?'; 

4' de plus, ?', - - seront, même pour t = - ac, , des fonc- 

tions constamment finies entre les limites x = O ,  x = m. 
Or, il est aisé de reconnaître que ces conditions obligent 
de poser identiquement = O ,  sauf quand le coefficient 
d'émission K est nul, cas où elles donnent seulement 

= constan te. 
Pour le démontrer, multiplions (43 bis) par 2 ?' d x et . 

d"' 
après avoir substitue à f*' - la différence 

t' dx2 

intégrons entre les limites constantes x = O ,  x = x. F n 
tenant compte de (44 bis) et appelant la valeur de y' à 
la limite x = O ,  il viendra 
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Dans le second membre, le premier terme, le seul qui 
n'y soit pas essentiellement n6gatif , reste fini, par hypo- 
thbse, quand on fait croitre indéfiniment la limite supé- 
rieure x. En même temps, le dernier terme grandit jusqu'à 
depasser toute quantité donnée, à moins que la d6rivde 

ne tende assez vite vers zéro, pour x croissant, cas où 
ds 

@ le premier terme 2 - décroît jqsqu'à zéro. Donc, de 
d3 

toute manière, i l  suffit que soit variable, pour que le 
dernier terme, négatif, du second membre de (45) finisse 
par l'emporter sur le premier à mesure que o1: grandit. 
Donnons à x une valeur suffisante pour qu'il en soit ainsi 
à toutes les époques comprises entre - m et t ,  cette der- 
nière étant d'ailleurs choisie à volonté. La relation (45j 
pourra s'écrire alors, en appelant 0 une fonction de t et x 
inconnue, mais positive et de grandeur notable, 

Cette relation montre que l'intégrale essentiellement 

positive J6' ,a G? G , suppos6e finie pour t = - a , ne 

cesse pas, à mesure que t grandit, de diminuer, et avec 
- .  

4' une rapiditb appréciable tant qiie les derivées conser- 

vent des valeurs sensibles. II est donc inhitable que,  au 
bout d'uu temps pi, c'est-à-dire déjà pou? les très grandes 

4' valeurs négatives de t , on ait partout - = O, et, par suite, 
dg 

4' d'après (43 bis), -= o. C'est dire que la seule expression 
dt 

possible pour est y' = constante, ou mème , vu (44 bis), 
= O toutes les fois que K n'est pas nul. 

Ainsi, quand y et - - ' ne devienneht pas infinis entre 
da: 
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les limites x = O, x = GO et de t = - m à t = t, les relations 
(43) et (44) déterminent la température y ,  soit complhte- 
meni, si k diffère de zéro, soit à une constante près, si R 
est nul. Dans ce dernier cas , on pourra, pour achever de 
définir y ,  se donner encore la température, généralement 
invariable, réalisde aux points de la barre dont l'abscisse 
x est très grande. 

Observons que, dans la formule (145), le terme - 2 K 
aurait pu être supprimé, si l'on avait considéré le cas 
particulier où K = oo et où, pour x = O ,  l'on connaît 
directement y en fonction de I .  En effet, comme il est 

dY' entendu que, pour x = O, la dériv6e - = K y' doit rester 
da: 

finie, on aurait eu y: = O et, par suite, (A y,') y: = o. 

10. - Int&ration de ces &quatZons. 

II nous suffira donc d'intégrer (43) de manière à pouvoir 
satisfaire ensuite à la condition (44j. Or, l'équation (43) se 
déduit de (1) en posant s = x ,  o =  t ,  n = l ,  A = -  1. Par 
suite, l'dquation (14) [p. 3641 devient, ici, ? +'(y) = + (y), et 
elledonne, abstraction faite d'un coefficient numérique sans 
importance, rj, (y) = e G .  Mais la deuxième de ces solutions, 
où l'exposant de e serait respectivement, dans (9) et (15), 

$2 a= 
y = - et y = - , ne peut convenir; car, pour x =cm, elle 

2a2 2 
rendrait visiblement infinies les deux valeurs (9) et (15) de 
y ,  quel que fût l'intervalle dans lequel la fonction f diffé- 
rerait de zéro. Et le meme inconvénient se présenterait 
pour l'expression de 9 (y) que donnerait l'intégration de 
(16) prise avec les signes inférieurs, expression propor- 

Ge-. v'; 
tionnelle à e y _ / 6  dm et devenant sensiblement - ey 

2 
pour y très Gand. Donc, il n'y a pas de solution possible 
dans le genre de (20), et il faut se borner à prendre (9) et 
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(15) avec les signes supérieurs, en y faisant d'ailleurs 
(t (y) = e-Y. Cela donnera pour l'intégrale de (43), avec 
deux fonctions arbitraires que j'appellerai f' et f ,  , 

D'ailleurs, chacune des deux intégrales définies qui 
composent cette valeur de y sera parfaitement déterminée, 
ainsi que ses dérivées successit.es en x ou t, pourvu que les 
deux fonctions f' (t) et f i  (t) , supposées finies pour toutes 
les valeurs de t comprises entre - oo et t ,  donnent des 

valeurs déterminées aux intégrales 

' ( t - ) d a  et à leurs dérivées par rapport à t. 
2 

En effet, dans ces conditions, d'une part, le  dernier terme 
de (46) sera déterminé, malgré sa limite supérieure infinie, 
à cause de l'exponentielle qui s'y annule à cette limite, et 
le terme précédent le sera aussi, car ses éléments correspon- 
dant aux tres grandes valeurs de a sont sensiblement égaux 

aux éléments analogues de l'intégrale L ? ( t -  $1 d u ,  

bien définie par hypothèse ; d'aulre part, comme la fonction 
e-Y se reproduit (sauf le signe) par la différentiation, les 
dérivées en tou  z du second membre de (46) auront même 
forme que ce second membre, à cela près qu'il pourra 
s'introduire, h la place des fonctions f' ou f ,  , leurs déri- 
vées successives, changdes ou non de signe. Le procédé 
ajnsi appliqué pour les différentiations par rapport à x 
exige, il est vrai, d'après une condition démontrée vers la 
fin du no 2 (p. 363), que les produits 

deviennent nuls à la limite a = O ; mais c'est bien ce qui 
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arrivera toujours, si les fonctions /" (t), f ,  (t) et leurs déri- 
vées restent finies polir t = - a , comme on le suppose. 

Par cons6quent, 17int6grale (46) et ses dérivees seront 
des fonctions parfaitement ddterrninbes , et toujours finies, 

a2 
à condition que les integrales 

1 7 '  (t- f) 2 dct , etc., le soient elles-mérnes. Or c'est 

ce qui aura lieu, si, comme nous l'admettrons, la fonction 
f ( l )  , qui a pour dérivée f' (t) , reste finie, elle aussi, à la 
limite t = - CO . Car une intégration par parties donne, 
par exemple, 

relation où la dernière intégrale est rendue évidemment finie 

par le dénominateur a\ ainsi, la proposée J?( t -g)  da, 

où, d'ailleurs, a peut sans inconvénient décroître jusqu'a 
zéro, est bien finie @alement. E t ,  de même, la fonction 
I; (t) restant, par hypothèse, finie pour t=-m , l'expression 

a2 _/rm f: (1 - T) da sera aussi finie et déterminde. 

Il suffira donc, pour que l'intégrale (46) soit la solution 
unique cherchée, d'y déterminer les fonctions arbitraires 
f ,  f ,  de manière que la condition spéciale (44) se trouve 
vérifiée à toute époque. Or, si l'on porte dans (44) l'expres- 
sion (46) de y ,  ainsi. que sa dbrivée en x 
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et si l'on observe que l'intégrale classique de Poisson, 
4; 

du = - , donne, en y prenant 21 = L 
2 45 ' 

il vient 

On y satisfait en égalant séparément, dans les deux 
membres, les termes intégrés et aussi, élément par élément, 
ceux qui ne le sont pas, c'est-à-dire en posant, aprbs avoir 

- 

2 
multiplié par V -  , 

z 

Mais traitons d'abord et à part les deux cas simples 
k =cm , K = O ,  qui sont ceux où l'on connaît directement 
en fonction de 2 ,  pour x = O , soit la température cp = l? (t) , 

4 soit le flux de chaleur - - = K F (t), que j'appellerai F, (t) 
da? 

pour éviter d'y faire figurer le facteur K ,  alors nul, et le 
facteur, supposé alors infini , F (o. Dans le premier cas, les 
deux équations (50), divisées par K , donneront, en com- 
mençant par la seconde, 
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Donc, l'expression (46) de y prendra la forme, d'ailleurs 
connue, 

( [quand? = F (t) pour B = O] 

Dans le second cas, au contraire, le seul terme qui 
subsiste aux deuxièmes membres de (50) est le premier 

. . vt B F (4 = \/! F, (t), et ces relations donnent 
7C 

7 ( t)  = p Fi ( t )  , f( ( t )  = o.  
7C 

Par suite, f ,  (t) se réduit à une constante, et l'expression 
(46) de y est 

Pour x = w , l'intégrale qui parait au second membre 
de cette relation a tous ses éléluents nuls. Ainsi , la con- 
stante arbitraire introduite par 17int6gration exprime la 
tempdrature produite à l'infini , .température qu'il suffit 
alors de supposer donnée directement pour achever de 
déterminer le probleme. 

Passons maintenant au cas général. La premiére formule 
(50), multipliée par - k, devient, en y remplaçant k f' (t) 
par sa valeur tirée de la deuxième (50), 
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C'est une équation différentielle lindaire du premier 
ordre en f ,  ( t ) .  Intégrée, elle donne, si l'on appelle c une 
constante arbitraire destinée à disparaître des résultats 
définitifs, 

Il en résulte par différentiation, d'après la deuxiéme (50), 

Telles sont les expressions de f" (t) et f i  (t), où il faudra - 

a2 2% 
remplacer t, respectivement, par t - - 

2 
et par t - - 

2u2 ' 
pour les porter ensuite dans (46). Mais la formule définitive 
se simplifie quand on substitue tkx à a dans l'intdgrale 

a2 1; (1-6) e - 7  d a ,  ce qui donne 

k%z2 J T f i  ( t -  2 --f-) ~ " 2  e-T du. 

Il vient alors, en supprimant finalement les termes ou les 
parties de termes qui s'entre-détruisent , et en remplaçant 
la variable d'intdgration r par une autre, O ,  égale à 
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On peut y transformer, au moyen de l'intégration par 
parties, l'intdgrale où paraît de,  en observant que 

Il vient alors, si l'on réduit le résultat et qu'on mette 

finalement partout -5 au lieu de a : 
K 

On voit que, pour B infini, celle-ci se réduit bien à (51), 
tandis que, si k tend vers zéro, la précédente, (56) , en y 
posant K F (t) = Fi (t), donne la formule (52), du moins dans 
sa partie variable, la seule que déterminent alors les equa- 
tions générales du problème. 

11.  - Conséquences ge'rte'rales qui  e n  rksultent. 

Déduisons maintenant de ces formules quelques lois 
simples. 

Et d'abord, si la température donde ,  F (4, du milieu 
arec lequel la barre se trouve en relation par son extr6mité 
x = O ,  est une fonction périodique du temps, redevenant 
la mème chaque fois que t croit d'une certaine quantite T ,  
la température y ,  en tout point de la barre, admettra égale- 
ment la même période T. La raison en est que t n'entre, 
dans (56) ou (56.6is), que comme faisant partie des variables 

a= m2 t - - ,  out - -  
2 2 as ' etc. , dont y adpendent les fonctions 
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1" ou F' : or, par hypothèse, celles-ci re t rou~ xont les 
mêmes valeurs quand t et,  par suite , les variables dont il 
s'agit, croîtront de T. 

Observons de plus que F ( I )  , F' ( t ) ,  fonctions dont la 
seconde aura sa valeur moyenne égale à zéro, pourront 
être ordonnees en séries procédant suivant les cosinus et 

2.n 
les sinus des multiples de t ,  et que, alors, dans (56 bis) , 
les intégrations par rapport à 8 ,  portant sur des expressions 
de la forme 

où m ne sera jamais nul, s'effectueront exactement au 
moyen de termes de la même forme, qu'il faudra prendre 

$2 a2 
entre les deux limites - et -, : cela donnera des pro- 

2 ~ 2  2K- 
duits d'exponentielles, dans lesquelles e aura comme expo- 

K' 09 a2 
sant - - ou - -, par des cosinus ou sinus d'arcs qui 

2aa 2 

seront respectivement m ( t - - , " k J , . n ( t - & ) . ~ t l e s  

intégrations par rapport à a aboutiront même ensuite 
dans tout le second membre de (5G bis); car, en y développant 
les cosinus ou sinus de manière à faire sortir des signes J 
les facteurs cos mt et sin nzt, il ne restera sous ces signes 

que des expressions ayant les formes e - p X 2  COS - 9 d a, 
a' 

e -P"" P '2 '2 
sin - da, e - 5  c.ospa2da,  e-,sinpa2da, qui 

a2 

sont de celles qu'on peut integrer entre les limites a = O, 
a 

cc = oo . 11 suffit, en effet, d'y remplacer a par -et 2pp v'ap 
par pS, pour les ramener à celles dont les formules (s) et (s') 
du no 8 (p. 402) donnent les valeurs. 
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Mais je n'insisterai pas ici sur ce point. J'observerai 
seulement que, pour z infini, y se réduira h la valeur 
moyenne constante de F (t),  que j'appellerai M. En offet, 
quand x deviendra très grand, les éléments affectés, rrous 
le signe d'inlégration par rapport à cc, de l'exponentielle 

k W .  
e-a , i  s'évanouiront dans (56 b i q  ; et il n'y restera, à part 

$a ma 

le premier terme M e-Tde lkxpression de F t- -) e-8, i 2.2 
u% 

que des termes proportionnels aux produits de e - 7  par 

des cosinus ou des sinus d'arcs de la forme m ( t-- 12) : 0.9 

pour x très grand, ceux-ci changeront sans cesse de 

signe [car m ( t - - ;:%) y grandira de rr si peu que 

croisse a]'; en sorte qu'ils donneront des éléments 
alternativement positifs et négatifs, formant un nombre 
restreint de groupes dans chacun desquels les termes, 
infiniment petits, iront sans cesse en croissant ou en 
décroissant de l'un à l'autre (quant à la valeur absolue) 
et n'auront ainsi qu'une somme comparable au plus 
grand d'entr'eux. Donc , quand x sera infini, il n'y aura 
plus à considérer dans (56 bis), sous le signe S, que le 

a2 

terme M e - 2 ,  dont le produit par d u ,  intégré de u = O à - 
a = CO , donne M \/; ; et il viendra bien p = M. 

S i ,  au contraire, la température donnée F ( I )  n'est pas 
périodique, mais qu'elle n'ait commencé à différer de zéro 
q:i'à partir d'un certain instant, la température cp de la 
barre sera nulle partout jusqu'à cette kpoque, et elle restera 
m6me toujours nulle aux points infiniment éloignés de 
l'extrémité chauffée (ou refroidie) x = o. En effet, d'une 
part, les fonctions F et F'ne se trouvent prises, dans 156) 
et (56 bis), que pour des valeurs de leurs variables infdrieures 
à t et qui, par suite, annuleront constamment ces fonctions 
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tant que t ne dépassera pas la valeur limite pour laquelle 
F (t) commence à différer de zéro ; d'autre part, quand x 
est Ires grand, les fonctions F ou F') dans (56 bis) par 
exemple, n'ont leurs variables supérieures à la même 
limite, et ne cessent de s'annuler, que pour des valeurs de 
a ou de 0 très grandes, auxquelles il ne correspond, vu la 

a2 
présence des exponentielles e - 7,  e - k2e, que des éléments 
in signifiants des intégrales. 

12. - Lois de I'échau/jfemertt de la barre par contact. 

Bornons-nous ' désormais aux deux cas extrêmes que 
représentent les formules simples (51) et (52), ou dans 
lesquels on se donne directement en fonction de t ,  pour 

4 x = O , soit la temp6raturt: y ,  soit le flux de chaleur - - 
h' 

Lepremier cas est celui de l'échûuffement de la barre par 
le contact d'un milieu, tel qu'un liquide, communiquant 
à ce qui le touche des temphratures , F (t), sensiblement 
uniformes à chaque instant; le second est celui de l'échauf- 
fement par introduction directe de quantités connues de 
chaleur. 

Considérant d'abord la formule (51), admettons en pre- 
mier lieu que la fonction F (t) , nulle pour t < O ,  atteigne 
rapidement, dès que t devient positif, une certaine valeur 

c, désormais constante. On aura donc F ( 8 -  - i:z)=opour 

Lx= a: 
t - - < O, ou pour u < - et F t -  - 

2 a2 ,G ( ::,) = c pour 
a:= 3 

8 -  - > O ,  ou pour a > -. La valeur (51) de y devien- 
2 a2 f5i 

dra, abstraction faite des époques t ( O pour lesquelles 
elle donne évidemment y = O ,  
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La température y ne dépend, comme on voit, que du 
5 

rapport - , et elle décroit, en valeur absolue, de c à zéro , 
\/t 

quand ce rapport grandit de zéro à CO . Donc, toutes les 
tem~drabures inlermédùzires entre la première e t  la dernière 
prodzcites à l'extrémité chaufée de la barre se propagent, le 
long de celle-ci, de telle sorie que les plus voisines de In pre- 
mière réalisée s'observent toujours en avant des autres, et 
ainsi de suite, c?~aczcne se ddylaçant d7a.illeurs de plus en pZus 
lenternent à mesure pu7e21e avance. E n  effet, l'espace total, x, 
décrit par le point où on la  constate, n'est proportionnel 
qu'à la racine carrée du temps écoulé d .  Par suite, la 

ch 
vitesse de propagation 'Z '  de chaque te?npéralure, esl en 

raison inverse de t ou de l'espace déjà parcouru x. i- 
Faisons maintenant une autre hypothèse, tout aussi 

simple, et propre à nous donner une expression de y telle, 
qu'il suffise d'en superposer de pareilles pour reproduire 
immédiatement 1:expression gén6rale considérée (51). 
Comme ce sont les températures F ( t ) ,  successivement 
réalisées à l'extr6mit6 s = O ,  qui jouent ici le r61e dévolu 
d'ordinairè aux conditions d'état initial, et comme t y  prend 
toutes les valeurs possibles entre - CO et + CO, il suffira 
de former ce que j'ai appelé au n"8 du Mémoire principal 
(p. 38) la sol.ution sinz$e naturelle pour le cas d'un système 
illimité, savoir, I'expression de p obtenue en n'attribuant 
à la fonction arbitraire l? (t) sa valeur que pour t compris 
entre deux limites infiniment voisines t,,  t, + dl,, et en 
supposant la fonction F (t) nulle en dehors de cet intervalle. 
11 est clair, en effet, que, si l'on opere de nième pour tous 
les petits intervalles dt, compris de t, = - à t, = co , 
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ou que l'on forme les expressions partielles de y correspon- 
dant aux vraies Valeurs P (4 de F (I) dans ces intervalles, 
leur somme donnera bien, à chaque instant, une expression 
totale de cp égale à F (&) pour x = O et identique, par cons& 
quent, à l'expression générale (51). 

Pour arriver de suite à ces solutions simples naturelles, 
prenons comme variable d'intégration, dans (51), la variable 
mème dont F y dépend, en posant 

3 9  .!8 x 3 -- 
(58) t - - =  t , ;  d'où a =  et dcr = -_(t - ti) 'di. 

'2 cr2 trm) 2 d2 

Alors on trouve 

et ,  si F (Ji) est nul en dehors d'un certain intervalle dt ,  , 
par exemple en dehors de l'intervalle compris entre 
t, = O et t, = di,, il viendra, en faisant F (O) dtl = E : l0 d'une 
part , 

(pour t < O) y = 0 ,  

2" d'autre part, 

a 
Posons, pour abréger, - = 5, et cette expression pourra 

\/zt 
s'écrire 

5% 
E & -- 

y = -  - e 2. 

tvn (2 

La dérivée de sa valeur absolue par rapport à x a le 
52 

même signe que celle de Ee - 2 par rapport à 5 ,  ou que 
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1 - P. Ainsi, à chaque instant t ,  cp est maximum pour 
e 1 5 = 1 , ou pour a = et ce maximum vaut - - 

VG t '  
Cela revient à dire que l'introduction brusque, à l'extré- 

mité de la barre, d'une certaine quantité de chaleur, suivie 
aussildt après du rétablissement d'une température nulle à 
cette extrémité, fait na2tre dans la barre une sorte d'onde 
calori/ique, dont le sommet parcourt des espaces totaux 
proportionnels à la. racine carrée d u  temps écoulé, tandis 
pue sa température est en raison inverse de ce temps. La 
quantité lotale de chaleur qui constitue l'onde décroit aussi, 
mais moins vite, car elle est proportionnelle à la racine 
carrée de cette température max.imum. Un calcul immédiat 
donne, en effet, 

La quantité de chaleur reçue d'abord par 'la barre se 
dissipe peu à peu, à travers la base x = O où la température 
est maintenue constamment nulle. 

On pourrait encore composer l'expression générale (51) 
de y avec des élkments empruntés B la forme (57) , dans 
laquelle on remplacerait t par t-  t, et c par F' (t,) dt, : 
car la valeur (57)de y exprime les effets produits au bout 
d'un temps quelc,onque t, sur les températures de la barre, 
par un changement c- survenu à son extrémité x = O ; et ,  
par suite, chaque changement &lémentaire F' (t,) dt,, qu'on 
y fait naître, vient ajouter à l'expression antérieure de y 
un nouveau terme de la forme indiquée. Mais ce mode de 
superposition, où les dléments qu'on réunit contiennent 
F' (t,) en facteur, est bien moins direct que le précédent, 
où paraissent les valeurs mêmes de la fonction donnée 
F ( I , ) .  Aussi la forme (57) des termes élémentaires est-elle 
beaucoup plus compliquée que (60). 
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1.3. - Echauffernent d'un corps indéfini 6 u n e ,  deux; ou  trois 
dimensions, par l'introclucfion continue, e n  un de ses points, 
de quantitds donnees de chaleur (*). 

Ils nous reste à voir maintenant quelles lois rdsultent de 
la formule (52), pour l'échauffement d'une barre au moyen 
de quantités connues de chaleur qu'on lui communique par 
son extrémité. Mais nous 6largirons la question , en obser- 
vant que, si la barre, au lieu d'ètre comprise de x = O à 
x = a, s'étendait jusqu'à l'infini de part et d'autre de 
l'origine, et qu'on y versât, toujours en ce dernier point, 
une quantité de chaleur double à chaque instant de celle . 
qui s'y r6pand en effet du côte des z positifs, les deux 
moitiés , séparées par l'origine , de la barre indéfinie ainsi 
obtenue, se comporteraient exactement comme le fait la 
proposée ; car chacune d'elles prendrait, par raison' de 
symétrie, une moitié de la chaleur totale, au fur et à mesure 
de son introduction. Etant ainsi ramenés au cas d'une 
barre, ou d'un corps h une seule dimension, chauffé en un 
de ses points, nous chercherons d'une manière générale 
quelles temperatures prend tout corps homogène indéfini, 
d'un nombre quelconque m de dimensions, quand on y 
introduit successivernent des quantités données de chaleur 
en un point choisi comme origine des coordonnées x, y, . . . . 
Nous appellerons F (0 le flux total de cette chaleur par 
unité de temps. 

La température y ,  fonction de t et de la distance T à 
l'origine, vérifiera, comme on sait, une équation indéfinie 

1 
de la forme - - - 

- a$ dt + A, = O , que nous réduirons, par 

un choix convenable de l'unité de temps, à celle-ci 

(*) Cette question avait déjh été résolue, d'une autre manière, par Duhamel 
(Journal de J'Ecole poZytechniqzte, XXXIIn cahier ; 1848). 
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corn-prise dans (23) [p. 37'43. En outre, cette température y 
s'annulera, quel que soit 8 ,  pour r infini, quel que soit r, à 
l'époque t = .- CO , et elle satisfera, pour r = O ,  a la 
condition sphciale exprimant que le flux total de la chaleur 
introduite est P (t). 

Il nous reste à former cette condition. Pour cela, décri- 
vons autour de l'origine comme centre, avec un  rayon 
quelconque r, une figure, qui se composera de deux points 
seulement dans le cas d'une barre ou simple ligne, mais 
qui sera une circonfhrence , dans celui d'une plaque, et uno 
sphère, s'il s'agit d'un corps massif. Nous appellerons a 

son étendue , à laquelle on pourra attribuer l'expression 
ghérale I< r "' , K désignant un coefficient numérique, 
respectivement Bgal à 2 ,  à 2x et à 4x dans les trois cas 
m = 1, m =2 et m= 3. Si, en vue de simplifier les formules, 
nous supposons le coefficient de conductibilité du corps 
égal à un, le flux total de chaleur qui, à l'époque t , fran- 
chira durant l'unité de temps la figure de rayon r, en 
s'éloignant de l'origine, aura pour valeur le produit de 

di l'&tendue o de cette figure par la dérivée - z. Ainsi, la 

relation speciale à r = O sera 

d~ 
(62) (pour r = O) - LT - ou - K;-' 3 = F ( t) .  

dr dr 

Ces diverses conditions déterminent complètement y .  
On le prouve par une méthode dont le  principe est le même 
que celui de la dhonstrat ion dom& au no 9 (p. 408). 
Remplaçons 1 par cp + y' dans 17équation indéfinie (61) et 
dans les autres relations désignbes, en admettant toutefois 
que la dernière, (62) , ait lieu, non pas prhisément pour 
r = O ,  mais pour une valeur très petite E de r, qu'on ne 
supposera niille qu'à la fin des calculs. I l  viendra 
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avec les conditions spéciales 

m-1 d.fl 
- O (pour T = i ) .  cp'=o(pourt=-cc,j,cp'=o(pourr=co],r -- 

dr 

Or, si l'on multiplie (61 bis) par 2r-' y' dr. et qu'on 

intègre de r = E à r = r , en substituant à y' 

l'expression équivalente 

et tenant compte de la condition spkciale à la limite infé- 
rieure E , on trouve 

< bien 

-1 d.f2 q'  m-i 
r  - = ~ J ' y f z r m - ' d r + 2 J r ( z )  dr dt r  dr. 

Cette relation montre que , si, à un moment quelconque, 
y' cessait d'etre nul, la dérivée eq. r du carré ?" serait alors 

n - l  
positive ; car l7 in tdgra le1  y~'% dr ne pourrait manquer 

de grandir et aurait sa dérhrée par rapport à t de meme 
signe que l'autre intégrale, essentiellement positive, 

T dr. Doni:, le carré y'%, à ce moment, irait en 

augmentant al-ec r, et {ne pourrait être nul pour r infini : 
ce qui démontre qu'on doit poser forc6inent y'= o. 

Appliquons le procédé d'intdgration exposé au no 6 
(p. 380). Devant avoir une valeur de y insensible, quel que 
soit r, pour les très grandes valeurs négatives de t ,  nous 
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serons obligé de prendre les formules (31) ou (31 bis) avec 
les signes sup6rieurs -, d'aprbs une raison qui a ét6 
développ6e, dans un cas analogue, au no 3 3. 367). De 
plus, nous devrons choisir les premieres (31) et (31 bis), 
qui permettent de déterminer la fonction arbitraire f en se 
donnant, à la limite r = O ,  ou ,  sensiblement, pour r = E,  

nt-4 d<P les valeurs successives de r -. Ces valeurs y devien- 
dr 

nent , comme on a vu au no 6 (p. 382 et 353)) les produits 

second des deux nombres , \/(2 - mj' et 2 ,  suivant 

que m diffère de 2 ou égale 2. D'ailleurs, l'équation 
en , la m h e  &el que soit m ,  donnera toujours 

* Ee -1 + (y) = e-y ; d'oh +' (y) = - e-7. ~ ' i n t é ~ r a l e J  + I ( ~ )  E dF 

J oo 42 

deviendra donc - e-a ~ - ' d € .  Dans le cas m = 1, 

elle vaudra, comme on a vu, - vj ; dans le cas m = 2 ,  

E2 
en observant que EdE = d l, elle deviendra (e-f ): - 1 ; 

enfin, dans le cas m = 3 ,  la quantité sous le signe $, 
Ea 

ohangde de signe, y vaudra E d e - a ,  et une intégration par - 
parties raménera l'expression à - 

2 

Donc, les trois formules c~ r~es~ondan te s  de r m-' d- dr ' à la 

limite r = O, seront - vi f (4, - 2 f(4,  - fi f (O. En 

les multipliant par les valeurs respectives, - 2 ,  - 2 T C ,  

- 4 T C ,  de - K , il viendra, . . comme expressions du flux 

total B (t) de la chaleur introduite, vg f (1) , 4 TC f (t) , 
2 TC V"J TC f (t). Par suite, la condition (62) revient à poser 
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- (4 (pour m = 1) , 

(63) - F (t) (pour m = 2) , 

1 
F ( t )  (pour m = 3) ; 

2iT 42;; 

et il résulte alors des premières formules (31), (31 bis), pour 
les expressions cherchées de y ,  en prenant d'ailleurs, dans 

1% 

la seconde, re-2 et, dans la troisième, r a comme variable 
d'intégration, 

r% i e & ~ % t - g )  e - z h  (pour rn = 1) , 

(pour m = 21, 

Ces formules donneront bien, en outre, y = O soit pour 
$ = - C D ,  soit p o u r r = m ,  car on aura F(-CO) = o. 

On remarquera que, dans les cas m = 2 et m = 3, qui 
sont ceux d'une plaque el d'un corps massif, la température 
y devient infinie ii l'origine r = O des coordonnées ; ce qui 
prouve, comme il é tait naturel de le penser, que la région 
où l'on introduit directement la chaleur n'est pas rigou- 
reusement assimilable à un point unique et qu'il faut se 
contenter de la regarder seulement comme très petite, 
lorsqu'il s'agit d'un milieu B plusieurs dimensions et de 
filets de c.haleur divergents. . 

La première (64) conduit bien à la formule , (52) , que 
nous avions déjà obtenue pour le cas m = 1, vu que F, (t), 
dans (52), désigne un flux total de chaleur égal à la moitié 
de F (t). . 
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Quand on suppose le flux F (t) nul pour t < O et  Bgal à 
une constante c pour t > O, la deuxième et la troi- 
sième (64) deviennent respectivement 

On voit donc que chaque valeur de y ,  s'il s'agit d'une 
plaque, et chaque valeur de r y ,  s'il s'agit d'un corps 
massif, se propageront, à partir du point chauffé, de 
manière à franchir des distances totales r proportionnelles 
à la racine carrée du temps t écoulé depuis le commence- 
ment de l'échauffement ('). D'ailleurs, les tempéralures les 
plus voisines de zéro, les premiéres produites, marcheront 
en avant des autres ; car les valeurs (65) de 1 et de r p 

C 
décroissent respectivement de co X c à zéro et de -à  zéro, 

4n 
r 

quand on y fait croître de zéro à l'infini le rapport 
V2t,  

Enfin, si l'on prend, dans (64), pour variable d'intégration, 
a2 r2 

et qu'on appelle t,, la variable mème, t - - ou t -- 
2 22 ' 

dont F dépend sous les signes f, il viendra, quel que soit 
le nombre m des dimensions , la formule générale 

1 t 
(66) 

((t,) dt, 
y=-J- e - q q  

(2 (';y-, ( c i t q p .  

'P (*) Dans le cas rn = 1, ce serait chaque valeur du quotient - qui se propagerait 
T 

suivant cette loi simple. On le reconnaît sur la première (64), en y remplaçant la 

variable d'intégration x par r; ce qui donne, au lieu des formules (65), 
u 
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La solution simple naturelle de la question s'obtiendra 
en y supposant P (8,) nul en dehors d'un trhs petit inter- 
valle, compris, par exemple, de t, = O à ti = dt,. Alors la 
quantité totale de chaleur, F (t,) dt,, cédée au corps, sera 
censée l'être tout entière à l'époque t = o. Désignons-la 
par dq e t ,  cp étant nul pour t < O ,  ne nous occupons que 
des époques t ultérieures. La variable infiniment petite t, 
pourra y être ndgligee vis-à-vis de t ,  et la formule (66), 
réduite à un seul élément, deviendra 

1.2 
(67) (pour t > O )  y = - 6-c. 

(2 G y  
Elle donnera, à chaque instant t, des températures y 

dq à zéro pour des distances r crois- décroissantes de - 
(2 izy" 

santes depuis zéro jusqu'à l'infini. 
On reconnaît dans cette solution simple une sphcifica- 

tion de celle, (32), dont nous avons étudi6 aux nos 6 et 7 
les belles propriétés générales. ' 

Contentons-nous ici d'en déduire la vitesse de propagation 
de chacune des couches concentriques en lesquelles se 
divise, par le fait même de sa diffusion, la chaleur dq pri- 
mitivement emmagasinée dans iin espace infiniment petit 
en tous sens autour de l'origine. Pour cela, décrirons de 
l'origine, comme centre, avec des rayons r de plus en plus 
grands et so succédant graduellement, une infinité de 
figures c parallèles; et imaginons que ces figures gran- 
dissent, avec le lemps t, de manière à comprendre toujours, 
entr'clles et au-delà de chacune d'elles, les mêmes fractions 
de la chaleur totale dq. Il est évident que la quantité 
constante de chaleur, cp u d r ,  comprise entre deux consécu- 
tives de ces figures, pourra être regardée comme une 
même couche élémentaire considérée dans ses états succes- 
sifs. Par conséquent, l'accroissement de son rayon r pen- 
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dant l'unité de temps sera sa vitesse de propagation cher- 
chée (*). 

Exprimons donc que la couche proposée sert, à toute 
époque, de limite intdrieure à une meme somme de 
chaleur, representée par 

m 
ou que, lorsqu70n suit la couche, l'intdgrale KJ ?rm-' dr 

r 
reste constante. La formule (67), en y faisant - = 5, \/z 
donnera 

Ce résultat sera invariable si le rapport de r à v t n e  
change pas. Ainsi, les diverses couches concentriques de 
chaleur, en se réyandafit dans ie corps, parcoureni! des dis- 
tafices totales r proyortionnelles a la racine carrée du temps 
écoulé t : elles s'agrandissent donc, toutes à la fois et suivani! 
toutes leurs dimensions, dans un même rapport. Par suite, 

leur épaisseur dr est aussi proportionnelle à f c  et les tem- 
pkatures qu'elles produisent, rkiproquement proportion- 
nelles à leur 'étendue CT dr = K r m-i dr , sont en raison 
inverse de ((7)". C'est, d'ailleurs, ce qu'on voit directement 

P% 
sur la formule (67)' en y supposant le rapport - constant. 

t 
Parmi toutes ,les couches concentriques de chaleur, il y a 

(*) Quand dq désigne, non plus une quantité de chaleur, mais une certaine 
masse dissoute dans un milieu indéfini e t  se diffusant autour d'un point où l'on 
suppose qu'elle a été initialement concentrée, la vitesse dont il s'agit ici est 
évidemment celle que prend l'une de ses couches sphériques, et cp exprime sa 
densité (ou masse par unité de volume) ii l'intérieur du milieu dissolvant. 
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lieu de disthguer spdcialement celle pour la quelle le rapport 
T - égale \/% ; car c'est elle qui apporte successivemeni, 

45 
en tous les poinls du milieu, les températures les plus grandes 
(en valeur absolue) qu'on y observe. En effet, si l'on calcule 
la dérivée, par rapport à t ,  de l'expression (67) de y ,  on 

9.2 
voit qu'elle a ,  pour dq > O, le signe de - - m : donc, à 

2 s 
une distance finie r de l'origine, y commence par s'écarter de 

r2 
zéro, jusqu'à l'époque t = L, pour s'en rapprocher ensuite 

2rn 
indéfiniment. 

Dans le cas m = 2, qui est celui d'une plaque, l'intégrale 
du dernier membre de (69) s'exprime sous forme finie, car 

52 d 
- e 2 OU e-qt;  et comme, en outre, K vaut elle Bgale ( --) - 

diï! 
alors 2 n, le dernier membre de (69), expression de la quan- 
tité de chaleur située en avant d'une couche donnée, 
devient 

9 '  - - dq 4 Si l'on y fait - = v m  = q 2 ,  elle se réduit à - = -- 
i /% e 2,718 ...' 

Ainsi, quand c'est dans une plaque que se répand la chaleur 
donnée, la couche circulaire de cette chaleur, qui apporte 
aux divers points de la plaque leurs températures maxima, 
est celle qui a au devant d'elle d'autres couches, pour une 

1 

valeur équivale~ite a la fraction' de la chaleur totale , soit 
e 

un peu plus du tiers. On voit qu'elle se trouve à quelque 
distance devant celle qu'on peut appeler la couche moyefine, 
et qui en a autant d'autres en avant qu'en arrière. 

Mais revenons au cas général de rn quelconque. La cha- 
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leur se dissipant de plus en plus, il n'en reste, pour t=co , 
qu'une partie infiniment petite aux distances finies r. Or, 

la chaleur totale, - r - dt, qui traverse une figure l - 2  
fixe C ,  de rayon r, depuis 1'6poque t = O jusqu'à l'époque 

CO 

t = m , n'est autre que celle d r ,  qu'ou retrouve fina- 

lement aux distances supérieures à r. Celle-ci égalant 

dp, valeur constante de l'intégrale y dr,  on a donc 1 

ou bien 

(72) (en valeur absolue) _/6* $ T<h4 d l  =_/6mrplm-t dr, 

comme nous l'avions, du reste, remarqué dPjà au no 6, après 
la formule (34 bis), et au no 7 (p. 391). 

14. - Refu.oz'dissernent d 'un  milieu homogène incléf2ni à u n e ,  
cleux ou trois dimensions. 

Etant. donne toujours notre rnilieu indefini de m dirnen- 
sions et à la température uniforme de zéro degré, imaginons 
qu'on y rPparti4se à 174poque t = O ,  d'une manière quel- 
conque et dans une partie quelconque m, de son étendue, 
une certaine quantité p de chaleur. Celle-ci, en se dis- 
sipant ensuite librement dans tout le milieu, y produira 
une suite de températures dont le calcul fait l'objet du 
problème classique dit du refroidissement des mi l ieux  
athermanes, problème complètement résolu depuis Fourier. 
Aussi m'y arrèterai-je uniquement pour faire voir que sa 
Solution est une application particulière de la méthode 
exposde au  no 7 .  
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Soit F (x,, y,, . . .) la quantite de chaleur ddposée initiale- 
ment, par unit6 d'espace, dans un  élément da, = dx, dy,. . . . 
de la région a,, savoir, dans celui dont les coordonnées 
sont xi, y,, . .. . Autrement dii, représentons par F (x,, y,,. . .) 
la température initiale produite en (xi, y,, ...). Chaque 
élément da, aura possédé ainsi, à l'époque t = O ,  une 
quantite dp de chaleur Bgale à E' (x4, y,, ...) da,, et il est 
clair qu'il se comportera désormais, à l'égard de tout le 
reste du milieu, comme le faisait , dans la question précé- 
dente, l'élément d'espacqsitué à l'origine des coordonnées, 
après avoir reçu une pareille quantité dp de chaleur. On 
aura donc, d'après (67), en superposant les valeurs de y 
relatives à un meme point (x, y, .  . .) et dues aux diverses 
quantités élémentaires dp de chaleur, 

(74) dp = F (si, y , ,  ...) th, dyi ... 

Prenons les variables d'intégration a, P,  .. . définies par 
les formules 

d'où 
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ce qui est la formule connue, donnant la solution du pro- 
blème. 

On vérifie immédiatement, vu la valeur de l'intégrale de 
Poisson 

que, pour t = O ,  cette expression (77) de cp se réduit bien 
à F (3) y, ...). 

Les solutions simples naturelles sont donc représent6es 
par (67)' dans cette question comme dans la précédente. 
Seulement, on les y combine d'une autre manière , en 
prenant successivement pour origine des distances r les 
divers points de l'espace, tandis que , dans la -question 
préckdeiite, c'était l'origine des temps que l'on changeait 
d'une solution à l'autre. On superpose ici des integrales 
en quelque sorte con.tem~ornines, mais relatives 3 des centres 
d76manûtion calorifique différents ; au contraire, dans la 
question prbcédente , on superposait des solutions succes- 
sives, ou ayant débuté à des instants différents , mais se 
rapportant à un meme centre d'émanation. 

Comme les lois Blémentaires de la propagation ne dif- 
fèrent pas de celles qui viennent d'être donnees à la fin du 
11" 13, il serait inutile d'y revenir. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



g III. - APPLICATIONS A L'ETUDE DES VIBRATIONS TRANSVERSALES 

ET DU CHOC TRANSVERSAL DES BARRES ET DES PLAQUES 

ÉLASTIQUES. - THÉORIE COMPAHÉE DU CHOC 

LONGlITUDINAL D'UNE B.4RRE. 

15. - De la pvopagatiolz du  mouvement transversal le long 
d'une b a ~ r e  homogène droite : équations d u  problème. 

Passons maintenadtà une deuxième série d'applications 
des procédés d'intkgration expos8s au Ier, savoir, en 
premier lieu, aux problèmes qui concernent le mouvement 
transversal d'une barre élastique et homogène, ayant la 
forme d'un cylindre ou d'un prisme très allongés. 

Nous supposerons d'abord que cette barre s'étende, le 
long d'un axe d'abscisses positives x , depuis l'origine 
jusqu'à l'infini, et que, primitivement en repos dans toute 
son étendue, elle vienne à être sollicitée, par des forces 
agissant sur son extrémit6 x = O, à se mouvoir parallèle- 
ment à une certaine direction, normale à l'axe des 3; et à 
mi des axes d'inertie principaux de ses sections. 

Le d6placement p, fonction de x et de t ,  sera régi par 
1'8quation indéfinie (3) [p. 3581. Mais, de même que, par 
un choix convenable de l'unité de temps, nous avons lin 
peu simplifié, dans les questions précédentes, l'équation 
indéfinie des températures, de même, actuellement, nous 
remplacerons ut par I ,  ou nous supposerons adoptée une 
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unit6 de temps telle, qu'on ait a = 1. Ainsi notre Bquation 
indéfinie sera 

Il faudra y joindre les conditions spociales évidentes 

(79) (pour t = - m) ? = O ,  (pour x infini) ? = O , 
signifiant, l'une, que le corps a Bt6 d'abord en repos, 
l'autre, qu'aucun déplacement cp ne lui vient de ses points 
situes à l'infini. 

En outre, les diverses manières dont le mouvement lui 
est communiqu6 à son extrérnit6 s'exprimeront, dans 
chaque cas, par deux relations spéciales à x = o. Le procedé 
le plus simple pour y ébranler la barre consiste à lui 
imposer certains deplacements cp et certaines directions 
cE.p - connus à chaque instant. Alors, en appelant F (t), Fi (t) 
G%' 

deux fonctions données de t ,  astreintes seulement à s'an- 
nuler pour t = - co , on aura 

Mais, au lieu d'imprimer ainsi directement, à l'extrémité 
de la barre, un certain déplacement F (4, on peut encore 
agir sur elle par l'intermédiaire d'un ressort, dont le bout 
libre exécutera ce déplacement imposé F (t), tandis que 
l'extrémit6 de la barre subira seulement, de la part du 
ressort dont l'autre bout lui sera fixd, une traction trans- 
versale (effort tranchant) proportionnelle à la différence 
F (t) - y, qui exprime l'allongement du ressort. Or on sait, 
par les principes de la théorie des barres élastiques, que 
l'effort tranchant dont i l  s'agit dépend de la forme variable 
de la barre, et qu'il est mesuré, à un facteur constant près, 
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Pf4 
par la dérivée - , prise pour la valeur de x qui corres- 

c h 3  

pond à la section sur laquelle on le considère. Donc, si k 
désigne un certain coefficient positif donné, cette dérivée 
troisième de cp en x égalera, pour x = O ,  le produit 
K [F (I) - (1. 

De mème, au lieu d'imprimer l'inclinaison Pi (t) au pre- 
mier élément de l'axe de la barre, on peut tendre seulement 
à la lui communiquer, par l'intermddiaire d'un manchon 
intérieurement élastique, mais à surface extérieure rigide, 
dans lequel la barre sera encastr6e , et qui, seul, prendra 
immédiatement cette direction Fi (t). Nous admettrons que 
l'e./zcastrement élastique réalisé ainsi développe un couple de 

flezion proportionnel h l'angle , F, (4 - 3 des deux th' 
directions effectives de l'axe du manchon et de celui de la 
barre. Alors, comme le couple de flexion est d'ailleurs 

8. "' lorsque l'effort tranchant Pest par -, mesuré par - - 
&CL d33 

si k, désigne un certain coefficient constant positif, la 
d2cp dérivée seconde - aura, pour x = O, la valeur 
dL9 

h [$- Fi (O]. 
Donc, en résumé, quand le mouvement sera transmis à 

l'extrémité de la barre par 17inter&5diaire d'un ressort et 
d'un encastrement élastique, les conditions spbciales (80) 
feront place à deux autres moins simples, talles que 

Ce cas est ici l'analogue de celui de l'échauffement par 
rayonnement dans une question précédente sur le mouve- 
ment de la chaleur le long d'une barre. On en déduit, de 
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mème : 1-en prenant h = CO , k, = co , le cas particulier de 
la transmission par contact, auquel répondent les condi- 
tions (go), 20 en prenant, au contraire, k ou k,  infiniment 
petits, mais en continuant à supposer les fonctions k F ( I )  ou 
Ki Fi (0 finies, d'autres cas extrèmes, dans lesquels, au lieu 
de se donner à l'extrémité x = O ,  comme dans le premier, 
soit le déplacement de la barre, soit sa direction, on se 
donne, respectivement, soit l'effort tranchant, mesuré par 
dSY d2;p 
- &$ : soit le couple de flexion, qu'exprime de m&me - - 

dd ' 
Grâce à ces diverses ralations (78), (791, et (80) ou (80 bis), 

la fonction 1 est complètement déterminée. On le prouve 
par un procédé comme celui qui a permis de démontrer un 
tdit analogue dans une question précédente (no 9 ,  p. 408). 
On remplace cp par y + y' dans (78) , (79) et (80 bis) .  En 
observant que y les vérifie séparément , il vient 

dby? da+ - 4- - 
dt" - 0 )  

d"' - 4' ' 4 ;  eh - (po"'=o). 
029 

Multiplions (81) par 2 3 dz , et ,  après avoir substitué t~ 
dt 

dhy' d?' -- 
d d  dt 

l'expression , évidemment équivalente, 

integrons entre les limiies x = O ,  x = m.  Les termes 
exactement intégrables ne donneront rien à la limite supé- 
rieure, à cause de la condition spéciale ?'= O jpourx infiiii): 
quant à leurs rdsultats relatifs à la limite inférieure , on 
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pourra y remplacer les ddrivées troisième et seconde de 
y' en x par leurs valeurs tirées des deux dernières relations 
(8')). Indiquons ces résultats, spéciaux à x = O ,  au moyen 
d'un indice zéro placé à la suite, et il viendra aisément 

La quantite placée entre parenthèses, dans cette formule, 
ne ddpend donc pas du temps, et elle est nulle à toute 
époque, en vertu de la première condition spéciale (82). 
Comme aucun de ses termes ne peut devenir négatif, 

&' chacun d'eux sera nul, et il viendra, en particulier -=O ; ' dt 
d'où il résulte que ?', nul pour t = - co , reste nul à toute 
époque. Ainsi, la valeur de y est unique, et le problème 
proposé se trouve complètement défini par les relations (78), 
(79) et (80) ou (80 bis). 

16. - Leur ifitégration. 

L'équation aux dérivées partielles (78) se déduit de celle, 
(l), que nous avons appris à intégrer, en posant .n = 2, s =x, 

Glt 
o = t, A = 1. L'équation (14), en +, sera donc ici ---++=O, 

4 
et elle donnera 

(83) + (y) = soit  cos y , soit sin y. 

Par suite, les solutions particulières @).et (15) prendront 
les deux formes suivantes, dont chacune est double ou même 
quadri~plc . 
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On remarquera que l'une quelconque des quatre espèces de 
solutions ainsi formees donne les autres par ses trois pre- 
mières dérivées .en z , avec la seule différence que celles-ol 
contiennent, suivant les cas, au lieu def, l'une des fonctions 
f ,  -L f'' -r, f" et -f". 

Il est Bgalement important d'observer que, pour x= O, la 

première des intégrales (84) se rBduit à 1 = J T t t ~ : ) d z ,  

tandis que la deuxième s'annule, et que les deux autres 

solutions, (851, deviennent simplement p =fif j l j ,  vu la 
2 

valeur connue, , des deux intdgrales bien classi- 

ques Jcos m2 dm, JS?,n d drn : celles-ci, en y posant 

m = et multipliant par \IF, donnent en effel' 
d2  

Des réductions analogues se produiraient évidemment, 
toujours à la limite x = O, dans les dérivées successives en 
x ou t 'de ces qua-tre expressions de y. 

Nous devrons prendre ici les solutions particulières (84) 
et (85) avec les signes supérieurs seulement ; car il faut, 
d'après (79), que cp s'annule soit quand t =- ca , soit quand 
x = oo . Or, si l'on adoptait les signes inférieurs +, et qu'on 
supposât à la fois x très grand et t comparable à - x2, d'une 
part, dans (84)) les valeurs de cc qui sont à considérer, ou 

3% 
pour lesquelles l'arc- est fini, donneraient à la variable 

2a9 

t + de la fonction f toutes les valeurs finies possibles ; 
d'autre part, dans (85))  les valeurs de cc pour lesquelles 

a% 
l'arc - est fini donneraient aussi toutes les valeurs finies 

2 
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$2 
possibles' à la variable t + - : donc, on ne pourrait an- 

2 2  
nuler y ,  pour toutes les valeurs infinies comparables de 
- t et de xa, qu'à la condition de poser iden tiquement f= O ,  

ce qui serait supprimer l'intdgrale dont il s'agit. Ainsi les 
solutions (84) et (55) prises avec les signes supérieurs - 
subsisteront seules ; et alors les deux conditions (79) exi- 
geront uniquement qu'on ait f (- co ) = o. 

Nous admettrons que la fonction f (t) ne devienne jamais 
infinie et que, de plus, elle ddcroisse assez vite, quand sa va- 

riable tend vers 4 , pour que l'expression _/or (t- ;) da 

ait une valeur finie bien déterminée. Alors la première des 
deux intégrales (84), dont les éléments sont à fort peu 

- 

près f ( t - $ ) da pour a très-grand , aura évidemment sa 

valeur finie aussi et bien déterminée. Quant à la seconde 
(84)) où les éléments analognes ont sensiblement pour 

valeur - "y f t -- - on voit qu'elle serait finie et dé- 
2 

terminée quand bien même la fonction finie f(t) ne tendrait 
pas vers zéro pour t = -oo . Et il en est de même des inté- 
grales @5), qui ont leurs éléments correspondant à a très 

a2 
grand sensiblement exprimés par f (t) cos - da et  par 

2 
a= 

f (t) sin -da. Pour ce qui concerne les dérivées en x , des 
2 

quatre premiers ordres, de ces diverses intégrales, et 
leurs dériv4es tant premières que secondes par rapport à t, 
dérivdes qu'il est nécessaire de considérer puisque les plus 
élevées d'entr'elles paraisssent dans l'équation indéfinie (78), 
elles auront les mêmes formes que (84) et (85), à cela près 
qu'il y figurera parfois 2 f o u  2 f'au lieu de f. Elles seront 
donc, toutes, parfaitement déterminées, si les deux expres- 

sions J? ( t -g  ) da e t J 7  (t-g ) da ont elles- 

memes des.valeurs bien définies. Or une formule qui nous 
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a déjà servi pour lin but analogue, dans une question précé- 
dente où elle porte le no 46 bis (p. 41S), montre qu'il en 
sera ainsi, à la seule condition que les deux dérivées pre- 
mibre et seconde de la fonction f (t) restent constamment 
finies comme elle. Kous admettons, il est. vrai, qu'on puisse 
appliquer ici la règle de différentiation donnée au no 2 
(p. 361), laquelle, d'après (8), exige les conditions 

mais ces conditions ne pourront manquer d'ètre vérifiées, 
puisque les fonctions +, +', +", . . . seront ici de simples sinus 
ou cosinus, et que les fonctions f ,  f", f", .. . ne seront pas 
davantage &xeptiblcs de devenir infinies. 

Les quatre solutions particulières (84) et (85) se trouvant 
ainsi bien admissibles, on formera üne solution plus géné- 
rale en. les superposant après les avoir affectées de quatre 
fonctions arbitraires distinctes f. Et il n'y aura plus ensuite 
qu'à déterminer ces fonctions arbitraires par les deux condi- 
tions spéciales (80), ou, plus généralement, (80 6is) , dont 
chacune se dédoublera, si l'on opère' comme il a été indiqué 
a la fin du no 3 (p. 3681, et comme il a été fait au no 10 
(p. 413). 

17 - Rthltals de celle intégration dans les cas les plus simples. 

Mais, jusqu'à ce que nous abordions le problème du 
choc transversal, bornons-nous aux cas où l'on connaît di- 
rectement en fonction du temps t ,  pour l'extrémité x = O, 

soit le déplacement y et le changement de direction 3 
a%' 

d3? 
soit, à defaut du premier, l'effort tranchant, mesur6 par -, 

c h 3  

ou, à défaut du second, le couple de flexion, représenté de 

meme par -- dg? . Dans taus ces cas, au lieu d'avoir à prendre 
h2 

s 
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simultanément las quatre solutions particulières (84) et (85)) 
il suffit d'en superposer deux seulement, de même que, 
dans les deux cas extrêmes de l'échauffement d'une barre 
auxquels répondaient les formules (51) et (52), il a suffi 
d'utiliser respectivement une des deux integrales particu- 
lières dont la formule (46) exprimait la somme. 

4 Et d'abord , quand on connaît cp et - ou qu'on doit sa- 
& )  

Maire aux conditions spéciales (80) dans lesquelles les 
fonctions F (t), F, (4, d'ailleurs arbilraires, tendent vers zéro 
pour t=-CO, il n'y a qu'à choisir celles des solutions 
(84) et (85) où paraît un sinus. La première, (84), s'annule 

pour a;= O ,  tandis que sa dérivée enx, _/O ( t  - -) cos;da) 
2v.2 

G se réduit en bême temps h - f (4 : la deuxième, (83), 
2 

G- devient - f (tj pour $ = O ,  et elle a sa dérivée en x ,  
2 

8 
- ( )  s i  d , égale alors à zéro. Donc , la 

somme des deux vérifiera bien les conditions (80j, si l'on 
n 

prend, dans la première, f (4 =z @'4 (t) et , dans la se- 
ii 

2 
conde, f (4 = - F (4. Par suite, il viendra 

fi 
dw 

(quand y = F ( t )  et = Fi ( t )  pour IL! = O) 

Admettons, en deuxième lieu, que l'on connaisse l'effort 
tranchant et le couple de flexion, c'est-à-dire qu'on doive 
avoir 

d3cp 
(pour 3 = O) - - d20 

h3 
- F' (II et -2 = F,' ( t )  , 

d.9 
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F' (4 et F,' ( t )  designant deux fonctions donnees de t , dont 
on appelle F (t) et Fi (t) les fonctions primitives calculées 
de manière que F (- ao ) = O et Fi (- ao ) = o. Alors on 
prendra les deus intégrales (84) et (85) qu'on avait délais- 
sées tout à l'heure, ou qui contiennent un cosinus. La 
première, différentiée trois fois en x, donne, en particulier, 

d% $3 . 't -=Jr'(I-:) sin --du, ( t -&)cos-  dm, aw O 2.2 2 

valeurs qui, pour x = O, deviennent respectivement zéro 
v'; 

et - f' (t). La deuxième donne de même 
2 

valeurs qui se reduisent à Cr (4 et zero pour x= o. 
2 -. 

dJ<p 
Donc, la somme des deux rendra bien les dérivées - et 
fi? 

dg3 

- égales respectivement à F' (t) et à l?,' (4, si l'on pose : 
h" n 

l0 dans la premihe, f '(t) = (4, ou, m q u e  f(-m)=o 
fi 

2 
comme F (-a), f(t)=7- F (t) ; 2" dans la seconde , 

2 
vr 

2 
f (t) =--F: (4 ou, de même, f(t) =-Fi (tj. On aura, par 

ffz l/n 
conséquent, 

@? d2<f quand - = F' (t) et - = Fi' (1 )  pour z = O \ ( dz3 d x 2  

Passons, en troisième lieu, au cas où les donnees sont 

fi? y = F (t) et - = Pi'(t) pour x = O ,  
Qb2 
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la fonction primitive F, (t) 6tant encore supposée choisie 
de manière que F, (- a) = o. Ce seront alors les deux 
formes (85) qui résoudront la question. Car, pour x = O ,  

la première donne 

et ,  La seconde, 

Pour qu'il résulte de leur superposition 

d2Y cp = F (t) et - = Fi' (t) , à la limite a = O ,  Gw 

il faudra évidemment poser, dans la première, 

e t ,  dans la seconde, 

Il viendra donc 

db 
quand 9, = F (t) e t  2 = Fi' (I) pour x = o 

d.C% 
Cu 

(88! $ [F (i- &) (COS 2 2 + s.in 5) 2 
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Enfin, si l'on connaît, pour a = O ,  l'effort tranchant et 
dip le changement de direction d;, ou qu'on ait 

dlp - = F ( t ) e t - =  Fi ( t )  pourx = O, 
da:3 123; 

on superposera les deux solutions (84) , qui, à la limite 
x = O ,  donnent, la première, 

et ,  la deuxième, 

dy v'n dap. yin z= y f (4, dj= f ' (4 

En conséquence, après avoir détermin6 la fonction primi- 
tive F (t) de manière que F (- CO ) = O ,  on prendra, dans 
la  première solution, 

dans la deuxième, 

Et la  formule définitive de p sera 

& = J!' ( t )  et - = P, ( t )  pour s = O 
G% 

1 CO $3 
p . = -  J [ ~ ( t - $ )  ( c o s 2 a ' + s i n z )  

4, O 2aa 

x2 . 
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La fonction P (8)  a, dans cette formule (89) ainsi que dans 
(87)) un  sens qu'il importe de bien saisir : elie exprime 
l'implsion transversale totale qu'on a imprimée à la barre, 
par son extrémité x= O, jusqu'à l'époque considérée k. En  
effet, F (t) désigne l'ilitdgrale 

J t  F' ( t )  d t  = Jt$ d t ,  
- w -Co 

c'est-à-dire la somme des produits de tous les éléments du 
temps écoul6 par les efforts tranchants respectifs qui ont 
ét6 appliqués à l'extrémité a = O durant ces é16ments de 
temps. 

De même, dans les intégrales (87) et (88), la fonction 

F, ( I )  = _ / ' 3 d t ,  somme des produits des divers éléments 
da% - 

du temps écoulé jusqu'à l'époque t par les valeurs corres- 
pondantes (changées pourtant de signej des couples de 
flexion appliques à l'extrémité de la barre, est ce qu'on 
pourrait appeler 2'zmpulsion totale de rotation exercée jus- 
qii'à cette époque sur l'extrémité considérde de la barre. 

18. - Leur spéci@atZon pour des barres diversement sollicitdes. 

Voyons ce que donnent les formules prdcédentes dans 
les cas qui semblent les plus simples et les plus int6res- 
sants. 

Nous en considérerons de trois sortes. Dans ceux de la 
première, la barre : au lieu de se terminer au point x = O, 

se prolongera indéfiniment du côté des x négatifs, quoique 
on n'ait spécialement en vue que sa partie comprise de 
x = O à x = co ; et  elle sera sollicitée, à l'origine x = O, de 
manière que les phénombnes soient parfaitement sy mé- 
triques de part et d'autre de ce point, ou que, par suite, la 
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(-4 dérivée - s'y annule : ces cas se trouveront donc repré- 
dx 

sentés par les formules (86) et (89), prises avec Fi (t) = O, ou 
réduites à leurs termes affectés de la fonction F. Nous 
rangerons dans la deuxibme espèce les cas où la barre se 
terminera à l'extrémité x = O ,  et où sa direction y sera 
libre, en ce sens qu'aucun couple de flexion ne s'y exer- 
cera : ils seront donc régis par les formules (87) et (88) dans 
lesquelles on fera Fi (t) = o. Enfin, la troisième espèce 
concernera les cas de barres dont l'extrémitd x= O sera fixe, 
en sorte que ces barres ne pourront que pivoter autour de 
l'origine, sous l'action de couples donnés ou produisant des 
changements de direction donnés : les déplacements y seront 
alors exprimes par les formules (88) ou (86), prises avec 
F (8) = o. 

Si, dans les diverses relations indiquées, on adopte pour 
variable d'intégration , au lieu de cc, celle dont dépend la 
fonction arbitraire placée sous le signe J ,  variable qui est 

$2 a2 t-m ou f - -, et que nous appellerons t,, il viendra : 
2 

10 Pour les cas d'ulze barre dont le premier &ment consi- 
dkrk garde sa direction primitiue , comme il arrivera si elle 
est indéfinie dans les deux sens et sollicitée symétrique- 
ment de part et d'autre de l'origine des abscisses, 

(quand cp = F (t) pour a = O )  

t a2 F (t,) dtl  
y = A J s i n -  .- 

V2r -, 4 (t - ti) (t - ti)# ' 

2" Pour les cas d'une barre dont Pextrémitk est Z$re de 
tout couple de flexion, 
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[ (quand cp = F (t) pour x = O) 

= F' ( t)  pour x = O 

2% F ( tJ  dtl 
y = ~ E J ~ ~ ~ ~  - - -  - *  

- m 4 (t-td ' I & t ,  

3" Enfin, pour les cas d'une barre pz'uotant autour de 
l'origine, c'est-à-dire dans laquelle le déplacement y s'an- 
nule au point x = O ,  

= Fi (t) pour x = O 

(94) z2 FI (11) dt4 
y = v E ~ ' s i n  - . - 7  

-00 
4 ( t  - ti) f't - t ,  

dC - ~ , ' ( t )  pour x = o ( p a n d  _, - 
(95) 

Si l'on suppose nulle la fonction F (t,j ou E', (tl), excepte 
dans l'intervalle conlpris entre deux valeurs infiniment 
voisines t4 et t, + di,, ces intégrales se réduiront à un seul 
de leurs élhments, qui constituera ce que j'appelle la solution 
simple naturelle de la question . 

19. - Lois de la transmission d u  mouvement transversal 
le long de ces barres. 

Voyons, par exemple, ce qu'exprime cette solution 
simple, dans le cas d'une barre dont t'extrémité x = O est 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



fixe, mais au premier élément de laqi-relle on a imprimé 
une certaine inclinaison positive, 

pendant l'instant trés court 2 2  compris entre les 6poques 
t, = - E  et t, = E  ; après quoi le même élément a été ramené 
et désormais maintenu dans sa direction primitive, choisie 
pour celle de l'axe des x. Proposons-nous d'enaiuiner l'état 
que présente la barre au bout d'un certain temps t ,  fini et., 
par conséque.nt, beaucoup plus grand que s. Nous pourrons 
alors, dans la formule (94) qui résout la question , poser 
F, (t,) = O en dehors des limites t, =+ E, Fi (1,) = a entre ces 

limites, e t ,  de plus, réduire B f i  le dénoniinateur fw 
hors du signe sinus, puisque t, n'aura à varier que de - E 

à E .  Il viendra 

x% 
Comme, d'ailleurs , l'arc ---- 

4  ( t -4) 4t 

5 9  
on voit que le sinus de - pourra être remplacé lui- 

4 ( t - t , )  
"2 

même par celui du premier terme - , tant que le rapporl 
4t 

$2 
- ne sera pas extrêmement grand; car le terme suivant, 
4t 

L9ti - , beaucoup plus grand que ceux qui viendraient après, 
42" 

$9 c sera infdrieur en valeur absolue à -- et, par conséquent, 
41 f 
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négligeable vis-à-vis de TL On aura donc , pour la solution 
simple cherchde, 

5 ( a )  . 02 
Y =  sin -. 

VZ 4t 

Mais, quand t sera assez petit, ou x assez grand, pour que 
$1 

le produit du rapport - par 2 devienne comparable à x, 
4t t 

on n'aura plus le droit de négliger ce produit et ,  en le 
supposant fini, de manière que le troisième terme de (97) 
reste encore négligeable, on pourra écrire : 

$2 . X"Zt, 2" x2 t i  
sin - = sin - COS - + COS - sin -. 

4 (t - t,) 4t 4t4. 4t 4% 

Alors, effectuant dans (96) l'intégration par rapport à t, , on 
trouvera 

Cette formule se confond, comme il le fallait bien, avec la 
précedente (98))tant qu'on suppose infiniment petit le rapport 
~ 9 9  
- et ,  par conséquent, tant qu'on veut ne considérer (98) 
47? 
que comme solation simple, comme kléme.)zt d'intégrale , ou 
y prendre E infiniment petit. 

Étudions maintenant ce que représentent ces forniules 
(98) et (99). Examinant d'abord la première pour une 
époque t déterminde, on voit que le déplacement y ,  nul à 
l'origine z = O, devient alternativement positif et négatif, 

5 3  
en s'annulant pour les valeurs de x qui rendent l'arc 

multiple den, et en atteignant sesvaleurs absolues maxima, 
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\Tz (2 as) , pour celles qui rendent cet arc multiple impair \rz 
de n. La déciation imprimée monzentanérntnt à la bawe a 

2 
donc fail naitre une infinité d'ondulatious, de plus en plus 
courtes à mesure pue l'on s7t!lo@ne de l'origine. Leur hauteur 
ou amplitude ne varie pue très peu de l'une à l'uutre, et ce 

x2 
n'est m&me qu'aux points assez éZo{qnés pour pue l'arc - 

41 
y soit très grand, qu'elle commence à décroftre, dans le rap- 

E 5% 
port du sinus de l'arc lentement croissant- à cet arc lui- 

4 t" 

mt%me, comme le montre la formule (99) : cette hauteur tend 
donc vers zéro, à mesure qu'on s'éloigne de l'origine, en pre- 
sentant z c n e  inpnité de maximu et de minima. La formule 
(98) fait voir d'ailleurs : 1" que, d'un instant à l'autre, le 
sommet de d a  pue ~ndulution progresse , ainsi pue. ses extré- 
mités (O& .g = O), en parcourarlzt, à partir du bout ébranlé 
z = O ozi toutes ces ondulations étaient d'abord confondues, 
des esyaces totaux x proportionnels à la racine carrée du 
temps écoulé t ;  2' et que leur hauteur est en raison inverse 
de cette même racine carrée du temps, s'd s'agit, du moins, 
des ondulations les plus voisines de l'origine, qui se trouvent 
dire, à la fois, les moins rapides, les plus hautes e t  les plus 
longues. Quant aux autres, auxquelles la formule (95) n'est 
pas applicable, mais seulement la formule (99) ; le fait de 
leur inégalité de hauteur à un même moment rend plus 
complexe la manière dont cette hauleur varie d'un instant 
à l'autre. 

Une loi simple s'y dégage toutefois, quand on imagine 
nn observateur anim6, le long de la barre, d'une vitesse 
constante quelconque IC, et qui, parti de l'extrémité x = O 

à l'époque t = O; c'est-à-dire au même instant où les ondu- 
lations s'en détachaient avec des vitesses infinies mais 
désormais décroissantes, finirait par les dépasser succes- 
sivement, les unes après les autres. Comme cet observateur 
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aurait à chaque instant l'abscisse x = K t ,  les valeurs de rp 
produites à côté de lui,  aux endroits même où il serait, se 
trouveront exprimées, d'après (99), par la formule 

y".' y2 IP  t (100) 'P = - sin E) sin 
4 

Il'observateur , s'il se croyait immobile et s'il ne voyait 
qu'une partie infiniment courte de la barre, constaterait 
donc sur cette partie (sans cesse changeante) un simple 

Sn 
mouvement vibratoire, d'une période - 

K=d 
d'autant plus 

courte que sa propre vitesse serait plus grande, et d'une 
amplitude inverse de la racine carrée du temps écoulé t. 

Mais, s i ,  capable d'observer à une certaine distance en 
avant et en arrière, il pouvait suivre quelque temps des yeux 
ce qui se ilasserait en un  même endroit, il y remarquerait, 
après avoir, toutefois, dépassé les premières ondes, une suite 
d'ondulations sinusoïdales qui s'y propageraient avec la 

K 
vitesse ou célérité constante - , moitié de la sienne, et qui 

2 
4x 

auraient, en outre, la longueur d'onde constanle 

[comprenant une convesitk avec la concavité qui suit) ou, 
817 

par conséquent, la période -. 
K= 

Pour le démontrer, observons que les ondulations dont 
i l  s'agit correspondent à d'assez grandes valeurs de 
$2 - = K a t =  .Kx et, par suite, à d'assez grandes valeurs soit 
t 

x 
de t, soit de x:  en conséquence, le rapport - n'y varie que 

f 

peu sur une étendue comprenant plusieurs ondes, ou durant 
le temps, très petit par rapport à t,.qu7emploie chaque onde 
à parcouri~unc, telle étendue. On peut donc y assimiler, dans 

$2 
ces conditions, les deux dérivées de -par rapport à x et  à 1, 

t 
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m O= 
dérivées qui sont 2 - = 2 K et - - - 

t 1% 
- -KS, à deux 

constantes, e t ,  pour deux accroissements modérés : Ax et 
A t ,  de x et de t ,  prendre comme valeur simultanée ou 

x= 
accrue du rapport - l'expression 

t 

La formule (99) de y ,  si l'on y remplace t et  x par t + A t  
et par x - t A x = K t  +Ax, puis qu'onyregarde A t ,  Ax, 
comme les seules variables, deviendra donc très sensible- 

At Aa 
ment, vu la petitesse supposée des rapports - et - qui 

t a 

rend à fort peu près constante l'expression - 

Les variables étant Ax et At, cette expression de 1 est de 
la forme 

et elle reprdsente bien l'ordonnée d'une courbe sinusoïdale, 
4iT 

dont les ondulations auraient la longueur - (en projection 
K 

sur l'axe des abscisses) et se transporteraient dans le sens 
K 

des x positifs avec une vitesse de propagation égale à - . 
2 

Il résulte, en outre, des formules (100) ou (101) , que 
l'observateur verra la hauteur de cette sorte de hode, de 
longueur constante, à côt8 de laquelle il passera, décroître 
graduellement, en raison inverse de la racine carrée du 
temps t. 
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Voilà suivant quelles lois se propagera et s'éteindra peu 
à peu le mouvenient dh à une simple déviation instantanée 
du premier Blément de la barre. 

On obtiendrait des lois tout à fait pareilles, où , seule- 
$9 

meni, le cosinus de l'arc - remplacerait son sinus, mais 
4t 

8 
où serait toujours, pour les grandes valeurs dn rapport -, 

t 
4 1% E $2 

le facteur - sin - 
4 t" 

dans le cas, représente par la for- 
€.@ 

mule (93), d'une barre ayant subi à son extrémité x = O ,  

au commencement et à la fin d'un très petit instant 2~ , 
deux impulsions égales et contraires, qui donneraient 
F (t,) = a entre les limites t, = + i et F (t,) = O en dehors 
de' ces limites. Et des lois analogues régiraient encore 
le cas, auquel répond la formule (91), d'une barre indéfinie 
dans les deux sens, soumise de mème, en un de ses points 
choisi pour origine, à. deux impulsions égales et con- 
traires, imprimées respectivement aux deux époques 
t =T E .  On voit que l'expressiori de y égalerait alors la 
demi-somme des deux précédentes. Seulement, la valeur 
F (t,:) = a ,  entre les deux limites t, = T E , serait celle de 
l'impulsion exercée sur une moitié de la barre indéfinie, et 
n'égalerait que la moitié de l'in~pulsion totale donnde. 

Quant aux cas exprimés par les formules (90j, (95), (92), 
leurs lois concrètes seraient un peu moins simples, à cause 

5 
du facteur - qu'y contiennent en plus les éléments 

2 (t-t,) 
des intégrales. I l  est bon d'observer, et il résultait dii. reste 
dé.jà de l'origine mème du type (15) auquel ces solutions 
sont empruntées, qu'on peut les déduire immddiatement 
des précédentes, appartenant au type (9), par une simple 
différentiation en a. Par exemple, l'expression (90) de .g est 
la dérivée de (93), avec changement de signe ; l'expression 
(95) de .g est la dérivée de (91) ; etc. Les solutions simples 
naturelles correspondantes s'obtiendraient. donc en diffé- 
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rentiant par rapport à x celles du premier type, telles que 
(98) ou (99), et l'on pourrait même, dans cette différentiation, 

4ta c xt 
regarder comme constant le facteur - sin - , qui n'y 

& xa 4 $2 
$4, $2 

varie, en comparaison de sin - ou cos -, qu'avec une 
4t 4t 

lenteur pour ainsi dire infinie. 

Ou remarquera, à ce propos, que la dérivée par rapport 
à x de l'expression (99) de y ne contiendra plus, il est vrai, 
le dénominateur xa, mais qu'elle gardera encore le dénomi- 
nateur x ,  et qu'elle acquerra aussi en dénominateur un 
nouveau facteur t. Donc, les solutions simples du second 
type s'évanouissent pour z infini, quoique moins rapide- 
ment que celles du premier; et elles s'évanouissent égale- 
ment pour t infini. C'est dire que, de toute manière, ln 
bawe élastique ne transmet le mouvement transversal qu'en le 
dissémina~t et le rendant insemsible, contrairement à ce qui 
arrive pour le mouvement longitudinal, régi, comme on sait, 
par l'équation de d9Alemberl (ou des cordes vibrantes), la- 
quelle exprime une transmission intégrale, sans altération, 
c'est-àdire sans condensat.ion ni dispersion. 

20. - Problème de ta dissémination du mouvement transversal 
le long d'une barre indéfinie dans les deux: sens, à la suite dc 
déformations et de vitesses iniliules donnees. 

Nous avons vu au no 7 (p. 390) que la solûtion simple (321, 
fournie par notre premier type (9) ou (31) d'intégrales, est 
propre à devenir l'élément de la solution gdnérale, pour le 
cas d'un milieu à m dimensions indéfini dans tous les sens 
et dont l'dtat, soustrait à toute action étrangére, n'éprouve 
de changements qu'en conséquence de sa manière d'être 
initiale : il faut toutefois, pour cela, que cettevaleur (32) de 

rende la somme f y d a  h i e  et déterminée quand on 
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la prend dans toute l'étendue a du système, ou que, - 

en d'autres termes, l'intégrale Jf (3 d  s soit elle- 

meme finie et déterminée. ~ ' e i t  bien ce qui aura lieu s'il 
s'agit du mouvement transversal d'une barre élastique 
indéfinie dans les deux sens, puisque, m égalant alors 1 
et + (y) étant soit sin y , soit cos y, i l  vient, d'après (85 bis), 

G r+ F " - ' ~ F = -  2 ' D'ailleurs, le coefficient II( de la 

formule (37) [p. 3891 n'est autre que 2 pour un  milieu à une 
seule dimension, comme ici,  où l'espace o d r  = K r "-' G??, 

compris entre les distances r et r + dr  de l'origine, se 
compose seulement de deux éléments linéaires d r ,  situés 
symétriquement de part et d'autre. Il 1-ient donc, en 
appliquant la formule (37) à l'étendue totale de la barre, 

J d n = 2 E - = E \/; ; et la valeur du coefficient K', dé- 
2 

finie par (37 ois), est K'= f;;;. 
Ainsi, les solutions simples naturelles de la question, si 

l'on y remplace E par un coefficient choisi de manière à 

rendre la somme totale J i  d m, ou dx, égale à 17unité, 
* 

seront, d'après (32) [p. 3841, 

1 r %  1 r$ 
y = soit - sin -, soit - 

1/% 4t i% 4t -- 

Elles auraient pu se déduire des solutions simples, telles 
que ( % j ,  qu'a fournies daiis la question prbcédente le 
premier type d'intégrales, comme il était, du reste, évident 
par le no 6 et par l'exemple, emprunté à la théorie de la 
chaleur, qui a fait l'objet du no 14. 

Pour t infiniment petit et r différent de zé,ro, les facteurs - 

r2 9.2 
sin - ou cos - , auxquels sont proportiounelles les ex- 

4t 4t 
pressions (102j de y,  ne se réduisent pas, il est vrai, à zéro, 
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comme il arrivait pour le facteur e-" dans le cas de la 
solution simple (67) [p. 4291 : mais ils changent de signe 
dès que r varie, et ils ont leurs valeurs xoyennes, dans 
tout intervalle fini , égales à zéro. Or cette circonsta.nce 
suffit ici pour que, à l'&poque t = O , les ternzes de toute 
somme composée d'une infinité de pareilles expressions, 
dans lesquelles r varierait unjform6ment d'un terme à 
l'autre, s'entre-détruisent , à l'exception de ceux où r sera 
nul. 

Et, en effet , si , con forniément à la formule (38), prise 
en réduisant F (x,, y,, ...) à fix,), da, h (lx, et r2 à (X-xJ2; 
on pose 

soit y = - 
4 t dx1 , 

ces expressions de ,g recevront, à la limite t = O ,  les 
valeurs simples f(x), comme dans les cas ou la fonction 

+ (2) s'annule h la nièrne limite dès que r diffère de zéro. 

Pour le reconnaitre, et pour prouver en mème temps que 
ces expressions (103) sont bien finies et déterminés, débaï- 

rassons-les du dhominateur fi, qui semble les rendre 
infinies à la limite t = o. 

Dans ce but, prenons la nouvelle variable d'intégra- 
tion, cr , définie par la formule 

-5 
a=- , 011 s, = 5 +-2 a di, donnant ds, = 2 Y>I dr.. 

2 i / t  

Il viendra 
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Or, si la fonction f(xi), toujours finie, varie graduellement 
et ne change de signe qu'un nombre limite de fois entre 
x,=T m , ces expressions seront parfaitement déterminées, 

commeles intégralesmêmeJ& 2 da  etJos oz da. Car, 
-CO * 

pour les grandes valeurs absolues de a, les éléments y forrne- 
ront un certain nombre de séries de termes extrêmement 
petits, alternativement pusi tifs et négatifs , dans chacune 
desquelles les termes iront en croissant ou en ddcroissant et 
auront une somme algébrique inférieure ou du inoins com- 
parable au plus grand d'entr'eux , c'est-à-dire insensible. 
On pourra donc ne pas tenir compte de ces éléments, et 
raisonner comilie si l'intégration, qiii porte, dans (104), sur 
des fonclions finies, se faisait entre des limites finies. 
Ainsi, les expressions (104) de y seront parfaitement déler- 
minées. De plus, la limite t = O, les éléinen ts correspon- 
dant aux valeurs modérées de a ,  les seuls à considérer, 
deviennent, sous le signe J, f (x) sin a' d a ,  f (x) cos a2 do. 
Lciirs sommes vaudront donc : 

et il viendra bien 

(pour t = O) (p = f (8). 

Les formules (104) seront donc admissibles, comme inté- 
dey dhcp 

grales de l7éq;ation - + - = O ,  pourvu qu'elles donnent 
dt2 6w 
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des valeurs finies e t  déterminbes aux dérivées qui entrent 
dans cette équation, ou à celles dont elle implique l'esis- 
tence, savoir, aux dérivées première et seconde de y par 
rapport à t, ainsi qu'aux quatre premières par rapport à z. 
Or, en premier lieu, les dérivées en x des expressions (104,) 
s'obtiennent impédiatement , si l'on suppose finies et 
continues les dérivées correspondantes de la fonction f ,  
e t ,  se trouvant de même forme que ces expressions (104), 
elles sont 'déterminées comme elles. 

. 

Il  ne nous reste ainsi qu'à nous occuper des dérivées par 
rapport à t. Admettons., provisoirement, que la fonction J 
s'annule ou du moins devienne constante pour les valeurs 
absolues très grandes de sa variable; de sorte qu'on puisse 
supposer finies les véritables limites de's intégrations, en 
ce qui concerne , dans (104)' les Bléments dépendant de t. 
Alors la dérivée en t- des deux expressions (104) sera 
évidemment représentée par les formules : 

Substituons-y - d cos a' et d sin a' à sin aa.2a da et à 
cos a'. 2 a  d a ,  puis intégrons par parties, en observant 
que, d'après l'hypothèse, la fonction f', supposée d'ailleurs 
continue partout, s'annule aux  deux véritables limites des 
inlégrations. Il viendra simplement 

(105) 

soit - 
-CO 

Ces expressions ont les mêmes formes que les proposées 
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(104), e t ,  comme elles restent finies, bien ddterminées, 
quelque grand que soit l'intervalle en dehors duquel la 
fonction f' a 6th supposée égale à zhro , rien n'empêchera 
d'admettre que cet intervalle devienne infini, ou que la 
fonction f' (x,) s'annule seulement pour x, = +- a> . Mais il 
faut que cette dérivée f' tende bien, en effet, vers zéro! 
quand la valeur absolue de sa variable grandit ind4fini- 
ment; sans quoi le terme aux limites qu'on a supprimé 
dans le résultat de l'intégration par parties conserverait des 
valeurs finies et même indéterminées, dont la présence 
empêcherait la dérivée de y d'exister en tant que fonction 
bien définie. 

Étant ainsi admis que f (5 CO ) = O ,  il en sera de même 
de f" (2 co ) : et les formules (los), différentiées encore de la 
même maniere, par rapport à t , montreront que l'équation 

d b  d% 
aux dériv6es part.ielles proposée, - = --- est satisfaite, 

dt2 d d  ' 
comme on pouvait le penser. 

Observons que, si les formules (104) se réduisent à 
y = f (x) pour t = O, les formules (105) donnent, respective- 

d? 'ment -= 5 f" (x) à la mème limite t = o. On pourra donc, ' dt 

en mettant, dans la seconde, f ,  au lieu de f pour éviter 
toute confusion, et en superposanl ensuite ces deux in.[& 
grales, former l'expression de .g qui correspond à un étal 

4 ivz,iliu;l quelconque, c'est-à-dire qui rend les vitesses - et 
dt 

les déplaceinents y ,  pour t = O ,  égaux respectivement 
à deux fonctions arbitraires données de x. Appelons F (x) 
la seconde de ces fonctions, représentant les valeurs 
initiales de y ,  Fi" (x) la première , et Fi (x) l'intégrale 

( Nous aurons évidemment, pour 
* --x 
déterminer f (x) et f i  (3)' les deux équations 
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La seconde, multipliée par dx, puis intégrée à partir de 
x=- CD et en observant qu'on doit avoir f ' ( -  a) = O ,  

f i ' ( - a ) = o ,  donne 

D'ailleurs, on peut toiijours admettre que f (x) et f ,  (x) soient 
égales pour x = -oo . En effet, puisque ces fonctions sont 
supposées ne pas grandir indéfiniment avec - x et que, 
de plus, f' (-CO) = O  et fi'(-CO) = O, onne peut leur 
attribuer, pour x = - a, que des valeurs constantes, 
A + B, -4 -B. Or,  en rdduisant ces valeurs à leur partie 
commune A, ou, aut.reinent dit, en ajoutant - B a f (x) 
et B à 1; (x) ) on ne change évidemment rien, ni aux équa- 
tions (106), ni à (107). Il est donc permis d'intkgrer celle-ci 
(107) , après l'avoir multipliée par dx, de manière que 
f (x) - f i  (x) s'annule pour x = - oo , comme le fait Fi (3). 
Il vient alors 

équation qui, combinée avec la première (106), donne enfin 

Observons que les conditions f' (m ) = O, f,' (oo )=O, aun- 
quelles nous avons dù  plus haut astreindre les fonctions 
f (x) , f ;  (3) , seront vérifiées, si les valeurs initiales de y de- 
viennent constantes t = 5 GO , 011 que F' (5 a,) = o, et 
si l'on a soin de prendre un axe des x animé, dans le sens 
normal a la barre, de la même translation constante que le 

centre de gravit6 de celle- ci; en sorte qu'on 
--Y3 

c'est-&-dire, pour 1'8poqip t = O, (x) dx = O el,, par 
-CO 
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conséquent, P,' (z), o ü p < "  (3) ch, nul pour x = m .  
-a, 

Alors, en effet, les deux relations (108), différentiées 
une fois et prises ensuite pour x = CO, donneront bien 
f' ( C O )  = O,  L'(al) =o.  

En  ddfinitive, l'expression générale demandée de cp sera, 
d'après (104) et (108), 

Quand on y fai t  Fi = O, elle se réduit à celle que Fourier 
a obtenue pour le cas d'une barre abandonnée à elle-mème, 
sans vitesse initiale, après avoir été arbitrairexent fléchie 
sur une étendue quelconque. La solution simple naturelle 
correspondante, ou qui exprime les déplacements succes- 
sifs rf provoqués dans l a  barre par un certain déplacement 
initial F (3,) d'un seul é16ment dx,, se déduit immédiate- 
ment des formules (103) et (los), en observant que t'on 
doit remplacer f par f i  dans la seconde expression (103) de 
y et superposer ensuite cette seconde expression (103) à la 
première. Si l'on pose F (x,) d q  = dp , et qu'on transporte 
l'origine sur l'é16ment considéré dx,, cette solution sim yle 
sera 

Mais si les vitesses initiales ét,aient telles, qu'on put adopter 
isolément l'une ou l'autre des expressions (104), la solution 
simple analogue serait 

(1 i l )  
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21. - Dificulté que pre'sente l'emploi d'intégrales analogues pour 
E'étude des vibrations transversales ou normales d'une plaque 
élastique plane; calcul des rnouveinents propagés, clans ce 
cas d'une plaque , autour d'un centre unique d'ébranlements. 

Quand, au lieu d'une simple barre, i l  s'agit d'une plaque 
plane homogène, indéfinie dans les deux sens des x et 
des y, et dont on veut étudier le mouvement transversal 
consécutif à des déformations ou ti des vitesses initiales 
données, l'6quation aux dérivées partielles de la question 

d2y d4u 
précédente, z, + - - au - O ,  se trouve remplacée par celle-ci : 

Alors la mélhode d'intégration exposée au no7 (p. 391) donne 
bien, en faisant, dans (32) ou dans (32 Bk) , m = 2 et en 
prenant encore JC (y) = soit sin y, soit cos y, les deux sortes 
d'intégrales particulières 

o . r2 s 9.2 
y=-sin-, y = -  

2t 4t 
COS - ' 

2t 4t ' 
mais, d'après ce qui a été démontr6 au même endroit 
(p. 390), pour que ces intégrales constituent les solutions 
simples naturelles de la question, ou expriment les effets 
d'ébranlemenls initialement concentrés à l'origine des dis- 
tances r,  il faut que la somme J I  d a ,  étendue à toute la 

plaque, et' qui égale ici 2 TC r d r , soit finie et déter- 

minée. Or, abstraction faite du facteur constant 2 TC E, cette 
9. 

somme, si l'onpose toujours -= 5 et que l'on s'arrête 
\rz, 

provisoirement à une limite supbrieure finie 5, devient 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



On voit que ses éléments se suivent par groupes, al.ter- 
nativement positifs et négatifs , qui n'augmentent pas en 
valeur absolue quand on passe d'un groupe à l'autre, mais 
qui ne diminuent pas non plus ; car chaque groupe, si l'on 
excepte le premier de la seconde intégrale, égal à 1 seule- 

5% ment, s'obtient en faisant varier - entre deux multiples 
2 

R 
pairs consécutifs ou impairs cons6cutifs de 5 ,  et il a pour 

valeur totale 5 2. Ainsi , quand la limite supérieure croît 
indéfiniment, les deux intégrales oscillent sans fin soit 
entre zéro et 2, soit entre - 1 et 1 ; et on ne pourrait leur 
attribuer une somme égale à la moyenne correspondante, 
1 ou zéro, de ces valeurs extrèmes , que si l'on avait d'ail- 
leurs quelque raison de supposer les groupes dont il s'agit, 
au-delà d'une certaine valeur de 5, graduellement décrois- 
sants jusqu'à z6r0, quoique d'une manikre infiniment lente, 
cas où la somme totale de ceux dont chacun aurait sensi- 
blement la mème valeur absolue que le suivant se redui- 
rait, comme on sait ,' à la moiti6 du premier d'entr'eux, 
c'est-à-dire, ici, à + 1 (3. En l'absence d'une pareille raison 
générale (*"), et vu le défaut, tout à la fois, d'une convergence 

(*) Soit, en effet, S une somme, a - b  t c - d + e - f + g - . . . .  , de termes 
h signes alternant, et très graduellement décroissants de I'un a l'autre, en valeur 
absolue, jusqu'à la limite zéro. Par raison de continuité, les différences, 
toutes de même signe, a  - b ,  b - c, c - d ,  d - e, e - f, f - g . ... ne différeront 
relativemeiit que fort peu chacune de la suivante; en sorte que la somme, 
S = a - b i- c - d + e - f + ... , de celles de rang impair, sera h la somme, 
b - c + d -  e t f - g +  ... = a - S ,  de celles de rangpair, prises enmême 
nombre, dans un rapport extrèmement voisin de 1. On aura donc, hfort peu prbs, 

(**) On en aurait une, s'il était possible d'attribuer à l'espace plan indéfini, 
autour du centre (q , yù , une forme convexe non circulaire, quelle qu'elle fût 
d'ailleurs, celle, par exemple, d'un carré, ou d'une ellipse, etc. ; car les zones 
Zlrrdr  comprises entre les deux circonférences inscrite et circonscrite à ce carré 
ou à cette ellipse se trouveraient évidemment réduites, dans l'intégrale, B une 
fraction de leur surface de plus en plus faible h mesure que leur rayon r grandirait. 
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et d'une divergence bien caract6risée dans la somme 

J ~ T  dr relative h une seule solution simple (1 13) , on 

conçoit que, lorsqu'on superposera une infinité de telles 
solutions, correspondant aux divers éléments da, d'une 
région finie donn6e a,, l'expression totale ainsi obtenue, 
parfaitement d6 terminée d'ailleurs , pourra , suivant la 
forme de cette région et suivant la fonction f (xi, y,) des 

coordonnées de da, qui reprbsentera le rapport fini 2- , 
da i 

se réduire, pour t = O , à une quantité propor t.ionnel.le à cs 
rapport même f (x, y) ,  ou dependre au contraire d'une 
manière plus ou moins complexe, pour chaque point (x: yj, 
des valeurs de f (x,, y,j en plusieurs endroits de la régional. 
Ainsi une discussion spéciale et difficile, appropriée aux 
diverses formes des fonctions arbitraires (x, y) exprimant 
l'ktat initial, sera nécessaire pour décider, dans chaque 
cas, quelles valeurs de E = flx,, y,) da, on devra adopter. 
Nous n'entreprendrons pas cette discussion. 

Heureusement, la même difficulté n'existe plus quand 
la variable indépendante principale est r et non plus t ,  ou 
qu'il y a lieu de superposer des solutions (1 13) en faisant 
varier, de h i e  à l'autre, non pas l'origine des distances r ,  
mais celle des tempe t ,  de manière à obtenir les intégrales 
(31 bis). Ce cas se présente lorsque on étaudie le mouve- 
ment transversal communiqué à la plaque par unc, infinité 
d'ébranlements successifs produits à l'origine des coor- 
données, comme, par exemple, quand la plaque y est soudée 
à une mince tige perpendiculaire, qu'on fait mouvoir sui- 
vant sa longueur et  qui lui transmet, sur une circonférence 
2 ?i r d'un rayon infiniment petit, certains efforts I~anchanls 
totaux F' (0, exprimés, en fonction des déplacements simul- 

tanés cp , par la formule 2 7i r - (saufun coefficient cons- 
cEr 

tant dont nous pourrons faire abstraction). 
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On a donc alors, pour résoudre le problème, les intégrales 
(31 bis) [p. 3801, prises avec les signes supérieurs-. Elles 
reviennent, d'ailleurs, toutes les deux au même, quant aux 
valeurs de (F qu'elles expriment : on le reconnaît enrempla- 
çant eB par S e-7 (d'où dp =- dy), ce qui donne à chacune 
d'elles la forme de l'autre. Mais elles ne sont pourtant pas 
également avantageuses, car la premiére , où r2, sous le 
signe JI qui désigne ici un sinus ou un cdsinus, est multiplié 

1 
par le facteur -e-"indéfiniment croissant avec - P, doit à 

2 
cette circonstance de ne pouvoir être différentide enr, x ou y. 
Cette première formule (31 bis) de y coptie.nt, en effet, une. 
infinité d'éléments c,orrespondant aux grandes valeurs 
négatives de /3 et dont les changements en fonction de r 
sont infiniment rapides, leur dérivée par rapport à r étant 

l'expression f (8- + e 8 ) +' (-$e-p) r e-~d 8, laquelle se trouve 

relativement de l'oqdre de e-B. Les éléments en question, 
tout en ne donnant qu'une somme insensible dans y ,  où 
ils ne grandissent pas avec - et changent de plus en 
plus souvent de signe, ne restent plus négligeables dans 13 
dérivée de p en r, quoique ils continuent à changer aussi 
souvent de signe, parce qu'ils y augmentent en valeur 
absolue à mesure que - ;3 grandit : leur somme n'y con- 
verge vers aucune limite. En d'autres termes, la première 
formule (31 bis), quand + y désigne, comme ici, un cosinus 
ou un sinus, affecte, par sa forme même, la fonction qu'on 
lui fait représenter, d'une infinité d'ondulations infiniment 
petites et infiniment courtes, qui l'empêchent de varier 
graduellement ou d'avoir une dérivée. Ces ondulations sont 
évideinmznt de pures fictions d'analyse , sans correspon- 
dance avec la réalité; car tout ce qui est, dans la nature, y 
est déterminé ou fini. D'ailleurs , des affections infiniment 
petites, ne se révélant qu'à la différentiation et seulement 
comme obstacle a la variation graduelle des quantitks, ne 
sauraient etre admises dans une question physique où il 
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faut invoquer la continuité comme la suprême loi des 
phénomhes . 

La seconde formule (31 bis) ne présentera pas cet 
inconvénient; car le facteur par lequel elle dependra 

9-2 
de r ,  f ( t  - sera infiniment petit, sinon même tout 

à fait nul , ainsi que ses dérivées en r ,  pour les grandes 
valeurs négatives de sa variable e t ,  par consdquent , pour 
celles de (3 : on évitera donc la difficulté relative à ces 
grandes valeurs ndgatives de P grâce à la nature arbilraire 
de la fonction f ,  qui ne sera pas, comme +, un sinus ou 
un cosinus. Quant aux éléments correspondant aux très 
grandes valeurs positives de P, ils se réduiront sensible- 
ment à f (tj + ( + e P )  d p et ne donneront qu'une somme 
infiniment petite, car ils changeront à tout instant et de 
plus en plus souvent de signe sans grandir avec P. 

Prenons, par conséquent, 

En procédant comme il est. indiqué aussitôt 
formule (28) [p. 3771, nous en déduirons pour 

après la 
A,? une 

expression de mème forme, inais avec - f", JI' au lieu 
de f ,  +, et ensuite , pour A, A, y ,  une expression encore 
analogue, mais avec/"' au lieu de f et +" = - JI au lieu de + ; 
de sorte que c,ette expression de A, A,y  , changée de signe, 

d% 
Bgalera identiquenient la dérivée seconde 2 .Ainsi,l'cSqua- 

dt2 
tion indéfinie (112) sera bien vérifide. 

D'autre part, la d6rjvée de At y par rapport à r, multipliée 
par r; sera 
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expression qui, en posant e P =  i, peut s'écrire aussi 

Une intégration par parties donne donc, vu la condition 
f r ( - 4 = 0 ,  

L'intégrale du second membre, où +" = - + , est rendue 
parfaitement finie et déterminée, malgré sa limite supé- 

rieure infinie, par le facteur /" (O - f (t--) , évanouis- 
25 

sant quand la variable 1: y devient de plus en plus grande. 
A la limite r = O,  i l  vient simplement, en multipliant 

par 2 7 ~ ,  

On voit que cette expression égalera, comme on le désire, 
la fonction donnée F' (4, si l'on prend + (y) = sin y et 

1 
(115 6;s) f' (t) = - F' ( t )  ; d'où f ( t )  = 

45r 47c 
-03 

On ne peut pas d'ailleurs, à lasolution (1 14) ainsi obtenue, 
en superposer une autre, dans laquelle on prendrait 

dA2cp + (y) = cos y et qui, donnant r - = O à la limite r = O ,  n'y 
dr 

modifierait pas l'effort tranchant; car elle entraînerait, pour 
r nul, un déplacement (F infini, les valeurs négatives trks 
grandes de $ y réduisant à fort peu près, dans (114)' la quan- 

T% 
tité sous le signe /à f t Ti- e-8) + ( O )  0 p= f 
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expression qui, pour r = O ,  devient f (tl d p et donne, à 
partir de p = - cc , une integrale infinie. 

On voit par là, et je l'observe en passant, que la solution 
(114) prise avec + (y) = cos y ne pourrait être utilisée que 
dans des cas où il n'y aurait pas à poser r = O ,  c'sst-à-dire 
où la plaquej cessant d'ètre continue, serait percée d'un trou 
à l'origine des coordonnées. Ces cas me paraissent peu inte- 
ressants et je ne m'en occuperai pas. 

Donc, en résumé, il faut, dans (114), poser + (y) = sin y et 
déterminer la fonction f par 14 relation (115 bis). En intro- 
duisant alors la même variable d'intégration, C = e ? , que 
dans (115), l'expression de (F prend la forme, un peu plus 
simple, 

On remarquera qu'elle est parfaitement définie ; car, 
d'une part,, la fonction sous le signe $ n'y devient jamais 
infinie et ,  d'autre part, pour les très grandes val.eurs de t, 
ses é1Bments ressemblent à ceux de l'intégrale classique 

* sin a% 
f(t)J y da ,  égale , comme on sait, A 5 f (4. Au 
point, r = O ,  d'où partent les Bbranlements, elle se réduit 
même à celle-ci, et l'on a simplement 

X 
(pour r = O) p = f (t). 

De plus, cette expression (1 16) de vérifie les conditions 
que comporte évidemment le probkme pour t =--CO et pour 
r infini, conditions consistant en ce que y doit s'annuler à 
ces deux limites. Il suffit, en effet, qu'on ait F (-m) = O, 

comme il est implicitement convenu, e t ,  par suite, 
f (- m ) = O , pour que la formule (1 16) donne immédiate- 
ment 1 = O soit pour t= - co , soit pour ?. =a . 

Il reste àvoir si une dernihre condition, spéciale à r = O et 
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achevant , aIJec celle des efforts trmchants déjà satisfaite 
pour la même valeur de r,  de déterminer le problème, est 
également vérifiée. Elle consiste à exprimer que l'on a 

à cause du raccordement obligé de toutes les sections 
normales ou méridiennes faites dans la plaque autour du 
centre des Abranlements. 

4 Pour calculer la dérivée - , nous différentierons le 
dr 

second membre de (116) sous le signe f; ce qui, par l'in- 
-traduction d'un nouveau dénominateur <, fournira des 
éléments ayant leur somme encore plus convergente, à la 
limite supérieure 1; = , qu'il n'arrive pour ceux de (116): 
et ce qui sera cependant sans inconvénient à la limite infé- 
rieure 1; = O, i cause du facteur f ,  qui y devient f (-a et 
s'y annule. EM'ectivement, le r6snltat, 

est une intégrale déterminée malgré le facteur infini qu'elle 
a sous le signe f pour < = O ; car les éléments correspondiint 
aux valeurs de 15 moindres qu'un très petit nombre fixé E y 
donnent un tot,al inférieur (en valeur absolue) ou au plus 
comparable à 

quantité finie, qni tend vers zéro en meme temps que E. 

Prouvons maintenant .que cette dérivée (117) s'annule 
à la limite Y = o. Et ,  d'abord, quand r y est infiniment 
petit, on peut n'y faire varier G que depuis une très petite 
limite t = Np.%, où N dCsigne un nombre très grand, jus- 
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qu'à l'infini, puisqu'on n'ôte de la sorte à l'intégrale, 
d'après ce qu'on vient de voir, qdune partie comparable à 

?% 
f c - - N  ( t-- ,:) = aensiblcment - N r f ( r )  , 

expression évanouissante en même temps que r. Il ne reste 
1.2 r V  

ainsi à considérer que les valeurs de -inférieures à - = - , 
21; 2r 2N 

pour lesquelles f' ( t - - z) ne diffère plus sensiblement de 

f (t) ; en sorte que la partie correspondante de l'intégrale 

(117) peut s'écrire -f' (t) r/LS?in f g. Or il est clair que., 
- 

5 dT dans_/<n2 les seuls éléments fournissant un total 

considerable sont ceux pour lesquels < est très petit, ou 
r r pour lesquels sin- est réductible h- , et dont la somme 
2 2 

vaut, a fort peu près, 

5 cette quantité, où - peut etre censé constant alors que ?y  
N 

décroît jusqu'à zéro, n'est que de l'ordre de - log r,  et son 
produit par r s'annulera, comme on sait, pour r = o. Donc 

- la dérivée (1 17) tend vers zéro à cette limite. 
Ainsi, les conditions du problème sont bien satisfaites 

par l'expression (1 16) de y. 

Du rest.e, une fois la solution (116) obtenue, i l  est aisé de 
constater qu'elle vérifie toutes ces conditions sans avoir à 
remonter j usqu'à la forme (1 14) et à ses proprikths générales. 
Complétons cette vérification, déjà faite pour les trois rela- 
tions spéciales y = O (pour t = - a), y= O (pour r infini), 
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- dp. = O ( p u r  r = O), et qui, en nous faisant retomber sur 
dr 
la valeur déjà connue de 

nous fera connaître ilne formule simple, utilisée plus loin à 
- 

d i d  
la limite r = O, pour l'expression analogue r - (- 2). Et 

dr r dr 
d'abord, la différentiation de (117) donne identiquement 

1 

IntOgrons par parties, et observons que le facteur intégré 

f (l-g) s'annule ii la limite < = O ,  tandis que l'autre 

2 r 
facteur - sin - , égal à un à cette limite et  puis décrois- 

5 2 
sant, s'annule à son tour pour <= oo . Il viendra successi- 
vement, en tenant finalement compte de (117) : 

C'est le second membre de cette foriliule (117 bis) qui 
Ero 14 

constitue l'expression de -I--- = 
dra r dr 

parlé. Il acquiert sa valeur la plus simple à l a  limite r = O, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



où il devient - f' ( d )  (+ sin 5): = f' (1) ; de sorte &'on 
2 O 

peut poser 

ds;? 1 
(117 ter) (pour r  = O )  - - - - on r L ( L 3 )  = f' (t) .  

d r u  dr dr r dr 

2 d? En ajout,ant - - au premier et au dernier membre de 
r dr 

(117 bis) , on aura 

intégrale determinée jet finie pour r > O) à cause du dencl- 
minateur < , qui permet d'y porter la limite supérieure jus- 

* 
qu'à l'infini, et à cause du facteur f' (t , nul pour [=O : 

\ 2: 
qui permet d'y faire partir 7; de zéro. Sa dérivée en r ,  cal- 
culée encore par la diffhreritiation sous le signe f, sera, 

ou, identiquemen t , 
c 

cos - d [r ( t - G )  - f r  ( t)] .  
dr 2 - %  

Multiplions par r et intégrons par parties, en observant 

que le facteur i n  tégré, f i  ( 1  - $) - f' (t), s'y annule pour 

2: = cn et se réduit à - f' (t) pour 2: = o. Nous aiirons 

Or c'est justement la formule (115). Nous en avons déduit 
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l'expression (115 bis) de f (tj, par la condition que l'effort 
*" exercé sur une section cylin- tranchant total 2 n r  - 
dr ' 

drique de rayon r décrite autour de l'origine, se réduise à 
F"(t) pour r =o. 

$7 
Enfin, l'équation indéfinie - = - A, A, p est bien satis- 

dt2 

faite par notre solution (116) ; car la formule (118 bis) donne 
de suite 

ce qui est la valeur de: déduite imm6diatement de (116). 

Les calculs précédents, non moins que les difficultés 
attachées à l'emploi de la première formule (31 Bis.) et 
surtout des solutions simples (113)) montrent combien sont 
délicates manier les integrales qui, comme (116) ou(118), 
expriment 'des séries à peine convergentes, et devant en 
partie cette faible convergence indispensable à l'ordre dans 
lequel se succèdent leurs termes de signes variés. Mais, on 
le voit, toutes ces difficultés peuvent ètre siirniontées assez 
facilement dans le problème des mouvements que font 
naître des impulsions normales s'exerçant sur la plaque à 
l'origine des coordonnées. Et la solution obtenue (116) est 
bien la vraie ; car le problème se trouve entièrement d6ter- 
miné par les conditions admises, comprenant : 

d2y 
1' IT,'équat,ion indéfinie - + Az A, = O ; dt " 
2 X e s  relations spéciales y = O (pour t = - CO ), y = O 

d Y 
dr 

dA2'= ~ ' ( t )  (pour (pour r infini), - = O (pour r = O) et 2 TL r - 
dr 

Y = O), conditions dont les trois dernières entrainent, l a  
d u  d~ - 

première, que, pour r ou log r infhis, on ait - ou r --O, 
dlogr dr 
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d A, Y dA'.p = O ( ' )  , la deuxième, que y reste fini ou r -- 
dlog  T dr 
à la limite r = O, enfin, la troisième, que A, y ,  ayant à la 
même limite r = O sa différentielle en r comparable h celle 
de log r , y devienne seulement de l'ordre de grandeur de 
log r et y ail son produit par r nul. 

Il suffit, pour reconnaître qu'elles n'admettent, en effet, 
qu'une solution, d'y procéder comme dans la question 
analogue relative aux barres (p. 438). En renlplaçan t y par 

d2 < 
y + y', il vient, avec l'équation indéfinie - + A% A% y' = O, 

dt2 

les conditions spéciales IF' = O (pour t = - a, j ,  y' = O 
. dy' dA, Q' 

(pour r infilil), - = O (pour Y = O ) ,  r - = O (pour T - O), 
dr dr 

auxquelles on peut joindre que les expressions ?', 
d Y' r A, y' restent finies à la limite r = O et que r - , 
dY 

r- s'annulent pour r infini. Multiplions 17équation 
dr 

= o par 2 r 6 - d r ,  et puis intégrons 
d~ 

de r = o  à r = m ,  après avoir substitué à 2 

dJ4 d h c f  (*) On peut vérifier en effet, sur les vaieu1.s de - et de - données plus haut 
dr dr 

(p. 471 et 474), que leurs produits par r ,  exprimés par les deux intégrales 

tendent bien vers zéro quand T grandit indéfiniment. Car ,  d'une part, pour 
les valeurs de ; inférieures à tout nombre donné ti-ès grand ,/. , les facteurs 

placés sous le signeh sont supposés devenir infi- 

niment petits à mesure que r croit ; e t ,  d'autre part,  pour les valeurs de ; supé. 
5 a: 

rieures hp ,  les éléments de ces intégrales sont tout au plus de l'ordre de sin - - 
2 1: 

< a ;  -00 10 5 
OU cos - ; et ont leurs sommes comparables k l  sin ,_/r cos 5 7 ,  

2 ?  
c'est-8-dire insensibles. 
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l'expression équivalente 

dont le dernier terme n'est autre que 

T,es relations spéciales à r = O et à r = , relations qu'on 
peut, au besoin, différentier par rapport à t, feront clispa- 
raitre les ternies aux limites, et il viendra simplement 

Ainsi, l'intégrale définie Lm [($la+ (~,~',l] r dr est 

incariable e t ,  par suite, nulle à toute époque comme pour 
d y' 

t = -CD . On a donc constamment - = O ; ce qui exprime 
dt 

que y' ne peut s'écarter à aucun instant de sa valeur 
initiale zéro. Par conséquent, la solution obtenue (116) est 
bien la seule possible. 

Je  me contenterai, au sujet des lois qu'impliquent les 
forinules trouvées, de faire les quatre remarques suis-antes : 

d'P 10 D'après (116 bis) et (115 bis), la vitesse, d; = - f' (0, 
2 

pr.ise par la ~e6ite partie di?rectemcnt ébranlée de la plu pzce, 
ne cesse a aucm izwhnt d'r'tre. proportionnelle à la force 
~!xtérieure F' (4. Par suite, le dé'iacemcnl total y de cette 
parlfe est constamment proportionnel aussi a l'impulsion 
tohle F (4 exercéejzcspu'à l'i?zstant dolzt i l  s'agit; en sorte 
qu'il revient, pour ainsi dire, au même de se donner cette 
impulsion totale ou le déplacement du point qui la supporte. 

Y D'après (117 ter.), la meme vitesse de la partie directe- 
ment ébranlée est encore proportionnelle à la différence, 
pour r infiniment petit, des deus courbures principales, 
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- -- d v  "Y " de la plaque. En effet, d;;- exprime évidemment, 
d-2 ' r dr ' 
en chaque point, la petite courbure prise par le méridien 

1 da 
qui y passe ; et - 2 est l'autre courbure principale, in- 

r d~ 
verse de la normale menée à la surface jusqu'à la rencontre 
de l'axe de révolution oz, car cette normale, projetée sous 

7c 
l'angle --- dp donne la distance r du point considéré (x, y) 

2 dr' 
à l'origine. La différence des deux courbures principales 
tendant ainsi vers une valeur autre que z6r0, quand on 
approche de l'axe de révolution où la  surface a un  oni- 
bilic et où leur rapport vaut l'unité, il est inévitable que 
sur l'axe iuèuie, elles soient infinies, comme le montre, du 
reste, la formule (118) de A, y ,  qui exprime leur somme, et. 
qui devient infinie pour r = o. Or on sait que les dilatations 
dangereuses en chaque endroit , ou dilatations subies par 
les fibres de la plaque qui y éprouvent les plus grands 
allongemei~ts, sont proportionnelles aux courbures de sec- 
tions normales de mêmes sens faites dans la plaque. Elles 
deviendraient donc infinies sur l'axe, s'il était possible de 
rkduire à un point ou, du moins, à une ligne mathématique 
la partie directement Bbranlée; ce qui reviendrait h an- 
nuler le rayon, r, de la circonférence ou du cylindre par 
lequel sont transmis à la plaque les efforts tranchants F' (0. 
Et il devait bien en ètré ainsi ; car de pareils efforts, des- 
tinés à produire des effets sensibles sur d'autres circonf6- 
rences concentriques de dimensions finies, n e  pourraient 
avoir une aussi petite région d'application sans y faire naitre 
des déformations infinies, physiquement irréalisables. 

Donc, pareillement à ce qui arrive dans toutes les autres 
questions de la théorie des plaques où l'on considère des 
forces dites z'sole'es , c'est-à-dire censbes appliquées à un seul 
point de la surface ou de l'intérieur de ces corps, les for- 
mules obtenues seront suffisantes pour calculer les dépla- 
cements et les inclinaisons du feuillet moyen, que cette 
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hypothèse simplificatrice n'altère que très peu, même sur 
l'axe, puisqu'elle leur laisse à cet endroit des valeurs finies, 
presque les mèmes, comme il  le faut, qu'aux petites 
distances r où i l  n'y a aucune difficulté; iiiais elles ne ie 
seront pas pour l'évaluation des courbures et des déforma- 
tions, quantites que la iiiènie supposition rend infinies sur 
l'axe r = O et qu'elle y change par conséquent du tout ail 
tout. Ainsi, la foriliule (118) ne pourra nullement servir à 
cet effet. Mais la relation (117  te^) fera connaître, à fort 
peu près, la véritable différence des deux courbures prises 
par la plaque sur le bord d'une petite région donnée 
d'ébranlement. En général, toutes les quantités qui ,  pour 
r = O ,  ne sont pas rendues infinies par l'hypothèse simpli- 
ficatrice en question, é~ideniment l6gitime tant qu'il s'agit 
d'étudier uniquement l'état produit à des endroits un peu 
éloignés de l'axe oz, resteront presque les n?ê.mes ? vu la 
continuité de leurs expressions obtenues, quand 9. y 1-ariera 
depuis zéro jusqu'aux petites valeurs sensibles pour les- 
quelles elles sont déjà convenablement évaluées ; et l'on 
aura ainsi, à fort peu près, leurs valeurs effectives aux 
petites distances r ,  en faisant r = O dans les forrnules 
trouvées. 

3"es seules valeurs de la fonction f qui entrent pour 
une proportion sensible dans l'expression (116) de sont 
celles où 1; n'est n i  très petit ni très grand, et où, par suite, 

v 2  
la variable t - y se trouve comprise entre deux certaines 

2, 
limites , inférieures à t de quantités proportionnelles à rS. 
La plus petite de ces limites étant, par exemple, t- N r2, 
imaginons que,  B partir d'une certaine époque t= t, , la 
fonction f (t) devienne à peu près constante : i l  est clair 

qu'on pourra alors, dans (1 lôj, réduire f 

l'instant où la différence I - N r2 égalera t, , et qu'on aura 
7T 

dès lors y =- f (t,). Donc, quand, la force exlérieure ayant 
2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



à peu près disparu, le centre des dbranlements, ou point de 
la plaque directement sollicité, est redevenu inzrnobile, les 
anneaux concentriques p i  l'entourent, e t  dont se compose 
Za plaque, viennent se ~econstituer, en puelpue sorte, à c6te 
de lui, dnns leur forme plam el leur disposition ~eLative 
.rzaturelles, au bout de temps proportionnels aux carres de 
leurs rayons. 

40 Cornnie la solution (116) donne, à la limite r = O ,  le . . 
4 c p  déplacement y et l'effort lranchant 2n r d; sous les formes 

simples of(tj, 4 n  f (t) ,  on pourra encore y déterminer la 
2 

fonction f par 1'intégra.tion d'une simple équation diffé- 
rentielle', quand on connaîtra en fonction de t ,  toujours 
pour r = O, non plus, directement, l'effort tranchant ou le 
déplacement y,  mais une expression linéaire quelconque 
dépendant de 1, ou des dérivées de y par rapport à t ,  et de 
l'effort tranchant. On verra au nhuivant comment cette 
remarque permet de traiter le problème du choc d'une 
plaque par un corps qui la heurte normalement à sa surface. 

22. - Problème de la résislance dynamique des barres et cl& 
plaques , nolamment de leur résistance a u  choc, t7-aite' par 
les mêmes procédés : extension d'zcne loi de Young a u  cas dzc 
choc transcersal. 

Pour terminer cette série d'applications de notre niéthode 
d'intégration au mouvement transversal des barres et des 
plaques, abordons encore une question imporlante dans la 
pratique, celle du choc de ces corps par un solide qui vient 
les heurter perpendiculairement. Dans ce .but, et nous 
bornant d'abord aux barres, revenons au cas général d'une 
tige prismatique de longueur infinie, d'abord en repos, 
sollicitée à flbchir, dans un plan normal à un des axes prin- 
cipaux d'inertie de ses sections, par une suite d'impulsions 
transversales ou d'impulsions de rotation exercdes au point 
de la barre pris pour origine. 
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Les deux conditions, spéciales à z = O , qui devront ètre 
vérifiées en ce point,  deviendront parfois plus complexes 
que celles meme (80 bis) [p. 4371, qui nous ont servi à 
expri iller la transmission de pareilles impulsjon s à la barre 
au moyen d'un ressort ou d'un encastrement élastique. On 
peut concevoir, par exemple, qu'un corps solide y soit uni 
à la barre, tout en ne la touchant que sur une petite 
étendue. Alors cette masse étrangère, dont j'appellerai ,u le 
rapport à la masse de l'unité de longueur de la barre , sera 
obligée de parlager les déplacements y ,  et elle absorbera 

' d2cp 
par sqile, chaque instant, une portion, p- de la force 

dP 
impulsive exercée du dehors à l'époque t. Si l'on représente 
par F' (t) , comme dans les nos précddents , cette force, ou 

par F (t) =p (4 dt la vitesse totale qu'elle aurait fait 
-m 

naître, jusqu7s l'époque t ,  si on l'avait appliquée à 
l'unité de masse choisie qui est la masse d'une unité de lon- 
yucur de la barre, on voit que l'autre partie seulement,. 

dZ-;, 
F(t)  --pz, de la force impulsive, se fera sentir sur la 

barre et conslituera l'effort tranchant,. Celui-ci est d'ail- 
d349 

leurs représenté par la dérivée - quand, avec l'unit6 de 
c h 3  

masse adopthe, on prend l'unité de temps qui réduit l'équa- 
d% d b  

tion indéfinie du problème à la forme + 2 = O ; mais 
dt "4 

d:3 
son expression devient, a2=,  lorsque 17uiiit6 de temps reste 

d2w d4YJ - 
quelconque et que l'équation indéfinie e s t 2  + a'-- o. 

dt2 ch& 
Donc, la condition définie correspondante, relative aux 
efforts tranchants pour x = O, sera 

d 3 ~  dl? d3cp 
(119) a" = (t) - @Y 

OU p - + a % - =  
0383 dt" G b 3  

F' (4 9 
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8s. 
au lieu de a'- = F' (1) qu'on aurait sans la masse étran- 

dz3 
d" rq d3y gère entraînée p. E t  si la force impulsive ;J. - + a - 
dP ds3 

était, rion pas appliquée directement à la barre ou à la  
masse p, mais transmise par l'intermédiaire d'un ressort 
dont 1'ext.rémité libre éprouverait des déplacements connus 
F (t), cette force , proportionnelle à l'allongement F (1)  - 
du ressort serait de la forme I< [F (t) - y ]  ; de sorte que 
la condition définie considérée deviendrait, au lieu de la 
première (80 bis) [p. 4371, 

8y  - K [F (t) - ?] , 

F (t) désignant ici,  bien entendu, un déplacement , et non 
une force, comme F' (t) dans (119). 

La démonstration donnée à la fin du no 15, pour prouver 
la complète détermination du problème, s'étend d'ailleurs 
immhdiatement à ces deux cas et à tous les cas analogues. 

Quelles que soient les deus relations , spéciales à x = O, 

que l'on adopte, pourvu qu'elles se trouvent, comme toutes 
les précédentes (80j, (80 bis), f119), (120), linéaires et à coef- 
ficienls constantl;, par rapport à y ,  à ses dérivées et aux 
fonctions données du temps, F (t), F' (t), etc., exprimant des 
déplacements , des directions, des forces ou des couples, les 
quatre solutions particulières (84) et (85) [p. 4393 perrnet- 
tront , par leur superposition, d'y satisfaire explicitement 
et sans difficultd, toutes les fois qu'il s'agira, par exemple, 
de mouvements Bmanés de l'origine x = O, c'est-à-dire tels, 
que l'on aiL = O pour t = - oo et y= O pour x infini. Alors, 
en effet, un raisonnement répétC déjà plusieurs fois obligera 
de ne prendre ces intégrales (84) ou (85) qu'avec leurs signes 
supérieurs, -, et d'y supposer même f ( - cn ) = o. L'ex- 
pression la plus générale admissible de y ,  formée avec ces 
solu Lions particulières , contiendra donc quatre fonctions 
arbitraires f ,  et nous savons d'ailleurs que, à la limitex= O, 
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toutes ses dérivées en x ou t ne comprendront, comme elle- 
meme, que deux sortes de termes, ayant, les uns, ;a forme 
finie f ( t ) ,  les autres la forme de l'intégrale définie 

J B  (t-$) da.  Chacune des conditions spéciales à x= O 
- 

se dédoublera donc si on y égale séparément les termes de 
chacune des deux formes, comme il a été expliqué à la fin 
du no 3 (p. 368), et l'on aura qualre équations distinctes 
pour déterminer les quatre fonctions arbitraires inconnues f. 

Une loi générale très simple, concernant la résistance 
des barres ainsi ébranlées en un de leurs points, ou expri- 
mant la condition nécessaire et suffisante pour que leur 
limite d'élasticité n'y soit pas dépassée , se dégage immé- 
diatement de ces calculs, toutes les fois que l'une des deux 

&J $? conditions spéciales à x= O est, soit - = O ,  soit + = o. 
dz: h 3  

Le premier cas se présente quand la barre s'étend indbfini- 
mentedans les deux sens et est mûe par des impulsions qui 
lui sont normales, le second, quand la barre, pouvant ne 
s'étendre que de x = O à x = co , supporte, à l'origine, des 
couples de flexion qui tendent uniquement à y changer la 
direction de son axe, sans aucun mélange d'impulsions 
translatoires ou d'efforts tranchants. 

Pour trouver et énoncer ceite loi sous une forme immé- 
diatement applicable, laissons les'unités de temps et de 
longueur quelconques, et ,  par conséquent, prenons l'équa- 
tion indhfinie du problème sous la forme, 

Cela reviendra, comme on a vu au commencement du 
no l5 (p. 435), à mettre a t  au lieu de t dans les intégrales 
(84) et (85). Si nous nous bornons au cas d'une barre ayant 
sa section normale symétrique par rapport à son axe 
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d'inertie principal perpendiculaire a la direction des muu- 
veueril.: , le coefficient a ,  que la théorie classique des 
barres apprend à évaluer, égalera le produit de la vitesse 
de propagation, w,  du son , ou des ébranlements longitu- 
dinaux, le long de la  barre, par la demi-hpaisseur, h , de 
celle-ci (demi-hauteur des sections) e t  par un nombre , k , 

1 
dépendant de sa forme, qui égalera- si la barre est ronde 

2 
1 

ou à section elliptique. si elle est rectangulaire, et qui 
0 

sera toujours plus petit que l'unit6 , tout en pouvant appro- 
cher indéfiniment de cette limite pour certaines sections très 
évidées ("). Ainsi l'on aura 

L'intégrale générale à adopter pour (121) sera donc, en 
appelant f;, f,, f,, f ,  quatre fonctioiis arbitraires, 

$2 
y = Jm [f i  (at - g) cos , + 1% ( at - - q)  sin & 

. a2 $2 a4 

+ 6 ( a t  - $) cos y + fh  (at - sin %] dz. 

Il est clair que la substitution de at à t ne change rien au 
calcul des dérivées successives de (p en x, et qu'elle intrû- 
duit simplement un facteur constant a chaque fois qu'on 
différentie par rapport à t. On reconnaît, par suite, aisé- 

(*) L'expression générale de k est 

a désignant l'aire de la section , z une ordonnée, élevée perpendiculairement sur 
son axe de symétrie, c'est B dire dans le seps de la demi hauteur h ,  jusqu'h un 
élément quelconque d .r de la section, et j une intégrale embi,assant tous les 
éléments de 5 ;  kZ désigne donc le carré moyen des ordonnées z des divers 616- 
nients d'une section, rapportées h leur plus grande valeur absolue h. 
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ment, que l'équation indéfinie (121) est bien satisfaite et 
que ,  en outre, si l'on fait x = O dans les expressions de rg 
et de ses trois premières dérivées en x, il vient 

4 Cela posé, toutes les fois qu'on aura -= O pour x = O, d?: 
la seconde de ces formules (124) donnera, en se dédoublant, 
f i  -f, = O et fi'= o. Or il revient au iiî&rne, ici, d'annuler 
une des fonctions f o u  seulement quelqu'une de ses déri- 
vées ; car, toutes ces fonctions devant se r6duire à zéro 
quand leur variable devient infinie négative, on a ,  par 

exemple, f ,  (9) = J;f (9j d 0 ,  en sorte que l'dgali té /j: = O 

-a 

Bquivaut B f ,=o;  et il  serait.. de merne, indiffkrent d7bgaier 
entr'elles deux des fonctions' f ou seulement leurs déri\%es 
d'un ordre doiiné quelconque. Donc, la condition définie 
considérée entraîne les deux relations 

Or ,  on les aurait précisément obt,enues , vu les formules 
(1241, si l'on s'était proposé de vérifier, pour x = O, la con- 

& dRy dition spéciale -= - a - On peut donc regarder celle-ci 
dt dx2 ' 

da 
comme kquivalente à 2 = o .  d?: 
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De meme, d'après (124), la condition -=O (pour X =  O ) aw 
obligerait de poser f i  = O,  f ,  = - f i  , c'est-à-dire précisément 

iP da? les memes relations que la condition -= a - 
dt axa' 

En r&umé, la condidion complexe 

entrahe celle-ci 

d%cp = 
(pour c = O) (2) a = a l  (=) , 

e t  vice-versd. Or ' 'sepr6sente, dans cette formule (1.27,, (z) 
le carré de la vitesse absolue .ü animant, à l'époque t ,  la 
partie de la barre où sont appliquées les forces qui la font 

fléchir, et (3)" - exprime le carré de la courbure qu'y a 

prise son axe, courbure égale, comme on sait, au quotient 
de la dilatation dangereuse 3,  mesurant l'allongement de 
l'unité de longueur des fibres les plus etendues, par la demi- 
épaisseur h de la barre. Et  comme enfin a a sa valeur 
donnée par (122) , l'équation (126) revient, d'après (127), à 
poses 

Rappelons que la contexture de la barre s'altere dès que la 
dilatation dangereuse 3 atteint la valeur dite limite d'élas- 
ticité des extensions, ct la formule (128) nous permettra 
d'énoncer la loi générale que nous voulions élablir : 

Quand on exerce sur une barre soii des iwbpulsions trans- 
uemales appliquées en un de ses points et la faisant fEéch.ii. 
symetriquimnt de part e t  d'autre , soit de telles impulsions 
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perpendiculaires, mais appliquées à m e  extrémité et accom- 
p a p é e s  de cozcples q u i  y mairdiennent l'axe dans sa direction 
prinzitioe, soit e n p n  des cozciples tendant si.mplernent b 
fai9.e tourner l a  b w r e ,  et q u a n d ,  d'ailleurs, celle-ci es6 
assez longue pour  que ses extrémités non sollicitées directe- 
ment  restent à fort peu près en  repos, l a  pbzcs grande vitesse 
qu'elle puisse pq-endre, sans  al tération de sn contexlure, 
dans la région directement ébranlée. égale le p îodu i t  de la  
vitesse de propagation dzc son (ou des vibrations longitu- 
dinale$ le long de la  barre ,  p a r  la l imi te  d ilasticité des 
exlensions de sa  matière, e t  par la fraction numérique A! 
dépendmnt de la forme de sa section. 

Cette loi s'appliquera même à une barre d'une longueur 
médiocre, dans l'étude des phénomènes, tels que le choc, 
dont la cause n'agit que pendant un  instant très court, 
pourvu qu'il soit. question de considérer uniquenient cette 
première période oùles ébranlements ne sont pas encore par- 
venus, en proportion sensible, jiisqu'aux extrémités non 
sollicitées et où, par suite, l'on peut, sans modifier le pro- 
blème physique, allonger fictivement la barre autant qu'on 
le voudra. 

hJais, arant d'aller plus loin, passons au cas d'une plaque, 
latéralement indéfinie, qui exécute des mouvements trans- 
versaux par l'effet d'impulsions normales quelconques 
exercées à l'origine des coordonnées, en vue de chercher 
s'il ne s'gprésenterait pas quelque relation analogue à (128). 
Pareillement à ce que nous avons fait ici pour le cas de la 
barre, prenons l'dquation du mouvement de la plaque sous 

C 

la forme 
3 + a 2 A 2 A 3 y  = O '  
dt" 

où a aura ,  d'après la théorie des plaques, l'expression, 
semblable à (12'2), 

1 
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h désignant encore la demi-épaisseur et w, la vitesse de 
propagation, dans la plaque, des variations qu'éprouverait 
sa densité par unité d'aire,, si elle vibrait parallèlement à 
son propre plan e t ,  en quelque sorte, longitudinalement, 
c'eit-à-dire avec condensations ou dilatations de sa surface : 
cette quantité o, est donc la vitesse de propagation des dila- 
tations superficielles û de la plaque vibrant ainsi tangelz- 
fiellement, dilatations que régit une équation de la forme 
d2 e - = w,t A, 8, et dont l'expression est 9 = 3 + a', si 3 et 3' 
dt2 

désignent les allongements éprouvés , au point (x, y) , 
par l'unité de longueur des deux fibres, rectangulaires 
entr'elles , qiii y sont les plus allongées ou les moins allon- 
gdes de toutes. 

La réintroduction du coefficient a revenant simplement 
à changer l'unité de temps, on en tiendra compte en 
remplaçant t par at  dans la formule (116) du no précédent 
(p. 470) ; et celle-ci exprimera alors, Bvidemment , les 
déplacements de tous les points de la  plaque dès qu'on 

7C 

connaîtra ceux, cp = - f (ai), ' du point central directement 
2 
d? . Bbranlé. La vitesse de ce point sera donc reprt'sentée a 

7C 

chaque instant par - a f' (ai), expression où la forrnulc 
2 

(117 tep) permettm de remplacer f' (a£) par la valeur de 
d2p 1 d? ---- relative à r = o. Il vient ainsi 
dr2 r clr 

(127 dis) (pour r infiniment petit) 
dt 

& P y  
au lieu de - = -a  - (pour x = O )  qu'on avait dans le 

dt dxa 
,cas d'une barre indéfinie, Or les deux dilatatims princi- 
pales 3,3'en chaque endroit, pour le feuillet superficiel de 
la plaque fléchie qui s'y trouve le plus exposé à se rompre, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



soli t , par raison de sy rnbtrie, les dilatations des deux 
fibres dirigées suivant le sens du méridien et suivant le 
sens nor&al; et elles dgilent les produits des courbures 

d?m 1,  dg 
correspondantes 2 - ', par la demi-épaisseur , + h , 

dr" ' rr 
prise avec un signe te l ,  que celle des deux dilatations 
3, 3' ainsi obtenues qui s'éloigne le plus de zéro soit posi- 
tive. Par conséquent, la différence algébrique des deux 

courbures équivaut, en valeur absolue, 9 '3. En l'&galant, 
h 

2 df 2 a d'après (127 bis), à 2 - -, ou à + - si v designe la 
x a dt rra 

vitesse absolue de la partie de la plaque directement 
w , h  ébranlée, et en remplaçant a par sa valeur -, il vient 
(/ 3 

enfin 

7 C W 1  (128 bis) a = + - 2 4 3  a 
- (3 -3') ou a - 3 ' = t -  -. 

2 1'3 i't O1 

C'est la fbrmule cherchée, assez analogue à (128). Malheu- 
reusei:ient, elle est loin de pouvoir représenter, aussi bien 
que celle-ci (128), la condition de r6sistance. En  effet, ce 
qu'il faut limiter dans une plaque fléchie, pour qu'il n'y ait 
pas de rupture ou, ilil moins, d'altération de la contexture, 
c'est, 3 et 3' désignant les deux dilatalions principales, en 
un endroit quelconque, du feuillet superficiel qui s'y trouve 
le plus étendu, une certaine fonction de b et a' tout autre 
que leur différence algébrique , mais qui serait pluta t leur 
somme algébrique : car, lorsque ces dilatations sont posi- 
tives toutes les deux, le danger de rupture d û  à la plus 
grande est accrû par l'existence de l'autre , tandis que, 
lorsque l'une d'elles est négative, elle atténue celui que peut 
présenter alors la dilatation positii-e, sans toutefois le sup- 
primer si celle-ci est trop grande. Lors du second cas, on ne 
peut donc; pas se dispenser de faire entrer séparément dans 
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la condition de résistance celle des deux dilatations princi- 
pales qui est positive. Au contraire, dans le premier cas, qui 
a toujours lieu près du point heurté d'une plaque, où la sur- 
face devient concave et a ses deux courbures de mérue 
sens : on pourrait, à la rigueur, se contenter de limiter la 
somme 3 + r?', exprimée par ? I l  A, gs ; ce qui impliquerait 
l'impossibilit6, pour 3 et 3' séparément, de dépasser une 
certaine valeur. Mais on voit que, en aucun cas, ce n'est la 
différence 3 -3'qu'il sz~fbra de maintenir au-dessous d'une 
limite désignée pour sauvegarder la contexture. 

Tout ce que la formule (128 bis) peut apprendre touchant 
la résistance à la rupture, c'est que, si le rapport de la 
uitesse transçersale, v , p~ise par la part'ie directement 
ébranlie de la ~lapzce, à la vitesse ds propagation, dans celte 
plaque, des sons longitu,dinaux accompagnés de dilalalions 
ou condensationsde la s.zcperficie, atteint le produil du nombre 

i7 - = 0,9069 pal. la plus grande dilatation Zinéaire que 
2 \/3 
comporte la mntiére de cette plaque, ses limites d'élasticité 
seroizt nécessairement dépassées sur le bord de la pardie consi- 
dérée. En effet, d'après il28 bis) , la plus grande des dilata- 
tio~ls principales, en cet endroit où elles sont évidemment 
positives toutes les deux, dépasse alors l'autre d'une quantité 
au moins kgale à la valeur la plus élevée que cette dilatation 
maxima tout entière pût atteindre, dans les circonstances 
dont il s'agit, sans mettre en danger la contexture. 

Revenons maintenant au cas d'une tige e t ,  en vue d'y 
traiter le problème du choc transversal, achevons de former 
l'expression des déplacements y pour une barre indéfinie 
dans les deux sens, sur lacfuelle on exerce, en un point 
où elie porte une certaine masse étrangère, des impulsions 
perpendiculaires données. Si l'on prend l'origine des 17; sur 
la section partageant en deux parties égales la ruasse étran- 
gère, chaque moitié de la barre, celle, par exemple, qui 
sera du côté des x positifs, se comportera comme s i ,  étant 
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seule, mais ayant son premier él6ment astreint h garder 
la direction de l'axe des x, elle subissait, à chaque instant, 
la moitié des efforts exerces et n'entraînait qu'une moitié 
de la masse étrangère. En appelant ,u cette dernière moitié, 
rapportée à la masse de l'unité de longueur de la barre, et 
F' (t) la moitié de l'effort dunné, évaluée de mème par l'ac- 
célération qu'elltl imprimerait à la masse de l'unité de lon- 
gueur de la barre, les deux conditions spéciales à x=o seront 

4 Bvidemment (1 19) [p. 4811 et = o. D'une part,  celle-ci 

équivaut à poser, d'aprés (1'15), f ,  = O, f ,  = f i  ; d'autre part, 
et vu les formules (lW24), la condition (119) se dédouble de 
mème en deux, qui seront, l'une, f ,  =-(*f i ,  l'autre, 

&a" fi 
divisée par ---- 

2 
après y avoir fait f ,  = O,  f i  = f i  = f et 

f i = - y f ,  

Multiplions cette relation par adj, puis intBgrons partir de 
t = - cû , en observant que la fonction f s'annule, avec ses 
dérivées, pour la valeur - co de sa variable, et que F (t) 

désigne h somme, r ~ '  (O) dR , des impulsions exercées 
J * 

jusqu'à l'époque 8. Il vient l'équation diffbrentielle du 
premier ordre 

2 
f' (at) - - 2 

f (at)  = - - F 1). 
P a r/P 

Cette équation s'intègre sans difficulté et donne, en appe- 
lant cuneconstante arbitraire, destinée à s'éliminer d'elle- 
même ultérieurement. des résultats , 

t / - O  

1 
2nl  

(130) f (nt)  = -- [ F (t) - J e2a_;I ~ ( e )  d0 + c e 7  
a V x  - Co 
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On remarquera que cette expression de f!al) s'annule bien 
à la limite t = - co . Il faudra, après y avoir retranch6 soit . 2 $9 
- , soit -, de ut, la porter dans la formule (123). devenue 
2 2cL% 

I,a partie qui, dans la valeur de cp obtenue, se trouvera 
2 at 

affectée de la constante c ,  est le produit de c e F  par 
l'expression 

5' Ie-: cos-& + J- E - , .= . a2 
e pss in -L-p  +t sin - da. 

Ba% 2.2 2 

Or celle-ci s'évalue àis6ment au moyen des formules (t) 
du n" (p. 403j, en faisant, dans les deux premières, 

. - 
r/2 11: . 

112 = -, n = - et, dans la dernière, n =-, m= 1. On 
r /2  P 

reconnait de la sorte qu'elle est nulle; et il le fallait bien, 
puisque, dans (130), le terme en c subsiste lorsgue P (6) - O 

ou quand l a  barre n'est pas tirde de son repos primitif. 
On pourra donc supposer toujours c = O dans l'expression 

(130) de f (at). Mais on pourrait aussi y prendre 

afin que, le dernier terule de (130) se réduisant avec: le 
précédent, on eut 
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expression où le nombre e est affecté d'un exposant négatif. 
Cet exposant .devient mème - so si L'on fait p = O e t ,  en 

1 

prenant en outre a = 1 , il vient alors f (1) =-P ( t ) .  O n  
vr; 

retombe donc, comme il le fallait, sur la formule (89) [p. 4461 
4 spécifiée pour le cas où - = O à l'origine x = o. 
dx 

Supposons maintenant que les impulsions F' (t) d t ,  dues, 
par exemple, à l'explosion d'un gaz ou d'une poudre iulnii- 
nante, ne soient exercées que pendant u n  instant très 
court E entre les époques t= O, t = E, et qu'elles aient pour 
somme une certaine quantité Q de mouvement, exprimant 
la vitesse qu'elles communiqueraient à l'unité de masse 
choisie [ c'est-à-dire à la masse d'une unité de longueur 
de la barre] supposée libre de leur obéir. Il faudra donc 
faire, dans (130) , F' (6) = O , excepté pour les valeurs de 8 

comprises entre zéro e l  E , et prendre F (t) , ou Jk (6) de, 
-Q) 

nul pour t négatif, égal à Q pour tpositif et supérieur à E. 

La variable 8 étant ainsi négligeable dans l'exponentielle 
t - 0  

e2a- 
,2 , il viendra 

(pour t < O )  f (at) = O , 

(132) o r  f ( a t ~ =  ~ ( I - ~ Y ) .  
a 4; 

En consdquence, les deux intégrales paraissant dans (131) 
seront nulles pour t < O ,  et  elles pourront, pour t > e, 

ii'ètre prises respectivement qu'entre les limites a= O, 

Bornons-nous aux ddplacements successifs qu'éprouvera 
la partie z = O et, par conséquent, la masse p, qui s'y trouve 
liée à la barre. Vu la seconde valeur (132) de f (at), la  for- 
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mule (131) deviendra, en faisant x = O ,  tenant compte (le 
la seconde (85 bis) [p. 4401, puis posant, pour abréger, 

2 at 
T L -  

P' 

et remplaçant la variable d'intdgraiion a par p a : 

l', 
D'ailleurs - y équivaut a "' d cc, ce qui , en appe- 

2 
lant, pour plus de simplicit6, x (7) la fonction 

permet aisement ds reduire cette expression de cp à la forme 
simple 

- 
P Q  (136) (pour x = O) cp = - 
2 a 

Étudions un instant l'int6grale definie x (7) , essentielle- 
ment positive, e t  dont la valeur pour i = O est 

Si nous y prenons, sous le signe J ,  a' - r = p pour variable 
dP d'intégration, et que nous posions, par suite, d cc = - 

2 I/T J 

elle devient 

Sous cette forme, on voit qu'elle diminue sans cesse quand 
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-: grandit et que, constamment infdrieure à l'expression 
1 

l x m e - '  d $ = -- , elle tend vers cette expression vz t'z 
pour : très grand. Donc, en résumé, la fonction x (7) décroît, 
de 1 à zéro, qtcarnd sa variable 7  croît de  zéro à Z'inbni. 

On la développe facilement suivant les puissances posi- 

2 ,.-.n 
tires de c ,  en la rernplapanr ~ a r  ' - - 4'' d a ,  et vn 
en substj luant ensuite aux deux exponentielles e ', e '-" 
leurs valeurs en série. La seconde devient de la sorte 

et il y a lieu d'6valuer en génbral l'intégrale 

Or, une intégration par parties donne 

OU bien, en remplaçant (7 -a")"-' a' par .: ( i - ~ ~ ) n - ~ -  (7 -2)" 
et observant que le terme aux limites s'annule, 

1, = - 2 ?z In + 2 n .c I,,-1. 

On a donc 

* 
- 

et,  en partant de Io = L c , 
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En cons6quence, l'expression de (7) sera, après quelques 
réductions, 

Clierchons actuellement la vitesse de l a  partie consi- 
dérée, x = O ,  de la bôrre et, par suite, de la masse étran- 
gère p. Il n'y aina pour cela qu'à différentier la  formule 
(13G), en observant que, d'après (135), 

et que, d'ailleurs ? r 

dr 2a - - - - Il viendra 
dl ' 

(141) (pour m = O) 

v 
2 at 

dosignant la fraclion ;?- , la dérivée 

Q Cette vitesse, égale d'abord à -, diminue sans cesse, 
tr 

d'autant moins vite que la masse étrangère p est pliis grande, 
et elle ne s'annule yu'asymptotiquement , pour t = ac, . 
Quant à l'espace parcouru, y, qui mesure la fièche prise par 
la barre, ka formule 1136) montre que , nul pour t = O, il 
grandit sans limite. 

Il nous sera aisé, maintenant, de traiter le problkme du 
choc transversal d'une barre homogène, de longueur 
infinie, par un corps qui vient, à l'kpoque t = O, la heurter 
vers son milieu, sur une petite étendue, avec une certaine 
vitesse perpendiculaire V, et assez centralement pour n'èlre 
pas dévié. En effet, si, vu la symétrie des phénomènes de 
part et d'autre du centre de la région heurtée pris pour 
origine des x ,  nous considérons seulement ce qui se passe 
du côté des abscisses positives, et que p désigne la moitiA 
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de la masse du corps heurtant, sa quantite de mouvement 
p V se communiquera à une partie de plus en plus longue 
de la barre et sera absorbée peu à peu ; en sorte que ce 
corps arrivera insensiblement au repos sans que sa vitessè 
s'annule dans l'intervalle et sans qu'il puisse, par consé- 
quent, rebondir. Il restera donc uni à la barre, ou jouera 
le rôle de la masse étrangère p considérée tout à l'heure, 
et il suffira d'imaginer que sa quantité de mouvement p V 
lui ait été rapidement communiquée sur la barre mème, 
pour que le problème actuel du choc rentre dans celui 
qu'on vient de résoudre, où ils'agissait de ce qu'on pourrait 
appeler un choc papa eqdoswn. En effet, la formule (141]), 

Q donnant V = - à l'époque t = O ,  montre que, pour I 
P 

infiniment *etit, une masse p unie à la barre à l'origine 
z = O détient presque la totalité de la quantité de mouve- 
ment qu'une impulsion br usque y a fait naître, tout comme 
si cette masse s'était trouvée isolée quand elle a subi l'im- 
pulsion ; et il doit être, par sùite , à peu pr&s indifférent que 
le corps heurtant ait reçu sa vitesse initiale V quand il &ait 
encore libre ou après s'ètre joint à la barre. Il n'y a, entre 
les deux cas, de différence, que dans la manière dont la 
vitesse V se communique, duranl l'instant initial E ,  au tron- 
çonheurté de la barre, manière plus conforme aux hjpo thèses 
ordinaires de la théorie de 17élasticit6 quand on suppose la 
masse p déjà en contact avec la barre des l'instant t = o. 

Ainsi, on rendra les formiiles précédentes applicables au 
problème du choc transversal, en y appelant p le  rapport 
de la demi-masse du corps heurtant à la masse de l'unité de 
longueur de la barre et en prenant Q = ,M V, Les relations 
(136) et (141) deviendront 

(pour 8 = O) 1 
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Et comme, d'ailleurs, la partie heurtde est Bvidemment la 
plus exposée à la rupture, on voit parla formule (128) [:p. 42361 
que Zn contexture ne sera pas altérée, si le rapport de la 
vitesse V du choc à la, vitesse de propugntian w dzc son le 
long de la barre m'atteint pas la f~nction k de la limite 
d'élaslicilé des exlensions, c'est-&-dire de la Eimitc qu'on doif 
imposer à la dilatation des fcbres. 

Jetons maintenant lin coup d'œil, pour en faire la compa- 
raison à ce qui prdcède, sur le cas incomparablement plus 
sirnple d'impulsions longitudinales, ou d'un choc longitu- 
dinal, affectant l'extrémité de la même barre, que nous 
supposerons comprise de x = o. à x = co et qui se sera 
trouvée, également, d'abord en repos. Ici encore, y étant le 
deplacement éprouvé à l'époque t par la section d'abscisse x, 
les conditions y = O pour t =-a et  y = O pour x= rn 
obligeront d'exclure celle des deux intégrales particulières, 
y = f (ut T $1, de l'équation indéfinie du mouveinent 
d" dd'? - - - w - où parait le signe inférieur + ; en sorte qu'il 
dt" dl9 ' 
viendra simplement 

La fonction f ,  astreinte déjà à s'annuler pour les valeurs 
infinies négatives de sa variable, achèvera de se déterminer 
par la condition, spéciale au point x = O ,  qui exprimera de 
quelle manière le mouvement y sera produit. Mais, avant 
de s'occuper de cette condition, on peut observer que la 
valeur (143) de y donne identiquement 

d.S 4 ou bien, en appelant v la vitesse -et 3 la dilatation -: 
dt 'ah 
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commune à toutes les fibres longitudinales sur la section 
dont l'abscisse est x, 

Cette relation, semblable à (128) [p. 4863 , montre que la 
plas grande vitesse longitudinale que la partie ébranlée puisse 
pendre, sans pue sa contextwre en sozcffre, égale la frac fion 
de la vilesse du son (le long de la burre) qu'exprime la limite 
d'elastL'cBé relative aux contractio'olzs des Fbres, si ce sont des 
raccoarcissements que l'on prodzcit sur la barre, ou la limile 
d'élasticité des dilalations des fibres, si ce sont, au contraire, 
des exlensions que l'on fait naitre. 

Cette belle loi, dont la démonstration est, comme on voit, 
des plus faciles, a Bt6 énoncée par Thomas Young vers le 
commencement de ce siècle. Il est digne deremarque qu'elle 
s'étende, d'après la formule (128) et à un facteur numérique 
près, au cas d'impulsions transversales : toutefois, elle n'y 
est applicable qu'à l'endroit où s'exercent les impulsions, 
tandis que la formule (144) régit les déformations produites 
en tous les points, quand il s'agit d7Bbranlements longi- 
tudinaux. 

Voyons maintenant ce que sera la fonction f ,  si l'extré- 
mité x = O de la barre porte une masse étrangère p et  que, 
par suite, 1'011 ait, pareillement à (119) [p. 4811 et avec des 
notations analogues , 

Celle-ci, vu l'expression (143) de y ,  deviendra 

p o"'(ut) + w 2  f l ( w t )  = F'(t) , 
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dl 
ou,  en multipliant par - et intbgrant a partir de I = - 

t* 6J 

Enfin, cette équation différentielle donne aisément, si l'on 
observe que f (- ao ) = O ,  

1 
(147) . f (w t) = - F (t) - 

rn [ _ / b w y ~ ( q d e ] .  -a 

Dans le cas particulier d'un choc, opéré, entre les deux 
époques t= O ,  I =  E , par la masse p elle-même et avec la 
vitesse V ou la quantité de mouvement Q = ,xV, il  viendra, 
en raisonnant comme on l'a fait pour obtenir les formules 
(13% 

L'expression de s'el1 déduit, d'après (143)' en rempla- 
çant, dans l'exposant de e ,  w t  par oh - x. Il vient en parti- 
culier, pour les déplacements et les vitesses successives de 
la partie heurtBe ainsi que de la masse p, 

La vitesse de la masse p ,  d'abord Bgale à V, diminue 
donc graduellement, comme dans le cas du choc trans- 
versal, mais suivant une loi beaucoup plus rapide : aussi 
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le chemin total parcouru, au lieu de croître indéfiniment, 
PT tend-il vers la limite -. On conçoit, en effet, que la partie 
O 

heurtée de la barre, supposée, par exemple, tirée en avant, 
soit beaucoup inieux retenue par ses voisines quand elles 
sont derrière elle, que lorsqu'elles sont seulement à côté. 

La formule (149) montre que le ddplacement y de l'extré- 
mité x = O change simplement de signe quand V est rem- 
placé par -V. Donc, deux barres pareilles, s'étendant, 
l'une, d e x = o  à x = c o ,  l'autre, d e x = o  à$= -CD,  et 
portant, chacune, une masse ,u à leur extrémité contiguë 
x = O ,  ne cesseront pas, quoique indépendantes l'une de 
l'autre , de se toucher à cette extrémitd, si l'on communique 
simultanément aux deiix masses p des vilesses égales et 
de même sens, de manière à faire étendre l'une des barres 
et contracter l'autre. Par consdquent, celles-ci satisferont 
d'elles-mêmes aux deux conditions de raccordement qu'on 
aurait, pour x - O , si les deux barres ou plutôt les deux 
inasses p étaient soudées ensemble ; car l'une de ces condi- 
tions consisterait prhcisément dans l'égalité constatée des 
déplacements y ,  et l'autre, dans l'équilibre, que nous trou- 
vons réalis6 séparément des deux côtés , entre les tensions 
exercées à chaque instant par les deux barres et les inerties 
de la masse interposée 2 p. On pourra donc admettre que 
deiix telles barres ne soient que les moitiés d'une barre 
unique, portant en son milieu une masse étrangkre 2 ,u à 
laquelle on aurait imprimé, à l'époque t = O, la vitesse 
donnée V. E t  l'on aura traité de la  sorte la question du 
choc longitudinal, tel qu'il se produit quand, par exemple, 
un petit bourrelet fixe, formant saillie au milieu d'une 
longue barre disposée verticalement, arrète dans sa chute 
un poids annulaire enfile à la moitié supérieure de la barre. 

La comparaison des formules (128) et (144) prouve que 
la uitesse d'an choc transversal juste capable d'allérer la 
contexture d'une barre est pius petite pua celle d'un choc 
lo?zgitu,dinal, produisant le ntdnze effet par extension, dans 
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le rapprl qu'exprime la fraction k ,  c'est-&dire dans le rnp- 
~ 0 1 . 1  de 1 à 2 si la harre est ronde, de 1 à si elle est Tec- 

langulnire e t  hewtée perpendiculairement à une de ses fices, 
etc. 

Nous traiterons encore la question du choc d'une plaque 
indéfinie par un  solide qui vient la heurter perpendicu- 
lairement, à l'origine des coordonnées. Pour cela, raison- 
nant comme dans le cas d'une barre, imaginons d'abord 
qu'on fixe à cette origine des coordonnées le corps heurtant, 
dont j'appellerai pi la masse rapportée à celle de la plaque 
par unité d'aire, et qu'on exerce ensuite sur ce corps, 
dans le sens normal à la plaque, une série d'impulsions 
graduelles, capables d'imprimer à l'uniié de masse choisie 
certaines acc6lératioiis F'(t).Les déplacements y seront repré- 
sent&, commenous savons, par la formule (116) [p. 4701, dans 
laquelle nous remplacerons ici t par at  , et où nous n'aurons 
plus qu'à déterminer la fonction arbitraire f en exprimant 
que l'excédent de la force extérieure totale F'(t) sur sa . . 

d2y partie, pi - employde à mouvoir la masse ;xi, constitue 
dt2 ' 

%'f l'effort tranchant, 2 x  a2r -, appliqué à la plaque sur toute 
dr 

une circonférence d'un trhs petit rayon r .  On aura donc la 
condition spéciale, analogue à (119) [p. 481)) 

d2? dA2 'P (119 bis) (pour r =  O) pi - + 2 x u 2 r  - F r ( t ) ,  
d t 2  dr 

ou, vu les formules (116 bis) et (118 bis) [p. 470 et 4743, dans 
lesquelles ut sera substitué à C ,  

7C - pi a2 fr' (a 1) + 4 7~ a2 f' (a 1) = F' ( t ) .  
2 

2dt 
Celle-ci, multipliée par - , puis intégrée à partir de la 

v i a  
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limite I = - cc où les fonctions f et F s'annulent , devient 

équation différentielle pareille à (146) et qni, de meme, 
donnera 

S'il s'agit d'un choc produit, à l'époque t=  O, par la 
masse p, animée de la vitesse V,  la fonction P' (t) ne dif- 
férera de zéro que pour les très petites valeurs positives 
de t ;  et l'on aura, comme dans les questions précédentes, 
F (t) = O pour t < O, F (t) = p l V  pour t sensiblement supé- 
rieur à zéro. Il viendra donc, pareillement à (148)' 

(148 6;s) 
(pour t > O) f (at) = -- 4 n a  pi' ( 1 - e - y ) .  

Telles sont les valeurs de la fonction f ,  où l'on remplacera 
1.3 

nt par ut-- 
21; 

et que l'on portera dans (1 16) [p. 4701. 

Les déplacements et les vitesses de la partie heurtée 
seront, pour t ) O, d'après (116 bis) [même p. 4701, 

On voit que leurs expressions ne diffèrent des expressions 
analogues (1 49) [p. 5001 , relatives au choc longitudinal 

w 8e 
d'une barre, qu'en ce que - s'y trouve remplacé par -, 

I* P1 
aw,h 

quantité égale, d'aprés une formule de la page 487, à - . 
Pi  vz 

Contrairenzent à ce qui arrivait dans le choc h-ans2)ersa~ 
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d'une barre indéfinie, le déplacement du point heurté, ou la 
flèche produite par le choc, ne croit pas indépaiment, ?nais 

P ~ V  tend vers la limite d'autant plus ~upidement qr'esl 

plus faible la masse hurtante et plus @-te  Z'e$aisseur 2 h 
de la plaque. Il était très naturel qu'une plaque se 
portât, à cet égard, tout autrement qu'une barre ; car la 
partie heurtbe, retenue sur tout son contour, et non pas 
seulement de deux côtés opposds comme il arrive dans une 
barre, se trouve beaucoiip moins libre d'obéir à l'impulsion 
qui la sollicite. 

Il suit, en outre, d'une loi  ddruontrée vers la fin du 
numéro précédent (p. 4S0j, que les anneaux, concentriques 
au point heurté, dont se compose la plaque viendront se 
ranger autour de lui, dans an meme plan pamllèle ù leur 
plan yr imit i  f , au bout de temps p~oportionnels au3 carrés 
de leurs rayons. 

Je terminerai en observant que, d'après une remarque 
déjà faite un peu après la formule (128) [p. 4871, les lois 
démontrées ici pour les chocs op6rés sur des barres ou des 
plaques de longueur infinie s'étendent au cas de barres et 
de plaques d'une longueur ou d'une surface quelconques 
et même assez restreintes, à condition de ne les y appliquer 
que pour cette première période du phénomène où les 
ébranlements, ne sont pas encore parvenus en quantité 
sensible aux e'ctrémit.és non heurtées. Elles permettent 
de prévoir que la rupture, si elle a lieu dans cette première 
période, se fera nettement à l'endroit du choc et quelle que 
soit la masse heiirtiinte, pourvu que sa vitesse dépasse une 
certaine limile. C'est Bvident d'aprks les formules (1281, 
(128 bis) et (144) [p. 486,489 et 4991, si l'on se borne du moins 
aux barres et aux plaques form6es d'une matière dure, qui 
se cassent dès que leur limite d'élasticité est dépassée, et si, 
bien entendu, le corps heurtant a une masse, une consis- 
tance et des dimensions suffisantes pour imprimer son 
mouvement à toute la section heurtdie de la barre ou à 
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toutes les couches de la plaque à l'endroit heurté, c'est- 
à-dire, dans les deux cas, A tout u n  d~on;on, comme on 
l'admet implicitement par le fait même qu'on se sert, dans 
la question, des formules classiques du mouvement des 
tiges ou corps allongés et des plaques ou corps aplatis. 

23. - Comment il faut modifier ces lois d u  choc, clans le cas de 
barres dont la longueur est finie. 

Dans cette première période, où la barre, par exemple, 
eût-elle ses deux extrémités fixes, ne résiste encore au 
corps heurtant que par son inertie, c'est-à-dire à cause de 
l'impossibilité où sont ses diverses parties de le suivre 
instantanément, il est tout naturel que la rupture ne se 
produise pas plutôt, à vitesses égales, sous la pression d'une 
masse heurtante très considérable que sous celle d'une 
autre incomparablement plus faible. Mais en admettant, 
pour fixer les idées, qu'il s'agisse d'une barre appuyAe aux 
deux bouts et heurtée perpendiculairement en son milieu, il  
n'en sera plus de mème si l'on considèrela période ultérieure, 
pendant laquelle la réaction des points d'appui donnera 
naissance à des ondes réfléchies multiples qu i  feront du 
mouvement, comme on sait, la r6sultante d'une infinité de 
systemes distincts de vibrations pendulaires synchrones. 
Il  est clair, en effet, qu'une barre de dimensions modérées, 
ne pouvant en aucun cas retenir un  corps heurtant d'une 
très grande masse, anime de vitesses même médiocres, 
devra finir par se rompre, si on la met dans l'impossibilité 
de le suivre. 

Ainsi , pour la barre donnée, ayant ses extrémités ap- 
puyées, et que vient heurter lransversalement au milieu, 
avec une vitesse connue V, un corps dont la masse a u n  
certain rapport p' à la sienne, il existe une valeur limite de 
ce rapport p', au-dessus de laquelle les plus grandes défor- 
mations se produisent certainement, non à l'instant mème 
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du choc, mais plus tard, après le ~ebond  qui a lieu à partir 
des extrémités. Ces déformations dépendent alors, tout à 
la fois, de la vitesse initiale et de la masse du corps heur- 
tant ,  à la différence des déformations maxima produites 
dans la première période, qui dépendent seulement de la 
vitesse. Au contraire, pour les valeurs moindres du rapport 
p' de la masse heurtante à celle de la barre, valeurs pos- 
sibles seulement si la limite de p', dont il s'agit, est supé- 
rieure à zéro, ce sont les déformations maxima initiales , 
fonction uniquement de la  vitesse, qui l'emportent sur 
toutes celles qui surviennent plus tard ; et  la rupture ou 
les altérations de contexture s'y trouvent Bvitées définiti- 
vement pourvu qu'elles le soient au début. 

M. de Saint-Venant a effectué de nombreux calculs, en 
partie numériques et en partie graphiques, sur cette période 
ultérieure compliquee ; et il a reconnu, en effet, que les 
plus grandes dilatations qui s'y produisent dépendent à la 
fois de la vitesse V du corps heurtant et du rapport p' de 
son poids à celui de la barre entière. Pour ce problème de 
choc transversal, qu'on n'avait pas abordé avant lui (si ce 
n'est dans l'hypothèse simple d'une barre n'ayant qu'une 
masse et des ineriies négligeables), il a trouve que les plus 
grandes dilatations 3 s'exprimaient par une formule reve- 
nant, après quelques transformations et avec nos notations 
actuelles, à 

où a désigne un coefficient numérique, fonction de p', dont 
il a obtenu les trois valeurs suivantes : 

(9 Voir, par exemple, la page 560 de l'édition française de la Théorie de E'élas- 
ticité de Clebsch , publiée en 1881 , avec des notes de M. de Saint-Venant , c h e ~  
M. Dunod (quai des Grands-Augustins, 49, h Paris). 
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La théorie élémentaire, où 1'011 néglige les inerties de la 
barre, et, qui, par conséquerit , n'est acceptable, en prin- 
cipe, que pour les grandes valeurs de ,u', donnerait, dans 

tous les cas, a = \13 = 1,732, nombre paraissant, comme 
on voit, assez peu éloigné des véritables (?. 

En admettant dono, à défaut de données plus certaines, 

qu'on ait généralement a = \i%, il viendra c t q  = 1 pour 

(*) Résumons cette théorie élémentaire. Si la barre s'étend de x = - 2 B s = 1  
et que, ses inerties étant négligeables, l'éq~iation (121) y soit réd~ictible à sa 

d4 Y forme du cas de l'équilibre - = O, cette équation indéfinie, jointe aux conditions 

dP 
dxk 

f l P  évidentes - = O (pour x = O), = O et - = O (pour x = 1 ) ,  donnera, en 
dr: ax2 

appelant <p, le déplacement du point heurté x = O et observant par suite que, 
d3  Y P &O pour t > r , la condition (ii9) se réduit à - (pour x LUI) = - - - ou 
d z 3  a2 dl2 

- - - -?- 3 VU (m), 
k2%2h2 dl? 

La seconde de ces formules montre que la plus grande courbure de l'axe a lieu 

constamment au point heurté x = o et vaut - "E - ; d'où il suit que la plus 
kZw2h2 dt2 

grande dilatation linéaire 3, produit de cette courbure par la demi-hauteur h des 
r l  - q0 sections, est, au même endroit, en valeur absolue, 2 - - 
0.2 f i  dl2 ' 

Quant h la première formule, spécifiée pour x = O, elle devient 

3k?Wh% + - - 
dt2 p13 

'po=o> 

équation dont l'intégrale, déterminée par les conditions qu'on ait initialement 

*O - (c'est-à-dire pour t = K OU, h fort peu près, pour t = O) % = O et - - V, est 
dl 

(pour t > O) cp, = - - 

La plus grande flèche cp, et la plus grande courbure de I'axe se produisent 

'O et la dilatation dangereuse correspondante donc h l'instant oii 1 = - - . 
2 k%h ,rs ' 
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,u = -:- : ce qui rendrait alors l'expression (150) de 3, ou de la 
plus grande dilatation se produisant après le rebond contre 
les extrémités, sensiblement 1.a même que celle, (128) [p.486], 
de la plus grande dilatation produite au moment du choc. 
Ainsi, t an t  pue la masse d u  corps heurtant sera inférieure 
ù une fraction de celle de la barre qui ne parait  pas difkrer 
beaucoup de -:- , la rupture ou les altie'rations de contexture, 
si elles doivent se produire, auront lieu dès le début et ne 
dkpendront pue de la vitesse du choc. Au contraire, quand 
la masse du corps heurtant dépassera le tiers environ de 
celle de la barre, les dilatations les plus dangereuses ne 
surviendront qu'après le rebond de la barre contre ses 
appuis, e t  elles seront le produit de celles qu'exprime la 
formule (128) par le facteur cr q. Elles continueront d'uil- 
leurs à se présenter au milieu? non aux extrémit&, simple- 
ment appuyées par hypothèse, et où il ne se produit 
aucune courbure sensible de l'axe. On voit donc que la 
rupture, lorsqu'elle surviendra dans ces cas et avec les 
plus petites vitesses capables de l'amener, n'aura pas lieu 
à l'instant même du choc, mais un peu après. 

Le cas du choc longit.udina1, pour une barre d'une lon- 
gueur finie, 2 ,  heurtée à son exhémité 12; = O et fixée ou 
libre à son autre bout x = 1 ,  exige beaucoup moins de 
calculs, parce que les intégrations peuvent s'y effectuer 
sous forme finie ('). En prenant pour 17int6grale générale de 
l'équation indéfinie de son mouvement 

(*) Ce problème constitue une des questions de résistance vive les plus impor- 
tantes de la mécanique appliquée. Aussi les démonstrations ci-après relatives au 
cas usuel de la barre fixée h son second bout ont-elles été insérées dans le second 
fascicule de la théorie de E'élasticitéde Clebsch (Note du $j 60, p. 480 a B 4riOgg), 
par 83. de Saint-Venant , qui, en outre, avec la collaboration de M. l'lngénieur 
en chef des ponts et chaussées Flamant, en a fait l'objet, dans les Comptes- 
Rendus de l'Académie des Sciences (16 juillet, 23 juillet, 30 juillet et 6 août 
1883; t. XCVII, p. 127,214, 281 et  353), d'un grand nombre de calculs et de des- 
sins propres h en exposer et h en peindre les résultats principaux. 
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la condition relative Ci z = 1, et qui sera rp = O pour la barre 

fixée A= O pour la barre libre, deviendra, dans le premier ' dx 
cas, 

et, dans le second , 

ce qui, devant avoir lieu pour toutes les valeurs tant néga- 
tives que positives de t ou, par suite, de la variable de la 
fonction f ,  obligera de poser soit I; = - f, dans le premier 
cas, soit,, dans le second, f,'= f et, par suite, f ,  = f ,  à une 
constante prks dont il sera même permis de faire abstraction 
si,  pour ne pas changer p , on en suppose la moitié jointe 
implicite~nent à f et, par conséquent, l'autre moitj8 retran- 
chée de f i .  Il vient donc, en convenant de prendre les 
signes supérieurs quand la barre est fixée à son bout x = Z, 
et les signes inférieurs quand elle y est libre, 

On a enfin, pour déterminer f ,  la condition spkciale à 
l'extrbmitb x = O ,  condition qui est, comme on a déjà vu 

moins depuis 1'6poque t = - co jusqu'au moment où 
termine le choc , c'est-à-dire où,  le corps étranger p 

cessant de presser la partie qu'il avait heurtée, la dilatation 
- 

d4 
pour z = O commencerait à n'avoir pliis son signe pri- 

d5 
mitif. A partir de ce moment, et supposé que la masse ,u 
ne se soit pas collée à la barre, le bout x = O devient libre, 
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puisque le corps ne pourrait lui rester plus longtemps uni 
sans exercer sur les points qu'il touche des tractions dont 
il est incapable ; et la condition relative à x = O est désor- 

d. - mais (tant que la barre et la masse p sont séparées) - O, 

c'est-à-dire, d'après (a), 

f (ut) ) f '  ( u t -  21) = o. 

Donc, on a des lors f' (ut) = T f' ( w t  - 2 1) ; ce qui rend pe- 
riocliques la fonction f" et, par suite, l'état de la barre, tant 
que continue à s'opérer cette sorte de délenie libre. On 
remarquera d'ailleurs que la fonction f' ne présente aucune 
discontinuité au passage d'un état, à l'autre, de sorte qu'il 
n'y a pas lieu de se préoccuper de conditions de raccorde- 
ment pour les valeurs des déplacements ? et des vitesses 
d? - relatives à ces deux parties si~ccesslves du phénomène. 
dt 
Ce raccordement résultera naturellement du fait que les 
deux fonctions f et f" ne cesseront pas d'ètre continues. 

Mais, occupons-nous d'abord, naturellement, des valeurs 
de t antérieures à la fin du choc et même de celles qui le 
sont à son commencement t= o. Alors, comme le repos 
n'est pas encore troublé, on a, en tous les points de la barre, 
(F = O, OU bien, vu (a), 

c'est-à-dire que la fonction f reste égale à 2 f (wt-x), 
quand , sa variable w t  - x étant négative mais ayant une 
certaine valeur absolue quelconque, on ajoute à cette valeur 
absolue la quanlité 2 (1-x) , croissante de zéro à 2 1 depuis 
l'extr6mit6 ~r; = 1 jusqu'à l'extrémité x = o. Donc la fonc- 
tion f se réduit à une constante c pour les valeurs négatives 
de sa variable et, devant égaler t f (ut - x), c'est-à-dire 
+ c, elle est forcément nulle dans le cas de la barre libre, - 
où l'on prend les signes inférieurs. Quant à l'autre cas, 
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de la barre fixbe, où l'expression (a) de <p égale la différence 
de deux valeurs de f ,  la constante c s'en élimine d7elle- 
même, et on peut y prendre encore zéro pour la valeur 
initiale de f i  Ainsi, en résumé, la fonction f est nulle 
pour tout,es les valeurs négatives de sa variable, 

Passons donc aux valeurs positives de celle-ci. A cet - 
da? effet, après avoir porté daus (6) les expressi.ons de - et de 
dt2 

h dt 
2 que donne (B) ,  multiplions les résultats par - et int6- 
d3 Pm 

grons, en partant de l'époque t= O où les fonctions f ,  f' 
n'ont pascessé encore de s'annuler, tout comme l'impulsion 
F (4. Tl viendra par la transposition de deux termes, si h 
désigne: pour abréger, le produit ut, 

équation différentielle qui ,  en y regardant le second 
membre comme connu, est linéaire du premier ordre et a 
pour intégrale, à partir de la valeur 8 = O qui annule encore 
f (O), 

Or on peut bien, en effet, supposer le second membre de (b3 
donné ; car il suffira de ne pas faire croître 0 de plus de 21 
à chaque opdration, pour que les fonctions f' (8 - 21) et 
f (O - 21j continuent indéfiniment à être connues, cornnie 
elles le sont déjà pour 8 < 21.. On obtiendra donc f (O), 
successivement, entre les limites zéro et 21, 21 et 41, 41 et 
61, etc., jusqu'à ce que s'annule l'expression, f (8) ~ f ' ( 8 -  24, 

de -- ' Y  pour z = O ,  moment A partir duquel on aura 
dx 
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d'une manière continue f' (9) I fV (0 - 21) = 0 ,  c'est-&-dire 
f" (0) = T p (9 - 21). 

Appelons encore E le trés petit intervalle de temps, inap- 
préciable, durant lequel se produit, à partir de t=  O ,  l'im- 

pulsion totale pV; en sorte que la fonction F (t) ,nulle 

pour fi = O mais, aussitdt après, trés rapidement variable 
toujours dans un même sens, atteigne et conserve désormais 
la valeur pV quand 9 égale et dépasse la valeur os, que nous 

appellerons, pour abréger, E'. Alors cette fonction F - , ( 2  
sous le signe J de (c) , pourra être réduite à ,UV, sauf dans 
quelques éléments négligeables voisins de la limite infé- 
rieure, et la formule (c) deviendra, en y effectuant l'inté- 
gration correspondante, 

Pour fixer les idées, nous supposerons la vitesse initialeV 
du corps heurtant positive, ou le choc produit par com- 
pression; mais il suffira, pour passer de ce cas à celui d k n  
choc par extension, de changer de signe F, V et, en vertu 
de (b') et de (a), f et y ,  ainsi que, par suite, les dbrivées 

&f 
de y,  savoir - et - exprimant les clilatations et les vi- 

& dt ' 
tesses des divers tronçons de la barre. Donc on aura trait6 
au fond les deux cas et même, d'après une réflexion 
faite plus haut (p. 501), celui, qui les réunit tous les deux, 
d'une barre de longueur 21, ayant ses .deux bouts à la fois 
fixes ou à la fois libres, heurtée longitudinalement, avecla 
vitesse V, en son milieu muni d'un renflement, par une 
masse annulaire 2 p , dont une moitid pourra être censbe 
agir seule sur une moitié de la barre pour l'étendre et, 
l'autre, sur l'autre moitié pour la comprimer. 
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Cela pos6 , observons que, entre les limites 8= O, 6i =21, 
les fonctions f' (Y - 24, f (9 - 24,  ayant leur variable 
nigative? sont nulles. La formule (G') y devient donc, 
comme dans le cas d'une barre de longueur infinie, 

/ (6) = $(l . Seulement, à cause de l'évaluation 

inexacte, ainsi effectuée, des premiers éléments de l7inté- 
p a l e  paraissant dans (c), l'expression de f ' ( b )  qui s'en 

v 0 
dhduit, - e-7 ,  n'est pas applicable pour les valeurs de 9, 

0 

V 
moindres que E', qui la réduisent à -; et il faut, si l'on 

U) 

veut connaitre f' (8) entre O = O et 8 = E', recourir à la for- 

mule (b') , qui y donne à fort 

Ainsi l'on aura : 

( d e û = o a û = 2 1 )  j 
d'où (de e = E' à û = 2  1) 

peut près f (Y) - 

el l'on voit que la fonc tioii f (A) varie partout graciilelle- 
ment, niais non sa dérivée f (O), qui prend, de O =  O à O = E', 

v 
très rapidement croissantes jusqu'à - , 

61 

après quoi, de 0 = E' à 9 - 2 l ,  elle docroît d'une manière 
bien continue sans arriver jusqu'à zéro. 

Ces expressions (d) de f jS) et f' ( O ) ,  si on y retranche 31 
de 0 et qu'on les porte ensuite dans (c'), perrilettront d'ob- 
tenir f (O) entre les limites 21 et 41, sauf à y négliger ou 
pliitôt a y évaluer par les foriliules (d) les é1énient.s insi- 
gnifiants de l'intégrale, compris entre 9 =Cl  et 8 = 21 + E' 7 

pour lesquels la fonction f ' ( 6  - 22) n'est pas donnée par (d). 
11 ne faudra pas oublier , d'ailleurs, que les termes expri- 
mant ainsi f (0 -21) et f' (9-21) n'existent qu'après 0=21 
et doivent, tant que 9 n'a pas atteint, 21, ètre remplacés par 
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zero ; ce qui permet de donner aux intégrations, pour li- 
mite inférieure, 31 au lieu de zéro. E t  il vient de la sorte, 
en se bornant, pour la dérivée f' (O), aux valeurs de 8 plus 
grandes que 21 + E', à cause de l'influence que les éléments 
inexactement évalués dont il vient d'ètre question ont, de 
0 = 21 à 8 = 21 + É, sur cette dérivde, 

/ (de 0=2Z à 0=41) 
8-21 

(4 
d'où (de 0=2Z+É  i~ 0=41)  

On voit que les fonctions f (0) et f' (0j ont conservé les 
termes qu'elles avaient avant 0 = 21, mais que, passé cette 
limite, elles se sont accrues des nouveaux termes à double 
signe en 8 - 21. Remplaçom, dans (4, 0 par 6 - 21 et 
nous aurons des valeurs de f (0 - 21) et de f' (0 - 21) qui 
permettront, quand O sera compris entre 41 et 61 d'effec- 
tuer les intégrations indiquées par (c') et d70b tenir ainsi f (O) 
dans un nouvel intervalle 21. Les intégrations se feront 
d'ailleurs aisément, si l'on observe que les fonctions 
f (0 - 21) et f (0 - 24 peuvent Btre censées avoir toujours 
leurs expressions déduites des dernières obtenues, c'est-a- 
dire, ici, de (d'), mais avec cette restriction, que leurs pre- 
miers termes, en 8 - 21, ne commencent à y figurer que 
pour 8 > 21, les termes suivants à double signe, en 0 - 41, 
que pour 0 > 41, et ainsi de suite ; ce qui donne pour la vraie 
limite inférieure des intégrations, 21, s'il s'agit des pre- 
miers, 41, s'il s'agit des suivants, etc., alors que la limite 
supérieure est 9 pour tous. Il y aura encore, si 8 est compris 
entre 41 et 41 + E', des éléments des intégrales, non Bva- 
luables au moyen des formules (8) et qui, insignifiants 
dans f (Q), ne le seront pas dans f' (6) ; en sorte que l'expres- 
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sion de f' (B) formée de cette manière ne conviendra que 
pour 6 > 41 + É. Et l'on trouvera ainsi : 

I (de 0 = 4 1  à 0 = 6 1 )  

f (0)  = son expression (d') + 
W 

(d") 
d'où ( d e 0 = 4 Z + c C D 0 = 6 1 )  

v k!! (14 0 - 4  2 +2 ( 0 - 4  V )  
f ' ( 0 )  = son expression (8) + - e - 

W P pz 

En continuant de mème, il viendra, pour l'intervalle 21 
suivant, auquel nous nous arrèterons : 

I (de 0 = 6 1  B 0  = 8 1 )  
8-61 8-61 (0-&y (e-61)3 

[(q = son erpr. (d'r) +- [-l+bT (l+2 - -2 - ++-)]; 
0 P I*" p9 

(d"i 

' 1  d'où (de 0 = 6 1 + é  à 8 = 81) 

et ainsi de suite. 
On connaît de la sorte, pour toute la durke du choc, 

c'est-à-dire jusqu'à la plus petite valeur de 8 qui fasse 
changer l'expression f' (8) + f' ( 8  -21) de signe, la fonction 
graduellement variable f ( f i ) ,  et même sa dérivée f' (4) par 
tout où elle varie elle aussi , graduellement, c'est-à-diri: 
partout ailleurs que dans de très petits intervalles E' venant 
aussitdt après les valeurs de 6 qui sont multiples de 21. 
Du reste, maintenant que l'expression de f (8) est trouvée, 
tout l'ensemble des valeurs de /" (8) sera donni par la for- 

mule (b'), qui, pour 8 >/ et, par conséquent, pour F 
peut s76crire 

(e) (pour 0  >E') f' ( 0 )  = 2 f' (O - 2 1 )  + 
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Comme 1,e second membre de (e) n'a que son premier 
ternie, ) f' (9-24, auquel il  arrice de varier rapidement, 
les changements brusques de f (Oj, à l'instant où O dépas- 
sera une valeur miiltiple de 21, ne  seront, du moins en 
valeur absolue, que la répétition de ceux relatifs à la valeur 
de O ,  multiple de 21, immédiatement inf6rieure , e t ,  par 
conséquent, ils ne différeront tout au plus que par le signe 

v , croissants de zéro à -, qui s'étaient pro- 
W 

duits entre 6 = O et 6 = E'. Ainsi, chaque fois que û depasse 
un multiple de 21 et pendant qu'il croit de E', la fonction 
f" (0) effectue un saul, positif ou ndgatif, mais toujours de 

v 
même forme et égal en tout à -, aprks quoi elle varie 

W 

graduellement. 
Observons à ce propos que, d'après je), la différence ou 

1 & la sonime f' (6) T f (û - 20 , expression de - -- pour x = n, 
w dt 

n'éprouve jamais, après la période de début E du choc e t  
avant qu'i! soit fini, de variation brusque. E n  d'autres 
termes, l'extrémité z = O n'a que des vilesses graduelle- 
ment variables, tant que ces vitesses lui sont coinmunes 
avec la masse étrangère p, laquelle lui sert en quelque 
sorle de lest. 

Le choc se termine comme il a ét6 d i t ,  pour la plus 
petite valeur de û qui annule et tend à faire changer de signe 

la compression -- ' ouf (6) Cf' (0-24, produite au point 
dlc ' 

Iieurté x = o. Ensuite, on a ,  comme il a été dit aussi, 
f' (Qj = T f' (6 -24, relation qui donne évidemriient , d'in- 
tervalle 21 en intervalle 21, les valeurs ultP,rieurcs de 
f' (û) e t ,  par conséquent, au moyen de quadratures inmi6 
diates, celles de la fonction, toujours bien continue, f (O). 
Donc, en résumé, les fonctions f et f se trouveront délcr- 
minées pour toutes les valeurs de leur variable, et l'expres- 
sion (6) des déplacements 1 sera entibrement connue. 
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A p r h  ces considérations générales, examinons, l'un 
après l'autre, les deus cas de la barre libre et de la barre 
fixée a son bout x - 1 ,  en vue surtout de voir comment la 
condition de résistance donnée par Th. Young, et toujours 
vraie pain la période initiale du choc, se trouvera modifiée 
dans la suite par le fait de la longueur finie de la barre. 

Le cas de la barre libre étanl le  plus simple, c'est par 
celui-là qu'il convient de commencer. 11 avait été, du 
resle, étudié déjà, en 1868, par M. de St-Venant (Conz;utes- 
Rendus de l'Académie des Sciences, 30 mars 1868, p. G 3 ) ,  
comme cas limite du choc longitudinal de deux barres 
libres, dont l'une, devenant infiniment courte ou infiniment 
raide, ne serait autre que la masse p: point d3 vue qiii 
conduit à une méthode moins simple que la nôtre, niais 
parfaitement d'accord avec elle, et qui a élé aiskinent 
étendue, par son auteur, au cas de la barre fixée à son 
second bout x = 1. 

Prenons donc les formules précédentes avec leurs signes 
inférieurs. Pour 8 < 21, l'expression, f' ([ij -f'(9 -21), de 

la compression -- ' an point i = o ,  est dvidernment posi- ' 

d3 
tive ; car elle se trouve réduite au terme f" (8) , qui ? de 

1 0 
9 = o à 0 =g, ~ a u t ,  d'après (63, - F (-) et grandit de zéro 

TT PO O 

à 1, pour égaler ensuite, d7aprés id), quand9 croît de É à  21, 
fJ 

v 0 v v zr 
- e - 7 et diminuer ainsi de - à - e -7 . Mais , en vertu 
0) W O  

de (e), dès que 9 depasse 21, f' (0) décroît rapidement et 
devient à fort peu près, tant que 9 n'est pas plus grand 

supposé, bien entendu, que le choc ne se termine pas plus tdt. 
Donc, la différence f (6) -f(9-24, exprimée, dans cet inter- 

V 21 
valle compris entre 9=21 et Q =2Z+É , parLe;-2f(e-21), 
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v 21 V 
y varierait de - e ,  à -- 

u 
U (2-e-:) , si le corps y adhérait 

au point heurté ; et elle s'annule elfectirernent , en tendant 
à changer de signe, au moment où û - 21 atteint la valeur o" , 

v 21 
intermédiaire ontre zéro et E' , qui donne f' (a") = - e -y . 

2u, 
Ainsi, le choc se termine pour û - 21 = E", c'est-à-dire à 

0 z 9' 
un instant, t =- = 2 - + -, qui suit de très prés celui où 

O W W 

le premier ébranlement reçu par la barre, ayant parcouru 
deiix fois sa longueur, revient à son point de départ x = o. 
D'ailleurs , de 8 = O  à 0 = 21 + eu, la fonction Y (Bj a ,  en pre- 

TT 

mier lieu, crû Crès rapidement de zéro à : , puis décrù , 
U 

T T  

d'abord graduellement e t ,  à la fin, très vite, de:jusqu9à la 
v 21 

O 

valeur f' (E'~) = - e - - une de celles qu'elle avait prises 
20 ' 

à son début. E t  comme, pour û égal ou supérieur à 
21 + E", on aura f' (1) = f ' ( O  - 21) , la fonction f' (B) , à partir 
de û = É, varie périodiquement entre les deux limites 
V 21 v 

-e  -;et - , croissant d'abord très vite, dans chaque 
2 w  W 

période 22, de la première de ces limites à la seconde, 
pour décroître ensuite, soit d'une manière bien continue, 
soit, !a fin de la période, très rapidement, de la seconde 
jusqu'à la première. En résumé, la dérivée r (8) ne cesse 
pas d'ètre supérieure à zéro, et la plus grande diffdrence 
existant entre deux de ses valeurs est la variation posi- 

TT 

t h e ,  r, qu'elle éprouve à son début , tandis que sa plus 
W v 21 Y 

grande variation négative - e -y - - ' 26, O '  
n'est autre que 

f (É ) - f ' ( ~ ' )  et se reproduit, pour û > É, dans tout 
intervalle 21. 

Les vitesses des différents points, qu'on peut écrire, 
d'après (a), 
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sont donc constamment positives, comme f'; de plus, 
,après le choc, l'état de la barre, défini .par ces vitesses et 

4 par les contractions --, également dépendantes des valeiirs 
d8 

de f*, redevient le même quand t croît de deux fois le temps, 
7 
6 
- , employé par le son à parcourir la barre d'un bout à l'autre. 

,A - 
Cela posé, i l  est aisé de voir d'abord que, à partir du 

moment où 8 = 21 + E", l'extrbmité x = O dc la barre s'é- 
loigne sans cesse du corps heurtant p, de sorte que le choc 
est bien définitivement terminé. En effet, comme on a, des 
cet instant, f (0 - 21) = f' (0j , la vitesse du point heurté, 
qui Bgale, d'après (f),  w (0) + f' (8 - 2Z)], devient 210 f ( 0 ) ;  
e.lle est proportionnelle à f" (6) et se trouve avoir, au début 

2C 

de la détente libre, sa plus petite valeur 2 w  f' ( e t )  =Te-,, 
pour aiigmenter ensuite très vite jusqu'à la plus grande 
2 w  f'(cf)=2V, puis revenir, quand 8 aura crû en tout de 21, 

21 

à 2 w  f' (E"), et recommencer indéfiniment. La vitesse, Ve-y, 
gardée par la masse p, est ainsi la moindre de toutes, et 
le corps heurtant reste en arrikre de la barre, qui s'en 
hloigne même de plus en plus. 

A part des instants infiniment courts, la dérivée r(0) 
reprend périodiquement, dans chaque intervalle compris 
entre deux multiples consécutifs de 21, 0 = 2 nl et 

V e 
0 = 2 @il) 1, les valeurs, - e -- , qu'elle avait eues de 0 =É 

O 

à 0 = 21; et  la fonction f (fl) grandit par suite, durant une 

période, d e r  f' (0) d O=- rd (1-B:). L'accroi~~ement 

qu'éprouve après le choc, pendant une période 21, le dB- 
placement cp = f (8 -XI + f (8 +x -%), donné par (a), d'un 
tronçon quelconque de la barre, vaut le double de cette 

quantith, ou , et la vitesse constante prise 
O 

par le centre de gravité de la barre, rapport de l'accroisse- 
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z 
ment dont il s'agit au temps 2- employh à l'acquérir, est 

W 

: d'où il ruwlte que la barre, de masse I ,  

posskde la demi-force vive translatoire p 
2 z 

tLV2 
2 

L'excès de l'énergiepriinitive, - , du corps heurtant , sur 
va 42 

la somme de cette demi-force vire et de celle , ;* - e -- 2 /" 

pT'2 
garclbe par la masse p, donne, si on le divise par - , la 

2 
fraction ou part proportionnelle d'énergie qu'absorbe le 
mouvement, vibratoire de la barre, à l'ktat de force vive ou 
à l'état de tension, et qui se trouve perdue pour les mou- 
vements d'ensemble. On voit que cette fraction est 

expression qui, sous sa dernière forme, a ses deux facteurs 
z 

croissants de zéro à 1 quand- grandit de zero à l'infini. Le 
P 

mouvem.ent ~ibratoire, qui ne prend donc, comme il était 
évident, qu'une fraction insignifiante de l'énergie du corps 
heurtant quand la masse, 2, de la barre est négligeable en 
comparaison de celle, p, de ce corps, l'absorbe, au contraire, 
presque tout entière quand c'est la masse du corps heurtant 
qui est très petite par rapport à celle de la barre. 

Il est interessant de comparer cette 6nergie vibratoire 
de la barre, qu'exprimo proportio~mellement (g) , à son 

6nergie de franslation , qui , divisée de merno par -, est 
2 

011 trouve ainsi la formule simple 

- 
énergie vibrat.oire de 1ü barre - - P 

1 - 1 ,  (''' &nergie transiatoin de 1ô barra p s  ~ Y P  ; 
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z 
expression qui grandit de z6ro à l'infini quand le rapport, - , 

P 
cli i  poids de la barre i~ celui du corps heurtant grandit lui- 
même de zéro à l'infini. 

Il  n'y a donc qu'un seul cas où la barre se retrouve à 
l'état natu -el aussitôt après le choc et n'ait pris de la sorte 
qu'un mou\-ement d'ensemble : c'est celui où sa masse est 
comme nuile par rapport à celle du corps. E t  comme rien ne  
sera changé aux mouvements relatifs si l'on suppose la 
vitesse - V imprimée à tout le système, ce qui réduira la 
masse ,u au repos, on voit que ce cas revient à celui du choc 
d'une barre contre un solide infininient massif, équivalant 
à un obstacle fixe. Ainsi, dans ce cas, où la réaction de 
l'obstacle ne produit aucun travail et où, par consélqiient, 
la barre conserve toute son énergie, l'état naturel s'y 
trouve rétabli après la réflexion contre l'obstacle et il 
n'y a de changé que le signe de sa vitesse primitive. 
Ehfin, ce cas revient encore à celui di1 choc de deux barres 
de même longiieur, de même élasticité et de mème masse, 
animées de vitesses Bgales et contraires, vu que, par raison 
de symétrie, les deux'de leiirs quatre extrémités qui arrivent 
au  contact ne peuvent pas plus aller au-delà que si elles 
étaient arrètées par un obstacle fixe. Donc, dans un  tel 
choc, et ,  par suite, dans tout choc longihdjnal de deux 
pareilles barres ( car une translation commune, choisie 
convenablement, peut toujours rendre leurs vitesses égales 
et contraires), les barres sont ii l'état naturel après comme 
avant; et il n'y a aucune perte de force vive tran~lat~oire; 
résultat qui élait, du reste, connu. 

dr, 
Enfin, l'expression des contractions -- est, d'après 

a% 

(a),  la différence , f' /G - x) -f' (9 + x - 21) , des deux 
valeurs que prend la fonction f" quand sa variable, sup- 
pos6e d'abord Bgale à 8 + x - 21, devient 8 - x ou grandit 
de la quarititd 2 (2-x), comprise entre zéro et 21. D'après 
ce qu'on vient de voir Lp. 5181 touchant les variations de f i  la 
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plus grande contraction sera celle de la période de début, 
TT 

f'(r')= r, produite pour 0 - x = E', O + x - 2 1 < O ,  
W 

c'est - à- dire, aux divers points distants de plus de 2 6' de 
2 

O x+É 
l'extrèmite non heurtde, pour t ou -= - ; et la plus petite 

W W 

sera f' (21 + E"$) - f' ( E ' )  OU constituera la didatation, 
V 1 
- 1 - e - )  qui se produit pour 8-x=21+ 0 et 
0 2 r II 

& -& É+ E" 

O c z - 21 = É ,ou pour x = - 
2 

et U=21 +- 
2 ' 

c'est-à-dire tout près de l'extrémité heurtée et vers le com- 
mencement de la détente libre. D'ailleurs, cette dilatation 
maxima se représenterait ensuite périodiquement , au 
mème endroit, sans l'affaiblissement graduel qu'entrainent 
toujours la  résistance de l'air et l'imparfaite élasticité de 
la barre. 

On voit que la plus forte défor'mntion est celle de début, 
T T  

-3 =L ; en sorte que la condition de rdsistancc fornzulde 
r.1 - 

par Young s'applique à une barre de longueur finie dont 
I'extrehite non heurtée est libre. Toutefois , comme, à 
égalité de valeur absolue, une dilatation est plus dangereuse 
qu'une contraction, la rupture ou l'énervement pourraient 
se produire aussi, vers le début de la détente libre et tout 
près de l'extrémité heurtée, par l'effet de la dilatation 

V 1 
maxima - (1- e-:) , qu'on peut écrire encore 

W 

1 1 (l--e-2Q) , si P et Q désignent respectivement le 
a> 2 
poids de l a  barre. et celui du corps heurtant. 

Passons maintenant au cas de la barre dont l'extrémité 
x= 1 est fixe et prenons, en conséquence, avec leurs signes 
supérieurs, les formules gbnerales ci-dessus. On a vu que 
la fin du choc n'arrive alors qu'au moment où la somme 
f' (O) + f' (fl-2l) commencerait h changer de signe ou à être 
nEgative ; d'ou il résulte qu.e la fonction graduellement 
variable f (0) + f (Q - 21), nulle pour f l  = O ,  a sa dérivée po- 
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d i v e ,  et augmente sans cesse, tant que dure le choc. Par 

[v (O' + (e-21) ]  , qui, pour B > É, suite, l'expression -- 
rd P 

égale, d'après (e) , la différence f' (Bj - f' (9 -21) , va sans 
V 

cesse en diminuant, aprbs avoir valu d'abord - . Ainsi, dès 
O 

que Q a dépasse E' et jusqu'à ce que le choc soit fini, la 
dhrivée f' (Bj diminue continuellement dans tout intervalle 
où f' (0 -21) n'augmente pas ; ce qui fait que, de 8 = É à 
fi = 22 [intervalle ou f' (B - 21)= O], la dérivée f" (9) d6croit; 
et qu'il en est, dès lors, de meme depuis B = 21 -t E' jusqu'à 
8 -- 41, depuis Q = 41 + E' jusqu'à 0 = 61 ; et ainsi de suite, 
tant que le choc dure ou tant que f' (Bj + f' (0 - 21) reste 
positif. Donc, durant tout ce temps, cemmençant à 4 = E' 

T T  

ou à t = e ,  la fonction f' (0) , d'abord Bgale à r, diminue 
W 

constanlment , excepté dans les très petits intervalles E', 

comptés à p r t i r  des valeurs de 0 qui sont mult,iples de 22, 
où,  d'après ce qu'on a vu après la formule (e), elle effectue 

TT 

des lionds positifs, égaux à 1; de maniere à présenter les 
W 

r n a x i k  et les minima alternatifs f" (03, f' (24, f' (21 + E'), 

f' (411, f (41 + €7, f' (64, etc. On peut meine observer que 
TT 
V 

le premier de ces maxima, f' (E') = - , et le premier de ces 
V 21 

W 

minima, f" (21) = - e-,, ainsi que, par suite, le premier 
w 

'( :+l),existentdans maximum suivant, /" (21 + E ) = - e -- 
w 

tous les cas; car, de O=&' à O =21, la soinine f'(9) +f'(fl-211 
V e 

se réduit au terme et ne peut s'annuler. 
W 

Il est d'ailleurs ais6 de comprendre que la fin du choc 
se produise inevitablement. Comme f (O) + f (0-21) grandit 
tant qu'elle n'arrive pas, Zn différence 
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pi ezisle, d'ulz interralle 2L à l'cwlre, entre les valeurs de 
f' (O), déc~o.ltsans cesse, et elle finit par ktre, non seulement 
négative, mais très au-dessous de zero, : ce qui ne peut 
manquer d'amener l'annulation des valeurs, positives 
jusque l à ,  de f'(0). A ce moment, la somme f'(0) tf"(8-21), 
réduite à f' (0-24, n'est pas encore ndgative : mais elle 
le serait avant que O eût crû de 21, si le  corps p ne se 
séparait pas auparavant de la barre; car la somme 
f" (O) +f (O-%) devenue .alors f' (O t21) tf" (O), se réduirait 
à /" (O t 2 9 ,  quantité nkgative, Y; que f ( O )  aurait continué 
Ci décroître pour une augmentation 22 donnée à sa variable. 
Donc la valeur de O pour laquelle arrive la fin du choc 
tombe dans un intervalle 21 compté à partir de la première 
qui annule f (O). Et l'on peut remarquer qu'elle n'est 
jamais comprise dans la petite portion E' de cet intervalle 
contiguë à la valeur de 0 ,  multiple de 21, qui s'y trouve ; 
puisque la somme f '(ft) + f' (O-21), supposée positive 

T T  

jusque là, y croit rapidement d e r  dans chacun de ses deux 
O 

ternies et s'y éloigne par conséquent de zéro au lieu de 
s'en rapprocher. 

On voit aussi que les maxima successifs de f' ( O ) ,  savoir 
f' ( 0 3 ,  JY ( 2 1 ~ ~ 7 ,  f' (41 + E T ,  etc. , forment une série qui 
corumence par grandir, mais qui ensuite dkcroît , et de 
plus en plus jusqu'à la fin du choc. La vitesse du point 
heurté x = O, valant, d'après (a) , w [f (O) - f' (0-241, est 
positive dans la période d'accroissement, négative dans 
celle de décroissement ; de sorte que la premibre marque 
le  temps de la compression grandissante de la barre e t ,  la 
seconde, celui de sa détexte contre le corps p, en attendant 
ladétentelibre, ou plutôt le mouvement périodique, qui sui- 
vra la séparation de celui-ci. Ainsi, le moment oùla détente 
commence , c'est-à-dire où le corps heurtant cesse 
d'avoir des vitesses positives , est donné par l'équation 
f' (O) =f (0 -22). En outre , le plus fort des maxima de f', 
de la forme f (2nl+ €3, se reconnaît à ce simple caractère 
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qu'il est le premier qui d6passn le ~naxirnuni suirant, ou 
le premier qui donne f' (2n1+ €3 - f( [2(n t l) i  + E'] >o. 

D'ailleurs, une fois que l'extrémi té x = O sera libre, i l  
viendra f' (0) = -f' (O-%). du moins si la barre, en se 
détendant, ne rattrape pas le corps p, ou tant qu'elle ne 
l'aura pas atteint, et les valeurs de f'(8j réalisées dans le 

1 

dernier laps de temps 2 1 qu'aura duré le choc se 
W 

représenteront périodiquement, changées à chaque fois de 
signe ; cc qui donnera aux diverses parties de la barre un  

2 
mouvement vibratoire de période 4 - , offrant les mêmes 

W 

circonstances, renversées, chaque fois que 0 ou w t  croîtra 
21. La vitesse de l'extrémité x= O y sera w ÿ"(0)-7 (0-2111, 
c'est-à-dire - 2 w  f' (O - 24 , valeur qui est d'abord négative 
[puisqu'il a étd observé que Ja fonction f' jb-21j était encore 
positive au moment où le choc s'est terminé], mais qui 
grandit jusqu'à ce que 8-21 égale un multiple exact de 21 ; 
car, tant que dure le choc, la fonction f'(8) décroît quand 
sa variable grandit en trt! un multiple de 21, accru de E', et 
le multiple suivant. Ainsi, la vitesse coi~stante prise par le 
corps p, identique à celle de l7extrémit6 z=o au début de la 
detente libre, est moindre, dans le sens des x positifs, que 
celles que prend ensuite cette extrémith ; et la séparalion de 
la barre d'avec le corps \-a s'accentuant. Mais dès que 8-21 
a atteint une valeur multiple de 21, /" (O-2 )  reçoit très 

V 
rapidement l'augmentation -, et la  1-itesse, -2wf (6-21), 

W 

de l'extréiuité z = o diminue brusquement de 2 V ; c'e qui, 
si la séparation s'est faite peu avant, et, par conséquent, 
sans qu'elle ait pu s'augmenter beaucoup, ni sans qu'il soit 
survenu depuis un accroissement sensible de la vitesse pos- 
sédée par l'extrémité x = O, rendra cette vitesse beaucoup 
plus forte, dans le sens des z négatifs, que la \-itesse mème 
du corps et fera rattraper presque aussitôt la masse p par 
la barre, en donnant ainsi naissance à un nouveau choc. 
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Mais ce sera seulement aprés que J" (Bj aura reçu la der- 
nibre valeur maxima changée de signe, - f' (8 - %,, 
qu'avait prise, antérieurement à la fin du ch oc, la fonction r, 
pour une valeur de sa variable dépassanl de É un multiple 
de 21; et il se pourra parfois, comme on verra bientdt , 
que cette valeur de (9) réalisée pendant le phénomène de 
la détente libre entraine des ddformations non pas plus 
grandes, mais plus dangereuses, que les plus fortes pro- 
duites pendant le choc ou correspondant du moins h des 
valeurs de r (0) antérieures à sa fin. 

Mais occupons-nous justement de la condition de résis- 
tance. Comme on aura, d'après (a), 

la déformation - - * sera d'autant plus forte, que les deux 
(2% 

valeurs de la fonction f' qui la composent, et qui se rap- 
portent à des valeurs de la variable inférieures à w t  de x 
au moins, différeront davantage de zéro, dans le mème 
sens toutes les deux; de sorte que la plus grande 
compression produite pendant toute la durde du choc, et 

5 
pendant le temps - après, s'obtiendra en prenant, pour 

W 

chacune de ces deux valeurs de f', le plus cocsidérable 
des maximums f' (E') , f' (21 + E') , f' (41 + E') , . . . survenus 
avant que le corps se soit sépar6 de la barre ; et que la p h s  
grande dilatation produite après ce temps, pendant. la pre- 

1 
mière période 2 - qui suivra, s'obtiendra de mème en rnet- 

W 

tant pour f' le minimum qu'on y observe, égal en valeur 
absolue, comme on vient de voir, au dernier maximum, 
de la forme f' (2 d + E') , réalisé pendant le choc. Les deux 
fonctions f ' (o l -x)  et f'(ot tx-21j se trouvant, de la 
sorte, quand le second membre de (4 est aussi grand ou 
aussi petit que possible, égales à une inème valeur de 7, 
qui ne se présente en gdnéral qu'une fois (du moins dans 
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les intervalles étudi&s), la différence 2 (1 - x) de leurs 
variables, comprise entre zéro et 21, ne peut alors qu'ètre 
nulle ; et l'on a x = 1. C'est donc à l'extrdrniti fixe x= 1 pue 
se produisent les déformations les plus dangereuses (') . 

Entrons maintenant dans le détail des divers cas où le 
choc se termine, soit entre û = 21 + E' et 8 = 41, soit entre 
8=41+ E' et 0 = 61, etc., et de ceux où la plus forte conl- 
pression est soit 2 f' (21 + e'): soit 2 f' (41 + /), etc. ],a com- 
pression, f' (O) + f' (O - 21), produite au point heurté x= O 

tant que le choc ne sera pas fini, vaudra, d'après (d ) ,  (d'), 
(d") et (d'"), en faisant abstraction du facteiir essentielle- 

V 
ment positif -e - r, 

O 

La première de ces expressions ne saurait etre annulée ; 
mais la seconde, sans cesse décroissaiite quand 6 grandit, 
égalera zéro avant que û n'atteigne 41, i~ 13 condition né- 
cessaire et suffisante d'ètre négative à cette limite, où eiie 

devient 1 +2 ( 1 - - p) e:. Or on trouve que cela a lieu 
7 

pour toutes les valeurs de - supérieures à 0,579 environ. 
EL 

Ainsi, la fin du choc amive avant 4 = 41, ou avant que le 

(*) Quand p est juste tel, que deux maximums conséciitifs d e  f ' ,  les plus 
grands,  ?oient égaux, on peut évidemmect poser encore, dans le calcul J e  la 
pliis forte compression , 2 (h) = 2 1,  ou m = O ,  et Z'eatremité heurtée a a: O 

dmient un  second point dangereua. 
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penzier ébran1emen.t ait parcouru quatre fo i s  la lonpeur 
z 

de la barre, quand le rap~ort, - , du poids P de la &arre ic 
P 

celui, Q , dzc corps heurtant, dépasso 0,579, ou quand le 
V 1 ?apport inverse - est i n  fériezcr à - = 1,73. 
P O ,  5 i 9  

D.ans ce cas, les formules simples (d) et (d') sont les seules 
qu'on ait à employer, et toutes les circonstances du choc 
se calculent aisément. Par exemple, l'instant du plus grand 
raccourcissement de la barre ,  donné par l'équation 
f ' ( 0 ) -  f'(0-2Z)=o, est 

et ce plus grand raccourcissement a pour valeur 

1 quantite croissant avec Z, quand p est. fixe, et qui, pour - 
1 21 P 

un peu grand, ou - e -; petit, devient sensiblement 
2 

i*v - (1-e-:), et  ; pour I infini C) . L'instant où le choc 
W 

(*) Il est  évident que le plus grand raccourcissemvnt es t  encore exprimé par la 
même formule, à double exponentielle, aisée à calculer, toutes les lois qu'il se 
produit avant que 0 dépasse la valeur 4 1 ,  c'est-à-dire toutes les fois que l'espres- 
sion f' (O) - f '  (O - 2 1) , d'abord positive , s'annule pour O < 4 1 ou , autrement 
dit, s e  trouve être devenue négative quand O 1 4 1 .  Or l'inégalité /" (41)-f' (21) (O, 
ou f' (21) - fY (41) > O ,  revient évidemment h f' (2 1 + 5')-f'(4u +r') > O ,  et  

l'on verra ci-après (p. 53-2) qu'elle est vérifiée toutes les fois que l e  rapport $ou . . 
ne dépasse pas 5,&36. Ls plus grand raccourcissement admet donc l'expression 
simple considérée, à condition qu'on ait $ < 5,686, ou = $ > 0,1737. 

On reconnaitrait de  même, en général, que le plus grand raccourcissement 
s e  produit dans l'intervalle compris entre 8 = 2 n  l et O = 2 (n i 1) 1,  quand 
1.' (2 n 1 + i3 est l e  plus grand des maximums de f ( . )  , ou quand il est  le premier 
qui  dépasse le suivant. Mais l'équation gui donnerait l'instant t auquel a-lieu ce 
plus grand raccourcissement ne serait plus du  premier degré : elle serait, d'après 
les formules (d'),  (d"), (d"'), ..., du second degré pour 0 cornpris entre 4 1 et 61, 
du troisième pour û conlpris entre 6 1 et 8 1 ,  etc. 01. on verra (p. 54g) que, dans 
ccs cas où le rapport $ est supérieur à 5,686, le plus grand raccourcissement et 
I'instant oh i l  se produit peuvent se calculer d'une nianibise bien plus simple, avec 
une approximation pratiquement très suffisante. 
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se termine, obtenu en annulant la seconde exprebsion (h'), 
est séparé de celui de la plus forte compression par l'inter- 

valle?, qui constitue, par conséquent, la durée de la détente 
W 

au contact du corps : et la  vitesse finale , w [r(Q)-f' (9 - 2111, 
21' 

de celui-ci , k a l e ,  sauf !e signe, 2Ve- (l+ te -T), quan- 
2 2v 

tité qui grandit avec -, en tendant vers - = (0,7358) V. 
Ir e 

La perte relative de force vive tran sla toire , causée par le 
7 

choc, est donc aussi petite que possible pour Linfini, cas 
P 

4 
où elle Bgale cependant encore 1-,=0,4587, soit prhs de 
la moitié. 

2 2C 
Supposons maintenant - moindre que 0,579, ou - 

u u 
moindre que 1,157, cas 8 i i  il y a lieu de conçidérer ia 
troisième expression (h'). 1.e dernier terme complexe de 
cette expression, affecté de 

décroît, comme le prbcédent , 
e-4z 

positif - y grandit : car 
u 

A mesure que le rapport 

la dériv6e de ce trindrne 

1-324 +'u2 est - 3 + 21c et reste négative tant que u, 
8 - 4 1  c'est-à-dire - 3 , ne dépasse pas -; or c'est ce qui a lieu 

P 2 
dans tout l'intervalle consid6r4,vu que, mème a la limite O=&, 

6-41 le rapport - 
21 

égale - et est moindre ici que 1,157 ou, à 
P P 

plus forte raison, que t. Donc, la troisième expression (h') 

d6croît à mesure que'-Q grandit et elle s7nnnolera avant 
9 = 6Z à la condition, encore nécessaire et suffisante, d'être 
négative pour û = 61, cas où elle devient 
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2 1 
Or cette fonction @") de - a sa dérivée par rapport à - 

tL P 
composée de deux termes complexes, correspondant aux 

2 1 
deux parties de (h") qui ont en facteur, l'une, e,, l'autre, 

ei;'; et un examen ibmediat montre, d'une part, que le 

premier de ces termes est essentiellement négatif (pour 
1 

->O) ,  d'autre part, que le second est ndgatif aussi pour 
I* 

2 1 - < 1 + \iv, ce qui a lieu dans le cas étudié, où - 
P I* , 

C 
est < 1,157). Positive pour - = O ,  la fonction (h'j ne 

Cr. 

2 z 
passe donc qu'une fois par zéro entre-= O et-= 0,579, 

IL P 

et n'y devient négative qu'après s'etre annulée. On trouve 
I 

pour cette racine qui l'annule - = 0,241 environ. Ainsi ! 
tr 

le choc se termine dans Z'inte~vaile compris de 8 = 41 à 0 = G t ,  
2 I z 

ouen&et=4-el t=6-,  quand le rapport, -, dupoidsP 
W O P 

de la barre au poids Q du corps heurtant est compris entre 
Q 0,579 et 0,241; ou quand le rapport inverse -p- l'est enire 

1,73 et 4,15. 
z 

Supposons maintenant - moindre que 0,241. Alors il 
P 

faut recourir à la quatrième expression (h'), dont chaque 
terme complexe diminue quand 8 y croît de 61 à 81, comme 
le montre une discussion analogue aux précédentes, en y 

z 
tenant compte de ce que- est actuellement plus petit que +. 

tL 
Donc, la fin du choc aura lieu entre 8 = 61 et 8 =81, si cette 
expression est négative pour 0 = 81, valeur de 8 qui la 
réduit à 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 2 .  Or cette fonction (&") de - , posit.ive pour- = 0 , diminue 
P P 

sans cesse, dans chacun de ses trois termes complexes, 
1 

lorsque - y croit de zéro à 0,211, ce que montre aisément 1%- 
P 

tude de leurs dérivées premières. Comme elle s'annule pour 
I 
-= 0,136 environ, on voit que le choc se termine en&e 8 -= 61 
P 

1 
el  0 = 81, puad le ra2îport - est compris entre 0,241 et 0,136, 

P 
Q ou le  apport inverse, , entre 4,15 et 795.  

Lorsque le poids du corps heurtant dépasse 7,35 fois 
celui de la barre, la fin du choc n'arrive qu'après 0 = 81, 
c'est-à-dire après que le premier dbranlement a parcouru 8 
fois la longueur 2 de la barre, et on ne pourrait en déter- 
miner l'instant qu'en cherchant les formules qui convie11- 
nent pour les périodes 21 ultérieures. 

Le calcul de la plus forte compression -3 , produite au 
point dangereux z = Z , est moins compliqué que celui du 
moment où le corps ;J abandonne la barre. 

Q .En effet, s i ,  d'abord, on a - < 1,73, ou que le choc se 
P 

termine entre 0 = 21 et 9 = 41, la plus grande valeur de la 
fonction f' est, sans hésitation possible, d'après ce qu'on a 
vu [p. 5241, f' (21 et la formule (hj donne-d =2f(21 t~')~ 
où f (21te'j se calculera par la seconde formule (dlj [p. 5141 
prise avec le signe supérieur. De plus, comme on a alors, 
dans (h), 

on voit que cette plus forte compressiori se produit très peu 
aprks que le premier Bbranlement a parcouru trois fois la lon- 
gueur de la barre et, par conséquent, à un moment où, pour 
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Q les plus petites valeurs du rapport p, le choc a déjh pris fin. 

Il survient d'ailleurs, vers le comïnenceriîent de la détente 
libre, comme on a vu aussi [p. 5261, une dilatation maxima 
égale au double du dernier maximum qu'ait présenté f' ( O )  
durant le choc,  est-à-dire au double de f' (21 + E')  dans les 

Q cas, dont il s'agit ici, où - est < 1,153; et il est bon d'observer 
P 

que cette dilatation, bien que ne dépassant pas la plus forte 
compression précédente, sera plus dangereuse ( v u  la 
moindre résistance des prismes à l'extension qu'à l'écrase- 
ment), à moins qne l'énergie de la détente libre ne se dis- 
sipe assez rapidement (par l'effet de l'incompléte fixit6 du 
bout x = 1, ou de l'imperfection de l'élasticité de la barre, 
etc.), pour que mème cette première dilatation maxiniunl 
en soit beaucoup réduite. 

Q Supposons actuellement que le rapport -dépasse 1'73 et 
P 

que, par conséquent, la fin du choc n'arrive qu'aprks 
0 = 41 -t É. Alors il  y aura à considérer, outre le maxiniuni 

(2 f' (21 + Éj, le suivant, f'(41 +E ' ) ,  el merne f'(61 + E') si - 
1' 

Q dépasse 4,1& /" (81 + ~3 si -dépasse 7,%, etc. Alais le maxi- 
P 

mum f' (21 + 5') sera le plus grand, comme il a 6té dtS- 
montré (p. 524j, tant qu'il dépassera f (41 + E ' ) .  Or, d'après 
les secondes formules (d') et (d") , l'excès de f' (21 + E') sur 

V 41 
f' (41 + E'), abstraction faite du facteur positif -e-;, 

O 
est 

2 1 P 1 quantité supbrieure à zéro pour - > 0,35171, - = - 

Q 
P Q P 

> 0,17587, OU pou rp  < 5,686. Donc , la @LY forte corn- 

l~ression est exprimée par 2 f' (21 + €7 , toutes les fois que le 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



raport du poids Q du corps heurtant à celui P de la bam-e 
est moindre pue 5,686. 

Q Quand - dépasse cette limite, le choc ne se termine 
P 

qu'après 0 = 62 + E' et il y a à considérer les maxiniums 
f' (21 + E')) f' ( 4 2  + E'), f' (61 + E'), et mème le suivant, 

Q f' (Sl + €3, dès que- excède 7,35. Or le masimuni f' (41t E') 
P 

y est plus fort que f (21 + 4, et il suffira qu'il dépasse 
f' (61 -t E') pour être le plus grand de tous. Les secondes 
formules (d") et (d"') donnent comme excès de f' (41 + E') 

V a el 
sur f' (61 + c ' j  , à part le facteur positif -e - y ,  

O 

2 1 
Cette expression , pour - < 0,35174, grandit visiblement, 

Ir 

dans chacun de ses deux termes variables, en même temps 
2 1 2 1 

que - e t ,  égale à -1 pour -= O ,  elle devient positive 
u U 

' 21 1 P  
dès que - dépasse 0,14476 , c'est-&-dire des que -= - 

P P Q 
Q dépasse 0,07238 ou d8s que est moindre que 13,82. Ainsi, 

la plus forte compression est 2 f' (4 2 + ~3 quand le rapport 
Q - se trouce compris entre 5,686 et 13,82. P 

Q Enfin, si - dépasse même 13,82, cas où f' (6 1 + E') dé- 
P 

passe f'(41+ €3 et où d'ailleurs le choc ne se termine 
qu'après 9 = 81, le maximum /" (6 1 + E') est le plus grand 
de tous pourvu qu'il surpasse f' (8 1 + E'). Or la seconde 
formule [d"') donne (6 1 + €3, f' (8 1) et même, par suite, 

V f" (8 1 + e'), qui égale, comme on sait, f' (81) + - . On peut 
w 

donc en deduire la diffdrence f' j6l E') - f' ( 8 2  + E'); et l'on 
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v 81  
trouve que, sauf le facteur positif - e - 7 ,  elle a pour 

O 

expression 

2 1 
Or celle-ci, négative pour - = O, mais croissante (dans 

P 
21 

chacun de ses trois termes variables) aj7ec - , pour les pe- 
lJ- 

' 21 
tites valeurs de - dont on a à s'occuper (ou moindres que 

P 
2 1 0,14476), devient positive dès que - = 0,07949 environ, 
P 

Q P ou dès que - = - est au-dessous de 25,16. Ainsi, la plus 
P I 

Q forte comnpession a  pou^ formule 2 f' (61 + E), Zoisspae est 

compris entre 13,82 et  25,16. 
z 

Quand le rapport -est très petit, ou le rapport inverse 
P 

Q - trks grand, et quand, par suite, le choc ne se termine 
P 

z 
qu'après un nombre considdrable de fois le temps 2 - 

O 

employe par le son pour aller et revenir le long de la barre, 
la fonction f" (Qj présente beaucoup de minima et de 
maxima successifs, ayant respectivement les deux formes 
f' (2124, f" (2nZ + E'), et tels, que 

avant d'atteindre son maximum le plus élevé, par rapport 
V 

auquel sera fort petite l'oscillation, de l'ordre de-, qu'elle 
O 

effectue dans chaque intervalle 2 1. Et comme, d'ailleurs, 
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ses plus grandes valeurs sont supposées finies, sans quoi, 
d'après la formule (4 [p. 5261, les déformations corres- 
pondantes dépasseraient toute limite d'élasticité adniis- 
sible, il en résulte que les variations éproiivées par f' (6) 
quand 8 croît au plus de 21 peuvent être négligées. Donc, 

d' sont sensi- la relation (h) montre que les contractions -- 
dz 

blement les mêmes d'un bout 2i  l'autre de la barre, et 
Q égales environ à 2 f" (9j ; ce qui justifie, pour ce cas de - 
P 

'très grand, la théorie élémentaire dans laquelle on sup- 
pose les contractions uniformes d'un bout à l'autre de la 
barre ou, ce qui revient au même, l'inertie des divers 
tronqons négligeable. 

Mais déduisons de notre analyse cette thkorie élémen- 
taire. La fonction f (6) varie à fort peu près linéairement 
dans tout intervalle égal à 21, puisque sa dérivée, géné- 
ralement finie ou non insensible, peut y etre censée 
corrstante ; et,  si l'on considère la moyenne de toutes les 
valeurs que prend f ( 6 )  dans un pareil intervalle, cette 
moyenne ne différera qu'extrêmement peu de la demi- 
somme de la première et de la dernière des valeurs dont il 
s'agit. Or il suit immédiatement de là que l'équation (e) ou 
(y") [p. 5231, qui est, au fond, une équation aux différences 
melées, du premier ordre par rapport aux diffdr mces finies 
et du premier ordre par rapport aux différentielles (puis- 
qu'elle contient f et sa dérivée pour deux valeurs de la 
variable distantes de 20, peut se changer en une Bquation 
simplement différentielle du second ordre. En effet, intro- 
duisons au lieu de f (9) , pour nous débarrasser des inéga- 
lités que prksenterait la dérivée seconde de cette fonction, 
sa valeur moyenne dans toute l'étendue comprise entre 
les valeurs 8 - 21 et 0 de la variable, ou posons 
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Il en résulte : 

ce qu i  montre, d'une part, que f (8 ) - f  (8-24 = 21 + ' ( O )  
et ,  d'autre part, que +' ( O ) ,  valeur moyenne de f ( O )  dans 
l'intervalle compris de 4 - 2 1 à O ,  ne s'écartera jamais 
d'une manière notable de f' (8) .  La différence f" (0)-J"(6i-21) 
vaudra donc 2 1 +" (9) : tandis que la somme f ( 8 )  + f (0-21) 
Bgalera sensiblement, d'après ce qu'on vient de dire, 2 + ( 6 ) .  
Et  l'équation (g'j ou (el, divisee par 2 1, pouvant alors s'écrire 

donnera immédiatement, si A et B sont deux constantes 
arbitraires, 

r*V e- S' e- S' + (O) = -+A cos - + B sin - 
2 w 

!&') m m' 
A e- É B e-É 4' (e) = - - sin - + -  cos -. 

t'r*i m lm 
Mais on voit par les formules (j) et (j') que les deux fonc- 
tions, graduellement variables, + ( O ) ,  '+' (6)  sont Irés sensi- 

blement nulles au début O=&'. Donc B=o, A=-- " et, en 
2 w  

P Q observant quo p = 1- = 1 - , i l  vient 
2 P 

Or, d'après (a) et dj') [où f l =  dl, le déplacement (F du point 
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heurtéx=o, à l'époque t, est exprimé par 21 +'(O), c'est-à-dire 
- - 

v ' Q  ' P d'après (A"), er. négligeant r', par l -  \/ ?sin ( t;v y) 1 
0 - 

et sa vitesse par Ut" (8, w = V cos (t;~:) : cela revient bien 

aux formules de la théorie élémentaire que j'ai rappelée. 
v !a On en déduit : 1" l'accourcissement maximum, 1 -\/ -, 
W P  

de la barre, et la contraction correspondante ou maxi- 
- - 

v cl / Q  ma-3 = - V - ; 2" la durée totale, z-\/ -, du choc ; 
O P  W P  

3O la symhtrie ou parité approximative des deux phénomè- 
nes de la compression et d i  la détente, et, par suite, la 
vitesse finale, - V, du corps, qui reprend ainsi, à fort peu 

1 
prés, toute son énergie primitive -,u V2. Et ,  en effet, la 

2 
détente libre de la barre est insignifiante, vu que, à son 
début, les divers tronçons ont retrouvé à fort peu près 
leurs situations naturelles et ne possèdent que des vitesses 

- 
/ P  

comparables à -V= w 3 \/ --, c'est-à-dire très petites à côté 
Q 

de celles, de l'ordre de w3, qui seraient susceptibles 
d'amener des d6format.ions sensibles 3 dans la barre vibrant 

Q seule. On a vu que, lorsqut., ail çonlraire, le rapport - n'est 
P 

pas très grand, la détente libre amène des déformations 
comparables à celles qui s'étaient produites durant le, choc, 
et que la barre détient, par conséquent, une fraction plus 
ou moins sensible de l'énergie primitive du corps heurtant, 
fraction perdue pour le mouvement ult.érieur de ce corps 
(à moins d'un nouveau choc). 

Mais il est facile de rendre rigoureuses les formules (A) 
et (0 par l'adjonction de termes coinplémentaires, et, en 
évaluant à fort peu près ces termes, d'obtenir pour 11 (O) ou; 
par suite, pour le déplacement 21 (t' (8) de 19extremit6 mo- 
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bile de la barre ainsi que pour la plus forte déformation 
- 2, des expressions beaucoup plus exactes que les précé- 
dentes, de première approximation. Considérons, en effet, 
la différence, que nous négligions tout à l'heure, 

On peut l'écrire comme il suit : 

expressions dont la seconde se déduit de la premikre en 
intégrant f (O - I + I) dC par parties, et dont la troisième 
se déduit de la seconde en mettant enévidence le signe de i 
dans les éléments d'intégrale où t; est négatif. Or ,  sous sa 
dernière forme, c'est une fonction de û qui a sa valeur 
moyenne, prise pour un intervalle 21 dont une valeur 
considérée de 0 occuperait le milieu, évidemment calcu- 
lable en remplaçant, sous le signe J,  les deux fonctions 
J" (9 - 1 + i) et f' (O - 1 - i) par leurs valeurs moyennes 

S' dS4 correspondantes f' ( O  2 7,- l + t;,) -, égales, d'aprés 
2 1 

-1 

[fi, à <t'(9+i) et à +'(9-C). Cette fonction moyenne, qu'on 
peut regarder, en quelque sorte, comme la différence (Z) 
régularisée ou débarrassée de ses inégalit6s de longueur 21, 
est donc 

Or, dans un intervalle moindre que 21, la fonction gra- 
duellement variable +' a sa dérivée +" sensiblement 
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$' (0 + t) - $' (0 - C) colistante, et l'on peut remplacer 
2c Par 

+" (Qj, sauf erreur relative négligeable. La différence (1) 
2 S V S  1 9  

régularisée vaut donc, à fort peu pr8s,J +"(O) T = +"(Q). 

C'est dire que, si l'on retranche de l'expression (Z) la font- - . . 
2 %  

tion -+" ( O ) ,  le reste sera une certaine fonction, x (O), sans 
3 

2 = 
doute comparable à - +" (O), mais ayant sa valeur moyenne, 

3 
dans tout intervalle 2 1, incomparablement moindre. On 
aura donc 

Par suite, l'équation (gr'j [p. 5231, oh f ( 8 )  - f' (O - 21) égale 
d'ailleurs 21, (21" (0)' devient, en la divisant, après r6duction, 

par 21 (1 + &) et appelant p', pour abréger, l'expression 
P 

Son intégrale, déterminde de manière que, pour û = E', di, (O) 
e t  +' (O) s'annulent, est 

i*v e 8-ri 
(rn) + (0) = - (1 - cos -') - L- J siri - 

20 7 {a Zr 

P J 
(3 

En effet, deux diffërentiations successives donnent 

PV e-É $'(O) = - sin - - - dri, 
20 \/a 
P V  0 - i  ZN+ 1 e 8-ri = 2r cos - - - x (q) sin - dq . 
Ur" \i;iir'Z -J \/a 
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Or les valeurs (m) et (m') de (J, f' et +" vérifient bien, tout 
à !a fois, l'équation (l"? et les conditions d'état initial 
+ (6') = O , (J' (SI) = o. 

Cela posé, considérons en particulier le dernier terme de 
l'expression (m') de (J' (8). Comme 8 - É est compris, pendant 

toute la durée du choc, entre zéro et n \i?environ, le cosi- 
nus qui y paraît sous le signe Jne chan.ge de signe qu'une fois 
au plus ; mais le facteur (3) en change un grand nombre de 

P 
fois, car, bien qu'il soit comparable ii l'expression 6" (r) ,  
il a sa valeur moyenne dans tout intervalle 21 beaucoup 
plus petite que cette expression. On peut, en conséquence, 
le remplacer, dans l'intkgrale , par une fonction graduelle- 
ment variable, bien moindre que ses valeurs individuelles, 

2% 
et négligeable vis-à-vis de - +" (ri), c'est-à-dire vis-à-vis 

3 
zv 

de -, d'après la valeur (mfJ ir v -1 de la 
6 w  2wp l 

dérivée seconde (J" (8). Par suite, le  dernier terme de 
l'expression cm') de +' (O) sera beaucoup plus petit 

- 
9 lV v (e -ï) r V  ' Z  , ou que - V - ; et on pourra 

6, p' 60 P 
O-;' 

le négliger devant celui qui précède, pv sin - 
20 \lz v1p 

mème quand, dans le coefficient de celui-ci, 

on comptera le second terme, très petit, du développement 
1 -- 

do (1 + $) " par la formule du bindme. Ainsi le dernier 

terme de l'expression ( m l )  de (' (0) es1 négligeable; et la 
formule de dev.aëme apyroxhation des déplacements 
21 JIf ( 8 )  du point heug-té se reduit, en faisant E' = O, 9 = of, 
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- 
pv  .' 1 W l  

à - b I s i n -  ou à ce que donne celle de première 
W g z '  

. . 
approximation pand,  l a  qua?ztitti Je mouvement ,xV du 
choc pestant ln mt?me, on attribue fictivement au corps 
heurtant une nzasse, p' = ,u + 3 1, plus pmde  pue la sienne 
du tiers de celle de la barre. 

Cette regle, suggérée par un raisonnement presque 
Blémentaire, il y a longtemps ddjà, à M. de Saint-Venant , 
puis reconnuc par lui s'étendre (avec d'autres coefficients 
numhriques que $-) à tous les cas de barres heurtées par 
des corps massifs, et dont j'ai enfin démontré la géiié- 
ralité pour de tels chocs de systèmes élastiques quelconques 
ayant certains points fixes, s'applique mème, avec une 

P O exactitude suffisante, sans que le rapport -=- ait besoin 
Z P  

d'ètre grand, mais pourvu qu'il atteigneoudépassel'unit6('). 

(*) Voir, par exemple, la Thdo~ie de I'e'lasticit.4 des corps solides, de Clebsch , 
édition française, avec des notes étendues de M. de Saint-Venant , IIe fascicule, 
p. 480 s et p. 596. 

La loi générale approchée dont il s'agit consiste en ce que, si l'on considère les 
déplacements des diverses parties d P  du système élastique heurté, tels qu'ils sont 
quand sa masse est négligeable, et s i ,  comparant ces déplacements h ceux 
qu'éprouve en même temps sa partie touchée par le corps heurtant Q , on appelle 
f le rapport. indépendant du temps, cette partie directement heurtée se déplacera 
effectivement, dans le cas où la masse du système élastique sera sensible, comme 
dans celui ou elle ne le serait pas, mais où le corps heurtant Q , n'ayant que sa 

QV 
quantité initiale donnée de mouvement - , deviendrait plus lourd qu'il n'est de 

a 

f f2d P, c'est-à-dire dans le 1.appoi.t de 1 B 1 + - 
Q 

Par exemple, pour une plaque circulaire homogène de rayon n, encastrée ou 
simplement appuyée sur tout son contour, et heurtée normalement en son centre, 
il résultera des secondes formules (q) et (q') [p. 136 et 1371, prises avec R = O ,  

l'expression suivante de f, pour les éléments dP de la plaque situés h une distance 
r. du centre : 

oh k désigne un nombre constant, qui a la valeur 1 dans le cas de la plaque 
1 + 2 v  

encastrée, et la valeur - , comprise entre 4 et 3 ,  dans le cas de la plaque 
3+4n  
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Le maximum de +' (9) se trouve donc exprime sensible- 
ment par (m"), ou, pour les petites valeurs du rapport - - 
z P v 
-=- par - (\/;- ;\/:). or ,  d'après 0, la fonction 
i1. Q' 20 
graduellement variable +'(Qj est la moyenne des valeurs que 
reçoit f' quand sa variable croit de 8 - 21 à O. Cette fonc- 
tion +' (8) doit, par suite, dans le voisinage du plus grand 
des minimums J" ('2nl) et du plus grand des maximums 
f' (2121 + E'), ètre à peu prhs équidistante de deux autres, 
graduellement variables comme elle, mais dont l'une four- 
nirait ou comprendrait tous les minima J" (2nl) e t ,  l'autre, 

V 
tous les maxima f' (2nl t E') , plus grands, de - , que les 

O 

appuyée. Et comme d'ailleurs le poids de toute une couronne blbmentake 2 i ~ d r .  
P t't %4 

de la plaque est - (27r~dc)  = P d  - il viendra, si l'on pose - = u, 
ii u4 a2 02 

En développant (1 - u + k u log u)2 du,  observons que le teme affecté de 
hz 

log u sePa k log u d  (ut - 5 us) et ,  le terme affect6 de (log u)2, - (log u)t d.u3. 
3 

Une intégration par parties, suivie d'une autre analogue pour le dernier de ces 
termes, donnera d'abord l'intégrale indéfinie cherchée, 

et, finalement, entre les limites zéro et 1, 

d P  7 
Dans le cas, par exemple, de la plaque encastrée, k=l  ; et il vient 

1 121 1 
valeur h peine supérieure h -, mais qui croîtrait jusqu'h -, ou environ - , 

8 486 4 
1 

si k pouvait décroître jusqu'h - ou 1 diminuer jusqu'h zéro, dans une plaque 
3 

simplement appuyée. 
Ainsi, la masse heurtante devra être fictivement augmentée de la fraction 

de celle de la plaque, pour tenir b peu près compte de 
3 
l'inertie de celle-ci dans le calcul des déplacements w de son centre. Appelons Q' 
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minima f' ( 2 4  (*). Ainsi, cette dernière fonction, donnant 
v 

tous les maxima quand on fera 9 = 2nd + É, égale 4' (0) + - 
. 20 

dans le voisinage du plus grand maximum, avec bien plus 
d'approximation qu'elle n'6gale +' ( O ) .  D'ailleurs , les 
maxima f (€3, fY (21 + E') , f' (41 + E'), etc., ne croissent, 

le poids, ainsi accrû, du corps heurtant, et, d'une part, les valeurs initiales de 
aw VQ 

w ,  - seront respectivement o, -, d'autre pait, les formules (p), ( p 3  [p. 13ô] 
dt Q ' 

Q' drw de f=w,o i i I ' on f e r aR=o ,P=- -  - , h = l'épaisseur de la plaque, et 
g dt9 

P w  42 
ou l'on pourra remplacer 2 (Z + 5) p par p mi% - ~4 désignant encore la 

z n 2 g h Y  
vitesse de propagation (définie h la page 488) des sons longitudinaux dans la 
plaque et p la densité de sa matière, deviendront 

11 viendra donc par l'intégration de cette équation différentielle, vu les condi- 
tions initiales spécifiées, 

sin ( t  \/-v) 3 Q' ' 

expression très simple, où Q' désigne, comme on a dit, la somme 

et, h, l'épaisseur de la plaque. 

(*) En effet, la différence entre un maximum et le  suivant est une fraction de 
de plus en plus faible B mesure qu'on approche du plus grand d'entr'eux 

61 
f" (2 n 1 + a') , puisqdelle devient négative au-delà. On peut donc, sauf erreur 

négligeable en comparaison de 1, regarder ce plus grand maximum et celui qui 
W 

v le précède comme étant égaux, ou la fonction f ' (6 )  comme décroissant deo dans 

l'intervalle 2 1 - Z' compris entre le maximum f' (2nl- 21 + r3 et le plus grand 
minimum /' (2 n l), intervalle ou il faut calculer sa valeur moyenne pour obtenir, 
h fort peu près, +' (2nl + 4. Or la fonction r (O) y varie presque linéairement, 
car elle y a d'un bout h l'autre, d'après des formules comme (83, (8'3, etc , la 
même forme analytique, somme de produits, variant longtemps dans le même 
sens, d'exponentielles par des polynbmes en O ;  et  elle n'y est prise que dans une 
étendue, 2 1 environ, fort petite par rapport h la valeur finale, 291 1, de savariable. 

Par conséquent, +'(2 n 1 + ET vaut, sauf une très petite fraction de $, la 
v moyenne arithmétique, f' (2 n 1 + 6) - , du maximum et du minimum consi- 

dérés. 
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v 
de chacun au suivant , que d'une fraction de - , e t ,  par 

W 

raison de continuité, cette fraction cesse nième d'ètre sen- 
sible quand on approche du plus grand iiiaximuzn, vu 
qu'elle est alors sur le point de devenir négative. Donc la 
fonction, graduellement variable, exprimant tous les maxi- 
mums , n'éprouve que des variations négligeables par 

T T  

rapport à r e n t r e  les deux ou lrois plus grands d7entr'eox, 
2 w  

v 
intervalle où elle vaut +' (0) + - et où se produit évideni- 

2 w  - - 
v Q 1 P 

ment le propre maximum de +' (0): - ( - 
2 \/ P-& c), 

v /a 
réductible a -\/ - sauf erreur également beaucoup plus 

2 w  P 
V 

petite que - . C'est dire que le plus fort des maximums, 
2 w  

V /" (2921 + E'), Bgale - 
20 (V cl) , bien plus exactement que 

- 
v Q - q .  Et la plus grande déformation - 3 , qu'on sait en 
20 
être le double, sera exprimée par la forrriule 

- 
Q 

(ni"') (pour w 

En résumé, la compression la plus dangereuse, repré- 
sentée soit par 2 f' (21 + € 3 ,  soit par 2 f (41 + E'), soit par 

Q 2 f" (61 + E') quand le rapport - est inférieur à 23,16, doit 
-- P 

v 
tendre vers la forme - (V + 1) quand ce rapport grandit 

O 

indéfinirneri t. D'ailleurs, les secondes relations (d') , (d ' )  et 
(d"? [p. 514 et 5151 font connaîtra f' (21 + E') , f' (41 + €3, 
f' (61 + E') ; et l'on trouve , par exemple , que, pour le cas 

z 1 25 ou - = - = O  (34 
P P 25 , , - 0 = (6,011) x. L a  firmule- 

O 
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v 
limite (m"') aurait donné - 3 = 6 - , résultat en erreur, 

W 

1 
comme on voit, de - seulement. L'erreur est d'ailleurs 

600 
Q par ddfaut, ce qu'on pouvait prdvoir, car, pour -=O, l'ex- 
P 

V 
pression (m se réduit à - et n'est que la moitié de la 

W 

v Q 
vraie valeur correspondante -3 = 2-. Mais dès que - 

W P 
grandit, les vraies valeurs de -3 tendent assez rapidement 
vers celles que donne la formule (m"'), et celle-ci commence 
à être suffisamment approchée pour les besoins de la pra- 

Q Q tique, dés que-= 5 ,  surtout si ,  entre les limites -= 5 et 
P P 

Q 
-- = 20, on remplace, dans la parenthèse, le terme 1 par 
P 
1,l. C'est ce qu'a reconnu, à l'aide de calculs détaillhs , 
M. Flamant, ingdnieur en chef des ponts et chaussées (*). 

Si l'on veut plus d'exactitude et que l'on t.ire de 
(d'), (d") et (d"') les expressions de 2 f" (21 + E'), 2 f' (42 t E 3 ,  

I I >  2 f' (61 + E'), en y remplaçant - par-, on aura, en défini- 
r Q  

tive, les formules pratiques suivantes de la plus grande 
grande compression -3 : 

P 
-3 =2-  1+ 

W 

- 
Q v ( 0 > 2 1 )  - a = -  W (v'; cl). 

(*) Voir l'article du 6 août 1883 cité ci-dessus, p. 508. 
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D'aprhs ces formules, lorsque un corps massif heu~te 
longitudinalement à un bout une barre de longuew finie 
dont l'autre bout est fixe, la plas grande déformalion pi en 

V 
résulte vaut le produit de celle de dibut, - , par un nombre 

W 

Q dépendant du rappportF du poids Q du corps à c e h i  P de la 

barre, et  qui, égal à 2 quand ce rapport est rlzul, grandit 
indépnimelzt avec lui, en tefidani vers sa racine carvie 
augnzentde de 1. 

On pourrait à la rigueur, comme on vient de dire, ne 
garder, de toutes ces formules (fi) , que les deux qui sont 
tres simples, savoir, la premibre et la dernière, en appli- 
quant la dernière dès que la première cesse de convenir. 

23 bis. - S u r  les deux problèmes d'us choc par compression 
faisant fléchir la barre heurtée, sw,pposée très légère, et du 
moucement rapide d'une charge roulanle le long d'une telle 
barre horizontale, appuyée à ses deux bouts. 

J'ai supposé implicitement, dans le cas d'un choc par 
Q compression, la vitesse initiale V de la masse heurtante - 
J 

insuffisante pour exposer la tige à fléchir suivant le sens de 
son épaisseur, c'est-à-dire dans le plan de la plus petite di- 
mension, que j'appellerai 2h, de ses sections normales a. Pour 
nous faire une idée de la limite ainsi imposée à la vitesse V 
du choc et des déformations dangereuses qui surviendraient 
si cette limite était dépasshe, raisonnons dans l'hypothèse 

. - 

P .  Q 
que la tige ait sa masse - beaucoup plus faible que - 

Y 5' 
et ,  par suite, ses inerties négligeables en comparaison de 

Q celles de la masse -. Nous pourrons donc regarder la tige, 
4 

soit encore droite, soit d6jà un peu fléchie dans le plan qui 
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contient les petites dimensions 2h de ses sections normales 
a ,  comme étant, à chaque instant, en Bquilibre, sous 
l'action de la pression actuelle, F, qu'exercera sur elle le 
corps heurtant, et de la résistance de l'extrémité fixe. 
D'ailleurs, la pression F, due au mouvement de la masse 
heurtante, sera dirig6e , par raison de symétrie, dans le 
sens de ce mouvement, du moins tant qu'elle ne fera que 
déplacer l'extrémité heurtée comme elle se déplace dès le 
premier moment, c'est-à-dire suivant la droite joignant les 
deux extrémités de l'axe de la tige : or c'est ce qui arrivera 
indéfiniment, pourvu que les flexions restent très faibles, 
et qu'il continue de la sorte a y avoir une normalité ou une 
symétrie à peu près complète de la section heurtée par 
rapport à la direction du choc. 

J'appellerai Z la longueur primitive de la tige, 2' sa lon- 
gueur à l'instant où sa fibre centrale, c'est-à-dire son axe, 
présentant une petite flèche quelconque f ,  aura chacune de 
ses moléculeS à m e  certaine distance, y, de la droite, prise 
pour axe des x, le long de laquelle il s'étendait dans l'état 
de repos, et d'où ne sortiront ni l'extrémité fixe, ni même 
l'extrémité heurtée. Enfin, je compterai l'abscisse actuelle 
x du point quelconque de la fibre centrale dont y désigne 
l'ordonnée, à partir du pied de la flèche ou ordonnke 
maxima y = f (et posilivement en allant vers l'extrémité 
heurtée); la petite fonction y de x aura donc sa dérivée 9' 
nulle pour x = o .  

Cela posé, menons par le point (x, y) une section nor- 
male r et, considérant la partie de la tige comprise depuis 
cette section jusqu'à l'extrémité heurtée, écrivons qu'il y 
a équilibre, dans le plan des x y ,  entre les forces qui la 
sollicitent, savoir : l0 la pression, F, du corps heurtant, 
dont les composantes, sui~rant les x et suivant les y, ainsi 
que le moment par rapport au (x, y), sont respective- 
ment - F, O ,  - Fy; 2' la pression normale, P, et l'effort 
trancl~afit ou tangentiel, T, exercés sur la section a et 
appliqués au point (x, y), forces dont les composantes 
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suivant les x et les y, vu l a  petite inclinaison g' de la fibre 
centrale par rapport à l'axe des x ,  sont respectivement 
(sauf erreurs relatives de l'ordre de p) P, Py'et Ty', - T; 
3O enfin, le couple de flexion, égal au produit de la cour- 
bure de l'axe, - y" ((1 + f 2 )  -#, ou - y" h une première 
approximation, par le coefficient d'élasticité E des fibres 
longitudinales de la tige et par le moment d'inertie frit da 
de la section C, calculé en mettant pour YI la distance, com- 
prise entre T h ,  de l'élement quelconque da de c à la ligne 
des @res neutres, c'est-à-dire à la perpendiculaire menée 
en (x, y) au plan des x y. Je  représenterai ce moment 
d'inertie, comme au no 22 (p. 484), par Ka h2 G, K désignant 
un nombre, évidemment inférieur à l'unit& qui dépend de 
la forme de la section et qui vaut + quand elle est ellip- 

1 
tique, - quand elle est rectangulaire, etc. Le couple de 

\/3 
flexion, égal et contraire au moment - F y de la force 
comprimante F, s'&rira donc, à une première approxi- 
ma tion , -k2 hZ G E y", et, à une approximation plus élevbe, 

3 
-Pha a E y" (1 + 8%) -S. 

Ainsi, le th6orème des moments donnera d'abord, eri 
(l+p)t multipliant par - - 
P h 2  oE 

et posant, pour abréger, 

1 F a 
(a) m2 = - - 

k2Ae E s  , K = y [ ( l  +y'2)g-l] =-$y {%+  ...., 

l'équation différentielle suivante de l'axe de la tige, 

Elle ddfinit une courbe symétrique de forme par rappo~t à 
la flèche f ou à l'axe des y ;  car elle fait connaître de proche 
en proche, en fonction de l'ordonnée y ,  des courbures, 
m2 y, pareilles de part et d'autre de cet axe. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Le second membre de 1'6quation (a') étant, à une première 
approximati&, négligeable à c6té du terme may, il vient 
sensiblement, par l'intégration de cette équation, en ob- 
servant que, pour x = O ,  y = f et y' = O, 

(af') y = f c o s m s ,  y ' = - m f s i n m x .  

La tige fléchie affecte donc, à peu près, la forme d'un ar- 
ceau de sinusoïde ; sa courbure, égale environ à -y" ou 
à na2 y ,  atteint .son maximum au sommet de l'arceau, où 
elle devient ma f ,  et la moitié de sa corde, valeur positive 

de x qui correspond y = O, est environ?. Enfin, l'excès 
2m 

d'un élément ds de l'arc l', sur sa projection dx, ou sur la  
partie correspondante de la corde, .a pour expression le 

produit de dz par ( 1 + yq) * - 1 , c'est-&-dire, sensible- 
ment, par + y'% = + ma f$ sina mx ,  facteur dont la valeur 
moyenne, tout le long de la corde , est + m2 f 3 ;  en sorte 
que, si c désigne la corde, on a 

Pour passer à une seconde approximation, observons 
que l'expression (a) de IC, d'aprés les valeurs (a") de y et y', 
est environ naa f 3  COS m x  sin2 ma. On peut donc la sup- 
poser connue en fonction de x ; et l'intdgration de (a') 
donne alors, au lieu de la première (a"), 

Pour en déduire la valeur de G, correspondant à y = O ,  qui 
X 

exprime plus exactement que ne le fait -la demi-corde + c, 
2m 

on peut, dans les termes en K, qui sont de deuxième appro- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



X 
ximation , poser x = - , cos mx= o, sin mz = 1. Observons 

2na 
d'ailleurs que la valeur moyenne de K cos ,mx, ou de 

Bm2 f 3  COS= mx ?in= ma: = ma f 3  (sin2 mx - sin4 mm), 

est le produit de a mef3 par l'excddent de 3 ,  moyenne de 
sin2 mx, sur + s, moyenne de sin4mx ; et il viendra simple- 
ment, en divisant (6') par f après y avoir remplacé x par + c, 

m c  3 x  
C S  O sin - -  - - d f 2 .  (5 3 - 3 2  

On en déduit, en remplaçant le petit sinus par l'arc, puis 
2 

multipliant par _, 

et cette valeur de c ,  portée dans ( b ) ,  donne, pour 1') la 
formule 

Les deux relations (6'') et (b"'j sont insuffisantes pour 
déterminer, en fonction de la force comprimante F ou du 

- 

1 F 
rapport m == KI/Eo, les trois principales inconnues de la 

question, qui sont la longueur actuelle 1' de la tige, sa corde 
c et sa fleche f. Et, en effet, l'équation diffkrentielle (a') ne 
pouvait nous faire connaître la constante arbitraire, j'par 
exemple, qu'introduit son intégration. Mais il nous reste 
à exprimer qu'il y a équilibre, suivant les z et, suivant 
les y, entre les trois forces F, P et T, dont les conlposantes 
ont été donnees tout à l'heure. Nous obtiendrons ainsi les 
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deux nouvelles équations P + Ty'= F, T = Py', qui, résolues 
par rapport à P et T, deviennent simplement, vu l'insigni- 
fiance du carre yfB à c6tB de l'unité, 

La deuxième montre que l'effort tranchant T égale la 
dérivke en x du couple Fy de flexion, résultat bien connu 
au moins dans le cas d'une tige purement fléchie. Quant a 
la première P= F, où la tension -P égale, comme on sait, 
le produit de Ea par la dilatation Linéaire de l'axe, elle 
exprime que cette tension est très sensiblement constante 
d'un bout à l'autre et égale à - F; d'où il suit que la 
dilatation linéaire de l'axe est, elle-meme , à fort peu près 

Zf-2 
constantce ou égale à - z . On a donc, pour joindre à (bf'j 

et (6"") , la troisième équation cherchée 

Celle-ci est même plus générale que les précédentes (b 'j 
et [Vf'), car elle sera, comme (b), vérifiée mème avant qu'il 
y ait aucune flexion de la tige, ou pour f= O et c = Z', tandis 
que les équations (bf'j et (bf"), obtenues après suppression 
d'un facteur f i  supposent ce facteur essentiellement différent 
de zéro et ne commencent à être vérifiées que lorsque F 
atteint une assez grande valeur. En effet, les équations (bf) 

et (bfff) montrent que la quantité n, comprise entre c et Zf, 
m 

est, par suite , peu inférieure à Z', ou que m , c'est-à-dire 
- 

, depasse, mais fort peu, pendant tout le temps 
0 

que la tige Bprouve les petites flexions considérées ici, la 
'X 

fraction --, très peu supérieure elle-même à la quantité r 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



constante -. On a donc alors 
E 

n k l  "-P F 
(Et)  F = (environ) E u - 

( J j i  

ou - = (environ) - 
E<r (y 

Ainsi, et on le savait du reste depuis le mdinoire d'Euler 
sur la Force des colonnes chargées debout, la tige ne com- 
mence à fléchir que lorsque sa contraction par l'effet de la 

d k 2  2A 4 
pression F ddpasse un peu la limite (t) , comparable 

au carré du rapport de son épaisseur 2 h à sa hauteur 2 ;  et 
cet te contraction, ainsi que la force compriman te F, ne varie 
dès lors presque plus à mesure que la fléche f de flexion 
grandit, du moins tant que celle-ci reste très petite à côté 
de la longueur Z de la tige (*). 

(*) 11 y a une loi analogue pour un manchon cylindrique ou,  plutôt, pour un 
anneau mince, de rayon R , B section rectangulaire , supportant sur sa surface 
extérieure une pression norinale et cpnstante p par unité de longueur de son axe 
2 x R ; ce qui implique l'existence, sur ses sections normales T , d'une pression 
totale F = p R ,  comme on le voit en exprimant que les forces, 2 F ,  exercées sur 
les deux sections estrèmes d'une moitié d'anneau, tiennent en équilibre les pres- 
sions extérieures, ayant pour résultante 2 R p ,  appliquées B toute sa surface 
convexe. La pression p la plus faible qui puisse le faire fléchir, c'est-h-dire lui 

3 E  kzhlu 
faire perdre la forme circu1aii.e , est --- ; d'oh il suit que la contraction 

R3 

correspondante, = @ , de EZcnité de Eongueur de sa fibre centrale, a 
ET E s  

pour valeur 3 kz - , c'est-&-dire - ou Ee c a d  d u  rapport de la demi- (3" (Ri2 
épaisseur h du manchon (c son rayon R , car ,  la section s étant rectangulaire, 
o n a 3 k t = 1 .  

Pour démontrer que , si la pression p croît graduellement B partir de zéro, des 
flexions ne pourront commencer B se produire que lorsquep aura atteint la valeur 
3kahtEu  - , imaginons que nous soyons au moment où surviennent, en effet, de 

R3 
légères déformations de i'axe passant par les milieux des sections 5 et, 2 a R étant 
censé représenter alors sa longueur, soit, en coordonnées polaires, r = R (i + 3) 

son équation, ou 5 désigne une petite fonction de i'angle polaire 0 ,  compté autour 
r2 +2?2-rrw 

d'un pôle voisin du centre. L'expression classique de sa courbure 
(T% + fi) 9 

1 i - ( ?+s" )  - sera simplement , en négligeant les c m é s  et produits de -, :', 5": 

P R 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Il est aisé, toutefois, de voir que F grandit (quoique fort 
peu) en même temps que la flèche f, quand la distance c 
des deux extrdmités, d'abord Bgale à 1' et déjà moindre que 6, 
continue à décroitre en devenant inférieure à 1'. A partir de 
ce moment où commence à se produire une flexion, Z' ne 
varie presque plus, tandis que c diminue encore d'une ma- 
nière sensible. 

Pour reconnaître tous cesdétails, et pour exprimer aussi f 
et c en fonction de F, comme le fait la formule (c') en ce qui 
concerne l', remplaçons d'abord m, dans les derniers termes, 

très petits, de (6") et (b"') par la valeur approch8e-, et puis 
I 

substituons à la première, (b"} , le résultat de son addition 

e t ,  par suite, dans l'hypothèse que toute portion de l'anneau soit naturellement 
droite ou circulaire, autrement dit ,  que la formule du couple de flexion y soit 

, l'expression de ce couple en un point (O, r )  deviendra 

E ka h2 a - - (? + 1'3 + une autre const. Or ,  si, concevant, pou. plus de simpli- 
R - - 

cité, l'anneau réduit ii son axe, l'on y considère la partie comprise depuis un de 
ses points, A ,  quelconque mais toujours le même, jusqu'au point variable (O, r), 
et si  l'on exprime l'équilibre de rotation de toute cette partie autour de son 
extrémité ( 8 ,  r) , le moment des pressions p qu'elle supporte s'évaluera de suite, 
en menant, autour du point ( O ,  r) comme centre, des circonférences, dont deux 
consécutives, de rayons u et u + d u ,  passeront respectivement par la deuxième 
et par la première extrémité de chacun de ses éléments d s : la pression p exercée 
sur cet élément aura évidemment, pour sa composante normale au rayon u , 
+ p du ,  et, pour son moment, en grandeur et en signe, u (p du) ; ce qui donne, - 
en intégrant depuis u = O ,  le produit de a p par le carré de la distance du point 
(9, r) au point A. Ajoutons à ce moment total ceux de la force et du couple appli- 
qués en A, dont la somme est une fonction linéaire de la distance du point (,$, r) 
à cette force, et il viendra évidemment pour la valeur du couple de flexion en 
(ô, r), comme l'a trouve M. Maurice Levy dans un article du 24 septembre 1W 
(Comptes-fiendus , t. XCVII , p. M) , une expression composée d'un terme cons- 
tant et du produit de p par le carré de la distance du point (9, r) h un certain 
point fixe du plan (savoir, h un point situé sur la perpendiculaire menée en A à 
la force, et à une distance de A exprimée par le rapport de la force h p). Or, dans 
la question posée, ou le rayon de courbure l j  et, par suite, le couple de flexion sont 
peu variables, ce point fixe doit être voisin du centre, sans quoi il ne serait pas 
presque équidistant de toutes les parties de l'anneau. Nous pouvons donc - .  

admettre qu'on rait  pris comme pale, ou que sa distance h (O, r) soit r = R (1 +:) ; 

d'où résultera, pour le couple de flexion - - .+- 
R 

+ const., une 
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a trois fois la seconde , (b"'). Nous aurons, en divisant par 
I? et transposant, 

Les deux inconnues dépendent donc linéaire- 
- 

a kxh E u  1' 

lm z dont iiient des deux rapports - = -v F; et ~ = 1 - -  Eo ' 
les dérivées respectives en F sont i fort peu prbs, vu la 
valeur approchke (c") de F qu'on substituera finalement 

1 a 1 
dans la premihre , - - - 

2 ~ o  jrM)  et-^ . Or le rapport de la 

seconde de ces dérivées ii l a  première est la fraction très 

valeur n'ayant pas d'autre partie variable que p Ra (1 i- 42, OU même, par la 
suppression d'un terme en sa, que p R% i. L'équation différentielle de l'axe de 
l'anneau fléchi sera donc, en égalant ces deux expressions, transposant et 

E k2 h2 .r 
divisant par - 

R ' 
de 3 P RB - + (1 + -) , = con.. 
a 02 E lit ha o 

Or, la constante du second membre est nulle, par suite de ce fait que, lalongueur 
totale de la courbe, 

doit se réduire B 2 r R , e t ,  en conséquence, la valeur moyenne de e égaler zéro ; 
d2 2 

d'ou il résulte que, - ayant déjh zéro pour valeur moyenne h cause de la pério- 
d ea 

dicité évidente de a, le second membre constant de l'équation a, comme le premier, 
sa valeur moyenne nulle, et se réduit B zéro. Ainsi l'axe légèrement fléchi a pour 
équation différentielle 

et pour équation finie, en intégrant h partir d'une origine convenable des azimuts 0, 

où c désigne la constante arbitraire introduite par l'intégration. La courbe étant 
fermée , et les valeurs de a devant redevenir les mêmes quand 9 croît de 2 a, on 
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xkh 
petite 2 (T) , exprimant sensiblement le double de la 

1-P 
contraction - z au moment où la tige commence à fléchir. 

Z' 
Ainsi, les variations ult6rieures de - seront' insignifiantes 

I 
7t 

en comparaison de celles de %, et l'onpeut, dans (d), rem- 

2' I 

placer-par sa valeur se rapportant au moment où la flèche z 
est encore nulle mais cesse de l'être, valeur qui est à fort 

i7hh 
peu prbs, d'après la dernière (d'), 1 - j7) . Dans ces con- 

ditions, les formules (4, dont chacune n'a plus à son second 

devra évidemment avoir, si l'on appelle i l'un des nombres entiers i, 2,3,4, . . . , 

On ne peut pas faire i = i ; car alors P + E = O et p = R ; ce qui exprime 
qu'il n'y a pas de flexion. La plus petite valeur, corrélative h une flexion, que 

R3 , correspond donc h i = 2 ,  ou h une forme puisse recevoir le rapport - 
E ka h2 a 

légèrement elliptique prise par l'anneau, et elle égale 3 ; d'où résulte bien, pour 

p , la valeur 
3 E k2 h'L a 

R3 
; ce qu'il failait démontrer. 

On voit, en faisant 3 kz = 1 et .i =2 h X 1, que la condition B s'imposer, dans la 
pratique, pour qu'un manchon de rayon R et d'épaisseur 2 h , soumis extérieure- 
ment à une pression p par unité d'aire, ne puisse pas fléchir e t  s'enfoncer, est 

Pareillement à ce qui arrive dans le cas de la pièce chargée debout, où la flèche f 
varie très vite en fonction de la force comprimante F et ne peut se calculer qu'a 
une deuxième approximation, de même, ici, la constante c, qui mesure l'amplitude 
proportionnelle des flexions, reçoit toutes les petites valeurs possibles sans que 
la pression p change presque; e t  il faudrait, pour l'évaluer en fonction de p , 
reprendre les calculs précédents en ne négligeant plus les termes de l'ordre de E'-. 

Cette nécessité d'une deuxième approximation, pour obtenir ainsi les petites 
variations de F en fonction de f ou celles de la pression fléchissante p en fonction 
des petites flexions produites 2Rc, pouvait aisément se prévoir, d'après le principe 
même de Fermat sur la quasi-invariabilité des fonctions, dans le voisinage d'un 
minimum comme celui que F et P présentent B l'instant ou s'annulent f e t  c ,  
vaiiables de part et d'autre de zéro. 
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4x 7C 
membre qu'un terme variable - ou -- , montrent bien ' lm Zna 

C 
que, si m ou F' grandissent, 7diminuera, tandis que 

ira en augmentant. La plus petite valeur de F qui commence 
à produire la flexion s'obtient en posant f= O dans la se- 
conde (d), et elle est 

x k h  x k h  % 
I?=sal*)'[l+2 \ 1 (1)2]=~~(r) , 

car elle correspond à 

La formule (b), si l'on substitue à m, dans son petit terme 
nmf2  

4 
- , la valeur approchke 2 ,  donne une relation très utile 

I 
pour expriiner la flèche f en fonction du déplacement total 
1-c, que j'appellerai 6 ,  de l'extrdmité mobile, et de la force 
comprimante F. Divisée par 1, cette relat.ion devient en 
effet, vu la formule (c'), 

d'où 

f expression de - applicable même quand aucune flexion 
1 

s z-1' F f - - n'existe encore, puisque on a alors - = - - et - = o. 
1 1 E U  1 

Occupons-nous maintenant des dilatations éprouv6es par 
les fibres longitudinales de la tige, d'abord seulement com- 
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primee, puis comprim6e et fldchie tout à la fois, sous l'ac- 
tion de la force croissante F. Pour la fibre centrale et pour 
celles qui ont mème projection qu'elle sur le plan des x y ,  

r-E F 
cette dilatation est simplement = -- 

E u  
. Mais pour les 

fibres qui, vues en projection sur le plan des x y ,  sont à 
une certaine distance 3 des pr6chdentes) distance comptde 
positivement du côte de leur convexité, négativement du 
côté de leur concavit6, cette dilatation est,  en observant 
que m2y exprime à fort peu près la courbure de la fibre 

F 
centrale, 3 =-- Eo + m2yq. Les deux valeurs extrêmes de -ri 

étant T h , et la plus grande valeur de m2y égalant m2 f ou, 
n 2 f  27t d F 

d'après (a), (c") et (d'), 7 =TV ; -g ,  on voit que la . 

contraction et la dilatation dangereuses se produisent sur 
la section moyenne de la lige et ont pour valeurs 

- F f A F 
(e) + 3 = + - + ~ 3 - - = + -  

- E u  - E u  E u '  

Cette formule s'applique même avant que la flexion se pro- 
duise, c'esbà-dire alors que f = O, cas où T3 se réduit bien 

F 
partout à + -. Le radical du troisième membre est nul, 

- E u  
F 

comme on a v u ,  tant que le rapport - n'a pas atteint une 
Eu 

certaine valeur, égale sensiblement à (7): - AU delà, ce 

rapport garde à fort peu près cette valeur, tandis que le 
déplacement 6 de 19extrémit6 libre continue à grandir, et 
la forn~ule (e) peut alors s'&rire 

Connaissant ainsi l'titat d'équilibre de la tige à chaque 
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instant, sous la pression actuelle F de la masse heurtante, 
et la double relation approchée, 

qui relie F aux déplacements successifs 0 = 2- c éprouvés 
Q par cette masse -, il est aisé de voir quelle sera la loi  du 
9 

mouvement retardé de celle-ci. En effet, la réaction de la 
tige sur le corps heurtant vaudra -F, et !'on aura, comme 
équation du mouvement de ce corps, 

Donc le mouvement du corps heurtant sera d'abord retardé 
comme il l'est dans un pendule qui vient de dépasser sa 
position d'équilibre; mais, si le déplacement total 6 atteint 

ainsi la valeur I (=:')'avant - que la vitesse se soit annulée, 

le mouvement devient d8s lors et reste ensuite uniformé- 
ment retardé jusqu'à complète annulation de l a  vitesse, 
pourvu du moins que cette annulation se produise sans que 
la flkche de flexion cesse d'ètre beaucoup plus petite que la 
longueur mème de la tige. Et  le mouvement repasse en- 
suite, mais en sens inverse, par les mêmes phases. 

La flèche maxima e t  les plus fortes déformations ont lieu 
QVZ au moment où toute la demi-force vive primitive-du corps 
29 
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heurtant a Bté absorb6e par le travail - F d 6 de la -r 
réaction de la tige, travail qui, d'après 1;s formules ( f ) ,  
égale, en valeur absolue, 

("7)' ou tant que F reste plus petit que la limite F, = E o - 
J F, 6 plus petit que - et., sensiblement , 
Eu ' 

z F," 

quand 6 dépasse la valeur - = 1 (=y ) :  - E n  égalant l'une 
Eu 

QVs ou l'autre de ces expressions à -, remplaçant Fi par 
2s 

~ o ( ? ) e t  introduisant, au lieu du produit Es, la vitesse de 

/E EUgl propagation du son le long de la barre, o = L - =\/- 
P P 

d'où E a  = - 'y'), on tirera 
9J 

igj Déplac. Jmaxim. = 

- 

(PO.. ; V ;  > (+y). 
Enfin, cette valeur de 6 ,  portée dans (d') et (e) en meme 

F 
temps que la valeur approch6e, 

les expressions suivantes de la flèche maximum et des dé- 
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formations dangereuses pour les deux m6mes cas respectifs 

i Q l ~ k h  
Flèche f max. = soit O ,  soit - 

P . kh 

Je me contenterai d'observer, entre autres conséquerices 
de ces formules, qu'il n'y aura pas de flexion possible, mais 
simple compression longitudinale, quand l'expression 

- 

V a sera inférieure à (F): ,VP 
Ce probléme, d'un choc par compression entraînant 

flexion de la barre heurthe, serait, il me semble, peu abor- 
dable, si on voulait y tenir compte de l'inertie de la barre. 
Tl a cela de commun avec une autre question, d'un haut 
intéïèt pratique, que M. Willis a posée et que M. Stokes 
a résolue (7, en 1849, mais dans la même hypothèse res- 
trictive d'une infinie 16géret6 de la barre, permettant de 
lui attribuer à chaque instant sa forme d'équilibre pour les 
pressions extérieures qu'elle supporte : je veux parler du 
problème de la charge roulante ou du poids voyageur. Il 
consiste à Btudier le mouvement d'une charge Q , animée 
d'une vitesse horizontale très grande V, qui arrive en rou- 
lant, pour la parcourir tout entière, sur une barre prisma- 
tique d'une longueur donn6e 2 1, appuyhe ses deux bouts 
et également horizontale. Depuis, d'importantes recherches 
de M. Phillips et de M. de Saint-Venant, en vue de tenir 

(*) Transactions philosophiques d e  Cambridge, t. VIII, 1849. 
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rationnellement compte de la masse de la barre, ont port6 
sur le cas usuel où la vitesse V est assez peu forte pour 
qu'on puisse, à une première approximation, ne pas dis- 
tinguer la forme de la barre à un moment quelconque de 
ce qu'elle serait dans l'état de repos si le corps cessait dé- 
sormais d'y avancer. Mais la solution résultant de ces re- 
cherches implique, comme condition d'état initial, que les 
diverses parties de la barre aient acquis pendant un instant 
très court, au moment où la charge l'a atteinte, des vitesses 
sensiblement égales ii celles qu'elles prennent, en effet, à 
ce moment quand leur inertie est négligeable. Il n'a donc 
pas encore été réellement possible de s'affranchir, dans ce 
beau mais difficile problème, de l'hypothèse reslrictive 
d'une inertie de la barre négligeable, et c'est pourquoi, la 
solution de M. Stokes conservant tout son intérèt, l'on me 
pardonnera d'y revenir ici, pour y simplifier considérable- 
ment l'intbgration de l'équation différentielle et en pr6- 
senter le résultat sous une forme intuitive. 

Je  prendrai comme origine des abscisses horizontales z le 
milieu de la longueur 2 2 (*j de la barre dans son état na- 
turel, el  j7appellerai : 1°, y, l'ordonnée verticale, au-dessous 
de ce niveau, du bas de la charge roulante Q, à l'époque t où 

son abscisse est x = V t ;  2 O ,  F=Q--- la pression 
.q d l% '  

(normale) qu'elle exerce, tant par ion- poids que par son 
inertie, sur la barre. D'après une formule connue de la 
flexion d'une barre par une charge agissant à des distances 
inégales de ses extrémités appuydes (formule facile, du 
reste, à déduire de principes posés au commencement de 
ce no), et vu d'ailleurs l'hypothèse que la forme actuelle de 
la  barre soit celle de son équilibre sous 1'action.de la pres- 
sion F, l'ordonnée y du point d'application de cette force F 
égalera le prodilit de la flèche statique, f, que produirait 
la charge Q posée au milieu de la barre , par l'expression 

(3 Le lecteur remarquera que 1 désigne, ici, la demi,longueur seulement de la 
barre, et non sa longueur totale comme dans la question précédente. 
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F 
- (1 -:)y). Ainsi, ii cause de dz = V d l ,  176quation diffé- 
(1 
rentielle de la trajectoire du poids Q sera 

Pour l'intégrer, introduisons, d'une part, la nouvelle va- 
riable indépendante 

1 z+z 
T =- log - 

2 7 n '  

Q l3 
(*) La valeur de la flèche dont il s'agit est f = - - . En général, 

GE1 -6Ek2 h% 
sous l'action de la pression F s'exerçant au point d'abscisse x  , le déplacement 
transversal w du tronçon de la barre qui a pour abscisse X se compose de deux 
termes, dont l'un, vbrifiant, outre l'équation indéfinie, les quatre conditions 
Spéciales au point X = x, est toujours 

-- ( x ; x ) 2  - ( i -  ((X-x)'t X s  
12EI 1 

et dont i'autre , dépendant des conditions dans lesquelles se trouvent les deux 
extrémités x = f 1, est : iO, 

F 13 

6 E  1 

quand elles sont appuyées; Zn, 

quand eues sont encastrées ; 3O, 

quand l'une, x = - 1, est simplement appuyée et l'autre, x = 1 ,  encastrée. On 
remarquera que ces trois expressions de w sont symétriques par rapport h x  et 
a X ; de sorte que, si deux charges dgales sont d4osdes en deus points diffd- 
vents (G et  X )  de Za barre, chacune d'elles éprouve par Z'effet de I'autre le même 
abaissement. C'est une extension assez curieuse de la loi de réciprocité démon- 
trée au no 331 du mémoire principal ci-dessus (p. 128) pour une plaque circulaire. 
Dans le premier cas, où les extrémités sont simplement appuyées, elle s'applique 
même aux couples de flexion, ou aux courbures piises par l'axe, dont l'expression 
est alors 

---- 
d X 2 -  2E 1 1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 dont - est la tangente hyperbolique, el qui croit de - 
1 

à co quand x grandit de -Z à + Z, d'autre part, la nouvelle 
fonction, q, obtenue en posant 

g12 ? 
Y .= -- 2VZ cos hyp r 

La formule de transformation étant 

on trouvera successivement 

dy gl dri - = - (- cos hjp r - q sin hgp r 
2Vz dr 

(11') 

2 a 1 
et, vu la formule 1 --= 1 -tg hyp % = 

ZZ coshype r ' si i'on 

92% appelle 2 V (avec K positif,) la différence -- 1, l'dquation 
f v2 

(h) deviendra 

Or, celle-ci, linhaire à coefficients constants, s'intègre par 
la méthode classique, e t ,  en tenant compte des conditions 

dy d'état initial y = O, X= O pour x=-Z ou r =- UI , elle 

donne 

(A"') 

cp (a) d6signant , pour abr6ger , l a  fonction sin (k. - ka) 
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f va  quand on prend les signes supérieurs, ou que - est < 1, 
gl" 

et la fonction sin hyp (kr - ka) quand, au contraire, on 
fVZ prend les signes inférieurs, ou que - est > 1 (cas où il est 
!Il2 

bon d'observer que le nombre h katteint jamais l'unité). 
En effet, d'une part, deux différentiations immédiat es mon- 
trent que l'expression (h") de ri vérifie bien l'équation dif- 
férentielle (h') ; d'autre part, en faisant, dans (h") , 7 et a 

très grands négativement (ce qui donne à fort peu près 
cos hyp a = + e-z), et puis posant 7 - x = ,9, il vient 

soit -- 
16 

e s i n k S d ? = -  e3 - , 
Ii 9+k"  

' f i  = 
- ( 3 + k )  j dQ =- 16 

$7 

k 1 -- 9-Fi2 ' 

d .  9 l2 .1; et l'expression (h') de -, comme celle - 
0% ' 2V"co hypr 

- y Y " q e ~ ,  de y ,  s'annulent bien pour .; = - m . Si ,  au 
V2 

contraire, ajoutant au second membre de (if') deux termes 
de la forme 

A c o s k ~  + B sin k r ,  

ou de la forme 

A ekr + B e-kT (avec k < 1) , 
on prenait toute autre intégrale particulière de (h"), il vien- 

d~ drait bien y = O ,  mais non - = O ,  à la limite 7 = - ~ / 3  , 
ch 

pour peu que l'une des constantes A ou B différàt de zéro. 

11 reste à évaluer l'in tégrale définie que contient le second 
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membre de (h"'). Dans ce but, je considérerai, en général, 
l'intégrale 

où n est un nombre positif quelconque et où y (a) désigne 
encore soit l'expression sin (k 7 - K a) , soit l'expression 
sin hyp (KT - Ku) mais avec K alors inférieur à n. 

Elle est reliée à celle de même forme In+% par la formule 

COS hyp-"x d.y (a, cos liypn a % (n + 1, 
(2) In==- + ---- 

n" ?P d a  
I n  +Z 

qui, évidemment vraie pour cc = - ao [car tous ses termes 
s'annulent dans ce cas], se démonire, pour les autres 
valeurs de a, en observant que les dérivées en a de ses deux 
membres deviennent identiques par les substitutions: à 
sin hypaa,  de cos hyp" - 1, et de T h 2  y (CL) à y ' ' (5~ ) ;  
de sorte que cette formule subsisterait quand bien même 
y (a) serait un cosinus, ordinaire ou hyperbolique, d'un 
arc fonction linéaire de a ,  au lieu d'en être, comme ici, 
le sinus. Je m'en servirai pour ramener 1, à 1, , puis à 1, , 
à I,, etc., et obtenir ainsi une expression de 1, , en série, 
dont le terme complémentaire R sera proportionnel à une 
intégrale, I,, d'un indice p très grand. Or celle-ci, où, sous 
le signe J,  parait le dénominateur cos hypp cc d'une crois- 
sance extrêmement rapide dès que a diffère un peu de zéro, 
a ses principaux éléments pour les très petites valeurs 
absolues de 'ct. Evaluons-la , en supposant d'abord que sa 
limite supérieure dépasse sensiblement zéro, ou que les 
éléments dont il s'agit s'y trouvent bien. 

Occupons-nous , en premier lieu, des valeurs de a telles, 
logp que cca soit inférieur au très petit nombre 2 -. Leur cosinus 
P 
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aa ab  3 ak 
hyperbolique 1 + -+ - + . . . Bgale l'exponentielle e ~ - i 2 + -  , 

2 24 
comme on le voit en développant celle-ci. Par suite, les 
éléments correspondants de 1,  alen nt , sauf erreur relative 
négligeable, 

et ils sont même réductibles ti cp (O) e-ipZa d a ,  car la plus 

grande valeur à considérer de l'exposant p (g- ...) ou, 

à fort peu près, de I 

nombre aussi petit qu'on veut si p est assez grand. Ainsi, 
les éléments dont il s'agit auront pour somme, sauf erreur 
relative négligeable, l'intégrale p (O) J ~ - * P " ~  da, prise entre 
les deux limites, de signes contraires, qui rendent l'expo- 
sant - +?a2 égal à - log p et pour lesquelles, par consé- 
quent, la fonction sous le signe f n'a plus que la valeur 

1 
insensible -. C'est dire que la somme en question, si l'on 

P 

- 
elle Bgale donc, d7apr8s une formule de Poisson, y (O)\/$. 

Passons maintenant aux valeurs de u pour lesquelles a' 
logp est compris entre 2 - et la valeur particulière, BL 0,4805 
P 

environ, qui donne +ee= 1. Le facteur cos h ~ p - ~ u  y est au 
1 

plus égal à la derniére, -, de ses valeurs prdcédentes ; et, 
P 

comme l'intervalle des limites s'y trouve seulement com- 
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parable à l'unit6, la somme de tous les éléments corres- 
'P (0) pondants de l'intégrale 1, sera seulement de l'ordre de - 
P > 

ou insignifiante par rapport à la somme des précédeits, 
- 

'P (0) qui était de l'ordre de -. 
VP 

Enfin, les éléments co&espondant à a' plus grand que 9' 
sont loin d'égaler, pour la valeur absolue, ceux qu'on 
obtient en remplaçant, dans le dénominateur, cos hyp a 

par la fonction plus petiteLe Ci, et en mettant, pour le 
2 

numérateur tp (a), 1°, quand tp (aj est un sinus ou un cosinus 
ordinaire, la valeur absolue plus grande 1, 2 O ,  quand ?(LX) 

est un sinus ou un cosinus hyperbolique, la quantité, géné- 
ralement du même ordre, cp (O) e G. Bar suite, la somme 
de tous les éléments en question, tant pour a négatif que 
pour a positif, est au plus comparable, dans le premier 
cas, à 

dans le second, à 

cp (0) Or ces quantités sont encore de l'ordre de - et négii- 
P 

geables comme la précédente. 
Donc, pour JI très grand, l'intégrale 1, égale à fort peu 

près ve (O) quand sa limite supBrieure est positive , et 
P 

elle n'a que des valeurs incomparablement plus voisines de 
zéro quand sa limite supérieure est. négative. 

La série déduite de (2) pour exprimer 1, aura ainsi son 
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terme complémentaire, c'est-à-dire celui qui est propor- 
tionnel à I,, déterminé avec une erreur relative d'autant 
moindre ip'on aura pris plus de termes avant lui. Finale- 
meni, choisissons r pour limite supérieure des intégra- 
tions et ,  rappelant que ? (a) égale soit sin (Ki - Ra), soit 
sin hyp (K. - Ka), observons, d'une part, dans les divers 
termes de la série, que cette définition de y (a) donne 
y (r) = O et ?' (r) =-il, d'autre part, dans le terme com- 
plémentaire R ,  que y (O) = sin KT ou sin hyp Ki, que le 
produit 2.4.. . (p- 1) peut être remplacé, d'après la formule - 
de Wallis, par 3.5. .. (p-2) V'?, et que 

-11 viendra, 

7~ (sin R r ou sin hyp h.c' 
o Ù , p o u r ~ < o ,  R z o e t ,  pour r )  O, R =  

De cette valeur de 1, en, faisant, dans .(ij, /ia = 1 et ol = i, on 
2 1 ~  1+k2 1 

déduira - = 1, - - 
k k 

ce qui, d'après (IL"), sera 
cos hyp z ' 

i'expression de la fonction inconnue a. Enfin , on trouvera 
pour l'équation de la trajectoire de la charge roulante, en 
appelant ici T la terme complémentaire et introduisant, au 

912 'l lieu de 3 et r, l'ordonnée y = - 
2v= cosl1yp T 

et l'abscisse x 
Z t r c  

liée à r par la relation r = + log - : 
d-x 
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fi'? (où ,  pour m < O ,  T = O et ,  pour z > O , 

1 +A" 
T = . . -  

lz 
--\ l-- 

k s 
( cm  hyp ou cos) - 

1" 
2 

C'est quand on prend les signes sup6rieurs, ou quand 
f v2 - est < 1, que l'expression de T contient un sinus ordi- 
~ 1 %  

naire et un cosinus hyperbolique, tandis que, lorsqu'on 
f V 2  prend les signes inférieurs, ou que est >1, elle contient 

un sinus hyperbolique et un cosinus ordinaire. Rappelons 

d'ailleurs que 5 k2 désigne la différence - !la - 1. 
f V 2  

Le second membre de (if') se réduit à une forme finie dans 
les deux cas extrêmes où V est, soit infiniment petit, soit 
infini. Dans le premier cas, où l'on doit prendre les signes 
supérieurs avec k très grand, T devient infiniment moindre 
que les autres termes, à cause du cosinus hyperbolique qu'il 
contient en dénominateur, et, de plus, la série se réduit à 
son premier terme, simplifié même par la suppression, dans 
son dénominateur, de ce qui s'y trouve à côté de k3 ou, 

plutôt, à côté de K' -+ 1 : il ~ i e n t  donc sim- 

plement pour y la valeur statique f ( 1--- 7:): Dans le second 

cas, où l'on doit prendre les signes inférieurs avec K presque 
5 

égal à l 'mité, le terme T, pour z > O ,  se rbduit à 4 -, et les 
1 

autres termes du second membre de (if') constituent, en y 
x 2 

representant 1 - I, par y, le développement, suivant les 
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puissances de y ,  de 2 ( 1- f F T )  - 1 = ( 1 - d-)' - 
= (l-vs): en sorte que, soit pour s < O, soit pour 

x > O, le second membre de (i") se réduit à (1 ++)' : la 

charge Q décrit, le long de la barre, la même trajectoire 
que si elle tombait en chute libre. 

On voit sur cet exemple que, sans le terme T, les deux 
parties de la trajectoire situées de part et d'autre de la 
verticale moyenne s = O seraient, non seulement symé- 
triques et, d'ailleurs, constamment descendantes à partir 
de leur élément, horizontal dans cette hypothhse, situé à 
l'extrémitb contiguë x = t 1 ,  mais, aussi, inclinées par 
rapport à l'horizon au point où elles se joindraient, et 
qu'elles y formeraient, par consbquent, l'une avec l'autre, 
un certain angle. Or, avec la valeur (h'") de r i ,  l'expression 

a'y ( h )  de , ne comporte Bvidemment , pour x = O ou s = O ,  

aucune discontinuitd. Donc le terme T,  en accroissant, 
au moins tant que x est assez petit, les ordonnées de la 
seconde partie, supprime cet angle et rejette vers la seconde 
extrémité x = Z l'ordonnée maxima ou le point le plus 
bas de la courbe. La valeur initiale, ou correspondant à x 

dT 
positif et  infiniment petit, de sa dérivée - valeur qui est 

oTrc ' 
C - l?k% 

nk 
, représente, d'aprhs cela, le double 

I (cos hyp ou cos) 

Li 2V9 
de la dérivée de - y pour 2 = O ; en sorte que la 

.q P 
pente p' de la trajktoire au milieu 2 = O de la barre 

!l n (1 5 i r 2 )  est - 
hr ' 4Va (cos hyp ou cos) - 
2 

Distinguons maintenant les trois cas fVs= gla, fV>gla ,  
f Va<@* 

Dans le premier, correspondant à h = O et intermediaire 
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entre ceux où la formule (2") doit être prise avec les signes 
inférieurs et ceux où elle doit l'être avec les signes supé- 
rieurs, le terme complémentaire T, où ,4 tend vers zéro, se 

%- l + x  29 
r6duit ii (log =) \ / I - ~  (pour 2 > O) : il est toujours 

positif et, nul aux deux limites x = O, x = E , il devient 
maximum une fois seulement dans l'intervalle, car sa 
dérivée a le signe du facteur sans cesse décroissant - 

x l t x  1- 2i log -. Comme ses variations sont notablement 
z-s 

plus rapides que celles des autres termes (*) du second 
membre de (i") , l'ordonnée y ne présente également qu'un 
maximum, qui peut s'obtenir avec une approximation très 
suffisante en gardant seulement les trois ou quatre premiers 
de ces autres termes. Sa valeur est (1,0544) f, et se produit 
pour x = (0,818) 1,  c'est-à-dire vers les 91 centièmes de la 
longueur totale 2 1 de la barre. Au-delà, le terme T est 
presque le seul sensible, et sa dérivée, à cause du loga- 
rithme croissant que contient son numérateur, mais surtout 

I 
$2 

du radical décroissant V 1 - li qui constitue son dénomi- 

nateur, augmente sans cesse en valeur absolue, pour 
devenir infinie quand x atteint la valeur extrême 1. Ainsi, 
la trajectoire du poids Q , horizontale au départ x = - 1 ,  
s'abaisse jusque tout près de la seconde extrémitd x = l , 
pour se relever ensuite rapidement. 

(9 Ces autres termes ensemble équivalent alors i-i l'expressioflfinie 

comme on le reconnait aisément en développant le  logarithme en série par la 
formule 

p3 + .. log - = 2 
i-p 

et en intégrant ensuite chaque terme. 
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Ces caractéres persistent, en s'exaghrant , dans le 
deuxième cas , f V2 > gP , où le second membre de (2") doit 
ètre pris avec les signes infërieurs et où k varie seulement 
de zéro à 1. On y reconnaît aisement les circonstances 
suivantes : 1°, pour une m.ême valeur de x , ce deuxième 
membre grandit, dans chacun de ses termes, en même 

f V% temps que - ou K [ce qui se voit, pour T ,  en remplaçant 
91% 

Kn k2 
le dënominateur cos - par (1 - ky ( I - ~ )  (1-g) . . , et 

2 
en observant aussi que le rapport d'un sinus hyperbolique 
à son arc grandit avec cet arc]; 2 O ,  par suite, le maximum 
du deuxième membre grandit aussi avec k ,  savoir, depuis 
2,109 environ, qui est sa valeur pour k = O ,  jusqu'à 4 ,  qui 
l'exprime pour k = 1 , c'est-à-dire dans le cas limite où le 

x 3 
second membre en question se rëduit à 1 + -\ et devient ( z, 

E 
aussi grand que possible pour x = Z; 3 O ,  la valeur de - à z 
laquelle correspond ce maximum, et qui annule sensible- 

dT 
ment la dérivée - [ou, par suite, le facteur 

dx 

croissant avec rZ mais variable en sens inverse de XI, 
grandit ég emeqt avec b ,  qu'elle dépasse toujours. Ën 9 x x K 
effet, pour - = k, le facteur 1 - - tang hyp (2 log *) 

l K I  Z-S 
exprime l'excès, essentiellement positif, de l'unité sur une 
tangente hyperbolique ; c'est donc une valeur supérieure 

à k qu'il faut attribuer h 2 si l'on veut que ce facteur s'an- z 
nule. Ainsi, l'ordonnée maxima s'y approche autant qu'on 
veut de la seconde extrbmité x = 1 ,  lorsque K tend vers 
l'unité ou que f V2 augmente indéfiniment. La trajectoire 
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du poids Q continue d'ailleurs à prdsenter une forme 
simple, tout entière au-dessous de la position d'état naturel 
de la barre. 

Au con traire, pour f'VB < yF? cas où il faut prendre, 
dans (i"), les signes supérieurs , le point le plus bas, auquel 
correspond l'ordonnée maximum, se rapproche du milieu 
de la barre. Il l'atteindrait mèrue pour k infini, soit parce 
que le sinus paraissarit au numérateur de T aurait son 
premier maximum 1 (rendant T évidemment plus grand 
qu'il n'est par la suite) pour une valeur de x infiniment 
peu supérieure à zéro, soit aussi parce que le terme T s'effa- 
cerait alors (à cause du cosiniis hyperbolique figurant à son 
dénominateur) devant les autres termes du second membre 
de (i") , dont les plus grandes valeurs se produisent pour 
x = o. 11 importe surtout de remarquer, dans ce troisième 

k Z+x 
cas f V2 < gP, que la prksence du sinus de - log - au 

2 z-8 

numérateur de T indique une infinité d70scillations, de plus 
en plus rapprochees à mesure que x grandit, mais rendues 

$2 
de pins en plus faibles par le facteur décroissant \/1- l,. 

Dans le voisinage de x = 1, le terme T, qui s'y trouve seu- 
' $2 

lement de l'ordre de petitesse de V 1- F ,  l'emporte sur 

tous les autres du second membre ; d'où il suit que y 
change de signe à peu près avec T, ou que les oscillations 
se font de part et d'autre de l'axe des x. Ainsi, le poids Q 
rebondit, une infinit6 de fois, plus haut que le niveau 
d'équilibre de la barre, supposé qu'il ne la quitte pas, et 
celle -ci est soulevée par moments au-dessus de ses appuis, 
dont elle tend à se détacher. Mais il faut admettre, pour 
cela, que le poids Q ,  maintenu en contact avec la barre, 
puisse exercer sur elle, de bas en haut, des tractions 
considérables ; sans quoi, et c'est ce qui arrivera d'ordinaire 
comme l'a remarqu6 M. Stokes, il est simplement lancé 
plus ou moins loin et peut même ne retomber ensuite 
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qu'au-delà. de la seconde extrdmit6 x = 1 ,  effectuant ainsi, 
avant d'avoir parcouru toute la longueur 2 1 de la barre, 
le bond qu'elle ne ferait qu'à l7extr6mité même x= I dans 
le cas des grandes vitesses ou de fV > gla. Enfin, au 
moment de l'arriv6e à cette seconde extrémit6 x = 1 ,  et 
toujours dans l'hypothèse que la barre ne puisse se debar- 
rasser qu'alors de sa charge Q,  les oscillatjons de celle-ci, 
infiniment petites et infiniment rapprochdes, sont presque 
verticales, comme l'était, dans le cas précédent, le dernier 
616ment de la trajectoire : circonstance due encore au 

2% 
denominateur \/1- affectant la d6rivée de T. 

f va Dans le cas usuel où le rapport - est très petit et où, 
al" 

gl" 
J 

par suite, k2 + 1 =- est très grand, le terme T , sauf 
f V" 

pour les valeurs de x très voisines de I ,  s'efface devant les 
autres, comme on a vu; et ces autres termes peuvent 
meme être bornés à ceux dont l'ordre de petitesse en - 

1 -=- VI n'est pas trop élevd , aux deux premiers , par 
kZ+1 91% 
exemple, dans le plus important desquels l'inverse de 9+R2 

1 
deviendra - , tandis que, dans l'autre, l'in- 

k%+ 1 
verse du produit (9 t h 3  (25+K2) sera réductible à celui de 
(P+lja. Il en résulte, pour la valeur de y ,  le produit de 

f (1- $): c'est-8-dire de ce qu'elle serait à l'dtat statique 

ou si l'abscisse z du poids Q ne changeait pas, par le fac- 
- 

teur, toujours positif, 1 + 4 dont, le maximum 

a lieu pour x = O et dont la valeur moyenne est l'unit&. 
L'expression de y ainsi obtenue concorde avec celle que 
M. Phillips et M. de St-Venant ont trouvée, dans ce cas. 
par une nidthode d'approximations successives, et elle est 
d'accord avec une expression de la flèche centrale (ou de y 
pour x = O) donnée en 1849 par M. Stokes. 
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Occupons-nous, maintenant, non plus de la trajectoire 
de la charge roulante Q , mais de la pression .E' qu'elle 
exerce sur la barre, ainsi que des flèches et des plus grandes 
courbures qu'elle y produit. Le rapport de F à Q égale 

V2 d2y 1 ---- da' , c'est-à-dire) d7apr&s l'équation meme, (h), du mou- 

" 1+k2 vement, --- x""V" 
2 (1- ) (F Y) ) valeur dans laquelle il n'y a 

plus qu'à remplacer le dernier facteur par son expression fi"). 
On voit que le terme T sera le seul, de cette expression, 

non divisible par ( 1-- ::): et donnant un  quotient infini 

pour x = 1. Un fait analogue a lieu soit pour la plus grande 
3f F courbure de l'axe, ii (1-X) , produite, à chaque instant, 

à l'endroit où se trouve la charge, soit. pour la flèche de la 
barre , mesurée ou au milieu, ou au point où elle est le 
plus grande, et, dans les deux cas, assez sensiblement pro- 
portionnelle a la plus grande courbure r). Quand f V2 est < g12, et suppose que la charge, sur le point d'arriver à la 
seconde ex trémite x = E , ex6cu tât les oscillations de plus 
en plus brèves dont il vient d'être parle, ces oscillations, 
même imperceptibles, en produiraient d'énormes , de plus 
eil plus rapides, de la barre entière, au-dessus et au- 
dessous de sa situation d'Atat naturel. 

(*) La discussion de l a  première des trois expressions de w données h la note 
d e l a  page 552 montre en effet, d'une part, queia flèche, mesurée au milieu, ou 

il9 
pour X = O ,  est le produit de f <- , lequel 

2 i ( a + v ~ ~ )  
décroît seulement de 1 à 0,75 ou quand $2 croît de zéro h lz; d'autre part, que 

X 1 x 
la flèche maximum a lieu pour la valeur de -,comprise entre zéro et- - , dont 

1 3 1 

4 2  
la grandeur absolue est - -1 + ~ ' ( i  + 7) (i - -) , et que cette flèche 

. . 

F 4- 
égaie le produit de /- (i - :] par le  facteur \j (L + +) (4 - 'a 

4 (3 
décroissant seulement de i - 2 0,7698 quand sa pandit de O h 1% 

9 
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Donc, toutes les fois que la charge Q a une masse suffisante 
pour pouvoir imprimer presque instantanément à la barre 
des vitesses qui ne soient pas très grandes, elle exerce sur 
elle les plus fortes pressions au moment d'atteindre sa 
seconde e ~ t r ~ m i t k ,  à moins qu'elle n'ait, d'un bond, quitté 
auparavant la barre : et les pressions dont il s'agit croîtraient 
méme indéfiniment, si les diverses parties de la barre conti- 
nuaient à n'opposer que des inerties insensibles. Mais, plus 
leur masse est faible, et plus sont grandes les vitesses qu'elles 
prennent à ce moment pour acquérir les énormes courbures 
qu'elles ont à subir ; de sorte que leurs inerties, négligées 
par la théorie précédente, entrent nécessairement en jeu et 
restreignent les flexions. 

En  résumé, contrairement à ce qui a lieu dans un choc 
soit longitudinal, soit transversal, où l'élasticité de la barre 
suffit à elle seule pour limiter les déformations, sa masse 
est ici indispensable ( au  moins quand la charge arrive 
jusqu'à la seconde extrémité sans sauter par dessus) pour 
amortir les vitesses qu'elle reçoit; et il importe, par con- 
séquent, que cette masse ne soit pas trop faible. 

1,'hypo thèse, faite ici, d'une inertie de la barre négli- 
geable, ne parait donc pas trbs pratique; et c'est pourquoi 
je me dispenserai d'examiner plus complètement le cas, 
d'ailleurs usuel, où la vitesse donnée V de la charge rou- 

- 
9 lante se trouve infbrieure à 1 \/ - , et où par suite, .l'ordon- 
f 

née y s'annulant une première fois pour x plus ou moins 
voisin de 1, la charge Q est lancée à ce moment au-dessus 
de la barre, laissant celle-ci (vu sa faible masse) à peu près 
en repos dans sa situation d'état naturel. La vitesse ascen- 

dante - - dy - - - V - de la charge Q à ce moment, c m -  
dt & 

binée avec sa vitesse horizontale V, déterminerait 1a;~o~tée 
de sa trajectoire dans l'espace libre, c'est-à-dire, en d'autres 
termes, le point où elle retomberait soit sur la barre, soit 
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au-delà de l'extrémit6 x = 1. Il y aurait lieu, dans le premier 
cas, d'étudier les nouvelles flexions que prendrait la barre, 
sous le choc de la charge Q tombant ainsi sur e11R en u n  
point déterminé, et avec une vitesse descendante égale à 
sa vitesse ascendante de tout ii l'heure, en outre de sa 
vitesse horizontale persistante V. Cette sorte de choc serait 
Bvidemment régie encore par l'équation différentielle (Fi) 
ou (h"), dont l'intdgrale se formerait en ajoutant au second 
nieinbre de (hff') les termes A cos k T + B sin k 7 ; et l'on 
déterminerait enfin les constantes arbitraires h et B par les 

dy nouvelles conditions d'état initial y = O el - ou V - = la 
dt dic 

vitesse descendante obtenue (pour z égal à l'abscisse du 
point où se produirait le choc). 
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IV. - APPLICATION A LA THÉORIE DES ONDES IJQUIDES PAR 

EMERSION ET PAR IMPULSION 

24. - ~ ~ u a t i o r t s  aux; dérivées partielles qui définissent le 
problème. 

On sait que les petits mouvements d'un liquide pesant 
contenu dans un bassin découvert sont régis, quand le 
fluide a été d'abord en repos, par les deux équations indé- 
finies 

p désignant l'excès de la pression exercée à l'endroit (x,y,z) 
et à l'époque t sur celle de l'atmosphère aux points de la 
surface libre où on la suppose invariable, et rp une fonction 
primitivement constante et mème nulle ? dont les dérivées 
premières en x, y, z égalent les trois composantes, u, u, w, 
de la vitesse, suivant deux axes horizontaux rectangulaires 
oz, oy , pris à la surface libre primitive, et suivant un axe 
rertical O z, dirigé vers le bas. 

J'appellerai h la petite ordonnée z, à l'époque G et sur la 
verticale (2, y), de la surface supérieure du fluide, et y,, 
fonction, comme h, de x ,  y et f ,  la valeur que la  fonction y 
y reçoit. Cette surface, dans toute son étendue, sera sup- 
posée libre et, à la pression constante prise pour zéro, exceptk 
durant un très petit intervalle de temps E au début du. phé- 
nomène, de t = - E à t = O ,  OU une de ses parties, fort 
restreinte (au moins dans le sens des x) , se trouvera soit en 
contact avec un solide legèrement immergé, d'abord en 
repos, qu'on enlèvera tout a coup, soit, seulement, soumise 
à des pressions variables, comme il s'en exerce à l'endroit 
de la surface d'un bassin où éclate un coup de vent. 
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Dans le premier cas, le mouvement sera dii à l'enlévement 
brusque du solide : aussi appellerons-nous les ondes pro- 
duites des ondes par émersion. Pendant le court instant E 

que durera l'enlèvement du solide, les ordonnées de la sur- 
face ne changeront pas d'une manière appréciable ; nulles 
hors de la région que louchait le solide, elles seront, dans 
cette région, égales à celles mème de la surface qui limitait 
inférieurement ce corps, et on devra les supposer données 
en fonction de x et de y. De plus, la pression exercée à la 
surface, et qui, pour t <-E, se trouvait égale, d'aprèsla pre- 
mière (152), à pgz = pgh, y variera de pgh à zéro durant le 
la meme temps E : la première formule (152) montredonc 
que la dérivée de y par rapport à t ,  comparable à gh seule- 
ment, ne pourra y faire prendre à la fonction y, initialement 
nulle, que des valeurs de l'ordre de ghz, négligeables dans 
des calculs où paraîtront au premier degré h ou ses dérivées 
partielles. Ainsi , les données inGiales caractéristiques des 
ondes pw émersion, ou qui expriment l'état du fluide à la 
fin, t  = O, de la période préparatoire durant laquelle s'engen- 
drent ces ondes, consisteront à poser 

(153) (pour t = O) 1, = O et B = F (s, y) , 
F (x, y) désignant les petites ordonnées primitives, connues, 
de la surface. 

Ilans le second cas, au contraire, les ondes qu'on obser 
sera proviendront des pressions variables exercées à la 
surrace libre durant un instant très court, de 6 - E  à t = O, 

et nous les appellerons des ondes p a r  impdsion. Pendant- 
cet instant & , l'ordonnée z = h de la surfidce, sur chaque 
verticale (x, y),  restera insensible, comme étant de l'ordre 
du produit de 6 par la petiie vitesse engendrée el, par consé- 
quent, négligeable à cAté de celle-ci, qui sera seulement de 
l'ordre de E. Si donc p,, désigne les excès de pression pro- 
duits à la surface, sur la verticale dont il s'agit, la première 
équation (152) y donnera 
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Comme on peut imaginer que, sur chaque verticale 
(x, y) , la pression p,, , cause des phénombnes Btudiés , soit 
donnée en fonction de I pendant tout le temps E où elle agit, 

l'intégrale spO d t ,  prise jusqu'à la limite supérieure t=o, 
-3 

deviendra une certaine fonction de z et de y ,  exprimant 
l'impulsion totale exercée sur l'unité d'aire de la surface 
jusqu'au moment où la pression y retrouvera sa valeur 

1 
primit,ive = o.  Donc , au facteur constant près -- 

P 
, la 

fonction Bgalera, h la fin t = o de la période préparaioire 
du phénomAne , l'impulsion totale qu'aura subie l'unit6 
d'aire de la surface au point consid6ré (x, y), et, si Fi jx, y) 
désigne une fonction connue, l'on aura, en définitive, 
comme conditions initkles caractérisant les ondes par 
imnpuZsio.n, 

(155) (pour t = O) 'So = pi (5 ,  Y), A = o. 

Voyons maintenant quelles seront, dans tous les cas, 
pendant l'évolution des phénomènes , c'est-&-dire de t = O 

à t = ao , les conditions spBciales à la surface libre. Comme 
on y aura p = O et z = h ,  la premibre (152) y deviendra ' - O O; ce qui exprime que 170rdonn6e h de la surface 

1 

Libre Bgalera le produit de' par la valeur que prend la  dé- 
9 

do 
rivée - au point considéré de la surface ou, très sensible- 

dt 
ment, au pied (3, y) de cette petite ordonnée h sur le plan 
z = O de la surface libre primitive. Ainsi, l'on aura 

1 6  h = - -  (pour o = O). 

Y dt 
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Cette relation , diffdrentiée par rapport ti t ,  montre que 
dh la vitesse d'abaissement - de la surface sera constamment 
dt 

l "' pour z = o. D'ailleurs, la vitesse @ale à la valeur de-- 
. dt" 

d'abaissement de la "surface ne diffhre pas, à des termes 
près du second ordre de petitesse et négligeables, de la 
composante verticale de la vitesse des molBcules fluides. 

superficielles, composante exprimée par la ddrivée - , qui dz 
est, elle aussi, quand on y prend, z = h , a fort peu pr&s la 
même que lorsqu'on y fait z = o. La fonction y devra donc 
satisfaire, pour toutes les valeurs positives de t, à la relation 

dy 1 d2' 
(157) ( p o u r z = o )  ----=o. dz y di2 

Or, on démontre qu'en joignant à la seconde équation 
indéfinie (152) cette condition spéciale (157) et celle qui 
exprime la nullité de la conlposante normale de la litesse 
(ou de la dérivée de <p suivant le sens normal) contre les 
parois, supposées fixes, du bassin, la fonction ; sera com- 
plètement déterminée, si l'on peut connaître, pour z = O, 

les valeurs initiales de .;? et de sa dérivde par rapport à t ('). 
Et, comme les relations (153) ou (155) donneront justement 

4 ces valeurs initiales de cp et de - pour z = O ,  vu que cp, se 
1 

confond, sauf erreur ndgligeable , avec la valeur de pour 

(*) Voir, pour cette démonstration, mon Essaisur la t h h i e  des eaux courantes, 
au Recueil des savants étrangers de I'Académie des Sciences de Paris, t. XXIII, 
p. 327, et  t. XXIV, p. 16. Dans le cas, étudié ci-après, ou I'on se donne cp z O 

(à l'infini) au lieu dé la condition spéciale aux parois : il suffit , après avoir' rem- 
placé ? par if + ?', de raisonner sur y' comme il est fait aux pages suivantes 
5 s  33 5% sur la fonction r , en observant que,  pour z = O ,  le produit de y' par 
la dérivée de y' en z sera, d'après (157). de même signe que celui de y' par la 
dérivée seconde de y' en t , produit essentiellement positif aux moments ou la 
fonction y' et sa dérivée première en t , nulles initialement, viendraient h s'écarter 
de zéro. L'inégalité (163) subsisterait donc, avec ses conséquences , en y substi- 
tuant (p' h r. Et la même démonstration, un peu plus simple que celle du 
tome XXlII cité , s'étend d'ailleurs, d'elle-même, au cas d'une masse liquide 
limitée en tous sens, quand on y prend pour I'espace B tout celui qu'occupe 
cette masse. 
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z = O et que h, d'après (156), exprime, au facteur constant 
1 da 

prés -, la dérivée à la même limite z = O, la fonction cp 
9 dt 

se troLvera bien , de la sorte, parfaitement définie. D'ail- 
leurs, une partie de la démonstration citée prouve que les 
dérivbes en z, y, z de r, sont nulles partout aux instants où, 
pour z = O ,  = O quels que soient x et y ; de sorte que la 
première condition. d'état initial (153) peut 6tre remplacée, 
au besoin , par cp = O? et qu'on a 

(15%) (pour t = O) cp L. O (dans les ondes par émersion). 

Une fois qu'ori'aura obtenu la fonction y ,  sa diffërentiation 
par rapport a x , y, z , E fera connaître, non seulement les 

dul 4 
trois compos~.ntes e = , v= - lo =* de la vitesse, 

0% dy ' dz 
mais aussi, d'après la première (152) et d'après (156), les 
pressions exercées p et les petites ordonnées h de la surface 
libre. 

Mais proposons-nous d'étudier seulement des ondes assez 
courtes pour ne produire qu'une agitation en quelque sorte 
superficielle, ou dont il n'arrive jusqu'au fond qu'une pro- 
portion négligeable, et admettons mêzne que le bassin ait 
des dimensions horizontales suffisantes pour que les ondes 
dont il s'agit, nees près du centre dans une étendue res- 
treinte (au moins suivant le sens des x), n'apportent aux bords 
ou aux extrémités que des mouvements insensibles. Il est 
clair alors que les conditions physiques du phénomène ne 
seront pas changées d'une manière appréciable si l'on admet 
que le fluide s'étende sans fin eh longueur et profondeur, ou 
mème en largeur, et qu'on satisfera, par suite, à la relation 
spéciale ailx parois, ainsi reculées fictivement jusqu'à 
l'infini, en s'imposant la condition d'annuler y pour tous les 
points infiniment distants de l'origine des coordonnées 
(au moins dans les sens des x et des 2). On exprimera, de 
la sorte 70, plus simplement possible , l'évanouissement 
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asymptotique du mouvement, et de toutes les quantités qui 
s'y rattachent, a d'assez grandes distances de la région où 
on 1'a.fait naître. 

Or l'annulation, à l'infini, de la fonction y, ou seulement 
de ses dérivkes, combinée avec la seconde dquation (152) et 
avec la relation (157), permet de changer cette relation, 
spéciale à z = O, en une équation inddfinie. Autrement dit, 
elle entraîne, pour tous les points du fluide, l'équation 

Posons en effet, pour abréger, 

La seconde équation (152) donnera évidemment 

et la relation (157) s'écrira simplement 

(pour 2 = 0) T = 0 ,  

tandis que l'annulation asymptotique des dérivees de cp aux 
distances i dn ie s  de l'origine entraînera la condition 

Or multiplions l'équation (161) par 2: et par un élbrnent, 
da = dxdy dz, du volume a d'une demi-sphère décrite, du 
côté des z positifs, autour de l'origine comme centre et 
avec un rayon donné c ; puis intégrons dans toute l'étendue 
de la demi-sphérs, après avoir substitué au produit 

d'T 
2~ (%+-+*) dya dz' 
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l'expression équivalen to 

Les termes exactement intégrables une fois donneront, par 
une méthode bien connue , des intégrales prises sur toute 
la surface-limite de la demi-sphère ; et,  si l'on appelle a 

la surface convexe 2 x 2  de la demi-sphère a, a, l'aire du 
cercle m% qui la limite sur le plan des xy ; d~ et da, deux 

d 
éléments de ces surfaces - une dérivée prise le long du ' dc 
prolongement d'un rayon r; ou d'une normale à da, et enfin 
Ji, J ,  J:, des intégrales s'étendant à la totalité des 616- 
ments respectifs de a, c ou ri, il viendra, en faisant passer 
dans le second membre les termes non intégrables, 

Le second membre ayant tous ses éléments positifs, le 
premier est positif également, et l'on voit que, si la fonction 
rZ a sa dérivée par rapport a z nulle sur toute la surface ci, 

di 
c'est-à-dire si l'on a 7 -  = O (pour z = O ) ,  comme il arrive 

dz 
justement ici où r = O pour z = O, il viendra 

Mais on peut imaginer que, lorsque le rayon r; s'allonge 
de d ~ . ?  l'élément, correspondant à da, de la nouvelle sur- 
face demi-sphérique décrite avec le rayon L + d~ soit limité 
lat6ralement par les mêmes rayons, prolongés, que da ; 
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k 
de sorte que le rapport - soit le même sur toutes les demi- 

u 

dm 
sphères cons6cutives. Alors, le facteur - ne dépendant pas 

dc 
de r, , l'expression - - d 

ne différera pas de - (? e) . Par 
dc a dc 

suite, la seconde inégalité (163) Bourra s'écrire 

do L J L >  du. 

et, comnieJ79 2 est la valeur moyenne du carre P sur 

toute l'dtendue de 1 a demi-sph ère, cette inégalit6 exprimera 
que la valeur moyenne en question, si elle n'est pas nulle, 
croît forcément avec le rayon L. Donc, l'annulation de 7 

pour fi infini oblige de poser partout ia= O OU i= O ; ce qu'il 
fallait dbmontrer ('). 

Si les fonctions 'p, h, y ,  T ne dépendaient que de deux 
coordonnées, x et z par exemple, ou, autrement di t ,  si  les 
mouvements s'opéraient dans des plans parallèles à celui 
des xz et de la même manière dans tous, comme. il arrive 
pour les ondes que fait naître au sein de l'eau en repos d'un 
canal rectiligne, à bords verticaux et de largeur constante, 

(*) Cette démonstration me paraît la plus simple qu'on puisse donner de ce fait 
analytique, qu'une fonction continue r ,  astreinte à avoir, sur toute Z'étendue 
d'un plan, 2a dérivée , suivant le sens normal, de son carré égale à zéro, et à 
avoir de plus son paramétre-différentiel A2 nul dans tout l'espace situé d'un 
côté déterminé du même pZan , sera nécessairement nulle dans tout cet espace 
si elle doit le devenir à Q'infini. Elle est préférable h celle dont je me suis servi 
au no 1W (p. 540) de l'ldssai sur la théorie des eauz courantes, dans la question 
de i'écoulement par un orifice ; car 'il lui suffit que r s'annule pour Y, infini, sans 
qu'on ait h supposer cette fonction infiniment moindre, pour Y, très grand , que 
i'inverse de \IC. 

D'ailleurs, en étendant les intégrations indiquées par Jm et par f, B toute la 
- -- 

sphére de rayon c ,  sans s'inquiéter de la surface 51 , on verrait que la méme 
démonstration s'applique sans changement au cas ou la fonction T ,  supposée 
finie et continue partout ainsi que ses dérivées premières, doit être considérée 
dans tout l'espace et  non plus seulement d'un cSté du plan des mg. 
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l'émersion d'un cylindre solide plonge en travers et tenant 
toute la largeur, 1'6vanouissemen t asymptotique des phé- 
nomènes se produirait seulenient dans les sens des x et 
des z ,  non dans celui des y ;  et il y aurait lieu de modifier 
un peu la démonstrat.ion précédente, en se bornant à consi- 
dérer, à la place de l a  demi-sphhre a, un demi-cercle décrit 
dans le plan des x z , autour de l'origine comme centre, 
avei le rayon t. Alors, da se réduisant à dxdz, ou s à 
l'aire de ce demi-cercle, r et a, deviendraient respective- 
ment la partie courbe et la partie droite de son contour; 
mais rien ne serait change d'ailleurs à la démonstration 
précédente, et la condition i = O (pour c infini) conduirait 
toujours à poser i = O en tous les points du fluide. Donc, 
la relation définie (157) n'en deviendrait pas moins l'équa- 
tion ind6finie (159). 

On obtient encore celle-ci, dans le cas d'un bassin limite 
latéralement mais toujours de profondeur infinie, pourvu 
que ses bords soient verticaux en tous leurs points oh le 
fluide possédera des mouvements sensibles. Car, si l'on 

4 appelle - la dérivée de cp prise, en un de ces points, dans 
dn 

le sens d'une coordonnée ta perpendiculaire à toute la bande 
verticale contiguë du bord, la condition spéciale aux parois 

d~ y donne -=O et, par suite, la coordonnée n étant la même 
dn 

(en grandeur et en direction) à toutes les profondeurs z et 
toutes les époques t , 

Vu l'expression (160) de 7 ,  on a donc 

dr - = O (sur les bords). 
dn 

Or cette condition, jointe à -= pour z = 0 et à l'équation 
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indefinie (161), donne, en multipliant toujours (161) par 
%dm et procédant comme on l'a fail, pour obtenir la for- 
mule (163), mais en prenant ici pour l'étendue a celle que 
con-iprend le bassin depuis le niveau z= O j usqu'à ua niveau 
quel conque z , 

d d  du 
J + y > 0 7  

où 5 désigne la section horizontale faite dans le bassin a ce 
niveau considéré z,  et ds ses divers éléments, qui, pour les 
mèmes valeurs de x et y ,  se correspondent d'une section a 
l'autre et ont, quel que soit z , une grandeur invariable. 
L'inégalité ci-dessus devient donc 

et on en conclut immhdiatement que la fonction r, si elle 
doit s'annuler pour z = co , sera nécessairement nulle par- 
tout ; ce qu'il fallait démontrer. 

Mais, pour pouvoir appliquer B la question les proc6dBs 
d'inthgration exposhs dans ce mémoire, nous aurons à rem- 
placer l'équation indéfinie (159), -: = O: par une autre qui 

@ contienne, au lieu de - , la déride seconde de y par rap- 
dz 

port à z ,  clhrivée qui  s'en éliminera au moyen de la deuxième 
(152) et ne laissera paraitre, à la place, que les dérivées de 
prises par rapport aux coordonnées horizontales x et y. 
A cet effet, nous observerons que la relation z = O entraîne 
celle-ci 

q" , en y remplaçant r par son expression (160), devient 
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flcp Si donc on substitue à - sa valeur tirée de la seconde 
dz' 

(152), on aura, après avoir multiplié par -ga, 

Telle est l'équation cherchée. Mais, comme elle se trouve 
évidemment plus genArale que (159), il reste à voir quelles 
conditions accessoires nous devrons lui adjoindre pour en 
faire dans la question l'équivalent exact de (159) et n'avoir 
plus à nous occuper de celle-ci. Dans ce but, multiplions 
(165) par 2.; dt et integrons de t = O à t = une valeur posi- 
tive const.ante, très grande, t .  Si nous appliquons au 
second terme le procédé de l'intégration par parties, il 
viendra évidemment 

Il  suffira, en faisant croître t indéfiniment, d'avoir 5 = O 

aux deux limites t = O, t = co , pour que, si z n'est pas 
identiquement n i d ,  le second membre se réduise à son 
dernier terme et soit essentiellement positif. Donc, le 

premier membre, dérivée de rZ d t  par rapport à z ,  sera 

positif aussi ; et, comme la condition p = O (pour z =a) 
entraîne évidemment que 7 = O (pour z = ) , la fonction 

positive et non décroissante ie dt ,  nulle pour z infini, f 
devra l'être identiquement. -4insi, l'équation (159)) r = O 7 

rksulte de la nouvelle équation indéfinie, (166) ou (165)) 
jointe aux trois conditions spéciales 

et, puisqu'il est entendu que cp doit s'annuler pour z infini, 
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ce qui entraîne la relation .; = O (pour z = ao ) , il n'y aura 
lieu de joindre à (166) que les deux nouvelles conditions 
spéciales 

T = O (pour t = O et pour t = a). 

Mais notre intention étant de nous borner au cas d'un 
bassin horizontalement indéfini et à des ondes, par émer- 
sion ou par impulsion, dont la cause ne se fait sentir que 
sur une rBgion restreinte (au moins dans le sens des x) et 
durant un instant très court, de t = - E  à t = O, il est clair 
que le mouvement non entretenu, s'affaiblira de plus en 
plus à mesure qu'il se disséminera. L'évanouissement 
asymptotique des phénomènes aura donc lieu , non seuie- 
ment dans l'espace, mais aussi dans le temps. C'est ce qu'on 
exprimera le plus simplement possible , si l'on s'impose la 
condition q; = O pour t = co ; et, alors, la fonction r s'annu- 
lera d'elle-mème pour t = co , de sorte qu'il suffira : en ce 
qui la concerne spécialement, de joindre à l'équation (165), 
ou (166), la condition .: = O (pour t = O). 

En résumé, l'ensemble des relations déterminant p se 
composera : 1"es deux équations indéfinies 

2" des trois relations spéciales 

d 1 d 2 )  ----- - O (pour 2 = 0); 
dz g dt2 

30 et des conditions d'Atat initial propres à chaque esphce 
d'ondes, conditions qui, d'aprbs (153), (1551, (156) eh 1 58), 
sont 
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r 4 (ondes par émersion) '? = 0, - (pour z nul) = g F (8, y) ; 
(169) (pour t = O) 

a3 

4 (ondes par impulsion) (pour z = O) cp = F, (qy) et- = o. 
dt 

L'annulation de p pour t =  conduit à une interpré- 
tation intéressante de l'équation (159). Celle- ci, où l'on peut 

d% 4 regarder -, sensiblement, comme la  derivée de - 
dt2 dt 

4 prise en suivant une même moldcule, et où - = îu est l a  , 
dz 

dérivée analogue de l'ordonnée z de la molécule, exprime 
1 dp 

que la différence z - - - égale, d'après la première (1521, - g d t '  
P a -, se maintient constante pour 'une mème molécule, 
W 

ou, comme l'avait remarqué Poisson, que lapression y reste 
invariable. Si donc on appelle Z l'ordonnée qu'aiira la rno- 
l6cule dans sa position finale d'équilibre, la prernitîre (152) 

3, donnera, pour l'époque t = co où cp = O, -= Z ; et il vien- 
P9 

1 di 
dra, pour toute autre époque, z-Z=--. Appelons I: le 

9  dt 
petit abaissement actuel z - Z de la mol6cule au- dessous 
de son niveau final, et cette équation pourra s'écrire 

Ila formule (156) n'en est, comme on voit,  que l'appli- 
cation spéciale à z = O ou à Z = o. Celle-ci, (170), complète 
donc l'interprétation physique des dérivees de la fonction y ,  
en inontrant que, si les dérivées de .g par rapport à x,  y ,  z 
expriment les composantes de la vitesse de chaque nlolécule, 
d+ 
- représente sa déniuellation actuelle, au facteur constant 
dt 

1 
près - . 

9 
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25. - Leur intégration, pour le cas des ondes prodzcites , à la 
surface de l'eau e n  repos d'un canal, par Z'émersion d'un 
cylindre solide plongd en travers dans ce canal. 

On remarquera que, dans les deux Bquations indéfinies 
(167)) les dérivées de .g par rapport à t et à z ne sont pas 
mêlées ensemble, mais se trouvent sépardment en rapport 
avec le parambtre différentiel A,?, supposd avoir pour ex- 

d7cq d ? ~  
pression - + - c'est-à-dire calculé en ne faisant varier 

d dv, ) 

que les deux coordoiinées x et y ou sans sor-tir dû plan 
même de chaque couche fluide horizontale. De plus, s'il 
s'agit d'ondes par émersion, les dérivées par rapport à z ne 
seront pas davantage mêlées à des dérivées par rapport à t 
dans les conditions spéciales (168) et (169); car la seule 
derivée en z qui y paraisse se trouve dans la première (168), 
et elle y est prise pour l'époque t = O ,  où l'on a identique- 

&+ 
ment dé = O d7apr&s la premibre (169). Donc, dans 17dtude 

des ondes par émersion, la forme qu'a la fonction y sur 
chaque plan horizontal en particulier, ou par rapport à x, 
y et t, est astreinte à vérifier une équation indkfinie et des 
conditions accessoires, tant définies que d'état initial, assez 
nombreuses pour la dkterminer en grande partie, sans 
qu'on ait à faire varier z .  

C'est grâce à cette circonstance que nous pourrons em- 
ployer la méthode d'intégration exposée ici, en nous bor- 
nant d'abord aux ondes produites , dans un canal rectan- 
gulaire, par l'érriersion d'un cylindre solide dont les géné- 
ratrices, horizontales, seront perpendiculaires à l'axe du 
canal. La fonction donnée F et, par suite, y n'y dépendront 
pas dela coordorm6e transversales/; et tout sepassera comme 
si le canal était un bassin indéfini en tous sens, niais dans 
lequel les déplacements et les pressions ne varieraient pas 
suivant le sens des y. Puis nous traiterons rapidement le cas 
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plus gdneral d'un pareil bassin indefini et d'un corps im- 
mergé de forme quelconque, cas où il faudra tenir compte 
des deux coordonnées horizontales x et y. Nous verrons 
enfin que les lois des ondes par impulsion se déduisent, au 
moyen de simples diffbrentiations par rapport à I ,  des 
formules concernant les ondes par émersion. Nous esp6- 
rom parvenir rapidement et sûrement, pour toutes ces 
questions intéressantes, à des résultats que Poisson et 
Cauchy, dans leurs mémoires respectifs sur les ondes li- 
quides issérés aux tomes premiers des deux recueils de 
l'Académie des Sciences de Paris (*), n'ont obtenus que 
par des procedés fort compliqués et très délicats, sinon 
mêiue d'un emploi douteux; et nous espérons aussi y 
arriver à des interprétations plus complètes des faits. 

Afin de nous debarrasser de la constante g , nous pren- 
drons pourunité de longueur une droite égale à g=9m,809, 
ce qui reviendra à remplacer x, y et z par gx, yy et yz , ou 
à faire y = 1, dans les formules (167), (168) et (169). Alors 
les équations que devra vdrifier .g seront : lo en tant que 

dépendra de t et de x, 

'2 = O (pour fi infini) , p = o (pour t infini) ; 

20 en tant que rp dépendra de z , 
d" d=p - + - .- 
dz" ax" 

- O 7  

(172) 1 (pour B = o et t = 4 
O) 7 = F (B), (pour z = m)  y = o .  

(*) Mdm.oires des Membres de l'Académie et Mdmoires des Savants étrangers. 
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La premibre (171) se déduit du type (1) [p. 3571 en posant 
s = t, a = x, n = 2, A = 1 ; et comme, d'ailleurs, pour s ou 
t  nuls, la fonction rp et sa dérivée seconde en s ou t doivent 
s'annuler, ce sera, d'après les explications qui terminent 
le n", l'intégrale (20) [p. 3721 que nous devrons choisir, 
parmi toutes celles de l'équation (1) que nous avons appris 
à former. Si donc nous observons que cp d6pend ici ,  non 
seulement de x et de t ,  mais encore de z, la formule (20) 
donnera, pour cp, une expression de la  forme 

o ù  f (x, z) sera une fonction, d'ailleurs arbitraire , dont 
la dérivée première en x s'annulera pour x = T a ,  et 

t 2  
où, en posant - = y, la fonction + (y) devra se dé terminer 

2a94 

par les conditions suivantes , conformément aux explica- 
tions du n" (p. 372) et à l7équatiori (1 9) , dans laquelle on 

1 pourra faire K = : 

d lb 
(pour Y = O) I) = O et - = o. 

d Y 

Ces conditions donnent 

et ,  par suite, 
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valeurs qui s'annulent bien pour y = o. Enfin, la différen- 
tiation du second membre de (176) montre de même que la 

. . 
1 

ddrivee secondo de (J est - - +, comme l'exige la 

première (174). 2 G J  

On voit de plus que ces expressions de + (y) et +'(y), 
toujours infdrieures en valeur absolue à la somme des 

deux integrales définies classiques J" cos m9 dm , 
_/6"sin 3 dnz , ne varient qu'entre des limites modérées 

de part et d'autre de zéro. Quand la variable y est très 
grande, les intdgrales définies en question deviennent, 
comme on sait, très sensiblement égales à leur valeur 

- 
1 

limita communeF\/;, et 170n peut poser alors, h fort peu 

- 
1 , r r  6 

(177) (pour y trBs grand) $J = - \/ - (sin y -cos Y) = - sin (Y -:), 
2 2 2 

formule d'où rhsultent immddiatement des expressions 
simples et finies de toutes les ddrivdes successives de. + (y) 
pour les grandes valeurs de la variable. 

k Mais cherchons quelle sera l'expression d e 2  à la limite 
dt 

t = o. La formule (22) [p. 3731 donnant alors 
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il y aura lieu d'intdger l'expression +' ($) da. or, on a ,  

d'après (17 6), 

a 

= cos g. J E  cos m1 dm + sin - ~ g s i n r n 2 d m  

et, par suite, 

Pour a = CO, le second membre de (178 bis) se r6duit. g 
?K - , de sorte que la relation (178) devient 

4 v-5 

(pour t = O) - - -2 fi.,.) 0. 
dt 2 \ / 2  

(*) Nous n'aurons pas besoin, dans ce qui suit,  de considérer plus attentive- 
ment la solution (173) en tant qu'intbgrale de i'équation aux dérivées partielles 
dB d r y  -- = - - Présentons toutefois, ici, quelques remarques sur ses propriétés et  
dl4 dx2' 
sur les analogies qu'elle offre avec d'autres solutions plus simples de la même 
équation. Si on l'écrit ainsi 

sa valeur et celles de ses deux premières dérivées en t deviennent respectivement. 
pour t nul, O, f (3): o. Quant 8. sa  dérivée troisième par rapport h t, 
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La fonction f (3, z) exprimant ainsi, ii un facteur constant 
d~ près, les valeurs initiales de -, la premikre relation (172), 
dt 

différentiée par rapport à I et spécifiée pour t = O ,  donne 

elle s'annulerait pour t infiniment petit, sans les valeurs infinies, sensiblement 
1 

égales, d'après la premiere (174). h - , que prend la fonction +" (:) quand r  
r d i  

est alors de l'ordre de t. Mais ces valeurs infinies, en y posant 

fi a2 1 dr  1 d3 - = 1 e t ,  par suite, $" (T) d z OU - - = - - - . 
2.2 , da 2 ~ 3  s 

rendent les éléments correspondants de l'intégrale égaux B 

e t ,  comme, B la limite t = O, p varie de co B zéro sans que z cesse d'être de 
grandeur insensible, on voit que la formule (O) devient 

En résumé, si l'on cmsidère , B la limite t = O , -, et ses dérivées successives 
par rapport h t, quatre consécutives de ces fonctions sont toujours, deux, nulles, 
une autre, de la forme finie f (rc), et, la quatrième, de la forme 

q - f ( x + + I  - - f b - 6 )  d,3. 

r"i 

Or, quelque chose de pareil se produit pour les huit solutions, ayant les formes 
analogues , mais plus simples, 

car, étant donné l'une d'elles et  ses dérivées successives en t, quatre consécutives 
de ces fonctions sont toujours, deux, nulles, une autre, finie, de la forme f (3) , 

et,  la dernière, de l'une des deux formes - ~ " [ f ( x + ~ ) - + f ( x - ~ ) ] d r .  
fi 

Seulement, les deux dérivées nulles se suivent ou,  du moins , comprennent 
ents'elles les deux autres, tandis qu'elles se présentaient de deux en deux diffé- 
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Or cette équation indéfinie en s et a ,  jointe à la seconde 
relation (172), devenue 

et aux deux conditions f = O (pour x ou z infinis) , qui ré- 
sultent Bvidemment des relations p = O (pour x ou z infinis) 

rentiations dans la solution (a). Il résulte de lii, par exemple, que, si l'on ajoute ii 
d 7 (a) les deux de ces solutions (4 OU, pour t O, la dérivée - s'annule en méme 
dl  -- 

@ rp temps que - dans Yune et  7 dans l'autre, e t  en même temps aussi que 7 et 
d P  

@ ?  - s'y réduisent respectivement ii la forme f (x), on abtiendra une solution plus 
dt'd 
générale dans laquelle, pour t = O ,  Y et ses deux premières dérivées par rapport 
à 1 égaleront trois fonctions arbitraires données de x. 

On peut aussi, en superposant deux des solutions (d), convenablement choisies, 
$ d?'p d . 7 ~  

former une intégrale qui, pour t = O ,  donne respectivement h , , -, - - 
dt dtz ' dl3 

les mêmes valeurs que la solution (a), et qui, par conséquent, doit être identique 
ti (a), bien qu'ayant une expression tout autre en apparence. Cette expression est 

En effet, I'on reconnaît immédiatement que, pour t = O ,  cette valeur de cp s'an- 
nule, tandis que , en méme temps, ses deux dérivées première et  seconde par 
rapport ii t égalent respectivement, l'une, f (x) , l'mitre, zéro, en vertu de (e'). 
Quant ii la dérivée suivante, il vient, en y substituant à fi sa valeur (e') , 

1 ~ q -  i.2 9- a 
- - - / ~ m d O ( ~ m [ r ( x + - )  P .  - f" (I+ - 

@) (pour t = O) 
2 

d  9. 
2 2 

Remplaçons, dans l'intégrale double, a et F, considérées comme des coordonnées 
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différentiées par rapport à t ,  détermine complAtement la 
fonction f (z, z) ; et elle conduit à poser 

En effet, d'une part, ces expressions de f (x, z) vérifient 
toutes les conditions Bnoncdes : car, l0 chaque é16ment de 
l'intégrale qui parait au second membre de (182) donne zero 

d2 d2 . pour la somme de ses deux ddrivdes secondos - - 
dxs ' dz= ' 

rectangles, par les coordonnées polaires r et  9 que définissent les relations 
a = I. COS O, fi = r sin 0. Le second membre de (g) deviendra 

rt 
ou, en posant - = p et effectuant l'intégration par rapport h r entre les limites 

2 
= o e t p = p ,  

Comme il faudra faire, h la limite, p = co, et que, par hypothèse, f' (CO) l= f' (- CO), 

les deux termes t f' (x 3 1.) pourront être supprimés sous le signe /. Et si l'on 
prend enfin 

l'expression considérée deviendra 

p;x*  P \  
ce qui se réduit bien B (c) , puisqu'il faut y poser :, = co et  que - est 

13 

nbgligeable pour les très grandes valeurs de F .  
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2O ce second membre devient infiniment petil, au 1i1oii1s de 
l'ordre de l'inverse de z ou de z, quand z ou x croissent 
indéfiniment, vu que, par hypothése , F (5) n'a de valeurs 
differentes de zéro ou dumoins sensibles que pour 5 compris 
entre deux limites finies données ; 3" le troisième membre, 
déduit du second en posant E=x + 2.4, se réduit bien, pour 
Z = O ,  a 

* d? 2 f i  - - F (m). 
X 

-Co 

D'autre part, on reconnaît que cette solution (182) est la 
seule possible, en rempla~ant f par f + I; dans (180) et dans 
les conditions accessoires ; ce qui, donnant 

! A% f, = O (pour z > O) , 
a v e c f i = o ( p o u r z = o ) e t f i = o ( p o u r s = ~ c o  ouz=co) ,  

oblige à faire identiquement f i  = O ,  d'après une dérnons- 
tration du no précédent sur la fonction i (p. 585). 

Comme la fonction f (z, z) et l'expression (173) de (p se 
trouvent ainsi complètement fixées, il n'y a plus qu'à re- 
connaître si toutes les conditions du problème sont bien 
satisfaites, e t ,  d'abord, si cette expression de y constitue 
une fonction parfaitement définie, ayant ses dérivées par- 
tielles successives ddterminées aussi et calculables par le 
procédé de différentiation du no 2 (p. 361). A cet effet, nous 
observerons que le facteur + , toujours compris entre des 
limites restreintes, ne peut rendre l'intégrale définie (173) 
indbterminée si, abstraction faite de ce facteur, les éléments 
y ont une somme absolue finie. Or c'est ce qui a lieu; car, 
d'aprés (182), les fonctions constamment finies f ,  qui y 
multiplient da, deviennent comparables, pour a trbs grand, 

a= 
l'inverse du carrd de la variable x TF, c'est-à-dire à 
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l'inverse de CC', tandis qu'il leur suffirait, pour rendre l7in- 
tegrale parfaitement déterminée, d'htre alors d'un ordre de 

1 
petitesse supérieur à celui de - . Il en serait évidemment 

a 

de même, si, à la place de la fonction JI, l'intégrale définie 
(173) contenait sa dérirée JI', finie aussi pour toutes les 
valeurs de sa variable, ou encore, à plus forte raison, si 
l'on évaluait les dérivées successives en x ou z de <p, qui 
auraient des formes analogues à (173), niais avec des déri- 
vées partielles de f au lieu de I; dérivées de plus en plus 
rapidement décroissantes, à mesure que leur ordre s'élève,, 
pour les grandes valeurs de z ou les grandes valeurs absolues 

u2 
de x; è. Ainsi, l'expression (1'73) de p et ses dérivées 

successi~es soit par rapport à x,  soit par rapport à e, sont 
bien définies. 

Quant aux dérivées par rapport à t ,  obtenues en diff6- 
rentiant également l'intégrale (173) sous le signe f, elles 
seront, de même, finies et déterminées, bien qu'il paraisse, 
dans celles d'un ordre supérieur au second, ilne dérivée 

a2 t2 
de +', infinie pour la valeur zéro de sa variable - ou -. 

2 2a2 ' 
car, il y entrera, par contre, en facteur, une dérivée de f en 
x, non moins élevée, et qui, se trouvant, au même instant,, 

i? a% 
prise pour x+- ou x 7% infini, deviendra incompara- 

2a" 

blement plus petite que l'autre ne sera grande, beaucoup 
plus même qu'il ne serait strictement nécessaire pour 
faire tendre le produit vers zéro, donner à l'intégrale une 
valeur finie bien déterminée et lui rendre parfaitement 
applicable le procéd6 de différentiation exposé au no 2. 
A cette circonstance près (de la valeur infinie des fonctions 
JI", +'", . . . quand leur variable s'annule) , les dérivées 
d'ordre pair en t auront une forme analogue à (173), et on 
reconnaîtra, comme pour celle-ci, qu'elles sont finies et 
déterminées. Quant à celles d'ordre impair, où paraîtra un 
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facteur de la forme + b+l) - et où déjà, d'après ce qu'on (2) 
vient de voir, la limite a = O n'entraîne aucune difficulte. 
elles ne cesseront pas d'être finies et d6terminées malgr6 l a  
valeur singulière de leur autre limite ci = co ; car, en 
abstrayant des facteurs finis et sensiblement constants pour 
les très grandes valeurs de a ,  l'intdgrale considérée aura 
ses dlérnents, correspondant à a très band,  pareils à ceux 

de l'intégrale fi ( )  a :  or celle-ci est finie, vu 
- 

qu'une intégration par parties donne 

va!eur évidemment limitde pour cc > O et mème aussi petite 
qu'on veut pour a suffisamment grand (*). 

Montrons maintenant que l'expression (173) de 7 ,  où la 
fonction f est donnée par (182), satisfait h toutes les condi- 
tions (171) et (172). E t ,  d'abord, la manière même dont on 
l'a obtenue prouve qu'elle vérifie les trois premières condi- 
tions (171) et la deuxième (172) ; de plus, comme on a pris 

(*) On peut observer que, pour p = 1, le premier membre de (183) devient 

J mft (;) d , o q L  *[l- ; (g)] Z ,  en vertu de la première ( i ~ ) ,  équi- 
2 u2 

1 
valente ii 4'' (1, = - - + (./). Donc, 19s intégrakg JFZ et .:'+ (;) d r  , 

2 dy 
prises entre deux mêmes limites dont la supérieure grandit indéfiniment, gardent 
entr'elles une différence qui reste finie, et la seconde ne peut manquer de devenir 

infinie comme le devient la première. Ainsi, Tintégrale A: (3 d r est infinie , 
w 

bien différente, en cela , deJ *+# (;) d Z. Il en est de même de 
O 

l a  première relation (174), multipliée par d 7 et intégrée partir de -/ = O ,  donne 

1.) M d = fi - (?), expression qui devient infinie en même temps que 7. 
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A, f = O, il est visible que l'intégrale définie (173) satisfait 
encore, élément par élément, à la première équation (172). 
Donc, il reste seulement à faire voir que, pour z, x OU t 
infinis, y et ses d6rivées s'annulent. En effet : 

l0 Pour z très grand, la fonction f et ses d6rivées ont, 
d'après (182)' toutes leurs valeurs insensibles dans les inté- 
grales définies considdrées ; 

2" Si + z est très grand, ces mêmes fonctions, sensibles - 
a2 

seulement quand leurs deux variables x T 5 et z,  ou 
t= 

et z ,  reçoivent des valeurs modérées, n7attein- 

dront, sous le signe $, une grandeur appréciable, que pour 
a2 t 2  

des valeurs de ou de - modérément éloignées de 2 x . 
2 2aa 

et, par conséquent, pour des valeiirs de cc comprises toutes, 
t -  dans le voisinage de la valeur particulihre \/+ x ou - 

\/+% ) 

à l'intérieur d'un intervalle d'autant plus étroit (tant 
en grandeur absolue que par rapport à cette valeur 
particulière) que 2 x sera plus grand, intervalle com- - t 
parable au produit de kr 223 ou de piW v - 2 s  

1 -- et qui s'annule pour + x = co ; 
+8 ' - 

3" Enfin, quand t est tres grand, la  fonction + , ou la 
dérivée d e  9 qui entre sous je  signe / dans l'intégrale 

t=  a% 
considérée, a sa variable, ou - , trks grande pour les 

2 
valeurs de a qui rendent sensibles f ou 'les dérivées de f, 

aa ta  
dont la première variable est x T - ou x - , e t ,  alors, 

2 2,*2 
ces fonctions JC, +',': JC", . . . , calculables par la formule (177) 
ou ses dérivées , changent de signe si peu que varie a ; de 
sorte que l'intégrale est une somme de termes trés petits, 
alternativement positifs et négatifs, se décomposant en un 
nombre fini de groupes dans chacun desquels la valeur 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



absolue des termes va en croissant ou en décroissant, 
groupes qui, par suite, respectivement comparables à leur 
plus grand terme, donnent un total insensible. ' 

Donc l'expression (173) de y, avec la valeur (182) de f i  
remplit bien toutes les c,onditions désirées; et comme, 
d'après la d6monstration rappelée dans la première partie 
du no 24 [p. 5811, la fonction (p capable de les vérifier est 
unique, elle fournit bien la solution demandée. En adop- 
tant ,  par exemple, pour f le dernier membre de (182), il 
vient : 

Mais il est yarticulii?rement important d'obtenir l'équa- 
tion de la surface libre, c'est-à-dire, pour l'époque t , les 
dhivellations FU de cette surface au-dessous de son niveau 
final d'équilibre. I,a formule (156) [p. 5801, où  nous faisons 
g = 1, montre qu'il suffit, pour cela, de poser, dans (173), 

2 \/s 
z = O, ou f (x, z) = = F (x), et de différentier ensuite par 

?C 

rapport A t .  Il vient 

expression qui se rbduit bien, comme il le fallait, à h= I? ($1 
lt 

pour t=  O, vu la  valeur - que la formule (178 bis) donne à 
4 VZ 
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26. - Elude de la fonction JI (y), qui  entre-dans les inle'grales 
obtenues. 

Avant d'examiner les circonstances physiques que repré- 
sentent les formules (184) et (185), il convient de chercher 
une expression de la fonction + (y) dont le calcul soit plus 
facile que n'est celui de l'intdgrale définie j175), suffisante 
seulement pour montrer que cette fonction ondule une 
infinité de fois entre certaines limites. La formule (177) , 
lorsqu'elle se trouve applicable, remplit ce but avec toute la 
simplicité possible; mais elle ne peut être employée que 
pour d'assez grandes valeurs de y, el elle n'est d'ailleurs 
qu'approchée. Il y a donc lieu d'en former une autre qui, 
tout en étant générale et exacte en principe, soit aisée 
mettre en chiffres pour les valeurs petites ou mod6rées de y. 

On y parvient en observant que sin (y - mZ) équivaut au 
d6veloppement 

et que, par suit.e, l'intégrale sin (y-m2) dm, ayant sa r 
différentielle toujours développable suivant les puissances 
entières et posit,ives de m ,  le sera elle-meme et deviendra 

finalement, quand on y fera m = \iy, une série convergente 

procédant suivant les puissances de 6 . 0 n  aura d'abord 

et, en prenant sous les signes June nouvelle variable d'in- 
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tégration, p, telle, que rn = fi y ou que dm = Gdp, puis 
posant, afin d'abréger 

(185 dis) Ip = 1 1 ( 1 -  p2)' d p ,  

il viendra 

Or, une intégration par parties, effecluée sur le second 
membre de (185 bis), donne 

ou bien, en remarquant que le terme aux limites s'annule, 
substituant (1 - r?)p-l dy - (1 - r2jpilp à (1 - p2)f'-' pz ddp et 
résolvant enGn par rapport à I,, 

Cette formuIe fera connaitre successivement 1,, I,, I,, . . . , 1,: 
à partir de Io= 1 ; et l'on aura 

Par suite, l'expression (186) de + (y) deviendra aisément le 
développement cherche : 

On en déduit immédiatement : 
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Une nouvelle différentiation , en donnant pour +" (y) l a  
1 

valeur - - $ (y), montrerait que la série obtenue (189), 
2\ry 

d'ailleurs nulle en même temps que y ainsi que sa dérivée 
première, constitue bien la solution des Bquations (174) 
[p. 5931. 

Mais on peut obtenir encore cette solution sous une troi- 
sibme forme, qui a l'avantage de représenter par une inté- 
grale définie assez simple la dikïérence existant entre + (y) 
et son expression approchée (177) [p. 5943 relative aux 
grandes valeurs de y. A cet effet, appelons, pour abréger, 
A, l'intégrale définie 

I !iff&entiée par rapport à y, elle donne, en intégrant fina- 
lement par parties, 

Différent.ions encore et employons le mème procbdé d'inté- 
gration par parties. Il viendra 

Ainsi, l'intégrale définie A est une solution de l'équatioi~ 
différentielle (191 6is) ; et elle se trouve forcément comprise 
dans le seul t.ype de solutions que comporte cette équation, 
type qui est, avec deux constantes arbitraires M, N, 

l A = M c o s y  + N s i n y  + sin (y - ma) d m  

= M cos y + N sin y + f (y). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Si donc nous dkterminons M et N de manière que cette 
expression de A et sa dérivée première reçoivent, pour y= O, 

vz que prennent alors les der- 

niers membres de (190) et (191), nous aurons 

ce qui revient. à poser 

Ainsi, la différence existant entre + (7) et son expression 
approchée simple, (177) [p. 5941, relative aux grandes 
valeurs de y ,  est représentbe par l'intégrale définie Pm'; cos d m  , que l'exponentielle ddcroissante 

e-2"fifait tendre rapidement vers zero dbs que y dépasse 
un assez petit nombre d'unit&. 

La d6rivée de (192) sera, si l'on tient compte de (1911, 

- 
1 !ir 

(193; &' (?) = - \/ - (cosy + sin 7) - - 2 m V ' ~ s i n ~ a 2 d m .  
2 2 

u a 
En remplaçant y par - et portant cette valeur de +' 

2 
dans (185), puis appliquant la relation (185) aux points 
situés, du côté des x positifs, au-delà de toute la partie 
primitivement déprimée ou soulevée de la surface, de sorte 

qu'on ait F x + - = 6 ,  il viendra , comme équation de ( ;:s 1 
la surface libre en ces points, 
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formule que l'on identifierait aisément à celle que Cauchy 
a obtenue pour le même objet ('). Il en a déduit, plus com- 
plètement à certains Bgards que n'avait fait Poisson 
(mais en accord avec lui), les lois qui régissent la surface 
des ondes par émersion, une fois parvenues, le long d'un 
canal, assez loin de l'endroit où elles avaient pris naissance. 
Ce n'est, en effet, qu'aprks un parcours contenant un 
certain nombre de fois la longueur de la partie primitive- 
ment déformée, que les ondes se régularisent assez pour 
qu'on puisse se reprdsenter bien nettement, au moyen 
des intégrales (184) et (185), les circonstances concernant 
soit leur forme, soit le mouvement des particules iluides. 
Toutefois, nous verrons au no 29 que, du nroins dans le 
cas de ce que j'appelle une solution simple naturelle, où 
la fonction F (x) est censée n'avoir sa valeur effective 
donnée que dans un intervalle Blémentaire dx et s'annuler 
au dehors, il n'est pas impossiclc! de se figurer, assez 
simplement même, les mouvements produits au lieu 
d'dmersion et dans le voisinage. 

27. - Lois des ondes par émr-sion produites les pf*emières. 

J'appellerai 2 1 la .longueur de la section longitudinale 
immerg6e , ayant l'équation z ou h - F (x) , du solide dont 
l'enlèvement donne naissance aux ondes, et je supposerai 
qu'on ait pris l'origine des coordonnées au milieu de cette 
longueur, en sorte que la fonction F (x) s'annule hors de 

(*) Recueil des Savants &rangers de l'Académie des Sciences de Paris, t. I", 
p. 1ûû, formule (B - ou t. Ie', p. 188, de la nouvelle édition des ceuvres de 
Cauchy, publiée chez M. Gauthier-Villars. 
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l'intervalle compris entre x =- 1 et x = I. J'admettrai d,e 
plus, pour fixer les idées, que les points où l'on veut étudier 
le mouvement soient du côt6 des x positifs , et je me bor- 
nerai, tant dans ce no que dans le suivant, à ceux dont la 
distance x à l'origine est très grande en c.oniparaison de la 
demi-longueur immergée 1.  Enfin, je rappellerai que nous 
avons pris pour unit4 de longueur,'en vue de simplifier les 
fornlules , l'acc61ération g = 91n,809 due à la pesanteur. 

11 y a d'abord, comme l'a reconnu Poisson, des lois ex- 
irèmenlent simples et , par conséquent, dignes d'intérèt , 
pour une courte période initiale, correspondant aux très 

t 2  
petites valeurs du rapport -, qui dure tant que le temps 

41 
écoulé t est encore trop petit pour qu'un corps tombant en 
chute libre pendant ce temps eut parcouru un espace, +t2, 
comparable à la longueur 21 du volume immergé. Alors les 
seules valeurs de a qu'il y ait à consid6rer dans l'expression 
(184) de (F [p. 6031 sont celles de l'ordre de petitesse de t ,  

a2 
ou pour lesquelles - est très petit en comparaison de 

2 
l'intervalle 21 d'où pourra ne pas sortir la variable des 
fonctions F. 

E n  effet, d'une part, pour ces petites valeurs de a ,  dont 
nous appellerons E la plus grande, égale à un nombre consi- 
dérable de fois t, la somLne des deux fonctions F, dans (184), 
est sensiblement égale à 2 F (x tzr,) et se comporte, sous 
le signe d'intégration par rapport à cc, comme un facteur 
constant; de sorte que l'intégration dont il s'agit dmne 

Or, cette somme, en posant 
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devient 

c 

o u ,  sensiblement, 

et comme il rdsulte d'une intégration par parties, effectuée 

en observant que, dyapr8s (189) [p. 6051, J/ (e) s'annule 
2 B 

pour p-O, 

JP ("t-) 2 -= Pt - J B = ( ( $ ) d d ' = _ / 6 q : )  d s ,  
B - O  B 

c'est-à-dire, en vertu de (178 bis) [p. 5951 , 

on voit. que la sommation par rapport à cc, dans (184), aula 
pour résultat 

en s'en tenant aux valeurs de ct moindres que E. 

D'autre part, les valeurs de a supérieures à s rendent le 
- 

12 
rapporl - extrêmement petit et le facteur + 

2a2 

ment Bgal au premier terme, - - t3  du d6veloppement 
3 f i a 3 '  

que fournit (189); en sorte que la somme des Blements 
correspondants de l'intégrale en a considérée est de l'ordre 
de 
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nt F ($+Zr,) 
ou comparable au produit de la précddente, 

2\/2 
7 Par 

t 
le carré du trés petit rapport - et, par conséquent, négli- 

E 

geable. 
La formule (184) deviendra donc 

On y serait arrivé directement, en rappelant que la valeur 
Itf initiale de - doit se réduire à F (x) pour z = O ,  à zéro pour 
dt 

x ou z infinis, et avoir son paramètre différentiel nul par- 
tout pour z > o. Par suite, son expression ne peut différer 

2 \/2 que par le facteur constant - de celle, (182j, de la fonc- 
z 

tion f (x, z), et son produit par t égale sensiblement, si t est 
assez petit, la valeur meme de y, nulle au début ('). 

La solution simple naturelle de la question, pour cette 
première période, s'obtiendra en supposant 1ü fonctior 
arbitraire F (5) nulle en dehors d'un très petit intervalle di, 
ou en réduisant le volume fluide deprimé initialement (par 
unité de largeur du canal) f F (5) d5, àunseul de ses éldments, 
celui, par exemple, qui est compris entre les deux abscisses 
5, 5 + d5. Appelons dp = F (5) d5 cet élément (rapporté.tou- 

jours à l'unit8 de largeur du canal), r la  droite, \Is2+(x-s)%, 
mesurant sa distance au point quelconque (x, z) pour 
lequel on veut prendre la valeur de y ,  enfin, 8 ,  l'angle que 
fait cette droite avec l'axe vertical des z ,  angle tel, que 

(*) Les mêmes considérations donneraient, dans le cas plus général où l'expres- 
sion initiale de h serait F (a, y),  

(pour 1 trPs petit) y = - 
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x- S = 7- sin 8, z=r  cos 8 ; et la solution simple dont il 
s'agit sera 

t dq a t dq z -- 197) (pour t très petit) y = - - - 
71. $3 .rr z'd + (B- $)a' 

On en déduit aisément, pour ses deux dérivées premières 
en x et 2,' 

(198) (pour t très petit) .ic = - - ' dqs in21 ) ,  <a=- -  
Tc r l  

' cos28 .  
71. 9.2 

Ainsi, chaque molécule fluide prend tout d'abord un mou- 
vement uniformément accéléré, dont l'accélération, inverse 

4 du carre de la distance P, a la grandeur et la direction 

opposée de celle qui fait l'angle 28 avec la verticale. Si l'on 
conçoit menés, par la génbratrice immergée x= 5 du 
solide dont l'enlèvement donne naissance aux ondes, les 
deux plans rectangulaires qui sont inclinés sous l'horizon 
de 4s0, le fluide compris au dessous ou dans l'angle de ces 
plans se soulèvera pour combler le creux initial, tandis que 
le fluide qui leur esl, extérieur ou supérieur s'abaissera. 
Dans les deux cas, les molécules se rapprocheront du plan 
1-ertical bissecteur de l'angle des deux précédents, ou men6 
le long du sillon creux de la surface. On voit encore : 
1' que les vitesses produites au-dessous du mème sillon 
décroissent sensiblement, pour des couches de plus en plus 
profondes, comme l'inverse du carré de la profondeur ; 2" que 
la tête de l'onde concave naissalite est animée d'une célérité 
ou vitesse de propagation très grande. En effet, les ordonnées 
h de la surface, à la distance x - 5 = r ,  seront données par la 

formule h = y w  d t  , qui , vu la seconde (198) prise avec 

2 8, - z, devient 

- 
t v p  

I199) (pour t très petit) h = - 
r 

2 x 9 4  ' t 
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or cette relation exprime que chaque ordonnée très petite h 
se transporte, le long du canal, avec une célérité conslante, 
inverse de la racine carrée de sa hauteur h e t ,  par cons& 
quent, infinie pour la tète h = o (*). 

11 suffirait d'ailleurs, évidemment, de remplacer F (5) dS=dp 
1 

par le volume immergé total [ F (6) dE = p (rapporté, 
J 
-4 

bien entendu, à l'unit6 de largeur da  canal), pour Btendre 
les mêmes lois a u  cas réel d'un sillon creux initial ayant, 
dans le sens des x, une largeur finie donnde 2 1. Seulement, 
on devra supposer alors la distance donnée r de ce creux 
aux points où l'on étudie le mouvement beaucoup plus 

1 
grande que 1 ,  afin qu'on puisse regarder - et 0 comme 

9' 

les mêmes pour tous les éléments dq. 

. Voyons maintenant, en nous bornant aux couches fluides 
dont la profondeur z au-dessous de la surface est très petite 
en comparaison de la distance r des points considérés au 
sillon élémentaire initial dp= P (Sj dS, quelle sera la solution 
simple naturelle, pour toutes les époques t et toutes les 

distances r = \/z2+ jx-E j2 qui ne rendront pas trés consi- 
t 'L 

dérable le rapport - . Nous supposerons que l'on ait ,  par 
4r 

exemple, x-S > O ,  ou que les points proposés (x, z) soient 
du côté des x positifs par rapport au plan vertical mené 
suivant le  sillon dq. Ainsi, l'abscisse x se trouvera, dans 
l'expression (184) de y, sensiblement supérieure à celle, 5, 
hors du voisinage de laquelle la fonction F (5) s'annulera 
par hypothèse ; et, d'ailleurs, zq pourra y être censé rester 

(*) Cette circonstance paradoxale résulte. de i'hypothèse de l'incompressibilité 
(impliquant la supposition d'un coefficient d'élasticité de volume infini ou d'une 
vitesse infinie de propagation du son), hypothèse inexacte si on la suit jusque 
dans tous lesr menus détails des phénomènes, mais très suffisamment approchée, 
au contraire, pour l'étude des déplacements sensibles du liquide ; car chaque 
particule fluide n'éprouve, dans son volume, que des variations relatives absolu- 
ment inappréciables en comparaison de ses d6formations linéaires. 
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de l'ordre de z ,  c'est-à-dire fort petit en comparaison de 
x- 5, car les Bléments correspondant aiix très grandes 
valeurs absolues de q n'y donneraient, h cause du dénomi- 
nateur 1 + Y?, que des sommes nhgligeables de l'ordre de 

. - - - 

. Par consf2quent, la fonction F 

dont la variable dépassera toujours nolablement E pour les 
valeurs modérées de -4, sera négligeable dans 1184) et pourra 
en être supprimbe. Si, alors, on remplace la variable d'in- 
tégration a par une autre 5, telle, que l'on ait, 

1 
et si l'on observe, d'une part, que le facteur de 

\/x-t+ni 
l'expression de da ne différera jamais dans un rapport 

1 1 
sensible de - ou de -, d'autre part, que les deux v=i \/; 
valeurs extrêmes 5 = x + m, 5 =-a=, comprendront toutes 
celles de E pour lesquelles F (5) différera de zéro et que, 
par conséquent, les deux limites d7intPgration par rapport 
à 5 pourront être remplacées par 2 a=,, il viendra 

Rappelons en outre que, r designant la disiance du point con- 
s idéré(~,  z)du fluide au sillon élémentaire primitif dq= F(5) dS 

t" 
dont il s9agit,nous supposons icile rapportGfini et, par suite, 

t t  
trés peu différent de 

4 (s-(+ zq) 
. Le facteur + [4 

( 

reviendra donc sensiblement à + - . Enfin, les intégrales (3 
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se reduiront respectivement à dp et 
-3C -CO 

à sc. On aura donc 

z 
(201) ( p u r  ; très petit 

2 d q  t= 

) p = , ( ~ ; +  (4;). 

Cette formule approchée de y ,  ne se trouvant établie que 
pour les valeurs de z négligeables en comparaison der ,  n'est 
pas propre à etre différentide par rapport à z ;  car elle ne 
s'applique pas sur des longueurs z suffisantes pour mani- 
fester les variations de (F en fonction de z comme elle mani- 
feste celles qui se produisent en fonction d e r  ou, ce qui 
revient au meme, de x (vu que, ici, r se rdduit sensiblement 

4 à x - F ). Mais da se calculera par la formule (159) [p. 5831, 

c'est-à-dire en différentiant deux fois par rapport I la 
df valeur (201) de y .  Et, si on la joint à celle de -, qui n'est 
da: 

autre que u , donnée par (201), il viendra 

1 
Ces expressions sont de l'ordre de petitesse de - aux 

1.G 
t 2 

grandes distances r, pourvu que le rapport ne soit pas 

trés petit : ainsi, elles décroissent relativement moins vite 
qu'elles ne faisaient dans la premiére période, alors qu'elles 
étaient inverses de r2. On reconnaît du reste, en supposant 

t= 
le rapport - très petit, de manière à pouvoir réduire le dB- 

41. 
veloppement (189) de + (y) à son premier terme, et en ziégli- 
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geant dans les résultats les puissances de t supérieures à 
la première, que les formules (202) comprennent bien celles, 
(198), de la premier0 période, spécifiées pour û sensiblement 
égal à 90". 

Enfin, 1:ordonnée h de la surface, égale à la dérivée" 
dt 

pour z = O, sera, d'après (201), 

Posons, pour abréger, 

8dq 3 et le troisième membre de (203) deviendra y r +'(y). En 
dh 

le différentiant par rappol-t à r, on aura pour la dérivée - 
dr 

une expression qui, jointe à la première (203) de h, donnera 
aisément 

dh 
Ces valeurs de h et de -: comme celles, (201) et (202), de 

dr 
y et des vitesses u, w, sont les produits de facteurs constants 
par les inverses de certaines puissances de r et par des 
fonctions ne dépendant que du seul rapport y. Les formules 
(189) et (189 bis) [p. 6051 donneront d'ailleurs , immédiate- 
ment, les développern6nts en série de toutes ces fonctions 
de y ;  et l'on peut même remarquer que, pour les deux 
fornlules (205), les développements ne contiendront que 
des puissances entières de 2 y .  On aura, par exemple, 
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Iles diverses ondes sillonnant le fluide à 1'6poque t ou, du 
moins, ce que l'on entend d'ordinaire par ce mot, seront 
constituées par les parties en relief de la surface, convexités ' 

dont chacune, supposBe comprise entre deux fonds de sillon 
cons6cutifs lieux de points à altitude ~ninimuiii , aura pour 
ligne de faite le lieu intermédiaire des points où l'altitude, 
- h, se trouvera au contraire maximum. Donc on obtiendra 
les abscisses, x ou 5 + r, des creux et des sommets succes- 
sifs délimitant des moitiés d'onde ou, encore , marquant le 
milieu de ce q11'0n peut appeler les ondes creuses et les ondes 
en  re l ie f ,  si l'on égale à zéro la dérivée de h par rapport 
à r .  D'apiès la deuxième (2051, cela revient à annuler le 
second membre de (206). Abstraction faite de la solution 
y=o qui correspond à r = CO et à h = O ,  Poisson a trouve 
pour la plus petite racine positive de cette Bquation , et pour 
les expressions correspondantes de r et de h données par les 
formules (204) et (205) : 

(Première onde creuse) 

ta 
(2 y)2 = 9,4482 ; d'où y = 1,537, r = (0,3253) - , 

2 
dq dg h = (2,7583) - = (0,4486) -. 
t4' r 

La seconde racine correspond au sommet de la première 
onde convexe, de celle qu'on sera, par conséquent, le moins 
exposé à confondre avec aucune autre. Sa valeur et les 
expressions corrélatives de x et de h sont, d'après Cauchy, 

(Première ondt en relief) 

Pour les racines suivantes, on peut, y étant déjh assez 
grand, réduire dans (193) [p. 607'1 l'expression de +' jy) aux 

v i  
deux premiers termes , c7est,-à-dire A cos On 
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dh 
trouve alors que les valeurs de y annulant - satisfont à 

dr 

l'équation tang y-- 
3 

( ;) = 5,  laquelle se résout aisémen i, 

par approximations successives, dès que son second membre 
1 L 

approche de zéro ou que, par suite, y - - 
4 

approche d'un 

multiple exact de n. On voit que les racines, en nombre 
infini , de cette équation , deviennent bien lot sensiblement 
équidistantes entre elles, de =. En outre, ces racines tendent 

L' de plus en plus à rendre (t' (y) 6gal simplement 2 - et à 
2 

rendre par suite, d'après (205), la hauteur h égale à - 
+ - + *  - , quantite croissante, en un meme 

Ti  9- 2r 
endroit, d'une onde à celle qui suit. 

En résum8, d'après les formules (203) à (208), tout se 
passe, à quelque distance de ia  région d'ébranlement, c'est- 
à-dire d u  lieu de la dépression iniliule, comme s i  la  surface 
s'&ait couverte instantanément, dans celte région , d'une 
infinité d'ondes o u  de rides,  dont les fonds aifisi que 1 ~ s  
sommets et mdme toz4s les points prendraient,  le Zong d u  
canul, lors de l'émersion d u  solide, des m o u ~ e m e n t s  a e a -  
rents de transport uniformément accélérés, avec vitesse 

294 1 
initiale n u  Elé , mais avec des accélérations - = - variant 

t% 2y 
de l'.i?/ini ii zdro pour ces diverses parties élémentaires 
d'ondes; d'ailleurs, d'aprés les formules (203) et (202), cha- 
cune de ces parties dOcroZt en  h u t e z c r ,  à mesure qu'elle 
;orogresse, .inversement à Ea distance parcourue ou au carré 
d u  temps écoulé, et apporte aux cozcches fluides superficielles 
des vitesses, tan t  horizontales pue verticales, inversemenl 
pro~ortionnelles a u  cube d u  m&ze temps t .  Les relations 
(208) montrent, en outre : 1' que l'onde convexe la plus 
rapide ou la preruikre progresse environ huit fois plus len- 
tement qu'un corps tombant en chute libre, puisque son 
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accélération égale les 12 centièmes de la gravité 9 (prise ici 
pour unité de longueur), et ,  '2, que la hauteur, -h, de son 
sommet au-dessus du niveau d'bquilibre ne dépasse que 
trè.s peu le rapport du volume de la dépression cylindrique 
primitive dp (par unité de largeur du canal) à la distance 
déjà parcourue 7. . 

Remarquons enfin que toutes ces lois, démontrées pour 
le cas d'une dépression primitive dq = F (5) dS infiniment 
étroite, s'étendent sans difficulté au cas d'une dépression 
ayant une demi-largeur 1 quelconque, pourvu que les 
distances r auxquelles on observe le mouvement produit 
soient beaucoup plus grandes que cette demi-largeur 1. 
En effet, pour un m&me instant et un mème point (3, z) du 

1 

fluide, les valeurs de ' et de y se rapportant aux divers 

Bléments dp de la dépression seront alors sensiblement 
pareilles ; de sorte que la superposition des effets dus à tous 
ces éléments dp se fera, dans les formules ci-dessus, en 
remplaçant simplement dq par Jdq ou q. 

28. - Lois des ondes cenanl à la  suite d ' un  certain nombre 
d'autres, ou  après que le mouvement s'esl , pour ainsi d i r e ,  
rdgularisé : ces ondes se compo~tent  comme s i  elles apparte- 
naient à des houles dont la longueur croîtrait graduellement 
et dont la hauteur décroitrait peu à peu szcivant des lois plus 
ou moins complexes. 

Pour deduire de la formule (200) toutes celles qui suivent, 
nous avons dù admettre, non seulement que la profondeur 
z, au-dessous de la surfüce, des molécules fluides considérées 

était très peti te cn comparaison de la distance r= V ~ ~ t ( z - 5 ~ ~  
de ces molécules û la dépression élémentaire initiale dp, 

1% 
mais aussi que le rapport y=- n'atteignait pas des va- 

4r 
leurs ex trèmement grandes. Les lois précédentes ne s'ap- 
pliquent donc qu'aux ondes qui ne sont pas préc6dées 
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d'un nombre considérable d'autres, ou dont la propagation 
est encore assez comparable, pour la rapidité, au mouve- 
ment des corps tomhant en chute libre, do façon que l'es- 
pace total parcouru r y soit du nieme ordre de grandeur 
que le produit gt2 ou P. Voyons actuellement ce qui arrivera 
si, au contraire, le rapport y est extrêmement grand. Alors, 

t a  
dans la formule (200), la  variable 

4 (x-S+zq) 
dont + dépend 

sera très considérable, et de minimes changements de 5-m 
la feront varier, ainsi que + , d'une manière sensible. 11 
sera donc nécessaire, mème quand il ne s'agira d'intégrer 
par rapporl à E que dans un intervalle e ~ t r ~ m e m e n t  petit et, 
pour ainsi dire, Blémentaire, de décomposer cet intervalle 
en une infinité d'autres, tels, que + ne varie qu'insensible- 
ment de chacan au suivant. C'est, d'ailleurs, ce que nous 
avons dû faire ddja au no 19 (p. 451), dans une question 
arialogu~ , cel1e.d~ mouvement transversal d'une barre. 

Ayant donc ici, de toute manière, à intégrer par rapport 
à 5 ,  nous chercherons à effectuer complètement le calcul 

de y pour tout le volume q = F ( 5 )  dS de la dépression J" 
-L 

primitive, sans nous borner au cas d'un seul éldment 
dp = F (6) d5. Seulement, nous admettrons que 1 et, par 
suite, E soient, comme z , très petits en comparaison de x, 
ou que les molécules fluides considérées se trouvent à une 
distance de la région des ébranlements très grande par 
rapport à la demi-longueur 2 de cette région elie-même. 

1 
Alors le facteur - pourra ètre remplacé, dans (200); par 

1 fi 
- , et ,  de plus, on aura 
G 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



t% 
Nous supposerons le rapport - assez grand pour que 

4lE 
5-2s son produit par la très petite fraction - soit fini, mais 

$ 

pas assez pour que son produit par le carré de la niènîe 
fraction devienne comparable à l'unité. Le dernier membre 
de (209) se réduira donc aux deux premiers lernies, e t ,  la 
formule (17'7) [p. 5941 étant d'ailleurs applicable, il viendra 

t= (5 - ri) 

(210) 
t 2  (5 - 2 q) 

2 

Portons cette valeur dans (200) et dédoublons encore 
en deux produits le cosinus et le sinus de la différence 

1% t2zq . 
4x2 4 x 2 '  

ce qui permettra de décomposer l'intégrale 

double en produits d'intégrales simples. Si nous obserrons 
t2zq dq 

alors que l'expression T i n  - - s'annule, comme 
4a2 1,s" * 

ayant ses éléments deux à deux égaux et de signes con- 
traires (car la fonction sous le  signe J y est impaire par 
rapport à T ) ,  et si de plus, afin d'abréger, nous posons 

1% 
où K et M désignent deux certaines fonctions de dont 

la première sera toujours positive, nous trouverons 

K t= Tt Co t 2 2 1  dr, 
(211 6is) y = - sin (& - - 

7CG 
4 +qJ- -03 cos a 
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Or, le dernier facteur du second membre de ('21 1 bis), en 
P z  y appelant a l'expression positive - 
4 s 2  ' n'est autre chose 

COS a q  
que l'intégrale classique _/ml+n$dri, - Qale C'est, 

-do 

du reste, ce qu'on reconnaît en considérant d'abord l'inté- 
grale définie 

COS a q 
A =J-- l+  lp do, 

prise depuis ri = O jusqu'à une limite supérieure très grande 
in 

ri =- , oùi  désigne un nombre entier positif. Deux différen- 
a 

t.iations consécutives par rapport à a donneront, pour ses 
deux dérivées première et seconde, 

Or, si l'on suppose i de plus en plus grand, les intégrales 
paraissant dans (212) et (213) n'en restent pas moins des 
fonctions de a finies et parfaitement déterminées, à cause 

1 rl 
de la présence, sous le  signe J,  des facteurs - - 

l+$' l + r , 2  

infiniment petits à la limite supérieure; et les trois for- 
mules ('212), (213), ('214) deviennent, en posant finalement, 

dans la seconde, ari = t 
a 
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La dernière est une Bquation différentielle lindaire dont 
toutes les intégrales sont données par la formule 
A = c e-a + c, ea. Déterminons-y les deux coristantes c, c, de 
manière que l'on ait,  conformément aux premières (215), 

\ (pour a infiniment petit positif) 

?C 

Tl faudra, pour cela, prendre ci= O, c =-; et il viendra 
2 

On remarquera que la seconde de ces intégrales présente, 
pour a = O ,  la mème discontinuité que 17intBgrale plus 

sin a x 
simple 1 - dx. 

x - 

Mais il nous suffit ici de consid6rer la première ('216), 
et de la doubleren la prenant entre les limites + oo . Sa 
valeur deviendra bien ne-" et,  par cons6quent, le dernier 

t% 
facteur de (211 bis) vaudra x e - z .  Nous aurons, en cons& 
queilce, pour l'expression d6finiti~e de y ,  

On remarquera que cette expression de cp , où z entre 
par une exponentielle à exposant négatif, décroît, à mesure 
que z grandit, avec une rapidit6 incomparablement plus 
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grande qu'il n'arrivait pour les premières ondes, et qu'elle 
s'évanouit mème , sensiblement, à des profondeurs z mi- 
nimes par rapport à x, quand le rapport de ta à x est assez 
grand. Donc, le mouvement, avant de se dissiper tout à f(tit, 
se confine dans bs couches Iiquides superficielles, oz2 sa p o -  
pugalion suivant le sens horizonla1 est encore nppréciable 
longtemps apès que s'est terminée toute p~opagalion sens.ible 
dans le sens verlieal. On peut induire de là que ces ondes, 
ne perdant, pour ainsi dire, point d'énergie par le bas, dé- 
croîtront en hauleur : dans leur marche, beaucoup moins 
vite que les premières, et même ne décroitront pas, en 
moyenne, tant que leur mouvement ne se communiquera 
pas aux couches inférieures. C'est, en effet, ce que nous 
reconnaîtrons bien tôt. 

t 2  
Appelons k? le rapport, fini par hypothèse, - ou posons 

4d ' 

ce rapport P , à cause des valeurs relativement consjdé- 
rables de x et t ,  ne changera pas sensiblement , non plus 

1 
que le facteur - , pendant que x et t mrieront de quan- v'z 
tités Ax et A t  comparables respective~nent à l'intervalle de 
deux ondes et au temps employk par chacune d'elles h le 
parcourir. Donc, comme K et M ,  définis par (211), ne 
dépendent que de 8, et comme on a? de plus, 

l'expression (217) de y, si l'on y fait croître x et t de hx et 
At, deviendra, en y regardant x et t comme des valeurs de 
repère fixes, 

(219) 
K -HZ 

y =  - e sin (h A t - Ka A 3 + constante). 
i.x2: 
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Elle est de la forme C e-kza sin (Kt - Kex + const.) , où x, 
t et z seraient les variables; et elle représente une houle, 
c'est-à-dire un système, aussi simple que possible, d'ondes 
courantes, dans lequel le mouvement du fluide est p6rio- 
dique, le profil de la surface, exprimé par l'équation 

du 
(220) h = 2- (pour z nul) = k C cos (Kt - k~ + ~ 0 n ~ t . I  , dt  

sensiblement sinusoïdal, la longueur d 'mde ( largeur de 
27c 2iT 

vague), - , la durée de la période - et, la vitesse de pro- 
4% ' K '  

1 
pagation , - , c'est-à-dire, d'après (218), le double du rapport 

k 
x -. Les molécules y decrivent, d'un mouvement uniforme 
t 

et continu, des orbites .circulaires, dont le rayon, propor- 
tionnel à la demi-hauteur totale k C des ondes, decroit 
comme l'exponentielle e-k'z quand la profondeur z aug- 
mente (*). 

Par conséquent, si l'on considère, pal-mi les ondes ducs à 
?émersion d u  solide, celies qui viennent u la  suite d'un assez 
grand ?zombre d'auttres, el s i  on les suppose a r ~ i v k e s  à des 
disiances de la rdgion d'kmersion 6ea.acoup plus grandes pue 
la demklongueur 1 de cette région, elles se comporteront sen- 
siblemerzt, sur  des étendues comprenant plusieurs longueurs 
d'onde et  pendant des durées de plusieurs périodes d'oscilla- 
t ion,  comme de simples houles o u  systdmes de v a p e s  pzcasi- 
sinuso.2.dales courantes (à orbites nroléczdnircs c.i.r.culaires), 

n.nirnées de vitesses de propagation d o u l l ~ s  d u  quotient 

e t  ayant  des l o n p e u r s  d'onde e t  des périodes en rapport  
avec cette vitesse. Quant à leur h n u t e u ~  au-dessw o u  au- 
dessous d u  niceau d'équilibre, eEle se trouve exprimée par 

(*) Je renverrai, pour la démonstration de ces lois d'une houle, h mon Essai sur 
la thdovie des eaua courantes (p. 335). 
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KK +KC. ,- , et elle est, d'une pv t ,  en raison inverse de 
VG 

la racine carrée d~ chemin parcoura z , d'autre part, en 
t 

raison directe du facteur hK = zm K ,  ddpndant d'une 

ma.nièreplus ou, moins complexe, d'après les formv,les r21 l), 

du  apport f a W  pue des dimensions et de la f i m e  de la 

diyression produite initialement à la surface du fluide (*). 
Avant de chercher a nous rendre conipte des change- 

ments de cette hauteur, soit pour une meme onde qu'on 
suivrait dans sa translation apparente, soit' aux divers en- 
droits de la surface liquide considérée à un znéme moment 
quelconqiie 8 ,  donnons une forme plus sensible aux lois 
précédentes, en imaginant une infinité d'observateurs, 
qui seraient tous partis, à l'instant de l'émersion, du lieu 
où elle s'est produite, et qu'animerait le long du canal une 
certaine vitesse, c0nstant.e pour chacun, mais variable, de 
l'un à l'autre, entre les limites zero et l'infini ; concevons 
en outre que chaque observateur examine à côté de lui les 
ondes qui s'y succèdent, en embrassant du regard une 
étendue qui en comprenne quelques-unes et en les suivant 
des yeux pendant quelques périodes. Il est clair que, apr& 
avoir laissé passer les premières ondes auxquelles la formule 
(219) ne s'applique pas, celui d'entr'eux dont la vitesse 

(*) Poisson a désigné sous le nom d'onde dentelée l'ensemble des ondes, sans 
cesse changeantes, qui sont comprises h un moment donné entre deux points 
consécutifs de la surface où K = O ,  points qu'il appelle noeuds, parce que les 
oscillations de la surface s'y annulent, et qui sont évidemment animés , chacun, 

d'un mouvement uniforme puisque K ne varie qu'en fonction du rapport 

a déterminé, pour le cas d'une forme parabolique du second degré, h axe vertical, 
de la dépression primitive, les circonstances que présentent ces ondes dentelées 
ou dentées (car il appelle les ondes effectives ou individuelles leurs defits) , dont 
le mouvement est uniforme, et dont la longueur est uniformément croissante ( a  
cause de l'inégalité de vitesse des nœuds). Cauchy a ,  de même , calculé leurs 
situations et leurs dimensions pour un certain nombre d'autres formes de la dépres- 
sion primitive (Savants étrangers, t. le', p. 184 h 234, ou û3uvre.s de Cauchy, 
t. ler, p. 191 h 239). 
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1C 1 
- égale - verra indéfiniment à côté de lui la houle dont 
t 2k 

1 
il vient d'être question, qui a pour célérité - et une hauteur K 

I 

inversement proporlionnelle à Li;. Ainsi, tout  observateur 
p a r t i d e  17en.droit de l'émersion a u  moment  où elle a eu  l i eu ,  
et parcourant  le canal d 'un  mouvement ulziforme, se trouve 
sans cesse dipasst! p a r  des ondes qui, sau f  les p r e w i é ~ e s ,  se 
meumwt  deux  fois p lus  vite que lui, on t  .une longueur 
constante, égale a u  produit  de 2~ par  le carré da leur 
céltkilé double de la sienne, e t  se szcecèder~t à côté de l u i  
avec des hauteurs graduellement dec~oissa~ztes , 6 m e ~ s e m e n l  
proportionnelles à la racine carrée de ln dislance azc point  
de départ ou  c i  celle d u  Iewps écoulé. 

Les divers observateurs voyant de l a  sorte, au même 
instant, des houles d'autant plus longues qu'ils sont plus 
loin du lieu d'émersion, l'ensemble du canal est couvert de 
houles de toutes les longueurs, mais de hauteurs très diffé- 
rentes. L'on a donc, dans ce phdnoinène, un exemple relati- 
vement simple, probablement le plus simple possible, de la 
product,ion de houles non entretenues, ou qui s'éteignent 
graduellement, considérées dès l'époque m6me de leur 
formation, et non aprhs qu'elles ont ét6 profondément rema- 
niées et simplifiées par les résistances passives comme sont 
celles qui s'observent en mer ,  très loin du lieu où une 
série de coups de vent les a fait naître, oii comme sont les 
ondes persistantes dues à des chocs périodiques s'exercant 
quelque part sur un liquide, considérées à une certaine 
distance de là. 

Observons qu'une mème onde, animée à chaque instant 
dx x 

d'une vitesse - sensiblement double de -, dépasse sans 
dt t 

cesse le lieu , lui-même changeant, où règne une cer Laine 
x 

houle et où le rapport - est constant, pour venir faire partie 
t 
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de houles de plus en plus longues. Comme 1'6quation diffé- 
dg 5 

rentielle -= 2 revient à prendre 
dt 

(pour une mème onde) 

(221) - 1s t ZY =uneconst. y,  k o u  -=-=-. 
4x 2x 

la propagation des ondes dont il s'agit est uniformément ac- 
célérée comme celle des prerl~zières. Par suite, leur longueur, 
ou la distance de deux consécutives, va,  de mème , en 
augmentant comme le carrd du temps écoal6 t ou comme 
l'espace parcouru x. Mais leur demi-hauteur totale. 

ne varie plus aussi simplement, c'est-à-dire en raison in- 
verse de l'espace parcouru z ou du carré du temps f ,  parce 
que le facteur K y est fonction du rapport indéfiniment 

t 2~ d6croissant K = - = --. 
2x t 

Pour comprendre comment l'expression de K atténue en 
moyenne, ainsi qu'il a été dit, la diminution de hauteur 
d'une même onde à mesure qu'elle progresse, e t ,  aussi, 
comment le mouvement finit par s'éteindre aux petites 
distances du lieu d'émersion, là où sont les houles les plus 
courtes, cherchons cette expression de K et celle de y pour 
ce que nous appelons une solution simple naturelle, c'est+ 
dire pour le cas fictif où la dhpression primitive se réduirait 
à un simple sillon, dp, d'une largeur infiniment petite 2e et 
d'une profondeur sensiblement constante, égale, par suite, 

4 à - . Il faudra donc, dans les formules (211), en supposant 
2s 

l'origine des x prise au milieu de la largeur du sillon, 
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4 réduire 1 à e et poser F (S) = -. On voit d'abord que la 2~ 
seconde integrale (211) s'annulera, comme ayant sous le 
signe f une fonction impaire de 5, et qu'il en serait de 
mème dans tous les cas où F (- 5) =F (5)) c'est-à-dire où le 
profil de la dépression primitive se trouverait symétrique 
par rapport à son ordonnée verhale  moyenne. Donc, pour 
tous ces cas, où la première intégrale (211) a ,  d'ailleurs, 
sous le signe J une fonctiofi paire de 5, la formule (217) 
devient 

2 1 ta 5 
i9z -- 

(223) p = - (J F ( E )  COS d ~ )  e 4 % ~  sin (2 - i) ; qz 
4 et., si nous faisons ici 2 = E , l? (5) = - , une intdgration im- 
2~ 

mediate donnera 

d ¶ (224) p = - e 4;ci sin (& - :) . 
( Z  

Cette formule, comparée à (217)) montre que le coefficient 
4rca 

K y Bgale la valeur absolue du produit (;i") sin (g) dp , 
t 

et que, par suite, la second membre de (222), où i = 5 , 
devient 

Avant de discuter cette formule, comparons l'expression 
(224) de cp à la solution simple (201) [p. 6151, relative aux 

premières ondes, où r remplace x et où + 
\/; 
2 

(4: ;) ; on voit pas, pour r un peu grand, de - sin --- 
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qu'elle s'en distingue par le facteur 

'* e -k'z 
K ~ E  

, qu'elle a en plus. Or, Ce facteur, égal à 1 tant 

que Pz et k% sont infiniment petits, ou tant que le rapport 
de 4x à £Z comprend un grand nombre de fois ceux de z à x 
et de E ii x, décroît ensuite graduellement jusqu'à zéro, en 
effectuant une infinité d'oscillations de part et  d'autre de 

4a 
cette valeur, quand le rnhme rapport - diminue jusqu'à 

t 2 

zéro, c'est-à-dire quand on considère des ondes de plus 
en plus arriérdes ou précédkes d'un plus grand nombre 
d'autres. Ainsi, les deux formes distinctes (201) et (224) 
que présente la solution simple naturelle, pour les premières 
ondes et pour celles d'un ordre élevé, sont concordantes 
pour les ondes intermediaires, de sorte qu'il n'y a pas de 
discontinuité au passage de l'une à l'autre. 

La formule (225) permet actuellement de voir comment 
varie la hauteur des ondes : 1°, à un meme moment t, dans 
les diverses parties du canal; 2", en un meme endroit, 
considéré aux instants successifs ; 3 O  enfin, pour une même 
onde, qu'on suivrait dans sa marche apparente. Si, dans 
les trois cas, on considère d'abord ce qu'on peut appeler les 
deux hauteurs maxima possibles des ondes soit au-dessous , 
soit au-dessus du niveau d'équilibre, c'est-à-dire ce que 
sont les maxima et les minima de h quand le facteur oscil- 

et= 
lant sin- -atteint ses valeurs extrêmes 1, la formule 

4x2 

(225) montrera de suite : l0 qu'à un même moment t les 
deux hauteurs maxima possibles, tant positive que néga- 
tive, des ondes, croissent, aux diverses dislances x du lieu 
de 17~mersion, comme la racine carrée de ces distances, les 
ondes les plus fortes étant ainsi en avant e t  Z'éq~ilibre se 
trouvant déjà Fresque rélabli à l'arrière, près du lieu de 
l'émersion ; 2" que, en un meme point x = cons t., mais aux 
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divers instants successifs d ,  les deux hauteurs maxima 
possibles des ondes sont inversement proportionnelles au 
temps t écoulé depuis l'émersion du solide ; 3O, et que, pour 
une même onde suivie dans son mouvement, c'est-à-dire 
quand le rapport de x A ta esfinvariable, les deux hauteurs 
maxima possibles restent également invariables. En outre, 
dans les trois cas, les deux hauteurs limites dont il s'agit 

4 sont proportionnelles à la profondeur - de la dépression ' 2s' 
élémentaire primitive dont on étudie les effets, et indé- 
pendantes de sa largeur 2 E suivant le sens des x. 

Quant à la hauteur effective des ondes considérées, soit 
concaves, soit convexes vers le haut, elle oscille entre les 
deux hauteurs maxima possibles, l'une positive, l'autre 

€t2  
négative, tant que l'arc - est supdrieur ou, ;du moins, 

439 
X 

comparable à - . Et quand , au contraire, cet arc devient 
2 

trbs-voisin de zéro, ce qui arrive, dans le premier cas, aux 
distances assez grandes x, clans le second, pour les temps t 
assez petits et ,  dans le troisième, après un assez long par- 
cours de l'onde, on trouve, en remplaçant le sinus par l'arc, 

td2 une hauteur des ondes égale, d'après (225), à 2 - 
23 vz , 

expression déjà obtenue plus haut, après les formules (208). 
Or cette expression, contenant t en numérateur et x en 
dhominateur contrairement à ce qui arrive pour les deux 
hauteurs maxima possibles, renverse dans chaque cas le 
sens des variations moyennes de la hauteur effective dès 
qu'elle devient applicable : c'est-à-dire dès que la hauteur 
vraie cesse d'osciller entre zéro et la hauteur maxima pos- 
sible. 

Ainsi, les ondes les plus hautes ? soit à un instant donnd, 
soit à leur passage par un point donné, ne sont, ni les pk- 
miè~es produites, ni les dernières, et, pour chaque onde en 
particulier, supposée d u  moins ne venir pu'apès zm très 
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gmnd nombre d'autres ou correspondg*e a zcne valeur très 
t" 

grande du raprpo~t y = - , la huuteuv oscille un eerlain 
4s  - 

4 4 nombre de fuis entre les deux lhites constantes 2 - a \/; 
b 

=+- 
\/; 

- dp , pur  prendre jhalement Pexpession évanouis- 
e d; - - .  

-+\/y-. Or, à cette période finale, le sanh 2- - 

2 4 ;  - .rr x 

coefficiantr de -2 dans l'exponentielle de la formule (224) 
z 

devient incomparablement moindre qu'il n'était jusque-là, 
et le mouvement gagne les couches fluides inférieures. 
Ainsi, conformément à ce qui a étd dit plus haut (p. 624), 
le mouvement ondulatoire, aprbs qu'il s'est confiné, aux 
distances modérées du lieu d'émersion, dans les couches 
fluides siiperficielles, reste longtemps se.nsible dans chaque 
onde en particulier, et il ne s'y éteint finalement qu'en se 
communiquant aux couches profondes ; ce qui lui arrive 
quand l'onde a beaucoup augmente de longueur. 

Tous ces ré,wltats ne sont donnés pue  pou^ une solution 
simple , c'est-à-dire pour le cas où la d6pressioii primitive 

q =p (O dt se reduit à un seul élément, de largeur 
-1 

c15 = 2 s  dans le sens des e. On en obtiendrait d'analogues 
dans le cas général où p aurait l'expression (217) [p. 6231, 
au lieu de (224)) et où IC égalerait la racine carrée de la 
somme des carrés des premiers membres de ('211) [p. 6211. 

t 9  
Toutefois,  pou^ les grandes valeurs du rapport a, K 

serait, en général, non plus seulement de l'ordre de petitesse 
489 

de - mais d'un ordre suyé.m'eur, d'wtant plus élevé, pue 
t" 

le profil, h = l? (3) , de la dépression. initiale se raccordemit 
miezcx, aux deux limites x = + 1 ,  avec le reste de la surface 
libre, avec le plan des xy. 
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En effet, une intégratioii par parties donne 

t2 5 4 $2 t z  5 
( E )  cos d F = - (5)  sin - -fi ( E )  sin - d ~ .  . 

1% 4x" 4 $2 1 
Prise entre les limites x =+ Z, l'in tégrale est donc de l'ordre 

4x2 
de - quand le terme tout intégré ne s'évanouit pas; 

t a  
mais comme nous avons admis, pour la continuité de cp ou 
de ses dérivées (et, aussi, implicitement, pour l'applicabilité 
des équations de l'hydrodynamique rationnelle), que l'or- 
donnée h variait partout graduellement, F (51 s'annulera aux 
deux limites 5 = 2 E ; de sorte qu'on aura simplement 

1 te 5 t2 5 
429 

"l/riF'  ( E )  sin - dc. F (5) COS-d5 = -- 
t" - 4 39 

Or la nouvelle intégrale, où parait F' (4, pourra être 
t,raitée comme la proposée, pourvu du moins que les pentes 
F' (5) du profil primitif ne soient pas excessives ; et, suy- 
posé qu'elles aient des valeurs sensibles près des limites 
5 = 2 E ,  OU que F' ( 5 )  puisse ètre censé ne pas s'y annuler, 

4x2 
elle sera, comme on voit, de l'ordre du rapport - . Donc, 

t2  
la proposée se tronvera comparable au carré de ce rapport. 
Et il en serait évidemment de mème pour l'autre intkgrale, 

t25 (0 sin dE  Ainsi, l'expression des hauteurs absolues 
-1 

maxima possibles des ondes dont .il s'agit, ou p i  uknnent 
après um c e ~ t a i n  %ombre d'autres, comprendra en plus un 

$2 
facteur de Pordre de tr; ce qui la renü compa~ahle à 

&G , 0% beaucoq  plus rapadement décroissante pour les 
13 

petites valews de z et TOUT les pandes valeurs de t. Rien 
ne sera d'ailleiirs changé à l'expression de h concernant 
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les grandes valeurs de x ou les petites valeurs de t ;  car 
elles correspondent aux preriiières ondes , et , celles-ci , 
à une certaine distance z, sont, camme on a vu, indépen- 
dantes de la forme de la dépression primitive, mais pro- 
portionnelles seulement a son volume par unité de largeur 
du canal. 

29. - Etude d u  mouvement des ondes à l'endroit méme OU a e u  
lieu I'dmersion et clans les régions uoz'sines. 

La formule (2241, où le facteur sin (2 - i) est seul rapi- 

dement variable en fonction de x et de t ,  montre, tout 
comme la formule i201) relative aux premières ondes, que 
tout se passe, là  où ces formules sont applicables, c'est-à- 
dire à des distances x ou r du milieu d'une dépression pri- 
mitive élémentaire dq beaucoup plus grandes que sa demi- 
largeur E ,  comme si toutes les ondes en étaient parties à la 
fois, à l'instant même de l'émersion du solide qiii l'occupait. 

- 

t"t" 
En effet, c'est en posant - ou - = certaines constantes y, que 

4a 41. 
l'on obtient, dans les deux cas, les sommets des diverses 
ondes; e t ,  pour chacun d'eux, x ou r s'annule en même 
temps que t. Mais, les relations (224) et (201) ne se trouvant 
pas applicables pour r comparable à E ,  ceite simultanéité, 
physiquement impossible, de la production de toutes les 
ondes à l'endroit x = O ,  n'est qu'une fiction analytique, 
résultat des simplifications opérdes, et il y a lieu de se 
demander, au moins dans le cas de la solution simple natu- 
relle à laquelle conviennent dkjà les formules (201) et (224)' 
ce qui se passe, en réalite?, aux points de la surface dont 
l'abscisse x est comparable à E. Nous l'apprendrons en 
partie, si nous y càlculons, par l'équation (185) [p. 6031 , 
les hauteurs h du fluide. 
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4 ( t 2  ) ayant ici pour valeiir - ou zéro Les fonctions P x; 2;i 
2c 

t 2  
suivant que leur variable x T- est ou n'est pas comprise 

221 

entre + E, les limites des in-légrations pourront etre resser- 
rées, et, si l'on prend x positif, il viendra aisément : 

Posons, pour abréger, 

a (a) étant ainsi une in tégrale que la formule (178 bis) [p. 5951 

ramènerait aisément à celles-ci, (cos m2 ou sin m2) d m ,  -lm 
et cherchons-lui une valeur approchee simple dans le cas, 
que nous aurons spécialement à considérer, où cr sera un 
nombre positif assez considérable. Une intégration par 

1 a" 
parties, après qu'on aura siibstitiié -d+ (-) à +' (c) d a ,  

2 
donnera 

Or le dernier terme de cette relation est évidemnient négli- 
geable, à c6té du pr6cédeiit , quand a 'atteint une certaine 

grandeur ; car, sous le signe j, les valeurs de (g ) , alors 

aussi souvent et autant négatives que positives, changent 
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de signe pour des accroissements insignifiants de cc, de 
sorte que cette intégrale est incomparablement moindre 
que ce qu'elle serait si on prenait positivement tous ses 616 

1 
men ts , ou incomparablement moindre p e l f *  $ =- 

C( ' - 

quantité de l'ordre du terme précédent. Ainsi, une expres- 
sion approchée de a (a) sera, vu la formule (177) [p. 5941, 

(228) (pour a assez grand) a (a) = - 

Donc, la fonction a (a), toujours finie d'après la formule 
X 

(178 bis), et égale à - pour a = O ,  ondule ensuite, de 
4 \/2 

part et d'autro de zéro, une infinité de fois et de plus en 
plus rapidement, en tendant vers cette valeur zéro, qu'elle 
atteint pour z = so . 

Cela posé, les deux formules ('226), condensées en une 
seule à double signe, deviendront 

Chacun des deux termes de cette expression de h repré- 
sente une quantité qui reste constante quand on fait varier 
proportionnellement à P la distance, x + E ou 2 (x-E), des 
points considérés, d'abscisse x , à 1'u.n des bords, x = - E 

ou x = E , du creux primitif dq ; e t ,  de plus , cette quantité 
1 

s'annule quand le rapport - , c'est-à-dire 
u 

ou 

+ 2 s  E - ( - ) , égale zéro. 
t 2  

Donc, les ondes produites peuvent êt~e censées résulter, dans 
tode l'étendue du canal e t  même au lieu d'émersion, de la 
combinaison de deux systèmes égaux d'une inpnité d'ondes 
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unifwmément a~célérées, nées toutes à la f ~ s  , sans célérité 
initiale, sur les deux bords du solide immergk, au moment 
précis de son enlèvement, et ayant des hauteurs invm.iables 
pendant toute leur popayation, mais infiniment pebiles pour 

i ~ ( x + E )  - + 2 (3-E) 
celles dont l'accélération, - = - ou = 

af t$ 
. est infi- 

t t  , 

niment petite elle-mdme. 
D'après la formule (229). dont le dernier terme change 

de signe avec z - E ,  ces deux systèmes d'ondes s'ajoutent 
ou se superposent pour les points situés entre les deux 
bords, là où ils marchent en sens contraire, et ils y pro- 
duisent une sorte de clapotement, composé d'une succession 
de soulèvements et d'affaissements sur place ; ils se retran- 
chent, au contraire, hors du lieu d'émersion, là où les deux 
systèmes.d70ndes vont dans le même sens, et ils y donnent 
lieu, par suite, à une certaine progression apparente de la 
surface. Sur la limite meme de cette région et de la prdcé- 
dente, c'est-à-dire, par exemple, au bord z = E du creux 
primitif, les deux systèmes se réduisent à celui qui a pour 
point de ddpart l'autre bord; car, si petit que soit le temps 
écoulé t ,  les ondes nées sur la ligne x = E l'ont déjà quittée, 
en laissant établi derrière elles le repos. Ce cas excepté, 
les deux systèmes d'ondes ne sont encore réduclibles à un 
seul que sur la ligne x = O équidistante des deux bords, là 
où ils se trouvent en parfaite concordance et équivalent au 
double de l'un d'eux. 

L 

Dès que le temps t a pris des valeurs sensibles, les va- 
t t 

riables a=  , a= deviennent très grandes, 
d2 (m+ e) \/+2!e-r) 

du moins pour les points, voisins du lieu d'émersion, que 
nous avons spécialement en vue, et la fonction a (a) peut 
Gtre remplacée par sa valeur approchée (228). Plusieurs 
cons6quences importantes se montrent alors. 

Par exemple, les deux hauteurs h les plus grandes en 
valeur absolue (l'une positive et l'autre nhgative) , possibles 
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en chaque endroit et pour chaque instant, s'obtiendront en 
donnant simultanément la valeur absolue 1 aux deux sinus 
qu'introduira dans (229) la formule (228). Et l'on aura de la 
sorte, pour tous les cas, 

(230) Val. maxim. de +- A = - 

Quand x est beaucoup plus grand que r ,  ce maximum de- 
vient, comme il le fallait, celui que nous avons trouvé dans 

- 
2dp i s  

la dernière partie du numéro précédent (p. 632), \/ F .  
E t rx  

On reconnait aisément, par la considération de la' dérivée, 

que sa valeur ghnérale (230), égale à - *' au milieu du 
t \ r ,  

lieu d'émersion ou pour x = O , décroît qmnb on approche 

, et qu'elle du bord de cette région, x= E, où elle est -_ 
t vno 

grandit ensuite indéfiniment avec x , conformément à ce 
qu'on a vu (p. 630). .Si donc on fait abstraction d'une courte 
période initiale, les dénivellations observées sont bien plus 
faibles au lieu d'émersion ou dans le voisinage qu'à une 
certaine distance; et le repos s'y trouve, pour ainsi dire, 
rétabli depuis longtemps, que des ondes très sensibles 
sillonnent encore, plus loin , la surface. 

La formule (230) montre que les dénivellations s'éva- 
nouissent partout quant t devient assez grand. On peut en 
déduire que les calculs effectués au no précédent en négli- 
geant, dans le dernier membre de (209j [p. 6201, les termes 
qui suivent le second, sont suffisants ; car les plus grandes 

12 
valeurs que nous y ayons considérées du rapport - font 

433 

dejà insensibles, bien évidemment, les maxima de + h 
calculés par la formule (230). Par suite, les valeurs, encore 

te 
plus grandes, de -, qui rendraient appréciables les ternies 

48 
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négligés de (209), ne correspondent quia de dernières 
traces du mouvement, impossibles à distinguer expéri- 
mentalement du repos. 

J'observerai enfin que, lorsque le rapport de x à E devient 
considérable, ce qui permet de prendre, à fort peu près, 

l'expression générale (229) des hauteurs h relatives à une 
solution simple naturelle redonne celles qui se ddduisaient 
des formules (201) et (224) obtenues plus haut. En effet, 
s'il s'agit d'abord de valeurs de t et x ne rendant pas très 

t 
grand le rapport - , on a sensiblement 

VG 

a% 
e t ,  en observant que, d'après (2273, a' (cc) = - 0' (5), l'ex- 

/ 

pression (229) de h se rédiiit bien h la dérivée par rapport à 
t du second membre de (201) [p. 6151, sauf le changement 
de x en r. S'il s'agit, ail contraire, de grandes valeurs de 

t -, ce qui rend applicable la formule ('238) où, menie , 
fi 

1. 
le facteur - = 

ViG 
' 2 0 ~ e )  est réductible ii - , l'expression 

a t t 
(229) donne aisément la dérivée par rapport à t du second 
membre de (:L24) [p. 8291 spécifié pour z = O : il faut seule- 
ment, pour le voir, ne pas oublier que cette dérivée s'obtient 

4 x 3  €12 
sans faire ' varier le facteur - sin - 

4 8  ' dont les change- 
€22 

rnents sont comme infiniment lents par rapport à ceux de 

l'autre facteur sin - - - iL 2- 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



30. - Fo~rnules fondamentalcs de la'thèorie des ondes par 
émersion, dans le cas génèral d'un bassin indéfini et d'un 
corps immergé de forme quelconque. 

J e  me contenterai, pour ne pas allonger démesurément 
cette Btude , de montrer comment le procéd6 d'intégration 
qui en fait l'objet permet d'attaquer le problème des ondes 
par Bmersion, dans le cas général où l'on doit tenir compte 
des deux coordonnées horizontales x et y. 11 y divise les dif- 
ficultés de la manière la plus naturelle, en débrouillant et 
mettant, pour ainsi dire. à nu  tous les éléments de cette 
question, que Poisson quaiifio d'assez épzneuse ('). Et la 
m&hode s'étend inème, au point de vue analytique, au cas 
d'un nombre quelconque de variables analogues à x et à y, 
ou qui entreraient dans les équations comme y paraissent 
ces deux coordonnées horizontales. 

Si nous représentons par A, le paramètre diffdrentiel 
d= d2 d" 
- +- + . .., moins le terme -- , ou obtenu sans faire 
dzx dy% dz" 
varier 1; coordonnée verticale z, nous aurons, d7apr&s (167) 
[p. 5891 : pour remplacer la p r e m i h  (171) [p. 5921, 

équation indéfinie à laquelle continueront à s'adjoindre les 
deux conditions d'état initial (171), 

(231 hi) (pour t = O) p = O et 3 = o. 
d t )  

Ou y satisfait en posant, pareillement. à (173), 

(*) Mimoires de Z'Académàe des Sciences, t. IPr, p. 141. 
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et en disposant convenablement de la fonciion f. Pour 

abréger, appelons fi la variable T;, dont dépend celle-ci, 

et f', f"  les deux premieres dérivhes de f par rapport à P. 
d6p Comme - et A, y se deduiront de y ,  respectivement, en 
dt' 

substituant, sous le signe S, 7,  +" à f ,  + et A, f à f, il suf- 
fira de déterminer f ,  en fonction de p, par l'équation aiix 
dérivees partielles 

pour que A, y s'exprime au moyen des f" comme il arrivait 
dans le cas d'une seule coordonnée horizontale s et pour 
que, par suite, (232) soit, de même, une solution de (231), 
vérifiant encore les deux conditions d'état initial (231 bis). 
Il viendra d'ailleurs 

expression qui, à la limite t = O, se réduit, d'apres (178 bis) 
7t 

[p. 5951, au produit de - par la fonction f (O, x, y, ..,z), 
2 ( 5  

restée arbitraire. Et l'on déterminera enfin celle-ci, comme 
on, a fait dans le cas d'une seule coordonn6e horizontale z,, 
par des équations pareilles à (172) [p. 5921, dont la pre- 
mière s'écrira actuellement 

et dont la deuxième aura pour second membre F (x , y, .. .) 
au lieu de F (G), en y joignant les conditions'y ou f= O pour 
x, y, . . . , z infinis. Par exemple, si les c.oordonn6es horizon- 
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tales sont x et y, l'emploi d'un potentiel ordinaire donnera 

Ainsi, toute la difficulth sera de trouver une intdgrale 
de (233) où f se rbduise, pour P = O, à cette fonction (235 b.is). 
Or l'équation (233) a pr6cisément la forme de celle du son ; 
et Poisson en a donné, comme on sait, pour le cas de trois 
coordonnées x, y, . . . , l'intégrale g6nérale , qui se démontre 
trés facilement par la considération de potentiels sph6- 
riques, ainsi qu'on l'a vu dans la premiére note compl6- 
mentaire (p. 335) : a y joue actuellemenl le rôle du rayon 
r des couches sphdriques (*). 

(*) J e  profite de l'occasion pour observer que, dans le cas d'un espace plan h 
deux dimensions, c'est-à-dire dans le cas de deux coordonnées x, y, où les masses 
figurant par leurs potentiels sphériques au second membre de la formule (5 )  . 
[p. 3353 ont leur densité indépendante de a et se composent ainsi de filets recti- 
lignes homogènes de longueur infinie perpendiculaires au plan des loy, l'équation 

dkp @D 
du son, - ou 2 = A2 , n'exprime pas une propagation du mouvement aussi 

dta drs 
intégrale, ou aussi exempte de dissémination, que dans le cas d'un milieu h trois 
dimensions, traité B cet endroit (p. 336) , ou dans celui, plus élémentaire , d'un 
milieu B une seule dimension. 

En effet, l'un quelconque, supposé unique, des filets considérés de matière 
parallèles aux a ,  défini en position par ses coordonnées el, yi dans le plan des 
q , est coupé par toutes les sphères décrites, autour d'un centre donné (x , y), 
avec des rayons p. supérieurs h la distance D = ((a-s@ + (y -@du point 
(x, y) au filet dont il s'agit, bien que la section soit incomparablement plus grande 
pour celles d'entre ces sphères qui intersectent le filet presque tangentiellement, 
ou dont les rayons r dépassent àpeine la distance D, que pour toutes les autres. 
Ainsi, le potentiel sphérique correspondant Cproportionnzl au quotient par I. de 
cette section], nul tant que le rayon r n'atteint pas la valeur D l  croit très vite 
dès qu'il la dépasse, pour décroître bientbt, très rapidement d'abord et de presque 
toute sa  valeur maxima ; mais sans jamais s'annuler complètement, quand r 
continue ti grandir. 

Lapropagation du mozcvernent dans le plan des xy, h partir du centre (x~, 94) 
d'ébranlement, s'effectue donc, vers tous les autres points (x, y) du plan, avec Ea 
cétérité constante prise pour unité de longueur et,  par conséquent, sans dissé- 
mination en avant, mais avec une faible dissémination en  arrière: de sorte que 
le repos ne  se rétablit, après lepassage d'une onde circulaire, qu'asymptotique, 
Pnerzt, c'est-d-dire au bozct d'ur. temps r ow t infini. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bornons-nous à l'hypothèse : seule utile ici , de deux 
coordonnées horizontales x ,  y ,  et (autant pour fixer les 
idées pue pour simplifier les résultats') aux points de la 
surface , où z = O et où, par suite, f (O, x, y, O) devient 

2 f i  
@ 

- F [x, y). Alors, en prenant, afin de réduire à un seul 
z 

les deux termes f de la valeur r23.2) de y ,  une expression 
de f qui soit paire par rapport à f3 ,  nous n'aurons qu'à 
appliqiier la formule (?) du no 3 de la note précédente 

- - 

2 \/S 
(p. 337), avec p (x, y, z) = O et p, (x, y, z) = - F (x, y). 

7C 

Enfin, si nous tenons compte de l'observation (4O) qui. ter- 
mine ce no 3 ,  il viendra 

CI1 Il en r6sulte , d'après (234) , pour l'ordonnée h =- de la 
dt 
t" 

surface libre, en appelant illaintenant 9 le rapport - 
2,e ' 

On voit que le temps t n'y entre que par l'interm6diaire 
t= 

de p. Or, si nous observons que, de la relation p =- 
2u" 

on tire 

t' 
la substitution de - à p sous les signes J fera prendre 

2u= 
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ais6ment à cette valeur de h la forme 

! 
R 

v2 d 
= - - L a d p _ / r î T d  e J i 9  cos p 

(238) x a t  d t  
t2  cos p t h o s  p 

F (z+- 2 a%  COS^, y + - 2 a' - e) $' (:)da. 

Remplaçons enfin la variable d'intdgration a par une autre, 
t a  cos p t v cosp. 

r, égale à - et donnant, par suite , da = - - 
2a2 2 ~ ~ 5  dr7 

entre les limites r = a, , r = O : il viendra 

I l  suffirait actuellement de substituer à r et 8, considdrées 
comme des coordonnées polaires autour du pôle (3, y), 
d'autres variables 5 = x + r cos 8 ,  3 = y + r sin 8 ,  coor- 
données rectangles, et de remplacer, en conséquence, rdûdr 

dfdri par d5 dri, ou dû d r  par - , puis d'intégrer par rapport à 
9' 

5 et 3 entre les limites +_ ûo , pour avoir une valeur de h 
dont l'identité à celle que Cauchy a donnée (') se recon- 
naîtrait assez facilement en mettant pour +' (y) son expres- 
sion (193) d6moiitrde plus haut [p. 6071 ('). 

(*) A la page 236 de son mémoire (Savants étrangers, t. Ier, formule i48), ou h 
la page 241 du tome Iw des G h v r e s  de Cauchy, éditées chez M. Gauthier-Villars. 

(**) La seule partie un peu délicate de cette identification de la formule (2.32) 
la formule citée (148), beaucoup plu. complexe , de Cauchy, concernerait l'inté- 
grale quadruple qu'introduit dans le second membre de (239) le dernier terme de 
I'expression (193) de $' (y). Il faudrait y prendre pour variable d'intégration, au 
lieu de ceUe que j'appelle m , sa racine carrée, en posant m = (;, et  puis obser- 
ver que l'on aurait, sous le signe / correspondant, une expression de la forme 
(sin V )  à (- e -qz), qu'une intégration par parties, entre les limites v =O, v =a, 

changerait en e - G COS 9 dv. 
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Quand la d6pression primitive se rdduit à un sml de ses 
éléments , F ( E ,  3) dS dq = dg, situ6 à la distance r du point 
(x, il vient la solution simple naturelle 

Cette expression de h se développe aisement suivant les 
puissances impaires de P. Kemplaçons-y, en effet, +' [y) 
par la série (189 bis) [p. 6051, qui donne 

1% 
puis substituons à 2 y la valeur -cos p ,  et observons que 

21. 

Nous aurons finalement, aprés avoir diffdrentié par rapport 
à t7 

+ ... 
2.5 

(241) 

+ .  - ...] , 
- (2.4.6 ... 24 (2n+3) (29z+5) ... (4n+1)+ 

formule identique à celle que Poisson a obtenue par une 
tout autre voie (p. 153 de son mémoire). 

t= 
Lorsque le rapport - est très grand, y l'est aussi, dans 

4r 
(%O), entre les limites de l'intbgrale, excepté prbs de la 
limite supérieure, où la fonction sous le signe /cesse d'être 
considérable et finit même par s'annuler comme cos p. Ces 
éléments voisins de p = 6 n , où y n'est pas grand, sont donc 
négligeables, eu égard surtout à la forte valeur de l'intégrale. 
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Quant aux autres, le facteur JI' (y),  exprimé par la dérivée 
du LroisiQne membre de (177) [p. 5941, y change de signe 
à chaque instant, et de plus en plus souvent à mesure que p 
grandit ou que cos p varie plus vite : ces é16ments forment 
donc une serie de termes alternativement positifs et né- 
gatifs, diminuant très graduellement de l'un à l'autre, 
en valeur absolue, dès que p devient sensible, e t  dont 
les derniers (surtout à cause du facteur décroissant 
sont absolument négligeables devant les premiers. On 
peut donc se borner h ceux-ci, c'est-à-dire aux éléments 
correspondant aux petites valeurs de p ,  qui font varier 
cos p et avec une rapidité bien moindre que les autres. 

Or, ces valeurs rendent y sensiblement égal ii (1-:), 4r 
t" 

ou meme à - et. +' (y), d'après (l77), y est réductible à 
4r ' 

Par suite, vu que des valeurs tant soit peu sensibles de y 
t 2 p  

font très grand le rapport - , l'intégrale paraissant dans 
81. 

(240) devient, à fort peu prés, 

YU bien, par .  l'emploi des deux dernihres formules ( t )  
t 

[p. 4031, dans lesquelles on fera n - O ,  m = - 
2 6 '  
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La dérivée de cette expression par rapport à I est sensible- 
t% Tc t3 ta 

ment,, à cause dela tris grandevaleur de-, 7- cos -. 
4i  16 \/2 r z  4r 

Donc, en définitive, la solution simple (240) peut se ré- 
duire à 

Elle est bien d'accord avec celle que Cauchy a obtenue ('), 
et dont il a déduit, par voie de superposition (**), les lois 
des ondes d76mersion circulaires, ou autres à hori- 
zontal également courbe, pour diverses formes du solide 
immergé, e t ,  en particulier, pour celle d'un paraboloïde 
elliptique ayant son axe vertical, qu'avait déjà considérée 
Poisson. 

L'analogie de la solution simple (241) ou (242) avec celle 
qui se dOduit de la formule (201) [p. 6151, le cas d'une 
seule coordonnée horizontale x, et qui est, d'aprbs (203), 
(189 bis) et (177) [p. 616, 605 et 5941, 

ta 
ou, quand - devient très grand, 

4r 

(243 bis) 

suffit d'ailleurs pour reconnaître que ces ondes présentent 

(*) Formules 175 et 179 de son mémoire, p. 242 et 243, ou ûhvres , t .  ICI, 
p. 247 et 248. 

(**) P. Z43 279 du même mémoire, ou OTuvres, t. le', p. 219 h 285. 
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les nr&mes caractbres géndraux que les ondes rectilignes ou 
cylindriques d'émersion propagées le long d'un canal, et, 
notamment, qu'elles sont uniforméinent accélérées comme 
celles-ci. Mais elles diminuent plus rapidement de hauteur 

- 

t% 
à mesure que leur parcours r augmente ; car, pour - 

4r 
constant, les formules (243) et (243 bis) font varier h en 
raison iiiverse de la distance r, tandis que les formules 
(241) et (242) donnent h inversement proportionnel au 
carré S de cette distance. 

31. - Des ondes par impulsion. 

Les lois des ondes produites, par impulsion superficielle, 
dans le liquide en repos d'un canal ou d'un bassin quel- 
conque ; se déduisent immédiatement de celles des ondes 
qu'y ferait naître l'enlèvement brusque d'un solide, supposé 
immerge préalablement à l'endroit mdme où s'exercent les 
impulsions proposées et jiisqu'à des profondeurs h égales 
numériquenient , sur chaque verticale, à l'impulsion effeo 
tive éprouvée par l'unité d'aire. Il n'y aura qu'à prendre'la 
dérivde, par rapport au temps I ,  de la fonction (F relative à 
de telles ondes d'émersion, pour avoir l'expression de cp con- 
venant aux ondes par impulsion considérées. En effet, la  

ds dérivée - vérifiera évidemn~ent , coinme y, la deuxième 
dt 

6quation indéfinie (152) [p: 5781 , A2 p = O ,  ainsi que la 
di d'y 

relation (157) [p. 5811 -- - = O ,  spéciale à la surface 
dz 

drf libre, et celle, an = O ,  exprimant la perpendicularité des 

vitesses à la normale dry de la surface limite, qui concerne 
le fond ou les parois. Donc, il suffira, pour Fie cette dérivée 
soit la fonction cp cherchée, relative aux ondes par impul- 
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sion, qu'elle satisfasse aux conditions d'état initial, qui 
seront, d'après (155) et (156) [p. 5801, 

(244) 
d? (pourzettnuls)  y = Fi (x,y),  - = o .  
dt  

Or c'est justement ce qui aura lieu ; car, par hypothèse, 
la fonction y proposée, relative aux ondes par émersion, 

d? vérifie, pour z et t nuls, les deux conditions h ou -=F, (3, y), 
dt 

d? d% 
lu ou - = O ,  dont la seconde revient à ;= O d'aprés la 

dz dt2 
relation spéciale à la surface libre. Ainsi, la dérivée de cp 
par rapport à ï! est bien une fonction ayant, pour z = O, sa 
dérivée en t nulle initialement et sa propre valeur initiale 
exprimée par F, (x, y). 

On n'aura donc, s'il s'agit, par exemple, d'ondes cylin- 
driques superficielles par impulsion, propagées le long d'un 
canal, qu'a changer F en F, et dg, ou F(5) dk, en dp,=Fi(S)dS, 
dans les relations (184), (185), (197), (198), ('200)) (201), (203), 
etc., puis à remplacer tous les seconds membres par leurs 
dérivées par rapport à t ,  pour avoir les formules des 
vitesses, des hauteurs, etc. Il est clair, vu la quasi-pério- 
dicite de, la fonction (y) e t ,  par suite, l'analogie de cette 
fonction avec ses dérivées, que tous les traits généraux 
seront les mèmes ; notamment, que les ondes soit sail- 
lantes, soit creuses , se trouveront encore uniformément 
accélérées ; qu'elles correspondront encore , du moins dans 
le cas d'une solution simple naturelle, à des valeurs du 

- 

3" 
rapport - sensiblenie~i t distantes de ; qu'elles ne tarde- 

4s 
ront pas à constituer une infinit6 de houles rogies par les 
formules (217) ou (224), à cela près qu'il y paraîtra un 
cosinus au lieu d'un sinus et qu'il y aura de plus, en coeffi- 

t 
cierit, le facteur - ou K ;  etc. Mais il est bon de remarquer 

2s 
que les ondes y décroîtront beaucoup plus rapidement, du 
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nioins aux grandes distances ; car la dift'érentiation par 
rapport à I introduira partout en plus, toutes choses égales 

d'ailleurs, c.e facteur - = - - , qui sera, pour chaque 
;3 (3: 

onde en particulier , inversement proportionnel au temps 
ou à la racine carrée de la distance parcourue. Par exemple, 
les premières ondes, dont la hauteur décroissait en raison 
inverse du carré du temps écoulé t quand elles avaient été 
produites par émersion, s'abaisseront ou s'aplatiront main- 
tenant en raison inverse de son cube ou de la puissance $ de 
l'espace x parcouru. 

Par contre, quand un certain temps se sera 6cou16 les 
ondes qui continuent à se former au lieu d'impulsion s'effa- 
ceront moins vite 1.orsqu'on approchera de ce lieu, et moins 
vite aussi à mesure que le temps grandira. En effet, leur 
hauteur maxima possible qui, d'après ce qu'on a vu à la fin 

$2 6 
du no 28 (p, 633), aurait été de l'ordre de - sans l'intro- 

13 
t 

duction du nouveau facteur -- ? se trouvera, en réalit6 , 
.-- 2x 

comparable à *, expression qui tend vers zéro, mais 
t= 

moins vite que la pr6c6dente : soit quand la distance posi- 
tive x décroît, soit quand t grandit. 11 est même digne de 
remarque que, si l'on pouvait supposer l'impulsion primi- 
tive par unité d'aire, F, (5)' brusqueiuenl variable d'un point 
de la surface à l'autre e t ,  par exemple, finie aux limites 
x = 2 Z hors desquelles elle est nulle, les hauteurs maxima 
possibles auraient en moins: comme on a vu au même en- 

x2 
droit [p. 6321, un facteur de l'ordre de 7 ; d'où il suit que 

1 
ces hauteurs possibles seraient comparables à -. Elles res- 

t'i 
teraient donc les mêmes à toute époque et très grandes aux 
petites distances x ,  jusqu'à ce que les ondes observbes, 

devenant, à. cause des facteurs sin ( -- - ~ O U M S ( ~ - ; ) ,  
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de plus en plus courtes, et de plus en plus lentes dans 
leur propagation, a mesure qu'on les considérerait en des 
points de moins en moins éloignés de l'origine ou après 
des temps t de plus on plus grands, fussent trop aiguës 
pour se soutenir, et déferlassent. 

Ce fait analytique permet de comprendre comment il 
arrive que la surface de l'eau d'un bassin se couvre, aussitôt 
après un coup de vent, à l'endroit mème où il a soufflé 
d'un nombre considérable de rides très rapprochées, assez 
persista11 tes et presque immobiles. 
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ADDITIONS A LA NOTE II. 

ADDITION AU NO 5 (p.  375). - Démonstration plus simple des 
proprietés de l'intégrale d6finie considérée dans ce numéro 5 .  

La fonction 

où p désigne un exposant constant quelconque, peut se 
déduire de l'intégrale définie plus simple (5) [p. 3601. Il 

<i 
suffit, pour cela, de poser, dans celle-ci, d = T I  OU s = r P, 

2 sa 
et d'observer que - et - pouvant s'écrire respectivement ' 2 2a3 

2 ,a 2 
2 :-'(;)t et 21-'(=) r , les deux fonctions f 

paraissant dans 

autres fonctions 

l'intégrale définie (5) deviennent deux 

f ,  E) et $i (&) [non moins arbitraires 

que les précédentes f et +] des deux nouvelles variables 
aP vf 
-et-. 
2 2aP 

D'ailleurs, la formule (6) [p. 3611 ne se transforme pas 
moins simplement. D'une part, la relation existant entre 
s et r y donne 
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2-1 ap 0 
d'autre part , la dhivke de Pancienne variable 2 p .  (%) P ? 

' - i  2 a --i 
par rapport à la nouvelle variable f Btant 2 i - (2); 

2 '  P 2 
2 

OU - a4, on a 
?' 

ou bien 

Ainsi les deux formules (5) et (6) [p. 360 et 3611, où l'on 
pourra finalement effacer les indices de 11 et +, , deviennent, 
l'une, la nouvelle formule (a), l'autre, en supprimant de 

ses deux membres le facteur commun P - la relation 2 ' 

aP-2 da. 

Pour donner à celle-ci sa forme définitive, appelons p un 
nombre lié à p par l'éqtiation 

de sorte qu'on ait 

et posons 

(4 
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La quantité sous le signe $, dans (bj, se transformera en 
celle-ci ; 

De plus, P variera, comme a ,  de zéro à l'infini, et dans 
4 le mème sens que a si le rapport - est positif, en sens in- 
P 

verse si ce rapport est nbgatif. 11 viendra donc, dans les 
deux cas, au lieu de la formule (b) , en représentant par - < a valeur absolue de 2 et multipliant les deux 

4 P 
membres de (b) par cette valeur absolue, 

Telle est la relation, évidemment identique à (30) 
[p. 3781, et se réduisant 'à la formule (6) dans le cas parti- 
culier p = p = 2,  qui exprime la propriété caractdristique 
de 17int6grale définie (a). On voit, eri y remplaçant F par 
cc et en comparant le second membre de (e) à celui de (a), - -- 

' p h - ?  4 
que la fonction \/ - r P - est de la même forme que y, 

Q" dr 
sauf la substitulion de +' à + et le remplacement de p par p, 

uq r2 
suivi de l'échange des rôles des deux variables - et -. Par 

2 2u9 

suite, en traitant le second membre de (e) comme on a fait 
pour celui de (a), il viendra 

ou bien, par l'effectuation des calculs au premier membre, 
et vu la relation (c), 
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C'est justement la formule (a) de la page 396. D'ailleurs 
le premier membre représente, comme on sait, le para- 
mktre A, ?, quand S exprime la somme x2 + y' + . . . et que 

. .  - 

2 2 
l'onprend 1--=m-1 ou p=- 

2-rn ' m désignant le 
P 

nombre des variables x, y . . . . Ainsi, dans ce cas , le para- 
mètre différentiel A, de la fonction y s'obtient bien en rem- 
plaçant simplement , sous le signe J de la formule (4, 
chacune des deux fonctions f, + par sa dérivée. 

ADDITION AU NO 22 (p .  499). - Extension de la loi de Thomas 
Y o u n g ,  sur  l'efpl de début d'un choc longitudinal, a u  cas ou 
la barre n'est pas cylindrique, mais en forme de tronc de 
cône, et autres lois d 'an tel choc, pour une barre de longueur 
indéfinie heurtke à son petit bout. 

Quand la barre, qu'on peut supposer, comme on a vu,  
s'étendre de z =  O à x - co lorsqu'il s'agit d7étudicr uni- 
quement la  période de début du choc, n'est pas cylin- 
drique, mais en forme de tronc de cône, du moins aux 
environs de son extrémitd heurtée, la loi de Thomas 

a 
Young - 3 = - s'y applique encore. Elle y régit même, 

O 

non seulement les déformations de début qu'éprouve l'ex- 
trémité heurtée, mais celles qui se produisent, à des dis- 
tances x de plus en plus grandes de cette extrémité, aux 
moments où s'y propage l'ébranlement du choc, à la con- 
dition, toutefois, d'appeler v les vitesses effectives qu'on 
observe alors à ces endroits, vitesses inversement propor- 
tionnelles à la racine c,arrée des sections ainsi atteintes 
successivement. 

Pour le démontrer, admettons (comme il est évidem- 
ment permis de le faire, toujours poiir la période de début 
où le mouvement n'a pas encore franchi des distances 
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notables) que la barre soit conique de x = O à x = m ,  
sauf, dans le cas où les sections iraient en diminuant, à se 
continuer au-delà du sommet par un cône oppose, compris 
entre les génératrices du premier prolongées. Mon inten- 
tion n'est pas, d7ailleurs, d'examiner en détail les circons- 
tances propres à ce cas. Appelons - c l'abscisse, négative 
ou positive, du sommet du cône, de sorte que la  barre ait 
ses sections normales r proportionnelles à (x + c)' : sa 
masse par unité de longueur [en continuant à prendre 
pour unité la masse de l'unité de longueur du tronçon 
heurt61 et sa tension sur ses diverses .sections a seront, en 
conséquence, les deux produits respectifs d'un mème 

dÿ 
facteur constant par (x + c)' et par o2 (z + c ) ~  2. 

da 
L'équation indéfinie du mouvement., 

devient donc, par une suite de transformations évidentes, 

ou enfin, en divisant par x + c , 

Ainsi, le produit (x + c) cp est régi par 1'8quation de 
d'Alembert, comme l'avait remarque M. de St-Venant 
dans un article du 30 mars 1868 (') qui a donné l'idée de 
l'Addition actuelle; et il en rbsulte que son expression 
générale se compose de deux termes de la forme f (ol7x). 

(*) Comptes-Rendws de I'Acadèmie des Sciences, t .  LXVl, p. 650. 
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Mais les conditions cp = O  pour t = - co et cp = O pour x = co 
obligent. encore à annuler le second de ces ternies, celui 
dont la variable est ot + x ; et il vient au lieu de l'équa- 
tion (143) [p. 4981, avec une fonction arbitraire î, 

On en déduit immédiatement, en différentiant soit par 
rapport f ,  soit par rapport à x, 

ab 
( x+  c ) - O U  ($-CC) v=wf'(wt-$1, 

dt 
(143 ter) 

dv ( x+c )  - + y  OU (n+c)  3 + v =  -f ( o t - x ) ,  
h 

et, par l'élimination de f' (oi - x), 

Or,  dans la période de début du mouvement sur une 
section quelconque, le déplacement rq est encore insensible 
que déjà la vitesse v a reçu ses plus grandes valeiirs, et 
l'on peut poser y = O ; ce qui réduit bien la formule 
(144 bis) h la formule (14) [p. 4991. D7ai!leurs , la formule 
(143 bis) et la première (143 ter) montrent que, si l'on suit 
l'onde dans sa propagation effectuée avec la céldrité con- 
stante o, les produits ($ + c)  y ,  (x +- c) v restent constants, 
ou qire les vitesses v et les déplacements .q apportés sur 
chaque section sont en raison inverse de la racine carrée de 
celle-ci, comme il a été dit plus haut. 

Occupons-nous maintenant de déterminer la fonction 
arbitraire f. Nous aurons encore, pour cela, la condition 
(145) [p. 4991, spéciale à l'extrémité heurtée x = O, et où 
y désignera la masse du corps heurtant rapportée h celle 
de l'unité de longueur du tronçon heurté. ~ o r t o n s - ~  donc 
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l'expression iw'-Q) de y ,  et, en posant finalement ot = 0, 
S + C  

puis divisant par @, il viendra 
C 

1 1 c 
(146 ais) y (O) +; f (e) +,cf (O) = -F' - . 

PU% ( 3  
C'est une équation lindaire avec second membre, aisément 
intégrable, à laquelle il faudra joindre les deux conditions 
initiales f (- co ) = O ,  f" (- cu ) = O, ou meme f (O) = o, 

f' (O) = O, puisque l'impulsion par unité de temps, 'F' (3 
= F' ( t ) ,  ne commence à différer de zéro qu'à partir de 

l'instant t = o. 
Bornons-nous au cas d'un choc, où cette impulsion 

s'annule définitivement pour t > E et o i ~ ,  durant l'instant 
très court compris de t = O à t =  E ,  la derivée seconde 
f" (8)  est incomparablement plus grande que la dérivee 
première /" ( 8 )  et, à plus forte raison, que la fonction f (0) 
restée insensible. Alors l a  relation (146 bis), multipliée 
par dB = wdt et intégrée de I =  O a t=  E ,  donne, à fort peu 

C 
prhs, f' (E) = - F (E), de sorte que, l'impûlsion totale F ( E )  

Po 

dri choc étant yV, il vient sensiblement, comme oonditioiis 
initiales par rapport à tout le temps ultérieur à l'&poque 

eV 
t = E ,  f ( E )  = O ,  f' (E) = -. Pour tout ce temps, l'équation 

W 

(146 bis) est sans second membre, et s'intègre de suite. 
Si, pour simplifier, l'on regarde, d'une part, E comme nul, 
que, d'autre part, on pose 

K désignant ainsi la racine carrée positive de la valeur 

4p , il vient absolue de 1 - - 
C 
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(147 bis) 
(pour 0 > O) f (0) = - 

1 

formule où le sinus hyperbolique s'emploie quand le binôme 
4 P 1 - - est positif et ,  le sinus ordinaire, quand ce binôme 
c 

est négatif. En  remplaçant, dans (147 bis),  8 par w t  - x ,  
puis divisant par x + c, on aura l'expression générale des 
déplacements 1. Ceux du point heurté x = O seront 

i (pour a= O et t > O) 
(148 dis) 2pV ut Kwt 

'O=-  CTT (sin hyp- ou sin-). 
2 ;J. 2~ 

Quand la barre est prismatique ou cylindrique, on a 
41* c = f  co; d'où 1--=1=+P7K=1;  et la formule 
C 

(148 bis), en y remplaçant le sinus hyperbolique par 
1 " t  w t  

2 ( e  c- e -  %), se rkduit bien à la seconde (148) [p. 5001. 

Je me contenterai d'étudier spécialement l e  cas où c se 
trouve positif, c'est-à-dire le cas où le bout heurté de la 

4t* barre est le petit bout. Alors l'expression + k2 = 1 - - 
C ,  

quand elle a le signe plus, n'atteint pas l'unité, et k y est 
la tangente hyperbolique d'un certain arc positif y ,  crois- 
sant avec è qui g varie de 4p a CD . Lorsque, au contraire, 

41r cette expression 1 - - - - - + Ka est négative, ou c compris 
C 

entre zéro et 4,u, K égale la tangente ordinaire d'un arc y 
~ar iable  en sens inverse de c et compris lui-mime entre 

zero et 2.  La formule (148 his) peut donc s7écrire 
2 
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I (pour x = o  et t >  O) 

(149 bis) w t  Lang7 

2 p v  1. 
tang Y 

Différentions deux fois par rapport à t et ,  en substituant à 
tang hyp y ou à tang y un rapport de sin& à cosinus, puis 
appliquant, apres chaque différentiation , la formule du 
sinus d'une différence ou d'une somme, il viendra : 

\ (pour 2: = O  et t > O) 
w t  Ot 

tshJp Y )  sin (Y- ly lang 
O U  

(149 ter) sin ~ Y P  Y sin y 
Y 

4 D'ailleurs, la condition (145) [p. 4991, devenue ou 

3 =-- ' d'y @our r = O ) ,  montre, vu la seconde formule 
w= &a 

(149 ter), que la compression - 3 (à l'extrémité heurtde) 
tend à changer de signe, et que, par conséquent, le choc 
se termine, au bout du temps 

Ce temps est d'autant plus long que c est plus grand; 
car, 1°, quand il y paraît une tangente hyperbolique, 
T croît avec y, alors variable dans le -même sens que c, et,  
2 O ,  quand il y paraît une tangente ordinaire, T diminue, 
comme c, à mesure que y augmente. 

Ainsi, la durée du choc, irlzbnie dans le cas de la barre 
prismatigue salzs f i ,  cesse de l'être dam celai d'une barre 
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coniq~e tronqzbée , de longueur indéknie, mais heurltee a son 
petit bout. D'aprbs la première formule (149 ter), cette durée 
totale du choc se partage également entre la période de 

d<p compresswn croissante , où la vitesse - est positive comme 
dt 

@ V, et la période de détente, où la vitesse est négative. 

Mais cette détente est moindre que la compression ; car, 
dans la formule (149 bis) ,  le sinus hyperbolique est essen- 
tiellement positif et,  le sinus ordinaire, positif aussi pen- 
dant toute la durée du choc, vu que la plus grande valeur 
de l'arc y est 2y,  quantite toujours inférieure à n quand il 
y a lieu de prendre ce sinus ordinaire. Le déplacement cp de 
l'extrdmité heurtée ne revient donc pas à la valeur zéro, 
du moins pendant le choc. 

Le plus grand déplacement du point heurté s'obtient en 
portant dans (149 bis) la valeur moyenne 

2tr Y t=-- 2tr 
OU - - 

tghypy tang y '  

4 correspondant à - = o. On trouve ainsi, en exprimant le 
d2 

sinus hyperbolique ou ordinaire de l'arc y en fonction de 
sa tangente analogue et se rappelant que le carré P de 

cette tangente vaut 5 

v Y 
(pour x = O) Déplacement maa. = - a- byp ou tsog . 

O 

A l'instant t = T où le choc se tcrmine , la vitesse de la 
IJT 

masse heurtante est; d'après la première (149 fer), -Ve - 
27 

ou - V e - (tg hyp ou tang La perte de force vive qu'a éprou- 
vée cette masse par l'effet du choc se trouve donc d'autant 
moindre que le choc à été plus court, ou mieux, d'autant 

c- 
moindre que le rapport -, dont dépendent k et f ,  est plus 

P 
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C 
petit : ellc serait nulle, si l'on pouvait poser - = O (d'où 

u 

L = tang y = m ), c'est-à-dire si le bout heurle s'e réduisait 
à une simple pointe. 

Pendant la détente libl3e qui suit le choc, on a - 3 ou 
-- " = O (pour x = O ) ,  c'est-à-dire, d'après la formule 

dic 
(143 bis) et la seconde (143 terj [p. 6571, 

équation dont l'intégrale est, en observant que la valeur de 
f (9) au debut de cette nouvelle période Bgale la dernière, 
f (UT), que donne la deuxième formule (147 bis), 

O-oT 
(149 quater) (pour 0 > UT) f (0) = f (.CS) e - 7 .  

4 Il en résulte pour f ' ( 0 )  et, par suite, pour la vitesse - de 
dt 

1'estrPmité x = O de la barre, des valeurs absolues décrois- 
santes, dont l a  plus forte correspond au premier instant où 
l'on a eu ainsi -3  = O, c'est-à-dire à la fin du choc, ou à 
la vitesse négative gardée par la masse heurtante. Donc 
l'extrémité heurtée ne rejoint jamais plus cette masse : la 
détente libre a une durée indkfinie, et la formule (149 quater) 
fait connaître toutes les valeurs de f ( 8 )  qui restaient à dé- 
terminer, savoir, depuis 9 = UT jusqu'à 8 = cc . 
. On voit que, pendant la détente libre, le déplacement po- 

f (4 sitif, - , de l'extrémité heurtée d6croît graduellement 

jusqu'à zéro. Ainsi, la barre revient asymptotiquement, 
pour t= cx, , dans sa situation primitive, car il en est évi- 
demment de mème pour tous ses tronçons successifs. Le 
mouvement qu'elle a pris au corps heurtant se propage 
dans des parties de plus en plus éloignées et de plus en plus 
grosses, où il cesse d'ètre sensible. 

Cherchons enfin, toujours en supposant positive, pour 
fixer les idées, la vitesse V du choc, quelle est la plus 
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forte contraction - 3 produite durant tout le phénomène. 
La seconde formule (144 bÊs) donne, vu les valeurs de (F et O 
tirées de (143 ois) et (143 terj, 

Comme la fonction f (ut  - x) est sans cesse positive, cette 
expression de (x + c)  (- 3) diminue quand, w t  - z ne chan- 
geant pas, z grandit. Ainsi le mouvement, en se propa- 
geant le long de la 'barre .avec la céltkité o , y produit des 
contractions - 2 plus rapidement décroissantes que l'in- 
verse de a + c ,  c'est-à-dire encore plus que ne le sont les 
vitesses et les déplacements correspondants. C'est donc ii 
l'extrémité heurtée x = O, et d'ailleurs, Avidemment, avant 
la détente libre, qu'a lieu la contraction la plus forte. Reste 
à savoir à quel moment elle s'y produit. 

tL d2? A cet effet, rappelant qu'on a, pour x = O ,  -3 = - - - 
ut dtl ) 

on cherchera la d6rivée par rapport à t de - - d" en diffé- 
dl% ' 

rentiant la seconde (149 ter.) [p. 6601. On trouve ainsi que cette 

dérivée a le signe du facteur - sin hyp 
ot 

tang y). Or ce facteur ne cesse pas d7ètre 

négatif de t = o  à t = T ,  sauf dans le cas c (p ,  où il 
est d'abord positif et ne devient ndgatif qu'à partir de 

t = - -  2r3  VU que 3y=3 arctg f F d $ a s s e  alors Z. 
w tangy ' 

Donc, quand la masse heurtante p est2nfZrieure à c , ou au 
triple de celle du cône qdil a fullw détacher de la barre 
(supposée avoir étd d'abord parfaitement conique) pour en 
faire la barre tr0nconipu.e donne'e, ln contraction - 3 pro- 
duite à Z'exbémité z = O décroit pendant tout le choc, ou 
juspu'à ce p'el le y devienne et reste nulle; et sa valeur la 

v 
plus forte est celle de ddbut, - , que fa2 connattre la loi de 

W 

Young. Au contmire, puam? dépasse c , la contraction la 
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2 p 3 - , - n  
plas forte, au, point  heu"~'W a = O, a lim pour t = - - , 

w tang y 
et, d'après la seconde formule (149 ter) , elle est 

- 
v 37-n 37-T -a=- .--y - 0 \/! 6-- 

~ W C O S ~  tanfT/ - o tangy 

expression O& l'exponentz'elle, minima pour. y égal environ h - 
1 

74' 38' ou 1,3027, c'estlà-dire pour v~ = - - 
2cosr 

- 1,887, 

et valant alors 0,8101, desce~d  assez pezl , comme on voit, 
au-dessous de la limite su~él-iewe 1 qzl'elle atteint soil pour 
y = 3 ri ou p= c ,  soit' pour y = & n  OU p infini. 011 remar- 
quera l'analogie de ces lois avec celles du choc transversal 
étudié au commencement du no 23 (p. 505 à 508). 

Si la barre n'&ait pas indéfinie, mais d'une longueur 
donnée Z ,  une condition relative à sa seconde extrémité 
z = Z ,  condition qui serait, par exemple, cp = O dans le cas 
de fixité de cette seconde extrémité, entraînerait une ré- 
flexion du mouvement vers la première extrémité ; et il fau- 
drait, pour exprimer ce retour des ondes, ajouter au second 
meiiibre de (143 bis) un  terme comme - f (ot + x - 2 l) ,  
d'après les considérations exposées au no 23 (p. 509). Alors 
la détermination de la fonction f se ferait par les procédés 
suivis à cet endroit du Mémoire pour une barre cylin- 
drique; iiiais les résiiltats seraient plus compliqués, et c'est 
pour quoi je ne m'y arrêterai pas. Je remarquerai seulement 
que l'influence du nouveau terme, tel que - f(ot + x-2Z), 
ne se ferait sentir sur l'extrémité heurtée x = O qu'au bout 

z 
d'un temps 2-après le commenceiiîent du choc ; en sorte 

W 

que les lois précédentes, établies dans l'hypothèse d'une 
longueur indéfinie, continueraient à s'appliquer, du moins 
à l'extrémité heurtée, durant un temps égal au double de 
celui qu'emploierait le son pour parcourir toute la longueur 
de la barre. 
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NOTE III ('). EXTENSION, AUX SOLID135 B ~ ~ ~ R O T R O P E S  LES PLUS SIMPLES, 

C'EST-A-DIRE AUX SOLIDES ISOTROPES DEFORMES, DES LOIS D'ÉQUILIBRE ET 

DES LOIS LES PLUS IMPORTANTES DE MOUVEMENT DÉMONTRBES DANS CETTE 

ETUDE POUR LES SOLIDES ISOTROPES. 

1. - Lois d't!qwiZibr.e. 

Il est facile d'étendre a un solide isotrope que l'on a 
modérément déformé d'une maniére permanente par des 
tensions ou des compressions inégales suivant les divers 
sens, mais qui est resté homogène, toutes les solutions de 
problèmes d'équilibre donnees dans le Memoire principal 
ci-dessus (p. 15 à 318) Les formules des forces élastiques 
d'un tel corps hétérotrope ont. été découvertes, en 1863, par 
M. de Saint-Venant, et j'en ai donné une ddmonstration 
très simple dans un mémoire du tome XII1 (année 1868) 
du .foumal de MathémnZiques pwes et appliquées ("). En 

(*) Insérée après l'impression du mémoire principal (p. 15 h 318). 
(**) Mdmoire sur les ondes dans les milieux isotropes défotrne3. S i ,  dans les 

formules (6) du le' de ce mémoire, i'on pose K =O, pour exprimer que le solide 
isotrope proposé était d'abord h l'état naturel, et p = O ,  pour exprimer l'annula- 
tion finale, après que leurs effets sur la contexture sont produits, des trois trac- 
tions (ou pressions) déformatrices principales A ,  B , C , proportionnelles a trois 
petits nombres a, b ,  c de l'ordre des dilatations ou contractions persistantes subies 
par le corps suivant leurs sens respectifs (qui sont ceux des x, y, 21, ces formules 
(6) deviennent, identiquement, en tenant compte de la relation (7) qui les suit,  

ou1, rn désignent les deux coefficients d'élasticité (1, p de Lamé) du solide isotrope 
primitif et r ,  p, 7, a', a', 7' les six coefficients numériques suivants, dont les 
excédents sur l'unité ont leurs carrés e t  produits négligeables, 
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accentiianl, pour éviter toute confusion, les expressions, x, 
y, z, u., v: ni, des coordonnées (d'état naturel) et des d6pla- 

I r ,  l", d, m" étant enfin, comme 1 et rn, des constantes spécifiques relatives au 
solide isotrope primitif. (Toutefois, pour rendre les forrnules plus symétriques, 
j'ai modiiè légèrement les notations du mémoire cité, dans lequel 1" et 1' rem- 
placent ce qui est appelé ici -1" et l'tl''). Or on remarquera que ces espres- 
sions de 7 ,  p, 7, y', ', .j donnent la proportion 

et il serait peu naturel que les différences respectives survenues entre 1', p', -/ 
(d'abord égaux B i) fussent constamment enti'elles comme les différences ana- 
logues de r ,  ;, g, sans que n', >', ?' fussent eux-mêmes entr'eux comme I, p, ?. 

%J 
On est donc porté h supposer égaux les trois rapports -, :, f , dont les 

et, par conséquent, B supposer les deux coefficients constants l", rn" proportion- 
nels h 1 ,  m dans tous l es  solides isotropes réels. Alors, en remplaçanf rn par ,,. 
et appelant i le produit de 1 par 

les formules (a) deviennent préciskment celles (1) du texte [p. 669 ci-après], qu'a 
données M. de Saint-Venant. 

Les considérations suivantes portent B penser que Ils" et 1" sont positifs comme 
rn et  1. Admettons qu'on ait a < O, b = O, c = O, (d'ou g = :', ]'= .'), ou que les 
actions déformatrices aient consisté en une simple pression normale exercée 
suivant l'axe des S. Alors les éléments plans normaux aux s ont Bté rappro- 
chés les uns des autres e t ,  les éléments normaux aux y ou aux z, écartés les 
uns des autres, mais dans une proportion moindre; ce qui doit vraisemblable- 
ment, toutes choses égales d'ailleurs, rendre lcs action? élastiques ultérieures, 
soit normales, soit tangentielles, exercées sur les éléments plans perpendiculaires 
aux G, plus grandes que celles, de nature analogue, qui le sont sur les éléments 
plans perpendiculaires aux y ou aux a, et qui résultent de déplacements parallèles 
au plan des ya ou effectués sans que varient les distances des couches normales 
aux s. Donc les coefficients, 1ï8,Y, 1j.4 + 2 m &  de l'expression de Ni,  seront 
respectivement plus g~ands  que ceux-ci , 1 p'2, 16'2 + 2 rn ,%?, des expressions 
de Nn ou de Ng , et le coefficient, nt 2 p , des formules de Tz ou de T3, sera plus 
fort que celui, m $2, de la formule de T1. Il viendra ainsi 1 ' )  fi', 1 > B ,  OU 

d'après les formules (b), lJ'>o, m" > o. 
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cements des divers points, ainsi que celles des composantes 
N, T de pressions exercées par unit6 d'aire et celles des 

Les formules (2) du texte ont été obtenues directement par M. de Saint-Venant 
(sous la condition 1 = p), en supposant non seulement que l'action de deux molé- 
cules intégrantes du solide est une simple fonction de la distance de leurs centres 
de gravité, mais aussi qu'elle reste telle et conserve la même expression quand il 
survient de petites altérations persistantes de la contexture, c'est-h-dire un nouvel 
e'tat naturel. Peut-être cependant est-il difficile de concevoir une altération de la 
contexture autrement que comme un changement, dans le groupement des molé- 
cules chimiques en molécules intégrantes, suffisant pour modifier tout au moins 
la forme de celles-ci et leurs actions mutuelles ; car, sans cela, de petites défor- 
mations quelconques exigeraient, pour subsister, la persistance indéfinie des 
pressions qui les auraient fait naître, et l'annulation finale des forces déforma- 
trices A, B, C entraînerait par conséquent le retour i~ l'état primitif. 

Ainsi, l'hypothèse de la conservation des molécules intégrantes du solide e t ,  
par suite, de la continuation de leurs actions mutuelles, ne se concilie guère 
avec la donnée expérimentale (que M. de Saint-Venant accepte et  utilise sans 
discussion) de la persistance de déformations qu'aucune pression n'accompagne 
plus; e t  il convient de s'en tenir à la démonstration, approuvée du reste ,par 
M. de Saint-Venant , que j'ai donnée des formules (a)  et (b) ci-dessus. J'y admets 
simplement, comme point de départ, que les coefficients d'élasticité du corps, 
resté symétrique par rapport aux plans sur lesquels se sont excercées les actions 
déformatrices principales A, B, C, ont acquis de petites parties fonctions linéaires 
de A ,  B , C ou de a ,  b , c. Et  il suffit, pour arriver à ces formules (a) et (b) , 
d'observer en outre: 10, que Ni  et Ti restent les mêmes quand on permute 
y el x ,  v et w, b et c ; 2O, que N2 et T2, N3 et T3 se déduisent de Ni et Tc par une 
ou par deux permutations circulaires effectuées h la fois sur x, t/ et I, u, v et w,  
a, b et c; 3", enfin, que, dans le cas A = B ou a = b ,  le corps ne cesse pas d'être 
isotrope autour de l'axe des a , en sorte qu'une rotation infiniment petite u, des 
axes autour de celui des a ne modifie pas les expressions des forces élastiques. 

La démonstration devient même plus brève en se contentant d'exprimer que 
ces diverses transformations ne changent rien h la fornlule du potentiel d'élasti- 
cité 6, fonction homogène du second degré des six déformations 

et dont les dérivées respectives par rapport h ces six déformations expriment, 
comme on sait, les forces élastiques Ni, Na, Na, T l ,  Tz, Ta. Et d'abord, comme 
les changements soit de x en - x et de u en - u, soit de y en - y  et de v en - v ,  
soit de a en - a et de w en - w ,  qui transforment respectivement g, et  gxy , 
gr, e t  gyzi gyz et g, en leurs contraires, ne doivent rien changer h la formule 
de +, celle-ci ne contiendra pu,, gm, gxy que par leurs carrés. Ainsi, l'expres- 

sion de 2~ comprendra seulement : I o ,  trois termes en a l ,  311, 3;; ZO, trois 
termes en 2 3 , , 3 , , 2 ~ , 3 , , 2 3 , ~ , , ;  troistermesengi,, gz,, Ilest 
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composantes X, Y, Z de la force extérieure appliquée en 
(x', y',$') à l'unit6 de volume, ces formules sont 

clair d'ailleurs que les coetticients, linéaires en a, b, c, des trois ternies du premier 
groupe, seront de la forme 

n t nr (a + b + c) + n" (a, b, c). 

Car le premier, par exemple, affectant a:, doit évidemment se trouver symétrique 
par rapport h b et c. De même, dans les trois termes dia deuxième groupe, 
2 3,3 z, 2 3,3,, 2 3, aY auront les trois coefficients respectifs 

1 +l'(a+ b t c) + t" (a, b, c) 

e t ,  dans le dernier groupe, les coefficients de gtz, g>, g& seront 

m+ m'(a+ b + c) + m" (a, b ,  c). 

Enfin, si b, égalant a ,  on effectue une rotation élémentaire de l'ensemble des 
axes des s, y, a autour de l'axe des a, dans le sens des x vers les y, les formules 
classiques de la transformation des coordonnées montrent que u, v et w seront 

a d  d d a d d 
remplacés par u-Cv, v i - t u  et  w ;  z, ày et - par --C- - + G- 

da dy ' dg dm 

Les nouveau:- : xmes survenus de la sorte dans l'expression de 2 é seront donc 
en tout, h part le facteur commun 2 c gw (az - aY), 
- [n + d(2 a + c) + d'a] + I l +  Z'(2a + c) + l"c] + 2 [rn + m'(2a + c) + m''cl 

ou bien 

(-n+l+2nz)+(-n'+d'+l~'+2m'+2m~')(2a+c)-(n"+2l"+4mC~a; 

et ,  comme leur ensemble doit se réduire a zéro pour toutes les très petites 
valeurs tant de c que de a, l'on aura 

n = 1 + 2 m, n'= Y + l"+ 2 (m'+ m") , n"= - 2 (1"+ 2 ml'). 

On peut donc éliminer n, n', n", e t  l'expression générale de 2 (dans le cas de 
a, b, c inégaux) devient aisément, vu les valeurs (b) de r, 8 ,  7, z', p', 

Enfin, les dérivées de la moitié de cette expression par rapport aus six déforma- 
tions 3, g donnent les foimules cherchées (a) des N, T. 
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dv' dw' 
T,#=PP? (% +7)? 

où p désigne, par exemple, le coefficient de l'élasticité de 
glissement du solide isotrope primitif, À un autre coefficient 
d'élasticit6 et a, P, y trois coefficients numeriques assez peu 
différents de l'unité. On a d'ailleurs , comme équations 
indéfinies de l'équilibre 

dNi' dTs' dT,' -+-- +- + x r = 0 .  
d d  dy' dz' 

dT,' dN2' dT,' -- d$, + T +  + y ' = o $  

dT,' cm,' dN,' -+-+7 + z r = o .  
dx' dy 

Or, si l'on imagine, à c6té du solide h6térotrope proposd, 
un solide isotrope dont les coefficients d'élasticité soient 1, 
;n, et dont les divers points ($,y, z) correspondent aux siens 
(x', y', 2') ayant les coordonnées 
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s i ,  de plus, ce solide isotrope Bprouve les déplacements 
u, v, m définis par les formules 

U v ro 
U' = -- , v'= ---, TV'&- 

6 fi- ' 

les composantes X, Y, Z de la force extérieure que sup- 
por.tera efi (2, y, z) l'unit6 de son volume seront celles ré- 
sultant des relations, analogues à (3j, 

et, de plus, ses BlBnients plans normaux aux x, y, z éprou- 
veront des pressions N, T régies par les formules simples 

C'est ce que l'on reconnaît en transportant dans (1) les 
valeurs (4) de u', v', lu', puis remplaçant, tant dans (1) que . . . - . .  - 

d d -  d 
daiis (2) ,, - 1 d  I d  1 d  ' h di, 2 Par u ; ~ ,  ET, -y;;i; et substi 

tuant enfin, dans (2), à X', Y', Z' les valeurs (5). Alors, vu 
les expressions classiques (195 6 4  [p. 3081 des forces élas- 
tiques N, T du solide isotrope, les formules (1) deviennent 
précisément les formules (61, et les équations (2), d'où a, 

p,  y disparaissent de suite en même temps que tous les 
accents, se transforment dans les équations indéfinies de 
l'équilibre du corps isotrope. 

Si donc la surface4imite du solide isotrope est la trans- 

formée, f (3 \la, y \iP, z \ls = O ,  de la surface-limite 
f (x', y', 2') = O du solide hétérotrope donné (comme est,  
par exemple, le plan z = O des xy quand le solide proposé 
se trouve limité par le plan z'= O des x' y'), et si les condi- 
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tions sphciales à chacun des points de cette surface du 
solide hétérotrope revienneut à s'y donner, soit, en fonction 
de x', y', d ,  trois composantes N', T' de pression (comme, 
par exemple, celles, y ,  = - T;, A, .= - T,', pz, = - N; 
de la pression extérieure aux divers points du plan des s'y'), 
soit, à leur défaut, trois composantes correspondantes 
u', v', w' des déplacements ou, pour les points du solide 
situés à l'infini, l'ordre de petitesse des u', u', lu', les com- 
posantes analogues N , T, ou les déplacements analogues 
u, v, ni seront définis, en fonction de x , y ,  z , par les for- 
mules (6) et (4), prises avec (3), aux divers points de la 

surface-limite f @ \l< y vK z \l$ = 'O du solide isotrope 
correspondant ; et les formules (4) exprimeront de même 
l'ordre de petitesse des déplacements u ,  v , lu de ce solide, 
aux points très éloignés. 

Ainsi, le problème proposé d'équilibre du corps hétéro- 
trope se trouvera transformé complètement en un problème 
tout pareil concernant un corps isotrope. Donc la solution 
de celui-ci, donnée dans le mémoire pour le cas d'un solide 
limité par un plan et pour celui d'un solide indéfini dans 
tous les sens, s'étend d'elle-même pour ces deux cas, par 
l'emploi des formules de transformation (3)., (4), (5) et (ô), à 
un solide isotrope déformé. 

M. de Saint-Venant avait comme pressenti la possibilité 
de cette extension dans une note du 29 novembre 1869 
( Comptes-Rmdus , t. LXIX) , où il avait remarque que 
le changement (3) des variables indépendantes permet 
d'étendre aux solides isotropes déformés les équations 
A, A, (u, v, w) = O, vérifiées dans un solide isotrope en 
Bquilibre dont l'unité de F-olume ne supporte aucune 
action extérieure, et mème l'équation corrélative A, 8 5 O , 

du' .- da' dm' 
pourvu qu70n y prenne B = - + V p + \i; -et non 

dfl & 
du' do' dm' e=-+-+- .  
dx dy dz 
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2. - Lois de moucenzent. - Thdorie de la délhitation latérale 
des rayons sonores ou lumineux. 

Si le solide hétérotrope proposé, de densité p ,  au lieu 
d'être en équilibre, exécutait de petits mouvements quel- 
conques, on sait qu'il faudrait remplacer, dans (2), X', Y', Z' 

&' dtv' d%rb 
-O-' par-?T,-?F, L dt$ 9 

donnerait , dans les équations 
solide isotrope correspondant, 

ce qui, d'après (4) et 

indéfinies d'équilibre 

Ces Bquations d'équilibre ne deviendraient donc pas préci- 
sément celles de mouvement du solide isotrope, mais plutôt 
ce que seraient ces équations de mouvement du solide iso- 
trope si sa matière éprouvait, à se mouvoir suivant les trois 
axes des x, y, z, des facilités indgales , proportionnelles à 
a, p, y ,  ou si elle se cohportait comme ayant les trois 

densités respectives p, Lpour les mouvements exécutés 
a F'  Y 

suivant les x , les y et les z, la manière de l'éther lumi- 
neux dans les cristaux non cubiques dont un axe est 
normal au plan des autres ("). Ainsi, la transformation 
qui réduit les équations d'équilibre d'un solide isotrope 
déformé à celles d'un simple solide isotrope n'atteint plus 
le même but quand il s'agit de ses équations de mouvement, 
quoiqu'elle les simplifie beaucoup et mérite d'êlre effectude 
(ce que noua supposerons fait dans toutes les formules sui- 
vantes). L'intégration de ces équations de mouvement ne 

(*) Voir, par exemple, au Journal de Mathématiques pures et appliquées, de  
1873 (t. XVIII , p. 361 à 383), ou aux Annrdes de Chimie et de Physique de la 
même année (décembre 1873, t. XXX , p, 539 à 565) , mon Espose' synthétique 
des principes d%?e thdorie nozcveEEe des ondes lumifieuses. 
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se réduit donc pas à une simple application des potentiels 
sphhriques considérés dans le Memoire des p. 319 à 356 
ci-cicssus. Peut-être deviendrait-elle effectuable, avec moins 
de ~oinplication qu'elle ne l'a ét6 jusqu'ici par la méthode 
de Blanchet ou par celle de Cauchy basée sur le calcul des 
r6sidus (*) , si l'on pouvait gdnéraliser d'une manière con- 
venable la notion de ces potentiels sphériques. 

Heureusement, les seuls résultats concrets qu'on ait pu 
déduire des intégrations difficiles effectuées par Blanchet 
et par Cauchy, résultats relatifs A la propagation du mouve- 
ment autour d'une région d'ébranlement infiniment petite 
prise pour origine des coordonnées z, y, z, peuvent, à peu 
près tous, se démontrer directement. I l  siiffit'd'admettre, 
à cet effet : l0 que les déplacements zc, u, ru et les vitesses 

, rapideiiient variables près de l'origine (en fonctioi; 
dt 

de x: y, z) dans l'état initial, continuent à varier de mène 
rapidement à toute époque aux endroits où ils sont alors 
sensibles, comme dans le cas d'un corps isotrope ordinaire; 
et, 2"' que la graduelle variation du phénomène subsiste 
neanmoins dans le sens où elle est encore possible, savoir, 
dans ce sens que, aux distances finies de l'origine, chaque 
succession rapide de déplacen~ents u, v, c/v observée en lin 

point (x, y, z) s'observe dgalement en tous les points voisins, 
ou que a, v, lu s'expriment à fort peu pr&, dans tout petit 
espace et pendant le temps assez court qu'y dure une série 
de mouvements, par trois mêmes fonctions d'une seule 
variable t - t, , to désignant l'époque fonction graduelle 
de x, y, z nulle à l'origine des coordonnées, où la mole- 
cule (x, y, z), immobile l'instant d'avant: commence i~ effec- 
tuer cette s6rie de déplacements. Et  l'on conçoit bien qu'il 
en soit ainsi ; car tous les points du petit espace quelconque 

(*) Pour juger de la complication de ces sortes d'intépations, on peut voir, par 
exempie, le livre ier, chapitre III (p. 13 h 40), des Essais sur la Théorie mathé- 
matiqueXe Ea Lurniére (1534), par M. Briot. 
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considéré se trouvent sensiblement à la même distance 

r, z2+ y* +2 de la région d'ébranlement et dans la 
iii61ne direction par rapport à celle-ci. Donc, les trois déri- 

& vées - pourront Gtre regardées comme trois cons- 
d(.,y,4 

tantes, dans une étendue où u ,  u, vv présenteront à un  
moment donné toute la suite rapide des variations dont il 
s'agit. 

Si l'on appelle, pour abréger, 1, m, rz ces trois dérivées pre- 
mières de to, et u', v', w', u", u", rd' les derivées premières 
et secondes de zc, v, w par rapport au temps t ,  il est clair 
que u, u, .lu, à une première appron:matio~, auront pour 
leurs dérivées premières en x, y, z les produits de u', v', .lu' - 

par - 1 ,  - m, - n , e t ,  pour leilrs dérivées secondes 
d2 d4 d-2 

dr les produits respectifs de a7 dye' d z 2 7  dydz' dX3'  hdy' 
fi1', ut', TU'' par P, m2, 2, mn, n1, lm. 

Dans ces conditions , les équations de mouvement, divi- 
sées par la densité p , 

(*) On reconnaît assez facilement que ces équations CI) comprennent comme 
cas très particulier, même après qu'on y a fait a = p = y  = l ,  les équations des 
petits n~ouvements de tous les solides élastiques et homogènes possibles, dans 
lesquels les pressions intérieures, pouvant présenter avant les déplacements 
u, v, w des parties constantes de i'ordie des coefficients d'élasticité, admettent 
un potentiel fonction entière, à termes du premier et du second degré, des six 
déformations élémentaires 3, g représentées à fort peu près par 

On peut voir dans un Mémoire du t. XX du Recueil des Savants dtrwgers 
1 Théorie des ondes liquicles pdriodipues, note 3 ,  formules (r) 1, quelles expres- 
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où a, 3, e, a, 6, 5 sont, pour plus de gdndralité, six 
expressions symboliques de la forme 

d2 dt da d" 8 d2 
a + b  + c - + 2 d - + 2 e - + 2 f -  
dx2 dy" dz" dydz dzda: d d y  

à coefficients a,.b, c, d, e, î constants mais quelconques, 
deviennent évidemment, toujours à une première approxi- 
mation, en appelant A, B, C, D, E, F les polyndmes homo- 
gknes du second degré en 1, m, n obtenus par la substitu- 

de de 8 d2 df d i  tion de P, m2, T?, mn, nZ, lm h - - - - - - 
d~2' dyj' d9)  dydz' dzd~' hdy 

dans a, 3, e, a, g, 5: 

Et ces trois équations, multipliées deux fois successivement 
par dt, puis intégrees chaque fois, sans faire varier x, y: u, 
à partir de l'instant I=t, où s'annulaient u', v', w'et u, v, lu, 
conduisent à des formules, en ZI,, u, pu, absolument pareilles, 
sauf la substitution de a, v, ru à u", u", YU". 

sions (h 27 coefficients) des forces N, T ,  il faut porter alors dans les équations 
approchées de mouvement 

D u - i  dNi dT3 dT 
- d l l - p ( ~ r d ; f  

d;o ), &!. 

Dans le cas, spécialement considéré ici, d'un milieu isotrope (correspondant h 

un milieu isotrope déformé), les expressions de tx, 3, C, (0, 6, 5 sont 
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Par conséquent, les Bquations (8)' dont le déterminant 
&gale à zéro donnera une relation nécessaire entre 1, m, n, 
font connaitre, en fonction des rapports nlutuels de 

c7est-à-dire pour chaque point d'une sur- (Z, m, %) = - 
d (w4' 

face d'onde t, = const. où la direction de la normale est 
donnée, les trois rapports analogues des fonctions u, v, W. 
Ceux-ci, à la première approximation considdrée, se trou- 
vent ainsi être les mêmes pendant toute la successioii rapide 
de déplacements que l'on considbre et en tous les points où 
les diverses surfaces d'onde ont leurs plans tangents paral- 
Mes. Si l'on appelle o l'inverse de C'P + m' + 3, les trois 
produits lu, mm, r l~m seront les trois cosinus directeurs de 
la normale menée, en ces points, aux surfaces t, = const., 

1 
vers le dehors, c'est-à-dire du côté où to augmente ; et -, 

w 

paramètre différentiel du premier ordre de la fonction t,, 
sera la dérivée de to le long d'un élément d N  de cette nor- 

d N  
male, ou w le rapport -, c'est-à-dire la vitesse de propa- 

dto 
gation du moiivenient , à partir du point (x, y, z) , suivant 
la normale d N  à la surface d'onde to = const. qui y passe. 

D'ailleurs, l'équation en 2, m , f i ,  si l'on y substitue a 
1 

1, rn, n les produits de - par les trois cosinus directeurs 
O 

de la normale, devient une équation du troisième degré 
en o? Cette Aquation , résolue, donne généralement trois 
racines o positives. Chacune est donc constante pour tous 
les plans tangents parallèles considérés, dont le premier 
appartient presque la surface to = O confondue avec l'ori- 
gine. Par suite' deux consécutifs étant distants de wdt,, la 
distance de l'un quelconque d'entr'eux à l'origine vaut ut,, 
et ils ont pour équation 

Chaque surface d'onde Io = const. est donc l'enveloppe de 
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ces plans, où 1, m, n sont trois paramètres liés entr'eux par 
une relation donnée. 

Appelons 1', m', n' les cosinus directeurs d'un d.éplace- 
ment p ayant ses composantes u, u, w régies par les Bqua- 
tions (S), ou posons, dans les formules (8), 

Ces équations (8) prendront la forme 

En les rbsolvant , Z', m', n' deviennent des fonctions ex- 
plicites de 1, rn, n, puisque A, B, C, D, E, l? sont six poly- 
nômes homogènes du second degré en 1, m, n. La relation 
existant entre dl, dm, dn peut d'ailleurs s'obtenir sans dif- 
férentier l'équation en Z, m, m. Comme celle-ci, en effet, 
est impliquée dans le système (9), il suffit de diffbrentier 
complètement en 1, m, n et 1', m', n' les relations (9). Si l'on 
ajoute ensuite les trois rdsultats, multipliés respectivement 
par P. m', n', les termes en dl', dm', d ~ '  disparaissent à 
cause meme des équations (9), et il vient 

Il n'y a plus qu'à remplacer, dans celle-ci, dA, dB, dC, . .. 
d ~ -  - d A  d A  par - dl +- dm +-dn, etc., puis à poser 
dl dm dn 
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pour avoir la relation cherchée 

Or, à partir d'un point quelconque (3, y, z) d'une surface 
d'onde t, = const . , on a identiquement 

et aussi, à cause de t, = lx .t my +w, 

dt, = Ih+mdy  +rd2 +sdl+ydm +zdn;  

d'où 
$dl + ydm + zda = o.  

Le rapport de cl1 à dm étant arbitraire, la comparaison 
de cel.te derniére relation, divisée par zdn ,  B la précédente 
(12) divisée par n,dn, montre que x, y, z sont proportion- 
nels il & ,  mi, ni ; et comme, en outre, lx + my + rtz = t, , 
il vient, pour fixer en grandeur et en direction les rayons 
Y= \ i ~ ~ + ~ ~ + z Z  correspondant aux plans tangents considdrés, 
la quadruple proportion 

Enfin, I'é quation de la surlace d'onde t, = const. s'obtient 

(*) Les formules (11) donneraient d'ailleurs, en observant que A, B, C, D, E, F 
sont des fonctions homogènes du second degré, dont les dérivées partielles pre- 
mières, multipliées par les variables correspondantes et ajoutées, ont pour somme 
le double.de la fonction, 

11, + mmi + nni = 2  (Al'$+ Bm'" Cnn'2+ 2Dm'n'+ 2En'l ' i  ZFl'm?. 
~'"'2 n'2 

Or la parenthèse du second membre vaut - + - + - , d'après les équa- 
r R - r I 

tions (9) respectivenient multipliées elles-mêmes par l', m', la' et  ajoutées. Donc, 
1 en remarquant, d'autre part, que 111 +mm, t n n ,  est le produit de, \ll?+mi2 +ni* 

par le cosinus de l'angle que fait le rayon r avec la normale i~ l'&de, ou est le 
quotient de f l i a +  + 71.12 par la vitesse de propagation V du mouvement dans 
la direction ( l i ,  mi, ni) du rayon r prolongé, on aura 
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en tirant des trois premières de ces proportions (13) 1, m, n 
Z Y Z  en fonction de -, -, - et portant leurs valeurs dans 
lo t o  t o  

l'équation en 1, m, n. Pour chaque système de racines posi- 
tives w ,  il vient ainsi, une famille de surfaces fermées, 
homothétiques par rapport à l'origine, et aux divers points 
desquelles, dès que t = t, ou dès que l'onde correspondante 
les atteint, les molécules du milieu se déplacent pendant un 
court instant, suivant la direction (1', m', n'). La vitesse de 
propagation du mouvement, le long d'un même rayon r 

T \/il$ + m,2 + ln,% 
émané de la région d'ébranlement, est - ou 

t, Il, + mm, + fin, ' 

On sait que, si les seconds membres des Bquations (7) 
ont, comme dans celles (L) de la page 352, la forme simple 

où f désigne le rapport des deux coefficients d'élasticité 
1, p, et si,  de plus, a, P, y sont voisins de l'unit6 comme il 
arrive toujours, deux des valeurs de o différeront peu de a 
et correspondront des vibrations quasi-transversales , ou 
presque parallèles aux surfaces des ondes, tandis que la 
troisième différera peu de a vw et correspondra à des 
vibrations puasi-Zongitzcdi"~~aZes, ou presque perpendiculaires 
aux surfaces des ondes; etc. 

Voyons maintenant ce qu'indiquent les équalions (7) du 
mouvement à une approximation plus élevée, où l'on 
tiendra compte de ce double fait : l0 pue a, v, .lu compren- 
nent, en outre des projectiom, L'y, m'y, n'y, de la compo- 
sante y, suivant la direction (Zr, m', n'), des déplacements 
réels à chaque époque t ,  certains termes correctifs in- 
connus 5, q, C, exprimant un petit &art normal à cette di- 
rection, ou satisfaisant 3 la condition 1'5 + m'q + n'1: = O ; 
2O que, t, Btant, pour chacune des trois séries possibles de 
d6placements, la fonction de z, y, z parfaitelnent définie 
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ci-dessus, 4 3 ,  t: sont, de même que y ,  des fonctions rapi- 
denient variables de t - t,, mais qui changent en outre 
lenteiiient ou graduellement avec x, y, z quand t - t, reste 
le mème. En effet, sous ce rapport, il en est de E ,  q ,  5 
coiiiine de p ; car 5, q, i ne se trouvent, comme y ,  relati- 
vement sensibles en chaque point (3, y, n) qu'aux courts 
instants où l'une des trois ondes y passe, et leurs dérivées 
par rapport à t sont, par suite, aussi fortes (toute propor- 
tion gardée) que celles de +. 

En différentiant par rapport à x, y, z les expressions des 
déplacements 

(13 dis )  ec = l'y + f, P = m'? + q, lu = + T , 

on pourra donc, sauf erreur relative négligeable, regarder 
les termes torr-ectifs 5, q ,  t: comme des fonctions de t - 6, 

dt, seulement, et y supposer même - 
djqy,z) ,  n L , ~  , cons- 

tants dans la petite étendue à considérer : je désignerai par 
des accents, comme pour y, les dérivées de 5, ri, zS par rap- 
port à t - t, ou à t. Au contraire, il y aura lieu , pour les 
ternies principaux l'y, rn'y , n'y , de tenir compte , en diffé- 
relitiant par rapport à x, y, z , des dérivées obtenues sans 
faire varier t- t, , dérivées que je désignerai par les sym- 

3 3 3 
boles -. -, - . De plus, à une seconde différentiation, 

3x 3.v 32 

on pourra e h c e r  les termes affect& du facteur p ou de ses 
3 3 2  

dérivées -, - -, à cote de ceux ou  sera sa dérivée prin- 
337 3yY bz  

cipale y', rendue très grande par la rapidité de variation de 
p en fonction de I -  Io. Par exemple, la dérivée en x d'un 

3 d'y terme comme - sera réduite à sa partie principale ob- a x 
tenue en supposant ce terme fonction seulement de t - t,, 
et vaudra 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



On aura ainsi, successivement, 

3 z pour la symétrie, j'ai remplacé le terme - I'cpf - par 
3Y 

-- l ' ' ' 3z + *), chose permise, car 
(3y 3s 

Par suite, il vient. aisément comme valeurs des expressions 
au., $0, E r u ,  paraissant au second membre de la pre- 
miè.re équation (7) du mouvement: 

- -- JF 3 w'~' d F 3 a'?' ) 
+--+--- (m3Si5' dm ay da 31 ' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 En ajoutant à leur somme l'expression, -- (l'p"+S"), du 
a 

1 d% 
premier membre - -changé de signe, le tout devra être 

0: dt" 

égal à zéro. Comme le coefficient total de y" sera nul en 
vertu de la premikre équation (91, on aura ainsi une re- 

Y' lation linéaire entre Y, -ri", C" et y' ou ses dérivées -- 
3 ( s , w )  ' 

Les deux autres équations (7') en donneront évidemment 
deux autres analogues : ce qui fera bien trois équations 
indéfinies entre .g et, par exemple, les deux petites fonc- 
tions 5, r,, dont 5 se déduit au moyen de la formule 

- I 

Une relation contenant seulement et ses dérivées 

s70btient en ajoutant ces trois équations, respecti- 
3  ($9 Y, 4 
vemënt multipliées par - Z', -m', -n'. En effet, dans la 
somme, les coefficients de - 5", - ri", - 5'' sont les pre- 
miers membres, n d s ,  des équations (9) : et, si l'on a soin 

3 l'y' 
de dédoubler, dans les dernikres parenthèses de (15) -, . . . ' hs 

3y' /al' en 1'- + y  -, etc., puis de grouper convenablement, dans 
367 3x 

les seconds membres de (15), ou des autres analogues, mul- 

tipliés par -l', -m', -n', les teriiies affectes de 
2 

y' 2 ,  am,  donne, en tout, vu les formules (11) -- (- + - + *)] , ' 2 3s dy 3z 
il vient 

( ~ 9 ~ 9  \ &  Remplapons-y Z,. mi, ni par leiirs valeurs 2 '+m:+n: 
C 
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tirées de (13), valeurs dont les trois dérivées respectives en 
x, y, z sont 

et observons, d'une part, que 

3 
exprime l a  dérivée - d'une fonction le long du prolonge- 

31. 

ment du rayon r, dérivée obtenue en suivant une onde dans 
sa propagation ou, plus exactement, sans que t -  t, change, 
d'autre part, que I,, mi, n, ne varient pas le long du rayon r 

b 
OU que - \Il,"+ m,"+ 12," = o. Nous aiirons, en multipliant 

3 9. 
T 

finalement par 
fzlt + mi= + nie 

(*) 11 est curieux d'observer que, si  l'on ne faisait pas attention à l'invariabilité . . A - 

du facteur \I@ + rniz + ni% le long du rayon r ,  l'équation (16), multipliée par 
2 y' et traitée d'ailleurs de même, deviendrait 

ou bien, en remplaçant rz pais la section no]-male proportionnelle G d'un étroit . - 

faisceau de rayons r et  \/ti2 + mi% +ni% par sa valeur donnée à la fin de la 
note précédente (p. mg), 

Or .iV représente, proportionnellement, la masse de la partie du faisceau qui est 
en mouvement h l'époque t, masse dont la section est exprimée par 5 et  la lon- 
gueur par VAt , si At désigne le temps (indépendant de r au inoins dans les mou- 
vements périodiques) que dure en chaque endroit le passagc d'unc onde. Cette 
masse, réduite dans le rapport des facilite's 9, p, ./ existant pour les mouvements 
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L'équation (16) exprime donc que, Ze Zon,q d'un même 
rayon, chaqae vitesse Y' et, par suite, chaque déplacenzenl 

t-to ' 
= y 3 (t-t.) , se propagent en s'affZblissawt comme 

l'inverse de la distnlzce T au centre d'ébranlement. 
1 

Le déplacement (F devient ainsi le produit de - par une 
r 

fanction 1, de la nature de Z ,  m, n , c'est -à-dire par une 
$ Y Z  fonction des trois cosinus directeurs - , - , - , mais dépen- 
P T T  

dan t en outre de t - t,; et il a, le long d'un même rayon r,  
3  3 3  

ses dérivées - - - inversement proportionnelles à P, 
3~ ' 3.y ' 32 

tandis que celles de 1, m, n ou de leurs'fonctions le sont 

On déduit aisément de la que les trois équations en 
Y, ri", C" d'où l'on esl parti et dont deux sont restées dis- 
tinctes [la troisième ayant été remplacée par (l7)], coin- 
binées avec la r$ation 

qui entraine celle-ci 

effectués suivant les trois axes, e t  multipliée par les carrés des vitesses effectives 
correspondantes l'y', m'y', nry', donne en tout ce qu'on peut appeler la force 
vive du faisceau de rayons ; et l'équation exprime que cette force vive se transmet 
intégralement avec l'onde. 

Il ne faut pas, du reste, attacher d'importance h la présence du facteur V au 
numérateur plut& qu'au dénominateur de l'expression indépendante d e r  obtenue 
en intégrant (iü), puisque notre analyse suppose essentiellement V invariable le 
long d'un même rayon r. On conçoit très bien qu'une transmission intégrale, sans 
dissémination aucune, de la force vive et  de l'énergie, ne se réalise qu'h cette 
condition. Et c'est, en effet, ce qu'on pourrait déduire d'une note de mon Mé- 
moire sur la Thdorie des ondes Ziquiàespériodiques, inséré au tome XX du 
Recueil des Savants étrangers de l'Académie des Sciences de Paris [ voir la fin 
du § III] , ou j'arrive par l'hypothèse, il est vrai, d'oscillations B composantes 
exactement pendulai~es, dans un cas où la vitesse de propagation est variable, à 

3 une formule comnre (F) = O, et non B celle-ci, - ( y f l  9 V) = o. 
8 3 
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donneront Y, q", C" en fonction linéaire de y,' et de ses 
3 3 3  dérides-, - - , c'est-à-dire en fonction de p' et de la 
3s 3.y' 32 

manière dont varie y,' autour de l'origine : de plus, le long 
d'un même .rayon r,  ces valeurs de 5", r,", t" seront in- 
verses de 9. Et, se trouvant d'ailleurs comparables h y', OU 

beaucoup plus petites que la dérivée suivante y'' de (F (du 
moins tant que persistera la rapidit6 supposée de variation 
du déplacement), elles exprimeront bien, comme on l'a 
admis, des corrections relativement très faibles apportées 
aux premières valeurs approchées Z'(F", dY'' des coin- 
posantes de 17accé16ration. 

Ainsi, quelle que soit la manière (continue toutej?is) 
dont varie l'amplitude du mouvement d'un point à l'aut~e 
d'une même surface d'onde, pourvu que ceth ampli- 
tude, tant qu'elle subsiste quelque part, y change assez 
vite, on pourra loujours, en cïio.1Sissan t convenabbmenk, 
sur c h q w  rayon en pa?*ticulier, E", T" ,  <" e l ,  par 
suite, les petits écarts 5 ,  , C [qui ont les valeurs 

&ois équations indéfinies du niouvement; et ces écarts 5, ri, < 
se propageront, en même temps pue le deplacement pinc@al 
y, le lony de chaque rayon , mais en decro&sant inveneme~t 
au carré r2 de la distance el nm, comme y ,  inversement à la 
simple distance r .  11s seront g6néralement, aux distances 
finies, de l'ordre de 

'e t ,  par conshquent, h cause de la faible durée t - t, du 
pliénouéne en cbaque endroit, incomparablement plus 
petits que 1, sauf peut-etre vers la fin du passage de l'onde, 
alors que sera sur le point de s'annuler. 

La forme linéaire des équations en Y, ri", L" montre 
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même que, si l'on multiplie deux fois successivement 
ces équations par 3 (t - t,) , et qu'on intègre chaque fois 
à partir de t = t, , 5 ,  7,' < s'expri~neront, en fonction 

- 

3 
de 1-i J (l-t .)  et de ses dérivées en -- , exacte- 

3 ( ~ ' ~ 9 4  

ment comme s'expriment r, ri", C" en fonction de cp' et de 
ses dérivées analogues. Ces expressions de 5. q, C se 
simplifieront beaucoup aux points trés éloignbs de l'origine, 
là où l'on peut, sur des Btendues notables, regarder 1, nb, fi., 
Z', m', 12' comme constants, c'est-à-dire les ondes comme 
planes; en sorte qu'il n'y subsiste, dans les derniers 
et avant-derniers teriiles de (15)' et dans les expressions 
de E", ri", qat: les parties proportionnelles aux trois 

2 dérivées - de  la fonction y', devenue même, en 
3 h y ' 4  

vertu de (17)' sensiblement invariable suivant la direction 
(li, m,, n,) du rayon, mais susceptible de changer dans 
toutes les autres directions incomparablement plus vite que 
i, m, n. Ainsi, E, ri, '5 y sont trois siniples fonctions linéaires 

3 
de -- J- Ia i  3 (t - t,) , s'annulant par conséqpent , 

2 ( x ' Y ' ~  
d'après le principe de Fermat, aux poinls de l'onde où 
l'amplitude des mouvements se trouve maximum ou mini- 
mum par rapport à ce qu'elle est dans le voisinage ('). 

(*) Les écarts ;, ri, ;, supposés pris toujours de la même foime en fonction de' 

f- 5 ( t - i )  ou de ses dérivées - , resteraient encore très faibles en 
2 Q, vt 4 

comparaison de y ,  s'il s'agissait de mouvements périodiques h brève période 
propagés autour de l'origine, et non d'une simple rupture momentanée de l'équi- 
libre en ce point, ou si ? désignait une fonction, d'ailleui-s quelconque, de 

X Y %  t - l  , , - , - , - , périodique en 1 - t, et d'une valeur moyenne nuile, mais non 
r r r, 

astreinte h s'annuler elle-même &ur t = 1,. En effet, la fonction JIt-"? 3 (r - r o i  

deviendrait égale B zéro au bout de chaque très courte période, et ne cesserait 
pas d'être, en général, extrêmement faible h caté de 7. Par suite, les expressions 
correspondantes 

vbrifieraient B fort peu près les équations indéfinies des petits mouvements. 
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En tenant compte de ces écarts, les trajectoires des 
molécules ne sont plus droites, mèine quand 5,  YI, i 
conservent en chaque point les mèmes rapports à toute 
époque, parce que ces rapports ne peuvent, à cause de la 
relation 1'5 +m'71+ n'l: = O ,  être ceux de I', m', d, qui don- 
nent la direction des déplacements au pretiiier instant 
t = t, + E du mouvemer, t , alors que 5, ri, C, de l'ordre de 

T-'"y 3 (t-to), sont infiniment petits devant y. 

D'ailleurs, la quantité y,, OU ry , peut bien, suivant les 
cas, recevoir toutes les formes possibles en fonction des 

cosinus directeurs - , et menie en fonction de t-to 
r 

pour les petites valeurs positives de t-t, (les seules qui 
ne l'annulent pas) , pourvzt , du moilzs , que l'in tégrale 

Lt-'~y4 3 (t- tJ , dont dépendent i , ri ,  r , s'annule aussi 

pour t-to supérieur à ces irbs petites valeurs. En  effet, 
quelle que soit la forme dont il s'agit, si l'on se donne comme 
état initial 17etat mème que représentent, pour une petite 
valeur positive du temps t légèrement plus grande que 
celles-là, les expressions de u, u, w ainsi formées 

(" @' m' qui s'en déduisent, cet Blat consistera et celles de --- 
dt 

en des vitesses et des déplacements confinés dans une très 
petite étendue autour de l'origine , et finis ou mème nuls 
au centre (x = O,  y = O, z = O) malgré le dénominateur r 
dans y ou y2 dans 5 ,  q ,  i ; car, t, s'annulant avec x, y, z, 

les facteurs y, ou f - l a  y, O (t - to) y seront pris pour la 

valeur choisie, t , de t - to , supérieure à la plus grande de 
celles qui ne les annulent pas, et y ,  5, r,, < se réduiront ainsi 
à zéro tout autour du centre. Donc, quelle que soit, dans 
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ces conditions, la fonction y,, les intégrales considérées des 
équations indéfinies du mouvement expriment bien les 
effets d'une certaine rupture de l'équilibre dans une région 
très petite autour de l'origine ; ce qui est précisément l'ob- 
jet du problème posé. 

- x-"? 3 (t - Go) diffé- Dans le cas général où l'intégrale 

rerait de zéro pour les valeurs posi&es seiisibles de 1 -  t., 
nos formules sembleraient indiquer à l'arriére de l'onde, là 
où y se serait définitivement annulé, de petits déplacements 
persistants, dès lors invariables, u = 5, u = r,, w = C. Mais 
il est clair que ces formules deviennent alors insuffisantes, 
puisque la supposition, sur laquelle elles reposent, de 
déplacements u, v, ru beaucoup plus rapidement variables 
en fonction de t - t ,  qu'en fonction de x: y ,  z ,  cesse de 
se réaliser. Cette hypothèse se trouve donc en defaut; el il 
faudrait un examen spécial pour reconnaître soit l'annu- 
lation de 5 ,  -4, 1: en (3, y ,  z) dés que s'y annule, 
qu'eût été l'état initial dans la région infini11:ent petite 
des Bbranlements , soit la condition que doit vérifier, en 
conséquence, la fonction y, pour que cette annulation se 
produise en effet et, spécialement, pour que , une fois (F 

devenu nul à l'origine (x = O, y = O, z  = O ) ,  5, 7: L soient, 
non pas infinis, mais bien nuls eux-nièmes, dans cette 

région centrale (x = O, y = O, z = O) où la direction (:, $ :) 
est indéterminée et, l'inverse de r,  infini. 

Toutefois , une circonstance diminue beaucoup l'impor- 
tance de cet examen et nous dispensera de le faire dans le 
cas général d'un milieu hétérotrope. Elle consiste en ce que 

la valeur finale de l'intégrale I-tOy 3 (t-t.) peut toujours 

etre rendue nulle par le moyen de changements insigni- 
fiants au point de vue physique : autrement dit,  tous les 
cas se raménent, sauf des différences négligeables, à celui 
auquel s'appliquent sans difficulté les formules précédentes. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Quelle que soit, en effet, depuis t-  to = O jusqu'à t - t, 
= une petite quantité' positive e ,  la fonction y, de t-to, 
2 - - 2, prise complètenient arbitraire entre ces limites 
r' r' r 
niais nulle au dehors ; on peut lui donner une sorte de 
prolongement presque insensible, en lui attribuant, pour 
les valeurs de t - t, supérieures à E O U  plutdt , aux pre- 
mières qui la rendent déjà relativement petite, une infinité 
de nouvelles valeurs, toutes faibles par rapport abx précé- 
dentes, mais s'étendant sur un assez grand intervalle t - to 
pour que, choisies convenablement, elles neutralisent ces 
valeurs précédentes plus grandes et annulent finalement - 

ntégrale J-t-'oyi s (t- W .  Or le prolongement ainsi ajouté 

n'exprimera que des déplacements p = ?- peu perceptibles 
r 

et variables beaucoup moins vite que les prkcédents, ou 
quelque chose coinme cette faible agitation de l'eau qui 
subsiste un instant clans un canal après le passage d'une 
grosse inturnescence. Ces déplacements, durant plus long- 
temps que les premiers, influent autant qu'eux sur la 
nloyenne ghéra le  des valeurs su~cessives de y ou de y , = q  
en un  point donné (x, y, z) ; inais les vitesses qu'ils en- 
trainen t ,  iiiverses de 'leur durée plus grande, sont relatii-e- 
ment bien moindres encore, savoir, dans un rapport com- 
parable au carré du ]-apport réciproque de leurs durées 
respectives, et i l  en est de mèine des déformalions corres- 
pondantes, qui se troui-ent , dans tous les phénon~ènes tly- 
nanîiques , de l'ordre des vitesses engendrées. 

Ainsi, tant les vitesses que les déformations correlatives 
à ces modifications introduites dans la fonction y ,  ne clian- 
gent d'une lnaniére appréciable ni les valeurs sensibles, ni 
les valeurs moyennes des d e s s e s  et des déformations pro- 
duites successivement en un point quelconque (x, y ,  2). 
Et, à plus forte raison, seraient négligeables les énergies 
c'orrespondantes , actiielle ou potentielle , comparables aux 
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carrés des vitesses ou des déformiilions. Donc, quelles que 
soient les vraies valeurs de la fonction y, = yr , parmi les- 
quelles celles qui sont notables peuvent 6tre supposées, 
comme on vient de voir, entikrement arbitraires, tous les 
mouvements semibles produits seront exprimés par le. for- 
mules précédentes ; et il n'y aura que des déplacenients 
à la fois trbs lents et faibles, indiqués mais non évalués par 
les valeurs rbsiduelles ou persistantes de u ,  v ,  rz~ résultant 
de ces formules, qui exigent une analyse plus complète. 

Il est d'ailleurs facile de s'assurer, sur un exemple 
simple, qu'il existe : en effet, lhsqu'on tient compte de 
ces petites valeurs de u ,  v ,  r u ,  une certaine condition à 
laquelle doit satisfaire la fonction y, dans toute onde pro- 
venant d'un ébranlement initial ; de sorte qu'on .ne peut 
plus alors se donner tout a fait arbitrairement les rapports 

des valeurs de y dans les diverses directions 

Considérons le cas d'un solide isotrope où l'on aurait 
A c r  - -- 

. r- 
O: - =  1 ,  c t = F = y = l  e t ,  parsuite, 

P P 

en sorte qu'on puisse y prendre deux des déplace~iients 
14, v, n) nuls et le troisième, y ,  régi par l'équation 

L'expression générale de y sera, Sauf à y remplacer r par t: 
celle que donne la forniule (6) de la page 335, où p (x, y, x) 
et p, (x, y, x) désigoeront, respectivement, la vitesse initiale 
4 
- et le déplacement initial y ,  nuls, par hypothése, hors 
dt 
d'une région infininlent petj te en tous sens entourant l'ori- 
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gine. Alors , pour un point quelconque (x: y, z ) ,  les deux 

intégrales J$ etJ$ ne s'&tendent qu'à la section G 

de cette région d'ébranlement par une sphère d'un rayon 
r = t dEcrite autour du point (x, y, z) comme centre ; et, 
en ce point (x, y: zj, l'intégrale J y à (6-to), ou f y 3 t= f y3r, 
étendue a toutes les valeurs de t ou r, peu différentes de 

t, = (9 + + 9. pour lesquelles la splikre coupe la région 
d'ébranlement, se réduit à 

car l'autre terme de cette somme fydr  donne, à une cons- 

tante près, comme intégrale indéfinie ' 47t 
doit être prise entre deux limites qui l'annulent. Or il est clair 
que da d r  représente le volume d'un élément de la partie 
du corps initialenient ébranlée, et que, par suite, fJ;3 d~ dl*, 

d? 
où p est la vitesse initiale - de cet élément, exprirne (si la 

dl 

densité est supposée valoir 1) la quantité totale 2 de mou- 
vement concentrée priniitivement autour de l'origine, Il 

vient donc, en mettant actuellement r- \ /x2tVs+z2 nu lieu 

de t., au lieu de y, et appelant At la pliis gronde des 

durées du mourei~ient aux divers points, 

Cette formule, divisée par la constante A t  et par r ,  exprime 

que le déplacemenl;? vyoit saccessilieri~eat, en chapae m d ~ o i l  
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(3, y ,  z),  des ualewa d o ~ d  la moyenne, éyale à A, est la  
4 w A t  

meme en tou,s les points d'u.lze rndmesu~face d'onde r = const. (*) 
On voit donc que c'est seulement quand cette valeur 

moyenrne ne représente aucunement les rapports des dépla- 
cements effectifs, comme il arrive dans les mouvements 

(*) Si,  dans le solide isotrope proposé, la somme 1 + p n'était plus nulle et 
que, par conséquent, les ondes avec changements de densité y eussent une autre 
vitesse de propagation que les ondes non accompagnées de condensations ou de 
dilatations cubiques O, la même loi, 

Yi continuerait évidemment à régir les déplacements <p =- effectués suivant chaque 
9- 

axe aux divers points de ces dernières ondes, soumises toujours aux équations 

de mouvement 0 (u, v, w) 
=Az(%%w) [OU 

fu, v, w) - 
dl% 

- a2 A i  (u, v, W )  avec 
dl2 

une autre unité de longueur]. Et il n'y aurait pas même. dans le calcul de la 
constante 9 coi~espondante , B défalquer de la quantité initiale totale donnée de 
mouvement, suivant l'axe que l'on considère, la partie répondant B l'onde accom- 
pagnée de changements de densité. En effet, cette partie est nulle; etl'on a d'ail- 
leurs, dans l'onde en question qu'accompagnent des changements de densité, 

onde régie par les équations de la page 353, ~ t o + b t ( v ,  v, w) d t  = O ,  comme s'il 

s'agissait de mouvements vibratoires. De plus il suffit, bien entendu, que l'ébran- 
lement initial tout entier, tel qu'on le donne, soit confiné dans une très petite 
étendue autour de l'origine, pour qu'on en puisse dire autant de sa partie relative 
aux ondes plus simples qu'accompagnent des changements de densité et aussi, 
par suite, de son autre partie, répondant aux ondes qui se produisent au contraire 
sans condensations ni dilatations cubiques. 

Pour reconnaître toutes ces circonstances, appelant u', v', w', O' les dérivées 
de u, u, w, @ par rapport h t ,  observons que les relations, 

du dv dw d0 du' du' dw'  a - O = - + - + - ,  ---+-+-, 
d x  dg d z  d t  d x  dg dz 

multipliées par d a  = dmdydz  et intégrées, h l'époque t = O ,  dans toute la région 
infiniment petite d'ébranlement aux limites de laquelle s'annulent u,v, w ,u', v ' ,~ ' ,  

donnent $0 d a  =O,  -dB  =o .  Par suite, les équations ( x ) ,  (x") de la page 
. r :: - 

353, appliquées encore h l'état initial, en mettant, pour r ,  lu distance -2 

(supposée ~zotabk) du point quelconque (3, y, a) h la région (x = O, y = O, 5 = 0) 
des ébranlements, donnent h leur tour, 
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vibratoires où elle s'annule, que l'amplitude peut varier 
arbitrairement aux divers points d'une m h e  onde. 

Au reste, ce cas particulier de mouvements où chaque 
molécule oscille, de part et d'autre de sa situation d'équi- 
libre, de telle manière que son déplacement moyen soit nul, 
est de beaucoup le plus Intéressant; car la répétition de 

d (u, v, wl 
(u, a, w) = O, - = 0 ;  

d l  

e t ,  d'autre part, il résulte des équations (x'3, toujours dans l'état initial, en 
étendant les intégrales suivantes h tout l'espace infiniment petit qui entoure l'ori- 
gine, c'est-à-dire bien au-del8 de la région d'ébranlement et j usqu'aux points ou 
s'annulent asymptotiquement d et a', 

Ainsi, dans l'onde accompagnée de changements de densité, les valeurs ini- 
du 

tiales de u, -, par exemple, sont nulies aux distances finies r de l'origine, 
dt 

comme il s'agissait de le démontrer, et nulles même en moyenne aux distances 
infiniment petites; ce qui y donne hien, en particulier, 2 = O  ; et comme, d'après 
la première relation (x3 différentiée en x ,  ces déplacements partiels u se trouvent 

P u  da 'p 
régis par l'équation - = AeA2 u, analogue à la précédente - = Az cp , on en 

dt2 dle 
déduira de même, pour chaque point (z, y, a), la relationSudl = o. 

Remarquons d'après cela que, dans toute ondoisphériqiie propagée à partir 
d'un centre d'ébranlement et accompagnée ou non de changements de dcnsité, 
chaque composante F, = u, ou v, ou w, des déplacements, satisfait, en adoptant 
pour unité de longueur la ce'Ze'rité correspondante, à l'équation indéfinie 

3 = 4, complétée par ces deux conditions, que les valeurs initiales de et 
dt% -. 

d? dcp de - , savoir cp = p i  (z, y, z), - = p (3, y,z) , s'annulent hors d'une très petite 
dl dt 

region entourant l'origine. Ainsi, les valeurs successives de seront, B part la 
substitution de r B t ,  celles qu'exprime la formule (G) de la p.=, ou a désignera la 
section faite dans la très petite région d'ébranlement par une sphère d'un rayon 
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pareils mouvements donne les états vibratoires qui consti- - 

tuent soit le son, soit la lumière. E t  l'on vérifie directement, 
encore par la formule (1) [p. 3351, que le déplacement (F 

peut hien a!ors varier à volont4 d'un point à l'autre d'une. 
meme onde, par exemple, ne recevoir de valeurs sensibles 
que dans le voisinage d'une certaine droite émanée de 
l'origine. 

Imaginons, en effet, que la petite région d'ébranlement 
ait i'i peu près la forme d'un disque plat normal h cette 
droite, compose, de couches ou de feuillets parallèles à ses 
bases, et que les fonctions ?, pi, nulles e n  ntoyeme le  long 
de toute perpendioulaire aux couches, varient b~aucoup 
plus lentement d'un point à l'autre d'une même couche 
que d'une couche à l'autre. Il est alors évident que p et pi 
auront leurs valeurs umyennes à peu près nulles le  long de 

r = t décrite autour du point quelconque (z, y, a), section sensiblement plane 
pour les points (3, y, a) non situés très près de I'origine. Or il est aisé d'en 
déduire, pour ces points, la loi, trouvée plus haut (p. 686), de la proportionnalité 

de cp à i'inverse de la distance irn2ty2+a2 le long d'un mèrne rayon, quand on 
suit i'onde dans sa marche ou , autrement dit , quand on fait varier la distance 
précisément autan1 que t ,  de manière à avoir constamment à considérer les 
rnèmes sections planes 6. Alors le premier terme du second membre de (<) peut 

1 fpdo 
s'écrire - --, et il est évidcmment inverse de r =c t, c'est-à-dire de la distance. 

4n r 
Quant au deuxième tei*me, - - CF, en y appelant r ,  l'deux seclions paral- 

4x dr. 
Ièles consécutives, distantes de 5 ,  faites dans la région d'ébranlement, e t  pi ,  ?'j 

les valeurs de la fonction pi sur les éléments respectifs d ~ ,  ds' de ces sections. 
il pcut évidemment s'écrire 

Or, vu la petitesse de la région d'ébranlement, l 'intég~ale / p l d i  varie, d'une section 
.I à une autre parallèle, beau'coup plus vite que nc le  fait la distancc r du point 
donné (2, y, z )  à ces sections respcctives. Autrement dit ,l.i'da' diffère dejpidg, 
relativement, beaucoup plus que T + r de r ,  e t  le terme considéré peut se rédilire 
a 

ce qui le rend bien inversement proportionnel, cornrne le précédent, à r = t ,  ou 

BJa distance f-2. 
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toute droite coupant les couches sous un angle de grandeur 
perceptible e t ,  par suite, aux divers points de la section o 
sensiblement plane (lieu de pareilles droites parallèles entre 
elles), faite dans la région d'ébranlement par une sphère 
d'un rayon fini ayant son centre (x, y, z) partout ailleurs 
qu'auprks de la droite considérée normale au disque. Ainsi, 
pour tous les points un peu éloignés de cette droite, on 

? 
1 

aura, dans 1.a formule (5) [où le facteu - peut sortir du 
9' 

signe J I ,  fpdc= O ,  Jpldc=o, et, par suite, y = o .  Au 
contraire , pour les points voisins de la même droite ou 
situés, par rapport au disque, dans une direction sensible- 
ment perpendiculaire à ses bases, les sections a ,  beaucoup 
plus grandes que tout à l'heure et presque parallèles aux 
couches, ne rencontreront que quelque$-unes de celles-ci : 
donc les intégrales Jpdr , Jpidc s'y composeront, en gé- 
néral, non seulement de beaucoup plus d'cléments , mais 
aussi d'éléments tous de même signe, et seront elles- 
mêmes tantôt positives, tantôt négatives , ou n'auront de 
nul que la moyenne de leurs valeurs successives en chaque 
endroit. Par conséquent, les mouvements n'atteindront 
une amplitude sensible que dans la direction choisie. 

On superposerait un nombre suffisant de pareils sys- 
tèmes d'ondes, émanées simultanément du même centre, 
mais propageant le mouvement suivant divers rayons, pour 
obtenir un nouveau système, où les déplacements auraient 
suivant chaque direction telle amplitude qu70n voudrait. 

Toujours dans l'hypothèse d'une région d'ébranlement 
très aplatie en forme de disque, mais avec des valeurs de 
? ou pl qui y seraient de inêiue signe partout, les dtiylace- 
ments y produits, bien que cessant d'être aussi petits que 
précédemment aux points situes suivant les directions non 
perpendiculaires aux bases du disque, y seraient encore, 
nkanmoins, beaucoup moindres qu'aux points voisins de la 
direction perpendiculaire, à cause des plus grandes valeurs 
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de G aorrespondant à ceux-ci; et ils n'y atteiudraierit pa- 
reille valeur moyenne que parce qu'ils persisteraient beau- 
coup plus longtemps, dans un rapport comme celui du 
diamètre du disque$ son épaisseur. Par suite, les vitesses 
avec lesquelles ils se produiraient, étant inverses de leurs 
durées, se trouveraient encore, relativement, bien moindres 
qu'eux, dans u n  rapport de l'ordre du carré du précédent ; 
et il en serait, à bien plus forte raison, de même des propres 
carrés de ces vitesses, ou des forces vii-es, qui sont surtout 
à considerer. La valeur moyenne de celles-ci continuerait 
donc à etre , suivant la  direction perpendiculaire choisie, 
incomparablement plus forte que suivant les iutres. Ainsi, 
le mouvement se propage encore presque exclusivement 
dans le sens normal aux bases du disque (supposé assez 
plat), quand les dhplacements n'ont pas .lieu de part et 
d'autre des situations d'équilibre et qu'il y en a même d'ap- 
préciables, mais produits avec une grande lenteur relalive, 
le  long de tous les rayons issus de l'origine; ce qui con- 
firme directement les c.onsidérations présentées un peu plus 
haut (p. 689). 

On voit par là  que le fait de rayons lumineux ou sonores 
lat&r.alenzcnt délinzitds , c'est-à-dire d'ondes dans les quelles 
l'amplitude n'est sensible que le long d'une droite donnhc r 
émanée de l'origine: s'explique facilement, puisqu'il suffit 
d'y attribuer à la fonction p, des valeurs nulles, sauf pour 
les directions très voisines de celle du rayon choisi r. Mais 
i l  imsortc de remarquer, vu qu'on ne parait pas l'avoir fait 
encore, que cette possibilité de disposer à volonte' de d'am- 
plitzcde a m  divers points d'zr,n,e même swface d'onde tient 
à texistence des petits écarts 5, ri, i, 024 à ce que les mouve- 
ments ne sont p s  yoluriscis rigoureusement, mais sezde- 
nzcnt a Jo~tpeu,  p n k .  Et comme ils cessent d'étre rectilignes 
à une cleuxiënae approximation, il est clair que toute étude 
J'ondie s w  l'hypothèse d'une exacte rectilinéa~ité des trcljec- 
toires n'atteindra qu'am cas singulier, sans .iltqmrtarcce spe- 
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ciale, el conduira, pour exprimer Z'amplitzcd9 aux divers 
points d'une mBne onde, à des fbrnaules n'oyant rien de né- 
cessaire, ou même jamais réalisées dans la nature. Ainsi, de 
pareilles formules n'auraient aucune valeur concrbte ('). 

En résumé, dans les mouvements propagés autour de 
l'origine, les expressions de u, v, ' r~ ,  sont sensiblement les 

7 

produits respectifs de l'inverse' de la distance cette ori- 

gine par trois certaines fonctions l', m', m' des cosinus di- 
x Y z  recteurs -, - - et par une fonction continue presque 
9' T '  T 

arbitraire, yi, de ces mèmes cosinus ainsi que de la petite 
différence t - ta, où ta désigne le produit de r par une autre 

" 'Y94 . Et l'on fonction déterminée des mèmes rapports 7 
voit enfin, sons cette forme analytique, que les lois précé- 
dentes, démontrées pour le milieu élastique dont les coor- 
données sont x, y! z et les déplacements u, v, w, s'étendront 
sans difficulté à l'autre milieu élastique dont il est le trans- 
formé ,. savoir à celui dont les coordonnées a', y', z', et les 
déplacements u', u', w', sont. liés aux siens par les relations 
(3) et (4) [p. 669 et 6701. Car les formules approchées 

(*) J'ai reconnu, en  étudiant, non plus le cas d'ung rupture momentanée .de 
l'équilibre, mais celui de mouvements périodiques à courte période e t  à compo- 
santes sensiblement pendulaires, propagés dans un solide isotrope avec une 
celérite' constante V suivant l'axe des z, e t  d'amplitudes indépendantes de a, que 
l'hypothèse de déplacements u, v, w de la  forme 

avec A e t  B fonctions de x e t  de y, continue B y ê b e  admissible quand celle de 
I'exacte rectilinéurite des vibrations ne I'est plus,  c'est-h-dire à cette deusiéme 
approximation ou l'on tient compte des termes en u', v', w' h côté de ceux en 
u", v", zu" (et les trajectoires y sont des ellipses ayant un a r e  parallèle à celui 
des z)  ; mais qu'elle devient, à son tour, trop spéciale. quand on ne néglige plus 
les termes de l'ordre de u, LI, w B caté de ceux en u", u", w". Alors, en  effet, elle 
conduit, pour les amplitudes A ,  B e t  pour les vitesses de propagation V, B des 
lois, d'ailleurs très curieuses, qui, dans les cas de graduelle variation en fonction 
de x ot de y (ou les orbites deviennent très allong6es ou très aplaties suivant les 
z )  , ne s'observent plus polir pou que i'expression des déplacements s'écarte de 
cette forme dite pendulaire ezacte, nullement obligatoire. 
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de a', a', YU', qu'on en déduira par les substitutions, dans les 
r, m', 4 expressions de --- (.,Y 4 etdey,, hr=fx%+5/e+z2 et à - 

r T 

de leurs valeurs tirées de (3) en fonction de 1' - fx4+ y"+za 

idd'd) , seront encore, évidemment, les produits de et de - 
T' 

1 
-. par certaines fonctions de --- 
T ' " '  91 par la fonction y,, 

r' 

devenue, en a', y', z', de forme analogue à ce qu'elle était 
en x, y, z. 
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SUR LES INTEGRALES XSYbiPTOTES DES EQUATIONS DIFFBREN- 
TIELLES, 

Parmi les inlégrales d'une équation différentielle 
- 
dt 

= f (t, x) , il y a lieu de considérer spécialement celles 

que j'ai appelées,as?/w2ptotes (") ou qui sont telles, que, pour 
une valeur donnée quelconpe de t et pour toutes les va- 
leurs, ou plus grandes, ou plus petites, la fonction x y difc 
fère aussipeu qu'on veut de ce qu'elle est dans d'autres 
intdgrales , très distinctes pourtant de celle-là, c'est-à-dire 
s'en Ocartant notablement pour les valeurs de t qui sont, au 
contraire, ou plus petites ou plus grandes que la valeur 
donnée. L'intégrale asymp bote jalonne donc, sur tout son 
parcours, soit un lieu de réunion des intégrales particu- 

(*) Cette note a été présentée 8 b'dcadémie des Sciences le 30 janvier 1882 ; 
voir les Comptes-Rendus, t. XCIV, p. 208. 

(**) Dans le mémoire intitulé ConciLiution du vdrituble détevminisme méca- 
n i p e ,  etc,, au Recueil de la Société des Sciences de Lille (t. VI, 1878, p. 50). 

Je profiterai de l'occasion pour apporter ici un exemple 8 l'appui d'une des notes 
complémentaires qui suivent ce mémoire (p. lM), relative aux fonctions continues 
sans dérivée. J'ai démontré, dans cette note, qu'on peut toujours, étant donnée 
une telle fonction f (z) , former une fonction continue aussi peu différente qu'on 
veut de celle-18 et pourvue cependant d'une dérivée ; qu'il suffit, 8 cet effet, si 
F (x) est la fonction primitive de f (x) et s une constante trés petite, de prendre 

F(x+c)-F(x-c) 
pour la nouvelle fonction le  rapport . , extrêmement peu dif 

2 E 

férent de f (x) par définition et qui admet ka dérivée f (a + 4 - f (x - 4. Fest, 
2 3 

du reste, ce que l'on conçoit intuitivement; car. le rapport dont il s'agit exprimant 
- - - .  

des valeurs de f (3) dans une ires petite étendue de 

p r t ' e t  d'autre de la valeur considérée x de la variable, les inégalités d'amplitude 
insensible, mais h période infiniment courte, qui empêchent les très petites diffé- 
rences A f (xj de varier graduellcrnent ou de posséder ce que j'appelle , au no 1 de 
la même note (p. i52), la continuité relative, se trouveront infiniment atténuées. 
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libres, qui viennent, les unes après les autres, converger 
dans son voisinage sous la forme d'un faisceau btroit, soit, 
au contraire, un  lieu de bifurcation ou de séparation des 
intégrales particulières, qui en divergent successivement.. 
Elle diffère de la solulion singulière en ce que son raccorde- 
ment avec les integrales ordinaires ne se complète, en toute 
rigueur, que pour t = + cr, ou -a> , non à des distances 
ou à des instants précis t ;  et elle se distingue des inté- 
grales ordinaires en ce que, pour la valeur donnde de t ,  elle 
presente des écarts inférieurs à toute qiiantit8 assignable 
avec des intégrales particulikres qui s'en sont trouvées ou 
qui en seront sensiblement distantes, ta!ldis que, pour la 
meme valeur puelconpue de t ,  l'écart de chaque intégrale 
non-asymptote d'avec toute autre solution qui en a 6lé ou 

par neutralisation mutuelle, dans la moyenne, et la dérivée, expression de la con- 
tinuité relative ainsi acquise, ne pourra manquer d'apparaître. 

Appliquons cette idée h la fonction, continue et  sans dérivée , mais d'ailleurs 
familière aux géomètres . 
OU ai désigne des n o i n b ~ s  très rapidement croissants avec i, comme, par exemple, 

les produits 1.2.3 ... i ,  et où le signe de sommation s'étend à toutes les valeurs 
entières de i depuis i jusqu'h CO. x 

Comme on aura, ici, 
x+ 5 du C O S ~ ~ ( ~ - E ) - C O S ~ ~ ( X + E )  s i n a i r  . 1: ;sin (ai u) - = - - sin ai a:, 

2 a 2 ai E ai 5 

la fonction demandée, extrêmement peu différente de (1, et pourvue d'une dérivée, 
sera 

sin ai I sin ai x y=C--. ai c ai 

sin ai E 
Le coefficient - , sensiblement épàl B i pour autant de valeurs qu'on voudra 

11: : - z  - 
de ai à partir de la preniiére, mais infiniment petit pour les valeurs infinies de ai , 
n'altérera qu'excessivement peu tous les termes de la série (1) entrant pour 
quelqua chose d'appréciable dans la sommc de cette série; et il annihilera, 
pour ainsi dire, les termes à période infiniment courte, qui, tout insensibles qu'ils 
soient, ont des dérivées sensibles. Aussi, l'introduction de ce coefficient pcrmet- 
tra-t-elle B la série (2) d'avoir la dérivée, parfaitement définie , 

Il est clair que, s'il se présentait, dans quelque application physique de I'ana- 
lyse, une fonction continue sans dérivée, ou non graduellement variable, on 
aurait avantage a lui fairercquérir de même des dérivées ; ce h quoi l'on pourrait 
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qui en sera notablement distante ne descend pas au-dessous 
d'une certaine limite différente de z6ro. Bref, la solution 
asynipto te constitue le noyau, ou .mieux, l'axe d'un faisceau 
d'intégrales, sa inliniment serrée : qui, comprenant 
les intégrales réunies depuis l'infini ou destinees à ne se 
&parer qu'à l'infini , est absolument sans largeur ; au con- 
traire les intégrales ordinaires voisines ne se rattachent au 
faisceau que d'une maniére moins étroite, si ce n'est à 
l'infini, et elles ne le suivent de près que sur une partie de 
son parcours. 

Soit, par exemple , l'&qua-tion 

parvenir soit par l'atténuation, comme on vient de voir, de ses ondulations infi- 
niment courtes et d'une amplitude infiniment petite , soit par un changement de 
variahle qui réduirait, sinon la grandeur de ces ondulations, du moins leur varia- 
bilité. J'ai fait usage (p. 535 de ce volunie) d u  premier procédé, pour débarrasser 
de petites inbgaiités sensibles une fonction régie par une équation aux différences 
mêlées et, gr%ce h cette sorte d'uniformisa~ion ou de réguiarisation, pour trans- 
former l'équation dont il s'agit en une autre simplement différentielle. Quant au 
second procédé, une occasion de I'applique~ s'est offerte au no 21 de la même 
Etude (p. 467 h 46S) dans la r~uestioii du mouvement transversal d'une plaque : 
il y a consisté ii choisir la seconde des deux formes (31 bis) d'une certaine intégrale 
définie, à l'exclusion de la première, afin de s'en tenir A celle des deux ou 14 
variable est éliminée du facteur + qui introduit dans I'intégraie des ondulations 
infiniment courtes. 

Comme on attribue naturelleiiient aux fonctions non seulement la continuité, 
mais même une sarialdité graduelle, toutes les fois que c'est possible, la logique 
ou, du moins, les principes d'unité et d'ordre qui guident l'esprit dans ses induc- 
tions exigeraient peut-être que l'on complét%t toujours, implicitement, les fonc- 
tions continues dites sans dérivée, par un terme infiniment petit de nature A leur 
donner une dérivée. Par exemple, il devrait être entendu qu'on ajouterait toujours 
aux n premiers termes d'une série convergente, pour obtenir lavaleur de la série, 
un terme complémentaire Rn, et que ce terme Rn, tout en tendant vers zéro, 
varierait de plus en plus rapidement B mesure que n grandirait, si c'était néces- 
saire pour neutraliser dos ondulations non moins rapides de la somme développée 
des n premiers termes. IL est vrai qu'on n'aurait plus alors le droit de différentier 
une série en différentiant ses termes successifs. Mais cette manière d'opérer 
souffre déjh une exception quand la série va cesser d'ètre convergente. 18 ou 
justement le reste Rn , quoique fort petit, se met B varier très vite et ou, par 
suite, bien que la série proposée puisse encore avoir une dérivée finie parfaite- 
ment déterminée, les dérivées de ses divers termes cessent de former une seconde 
série convergente. Or il est inévitable d'étendre l'exception a tous les cas ou cette 
seconde série diverge, sans qu'on ait davantage le droit d'en conclure que la 
dérivée de la série proposée n'existe pas. 
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Son intdgrale ghndrale, entre les limites x = T 1, est 

 et-^ - eC-i 

8 = tang hyp ( t  - c )  = 
et-6 + 'eO-t ' 

où il faut donner h c des valeurs é pidistantes, si l'on veut 
avoir des solutions dont chacune diffère également de la 
précédente sur l'ensemble de son parcours. Pour une cer- 
taine valeur de t, la différence entre les deux expressions 
de x qui correspondront à deux valeurs consécutives c, ci de 
la constante egalera le quotient 

sin hyp (C - ci; 8-1 - ect-c 

= 2 
COS hyp ( t - 6) .  COS hyp (t - c l )  jet-O + ec-t) + ec-'~ ) ' 

quotient qui s'annule seulement quand c = 2 co , ou, par 
- suite, quand x = + 1. Donc , il faut poser c = 2 cû si l'on 

veut avoir des solutions qui, pour une valeur donnée yuel- 
conque de t, présentent des écarts aussi petits qu'on voudra 
d'avec des solutions différentes s'en &artant notablement 
pour d'autres valeurs de t. C'est dire que les deux intégrales 
extrêmes x = T 1 sont'asymptotes , à l'exclusion de toutes 
les autres. 

E n  général, reprdsentons par cp (t, x) = c l'intégrale de 
1'6quaiion proposde, et supposons le paramètre c assez bien 
choisi pour que deux solutions particulières différant nota- 
blement quelque part (ne fût-ce mème que pour de très 
grandes valeurs absolues de t )  correspondent toujours à 
deux valeurs , notablement différentes aussi, de ce para- 
mètre c. Il est clair que, pour une valeur donnée de t, quel- 
conque mais fixe, c change alors infiniment vite à l'instant 
où, x variant, on traverse l'axe d'un faisceau d'intégrales ; 
car on moise, à ce moment, une infinité d'intégrales qui,  
étant venues , par exemple , s'approcher autant qu'on 
veut de l'axe pour des valeurs de t spéciales ù chacune, 
avaient d'abord diilëré sensiblement les unes des autres 
et, par conséquent, correspondent h des valeurs de c nola- 
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blement espacées dans l'intervalle compris entre la pre- 
mière d'entr'elles et 2 cn . Cela exige que la dérivée de cp 
par rapport à x ,  ou le facteur d'intégrabilité de l'équiition 
différentielle, soit infini sur tout le parcours d'un axe 
pareil. Ainsi , les int ig~ales  asymptoles s'obtiend~ont en éga- 
lant u l'infini le factew d'httégrabilité , procédé qui donne 
d&j!jà, coninle on sait, les solntions singulières, lieux des 
valeurs de x; pour lesquelles, des intégrales v~isines se 
joignant, l'écart dx de celles-ci est infiniment moindre 
qu'il n'est partout ailleurs, ou infiniment moindre que le 
changement correspondant dc du paramètre. 

Et la même regle s'étendra à un système quelconque 
d'équations simultanées ( qu'on peut concevoir ranien6 au 
premier ordre) ; car si y (t, x, y, z) = c désigne ilne inté- 
grale géndrale d'un pareil système , aucune des fonctions 
de t appelées x , y ,  z ne pourra, en changeant aussi peu 
qu'on le voudra, entraiiier une variation notable de c, que 
dans le cas où la dérivée correspondante (facteur d'intégra- 
bililé) de (F en x, y ou a dépassera toute grandeur finie. 

On voit même que ces intégrales asymptotes rendront 

infinie non-seulement quelqu'une des dérivées 4 
d ( x , y , z )  ' 

mais encore la fonction y elle-meme ou la constante d'inté- 
gration G, ce qui n'aura pas lieu dans les solutions singu- 
lières, où la valeur.de y, à chaque instant t, sera celle de c 
dans l'intégrale particulière qu'une autre voisine joindra, 
cet instant même, sur la solution singulière considérée. 

Quoique ce procédé implique l'hypothbse de facteurs 
d'intégrabilité n'introduisant, par l'intégration, que des 
constantes sensiblement variables lors du passage d'une 
intégrale à une autre qui ne s:en écarte beaucoup que pour 
de très grandes valeurs absolues de I ,  néannioins, il m'a 
conduit à toutes les solutions asymptotes que j'ai eu à 
étudier dans le mémoire cité ('j; et  M. Poincaré a reconnu 

(*) ConciZiation du vévitable ddtermjnisme mécanique, etc. , p.  69 h 77 et 88 
h 98. 
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qu'il fournit aqssi celles d'autres équations différentielles, 
étudiées par ce jeune et déjà éminent analyste. On pourra 
donc s'en servir, sous la réserve indiquée (et sauf à. exclure 
par une discussion spéciale les solutions Atrangères qu'il lui 
arriverait parfois de donner), en attendant que l'on dé- 
couvre, si la chose est possible, une règle générale tout à 
fgit sûre pour atteindre le meme but. . 

Quand il s'agit d'équations linéaires , aucune intégrale 
n'est asymptote plutôt qu'une autre quelconque. E n  effet, 
les fonctions x, y, z sont alors du premier degré par rapport 
aux constantes c ,  et elles éprouvent, pour des accroisse- 
ments dhterminés de ces constan tes, les memes variations 
quelle que soit l'intégrale particulibre d'où l'on part; en 
sorte que diverses valeurs de z, y, z, équidistantes pour une 
valeur de I ,  ne cessent à aucun instant de l'ètre, 'toutes 
s'dcartant à la fois les lines des autres ou se rapprochant à 
la fois. Ainsi, les équations linéaires n'admettent pas plus 
d'intégrales as y'mgdotes dislinc tes pue de solutions si?zyulid~es. 
Mais toutes les intégrales peuvent y ètre dites asymptotes, 
quand elles se rapprochent indéfiniment. pour t = + CO ou 
= - CO , et quand de plus, pour d'autres valeurs de t ,  elles 
divergent, au contraire, au p0ir.i t que les plus rapprochées 
partout ailleurs s'y 8cartent autant qu'on veut et en com- 
prennent par suite, entre elles, une infinité d'autres 
s'écartant ainsi indéfiniment. C'est ce qui arrive, par 
exemple, pour les équations 

dont les intégrales, 

convergent, pour t = CO , vers la valeur s = O ,  et dir-ergent 
infiniment, les unes, pour t = O, les autres, pour t = - rn . 
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SUR L'INT~GRATION , PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES, D'UNE 

EQUATION AUX D ~ R I V E E S  PARTIELLES DU SECOND ORDRE, 

DONT DEPENDENT LES PRESSIONS INTÉRIEURES 

D'UN MASSIF DE SABLE A L'E~AT 

ÉBOULEUX : 

J'ai montré, dans trois notes des Co?izptes-Rendus de 
I'Acadth~ie des Sciences ((') , que l'équilibre-limi te d'une 
masse sablonneuse à surface supérieure horizontale, 
contenue latéralement par une paroi verticale ou mod6r6- 
ment inclinée sur la verticale, est régi par l'équation 

dea 
où T ,  s, t sont les trois dérivees secondes respectives - , 

dxz 
d t a  des - - d'une certaine fonction a de deux coordonn6es 
dxdv ' dw 4 

<I iI 

x et 3 (la première, verticale, croissante de haiit en bas, la 
deuxième, horizontale, plus grande que -ax dans tout Ir  
massif), et où a désigne la tangente du demi-complément 

2-'f de l'angle y de frottement intérieur du sable. Les 
4 2 

(*) 17, 24 e t  31 mars 18Pk; t. XCVIII, p. 667,720 e t  790. 
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dérirées secondes r,  s, t importent seules, car c'est d'elles 
que dépendent les pressions 

exercées dans le massif, dont II représente le poids spéci- 
fique. D'ailleurs, ces dérivées secondes, ou mème la fonc- 
tion a et, par consdquent, ses dérivées partielles premières, 
s'annulent en tous les points où l'on. a y > ux; de sorte 
qu'il suffit de les déLeruiner dans un assez petit angle 
dièdre, compris entre la paroi et le plan y = ax, où la diffé- 
rence y -ax est négative et où d'ailleurs la somme y + ax 
est, comme clans tout le reste du massif, supérieure à zéro. 

Acet effet, r ,  s, lreslant partout. notablement moindres que 
x en valeur absolue, une première approximation s'obtient 
par l'annulation, dans l'équation jl), du second membre, 

sa 
comparable à - et, par conséquent, bien inférieur à r ,  s 

x 
ou t .  Alors l'intégrale de (1) se rdduit à , 

Le second terme, I; (g+ ax), s'y annule mème par suite de 
la condition spéciale a = O (pour y 1 - ax), tandis que le 
premier terme f (y - as) s'y détermine au moyen d'une 
autre condition spdciale, exprimant le glissement du massif 
contre la paroi. Par exemple, quand celle-ci est verticale, 

y-a3 
on trouve f" (y - ax) = , y, désignant l'angle du 

a+cotcpi 
frottement extérieur ; et r ,  s, t ont les valeü, 3 approchées 
a y ( y  - ax) , - a f"' [y - ax) , f"(y - ax) ('). Ainsi, le 
deuxième membre de (1) devient à fort peu près une fonc- 
tion explicite de x et de y. 

Il en serait de =&me si la surface supérieure du massif, 
au lieu d'ètre horizoritale, &ait inclinée, cas où, en faisant 
tourner d'un angle y convenablement choisi les axes précé- 

4 )  Voir, pour tous ces détails, les trois articles cités des Comptes-Rendus. 
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dents de coordonnées (dans le sens de oy vers os), l'on con- 
-huera i t  à avoir l'équation (1) et les expressions ci-dessus 
de - N,, T, - N, , sauf le changement, partout, de x en 

Y x cos y + - sin y ;  et la surface supérieure serait représentée 
a$ 

par la relation y =-a2x cot y (avec y > O). 

En résunié, dans tous ces cas, 17kquation aux dérirbes 
partielles du problème devient, à une deuxième approxi- 
mation, de la  fornie simple 

presque aussi faciletnent intégrable que celle de premibre 
approximation, Y- a2t = o. Quand a et ,  par conséquent, 
Y, s, t seront, de la sorte, mieux connus, leur substitution 
dans le second membre de (1) donnera une expression encore 
meilleure de F (x, y). Donc l'équation (2) pourra fournir 
alors une troisième approximation ; et ainsi de suite. 

Pour integrer (21, introduisons, au lieu de z et de y, les 
deux nouvelles variables 

a-B a+$  a = y + a a ,  P=y-as;  d'où x =  - 
2a 

, y=-  2 '  

L'équation (2), divisée par - 4a3, devient 

Multiplions par d )  et intégrons à partir de P = O (ou de 
y - ax = O), en observant que a et ses dh-ivées tant pre- 
mières que secondes s'annulent cette limite. Nous aurons 
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et une seconde intégration donnera enfin, si f (p) ouf (y -ax) 
designe une fonction arbitraire, 'nulle pour P = O ,  qu'on 
déterminera au moyen de la  condition de glissement du 
massif contre la paroi, 

Par exemple, dans le cas d'une paroi verticale, avec sur- 
face supérieure horizontale, pour lequel la valeur de s, à 
une première approximation, est 

l + a a  8% 
le second membre de (l), réductible sensiblement à - - 1-a$ 5' 

devient, pour le calcul de la deuxième approximation, 

l'on a 

On trouve alors, successivement, 

et, d'après (5), en substituant à a et /3 leurs valeurs (3), 
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3y +ax  
2 

y - a ~  
+ (y-ax)3 log - - ( y  + a43 log - 

-2ax 2ax  

11 en résulte, par deux diff&entiations, 

y +am y-ax 
r = a 2 r  (y-as)+ca [$-- 

2 
+ (Y-as) log - - 2ax 

- (y  + ax) log y-], 
2 m  

y -ax 
s = - a f " ( y - m ) - G  + ( y - a s )  log- 

-2as 
(9) 

Y-rn t=f" ( y - a s )  + + ( y - m )  log - 
a -2a3; 

- ( y  + as) log --- 
2ax  

Enfin, la fonction f" (y - ax) se determine au moyen de la 
condition, spéciale à la paroi, 

qui donne, d'après les valeurs (9) de s et r, 

c 
(11) (pour y ( a x )  ff' (y-as) = (cot ?,-a+ 4alog 2) 

Ainsi, les expressions (9) de r ,  s, 21 et celles des pressions 
-N,= II (x+  t ) ,  T=IIs, -N, = n (a2x + r),  sont homogènes, 
du premier degr&, en a et y ; d'où il suit que les pressions 
continuent à être pareillement distribuées, comme à la pre- 
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iiiiére approximation, en tous les points d'une droite quel- 
conque émanée de l'origine, et que les sbrfaces de rupture 
sont encore homothétiques par rapport h cette origine. 

Sur toute la couche contiguë à la paroi (verticale) il vient 

/ (pour y = O) 

-N, 1 1 - ( 2 - 2 1 o g 2 + a t a n g y , ) c  T 
= tang 71 .  

-N, 

On voit que la composante norniale , -N,, de la poussée 
supportée par l'unité d'aire de la paroi, égale le produit de 
IIx, c'est-à-dire de la poussée qu'exercerait le sable s'il était 
fluide, par le coefficient 

Lorsqu'on passe de la première approximation à la deuxième, 
ce coefficient est donc augmenté dans le rapport de 1 à 

vu la valeur, 1,3863 environ, di, double du logarith&e 
népérien de 2 et l'expression (6) de c. 

Par exemple, dans le cas d'un sable ordinaire contenu 
par une paroi rugueuse, il faut faire (p = y1 = 3 4 O  ; d'où 
a = tang 2û0 =0,5317, c = O, 1246 ; et la valeur de première 

a2 
approximation trouvée pour k ,  qui &ait 

l+ atangyl 
= 0,2081, 

se trouve multipliée par 1,04813 ou augmentée de 0,01002 
et portée à k = 0,2181. 

Pour juger du progrès de l'approximation d'une de ces 
valeurs à l'autre, observons que chacune d'elles exprimerait 
exactement kysi l'angle de frotlemont intbrieur y', égal à y 
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pour y 2 ax, était variable pour y < ax et s'y trouvait dé- 
fini, enchaque point, par l'dquation 

Dans le cas de la première approximation, ces valeurs de y' 
croissent de plus en plus à mesure qu'on approche de la 
paroi e t ,  sur la paroi mèrae, quand y, &ale y, on y a 
. t sin sin y = ; ce qui, pour y = 34O, donne y'= 3g017',8, 

cos(; - +) 
ou un accroissement total de 3g017',8 - 34O = 5O17',8. 
Dans le cas de la deuxibme approximation, le second 
membre de (14) devient fort complexe et d'une étude peu 
aisée. Mais il est probabie que y', toujours égal à y sur le 
plan y = ax ,  s'éloigne encore sans cesse de y quand on 
approche de la paroi, et que, par suite, sa valeur la plus 
distante de y se produit à la paroi m6me ou pour y = o. Or 
les deux dernières formules (12), en prenant y, = 34O, don- 
nent alors 

-Nz - 1 1-0,12116 T 
= 2,9659, - - - tang 34'; 

-Ny a2 1 +0,04813 -Nu 

d'où 

1,9659 2 2 tang 34O a 
sin p - - ' - ( 3,9659 ) + ( 3 , 9 6 5 9 )  

= 0,36143, y' = 36"57',3. 

Ainsi, la deuxième approximation suppose l'angle du 
frottement intérieur, près de la paroi, encore trop grand, 
de 3G05'7',3 - 34' = 2'57',3. L'approximation gagnée sur 
cet angle par rapport à la valeur préchdente 3g01'7',8, n'est 
donc que de 3g017',8 - 36O57',3 = 2"20',5 ou 140',5. Or on 
peut con-jecturer que, si cette approximation de 140',5 sur 
l'angle en question a fait grandir le coefficient li de 0,01002, 
une approximation parhite, qui diminuerait cet angle 
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de tout ce qu'il avait d'abord en trop, c'està-dire de 
5'17',8 = 317',8, produirait sur le coefficient R. une, aug- 
mentation totale sensiblement proportionnelle, ou exprimde 

o,0100.2x317f,8 - 
par 140f,5 

= 0,0227. La vraie valeur du coefficient 

doit donc ètre , à peu près, 

Ce résultat confirme, de la manière la plus satisfaisante, 
la méthode pratique que j'ai donn6e , dans l'arlicle du 31 
mars 1884 cité plus haut, pour évaluer K par le moyen de 
deux limites, l'une supérieure, l'autre inférieure, déduites 
des formules de la première approximation, et dont on 
prend finalement la simple moyenne arithmétique. En 
effet, ces deux limites sont, ici, 0,2081 , 0,2538 et leur 
moyenne est, par suite, 

valeur praliquement identique, comme on voit, à la pr6cé- 
dente 0,2308. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



RELATIFS SURTOUT A L'EQUILIBRE STATIQUE OU DYNAMIQUE DE 

DEUX COHPS QUI SE TOUCHENT. 

P. 43, ligne 5 en remontant, après le mot a compréhensive B , 
mettre en note: « Cette continuité, trop compréhensive, des fonc- 
tions simples de l'analyse, consiste surtout en ce que le plus petit 
arc de la courbe qui les représente suffit pour qu'»il puisse en 
déduire la courbe entibre, contrairement à ce qui arrive dans le 
cas des fonctions arbitraires ( si graduellement variables qu'on les 
suppose) introduites par l'intégration des éqiiations aux dérivées 
partielles, et exprimant, par exemple, l'état initial d'un corps. » 

Y. 210, après la ligne 11, q'mter  les deus  alinéas suivants: 
« Toutc cette théorie, donnée pour le cas d'iiii corps élastique 

riaturellement limité par le plan z = O, s'étend d'ailleurs à celui d'un 
corps dont la surface dans i'etat naturel, tangente, par cxemplc , 
à ce plan des $y, au centre de la futi1i.e régioii d'application pris 
pour origine, s'en écarte tout autour de quaritiiés , z = cp (3, y), 
très petites entre les liniites où surviennent ensuite des déplace- 
ments normaux sensiblcs W. Alors les cenditions spéciales à cotte 
surface limite z = cp (~r: , y) peuvent être censées se rapporter tou- 
jours, par raison dc continuité, au plan z = O ,  vu que les Bcarts 
? (a, y), comparés aux dimensions de la partie sensihlement dé- 
formhe du corps, ne sont presque rien. Mais, une fois ce corps 
élastique soumis à la pression P d'un corps dur (suppos6 lui avoir 
été d'abord tangent à i'origine des coordonnées), la surface de 
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contact, siége de la pression P, a sa nouvelle ordonntk z , qui se 
compose toujours d'une fonction connue 9 (3, y) exprirnaiil la forrnc 
du corps dur et de trois termes TU,,, ay, da exprimant son rapproclie- 
ment ou ses rotations, égale h la somma du petit ddplacement subi 
ra et de i'ordoniide primitive cp (a, y) ,  généralement non moiiis forte 
que m. La t,roisikme condition spéciale , h joindre à y, = O ,  p, = O 

sur toute la région d'application, n'est donc plus 

t 

mais bien 

relation de même forme, oh, seulement, la fonction 3, (a, y) -cp [a, y) 
remplace la fonction + (a, y ) ,  comme elle la remplace aussi dans 
l'expression des écarts existant, hors de la rhgiori de contact, entre 
la surface du corps élastique et celle du corps dur. E n  effet, ceux-ci 
sont évidemment, avant les  déplacement,^, y (a, y) - 3, (a, y) et, après 
les déplacements, 

Ainsi, la question de I'èquilibre d 'un corps èlastique, limite par 
une  surface un peu courbe z = y (5, y), et dont se rapproche un 
corps dur. ayant une  surface donnèe z = + (x, y), qu i  le louchait 
d'abord en un seul poini, est identique à ce qu'elle devient quand 
la surface d u  corps elastique se réduit dans I'ètat naturel a u  plan 
z = o ,  pouvwu que celle d u  corps d u r  langent ait alors pour 
e'qualion z = JI (3, y) - cp (a, y). 

Dans le cas, assez ordinaire, où les deux corps, avant de se com- 
primer, sont assimilables sur toute l'étendue de leurs futures sur- 
faces de contact à deux parabdoïdes ayant pour axe la norinale 
commune, le corps dur à considérer dans le problème transformé : 
ou dont la surface a pour Bquahn z = JI (a, y) - p (8, y), est aussi, 
évidemnient , un paraboloïde analogue ; car la différence des deux 
polyn8mes Iiornogénes du second degré Ijl (z, y), p (s, y) conalitue un 
nouveau polyiiôme pareil. Le problème de la compression niutiielle, 
suivaut leur axe commun, de ces deux corps à surface paraboloïdale, 
se raniène par clins6quent nu cas, étudié plus loin (no 51 bis, p, 230), 
où la surface de 'celui des deux corps qui est élastique a sa. forme 
naturelle plane et où l'autre est limité par un paraboloïde ayant 
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l'équation z = I) (3, y) - y (x, y) ; de sorte que ces deux corps ainsi 
bransformés fictivement gardent entr'eiix, soit avant, soit, après 
les déformations, mênîes écarts, respectivemeiit, que les deux corps 
réels proposés. B 

P. 248, au bas du texte, ajouter ceci: 
u Nous avons euppo~énaturellement plan le  corps élastique que 

vient presser, sur une très petite partie de sa surface, un corps dur 
à forme arrondie, d'abord simplement tangent à cette surface. Mais 
on a vu que le problème est encore le même, quand la surface du 
corps élastique présente, elle aussi, dans l'état naturel, de légères 
courbures, à la condition d'observer que les déplacements rn de sa 
partie en contact avec le corps dur sont alors les excés des ordon- 
nées primitives z = JI (G, y) de la surface du Corps dur sur celles, 
z = y (x, y), de la surface du corps 6laslique, accrus du déplacemont 
w, du centre de cette région de contact. Tout sc passe doric comme 
si la surface primitive du solide Blastique était plane, niais que la 
surface du corps dur fût le paraboloide ayant pour éqiiatioii 
z = + (8, y) - y  ($,y) ; et il suffit qu'on se doline les trois coefficients 
de la fonction homogène du second degré + ( E ,  y), définissant, avec 
la forme de la surface de contact:, l'orientation ou l'azimut d'une de 
ses deux sections principales dans le plan tangent primitif z = O ,  

pour que,  si la pression P est d'ailleurs supposée connue, l'on 
puisse déterminer complètement l'ellipse de contact, c'est-à-dire la 
grandeur de ses deux demi-axes a, b et l'azimut de l'un d'eux. 

O.r, imaginons maintenant qu'il y ait do  cdtè des z négatifs, au lieu 
du corps dur, un second corps élastique poli, d'une forme paraboloï- 
dale également connue, et qui, d'abord tangent, pour a = O, y = O 

au plan z = O ,  cornine leporps Blastique proposé, se  soit un peu 
rapproché de celui-ci, dans le  seiis de l'axe normal des z , de 
manière a faire naître eritr'eux la pression P. li est naturel de se 
dernarider s i  la surface, alors inconnue , de coiitact, peut être un 
paraboloïdé z = + (3, y) , savoir, celui dont les trois paramétres 
[coefficients des termes en ~ t ,  2 r y  et y2 de la fonction g (a, y ]  se 
d6termineront par les trois équations expriinaiit que l'ellipse de 
contact correspondaiite , dans les deux corps, a même demi-graiid 
axe a ,  même demi-petit axe b , et orientation pareille. Coiiiine la 
mode de répartition de la pression P à son iiitérieur , exprime par 
la formule (Uj [p. 234 , sera le même de part et d'autre, comme, 
d'ailleurs, la surface paraboloïdale dc! contact prolongée, à courbures 
naturellement intermSdiaires entre celles des deux corps, passera, 
d'après ce qu'on a vu après la formule (d') [p. 2371, en dehors des 
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deux surfaces déform6es de ces deux corps élastiques, c'est-h-dire 
entr'eux , toutes les conditions do l'équilibre sitnultand des deux 
corps pressés l'un contre l'autre se trouveront satisfaites, y compris 
ceiles de raccordement relatives h z = O ,  au nombro de six 
(savoir p,, p, nuls dans chacun des deux corps , et w,  p, égaux 
respectivement de part et d'autre). Ainsi le problème de cet èqui- 
libre sera résolu. 

S i ,  par exemple, les corps dont il s'agit sont deux sphbres , de 
rayons r ,  r', et de merne nature, en appelant r; le rayon de courbure 
de la surface de contact, compte positivement quand il est opposé à 
r OU de même sens que r') , on aura,  pour la première sphère, 

xs + $2 X% + $2 
y (3, Y )  = - a 1 S PYY)  =-T ; COU, dans le paraboloïde 

3 2  + y2 
fictif de contact - z = - 

2 R  
, répondant au cas où la forme na- 

turelle de la region d'application, sur cette sphère, est supposée 
rendue plane, 

et les formules (7) [p, 2461 , (c"') [p. 2361, ou il faudra faire 
l i l i  - - - - 
Fi'- 

- - + -, B = a, donneront 
r  . 

On obtient, en accentuant r et la,, des relations analogues pour 
le second corps élastique, à cela près que, par rapport b lui,  la 
coricavit6 du paraboloïde rie contact change de sens , ou que c y 
devient - r;. Par suite, a, P étant ,,ainsi que A et F, les mêmes de 

1 1 1  1  part et d'autre, une comparaison immédiate donne -+-=- - - , 
r % r ' .  

OU 

i 
valeur de - moiitrant que la courbure de la surface de contact a ,  

t 
1 1  comme il le fallait bien, Ic signe do la plus grande des deux 7, 

mais une valeur moindre. E t  il vient alors par l'élimination de 
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c, en observant que ra, e d e s t  le rapprochement total, a, des centres 
des deux sphères, corrélatif à leur compression, 

En portant dans la preniière de celles-ci la valeur de a tirSe de la 
dernière, on voit que la pression mutuelle P est proportionnelle à 

3 la puissance du rapprochement éprowve'J, lequel test lui-même 

au carré du rayon a du petit cercle de contact. La pression P ,  
repartie sur ce cercle d'après la formule ( B )  [p. 2321, devient d'ail- 
leurs maxima au centre, OU elle atteint par unité d'aire la valeur 

-- et où les trois clt'farmations principdes 3 qu'eile produit 
2 raz ' 
deviennent aussi, Bvidemment, maxima en valeür absolue : par raison 

dw de sym&rie, ces dilatations principales 3 y sont, l'une, - et, los deux 
du du 3 P  

autres, égales entre elles, - -. Leur somme 0 vaut - 
da' dg 2 (A+*\ na9 

en  vertu d'une loi,  due à ~ a m è  . démontrèe au no 17 '(p.' '77), 
après les formules (43) ; et comme, d'ailleurs, on a ,  en ce centre, 

3 P  --- dw dw 3 P  
- XQ + 2p -, la contraclion --y est 

2naS dx dz 4 ;;a%' 
tandis quo 

du dw 
chacune des deux autres, - -, - -,y vaut, par suite, moitié moiris. 

d9 

Quand le rapprochement des deux sphères est dû à un choc, les 
seules déformations perceptibles ont lieu près de la surface do 
contact, dans des parties dont la masse totale et les inerties sont 
insignifiantes, eu égard à leurs tensions. Ainsi, l'équilibre intérieur 
régi par les formules (g") y existe sensiblement à tout instant du 
choc. Le système élastique de deux sphères ou, plus genéralernent, 
de deux corps contigus à formes massives et arrondies, est donc de 
ceux (dorit on voit des exemples aux p. 507, 535, 541, 558,561) où 
la force vive se trouve séparée presque entièrement de la force de 
ressort, de manière à n'en troubler que peu les lois ; e t  la réaction 
mutuelle P y es t ,  même à l'état de mouvement, simple fonction du 
rapprochement d des parties en présence non encore déformées sen- 
siblemeiit. C'est bien ce que suppose la théorie élémentaire du choc 
direct des corps élastiques, confirmée par l'expérience dans ce cas 
de corps massifs. 

Si p désigne la densité commune des sphères, m et nz' leurs 
4 4 

masses - rr pr3 et - 7cp T ' ~  , les accélérations du centre de chacune 
3 3 
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P P vers le centre de l'autre vaudront respectivement - -, - - 
m ni' ' et 

l'on aLlra, pour équation de leur mouvement de rapprochement, 

On en déduit aisément, par exemple, la valeur maximum du rayon 
a du cercle de contact; résultat particuliérement intéressant, car il 
peut être constaté en recouvrant l'une des sphères d'une mince 
couche d'huile: ou d'un enduit coloré: capable de laisser sa trace 
sur les parties touch8es de l'autre. A cet effet, on multiplie (y"') 

d8 
par 2 d ld t ,  et l'on intègre depuis le commencemerit du choc, où 

l'on avait d = O ,  jusqu'aii milieu de sa durée, où 8 et a sont inaxi- 
d i  

mums, en observant que la dérivée - s'anriule à la limite supé- 
dt 

rieure et n'est autre chose, à la limite inférieure, que la vitesse V 
du choc, c'est à-dire celle avec laquelle se rapprochent les deux 
sphères au moment où elles commencent à se toucher. Si l'on 
élimine enfin d par la seconde formule (y"), il vient 

539 (l+Zp) v't 
(91~) Maximum de a = 

On trouve, non moins aisément, pour la moiti6 de la durée du choc, 
en appelant cc le quotient du rapprochement d à un moment donné t 
par sa valeur maxima, 

Demi-durée du choc = 

expression où l'intégrale d4fiiiie (égale, d'après M. Hertz, à 1,4716) 
I 

peut se calculer en dheloppant la fonction ( i - m i ) - &  par la 

formule du biname, puis intégrant en série, et 6valuaiit la diffbrence 
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da a 
du résultat d'avec le développement analogue de 

Dans le cas lc plus simple, les deux sphères sont égales et vont 
l'une vers l'autre avec une vitesse initiale, v ,  moitié de V. Le cercle 
de contact, an moment de sa plus grande étendue, a donc alors pour 

10qs (Xt2p) 3- r 
rayon, d'aprés (g"), - .D 3 . Comme d'ailleurs, par [ r ().+y) 1 2 
raison de symétrie, le plan fixe mené perpendiciilairement au milieu 
de la ligne des centres marque une limite qu'aucune des deux 
sph'éres ne dépasse, rien ne serait changé si ce plaii devenait une 
paroi inébranlable, ou si le problème trait6 était celui du clioc 
normal d'une sphère élastique de rayon T, animbe de la vitesse a , 
contre un plan rigide fixe. 

Au moment où se terminait l'impression de ce volume (décembre 
1884), je me suis aperçu que M. Hertz (Heinrich), dc Berlin, avait 
déjà reconnu, dans un Mémoire allemand ( Ueber die Beriihrung 
fester elastischer Korpër) inséré en 1882 au Journal für die 
reine u n d  angewarldle Malhematik ( t .  XClI,  p. 156), qu'une sur- 
face paraboloïdale de contact, réduite à une très petite partie 
elliptique voisine de son sommet, satisfaisait aux conditions de 
raccordement de deux corps élastiques arrondis en équilibre, pressés 
normalement l'un contre l'autre , et que les lois de cet èrluiliire, 
approximativement vérifiées même dans le mouvement des deux 
corps, conduisaient à celles d.e lcur choc quand le frottement y est 
négligeable. La vue de ses formules m'a donné l'idée du Compltij- 
ment actuel et du précédent, consacrés à ces belles questions qu'il 
a traitées le premier. » 

P. 333, à la fin, ajouter : « Notre solide élastique indéfini en 
tous sens, supposé s'être trouvé d'abord à l'état naturel, pourrait 
aussi avoir son mouvernent produit non à la suit,e de deplacements 
initiaux donnés de certaines de ses parties, ou de vitesses initiales 
qu'on lcur imprimerait, mais par l'application do forces exté- 
rieures X,  Y, Z, venant s'y exercer sur l'unit& de volume à partir 
de l'époque I =. o. Quand il en est ainsi, les déplacements effectifs 
u, v, w B toute époque ultérieure i s'obtiennent, vu la forme linéaire 
des équations, en ajoutant ou superposant : 1 0  ceux d'équilibre que 
régissent les Oquations (177) [p. 2771, représentés par les formules 
(185) [p. 2861, ou (195) [p. 2911 dans le cas le  plus simple ; 2' des 
déplacements variables zc, v, to, régis par les équations ordinaires 
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( 1 )  du mouvement [p. 3521, et déterminés de manière que leur 
somme avec les précédents vérifie les conditions d'état initial, 
c'est-à-dire de manière qu'ils aient leurs dérivées premières par 
rapport à t nulles pour t = O et leurs propres valeurs à la même 
époque t = O égales et contraires aux déplacements d'équilibre. B' 

P. 371, ligne 7 en  remontant ; ajouter : u 11 est clair , d'ailleurs, 
que ces procédés d'intégration continueraient à s'appliquer, si 
l'équation aux dérivées partielles (i) [p. 3571 , s'augmentait, à son 
premier membre, de tnrriies proportionnels à des dérivées de la 
fonction cp prises, par rapport à a, un nombre de fois a inférieur à n . 
et, par rapport à s, 2 (lz - a) fois : on aurait seulemeiit, à la place de 
(14) et ( l e ) ,  des équations différentielles moins simples, mais tou- 
jours linéaires, de l'ordre ?t et a coefficients constants. D - 

P. 391, ligne 18;  ajouter cettephrase: a On le vérifie, du reste, 
directemunt en découpant l'espace, autour du point (x ,  y,. . .), en 

zones concentriques J da,  = KT-Vdr = K ( \/%)' 5-i dg,  d'un 

rayon = 5 t'% infiniment petit à l'époque t = O ,  et en observant 
que le second membre de j38) devient alors, pour cette époque t = O, 

K 
- f+ ($) F jr, y ,...; 5n1-44 - F (z, y,...). > 
K' 

P. 498, ligne 2 ,  après a ruptüre a ,  ajouter « (car les dilatations 
de la fibre. la plus étendlie, produites sy~nétriquement de part et 
d'autre du point G = O, deviennent maxima en ce point) P. 

P. 615, ligne 13 , à la fin de la phrase , mettre en  -note : a Cette 
formule (259), étant une equation indéfinie, peut se difterentier par 

rapporl à r ,  et donnerait généralement 9 = 3 Donc, on dd- 
dzn db*'  

duirait, si c'était ~iécessairo, de t20i), au moyen de 3,4,6,8, ... diffd- 
rentiations par rapport à t , les dérivées successives de cp en z , à !a 
limite z = O : ce qui permettrait de connaître la manière dont p 
varie en fonction de z au-dessous de la surface, dans les premieres 
ondes considérées ici,  e t ,  par conséquent, les circonstances que le 
mouvement y présente à diverses profondeurs. P 

P. 6.22, forrnzcle (212). - Il serait presque aussi simple, et peut- 
être préférable, d'y remplacer in par un arc trks grand quelconque a, 

ou de ne pas supposer i entier; ce qui ajouterait au second membre 
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87 x2 sin ir 
de (214) le  ternie 

+ #% cc 
, réductible, dans le troisième 

n sin i;r 
membre de (214), à la quantite très petite -- par sa com- 

a2 +@ ~2 ' 
sin in 

binaison avec le terme - 

P. 625, à Za fin de la note, ajouter : « Mais j'observerai ici que, 
dans le cas considéré d'une houle à mouvements insensibles au fond, 
la forme, pendulaire à une première approximation, des petits 
d8placements p8riodiques , ou des vitesses a, a ,  TV, peut être bien 
simplement établie. Eri effet, d'une part,  il résulte d'une démons- 
trat,ion donnéie dans cet Essai sur la théorie des Eaux courantes 
(Additions, p. 13 et l4) que les vitesses u , .a, m ,  réduites à leurs 
termes de première approximation, sont les dérivbes en  2, y, z 
d'une fonction y ,  toutes les fois qu'il s'agit de déplacements pério- 
diques de faible amplitude, f~~ssent-ils même non pendulaires. D'autre 
part, en  appliquant la démonstration des pages 586 et 587 ci-dessus li 
une houle insensible au fond propagée dans le sens des s, de maniere 
à y choisir pour i'espace a celui que limitent en avant et en arribre 
deux plans normaux aux m , distants d'une longueur d'onde , sur  

dz 
lesquels la d é r i d e  - aura constamment des valeurs égales e t  

dn 

contraires, on verra que l'dquation indéfinie (166) [p. 5881 s'étend 
au cas de ces houles. Elle y donne par conséquent 

ou bien 

VU la forme de y,  y = f (s - u t ,  z) , caractéristique de toute houle, 
c'est-à-dire de tout système d'ondes couranles, animées d'une cer- 
taine céléritd constaiite o. Or cette équation diffdrentielle implique 

évidemment, pour e t ,  par suite, pour la fonction pdrioriique .p 
dl% 

(de valeur moyenne nulle), la forme pendulaire, ou la proportionnalitd 
au cosinus d'un arc fonction linGaire de t. » 
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E R R A T A .  

P. 80, dernzère ligne de la note ; a u  lieu de u obliques B , lire 
u tangentielles P. 

P. 81, à la  fin de la première ligne d u  titre du $j I I I ,  a u  lieu 
d u  mot a de », Eire a des ». 

P. 84, ligne 4 e n  remontant,  à la  fin, lire u sin a B. 

P. 203, ligne 20 ; n u  lieu de w, lire w,. 
P. 206, ligne 24 ; a u  lieu de «pose 9 lzi-e * posé ». 

P. 233, clsrnière ligne, a u  commencement de la formule, lire 

P. 248, ii. la  note, ligne 3 e n  remontant, au lieu de a oçillations »: 
lire I( oscillations ». 

P. 293, dernière ligne, lire ainsi: a u = O et a = .x o. 

P. 325, ligne 6 e n  remontant; à la f i n ,  rétablir le mot u. a ». 

P. 328, dernière ligne, lire a valeurs D. 
P. 395, Zigne 11 , a u  lieu de : a a » , Eire a est » , e t ,  à Z'avank 

d 
dernière ligne de la  note, à la fin, lire a 7 - P. 

dr 
P. 388, f o m l e  ( f ) ,  au lieu d u  dhmninaieur  # (y), lire 

P. 495, à la fin, lire a fi D. 
P. 508, dans la formule, après le signe = , lire a f [ut - tz) D. 
P.  579, ligne 9 en remontant,  Iive 4< de t = - e h t = O ». 

P. 598, ligne 6 de la note, lire u p = O et p = p P. 
P. 611,  à la formule de la  rtote, sous le radical ,  l i rea  

a 2" ($-5)" (y - w j 9  ». 

P .  614, formule (200), lire << y = etc. B 
X 

P. 623, fownule (216). après les signes = , 2zl.e 4 W .  

P. 626. l i m e  1, lire a T kC = etc. B 
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