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APPLIGATION DES POTENTIELS

A 1’ETUDE DE L'BQUILIBRE ET DU MOUVEMENT DES SOLIDES ELASTIQUES

PRINCIPALEMENT AU CALCUL DES DEFORMATIONS ET DES PRESSIONS
QUE PRODUISENT, DANS CES SOLIDES,
DES EFFORTS QUELCONQUES EXERCES SUR UNE PETITE PARTIE
DE LEUR SURFACE OU DE LEUR INTERIEUR (*);

par M. J. BOUSSINESQ,

Professeur & la Faculté des Sciences de Lille.

INTRODUCTION. — BUT ET RESUME DE CE TRAVAIL.

1. — Objel principal du Memoire.

On peut se poser, relativement a I’équilibre des solides
élastiques, deux sortes de problémes fondamentaux, c’est-
a-dire propres a faire comprendre de quelle maniére se
comporte un corps quand il se déforme pour résister a
certaines actions extérieures.

(*) Plusieurs parties de ce mémoire ont été résumées: 4° dans des notes
insérées aux Comples-Rendus de I'Académie des Sciences de Paris, (t. LXXXVI,
p. 1260, t. LXXXVII, p. 402, 519, 687, 978, 1077, t. LXXXVIII, p. 277,331,
375, 701, 741, du 20 mai 1878 au 7 avril 1879 ; t. XCIII, 7 et 14 novembre 1881 ,
p. 703 et 783; t. XCV, 27 novembre et 4 décembre 1882, p. 1052 et 1149;
t. XCGVI, 22 janvier 1883, p. 245) ; 2° dans deux extraits étendus , qui font partie
de I'édition francaise de la Theéorie de I'élasticité de Clebsch, par MM, de Saint-
Venant et Flamant, publiée & Paris chez M. Dunod (premier fascicule, de 1831,
pages 374 & 407a, et second fascicule, de 1882, p. 881 a 888).
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Les premiers de ces problémes concernent des solides
dont les parties analogues éprouvent des déformations pa-
reilles, comme il arrive : 1° pour un parallélipipéde rec-
tangle, quand, au moyen de pressions normales appli-
quées a ses faces et constantes sur toute I’étendue de celles
de méme direction, on le soumet a des contractions ou
dilatations uniformes, quiy laissent rectilignes et rectan-
gulaires entr’elles les lignes matérielles paralléles a ses
arétes; 2° plus- généralement, quand un prisme subit les
mémes déformations, soit en tous les points d’une fibre
longitudinale quelconque, ce qui a lieu, & fort peu prés,
dans chaque trongon d’une tige ou corps allongé, soit en
tous les pointsd'un feuillet quelconque paralléle aux bases,
comme il arrive de méme, sensiblement, dans chaque
trongon d'une plaque ou corps aplati; 3° ou encore, quand
les divers points d’une sphére solide se déplacent suivant
ses rayons et de quantités ne dépendant que de Ja distance
au centre, etc. Tous ces cas présentent un grand intérét:
car il résulte, de la maniére simple dont les actions ex-
térieures y sont supposées réparties, que les déformations
et les pressions intérieures suiven! des lois saisissables,
comportant une expression analytique facile & traduire en
nombres et, surtout, une représentation intuitive ou géo-
métrique, toujours plus satisfaisante pour l’esprit que ne
peuvent I’étre des formules.

Mais il fant évidemment , pour se former une idée suffi-
samment générale de 1’équilibre intérieur des solides élas-
tiques, considérer aussi une seconde classe de problémes,
dans laquelle on ne supposera plus réalisés ces modes
spéciaux de répartition des actions extérieures, ni, par
suite, la sorte d’uniformité ou d’égalité des déformations
qui en résulte pour divers endroits du corps; car ce n’est
pas moins dans des conditions d’une inégalité quelconque
de distribution, que dans celles d'une certaine égalité, qu’il
importe de savoir comment agissent et se transmettent,
aux différents points du solide élastique donné, les efforts
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extérieurs qu'on lui applique. Malheureusement, ces nou-
veaux problémes sont d'une complication excessive, et on
ne doit ¥y regarder comme réellement fondamentaux, ou
comme capables de nous éclairer sur les lois de 1’équilibre
intérieur des corps, que ceux dont la solution est bien
intelligible et comporte une représentation géométrique
maturelle. Il ne suffit pas d’y choisir son terrain de maniére
a pouvoir effectuer les intégrations; car quel résultat ap-
plicable, utile pour le physicien ou l'ingénieur, a-t-on pu
tirer, par exemple, de la belle solution analytique donnée
par Lamé, en 1852, du probléme de l’équilibre d’une
sphére, ou d’une enveloppe sphérique, que sollicitent des
pressions extérieures distribuées arbitrairement a sa sur-
face? Il faut donc s’attacher surtout & des questions ou,
malgré la plus grande généralité possible laissée au mode
de répartition des forces dans leur région d’application
donnée, il se présente quelque circonstance simplificatrice,
telle que ’éloignement des surfaces limites du corps, etc.,
qui permette a la solution d’avoir des lois intuilives ou,
tout au moins, de ne pas dépasser ce degré de compli-
cation au-dela duquel les formules ne disent plus rien a
Pesprit.

Il semble que, s’il existe de pareils problémes, I'un
d’eux, le plus important, et méme le premier qui se pose
naturellement quand on pense aux phénomeénes d’élasticité,
doit étre la question de savoir quelles déformations on
produit dans un solide, en le touchant sur une petite partie
de sa surface, tandis que ses parties éloignées de celle-la
sont maintenues fixes : cas ou il n’y a de déplacements
sensibles que dans le voisinage de la région de contact,
en sorte que tout se passe, & fort peu prés, comme si le
corps étudié était limité d’un coté par son plan tangent
(mené & Pendroit touché) et indéfini suivant les autres di-
rections. Cie probléme ne différe évidemment pas de celui
des déplacements et des pressions que fait naitre, dans un
sol élastique horizontal, le poids d’un corps déposé a sa

2
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surface. Il comporte d'ailleurs, comme nous verrons,
deux points de vue distincts, suivant que 1’on se donne le
mode de distribution de la charge ou pression totale enire
les divers éléments de la surface de contact, pour en
déduire les déformations du corps touché et spécialement
de cette surface, autrement appelée base d’appui, on suivant
que l’on se donne, au contraire, la forme et la disposition
nouvelles prises par la base d’appui, pour en déduire, ce
qui est beaucoup plus difficile, le mode correspondant de
distribution de la pression ou de la charge.

Une autre de ces questions, plus simple que la précé-
dente en ce sens qu'aucune surface limite n’y cowmplique
les phénoménes , mais moins intéressante a cause du mode
peu pratique d’application des forces extérieures qui sy
trouve employé, est celle des déformations qu’on produit
dans un solide en exergant, sur une partie de sa masse suf-
fisamment éloignée de sa superficie, des actions quel-
conques. (Vest ce qui arriverait, par exemple, si une portion
intérieure du corps etait magrétique et que, la surface se
trouvant rendue fixe, on approchat, a quelque distance,
des masses de fer.

Tels sont les deux principaux problémes qui feront
Pobjet de cette étude. 1ls constituent des questions élémen-
taires, presque inévitables, de la théorie de V’élasticité. Il
n’en est vraisemblablement pas qui soient plus propres a
nous faire connaitre de quelle maniére, dans les solides en
équilibre, les pressions ou autres efforts extérieurs se trans-
mettent, soit de la surface a 'intérieur — ce qui est le cas
du premier probléme, — soit d'une région aux régions
voisines — ce qui est le cas du second ; — et comment s’y
prend, en quelque sorte, I'élasticité pour répartir et mo-
dérer ces pressions ou ces forces, ainsi que leurs effets, a
mesure quon s'éloigne des endroits ou elles sont appli-
quées.

Observons, d’ailleurs, que la supposition qu'ony a
faite, de 'immobilisation des parties du corps trés éloignées
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de la région sur laquelle on agit, n’est guére introduite
que pour fixer les idées. En réalité, les phénomeénes pro-
duits dans cette région resteraient, sans doute, & peu preés
les mémes, si le corps était entiérement libre dans l'es-
vace; car ses parties éloignées, vula grandeur relative de
leur étendue et, par suite, de leur masse totale, seraient
maintenues sensiblement immobiles par leur inertie,
durant bien plus de temps qu’il n’en doit falloir & la petite
partie, de masse insignifiante , qui est contigué a la région
d’application des forces exercées, pour suivre les impul-
sions qu’on lui imprime et se mettre dans un état quasi-
permanent de déformation et de tension, c’est-a-dire, a
fort peu prés, dans 1'état d’équilibre correspondant a la
fixation de l’ensemble du corps et a 'intensité actuelle
effective des actions extérieures qu’il supporte a I'endroit
quel'on considére.

2. — De Uintroduction naturelle des polentiels dans d’auires
théories que celle de forces obéissant & la loi newlonienne.

Lamé et Clapeyron, dans leur célébre mémoire de
1828, publié en 1833 (), avaient déja étudié 1’équilibre
d’élasticité d’un solide sans pesanteur, indéfini dans tous
les sens, excepté d'un c6té o ils le supposaient terminé
par une face plane et soumis du dehors a des pressions per-
pendiculaires. C’est bien 'une des questions traitées ici,
celle qui se présente quand on considére, par exemple, les
déformations produites dans un sol horizontal par des
charges données que supporte sa surface. Mais la solution
quils ont obtenue consiste a superposer une quadruple
infinité d’intégrales simples, dont chaque terme est le pro-
duit d’une constante arbitraire (que permet de déterminer

(*) Sur Véquilibre intérieur des solides homogénes, au Recueil des Savants éirangers
de U'Académie des Sciences d¢ Paris, t. IV (p 54l. — Quatriéme section, cas
généraux).
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ultérieurement la formule de Fourier) par une exponentielle
ou parait en exposant, au premier degré, la coordonnée 2,
normale & la surface du corps, par une fonction linéaire de
z et par deux sinus ou cosinus affectés chacun, linéairement
aussi, de 'une des autres coordonnées z, y. Or, ces expres-
sions des petits déplacements %, v, » du solide indéfini
sont trop complexes pour permettre de se représenter le phé-
nomeéne , dont elles ne mettent en évidence qu'une loi
accessoire, d’aprés laquelle la dilatation cubique § est pro-
portionnelle, en chaque point de la surface, & la pression
normale qui s’y exerce. En général, dans toutes les ques-
tions de physique mathématique ot I’on emploie la formule
de Fourier, les résultats s’offrent sous la forme d’intégrales
définies, doubles, quadruples ou sextuples, qui en dissi-
mulent profondément le sens concret; en sorte qu’on
n’arrive, par leur moyen, a des lois saisissables, que lors-
qu’il est possible d’y effectuer la moitié des intégrations.

Ayant eu a traiter; en janvier 1870 (*), un probléme
assez analogue & celui de Lamé et Clapeyron, quoique
beaucoup plus simple, savoir, le probleme de 1'écoulement
d’un liquide, sous des hauteurs de charge notables, par un
orifice percé dans une paroi plane indéfinie, avec la sup-
position que 1'on connaisse en chaque point de l'orifice la
composante, normale a son plan, de la vitesse qui s’y
produit, j’ai composé aussi la solution d’une quadruple
infinité d’intégrales simples, dont la formule de Fourier
donne de suite les coefficients; mais j’ai reconnu, en ef-
fectuant deux des intégrations sur quatre, que les résultats
ainsi simplifiés s’expriment aisément au moyen du poten-
tiel ordinaire ou classique relatif & une matiére fictive
étalée sur l'orifice. Il en résulte cette loi simple, que la

(*) Comptes-Rendus de U'Académie des Sciences de Paris (t. LXX, p. 33, 177 et
1279). Vorr aussi, pour plus de développements, au tome XXIII du Recueil des
Savants étrangers , la quatriéme partie de I'Essaé sur la Théorie des eaux courantes
(p. 536 & 569), et, dans les Comptes-Rendus (t. XCIV, p. 904, 1004, 1139; 3, 10 et
24 avril 1882), trois articles de M. de St-Venant.
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vitesse du fluide en chaque pointde l'intérieur du réservoir
est égale, pour la grandeur et la direction, a I’attraction
newtonienne qu’exercerait au méme point, sur 'unité de
masse , une couche homogéne recouvrant Porifice et d’une
épaisseur partout proportionnelle & la composante normale
donnée de la vitesse d’écoulement. Une fois en possession
de cette loi, on reconnait aisément qu’elle satisfait a toutes
les équations du probléme, et qu’il y aurait eu avantage a
partirdirectement d’un potentiel sans passer par la formule
de Fourier.

Il est naturel que les potentiels relatifs & des masses
fictives finies s’introduisent dans certaines questions de
physique mathématique , méme ne se rattachant pas a la
théorie de la pesanteur. Car, d’une part, la belle propriété,
qu’ils présentent, d’avoir leur parameétre différentiel du
second ordre A, nul hors de la masse par rapport a laquelle
on les prend , et en raison directe de la densité dans I’inté-
rieur de cette masse, les prédispose, en quelque sorte, &
vérifier les équations indéfinies des problémes ou les
parameétres A, jouent un grand réle; et, d’autre part, ils
deviennent inversement prbportionnels a la distance
pour les points trés éloignés, ce qui, dans les milieux
indéfinis , les rend également propres & exprimer les
conditions dites aux limites, ou spéciales, qui consistent
alors dans ’évanouissement asymptotique des phéno-
meénes & mesure qu'on s’éloigne des régions.d’activité de
leurs causes ().

3. — Leur application au probléme de Uéquilibre d'un solide
élastique , limilé par un plan indéfini.

Ayant voulu appliquer ces considérations au probléme
de Lamé sur 1’équilibre d’élasticité d’un solide que limite

(*) 11 est clair que cela n'empéche pas les potentiels, ou d'autres intégrales
définies plus ou moins analogues & ces fonctions, de pouvoir convenir aussi dans
des questions concernant certains corps limités en tous sens, quoique sans doute
les formules deviennent alors, généralement, beaucoup plus compliquées.
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une face plane, prise pour plan des # y, et dont la masse
n’est sollicitée par aucune action extérieure telle que la
pesanteur, j’a. reconnu qu’on formait aisément trois types
d’intégrales des équations indéfinies, en partant de toute
fonction continue dont le paramétre A, est nul au dedans du
solide. Dansle troisitme, quiestle plussimple, w=0et—u, v
égalent les deux dérivées en y et z de la fonction; dans le
second, u, v, sont les trois dérivées de celle-cien z, y, z;
enfin, dans le premier, ils résultent d’un déplacement ),
proportionnel & la dérivée de la fonction par rapport a z,
et de trois déplacements %, v, @ obtenus en multipliant
celte dérivée, changée de signe, par z et en différentiant
le produit, respectivement, par rapport & z, y, 2.

Seulement, pour que les véritables conditions spéciales
aax points éloignés se trouvent satisfaites, il faut que la
fonction considérée soit, non pas précisément le potentiel
ordinaire relatif & une masse fictive (qui devrait toujours
d’ailleurs, étre supposée extérieure au solide, afin que le
parameétre A, s’annulat en tousles points de celui-ci), mais,
par exemple, une fonction ayant ce potentiel poursa dérivée
premiére en z. J'appelle cette fonction, qui me parait avoir
passé inapergue jusqu’ici, pofentiel logarithmique d trois
variables. Ses éléments s’obtiennent en mesurant la droite »
qui jointau point donné (z, ¥, 2) de ’espace chaque élément
de la masse fictive, puis en augmentant cette droite de sa
projection sur I'un des axes, qui est ici I’axe des 7, et en
maultipliant le logarithme népérien de la somme par la
masse élémentaire considérée. Le parameétre différentiel A,
du potentiel ainsi formé est nul hors de la masse qui le
donne (du moins du cété des z positifs, le seul dont il soit
question), tout comme celui du potentiel ordinaire ; et ses
dérivées premiéres, ou les produits par z de ses dérivées
secondes, qui entrent dans les expressions des déplace-
ments %, v, 7, deviennent, pour les points éloignés, comme
il le fallait, de I'ordre de l’inverse de la distance, quoique
le potentiel lui-méme grandisse alors indéfiniment.
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Enfin, les conditions usuelles les plus simples que 1’on
puisse se donner a la surface du corps, et qui consistent
a y supposer nulles, avec Lamé et Clapeyron, les compo-
santes tangentielles de la pression extérieure, tandis que
sa composante normale, par unité d’aire, est connue en
chaque point, se vérifient aussi quand on admet, pour fixer
les idées, que le corps soit un sol horizontal, et que la ma-
tiére dont on prend le potentiel logarithmique se réduise
a une couche mince pulvérulente étalée sur ce sol, assez
lourde pour que chaque élément de la surface trouve sa
charge effective, ou la pression qu’il supporte, dans le poids
méme de la partie de couche qui le recouvre. D’ailleurs,
les véritables déplacements #, v, w se calculent alors par
une superposition des deux premiers types d’intégrales

Une autre superposition des trois types permet de traiter
le cas d’actions tangentielles exercées sur la surface : mais
la détermination des fonctions arbitraires, quand ces actions
sont données, y semble plus difficile (*).

4. — Déformations d'un sol élastique sous des charges données
et transmission des pressions & son intérieur.

Les expressions des déplacements deviennent extréme-
ment simples, pour chaque type d’intégrales, quand la
couche par rapport & laquelle on prend le potentiel se
réduit & un seul de ses éléments. Leur interprétation géo-
métrique est alors immédiate, comme on le verra aux
numéros 19, 20, 21, 22 et 23, et elle ne devient guére plus
complexe lorsque, effectuant la superposition des deux
premiers types dont il vient d’étre parlé, on considére le
cas d’un sol chargé en un seul point, ou plutdt sur une
partie, trés petite en tous sens, de sa surface.

Le long d’une droite quelconque émanée du point pressé,
les déplacements sont en raison inverse de la distance a

(*) On verra aun® 40 bis (p.182) qu'elle cesse de I'étre par I'emploi d'un second
potentiel logarithmique ayant le précédent pour sa dérivée en z.
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ce point. Leur composante verticale, partout de méme
sens que la pression élémentaire exercée, croit, d’ailleurs,
a mesure que diminue I’angle fait par la droite considérée
avec la verticale, proportionnellement au carré du cosinus
de cet angle, sans s’annuler nulle part. Quant a4 la compo-
sante horizontale, pour une pression positive ou exercée
de haut en bas, elle éloigne la matiére de I’axe de symétrie
vertical passant par le point pressé, §’il s’agit de celle qui
est & l'intérieur d’un certain céne de révolution décrit
autour de cet axe; tandis qu’elle ’en rapproche, au con-
traire, sl s’agit de la matiére extérieure au méme cone
et notamment de . celle de la. surface. Ainsi, des cercles
concentriques, décrits sur la surface autour du point
pressé, se contraclent d’'une petite quanlité, inversement
proportionnelle a leur rayon, en méme temps qu’ils éprou-
vent un abaissement régi par la méme loi de proportion-
nalité inverse.

Si l'on considére, a 'intérieur du corps, des couches de
matiére paralleles a la surface et de plus en plus éloignées
de celle-ci ou de plus en plus profondes, on trouve que la
pression exercée au dehors se transmet, de chacune de ces
couches a la suivante, sous la forme de pressions obliques,
dirigées exactement a I'opposé du point de la surface di-
rectement comprimé, et qui sont en raison inverse, toul
a la fois, du carré de la distance a ce point et du carré du
rapport de cette distance & la profondeur de la couche (7).

A cause du principe de la superposition des petits effets,
Penfoncement produit en un point donné de la surface
par des pressions extérieures connues, réparties arbitrai-
rement, égalera, a un facteur constant prés, la valeur,
pour ce point, du potentiel ordinaire total relatif & une
couche pulvérulente fictive, distribuée sur la surface de la
méme maniére que les pressions, ou propre a faire naitre
celles-ci par son poids. Il est donc aisé de voir quelle forme

(*) Voir au n® 40 bis (p. 187) ce que devient cette loi dans le cas général d’une
pression inclinée.
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prend la surface, soit & de grandes distances de la région
d’application des forces, 1a ot un développement en séries
trés convergentes est possible, et ol une premiére appro-
ximation donne les mémes lois que pour une pression
isolée (ne s’exerg¢ant que sur un élément plan), soit méme
a I'intérieur et dansle voisinage de la région d’application,
en s’y bornant toutefois, pour simplifier les calculs, au
cas simple d'une distribution pareille tout autour d'un
point central. On trouve, par exemple, dans ce dernier
cas, que les divers modes de répartition d’une méme
pression totale. & Il'intérieur d’un cercle denné, sont
presque sans influence sur la forme que prend la surface
aux distances du centre dépassant une fois et demie ou
deux fois le rayon du cercle, quoique les enfoncements ou
abaisseinents y soient encore trés sensibles : le principal
des termes qui expriment l’action propre de ces modes est
en raison inverse du cube de la distance.

Des intégrales définies fort simples,aisément réductibles
en séries, permettent d’étudier les déformations de la sur-
face, notamment pour la région d’application des forces,
quand celles-ci sont distribuées, dans tout I'intérieur d'un
cercle, ou uniformément, ou paraboliquement avec annu-
lation soit au bord, soit au centre, etc. I.a moyenne des
enfoncements observés surtoute I’aire de larégion d’appli-
cation, et leurs valeurs tant au bord de cette région qu’a
son cenlre, s'obtiennent méme sous forme finie pour les
modes précédents de distribution de la pression ou charge
totale et pour une infinité d’autres modes plus complexes.

Les formules donnant tous ces résultats se déduisent, par
voie d’intégration, de celles qui conviennent au cas d’une
charge élémentaire uniformément répartie le long d’une
circonférence ou , pour mieux dire , sur une bande annu-
laire infiniment étroite. Une loi digne de remarque signale
ce cas simple : elle consiste en ce que, si deux charges
égales sont ainsi déposées, a la surfacedu sol, suivant deux
circonférences concentriques de rayons quelconques,
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chacune d’elles produit un égal abaissement ou une égale
fliche aux points qu’occupe ’autre. La méme loi de réci-
procité s'observe pour une plaque circulaire mince, hori-
zontale, appuyée ou encastrée sur tout son bord et sup-
portant des chargesréparties le long de circonférences con~
centriques & ce bord; en sorte qu’elle établit, malgré la
différence profonde des formules, une analogie curieuse
entre un sol de dimensions indéfinies et une plaque mince
limitée en tous sens.

Mais revenons a I’étude de la forme prise par une région
d’application circulaire, sur toute 1’étendue de laquelle
s'exercent les forces données. Une telle région, que nous
pouvons appeler la surface directement comprimée, devient
sensiblement concave pour une distribution uniforme de
la pression, et cette concavité s’accroit encore , elle fait
plus que doubler, dans umne distribution parabolique avec
décroissement du centre au bord. Au contraire, la cour-
bure prise par la surface comprimée est beaucoup plus
faible dans le deuxiéme mode de distribution parabolique,
ou il y a annulationde la pression au centre, et aussi dans
d’autres modes formés, comme celui-la, par une combi-
naison des deux précédents. .

Ces derniers modes, ou la surface comprimée s'éloigne
moins de sa forme primitive que lors d'une distribution
uniforme, portent I’esprit & chercher comment il faut ré-
partir la pression , a l'intérieur d’un contour donné, pour
que toute la surface limitée par ce contour reste plane et
horizontale. Il est clair que le potentiel doit alors recevoir
une valeur constante en tous les points de la couche par
rapport & laquelle on le prend, comme lorsqu’il s’agit
d’une charge d’électricité en équilibre sur une plaque mé-
tallique ; en sorte que le mode de distribution cherché est
le méme pour les pressions que pour une charge élec-
trique a la surface d’un plateau conducteur ayant la
forme de la région d’application. Dans le cas bien connu
ou le contour est elliptique, il faut concevoir décrit sur
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'ellipse donnée, comme base, un demi-ellipsoide a axe
vertical, puis supposerlacharge totale répartie, a la surface
convexe de ce demi-ellipsoide, proportionnellement, en
chaque point, a la distance de ce point 4 un ellipsoide,
concentrique et semblable infiniment voisin, et trans-
porter enfin chaque partie de la charge sur 1'élément de
Pellipse donnée ou elle se projette alors verticalement. La
propriété , dont jouit ce mode de distribution, de laisser &
la surface elliptique comprimée sa forme plane et hori-
zontale se déduit sans calcul de celle que présente une
couche homogéne, limitée par deux ellipsoides concen-
triques et semblables , de n’exercer aucune attraction sur
un point intérieur. Des paralleles équidistantes , d’une di-
rection quelconque, découpent Dellipse d’application en
bandes supportant toutes d’égales charges, etc.

Enfin, la transformation classique par rayons vecteurs
réciproques permet de déduire, de chacun des modes
considérés d’application des pressions extérieures, une
infinité d’autres modes, pour lesquelsla forme de la surface
se trouve connue sans intégrations nouvelles. En parti-
culier, le mode de distribution qui laisse & une région d’ap-
plication circulaire sa forme plane et horizontale conduit
a un autre, également symétrique autour d’un centre, ol
la région d’application est une bande annulaire, sans
limite - extérieure déterminée, dont tous les points
s’abaissent comme ils le feraient si la charge entiére était
réduite a sa résultante statique , c’est-d-dire transportée
au centre.

Il n’existe aucun mode de répartition des pressions, sur
une partie limitée de la surface indéfinie du corps, pour
lequel il y ait proportionnalité entre la charge que sup-
portent les divers éléments de la surface et ’abaissement
qu’ils éprouvent. Mais cette proportionnalité se produit
dans des cas ou toute la surface est divisée ea comparti-
ments similaires que sollicitent pareillement des pressions
et des tractions se neutralisant en moyenne. Les effets des
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forces décroissent alors, & mesure qu’on s'enfonce a I'in-
térieur du corps, bien plus vite qu'ils ne feraient s’ils
variaient, comine dans les cas précédents, en raison in-
verse d'une puissance déterminée de la distance; car il y
entre en facteur une exponentielle qui s’évanouit (asym-
ptotiquement) désquel’éloignement & lasurface devientun
peu grand par rapport aux dimensions des compartiments.

5. — Reépartition, & la surface de contact, de la pression totale ,
quand c’est un corps dur qui Uexerce.

Le probléme de ’équilibre ne cesse pas d'éire compléte-
ment déterminé quand, au liev de se donner la pression exté-
rieure en chaque endroit de la région d’application, on s’y
donne, au contraire, ’abaissement » , ou encore lorsqu’on
connait, avec la charge totale, la forme que doit prendre la
surface comprimée, et qu’on cherche, d’une part, I’abaisse-
ment d’ensemble éprouvé par celle-ci, ainsi que son orien-

.tation ou les rotations qu’elle subit, et, d’autre part, la
maniére dont ¢’y répartit la pression. Seulement, ces pro-
blémes inverses, dont le second se rameéne toujours a plu-
sieurs de l’espéce du premier, sont beaucoup plus difficile-
ment attaquables que le probléme direct, ou I'on suppose
donnée la charge partielle de chaque élément* de la
région d’application (*). Heureusement, ils se irouvent
résolus en méme temps que ce probléme direct, pour
les cas ou la surface comprimée aurait précisément l'une
des formes qu’on y a obtenues et éprouverait l’abaissement
d’ensemble correspondant ou supporterait la méme pression
totale. C'est ainsi que, par exemple, conformément a la loi
énoncée plus haut pour des régions d’application elliptiques,
une surface comprimée circulaire ne pourra rester plane

(*) Leur solution, sous une forme assez simple, est maintenant obtenue dans
le cas de symétrie tout autour d’un point, grice a une formule de M. Eung. Bel-
trami sur les potentiels (n® 38 bis, p. 167).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



—9Y

et horizontale qu’autant que sa charge, vue, d'une hauteur
infinie, en perspective sur la surface d'une demi-sphére
ayant pour base le cercle donné, sera distribuée uniformé-
ment entre toute 1’étendue de cette calotte hémisphérique.

Or, la seconde des questions inverses, celle ou l'on
suppose connues la pression totale et la forme que doit
prendre la surface comprimée, revient évidemment &
chercher comment se répartit, sur un sol élastique hori-
zontal et poli, le poids d’un solide beaucoup moins
flexible qu’on y dépose, et de combien s’y enfonce un
tel solide. En effet, la forme de la surface de contact ne
differe pas alors sensiblement de ce qu’elle était dansle
solide non déformé, c’est-d-dire de la base d’appui du
corps; elle fait partie des données de la question. Et les
limites de la méme surface, quand elles sont inconnues,
s’obtiennent en exprimant que la pression s’y annule ou que
le sol élasltique n’y présente aucune discontinuité de son
plan tangent, conditions équivalentes et nécessaires, comme
on verra (p.2038). Les cas ou la base d’appui du corps est
plate et & contour convexe taillé en arréte vive ne peuvent
pas, il est vrai, étre traités en toute rigueur dans I’hypo-
thése simplificatrice d'une courbure infinie aux arétes; car
il en résulterait, pour la pression exercée tout le long
du contour, des valeurs infinies elles-mémes par unité
d’aire, bien qu’insignifiantes en grandeur absolue. Mais
cette hypothése n’en conduit pas moins aux véritables lois
naturelles, et les seules accessibles, du phénoméne, pour
toutesles régions du sol élastique autres qu’une zone étroite
contigué au contour, sur laquelle régneront certaines per-
turbations locales comme il s’en rencontre dans bien d’au-
tres questions de physique mathématique. Donc, on aura
résolu, pour les casles plus simples, le probléme célébre
de d’Alembert et Euler, relatif & la question de savoir
comment le poids d’'un corps, posé sur un plan hori-
zontal, se distribue entre les divers éléments de la surface
de contact.
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S’il s’agit de corps dont la base, limitée par un certain
contour, est plane et reste horizontale, le mode de répar-
tition cherché sera le méme, comme il a été dit, que pour
une charge électrique en équilibre surune plaque terminée
a ce contour. Je viens d’énoncer la loi trés simple qui con-
vient en particulier pour un disque circulaire. On recon-
nait, d'ailleurs, qu’un tel disque s’enfonce, a la surface du sol

élastique , d’'une quantité assez peu différente (% en moins

environ) de 1’abaissement moyen qu’éprouverait la surface
circulaire comprimée si la charge s’y distribuait uniformé-
ment (7).

6. — Application des potentiels & des cas o le solide est sollicité
dans sa masse par des forces extérieures.

Ce n’est pas seulement pour des solides dont la surface
supporte localement des pressions ou tractions diverses,
que les potentiels s’appliquent avec avantage au probléme
de leur équilibre d’élasticité : ‘ces fonctions donnentencore
des intégrales, et aussi simples que possible, dans une autre
question d’équilibre qu’on se propose de traiter également
ici, savoir, celle ou I'on s’occupe de corps dont la masse
méme, 'intérieur, est soumis, assez loin de sa surface, al'ae-
tion de forces quelconques données. Seulement les poten-
tiels a considérer sont alors relatifs, non plus a de simples
couches, infiniment minces, comme quand il s’agissait de
pressions extérieures s’exercant sur les surfaces occupées
par ces couches, mais bien a des matiéres fictives a trois
dimensions, remplissant, de méme, 1’espace ou s’exercent
les forces proposées. Il devient donc nécessaire d’étudier
les potentiels et leurs dérivées pour l'intérieur des masses
qui les donnent.

On sait combien sont artificielles et délicates les mé-

(*) La solution n'est pas moins simple dans le cas d’un corps & surface convexe
quelconque (voir n° 51 bis, p. 239).
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thodes imaginées dans ce but par les géométres, celles,
par exemple, dont on se sert dans les traités de mécanique
pour démontrer la formule de Poisson. J’espére avoir dé-
couvertle procédé réellement naturel qui convient a 'étude
des intégrales multiples dont il s’agit, c’est-a-dire ana-
logues aux potentiels direct et inverse ou & leurs dérivées
partielles successives. Il consiste & décrire une sphére,
d’un trés petit rayon constant R, autour du point (z, ¥, 2)
qui a pour coordonnées les paramétres dont dépend I’in-
tégrale, et ou la fonction sous le signe fdevient infinie:
l'intégrale, supposée réduite aux éléments qui correspon-
dent a la matiére située en dehors de la sphére, reste une
fonction extrémement peu différente de ce qu’elle doil étre
réellement, c'est-a-dire de ce qu’elle devient pour R=o0; et
elle a les mémes allures que cette fonction limite, qui
d’ailleurs n’existe ou n’est définie que par elle. Clest
donc sur P’intégrale ainsi entendue, ou dont on exclut tous
les éléments correspondanta l'intérieur de la petite spheére,
que doit se faire ’étude de l'intégrale limite elle-méme.
Or, quand on la différentie, le point (z, y, z) se déplace
infiniment peu, emportant avec lui la sphére, de rayon
R, dont il est le centre. A coté des éléments communs
a lintégrale dans ses deux états successifs, et qui se
différentient sous le signe / par le procédé ordinaire, il y
a donc des éléments, les uns gagnés, les autres perdus, et
qui correspondent aux espaces délaissés ou envahis par la
sphére. De 13 des termes aux limites, relatifs a la surface
de cette petite sphére, et dont la somme n’est pas toujours
négligeable, c’est-a-dire de ’ordre d’une puissance positive
du rayon R ou d’une autre fonction s’annulant avec R. Ce
sont précisément ces termes quirendent le paramétre 3, du

. . . . .
potentiel ordinaire ou inverse f Tm égal au produit de

— 4~ par la densitép; et ils donnent pareillement, au
parametre A, du paramétre A, du potentiel direct /7dm, la
valeur — 8np, au lieu de la valeur zéro que Lamé trouve,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



-3 —

par la différentiation sous le signe /, & la vi® de ses Lecons
sur la théorie de Uélasticité ().

Une méthode pareille s’applique a I’étude du potentiel
logarithmique & trois variables. Seulement la fonction
sous le signe / est alors infinie en une infinité de points
alignés sur une -paralléle & 'un des axes coordonnés: ce
qui conduit & remplacer la petite sphére par un cylindre
mobile de trés petit rayon, décrit autour de cetle paralléle
comme axe.

Lespropriétés générales des potentiels une fois reconnues,
il est aisé de voir ce que deviennent, pour les points situés
a I'intérieur des masses fictives, les trois types d’intégrales
obtenus dans la premiére partie du mémoire : ils y satisfont
encore aux équations indéfinies de 1'équilibre, mais seule-
ment pour des cas ol certaines actions extérieuress’y
trouveraient appliquées a l'unité de volume du corps élas-
tique. Le premier type est particuliéremeut intéressant, en
ce que, d’une part, laction extérieure y a, en chaque en-

(*) Ce procédé présente un autre- avantage, quand on applique le potentiel
inverse & la théorie de la pesanteur, c'est-a-dire des forces régies par la loi
newtonienne. Comme rien n’empéche de supposer le rayon, R, de la sphére
décrite autour du point (2, ¥, 5), & la fois trés petit par rapport aux dimensions
des corps, ou par rapport aux distances auxquelles s’exercent en quantité sen-
sible les actions dont on parle, et cependant trés grand en comparaison de-la
distance de deux molécules contigués, I'intégrale ne sera pas modifiée d'une
maniére appréciable , non plus que ses dérivées, si on pulvérise fictivement la
matiére, en répandant d'une maniére uniforme la masse de chaque molécule dans
tout I'espace qui la sépare de ses voisines. En effet, la distance, pour le moins
aussi grande que R, de chaque fragment au point (x, y, z) n’aura varié que dans
un rapport négligeable. La théorie classique du potentiel , qui suppose chaque
corps formé de parties exactement contigués ou remplissant tout son volume ap-
parent , subsistera donc dans I'hy pothése , admise par tout le monde, de la dis-
continuité de la matiére. On peul voir & ce sujet un petit mémeire que j'ai publié
au tome VI (1880, p. 89 & 98) du Journal de Mathématiques pures et appliqudes, par
MM. Liouville et Resal.

Ainsi que je le dis 4 la fin de cc mémoire, la considération d'une petite sphére
mobile, décrite autour du centre (z, y, 3) et entourant une matiére dont on
convient de faire abstraction dansle calcul du potentiel,, n’a rien de commun
avec celle de la petite sphére, fixze et pleine , gui a permis jusqu'ici aux auteurs
de mécanique de démontrer, assez simplement, pour les points (z, ¥, 3) situés &
son intérieur, le théoréme de Poisson, par la facilité que présente le calcul
direct du potentiel relatif & toute sa matiére, supposée homogéne et continue.
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droit, sa valeur simplement proportionnelle a la densité de
la matiere fictive, el que, d’autre part, les expressions des
déplacements #, v, #w s’y annulent en tous les points d’une
sphére infinie décrite autour de I'origine comme centre.

Aussi ce premier type, d’ou le potentiel logarithmique
s’élimine de lui-méme pour n’y laisser paraitre que les
dérivées secondes d’un potentiel direct, donne-t-il, sous
une forme naturelle et comportant un sens géomsétrique des
plus expressifs, les valeurs des déplacements qu’éprouve
un solide indéfini sous 1’action de forces extérieures appli-
quées a certaines parties de sa masse. MM. William Thom-
son et Tait avaient déja, aux n™ 730 et 731 de leur beau
Tratté de philosophie naturelle, trouvé des expressions
équivalentes, mais plus complexes, auxquelles les ont con-
duits des méthodes d’intégration beaucoup moins simples.

On peut aussi, dans ce probléme, arriver trés vite aux
expressions définitives des déplacements #, », w par I'in-
troduction de potentiels directs /#dm, en s’appuyant sur
I’analogie de I’équation A, A, f7dm =— 8np, vérifiée par
ces potentiels, avec les formules qui donnent les A, des
A, de u, v, ou w, et qui se déduisent aisément, comme on
sait, des équations indéfinies ordinaires de I’équilibre. Lamé
avait comme pressenti cet emploi des potentiels directs, au
n° 26 (p. 71) de ses Lecons sur la théorie de Uélasticité : on
voit seulement que ce n’est pas pour un corps intérieure-
ment libre de toute action extérieure qu’il réussit le mieux,
comme l'insinuerait la comparaison que fait Lamé de rela-
tions telles que A, A, /7dm =0 et Ay Ay (2, v, ) = 0, mais
bien, au contraire, pour un corps que sollicitent des forces
quelconques appliquées a son intérieur.
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7. — Déformations el pressions dans un corps indéfint, sollicité
wmlérieurement par une force unique ow par deuw forces
égales et coniraires. — Des perturbations locales dans la
mécanique des solides.

Le potentiel dont les dérivées secondes entrent dans les
expressions des déplacements u, », w se réduit a un seul
de ses éléments, quand le corps, supposé indéfini en tous
sens, est sollicité a son intérieur par une force unique.
Alors, le long d'un méme rayon » émané du point d’appli-
cation dela force, les déplacements sont paralléles entr’eux
et inversement proportionnels & la distance . Si lon
décompose, par la pensée, la matiere du corps en couches
sphériques minces ayant pour centre le point d’application
considéré, chaque couche reste sphérique et conserve son
rayon, tout en se déplagant dans le sens de la force ; seule
ment, son centre de gravité avance moins que son centre
de figure, parce que la matiére glisse & sa surface et s’accu-
mule un peu a larriére; etc. Des lois également trés
simples régissent les déformations produites et les pressions
intérieures qui en résultent. Par exemple , chaque couche
sphérique exerce sur celle qui ’entoure des actions,
inverses du carré du rayon 7, se composant par unité
d’aire, en chaque point, d’une pression oblique constante,
de méme sens que la force extérieure appliquée au centre,
et d’une pression normale, proportionnelle au cosinus de
’angle qu’elle fait avec cette force.

En superposant les effets de deux forces égales et de
sens contraires, appliquées au corps indéfini, on peut se
rendre compte, soit des erreurs que tolére la statique
classique , dans P’étude d'un tel corps, lorsqu’elle permet
d’y déplacer une force le long de sa direction, soit des
effets d'un couple sur le solide. Ces derniers effets, de
méme que ceux de deux forces égales et opposées, sont pu-
rement locaux, c’est-a-dire insensibles a quelque distance
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de la région d’application; car il n’y a pas de rotation
d’ensemble, vu qu’on suppose le corps fixé & I'infini et
qu'on cherche seulement ses déformations intérieures.
Dailleurs, méme dans le cas ou il serait libre, I'inertie de
ses parties éloignées suffirait pour les immobiliser sensible-
ment, jusqu’a ce que la région d’application, avec ce qui
I'entoure, et requ ses déplacements d’équilibre.

On se trouve donc n’évaluer, de la sorte, que des per-
turbations locales, comme il s’en produit prés des extré-
mités des tiges ou du contour des plaques, c’est-a-dire la
ou s’exercent d’ordinaire, dans ces corps d’une étude plus
facile et plus répandue que les autres, de grandes actions
extérieures, dont on donne la résultante et le moment sans
s’occuper de leur mode de distributlion ou d’application,
ni, par suite, des effets locaux qu’il entraine.

Seulement, ces perturbations, & l'intérieur de solides
ayant leurs trois dimensions comparables entr’elles, parais-
sent se propager beaucoup plus loin que celles qui, chez
les tiges et les plaques, naissent sous I’action de forces en
équilibre, appliquées & une extrémité ou dans une petite
région quelconque. Et on le congoit; car, dans les corps
massifs, les diverses parties sont beaucoup moins libres de
leurs mouvements, beaucoup plus solidaires les unes des
autres : des forces qui se neutralisent, ou qui ont pour effets
non un mouvement d’ensemble, mais de simples tiraille-
ments en sens opposés, y ébranlent donc beaucoup plus de
molécules et, par contre, beaucoup moins les molécules
mémes contiguds aux points d’application, que dans les
corps allongés ou aplatis. Effectivement, MM. Thomson
et Tait ont pu calculer, d'une maniére approchée, les per-
turbations que causent dans les plaques les couples de
torsion, perturbations représentées par certaines intégrales
du troisiéme type dont il est parlé plus haut, généralisé,
et ils ont reconnu que ces perturbations décroissent treés
rapidement, a partir du bord de la plaque, proportionnelle-
ment & une exponentielle, de maniére & s’évanouir, au point
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de vue de ’observation, & une distance du bord qui vaut le
double seulement de 1’épaisseur de la plaque. Au con-
traire, dans un solide indéfini, comme 4 la surface d’un
sol horizontal, les effets de forces appliquées a l'intérieur
d’une certaine région et qui se neutralisent ne décroissent,
a mesure qu'on s’éloigne de la région considérée, qu’en
raison inverse du cube de la distance.

8. — Réflexions sur une différence que présentent, en physique
mathématique, les véritables solutions simples, ow les élé-
ments naturels des solutions générales , suivant qu'il sagit de
systémes matériels indefinis ou de corps limites.

Enrésumé, parmi les problémes sur I’équilibre d’élasticité
qu’on peut ftraiter par les potentiels, deux surtout m’ont
paru trouver dans ces fonctions leur solution naturelle, la
représentation propre et en quelque sorte immédiate des
faits (*). Ces deux questions,concernant des phénoménes dont
Pallure concorde si bien avec les modes méme de variation
des potentiels ou de leurs dérivées, sont, d’une part, le
probléme de 1’équilibre d’un solide limité par un simple
plan et soumis, en divers points de ce plan, a des pressions
arbitraires, d’autre part, le probléme de 1'équilibre d’un
corps, indéfini dans toutes les directions, sur lequel s’exer-
cent, en certaines régions limitées, des forces extérieures
quelconques. Or. dauns les deux cas, l'intégrale générale se
compose d'une infinité de termes, dont chacun pris a part
la constituerait si la matiére fictive par rapport & laquelle
on prend le potentiel se réduisait & un seul de ses éléments,
ou, ce qui se trouve revenir au méme, si on n'appliquait,
soit & la surface, soit au volume du corps, qu'une seule des
forces élémentaires données. Les vérifahles solutions sim-
ples, c’est-a-dire celles en lesquelles se décompose d’elle-
méme la solution générale, expriment donc les effets qui se

(") Il faut y joindre celui du n® 43 bis (p. 197), ou les déplacements & la sur-
face sont donnés au lieu des pressions.
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produiraient si les actions déformatrices, cause des phéno-
ménes étudiés, ne s’exergaient qu’en un seul des éléments
deleurrégion d’application, tousles autresrestant libres (*).

Une loi analogue apparait dans le probléme, rappelé au
n°® 2 (p. 20}, de I’écoulement d’un liquide, sous de grandes
charges, par un orifice percé & travers une paroi plane
indéfinie. L’appel du fluide intérieur vers le dehors se
compose, en quelque sorte, des appels partiels qu’exercent
sur lui les diverses parties de ’ouverture faite & la paroi;
caron a vu que tout se passe comme si le liquide débité
dans l'unité de temps par chaque élément de lorifice
imprimait aux molécules intérieures des vitesses propor-
tionnelles & son volume et en raison inverse du carré de la
distance, la vitesse effective s’obtenant ensuite par la com-
position géométrique de toutes ces vitesses partielles.

Il en est de méme dans la question de la corde vibrante
de longueur indéfinie, type classique de tous les phéno-
meénes ondulatoires. L’ébranlement initial, cause du fait
étudié, est réductible, pour chaque partie de la corde, a
deux ébranlements distincts, émis, I'un, dans un sens,
Pautre, dans le sens contraire. Or, chacun de ces ébran-
lements se propage comme si l'autre n’existait pas et
comme si toutes les parties de la corde, excepté Ja portion
infiniment pelite que ’on considére, s'étaient trouvées ini-
tialement sans vitesse dans leurs situations de repos. Donc,
la encore, l'intégrale générale, quoique de forme finie pour
I’analyste, se décompose naturellement, pour le physicien.
en une infinité de solutions simples, exprimant, chacune,
ce que serait le phénomeéne si sa cause ne s’était exercée
que sur un seul élément de la région donnée d’application.

Il serait aisé de mettre en évidence le méme caractére
dans la solution générale, due a Laplace, ds ’équation

(*) On pourrait en dire autant si la cause des phénoménes était (n® 43 bis. p.197)
des déplacements & la surface donnés, corrélatifs de pressions dont la plupart,

axergant en des points maintenus fixes, ne seraient pas reputées déformatrices,
mais purement résistantes. -
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indéfinie des températures (7), ‘solution qui exprime par
une intégrale définie la dissémination, le long d'une barre
infiniment longue ou au sein d’un milieu athermane &
plusieurs dimensions, d’'une quantité de chaleur que con-
tenaient initialement certaines régions de la barre ou du
milieu. En effet, chaque élément de I'intégrale définie con-
sidérée représente, pour tout poinfdu corps, la part de sa
température qui est due ala chaleur initialement concen-
trée dans une partie infiniment petite de ces régions. Et il
en serait de méme de l'intégrale de Fourier, assez connue,
qui exprime la propagation d’ébranlemnents transversaux
le long d’une barre droite sans fin ().

Dans ces problémes et leurs analogues (**), il convient
de choisir comme variables d’intégration, sous les signes /
de Iintégrale définie obtenue pour exprimer le résultat,
les variables mémes dont dépend immédiatement la fonc-
tion arbitraire introduite sous ces signes fet caractéristique
de D’élat initial ou des circonstances qui définissent, pour
ainsi dire, ’individualité du phénomeéne. Les variabies dont
il s’agit représentent directement les coordonnées de la
région ou naissent les faits étudiés, en sorte que 1’élément
de l'intégrale définie exprimera les effets issus de chaque
partie infiniment petite de cette région et produits par les
causes élémentaires qui s’y trouvent ou s’y t{rouvaient
initialement en jeu.

Il est donc permis, ce semble, d’ériger en principe
général que, lorsqu’il s’agit de corps ou milieux indéfinis
dans les senssuivant lesquels se déroulent les phénoménes,
les véritables solutions simples des problémes de physique

(*) Voir, a la fin da mémoire, le n® 14 de la deuxiéme note complémentaire.
Les éléments de la solution générale dont il s’agit sont donnés par la formule
(67) de cette note. .

(**) Voir le n® 20 de 1a méme note.

(***) La méme deuxiéme note complémentaire en offrira un certain nombre :
les solutions simples naturelles y sont exprimées par les formules (32), (60). (67),
(98), (99), (110), (111), (197), (201), (224), (229), (240), (242), ete.
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mathématique, c’est-a-dire celles qui figurent naturelle-
ment et utilement dans la composition des résultats cher-
chés, sont des termesinfiniment petits, exprimant, chacun,
la partie des faits observés qui prend naissance dans un
élément particulier de la région ouils se produisent. Ces
faits élémentaires se superposent sans s’influencer mutuel-
lement, & cause de la forme linéaire des équations. Kt ils
conservent indéfiniment leur simplicité, leur caractére
distinctif de faits issus d’'un méme point et se propageant
toujours de méme dans des espaces de plus en plus grands
mais uniformes ou semblables; car on suppose le systéme
matériel homogene, et dépourvu de toute limite qui, iné-
galement distante des diverses parties, établirait entr'elles
des différences relatives ou modifierait a son approche les
phénomenes.

On sait qu’il en est tout autrement pour les corps limi-
tés. Alors les solutions simples représentent des cas ou les
causes en jeu interviennent a la fois dans toute 'étendue
de leur région possible d’application , mais ou leurs effets
ont, aux divers points, des rapports d’intensité, dépendant
de la forme du corps, tellement calculés, qu'ils se pro-
pagent, a partir de cette région, ou se transforment, a partir
de Vinstant initial, sans que ces rapports changent et, d’or- .
dinaire, proportionnellement & des exponentielles, sinus ou
cosinus de fonctions linéaires de la distance ou du temps.
Ces solutions simplés, en nombre infini, supposées rangées
suivant Vordre méme de leur degré décroissant de simpli-
cité, différent, lesunesdes autres, en ce qu’elles présentent
dans toute I’étendue de la région d’application un nombre
de plus en plus grand de changements de signe 4 mesure
quon passe de I'une d’elles a la suivante, c’est-a-dire en
ce qu’elles expriment des faits élémentaires de moins en
moins concordants pour tout 'intérieur de chaque partie de
la région d’application ou, par suite, de moins en moins
influents et de moins en moins marqués aux yeux de 1’ob-
servateur. En conséquence, l'intégrale générale est une
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série de termes finis, dont chacun, proportionnel a une
des solutions simples, se trouve affecté d’un coefficient qui
exprime pour quelle part cette solution simple intervient
dans le mode proposé de répartition des causes enjeu ou
dans 1’état initial donné. Et la série ainsi obtenue est
d’ordinaire trés convergente; car les termes éloignés
changent trop souvent de signe pour concourir, d’une
maniére notable, a expression dun mode de répartition
ou d’'un état initial quelque peu graduels et s'étendant a
la totalité de la région d’application (comme on ’admet,
quoique souvent d’'une maniére implicite, dans les pro-
blémes de cette nature, quand on veut que les formules
trouvées ne soient pas illusoires au moins dans la période
de début des phénomenes).

Mais concevons qu'un systéme matériel limité grandisse
de plus en plus, et qu’en méme temps la région ol nais-
sent les faits reste finie, de maniére a n’occuper qu'une
parlie de plus en plus faible de son étendue totale possible.
On aura ainsi un mode de distribution des causes en jeu,
ou un état initial, qui s’éloignera de plus en plus de ceux
que représentent les solutions simples propres aux corps
bornés; en sorte que, dans la décomposition a effectuer de
ce mode ou de cet état initial en une série de modes ou
d’états initiaux correspondant aux solutions simples, les
termes de la série qui deviendront influents seront de plus
en plus nombreux et d'un ordre de plus en plus élevé. A la
limite, c’est-a-dire au moment ou les bornes du systéme
s'évanouiront en disparaissant a l'infini, et ou la région
dans laquelle naissent les phénomeénes étudiés ne sera plus
quun point dans 1’étendue qu’elle pourrait occuper, le
mode de répartition ou d’état initial différera infiniment de
celui qui est propre a toute solution simple, et méme de
ceux qui correspondent & toute somme d'un hombre trés
grand, mais fini, de solutions simples. Donc, la série
exprimant I'intégrale cherchée n’aura que des termes infi-
niment petits et ne sera plus qu’infiniment peu conver-
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gente, sans compter qu’elle pourra méme ne le devenir
qu'aprés une infinité de termes. C'est ce quiarrive quand on
passe, par exemple, des séries trigonométriques ordinaires a
la série de Fourier, vers laquelle tend la plus générale d’en-
tr’elles quand la période grandit indéfiniment. On n’a donc
plus, a cette limite, qu'une formule illusoire, du moins
au point de vue des calculs effeclifs; et il le faut bien,
puisqu’on veut, par une sorte de fiction, imposer des formes
a un espace qui n'en a plus et saisir, relativement a ses
limites qui se sont évanouies ; des différences de position
entre ses parties, devenues au contraire similaires en tout.

L’application de la formule de Fourier aux problémes
de physique mathématique concernant les corps indéfinis
ne donne donc les résultats que sous une forme de transi-
tion , pour ainsi dire, forme parfois indécise, en ce qu’il y
subsiste des traces de circonstances disparues, et impropre
par elle-méme aux calculs numériques, mais apte d’ordi-
naire a se transformer utilement quand on peut, en effec-
tuant dans ces résultats la moitié des intégrations, savoir,
celles qui s’y trouvent indiquées par rapport a des variables
auxiliaires allant de zéro & l'infini, sommer, sous leurs
autres signes /, les séries devenues infiniment peu conver-
gentes et converties en intégrales. Grace & ces sommations,
une infinité de solutions simples se groupent en une seule,
et il ne reste plus & intégrer que par rapport aux variables
représentant les coordonnées de la région d’application,
ou dont les différentielles multipliées ensemble expriment,
en coordonnées rectilignes rectangles, I’élément méme de
cette région. Le terme unique obtenu sous les signes / en-
core subsistants n’est donc autre que la véritable et natu-
relle solution simple propre au milieu indéfini, celle dont
il vient d’étre parlé, et que des potentiels, relatifs & chaque
élément d’'une matiére fictive répandue dans la région
d’application, expriment si simplement pour les questions
étudiées dans ce mémoire ainsi que pour le probléme de
Pécoulement d’un liquide par un orifice.
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8 bis. — Coup d'eeil surle suje} des notes complémentaires. —
Définition naturelle des paramélres différentiels d'une fonc-
tion de point , et, en particulier, de celui du second ordre a,,.

Terminons notre résumé par quelques mots au sujet des
deux notes jointes a ce mémoire.

La premiére a pour but : 1°, de faire connaitre un poten-
tiel & quatre variables z, y, z, r, le potentiel sphérique ,
qui contient en germe les potentiels ordinaires ou & trois
variables z, y, z, et dont le paramétre différentiel A, égale
la dérivée seconde par rapport a la quatriéme variable 7,
propriété d’ou découlent celles qui concernent les para-
métres analogues des potentiels ordinaires ; 2° de montrer,
sur des exemples relatifs aux petits mouvements inté-
rieurs de fluides et de solides indéfinis en tous sens, que
ce potentiel sphérique comporte des applications, a la
dynamique des corps élastiques, non moins importantes
que celles des autres potentiels 4 leur statique et a I’écou-
lement des liquides par des orifices.

L’utilité ou la fécondité de représentation des différentes
sortes de potentiels, dans tous ces cas, parait tenir a ce que
les équations des problemes dont il s’agit ne contiennent
que des dérivées d’un méme ordre pair. Or d’autres ques-
tions, non moins importantes, celles, par exemple, qui
concernent les mouvements transversaux des barres droites
et des plaques planes, les ondes liquides courtes propagées
a la surface d’une eau assez profonde, etc., s’expriment,
au contraire, par des équations dans lesquelles les dérivées
relatives & certaines variables sont d’un ordre deux fois
plus élevé que celles qui s’y trouvent prises par rapport &
d’autres. Laseconde note complémentaire a justement pour
but d’intégrer d’une maniére trés simple cette deuxiéme
catégorie d’équations aux dérivées partielles, du moins
dans Phypothése, faite constamment ici, de corps illimités
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suivant les sens ol s’y déroulent les phénomeénes. On y
parvient au moyen d’intégrales définies ayant cela de
commun avec le potentiel le plus général, que leur élément
contient le produit de deux fonctions arbitraires dont 'une,
encore, reste telle aprés qu’on a satisfait gux équations indé-
finies, mais endifférant 1° par la maniére dont s’y trouvent
engagées les variables autres que celles d’intégration, 2° en
ce que ce sont des intégrales simples, sauf le cas ot elles se
combinent avecdes potentiels (comme au n° 30 de lanote II),
tandis que ceux-ci sont des intégrales multiples. Et leurs
paramétres A; ne se calculent pas moins aisément, car on les
obtient en remplagant simplement chacune des deux fonc-
tions arbitraires par sa dérivée, prise avec un signe con-
venable.

Les intégrations ainsi effectuées conduisent, soit dans la
premiére note, soit dans la seconde, & des lois physiques
simples, dont plusieurs ont une certaine importance aun
point de vue des applications, et qui, toutes, présentent
un réel intérét en philosophie naturelle. Afin de ne pas trop
étendre cette introduction déja assez longue, je renverrai,
pour leur énoncé . au corps méme du travail. Mon but
serait atteint, si tous ces résultats, joints & ceux du
mémoire proprement dit, donnaient au lecteur une juste
idée des ressources que peut offrir au mécanicien ou au
physicien géomeétres 'immense et magnifique classe de
fonctions qu’on appelle les intégrales définies, surtout quand
il s’agit de représenter des phénoménes dont I’état initial
comprend dans son expression une infinité de constantes
arbiiraires et dont, pour ce motif, les fonctions plus
simples de I'analyse, avec leur définition trop étroite et
leur continuité trop compréhensive, sont impuissantes a
saisir les nuances ou a reproduire, en quelque sorte,
I'allure plus libre.

- Concluons par cette remarque, que les fonctions de
trois coordonnées rectangulaires , ¥, z, ou d’'un nombre
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moindre, qui rendent le plus de services en physique
mathématique, sont celles dont le paramétre différentiel
A, s’exprime de la maniére la plus simple au moyen de
certains de leurs éléments, ou de certaines de leurs déri-
vées relatives a des variables autres que z, ¥, 2. Mais
pourquoi les paramétres différentiels- A, se présentent-ils
sans cesse dans les applications de I’analyse aux phéno-
ménes physiques ? C’est ce que fait comprendre, je crois,
surtout sous la forme géométrique qui en sera donnée
tout-a-I'heure , une définition trés naturelle de ces para-
meétres. dont les géométres ne s’étaient peut-étre pas
avisés encore , malgré sa simplicité. Elle consiste a dire
que le paramétre différentiel A, d’une fonction est, au fac-
teur numérique prés %, la valewr moyenne des dérivées
secondes de la fonction, prises, pour le point considéré
(z ,y, 2), suivant toules les directions possibles, c’est-a-dire
dans le sens de toutes les droites qui s’y croisent.

En effet, soient @, &, ¢ les trois cosinus directeurs de
I'une de ces droites et o = f (2, y, z) une fonction quel-
conque de point (ou fonction ayant une valeur en chaque
point de I’espace). Le long d’un chemin infiniment petit
ds, compté sur cette droite & partirde (z, ¥, z), les coor-
données croissent de ses trois projections dz = ads,
dy = bds, dz=cds; de sorte que l’accroissement correspon-
dant dp de la fonction est

La dérivée premiére de p suivant la direction considérée
vaudra donc, comme on le sait d’ailleurs,

Tt m Tyt

et cette relation, étant applicable & toutes les fonctions de
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point, équivaut & la régle générale de différentiation qu'ex-
prime la formule symbolique

o suivant la méme

Par suite, la dérivée seconde de
direction sera

2%
dp:(ai+6i+c—d-)<

& dp dp
dst dz dy dz wrly e —) ?

aa’a:+ dy dz

ou, en développant et ordonnant,

B B B
F i = I i
d%p d?p d%p
\ + 2/ Ty iz “+2ca dzdw+2ab—dxdy'

Supposons maintenant que la droite ds tourne autour du
point (z, ¥, 2), de maniére & prendre successivement toutes
les orientations, et cherchons la moyenne des valeurs

. a2 . .
qu’aura la dérivée seconde W:‘ Comme les cosinus direc-

teurs a, b, ¢, et méme leurs produits deux a deux bc, ca,
ab, seront aussi souvent et autant négatifs que positifs,
les trois derniers termes disparaitront du résultat. Quant
aux trois précédents, les carrés a2, b*, c* y recevront leur
valeur moyenne, évidemment égale pour tous les trois, et
qui est §, & cause de la relation a® + * + ¢*= 1. Il viendra
donc

Moyenne de 'd—sz—‘zé (-—dw—z-‘—W—f- 7 ):——3 .

Ainsi, le parametre différentiel A, d’une fonction est
bien, au facteur numérique prés %, ce qu'on pourrait
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appeler sa dérivée seconde moyenne dans I’espace au point
considéré : il constitue, pour les figures & trois dimensions,
telles que, par exemple, une masse hétérogéne ayant la
densité o, ou pour les affections d’'un espace triplement
étendu , I’équivalent de ce qu’esl, dans les surfaces, la
courbure moyenne,, avec laquelle il se confond d’ailleurs,
sauf encore un facteur numérique, quand il s’agit d’'une
fonction p indépendants de la coordonnée z, et des sur-
faces exprimées soit parl’équation z =¢p, oul ¢ désigne une
constante infiniment petite, soit par I'équation z=p,
mais en se bornant alors aux points ou le plan tangent est
parallele au plan des zy. Il est bon d’observer, a I'occasion
de cette analogie, que le théoréme d’Euler, sur la somme
des courbures de deux sections normales rectangulaires
d’une surface, n’est qu'un cas particulier du principe
évident de I'invariabilité du trinéme A,p quand le systéme
des axes coordonnés tourne arbiirairement.
I.’expression

Bt dt dp

A fr
tP PN dy? MPER

a laquelle Lamé a donné lé nom de paramétre différenticl
du premier ordre de la fonction p, comporte une définition
analogue; car son carré, divisé par 3, n’est autre chose
que la valeur moyenne du carré de la dérivée premiere

d, . e NPT
i au point considéré, c’est-a-dire de la somme
dp® dp? dp? dp?
L =g — 2 2 1
ikl sl A
dp dp dp dp dp dp
2 b — L L 2 5 )
TNl & d e Iy

Commie cette valeur moyenne est évidemment la méme
quel que soit le sysiéme des axes rectangulaires choisis,
il suffit de prendre un des axes paralléle & une normale
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infiniment petite d», menée, en partant du point (z, ¥, 2),
a la surface p (2, ¥, 2) = const. qui y passe, et du coté vers

lequel p grandit, pour que les trois dérivées devien-

(4
d(®,9,2)

nent, 'une les deux autres, zéro, et qu’on ait, par

) d W
suite, vu que le rapport d—:, est d’ailleurs positif, 0= j—;:
relation exprimant, comme on sait, la définition géomé-
trique ordinaire du paramétre différentiel A,. Et si, lorsqu’il
s’agit d'une fonction p de deux coordonnées z et y seule-
ment, le parameétre A,p trouve une application immeédiate
dans la théorie des surfaces représentées par l'équation
z=¢ (z,y), du moins aux endroits ol le plan tangent
est paralléle a celui des 2y, puisqu’il y exprime la courbure
moyenne etque sonindépendance d’avec les axes rectangu-
laires des z et des y choisis y a pour traduction géométriquele
théoréme d’Euler, le parametre différentiel A, p joue, de son
coté , dans le méme cas d’une fonction p de 2 et de y repré-
sentant 'ordonnée z d’une surface, un réle peut-étre plus
naturel encore: car, le plan des @y étant suppesé, par

. L .
exemple , horizontal , le rapport, 3% = A p, de la différence

de niveau dp de deux coupes horizontales voisines de la
surface a la distance dn de leurs projections sur le plan des
zy, égale la pente de la surface en (z, ¥, ), pente qui, d’aprés
Pexpression méme de 4, p, a pour carré la somme des carrés

des pentes, j , Zy ,
aux meémes points, par les deux plans verticaux des zz et
des z y.Onadonc, aulieudu théoréme d’Euler sur ’invaria-
bilité de la somme des courbures de deux sections normales
rectangulaires, celui de l'invariabilité de la somme des
carrés des pentes des deux sections faites dans la surface,
au point considéré, par deux plans verticaux rectangulaires
quelconques.

des deux coupes faites dans la surface,
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Mais revenons au parameétre A,. I,a définition que nous
en avons donnée admet une forme encore plus géomé-
irique, expliquant le role immense de ce parameétre dans
I'étude des phénoménes naturels. Imaginons qu’on décrive,
autour du point (z, ¥, 2z) comme centre, une sphére d’'un
rayon infiniment petit 7, et, o désignant la valeur de la
fonction en ce centre, appelons " et ¢” ses valeurs aux

deux extrémités du diamétre dont la direction est («, &, ¢).

. d s
La dérivée seconde E% , 6gale, par définition, a la
F—e_p—¢"

valeur limite du rapport L (
r r r

) , qui n’est
P’+P”
2

duit de 722- par Vexcédent, sur la valeur de o au centre, de

2 . .
autre que — ( — p) , sera treés sensiblement le pro-

la moyenne de ses deux valeurs aux extrémités du dia-
métre 2 7. Par suite, si 'on appelle ¢4, 1a moyenne générale
des valeurs de la fonction sur toute la surface de la petite
sphére, ou aux extrémités de tous les diametres possibles,
il viendra

2

Moyenne de = (pr—p);

d’ou
2
Ay p = 3 moyenne de —:% = % (p1 —p)-

Donc, le paramétre différentiel du second ordre d'une
fonction , en un point donné , égale le produit de U'accroisse-
ment moyen qu'elle éprouve autour de ce point, quand on
Sen éloigne & une distance infiniment petite, par siz fois Uin-
verse du carré de cetle distance. Ce paramétre mesure ainst
Paccroissement moyen de la fonction autour du point, et
voilas pourquoi il en estla dérivée la plus naturelle. Aussi
congoit-on que, par exemple, dans la théorie de la
chaleur, ou les échanges calorifiques se réglent d’aprés les
différences de température, il exprime, & un facteur spé-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



—_ 49 —

cifique prés, ie gain total de chaleur effectué par la molé-
cule (z, ¥, Z) sur ses voisines pendant un instant infiniment
petit.

La formule 4,p = r—i (21 —¢p), résolue par rapport & p,,

donne les deux premiers termes du développement de cette
fonction de z, y, 2z, » suivant les puissances de . On verra,
au n’ 2 de la premiére note complémentaire , une méthode
facile pour obtenir le méme développement , mais complet,
et pour en déduire une expression simple, au moyen du
symbole 4,, de la valeur moyenne des dérivées d’un ordre
quelconque 2 de la fonction p, prises, a partir du point
(z, y, 2), le long des droites qui en émanent. Cette expres-
sion, qui comprend la précédente, A, p, relative au cas
m =12, est

B}

“p ( impai ! A (pour 7 pai
= 1
o (pour m impair) , oy | (a2) " p (P pair),

M
oyenne de e

(A,)7 désignant la répétition, effectude % fois, de P’opéra-

bop I ‘
ion ——+ e + & qu indique le symbole A,.

On verra aussi, a la fin do méme numéro, que. dans
le cas d’une fonction indépendante de z et considérée seu-
lement dans le plan des zy, laformulede lavaleur moyenne
de ladérivée méme de p devient

m
-1 =
z (ag)* p (pour m pair).

el

Moy. de %mf = o (pour m impair), 3

3
ygat
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§ I¢*. — EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE L'EQUILIBRE D'UN SOL ELAS-
TIQUE HORIZONTAL , HOMOGENE ET ISOTROPE , DONT LA SURFACE
SUPPORTE DES PRESSIONS DONNEES OU EPROUVE DES
DEPLACEMENTS CONNUS.

9. — Exposé du probléme.

Je me propose d’étudier en premier lieu 'équilibre d’un
solide élastique, homogene et isotrope, limité d’un c6té par
un plan, indéfini dans tous les autres sens, et soumis sur
sa surface & diverses pressions, tandis que son intérieur
reste libre de toute action extérieure.

Ce corps ne sera autre, par exemple, qu’un sol horizontal
supportant diverses charges. Un tel sol, il est vrai, n’est
pas sans pesanteur : mais son propre poids n’a pour effet
que d’imprimer & sa matiére de petites compressions, exac-
tement pareilles sur toute 1’étendue d’'une méme couche
horizontale, en rapprochant un peu de la surface, le long
de chaque verticale, les particules du milieu qui s’y trou-
vent situées aux diverses profondeurs. Il suffit donc de
rapporter a la surface méme, prise pour lieu de repére, les
déplacements produits par le poids du sol, pour que ces
déplacements soient trés petits-‘depuis la surface jusqu’a
une certaine distance a l'intérieur, c’est-a-dire dans tout
P’espace que nous aurons a considérer, et pour que, dés lors,
le principe de la superposition des petits effets puisse leur
étre appliqué. Il sera donc permis de faire abstraction de
ces premiers déplacements , ainsi que de leur cause, dans
le calcul des déplacements nouveaux-que diverses charges
déposées ultérieurement sur le sol feront naitre et qui,
seuls, nous occuperont.

Le corps considéré pourrait étre aussi-an solide élasti-
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que, de forme quelconque, touché par un autre sur une
trés petite partie seulement d’une de ses faces, et se com-
portant par suite, & fort peu prés, dans toute la région
directement atteinte et autour, c’est-a-dire 14 ol ont lieu
des déformations sensibles, comme s’il y était limité d’un
coté par son plan tangent, mais indéfini dans tous les
autres sens.

Il est évident d’ailleurs que les parties du corps situées a
Pinfini ou, plutét, au-dela d’une certaine distance de
Pendroit touché, conserveront leur forme et leurs dimen-
sions. (’est naturellement & celles-la, c’est-a-dire a
des axes qui leur seront liés, que nous rapporterons les
déplacements des autres parties, de maniére a n’avoir a
considérer que des déplacements qui s’annuleront en tous
les points infiniment distants de la région d’application
des pressions données.

10. — Equations indéfinies et conditions spéciales aux
surfaces limites.

Je prendrai la surface du corps ou du sol indéfini pour
plan des zy d’un systéme de coordonnées rectangles et un
axe des z dirigé vers 'intérieur. Conformément aux nota-
tions ordinaires (employées par Lamé), z, ¥, z désigneront
les coordonnées primitives de chaque molécule, #, v, w les
accroissements qu’elles regoivent lors des déformations
éprouvées, enfin A et p les deux coefficients constants
d’élasticité du milieu. Les équations indéfinies de I’équilibre
seront, comme on sait,

d
{ {‘X—O—}L)—%—-F{LAgu:O,
N
(1) \7‘+F)d—y+Hsz=°a

db
A+ p)—S—+pagw=o,

dz
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en désignant par 6 la dilatation cubique

. du dv dmw
(1 des) 0= i po +

, : : PR :
et par A, I’expression symbolique G +— > qui
désigne le paramétre différentiel du second ordre de la
fonction écrite a la suite de ce symbole.

Il y aura, en outre, des conditions d’équilibre spéciales
aux surfaces limites. |
Les composantes 2,, p,, 2., suivantles trois axes, de la

pression exercée du c6té des z négatifs (par unité d’aire) .

sur tout élément plan paralléle aux 2y et notamment, pour
z=o0, sur un élément quelconque de la surface, c’est-a-dire
du plan des @y, auront les expressions connues

. dnw adu
Pe=F (W M W) ’
dv dw
(2) Py =— (Tz + 7‘1/—) ’

dmw
y == =— A0 — -
» 2 e

Ces valeurs de g, , 2, , p, égaleront des fonctions données
de z et de y, aux divers points de la surface pour lesquels
on connaitra les pressions extérieures exercées : et elles y
seront méme nulles, si ce n’est dans les régions olt nous
supposerons appliquées les actions extérieures. Quant a
celles d’entre ces régions pour lesquelles on ne connaitrait
Pas 2., Py, P., il faudra s’y donner, a la place, soit les
composantes correspondantes, %, v ou », du déplacement,
soit, tout au moins, desrelations en méme nombre entre les
pressions extérieures et les déplacements produits. Afin de
simplifier, nous supposerons d’abord qu’on se donne en
fonction de « et de g, pour chaque partie du plan des zy,
Dz 0U %, Py OU D, P, OU 0.
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Enfin, sil’on congoit décrite, de’origine des coordonnées
. comme centre, une sphére d'un trés grand rayon ¢, laquelle
découpera le corps suivant une calotte demi-sphérique.
cette calotte deviendra aussi une véritable surface-limite,
quand on fera croitre indéfiniment son rayon et qu’elle
entourera de Ja sdrte toute la partie du corps déformée.
Or, il s’exerce évidemment, sur la surface 2=¢’® de cette
calotte, des pressions dues & la matiére qui l'entoure et
chargées de tenir en équilibre celles que ’on a directement
appliquées a la surface supérieure. D’ailleurs, celles-ci
ayant, par hypothése, leurs composantes totales, suivant
les trois axes, finies, il en est de méme des pressions appli-
quées a la calotte : en conséquence, ces pressions, rappor-
tées a 'unité de son aire 2n<?, seront comparables a % )
et les déformations quiles produiront, ou qu’aura éprouvées
la matiére du corps a cette distance » de l’origine, c’est-a-
dire de la région d’application, serount aussi de 1’ordre de

%.-Mais ces déformations s’expriment par des dérivées

premiéres, en z, ¥, z, deu, v, w ; en sorte que %, v, w, nuls
pour ¢ infini, comme on a vu a la fin du numéro précédent,

. . . 1
et devant avoir leurs dérivées premiéres de I’ordre de Y

!
ne peuvent manquer d’étre eux-mémes comparables a -

Sik, k,, &, désignent trois fonctions de #, ¥, 2, inconnues,
mais qui n& grandissent pas indéfiniment avec ¢, on aura
donc encore les trois conditions

k
3) (pourv = ) W=, o=y M= =~
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11. — Unité de la solution.

Griace 4 ces diverses équations ou conditions, le
probléme de I’équilibre est entiérement déterminé. En
d’autres termes,sil'on a pu trouver trois fonctions %, v, w,
de z,y, 7, qui les vérifient, et si ’on remplace, dans
loutes ces équations , %, v, w par u + %', v + ¢', W + ',
on sera forcé de poser ' =o0, ¥ =0, 0" =o0.

Effectivement, substituons # +#’, o + ', w+n" 2

aw ©  d dn”
dz +7y_ Tk
Les équations (1) prendront la forme

u, ¢, w,et appelonsf’’expression

ay’ ,
(A ~+u) Iz -+ pAgu =0,

4

d ,
0 () S+ pagd =o,

day ,
A+ W-'— g = o.

D’autre part, les conditions spéciales & la surface z=o0
deviendront :

dn’ aw ,
® (—d7+—d7)=° o =0
do’ dn” ,
(5\ (pourz:o) &(dz -+ dy)—_—o ou » — 0,
AT 4 2 drw =o0 ou # =o. -
dz

Enfin, les relations (3), o il faudra supposer que %,
k., %, puissent éprouver des changements finis, d’ailleurs
inconnus, %’, &), &5, prendront les formes :

¥, F,

(6) (pourbinﬁni)u’:—, ¥ =—, o =
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Cela posé, appelons ds = dz dy dz un élément quel-
conque du volume = contenu dans la sphére de rayon «
décrite autour de l’origine comme centre, et ajoutons les
équations (4) respectivement multipliées par «'ds, v'dw,
w'des. Puis, intégrons le résultat dans toute la partie du
corps qu'entoure la sphére, aprés avoir remplacé les termes

, @y , [y ,
Ao —%,pu —%-G-A,’u), etc.,

respectivement , par les expressions équivalentes

du'e’ au’
A — 0
dz do ’
4 , [ dY , (a0 dv
i 2 5z (& )
”[ do . dy d ]
9 't dw (a’u’ N &’ . du’ (dm’ . du’ ] .
- s G ) E T )]

On pourra appliquer aux termes exactement intégrables
une fois la méthode dite de Green, bien connue, qui les ré-
duit & des intégrales prises sur la surface enveloppe du vo-
lume considéré. D’ailleurs, ces termes s’annuleront sur
chaque élément de la surface du corps, c¢’est-a-dire sur le
plan des zy, a cause méme des conditions (5) qui s’y trou-
vent vérifiées. D’autre part, les termes relatifs & la superficie
de la sphére de rayon v contiendront en facteur le produit
de «’, " ou #” par quelqu’une des dérivées de #, o', ' et

. . 1
se trouveront, par suite, de 'ordre de petitesse de - pour

I'unité d’aire ; en sorte que leur somme, sur toute la sur-
face convexe 2n¢* de la demi-sphére qui est a considérer, sera

trés petite de I'ordre de % et nulle pour ¢ infini. Les termes
aux limites disparaitront donc tous, pour ¢ infini, et il
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viendra, en étendant les intégrales qui restent, changées
de signe, a tous les éléments de volume d= du corps,

[avsay (40,000 40y (40 doy:
= R S ) "\Z Ty )
(a’m du’ N (du’ . do"\? In —

Bl dm+dz) "\ % dw)] =

Comme les coefficients d’élasticité A, u sont essentielle-

ment positifs, cette relation ne peut étre satisfaite qu’en
posant a la fois, pour toutes les valeurs de z, y, 2z,

(7

du’ —% a’ _ dn’ _
. w0y T m T
®) dv” dn’ a’m’ dw’ du’ dv”

Tl T E Ny

Celles-ci expriment, comme on sait, que «’, ¢, %’ cor-
respondent a de simples déplacements d’ensemble du corps,
sans aucune déformation intérieure. Les formules (6) obli-
geant d’ailleurs a faire «’, o', #»” nuls aux points infiniment
éloignés de origine , un tel mouvement d’ensemble doit
lui-méme étre supposé nul; et Pon est bien réduit a poser

=0, ¥ =0, # =o.
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§ Il. — INTEGRATION DE CES EQUATIONS , PAR LE MOYEN DE CERTAINS
POTENTIELS LOGARITHMIQUES SE RAPPORTANT A DES COUCHES
MINCES DE MATIERE ETALEES SUR LA SURFACE DU SOLIDE.

12. — De’ﬁm'tz'on et propriétes les plus essentielles des divers
potentiels. '

On appelle, d’ordinaire, potentiel relatif & une certaine
masse , dm, lorsque celle-ci n’occupe qu’'un volume infini-
‘ment petit en tous sens ou a des coordonnées déterminées
Zy, Y1y 21, le quolient de dm par la droite

() r=\/le— ot ~ly—p + t—a),

qui joint ce volume, c’est-a-dire le point (2, ¥, #), & un
point quelconque (2, ¥, 2) de ’espace. C’est une fonction
de z, y, z finie et continue, du moins tant que la distance
7 ne s’annule pas, comme nous ’admettrons dans ce para-
graphe. Et le potentiel pour une masse finie et de dimen-
sions findes , m, composée d'éléments contigus dm dont les
positions respectives ont des coordonnées appelées 2, ¥, 21,
n’est autre que ’intégrale

(10) U= ﬁt_

r

Comme nous aurons ici a distinguer plusieurs fonctions
analogues a celle-la, nous la désignerons, avec Lamé,
par le nom de pofentiel inverse, a cause de cette circons-
tance, que dm y est multiplié par I'inverse de la distance 7.
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Nous appellerons , au contraire, pofentiel direct, a la suite
encore de Lamé, la fonction

(1) V= | rdnm;

et, enfin, nous qualifierons de poZentiel logarithmique a
trots variables I'intégrale

(12) p= | log(2—2y +r)dm.

Nous ’appelons ¢ £rods variables, pour le distinguer d'un
potentiel cylindrigue ou logarithmique a deux variables,

bien connu, f log » dm, dans lequel on suppose simple-

ment 7 = \/ (@& —z)+ (y — o)

C’est le potentiel logarithmique (12), non remarqué jus
qu’a présent, qui nous sera surtout utile ici. Nous n’aurons
d’ailleurs & le considérer, dans le probléme de 1’équilibre
d’un sol élastique , que pour des valeurs de z plus grandes
que 7, ; en sorte que 'expression z— z, + 7 y sera toujours
supérieure a 7, différente de zéro, et que, le facteur
log (#—2, + 7)ne devenant jamais infini 2 une distance finie,
le potentiel aura tous ses éléments, log (¢ — 2z, + ) dm,
comparables & dm, ainsi que leurs dérivées successives par
rapporta z, ¥, z.

En différentiant donc sous le signe / le second membre
de (12), soit deux fois par rapporta z, soit deux fois par
rapport a y, puis ajoutant les résultats obtenus et rempla-
cant la somme (z—ax,)* + (y—y,)* par 7* — (¢—2,)}, il vient
aisément '

a2y a2y (r—zy m

{12 61‘8) X E? —+ dyz 3

Dautre part, la différentiation de (12) par rapport a z
donne, une premiére fois,
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(13) r =
et, en différentiant encore,

. ay 2 —1y
(13 5@3) —dzz— = —f 3 dm.

Si Pon ajoute les équations (12 &ds) et (13 &es), il vient
simplement

(14) Ay =0 ou A,flog(z—zi-;-r)dm:o,

équation fondamentale, qui nous servira dans toute la suite
de ce mémoire.

Laformule (13) montred’ailleurs que le pofentiel ordinasre
ou tnverse U est la dérivée, par rapport & z, du potentiel
logarithmique .

I1 en résulte que la relation (14), diftérentiée par rapport
a2, donne immédiatement

(14 zs) 4,U=0 ou 4, i;n_____ 0;

ce qui est une équation bien connue, due & Laplace.

Enfin, Lamé a remarqué, en différentiant deux fois sous
le signe /, soit par rapport a #, soit par rapport a y, soit
par rapport a z, le potentiel direct (11), que ’'on a

(15) AzV=f(Azr)dm =f2fm =20,

et, par suite,

(1563.3) AzA,V:2AzU=O-

Observons que le potentiel logarithmique ¢ a pour cha-
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cune de ses dérivées premiéres en #, ¥, z une intégrale
dont tous les éléments sont des fonctions homogénes, du
degré— 1, des variables z—x,, y—¥,, 2—2,. D’aprés une
propriété classique des fonctions homogenes, ses dérivées
partielles secondes seront encore des fonctions homegénes,
‘mais du degré — 2; ses dérivées partielles troisiémes des
fonctions homogeénes du degré—3, et ainsi de suite.

11 peut étre parfois utile de considérer le potentiel loga-
rithmique ¢ comme la dérivée par rapport a z d’un autre
potentiel, un peu plus compliqus,

(16) ‘l’=f[—r+(z—zi)log(z—zi‘—h'r)] dm,

dont les dérivées partielles premiéres sont

s —ay
__:_—-— dm’
2—2zy + 71 .

. ay Y—U%
(16 6%’) W _ fm—-‘_—’r dm,

Ad
e log- (2 — 24 +- 7) dm.

On trouve aisément, par de nouvelles différentiations,

azy arvy am azv

— —_—

—_— - —— = —_— — . *
do? dy? ro. do® ’
en sorte qu’on a aussi -
(17) A’ ¥Y—o0 9

formules d’ou se déduiraient les relations (14) et (14 bas).
J’appellerai cette fonction W le second potentiel logarith-
mique a trois variables ("), par opposition au précédent .

(*) On verra au n° 40 bis (p.182), qu'il joue, dans le cas d’actions tangentielles
appliquées a la surface, le méme role que le premier, ¢, dans le cas d'actions
normales.
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Mais exprimons celui-ci, ¢, pour une couche matérielle
infiniment mince, /dm, étalée sur le plan des 2y, c’est-a-dire
sur la surface a laquelle sont appliquées les actions extérieu-
res qui sollicitent notre corps élastique, afin de chercher
ensuite & en déduire des intégrales qui satisfassent tout
a la fois aux équations indéfinies (1) et aux conditions
spéciales quiy sont jointes. Les points (z;, %, 2,) occupés
par la couche se trouvant tous sur le plan des zy, nous
aurons ici z, =0, et ’expression de ¢ sera simplement

(18) ¥ ‘=Ilog (2 4+ r) dm.

On voit que le potentiel logarithmique de la couche proposée
s’obtiendra, pour un point quelconque(x, y, z) del'espace situé
A un certain coté de la couche, en multipliant chaque élément
de celle-ci par le logarithme népérien dela somme des deux
distances du point considéré a cet élément et aw plan méme
de la couche, puis en ajoutant tous les produits pareils.

Drailleurs, z+ 7 sera bien positif en tous les points inté-
rieurs au corps, c’est-a-dire pour z > o0, conformément a
I'hypothése adoptée dans ce paragraphe I1. Enfin, si p, ou
¢ (@, ), fonction continue de z, et ,, désigne la densité
superficielle de la couche, c’est-a-dire sa masse par unité
d’aire en chaque point, la partie dm de couche qui recouvre
un élément d’aire do,dy, du plan des 2y vaudra pdz, dy,, et
la formule (18) s’écrira aussi

— o

Y= flog (Z+7’). 2 d$4 dyii
—

(19} { ou bien

[~ ¢}
¥ .=IJ~,,_E;;1, 1) log (z + \/(w—wi)’ +(y—yy)+ z’) dzy dy,.

-——
Les intégrations s’y étendent sans difficulté de , = —
a2 =wetdey =—oo ay =, car la fonction p est

supposée nulle en dehors de certaines régions limitées.
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13. — Recherche d'une premiére forme d'intégrales.

On peut, avec le potentiel (18) ou (19), former trois inté-
grales différentes des équations du probléme, Cherchons
d’abord celle qui parait la plus importante.

La fonction ¢ satisfait & la relation Ay =0, quia un
terme de moins que les équations (1) ; en sorte qu’elle n’est
guére propre a vérifier celles-ci. Mais si, au lieu d’évaluer
Azd, nous calculons A, (z¢), nous aurons '

(dz dz)w):z(dw d’¢)’d2z¢_ Py, db

W+-Zly_3 dr? + dy? 22 dg? &z

et, par suite,

) d d
A2\2¢)=2A2¢+2:7‘i’—= 2-7\:— ’
ou bien
&
2 —47' —Az _(Z\P):O.

Cette équation, différentiée par rapport a z,ay et a z,
donne

d ay dop
% (2 %) —ua=o
d dy deb
(20) _@_(27)—A2_(l7—0’
d dy dey
W(2_)_“’I—°‘

Or, a cause de Ay = 0, et quel que soit un coefficient
constant appelé K, ces trois relations (20) se confondront
avec les trois équations indéfinies (1), divisées par p, si
Pon pose
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D’ailleurs, K se déterminera par la condition que les
valeurs de %, v, w, 0 tirées de (21) donnent identiquement

8 = ~+ + ,

c’est-a-dire

2u dY _ & ay
m%——ZAz‘P"‘(K_2)7—(K_2)'E—'

On doit donc prendre

2 o A+2p
22) K=2+ 1o =25

Par suite, en tenant compte de cette valeur de K et
portant les expressions (21) de #, », w dans les formules
(2) [p. 52] des trois composantes, p,, 7y, 7., de la pression
exercée sur un élément plan paralléle aux 2 y, on trouve :

_ 4 @y "
r=teg (s —rgt)

A+ p
o, O, 4 e,
(23) I’y—2!f‘@ z—dz——)‘+*kv);
. a2y A+2pdy
p,—-2p(z7— A+ dz)'

Cela posé, il ne suffit pas que les valeurs (21) vérifient les
équations indéfinies de 1’équilibre; il faut encore qu’elles
puissent satisfaire aux conditions qui concernent la surface
2=0, et aux relations trés simples (3) [p. 53], spéciales aux
grandes valeurs de ¢. Or on voit de suite qu’elles ne véri-
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fient pas ces derniéres, en exceptant toutefois le cas o1 les
valeurs de dm=p dz,dy, seraient, les unes, positives, les
autres , négatives, el nulles en moyenne, cas olt 'intégrale
$=/log (z+7)dm et ses dérivées regoivent, aux points
éloignés, des valeurs absolues incomparablement plus
petites que celles qu’elles auraient en prenant tous les
éléments avec le méme signe. En eflet, si les dérivées
premiéres de ’expression (18) de ¢ sont bien du degré — 1
enr—a, Yy —y, 2,7, et s'annulent pour =00, celles dez ¢,
étant du degré zéro, deviennent alors infiniment plus
grandes qu’elles et, de méme que K¢, ne tendent pas vers
zéro, & part le cas, dont il vient d’étre parlé, ou l'on
aurait /dm =o.

Mais toutes les dérivées de ¢ ont, comme ¢, leur
paramétre différentiel A, nul et peuvent lui étre substituées
dans les formules précédentes (20) & (23), oi $ ne figure
que comme étant une fonction pour laquelle on a A,y=o.
Donc, rien n’empéche de remplacer partout, dans ces
formules ci-dessus, ¢ par une de ses dérivées premiéres :
ce qui abaissera d’une unité le degré de toutes les expres-
sions en #—a,, y—1,, 2, #, et donnera bien & u, v, w,
pour les points trés éloignés de l’origine, les formes (3) '

14. — Expression de ces intégrales.

Remplacons ainsi ¢ par —% dans les formules (21) et (23),

en substituant a K la valeur (22) et observant que Pon a
identiquement

oy _ dm & z ., d
v =) eg=frim= g frim

11 viendra aisément, si I'on différentie au besoin, sous
les signes _/ ', les intégrales qui se présentent :
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d? 7 d dm )
”“‘mf’"’”——”‘gz r
A d dm
V= — — —_—— —_— —_—
5, Gie ) T ) e
! d? J 9 A2 dm
W == — ——— —_—
dz’frm ~+ jy ;
A+ 3p dm zdm
== —_— + 2 —Q
)\4—;1. 7 73
261 0 — Qu d dm  —2p zdm
! _)\{—}L% P A4p »3 7
d ® dm zdm
r—=—2p — [ —— _— -
3 b do ()\—f—y. r +z~ -r-")’

d P dm zdn
27 =—2n — w2z | =
®7) § 2 21 dy ()\—o-p 7 +f'r3)’

Cherchons actuellement ce que deviennent les intégrales

dm 2dm 23dm ,

- [ ) I—F, quand on s’approche de la sur-
face ou qu’on fait tendre z vers zéro. A cet effet, nous
souvenant des formules (19), nous remplacerons dm par
¢ (2, %) dz,dy, ; puis nous poserons

(27bis) #y =2 +Rcosw, g3 =y + Rsinw, 2 =122+ R2,

R, w’'désignant ainsi deux coordonnées polaires, qu'il est
avantageux de substituer aux coordonnées rectangles z,, ¥,
et qui sont comptées, dans le plan des zy, en prenant pour
pole le pied de ordonnée 2z abaissée du point (2, y, 2) sur
ce plan. Ces coordonnées varieront d’ailleurs, évidemment,
v, de zéro a 2=, R, de zéro & . Les rectangles élémentaires
dz,dy, devant étre, par suite, remplacés par les rectangles
mixtilignes, RdwdR, que des cercles concentriques et
des rayons vecteurs successifs découpent dans la couche,
Nous aurons:
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i 271' o0
fdm f‘dfp((l}—&—RCOSw,g/*-Rsinw)RdR
—_—= )
r /0 0 rzz_+_Rz)l4 ’
(28) za’m f fp(m—o-Rcos;o ,y +Rsnw)zRdR
n_,_Rz)g ’
fz”dm fﬂ’f x+RcOSw,y+R51nw)z3RdR
— A -
(22 + R2)?

Pour z =0, la premiére de ces intégrales n’offre rien de
particulier; car elle se réduit & ’expression

[y

: 2 0
129) (pourz:o)fdﬁzfdmj ¢le+Reosw,y + Rsine) 4R,
r 0 0

et celle-ci est finie, vu que p s’annule dés que R dépasse
certaines valeurs, la couche /@ ne recouvrant, par hypo-
these, qu'une étendue limitée en tous sens.

Mais il y a lieu de chercher ce que deviennent les deux
derniéres intégrales, dont les éléments se présentent alors,
les uns, ceux qui correspondent aux valeurs finies de R,
comme nuls, & cause des facteurs z qui y paraissent en
numeérateur, les autres, c’est-a-dire ceux pour lesquels R
est infiniment petit, comme indéterminés ou méme infinis,
par suite de ’annulation de leurs dénominateurs quand on
y fait z=0 et R=o0. Pour voir quelles valeurs prennent
ces intégrales a la limite considérée z=o0, il suffit d’y poser
R=2¢, dR=2dq; ce qui les change en celles-ci,

zdm _fdmf w4—zgcos%y+zgsmw)—ﬂ—3,
22

(1+4¢?

3d
e /a’w/ (# +2gco8w,y + 2¢ sinw) 947 — >
(1 +g%®

lesquelles, vu les formules évidentes

(30)
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v o] _i _i 0
f(1+9’) ’qd9=—[(1+9’) ’] =1,
A 0
=] _i 1 _;3_ 0 1
14 0?) 2ody — — — 2) ? -
fdw) gdg = 3[(1+9) ]0 =73
0

deviennent, a la surface,

d dm zdm

— %) ) S =2relmy)
(ddm  2x
) p (@ 9

131) (pour z = o)

Les trois intégrales (29) et (31) se trouvant ainsi finies et
déterminées méme a la limite z=o0, il est clair que leurs
dérivées en z et y le seront également, pourvu que la fonc-
tion p soit finie et bien continue.

Par suite, & la surface du corps, les formules (25), (20)
et (27) se réduisent aux suivantes :

[ (pour 2 = 0)
. A+ 3p dm —4dxp \
=0, v=0, 41)=. )‘4_“-]‘ e’ 0= - plz 95
BAY 2w @ [dm =2 d [(dm
px-—)\_'_P.E r’ py—)\—i—p.@— _’I'—,
9 A+2u d dm 4 A+ 2p e
, = — - pE— - 14 ).
].) " e & r F>\+p{:‘,'/)

Comme p est une fonction arbitraire, on pourra vérifier
Ja derniére de ces formules toutes les fois que la composante
normale p, de la pression exercée a la surface sera directe-
ment donnée en fonction de « et y : en effet, il suffira de
prendre p (2, ¥) égal au produit de cette pression par le fac-

teur constant 7 et de composer la couche matérielle

+i
m (A+2u) _
fictive /dm, étalée sur le plan des zy, de parties dm, égales,
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pour chaque élément superficiel dzdy de ce plan, a
¢ (z,y) dzdy. Les deux premiéres formules (32) étant d’ail-
leurs #=0, v=0, on voit que la solution obtenue (25)
Sappliquera quand les conditions spéciales & la Surfuce
consisteront & s’y donner la composante normale de la pres-
sion extérieure et & y supposer nulles les composantes tan-
gentielles des déplacements.

Cette solution constitue ce que nous appellerons la pre-
miére forme ou le premdier typed'intégrales de la question
proposée d’équilibre.

Comme le probléme est complétement déterminé quand
on se donne, aux divers endroits de la surface, % ou
P2y © OU Py, W OU P,, son intégrale ne comporte plus
qu’'une fonction arbitraire de z; et ¥, dés qu’on astreint les
quantités #, v, w, P, Py, P, a vérifier, sur toute 'étendue
de la surface, deux certaines relations. Donc, notre premier
type d’intégrales, ot parait comme fonction arbitraire la
densité p (x,, ¥,) de la couche matérielle fictive et ou, de
plus, les valeurs de %, » sannulent & la surface, fournit la
solution la plus générale possible pour le cas ou I’on doit
avoir ainsi # =0, » = 0 quand z = 0. Et I'on peut dire que
ce premier type @ pour caractire distinctif de wadmettre,
a la surface, aucun déplacement tangentiel u ou v.

11 est défini, sous une forme générale et condensée , par
les relations

L a4 Ay +3udd 2 dY
(33) (v, o) =— dkw,y) &’ ' Ap de’ S dp di’

(33 bis) (pas py) = a ( i/ - d-\b\: 1—2&’-( de# A2 dwl)

21‘d(m,y) I Aap di) @3 Ap dt )’

ou ¢ désigne toute fonction ayant son parameétre A, nul et
ses dérivées premiéres, partout finies, de ’ordre de I'inverse
de « aux grandes distances ¢, fonction qu’on prendra de la
forme (19) si les .valeurs de p, a la limite z = o sont données.
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15. — Autres intégrales déduiles du méme type, mais paraissant
moins utilisables. — Particularités que présenient le polentiel
logarithmique d'une couche plane et ses dérivées, a la surface
de cetle couche.

Rien n’empécherait de remplacer ¢, dans les formules

dz dz

aurait alors des intégrales de méme forme que (21), avee
la condition restrictive que fdm vaudrait zéro ou que la
valeur moyenne de p serait nulle. En effet, observons
gqu'un petit déplacement dz , imprimé au point (z, ¥, 2),
met, par rapport a celui-ci, le point (z, + dz, ;) de la
couche dans la situation ol était d’abord le point (2, #1)-
Donc, le potentiel

(21) et (23), non plus par ,d“b , Mais par i S ; On

— 4+

Y :ﬂp(w,,yi)log(z‘-o-r)dwidy“

——®

ne change, dans ce mouvement, que par le fait de
Paccroissement qu’éprouve la densité (supposée partout
continue) de la couche quand on passe de son point (21, ¥1)
au point (2, +dz,y,); et 'on a

(34) jfdw‘ log (z + r) dzy dyy

— —

expression ne différant de la premlére (19) qu’en ce que la
fonction ¢ (@, ¥,), astreinte & s’annuler a une distance
infinie de l'origine, est remplacée par une autre fonction,
d . . (o \
d—;— , des mémes variables , qui s’annule dans les régions ou
1
s’annulait déja la premiére. Seulement, comme on a

o0
Sl
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la valeur moyenne de cette nouvelle fonction est nulle;
en sorte que le potentiel logarithmique (34) rentré dans le
cas exceptionnel, signalé aux premiéres lignes de la p. 64,
ou les valeurs (21) de «, v, % satisfont aux conditions (3).
Voyons donc ce que deviennent a la surface, pour z=o,
les formules (21) et (23). L’adoption des variables R, o
introduites dans les relations (28) et (29) donne d’abord

(pourz = o)

(34 628)
w+RCOSm, y + Rsinw) (RlogR)ZR

expression finie et continue comme Vest la valeur (29) de
— = f %m— , car on sait que le facteur R log R s’annule

a la limite R =0, quoique log R y devienne infini. Iit les
dérivées en z et y de cette expression de ¢ seront évidem-
ment finies elles-mémes, si celles de p (z,, %) enz, et y, le
sont. On trouve, par suite, vu la valeur (22) de K et en se
servant au besoin de la premiére formule (31) :

{pour 2 = 0)
A+ 3 2 d
v=o0, v=0, w=K—1)y= ;;H‘P’ "—ﬁ”— ‘Wi
(35) B 2
—2u2 4y — 2t 4y _ 2P.7\+2p. a’m
= —

v ede Py !

Ici, aucune des composantes 2., p,, 2, n’est reliée sim-
plement a la fonction arbitraire p, que contient I’expression
edx,dy, de dm. On ne voit donc pas dans quel cas simple
les intégrales (21) pourraient étre utilisées : aussi je n’en
ferai pas usage dans ce qui suit.

Il résulte des détails précédents quelques particularités,
relatives au potentiel logarithmique ¢, qui ne manquent
pas d'intérét, et qu’il aurait méme été préférable d’établir
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directement a la fin du n° 12, quand il n’y aurait eu a
cela que I'avantage de rendre ensuite plus rapides ou plus
immédiates les apphcatlons qui en ont été faites danslen® 14
et dans celui-ci.

Enrapprochant’expression (34 54s) de ¢,de la formule (29),

ol —dr— n’esl autre que j‘b et de la premieére (31), on voit

que ¢ et ses deux dérivées premiére et seconde en z ne
cessent pas d’étre finies et bien déterminées a la limite
z=o0. Et, si on retranche la premiére {(31) de trois fois la
seconde (31), en observant que

. . . A .
on voit aussi que le produit z % s’annule a la meéme

limite. Donc, le potentiel logarithmique d’une couche planc
reste fint et délerminé, ainsi que ses dérivées premiére et
seconde dans le sens z normal & la couche, quand le point
@, ¥, 2), dabord situé du coté des z positifs, atteint la
couche méme; cette dérivée seconde, notamment, y vaut le
produit de — 2x par la densité » de la couche et, de plus, sa
propre dérwée en z, multiplice par z, s’y annule.

Quand la densité p varie graduellement d’un point a
I'autre du plan des 2y, foules les dérivées en z du potentiel P
sont méme finies eb déterminées & la limite z=o0, comme les
deux premiéres. Car il suit de la relation A, ¢ =0 que la
m*™*, en général, de ces dérivées a son parameétre A,nul; ce
qui exprime que la dérivée m + 2" en z, changée de signe,
égale la somme des deux dérivées secondes, dans les sens
zou y paralléles & la couche, dela dérivée m®™. Ainsi, toutes
les dérivées par rapport & 2 s'évaluent au moyen des déri-
vées paires successives, en & et y, des deux premiéres seu~
lement, et elles restent, comme celles-ci, finies a la li-
mite z = o.
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16. — Seconde et troisieme formes d'intégrales.

Le potentiel logarithmique ¢, ou méme toute fonction
$ ayant son parameétre A, nul et ses dérivées premiéres com-
parables & l'inverse de ¢ aux grandes distances ¢, conduit
aisément a deux autres formes d’intégrales, différant de
celle qui précéde en ce que la dilatation cubique 0 s’y
annule.

Voici la premiére de ces deux formes ou types:

. 4 H _ @
(36) VS T T a
. . . du do . dw
A cause de 4, § = o, la dilatation Gublquee—%_'-@_’_z

y est bien nulle, et les équations indéfinies (1) se trouvent
identiquement vérifiées. De plus, les dérivées de ¢ étant
du degré — 1 en 2—a2,, y—y,, 2, 7, ou, du moins,
comparables a l'inverse de ¢ pour ¢ trés grand, les condi-
tions définies (3) sont aussi satisfaites. Enfin, les valeurs
(36) donnent aux composantes p,, Py, P., représentées par
les formules (2), les expressions sous forme condensée

%y

=—2 ds2

_ d dy
(37) (me’v)—-—?t’-d(m—,y)z, 2

ou bien, quand ¢ est le potentiel logarithmique (18),

. d dm d dm
(37 bus) (Z’x’l’y)—"‘2l'~d(w—,:’/)f'7: Pz——2!’-£ -

et celles-ci, spécitiées pour la surface du corps, deviennent,
en tenant compte de la premiére formule (31):

(38) o d dm . d dm
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Ainsi, la fonction arbitraire p égale, en chaque point de
la surface, le quotient, par 4 = i1, de la composante normale
s de la pression extérieure. La solution obtenue {36) con-
vient donc aw cas on la surface supporte en chaque point
une pression normale p, donnée, et des pressions tanyentielles
D=y Py dépendant , d’aprés les lois qu’expriment les formules
(38), des valeurs que prend cette pression normale sur les
divers éléments de la surface.

La seconde des formes annoncées d’intégrales pour
lesquelles § = o est celle-ci :

d d 4
(39) u:——d—:—-, = d.i: y W=0.
S d d d
Elle donne bien identiquement 6 ou B 0
q
dz dy dz

et, vu la relation A, § =0, elle satisfait aux équations
indéfinies (1). D’ailleurs, comme — %, v y sont deux dérivées
premiéres de ¢, elle vérifie également les conditions (3).
Enfin, 0 et # se trouvant nuls, p, égale zéro partout, comme
w, et p,, p,, donnés, d’apres (2), par les formules

) axy . ary
(39 dus) I’E—PW’ Py =—#
vérifient la relation
dps dpy
ix Ty T

Par conséquent, cette troisiéme solution ou ce troisiéme
type d’intégrales convient aw cas ow la pression extérieure
exercée sur la surface a partout sa composante normale
égale & zéro, et ses composantes tangentielles variables de
lelle maniére, d’un point & Pawtre, que la dérivée de Pune,
prise suiwant sa propre direction, soit égale et contraire &
la dérivée analogue de Uautre.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Les déplacements 8’y font, mémea Uintériewr, parallélement

@ la surface. On y a donc, sur toute I'étendue de celle-ci,

S TIN d d
w =0, et aussi, d’apres les formules (39), 7:— + —é =0,

. . . a d; .
relation exprimant que l’accroissement % + 7‘5— de I'unité

d’aire de la surface y est égal & zéro.

Le troisitme type d’intégrales contient, comme les
deux autres, une fonction arbitraire des coordonnées de la
surface , fonction ‘qui est ¢ (#1, #,) quand on prend ¢ de la
forme (19) ; et deux relations distinctes entre #, v, », p,, 2,
el p, & la surface suffisent, par suite, & le faire reconnaitre,
pourvu qu’il les vérifie constamment. Il peut donc étre
caractérisé, de méme que le premier type, au moyen de
deux conditions ou n’entrent que les déplacements éprouvés
a la surface : ces deux conditions sont, non plus #=o, v=0,

. du dv .. .y ,
mais =0, —— =+ WIO' Ainsi, le troisiéme type répond
au cas ou les diverses parties de la surface w’éprouvent, ni
déplacement dans le sens normal, i awgmentation ou dimi-
nution d aire.

Le second type seul, (36) et (37), ne parait pas susceptible
d’stre ainsi défini au moyen de deux conditions simples
ne se rapportant qu'aux déplacements %, v, w des divers
points de la surface. Mais # et », d’une part, p, et p,, d’an-
tre part, y vérifient les deux conditions d’intégrabilité

du do  dp, _ dpy

Wy Al ds?
lesquelles deviennent, & la surface z=0, deux relations
en 2, el y, bien distinctes, caractéristiques du mode d’équi-
libre qui les présente. On pourra donc, du moins, dire
que le second type correspond aw cas 0w les deux composantes
tangentielles, tant du déplacement éprouné & la surface,
que de la pression extérienre qui Sy trovove exercée, égalent
les dérivées respectives en x et y de deux fonctions des
coordonnées x et y des divers points de la surface.
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17. — Types d'intégrales definis uniquement par des curcons-
tances relatives aux pressions exiérieures, et donl le principal
concerne le cas ow ces pressions sont exclusivement normales.

Les trois formes d’intégrales (33), (36), (39) présentent
ce caractére commun, que la composante normale p, de la
pression extérieure y est, sur toute la surface z=o0 du
corps, ou nulle, ou simplement proportionnelle & la dé-
rivée seconde de la fonction ¢ par rapport a z, c’est-a-dire
4 — 2rp (2, ¥) quand on prend pour ¢ le potentlel loga-
rithmique (19). En superposant d'ailleurs, de deux maniéres
différentes, les solutions (33) et (36), on en déduit deux
nouveaux types d’intégrales, un peu plus complexes quant
aux expressions de #, v, %, mais plus simples quant a celles
de P, Py, P, OU p, continue & présenter le méme caractére,
et dans le premier desquels p, et p, sannulent a la limite
z=o0, tandis que, dans le second, p, y égale zéro comme
dans le troisieme type déja trouvé (39). La possibilité de les
déduire des solutions (33) et (36) tient a ce que celles-ci
impliquent des valeurs, (33 b4s) et (37), des pressions p,, ,,
2., dontlessecondes, (37), ne différent, pour z=o, des pre-
milres, (33 0ds), que par des coefficients numériques,
égaux dans p, et p,.

Le premier des types cherchés s’obtient en ajoutant res-
pectivement, aux expressions (33) ou (25) de », », % préala-

blement multipliées par %p, les expressions (36), multi-

pliées elles-mémes par le facteur également constant
—1
4r (A -+ p)
effets, applicable ici vu la forme linéaire des équations, les
valeurs (33 bds) et (37), (32) et (38), de p,, p,» ., propresa
chacun de ces deux systémes, s’ajouteront de méme, et il
viendra aisément :
1° a Yintérieur, ou pour z quelconque,

22 d 1 4%y
(o) (e 202 2:) = 5 755 (+ )
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c’est-a-dire, si l’on prend pour ¢ le potentiel (19) et qu’on

a2y
ait, par suite —_—= —
» P ', d? f 2

322 dm dr
\ = —_— ey ——
(41) (925 Py » P2) 2 f ™ d(z, ¥, 2) ’

2° a la surface,

i 1 dlz‘p A}
(41 bis) (pourz=0) pz=0, py=0, py=— 5w U F (@, 7).

On peut remarquer, en passant, que les valeurs (40) de
P, et p, acquiérent, tout prés de la surface, a cause de la
troisiéme formule (41 &4s), les expressions approchées
trés simples :

(pour 2 trés petit)

dmw du\ dps d[o LAY))

(@41 ter) 1’@0“_”(75'“%) T T T T
dv dw\ dp, dulz, y)
pyoll*p-(—%—*—d—y) Zdy ————Z—dy—-.

Appelons P la pression normale, infiniment petite,
exercée sur un élément dz,dy, de la surface ou du plan
des zy. On aura, a cause de la troisiéme formule (41 &ds),
dP =p, dz, dy, = e (@, y,) dzy dy, == dm, et, par consé-
quent,

42) dm = dP.

Ainsi, les petits déplacements, u, v, w, produils dans le
cas owla surface wéprowve sur chacun de ses éléments qu’une
pression normale dP, s’obliennent en ajoutant les expressions
(33) el (36), ou (25) et (36), respectivement multiplices par

—1
et par reryemy puis en altribuant a chaque partie dm

de la couche matérielle fictive étalée sur la surface une
valewr, (42), égale & la pression exercée awu méme endrodt.
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Si le corps ou milieu élastique considéré n’est autre
qu’un sol horizontal soumis a des actions verticales, il y
aura avantage a concevoir celles-ci comme produites
par le poids d’un sable trés lourd, distribué sur la surface
du sol en couche mince d’une épaisseur variable, et dont
chaque partie, évidemment indépendante de ses voisines ou
portée exclusivement par le sol sous-jacent, constituera la
charge exacte de la portion de surface qu’elle recouvrira.
En effet, nous pourrons, alors, prendre justement pour
la fonction § le potentiel logarithmique de cetfe couche de
sable, c’est-a-dire de la charge totale réelle, sauf & y intro-
duire le poids de chaque grain de sable & la place de sa masse.

On trouvera, de la sorte :

/ 1 drdp 1 d
__ — 2 (1 apP
v Iy dods  dn(irp) do f 8 (e=r) AP,

1 ardP 1 d .
—im e — T hn) d—yfl()g (z+r) dP,

D =

8l . 1 a2frdP 23+3u apP,
= —LT" dz® + drpA+4-p) o

SN e

\ u(A+p) de r’

Observons que les valeurs de § pour z=0 seront celles que
donne la derniére formule (33) divisée par 4=y, et qu’elles
égaleront , d’aprés la troisieme (41 4is), le quotient de — p,
par A+p. Ainsi, la condensation, -8, éprouvée par la matiére
en chaque endroit de la surface est le rapport, & la constante
A+, de la pression extérienre qui Sy trouve exercée par unité
d’aire. Lamé avait déja reconnu cette loi. Une propor-
tionnalité analogue, entre p, et- 64 la surface, se vérifie
également, a cause des derniéres relations (33) et (33 4is),
quand les déplacements a la surface sont exclusivement
verticaux : alors le rapport de p, 8 — 6 est A\ +2p et non

I/
plus 2 + p. Et, en vertu de la formule p, = — M — 2 5,
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cette proportionnalité, a la surface, de— 0 & p,, dans cha-
cun de ces deux types d’intégrales et méme dans les autres
que nous avons considérés (o 6 = o), y entraine évidem-

ment celle de p, a la contraction —j—:’ éprouvée par de
petites lignes matérielles verticales.

Le deuxiéme type d’intégrales cherché ici, celui dans
lequel on a p,=o0 & la surface, s’obtient en ajoutant les
expressions (33) et (36) de #, v, 7, respectivement multipliées
‘%. Les valeurs (33 &is) et (37) de
Dy Py, P, 5e superposent de la méme maniere et donnent :

par T et par —

1 4 4 & 1 ay
ii \:-—' —_— — z:-—- —
) (per ) 2 d(z,y) do (z a’z)’ P = o P

On voit gue cette deuxiéme forme peut étre caractérisée,

comme la précédente, par deux conditions ou ne paraissent
que les composantes de la pression extérieure : ce sont,
non plus les deux relations p,=o0 et p, = o (pourz = o),
Ape
dy
les deux composantes tangentielles p,, p, de ’action exercée
par unité d’aire sur la surface admettent un potentiel, ou
sont les deux dérivées respectives en z et y d'une méme
fonction de ces deux coordonnées de leurs points d’appli-
cation. Elle distingue nettement ce type du troisiéme,
précédemment obtenu, (39) et (39 &és), oi Pon a bien, éga-
lement, p,=o0, mais ou p, et p, vérifient la relation
dps dpy

. d . .
mals p,=o0et —= —6%” (pour z=0). La seconde exprime que

T+ o 0, au lieu de la condition d’intégrabilité
dps _ py
dy  dz’

En résumé, les types considérés ici sont susceptibles
d’étre définis, tous les trois, au moyen de relations simples,
au nombre de deux pour chacun, ne concernant que les
composantes p,, p,, P, de 'action extérieure, sans qu'il y
soit question des déplacements «, v, w.
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18. — Formation de l'intégrale générale, soit avw moyen de ces
irois types, soit auw moyen des trois types consideérés en
premier liew.

Si ’on superpose un systéme d’intégrales du deuxiéme,
(44), de ces types a un autre du troisiéme (39 &és), multi-

. 1 . . - .
plié par o2 o1 introduisant dans celui-ci une fonction ¢,

différente de ¢, et en remplacant d’ailleurs ¢ et ¢, par ¢ et ¢,,
afin d’éviter la confusion avec la fonction analogue em-
ployée dans le cas du premier type (40;,les valeurs de #, v, w
seront, d’aprés (33), (36) et (39),

—_— e — — | 72— —
onul 2 dz \ d  Avp ) @l

] _ 1 1 4 do X422 dz,
45) ”-*m[&*g(’z* xﬂ?)— (m]

1 (zd‘ch r a’q:)'
dz* A+ p de

st elles correspondront aux expressions suivantes de
Pay Pys Dz -

_ 1 d dzw &?4 _ 1 d dzf_n lﬁf&‘
. pw_??dz( dwdz )’py_ﬁZ(zm_%)
(45 bis)

1 di

Pe= o "l

On tire de celles-ci, par des différentiations immédiates,
et en observant queles équations A, ¢=0, A, ;=0 permettent
de remplacer la somme des deux dérivées secondes en z et
en y de ¢ ou de ¢, par la dérivée seconde en 2, changée de
signe, de la méme fonction,

&_dey_ 1 d( d%), d’i dpy;_ 1 dPey

v~ dy % ds dy  dv 2 &’
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relations ou 4 et ¢, sont séparées. A la surface, elles de-
viennent
aps 1 q4° PR/ 1
{45¢er)  (pour 2 =0 7;%— + %:—g—%ﬁ, %—%z_ﬂd_;i

Vu les deux fonctions arbitraires distinctes p, des
coordonnées z,, ¥, de la surface, que contiennent ¢ et ¢,
supposées prises de la forme (19), on doit pouvoir, dans
les formules (45 &¢s), donner a p,et a p,, pour z = o0,
des valeurs quelconques en &, et y,, tandis que p, s'annule
4 la méme limite, en vertu de la troisiéme de ces formules.
Donc, sauf le choix convenable de ¢ et de ¢,, qui reste en-
core en suspens et qui parait difficile (*), la solution (45)
répond au cas ou les pressions exercées sur la surface
ont leurs composantes tangentielles arbitraires, mais leur
composante normale partout nulle. Et il suffira évidem-
ment de la joindre a la premiére dont il vient d’étre parlé
form. 43), ou qui convient quand la pression extérieure
se réduit & une composante normale donnée en chaque
point, pour avoir l'intégrale générale du probléme traité,
c’est-a-dire celle ou les composantes »,, p,, p, de laction
extérieure sont trois fonctions arbitraires des coordonnées
2, et y, de la surface du corps.

Nos deux nouveaux types, savoir, le premier et le second
des trois employés ici, n’étant que des combinaisons
linéaires des deux premiers trouvés plus haut (n* 14 et 16),
il va sans dire que nous aurions également l'intégrale
générale, en nous contentant de superposer trois solutions
particuliéres empruntées respectivement aux trois types
simples (33), (36), (39), obtenus en premier lieu.

(*) On verra au n° 40 bis (p. 182) qu’il est, au contraire, trés simple, quand on y
cmploie les seconds potentiels logarithmiques ¥ &4 1a place des preniiers ¢ : la diffi-
culté que j'y avais trouvée, lors de la rédaction du mémoire, tenait & ce que je
demandais la solution & ceux-ci %, qui me I'avaient donnée dans le cas de pres-
sions normales, mais qui se trouvent ne plus convenir pour des pressions obliques.
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§ III. — VALEURS DES DEPLACEMENTS, DES DEFORMATIONS ET DE
PRESSIONS INTERIEURES , QUAND LES POTENTIELS SE
REDUISENT A UN SEUL DE LEURS ELEMENTS.

19. — Déplacements élémentaires dans le cas ow i s'agit du
premier type simple d'intégrales.

Supposons maintenant que la couche matérielle fdm ne
s’étende que sur une trés petite partie, d=, du plan des zy,
dans laquelle nous admettrons qu’on ait choisi I'origine
des coordonnées. Cherchons ce que deviennent alors les
expressions des déplacements %, v, %, pour les trois types
simples d’intégrales (25), (36), (39), et pour le plus impor-
tant des types composés, c’est-a-dire pour celui, auquel
répondent les formules (43), o des pressions exclusive-
ment normales sont exercées sur la surface. La dislance #
d’un point quelconque du corps aux diverses régions
(z,,) dela couche ne différera passensiblement de la droite
qui joint ’origine & ce point ; ensorte qu’on pourra prendre

r:\/ 22 +y*+:2 et appeler d’ailleurs dm la couche entiére,

infiniment petite par hypothése. Pour fixer les idées, nous
supposerons horizontal le plan des zy, quilimite le corps,
et nous admettrons que l’axe des z soit dirigé vers le bas.

Considérons d’abord les valeurs (25), qué correspondent
au cas de déplacements exclusivement verticaux & la surface.
Draprés la derniére formule (32), dans laquelle on aura

d
p(@,y)=o0 partout, excepté sur’élément ds ot p= d—T’ ces dépla-
cements se réaliseraient en effet, si la surface était astreinte &
ne se déplacer que verticalement et supportait, sur son élé-
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ment plan ds comprenant Uorigine des coordonnées, wune
pression verticale dP=p,ds exprimée par la formule

)\
(46) P = drp 22 .
-
Les relations (25) se réduiront a
arr 2 d2r 2y
—_— — — — — =
v dodz T 7 dydz dm r3 dm
47 i Pro A dn 2 A+3p dn
__d‘z2 )\—i—_p.—T_r‘* " )\—l-p.T'

Le rayon » mené de Iorigine au point considéré faisant

. : . z 2
avec les trois axes des angles dans les cosinus sont—, gz,
r’r’r

on voit que le changement de position effectué par chaque
molécule se compose : 1° du mouvement divergent r—zz dm, le

long du prolongement de la droite 7 qui joint le point
dapplication de la pression extérieure ¢P & la molécule
A+ 3w dm
A p e

Les déplacements sont donc symétriques tout autour de
la droite suivant laquelle est appliquée la force déformatrice
dP, comme il était évident; et il suffit de consjdérer ce
qui se passe dans un plan méridien, par exemple, dans le
plan des zz, o I’'on a ¥y =0, » = 0. Nous bornant méme au
c6té de ce planpourlequel zest positif, appelons « I’angle,

méme ; 2° du mouvement descendant

. . T . ’
compris entre zéro etg, que fait le rayon s avec I’axe des z,

de maniére a avoir
g=rsna, y=—0, Z2=1rCoSa

Les troisitmes membres des formules (47) de # et »
donneront aisément, pour les valeurs du déplacement hori-
zontal U, compté positivement en s’éloignant de V'axe de
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symétrie (c’est-a-dire de la force dP), et du déplacement
vertical w :

U:ﬁsinaCOSa:ﬂsin2a,
r 2r
(48) ., it dn _dm o ST dn
= ——sin —_—=—
e Ag-p 7 2r * 2A+p)

Les seconds membres de celles-ci montrent que, pour
les diverses molécuyles réparties sur la sphére de rayon 7
décrite autour de ’origine comme centre, les déplacements

éprouvés se composent : 1o d’une translation commune

A+2p dm

PR dans le sens de la force ; 2° d'un déplace-

dm . . ' . .
mentTm sin «, effectué suivant la droite définie par les

cosinus directeurs cosz, — sine, ou qui fait I’'angle « avec les
z positifs, du c6té des znégalifs, et coincide, par conséquent,
avec la tangente au cercle représenté par l'équation
2+ 2=t

Donc, chagque couche demi-sphérique d’un rayon donné 7,
ayant pour centre le point dapplication de la pression élé-
mentaire dP exercée sur le corps, avance dans le sens de celle-

ci, sans cesser de faire partie dune sphére de méme rayon,

A+ 2 dm S N
o :’ — qui, d’aprés la formule (46),

de la quantité 2

egaleQnM.

Seulement , comme on a

dm . dm . dm ¢
(49) Tmsm « COS :-2L:sm 2 o, —T’.nsmz « = —%-@-%0032 “,
les particules qui constituentla couche éprouvent, sur la sur-
face de la sphére dont elle garde la figure, un léger recul,
: de la translati I _ v i ens
composé de la translation 5= = g 52, o0 56

contraire de la force dP, et dun déplacement, égal & cetle
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translation, effectué suwivant la direction que fait avec celle
de la force Vangle 2o dont la bissectrice est le propre rayon
r aboutissant & la particule.

Ce dernier mouvement seul, propre aux diverses molé-
cules de la couche demi-sphérique, aurait pour effet de les
éparpiller sur toute la surface d’une petite sphére de rayon

dm o1 (o \ :
-, > sion les supposait d’abord réunies en un méme point,

al'origine des coordonnées par exemple. DVailleurs, P’épar-
pillement, uniforme dans le sens des cercles méridiens de
la petite spheére, accumulerait, a son poéle situé du c6té des
z négatifs, toutes les molécules effectivement placées a 1'é-
quateur ou circonférence de base de la couche demi-sphé-
rique et, aux environs de ce péle, les zones a grand rayon
et a grande surface (ou équatoriales) de la méme couche;
de maniére a relever en moyenne sa matiére ou & faire
monter son centre de gravité, car il n’y aurait que les mo-

lécules de la calotte comprise entre a=o0eta= % quis’y

abaissassent. Comme le mouvement dont il s’agit reléve
d

chaque molécule de — 2—7: cos 2a, et que le nombre des mo-

lécules pour lesquelles « aune certaine valeur est propor-
lionnel a sine, c’est-d-dire au rayon 7 sin « du petit cercle
de la couche le long duquel ces molécules sont rangées, le
relévement éprouvé par le centre de gravité général égalera

. d .
la valeur moyenne du produit — 2—”: cos 2 a sin«, quand « y

. LT .. .
variedeo & 39 divisé par la valeur moyenne du facteur sino

Orona

™ Y3
- 2 d
—-dﬁfzcos2asinudu:_—fzﬁ-(—c05u+ g-cosﬁa)‘z—' -
2qr o 2 3

r o 6r

T

fzsin ada=1.
(4
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Le quotient des deux intégrales vaut donc %”—: : et lon peut

obsérver qu’il serait le méme si, le corps étant supposé
exister aussi du coté des z négatifs, ou lacouche étant sup-
posée couvrir une sphére entiére et non une demi-sphére
seulement , o variait dans l'intervalle double compris de
0 a = ; ce qui ne ferait que multiplier par 2 la valeur de cha-

queintégrale. En ajoutant le quotient obtenu, %, alatrans-

lation, %, quéprouve de bas en haut toute la 1natiere de

la couche dans son mouvement de recul sur sa sutface, on
lrouve que ce mouvement de recul produit en tout, sur la
couche, un relévement moyen égal a

2 dm A A
50 —— =
(50) 3 r 3(A+2u) 2rpr

Ce relévement, retranché de la translation

A+2un dm ap

2 =
A+p r 2rpr

qu’a éprouvée de baut en bas la sphére sur laquelle la
couche reste située, donne enfin

2(20+5p) dm _ 2+5p  dP

1) B S At e
(51) 300+p) 7 3(A+2p) 2mpr

pour le déplacement moyen tmprimé & la couche par ia
pression extérieure dP.

Enfin, si dr désigne 1’épaisseur d’'une couche, on obtien-
dra le déplacement moyen imprimé a toute la matiére
qu’entoure la couche derayon,en multipliant ’expression
(51) par le facteur #%fr, proportionnel au volume d’une
couche, puis en intégrant le produit de o a7 et divisant le
résultat par /" 7*d 7 =} 7°. On trouve ainsi que l¢ déplace-

ment moyen de toute la partie du corps qu'enfoure une

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 86 —

sphére de rayon r, ayant son centre aw point d’application
de la pression dP, vaut la quantité

D-+5u  dP
52 —_ ———
52) 2(A+2u) 2mpr’
, , dp
un pew supérieure au déplacement méme Ty du centre

de la sphére dont ne cesse pas de faire partie sa Surface
conveze.

20. — Déformations que Sy trouvent produites.

Cherchons actuellement a nous rendre compte des dé-
formations produites aux divers points. A cet effet, nous
occupant d’abord de ce qui se passe dans un plan méridien,
par exemple, celui des zz considéré du coté des z positifs,
nous chercherons ce que deviennent, aprés les déplace-
ments, deux éléments rectilignes menés, a partir d’un point
quelconque (z,2) ou (r,2), 'un, d», dans la direction du
prolongement du rayon 7 qui y aboutit, ’autre, ds, dans
le sens perpendiculaire suivant lequel # ne varie pas et «
grandit. )

Le premier, dr, défini en direction par les cosinus direc-
teurs sin«, cosa, a pour projections primitives sur les
axes de=drsin o, dz=dr cos «. Par suite, les déplacements
respectifs, horizontal et vertical, de sa seconde extrémité,
dépassent les déplacements analogues de la premiere, des
quantites

(a’u . dw (dm .
——sina -+ ——cosu|dr et [——sine« -+
dz dz )

0
ao 7 cos a) dr.

Portons dans celles-ci les valeurs des dérivées de #,w en
z,z déduites de la premiere et de la troisiéme (47), avec
substitution der sin « et 7 cos « a z et & 2z dansles résultats;
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puis ajoutons ces accroissements aux projections primitives
de I’élément matériel dr, qui étaient sinxzdr et cosa dr.
Nous trouverons que ces projections deviennent, aprés les
déplacements, '

: A
(53)  sina (1l — % cosw) dr [(:OSu 1— —iTm cosu) — +3u ﬁ] dr.

A+p 72

En faisant la somme des carrés de ces expressions (avec
suppression des termes en dm’, évidemment négligeables),
puis extrayant la racine carrée du résultat, nous obtenons
simplement , pour la nouvelle longueur de 1’élément recti-
ligne ,

A2 d
(54) [1—2 + 2 dm :Idr.

—— COS
A+p 12 *
La dilatation linéaire de cet élément, rapport de son
accroissement a sa longueur primitive, est donc

165) 0, =—2

Le quotient de la premiére expression (53) par (54) nous
donnera d’ailleurs, pour le sinus du nouvel angle que fait
avec les z positifs ’élément dr déplacé,

—— CO0S «

A+ 3p dm ) A+ 3p dm |
):sm[ ]
A+p 22

Pendant que les déplacements s’effectuent, 1’élément
matériel 77 tourne donc un peu, de maniére que son angle
« avec les z positifs croisse de

A+3p dm .
o sin a.

(56)

Occupons-nous maintement du second élément matériel
rectiligne, ds, dont les projections primitives sur les axes
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sont dz=cos« ds, dz=—sina ds. Aprés les déformations,
ces projections vaudront

d d ) d .
(cosa —+ —d:; €08 o — _du sine)ds, (— sinx+ TZ COS — __dm sina) ds.
Z Z

Portons-y les valeurs déja calculées des dérivées de u, w.
et elles deviendront

d d
(57) (cos a + -7?— cos2 ) ds, —(sina—+ -r—? sin 2a; ds.

On en déduit, comme tout-a-I’heure pour (54), la nouvelle
longueur de ’élément matériel ds,

dm
(58) 1+ =y cos ) ds,

et, par suite, la dilatation qu'’il a éprouvée

dm
(59) b8 = _rT COS «a.

Le quotient de la premiére expression (57) par (58) donne
d’ailleurs le cosinus du nouvel angle qu’il fait avec les
positifs, du c6té des z négatifs,

dm . dm
cos @ — —— sin2a =1cos |a+ ——sin a|;
e ra

en sorte que cet angle s’est accru, ou que I’ élément ds a
tourné, de la quantité

dm

r

(60)

sin o,

comme on aurait pu, du reste, le déduire du fait, impliqué
dans les formules (48), que I’élément ds reste tangent a un

. dm .
cercle de rayon 7 le long duquel il avance de Tm sin a.
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L’excédent, sur cet angle (60), de celui, (56), dont a
tourné dans le méme sens I’élément matériel d», mesure la
diminution éprouvée par I’angle, primitivement droit, de
ces deux élémenis 1’'un par rapport & l'autre, ou ce qu’on
appelle leur glissement mutuel. Ce glissement vaudradone

2u dm

= — sin a.
g A 2 *

(61)

Pour achever de définir les déformations éprouvées par
la matiére au point (2,2) du plan méridien des zz, il ne
reste plus qu’a calculer la dilatation d, éprouvée par un
élément matériel rectiligne dz normal a ce plan et qui,
par raison de symétrie, ne cesse pas de lui étre perpendi-
culaire. Cet élément appartient a un cercle paralléle , ayant
son centre sur I’axe de révolution ou de symétrie, et dont
le rayon  devient 2+w ou 7 sin«+U. Son allongement par

unité de longueur est donc r—s:i— En y remplagant U par la
/3

valeur (48), il vient

y;
(62) d, = ——— cos .
r

La dilatation cubique 6 sera la somme des dilatations
linéaires, (89), (99), (62), de trois petites droites matérielles
rectangulaires. Sa valeur ainsi calculée,

2. dm

63 0 —=—
(63) At 12

COS o,

concorde hien avec celle que donne immédiatement la
formule (26) |p. 65].

En résumé, <l se produit, en un point quelconque de la
couche de rayon r, d’égales dilatations suivant Uarc de mé-
ridien et suiwant un cercle paralléle de la méme couche; ces
dilatations ont pour valeur
dm A4 dpP

- COS ¢ =— 2 (l—{— 29) 27rp.r3 COoS a.

(64)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



—_90 —

La contraction qui a liew en méme temps dans le sens de
Uépaisseur de la couche, et la condensation 8 de la matiére,
sont respectivement les produils de la somine de ces deux
A+2u ®

o et m.
Lnfin, le prolongement matériel du rayon r, primitivement
normal & la couche, s'incline un pew vers le haut de celle-ct,
de maniére & tourner par rapport & elle d un angle variable ,
égal aw produit de la condensation —8 par tangex.

dilatations linéaires par les nombres constants

21. — Pressions intérieures mises en jeu par ces déformalions.

Au moyen des quatre déformations?d,, d,, 9., g, on évalue
aisément les composantes normales et tangentielle, N,, N,,
T, des pressions exercées sur les éléments plans perpen-
diculaires aux petites droites dr, ds, et la pression N, qui
sollicite un élément superficiel situé dans le plan méridien,
force évidemment dirigée suivant la petite droite dn per-
pendiculaire & ce plan. On sait, en effet, que

(65) N, =20+210,, Ny =2x0+ 2u0;, Ny =20+ 2p0,, T=pg.

Drailleurs, ces quatre composantes N, T permettront,
comme on le sait aussi, de déterminer toutes les pressions
intérieures que supporte le corps suivant les divers sens.

Si 1'on substitue dans les formules (65), a 0, d,, 35, 0ay &,
leurs valeurs (63), (55), (59), (62), (61), il vient :

d 202 dm 2u2 dm
Ny =—6p —cosa— —cosu, T= —sin«,
. 2 A-p 12 Ap 72
(65 des)
2u  dm
N, = N, = —— CcO0S a
Ap 22

Les deux composantes, I'une, normale (dirigée suivant
le prolongement du rayon 7), I’autre, tangentielle (suivant
I'arc ds), de la pression exercée par la couche demi-sphérique
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de rayon » sur celle de rayon 7 + dr, sont —N, et—T. On
voit que celte action d’une couche demi-sphérique sur la
sutvante se compose, par unité d aire : 1° d’une compression

dm . . ,
normale, 6y —3 0082, inoversement proportionnelle aw carré

du rayon r de la couche et en raison directe du cosinus de

Pangle « que fait ce rayon avec la verticale ou la normale a
. 2p2 dm . . .
la surface du corps; 2° d'une force, E_H— ) dirigée vertica-
: ®

lement de haut en bas ow vers Uintérieur du corps (¢’est-a-
dire faisant avec le rayon # prolongé et avec l'arc ds les
angles qui ont respectivement pour cosinus cosa et—sina),
force constante sur toute 'étendue de la couche et inversement
proportionnelle au carré de son rayon.

Observons que cette derniére pression verticale équivaut,

pour toute V’aire 2z7* de la couche demi-sphérique, a une

47! m. La précédent
5 @m- Laprécédente,

poussée de haut en bas égale a
dm dm ..

6 — cosa, devenue 6 p—-cos®« en projection surl’axe des z,
r r

. dm .
donne une poussée analogue, (6p —- cos®«) (2m4*sinada),

sur une zone élémentaire de rayon 7 sin « et de largeur »da,
el, par suite, une poussée totale égale &

™

12wp.dmﬁcos’asinada=4-r:p.a’m,
0

sur un calotte demi-sphérique. La couche considérée exerce
. 4mpd

donc en tout une pression ayant pour valeur f?_“— dm~+Anpdm,
@

pression égale, d’aprés(46), a celle, dP, que supporte la sur-

face supérieure , comme il le fallait bien pour I’équilibre de

la demi-sphére terminée & la couche.
Observons encore que, si 1'on découpe dans la méme
couche, en menant une surface conique normale a ses deux

faces, une calotte ou un ménisque dont le rayon de base
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soit 7 sinee,les deux composantes, suivant I’arc ds et suivant
le prolongement d» du rayon », dela pression exercée sur
la tranche ou contour de cette calotte vaudront par unité
d’aire N, et T, forces dont la résultante, d’aprés (65 b4s), a
2p2 dm .., . .
pour valeur % —-et se trouve dirigée suivant une hori-
B
zontale issue de l’axe des z. On voit donc que les sections
normales [aites, dans une couche demi-sphérique, perpen-
diculairement & ses plans méridiens, sont soumises & des

tractions horizontales, constantes par unité d’aire et préci-

; . . . 2p2 dm
sément égales a la pression verticale uniforme, i%;:r_z’

qWexerce chaque couche sur celle qui la supporte en outre
. . dm
de la pression normale, variable, 6 —3 cose. Enfin, les

sections méridiennes de la couche sont soumises & des tractions
N,, qut égalent, en chaque endroit, la composante normale,
N, ,des tensions horicontales dont il vient d’étre parlé.

22 — Déplacements élémentaires pour le second etle troisiéme
des types simples d’intégrales.

Passons actuellement a I’étude du second type simple
d’intégrales , toujours pour le cas ou le potentiel ¢ ne con-
serve gu’un seul de ses éléwnents, log (z + 7). dm, relatif a
une masse @z recouvrant une portion infiniment petite ds
du plann des zy. Les déplacements #,»,n ont alors, d’apres
(36) [p- 721, les valeurs

" — dlog(z-f—r)dm: zdm , v;dlog(z+r)dm: yam ‘
dz riz—+7) dy r(z+r)’

(96) dl d
og (z + 1) im — 2

- —_— T

de r

ou 7 désigne la distance du point quelconque (z, y, z) du
corps a l’élémentds, sur lequel est supposée prise ’origine
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des coordonnées. D’aprés la derniére formule (38) [p. 721,
les actions extérieures exercées sur la surface n’ont pas
d’autre composante normale qu'une pression dP, appliquée
a Vorigine suivant 1’axe des z et égale 4

(67) dP = 4np. dm.

Les relations (66) montrent que » dépend seulement de
7, et que u,» sont les produits respectifs d'une méme fonc-
tion de 7 et z par les cosinus des angles que fait, avec les
x et les y, le plan qui contient le rayon 7 et’axe des z.
Donc , comme pour le premier type simple d’intégrales, les
déplacements se font symétriquement tout autour delaze
des z, c’est-a-dire tout autour de la droite d’application de
la pression normale dP.

Il suffira de considérer encore la matiére comprise dans
le plan des zz, du c6té des  positifs. En continuant & poser
=7 sin«, z=7 cos «, ol « est ’angle, compris entre o et

%, que fait le rayon 7 avec les z positifs, les relations (66)

donneront, pour le déplacement horizontal U et pourle
déplacement vertical »,

sina dm dmt P dm
= —_— = — tang —, W=—=—u.
1+ cosa 7 r g9 r

(68) U

D’aprés les formules (66), en vertu desquelles u et w égalent
les dérivées en z et z d'une méme fonction dm log(r+z2), le
déplacement total se fait, dans le plan méridien des zz,
normalement aux courbes dont ’équation est

r -+ z = une constante positive c.

Or ces courbes, & cause de la propriété méme, r=c—z,
qui les caractérise, sont les paraboles ayant pour foyer
Porigine et pour directrices les diverses horizontales z=¢
menées au-dessous. Leur concavité est tournée vers le
haut, et leur tangente en chaque point, bissectrice de I’an-
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gle que fait, avec une verticale dirigée vers en haut, le
prolongement d» du rayon r aboutissant 4 ce point, a pour
perpendiculaire la bissectrice de [’angle adjacent fait avec
dr par le prolongement vers en bas de la méme verticale,
c’est-a-dire la tangente aux paraboles »=const +2z, dont le
foyer est l'origine et I’axe celui des z, mais dont la con-
cavité est tournée vers le bas. Ces derniéres paraboles sont
donc les trajectoires orthogonales des premiéres et c’est,
en chaque point, suivant leur direction que se font les
déplacements. Ainsi, des couches minces, découpées survant
des paraboloides de révolution & axe vertical ayant powr
Joyer Uorigine et concaves vers le bas, conservent leur forme
et leur position : la matiére qui les compose glisse seulement
sur leur superficie, en S'abaissant d’une quantité qus, a cause
des formules (67) et (68), a pour valeur

d
(69) W= — P .
drpr

En chaque point d’un méridien, la tangente aux couches
paraboliques est évidemment inclinée sur I’axe de révo-
lution ou des z d’un angle moitié de celui, «, que fait' avec
une paralléle a cet axe le prolongement du rayon ». Le
déplacement total s’y effectue par conséquent suivant une

. . , o
direction dont I'angle avec ’axe des z est 3> comme le

montrent d’ailleurs les relations (68).

A la surface, les deux composantes horizontale et verticale
des déplacements sont égales ; car, 'angle « y étant évidem-
ment de 90°, le déplacement total se fait en chaque point
dans une direction inclinée de 45° sous I’horizon. Celfe
circonstance distingue essentiellement le type d’intégrales
considéré ici d’avec le premier, ou les mowvements étaient ex-
clusivement verticaux & la surface, et d’ avec le troisiéme, o
s se font pariout horizontalement.

Occupons-nous enfin de ce troisiéme type, correspondant
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a certains modes desollicitation de la surface par des actions
uniquement tangentielles. Dans le cas ou la couche fictive
m se réduit a nn seul élément dm placé a l'origine, on y a,
d’apres (39) [p. 73], des déplacements représentés par les
formules

dlog (z +r)
-

al
dm, v:Mdfm, w = 0.

.Les composantes horizontales du déplacement subsistent
seules : la seconde, », n’est- autre que la premiére # du cas
précédent, qui aurait ainsi tourné de 90° dans le sens de
oz vers oy; et la premiére, #, n’est autre que celle » du
méme cas changée de signe, c’est-a-dire ayant tourné
également, dans le méme sens, de 90°. Donc le déplace-
ment total a la valeur du déplacement horizontal qu’ex-
prime la premiere formuyle (68), et il s’effectue perpendicu-
lairement & celui-la, c’est-a-dire suivant les paralléles,
qui sont les cercles horizontaux ayant leur centre sur
Paxe vertical de révolution ou des z. Chacun de ces cercles,
supposé matériel, éprouve un simple mouvement de rotation
autour de son centre, dans le sens de oz vers oy: son
rayon égalant » sin«, 'angle de la rotation vaut le quotient
du second membre de la premiére (68) par 7 sin«, c’est-a-
dire le quotient de dm par 7* (1 + cosa) ou par 7 (z +7).

23. — Déformations et pressions intérieures dans le cas du
second type.

Considérons, dans les modes de déplacement représentés
par les formules (66), deux petites droites matérielles
primitivement rectangulaires, ds, ds’, menées, dans le plan
méridien des zz et & partir d’'un méme point (z, z) ou (7, «j,
I'une, ds, tangente a la parabole #—z= const. qui passe
par ce point, autre, ds’, tangente & 1a parabole 7+2z= const.
qui y passe également, et, toutes les deux, dans les direc-
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tions suivant lesquelles le rayon vecteur # grandit. La
premiére, ds, de méme sens que les déplacements produits
au méme endroit, fait avec les z etles z des angles ayant

-3 .
pour cosinus sin - 55 Les cosinus analogues pour la

27

. o
seconde , ds’, sont cos—, — sin—

27 2°

On trouve, par le mode de raisonnement employé au
ne 20, que les projections de la premlere sont devenues,
aprés les déplacements,

(S' ® du L@ dw o8 P
1n§+%-bm§-+7z—c E)S,

( a+dat . a+a’m sa s
0032 7/»—31[12 700 2),

c’est-d-dire, en y calculant les dérivées de # et » au
moyen des formules (66) et posant =7 sin a, z=7 cos «
dans les résultats,

.o dm 2 4+ cos a « dm
1) (sm 5) (1 —_—— _) ds, (cos 5) (1 — 7—) ds.

r2 1 4 cos«

Il en résulte, en procédant comme on I'a fait au n° 20
p- 87), la nouvelle longueur de ’élément

(72)

dm 3+ cosam
(1 2r2 1+cos«>ds’

la dilatation qu’il a éprouvée

dm
(73) 9, = — 5,3 (2+

1—cosa . dm
l+cOSa)— (

et, vu le rapport de la premiére (71)a (72), le nouveau
sinus de l’angle que fait 1'élément matériel ds avec I'axe

des z,
(1 dm sin LI a dm o o
o) g =in [ — g ang 5 |
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L’élément ds a donc tourné, dans le sens des oz vers 0z, du
petit angle

o

dm
74 —
(74) ung —

272

De méme, les projections de 1’élément ds” deviennent

( « - du o dvw . a &
Y %—COS?_Wsm?) o
. o dw o dmw . /3
(—Sln? -+ E COS? —Wsln -?) d.sl,

ou bien, aprés l'effectuation des calculs et 1a réduction des
résult