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La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche.

Memoria II di G10VANNI SANSONE (a Firenze).

Sunto. - L’A. in una precedente Memoria degli « Annali » ha dimostrato che alle congruenze
cubiche pud assegnarsi la forma normale x® + ax +a =10 (mod. p) con p primo, ed ha
dato una formula apiristica di risaluzione nel caso che le tre radici della congruenza
non abbiano lo stesso carattere quadratico modulo p. E ripresa ora la questione e I A.
dimostra che la congruenza proposta puo sempre trasformarsi linearmente in uw’ allra
le cui radici non hanno lo stesso carattere quadratico modulo p. Nel caso p—=6h+7, e
nell’ipotesi che le tre radici della congruenza non abbiano lo stesso carattere cubico
modulo p, V'A. trova una nuova formula risolutiva della congruenza. Segue infine U esten-
sione del procedimento di NEWTON per la risoluzione approssimata delle equazioni alla
risoluzione delle congruenze modulo pr con n=2,

PREFAZIONE

Questa Memoria fa seguito ad un’altra pubblicata con lo stesso titolo
nel Tomo VI (4) di questi « Annali » ('), e a due note pubblicate nei « Rendi-
conti della R. Accademia dei Lincei » (?).

Abbiameo visto che data la congruenza

(1) 2 +ax+a=0 (mod. p)

con a intero, p primo, p > 3, supposto che essa abbia tre radici incongrue
modulo p, sia cioé
D, _,a)=0 (mod. p),

se le sue radici non hanno lo stesso carattere quadratico modulo p, ossia

(!) G. SANSONE, La risoluzione delle congruenze cubiche. Memoria I. « Annali di Mate-
matica pura e applicata »; t. VI (4%), p. 127,

(}) G. SANSONE: @) Determinazione del numero delle congruenze «* + ax + a=0 (mod. p)
aventi tre radici con lo stesso carattere quadratico (mod. p). [« Rend. della R. Ace. Naz.
dei Lincei », 1928, fase. 6-7, 2° sem.]. ) L’equazione cui soddisfa il coefficiente a della con-
gruenza a’ax® + ax + a=0 (mod. p) con p primo, p > 3, perche essa abbia tre radici con lo
stesso carattere quadratico (mod. p), [« Rend. della B. Ace. Naz. dei Lincei », 1928, fasc. 7-8,
2° sem., p. 280].
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2 G. SanNsoNE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche

se a non verifica la congruenza

p—8
2) Dy_s(a) +g(— 1)2 Dps(a)=0 (mod. p),
2 2
la formula
p+1
@ 2 =(—1) 2 Dp—3(a)/Dp—s(c) (mod. p),
2 2 )

fornisce la radice della (1) che non ha modulo p il carattere quadratico delle
altre due. In ogni caso i polinomi D,(a) qualunque sia I’indice 2 sono defi-
niti, secondo che I’indice sia pari o dispari dalle formule

Dyp(a) = (g)ak — (k —2— I)ak—i + (k Z 2)ak—2 —

R—3\ n_s B—r\ x_,
—( 6 )a +...+(—1)"( 9y )a ,

Do) = — (’f)a + ("g 1)ak—1 _ ("‘ . Z)ak—z +

k—3 B—3 -1 2r +1 -~
—I—( 1 )a — .+ (=" k_7_)a s

- . . . k R—1
avendosi rispettivamente nei due casi » = sl "= "5 |

Abbiamo quindi che se a verifica la (2) non é possibile applicare la for-
mula (I). Nel § 1 di questa memoria indichiamo la forma da assegnare ad
una trasformazione lineare, perché la (1) si muti in un’altra congruenza dello
stesso tipo le cui radici non abbiano il medesimo carattere quadratico mo-
dulo p, e per le quali é possibile quindi applicare la (I).

Prendiamo poi a studiare particolarmente il caso p =6A + T e sempre
nella ipotesi che la (1) abbia tre radici dimostriamo che se per a prendiamo
una radice della congruenza [possibile]

a— 9o — 3 =0 (mod. p)
la trasformazione lineare
9 — 2a, )

3) x = (ay + 1)/(?/ + a@a +3)

muta la (1) nella congruenza binomia [risolubile con la formula del CIPOLLA|

2y + 4a)(2a — 92) __

3 3 d. p).
@) VA e s =0 (mod. p)
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G. SANSONE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche 3

Sempre nel caso p==6h + T e nelle ipotesi:
1°) che le tre radici della (1) non abbiano lo siesso carattere cubico,
cioé per a valgano le relazioni

Dyo(a)~-0, Dy s(a)=F0 (mod. p),
3 3
2°) che per il numero a si abbia
pi2
3Dp—10(a) == 2(—1) * Dp_(a) (mod. p),
3 3
allora posto
P42
(4) ‘ a=(—1)? Dy4a)/Dyp-(a) (mod. p)
3 3

questo numero « & una radice della congruenza (1).

Se abbiamo invece:
P2
Dy—y(a)7=0, Dps(a)=}-0, 3Dp_1e(a)=2( 1)? Dp_ra) (mod p)
3

3 3

3

allora se nella (3) poniamo per « il valore fornito dalla (4), essa si trasforma
nella congruenza binomia (3").

Diamo ancora la risoluzione delle congruenze cubiche rispetto ai mo-
duli p™; qui abbiamo fatto notare esplicitamente come data una radice sem-
plice a della congruenzia f(x)=0 (mod. p), |’ordinario metodo di NEWTON
per la risoluzione numerica approssimata delle equazioni algebriche, applicato
alla radice a successivamente 1, 2, 3,... volte permette di costruire una radice
della congruenza f(x)=0 (mod. p) rispettivamente per i moduli p?, p**, p*’,...

Abbiamo infine fatto seguire al lavoro due Tawvole nwineriche per la ri-
soluzione delle congruenze cubiche col modulo p primo inferiore a 100, le
quali ammettono tre radici oppure una sola radice,

§ 1. Trasformazioni lineari delle congruemze x° + x4+ a=0
(mod. ). Riduzione alla forma binomia nel caso p—=6h4 7.
Trasformazione lineare delle congruenze in altre con le
tre radici aventi diverso carattere quadratico modulo p.

1. Data la congruenza
(1) ¥ +ar+a=0 (mod. p),
-0, 2T+4a=0
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4 G. SANSONE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche

ci & utile determinare quelle sostituzioni lineari a coefficienti interi

+
(2) i :J?j - g, ad — By =0 (mod. p)

che trasformano la (1) in un’altra della forma
1 Y+Ay+A4=0 (mod. p)

e cioé allo scopo di ottenere delle congruenze per le quali sia lecito applicare
la formula (I) della prefazione.
La (1) per effetto della (2) diventa

(2 + aay® + ay®)y® + (3e°B + 2aay3 + aBy? + 3ay*d)y® +

3
© + (3B + aad® + 2aByd + 3ayd®)y + (P + afd® +ad®) =0 (mod. p)

e per identificare questa congruenza con la (1') occorre che si abbia

(4) 3a®8 + 2aayd + afy® + 3ay*® =0 (mod. p)
®) 3af® + aad® + 2afyd + 3aye? = B° + «f’ + ad® (mod. p)
(5" e’ + aay® +ay*=]=0 (mod. p).

Quest’ ultima la supponiamo senz altro verificata, in caso opposto si cono-
scerebbe gid una radice della (1).

Notiamo quello che accade delle (4) e (5) quando si suppone 8 =0 (mod. p).
Esse diventano rispettivamente: ' :

ay32a 4+ 37)=0, ad(a+37y—23 =0 (mod. p);

e si ha poi a=j=0 (mod. p), «8==0 (mod. p), e poiché non pud essere y =0,
perché in questo caso si avrebbe a =20 e la (2) si riduce all’identita, dalle
due relazioni precedenti si ricava:

204-3y=0 a+3y=20 (mod. p),

ovvero
20 = —3y 20=3y (mod. p).
La sostituzione (2) in queste ipotesi diventa:
. _—3Yy
(6) =5
e con questa sostituzione la (1) diventa:
27a 27a

3 __ _ = mod. p).
Y 27+4ay 27—!—4(1_0 ( 2
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G. SANsoNE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche 5

Possiamo subito verificare che la (6) & I'’unica sostituzione indipendente
da a che trasforma la (1) in wu’ altra congruenza dello stesso tipo.

In questa ipotesi infatti la (4) e la (b) debbono risultare identicamente
soddisfatte rispetto ad a; dalla (4) segue allora 3«’f =0 (mod. p) e percid
se a=0 la (4) da Bp=—3% e la (D) identicamente a3y — 28) = 218 ossia
83=0, y=0 e cid & impossibile; I'ipotesi =0 porta invece alla sostitu-
zione (6). )

Concludendo: [l"unica sostituzione lineare che trasforma qualunque
congruenza (1) in un’altra dello stesso tipo, é la sostituzione (6) [che & a
periodo 2]. '

Se ora supponiamo $=|=0, nella (2) possiamo supporre senz’ altro =1,
cioé della forma
ey —+1
T Yy +38

)

o subito visto che esiste una di queste sostituzioni con a =0 che pro-
duce sulla congruenza (1) ' effetto voluto. Difatti per a=0, =1 la (4

da 5 = —% ela () 1= — 27;;2“, e abbiamo allora: la sostituzione
1) X = —9a
(0 = @7+ 2a)y + 3a

trasforma la congruenza (1) nella congruenzo:

27a* 27a*

’ 23 _— =
(7 Y @7+ 2ay Y T+ 2a7 — 0 (mod. p).
Tale trasformazione non & lecita se 27 4-2a =0, cio¢ a = — %z, cioé
quando la (1) ha la forma
21 21
3 —_—— —_—— =
(8) x 9 @ 5 = 0 (mod. p)
ovvero I’ altra
3\ 27
(x + 3) [(x — 2) — T] =0 (mod. p).

Si ha da qui che se ¢ (i;’)zl, cioé p=12k==1 la (8) ha tre radici

incongirue, se & invece p = 12k =5 la congruenza (8) ammette soltanio la
radice — 3.
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6 G. SANSONE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche

Osserviamo ancora che nella sostituzione (2') dobbiamo supporre y=Z=0,
perché per v =0 la (4) da 3a®* =0 ossia a =0 e cid non pud essere, la (2)
& quindi il prodotto delle due sostituzioni:

ey 41 .
€T = t+8 ’ t_Yy'

Esaminiamo quindi il caso in cui una sostituzione lineare della forma:

_ay+1

9) T y+3

applicata alla congruenza (1) elimina nella (3) il termine di secondo grado
in y.

La (4) per B=y=1 da 3e*+a 4 ad2a+ 3) =0, e siccome non pud
ossere o = —g perché in questo caso si avrebbe anche 3a® + @ = %%ﬂt =0

cioé la (1) avrebbe radici multiple, caso da noi escluso, ne segue:

30 40

) b= aa + 3)

Quando nella sostituzione (9) si da a 3 1 espressione (9'), la (1) si tra-
sforma nella congruenza:

3(3a* + 9o — a) - — 272’ + 18aa’ + 2700 + 270 + 20°

3
10 ¥ +— s Y @*2a 1 3)°

= 0 (mod. p).

3(a® +- aa +- a)

. . — 11z 5 oS — 1 — —
Notiamo che il determinante della (9) & « 1 a@% + 3)

, esclu-

. . 3 . -
deremo percio per « il valore —5¢€ le eventuali radici della congruenza (1).

2. La (10) assume la forma binomia quando « soddisfa la congruenza
(1 3 +9a—a=0 (mod. p).
Ora, supposto che la (1) abbia tre radici incongrue, abbiamo visto che é

(— 27 — 4a

D
biamo:

):1, e siccome per il discriminante della congruenza (11) ab-

=G5 )=
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G. SAnsoNE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche 7

segue che esiste una trasformazione lineare (9) che trasforma la (1) in una

congruenza binomia allora soltanto che sia (——113) =1 cioé p della forma 64 1.
Abbiamo allora il teorema: Se la congruenza

(1) 4+ax+a=0 (mod. p)

ammette tre radici incongrue, e il modulo p ha la forma 6h + T, la sosti-
tusione lineare
ay +1
9o — 2a ’
Y+ aBa+3)

X =

ove o & una radice della congruenza di secondo grado:
(11) 3! -9 —a=0 (mod. p)
trasforma la (1) nella congruenza binomia:

s , 27+ 4a)2a — 9a)

(12) a*@a + 3

I

0 (mod. p)

risolubile con le formule apiristiche del prof. Cipolla (*).
Sicecome la (12) deve avere tre radici incongrue & evidente che non pud
avere nullo il termine noto; possiamo verificare del resto direttamente questo

fatto. Il termine noto della (12) & nullo per a=_a, e percio per la (11)

3
per 4a + 27 =0 (mod. p), e cid non é,

3. Supposto nella (10) il secondo coefficiente non nullo, essa con la sosti-
tuzione
_ —271¢* + 18aa’® + 2Taa + 2T7a + 2a®
Y= " 34z + 3)Ba* + 9a — a) ¢

si trasforma in una congruenza della forma

P+ At+A4=0 (mod. p)
con
Ba* 4+ 92 — a)®
(— 270® 4- 18aa® 4+ 2Taa + 27a -+ 2a?)*’

(14 A=2Ta

(!) Cfr. M. CrroLLA, « Math. Ann. », Bd. LXIII, 1906.
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8 G. SANsoNE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche

Combinando la sostituzione precedente con la (9) abbiaino: la congruenza
(1) 22 +-ax+a=0 (mod p)
con la sostituzione lineare

(13) o= a(— 27a® + 18aa® + 2Taa + 27 + 2a*); 3a(2a+ 3)(3a*+ 9o —a))
—27a® 4+ 18aa* +2Taa + 27+ 2a%; — 3(3a*+ a)(8e*+ Yo —a)

st trasforma nella congruenza

(14) Y +Ay+A=0 (mod. p)

essendo A dato dalla (14).
La (13) rappresenta un’effettiva sostituzione quando per il suo determi-

nante si ha:
— 9(8a* + 9o — a)(a® 4+ ax + a)— 27a® + 18aa® 4+ 27aa+27a + 2a*) ==0 (mod. p).

Sempre nell*ipotesi che la (1) abbia tre radici incongrue, ¢ valori di «
che dobbiamo escludere sono: ‘
1°) Le tre radici della congruenza

(15,) o +ax+a=0 [mod. p).
2°) Le tre radici della congruenza
(15,) — 270® + 18aa® + 2Taa + 2T + 2a* = 0 (mod. p).

Questa ha tre radici incongrue perché la (1) con la sostituzione

_ —9x+ 2a
6 + 9
3°) Per p==6h + T ¢ due valori di « per i quali si ha:

a determinante 3(— 27 — 4a)==0 si trasforma apputo nella (15,).

(15,) "30* + 92 —az=0 - (mod p).

Osserviamo poi che le congruenze (15,), (15,), (15;) non hanno radici co-
muni. Infatti si ha:

3(a® + ao + a) = (3a? + 9« — a)a — 3) + *(4a + 27)

’
e siccome la (15,) non ha la radice « =0 ed ¢ 4a + 2750 segue che Ia (15,)
e (15,) non hanno radici comuni.
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G. SANSONE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche 9

Cosl pure &

— 27a® + 18aa® + 2Tao + 27¢ + 20° =
=(3a* + 92 — a)(— 9a 4 6a + 27) 4+ (27 + 4a)2a — 9a)

2
ed essendo 27+ 44 =0 e non potendo avere la (15,) la radice oczga segue

che la (15,) e (15,) non hanno radici comuni.
Infine si ha:

— 274 + 18aa® + 2Taa + 2Ta + 2a° =

= - 27(2* + aa + a) + 18aa* + Hdaa 1- Bda + 2a®
18a(a® 4 ao + a) == (18a«* + Hdaa + bda + 2a%) (o — 3) + 227 + 4a)(2a + 3)

. 3
e siccome la (15,) non pud avere la radice a = — 5 ne segue che la (15,) e

la (15,) non hanno radici comuni.

Se conveniamo che per a=—=oc la (13) rappresenti I’identith, abbiamo
che dei p +-1 valori possibili per «

0,1, 2,.., p—1, o

dobbiamo escludere nella sostituzione (13) sei valori se p +1=06h + 6, ed
otto valori se p +1—=6h + 8, restano quindi in ogni caso 6k valori dispo-
nibili per «.

Vediamo quando accade che a due valori distinti di « la (13) fa corri-
spondere uno stesso valore 4 nella (14).

Siano »,, «,, x, le radici della (1) e y,, y,, ¥, le radici della (14); la
sostituzione
10,y (Y, — ya) + 2,Y,(Ys — Y + XYY — Ya)s
w2w3yi(y2 - ya) -+ x1w3yz(ya - yi) + w1w2y3(y1 - yz)
ma(yz - ya) + wz(ys - yi) + ws(yl — y2);
002003(% _ ys) + mim:;(y%} - yi) + m‘wa(y, - y2)

trasforma la terna (x,, x,, 2,) nella terna (y,, ¥,, ¥,) e quindi la (1) nella (14),
e alle sei permutazioni distinte della terna y,, y,, y, corrispondono sei sosti-
tuzioni distinte e percio 6 valori di « che trasformano la (1) nella (14).

Concludiamo che data la congruenza (1) con tre radici incongrue, esi-
stono N sostitazioni lineari (13) distinte, I’ identitd inclusa, che trasformano la
congruenza (1) in A congruenze distinte con tre radici incongrue.

Ritroviamo cosi il resultato stabilito al n° 3 della Memoria I « esistono h
congruenze (1) le quali ammettono 3 radici incongrue ».

Annali di Matematica. Serie IV, Tomo VII. 2
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10 G. SANSONE: La risoluzione apiristica delle congruensze cubiche

Osserviamo che in particolare esistono 6 sostituzioni lineari (13) le quali
trasformano la oongruenza (1) in sé, cioe il gruppo automorfo della (1) é

un G,.
Quelle a periodo 3 sono le due sostituzioni:
94 V— (da + 27); —a
o~ | S P
—3 ; —9%E£\—4a -+ 27

1 cui coefficienti si determinano risolvendo una congruenza di secondo grado,
le sostituzioni a periodo 2 sono le tre:

1, 2,+3
X = 3x; 1 Y, t=1, 2, 37
— = _

le quali sono note soltanto quando sia risoluta la congruenza proposta.

4. Si voglia risolvere la congruenza
1) *4+ar+a=0 (mod. p)

ed essa abbia tre radici incongrue aventi lo stesso carattere quadratico mo-
dulo p, cioé a sia una radice della congruenza (I1,) o (II,) della nostra nota b)
citata nella prefazione. Non & possibile allora applicare per la risoluzione
della (1) la formula (V) del n. 16 della citata Memoria, ma se effettuando una
sostituzione lineare (13) otteniamo un numero

(3 + Y& — a)®

(14) A= 2l o 182 1 9Tae + 97a £ 24°)

che non soddisfa le equazioni (II,), (IL,) ora citate alla nuova trasformata
possiamo applicare la (V') e troveremo contemporaneamente una radice
della (1).

Si presenta quindi il problema, supposto a irradice della (VI,) se p=1
(mod. 4) o della (VI,) se p=3 (mod. 4), scegliere nella (14') a in guisa che
net due cast rispettivamente A non soddisfi la (I1,) o la (IL).

Osserviamo subito che i valori di « cui corrispondono valori di 4 che

h41

soddisfano le (VI) sono in numero di 6[2} se p=>5 (mod. 6) e 6[——4—} se

p = T (mod. 6), abbiamo cosi che al piit dopo 6

4 4
trovare un valore di a che risolve il problema, e percid menitre la 1risolu-

h] [h+ 11 ‘
o6 prove potremo
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G. SANSONE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche 11

gione della congruenza (1) richiede teoricamente 6h + 2 o 6h + 4 prove,

ora dopo G[E} 0 b[ll—'_—l] prove si pud 1risolvere la (1) (Y). .

4 4
Le pin semplici trasformazioni lineari che conviene operare sulla con-
gruenza
(1) o +ax+a=0 (mod. p),
_ 21 L
con a*[:?, sono le sostiluzioni:
3y 9u 2ay + 3a
T Toy4+3 YT T2y +3¢ T y—a

.per le quali la (1) diventa rispettivamente [cfr. n. 1]

27a 27a

3 —_— pe—s y
(161) y 27 | 4a y 27 | 4a - O (mOd‘ p))
27a2 27a°
5 3 ___ — =
(16.) V@i 2ar Y T @ say (mod. p),
S S o
(16,) Vrory g Ty da =0 (mod. p).

Quando una di queste tre non abbia le sue radici con lo stesso carattere
quadratico essa é risolubile con la formula (I) ed & percid risolubile la (1),

Con questo metodo siamo riusciti a costruire la tabella I di questo la-
voro nella quale sono riportate tutte le soluzioni delle congruenze (1) con tre
radici incongrue e con il modulo p << 100.

§ 2. Relazioni di terzo grado fra i determinanti 7/,. Formula
risolutiva della congruenza «® 4 ax + « =0 (mod. p). quando
le sue tre radici mon hanno lo stesso carattere cubico
modulo p, e sia p della forma 61 4 7.

5. Se p & della forma 6k + 7, abbiamo visto nel n. 2 come Ia risolu-

zione della congruenza
() x4+ ac+a=0 (mod. p)

() Sarebbe preferibile assegnare ad « una forma esplicita in funzione di @ in guisa
che il valore 4 ricavato dalle (14') non soddisfi le (IL,), (IL,). La questione, sotto altra forma,
& totalmente risolta in una Memoria in pubblicazione presso la « Reale Soc. di Sc. Fis..e
Mat. » di Napoli.
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12 G. SaNsoNE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche

si possa far dipendere dalla risoluzione di una congruenza di secondo grado
e di una congruenza binomia cubica, entrambi risolubili con le formule del
prof. CIPOLLA.

Senza ricorrere a questo metodo, oltre la formula risolutiva (I) applicabile
nel caso gia dichiarato, vogliamo stabilire un’altra formula risolutiva della (1)
dipendente dal carattere cubico delle radici della (1).

Stabiliremo per questo preventivamente delle relazioni del terzo ordine
fra i determinanti D,. Dalla formula fondamentale (I) del n. 6 della nostra
prima memoria

h(h—1)
@) (— 1) 2 xh = (— 1)"*D,_(n)a® +
+ Dy () + aDy_,q) [mod. 2* + ax + a,
cambiando A in 34 si ha:
3h{h—1)
2 (—1) 2 2= (—1)"""Dy_y(a)x® +
+ Dy (@) + aDyy_y(@) (mod. &* + ax + a),

Elevando al cubo la (I') e riducendo rispetto al modulo a® 4 ax+ a, e
confrontando quindi con le (1) otteniamo le identitd del terzo ordine cercate:

(— 1"+ a? D%, _(a) — 3aDy_,(a)D*,—(a) — 3a* D*,_,(a)D,__(a) —
— 3(— 1*"*aD?*,_,(a)Dy_,(a) +
+ 3uD?,_ (a)Dp_y(a) + 3(— 1"+ a’Dy_(a)D*, _(a) = — D,p_,(a),
(I) 2(— 1 +a?D?,_,(«) + 3a*Dy_ (@) D?*y_y(a) — 3a*D*, _(a)Dy,_(a) —
— 3(— 1**'aD?,_ () Dp—p(a) —
—aD¥ _(a) — 6(— 1)**+'a*D,_ (a)Dy_(a)Dy_,(a) +
+ 3a*Dy_ (@) D*,_y(a) =(— 1)*"Dy,_,,
(— 1)** 1 D?, _(a) + 3uDy_ (@)D, _,(0) — D*,_ () —
— 6(— 1"+, ()Dp—o(@)Dp—yf@) + @* D _y(@) = (— 1) Dyy,_,(a).
Supponiamo ora che non sia contemporaneamente
xt=xl =2l (mod. p)
o cid che & lo stesso per la (I), non sia simultaneamente
Dh——a(a) = 07 Dh—z(a) =0 (mod 2’)),

e sia invece
2, = a0, = oM (mod. p)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



G. SansoNE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche 13

cioé sia per la (2)
(3) Dy y(0)=0, Dgy_,()=0 (mod. p).

Segue subito che deve essere simultaneamente
D, _(a)--0, D, _,(a)=-0 (mod. p).

Se si avesse infatti Dy_,(a) = 0, dalla prima delle (II) segue

aDy_(a)(— 17+ D*,_(a) — 3Dy (a)Dy_,(a) + 3(— 1) D* _(a)) =0
ed essendo aZj=0, o si ha D,_,a)=0 oppure
(4) (— ) D% _y(a) — BDp (@)D (@) + 3(— D" D% _y(a) = 0.

La seconda delle (II) sempre nell’ ipotesi D,_,(a)=0 da:

(2(— 1)"+4Dy_y(a) — 8D, _ (@)laD*p_,(a) =0

e percio se D,_.(a)_|=0

(4,) 2(_ l)h+1'Dh—2(a) — 3Dh-—3(a)

e dal confronto delle (4) e (4) segue %(— 21 D% _(a) =0 (mod. p) cioe
Dy,_,(a)=0.

Abbiamo quindi che se ¢ Dj,_,(@)=0 & anche Dn_,(a)=0, e ci6 & contro
le ipotesi fatte.

Analogamente supponiamo D,_,(a) = 0, dalla Prima delle (II) segue
3aD*,_(a)Dy_(a) =0, e siccome non puod essere Dy,_,(a)=0 si avra D,_, =0,
ma allora dalla seconda delle (II) segue aD?*,_,(a) =0 e percido D,_,(a)=0,
contro le ipotesi.

Avendosi D,_(a) [~ 0, D,_,(a)==0, consideriamo il numero X [non nullo]
che soddisfa la congruenza

5) (— 1)"*'Dy,_(a)X = Dp_,(a) [mod. p).
Le prime due identitd (II) tenute conto delle (3) € () diventano:

(— 1+ a — 3X — 3X®]D%,_y(a) + (— 3a + 3X*)D,_(a)D,,_,(a) +
+3a(— 1" D’ (a) =0
(— 1)"*(2a + 3aX — 3X* — X*ID%,_,(a) — (3a + 6aX)D,_,(a)Dn_,(a) +
+ 3a(— D*+1XD?,_(a) = 0.
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14 G. SANSONE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche

Moltiplicando la prima per X, sottraendo, e prescindento dal fattore
Dy, _,(a)=|=0 otteniamo la notevole relazione:

(6) [X? 4+ aX +al[— 2(— 1" Dy, _,(a) + 3Dp_,(a)) =0 (mod. p)
ove lintero X & dato dalla (b).
Se noi supponiamo allora
8Dn_y(a) = 2(— 1"+ D, _(a) (mod. p)
segue per la (6)
X*+aX+a=0 (mod. ),

cioé il numero X fornito dalla (5) & una radice della congruenza proposta.
Abbiamo quindi il teorema:

Data la congruenza
(1) P} +ar+a=0 (mod. p)

con tre radici incongirue, se per I’indice h valgono le relazioni:

a) Dyp_(a)=0, Dgy_,(a)=0 (mod. p)
o0, = @, = @, (mod. p)

b) Dy_ ()0, Dj_,(a)==0 (mod. p)
[non simultaneamente o * = x,* = a*| (mod. p)

C) 3Dh—3(a) E|: 2(_ l)h—HDh—z(a) (mOd' P)

allora una radice della congruenza (1) é data dalla formula:
(I1I) % = (— "' Dy_,(a)/Dp—y(a) (mod. p).

Supponiamo invece valgano le condizioni a) e ») e non valga la ¢), sia
cioé
c) 3D _,(a) = 2(— 1) D, _ (@) (mod. p).

Tenuto conto della (b) abbiamo:
3 h-+1 /{ — 3
Dpo(0) = 5 (— )" Dy_gla), Dp_,(a)= 5 XD, _(a)

e dalla prima delle (II) dividendo per Dj,_,(a)=]=0 (*) si ottiene:
a—9X —3X*= (mod. p)

(') L’ipotesi Dp—z(a)=0 porta D,_,(@)=0, Dr_, (@) =0 e percid per la (27) del § 4
(Mem. I), essendo a==0, si dovrebbe avere qualunque sia 1'indice h, Dn(a)=0, e cid non
pud essere, perche ad es. Dy(a)—a si annulla soltanto per a =0.
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G. SANSONE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche 15

e il numero X per i resultati del n. 3 non pud essere radice della con-
gruenza (1).
Ricordando allora i resultati del n. 2 del § 1 abbiamo 1’altro teorema:
“Data la congruenza
v +ax+a=0 (mod. p)

con tre radici incongrue, se per U indice h valgono le relazioni:

a) Dy_(a)=0, Dgy_,a)=0 (mod. p)
b) Di—,() =0, Dp_y@)=0 (mod, p)
ed ¢ anche

0’) 3Dh—3(a) = 2("‘ 1)h+iDn—2(a) (mOd- p)

allora posto
@ = (— 1)"*'Dy_ ()| Dp_y(a) (mod. p)

la congruenza (1) si trasforma con la sostituzione lineare:

ay +1
92 —2a
a(2e 4 3)

X =
Y+
nella congruenza binomia:

: 4 27T+ 40)(2a — 9a)
0*(2a + 3)°

0 (mod. p)
risolubile con la formula ipiristica del prof. Cipolia.

6. a) Avendo supposto p =62 + T un esponente per il quale vale la a)
esiste, esso & p — 1; & infatti per il teorema di FERMAT

p—1 p—1 p—1
sP 2 8 3
x, 3=, S=uw, 8 (mod. p).

Se percido non & simultaneainente

-t p—t r—1
x,3=x,% =0, (mod. p)

cioé le tre radici della congruenza (1) non hanno lo stesso carattere cubico,
o cio che & lo stesso si ha:

b) Dy ya)=z0, Dp_+a)z|-0,
3 3
e se & anche
p+2
C) - 3Dp;10((l) El: 2(—1)3 D,,_-,-(a),
3 3
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16 G. SANSONE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche

allora una radice della (1) & data dalla formula:

P2

% = (— 1) 3 Dp_ua)/Dp_x(a) (mod. p).
3 3

Abbiamo quindi dimostrato il teorema:
Se le tre radici della congruenza

(1) Bt+ax+a=0 (mod. p)
non hanno lo stesso carattere cubico modulo p, se cioé si ha.:
Dy—4(2)=F 0, Dpo(a)=0
3 3

e se é anche:
p+2
8Dp-10(a) Z[=2(— 1) ® Dpla) (mod. p),
3 3

allora una radice della congruenza (1) é data dalla formula :

1&2
(111 @ = (—1) ® Dp_y(a)/Dp—(a) (mod. p).
3 3

Se invece si ha

p+2
Dp—ya)=F0, Dp-3(a)==0, 3Dp_to(a) =2—1) * Dys(a) ' (mod. p)
3 3 3 3

e poniamo ancora.:

p+2

= (— 1) ® Dps(a)Dp_ra) (mod. p)
3 3

[i(1 numero o« soddisfa la congruenza a — 9« — 32* =0 (mod. p)|, la con-

gruenza (1) con lu sostituzione lineare x = (ay + 1)/(y + ag(;“;_fg)) st tra-
sforma nella congruenza binomia:
27 4 4a)2a — 9
3 ( )( a CC) = O, (mod. p)

a*(2e -+ 3)°

risolubile con la formula apiristica del prof. Cipolla.
Diamo per maggiore chiarezza qualche esempio.
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G. SANSONE: La rlsoluzione apiristica delle congruenze cubiche 17

Sia p=31; le formule (V') del n. 16 della nostra prima memoria, e (III')
diventano rispettivamente

, ' a*— 15a + 5
(V) X = T—'—IO y (mod. p)
(IIT") x = 4%___?1 , (mod. p).

Per a =12, cioé per la congruenza «x°® +- 12x + 12 =0 (mod. 31) non si
puo applicare la (V’'), mentre la (III') fornisce la radice x = 19.

Per a =18, cioé per la congruenza x°- 18x + 18 =0 (mod. 31) en-
trambi le formule dianno « = 13.

Per a =23, cioé per la congruenza x® - 923 + 23 =0 (mod. 31) la (V")
da la radice & =T, la (III') d4 « =3, e siccome & a - 9« -- 3a* =0 (mod. 31)
la congruenza proposta con la sostituzione lineare

w="Y+1
y+5

diventa y* =2 (mod. 31) che ha le radici y =T, 20, 4 cui corrispondono le
radici x =1, 26, 29.

Infine per a =25, cioé per la congruenza 2*® -+ 2bx + 25 = 0 (mod. 31)
la (V) da =117, la (III') =20 percid la terza radice della congruenza
¢ 2 =2b; la congruenza proposta si risolve quindi con I’uso simultaneo
delle (V') e (IIT).

Diamo poi un es. in cui non si pud applicare né la (V') né la (IIT).

La congruenza «® + 38x + 38 =0 (raod. 61) ha le radici =2, 8, bl
che hanno lo stesso carattere quadratico modulo 61, non si pud percido ap-
plicare la (V’); si verifica pure che & 3D,,(38) + 2D,(38) =0 (mod. 61), non
si pnd percio applicare la (III'); avendosi poi — D,y(38)/D,(38) = 38, con la

- 1 .
sostituzione 90:918—?/—% la congruenza proposta si trasforma nella con-
gruenza y°*= 11 che ha le radici y= 11, 21, 32 cui corrispondono i
valori di * =8, — 10, 2.
—1
) Siccome per h =P 3 & £, =, = 2,** (mod. p) & lecito con-

siderare il piét piccolo esponente positivo 3\ per il quale le radici della con-
gruenza (1) soddisfano la condizione:

x,% =, = 2,5 (mod. p).

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo VIIL. 3
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18 G. SANSONE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche

3 © Se per un esponente 37

E subito visto che A & un divisore di p
si ha:
2=, = xS (mod. p)

h & multiplo di A, ossia posto A= 1iq, deve aversi perché sia lecito applicare
la (III)
2, = 0, = g, (mod. p)

e non deve essere
M=M= M (mod. p).

Si ha allora che se 3X é il pit piccolo esponente positivo per il quale
si ha
2, = 1, = 2% (mod. p)

cioé se 31 é 7l pi piccolo indice positivo multiplo di 3 per il quale si ha
simultaneamente
D31~1(a) = 07 Dsl—g(a) =0 (mOd P),

e se non é simultaneamente X} = xj = x} (mod. p), cioé si ha:
D;_,(a)2=0, Dy_(a)=}=0 (mod. p),

se per a si verifica anche la condizione 3D,_,(a)=z 2(— 17D, _,(a) (mod. p)
allora st pud applicare la formula (II); mentre se si ha

D,_(a)=0, D;_,(a)=0 (mod. p)

allora qualunque sia I’ esponente h considerato non si pud applicare la (IIT).

§ 3. Trasformazioni lineari delle congruenze cubiche
X+ ax+a=0 (mod. p)

con p=6h+ 7, e aventi le tre radici con lo stesso carat-
tere cubico modulo p, in altre le cui radici non hanno lo
stesso carattere cubico modulo p.

7. a) Sia p=6h+ T, ed ¢ una radice cubica dell’unitda modulo p, sia
cioé:
14-e4-¢e*= (mod. p).

I caratteri cubici di un numero modulo p sono 1, e €’, percid se tre nu-
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G. SaNsoNE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche 19

meri @,, ®,, «, hanno lo stesso carattere cubico modulo p, sara:

p—1 p—1 p—1
w, 3w, w,? =ehglelt=¢=1 (mod. p).

Si ha da qui, che avendosi per le tre radici della congrueuza

1 x*+ax+a=0 (mod. p)
p 1
®,x,x, = — a (mod. p) e percid (x,x,x;) 3 =(—a)? (mod. p), che se la (1)
ha tre radici incongrue, ed é
p—
(—a)?® =1 (mod. p)

o possiamo applicare la (III) e risolvere quindi la congruenza proposta,
oppure possiamo trasforrmare la (1) con una sostituzione lineare nota in
una congruenza binomia cubica.

b) Supponiamo che la (1) abbia tre radici con lo stesso carattere cu-
bico modulo p, sia cioe

p—1
(—a)?® =1 (mod. p);
essa con la trasformazione lineare [cfr. n. 1]
_ —3y
2) =313
diventa:
27a 27a
7 3 _ - —
@) V=i da¥  Tixda=" (mod. p).
Abbiamo allora che se per a vale la relazione
p—1
(—27T—4a)3® |21 (mod. p),

si pud risolvere la (2") come abbiamo indicato e poi con la (2) risolvere la (1).
¢) Supponiamo invece

p—1 p—1
(3) ( a)? =1, (—-21-4a)% =1 (mod. p)
e supponiamo ancora
p—1
(3" 23 =1 (mod. p),

3) =1 (mod. p).
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20 G. SANSONE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche

Se 2 & non residuo cubico di p, basta prendere g =g, = 5; si pren-

DO =

. . 1
dera g:;,) e g, =3 se 2 & residuo cubico e 3 nen residuo cubico; 9=x>

4 . . . . .
9, =g5 se 2 & residuo cubico e 5 non residuo cubico|.

La congruenza
2
2Tag;

27ag?
8 1

4o+ 2T

I

0,

& per quanto si & detto in a) risolubile apiristicamente; sia B una sua radice,
posto

4 + 217 2
troviamo
(6) — 27a® - 18aa® + 27aa + 27a +- 2a° = 1 a(da + 277 (mod. p)

217¢g

dove il secondo membro, e percié anche il orimo membro rappresenta un
numero non residuo cubico di p. E allora se nella sostituzione (13) del n. 3
prendiamo per « il valore dato dalla (5) la (1) si trasforina nella congruenza
cubica (14) del numero ora citato, che a motivo della (6), per le cose dette
in a), & risolubile apiristicamente.

§ 4. Risoluzione delle congruenze cubiche con moduli po-
tenze di numeri primi.

8. a) Sia a, una radice semplice della congruenza:

(Y [(x)=0 (mod. p),
si abbia cioé:

fla)=0, [f(«,)==0 (mod. p).

Vogliamo far notare come il procedimento di NEWTON per la risoluzione
numerica approssimata delle equazioni algebriche permette di dedurre dalla
radice «, una radice (semplice) della congruenza:

2) [(x)=0 (mod. p™); n > 2.

Essendo f'(a,) primo con p, e percidé con p? possiamo calcolare il socio
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G. SANSONE : La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche 21

]‘"(L) di f(«,) modulo p* e se prendiamo «, determinato dalla relazione
: . f(“!) °
(3) @, =0, — e (mod. p*)
avremo per questo numero «,:
— f(“):l _f( 1) /‘2( ) _fs(a|) 111,
fla = |, = Bo| = o) — B2 e+ L0 ey — LD o .
cioé:
fz 17 fa( ‘4
/(“2 _‘f/z(a{)f( 1) fls(a f ( )+
e quindi essendo f(a,) divisibile per p:
fla) =0 (mod. p?),
cioé a, ¢ una radice della congruenza
4) fle)y=0 (mod. p?).

Avendosi poi f(a,) = ["(«,) =]-0 (mod. p) segue che a, & una radice sem-
plice della congruenza (4).
Analogamente se consideriamo il numero:

/() .2
e, =a, — = (mod. p**)
P =T ey b
fla) =0, [(a)=z0 (mod. p**).
Cosi continuando abbiamo il teorema:
Sia a, una radice semplice della congruenza:

si avra

flx)=90 (mod. p),
sia cioé
[(@)=0, [(x)-]z0 (mod. p),
e consideriamo la successione det numeri:
fle,) .
®, = a - mod. p*
P ) (mod. #7)
(=) o2
a, = = mod.
3 2 ) ( p )
Uy = Oy — 1) mod. p*™)
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22 G. SANSONE: La risoluzione apivistica delle congruenze cubiche

1 1 1

(@) (@)™ [(m)

tivamente rispetto ai moduli p? ..., P2
Qualunque sia I’ indice m, abbianio

) [(myy) =0 (mod. p*™)
Ci0é o, & una 1radice (semplice) della congiruenza (2), per tutti gli espo-
nenti n << 2™ ().
Per la (b) abbiamo
f(x) = (2 — “m+4)f4(x) -+ an

dove

sono i soci di f(«,), f(@,)..., f(am) calcolati rispet-

con f,(x) polinomio a coefficienti interi, ® intero. Per trovare della congruenza
(6) flx)y=0 (mod. p")
le eventuali radici oltre «,,,,, basterd risolvere la congruenza

flx)=0 (mod. p™)

ove f,(x) & di grado minore di f(x).
Si osservi infatti che non pud aversi simultaneamente con 0 < 1* < n

@ =y, (mod. p),  f(a)=0 (mod. p"~)
perché seguirebbe da queste:
x=a, (mod. p),  f(x)=0 (mod. p),

cio¢ «, sarebbe radice almeno doppia per la (1), e ci6 & contro 1’ ipotesi.
b) Sia invece data la congruenza:

(6) [(x) =0 (mod. p"), n =2,
e sia a una radice doppia della congruenza
[(®)=0 (mod. p),
sia cioé: ,
flay=0, [l(x)=0 (mod. p).
Ci domandiamo se esistono radici x della (0) della forma
X =a + py.
Deve essere intanto
, 2 £(2), o
fla)+ proy + PL g 4 =0 (mod. p)

(!) Non sembra che il procedimento indicato sia stato esplicitamente notato.
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e percio
[(e)=0 (mod. p?).
Abbiamo quindi che pesr
(M f@=0 (mod. p),  f(®)7=0 (mod. p*), (@) =0 (mod. p)
non esistono radict della congruenza (1) della forma o -+ py.
Se invece abbiamo
[(2) =0 (mod. p?), /(@) =0 (mod. p)

la (6) avra radici della forma
x=a-—+py

se y soddisfa la congruenza
@)  [(a) /()

f(3)(a)
p* D y+ 2! Y+ 31

Py 4+ ..=0 (mod. p™—?);

percid la ricerca di una radice della forma voluta é ricondolia alla riso-
luzione di una congruenza con modulo p 2.
¢) In generale sia da risolvere la congruenza

() flor) =0 (mod. p®)
e si conosca una radice « di essa; sia cioé
[(@) = (x — a)f (x) (mod. p™).
Si soddisfa allora la (6) oltre che col valore & =a con tutli gli altri
valori di @ per i quali si ha simultaneamente:
= a (mod. p”) f,(@) =0 (mod. p"—") r=0,1,2, ..., n—1.

La risoluzione della congruenza (6) & ricondotta quindi alla risoluzione
di congruenze di grado minore.

Dalle cose dette in a) &) ¢) segue che la risoluzione delle congruenze di
grado qualunque modulo p™ & ricondotta alla risoluzione delle congruenze di
grado minore, e alla risoluzione di congruenze di modulo p”—% con (>0,
Ed allora ne segue che siccome noi sappiamo risolvere le congruenze di
secondo grado e quelle cubiche di modulo p, sappiamo risovere tutte le
congruenze cubiche modulo p*.

9. Vogliamo vedere da vicino come si applicano le cose dette alle con-
gruenze cubiche di modulo p™ con »=>=2; e supponiamo p 2, 3 ().

(*) T casi p =2, 3 si esamineranno col procedimento indicato nel numero precedente.
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24 G. SaNsoNE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche

Sia allora da risolvere la congruenza
(8) a,x® - a,2° + a,x + a; =0 (mod. p"); n=2 p=+2, 3.

Se in questa & a, primo con p, moltiplicando per il socio di a,, modulo p~,
si avrd una congruenza del tipo:

9) 2+ ax® 4+ o,x o, =0 (mod. p™).

Se invece a, & divisibile per p, e a, non & divisibile per p, opereremo
la trasformazione ora indicata sulla congruenza ottenuta dalla (8), colla tra-

sformazione lecita w:z—/; se a, e a, sono invece entrambi multipli di p, é

lecito supporre che a, e «, non siano anch’essi multipli di p, [nel qual caso
la congruenza (8) pud ridursi ad un’altra di modulo p"—!] e se indichiamo
con p un intero tale per il quale si abbia:

p==0, a,p+a,==0 (mod. p)
si avra
fle) =a0® +plap+a,)+a,==0 (mod. p)

e percio la (8) con la trasformazione x —=p +- y diventa

f'(e) () (e)
IR 31

fle) + Y+ y¥»=0 (mod. p")

ed essendo in essa f(p)=|=0 (mod. p) possiamo applicare la trasformazione
prima indicata.

E lecito quindi supporre la congruenza cubica data sotto la forma (9),
ed allora essendo p==3, con la trasformazione lecita

a,

Xr=1Yy— 3 (mOd p”)7

essa assume la forma:
(10) 2 4 ap’e + Bp* =0 (mod. p™)

con =0, s=0, « e § primi con p. Supponiamo anche » < n, s < n per
non ridursi ai tipi noti. Distinguniamo ora vari casi.
a) Sia » >0, s=0, la (10) diventa:

(11) x+oapr+ =0 (mod. p™);
le sue radici sono anche radici della congruenza binomia

2+ =0 (mod. p).
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Questa sappiamo risolverla colle formule del prof. CipoLLA, e avendo le
sue radici tufte semplici [/(2)= 3x*Z=0 (mod. p)] possiamo anche risolvere
col procedimento indicato al n. 8 a) la (11).

b) Sia =0 e s > 0; la (10) diventa:

(12) x*+ax+ Bp*=0 (mod. p™).

Dovra essere
x@ +a)=0 (mod. p)

e perci0 x deve soddisfare una almeno delle congruenze
+a=0 a2=0 (mod. p).

Sulle radici della congruenza x*+-a =0 (mod. p) ;)pel'alldo come al n.°8 a)
otteniamo le corrispondenti radici della (12) [/(x) = 3x® +a = — 2a-|=0 (mod. p)].

Se cerchiamo invece le radici della (12, della forma x — py effettuando
tale sostituzione, essa diventa:

(13) - Py oy +Bp Tt = (mod. p™—*).

Allora dalla radice della congruenza ay + Bp*~! =0 (mod. p) dedurremo

col solito procedimento del n.° 8 @) una radice deila (13) [f(y) = 3p*y*® + « 2= 0].

¢) Sia s >0 e » =s. Deve essere per la (10) x* divisibile per % po-
tremo porre quindi

x = pty [k > 0]

con y intero e k il pin piccolo intero per il quale si ha 3k =s. La con-
gruenza (10) diventa ora

p3k—&‘y3 + ap(r—5)+ky “+ p = O (mod. pn—S),

e avendosi (»—s)4-k >0, se & anche 3k — s> 0 essa & impossibiie, per
3k — s =0 assume la forma (11) che sappiamo risolvere.

d) Sia s > 1 > 0. Deve essere per la (10) x® divisibile per p”, potremo
percio porre

x=p"y
con y intero e k il piu piccolo intero (positivo) per il quale si ha 3k = .
La congruenza (10) diventa ora:

(14) pak—ry:; -+ apk:l/ - pps—r = (mod. pn—r)’
essendo 3k — =0, 1, 2.
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26 G. SaNsoNE: La risoluzione apiristica delle congruenze cubiche

Per 3k —» =0, la congruenza ha la forma
Y2+ apfy 4+ Bpf " =0 (mod. p"~7")

che ha lo stesso tipo (11) ma & riferita al modulo p™".
Per 3k — » =1 dalla (14) si ha

Y 4 oply + BptT =0 (mod. p"—7"—1)

che ha lo stesso tipo (11) ma & riferita al modulo p?—"—1,
Per 32 —» =2 la (14) diventa

Py’ +apty + Pp*~" =0 (mod. p™~7).

Questa se B =>2 gsarad possibile soltanto per s — =2 e si riduce alla
forma (11)

Y +oap" Tty +PptT =0 (mod. p"="=%)
col modulo p"~"—*; se & invece k=1 e percio » =1 abbiamo:
(15) Py + oy + fp' Tt = (mod. p"~*).
Questa per s =2 ha la forma
Py +-ay+5=0 (mod. p"—?),

e si risolve operando come abbiamo indicato al n.” 8 a) sulla radice della
congruenza

ay + =0 (mod. p), [f'(y)=3py® + a==0 (mod. p)).
Se s —2 >0 alla (15) possiamo dare la forma
Py + oy + fp* =0 (mod. p™~%).
Si ha da qui y = pf¢ ed essa diventa
(16) P 4ot + Bpr—t=0 (mod. p*—3).

Per X =1, basta operare come abbiamo indicato nel n.° 8 @) sulla radice
della congruenza ay + =0 (mod. p); per A—12-0 si avrad ¢ =pz e la (16)
diventa

P2+ az 4 fpr =0 (mod. p™—).

E cosi continuando dopo un numero finito di volte risolveremo la con-
gruenza proposta.
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e) Resta infine il caso » =s=0; la (11) si scrive allora
2’ +oax+3=0 (mod. p%)
la quale con la trasformazione lecita x = fa—'y (mnd. p") assume la forma
(1 . ¥ +ay+a E'O (mod. p™).

Per i risultati dei paragrafi precedenti sappiamo discutere e risolvere
questa congruenza riferita’ al modulo p, sappiamo percido risolverla per le
cose dette al n.” 8 per il modulo p”.

In particolare se 4a + 27==0 (mod. p) ed & impossibile la congruenza
(18) ¥¥4+ay+a=0 (mod. p)

impossibile ¢ anche la congruenza (17); se invece questa ha una sola radice
oppure tre radici incongrue, possiamo operare su di esse come abbiamo indi-
cato nel n.” 8 a) per ottenere corrispondenti radici della (17).

Iufine se 4n + 27 =0 (mod. p) la (18) ha la radice doppia —z e la sem-

plice 3, e operando su quest’ ultima come abbiamo indicato nel citato n.° 8 a),
otteniamo una radice semplice della (17).
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I.

Tabella numerica per la risoluzione delle congruenze cubiche della
forma o® + ax + « = 0 (mod. p) col modulo p primo inferiore a 100,
le quali ammettono tre radici x,, x,, x, incongrue.

<o 2o )
s |l=& foi Carattere quadra- || o =3 iei Carattere quadra-| o |lo& ioi Carattere quadra-
Eled Radiel | 4500 delle radici zleg Badiel | 5ico delle radici ERIEE Radicl | {ic6 dello radici
S (o S |o¢a —f o |8 —_
L BlCIEIN e BIGIEIN & 5) (2)|(7)
p|a|w| x| x| \P P p p|a|®| x| 2! \P p p P a | o, | 2| xg | \P p p
11| 8| 5| 8] 9|+1|—1|+1][41]20| 1| 4|86|+1|4+1|4+1(59(18|20(48|565|+1|—1|—1

[
[es]

B Y N Y 83(14|29|89 | —1|—1|+1 83 87|48 —1|—1|+1

13 6| 1] 2/10]+4+1|—1{41

84| 7Tl16]18|—1|+ 1|41 45| 6|17(86| —1|41|+1

17 7 91218+ | —1 |41 [ | | [ D 48| 5| 8|46 |41 - 1|+1
43| 6| 612|125 | +1|—1|+1

8| 1| 6|10|4+1{—1!—1 51 6|92 |57|4+1, —1|+1
11|21 g4l+1|4-1|—1

I M N S 81 + 58| 418|421 —1|—1

19110) 2| 4|18 — 1 |4+1|—1 12(13 (14|16 |4+ 1+ 1|+1 I T -

o1t —1{4+1|+1 26| 2| 9|82l —1|4+1|—1|61|| 5(81|43(48|—1|—1|+1

— || 36[11(86/89|4+1|+1|—1 1415|5354 |+1|—1]|—1

2| 6) 5 T —1)—1)—1 37|24 |09 (88| +1|—1|—1 17120 |44 58| 41| —1|41

91181518 41| —1|+1||— || L oot el — 1|1l —1

21 (1214120 |41 |—1|— 1|47 1(25(84|35|+1|4+1|—1 30| 1| 5|65 |4+1!41|—1

— T 4(20(|82(42|—1|4+1|+1

29| 9l17l18]98|—1|—1]|41 0] 7luslag . ] ) 36 41245+ 1|+ 1|+1
{ 3 -+ —_ _ — —_ J—
14| 1] 8{20|4-1]—1|41 01| 10 ol il 38| 2) 8|51/ —1/—1/—1
15 +1|—1|+
orl1g|olor | —1l—1l—1 sl s N : 1 1 43 9(18(84|+1|—1{41
11 —1|—1|— ; - .
99 al1t1ala1l—11—1 53(27 (86 (53| +1|4+1|—1
I 43| el17loal+1)+1|+1 |—||—|————|—}—
L N - . 67|| 1]18(58]63| —1|—1]|—1
3112 4| 8|19 |+ 1|+ 1|+1 4427 |29(88|+1|—1]—1

— 18(30(45(59| —1| —1|+1

18] 2(13[16]4+1]—1]|+1
53| 5298889 |+ 1|4+1|—1 17| 62883 |+1|—1]|+1

23| 7|26(29|+1|—1|—1
ool12) 14|27 —1|—1|—1 21(18]56(60| — 1|4 1]+1

2517|2025 | +1|—1|+1
o 26| 1[11]41|+1|4+1[—1 87(10|20(37 |+ 1({—1|+1
37 5[16(24 134 |4+1|—1|+1 40 (26 (81|46 —1|—1|+1 41 912286 |+1|+1|+1
10) 5|10|22| —1|+1}—1 42(380(83}43 | —1|— 1 +1 42| 2loa 41| —1)4+1]—1
18] 1[15(2t|+1|—1]+1 44(10]21 |22 | +1]—1|—1 51 (11|25 (81| —1{4+1|—1
22| 2| 6|29 —1|=1|—1 48174445 |+ 1|+ 1| —1 538944 51|+ 1|—1{—1
28118 (23838 —11—1 |41 49] 9)16]28 |+ 1|+ 1|41 55|88 |47 (49| —1 |+ 1|41

41 3(24(25 (83| — 1|4+ 1|+ 1|59] 4[24 [41[53|—1 |4+ 1|+ 1(71| 2|28/50|64| —1|+1|+1

6(10(385{37 +1|—1|+1 14 (151925 |+ 1|+ 1|+ ! 82515468 | +1|4+1]|—1

16 6] 8I27|—1[+1]|—1 1618|4456 —1]|—1|—1 18162085+ 1|+1]—1
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‘ =  Modulo

~ o ~ o

SE s ® L =9

T Radici Carattere quadra- || 5 |=& Radici Carattere quadra- | o |5 .. Caratt dra-
28 tico delle radici || Z |22 Y 1tico delle radici cAFy Radici | G delle radiol
o ®i_ S |10 =

=R - SRR

22 G e) AlEE E @ e AlEg 0\ [ (o) | (@
a f x| @ | ey | \P p Pillp|a|w|a|a|\P kp (p) plalal|a|a (5) (p) (Z)

22| 86668+ 1|~ L|—1|79/46] 78240 —1{ 41| 1 [89]38]24 69[85| — 1|4 141

2439|4558 — 1|4+ 1|41 50 2(86|41| +1]+1]|—1 42| 818051 |+1]|—1]—1
87| 7|11|68| —1]|—1]—1 54 |45 (56 [BT)+1] —1|—1 44| 1]27(61 )+ 1| —1|—1
42(15|62(65] +1]—1l—1 56492788 | +1|—1|—1 595256 |70 —1\_1_1
41| 41948+ 1|+ 1{+1 66| 8({22(49|4+1]+1|41 6211918486 —1| 41|41
62 50 9|47+ 1]+ 1]41 71216077 |1 —1]—1 7704857 |78 —1) 41| 4-1
63118155(69 | +1|—1|—1 1 | — 80296584 —1|—1]41
83| 2145|5368 —1|—1|41
64102388 +1|— 1|41 812071 (87 |+1|4+1]|+1

28(21|65(80 |+ 1|+ L|—1

2(10(14]49 | —1|—1[+1 341805779 | 1| —1|—1|l97| 5[84|79 (81| —1 + 1|41
21 711650 —L|4+1)+1 3611728434+ 1|+1|—1 1812917788 —1|—1[41
238348 |70| —1|—1|+1 3320|2489 —1]-1{—1 19446684 41]|41]—1
29111{22(40 | —1]—1]—1 53126(2829 ] 4-1{+1]41 30( 18183 46|+ 1|«41]—1
86| 1{18|59|41|—1|—1 57|46 56|64 —1|—1| 41 35(85(65|94| 4 1|41]41
40| 5(15(58| —1|—1]—1 59474970 | — 1|41 |41 42| 7(|21|69|—1|—1{—1
421256061 |+ 1| —1|+1 60101855 |4+ 1|—1|—1 44132064 | —1|—1|41
46| 2(29 (42| 4+ 1|—1|—1 64 61562 —1]|—1|—1 48] 1(87|39|41|—1]|—1
52 26|55 65| —1|+1]+1 70(88|61167|4+1]41|—1 60| 5/22]70) —1|4+1{41
6082|146 (68| 4+1|+1]|—1 76! 5(86|42| —1|4+1|—1 62| 2140565 |41 |—1]—1
6420|6264 —1|—1]+1 818259 (75| —1{+1]41 65(53(58(83|+1]—1{—1

[N DR (R —_ — 741158052 | —1|—1{—1

3( 4| 6|69|+1|—1|—1|/89| 5| 4|26|589|+1]|—1]|—1 I O O P O e
4)42|54{62|4+1|—1[+1 10(89 67|72+ 1]+ 1]|+1 I N 1O PO S S
5(85(48|75 | —1|—1|—1 18]22(82(85 |+ 1|+ 1|—1 o0l 16186 02| 41| 41! — 1
1912|2448 | —1|—1]|—1 20| el2t|62|—1|+t{—1)l_ | |

20(89|46{78| — 1|+ |+1 2840 (55(83 |+ 1|+ 1]|—1

28{25 /59|74 |+1|—1|—1 35 7(18]64| —1]4+1[41
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II.

Tabella numerica per la risoluzione delle congruenze cubiche
della forma %+ «x 4+ « = 0 (mod. p) col modulo p primo
inferiore a 100, le quali ammettono una sola radice.

=} o o (=} Q =]
£ & g £ g g
Sl B lE B2 2| 3|82 15|85 8 |¢8|:]|%
2K | = =2 | & | A I VI - b= I VR I IV - = - -
p a x p a @x IJ a x p a X p a @x P o €
51 4 219 o 181! 2|28 |87 |2t ]| 9| 43| 5 |20 |[47 |21 |13
14 | 5 2 |12 29 1 85 8 | 40 22 | 86
701 81 1
5 |16 5| 5 s |11 10 | 8 3 | 1
4| 4
o | s 18| 6 6 | 2 a5 | 12 13 | 4 26 | 19
3]
E— 8 | 15 36 13 i4 | 30 29 | 40
il 1 2 || 23 1 4 91 6 i 15 | 5 30 | 16
5 | 1 2| 8 10 |24 || 41 ] 2|26 17 | 87 32 | 41
s | 7 SN TR 51 9 18 | 23 33 | 10
10| 6 5 | 2 15 | 1 T8 19 | 85 37 | 12
— T8 17 | o 8|1 o1 | 1 39 | 45
13 1 7 2
8 | 16 19 |10 9112 08 | 98 41 | 39
5 | 11
oo 20 | 27 10} 13 27 | 7 12 | 83
il 9
12 | 17 o1 | 18 12, 28 | 18
8 | 4 ) - 5
15 | 21 2 | 11 12 1 15 a9 |10 || 28] 1138
10| 6 _ ‘ 2 | 8
17 | 19 929 | 22 18 | 22 35 | 41
11| 8 - 3 |85
. 17 | 21 39 | 15
29 1 |26 87 1] 25 18 | 84 6 | 32
R 3 | 16 2 | 4 o 7| 6
o | o : 21 | 81 2 | 10
4 |10 3 |19 o7 | 5 10 | 42
9 |15
5 | 24 4 | 27 30 | 17 || 47| 6 | 4 11| 15
11| 4
7| @ 6 | 28 31 | 20 71 9 12 | 23
12 | 14 ,
12 | 15 7|14 35 | 30 8 | 28 13 | 50
13 | 8 _
13 5 8 7 37 | 82 9 | 87 14 | 49
16 | 5
17 ] 9 13 | 8 58 | o3 11| 8 15
19 2 | 14 18 | 21 15 | 82 39 | 28 12 | 28 19 4
3 |12 23 | 6 16 | 31 13| 2 o1 | 18
4|15 25 | 22 19 20 |48 | 1 |88 14 | 26 95 | 18
5| 9 06 | 7 23 | 30 2 | 26 17 | 21 28 | 81
71 7 27 | 25 26 | 28 4 |92 19 | 80 30 | 7
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£ & i 2 2 2

S 2 ] 2 ) 5 - B
2la|e|=d | f)s|l=2|& |82 |&|&|2|&|& |2 |&|8&
P a x P a ® P a ® P o ® v a x P o x
58 | 31 |47 (130 [ 49 | 50 || 6L |60 |57 || 67 |66 | 7 |[71 [68 |22 |73 |65 |71
35 | 48 58 | 7 — 69 | 24 68 | 88
36 | 19 54 |s0 || 67| 2 (B || 1|14 69 | o4
38 | 20 57 | 14 3 (52 4 | 47 78 3 |69 70 | 51
a1 | s 5 | 42 6 | 36 4 | 58 72 | o3
45 |51 || 6L | L |®7 8 | 57 10 | 51 5 | a1 ) I
47 | o4 2 |2 11 |15 12 | 81 6 (87 |79 ( 1 |11
51 | 40 4| 6 14 | 4 13 | 29 g | 8 6 |29
52 | 37 6 | 11 16 | 46 14 | 41 9 |48 7| 58
S 7185 19 | 62 15 | 17 14 | 27 10 | 18
59 | 2 |16 8 | 52 20 | 64 16 | 60 15 | 17 14 | 9
6 |33 9 | 238 24 | 26 17 | 49 17 | 45 15 | 51
9 |40 10 | 89 25 | 8 19 | 42 18 ) 44 17 | 68
10 | 82 11 | 26 26 | 83 20 | 12 19 | 89 18 | 18
1| 10 13 | 13 28 | 50 o1 | 2 20 | 84 21 | 66
12 | 11 15 | 28 29 | 29 23 | 61 22 | 9 22 | 26
13 | 54 16 | 46 51 | 16 26 | 67 26 | 56 23 | 28
15 | 29 18 | 24 22 | 12 27 | 40 27 | 21 24 | 10
7| 2 21 | 16 8 1 28 | 53 28 | 66 26 | 76
20 | 49 22 | 41 84 | 43 29 | 32 31 | 4 29 | 50
22 | 23 28 | 40 85 | 30 | © 33 | 19 31 | 15
23 | 89 29 | 42 86 | 17 31 | 83 84 | 81 32 | 63
24 | 27 31 | 21 88 | 14 35 | L 35 | 18 33 | 14
25 | 34 32 | 38 39 | 34 36 | 30 37 | 52 34 |18
27 | 22 33 | 22 43 | 23 38 | 26 38 | 80 85 | 72
28 | 51 37 | 49 45 | 21 40 | 27 41 | 28 36 | 52
29 | 1 41 | 7 46 | o7 41 | 52 43 | 63 38 | 61
30 {85 45 | 56 47 | 48 47 [ 21 53 | 57 39 | 1
38 | 26 46 | 80 49 | 19 18 | 56 55 | 36 44 | 67
34 | 45 47 | 47 50 | 55 51 | 13 58 | 12 45 | 5
35 | 12 49 | 17 56 | 61 51 | 44 59 | 67 49 | 30
36 | 47 50 | 33 57 | 54 56 | 46 61 | 54 51 | 71
37 | 31 56 | 50 59 | 65 59 | 87 62 | 47 53 | 34
43 | 21 57 | 14 65 | 40 60 | 43 63 | 6 55 | 55
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Sopra un gruppo di operatori funzionali che interessano
la Fisica.

Memoria di FRANCEsco SBRANA (a Genovaj.

Sunte. - Scopo principale di questa Nota é di indicare un procedimento per la valutazione
di un gruppo di operatori funzionali che si presentano nell’ Elettrodinamica e in altri
rami della Fisica, e che si possono ricondurre al tipo

m—+ 1A\
g-+kAl’

dove A=§£, mentre m, 1, g, k sono quantita positive, indipendenti da t, ed n é una

costante reale.

1. Scopo principale di questa Nota é di indicare un procedimento per la
valutazione di un gruppo di operatori che si presentano nell’ Elettrodinamica
e in altri rami della Fisica, e che si possono ricondurre al tipo

(m -+ lA)"
H

M g+ b

dove Aze%, mentre m, I, g, B sono quantitd positive, indipendenti da ¢, ed n

€& una costante reale.
Premettiamo alcune osservazioni sulla valutazione generale degli opera-
tori funzionali che interessano la Fisica Matematica (*); e terminiamo con una

(Y) Sull’argomento in questione vertono le opere seguenti:

O. HEAVISIDE, EKlectromagnetic theory, vol. II, (1890) ; On operators in physical mathe-
matics, « Proceedings of the Royal Soc. of London », Sect. A, vol. 52, (1893), pp. 504-529, e
vol. 54, (1894), pp. 105-143. G. GiorG1, Il metodo simbolico nello studio delle correnti variabili,
« Atti dell’ Associaz. Elettrotecnica Italiana », vol. VIII, (1904), pp. 65-141; Sul calcolo delle
soluzioni funzionali originate dai problemi di Elettrodinamica, ibid., vol. IX, pp. 651-699; On
the functional dependance of physical variables, « Proceedings of the mathem. Congress of
Toronto », 1924. J. R. CARrsON, Electric circuit theory and the operational calculus, (Mc. Graw-
Hill Book Co., New York, 1926). N. WIENER, The operational calculus, « Mathematische An-
nalen », 95 Bd., (1926), pp. 557-584. H. Jerreys, The operational methods in mathematical
physics, (Cambridge, University Press, 1927). V. anche i recenti lavori di HILBERT, NORDHEIM
e altri autori.
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34 F. SBraNA: Sopra un gruppo di operatori funzionali

interpretazione semplice della nota derivazione a indice qualunque, [che si
deduce da (1), dando opportuni valori ai parametri m, [, g, k].

9. Valutazione generale. — Sia V(¢) una funzione reale, definita per ogni
valore reale di ¢, integrabile tra — oo € + oc (!), e coincidente con la deri-
vata del proprio integrale, per ogni valore di z. Con queste ipotesi, si ha

ot ©
@ e = & | {voas — [ viaas g
—o0 t

Ricordiamo ora che, posto

—+o00
1 fsen A
V— =
(3) I(t,_nj‘ S,
sussiste la nota identitd (di DIRICHLET),
1 er { >0
" =] b =0
: — 1, per (<0,
per mezzo della quale la (2) diviene
Lo
®) Vi) =54 J VR)I(t — v)dx.

Si ha cosi una rappresentazione, che crediamo nuova, della funzione V{(¢),
analoga a quella di DIRICHLET, ma evidentemente pilt generale. Derivando
sotto il segno integrale, se ne dedurrebbe, nel simbolismo usato dal GIORGI:

140 :—_.JV(‘C)FMU — 7)dr,

dove Fu(l) denota la funzione inpulsiva unitaria.
Indichiamo ora con f(1) un operatore generico, indipendente dal tempo (?);

(') Questa restrizione, che poniamo per semplicita di esposizione, potrebbe esser tolta,
[efr. Giorer, Sul calcolo delle soluzioni funzionali, op. cit. (1), § 4]; basterebbe supporre V(?)
integrabile in ogni intervallo finito, (¢ coincidente con la derivata del proprio integrale).

(Y) Per il significato e la portata di questa espressione, ved. G10RGI, Il metodo simbolico,
nn.i 10, 11, 12.
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dalla (5) si trae, formalmente,

-+o00
(6) AAYV(E) = j V(t)G(t — )dr,
dove

1
(7) G(t) =5 AT,

Diremo, col GIORGI, che G(f) & la funzione generatrice di f(A).
Osserviamo poi che dalla (3) segue

-00 “+in0
1 ei).t — e 1 emt — e—ut . .
(8) I(t)_%‘f—l— dx_%jT do, (i = —1).
—o0 —i00

L’ ultima integrazione pudé essere eseguita, nel piano della variabile com-
plessa w, lungo I’ asse immaginario, nel senso che va da w— — 700, a 0 =} 7oo,
o lungo una qualunque altra linea s, che congiunga gli stessi punti, nello stesso -
verso. Se questa linea non passa per I’ origine, si ha pure

1 emt
)= %IF do,

(s+9)

dove s’ & la linea simmetrica di s rispetto all’origine, percorsa, come s, nel
senso che va da — foc a + ioo,
Ricordiamo ora che quando p & una costante (rispetto a ¢), si ha

f(A)eP' = f(p)e?*;
per cui dalle (7), (8) discende
9 G(t) = ! Mfo(owemt—i—f(—m —ot]d
(9) 0= g i@ e,

Per 1'esistenza di G(¢) si richiede, naturalmente, che f(w) sia definita lungo
una qualche linea s che vada da —iocc a +ioco, ed in forma tale che I’ ultimo
integrale, calcolato lungo s, risulti convergente; e quando cid si verifichi, si
ha pure

G(t) = %mj fw)eotdw,

(3+8')

dove s ha il significato che gia gli abbiamo attribuito. Ma si riscontra subito
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una indeterminazione nella valutazione di G(¢), dipendente dalle diverse possi-
bilitd di scelta per il percorso di integrazione. Questa indeterminazione fu
posta in chiara luce dal prof. GIORGI.

Supponiamo che f(o0) sia definita lungo tutto 1'asse immaginario, in ma-
niera tale, che si verifichi la convergenza dell’integrale (9) lungo lo stesso
asse. Intendendo allora che 1'integrazione sia eseguita appunto con questo
percorso, si ottiene

. +ico
(10) =3 j fw)evtdo,

Se, per di pil, f(w) & analitica, e non presenta singolaritd in tutto il semi-
piano a destra dell’asse immaginario, la valutazione indicata obbedisce alla
legge di successione (secondo GIORGI); in altri termini, la valutazione corri-
spondente di f(A)V(¢) dipende unicamente dai valori di V(¢) antecedenti a ¢ ().
Infatti si potrd assumere come linea d’integrazione una qualunque linea che
vada da —iocc a -+ ico, lasciando a sinistra 1’asse immaginario; p. es. il
semicerchio infinito di destra. Si trova allora

2
G(¢) = lim }Ejf(;-eie)greiet+ied9;

3
revoo

_m
2

d’ altra parte, se nel semipiano considerato é

[ f(w)] < 4,
risulta
T T
2 2
ij‘f(reie)e,.e‘iez-f—iﬂde || = A fertcosigh ;
T T
T2 -

e per £ <0 I'ultimo integrale tende a zero, al divergere di ». Cid basta per
riconoscere, in base alla (6), che

t
(11) f(A)V() :IV(T)G(t — gz ().

.

(1) Cfr. GIorG1, Sul calcolo delle soluzioni funzionali, op. cit. all’art. 1, parte IIT.
(%) Una tale determinazione & detta da WIENER « retrospettiva », [cfr. WIENER, op. cit.
all’art. 1, § 7). Essa era stata molto tempo prima considerata, ed esaurientemente discussa dal
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Non tutte le condizioni specificate sopra per f(w) sono verificate dall’ ope-
ratore (1). Ma mostreremo in seguito che esso si esprime facilmente per mezzo
dell’ altro

(@ + 4™,

con > 1, e a costante (rispetto a ¢) positiva; ed a quest’ultimo sono evi-
dentemente applicabili le osservazioni precedenti.

3. Valutazione dell’ operatore (g + kA)~™. — Trascurando il fattore co-
stante k—", ci riferiremo all’operatore (a -+ A)~", con a=g:k; e supporremo
dapprima n > 1. Dalla (10) si ha subito I’ espressione corrispondente di G(f);

ma sostituiremo a quella la formula equivalente
~+ic0
eb)l e—(.)t (IU)

1
(12) GU):EAI (a—i—w)"—(a—m)” )

—in0

’

che ne rende pit agevole il calcolo. Nella (12) I’integrazione deve essere ese-
guita lungo I’asse immaginario (o lungo una linea che vada da —foo a + doc,
lasciando a sinistra questo asse), se, come noi vogliamo, si desidera una valu-
tazione retrospettiva.

La convergenza dell’integrale (12) & allora facilmente controllabile; I’ unico
punto, in cui non & palese la regolaritd della funzione sotto il segno, & I’ ori-
gine, ma con un semplice calcolo si trova che tale funzione si mantiene ivi
finita.

Cid posto, ricordiamo la formula

o0

(13) ‘[e"” P—idt = I'(p)

k¥’
0

dove p e k sono costanti rispetto a t, la prima positiva, la seconda reale o
complessa, con parte reale positiva, e I'(p) & la nota funzione euleriana (*).
Posto, nella (13), p =n, e, successivamente, a + v, e a —w, in luogo di &,

G10RGI, [Sul calcolo delle soluzioni funzionali, parte III]. Lie considerazioni fatte sopra (impli-
citamente contenute in quelle, pilt generali, del Giorai), valgono per lo speciale gruppo di
operatori che abbiamo indicato in principio.

(1) Cfr. p. es. RIEMANN-WEBER, Partielle differential gleichungen der Mathematischen

Physik, (1919), Bd. I, § 15.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



38 F. SBrANA: Sopra un gruppo di operatori funzionali

(cid che é& lecito, giacché a > 0), risulta

(a + w)—n p— e—-r(a,+m)1n—id.c,

( e

(@ —w)™" I‘_l_j —ra—w)gn—i(r,
0

Sostituendo nella (12), ed eseguendo uno scambio nell’ ordine delle integra-
Zioni, si trova

00 +i00
1 eg—otgn—1 evlt—1) _ g—owit—7)
00 =1 %) Ty ,f o do,
0 —1300
ovvero, per la (8),
1 we—'"t"“
0

Finalmente dalla (6) discende che I’ ultimo integrale vale zero per { << 0, ed
e—attn—l
L(n) ~’
per ¢ < 0. Si ha dunque
0, per ¢ <70,
G(t):_— e—atgn—1

Tn), per t>0.

Ricorrendo poi nuovamente alla (6), si ottiene

(14) (a+ A" V)= l%n) j V(me—at=(t — 9"~dx.

—_—0

E facile ora riconoscere che questa valutazione, ottenuta per n > 1, sus-
siste, pilt generalmente, per.n > 0. Posto, infatti

n=m-+1, con m >0,

dalla (14), eseguendo ulteriormente 1’ operazione a + 4, si trae

A
”*“P_LT ot
@+

V(t)] = ((l -+ A)—m V(l) = m—T

—a(l—T)(f ___
5 JV(re =)t — <y,
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da cui, poiche
¢

(a + A)J V(t)je—=7(¢ — 1)"dt = m | V(t)e—ot—7(t — )" ~!dr,

I'tm + 1) = mT(m),

si deduce senz’altro 1a (14), con lo scambio di n in m:
(@ + A)y™™V()= ﬁjlf(r)e—a(t—ﬂ(t — 1ym=idr, (m > 0).

Da quest’ ultima si pud poi dedurre la valutazione analoga per (a + A,
con N > 0.

Supposto N=p —m, con 0 < m < 1, e p intero positivo, si ha

(@ 4 AW V(E) = (@ 4 A)P[(a + A)—mV(¢)] = (“I‘*(" A)) j V(t)e—at—a(t — tym—idr,

Si & cosl ridotti a operazioni di derivazione (ordinaria). Occorre notare
perd che non & lecita Ia derivazione sotto il segno, poiché la funzione inte-
granda diviene infinita per T =41,

Osserviamo ancora che per n =1 la (14) si riduce alla formula nota

1
— —a(t—r)
a3 Vit) jV(t)e —tdt (Y).
4. I’ operatore (@ + A)—"(h + d)~2. — Supporremo, al solito, a, b, 1, p

indipendenti da ¢, e positlve.
Posto, in base alla (14),

(15) W)= (¢ + A)~"V(1) = ﬁj‘ V(0)e ~al—9(x — B)"—1d8,

risulta, per la (14) stessa, con lo scambio di a ed n in b e p rispettivamente,
e di V(¢) in W(¢),

t
(18) (b4 AP+ A)~"V(l) = (h+ AP W(t) = %mjw(t)“_w—ﬂ(' — pidr.

(!) Cfr. i lavori di BooLE ed altri; per una discussione completa, ved. G1oRrG1, Il wmetodo
simbolico, op. cit. all’art. 1, n. 38.
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Ma per poter applicare questa formula occorre accertare la convergenza
dell’ ultimo integrale. Dalla (15) risulta intanto che W(t) & continua in ogni
intervallo finito; basterd dunqgue esaminarne il comportamento per t-— —oo.
Osserviamo per questo che abbiamo supposto in principio V(¢) integrabile
tra — oo € + oo, e quindi limitata per ¢ sufficientemente grande in valore
assoluto (*). Sarda dunque possibile trovare un numero 7> 0, tale che per
1< — T sia

| ity <,

eon k costante (positiva). Allora, per

— T, <t<—T,
si ha
(17 | J Vjeie=0(s — f=ds | = j o—al—9) (z — g)n—tdp,
_T‘ Tl

Ma per T,— — oc !'ultimo integrale tende a
j oot (c — Byr—1dh = [e—avpn—140,
—o0 0
e quindi, per la (13), a

[(n)
a®™ ’

Per conseguenza, dalle (15), (17), discende
k
| W) | < 5, (< —T);

e di qui segue senz’altro la convergenza dell’integrale (16).
Dalle (15), (16), risulta ancora
e—bt=n(¢ — )p—idz| V(B)e—l—H (t — 0)"—'db.

—00

(@47 + AP V) = mwa

Nel secondo membro & possibile uno scambio nell’ordine delle integra-
(1) Se V(i) fosse soltanto integrabile in ogni intervallo finito, la dimostrazione che segue

resterebbe valida, aggiungendo I’ipotesi che V{({) sia limitata per £ — — co.
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zioni, per mezzo della nota formula di DIRICHLET; con cid esso diviene

t

t
1 ~
— | V(0)d8 | e—bt—n—alr—8) ¢ — 1)P—1(x — G)"—idz
P(n)r(p)i ) 6]" (6 — P~z — Oy idr,

ovvero, sostituendo a t la variabile s definita dall’uguaglianza

T— 0= — 9,

1

t
1 -
vy — oyrre—1ap J o—t—Olfas-+bi—sllgn—t(] _ 5)p—1ds,
P(n)r(p)z_f AT

Risulta infine
t
(18) (0 )b+ A)2 Ve = VIBKE — O +7= I, (¢ — 6y,

ove si & posto, per brevita,
1

(19) Hn ,p(l) — e—t[as—i—b(l——s)jsn—x(l _ S)”_‘ds.

1
o)),

Nel caso attuale & dunque
G(t)= (" H,, ,(0),

per ¢ > 0, e, naturalmente, G(¢)=0, per ¢ < 0. Si riconosce subito che G(t)
¢ una trascendente intera. Interessa esaminare il comportamento di G(¢),
per t— co. Supposto, per es., b <Z a, si ha intanto

e—t[as+b(i—s)] < e-—bt,
€ per conseguenza

e—bt

1
W! P — )P~ tds = e~ T(n +p),

0

0<H, ()<

(come risulta subito da una nota proprietd degli integrali euleriani di prima
specie). Di qui segue che G({) tende esponenzialmente a zero, per { — oo. Con
cid resta assicurata la convergenza dell’integrale (18). Se poi fosse & > a,
basterebbe nella (19) cambiare s in 1—s, per giungere alle stesse con-
clusioni.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo VII, 6
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5. L’operatore (1). — Dagli operatori considerati si passa, senza alcuna
difficoltd sostanziale, all’ operatore generico

(aa —+ A)n,(a2 + A)"a (an -+ A)nh
O+ BP0, + AP By + B

dove le a;, n; (per i =1, 2,..., h), e le b;, p; (per i=1, 2,..., k) siano quantitd
positive, indipendenti da ¢. Noi ci fermeremo in particolare sull’ operatore (1),
per il quale si hanno semplificazioni notevoli nei calcoli.

Supposto, dapprima, 0 <<#n < 1, dalla (18), ove si ponga p=1—mn, e si
applichi ulteriormente I’ operazione b +- A, discende

(20)

(b-i—A
a+ A

¢
)" Vit)= (b + A) J V(O)H,y, 1—n(t — 0)d0 ;
e dalla (19),

1
(21) Hn, l—n(l) —_ Sinrmmje—t[as t b(l—s)]sn——i(l . S)"’"dS (1)
0

Al secondo membro della (20) ¢ possibile la derivazione sotto il segno.
Tenuto conto che
Hn, 1-u(0) =1,
si trova

t
22) (S’Ti—i)" Vit = V(t) +u|"V(e)(b " ;Z)Hn,l_,,(t — B8,

¢ quindi, con le notazioni del GIORGI,
G(t) = Fu(t) + (b + A)H, 1—u(t).
Per riconoscere la convergenza dell’integrale (22) & sufficiente esaminare
il comportamento di AH, 1_u({), per ¢{— oo. Con un procedimento simile a

quello usato nel numero precedente per 1 integrale (19), si trova che anche
questa ultima funzione tende esponenzialmente a zero (per ¢{— oo).

. . . . 1 . .
Particolare interesse presenta il caso di n:§. Si verifica allora una

circostanza notevole : la funzione generatrice corrispondente ¢ legata in modo

() Si tenga presente che

)l —=n) = per 0<n<L.

n
sen (nn)’
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semplice alla funzione di BESSEL di prima specie ¢ di ordine zero, J(¢). Si
ha infatti, dalla (21),

e—bt —t(a—b)u
H; —f du
%’ Vu(l —u)
ovvero, posto
1
r4 —2zu
(23) [0(2'):2- ——e_—__——du,
T Vul —u)
._'_'_,ﬂt — b
(24) I ()=¢ @ I,,(“ t).
2’2 2

Dalla (23) risulta
I(z) =J,(iz) ().

Indicando, ancora, con I,(2) la derivata di I(z), (rapporto a z), si ha

_a—2b —"%—b a—>b a—b
O+ OH: 0 ="5"¢ 31,(-2—t>—10( . t)z

e sostituendo nella (22)

a+b
(25) ]/{’—ﬂ Vit) = V(1) + V(ﬁ) LR "’% 1{

(t—e)l I{a;b(t—e)]gdﬂ.

Resta ora da esaminare 1’ operatore (1) nel caso in cui & 2>1. Ma se
N=mn+p,
con 0<<n <1, e p intero positivo, si ha, identicamente,

(Z + g)N V()= (b 4+ AP+(b + M) (a + AP V() =

=+ A)p+njV O)H oy, gt — 6)- (£ — 0)Pd,

come risulta dalla (18). Si & quindi ridotti ad operazioni di derivazione (ordinaria).

() Cfr. RieMANN-WEBER, loco cit. (6), § 75.

La funzione Iy(2) & detta da qualche autore funzione di BESSEL non oscillanfe. Impor-
tanti considerazioni intorno ad essa si trovano in una recente Memoria del prof. GiorGi:
Sugli integrali dell’ equazione di propagazione in una dimensione, « Rend. del Circolo Mate-
matico di Palermo », T. LII, (1928), pp. 1-48.
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6. La derivazione ad indice qualunque. — Facendo nella (14) a =0, si
ottiene la formula nota

26) A"V () jV(t) (l — tyr—tdx (1),

Ma sebbene la (14) conservi un significato per ¢ =0, noi I’abbiamo po-
tuta stabilire supponendo a > 0. Mostreremo in cio- che segue come si possa
in modo agevole pervenire direttamente alla (26). Notiamo intanto che, vo-
lendo ottenere una valutazione retrospettiva, & lecito valersi della (10), purché
sia 0 <<m < 1; essa ci porge

~+400

ewt

—io0
e l'integrazione pud essere eseguita lungo !’ asse immaginario. Posto quindi
w = 4A, si ha

~+o00 00

irt
G(l) _ 1 e)\)n J —net)t 2')—716—1'1t) % ,
ovvero, essendo
{T"eM - (— I)T"e" =2 cos (lt —n g),
1 Y p\
270 a(t) =E: cos( 2) CO; ax + sen( 2) se;n tdl g
0 ) 0
Ora ¢ noto che
¢ COS X dos — 1 T 0< 1
J xn T 2I(n) ( ‘n:)’ ( n<1)
0 cos (n —
2
e sen & 1 T
J— - < 2
52 o= g = O<n<2) @),
0 en|n g

() Cfr. GiorGI, Sul caleolo delle soluzioni funzionali, (44), p. 38.
(?) Ctr., p. es., CEsAro, Elementi di calcolo infinitesimale, 1897, p. 314.
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da cui, facendo x =i |¢|,

oQcos)tt 1 n et
jx—ndl_QT(n)_‘(—n_)'” ’ O<n<d)
CoS |n =

0 2

(28)

Tsen A [¢] sen A¢ 1 T .
i S —_ I n—1 <
j X di = +J' dr= TIND ( 1:) | ¢, 0 < n<?2),
0 sen {n

dove varra il segno superiore o 1’inferiore, secondoche & ¢ positivo o negativo.

Dalle (27), (28), si trae, com’é naturale, che G(f) si annulla per ¢ <0,

mentre per ¢ > 0 risulta
—_— 1 n— 1
G(t) = —(~)t

Cambiando poi ¢ in £ — 1, e sostituendo nella (6), si ottiene senz altro
la (26).

Quanto alla convergenza dell’ integrale (26) essa & assicurata, quando V(¢)
si annulla del 1° ordine per ¢ — co. La (26) stessa si estende subito al caso
di n>1, se V(¢) si annulla per {— —oo, di ordine uguale alla parte intera
di n, aumentata di uno. Posto infatti, ancora, n=m +p, con p intero posi-
tivo e 0 < m < 1, cambiando nella (26) % in m, con p integrazioni successive
si trova, [tenuto conto che é I'm +p) = (m +p — L)(m +p — 2) ... nel'(m)] :

A=m—PV(t) = j V(X — oym+a—tds.

I‘(m “+ )

Infine, se p ed m sono due numeri del tipo ora indicato, si ottiene la
valutazione di A™, con n=—p — m, mediante la formula

t
AP
AT = s j VYt — tym—tds,

nella quale perod, [come gia nella (14)], non & lecita la derivazione sotto il
segno d’integrale.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Sui processi integrali di Stieltjes.

Nota di Pra NarLLr e Grunio ANDREOLI (a Catania).

Sunto. - Nella Nota gli Autori riprendono lo sviluppo di idee gia svolte in altra precedente,
introducendo altrest nuovi oggetti e sviluppi degli stessi. Dal loro punto di vista, nella
definizione di integrale si presentano due concetti fondamentali: uno algoritmico, che
conduce alle definizioni di CaucHy, RIEMANN, LEBESGUE, TONELLI ecc., U altro di natura
concettuale relativa a quello di STIELTIES.

Gli Autori sviluppano quanto pud ottenersi dall’ applicazione simulianea dei due
concetti, mostrando fra Ualtro che Uintegrale del TONELLI si pud riattaccare a quello
di STIELTJES.

Ulteriori indicazioni di altri processi, nati spontaneamente dalla teoria delle equa-
zioni funzionali, sono dati dagli Autori.

1. Nella presente Nota, facente seguito ad altra nostra (*), c¢i occupiamo
ancora del concetto di integrale di STIELTJES.

Principalmente in questa, procuriamo di porre in luce la vera essenza di
tale processo, sviluppando pero le nostre teorie quasi esclusivamente pel caso
di una variabile, mentre nella gia citata Nota consideravamo quasi esclusi-
vamente 1 estensione dell’integrale ordinario di STIELTJES al caso di piu
variabili,

In sostanza noi mostriamo come nella definizione di integrale si presen-
tino due fatti del tutto staccati, di cui uno avente valore di processo algori-
tmico (e che conduce quindi agli integrali di CAucHY, RIEMANN, DARBOUX ecc.)
ed uno di natura diversa, connesso alle definizioni di STIELTJES.

Collegando le due cose, si ha tutto un vasto campo di processi integrali
che daranno luogo ad integrali di CAUCHY-STIELTJES, di RIEMANN-STIELTJES e
cosi via. E tipico il fatto che la recente definizione d’integrale del TONELLI (¥)
rientri appunto in tali processi.

(1) La presente Nota che fa seguito ad altra nostra, e che redatta fin dal 1928 & pubbli-
cata ora, coincide con parecchie delle definizioni date dal LEBESGUE mella ultima edizione
della « Intégration ». Tuttavia, siccome oltre quelle vi sono ancora altre idee formanti un
tatto organico, cosi ci decidiamo a pubblicarla lo stesso nonostante la comparsa del libro
detto. Lie cause del ritardo si devono al richiamo in servizio militare dell’ ANDREOLI.

Cfr. P. NaLLI e G. ANDREOLI, « Rend. Circolo Matematico di Palermo », 1928.

(?) Cfr. L. ToNELLI, « Annali di Matematica ».
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2. Integrale di Cauchy-Stieltjes, -— Consideriamo una funzione f(x) con-
tinua in (a, b) ed un’altra funzione a«(x) a variazione limitata nello stesso
intervallo.

Diviso (a, &) in intervalli parziali per mezzo dei punti x,, %,,.., L,_

<L L, <Ly ereo < Ly < b (€y=ua, x,=b)
e detto f; uno qualunque dei valori della f in (2;,—,, x;), la somma

S = 3ffa(x;) — ()]

al tendere a zero degli intervalli di divisione, tende ad un limite che si

indica col simbolo
b

| s

@

e che si chiama integrale di STIELTJES,

Allorché a(x)=x si ha I'integrale di CaucHy della funzione f(x).

Si osservi sin da ora che, in sostanza, un integrale di STIELTJES equivale
o ad un integrale curvilineo o a una trasformazione di variabile.

Infatti se L & una linea rappresentata dalle equazioni Y —a{x), X = B(x),
B essendo anche essa a variazione limitata in (a, 8), [in particolare X =
oppure X =ux] e se F(x, y) &€ una funzione definita nei punti di L e tale che

Fla(x), f(x)] = [(x)
si ha ovviamente
b

ff(w)da(w) = Ij F(X, Y)dY.

a

D’ altro canto, se a(x) ¢ monotona, l'integrale dianzi scritto equivale a
trasformare (a, b) nell’ intervallo [a({a), a(b)] facendo corrispondere al punto
del primo il punto a(x) del secondo se in 2 la funzione & continua; ed invece
facendo corrispondere ad x tutto 1’intervallo [a(c — 0), a(xx +0)] se in @ la o(x)
ha un salto. In tal modo dalla f(x) definita in (a, ) si passa a g(x) definita
in [a), «®b).

Quindi, in questo caso, il processo di STIELTJES si riduce ad applicare la
definizione di CAucHY alla g(«) nel nuovo intervallo.

In generale, la a(x) pud avere dei salti in numero finito, o in infinita
numerabile nei punti ¢, ¢,, ¢;,....
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Posto
s/(C) = ale;) — ale; — 0); syl = ac; +0) — alcy)
$(€) = a(¢; +0) — a(c; — 0) = s4(¢y) + s,4(Cy)

la s, da il salto a sinistra, s; quello a destra di ¢;; e la s da il salto in ¢;.
La funzione dei salti resta definita da

Sl)= & s4(c;) + T sy{cy)
a=c;<x a<lti=x
e risulta ovviamente

o(x) = y(@) -+ (=)

v essendo funzione continua a variazione limitata in (a, d) ed inoltre avendo

b b

b
j f(x)da(w)=jf(w)dy<w> + [ Awas@)

a a

con
b

ff(oc)dS(w) = E s(corf(cy).

a

3. Integrale di Riemann-Stieltjes. — Ove la funzione integranda [ non
sia pitt continua, nell’integrazione ordinaria si passa — come prima esten-
sione — all’integrale di RIEMANN. Si tratta quindi di ricercare sotto quali
condizioni la somma introdotto da CAvUcCHY,

2 (wi - wt—{)ft

tenda ancora ad un limite al tendere a zero degli intervalli (x;_,, ;) nel
caso di f discontinua.

Il limite stesso si dice integrale di RIEMANN della f; e le condizioni si
danno esplicitamente sotto diverse forme.

La analoga estensione si pud fare per gli integrali di STIELTJES.

Sia dunque [ soltanto limitata in (@, b) invece che continua, ed « una
qualunque funzione a variazione limitata nello stesso intervallo: ove sia
o(x) = 2, si ricade nell’ ordinario integrale di RIEMANN.

Consideriamo ora di nuovo la somma

S =2 [a(a,) — a(@,_,)];
se essa tende ad un limite allorché gli (,_,, ;) tendono a zero e le f; sono
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scelte comunque, allora diremo che la f{(x) & integrabile (§— R) secondo «,
in a, b, segnando ancora tale limite con

b

J'f(x)da(x).

a

Ricerchiamo ora le condizioni di esistenza di tale limite, ovverosia quelle
di integrabilitd di f(a) secondo «, nel modo (S — R).

Operiamo dunque la solita suddivisione di (a, b) in intervalli parziali ed
indichiamo con M,, m, rispettivamente estremo superiore ed estremo inferiore
di fin (@;_,, %).

Formiamo una somma S analoga alla S, sostituendo ad f, il valore M,
oppure m; secondo che a(x;) — a(x,_,) sia positivo o negativo; ed in modo
analogo formiamo una somma § scambiando M; con m;.

Risulta subito ehe si avra

S— S=2|alw;) — ala;_,)|-o;

dove w; & 1’ oscillazione di [ in (w;_,, x,).

Se la funzione f & integrabile (S— R), le somme S ed S tendono allo stesso
limite quando gli intervalli tendono a zero; dunque in tal caso la loro dif-
ferenza, che chiameremo o, tende a zero,

In altri termini, fissato un numero e > 0, se ne deve poter trovare un
altro 7, anch’esso maggiore di zero, tale che se

Xy — 90,-_‘ < i
risulti anche

G < e.

Fissato ora un numero Ak, denotiamo con G(k) I'insieme dei punti dove
I’ oscillazioue di f(x) € =h; e avendo operata la suddivisione di {a, b) con-
sideriamo soltanto quegli intervalli che racchiudono punti di G(2): 1i deno-
teremo con (x';_,, &';).
Risulta ovviamente

6 >2|ax') —a(a';_)|h

e quindi se nella suddivisione gli intervalli scendono al disotto di v, dovra
essere
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Quindi per !’ integrabilita (S — R) occorre: che fissato ¢ >0 ed h >0 si
possa determinare & in modo tale che in una qualunque suddivisione (ad
intervalli minori di 8), quecgli intervalli nei quali I’ oscillazione di f su-
pera h siano chiusi in intervalli tali che la variasione di « (') negli estremi
non superi e.

La condizione & anche sufficiente. In effetti, se si considerano oltre S,
la somma 8’, ottenuta aggiungendo nuovi punti a quelli di divisione occor-
renti a definire la S, sard ovviamente '

| S— 8| < hee+hV(a) ()

e quindi tale differenza si pud rendere arbitrariamente piccola, impiccolendo 8.

Se consideriamo pit generalmente la somma S’ ottenuta con una qua-
lunque altra suddivisione, basta col solito procedimento formare una nuova
divisione sovrapponendo quella di S e quella di 8, chiamare S” la somma
ottenuta da questa nuova snddivisione e ricondursi cosi al confronto di S
ed 87, di S" ed S” col procedimento dianzi usato.

In particolare ne segue che la [{x) deve essere continua nei punti di
salto, Ci, della « (condiz. necessaria).

Nel caso che la a(x) risulti monotona, per poter soddisfare la condizione
dianzi enunciata, occorre e basta che si possa trovare una suddivisione qua-
lunque di (a, b) che soddisfi all’ enunciato. Quindi: per I’ integrabilita (S— R)
rispetto ad una funzione o monotona occorve e basta che, fissato ¢ >0, si
possano racchiudere ¢ punti di discontinuita di f in un nwnero finito od
in un’ infinita numerabile d’intervalli, tali che la variazione di a su tale
plurintervallo sia minore di e.

Per a(x) =« si ritrova cosil la ben nota condizione di VITALI-LEBESGUE
per I’ integrabilith secondo RIEMANN.

La condizione enunciata come necessaria e sufficiente per una o« mono-
tona, resta semplicemente necessaria ma non sufficiente per un a gualunque,
a variazione limitata, non monotona.

Del resto se a(ax) € monotona, la condizione di integrabilita (S— R) se-
condo « pud assumere diverse forme che, per a(x) =2, diventano le ben
note per lintegrabilitaA secondo RIEMANN; anche tali forme, naturalmente
sono necessarie ma non piu sufficienti per una « a variazione limitata ma
non monotona.

* (1) Variazione in un plurintervallo sard la somma dei valori assoluti delle differenze
dei valori di « agli estremi di ciascun intervallo costituente il plurintervallo. .
® VZ("‘) ¢ la variazione di « in (a, b).
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Tali forme sono ad esempio :
Affinché [(x) sia integrabile (S— R) secondo « monotona, occorre e basta
che: '
1°) fissate € > 0, si possa formare una ¢ <<e;
2°) fissate € >0, 7 >0, si possa dividere (a, ) in parti tali che la
di « risulti minore di e in quegli intervalli nei quali la oscillazione di f
superi 7; . )
3°) fissate e >0, n >0, si possano chiudere i punti di discontinuitd
di /, con oscillazione maggiore di %, in un numero finito d intervalli nei
quali la variazione di a sia minore di e.

Per una funzione « qualunque, avendola scomposta nella somma delle
due funzioni y, continua, ed S(zx) funzione dei salti, risulta che se f(x) &
integrabile (S, R) rispetto ad «, lo sard anche rispetto a y e rispetto ad S(x)
[poiché per lintegrabilitd rispetto ad una funzione quali sono le S(x), la con-
tinuith di f(«) nei punti di salto & ovviamente non solo necessaria ma anche
sufficiente] e si ha

b b b
f f)dalac) = j f(a0)dy(zc) +jf<x)d8<x>

ove il secondo termine a destra, resta lo stesso che nel caso di f(x) continua,
cioé

sieof(eo)

In particolare qualunque funzione a variazione limitata (o pitt general-
mente qualunque funzione limitata avente al pit un’infinita numerabile di
discontinuitd) é integrabile (S — R), con le solite avvertenze circa i punti di
continuitd di f nelle discontinuitad di «, cioé nei puuti ¢,.

4. Ulteriori generalizzazioni nel senso di Lebesgue, Denjoy, ecc. — Come
per l'integrale ordinario si- passa successivamente dall’ integrale di CAUCHY a
quello di RIEMANN e poi alle pit generali definizioni di integrali allargando
sempre piu il campo funzionale cui si pud applicare 1’integrazione, lo stesso
si pud fare servendosi di una a(x), a variazione limitata, almeno se ¢ mono-
tona, servendosi appunto dell’ ultima proprieta trovata.

Supposto dunque o(x) monotona e gia decomposta nella parte continua e
nella funzione dei salti, ambedue a lor volta monotone,

a(x) = y(@) 4 S()
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cominceremo col definire
b

j £(e)dS(e)

per tutte le funzibni limitate in (a, b) ponendolo eguale a Xs(c,)f(c;); e
quando avremo dalo significato a

b

|rava)

o
porremo per definizione

b b b

| raoytata) = | rayiria) + [raasw);

a

in altri termini riconduciamo il problema a dare un significato all’integrale
nel caso che a(x) sia nonotona e continua, per quelle funzioni f(x) di un
campo che contenga almeno quelle integrabili (S' — R).

Se si vuol giungere ad una generalizzazione del tipo LEBESGUE, definendo
gli integrali (S — L), occorre anzitutto definire (') per un insieme E, la misura
esterna e la misura interna rispetto ad a«(a). Racchiuso quindi E in un’infinita
numerabile di intervalli, si formi la variazione di « nel plurintervallo : I’ eséreimno
inferiore di tali variazioni si dird misura esterna di K rispetto ad «. La
differenza fra la variazione totale di a in (a, b) e la misura interna del
complementare di E si chiamera misura interna di E rispetio ad o.

Quando le due misure coincidono, K si dird misurabile secondo « ed il
loro valore comune si chiamerd misurra di E secondo «.

In fondo cio equivale {(come si & detto fin da principio) ad una trasforma-
zione di variabili. Si stabilisce cioé una corrispondenza tra i punti di (a, b) e
quelli di [x(a), a(b)] facendo corrispondere ad x del primo, «(x) del secondo.

La corrispondenza & univoca dal primo verso il secondo intervallo; !’ in-
versa invece non €& univoca, potendo ad un punto del secondo intervallo
corrispondere tutto un intervallo parziale del primo: cid avverra al piu per
un’infinith numerabile di punti. '

In tal modo un insieme E di (a, ) viene trasformato in un altro E' = «(E)
del secondo intervallo [a(a), «(b)]; e la misura esterna ed interna di E rispetto

() Data tale definizione, la costruzione dell’integrale non offre alcuna diversita da
quello ordinario 'di ILEBESGUE.
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ad o si ridurranno rispettivamente alla misura esterna ed interna di E’ se-
condo LEBESGUE.

Quindi, gli insiemi ¥ misurabili secondo « sono quelli che mediante la «
si trasformano in insiemi E' misurabili €.

Si presenta la quistione fondamentale se ogni insieme misurabile se-
condo a sia oppur no misurabile £, quistione che resta anche se ci si limiti
a funzioni « monotone in senso stretto.

Accettando il postulato di ZERMELO, cido non é: lo ha dimostrato implici-
tamente CARATHEODORY col far vedere che se f(x) é misurabile e y = g(x)
& crescente, flg~'(y)] non & sempre misurabile: ma, allo stato attuale della
scienza, non ¢’ é nulla che possa far ritenere che lo stesso risultato non con-
tinui a valere anche senza il suddetto postulato.

Anzi ¢’ é proprio da pensare che per ogni funzione monotona a(x) vi sia
una classe di insiemi misurabili; in particolare se a(x) = «, si hanno gli in-
siemi misurabili £.

Infine, siccome in ogni caso, qualsiasi intervallo di (a, b) viene trasfor-
mato in un intervallo di [«(a), «(b)], e viceversa, ne segue che gli insiemi
misurabili BOREL, sono misurabili rispetto ad una qualunque o(x).

Cosi, per ogni funzione a(ax) monotona, ¢’ & una classe di funzioni misu-
rabili; se «(x) & assolutamente continua e la sua derivata si annulla al pia
su un insieme di misura nulla secondo LEBESGUE, la classe & quella delle
funzioni misurabili £. Per un « monotona ma qualunque, non ¢’ ¢ nulla che
possa far asserire che cid avvenga ancora.

Si presentano poi diverse quistioni: Per una fuanzione f(x) limitata qua-
lunque, esiste sempre qualche a rispetto alla quale f risulti integrabile?

E se c¢io non &, come si potranno caratterizzare le funzioni per cui questo
avviene?

E appena necessario far osservare che, come la definizione di integrale
di LEBESGUE, anche le altre (DENJOY, BOREL, YOUNG, TONELLI, ecc.) ne hanno
una corrispondente rispetto ad una funzione o a variazione limitata.

E da ritenere anzi che tali definizioni possano avere notevole importanza,
e che la considerazione di integrali di tipo generale

b
jf(m)da(x)

si debba presentare naturalmeute nella frattazione di numerosi problemi
analitici fondamentali.
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Basta pensare al teorema di RIESZ sulla rappresentazione delle operazioni
funzionali lineari; basti pensare che un integrale di variabile complessa &
un integrale di STIELTJES.

E cio senza contare che I'integrale di STIELTJES potrebbe forse permet-
tere di dare una definizione di integrale, per classi di funzioni diverse da
quelle misurabili LEBESGUE: come vedremo ora.

5. Relazione con gli integrali di Tonelli. Possibility di integrare fun-
zioni non misurabili L. — Supponiamo di aver potuto dare la definizione
di integrale

jf(w)da(w)

per una certa classe di funzioni f, e c¢id qualunque sia la funzione a scelta
in un’altra certa classe di funzioni a variazione limitata (monotona per sem-
plicita). '

Inoltre per ogni /, si possa determinare una successione

o, (), (%), eees AR(L), ..o
tale che per w, v compresi in (a, ) si abbia sempre

lim [a,(¢) — e (w))=v - u

n=—oo
e che esista
b

lim | f(@)day ().

Se questo limite & indipendente dalla particolare successione a scelta,
esso si chiamera integrale di f in (a, b), segnando al solito:

b
J’f(m \dw.

Cosi, per esempio, cousideriamo la classe delle funzioni quasi-continue
in (a, b) secondo la definizione del TONELLI: basta modificare il processo
ideato dal TONELLI stesso per avere I’applicazione di quanto abbiamo asserito.

Basta ricordare brevemente la definizione del ToNELLI di funzioni quasi
continue [f{x), di plurintervallo e delle funzioni f,(2) continue che tendono
a f(x): per giungere alla definizione

j/’l(w)d@' =lim .f,,(m)rlw.

n oo
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Il ToNELLI dimostra che tale limite & indipendente dalla scelta della
successione dei plurintervalli e quindi da quella delle f,(x).

Orbene, invece di modificare la funzione f(x) noi modificheremo il dif-
ferenziale d’integrazione, servendoci di integrali di Stieltjes, secondo lo
schema o1ra esposto.

Precisamente, considerando I’ n-simo plurintervallo del TONELLI, attaccato
ad f(x), noi definiamo una funzione continua, monotona, costante in ciascun
intervallo costituente il plurintervallo, ponendo

ay(2) = ® — my(a, )

ove il secondo termine rnppresénta la somma di tutta la parte del plurinter-
vallo n-simo comune ad (a, x). Si vede che, ovviamente, essa & costante in
ognuno degli intervalli costituenti il plurintervallo.

Ripetendo in sostanza gli stessi ragionamenti del ToNELLI, si verifica che

lim Jdan(w) = lim [ot,(v) — a ()] = v — u a<<u<<v<b

N—00

e, inoltre, per le funzioni quasi continue almeno, esistera il limite

llm jf(ac A0t

che assumeremo come definizione di

jf(w)dw.
a
Cio ripetendo passo per passo la teoria del TONELLI; ed inoltre tale
limite & indipendente dalla successione dei plurintervalli.
In sostanza, del resto, fatta la differenza

b b

| [ru@ds — (@)

Lo a
si verifica facilmente che essa & minore o tutt’al piu eguale all’estremo
superiore di |/ iv (a, b) moltiplicato per la misura dell’n-simo plurintervallo,
e quindi tende a zero col divergere di n: e pertanto I’ esistenza dell’ integrale
di / secondo TONELLI equivale all’ esistenza dell’integrale di f secondo la
nuova definizione.
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6. Altri procedimenti integrali di Stieltjes. Integrali curvilinei S. —
Nella risoluzione di equazioni funzionali, altri tipi ancora di processi inte-
grali di STIELTJES si presentano naturalmente.

Sia data ad esempio una funzione n(x, y) definita in un certo quadrato
[@, ¥ in (a, b)] e consideriamo — per fissare le idee — la retta y = . Assieme
alla n sia assegnata |’ altra funzione f, per semplicitd confinua e limitata
(integrali di CAUCHY, come partenza).

Dividiamo (a, b) nel solito modo e formiamo la somma

DIy, %) — n(a;, @)

Se al tendere di (x;_,, x;) a zero la somma detta tende ad un limite,
indipendente dalla scelta della suddivisione e delle f;, questo limite si segnera

Jradnw, 2=l dmn, Y=,

intendendo che il d, fissi il tipo di somme da noi indicato.
Plu generalmente un integrale S, rispetto ad una curva £, avra il signi-
ficato che segue.
Sia assegnata la n, la f el una curva £ nel quadrato di definizione di n.
Tale curva risulti definita al modo di JORDAN, ponendo cioé

x=9t), y= (.I)(t)

con 9, $ funzioni a variazione limitata e continua.
Partiamo (*) dall’elemento iniziale

[ [ @14y s Yi) — WX, Y]

ove i punti (%,,¥,), (,, ¥,),.. siano punti della curva £, e quindi i punti
(%4, ¢¥:) abbiano I’ ordinata di un punto di quelli e 1’ascissa del successivo,
formando una «scaletta » che approssimi la £.

7. Estensione del concetto di variazione totale. — La possibilita di svi-
luppo delle precedenti definizioni & intimamente connessa al concetto di va-

(!) Accenneremo appena alla possibilita di ulteriori sviluppi in tale senso; sia ciod uti-
lizzando curve spaziali e funzioni n(x, ¥, 2) ece.; sia col tracciare invece del reticolato carte-
siano nel piano (x, y) un qualunque altro reticolato curvilineo e considerando poi gli incre-
menti della » non pill secondo le maglie del reticolato cartesiano attorno ad L (come si &
fatto teste) ma secondo le maglie del nuove reticolato.

Resta, beninteso, aperta la quistione di svolgere tutte le condizioni di integrabilita e
di definire le classi di funzioni integrabili con ciascuno di tali procedimenti.
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riazione totale e di funzione monotona secondo gli stessi criteri adottati per
arrivare all’integrale.

Anzitutto & fondamentale la « variazione su insieme di una funzione a(x)»,
definita nel seguente modo. Assegnate 1’ insieme F, si consideri la sua fun-
zione indicatrice gz(x); e si operi la solita suddivisione dell’intervallo (a, &),
perd utilizzando segmenti i cui estremi appartengano ad E.

Si consideri la somma delle oscillazioni di ¢(«)-a(x) sulle porzioni di F
contenute in ciascuno di questi intervalli.

I’ estremo superiore di tale somme, allorché tendono a zero i soli se-
gmenti che contengono punti di £ (mentre restano non ulteriormente sud-
divisi quelli in cui non cadono punti di E), dara la variazione totale di « su E.

Osserviamo ora che la variazione totale di « in un intervallo pud defi-
nirsi oltre che come estremo superiore di tutte le somme

S| a(w;_,) — a(@) |
anche come limite superiore delle altre somme
X Oa(w(—i ’ mi)

ove O,(x,_,, a;) indichi I’ oscillazione di a in (x;_,, ;).

Allora, per poter esaminare da vicino tutti gli accenni da noi dati nel
paragrafo precedente, bisogna estendere quello di variazione totale di n(ax, y)
lungo la curva £, in relazione ai reticolati di cui ci serviamo.

Il primo e piu 6vvio, ¢ quello abituale: definito cioé dalla variazione
totale della funzione v(¢) che si ottiene dalla n sostituendo ad x, y le due
funzioni ¢(¢) e Y(£).

Per le altre definizioni converra invece operare come segue,

Data la curva £ immersa nel reticolato piano (v, v), siano ¢,,.... £, i
‘valori che suddividono 1'intervallo di variabilita di .

Siano P,, P,,... P, i corrispondenti punti della curva; siano @, Q,,.... @,
i vertici delle maglie del reticolato coordinato (sempre da una stessa banda
della curva) tali che le mezze-maglie risultino costituite da I’ Q, P,, P,Q,P,,....
formanti una <« scala » che approssimi la curva £ nel reticolato (, v).

Diremo wvariazione totale della n(x,A y) relativa alla curva £ ed al re-
ticolato (u, v), I’ estremo superiore di

Z O0[n(x, y); PiQ]

ove il simbolo O indichi U oscillazione della funzione n lungo U arco di
linea coordinata u che va da P; a Q;.
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Tale concetto, nel caso che il reticolato lungo la £ si schiacci nella £
stessa (e quindi questa appartenga simultaneamente alle » ed alle ») si riduce
alla precedente definizione.

Funzioni *monotone n(x, y) lungo C e in (u, v) saranno quelle di cui
la variazione totale su un qualsiasi arco parziale risulta eguale alla dif-
ferenza dei valori negli estremi dell’ arco stesso.

In tale caso le teorie precedenti risultano agevolmente estese agli ultimi
tipi di integrali dati nel paragrafo precedente.

Di giad per se stesso l'integrale curvilineo di una forma differenziale e
un integrale di STIELTJES: tuttavia ad esso si pud riapplicare il processo,
ottenendo integrali di forme differenziali di STIELTJES. Almeno formalmente
ed algoritmicamente esso resta definito, aggruppando le definizioni sinora
date, ed applicandole al simbolo di significato ovvio ormai:

j A(, y)dE + Bls, )y
Q .

ove £ =&u, y), 7 =7(x, y), ed £ & la solita linea immersa nel reticolato (n, v).

Osserviamo infine che le discontinuitd della n influiscono in modo diverso
a seconda del reticolato (u, v) d’immersione di £. Cosl ad esempio se £ coin-
cide con la retta y —=x e se » ha una discontinuitd a salto lungo tale retta
restando costante dalle due bande di questa ed assumendo invece su di essa
i valori d’una certa funzione monotona (di «x), si vede subito che il far parte
del reticolato di porzioni di ¥ =, o il non farne parte conduce a risultati
volta a volta diversi.

Del resto, anche in un reticolato si presentano quattro diversi integrali non
sempre eguali, secondo che si facciano lungo le # o lungo le », oppure a
destra o a sinistra di g.
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Sull’ approssimazione dell’integrale di Lebesgue
mediante integrali di Riemann.

Memoria di GTUSEPPE ScorRzA-DraGoNI (a2 Napoli),

Sunto. - In questa Memoria viene assegnata una legge che ad ogni funzione misurabile fa
corrispondere una successione di integrali di RIEMANN convergenie verso il relativo inte-
grale di LEBESGUE.

Nel cercare di rendere indipendenti dal postulato di ZERMELO le dimo-
strazioni di alcuni teoremi sulle funzioni misurabili, mi sono accorto che, senza
fare alcun ricorso a quel postulato, poteva essere istituito un procedimento
atto a fornire, per ciascuna funzione misurabile, una successione di integrali
di RIEMANN (superiori o inferiori) avente per limite il relativo integrale di
LEBESGUE, e che da cid, con opportune modificazioni ed ampliamenti, poteva
esser dedotta una definizione dell’ integrale di una funzione di variabile reale,
avente senz’ altro 1’identica portata di quella data da LEBESGUE, se si am-
mette il postulato‘ di ZERMELO.

Avendo comunicato a mio padre i rilievi da me fatti ed avendo egli, in
seguito a cid, richiamata la mia attenzione su di una Memoria del prof. B. LEvI,
pubblicata tre anni fa (*), ho visto che la definizione di integrale che avrei
potuto dedurre dal detto procedimento sarebbe stata del tutto simile a quella
gia proposta dal prof. LEVL

Posto cio, non ¢ il caso di fermarsi ad illustrare la definizione in di-
scorso (*); ma, se non mi inganno, non & del tutto inutile esporre in questa

(!) Beppo LEvi, Sulla definizione dell’ integrale, « Annali di Matematica », serie IV,
tomo I (1923-1924). Vedi anche: GIUSEPPE VI1TALI, Sulla definizione di integrale delle fun-
zioni di una variabile, « Annali di Matematica », serie IV, tomo II (1924-1925). (Nel testo
dico « tre anni fa » perche il manoscritto di questo lavoro fu inviato nel dicembre del 1927).

(?) Tanto pitt che ormai si posseggono sistemazioni della teoria degli integrali di Lg-
BESGUE che, anche dal punto di vista della semplicitd didattica, nulla lasciano a desiderare.
Intendo alludere con cid in modo particolare alla esposizione di quella teoria che si trova
nei Fondamenti di Calcolo delle variazioni del prof. ToNELLI (Bologna, Zanichelli, 1922,
vol. I, pagg. 143-198) e, ancora meglio, a quella svolta dal medesimo Autore nella Memoria:
Sulla mozione di inlegrale (questi « Annali », serie IV, tomo I), alla quale rimando per la
bibliografia dell’argomento.
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62 G. Scorza-DraGONI: Sull’ approssimazione dell’ integrale di Lebesgue

Nota il procedimento da cui potrebbe essere dedotta per le funzioni misu-
rabili.

1. I punti
3 1 1 1 1
s = “—2—n‘, .'1)'"—"—2”—_“ w=—§;, 90=O, w=?, 90=2n_1,....

determinano sull’asse delle x, per ogni valore intero e positivo di », un’in-
finitd numerata di intervalli

1 1 1
aa=x =<0, ng£2—n,....

=¥="g» T

---—2’1—_1

Al variar di » gli intervalli considerati descrivono un insieme nume-
rato I' di insiemi numerati di intervalli. L’insieme I degli intervalli di tutti
gli insiemi di I’ é quindi numerabile ed i suoi elementi si possono ordinare

in un’unica successione
n I:1,, 1I,,..

Dalla (1) estragghiamo p intervalli I,,,..., I, e consideriamo I’insieme
J =TI+ t+ L.

Dico che U insieme J degli insiemi J' é numerabile.

Cio é immediato: ad ogni punto intero di S, (p=1, 2,...), n,, ..., n,, si
pud far corrispondere uno ed un solo elemento di J, 1" insieme J' =1, Fe L, ;
ora la totalith dei punti interi di S,, S,,.... € numerabile, quindi anche J &
numerabile ed i suoi elementi si possono ordinare

T:d,, Ty,

2. E noto che la misura di LEBESGUE di un insieme E misurabile e di
misura finita & I’ estremo superiore delle porzioni chiuse e limitate di E; in
altri termini, fissato un numero positivo e, esiste sempre un insieme chiuso
e limitato C tale che sia

(2) C<E, mC<mE<mCHe.

Ora la misura secondo LEBESGUE e la misura esterna secondo JORDAN
dell’ insieme chiuso e limitato C coincidono ('); ma la misura esterna di C

(') CaAraTHEODORY, Vorlesungen tiber reelle Funktionen. Teubner, 1918, pag. 297, § 287.
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seondo JORDAN non & altro che 1'estremo inferiore delle misure degli elementi
di J che ricoprono C, quindi fissato il numero positivo e esiste un J, per il
quale &

(3) C<Jy, mC<md, <mC—+e.
Da C<J, e C< E si deduce
C<J,-E e quindi mC<<mE-J, <mC+ ¢;

confrontando la seconda di queste diseguaglianze con la seconda delle (2) e
delle (3), si ottiene

mE —mE-J, <e¢, md, —mE-J, <e,
dalla seconda delle quali discende

md, << mE-J, +e<<mE +¢;
per conseguenza.
Se E & un insieme misurabile di misura finita ed ¢ é un numero po-
sitivo, esiste almeno un elemento J, di J tale che sia

4) m(E— E-J,)<e, wm(J,— E-J,)<e, mJ,<<mFEce.

Ad ogni £ si pud naturalmente far corrispondere I’elemento di J che
nell’ ordinamento fissato & il primo a verificare le (4).

3. Sia adesso

€ 1....00

£n di modo che ¢ X g, =

=2n—+‘
Indichiamo con J,, il primo degli elementi di J per il quale &

m(E — E-Ju)<e, mn(J, — E-Ju) < € -
Poniamo
El =F— E'Jn,

ed indichiamo con Jy, il primo elemento di J per il quale &
n(E, — B Jp,)<e,, My, <mE, +¢,<e +c¢,.
Sia
E,=E —E,.J,,
e sia J,, il primo elemento di J per il quale &

(B, — E,-J,)<e,, mly,,<mE,+¢e,<e¢e, +e¢,.
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Si ponga
E,=FE,—E,-J,,

e si applichi ad E; il discorso fatto per E, E,, E,.
Cosl proseguendo indefinitamente, si ottengono due successioni di insiemi

E>E, > E,> ..,
Jnl, Jn’, Jns, CEXNE

che verificano le seguenti disuguaglianze

MEg <eg,, m(Jn, - E'Jn,) =€,
mEp,<tp, My, <ep_, +& (p=2, 3,...).

Posto. ] )
EO = Jn‘ +Jn’ 4+ o

si ha che E, ¢ misurabile, perché somma di un’infinita numerabile di in-
tervalli chiusi;
che l'insieme (K — E - E,) & contenuto in E,, E,,...., e, poiché¢ & lim mE, <

p——’w
< lim e, =0, & anche

p—roo
m(E— E-E)=0;

e che l'insieme (E, — E - E,;) é contenuto in

Ty — E - Jn) + T, + oo
e quindi é
M(E,—E-E)<<m{(Jun,—E-Jy, )—i—Jn,—i— vV S (S, — E-Ju) + My, o< (Y
1...00.
e, (e, F+¢e) (e, +5) + .. =22, —c¢.
n

Riassumendo : Se E é un insieme misurabile di misura finita, esiste una
legge che ci consente di far corrispondere ad ogni e >0 un insieme E,,
somma di un’ infinitd numerata di intervalli, tale che siano verificate le

relazioni
mE—E-E)=0, m(E,—E-E)<e.

In parole, !'insieme E, ricopre £ a meno di un insieme di misura

(*) Si badi bene che, nel caso particolare in esame, questa diseguaglianza si giustifica
senza ricorrere al principio delle infinite scelte arbitrarie.
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nulla e la porzione di E, che non appartiene ad EF ha una misura minore
di e ().

4. Per raggiungere maggior chiarezza nelle dimostrazioni dei numeri se-
guenti, sard bene premettere qualche considerazione sugli insiemi esterna-
mente quadrabili.

Sia E un insieme misurabile di misura finita ed F la sua frontiera (*),
frontiera che & un insieme chiuso e quindi misurabile; se &

ml — E. F)y=0,

cio® se ha misura nulla la porzione di F che non appartiene ad E, diremo
che E é esternamente quadrabile ().

Evidentemente : Ogni insieme chiuso di misura finita é esternamente
quadrabile (*); e I’insieme somma di un numero finito di insiemi esterna-
mente quadrabili, privi a due a due di punti comuni o non, & esternamente
quadirabile (°).

Dimostriamo adesso che: Se E é un insieme esternamente quadrabile
ed E' é una porzione di E di misura nulla, I’ insieme E, =E —E' ¢ ester-
namente quadrabile.

Indichiamo con F la frontiera di E, con F, la frontiera di E,; dobbiamo
dimostrare che é

m(F, —E, -F,)=0.

L chiaro infatti che un punto di F, che non appartiene ad E, o0 ¢& un
punto di (F —FE-F) o & un punto di E’; sicché si ha

(F,—E.-F)<(F—F-E)+ F,
e di qui discende
wm(F,—E-F)< wF—F-.-E)+mE =0.

Censideriamo adesso un’infinitd numerata di intervalli chiusi

®) iy Cyyee

(!) Lia proposizione del testo & un caso particolare di un teorema geometrico del prof. Vi-
TALL (Sué gruppi di punti e sulle funzioni di variabili reali. « Atti della R. Accademia di
Torino », 43, 1908) nella forma datagli dal CARATHEODORY (loc. cit., pagg. 299-306); perd del
teorema del VITALI non conosco dimostrazioni indipendenti dal postulato di ZERMELO.

(?) CARATHEODORY, loec. cit., pag. 216.

(’) CARATHEODORY, loc. cit., pag. 289.

(!) CARATHEODORY, loec. cit., pag. 291.

(®)) CARATHEODORY, loc. cit., pag. 290.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo VIIL. 9
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contenuti in un intervallo I ed indichiamo con i, il segmento #, privato dei
punti estremi.
L’ insieme
I—|i, 44,4
st ottiene sopprimendo dall’insieme chiuso
I— {4, 4ty
gli estremi degli intervalli (5). Ora questi estremi formano un insieme nume-

rabile, e (quindi) di misura nulla; di conseguenza, per il lemma precedente,
possiamo dire che:

Se i, i,,... & una successione di intervalli contenuti in un segmento I,
Vinsieme 1 — |1, 41, +...| & esternamente quadrabile.

b. Cio posto, dal teorema dimostrato al n.° 3 si deduce che:

Se E ¢ un insieme misurabile di misura finita, esiste una legge che ad
ogni € >0 fa corrispondere una porzione B, di E esternamente quadrabile
e tale che sia

m(E — E)<e.

Supponiamo in un primo momento che E sia limitato ed indichiamo con [
il primo degli intervalli chiusi (-1, 1), (—2, 2),.... che contiene E.
Posto £’ =1 — E, dalla misurabilita di E segue
mE =mI—mE'.

Per il teorema precedente, ad ¢ possiamo far corrispondere un insieme ben
determinato E, somma di un’infinitd numerata di intervalli chiusi ¢, i,,...
(che possiamo evidentemente supporre) contenuti in I e che ricopre E’ a meno
di un insieme di misura nulla, per il quale &

m(E,— E'-E/y<<e, cioé mE/<<mE +e.
Per il n.° 4 I'insieme I — E, & esternamente quadrabile; inoltre &

m(I— EYy=mI — mE/ >
>ml— mE —¢
=>mE —c¢;

quindi, se poniamo
E=(I—E/))—(E'—EFE'-E),

abbiamo che I’insieme E, & esternamente quadrabile perché differenza del-
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I'insieme esternamente quadrabile (I — E,) e dell’insieme di misura nulla
(E'—E'- E)) (0. 4);
che l'insieme E, é contenuto in K,
e che &
mE, =m(I — E/) =mFE —e,
cioe
WE — E)=mE — mE, <e.
Supponiamo in secondo luogo che E non sia limitato ed indichiamo con I
il primo degli intervalli (— 1, 1),.... per il quale &
€

ME’—mE-Ig2;

indichiamo con E, la porzione esternamente quadrabile di I- E, costruita nel
modo gia detto, per la quale é
mI-E’——mE‘SE;
evidentemente sard anche
mE—E)=mE—mIl-E-+ml-E—mE <¢,;

cioé l'insieme FE, & I'insieme richiesto.

6. Sia adesso f(x) una funzione misurabile, limitata, non negativa e defi-
nita in un insieme E misurabile e di misura finita, e siano ¢ e ¢ due numeri
positivi arbitrari.

Poiché f(x) é limitata, esiste un primo numero intero e positivo n per il
quale riesce in tutto &

flx) < no;
e quindi, se indichiamo con
E, BE,,.., E,

gli insiemi misurabili in cui &, rispettivamente,
0<flw)<s, o<f(@) <20, (n—1)o<flx)< ns,

avremo che gli insiemi E,,..., E, sono a due a due privi di punti comuni e

che &
E=E + ..+ E, e qundi mE=mE + ..+ mkE,.
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68 G. Scorza-DracoNI: Sull’ approssimazione dell’ integrale di Lebesgue

Col procedimento del numero precedente determiniamo 7 porzioni E/',...., E,’
di E,,.., E, esternamente quadrabili e tali che sia

(6) mE —EN<—,.., m(E,—E,))< %

S|lo

Indichiawo con F,,...., F, le frontiere di £/,...., E,’; di guisa che gli insiemi
G'=F —F,-E/,..., G/=F,—F,-E]

avranno tutti misura nulla, perché gli E/,...., E,’ sono esternamente quadrabili.
Poniamo adesso

E1” == E‘, - (G1, + ceee + Gn’).E1,7

B, =E;' — (G 4 . + Go) E;
ed
E'=E/"+ ..+ E,".

Dico che E’ é esternamente quadrabile, che la sua misura differisce da
quella di £ di meno di € e che in ogni suo punto ! oscillazione della f(x),
considerata come definita solo in £’, & minore di .

Dimostriamo che E’ & esternamente quadrabile. E chiaro intanto che E;’
(i=1,..., n) & tale perché differenza dell’ insieme esternamente quadrabile E;
e dell’insieme di misura nulla (G F e+ G E/ (n.° 4). Ora E’ & somma di
un numero finito di insiemi esternamente quadrabili, dunque anche E’ é tale.

Dalle (7) si ricava

mE =mkE/ (i=1,....
inoltre &
EF—FE —=(E —E/)+...+(E,—E),)),
e quindi
ml — mE = mE, — mE,” + ....4+mE, — mE,” =
=mE, —mE, + ...4+mE, —mE)/,
cioé, per le (6),
mE — mE’' <e.

Resta a dimostrare 1'ultima delle affermazioni fatte. Sia x, un punto di E’;
x, apparterra ad uno e ad uno solo degli insiemi £”,...., E,,”; supponiamo che
appartenga ad E,”. Per la costruzione stessa di E"”, x, non pud essere punto
frontiera di E,”,...., E,”, quindi esiste un intervallo & di centro in x, e tale

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



mediantelintegrali di Riemann 69

che tutti i punti di £’ che appartengono a & appartengono anche ad E,”; ma
in E"” &

0</x)<g,
dunque, ecc..

7. All'insieme ¥ del numero precedente imponiamo la condizione ulte-
riore di essere limitato; e consideriamo due successioni di numeri positivi

€4y Eayeree) Ty, Tpyeees CON

lime, =limo, =0.
N =-—r 00 N — 00
Indichiamo con £, I'insieme che secondo la costruzione del numero pre-
cedente viene a corrispondere alla coppia ¢,, g,.

Siano
8) ff(x)dw, jf(oc)dw,....
, E,
) [raz, [raas,..

“E, ~E,

gli integrali Riemanniani superiori ed inferiori di f(a) estesi agli insiemi
limitati E,, E,,.....

Dico che le successioni (8) e (9) convergono entrambe verso 1’integrale
di Lebesgue di f(x) esteso all’insieme E:

lim f(w)daa =1lim f(a; dx _If(a;

7 —— 00 n-——oo

En

Siccome gli insiemi F,, E,,.... sono esternamente quadrabili, & (*)

jf(w Yda <jf(x ydx << j flae)da;

—E,
inoltre &
J flap)dac —Jf(m)dm =3, -mE;

E, TE,

() CARATHEODORY, loc. cit., pag. 459.
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70  G. Scorza-DRAGONI: Sull’ approssimazione dell’ integrale di Lebesgue, ecc.

e da lim mE, = mFE segue

" ~— 00

lim f(w)dx__ff ydoe ;

”——’w

da queste tre relazioni e da lim o, == 0 si deducono immediatamente le ugua-

N = 00

glianze da dimostrare (*).

(!) Nella mia Nota: 4 proposito di un teorema sugli insiemi non misurabili (Rend.
dell’ Istituto Lombardo, 1928) ho esteso agli insiemi di punti non misurabili alcune delle
dimostrazioni date in questo lavoro.
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Sui moduli delle curve algebriche (*).

Memoria di BENIAMINO SEGRE (2 Roma).

Sunto. - In questo lavoro PA. studia certi sistemi continui di curve piane algebriche, dal punto
di vista dei moduli delle loro curve, facendone applicazione all’ importante questione di
sapere se la varield degli enti algebrici co! di datlo genere p é razionale od unirazionale.

1. E noto che la varietd H i cui elementi sono le famiglie di curve alge-
briche di dato genere p, birazionalmente -equivalenti, & algebrica ed irridu-
cibile (*). Il prof. SEVERI, in una Nota lincea del 1915 (®), enuncié come
probabile che la varietd H sia #»azionale, o quanto meno riferibile ad una
involuzione di gruppi di punti in uno spazio lineare (unirazionale, come per
brevitd diremo): o, in altri termini, che si possano ottenere modelli proiettivi
piani di tutte le curve di dato genere p, da un’equazione in cui entrino ra-
zionalmente certi parametri variabili (i moduli) (*).

Egli soggiungeva che il fatto asserito & vero per p << 11 (°) (per p=1
si vede anzi senz’altro che la varietda H, oo!, & razionale), ed accennava che,
appunto per p < 11, la dimostrazione si ottiene subito considerando le curve
piane minime di genere p. La dimostrazione cui 1’ A. alludeva, é manifestamente
la seguente. L’ordine minimo di un modello piano di una curva a moduli gene-
rali di genere p, & il minimo intero n soddisfacente alla disuguaglianza

3n—2)=2p ().

(") I risultati contenuti in questo lavoro, furono oggetto di una Comunicazione all’ultimo
Congresso internazionale dei Matematici (Bologna, 1928).

(¥) Cid segue subito, ad esempio, dal modo come vengono introdotti i moduli nel Trattato
di F. SevERI, Vorlesungen ber algebraische Geometrie (Leipzig, Teubner, 1921), pp. 151 e 157.
Pud ovviamente supporsi p > 0, poich®é per p —0 non vi sono moduli, e la varieta H ridu-
cesi ad un solo elemento.

(®) F. SEvERI, Sulla classificazione delle curve algebriche e sul teorema d’esistenza di
Riemann, « Atti R. Acc. dei Lincei », serie V, 24 (1915),, Nota I, p. 877, n.° 2.

(*) Cid & notoriamente possibile, se ci si limita alle curve ¢perellittiche di genere p.

(®) Per errore di stampa nella Nota citata sta scritto p <<11 invece che p < 11.

(®) B questo un ben noto risultato enunciato da BrRILL e NOETHER, che nelle citate
Vorlesungen del SEVERI (drhang G, n.° 10) si trova posto al riparo da ogni obbiezione. Il
SEVERI dimostra anzi (a p. 398), che la generica curva di quell’ordine e di quel genere
possiede soltanto nodi.
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72 B. SEGRE: Sui moduli delle curve algebriche

Si hanno dunque per #n, p, i seguenti valori:

p=1,n=3; p=2 n=4; p=3, n=4; p=4 n=>50; p=>5, n=E6;

p=6, n=6; p=T, n="T, p=8 n=8; p=9, n=8; p=10, n=9;
e si verifica che il numero d =0 dei nodi che la curva minima deve possedere
per essere del genere voluto (p << 11), & tale che 3d non supera %n(n+3);
percio fino al genere p =10 si pud costruire un modello piano minimo della
curva pitt generale di genere p, assegnandone del tutto ad arbitrio i nodi.

Per un dato p (p << 11) le curve minime formano dunque un sistema con-
tinuo X, costituito da infiniti sistemi lineari (da uno solo, per certi valori del
genere) di dimensione k=0, corrispondenti birazionalmente ai gruppi di d
punti del piano (). Il sistema X, pertanto, & razionale.

Le curve di ¥ birazionalinente equivalenti ad una data, riempiono un si-
stema S, e la varietdh W avente per elementi i sistemi S & birazionalmente
equivalente ad H. Ora la varieta W & razionale od unirazionale (%), e tale
¢ dunque pure H. ’ A

Per p =3 il sistema X & addirittura un sistema lineare. Il ragionamento
precedente trovasi sviluppato per tale caso nel Trattato di F. ENRIQUES ed
O. CHISINI (°): perd, se lo si limita a sistemi lineari, esso non pud venir
esteso al di 14 del valore p—==6 del genere, poiché, al § I di questo lavoro,
io dimostro che mentre per p<<6 esistono sistemi lineari di curve piane di
genere p a moduli generali, sistemi lineari siffatti non esistono per p > 6.

2. Il prof. SEVERI, richiamando la mia attenzione sul procedimento gene-
rale esposto dianzi, mi ha proposto di cercare se esso possa estendersi a curve

(") Nello spazio lineare Sy, i cui punti rappresentano le curve di ordine n del piano,
il sistema 2 ha per imagine una varietd V luogo di spazi lineari Sy, tale che per un punto
generico della varietd passa un solo Si generatore. E poiché la varieta & razionale quaundo
se ne prendano come elementi quegli spazi lineari, risulfa razionale anche come luogo di
punti (il che, notoriamente, si vede considerando sulla varieta il sistema lineare co* di va-
rietd unisecanti degli spazi generatori, staccate su V dagli Sy_, per uno Sy_j; 4).

(®) Invero, il sistema 2 essendo razionale, le sue curve possono rappresentarsi coi punti
di uno spazio lineare S., in cui i sistemi S hanno per imagini varieta algebriche M; tali
che per un punto generico di S, ne passa una sola. Segando quelle M con uno spazio S_s,
otteniamo in S,_s un’énvoluzione birazionalmente equivalente all’insieme delle M;, cioe dei
sistemi S.

(®) F. ExrIQUES-O. CH1sINI, Lezioni sulla teoria geomeirica delle equazioni e delle fun-
zioni algebriche, vol. II1 (Bologna, Zanichelli, 1924), p. 376.
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di genere superiore a 10, se civé per p > 10 si possano costruire sistemi
razionali di curve a moduli generali del tipo di 2. La risposta alla questione
& negativa. Al § II io dimostro infatti che per p > 10, la curva variabile in
un sistema continuo X, luogo di sistemi lineari i cui gruppi base sieno
assegnabili ad arbitrio, é a moduli particolari (*°). All’uopo faccio vedere
che, se si supponessero le curve di & a moduli generali, sarebbe possibile di
abbassare indefinitamente 1’ ordine delle curve del generico sistema lineare
di 2, mediante successive trasformazioni quadratiche, il che & manifestamente
assurdo (**).

Considerazioni analoghe possono venir fatte per sistemi continui assai
generali di curve piane di genere p, e precisamente pei sistemi E la cui curva
generica individua un sistema lineare, la cui dimensione virtuale (che pud
esser negativa) non ¢é inferiore a — p, per il che basta che quel sistema
lineare sia infinito. Nei §§ III e IV dimostro che per p > 36 le curve di un
sistema E siffatto non possono essere a moduli generali, e quindi

Le curve di un qualunque sistema continuo di curve piane di genere
p > 36 a modwli generali, sono isolate, nel senso che una genevica di
esse individua un sistema lineare la cui dimensione effettiva é nulla;
inoltre la dimensione virtuale di detto sistema lineare & inferiore a — p.

La dimostrazione di questo teorema procede per assurdo (§ III), ragio-
nando su d’un sistema E qualunque in nodo simile a quello indicato poc’anzi
pel sistema . Ora perd si presenta un fatto nuovo, poiché i punti base del

(1") Per questa via, pertanto, non si riesce ad estendere oltre il valore p =10 del ge-
nere, la presunta razionalith od unirazionalitd della varieta H.

Sotto forma meno precisa, ma pill espressiva, la precedente proposizione pud anche
enunciarsi cosi:

Se una curva piana algebrica irriducibile, di genere p > 10, é @ moduli generali, il
gruppo dei suoi punti multipli occupa nel piano una posizione particolare, ed il sistema
lineare da essa individuato é sovrabbondante.

Oltre a rispondere alla questione posta al principio di questo numero, il suddetto ri-
sultato (in un cogli altri che vengono enunciati pit sotto) ha interesse dal punto di vista
della teoria generale dei sistemi continui di curve algebriche, Tale teoria, specialmente per
cid che concerne I’ esistenza, la dimensione e 1’unicita di sistemi continui completi di curve
piane algebriche con date singolaritd, verra svolta in un prossimo lavoro, che trovasi rias-
sunto in alcune recenti Note lincee.

(1') Nel corso della dimostrazione faccio uso del fatto che: « Un sistema lineare di curve
piane irriducibili i cui punti base sieno assegnati nel piano in modo generico, é regolare ».
Di questa proposizione, che si ammette come ovvia in taluni sviluppi della teoria dei sistemi
lineari di curve piane, non sono riuscito a trovare una dimostrazione esauriente.

Perod, senza ricorrere ad essa, al § V stabilisco di nuovo la validita del teorema enun-
ciato nel testo, per valori convenientemente grandi del genere p (p > 36).
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generico sistema lineare di & non essendo necessariamente in posizione ge-
nerale nel piano, posson anche esser fra loro infinitamente vicini, onde puo
accadere che non sia possibile di abbassare I’ ordine delle sue curve me-
diante una sola trasformazione quadratica. Questa difficoltd vien - superata
(§ IV), mostrando che in tal caso lo stesso scopo pud venir raggiunto per
mezzo di una conveniente successione di trasformazioni quadratiche (di cui
le prime innalzano 1'ordine delle curve del sistema lineare, e le ultime lo
abbassano al di sotto del valore primitivo).

L

3. Per provare 1 asserzione fatta alla fine del n. 1, incominciamo col
far vedere che per p << 6 esistono nel piano sistemi lineari di curve di ge-
nere p a moduli generali.

La cosa ¢é evidente per p =0, 1, 2, 3. Per p =4, poiché ogni C{ canonica
si proietta da un suo punto secondo una quintica piana con due punti doppi,
basta considerare ¢l sistema lineare oo'*t delle quintiche piane passanti
doppiamente per due distinti punti assegnati.

Per p =5, consideriamo in §, la C} canonica. Essa si proietta da una
sua corda su d’un piano, secondo una sestica con D punti doppi; ammesso
che scegliendo convenientemente la corda da cui si proietta C}, sia possibile
di ottenere nel piano una sestica i cui 5 punti doppi si possano trasformare
con una collineazione in una 5-pla di punti assegnati genericamente nel piano,
potremo asserire che ¢l sistema lineare oo'* delle sestiche piane passaniti
doppiamente per 5 punti assegnati genericamente nel piano, & costituito
da curve di genere b a moduli generali.

L’ipotesi ammessa, che & suggerita da un semplice conto di costanti,
equivale a supporre che nel suddetto sistema lineare, una curva generica
non sia birazionalmente identica ad infinite altre. Questi fatti equivalenti fra
loro sono dimostrati, se si riesce a provare ch’essi sussistono per una scelta
particolare della 5-pla dei punti doppi; e siccome noi proveremo ch’essi val-
gono supponendo che dei b punti doppi due coppie sieno costituite da punti
infinitamente vicini, cosl essi varranno in generale.

La figura piana formata da tre punti non allineati e da due rette pas-
santi genericamente per due di essi, non ha invarianti proiettivi. Dunque, se
dimostriamo che fra le varie sestiche piane ottenute proiettando una data
C; canonica da una sua corda, ve ne & sempre (almeno) una avente due

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



B. SEaRE: Sui moduli delle curve algebriche 75

tacnodi ed un punto doppio ulteriore, con cid risulterd provato che il si-
stema lineare cui appartiene una curva siffatta & costituito da curve a mo-
duli generali.

Una C} canonica & la curva base di una rete di quadriche di S, (che
possiam supporre generale), di cui sia I' la curva Jacobiana. Su I' le 5-ple dei
vertici dei coni dei vari fasci di quadriche della rete, costituiscono un’invo-
luzione doppiamente infinita, che & necessariamente ur_la‘ serie lineare, poiché
i suoi gruppi sono birazionalmente riferiti ai fasci della rete. In corrispon-
denza ad un gruppo con due punti doppi di questa g2, si avra nella rete un
fascio di quadriche avente la ecaratteristica [0(0, 0)0, 0)], cioé contenente tre
soli coni distinti, di cui due da contarsi doppiamente. La V} base di un tal
fascio contiene certamente delle rette (‘**), le quali sono corde di Cj; ed &
subito visto che basta proiettare C; da una di queste rette su d’un piano,
per ottenere una sestica di genere D con due tacnodi,

Infine per p =6, rifacendosi alle curve piane minime, si ottiene come
sistema lineare di curve di genere 6 a moduli generali, ¢l sistema lineare oo*®

delle sestiche piane passanti doppiamente per 4 punti assegnati generi-
camente nel piano. :

4. Proveremo ora che le curve d’un qualunque sistema lineare di ge-
nere p > 6 sono a moduli particolari.

La cosa si dimostra agevolmente per p > 10 come segue. Se le curve
d’un sistema lineare di genere p > 10 potessero essere a moduli generali, la
dimensione effettiva del sistema non potrebbe risultare inferiore a 3p — 3,
onde supererebbe di certo 2p -+ 7. In base ad un risultato di G. CASTEL-
NUOVO (**), da qui si dedurrebbe che le curve del sistema dovrebbero essere
iperellittiche, eppertanto a moduli particolari, contro il supposto,

Ci resta da dimostrare la proposizione enunciata, per p =1, 8, 9, 10. Ci
limiteremo a provarla per p =1, bastando per p=28, 9, 10 ragionare in modo
analogo.

Un sistema lineare O, che pud supporsi completo, di curve di genere
p="T a moduli generali, se esiste, ha la dimensione effettiva # non inferiore
a 3p — 3 =18; e, colla stessa argomentazione di poc’anzi, si vede che & non
pud superare 2p - 7 = 21. In ogni caso, essendo k> p, il sistema O & regolare.

(1) Cfr. E. BErTINI, Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi. (Pisa, Spoerri,
1907), p. 157.

(*3) Ved. G. CASTELNUOYO, Ricerche gemerali sopra i sistemi lineari di curve piane,
« Mem. della R. Aeccad. delle Scienze di Torino », serie 11, 42 (1892), pag. 3, n©° 31,
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Supporremo © privo di punti base semplici, considerando come virtual-
mente inesistenti quelli che eventualmente vi fossero, ed ammetteremo inoltre
per ora che i punti base di © sieno 2 punti distinti, anzi in posiziohe gene-
réica nel piano. Dette v,, v,,..., v,. le relative molteplicita, ed n 1 ordine
delle curve di ©, varranno, com’é immediato, le equazioni

1 Svp=n'—h—6

=1

(2) _Zr‘.lvi =3n —h-+6.
i=
Poiché la generica curva di © non & iperelliitica, il sistema © aggiunto
puro di © ¢é irriducibile, e quindi di genere virtuale p’ = 0. Siccome poi &
h>2p—1, la generica curva di 0" forma parte di qualche curva di 6 (*),
ed esiste un sistema lineare completo 0", residuo di O’ rispetto a ©, la cui
dimensione virtuale & & data da

R=h—-2p+p +1=5.

Per la supposta genericitd degli » punti base di ©, si pud asserire che 0" &
un sistema lineare irriducibile di curve ellittiche (**), onde, per un noto
teorema, lo si pud trasformare cremonianamente in un sistema lineare di cu-
biche, o nel sistema lineare o* delle quartiche passanti doppiamente per due
dati punti.

Suppongasi addirittura che 0" sia un sistema di uno di questi due tipi.
Se ©” & un sistema lineare (necessariamente regolare) di cubiche ellittiche,
esso non pud avere pitt di 4 punti base, la sua dimensione 2 non potendo
risultare inferiore a 5. Siccome si ottiene una curva di © sommando ad una
curva di O (aggiunta d’ordine 2 — 3 di ®) una qualunque curva di 07, e
poiché O non ha punti base semplici, si deduce che anche © non pud avere
pia di 4 punti base, ¢ioé r<<4. E la stessa limitazione, anzi la limitazione
r<< 2 sussiste se 8” & del secondo tipo.

Le molteplicita v; dei punti base di ® sieno disposte in ordine di gran-
dezza, e precisamente sia

V42V22V32Vu

intendendo di attribuire il valore O a 4 —# delle v,, se risuliasse » < 4.
Potremo sempre supporre che non sia possibile di abbassare U ordine delle

(#) Cfr. Mem. cit. in (13), n.0 29.
(*3) Cfr. Mem. cit. in (*3), n.° 30.
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curve di © con una trasformazione quadratica. Infatti, nell’ipotesi contraria
basta con successive trasformazioni quadratiche abbassare 1 ordine del si-
stema, fino a che cid6 non sia ulteriormente possibile; ed anche il sistema
lineare che cosl si ottiene non ha pit di 4 punti base, poiché le singole tra-
sformazioni eseguite non possono aumentare i] numero dei punti base.

Ricordando che i punti base di © sono distinti, la fatta ipotesi si traduce
nelle relazioni

.

n
vV, +VY,+ v, <<n, v4£§-

Da qui, in base alla (2), e tenendo presente che & /<< 21, si deduce
n<9.
L’ uguaglianza 7 =9 pud solo sussistere con

V, =V, =V, =v,=3, h=21l,

ma queste equazioni sono incompatibili colla (1). Parimenti si pud vedere che
non & possibile di soddisfare alle limitazioni precedenti ed alle (1), (2), se &
n=—==8 o n="T; vi si soddisfa invece con n =6, prendendo

vVo=Vv,=v,=2,v,=0, h=18, oppure v,=3, v,=v,=v,=0, h =21,

e soltanto in questi due modi.

Poiché ovviamente non pud aversi n <6 con p="T, cosi avremo in-
tanto che
' Un sistema lineare di curve piane, non iperellittiche, di genere p=1
e dimensione h =18, ¢ cui punti base abbiano nel piano posizioni gene-
riche, pud sempre 1ridursi ad un sistema lineare di sestiche (di genere 7),
mediante una trasformazione cremoniana.

Le curve di questo sistema #non sono perd a moduli generali, conte-
nendo esse una g; (**). La stessa particolarita dovra allora presentarsi per le
curve di un sistema lineare completo ,, di genere p =17 e dimensione k = 18§,
i cui punti base sieno comunque disposti nel piano. In ogni caso, infatti, il
sistema. ©, & regolare, e pud ottenersi come posizione limite di un sistema
lineare © cogli stessi caratteri e colle stesse molteplicitaA base, i cui punti
base sieno generici nel piano e varino con continuita, tendendo a quelli di ©,.
Dunque, anche le curve di ©, sono a moduli particolari, il che prova I’ asserto.

(#%) V. Op. cit. in (3, p. 159.
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II.

3. Consideriamo una curva piana irriducibile C, d’ordine n e genere
effettivo p, avente » punti multipli distinti od infinitamente vicini, di cui
indichiamo con v, le molteplicitd (i=1, 2,..., »; v;==2), talché risultera

® p=g0—1n—2—3 I v —1.
2 21
La dimensione viriuale k del sistema lineare | C|, & data da
1 17
(4) k:—?’l(n—i—?))—— Z V':(Vi—l—l),
2 2

qualora, come sempre faremo, si considerino come virtualmente inesistenti
gli eventuali punti base semplici del sistema lineare considerato.

La totalith delle curve piane irriducibili di ordine n, aventi » punti mul-
tipli colle molteplicita v, (i=1, 2,...,, ), costituisce uno o pil sistemi (algebrici)
irriducibili e completi (cioé non contenuti in sistemi pitl ampi di curve cogli
stessi caratteri), e sia & uno di essi. Ogni sistema algebrico irriducibile di
curve con quei caratteri, contenente la generica curva I' di E, & contenuto
per intero in E (7). In particolare il sistema lineare |I'| appartiene a E: il
suo genere e la sua dimensione virtuale sono dati dalle (3), (4).

Se I' si trasforma cremonianamente in una curva T',, ad ogni altra curva
generica di & si pud applicare un’analoga trasformazione cremoniana, otte-
nendo cosi altre curve cogli stessi caratteri di I';, appartenenti ad uno stesso
sistema continuo E,. Circa la corrispondenza che intercede fra le curve di Z
e quelle di E,, dicendo omologhe due curve trasformabili I’una nell’ altra con
una trasformazione cremoniana di quel tipo, possono presentarsi vari casi,
che perd non stiamo ad esaminare (8),

Osserviamo piuttosto che il genere effettivo di T', vale ancora p, e che
la dimensione virtuale di |T',| non ¢é inferiore a k, se si suppone che la
trasformazione cremoniana che fa passare da I' a I', non abbia alcun punto
fondamentale che cada in un punto semplice di T' (**). Aggiungiamo che se le

(1) V. Op. cit. in (3), Anhang G, n.° 1.

(%) Cosl, ad es., i sistemi continui E e E, possono anche avere dimensioni disuguali.

(19 Cid segue da note proprietd dei sistemi lineari, per cui cfr. Mem. cit. in (*3), n.° §,
avendo riguardo alla convenzione fatta poc’anzi circa i puniti base semplici dei sistemi li-
neari inh esame.
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-

curve di E sono a moduli generali, lo stesso pud dirsi delle curve di E,,
e che se ¢ punti multipli della generica curva di & hanno posizione gene-
rica nel piano, lo stesso accade per E,.

Se le curve di E, di genere p > 1, sono a moduli generali, e cioé se Z
contiene <03 famiglie di curve birazionalmente identiche, poiché il si-
stema & insieme ad ogni sua curva I' contiene tutte le sue trasformate
proiettive, e siccome d’altro canto la generica I' (di genere p >>0) non pud
ammettere infinite trasformazioni proiettive in sé, cosi la generica di quelle
famiglie & almeno oo® onde la dimensione d di & deve soddisfare alla limi-
tazione '

(5) ‘ d=3p +5.

6. Indichiamo colla lettera X un sistema E, tale che gli » punti base del
generico sistema lineare in esso contenuto sieno generici nel piano. In questo
paragrafo ammetteremo come postulato che detlo sistema lineare abbia ad
essere regolare. Questo fatto che, per quanto di non facile dimostrazione,
pud ritenersi come intuitivo, viene per ora ammesso all’uopo di agevolare
la dimostrazione della proposizione che enunciamo pit sotto. Perd essa verra
di nuovo stabilita al § V, indipendentemente da quel postulato, per valori
convenientemente grandi del genere p (p > 36).

Il generico sistema lineare di X essendo regolare, la sua dimensione
(virtuale — effettiva) &, non pud risultar negativa, ossia dev’ essere

(6) k= 0.

La dimensione d del sistema I, il quale comprende oo®” sistemi lineari oo*,
vale
(0 d=2r+ k.

Per quanto abbiamo detto al n.° 1, se le curve (di genere p) di = potes-
sero essere a moduli generali, sarebbe possibile pel valore p del genere di
introdurre 1razionalmente od unirazionalmente ¢ moduli. Si & visto che cio
& possibile per p << 11; per contro ci proponiamo di dimostrare che per p>11
non si possono introdurre i moduli nel modo indicato, avvalendoci d’un si-
stema X, poiché:

Le curve di un qualunque sistema Z, di genere

(8) p=>=1l],

sono necessariamente o moduli particolari.
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Supposto infatti per assurdo che esista un sistema 3, le cui curve (di
genere p = 11) sieno a moduli generali, dimostreremo che la somma delle
tre molteplicita base piu elevate del generico sistema lineare di X, supera
Uordine n delle sue curve. Poiché i corrispondenti punti base sono certo
distinti, nell’ipotesi ammessa, sarebbe dunque possibile di abbassare 1 ordine
delle curve di quel sistema lineare, mediante una trasformazione quadratica.
11 sistema lineare trasformato sarebbe esso pure regolare, ed apparterrebbe
ancora ad un sistema X,, di curve dello stesso genere p a moduli generali
(n.® ), ma di ordine inferiore ad n.

L’ applicazione ripetuta della proposizione enunciata, condurrebbe per-
tanto ad un sistema continuo di curve di genere p ed ordine comunque
basso, il che & manifestamente assurdo.

7. Si abbia dunque un sistema X, pel quale conserviamo le precedenti
notazioni, le cui curve (di genere p=11) sieno a moduli generali. Per quanto
si & detto al n.° H, varra la (5), da cui, in virtu della (7), si deduce

) k4 2r = 3p + 5.

Dalle (3), (4), sommando e sottraendo segue

r
(10) n—h—p+1=3v}
i=1

’
(11) 3n —k4+p—1=23v,,
i=1
e da qui, ricordando la (6),
’
(12) n*—6n —3p+3 <D v (v,—2).
' i=1

Sieno v,, v,, v, le tre molteplicitd v; piu elevate, con
v, =V, =>v, =>0.
Per c¢io che si & detto al numero precedente, si tratta di far vedere che &
(13) Vv, v, >0

Incominceremo col provare che &

v, >

w_|§

n

Supposto infatti per assurdo v, g%, e pertanto v; << 3

per i=1, 2,.,n,
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dalla (12), tenendo presenti le (11), (9) e ricordando che & v, —2=>0, in tale
ipotesi segue

ng—Gn—3p+3gﬁ(§ v,-—2r):
3\i=t

:%[3724—10—1—(k+27")]g%(3n—2p—6),

e quindi
n

6n+3p—323

(2p + 6).
Da qui, in base alla (8), si deduce

2 2
4n—32p(3n—3)211(3n—3),
d’onde
n<<9.

Nelle ipotesi attuali non pud dunque aversi v‘gﬁ, poiché in tal caso

le curve di X sarebbero contro il supposto a moduli particolari, in quanto
che 1’ ordine minimo dei modelli piani delle curve a moduli generali di ge-
nere p =11, & maggiore di 9 (*°).

8. Dimostreremo ora che dev’ essere

v, >5, v,>4,
il che ci sara utile piu tardi.
Supposto intanto per assurdo v, << 5, e dunque v,<<bH per i=2,3,.., 7,
dalla (12), avendo presenti le (11), (9), si ricava

r r
n—6n—3p+3<v—2v, +2v(v, —2)<<VI —2v, + 52 (v, —2)=
i=2 i=2

=v;— Ty, + 10+5<2 v.-—2r)=v§—7v, 41045830 +p —1— (k421 <
i=1
<V:— v, + 10 + 53n — 2p — 6),
e quindi
nt—2In —Vv:+ Ty, +Tp+23 <0,
Se in questa limitazione in luogo di » poniamo

"=V1+B+7’

(*) V. loc. eit. in (%).
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otteniamo dopo alcune facili riduzioni
BB +2v, — 1)+ Tp —T5=<<0,
onde, avuto riguardo alla (8), dev’essere
BB+ 2v, — 7)< 0.

“Ma questa disuguaglianza non pud certo sussistere nelle ipotesi attuali;
poiché, se fosse B << 0, la generica curva di X (di genere p=>11), conterrebbe
una gi_vl (segata dalle rette pel punto v,-plo) con » —v,=f + 7< 7, onde
sarebbe a moduli particolari (*'); e d’altronde si ha §+2v, —7>0, dovendo
in base al numero precedente risultare 3v, > n. Dunque effettivamente é v, > 5.

In modo simile si prova che & v, > 4. Supposto cio¢ per assurdo v, << 4,
dalla (12), avendo presenti le (11), (9), si ricava

nt—6n—3p+3<vi+vi—2v, —2v, v, (v;— )<V v; —2v, —2v, + 4 3 (v;—2)
=3 =3

=V} -+vi—6v,—6v,+16 +4(151\/i—27‘):vf+v§—6vi—6v2+16+4[3n +p—1—(k+27)]
<V{+v; — 6y, — 6v, + 16 + 4(3n — 2p — 6),

e quindi
n® —18n — v — vi + 6v, + 6v, +5p + 11 < 0.

Se in questa limitazione in luogo di # poniamo
(14) n=v,+v,+r,
dopo alcune facili riduzioni otteniamo
(15) '2(v, — 6)(v, — 6) 4+ 2v|(v, — 6) + (v, — 6)] +v* + 6y + 5p — 61 < 0.

Notiamo intanto che, in base alla (14), dev’ essere y =0, poiché la curva
generica di ¥ é irriducibile. Ricordando la (8), e siccome per cid che precede
risulta v, =v, =6, si vede che la (15) pud solo sussistere con y =0, onde
la (14) porge :

(16) n=yv, +v,.

Se fosse v, > 0, la disuguaglianza (13) che dobbiamo stabilire gii sarebbe
verificata in forza della (16). Possiamo dunque limitarci al caso che risulti
v, =0, e quindi =2, Con c¢id la (3) in virtu della (16) fornisce

p=(,— 1)y, — 1),

(*)) Cfr. Op. cit. in (), p. 159.
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onde, essendo come gi4 si & detto v, =v, =6, risulta
p =25,

e cio contraddice la (15). Bisogna quindi effettivamente supporre v, > 4.

9. Per dimostrare la (13), sard conveniente di modificare leggermente le no-
tazioni relative ai punti base del generico sistema lineare di . Diremo v, p e 2
le tre sue molteplicitd base piu elevate, con

(17 v >,

e supporremo ch’esso, oltre ad un punto base v-plo e ad un punto base p-plo,
abbia gy =1 punti base A-pli, ¢;_, =0 punti base (A—1)-pli,..., g, =0 punti
base doppi, talché il numero 7* dei punti base sard dato da

A
(18) r—=2+42p,.
a=2

Per cio che s’é detto ai n! 7 ed 8, dovrd aversi
(19) 3v > n,
(20) 2> 4,
ed inoltre, in base alle (17), pofra supporsi
(21) y—A—1=0,
poiché in caso contrario sarebbe vy =p =2, e la disuguaglianza
(22) A4+p+v>n

che dobbiamo stabilire, gid sarebbe verificata in virta della (19).
Dalle (3), (4), (6), colle attuali notazioni si ha '

A
3 palx—1),

M\H

1 1 1
(23) ge—Dn—2)— vy —1—pu—)—p=
1 1 1 12
(24) 5N +3)—vv+1)—sup+1) =3 2 paa(x+1).
2 2 9 2.3

Se osserviamo che, solo che sia « <A — 1, risulta

A — 2@+ 1) = Ma — 1),
dalla (24) deduciamo

(1—2) (n+3)—-v(v+1)-—-— wp 41 =5 )\X_lpaa(ac——1)+29;>\()\+1)(l——2

2 2
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e sottraendo membro a membro da questa relazione quella che si ha dalla (23)
moltiplicandone i due membri per A, otteniamo

(25) A —=DBn—v—p) V' — A 4-pA = — dp,.
La (11), colle notazioni addotte dianzi si secrive
%
(26) In—Rk+p—v—p—1=2p,a,
a=2
e, in virth della (18), fornisce

A
@17 3 —(B4+2r)4+p—v—p+3=23 p,la—2)
a=2

D’ altro canto, ricordando la (6), dalla (26) segue
Im+p—v—p—1=2,+ 2,
e sommando membro a membro questa relazione colla (25) si ottiene

(28) — ' 4 3nA += A4+ 1)p—1)+v(v—A) + pp—A) = 2p,.

10. Dalle (27), (9) deduciamo

1
(29) M —2p-—v—p—2=2pg,la—2),
a-=2
e quindi
(30) 3n—2p—v—p—2=0A—2p,.

Sommando membro a membro le (23), (29) otteniamo

12
(31) < = 2 puaf4-a—4).
a=2

1 1

DOl =

Ora, in virtu della (20), risulta
A4+1) o 4o —4) = (A - B — 1)
solo che sia 3 <<« << A — 1. Dunque dalla (31) segue

1
(A1) %n(n+3)—%v(v+1)—§p(p+l)~3p—1 =

1. r—1
= (- 1)y + 5 (+3) S pala— 1) g g0+ DO+ A— ),

e sottraendo membro a membro da questa relazione quella che si ottiene
dalla (23) moltiplicandone i due membri per A + 3, abbiamo

(82) —n*+3nd+46n+v(v—A —2) + pp— 2 —2)—2pA — 2% —4 = —2p,—2p, .
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Consideriamo infine le (28), (30), (32), e sommiamole membro a membro,
dopo averne ordinatamente moltiplicati i due membri per le quantitd posi-
tive A —2, 2, A—2; otteniamo cosi la relazione

A—2[—2n*+6n +1)+29v(v —A—1) 4+ 28(p —A—1)— 3% — p(A — 1)— D] +
+6n—4p —2v — 20— 4 =0,

e ponendo quivi in luogo di n e p le espressioni

(33) n=A+p+v-+e
(34) p =11+,

con un calcolo che non offre difficolta abbiamo

—A(v—A—1)YA—2)"—4(v—3)(p—A)A—2)—4(v—A—1)(A—3)—4(p—21)(2A—D)
(35) { —4A—4*—A—1)A—2)r —4n
—2e(2v+-2p— A +e—3)A—3)—2e(@v+2p — A 4+-e—6) = 0.

Le (17), (20) e (21) mostrano che nessuno degli addendi che figurano nella
prima riga di questa limitazione pud essere positivo; il termine — 4(A —4)*
& certamente negativo, ed i due restanti che figurano nella seconda riga sono
certo non positivi, essendo n =0 in forza delle (8), (34). Dunque, affinché la (35)
possa sussistere, deve uno almeno degli altri addendi che compaiono nel primo
membro di questa relazione, risultare maggiore di zero, e ci0 esige che sia e <0,
il che, in forza della (33), dimostra la verita della disuguaglianza (22) che
dovevamo stabilire.

IIT.

11. Riprendendo le notazioni del n.° 5, consideriamo un qualunque si-
stema E (in particolare un sistema ), per cui ammettiamo il generico sistema
lineare possa essere sovrabbondante, ossia di dimensione effettiva 2 maggiore
della dimensione virtuale k& (la quale ora pud anche risultare negativa).

—

Se il sistema & contiene oo® sistemi lineari, sara
(36) s << 27,
e la dimensione d di E sarad espressa da

37) d=s+h.

Noi supporremo in questo paragrafo e nel successivo, che la dimensione
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virtuale k& soddisfaccia alla limitazione

(38) k>—np.
Tale limitazione & certamente verificata se &
(39) h >0,

=

ossia se la generica curva di E appartiene ad un sistema lineare infinito, o,
come anche diremo non & isolata. Infatti, le curve di tale sistema lineare
essendo irriduttibili, il grado D del medesimo non pud risultare negativo; e,
in base alla (10), si ha

. r
(40) D<n*—2vi=k+p—1.
’i:l
Possono le curve di un sistema E per cui valga la (38), essere a moduli
generali? La risposta a questa domanda é certamente negativa, non appena
il genere soddisfaccia la disuguaglianza

(41) p >36 (**);

questo fatto, che pud anche enunciarsi in modo assai piu espressivo, come é
stato fatto verso la fine del n.° 2, verrd provato in seguito, con un ragiona-
mento analogo a quello indicato al n.° 6 e sviluppato nei numeri successivi.

Ammetteremo cio¢ per assurdo che esista un sistema & per cui valgano
le (38), (41) e le cui curve sieno a moduli generali. E dimostreremo la fal-
sitd di quest’ipotesi, facendo vedere che se esiste un sistema I siffatto, é
possibile di abbassare U ordine della sua curva generica T, mediante una
conveniente successione di frasformazioni quadratiche, non aventi nessun punto
fondamentale che cada in un punto semplice di I'. L’assurdo segue da ciod,
che, per quanto si & detto al n.° 5, la curva T, trasformata di I' appartiene
alla sua volta ad un nuovo sistema E,, le cui curve sono a moduli generali,
e pel quale ancora valgono le (38), (41); e pertanto 1'applicazione ripetuta
della proposizione enunciata, conduce ad un sistema continuo di curve di dato
genere p, ed ordine comunque basso, il che manifestamente non pud essere.

12. Supponiamo adunque che esista il sistema E di cui alla fine del nu-
mero precedente. Le sue curve essendo a moduli generali, varrd la (5). Pos-

siamo escludere che il generico sistema lineare |I'| di E sia 7egolare, questo
caso essendo gid stato trattato al paragrafo precedente. Se detto sistema li-

(*) Non resta escluso che cid valga a partire da valori pin bassi del genere.
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neare & infinito, ossia vale la (39), la relativa serie caratteristica & una g-!
speciale (*%). In virt del teorema di CLIFFORD (**), risulta

2(h —h< D’
ossia, per la (40),

1
(42) h<gk+p+1)
Questa limitazione vale pure se non & verificata la (39), cioé per h =0,

come & subito visto in base alla (38).
Dalle (37), (42) segue

1
d<s+ 5t +p+1),

e da qui, per le (5), (36), si ha

1 ) 9
(43) s+§k2§p+§,
1 5 9

Cio premesso, incominceremo col dimostrare che la somma delle tre
molteplicita base piw elevate di |T'|, supera I’ ordine n delle sue curve.

13. Proviamo intanto che la pi% grande v, delle molteplicita base di |T|,
e tale che
(45) 3v, >n+6.

La dimostrazione procedera per assurdo, ammettendo che non valga la (45),
e dunque che si abbia

(46) v, < g +2.

Dalle (10), (11), avuto riguardo alla (38), si deduce
r
40 n—6n—4p +3 <<Tv(v;,— 2);
i=1
inoltre dalla (11), in base alle (44), (38), segue

(48) J(vi—2)<<3n—p —6.

=1

(*%) Cid segue subito dal fatto che |T'| & sovrabbondante; cfr. Mem. cit. in (*3), n.° 18.
(%) Per cui v. Op. cit. in (3), p. 131.
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Dalla (47), avvalendosi delle (46), (48), e ricordando che ¢ v;—2=0
per i=1, 2,..., 7, si ha successivamente

n2—6n—4p+3g£ (g+2)(v,—2)g(g+2)(5n—p—6),
i=1

e quindi
(n — 6)(p — 30) — 135 < 0.

p—

Ora le curve di & (di genere p>36) essendo a moduli generali, sono di
ordine n > 26, onde, in virti anche della (41), la limitazione precedente non
puo certo sussistere, il che implica la falsitd della (46).

14. Dimostriamo che dev’ essere

v, > 10, v, >4,
cio che ci sard utile pia tardi.
Supposto v, << 10, dalle (47), (48) si ha

r r
n—6n—4p+3 <V —2v, +Tv(v,—2) <<V —2v, + 102 (v,—2) =
=2 i=2

=V — 12y, + 20 + 1()1_5‘.1(\»5—2) < vi — 12v, + 20 + 193z — p — 6),
e pertanto
n®* — 36n —v; + 12v, +6p +43 < 0.

Se in questa limitazione in luogo di n» poniamo

(49) n=v, ++ 12,
otteniamo

2B+ B@v, —f—12)4-6p — 245 < 0,
onde, avuto riguardo alla (41), dev’ essere
(50) 28 +pv,—B—12)— 29 <.

La generica curva di & (di genere p > 36) contiene una g}‘__vl, segata

dalle rette passanti pel suo punto v,-plo. Poiché essa ¢ a moduli generali,
occorre che sia

n—v‘2g+1>19 (25),

(*®) Cfr. Op. cit. in (), p. 159.
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e quindi, in base alla (49),

(1) B> 1.
Siccome poi dalle (45), (49) risulta
(52) 2v, —B—12 > 6,

cosl si vede che la (50) non pud sussistere, il che esige che sia effettiva-
mente v, > 10. i

Per provare che & v, >4, suppongasi se possibile v,<C4. Allora dalle
(47), (48) segue

n'—6n—4p +3 <<V 4-v) — 2v, — 2v, + B vy(v; — 2)
=3

<Vi+v,—2v, —2v, 442 (v; —2)=v+v; — by, — 6v, + 16 -4 Z (v, — 2)

i=3 =1
<Vv!+ v, — 6y, —6v, + 16 +- 4(3n — p — 6),
e quindi
n* — 18n — v} — v; + bv, + 6v, + 11 < 0.

Se in questa limitazione in luogo di # poniamo

(53) =Y, +V,+7,
otteniamo .
2(v, —6)(vy—6) 4~ y(y +2v, +2v,— 18) — 61 << 0.

Ora questa relazione non pud essere verificata nelle ipotesi attuali; poiche
in base alle (51), (52) dev’essere v, > 13, e per cio che precede v, > 10; ed

inoltre, in virtt della (53), deve aversi Y =0, poiché la curva generica di =
& irriduttibile. Bisogna quindi effettivamente supporre v, > 4.

15. Al uopo di stabilire la proposizione enunciata alla fine del n.° 12,
modifichiamo le notazioni relative alle molteplicitd dei punti multipli della
generica curva di E, nel modo che abbiamo indicato al principio del n.® 9.
Per cido che s’é dimostrato ai n.t 13 e 14, dovra aversi

(54) 3v >n-+6,
(bbH) A>4, p>10, v>13,
ed inoltre, in base alle (17), potrd supporsi
(56) _ v—A—4=>0,
poiché in caso contrario sarebbe
n=A 2 v —3,
dnnali di Matemation. Serie IV, Tomo VII. 12
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e la disuguaglianza

(67) Ad-p+4v>n,

che dobbiamo dimostrare, sarebbe una conseguenza della (54).
Dalle (3), (4), (38), colle attuali notazioni si ha

1 1 1 11
G8)  G—lr——3W—D—sup—1)—p=g 2 pala—1)

1 1 1 1 A

(59) —nan4+3)— v+ 1) —spp+1)+p>=; 2 pa(a+1),
2 2 2 Zac:Z

e dalla (11)

2
m—hk—v—p+p—1=2p,0,
a=2

Da quest’ ultima equazione, ricordando la (38), deduciamo

(60) Mm—v—p+2p—1=2p,,
ed inoltre, in base alle (44), (18) e (38),

(61) 3n—v—p.—p—22§llp¢(a—2),
e quindi =

(62) n—yv—p—p—2=(A—2)p,.

Sommando membro a membro le (58), (61), otteniamo
1 1 1 12 .
63) Sn®r43)—sv(v+1)—zpp+1)—2p —1=; Zp (e’ +a—4).
2 2 2 2a=2

Ora, in virta della prima delle (53), risulta
A+ 1)(@* 40— 4) = (A + 3)a(x — 1),
solo che sia 3 <<a <<\ — 1. Dunque dalla (63) segue

1
(A1) %n(n+3) —%v(v—l—l) —ép(u—l—l)—?p—l =
1 11 1
>A+1p, + §(l+3) {lspaa(a—l) + épl(l+l)(12+l~—4),

e sottraendo membro a membro da questa relazione quella che si ottiene
dalla (58) moltiplicandone i due membri per A + 3, abbiamo

(64) — 4+ 30k +6n 4 vy —A—2)+
Fpp—A—2)—pA+p—2X — 4= —2p, — 2p;.
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Consideriamo infine le (60), (62), (64), e sommiamole membro a membro,
dopo averne ordinatamente moltiplicati i due membri per le quantitd posi-
tive A—2, 2, A —2. Otteniamo cosi

A—=2)—n* +-3nx +9n +v(v—A —3)+ p(pp — A —3)—pr+3p — 21X — 5]
+6n—2v—2p—2p —4>=0,

e ponendo quivi in luogo di n 1’ espressione
(65) . =M+ 4V +eEe,

con un calcolo che non offre difficolta abbiamo

[ — 2v—A— 4 A—4)A —2) — Ap—A) v —13)A—2) — 2Ap —A)A—4) — 2(v—A—4(A—4)
(66) { — 18(p— 11)(A—2) — TA® — 43(A — 4) — 18 — (p — 36)(A — 2)(A — 3) — 2p
( —ee+2v4+-2p— A — 9 A —3) —eg(le+2v+2p — A —15) = 0.

Le (17), (41), (55), (56), mostrano che mnessuno degli addendi che com-
paiono nelle due prime righe di questa limitazione, pué essere positivo. Poiche
la loro somma & certamente negativa, affinché la (66) possa sussistere & ne-
cessario che uno almeno degli addendi rimanenti sia positivo. Cid accade
solamente se &€ € << 0, il che, in forza della (65), dimostra la verita della
disuguaglianza (57) che dovevamo stabilire.

16. 11 risultato conseguito al numero precedente, non dimostra ancora la
proposizione enunciata al n.° 11, Pud darsi invero, che 1 tre punti base del
generico sistema lineare di £ a cui competono le tre molteplicitd piu elevate,
sieno fra loro infinitamente vicini, per modo che non esista nessuna conica
irriducibile che li contenga. In tal caso non & possibile di abbassare 1’ ordine
delle curve di detto sistema lineare, mediante una sola trasformazione qua-
dratica; perd nel paragrafo seguente dimostreremo che si pud ottenere questo
intento, mediante wuna conveniente successione di trasformazioni quadra-

tiche (*°).

(?) La via che noi seguiamo, ha qualche rassomiglianza con quella tenuta da O. CHISINT,
per vincere una difficolta analoga a quella segnalata, che si presenta nel problema della
decomposizione di una trasformazione cremoniana in fattori quadratici. Ved. O. CHISINI, Sul
teorema di Noether relativo alla decomponibilitcc di una érasformazione cremoniana in un
prodotto di trasformazioni quadratiche, « Atti della Soc. dei Nat. e Mat. di Modena », serie V, 6
(1921), od anche Op. cit. in (%), vol. ITI, p. 170 e seguenti.
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Iv.

17. Per cid che abbiamo detto al numero precedente, dobbiamo ora esa-
minare il caso in cui, detti 0, 0, ed O, i punti base del generico sistema
lineare di E, cui spettano le molteplicitd pin elevate, che ora rispettivamente
denominiamo o =w,, ®, e v, (con w=w, =w,), risultino i punti 0, ed O,
prossimi ad O (in direzioni distinte od infinitamente vicine). In base al n.° 15,
ferme restando le altre ipotesi fatte al n.” 11 sul sistema E, dev’essere

(67) o+, +o0,=n+1,
e pertanto
(68) 20, + 20, > 2(n — wv).

Per maggior generalitd, suppaniamo che il generico sistema lineare di E
abbia .un certo numero ¢ — 2>=0 di punti base ulteriori O,, O,,..., O; pros-
simi ad O, ed aventi molteplicitd w,, v,,..., wg, tali che

(69) 20, =>n—w per j=3, 4,..., a.
Sard ovviamente
(70) 2‘ w; < o,
j=1
ed inoltre per la (67)

(11) So;=n41.
=0
Dalle (68), (69) si deduce sommando

2261 w; > (n — w)o,

onde per la (70) dev’ essere
2w
n—uw

(12) o<

—

Aggiungasi che, le curve di £ essendo generalmente irriducibili, si ha
(13) 0; << — O per j=1, 2,..,, a.

18. Premettiamo il seguente

LeMMA. — Dato un sistema E di curve a moduli generali, per cui

valgano le (38), (41), se il generico sistema lineare |T'| di © ha un punto
base O w-plo, avente prossimi aliri ¢=2 punti base O,, O,,.., Oy, mul-
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tipli secondo v,, v,,..., s, e se valgono le (11), (12), il sistema lineare |T|
ha un ulteriore punto base ¢-plo, con

(14) 29=n— .

Il sistema lineare |I'|, oltre ad O, O,,.., O, abbia altri t=0 punti base,
multipli secondo v,, v,,.., v:. Gli eventuali punti base semplici di |T'|, devono,
al solito, essere considerati come virtualmente inesistenti, talché sara v;>=2
per =1, 2,..., t. Poiche, quando sia fissato il punto 0, i punti 0,, 0,,..., O, sono
vincolati ad essergli prossimi, il numero s esprimente 1’ infinitd dei sistemi li-
neari costituenti E, non supera di certo

2 4o+ 21.
Si ha pertanto, in virtu della (43),
" 1 5 5
(‘5) G+2T+§k2§p+é.

Le equazioni (3), (10) ed (11), colle notazioni attuali si scrivono

1 19 17
(716) m—1n—2)— ;2 ow,—1)—p=3 Dvv,—1)
2 2i—0 =1
(77 n”—%m,-’—k—p+1=§v,’
i=0 =1
a T
(18 m—2Zw;, —kR4+p—1=2v; (*).
i=0 =1

Dalle (75), (78), segue

g 1 3 T_3Z
3n—£0m,-—-§k—§p+c—§2l§1v,-—2t,

e quindi, ove si abbiano presenti le (38), (71),

(79 37z—§m,—p+c—42§1(v,—1)—1
i=0 1=1
(80) 2n—p+c——52§(v,—2).
=1

Incominciamo col dimostrare che é t > 0. All’uopo introduciamo un nu-

T
(") Se fosse t==0, i sommatori 2 che figurano in queste formule e mnelle successive,
=1

vanno sostituiti da uno zero.
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mero ¢, che valga zero nel caso che risulti t==0, mentre per t=1 sia eguale
alla piu grande delle v;; e facciamo vedere che &

(81) =06,
Supposto infatti per assurdo ¢ <5, in base alla (80) si ha

élv,(v, —2)<< 5l§1(VI —2)<<5@2n —p+9—DH),
onde dalle (77), (18) segue
(82) nt— 6n —éow,-(wi — )k —3p 4+ 3 = 5@n—p+o—b)
Ora, in virtu delle (73), (70), risulta

Zu) w; —2)—w(w—2)+2m(w,—2)gw(w—- —|—Ew,(n—w—2)
— i1

< ow—2) 4+ on—ov—2)=nw — 4o,
e quindi dalla (82), ove si abbia anche presente la (38), si deduce
nn —w—16) + 4w — Ho + p + 28 << 0.

L’ipotesi fatta, che sia ¢ <5, & quindi assurda, in quanto che 1 ultima
limitazione che ne abbiamo dedotta non pud essere verificata. Ed invero,
come gia si & detto al n.° 14, dev’ essere

n—o>19,
ed inoltre, in base anche alla (72),

10w 10w
n— < 19

Bo <

19. Possiamo ora dimostrare il lemma enunciato al numero precedente,
per il che basta far vedere che il numero ¢ ivi definito soddisfa alla limita-
zione (74). Supposto infatti per assurdo che cosl non sia, dovra aversi

(83) n=042p4+n+1
con
(84) n=0.

Sommando membro a membro le (76), (79), otteniamo

®) grint3)— ) S+ 1) —2p+o—3=3 v +20 - D=

24—
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Moltiplichiamo ambo i membri delle (76), (85), per le quantita positive ¢ + 2
e ¢, e dalla seconda delle due relazioni cosi ottenute, sottragghiamo membro
a membro la prima. In tal guisa abbiamo

- Bpn 430 4+ 3 00— —1) — (p— 2)p 4+ g0 — dp — 2>
i=0
1 T
(86) = §l§1(Vz— Dlgp(v;+2) — v o +2)) — 1=
=XV, —2e—v)+Z(@—v)—9p1=2Z(v,—2(e—Vv)— Zv,.
=1 =1 =1 =1

Ora &

3 (v,— 2(p—v)) =0,

=1

essendo, in base al numero precedente, v,=2, ¢=v, (peri=1, 2,.,, 1) ed
inoltre, per le (78), (88),

f‘.v,g3n—£‘.w;+2p—l,
=1 i=0
onde dalle (86) deduciamo
(87 —n*+ 39n +6n+§ 0w,—p—2) —(¢p—4)p+9s—49—3=0.
=0
Notiamo poscia che, in virti delle (73), (70), dev’ essere
.zowi(wi —p—2)=ww—9—2) +,2“1‘”j(wj —p—2)<
i= i=
gw(w—cp—2)+.21mj(n-—u)— p—2) <<
’=
<ow—¢—2)+ vn—o—9—2)=nw— 2w — 4o,

e, per le (72), (83), (84),

29w 2¢0

PRy |

< o,

Pertanto dalla (87) abbiamo in definitiva
—n® 4+ nw — 200 +3¢en +-6n — (p—4)p — 3w — 49 — 3 > 0,

e sostituendo in questa diseguaglianza ad 7 1’ espressione data dalla (83),
otteniamo

(88) - o-e+n—4) — (¢ — 20 — 2¢) — (¢ — 4)(p —11) + 46 > 0.
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96 B. SeerE: Sui moduli delle curve algebriche

Ora, in base alle (41), (81), (84), risulta
(¢ —4p —11) > 50, nlo-+9¢+n—4=0,
onde la (88) puo solo sussistere nell’ ipofesi che sia
(89) 290 > w.
Ma, in forza delle (70), (71), risulta

(D:%w‘—éwj>n—w,
i=0 j=t
e pertanto la (89) ¢mplica che sia soddisfatta la limitazione (14) che dove-
vamo stabilire. Con ci6 il lemma del n.° 18 ¢ dimostrato.

20. Siamo finalmente in grado di provare la veritd dell’ affermazione fatta
alla fine del n.° 16.

Consideriamo il generico sistema lineare |I'| di E, pel quale conserviamo
le notazioni del n.° 17, ed applichiamogli la trasformazione quadratica T, defi-
nita dai punti base 0, 0, e da un terzo punto P, scelto genericamente nel
piano (*¥). Il sistema trasformato |T',|, sard costituito da curve di ordine

A =n+n—ov)—o,
passanti
ol =oll=nrn — o,

volte pel punto O®, omologo della retta O, P,, ed
ol=n —o

volte pel punto O, omologo della retta OP,. I punti base 0,, O,,...,, 0, di |T|,
si trasformeranno in punti base O, OP,.., 01 di [T,|, prossimi ad O®, colle
stesse molteplicita
— — 1) —
o) =w,, of =wv,.., oll=u0_.

Va notato che, stante la genericitd di P,, il punto base O riesce infini-
tamente vicino ad OW, in direzione generica rispetto ai suddetti punti base
di |I',|, e che inoltre le curve di |I',| passano per esso con # — w rami lineari
non osculantisi. Di piu, siccome risulta

n ) =45 — o,

(*®) Precisamente basta scegliere P, a distanza finita dai vari punti base di |T'|, ed in
modo che la retta OP, seghi la generica curva di |T'| fuori di O in #n — w punti distinti.
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B. SEGRE: Sui moduli delle curve algebriche 97

il sistema lineare |I',] non ha prossimo ad OW nessun punto base la cui molte-
plicitd raggiunga o superi 3 (n — w), all’infuori di O, OP,.., OV,

Applichiamo ora a |I',| la trasformazione quadratica T, definita dai punti
base O®, O e da un terzo punto P, scelto genericamente nel piano. Otter-
remo cosl un nuovo sistema lineare |T,|, pel quale varranno considerazioni
analoghe, e col quale potremo procedere in modo simile; ecc. ecc..

Dopo aver successivamente applicate le o trasformazioni quadratiche T,
T,ye.y T5, il sistema |T'| si trasforma in un sistema |T;| di curve di ordine

(90) nl) =n + o(n —wv) — (0, + 0, 4 ... + 0;),
passanti
(91) 0@ =0l =n + (¢ - 1)(n —0) — (0, 4 0, +... + 0;)

volte pel punto 0. A questo riescono infinitamente vicini, in direzioni di-
stinte, altri ¢ punti base 0}“) (j=1, 2,..., 6), per cui le curve di |I';| passano

0 —pni) — @) =n —
(92) w? = nl o =n—uo
volte, con parabole osculatrici distinte. Gli eventuali punti base ulteriori

di |T,| prossimi ad O, hanno molteplicita inferiori a %(n — m):% (n9) — o),
Per cio che abbiamo detto al n.° b, il sistema lineare |I';| appartiene ad
un sistema Z, di curve di genere p a moduli generali, pel quale valgono

le (38), (41). In base alle (90), (91), (92), risulta

3 o) =n0@ + (6 — 1)(n — w) > no),

i=0
e quindi possiamo applicare il lemma del n.” 18, il quale ci assicura che |T';|
oltre ad 0@, 0p),.., 09 ha un punto base ¢-plo Q,, con

(931) ‘ 2(9‘ >nt — 0 =n —w.

In virtd di quanto abbiamo detto poc’anzi, il punio Q, ¢ a distanza fi-
nita da O, e possiamo supporre ch’esso sia un punto base proprio. La
trasformazione quadratica 7,1, definita dai punti base 0©, 00, Q,, muta | ;]
in un sistema lineare |T,41| di curve di ordine

neH =n 4+ on—w) — (0, + 0, +...40;) — @,,
passanti
0ot =n 4 (6 —1)n —0) — (0, + 0, +... 4+ w,) — ¢,
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98 B. SEGRE: Sui moduli delle curve algebriche

volte pel punto OC+Y, il quale ha infinitamente vicini altri ¢ punti base O,
Og+h,..., O+, multipli secondo

ot =n—v—9, oftl=n—ov,.., o=n—o
Anche ora si puo applicare il lemma del n.° 18, e provare cosi 1 esi-
stenza di un punto base ¢,-plo di |I';44], con
(93,) 29, = nl+) — e+ =5 — v,
il quale pud supporsi sia un punto base proprio Q,. Eseguendo la trasforma-
zione quadratica T,,s definita dai punti base 0@+), O0F+1 @Q,, [I';44| viene
mutato in un. sistema lineare |I;,5|. E cosi si pud proseguire, fino a giun-

gere mediante un ultima trasformazione quadratica Th;,, ad un sistema li-
neare |I'y;| di curve di ordine

(94) n)=n4ocn—0) — (@, 40,4+ ..+v,) — (¢, + P+ .. +P5).
Sommando membro a membro le (68), (69), otteniamo
20, + 0, + ... + 0,) > o(n — ),
e parimenti dalle (93,), (93,),... ricaviamo

2(9, + P+ ... + 95) = o(n — ).
Risulta adunque

(0, + Oy oo - 05) + (P, + Py . + P5) > 67— 0),

onde la (94) porge
n(za) < n.

In conclusione, applicando al sistema |I'| successivamente le trasforma-
zioni quadratiche 7, T,,.., T, siamo riesciti ad abbassare U’ ordine delle
sue curve. Con cid la proposizione del n.° 11 resta stabilita in ogni caso.

V.

21. La proposizione del n.° 6 & stata dimostrata al § II, ammettendo un
postulato. Ci proponiamo ora di provare indipendentemente da quel postu-
lato, ch’essa é vera per p > 36.

Siccome (v. n.ib e 6) un sistema X & un particolare sistema E, cio segue
subito in base al § III, solo che valga la (38). Basterd dunque dimostrarlo
nell’ipotesi che la (38) non sia soddisfatta, ossia bastera far vedere che :
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B. SeerE: Sui moduli delle curve algebriche 99

Le curve d’un sistema 2 di genere p > 36, per cui sia
(95) k< —p,

(se esistono) sono necessariamente a moduli particolari.
Stabiliremo questa proposizione nei numeri seguenti ragionando per as-
surdo, in modo analogo a quello cui abbiamo accennato alla fine del n.° 6.

22. Supponiamo adunque che esista un sistema ¥ di curve di genere p > 36
a moduli generali, per cui valga la (95). Conservando le notazioni del n.” 11,
per cidé che s’¢& detto ivi, la generica curva di ¥ deve essere isolafa, ossia
¢ h=0; inoltre (i punti multipli delle curve di £ dovendo potersi assegnare
ad arbitrio nel piano) risulta s=— 27, onde la (87) fornisce

d =2
e conseguentémente dalla (b) si ha

(96) : 2 = 3p + b.

Consideriamo una curva I' generica di Z, ed un qualunque suo punto
multiplo P, che, ad esempio, sia 0-plo. Le curve piane d’ordine n aventi gli
stessi punti multipli di T', colle stesse molteplicita, tranne il punto P, in luogo
del quale abbiano un punto 6-plo wariabile arbitrariamente nel piano, costi-
tuiscono un sistema continuo oo® (contenuto in X). La rete di curve tangente
in I' a questo sistema (*°), contiene I' e comprende oo® curve d’ordine ,
aventi gli stessi punti multipli di I, colle stesse molteplicita, tranne il punto P
pel quale esse passano solo § — 1 volte. La serie caratteristica di questa rete
sul' & una g!, ove m, in virta della (10), vale

m=n*—22v: 4-0=k4p46—1.

i=1
Siccome, per ipotesi, la curva I' & a moduli generali, cosi dovra essere

1 .
m>5p, ossia

97 k>—%p——0+l.

() Per questa locuzione, e per le proposizioni di cui facciamo uso pitl sotto, vedasi la
Nota dell’ A., Dei sistemi lineari tangenti ad un qualunque sistema di forme, in « Rendic.
R. Acc. Naz. dei Lincei », serie V, 38 (1924),, p. 182.
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Da qui, in base alla (95), (41), segue
(98) 6 > 20,

23. In cid che si & detto al numero precedente possiamo supporre che 6
sia la pid piccola delle molteplicita v, della curva I', onde sard v,—06=0
per i=1, 2,...,, 2. Detta v la pii grande di quelle molteplicita, vogliamo ora
dimostrare che &

(99) 3v > n - 36,

Supposto infatti per assurdo
n

V£3

+ 0,

n
3
alla (96), deduciamo

e pertanto v, << -+ 0 per i=1, 2,..., », dalle (10), (11), avendo anche riguardo

n2—3n6+(9—1)k—(6+1)(p—1)=§ vi(vi—e)gg‘.(g—l—ﬁ)(vi—e) =
=1

i=1
n ’ n 3 5
—(§+ B)(Elv,—i9)£(§+0)(3n——k+p—1 — éﬁp —3 6),
e da qui, ricordando la (97),

3 P n 3
2 ___ . - P2 4 e < _
n—3nb— 5 ph— 0439<(3+4%&z 2 (p0+9 p%
ossia
nl(p—11)0 —1)—11] 4 p[36(6 — 2) — 1] + 6(84-6) < 0.
Siccome, in base alle (41), (98), questa disuguaglianza non puo sussistere,

cio dimostra la verita dell’ asserto.

24. Modifichiamo ora le notazioni relative ai punti multipli di T, com’é
stato fatto al n.° 9. Per cio che abbiamo detto alla fine del n.° 6, la proposi-
zione del n.° 21 sarad dimostrata, se facciamo vedere che &

(100) A+p+v>n
All’ uopo possiamo supporre

(101) v—A—0—4=>0,

poiché in caso contrario si avrebbe

p=>A=>v—0—3,
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e pertanto la disuguaglianza (100) sarebbe certo soddisfatta, essendo per
le (99), (98)

Adp4+v=>3v—20—6 >n+40 -6 >n,
La (26), avuto riguarde alla (97), porge
3 A
3n—v——p+§p+9—2>294a,
a=0
e da qui, in virtu delle (18), (96), ricaviamo

(102) 31z—v«p—3p+9—3>zpa( —2).

Sommando membro a membro le (23), (102), otteniamo

;n(n—i—?))- SVv+1)— 1(p.—l—l) 210—{—6 2> Epa(a +a—4),

2=
d’onde, essendo
A4-1)@®+a —4) > (A +3)a(x — 1)
per 0 << a << A — 1, deduciamo
1 1 5
(l+1> nn+3)—gvwv+1—ypp+1)—5p+08—2/>

-1
> 5048 S puala— D+ 5 o, A+ D +A— 4)

Da questa relazione sottragghiamo membro a membro quella che si ha
dalla (23) moltiplicandone i due membri per A + 3. Abbiamo cosi:

. 3 1
—nt 4+ 3nA 4+ 6n -+ pp—Xr - 2)+v(v—k—2)—§pk+§p+
+(1+1)6—31—5>—291;
¢ poiche dalla (102) segue

3
3n~v——p.—§p—l—6—3>p2()\—2),

perveniamo in definitiva alla disuguaglianza

(R—2)[—n2+3nl+6n+p(p —X—2) +viv—A2A —2)—§pl+%p+(1+1)9—31—5}+

+6n—2v—2p —3p 420 —6>0.
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102 B. SEGRE: Sui moduli delle curve algebriche

Poniamo in essa in luogo di n I’ espressione

(103) n=2A—4p+vie;
in tal guisa otteniamo
— A —=2)20v —2A—0—4HA —H) +2Ap — ) (v — 4+ A — 10)9+(gp~ 11)(l~ 1)]—

—4(p v —3A —3)— A —4)0+3) —(p—36)A —2) — 3p — (A —14) —
—ee+2p+2v—A —6)A —3) —ele+2p+2v—2—12) > 0.
Ora, in virtu delle (41), (98), (101), questa relazione esige che risulti
e < 0,

onde, in forza della (103), 1esta in ogni caso dimostrata la disuguaglianza (100)
che dovevamo stabilire.
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Teoria delle sostituzioni che operano su una infinita
numerabile di elementi.

Memoria 3* (*) di Luiar ONOFRI (a Bologna).

Sunto. - In questa terza ed ultima Memoria sulle sostituzioni operanti su infiniti elementi,
U A. tratta della transitivita e della intransitivita nelle sue varie forme, del gruppo
totale e di altri gruppi speciali.

CAPITOLO V.

TRANSITIVITA ED INTRANSITIVITA

4) Transitivita.

98, Sia @ un gruppo od uno pseudogruppo di sostituzioni sull’insieme
numerabile I di elementi:
1, 2., #ye..

Diremo che il complesso C possiede ¢ransitivita finita di grado m quando,
estratti ad arbitrio da_I due sistemi di m elementi:

Xyy Lgyeersy Loy
Yoo Yaseers Ym,

esiste almeno una sostituzione s di @ tale che:
S(@) ==Y, S(Xy) = Ygseerry (L) = Ysm-
99. Sia @ un gruppo od uno pseudogruppo transitive. Se si puo determi-
nare un numero intero p tale che il complesso € non abbia transitivita di

grado superiore a p, si dird che il complesso dato possiede ¢transitivita finita
limitata. Nel caso contrario si dird che € possiede ¢ransitivita finita illimitata.

(*) Vedi Memorie 1* e 2%, « Annali di Matematica », serie IV, tomo IV, fase. 1.2:
tomo V, fase. 1.2.
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104 L. OxorR1: Teoria delle sostituzions

100. Passiamo ora a definire la ¢ransitivitd infinita. Estratti da I due
sistemi di infiniti elementi:
X=[m,, Xyyery Lpyerely
Y=Y, Ysyerr Ynseorhs
chiameremo sistemi residui di 1 rispetto ad X ed Y i sistemi formati con
gli elementi di I che non appartengono rispettivamente ad X e ad Y.
Cid posto, diremo che un complesso C possiede ¢ransitivitd infinita di
grado m se, estratti ad arbitrio da I due sistemi X, Y in wmodo che i rela-

tivi residui abbiano egual potenza m, esiste almeno una sostituzione s di @
tale che:

s(e) =1y, (i==1, 2,....).

101. Dato uno pseudogruppo composto :
C'=C+ C,
supponiamo che esista un sistema A di m elementi:
Ayy  Apyeesy Oy
tale che, preso un sistema arbitrario X pure di m elementi:
' Ly Xgpery Loy
si possa determinare una sostituzione ¢” di C” soddisfacente alle eguaglianze:
c'(a) = x; (i=1, 2,...., m).
Sotto questa ipotesi vogliamo dimostrare che nello pseudogruppo sem-

plice C' esiste una operazione ¢ aveute la medesima proprietd della ¢”.

Scelta infatti nna operazione qualunque %k’ di C’, poniamo:

k'(?/,) =a,, kl(yz) = Oyyeeeny kl(ym) = am,
e determiniamo una operazione k” di C” tale che:
k'(a))=y; (i=1, 2,...., m).

Il prodotto ¢'—=~"+k’-c" appartiene a C’ e sostituisce al sistema 4 il si-
stema X.

Un’ analoga proposizione vale nel caso in cui i sislemi 4 e X siano for-
mati con infiniti elementi ed i relativi residui siano di egual potenza m.

Da queste cousiderazioni consegue che:

Se uno pseudogruppo composto C"=C+ C ha transitivita finita od
infinita di grado m, lo pseudogruppo semplice C' possiede transitivitd finita
od infinita di egual grado.
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che operano su una infinita numerabile di elementi 105

102. Se nello pseudogruppo C’ esiste una sostituzione ¢,” tale che:

c;(wi)zau
si dimostra, in maniera del tutto simile alla precedente, 1’ esistenza di una

operazione ¢,” di C' avente la stessa proprieta della ¢,”.

103. Affinché un complesso C abbia transitivita finita di grado m occorre
e basta che esista un sistema :

A=1Ta,, Gy Apl
di m elementi tale che, preso un sistema ad arbitrio:
X =[x, @ypuy T
pure di m elementi, si possano determinare due sostituzioni s e o di @
soddisfacenti alle eguaglianze :
(a) s(a;) = @,
Q) ol =a; (i=1, 2,....,, m).
La condizione é sufficiente.

Siano infatti:

Lyy Lgyeey Loy

yi’ y27"“7 yM7
due sistemi arbitrari e siano s e ¢ le due operazioni di @ tali che:
s(a) = ys,  o(x) = a (=1, 2,..., m).

Il prodotto a-s appartiene a C e sostituisce agli elementi a; gli elementi y;.

La condizione enunciata & poi manifestamente necessaria.

OSSERVAZIONE. Se il complesso @ & un gruppo, la (b) € una conseguenza
della (a) potendosi scegliere come sostituzione o I’inversa della s.

Se @ & invece uno pseudogruppo, le (a), (b) sono generalmente fra loro

indipendenti e, come vedremo piu avanti, vi sono casi in cui una sola di
esse & verificata.

104. Condizione necessaria e sufficiente affinche un complesso C abbia
transitivita infinita di grado m é che esista un sistema :

A= [a“ Qgyeresy an,....]
d’ infiniti elementi, avente il residuo A’ di polenza m, tale che, preso ad

arbitrio un sistema :
X =[2,, Lyyeeery Lnyerr:)
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106 L. OnoFri: Teoria delle sostituzioni

col residuo X' di potenza m, si possa determinare una sostituzione s di
soddisfacente alle eguaglianze :
(a) s(a;) = 2, (=1, 2,..., n,....).

Per provare 1’ asserto bastera, evidentemente, costruire una operazione o
di € per la quale sia:
(b) : O'(wi) =a;.

Consideriamo dapprima il caso in cui m & infinito. Indichiamo con X”
ed X" i residui di 4 e A’ rispetto ad X e supponiamo che X" sia formato
con infiniti elementi.

In tale ipotesi, possiamo determinare una operazione ¢ di C tale che:

C(X):Au
essendo 4, una parte propria di 4. Basta infatti scegliere come operazione ¢
quella che sostituisce ad X” il sistema 4’

Prendiamo quindi una operazione k& di € che sostituisca ad A, il sistema 4
e formiamo il prodotto o =c-k.

Questa operazione appartiene a C e, come subito si verifica, soddisfa
alla ().

In particolare, si pud fare X = A4’ e, per conseguenza, X" — A.

Se poi il residuo con infiniti elementi & X" anziché X", bisognera assu-
mere come operazione ¢ quella che sostituisce ad X' il sistema A4'.

Infine, nel caso in cui m & un numero finito, il complesso € & un gruppo
perché esistono in esso delle sostituzioni su un numero finito di elementi (n.° 101).
Si pud pertanto assumere come operazione ¢ l'inversa della s.

Un’ analoga proposizione vale nel caso in cui si supponga soddisfatta la (b)
in luogo della (a).

105. Sia € un complesso avente transitivita finita di grado m.
Il gruppo:
G=(C, C™
generato da C, contiene per intero C e percié possiede transitivita finita di
grado m almeno.
Indichiamo con H il gruppo formato con le sostituzioni di G che lasciano
fermi gli elementi :

() 1, 2., m,
e decomponiamo a destra il gruppo G rispetto ad H:
@ G =Z(H-g).
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Mediante considerazioni facilissime si riesce a provare che tutte le opera-
zioni di un quasi-gruppo di (8) sostituiscono al sistema («) un medesimo sistema:

(p) mi’ m2""7 mm;

e che le operazioni di due quasi-gruppi distinti sostituiscono al sistema («) dei
sistemi che differiscono fra loro almeno per I'’ordine con cui si presentano gli
elementi nei sistemi stessi.

Da cid consegue che i quasi-gruppi di (3) corrispondono biunivocamente
alle disposizioni degli elementi di 7 ad m ad m, e cioé che: ’indice di H
in G e la potenza del numerabile.

106. Se si trasforma il gruppo H mediante una operazione g di G tale
che ad («) sostituisca (8), si ottiene un gruppo K formato con le operazioni
di G che lasciano fermi gli elementi di (f).

Da qui si deduce che il gruppo comune ai trasformati di H mediante G

si riduce alla sola identith e che i complessi C e %sono oloedricamente

isomorfi.

107. Le considerazioni svolte nei precedenti n.t 105, 106, si possono ripe-
tere integralmente nell’ipotesi che @ abbia transitivita infinita. L’ unica varia-
zione da apportare é relativa all’indice di H in G che, in questo caso, & la
potenza del continuo.

108. Diremo che un complesso € di sostituzioni su I & 7egolare quando
ogni sostituzione di € (esclusa 1’identita, se esiste in ) opera su tutti gli
elementi di 1.

Cio posto, vogliamo dimostrare il seguente teorema :

Un complesso @ transitivo e regolare é necessariainente un gruppo
avente per ordine la potenza del numerabile e per grado di transitivitd uno.

Il complesso @ deve contenere 1'identitd perché altrimenti, e per le ipo-
tesi fatte, nessuna operazione di € lascierebbe fermo un elemento prefissato x.

Se @ fosse uno pseudogruppo composto C -~ C’, per la proposizione del
n.” 101, sarebbe pure transitivo lo pseudogruppo semplice e regolare C’ la
qual cosa, come ora s’ & visto, & impossibile.

Il complesso @ deve dunque essere un gruppo.

Inoltre, poiché il sottogruppo H di € che abbiamo decfinito al n.® 109, si
riduce alla sola operazione identica, 1’ ordine di € sara eguale all’indice di H
In @ e cioé sara la potenza del numerabile.
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E infine manifesto che la transitivita di @ non pud essere di grado
superiore ad 1.

109. Un complesso abeliano e transitivo C é un gruppo avente per or-
dine la potenza del numerabile.

In virtt della proposizione precedente, basta dimostrare che @ & un
complesso regolare,

Sia ¢ quella operazione di @ che lascia fermo !’elemento 1 e sia k una
sostituzione che al posto di 1 porta wx.

Si ha allora:

k=t.cch=¢, k~'.c-h(x)=clx)==x,
e cioé:
c=1.

Segue da cio che ogni sostituzione di @, diversa dalla identita, deve

operare su tutti gli elementi di I.

110. Un gruppo G di sostituzioni su 1 avente transitivitd infinita coin-
cide col gruppo totale.

Per ragioni evidenti, basterd dimostrare il teorema nel caso in cui
abbia transitivitd infinita di grado infinito.

Decomponiamo anzitutto 1’insieme I in una infinith numerabile di suc-
cessioni :

X =[x,, Xyyuy Lpye,

=Yy Yorr Yyl
A =y, %y Gypyed,
Ay =0y Gggsensy  Ggnyennd],

..................

ed indichiamo con @, una sostituzione qualsiasi sull’insieme 4, e con a,,
Uyyeiesy Ay delle sostituzioni simili alla a, ed operanti rispettivamente sugli
insiemi A4,, 4,,...., Apyeee..

Nel gruppo G esistera allora, per le ipotesi fatte, una sostituzione s del
tipo : '

S==0:Q, Qe Ug* eere * Ay * weuny

dove o & una operazione sugli elementi di X.

Costruiamo poi una sostituzione ¢ di G che abbia la proprietd di trasfor-
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mare ¢ in sé stessa, @, in a,,...., a4, in a,,,, ecc.. Una siffatta operazione
avra la forma:
t-—(X; A Aysee; Ay e Y )
X; Ay Agsenrs Apgyseee; Y, A,
e trasformera la s in:

8§, =0TQy"Ag* ecco *Apppyy * veee

Poiché mnel gruppo G esiste | operazione s-s;'=—a,, possiamo intanto
affermare che in questo gruppo figurano tutte quelle sostituzioni che operano
su insiemi A di elementi tali che gli elementi di I non appartenenti ad A
siano infiniti. In particolare, esisteranno in G le sostituzioni che operano su
un numero finito di elementi e quelle che si possono decomporre in un nu-
mero infinito di c¢icli.

Resta pertanto da provare I'esistenza in G di quelle sostituzioni che
operano su infiniti elementi e che si decompongono in un numero finito
di cieli.

Poiché alcuni di questi cicli sono necessariamente aperti, basterd dimo-
strare che un qualsiasi ciclo aperto su I:

g ="(eesy B—n;-"-) B—u Bo; pu-'-v Bn;)

appartiene a G.
Invero, il ciclo g si pud considerare come il prodotto delle due operazioni:

h:(ﬁ—n 3—2)'@—3’ ﬁ—4)' '(ﬁ—n; p—n—x)' eeey
B =(y Bognyors B—ys Bss Bos Biy Boyeersy Bayerr)

che appartengono, per quanto s’é detto superiormente, a G.

Questo gruppo & dunque il totale su I.

OSSERVAZIONE. Il teorema che abbiamo ora dimostrato, mentre ci assicura
che non esistono gruppi, all’infuori del totale, aventi transitivita infinita, nulla
¢i dice circa all’ esistenza di pseudogruppi infinitamente transitivi.

Su ci6 non siamo in grado di dire niente di preciso perché, pur non
conoscendo esempi di siffatti pseudogruppi, non abbiamo ragioni sufficienti
per escluderne I esistenza.

Se perd sappiamo che un complesso @ ha transitivitd infinita di grado
finito ", possiamo affermare che € coincide col gruppo totale.

Infatti € & necessariamente un gruppo (n.! 101, 104) e ad esso & applica-
bile il precedente teorema.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



110 L. Oxorr1i: Teoria delle sostituzioni

111. Diamo ora alcuni esempi di gruppi e di pseudogruppi transitivi.

Esempio I. II gruppo generato dalle potenze positive e negative del
ciclo aperto : :
G = (eveey — Nyoueoy — 1, 0, 1.0y m,..0)
ha transitivitd finita di grado uno.

EseEmpio II. II gruppo formato con tutte le sostituzioni del tipo:

(e r2)

dove a, b sono numeri razionali determinati e dove x pud assumere tutti i
valori razionali positivi e negativi, ha transitivitd finita di grado due.

Invero, fissati gli elementi 0, 1 e presi due elementi qualsiasi «, B, esiste
nel gruppo dato 1’ operazione :

x
(6= oo+
che al posto di 0, 1 porta rispettivamente a, B.

Esexpio III. 1l sottogruppo G, del totale formato con tutte le sostituzioni
che operano su un numero finito di elementi possiede transitivita finita di
grado illimitato.

La medesima tranositivith & posseduta dal sottogruppo G, di G, formato
con le sostituzioni di @, che sono di classe pari.

EsEmpio IV. Consideriamo tutte le sostituzioni del tipo:

. x
9= mo 41

dove & pud assumere tutti i valori razionali e dove # & un numero intero
ed » un numero razionale.

Il complesso di queste sostituzioni costituisce uno pseudogruppo G” perché,
come agevolmente si pud verificare, il prodotto di due di esse & una sostitu-
zione della stessa classe, e perché le inverse di quelle sostituzioni che corri-
spondono a valori di m==1 non appartengono al complesso dato.

Questo pseudogruppo possiede inoltre transitivitd finita di grado uno ma
non di grado superiore.

Infatti, scelto un elemento § ad arbitrio, le sostituzioni di G”:

q_( x - x
T \mwe 4B 9. = ma — mE

gl(O) — E; 02(5) =0.

sono tali che:
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Osservando poi che non esiste alcuna sostituzione g di G” tale che:
1

si pud affermare che il grado di transitivitd di G” non supera I’ unita.
EseMpio V. Diamo infine un esempio di uno pseudogruppo avente transi-
tivita finita illimitata.
Sia @, il gruppo considerato nell’Es. III e sia y una operazione senza
periodo o con periodo infinito.
Il complesso:
G"=G, 4+ G v+ .+ G "+

¢ uno pseudogruppo composto avente la stessa transitivitd posseduta da G,,
e cioé di grado illimitato.
Per la proposizione del n.° 101, lo pseudogruppo semplice :

G =G Y4+ G "+

ha pure transitivita finita illimitata.

B) Semitransitivita.

112. Al n.° 103 abbiamo osservato che le condizioni (a) e (b), relative
alla transitivitd finita di un complesso di sostituzioni, sono fra loro general-
mente indipendenti e che esistono dei complessi per i quali & soddisfatta una
sola delle due condizioni suddette.

I complessi di questo tipo, che sono necessariamente degli pseudogruppi,
verranno chiamati semitransitivi.

Sempre riferendoci al n.° 103, diremo poi che un complesso C possiede
semitransitivita superiore (inferiore) di grado m se é soddisfatta la condi-
zione (@) ma non la (b) [la condizione (&) ma non la (a)).

Se il numero 7 pud essere preso ad arbitrio, si dira che € possiede
semitransitivita illimitata,

Osserviamo infine che, in virtu delle considerazioni svolte al n.” 104, si
puo escludere I’ esistenza di complessi aventi semitransitivita infinita.

113. Se @ possiede semitransitivita superiore di grado m, lo pseudo-

gruppo @Y formato con le inverse delle operazioni di @, possiede semi-
transitivitd inferiore dello stesso grado.
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114. I gruppo:
G=(C, @Y

generato da C, possiede transitivitA di grado eguale o superiore a quello
relativo alla semitransitivita di C.

Segue da cid che le proposizioni che abbiamo date ai n.t 105, 106 per i
complessi transitivi sono valide anche per gli pseudogruppi semitransitivi
perché esse sono esclusivamente fondate sulla transitivitd di G.

Dal n.” 101 si deduce poi che:

Se lo pseudogruppo composto :

C/I:C+Cl

ha semitransitivita di grado m, lo pseudogruppo semplice C' possiede semi-
transitivita di egual grado.

115. Sia € uno pseudogruppo avente semitransitivitd superiore di grado m.

Consideriamo tutti i possibili sistemi di 7 elementi che si possono for-
mare con !’insieme I ed indichiamo con K 1 aggregato di questi sistemi.

Poiché @ & semitransitivo, esistono dei sistemi X di K al posto dei quali
si possono portare, mediante sostituzioni di @, tutti gli altri sistemi di X stesso,
ed esistono dei sistemi Y per i quali & esclusa tale possibilita.

E pertanto conveniente di scindere K nelle due classi K, e K, formate
rispettivamente con tutti i sistemi del tipo di X e con tutti i sistemi del
tipo di Y.

Scriveremo :

K, =[X,, X,y Xusuord,

[
(@) K,=[Y,, Y,y Yoy,

e chiameremo K, e K, classi di semitransitivita.
E poi evidente che le operazioni di @ debbono sostituire ad ogni sistema
di K, un sistema pure appartenente a K,.
Vogliamo ora dimostrare che: le classi K, ¢ K, contengono entrambe
infiniti sistemd.
Prendiamo infatti una operazione ¢ di € tale che:
dX,)=Y,.

Poiché, come abbiamo superiormente detto, 1’ operazione ¢ deve sostituire
ad ogni Y, un Y, essa dovra sostituire ai sistemi di K, tutti i sistemi di K,
ed in piu il sistema Y,. Cio richiede evidentemente che i sistemi X siano in
numero infinito.
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Se poi i sistemi Y fossero in numero finito, la stessa operazione ¢ sosti-
tuirebbe ad un sistema di K, un sistema di K,, il che & assurdo.

116. Consideriamo ancora il complesso @ del numero precedente e suppo-
niamo che esista in K, un sistema Z tale che, mediante le operazioni di C,
possa essere sostituito ad un sistema arbitrario di m elementi.

In tale ipotesi, il complesso C & semitransitivo superiormente ed inferior-
mente senza perd avere transitivita di grado m.

La classe K, si pud allora dividere in due nuove classi K,’, K,” formate
rispettivamente con i sistemi di K, che sono della stessa specie di Z e con
quelli che sono di specie diversa. Scriveremo :

K, =[X,, Xypuy Xnyurd],
Ky=[Z,, Zy s Zn,mn],
Ki=[Y/, ¥y Yipr]-

E poi facile provare che: le operazioni di C sostituiscono ad ogni si-
stema di K, un sistema della medesima classe.
Considerazioni analoghe si possono fare partendo da un complesso semi-

transitivo inferiormente.

117. Sia C un complesso semitransitivo (ad es. superiormente) avente le
classi (&) (n.” 115) e sia ¢ una sostituzione qualsiasi sull’ insieme I.

In virth della semitransitivita di C, le operazioni del complesso ¢—!-C-¢
sostituiscono ad ogni sistema #(Y,) un sistema #(Y,) e ad un sistema {(X,) un
sistema arbitrario.

Da cid discende che il complesso ¢—'-@+¢ & pure semitransitivo e che

ha le classi:
K= [t(Xl),...., t(Xn),....],
K,= [t(Y‘),...., i Yn),....].

Se poi 1’ operazione ¢ appartiene a @, la classe K, & contenuta in K, o
coincide con essa, e la classe K, contiene K, o coincide con K,'.
In particolare, se:
HX,)=17%,
la classe K,' contiene, oltre a K,, il sistema Y,, ed il complesso {—*-C-¢ non

pud essere contenuto in C.
Considerazioni analoghe valgono per un complesso 9 avente semitransi-

tivita inferiore.
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Possiamo inoltre affermare che :
a) Un complesso semilransitivo superiormente (inferiormente) non &
invariante ne riducibile (né ampliabile) in sé stesso.
b) Non esistono complessi abeliani semitransitivi.

118. Diamo ora alcuni esempi di semitransitivita.
EseMpio 1. Consideriamo lo pseudogruppo € formato con tutte le sostitu-
zioni del tipo:

© (o)

dove o & razionale, m & intero positivo ed # & razionale positivo.

Questo complesso possiede semitransitivitd superiore di grado uno perche,
come agevolmente si pud verificare, & possibile di portare al posto di —1
qualsiasi elemento, mentre al posto di O si possono portare solo numeri
positivi.

La classe K, ¢ formata con tutti i numeri razionali negativi e la classe K,
¢ formata con lo zero ed i numeri razionali positivi.

Osservando poi che nessuna sostituzione di @ lascia fermo un ele-
mento & =0, possiamo affermare che @ non & semitransitivo inferiormente.

EseMpio II. Supponiamno ora che nelle sostituzioni (0) i numeri m ed »
possano assumere qualsiasi valore razionale positivo.

Lo pseudogruppo 9, formato con tutte queste sostituzioni, contiene il
precedente € ed & semitransitivo superiormente con le medesime classi
di C.

Inoltre, il complesso P possiede semitransitivith inferiore perché, presi
ad arbitrio un numero razionale positivo p ed un numero razionale qual-
siasi o, & sempre possibile di determinare due numeri razionali positivi m
ed » tali che:

P =mx + 7.

In questo esempio, le classi X,, K,’, K,” (n.° 116) sono rispettivamente
formate con i numeri razionali negativi, con 1 numeri razionali positivi e
con lo zero.

Esempro III. Costruiamo infine uno pseudogruppo C avente semitransiti-
vita superiore di grado illimitato.

Prendiamo come insieme I la successione:

g — Ry, — 2, — 1, 1, 2/, n,..,
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e scegliamo ad arbitrio un numero intero m ed un sistema X di m elementi
estratti da I:
X:[{IJ“ Layeeery wml'
Cio fatto, costruiamo la sostituzione :
c:(l’ 2y, m; m+1, m+ 2., m4r..; — lf — 2, ~n,....)
L,y Xyyoreey T3 Doy Da yerery D yoese T T | S
dove le successioni :
Dys Daseresy Drpyerees  Pogy Wageeiny Pogyeree
sono formate rispettivamente con i numeri positivi e negativi di I che non
appartengono ad X. '

Ripetendo questa costruzione per tutii i possibili m e per tutti i sistemi X
relativi, otteniamo un complesso K di infinite sostituzioni. Lo pseudogruppo @,
generato da &, non & transitivo perché le sue operazioni sostituiscono ad
ogni elemento negativo un elemento pure negativo, ma possiede semitransi-
tivitd superiore di grado illimitato perché al posto del sistema 1, 2,..., m
(m arbitrario) si pud portare un qualsiasi sistema di m elementi.

C) Intransitivita.

119. Dato un complesso @ di sostituzioni su I, diremo che esso & inéran-
sitivo quando le condizioni (@) e (b) del n.° 103 non sono verificate per nessun
elemento a dell’insieme 1.

Diremo poi che @ possiede :

«) intransitivita di 1* specie quando il gruppo:
G=(C, €
¢ intransitivo;
B) intransitivita di 2% specie quando il suddetto gruppo & transitivo.
L’ intransitivitd di 2* specie pud presentarsi solo negli pseudogruppi.

120. Dalla proposizione del n.° 101 si deduce immediatamente che:
Uno pseudogruppo composto :

CII f— C+ Cl
e intransitivo nel solo caso che sia intransitivo C'.

Inoltre, poiché:
(€7, e = (L, O,

possiamo affermare che : le intransitivita di C" e di C' sono della stessa specie.
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121. Consideriamo dapprima un complesso @ avente intransitivitdh di 1*
specie.

Prendiamo un elemento x di I e costruiamo il sistema X di tutti gli ele-
menti diversi che le operazioni di G portano al posto di «.

Il gruppo G opera transitivamente sugli elementi di X e non pud conte-
nere delle operazioni che sostituiscano ad elementi di X degli elementi estranei
ad X stesso.

Ripetendo per tutti gli elementi di I cid0 che si & fatto per « veniamo
ad ottenere un insieme numerabile J di sistemi del tipo di X.

Da quanto si & ora detto risulta chiaramente che due qualunque di questi
sistemi o hanno tutti gli elementi in comune, oppure non ne hanno nessuno,
Segue da cid che se si estraggono da J tutti i sistemi fra loro diversi che
in .esso compariscono, si vengono a distribuire gli elementi di 7 in un numero
finito od in una infinith numerabile di sistemi:

(7) Xn X27""7 Xny""7

che verranno chiamati sistemi di transitivita di Q.

Le operazioni di @, appartenendo a @, sostituiscono agli elementi di un
sistema gli elementi del medesimo sistema, ma non & detto che esse possano
congiungere due elementi arbitrari di uno stesso sistema (vedi n.® 123).

Cio significa che, mentre un gruppo & sicuramente transitivo rispetto a
ciascun X,, uno pseudogruppo puo anche essere, rispetto ad X,, semitransi-
tivo od intransitivo di 2% specie.

Osserviamo infine come non sia possibile di decomporre un qualunque
sistema X,, in parti:

(5) Yu Yg)""’ Yrr"-
in modo che ogni operazione di € sostituisca ad Y, il sistema stesso.

Infatti, se esistesse una decomposizione come (3), ogni operazione g di G,
potendosi porre sotto la forma:

— 8. 3 —
g =CteCPe e C (TP &m = 1)

'

avrebbe la medesima proprietd delle operazioni di @, il che & contrario alla
transitivita di G rispetto ad X,,.

122. Se:
C=R Ry wectBpye...

¢ una decomposizione della sostituzione ¢ di C nei suoi cicli, ogni ciclo &,
deve evidentemente operare su elementi di un medesimo sistema di transitivita.
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In conseguenza di cid, se ogni sistema X,, ha un numero finito di elementi,
le operazioni di @ hanno periodo finito od infinito.

Se poi @ deve essere uno pseudogruppo, & necessario che ad ogni intero
positivo p corrisponda qualche sistema X, avente un numero di elementi su-
periore a p.

123. Diamo ora un esempio di uno pseudogruppo intransitivo di 1* specie.
Sia ¥ uno pseudogruppo semitransitivo superiormente di grado uno avente
le classi:
K, =[®,, ®yyerry Lnyerrs],

Kzz[yu Yy yeens ?/n;""la
e sia:

c=(a,, t)*(eoesy — Nyoeooy — 1, 0, 1,...., m,...0)
una sostituzione su elementi diversi da quelli su cui operano le sostituzioni di .

Lo pseudogruppo:
C= (J{y c),

generato da ¢ e da ¥, é come facilmente si verifica, intransitivo di 1* specie,
ed ammette i tre sistemi di transitivita: '

a, a,
oy — By, — 1, 0, 1., n,..
wl’ w?)"") mn)""; yi’ y2!‘ b yﬂ.?""
Lo pseudogruppo @ & transitivo rispetto al primo sistema, intransitivo

di 2* specie rispetto al secondo e semitransitivo rispetto al terzo.

124. Occupiamoci infine della intransitivitd di 2* specie.
Un esempio assai semplice di tale intransitivita ci & offerto dallo pseudo-
gruppo semplice C’ generato dalla operazione :

C={(ceey — Ny, — 1, 0, L,...., m,....0
Invero, il gruppo (€', C'—') é transitivo (n.° 111), e:
c'(n) >n, c"(—n)>—mn.
125. L’insieme I di elementi su cui operano le sostituzioni di uno pseudo-

gruppo C intransitivo di 2* specie, non si pud dividere (come si & fatto nel
caso dell’intransitivitda di 1* specie) in sistemi :

X, Xy Xnpooo
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tali che le operazioni di @ sostituiscano ogni elemento di un sistema gene-
rico X,, con un elemento del medesimo sistema.

Infatti, se fosse possibile una tale suddivisione, le operazioni del -gruppo
(@, @), potendosi porre sotto la forma:

g=Cice.cim

o (&4y Egpeery Ep=7=E1)

avrebbero la medesima proprietd delle operazioni di C.

126. Le considerazioni svolte ai n.! 105, 106, 107 si possono integralmente
ripetere per il caso attuale perché esse sono fondate sulla transitivita del
gruppo G.

E da notare poi che se @ & abeliano, tale & anche il gruppo @, e che
I'ordine di @ & la potenza del numerabile (n.° 109).

D) Imprimitivita.

12%. Dato un gruppo o pseudogruppo € di sostituzioni su I, diremo che
esso & imprimitivo se & possibile di dividere l’insieme I in un numero fi-
nito =2 od in una infinitA numerabile di sistemi :

(o) X, Xy, Xy

(contenenti ciascuno almeno due elementi) tali che ogni operazione ¢ di C
soddisfi all’ eguaglianze :
(@) (X)) =X _ n=1, 2,..).
Chiameremo X,,...., X,,.... sistemi di imprimitivita.
Se la suddetta suddivisione & impossibile, diremo che il complesso C &
Primitivo.

128. Un complesso intransitivo di 1* specie & sicuramente imprimitivo,
potendosi scegliere come suddivisione (o) la suddivisione (t) fatta al n.° 121.
Questo caso (rientrando nello studio generale dell’ intransitivitd) non c¢i inte-
ressa particolarmente; qui ci occuperemo invece di quei complessi imprimi-
tivi che sono transitivi o semitransitivi od intransitivi di 2* specie.

129. Se C é imprimitivo, tale é il gruppo :
G=(C, C

e viceversa.
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Una qualsiasi operazione g di @, potendosi porre sotto la forma:
g =G Cg O (815 Epperry Em =E 1),

soddisfa sicuramente alla condizione (a) del n.* 127.
La reciproca ¢ manifesta essendo € contenuto in G.
Da questa proposizione consegue immediatamente che :
a) Se @ ¢ imprimitivo, & non pud avere transilivita multipla.
B) Affinché lo pseudogruppo composto :

C”:C-—l—C’

sia tmprimitivo, occorre e basta che tale sia C'.

130. I sistemi di imprimitivita hanno tutli egual potenza.
Infatti, presi ad arbitrio da (c) due sistemi X,, ed X,,, esiste, nel gruppo
transitivo @, una sostituzione g tale che:

g(Xm) =X,.

131. Se esiste un gruppo H invariante per G ed intransitivo, i sistemi
di transitivita di H:
(o) X, Xppoy Xpjeoo
sono di imprimitivitd per + e quindi per C.

Prendiamo una sostituzione g qualsiasi di @, due elementi 2 ed y di un
sistema X, ed una operazione 2 di H tale che:

Y = h(x).

La trasformata g—*-h-g appartiene per ipotesi ad H e sostituisce all’ele-
mento g(x) I’elemento g(y). .
Cio prova che g(x) e g(y) appartengono ad un medesimo sistema X,,.
Ripetendo poi per !’ operazione g—! il ragionamento ora fatto si giunge a
stabilire che:
9(Xn) = X

Pertanto, i complessi G ¢ C sono imprimitivi.
132. Condizione necessaria e sufficiente affinche C sia imprimitivo é
che il gruppo A, formato con le sostituzioni di G che lasciano fermo un

elemento prefissato x,, sia contenuto in un sottogruppo proprio B di G.
La condizione & necessaria.
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Sia X, il sistema di imprimitivitd che contiene 1’elemento x,.
Le sostituzioni g di G tali che:

9X) =X,

costituiscono evidentemente un sottogruppo B di G contenente A.

La condizione é sufficiente.

Poiché gli elementi che le operazioni di B sostituiscono ad x,, formano
un sistema X, di transitivith per B, le operazioni di (, non appartenenti
a B, debbono sostituire agli elementi di X, degli elementi estranei al sistema
stesso,

Da cid segue che una operazione s sul sistema X, e le sue trasformate
mediante (7, generano un gruppo invariante ed intransitivo.

Si puod pertanto affermare (n.° 131) che G e € sono imprimitivi.

133. Se G ¢ regolare, il complesso C é imprimitivo.
» Infatti, poiché A si riduce alla sola operazione identica, si pud scegliere
come gruppo B un qualsiasi sottogruppo di G.

In particolare si ha che ¢ complessi abeliani sono imprimitivi.

134. Esempio 1. Lo pseudogruppo generato dal ciclo:

g =(eenry — Ryuoroy — 1, 0, 1,...., m,....)

¢ imprimitivo poiché G &, in questo caso, abeliano.
Ponendo: .
B =1, g*"] (h>1, r==21, £2,..),

si hanno % sistemi di imprimitivitad di facilissima costruzione.
Esempio II. Il gruppo G formato con le sostituzioni del tipo:

X
ma + 1)’

dove x, m, » sono numeri razionali ed m > 0, & primitivo.
Infatti, scelto come gruppo A l'insieme delle sostituzioni che lasciano
fermo I’ elemento O, e presa una sostituzione qualunque di G:

(v )
A P

si consideri il gruppo generato da A4 e da ¢g. Questo gruppo, contenendo le
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operazioni :
x @ x
o px +-p o ML —+ 1

e le loro inverse y—!, coincide con G.
Si pud pertanto escludere 1 esistenza di sottogruppi di G contenenti A.

CAPITOLO VI.

IL GRUPPO TOTALE ED ALTRI GRUPPI SPECIALI

A) I1 gruppo totale.

135. Abbiamo detto altrove che cosa s’ intende per gruppo totale G di
sostituzioni su una infinitd numerabile I di elementi ed abbiamo anche date,
per questo gruppo, alcune proprieta. Ad esempio, si & visto come G abbia
per ordine la potenza del continuo (n.° 27) e come esso sia 1’unico gruppo
avente transitivitd infinita (n.® 110).

Il gruppo totale contiene infiniti sottogruppi ed infiniti sottopseudogruppi;
fra essi hanno. particolare importanza, per le considerazioni che faremo in
seguito, il gruppo G, formato con le sostituzioni di G che operano su un
numero finito di elementi, ed il gruppo G, formato con le sostituzioni di G,
che hanno classe pari.

136. Un complesso C, contenente una sostituzione h su infiniti elementi
e le sue trasformate mediante &, coincide con il totale.

Poiché il complesso C contiene il gruppo H generato da h e dalle sue
trasformate, basterad dimostrare che H possiede transitivita infinita.

Supponiamo dapprima che % sia un ciclo aperto:

h=(, — 0y, —1, 0, 1,...., %,....).
Per le ipotesi fatte, il gruppo H conterrd anche il ciclo :
hy=(.., 8 1,D5,6,4 3, 1,2 0, —1, —2, —3,...)
e, conseguentemente, il prodotto:
h-h, = (0, 2, 1)-(4, 6, 5)-(8, 10, 9)-....
che é formato con infiniti cicli chiusi.
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Se invece h contiene, nella sua decomposizione in cicli, aimeno un ciclo
aperto ed eventualmente dei cicli chiusi, & possibile, mediante un procedi-
mento del tutto analogo al precedente, di costruire una operazione di H for-
mata con infiniti cieli tutti chiusi.

Si pud pertanto supporre che esista in /I una operazione del tipo :
S==0CyC*Cyp*eesi*Cpptunee
dove ¢,, C,,.ey Cpye.oe SONO cicli tutti chiusi.
Scegliamo ad arbitrio un sistema X di infiniti elementi :
X={(2,, X, 5y Lpyuees]
con il residuo X' formato pure con infiniti elementi, ed indichiamo con:
A={a,, Cyyey Ggnyu]
un sistema ottenuto prendendo a, da ¢,, a, da c,, ecc..

La trasformata di s mediante una operazione g di G tale che:

9(Ayn) = %p (n=0, 1, 2,..),
& una operazione :

6=k, kR, RyeoiirBye.n.
nella quale i cicli &,, k,,..., Ryn,.... contengono rispettivamente gli elementi

Lgy Xyyereey Lpyorees
Cio posto, estragghiamo da X' un sistema :

Y: [y()) yi"‘"’ y")""]

in modo che il residuo di X’ rispetto ad Y contenga infiniti elementi, e trasfor-
miamo ¢ mediante una operazione y di G soddisfacente alle eguaglianze :

V(@) =%, Then(®r)) = Yn (n=0, 1, 2,....).
Questa trasformata appartiene ad H ed ha la proprietad di sostituire al

sistema X il sistema Y.
Consideriamo ora un sistema:

Z=12y, B yeery Znyeer:)
avente elementi in comune con X ma tale che il residuo Z' di X’ rispetto
a Z contenga infiniti elementi.
Poicheé un sistema Z, , estratto da Z’, & del medesimo tipo del prece-
dente Y, esistono in H due operazioni che sostituiscono ai sistemi X e Z, ri-

spettivamente i sistemi Z, e Z. Il prodotto di queste due operazioni appar-
tiene ad H e sostituisce ad X il sistema Z.
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Resta infine da provare che, mediante le operazioni di H, si pud sosti-
tuire al sistema X un sistema 7' tale che il residuo di X’ rispetto a 7' con-
tenga un numero finito di elementi. ’

Indicato con 7, un sistema estratto dal residuo di X rispetto a T, &
possibile, per quanto s’é detto superiormente, di costruire due operazioni
e A di H soddisfacenti alle eguaglianze:

(X)y=71T, \(T)=T,.

Segue da cid che il prodotto 7:A—* sostituisce ad X il sistema 7.

137. Un complesso chiuso C, contenente una operazione h su un numero
finito di elementi ¢ le sue trasformate mediante G, coincide con G.

Sia:
() Ry Rgyeny Pyye.

una successione di trasformate di h tale che ogni A&, operi su elementi di-
versi da quelli su cui operano le altre sostituzioni di ().
11 prodotto II A, & convergénte, opera su infiniti elementi e, per le ipotesi
n=1

fatte, appartiene a @. K dunque applicabile il criterio del n.° 136.

138. Al n.° 58 abbiamo definito il gruppo commutatore G, ed il gruppo
derivato G4 di un complesso &l.
Se & ¢é il grappo totale G, si ha:

Gc: Gd= G.

Infatti, i gruppi G. e G4 sono invarianti in G e contengono sicuramente
delle operazioni su infiniti elementi.

139. TEOREMA. Il gruppo totale non possiede sottogruppi aventi indice
finito e diverso da 1.
Sia H un sottogruppo di G avente indice finito m e sia:

®) G=% (fl-g,)

una decomposizione di & rispetto ad H.

Una operazione vy di G su infiniti elementi e con periodo primo p > m,
deve appartenere ad H.

Infatti, se due diverse potenze " e y* appartengono ad un medesimo
quasi-gruppo di (3), I’operazione y"—* appartiene ad H. Se invece I’ ipotesi
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precedente non & verificata, i1 gruppo H dovrd necessariamente contenere
una delle prime m potenze di y.

Poiché queste considerazioni si possono ripetere per tutte le trasformate
di v mediante @, si pud affermare che H—= G e, conseguentemente, che m —=1.

140. 11 precedente teorema ci permette di dimostrare assai rapidamente
come non sia possibile di scindere il gruppo totale G in due complessi 8 e D
simili a quelli formati con le sostituzioni pari e con le sostituzioni dispari
del gruppo totale su m elementi (*).

Invero, se fosse possibile la suddetta decomposizione di @, il complesso &
sarebbe un sottogruppo di G di indice 2.

141, Vogliamo ora vedere quali sono i complessi invarianti contenuti in G.

Osserviamo anzitutto che un complesso invariante per @, non potendo con-
tenere operazioni su infiniti elementi, deve appartenere al gruppo G, (n.° 135).

Si pud dunque escludere 1 esistenza in G di pseudogruppi invarianti.

Sia poi H un sottogruppo invariante di G e sia:

h=(1, 2, 3,...; B)+Cyrrer*Cypr

una sua operazione qualsiasi.
Scelto un elemento o, distinto da quelli su cui opera A, si considerino
le due operazioni di H:
hy,=(1, x, 3,..., B)*Cy*.c0.*Cypr,
k=h°h1_1:(l, 2, x).

Insieme alla operazione &, il gruppo H conterrd, in virtti della sua inva-
rianza, tutte le trasformate di £ e quindi tutte le operazioni del gruppo @,.

Inolire, poiché G, ha indice 2 in (,, non esisterd alcun gruppo conte-
nuto in G, e contenente G,.

Possiamo dunque concludere che:

I gruppi G, e G, sono gli unici sottogruppi invarianti del totale G.

142. Passiamo alla ricerca dei sottogruppi invarianti di G, e G,. Mediante
considerazioni del tutto analoghe a quelle fatte al numero precedente si pud
provare che:

a) Il gruppo G, é U’unico sottogruppo invariante di G,.

(Y) Cfr. G. ViTaLl, Sostituzioni sopra une infinita numerabile di elementi. (Bollettino
della « Mathesis », anno VII, 19153).
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b) Il gruppo G, non ammette sottogruppi invarianti all’ infuori della
identita.

143. Dai precedenti risultati consegue immediatamente che il gruppo G
ammette un’ unica serie di composizione cosi formata :

G, G, G, 1

B) 11 gruppo lineare.

144. Intenderemo per gruppo lineare 1 insieme di tutte le sostituzioni
del tipo:
ax +b
(@) Y= - d

dove a, b, ¢, d sono numeri razionali determinati e dove & pud assumere tutti
i valori razionali e 1’ infinito.

Affinché I’ espressione («) rappresenti una effettiva sostituzione occorre e

basta che il determinante :
8=ad —bc
sia diverso da zero.

Le sostituzioni («), per le quali il determinante é eguale ad 1 o pud ridursi
tale, costituiscono un sottogruppo invariante del lineare che diremo gruppo
modulare.

I gruppi lineare ¢ modulare verranno rispettivamente indicati con L ed M
e le sostituzioni («) si rappresenteranno col noto simbolo:

a,b
c,dl’
145. 11 gruppo L ¢ triplamente transitivo poiché i parametri indipendenti
che figurano in («) sono precisamente tre; il gruppo M possiede soltanto

transitivitd di grado due perché i suddetti parametri debbono soddisfare alla

relazione:
ad —bc=1.

146. Diremo che una sostituzione di L & iperbolica, parabolica, od ellit-
tica secondo che essa lascia fermi due elementi, uno solo, oppure opera su
tutti gli elementi.

Affinché una sostituzione () lasci fermi due elementi od uno solo, occorre
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che il discriminante:
B) (d—aP+ 4bc =(a + d)® — 43
dell’ equazione :

cx® 4+ (d —a)x — b =0,

sia il quadrato di un numero razionale oppure sia zero.

14%. Mediante facilissime considerazioni si pud dimostrare che:
a) Le sostituzioni di L sono formate con tuéli cicli chiusi di egual
ordine oppure con tutti cicli aperti.
b) Una sostituzione iperbolica & formata con tutti cicli aperti o con
tutti scambi.
¢) Una sostituzione parabolica é formata con tutti cicli aperti.

148. 1i gruppo generato dalle sostituzioni paraboliche coincide col mo-
dulare.

Osserviamo anzitutto che, in virtu della (8), ogni sostituzione parabolica
appartiene ad M. "

Presa poi una sostituzione qualsiasi di M:

__(a,b
"={ora)

determiniamo una sostituzione parabolica:
__(m,n
v=(12)

tale che h-k sia ancora una sostituzione parabolica.
Tale determinazione & possibile, comunque sia %, poiché essa & collegata
alla risoluzione del sistema indeterminato :

am~+cn+bp +dg=2
mq — np =1
m -+ q =2

nelle incognite m, 7, p, q.
Segue da cido che A pud esprimersi come prodotto delle sostituzioni pa-

raboliche Ak e k"

149. 11 gruppo modulare non ammette sottogruppi invarianti all’ in-
fuori della identita.
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Un gruppo H invariante in M, essendo transitivo, contiene una opera-

zione A& tale che:
h(0) = oo.

Le trasformate di 2 mediante le operazioni del tipo :
(¥) x, = p*,
appartengono ad H, sono fra loro diverse, ed hanno la stessa proprieta di A.
Pertanto, il prodotto di una di, queste operazioni per A—! é diverso dall’ iden-
tita e lascia fermo 1’ elemento O.

Se questo prodotto & una operazione iperbolica, il gruppo H contiene una

operazione k tale che:
k(0)=0, k(oo)= oo,

e contiene la trasformata k, di 2 mediante la sostituzione:
x,=x+1.

I1 prodotto &,-k—*! appartiene ad H e, come facilmente si verifica, & una
sostituzione parabolica del tipo:

(1,
’”(0, 1)'

__ (1, mp®b
l'—(07 1 )

Sia poi:

la trasformata di ! mediante una operazione della forma (y). Poiché m e p®
sono in nostro arbitrio, si pud disporre di essi in modo che A ¢i rappresenti
una qualunque delle sostituzioni paraboliche che lasciano fermo I’ elemento oo.

Il gruppo H, contenendo percid tutte le sostituzioni paraboliche, coin-
cide con M.

150. Vediamo ora quali sono i sottogruppi invarianti di L.
Notiamo anzitutto che ogni commutatrice di L appartiene ad M, che il

gruppo Jl% ¢ abeliano (n.° 78) e che le sue operazioni hanno periodo due.

Indichiamo poi con H un sottogruppo invariante di L e con D il gruppo
comune ad H ed M.

Poiché H ed M sono invarianti in L, il gruppo D sari invariante in M
e, non potendo ridursi alla identitd, dovrid coincidere con M. Pertanto, pos-
siamo affermare che H, contenendo interamente A, & formato con tutte le

operazioni di L che corrispondono ad un sottogruppo di %
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Reciprocamente, il complesso formato con tutte le operazioni di L che

. . L - . .
corrispondono ad un sottogruppo di i costituisce un sottogruppo invariante
di L.

In particolare, i sottogruppi invarianti massimi di Z dovranno corrispon-

. .o L -
dere ai sottogruppi di i che hanno indice due (n.° 56).
151, Le precedenti considerazioni si posseno evidentemente ripetere per
un qualsiasi sottogruppo K di L contenente il gruppo modulare. Da cidé segue
che una qualunque successione di gruppi:

L, Ly, Ly

tale che ciascun L,, sia invariante massimo nel precedente, non soddisfa alla
condizione b) del n.° 84 e cioé che il gruppo L non ammette serie di com-
posizione.

C) 11 gruppo metaciclico.

152. Sia G il gruppo generato dal ciclo aperto:
9=y — Nyoersy — 1, 0, Loy 7,..0)

Chiameremo gruppo wmetaciclico il pitt ampio sottogruppo M del totale

sugli elementi:
oy — Ryeesy, — 1, 0y Ly, 7.

che contiene (G come sottogruppo invariante.

Una qualsiasi sostituzione m di M deve trasformare ¢ in sé stessa op-
pure nella sua inversa g—'.

Nel primo caso si deve avere:

m(n + 1)y =m(n) + 1,
e ciod:
m = gm(O).

Nel secondo caso, 1’operazione m deve essere della forma:

m=g".y
dove:
Y=, —1):(2, —2)r..c.o(n, —n)-....
Si ha infatti:
m—‘.g.m =y lg.y = g
ym~hgemeyT =g,
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da cui:
meyt=g", m=g".y.
Le sostituzioni di M sono pertanto tutte e sole le seguenti:
M=][G, G.].

E poi evidente come tutte le operazioni di G:y abbiano periodo due.

153. Determiniamo tutti i possibili sottogruppi di M: sia N uno di essi.
Se N appartiene a G, esso deve avere la forma:

N=[l, g™ (k=c=1, #2..).

Se invece N & formato soltanto con operazioni di G-y, esso deve avere
ordine due perché, se contenesse due operazioni g”-y e g®-y, conterrebbe
anche il loro prodotto:

9" gty =9"""
Consideriamo infine il caso in cui N contenga operazioni di G e di G-y.
Indichiamo con g° la pit piccola potenza positiva di g che figura in N
e con ¢”-y una operazione di IV appartenente a G-y.
Se g%y & un’altra operazione di N, si ha:

gev-g" oy =973
e poiché le potenze di g che figurano in N sono del tipo g*s, deve aversi:
x=2NAp+71.
Le operazioni di N sono dunque tutte e sole le seguenti:
g, gretr.y Aep=0, =1, =2 .).

Il gruppo N ha poi, evidentemente, indice p in M.
Inversameute, se p ed 7 sono due numeri interi presi ad arbitrio (p > 0),
il complesso:
N =[g%, gretr.Y] Aep=0, =1, 3=2...)

¢ un sottogruppo di M avente indice p.
Per un determinato p si hanno p sottogruppi corrispondenti ai valori di »:

0, 1, 2,.., p— 1.

154. I sottogruppi del primo tipo, cioé i sottogruppi di G, sono invarianti
in M per la definizione stessa di M; quelli del secondo tipo non possono
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essere invarianti perché:
g gy g =9y
Vediamo infine quali sono i sottogruppi invarianti del terzo tipo. Se:
N=[g%, gre+r.y]
¢ uno di essi, deve aversi:’
gleghotroy g = g b2y = gied Ty,
e cioé:
pe+r—2=pp+7r, (—plp=2
Quest’ ultima eguaglianza & soddisfatta soltanto da p=—1 oppure da p=2:
per p =1 si ha il gruppo M, per g =2 si hauno i due seguenti sottogruppi

invarianti in M:
N‘ — [g2)_’ g2p.Y], N2 — [921, g2p.+1..Y].

155. Osserviamo infine che i gruppi G, N,, N, sono invarianti massimi
in M e che essi ammettono il gruppo:

G,=ly 2

quale comune sottogruppo invariante massimo.
Da c¢io discende che M & un gruppo risolubile avente infinite serie di
composizione (n.° 90).
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Alcune formole per le falde dell’evoluta di una superficie.

Nota di RoBERTO OCCHIPINTI (a Palermo).

Sunto. - Nella Nota si da una semplice costruzione del raggio di torsione geodetica delle
linee r,=cost., ry=cost. sulle falde dell’ evoluta di una superficie e si dimostrano formole
semplicissime per gli elementi di dette linee. Si trova poi la condizione affinché una W
abbia le falde dell’ evoluta pure superficie W e si determinano tutte queste superficie.

Nella presente Nota espongo alcune semplici relazioni che si riferiscono
alle linee r, = cost. ed 7, =cost. delle falde S, ed S, dell’evoluta di una
superficie S, nonché alle corrispondenti delle linee di curvatura.

I soli elementi che introduco nelle formole sono i raggi principali #,, 7,
di curvature normali, quelli p,, p, di curvature tangenziali dell’evolvente, e
gli angoli w ed o delle linee 7",—cost, su S, ed S e di 77,—=cost. su S, ed S.
Alcune formole, come quelle delle torsioni geodetiche delle linee 7, = cost.
di S, ed »,=-cost. di S, [n.°5, (a) ed (a’)], quella del prodotto di dette torsioni
per una W [n.° 5, (b)], quella del rapporto della flessione alla torsione delle
geodetiche u di S, [n.° 6, (b)] e la (a) del n.° 7, hanno una forma notevol-
mente semplice,

1. Comincio con 1’ osservare che: Ogni linea r,=cost. di S, &, in ciascun
punto, parallela alla linea di curvatura (v) del secondo sistema passante
pel punto corrispondente di S.

Infatti, riferendo la § alle linee di curvatura, abbiamo per 1 elemento
lineare di S, (*):

’%)zdu’Z + do®,

2

dsf: E(l _—

Derivando rispetto ad » le coordinate x,, y,, 3, dei punti di », = cost,.
su S,, abbiamo ad es.:
doe, ox,  ox, dv

du ~ du ' v du’

(!) Ved. BiaNcHi, Lezioni di Geometria differenziale, vol. I, pag. 275.
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. dv |, . du , . .
sostituendo per du I’ espressione — 3 data dall’equazione delle linee
had}
ov

7, = cost., abbiamo :
ory
de, ox, dx, du

du — v or,’

ov
. . .oa. 0y dwy o, . ‘
E, tenendo presenti le espressioni di %’ 3 () risulta :
d—m—‘_—_(l—ﬁ)?ﬁ". c. v. d.
du 7,) du

Similmente : Le linee r, = cost. di S, sono, in ciascun punto, parallele alla li-
nea di curvatura (u) del primo sistema, passante pel punto corrispondente di S.

Sicche: Le linee r,=cost. di S, e le linee r,=cost. di S, sono, nei
punti corrispondenti, ortogonali.

In particolare, se S & una W, poiché le linee 7", = cost. sono allora anche
linee 7, = cost., segue che le linee 7, = cost. sono, su §, ed §,, ortogonali
nei punti corrispondenti.

Segue dalle nostre considerazioni, che I’angolo delle linee »», —=cost. di S
e di §,, & quello delle linee s, e v di S, sicché sulla falda S, le linee 7, = cost.
di § vengono deviate dall’angolo (»,») e similmente sulla falda S, vengono
deviate dall’angolo (»,u).

2. Calcoliamo la curvatura normale delle linee », = cost. di S,. Sosti-
tuendo nella formola della curvatura normale al posto dei coefficienti delle

prime due forme fondamentali di S, le loro espressioni (*) ed al posto di %
o,

, - du . i .
I’ espressione — a0 risulta per la curvatura normale :
i

ED)

or, or o \?
AN GRS T 2 1
1 £ 0 3 G’?(au)

T o,
ov

RT e Y )
' E\Gr (g —r,)

(1) L. Biax~cHi, loe. cit., pag, 275.
(?) L. BiaxcHI, loe. cit., pagg. 275, 276.
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Questa pud scriversi cosi:

or, - or, or,
V _o%u } * Ju 7y " av
Rﬁ vy E aL’i VE7“(7'2 —r) ro— 1 \V G7‘2(7 D —1) .
ov

Ora si tengano presenti le formole che danno le curvature tangenziali

principali L, L di S e quelle di Copazzr (%) :

1 2
.oy o,
. " 3u 1 "4 v
P VEr(,—r) €  VGrp,—
inoltre :
o,
G ou
VF Y tg (r,v) = tg o

ov

dove w denota I’angolo delle linee 7, — cost. su S e su S,; allora risulta:

1 7 1 1
1 ——=‘2[~t w——]
(1) Ry, 1—7 . g >

2

Riportando ad es., sulla tangente alla linea » in un punto P il segmento
PA —=p,, poi conducendo AB perpendicolare alla tangente ad 7, = cost. in P
fino all’incontro in B con la tangente alla linea » in P, poi riportando su
questa il segmento BC=p,, sard PC=p, tgw —p, e non resta che costruire
il quarto proporzionale x dopo p,tgw —p,, p,, p, e infine il quarto propor-
zionale dopo r,, @, ©,—,; questo sara R,,.

Per la falda S, si trova:
@) ! =——7L[l tgm’—l]

Ry, »,—n,

dove o’ denota I’angolo delle linee », =cost. su S e su S, ed Ia curva-

1
Ry,
tura normale di 7, = cost. Segue che, se la superficie S & una W, essendo
allora tg o' =—=cotgw, si ha tra .i raggi R, ed R, di curvatura normale di
r,=cost, su §, ed §, la relazione semplicissima:
& 2 t
R'r, r, g

(!) L. BrancHi, loc. cit.,, pagg. 181 e 273,
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134 R. OccHIPINTI: Alcune formole per le falde dell’evoluta di wna superficie

3. Dalla formola (1) della curvatura normale delle linee 7/, =cost. di S, e

dalla formoia notissima di BELTRAMI che d&a la curvatura tangenziale -Pl— delle
Ty
linee stesse (') possiamo subito dedurre la flessione assoluta F, delle linee

stesse :

Similmente la flessione assoluta F,, delle linee 1,—cost. su S,, & data da:

V—tgw— i
Fr, 7 7 ;pz 2, 7

dnnque, se Ia S & una W, tra le flessioni assolute F,, I, di »,=cost. sulle
due falde, sussiste la relazione:

W2 2 -2
1 tg¥ 0 — 1]
(,).‘_7.2)2

22 2
ol T mF,* =

4. La curvatura media H, di S, & la somma delle curvature normali delle
linee 7, = cost. ed » che sono ortogonali. La curvatura normale della linea u

¢ data da:

or,
1 VG 1 E _ u \/E’ 70, tg ©
R“_r o, 1 VL ory | O, T iy —1y)
' v w Bu
Dunque:
g=—"r |Ligo_1L thff‘*’]
Yy—7y 1P 2 ry

. s 1 . . .
ciog, indicando con — la flessione assoluta della linea » di S:

1
=l (Bigo— )
Py — T\ Pa

Similmente, la curvatura media H, di S, é data da

t= 2 (B — )

Py

1
essendo 7 la flessione assoluta della linea » di S.
2

(*) L. BraxcHI, loc. cit., pag. 278.
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Per es., I’espressione di H, mostra che, eccettuato il caso »,=0, la
falda §, ¢ minima se le curvature geodetiche principali sono legate alla
flessione assoluta della linea u di S, dalla relazione :

1

— = cotg w
2
ai 102

cioé se il raggio di flessione assoluta della linea » & medio proporzionale fra
uno dei raggi di curvature tangenziali principali e la proiezione dell’ altro
fatta normalmente alla linea 7, = cost..

Ora le evolventi delle supelﬁue minime sono quelle i cui raggi princi-
pali sono legati dalla relazione :

o, (e, - 1,) +2¢t =0 (Y,

cioé le superficie parallele ad una superficie minima ed equidistante; queste
soddisfano dunque alla relazione:

al =p,p, tg 0.
Per la curvatura totale K, di S, abbiamo (%):

o, 8 o,
K — 1 % . /G ___E—l . EBT‘
YT (ry—r PO, T (ry— .)2] r, 'V Eu’
80 Fe)
. . 1 1
E tenendo presenti le formole di Copazz1 e le altre che danno P_l ed 9_2

si ha subito:
L
12 1(7'2 —7'1)

Similmente troviamo per la curvatura K, di S,:

po?% tg 0’
Pt”';("z - 7'1)2

sicché, se la superficie & una W risulta il teorema di HALPHEN :

2 =/ —

1
KK ———
lKZ (7.2 - 7,,‘)47
inoltre :
=l e
K2 P2 7"

(1) ¢ denota una costante.
(®) Ved. Biaxcai, loc. cit.,, pag. 276.
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136 R. OccHIPINT1: Alcune formole per le falde. dell’evoluta di una superficie

b. Per calcolare la torsione geodetica delle linee 7, —cost. di S, basta
sostituire nella formola

’ 2
| ED, +(GD,—ED" d—” — FD/” (d—Z)

[/ — d do
VEG,—F*|E, -+ zrd + (’(du)

al posto dei coefficienti delle due forme le loro espressioni () ed al posto

or,
di Z—Z il rapporto — ;}Z . Allora si ottiene subito:
ov
L V
T, l(1 —r) ¥ E SL
v
cioé :
1 rigoe
w T, = =)

Questa conduce alla seguente semplicissima costruzione: Siano C, e C, i
centri principali dl curvatura in un punto P di S; si faccia sulla normale C,C,,
C,D=7,, poi si conduca, in un piano qualunque per C,C,, la C E perpendi-
colare a C,C, e la DE tale che risulti CT[\)Ezw; se I' & il punto di ulte-
riore intersezione della EC, con la circonferenza dei tre punti P, C, ed E
sard C F =T,

Per la torsione geodetica di 77, = cost. su S, si trova egualmente :

, 1 rtgo
@) T, —7.2(7.1_7.2)'

Ne segue che le torsioni geodetiche delle linee 7, = cost. sulle due falde
dell’ evoluta di una W sono legate dalla relazione semplicissima :

1 1 1
b PR G —
(b) T, T, (ry—n,)¢

In altri termini: Il prodotto detle torsioni geodetiche delle linee r, = cost.
sulle due falde dell’ evoluta di una W & uguale al prodotto delle curvature
tangensziali,

(}) L. BiancHi, loc. cit., pagg. 275 e 276.
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Si ha inoltre per una W:
T (7o Vo (R
=) =(z2)

. . | . .
Calcoliamo la torsione geodetica -— delle linee », = cost. su §; abbiamo:

t/rl
or,
7 %
(GD— ED") —=3,- 1o
tr, » \*1" VEG[E -+ Etg® v]
VEG | B+ af -2
97_'.
ov
ciod :
l— Q—D—” sin w cos ®
tr, \E G
e finalmente :
1 ry—1 .
— =2 'ginwcosw,
t"'l 7"7'2

Confrontando questa con quelle che danno 1 ed 1 vediamo che fra

Tr, T,
le torsioni geodetiche delle linee », = cost. su S, S, ed S, sussiste la relazione:
1(n vy )
— 1 -+ 5 =1
trl \T"”I T"x

purché la superficie obiettiva sia una W.

6. La curvatura normale delle linee u —cost. di S, & data da:

L—_D_‘”— VE ma E——E—t ()
B~ @ ) T w0
L. ) ov du

e, per le formole di Copazzr:

ory,_ r(ry—r) 9

— 2 .___log\/ﬁ_—-___MVE’

) -
ou 7, ou P.7s
dunque :
(a) L__ r?Pl tg(‘o
= -
R, rry—mr)
Annoli di Matematica, Serie IV, Tomo VIIL. 18
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138 R. OccHIPINTI: Alcune formole per le falde dell’evoluta di wna superficie

. . 1
Questa da pure la curvatura assoluta. La torsione geodetica T delle
B u

stesse linee di §, coincide pure con la torsione assoluta, ed & data, poiché
queste linee sono ortogonali alle #, = cost. dall’opposta della torsione geode-
tica di dette linee, cioé:

i.: _—r—z_to' .

T,  »r(ry—r) ">
Da questa e dalla (a) segue:

_ R, 7
(®) T. o

Cioé: Il rapporto dei raggi di flessione e torsione delle linee u di S,
pareggia il valore assoluto di quello dei raggi di curvatura normale e
tangenziale delle linee stesse in S.

Segue che nelle superficie in cui quest’ ultimo rapporto & funzione di
sola u, alle linee di curvatura u dell’evolvente corrispondono sulla falda S,
geodetiche che hanno costante il rapporto tra la flessione e la torsione, quindi
eliche cilindriche.

E facile vedere che le superficie in cui "4 — U sono quelle che hanno le

N
linee di curvatura w» piane.
1
. o, .o 1 .
Infatti da —pl‘—:U segue, indicando con 7 la flessione assoluta della
_ 1
7‘1
linea di curvatura #:
r, T
—+==VU*+41.
7, VU? +

D’ altra parte, pel teorema di MEUSNIER, indicando con o 1’angolo della
normale principale alla linea # con la normale alla superficie, si ha:
F,=r, cosa,
dunque :
1

COS0 —= ——
VU +1

cioé lungo una linea di curvatura » é costante 1’ angolo della normale princi-
pale con la normale alla superficie; allora la torsione assoluta, coincidendo
con la torsione geodetica, & nulla e la linea % é piana.
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Viceversa, se le linee di curvatura u di una superficie sono piane, si ha:

1 Vg _
\/Zg ou
e poiche
- VE - V@
Vo= Vo=
risulta : .
(') 7y U _ U
7y VEG

D’ altra parte, per le formole di CopazzI si ha

or, r\ 1 VG 7,
e e e e AL

2

or, AAPNE=|
au 11(1——)\/1']—

7y ey
sicche, sostituendo nella (b} scritta cosi

1 VG
VEG u

cioé

Va A o,
w1 Bu
? VEG ? VE 7y o
risulta :
ﬁ=U.
Py

Possiamo dire cosl: Le superficie con .le linee di curvatura di wun si-

stema piane sono quelle, nelle quali le geodetiche corrispondenti sulla rela-
tiva falda di evoluta sono eliche cilindriche

La curvatura normale delle linee v =cost. di 8, ¢ data da

1__D
R, E
Ora si ha:
Bl g g (?L
Q—V na BBy

. Sr
e ricavando —2

8— d 1le espressioni di -Pl— e ;1- del § 2 e sostituendo risulta
1 2
D=pl—", p=plm et
730, ?

2 e
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140  R. OccrIPiNTI: Alcune formole per le falde dell’evoluta di una superficie

siccheé :
1 730
Rv (1“2 - 7°1)P2(7‘f+ Pf

La torsione geodetica delle stesse linee di S, ¢ data da:

1 F,D,
Ty VE,G,—FE,

e tenendo presenti le espressioni di £, e D, ora date e quelle di F, e G, (")
risulta subito :

1 — ”79Py .
Ty (ry— 7'1)92(7?—'_ pi)
Segue :
R, 7y R,
a = A=
(@) T,~ o T,

Dunque: Le linee di curvatura dell’evolvente hanno sulla prima (seconda)
falda dell’ evoluta i rapporti delle rispetiive curvature normali e torsioni
geodetiche eguali all’ opposto del rapporto della curvatura normale ¢ tan-
genziale della linea di curvatura u(v).

8. Per terminare, esaminiamo la seguente quistione :

In quali superficie W le due falde dell’ evoluta sono pure super-
ficie W 2

Riduciamo I’ elemento lineare dell’evolvente alla forma (WEINGARTEN)
du®*  dv’

— - ——— g ra si 2y .
B + 7@’ allora si hanno le formole (*)
1
(1) Rl
1
(2) V= —6‘,
el
3) L= Wr
B
(4) 92'—' pzev
essendo 6 funzione di B(u, v); inoltre B, =g—i, (32:;%.

(!) Ved. Biancui, loc. cit., pag. 275.
(?) Ved. BiancaHi, loc. cit, pag. 291,
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Ne seguono le espressioni dei coefficienti delle forme fondamentali di S, :

RO + 070 —pO)* . BB.B.O™

=" e
_ B N
G4 - (9 i Be/)u D{ - Bz(e _ Be/)e4 )
Do — B

=5 o
Per la curvatura media H, e la totale K, di §, troviamo allora:
BBI0°0" + (B — BO0(0* + B10'9")
[332(9 _ ﬁ6,)6l36l’ )
(6 — oy

() H, =
(6) K, =

Espressioni analoghe si hanno per le curvature H, e K, media e totale
di S,. Se dunque S, ed S, sono superficie W, si avranno due relazioni della
forma :
(M R,(H, K)=0,
(8) R,(H,, K,)=0.

Ad es. 1a (7) &, in base alle (5) e (6), una relazione tra B, 8,, B, ed allora,
eliminando B, B,, B, fra (1), (3), (4), (7) si ha una relazione della forma:

(9) Cp(?'“ Pir P2) = 0.
Operando analogamente con le (8), (2), (3), (4), si avra un’altra relazione:
(10) q)(rzy P 92) =0.

Siccome poi per una W i raggi principali »,, 7, sono I’ uno funzione del-
I’ altro, le (9) e (10) equivalgono, in fondo, ad una relazione:

x(ess p2) =0,
tra i raggi di curvature tangenziali principali, compatibile con 1’ altra fra i
raggi principali »,, r,.

Dunque : Soltanto nelle superficie W ¢ cui raggi di curvature tangen-
ziali principali sono legati da wuna relazione compatibile con quella che
lega i raggi principali, le falde dell’ evoluta sono pure superficie W.

Esistono di queste particolari W? Pel teorema di WEINGARTEN il pro-
blema di determinarle consiste nel trovare tutte le deformate di superficie di
rotazione, che sono, al tempo stesso, superficie W; le loro evolventi sono le
superficie richieste.
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142 R. OccHIPINTI: Alcune formole per le falde dell’evoluta di una superficie

.. Le W elicoidali, essendo applicabili su superficie di rotazione, rispondono
al problema, e cosi pure le superficie a curvatura costante, essendo falde di
evoluta di superficie con », — r, == cost..

Il BiaANCHI ha espresso I’opinione che all’infuori di queste non esistano
altre classi di superficie W, falde dell’evoluta di superficie W.
E cio che dimostro partendo dal ds® di una supetficie di rotazione sotto
la forma normale:
ds* = du® + r*do?;
allora & quistione di vedere come bisogna prendere D, D, D" in guisa da
soddisfare alle equazioni di CoDAZzI che nel caso attuale sono:

(a) D,— D/ — ’"7 D =0,

(b) D — D, —r'D—2 D=0,

a quella di Gauss:

DD — D? = — ",
ed all’altra:
(© D,” +»*D, =0,

che esprime che la superficie richiesta ¢ una W, giacché allora, essendo H
funzione di K, e questa funzione di u soltanto, anche H ¢& funzione di sola u.
Da quest’ ultima relazione deduciamo, ad es.:

(d) D' 4+r*D=2rU
essendo U funzione di sola % ; allora la (b) si scrive:
(b') rD,” —»D,’ = 2r"U.

Occorre dunque studiare il sistema delle equazioni (a), (b'), (¢), (d). Dalle (c¢)
e (d) deduciamo :
_UEVT =1
= -
) D' =r[UxVU*+r"—D?,
e bisogna soddisfare alle (a) e (b). Percid, calcolando D, e D,” e sostituendo
nelle (a) e (b’) si ha il sistema :

VU 41" —D*D/+ DD, =—+"VU*+r""—D*-D,.
202D+ D, — 2rVU* 411" —D? D) =20’ U—2+U)\VU* 41" —D* +
+ { PO ")) — 2 D",

(e) D

1
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Risolvendo rispetto a D' e D, risulta:

U2 417"y 20" U — 2+ U WU 41" — D*

b= 20(U* 411" D,
— (U 4rr"Y 2 U—1 U’ /W_ JITT2 wadl?
D2': 7( ? )+ (7 ;(U?_),:_T;t-)?} D 2 (U +777 )v Uir"—D".

Poi derivando la prima rispetto a v e la seconda rispetto ad w, identifi-
cando le due derivate, e sostituendo al posto di D,” e D,’ le espressioni date
dalle stesse equazioni, si ha un’equazione in D’ che ci dara necessariamente D’
funzione della sola u; allora le (e) ed (f) danno anche D e D" funzioni di sola w.
Le D, D', D" convengono dunque o ad una superficie elicoidale o ad una
superficie a curvatura costante.
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Maggiorazione degli integrali delle equazioni totalmente
paraboliche alle derivate parziali del secondo ordine.

Memoria di MAURO PicoNE (a Napoli) (}).

Sunte. - Si conseguono semplici formole generali maggioranti gli integrali, soggetti ad asse-
gnate condizioni al contorno atte a determinarli, delle equazioni totalmente paraboliche
alle derivate parziali del second’ ordine in due o pin variabili indipendenti. La ricerca
offre numerosi nuovi risultati, fra i quali, per esempio, quelli concernenti il comporta-
mento all’infinito degli integrali; il teorema d’ unicita per I annoso problema della pro-
pagazione del calore in un mezzo conduttore illimitato, senza I aggiunta di ulteriori
ipotesi — affatto estranee al punto di vista fisico — sul comportamento all’ infinito delle
derivate della soluzione; le condizioni atte a delerminare « in grande » gli integrali
delle equazioni lineari alle derivate parziali del primo ordine, ecc.

SOMMARIO — CariToLo I. Equazioni in due variabili indipendenti - 1. Teoremi preliminari - 2. For-
mole di maggiorazione degli integrali dell’ equazione (1) - 3. Problemi al contorno per I’ equa-
zione (1) - 4. Applicazione al problema della propagazione del calore lungo una sbarra
conduttrice - 5. Equazioni del primo ordine — CaritroLo II. Equazioni in tre variabili indi-
pendenti - 6, Lemma di Moutard - 7. Le tre forme tipiche per le equazioni totalmente
paraboliche in tre variabili - 8. Teoremi per la prima forma tipica (con applicazione al
problema della propagazione del calore) - 9. Teoremi per la seconda forma tipica - 10. Teo-
remi per la terza forma tipica.

Diciamo x,, @,,..., 2, le coordinate del punto qualunque P dello spazio
euclideo S,,,, a » dimensioni. Nel dominio 7' internamente connesso di S,
siano definite le assegnate funzioni reali :

ahk(P) = akh(P)7 bk(P>; C(P), f(P)7
(h, k=1, 2,..., n)

finite e continue in 7. L’ equazione lineare alle derivate parziali del secondo

ordine :
Py

1,n 1,n 3
(1) Efu) = X, aniP) g + Dl P) a—;i + c(Pyu = f(P),

(!) Insignita del premio Tenore dall’ Accademia Pontaniana di Napoli, nella seduta del
10 gingno 1928.
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146 A M. PicoNe: Maggiorazione degli integrali delle equazioni

dicesi totalmente parabolica su T, se, per ogni punto P di 7, la forma qua-
dratica nelle A:

1L,n
@ Dnana( Pas

riesce semidefinita. Per fissare le idee supporremo sempre, nel seguito, semi-
definita positiva tale forma. E non & escluso che possa riuscire a,x(P) =0,
per tutti i valori degli indici 2 e %, che cioé 1 equazione possa ridursi ad
essere del primo ordine.

Le equazioni lineari totalmente paraboliche alle derivate parziali del
secondo ordine si presentano, come -quelle totalmente ellittiche, in parecchi
importanti problemi di Fisica-matematica, ma, mentre che per queste ultime
la teoria & assai progredita ed ha anche conseguito in parecchie parti un
definitivo assetto ormai classico, non cosl pud dirsi per le prime.

In questa Memoria vogliamo dedicarci alla ricerca — fin ad ora mai
tentata, se si eccettua un caso molto particolare che sara citato in seguito —
di formole di maggiorazione per gli integrali, verificanti assegnate condizioni
al contorno atte a determinarli, delle equazioni totalmente paraboliche. La
capitale importanza di quelle formole nei calcoli d’approssimazione numerica
dei detti integrali & stata recentemente messa in completa luce (*).

La ricerca offre nuove notevoli osservazioni sugli integrali delle equazioni
totalmente paraboliche, fra le quali citero, per esempio, quelle del § 3 sul
comportamento all’infinito degli’ integrali, quelle dei §§ 4 e 8 che forniscono
il teorema d’ unicitd per I’annoso problema della propagazione del calore in
un mezzo conduttore illimitato, senza U’ aggiunta di ulleriori ipotesi — af-
fatto estranee al punto di vista fisico — (}), sul comportamento all’ infinito

(1) M. PrcoxE, Sul metodo delle minime potenze ponderate e sul metodo di Ritz per il
calcolo approssimato nei problemi della Fisica-matematica. [« Bollettino dell’ Unione matema-
tica italiana », vol. VI (1927), pp. 271-273; « Rendiconti del Circolo matematico di Palermo »,
tomo LII (1928), pp, 225-253].

(?) Che cosl sia stato conseguito un affeso progresso nella trattazione analitica della gue-
stione & autorevolmente provato dalle seguenti parole che PICARD pronunziava, or son ven-
ticinque anni, nel suo discorso Sur le développement de U Analyse mathématique et ses rapports
avec quelques autres Sciences [Paris, Gauthier-Villars, 1905] tenuto al Congresso della Arti e
Scienze di Saint-Liouis (1904):

« I1 est parfois délicat de démontrer que des conditions déterminent d’une maniére
unique une solution, quand on ne vent pas se contenter de vraisemblances; il faut alors
préciser la maniére dont se conduisent la fonction et certaines de ses dérivées. dinsi, dans
le probléme de FoURIER relalif & un wmiliew indéfini, certaines hypolhéses doivent étre faites
sur la fouction et ses dérivees premiéres & Uinfini, si U'on vent établir que la solution est
unique ».
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totalmente paraboliche alle derivate parziali del secondo ordine 147

delle derivate della soluzione, quelle dei §§ 5 e 10 sulle condizioni atte a
determinare <« in grande » gli integrali delle equazioni lineari del piimo 01-
dine, le quali, rivelando circostanze ben singolari, additano come assai inte-
ressante un approfondito studio dei problemi « in grande » anche per queste
ultime equazioni.

Per semplificare 1’ esposizione ci limiteremo qui a considerare, in un primo
capitolo, le equazioni in due variabili indipendenti e in un secondo quelle in
tre variabili.

CAPITOLO 1.

EQUAZIONI IN DUE VARIABILI INDIPENDENTI

1. Teoremi preliminari. — La forma canonica (sotto la quale noi qui le
considereremo) delle equazioni totalmente paraboliche in due variabili indi-
pendenti & e y, e, cora’é ben noto, la seguente :

8
1) Elu)=a(e, y) e+ b,@, y) e+ b, Y) e ola, Yu = [, Y),

oy
ove a(x, y) b(x, ¥), b,(x, ¥), clx, ¥), f(x, y) sono assegnate funzioni reali, cou-
tinue nel dominio internamente connesso 7' del piano (x, ¥), risultando sempre
in 7":
a(x, y) = 0.

Designeremo con S_, (con S,,) quella parte della frontiera di 7, se esiste,
tale che per ogni punto Pyx,, ¥,) ad essa appartenente si pud determinare
un numero positivo o per modo che tutti i punti le cui coordinate verificano
le limitazioni :

Xy — 0 <L Ly 40, Yp— Y=Y,
(g —o<x<®+0, Y=y<Y,+9)

sono contenuti in 7, mentre quelli le cui coordinate verificano le limitazioni:

030—0‘<96<wo+°'; ?/o<?/<?/o+°r
(x0—0<w<mo+0) y0—0<y<yo)

sono esterni a 7. Designeremo poi con S la parte della frontiera di 7' costi-
tuita dai punti che non appartengono né a S_,, né a S, ,, e porremo

S, =8+ 84, S,=8+8_,.
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148 M. PicoNE: Maggiorazione degli integrali delle equazioni

Per la frontiera di un cerchio non esistono le parti S_, e S;,. Per il
rettangolo ABCD della figura 1, con i lati paralleli agli assi coordinati, la
parte S_, della frontiera & costituita dal lato CD privato degli estremi, la

Fig. 1

pa.rte S4, dal lato AB parimente privato degli estremi, la parte S dai lati
BC e AD con i loro estremi, la parte S, dalla spezzata DA + ADB +- BC, la

parte S, dalla spezzata AD -+ DC—+ BC.
Nella figura 2 la parte S_, della frontiera di 7' & costituita dai segmenti

,,

[

AB, CD, EF, HK privati dei loro estremi, la parte S,, dai segmenti A'B,
C'D, E'F', H'K' parimente privati dei loro estremi.
Desigueremo con n I’asse normale alla frontiera di T nei punti di S_,

e di S;,, volto verso l'interno di 7. L’asse n ha sempre la direzione del-

I’asse y e verso contrario nei punti di S_,, lo stesso verso nei punti di S,.

Una funzione reale u(x, y) sara detta infegrale o soluzione della (1),

in 7, se:
1°) E continua in T';
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totalmente paraboliche alle derivate parziali del secondo ordine 149

2°) nei punti interni a T e nei punti di S_, +S,, & dotata delle deri-
vate parziali
Pu  du  du

finite e continue, verificanti 1’equazione (1).
Cominciamo col dimostrare il teorema :
I. Se nel dominio T & sempre

¢, y) <0
ed inoltre

su S_y & sempre b,(X, y) X0 [su S,y & sempre b,(x, y)=0],

un integrale u della (1) non pud né in un punto interno a T né in un punto
di S_y (i S,y) avere un minimo negativo se {(x,y) <0, un massimo posi-
tivo se f(x, y)=0. E, supposto T limilato, ne segue che se, ovunque in T,
é f(x, y) 0, ogni integrale della (1) sempre positivo o nullo su S, —=S+8,,
(su S,=8S +-S_y) si conserva tale in tutto T; se, ovunque in T, é f(x, y)=0, ogni
integrale della (1) sempre negativo o nullo su S, =S+ S,y (su S,=S+S_y) si
conserva tale in tutto T.

Ed invero, se, in un punto P(x,, y,) interno a T, si verifica per la % un
minimo, si ha:

Upa(Xo, Yo) =0,  ux(2,, Yo) = “u(xo’ Yo) = 0,

e quindi, se u(x,, y,) <0, riesce:

*u u du
w +b, ﬂ 4+ b

V CVip &, > 0,

2) a —
( * 3y Y=¥o

e se si verifica un massimo si ha:
uxw(wm yo) é 07 uw(wo’ yO) - “y(xw ?/0) = 07

e quindi, se u(x,, ¥,) >0, riesce:

: Pu due du
(3) aw"l-b’%-l-bz—‘*—cu]

a y r==xq < 0-

Y=Yo
Se poi, il punto Py x,, ¥,) € su S_, e in esso si verifica un minimo, si ha:
du]

dn |x=% = — uy(xw yo); O}

Y=Yo

Upal Loy Yo) = 0, wux(,, y,) =0,

e quindi, se u(x,, ¥,) <0, poiché¢ su S_, & sempre d,(x, y) < 0, si ottiene an-
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150 M. PicoNE: Maggiorazione degli inlegrali delle equaziont

cora la (2). Se, essendo sempre il punto P, su S_,, in esso si verifica un

massimo, si ha:
du

_ <
Tafess = — e 1) S0,

UeaBy; Yo) =0, (X, Yo) =0, {
e quindi, se u(x,, ¥, >0, pmché su S_, é sempre b,(x, y) <0, si ottiene an-
cora la (3).
Ne segue, ovviamente :
I'. Se nel dominio-T é sempre

o, y) < 0
ed inolire

su S_y é sempre by(x,y) <0 e su S,y & sempre b,(x,y)=0,

un integrale u della (1) non pud né in un punto interno a T neé in un
punto di S_y—+ S,y avere un minimo negativo se f(x, y) =0, un massimo
positivo se f(x, y)=0.
Dal teorema I subito si deduce il seguente:
II. Il dominio T sia limitato ed inoltre

su S_y sta sempre b,(x, y) <0 [su S,y sia sempre b,(X, y)=0].
Se & possibile definire una funzione w(X,y) sempre positiva in T, ivi

continua e dotata delle derivate purziali wgx, Wy, wy finite e continue, per
modo che, in P, risulti sempre

Elow(z, y)] < 0,

allora, se, ovunque in T, ¢ (X, y) <0, ogni integrale della (1) sempre posi-
tivo o nullo su S,=S + S,y (su S, =8+ S_y) si conserva tale in tutio T;
se, ovunque in T, é (X, y) =0, ogni integrale della (1) sempre negativo o
nullo su S, =S + S,y (sSu S, =8 4 S_y) si conserva tale su tutto T.

Posto, infatti, v=_, si ha per v I’equazione :

2

S_m
o

+ blw)av + b, 2 Elojo=7.

0 2 dy

4) E[v] = va g %+ (2a

Sia f(a, y) £ 0. Se l’integrale u della (1) & sempre positivo o nullo su
S, =8+ 8,,, tale risulta I'integrale » della (4). Se questo prendesse, tal-
volta in 7T, valori negativi avrebbe ivi un minimo assoluto negativo che do-
vrebbe verificarsi o in un punto interno a 7' o in un punto di S_,, il che &
assurdo, in forza del toorema I. Percid v & sempre positivo o nullo ir tutto 7'
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totalmente paraboliche alle derivate parziali del secondo ordine 151

e tale risulterd anche u. Un ragionamento analogo dimostra |’ altra asserzione
del teorema, relativa al caso f(x, y)=>0.

Osserviamo che, se in T & sempre c(x, y) <0, si ha gia E[lj]=c¢ <0, e
quindi sussiste la tesi del teorema ora dimostrato, ¢io che del resto gia sta-
bilisce il teorema I.

Dal teorema I' si deduce il seguente :

IU. Il dominio T sia limitato ed inoltre

su S_y sia sempre by(X, y) =<0 ¢ su S,y sia sempre by(x, y) =0.

Se & possibile definire una funzione o(x,y) sempre positiva in T, ivi
continua e dotata delle derivate parziali wxy, wx, 0y finite e continue, per
modo che, in T, risulli sempre

Efo] <0,
allora, se, ovunque in T, é {(X, y) <0, ogni inlegrale della (1) sempre posi-
tivo o nullo su S si conserva tale in tutto T; se, ovunque in T, & f(x, y)=0,
ognt integrrale della (1) sempre negativo o nullo su S si conserva tale in
tutto T.
Dal teorema II subito discende il seguente :
IT1. Se il dominio T ¢ limitato ed inolire

(b)) - in T é sempre a(x,y) >0, cx,y)<0,
su S_y & sempre by(X, y)< 0 [su S,y & sempre by(x, y)==0),
si verifica la tesi del teorema II.
Dimostreremo, infatti, assai facilmente, che, in virtu delle (5), si pud co-

struire la funzione w(x, 1) del teorema II, sempre positiva in 7, per la quale
ivi risulti sempre E[w] < 0. Posto
e’lw

w=73 <+ n’

si ha:
E[w] :de”(oc + z) +- C(B + & ),
a @

e quindi, se si sceglie dapprima « in guisa che in 7' riesca sempre
b, y)
alx, y)
e poscia B in modo che risulti sempre in T

o <0,

exrx

B—i-—a—>o,

si avra sempre o > 0 e, poiché ¢(x, y) =0, si avra anche E[w] < 0.
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152 M. PicoNE : Maggiorazione degli integrali delle equazions

Come dal teorema I si ricava il teorema II, cosi da quest’ultimo teo-
rema III si ricava il seguente:
IV. Il dominio T sia limitato ed inollre
in T sia sempre a(x,y) >0,
su S_y sia sempre b,(x, y) < 0 [su S,y sia sempre b,(x,y) = 0]
Se ¢ possibile definire una funzione w(X,y) sempre positiva in T, ivi
continua e dotata delle derivate parziali wgg, wx, vy finite e continue, per
modo che in T sia sempre

si verifica la tesi del teorema 1L
Tale teorema contiene come caso particolare il teorema IIT dal quale é
stato dedotto. Ed invero, soddisfatte le ipotesi di quest’ ultimo, basta porre
w(x, y) = 1, per risultare
Efo] = E[1] = c(», y) < 0.

Cosi pure dal teorema II' si ottiene:
IV'. Il dominio T sia limitato ed inoltre

in T sia sempre a(x,y) >0,

su S_y sia sempre b,(X, y) =0 e su S,y sia sempre byx, y) = 0.

Se & possibile definire la solita [unzione o(x,y) sempie positiva in T,
per la quale risulli ivi sempre Elo| <0, si verrifica la tesi del teorema 1T.
Dai teoremi II ¢ IV si deducono i seguenti:
V. Se il dominio T é limilato ed inolire

su S_y & sempre b,(X, y) =0 [su S,y ¢ sempre by(x,y)=0|
e si possono determinare due costanti a e per nmodo che riesca sempre in T
(6) a*a(x, Y) + b, (2, Y) + Bby(x, y) + c(x, y) <O,

st verifica la tesi del teorema II.
VI. Se il dominio T ¢é limitato ed inoltre

in T é sempre a(x, y) >0,
su S_y & sempre b,(X,y) =<0 [su S,y & sempre by(x, y)=0]

e si possono deterininare due costanti o e § per modo che riesca sempre in T
(7) aza(m" y) + “bi(wr ?/) + Bbz(wy Z/) -+ C($, y) éO,

st verifica la tesi del teorema 1L
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totalmente paraboliche alle derivate parziali del secondo ordine 153

Ed invero, posto = e*®*+B¥ si trova
Elw] = (2*a + ab, + Bb, + c)er=+by,
Il teorema V ha di conseguenza il seguente notevole:
VII. Se il dominio T é limitato ed inolire
in T & sempre by(X, y) < 0[b,(x, y) > 0],

si verifica la tesi del teorema 1.
Infatti, posto &« =0, si pud sempre determinare una costante § positiva
(negativa) per la quale si abbia, in tutto T,

Boy(, y) + c(w, y) <O
detti, invero, m il minimo di |b,(a, y)| e M il massimo di c¢(wx, y), basta pren-
dere § > %(B < — %) Si osservi che, allora, la funzione w per la quale riesce

E[w] < 0 é data da efv,
Dai teoremi II' e IV’ si deducono i seguenti:
V'. Se il dominio T é limitato ed inolire

su S_y é sempre b,(X, y) <0 e su S,y é sempre by(X,y)=0

e si possono determinare due costanti o e B per modo che sia soddisfatta
la (6), si verifica la tesi del teorema IT.
VI'. Se il dominio T é limitato ed inolire

in T é sempre a(x, y) >0,
su S_y & sempre by(X, y) =0 e su S,y & sempre by(X, y) =0

e st possono determinare due costanti a e B per wmodo che sia soddisfatia
la (1), st verifica la tesi del teorema II.
Terminiamo 1’ attuale articolo col seguente teorema di cui faremo uso :
VIII. Se il dominio T é limitato e se tvi é sempre

8) cla, y) <0,
oppure

) by(x, y)F 0, ¢, y) =0,
oppure

(10) az, y) >0, oz, =0,

si pud determinare una funzione W(X,y), mai negativa in T, per la quale
risulti sempre (vi
(11) Ewl=—1.
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154 M. PicoNE: Maggiorazione degli integrali delle equazioni

Ed infatti, se, in primo luogo, supponiamo verificata la (8), detto y il mi-
nimo in 7' di [¢(a, y)| e prendendo per w una costante positiva, si ha:

E[w] —_‘ wc(m, y) é — wr,
. . 1
e perché risulti verificata la (11) basta dunque prendere w:?.

Supponiamo, in secondo luogo, verificate le (9). Se si prende per w una
funzione positiva che sia funzione della sola y, si trova

ma, detto # il minimo di |b (2, ¥)| in 7, si ha

dw dw dw
perb2<0e@>0, bgjy—é—ma—y—y
dw dw adw
—— — < m—
Perb2>06dy<0, b2dy:mdy’
e quindi Ew]<—1, w=0, se
per b, <0, si pone w= y—_%ny,
per b, >0, si pone w= IE_:Z;?/

Supponiamo, in terzo luogo, verificata la (10). Per i punti di 7' si abbia
|z <3,
e, detta « una costante positiva, si ponga
(12) w = _1; [3318__ ea(w+28)];
e
si ha, in T, w =0,

b b
Efw] = — e“‘”“&'(a + Z’) + cw < — eH) (a + ;‘),

si avra percio E[w| =< — 1, se sceglieremo « in guisa da risultare

(13) e“(”+25)(a -+ —i—‘) =1
Si abbia, in 7,
' ax, Y)=p >0, |b(x, y)|<=B;
riuscira

v

’

arlisp,_Bop
® & 2

v

p
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totalmente paraboliche alle derivate parziali del secondo ordine 155

se imporremo ad « la limitazione

(14) o= —.
Con cio potremo dire che:

?

ea(w+28)(a -+ b )g g alx+23) > g

p

e sard percio verificata la (13) se 56452 1, se cioé, insieme alla (14), impor-

remo ad « la limitazione

1 2
15 a = < log —.
(15) = gp

Adunque, nell’ipotesi che in 7" si verifichino le (10), una funzione «w mai
negativa in 7' che soddisfi la (11) & data dalla (12), dove 3 & il massimo
di || in T, @ & la maggiore fra le quantitd (14) e (15), designando p il mi-
nimo di a(x, y) in T e B il massimo di |5,(x, ¥)|.

Osserviamo che: se, verificandosi le (10), risultasse a(x, y)=1, b (x, y)=0,
si soddisferebbe alla (11), ponendo anche, pil semplicemente,

(16) w =28 — %(w -+ o).
2. Formole di maggiorazione degli integrali dell’equazione (1). — Dopo

i teoremi precedenti & ben facile conseguire la maggiorazione degli integrali
dell’ equazione (1) in condizioni assai generali. Per rendere piul espressive le
formole adotteremo la seguente notazione: indicheremo con

ming f, max,f,

rispettivamente il minimo ed il massimo valore di una funzione f(P) in un
insieme A di punti. Sussiste il seguente teorema generale:

IX. Nelle ipotesi del teorema 11 o in quelle del teorema IV, supposta
nota la funzione v, per I’ integrale u della (1) sussiste la seguente formola
di maggiorazione :

‘ maxr|#| <H maxrw maxr|f|+ DAxX7 © o axs, |u|,
mlns
17
maXxs
<
(ma,xT || £Hmaxzw maxry|f|+ ming, © maxg, |u I),

ove H designa un numero non inferiore al massimo in T di una funzione w,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



156 M. ProoNe: Maggiorazione degli integrali delle equazioni

tvi mai negativa, per la quale risulti, sempre in T,
(18) Efw] < — 1.
Nelle ipotesi del teorema II o in quelle del teorema IV, esiste intanto

(cfr. teorema VIII) una funzione w, mai negativa in 7T, per la quale riesce
verificata la (18). E la dimostrazione del teorema VIII c¢i dice che: Nelle ipo-

tesi del teorema II si pud prendere per w la costante ]17, designando — v il

massimo in 7" di E[w], e porre pertanto
— 1 .
T maxr Ew]’
e se inoltre &, in 7T, |by(x, ¥)|==0, si puo prendere per w anche la funzione

della sola y:
Yy —minry
W= ming(w|b,[)’
. maxy Yy — Yy
T ming(w|b,[)

quando b,(w, ) <0,
quando b,(x, y) > 0,
e porre, pertanto, in ogni caso,

I maxry — mingy
T ming(w|b,]) 7

nelle ipotesi del teorema IV si pud prendere per w la funzione della sola x:

1
W = 0_55 [63“8 _ ea(m+2'0‘)],
ove
maxrg | 2a a_u) -+ 0,0 l
> 2 or |
d=maxp|x|, «{ ming (aw) ’
1 2
> __°
?2 8 log ming (aw)’

e porre quindi
' H— 0%2 (6335 — ¢ad).
Se, piu particolarmente, con E[w] <0, riesce va =1, 2aw, 4 b0 =0 si
puo prendere per w0 la funzione data dalla (16) e porre quindi
H =23 = 2(maxr|x|)*.

$i ha in tal caso la circostanza notevole che il numero H non dipenda da o.
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Ci6 premesso, cominciamo dal maggiorare la funzione V=", verificante

I’ equazione :
Ew[v] =
Porremo :
maxy|f|=M, maxg, |v|=0N,
ed osserviamo che
EJMw]| < — M, EJ— Mw]= M.
Si ha:
EJMw—v+4+ N|=EJMw]— [+ NE[w]|<— M — [+ NE[w] 0,

e quindi, poiché
su S, riesce sempre Mw — v + N =0,

in base al teorema II o al teorema IV possiamo dire che:
(19) in T si avrad sempre » < Mw + N.
Si ha:
E|—Mw—v—N|=E][—Mw]—[— NE[w]=M—f— NE[w] =0,
e quindi, poiché
su S, riesce sempre — Mw —v — N <0,
in base al teorema II o al teorema IV possiamo dire che:
(20) in T si avra sempre — Mw — N < ».
Sussistendo la (19 e la (20), si ha dunque sempre in 7':
|v| < Mw+ N< HM + N,
cioé
: maxr|v| < Hmaxr|f| + maxg, |v].
Ma % = vw, e quindi

maxg, |4
maxr|u| < maxr o maxr|v|, maxg, |[v]| < minss. lw |
1

?
onde segue la (17).
Allo stesso modo, dai teoremi II' e IV’ si deduce:

IX'. Nelle ipotesi del teorema II' 0 in quelle del teorema IV', supposta
nota la funzione w, per I integrale u della (1) sussiste la seguente fornola
di maggiorazione :
maxr ®
ming o

17 maxr|u| < H maxy o maxr | /] + maxg|u/,
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158 M. Piconm: Maggiorazione degli integrali delle equazions

ove H designa un numero non inferiore al massimo in T di una funzione w,
ivi mai negativa, per la quale risulti, sempre in T, verificata la (18).
Offrono interesse i seguenti casi particolari del teorema IX:
X. Se il dominio T é limitato e se

(in T é sempre c(x,y) <0,

(1)
| su S_y é sempre b,(X,y) =0,
st ha:
maxy | f]
< — =2 .
(22) maxy |u| < ming | c| + maxg, |%|

Ed invero, si pud allora porre w(x, y) =1 e quindi EJw]= E[w] e
(teorema VIII), per la prima delle (21),
1
W= ——.
minz | ¢|
XI. Se il dominio T é limitato e se

in T é sempre ¢(x, y) <0, a(x, y) >0,

(23)
su S_y é sempre by(x,y) =0,
st ha:
(24) maxy || gé(esds—— e*d) maxy | f| + maxs, |u|,
ove
>2 m%xT |b1 |’
minr ||
(25) 8 =maxr|x|, «
- l log _L
(: 3 ° minr|o)

Ed invero, si puo allora porre uo(x, y)=1, e quindi EJw]= E[w)], e
(teorema VIII), per le prime delle (23),

1
W= o (63“8 — ea(w+28))’

con le posizioni (25).
XII. Se il dominio T é limitato e se

(in T é sempre c(x, y) =<0, b(x, ))=0, a(x, y) =1,

26

(26) E su S_y & sempre by(x,y) =0,

st ha :

27 maxr |u| < 2(maxr | % |)* maxy || 4 maxs, |u].

Ed invero, si pud allora porre w=1, H=2%
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XIII. Se ¢l dominio T é limitato e se

(28) in T é sempre b(x,y)< 0,
st ha:
maxr | f]
29 max < eP¥—yof 721
(29) rlu|Ze (millTlez+c]+maXS1|u|),
oppure
(30) maxry |u| < eB(Y-yo( — Yo maxr | f| -+ maxs, |u])
ming | b, |

ove

>0,
1) Yo=minry, Y= maxry, P maxrc

ming | b, |

Ed invero, fatte le posizioni (31), si pud porre (teorema VII) o —=eP¥, e
quindi

maxy w = efY, ming, v = eP,

2
Ew[w]—eﬁyag—+eﬁyb 00 4 e vb, 9w ~+ By (Bb, 4-cho,
‘3w *dy
donde (teorema VIII)
— 1 1
" ming | ef¥ (36, +¢)|’ H= eBJommTHSb 1-c|

oppure

w = Y—1v H< Y— Yo 1)
minr | efyd, |’ = efYo ming |b,| "

(!) Nei casi particolari dei teoremi X, XI, XII il coefficiente ¢ non prende in T valori
di segno opposto; nel caso del teorema XIII & il coefficiente b, che verifica tale condizione.
Offre percid interesse il seguente esempio in cui, tolta la solita condizione per b, di conser-
varsi non positivo su S_y, i detti coefficienti ¢ e b, possono comunque cambiare di segno in T.

Il dominio T sia contenuto nel dominio rettangolare R di punii estremi (—3,p), (3, q) e
le funzioni a e b, siano conlinue in R con le loro derivate parziali del primo ordine, essendo
sempre wi a(x,y) > 0. Se, inolire,

b,

. s 2 3 by o by
0 T T Xy

su S_y é sempre bi(x, y) <0,

st ha

. maxTB( 2

mase 012 i g ™ £+ maxs, )
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160 M. PicoNE: Maggiorazione degli integrali delle equazioni

Dai teoremi X, XI e XIII, fattovi f{x, ¥)=0, se ne deduce che se nel
dominio limitato 7" sono verificate le (21), oppure le (23), oppure la (28) con
la ¢(x, y) £ 0, il massimo modulo in 7' di ogni integrale dell’ equazione omo-
genea E[u]=—0 & conseguito sulla parte §, =S8+ S_, della frontiera di T.
Ma si ha, pit in generale, la notevole proposizione :

XIV. Il dominio T sia linitato ed inolire

in T sia sempre ¢(x,y) <0,
su S_y sta sempre by(X, y) =0 [su S,y sia sempre b,(x, y) = 0].

Se ¢ possibile costruire la solita [unzione w(x,y) sempre positiva in T,
per modo che risulti sempre ivi Elw] < 0, il massimo modulo di ogni inte-
grale dell’ equazione omogeneq

*u ou ou
(1,) E[u]:aa—m:+b,@+62@—i—cu:0,

é conseguito sulla parte S, = S -+ S,y (sulla parte S, =8 + S_y) della fron-

tiera di T.
Diciamo invero (cfr. la dimostrazione del teorema IX) IV il massimo mo-

dulo di % su S,. Si ha
E[—u+N)]=Nc<£0, E[—u—N]|=—Nc=0,

ove

xb
—f 2
-0/12a, dx
f=e
Ed invero, se si pone
B

" mingaemingp’

riesce aw>1, 2awy + bw =0, E[0w] <0, e si pud (quindi) porre H — 252,
La condizione (a) riesce soddisfatta, se, in particolare, il rapporto b,/2a & una costante &

il cui quadrato non & mai superato in T da ¢. Adunque, per I'integrale u dell’equazione :

o*u ou o
~— k — > — =
aaa2+2 am+bzay+cu 1
se
k & costante,

in T & sempre ¢<k? su S_y & sempre b,(x, y) <0,

si ha la seguente semplice formola di maggiorazione

2|k|8

maxyp|u|< e (222 maxy| f| + maxg, |u|).

(continua)
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e poiché su S, riesce sempre —u -+ N>0, —u — N <0, tali limitazioni do-
vranno sussistere (teorema II) in tutto 7'; si avra cioé sempre ivi [u]| =< N.
Se si fa 1'ipotesi che in T sia identicamente c(x, ) =0, si pud dire, di
piu, che il minimo ed il massimo valore di # sono conseguiti nella parte S,
(nella parte S,) della frontiera di 7. Si ha cioé il teorema:
XV. Il dominio T sia limitato ed inoltre

su S_y sia sempre by(X,y) <0 [su S,y sta sempre by(x,y) = 0]

Se & possibile costruire la solita funzione w(x,y) sempre positiva in T,
per modo che risulti sempre ivi

o*w )

w dw
aw‘i—b +b2@<0,

‘3
in particolare, dunque (teoremi III e VIII) se & sempre, in T, a(x,y) >0,
oppure by(X, y) < 0, [b,X, y) > 0], ¢l minimo ed il massimmo valore in T di
ogni integrale dell’ equazione omogenea

u P

ou
(140) @yt b,

21
+ b=

5 O
sono conseguiti sulla parte S, =S+ S,y (sulle parte S, =S8 +-S_y;) della
frontiera di T.

_ Designamo, invero, con N’ e N”, rispettivamente, il minimo ed il mas-

simo valore di # su S,. Si ha:
Elu—N1=0, E[N"—u]=0,

e quindi (teorema II) poiché « — N’ ¢ N” — u sono positive o nulle su S,
tali si conserveranno in tutto T. ]
Nel caso particolarissimo dell’ equazione del calore:

Pu  du 0

dx*  dy
EuceENIo Eria LEVI (') aveva gid osservato, seguendo tutt’altra via, che,
detta Y la massima ordinata dei punti di 7, il minimo ed il massimo valore
in T di una soluzione dell’equazione non possono essere conseguiti in punti

interni agli eventuali segmenti che la retta y = Y ha a comune con la fron-
tiera di 7.

(1) Evcexio Eria Levi, Sull’ equazione del calore [« Annali di Matematica », tomo XIV
della serie ITI (1908), pp. 187-263]).
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Osserveremo infine che dal teorema IX', nelle ipotesi del teorema II' o
in quelle del teorema IV’, si deducono, con procedimenti identici, teoremi
analoghi ai teoremi X, XI, XII, XIV e XV. Negli enunciati, le parti S, e S,
della frontiera di 7' devono essere sostituite con la parte S in quelle contenuta.

3. Problemi al contorno per I’equazione (1) — Nelle ipotesi del teo-
rema II o in quelle del teorema IV la (17) dice che una soluzione dell’equa-
zione omogenea (1,) identicamente nulla sulla parte S, (sulla parte S,) della
frontiera di 7' riesce identicamente nulla in tutto 7" e si ha pertanto il
Teorema @’ wnicita :

’XVI. Nelle ipotesi del teorema II o in quelle del teorema IV, una
soluzione dell’ equazione :
(1) Elu) =T,

riesce perfettamente determinata in T quando ad essa si prescrivano i va-
lovi sulla parte S, (sulla parte S,) della frontiera di T.

Si ha pure, ovviamente :

XVT. Nelle ipotesi del teorema I o in quelle del teorema IV, una
soluzione dell’ equazione (1) riesce perfettamente determinata in T, quando
ad essa st prescrivano i valori sulla parte S della frontiera di T.

Di grande interesse, specialmente nei riguardi dell’applicazione ai pro-
blemi di propagazione o di diffusione, & la considerazione dei problemi al
contorno per l’equazione (1) nel caso che il dominio 7 sia illimitato. I risul-
tati del numero precedente consentono assai facilmente di conseguire i teo-
remi che andiamo ad enunciare e a dimostrare, la cui importanza nelle indi-
cate applicazioni sard messa in luce con qualche classico esempio particolare.
Un primo teorema & il seguente:

XVIIL. Il dominto T sia illimitato, ed inoltre

in T sia sempre ¢(X, y) <0,
su S_y sia sempre by(X, y) =0 [su S,y sia sempre by(x, y)=0],

mentre ad ogni dominio limitato T, contenuto in T, sia sempre possibile
far corrispondere la solita funzione w(X,y) sempre positiva in T', per la
quale riesca sempre ivi E[w] < 0. Le funzioni conlinue ¢(P) e ®(P), del
punto P(X, y), siano assegnate e definite, la prima sulla parte S, (sulla
parte S,) della frontiera di T, la seconda in T, e, quando sia illimitata la
parte S, (la parte S,) della frontiera di T si abbia :

Jim [o(P)— B(P)(su 8) =0, (lim [¢(P)— &(P)(su §)=0).
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Allora, una soluzione u dell’ equazione (1) riesce completamente deter-
minata in T, quando ad essa si prescriva di verificare le condiziont :
u(P) su S, =q(P)[u(P) su S, =¢(P)],
(32) | lim [(P)—®(P]) (su T)=0.
P—00

Il teorema sara dimostrato, se faremo vedere che una soluzione u dell’ equa-
zione omogenea E[u]|=0 che verifichi le condizioni (32) per ¢(P)=P(P)=0,
riesce identicamente nulla in 7’ Sia @ un punto arbitrariamente fissato di 7'— S,
e diciamo & un numero positivo arbitrariamente scelto e Tz quel dominio limi-
tato comune a T e ad un dominio quadrato di centro nell’ origine O delle
coordinate e di semidimensione R talmente grande che contenga Q nell’in-
terno e si abbia inoltre, per ogni punto P di 7,

[uw(P)| < e, quando una delle |x|, [y| &€ = R.

In questo dominio limitato 7 sono verificate tutte le ipotesi del teo-
rema XIV, ed inoltre nella parte .S, della sua frontiera si ha sempre |u(P)| <e;
ne segue, in base al teorema ora citato, [u(Q)| < e.

Notevole corollario del teorema XVII. — Il dominio T sia, in parti-
colare, il semipiano y <h (y=h), ed inoltre

in T sia sempre c(X,y) <0,
per ogni valore di X sia by(x, h) < 0, [by(x, h) = 0],

mentre ad ogni dominio limitato T', contenuto in T, sia sempre possibile
Jar corrispondere la solita funzione w(X,y) sempre positiva in T', per la
quale riesca sempre ivi Elw] < 0. Comunque si assegni in T la funzione
continua ®(P), una soluzione dell’ equazione (1) riesce completamente detesr-
minata in T quando ad essa si prescriva la condizione :

lim [u(P)—®(P)] (su T)=0.

Pertanto : Se ¢ =0, ogni soluzione dell’ equazione omogenea (1,) che non
sia nel semipiano T una costante, non pud mai, nel menire il punio P si
allontana su T a distanza infinita, tendere ad un limite determinato e
finito. Cidb avveria, per csempio, in ogni semipiano y < h, per U equazione
del calore s

Pu  du
T

L’ aggiunta di ulteriori ipotesi sul dominio illimitato 7' e sui coefficienti

della (1), consente di assicurare 1’unicitd dell’integrale della (1) verificante
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condizioni assai meno restrittive delle (32). Per addivenire ad enunciati brevi
iutrodurremo la notazione seguente : Se per I insieme illimitato 4, di punti
del piano (¢, ¥) si ha maxyy = - oo (ming y = — =), se cioe A si estende a
distanza infinita nella direzione e nel verso dell’asse y (dell’asse —y), per
ogni assegnata quantitad Y denoteremo con A(Y —) [con A(Y+)] quella parte
di 4 luogo dei punti la cui ordinata non & superiore a Y (noun & inferiore a Y).
Evidentemente, A(Y —) e A(Y +) esistono sempre se Y & di modulo sufficien-
temente grande. Cio posto, si pud dimostrare il teorema :

XVIII. Se alle ipotesi del teorema precedente si aggiungono le se-
guenti :

maxr y = + oo, (miny y = — o0),

il coefficiente b,(X,y), al tendere di y verso -+ oo (verso — oo) riesce defi-

nitivamente non positivo (mon negativo) e, quando la parte S, (la parte S,)
della frontiera di T sia illimitata, riesca, per ogni Y,

lim [op(P) — D(P)] [su S,(Y—)]=0, ( lim [¢(P) — ®(P)] [su S(Y +)] = 0)

i
—00 | P~ o0

allora, una soluzione u dell’ equazione (1) risulta completamente determi-
nata quando ad essa si prescrive di verificare, per ogni Y, le condizioni:

s u(P) su S, =¢(P) [W(P) su S,=¢(P)],
(33) Jim [1(P) — O(P)| fsu TY—)=0, ( lim [u(P) —®(P)] [su 7Y +)] =0).

Ed invero, se, per la Soluzione # dell’ equazione omogenea (1,), riescono,
per ogni Y, verificate le (33) supponendovi ¢(P)=®(P)=0, dico che, comunque
si scelga il punto Q(x,, y,) di T—S,, si ha »(Q)=0. Fissato, infatti, un valore
di Y talmente grande da risultare b,(w, Y)<0, Y > y,, per il dominio T(Y—)
vengono a verificarsi tuite le ipotesi del teorema XVII ed il punto Q appar-
tiene a quel dominio.

Pud darsi che, pur estendendosi illimitatamente il dominio 7" nella dire-
zione e nel verso dell’asse y (dell’asse — y) riesca, per ogni Y, sempre limi-
tato i1 dominio T(Y—) [il dominio 7(Y +)]; allora nelle ipotesi del teorema
precedente, fra le quali, come assicura il teorema XVI, si pud sopprimere
quella riguardante il segno del coefficiente c(x, y), si puo evidentemente dire
che la soluzione u della (1) risulta completamente determinata col prescri-
verle soltanto la prima delle due condizioni (33). Per altro, riuscendo allora
priva di sigunificato la seconda di dette condizioni, possiamo ritenere che la
circostanza ora indicata sia pur essa implicitamente enunciata nel teorema
precedente.
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Dal teorema XVII si deduce il seguente :

XIX. Il dominio T sia illimitato e si verifichino, per il resto, tutte
le ipotesi del teorema II o tutte quelle del teorema IV. Le funzioni ¢(P)
e O(P) siano assegnate e definite, la prima, sulla parte S, (sulla parte S,)
della frontiera di T, la seconda in T e, quando sia illimitata la parte S,
(la parte S,) della frontiera di T, si abbia :

. Y P)— D(P) o . o(P)— D(P) .
P]—l-r—noo o(P) (su §,)=0, Pl—lf—nw ——(D(P) (su S,)=0].

Allora una soluzione u della (1) riesce completamente determinata
quando ad essa si prescrive di verificare le condizioni :

u(P)su §,=9¢(P), [w(P)su8,=q(P))
lim uP)— P

(34) !
( P—voco (D(P)

(su 7)=0.

Ed invero, dico che una soluzione % dell’equazione omogenea (1,) che
verifichi le (34), suppostovi @(P)= ®(P)=0, riesce identicamente nulla in 7.
u(P)

La funzione »(P)= o P) ¢ soluzione dell’ equazione
9% ) ov ov
0a ~-5 + (2a 3+ blw)% + wb, e + Efw]o =0,

alla quale, appunto, nelle ipotesi del teorema II o in quelle del teorema IV
si applica il teorema XVII. Ma o(P) & identicamente nulla su S, ed & infini-
tesima all’infinito, e quindi »(P)=0, e pertanto u(P)=0.

Con dimostrazione analoga si stabilisce il seguente teorema :

XX. Sia maxry =4 oo (minpy == — oo) e il coefficiente b,(X, y), al ten-
dere di y verso 4 oo (verso — oo) riesca definitivamenie non positivo (non
negativo). Se, per ogni Y, il dominio T(Y—) [l dominio T(Y +)] verificu,
pur risultando illimitato, tutte le rimanenti ipolesi del teorema II o tulte
quelle del teorema 1V, detta o(Y, P) la solita funzione relativa al dominio
T(Y —) {a T(Y )], per la quale riesce ivi Ejw(Y, P)] < 0, supposto che, quando
lu parte S, (la parte S,) della frontiera di T sia illimitata, si abbia, per
ognt Y,

i 92— O(P)

o, {1 AP =P
Povoo (Y, P) [su S(Y—)] =0, (llm

allora, una soluzione u della (1) »isulta complelamente determinata quando
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ad essa si prescrive di verificare, per ognt Y, le condizioni :

\ w(P) su S, =@(P), [u(P)suS,=q¢(P),
35 — —&r
(35) w(P) — ®(P) [su T(Y —)] = O, ( lim w(P)— ®(P)

| lim am TP

| Pvoo (Y, P) [su T(Y+)]=0).

Tralasciamo di enunciare, cidé che sarebbe ben facile, i teoremi che do-
vremmo designare con i numeri XVII', XVIII, XIX’, XX’ i quali sussistono
nell’ ulteriore ipotesi che, su S_, sia sempre b, <0 e su S, sia sempre b, =0,
oppure che si verifichino tali diseguaglianze definitivamente, al tendere di |y|

verso infinito.

4. Applicazione al problema della propagazione del calore lungo una sbarra
conduttrice. — Una sbarra sottile filiforme abbia I’arco &« e, per la sostanza
di cui essa ¢ costituita, rappresentino : )

k(x) e h(x) i coefficienti di conducibilith termica interna ed esterna;

3(x) la deunsita;

u(x) il calore specifico ;

q(x) e l(x) I’ area e il perimetro della sezione della sbarra, d’ascissa
curvilinea @.

Detto ¥ il tempo, la temperatura u(x, y¥) della sbarra nella sua sezione x,
al tempo y, riesce soluzione dell’ equazione totalmente parabolica del se-
cond’ ordine :

(37) a%(qk ,3—22) — qapg—; — hiv = hivx, y),
ove t(x, y) rappresenta la temperatura nella sezione x e al tempo y dell’in-
volucro. Si pone il problema :

Supposta la sbarra sprovvista di punti terminali, cioé U ascissa x dei
suoi punti variabile, da — oo a4 + oo, nota la temperatura UX) della sua
sezione X al tempo y =0, calcolare la temperatura wXx,y) negli istanti
SUCCessivl.

Manca, almeno per quanto mi consta, la dimostrazione, fondata sulle pit
evidenti circostanze fisiche, che un tale problema sia analiticamente determi-
nato dalla (37) e dalle poste condizioni iniziali (). Noi, sulla base dei risultati

(!) Nelle dimostrazioni che si trovano nei trattati di Fisica-matematica del teorema
d’unicith per i problemi di propagazione del calore &, in generale, essenziale I’ipotesi che il
corpo conduttore sia limitato.
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conseguiti in c¢id6 che precede, possiamo assai semplicemente dimostrare al
riguardo il seguente teorema : .

XXI. Se, durante ogni intervallo di tempo (0,Y), 1iesce, al variare
di X da — oo a + oo, limitata la funzione (X, y), se, del pari, riesce limi-
tata la funzione U(X), e se esistono due costanti positive o e B, la prima
essendo minore d’uno, tali che, al tendere di x all’ infinito, risulti defi-
nitivamente :

o @l | (. |
39 qmmwn£®”+hmm >8,

la temperatura u(Xx, y) della sbarra in ogni sua sezione x & analiticamente
ben determinata in ogni istante dall’ equazione (37), se ne ¢ dato il valore U(x)
oll’ istante iniziale y =0.
Riesce fisicamente evidente che, in ogni intervallo finito di tempo (0, Y),

la temperatura w(x, y) deve essere una funzione di & e di y essa pure limi-
tata; e bisogna pertanto dimostrare che una soluzione w(w, y) della (37) &
completamente determinata nel semipiano positive 7, cioé per y =0, quando
le si prescrivano le condizioni:

a) u(w, 0)= Ulx), per ogni valore di x;

b) per ogni Y, la wx, y) & funzione limitata nella striscia T(Y—), cioé

per 0Zy<Y,
Se faremo vedere che esiste una soluzione w(zx, y) dell’ equazione omogenea
2 ou ou

sempre positiva in 7' e tale che, quando il punto (x, ) si allontana, su 7, a
distanza infinita, tende all’infinito, I’ unicitad della u(2, y) risulta senz’ altro dal
teorema XX. Si ba invero, allora, per ogni Y,
u(, y)
—2 72 gy T(Y—)]=0.
w0, ) 2 T
Se poniamo

(39) w(w; 3/) = euX(m)7
si ha per X(x) I’equazione

d ax\

il Ay =0.
(40) < (qk dm) (g3 + RDX

Se prendiamo per X(x) l'integrale di quest’equazione che verifica le
condizioni iniziali .
X0)=1 X(0)=0,
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possiamo dire che esso & sempre decrescente per x crescente da — oc a zero,
e sempre crescente per x crescente da zero a -+ oo, che si ha cioé

X(x)=1, X'(w)<<0 per <0, X'(x)>>0 per x> 0.

Dico che:
(41) lim X (%) = 4 occ.
Dalla (40) si trae T
® A
d—f &% J(qu, + hl)Xdaz,
e quindi
1dX|_ 1 |(

2 |
| | > qk%"((ﬁ# + hl)dx k

e pertanto, quando x & abbastanza grande (poniamo per |x|= H), in virta
della (38),
|dX | =
|dov |~ le“’

donde, per essere, quando |x|= H,
=H w =H

d
fX dm l—l—Jd do 4+ —— P lel—“ Hi—2),

X(m)_—l—i— i

-*-H

segue la (41)., Per la soluzione o(x, ¥) della (37) data dalla (39), si ha dunque
sempre o(x, ¥) >0 e
lim o, y)(su T) = + oco.

(20, gy) —+ 00
Se la sbarra & omogenea e di sezione e calore specifico costanti e se il
coefficiente di conducibilitd termica esterna é nullo, scelte opportunamente le
unitd di misura, la (37) fornisce :

du  du
(3700) W - 37/ = 0

Alla stessa equazione verifica la temperatura di un corpo conduttore omo-
geneo di conducibilitd termica e di calore specifico costanti, che si estende
all’infinito in tutte le direzioni, nell’ipotesi che detta temperatura possa rite-
nersi funzione, oltre che del tempo y, dell’ unica coordinata .

Una soluzione della (37,,) &

w(x, Yy)=eY cosh x,
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e pertanto, il teorema XX ci assicura che una soluzione di quest’equazione
¢ completamente determinata nel semipiano positivo, col prescriverle le con-
dizioni :

«) u(w, 0)=Ulx), per ogni valore di «;

, . . . . u(2, Yy)
= —)]=0.
o) per ogni Y=0, si ha(wyz,l,l_li.wcosh o [su T(Y—)]

Deve, necessariamente, risultare allora

Ulx)

w—ooCOShx

e pertanto si verifica immediatamente che la formola di PoISSON :

o0 e
1 U@ -5
42) woe, Y =—=\—=e W dE,

—00

fornisce la soluzione u della (37,,) verificante la condizione a) e ¥).

Nel Cours d’Analyse mathématique del GOURSAT trovasi conseguita, con
ben altri procedimenti, il risultato che una soluzione della (37,,) riesce com-
pletamente determinata nel semipiano positivo y =0, e data dalla (42), col
prescriverle la condizione a) e, in luogo della &'), la seguente:

b") per ogni numero positivo K si deve avere:

. u(w, Y) . 1 du
1 ) = _ =0.
wlim S D= i [ e )

La nostra condizione &) non prende in veruna considerazione il compor-
tamento all’infinito della derivata 3 C10 che ci ha consentito, per esempio,

di pervenire al teorema XXI di significato fisico.

Un secondo problema che si pone per la propagazione del calore lungo
una sbarra sottile rettilinea, per il quale si pué dimostrare che le condizioni
prescritte alla temperatura valgono a determinarla analiticamente, & il seguente:

Supposta la sbarra condutirice dotata di un solo punto terminale O,
nota la temperatura U(X) nella sua sezione x al tempo y =0 e la tempe-
ratura V(y) nella sua sezione lerminale in ogni istante y, calcolare la
temperatura WX, y) nella sezione x, al tempo y. Si dimostra invero il
teorema :

XXIIL Comunque si assegni la funzione continua V(y), purché al
tempo y =0 coincida col valore della U(X) nella sezione terminale della
sbarra, se sono verificate tutte le ipotesi del teorema XXI, la tempera-
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tura w(x,y) della sbarra, in ogni sua sezione X, é analiticamente ben deteir -
minata in ogni istante se ne é dato il valore U(x) nell’ istante iniziale y=0 ¢
se é data, in funzione del tempo, la temperatura V(y) della sezione terminale.

Riesce, invero, fisicamente evidente che, in -ogni intervallo finito di
tempo (0, Y) la temperatura wu(w, y) deve essere una funzione di « e di y,
essa pure limitata; pertanto, supposto che la sbarra si estenda sull’asse x, dal-
I’ origine O verso -+ oo, bisogna dimostrare che una soluzione u(x, y) della (37)
¢ completamente determinata nel primo quadrante T’ del piano (x, y), cioé
per x >0 e y =0, quando le si prescrivano le .condizioni :

a') u(z, 0) = Ux), «(0, y)=V(y), per =0 e per y=>0;
b) per ogni Y >0, la u(x, y) & funzione limitata nella striscia T(Y —).

Cio risulta, senz’ altro, dal teorema XX, in virtu dell’ esistenza, dianzi
stabilita. di una soluzione w(x, y) dell’ equazione omogenea (37,) sempre posi-
tiva in 7, infinitamente grande all’ infinito, su 7.

Nel caso particolare dell’ equazione (37,,) possiamo dire che una sua solu-
zione riesce completamente determinata nel primo quadrante 7'(x=0, y =>0),
col prescriverle le condizioni :

o) u(@, 0) = Ulw), w0, y)=Wy), per £ =0 e per y =0;
Y') per ogni Y >0, riesce lim (w, wla, y) [su (Y —)=

(mJy)—’w
Facciamo, in tal caso, 1’ ulteriore 1potes1 che sia Ux)=0. Supposto al-
lora V(0) =0, si verifica immediatamente che la nota espressione :

x bV —me
(43) W, Y) = ——= | ————e Y "dy,
Ve WEIV—

soddisfa le condizioni «') e &'); si trova anzi, per essere

u(x, Y) = JIV( )e—t’dt

QVy

che, per ogni Y, ;;m u(@, y) [su T(Y—)] =0, e si ha dunque il risultato :

Ogni soluzzone dell’equazione (37,,) nella, striscia T(Y —) (x=0,0<y<Y),
identicamente nulla per y =0 e tale che

u(xw, y
(2, y) ~> 00 COSh X

[su T(Y—)]=0

’

riesce infinitesima all’ infinito su T(y -).
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Cade qui a proposito il notare un’altra utile espressione della soluzione
w(z, y) della (37,,) verificante le condizioni a’) e &) nell’ipotesi U(x)=0 e
che la V(y) sia dotata di derivata continua. Se si pone

Y a?
u(x, ) =IVLﬂ— e = gy,
S VY—7

si ha una soluzione della (37,,), nel quadrante 7, verificante le condizioni &')
nonche 1'altra w(a, 0) = 0. Volendo che risulti altresi (0, y¥) = V(y), si pone
per ¢(n) I'equazione di ABEL:

P gy — v
J\/—*— n = V()
e quindi

10 Vi)
PY) = dn
Y T Vy—

donde

x8

" Hy—m)
2 ds=— JV’ $)ds (™,
JVy—nVn —s

( y) e 4(.11—-71)
u(zc,
Vy — ."

\/n —s
5. Equazioni del primo ordine. — Se si suppone a(x, ¥)=0, la (1) si ri-
duce alla seguente equazione del primo ordine

3) B =@, ) g+ 03, Y) g5+ olan, Y= (e, Y);

ebbene, ripetendo su questa 1’ analisi svolta in cid che precede per !’ equa-
zione (1) si conseguono risultati di una natura tutt’affatto nuova che andiamo
rapidamente a stabilire.

Considereremo ora anche le parti S_, e S, della frontiera del dominio 7'
che si definiscono come le parti S_, e S,,, scambiando 2 con y. Designe-
remo ora con S la parte della frontiera di T costituita dai punti che non
appartengone a S_, + S, + S_, + S, e per dare agli enunciati che se-
guono forma piu snella, converremo di indicare con & 'asse x o 1’asse —
e quindi con S la parte S, , o la parte S_, della frontiera di 7}, con n I’ asse ¥y
o 'asse —y e con S, la parte S,, o la parte S_, della frontiera di 7. Indi-
cheremo poi con S, 'insieme degli eventuali punti della frontiera di 7, cia-
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scuno dei quali & simultaneamente punto terminale di un segmento di St e
di un segmento di S,. .

Nella figura 3 i segmenti CE, RP, privati dei loro punti terminali, costi-
tuiscono la parte S_, della frontiera di 7}, i segmenti SL, UV, KT, privati dei

Fig. 3

loro punti terminali, la parte S, ,, i segmenti AB, EF, HK, PQ, privati dei loro
punti terminali, la parte S_,, i segmenti CD, LM, privati dei loro punti ter-
minali, la parte S,,, i punti L e K la parte S_,,, il punto C la parte
S—ay4 il punto E la parte S, y,.
Una funzione w(x, y) sard detta integrale o soluzione della (1), in T, se:
1°) & continua in 7'
2°) nei punti interni a 7 e nei punti di S_,+ Sy S_, 4+ S,y +
+ S mi—m + Seavrn + Scrar—m + Scrarsy, € dotata delle derivate parziali
ou  Ju
o’ dy’
finite e continue, verificanti 1’equazione (43).

Sussiste il teorema :
XXIIL. Se é sempre nel dominio T,

e, y) <0,

ed inolire b(X,y) su S¢ ha il segno di § o é nullo e by(x,y) su S, ha il
segno di v o & nullo, ogni soluzione della (43) non pud né in un punio in-
terno a T né in un punto di Sg+ S, + Sz, avere un minimo negativo se
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f(x, y) <0, un massimo positivo se f(x,y)=0. E, supposio T Ilimitato, ne
seque che, se, ovunque in T,.é f(x,y)< 0, ogni integrale della (43) sempre
positivo o nullo su S+ S_t+ S_, - - Sg, si conserva tale in tutto T ; se,
ovunque in T, & f(x, y) =0, ogni integrale della (43) sempie negativo o nullo
s S+ S_g +-S_, — Sg, st conserva tale in tutio T.

Ed invero, se nel punto Pyx,, ¥,), interno a 7} si verifica per la % un mi-
nimo od un massimo negativo oppure un minimo od un massimo positivo, si ha:
(44) Eluly=z, >0, oppure E[t]p—n, <O.

) Y=%o Y=Yo

Se il punto P, ¢ sn S: oppure su S,, ed in esso si verifica un minimo,
riesce wu,(x,, ¥,)=0 e u,(x,, y,) del segno di & o nullo, oppure w,(x,, ¥,)=0
e u,lx,, y,) del segnc di v o nullo, e quindi se u(x,, y,) <0, sussiste sempre
la prima delle (44).

Se il punto P, & su S, ed in esso si verifica un minimo, riesce u,(x,, ¥,
del segno di £ o nullo, e u,(x,, y,) del segno di v o nullo, e quindi se
u(x,, ¥,)<<0, si ha di nuovo la prima delle (44).

Se il punto P, & su Sg oppure su S,, ed in esso si verifica un massimo,
riesce u,(x,, Y,)=0 e uy(x,, y,) del segno contrario di §& o nullo, oppure
Up(2y, Y)=0 e wu,lx, y,) del segno contrario di % o nullo, e quindi se
u(w,, y,) >0, sussiste sempre la seconda delle (44).

Se il punto P, & su Sg,, ed in esso si verifica un massimo, riesce u,(x,, y,)
del segno contrario di § o nullo, e u,(x,, ¥,) del segno contrario di % o nullo,
e quindi se wu(x,, ¥,) >0, si ha di nuovo la seconda delle (44).

Il teorema dimostrato & ricco di immediati corollarii che, nonostante siano
degni d’esser notati, vogliamo, tuttavia, tralasciare di enunciare sistematica-
mente per amore di brevitd. Un’eccezione faremo soltanto per la seguente
curiosa proposizione :

XXIV. Sia T il dominio rettangolare determinato dalle limitazioni :

<wsa, Yy=y=y’;
ebbene, se. & sempre in T _
o, y) <0, [dw,y)>0],

b(x, ¥)=0, b(x", =0, byx, ¥y)=0, byx, y)=<0,
b, ) <0, b,(x", y)=0, byx, Y)<0, byx, y")=0],

I unico soluzione, in T, dell’ equazione lineare omogenea del prim’ordine :

Ju Ju
43, ou o =
(43, b(2, y) o by, Y) 3 + (2, y)u =0,
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é lo zero, Pertanto, U assegnare in T, per una funzione u finita e continua
con le sue derivate pirime, il valore di E[u], determina complelamente la
funzione.

Ed invero, in forza del teorema precedente, ogni soluzione w(x, y) della (43,)
non pud avere in 7' né un minimo negativo, né un massimo positivo, sara
dunque sempre, in 7, u(x, ¥)=0 e u(x, y)<0, donde wu(x, y)=0.

L’ esempio dell’ equazione

@ %u: +y % — 2u =0,
che, nel rettangolo di punti estremi (—1, —1) e (+1, +1), possiede la solu-
zione x®+4*, suscita appunto I’impressione di curiositd per la proposizione
enunciata,
Come dal teorema I del n.° 1 segue il teorema II dello stesso numero,
cosl qui dal teorema XXIII si deduce il seguente :

XXV. Il dominio T sia limitato ed inoltre b(X,Yy), su Sg, abbia il
segno di § o sia nullo e by(X,y), su S,, abbia il segno di q o sia nullo. Se
é possibile definire in T una funzione w(x,y) sempre positiva, continua e
dotata di derivate parziali wy e wy finite e continue, per modo che, in T,
risulti sempre

Elw] < 0;

allora, se, ovunque in T, é {(X, y)=<0, ogni soluzione della (43) sempre po-
sitiva o nulla su S +-S_g+S_,— Sz, si conserva tale in tutto T ; se, ovunque
in T, é f(x,y)=0, ogni soluzgione della (43) sempre negativa o nulla su
S+ S_¢ 4+ S, — Se,, 8¢ conserva tale in tutto T.
Ne seguono i teoremi:
XXVI. Se il dominio T é limitato ed inoltre b,(X,y), su Sz, ha 1l

segno di § o é nullo e by(x,y), su S,, ha il segno di v o & nullo e si pos-
sono determinare due costanti o e § per modo che riesca sempre in T

ab, (2, Y) -+ Bby(x, y) + c(x, y) <0,

st verifica la tesi del teorema XXV (cfr. teorema V).

XXVIIL. Se il dominio T ¢é limitato ed inoltre il coefficiente b, (il
coefficiente b,) si mantiene in T sempre diverso da zero, mentre il coeffi-
ciente b, (il coefficiente b,) ha su S, (su Sg), quando non é nullo, il segno
di m (di §), si verifica la tesi del teoremna XXV, designando & (designando )
U asse che ha il segno di b, (di b,) (cfr. il teorema VII).

XXVIIIL. Nelle ipotesi del teorema XXV, supposta nota la funzione w,
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per Uintegrale u della (43) sussiste la seguente formola di maggiorazione :

maxrzw

- maxs | %],
min; ®

maxr|u| < Hmaxyo maxr|f| -+

ove B =S+ S_¢+S_,— Sz, e H designa un numero non inferiore al massimo
in T di una funzione w, vi mai negativa, per la quale risulti, sempre in T,
EJw] < —1.
Si pu6 porre (cfr. teorema IX)

H= 1

" maxr E[w)’
oppure, se in T & sempre |b,|==0, (|5, |==0),

__magry —minry ( __maxrx —ming x)
ming(w|b,)) ’ minr(w|b, )

XXIX. Il dominio T sia limitato ed inoltre in T sia sempre
e, Y) =0,
e b,(x,y), su S, abbia il segno di § o sia nullo, by(x,y), su S,, abbia il
segno di m o sia nullo. Se & possibile costruire la solita funzione w(x,y),
sempre positiva in T, per modo che risulti sempre tvi Elw] <0, il massino
modulo di ogni integrale dell’ equazione omogenea

ou ou

(43,) E[u]=bla—x+b2@+ cu =20, .
é conseguito sulla parte Z=8+S_g+S_,— Sz, della frontiera di T. Se

¥ A v/

: 77
T'
Vi c
0 x
Fig. 4

in T é identicamente c(x, y)=0 sull’ indicata parte X si conseguono il mi-

nimo ed il minimo valore di ogni integrale (cfr. i teoremi XIV e XV).
Vogliamo notare talune conseguenze notevoli degli ultimi teoremi ottenuti.

Le funzioni b,, b,, ¢, f siano assegnate nel rettangolo R della figura 4, di
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vertici 4, B, C, D, con i lati paralleli agli assi coordinati e sia sempre, in R,
b, (2, y) > 0.

Si possono allora definire (cfr. teorema VII) due funzioni o' ¢ ©” sempre
positive in R per le quali risulti sempre ivi
ow’ ou’ do” du”

b, — t+0b —|-—C(!),<O, '—bl'%—bg'@

ym 2@* —C(O”<0._

Dico che, se b,(x, y) ha sempre in R, quando non é nullo, il segno di &,
(il segno contrario), comunque si fissi in K una curva semplice terminata ai
vertici A e C (ai vertici B e D) del rettangolo R, una soluzione in R del-
I’ equazione omogenea (43,) che sia identicamente nulla su X é tale in tutto R.
Dei due dominii secondo cui la curva 3 decompone il rettangolo R diciamo 7"
quello che contiene il vertice B di R e T" 1" altro.

In virtd del teorema XXVIII si ha:

maxs o’

maXTllu}Srm

maxs|u| =0,

maxs »w”’
7z maX2|u| =O;

maXrpn l u | é nnn—m‘
T

donde #=0 in R. Ne segue che: ‘

Una soluzione in R dell’ equazione E[u]| =1, é completamente determi-
nata in R quando se ne assegnino ¢ valori sulla curva Z.

L’ esempio dell’ equazione di EULERO ci fa ben presumere che le ipotesi
sulle quali poggia il risultato ora conseguito non possono essere gran che
ridotte. Il rettangolo R gid considerato sia intieramente contenuto nel primo
quadrante e ad esso sia esterno 1’asse delle y, il nostro risultato ci dice, in
particolare, che una soluzione dell’ equazione di EULERO

(45) x a_u

+8_u_ u=0
aw y mu =V,

%

¢ determinata in R col prescriverle i valori sulla diagonale AC. Tali valori
si possono dare in funzione del coefficiente angolare o della congiungente
dell’ origine O col punto P variabile su AC. Detta ¢(a) tale funzione e suppo-
stala continua con la sua derivata prima, la soluzione della (45) che assume
su AC i valori ¢(z) & data da

(46) v (M)”({,(y)
q x
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supposto che y =px + ¢ sia l'equazione di AC. Essendo sempre 1'asse y
esterno al rettangolo R, questo non sia ora totalmente contenuto nel primo
quadrante e sia situato com’é indicato nella figura 5. Per la (45) non sono
allora verificate le ipotesi del nostro teorema, e vediamo subito che i wvalori

¥
A D
0 x
C
B T
A
Fig. 5

dati su AC non determinano affatto in tutto R la soluzione w della (45). Sup-
posto che la AC non passi per O la u riesce determinata soltanto nella parte
di R, tratteggiata nella figura, limitata dal contorno di R e dalla retta OC.
Nella parte rimanente la « dipende biunivocamente da una funzione arbi-
traria, e ciod, detto K il punto d’incontro di AC su OB, dai valori che si
possono ancora prescriverle su CE.

Se, infine, la retta AC passa per O, se cioé & una caratteristica per |’ equa-
zione, ad una soluzione della (45) non si possono prescrivere su AC che valori
particolari; supposto, per esempio, m =0 non si pud dare alla % che un valore
costante. Detto & tale valore e a«, il coefficiente angolare della AC, per ogni
arbitraria funzione ¢(a) che per a—a, assume il valore k, si ha una solu-
zione del problema ponendo u:cp(%).

Dal teorema XXIX si deduce che:

Nelle ultime ipotesi poste, tutti i valori che ogni soluzione dell’equazione

ou ou

(4:300) b1 5}_ —‘I— b2 éij e

0,

assume nel rettangolo R sono conseguiti lungo ogni curva X tracciata in R
e terminata ai verticc A e C (B e D) di R.

Dovremmo ora considerare le conseguenze che i teoremi testé conseguiti
offrono nello studio delle condizioni atte a determinare le soluzioni dell’ equa-
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zione (43) nel caso che il dominio 7 sia #llimitato. Non ostante I’ interesse che
quelle conseguenze potrebbero offrire, ci asteniamo qui dal considerarle per
amore di brevitid, ed anche perché 1’analisi del n.” 3 & quasi immediatamente
applicabile per tale scopo.

CAPITOLO II.

EQUAZIONI IN TRE VARIABILI INDIPENDENTI

6. Lemma di Moutard. — Nell’indirizzo che noi qui diamo alla teoria
delle equazioni ellittico-paraboliche alle derivate parziali del second’ ordine é
fondamentale il seguente lemma di MoUTARD ('), il cui verificarsi rendera ben
evidente in qual modo i risultati che otterremo in questo secondo Capitolo
per le equazioni totalmente paraboliche in tre variabili indipendenti possano
estendersi a quelle in qualsiasi numero di tali variabili. Il lemma si puo
ennnciare nel modo seguente :

Se le forme quadratiche, a coefficienti reali,

1,% 1,n
f= thahk)h)‘m ® Ezhkahhkhlk’
sono semidefinite o definite, la somma :
) 1,n
thahk“hk)
riuscira non negativa o non positiva secondocheé le due forme hanno, quando

non sono nulle, lo stesso segno o segno opposto. Se, piit particolarmente,
le due forme sono entrambe definite, la somma indicata é sempre diversa

da zero.
Ed eccone una semplicissima dimostrazione. Si ha, indicando b,, certe

quantitd reali,

1,m [1,n 2
= 52,.(281),.515) , m<mn,

ove e==k], secondoché f & semidefinita (definita) positiva o semidefinita
(definita) negativa, Ne segue

1,m

Onp—2¢ Zrbf'hbrk7

() MouTARD, Notes sur les équations aux dérivées partielles. [« Journal de I’ Ecole Poly-
technique », 64me cahier (Paris, 1894), pp. 55-69].
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1,m 1L,n

e quindi
thahka‘hh —5th“hk2 bonber = 52 th“hkbo n0ras
e cio dimostra 1’ asserto.

7. Le tre forme tipiche per le equazioni totalmente paraboliche in tre

variabili indipendenti. — Noi considereremo le equazioni totalmente parabo-
esclusivamente, nelle seguenti tre forme

liche in tre variabili indipendenti,
tipiche :
prima forma:
Su *u u
(.’30, Y, Z) F -+ 2a’12(x7 Y, z)a—ay‘ -+ aég(wf Y, ) a‘; -+

Elul=a,,
+d%%@ fx, y, 2),

du
+0,(® Y = a-+%%%z5~+w%%z)

con la condizione che la forma quadratica nelle A e p
u(@, Yy DX+ 20,,(@, Y, EP A 4y, Y, D)W,

riesca, per ogni punto (x, ¥, 2), deﬁmta o semidefinita positiva;

seconda forma :
ou au
ﬂMEM%%z) +%ww,) 5 0 Y, 3 y+

du
-MM%)-HM%M—Mm%

con la condizione che sia sempre
a(x, ¥, 3) 2 0;

terza forma (equazione del primo ordine)

du
(@, ¥, 5-+Mwyw)-+M%ymw + o, y, D= [z, Y, 3).

— I coefficienti a,,, a,,, a,,,

8. Teoremi per la prima forma tipica.
b, by, b, ¢, [ dell’equazione totalmente parabolica in tre variabili indipen

12
denti alle derivate parziali del second’ ordine
(1) Elul=a,(x z)@+2a (x e Su )39
i M ? y’ ax-z 12 ) y7 ¥ axay + a"Z(x’ ?/; 81/ +
Ju Ju
+Qme55+w%y,wj+M%%@ =+ o, y, B)u=[(@, Y, 3),
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sono assegnate funzioni continue nel dominio internamente connesso I' dello
spazio («, ¥, 8), risuitando sempre inoltre la forma quadratica nelle A e p:

a, (PN + 2a,(P)Ap - .0 P,

definita o semidefinita positiva per ogni punto P di 7.

Designeremo con S_, (con S,;) quella parte della frontiera di 7| se esiste,
tale che per ogni punto P,(x,, ¥,, %,) ad essa appartenente si pud determi-
nare un numero positivo ¢ per modo che tutti i punti le cui coordinate ve-
rificano le limitazioni

| — 2, | < o |y — Yol <o, 2,—0<2<2,
(|w——m0]<c, Iy_?/ol<°; Z2,S2<3,+0),

sono contenuti in 7, mentre quelli le cui coordinate verificano le limitazioni

|w—w0\<_o, |y—yo|<57 2’0<z<z0—|—0,
(Je—x,| <o, |Yy—y,| <o z,—0<z<3),

sono esterni a 7.

Designeremo con S la parte della frontiera di 7' che non appartiene né
a S_;néasS,,. Con { denoteremo inoltre 1'asse 3 o l'asse — z e quindi
con Sz la parte S, o la parte S_; della frontiera di 7.

Nella figura 6 la parte S_, della frontiera di 7' & costituita dalla totalita

dei punti interni ai due dominii piani A e B e la parte S, ; dalla totalita dei
punti interni al dominio piano C.
Una funzione u(x, y, 2) sard detta integrale o solugione della (1), in T, se:
1°) E continua in T
2°) nei punti interni 2 7 e nei punti di S_,+ S, & dotata delle de-
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rivate parziali che compaiono nell’equazione (1) finite e continue e verifi-
canti la (1).
Sussiste il teorema:
I. Se nel dominio T é sempre:

oz, Y, 3) <0,

ed inoltre by(X, Yy, z), su Sz, ha il segno di § o é nullo, un integrale u
della (1) non pud né in un punto interno a T né in un punto di S: avere
un minimo negativo se (X, y, z) < 0, né un massimo positivo se f(x, y, z)=> 0.
E, supposto T limitato, ne segue che se, ovunque in T, & {(x,y, z) L0, ogni
integrale della (1) sempre positivo o nullo su S+ S_z si conserva tale in
tutto T; se, ovunque in T, é f(x,y,2)=0, ogni integrale della (1) sempre
negativo o nullo su S + S_z si conserva tale in tutio T.

Ed invero, se in un punto P

., interno a 7' si verifica per la # un mi-

nimo riesce ,
@) us(Py) = u,(Py) = u(P)) =0
e la forma quadratica

®) Uz PON ~ 20000 (P - 10y (P
semideﬁn'ita o definita positiva, e quindi, se u(P,) <0, risulta, in base al
lemma di MOUTARD,

[ *u Qu 0%u ou ou ou

4) Quing, 2+2”’W+a”8§2+b 4 by by =— +Ca

1o ¥l by 00| >0,

e se si verifica un massimo si hanno ancora le (2), mentre la forma quadra-
tica (3) riesce semidefinita o definita negativa, e quindi, se u(P;) > 0, risulta
Su *u u ou

a,, —, + 2a +a +b +b —l—b +ca] < 0.

(5) 1 32 12 m?} 22 Sy y 39z

Se poi il punto P, é su Sv ed in esso si verifica un minimo, riesce
Ux(P,)=u,(P,)=0, u;(P,) o nullo o del segno di g,

e la forma quadratica (3) semidefinita o definita positiva, e pertanto, se
u(P,) < 0, poiché b, su Sy o & nullo o del segno di g, si ottiene ancora la (4).
Se il punto P, & su Sz ed in esso si verifica un massimo, riesce

U P,) = u,(P)) =0, wuy(P,) o nullo o di segno contrario a &,

e la forma quadratica (3) semidefinita o definita negativa, e pertanto, se
u(P,) > 0, poiché b, su Sz o & nullo o del segno di g, si ottiene di nuovo la ().
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Se ne deducono (cfr. il n.® 1) i teoremi:
IT. Il dominio T sia limitato e by(P) abbia sempre su Sz, quando non
é nullo, il segno di §. Se ¢ possibile definire una funzione o(P), sempre
positiva in T, ivi continua e dotata dalle derivate parziali, che compaiono
nel primo membro della (1), finite e continue, per modo che in T risulti
sempre .
E[w]) <0,
allora, se ovunque in T, é f{(P)=<0, ogni integrale della (1) sempire positivo
o nullo su S+ Sg si conserva tale in tutto T; se, ovunque in T, & t(P)=>0,
ogni integrale della (1) sempre negativo o nullo su S +4-S_y si conserva
tale in tutto T.

Posto, infatti, v=_, s ha per v I’equazione:

) P ov
Ew[U]Ewaua 2+2 12 3 3?/+ Oy, ayz+
dw dw oo dw dw dv
+(2 " e +2a,, ay+b )aw *"(2 230 + 2a,, @+b2m)@+
+ wb, g + Elojlv=".

III. Il dominio T sia limitato e by(P) abbia sempre su Sy, quando non
& nullo, il segno di G. Se uno dei coefficienti a,,(P) o a,,(P) si mantiene in T
sempre diverso da zero e se é possibile definire una funzione w(P), sempre
positiva in T, ivi continua e dotata delle derivate parziali, che compaiono
nel primo membro della (1), finite e continue, per modo che in T risulti

sempre
El0]=0,

st verifica la tesi del teorema II (cfr. il teorema IV del n.o° 1).
Sussistono, com’é ora ovvio, i teoremi analoghi ai teoremi V, VI, VII,
VIII, IX, X, XTI, XII, XIII, XIV, XV del Capitolo I, con formole analoghe.
Si ha dunque, in particolare, per 1’ equazione del calore:
. ' P*u  Pu du
(6) 37 + T
che ogni sua soluzione, in un dominio limitato 7, assume il suo minimo ed il
suo massimo valore in 7, nella parte S+ S,; della frontiera di 7. EuceNIO
ErLra LEevr (loc. cit.)) aveva gii osservato che, detto Z il massimo di # per i
punti di 7, il minimo ed il massimo valore in T di ogni soluzione della (6)
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non possono essere conseguiti in punti interni agli eventuali dominii piani
che il piano z=2Z ha in comune con la frontiera di 7.
Per i problemi al contorno relativi all’equazione (1) sussiste, naturalmente,
il seguente teorema, analogo al teorema XVI del n.” 3):
IV. Nelle ipotesi del teorema 11 ed in quelle del teorema III, una
soluzione dell’ equazione :

() Elul=F

riesce completamente determinata, in T, quando ad essa si prescrivono i
valori sulla parte S +S_z della frontiera di T,

Interessanti sono altresi le conseguenze che, con metodo analogo a quello
seguito al n.° 3, si possono trarre per i problemi al contorno relativi all’equa-
zione (1), nel caso dei dominii illimitati. Sussiste, in proposito, il teorema
analogo al teorema XVII del detto numero, e ne segue pertanto, in partico-
lare, che:

V. Il dominio T sia il semispazio z<h, ed inolire

in T sia sempre c¢X,y, z) <0,
per ogni valore di X e di y sia b(x,y, h) <0,

mentre ad ogni dominio limitato T', contenuto in T, sia sempre possibile
far corvispondere la solita funzione w(x,y, z) sempre positiva in T, per la
quale riesca sempre ivi Elw] < 0. Comunque si assegni in T la funzione con-
tinua PP), una soluzione dell’ equazione (1) riesce completamente deterni-
nata iv T quando ad essa si prescriva la condizione :

Plim [u(P) — ®(P)] (su T) =0.

Pertanto : Ogni soluzione dell’ equazione omogenea E[u] =0 che non sia
una costante nel semispazio T, non pud, nel mentre che il punto P si allon-
tana su T, a distanza infinita, tendere ad un limite determinato e finito.
Civ avviene, per esempio, in ogni semispazio z<h, per le soluzioni del-
I’ equazione del calore

Pu  Pu  u
R T T

Sussistono i teoremi analoghi ai teoremi XVIII, XIX, XX del n.° 3. Enun-
ceremo soltanto quello analogo al teorema XX:

VI. Sia maxyr z=— -+ oo e il coefficiente b,(X,y, z) al tendere di z
verso +- oo riesca definitivamente non positivo. Se, per ogni Z, il do-
minio T(Z —) verifica, pur risultando illimitato, tutte le rimanenti ipotesi
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del teorema II o tutte quelle del teorema I, detta w(Z, P) la solita fun-
zione relativa al dominio T(Z —) per la quale sia ivi E[o(Z, P)| <0, sup-
posto che, quando la parte 2 =S8 + S, della frontiera di T sia illimitata,
si abbia, per ogni Z, )
—®
lim 28— PP)

Am Sz P [su X(Z—)]=0,

allora, una soluzione u della (1) risulta in T completamente determinata
quando ad essa si prescriva di soddisfare, per ogni Z, le condizioni :

W P) su S = q(P),
. u(P)— D(P)
lim ————[su 7(Z—)]=0.
T T
Applicazione al problema della propagazione del calore in un mezzo
conduttore indefinito. — Un corpo conduttore si estenda all’infinito in tutte
le direzioni e sia omogeneo e di calore specifico e di coefficiente di conduci-
bilita termica costanti. Supponiamo inoltre che siano realizzate quelle condi-
zioni fisiche nelle quali si possa asserire che la temperatura » nei punti del
corpo riesce soltauto funzione, oltre che del tempo z, delle coordinate x e y
dei punti., Si ha allora che, scelte opportunamente le unitd di misura, la
verifica 1’ equazione (6):
Pu  Pu  du
(6)

Tl VA

e si pone il problema: Nota la temperatura U(X,y) nei punti del corpo al
tempo z =0, calcolare la temperatura WX, Yy, z) negli istanti successivi.

Manca, a quanto mi consta, la dimostrazione che, precisamente, 1’equa-
zione (6), insieme alla condizione iniziale

u(a, ¥, 0)= U(w; Y

determina univocamente la u(x, y, 3). A cido si perviene facilmente facendo
ricorso ai nostri teoremi se si aggiunge I'ipotesi che la temperatura ini-
ziale Uz, y) sia limitata, poiché, riuscendo allora fisicamente evidente che
la temperatura wu(x, i, 3) deve essere una funzione di «, ¥ e 3z essa pure
limitata, la detta univoca determinazione della # & conseguenza del seguente
teorema :

VIL. Detta J,(e) la funzione di BESSEL d’ ordine zero, una soluzione u
dell’ equazione (6) & completamente determinata nel semispazio positivo
T(z = 0) col prescriverle di soddisfare le condizioni.
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a) u(x,y, 0)=U(x, y), per ogni valore di X e di y;
b) per ogni Z=0, si ha:

Uz, y, 3)
lim ————=—— [su T\Z—)]=0.
@98 —o00 J (iV 0 4+ y7) [ \Z=l

Il teorema & corollario immediato e particolarissimo del teorema VI. Ed
invero, com’é ben noto, la funzione

e*J,(iVat+y*)
¢ una soluzione (sempre positiva) dell’equazione (6) e si ha, nel semispazio
positivo 7}
| u(@, y, 3)| < _! uax, y, 3)|
eI (IVar +y°) ™ J,(iVa* + )

Necessariamente, deve risultare

im U@,
@y —ooJ (iV® + y°)

e percio si verifica immediatamente che la nota formola :

—+00 400
1 U _ (==E)2+(y—n)®
U, Y, 8) = in j. j.—(z’ ) e 4z dEd‘f]

—-—00 —00

fornisce la soluzione u della (6) verificante le condizioni a) e b).

i

9. Teoremi per la seconda forma tipica. — I coefficienti a, b,, b,, b,,
¢, [, dell’equazione totalmente parabolica in tre variabili indipendenti alle
derivate parziali del second’ ordine:

2
() Bl = a@, , )/ + 0@, 9, ) oo + by, 3, z)a @, Y, 3) o+

+dx, ¥, u=[f(x, y, 3

siano assegnate funzioni continue nel dominio internamente connesso 7' dello

() Si tenga presente che:
oo

A p?h
Jofée) =z§ @) 1T @R)11
sen hp

ove (2k)!!=2.4...(2k) e quindi che Jy(ip) > ——
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. 186 M. PicoNE: Maggiorazione degli integrali delle equazioni

spazio (wx, ¥y, %) riuscendo sempre, in T,
' a(x, Y, 5) = 0.

Dovremo ora considerare insieme le parti S_;, S;;, S_,, S4, della
frontiera di 7' e designeremo con S quella parte di questa frontiera costituita
dai punti che non appartengono a S_,+8,,+ S_,+ S;,. Indicheremo
con 1 V'asse y o asse —y e quindi con S, la parte S,, o la parte S_,
della frontiera di 7, con § l’asse 2 o 1'asse — z e con Sz la parte S,.; o la
parte S_; della frontiera di 7. Indicheremo poi con Sy I'insieme dei punti
interni agli eventuali segmenti rettilinei che appartengono simultaneamente
alla frontiera di due dominii piani qualsivogliano I'uno di S, e 1’altro di Sz.

Nella figura 7 la parte S_, della frontiera di 7' & costituita dalla totalita
dei punti interni al dominio piano B, la parte S_, dalla totalitd dei punti

Fig. 7

interni al dominio piano 4, la parte S_,,—s; dalla totalita dei punti interni
al segmento rettilineo HK, ‘
Una funzione w(x, y, 2) sara detta infegrale o soluzione della (7), in 7, se:
1°) é continua in T';
2°) nei punti interni a T e nei punti di S_,+ S, + S_;+ S84+
4+ S—py—n + S—p»n + Shm—n + Sapan © dotata delle derivate parziali,
che compaiono nell’ equazione (7), finite e continue e verificanti la (7).
Sussiste il teorema:
VIII. Se nel dominio T ¢ sempre

o, Yy, 3)<0

ed inolire b, su S, e b, su St hanno, quando non sono nulli, rispettiva-
mente il segno di m e di G, ogni integrale della (T) non pud né in un punto
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interno a T né in un punto di S, + Sz S,z avere un minimo negativo
se f(X, y, 2) <0, un massimo positivo se {(x,y, z)=0. E, supposto T limitato,
ne seque che, se, ovunque in T, é {(X,y,2) <0, ogni integrale della (7)
sempre positivo o nullo su S -+ S_, + S_z — S,z s¢ conserva tale in tutto T,
se, ovunque in T, é f(x,y,2) =0, ogni integrale della (7) sempre negativo
o nullo su S+ S_, + S« — S,z si conserva tale in tutto T.

Col solito ragionamento si esclude che, nell’interno di 7' e su S, + Sy possa
verificarsi un minimo negativo quando & f(x, ¥, 2) <0, o un massimo positivo
gquando & f(x, y, 2) <0. D’altra parte se, in un punto P, di S,z si verifica
un minimo, riesce:

U {P) =0, u,(P;) o nullo o del segno di v,
us(P;) o nullo o del segno di §, u,.(P,)=0,

e pertanto, se u(l’,) <0, poiché b, e b, hanno su S,z, quando non siano nulli,
rispettivamente i segni di v e di §, si ha:
o*u ou

aaw2 ba =+ 0, ay+"a +cuP0>O,

e se in P, si verifica un massimo, riesce

e(Py) =0, u,(P,) o nullo o del segno di — 7,
' uz(P,) o nullo o del segno di — ¢, u,.(P,) =0,

e pertanto, se u(P;) >0, si ha:

2
a% 4‘[’«% +bz%+b g —+cu Po< 0.
Se ne deducono (cfr. n.° 1) i teoremi:

IX. Il dominio T sia limitato ed inoltre b, su S, e b, su Stz abbiano,
quando uon sono nulli, rispettivamente il segno di m e di §. Se é possibile
definire in T una funzione sempre positiva ivi continua e dotata delle deri-
vate parziali wgy, wg, 0y, 0, finite e continue, per modo che, in T, risulti
sempre

Ew] <0,

allora, se ovunque in T, é {(P)< 0, ogni integrale della () sempre po-
sitivo o nullo su S+ S_,+S_z— S,z si conserva tale in tutto T; se,
ovunque in T, é f(P) >0, ogni integrale della (7) sempre negativo o nullo
s S+ S+ St — S,z si conserva tale in tutto T.
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Posto infatti v=r, si ha per v I’ equazione

*v ow v v v ;

E’h,[v]=u)aa—m2 —l—<2aa—a—3+biw)%+mb2—@+wb3$+Elw]v_f.

X. Il dominio T sia limitato ed inolire b, su S, e b, su S: abbiano,
quando non sono nulli, rispettivamente il segno di v e di §. Se il coeffi-
ciente a(P) si mantiene in T sempre positivo e se & possibile definire una
funzione o(P), sempre positiva in T, ivi continua e dotata delle derivate
parziali wxx, Wy, 0y, 0,, finite e continue per modo che in T risulti sempre

Elw] =0,
st verifica la tesi del teorema IX.
Sussistono i teoremi analoghi ai teoremi V, VI, VII, VIII, IX, X, XI, XII,

XIII, XIV, XV del capitolo I. Si ha dunque, per esempio, che, se nel dominio
limitato T & sempre b, < 0, b, << 0, ogni soluzione dell’ equazione :

LTI T T T
duc® Y9 T Py Pz

07
assume il suo massimo ed il suo minimo valore in T' nella parte S4-S,, -+
+ 84z — S yy—sn della frontiera di 7.

Per i problemi al contorno relativi all’equazione (7) sussistono teoremi
analoghi ai teoremi XVI, XVII, XVIII, XIX, XX del capitolo I. Si ha dunque
in particolare il teorema :

XI. Il dominio T sia il quadrante dello spazio luogo dei punti per
cui y<h e z <Kk, ed inoltre

in T sia sempre c(x,y, z) <0,
e per ogni valore di x si abbia by(x, h, k)< 0, by(x, h, k) =0,

mentre ad ogni dominio limitato T contenuto in T, sia sempre possibile far
corrispondere la solita funzione w sempre positiva in T, per la quale riesca
sempre ivi Elo] < 0. Comunque si assegni in T la funzione ®P), una solu-
zione della (T) riesce completamente determinata in T quando ad essa si’
prescrive di soddisfare la condizione :

lim [w(P)— ®(P)] (su T)=0.
P00
Pertanto : Ogni soluzione dell’ equazione omogenea E{u]=0, che non sia

una costante nel quadrante T, non pud, nel mentre che il punto P si allon-
tana, su T, a distanza infinita, tendere ad un limite determinato e finito.
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Cid avverra, per esempio, in ogni quadrante T(y <h, z<K) per le soluzioni
dell’ equazione : .

Pu  du  du

s 3y a0

- Per enunciare il teorema analogo al teorema XX del n.° 3 dobbiamo

introdurre una notazione: Se per I’ insieme A di punti dello spazio si ha
Inaxy ¥ = maxy & — -+ oo, per ogni coppia di assegnate quantitdh Y e Z, deno-
teremo con A(Y—, Z—) quella parte di A luogo dei punti per le cui coordi-
nate ¥y e # si ha simultaneamente y <Y, 3 < Z. Sussiste il teorema:

XII. Sia maxpy = maXxyp 2= - oo e ¢ coefficienti b,(X, ¥, z) e b,(X, ¥, Z),
per (y, z)— -+ oo 1iescano definitivamente non positivi. Se per ogni coppia
di valori Y e Z il dominio T(Y —, Z —) verifica, pur risultando illimitato,
tutte le rimanenti ipotesi del teorema 1X o tutte quelle del teorema X,

etta (Y, Z, P) la solita funzione relativa al dominio T(Y —, Z —) per la
quale sia ivi E[o(Y, Z, P)| <0, supposto che, quando la parte =S +
+ Sty 4+ Sz — Si—y)—a della frontiera di T risulti illimitata, si abbia, per
ogni coppia Y e Z,

. 9(P)— D(P)

lim

LA i A S " _ —\} —
Peeoo w(Y: Z, P) [su *‘(Y 7Z )]—07

allora, una soluzione u della (7) riesce in T completamente determinata
quando ad essa si prescriva di soddisfare, per ogni coppia Y e Z, le con-
dizioni : '
u(P) su Z = ¢(P),
— &
iy “P)— ®(P)

Jim Py B (Y — Z—)| =0,

Una soluzione sempre positiva dell’ equazione

Pu  Ju  u
® dx*  dw  dy
& ovviamente

u—¢e 2 cosh z,

e segue, pertanto, in particolare, dal teorema XII che:

(!) D’altronde questa equazione, mediante il cambiamento di variabili

y=n+8 z2=n1—208, uxy, )=o)
si cangia nella seguente

ov_m_y,
cx: o
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Una soluzione u dell’ equazione (8) risulta completamente determinata nel
dominio illimitato 7' costituito dai tre quadranti dello spazio luogo dei punti
per cui una delle due coordinate ¥ o z non & negativa, quando le si pre-
scriva la condizione di assumere sui due semipiani:

yéoy z2=0

e
y=0, <0

valori assegnati ed inoltre, pef ogni Y=0 e per ogni Z=0, 'altra
lim ul%, y—’wi) [su (Y —, Z—)]=0.

(®,y, 2) —= oo COSh

Di quest’ ultima condizione & piu restrittiva quella che impone alla u di
risultare limitata in 7.

10. Teoremi per la terza forma tipica. — I coefficienti b,, b,, b,, ¢, [
della equazione lineare alle derivate parziali del primo ordine:

Ju ou
(9) E[u] = bi(m7 Y, Z)a?c—l—b?(w, Y, 2)9;?/

siano assegnate funzioni continue nel dominio internamente connesso 7' dello

u
+b3(x7 Y, z)§£+c(w, Y, z)u:f(x, Y, 3)

spazio.
Dovremo ora considerare insieme le parti Sg¢, S;, Sz, Sy, Sz, Sg, Stz

CP
Fig. 8
della frontiera di 7, § ===, { ==y, v == 3. Indicheremo con S la parte
di quella frontiera che si ottiene col toglierle i punti di
‘g_w + S_‘..x- -+ S,_y -+ S—!—jl/ + S_,z + Dz
Nella figura 8 le parti S_,, S

s
alle facce piane normali, rispetiivamente, agli assi @, y, 2z, le parti Sy -z,

S_, sono costituite dei punti interni
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i

Si— s =y Si—an—y dei punti interni agli spigoli 04, OB, 0C, la parte S_,—yy—n
dell’ unico punto O. '
Una funzione w(x, y, 3) sara detta un integrale o una soluzione della (9),
in T, se:
1°) & continua in 7T,
2°) nei punti interni a 7 e nei punti di S;, Sy, S, Sqz, Sz, Sty, Sz
E=Fxx, n==x y, § ==k 2) é dotata delle derivate parziali u,, u,, u, finite
o continue e verificanti la (9).
Sussiste il teorema fondamentale:
Se nel dominio T é sempre

o, Y, 3) <0,

ed inoltre b, su Sg, b, su S,, b, su Sy hanno, quando non sono nulli, rispet-
tivamente t segni di § v, G, ogni integrale della (9) non pud né in un punto
interno a T né in un punto di

Sg 4 8y + Sz + Syg + Stg + Sgyy + Seyz,

arvere un minimo negativo se f(x,y,z) <0, un massimo positivo se {(x,y, z) > 0.

Fig. 9

E, supposto T limitato, ne seque che, se ovunque in T, & {(X,y, z) <0, ogni
integrale della (9) sempre positivo o nullo su

=848+ S_+S_t— Sz — Stz — St — Stz

si conserva tale in tutto T; se, ovunque in T, é (X, y, z) =0, ogni integrale
della (9) sempre negativo o nullo su = si conserva tale in tutto T.

Se ne deducono i teoremi analoghi ai teoremi XXIV, XXV, XXVI, XXVII,
XXVIII, XXIX del n.® 5. Notiamone due corollari interessanti.

Siano P(p,, p,, ;)  Q4q,, ¢,, q,) due punti dello spazio e sia p, <gq,,
P, < 45, P;<q,. Consideriamo il parallelepipedo (P, Q) dello spazio (vedi fig. 9),
di punti estremi P e @, cioe luogo dei punti («, ¥, 5) le cui coordinate veri-
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ficano le limitazioni :
PEX=G, PEYSC D=5
Nel parallelepipedo (P, Q) riesca sempre
by, y, 3) >0,

mentre i coefficienti 6, e »,, quando non sono nulli, abbiano sempre il segno
di b,. Si consideri una superficie semplice X contenuta nel parallelepipedo (P, Q)
e terminata alla spezzata ABCDEFA composta di tutti gli spigoli non partenti
né da P né da Q; ebbene, si ha che:

Una soluzione nel parallelepipedo (P, Q), dell’ equazione E[u]=f, & ivi
completamente determinata quando se ne assegnino i valori sulla super-
ficie 3.

Nelle ipotesi poste, tutti ¢ valori che ogni soluzione dell’ equazione

ou ou ou
b,(x, ¥, z)%"—bz(x; Ys z)a—y‘l'ba(x, Y, z),&-zo,
assume nel parallelepipedo (P, Q) sono consegquiti sopra ogni superficie X in
esso contenuta e terminata alla spezzata ABCDEFA composta di tutii gli
spigoli non partenti né da P né da Q.

Offre interesse lo studio delle condizioni atte a determinare le soluzioni
dell’ equazione (9) nel caso dei dominii illimitati. Ma in questo lavoro desi-
stiamo dal compierlo.
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Sulle curve analoghe al circolo osculatore quando si passa
da tre a quattro punti infinitamente vicini.

Memoria di T. LEvi-Civira (2 Roma) e G. Fusini (a Torino).

Sunto. - Due punti infinitamente vicini di wna curva individuano la tangente, che ha comumne
colla curva il cosiddetto intorno di prim’ ordine, e ne porge quindi una caratierizzazione
geometrica ; tre punts infinitamente vicini determinano <l circolo osculatore, il quale si
comporta nello stesso modo rispetto all’ intorno di secondo ordine. Nella presente Memoria
si prende in considerazione una quaderna di punti infinitamente vicini, cioé Uintorno
di ter?’ ordine, esaminando i vari tipi di curve, nonché una configurazione (BLASCHKE),
atte a rappresentare Uintorno in modo geometricamente espressivo.

Mentre passeggiavamo insieme, durante la villeggiatura, ci si ¢ affacciata
una questioncella spettante ai primi elementi della geometria differenziale,
la quale tuttavia, per quanto ci cousta, non si trova discussa nella pur vasta
e piu che bisecolare letteratura dell’ argomento.

Ci permettiamo percio di pubblicare il risultato della nostra conversazione,
completato da una elegante osservazione dovuta al prof. W. BLASCHKE.

1. Preliminari. Curve I' iperoseulatrici. — Sia C una curva qualsiasi.
Indichiamo con P, suo punto generico, con P’ ¢ P” due punti infinitamente
vicini a P, che ne individuano I’intorno di secondo ordine. Un tale intorno
rimane classicamente definito in modo espressivo dalla circonferenza che
- passa per i tre punti P,, P’, P”, ossia dal circolo osculatore y, alla curva C
in P,. In forma equivalente si pu6 dire che ogni curva C si identifica, nel-
I’intorno di secondo ordine di un punto generico P, con una circonferenza vy
che tocca C in P,, sta nel piano osculatore ed ha per curvatura (costante)
quella della C in P,.

A quale curva, o piuttosto a quale tipo di curve I' conviene invece ricor-
rere perché la coincidenza si estenda al 3° ordine ? Si tratta, in altri termini,
di caratterizzare, con ragionevole generalizzazione del circolo osculatore, una
.0 pilt specie di curve T, che abbiano in comune con L non soltanto I°,, P’, P",
ma anche un quarto punto P” dell’ intorno.
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Cominciamo col precisare il comportamento locale di ogui I' siffatta. Giova
all’ uopo prendere le mosse dalla rappresentazione parametrica dei punti P di C
in funzione dell’ arco s, ossia dall’ equazione

(1.1) P=P(s),

supponendo, per comoditd di scrittura, che 1’ origine degli archi sia proprio
il punto P, di cui vogliamo prendere in considerazione I’ intorno. Introducendo
il versore tangenziale
apP
. = —
(1.2) .

nonché quelli della normale principale 7 e della binormale & (nei soliti versi),
si hanno le formule del FRENET

OTs'zcw,
an
1.3 = ¢t —
(1.3) s ct —1b,
\ %:—Tn,

dove ¢ e T rappresentano la curvatura e la torsione (nel punto generico P).
Avendosi dalle (1.2) e (1.3)
d'P_dt_
ds* ~ ds~
3P dc
-d? = d—S n— C(Ct -+ Tb),
lo sviluppo di TAYLOR, nell’intorno di P,, applicato alla (1.1) ed esplicitato
fino al terzo ordine, da

s* s34 de

(1.4) P:Po—{—st-i—2con+—«—cﬁt—l—(——)n—cotob$+".,
0

61 ds
dc . . c .
Coy To © s rappresentando i valori che competono a ¢, v e Ts in P,.
0

Affinché un’altra carva I', uscente da P,, abbia comune con C la parte
di sviluppo testé scritta, occorre manifestamente (e basta) che coincidano i
(vettori) coefficienti di s, s* s3. La considerazione dei primi due riporta natu-
ralmente alle note proprietd spettanti anche al circolo osculatore, ossia coinci-
denza del triedro principale e della curvatura ¢, in P,. Dopo cio il confronto
dei coefficienti di s® (escludendo il caso banale che C abbia comportamento
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rettilineo in P,, cioé ritenendo ¢, == 0) richiede ulteriormente I’ eguaglianza,

in P,, della torsione e del gradiente % della curvatura. Se ¢,—0, vien meno

. . . . . de .,
Ja condizione relativa alla torsione, bastando I’ eguaglianza di s 10 p,.

Qualsiasi I' che abbia comune con C, in P,, il piano osculatore, nonché c,
dc . . . . .
Te o pud assumersi come generalizzazione del circolo osculatore quando

si passa al terzo ordine.
Per essere guidati nella scelta cominciamo col considerare il easo di una
curva piana: basterebbe anzi localmente piana, nel senso che sia t=0in P,.

2. Curve piane. I' clotoidali. — Attenendosi, come si & fatto finora, a
-criteri puramente locali, la caratterizzazione piu semplice di una I' appare la
seguente : curva del piano di C (o nel caso particolare in cui ¢,=0, d’un
qualunque piano passante per la tangente a C), che, osculando C in P,, ha

o . . de
costante, per qualsiasi s, i1 gradiente ds della curvatura, tale valore co-

stante g essendo precisamente quello che compete a C in P,. Una curva
siffatta si chiama clotoide (*). La sua rappresentazione parametrica si ottiene
immediatamente introducendo I’angolo ¥ che la tangente in un punto gene-
rico forma con una direzione fissa del piano, per es. colla tangente a C in P,.
Potendosi allora porre (con opportuna scelta del verso positivo per &)

o8
—ds’
la condizione caratteristica si traduce in
a>y
(2.1) s g,

as
donde, dovendo essere 45 =60 © ¥ =0 per s=0,

2.2) = % g5® - C,8.

Supponendo per semplicita 1’ asse delle & orientato come Ia tangente in P,,

si ha
do __ dy .
g5 —cos o, 4s —sin o,

(1) Cfr. per es. CEsARO, Geometria intrinseca (Napoli, Tipografia della R. Accademia
delle Scienze, 1896), p. 15.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



196 T. LEVI-C1viITA e G. FuBiNi: Sulle curve analoghe al, circolo osculatore

e se ne traggono con quadrature (che perd non si sanno eseguire con mezzi
elementari) le equazioni parametriche della I' clotoidale.

3. T piane algebriche., — Il metodo precedente & dal punto di vista diffe-
renziale il piu spontaneo; anzi con una lieve variante affatto elementare, per
quanto concettualmente un po’ meno semplice, possiamo anche sostituire alle
precedenti quadrature altre che si sanno eseguire con mezzi elementari (§ 4).
Ma noi ci possiamo porre da un altro punto di vista, considerando come pii
semplici le curve algebriche del minor grado possibile.

Siano dati una curva piana C, un suo punto P, e un-suo intorno di nésim°
ordine (1 =2, oppure n =3). Cid0 equivale a dare, se n =2, il punto P, e i
due punti consecutivi P’, P"; se invece n =23, cid equivale a dare P, e i
tre punti consecutivi P’, P”, P, In entrambi i casi & data la retta P P’
tangente in P, a C. E, se noi assumiamo un sistema di coordinate ortogonali,
per cui P, & 1'origine e tale retta tangente & 1’asse delle x, varrd in un
intorno di P, uno sviluppo

_1 2 1 3 I
Y=g oax® 6{350 + e

(dove i termini non secritti sono almeno del 4° ordine per x = 0).
I coefficienti a«, § sono i valori di y” e di y” per a==0. Poiché ¥ si

annulla per o =0, sara
dc
a=c,, f :(ES);
0
e quindi

_ 1 o, 1fde\
(3.1) y—écom +é(d—s)ox -+ ..

Se n =2, il solo coefficiente ¢, & determinato; se » =3, sono determinati

dc
tanto ¢, quanto (d_s)o

Supponiamo dapprima ¢,==0. Evidentemente la T' di grado minimo sara
una conica, che dovra passare per P, ed avervi per retta tangente la P P’;
la sua equazione sari pertanto del tipo

3.2) 2y =b,,x" + 2b,2y + b,y
e varra lo sviluppo:

1
3.3) y=35b,.o" + %b“bi,_,acﬁ‘—i—....

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



quando si passa da tre a qualtro punti infinitamente vicini 197

Caso DI n =2, — K determinato il solo coefficiente ¢,. L’identificazione

dei primi coefficienti in (3.1) e (3.3) ci da:
b, =¢,.

I coefficienti b,,, b,, restano affatto indeterminati e si possono scegliere
ad arbitrio. Cosi p. es., se si pone b,, =0, b,,=0,, =¢,, si trova il cerchio
osculatore; un’altra scelta pure molto semplice (anzi, da un punto di vista
algoritmico, ancora piu semplice) & quella di supporre le b,,, b,, entrambe nulle.
Si perviene a quella parabola di vertice P, che in P, oscula la curva data.

Cas0o DI n=23. — Sono allora dati ¢, e (3—5) . Identificando (3.1) e (3.3),
0

.2, mentre b,, si pud scegliere ad arbitrio. Il modo
piu semplice ¢ di determinare &,, in modo che b,,b,, =b},; e si giunge cosi
alla parabola che iperoscula C in P,. Se invece si scegliesse b,,— — b,,, si
giungerebbe a una iperbola equilatei'a iperosculatrice.

I precedenti ragionamenti sono in difetto se a =¢,=0, se cioé P, & un
punto di flesso per la curva considerata. Cid risulta subito dai calcoli prece-
denti (infatti la b,, —¢,—=0 prova che in tal caso la (3.2) non & una conica)
ed era facilmente prevedibile a piiori, perché nessuna conica ha un flesso.

Se ¢, =0 ed n =2, I'intorno del 2° ordine di C in P, & rappresentabile
evidentemente mediante la retta tangente y =0 (che oscula, come & noto, la
curva C). Ma, se ¢,=0 ed n==3, 1'intorno del terzo ordine di P, si pud
rappresentare ancora con la stessa retta se anche 3 —0 e non si pud rap-

restano determinati b,, e &

; . . dc
presentare né con una retta, né con una conica se § = Ts ==0. In tal caso

si deve ricorrere a curve di ferzo grado: la piu semplice & forse la curva .
y=1(%) o
6\ds/,” *

4. Altri tipi di T’ (per il easo piano, o per C aventi un flesso in P)):
curve (di Humbert (‘)) chiuse, algebriche e rettificabili algebricamente. —
Assumiamo qui ancora !’ origine degli assi in P, e I’asse delle x orientato
secondo la tangente nel verso delle s crescenti. Le equazioni parametriche
della C e d’ ogni sua T' (in P,) si scrivono

8 8
“4.1) x = |cos ¥-ds, y= |sind-ds,
0 0

(1) Cfr. G. HuMBERT, Sur les courbes algébriques rectifiables. « Journal de Math. », (4),
T. IV, 1888, pp. 133-151.
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dove ¥ & legato ad s dalla

ay
4.2 ' C=—
*.2) 55
e ¢, funzione assegnata per C, deve invece ottemperare per una I', unica-
mente alle condizioni iniziali

5 ' dc
4.3) C=0Cy 7. =9, Per s=0.

Si puo in particolare profittare della residua (e quasi completa) arbitra-
rieta di ¢ per fare in modo che le quadrature (4.1) siano effettuabili con
mezzi elementari. Introducendo la variabile complessa

s=w+1iy
e compendiando in conformita le (4.1) nell’ unica relazione complessa

8
4.4) z = |ettds,

0
basterd occuparsi di quest’ultima quadratura, nella quale giova fare appa-
rire & in luogo di s come variabile di integrazione, operazione certo lecita
nell’immediato intorno di P,, purché si badi alla (4.2) e si ritenga ¢, &0
in P,. Prendiamo dunque in considerazione, in luogo della (4.4), I’equazione

equivalente
¥
4.5) ' z = |et* @

Qualora per es. la ¢, espressa per ¥, sia una funzione razionale di seni
e coseni, la quadratura si pud notoriamente eseguire con regole elementari.

Siccome per ipotesi (gia testé usufruita) & si annulla con s, le condi-
zioni (4.3) divengono

(4.6) ¢ =c,, per ¥ =0,

de 1
a5 "¢, ¥
e per soddisfarvi basterd che nell’ espressione suddetta di ¢ figurino almeno

due costanti. Poniamo a titolo d’esempio

1
4.7 E:P‘ cos nd + g, sin nd + p,

con tre costanti g,, p,, g;, mentre n sta a rappresentare un qualsivoglia in-
tero positivo.
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e (4.6) '1‘ichied0no
0

1 1
4.8) prtps=_, n92=—ggy,

sicché, scelto n, si pud ancora imporre una ulteriore condizione alle p.

. . A .
Comunque, introducendo nella (4.5) I’ espressione (4.7) di & in quanto si
immagini di sostituirvi cosnd e sinn¥ mediante i binomi §(e”w+e—m3),

1, . R .
27.((;1”3 — ¢—%) e si ritenga n > 1 (con che si evita che la quadratura intro-

duca termini in ¥), si ha

ip, ; 1 —i(n—
s=73 g n+1 (1 —gftvr¥) + n—1 (== —1) ;
2 1 —i(n—
I P2 F 1 (1 — giln+1%) 4 —— (e—it—1% _ 1) E

—idp, | e — 1],

Si pud in particolare assumere p, =0, n =23, con che
1 : 1 . L
I e E IR 1 S B PLET]

Se si cambia ¢ in —¢, designando al solito con z, la coniugata x — iy di 2,
si ha altresi

(4.10) zozng%(l_e—-’:’ri&).,_%(ei&_l)14_,'93*3—@‘&_1;_

Posto ¢ =, dalle (4.9) e-(4.10) si trae:
(1—u3)
6 2
. lua—l u®
iR

2:3,:1=p,

1—u]+zp3 (1 —wu)u?

T+?(u—l)]+z'p3u2(1—u):u3.

Considerando z, z,, 1 come le coordinate omogenee di un punto della
curva I, se ne deduce che la curva I', di cui qui si tratta, & una sestica
razionale. La rappresentazione parametrica (4. 9), ossia, scindendo il reale
dall’ immaginario, la

1 .
w:ngg(l—cosii&)-l-%(cos%-—l)§+p3sim‘},

? y:pQE—ésin?)&—%sin&§+93(1—COS&);
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individua perd, al variare di ¥ nel campo reale, non la curva nella sua inte-
gritd, ma soltanto quel ramo di essa che forma un circuito chiuso.

5. Curve gobbe. I' elicoidali. — Passiamo ora al caso generale in cui t,
(torsione in P;) é diversa da zero. Se ¢, si annulla, si hanno, come discende
dai §§ 1 e 2, curve iperosculatrici I' in uno qualsiasi degli oo' piani tan-
genti a C in P;; per es. altrettante clotoidi (§ 2).

Esaurita cosi 1’eventualityh ¢, =0, possiamo ritenere, non soltanto t,, ma
anche ¢, diverso da zero.

Una prima discriminazione delle infinite I', iperosculatrici nel senso pre-
fissato, puo farsi richiedende che siano eliche cilindriche, cioé, come & ben

. T . .
noto, curve per le quali il rapporto z fra torsione e curvatura & costante, e

quindi, nel caso specifico, eguale al valore ZTO (finito e 3=0), che spetta alla
0

assegnata curva C in P,. Ci sard comodo porre
(.1) o —A=xzcotg
CO

e ritenere che 1 angolo (costante) ¢ sia acuto, convenendo di assumere il
segno + quando A, cioé (in quanto ¢ &, per sua definizione, essenzialmente
positiva) quando la torsione t, in P, & positiva, e il segno — nel caso contrario.

Per le eliche le equazioni (1.3) di FRENET si semplificano immediatamente
assumendo come variabile indipendente, al posto dell’arco s, un parametro &
(puro numero) definito da
5.2) cds = dv,

con che d¥ & interpretabile (in un generico piano osculatore) come angolo di
contingenza. Alla (5.2) intenderemo associata, come & evidentemente lecito, la
condizione iniziale

(6.3) =0, per s=0.

Dalle (1.3) suddette, dividendo per ¢ e badando alla (5.1), si ha senz’ altro

| at ,
|

dn

/] = J—
(5.4) (d{}— t— \b,

db
e

= An.
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Ove si derivi la seconda rispetto a 3 e si tenga conto delle altre due, si
ricava la risolvente in » sotto la forma ovviamente integrabile
d*n .

che costituisce in certo senso 1 estensione allo spazio dell’ equazione sca-
lare (2.1).
L’integrale generale si pu0 assumere sotto la forma

(5.5) n = — isin vd + j cos 0,

dove si & posto per brevitd di scrittura

—_ 1
(5.6) w=|\/1+1'-|=si“cp,

e 4, j designano due vettori costanti, a priori arbitrari. Se peré si richiede
che n sia, secondo la sua definizione, un vettore unitario, bisogna che i vet-
tori costanti ¢, j rendano »n X 2 eguale all’ unita, ossia

T X isin® o} + j < Jcos® o — i X jsin 200 =1
per qualsiasi &. Ne consegue che /, j devono essere essi stessi unitari e in
pilt ortogonali. '
Cio posto, la prima delle (5.4), in cui si intenda per = I’ espressione (5.5),
da, per integrazione immediata,

1
t:6(icosm&+jsinm&)+to,

t, designando un vettore costante a priori arbitrario, il quale perd deve ri-
specchiare I’ ipotesi che ¢ sia unitario. Cié si traduce nella condizione

It =Lt + 20 1, cos 0b 45X 1y sin o) = 1

per qualsiasi 3. .

Ne consegue in primo luogo che dovranno annullarsi i coefficienti di
cosw¥ e sinwd, ossia che ¢, deve essere perpendicolare sia a & che a j.
Sara percid lecito di assumerlo in ogni caso sotto la forma

ok,
ritenendo a positivo e il vettore

(5.7) k== A\J),
anch’ esso unitario.

Annali di Matematica. Serie IV, Tomo VII. 26
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La precedente equazione si riduce con cio a

1
E—l—aﬁ:l,

da cui, in base alla (5.6) e alle speéiﬁcazioni a >0, ¢ acuto,
4@ =Co0s ¢
senza ambiguita.
In definitiva
(5.8) t = sin ¢ (¢ cos w¥ 4- j sin w¥) 4 k& cos ¢.

Per caratterizzare geometricamente le curve I' il cui versore tangen-
ziale ¢ ha codesta espressione, giova far intervenire un piano fisso y paral-
lelo ai due vettori costanti 7, j, e quindi perpendicolare a %; e associare
alla considerazione di una I' quella della sua proiezione I'* su .

Intanto I’inclinazione della stessa I', ossia d’ogni sua tangente ¢ su & ¢é
costante ed eguale a ¢, perché dalla (5.8) segue in particolare &>k = cos .

Pure costante ed eguale a ;—cp ¢ quindi 1'inclinazione di ¢ sul piano y,

talché il corrispondente componente di #, cioé ¢ — Kk cosg, ha la lunghezza
costante sin ¢. Ne viene che
e =L

= Simp(t——kcoscp):ocosm&+g sin o

¢ un vettore unitario di x, il quale percido si identifica col versore tangen-
ziale spettante alla proiezione I'* di T.

Se si designano con @* la proiezione del punto generico @ di I' e con
ds* = dssin ¢ quella dell’arco elementare ds, si ha, per definire la curva T*,
I’ equazione

agQ*

F:t*:icosw& + J sin o,

ossia, ove si sostituisca dscos ¢ a ds* e si integri rispetto ad s, contando gli
archi a partire da P,, risulta

8 8
(5.9) Q*= P, + sin ¢ - i|cos wd¥ - ds + sin ¢ - j|sin 0¥ - ds.
0 0
oy s . . aq .
Dopo cid si riprende la (5.8) in cui t:E’ Q rappresentando il punto
generico di I'. Integriamo qui pure a partire da P,, e avremo, attesa la (5.8),
(5.10) Q=Q*+ kcosgp-s,
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la quale mostra che si tratta di una curva appartenente al cilindro retto di
base I'* colle generatrici parallele a %, e precisamente di un’elica, poiché la
curva incontra le generatrici (supposte orientate nel verso di &) sotto 1'angolo
costante (ed acuto) ¢.

Affinché tale elica risulti, nel modo voluto, osculatrice alla C in P,, sara
evidentemente necessario e sufficiente che il relativo triedro principale in P,
coincida con quello di €, la curvatura ¢(s) della I', o, cio che & lo stesso,
della T'* soddisfacendo alle condizioni iniziali (4.3) di eguaglianza in P, di ¢
e Z—g coi valori spettanti alla C.

Indichiamo, per maggior chiarezza, con t,, n,, 0, i versori della tan-
gente, normale principale e binormale a C in P,.

Ai primi due devouno ridursi per s=0 le determinazioni (5.8) e (5.h) dei
versori ¢ ed n di I'. Si ha pertanto, ricordando che & si annulla con s,

I

"’0
t,

7
ising + Kk cos o,

1

cul va associata la
b, =1t, \ ny=(isin ¢ + k cos ) \ J.

Siccome a priori & pud essere i A\ j ovvero — i /\ j, cosi bisogna con-
templare entrambe le eventualita, il che da
b, = 7=(i cos ¢ — E sin o).

Risultano cosl tre equazioni in 4, j, K, che risolute rispetto a questi tre
versori, assumono 1’ aspetto

‘ )
(6.11) J=
? k=1t,cos ¢t b,sin o,
dove, ben si intende, vanno presi insieme i segni superiori o gli inferiori.
La terza equazione ci mostra che esistono, in ogni punto P, (generale,
nel quale cioé non si annullano ne la curvatura, né la forsione) due dire-
zioni B per le generatrici del cilindro cui appartiene una qualsiasi elica
osculatrice in P;. Entrambe queste direzioni stanno nel piano rettificante
t,, by, e sono inclinate su #;, nell’uno e nell’altro verse, dell’ angolo acuto ¢,

legato al rapporto Z—" dalla relazione (5.1), ossia

0
%!
— = ¢cot o.
| ¢ ?
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Fissato il versore Xk, rimangono univocamente individuati ¢ e j, e quindi
I"elica I, in corrispondenza ad ogni c¢(s), che verifichi le condizioni iniziali
pit volte richiamate.

Scelta ¢(s) e con essa la base T'* del cilindro, per es. di uno dei tipi
studiati ai nn. 2-4, si hanno in conformitd, per ogni punto P, due eliche
osculatrici nel senso voluto (cioé aventi con C un contatto tripunto). Tali
T
2
cilindri essenzialmente distinti; riescono perd entrambe o destre o sinistre,
avendo in P, la stessa curvatura ¢, e la stessa torsione t,; in modo preciso
sono destre per t, << 0, sinistre nel caso opposto (*).

eliche, finché ¢ & un vero angolo acuto (cioé >0e < ), appartengono a

Nel caso limite q;:—T-c (t,=0) le due eliche degenerano entrambe nella
2 0

sezione retta I'*, cido che potevasi ben prevedere, associando al § 2 1 osser-
vazione finale del § 1, e del resto appariva gia dalla (5.10), la quale, per

= g, da appunto Q = Q*.

6. I' gobbe algebriche. — Per una curva C gobba che in P, abbia tor-
sione t, nulla si possono ripetere le considerazioni del § 3; basta evidente-
mente sostituire alla C la sua proiezione sul piano osculatore in P,. A noi
basterd pertanto studiare il caso t,3=0, cioé il caso in cui i quattro punti
P,, P, P", P” non sono complanari. Noi dobbiamo costruire una curva
algebrica di grado minimo che passi per questi quattro punti. Poiché le curve
di secondo grado sono curve piane, noi dovremo ricorrere a curve di 3° grado,
cio¢ a cubiche sghembe. Una tale cubica si pud, come & noto, rappresentare
in co® modi dando ciascuna delle quattro coordinate omogenee di un suo punto
come uguale (o proporzionale) a un polinomio omogeneo di 3° grado in due
parametri u, v, ciog, in coordinate cartesiane ponendo

q,(u, v) 25(1, v) 95(%, v)
6.1 X = —— —_ 3=
&b T T T e R
ove:
6.2) q{u, v) = b;,u® + 3b,,u*v 4 3b;,uv® 4 b, VP, (b, = cost.).

I dati del nostro problema non bastano per individuare tutti i coefficienti .

Dovremo, come nel caso piano, ricorrere a qualche ipotesi specialmente sem-
) p y q p

plice per ottenere una I', quanto pitt semplice possibile. Se cominciamo dal

(1) Cfr. p. es. LEVI-CIvITA e AMALDI, Lezioni di Meccanica razionale, Vol. I (seconda
ediz., Bologna, Zanichelli, 1929). p. 70.
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generalizzare le parabole studiate al § 4 per il caso piano, noi comincieremo
- dal considerare quelle cubiche, per cui il piano all’ cc & piano osculatore. Per
queste cubiche il polinomio ¢, sard un cubo perfetto; e noi, con una trasfor-
mazione lineare intera omogenea sulle u, v, potremo rendere
(6.3) q, = 0%

Sara allora
(6.4) x=q,(10,1), y=gqyw, 1), z= q,(e0, 1),

=3

E il parametro w sara determinato a meno di una trasformazione lineare

intera (w' = Aw -+ p con A, p costanti).

Questo premesso, ritorniamo alla curva C, scegliendo come assi carte-
siani @, y, 3, la tangente, la normale principale e la binormale in P,. Lo
sviluppo (1.4).diventera : '

/ c? 5
x:s—gs -+ . & pOStO
2 3 c=¢ T="T
65 —_ _g_ o e 0 0
(6.5) y=c5+c e+ e
ct c:(d_s)
\ g = €s3+ 0
da cui si deduce:
{ c 5, . C .
(6.6)
s=—STat 4
=—=%

Si potrebbero trovare altri sviluppi analoghi ai precedenti, ove s oppure x
hanno 1’ ufficio di parametri, che si annullano nel punto considerato. Il piu gene-
rale di tali sviluppi si otterrd assumendo come nuovo parametro un parametro ¢
tale che:

6.7) s=at + bt* +dt* + ...
(@, b, d =cost.; a==0).
Si avra allora

, 2,3
v o= at + bt* + (d — %l)t" + ..
/3
(6.8) Y= g a*t® 4 (cg -+ cab)ﬁ -+ ...
Z = —%Eoﬁﬁ -+ ...
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Se noi trascuriamo i termini (indicati con «....») di ordine superiore al terzo,
queste equazioni definiscono una cubica I' iperosculatrice in P(wx=s=—¢t=0)
alla C ed osculatrice al piano all’infinito nel punto improprio V definito dalle
cta® c'a®

cT .
i 4cab: — —a’.

Byg=d——i 6

Questo punto & il vertice di un cilindro parabolico su cui giace la cubica.
Dato I’intorno di P,, e il punto V, ne sono determinati anche i rapporti

d b
E;; ('727
e quindi la precedente cubica I' & perfettamente individuata (come si rico-
nosce, assumendo af come nuovo parametro al posto del parametro f).
Per determinare una delle nostre cubiche, basterd quindi scegliere nel
modo piu semplice il suo punto improprio V. Una scelta semplicissima é p. es.
quella definita dalle:

che equivale ad assumere {— .
La cubica corrispondente
,
w:y:z:l:uv*":gu”v +% ud: —%1 u®: v
oscula il piano all’infinito in un punio V del piano normale x =0, ed ivi
é tangente a questo piano. ,

Queste proprietad (insieme a quella di essere iperosculatrice alla curva C '
nel punto P,) determinano completamente tale cubica T.

Noi abbiamo determinato cosi anche un cilindro contenente la cubica e
quindi anche i quattro punti P,, P’, P”, P" infinitamente vicini. Per questi
quattro punti passa anche una sfera. La intersezione di tale cilindro e di
questa sfera da una nuova risoluzione del problema mediante una curva che
perd non €& di ordine minimo (¢ di quarto grado). La sfera testé considerata
permette anche un’altra risoluzione del problema inediante quartiche di tipo
assai semplice: le coniche sferiche.

7. T coniche sferiche. — Si chiama conica sferica la intersezione di nna
sfera con un cono avente il centro di questa come vertice. Si trattera poi di
scegliere una conica sferica passante per i quattro punti P P’'P"P" infinita-
mente vicini posti sulla sfera, o, se si vuole, iperosculatrice ad una curva C
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sferica in un suo punto P, (*). Cambiando gli assi coordinati, usati al § 6 sup-
poniamo che a®>+y®+2*=1 sia |'equazione della sfera; la curva C (sferica)
sia definita dando le @, y, 2 in funzione di un parametro. Se questo &1’ arco s
della stessa curva, si hanno evidentemente le equazioni:

Sw* =8Sx”*=1; Sxx'= Sx'x"=0
Sxa” 4+ 1 = Sx'x" + Sx"? =0,
donde
S’ + x)ye =0, Sxx"” =0
ove
Sx? = x® + y* + 3%, ecc.

Il quadrato ¢* del determinante delle z, &', £” vale Sx"* — 1 ed & dif-
ferente da zero, se noi escludiamo le curve C che hanno un flesso in P, (che
sono incontrate dal cerchio massimo tangente in P, in tre punti infinitamente
vicini). Lasciamo senz altro al lettore 1’esame di questo caso. Posto dunque

Sy =1+¢?
ne traggiamo, derivando:

’

Sa'x" = cc'.
Da queste equazioni deduciamo facilmente

"

"= —(c*+ )&’ +g (x+ ") ®.

e analoghe in ¢, 2.

Scegliamo ora gli assi in modo che P, sia il punto (0, O, 1), che y =0
sia il cerchio massimo tangente a C in P,, cosicché in P, si abbia o'=1,
y' =0, 3'=0. Dalle

Sxa" +1=8Sx'x" =0
si trarrd che in P, é
: x'=0, y'=¢, F"=-—1,

(!) Se la curva data non fosse sferica, noi le sostituiremmo la curva sferica iperoscu-
latrice.

(?) Infatti i punti (x, ¥, ), (x, 8, v) e (€ W, §) ove
a=u, b=y, v=2; E=x+a",ey=y+y", c{=2+2"
sono i vertici di un triangolo sferico trirettangolo. Si ha
o« =a, o/ =c§ —x (e analoghe in y, 2).

Se ne deduce §' = — cx e analoghe.
Da queste formole (che potremmo chiamare le formole di FRENET sulla sfera) si deduce
tosto la formola del testo.
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e per la formola precedente che & anche
ml" — (02 + l)’ y’ll — GI, zlll . 0.

Una conica sferica é determinata da un’equazione omogenea di 2° grado
in «, y, 2. Se tale conica deve contenere il punto P, ed ivi essere tangente
alla C si riconosce, come nel caso analogo del piano, che essa avra una equa-
zione del tipo

2yz = b,,5%6* + 2b,,0y + b,, .

Ora, dai valori iniziali sopra calcolati, si trae che per un intorno di P,

sulla curva C valgono gli sviluppi:

dove sono trascurati i termini di grado uguale o maggiore di 4.
Se ne deduce che:

— = p? g 3
2ac +6£U -+
2
=1
2+

(trascurando i termini di grado =4 nella ). Ora dalla equazione della conica
considerata (unita alla Sw*=1) si trae nel punto x =y =0, 2 =1
1

3 b0, .

1
y:—ébux? +

2

Come nel caso del piano la condizione di iperosculazione per la curva C
e per tale conica determina (nell’ipotesi ¢g=0) i coefficienti b,, e b,,, la-
sciando b,, arbitrario. Una semplicissima determinazione di b,, si ottiene, come
nel caso del piano, imponendo che b,,b,, — b}, =0.

Il semplice significato geometrico di questa condizione & che la conica
sia tangente al cerchio massimo z =20, cioé al cerchio polare del punio P,
(cerchio che corrisponde pertanto alla retta all’infinito da noi considerata nel
caso piano: in tale caso noi avevamo infatti parlato di parabole, cioé di
coniche tangenti alla retta all’infinito).
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8. I' cubiche cicliche. — Invece di generalizzare le parabole, avremmo
potuto generalizzare i cerchi, cio® le coniche contenenti due punti ciclici.
Daremo qui un breve cenno di tale nuova soluzione del nostro problema. Noi
cercheremo di scegliere a curve I' curve del minimo grado possibile, cioé
cubiche, le quali incontrino il piano all’infinito in tre punti A, B, B, suppo-
nendo che B, B siano ciclici (immaginarii coniugati per curve reali) e che la
direzione definita dal punto (improprio) A e la giacitura BB’ siano normali
(che cioé A sia il polo di BB rispetto all’assoluto). Con le notazioni del § 6
noi potremmo rappresentare tale cubica con le (6.1) supponendo scelto il
parametro w=wu:v in guisa che ai tre punti 4, B, B’ corrispondano i va-
lori 0, &= di tale parametro, in altre parole supponendo

Qo = U(u® + 0%).

I punti B, B’ per cui »:v===17 dovranno giacere sulla conica assoluto;
il punto A per cui v =0 dovra essere il polo della retta BB’ rispetto a tale
conica.

Ma, per sviluppare i calcoli relativi, preferiamo servirci invece della
seguente osservazione del prof. FANo. Il cono che proietta tale cubica da A
é un cilindro H di rotazione; il cono che la proietta da P, é un cono pas-
sante per B, B, che quindi é tagliato secondo cerchi dai piani che tagliano
secondo cerchi il cilindro H.

Se x,, y,, %, sono proporzionali ai coseni direttori della direzione A, il
cilindro H avra un’ equazione

[ = Sx}Sx* — (Swx,)* + & + py +vz +p =0,
ove A, b, v soddisfano alla
Sk, = e, + py, + vz, =0.

Supponiamo che il triedro coordinato sia, come al § 6, il triedro princi-
pale della curva in P,.
Esprimendo che in P,

F= W _ET__ AT
dr ™ dot™ do?

e ricordando le (6.6), troviamo che:

e=0, 1=0, cp 2y +2)=0
pe’ — ver = 6¢x, Y,

4 s di Mat tica, Serie IV, Tomo VII.
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Sostituendo i valori che se ne traggono per A, p, v nella Six, =0, si
trova (posto r:%):
(8-1) (yi + Zi)(r':yi - 7"21) =+ 3w1y1g1 =0.

Scelte x,, y,, 3, (soddisfacenti a questa equazione cubica), resta determi-
nato uno dei cilindri rotondi passanti per i quattro punti (infinitamente vicini)
qui considerati.

Consideriamo ora i coni quadrici con vertice nell’ origine P,. Essi avranno
un’ equazione

Ax® + By* + Cz* 4+ 2ayz + 2bxz + 2yxy = O.

Imponendo a uno di essi di passare per i punti improprii A(x,, ¥,, 2,
e B, B(z,x, 7=y, 2,y, £ px,; — xF — ), ove & posto p* = — Sz}, troviamo

(B— 4 — Cy¥;+(A — B— C)y; — 4yx,y, =0,
xf(_ ax, + by4 +Yz1) -+ y?(—‘ ax, + byl - Y'zl) -+ (B - A)xiylzi = 07

oltre alle altre quattro equazioni che si ottengono da queste rotando le x, y, 2
(queste sei equazioni equivalgono naturalmente a tre equazioni distinte).
Esprimendo che tale cono contiene i quattro soliti pnnti infinitamente
vicini si trova che:
A=y =3Bc*—4bct=0.

Eliminando i coefficienti 4, B, C ecc. tra queste equazioni e le prece-
denti si trova

(8.2) 3¢z (] + ¥)) + 21, (i + 2) =0 (V).

Noi abbiamo cosi trovato sul piano improprio le due cubiche (8.1) e (8.2).
Ciascuna delle loro intersezioni da una delle nostre T' cjcliche: si riconosce

perd che, nonostante la semplicitd concettuale, questo metodo &, a lato pratico,
il meno semplice di tutti.

9. Una osservazione del prof. W. Blaschke a proposito del problema
precedente. — Non tutte le curve che si sono trovate nei paragrafi prece-
denti sono del tutto elementari. B dunque forse permesso di porre la questione
in un modo un pochino differente: Dafo I’ elemento di terz’ ordine d’ una
curva, trovare una figura geometrica composta di punti e di rette inva-
riantemente legata coll’ elemento di terz’ ordine e caratteristica per questo.

(!) Lasciamo al lettore il facilissimo studio dei casi in cui qualcuna delle «;, ¥, #; & nulla.
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Nel piano si ottiene ana tale figura per esempio nel modo seguente.

Prendiamo il punto P, della nostra curva, il rispettivo centro P, della
evoluta e il centro P, della evoluta di questa evoluta. La figura composta
da P,, la tangente passante per P, e il centro P, della « seconda curvatura »
caratterizza ovviamente |’ elemento del terz’ ordine nel modo desi-
derato e dipende da b costanti. B V4

Invece di considerare P,, si pud anche considerare il punto O
nel quale si proietta P, su PP, ortogonalmente. O & il polo
(punto asintotico) dell’ unica spirale logaritmica, che contiene il
nostro elemento di terz’ ordine.

Nel caso dello spazio a tre dimensioni si pud precedere nel 2z,
modo seguente. Dato 1’elemento di terz’ ordine esiste una sola
direzione facente gli stessi angoli colle tre tangenti successive dell’ elemento.
Proiettando I’ elemento in questa direzione su un piano ortogonale si ottiene
un elemento di terz ordine d’una curva piana. Sia O il punto asintotico della
spirale logaritmica, che passa per questo elemento. Consideriamo la figura
seguente: Il punto P, dell’ elemento dato, la sua tangente ¢ e la retta 7 che
passa per O e fa angoli uguali colle tre tangenti successive. Questa figura
dipende da 9 costanti e risolve la nostra questione, Anche qui si pud consi-
derare la spirale conica che tocca ¢ in P, e ha I’asse »* e che passa per |’ ele-
mento dato di terz’ ordine.

Esiste dunque nel caso del piano e nel caso dello spazio una sola tra-
sformazione puntuale infinitesima che conserva le lunghezze a meno di un
fattore (similitudine), cosi che l’elemento dato appartenga ad una curva tra-
sformata in sé stessa dal gruppo generato da questa trasformazione.

Un’ altra caratterizzazione geometrica dell’ elemento di terz’ ordine d’una
curva piana dovuta al prof. G. THOMSEN ed invariantiva rispetto al gruppo
delle inversioni (gruppo di MOEBIUS) si trova nel § 24 del 3° volume della
Geometria differenziale di W. BLASCHKE (Berlin, J. Springer, 1929).

0
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Una trasformazione delle congruenze cicliche.

Memoria di PasQquaLe CarLapso (a Messina).

Santo. - In questa Memoria é stabilita una trasformazione di wna data congruenza ciclica (G)
in una nuova congruenza ciclica (G,), attraverso un sistema di cingue sfere a due a due
ortogonali. I’ equazione di LAPLACE per i parametri dirvettori della retta G, é 1 aggiunta
d@i quella relativa a (G). La (G,) é generale se tale é la (G).

Nel presente lavoro & stabilita una trasformazione delle congruenze ci-
cliche, che si riassume nel seguente teorema :

Sia (A) una’ sfera dipendente da due parametri; P e P' i punti in cui
la sfera tocca il suo inviluppo, e si supponga che sulle superficie (Z) e (X)
descritte dai punti P e P’ si corrispondano le linee di curvatura. Si sa che
i piani tangenti alla sfera net punti P e P’ si tagliano secondo wuna 1etta
che genera una congruenza ciclica (G).

Siano R ed S © fuochi del raggio G e si costruiscano le sfere coi centri
in R ed S passanti per P; queste due sfere (R), (S) »isultano ortogonali alla
sfera (A) ed ortogonali tra loro,

Sia (A') una sfera ortogonale alle sfere (A), (R), (S) e tale che sulla
superficie, luogo del centro A’ le linee corrispondenti alle linee di curva-
tura di (8) formino una rete armonica a (G).

Sia infine (A”) la sfera ortogonale alle sfere (A), (R), (S), (A"); se

1 1 1

sono ¢ raggi delle sfere (A'), (A"), (A), le funzioni X, Y, Z sono le coordi-
nate della direzione di una retla che genera una nuova congruenza Ci-
clica (&,). :

Ho chiamato (G,) la congruenza aggiunta di (&), perché 1’ equazione di
LAPLACE a cui soddisfano X, Y, Z & I’aggiunta di quella a cui soddisfano le
quantitd analoghe relative a (G).

La trasformazione stabilita si presta ad ulteriori ricerche, che sarauno
da me sviluppate in un prossimo lavoro.
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§ 1. Le sfere (4), (R), (S) e la congruenza (G).

1. Per una superficie (Z), che riferiamo alle linee di curvatura, adottiamo
le consuete notazioni; e cioé indichiamo con:
x, Y, % le coordinate del punto P che genera (X);
X,, Y., Z. i coseni direttori degli spigoli del triedro principale nel
punto P;
Edw® + Gdv*, Ddu® 4 D"dv* la prima e seconda forma fondamentale,
Sono note le equazioni fondamentali

o — owr =

5. =VEX, 5 =VGx,

30X, 1 3VE D 3X, 1 V@

B yG e TVES e oy aw
W X, 1 VEL 8K, 1 VG, D

u NG v v @ VE m TTygov

ox, D oX, D

=— =4, "'=——:X27
ou VE o VG

le cui conseguenze differenziali (equazioni di Copazzi e di GaAuss) sono

3(D’"\_ D 1 3VG

(2) \val T VEVE o’
u\VaG VEVE
(1 3VE (1 ava D D
a@(ﬁ“a?)“‘@(ﬁ‘a&‘)"“ﬁﬁ“o

2. Operiamo una trasformazione di RiBAUCOUR della superficie (Z) in una
nuova superficie (2; sulle superficie () e (') si corrispondono le linee di
curvatura ed esse sono focali di un inviluppo di sfere.

Il passaggio da (Z) a (2') si immagina qui effettuato” col procedimento
da me esposto nella Memoria: Inforno agl’inviluppi di sfere sulle cui focali
sé corrispondono le linee di curvatura (« Annali di Matematica », Tomo XXVI
della serie III, pag. 151 e seguenti), che richiamiamo brevemente.

Si assuma un sistema di funzioni

Aop ow, b, o @ Q

b
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soddisfacenti alle equazioni differenziali

A__130\E D - 5 OA_ 13VG
- vg e "TyEY " W VE ou b
1 3VE, 3 1 3VG D"
@_V_a a’() 1, —a—v—— \’E au l-f—v—au)"i-”lg
ow D ow D"

ou VE ov VG

C)

0'_)\ I G___p’ el
@_q_)(cp_cxz), =5 @—VE)

3 __ 1 3VE, ®_ 1 3VE
— = —— 2, — = —
v VG W ou VE u

con la relazione
4) A 4 P+ w? = 2mdo,

in cui m €& una costante arbitraria diversa da zero; se ne deducono le coor-
dinate del punto ehe descrive (X') espresse dalle formole

1
) X, =X — %()\X, + pX, + wX,).

Da queste, osservando le (1) e le (3) si ricava

©) i b )
o=l %+ (g — e s - vE)

donde si traggono gli elementi della superficie trasformata sotto la forma

o), Vo)
(7) ) i)l__ o ‘D dw D ” D" Qw ,
VE, (—+W) VG, ( clw)()

E questo il modo pili generale per formare un inviluppo di sfere sulle

(*) Le quantitd ¢, ¢ rappresentano I'unitd positiva o negativa, in guisa che le espres-
sioni di VE,, \/G 1lsu1tm0 positive,
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cui focali si corrispondono le linee di curvatura; le coordinate del centro
della sfera (A) sono

@) xozw—ixa,
10

ed il raggio &

1_ ¢
@) Z=w
3. Richiamate dalla mia citata Memoria queste generalitd, passiamo alla
formazione degli altri elementi che interessano qui.
Un punto qualunque della tangente alla linea » della superficie (2') ha le
coordinate della forma

1 A? A Aw
X — Ea ()\X‘ -+ [J.X2 —l—?l)Xs) -+ t[(mq)o_ — ].)}(l +’i;4)—0' X2 +- m }(3 y
per t:% si ha semplicemente
(10) x — %X”

ed il punto appartiene anche alla tangente alla linea v delle superficie X;
dunque le tangenti alla linea v delle due focali nei punti corrispondenti P
e P’ si tagliano nel punto R, le cui coordinate sono le (10); similmente le
tangenti alle linee u si tagliano nel punto S di coordinate

¢
11 — 2 X,;
(11) =X

lo retta RS risulta percid intersezione di due reti ortogonali e se ne con-
clude che RS descrive una congruenza ciclica (G).

4. Vogliamo formare 1’ equazione di LAPLACE a cui soddisfano i parametri
direttori di questa retta.
Se poniamo

. A
(12) =y 1=y
come parametri dirvettori della retta possiamo assumere
X, X
13 X'=2 -2,
(13) E
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Per il calcolo delle derivate di queste funzioni conviene anzitutto prepa-

rare le espressioni di g—i‘e g%, che si ottengono dalle (12) osservando le (3);
si ha:
% _ 1 V@ w5 om_ 1 3VE
(14) 55—\/—@—374—71—5‘0\/(}, VG 90 E—EVE;
donde successivamente
0 X,
2_&_71_ —E‘Y)VGXN
(15) ov ov
2 X, —
?&ﬁ—-ﬁ=—@wm,
% *X 197 g 1 o€ %k
23—u%—nauav v 3@48ng t¥ € auavX
M kX, X, (i v ) X, X,
(16) T EOuov | ou ov X, W w’
LR 1 9 9 12en 9y
X, 50—030 E@% I ¥2) SuX n u v X,
JENEK EL_(E )oK,
ndv 0w ' v du X, X)) v ou’

Ci6 premesso deriviamo le (16), ed abbiamo

W_Eau B2 Qu nau 7z o’
laX' 18X, X, % 13X, X,3

s oX’ 19X, X, 13X, X, 9y
(a7

E v o 7 v 280

infine derivando la prima di queste rispetto a v, ed osservando le (13), (16), (17)
otteniamo 1’ equazione richiesta sotto la forma :

(18) {)ﬁ—_l&?&_leﬂa_x’_._(_l_ag 137\
duwdv™  EOv du  mou v du\Eaw) " dv\ndu

Questa equazione & 1’ aggiunta dell’ altra

0 103630 1300

19 5udv  Edodu T 1 3u

dunque : ¢ parametri direttori della retta (G) soddisfano all’equazione ag-
giunta di (19).

Annali di Matemalica, Serie IV, Tomo VII. 28
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§ 2. 11 sistema delle cinque sfere a due a due ortogonali.

5. Abbiamo precedentemente considerato tre sfere a due a due ortogo-
nali, e cioé:
la sfera (A), di centro

e di raggio
1_4.
Z  w’
la sfera (R), di centro
x— % X,,
e di raggio
1_ 9,
=2
la sfera (S), di centro
x© — Xz)
e di raggio
1_¢
o

Vogliamo ora determinare una quarta sfera ortogonale alle precedenti,
con la condiziono che il suo centro descriva una rete armonica a (@)

Chiamiamo (4’) questa sfera, indichiamo con x,, ¥,, 2, il suo centro e
con R il raggio; le condizioni di ortogonalitd richieste si traducono nelle
equazioni

R = 3w, —a) +2 % S, — )X,
R* =3, —x) + 2 % (e, —x)X,,
R* = 3(w, — m) +2 % S, — 2K,

che risolute danno
(20) 2, =2 + p(AX, + pX, +wXy),
(21) R® = p* . 2mio + 2¢p,

essendo p un fattore di proporzionalita.
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Rimane ancora da esprimere che il punto (x, ¥, 2,) descrive una rete
armonica a (G).
A tale scopo deriviamo la (20), osservando sempre le (1) e le (3); abbiamo

ox,
ou

- ?
=VEX, + a_i (AX, + pX, +wX,) + pm®X,,

donde risulta che un punto della tangente alla linea v della superficie de-
scritta dal punto (x,) ha le coordinate

—. 2
(22) @+ p(X, 4 pX, +wX,) + | VEX, + 52‘ (X, + pX, +wX,) + pm®X, |;

ma, dovendo questa passare per il fuoco R della retta G, dobbiamo disporre
di p e ¢ in guisa che le (22) si riducano alle (10); epperd si dovrd avere

p+t%—0, t(\/E'_—{-pnuI))—_——i

ou A’
ed eliminando ¢ si trova
¢ 3_9__1 /) —
(23) Fam o VEX = m®x,

Analogamente dovendo la tangente alla linea u passare per il fuoco S si
trova '
v 1,5
(24) P—za—v—;\/szmﬁp..
Occorre integrare il sistema in p (23) e (24).
Allo scopo teniamo presenti le (3), per il che le precedenti si possono
scrivere

$o%  10p__ (mdo)

p*du  pou ou
¢ I 199 _ o(mo) .

9 - )

e*dv pou v

’

se ne deduce integrando

02
25 _¢ = mgo — -
essendo ¢ una costante arbitraria, ossia

(26) — 2
¢ 2mds — ¢*’
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220 P. Cavaprso: Una trasformazione delle congruenze cicliche

dopo di che la (21) da

. 2¢
6. Importa notare che sulla superficie descritta dal punto («,’) le linee u, v

sono coniugate,

’

Infatti dopo il valore di p, ora determinato, la espressione di 3,

% prende
la forma
ox, ¢ %
™ p)\auX + (XX + pX, +wX)),

€ ne segue

9 (x,\ 9 (1 ¢
. sal's)=ale) (= =3 %)
D’ altra parte se si cangia il valore della costante ¢ e si chiamano .,

Y,", 3, le coordinate del nuovo centro e con g’ la quantitda analoga a p, si
avrad parimenti

9 (x,\ _ 9 (1 ]
e i) =ale) (o =3%)
ed introdncendo un fattore A di proporzionalitd si pud scrivere
0 fx)” 52 0 wo
du\ ¢ du !
9 (1 2 /1
\@Q-%ﬂﬁ
. oc " —1 9 (mo’
s o v
i(i _13(1)
ov\p' )~ dw\p)

”

Similmente si trova

VT A T A PR .
Ed ora se da queste si elimina —P"T, = ~p"7, 7 risulta che le quantita

e

soddisfano ad una stessa equazione di LAPLACE, e rimane stabilita la propo-
sizione,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



P. Cavnarso: Una trasformazione delle congruenze cicliche 221

7. Infine costruiamo una quinta sfera (A”) ortogonale a tutte le sfere
precedenti; 1’ ortogonalitd alle sfere (4), (R), (S) da intanto per il centro ed
il raggio di (4”) le espressioni

2, = x + ¢'AX, + p X, +wX)),
R* =" - 2mio + 207,

e 1'ortogonalitad di (4') ed (A”) si traduce nella relazione

l+l,—|—2mc=0.
2

Osservando la (26), si ricava il valore di g, e cioé:

(— 2%
e= 2ms 4 ¢*’

ed in conseguenza si ottiene il valore del raggio sotto la forma

2icd

%0 B == e+ o

G=V—1).

Poiché le formole relative alla sfera (4”) non differiscono da quelle rela-
tive ad (4') che per lo scambio di ¢ in éc, & cbiaro che (come per (4") il
centro A” descrive una rete armonica a (G).

§ 3. La econgruenza aggiunta.

8. I risultati ottenuti nei paragrafi precedenti vengono completati dal se-
guente teorema:

Sia (A) una sfera dipendente da due parametri; P e P’ i puniti in cui
la sfera tocca il suo inviluppo ; (2) e (X') le superficie descritte da P e P’
su cui, per ipolesi, si corrispondono le linee di curvatura ; si sa che U in-
tersezione dei piani tangenti alla sfera nei punti P e P’ genera una con-
gruenza ciclica (G).

Siano R ed S i fuochi del raggio G; (R), (S) le sfere coi centri nei detti
fuochi e passanii per P; queste sfere risultano ortogonali alla (A) e orto-
gonali fra loro.

Sia (A') una sfera ortogonale alle sfere (A), (R), (S) e tale che sulla
superficie, luogo del centro A', le linee corrispondenti alle linee di curva-
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222 4 P. Cauarso: Una trasformazione delle congruenze cicliche

tura di 2 formino una rete armonica a (G). Sia (A”) una sfera ortogonale
a tutte le sfere precedenti. Se

1 1 1

}—(7 ?7 ?;
sono ¢ raggi delle sfere (A'), (A”), (A) le funzioni X, Y, Z sono i parametri
direttori di una retta che genera una nuova congruenza ciclica (G)).

Questo teorema discende subito dalle formole precedenti; infatti per

la (9), (27) e (30) si ha

mao C NEitie] C w

e poiché (come risulta da un calcolo facile) le funzioni o Y soddistano

1
L
la (19), a questa stessa soddisfano X, Y, Z; di pia osservando la (4) e le
espressioni (12) di &, 7 si trova ‘

(32) XP+Y+ 22+ 8+ 0*=0,
e si conclude appunto che X, Y, Z sono i parametri direttori di una nuova
congruenza ciclica (G,).

Chiamiamo (G,) la congruenza aggiunta di (G), perché 1’ equazione di
LAPLACE a cui soddisfano le coordinate dalla direzione della retta G, & 1’ ag-
giunta di quella a cui soddisfano le coordinate della direzione di G.

9. Ma la circostanza che merita essere rilevata & che wna qualunque
congruenza ciclica é sempre interpretabile come congruenza aggiunta per
un conveniente inviluppo di sfere con focali corrispondentisi per linee di
curvatura.

Ossia in termini analitici:

Se le funzioni

917 027 637 E’ n
soddisfano le equazioni
%0,  10E230, 109y,
(33) @%—E%@’*—Ea—u%; (r=1, 2, 3),
(34) 02 + & + n® = 2mb,9,, (m = cost.),
ponendo
1 w
6‘:0, 92=—, 93:——,
35) ¢ ¢
A B
E=+, =+
¢’ ¢’
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le A, 1, w, ¥, 6 sono funzioni trasformatrici per un conveniente inviluppo
di sfere.
Infatti nella presente ipotesi sl ponga

VEo_L® e 1w,
(35) £0, du 79, v

D _ % 20) D _ 6 908

VE &9,0u\b) vag 19,90\0,)

per le (33) queste funzioni soddisfano le equazioni di CopAZzI; di piu se espri-
miamo che la 8, tratta dalla (34) soddisfa la (33), risulta anche verificata 1’equa-
zione di GAUSS; dunque esiste una superficie () avente gli elementi fonda-
mentali (36).

Similmente esiste una superficie (&) avente gli elementi fondamentali

18, =

Vb:e g—ela;,

(37) ” 2
D! J— Dl —_ 63 8

. 02 9 (6 0,
—===¢ ——3‘_"_‘, — =& —V— ~\5l
VE, g0, 9u \8,) V@, 70, 9v \0,
Ed ora dimostriamo che partendo dalla superficie (£) ed operando la trasfor-
mazione di RIBAUCOUR definita dalle funzioni trasformatrici (35) si ottiene la (X').

Per lo scopo risolviamo le (35) in modo da avere le funzioni trasforma-
trici, e cioé

— _1 _% _&8 _ 7.
6—04, 4)—9—2, w—'g;’ X—O:’ P—E’
tenendo presenti le (33) e (36) troviamo facilmente
v ¥ _vE
@—VE% 3 — VG,
w_ _ D, w__ D
A _ L 3VG a1 AVE,

W VE u "V T VG

Poscia introduciamo le funzioni @ ed Q colle formole

oA 1 3VE D
%:—1—37p+—%w +7nq))
dp 1 VG D"

| = vE o  Tygrt"®
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ed osservando che la (34) si pud scrivere

(40) A+ 4+ w? = 2mdo,
deduciamo
/ g_u-:% (@ —oVE),
(41) 3
S_Pio_ A
%= (Q—oVE).

Infine le (37) danno

VE=¢(7-VE) va=¢(3-Va)
D oD 00) DD o
VE, VE 3] V@, VG o)

e confrontando cen le (7) rimane stabilita la proposizione.
La considerazione della congruenza aggiunta si presta ad ulteriori ri-
cerche, che saranno da me sviluppate in un prossimo lavoro.
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Invilappi di sfere sulle cui focali si corrispondono le linee

di curvatura e le linee asintotiche.

Memoria di PAsQUALE CaLAPso (a Messina).

Sunto. - In questa Memoria vengono formati gl inviluppi di sfere, sulle cui focali si corrispon-
dono le linee di curvatura e le linee asintotiche, con la considerazione della congruenza
aggiunta ; ¢l problema é ridotto ad un sistema di CAUCHY e la soluzione generale dipende
da quattro funzioni arbitrarie di una sola variabile.

Lo scopo della presente Nota & la formazione degl inviluppi di sfere sulle
cui focali si corrispondono le linee di curvatura e le linee asintotiche (*).

Si conoscono soluzioni particolari del problema; le trasformazioni di
RiBAUCOUR di una superficie a curvatura totale costante in un’altra tale
superficie, e le trasformazioni di RIBAUCOUR di una superficie minima in su-
perficie minima, danno luogo ad inviluppi di sfere del tipo richiesto. Ma
rimane la questione se gli esempi citati esauriscano o no la soluzione, ed in
ogni caso occorre decidere del grado di generalitd del problema.

Si sa che se (G) & una congruenza ciclica e (2), (') sono due superficie orto-
gonali ai circoli del sistema ciclico associato a (&), le due superficie (2) e (T')
sono focali di un inviluppo di sfere che si corrispondono per linee di curva-
tura. La corrispondenza delle asintotiche di (Z) e (') & traducibile in una
condizione nuova per la (G).

Qui ho preferito considerare (Z) e (&) dedotte dalla congruenza aggiunta
di (G); perché, assegnata la congruenza aggiunta, gli elementi di (Z) e (2')
sono costruibili in termini finiti. (Vedasi la mia Memoria precedente: Una
trasformazione delle congruenze cicliche, in questo stesso fascicolo).

Impostata cosl la questione, la corrispondenza delle asintotiche di luogo
ad un’equazione caratteristica per la congruenza aggiunta, che si presta alla
discussione.

Il problema & di quarto ordine.

(!) L’ attenzione sul soggetto mi & stata richiamata dal collega Fusini, del che viva-
mente lo ringrazio.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo VII., . 29
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226 P. Canarso: Imviluppi di sfere sulle cui focali

§ 1. Equazioni fondamentali.

1. In una precedente Mewmoria (Una trasformazione delle congruenze
cicliche, loc. cit.), introducendo un nuovo concetto e cioé¢ della congruenza
aggiunta di una data congruenza ciclica, ho dedotto un nuovo procedimento
pei‘ formare un inviluppo di sfere a falde focali corrispondentisi per iinee di
curvatura.

Il detto procedimento, in termini analitici, é il seguente :

Se le funzioni

0

o, 6

12 2 37 &) 7)

soddisfano le equazgioni differenziali

20, 1330, 190,
M) Sudo — 3o du 7 3u 3 (r=123)
e la relazione finita
2) 0; 4 & + 7* = 2m0,0,, (m = cost.),

esistono due superficie (Z) e (Z') (nelle quali u e v sono i parametri delle
linee di curvatura), individuate rispettivamente dagli elementi fondamen-

tali

= 1 20, — 1 96,
5 VE = &, Su’ VG=— TS
Az_‘ﬁ_i(%) rr_62 (6)
VE &,0ul\b,)’ vg  %6,90\68,)
196 — 1 26
E f— 17_{_, G pa— U |
4) VE =g, 5 VG =e 78, v’
) g) 2,”_s,i§3(g)
VE. 0, 0u\b)” v, =~ 78, 0v\b,)’

Le superficie (Z) e (), collocate convenientemente nello spazio, sono
falde focali di un inviluppo di sfere.

2. Qui vogliamo formare gl’inviluppi di sfere le cui falde si corrispondono
per linee di curvatura e per linee asintotiche.
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Dalle (3) si ha:

R YT W L XY
T80 Qu du \b,/ T 0 0w v \b,
donde
100, 3 (6,
b _&arauls)
D’ 106, 9 (6,
712%8—”(0—3)
Similmente
190,

sicché la condizione della corrispondenza delle asintotiche si traduce nel-
I’ equazione

20, 2 (e) 2, 3 (92)

au 30 \0,) _ u 3u\b,
© 03 (0) 7% 3 by
v 93) v v\,

Il problema proposto & cosi ridotto all’integrazione del sistema (1), (2), (5).

§ 2. Teorema di esistenza.

3. Veniamo ora a discutere 1’ esistenza ed il grado di generalityi dell’in-
tegrale del sistema (1), (2), (D).

Per lo scopo operiamo la trasformazione di variabili
6) w=u, Y=u-+7,

con cui il sistema prende la forma

1—)3_14’—*—7) ov'

2%, 1 & (SB,. 20, (l m 1 27\ 99, 20,
== + 7 ! r?
o du'

0 Eas \ow T 3w

) 6; 4+ &% + n* = 2m0,9,,
3, , 0, ii) 3 (8, 36, 3 (6,
L A TACY I CETAN

(a_et-'._'_a_ez)i(% +i$ _802 ° 62.
o v )|leu' \B,) T (93 3787(6;)
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*0,.
- le

Se deriviamo 1’ ultima di queste rispetto a v e sostituiamo per la P

espressioni date dalla prima, otteniamo un’equazione della forma

a—E,—’-Bﬁﬂ-C:O,

(8) Asyg+Bay

in cui A e B sono espressioni nelle 6, e le derivate prime che un facile
calcolo dimostra non identicamente nulle.
Similmente la seconda da
¥ oy
&) gw+'f)§7+....__0,
. &
e le (8), (9) ad opportune condizioni iniziali sono risolubili rispetio a % 37),—:

()3

3o

o _
oy e

(10)

Dopo cid la prima delle (7) e le (10) formano un sistema di CAvucHY. La
solazione del problema cosi posto dipende da otto funzioni arbitrarie della
sola ', che sono i valori (per v’ ==0) di

: 9, 96, 96
(11) Bu 627 637 g, ) 3 3_1;7 8_0?;;
a causa della (9) I’ espressione

0; + & 4+ > —2mb,0,,

& funzgione della sola u, e disponendo dei valori iniziali (11) si puoé rendere
nulla. Similmente si ragiona sull’ultima delle (7) e le funzioni arbitrarie si
riducono a sei soltanto.

4. Occorre un’ultima considerazione per decidere del grado di gene-
ralita.

Interpretiamo per un momento 9,, 6,, 6, come coordinate di un punto e
pensiamo la superficie S descritta da questo punto. Potendo sostituire u e v
con funzione della sola u e funzione della sola » la linea

u+v=0, ossia v'=0,

é una qualunque linea della superficie S, per esempio la sezione col piano
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perpendicolare all’asse 0, alla distanza 1. D’altra parte per individuare la
linea «' si pud assumere 1’arco della linea v =0 contato a partire da un
suo punto.

Ne segue che senza ledere la generalitd possiamo ritenere

. 20,\*  [90,\*  (90,\*
=1 (5)+ () + () =
e risulta che la soluzione del problema dipende essenzialmente da quatiro
fungioni arbitrarie.
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Gruppi delle equazioni binomie.

‘Memoria di G1uLio DARBI (a Napoli).

Sunto. - La presenie Memoria ha lo scopo di determinare le condizioni necessarie e sufficienti,
perché U equazione binomia xn — A =0 ammetta un dato gruppo, dipendentemente dalla
forma del termine noto A, essendo n un numero intero qualungue, assegnato a piacere.

In una mia precedente memoria ('), mi occupai della teoria della riduci-
bilitd delle equazioni risolventi di GaLois, relative alle equazioni binomie:
x"™ — A == 0, irriducibili in un certo campo K di razionalitd a cui appartiene 4.
Se

(1) fle)y=0
¢ un’equazione a radici distinte: x,, «,,... 2, , si consideri I’ espressione:
2) a2, + A%, + oo +Ap2y,

in cui a,, a,,...a, appartengono allo stesso campo K cui appartengono i
coefficienti della (1), scelti in guisa tale che, per tutte le sostituzioni fra
L,y Ly, T, la (2) acquisti N=n! valori distinti p,, p,.... o5, che sono ra-
dici dell’ equazione

3 V() =0,

detta risolvente ‘di GALo1s della (1).

Lo studio sulla riducibilita della (3) & di notevole (*) importanza, perché
& connesso alla determinazione del gruppo di GALoIs dell’ equazione pro-
posta (1); sappiamo (*) che, il grado di uno dei fattori, per esempio W(p),
irriducibile in K, in cui si spezza Vie), & uguale all’ordine del gruppo di
GALo1S della (1), le cui radici sono funzioni razionali in X di una qualunque

(!) Cfr. DarB1, Sulla riducibilita delle equazioni algebriche. Memoria II. « Annali di
Matematica pura ed applicata », 1926-27, tomo IV.

(*) Cfr. BiaNcHi, Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostituzioni e delle equazioni alge-
briche secondo Galois, 1899.

(3 Cfr. BiANcHI, op. cit.
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232 G. DARBI: Grupps delle equazioni binomie

radice della (3), che & equazione normale (!). Sappiamo (*) inoltre che, il
gruppo di GALoIs (() della (1) gode della proprietd, per la quale & lecito di
applicare le sostituzioni di (G) su «,, ®,,..%,, che figurano in qualunque
relazione razionale fra lé radici, con coefficienti appartenenti a K, senza che
tale relazione cessi di essere verificata; inversamente: se una funzione razio-
nale F(x,, ®,,..%,) di ®,, ®,,...,, con coefficienti appartenenti a K, ri-
mane numericamente invariata per qualunque sostituzione di (@), essa & ra-
zionalmente nota, cioé appartiene al campo K,

Per facilitare la comprensione della presente memoria, continuazione e
completamento dell’altra gia citata, credo utile accennare per sommi capi i
risultati ottenuti in quella.

a) Se un’ equazione binomia x” — 4 =0, & irriducibile in un camdo K
di razionalitd, a cui appartiene A, il grado di uno dei fattori irriducibili in X,
in cui si spezza il 1° membro ddll’equazione risolvente V(p) =0, ossia 1 or-
dine del gruppo di GALoO1S della data equazione binomia, & divisore del pro-
dotto mp ed & multiplo comune ad n e p; la condizione necessaria e suffi-

ciente perché tale grado sia uguale ad TP', ¢ che ¢ sia divisore comune

ad n e p; inoltre A sia uguale alla potenza i”% di un numero del campo:
(K, ), e non ad altra potenza di un numero dello stesso campo, con esponente
maggiore di Z, essendo ¢ radice di f(¢) =0, cioé dell’equazione alle radici
primitive #™¢ dell’ unita, ed il numero g & il grado di uno dei fattori irridu-
cibili in K, in cui si spezza [{e).

b) L’ordine del gruppo di GaLoils di un’ equazione binomia: x"” — 4 =0,
di grado dispari, irriducibile nel campo assoluto (C) di razionalith a cui ap-
partiene A, & uguale al prodotto nr, ove:

1

e DDy = 1) (D — 1),

essendo p,, P,,... p; numeri primi dispari differenti fra loro; » rappresenta il
grado dell’ equazione f(e) =0 alle radici primitive n™¢ dell’unitd; equazione
irriducibile in (C) (])). Un caso particolare gid noto (*) si ha per » uguale ad
un numero primo dispari p, per cui I'ordine del gruppo di GALOIS & uguale
al prodotto p(p — 1).

—m & x 0 o —_— xy=
n—piipﬁ...pi’, r—pll

(') Chiamiamo normale un’equazione di cui tutte le radici si possono esprimere razio-
nalmente per mezzo di una di esse. Cfr. WEBER, Traité d’ algébre supérieure, 1898.

(?) Cfr. BraxcHI, op. cit.

() Cfr. Biaxcmi, op. cit., pag. 209.

(Y) Cir. NETTO, Teoria delle sostituzioni e sua applicazione all’ algebra. Teor. IV, pag. 220.
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¢) Se un’ equazione binomia x™ — 4 =0, irriducibile in (C) a cui ap-
partiene A, é di grado pari, perché V(p) si spezzi in fattori irriducibili in (C),
ciascuno di grado =, €& necessario e sufficiente che, A non sia uguale al
quadrato di un numero del campo (C, €), essendo ¢ una radice primitiva n”2
dell’ unita, che soddisfa ad un’ equazione di grado 7, la quale & irriducibile in (C).

d) La condizione necessaria e sufficiente, affinché 1’ equazione binomia
irriducibile in (C):

x*— A=0, ove n=2p,p,..p,

a cui appartiene A4, ammetta il gruppo di GALois d’ordine massimo, cioé
uguale al prodotto:
20,0 - PPy — 1Py — 1) v (pe — 1),
o cid ch’é lo stesso, affinché V(p) si spezzi in fattori irriducibili in (C), cia-‘
scuno di grado uguale al precedente prodotto, € che A non abbia la forma:
pi—1 Ppe—1 p—1

1) 2 w(—=1) 2 -p,p, ... Pma’,

ove p,, Py,-- Pm Sono scelti a piacere fra p,, p,,... p;, che sono numeri primi
dispari differenti fra loro, essendo a un numero di (C); se poi A & della pre-
cedente forma, I’ ordine del gruppo di GALO1S & uguale al prodotto:

PP - PP, — 1)(p, — 1) .. (pi — D).

e) Le equazioni binomie di 4° grado irriducibili in (C), le quali non
siano della forma 2«* + a®> =0, ammettono gruppi di GaLrois di ottavo ordine;
se hanno la precedente forma, sono normali, cioé con gruppo di GALoIs di
quarto ordine, essendo @ un numero di (C); la condizione necessaria e suffi-
ciente affincheé, I’equazione binomia a®* — 4 =0, irriducibile in (C), a cui
appartiene A, abbia il gruppo di GALols d’ordine massimo, cioé uguale al
prodotto 2**~1, & che A non sia uguale al quadrato di un numero del campo
(C, €), ossia che non abbia alcuna delle forme:

—at; =207
essendo @, b numeri di (C); nel caso che A abbia una delle precedenti forme,
senza essere a uguale al quadrato di un numero di (C), il gruppo di GALOIS
¢ di ordine 2°*—2, In generale, affinché 1’ ordine del gruppo sia uguale alla
potenza 2®—i per ¢ variabile da tre a A, & necessario e sufficiente che A

abbia una delle seguenti forme:
_ a21—17 . 22D—2agl -1;
icasi di £=1, { =2 sono stati gia esaminati.

4 It di Mot tica, Serie IV, Tomo VII. 30
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Per ¢ =3, la seconda delle precedenti forme diventa — 2%a*; per il teo-
rema del CAPELLI (*), 1’equazione 2 4+ 4a* =0 & riducibile in (C); onde,
per i =3 ¢ da considerare la sola prima forma, cioé —a®.

/) La condizione necessaria e sufficiente, affinché un’ equazione binomia
x" — A =0, irriducibile nel campo assoluto (C) di razionalith cui appar-
tiene 4, sia normale, ¢ che abbia una delle tre seguenti forme:

x° +3a® = 0; x40 =0; 429 =,

ove @ & un numero di (C); giova notare che, per i casi di A=2, A =3,
giusto le osservazioni del teorema e), si deve considerare la seconda delle
precedenti equazioni.

La presente Memoria ha lo scopo di riprendere la precedente quistione,
per trattarla da un punte di vista pitt generale, col considerare il grado = di
un’ equazione binomia della forma n = 2*p,* p,* ... p,%, cioé suscettibile di
assumere qualunque valore, e studiare le condizioni necessarie e sufficienti
perché 1’ equazione ammetta un dato gruppo, dipendentemente dalla forma
del termine noto A.

Debbo rendere ancora vive grazie al prof. D. HILBERT, dell’ Universita
di Gottingen, per avermi consigliato di proseguire questi studi, per i cui ri-
sultati da me ottenuti nella precedente menzionata Merﬁoria, mostro benevolo
interessamento, condiviso anche dal prof. Luici BrancHr.

Enuncio i risultati principali ottenuti nella presente Memoria:

a’) La condizione necessaria e sufficiente, affinché 1’equazione binomia
x" — A =0, essendo n =2p *p,*..p> la quale sia irriducibile nel campo
assoluto (C) di razionalitd, a cui appartiene A, ammetta il gruppo di GALOIS
d’ ordine massimo 7.7, essendo:

a—1 . as—~1 ai—l (

Pe - Py Py — 1) (pi - 1)7

¢ che A non sia uguale al quadrato di un numero del campo (C, ¢), ossia 4
non abbia la forma:

r=np,

pi—1 Pa—1 Pl

(1) (=12 (—1) 2 9,0, Do,

ove p,, P,,-. Pm Sono numeri primi dispari differenti fra loro, scelti a piacere
fra p,, p,,... p;; il numero a appartiene a (C); » & il grado dell’equazione

(*) Cfr. CarerLi, Sulla riducibilita delle equazioni algebriche. « Rendiconti della Reale
Accademia delle Scienze di Napoli », 1898.
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/(e)=0, alle radici primitive n™¢ dell’ unitd; se 4 & della precedente forma,
il gruppo & di ordine uguale alla meta di ns.

u") La condizione necessaria e sufficiente, affinché 1’equazione binomia
a™ — A =0, essendo n = 2*p,* ... p%, la quale sia irriducibile nel campo as-
soluto (C) di razionalith, a cui appartiene A, ammetta il gruppo d’ ordine
massimo, uguale ad n7, essendo:

r=2""p o, (p, — 1)(p, — 1) e (g — 1),

& che A non abbia alcuna delle seguenti forme:

p—1 Pz.—l P—1
—a(—1F (=1 % (=12 P, Dy D
pi—1 py—1 Pp—1

£ 2(—1) 2 (=1 % (= 1) F D, Dy Do

essendo p,, D,,.. P, scelti a piacere fra p,, p,,.. P;, che sono numeri primi
dispari differenti fra loro; @, » sono numeri di (C); nel caso che 4 abbia una

delle precedenti for:me, I’ordine del gruppo di GALOIS & uguale ad yg'

Per 2 =1, si applichi il teorema a'j; per A =2 si consideri la prima
delle precedenti espressioni, cioé:

Pl Pl
—a’{—1) 2. (—1) 2 9,05 - Do -

¢y Un’equazione binomia di grado pari 2" — A =0, irriducibile nel campo
assoluto (C) di razionalita, a cui appartiene 4, essendo n = 2*p,*p,* .. p;*,
ha Y ordine del gruppo di GaLols della forma:

22,—1 20,—1

9 —F
9Ph—h—1, e D5

205—1
2 .

D, p (pa *1)(?92 —1) (p; - 1)7

ove h, al variare di 4, pudé assumere i valori da zero a (A —1), se A > 1,
ed i valori zero ed uno per A =1.

d’) La condizione necessaria e sufficiente affinché I’ equazione binomia
a® — A =0, essendo n = 2"p,*d,* ...p;% la quale sia irriducibile nel campo
assoluto (C) di razionalitd, a cui appartiene A, abbia il gruppo di Garols di
ordine ¢, essendo £, per il teorema precedente ¢’), della forma:

o—h—1, 22—1, 22,—1 2a,—1

2P Pt (P, — Xp,— 1) .. (p; — 1),

€& che A sia uguale alla potenza —a?h_l, in cui ad a si sostituisca una delle
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236 G. DARBI: Gruppi dellé equazioni binomie

due espressioni:

pi—1 pa—1 Ppy—1
— (=D (=D (—=1) P,y P’
pi-1 Ppa—1 Pr—1

22— (=1 ? (=1 % p,p, .. P,

ove a, & un nuamero di (C); p,, P,,... D SONO scelti a piacere fra p,, p,,... p;,
che sono numeri primi dispari differenti fra loro. Per A =1, si applichi il
teorema a'); per A =2, si applichi la prima delle precedenti espressioni; per
h =0, si applichi il teorema b&"). '

1. Si abbia I equazione:
(1) x"— A =0,

irriducibile nel campo assoluto (C) di razionalita, a cui appartiene A, essendo
n=2p% ove p & un numero primo dispari. Denotiamo con

I’equazione alle radici primitive n™¢ dell’ unita; sappiamo (') che la (2) &

equazione abeliana a gruppo ciclico; si ha:

2" f(e) = ep“_l-w-—n _ sp“_l-m—ﬁ) 4 Ep“—1-z __ Ep“—l 4+1=0.
Ponendo e* ™' = _— 4, la (2) si trasforma nell’ equazione della divisione

della circonferenza in p parti uguali, cioé:

3) ot P 4+ a+ 1=0.

Dal teorema precedente ¢), si ricava che, 1’ ordine massimo del gruppo
di GALois della (1) & uguale ad 72, se A non & uguale a quadrato di un nu-
mero del campo (C, e).

Supponiamo che si abbia:
3) A=q(ey,

ove ¢(e) denota il simbolo di una funzione razionale intera di &, con coeffi-
cienti appartenenti a (C). Una funzione di e la quale soddisfa alla (3'), &
dunque una funzione a due valori; si osservi che (*), il gruppo di GALOIS
della (2") & ciclico, cioé & costituito dalle successive potenze di una stessa

() Cfr. Brancuy, op. cit.,, pagg. 212222223,
(3) Cfr. BraNcHl, op. cit., pagg. 212.222.223.
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G. DaARB1: Gruppi delle equazioni binomie 237

sostituzione circolare; onde, esiste in (G) un sottogruppo (H), ed uno solo
d’ordine p*, cioé d’indice due rispetto a (G), tale che le sostituzioni di (H),
e solo queste, lasciano inalterato il valore numerico di ¢(e).

Possiamo prendere:
4) 9@ = a(n, —n,),

essendo ¢ un numero di (C); %,, m, sono definiti dalle ugnaglianze:

2 4 —3 —2
Ne=0a+a? - af N LA nl=a9+ags—|—...+ocgp ;

o & radice della (3); g & una radice primitiva dell’ unitd nel senso dei numeri,
p—t

secondo il modulo p. Dalla (4) si ha ¢(e)* = a*(— 1) 2 -p. Qualunque funzione

razionale di e, la quale soddisfa la (8'), non pud essere che della forma

4+ b V(— 1»~"-p. La (3) diventa:
-1
@) - A=a%(— l)pT .

Se il grado n dell’equazione binomia & uguale al prodotto 2p,*p,%, es-
sendo p,, p, numeri primi differenti fra loro, sappiamo (') che, le radici pri-
mitive n™¢ dell’ unitd si possono ottenere, moltiplicando una radice primitiva
dell’unitd di grado 2p,» per una radice primitiva dell’unitd di grado p,».
Dimostriamo il seguente teorema: se f(¢) =0, di grado A in &, rappresenta
I’equazione alle radici primitive ¢™¢ dell’ unitd, e ¢(w)=0, di grado p in o,
rappresenta 1’equazione alle radici primitive ¢”¢ dell’ unita, essendo ¢, ¢ primi
fra loro, ciascuna delle precedenti eqnazioni & irriducibile nel campo che si
ottiene aggiungendo a (C) una radice dell’altra equazione. Rappresenti:

) d(y)=0

I’ equazione irriducibile in (C), alle radici (¢g)™¢ dell’unitd, di grado s in y;
per quanto si & detto, si deve avere:

(6) s=pk; Yy =ceow.

Supponiamo che 1’equazione ¢(w)=0 sia riducibile nel campo (C, ¢); de-
notiamo con ¢, (w, ¢) uno dei fattori di grado A in o, irriducibile nel prece-
dente campo, in cui sl spezza ¢(w). Consideriamo il sistema:

E-0=1Y; cPl(w7 €)=07 f(E):O,

dal quale eliminiamo w, e. La risultante ¢,(y)=0, i cui coefficienti appar-
tengono a (C), & di grado A\ in y. Le due equazioni {(y) =0, ¢,(y)=0, di

(1) Cfr. CAPELLI, Istituzioni di analisi algebrica, 1902, pagg. 416-632.
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238 G. DARBI: Gruppi delle equazioni binomie

cui la prima ¢ irriducibile in (C), hanno una radice in comune; quindi
$.(y) =0 deve ammettere tutte le radici dell altra, mentre il sno grado &
minore di guello di ¢(y)==0, come risulta dalla prima delle (6). ¢ dall’ es-
sere p > . Onde, !’ equazione ¢(w) =0 & irriducibile nel campo (C, ¢).
Riprendiamo 1’ equazione %™ — A =0, essendo n = 2p,»p,”. Per 1l teo-
rema ¢), sappiamo che, affinché il gruppo-di Gavrois della precedente equa-
zione abbia il massimo ordine 7, & necessario e sufficiente che, A non sia
uguale al quadrato di un numero del campo (C, ). Supponiamo che si abbia:

(M A = ¢(e).

Se con ®, T rappresentiamo due radici primitive dell’ unita, rispettiva-
mente di grado 2p,*, p,*, la precedente uguaglianza, tenuto conto che ¢ = wr,
si pud scrivere cosi:

(7™ A = ¢(o, o)

essendo, ¢(w, T) una funzione razionale intera di o con coefficienti apparte-
nenti al campo (C, 1).

Rappresenti f(w)=0 I’equazione irriducibile in (C), alla quale soddisfa w;
per quanto si & detto, tale equazione & anche irriducibile in (C, 1), ed &
abeliana a gruppo ciclico (G).

Si tratta di determinare la piu generale funzione di v, cioé ¢(w, T) con
coefficienti appartenenti al campo (C, 1), la quale, per le sostituzioni di (G),
acquisti due valori assoluti uguali e di segno contrario, ossia che soddisfi

la (7). Ora, tale quistione & identica a quella gid trattata nelle precedenti
i1
pagine; per risolverla, basta applicare le (4), (4). Si ha quindi A =«*(—1) 2 p,,
essendo a un numero di¢ (C, 1); poiché A, p,, sono numeri di (C), anche «°
py—1
deve appartenere a (C), ed & quindi della forma (— 1) 2 p,a}, ove a, appar-
i1 pa—l
tiene al precedente campo; si ricava A=(—1) 2 (—1) 2 .p,-p,al. Se il
grado n dell’ equazione "™ -— A =0 & uguale al prodotto 2p *1p,*2 .. p,*, se-
guendo un procedimeuto del tutto analogo a quello teste tenuto, si ricava
che, la condizione necessaria e sufficiente affinché 4 sia uguale al quadrato

di un numero del campo (C, e), &€ che A abbia la forma:

S~ il
®) CPPy e Pl— 1) (=1 2 (=12,

essendo p,, P,,., P, numeri primi dispari, scelti a piacere fra p,, p,,... p;.
Determiniamo I’ ordine del gruppo di GALOIS della precedente equazione bi-
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nomia, dipendentemente dalla forma di A, uguale o no alla (8). Sia ¢ una
radice primitiva n™% dell’ unita, la quale soddisfi I’equazione f(e) =0, il cui
grado #», come sappiamo, & uguale al prodotto:

®) P P — ) e (p— D)

Ricordiamo il seguente teorema (*), gia da me dimostrato:

La condizione necessaria e sufficiente, affinché I’ equazione f(x)=0,
(a radici distinte) che si ottiene eliminando le n—1 variabili: y, z,...u, vV, W
dalle n equazioni del sistema:

fn—z(u) v, W) = O; fn—;(vy w) = 0, fn(w\ = O)

le quali sono razionali intere rispetto alle variabili x, y, %,.. u, v, W, con
coefficienti appartenenti ad un campo K di razionalitd, sia irriducibile in
tale campo, é che le equazioni:

(%5 Yyy 20500y, v, w4)=07 1.y By Uy, Uy w,)=0,
fo(Z50 v, v,, W)=0,.. [fo_(v; w)=0, [ (w)=0,

siano irriducibili rispettivamente net campi:
(K; Yyy &yyes Uy Uy, wi)) (K; By Uy, Uy, wy)y (K. Uyy Uy 7«04); . (K 7-0;)’ K,

ove: (Y,; Z,,y.. U, V,, W,) rappresenta una soluzione, scelta a piacere, del
sistema costituito dalle ultime n — 1 equazioni del sistema (9).

Giova notare che, se in qualche equazione di (9), una delle variabili, per
esempio ¥, si pud esprimere in funzione razionale intera delle altre, che figurano
in detta equazione, il sistema si pud ridurre ad una variabile di meno e ad una
equazione di meno; al nuovo sistema si applica il teorema, testé enunciato.

Cio posto, se indichiamo con «,, x,,... %, le radici della data equazione
binomia 2" — A =0, essendo n=2p,*p,* ... p,*, possiamo rappresentare tali
radici come segue: x, xe, xe? ... xe""* La (2) della prima pagina diventa :
p=x(a, + ae + a,e* + ... + a,e""), ossia della forma p—=2x%(), ove a,,
sy .. Ay, sono numeri di (C). Consideriamo il sistema:

p = xLx(e)
(99 x"=A
fe) =0.

() Cfr. Darsp1, Sulla riducibilitic delle equazioni algebriche. « Rendiconti della Reale
Accademia Nazionale dei Lincei », 1923, 1° semestre.
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Se A non ha la forma (8), abbiamo visto che non pud essere uguale al
quadrato di un numero del campo (C, e); onde, applicando il teorema ¢), il
gruppo di GaLois dell’ equazione binomia a” — A =0 é di ordine nr, es-
sendo » uguale ad (8). Vediamo che diventa 1'ordine del gruppo, se 4 &
uguale al quadrato di un numero di (C,e), ossia, se A ha la forma (8). Si
abbia A = ¢(e)®. 1l sistema (9') si riduce al seguente:

p = xYe)
(10) P ™ = (e
f(e) =0.

Se 1’equazione o p™ — ¢(¢), fosse riducibile nel campo (C, ¢), per il teo-
rema del CAPELLI (), dovrebbe essere ¢(¢) uguale alla potenza di grado p; di
un numero di tal campo, cioé si avrebbe ¢(e) = ®(e)?:, e quindi 4 = [[P(e)]*]?;
essendo per ipotesi I’ equazione %™ — 4 = 0 irriducibile in (C), non pud ®(e)®
appartenere a (C); onde, ponendo ®(e)® = z, si avrebbe A —3%:; poiché ¢ &
radice di equazione Abeliana, anche z deve soddisfare ad un’equazione Abe-
liana e quindi normale; il che & assurdo, perché non esiste un’equazione
normale della forma A —3z%:, con p; numero primo dispari, ed 4 numero
di (C), come risulta dal teorema f). La risultante ¢(p) = 0, che si ottiene eli-

minando, dalle equazioni del sistema (10), le variabili «, ¢, di grado %ﬁ, é ir-

riducibile in (C), come risulta dal teorema relativo alla risultante del si-
stema (9). Il precedente grado % rappresenta 1’ ordine del gruppo di GALOIS

dell’ equazione binomia.

2. Da quanto si & detto nel precedente articolo, possiamo enunciare il
seguente teorema:

La condizione necessaria e sufficiente, affinché U equazione binomia
X1 — A =0, essendo n =2p,* ... pi*, la quale sia irriducibile nel campo as-
soluto di razionalita (C), a cui appartiene A, abbia il gruppo di Galois
d’ ordine massimo nr, ¢ che A non abbia la forma:

p.—1 I’L_l
(—1 2 (=1 ¢ Dy oo P
o0ve D, ..Pm SOn0 numeri primi dispari differenti, scelti a piacere fra
p, - Pi; a é un numero di (C); se A & della precedente forma, il gruppo

ha U ordine n_2r

(1) Cfr. CAPELLI, citata Memoria.
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3. Consideriamo il caso generale, in cui il grado » dell’ equazione binomia :

(11) A Z"—~A=0

sia della forma 2% p,“p,% ... p.%, per A > 1.
Come il sistema (10), formiamo 1’ analogo:

p = wp(e)
f(e) == 07

ove [f(e)=0 rappresenta |’equazione di grado 7 alle radici primitive 72™¢
dell’ unita, essendo:

r=2"p M p, et L pAHp, — 1P, — 1) e (P — 1),

Perché I’ equazione $(p)==0, che proviene dalla eliminazione delle va-
riabili «, € dalle equazioni del precedente sistema, sia irriducibile in (C), &
necessario e sufficiente che, 1’equazione f(e) =0 sia irriducibile in tal campo,
e che l'equazione x" =4 sia irriducibile in (C, ¢); la prima condizione &
soddisfatta; percheé lo sia 1’ alftra, & necessario e sufficiente, per il teorema
del CAPELLI, che, 4 non sia uguale al quadrato, né alla potenza p,”* di un
numero di C, e che inoltre — A non sia uguale alla quarta potenza di un
numero di (C).

Se fosse A = ®(e)?:;, ponendo P(e)=—2, (non pud essere z un numero
di (C), tenuto conto che 1’equazione (11) & irriducibile in (C)) si avrebbe
A =2z%:. Poiché¢ e soddisfa ad un’equazione Abeliana irriducibile, anche z
deve essere radice di un’equazione Abeliana; il che & assurdo, non appar-
tenendo la precedente equazione binomia irriducibile fra quelle elencate dal

” 2
teorema [); se poi fosse — A = 4®(c)t, si avrebbe 4 = [25“13(5)2], tenuto conto

che ¢2 = — 1, cioé sarebbe A uguale al quadrato di un numero di (C, ¢);
escludendo questo caso, la risultante {(p) = 0 di grado n» & irriducibile in (C),
come sappiamo (*); risulta quindi che, il gruppo di Gavois della (11) & di
ordine n»r. .

Consideriamo il caso generale, in cui A sia uguale alla potenza di
grado 2" di un numero di (C, ¢), e non ad altra potenza di un numero di tal
campo con esponente 2%, essendo A’ > h, cioé si abbia A=<I)(a)2h; I’ equa-
zione x" — A =0 diventa x* 't — ®E)" =0, in cui k< A, come mostreremo,

(*) Cfr. citata Nota « Rendiconti Accademia Nazionale dei Lincei », 1923.

Annali di?Matematica, Serie IV, Tomo VII. 31
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La precedente equazione & normale nel campo (C, &), in cui & riducibile;
i fattori irriducibili in (C, ), in cui si decompone il primo membro della pre-
cedente equazione. sono dello stesso grado; uno di tali fattori & ot D(e),
essendo ¢ = p,*p,*2 ... p;,*. Ora, & facile dimostrare che il precedente fattore
é irriducibile in (C, €). _

Se fosse at"2 " ®(e) = 0 riducibile, dovrebbe essere ®(¢) uguale al qua-
drato, oppure alla potenza p,”% di un numero del campo (C, ¢); nel 1° caso,
essendo:

(11) 4=,

sarebbe A uguale alla potenza di grado 2%, (essendo 2’ > h) di un numero
del precedente campo; il che & da escludere per I'ipotesi fatta; non si puo
verificare neanche !’altro caso, cioé che sia ®(¢) uguale alla potenza p;”* di
un numero di (C, e), perché anche A verrebbe ad essere uguale alla po-
tenza p,M% di un numero di tal campo, cioé si avrebbe un’equazione nor-
male A = ¢(e)}?i, contrariamente al teorema f). Consideriamo il sistema:

p = aQe)
(12) at P — D(e)
f(e)= O’

la cui risultante ¢(p) =0, di grado »¢2*—* in p, &, come sappiamo, irriducibile
in (C); tale grado, come & noto, & uguale all’ordine del gruppo di GALOIs
della data equazione binomia (11). .
Dando ai.numeri -, ¢ i significati, dei quali abbiamo fatto menzione nelle
pagine che precedono, 1’ ordine del gruppo di GALols della (11) & della forma:

(13) 221_h_1'p42“'_1’p22a’_1' pi%’_l'(p; - 1)(1’2 - 1) (pi - 1)7

in cui, per A>1, 2 pudé assumere valori da zero fino a (A — 1); mentre,
per A=1, A pud assumere i valori zero ed uno, come si & gia visto nel
teorema 2 del precedente articolo. Nel caso di A >> L, dobbiamo dimostrare
che, 2 non pud assumere un valore maggiore di (A — 1), e quindi pud avere
in tutto A valori, compresi fra zero e (A—1), i quali sostituiti nella (13)
fanno acquistare a questa altrettanti valori, che corrispondono agli ordini di
tutti i possibili gruppi dell’ equazione binomia data x” — 4 =0, essendo
n= 21771“1272“2 e P
Se fosse 2 =2, si avrebbe, per la (11), I’ uguaglianza:

(14) A= d(e),
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la quale si puo scrivere cosi:

(14) 4 = (v, a)Z);
ove o soddisfa 1’ equazione:
(15) 0 4+ 1=0,

ed o & radice primitiva dell’ unitd di grado p ,*p,* ... p,*.

Consideriamo la (14') come un’equazione a cui soddisfa w, con coefficienti
appartenenti al campo (C, «); ora, sappiamo che, la (15) & irriducibile nel
campo (C, a). Intanto la (14'), avendo una radice ® in comune con !’ equa-
zione (15), che & di grado maggiore di 2, avendo supposto A > 1, é riducibile
nel campo (C, «); quindi, per il teorema gia citato del CAPELLI, si deve avere:

(16) A=q(a, oppure — A= 4d(a)*;
dalla prima delle (16), applicando il teorema a'), si ricava:
(17) A=%D, .. Pl

essendo & un numero di (C); p,, Py,... Py SON0 numeri primi dispari, scelti
a piacere fra p,, p,,..P;, che sono differenti.

Si noti che, I’equazione (14) & Abeliana e quindi normale; inoltre & ir-
riducibile in (C), a causa dell’irriducibilita in tale campo della data equa-
zione x" — 4 —0; onde, per il teorema /) si deve avere:

(18) A=—a"" oppure A=— 22" %"

essendo a un numero di (C). Dalle precedenti ugnaglianze (18), tenuto conto
delle (17), si ricava:

agl—? 2 ) ag)\—2'22)\-—-3 2
A =DyDy P b =D,Ds -+ Pm),

le quali sono evidentemente impossibili. Se si verificasse la seconda delle {16), si
avrebbe — A =[2¢(«)?]’; quindi, per il teorema a’), sarebbe — A ====p, p, ... p,.b°,
cioé una relazione del tipo (17); il che & assurdo, come abbiamo testé dimo-
strato.

4, Da quanto si é detto nel precedente articolo, possiamo enunciare il
seguente teorema:

L’ ordine del gruppo di Galois di un’ equazione binomia di grado pari
x* — A=0, la quale sia irriducibile nel campo assoluto (C) di razionalita,
a cui appartiene A, essendo n=2"p *p,% ...p*, & della forma:

(19) 28—k p 2a—lop 2u—l L p 2 ty(p, — D(p, — 1) o (py — 1),
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ove, per A >>1, il numero h pud variare da zero a (A—1); se poi é A=1,
il numero h pud variare da zero ad uno. Nel primo caso di X >1, al va-
riare di A nel campo (C), pud variare U ordine del gruppo di Galois della
data equazione binomia X — A =0, assumendo non pitt di X valori di-
stinti, dati dalla (19), se sostituiamo in questa ad h i valori 0, 1, 2, ... (A —1).
Se poi A =1, h pud assumere nella (19) ¢ valori zero ed uno.

Nel caso di n dispari, come sappiamo dal teorema b), si ha un solo
gruppo di ordine:

p R lp et Lpit(p, — 1Xp, — 1) o (ps — 1),
se il grado n é uguale al prodotto:

D Py e P,

essendo D,, P,,-.. pi numeri primi dispari differenti fra loro.

b. In questo articolo, determineremo la forma di A, perché il gruppo
dell’ equazione data binomia:
(20) x" — A =0,

sia di ordine n#, essendo 1 il grado dell’ equazione irriducibile in (C), a cui
soddisfano le radici primitive n™¢ dell’ unitad. Supponiamo dapprima che sia
n = 2*p,*. Sappiamo, per il teorema c), che, la condizione necessaria e suf-
ficiente affinché 1’ ordine del gruppo di GALOIS della (20) sia ni, &€ che 4 non
sia uguale al quadrato di un numero appartenente al campo (C, €), essendo ¢
una radice primitiva 7™ dell’ unita. Denotiamo con o una radice primitiva
dell’ unita di grado 2%, la quale soddisfa I’equazione:

1) 0?4 1=0;

con a si intenda una radice primitiva dell’ unitd di grado p,*.

Essendo 7 =2*p,™, inoltre tenuto conto che 2* & primo con p,*, si
ha: e =w-a; di pin abbiamo visto che la precedente equazione (21) & irridu-
cibile nel campo (C, ). Supponiamo che si abbia:

(22) A =®()? ossia A=>Dw, 2).

Per il teorema e), che possiamo applicare alla (?1\, la quale & irriducibile
nel campo (C, &), dalla (22) si ricava:

(22') A==22 A=—b,

ove a, b sono numeri del campo (C,); dalle precedenti uguaglianze si ri-
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cava che, a?® b*® sono numeri di (C); onde, applicando la formola (4) dell’ ar-
ticolo 1, si ha:
il 1

(23) a*=(—1 % p-aj; P*=(—1 % -0,
essendo a,, &, numeri di (C).

Seguendo lo stesso ragionamento per n = 2*p,%p,* ... p%, possiamo dire
che: se A & uguale al quadrato di un numero del campo (C, ¢), debbono
sussistere le (22'), in cui si ha:

11,_—_1 Pl Pp—1
=12 (—=1? (=12 pp,. Pt
(24) pi—1 py—1 . pm—l

B=(—12(=17? (=12 p,p; w0l

essendo a,, b, numeri di (C); p,, Psy... Ppe SON0 numeri primi dispari dif-
ferenti, scelti a piacere fra p,, p,,...p;. Per le (24), le (22) diventano:

Tm—t pt Pl
o A==%A—1) 2 (1) (= 1) T PP, Puls}
(24) pi—1 py—1 Pn—1
A=—(—1) 2 (— 1) ci(—1) 2 p,p, e Pl

Riassumendo i risultati ottenuti in questo articolo, possiamo enunciare
il seguente teorema: '

La condizione necessaria e sufficiente affinché I’ equazione x* — A = 0,
irriducibile mel campo assoluto (C) di razionalitd, a cui appartiene A,
abbia il gruppo di Galois di ordine massimo nr, essendo:

n=2>p* . .p%, r=2pu-t  pauip, —1)..(p;—1),

é che A non abbia alcuna delle forme (24'), ove a,, b,, sono numeri di (C);
P, +-- Pm SOn0 numeri primi dispari differenti scelti a piacere [ra p, ... Dpi.

Per A= 1, si applichi il teorema 2; per XA =2, si consideri la seconda
delle (24).

6. Abbiamo visto nell’articolo 3 che, se A & uguale alla potenza di

grado 2" di un numero di (C, €), e non ad altra potenza di un numero di (C, €)
con esponente 2", essendo h' > R, cioé se si ha:

@25) A= D,

I’ ordine del gruppo di GALOIs dell’ equazione ™ — 4 =0, per n = 2*p, ... p,%,
é uguale all’espressione (13); determiniamo in tal caso la forma che deve
avere A.
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£S

Se ha luogo la (25), ponendo z = ®(e), si ha I’ equazione: 2" — A =0, la
quale rispetto a 2z & Abeliana, e quindi normale. Per il teorema [), si deve
avere:

(26) A - — a2h—1, Oppure A —_ 22h—3a3h——1
essendo a un numero di (C). Dalle (25), (26) si ricava:
(26" D) = — a2t D)t = — 2

Chiamando © una radice primitiva ¢™¢% dell’ unitd, ed « una radice pri-
mitiva £7¢ dell’ unita, essendo ¢ = 2*; { = p,»p,* ... p;%, sappiamo che si ha:
e =uwa, ove ¢ & una radice primitiva n™% dell’ unitd; quindi n = {q; & facile
comprendere che, a ed w sono funzioni razionali in (C) di e. Onde, la prima
" delle (26') si pud scrivere cosi:

(27) D, 0" = — a*"" ",
Tenuto conto che o soddisfa I’ equazione:
(28) 0?41 =0,

la (27) diventa ®(w, a)" = (0 """, dalla quale facilmente si ricava che a
deve essere uguale al quadrato di un numero del campo (C; o, a), ossia
a = Q, &)}, o cio ch’é lo stesso a = Q(e)%.

Per quanto sappiamo dal precedente articolo, se @ & un numero di (C),
ed & uguale anche al quadrato di un numero del campo (C, ¢), deve avere
una delle due forme indicate dai secondi membri delle (24). Dimostriamo che
la seconda delle (26') non pud sussistere; questa proviene dall’ uguaglianza:

(29) A=—p""
ove si faccia:
(30) b= 2a.

Si noti che la (29) & dello stesso tipo della prima delle (26), cioé di
A= — a’zh_i, per la quale abbiamo dimostrato che a deve avere una delle
forme indicate dai secondi membri delle (24'); lo stesso deve accadere per b,
che per la (30), & uguale al prodotto 2a* Onde, si hanno le uguaglianze:

(31) 20° = P, Dy v Pni;  Qy =D Dy oo Pi; .

Ora, ¢ facile comprendere che, essendo a, a@,, numeri appartenenti al
campo assoluto (C) di razionalitd, le (31) non possono sussistere, tenuto conto
che p,, Py,... P sono numeri primi dispari differenti. Dunque, se il gruppo
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di Gavors dell’ equazione binomia & uguale a (13), il termine noto 4 deve
essere uguale alla potenza — a‘zh-i, in cui a & uguale ad una delle espressioni
che figurano nei secondi membri delle (24').

7. Dai risultati ottenuti nel precedente articolo, possiamo enunciare il
seguente teorema, che sintetizza quasi tutta la teoria svolta in questa me-
moria, completando la precedente (!):

La condizione mnecessaria e sufficiente, affinché U equazione binomia
x2— A =0, essendo:

n=2p, 1P, ... p%,

la quale sia irriducibile nel campo assoluto (C) di razionalitd, a cui ap-
partiene A, abbia il gruppo di Galois di ordine uguale al numero t, es-
sendo t per il teorema dell’ articolo 4, della forma:

Pt 2t 2t p 2 p, — 1)y — 1) e (P — 1),
é che, A sia uguale alla potenza — a*™™", in cui ad a si sostituisca una
delle due espressioni:

Bt pt Pt
— (=D (=D (=17 PPy Pt
(32) pt pet ot

E2A—1 (=1 w(=1) T P, . Pm,

ove a, é un numero di (C); P,y Pyye Pm SORO scelti a piacere [ra P,, Py, Di,
che sono numeri primi dispari differenti fra loro.

Giova notare che, per il caso in cui sia A=2, si deve considerare la
prima delle (32); come anche, per h =0, bisogna applicare il teorema del-
I’ articolo 5, cioé 4 non deve avere alcuna delle forme indicate dalle (32);
per A =1, si deve applicare il teorema dell’ articolo 2.

(!) Cfr. <« Annali di Matematica », citata Memoria, 1927.
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Sur’ quelques méthodes nouvelles dans le Calcul
des Variations

par NicorLas BocoLiouBorr (a Kieff).

INTRODUCTION

Ce travail est consacré & 1’exposition de nos recherches concernant les
méthodes directes dans le Calcul des Variations applicables & 1’étude de pro-
priétés de minimum des fonctionnelles non semi-continues (pour toutes les
courbes de la classe considérée).

Pour la briéveté de I’ exposition, on se bornera ici au cas simple: il s’agira

donc du probléme de la recherche du minimum absolu de I'intégrale (non
quasi réguliére) ()

b
Io=|f(@, y, yYi

prise sous la forme ordinaire, quoique, bien entendu et au moins en partie, les
résultats ci-dessous développés soient valables aussi pour les problémes sous
la forme paramétrique, ainsi que pour les problémes plus géneraux.

La méthode dont nous ferons usage au cours de cet exposé présente le
développement approprié de la methode (*) utilisée par M. L. TONELLI pour
traiter les cas incomplétements réguliers de I’intégrale jF(w, Y, &', y)dt (prise

sous la forme parametrique).

En considérant une intégrale J¢ (quasi réguliére) convenablement con-
struite d’aprés I¢

b
JC=IG(w, Y, Y)dx
a
(dont I'importance pour 1'étude des fonctionnelles nou semi-continues partout

(1) L. To~NeLLI, Fondamenti dé Calcolo delle Variazioni, vol. I, p. 360, Zanichelli, Bo-
logna, 1922.

(*) L. ToNeLL1, Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, vol. 11, pp. 193-205, 1923.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo VII. 32
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a été mise en lumiére par M. L. TONELLI) (*), nous démontrerons que J¢, (ou C,
est une courbe ordinaire par rapport & J¢) est égale & la limite (pour ¢ — 0)
de la borne inférieure de I; dans la classe D(C,) des courbes ordinaires ndmet-
tant avec C, le voisinage (¢) et possédant les mémes points frontiéres que C,.

Alors on s’assure que le probléme de minimum absolu de Iy dans une
certaine classe K admet la solution, s’il existe une courbe C, réalisant le
minimum absolu de J¢ dans K, telle que

: Jco= Icn.

Cette condition devient évidemment nécessaire si la classe K est telle
que les bornes inférieures de I¢ et de J¢ dans X soient égales.

Comme un exemple le plus simple de telle classe, on peut prendre la
classe D des courbes ordinaires dont les ordonnées prennent les valeurs fixes
pour x —=a et pour & =2o. '

Si I’on utilise & présent certaines théorémes de M. L. TONELLI, on 8§ as-
sure que le probléme de minimum absolu de J¢ dans D admet les solutions
le long desquelles on a

e, y, ¥)= G, y, ¥)

4 1’ exception de pseudo-arcs commun avec les courbes «singuliéres » ou

vy, ¥) > G, y, ¥).

Par conséquent, d’aprés ce qui précéde, le probléme de minimum absolu
de I dans D admet la solution s’il existe parmi les courbes réalisant le mi-
nimum absolu de Jg dans D une courbe n’ayant aucun pseudo-arc de me-
sure =0 commun avec les courbes singuliéres, et dans ce cas seulement.

En considérant le probléme de minimum dans une certaine classe spéciale
(v. § 3) nous avons démontré les théorémes:

Par deux points quelconques on peut toujours faire passer au moins un
extremaloide (*) (relative & I¢) composé d’un nombre fini d’extremales.

Quelque soit le nombre positif e, on peut toujours trouver dans la classe D
un extremaloide tel que 1’intégrale considerée prenne la valeur qui différe de
sa borne inférieure (dans la classe D) par une quantlté au plus égale & e,

En terminant cette introduction, je crois de mon devoir d’exprimer ma
profonde reconnaissance & mon Maitre Prof. Dr. N. KRYLOFF dans le Sémi-
naire mathématique duquel (& Kieff) je travaille depuis ma premiére jeunesse.

(Y) L. ToxeLLI, Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, vol. 11, pp. 193-205, 1923.
(3) L. ToNeLLI, Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, vol. 11, p. 320, 1923,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dans le Calcul des Variations 251

Qu’ il me soit permis de lui présenter ici mes sincéres remerciements pour
les précieux conseils qu’il m’a donné aun cours de I'accomplissement de ce
travail, ainsi que de mes autres travaux.

Je tiens aussi & remercier M. le Prof. Dr. L. TONELLI pour son encoura-
gement ainsi que pour sa bienveillante et pénétrante critique de ce travail,
qui m’a permis d’améliorer bien des démonstrations, ci-dessous developpées.

- § 1, Considérons la fonction f(w, vy, 2) deux fois dérivable, vérifiant la
condition
@ [, y, 5) = K|z |+

ou K,3 sont des nombres positifs constants.

Fixant arbitrairement le point (2, y), envisageons une direction en ce point
avec le coéfficient angulaire égal & 3.

On dit que 2 correspond & une direction forte si pour chagque nombre n
différent de z on a :

f(w; Y, n) — f(wr y; z)—(n —z)le(x7 Y, Z) > 0.

Si pour chaque 7 on a

f(.’I), 2/; n) _f(x7 y; z)—(n_z)fz,(w) y; 3)20

alors on dit que # correspond & une direction semi-forte.
Considérons I’ ensemble 7' de z correspondant 4 des directions non fortes.
On peut montrer que pour chaque point (x, ) I’ensemble 7' est composé d’une
suite dénombrable d’intervalles fermés (P,, Q,), n’empiétant pas l’un sur
I’ autre, tels que
= Pi7 q= Qi
veérifient le systéme

@) \ (2, Y, ) — I, Y, q) — (p — Q)fz’(wy Y, =0
( f(x; Y, q) — f(.’,U, Y, p) _“'(q - p)fz'(wy Y, p) =0.
Pour simplifier les raisonnements, supposons que I’ensemble 7T se réduise

a4 un seul intervalle [P(x, ¥), Qx,y)] et que pour chaque z correspondant &
une direction semi-forte on ait

3) f2" (@, y, 2) > 0.

Alors, en vertu du théoréme classique sur les fonctions implicites, on s’ as-
sure que P(x,y), Qx,y) sont des fonctions continues et dérivables pour toutes
les valeurs des arguments.
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Cela étant, envisageons le probléme de minimum absolu de 1’ intégrale:

a+e

71, 0, y@)an

D‘B) B Ae
|, & +¢
grale) verifiant les conditions frontiéres

dans la classe s des courbes ordinaires (par rapport & cette inté-

Yoy =B, yl+e)=F+2%
et soit Cjly = y (), a<m<a -~ ¢] une courbe de cette classe construlte de
la facon suivante

Yo ®) =8 + P(a, bY@ — @); (@) =B + Ae + Qa, bYax — & — €);
si Pla, b) < X< Q(a, b)
(4) < << Q( b)_l c aH Q(a7b)—)‘

_oc+___—_ ~
=7=" " Qa,b— Pa,b) "’ Qa, b) — P(a, b)
®) Yo(@) =P + 1(90—“); si Pla,b)=2% ousi Qa,b) <2;
e <a+e.

eSx<a+t¢

On voit évidemment que

['y(a, b, y,' (@) = const., y,/(®) < Pla,b) ou y, (@)= Qa, b)
e wrx<a-t¢e

d’ou I'on 8 assure que si Cly = y(x), « < x < « + €] est une courbe arbltlalre

B:@—i— >

o, &+ ¢

de la classe D

, alors

1 2t ate
_ejf(a’r b, y)dx —Jf(a; b, Yo )dx =
o+g *

1
= Jira, b, )= 1w b,y — v — w1 @, b, yNam = 0.

a

Cela nous montre que la courbe C, donne le minimum absolu &

ate

1
©) : j f(a, b, y)dz

dans la classe D’?;: B“-:_)\:%. Par consequent la valeur minimum de (6) (borne
)
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inférieure) est égale & G(a, b, ) ou G(x, y, 2) est une fonction définie a 1’ aide
des relations suivantes

(0 Hx, y, 2)=[l@, ¥, 3) st z=Qx,y) ousi z= P,y

@, y) — 3

si Pla, y) = 2= Qw, y).

G(.’)C, Y, z)::f[ac, Y, P(wy ?/)] Q(wQ(

v ;
Q(w; y) - P(m; ?/)’

+ floe, y, Qlx, y

Il est aisé de montrer que G(x, y, 3) est une fonction continue avec ses
dérivées partielles du 1°T ordre, vérifiant les conditions

Gzl(w) Y, Z,) — GZ’(x’ Y, zz) >0

_—
%, ]

C)

(quel que soient les nombres z,, 3,)

(10) G(@, y, 2)> K| 5[+,
Avant d’aller plus loin, supposons que f(x, y, 2) vérifie aussi les conditions
suivantes :
1 [, y, 3) < A(w, ¥)| 2 |'+* + B, y)
(12) |7y, y, 2)| < Al 9)| 3"+ + Bla, y)

ou A(x, ), B(x,y) sont bornées pour x, ¥ bornées.
Alors il est aisé de voir que G(x, y, 2) vérifie les conditions

(13) G(x, y, 2) S Az, )| 2[4+ B, y), | G/(x, y, 2)| < A,(@, y)| 2 [V *+ B (x, y)

ou 4,(x,y), B,(x,y) sont bornées pour x, y bornées
En remarquant que G,(«, v, 2) ne peut pas décroitre quand z croit de — oo
jusqu’ & + oo, On a

G(w, y,z"‘lzl"‘l)—G(-’”: f% Z)

=G, y, 2)=

" 2|41
(14) >G(m,y,z)—G(x,y,z—]z!—l)
= [e[=1 ’
de sorte que, en vertu de (13):
(15) (1 +[2])| G (@, y, 2)| < Ay, y)| 3[*° + By, y)

ou A,(x,y), By(x,y) sont bornées pour x, y bornées.
Soit & présent C, une courbe de la classe O et soit ¢, la borne inférieure
de I, dans la classe D(C,) des courbes ordinaires (dont les points intiaux et
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terminaux coincident respectivement avec celles de C,) admettant avec C, le
voisinage (¢). Quand e décroit jusqu' & zéro, i, tend vers une limite (finie oun
infinie) que nous désignons par Hg,.

Pour obtenir 1’expression explicite de H¢, envisageons 1'intégrale

b
Jo={ 6w, y, yyie

et soit § la classe des courbes ordinaires par rapport & cette intégrale. En
vertu de (9), (10) on s’ assure, d’ aprés les theorémes de M. L. TONELLI, que J¢
est une fonctionnelle semi-continue pour toutes les courbes de la classe S.

Cela étant, soit j. la borne inférieure de J¢ dans D,(C,): on a comme con-
séquence de la semi-continuité

JCZ lim jg.
g0

D’ autre part on a

Ainsi pour toutes les courbes de la classe S
(16) Je< Hg.

Envisageons & présent une courbe Cly =y(x), ¢« <o < b] de la classe 1
et posons pour abréger

b—a .
wi=a+i——, y=y@) i=0,1,..n

Liqy
Considérons les problémes de minimum absolu des J./-[wi’ Y., Y@)de re-
i
spectivement dans les classes D;Zi’ gyci.ﬂlet solent OOy —/0(a), 01< 0 < er ]
les courbes minimantes. i Wigy |
Construisons la courbe Cy.[y =y, (x), a < & < b] appartenant & la classe 0

de facon suivante
Yn@)=yP®), ;. <x<w,,, =0, 1..n—1.

Yivr — y;

En observant que «;, y“w

, sont bornés indépendamment da n, on
g T X
voit, d’aprés (4), (5), qu’ il existe un nombre M indépendant de n tel que

[Ya@) | <M, a<zx<b.
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Or on a, d’aprés la loi méme de la construction de la courbe Coy YnlX:)=Y;.
Par conséquent

. b—
| yntar) — )| <2m 9.
On a par suite
n—1 T+ n—t T+t
4 1o, =3, [fle, yii), yelds =3, [l v, 9@z + e,
4= z i=0 z; -
ol
€n "’07
N = 00

Or on a, d’aprés la remarque faite & la page précédente:

ity

Jf[wi’ Yis yi?’(w)]dw - G(wh Yis w) (wi+( - .’1?;).

X — &X;
z i4-1 T

Donc de (17) on obtient

n—1
Ic, :Z G(”i; Y M) @54y — Xi) F En-

i—=0 Ly — Xy

Remérquons d’ autre part qu’ en vertu de la continuité de y'(a) on a

n—1
Jo= Z G(xh ?/ug;-'_—‘i/‘t) @iy — X4) + N

i=0 i1 — L
ou
nn—’o
7 —s 00
Par conséquent
IC”:JC+ En —YI".
2Mb —a
En observant que C, appartient & la classe D{(C) (01'1 £ = 2M(b —a) — ))
on en tire

2MDb —a
l——(n—)‘éJC"l‘sn—’lm

d’ ol, en passant & la limite,
He< J¢.

Nous avons donc démontré cette inégalité pour toutes les courbes de la
classe 1.
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Envisageons & présent une courbe arbitraire.C, de la classe S et appro-
chons-la par la suite C,, des courbes (de la elasse 1) de facon que

IJGm_JColéan \?/m(w)—?/o(w)[ﬂm; ol My, —0.

Cela est toujours possible (*) en vertu de la condition (13). On a d’aprés
ce qui précéde
He, <Jc, <JTc,+Nm.-

Soit 4, comme toujours la borne inférieure de I¢ dans la classe Dy (C,).

On a évidemment
iﬂméﬂcméefco+7]m.

D’ici on tire que pour C, il existe la valeur finie H¢, vérifiant 1’ inégalité
Hg, < Jg,.

En tenant compte de (16), on s’ assure finalement que pour toutes les
courbes de la classe S on a

Hg,o=Jg,.

Ainsi nous avons démontré le théoréme :
Si f(x, y, z) verifie les conditions ewplicitées dans le § 1, alors U inté-
grale

b
J C=j‘G(w, Y, y,)dw
a

est égale a la limite (pour e—0) de la borne inférieure de U’ intégrale

b
IC:Jf(”: Y, yl)dx

dans la classe D.(C).

Jo est semi-continue inferieurement pour toutes les courbes ordinaires
et vérifie Uinégalité

b
Jo= KJII Y |Hodae.

§ 2. Considérons a présent la classe D des courbes ordinaires dont les
ordonnées prennent les valeurs fixes pour x —=a et pour x =b.

(') Vedi L. ToNerLI, Sur une question du Calcul des Variations. « Recueil Mathéma-
tique de Moscou », t. XXXIII, fasc. 1, 1926,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dans le Calcul des Variations 257

On s’ assure, d’aprés le théoréme de M. L. TONELLI, que le probéme de
minimum absolu de J¢ dans cette classe admet toujours au moins une
solution.

Or, il est aisé de voir en vertu du théoréme ci-dessus demontré que les
bornes inférieures de J¢ et de Ip dans D sont égales.

Par conséquent, le probléme de minimum absolu de I¢ dans D admet
toujours la solution s’il existe, parmi les courbes réalisant le minimum
absolu de J¢ dans D, une courbe C, telle que

Ie, = Jo,
et dans ce cas seulement,

Soit & présent C(y =1y (x), a < x < b) une courbe réalisant le minimum
absolu de J¢ dans la classe D.

En utilisant certains résultats obtenus par M. L. TONELLI, on voit
d’aprés (15), (13) que C, est un extrémaloide c.-a-d. que y,(x) vérifie presque
partout dans (a, b) I’ équation suivante:

(18) Gy, yo@), 9:@) — [y 1, yi), yo'@))dw = Coust.
0

Envisageons I’ensemble E des valeurs de x de I’intervalle (a, &) pour

lesquelles on a
G'y’[m; yo(w); ?/o'(w)]=f'y'[90, yo(w); P(.’D, ?/0(50))]
On peut montrer (*) que presque partout dans £ on a

dG’y’[w, yo(x)’ yo’(w)]_ dfy’[w; yo(w)) P(w; yo(x))l
dx _' dx

Or, tout nombre z vérifiant I’ égalité
Gy, y, ) =["yl, y, Pz, y)]
doit vérifier aussi I’inégalité suivante
Pz, y) = 2 = Qx, )
Par conséquent on a presque partout dans E:

@1, y4@), @) = 1,12, 1), P, 4 g AL Wy

(o) — P
I Y, 4 g Qi[a?cj,o (yof()w)] -[ﬁixyﬁ‘(ﬁ)&n ‘

(!) Ved. L. ToneLLI, Pondamenti, Vol. I, p. 176.
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En substituant ces valeurs dans I’ équation (ISj, on s’assure, aprés quel-
ques calculs, que presque partout dans E on a
(19) Qfw, y(x)] =0
ou 1'on a posé '

O, y)— =% Y, 4@ Yl — A, y)fy [, y, P, y)+P(@, oIy, Y, A, y)—112, y, P @, y)
W= Q(w’ y)—P(w,y) . )

En considérant une courbe Oy =y(x), a’ <x<¥) nons dirons qu’elle
est singuliére si

Qu, yx) =0, a/ <x ¥
flz, y@), y' (@) > Glx, y@), (@), o <x<b.

Nous pouvons & présent ennoncer le théoréme:

Si f(x, y, z) vérifie les conditions du § 1, alors, afin que le probléme de
minimum absolu de Ig dans D admette au moins une solution, il faut et il
suffit qu’ il existe parmi les solutions (toujours existantes) du probléme de
minimum de Jo dans D, une courbe C, n’ ayant aucun pseudoarc (de lon-
gueur ==0) commun avec les courbes singuliéres.

Remarque : St pour toutes les X, y

Qz, y) 0,

alors il n’ existe pas de courbes singuliéres, de sorte que le probléme de
minimum oabsolu de Ic dans D est toujours possible.

On arrive ainsi & une nouvelle démonstration du théoréme (*) de CARA-
THEODORY-TONELLI (démontré pour les intégrales prises sous la forme para-
métrique).

§ 3. Dans ce § nous allons démontrer 1’ existence des extrémaloides
relatives & I composées d’un nombre fini d’extrémales.
Avant @ aller plus loin, observons qu’a chaque nombre positif M on peut
faire correspondre les nombres positifs ey, @x, Hy de facon que si
|| <M, |y|<M, |z—P@,y)|Seuw on |z — G@, y)| <en
alors
fl,l/"(”? Y 3) = o, lpw'|§HM; le,I < Hy, | leléHM, I Q,,'I < Hy.

Cela étant, considérons 1’intervalle [P(x, y) + e, Q, y) — ex] que nous
désignons par [Py(x, y), Qu(x, y))-

() CARATHEODORY « Math. Ann, », Bd. 62, n. 8; ToxELLI, Fondamenti, Vol. II.
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Envisageons la classe D, y des courbes C appartenant & la classe D,
formées au plus de n arcs le long de chacune desquels est vérifiée presque
partout 1’ une de deux inégalités:

Y() = Qu(, y)
Y (@) < Pu(x, y).

Montrons qu’il existe un tel nombre M, que pour tout M= M, on peut
faire correspondre un nombre #ny tel que pour fout n = ny il existe la classe
D, u (c. & d. il y ait des courbes appartenantes & cette classe).

Soit en effet C,ly =y, (x), a <o <0b] la courbe minimant J¢ dans la
classe D.

Fixant .arbitrairement le nombre entier n, prenons une courbe L,[y = f,()]
de la classe (1) de fagon que

1
IJLn_JUoI§%7 lfn(w)_yo(x)lé

S| =

Cela étant, faisons avec L, la méme construction qu’ avec C & la page 254.
On a ainsi une suite de courbes Ly, m[¥ = In, m(@)] possédant les propriétés
suivantes:
1°) fn,m(w)—’fn(m)r M —00;
2°) Inpym—J1,, M—o00;
3°) I'intervalle (a, b) peut étre divisé en 2m subintervalles (x;, ®;4,)

(i Liyy — 24| g%) dans chacun desquels ", m() est égale &1’un des six nombres

P[ws'y fn(wi)]y P[xi+u fn(mi+g)]7 Q[xir fn(mi)l) Q[xl+u fn(wi+1)]7
fn(wi+2) - fn(wi) fﬂ(xi—l—i) s fn(wl—g).

?
Lipyg — X4

Loy — L5y

Prenons m = m,, si grand que

o) = [u@)| S 7y o) = [u@I| S 7 werZOZ 00

1
IILn,m— JLnlé'ﬁ

et posons
L”, my — 0" ’ fn, mn(w) = yn(x)'

Alors on s assure que la suite C, posséde les propriétés suivantes:
o 2
1°) [ynlo0) — yo(@)| = 3

o 2
2) IICn - Jcol—'é—;;
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3°) l'intervalle (a, ) peut étre divisé au plus en 2wm, subintervalles
(@;, ®;4,) dans chacun desquels on a partout

[P, Yn(2)] — ya'(@0)] < %, A = Const.,

ou partout

(0L, yol@) — Y @] = — 2, 4= Const.

Or il existe un nombre M tel que
Y@ | =M, a<x=D.
Done, en vertu de (1°), on voit qu’ on peut prendre M, de fagon que
Iyn(w)léMu a=x=b.
Il est aisé de s assurer & présent que pour tout n=2mey!(M=M,), la
courbe Cey! fait partie de D,,u.
La relation (2°) nous montre que la borne inférieure ip, , de Ic dans D, »

tend vers 7p (la borne inférieure de I dans D) quand 72— oco.
En vertu de I’'inégalité

b
Io> hj|y’|1+8dw
a

on § assure de I'existence d’un nombre M tel gne toute une courbe
Cly = y(x), a = x < b] pour laquelle on a

Icé ip+1
vérifie I’ inégalité
| y(aw)| < M (@< x < b).

Soit M, un mnombre positif supérieur de M, et de M. Alors on voit
aisément qu’il existe un nombre n, tel que si pour une courbe Cly = y(x),
a=x<blona

1

ICéiDn,M"_Q

alors on doit avoir pour tout n =mn,,
Iy(m)l <M27 aéwéb.

Cela étant, envisageons la classe Dy u,(n =n,) et posons le probléme de
minimum absolu de I; dans cette classe,
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Soit Cp, (Y = Ym(x), a < x < b) la suite minimisante., En vertu de I’ iné-

m —» 00

galité (1), on s’ assure que les fonction y,,(x) sont également continues. Par
conséquent il existe une courbe C,(y = 7. (@), a <2 <5b) et une suite [y]
(extraite convenablement de la suite [m]) telles que

(20) YA )~ Fu®), a <2 =b.

On voit aisément que la courbe C, appartient & D. Montrons a présent
que C, appartienne aussi & Dy, u,. A cet effet, divisons 1 intervalle (a, d) en
intervalles partiels (a{™, afm) de sorte que dans chacune d’eux on ait presque
partout

PMa[w7 ym(m)] = y’m(w)
ou presque partout
QM,,[-’X), ym(m)] é y'm(w)-

Or le nombres des intervalles (af™, a{®) étant au plus égal & =, on

peut toujours extraire de la suite [] une telle suite [v] que

) —a;.
Y = 00

Remarquons d’autre part qu’il existe une suite e,, convergente vers
zéro, telle que dans (a, b) on a

Y@ +-¢,) — y,(®) . Ynl® + &) — g(x) — 0.

sv Ep Y — 00

Or, presque partout dans (a, )

Unl® + &) — Gulx)

. o l@
On a donc presque partout dans (a, b)
w+ey
@1 - fwiew —g,/@
p

d’ol 'on conclut que dans (a;, ®iy,) (si bien entendu «;==a;,,) est vérifice
presque partout une des deux inégalités
y’l’(x) é PMl[w7 yn(w)]
Fx(2) = QM:[w’ Yn(@)]-
Par consequent C, appartient & D,, y,. C.q.f d.

Montrons qu’on a

I, =1
€n an,M, .
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- A cet effet, considérons /;, — 1’ intervalle commun 2 (ocgv, a(v)l), Uiy Kiyy),
§’il ne se réduit pas & un point.
Soit CE, I’ ensemble complémentaire [jusqu’ & (a, b)] & 1’ ensemble E, formé
des intervalles [;,.
On a évidemment
22) M(E,)—(b — a), m(CE,)—0, v—oo.
D’ autre part

[Cv2 fw; yw Yy )dw —-J'[f("m Yy :’/v)_f(wy ym yv) +(yv —yn )f (“3 gm yn,)de -+

Ey

+J[f(x’ gn} yvl) _f(w’ ?]117 :’]ﬂ’)— (yv,_yn,)fly’(w’ g”? gﬂ,)]dw +If(m7 g’n? yn’)d_w'
Ey . By
Or on a dans chaque /;

10, Gy Y)—1(E, Gy U') — Yo — G ) Ay Ty ) =

1 0<<a<l
= o W' —Gn V1", Yy G +aly’ —9)]
e (20), (21) on tire (dans chaque ;) A
Tn' + Yy — 7)) < Pu(2, §n) + G, 0=a=x1),

ou ?]"’ + a(yvl - ?jn’) g QM:(*’”; yn) - Cv, ou cv —0.

y =— 00

Par conséquent, pour v suffisamment grand, on a

Iyl %, Gns Gn' + a(y) — 3, =0,
(o 2 est dans [;,). _ ’
En tenant compte de (1), (11), (12), (15), (22), on a aussi

b
jf(.%’, Gn, Yn A% —’jf(w; TUny Ja A
Ey a

b
jl 1@, Y, ) — 1@, ¥, )| de <Max|y, — 7, I(AII Y/ [ Hdx + B)y=mn,—0
Ey [

y — 00

aZxXbh

b
'J(yvl — gn,)f,y’(w, Yn, gn,)dm I < ’j(yv, - ynl)f/y’(w7 Yn, ?]nl)dx +

Ey

-+ | j(yv' - gn’)fly’(w; yn ) ynl)dx ' = ﬁv — 0.

CEy Y = 00
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Ainsi, finalement (pour v suffisamment grand)

Icvg IE'", - (nv + ;I-v)
d’ou, & I’aide du raisonnement habituel, on trouve que
Io, = ip, u, ¢ q. f. d.

Par conséquent la courbe C, donne & I¢ le minimum absolu dans D, . u,
(n << m,).
Démontrons & présent que dans chaque (%, @;,,) (8'il ne se réduit pas a
un point, bien entendun) 7, est continue.
A cet effet supposons le contraire et remarquons que I'arc de C, dans
(i, ®;4,) donne a 1intégrale
Ai-q
jf(w, Y, y)dx

x

le minimum absolu dans la classe D des courbes Cly=yx), o, < < oyy,]
telles que

10) y(“i) = gn(“i); y(“i+1) = gn(“i+4)7 l?/(-’lr')l = ]‘12’ [P S Figyg s
2°) presque partout dans (a;, @i,.,)
Y'(%) = Qu |2, y@)];
ou presque partout dans (e, %;,,)
Y(®) < Pu[a, y@))-
Il est aisé done de s’ assurer que
Afi-y
B = (1@, G, T RY + /@, Ty 91090 20,
%
pour toutes les By compatibles avec les liaisons imposées aux courbes de la
classe D C. & d.
8?/0:;' == ayai_,_l
et
8y = Q,[%, gn(2)PY
pour presque toutes les x telles que
Fn'(®) = Qn [, ()]
et
Sy < Py/[x, gu(®)0Y
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pour presque toutes les x telles que
Un'(@) = P[22, Ju(2)].
Les liaisons |y(x)| < M,, (% < x < a;,,) ne sont pas prises en considération
car
| Fa(0)| < M,, (0 = 0 < aiyy)
Construisons & présent les variations 3y vérifiant les conditions imposées.
Soient E,, E,, E, trois ensembles tels que
(%, %iy,) = E, + E, + E,,
et tels que presque partout dans E,
72" (@) > Qu,[2, n@)] ou  7,(x) < Pu,[2, Jal)),
presque partout dans E,
gn’(m):- Qu[, Fa()),
presque partout dans E,
Yn'(20) = Pag,[20, Yu(20)]-
Tous les E,, E,, E, sont donc déterminés & un ensemble de mesure
nulle prés. _
Introduisons la fonction quasi continue et bornée

f(2)

de facon que dans E, cette fonction soit nulle et dans E,, E, égale respecti-
vement & Q,[x, 7.(®)], P,[x, 7).
On voit a présent que la variation

by = (e, Dpe(EME

o ’'on a posé
x
Jftae
oz, E) ="

et ot S est une variation <« arbitraire > dans E,, positive dans E, et néga-
tive dans E,, telle que

ity

fotes, Boodz =0,

o4

vérifie toutes les liaisons imposées.
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De telles variations existent toujours, car en vertu de I’ hypothése admise,
mE, 40 (parcequ’ une des mkE,, mE, est égale & zéro). En effet, dans le
cas contraire, on aurait presque partout dans (o, ®;41)

yn, = QMn(w) Yn)
ou presque partout dans («;, @;,1)
gn, == PMa(x; Yn)

et la continuité de Qu, et de Py, nous démontrerait que dans («;, &; 1), 7, admet
la dérivée continue, ce qui et contraire & notre hypothése.
Or on a
[ PE]
51 = J Q5y/due
Xz

ou l’on a posé
Q :flzl’(w’ Uny Yn') —jfyl(x; Yny Yn)Ax
%

Or on a presque partout dans (x;, ;1)

By =89 + j f()w(z, EPQENE,

%
de sorte que
a’i—i—g lli_._i

o = |2@) + [0 /B0, @) pp(e)dao

Considérons la variation 3¢, égale dans E, &

J.p(:v Su,dx +jp(ac)5u do +fp ()du,dx
du, — p(w) = Es

j p*(@)de

dans E, & du, et dans E, & 3u,, ou I'’on a posé

p(x) = (% +1, X).

Il est évident que 39, vérifie toutes les conditions imposées sur 3¢ quelles
que soient les variations du,, 8u, =0, du, <O0.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo VII. 34
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Par conséquent
iy
[ — cr@ypg,da =0

%z

ol
[p@yia)de
c="5
f pi(w)dx
&,
et ou
Y(a) = Qer) + j QB B, 2)dE.
Or, on a ’
LT
@ cpprdo =(iyw — opwipr,da +
o By

+ f [y(%) — Cp(w)]ou,dx +J[y(w) — Cp(x)Bu,d.
: £y Ky

On a donc pour toute du,, toute duw, =0 et toute du, =0:

fivte) — cppu,dz + iy — cpwpmdes +[ly@) — Co@oude 20
By Ky Ey
d’ou I'on tire: presque partout dans E':

(I @) + [0, 2)HE = Cp)
presque partout dans E,:

o
(m Q@) +[ABwG, @)/(§4E 2 Opla)

x
presque partout dans E,:
Xy

Q@) +[QEICE, )/ EME < Cp(a).

@x

Soit £ I’ensemble des valeurs de 2 appartenant & E, telles que partout
dans E, existe la dérivée ¥'n(x) et que (I) soit vérifide. Soit Z un point d’ accu-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dans le Calcul des Variations 267

mulation des points de Ei. Montrons que quand le point x tend vers Z, ¥ ,(x)
tend vers une valeur bien determinée.

En effet, supposons le contraire, de sorte quand x tend vers Z il exi-
ste au moins deux valeurs d’accumulation différentes de ¥',(x) — ¥, ¥/, .

En vertu de la continuité des intégrales

!

QE)/Eyolt, ), ff (%, Gy 7 )0

on voit que

K4

A% 9u(@, /) — jf,,(x Iy 7'} -+ [ Q@ 2% = Cp(@)

9

Xty

48, 9@, ¥s) — Jf,,\w G Tt + jsz B ©0(E, 2)dE = Cp(z).
d’ou I'on tire
Fv(@ Ga@), ¥') =1y’ Gn(®), Y')-
Or ¥,, ¥, étant les valeurs d’accumulation de #',(x), on doit avoir
Y= il §aD)], Y= QulZ, ya(®)] ou Y = Pu[F, 9(3)], ¥, < Pul[Z, 9()).
Donc entre ', et 3/,

'(Z, Jn(X), 3)=0

yli
ce qui est impossible.

Ainsi quand le point & de E, tend d’une facon quelconque vers le point Z,
alors /'n(2) tend vers une limite bien déterminée y’E—l(aTc). On conclut d’ici que
dans E,, 7'a() est continue.

Par consequent, 1'hypothése admise nous montre qu’il existe un en-
semble 4 de mesure différente de zéro, tel que

(22) (B, 4= A) = m(ay, 0y,) = Gipy =0,
1°) ou partout dans 4, a lieu la relation (II),
Y'n() = Qu,[, Fal2)]
2°) ou partout dans 4, a lieu la relation (III),
¥ n() = Pag o, Gu(@)).

La continuité de Qu,, Pu, prouve que quand le point  de 4 tend vers
un point &, alors y'(x) tend vers une limite bien déterminée y'4(Z). On s’ as-
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sure de plus que si I’on pose §',(Z) = ¥ (%), alors la relation (II) [ou la rela-
tion (III] a lieu pour z—==2.

Cela étant, soit Z un point de I'intervalle (a;, a,4,), qui soit & la fois un
point d’accumulation des points de E, et de A.

Supposons pour fixer les idées que nous soyons dans le cas (1°). Alors,
en vertu de (I) et de (II)

I'y(& Yn@®, Y5 @) = ['yIZ, §a®), Y 4®)] de sorte que ¥y (F) =Y ).
Or
YE®) = Qu[Z, Ju®), Y a®) = Qu,[Z, Jn(Z)]-

On a done

z

ylEl(:i:) - y Es(:z)‘

Le méme raisonnement est valable dans le cas (2°). Ainsi on a toujours
y’A(a'c)zy’E(:i;). Or 4 ,(«) étant continue dans E, ainsi que dans A on voit &
présent que #,(x) admet partout dans (x;, a,,,) le dérivée continue, ce qui
est contraire & 1’hypothése admise.

Ainsi nous avons demontré que 7',(x) est continue dans (&;, %.4,)-

On peut montrer aisément que |,'(x)] sont bornées indépendamment de 7.
Cela est évident pour x de A.

Pour x de E, on a
If'y'[wy Pn(@), ' ()] | =< Const.
Or
'y, y,2) >0 si 2=0Qu(x,y) on si z= Py, Y
Donc si
Pn' () = Qu[2, Fal2)),
alors

4 = S/ f[x) ?]n(-’ﬁ), gnl(w)] - f[mf g‘n(w)y QMg(w} yn(w))]
/I n y In s 3 = 7 —
fy[m’ Yul®), (%.)] Yn'(20) — QMa[w7 yn(w)]
et si
¥n'(0) = Pag,j20, Ja()],
alors

, _ -, e, Yule), Pu,(2, u(@)] — flo0, Fula), ¥n'(@)]
fy'[x: yn(m)7 Yn (00)] g PM,[w, yn(w)] _ ?Jn'(iv) .

On en conclut, d’aprés 1’inégalité (1), que pour 2 de E, on a

| 72/(2)| = Const. c. q. f. d.
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On peut aussi démontrer que presque partout dans (z«,, @,,,) existe la
dérivée ¢,"(x), bornée (en valeur absolue) indépendamment de n.
Cette propriété, évidente pour x appartenant 4 A, se démontre pour x
de 1‘__7/'| 4 I'aide de I'équation (I) en tenant compte de la relation:
1"y, Jnl2), §2'(0)] > B 2> 0,

pour & dans K, .
Cela étant, considérons le point a; [interieur & (a, b)] et envisageons le

nombre positif 5, suffisamment petit.
Construisons la fonction vg(a) & 1"aide des relations suivantes:
v5(@) =gn(2), <@ =<a,—3 ou 4 +BZw=bh
V5(%) = Yoy — ) + P(@ — o; +B),
2Q8 + Yp(os — ) — Ynl%i +3)
Q—r

ai——ggwga;—g—{-

U5(%) = Ynla; - 5) + QA —o; — g),

- QQB -+ yn(a - 8) yn(az -1- a)< < s
% — 8+ g—p =ws e+,

ou
P= Ploi, Ju(os), Q= Qeti, Gul@s)] si 7' (es— &) < Pufas — 8, Yuloi—B))
?711'(0%' + 5) 2 QM[“@' + 8, y,l(a.;-{- 5_)]
P= Q[ai7 yn(“i)]y Q= P[“ir Pnlas)

dans le cas contraire,

P= Ploi, gula)] = Q@ si 7, — 8) < Puloi — 3, Fn(2i — 3)]
Jn' (@ + 8) < Pult; + 3, (o + )]
P=Qloi, Ynle)) = Q@ 81 7 (o — 8) = Qurfots — 8, Gl — )]
Fn'la;i +0) = Qu [ + 8, Ynloit+ 5)]

Il est évident qu on prend 5 de fagon que la courbe Csly = vs(x)] ap-

partienne & D, u

Alors on doit avoir
I¢s = I, c. a. d.

a,+6 2 3
2 J‘f X, 17(.’1/’), 776 w)]d-%' = -jf[wy yn(w yn )]
a‘—b al—b

d’ ol I'ou tire, en vertu de la continuité de 7,(x) dans (a; — 8, ;) ainsi que
dans (a;, a; + 3), [3 est si petit que tip < a; — B, Wi = %+ 5, OU Gk, Lipw
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270 N. BoGoLIOUBOFF: Sur quelques méthodes nouvelles

sont les valeur «; les plus voisines de a; (mais ne confondant pas avec «;)
respectivement de bas en haut]

_ Jr' (% — 0) 4 7,/ (a; -0 , _
[, Inlos), P)+ (yn (@ ) 9 Y (= ) - P)f y’(“i} Ynlos), Py=

> 1oy Jnlos), gn'(“i —0)] + f[“ir Yn(%:), §r'(a; 4 0)] .

g5, ou e5—0.
5§ —0
Or on a
f[ah gn(“i)) gn’(“i— 0)] g f(ah yn(“i)y P) + [?Jnl(“i—o) —P]f,y’(“i; yn(“i)1 P)
f[’oh gn(“i)) yn,(“i -+ 0)] _2_- f(“i; yn(“i), P) -+ [?]J(“i +O) - P]f’u'(“h gn(ai); P)
On a donc
yn,(“'i - 0) == P; gnl(ai -+ 0) =4q.

Par conséquent partout dans (a, &)

An(2) = [T, Gu(), §'nl2)] — G2, Yu(®), § u()]

est une fonction continue de .

Or, dans chaque (x;, @;,,), exXiste presque partout la dérivée ¢",(x), bornée
(en valeur absolue) indépendamment de n. En remarquant de plus que y,(x),
Y n(x¢) sont bornées (en valeur absolue) indépendamment de 7, on voit qu’il
existe un nombre positif A ne dépendant pas de n, tel que presque partout
dans (a, b) A,(x) a la dérivée, dont la valeur absolue n’est pas plus grande
que A

D’ autre part la suite C, étant une suite minimisante & la fois pour I¢ et

pour J¢ dans D, on a
b

J A, (x)dx — 0.
a
En vertu des relations

Ba(@) =0, |An@")— An(a)| <X |2" — @
on s’ assure que
A (x)—0
uniformément dans (a, ). On peut donc, 4 chaque positif ¢, faire correspondre
un nombre n, tel que pour tout n = n,
|A@)| <e, a<w <.

Or, si pour un point x,

y,n(wo) = PMa[ww gn(wo)] on si yln(w) :,QMa[wO) yn(wo)]

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dans le Calcul des Variations 271

alors
An(@g) =7 >0
ou v ne dépend pas de .
On voit donc que si I’on prend e <y, alors pour tout n>>n, la courbe e,
est formée au plus de n arcs, le long de chacun desquels on a

Fn'() = QM,[x) Un(@)] 4§
ou

Un' (%) = Pu2, Jn(2)] — €,

ol § est un nombre positif fixe.

Par conséquent, & chaque fonction 7(x) possédant presque partout la dé-
rivée bornée, et 8’ annullant pour & =a et pour & — b, on peut faire corre-
spondre un nombre positif «, tel que la famille des courbes

Cly =gn(®) +an(@), a X b, —a, Sa=+a,]

appartienne & D, u,.
Donc la fonction
F(a)=1Ig,

a le minimum absolu dans 1'intérvalle (—e,, +a,) pour « =0, d’ ol & 1'aide
d’un rajsonnement bien connu on s’assure que la courbe C, est une extré-
maloide composée d’un nombre finie d’ extrémales.

Cela démontre les théorémes :

Si 1(x, y, z) vérifie les conditions du § 1, alors il existe dans la classe D
aw moins une extrémaloide, composée d’un nombre fini d’extrémales.

Quelque soit le nombre positif &, on peut toujours lui faire correspondre
dans la classe D aw moins une extrémaloide, composée d’un nombie fini
d’ extrémales, qui donne a Ic une valeur qui différe aw plus par e de la
borne inférieure ip.

Remarque : Ce dernier théoréme montre que s’ il n’ existe qu’ un nombre
finie & extrémaloides appartenant a D, alors le probléme de minimum
absolu de I¢ dans D admet des solutions.
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Significato proiettivo di alcuni tipi di equazioni differenziali

del secondo ordine.

Memoria di ENrico BomPIANI (a Roma).

Sunto. - Ogni elemento di 2° ordine di curva di una superficie (ad asintoliche distinte e non
rettilinee) determina due quadriche asintotiche osculatrici. Gli elementi di 2° ordine
tali che queste quadriche abbiano, in ogni punto della superficie, un contatto assegnato
con una retta, conica o cubica sghemba associata al punfo appartengono alle curve in-
tegrali di equazioni differenziali del tipo v''Pi (v) =Pi3(v') (i=1, 2) ove Pk(v') é un
polinomio di grado k in v' =dv/du a coefficienti funzioni di u e v. Delerminazione
della configurazione geometrica a partire dall’ equazione.

PREMESSA

1. Assegno in questo lavoro I’ interpretazione geometrica, rispetto al gruppo
proieftivo, di alcuni tipi di equazioni differenziali ordinarie del 2° ordine, cioé
la costruzione delle loro curve integrali sopra una superficie dello spazio ordi-
nario (a tre dimensioni).

Per intendere bene il significato e I'interesse dei risultati esposti qui
appresso & utile rifarsi a ricerche precedenti, alcune delle quali ormai clas-
siche, nelle quali gia si presentano problemi del tipo di quelli qui trattati.

B pia che noto che le geodetiche di una superficie o, sulla quale siano
distese le variabili # e v, soddisfano ad una equazione differenziale del tipo

(1) v = A+ BV 4 Cv" + Dv".
Se si fa nascere quest equazione dal problema di estremare 1’ elemento
d’arco di o,
ds* = Edu® + 2Fdudv 4+ Gdv*
cioé da 5!ds=0, 1 suoi coefficienti data o (nel gruppo delle applicabilita)

risultano funzioni note di K, F, G (e piu precisamente dei simboli di CHRI-
STOFFEL di 2° specie relativi al ds®): sicché sopra una data superficie ¢ si pud
interpretare una sola equazione differenziale del tipo (1) nel modo ora detto.

Annali di Matemalica, Serie IV, Tomo VII. 35
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274 E. BompiaNI: Significato proiettivo di alcuni tipi

I1 fatto che i piani osculatori in un punto di o alle curve integrali della (1)
formano fascio (intorno alla normale nel punto) & una conseguenza della par-
ticolare forma dei suoi coefficienti (0 meglio di particolari relazioni fra essi).

Si debbono probabilmente a questa spontanea interpretazione geometrica
della (1) in un caso particolare ben determinato, e allo interesse della (1) nella -
teoria dei gruppi di trasformazioni i lavori di L1oUVILLE, di LIE, di TRESSE
il quale ultimo ne ha studiata la teoria rispetto al gruppo delle trasformazioni
puntuali (*). '

Il KASNER (*) nel 1906 ha studiato la (1) nel piano assegnandone il signi-
ficato rispetto al gruppo metrico: i centri di curvatura delle sue curve inte-
grall passanti per un punto appartengono ad una particolare cubica (determi-
nata dai coefficienti 4, B, C, D). E questa forse la prima interpretazione gene-
rale della (1) (s’intende sempre nel piano e nel gruppo metrico), generale nel
senso che non s’impone alcuna relazione ai coefficienti 4, B, C, D.

2. Ritornando alle superficie, come naturale estensione in senso proiettivo
delle geodetiche si presentavano i sistemi co? di curve tali che i loro piani
osculatori in un punto della superficie passassero per una stessa retta. Questi
sistemi, che ho chiamato sistemi assiali, si incontrano in un lavoro della signo-
rina SPERRY (%) e poi ancora in FUBINI (*): la loro importanza perod, sia nella
teoria proiettiva della superficie (°) (che si pud costruire basandosi su di essi
come quella delle ordinarie applicabilitd sulla nozione di geodetiche) sia nella
teoria delle corrispondenze puntuali fra superficie (°), apparisce soltanto, se
non erro, nei miei lavori ora citati.

Questi sistemi assiali dipendono da due sole funzioni arbitrarie di due
variabili (che determinano in ogni punto di ¢ 1'asse del fascio) e quindi
forniscono 1’ interpretazione proiettiva (sopra una assegnata superficie o) di un

(1) Détermination des invariants ponctuels de I’ équation differentielle di 2° ordre. « Preis-
schriften der Fiirstlich Jablonowski Gesellschaft », zu Leipzig, 1896.

(3) V. « American Journal of Mathematics », pag. 207.

(]) Properties of a certain projectively defined two-parameter famnily of curves on a general
surface. « Amer. Journal of Mathem. », vol. X1, n. 2, 1918.

(!) Fondamenti della Geometria proiettivo-differenziale di una superficie. « Atti Ace. di
Torino », vol. 211, 1918.

(®) V. per es. la mia « Appendice IT » al vol. IT di Fupini e CecH : Geowmelria Proiet-
tiva Differenziale (Bologna, Zanichelli, 1927); in particolare IIT B.

(®) V. nella « Appendice » ora citata I’indicazione di varie note dedicate a questo argo-
mento ; e in particolare la Memoria: Proprieta generali della rappresentazione puniuale fra
due superficie. (« Annali di Matem. », s. IV, t. I, 1923-24).
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particolare tipo (che preciserd in seguito) di equazioni (1) in cui due soli coef-
ficienti sono arbitrari (precisamente B e C, mentre A e D vengono determi-
nati da o). Con cid non & esaurita dunque !’ interpretazione proiettiva della (1).
Ma intanto questi sistemi si ripresentavano, da un altro punto di vista, come
estremamente importanti: ENEA BORTOLOTTI (*) ed io (*) abbiamo riconosciuto
che appartengono a tali sistemi le geodetiche di una connessione proiettiva
secondo CARTAN (%); delle quali (non provenienti in generale da un problema
di variazione) si ha dunque una semplice costruzione geometrica quando si
ponga la superficie in relazione con 1’ambiente.

Ispirandosi alle ricerche sui sistemi assiali il BLASCHKE (*) ha introdotto
sistemi analoghi (che ha chiamato <« ciclici » ed io pilt specificatamente « ciclici
ortogonali ») nella geometria conforme; essi sono caratterizzati dal fatto che
i circoli osculatori in un punto P di o alle oo® curve del sistema che vi pas-
sano si appoggiano (fuori di P) ad un cerchio ortogonale in P a o.

Questi sistemi, ai quali appartengono per esempio le estremali di un pro-

blema BJ.F(u, v)ds =0 (°) con F qualsiasi, dipendono (come quelli assiali) da

dwe funzioni arbitrarie (per es. le coordinate del centro del cerchio nel piano
tangente in P a o). Sistemi piu generali, che chiamo soltanto « ciclici », si
ottengono lasciando cadere la condizione d’ortogonalita in P fra o e il cerchio
d’ appoggio; essi dipendono da #¢¢ funzioni arbitrarie e sono invarianti rispetto
al gruppo conforme.

3. Questi risultati apparivano per me (¥) come casi particolari di altri del
tutto generali relativi all’interpretazione proiettiva della piu generale equa-

(') Sistemi assiali e connessioni nelle Vm. « Rend. Ace. Lincei », vol. V, s. 6, 1927,

(3) Alcune idee gemerali per lo studio differenziale delle variet@d. « Rend. Ace. Lincei >,
vol. V, s. 6, 1927,

(®) Vedasi p. es.: Sur les variétés a connexion projective, « Bull. Soc. Mathem. de France »,
t. 52, 1924.

(f) Sistemi ciclici di curve sopra una superficie. « Rendic. Accad. Lincei », vol. 1T, s. 6,
1925. Ueber Komnforme Geometrie, IV ; Abbildung zweier Fldchen aufeinander. « Abhandl. des
Math. Seminars », Hamburg, 4, 1925.

(®) Questa bella proprietd, dovuta al BLASCHKE, & da ravvicinarsi alla caratterizzazione
delle estremali di f F(x,y, z)ds nello spazio dovuta al KASNER. Vedasi p. es.: Natural families
of trajectories: conservative fields of force. « Transac. Amer. Math. Soc. », 1909, vol. X, Si veda
anche il rapporto del Kasner al Princeton Colloquium (1909): Differential-geometric aspects
of dynamics. (« Published by the Amer. Math. Soc. », 1913).

(6) Sulla corrvispondenza puntuale fra due superficie a punti planari. « Bollett. Unione
Matem. Ital. », vol. IV, 1925,
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zione (1) sopra una superficie ¢ appartenente ad un ambiente qualsiasi (%)
(e qui & da intender bene che non & la dimensione dell’ambiente sebbene
quella dello spazio 2-osculatore, cioé contenente l'intorno del 2° ordine di un
punto generico di o, che solo ha importanza). Questa interpretazione affatio
generale & suscettibile, con l'uso consueto dei vari principi di trasporto
(Uebertragungsprinzip) delle piu varie specificazioni: sicché si ottengono per
esempio teoremi della geometria conforme (ora ricordati) o di geometria della
retta supponendo ¢ immersa in una quadrica di §, o di §;. Ricorderd appresso
|’ interpretazione proiettiva in S, della (1), quando i suoi coefficienti siano
affatto generali; per finire questa rivista relativa alla (1) accennerd che attual-
meute la scuola del BLASCHKE sta caratterizzando la (1) rispetto al gruppo
topologico.

4. Caratterizzare un’ equazione differenziale del 2° ordine sopra una su-
perficie o rispetto ad un dato gruppo vuol dire assegnare in ogni punto di o
e per ogni tangente uscente da esso una costruzione (invariante rispetto al
gruppo) dell’elemento di 2° ordine (E,) (*) di una curva integrale dell’equa-
zione in relazione. ad elementi della superficie legati ad essa in modo inva-
riante rispetto al gruppo scelto.

Sia questo il gruppo delle applicabilitd proiettive di ¢ (che comprende in
particolare quello delle sue trasformazioni omografiche; rispetto ad esso parlerd
di significato proiettivo di un’equazione differenziale): la superficie & indivi-
duata in questo gruppo dalla conoscenza di 2 forme elementari invarianti (°)

du® dv?

X =B av’ =1 au
(ove du=0, dv=0 rappresentano le asintotiche, distinte e non rettilinee della
superficie) o dalla somma (che & I’ elemento lineare proiettivo secondo FUBINI).
Il piano osculatore ad una curva di ¢ in un suo punto & gid un ele-
mento invariante relatlvo al suo E,. Nella interpretazione proiettiva della (1)

() L’intorno del 20 ordine e ¢ sistemi plurassiali di una superficie qualsiasi. « Memorie
Accad. delle Scienze di Bologna », s. VII1, t. IV, 1926.27.

(*) Indico cost l’elemento comune a tutte le curve aventi in un punto un contatto
del 2° ordine.

(}) Ho introdotto queste forme nella Nota: Le forme elementari e la teoria proiettiva
delle superficie. (« Bollett. dell’Unione Matematica Italiana », anno V, n. 405, 1926). Esse si
costruiscono immediatamente appena note le equazioni differenziali cui soddisfa un gqualsiast
sistema di coordinate proiettive della superficie, senza bisogno di alcuna preventiva norma-
lizzazione di esse, riferita alle sue asintotiche (v. appresso n. 6).
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T

€ riuscito piu vantaggioso (e la ragione ne & evidente per la loro stessa de-
finizione) associare ad E, due quadriche cosl definite (*).

Si considerino le tangenti asintotiche di un sistema (per es. u; dv=0)
uscenti dai punti di una curva di o: la rigata cosi costruita ha lungo ogni
sua generatrice, quindi per ogni punto della curva, una quadrica osculatrice.
Questa si dird quadrica asintotica osculatrice, del sistema scelto, nel punto
alla curva, o meglio al suo K,; le due quadriche cosi ottenute s’indicheranno
con Q(E,) e Q'(E,) (chiameremo del 1° sistema quella costruita con le tan-
genti asintotiche w; del 2°-1’altra).

Il significato della (1) nel gruppo scelto & questo (*): La (1) determina
in ogni punto P di s una quadrica passante per le sue tangenti asintotiche
ivi (che si costruisce algebricamente date A, B, C, D), alla quale sono tan-
genti (in un punto non appartenente alle tangenti asintotiche) le quadriche
asintotiche osculatrici (di un sistema) alle curve integrali di (1) uscenti da P.

Cambiando il sistema di asintotiche cambia la quadrica definita dalla (1).

Questo nel caso generale.

Se nella (1)

A=—8, D=x
cioé .
(1) V' =— B+ Bv + Cv”* + yv'%,

i piani osculalori alle sue curve integrali in P formano fascio intorno ad
una retta (sistemi assiali), caratterizzata da B e C (%)
Se invece A =B, cioé

(1) V" = 4+ Bv' + Cv'* + Dv?,

le quadriche asintotiche osculatrici del 1° sistema Q'(E,) alle curve inte-
grali di (1) in P passano per un punto (= P) caratterizzato da B, C, D (*).
Analogamente se D= — 1y per le Q"(E,).

(!) La geometria delle superficie considerate nello spazio rigato. e Ancora sulla geomeiria
delle superficie, ecc. « Rendic. Accad. dei Lincei », 8. 6%, vol. ITI, 1926. Queste quadriche sono
state considerate, contemporaneamente ed indipendentemente da me, da J. KLOBOUCEK:
Quadrique osculatrice le long d’une génératrice de la surface réglée donnéde par trois courbes
infiniment voisines. Quadrique de Lie. L’ élement de surface du troisiéme et quatriéme ordre.
« Bulletin international de I’ Academie de Sciences de Bohéme », 1926. Questa nota, perve-
nutami nell’ ottobre 1927, non contiene alcuna applicazione alle equazioni differenziali.

(3) Ancora sulla geometria. ecc., gia citata, ni 4 e 7.

(®) Loc. ecit., n.° 5.

(') Loe. cit,, n.° 6.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



278 E. Bompiani: Significalo proiettivo di alcuni tipi

5. Nel presente lavoro mi sono proposto la caratterizzazione, sempre ri-
spetto allo stesso gruppo, di altri tipi di equazioni del 2° ordine lineari nella
derivata seconda. E bene avvertire subito che non ¢’ é& alcuna difficolta a
costruire equazioni di significato geometrico noto: la difficolta sta invece
nell’ assegnare tipi generali di equazioni, cioé nell’interpretarle quando tra i
coefficienti di una di esse (o fra questi, B e y) non passi alcuna relazione
particolare.

Il primo tipo esaminato &

Tipo I 0" = P,(v)

ove P, & un polinomio di 4° grado in vt Esso determina in ogni punto P
di o una conica, ivi tangente a g, alla quale sono tangenti le Q(E,) relative
alle sue curve integrali. Se il coefficiente di ¢"* in questa equazione & = —vy
accade che le Q'(F,) ad essa relative vanno a toccare (fuori di P) un’altra
conica tangente a sua volta alla tangente asintotica v (fuori di P).

Invece, per una particolare determinazione del coefficiente di « (Tipo II)
la conica si spezza in una tangente a o e in una altra retta: il modo di va-
riare di questa retta, immagine in 2 dell’ equazione, al variare dei suoi coef-
ficienti, sta in elegante relazione con le quadriche di DArBOUX in P.

Se invece ad ogni punto I’ di o si associa una cubica sghemba I tan-
gente all’ asintotica # ed avente in P contatto quadripunto con tutte le Q(FE,),
le Q(F,) tangenti ulteriormente alla cubica appartengono alle linee integrali
di una equazione del
Tipo 111 V(A + BY')y= P (v)

e viceversa ogni tale equazione determina in generale due I (ed altrettanto
accade se si considerano le quadriche Q'(E,) dell’altro sistema).

Ma se in particolare (fatto 4 =1) il termine di grado zero in ?' entro P,
vale @, invece di una I' si ha uua counica che tocca la tangente asintotica w
fuori di P(B ==0) alla quale sono tangenti (in un punto non appartenente a
quella tangente asintotica) le Q(FE,).

Se invece A=0 e manca il termine di grado zero in ¢/, si ritrova
I’ equazione (1”) di cui apparisce quest’altra proprietd: le Q(Z,) ad essa re-
lativa toccano (fuori di P) oo' coniche (tangenti in P a o) appartenenti ad
una superficie cubica.

Iufine il
Tipo IV v"(4 4+ Bv?) = P,(v)

nasce pure dal considerare le Q(F,) tangenti in P ad una cubica I la guale
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tocchi in P la tangente asintotica v ed abbia ivi con tutte le oc® Q(E,) un
contatto quadripunto; fatto 4 =1 il termine di grado zero in ¢ entro I, é §.
E viceversa una tale equazione determina, in generale due I'* del tipo detto
(e una corrispondenza proiettiva che da luogo ad una superficie del 4° ordine),
Nel caso B=0 si ha una sola cubica.

Le ricerche qui esposte sono suscettibili di vari sviluppi e di notevoli
estensioni. Fra i primi noterd lo studio degli invarianti differenziali e del
loro significato rispetto alle configurazioni geometriche introdotte; la ricerca
degli elementi eccezionali, sempre per le equazioni esaminate, per i quali le
quadriche asintotiche osculatrici hanno un contatto piu elevato dell’ ordinario;
I’esame e la caratterizzazione di quelle fra le equazioni dette che provengono
da problemi di variazione e i legami con le metriche introdotte dal FINSLER,
dalla NoTHER e particolarmente approfondite dal BERWALD; ecc.

Fra le possibili estensioni noterd che gli stessi procedimenti appresso
adoperati mettono in evidenza, con lievi modificazioni, tipi di equazioni
non pil lineari, ma quadratiche in »"”. Le questioni qui accennate potranno

essere sviluppate, da me o da altri, in successivi lavori: qui basti 1’ ac-
cenno fatto,

6. Precisiamo la rappresentazione analitica di ¢ (*). Il suo punto P abbia
le coordinate omogenee xi(u, v) e le linee u(dv=0) e v(du =0) siano le asin-
totiche (non rettilinee) di a.

Con opportuna scelta del fattore di normalizzazione delle & queste soddi-
sfano al seguente sistema (%)

dlo dlog
(2) wuuzﬁmu