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La i~isoluzioiie apiristica delle congrueuze cubiche. 

Memoria II di C i iov~mr  SANSONE (a Firenze). . 

Siinti). - L'A. in una. precedente Memoria de@ t Annali s h a  diwzostrato che alle cong9-uense 
cubiche pud assegnarsi la  forma +zormale x3 t ax + a s  O (mod. p) con p primo, ed h a  
dato u n a  formula apiristica d i  risaluzione ne1 caso che le tre radici della congruensa 
non  abbiano 10 stesso earattere quadratico inodulo p. È ripresa ora l a  questione e l'A. 
dimostra che la  congvuenza proposta puà sempre tvasformami Zineavnzente in uw'al tra  
le cui radici n o n  hanno  lo stesso caratteve quadratico modulo p. Nel cas0 p=6h+7, e 
nell'ipotesi ehe le tre  adi ici della congvuenza non abbiano Zo stesso carattere eubico 
rnodulo p, l'A. troua ulza nuova f o r t ~ u l a  risolutiva della congruenza. Segue infine l'esten- 
sione del procedilvlento di NEWTON pe.i' l a  ~.isoluzione approssimata delle equazioni a l la  
risolusicme clelle congruenze modulo pn con n z 2 .  

PREFAZIONE 

Questa Memoria fa seguito ad uii'altra pubblicatn con Io stesso titolo 
ilel Tomo VI (4) di questi « Annnli ('), e a due note pubblicate nei a Reiidi- 

coriti della R. Accademia dei Liiicei . (7. 
Abbianlo visto che data. la çongruenza 

(1) ~ ~ - t - a x + n O  (mod. p )  

con a intero, p primo, p > 3, supposto che essa abbia tre rndici incongrue 
nlodulo p, sin cioh 

D,-,(a) = O (mod. P), 

se le sue radici non hanno 10 stesso carsttere quadratico modulo p, ossia 

(') Q. SANSONE, L a  risoluzio~ze delle congrueizze cubiche. Nemoria 1. a Annali di Mate- 
matica pura e applicata .; t. VI (4a), p. 127. 

(?) G. SANSONE: a) Determinazione del numero delle congruenze x3 + a s  + a=O (rnod. p) 
aventi tre radici con 10 stesso carattere qiind~rtico (niocl. p). [a Rend. della R. Acc. Naz. 
dei Lincei », 1928, fasc. 6-7, 2 O  sain.]. b)  L'equazione cui soddisfa il coefficiente a della con- 
gruenza a3ax:' t a x  + a = O (mod. p) con p primo, p >3, perchè essa abbia tre radici con 10 
stesso carattere quadratico (mod. p), [ a  Rend. della R. Acc. Naz. dei Lincei D, 1928, fasc. 78 ,  
2O Sem., p. 2801. 
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2 G. SANSONE : La risolusione a p i r i s t i m  delle congruenae cwbiche 

se a non verifica l a  congruenza 

fornisce la radice della (1) che iioii ha  modulo p il carattere quadratico delle 
altre due. In ogni caso i polinoini D,(cn) qualuiique sia l'indice h sono defi- 
niti, secondo che l'indice sin pari O dispari dalle formule 

k - - (k  6 3)a*-3 + ... + (- i )( 2v )al-*, 

D,,+,(a) = - @)ak + (k  3 ')ak-< - ( k  5 ')Y+' + 

21. -+ 1 a,+," + - + ( k , )  , 

avendosi rispettivamente. nei due casi r = - r =. -- 
[!]7 [Y]. 

Abbiamo quindi che se a verifica la (2) non é possibile applica.re la for- 
mula (1). Ne1 § 1 di questa memoria indichiamo ln forma da  assegnare ad 
una trasformazione lirieare, perché l a  (1) si muti in uii'altra congruenza del10 
stesso tipo le cui radici non abbiano il medesimo carattere quadratico mo- 
du10 p, e per le quilli è possibile quindi applicare la (1). 

Prendiamo poi a studiare pitrticolarmente il caso p = 6h + 7 e senlpre 
nella ipotesi che la (1) abbia tre radici dimostriamo che se per a prendiamo 
una radice della congruenza [possibile] 

a - '3a - 3a2 = O 
la  trasformazione lineare 

muta la (1) nella congruenza binomia [risolubile coi1 la formula del CIPOLLA] 

(mod. p). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G. SANSONE : La risolusi01~e apiristica delle corngrueme cubiche 3 

Sempre ne1 caso p = 6h + 7 e nelle ipotesi : 
10) che le  t re  radici della (1) non abbiano 10 stesso carattere cubico, 

ci06 per  a valgano le  relazioni 

2") che per  il iiumero a si abbia 

allora posto 
P t 2  

(4) a (- 1)  Dp-a(a)/D, - -da) 
3 3 

(mocl. p )  

questo nuinero a è una radice della coiigrueriza (1). 
Se abbiaino invece: 

itllora se nella (3) po~iiaino per  a il valore foriiito dalla (4), essa si trasforina 
iiella corigruenza binomia (3'). 

Diaino aiicora la  risoluzione delle congruenze cubiche rispetto ai mo- 
duli p"; qui abbiamo fat,to notnre esplicitmieiite corne data una radice sem- 
plice a della congruenz:i f(x) = O (mod. p), l 'ordinario metodo di NEWTON 
per l a  risoluzione nuinerica approssimata delle equazioiii idgebriche, applicato 
alla radice a successivamente 1, 2, 3, ... volte perinette di costruire una radice 
della congrueiixa f(x) r O (mod. p)  rispettivamente per  i modali p2, pz', ,.. 

Abbinmo irifirie fatto seguire a l  lavoro d u e  Tavole nuiue~~iche per ln ri- 
soluzioiie delle congrueilse cubiche col inodulo p primo iiiferiore a 100, le  
quali ammettoiio tre radici oppure una solit radice. 

5 1. Trasformazioni linertri delle congruenze a3 ..o- trx + rc r O 
(mod. 1)). Riduzione alla forma binomia ne1 caso p=81&+ 7. 
Trasformazione lineare delle congruenze in altre con le 
tre radici aventi diverso carattere quadratico modulo p. 

1. Data l a  congrueiiza 

( 1 )  x 3 + n x + n = 0  
a -1- 0, 27 + 4a II= O 
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4 G. SANSONE : La risolzcziorze apiristica delle corzyruetme cubiche 
- 

ci B utile determiilare quelle sostituziorii lineari a coefficienti iriteri 

(2) 

che trasformano l a  

(1') 

e cioè al10 scopo di 

(1) in un'altra della forma 

ottenere delle coiigruenee per le quali sia lecito npplicare 
la formula (1) della prefaziorie. 

La (1) per effetto della (2) diventa 

(3) 
(a3 + nay2 t ny3)y3 + (3a2P + 2auy6 + aPyZ + 3ny2€)y2 + 
+ (34% ta6" 2aPy6 + 3ny6"y i- (P3 + ap€z + a€" = O (mod. p) 

e per identificare queski congruenza con l a  (1') occorre che si abbia 

Quest'ultima l a  suppoiiiamo seiiz'altro verificnta, in caso opposto si coiio- 
scerebbe gih una radice della (1). 

Notiamo quel10 che accade delle (4) e (5) quaiido si suppone P = O  (mod. p).  
Esse diveiltano rispettivamerite : 

e si ha  poi a:j~O (mod. p), a6 E I Z  O (inod. p), e poichè noii pub essere y = 0, 
perché in questo caso si avrebbe a = 6 e la. (2) si riduce all'ideiitith, dalle 
due relazioni precedenti si ricava : 

L a  sostituzioiie (2) in queste ipotesi diveilta: 

e con questa sostituzione la ( 1 )  diventa: 

(n1od. PI, 

(rnod. p). 

(mod. p). 
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G. SANSONE : L a  ~ * i s o l ~ z i o n e  apiristica delle congrumze czlbiche 5 

Possi:mo subito verificare che l a  (6) è 1' uiiica sostituzioiie iiidipeiideiite 
da  a che trasforiiia la (1) in uir'a1ti.a corigi-ueriza del10 stesso tipo. 

I n  questa ipotesi iiifatti In (4) e l a  (5) debboiio risultare ideriticameiite 
soddis'fatte rispetto ad a ;  dalla (4) segue allorn 3u2P = O  (mod. p) e percii, 
se  cç r O la  (4) da  = - 36 e l a  (5) ideriticaincnte n(3y - 26) = 276 ossia 
6 e O, y G O e ci6 è impossibile; l'ipotesi P = O porta invece alla sostitu- 
zione (6). 

Coiicluderido: l 'unica sostiluzione lir~eal-e che trasfomha qualunque 
conggsuenza (1) in un'cdtra del10 stesso tipo, é la sostituzione (6) [che è a 
periodo 21. 

Se ora. suppoiiiamo P =Is O, nella (2) possiamo supporre senz' altro P = 1, 
cioé della forina 

fi subito visto che esiste uns di queste sostituxioiii con a G O che pro- 
duce sulla congruellm (1) l'effetto voluto. Difatti per u=O, P = 1 la (4) 

1 27 + 2a 
dB 6 = - - e la (5) y r - -, e abbiamo allora: la sostituzione 

3 9a 

(inod. p). 

27 
Tale trasformazione non è lecita se 27 t 2a 3 O, cioè n = - --, ciok 

2 - 
quando l a  (1)  h a  la  forma 

ovvero l 'a l t ra  

(inod. p) 

(inod. $1). 

Si ha da  qui che se 2 - 1, ci02 p = 12k t 1 ln (8)  ha tve m d i c i  ( 3 
~~~~~~~~~~ue, se 2 invece p -, 12k r+: 5 la congi-eacenztr ( 8 )  umnzette soltanlo la 
radice - 3. 
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6 G. SANSONE : La risoluzione apiristica delle eouzgrumze cczcbiche 

Osserviaino aiicora che  nella sosti tuzione (2') dobbiamo supporre y E~G 0, 
perché per  y r O l a  (4) da 3a2 & O ossia a = O e cib nori pub essere, l a  (2') 
è quindi il prodotto delle due sostituxioni: 

ay-'t 1- 1 
x= 

t + 6  7 ~ = Y Y -  

Esaminiaino quindi il caso in cui una  sostituzione lineare della forma: 

applicata alla congrueiiza 
in y. 

L a  (4) per  P = y = 1 

ay + 1 x=- 
Y + Z  

(1) elimiiia iiella (3)  il termiiie di secondo grado 

dB 3a2 + a +- a6(2a -t 3) r 0, e 'siccome non pub 
3 

ossere a - - perche in questo caso si avrebbe 
2 

cioè la  (1) avrebbe radici multiple, caso da  iioi 

anche 3u2 + a = 27 + 4a 0 
4 

escIuso7 n e  segue: 

Quaiido nella sostituzione (9) si dA a 6 l'espressioiie (97, l a  (1) si tra- 
sforma iiella coiigrueiiza: 

3(3a2 + 9a - a) - 27a3 +- 18tcaZ + 27aa + 27a + 2a2 
(10) y3 + n(ea + 3y Y + a72a -t 3)" O (mod. p). 

3(a3 -1- au + a)  
Notiamo che il detesiniriaiite della (9 )  è a6 - 1 = - esclu- 

a(2a + 3) 
3 

deremo percib per a il valore - - e le everituali raclici della congruenza (1). 
2 

2. L a  (10) assume la forma biriomia quando a soddisfa l a  congruenza 

(1 1)  3 a 2 + 9 a - u = O  (mod. p). 

Ora, supposto che la (1) nbbia tre radici incongrue, abbiamo visto che e 

( )  = 1 e siccome per il discrimiiiaiite della coiigruenza (11) ab-  
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G. SANSONE : L a  risolusione apiristica delle congruense cznbich.e 7 

segue che esiste una trasformazione lineare (9) che trasforma l a  (1) in una 

congruenza binomia allora soltanto che sia (p3) - = 1 cioè p della forma 6h + 7. 

Abbiamo allora il teorema: Se  la congg-uenza 

arrzmette t7.e s-adici incongrue, e i l  nzodulo p ha la fo~*naa 6h + 7 ,  la sosti- 
tucione lineave 

ove a è u n a  9-adice della collg?*uenzn d i  seconclo p a d o :  

trasfornza la  (1 )  nella congruenza hinonlia: 

9-isolubile con le formule apiristiche del prof. Cipolla ('). 

Siccome la  (12) deve avere t re  radici incongrue è evideiite che non pub 
avere nullo il termine noto; possianio verificare del resto direttamente questo 

2 
fatto. Il termine noto della (12) é nullo per a= a ,  e percib per l a  (11) 

3 
per 4a -4- 27 = O (mod. p), e cib non 6.  

3. Supposto nella (10) il secoiido coefficiente non nullo, essa con la sosti- 
tuzione 

- 2ïa3  + 18aa2 + 27aa + 27a + 2a2 
Y = 3a(2a + 3)(3a2 + 9a - a)  

t 

si trasforma in una congruenza della forma 

t 3 + A t + A = 0  
con 

(') Cfr. M. CIPOLLA, Math. Ann. a, Bd. LXIII, 19M. 
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8 8. SANSONE : La risoluziolze apiristica delle wlzgruenze cubiche 

Combinando la sostituzione precedeiite con la (9) abbinino: ZIZ cong~uenzu ,  

(1) z3 -t- a x  + tc r O (mod p)  

con la sostituzione 1inea1.e 

si t ~ m f o w n a  nella congruenza 

(14) y 3 - t - A y t A O  (mod. p) 

essendo A dato dalla (14'). 
La (13) rappreseiita iiil'effettiva sostituzione quaiido per il suo determi- 

riante si ha:  

- 9(3a2 + 9a - a)(a3-t-aa + cc)(- 27a3 + 18aa2 + 27acc+27a + 2a7 ~ 1 ~ 0  (mod. p). 

Sempre nell!ipotesi clle la (1) abbia tre radici incongrue, i valori d i  a 
che dobbiamo escludeg-e sono : 

1") Le t r e  vadici della cong)*uenza 

(15,) a 3 + a a + a = 0  [mod. p). 

2") Le t?*e v-adici della congruenru 

(15,) - 27a3 + 18aa2 + 27aa + 27a + 2 a k  O (mod. p). 

[ Questa ha  tre radici incongrue perché la ( 1 )  coi1 la  sostituzioiie 

27 - 4a)=I:O si trasforma apputo nella (15,) . 1 
3") Per  p = 6 h  + 7 i due  valori d i  a per i quali si ha:  

(15,) ' 3a2 + 9u - a+O (mod p). 

Osserviamo poi che le congruenze (15,), (15,), (15,) iioii hanno radici co- 
muni. Infatti si ha :  

e siccoine la (15,) noil ha la  radice a - O ed e 4a + 27 $1~0 segue che la (15,) 
e (15,) lion hanrio radici cornuni. 
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G. SANSONE : La risolzcaione a p i r i s t i c a  del le  c o n g r u e m e  cubiche 9 

Cosi pure è 

2 
ed essendo 27 + 4 a ~ j = O  e non poteiido avere la (15,) 1 : ~  iadice a =  a segue 

9 
che l a  (15,) e (15,) non haiino radici comuiii. 

Infine si ha:  

3 
e siccome l a  (15,) non pub avere la  radice a = - - ne  segue che la (15,) 2 
la  (15,) non haniio radici comuiii. 

Se coiiveniaii~o che per a =- oo l a  (13) rappresenti 1' ideiitit8, abbiaino 
che dei p t 1 valori possibili per a 

dobbiaino escludere iiella sostituzioiie (13) sei valori se p + 1 = 612 + 6, ed 
otto valori se  p + 1 = 6h +- 8, restano quiiidi in ogni caso 6h valori dispo- 
nibili per  a. 

Vediamo quando accade che a due valori distinti di a la (13) fa corri- 
spondere uno stesso valore A iiella (14). 

Siatio x,, x,, x, le radici della (1) e y, ,  y,, y, le  radici della (14); la 
SOS tituzione 

'xiYi(Y2 - YJ + x r ~ 1 ( ~ 3  - Yi) + ~ 3 ~ 3 ( Y i  - ~ 2 ) ;  
Ye - ~ 3 )  + xixsy,(zla - Y,) + X ~ X , Y ~ ( Y ,  - Y,) 

x,(y, - Y,) + %,(Y, - Y,) + %(Y, - y,); 
XnX3(Ye - Y3) + X,X:(YS - Yi) + x , X ~ ( Y ~  - Ye) 

trasforma la ten ia  (xi, x,, x,) iiella terna (y , ,  y,, y,) e quiiidi la  (1) iiella (14), 
e alle sei permutaziorii distinte della terna y,, y,, y, corrispondoiio sei sosti- 
tuzioni distinte e percib 6 valori di a che trnsformaiio l a  (1) riella (14). 

Coiicludiamo che data la  congruenza (1) con tre radici iiicongrue, esi- 
staiio h sostitiizioiii lineari (13) distiiite, l 'identità iiiclusa, che trasformaiio l a  
congiueiiza (1) iii IL coiigrueiize distiiite con tre  radici iiicoiigrue. 

Ritroviamo cosi il resultato stabilito a l  11" 3 della Menioria 1 « e s i s t o n o  h 
conglauenze (1) le qual i  anzmettono 3 riidici incong?*ue W .  

Annali di  Matematica. Serie IV, 'Porno VII. 2 
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10 G. SANSONE : L a  risoluzione apiristica delle cmtgruenze czcbiche 

Osserviamo che in particolare esistorio 6 sostituzioni lineari (13) le quali 
trasformano la  oongruenza (1)' in sè, ci06 il g w p p o  automo?-fo della ( 1 )  è 
un G,. 

Quelle a periodo 3 sono le  due sostituzioni: 

i cui coefficieiiti si deterininano risolvendo iina congruenza di secondo grado, 
l e  sostituzioiii a periodo 2 sono le t re:  

le  quali sono note soltanto q u a n d ~  sia risoluta la congruenza proposta. 

4. Si voglia risolvere la congruenza 

ed essa abbia t re  radici incongrue aventi Io stesso carattere quadratico mo- 
du10 p, cioè n sia unn radice d e l h  coiigruenza (II,) O (II,) della nostra nota b) 
citata nelia prefazione. Non 6 possibile allora applicare per  la  risoluzione 
della (1) la  formula (V') del n. 16 della. citata. Memoria, m a  se effettuando una, 
sostituzioiie lineare (13) otteiiiamo un numero 

che noii soddisfa le equrtzioni (II,), (II,) ora citate alla iiuova trasformata. 
possiamo applicare la  (V') e troveremo coiltemporaneamente una radice 
della (1). 

Si presenta quindi il probletna, supposto a tandice della (VI,) se p -= 1 
(mod. 4) o della (VI,) se p = 3 (mod. 4), scegl ie~e  nelln. (14') a in gui.ca che 
ne i  due casi vispettivamente A wma soddisfi la ( I I , )  O l a  (II,). 

Osserviamo subito che i valori di a cui corrispondono valori di A che 

soddisfano le  (VI) sono in numero di 6 se p r 5 (mod. 6) e 6 

[t] 1'1 pi-ove potr-enio p 7 (mod. 6), abbiamo cosi che al pi& dopo 6 - o 6 - 

t?.ovn17e un valore d i  a che 1-isolve il plSoblerna, e pe?.cib rnentre ln risolu- 
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G. SANSONE : La risoluziome apiristica delle congrueme czlbiche il 

zione della congruenza ( 1 )  ?michiede teo~icarnente 6h -t 2 O 6h + 4 pvove, 

Le piii semplici trasformaziorii liiieari che coiiviene operare sulla coii- 
gruenza 

(1) x 3 + a x + u = 0  (inod. p),  

.per  le quali l a  (1) diveiita rispettivailiente [cfr. II .  11 

(mod. p). 

Quand0 una di queste t re  non abbia le siie radici cou 10 stesso carattere 
quadratico essa é risoliibile coii la  formula (1) ed è percib i.isolubile la (1). 

Con questo metodo s iamo  riusciti a cash-ui?-e la tabella I di questo Ea- 
uol-o nella qiiale sono riportate tutte le soluzioiii delle coiigrueiize (1) con tre 
radici incongrue e con il modulo p < 100. 

5 2. Relazioni di terzo grado fra, i determinanti I ) , .  Formula 
risolutiva della congruenza x3 + r m  -t rr  r O (moc2.p). quando 
le sue tre radici non lianno 10 stesso carattere ciibico 
modulo p, e sia p della forma 6 7 1  + 7. 

5. Se p é della forma eh+ 7 ,  abbianlo visto ilel 11. 2 vonle ta risolii- 
zione della coiigrueiiza 

(1) X ~ + C ~ J + ( Z - O  (mod. p)  

(1) Sarebbe preferibile assegnare ad  a una forma esplicita in funeione di a in gnisa 
che il valore A ricavato dalle (14') non soddisfi le (II,), (II,). La questionc, sotto altra forma, 
è totalmente risolta in una Mernoria i n  pubblicaeione presso la u Reale Soc. di Sc. Fis..e 
Mat. n di  Napoli. 
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12 G. SANHONE : L a  rkolusione npiristica delle cofiyruelzse cubiche 

si possa far dipendere dalla risoluzione di una cotigruenza di secorido grado 
e di uiia coiigruetiza biiiomia ciibica, eiitrambi risolubili coi1 le formule del 
prof. CIPOLLA. 

Serim ricorrere a questo metodo, oltre la  formula risolutiva (1) applicabile 
ilel caso già dichiarato, vogliamo stabilire uii'altra formula risolutiva della (1) 
dipetiderite da1 carattere cubico delle rndici della (1). 

Stabilireino per questo preven tivameii te delle relazioiii del terzo ordilie 
fra i determinaiiti D,. Dalla formula foiidamentale (1) del i l .  6 della iiostra 
prima inemorja 

[mod. x3 + a x  + a] ,  

cambiando h in 3h si h a :  

Elevando al cubo l a  (1') e riduceiido rispetto a1 modulo x3 4- as+ a, e 
coiifrontaiido quindi con le (1) otteiiiamo le ideiitit& del terzo ordiiia cercate: 

Suppoiiiaino ora che non siu coiitemporaiieaineiite 

x,h , x,h , x , ~  (inod. p) 

O ci6 che é 10 stesso per l a  (1), noir.  sia simultanea?îtente 

D,-,(a) O, Dh-,(a) E O 

e sia iiivece 
XI" s e 3 h  = 3 h 

- x3 

(mod- PI ,  

(iiiod. p) 
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G. SANSONE : La risol.uziolze apiristica delle congruenae cubiche 13 

Segue subito che deve essere siiniiltaiieaiiieiite 

D i ( )  -1- O, D,L-,(a) =I- O 

(niod. p). 

(iiiod. p). 

Se si avesse iiifatti D,-,(rc) r 0, dalla prima delle ( I I )  segue 

ed esseiido a zi, O, O si h a  Dh-,(a) - O oppure 

L ~ L  seco~ldtl delle ( I I )  seinpre ilell'ipotesi D,-,(a) s O dh:  

e percib se D,-.(a) -1, O 

1 
e da1 coiifroiito delle (4) e (4') segue - (- ljh+'DZh-,(a) = O (mod. p )  cioè 3 
Dh-,(a) o. 

Abbiamo quiiidi che se è Dh-,(a) -0 è sriche Dh-,(a) = O, e ci0 è contro 
l e  ipotesi fatte. 

Analogamente supponiamo Dh-2(a) = O, dalla Prima delle ( I I )  segue 
3aD2h-,(a)Dh-a(a) r O, e siccome noil pub essere Dh-,(a) O si avrk Dh-, = 0, 
ina allora, dalla secoiida delle (II) segue aD3,-,(a) s O e percib Dh-,(a) = O, 
coritro le  ipotesi. 

Aveiidosi Dh-,(fi) -1- O, D,-,(a) =l= O, coiisideriamo i l  iiumero X [non nulloj 
clle soddisfa la corigrueriza 

Le prime due identità ( I I )  teriute coiito delle (3) e (5) diventano : 
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14 G. SANSONE : La risoluzio.ne apiristica delle congruertze czcbiche 

Moltiplicaiido la, prima per X, sottraendo, e presciiidento da1 fattore 
Dh -,(a) =l, O otteiiiamo la no tevole relazione : 

(6) [X" a X  + a][- 2(- l)"+'Dh-,(a) i- 3Dh-,(a)] = O (mod. P) 

ove 1' intero X è dato dalla (5). 
Se noi supponianio allortl 

3Dh-,(a) E ~ Z  2(- l)h+iDh-,(a) 
segue per la (6) 

X % a X + a r O  

cioè il numero X fornito dalla (5) e una radiue della congruenza proposta. 
Abbiarno quiiidi il teorema: 

Data la congruenza 

(1) x 3 + a x + a = 0  (mod. P)  

con t).e mdic i  i?icorig?-ue, se p e r  l'indice h valgolio le 9-elazio?ii: 

D,h-i(a) o7 D3,-,(a) O (mod. P) 
[x ,3h e xe3h = ~ 3 ~ ~ 1  (mod. P) 

D ( a  -1- O Dh-,(rc) =I; O h-i (rnod. p) 

[nou simultaiieaineiite L G , ~  x~~ = x3hJ (inod. p) 

allo?.a u w  rudice della co~ig~wenza  (1) è dlila dalla folvnula : 

(III) x (-  l)h+iDn-i(~t)/Dh-,(~) (mod. p). 

Supponinino invece valgano le coiidizioni a) e h )  e noii valga la c), sin 
cioè 

cf) 3D1i-3((1) E S(-  l)h+iDh-n(a) (mod. p). 

Tenuto conto della (5) abbiamo : 

e dalla prima delle (II) dividendo per Dh-,(a) =j= O (') si ottieiie : 

( l )  L'ipotesi Dh-,(a) = O  porta D,-,(a) = O, Dh-,(a) = O  e perciù per la (27) del 5 4 
(Xem. 1), essendo a==O, si dovrebbe avere qualunque sia l'indice h, Dh(a)=O, e cib non 
pub essere, perchè ad es. D3(a) = a si annulla soltanto per a =O.  
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G. SANSONE : L a  risoluziwne apiristica delle congrzcenze czcbiche 15 

e il numero X per i resultati del n. 3 noil pub essere radice della con- 
gruenza (1). 

Ricordando allorn i resultati del II. 2 del 5 1 abbiamo l 'altro teoremn: 
Data la congruenza 

x a + a x + a = O  (mod. P) 

con tre radici iwongrue, se pers l'indice h valgono le reiazioni: 

la congruenza (1) si t~.asfo~.ma con la sostituzione 12nem.e: 

nella congruenza binomia : 

risolubile con la formula ipiristicn del prof. Cipolla. 

6. a) Avendo supposto p = 6h + 7 un esponente per il quale vale la  a )  
esiste, esso é p - 1 ;  é infatti per il teoremn di FERMAT 

Se percii, noii è simultaiieainente 

cioé le  tre radici della corigrueiiza (1) rion harino 10 stesso cnrnttere cubico, 
O ci6 che é 10 stesso si h a :  
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16 G. SANSONE : L a  rz'soluziorze apiristica delle corzgruemse cubiche 

allora una radice della (1) è data dalla formula: 

Abbiamo quindi dimostrato il teorema: 
Se  le tl-e radici  della congruenza 

non  hanno 10 stesso caratte1.e cubico rnodulo p, se cioé s i  h a :  

e se è anche:  
 PL^ 

3Dp  IO(^) rl- 2(- 1)  Dp-da) - 
3 3 

allo~.a u n a  radice della congruenza (1) è data dalla foî-mula: 

(III') 

S e  invece si h a  

(mod. p). 

(mod. p). 

(mode P) 

(mod. P )  

[il numero a soddisfa la  congruenza a - 9a - 3a2 = O (mod. p)] ,  la  con- 
9a - 2a 

gruenza  ( 1 )  con lu sostituzione Zincare x = (ay + 1)/ y + ( a(2a + 3) 1 si t ra -  

s fornza neE?a congruenza binomia : 

1-isoluhile cor& lu formula apivistica del prof. Cipolla. 
Diamo per  maggiore chiarezza qualche esempio. 
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G. SANSONE : Lu rlsolzczione apiristica delle cofigmcenze czcbiclze 17 

Sin p = 31 ; le formule (V') del n. 16 della nostra prima nleinoria, e (IIIr) 
diventano rispettivameiite 

(III') (mod. p). 

Pe r  a = 12, cioè per  la coiigrueiiza x3 + 12x  +-- 12 - O (inod. 31) noil si 
pub applicare l a  (V'), meiitre la  (IIIr) foriiisce la radice x = 19. 

Per  n = 18, cioè per  la  corigrueiiza x3 + 18x + 18 r O (tnocl. 31) eii- 
trainbi le formule dtiniio x = 13. 

Pe r  a = 23, cioè per la  congrueriza x3 t- 23x  + 23 = O (rnod. 31) la (V') 
d& la  radice r: = 7 ; l a  (III') d& cc = 3, e siccotne è n. - 9a - -  3 c c k  O (mod. 31) 
la coiigrueriza proposta con la  sostituzione lineare 

diveiita y3 e 2 (mod. 31) che  h a  le  radici y 7, 20, 4 cui corrispoiidono le 
raclici x = 7, 26, 29. 

Iiifiiie per a = 25, cioè per  la  congrueiiza x3 + 25x -+ 25 O (mod. 31) 
l a  (V') da a = 17, l a  (III') x = 20 percib l a  terza radice della congrueiiza 
è x 25; la  coiigruenza proposta si risolve quiiidi coti i 'uso siinultaiieo 
delle (V') e (III'). 

Diamo poi uii es. in cui non si pub applicare iiè I l t  (V') né la  (III'). 
La coiigrueriza x3 t 3 8 s  .+ 38 r O (rtiod. 61) ha  le radici rr; = 2, 8, 51 

che hariiio 10 stesso carattere quadrsttico modulo 61, noii si pub percib ap- 
plicnre la (V'); si verifica pure che  è 3D,,(38) -t. 20,,(38) r 0 (tnod. 61)' non 
si piib percib applicare la (III'); aveiidosi poi - Di,(38)/D,,(38) = 38, con la  

sostituzione r; = 38y + 1 l a  congruenza proposta si trasforina riella con- 
Y-3  

griieiiza y" 11 che h a  le radici y = 11, 21, 32 cui corrispondoiio i 
valori di x = 8, - 10, 2. 

h)  Siccome per  h = pz1 6 LX*'" =.x23h = x:h (rnod. p) k lecito eon- 
3 

siderare il pi& piccolo esponeiite positivo 31  per il quale le  radici della con- 
grueiiza (1)  soddisfano l a  coiidizioiie: 

~ ~ 3 1  3 X23A x , ~ ~  (mod. p) .  

Annali di Matematiccc, Serie IV, 'Porno VII. 3 
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18 G. SANSONE : La risolzcziome apiristica delle cotzgruemse cubiche 

E subito visto ehe A è un divisore di *, e se per un esponente 3h 
3 

si h a :  
~ , 3 h  x,3h ~ , 3 h  (mod. P) 

h è multiplo di A, ossia posto h = Aq, deve aversi perché sia lecito applicare 
ln (III) 

s i 3 A P  - = x 3"i x 31.4 (mod. P I  
e n o n  deve essere 

x," r ?.Y x,IQ (mod. p). 

Si ha  allora che se 3A è il più piccolo esponeiite positivo per il quale 
si ha 

%,3h = x 3A = ,x3V. - 2 - (mod. pl 

cioè se 31 & i l  pi6 piccolo indice positivo mult iplo d i  3 per i l  qunle si  h a  
si?î~ultaneanzente 

D,a-,(a) = O, D3+(a) = O (mod. P I ,  

e se n o n  é sirnultaneamente xi xi = X; (mod. p), ci04 si h a :  

se per a si ue?-ifica anche la condizione 3DAB3(a) :/s 2(- l)a+iDl-,(a) (mod. p)  
all09~a si pub applica?-e la fo?mula (III); ment f7e  se si h a  

allora qualunque sia l 'esponente h considel-ato non  si pub applica7-e la  (III). 

5 3. Trasformazioni lineari delle congruenze cubiche 

con p = 6h + 7, e aventi le tre radici con 10 stesso carat- 
tere cubico modulo 21, in altre le cui radici non ha.nrio 10 
stesso carattere cubico modulo p. 

7. a)  Sin p = 6h -i- 7, ed E una radice cubica dell'uriità modu!o p, sia 
cioè : 

~ + - E - I - E ~ = O  (mod. p). 

1 caratteri ciibici di un iiumero modulo p sono 1, E, E" perci6 se tre  nu- 
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G. SANSONE : L a  risoltmiorze apiristicn delle co%gt.uerzze ccubiche 19 

meri x,, x,, x, hanno 10 stesso carattere cubico modulo p, sar8:  

Si h a  d a  qui, che avendosi per le t re  radici della congrueuza 

(1) ~ ~ + a x - t - a O  (rnod. p)  

P ~ I  P-1 

X , X , X ~  r - a (mod. p )  e percib (x,x2x,)  = (- a )  (mod. p), che se l a  ( 1 )  
Iza tl-e r a d i c i  incongrue,  ed é 

O possiarrlo app l icare  la  ( I I I ' )  e visolve?-e q u i n d i  la  c o n g ~ . u e n z n  pvoposta, 
o p p u r e  possianao trasfo?.mare la (1)  c o n  u n a  sosti tuzione h e m - e  7totn in 
u~za congî-uenza binomia cuhica. 

b) Supponiamo che la  (1) abbia t re  radici con 10 stesso carattere cu- 
bico modulo p, sin cioè 

~~1 

(- a )  = 1 (mod- P I ;  

essa con l a  trasforiilazioiie lineare [cfr. n. 11 

dive11 ta : 

(a') 

Abbiamo allora che se per a vale la relazione 

(mod. p) .  

si pub risolvere la  (2') corne abbiamo iiidicato e poi con In (2) risolvere la  ( 1 ) .  

c) Suppoiiiamo invece 

P-1 Pzl 

(3) ( a )  = 1, (- 27 - 4n) = 1 
e suppoiiiamo ancora 

e più in geiierale siano g e g, due non resuidi cubici di p per i q~ia l i  si abbia 

(mod. p). 
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20 G. SANSONE : L a  risoluaiorte apit-istica delle congruenae czhbiche 

1 
Se 2 è non residuo cubico di p, basta preiidere g = g ,  = - '  si pren- 

2'  
1 2 

der& g =- e g, = se 2 é residuo cubico e 3 nen residuo cubico; g = 
1 

3 3 5 ' 
4 

.9 - - se 2 è residuo cubico e 5 non residuo cubico 
' - 5  

La congruenza 

è per quanto si è detto iii a)  risolubile apiristicainente; sia 8 uiia sua radice, 
posto 

dove il secoiido membro, e percio anche il oriiiio inembro rappreserita un 
iiumero non residuo cubico d i  p .  E allora se riella sostituzioiie (13) del n. 3 
prendiamo per cr il valore dato dalla. (5) la (1) si trasforina iiella coiigrueaza 
ciibicsl (14) del riumero osa citato, che a inotivo della (6), per le cose dette 
iii a), é risolubile apiristicamente. 

4. Risoluzione delle congruenze cubiche con moduli po- 
tenze di nnmeri primi. 

8. a)  Sia a, una 9-adice senaplice della congruenza 

. (1) f(x) = O 
si abbia cioè: 

f (a, )  = O, f'(a,) -11 O 

(mod. p), 

(mod. p).  

Vogliaino fitr iiotare corne il procedimeiito di NEWTON per la risoluzione 
numerica approssimatn delle equazioiii algebriche permette di dedurre dalla 
radice a,  uiia radice (seniplice) della eongrueiiza: 

(2) f (x) = O (mod. pn); n > 2. 

Essendo f(a,) priiiio con p, e percib coi1 pz,  possinino calcolare il socio 
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G. SANSONE : L a  ~-isolueione apin'sticn delle congmenze cubiche 2 1 

1 
di f (a , )  inodulo pz ,  e se prendiamo a, deterniiiiato dalla reli~zione 

f'(a4) 

(inod. p z )  

avreino per qiiesto iiumero a, 

f (a i>  a , )  ' ( a i )  r<f(a,l + . a .  

/(a,> = f i a ,  - f#] =f<a,)-  - f f ( a , ) t r ( -  f i a , > -  - f'w ff" a,)  f Y a ,  ) 
cioe : 

e quiridi esseiido f (a , )  divisibile per p :  

cioe a, e uiia rndice della coiigruerizta 

(4) f (%) = O (mod. pz). 

Avendosi poi f (a,) = f'(z,) =1- 0 (inod. p) segue che a, è una radice sein- 
plice della coiigryerizn (4). 

Analogainento se consideriamo il numero : 

Cosi continiinndo abbiaino il teorema: 
Sia a, unn ?nadice sewplice della cougj.uenza: 

sia cioè 

e consideriamo kt successione dei nunzeri: 

(mod. p ? 2 )  

(mod. p e 9 ) .  

(mod. 23%)  

(mod. p g Z )  
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1 1 1 
dove - - -- soli0 i soci di fr(ai), fr(a,) ,..., f(a,,) cnlcolati rispet- 

l'(a,)' f (a,)'"'7 f t ( a m )  
tivamente rispetto ai moduli p2, pz',..., p2nz. 

Qunlunque sia l'indice ln, abbianro 

(5) f (am,,) = 0 (inod. p") 

ci06 a,.,, è una m d i c e  (seinplice) della conp-uenza (2), pela tutti g l i  espo- 
nenti n < 2m ('). 

Per  la (5) abbiamo 

f(x) = (X - am+,)f,(x) + pnK 

con f,(x) polinotnio a coefficienti interi, Ir> intero. Per  trovare della congrueiiza 

(6) f(x) ~ i i  O (inod. pfl)  

le eventuali radici oltre a,,,, , baster& risolvere la coiigrueiiza 

f,tx) = O (inod. pn )  

ove f,(x) è di grado minore di f (a ) .  
Si osservi iiifatti che non pub aversi siiuultaneamente con 0 < 9. < n 

x a ( o .  p )  f,(x) = O (mod. pn-") 

perché seguirebbe d a  queste : 

x = a ,  (mod. p), fi($) F O (mod. p), 

cioè a, sarebbe radice almeno doppia per  la (l), e cib é contro l'ipotesi. 
6) Sia invece data la congruenza: 

(6) f(x)  O (mod. pn), n 2 2, 

e sia a una radice doppia, della congruenza 

f (x) = O 
sia cioè: 

f ( a ) = 0 7  f ( a ) = O  

Ci domandiamo se esistono radici x della (Ci) della fortna 

x = a + p y .  
Deve essere intanto 

(mod. p z )  

(i) Non sembra che il prooedimento indicato sia stato esplicitainente notato. 
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e percib 
f (u )  r O 

Abbiamo quindi che pe?. 
(rnod. p". 

(7) f (u)  3 O (mod. p), f(u) O (mod. p2), f1(a) = O (mod. p )  

n o n  esistono ?-adic i  del la  c o n g m e n z a  (1) del la  f o m m  a + py. 
Se i nvece  a b b i u n ~ o  

f(u) r O (mod. pe), f'(u) 3 O (mod. p)  

ln (6) avt.a v u d i c i  del la  f o ~ . m a  

x = u + p y  
se y soddis fa  l n  c o n g s u e n x a  

&) PI(4 f'"'(a) +--y+,-$/2+ f(3)(a) py3  +. ... G O (mod. pn-'); 
P1 P L !  3 !  

percib l a  ricet-ccc d i  una rad ice  del la  f o m ~ t c  voluta  é 1-ico~ldol ta  a l la  ~ i s o -  
l u z i o n e  d i  una congs,uenza c o n  modulo  pn-2. 

c) In  generale sia da risolvere la  coiigruenza 

(6) f ( x )  = Q (mod. pn) 

e si conosca una radice a di essa;  sia cioé 

f (x) (X - a ) ' f , ( ~ )  (mod. pn) .  

Si soddisfa nllora la (6) oltre che col valore x = a con tutli gli altri 
valori di x; per i quali si h a  simultaneamerite: 

L a  risoluzioiie della congrueiiza (6) & ricondotta quindi a l h  risoluzione 
di coiigruenze di grado miiiore. 

Dalle cose dette in a) b) c )  segue che In risoluzione delle coiigiweiize di  

grado qualunque modulo pn  e ricondotta alla risoluzione delle corigriieiize di 
grstdo minore, e alla risoluzioiie di congrueiize di modo10 pfl- t  coi1 1 > 0. 
Ed nllora iie segue che siccome iioi sappiamo risolvere le coiigiweiize di 
secondo grado e quelle cubiche di modiilo p, sapp iamo ~ - i s o v e ~ v  tut le le  
c o n g w e n z e  cubiche m o d u l o  pn. 

9. Voglia.tno vedere d a  vicino corne si applicaiio le  cose dette alle cori- 
gruerize cubiche di modulo pn con n 2  2 ;  e siipponianîo p + 2, 3 ('). 

(1) 1 casi p = 2 ,  3 si esamineranno col procediinento indicato ne1 numero precedente. 
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Sia allora d a  risolvere l a  coiigruenza 

Se  in questa è a, primo coi1 p, moltiplicaiido pei. il socio di n o ,  modulo pn, 
si av rà  una corigruenza del tipo: 

(9) s3 + a,$' + a,$ + a, = O (inod. pn). 

Se invece a, è divisibile per pl e a, non è divisibile per pl opereremo 
la  trasfoi.mazione ora indicata sulla congrueiiza ottenuta dalla (S), c o l h  tra- 

1 
sforinazione lecita x= -; se  a, e a,  sono invece entrambi multipli di p, e 

Y 
lecito supporre che a, e t r ,  non siailo anch7essi multipli di p, [ne1 qua1 caso 
l a  coiigruenza (8) pub ritlursi a d  un'altra di modulo pn-t] e se indichiaino 
con p un intero tale per il quale si abbia: 

e percid l a  (8) con la  trasformazione rx; =p + y diventa 

(niod. p)  

(mod. 24 

(mod. pn)  

ed essendo iii essa f(p) =l= O (mod. p )  possiamo applicare la, trasfornmzioiie 
prima indicata. 

È lecito qiiindi supporre 1 : ~  coiigruenza cubica data sotto l a  forma (9)) 
ed iillora esseiido p + 3, con la. trasformazione lecita 

essa assume la forma: 

(10) a3 + aprx; t PpS - O  (mod. pn) 

con 1.2 0 ,  s 2 O, a e p primi coii p. Suppoiiiamo anche < n, s < n per 
non ridursi ai tipi noti. Distinguiamo ora vari casi. 

a) Sia 7. > O, s = O ,  la  (10)  diveiita: 

le sue radici sono anche radici della coiigruenza biiiomia 

x3+p=0 (mod. p).  
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Questa sappiaino risolverla colle formule del prof. CIPOLLA, e avendo le 
sue radici tutte seinplici [f'(x) = 3x' II= O (mod. p)] possiamo aiiche risolvere 
col procedimeiito iiidiciito a l  I I .  8 a )  In ( 1  1) .  

b )  Sin Y =  O e s ;> O; la (10) diventa: 

(12)  x3 + a x  + /3p3 = O 
DovrA essere 

x(d+ a )  r O 

(rnod. pn) .  

(rnod. p) 

e percib x deve soddisfare una almeiio delle coiigruenze 

x + t a O ,  $ = O  (mod. p) .  

Sulle radici della. coi:grueiizn, x2 1- a r 0 (inod. p) operaiido come al  n." 8 a) 
otteiiiamo le corrispondeiiti radici della (12) [f'(x) .= 3 x 2  + a  - 2 ~ 4 1 0  (inod. p)]. 

Se cerchiamo iiivece le radici della (12,  della forma r; = p y  effettuando 
tale sostituzione, essa diveiita : 

(13) p2y3 i- a y  + Sps-' = O (mod. pn-'). 

Allora dalla radice della coiiçruenza ay + PpS-I = O (mod. p) dedurremo 
col solito pro ce di ment,^ del 11." 8 a) una radice deila (13) [f'(y) = 3p2y+- a r,= O]. 

c) Sia s > O  e Y >  S .  Deve essere per la  (10) x3 divisibile per pS, po- 
tremo porre quindi 

k x = p  Y lk > 01 
coi1 y iritero e h il piii piccolo intero per i l  quale si h a  3 k > s .  L a  con- 
gruenza (10) diventa ora 

p 3 k - ~ y 3  + ap ( ' -~ )+ky  + P 0 (rnod. pn-$), 

e avendosi ( 1 .  - s) i- k > O, s e  6 anche 3k - s > 0 essa é impossibiie, per  
3k - s = O assume l a  forma (11) che sitppiamo risolvere. 

d) Sia s > 1.  > O. Deve essere per la  (10) x3  divisibile per  p', potremo 
percib porre 

% = p k y  

con y  iiitero e k il pii2 piccolo intero (positivo) per i l  quale si ha 3 k 2 v .  
La congruenza (10) diventa o r a :  

(14) p3k-'y3 _+ a p h y  1- Pps-'' ss 0 (mod. pn-'), 

esseiido 3k - Y = 0, 1, 2. 
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Per 3k - 1 -  =O, la congruenza ha  la forma 

y" t p k y  +- pps-" = O (inod. p n + " )  

che ha 10 stesso tipo (11) ma è riferita al modulo p"-?. 
Fer 3h - ? & =  1 dalla (14) si ha 

y3  + u P R - i y  + pps-~- - i  = O  - (mod. pn-'-l ) 

the ha 10 stesso tipo (11) ma, é riferita a,l modulo pn-''-'. 
Per 3k - 1 .  = 2 la (14) diventa 

@yY" + u p k y  + ppS-y r O (mod. pn-r). 

Questa se k 2 2 sar& possibile soltanto per s - 9 . 2  2 e si riduce alla 
forma (11)  

y3 + apk-- y + PpS-y-2 = - 0 (mod. pn-r-2) 

col modulo pn-r-2 ; se é invece k = 1 e percib 7- = 1 abbiamo : 

Questa per s = 2 ha la forma 

p y q - z y t - p = O  (mod. pn-2), 

e si risolve operaildo come abbjaino indicato a l  n." 8 a) sulla radice della 
congruenza 

u y  + p = O (mod. p), [ f ( y )=  3py2  + a=\=O (mod. p)].  

Se s - 2 > 0 alla (15) possiamo dare la forma 

py3  + a y  -+ ppx = O (mod. pn-7).  

Si ha da qui y = pt ed essa diventa 

(16)  p3t3 + ut  + pphi = O (mod. pn-3). 

Per A = 1, basta operare come abbiamo indicato ne1 n." 8 a) sulla radice 
della congruenza a y  .+ P = O (mod. p)  ; per h - 1 ', O si avra t = p z  e lit (16)  
diverita 

p5z3  + u z  + pp A-2 - O (mod. P " - ~ ) .  

E cosi contirwmdo dopo un numero fitiito di volte risolvererno la con- 
gruenza proposta. 
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Q. SANSONE : La risoluzione apiristica clelle congruelzze cubiche 27 

e) Resta iiifine il caso 9- = s = O ;  l a  (11) si scrive allora 

x 3 + a x + t = O  (iiiod. p") 

la  qiiale con la trasforinazioiie lecita x s P r ' y  (miid. 1)") assuine la forma 

(17) y 3 f  a y + a = O  (niod. pn). 

Per i risultati dei l~nragrafi precedeiiti sappiamo discutera e risolvere 
q ~ i e s h  coiigrueiiza riferira' al inodiilo p, sappiaiiio percib risolverla per le 

cose dette a l  II." 8 per il modulo pn. 
Iii particolare se 4a I- 27 =IF O (iiiod. p) ed è iiiipossibile la coiigriieiixa 

(18) y 3 + a y i - n = O  (mod. p) 

iinpossibile é anche l a  congrueriza (17) ; se iiivece qiiesta h a  uiia sola radice 
oppure tre rtidici iiicoiigrue, possiaiiio operare su  di esse come abbiaiiio iiidi- 
cato ne1 11." 8 a) per ottenere corrispoiideiiti radici della (17). 

3 
Iiifine se  4a + 27 - O (inod. p) la  (18) ha. la ritdicedoppia - e la. seni- 

2 
plice 3, e operando su qiiest'ultima come abbiaino indicato iiel citato 11.' 8 G), 
otteniamo uiia radice seiiiplice della (17). 
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1. 

Tabella numerica per la risoluzione delle congruenze cubiche della 
forma x3 + (CX + (6 c O (mod. p) col modulo p primo inferiore a 100, 
le quali amrnettono tre radici xi, x,, x, incongrue. 

Radiei Carattere quadra, 
tieo delle radiri 

Carattere quadra- 
tic0 delle radici 

Carattere quadra- 
tieo delle radici 

Radiei 
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Rndici h r ~ t t ~ r e  quadra- 
tieo delle radici 

larattere quadra- 
tic0 delle radici 

:arattere qiindra. 
tico delle radiri 

Radiri 
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30 G. SANSONE : L n  risolwiorte apiristica delle corcgrzcense czcbiche 

II. 

Tabella numerica per la risoluzione delle congruenze cubiche 
della forma x3 t trz i r r  E O (mod. p)  col modulo p primo 
inferiore a 100, le quali ammettono una sola radioe. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G. SANSONE : LU r i s o l u ~ i o ~ e  upiristiml delle congruenae c ~ b i c h e  31 
-- 
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Sopra un gruppo di operatori funzionali che interessano 

la Fisica. 

Sunto. - Scopo prilzcipale d i  questa Nota 6 d i  indicare un procedimento per l a  valutaaione 
da u n  gruppo d i  operatwi funziolzali che s i  presentano nell'Elettrodinamica e in al tr i  
r a m i  della Fisica, e che si possono ricondurre a l  tipo 

a dowe b = -, tnentre m, 1, g, k sono qzcantità positiwe, indipelzdenti d a  t, ed n è u n a  
at 

costante reale. 

1. Scopo principale di questa Nota é di indicare un procedimento per la 
valutazione di un gruppo di operatori che si presentano nell'Elettrodinamica 
e in altri rami della Fisica, e che si possono ricondurre a l  tipo 

a 
dove A = -, meritre rît, 1, g ,  k sono quantith positive, indipendenti d a  t ,  ed n 

at 
e una costaiite reale. 

Premettiamo alcune osservazioiii sulla valutazione geiierale degli opera- 
tori funzionali che interessano la  Fisica Mntematica ('); e termiiiiamo con unn 

(1) Sull' argomento in questione vertono le opere seguenti : 
O. HEAVISIDE, Electromaglzetic theory, vol. I I ,  (1890) ; On operators ilz physical mathe. 

matics, a Proceedings of the Royal Soc. of hondon D: Sect. A, vol. 52, (18931, pp. 504-529, e 
vol. 54, (1894), pp. 105-143. G. GIORGI, I l  w t o d o  simbolico nello studio delle correnti variabili, 
e Atti dell'Associaz. Elettrotecnica Italiana =, vol. VIII, (lWH)-l), pp. %-141; S u l  calcolo delle 
soluziolzi funzionali originate d a i  problemi d i  Elettrodinamica, ibid., vol. I X ,  pp. 651-699; On 
the functional dependance of physical variables, a Proceedings of the mathem. Congress of 
Toronto =, 1924. J. R. CARSON, EZectriC circuit theory and  the operational calculus, (Mc. Graw- 
Hill Book Co., New York, 1926). N. WIENER, T h e  operational calculus, a Natliematische An- 
nalen ., 95 Bd., (1926), pp. 557-584. H. JEFFEYS, The  o p e ~ a t i m a l  methods in mathematical 
physics, (Cambridge, University Press, 1927). V. anche i recenti lavori di  HILBERT, NORDHEIM 
e altri autori. 

Annali d i  Matematica. Serie I V ,  Tom0 VII. 5 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



34 F. SBRANA: Sopm un gruppo di operatori funzionnli 

iiiterpretazioiie semplice della nota derivazioiie a indice qualunqiie, [che si 
deduce  di^ (l), daiido opporturii valori ~i parametri ni, 1, g ,  hl. 

2. Ynlutazione generale. - Sia V(t) una fuueione reale, definita, per ogni 
valore reale di t, integrabile tra - oo e + CC (*), e coiiicideiite con la deri- 

vata del proprio integrale, per ogiii valore di t.  Coii queste ipotesi, si h a  

Ricordiamo ora che, posto 

1 seri At 
44 = &J d i ,  

sussiste la iiota idetitith (di DIRICHLET), 

1, per 
I(t) = 

- 1 ,  per 

per xnezzo della qiiale la (2) divieiie 

Si  hi^ cwi  uria rappresentazione, che crediamo niiova, della, fiiiiziorie V(t), 
aiialoga a quella di DIRICHLET, ma evidentenîeiite piii geiieiale. Derivando 
sotto il segno iiitegiale, se ne dediirrebbe, i-iel' sinibolismo usato da1 GIORGI : 

dove Fu(1) deiiota la fwlaione impulsiva ?mitniaia. 
Iiidic hiaiiio ora coi1 f(1) i i i i  operatore gerierico, indiperideiite da1 tempo (2); 

(') Qiiesta restrizione, che poniarno per sempliüità di esposizione, potrebbe esser tolta, 
[vfr. GIORGI, Su1 calcolo delle solueio+zi fittzzionali, op. cit. (l), 3 41 ; basterebbe supporre V(t)  
iritegrabile in ogni intrrrallo finito, (e coincidente con la derivata del proprio integrale). 

(:) Per il significato e la portata di qiiesta espressione, ved. GIORGI, Il wzetodo siw&olico, 
nn.i 10, il, l2. 
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che interessctno la Fisicrc 3.5 

dalla (5) si trae, formalmente, 

. (6) 

dove 

Diremo, col GIORGI, che G(t )  é la funzione genemtvice di f (A) .  
Osserviaino poi che dalla (3) segue 

L'ultima integrazione pub essere eseguita, iiel piaiio della variabile coin- 
plessa o, lungo l'asse imma,giiiario, rie1 seiiso che va da o= - im, a o=+ioo, 
O lungo uiia qualuiique altra linea s, che corigiuiiga gli stessi puiiti, iiello stesso 
verso. Se questtt liiiea non passa per I'origiiie, si ha pure 

1 e w t  
I( t )  = - [- do, 

2ni. w 

dove s' é la linen simmetrica di s rispetto all'origine, percorsa, come s, iiel 
seiiso che va da. - i f f i  R + ioo. 

Ricordiaino ora che quaiido p i? uiia costaiite (rispetto a t ) ,  si ha  

f(A)ePt = f(p)ePc ; 

per cui dalle (7), (8) discende 

Per 1' esistenza di G ( t )  si richiede, naturalmente, clie f(o) sia definita. luiigo 
untt qualche liiiea s che vida da - icc a + im, ecl in forma tale che 1' ultiino 
integrale, calcolato lungo s, risulti coiivergeiite; e quaiido cib si verificlii, si 
ha pure 

dove s' ha il significato che gia gli abbiamo attribuito. Ma si riscoiitra subito 
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iina indeterminazione nella valutazione di G(t) ,  dipendente dalle diverse possi- 
bilitii di scelta per il percorso di  iiitegrazioiie. Questa indeterminazione fu 
posta in chiara luce da1 prof. GIORGI. 

Supponiamo che f(w) sia definits lungo 
niera tale, che si verifichi la convergenza 
asse. Intendendo allora che 1' i I I  tegrazione 
percorso, si ottiene 

+ l a  

tutto l'asse immaginario, in ma- 
dell'integrale (9) lungo Io stesso 
sia eseguita ztppunto coi1 questo 

Se, per di piii, f ( w )  B analitica, e rion presenta singolarit& i i i  tutto il semi- 
piaiio a deitra dell'asse immaginario, la valutazioiie iridicsta obbedisce alla 
legge di successione (secondo GIORGI); in altri termini, la valutaziorie corri- 
spondeiite di  f(A)V(t) dipende unicainente dni valori di V(t )  aiitecedenti a t ('). 

Infatti si potr& nssumere come linea d'iiitegrazioiie una qiialuiique liiiea che 
vada da - ioo a -t ico, las~iando a sinjstra l'asse immstgiiiario; p. es. il 
semicerchio irifinito di destra,. Si trova allorit 

d'altra parte, se ilel semipiano coiisiderato é 

risulta 

e per t < 0 1' ultimo iiitegrsle tende n zero, al divergere di 1,. Ci6 basta per 
ricoi~oscere, in base alla (6), clle 

(1) Cfr. GIORGI, Su1 calcolo delle soluzioni  funz iona l i ,  op. cit .  all'art. 1, parte III. 
(2) Una tale determinazione B detta da WIENER « retrospettira 3, [cfr. WIENER, op. cit. 

all' art. 1, 5 71. Essa era stata molto tempo prima considerata, ed esaurientemente discilssa da1 
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Non tutte le condizioiii specificate sopra per f(w) sono verificate dall'ope- 
ratore (1). Ma mostreremo in seguito che esso si espriine facilmente per ineezo 
dell' altro 

(a + A)-", 

con n ) 1, e a costaiite (rispetto a t )  positiva; ed a quest'ultimo sono evi- 
dentemente applicabili le osservazioni precedenti. 

3. Valutazione dell'operatore (y +LA)-". - Trascurando il fattore co- 
staiite k-*, ci riferiremo all' operatore (a + A)-n, con a -g : k ;  e supporremo 
dapprimn n > 1. Dalla (10) si ha subito l'espressione corrispondente di G ( t )  ; 
ina sostituiremo n quella In formula equivalente 

che ne rende pih agevole il calcolo. Nella (12) l'integrazione deve essere ese- 
guita lungo 1' nsse iminaginario (O lungo uria, linen che vada, da - ioo a + ioo, 

lasciando a sinistra questo asse), se, come noi vogliamo, si desidera uiin valu- 
tazione ret?'ospettivn. 

La. coiivergeriza dell'iritegrale (12) é allora facilmente coiitrollabile; 1' unico 
punto, in cui non é palese la regohrith della funzione sotto il segiio, é l'ori- 
gine, ma con uii semplice calcolo si trova che tale fuiizione si inaiitieiie ivi 
fiiiita. 

Cib posto, ricordiamo la formula 

dove p e k sono costanti rispetto a T, ln prima positiva, l a  seconda realc O 

complessa, coi1 parte reale positiva, e r ( p )  13 la nota funzione euleriaiia ('). 

Posto, iiella (13)) p = n, e, successivamente, a + w, e a - w, in luogo di k, 

GIORGI, [Sul calcolo delle solztaioni fulzzionali, parte III]. Le  considerazioni fatte sopra (iiupli- 
citamente contenute in quelle, più generali, del GIORGI), valgono per 10 speciale gruppo di 
operatori che abbiamo indicato in principio. 

(') Cfr. p. es. RIEMANN-WEBER, Partielle differedial gleichungen der Muthetnatischen 
Physik, (1919)) Bd. 1, 5 15. 
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(do che A lecito, giacché a > O), risiilta 

w 

Sostituendo nella (12), ed eseguendo uno scambio nell' ordine delle iii tegra- 
zioiii, si trova 

ovvero, per la  (a), 

Fiilalmente dalla (6) discende che 1' ultimo integrale vale zero per t < O, ed 

per t < O .  Si ha  duiique 

Ricorrendo poi iiuovainente alla (6), si ottiene 

È facile ora riconoscere che questa valutitzione, ottenuta per fi ) 1 ,  sus- 
siste, pih generalnîente, per . 7 1  > O. Posto, infatti 

dalla (14), eseguendo ulteriortnente l'operazioiie a + A, si trae 

t 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



da cui, poichè 
t 

si deduce senz'altro là (14), con 10 scambio di n in rit: 

(nz > O). 

Da quest'ultima si pub poi dedurre la valutaxione analoga per (a + A)N, 
con N > 0. 

Siipposto N = p - m, con O < 111 < 1, e p intero positivo, si h a  

Si é cosi ridotti a operazioni di derivazione (orditinria). Occorre notare 
perd che lion é lecita la derivazione sotto il segno, poichè l a  fiinaione inte- 
granda diviene iiifiiiita per z = t. 

Osserviamo ancora. c h i  per n = l la (14) si riduce alla formula nota 
t 

4. L'operatore (a + A)-"(h + A)-p. - Supporreino, a l  solito, a, b, 91,  p 
indipendenti da  t, e positlve. 

Posto, in base alla (14), 

risultii, per la  (14) stessa, con 10 scambio di a ed 12 in h e p rispettivanieiite, 
e di V(t)  in W(t), 

t 

(') Cfr. i lavori di BOOLE ed al t r i ;  per iina discussione cornpleta, ved. GIORGI, I l  wzetorlo 
simbolico, op. çit. all'art. 1, n. 38. 
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Ma per poter applicare questa formula occorre accertare la convergeriza 
dell'ultimo integrale. Dalla (15) risulta intaiito che V(t) è continua in ogiii 
intervnllo fiiiito ; bastera dunque esaminarile i l  comportainento per T - - 00. 

Osserviaino per questo che abbiamo supposto in priricipio V(t)  integrabile 
tra - cx e + oo, e quiiidi limitata per t suficieiitemeiite graride in valore 
assoluto ('). Sarà duiique possibile trovare un numera T >  O, tale che per 
T < - T sia 

I V ( 0  I < k, 

eon k costante (positiva;. Allora, per 

Ma per T, - - OZ l'ultimo integrale tende a 

e quindi, per la (13), a 

*) 
an ' 

Per conseguenza, dalle (15), (17), discende 

e di qui segue senz' altro la convergenza dell' i r i  tegrale (16). 
Dalle (15), (16), risulta ancora 

t T 

Ne1 secondo membro è possibile uno scambio nell'ordine delle integra- 

(1) Se V(t) fosse soltanto integrabile in ogni intervallo finito, la dimostraeione che seguv 
rcsterebbe valida, aggiungendo l'ipotesi che V(t )  sia limitata per t - - CO. 
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aioiii, per mezzo della nota formulit di DIRICHLET; Con ci0 esSO diviene 

ovvero, sostituendo a z la variabile s definita dall'uguagliaiiza 

Risulta irifine 

ove si è posto, per brevitA, 

1 

Ne1 caso attuale é dunque 

per t ) O, e, naturalmente, G(t) = O, per t < O.  Si riconosce subito che G(t) 
B uria trascendente intera. Interessa, esaminare il comportamento di G(t), 
per t -- 00. Supposto, per es., b < a, si ha iiitanto 

e per coiisegaenza 

(corne risiilta subito da, unit nota, pi'oprietii degli integrali euleriani di prima 
specie). Di qui segue che G ( t )  tende esponenzinlrnente a zero, per t - m. Con 
ci6 resta assiciiiSittn la convergenza dell'integrale (18). Se poi fosse b > a, 
basterebbe iiella. (19) carnbiare s i n  1 - s, per giungere alle stesse con- 
clusioiii. 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo VII. 6 
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5. L'oprratore (1). - Dagli operatori considerati si passa, seiiza alcuria 
difficoltk sostaiiziale, all' operatore generico 

dove le a,, nt (per i= 1, Y ,..., h), e le bi, pi (per i= 1, 2 ,..., h) siario qiiaiititk 
positive, indipendenti da t. Noi ci fernieremo in particolare sull'operatore ( l ) ,  
per il quale si haniio semplificazioni notevoli nei calcoli. 

Supposto, dapprima, 0 < n < 1, dalla (18), ove si poiiga p = l - n, e si 
applichi ulterioriilente l'operazioiie b + A, discende 

e dalla (191, 
1 

Al secoiido membro della (20) è possibile la derivazioiie sotto il segrio. 
Tenuto conto che 

Hm, 1-%(O) = 1,  
si trova 

e quindi, con le notazioiii del GIOKGI, 

Per ricoiioscere 1 i ~  coiivergenza del17 iiitegrale (22) é sofficieiite esaminare 
i l  comportaineiito di AH,,l-m(l), per t - m .  Con uii procediinento simile a 
quel10 usato ilel iiumero precedeiite per l'integrale (19), si trova clle aiiche 
questa ultiina fuiizioiie tende espo~ienzi~.lmeiite a zero (per t - 00). 

1 
Particolare iiiteresse preseiita il caso di n = -. Si verifica allot-a, una 

2 
circostaiiza notevole : la fuiizioiie generatrice corrispondeiite é legata in iiîodo 

( i)  Si tenga ppresente chc 
X q+t)r(l - N) = per O <a < 1. 

sen ( 1 2 ~ )  ' 
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semplice alla funzioiie di BESSEL di prima specie di ordiiie zero, J,(t). Si 
ha  infatti, dalla (21)) 

ovvero, posto 

(23) 

a+b -- a - b  
Hl - 3 -  l ( t )  = e q2- t ) .  

2 2 

Dalla (23) risulta 
IJz )  = Jn(iz) ( l ) .  

Indicando, ailcorn, con T,(z) la  derivata di I,(z), (rapport0 a z), si ha  

e sostituendo iiella (22) 

Resta ora da  esanlinare l'operatore (1)  ne1 cas0 in cui é ?A> 1. Ma se 

N = n t p ,  

con O<n( 1, e p intero positivo, si ha, identicamente, 

come risulta dalla (18). Si é quindi ridotti ad operazioni di derivazione (ordinaria). 

(i) Cfr. RIEMANN-WEBER, loco cit. (6), 3 75. 
La funaione Top) è detta da qualche autore fnnzione di BESSEL non oscillante. Impor. 

tanti considerazioni intorno ad essa ~i trovano in rina recente BIeruoiia del prof. GIORGI: 
Sugli integrali dell'equazione di propagazione in mza dimetasiotze, Rend. del Circolo Xatc- 
matico di Palel-nio a, !P. LII, (1928), pp. 1-48. 
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6. La derivazione ad indice qualunque. - Facendo nella (14) a = O, si 
ottiene la formula nota 

t 

Mn sebbeiie la (14) conservi un significato per a = O, noi 1' abbiaino po- 
tuta stabilire supponendo a > O. Mostreremo in cib che segue coine si possa 
in modo ngevole pervenire direttamente alla (26). Notiamo intanto che, vo- 
lendo ottenere una valutazioiie retrospettiva, 15 lecito valersi della (IO), purchè 
sia O < n < 1 ; essa ci porge 

e l'integrazione pub essere eseguita luiigo l'asse iinmaginario. Posto quiiidi 
o = il, si ha 

ov vero, esseiido 

Ora é noto che 

(1) Cfr. GIORGI, Sul calcolo delle soluzioni ficnzionali, (44, p. 38. 
(2) Cfr,, p. es,, CESARO, Elementi rli calcolo infinitesimale, 1897, p. 814. 
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da cui, facendo x = X ( t 1 ,  

a ivo. dove varrli, il segno superiore O l'iiiferiore, secoiidoche é t positivo O iieg t' 
Dalle (27), (28), si trae, coin'é iiaturale, che G ( t )  si aiiiiulla per t < O, 

meiitre per t > O risulta 

Cambiaiido poi t iii t - 7, e sostitueiido iiella (6!, si ottieiie seiiz'altro 
la (26). 

Quaiito alla convergeiiza dell'iiitegrale (26) essa .è assicurata, quaiido V(t )  
si aiinulla del 1" ordiiie per t - m. La (26) stessa si estende subito al cils0 
di n ) 1, se  V(t) si annulla per t - - 00, di ordiiie ugiiale alla parte iiitera 
di n, aumentata di uno. Posto iiifaktti, Rucora, n = 131 -tp, con p iii tero posi- 
tivo e O < nz < 1, cambiaiido iiella (26) n i n  ? r l ,  con p iritegraxioni successive 
si trova, [tenuto conto che è I'(m t p )  = (m + p - 1)(m + p - 2) ... ~d ' (m) l  : 

Infine, se p ed m sono due numeri del tipo ora iiidicato, si ottieiie la 
valutazioiie di An, con n = p  - na, mediaute la, formula 

nella quale perb, [coine gi& iiella (14)], non 6 lecita la derivazioiie sotto il 
segno d' integrale. 
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Sui processi integrdi di Stieltjes. 

Nota di PIA N A L L I  e G I U L I O  A N D R E O L I  (a Catania). 

Siluto. - Nella Nota gli Autori riprendono lo sviluppo d i  idee già svolte i n  al tra  precedente, 
introducendo altresi lzuovi oggetti e sviluppi clegli stessi. Da1 loro p u d o  d i  vista,  nella 
definisione d i  integrale si presentano due eoncetti fondantentali: u l w  algoritmico, che 
conduce alle definizioni cli CAUCHY, RIEXAXN, LEBESGUE, TONELLI ece., l'altro d i  na tura  
concettuale relativa a quello d i  STIELTJES. 

Gli  Autori sviluppano qualzto pu6 ottenersi dall'applicazione s i~nu l tanea  dei due 
concetti, mostrando fra l 'altro ehe l ' ideyrale  del TONELLI si pub riattaecare a quello 
d i  STIELTJES. 

Ulterdori indicazioni d i  a l tr i  processi, n a t i  spontaneamelzte dal la  teoria delle equa- 
zioni fulzzknali, sono da t i  rlagli Autori. 

1. Nella preseiite Nota, facente seguito ad d t r a  iiostrit ('), ci occupinmo 
aiicora del coricetto di iiitegrale di ST~ELTJES. 

Priiicipalmeiite iii qiiesta, procuii~inio di porie iii luce la vera esseiiza di 
tale processo, sviluppaiido perb le iiostre teorie quasi escliisivainerite pel cas0 
di uiia. variabile, iiieii tre iielln giri. ci ta ta Nota coiisideravaino quasi esclusi- 
vaiiieiite I'esteiisioiie dell'iiitegrale ordiiiario di STIELTJES al caso di più 

Iii sostaiizn iioi inostrixnio coine iielln defiiiizioiie di iiitegrale si presen- 
tiiio due fatti del t~itto staccati, di cui urio aveiite valore di processo algoii- 
tinico (e che coiiduce quiiidi agli iiitegrali di CAUCHY, RIEMANN, DAHBOUX ecc.) 
ed ut10 di iiatura diversa, coiiiiesso alle defiiiizioiii di STIELTJES. 

Collegaiido le due cose, si h a  tutto uii vasto cainpo di processi iiitegrali 
che daraiiiio I~iogo ad iiitegrnli di CAUCHY-STIELTJES, di RIEMANN-STIKLTJES e 

cosi via. E tipico il htto che la recerite defiiiizioiie d'iiitegrale del TONELLI (') 

rieiitri appuiito ii i  tali processi. 

(1) La presente Nota che fa seguito ad altra nostra, e che rednttii fin da1 1928 è piibl)Li- 
cata ora, coincide con parecchie delle definizioni date da1 LEBESGPE nella ultinia edizionc 
d ~ l l a  « Intégration n .  Suttaria, sicconie oltre quelle vi sono ancora altrc iclee foinianti un 
tntto organico, cosi ci decidianio a piibblicarla 10 stesso nonostante ln compnrsa del 1il)i.o 
detto. Le  canse del ritardo si devono al richinrno in serviaio militare dell' ANDREOI~I. 

Cfr. P. XALLI e G. ANDREOLI, d: Rend. Circolo Xaternatico di Pdernio B, 19'28. 
(7 Cfr. L. SONELLI, « Annali di Matematica B. 
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2. Integrde di Cauchy-Stieltjes. - Consideriaino una funzione f ( x )  con- 
tinua in (a, b )  ed un'altra funzioiie a(%) a variazione limitata nello stesso 
in tervallo. 

Diviso (a, b)  in intervalli parziali per inezzo dei punti x, ,  x,, ..., xn-, 

a < x ,  < x  ,.... < x n - , < b  (x ,  =r i ,  x, = b )  

e detto fi uno qualuiiqiie dei valori della f in (xi-,, xi), l a  somma 

al tendere a zero degli intervalli di divisione, tende a d  un limite che si 
iiidica col simbolo 

b 

e che si chiama integrale di STIELTJES. 
Allorchè a(%) = r ~ ;  si ha l ' in tegrde  di CAUCHY della fiinzione {(x). 
Si osservi sin d a  ora che, in sostanza, un integrale di S T ~ ~ ~ i l ~ ~ s  equivale 

O ad un integrale curvilineo O a uiia trasformazione di variabile. 
Iiifatti se L è una linea rappresenti~ta dalle equazioni Y= u(x), X =  P(x), 

p essendo anche essa a variazione limitata in (a, b), [in particolare X = O 
oppure X E x] e se P(x, y) B uiia funzione definita nei pnnti di L e tale che 

D'al tro canto, se a($) è monotoiia, l'iiitegi'ale dianzi scritto equivale a. 

trasforinare (a, 6 )  nell ' intervdlo [a(ci), a(b)] faceiido corrispondere al  punto x 
del primo il purito a($) del secondo se  in x la  funzioiie è contiiiua; ed invece 
f';iceiido corrispondere ad  x t~ i t to  l'intervalle [ a ( x  - O), a ( x  +O)] se in x la a ( x )  

ha  un salto. Jii ta1 modo dalla f(%) definita in (a, b) si passa a g(a) definita 
i ri [a(a), qb ) ] .  

Quindi, i n  questo cnso, il processo di STIEL~JES si ridiice a d  applicare la 
defiiiizioiie di CAUCHY alla g(a) ne1 nuovo intervallo. 

In  geiierale, la a ( x )  pi10 avere  dei salti iii numero finito, O in iiifinitit 
numerabile nei punti ci, c:,  c ,,... . 
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la s, d a  il salto a sinistrlt, sa quel10 a destra di c i ;  e la s da il salto i i i  c i .  
La furiziorie dei salti resta definita da 

S(X) = 2 sd(c i )  4- ri sg(ci)  
aSCi<x a < C i g  

e risulta ovvianlente 
a(%) = y (a) + S(x) 

y esseiido fuiizioiie continua a variazioiie limitata in (a, b) ed inoltre aveiido 

con 

3. Integrale di Riemann-Stieltjes. - Ove la funzione integranda f nori 
sin piii continua, nell'iiitegrazione ordinaria si passa - come prima esteii- 
sione - all'iiitegrale di RIEMANN. Si tratta quindi di ricercare sotto quali 
condizioni la somma introdo tto da, CAUCHY, 

tenda ancora ad uii limite al teiidere a zero degli intervalli (ai-, , xi) rie1 
cas0 di f discontinua. 

II limite stesso si dice integrale di RIEMANN della f ,  e le condizioni si 
danno esplicitamerite sotto diverse forme. 

La analoga estensione si pu0 fare per gli iiitegrali di STIELTJES. 
Sia dunque f sol tanto  limitata in (a, b) invece che continua, ed a una 

qualunque funzione a variazione limitata ne110 stesso iiitervallo: ove sin 
a($) = X, s i  ricade neli' ordinario iii tegrale di RIEMANN. 

Consideriamo ora di nuovo la somma 

= Efi.[a(xi) - ~(xt-,)]; 

se essa tende ad un limite allorchè gli (x i - , ,  xi) tendon0 a zero e le fi sono 

Anmli di Matematica, Serie I V ,  Tomo VII. '7 
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scelte comuiique, allora direiiio che la  f(x) è iiitegrabile (8-  R) secoiido a, 

iii a, b, segilarido aiicora tale limite coi1 

Ricerchiaino ora le coiidiziorii di esisteiiza di tale limite, ovverosia quelle 
di iiitegrabilità di f(x) secoiido a, ne1 i11odo ( S -  K). 

Operiatno duiique la  solita suddivisioiie di (a, b) iii iiitervalli parziali ed  
iiidichiamo coi] Mt, rrt, rispettivainente estreino superiore ed  estremo inferiore 
di f in xi). 

Pormiamo uiia soiiiina s niialoga alla S, sostitueiido ad  f i  il valore Mi 
oppure m, secoiido che a(xi) - a(x,-,) sia positivo O iiegittivo; ed  iii niodo 
aiidogo formiaino iiiitz soinina S scatnbiaiido Mt con mi. 

-. 

Risulta subito elle si avrà  

dove wi é l'oscillazioi-ie di f iii (xi-, , xi). 
Se la fuiizioiie f è iiitegrabile (S- R), le soinine S ed S teridono al10 stesso 

limite quttndo gli intervalli teiidoiio a zero; dunque iii-ta1 caso la  loro dif- 
fereiiza, che chianiereiilo o, tende a zero. 

Iti altri termiiii, fissato un i i imero E > O, se  ne deve poter trovare uii 
altro y ,  aiicli'esso imggiore di zero, tale che se 

risulti anche 

Fissato ora un niiinero h, denotiamo con G(h)  l'iiisierne dei punti dove 
l'oscillaxioue di f(x) è 2 h ;  e avendo operata la  suddivisione di (a, b) coii- 
sideriarno soltanto quegli intervalli che racchiudoiio puiiti di G ( h ) :  li deiio- 
tereino con (x>-, , xfj).  

Risiilta ovviameri te 
o > X 1 a(xfj) - a(%>-,) 1 .  h 

e qiiiiidi se  nella suddivisioiie gli intervalli sceiidono al  disotto di q, dovrà 
essere 
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Quindi per  l'iiitegrabilità ( 8 -  R) occorre: che fzssato E )  O ed h > O s i  
possn dete?.nzinail-e 6 in modo tale che in una qmlunque sutklivisione ( i d  

in tewai l i  nzinol-i d i  4, qucJgli intewmlli nei quali l'oscillnzione d i  f su- 
pela h siccno chiusi i n  irate~valli tali che la val*iazione di  a (') negli estremi 
non supe7.i E. 

. La coildizione é anche sufficiente. Iii effetti, s e  si consideraiio oltre S, 
l a  somma S', ottenuta aggiurigendo nuovi puiiti u quelli di divisioiie occor- 
renti a defiiiire l a  S, sarà  ovviamente 

e qnindi tale differenza si pub reridere arbitrariamente piccola, iinpiccolendo 6. 
Se  consideriamo più generalinente la  somma S' otteiiuta con uiia quu- 

lunque al t ra  suddivisioiie, b a ~ t a  col solito procedinlento formare unit nuova 
divisioiie sovra.pponendo quella di S e qiiella di S', chiaiiiare S" la  soinnî:~ 
otteiiuta d a  questa nuova siiddivisione e ricondursi cosi al coiifi'onto di S 
ed S", di S' ed S" col procedjmento dianzi usato. 

In particolare ne segue che l a  f ( x )  deve esselne continua nei  punti di 
salto, Ci, della u (condiz. necessaria). 

Ne1 cnso che  l a  a(%) riwlti  monotona, per poter soddisfare l a  coiidizioiie 
dianzi enuricirzta, occorre e basta che  si possa trovare una suddivisioiie qua- 
lunque di  (a, b) che soddisfi all' eiiuncirtto. Quiiidi : per Z' integmbilita ( S  - R) 
rispetto ad una funzioue a monoto?la occolvSe e bnsta che, fissnto E > O, si 
possano r-acchiude9.e i punti d i  discontinuità d i  f i n  u n  numevo fiuito otl 
i u  an' infinità numembile d'inteî-valii, tali che la v a ~ ~ i n z i n n e  d i  a su tale 
pl&*inte~*vnllo sin nlinore d i  E. 

Per  a(%) = x si ritrova cosi la  ben nota coiidizioiie di  VITAL^-LEBESGUE 
per l' integrabilith secondo RIEMANN. 

L a  condizione eniiiiciata corne necessaria e sufficiente per uiia a inoiio- 
toila, resta sernplicemente 9~ecessa9~ia ma  no^? suficiente per uii a qualiiiiqiie, 
a variazioiie limitata, iion moriotoiia. 

Del resto se  a(%) e monotona, la  condizione di iiilegrtibilitSL (5'- I Z )  se- 
condo a pu0 tissumere diverse forme che, per  a ( x )  = z, diveiiti~no le ben 
note per  1' iii tegritbilità secondo RIEMANN ; auche tali foriue, iiaturalineii te 
sono necessarie ma iion più sufficieriti pe r  una a a. v:triazioiie limitata m a  
non monotona. 

(') Variazimae in un plurintei~allo sarà la somina dei valori assoluti delle differenae 
dei valori di a agli estremi di ciascun intervallo costituente il pluriritemallo. . 

' 

(2) va(,) & la variazione di a in (a, b). 
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Tali forme sono a d  esempio : 
Affinchè f(z) sin integrabile (8- R) secondo a inonotona, occorre e basta 

che : 
1") fissate E > 0, si passa furmare una o < E ;  

2') fissnte E > O, y > O ,  si possa dividere (a ,  6) in parti tali che la  
di a risulti ruilto?*e di E, in quegli iiitervalli nei quali la oscillazione di f 

superi y ; 
3") fissate s > O ,  7 > O, si possano chiiidere i punti di discoritinuit& 

di f i  con oscillaziorie maggiol-e di 7, in un numero finito d'intervalli nei 
quali la  variazioiie di a sin minore di S. 

Fer  una funzione a qualunque, averidola scomposta nellii. soinnîa delle 
due funzioiii y, continua, ed S(x)  fuiizione dei salti, risulta che se  f(x) è 
integrabile (8, R) rispetto ad  a, 10 sarà  anche rispetto a y e rispetto ad S(x) 
[poictie per l'iiitegrabilit8 rispetto ad  una funzioiie quali soiio le S(s), l a  con- 
tinuità di f(s) nei puiiti di salto è ovviameiite non solo iiecess;iria ma aiiche 
sufficiente] e si h a  

ove il secondo termine a destra,, resta Io stesso che ne1 caso di f ( x )  contiiiiia, 
cioè 

III particolare qualunque finzione a variuzio~ze 1 inaitata ( O  piii geiieral- 
mente qualunque funzioiie limitata avente a l  piii un'iiifiiiita iiumerabile di 
discontinuitk) è integ~,abilt. (S-  R), con l e  solite avvertenze circa i puiiti di 
continuith di f nelle discoiitiiiuitk di cl, cioé nei puiiti c,. 

4. Ulteriori generalizzrtzioni ne1 seiiso di Lebcsgue, Denjoy, ecc. - Come 
per 1' iiitegrale ordinario si - passa successivainente dall' iritegrale di CAUCHY a 

quel10 di RIEMANN e poi alle piii generali definizioni di integrali allargaiido 
sernpre più il campo funzionale cui si pu6 applicare l'integraziorie, 10 stesso 
si pub fare servetidosi di uiia a(%), a variazione limitata, alnieno se è mono- 
tona, serveiidosi appunto dell'ultima propriets trovata. 

Supposto dunque a ( x )  inonotona e già decomposta nella parte continua e 
nella funzione dei salti, ambedue a loi' volta monotone, 
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comiiiceremo col defiriire 
a 

Jf(x)ds(.) 
a 

per tutte Le ficnxiotzi limitccte in (a, b) ponendolo eguale a Bs(ci)f(ci); e 
quando avremo dato significato a 

porremo per  definizione 

in altri termirii ricoriduciamo il problema a dare un significato all'iiitegrale 
ne1 caso che a($) sin monotona e continua, per quelle funzioni f(x) di un 
campo che c o n t e n p  almeno quelle integrabili (S' - H). 

Se si vu01 giungere ad  una generalizzazione del tipo LEBESGUE, definendo 
gli integrali (S- L), occorre aneitutto definire (') per un insieme El la  niisura 
esterna e l a  misura iiiteriia rispetto a d  a(%). Rawhiuso quindi E in un'infinit8 
numerabile di intervalli, si formi la  variazione di a ne1 plurintervallo : I ' e s t ~ e ~ ~ o  
inferiore d i  tal i  vaviazioni si di9.à nz i sk -a  e s t ema  d i  E gispetto ad a. La 
d i f e r e n z a  fra la variazione totale d i  a in (a, b) e ln rn isum inteq-nn del 
conhplernenta~*e d i  E si chianzerà misuva integvm d i  E 9-ispetto ad a. 

Quando le due misure coincidono, E si dirR misurabile secondo a ed il 
loro valore comiine si chiamerb misug*a d i  E secondo a. 

Iti fondo cib equivale (come si é detto fi11 da  principio) ad uiia trasforina- 
zione di variabili. Si stabilisce cioè una corrispondenza tra i puiiti di (n ,  b)  e 
quelli di [a(a),  u(b)] fitcendo cor~ispotidere a d  x del primo, a (x)  del secondo. 

L a  corrispondenza 6 univoca da1 primo verso il secondo intervstllo ; l'in- 
versa invece non é univoca, potendo ad  un punto del secondo intervallo 
corrispoiidere tutto un intervallo pnrziale del primo: ci6 avverrh a1 piu per  
un '  infirii th numerabile di punti. 

In ta1 modo un insieme E di (a, b) viene trasformato in un altro E'=a(E)  
del secondo intervallo [a(a), a(b)]; e l a  misura esterna ed  interna di E rispetto 

(1) Data tale definizione, la costriizione dell'integiale non offre alciinü direisit~ da 
quel10 ordinnrio 'di LEBESGUE. 
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ad a si ridurranrio rispettivamente alla misura esterna ed interna di E' se- 
condo LEBESGUE. 

Quiiidi, gli irisieini E misurabili secoiido a sono quelii che mediaiile la a 
si trasfornmno in insieini E' inisurabili 2. 

Si preseiita la quistione foi~damentale se ogni iiisieine misurabile se- 
coiido a sia oppur rio misurabile C ,  quistioiie che resta aiiohe se ci si limiti 
a fuiizioni a monotone in seiiso stretto. 

Accettando il postulato di ZERMELO, ci6 non & :  lo ha, dimostrato iinplici- 
titmeiite CARATHÉODORY col far vedere che se f (x )  15 inisurabile e y = g(x) 
è crescente, f[g-Q)] non è sempre misurabile: ma, alIo stato attiiale della 
scieiiza, non c'é iialla che possa far riteiiere clle Io stesso risultato non con- 
tinui a valere anche senza il suddetto postulato. 

Anzi c 'è proprio da peiisare che per ogni funzioiie moiiotoiia a($) vi sia 
una classe di insiemi misurabili; in particolare se a(%) = X, si liuiiiio gli iii- 
siemi misurabili 2. 

Iiifine, siccoine iii ogni caso, qualsiasi intervallo di (a, b) viene trasfor- 
msto in un iiitervallo di [a(n), a(b)], e viceversn,, ne segue che gli insieini 
misurabili BOREL, sono misurabili rispetto ad una qualiiiique a(%). 

Cosi, per ogni fuiizione a(%) inoiiotoiia, c 'è una classe di funzioiii misu- 
rabili; se a (x)  è &solutairiente continua e la sua. deriv3ta si annulla al più 
su un iiisieine di misura iiulla secondo LEBESGUE, la classe è quella delle 
fuiizioni misurabili 2. Per un a mono$ona ma qualurique, iioii c'é iiulla che 
possa far assei'ire che ci0 avvenga ancora. 

Si presentaiio poi diverse quistioiii: Per una funzioiie f ( m )  limitata qua- 
lunque, esiste setnpre qualche a rispetto alla quale f risulti integrabile? 

E se ci6 iioii é, come si potraiiiio caratterizzare le funzioni per cui questo 
avviene ? 

E appeiia necessario far osservare che, come 1:) defiiiizione di iritegrale 
di LEBESGUE, anche le altre (DENJOY, BOREL, YOUNG, TONELLI, ecc.) ne haiiiio 
una corrispondente rispetto ad una fuiizione a a vai'iazione liinitata. 

È da riteiiere anzi che tali defiiiizioiii possano avere notevole iinportanxa, 
e che la coiisiderazioiie di iiitegrali di tipo generale 

si debba preseiitare iiaturalineiite iiella trattitzioiie di iiumerosi problenii 
analitici f ~ i ~ d ; ~ i ~ ~ ~ i i t i \ l i .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P. NALLI e G. ANDREOLI: Sui processi imtegrnli cli Stielfjes 55 

Ba,sta peiisare a.1 teorema di RIESZ sulla rappresentazioiie delle operazioiii 
funzioiiali lirieari; bi~sti pensare che uii integrale di variabile coniplessa è 
un in tegrale di STIELTJES. 

E cib seiiza coiitare che I'iiitegrale di STIELTJES potrebbe forse permet- 
tere di dare una defiiiizioiie di iiitegrale, per classi di fiiiiziorii diverse da 
quelle misiirabili LEHESGUE: come vedrenîo ora. 

5. Relrzione con gli integrali di Tonelli. Possibilità di integrare fun- 
zioni non nrisurabili L. - Siippoiiiaino di aver potuto dare la defiiiizione 
di integrale 

per uiia çerta classe di fuiizioiii f i  e ci6 qiduiiqiie sia la fuiizioiie a scelta 
i i i  uii'alti'a, certtt classe di fuiizioiii a variazioiie limitata (monotona per sein- 
plicith). 

Iiioltre per ogiii /; si determinare una siiccessione 

tale che per u, v cornpresi i i i  (a, h )  si abbia sempre 

Iim [a,,(v) - a,,(zt)] = v - u 
n=.u 

e che esista 

Se questo limite è indipendeiite dalla particolare siiccessioiie a scelta, 
esso si chiainera iiitegrale di f in (a, h),  segiiaiido al  solito: 

Cosi, per esenipio, coiisideriaino 1s classe delle fuiizioiii quasi-coiitiiiue 
i i i  (a,  6) secoiido lit definizioiie del TONELLI: basta inodificare il piocesso 
ideato da1 TONELLI stesso per. avere l'applicazione di quanto abbiaino assel-ito. 

B~i,sta ricordare brevemente la defiiiizioiie del TONELLI di fuiizioni quasi 
coiitiiiue f(x), di plurintervallo e delle fuiizioiii I;,(x) contiiiue clie teiidoiio 
a f(x): per giuiigere alla defiiiizioiie 
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Il TONELLI din~ostra che tale limite e indipeiideiite dalla scelta della 
successione dei pluiiiitervalli e qoiiidi dit quella delle fn(x). 

Orbeiie, i?zvece d i  modifica9.e l a  funaione f(x) noi  modi/âcherenio i l  t l i f -  

ferenziale d ' i n t e g ~ a z i o n e ,  sevvendoci d i  integvali d i  Stieltjes, secondo Eo 
schema ora  esposto. 

Precisamerite, considerando 1'11-simo pluriiitervallo del TONELLI, attaccato 
ad f(x), iioi definiaGo iiiia funzione coiitiiiua, moiiotoiia, costaiite i n  ciascun 
intervallo costituerite il pluriiitervallo, poiietido 

a,,(%) = x - m,(a, x) 

ove il secondo termine rttppresenta la somma di tutta lw parte del pluriiiter- 
val10 n-simo comiiiie ad (a, x). Si vede che, ovvian-ieiite, essa é costante in 
ognuiio degli iiitervalli costitiienti il plur'intervallo. 

Ripetendo in 

e, iiioltre, per le 

che assumeremo 

sostanza gli stessi ragioriainenti del TONELLI, si vei'ifica che 

lin1 da,(%) = lim [a,,(v) - a,(u)] = v - u (1 < u < v < b 
12-00 S 12=m 

U 

funzioni quasi continue almeno, esistera il limite 

come definizioiie di 

Cib ripetendo passo per passo' la  teoria del TONELLI; ed inoltre tale 
limite è indipenderite dalla successio~ie dei pluriiitervalli. 

Iii sostaiiza, del resto, fatta la differenza 

si verifica faciliueiite che essa è minore O tutt'al piii eguale all'estremo 
superiore di 1 f 1 iii (a ,  b) moltiplicato per la misura dell'n-simo plurintervallo, 
e quiiidi tende a zero col divergere di n : e pertarito i'esistenza dell'iiitegrale 
di f secoiido TONELLI equivale all'esistenza dell'iiitegrale di f secondo l a  
iiuova defiiiizione. 
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6. Altr i  procedimenti integral i  d i  Stieltjes. Integral i  eurvilinei S. - 
Nella risoluzione di equazioni funzionali, altri tipi ancora di processi inte- 
g r d i  di STIELTJES si preseritairo naturalmente. 

Sin data ad  esempio una funzione n(x, y) defiiiita in un certo quadrato 
[x, y in (a, b)]  e consideriamo - per fissare le idee - la  ret ta  y = x. Assieme 
alla n sin assegnata l 'a l t ra  funzione IC, per seinplicith contiiiua e limitata 
(integrali di CAUCHY, come partenza). 

Dividiamo (a ,  b) iiel solito modo e formiamo la somma 

Se al tendere di (xi-,, xi) a zero la  somma detta tende a d  un limite, 
iiidipendente dalla scelta della suddivisione e delle f,, questo limite si segnerk 

intendendo che il d, fissi il tipo di somme d a  noi indicato. 
Plii generalmente un integrale S, rispetto ad  una curva 2, avrà  il sigiii- 

ficato che segue. 
Sia assegnata l a  n, l a  f e l  una curva E ne1 quadrato di definizione di n. 
Tale curva risulti definitn al  modo di JORDAN, ponendo cioè 

con cp, + funzioni a variazione limitata e contiiiua. 
Partiamo (') dall' elemento iniziale 

2 fi. [n(xi+, 9 ~ i >  -. n(ai , Y,)] 

ove i punti (x,, y,), (a,, y,), ... siano punti della curva 2, e quindi i punti 
(xi+, , yi) abbiano l 'ordinata di un punto di quelli e l'ascissa del successivo, 
formaiido uiia a scaletta w che approssimi la  9. 

7. Estensione del concetto d i  variazione totale. - L a  possibilitk di svi- 
liippo delle precedenti definizioni è intimamente conliessa al  coiicetto di va- 

(') Accenneremo appena alla possibilith di  ulteriori sviluppi in tale senso ; sia cioé uti- 
lizzando curve spaziali e fnnzioni n(x, y, z) eoc. ; sia col tracciare invece del reticolato carte- 
siano ne1 piano (x, y) un qualunque altro reticolato curvilineo e considerando poi gli incre- 
menti della n. non pi& seoondo le maglie del reticolato cartesiano attorno ad L (come si  è 
fatto testè) ma secondo le maplie del nuovo reticolato. 

Resta, beninteso, aperta la qnistione di  svolgere tutte le condizioni di integrabilità e 
di definire le classi di funrioni integrabili con ciascuno di  tali procedimenti. 

Anwali di Matematica, Serie IV, Tomo VIL 8 
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riazione totale e di funzione monotona secondo gli stessi criteri adottati per 
arrivare all' integrale. 

Anzitutto è fondamentale la a variazione su insieme di una funzione a(x) P ,  
definita ne1 seguente modo. Assegnate l'insieme E', si consideri la sua furi- 
zione indicatrice (PE(x); e si operi la solita suddivisione dell'intervallo (a, b), 
pero utilizzando segmenti i cui estremi appartengano ad E. 

Si consideri la somma delle oscillazioni di rg(a).a(a) sulle porzioni di E 
contenute in ciascuno di questi intervalli. 

L'estremo superiore di tale somme, allorchè tendon0 a zero i soli se- 
gmenti che contengono punti di E (mentre restano non ulteriormente sud- 
divisi quelli in cui non cadono punti di E), darh la variazione totale di a su E. 

Osserviamo ora che la variazione totale di a in un intervallo pub defi- 
nirsi oltre che come estremo superiore di tutte le somme 

aiiche come limite superiore delle altre somme 

ove O,($,-, , xi) indichi l'oscillazione di a in xi). 
Allora, per poter esaminare da vicino tutti gli accenni da rioi dati ne1 

paragrafo precedente, bisogna estendere quel10 di variazioue totale di n(x, y) 
lungo la  curva 9, in relazione ai reticolati di cui ci serviamo. 

Il primo e piu ovvio, è quel10 abituale: definito cioé dalla varia.zione 
totale della funzione v ( t )  che si ottiene dalla n sostituendo ad x, y le due 
funzioni ( ~ ( t )  e +(t). 

Per le altre definizioni converra invece operare come segue. 
Data la curva 2 immersa ne1 reticolato piano (u, O), siano t , ,  .... t ,  i 

'valori che suddividono l'intervalle di variabilith di t .  
Siano Pi, P,, .... P, i corrispondenti punti della curva ; siano Q, , Q,, .... Q, 

i vertici delle maglie del reticolato coordinato (sempre da una stessa bands 
della curva) tali che le mezze-maglie risultino costituite da P,Q,P,, P,Q,P,, .... 
formanti una a scala 5 che approssimi la curva C ne1 reticolato (u, v). 

Diremo variazione totale della n(x, y) relativa alla curva 9 ed al re- 
ticolato (u, v), I'estremo superiore d i  

ove i l  simbolo O indichi l'oscillaaione della funzione n lungo l'a~.co d i  
2inea coordinata u che va da Pi a Qi. 
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Tale concetto, ne1 caso che il reticolato lungo la FI si schiacci nella f 
stessa (e quindi questa appartenga simultaneamente alle u ed alle v) si riduce 
alla precedente definizione. 

Funzioni honotone n(x, y) Eungo C e in (u, v) savanno quelle d i  mi 
la variazione totale su u n  qualsiasi arco parziale risulta egualr? alla d i f -  
ferenza dei valori negli est?-emi dell' arc0 stesso. 

In tale caso le teorie precedenti risultano agevolmente estese agli ultimi 
tipi di integrali dati ilel paragrafo precedente. 

Di gi8 per se stesso l'inteçrale curvilineo di una forma differenziale 6 
un integrale di STIELTJES: tuttavia ad esso si pub riapplicare il processo, 
otteriendo iritegrali di forme differenzidi di STIELTJES. Almeno formalmeiite 
ed algoritmicamente esso resta definito, aggruppando le definizioni sinora 
date, ed applicandole al simbolo di significato ovvio ormai: 

ove 5 = S(x, y), 7 = y($, y), ed f é la solita linea. immersa ne1 reticolato (n, v). 
Ozserviamo irifine ohe le discontinuitk della n influiscono in modo diverso 

a seconda del reticolato (u, v) d'immersione di 2. Cosi ad esempio se  2 coin- 
cide con la retta y = x  e se n ha  unit discontinuitk a salto lungo tale retta 
restando costante dalle due bande di questa ed assumendo invece su di essa 
i valori d'una certa funzioiie monotona (di x), si vede subito che il far parte 
del reticolato di porzioni di y = x, O il non farne parte coiiduce a risultati 
volta a volta diversi. 

Del resto, anche in un reticolato si presentano quattro diversi integrali non 
sempre eguali, secondo che si facciitno lungo le u O lungo le v, oppure a 
destra O a sinistra di 2. 
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Sull' approssimazione dell' integrale di Lebesgue 

medisilte integrali di Riemann. 

Memoria di GIUSEPPE SCORZA-DRACONI (a Napoli), 

Sunto. - In questa Memoria viene assegmta una legge che ad ogni funzione misurabile fa 
corrispondere una successione di integîali di RIEMANN colzuergemte verso il relativo inte- 
grale di LEBESGUE. 

Ne1 cercare di rendere indipendenti da1 postulato di ZERMELO le dimo- 
strazioni di alcuni teorenîi sulle funzioni misurabili, mi sono accorto che, senza 
fare alcun ricorso R quel postulato, poteva essere istituito un procedimento 
atto a fornire, per ciascuna funzioiie misurabile, una successione di integrali 
di RIEMANN (superiori O inferiori) avente per limite il relativo integrale di 
LEBESGUE, e che da cib, con opportune modificazioni ed ampliamenti, poteva 
esser dedotta una definizione dell'integrale di una funzione di variabile reale, 
aveiite senz'altro l'identica portata di quella data da LERESGUE, se si am- 
mette il di ZERMELO. 

Avendo coinunicato a mio padre i rilievi da. me fatti ed avendo egli, in 
seguito a cib, richiamata la min attenzione su di una Memoria del prof. B. LEVI, 
pubblicata tre anni fa (i), ho visto che la definizione di integrale che avrei 
potuto dedurre da1 detto procedimento sarebbe stata del tutto simile a quella 
gih proposta da1 prof. LEVI. 

Posto cio, non é il caso di fermarsi ad illustrare la definizione in di- 
scorso (2); ma, se non mi inganno, non é del tutto inutile esporre in questa 

(i) BEPPO LEVI, Sulla defilzizione dell'integrale, a Annali di Matematica *, serie IV, 
tom0 1 (1923-1924). Vedi anche: GIUSEPPE VITALI, Sulla definizione di integrale delle fun. 
zioni di una variabile, a Annali di Matematica *, serie IV,  tom0 II (1924.1925). (Ne1 testo 
dico A tre anni fa perche il manoscritto di questo lavoro fu inviato ne1 dicembre del 1927). 

(2) Tanto più che ormai si posseggono sistemazioni della teoria degli integrali di LE- 
BESGUE che, anche da1 punto di vista della semplicith didattica, nulla lasciano a desiderare. 
Intendo alludere con cib in modo particolare alla esposizione di  quella teoria che si trora 
nei Fondamenti di Calcolo delle variazioni del prof. TONELLI (Bologna, Zanichelli, 19P2, 
vol. 1, pagg. 143-198) e, ancora meglio, a quella svolta da1 medesimo Autore nella Memoria: 
Sulla nozione di integrale (questi a Annali B, serie IV,  tom0 1), alla quale rimando per la 
bibliografia dell' argomento. 
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Nota il procedimento da  cui potrebbe essere dedotta per  l e  funzioiii misu- 
rabili. 

1. 1 punti 

determinano sull'asse delle x, per  ogni valore intero e positivo di n, un'in- 
fini th numera ta di intervalli 

Al variar di n gli intervalli considerati descrivono un insieme riume- 
rato I' di insiemi numerati di iiitervalli. L'insieme I degli intervalli di tutti 
gli insieini di I f  è quindi numerabile ed i suoi elementi si possono ordinare 
in unJ unica successione 

(1) I I  r ,,.... 
Dalla (1) estrngghiarno p intervalli I., , .... , Inp e consideriamo l'insieme 

Dico che Z'insierne J degli insiemi J' è nurne?.abile. 
Cid 8 immediato: a d  ogni punto intero di 8, ( p  = 1, 2, .... ), ni, ...., lz,, si 

piih far corrispondere uiio ed  uli solo elemento di J, 1' insieme J' = I., + .... + Inp ; 
ora la totalith dei puiiti iriteri di Si, SE, .... è numerabile, quindi anche J é 

numerabile ed i suoi elerneiiti si possono ordinare 

2. E noto che l a  misura di LEBESGUE di un insieme E misurabile e di 
misura finita B l 'estremo superiore delle porzioni chiuse e limitate di E; in 
altri  termini, fissato un numero positivo E, esiste seinpre un insieme qhiuso 
e liinitato C tale che  sia  

Ortt l a  misura secondo LEBESGUE e la  misura esternn secondo JORDAN 
dell'insieme chiuso e limitato C coincidoiio ('); ma la misura esterna di C 

( 1 )  CARATHÉODORY, Vorlesungen über reelle Fudûtionen. Teubner, 1918, pag. 297, 287. 
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seondo JORDAN non è altro che l'estremo inferiore delle misure degli elemeiiti 

di J  che ricoprono Cl quindi fissato il numero positivo a esiste un J ,  per il 
quale é 

(3) C < J , ,  rnC<)nJ,<naC+~.  

Da C <  J, e C <  E si deduce 

C < J n - E  e quitidi m C < m E . J n < m C + ~ ;  

cotifrontando la  seconda di queste diseguaglianze con la seconda delle (2) e 
delle (3), si ottiene 

dalla seconda delle quali discende 

m J , < r n E - J n + ~ < r n E + e ;  
per conseguenza. 

Se E 2 un insierne misu~=abile di ntisura @nita ed e 2 un wumevo po- 
sitivo, esiste alrneno un elemento J, d i  J tale che sia 

Ad ogni E si pub naturalmente fat- corrispondere lJelemei-ito di J che 
nell'ordinamento fissato è il primo a verificare le (4). 

3. Sia adesso 
a l....oo E 

E n  = - 2n+l di modo che é Z E ,  = - 
n 2 ' 

Indichiamo coi1 Jn, il primo degli elementi di J  per il quille è 

ed indichiamo con Jn, il primo elemento di J  per il quale è 

e sia J,, il primo elemento di J  per il quale é 
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Si ponga 

E, = E, - E,.Jn, 

e si applichi ad E, il discorso fatto per E, E,, E,. 
Cosi proseguendo indefinitamente, si ottengono due successioni di insiemi 

the verificano le seguenti disuguaglianze 

si ha che Eo è misurabile, perché somma di un'infinità numerabile di in- 
tervalli chiusi ; 
che l'insieme ( E  - E .  E,) è contenuto in Et, E,, ...., e, poichè è lim nzEp < 

P-00 
< lim E, = 0, é anche 

P h o c  
nz(E- E . E , ) = O ;  

e che l'insieme (E, - E Eo) e contenuto in 

(Jn, - Es Jn , )  4 J*, + .... 
e quindi è 

Riassumendo : Se E 8 un insieme nzisurabile d i  rnisura finita, esiste una 
legge che ci consente di far corrisponde9.e ad ogni E ) O un insie.me E,, 
somma di  un'infinità nurnemta di intervalli, tale che siano verificate le 
7-elazioni 

m(E-E-E , )=O,  nz(E,- E. E , ) < E .  

In  parole, l'insieme E, ricopre E a meno di un insieme di misura 

(') Si  badi bene che, ne1 caso particolarc in esame, questa diseguaglianza si giustifica 
senaa ricorrere al principio delle infinite scelte arbitrarie. 
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nulla e la porzione di E, che non appartiene ad E ha una. misura minore 
di E ('). 

4. Per raggiungere maggior chiarezza iielle dimostrazioni dei iiumeri se- 
gueiiti, sark bene premettere qunlche considerazione sugli iiisiemi esteriia- 
mente quwdrabili. 

Sia E  un iiisieme misurabile di misurii, finita ed P la sua froiitiera (2), 

froiitiera che 6 un insieme chiuso e quiiidi misiirahile; se è 

cioè se ha inisuia, iiulla la porzioiie di P che iioii appartiene ad E, diremo 
che E è esterriamente quadrabile ("). 

Evidenteinente: Ogni insienle chiuso di ,misu?.a finita è este?.narnente 
quadrabile ('); e Z'insie7ne somnza d i  un numero finit0 di insiemi estelwa- 
rnente quadrabili, pviui a due a due di  punti comuni O non, é esternnnzente 
quadj-abile ('). 

Dimostriamo adesso che:  Se E è un insienze este~vzantente quadrabile 
ed E' 2 una polzione d i  E di nzisw.a nulla, 1' insierne E, = E - Er d estela- 
narnente qucr.drabile. 

Indichiimo con F In froiitiern di E, con Fi la frontiera di E , ;  dobbiamo 
dimostrare che è 

nz(Fi - E, . F 4 )  = 0. 

E chiaro iiifatti che un puiito di F, che non appartiene ad E, O è un 
punto di (F -Es F) O è un punto di E'; sicchè si ha  

( F i - I f , - F i ) < ( F - P - E ) +  Er, 
e di qui discende 

m(F, - E, .F , )<  m(F-  F .  E ) +  nzE1=O. 

Censideriamo adesso un'infinith numerata di iiitervalli chiusi 

( '1 La proyosizione del testo è un caso particolare di un teorema geometrico del prof. VI- 
T A L ~  (Sui yruppi di punti e sulle funzioni di variabili reali. . Atti della R. Accademia di 
lorino 2 ,  43, 1908) nella forma datagli da1 CARATHEOIXIRY (loc. cit., pagg. 299-306) ; pei-b del 
teorema del VITALI non conosco dimostraaioni indipenderiti da1 postidato di ~ E R M E L O .  

(O) CARATHEODORY, loo. oit., pag. 216. 
(3) CARATHEODORY, loc. cit., pag. 289. 
(*) CARATHEODORY, loc. cit., pag. 291. 
( 5 )  CBRATHEODORY, -1oe. cit., pag. 290. 

Annali di Matematica, Serin IV, Tomo VIL 
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coritenuti in un intervallo I ed indichislmo con in il segmento Zn privato dei 
punti estremi. 

L' insieme . - .  
~-f i '~+i ,+ .... 1 

si ottiene sopprimendo dali'insieme chiuso 

I-[i,-i-i,+ ....I 
gli estremi de@ intervalli (5). Ora questi estremi formano un insieme nume- 
rabile, e (quindi) di misurit nulla; di conseguenza, per il lemma precedeiite, 
possianlo dire che : 

- - 

Se i,, i,, .... è una successione di intervalli contenuti i n  u n  segmento 1, . - .  
1' insierne 1 - 1 i, + i, + .... 1 è esternamente quadrabile. 

6.  Ci6 posto, da1 teorerua dimostrato al n." 3 si deduce che:  
Se E è u n  insietne misurabile d i  misura finita, esiste u m  legge che ad 

ogni E > O fa cowispoudeve una porzéone E, di E esternanzente quadrabile 
e tale che sia 

m ( E  - E,) I E. 

Supponiamo in un primo moment0 che E sia limitato ed indichiamo con 1 
il primo degli intervalli chiusi ( -  1, l), (- 2, 2), .... che contiene E. 

Posto E' = I - E, dalla misurabilith di E segue 

Per il teorema precedente, ad E p6ssiamo far corrispondere un insiema ben 
determiriato E,', somma di un'infiriith numerata di intervalli chiusi i,, i,, .... 
(Che possiamo evidentemente supporre) contenuti in 1 e che ricopre E' a meno 
di un insieme di misura nulla, per il quale é 

rn(E,,'-E'.E,,')<E, cioé rnE, , '<mE+~.  

Per il n." 4 l'insieme 1- E,' è esternainerite quadrabile; inoltre è 

m(I- E,')= mI-  mE,'> 

2 m I - m E ' - E  

2 r n E - E ;  
quindi, se poniamo 

E,=( l -E , ' ) - (E' -E1 .E, , ' ) ,  

abbiamo che I'insieme Et è esternamente quadrabile perché differenxa del- 
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1' insieme esternamente quadrabile (1 - E,') e dell' insieme di misura nulla 
(E' - E' . EO1) (n." 4) ; 
che l'insieme El è contenuto in E ;  
e che è 

m E, = m(I - E,') 2 m E - E, 

cioè 
m(E - E,) = mE - mE, < E. 

Supporiiamo in secondo luogo che E non sia limitnto ed indichiamo coi1 I 
il primo degli iritervalli (- 1, l), .... per il quale è 

indichiamo con El la porzione esternamente quadrabile di I .  E, costruita iiel 
modo giA detto, per la quale A 

evidenteniente sarh anche 

cioè 1' insieme El A 1' insieme richiesto. 

6. Sin adesso f(x) una funzione inisurabile, limitata, non iiegativa e defi- 
nita in un insieme E misurabile e di misura finita., e siano E e 0 due numeri 
posi tivi arbitrarî. 

Poiché f(x) è liinitata, esiste un primo numero intero e positivo n per il 
quale riesce in tutto E 

f ( x )  < n= ; 
e quindi, se indichiamo con 

E,, , ,  E,, 

gli insiemi misurabili iii cui A, rispettivamente, 

avremo che gli insienli E;, ...., E,, sono a due a due privi di punti comuni e 
che è 

E= Et + .... + E, e quiiidi mE = waE, $- .... + na&,. 
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Col procediineiito del numero precedente determiniamo 7z porzioni E,', ...., E,' 
di E,, ...., En esterriamente quadrabili e tali che sia 

Indichiaruo con F ,,...., Pn le frontiere di Etf, ...., E,,'; di guisa che gli insiemi 

avranno tutti inisura nulla, perchè gli E,', ...., Enf sono esternamente quadrabili. 
Poiiiamo adesso 

Dico che E' è esternamente quadrabile, che la sua misura differisce d a  
quella di E di meno di E e che in ogni suo punto l'oscillazione della f(x), 
considerata come definita solo in Er, è minore di o. 

Dimostriamo che Er è esternamente quadrabile. È chiaro intanto che E/  
( i=  1, ...., n )  6 tale perchè differenza dell'i'nsieme esternamente quadrabile E l  
e deli'insienie di misura nulla (G , ' i -  .... + G,')-E,' (n." 4): Ora Ef è somma di 
un nunîero finito di iiisienii esternamente quadrabili, dunque anche E' è tale. 

Dalle (7) si ricava 
ntEy = mE',' (i = 1 ,...., n), 

inoltre 8 
E - E' = (E, - E,") + .... + (En - E l ) ,  

e quindi 
snE - rnEf = mE, - mE," + .... + qnE, - 112Enfr = 

= 'mE, - mE,' + .... + m En - mE,', 

cioè, per le  (6), 
nzE - rnE' < E. 

Resta a dimostrare I'ultima delle affermazioni fatte. Sia x, un punto di Ef; 
x, apparterrh a d  uno e ad  uno solo degli insiemi E,", ...., E,"; supponiamo che 
appartenga ad E,". Pe r  la costruzione stessa di E,", x, non pub essere punto 
frontiera di E,",.,.., E,", quindi esiste un intervallo 6 di centro in x, e tale 
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che tutti i punti di E' che appartengono a 6 appartengono i~iiche ad E,"; ma. 
in E," 8 

0 < f ( x )  < q 
dunque, ecc.. 

7. All'iiisieme E del numero precedente imponiamo la coiidizioiie ulte- 
riore di essere limitato; e corisideriamo due successioni di riumeri positivi 
E,, E*,  .... ; 0, , os ) S . "  con 

lim E, -= lim 5, = 0. 
12-a, ncrm 

Indichiamo con Ea l'insieme che secondo la costruzione del numero pre- 
cedente viene a corrispondere alla coppin E,, 5,. 

Siano 

gli integrali Riemanniani superiori ed inferiori di f(x) estesi agli insiemi 
linsitati E,, E ,,.... . 

Dico che le successioni (8) e (9) convergono entrambe verso l'integvale 
d i  Lebesgue di f(x) esteso ai2'insieme E :  

= lim f(x)dx = f(x)dx. 
n-oo n-m 

E n  

S S 
-En E 

Siccome gli insiemi E,, E,, .... sono esternamente quadrabili, é (') 

(l) CARATHEODORY, IOC. cit., pag. 459. 
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e da lim mE, = mE segue 
n-m 

iim f(x)dx = f (x)dx;  
n-w S S 

En. E 

da queste tre relazioni e da lim o, = O  si deducono immediatamente le ugua- 
W - 8  

glianze da dimostrare ( l ) .  

(i) Nella mia Nota: A proposito di ztlz teorema sugli insiemi non misurabili (Rend. 
delllIstituto Lombardo, 1928) ho esteso agli insiemi di  punti non misurabili alcune delle 
dimostrazioni date in questo lavoro. 
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Sui moduli delle curve dgebriche (l). 

Memoria d i  BENIAMINO SEGRE (a Roma). 

Siinto. - IPL qzcesto lavmo l'A. studia certi sistemi contitzui di curvepiane algebriche, da1 punto 
di vista dei moduli delle loro curve, facendone applicazione all'importante questione di 
sapere se la uarietà degli enti algebrici coi di dato genere p é razionale od un4'azionale. 

1; E noto che la varietà H i cui elementi sono le famiglie di curve alge- 
briche di dato genere p, birazionalmente .equivalenti, 15 algebrica ed i r r idu-  
cibile (2). I l  prof. SEVERI, in una Nota lincea bel 1915 (3), enuncib come 
probabile che la  varieth H sia razionale, O quanto meno riferibile ad uiia 
involuzione di gruppi di punti in uiio spazio lineare (uni?*azionaEe, come per 
brevith diremo): O, in altri termini, che si possano ottenere modelli proiettivi 

piani di tutte le curve di dato genere p, da un'equazione in cui entrino ra- 
zionalmente certi parametri variabili (i moduli) ('). 

Egli soggiungeva che il fatto asseri to 6 ver0 per p < 11 (5) (per p = 1 
si vede anzi senz'altro che la varietà H, oo', 8 razionale), ed accennava che, 
appunto per p < 11, la dimostrazione si ottiene subito considerando le curve 
piane minime di genere p. La dimostrazione cui l'A. alludeva, é manifestamente 
la seguente. L' ordine minimo di lin mode110 piano di una curvn a moduli geiie- 
rali di genere p, é il minimo intero n soddisfacente alhr disiiguaglianza 

3(n - 2) 2 2 p  

(l) 1 risultati contenuti in  questo lavoro, furono oggetto di una Comunicazione all'ultimo 
Congresso internazionale dei Matematici (Bologna, 1928). 

(') Cib segue subito, a d  esempio, da1 modo come vengono introdotti i moduli ne1 l rat ta to 
d i  P. SEVERI, Vwlesungen über algebraische Geometrie (Leipzig, Seubner, 1921), pp. 151 e 157. 
P u b  ovviamente supporsi p > O, poichb per  p = O  non v i  sono moduli, e l a  varietà H ridu- 
cesi ad  u n  solo elemento. 

(3) P. SEVERI, Sulla classificazione delle curve algebriche e su.! teorema d'esistenza di 
Riemanrc, s Atti R. Acc. dei Lincei w ,  serie V, 24 (1915)$, Nota 1, p. 877, n.O 2. 

(') Cib b notoriamente possibile, se  ci si  limita alle crime iperellittiche d i  genere p. 
(5) P e r  errore d i  stampa nella Nota citata sta scritto p 511 invece che p <Il. 
(=) E questo un ben noto risultato enunciato d a  BRILL e NOETHER, che nelle citnte 

Vwlesungen del SEVERI (Anhang G, n.O 10) si trova posto a l  riparo d a  ogni obbiezione. I l  
SEVERI dimostra a m i  (a p. 398), che la generica culva d i  quell'ordine e d i  quel genere 
possiede soltanto nodi. 
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Si hanno dunque per n, p, i segueiiti valori : 

e si verifica che il numero d 2 0  dei nodi che l a  curva minima deve possedere 
1 

per essere del genere voluto (p i 11), è tale che 3d non supera 3 n(n  + 3); 

percii, fino al genere p = 10 si pu6 costruire un mode110 piano iniiiimo della 
curvib piu generale di genere p, assegiiandone del tutto ad arbitrio i nodi. 

Fer un dato p (p < 11) le curve minirne formano dunque uii sistema con- 
tinuo 2, costituito da infiniti sistemi lineari (da uno solo, per certi valori del 
genere) di diineiisiorie k 2 O, corrispondenti birazioiialmeiite ai gruppi di d 
piinti del piaiio ('). Il sistema 2, pertanto, è razionale. 

Le curve di E birazionalinente equivalenti ad una data, riempiono un si- 
stema S, e la varieth TV avente per elerrieiiti i sistemi S è biraziorialmeiite 
equivalente ad H. Ora la varietà W è razionale od unirazionale ('), e tale 
è dunque pure H. 

Per p = 3 il sistema Z è addirittura un sistema lineare. Il ragionainento 
precedente trovasi sviluppato per tale caso ilel Trattato di  B. ENRIQUES ed 
O. CHISINI tg): perd, se 10 si limita a sisteini Eineavi, esso nori pub venir 
esteso al di 1h del valore p = 6 del genere, poiché, al  § 1 di questo lavoro, 
io dimostro che ment?-e per p < 6 esistono sistemi lineari d i  curve piane d i  
genere p n moduli genevali, sistenai lineavi siTatti non esistono petT p > 6. 

2. 11 prof. SEVERI, 
rale esposto diaiizi, mi 

richiamando la niia attenzione su1 procedimento gene- 
ha proposto di cercare se esso possa estendersi a curve 

(7) Nello spaeio lineare SN, i cui punti rappresentano le curve di ordine n del piano, 
il sistema 2 ha per imagine una varietà V luogo di spazi l i n e a ~ i  S k ,  tale che per un punto 
generico della varieth passa un solo SL generatore. E poichh la varietà è razionale quando 
se ne prendano corne elernenti quegli spaei lineari, risulta razionale anche colne luoyo di  
punti (il che, not~~ianiente,  si vede considerando sulla varietà il sistema lineare mL di va- 
rietà unisecanti degli spazi generatori, staccate su V dagli SN-lc per uno 

(8) Invero, il sistema Z essendo ra~ionale, le sue curve possono rappre~enta~si  coi punti 
di nno spazio lineare Sr ,  in cui i sistemi S hanno per imagini varietà algebiiche Mg tali 
che per un punto generico di  S,. ne passa una sola. Segando quelle M, con uno spazio S,-,, 
otteniamo in Sr-, un'involuzione birazionalmente equivalente all'insieme delle Ms, cioè dei 
sistemi S. 

(9) P. ENRIQUES-O. CHISINI, Lezioni sulla teoria yeometvica delle epuazioni e delle fus. 
zioni algebl-iche, vol. I I I  (Bologna, Zanichelli, 1924), p. 376. 
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di genere superiore a 10, se cioè per p > 10 si possano costruire sistemi 
razionali di curve a moduli generali del tipo di 2. L a  risposta al la  questione 
13 iiegativa. Al 5 II io dimostro infatti che pe7- p >  10, la tus-va val-iahile i n  
un sistema continu0 2, Euogo d i  sistenzi lineari i cui gruppi base sieno 
assegnaPili ad arbity-io, é a nzoduli particol&ri ('O). Ali'uopo faccio vedere 
che, se si suppoiiessero le  curve  di 2 a moduli generali, sarebbe possibile di 
abba.ssn.re indefinitamente 1' ordine delle curve del generico sistteina lineare 
di 2, mediante successive trasformazioni quadratiche, i l  che é manifestamente 
assurdo ("). 

Considerazioni analoghe possono venir fatte per  sistemi continui assai 
generali di curve piane di genere p, e precisamente pei sistenii % l a  cui curva  
genericn individua un sistema lineare, l a  cui diinensione virtuale (che pu13 
esser negativa) non 6 inferiore a. - p, per il che basta che quel sistema 
lineare sin infinito. Nei 33 I I I  e IV dimostro che per p ) 36 le  curve di un 
sistema B siffatto iioii possono essere a. inoduli generali, e quindi 

Le cul-ve d i  u n  qualunque sistema continiico di cul.ve piane d i  genere 
p > 36 n m o d d i  qenewl i ,  sono isolate, ne1 senso che una genevica di 
esse individua u n  sisterna lineas-e la cui dimensione efe t t iva é n.zdla; 
inoltre la dimensione viduale  d i  detto sistema lineut-e 2 infevio9.e a - p .  

L a  dimostrazione di qiiesto teorema procede per  assurdo (5 III), ragio- 
iiando su d' un sisten-ia X qualunque in modo simile a quel10 indicato poc'anzi 
pel sistema 2 .  Ora perb si presenta un fatto nuovo, poiché i punti base del 

('O) P e r  questa via, pertanto, non si riesce ad estendere oltre il valore p = 10 del ge- 
nere, la  presunta razionalità od unirazionalità della varietà H. 

Sotto forma meno precisa, ma piii espressiva, la  precedente proposizione pub anche 
enunciarsi cosi : 

S e  u n a  curva p i a n a  algebrica irriducibile, d i  gevzeve p > 10, è n rnoduli genernli, i l  
gruppo dei suoi pun t i  mul t ip l i  occupa ne1 piano u m  posizione pnrticolare, ed it sistetna 
lineare d a  essa inc2ividuato è eovrnbbondante. 

Oltre a rispondere alla questione posta al prinoipio di  questo nuinero, il siddetto ri- 
sultato (in un cogli a1tr.i che vengono enunciati pifi sotto) ha interesse da1 punto di r is ta 
della teoria geuerale dei s i ~ t e m i  continui d i  curve algebriche, Sale teoiia, specialmente per 
cib che concerne I'esistenaa, la dimensione e l'unioità di sistemi continiii completi di c u v e  
piane algebriche con date singolarità, verrà svolta in un prossimo lavoro, che trovasi rias- 
sunto in alcune recenti Note lincee. 

( I l )  Ne1 corso della dimostrazione faccio uso del fatto che : * Un s k t e m a  lineare d i  curue 
piane ivriducibili i cui  punt i  base sieno assegnati nez piano i.n modo generico, è rego7at.e S. 

Di questa proposizione, che si arnmette come ovvia in taliini sviluppi della teoria dei sistemi 
lineari di curve piane, non sono riuscito a trovare una dimostrazione esauriente. 

Perù, senva ricorrere ad essa, al V stabilisco di nuovo la validith del teorema enun- 
ciato ne1 testo, per valori convenientemente grandi del genere p ( p  > 36). 

Annali di Matematica, Serie IV, fomo VII. 
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generico sistema lineare di X non esseiido necessari amen te in posizione ge- 
nerale ne1 piano, posson anche esser fra loro infinitamente vicini, onde pub 
accadere che iioii sia possibile di nbbassnre l 'ordiue delle sue c u w e  me- 
diante una sola trasformazione quadratica. Questa difficoltB vien ,superata 
( 5  IV), mostrando che iii ta1 caso 10 stesso scopo pub venir raggiunto per 
mezzo di una. coiivenierite successione di trasformazioni quadratiche (di cui 
le prime innalzano l'ordine delle curve del sistema lineare, e le ultime 10 
abbassano al  di sotto del valore prirnitivo). 

3. Fer provare l'asserzione fatta alla fine del n. 1, incominciamo col 
far vedere che per p < 6 esistono ne1 piano sistenai l ineari  d i  c w w e  d i  ge- 
nef-e p a moduli  generali. 

La cosa é evidente per p = 0, 1, 2, 3. Per p = 4, poichè ogni C4 carioriica 
si proietta da uii suo punto secondo una quintica piaria con due punti doppi, 
basta considerare i l  sistema lineare 0oi4 delle quintiche piane passanti 
doppiamente pela due  dist int i  punti  assegnati. 

Fer p = 5, consideriamo in S, la 6'4 canonica. Essa si proietta da una 
sua corda su d 'un piano, secondo una sestica con 5 punti doppi; ammesso 
che scegliendo convenientemente la corda da cui si proietta Ci, sia possibile 
di ottenere ne1 piano una sestica i cui 5 punti doppi si possano trasformare 
con una collineazione in una 5-pla di punti assegnati genericamente ne1 piano, 
potremo asserire che i l  sistema lineare mi- delle sestiche piane passanti 
doppianzente per 5 punti  assegnati genericarnente ne1 piano, é costituito 
d a  curve d i  genere 5 a moduli  genemli .  

L'ipotesi ammessa, che é suggerita da un semplice conto di costanti, 
equivale a supporre che ne1 suddetto sistema lineare, una curva generica 
non sia birazionalmente identica ad infinite altre. Questi fatti equivalenti fra 
loro sono dimostrati, se si riesce a provare ch'essi sussistono per una scelta 
particolare della 5-pln dei punti doppi; e sicconle noi proveremo oh'essi val- 
gono supponendo che dei 5 punti doppi due coppie sieno costituite da punti 
infinitamente vicini, cosi essi varranno in generale. 

L a  figura piana formata da tre punti non allineati e da due rette pas- 
santi genericamente per due di essi, non ha invarianti proiettivi. Dunque, se 
dimostriamo che fra le varie sestiche piane ottenute proiettando uns data 
C: cnnonica da  unn sua corda, ve ne é sempre (almeno) una avente due 
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tacnodi ed un punto doppio ulteriore, con cib risulterit' provato che i l  si- 
stema lineare cui appartiene una curva siffatta è costitiiito da curve a mo- 
duli generali. 

Una C: canonica è la curva base di una 7-ete d i  quadriche di  S, (che 
possiam supporre generale), di cui sin I' la curva Jacobiana. Su I' le 5-ple dei 
vertici dei coni dei vari fasci di quadriche della rete, costituiscoiio un'invo- 
luzioiie doppirtrnente iiifiriitn, che è necessariamente una' sevie Zineaw, poichè 
i suoi gruppi sono birazionalmente riferiti ai fasci della rete. In corrispon- 
denza ad un gruppo con due punti doppi di questa g6, si avra nella rete un 
fascio di quadriche avente la caratteristica [0(0, 0)(0, O)], cioè contenente tre 
soli coiii distinti, di cui due da contarsi doppiamente. La Ve base di un ta1 
bscio contiene certamente delle rette ('9, le quali sono corde di Ci; ed 6 
subito visto che basta yroiettare CQ da uiia di queste rette su d'un piano, 
per ottenere unn sestica di genere 5 con due tacnodi. 

Infine per p = 6, rifaceridosi alle curve piane minime, si ottiene come 
sistema lineare di curve di genere 6 a moduli geiierali, i l  sistema lineave wi5 

delle sestiche piane passanti doppiamente pev 4 punti assegnati geneti- 
camente nez piano. 

4. Proveremo osa che Ze c w v e  d ' u n  qunlu?zque sistema 1inea1.e d i  ge- 
nere  p ) 6 sono a rnoduli particola?% 

La cosa si dimostra agevolmente per p > 10 come segue. Se le curve 
d 'un sistema lineare di genere p > 10 potessero essere a moduli generali, la 
dimensione effettiva del sistema lion potrebbe risultare inferiore a 3 p  - 3, 
onde supererebbe di certo 2 p  -t 7. In base ad un risultato di G. CASTEL- 
movo ('9, da qui si dedurrebbe che le curve del sistema dovrebbero essere 
iperellittiche, eppertmto a moduli particolari, coiitro il supposto, 

Ci resta da dimostrnre la proposizione enuiiciata, per p = 7, 8, 9, 10. Ci 
limiteremo a provarla per p = 7, bastando per p = 8, 9, 10 iagionare in  modo 
analogo. 

Uii sistema lineare 0, che pub supporsi completo, di curve di genere 
p = 7 a moduli generali, se  esiste, ha la dimensione effettiva h riori inferiore 
a 3 p  - 3 = 18; e, colla stessa argomentazione di poc'anzi, si vede che h noil 
pub superare 2 p  -1- 7 = 21. In ogni cnso, esseudo h > p, il sistema 0 è regolnre. 

(") C f r .  E. BERTINI, Introduzione al la  geometria proiettiva degli ipei-spazi. (Pisa, Spoerri, 
1907), p. 157. 

('3) Ved. G. CASTELNUOYO, Ricerche generali sopra i sistemi l ineari di m r v e  piane, 
a Mem. della R. Accad. delle Scienze di Torino P, serie II, 42 (1892), pag. 3, n o  31. 
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Supporremo O privo di punti base semplici, considerando come virtual- 
inente itiesisteriti quelli che eveiitualmerite vi fossero, ed aininettereino irioltre 
per ora che i putiti base di O sieno 1 1  puiiti distinti, arizi in posiziotie gene- 
q-ica rie1 piano. Dette v , ,  v,, ...., v, le relative nîolteplicitii, ed n 1' ordiiie 
delle curve di 8, vurraiiiio, coin'è imtnediato, le equazioiii 

Poichè la geriericn curva di 8 non è iperellittica, il sistema 8' aggiurito 
pur0 di O è irriducibile, e quindi di geiiere virtuale p'> O. Siccome poi è 

h > 2.p - 1, ln generica curva di 8' forma parte di qualche curva di 8 ("), 
ed esiste un sistetna litieare completo O", residuo di O' rispetto a O, la cui 
dimeiisiorie virtuale k è data da 

Per lii, supposta genericit& degli t .  putiti base di O, si pub asserire che 0" è 
u n  sistema lineare iwiducibile d i  cuvve ellittiche ('j), oiide, per un noto 
teorema, 10 si pu0 trasformare creinonianameiite i i i  uii sistema lirieare di çu- 
biche, O rie1 sistema lirieare (xiS delle quartiche passaiiti doppiatneiite per due 
dati puriti. 

Supporigasi sddirittura che 0" sia un sistema di urio di questi due tipi. 
Se 8" è un sistema liiieare (necesstviainnrite ~ v g o l w e )  di cubiche eilittiche, 
esso non pub avere pih di 4 punti base, la sua dimeiisione k non poteiido 
risultare inferiore a 5. Siccome si ottieiie uria curva di O sommaiido i ~ d  uria 
C U P V ~  di 01 (aggiunta d'ordiiie 11 - 3 di O) uiia qunliiiique curva di O", e 
poichè O noii ha punti base semplici, si deduce che aiiche O lion pub avere 
più di 4 piiiiti base, cioè 1 - 2 4 .  E la, stessa liinitazioiie, aiizi la limitazione 
Y <  2 sussiste se 8" é del secoiido tipo. 

Le inolteplicità v i  dei punti base di O sieno disposte in  ordiiie di grari- 
dezza, e precisamente sia 

v, i Y* 2 v 3  t Y4 , 
intenderido di attribuire il valore O n 4 - Î-* delle v , ,  se risultasse 9. < 4. 
Potremo sempre supporre che non sia possibzle d i  abbassare E'~rdi?ze delle 

(14) Cfr. Mem. cit. in ('7, n . O  29. 
('3 Cfr. Mem. cit. in ('3)7 n.' 30. 
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cwve  di O con unn tmsformazione quadratica. Infatti, neli'ipotesi contraria 
basta con successive trasforiniizioni qiindratiche tlbbnssare l' ordiiie del si- 
stems, fino a che ci0 iioii sia ulteriormente possibile; ed anche il sistenia 
lineare che cos1 si ottiene non h a  piu di 4 puiiti base, poiché le siiigole tra- 
sformaeioni eseguite riori possono aurnentnre i l  iiumero dei punti base. 

Ricordando che i punti base di O sono distitiLi, l a  fatta ipotesi si  traduce 
nelle relaziorii 

Da qui, in base alla (2)) e teneiido presente che 8 IL.(, 21, si deduce 

L"uguag1ianza n = 9 pu6 solo sussistere con 

ma queste equazioni sono incompatibili colla (1). Parimeiiti si pub vedere che  
non e possibile di soddisfare alle limitazioni precedeiiti ed alle (1)) (2), se  6 
n = 8 O n = 7 ; vi si soddisfn inuece con n = 6, prendeiido 

v , = v , = v : , = ~ ,  v 4 = 0 ,  h = l 8 ,  oppure v,=3, v,.=v,=v,=O, h = 2 1 ,  

e soltaiito in questi due modi. 
Poiché ovvianieiite riori pub aversi n < 6 con p = 7, cosi avrerno in- 

tnrito che 
Un sistema liueare di cuwe piane, non ipeî-ellittiche, di geneve p = 7 

e dimensione h >  18, i cui punti base abbiano ne1 piano posizioni gene- 
riche, pub semp9.e 1-idursi ad u n  sistema linea9.e d i  sestiche (di geneve 7), 
mediante una t9.asfo'oî.mazione cremoniana. 

L e  curve di questo sistema non sono perb n nzoduli generali, coiite- 
nerido esse uiia y: ('=). L a  stessa particolaritSi. dovi'b allora preseiitnrsi per  le  
curve di uri sistema linesre complet0 O,, di genere p = 7 e dimerisioiie k 2 18, 
i cui punti base sieno comzmque disposti ne1 piano. In  ogiii caso, irifatti, il 
sistemn 0, e regolnre, e pub ottenersi corne posizione limite di un sistemn 
lineare O cogli stessi caratteri  e colle stesse molteplicith base, i cui puriti 
base sieno generici ne1 piano e varino con continuittt, teiideiido a quelli di O,. 
Dunque, aiiche le curve  di 0, sorio a moduli particolari, il che prova l'asserto, 

(16) V. Op. cit. in ('), p. 159. 
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II. 

5. Consideriaino una curva piana irriducibile C, d'ordine n e genere 
effettivo p, avente r- punt i  91mltipLi dis t in t i  od inf ini tamente vicini,  di cui 
indichiamo con v, le molteplicità (i= 1, 2,..., r ;  vi;r2), talchè risulterk 

(3) 
1 1 ' p = - ( 9 % -  l ) ( n -2 )  - - Z vi(vi- l j .  
2 2 i z l  

La diinensione v ir tuale  k del sistema lineare ( CI, é data da 

qualora, coine seinpre faremo, si considel-ino come uivtualmente inesistenti  
gli eventuali punt i  base sen~.p l i c i  del sistema 1inear.e considel-ato. 

Ln totalitk delle curve piane irriducibili di ordine n, aventi Y punti mul- 
tipli colle molteplicith v ,  (i = 1, 2, ..., Y), costituisce uno O piU sistemi (algebrici) 
irriduc\bili e cowplet i  (cioè noii contenuti in sistemi piii ampi di curve cogli 
stessi caratteri), e sia E un0 di essi. Ogni sistema algebrico irriducibile di 
curve con quei caratteri, contenente la generica curva l? di X, è contenuto 
per intero iri X ('7. In  particolare il sistemn lineare appartierie a X : il 
suo genere e In sua diinensione virtuale sono dati dalle (3), (4). 

Se l' si trasforma cremonianamente in una curva I',, ad agni altra curva 
geiierica di 3 si pub applicare un'analoga trasformazione cremoniana, otte- 
nendo cos1 altre curve cogli stessi caratteri di r,, appartenenti ad uno stesso 
sistema coiitiiiiio X , .  Circa la corrisponde~lza che intercede fra le curve di X 
e quelle di X,, dicendo omologhe due curve trasformabili l 'una iiell'altra con 
una trasformazione ciemoniana di quel tipo, possono presentarsi vari casi, 
che perb non stiaino ad esamiiiare ( l a ) .  

Osserviamo piuttosto che i l  genere effettivo d i  r, vale ancorsa p, e che 
la  dirnensione vir tuale d i  Ir, 1 non  è infevio2.e a k, se si suppone che la 
trasformazione cremoniana che fa passnro da I' a I', non abbia alcun pur1t.o 
fondanieritaie che cada in un puiito senzplice di r (i9). Aggiungiaino che se le 

(17)  V. Op. cit. in (2), Alzha~g G, n.O 1. 
(la) Cosi, ad es., i sistemi continui X e X, possono anche avere dimensioni disuguali. 
(Ig) Cib segue da note proprieth dei sistemi lineaii, peT cui cfr. Mem. cit. in (i3),  n.O 8, 

avendo riguardo alla convenzione fatta poc'anzi circa i pulzti base sempl2ci dei sistemi li- 
neari in esame. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



B. SEGRE : Xui nwdzc1.i delle curue nlgebriche 79 

curve d i  X sono a moduli ge~zerali,  10 stesso pub d i n i  delle curve d i  %,, 
e che se i pu~z t i  niultipli  della generica curva d i  X hanno posizione gene- 
r ica ne1 piano, 10 stesso accade per E,. 

Se le curve di Z, di genere p > 1, soiio a rîtoduli gen.ernli, e cioe se 3 
coiitieiie ~ o ~ p - ~  famiglie di curve birazionalinente identiche, poichè il si- 
stema X insieme ad ogni sua curva 1' coiitieiie tutte le sue trasformate 
proiettive, e siccome d'altro canto la generica i' (di genere p>O) non pub 
ammettere infinite trasformazioni proiettive in se, cosf la generica di quelle 
famiglie k almeno mg, onde la dimensione d di E deve soddisfare alla limi- 
tazione 

(5) d 2 3 p t 5 .  

6. Indichiamo colla lettera I: un sistema %, tale che gli 9. punti base del 
generico sistema linenre in esso contenuto sieno generici ne1 piano. In questo 
paragrafo ammetteremo coine postulato che detto sistema lineare nbbia ad 
essere regolatw. Questo fatto che, per quanto di non facile dimostrazione, 
pub ritenersi come irituitivo, viene per ora ammesso a.l17uopo di agevolare 
la dimostrazione della proposizione che enunciamo pih sotto. Perb essa verra 
di nuovo stabilita al 5 V, indipendentemente da quel postulato, per valori 
convenientemente grandi del genere p (p > 36). 

I l  generico sistema lineare di L essendo regolare, la  sua diniensione 
(virtuale = effettiva) k, non pub risultar negativa, ossin dev'essere 

La dimensione d del sistema I:, il quale compronde mZr sistemi lineari cek, 

vale 

(7) d = 21. 4- k.  

Per quanto abbiamo detto al n." 1, se le curve (di geiiere p) di 2 potes- 
sero essere a moduli generali, sarebbe possibile pel valore p del 'genere di 
intvodurre 1.azionalrnente od uni~*azionalmente i moduli.  Si è visto che ci0 
è possibile per p < 11 ; per contro ci proponiamo di dimostrare che per p I l  

non si possono introdurre i moduli ne1 modo itidicato, avvalendoci d'un si- 
stema 2, poiché : 

Le curve d i  un qualunque sistenza L, d i  genere 

(8) p >  11, 

sono necessa~ianaente a lnoduli particolari. 
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Supposto infatti per assurdo che esista un sistema Z, le cui curve (di 
geiiere p 2 11) sieno a moduli geneg.ali, dimostrereino che ln somma delle 
tre  nzolteplicità base più elevate del generico sistenta 1ineaj.e di L, supeva 
l'ordine ri delle sue culove. Poichè i corrispondenti puiiti base sono certo 
distinti, nell'ipotesi ammessa, sarebbe duiique possibile di abbassare l'ordine 
delle curve di quel sistema lineare, mediante una trasforinazioiie quadratica. 
Il sisteina lirieare trasformato sarebbe esso pure regolare, ed apparterrebbe 
aiicora ad un sistema L,, di curve del10 stesso genere p a moduli geiierali 
(n." 5), ma di ordirie inferiore ad n. 

L'applicmione ripetuta della proposizione eriunciata, condurrebbe per- 
tanto ad un sistema continuo di curve di genere p ed ordine conzunque 
basso, il che è manifestamente assurdo. 

7. Si abbia dunque un sistema 2, pel quale conserviamo le precedenti 
notazioni, le cui curve (di genere p> 11) sieno a moduli generali. Per quanto 
si è detto al n." 5, varra la (5), da  cui, i i i  virtii della (7), si dcduce 

Dalle (3), (4), sommando e sottraendo segue 

e da  qui, ricordando la (tj), 

Sieno v, ,  v,, v, l e  tre molteplicith vi piu elevate, con 

v, 2 v , . r  v ,  2 0. 

Per cib che si è detto al numero precedeiite, si tratta di far vedere che è 

(13) v, + v ,  + v ,  > n. 

Incominceremo col provare che è 

n n 
Supposto infatti per assurdo v < -, e pertanto v, < - per i = 1, 2, ..., I., 

' - 3  3 
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dalla (12), teneiido presenti le (Il), (9) e ricordando che è v, - 2 2 0 ,  in tale 

ipotesi segixe 

n n 
-a - [3n + p - 1 - (k + 2r)]< - (371 - 2p - 6), 
- 3 3 

e quindi 
n 

6n + 3p - 3 2 - (21) + 6). 
3 

Da qui, in base alla (8), si deduce 

d' onde 
n < 9. 

n 
Nelie ipotesi attuali non pub dunque aversi v, <-, poichb in ta1 caso 

3 
le curve di Z sarebbero contro il supposto a moduli particolari, in qunnto 
che l'ordine minimo dei modelli piani delle curve a moduli generali di ge- 
nere p 2 11, é mnggiore di 9 ("0). 

8. Diinostreremo ora che dev'essere 

il che ci sara utile piii tardi. 
Supposto intanto per assurdo v, < 5, e dunque v ,  < 5 per i = 2, 3 ,..., I., 

dalla (12), aveiido presenti le (Il), (9), si ricavn 

e quindi 
n2 - 21n - vS + 7v, + 7p + 23 I O ,  

Se in questa limitazione in luogo di n poniamo 

n = v , + P + 7 ,  

('O) V. loc. cit. in (6). 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo VII. 
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otteniamo dopo alcune facili riduzioni 

onde, avuto riguardo alla (a), dev'essere 

Ma questa disuguaglianza non pub certo sussistere nelle ipotesi attuali; 
poiLh&, se fosse /3 < O, 1s geiierica crirva di B (di genere p 2 11), conterrebbe 

1 uria g,-,, (segata dalle rette pel piiiito v,-plo) con n - v, = /3 + 7 < 7, onde 
sarebbe a moduli particolari (2') ; e d'altronde si ha P t  2v, - 7 > 0 ,  dovendo 
in base al  numero precedente risultare 3v, > n.  Dunque efettivanzente 2 v , )  5. 

In modo simile si prova che é v, > 4. Supposto cioé per assurdo v, < 4, 
dalla (12), avendo preseriti le (Il) ,  (9), si ricava 

e quindi 
n" 18n-vi- v i +  6v, i- 6v, + 5 p  + 11 < O .  

Se in questa limitazione in luogo di n poniamo 

(14) n = v,  + v,  + y, 

dopo aleune facili riduzioni otteuiamo 

(15) 2(v, - ~ X V ,  - 6) + 2y[(v, - 6) + (v, - 6)] + y2 + 6y + 5p - 61 < 0. 

Notiamo intanto che, in base alla (14), dev'essere y 2 0, poiché l a  curva 
generica di Z è irriducibile. Ricordando la (8), e siccome per cib che precede 
risulta v ,  2 v, 2 6, si vede che la (15) pub solo sussistere con y = O, onde 
la (14) porge 

(16) n = v , + v , .  

Se fosse v, > O, la disuguaglianza (13) che dobbiamo stabilire gih sarebbe 
verificata in forza della (16). Possiamo dunque limitarci al  caao che risulti 
v, = O ,  e quindi Y =  2. Con cib la (3) in virtu della (16) fornisce 

(3) Cfr. Op. oit. in (7, p. 159. 
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onde, essendo come gis si B detto v, 2- v, 2 6, risulta 

P 2 25, 

e ci0 contraddice la (15). Bisogna quindi efettivamente suppowe v, > 4. 

9. Per dimostrare la (13), sarh coiiveniente di modificare leggermente le no- 
tazioni relative ni punti base del generico sistema lineare di 2. Diremo v, y e 1 
le tre sue molteplicita base piu elevate, con 

e supporremo ch'esso, oltre ad un punto base v-plo e ad un punto base p-plo, 
itbbia p l  2 1 punti base 1-pli, ,cl-, 2 0 punti base (A - 1)-pli, ..., pz 2 O punti 
base doppi, talchb il numero Y dei punti base sara dato da 

1 

(1 8) 9-=2 +2p,. 
a=2 

Per ci0 che s ' é  detto ai 7 ed 8, dovra aversi 

(19) 3 v  > n, 

(20) 1 > 4, 

ed jrioltre, in base alle (17), p t r h  supporsi 

(.2 1 ) v - 1 - 1 2 0 ,  

poiché iii caso contrario sarebbe v = y = A, e la disuguaglii~iiza 

Che dobbiamo stabilise, giA sarebbe verificata in vistu della (19). 
Dalle (3), (4), (6), colle attuali notazioni si ha 

Se osserviamo che, solo che sin cc < X  - 1, risulhr 

(A - 2j(a t 1) 2 A(a; - l), 

dalla (24) deduciaino 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



84 B. SEGRE : Sui woduli delle curue nlgebriche 

e sottraendo membro a membro da  questa relazione quella che si h a  dalla (23) 
moltiplicandone i due membri per  A, otteniamo 

L a  (11)) colle riotazioni addotte dianzi si scrive 

e, in virth della (18)) fornisce 
I 

(2'7) 372 - ( k + 2 r ) + p  - v - p  t 3 = L  @,(a-2). 
a=2 

D' altro canto, ricordando la  (6)) dalla (26) segue 

3n + p - v - p - 1 2 2p, + Ap,, 

e sominando membro a membro questa relazione colla (25) si ottierie 

(28) - n" 3nA t ( A  + l ) ( p  - 1 )  + v(v - A )  + p(p - A )  2 2p,. 

10. Dalle (27)) (9) deduciamo 

(29) 

e quindi 

Soinmando membro a membro le  (23)) (29) otteniamo 

Ora, in virtu della (20), risulta 

( A  + l ) (a2 + a - 4) 2 (A -1- 3)a(a - 1 )  

solo che sin 3 < u < h - 1. Durique dalla (31) segue 

e sottraendo membro a membro da  questa relazione quella che si ottiene 
dalla (23) moltiplicandone i due inembri per X + 3, abbiamo 

(32) -n2+3nA+-6n+v(v-1-2) +p(p-A-2)-2pA-2h-4>-2p,-2pI. 
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Corisideriamo infine le (28)) f30), (32), e sommiamole membro a membro, 
dopo averne ordinatamente moltiplicati i due membri per le quantith posi- 
tive A -- 2, 2, 1 - 2 ;  otteniamo cos1 la relazioiie 

e ponendo quivi in luogo di n e p le espressioni 

con un calcolo che non offre difficoltà abbiamo 

Le (17), (20) e (21) mostrano che nessuno degli addendi che figurano nella 
prima riga di questa limitazione pub essere positivo ; il termine - 4(A- 4)0 
6 certamente negativo, ed i due restanti che figurano nella seconda riga sono 
certo non positivi, essendo 7 ~ 2 0  in forza delle (€9, (34). Dunque, affinchè la (35) 
possa sussistere, deve uno almeno degli altri addendi che compaiono ne1 primo 
membro di questa relaziorie, risultare maggiore di zero, e ci6 esige che sia E (O, 
il che, in forza della (33)) dimostra la velità della disuguaglianza (22) che 
dovevamo stabilire. 

III. 

11. Riprendendo le notazioni del n." 5, consideriaCrno un qualurique si- 
stema 9 (in particolare un sistema x), per cui zi.mmettiamo il generico sistemrt 
lineare possa essere sovrabbondante, ossia di dimensione effettiva h maggiore 
della dimensione virtuale k (la quale ora pu6 anche risultare negativa). 

Se il sistema X contiene oos sistemi lineari, sarA 

(36) s < 21.) 

e la dirneiisioiie d di E snrh espressa da 

(37) d = s t h .  

Noi supporremo iii questo paragrafo e ne1 successivo, che la  diniensione 
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virtuale k soddisfaccia alla limitazione 

Tale limitazioiie è certamente verificata se è 

ossia se la generica curva di X appartiene ad un sisterna lineare inFnito, O, 

corne anche diremo non è isolata. Infatti, le curve di tale sistema lineare 

esserido irriduttibili, il grado D del medesimo non pub risultare negativo; e, 
in base alla (IO), si ha 

Possono le curve di un sistema 9 per cui valga la (38), essere a moduli 
generali? Lu risposta a questa domanda é certamente negntivn, non appena 
i l  gerzere soddisfaccia la disuguaglianzn 

questo fatto, che pu6 anche enunciarsi in modo assai più espressivo, come è 
stato fatto verso la fine del 11." 2, verr& provato in seguito, con uii ragiona- 
iiiento aiialogo a quel10 indicato al n." 6 e sviluppato nei iiuineri successivi. 

Aminetterenio cioè per assurdo che esista u n  sistema X per cui valguno 
le (%), (41) e le cui cuvve sieno a moduli genevali. E dimostreremo la fal- 
sith di quest'ipotesi, facendo vedere che se esiste un sistema X sirutto, è 
possibile di  abbassure 2'01-dine della sua cuvva genegica r, mediante unit 
conveiiiente successione di trasformazioiii quadn~tiche, non aventi nessun punto 
fondamentale che cada in uii punto semplice di I'. L'ttssurdn segue da cib, 
che, per quarito si é detto a l  IL" 5, la  curva I', trasformala di I' appartiene 
alla sua volta ad un iiuovo sistema 9,, le cui curve sono a moduli generali, 
e pel quale ancora valgono le (38), (41) ; e pertanto 1' applicazione ripetuta 
della proposizione enuiiciata, conduce ad un sistema coiitinuo di curve di dato 
genere p, ed ovdine comunque basso, il che mnnifestamente non pub essere. 

12. Supponiamo adunque che esista il sistema 9 di cui alla fine del iiu- 
mero precedeiite. Le sne curve essendo a moduli generali, varrh la (5). Pos- 
siamo escludere che il generico sisteina lineare 1 I'l di E sia g-egoln?*e, questo 
caso essendo gi8 stato trattato al paragrafo precedeiite. Se detto sistema li- 

(") Non resta escliiso che cib valga a partire da valori piii bassi del genere. 
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neare è infinito, ossia vale la (39)) la relativa serie caratteristica è una gk-1 
speciale (23). 111 virth del teorema di CLIFFORD (24), risulta 

2(h - 1) < D, 
ossia, per la (40), 

Questa limitazione vale pure se non é verificata 
come è subito visto in base alla (38). 

Dalle (37), (42) segue 

la (39), cioé per h = 0, 

e da qui, per le (5), (36), si ha 

Cio preinesso, incomincerenio col dimostrare che la somma delle tre 
rnolteplicità base pi6 elevate d i  1 r 1 ,  supeva 1' ordine n delle sue curve. 

13. Proviamo intanto che Ea pi6 g ~ a n d e  v ,  delle n~olteplicità base di Ir[, 
è tale che 
(45) 3v, > n + 6. 

La dimostrazione proceder& per assurdo, ammettendo che non valga la (45), 
e dunque che si abbia 

Dalle (IO), (11)) avuto riguardo alla (38), si deduce 

inoltre dalla (Il), in base alle (44), (38), segue 

("3) Cib segue subito da1 fatto che 1 i'l B sourabbondante; cfr. Mem. cit. in (9, n." 18. 
(24) Per cui v. Op. cit. in (9, p. 131. 
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Dalla (47), avvalendosi delle (46), (48), e ricordando che é v t  - 2 2 0 
per i= 1, 2, ..., j., si ha  successivamente 

e quindi 
(n - 6 ) ( p  - 30) - 135 1 0 .  

Ora le curve di E (di genere p>36)  essendo a moduli generali, sono di 
ordine n >  26, onde, in virtii anche della (41), la limitazione precedente non 
pub certo sussistere, il che implica la  fttlsitii della (46). 

14. Dimostriamo che dev'essere 

Y* > 10, v, > 4, 

ci6 che ci sara utile piu tardi. 
Supposto v, < 10, dalle (47), (48) si ha 

T 

=v:-12v, + 2 0 + 1 0 Z ( v t - 2 ) - g v ~ - l 2 ~ , + 2 0 - + 1 0 ( 3 n - p - 6 ) ,  
i=i 

e pertanto 
n2 - 36n - v: + 12v, + 6p + 43 < 0. 

Se in questa limitazione in luogo di n poniamo 

onde, avutn riguardo alla (41), dev' essere 

La generica curva di X (di genere p>36)  contiene una gi--Y,, segata 
dalle rette passanti pel suo punto v,-plo. Poichè essa e a moduli generali, 
occorre che sia 

Ps) Cfr. Op. cit. in v), p. 159. 
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e quindi, in base alla (49), 

(51) p >  7. 

Siccome poi dalle (45), (49) risulta 

cosi si vede che la  (50) non pub sussistere, i l  che esige che sia efett iva- 
mente v, > 10. 

Fer provare che è v, > 4, suppongasi se possibile v, 1 4 .  Allora dalle 
(47)) (48) segue 

n2 - 6th - 4p + 3 < v< + VI - 2vi - 2v2 + vi(vi - 2) 
i=3 

e quindi 
n2 - 18n - vS-vi+6vi + 6v, + 11 5 0 .  

Se in questa limitazione in luogo di n poniamo 

(53) n =  v, + v ,  + y, 
otteniamo 

2(v, - 6 ) ( ~ ,  - 6) t y(y + SV, + 2v, - 18) - 61 < 0. 

Ora questn relnzione non pud essere verificata nelle ipotesi attuali; poichè 
in base alle (51), (52) dev'essere v, > 13, e per cib che precede v, ) 10; ed 
inoltre, in virtii della (53), deve aversi y 20, poichè la curva generica di 3 
6 irriduttibile. Bisogna quindi erettivamente supporre v, > 4. 

15. All'uopo di stabilire la proposizione enunciltta alla fine del n." 12, 
inodifichiamo le notnziorii relative alle molteplicith dei punti multipli della 
generica curva di X, ne1 modo che abbiaino indicato al principio del n." 9. 
Per ci6 che s'e dimostrato ai  nai 13 e 14, dovrh nversi 

ed inoltre, iii base alle (17), potr& supporsi 

poichè iii cas0 contrario sarebbe 

Annali di  Matematica. Serie IV, 'Porno VII. 
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e la  disuguaglianza 

(57) A + p + v > n ,  

che dobbiamo dimostrare, sarebbe una conseguenza della (54). 
Dalle (3), (4), (38)) colle attuali notazioni si ha  

e dalla (11) 

Da quest'ultima equazione, ricordando la (38), deduciamo 

ed inoltre, in base alle (44), (18) e (38)) 
1 

e quindi 

(62) 3n-v-p-p-2>(A-2)p1.. 

Sommando membro n membro le (58)) (61)) otteniamo 

Ora, in virtU della prima delle (55), rjsulta 

solo che sia 3 < u g h - 1. Dunque dalla (63) segue 

e sottraendo membro a membro da questa relnzione quella che si ottiene 
dalla (58) moltiplicandone i due membri per A + 3, abbiamo 
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Consideriamo infine le (60) ,  (62), (64), e sommiamole rnembro a membro, 
dopo averrie ordinatamente moltiplicati i due membri per le quantith posi- 
tive A-2, 2, A-2. Otteniamo cosi 

e ponendo quivi in luogo di n l'espressione 

con un calcolo che non offre difficolta abbiamo 

Le (17),  (41),  (55), (561, mostrano che nessuno degli addendi che com- 
paioiio nelle due prime righe di questa limitazione, pu0 essere positivo. Poiche 
la loro sonzrna è certamente negativa, affiiichè la (66) possa sussistere & ne- 
cessario che uno almerio degli addendi rimanenti sia positivo. Cib nccade 
solamente se è E <: O, il che, in forza della (65), dimostl-a la uerità della 
disuguaglianza (57) che dovevanlo stabilire. 

16. 11 risultato conseguito a l  numero precedeute, non diinostra ancora la 
proposizione enunciata al 11." I l .  P u b  darsi invero, che i tre punti base del 
generico sistema lineare di H a cui competono le tre molteplicitB pih elevate, 
sieno frn loro infinitamente vicini, per modo che non esista nessuna conica 
irriducibile che li coiiteiiga. In  ta1 caso non B possibile di abbassare l'ordiiie 
delle curve di detto sistema lineare, mediante una sola trasfornmzione qua- 
dratica; perb ne1 paragrafo seguente dimostreremo che si pub ottene1.e qzcesto 
intento, rnediante una conveniente successione d i  trasfo~wtazioni q u a d ~ a -  
tiche (e6). 

La via che noi seguiamo, ha qualche rassomiglianza con quella tenuta da O. CHISINI, 
per vincere una difficolta analoga a quella segnalata, che si presenta ne1 problema della 
decomposizione di una trasformazione wemoniana in fattori quadratici. Ved. O. CHISINI, Su2 
teovema di Noether relativo al la  decomponibilità d i  z'îza tvasformaziojae o-eînoniana in un 
prodotto d i  tmsforma~ioni  qzcadratiche, Atti della Soc. dei Nat. e Nat. di Nodena ., serie V, 6 
(1921), od anche Op. cit. in (9), vol. III, p. 170 e seguenti. 
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IV. 

17. Per ci6 che abbiamo detto a l  numero precedente, dobbiamo ora esa- 
ininare il caso in cui, detti O, O,  ed O, i punti base del generico sistema 
lineare di X, cui  spettano le molteplicith piii elevnte, che ora rispettivamente 
denominiamo o = w,,, oi e w, (con w 2 w, w,), risultino i punti O,  ed O, 
pmasimi ad O (in direzioni distinte od infinitamente vicine). III base al n." 15, 
ferme restando le altre ipotesi fatte al 11." 11 su1 sistema X, dev'essere 

0 + 0 , + o ~ t n + 1 ,  

2w, + 2w, > 2(n - w). 

Per maggior generalith, suppaniamo che il generico sistema lineare di X 
abbia .un certo numero 5 - 2 > 0 di punti base ulteriori O,, O,, ..., 0, pros- 
sirni ad O, ed aventi molteplicità w,, w ,,..., w,, tali che 

(69) 2wj>n-  w 
Sarh ovviamente 

ed inoltre per la  (67) 

per j = 3 , 4  ,..., Q. 

Dalle (68), (69) si deduce sommando 

onde per la (70) dev'essere 
2 0  

O<- n-w '  

Aggiungnsi che, le curve di X essendo generalmente irriducibili, si ha 

(73) w j < n - w  per j= l ,  2 ,..., u. 

18. Premettiamo il scguente 
LEMMA. - Dato un sistenza X d i  curve a nzoduli genevali, p e r  cui 

vulgano le (38j, (41), se i l  generico sisterna lineare 1 I' 1 di @ ha u n  punto 
base ,O w-plo, avente prossimi ctltri 0 2 2 punt i  base O,, 0 ,,..., O,, mul- 
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tipli secondo w,,  w,, ..., w,, e se valgono le (71), (72), i l  sistema linem-e Ir1 
ha u n  zdterio?*e punto base cp-plo, con 

I l  sistema lineare II'[, oltre ad  O, O , ,  ..., O,, nbbia nltri 2>0 puuti base, 
niultipli secorido v , ,  v,, ..., v,. Gli eventuali puiiti base sernplici di / I'l, devoiio, 
a l  solito, essere considernti come virtualrnente inesistenti, talché sarh v l  2 2 
per l= 1, 2 ,..., z. Poichè, quando sin fissato il punto 0, i punti O,, 0 ,,..., 0, sono 
vincolati a d  essergli prossimi, il numero s esprimente l'infinit8 dei sistemi 1i- 
neari costituenti 9, non supera di certo 

Si ha pertanto, in virth della (43), 

L e  equazioni (3), (10) ed (I l ) ,  colle notazioni attunli si scrivono 

Dalle (75), (78), segue 

e quindi, ove si abbiano presenti le (38), (71), 

Incominciamo col dimostmre che é T > O. All'uopo introduciamo un nu- 

(27) So fosse r = O ,  i sommatori X che figurano in queste fornide e nelle successive, 
1-1 

vanno sostituiti da ilno zero. 
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mero y, che valga zero rie1 caso che risulti ~ = 0 ,  mentre per 2 2  1 sia eguale 
alla, più grande delle v , ;  e facciamo vedere che è 

Supposto infatti per assurdo cp <5, in base alla (80) si ha  

onde dalle (77), (78) segue 

Ora, iti virtu delle (73), (70), risulta 

e quindi dalla (82), ove si abbia anche presente la (38), si dediice 

L'ipotesi fatta, che sia, rp < 5, é quiiidi assurda, in qunnto che l'ultiina 
liinitazione che ne abbianio dedotta non pub essere verificata. Ed invero, 
corne gih si B detto al n." 14, dev'essere 

ed inoltre, in base anche alla (72), 

1ow 1ow 
5s < - cm. 

n-w 

19. Possiamo ora dimostrare il lemma enunciato al iiumero precedente, 
per il che basta far vedere che il numero cp ivi definito soddisfa alla limita- 
zione (74). Supposto infatti per assurdo che cos1 non sin, dovrà aversi 

Sommando membro a membro le (76), (79), otteniamo 
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Moltiplichiamo ambo i membri delle (76)) (85), per le quantitk positive cp + 2 
e rq, e dalla seconda delle due relazioni cos1 ottenute, sottragghiamo membro 
a membro la prima. In  ta1 guisa abbiamo 

Ora è 

essendo, in base al numero precedente, ~ 1 2 2 ,  y 2  vz  (per 1 = 1, 2, ..., r) ed 
inoltre, per le (78)) (88), 

onde dalle (86) deduciamo 

Notianio poscia che, in virtii delle (73)) (70), dev'essere 

Pertanto dalla (87) abbiamo in definitiva 

e sostituendo in questa diseguaglianza ad n i'espressione data dalla (83), 
otteniamo 

(88) . - -q(wi-cp+~-4)-(cp-2)(w-2~)-(cp---4)(p-11)+46>0.  
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Ora, in base alle (41), (81), (84), risulta 

(cp-4)(p - 11)>50, r l(w-t-cpt  y - 4 2 . 0 ,  

onde la  (88) pub solo sussistere nell'ipotesi che sin 

(89) 2rg > W. 

Ma, in forza delle (70), (71), risulta 

e pertanto la (89) implica che sia soddisfatta la limitbzione (74) che dove- 
vamo stabilire. Con cib il lemma del n.O 18 é dimostrato. 

20. Siamo finalmente in grado di provare ln veritk dell'affermazione fatta 
alla fine del n.' 16. 

Consideriamo il generico sistema lineare II'] di E, pel quale conserviamo 
le notazioni del n." 17, ed applichiamogli la trasformazione quadratica Ti, defi- 
nita dai punti base O, O, e da un terzo punto P, scelto genevicamente ne1 
piano ('S). Il sistema trasformato Il', 1, sar& costituito da curve di ordine 

passanti 
d l )  = n  +(n - w)- w,, 

W(l) = ~ ( 1 )  = n - a, 
O 

volte pel punto omologo della retta O,P,, ed 

volte pel punto Of), omologo della retta OP,. 1 punti base O,, O ,,..., O, di 1 rl, 
si trasformeranno in punti base Of),  Of), ..., 0:) di Ir, 1, prossimi ad colle 
stesse molteplicita 

o(1) = Co2, op = W 3,... , = W . 2 

Va notato che, stante la  genericita di P,, il punto base Or) riesce infini- 
tamente vicino ad in direzione generica rispetto ai suddetti punti base 
di 1 I', 1 ,  e che inoltre le curve di 1 ri 1 passano per esso con n -. w rami lineari 
non osculantisi. Di piu, siccome risulta 

Precisamente basta scegliere P, a distanaa finita dai vari punti base di 1 r 1 ,  ed in 
modo che la retta OP, seghi la generica cuma di 1 T 1 fuori di O in - w punti distada. 
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il sistema liiieare 1 I', 1 non h a  pvossinzo ad nessun punto base la cui molte- 
1 

plicita raggiuiiga O superi - (n-o), all'infuori di 011, Oh1), ..., 0:). 
2 

Applichiamo ara a II', 1 la  trasformazione quadratica T, definita dai punti 
base Ojl) e da uii terzo puiito P, scelto genevicamente ne1 piano. Otter- 
remo cos1 un nuovo sistema lineare 1 I', 1, pel quale varranno considerazioni 
nnaloghe, e col quale potremo procedere iri modo simile; ecc. ecc.. 

Dopo aver successivamente applicate le o trasformazioni quadratiche Ti, 
T,, ..., Tu, il sistema / I'I si trasforma in un sisteins 1 ru\ di curve di ordine 

(90) du) = n  + o(n-w) -. ( w , + w 2 +  ...+ O,), 

passanti 

(91) d u )  = wp) = n + (a - l)(n - w) - (w, + w, + ... + ou) 

volte pel punto O("). A questo riescono infinitamente vicini, in direzioni di- 
stinte, altri o punti base O!") ( j =  1, 2, ..., CS), per cui le curve di 1 r,l passano 

J 

volte, con pa~abole osculatrici distinte. Gli eveiituali punti base ulteriori 
1 1 

di 1 ru] prossimi ad O, hanno molteplicit& inferiori a - (n - w) - - (n(u) - da)). 
2 - 2  

Per ci6 che abbiamo detto al n." 5, il sistema lineare 1 I',l appartiene ad 
un sistema %, di curve di genere p a moduli generali, pel quale valgono 
le (38), (41). In base alle (go), (91), (92), risulta 

e quindi possiamo applicare il lemma del n." 18, il quale ci assicura che 1 
oltre ad O(,), 0 1  ,..., 0:) ha un punto base y,-plo Q,, con 

In virth di quanto abbiamo detto poc'anzi, il punto QI é a distanza f i-  
nita da O(,), e possianio supporre ch'esso sia un punto base pg-op?*io. La 
trasformazione quadratica TU+i, definita dai punti base O(u), Op), QI, muta lroj 
in un sistema lineare /Fei 1 di curve di ordine 

Annali di Matematiea, Serie IV, f omo  VII. 
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volte pel punto O(u+l), il quale h a  infinitamente vicini altri o punti base 01 I l ) ,  

..., OF+1), rnultipli secondo 

Anche ora  si pub applicare il lemma del n." 18, e provare cost l 'esi- 
stenza di un punto base y,-plo di 1 I'04.1 1 ,  con 

il quale pub supporsi sia un punto base pr0p.r-io Q,. Eseguendo la  trasforma- 
zione quadratica T,, 2 definita dai punti base O(u+l), Q2, Ir,+ll vjene 
mutato in un. sistema lineare ]l'0+21. E cosi si pub proseguire, fino a giuii- 
gere mediante un ultima trasformazione quadratica Ta,, ad un sistema li- 
neare ( I"2ul di curve di ordine 

Sornmando membro a membro le  (68), (69), otteniamo 

2(0,+o, +... +o,) > o(n - w), 

e parimenti dalle (93,), (93,), ... ricaviamo 

(o, tu,+ ...+ o , )+ ( rq ,+y , t  . . . + y  u) > o(n-o), 

onde l a  (94) porge 
n(ao) < n. 

In conclusione, applicando a l  sistema 1 I' 1 successivamente le  trasforma- 
zioni quadratiche T,, T,, ..., T,,, siamo riesciti ad abbassare l 'ordine delle 
sue curve. Con cib la  proposizione del n." 11 resta stabilita in ogni caso. 

21. La proposizione del ri ."  Ci è stata dimostrata al  5 II, ammettendo un 
postulato. Ci proponiamo ora di provare indipendentenzente d a  quel postu- 
lato, ch'essa é vera per p > 36. 

Siccome (v. n.' 5 e 6) un sistema Z é un particolare sistema X ,  ci6 segue 
subito in base a l  5 III, solo che valga l a  (38). Basterti dunque dinlostrarlo 
iiell'ipotesi che la  (38) lion sia soddisfatta, ossia basterh far  vedere che : 
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Le cuwe d 'un  sisterna 2 d i  genet.e p > 36, per  cui sia 

(se esistono) sono necessaviamente a nzoduli pal-ticoia~-i. 
Stabiliremo questa proposizioiie nei iiumeri seguenti ragionando per as- 

surdo, in modo aiinlogo a quel10 cui abbianlo accennato alla fine del n." 6. 

22. Suppoiiiamo adunque che esista un  sistema Z di cu.rve di genere p > 36 
a modu2i generali, per cui valga la (95). Conservaiido le notazioni del II." 11, 
per ci6 che s'è detto ivi, la geiierica curva di 2 deve essere isolata, ossia 
é h = O ;  inoltre (i puiiti multipli delle curve di Z dovendo potersi assegnare 
ad arbitrio iiel piano) risulta s = 21; onde la (37) fornisce 

e conseguentemente dalla (5) si ha 

Consideriamo una curva r generica di 2, ed un qualunque suo punto 

multiplo P, che, ad esempio, sia O-plo. Le curve piane d'ordine n aventi gli 
stessi punti multipli di I', colle stesse rnolteplicità., tranne il punto P, in luogo 
del quale abbiano un punto 0-plo variabile a?-bil?n~-iamente ne1 piano, costi- 
tuiscono un sistema continuo ma (contenuto in L). La rete di curve tangente 
i n  I' a questo sistema ( 29 ) ,  contiene i' e comprende mg curve d'ordine la,  

aventi gli stessi punti multipli di I', colle stesse inolteplicith, trame il punto P 
pel quale esse passano solo 0 - 1 volte. La. serie caratteristica di questa rete 
su J? A una gk, ove rn, in virtu della (IO), vale 

Siccome, per ipotesi, la curva ï 6 a moduli generali, cosi dovrh essere 
1 

nz > - p, ossia 
2 

e9) Per questa locusione, e per le proposizioni di cui facciamo uso pih sotto, vedasi la 
Nota dell' A., Dei sistemi linea~i. tangenti ad un qualunque sistema di forme, in .: Rendic. 
R. Acc. Naa. dei Lincei B, serie V, 33 (1924)1, p. 182. 
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Da qui, in base alla (95), (41), segue 

(98) 0 > 20. 

23. In cib che si é detto al numero precedeiite possiamo supporre che O 
sia l a  pi& piccola delle molteplicità v,  della curva I', onde Sarh v, - 0 2 0 
per i= 1, 2, ..., 1 , .  Detta v la pih grande di quelle molteplicitti, vogliamo ora 
dimostrare che é 

(99) 3v > n + 30. 

Supposto infatti per assurdo 

n 
e pertanto v,  cl - + 0 per i= 1, 2, ..., Y, dalle (IO), (1 1), avendo anche riguardo 

3 
alla (96), deduciamo 

e da qui, ricordando la (97), 

ossia 
n [ ( p  - 11)(0 - 1) - 111 i- p[30(0 - 2)  - 11 .+ 0(0 t 6 )  < 0. 

Siccorne, iii base d l e  (41), (98), questa disuguagliariza non pub sussistere, 
cib dimostra ln vemXà dell' asse!-to. 

24. Modifichiamo ora le notazioni relative ai puriti multipli di r, com'é 
stato fatto al n." 9. Per ci6 che abbiamo detto alla fine del n." 6, la proposi- 
zione del n." 21 sarh diinostrata, se facciamo vedere che è 

(100) X + p + v > n .  

All' uopo possiamo supporre 

(101) v-A-O-4>0, 

poichk in caso contrario si avrebbe 

p > A > v - 0 - 3 ,  
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e pertaiito Iti disuguagliariza (100) sarebbe certo soddisfatta, essendo per  

l e  (99), (98) 
l + p + v ~ 2 v - 2 0 - 6 ) n + 0 -  6 > n .  

La (26), avuto riguardo alla (97), porge 

e d a  qui, in virtu delle (18), (96), ricaviarno 

Sommaiido membro a membro l e  (23), (102), otteriiaino 

d' onde, esseildo 
(h  + l)(a2. + a - 4 )  2- ( A  +3)a(a - 1 )  

per  0 < a < h  - 1, deduciamo 

D a  questa relazione sottragghiamo membro a membro quella che si ha  
dalla (23) moltiplicandone i due membri yer  1 + 3. Abbiamo cosi: 

3  1 
- n 2 + 3 n l + 6 n + p ( p - l  - ~ ) + V ( V - I - - ~ ) - ~ ~ A + ~ ~ +  

+ ( h + l ) e - 3 1 - 5 >  -2p, ;  

e poiche dalla (102) segue 

perveniamo in definitiva alla disuguaglianza 
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Poniamo in essa in luogo di n l'espressione 

Ora, in virtii delle (41), (98), (101), questa relazione esige che risulti 

E < 0, 
onde, iii forza della (103), 1.esta in ogni caso dimostrata la disuguaglianxa (100) 
che dovevaino stabilire. 
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Teoria delle sostitnzioiii che opermo su iina infinità 

iiunierabile d i  elementi. 

Mernoria 3" (*) di LUIGI  ONOFRI  (a Bologna). 

Sunto. - In puesta terza ed ultima Meinoria'sulle sostitusicmi operanti su infiniti eletnenti, 
l'A. tratta della transitivita e della intransitivita melle sue varie forme, del gruppo 
totale e di altri gruppi speciali. 

CAPITOLO V. 

A) Transitività. 

98. Sia @ un gruppo od uno pseudogruppo di sostituzioni sull'insieme 
numerabile I di elementi : 

1 , 2  ,...., n ,..... 
Diremo che il complesso @ possiede transitività finita di gmdo m quando, 

eatratti a d  arbitrio d a  I due sistemi di m elementi: 

esiste almeno una sostituzione s di @ tale che :. 

99. Sia @ un gruppo od uno pseudogruppo transitivo. Se si puo determi- 
nare un numero intero p tale che i l  complesso @ non abbia transitivita di 
grado superiore a p,  si dira che il complesso dato possiede transitività finita 
limitata. Ne1 caso coritrario si dirA che @ possiede tt-ansitività finita illimitata. 

(*) Vedi Memorie la e 2a, u Annali di Matematica n, serie I V ,  toino I V ,  fasc. 1-2: 
tom0 V, fasc. 1.2. 
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100. Passiamo ora a defiiiire la  tvansitivila infinita. Estrtitti da I due 
sistemi di infiniti elementi : 

X = [ x , ,  Lxz7 ...., X ,,.... 1, 
Y =  [ ~ i  1 Yz,-v Y ~ , - - . I ,  

chiameremo sisterni residui di 1 rispetto ad X ed Y i sistemi formati con 
gli elementi di I che non appartengorio rispettivamente ad X e ad Y. 

Ci6 posto, diremo che un complesso (3 possiede transitività infinita di 
gl~ado n z  se, estratti ad arbitrio da I due sistemi X, Y in modo che i rela- 
tivi residui abbiano egual potenza m, esiste almeno una sostituzioiie s di C? 
tale çhe : 

s(xi) = Yi (i = 1, 2 ,.... ), 

101. Dato uno pseudogruppo composto : 

C" = C + C', 

supponiamo che esista un sistems A di m elementi : 

a,, a , .  a ,  

tale che, preso un sistema arbitrario X pure di m elementi : 

X i ,  ~ 2 7 - - . ,  X m ,  

si possa determinare una sostituzione c" di C" soddisfacente alle eguaglianze: 

c''(a,) = si (i = 1, 2, ...., w).  

Sotto questa ipotesi vogliamo dimostrare che nello pseudogruppo sem- 
plice C' esiste una operazione c' avente la medesima proprieth della c". 

Scelta infatti ilna operazione qualunque iz' di C', ponismo: 

kl(y , )=a, ,  ( ) a ,  . k'(y,)==çr,, 

e determiniamo una operazione k" di C" tale che : 

kll(aL) = yi ( i  = 1, 2 ,...,, m). 

Il prodotto cl= k"*k'-c" appartiene a C' e sostituisce al sistema A il si- 
stema X. 

Un'analoga proposizione vale ne1 caso in cui i sislemi A e X siano for- 
mati con infiniti elementi ed i relativi residui siano di egual potenza nz. 

D s  queste coiisiderazioiii coasegue che : 
Se uno pseudogruppo composto C" = C + C' ha t~.ansitività finita od 

infinita d i  glnado m, 10 pseudogruppo sernplice C' possiede transitività finita 
od infinita di  egual grado. 
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102. Se ne110 pseudogruppo C' esiste una sostituzione c," tale che : 

si dimostra, in maniera del tutto simile alla precedente, l'esistenza di una 
operazione G,' di C' avente la, stessa propriet& della c,". 

103. Afiuchè un complesso (3 abbia t rami t i v i t à  finita d i  glaado m occorfae 
e b a s t ~  che esista un sistenta : 

A= [a,,  a s ,...., am] 

d i  m elementi  tale  che, pîqeso u n  sistema ad al-bitt-io: 

X = [ x , ,  x e,...., x,,J 
pulse d i  m elementi,  si  possano de terminare  due sostituzioni s e o d i  @ 
soddisfacenti alle eguaglianze : 

(a> Na,) = xi, 
(b) ~ ( I x ; ~ )  = ai  (i = 1, 2 ,...,, m), 

La condizione 15 sufficiente. 
Siano infatti : 

$1, 2 x m ,  

Yi 9 Yz,..-, Ym 9 

due sistemi arbitrari e siano s e o le due operazioni di @ tali Che: 

s(ai) = Yi, ~(xr) = a ,  (i = 1, 2, ...., m). 

Il prodotto a - s  appartieiie a (2 e sostituisce agli elementi xi gli elementi yi .  
L a  condizione enunciata é poi maiiifestameiite necessaria. 
OSSERVAZIOXE. Se il complesso C? è un gruppo, l a  (b )  e uiîa coiiseguenza 

della (a) potendosi scegliere come sostituzione o i'inversa della S .  

Se C2 è invece urio pseudogruppo, le (a) ,  (b) soiio geiieralniente fra loro 
indiperidenti e, come vedremo piu avanti, vi sono casi iii cui una sola di 
esse é verificata. 

104. Condioione necessaria e suf lciente a f i nchè  u n  conzplesso @ abbia 
transi t iv i ta  inf ini ta d i  grado m é che esista un sis tema: 

A=[a , ,  a ,,...., a ,,.... ] 
d ' inpn i t i  elementi,  avente i l  vesiduo A' d i  potenza m, tale che, pl-eso ad 
arbitrio un sistema : 

X = [ x , ,  X z,...., X ,,.... ] 

Annali d i  Matemcrtica, Serie IV ,  Tomo VIL 
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col residuo X' d i  potenza m, si possa determinare una sostituzione s d i  C? 
soddisfacente alle eguaglianze : 

(a> s(ai) = 3, (i= 1, 2 ,...,, ,.... ). 
Per  provare l'asserto basterk, evidentemente, costruire una operazione 5 

di @ per l a  quale sia : 

(0) . u ( q )  = ai .  

Coiisideriamo dapprimn il caso in cai  nz A infinito. Indichiamo con X" 
ed X'" i residui di A e A' rispetto a d  X e supponiamo che X" sitt formato 
con infiniti elementi. 

In tale ipotesi, possiamo determinare uria operazioiie c di C? tale che : 

c ( X )  = -4, 
essendo A, una parte propria di A. Basta infatti scegliere come operazione c 
quella Che sostituisce ad  X" il sistema A'. 

Prendiamo quindi una operazione k di C? che sostituisca ad A, il sistema A 
e formiamo i l  prodotto 5 = c .  k. 

Questa operaziorie appartiene a. @ e, come subito si verificn, soddisfa 
alla (b ) .  

In  particolare, si pub fare X =  A' e, per  conseguenza, X =  A.  
Se poi il residuo coi1 infiniti elementi è X"' anzichè X", bisognerii assu- 

mere come operazione c quella che sostituisce a d  X"' il sistema A'. 
Infine, ne1 caso i)i cui m è un numero finito, il complesso @ è un gruppo 

perché esistono in esso delle sostituzioni su un numero firiito di elementi (3." 101). 
Si pub pertanto assumere come operazione 5 l'iiiversa della S.  

Un' analoga proposizione vale ne1 caso in cui si suppoiiga soddisfatta l a  ( h )  
in luogo della (a). 

105. Sia e un complesso avente transitivita finita di grado nz. 
I l  gruppo : 

G = (e, @-') 

generato da  C?, contiene per intero @ e percid possiede transitivit& finita di 
grado .nz almeno. 

Indichiamo con H il gruppo formato con le sostituzioni di G che lasciano 
fermi gli elementi : 

(4 1 , 2  ,...., rn, 
e decomponiamo a destra il gruppo G rispetto a d  H: 

(4 G = B(H.g). 
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Mediante considerazioni facilissime si riesce a provare che tutte l e  opera- 
zioni di un quasi-gruppo di (6) sostituiscono a l  sistema (a) un medesimo sistema: 

(Pl xi, 2 ,  xm, 

e che le operazioni di due quasi-gruppi distinti sostituiscono al  sisteina (a) dei 
sistemi che differiscono fra loro alineiio per l 'ordine con cui si presentaiio gli 
elemeiiti riei sistemi stessi. 

D a  ci6 consegue che i quasi-gruppi di (6) corrispondono biunivocameiite 
alle disposizioni degli elementi di I ad  nz a d  rn, e cioè che : l'indice di  H 
in G é la potenza de2 numerabile. 

106. Se si trasforina il gruppo H niediante uria operazione g di G tale 
che ad (a) sostituisca (P), si ottiene un gruppo 
di G che lasciano fermi gli elementi di (P). 

Da qui si deduce che il gruppo c o m m e  ai 

si riduce alla sola identit& e che i complessi 

isomorfi. 

K formato con le operazioni 

trasformati di H mediante G 
c? @ e - sono oloedrica~neiite 
H 

107. L e  considerazioni svolte nei precedenti ri.' 105, 106, si possono ripe- 
tere iiitegralmerite iiell'ipotesi che C! abbia traiisitivita iiifiiiita. L'unica varia- 
zione da  apportare è relativa all'iiidice di H iii G che, in qiiesto caso, è la  
potenza del continuo. 

108. Diremo che un complesso C? di sostituzioni su  1 é 9-ego1ar.e quando 
ogni sostituzione di C? (esclusa l'identith, s e  esiste in C?) opera su tutti gli 
elemeiiti di 1. 

Ci6 posto, vogliamo dimostrare il seguente teorema : 
Un corr~plesso @ tmnsitivo e regola?-e é necessaviamente un  g ~ u p p o  

avente per ordine la potenza del numerabile e per ggado d i  t?.ansitivita uuo. 
I l  complesso (? deve conteiiere l'ideiitit5t perche altrimciiti, e per le ipo- 

tesi fatte, nessuna operazione di @ lascierebbe fermo uii eleiiiento prefissato x. 
Se @ fosse uno pseudogruppo composto CI- C', per la. proposizione del 

11." 101, sarebbe pure transitivo Io pseudogruppo semplice e regolare C' la 
qua1 cosa, coine ora s ' è  visto, é impossibile. 

I l  complesso @ deve dunque essere un gruppo. 
Inoltre, poichè il sottogruppo H di @ che abbiamo dcfiiiito al 11." 105, si 

riduce alla soln operazioiie identica, l 'ordine di (? sarh egiinle all'indice di H 
in C? e ci06 sara la  potenza del numerabile.' 
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È infine manifesto che la  transitivith di @ non pub essere di grado 
superiore ad 1. 

109. Un complesso abeliano e transitivo (2 é un gruppo avente per or- 
dine la potenza del nume?-abile. 

In virth della proposizione precedente, basta dimostrare che @ è un 
complesso regolare. 

Sia c quella operazione di @ che lascia fermo l'elemeiito 1 e sia k una 
sostituzione che al posto di 1 porta x. 

Si ha allora : 

k-'-c.k=c, k- ' .c .k(z)=c(x)=x,  
e cioé : 

c =  1. 

Segue da ci6 che ogni sostituzioiie di (2, diversa dalla ideiitita, deve 
operare su tutti gli elementi di 1. 

110. Un gruppo G d i  sostituzioni su 1 avente transitività infinita coin- 
cide col g ~ u p p o  totale. 

Per ragioni evidenti, basterb dimostrare il teorerna ne1 cc?so in cui G 
abbia transitività infinita di grado infiriito. 

Decomponiamo anzitutto l'insieme 1 in uiia infinith iiuinerabile di suc- 
cessiorii : 

X = [ x i ,  x2 ,...., xn7 .... j, 
y = [ ~ i ,  Yz,...., YT~,...-I, 
A ,  = [a,,, ai2,.-., aifi, ..S. 1, 
A2 = [a,,, a,2,...., a2fi,....j, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Am = [ami, am,,.--, umfi,....], 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

ed indichianio con a,  una sostituzione qualsiasi sull'insieme A, e con a,, 
a,, ...., a , ,  .... delle sostituzioni simili alla a ,  ed operaiiti rispettivamente sugli 
insiemi A,,  A .,...., Am ,..... 

Ne1 gruppo G esisterh allora, per le ipotesi fatte, una sostituzione s del 
tipo : 

s=o.a,-a,.a,. .... .a,. ...., 
dove o è una operazione sugli elementi di X. 

Costruiamo poi uiia sostituzione t di G che abbia la proprieth di trasfor- 
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mare 5 in sè stessa, a ,  in a ,,...., a,  in a,,,, ecc.. Una siffatta operazioiie 
avrA l a  forma : 

Poichi: iiel gruppo G esiste 1' operaeione s - scl = a,, possiamo iiitaiito 
affermare che in questo gruppo figura110 tutte quelle sostituzioiii che operario 
su insiemi A di elemeiiti tali che gli elementi di I non appartenenti ad  A 
siano infiiiiti. Iii particolare, esisteranno in G le sostituzioiii clie operano su  
un nuinero finito di elementi e quelle che si possoiio decomporre in un nu- 
mero infiiiito di cicli. 

Resta pertanto d a  provare l'esistenza in G di quelle sostituzioni che  
operario su iiifiniti elementi e che si decompoiigono in un nuinero finito 
di cicli. 

Poichè alcuiii di questi cicli soiio iiecessariamente aperti, basterk dimo- 
strare che un qualsiasi ciclo aperto su 1: 

appartiene a G. 
Invero, il ciclo g si pub considerare corne i l  prodotto delle due operazioni : 

che appartengono, per  quanto s'é detto superiorinente, a G .  
Questo gruppo è dunque il totale su  I. 
OSSERVA~IONE. I l  teoreina che abbiaino ora diinostrato, mentre ci assicura 

che nori esistono gruppi, all' infuori del totale, a veriti transi tivi ta infini ta, nulla 
ci dice circa all'esistenzn di pseudogruppi iiifiiiitamente traiisitivi. 

Su ci6 noii siamo in grado di dire niente di preciso perché, pur lion 
conoscendo eseinpi di siffatti pseudogruppi, noii abbiamo ragioni suficieiiti 
per escluderne i' esistenza. 

Se  peri, sappiamo che un conlplesso @ ha  transitivit8 infinita di grado 
finito'rn, possiamo affermare che @ coincide col gruppo totale. 

Infatti C? 6 necessariamente uii gruppo (n.' 101, 104) e ad esso è npplica- 
bile il precedente teorema. 
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111. Diaino ora alcuni esempi di gruppi e di pseudogruppi tranuitivi. 
NSEMPIO 1. Il gruppo generato dalle potenze positive e negative del 

ciclo aperto : 
g = (  ...., - n  ,...., - 1, O, 1 ,...., n, ....) 

ha  traiisitivith finita di grado uno. 
ESEMPIO II. I l  gruppo formato con tutte le sostituzioni del tipo: 

dove a, b sono numeri razionali determiiiati e dove x pub assumere tutti i 
valori razionali positivi e negativi, h a  transitivita? finita di grado due. 

Invero, fissati gli elementi O, 1 e presi due elementi qualsiasi a, p, esiste 
riel gruppo diito l'operazione : 

x 

the al  posto di O, 1 porta rispettivamerite a, p. 
ESEKPIO III. I l  sottogruppo G, del totale formato con tutte le  sostituzioni 

che operano su un numero finito di elementi possiede transitivita finita di 
grado illimitato. 

La medesima transitivitb è posseduta da1 sottogruppo G, di G, formato 
con le sostituzioni di G, che sono di classe pari. 

ESEMPIO ItT. Consideriamo tutte le sostituzioni del tipo : 

dove x pu0 assumere tutti i valori razionali e dove o?i è un numero intero 
e d  r un numero razionale. 

Il  complesso di queste sostituzioiii costituisce uiio pseudogruppo G" perche, 
coine iigevolmeiite si pu6 verificare, il prodotto di due di esse é una sostitu- 
zioiie della stessa classe, e perché le  inverse di quelle sostituzioiii che corri- 
spoiidoiio a. valori di m + 1 non appartengono al complesso dato. 

Questo pseudogruppo possiede iiioltre traiisitivita? fiiiita di grado uiio m a  
iiori di grado superiore. 

Iiifatti, scelto 

soiio tali che : 

un elemerito 5 a d  arbitrio, le  sostitl;ziot~i di G" : 
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Osservando poi che non esiste alcuna sostituzione g di G tale che : 

si pub affermare che il grado di transitività di G" non supera l'unità. 
ESEMPIO V. Diamo infine un esempio di uno pseudogruppo averite transi- 

tivita finita illimitata. 
Sia G, il gruppo considerato nell'Es. III e sin y una operasione senza 

yeriodo O con periodo infinito. 
Il complesso : 

G"= G , + G , - y +  .... + G, .yn+  .... 
è uno pseudogruppo composto avente la stessa transitività posseduta da G,, 
e cioh di grado illimitato. 

Per la  proposizione del n." 101, 10 pseudogruppo semplice: 

ha pure transitività fiiiita illimitata. 

112. Al il." 103 abbiamo osservato che le condizioni (a) e (b), relative 
alla transitività finita di un complesso di sostituzioni, sono fra loro general- 
mente indipendenti e che esistono dei complessi per i quali 15 soddisfattn una 
sola delle due condizioni suddette. 

1 complessi di questo tipo, che sono necessariamente degli pseudogruppi, 
verranno chiamati semitvansitivi. 

Sempre riferendoci al n." 103, diremo poi che un complesso @ possiede 
semit?-ansitività superiot-e (inferiore) d i  grado rn se é soddisfatta la condi- 
zione (a) ma non la (b) [la condizione (b) ma non la (a)]. 

Se il numero nz pub essere preso ad arbitrio, si dirh che @ possiede 
semitransitività illiwiitata. 

Osserviamo infine che, in virtii delle considerazioni svolte al 11." 104, si 
pub escludere l' esistenza di complessi aven ti semitransitivi tà infini ta. 

113. Se @ possiede semitrmsitivit8 superiore di grado nt, 10 pseudo- 
gruppo @-', format0 con le inverse delle operazioni di @, possiede semi- 
transitivita inferiore del10 stesso grado. 
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114. Il  gruppo : 
G = (@, e-') 

generato d a  @, possiede trsnsitivitii di grado eguale O superiore a quel10 
relativo alla semitransi tività di @. 

Segue da  cib che le  proposizioni che abbiamo date ai nai 105, 106 per  i 
complessi transitivi sono valide anche per gli pseudogruppi semitransitivi 
perché esse sono esclusivamente fondate sulla transi tivi ta di G. 

Da1 n." 101 si deduce poi che : 
Se 10 pseudogruppo composto : 

C" = C+ C' 

ha sernitî-ansitività d i  grzdo m, 10 pseudogruppo semplice C' possiede sewzi- 
tvansitività d i  eguul grado. 

215. Sia @ uno pseudogruppo avente semitransitivitk superiore di grado m. 
Consideriamo tutti i possibili sistemi di nt elementi che si possono for- 

mare coii l 'insieme I ed indichiamo con K l'aggregato di questi sistemi. 
Poichè @ è semitrarisitivo, esistono dei sistemi X di K al posto dei quali 

si possono portare, mediante sostituzioni di (3, tutti gli altri sistemi di K stesso, 
ed esistoiio dei sistemi Y per i quali è esclusa tale possibilitk 

E pertanto conveniente di scindere K iielle due classi Ki e .K, formate 
rispettivamente coii tutti i sistemi del ti,po di X e con tutti i sistemi del 
tipo di Y. 

Scri veremo : 

e chiameremo Ki e K, classi di  semitransitività. 
E poi evidente che le operazioni di C? debbono sostituire ad  ogni sistema 

di I i  1111 sistema pure appartenente a K,. 
Vogliamo ora dimostrare che :  le classi K, e K, contengono entl3ambe 

infiniti sistemi. 
Prendiamo infatti una operazione c di @ tale c h e :  

c(X,)  = Y,. 

Poichè, corne abbiamo superiormeiite detto, 1' operazione c deve sostituire 
ad 'ogni  Y,. un Y,, essa dovrh sostituire ai sisteini di K, tutti i sistemi di K, 
ed in piu il sistema Y,. Cib richiede evidentemente che i sistemi X siano in . 

numero infinito. 
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Se poi i sistemi Y fossero in numero finito, la  stessa operazione c sosti- 
tuirebbe ad  un sistema di K, un sistema di K, ,  il che è assurdo. 

116. Consideriamo ancora il complesso e del numero precedente e suppo- 
riiamo che esista iii K, un sistema Z tale che, mediante le  operazioni di C?, 
possa essere sostitiiito a d  un sistema arbitrario di rit elementi. 

Iii tale ipotesi, il complesso @ e seinitransitivo superiormente ed inferior- 
mente senza pero a,vere transitivitk di grado m. 

L a  classe K2 si pub allora dividere in due nuove classi K,', Kt" formate 
rispettivamente con i sistemi di K, che sono della stessa specie di Z e con 
quelli che sono di specie diversa. Scriveremo: 

K1=[X,, X z,...., X ,,.... 1, 
Ki = [Z, , 2, ,a..., 27, ,.... 1, 
K i  = [Y4', Y*' ,.... > Y,,/> .... 1. 

E poi facile provare che : le opel-azioni d i  C? sostituisco?ao ad ogni si- 
stema d i  K,' un sistema della rnedesinzn classe. 

Considerazioni analoghe si possono fare partendo da  uii complesso semi- 
transitive inferiormente. 

117. Sia @ un complesso semitransitivo (ad es. superiormente) avente le  
classi (a) (n." 115) e sia t uria sostituzione qualsiasi sull'insieme T. 

In virtii della semitransitivita di @, le  operazioni del complesso t-'-C?-t 
sostituiscono ad  ogni sistema t(Y,.) un sistema t(Y,) e a d  un sistema t(X,) un 
sistema arbi trario. 

Da  cib discende che il complesso t-' .e.t è pure semitransitivo e che 
h a  le classi : 

Ki = [t(X,), t(Xn) ,....], 
Ki = [t(Y,) ,...., t( Y,) ,.m.. 1. 

Se  poi l'operazione t appartiene a @, l a  classe Ki è contenuta iii Ki1 O 

coiiicide con essa, e l a  classe K, contiene K,' O coiacide con 4'. 
Iii particolare, se  : 

t ( X , >  = Y,, 

la  classe K,' contiene, oltre a. Kt, il sistema Y,, ed il conîplesso t-'.@-t non 
pub essere contenuto in C?. 

Considerazioni analoghe valgoiio per  un complesso 9 avente seinitransi- 
tivith iiiferiore. 

Annali di M a h a t i c a ,  Serie IV, Tomo VII. 15 
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Possiamo inoltre affermare che : 
a) Un complesso sen~itransi t ivo superiormente (infer.iormente) n o n  è 

invar iante  né riducibile (nB ajnpliahile) in S A  stesso. 
b) Non esistono conzplessi aheliani semitransitiui.  

118. Diamo ora alcuni esempi di semitransitivit8. 
ESEMPIO 1. Consideriamo Io pseudogruppo @ formato con tutte le  sostitu- 

zioni del tipo : 

dove x é razionale, m é iiitero positivo ed  9- è razionale positivo. 
Questo cornplesso possiede semitraiisitivitA superiore di grado uno perchè, 

come agevolmente si pu0 verificare, A possibile di portare a l  posto di - 1 
qualsiasi elemeiito, mentre a l  posto di O si possono portare solo numeri 
positivi. 

L a  classe K, 13 formata con tutti i numeri razionali negativi e la classe K, 
è formata con 10 zero ed i numeri razionali positivi. 

Osservando poi che iiessuna sostituzione di C! lascia fermo un ele- 
mento x 2 O, possiamo affermare che e non è semitransitivo inferiormente. 

ESEMPIO II. Supponiamo ora che nelle sostituzioni (O) i numeri nL ed r 
possano assumere qualsiasi valore razionale positivo. 

Lo pseudogruppo 9, formato con tutte queste sostituzioni, contiene il 
precedente C? ed e semitrnnsitivo superiormente con le  medesime classi 
di @. 

Inoltre, il complesso 9 possiede semitransitivith inferiore perchè, presi 
a d  arbitrio un numero razionale positivo p ed  un riumero razionale qual- 
siasi x, è sempre possibile di determinare due numeri razionali positivi In 
ed  r tali che : 

p = m z + r .  

In  questo esempio, le classi K , ,  K,', K," (n." 116) sono rispettivamente 
formate con i numeri razionali negativi, con i iiumeri razionali positivi e 
con 10 zero. 

ESEMPIO III. Costruiamo infine uno pseudogruppo C? avente semitraiisiti- 
vit& superiore di grado illimitato. 

Prendiamo come insieme I la successione : 
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e scegliamo ad  arbitrio un numero intero n2 ed un sistema X di m elementi 
estratti da  I :  

x=[xi, X ,,,..,, x,]. 

Cid fatto, costruiamo l a  sostituzione : 

dove l e  successioni : 

p 9 7 7 7 PZ>""> P?Zj"'. 

sono formate rispettivamente con i nuineri positivi e negativi di I che non 
appartengono ad X. 

Ripetendo questa costruziorie per tutti i possibili m e per  tutti i sisteini X 
relativi, otteniamo un complesso a di irifinite sostituzioni. Lo pseudogruppo @, 
generato da  X, non é transitivo perche le sue operazioni sostituiscono ad  
ogrii elemento negativo un elemento pure negativo, m a  possiede semitransi- 
tivith superiore di grado illimitato perche a l  posto del sistema 1, 2, ...., m 
(nh arbitrario) si pub portare un qualsiasi sistema di m eleinenti. 

C) Intransitivith. 

119. Uato un complesso @ di sostituzioni su  1, diremo che  esso é intvan- 
sitivo quando le condizioni (a) e (b) del n." 103 non sono verificate per nessun 
elemento a dell'insieme I. 

Diremo poi che @ possiede: 
a )  intransitivild d i  la  specie quando il gruppo: 

G = (@, @-') 
é intransitivo ; 

p) intrlansitività d i  2a specie quando il suddetto griippo 6 trarisitivo. 
L'intransitivith di 2" specie pub presentnrsi solo negli pseudogruppi. 

120. Dalla proposizione del II." 101 si deduce iminediatiiinente che : 
Uno pseudogruppo composto : 

C"=c+C' 

è intransitico ne1 solo caso che sin intransitivo C'. 
Inoltre, poichè : 

(CU, C/ / - ' )  = ((7, 

possianlo affermare che : le intransi l ivi tà d i  C" e d i  C' sono della stessn specie. 
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121. Consideriamo dapprima un complesso @ avente intransitivitA di la 
specie. 

Prendiamo un elemento x di I e costruiamo il sistema X di tutti gli ele- 
menti diversi che le operazioni di G portano al  posto di x. 

I l  gruppo G opera transitivamente sugli elementi di X e non pub conte- 
nere delle operazioni che sosti tuiscano ad elementi di X degli elerneii ti estranei 
ad X stesso. 

Ripetendo per tutti gli elementi di I ci6 che si è fatto per z veiiiamo 
ad otteiiere un insieme numerabile J di sistemi del tipo di X. 

Da quanto si è ora detto risulta chiaramerite che due qualunque di questi 
sistemi O hanrio tutti gli elementi in coniuiie, oppure non ne hanno nessuno. 
Segue da cib che se si estraggono da J tutti i sistemi fra loro diversi che 
in -esso compariscono, si vengono a distribuirc gli elementi di I in un numero 
finito od in uria infinita numerabile di sistemi : 

che verraiino chiamati sistemi di transitività di @. 
Le opernzioni di (3, appartenerido a G, sostituiscono agli elementi di  un 

sistenia gli elementi del medesimo sistema, ma non é detto che esse possano 
congiungere due elementi arbitrari di uiio stesso sistema (vedi n." 123). 

Cid significa che, nîentre un gruppo è sicuramente transitive rispetto a 
ciascun X,, uno pseudogruppo pub anche essere, rispetto ad X,, seniitransi- 
tivo od intransitivo di 2" specie. 

Osserviamo infine come non sia possibile di decoinporre uii qualunque 
sistema X,, in parti: 

(6) Y , ,  Y , . . ,  Y ,,.... 
in modo che ogni opert~zione di @ sostituisca ad Y, il sistema stesso. 

Infatti, se esistesse una decomposizione come (6), ogiii operazione g di G, 
potendosi porre sotto la forma: 

avrebbe la medesima proprietà delle operazioni di (3, il che è contrario alla 
transitivith di G rispetto ad X ,  . 

è una decon~posizione della sostituzione c di @ nei suoi cicli, ogni ciclo km 
deve evideiitemente operare su elementi di un medesimo sistema di transitività. 
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Iii coiisegueiiza di cib, se  ogni sistema Xn h a  un numero finito di elemeiiti, 
le operazioni di @ haniio periodo finito od infiiiito. 

Se poi e deve essere uiio pseudogruppo, è necessario che ad  ogiii iiitero 
positivo y corrisponda qualche sistema X,, aveiite uii iiuinero di elemeiiti su- 
periore a y. 

123. Diamo ora un esempio di uiio pseudogruppo intransitivo di 1" specie. 
Sia X uno pseudogruppo semitraiisitivo superiormente di grado uiio avente 

le  classi: 
K, = [x,, x ,,...., xn ,.... 1, 
Kz = [Yi 1 Y2 l'.", ~ % l . . " l >  

e sia:  
c = (ail u&( .... , - n ,...., - 1, O, 1, ...., n, ....) 

una sostituzione su elementi diversi d a  quelli su  cui operatio le  sostituzioiii di X. 
Lo pseudogruppo : 

e = (% 4, 

generato d a  /: e d a  X, è, come facilinente si verifica, intrsnsitivo di la specie, 
ed ammette i t re  sistemi di transitivith: 

"il "2 

...., - n  ,...., -1, 0, 1 ,...., n ,.... 
$4 Sz,...., %t,....; Yi) Y21. -v  Yn P.... 

Lo pseudogruppo 8' transitivo rispetto a l  primo sistema, iiitransitivo 
di 2" specie rispetto a l  secondo e seiiiitransitivo rispetto al terzo. 

124. Occupinmoci infine della intransitivith di 2" specie. 
Un esempio assai semplice di tale intransitivith ci è offert0 dallo pseudo- 

gruppo semplice C' generato dalla operazione : 

c=( ...., - n  ,...., -1, 0, 1 ,...., n ,.... ). 
Invero, il gruppo (Cl, C'-') è transitivo (n." 11 l), e : 

cr(n) > n, c9'(- n) > - n. 

125. L'insieme I di elementi su cui operano le  sostituzioni di uiio pseudo- 
gruppo (2 intransitivo di 2" specie, non si pub dividere (coine si é fatto ne1 
caso dell'intraiisitivit~ di la specie) in sistemi : 
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tali che l e  operazioni di @ sostituiscano ogni elemento di un sistema gene- 
rico X,, con un elemento del medesimo sisteina. 

Infatti, se  fosse possibile una tale suddivisione, le operazioni del -gruppo 
(@, @-'), potendosi porre sotto l a  forma: 

avrebbero la  medesima proprietA delle operazioni di e. 

126. L e  considerazioni svolte ai  n.' 105, 106, 107 si possono integralmente 
ripetere per  il caso attuale perché esse sono fondate sulla transitivith del 
gruppo G.  

È d a  notare poi che se  @ è abeliano, tale è anche il gruppo G, e che 
l'ordine di @ é la potenza del numerabile (n." 109). 

127. Dato un gruppo O pseudùgruppo (3 di sostituzioni su 1, diremo che 
esso 13 irnp?'inbitiuo se é possibile di dividere l'insieme I in un numero fi- 
n i t ~  > 2 od in una infinitb numerabile di sistemi : 

(conterienti ciascuno almeiio due elementi) tali che ogni operazioiie c di @ 
soddisfi all' eguaglianze : 

(a) c(XJ = Xm ( n = l ,  2 ,.... ). 
Chiameremo X ,,...., X, ,.... sistemi di irnprimitività. 
Se la  suddetta suddivisione 8 impossibile, diremo che il complesso (!! e 

p~~imitivo. 

128. Un complesso intrnnsitivo di la  specie é sicurnnîente iinprimitivo, 
potendosi scegliere conie suddivisione (a) la  suddivisione (z) fatta a l  n . O  121. 
Questo caso (rieiitraiido ne110 studio geiierale dell'intransitivith) non ci inte- 
ressa particolarmente; qui ci occuperemo iiivece di quei complessi imprimi- 
tivi che sono transitivi O semitransitivi od intransitivi di 2" specie. 

129. Se é imp-imitivo, tale è il gruppo: 

G = ce, ei, 
e viceve~.sa. 
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Una qualsiasi opernzione g di G, potendosi porre sotto l a  forma: 

soddisfa sicurameate alla condizione (a)  del n." 127. 
L a  reciproca è manifesta essendo @ contenuto in G. 
Da questa proposizione consegue inlmediatamente che : 

a )  Se @ é impr imi t ivo ,  G non  pub avere tmnsi t iu i tà  nkullipla. 
p) Af inché  10 psecsdog~wppo cofiiposto : 

C " = C + C '  

sia impvimit ivo,  occorre e basta che tale sia C'. 

130. 1 sistemi d i  irnp?.imitiuità hanno tu t t i  egual potenza. 
Infatti, presi a d  arbitrio d a  (o) due sistemi X,, ed X,, esiste, iiel gruppo 

transitivo G, una  sostituzione g tale che : 

dxm) = Xn . 
131. Se esiste u n  gruppo H i~zvaviante pet* G ed intl-ansitivo, i sistemi 

d i  transi t ivi tà d i  H I  

(4 x i ,  x 2,...., xn ,,.,. 
sono d i  impvimit iui ta per G e quindi  per C?. 

Prendinmo una sostituzione g qualsiasi di G, due elementi x ed y di un 
sistema X, ed una operazione h di H tale che : 

L a  trasformata gWi-h-g appartiene per  ipotesi ad  H e sostituisce all'ele- 
mento g(x) 1' elemento g(y). 

Cid prova che g(x )  e g(y)  appartengono ad un medesimo sistema X,. 
Ripetendo poi per  l'operazione g-' i l  ragionamento ora fatto si giunge a 

stabilire che : 
g(Xd  = x m  - 

Pertanto, i cornplessi G e @ sono impriinitivi. 

132. Condizione nzces sa~ ia  e suficiente nf lnch8 @ sin in~p?.intitivo é 

che il gruppo A, fovrnnto con le sostituzioni d i  G che Zasciano fermo un 
elemento p-efissato x,, sin contenuto in u n  sottogmppo proprio B d i  G. 

La condizione é necessaria. 
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Sin Xi il sistema di imprimitivitA che contiene l'elemento xi. 
L e  sostituzioni g di G tali c h e :  

costituiscono evidentemente ut1 sottogruppo B di G conteneilte A. 
L a  condizioiie é sufficiente. 
Poiché gli elementi che le  operazioni di B sostituiscono ad a,, formano 

un sistema X, di transitivith per  B, le  operazioni di G, non appartenenti 
a B, debbono sostituire agli elementi di X ,  degli elementi estranei a l  sisterna 
stesso. 

D a  cib segue che una operazione h su1 sistema Xi e le sue trasfortnate 
mediante G, generaiio un gruppo invariante e d  iritransitivo. 

Si pub pertanto affermare (n." 131) che G e @ sono imprimitivi. 

133. Se G é vegolare, il complesso @ é inzpl-imitivo. . Infatti, poichè A si riduce alla sola operazione identica, si pub scegliere 
come gruppo B uii qualsiasi sottogruppo di G .  

I n  particolare si h a  che i cornplessi nbeliani sono imprimit ivi .  

134. ESEMPIO 1. LO pseudogruppo generato da1 ciclo : 

è imprimitivo poichè G è, in questo caso, abeliaiio. 
Ponendo : 

B = [l,  gkr] ( k > l ,  1*=*1 ,  * 2  ,.... ), 

si hanno k sistemi di imprimitivit& di facilissima costruzione. 
ESEMPIO II. Il gruppo G format0 con le  sostituzioni del tipo : 

dove a, rn, 7% sono numeri razionali ed nt > 0, è primitivo. 
Infatti, scelto come gruppo A l'insieme delle sostituzioni che lasciano 

fermo l'elemento 0, e presa una sostituzione qualunque di G :  

si consideri il gruppo generato da A e d a  g. Questo gruppo, contenendo l e  
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operaziorii : 

e le loro inverse y-', coincide con G. 
Si pub pertanto escludere l'esisteiixa di sottogruppi di G contenenti A. 

CAPITOLO VI. 

I L  GRUPPO TOTALE ED ALTRI GRUPPI SPECIALI 

A) Il  gruppo totale. 

135. Abbiamo detto altrove che cosa s'intende per  gruppo totale G di 
sostituzioiii su una infinit8 numerabile I di elementi ed abbiamo anche date, 
per questo gruppo, alcune proprietà. Ad esempio, si è visto corne G abbia 
per ordine la Potenza del continu0 (n." 27) e coine esso sia l 'unico gruppo 
avente transitivith infinita (n." 110). 

II gruppo totale contiene infiniti sottogruppi ed iiifiniti sottopseiidogruppi ; 
fra essi hanno. particolare importanza, per l e  considerazioiii che faremo in 
seguito, il gruppo G, formato con le sostituzioni di G che  operano s u  un 
iiumero finito di elementi, ed il gruppo G,  formato con le sostituzioni di G, 
che  hanno classe pari. 

136. Un complesso @, contenente una sostituzione h su infiniti elementi 
e le sue trnsfovrnate mediante G, coincide con il totale. 

Poichè il complesso @ contiene il gruppo H generato d a  h e dalle sue 
trasforinate, basterh dimostrnre che H possiede transitività infinita. 

Supponiamo dapprima che h si& un ciclo aperto:  

h = (  ...., -n,...., -1, O, l,..,., n, .... ). 
Per  le  ipotesi fatte, il gruppo H conterrh anche i l  ciclo : 

e, consegueri temen te, il prodotto : 

h-h,  = (0, 2, 1).(4, 6, 5).(8, 10, 9). .... 
che è formato con infiniti cicli chiusi. 

Aanali d i  Matematiea, Serie I V ,  Tom0 VII. 
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Se invece h contiene, nella sua decomposizione in cicli, almeno un ciçlo 
aperto ed eventualmente dei cicli chiusi, è possibile, mediante un procedi- 
mento del tutto analogo a l  precedente, di costruire uiia operazione di H for- 
mata con infiniti cicli tutti chiusi. 

Si pu0 pertaiito supporre che esista in H una operazione del tipo: 

dove c,, c ,,...., c ,,,.... sono cicli tutti chiusi. 
Scegliamo ad  arbitrio un sisteina X di infiniti elenienti : 

X=[Xo, XI  ,...., xn ,.... ] 
con il residuo X' formato pure con infiniti elementi, ed indichiamo con : 

A = [a,, a ,,...., a ,,,.... ] 

un sistema ottenuto prendendo a, da c,, a, da c , ,  ecc.. 
La  trasformata di s mediante una operazione g di G tale che : 

g(aen) = Z n  (n = O, 1, 2,....), 
è una operazione : 

o =  k,.k,.k , a . . . . .  k a .  .... 
nelln quale i cicli k,, k ,,...., k ,,,.... contengono rispettivamente gli elementi 
X,, X ,,...., X ,,..... 

Cid posto, estragghiamo da  X' un sistema : 

Y =  [go, Yi,...., Yn,*...I 

in modo che il residuo di X' rispetto ad Y contenga infiniti elementi, e trasfor- 
miamo o medinnte una operazione y di G soddisfacente alle eguaglianze : 

Questa trasformata appartiene ad H ed ha la proprieth di sostituire al 
sistema X il sistema Y. 

Consideriamo ora un sistema : 

avente elementi in comune con X ma tale che il residuo 2' di X' rispetto 
a Z contenga infiniti elementi. 

Poichè un sistema Z,, estratto da Z', è del medesimo tipo del prece- 
dente Y ,  esistorio in H due operazioni che sostituiscono ai sistemi X e 2, ri- 
spettivatnente i sistemi Z, e Z. I l  prodotto di queste due operazioni appar- 
tiene ad H e sostituisce ad X il sistema 2. 
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Resta infine d a  provare che, mediante le  operazioni di H, si pub sosti- 
tuire al  sistema X un sistema T tale che il residuo di X' rispetto a T con- 
tenga un numero finito di elemeriti. 

Indicato con T, un sistema estratto da1 residuo di X rispetto a T, è 
possibile, per  quant0 s ' è  detto superiormente, di costruire due operazioni 1 
e h di H soddisfacenti alle eguaglianze: 

1(X) = T,, X(T) = T,. 

Segue d a  cib che il prodotto 1 ; A k i  sostituisce a d  X il sistema T. 

137. U n  complesso chiuso C?, contenente u n a  opeî~azione h su un nu me^-O 

finit0 d i  eleinenti e le sue tvasfo~.mate mediante G, coincide con G. 
Sia : 

(a> h , ,  h , h, ,.... 
una successione di trasformate di h tale che ogni h, operi su elemeiiti di- 
versi d a  quelli su cui operario le altre sostituzioiii di (a) .  

m 

I l  prodotto II h,  é converginte, opera su irifiriiti' elementi e, per  le  ipotesi 
n=l 

fatte, appartierie a (9. k dunque applicabile il criterio del n." 136. 

138. Al II." 58 abbiamo definito il gruppo commutatore GC ed  il gruppo 
derivltto Gd di un complesso El. 

Se 15 é il gruppo totale G, si ha :  

Infatti, i gruppi G,  e Gd sono invarianti in G e contengono sicuramente 
delle operazioni su  infiniti elementi. 

139. TEOREMA. Il g w p p o  totale non  possiede sottogl-uppi avent i  indice 
finit0 e diveltso d a  1. 

Sia H un sottogriippo di G avente indice finito nz e sia: 

una decomposizione di G rispetto a d  H. 
Una operazione y di G su  infiniti elementi e con periodo primo p > na, 

deve apparteiiere ad  H. 
Infatti, se  due diverse potenze y" e y" appnrteiigono ad  un medesimo 

quasi-gruppo di (6), I'operazione y'-$ appartierie a d  H. Se invece l'ipotesi 
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precedente non B verificata, il gruppo H dovrg necessariamente contenere 
una delle prime lîz. potenze di y. 

Poichè queste considerazioni si possono ripetere per tutte le trasformate 
di y inediaiite G, si pub affermare che H= G e, consegueritemente, che m = 1. 

140. I l  precedente teorema ci permette di dimostrare assai rapidamente 
corne non sia possibile di sciudere il gruppo totale G in due complessi 3 e '3 
simili a quelli formati con le sostituzioni pari e con le sostituzioni dispari 
del gruppo totale su m elementi ('). 

Invero, se fosse possibile l a  suddetta decomposizioiie di G, il complesso 8 
sarebbe un sottogruppo di G di indice 2. 

141. Vogliaino ora vedere quali sono i complessi invarianti contenuti in G. 
Osserviamo anzitutto che un complesso invariante per G, non potendo con- 

tenere operazioni su infiiiiti elementi, deve appsrtenere al  gruppo G, (n." 135). 
Si pub dunque escludere l'esisteriza ii i  G di pseudogruppi iiivariariti. 
Sia poi H un sottogruppo invariante di G e sia:  

una sua operazione qualsiasi. 
Scelto un eleinerito x, distinto da quelli su cui opera h , .  si considerino 

le due operazioni di H: 

Insieme alla operazione k, il gruppo H coriterrh, in virtu della sua inva- 
rianza, tutte le trasformate di k e quindi tutte le operazioni del gruppo G,. 

Inoltre, poichb G, ha  indice 2 iii G,, non esisterh alcuii gruppo conte- 
nuto in G, e contenente G,. 

Possiamo dunque concludere che : 
I g rupp i  G,  e G,  sono gli un ic i  sottogruppi invar iant i  del totale G. 

142. Passiamo alla ricerca dei sottogruppi invarianti di G, e G, .  Mediante 
coiisiderazioni del tutto analoghe a quelle fatte a l  numero precedente si pub 
provare che : 

a) I l  g ~ ~ u p p o  G2 è l 'unico sot togmppo inva?-iante d i  G,. 

(4) Cfï. G. VITALI, Sostituzioni sopva ztna infinith numevabile d i  elementi. (Bollettino 
della a Mathesis D, anno VII, 1915). 
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b) IZ g~.uppo G, non ammette sottogmppi inuag.ianti all'infuori della 
identitù. 

143. Dai precedenti risultati consegue immediatamente che il gruppo G 
ammette un'uriica serie di composisione cosi formata: 

G, G,, G,,  1- 

B) Il gruppo lineare. 

144. Intenderemo per gruppo lineu?-e l'insieme di tutte le sostituzioiii 
del tipo : 

dove a, b, c, d sono numeri razionali determiiiati e dove x pub assuinere tutti 
i valori razioiiali e l'iiifinito. 

Affiiichè 1' espressione (a) rappresenti uiia effettiva sostituziotie occorre e 
basta che il determinante : 

6 = a d - b c  
sia diverso da  zero. 

Le sostituzioiii (a), per le quali il determiriante è eguale ad 1 O pub ridursi 
tale, costituiscono un sottogruppo invariante del lineare che diremo gruppo 
?nodulare. 

1 gruppi lineare e modulare verraniio rispettivameiite indicati con L ed M 
e le sostituzioni (a) si rappresetiteranno col noto simbolo: 

145. I l  gruppo L è triplamente transitivo poichè i parametri indipendenti 
che figurano in (cc) sono precisameiite tre; il gruppo M possiede soltanto 
transitivitii di grado due perché i suddetti parametri debbono soddisfare alla 
relazione : 

a d  - bc= 1. 

146. Diremo che unn sostituzione di L B iperbolica, pas-abolica, od ellit- 
tica secondo che essa lascia fermi due elementi, uno solo, oppure opera su 
tutti gli elementi. 

Affinchè una sostituzione (a) lasci fermi due eleineiiti od uiio solo, occorre 
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che il discriminante : 

(P l  (d - a)2 + 4bc = (a + d)2 - 46 
dell' equazione : 

~ ~ ~ t ( d - a ) x - b = O ,  

sin il quadrato di un iiumero razionale oppure sia zero. 

147. Mediante facilissime considerazioni si pub diinostrare che :  
a) Le sostituzioni d i  L sono fovrnate con tu t t i  cicli chiusi d i  egual 

os~dine oppure con tu t t i  cicli apeg-ti. 
b) Utta sostituzione iperbolica é fownata con tu t t i  cicli aper t i  O con 

tu t t i  scaînbi. 
e)  Unn sostituzione parabolica è formata con tutti cicli apevti.  

148. 11 gvuppo generato dalle sostituzioni paraboliche coincide col mo- 
dulare.  

Osserviamo anzitutto che, in virth della (P), ogni sostituzione parabolicn 
nppartiene a d  M. 

Presa poi unn sostituzione qualsiasi di M: 

determiiiiaino una sostituzione parabolica : 

tale che h - k  sia aiicora una sostituzione parabolica. 
Tale determinazione è possibile, comuiique sia h, poiché essa e collegata 

alla risoluzione del sistema indeterminato : 

nelle iiicognite nz, n, p, q. 
Segue da  ci0 che h p u b  esprimersi come prodotto delle sostituzioni pa- 

raboliche ha k e kW'. 

149. 11 gruppo rnodulare non amrnette so t tog~upp i  inva?-ianti al l ' in-  
fuos-i della identità. 
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Un gruppo H invariante in M, essendo traiisitivo, contiene una opera- 
zione h tale che :  

h(0) = m .  

L e  trasformate di h mediante le  operazioni del tipo : 

appartengono ad  H, sono fra loro diverse, ed hanno l a  stessa proprietà di h. 
Pertanto, il prodotto di una di,queste operazioni per h-' è diverso dall'iden- 
ti ta  e lascia fermo 1' elemento O. 

Se questo prodotto é una operazione iperbolica, il gruppo H contiene una 
operazione h tale che : 

h(O)=O, k ( o o ) = m ,  

e contiene l a  trasformata h, di k mediante l a  sostituzione: 

I l  prodotto k,-k-'  appartiene ad  H e, come facilmente si verifica, é una 
sostituzione parabolica del tipo : 

1 =(; 1). 
Sia poi : 

la  trasformata di l m  mediante una operazione della forma (y). Poichè na e pz 

sono in nostro arbitrio, si pu6 disporre di essi in modo che A ci  rappresenti 
una qudunque  delle sostituzioni paraboliche che lasciano fermo l'elemento W .  

I l  gruppo H, contenendo percib tutte le sostituzioni paraboliche, coin- 
cide con M. 

160. Vediamo ora quali sono i sottogruppi invarianti di L. 
Notiamo anzitutto che ogni commutatrice di L appartiene ad M, che il 

L 
gruppo - é abeliano (n." 78) e che le  sue operazioni hanno periodo due. M 

Indichiamo poi con H un sottogruppo invariante di L e con D il gruppo 
comune ad  H ed M. 

Poiché H ed M sono invarianti in L, il gruppo D sark invariante in M 
e, non potendo ridursi alla identità, dovrà coincidere con M. Pertanto, pos- 
siamo affermare che H, contenendo interamente M, é format0 con tutte le  

L 
operazioni di L che corrispondono a d  un sottogruppo di - 

M' 
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Reciprocamente, il complesso formato con tutte le  operazioni di 1, che 
L 

corrispondono ad un sottogruppo di - costituisce un sottogruppo invariante 
M 

di L. 
In  particolare, i sottogruppi invarianti massimi di L dovranno corrispon- 

L 
dere ai sottogruppi di - che hanno indice due (n." 56). M 

151. Le precedenti considerazioni si possono evidentemente ripetere per 
un qualsiasi sottogruppo K di L contenente il gruppo modulare. Da ci0 segue 
che una qualunque successione di gruppi: 

tale che ciascun Lm sin invariante massimo ne1 precedente, non soddisfa alla 
condizione b)  del n." 84 e cioè che i l  g r u p p o  L n o n  ammette serie d i  com- 
posizione.  

C) Il gruppo metaciclico. 

152. Sin G il gruppo generato da1 ciclo aperto: 

g=( ...., - n ,...., - 1, O, 1, ...., n ,.... ). 
Chiameremo g r u p p o  metacic l ico  il più ampio sottogruppo M del totale 

sugli elementi : 
...., - n  ,...., -1, 0, 1 ,...., n ,.... 

che contiene G corne sottogruppo invariante. 
Una qualsiasi sostituzione nz di iM deve trasformare g in sè stessa op- 

pure nella sua inversa g-'. 
Ne1 primo caso si deve avere: 

m(n + 1) = m(n) +- 1, 
e cioé: , = gm'O'. 

Ne1 secondo caso, 1' operazione m deve essere della forma: 

nz =gr.y 
dove : 

y =(1, - 1)-(2, - 2)-  .... *(n,  -n)..:.. 
Si ha infatti: 

m-'.g.m =y-'.g.y =g-', 

y.m-'.g.m.y-' = 9, 
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L e  sostituzioiii di M sono pertanto tutte e sole le  seguenti: 

E poi evidente come tutte le operazioni di G - y  abbiano periodo due. 

153. Determiniaino tutti i possibili sottogruppi di 111: sia N uiio di essi. 
Se N appnrtiene a G, esso deve avere  l a  forma: 

N =  [1, gVkJ ( k = + l ,  3 x 2  ,.... ). 
Se iiivece N è format0 soltanto con operazioni d i  G.y, esso deve avere  

ordiiie due perch8, se conteilesse due operazioni g"*y e gS.y, conterrebbe 
anche il loro prodotto: 

g'..y.gS.y =gr-;, 

Consideriamo infirie il caso in cui N contenga operazioni di G e di G-y. 
Indichiamo con g? la piu piccola potenza positiva di g che figura in N 

e con gray una operazione di N appartenente a Goy. 
Se gx*y  e un'altra operazione di N, si ha:  

e poiche le potenze di g che figurnno in N sono del tipo g", deve aversi:  

L e  operazioni di N sono dunque tutte e sole le  seguenti:  

I l  gruppo N ha  poi, evidentemente, indice p in M. 
Inversan~eiite,  s e  p ed 1. sono due numeri interi presi ad arbitrio (p >O), 

il coinplesso : 
N =  [glp, gpp+r.y] (A e p=O, - t 1 ,  t 2  ,....) 

e un sottogruppo di M avente indice p. 

P e r  uii determinato p si hanno p sottogruppi corrispondenti a i  valori di 1 . :  

154. 1 sottogruppi del primo tipo, ci06 i sottogruppi di G, sono invariaiiti 
in M per  l a  definizione stessa di M;  quelli del secoiido tipo non possono 
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essere iiivarisinti perché : 
g-i.g".y .g = g"-2.y. 

Vediamo iiifiiie quali sono i sottogiuppi iiivariniiti del terzo tipo. Se:  

è uiio di essi, deve aversi : ' 

g-'.gr@"-.y.g = gPP -2.y = gI'lP+r. Y> 
e cioe : 

p p + 1 - - 2 = p  ,P + 9 ' ,  (P - P,)P = 2. 

Qiiest' ultirna eguaglianza è soddisfatta soltan to da p = 1 oppuie da p = 2 : 
per p i l si ha, i l  gruppo M, per p = 2 si haiiiio i due segueiiti sottogriippi 
invariniiti iii M : 

N,  = [g2j-, g2k- y], Nz = [gzA, g2Pf1. y]. 

155. Osserviiimo infine che i gruppi G, N , ,  N, sono invariaiiti inassimi 
iii '31 e che essi aminettono il gruppo : 

quale conmie sottogruppo invariante massimo. 
Da, ci6 discende che M é uii gruppo risolubile nveiite iiifinite serie di 

composizione (11.' 90). 
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Alcune formole per le falde dell'evoluta di uiia superficie. 

Nofa di ROBERTO OCCHIPINTI (a Palwmo). 

Siiuto. - Nella Nota si d a  una  semplice eostruzione del raggio d i  torsione geodetica delle 
linee r, = cost., i,= cost. sulle falde del Z' euoluta d i  ulza superficie e s i  dimostrano fortnole 
se~nplicissime per y19 elementi d i  dette linee. Si  troua poi la  condiaione afinchè u n a  W 
abbia le falcle dell'evolzcta pure superficie W e si determinano tutte queste superficie. 

Nella presente Nota espongo alcuiie semplici relazioni che si riferiscono 
alle liiiee 7-, =cost. ed ?.,=cost. delle falde Si ed S, dell'evoluta di uiia 
superficie S, nonché alle corrispoiideiiti delle lii-iee di curvatura. 

1 soli elementi clie introduco nelle formole sono i raggi principali 7.,, 7*, 

di curvature iiorinali, quelli p i ,  p, di curvature tangenziali dell'evolvente, e 
gli angoli w ed w' delle liiiee 7.,=cost, s u  S, ed S e di ~ , = c o s t .  su S, ed S. 
Alcune formole, corne quelle delle torsioni geodetiche delle linee ?., = cost. 
di Si ed s., = cost. di S, [n." 5, (a) ed (a')], quella del prodotto d i  dette torsioiii 
per iiiia W [n." 5, (b)], quella del rapport0 della flessione alla torsione delle 
geodetiche u di S, [il." 6, (b)] e la (a) del II.", haiiiio unrt forma notevol- 
mente semplice. 

1. Comiiicio coi1 1' osservare che : Ogni linea r, = cost. d i  S ,  2, in ciascun 
pu~zto, pal-allela alla linea d i  crwvatura ( o )  del seco~zdo sistenza passante 
pel punto corvispondente d i  S.  

Infatti, rifereiido la S alle linee di curvatura, abbiamo per l'elemeiito 
liiienre di S, (') : 

Derivando rispetto ad u le coordinate x,, y,, n, dei puiiti di v,  = cost. 
su S,, abbiamo ad es. : 

(i) Ved. BIANCHI, Leaioni cli Geometria diffwen~icçle, vol. 1, pag. 275. 
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- 
du 

sostituendo per - 
duX 

1' espressione - -- data dall'equazioiie delle linee 
du al-, 

a s i  a%, E, tenendo presenti le espressioni di - - (') risulta,: 
au a u  

Similmente : Le linee r, = cost. di  S, sono, i~z  ciascun punto, pamllcle alla li- 
nea d i  cu~-va tum (u) del pl.in~o sistema, passante pel punto col-9.ispondente di S. 

Sicché : Le linee r, = cost. di Si e le linee ro = cost. di  S, ~0120, nei 
punti cowispondenti, ortogomli. 

In particolare, se S é una W, poichè le liiiee ~*,=cost. sono nllora, anche 
linee 1-, = cost., segue che le linee Y, = cost. soiio, su Si ed S,, ostogoirnli 
nei punti corrispondeiiti. 

Segue. dalle nostre considerazioni, che i'a,iigolo delle liiiee v,=cost. di S 
e di Si, é quel10 delle linee v, e v di S, sicclié sulla fitlda Si le liiiee 1-, =cost. 
di S veiigono deviate ddl'angolo ( I S , ~ )  e similmente sulln falda 8, vciigono 
devinte dall' nngolo (r,u). 

2. Calcolinmo ln curvnturn normale delle linee v, = cost. di 8,. Sosti- 
tiiendo nelln forinolii, della curvaturn normale d posto dei coefficieiiti delle 

dv 
prime due forme fondainentali di Si le loro espressioni (*) ed al posto di - 

du 
al-, - 

l'espressione - *, risuita per la eurvatura normale : 
al., - 
a v 

(1) L. BIANCHI, loc. cit., pag, 275. 
(2)  L. BIANCHI, loc. cit., pagg. 275, 276. 
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Questa puQ scriversi cosi : 

Ora si tengano presenti l e  forinole che danno le curvitture tangenziali 
1 1  

principali -, - di S  e quelle di CODAZZI (i) : 
Pi  Pz 

inoltre : 

dove o denota l'angolo delle linee q., = cost. su S e su Si ; allora risulta : 

Riportaiido ad es., sulla tangente alla linea u in un punto P il segineiito 
PA= pz, poi conducendo A B  perpendicolare alla tangente ad P., = cost. iii P 
fiiio all'iiicoritro in B con la tangeute alla liiiea v in P, poi riporti~ndo su 
questa il segmento BC = p i ,  sar& PC = p, tg o - p i  e non resta che costruire 
il quarto proporzioiiale rx: dopo p, tg w - p , ,  p,, p ,  e infine il quarto propor- 
zioiiale dopo Y,, x, ?',-Y, ; qaesto sar.5 H,, . 

Per l a  fdda  S, si trova : 

1 
dove or denota l'angolo delle linee ta ,  =cost. su S e su A!$ ed - hi, cui'va- 

H,, 
tura normale di j . ,  = cost. Segue che, se la superficie S  B uiia W, esseiido 
allora tg wr =cotg o, si ha  tra %i ritggi K,, ed Rr,, di curvatura iiornmle di  

q., = cost. su Si ed 8% ln  relnzione senîplicissiina: 

( 1 )  L. BIANCHI, loo. cit., pagg. 181 e 273. 
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3. Dalla formola (1) della curvatura iiorinale delle liiiee ~.,=cost. di -Si e 
1 

dalla formoia notissiina di BELTRAMI che dB la curvatura tangenzia,le - delle 
Pr, 

linee stesse (') possiamo subito dedurre la flessione assoluta F,., delle linee 
stesse : 

Similmente la flessione assoluta Fr, delle linee v, = cost. su S,, é data da: 

dnnque, se la S é uiia W, tra le flessioni assolute F?,, Fr,, di 7-, = cost. sulle 
due falde, sussiste la relazione : 

4. La curvatura media H, di Si è la soiiiin;r delle curvature normali delle 
linee ?*, = cost. ed u che sono ortogonali. Ln curvatura normale della liiiea u 
8 data da:  

1 
cioé, indicando con - la. flessione assoluta della liiiea u di S :  

a, 

Siinilmente, I R  curvatura media H, di S2 è data da 

1 
esseiido - la flessione nssoluta della linea v di S. 

a4 

(') L. BIANCHI, loc. cit., pag. 278. 
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Per es., l'espressione di Hi inostra che, eccettuato il cnso ~ , = 0 ,  la 
fiddi~ S, é minima se le curvature geodetiche priiicipali sono legate alla 
flessione assoluta della linea u di S, dalla relazioiie : 

1 -- - cotg w 
i P i P 2  

cioè se il raggio d i  flessioiie assoluta della linea zc è nledio proporzionale fra 
uiio dei raggi di curvature tangenzinli priiicipali e la proiezione dell'altro 
fatta normalmente alla linea Y, = cost. ; 

Ora le evolventi delle superficie ininiine sono quelle i cui raggi priiici- 
pali sono legati dalla relazioile : 

?.,?', + c(I', 1- l ' , )  + 2c2 = O (i), 

cioè le superficie parallele ad una superficie mininîa ed equidistarite; queste 
soddisfano duiique alla relazione : 

ni = pip, tg m. 

Per la curvatura totale Kg di SI abbianio (*) : 

1 1 
E teneiido presenti le fornlole di CODAZZI e le altre che danno - ed -, 

Pl Pz 
si ha subito : 

Siinilmerite trovii~ii~o per la curvtitura K, di S,  : 

sicché, se la superficie é uiia W risulta il teorema di HALPHEN : 

irioltre : 

(1) c denota una costante. 
(3) Ved. BIANCHI, loc. cit., pag. 276. 
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5. Per calcolare la  torsione geodeticn delle liiiee r', = cost. di SI basta 
sostituire nellic fosmola 

- - 

T -  V Ei Gi - l?: El -1- 2Fi 
-- i du 

al posto dei coefficienti delle due forme le loro espsessi~ni (') ed al posto 

3 
du a u  

di - il ra.pporto - -. Allorn. si ottiene subito : 
du a)- ,  

Questa conduce alla segiieiite seinplicissima costruzioiie : Siaiio Cl e 6, i 

ceiitri priilcipnli dl curvatura i n  uii puii to P di 5'; si faccin, sulla iiorinale C,C,, 
- 
CID= lm,, poi si coriduca, iii 1111 piaiio qualuiiqiie per C,C2, la CiE perperidi- 
colare a CiC, e la. DE tale che risulti C ~ E =  w ; se P é il purito di ulte- 
riore iiitersezioiie della EC, coi1 la circoiiferenza dei tre punti P, C, ed E 
sark CIE' = TT,. 

Per la torsioue geodetica di 1., = cost. su S, si trovn. egualmente : 

Ne segue che le torsioni geodetiche delle linee = cost. sulle due fdde  
deli' evoluta di uiia W sono legate dalla relazioiie semplicissitna : 

Iii altri termiiii : Il prodotto detle tomioni geodetiche delle l ime  ri = cost. 
sulle due falde dell'evoluta d i  unn W é uguale al prodotto delle cu~.vatu?-e 
tangenzinli. 

(i) L. BIANCHI, loc. cit., pagg. 275 e 276. 
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Si ha  inoltre per una W : 

1 
Calcoliamo la tossiorie geodetica - delle linee r,  = cost. su S; nbbiamo: 

t,, 

ciob : 

e finalmente: 

1 
- = (g - g) sin w cos w 
t,, 

1 1 
Confrontando questa con quelle che darino - ed - vedianîo che fsa 

T?, T:, 
le torsioui geodetiche delle linee r, = cost. su S, S, ed S, sussiste la relazione : 

purchè l a  superficie obiettiva sin unn W. 

6. L a  curvatura normale delle linee u = cost. d i  S, é data da : 

1 - - VG Di - --- - VG - ina - .\CG --- 
Ru ar y al., a'-, tg w 

G: '- 2 - - 
j av au au 

e, per le formole di CODAZZI : 

al.  2.- 2-i(r2 -T,) a I - - log \ G = -  r,0.3-9.i) 
au '- 9 au P < r z  

V Ë, 

dunque : 
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138 R. OCCHIPINTI : A l c m e  fornzole per le falde del17evoluta di  a n a  superficie 

1 
Questa da pure la curvatura assoluta. La torsione geodetica - delle 

Tu 
stesse linee di 8, coincide pure con la torsioiie nssoluta, ed è data, poiché 
queste linee soiio ortogonali alle Y, = cost. dall'opposta della torsione geode- 
tica di dette linee, cioè: 

1 - -- - -r2 tg. W. 
TW ?-,(y2 - 

Da questa e dalla (a) segue: 

Cioé: II rnppo~* to  dei raggi d i  flessione e torsione delle linee u d i  S, 
pareggia il  valore assoluto d i  quel10 dei 1-aggi d i  cul-vatura nornaale e 
tangenziclle delle linee stesse i n  S. 

Segue che nelle superficie in cni quest'ultimo ra.pporto é funzione di 
soia u, alle linee di curvatura u dell'evolvente corrispondono sulla falda Si 
geodetiche che hanno costante il rapport0 tra la flessione e la torsione, qiiindi 
eliche cilindriche. 

?' 
E facile vedere che le superficie in cui A =  U sono quelle che hanno le 

Pi 
linee di corvatura u piane. 

1 
,1 

Infatti da &= U segue, indicando con - la flessione assoluta della 
1 rl 

linea di curvatura u :  

D'altra parte, pel teorema di MEUSNIEI~, indicando con O l'angolo della 
normale principale alla linea u con la normale alla superficie, si ha : 

dunque : 
F, = ri COS i3, 

1 
coso=_==  

VU" 1 

ci06 lungo una linea di curvatura u é costante l'angolo della nornlale princi- 
pale con la normale alla superficie; allora la torsione assoluta, coincidendo 
con la torsione geodetica, e iiulla e la linea u e piana. 
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Viceversa, se le linee di curvatura u di una superficie sono piane, si ha: 

e poiché 

risulta : 

(b') 

D'altra parte, per le formole di CODAZZI si ha : 

cioè 

sicchè, sostituendo nella (b') scritta cos1 : 

risulta : 

Possiamo dire cosi: Le superficie con.  le linee di cuvvatu~.a di  un si- 
sterna pialte sono quelle, nelle quali le geodetiche ~ o ~ ~ r i s p o n d e w t i  sulla reln- 
tiva faZda d i  evoluta sono eliche cilindviche. 

7. La curvatura normale delle linee v = cost. di Si B data da 

Ora .si ha : 

al- a?- 1 1  
e ricavando -' e A dalle espressioni di - e - del 5 2 e sostituendo risulta : 

au au p 4  PI 
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La torsioiie geodetica delle stesse linee di S, é data d a :  

e tenendo presenti le espressioni di E, e D, ora date e quelle di F, e G, (') 

risulta subito : 

Segue : 

Dunqne : Le linee di curvatura dell'evolvente hanno sulla prinzn (seconda) 
falda dell'evoluta i rappel-ti delle rispettive curvature normali e to~sio7hi 
geodetiche eguali all'opposto del 9-apporto della cu~va tu~ .a  no?+nznle c tan- 
genxiale della linea di cu~.vatu~-a u(v). 

8. Per terniiriare, esaminiamo la seguente quistione : 
1 7 2  qunli superficie W le due falde dell'evoluta solzo p w e  super- 

Pcie W ? 
Riduciamo 1' elemento lineare dell' evolvente alla forma, (WEINGARTEN) 

due dv2 - 
P" + ; allora si h m n o  le formole (>) : 

ap essendo 0 fuiizione di P(u, v); iiioltre P, = - aP at6? P z = % -  

(" Ved. BIANCHI, 100. oit., pag. 275. 
(?) Ved. BIANCHI, 100. oit., pag. 291, 
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Ne seguorio le espressioni dei coefficienti delle forme fondamentali di S, : 

Per la curvatura media Hl e la totale Ki di Si troviamo allora: 

Espressioni analoghe si haiino per le curvature Hz e K, media e totale 
di 8,. Se dunque Si ed S, sono superficie W, si avranno due relazioiii della 
forma : 

(7) R,(Hi, Ki) = O? 

(8) R,(H,, K,) = 0. 

Ad es. la (7) é, in base alle (5) e (6), una relazione tra P, Pi ,  Pz ed allora, 
eliminando P, Pi ,  P, fra ( 1 ) )  (3), (41, (7)  si ha unn relazione della forma: 

Operando nnalogarnente con le (S), (2), (3), (4), si avrh un'altra relazione: 

(10) W 2 i  P l i  PZ) = 0. 

Siccome poi per una W i raggi principali 2-,, Y, sono 1' uno fuiizione del- 
l'altro, le (9) e (10) equivalgono, in fondo, ad una relazione: 

x k l ?  PZ) = O, 
tra i raggi di curvature tangenziali principali, compatibile con l'altra fra i 
raggi principali ri, 1-, . 

Dunque: Soltanto nelle supejafzcie W i cui  raggi  d i  c u ~ . v a t u ~ . e  tangen- 
z in l i  pj;incipnli sono legati d a  u n a  relazione conzpatibile con quella che 
lega i m g g i  principali,  le falde dell'evoluta sono pu2.e supevfzcie W.  

Esistono di queste particolari W ?  Pei teorema di WE~NGARTEN il pro- 
blema di determinarle consiste ne1 trovare tutte le deformate di superficie di 
rotazione, che sono, al tempo stesso, superficie W; le loro evolventi sono le 
superficie richieste. 
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Le W elicoiddi, essendo applicabili s u  superficie di rotizione, rispondoiio 
a l  probleina, e cosi pure le superficie a curvatura costante, essendo falde di 
evoluta di superficie con ri - 1-, = cost.. 

I I  BIANCHI h a  espresso I'opiriione che all'infuori di queste non esistano 
al t re  classi di superficie W, falde dell'evoluta di superficie W. 

E cii, che dimostro partendo da1 ds' di  una superficie di rotazione sotto 
ln fornm normale : 

ds2 = due t r2dv2 ; 

allora 13 qiiistione di vedere conle bisogna prendere D, & D" in guisa d a  
soddisfare alle equazioni di CODAZZI che rie1 cas0 attuale sono : 

a quella di GAUSS : 
DD,r - D l 2  = - 

7 

ed all' altra : 

(4 De" + ?SPD, = 0, 

che esprime che l a  superficie richiesta é una W, giacché allora, essendo H 
funzione di K, e questa funzione di u soltanto, anche H é funzione di sola U. 
D a  quest'ultiina relazione deducinmo, a d  es. : 

( 4  D + r S D = 2 r U  

essendo U fuiizione di soIa u ;  allora la  (b) si scrive : 

Occorre dunque studiare il sistema delle equazioiii (a), (b'), (c), (d). Dalle ( c )  
e (d) deduciamo : 

(e) 
U & V U % t r " - D ' "  

D =  
9' 

9 
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Risolvendo rispetto a D,' e D,' risulta : 

Foi derivaildo la prima rispetto a v e la seconda rispetto ad u, identifi- 
cando le due derivate, e sostituendo n.1 posto di Di' e D,' le espressioni date 
dalle stesse equazioni, si ha un' eqiiazione in D' che ci darà necessariamente D' 
funzione della sola u ; allora le (e) ed (f)  danno anche D e D" funzioni di sola u. 
Le D, D', D coirvengono dunque O ad una superficie elicoidnle O ad una 
superficie a curvntura costante. 
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Mnggiorazioiie degli i~itegra~li delle equazioni totalmeate 
part-~boliche alle derivate parzia.li del secondo ordine. 

Memoria d i  MAURO PICONE (a Napoli) ('). 

Suiito. - S i  conseyuono semplici formole g e ~ e r a l i  ~nayy ioran t i  gli integvali, soggetti ad asse- 
ynate condizioni a l  contorno atte a determinarli, delle equazioni totalnaente paraboliche 
alle derivate p a r ~ i a l i  del second'ordine in due O pi& variabili  indipendenti. L a  ricerca 
offre numevosi nuoui risultati ,  fra i quali, per esempio, quelli concernenti i l  contpovta- 
~ n e n t o  all ' infinito de@ iwteyrali; i l  teorema d 'unic i th  per 1' annoso problema della pro- 
pagazione del calore in un mezzo concluttore i l l imitato,  ' senza l 'aggiunta d i  ulteriori 
ipotesi - affatto estranee a l  punto d i  v is ta  fisico - su1 co~npor tamedo  all ' infinito delle 
derivate della soluzione; le condizioni atte a determinare u in grande » gli  i n t e p a l i  
delle equazioni lineari alle derivate parziali  del primo ordine, ecc. 

SOMMARIO - CAPITOLO 1. Equazioni i n  due  variabili indipendenti  - 1. Teorenii preliminari - 2. For- 
mole d i  maggiorazione degli integrali del17 equazione (1) - 3. Problemi a l  contorno per 1' equa- 
zione (1) - 4. Applicazione a l  problema della propagazione del calore lungo una sbarra 
conduttrice - 5. Equazioni del primo ordine - CAPITOLO II. Equazioni in t1.e variabili ilidi- 

pendenti - 6. Lemma d i  Moutard - 7. Le tre forme tipiche per le equazioni totalmente 
paraboliche in t re  variabili - 8. Teoremi per l a  prima forma tipica (con applieazione al 
problema della propagazione del calore) - 9, Teoremi per l a  seconda fornia tipica - 10. Teo- 
remi per l a  terza forma tipica. 

Diciamo x,, x,, ..., x,, le coordiiiate del puilto qual~inque P del10 spazio 
euclideo S,,,,, a n dimeiisioni. Ne1 doininio T interimiilente coniiesso di S,,,, 
s ia~io  defiiiite l e  assegnnte fiinzioni reali : 

finite e coiitiiiue in T. L'equazione lineare alle derivate pnrziali del secoiido 
ordirie : 

(4) Ins igni ta  del premio Tenore  dall 'Accademia Pon tan iana  di  Napoli, ne l la  seduta  del 
10 gingno 1928. 
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dicesi totalmente pa~nabolica su T, se, per ogiii puiito P di 1; la forma qua- 
dratica nelle A : 

riesce semideKnita. P e i  fissare le idee supporremo sempie, iiel seguito, semi- 
definita positiva tale forma. E non è escluso che possn riuscire a,,(P) s 0, 
per tutti i valori degli iiidici h e k, che cioè l'equnzioiie possa ridursi ad 
essere del primo ordine. 

Le eqiiazioni lineari totnlioeiite paraboliche alle derivate parzinli del 
secondo ordine si preseiitano, coine quelle totalmente ellittiche, in parecchi 
importaiiti probleini di Fisica-mateiiîaticn,, ma., meiitre ohe per queste ultime 
la teoria è assai progredita ed ha  anche coiiseguito in pnrecchie parti LW 

definitivo assetto ormai classico, iioii cosi pub dirsi per le prime. 
Iri questn Meinoria voglirztno dedicarci alla ricerca - fin ad ora inai 

tentata,, se si eccettrxtt uii c:iso molto pnrticoln,re che sarh citato iii seguito - 
di formole di inaggiorazioiie per gli iiitegrali, verificniiti assegnate condizioiii 
al coritorno atte n determinarli, delle equa.zioni totalmente paraboliche. La 
capitale importanza di quelle formole iiei calcoli tl'npprossim~zione riiimerica 
dei detti integrali è statn receiiteineiite messa iii completa luce ('1. 

La ricerca offre nuove iiotevoli osservazioiii sugli iiitegrali delle equiizioni 
totalmente paraboliche, fra le quali citerb, per esempio, quelle del E j  3 su1 
comportaineiito iill'iiifinito degli' integrali, quelle dei $5 4 e 8 chc forniscono 
il teoreina d'uiiicitA per l'annoso probleina della propagnzioiie del etilore i ) i  

un mezzo coiiduttore jllirnitato, seuza l 'nggiuntn di ul ter io?i  ipotesi - a/: 

fatto estranee al pzmto d i  vista fisico - (7, sul cowpo~.tanbento all'infinito 

(i)  M. Prcox~, S u l  ~netodo delle   ni ni me potenze polzde~ate e su1 metodo d i  Il i tz  per i l  
calcolo approssimato ne i  probletni della I"isica-matematiecc. [ c  Bollettino delllUnione materna. 
tica italiana S, vol. V I  (19373, pp. 271-273; a Rendiconti del Circolo matematico di Palerrno B, 
tomo LI1 (1928), pp, 235-253). 

(2) Che cos1 sia stato conseguito un  atfeso progresso nella trattmïone analitica della que- 
stione è autorevolmente provato dalle segiienti parole che PICARD pronunziava, or son ven- 
ticinque anni, 'ne1 auo discorso Sur le développement de l'Analyse nzathématique et ses rapports 
avec quelques autres Sciences [Paris, Gauthier-Villars, 19051 tenuto a l  Congresso della Art i  e 
Scienze di Saint-Louis (1902) : 

a Il est parfois délicat de démontrer que des conditions déterminent d'une manière 
uniqiie une solution, quand on ne vent pas se contenter de vraisamblances; il faut alors 
prdciser la manière dont se  conduisent la fonction et  certaines de ses derivées. Ainsi, dans  
le problème de FOURIER relat i f  Ù un milieu indéfini, certaines hypothèses doivent être faites 
sur Zn fomtion et ses d'rivées premières c i  Pinfini, s i  l'on vent e'tablir que l a  solutioi~ est 
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delle derivate della soluzione, quelle dei §$ 5 e 10 sulle condizioiii ntte a 
deterininare in grande B gli integrali delle equazioni lineari de2 p ~ i n l o  09. -  

dine, le quali, rivelando circostaiize ben singolari, additaiio colrie assai inte- 
ressante un approfondito studio dei problenli in gr:iiide B anche per  queste 
ultime equazioiii. 

Pe r  semplificare 1' esposizione ci liinitereino qui a considerare, in un primo 
capitolo, le  equazioni in due variabili iiidipendenti e in un secoiido quelle iii 
t re  variabili. 

CAPITOLO 1. 

EQUAZIONI IN DUE VARIABILI INDIPENDENTI 

1. Teoremi preliminari. - L a  forma canoriica (sotto la  qiiale noi qui le 
coiisidereremo) delle equazioni totnlinente paraboliche in due varinbili iiidi- 
pendeiiti m e y, é, coru'è ben noto, la  seguente : 

ove n(x, y) b,(x, y), b,(x, y), c(x, y), f(x, y)  sono assegnate funzioni reali, coii- 
tiiiue ne1 dorninio internainente connesso T del piano (x, y), risultando sempre 
in 7': 

4% Y) 1 0. 

Designeremo con S-, (con S,,) quella parte della frontiera di T, se esiste, 
tale che per  ogni punto P,(xo, y,) a d  essa appartenente si pu0 determinare 
1111 numero positivo o per i11odo che tutti i punti le  cui coordinate ~ e r i f i c a n o  
le  limitazioni : 

x , - o < x < x ,  +a, y , - o <  y s y , ,  

( x , - a < X < % + o ,  y o s y <  y , + q  

sono coiitenuti in T, mentre quelli le  cui coordinnte verificano le limitazioiii: 

sono esterni a T. Designeremo poi con S la parte della froiitiera di 1' costi- 
tuita dai punti che non appartengono il& w K,, ri& a S,,, e porreirio 
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Per la frontiera di un cerchio non esistono le parti S-, e S,,. Per il 
rettangolo ABCD della figura 1, con i lati paralleli agli assi coordiiiati, la 
parte S-, della frontiera e costituita da1 lato CD privato degli estremi, la 

A 

l 
Fig. 1 

parte S+, da1 lato AB parimente privato degli estremi, la parte S dai lati 
BC e AD con i loro estremi, la parte Si dalla speezata DA + AB i- BC, la. 
parte S, dalla spezzata AD i- DC+ BC. 

Nelia figura 2 la parte S-, della froiitiera di 1' e costituita dai segizîeriti 

I 
Pig. 2 

AB, CD, EF, HK privati dei loro estremi, la parte S+, dai segmenti A'B', 
C'D', E'P', H'K' parimente privati dei loro estremi. 

Desigiieremo con n l'asse normale alla frontiera di T nei punti d i  8-, 
e di S,,, volto verso l'interna di T. L'asse 91 ha sempre la direzione del- 
l'asse y e verso contrario iiei punti di S-,, 10 stesso verso nei punti di S,,. 

Una funzione reale u(x ,  y) sarà detta integl-ale O soluaione della (l), 
iii Tl se: 

1') E contiiiua iii T; 
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2") nei punti interni a T e iiei punti di S-,+S+, è dotata delle deri- 
vslte parziali 

finite e contiuue, verificanti l'equazioiie (1). 
Coininciaino col diinostrare il teorema : 

1. Se nel donzinio T é senzpre 

su S.-, é sempre b,(x, y) O [su S,, é senzp?-e b,(x, y)  2 O], 

u n  i ~ ~ t e q r n l e  u della (1) non  pu6 ?lé in un punto intewzo a T 728 in z m  punto 
d i  S-, ( d i  S,,) avere u n  mininzo negntivo se f'(s, y) 5 0 ,  u n  nznssimo posi- 
t ivo se f(x, y ) z O .  E, ssupposto T l imilnto, n e  segue che se, ovunque in T ,  
è f(x, y) O, ogni iutegf .ale della ( 1 )  se i l zp~e  posiliao O nul lo sr6 S, = S+S+, 
(su S,= S 4- S-,) si consevvn tale in tut to T ;  se, ocunque in T ,  è f(x, y ) z 0 7  ogni 
i n t e g m l e  della ( 1 )  s e m p b e  neyativo O nul10 su S ,  = S + S,, ( su  S, = S + S-,) si 
consevva tale i n  tut to T .  

Ed invero, se, i n  un punto P,(x, ,  y,) interiio T, si verifica per la u uii 
minimo, si ha : 

u X X ( x O  7 YO! 2 '7 uZ(XO 7 Y,) = ",(xO 7 Y,) = 

e quiiidi, se u(x,, y,) < 0, riesce : 

e se si verifica un ninssimo si ha :  

uxz(x0, Y,) s O, ~ x ( % ,  y,) = q%, 2 / 0 1  = 0,' 

e quiiidi, se u(x,, y,) > 0, riesce : 

Se poi, il puiito P,(xO, y,) è su S-, e iii esso si verifica un miniino, si ha : 

e quiiidi, se u(x,, y,) < 0, poiche su S-, e sempre b,(x, y) 5 O, si ottieiie an- 
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cora la (2). Se, essendo sempre il punto 
massimo, si ha : 

e quindi, se u(x, ,  y,) >O, poichb su S-, 
cora la (3). 

Ne segue, ovvinmente : 
I'. Se nel dornini0.T é senzpre 

Po su S-,, in esso si verifica un 

x-xo = - uy(xo ,  y,) I O, ~ 1 1 1  y=$,, FI 
è sempre b,(x, y) 5 O, si ottiene an- 

c(x,  Y) < 0 
ed inoltre 

u n  integmle u della (1) non pub 218 i n  u n  punto intelvzo n T né i n  un  
punto di S-,+ S,, avere un nzininzo negativo se f(x, y) 5 0 ,  un  massinzo 
positivo se f (x, y) 2 O. 

Da1 teorema 1 subito si deduce il seguente: 
II. Il donzinio T sia lirnitato cd inoltre 

SU S-y sia serîzpve b,(x, y) O [su S.,, sia seinpq-e b,(x, Y )  2 O]. 

Se é possibile definire una funzione o(x, y) senzpj~ positiua in  T ,  ivi 
continua e dotata delle derivate pctrziali o,,, w,, o, finite e contiwe, pel* 
nwdo che, in P, visulti sempre 

allom, se, ovunque in T ,  é f(x, y) 5 O, ogni idegl-ale della ( 1 )  senpme posi- 
tivo o nul10 su S, = S + S,, (su S, = S + S-,) si consema tale in  tutto T ; 
se, ovunque i n  T, é f(x, y) 2 O, ogni integvale della ( 1 )  s e m p ~ e  negativo O 

?zullo su S, = S + S,, (su S, = S i- S-,) si conserva tale su tutto T .  
U 

Posto, infatti, v = -, si ha per v 1' equazione : 
W 

Sia f(x, y)40. Se l'integrale u della (1) è sempre positivo O nul10 su 
Si = S +- S,,, tale risulta l'integrale v della (4). Se questo prendesse, tal- 
volta iii T, valori iiegativi avrebbe i v i  un minimo assoluto negativo che do- 
vrebbe verificarsi O i i i  un  punto interno a ?" O i i i  uii puiito di s-,, il che è 

assurdo, in forza del tooremrt 1. Percib v è sempre positivo O nul10 ii: tutto T 
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e tale risulterh anche zc. Un ragioiiameiito analogo dimostra l 'altrt~ asserzione 
del teoreina, relativa al caso f (x ,  y) 2 O. 

Osserviamo che, se in T è seinpre c(x, y) < O, si ha gia E[1] -= c < O, e 
quiiidi sussiste la tesi del teoreina ora diinostrato, cib che del resto gih sta- 
bilisce il teoreina 1. 

Da1 teorema 1' si deduce il seguente : 
II'.' Il dominio T sia l in~itato ed ino2tg-e 

su S-, sia sempî-e b,(x, y ) l  O e su S,, sia senlpre b,(x, y) 2_ 0. 

Se è possihile de/%li~-e una fzcnzione o(x, y) s e m p ~ e  positira i n  T, iui 
continua e dotatn delle del-ivate pamiali  w,,, o,, o, finite e continue, pel- 
modo che, in T ,  ?~isull i  semp9.e 

~ [ k ]  < 0, 
crllora, se, ovuuque i n  T, é f(x, y) 5 O, ogni inlegrale della ( 1 )  senqwe posi- 
tivo O nul10 su S si conserva tale in tutto T ; se, ovunque i n  T, è f(x, y)>O, 
ogni integlVale della ( 1 )  senzpl-e neggntivo O nul10 su S si consema t ~ l e  i n  
t7ctto T .  

Da1 teoreina I I  subito discende il segueiite : 
I I I .  Se il dominio T è limitato ed inoltl-e 

(5) . in T é sempl-e a(x, y) > O, c(s, y) 5 O, 
su S-, é seînp?-e b2(x, y) 5 O [su S,, è semp?.e b,(x, y )  2 O], 

s i  gel-ipca la tesi del teovema I I .  
Dirnostrererno, iiift~tti, assai facilineiite, che, in  virtù delle (5), si pub co- 

struii-e la fiiiizione w ( x ,  y) del teoreiim II, sempre positiva i i i  T, per la quale 
ivi risiilti sempre B[o] < O. Posto 

si h a :  

e quindi, se si sceglie dapprima a i i i  guisil che i i i  1' riesca senîpre 

e poscia p in modo çhe risulti seinpre i i i  T 

si avrk sempre w > O e, poichè c(x, y) S O ,  si avra anche E[w] < 0. 
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Coine da1 teorema 1 si ricava. i l  teorema II, cosi d a  quest'ultimo teo- 
rema III si ricava i l  segueiite : 

IV. 11 dominio T sia l imitato ed inoll?.e 

in T sia sen2pr.e a(x, y) > O, 

su S-, sia sempve b,(x, y) 2 O [su S,, sict seînpre b,(x, y) 2 O ] .  

Se é possibile defiui9.e una funzione w(x, y) sempre positiva in T ,  i v i  
continua e dotnta delle de~. iva te  parzictli w,,, w,, o, finile e cont i~ tue ,  per 
modo che in T sia sempre 

E[w] 0, 

si cerificcc la  tesi del teoreuka II.  
Tale teoieina contieiie corne cnso particolaie il teorema III da1 q u d e  é 

stato dedotto. Ed invero, soddisfatte le ipotesi di qiiest'ultimo, basta porre 
o(s, y) = 1, per risiiltare 

E[o] = E[1] = c ( x ,  y) S 0. 

Cosi pure da1 teorema II' si ottiene: 
IV'. II doniinio T sia l imitato ed inol tre  

i t h  T sin se?îzp?.e A(X, y) ) O, 

su S-, si tc  sernpre b2(x, y )  L O e su S,, sic8 senkp?.e b,(x, y) 1 0 .  

Se è'possibile definit-e ln solita f i l i ~ z i o ~ i ~ '  W(X, y) senrplee positivu i n  T, 
Pei. ln qunle risul l i  ivi sempre E [ o l i  O, si vc/r.i@ca la  tesi del teo?*eînn II' .  

Dai teorerni II e IV si deducorio i seguenti : 
V. Se il dominio T é l imitato ed ino1t1-e 

su  S-, é senzp2.e b,(x, y) 2 O [su S,, è semp2.e b,(x, y) 2 Oj 

e si possono deteiwti~inve due  costanti a e S pers ~ijodo che I-iesca selnp7.e in T 

in T è semp1.e a(x, y) > O, 

su S-, è senzpre b,(x, y) O [su S,, è senzpVe b,(x, y ) Z  O] 

e si possono de tewzinare  due  costa~zti  a e p per modo che riesca sernpl-e i?z  T 
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Ed invero, posto o = eaX+By, si trova 

Il  teorema V ha di conseguenza il seguente notevole: 
VII. Se il dorninio T é limitato ed inoltre 

i n  T é senzpre b,(x, y)  < O[b,(x, y) > O], 

si verifica la tesi del teorema II. 
Infatti, posto cc = O, si pu6 senipre determinare una costante p positiva 

(negativa) per la quale si abbia, in tutto T, 

detti, invero, oe il minimo di Ib,(x, y) \  e M il massimo di c(x ,  y), basta pren- 

dere p > - P < - - . Si osservi che, allora, la funzione w per la quale riesce "( m 3 
E [ w ]  < O 6 data da eBY. 

Dai teorenii Ii' e IV' si deducono i seguenti: 
V'. Se il  dorninio T é linzitato ed inoltre 

e si possono deterntinare due costanti a e p pela nzodo che sia soddisfattn 
la (6), si verifica la tesi del teorema II'. 

VI'. Se i l  dominio T é Zimitato ed inoltre 

e si possono determinalse due costanti a e p per modo che sia soddisfattn 
la (7), si verifica la tesi del teorema II'. 

Terminiaino l'attuale articolo col seguerite teorema di cui faremo uso : 
VIII. Se il donzinio T è linzitnto e se iv i  é senzpre 

si pub deterrnina9.e una funzione w(x, y), m a i  negativa in T ,  per la quale 
?*isulti sem.pre iv i  

(11) E[w] 5 - 1. 
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Ed infatti, se, in primo luogo, supponiamo verificata la (8), detto y il mi- 
nimo in T di (c(x, y)  ( e prendendo per tu una costnnte positiva, si ha  : 

E[w] = wc(x, y) 5 - wy, 
1  

e perché risulti verificata la ( I l )  basta dunque prendere lu=-. 
Y 

Supponiamo, in secondo luogo, verificate le (9). Se si prende per tu una 
funzione positiva che sia funzione della sola y, si trova 

dzu dw 
E[w] = b2- + czu 4 b, -, 

d y  dY 

ma, detto m il minimo di 1 b,(x, y)I in T, si ha 

dz u  d w  dzu 
per b,<O e - > O ,  b --<-m- 

d~ d y  - d ~  ' 
d w  dzu dzu 

per b,>O e - < O ,  b - S m -  
d y  d y  -- d y 7  

e quindi E[zu] 5 - 1, tu 2 O, se 
y - min y 

per b, < O, si pone tu = 
r n '  

m a x y - y  
per b, > O, si pone tu = -- . 

m 

Supponiamo, in terzo luogo, verificnta la  (10). Per i punti di T si abbia 

I x I S ,  
e, detta a una costante positiva, si ponga 

si avrA percii, E [ w ] s  - 1, se sceglieremo a in guisa da risultare 
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se imporremo ad a la limitazione 

Con ci6 potremo dire che : 

P e sarit percid verificata la (13) se - e u 8 z  1, se cioé, iiisieme alla (14)) impor- 2 
remo ad a la limitazione 

Adilrique, nell'ipotesi che in T si verifichino le (IO), una funaione w mai 
negativa in T che soddisfi la (11) è data dalla (12), dove 6 é il iuassimo 
di /a ( in T, a e la  maggiore fra le quantith (14) e (15)) designaiido p il mi- 
nimo di a(x, y) in T e B il massimo di l b,(x, y) l .  

Osserviamo che: se, verificandosi le (IO), risultasse a($, y)?l, b,(x) y ) r O ,  
si soddisferebbe alla ( l l) ,  ponendo anche, pih sempliceniente, 

2. Formole di maggiorazione degli integrali dell'equazione (1). - Dopo 
i teoremi precedenti è ben facile conseguire la maggiorazioiie degli integrali 
dell' equazione (1) in condizioni assai generali. Per rendere piii espressive le 
formole adotteremo la seguente notazione : indicheremo con 

mina6 m a x ~ f ,  

rispettivamerite il minimo ed il massimo valore di una. funzione f (P)  in un 
insieme A di punti. sussiste il seguente teorema generale: 

I X .  Nelle ipotesi dei teoj-erna I I  O in quelle del teorema IV, supposta 
nota la funzione w, per l'integrale u della (1) sussiste la seguente fomzola 
d i  nzaggio~*azione : 

ove H designa un numero non inferiore al massimo in T d i  una funzione w, 
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i v i  m a i  negativa, per  la  quale r i su l t i ,  sempre in T, 

(18) EJw] 5 - 1. 

Nelle ipotesi del teorema II O in quelle del teorema IV, esiste intanto 
(cfr. teorema VIII) una funzione w, mai negativa in T, per la quale riesce 
verificatn la (18). E la dimostrazione del teorema VI11 ci dice che:  Nelle ipo- 

1 
tesi del teorema II si pub prendere per w la costante -, designando - y il 

Y 
massi,mo il1 T di E[o], e porre pertanto 

e se iiioltre é, in T, (b,(x, y)i O, si pub prendere per tu anche la funzione 
della sola y :  

y -  min^ y 
2 0  = 

 min^ (o j b, 1)' 
quando h,(x, y) < O, 

w =  maxT y - y quando b,(x, y) ;> O, 
mi ri^ (O 1 b, 1)' 

e porre, pertanto, in ogni caso, 

m a x ~  y -  min^ y. 
H= 

 min^ (O ( b,]) ' 
nelle ipotesi del teorema I V  si pub prei~dere per tu ln funzioiie della sola x: 

ove 

e porre quiiidi 

Se, pjh particolarinente, con E[o] O, riesce wn 2 1, 2aw, + b,w 2 0 si 
pu6 prendere per zo la funzione data dalla (16) e porre quindi 

H = 26? = 2 ( m a s ~ )  x; 1 ) 2 .  

Si ha in ta1 caso la circostanza notevole che il nuinero H non dipenda d a  o. 
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U 
Cib premesso, comincianlo da1 maggiorare la funzione v = -, verificaiite 

W 

1' equazione : 

&[VI = f. 
Porremo : 

1llRX~Ifl=M, IlltlX~, IUI=N, 
ed osserviamo che 

EJMw] - M, &[- MW] 2 M. 
Si h a  : 

e quindi, poichè 
su  S, riesce sempre MW - v + N Z O ,  

in base a l  teorema II O al teorema IV  possiamo dire che : 

(19) in T si avrh seinpre v 2 llfm + N. 
Si h a  : 

e quindi, poichè 
su S, riesce sempre - Mzo - v - 5 O, 

iii base al teorema II O al teorema IV  possinino dire che : 

(20) in T si avrk sempre - MW - N s  v. 

Sussistendo la  (19 e la  (20), si ha durique sempre iii T: 

cioè 

onde segue l a  (17). 
Al10 stesso modo, dai teoremi II' e IV' si deduce: 

IX'. Nelle ipolesi del teoî-erna II' O in quelle del teorenza I V ' ,  supposta 
gzota l a  funzione o, per Z'integraie u della ( 1 )  sussiste la  seguente fo?vrzola 
d i  maggioî-azione : 
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ove H designa un nunzero non infef-io?.e al nzassirno in  T d i  una funzione w, 
ivi tlzai negativa, p e r  l a  quale f.isulti, senzpre i n  T, verificata la (18). 

Offrono interesse i seguenti casi particolari del teorema IX :  
X. Se il dominio T 4 limitato e se 

Ed invero, si p& allora phme w ( x ,  y) = 1 e quindi E,[zc] r E[w] e 
(teorema VIII), per In prima delle (21), 

W =  
1 

 min^ 1 c l '  

XI. Se i l  dominio T é lirnitato e se 

ove 

Ed invero, si pub allora porre w ( s ,  y) e 1, e quindi E,[w] r E[w], e 
(teorema VIII), per le prime delle (23), 

1 
10 = - (e3aS ea(3+26)), 

a 

con le posizioni (25). 
XII. Se il dominio T è Zimitato e se 

Ed invero, si pub allora porre w  = 1, fI=2a2. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



totalmemte parnboliche alle derivate pnrziali del secondo orditte 159 

(28) 
si ha:  

XIII.  Se i l  d o m i n i o  T é l imi ta to  e se 

in T é sempre b,(x, y )  < O, 

ove 

[ > O, 

Ed invero, fatte le psizloni (31), si pu6 porre (teorema VII) w = &Y, e 
quindi 

donde (teorema VIII) 

(i) Nei casi particolari dei teoremi X, XI, XII il coefficiente c non prende in T valori 
di segno opposto; ne1 caso del teorema MI1 B il coefficiente 6 ,  che verifica tale condieione. 
Offre percib interesse il seguente esempio in cui, tolta l a  solita condizione per  b2 di conser- 
varsi non positivo su S-y, i detti coefficienti c e 6, possono comunque cambiare di segno i n  T. 

I I  dominio T sia contelzuto m l  dominio vettanyolare R di punti estreini (- 8,  p), (4 q) e 
le funzioni e e b, siano continue i n  R colt le loro derivate paraiali del primo ordine, essendo 
sempre ivi a(x, y) >O. Se, inoltre, 

X 

SU S-s è sempre b2(x, y)  5 0 ,  
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Dai teoremi X, XI e XIII, fattovi f (x ,  y) = O, se ne deduce che se ne1 
dominio limitato T sono verificate le (21), oppure le (23), oppure la (28) con 
la c(x, y) O, il massimo modulo in T di ogni integrale dell' equazione omo- 
geiiea E[u] = O é conseguito sulla parte Si = S + S-, della frontiera di T. 
Ma si ha, piii in generale, la notevole proposizione : 

XIV .  I l  dominio T sia limitato ed inoltre 

i n  T sia semplbe c(x, y) 2 0, 

su S-, sia sernpve b,(x, y) 5 0 [su S,, sia sempre b,(x, y ) 1  O]. 

Se é possibile costruive la solita funzione w(x, y) sernpre positiva in T ,  
per modo che r i su l t i  sempre i v i  E[w] <O,  i l  ntassimo rvtodulo d i  ogni inte- 
grale dell'equazione onzogenea 

8 conseguito sulla parte S, = S + S,, (sulia pa?-te S, = S + S-,) della fi-on- 
t iera  d i  T .  

Diciamo invero (cfr. la  dimostrazione del teorema IX) N il massimo mo- 
dido di u sii Si. Si h a  

ove 

Ed invero, se si pone 

w =  P 
 min^ a minT p'  

riesce a w  2 1, 2aw, + b,o = 0, E [w] 5 ~- 0, e si pub (qiiindi) porre H = 26*. 
La condizione (a) riesce soddisfatta, se, in particolare, il rapport~ bJ2a Q una costante k 

il cui quadrato non è mai siiperato in T da c. Adunque, per l'integrale u dell'equazione: 

k è costante, 
in T B sempre e s @ ,  su S.-y è sempre b$(x, y) 50,  

si ha la seguente semplice formola di maggiorazione 
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e poiche su Si  riesce sempre - u -+ N z 0 ,  - u - N S O ,  tali limitnaioni do- 
vranno sussistere (teorema II) iii tutto T; si avrk cioé sempre ivi 1 uI 5 N. 

Se si fa l'ipotesi che in T sia identicamente c ( q  y) = O, si pub dire, di 
pih, che il minimo ed il massimo valore di u sono coiiseguiti nella parte S, 
(nella parte 8,) della frontiera di T. Si ha ci06 il teorema: 

X V .  Il dowinio T sia lirnitato ed inol tre  

su S-, sia s e m p l e  b,!x, y)  5 O [su S,, sia seîupre b,(x, y)  > O ] .  

Se  é possibile costruire la  solita funzione w(x, y)  sentpve positiva in T, 
per modo che r isul t i  sewqwe i v i  

in pa~-t icolare,  dunque (teoremi III e VIII) se é sempre,  in T, a(x, y) > O, 
oppu?-e b,(x, y)  < O, [b,(x, y)  > O],  i l  rninimo ed i l  n~assinzo valore i n  T d i  
ogni integrale dell' equazione onzogenea 

sono conseguiti sulla parte  S, = S + S,, (sulla pal-te S, = S + S-,) della 
frontiera d i  T .  

Designamo, invero, con N r  e N", rispettivamente, il minimo ed il mas- 
simo valore di u su S i .  Si ha :  

e quindi (teorema II) poiçhè u - N' e N" - u sono positive O nulle su S,, 
tali si conserveranno in tutto T. 

Ne1 caso particolarissirno dell'equazione del calore : 

EUGENIO ELIA LEVI (') aveva gi& osservato, seguendo tutt'altra via, che, 
detta Y la massima ordinata dei punti di T, il minimo ed il massimo valore 
in T di una soluzione dell'equazione noii possono essere conseguiti in punti 
interni agli eventuali segmenti che la rettn y= Y ha a comune con la  fron- 
tiera di T. 

(1) EUGENIO ELIA LEVI, Sull'equazione cZel calore [U Annali di Mateinatica B, tom0 SIV  
della serie III (1908), pp. 187-2ô5]. 

Annali di Matematim, Serie IV, Tomo VIL 21 
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Osserveremo infine che da1 teorema IX', rielle ipotesi del teorema II' O 

in quelle del teorema IV', si deducoiio, con procedimenti identici, teoremi 
analoghi ai teoremi X, XI, XII, XIV e XV. Negli enuiiciati, le parti S, e S, 
della frontiera di T devorio essere sostituite con ln parte S in quelle contenuta. 

3. Problemi al contorno per l'eqnazione (1). - Nelle ipotesi del teo- 
renia II O in quelle del teorema IV la (17) dice che una soluzione dell'equa- 
zione omogenea (1,) identicamente riulln sulla parte S ,  (sulla parte S,) della 
frontiera di T riesce identicamerite nulla in tutto T e si ha pertanto il 
Teoremcc ct'zcnicitii : 

XVI. Nelle ipotesi del teorema II O in quelle del teorema IV, u n n  
soluzione dell' equazione : 

(1) WI = f, 
riesce perfettamente determinata in T quando ad essa si prescrivano i va- 
lovi sulla parte S, (sulla parte s,) della frontieq-a d i  T. 

Si ha pure, ovviamente : 
XVI'. Nelle ipotesi del teovemu II' O in quelle del teorerna IV',' u n a  

soluzione dell' equazione ( 1 )  riesce perfettamente detemninata in T ,  quando 
ad essa si presctnivano .i valori sulln pag.te S della fr-ontiera d i  T .  

Di grande interesse, specialmerite nei rigunrdi dell'applicazione ai pro- 
blemi di propagazione O di diffusione, é la considerazione dei problemi al 
contorno per l'equazione (1) ne1 caso che il dominio T sia illimitato. 1 risul- 
tati del numero precedente consentono assai facilmente di conseguire i teo. 
remi che andiamo ad enuilciare e a dimostrare, la  cui importanza nelle indi- 
cate applicltzioni snr& messa in luce con qualche classico esempio particolare. 
Un primo teorema 6 il seguente : 

, 

XVII. Il dorninto T sia ili imitato, ed in0ltr.e 

in T sia sernpt-e c(x, y) 5 O, 

su S-, sia s e m p ~ e  b,(x, y) ( O  [su S,, sin seiwpre b,(x, y ) Z  O],  

mentlue ad ogni dorninio limitato T', contenuto in T, sin sempre possibile 
fur colv-ispondet-e la  solita funzione w(x, y) senzpre positiva in Tt, per la  
quale t*iesca sernptee iu i  E[o] <O. Le funoioni conlinue y(P) e @(P), del 
punto P(x, y), siano assegnate e definite, la pri9ila sulla pasmte Si (sulla 
paf-te 8,) della fimontiet-a d i  T ,  la  seconda in T ,  e, quando sia i l l imitata lu 
parte S, ( la  pnvte S,) della fi-ontiera d i  T si abbia : 
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Allal-a, u n a  soluzione u dell'equazione ( 1 )  viesce conzpletanumte delev- 
minata i n  T ,  quando ad essa si pleesc?-iva d i  vet-ificaî-e le condizioni : 

Il teoreina sarh dimostrato, se faremo vedere die  unn soluzione u dell'equa- 
zioiie oinogeiiea E[u] = O  che verifichi le condizioiii (32) per y (P)  = Q(P) - O, 
riesce ideilticamente iiullt~ in 5". Sin Q un puiito arbitrariame~ite fissnto di T- Si 
e dicianio E un iiuinero positivo arbitrariaineiite scelto e TB quel doniiiiio limi- 
tato comuiie R T e ad 1111 domiiiio quadrato di ceiitro 11ell'origiiie O delle 
coordiiiate e di semidimeiisione R talineiite grande che coiiteiiga Q nell'iii- 
teriio e si abbia iiioltre, per ogiii punto P di T, 

1 u(P) ( < E, quando una delle (x 1, ( y ( 6 2 R. 

Iii questo dominio lirnitato TB sono verificate tutte le ipotesi del teo- 
reina XIV, ed inoltre nella parte Si della sua frontiera si ha seinpre / u ( P )  ( < E ;  

lie segue, in base al teorenia ora citato, 1 u(Q)  < E. 

NoteuoZe corolCn~*io del tewernc~ XVII.  - 11 do~?ainio T sin, in parti- 
colare, i l  semipiano y s h (y % h), ed inoltve 

in T sia sempf-e c(x, y) 5 O, 

per ogni valore d i  x sia b,(x, h) 2 O, [b,(x, h) 2 O], 

 ment^-e ad ogni dominio lirnitcto T', contelzuto in T, sia senzp?-e possibile 
fat* cowispondeve la  solita funzione w(x, y) senvpve positiva in T', pev la  
quale ~ i e s c a  senzpw i v i  E[w] < O. Cornunque si assegni in T l a  funzione 
continua Q>(P), u n a  solz~zione dell 'squnzione ( 1 )  rrqiesce co~npletnmente detefa- 
m ina ta  in T quando ad essa si prescriva la condiz io~te:  

lim [u(P) - Q(P)] (su T) = O. 
P-00 

Pevtanto : Se c =O,  ogni soluzione dell 'equazione omogenea (1,)  che n o n  
sin ne1 sentipiano T u n a  costante, non  pub ma i ,  ne2 nientve iZ punto P si 
allontnna su T a d is tanzn  infinita, tende9.e ad un l imite  detemninato e 
finito. Cib a v v e ~ . ~ d ,  per csempio, in ogni semipiano y h, pe?. l 'equazione 
del calove : 

L'aggiuiita di ulteriori ipotesi su1 donlinio illiniitato T e sui coefficienti 
della (1)) coiiseiite di assicur~tre l'unicitii dell'iiitegrale dellit (1) verificaiite 
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coiidizioni assai meiio restrittive delle (32). Per addivenire ad enunciati brevi 
iutrodurreino la. iiotazione seguente : Se per i'iiisieme illiinitato A, di punti 
del piano (x, y) si ha maxs y = -t- oo (minA y = - ao), se cioè A si esteiide a 

distaiiza infinita nella, direzione e iiel verso dell'asse y (dell'asse -y), per 
ogni assegnata quaiitita Y derioteremo con A(Y-j [con A ( Y t ) ]  quella parte 
di A liiogo dei puiiti la cui ordiriata non è superiore a Y (11011 è inferiore a Y). 
Evidenteinente, A ( Y - )  e A(Y+) esistono sempre se Y e di modulo sut'ficieii- 
temeiite grande. Cio posto, si pub diinostrare il teorema : 

XVIII. S e  alle ipotesi del teovema pluecedente si  aggiungono le se- 
guenti  : 

m a x ~  y = + 00,   min^ y = - w), 

i l  coeflciente b,(x, y), al t e n d e w  d i  y vegw f- = (vemo - oo) viesce defi- 
ni t ivamente non  positivo (non  negativo) e ,  quando la  parle  S ,  (la parte  S,) 
della f?'ontiem d i  T sia i l l imitata,  9-iesca, per ogni Y ,  

allora, u n a  soluzione u dell 'equazione ( 1 )  9-isulta completanbente detemzi-  
na ta  quando ad  essa si prescrive d i  veg-i/icag.e, pev ogni Y ,  le condixioni:  

Ed invero, se, per la, soluzione u dell'equazione omogenea (l,), riescono, 
per ogiii Y, verificate le (33) supponendovi cp(P) r @(P) =O, dico che, comunque 
si scelgn il puiito Q(x,, y,) di T-S,, si ha u(Q)=O. Fissato, iiifatti, un valore 
di Y talmente grande da  risultare h,(x, Y ) s O ,  Y> y,, per il tiominio T(Y-)  
vengono a verificarsi tutte le ipotesi del teoreina XVII ed il piinto Q appttr- 
tiene a quel dominio. 

Pub dnrsi Che, pur esCendendosi illimitatainente il domiiiio T nella dire- 
zione e iiel verso dell'asse y (dell'asse - y) riesca, per ogiii Y, sempre liini- 
tato il dolninio T'(Y-) [il domiiiio T(Y+)];  d o r a  nelle ipotesi del teorema 
precedeiite, fra le quali, come assicura il teoreina XVI, si pub soppriniere 
quella riguardaiite il segno del coefficieiite c ( x ,  y), si pi10 evidentemerite dire 
che la soluzione u della (1) risultit completamente determinata col prescri- 
verle soltanto la prima delle due condizioiii (33). Fer altro, riuscendo allora 
priva di significato la secoiidn di dette condizioiii, possiaino ritenere clle ln 
circostanza ora indicata sia pur essa implicitameiite enuiiciata ne1 teorema 
pr ecedente. 
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Da1 teorenm XVII si deduce il seguente: 
X I X .  Il donzinio T sia illimitato e si verifichino, p l *  il  vesto, tutte 

le ipotesi del teorenla II O tutte quelle del teorema IV. Le fmzzioni y(P) 
e @(P) siano assegnate e definite, la p ~ i m a ,  sulla pu?-te S, (sulla parte S,) 
della f~=ontie~.a d i  T ,  la seconda in T e, quando sia illimitata la pu- te  S, 
(la parte S,) della fi-0ntier.a d i  T ,  s i  abbia: 

Allova una soluzione u della ( 1 )  ?+esce con~pletanzente detemainata 
quando ad essa si pl-esclive d i  verificare le condizioni: 

1 
iim U ( P ) - @ ( P )  (su T)=o .  i w 

Ed invero, dico d i e  unn soluzione u de117equazio11e oinogenea (1,) clie 
verifichi le (34), suppostovi y(P) = @(P) =O, riesce identicamente iiulln in T. 

La funzione v(P)  = '(') -- é soluzione dell'equazione 

alla quale, appurito, nelle ipotesi del teorema II O in quelle del teorema I V  
si applica il teorema XVII. Ma v(P) è ideriticamente nulla su Si ed è infini- 
tesima all'infinito, e quindi v(P)  = O, e pertanto u ( P ) r  O. 

Con dimostrazione analoga si stabilisce il seguente teorema : 
X X .  Sia i n a x ~ y  = + oo (minT y = - oo) e il coeflciente b,(x, y), al teu- 

dere d i  y verso +- w (ve~*so - oo) riesca definitivamenie non positivo (non 
negativo). Se, per ogni Y ,  il donain20 T(Y -) [il dominio T(Y +)] ve~ificct, 
pur ~ i su l tando  illinzitato, tutte le 9-imanenti ipotesi del teol-ema I I  O tîttle 
quelle del teo13euza IV, detta o(Y, P )  la solita funrione relativa al donzinio 
T(Y -) [a  T(Y +)], per la quale s-iesce iv i  E[w(Y, P)] O, supposto che, quando 
lu parte S, (la pade  S,) della f i*~n t ie?~a  di T sia illinzitata, s i  abbia, pel- 
o g n i  Y, 

nllora, una soluzione u della ( 1 )  j*isulta coînpletamente dete~miîznta quundo 
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nd essa si presc?-ive d i  verifleare, peg* ogni Y, le condizioni: 

\ u(P) su S, = cp(P), [u(  P) su 8, = fp(P)], 
(35) u(p)-'(p)[s~T(Y-)]=O, u(P) - a( 1') / lim [su T'(Y+)] =O). , P-Cp 4y7 Pl 

Trdasciaino di enuiiciare, ci6 che sarebbe ben facile, i teoremi clîe do- 
vreinmo desigiiare coi1 i nuineri XVII', XVIII', XIX', XX' i quali sussistoiio 
iiell' ulteriore ipotesi che, su S-, sia seinpre b,  5 O e su S+, sia sempre b, 20, 
oppure che si verifichino tali diseguag1i;aiize definitiva.meiite, al tenderedi 1 y1 
verso infinito. 

4. Applicazione al problema della propagaxione del calore lungo una sbarra 
coiiduttrice. - Una sbarrn sottile filifornie abbia l'arco x e, per la sostaiiza 
di cui essa è costituita, rappresentino : 

h(x) e h(x) i coefficienti di coiiducibilitk terniica interna ed esterna; 
6(x) la deilsith; 
y(x) il calore specifico ; 
q(x) e l(x) 1' nrea e il perinietro della sezioiie della sbarra, d' ascissa 

curviliiiea x. 
Detto y il tempo, la temperatura u(%, y) della sbarra ilella sua sezioiie x, 

al tempo y, riesce soluzione deli'equazione totalmeiite parabolica del se- 
coiid' ordine : 

ove t(x, y) rappreseiita la teinperntura nella sezioiie a e al tenipo y dell'iii- 
volucro. Si poile il problema: 

Suppostn la sban-a sprovvista di punti temzinali, ci02 l'ascissa x dei 
suoi punti varinbile, da  - oo a + ce, nota ln tempevatm.a U(x) della sua  
seaione x al tempo y = O, cn1cola1.e la tenzpe?.atu~*a u(x, y) ~wgl i  istanti 
succ~ssivi. 

MRIICR, nllne~lo pei. qiiaiito mi coiista, la diinostrazione, foridata sulle pih 
evideiiti cir'costrtiize fisiche, che lin tale problema sia ariditicamente deternii- 
iiato dalla (37) e dalle poste coiidizioni iiiiziali ('). Noi, sulla base dei risultati 

(*) Nelle dimostrazioni che si trovano nei trattati di Fisica-mateiiiatica del teorema 
d'nnicità per i problemi d i  propagwzione d ~ l  calore 8, in generale, essensiale l'ipotesi che il 
corpo conduttore sia limitato. 
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coriseguiti in cib che precede, possiamo assai semplicemente dimostrare al 
riguardo il segueilte teorema : 

XXI. Se, durante ogni inteî.vallo di tempo (O, Y) ,  ?miesce, al val-iure 
d i  x da - CO a + ca, limitata la fumione s(x, y), se, del pavi, riesce linai- 
tata la Jzdnzione U(x), e se esistono due costanti positive cc e S, ln pî.ima 
essendo minore d'uno, taEi che, al tendere di x all'infinito, risulti defi- 
nitivamente : 

la tetnpeî*atura u(x, y) della sbarra i n  ogni sua sezione x è analiticamente 
ben determinata in ogni istante dall'equazione (37), se ne è dato i l  vnloî-e U(x) 
all' istante iniziale y = 0. 

Riesce fisicamente evidente che, in ogni intervallo finito di tempo (O, Y), 
la temperatura u@, y) deve essere una funzione di x e di y  essa pure limi- 
tata;  e bisogna pertanto dimostrare che una soluzione u(x, y) della (37) 8 
completamente determinata ne1 semipiano positivo T, ci06 per y  2 O, quando 
le si prescrivano le condizioni : 

a) u(x, O)= U(x), per ogni valore di x ;  
b) per ogni Y ,  la u(x, y )  è funziorie limitata nella striscia T(Y-), cioè 

per O s y S  Y. 
Se faremo vedere che esiste una soluzione a($, y) dell' equazione omogenea 

sempre positiva in T e tale che, quando il punto (îc, y) si allotitana, s u  T, a 

distanza infinita, tende all'infinito, l'unicit& della u(Z, y )  risulta senz'altro da1 
teorema XX. Si ba  invero, allora, per ogni Y ,  

Se prendianio per X(x) l'integrale di quest'eqiiazione che verifica le 
condizioni iniziali 

X(0) = 1, X'(0) = O, 
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possiarno dire che esso è sempre decrescente per x crescente da - oc a zero, 
e sempre crescente per x cresceiite da zero a t o o ,  che si ha cioè 

X(x) 2 1, X'(x) < O per x < O, Xf(x) O per x > O. 

Dico che : 

(41) lim X ( x )  = t oo. 
X M b 3  

Dalla (40) si trae 

e quindi 

e pertanto, quando LE è abbastariaa. grande (poniamo per l a 12 H), in virtii 
della (38), 

donde, per essere, quando 1 x 1 2 H, 

segue la (41). Fer la soluzione a(%, y) della (37) data dalla (39), si ha dunque 
sempre a($, y) > O e 

lim O($, y)(su T)= + CO. 
("7 1) - 

Se la sbarra è oinogenea e di sezione e calore specifico costanti e se il 
coefficiente di conducibilità termica esterna è iiullo, scelte opportunnmente le 
unith, di misura, la (37) fornisce : 

Alla stessa equazioiie verificn la temperatura di 1111 corpo coiiduttore omo- 
geneo di coiiducibilità teriilicn e di calore specifico costanti, ohe si esteiide 
all'iiifinito in tutte le direzioiii, iiell'ipotesi che detta temperatura possa rite- 
nersi funzioiie, oltre che del tempo y, dell'uriica coordinntn x. 

Una soluaione della. (37,") 6 

O(%, y) = ey cosh x, 
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e pertanto, il teorema XX ci assicura che iina ~oluzioiie di quest'equazione 
è completamente determinata ne1 semipiano positivo, col prescriverle 1s con- 
dizioni : 

(1) u(x,  O)= U(x), per ogni valore di LC ; 

b') per ogni Y& O, si ha  lim !@%@ [su T(Y-)] =O. 
(O, y) - 00 ~ 0 s h  x 

Deve, necessariamente, risultare allora 

U(x) lim - = 0, 
z,,  COS^ x 

e pertanto si verifica immediatanieiite che In formola di POISSON : 

fornisce la  soluzione u della (37,,) verificante la condizione a) e b'). 
Ne1 COUPS dYAnalgse mathkntatique del GOURSAT trovasi conseguita, con 

ben altri procedimenti, il risultato che uria soluzione della (37,J riesce com- 
pletameute determinata ne1 seiriipiano positivo y z O ,  e data dalla (42), col 
prescriverle la condiziorie a) e, in luogo della b'), la seguente : 

b") per ogni numero positivo K si deve avere:  

iim w) (SU TI= lim [J- au] (SU T )  = O .  
(O? y) - (O, - eKx9 3% 

La nostra condizione b') non prende in veruna considerazione il cornpor- 
au 

tamento all'infinito della derivata -, ci0 che ci h a  consentito, per esempio, a$ 
di pervenire a l  teorema XXI di significato fisico. 

Un secondo problema che si pone per la propagazione del calore lungo 
una sbarra sottile rettilinea, per il quale si pub dimostrare che le condizioni 
prescritte alla temperatura valgorio a determinarla analiticamente, é il seguente : 

Supposta la s b a w a  conduttrice dotata d i  un solo punto terminale 0, 
nota la tentperatuva U(x) nella sua sezione x al  tempo y = O e la tempe- 
va lura  V(y) nella sua sezione ter9ninale in ogni istante y, calcolare la  
ternperatu9.a u(x, y) nella sezione x, al tempo y. Si dimostra invero il 
teorema : 

XXII. Contunque si assegni la funzione continua V(y), p u m h é  al 
tempo y = O coincida col valore della U(x) neEla sezione terminale  della 
sbnrra, se sono vevificate t u t t e  le ipotesi del teolmema X X I ,  la tempeva- 

A n d i  di Matematéca, Serie IV, Tomo VII. 22 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



170 M. PICONE : Maggiorazioute degli iuttegrali delle eqtmzioni 

tuva U(X, y)  della s b a ~ r a ,  in ogni sua sezione x, F! analiticawaente ben detel.. 
minuta in ûgni istante se ne è dato i l  valore U(x) nel17 istante iniziale y = O e 
se é data, i n  funzione del tempo, la tempevatuva V(y) della seaione tewninale. 

Riesce, invero, fisicamente evidente che, in -ogni intervallo firiito di 
tempo (O, Y) la temperatura u(x, y) deve essere una funzione di x e di y, 
essa pure limitata; pertanto, supposto che la sbarra si estenda sull'asse x, dal- 
1' origine O verso + 00, bisogna diinostrare che uria soluzione u(x, y) della (37) 
è completamente determinata ilel primo quadrante T del piano (a, y), cioé 
per x 2 O e y / O, quando le si prescrivano le colidizioni : 

a') U(X, O) = L7(x), ~ ( 0 ,  y) = V(y), per x 2 O e per y 2 O ; 
b) per  ogni Y > O, la  u(x, y) è funzione limitata nella striscia T(Y -). 

Ci6 risulta, seiiz'altro, da1 teorema XX, in virtu dell'esistenza, dianzi 
stabilita. di una soluzivne o(x, y) dell'equazione omogenea (37,) sempre posi- 
tiva in T, infinitnmente grande all'infinito, su T. 
. Ne1 caso particolare dell'equazione (37,J possiamo dire che una sua solu- 
zioiie riesce completamente determinata ne1 primo quadrante T ( x 2  O, y 2 O), 
c,ol prescriverle le condizioni : 

a') u(a, O) = U(x), u(0, y) = V(y), per 2 0 e per Y 2 0 ; 

b') per ogni Y > O, riesce lim - [SU T(Y-)] =O. 
( , y )  -, cash x 

Facciamo, in ta1 caso, l' ulteriore ipotesi che sin U(x) = O. Supposto al- 
lora V(0) = 0, si verifica immediatamente che la nota esprcssione : 

soddisfa le condizioni a') e b') ; si trova anzi, per essere 

identicamente nulla 

riesce infinitesima 
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Cade qui a proposito il notare un'sltra utile espressione della soluzione 
u(x, y) della (3'ioO) verificante le condizioni a') e b') nell'ipotesi U(x) = O  e 
che la V(y) sia dotata di derivata continua. Se si pone 

si ha  UIIN soluzione della (37,,), ne1 quadrante T, verificaiite le coiidizioiii b') 
nonchè 1' altra u(x, O) O. Volendo che risulti altresi u(0, y) = V(y), si pone 
per y(?) 1' equazione di ABEL: 

donds 

5. Equazioni del primo ordine. - Se si suppone a(x,  y) =O,  la (1) si ri- 
duce alla seguente equazione del priino ordine 

ebbeiie, ripetendo su questn l'analisi svolta in ci6 che precede per l'equa- 
zione (1) si conseguono risultati di una natura tutt'affatto nuova che andianio 
rapidnmente a stabilire. 

Considereremo ora anche le parti S-, e S+, della frontiera del dominio T 
che si defiiiiscono come le parti S-, e S,,, scainbiando x con y. Designe- 
remo ora con S la  parte della frontiera di T costituita dai punti che non 
nppartengono a S-, + S+, + S-, + S+, e per dare agli eiiunciati che se- 
guono forma piu siiella, converremo di indicare con [ llasse x O l'asse - x 
e quiiidi con SE 1s parte S+, O la parte S-, della frontiera di T, con q 1' nsse y 
O l'asse - y e con S, la parte S,, O la parte S-, della froiitiera di T. Indi- 
chererno poi con SE, l'iusieme degli eventuali puiiti della froiitiera di T, cia- 
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scuno dei quali è sirnultaneamente punto terminale di un segrnento di Si e 
di un segmento di 8,. 

Nella figura 3 i seginenti CE, RP, privati dei loro puiiti termiiiali, costi- 
tuiscono la parte S-, della frontiera di T, i segmeiiti SL, D'Ti, KT, priviiti dei 

Fig. 3 

loro punti terminali, la parte S+,, i segmenti AB, EF, HK, PQ, privati dei loro 
punti terminali, la  parte SM,, i segmenti CD, L M  privati dei loro punti ter- 
ininali, la  parte S,,, i piiriti L e K la parte S,+,,,-,,, il punto C la parte 
S, -,,, +,,, il punto E la parte S( -,,,-,,. 

Una funzione u(x,  y) sark detta integg-ale O soluaione della ( l ) ,  iii T, se :  
Io) e continua in 7'; 
2") nei punti interni a, T e nei punti di S-, + S+, -1- S-, '4- S+, -+ 

-t- S,-x,,-y, + &r,(+y, + S,+d,+y) + S(+x)(+v, è dotata delle derivate parziali 

fiilite e continue, verificaiiti l'equazione (43). 
Sussiste il teoreina : 

XXIII. Se 2 senqwe ne1 donzinio T ,  

ed inoh-e b,(x, y) su Sc ha il segno di  5 O 2 nullo e b,(x, y) su S, Im il 
segno di 7 O è nullo, ogni soluaione della (43) non pub né i n  un punto i72- 
tel-no a T n é  i n  un punto d i  SE + Sv + Si, ave7.e un  .rnin,imo negatico se 
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f(x, y) 5 O, ula mrlssimo positivo se f(x, y) 2 0. E, ssupposlo T Eiînitalo, n e  
segue che, S P ,  ovunque i n  T, B f(x, y ) g  O, ogni i n t egmle  della (43) sempre 
positiljo O 12~110  SU S + S-c + S-,, - - Si.,, si come~-va  tale in lul to T; se, 
ouunque in T, é f(x, y) 2 0 ,  ogni in tegmle  della (43) senaplte negativo O nullo 
su  S -t- +- S-, - S E .  si conserva tale in tut to T. 

Ed invero, se  ne1 puiito P,(x,, y,), interno a T, si verifica per la u uii mi- 
nimo od uii rnassii-i.io iiegativo oppure un iniiiimo od un iiiassiino positivo, si  h a  : 

Se  il punto Po é sii SE oppure s u  Sv, ed in esso si verifica un iniiiinîo, 
riesce uy(xo ,  y,)= O e u,(x,, y,) del segiio di 5 O nullo, oppure u,(x,, y,)= O 
e u,(x,, y,) del segiio di y O nullo, e quiiidi s e  zc(x,, y,)<O, sussiste seiiipre 
In priina delle (44). 

Se  il punto Po è su S:,, ed in esso si verifica un iîiiiiiiîio, riesce u,(x,, y,) 
del segno di 6 O iiullo, e u,(x,, y,) del segno di  y O iiullo, e quiiidi se 
u(x,, y,) <O, si ha  di nuovo la  prima delle (44). 

Se il punto Po B su 5; oppure su  S,, ed in esso si verifica uii inassimo, 
riesce uy(xo, yo)=O e u,(x,, y,) del segrio contrario di 6 O nullo, oppure 
um(xo,  yo)=O e u y ( x o ,  y,) del segno contrario di 7 O nullo, e quindi se 
u(x,, y,) > O ,  sussiste seinpre ln seconda delle (44). 

Se  il punto P, B su Sg,, ed in esso si verifica un nîassimo, riesce u,(x,, y,) 
del segno contrario di 5 O nullo, e u,(x,, y,) del segiio contrario di q O niillo, 
e quindi se  ~ ( x , ,  y,)> O, si  h a  di nuovo -la seconda delle (44). 

I l  t e o r e m ~  dimostrato e ricco di iminediati corollarii che, nonostnnte siai10 
degni Cesse r  notati, vogliamo, tuttavia, tralnsciare di enunciare sistematica- 
mente per amore di brevitk. Un'eccesioiie faremo soltanto pe r  l a  segueiite 
curiosa proposizione : 

X X I V .  Sin T il dorninio vettnngolare dete~wainalo dalle l imitazioni  : 

1' unicn soluzione, in T ,  dell'equnzione lincal-e omogenea del p- in t 'o?dine  : 
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é lo zelso. Pe?.tanto, 1' assegnal-e in T ,  per u n a  funz io l~e  u finita e continua 
con le sue derivaie p.inte, i l  valore d i  E[u], deielvnina comple ta t~en te  la 
funzione. 

Ed invero, in forza del teorema precedente, ogni soluzione u(x,  y) della (43,) 
non pub avere in  T né uri minimo riegativo, né un massimo positivo, sarA 
dunque sempre, in T, ~ ( x ,  y ) z O  e u(x ,  y ) s O ,  donde u(x, y)=O. 

L' esempio dell' equazione 

Che, ne1 rettangolo di punti estremi (- 1, - 1) e (t 1, + l), possiede la solu- 
ziorie se + y" suscita appunto i' impressioiie di curiosith per la proposizioiie 
enunciata. 

Corne da1 teorema 1 del ri." 1 segue il teorema II del10 stesso riumero, 
cosi qui da1 teorema XXIII si deduce il seguente : 

XXV. Il  donzinio T sia Einzitato ed i n o l t w  b,(x, y), su Se, ahbia i l  
segno d i  6 O sia nzdlo e b2(x7 y), SU Sn, abbia i l  segno d i  7 O sia ?~ul lo .  Se 
è possibile definive in T u n a  fu~zzione o(x, y) semp18e positiva, continua e 
dotatn d i  devivate pal-ziali w, e o, finite e continue, per modo che, in T, 
visul t i  senzpre 

E[w] < 0 ; 

allova, se, ovunque in T, é f(x, y ) s O ,  ogni soluzione della (43) s e n z p e  po- 
sitiva O nulla su S i- S-5 + S-, - S;, si conserva tale in tut to T; se, ovunque 
in T, é f(x, y j 2 0 ,  ogui soluzione della (43) sempve negativa O nu l ln  su 
S + Sv: -k S, - SE, s i  conselwu tale  in tut to T. 

Ne seguono i teoremi : 
XXVI. Se  i l  dominio T 2 liutitato ed inol tre  b,(x, y), su Sc, h a  i l  

segno d i  5 O è nullo e b,(x, y), su S,, ha  i l  segno d i  y O é nullo e si  pos- 
sono dete?wzinm-e due  costanti a e p pev modo che viesca s e q ~ e  in T 

ah,@, y) + Pb,(x, y)  + ~ ( $ 7  Y) < O, 

si uel-ifica la tesi del t e o ~ w m  XXV (cfr. teorema V). 
XXVII. Se  i l  dontinio T é l imitato ed inoltî-e i l  coeprlicieule b, (il 

coeficiente b,) si nzantiene i n  T sernpve divel~so da  zero,  nzentl-e i l  coefi- 
ciente b, ( i l  coeplicienle b,) ha  su S, ( su  St), qunndo ~zoa  è nullo,  i l  segno 
d i  y ( d i  E ) ,  si verifica la tesi del teo~*ema XXV, t lesig~tnndo 5 (designondo y) 
l'asse che ha  i l  segno d i  b, ( d i  b,) (cfr. il teorema VII). 

X X V I I I .  Nelle ipotesi del teotBeîîza X X V ,  supposta nota la funzione o, 
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pev l ' integrale u della (43) sussiste la seguente fomzola d i  ntaggiorazione: 

ove Z = S + S-E + SL, - Si, e H designa u n  numeJWo non  inferio9.e al ~, tassiwo 
in T d i  u n a  funzione w, iu i  ma i  negativa, pe7- l n  quale r isul t i ,  sentp1.e in T ,  

EJw] 5 - 1. 

Si pu6 porre (cfr. teorema IX) 

H = -  1 
m a x ~  E[w] ' 

oppure, se in T é seinpre 1 b, 1 +O, ( 1  b, 1 +O), 

X X I X .  I l  donhinio T sin lirnitato ed i n o h - e  in T sia senzp9.e 

C($, Y) 5 O, 
e b,(x, y), su SE ,  abbia i l  segno d i  5 O sia nullo, b,(x, y), su S,, abbia i l  
segno d i  rj O sia nullo. Se  è possibile ~ o s t v u i ? ~ e  lcl solita funzione o ( x ,  y), 
sempre positiva in T, pet. modo che risul t i  sempre i v i  E[w] <O, i l  massimo 
rnodulo d i  ogni i n t egmle  dell'equazione omogenen 

2 conseguito sulla parte L = S + S-e -t- S-, - Sg, 

1 
della f i -on t i e~a  d i  T. Se 

Fig. 4 

in T é identicamente c(x, y)=O sull'indicata p a d e  2: si conseguono i l  nii- 
ninzo ed i l  mininzo valove d i  ogni integrale (cfr. i teoremi XIV e XV). 

Vogliaino notare talune conseguenze notevoli degli iiltimi teorerni ottenuti. 
Le funzioni b , ,  b,, c, f siano assegnate ne1 rettangolo R della figura 4, di 
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vertici A, B, C, D, con i lati paralleli agli assi coordinati e sia sempre, in R, 

Si possorio allora defiiiire (cfi'. teorema VII) due funzioiii wr e w" sempre 
positive in R per le quali risulti sempre ivi 

ôwf awr amrr awrf 
b , - t b , - + c o r < O ,  - b 4 - - b , - - c ~ " <  O . ,  

ax a~ 2% JY 

Dico che, se b,(x, y )  ha sempre in  R, quando non è nullo, il segno di b, 
(il segiio contrario), comuiique si fissi in  R una curva semplice terminata ai 
vertici A e C (ai vertici B e D) del rettangolo R, una soluzione in R del- 
I'equazione omogenea (43,,) che sia identicamente nulla su L & tale in tutto R. 
Dei due dominii secondo cui la  curva 2 decompone il rettangolo R diciamo T' 
quel10 che contiene il vertice B di R e T" l'altro. 

In virtU del teorema XXVIII si h a :  

donde u r O in R. Ne segue che : 
Una soluzione i n  R deiZ'equazione E[u] = f, é completamente determi-  

nnta i n  R quando se ne assegnino i vnlovi sulla. c w v a  2.  
L'esempio dell'equazione di EULERO ci fa ben presumere che le ipotesi 

sulle quali poggia il risultato ora conseguito non pctssono essere gran che 
ridotte. Il rettangolo R già considerato sia intieramente contenuto ne1 primo 
quadrante e ad esso sia esterno l'asse delle y, il nostro risultato ci dice, in 
particolare, che una soluzione deli'equazione di EULEKO 

è determinata in 
si possono dare 

f? col prescriverle i valori sulla diagonale AC. Tali valori 
in funzione del coefficiente angolare a della congiuiigeiite 

dell'origiiie O col punto P variabile su AC. Detta y(a) tale funzione e suppo- 
stala continua con la sua derivata prima, la soluzione della (45) che assume 
su AC i valori cp(a) è data da 
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supposto che y = p z  + q sia l' equazione di AC. Essendo sernpre 1' asse y 
esteriio al rettaiigolo K, questo non sia ora totalmente contenuto ne1 primo 
quadrante e sia situato conl'e indicato nella figura 5. Per la (45) non soiio 
allora verificate le ipotesi del nostro teorema, e vediamo subito che i valori 

Fig. 5 

\ 

dati su AC non determinano affatto in tutto R la soluzione u della (45). Sup- 
posto che la AC non passi per O la, u riesce determinata soltanto nella parte 
di R, tratteggiata iiella figura, limitata da1 contorno di R e dalla retta OC. 
Nella parte rimanente la u dipende biunivocamente da una funzione arbi- 

. traria, e ciok, detto E il punto d'incontro di AC su OB, dai valori che si 
possono ancora prescriverle su CE. 

Se, infine, la retta A C  passa per O, se  cioè 8 una caratteristica per 1' equa- 
zione, ad una soluzione della (45) non si possono prescrivere su AC che valori 
particolari; supposto, per esempio, m = O  non si pub dare alla u che un valore 
costante. Detto k tale valore e cc, il coefficiente angolare della AC, per ogni 
m.bit~-aria funzione y(a) che per a = a, assume il valore k, si ha u n a  solu- 

zione del problema ponendo u = cp - . (3 
Da1 teorenla XXIX si deduce che : 
Nelle ultime ipotesi poste, tutti i valori che ogni soluzione dell'equazione 

ccssunze ne1 rettangolo R sono conseguiti lungo ogni curva L tî-acciatn in R 
e terminata ai vevtici A e C ( B  e D )  di R. 

Dovreinmo ora considerare le conseguenze che i teoremi teste conseguiti 
offrono rie110 studio delle condizioni atte a deterniinare le soluzioni dell'equa- 
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zione (43) ne1 caso che il dominio T sia iilimitato. Noil ostante l'interesse che 
quelle conseguenze potrebbero offrire, ci asteniamo qui da1 considerarle per 
amore di brevith, ed anche perché l'analisi del ri." 3 é quasi immediatamente 
applicabile per tale scopo. 

CAPITOLO II. 

EQUAZIONI I N  TRE VARIABILI INDIPENDENTI 

6. Lemma di Moutard. - Nell'indirizzo che noi qui diaino alla teoria 
delle equazioni ellittico-paraboliche alle derivate parziali del second' ordine è 
fondamentale il seguerite lemma di MOUTARD ('), il cui verificarsi renderà beii 
evidente in qua1 modo i risultati che otterremo in questo secondo Cspitolo 
per le equazioni totalmente paraboliche in tre varinbili indipendenti possano 
estendersi a quelle in qualsiasi numero di tali variabili. Il lemma si pu6 
ennnciare ne1 modo seguente : 

Se le f o m ~ e  quadratiche, a coeficienti reali, 

sono semidefinite O definite, la somma: 

riusciva non negativa O non positiva secondochè le due fat-rie hanno, quando 
non sono nulle, 10 stesso segno O segno opposto. Se, pi& pavticolarrnente, 
le due forme sono entrasnbe definite, la somma indicata è sempre diversa 
da zevo. 

Ed eccone una semplicissima dimostrazione. Si ha, indicando b,., certe 
quantita reali, 

ove E = t 1, secondochè f è semidefinits (definita) positiva O seniidefinita 
(definita) negativa. Ne segue 

1, m 

a h k  = x,.bvhbrk, 

(i) MOUTARD, Notes swr les équatio~s aux dérivées partielles. [ a  Journal de 1' École Poly- 
technique P, ô4me cahier (Palis, 1894), pp. 55-69]. 
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e quindi 

e cii, dimostra l'asserto. 

7. Le tre forme tipiche per le equazioni totalmente paraboliche in tre 
variabili indipendenti. - Noi coiisidereremo le equazioni totalniente paritbo- 
liche i n  tre variabili indipeiidenti, esclusivamente, rielle seguonti tre forme 
tipiche : 

pl* i nz cc fo~*.mcc : 

au au au 
+ Y, 4 &j + Y, 4 - + b,(x, y, 2) + c(x, y, 2) = f(x, y, z), ay 

con la condizione che la  forma quadratica nelle A e p: 

y7 "'" 2a1Z(x7 y, Z)'P + a?2(x7 y, z)P', 

riesca, per ogni punto (x, y, z), definita O semidefinita positiva; 
seconda fo9.m~ : 

con la  cqridizione che sia sempre 

a($, Y, 4 2 O; 

terza formm (equazione del primo ordine) : 

8. Teoremi per la prinia forma tipica. - 1 coefficieiiti a,, , ai2, a, , ,  
b,, b , ,  b,, c, f dell'equazione totalmeilte parabolica in tre variabili iiidipeii- 
denti alle derivate parziali del second'ordine: 
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soiio assegnate funaioni continue ne1 dominio internamerite connesso T del10 
spazio (x, y, z), risuitando sempre inoltre la forma quadratica nelle A e p:  

definita O semidefinita positiva per ogni punto P di T. 
Designeremo con S-, (con S+,) quella parte della frontiera di T, se esiste, 

tale che per O& punto Po(xo, y,, z,) ad essa appai:tenente si pu6 deterini- 
riare un numero positivo (3 per modo che tutti i puiiti le cui coordiiiate ve- 
rificano le limitazioni 

sono contenuti in T, meiitre quelli le cui coordinate verificano le limitazioiii 

sono esterni a T. 
Designeremo con S ln parte della frontiera di T che non appartieiie il6 

a S-, né a S+, . Con 5 denotereino inoltre 1' asse z O 1' asse - z e quiiidi 
con Sr 18 parte S+, O la  parte S-, della frontiera di T. 

Nella figura 6 la parte S-, della frontiera di T è costituita dalla totalitA 

Fig. 6 

dei punti interni ai due doniiiiii piani A e B e la parte S+, dalla totalità dei 
punti interiii a l  domiiiio piano C. 

Una funzione u(x, y, z) sarà  detta integvale O soluzione della (l), in T, se: 
1") E continua in T; 
2") iiei punti interni A 1' e ilei puiiti di S-, I- S+, è dotata delle de- 
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rivate parzidi che compaiorio nell'equazione (1) finite e continue e verifi- 
canti la  (1). 

Sussiste il teorema : 
1. Se ne1 donzinio T é sempve : 

ed inolt9.e b,(x, y, z), su Sr, ha il segno d i  5 O é nullo, u92 integvale i i  

della (1) non pub né i n  u n  punto inteleno a T né in u u  punto d i  Sr nverr 
u n  rrzinimo negativo se f(x, y, z) O, né u n  massinzo positivo se f(x, y, z) 2 O. 
E, supposto T limitato, ne  segue che se, ovunque in T, é f(x, y, z) 2 O, og17i 
integvale della ( 1 )  sempve positivo O nul10 su S + S-: si co72se2~a tale in 
tutto T ;  se, ovunque in T, é f(x, y, z )  2 O, ogni integrale della ( 1 )  sempr.e 
negntiuo O nul10 su 8 +- S-1 si consewa tale in tutto T .  

Ed invero, se in on punto Po,  interno a 7' si verifica per l a  u un mi- 
nimo riesce 

(2) u n o )  = uy(P0) = u,(Po) = 0 
e la forma quadratica 

(3) uxz POP2 + 2ux,(P,?hr + u,,(Po)r? 

semidefinita O definittt positiva, e quindi, se u(Po) <O,  risulta, iii base al  
lemina di MOUTARD, 

e se si verifica un massimo si hanno ancora le (2), meiitre la forma quadrlt- 
tica (3) riesce semidefinita O defiiiita riegativa, e quiiidi, se u(Po) > 0, risulta 

aZ u a2u a2u au au au 
(5) [aii  + 2%" a 3 c - / + a z ~ + f 0 4 a 3 C + ~ z a y + h 3 a Z + c a  ]Po Co. 

Se poi il. puiito Po è su S: ed i n  esso si verifica un miiiiiiio, riesce 

u,(P,) = uy(P0) = O,. uZ(Po) O nul10 O del segno di 5, 
e la formn quadrntica (3) semidefinita O defiuita positiva, e pertaiito, se 
u(PJ < 0, poichè 6, su Sr O é nul10 O del segno di tj, si ottiene ancora la (4). 
Se il punto Po ë su S: ed in esso si verifica un massirno, riesce 

u,(P,,) = u,(P,) z O u,(Po) O nullo O di segiio contrario a 5, 
e la formn quadratica (3) seniidefinita. O definita iiegativa, e pertaiito, se 
u(P,,) > 0, poichè b,  su S: O è nullo O del segiio di tj, si ottiene di 111io\~o la (5). 
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Se ne deducono (cfr. il n." 1) i teoremi: 
I I .  11 donhinio T sia Zimitato e b,(P) abbia sernpre su Sr,  quand0 non 

é nullo, i l  segno d i  5. Se è possibile definire una funxione w(P), sernpre 
positiua in T, iv i  continua e dotata 'dalle derivate pnvziali, che compaiono 
ne1 p?.imo rnemb~.o della (1)) finite e co?ztilzue, per modo che in T i.isu1ti 
sepmp?*e 

E[w] < O, 

allot-a, se ovzmque i n  T ,  è f(P) O, ogni integ9,ale della ( 1 )  senlpve positivo 
O nullo su S + SI; s i  conse~va tale in tutto T ;  se, ovunque i f 2  T, è f ( P ) z  0, 
ogni integrale della (1) sewzpve negativo O nullo su S S- S-g si conswva 
tale i n  tutto T. 

U 
Posto, irifatti, v = - si ha per v l'equazioiîe : 

0 ' 
aZv aZu a2v &[VI = wa,, -z + Zwa,, -- a~ azay + ma,, - t- a ~ "  

III. Ii dominio T sia lirnitato e b,(P) abbia semp?=e su Sc, quando no12 
è nullo, il segno di  5. Se uno dei coeficienti a,,(Pj O a,#') si nzantiene i n  T 
sempve diverso da zevo e se 2 possibile defznive ulza funxione m(P), senqre 
positiua in  T ,  ivi continua e dotata delle del-ivate parziali, che conzpaiono 
ne1 primo nlenzbj,o della (l), finite e continue, pet- modo che i n  T visulti 
sempre 

E[w] 2 O, 

si vevifictc la tesi del teo~~enta II (cfr. il teorema, IV del n." 1). 
Sussistono, coin'é ora ovvio, i teoremi analoghi ai  teoremi V, VI, VII, 

VIII, IX, X, XI, XII, XIII, XIV, XV del Capitolo 1, con formole analoghe. 
Si h a  dunque, in particolare, per 1' eqiinziorie del calore : 

che ogni sua  soluzione, in uii domiiiio linîitrrto T, assume il suo mininîo ed il 
silo n~assiino valore in T, nella parte S + S,, della frontiera di 7'. EUGENIO 
ELIA LEVI (loc. cit.) aveva  giR osservato che, detto Z il rnaasimo di z per i 
puiiti di T, il miriimo ed  il iiiassinîo valore in T di ogni so luz io~e  della (6) 
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non possoiio essere conseguiti in punti interni agli eveiituali domiiiii piani 
che il piano z = Z ha in comuiie cor1 la frontiera di T. 

Per i probleini al coiitorno relativi all'equiuione (1) sussiste, iiaturalmente, 
il seguente teorema, analogo al teorema XVI del n." 3) : 

IV. Nelle ipotesi del teol-ema II ed in quelle del teorema III, una 
soluzione dell' equazione : 

(1) E[ul= f 
riesce cotnpletamente detetvninata, in T ,  quando ad essa si p~vsc~ . i vono  i 
valot-i sulla parste S + 8-6 della frontiera d i  T .  

Iiiteressanti sono altresi le conseguenze che, con metodo analogo a quello 
seguito al il." 3, si possono trarre per i problemi a1 contorno relativi all'equa- 
zione (1), rie1 caso dei dominii  i l l i~ni ta t i .  Sussiste, in proposito, il teorema 
analogo al teorema XVII del detto numero, e ne segue pertarito, in partico- 
lare, che : 

V .  I l  dowzinio T sia i l  se~nispazio z h, ed inoltre 

in T sia senapre c(x, y, z) 5 0, 

per ogni valore d i  x e d i  y sia b,(x, y, h) 20, 

ment re  ad ogni dorrtinio linzitato T', contenuto in T, sia sernpre possibile 
far co7v.isponde~e la solita funzione o(x, y, z) sentpve positiva in T', per la  
quale riesca sempt-e i v i  E[o] < O. Comunque si assegni in T la funzione con- 
t i nua  (P(P), una soluzione dell'equazione (1)  9.iesce con&pletamente de t e lw i -  
na ta  iu T quando ad essa si prescriva la condizione:  

Pertanto : Ogni soluzione dell'equazione owtogenea E[u] = O che non  sia 
u n a  costante ne1 sentispazio T, non  pub, ne1 nlentve che il punto P si allon- 
t ana  su T ,  a dis tanza infinita, tendere ad un l imi te  detemninato e finito. 
Cib avviene, p w  esempio, in ogni setnispazio x 2 h, per l e  soluzioni del- 
1' equnzione del calove 

Sussistoiio i teoremi analoghi ai teoremi XVIII, XIX, XX del n." 3. Enun- 
ceremo soltaiito quello aiialogo al teoremn XX: 

VI. Sia  m a x ~  z= + w e i l  coeficiente b,(x, y, z )  al telzde9.e d i  z 
vevso 4- oc riesca definitivaniente nopz positive. Se, pel- ogni Z ,  i l  do- 
rninio T(Z -) vetifica, pu?. ~. isul tando ill imitato, tu t te  le ?-itîzanenti ipotesi 
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del teoretna I I  O tu t te  quelle del teovema III, detta w(Z, P) la  solita fun- 
z ione 1-elativa al dominio T(Z -) pe?. l a  quale sia i v i  E[w(Z, P)] 2 0 ,  sup- 
posto che, quando la put-te Z = S + S,, della f?..ontie~*a di T sia illimitada, 
si abbia, per ogni Z ,  

lim *P' [su B ( Z ~ ) I  = O, 
P-00 ~ ( 4  P) 

allora, u n a  soluzione u della (1) r isul ta in T completamente determinata 
quando ad essa si prescriva d i  soddisfa?*e, pet* ogni Z ,  le condiz ioni :  

Applicaxione al problema della propagaziont! del calore in un mezzo 
conduttore indefinito. - Un corpo conduttore si estenda ali'infinito in tutte 
le direzioni e sia omogeiieo e di calore specifico e di coefficiente di conduci- 
bilith termica costanti. Supponiamo iiioltre che siano realizzate quelle condi- 
zisrii fisiche nelle quali si possa asserire che la temperatura u i-iei punti del 
corpo riesce soltauto fuiizione, o1ti.e che del tempo z, delle coordinate x e y 
dei punti. Si ha  allorn che, scelte opportuiiamente le uiiitb di misura, la u 
verifica 1' equazione (6) : 

e si poile il problema : Nota l a  temperatut-a U(x, y) ne i  punt i  del corpo al 
tempo z = 0, calcolare la  temperatzwa u(x, y, z) negli is tant i  successivi. 

Nanca, a quanto mi consta, la dimostrazione che, precisamente, I'equa- 
zione (6), insieme alla condizione inixiale 

determina univocamente la u(x, y, z). A ci0 si perviene facilmente facendo 
ricorso ai nostri teoremi se si aggiunge l'ipotesi che la  temperatura ini- 
ziale U ( x ,  y) sia limita ta, poichè, ri usceildo allora fisicanle11 te evidente che 
la temperatura u(x,  y, a )  deve essere una funzione di a, y e z essa pure 
limitata, la  detta uiiivoca determiriazione della u è conseguenza del segueiite 
teorema : 

VIL Detta JO(?) la funzione d i  BESSEL d' ovdine zero,  u n a  soluzione i i  

dell'equnzione (6) è completamente deterwtinata ne1 semispnzio positii~o 
T(z 2 O )  col pt*escrive?de d i  soddisfal-e le co?edizioni: 
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a) u(x, y, O) =U(x, y), pev ogni valove di x e di y ;  
b) per ogni Z 2 O, si ha : 

Il teoreina 13 corollario imrnediato e particolarissirno del teorema VI. Ed 
invero, com'è ben noto, la funzione 

è una soluzione (sempre positiva) dell'equazione (6) e si ha, ne1 semispazio 
positivo T, 

Necessariamente, deve risultare 

e percio si verifica immediatanlente che la nota formola: 

fornisce la soluzione u della (6 )  verificante le condizioni a) e b). 
1 

9. Teoremi per la  seconda forma tipica. - 1 coefficienti a, b , ,  b,, b,, 
c, f, dell'equizione totalmente parabolica il1 tre vnriabili indipendeiiti alle 
derivate parziali del second' ordine : 

siano assegnate fuuziorii continue ne1 dominio internamente connesso T del10 

(') Si tenga presente che : 

sen hp 
ove (2h) !! = 2.4 .... (2h) e qiiindi che JO(@) > --. 

P 

Annazi di  Matematica, Serie IV, Tomo TTI. 
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spazio (m, y, z)  riuscendo sempre, in T, 

a ( x ,  Y, 4 2 0. 
Dovremo ora considerare insieme le parti S-,, S+,, S-,, S+, della 

frontiera di T e designeremo con S quella parte di questa frontiera costituitit 
dai punti che non appartengono a S-, + S+, + S-, + S+, . Indicheremo 
con q l 'asse y O l 'asse - y  e quiiidi con S.,, l a  parte S+, O la parte S-, 
della frontiera di Y', con 6 l'asse z O l'asse - z e con 8;: la  parte S+, O 18 
parte S-, della frontiera di T. Iiidicheremo poi con S.,,c l'insieme dei punti 
interni agli eveiituali segmeiiti ret'tilinei che appartengono sinîultaiieamente 
alla frontiera di due domiriii piani qualsivogliano l'uno di Sn e 1' altro di Sr. 

Nella figura 7 l a  parte S-, della frontiera di T è costituita dalla totalita 
dei punti interni al  dominio piano B, la parte S-, dalla totalith dei punti 

Fig. 7 

interni al dominio piano A, la parte 8,-,,,-,, dalla totalita dei punti interni 
al segment0 rettilineo HK. 

Uiia funzione u(%, y, z)  sara detta integp-ale O soluzione della (7), in T, se: 
1") e continua in T; 
2" nei punti interni a T e nei punti di S-, + S+, + SM,  + S+, + 

+ S(-,)(-,) + S(-y)(+a, + IS(+~,(-,) .+ S(+,,(+,) è dotata delle derivate parziali, 
che compaiono nell'equazione (7), finite e continue e verificanti la, (7). 

Sussiste il teorema : 
VIII. Se ne1 dominio T 13 senzpre 

c(x, y, 4 < 0 
ed inoitre b, su S, e b, su Sr hanno, qunndo non sono nuil i ,  rispettivn- 
mente il segno d i  y e d i  5, ogni integrale della ( 7 )  non pub nè in un punto 
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interno a T nè in  un  punto di S, + Sr + S,r avel-e un  minimo negativo 
se f(x, y, z )  5 O, u n  massimo positivo se f(x, y, z ) k  O. E, supposto T limitato, 
ne segue che, se, ovwnque in  T, b f(x, y, z)  2 0 ,  ogni integrale della (7) 
s e q w e  positivo O nullo su S + S, + S-i - S,s si conse9wa tale i n  tutto T ;  
se, ovunque in  T ,  è f(x, y, z) 2 0, ogni integrale della (7) seînpre negativo 
O nullo su S + S-, + S-r - S,g si conserm tale i n  tutto T .  

Col solito ragionameii to si esclude che, nell' in terno di T e su S, + Sr possa 
verificarsi un miiiimo negativo quaildo è f(%, y, x)  2 O, O un nlnssinlo positivo 
quarido è f(x, y, z) 5 O. D' nltra parte se, in uii puii to Po di S,: si verificn 
uii miiiiino, riesce : 

uX(l'J = O ,  u,(l',) O iiullo O del segno di 7, 
u,(Po) O iiullo O del segiio di 5, u, , (Po)~O,  

e pertanto, se u(Po) < 0, poichè 6, e 6, haiino su  hi, quando iioii siano iiiilli, 
rispettivamei~te i segni di r) e di 5, si ha :  

e s e  iii Po si verificn un massiino, riesce 

u,(P,,) = O, u,(P,) O nullo O del segno di - v, 
u,(P,) O nullo O del segno di - 5, u,,(P,,) 50, 

e pertanto, se u(Po) > O, si ha: 

Se ne deducono (cfr. 11." 1) i teoremi: 
I X .  Il dominio T sia lilnitato ed inoltre b, su S.,, e b, su Sc ahbiano, 

quando uon sono nulli, vispettivanzente il segno di 7 e di  5. Se é possibile 
definire i n  T unn funzione sernpve positiva ivi continua e dotata delle deri- 
vnte pavaiali w,, w,, w,, w, @nite e continue, pe?. modo clte, i n  T ,  ?.isulti 
senzprt? 

E[wl < 0, 

aElo?-a, se ovunque in T, é f ( P ) s O ,  ogni integvale della ( 7 )  senzpre po- 
sitivo O nu110 SU S + S-, + S-: - S,: s i  consejvza tale iu tutto T ; se, 
ovuuqîde i la  T, è f(P) 2 O, ogni integrale della (7)  semp7.e 91egativo O nullo 
su S -t S-, f S-r - S,r si conseluva tale i n  tutto T.  
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u 
Posto infatti v =-, si h a  per  v I7 equazione 

w 

av av + wb, - +- ob - + E[w]v  = f .  
ay az 

X. I l  donzinio T sia l imitato ed inoltre b, su S, e b, su S abbiauo, 
quando non  sono nul l i ,  vispettivanzente i l  segno d i  y e d i  5. Se i l  coefi- 
ciente a(P) si wzantiene in T sempre positivo e se è possibile defilti2.e u n a  
funzione w(Y),  senzp~-e positiva i n  Tl i v i  continua e dotnta delle derivate 
p n m i a l i  o,, w,, w,, w,, finite e continue pev modo che in T risul t i  senzpre 

E [ w l 1 0 ,  
si verifica la  tesi del teoretna IX. 

Sussistono i teoremi analoghi ai  teoremi V, VI, VII, VIII, IX, X, XI, XII, 
XIII, XIV, XV del capitolo 1. Si h a  dunque, per esempio, che, se rie1 doiniiiio 
liinitato T  6 sempre h ,  < O, b, < 0, ogni soluzione dell'equazioiie : 

assume i l  suo massimo ed  il suo mininio valore in T iielln parte S i -  A"+, -+ 
t S+, - S, -,,,-,, della froritiern di T. 

Per  i problemi ttl contorno relativi all'equazione (7) sussistono teoremi 
analoghi ai teoremi XVI, XVII, XVIII, XIX, XX del capitolo 1. Si ha duilque 
in  particolare il teorema : 

XI. I l  dominio T sia i l  quadrante dello spazio luogo de i  punt i  per 
cui  y 5 h e z 5 k, ed inol tre  

in T sia sen tpw c(x, y, z) 0, 
e petm ogni valo?.e d i  x si abbia b,(x, h, k )  2 O, b,(x, h, k) O, 

sîzentl-e ad agni dominio limitato T' contenuto in T, sia sempre possibile fav 
cowispondere ln solita funzione w sempre positiva in T', pe7- la qunle ?-iesca 
sempae  i v i  E[w] < O .  Cornunque s i  assegni in T la funzione @(P), u n a  solu- 
z ione della ( 7 )  riesce completamente determinata in T quando ad  essa si 
pvescvive d i  soddisfare la condizione : 

lim [u (P)  - @(P)] (su T )  = O. 
P - w  

Pertanto : Og~zi soluzione dell' equazione onzogenea ECU] =O, che non  sia 
u n a  costante uel quadrante T ,  non  pub, ne1 nlentre che i l  punto P si allon- 
tann ,  su T, a dis tanza  inf ini ta,  tende?-e ad un l imite  detemzinato e finito. 
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Cib avvewÙ7 peg- esempio, in ogni quadg-ante T(y 5 h, z k) pe?. le soluzioni 
dell' equazione : 

Per  enunciare il teorema analogo al  teorema XX del n." 3 dobbiamo 
introdurre una riotazione : Se per l'insienie A di punti del10 spltzio si ha  
i n a x ~  y = r n a , x ~  z = -+ cm, per ogni coppia di assegiiate quaritit8 Y e 5 deno- 
tereirio coi1 A(Y-,  2-) quella parte di A liiogo dei punti per  l e  c ~ i i  coordi- 
nate y e z si ha simultaneameiite ys Y, z b Z .  Siissiste il teoremi:: 

XII. S ia  m a x ~  y = m a x ~  z = + oo e i coeficienti b,(x, y, z) e b,(x, y, z), 
per (y, z) - + w 9-iescano definitivamente n o n  positivi. Se per ogni coppia 
d i  valori Y e Z i l  dorninio T(Y -, 2-) verifica, pur risul tando ill imitato, 
tut te  le rirnanenti ipotesi del teorerna IX o tu t te  quelle del teorema X ,  
dvtta o(Y, Z,  P)  la solita funsione relat ivn al donzinio T(Y -, Z -) pel* l a  
quale sia i v i  E[o(Y, Z,  P)]IO, supposto che, quando la  parte  E = S + 
-I- S+y + S+, - S(-,,(-,, della fi-ontiera d i  T r i su l t i  i l l imitata,  si abbin, per 
ogni coppia Y e Z, 

allora, una soluzione u della (7 )  viesce in T cowpletamente determinata 
quando ad essa si prescriva d i  soddiisfare, per ogni coppia Y e Z ,  le con- 
d iz ioni  : 

u ( P )  su  Z = rg(P), 

Una soluzione sempre positiva dell' equazione 

è ovvininente 

e segue, pertanto, iii particolare, da1 teorenla XII che : 

(') D' altronde questa equazione, niediante il canibiainento di variabili 

si cangia nella seguente 
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Una soluzione u dell' equazione (8) risulta completarnente determinata ne1 
dominio illimitato T costituito dai tre quadranti dello spazio luogo dei punti 
per cui una delle due coordinate y O z non è negativa, qumdo  le si pre- 
scrivn l a  co~ldiziol~e di assumere sui due semi piani : 

y s o ,  z=o  
e 

y = o ,  z s o  
valori nssegniiti ed inoltre, per  ogni Y 2 0  e per ogni Z z  0, l 'altra 

Di quest'ultiinn condizione è piu restrittivn quella che impone alla u di 
risultare limitata in T. 

10. Teorenii per In terza forma tipics. - 1 coefficienti h,,  h , ,  h, ,  c, f 
della equazione lineare alle derivate parziali del primo ordine: 

siano assegnctte funzioni continue ilel dominio internamente corinesso 7' dello 
spazio. 

Dorrerno ora considerare insieme le  parti S E ,  S,, S:, S,r, S::, S;, , S;5r; 

della fr 

Fig. 8 

z. Indicheremo ca 
di quella frontiera clle si ottieiie col toglierle i punti di 

*Ys + S+z + S+, 3- s+y + S-, + S+z .  

In S lit parte 

Nella figura. 8 le parti S-,, 8-,, S-, soiio costituite dei punti interiii 
alle fttcce piane iiormali, rispettivainente, agli assi II;, y, z, le parti S ,  ( Y ) ( - - Z ) >  
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S( -,,,- ,,, S,-,,,-v, dei punti interni agli spigoli OA, OB, OC, l a  parte S, -,,,-,,,-,, 
dell' unico punto O. 

Una funzione u(m, y, z)  sarà  detta un integ?-ale O u n a  soluzione della (9),  
in l', se :  

1") e continua in T;  
27 nei punti iiiterni a T e iiei punti di Sc ,  S.,,, &, 8%:) SzE, SE,, S:,: 

( 5  = + x, q = t y, 5 = =C- Z) è dotata delle derivate parziali u,, u,, u, finite 
O continue e verificstiiti la (9) .  

Sussiste il teorema fondamentale : 
Se ne1 donzinio T è sempre  

CM, Y, 4 < O, 

ed ino l t re  b, su  SE, b, s u  S,, b, su Sr: hnnno ,  quando n o n  sono nu l l i ,  r i spe t -  
t ivalnente  i segni d i  5, q, 5, ogni integrale  del la  (9 )  n o n  pub né in un punto  
i n t e r n o  a T n é  in u n  punto d i  

SE + Sn + S C  + Svt + Sté + 86, + Sint 9 

a z e r e  un minirno negat ivo se f(x, y, z )  2 0 ,  u n  ?nassiiîzo positivo se f(x, y, z) 2 0 .  

E, supposto T l imi tato ,  n e  segue che,  se ovunque in T ,  è f(x, y, z) 2 O, ogni 
integrale  del la  ( 9 )  senzp-e  positivo O nul10 s u  

si  c o n s e m a  ta le  in t u t t o  T ;  se, ovunque in T ,  è f(x, y, z) 2 O, ogni  integvale 
della (9 )  sernpl-e negat ivo O nul10 su Z s i  conserva t a l e  in tu t to  T. 

S e  ne  deducono i teoremi analoghi ai teoremi X X I V ,  X X V ,  X X V I ,  X X V I I ,  
X X V I I I ,  X X I X  del n." 5. Notiamone due corollari interessanti. 

Siano P(p , ,  p,, p,) e Q(q,, q,, q,) due punti dello spazio e sia p, < q,, 
pz < q,, p,  < q ,  . Consideriamo il parallelepipedo (P, Q) dello spazio (vedi fig. 9) ,  
di punti estremi P e Q, ci06 laogo dei punti (x, y, z)  le cui coordinstte veri- 
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ficano le limitazioni : 

p , l x l q , ,  p , S z l l y 2 ,  p , S z S q , .  

Ne1 parallelepipedo (1: Q) riesca sempre 

mentre i coefficienti 6 ,  e il,, quando non soiio nulli, abbiano sempre il segno 
di b,. Si consideri una superficie semplice Z contenuts rie1 parallelepipedo (P, Q )  
e terminata alla spezzata AHCDEFA composta di tutti gli spigoli non partenti 
ne da P né da Q ;  ebbene, si ha che : 

Una soluzione ne1 parallelepipedo (P ,  Q), deil' equazione E[u]= f, è i v i  
cornpletanzente determin.cita quando se ne  assegnino i vnlori sulla supev- 
ficie 2. 

Nelle ipotesi poste, t u t t i  i valovi che ogni soluzio?ze dell 'equazione 

assume ne1 parallelepipedo (P,  Q) sono consegz~iti soprn ogni superficie X in 
esso contenuta e tewainata alla spezzata ABCDEFA composta d i  tu t t i  gli 
spigoli non  partent i  n é  d a  P né d a  Q. 

Offre interesse 10 studio delle condizioni atte a determinare le soluzioni 
dell'equazione (9) ne1 caso dei dominii illimitati. M a  in questo lavoro desi- 
stiamo da1 compierlo. 
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Sulle curve analoghe al circolo oscnlatore quanclo si passa. 

da tre a quattro punti infinit:~mente vicini. 

Mernoria d i  T .  LEVI-CITITA ( a  Roma) e G. PUBINI ( a  Torino). 

Siinto. - Due pun t i  infinitamente vicini d i  u n a  curva isdiv iduaao l a  tangente, che h a  colnune 
colla curva i l  cosiddetto intorno d i  prim' ordine, e ne  pwge quindi  u n a  caratterizzaaione 
yeometrica ; tre punt i  infinitamente vicini deta-minano il circolo osculatore, i l  quale s i  
comporta nello stesso modo rispetto all'intorno d i  secondo ordine. Nellapresente Memoria 
si prende in consiclerazione u n a  q u a d e r ~ a  d i  p u n t i  i>lfinztamente vicilzi, ci06 l ' intorno 
d i  terz'wcline, esaminando i vavi  t ipi  d i  curue, nonchè u n a  configurazione (BLASCHKE), 
at te  a rappresentare l ' intorno in modo yeometricamente espressivo. 

Nentre passeggiavamo insieme, durante la villeggiatura, ci si e affacciata 
una questioncella spettaiite ai primi elementi della geometria differenziale, 
la quale tuttavia, per qiianto ci coiista, non si trova discussa nella pur vasta 
e piii che bisecolare letteratura dell' izrgoinento, 

Ci permettiamo percib di pubblicare il risultato della nostra conversazione, 
completato da  uca elegante osservazione dovuta al prof. W. BLASCHKE. 

1. Preliminari. Curve I' iperoseulatrici. - Sia C una curva qualsiasi. 
Indictiiamo con Po suo punto generico, con P' e PM due punti infinitamente 
viciiii a Po che ne individuaiio l'intorno di secondo ordine. Un tale intoriio 
rimane classicamente defiiiito in modo espressivo dalla circonfereiiza che 
passa per i tre punti Po, P', P", ossia da1 circolo osculatore y ,  alla curva C 
in Po .  In forma equivalente si puB dire che ogni curva 17 si identifica, nel- 
l'intorno di secondo ordiiie di un punto generico Po con una circonferenza y 
che tocca C iri Po,  sta ne1 piano osculatore ed ha per curvatura (costante) 
quella della C in P o .  

A quale curva, O piuttosto a quale tipo di curve I' coiiviene invece ricor- 
rere perché la coiricidenza si estenda al 3" ordine? Si tratta, in altri termini, 
di caratterizzare, con ragioiievole generalizzazione del circolo osculatore, uiia 

. O  piU specie di curve T, che abbiano in comuiie con L noiî soltaiito Po, P', Pu, 
ma anche un quarto puiito Pr" dell'intorno. 

Aauali di Matematica, Serie IV, Tomo VIL 25 
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194 T. LEVI.CIVITA e G.  PUBINI: Sulle curve amaloghe al drcolo osculatore 

Coininciamo col precisare il coinportainento locale di ogni I' siffatta. Giovtt 
all' uopo preiidere le inosse dalla rappresentazione parametrica dei punti P di C 
in funzione dell'arco s, ossia dall'equazione 

supponendo, per comodith di scrittura, che l'origine degli archi sia proprio 
i l  punto Po di cui vogliamo preiidere in considerazione Y intorno. Introducendo 
il versore tangenziale 

d P  t e -  
ds ' 

nonche quelli della normale principale rb e della binormale b (nei soliti versi), 
si hanno le formule del FEENET 

dove c  e .c rappresentano la curvatura e la torsione (ne1 punto generico P). 
Avendosi dalle (1.2) e (1.3) 

d 2 P  dt -- - cn, ds" 
d3P dc - = - 9L - C ( C ~  + 'Tb), 
ds3 ds 

10 sviluppo di TAYLOR, nell'intorno di Po, applicato alla (1.1) ed esplicitato 
fino al terzo ordine, dh 

d c  
c ,  e (2) rappreseiitando i valori che competoiio a c, 'T e - in Po. 

O ds 
Affinché un'altra curva I', uscente da Po, abbia comune con C la parte 

di sviluppo testé scritta, occorre manifestamente (e basta) che coincidano i 
(vettori) coefficieiiti di s, s', s3. La c011sider~zioiie dei primi due riporta natu- 
ralmente alle note proprieth spettaiiti anche al  circolo osculatore, ossia coinci- 
denza del triedro principale e della curvatura c, in Po. Dopo ci6 il confroiito 
dei coefficieiiti di s3 (escludeado il caso baiinle che C abbia comportamento 
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quando si passa da tre a  q~a t t ro  punti irtfimitamente wici.ni 195 

rettilineo in Po, cioé ritenendo co + O) nkhiede  ulte?io~waente l'eguaglianoa, 
dc 

in Po, della torsione e del gradiente - della cuvvatu?.a. Se c, = O, vien meiio 
ds 

dc 
ln condizione relativa alla torsione, bastando 1' eguaglianza di - in Po. 

ds 
Qualsiasi r che abbia conlune coi1 C, in Po, ïI piano osculatore, iioiiché cl 
dc  

t e -, pu8 assumersi coine geiieraliezazioiie del circolo osculatore quaiido 
ds 

si passa a1 terzo ordine. 
Per essere guidati nella scelta comiiiciaino col considerare il caso di u i i ~  

uurva piana : basterebbe anzi localmente piana, ne1 seiiso che sin t = 0 in Po.  

2. Curve piane. I' clotoidali. - Atteneiidosj, come si é fatto finora, a 
aoriteri purameiite Iocali, la caratterizzazione pih semplice di una r appare ln 
segueiite : curvti del piaiio di C (O iiel caso particolare in cui c, =O, d'un 
qualuiique piano passante per la tangente a C), che, osculando C in Po, ha 

ac 
costante, per qualsiasi s, il gradieiite - della curvatiira, tale valore co- 

d s  
staiite g esseiido precisttiiiente quello che coinpete a C in P,. Uiia cuwa  
siffatta si chiama clfitoide ('). La sua rappresentazione parametrica si ottieiie 
iinmediatamente introduceiido l'aiigolo 8 che la tangente in un punto geiie- 
rico forma con una direzione fissa del piano, per es. colla tangente a C in Po. 

Potendosi allora porre (con opportuiia scelta del verso positivo per 9) 

la condizione caratteristica si traduce iii 

d8 
donde, doverido essere - = co e 9 = O per s = 0, 

ds 

(2.2) 
1 

9 = gs" cd. 

Supponeiido per semplicitk i'asue delle x orientato conie la tangente in Po,  
si ha  

(1) Cfr. per es. CESÀRO, Geometria intvinseca (Napoli, Tipografia della R. Accademia 
delle Scienze, 18!36), p. 15. 
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e se ne traggoiio con quadrature (Che pero non si sanno eseguire con mezzi 
elementari) le equazioni parametriche della I' clotoidale. 

3. I' piane algebriche. - Il metodo precedente é da1 punto di vista diffe- 
renziale il piii spontaneo; aiizi con uiia lieve variaiite affatto elemeiitare, per 
quarito concettualiiieiite uii po' meno semplice, possinmo aiiche sostituire tille 
precedeiiti quadrature altre che si saiiiio eseguire coi) inezzi elementari (5  4). 
Ma noi ci possia,mo porre da uii altro puiito di vista, considerando conle piii 
semplici le curve algebriche del rwin01- gl-ado possibile. 

Sian0 dati una curva piana C, un suo purito Po e un.suo iatoriio di neStn10 
ordine ( n  = 2, oppure IL = 3). Cio equivale n dwe, se n = 2, il punto Po e i 

due punti consecutivi Pr, Pu; se invece n = 3, cii, equivale a dare Po e i 
t1.e punti consecutivi Pr ,  P", P"'. In entrainbi i casi è data l a  retta POP1 
tangente iri Po a C. E, se noi assumiamo un sistema di coordinate ortogonali, 
per cui Po è l'origine e tale retta tangente è l 'asse delle x, varrit iii un 
intoriio di Po uno sviluppo 

(dore i termini non scrjtti sono almeiio del 4" ordine per x = 0). 
1 coeMcienti a, p sono i valori di y" e di y"' per x = O. Poichè y' si 

annulla per x = 0, sara 

e quindi 

Se n = 2 ,  il solo coefficiente C, è determinato; se n=3, sono determinati 

tanto c, quanto E); 
Suppoiiiamo dapprima co =t= O. Evidentemente la I' di grado iniriimo sarà 

una conica, che dovrk pa.ssare per Po ed avervi per retta tangente la POP1; 
la sua equazione sarh pertanto del tipo 

(3.2) 2y = b,,x2 -i- 2b,,xy + h,,y2, 
e varra Io sviluppo: 
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qm~c~ndo si pcmsa da t re  a qzmttro punti infinitrmente vicini 197 

Caso DI 12 = 2. - E deterininato il solo coefficierite c,. L'identificazione 
dei primi coefficieiili in (3.1) e (3.3) ci da: 

b,, = C o .  

1 coefficienti b,, , b,, restano affatto indetermiiiati e si possono scegliere 
ad arbitrio. Cosi p. es., se si pone b,, = 0, 4, = b,, = c,, si trova il cerchio 
osculato?-e; un'altrn scelta pure molto semplice (aiizi, da un punto di vista 
algoritmico, aiicora piu seinplice) è quella di supporre le b,,, b2, entrambe nulle. 
Si perviene a quella paraboln di aevtice Po che i i i  Po oscula la curva data. 

CASO DI 12 = 3. - Sono allora dati co e gI0. Identifieando (3.1) e (3.3), 

restano determinati b,, e b,,, meiitre b,, si pud scegliere ad arbitrio. Il modo 
piu semplice è di deterininare b,, in modo che b,,b,, = bf,; e si giuiige cosi 
alla pa?8abola che iperoscula C in Po. Se iiivece si scegliesse b,, = - b,, , si 
giungerebbe a uiia iperbola equilatelx iperosculatrice. 

1 precedenti ragionamenti soiio in difetto se a = c, = O, se cioe Po è un 
punto di flesso per la curva considerata. Cid risulta subito dai calcoli prece- 
denti (infatti la b,, = c, = O prova che in ta1 caso ln (3.2) non è una coiiica) 
ed e rs  fa cil ment^ prevedibile a pmiori, perché nessuiia conica ha un flesso. 

Se c, = O ed 12 = 2, l'iritorno del 2' ordiiie di C in Po è rappreseiitabile 
evidentemente mediante la rettn tangente y = O (che oscula, come è iioto, la 
curva C).  Ma, se c , r O  ed n = 3 ,  l'iritorno del terzo ordine di .Po si pub 
rappresentare aiicora con la stessn retta se anche P = O  e non si pub rap- 

preseritare nè con una retta, né con una conica se p = @Io+ O. hi ta1 cas0 

si deve ricorrere a curve di tewo grado: la pih seinplice è forse la curva . 

4. Altri tipi di I' (per il caso piano, O per C aventi un flesso in Po): 
curve (di Humbert (')) chiuse, algebriche e rettificabili algebricaniente. - 
Assumiamo qui rtncora l'origine degli assi in Po e l'ttsse delle x orieiitato 
secoiido la tangente ne1 verso delle s crescenti. Le equazioni parametriclle 
della C e d'ogrii sua l' (in Po) si scrivono 

(i) Cfr. Gr. HUMBERT, S u r  les courbes algébriques ~ e c t i f i u b l e s .  « Journal de Math. », (4), 
!P. IV, 1888, pp. 133-151. 
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198 T. LEVI-CIYITA e G. FUBINI: S d l e  curve nmaloyhe al cir.coZo osculntore 

dove 8 è legato ad s dalla 

e c, funziorie assegnata per C, deve invece ottempernre per uiia r, unica- 
mente alle coiidinioni iniziali 

(4.3) 
d c 
ds - g, per s = 0. C = C o ,  -- 

Si puo ~ I I  particolare profittare della residua (e quasi coinpleta) arbitra- 
rieth di c per fare in modo che le quadrature (4.1) siaiio effettuabili con 
mezzi elemeiitari. Introducendo ln variabile complessa 

e coinpendiaiido in conformita le (4.1) iieli'uiiica relazione complessa 

basterh occuparsi di quest'ultiiiia quadratura, iiella quale giova fare appa- 
rire 9 iri luogo di s coine variabile di iiitegrazione, operanione certo lecita 
iiell'iinrnediato iiitoriio di Po, purché si badi alla (4.2) e si ritenga c, =/= O 
in Po. Preiidiaiuo durique in consiclerazione, in luogo della (4.4), l'equazioiie 
equi valente 

9 

Qualora per es. la c, espressa per 9, sia una funzione razionale di seni 
e coseni, la qiiadratura si pub iiotoriamente eseguire con regole elementari. 

Siccoine per ipotesi (g ik  teste usufruitaj 9 si annulla con s, le coiidi- 
zioni (4.3) divengono 

e per soddisfarvi basterit che nell'espressione suddetta di c figuriiio alineiio 
due costanti. Poiiia~no a titolo d'eseinpio 

1 - = pi cos n8 f p, sin nt+ + P, 
c 

con tre costaiiti p , ,  p,, p,, mentre sz sta a rappreseiitare uii qualsivoglia i i i -  

tero positivo. 
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sicché, scelto n, si pub aticosa imporre una ulteriore condizione alle p. 
1 

Cornunque, iiitroduceiido nella (4.5) l'espressione (4.7) di -, iii quanto si 
C 

l 
immagini di sostituirvi coun8 e silin9 mediante i binomi -(ei"a + e-ins 2 1, 
1 
- (gins - e-ins) e si ritenga n > 1 (con che si evita che la  quadratura intro- 
2i  
ducs termini in 8), si h a  

- ip, j eia - 1 1. 
Si pub in particolare assumere p, = O, n = 3, con che 

Se si csmbia i in -i, designando al solito con z, la coniugata x - i y  di z, 
si ha altresi 

Posto e" e u7 dalle (4.9) e.(4.10) si trae : 

Considepndo z, z,, 1 corne le coordinate omogeiiee di un punto della 
curva r, se ne deduce che la curva r7 di cui qui si tratta, è uiia sesticn 
?-nzionccle. La  rappresentazioiie parnmetrica (4.9), ossia, scindendo il reale 
dall' immaginario, la 

1 1 
- (1 - cos YB) + - (cos 8 - 1) 1 + p, i i i  9, / 6 2 

I l  \ y = p, 1 sin 38 - - sin 9 + p,(l- cos $1, 
2 
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200 T. LEVI-CIVITA e G. FUBINI  : S d l e  curzie aaccloghe al circolo osculntore 

individus perb, al variare di 9 ne1 campo renle, non la  curva riella sua iiite- 
grità, ma soltanto quel ramo di essa che forma un circuit0 chiuso. 

5 .  Curve gobbe. l? elicoidali. - Passiamo ora al caso generale in cui zo 

(torsione in Po) è diversa da zero. Se c,, si annulla, s i  hanno, come disceride 
dai 33 1 e 2, curve ipeg-osculat~rici l? i n  uno qualsiasi degli ooi piani tnn- 
genti a C in Po ; per es. altrettante clotoidi (5 2). 

Esaurita cosi i'eventualità c, = O, possiamo ritenere, non soltanto T,, ma 
anche c, diverso da zero. 

Una prima discriminazione delle infinite I', iperosculatrici ne1 senso pre- 
fissato, pu0 farsi richiedendo che siano eliche cilindriche, çioè, come é ber] 

2 
noto, curve per le quali il rapport0 - fra torsione e curvatura è costante, e 

C 
T 

quindi, ne1 caso specifico, eguale al valore 2 (finito e $=-O), che spetta alla 
Co 

assegnata curva C in P o .  Ci sarà comodo porre 

e ritenere che i'angolo (costante) cp sia acuto, convenendo di assumere il 
segno i- quando A, cioè (in quanto c è, per sua definizioiie, essenaialmente 
positiva) quando la torsione 7, in Po è positiva, e il segno - iiel caso contrario. 

Per le eliche le equaziorii (1.3) di FEENET si semplificano immediatamente 
assumendo come variabile indipendente, a1 posto doll'arco s, un parsmetro 9 
(puro nurnero) definito 'da 

(5.2) cds = d9, 

con che d9. e interpretabile (in un generico piano osculatore) come mg010 di 
contingenza. Alla (5.2) intenderemo associata, come è evideirtemente lecito, la 
condizione iniaiale 

(5.3) 9= 0, per s = 0. 

Dalle (1.3) suddette, dividendo per c e badando alla (5.l), si ha  senz'altro 
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Ove si derivi la seconda rispetto a 9 e si tenga conto delle altre due, si 
ricava la risolvente in 11 sotto la forma ovviamente integrabile 

che costituisce in certo senso l'estensione al10 spazio dell'equazione sca- 
lare (2.1). 

L'integrale geiierale si pub assumere sotto la  forma 

(6.5) tr = - i sin 0 9  + j cos w9, 

dovo si è posto per brevita di scrittura 

1 
w = / v l + h 2 1 = -  

sin c p '  

e i, j designano due vettori costccnti, n priori arbitrari. Se pero si richiede 
che I I .  sia, secondo la sua definizione, un vettore unitario, bisogna che i vet- 
tori costaiiti 8, j rendano rb X 91 eguale all' unit&, ossia 

i X i sin2 w9 +.j  X j cos%+ - à X j sin 2w9 = 1 

per qualsiasi 9. Ne consegue che i, j devono essere essi stessi unitari e in 
piu ortogonali. 

Cib posto, la prima delle (5.4)) in cui si intenda per 11 l'espressione (5.5), 
dZ1, per integrazione immediata, 

1 
d=-cicos O w 9 +  j s i n  O$)+ t,, 

t ,  designando u n  vettore costante a priori arbitrario, il quale perb deve ri- 
specchiare l'ipotesi che t sin unitnrio. Cib si traduce nella condizione 

per qualsiasi 9. 
Ne consegue i i i  primo luogo che dovrnnrio annullarsi i coefficienti di 

cos WB e siil w8,  ossia che t ,  deve essere perpendicolare sia a i che a j .  
Sara percio lecito di assumer10 in ogiii caso sotto la forma 

ak, 
ritenendo a positivo e il vetto1.e 

(5.7) k = =k ( i  A&, 
unch' esso unitario. 

Annali di Matematica. Serie IV, Tomo VII. 
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La precedente equazione si riduce con cib a 

da cui, in base alla (5.6) e alle spe&cazioni a ) O, cp acuto, 

a = cos cp 
senza ambiguith. 

In definitiva 

(6.8) t = sin rp (1: cos w 9  + j sin w8)  -t k cos y. 

Fer caratteri3zare geonietricainente le curve r il cui versore tangen- 
ziale t ha codesta espressione, giova far intervenire un piano fisso x paral- 
le10 ai due vettori costanti i ,  j, e quindi perpendicolare a 76; e associare 
alla considerazione di una I' quella della sua proieziona rX su X. 

Intanto l'inclinnzione della stessa I', ossia d'ogrii sua tangente t su ?k 15 
costante ed eguale a cp, perché dalla (5.8) segue in particolare t X k = cos y. 

5E 
Pure costante ed eguale a - cp è quindi l'inclinazione di t su1 piano y,, 2 
talchè il corrisponderite componente di t, cioè t - k cos cp, ha la lunghezza 
costante sin cp. Ne viene che 

1 t* = - (t-kcoscp) = i cosw8+j s in  w9 
sin rq 

è un vettore unitario di X ,  il quale percib si identifics col versore tangen- 
ziale spettante alla proiezione I'* di I'. . 

Se si designano con Q* la proiezione del punto generico Q di r e con 
ds* = ds sin cp quella dell'arco eleinentare ds, si ha, per definire la curva r*, 
1' equazione 

d Q* - - t*=icosw9 + jsinw9, 
ds* - 

ossia, ove si sostituisca ds cos a ds* e si integri rispetto ad s, contando gli 
archi a partire da Po, risulta 

(5.9) P = Po + sin rp w 9 .  ds + siii cp . 

dQ Dopo cib si riprende la (6.8) in cui t = -, Q rappresentando il punto 
ds 

generico di r. Integriaino qui pure a partire da Po, e avremo, attesa la (5.Q 
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In quale mostra che si tratta di una curva appartenente al cilindro retto di 
base l'* colle generatrici parallele a k, e precisamente di un'elica, poichh la 

curva iiicontra le generatiioi (supposte orientate ilel verso di k) sotto l'angolo 
costante (ed acuto) y. 

Affinchè tale elica risulti, ne1 modo voluto, osculatrice alla C in Po, sarà 
evideiitemente necessario e sufficiente che il relativo triedro principale in Po 
ooiiicida con quel10 di Cl la curvatura c(s) della I', O, ci0 che è Io stesso, 
della I'" soddisfacendo alle coiidizioni iniziali (4.3) di eguaglianza iri Po di c 

dc 
e - coi valori spettanti alla C. 

ds 
Iiidichiamo, per nmggior chiarema, con t , ,  W.,, b, i versori della tan- 

gente, normale principale e biiiorrnale a C in Po.  
Ai primi due devono ridursi per s = O  le detern~inaxioni (5.8) e (5.5) dei 

versori t ed I I .  di I'. Si ha pertanto, ricordando clie 9 si annulla con s, 

1 1 , ~  = j, 
t ,  = i sin rp + k cos y, 

cui va associata la 
b, = 1, r\ Y/,, = (i sin rq + k: cos y )  /\ j. 

Siccome a priori Ic pu6 essere i A , j  ovvero - i A j, cosi bisogna con- 
templare entrauibe le eveni;ualith, il che dB 

Risultano cosl tre equazioni in .i, j, k, clie risolute rispetto a questi tre 
versori, assumono 1' aspetto 

(S. 11) 

dove, ben si intende, vanno presi insieme i segni superiori O gli inferiori. 
La terza equazione ci mostrrt che esistono, in ogni punto Po (geiierale, 

ne1 quale cioè non si annullano né la curvaturn, né ln toisione) due dire- 
zioni k per le generatrici del cilindro cui appartiene una qualsiasi elica 
osculatrice in P o .  Entrambe queste direziorii stanno ne1 piano rettificante 
t , ,  fio,  e sono inclinate su d o ,  nell' uno e iiell' altro verso, dell' angolo acuto y, 

Z 
legato 111 rapport0 2 dalla relazione (5.l), ossia 

Co 
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Fissato il versore 11, riinangono univocamente individuati .i e j, e quindi 
l'elica r, in corrispondeiiza ad ogni c(s), che verifichi le condizioni inizidi 
piii volte richiamate. 

Scelta c(s) e con essa la  base ï* del cilindro, per  es. di uiio dei tipi 
studiati a i  nn. 2-4, si hanno in conformit8, per ogni puiito Po, due eliche 
osculatrici ne1 senso voluto (ci08 aventi con C uii contatto tripunto). Tali 

eliche, finchb cp è un vero angolo acuto cioè > O  e < - appartengono a ( ") 2 '  
cilindri essenzialinente distinti; riescono perd entrainbe O destre O sinistre, 

avendo in Po la  stessa curvatura co e l a  stessa torsione T ~ ;  in modo preciso 
sono destre per T ,  < O, sinistre ne1 caso opposto ('). 

7C 
Ne1 caso limite cp = ( T ,  = O )  le due eliche degenerano entrambe nella 

sezione retta I'", cid che potevasi ben prevedere, associando al 5 2 l'osser- 
vazione finale del 5 1, e del resto appariva gia dalla 

7L. 
cp = -, d a  appunto Q = Q*. 2 

6. r gobbe algebriche. - Per  uiîa curva  C gobba 
siorie T~ nulla si possono ripetere le considerazioiii del 

(6.10), la  quale, per 

che in Po ~ b b i a  tor- 
s 3 ;  bastn eviderite- 

mente sostituire alla C l a  sua proiezione su1 piaiio osculatore in P o .  A noi 
bastera pertanto studiare il caso T ,  + O ,  cioè il caso in cui i quattro punti 
Po, Pf7 Plt, Pf" non sono complanari. Noi dobbianlo costruire una curva 
algebrica di grado minimo che passi per questi quattro punti. Poichè le curve 
di secondo grado sono curve piane, noi dovreino ricorrere a curve di 3" grado, 
cioè a cubiche sghembe. Una tale cubica si pub, come e noto, rappresentare 
in 003 modi daiido ciascuna delle quattro coordinate omogenee di un suo punto 
come uguitle (O proporzioiiale) a un polinomio omogeiieo di 3" grado in due 
parainetri u, v, cioè, in  coordinate cartesiane ponendo 

ove : 

(6.2) 

1 dati del nostro problema non bastario per individuare tutti i coefficienti b. 

Dovremo, conie ne1 caso piano, ricorrere a qualche ipotesi specialmente sein- 
p!ice per otteiiere una r, quanto piii seinplice possibile. Se cominciamo da1 

(1) Cfr. p. es. LEVI-CIVITA e AMALDI, Lezioni d i  Meccana'ca raziolzale, Vo l .  1 (seconda 
ediz., Bologna, Zauichelli, 1929). p. 70. 
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geiieralizzare le paluabole studiate a1 5 4 per il caso piamo, noi coniincieremo 
da1 coiisiderare qiiello cubiche, per cui il piano all' ao è piaiio oscula.tore. Per 
queste cubiche il polinomio q, sarA un cubo perfetto; e iioi, con uiia trasfor- 
inazione linenre iiitera omogeriea sulle u, v, potreirio rendere 

E il parametro w sara determinato a meiio di uiia trasformazione liiieare 
iii tera (w' = Aw + y con A, y costan ti). 

Questo preinesso, ritorniaino alla curva C, scegliendo come assi carte- 
siaiii x, y, z, la tangente, la normale principale e la biiiormale in Po. Lo 
sviluppo (1.4) .di ventera : 

i é posto 

c=ç0,  7 = 5 , ,  

da cui si deduce : 

(6.6) 

Si potrebbero trovare altri sviluppi analoghi ai precedenti, ove s oppure x 
hnrino 1' ufficio di parametri, che si annullano ne1 punto considerato. 11 piii gerie- 
rale di tali sviluppi si otterrib nssumendo come nuovo parnmetro uii paranietro t 
tale che : 

(6.7) s = ut + bt2 + dt3 + .... 
(a, 6, d = cost. ; a f: O). 

Si avrb allora 
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Se iioi trascuriaino i termiiii (indicati con a .... .) di ordiiie superiore a1 terzo, 
queste equazioiri definiscono uiia ciibica I' iperosculatrice in P,(x = s = t =O) 
alla Ci ed osculatrice al piano all'iiifiiiito iiel puilto in2p1.oprio V definito dalle 

Questo punto é il vertice di un cilindl-o paraholico su cui giace la cubica. 
Dato l'iiitorno di Po, e il punto V ,  ne sono determinati anche i rapporti 

e quindi la  precedente cubica r è perfettamente individuata (come si rico- 
nosce, assumendo a t  come nuovo parametro al posto del parametro t). 

Per  determinare unn delle nostre cubiche, baster8 quindi sceglicre ne1 
modo più aemplice il suo puiito improprio V. Una scelta semplicissinia é p. es. 
quella defini ta dalle : 

che equivnle ad assumere t = x. 
La cubica corrispondente 

oscula i l  piano all'infinito in u n  punto V del piano nolwaale x = O, ed i v i  
è tangente a questo piano. 

Queste proprieth (insieme a quella di essere iperosculatrice alla curva C '  
ne1 puiito Po) determinano completamente tale cubica r. 

Noi abbiaino determinato cosi anche un cilindro coiiteiieiite la cubica e 
quindi anche i quattro puiiti P o ,  Pt, Pfr, Pff' iiifiiiitainerite viciiii. Per questi 
quattro puiiti piissa anche una sfera. La iiitersezioire di tale cilindro e di 
questa sfera, dk una nuova risoluzioiie del problemii. mediarite una curva che 
per6 non e di ordine miiiimo (è di quarto p ido) .  La sfera teste considerata, 
permette anche uii'altra risoluzione del problemn iiiediaiite quartiche di tipo 
iissni seinplice: le coniche sferiche. 

7. X' coniche sferiche. - Si chiama conica sferica la intersezione di niia 
sferrt con un cono avente il ceiitro di questa conle vertice. Si tratterh poi di 
scegliere una conicn sferica passante per i quattro puiiti P0PfP"P"' infinita- 
mente vicini posti sulla sfera, O, se si vuole, iperosculatrice ad uns curva C 
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sfe?.ica in 1111 suo punto Po ('). Cambiando gli assi coordinati, usati al 5 6 sup- 
poniamo che z2 f y2 f z2= 1 sia 1' equazione della sfern; la curva C (sferica) 
sin definita dando le x, y, z in funzione di un parametro. Se questo è 1' arco s 
della stessa curva, si hanno evidenteinente le equazioni : 

Ss2 = szte = 1 ; Sxx' = Sx'xl' = O 
Ssx" + 1 = Sxtx"' -+ S X " ~  = O, 

donde 
S(xf' + X ) X  = O, Ssx'" = O 

ove 
Sx2 = X? + y2 i- za, ecc. 

Il quadrato cZ del determinante delle x, x', x" vale Sx"" 1 ed è dif- 
fereiite da pero, se noi escludiamo le curve C che hanno un flesso in Po (che 
sono iiicontrate dit1 cerchio massimo tangente in Po in tre punti infinitamente 
vicini). Lasciamo seiia'altro al lettore l'esame di questo caso. Posto dunque 

Sxft2 .= 1 + CO, 
ne traggiamo, derivando : 

Sxl'X"' = CC'. 

1)a queste equazioni deduciamo facilmente 

x'" = - c' 
(c" 1)a' + - (x f a'') (2). 

C 

e analoghe in y, a. 
Scegliaino ora gli 

sia il cerchio massiino 
y' = 0, z' = O. Dalle 

assi in modo che Po sia il punto (0, 0, l), che y = O 
tangente a C in Po, cosicchè in Po si abbia x' = 1, 

si trarrh che in Po è 

(l) Se la curva data non fosse sferica, noi le 
latrice. 

P) Infatti i punti (x, Y ,  a), ( x ,  ?, Y) e (Et 71, 5)  

sostituiremmo la curva sferica iperoscu- 

ove 

a = xt, fl -y t ,  y = a t ;  CE = x t a", cq = y  +y", cg - s + a" 
sono i vertici di un triangolo sferico trirettangolo. Si  ha 

x' = a, a' = et - x (e analoghe in y, 2). 

Se ne deduce E' = - cx e analoghe. 
Da queste formole (rhe potrernmo chiamare le formole di FRENET sulla sfera) si deduce 

tosto la formola del testo. 
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e per la  formola precedente che è anche 

ftf d"' = - (cZ +- l), y'tf = 6; 2 = 0. 

Una conica sferica è determinata d a  un'equazione omogenea di 2" grado 
in x, y, 2. Se tale conica deve contenere il punto P, ed ivi essere tangente 
alla C si riconosce, come ne1 caso aiialogo del piano, che essa avrk una equa- 
zione del tipo 

2yz = b,,x2 i- 26,,xy + b,&'. 

Ora, dai valori iniziali sopra calcolati, si trae che per uii intorno di 
sulla curva C valgono gli sviluppi : 

dove sono trascurati i termini di grad0 uguale o nlaggiore di 4. 
deduce che : 

do i termini di grado 2 4 nella x) .  Ora dalla equaziorie della con 
considerata (uiiita alla S x k  1) si trae ne1 punto = y = 0, z = 1 : 

Corne ne1 caso del piano l a  condizione di iperosculazione per  l a  curva C 
e per tale conica determiaa (nell'ipotesi c+O) i coefficienti b,, e b,,, la- 
sciando b,, arbitrario. Una semplicissima determinazione di h,, si ottieiie, come 
ne1 caso del piano, iinpoiierido che h,,h,, - bf, = 0. 

Il semplice significato geometrico di questa condizione é che la  conica 
sia tangente al cerchio .~~aassimo z = 0, ci08 al cerchio polare del punto Po 
(cerchio che corrisponde pertanto alla retla all'infinito da  rioi colisiderata ne1 
çaso piano : in tale caso rioi avevamo iiifatt,i parlslto di parabole, cioè di 
coniche tangenti alla retta all' infini to). 
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8. I' cubiche cicliche. - Invece di generalizzare le parabole, ttvremmo 
potuto generalizznre i cerchi, cioé le coniche conteneiiti due punti ciclici. 
Daremo qui un breve cenno di tale nuova soluzione del nostro problema. Noi 
cercheremo di scegliere a curve I' curve del miliimo grado possibile, ci06 
cubiche, le quali incontrino il piano all'infinito in tre punti A, B, B', suppo- 
nendo che B, B' siano ciclici (immaginarii coniugati per curve reali) e che la 
direzione definita da1 punto (improprio) A e la giacitura BB' siano normali 
(che cioè ' A  sin il polo di BB' rispetto all'assoluto). Con le notazioni del 5 6 
noi potremmo rappresentare tale cubica con le (6.1) supponeiido scelto il 
parametro w = u : v in guisa che ai tre puiiti A, B, B' corrispondano i va- 
lori O, & i di tale parametro, ii i  altre parole supponendo 

1 punti B, Br per cui u: v = * i dovranno giacere sulla conica assoluto; 
il punto A per cui u = O  dovrà essere il polo della retta BB' rispetto a tale 
conica. 

Ma, per sviluppare i calcoli relativi, preferiarno servirci iiivece della 
seguente osservazione del prof. FANO. 11 con0 che proietta tale cubica da A 
é un cilindvo H d i  ~ o t a z i o n e ;  il con0 che la proietta da Po é un con0 pas- 
sante pet. B, B', che quindi  è tag2iato secondo cerchi da i  piani che tagliano 
secondo cevchi i l  cilindro H. 

Se xi, y,, z, sono proporzionali ai coseni direttori della direzione A, il 
cilindro H avrA un' equnzione 

ove A, y, v soddisfano alla 

SAS, = Ax, i- py, i- vz, = 0. 

Supponiamo che il triedro coordinato sia, corne al 8 6, il triedro princi- 
pale della curva in Po.  , 

Esprimendo che in Po 

e ricordando le (6.6), troviamo che : 

AmnaJi di  Matematica, Serie IV, lomo VII. 
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Sostituendo i valori che se ne traggono per 1, p, v nella SAX, =O,  si 

Scelte xi, y,, z,  (soddisfacenti a questa equazione cubital resta determi- 
nato uno dei cilindri rotondi Passaiiti per i quattro punti (infinitamente vicini) 
qui considerati. 

Coiisideriamo ora i coni quadrici con vertice nell' origine Po. Essi avranno 
un' equazione 

Ax" +y2 + CzS + 2ayz + 2bxs i- 2yxy = 0. 

Imponendo a urio di essi di passare per i punti improprii A($,, y , ,  z,) 
e B, B1(a,x, qz py,; z,y, f Pa,; - rx;: - y:), ove é posto y" - Sx:, troviamo 

(B - A - C)zf +(A - B - C)Y: - ~ Y X , Y ,  = 0, 

xf(- ax, i- by, + yz,) + y;(- ax, + by, -- yz,) I- ( B  - A)x,y,z, = 0, 

oltre alle altre quattro equazioni che si ottengono dn queste rotando le x, y, z 
(queste sei equazioni equivalgono naturalmente a tre equazioni distinte). 

Esprimelido che tale con0 contiene i quattro soliti pnnti infinitamente 
vicini si trova che : 

A = y = 3Bc2 - 4bc2 = 0. 

Eliminando i coefficienti A, B, C ecc. tra queste equnzioni e le prece- 
denti si trova 

(8.2) 3cs,(x: + y;) -+ 2~x,(y;  + 2:) = O ('1. 

Noi abbiamo cosi trovato su1 piano improprio le due cubiche (8.1) e (8.2). 
Ciascuna delle loro intersezioni dB una delle nostre r cicliche: si riconosce 
perb che, rionostante la semplicitii concettuale, questo metodo è, a lato pratico, 
il meno semplice di tutti. 

9. Iina osservazione del prof. W. Blaschke a proposito del problema 
precedente. - Nori tutte le curve che si sono trovate riei paragrafi prece- 
denti sono del tutto elementari. E dunque forse permesso di porre la questioiie 
in un modo un pochino differente: Dnto 1' elemento d i  tel-z'ordine d' una 
curva, t ~ o v a ~ . e  una figura geometrica composta di  punt i  e Ji rette inva- 
viantemente legata coll'elemento d i  terz'ovdine e caratteristica p e r  questo. 

(l) Lasciamo al lettore il facilissirno studio dei casi in cui qualcuna delle xi, y,, z, è nulla. 
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Ne1 piano si ottiene una tale figura per esempio ne1 modo seguente. 

Prendiamo il purito Po della nostra curva, il rispettivo centro P, della 
evoluta e il centro P, della evoluta di questa evoluta. L a  figura composta 
da P o ,  la tangente passante per Po e il ceritro P, della seconda curvatura D 
caratterizan ovviainente 1' elemeiito del terz' ordine ne1 modo desi- 
derato e dipeiide da 5 costaiiti. 

Iiivece di coiisiderare P,, si pu6 anche coiisiderare il puiito O 
p2 

iiel quale si proietta P, su POP, ortogonalmente. O è il polo 
(puiito asintotico) dell'unica spirale logaritmica, che coiltiene il 
iiostro eleineii to di terz' ordine. 

q 
Ne1 caso del10 spazio it tre dimensioiii si pub precedere ne1 Po 

iilodo segiieii te. Dato l'elemeiito di terz' ordiiie esiste una ~ 0 1 : ~  
direzione facente gli stessi aiigoli colle tre taiigenti successive dell'elemento. 
Proiettaiido l'elemeiito i i i  questa direzione su un piaiio ortogoiiale si ottiene 
un elenieiito di terz'ordiiie d'una curva piana. Sia O il punto asintotico della 
spirale logzwitmica, che PRSSiL per questo elemeiito. Consideriaino la figura 
segueiite: Il puiito Po dell' eleinento dato, la  sua tangente t e la retta 7. clie 
passa per O e fa aiigoli uguali colle tre taiigenti successive. Questa figura 
dipeiide da 9 costaiiti e 1-isolve la nostra questione. Anche qui si pub consi- 
derare la spirale conica che tocca t i n  Po e ha l'asse 7 .  e che passa per l'ele- 
inento dato di terz' ordiiic. 

Esiste durique ne1 caso del piano e ne1 caso del10 spazio uiia sols tra- 
sformaxioiie puntuale iiifiiiitesima che conserva le lunghezze a nieno di uii 
fattore (siinilitudine), cosl che l'elemento dato apparteiiga ad uiia curva tra- 
sformata in sè stessa da1 gruppo generato da questa trasfor~nazione. 

Un' altra caratterizzazione geometrica dell' elenleiito di terz' ordine d' uiia 
curva piana dovuta al  prof. G. THOMSEN ed irivariantiva rispetto a1 gruppo 
delle iriversiorii (gruppo di MOEBIUS) si trova ne1 9 24 del 3" voluine della 
Geometg-ia d i ferenzia le  di TV. BLASCHKE (Berlin, J. Spriiiger, 1929). 
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Una trnsforrnazione delle congruenze cicliche. 

Memoria di PASQUALE CALAPSO (a Messina). 

Snnto. - In questa Memoria è stabilita una trasfmmzime di una data congruensa ciclica (G)  
im una nuova congruensa ciclka (6,)' attraverso un sistema di cinque sfere a due a &e 
ovtogonaii. L'equazione di LAPLACE per i paumnd.i-i direttovi della retta G, è l'aggiunta 
r l i  quella relativa a (G).  La (Gr,) è generale se tale è la (G). 

Ne1 presente lavoro é stabilitn unit trasformazione delle congruenee ci- 
cliche, che  si riaasiime ]!el seguente teorema:  

Sia (A) una's fera dipendente da due pammet?- i ;  P e P' i punti i n  cui 
la sfera tocca il suo inviluppo, e si supponga che suile superf;icie (2) e (2') 
desc~i t t e  dai punti P e P' si com.ispondnno le linee d i  cu?vatura. S i  sa clte 
i piani tnngenti alla sfel-a nei  punti P e P' si tagliano secondo una   bell la 

che geneva una congruenza ciclica (G). 
Siano R ed S i fuochi del raggio G e si costruiscano le sfe9.e coi centlai 

in R ed S passanti per P ; queste due sfere (R), (S) visultano ortogonali alla 
sfeva (A) ed odogonali tra l o ~ o .  

Sia (A') una sfeva 01-togonale alle sfere (A), (R), (8) e tale che sulla 
superficie, luogo del cent?-O A' le linee cowispondenti alle linee d i  culva- 
tura d i  (2 )  fovmino una rete amrzonica a (G). 

Sia infine (Ar') la sfera ovtogonale alle s f w e  (A), (R), (S), (A') ; se 

sono i s-aggi delle sfere (Ar), (A"), (A), le fungioni X, Y ,  Z sono le coordi- 
nnte della direzione d i  una  retta che genera una  nuovrt congmenza ci- 
clica (G,). 

0 

Ho chiamato (G,)  la congmenza aggiunta d i  (G), perché l'equazione di  
LAPLACE a cui soddisfano X, Y, Z e l 'aggiunta di quella a cui soddisfano le 
quantità aiinloghe relative a (G). 

L a  trnsformazione stabilita si presta ad ulteriori ricerche, che saraiiiio 
d a  me sviluppate in un prossirno lavoro. 
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5 1. Le sfere ( A ) ,  (R ) ,  (5) e la congruenza (G). 

1. Fer  uria superficie (2), che riferiamo alle liiiee di curvaturn, ndottiamo 
le  consuete notazioni ; e cioè iiidichiamo con : 

x, y, z l e  coordinate del punto P che genera (L); 
X,, Y,., 2,. i coseni direttori degli spigoli del triedro principale ne1 

punto P; 
Edu2 + Gdv" Ddue + Ddv' l a  prima e secoridri, f'orina foirdainenta.le. 

Sono note le  equazioiri toiidamentali 

- i avE %--- a& - 1 ~ V G  z)" 
av an ac  - VE au x, +-x.,, 1' G 

5 -  -- D - -- x,, - D 3% - 
au V E  a v VG X" 

le cui consegiienze differenziali (equazioni di CODAZZI e di GAUSS) sono 

2. Operiamo uila trasforiiiazioiie di RIEAUCOUR della superficie (2) in uiin 
nuovn superficie (L'); sulle superficie (L) e (8') si corrisporidoiio le  liiiee di 
curvatura ed  esse soiio focltli di un inriluppo di sfere. 

Il passa.ggio d a  (2) a ( Z r )  si immagina qui effettiiato'col procedirilento 
da  me esposto iiella Menioria: Intovno n g l ' i n v i l u p p i  d i  sfere sulle cui focali 
s i  cot.?.ispondon.o le Einee d i  cuwntuva ( e  Atiiinli di Maternatice ., Tomo XXVI 
della serie III, pag. 151 e seguenti), clie richiainiaino breveineiite. 

Si tissuma un sistema di funzioni 

1 7  P, 20, $ 7  a, a, 9, 
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soddisfacenti alle equazioni differenziali 

con la relazione 

(4) h2 + p2 + wS = 21n+o, 

in cui nz. è una oostante arbitraria diversa da zero; se ne deducono le coor- 
dinate del purito ehe descrive (2') espresse dalle formole 

Da queste, osservando le (1) e le (3) si ricava 

donde si traggono gli elementi della superficie trasformata sotto la forma 

E questo il modo phi generale per forinare un iiiviluppo di sfere sulle 

(i) Le quantith E', E" rappresentano l'unit& positiva O negativa, in guisa che le espres- 
sioni di vE, qq risultino positive. 
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cui focali si corrispondono le linee di curvatura; le coordinate del ceiitro 
della sfera ( A )  sono 

ed il raggio è 

3. Richiamnte dalla min citata Memoria queste generalita, passiamo alla 
formazione degli altri elementi che interessano qui. 

Un punto qualunque della tangente alla liiiea u della superficie (2') ha le 
coordinate della forma 

1 A" Aw 
S---(hX,+pX,-+wX,)+t 

rno 

4 per t - - si ha semplicemente - A  

ed il punto appnrtierie anche alla tangente alla linea v delle superficie 2 ;  
dunque le tangenti alla linea v delle due focali nei punti cowispondenti P 
e P' si tagliano ne2 punto R, le cui coordinate sono le (10); similmente le 
tangenti alle linee u si taglinno ne1 punto S d i  coordinate 

la retta RS risulta petScid intersezione d i  due veti o~*togonali e se ne con- 
clude che RS descrive una conggwenza ciclica (G). 

4. Vogliamo formare l'equnzione di LAPLACE n cui soddisfano i paranîetri 
direttori di questa retta. 

Se poniamo 

corne parametri direttori della retta possiamo assumere 
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Fer il calcolo delle derivate di queste funzioni conviene anzitutto prepa- 

aE. 27 rare le espressioni di - e -, che si ottengono dalle (12) osservando le (3); av au 
si ha : 

donde successivamente 

a~ ax, a7 ax ax, ax, ---- +-2- -+- -- 
X, a~ au 5 au au au ati (Xi ) 

Cib premesso deriviamo le (16), ed abbiamo 

infine derivando la prima di queste rispetto a v, ed osservando le (13), (16), (17) 
otteniamo l'equazione richiesta sotto la forma : 

Questa equazione é 1' aggiuiita dell' altra 

dunque : i parametri direttovi della ret ta (G) soddisfano all'equazione ag- 
giunta d i  (19). 

Alcflali di Matematioa, Serie I V ,  Tomo VII. 28 
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9 2. Il sistema delle cinque sfere a due a, due ortogonali. 

5. Abbiamo precedentemente considerato tre sfere a due a due ortogo- 
nali, e cioè : 

la sfera (A), di centro 

e di raggio 

la sfera (R), d i  centro 

e d i  raggio 

la sfera (S), di  cent?-O 

e di raggio 

Vogliamo ora determinare un'a quarta sfern ortogonale alle precedenti,' 
con la condiziono che il suo centro descriva una rete armonica a (G). 

Chiamiamo (A') questa sfera, indichiamo con LE,', y,', z,,' il suo centro e 
con R il raggio; le çondizioni di ortogonalith richieste si traducono nelle 
equazioni 

che risolute danno 

(20) x,' = x + p(XX, + PX' i- w X ~ ) ,  
(21) R~ = pz 2 m 9 ~  + 2+p, 

essendo p un fattore di proporzionalità. 
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Rimane ancora da esprimere che il punto (x,,'y,,'z,') descrive una rete 
armonica a (G). 

A tale scopo deriviamo la  (20), osservando sempre le (1) e le (3); abbiamo 

donde risulta che un purito della tangente alla linea v della superficie de- 
scritta da1 punto (xi) ha le coordinate 

ma, dovendo questa passare per il fuoco R della retta G, dobbiamo disporre 
di p e t in guisa che le (22) si riducano slle (10) ; epperb si dovr& avere 

ed eliminando t si trova 

Arialogamente dovendo la  tangente alla linea u psssare per il fuoco S si 
trova 

Occorre integrare il sistema in p (23) e (24). 
Al10 scopo teniamo presenti le (3), per il cl-ie le precedenti si possono 

scrivere 

se ne deduce integrando 

essendo c una costante arbitraria, ossia 
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dopo di che la (21) dh  

6. Importa notare che sulla superficie descritta da1 punto (x,') le linee u, u 
sono coniugate. 

a ~ ;  
Infatti dopo il valore di p, ora determinato, la espressione di - prende 

au 
la forma 

e ne segue 

a i f (P) =&).(x -;xi). 

D'nltra parte se si cangia il valore della costante c e si chiamano x,", 
y,,", zo" le coordinate del nuovo centro e con p' la quantita analoga a p, si 
avrA parimenti 

(29) 

ed introdncendo un fattore h di proporzionalith si pub scrivere 

Similmente si trovtt 

x' Y: ' nsulta che le quantitk Ed ora se da queste si eliminn - - - 
P' ' P' ' P' ' P' 

soddisfano ad una stessn equazione di LAPLACE, e rimane stabilita la propo- 
sizione. 
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7. Infine costruia,mo una quinta sfera (A") ortogonale a tutte le sfere 
precedenti; l'ortogonalit8 alle sfere (A) ,  (R), (8) dA iiitaiito per il centro ed  
il raggio di ( A )  le espressioni 

e l'ortog-oiialitk di (A') ed (A") si traduce nella relazioiie 

Osservando l a  (26), si ricava il valore di p', e cioè : 

ed in consegueiiza si ottieiie il valore del raggio sotto l a  forma 

Poiché le formole relative alla sfera (Af') noii differiscono d a  quelle rela- 
tive a d  (A') che per 10 scs.mbio di c iii ic, è cbiaro che (corne per (A'))  il 
centro A" descrive una rete armonica a (G) .  

$ 3. La congruenza aggiunta. 

8. 1 risultati ottenuti nei paragrafi precedenti vengono completati da1 se- 
guente teorema : 

S i n  (A) u n a  sfera dipendente d a  due  p a r a t ~ l e t r i ;  P e Pf i punt i  in cui  
la  s fera tocca i l  suo invi luppo ; ( 2 )  e (2') le superficie descritte d a  P e P' 
su cui ,  per ipotesi, si  covrispondono le linee d i  c u r v a t u m ;  si sa che Z'in- 
tersezione de i  piani  tangenti  alla sfera ne i  punti  P e P' gene9.a u n a  con- 
gvuenza  ciclica (G). 

Siano R ed S i fuochi del vaggio G ;  (R), ( S )  le sfere coi centri  n e i  det t i  
fuochi e passanii per P ;  queste sfere r isul tano ortogonali alla (A) e orto- 
gonali fra l o ~ ~ o .  

Sia (A') u n a  sfe2.a ortogonale alle sfere (A), (R), (S) e tale che sîdla 
supe?$cie, luogo del centro A', le  linee corrispondenti aEle linee d i  curva-  
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tura di Z forfnino una rete armonica a (G). Sia (A") una sfera ortogonale 
a tutte le sfere precedenti. Se 

1 1 1  
- - 

X' Y' 2 '  

sono i vaggi delle sfere (A'), (A"), (A )  le funzioni X, Y,  Z sono i parametri 
direttovi di una retta che genera una nuova congî-uenza ciclica (G,). 

Questo teorema discende subito dalle formole precedenti ; infatti per 
l a  (9), (27) e (30) si h a  

l w  
e poichk (come risulta da  un calcolo facile) le fuuzioni o,  - soddisfano 

,t7 T 
l a  (19), a questa stessa soddisfano X, Y, Z;  di pih osservando la  (4) e le 
espressioni (12) di 5, 7 si trova 

(32) x7 + Y S  + z2 + t2 3- yZ = 0, 

e si conclude appunto che X) Y, Z sono i parametri direttori di una nuovn 
congruenza ciclicn (G,). 

Chiamiamo (G,) la congvuenzn aggiunta di (G), perché l'equazione di 
LAPLACE a cui soddisfaiio le  coordinate dalla direzione della retta G, è l' ag- 
giunta di quella a cui soddisfano le coordinate della direzione di G. 

9. Ma la circostanza che merita essere rilevata è che una qualunque 
congruenxa ciclica é setnp?-e interpj-etabile conze congruenza aggiunta pel- 
un  conveniente inviluppo d i  sfel-e con focali corrispondentisi pel. linee di 
cul-vatu?*a. 

Ossia in termini anslitici : 
Se le funzioni 

'4, '32, 0 3 ,  5, rl 
soddisfano le equazioni 

(34) 
ponendo 

(r = 1, 2, 31, 

(m = cost.), 
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le A, p, W, 4, O sono funzioni trasformatrici pe r  u n  conoeniente inviluppo 
d i  sfer-e. 

Iiifatti nella presente ipotesi si ponga 

per le (33) queste funzioni soddisfano le equazioni di CODAZZI; di piu se espri- 
miamo che la 8, tratta dalla (34) soddisfa la (33), risulta anche verificata l'equa- 
zione di GAUSS; dunque esiste una superficie (2) avente gli  elementi fonda- 
mentali (36). 

Similmente esiste una  superficie (2') avente gli elementi fondamentali 

Ed ora dimostriamo che partendo dalla superficie (L) ed operando la trasfor- 
mazione di RIBAU~OUR definita dalle funzioni trasformatrici (35) si ottiene la  (Et). 

Per 10 scopo risolviamo le (35) in modo da avere le funzioni trasforma- 

tenendo presenti le (33) e (36) troviamo facilmente 

1 aVE , %----- 
au- y~ a~ A. 

Poscia introduciamo le fuiizioni Q, ed P colle formole 
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ed osservando che la (34) si pu0 scrivere 

(40) 
deduciamo 

e confrontando con le (7) rimnne stabilita la proposizione. 
La considerazione della congruenza aggiunta si presta ad ulteriori ri- 

cerche, che snranno da me sviluppate in un prossimo lavoro. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Inviluppi di sfere sulle cui focali si corïispondono le linee 
di curvntura e le linee asintotiche. 

Memoria di PASQUALE CALAPSO (a Messina). 

Siinto. - In questa Memoria vengono formati gl'inviluppi di sfere, sulle cui focali si corrispon- 
dono le linee di curvatura e le linee asintotiche, con la considerazione della congruenza 
aggiunta ; il problema è ridotto ad un sistema di CAUCHY e la soluzione generale dipende 
da  quattro ficnsioni arbitrarie di una sola variabile. 

Lo scopo della preseiite Nota é la formazione degl'inviluppi di sfere sulle 
cui focali si corrispondono le linee di curvatura e le linee asintotiche ('). 

Si conoscorio soluzioni particolari del problema ; le trasformazioni di 
RIBAUCOUR di una superficie a curvatura totale costante in un'altra tale 
superficie, e le trasformazioni di RIBAUCOUR di una superficie minima in su- 
perficie minima, daiino luogo ad inviluppi di sfere del tipo richiesto. Ma 
rimane la questione se gli esempi citati esauriscano O no la  soluzione, ed in 
ogni caso occorre decidere del grado di generalith del problema. 

Si sa che se ( G )  é una corigruenza ciclica e (L), (L') sono due superficie orto- 
gonali ai circoli del sistema ciclico associato a ( G ) ,  le due superficie (2) e (2') 
sono focali di un inviluppo di sfere che si corrispondono per linee di curva- 
tura. La corrispoiidenza delle asintotiche di (2) e (2') é traducibile in una 
condizione nuova per la (G) .  

Qui ho preferito considerare (X) e (Er) dedotte dalla congruenira aggiunta 
di ( G ) ;  perchb, assegnata la congruenza aggiunta, gli elementi di (2) e (2') 
sono costruibili in termini finiti. (Vedasi la min Mernoria precedente: U w  
tvasformazione delle congruenze cicliche, in questo stesso fascicolo). 

Impostata cosi la questione, la corrispondenza delle asintotiche d& luogo 
ad un'equaziorie caratteristica per la congrueiiza aggiunta, ohe si presta alla 
discussione. 

Il problema 6 di quarto ordine. 

(') L'atten~ione su1 soggetto mi è stata richiamata da1 collega FUBINI, del che viva- 
mente 10 ringrazio. 

Arinali di  Matematiea, Serie IV, 'Porno VII. 29 
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§ 1. Equazioni fondamentali. 

1. III una precedente Meinoria (Una trasformazione delle congwenze  
cicliche, loc. cit.), iritroducendo un nuovo concetto e cioè della congmenza  
ug,qiunta d i  u n a  data  congruenza ciclica, ho dedotto un nuovo procedimento 

formare un inviluppo di sfere a falde focali corrispondentisi per  iinee di 
curvatura. 

II detto procedimento, in termirii aiialitici, 6 il seguente : 
Se le funzioni 

O,, 02, 83, 5, 9 

sodd is fano le equazioni di f lerenzial i  

esistono due  supevficie (2)  e (Er) (nelle quali u e v sono i pavametri  delle 
linee d i  cu~watura ) ,  individuate ~ ispe t t ivarnente  dagli elernenti fondarnen- 
ta l i  

1 ae, yE=-L?!!E yG=--- 
(3) 

50, au ' 7 e r  a u y  

Le supe?$cie (2)  e (Zr), collocate convenientewtente nello spazio, sono 
falde focali d i  u n  invi luppo di sfere. 

2. Qui vogliamo formare gl' inviluppi di sfere l e  cui falde si corrispondoiio 
per linee di curvatura e per linee asintotiche. 
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Dalle (3) si ha : 

donde 

Similmente 

sicch6 la condizione della corrispondenza, delle asiiitotiche si traduce nel- 
1' equazione 

Il problema proposto é cos1 ridotto all'integrazione del sistemn (l), (2), (5). 

. 
g 2. Teorema di  esistenza. 

3. Veniamo ora st discutere l'esistenza ed il grado di generalitk dell'in- 
tegrale del sistema (l), (2), (5). 

Per 10 scopo operiamo la  trasformazione di variabili 

con cui il sistema prende la forma 

a0,  a O ,  a e, ae, a 0 ,  (% - a,)[% (GJ + w (tJ] - w w (e;) 
ao, a 0 ,  (2 -+- $)[$ (%) + ; (211 - a $7 (Tij 
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a% le Se deriviamo l'ultima di queste rispetto a v e sostituiamo per la -- 
a d y  

espressioni date dalla prima, otteniamo uii' equazione della forma 

in cui A e B sono espressiorii nelle 8,. e le derivate prime che un facile 
calcolo dimostra non identicamente nulle. 

Similmente la seconda d5t 

aE a? e le (8)) (9) ad  opportune condizioni iniziali sono risolubili rispetto a ?, : 
au auf 

Dopo ci6 la prima delle (7) e le (10) formano un sistema di CAUCHY. Ln 
solazione del problema cosl posto dipende da otto funzioni arbitrarie della 
sola u', che sono i valori (per vl== O)  di 

a causa della (9) 1' espressione 

é funzione della sola u, e disponendo dei valori iiiiziali (11) si pub rendere 
nulla. Similmente si ragiona sull'ultima delle (7) e le funzioni arbitrarie si 
riducono a sei soltanto. 

4. Occorre un'ultima considerrtzioiie per decidere del grado di gene- 
ralit8. 

Interpretiamo per un moment0 0,) O,, 0, come coordinate di uii punto e 
pensiamo la superficie 3 descritta da questo punto. Poteiido sostituire u e v 
con funzione della sola u e fuiizione della sola v l a  linea 

u + 2) = O, ossia O' = O, 

è una qualunque linea della superficie S, per esenîpio la sezione col piano 
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perpendicolare all' asse 0, alla distariza 1. D' altra parte per individuare la 
linea u' si pub assuinere i'arco della linea d = O  contato a partire da un 

suo punto. 
Ne segue che senza ledere la generalith possiaino ritenere 

e risulta che la soluzione de2 problenaa dipende essenzialmente da quattvo 
funzioni arbitr-a?-ie. 
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Gruppi delle eqimzioni biiioinie. 

Memoria di GIULIO DARBI (a Napoli). 

Sunto. - La presente Memoria h a  10 scopo clZ determinare le condizioni necessarie e suficienti, 
pwchè l'equaaiorne binomia xn - A - O ammet ta  un dato gruppo, dipendentemente da l la  
forma del termine noto A, essendo n un numero intero qualunque, assegnato a piacere. 

In una min precedente memoria ('), mi occupai della teoria della riduci- 
bilith delle equazioni risolventi di GALOIS, relative alle equazioni binomie : 
an - A - O, irriducibili in un certo campo K di raxionalith a cui appartiene A .  
Se 

(1) f ( 4  = 0 

é un' equaxione a radici distinte : x, , x, , ... x,, , si consideri 1' espressione : 

in cui a., , a,, ... a, appartengono al10 stesso campo K ciii appartengono i 
coefficienti della (l), scelti in guisa tale che, per tutte le sostituzioni fra 
a i ,  x,, ... x,,, la  (2) acquisti N =  ?z!  valori distinti p i ,  p ,  .... p ~ ,  che sono ra- 
dici deli' equazione 

(3) V(P) = O, 

detta risolvente d i  GALOIS della (1). 
Lo studio sulla riducibilith della (3) é di notevole (') importanza, perché 

é connesso alla determinazione del gruppo di GALOIS dell'equazione pro- 
posta (1); sappiamo (3) che, il grado di uno dei fattori, per esempio W(p), 
irriducibile in K, in cui si spezxR V(p), é uguale all'ordine del gruppo di 
GALOIS della (l), le cui radici sono funzioni razionali in K di una qualunque 

(') Cfr. DARBI, Su l la  riducibilità delle equazioni algebriche. Memoria I I .  a Annali di 
Matematica pura ed applicata B, 1926-27, tom0 I V .  

(') Cfr. BIANCHI, Leziolzi sulla teoria dei gruppi d i  sostituzioni e delle equazioni a l p .  
briche secondo Galois, 1899. 

(3) Cfr. BIANCHI, op. cit. 
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radice della (3), che è equazione normale ('). Sappiamo (2) inoltre che, il 
gruppo di GALOIS (G) della (1) gode della proprieth, per la quale é lecito di 
applicare le sostituzioni di (G) su x, , x,, ... x,, che figurano in qualurique 
relazione razionale fra le ritdici, con coefficienti appartenenti a K, senza che 
tale relazione cessi di essere verificata; inversamente: se una funzione razio- 
nale F ( x , ,  LE,, ... x,)  di x,, LE ,,... x,,, con coefficienti appartenenti a K, ri- 
mane numericamente invariata per qualunque sostituzione di ( G ) ,  essa è ra- 
zionalmente nota, cioè appartiene al campo K. 

Per  facilitare la  comprensione della presente memoria, continuazione e 
completamento dell'altra gih citata, credo utile accennare per sommi capi i 
risultati ottenuti in quella.. 

a)  Se un' equazione binomia xn - A = 0, è irriducibile in un camdo K 
di razionalith, a cui appartiene A, il grado di uno dei fattori irriducibili in K, 
in cui si spezza il 1" membro ddll' equazione risolvente V(p) = O, ossia l' or- 
dine del gruppo di GALOIS della data equazione binomia, e divisore del pro- 
dotto np ed é multiplo coinune ad n e p ;  la  condizione riecessaria e suffi- 

nP ciente perché tale grado sia uguale ad _ ,  è che i sia divisore comune 
Z 

ad n e p;  inoltre A sin uguale alla potenza Pa di un numero del campo: 
(K, E), e rion ad altra potenza di un numero del10 stesso campo, con esponente 
maggiore di i, esseiido E radice di f ( e )  = O ,  ci06 dell'equazione alle radici 
primitive nme dell'unitk, ed il iiumero p 6 il grado di uno dei fattori irridu- 
cibili in K, in cui si spezza f ( ~ ) .  

b) L' ordine del gruppo di GALOIS di un' equazione binomia : x;" - A= O, 
di grado dispari, irriducibile ne1 campo rtssoluto (C) di razionalith a cui ap- 
partiene A, é uguale al prodotto nr, ove: 

essendo p , ,  p,, ... p, numeri primi dispari differenti fra loro; s1 rappresenta il 
grado dell'equazione f ( ~ )  = O alle radici primitive nme dell' unith.; equazione 
irriducibile in (C) (3). Un caso particolare giA noto (4) si h a  per n uquale ad 
un numero primo dispari p, per cui i'ordine del gruppo di GALOIS é uguale 
a l  prodotto p ( p  - 1). 

(1) Chiamiamo normale un'equasione di cui tutte le radici si possono esprimere ranio- 
nalmente per me550 di una di esse. Cfr. WEBER, Traité d'algèbre supérieure, 1898. 

(2) Cfr. BIANCHI, op. cit. 
(3) Cfr. BIANCIII, op. cit., pag. 209. 
(7 Cfr. NETTO, Teoria delle sostituzioni e slca applicazione all'algebra. Teor. IV, pag. 220. 
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c)  Se uii' equazione binomia a'' - A = O, irriducibile in (C) a cui ap- 
partiene A, e di g-rado pari, perché V(pj si spezzi in fattori irriducibili in (C), 
ciascuno di grado nj., è necessario e sufficiente che, A non sia uguale a1 
quadrato di un numero del campo (C, E), essendo E una radice primitiva nma 
dell' uiiità, che soddisfa ad uri'equazione di grado r, la quale e irriducibile in (C). 

d) La condizione necessaria e srifficiente, affinchè l'equazione binomia 
irriducibile in (C): 

DY-A=0, ove n = 2 p , p  ,... p,,  

a cui appartiene A, ammetta il gruppo di GALOIS d'ordine rnassimo, cioè 
uguale a l  prodotto: 

2~124 P * ( P ~  - lXp2 - 1) ( p i  - 11, 

O cib ch' è 10 stesso, affinchè V(p) si spezzi in fattori irriducibili in (C), cia- 
scuno di grado uguale al precedente prodotto, e che A non abbia la  forma: 

ove p, , p z ,  ... p,, sono scelti a piacere fra p, ,  p z ,  ...pi, che sono numeri primi 
dispari differenti fra loro, essendo a un numero di (C) ;  se poi A è della pre- 
cedente forma, l'ordine del gruppo di GALOIS è uguale al prodotto: 

e) Le equnzioni binoinie di 4" grado irriducibili in (C) ,  le quali non 
siano della forma x4 + a2  = O, ammettono gruppi di GALOIS di ottavo ordine; 
se hanno la precedente forma, sono normali, cioe con gruppo di GALOIS di 
quarto ordine, essendo a uii numero di (C); la condizione necessaria e suffi- 
ciente affinchè, 1' equazione biiiomia xe" A =  O, irriducibile in (C), a cui 
appaitiene A, abbia il gruppo di GALOIS d'ordine massimo, cioé. uguale al 
prodotto 2'b1, e che A non sia uguale al quadrato di un numero del campo 
(C, e), ossia che non abbia alcuna delle forme : 

-a" zk 2ba, 

essendo a, b numeri di (C); ne1 caso che A abbia una delle precedenti forme, 
senza essere a uguale al quadrato di un numero di (C), il gruppo di GALOIS 
é di ordine 2LL-2. In generale, affinchè l'ordine del gruppo sia uguale alla 
potenzit 221-i, per i variabile da tre a 1, é necessario e sufficiente che A 
abbia una delle seguenti forme: 

- azi-l - +2 *i -1. 
7 a 9 

i casi di i = 1, i = 2 sono stati già esamiiiati. 

Ansali di Matewaatica, Serie IV, Tomo VII. 
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Per i = 3, la seconda delle precedenti forme diventa - 2 k 4 ;  per il teo- 
rema del CAPELLI !i), 17 equazione x" + 4a4 = 0 é riducibile in (C); onde, 
per i = 3 é da considerare la sola prima forma, cioé - a2', 

f )  La condizione necessaria e sufficiente, affinché un'equazione binomia 
x* - A =  O, irriducibile ne1 campo assoluto (C) di razionalitb cui appar- 
tiene A, sia normale, é che abbia una delle tre seguenti forme: 

ove a é un numero di (C); giovn notare che, per i casi di h = 2, A = 3, 
giusto le osservazioni del teorema e),  si deve considerare la seconda delle 
precedenti equazioni. 

L a  presente Memoria ha 10 scopo di riprendere l a  precedente quistione, 
per trattarla da, un punto di vista più generale, col considerare il grado n di 
un' equazione binomia della forma n = 2'pial pzR' ... piRi, cioe suscettibile di 
assumere qualunque valore, e studiare le condizioni necessarie e sufficienti 
perche l'equazione ammetta un dato gruppo, dipendentemente dalla forma 
del termine noto A. 

Debbo rendere ancora vive grazie al  prof. D. HILBERT, dell'universitb 
di Gottingen, per avermi consigliato di proseguire questi studi, per i cui ri- 
sultati da me ottenuti nella precedente menzionata ~ e m o r i a ,  mostrb benevolo 
interessamento, condiviso anche da1 prof. LUIGI BIANCHI. 

Enuncio i risultati principali ottenuti nella presente Memoria: 
a') La condizione necessaria e sufficiente, affinché l'equazione binomia 

zn - A = O, essendo n = 2piU4 pZaz .., pia" la quale sia irriducibile ne1 campo 
assoluto ( C )  di razionalitb, a cui appartiene A, ammetta il gruppo di GALOIS 
d' ordine massimo n. Y, essendo : 

15 che A non sia uguale al yuadrato di 
non abbia la forma : 

lin numero del campo (C, E), ossia A 

ove p ,  , p, , ... p ,  sono numeri prirni dispa,ri differenti fra loro, scelti a piacere 
fra pi,  p,  , ... pi; il numero a appartiene a (C); 9. é il grndo de117 equazione 

(') Cfr. CAPELLI,  Sulla rirlucibilita delle equazioni algebriche. * Rendiconti della Reale 
Accademia delle Scienxe di Napoli n, 1898. 
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f ( ~ )  = O, alle radici primitive nme de117 unith; se A è della precedente forma, 
il gruppo è di ordine uguale alla met& di nt-. 

O') La condizioiie iiecessaria e suficiente, affinché l'equazione binomia 
xn - A = O, essendo n = 21pia4 ... piai, la quale sia irriducibile ilel campo as- 
soluto (C) di razionalitk, a cui appartiene A, ammetta il gruppo d'ordirie 
inassimo, uguale ad nv, essendo: 

é che A nori abbia alcuna delle seguenti forme: 

essendo pi,  p z ,  ... p ,  scelti a piacere fra p , ,  p,, ...pi, che sono numeri prinli 
dispari differenti fra loro; a, h sono uumeri di (C); ne1 caso che A abbin una 

n.r 
delle precedenti forme, l'ordine del gruppo di GALOIS è uguale ad -. 

2 
Per  1 = 1, si applichi il teorema a'j; per X = 2 si consideri la  prima 

delle precedenti espressioni, cioè : 

c') Uri'equaziorie binomia di grado pari xn -A= 0, irriducibile ne1 campo 
assoluto (C) di razionalitk, a cui appartiene -4, essendo n = 2ApiXip,a2 ,.. pizi, 
ha 17 ordine del gruppo di GALOIS della forma: 

ove 12, al variare di A, pu6 assumere i valori da zero a (A - l), se À > 1, 
ed i valori zero ed uno per X = 1. 

d') La condizione iiecessaria e sifficiente affinché 1' equazione binomia 
X" - A = 0, esseiido n = 2'pia* dZU2 ... pizi, la quale sin irriducibile ne1 campo 
assoluto (C) di razionnlit5L, a cui appartieiie A, abbitt il gruppo di GALOIS di 
ordine t, essendo t, per il teorema precedente c'), della forma: 

è che A sia uguale alla poteiizri. - a'h-', in cui ad a si sostituisca uua delle 
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due espressioni : 

ove a, é un numero di (C); p i ,  p,, ... p ,  sono scelti a piacere fra p i ,  p , ,  ... pi, 
che sono numeri priini dispari differenti fra loro. Fer A = 1, si applichi il 
teorema a'); per A = 2, si applichi la prima delle precedenti espressioni; per 
12 = O, si applichi il teorema b'). 

1. Si abbia l'equazione: 

(1) s n - A = 0 ,  

irriducibile ne1 campo assoluto (C) di razionalita, a cui appartiene A, essendo 
n =  2pU, ove p é un numero primo dispari. Denotiamo con 

l'equazione alle radici primitive nme dell' unith; sappiamo (') che la (2) è 
equazione abeliana rt gruppo ciclico; si ha : 

Ponendo saD-' = - cl, la (2') si trasforrna nell' equazioiie della divisioiie 
della circonferenza in p parti uguali, cioè : 

Da1 teorema precederite c),  si ricava che, l'ordine massimo del gruppo 
di GALOIS della (1) é uguale ad m., se A non è uguale a quadrato di un riu- 
mer0 del campo (Cl E). 

Supponiarno che si abbia: 

(3') A = V ( E ) ~ ,  

ove CP(E) deiiota il siiubolo di una fuinione razioriale intera di E, con coeffi- 
cienti appartenenti a (C). Una funzione di E ,  la quale soddisfa alla (3'), 6 
dunque una funzione a due valori; si osservi che (I), il gruppo di GALOIS 
della (2') é ciclico, cioè e costituito dalle successive potenze di una stessa 

(') Cfr. BIANCHI,  op. cit., pagg. 212-222-223. 
(") Cfr. BIANCHI, op. cit., pagg. 212-222-223. 
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sostituzione circolare; onde, esiste in (G) uii sottogruppo (H), ed uno solo 
d'ordine pZ, cioè d'indice due rispetto a (G), tale che le sostituziorii di (H), 
e solo queste, lasciano inalterato il valore numerico di y(&). 

Possiamo prendere : 

(4) V ( 4  = 4% - Y,), 

esseiido a un numero di (C);  q o ,  7, soiio definiti dalle uguagliarize: 

a è radice della (3); g è una radice primitiva deli'unità, ne1 senso dei numeri, 
P-' 

secondo il inodulo p. Dalla (4) si ha  y(€)" a?(- 1) .p. Qualunque funzione 
razionale di E, la  quale soddisfa la (3'), non pu6 essere che della forma -- 
t b V(- l)P-i.p. La (3') diventa : 

P z 1  

(4') A = a2(- 1) .p. 

Se  il grado n dell'equazione binomia è uguale al prodotto 2p,nlp,as, es- 
sendo p i ,  ps iiumeri primi differenti fra loro, sappiamo (,) che, le radici pri- 
mitive nme dell'unit8 si possono ottenere, inoltiplicando una radice primitiva, 
dell'unith di grado 2p,"l per una radice prinlitiva dell'unith di grado P , ~ S .  
Dimostriamo il seguente teorema : se f ( e )  = O, di grado h in E, rappresenta 
l'equazione alle radici primitive tme delll unitit, e cp(o)= 0, di grado y in o, 
rappresenta l'equazione alle radici primitive qme del17unit8, esseiido t, q priini 
fra loro, ciascuna delle precederiti eqnazioni è irriducibile ne1 campo che si 
ottieiie aggiungerido a (C) una radice deli'altra equazione. Rnppresenti: 

l'equazione irriducibile in (C), alle radici (tq)me dell'unita, di grado s in y ;  
per quanto si è detto, si deve avere:  

Supponiamo che l'equazione y(o) = 0 sin riducibile ne1 campo (C, e); de- 
riotiamo con y , ( ~ ,  E) uno dei fattori di grado lz in o, irriducibile ne1 prece- 
deiite campo, in cui si spezza cp(w). Consideriamo il sistema: 

da1 quale elimiiiiaino o, E. La  risultante +,(y) =O, i cui coefficieiiti appnr- 
teiigono a (C), è di grado lzh in y. Le due equazioni $(y) = O, $,(y) = O, di 

(1) Cfr. CAPELLI, Istituzioni di analisi algebrica, 1902, pagg. U - ô 3 2 .  
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cui la prima è irriducibile in (C),  haniio uiia radice i i i  coinuiie; quiridi 
$,(y) = O  deve aminettere tutte le  radici deli'altra, ineritie il silo grado è 
iniiiore di quello di +(y) = O ,  corne risulta dalla prima delle (6). c dall'es- 
sere p > I I .  Oiide, l' equazione y(o) = 0 è irriducibile ilel campo (C, e). 

Riprendiaino 1' equazione x" - A 2 0, esseiido n = 2p,"lp,aa. Per 11 teo- 
rema c), sappianlo che, aniiichè il gruppo. di GALOIS della piecederite equa- 
zione abbiil il iiiassimo ordine m., è liecessario e sufficieiite che, A non sia 
uguale al quadrato di un nuniero del campo (C,  E). Supporiiamo che si abbia: 

Se con o, r rappres'entiamo due radici primitive deli'unità, rispettiva- 
mente di grado 2p,"l, pybg, la precedente uguaglianza, tenuto conto che E =oz, 
si pu6 scrivere cosi: 

(7') A = y(@, 7)') 

esserido, y(w, s) uiia furizione razionale iiitera di o coi] coefficieiiti apparte- 
iieiiti al campo (C, s). 

Rappresenti f(w) = O 1' equazioiie irriducibile in (C), alla quale soddisfa w; 
per quziiito si è detto, tale equazioiie è anche irriducibile iii (C, r), ed A 
abeliana a gruppo ciclico ( G ) .  

Si tratta di determiilare la piu geiierule fuiiziorie di w, uioè y(w, c )  con 
coefficieiiti ii.pparterieiiti al campo (C, T), la  quale, per le sostituzioni di (G), 
acquisti due valori assoluti uguali e di segno contrario, ossia che soddisfi 
la (7'). Ora, tale quistiorie è ideiitica a quella gih trattata nelle precedeiiti 

P '  
pagine; per risolverla, bnsta applicare le (4), (4'). Si lia quiildi A = ( r 2 ( -  1) 2 p i ,  
essendo a un ?zumero d i  (C, c); poichè A, p , ,  soiio iiuineii di (C), anche tcz 

pa-1 

deve appartenere a (C), ed è quindi della forma (- ~ ) ~ p , u ~ ,  ove a ,  app8.r- 
Pd Pa-1 

tieiie al  precedente campo; si ricava A =  (- 1) -(- 1)2 -p,.p,al. Se il 
grsdo n dell' equazione sn - A = O è uguale al  prodotto 2p,a4p,az ... piXi, se- 
guendo un pi'ocediineiito del tutto tinalogo a quello testé tenuto, si ricava 
che, la condizioiie iiecessaria, e sufficieiite nfiiichè A sia uguale al quadrato 
di un iiuinero del campo (Cl E), è che A abbia la forma: 

essendo p,, p,, .., p,, numeri primi dispari, scelti a piacere fia. p , ,  p , ,  ... pi.  
Deteriniiiiamo l'ordiiie del gruppo di GALOIS dellit precedeiite equazione bi- 
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nomia, dipendentemente dalla forma di A, uguale O no alla (8). Sia E una 
radice primitiva nma dell'unitk, l a  quale soddisfi l'equazione f ( ~ )  = O, il cui 
grado ?., come sappianio, é iigoale a l  prodotto: 

Ricordiamo il seguente teorema ('), già da  m e  dimostrato: 
La condizione necessaria e sufficiente, affinchè 1' equazione f(x) = O, 

(a radici distinte) che si-ottiene eliminando le n - 1 vatiabili: y, z, ... u, v, w 
dalle n equazioni del sistema: 

le quali sono razionali intere rispetto alle vnriabili x, y, z, ... u, v, w, con 
coefkcienti appartenenti ad u n  campo K di razionalità, sia iwiducibile i n  
tale campo, é che le equazioni: 

siano irt-iducibili rispettivamente nei campi : 

( K ;  Y, Zi U ,  , Va W,), (Ki Zi,  zc,, V,, w,), ( K ;  ... ul ,  V, , tu,), ... (9; tu,), K, 

ove: (y,, z,, ... u i ,  v,, w,) ?*appresenta una soluzione, scelta a piacere, del 
sistema costituito dalle ultime n - 1 equazioni del sistema (9). 

Giova notare che, se in qualche equazione di (9), una delle variabili, per 
esempio y ,  si pub esprimere in funzione razionale intera delle altre, che figurano 
in detta equazione, il sistema si pub ridurre ad  urin variabile di meno e ad  uria 
equazione di meno;  al  nuovo sistema si applica il teorema,, teste eriuriciato. 

Cio posto, se indichiamo con x , ,  x,, ... a,  le radici della data equazione 
binornia xn - A = 0, essendo n = 2p,'lp,'2 ... pia: possiamo mppresentare tdi 
radici come segue : x, me, $2, ... s a n - ' .  L a  (2) della prima pagina diventa: 
p = x(ai + a , E  + a,e% ... i - - t .  a,€*-'), ossia della forma p = ~ Q ( E ) ,  ove a , ,  
a, ,  ... a ,  sono numeri di (C). Consideriaino il sistema: 

(') Cfr. DARBI, S u l l a  ridzceibiZit2c delle equazioni  nlgebriche. s Rendiconti della Reale 
Accademia Xazionale dei Lincei B, 1923, l0 semestre. 
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Se A non h a  l a  forma (€9, abbiamo visto che non pub essere uguale al 
quadrato di un 'numero  del campo (C, E)'; onde, applicando il teorema c), il 
gruppo di GALOIS dell' equazione binomia xn - A =  O é di ordine nr, es- 
sendo 1. uguale ad  (8'). Vediamo che diventa l'ordine del gruppo, se A é 

uguale al  quadrato di un numero di (C, E), ossia, s e  A h a  l a  forma (8). Si 
abbia A = 11 sistema (9') si riduce a1 seguente: 

Se 1' equazione xplG1-.piGa = CP(B), fosse riducibile ne1 campo (C, a), per  il teo- 
rema del CAPELLI ('), dovrebbe essere y(€) 'uguale alla potenza di grado pi di 
un numero di ta1 campo, cioe si avrebbe y(€) = @(&)Pi, e quindi A = [[@(E)I2lPa; 
essendo per ipotesi 1' equazione xn - A = O irriducibile in  (C), non pu6 @ ( E ) ~  

nppartenere a (C); oiide, ponendo @ ( E ) ~  = z, si avrebbe A =zpa; poichè E e 
radice di equazione Abeliana, anche z deve soddisfare ad  un'equazione Abe- 
liana e quindi normale; il che é assurdo, perché non esiste un'equazione 
normale della forma A =.Pi, con p, numero primo dispari, ed A numero 
di (C), come risultn da1 teorema f). La  risultante +(p) = 0, che si ottiene eli- 

nr 
minando, dalle equazioni del sistema (IO), l e  variabili x, E, di grado -, è ir- 

2 
riducibile in (C), come risolta da1 teorema relativo alla risultante del si- 

nr 
stema (9). I l  precedente grado - rappresenta l'ordine del gruppo di GALOIS 

2 
dell' equa.zione biiiomia. 

2. Da  quanto si è detto iiel precedente articolo, possiamo enunciare il 
seguente teorema : 

La condizione necessa~.ia e sufficiente, affinchè l 'equazione binomia 
X; - A = O, essendo n = 2pLUi ... piri, la  quale sia i r ~ i d u c i b i l e  nel campo as- 
soluto d i  razionali tà (C), a cui  appaq-tiene A, abbia i l  gruppo d i  Galois 
d' ordine nzassimo nr, è che A non abbia la fof-ma : 

ove p, ... p, sono n u m e r i  p i m i  dispat-i dire?-enti,  scelti a piacere fra 
p, ...pi; a è un nunlero d i  (C); se A è della precedente folWma, i l  g ~ u p p o  

(1) Cfr. CAPELLI, citata Mernoria. 
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3. Coiisideriamo il caso generale, in cui il grado n dell' equazione binomia : 

(1 1) 2 " - A = 0  

sia della forma 2hpiuip,a2 ... piai, per A > 1. 
Come il sistema (IO), formiamo 17analogo : 

ove f ( ~ )  = 0 rappresenta 1' equazione di grado .I. alle radici primitive nme 
dell' unit&, essendo : 

Perché l' equazione +(p) = O, che proviene dalla eliininazione delle va- 
riabili x, E dalle equazioiii del precedente sistema, sin irriducibile in (C), é 
necessario e sufficiente che, 1' equaziolie f ( ~ )  = O sin irriducibile in ta1 campo, 
e che l'equazioiie xn = A  sin irriducibile in (C, E); la  prima condizione é 
soddisfatta; perché 10 sia l'altra, é necessario e sufficiente, per il teorema 
del CAPELLI, che, A non sia uguale al quadrato, né alla potenza pima di un 
numero di C, e che inoltre - A  non sia uguale alla quarta potenza di un 
numero di (C). 

Se fosse A = @(&)Di, ponerido @(E) = Z, (non pu0 essere z un numero 
di (C), tenuto conto che l'equazione (11) è irriducibile in (C)) si avrebbe 
A = ~ " i .  Poichè E soddisfa ad un'equazione Abeliana irriducibile, anche z 
deve essere radice di un'equazione Abeliana; i l  che é assurdo, non appar- 
tenendo la precedente equazione binomia irriducibile fra quelle elencate da1 

teorema f ) ;  se poi fosse - A = 4@(~)<, si avrebbe A = [~E~@(E)']', tenuto oonto 
99 

che E%= - 1, cioé sarebbe A  uguale a1 quadrato di un numero di (C, E ) ;  

escludendo questo caso, la risultante +(p) = O di grado nr é irriducibile in (C), 
come sappiamo (7; risulta quindi che, il gruppo di GALOIS della (11) B di 
ordine nr. 

Conslderiamo il caso genernle, in cui A sia uguale alla potenza di 
grado 2h di un numero di (C, E), e non ad altra potenzn di un numero di ta1 
campo con esponente 2h', essendo h' > h, cioé si abbia A = 1' equa- 
zione xn - A = O diventa x t L t  - ~ ( 8 ) ' ~  = O, in cui h < A, corne mostreremo. 

(&) Cfr. citata Nota ii Rendiconti Accademia Nazionale dei Lincei 2 ,  19-23. 

Annali d~Malemcitiecc, Serie TV, Tomo VII. 
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La precedente equazione è normale ne1 campo (C, E), in cui é riducibile; 
i fattori irriducibili in (C, E), in cui si decompone il primo membro della pre- 
cedente equazione. sono del10 stesso grado; uno di tali fattori é xt '2a-h- @(e), 
essendo t = ptaipZaz ... piai. Ora, è facile dimostrare che i l  precedente fattore 
è irriducibile in (C, E). 

Se fosse xt-2"'- @(E) = O riducibile, dovrebbe essere @(E) uguale al qua- 
drato, oppure alla potenza ptmQdi un numero del campo (C, E); ne1 1" caso, 
essendo : 

(117 A = q ~ ) " ,  

sarebbe A uguale alla potenza di grado 2h', (essendo h' > h) di un nurnero 
del precedente campo; il che é da escludere per l'ipotesi fatta; noii si pud 
verificare neanche l'altro caso, cioé che sia @(E) uguale alla potenza pima di 
un numero di (C, E), perché anche A verrebbe ad essere uguale alla po- 
tenza plma di un nuniero di ta1 campo, cioè si avrebbe ui-i'equazione nor- 
male A =  y(~)Pi)  coi~trariamente al  teorema f ) .  Consideriamo il sistema: 

In cui risultante +(p) = O, di grado ~*t2) . -~  in p, e, conle sappiamo, irriducibile 
in (C); tale grado, come é noto, è uguale all'ordine del gruppo di GALOIS 
della data equazione binomia (11). 

Dando ai  .numeri I . ,  t i significati, dei quali abbiamo fatto menzione nelle 
pagine che precedono, l'ordii-ie del gruppo di GALOIS della ( I l )  é della forma: 

in cui, per A )  1, h pub assumere valori da zero fino a (A - 1) ;  mentre, 
per A =  1, h pub assumere i valori zero ed uno, come si é giA visto ne1 
teorema 2 del precedeiîte articolo. Ne1 caso di A > 1, dobbiamo dimostrare 
Che, h non pu6 assumere un valore maggiore di (1 - l), e quindi pub avere 
in tutto A valori, compresi fra zero e ( A  - 1), i quali sostituiti nella (13) 
fanno acquistare a questa altrettanti valori, che corrispondono agli ordini di 
tutti i possibili gruppi dell' equazione binomia data xn - A = O, essendo 
n = 2hp,aip,a2 ,,. picci. 

Se fosse h = A, si avrebbe, per la (Il'), l'ugunglianza: 
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la quale si pub scrivere cosl: 

(14') A = q w ,  a ) ~ )  
ove w soddisfa 1' equnzione : 

(15) wzl-l f 1 = 0, 

ed a é radice primitiva dell'uriith di grado piaip2=2 ... piai. 
Coiisideriamo la (14') come un'equazione a, cui soddisfa w, con coefficienti 

apparteiienti al campo (C, a) ;  ora, sappiaino che, la (15) è irriducibile ne1 
campo (C,  a). Intanto la  (14'), avendo una radice o in comune con l'equà- 
zione (15), che è di grado maggiore di 2, avendo supposto A ) 1, è riducibile 
ilel campo (C, a);  quindi, per il teorenla gik citato del CAPELLI, si deve avere: 

(16) A = ?(a)" oppure - A = 4444' ; 

dalla prima delle (16), appiicando il teorema a'), si ricava: 

esseiido b un nuniero di (C); p i ,  p,, ... p,, sono iiumeri primi dispari, scelti 
n piacere fra p , ,  p,, ... pi, che sono differenti. 

Si noti che, l'equaziorie (14) è Abeliana e quindi normale; iiioltre é ir- 
riducibile in (C), a causa dell'irriducibilita iii tale campo della data equa- 
zione sn - A = 0 ;  onde, per il teorema f )  si deve avere: 

essendo a un nuniero di (C). Dalle precedenti ugnaglianze (18), tenuto conto 
delle (17), si ricava: 

le quali sono evidenteinente impossibili. Se si verificasse la seconda delle (16), si 
avrebbe - A =  [2+(~)~] ' ;  quindi, per il teorema a'), sarebbe - A -- =tr p,  p, ... p,,,bP, 
cioè una relazione del tipo (17); il che è assurdo, come abbiamo teste dimo- 
strato. 

4. Da quanto si é detto ne1 precederite nrticolo, possiaino eiiuiiciare il 
seguente teorema : 

L ' o ~ d i n e  del gruppo d i  Galois d i  un'equazione binonaia d i  gmdo pavi  
xn - A =O, la quale sia Failv-iducibile ne1 campo ussoluto (C) di ~az iona l i t à ,  
a cui nppadiene A, essendo n = 2hpiuip,uz ... piui, 12 della fomza : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



244 G. DARBI : Gruppi delle eyuaxiovti b i n m i e  

ove, per A > 1,  i l  nume?-O h pub va?- ia~-e  da  zel.0 a ( A  - 1 ) ;  se poi è A =  1, 
i l  n u m e ~ o  h pub vaî ia j -e  da  ze?-O ad uno. Ne1 primo caso d i  A ) 1,  al va- 
riare d i  A ne1 campo (C), pub var iare  Z'ovdine del gl-uppo d i  Galois della 
data equazione binomia xn - A =  O, assuwtendo non più d i  h valori d i -  
stinti, dat i  dalla (19), se sostituianzo in questa ad h i valo9.i 0, 1 ,  2, ... (A - 1). 
Se poi A =  1, h pub a s s u w e w  nella (19)  i valori zel-O ed uno. 

Nel caso d i  I I  dispal-i, corne sappiamo da1 teorenza b), si ha u n  solo 
g ~ u p p o  d i  oladine: 

se i l  grado n è uguale al prodotto: 

plal -pPa'.  S.. piai ) 

essendo pi ,  p,, ... pi n u m e r i  p l i m i  dispal-i di f lerenti  fi-a lo~=o. 

6. I n  questo articolo, determineremo la forma di A,  perche il gruppo 
dell' equazione data binomia : 

(20) X" - A = ( ) ,  

sia di ordiiie nr, essendo 9 .  il grado del17equazioiie irriducibile in (C), a cui 
soddisfano le radici primitive pzme dell'anita. Supponiamo dapprima che sia 
n = 2'.p,"l. Sappiaino, per il teorema c), che, la coridizione iiecessaria e suf- 
ficiente affinchè l'ordine del gruppo di GALOIS della (20) sia nl*, é che A iioii 
sia iiguale al quadrato di un iiuinero apparteriente al campo (C, E), essendo E 

una radice primitiva nma dell' uiiità. Denotiamo con w una radice priinitiva 
dell' unith di g i d o  2;1, la quale soddisfa 17 equazione: 

con cr. si inteilda uiia radice primitiva de117 unit8 di grado p iQ] .  
Essetido 9, = 2).pial, inoltre tenuto conto che 2l è primo coi1 pi21, si 

h a :  E = W . U ;  di piil abbiarno visto che la precedente equazione (21) é irridu- 
cibile rie1 campo (Cl a). Supponiaino che si abbia: 

(22) A = @(E)~,  ossia A = @(CO, 

Per il teoreina e), che possiamo applicare alla ( i l ) ,  la quale é irriducibile 
ne1 campo (6, a), dalla (22) si ricava: 

ove a, b sono uume?.i del campo (Cl a ) ;  dalle piecedenti uguaglianze si ri- 
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cava  che, a2, b2 soiio numeri di (C); onde, applicaiido la formola (4') dell'ar- 
tic010 1, si ha :  

essendo a, ,  b, iiuineri di ( C ) .  
Seguendo 10 stesso ragionameiito per n = 2kp,alp,*9 ... pi*i, possiatno dire 

che :  s e  A è uguale al quadrato di un numero del campo (C, E), debboiio 
sussistere le (227, in cui si ha :  

esserido a, ,  b,  numeri di (C); pi ,  p., ... p,, sono iiumeri primi dispari dif- 
ferenti, scelti a piacere fra p,  , p , ,  ... pi .  Per le (24), le (22') diventano : 

Riassumendo i risultati otteiiuti iii questo articolo, possiamo eiiunciare 
il segueii te teorema : 

La  condizione necessa?-ia e suf lciente affinché 2' equazione xn - A = 0, 
irg.iducibile n e l ' c a m p o  assoluto (C) d i  ~mazional i tà ,  cc c u i  a p p w t i e n e  A, 
abbia i l  gvuppo d i  Galois d i  ovdine ntassinzo iir, essendo: 

i 

è che A n o n  abbia alcuna delle forme (24'), ove a,, b,, sono n u m e r i  d i  (C); 
p, ... p, sono n u m e v i  pv imi  dispa2.i d i f w e n t i  scelti a piacere f i a  pi ... pi .  

Pe?- A = 1, si applichi  i l  teo7.ema 2 ;  pei. A = 2, si considevi la seconda 
delle (24'). 

6. Abbiamo visto iiell'articolo 3 che, se A é uguale alla potenza di 

grado 2h di un numero di (C, e), e lion ad altrii, potenzn di un nunlero di (Cl E) 

coi1 esponente 2h', esselido h' > h, cioé se si ha :  

(25) A = @ ( @ f i h ,  

1' ordine del gruppo di GALOIS dell' equazione xn - A = 0, per  n = P.p, ... piai , 
è uguale all'espressioiie (13); determiiiiamo in tnl 'cas0 la  forma che de re  
avere  A.  
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Se ha luogo la (25), ponendo z = @(E), si ha  l'equazione: zen - A = O, la 
quale rispetto s z è Abeliaiia, e quindi normale. Per il teoreina f i ,  si deve 
avere : 

(26) 
eh-i A = - a  , oppure A = - 2+?a+-i 

essendo a un numero di (C). Dalle (25), (26) si ricava: 

(26') @ ( q h  = - aeh-i ; ~ ( ~ ~ 8 ~  = - 2eh+za2h-i. 
. . 

Chiamaiido o una radice primitiva qnza dell'unitk, ed a una radice pri- 
mitiva tnza dell' uiiitb, esseiido q = 2l; t = pi*lp,Z8 ... piZi , sappialno che si ha : 
E = WU, ove E è una radice prirnitiva nma dell' unitk; quindi 92. = tq;  è facile 
comprendere che, a ed w sono funzioni razionali in (C) di E. Onde, la prinin 
delle (26') si pub scrivere cosi: 

Tenuto conto che w 'soddisfa 1' equazioiie : 

la (27) diventn @(w, a)" = (w2'-ha)2h-', dalla quale facilmente si ricavn che n 
deve essere ugunle a1 quadi'ato di uii nuinero del campo (C; o, a), ossiii. 
a = &(w, u)', O ci6 ch'è 10 stesso a = Q(E)'. 

Per qusnto sappiamo da1 precedente articolo, se a è un numero di (C), 
ed è uguale anche al quadrato di un nuinero del campo (C, E), deve avere 
una delle due forme indicate dai secondi meinbri delle (24'). Diinostrianio che 
la seconda delle (26') nori pu6 sussistere; questa provieiie dn.ll'ugiiaglianza: 

(29) 
ove si faccia: 

(30) 

Si noti che la (29) é del10 stesso tipo della prima delle (26), cioè di 
,h-i A =  - a , per la  quale abbiamo dimo3trato che a deve avere una delle 

forme indicate dai secoiidi meinbri delle (24'); Io stesso deve accadere per b, 

che per la (30), è uguale a1 prodotto 2n2. Onde, si hanno le uguagliaiize: 

Ora, è facile compreiidere che, essendo a, a , ,  nuineri nppartenenti al 
cainpo assoluto (C) di razioiinlit8, le (31) non possono sussistere, tenuto conto 
che p i ,  p,, ... p,, sono iiumeri primi dispnri differenti. Duiique, se il gruppo 
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di GALOIS dell'equazione binomia è uguale a (13), il termine noto A deve 
essere uguale alla potenza - ath-', in cui n B uguale ad una delle espressioni 
che figurano iiei secondi inembri delle (24'). 

7. Dai risiiltati ottenuti ne1 precedente articolo, possiamo enunciare il 
seguente teorema, che sintetizza quasi tutta la teoria svolta in questa me- 
moria, completando la precedente (i)  : 

La condizione necessaria e suficiente, a f inché  2' equazione binornia 
xn - A = 0, essendo : 

n = 2hp,alp2aa ... piai, 

la quale sia ivriducibile ne1 campo assoluto (C) d i  razionali td,  a cu i  ap-  
partiene A, abhia il  g?-uppo d i  Galois d i  ordine uguale al numep*o t, es- 
sendo t per i l  t e ~ ? - e m a  dell' articolo 4, della forlîza: 

2 che, A sia uguale alla potenza - in cui ad a si sostituisca una  
delle due  espressioni: 

oue a, é un nurnero d i  ( C ) ;  pi ,  p,, ... p, sono scelti a piacere fra p i ,  p,, ... pi, 
che sono n u m e r i  priwzi dispal-i direttenti fra 1 0 ~ 0 .  

Giova notare che, per il caso in cui sia h = 2 ,  si deve considerare la 
prima delle (32); come anche, per h = O, bisognrz applicare il teoremn del- 
l'articolo 5, cioè A non deve avere alcuna delle forme indicate dalle (32); 
per h = 1, si deve applicare il teorema dell'articolo 2. 

(') Cfr. r Annali di Matematica D, citata Memoria, 1927. 
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Sur' quelques méthodes nouvelles dans le Calcul 
des Variations 

par NICOLAS BOGOLIOUBOPF (B Kieff). 

INTRODUCTION 

Ce travail est consacré & l'exposition de nos recherches concernant les 
méthodes directes dans le Calcul des Variations applicables A l'étude de pro- 
priétés de minimum des fonctionnelles non semi-continues (pour toutes les 
courbes de la classe considérée). 

Pour la briéveté de l'expositiori, on se bornera ici au cas simple: il s'agira 
donc du problème de la recherche du miiiimum absolu de l'intégrale (non 
quasi réguliére) (') 

h 

prise sous la forme ordinaire, quoique, bien entendu et  au moins en partie, les 
résultats ci-dessous développés soient valables aussi pour les problèmes sous 
la forme paramétrique, ainsi que pour les problèmes plus géneraux. 

L a  méthode dont nous ferons usage au cours de cet exposé prksente le 
développeineiit approprié de l a  methode (') utilisée par 11. L. TONELLI pour 

traiter les cas incomplètements réguliers de  l ' intégrde F(x, y, x', y')dl (prise S 
sous l a  forme paramètrique). 

Eii considérant une intégrale Jc (quasi réguliére) converiablement con- 
struite d'aprés Ic 

' a  
P 

(dont l'importance pour l'étude des fonctionnelles iiou semi-continues partout 

(1) Ii. TONELLI, B70ndamelzti di Calcolo delle Va.>.ZazZoni, vol. 1, p. 360, Zanicheili, Bo- 
logna, 1922. 

(') L. TONELLI, Fondamenti di Calcolo delle Vccliazkni, vol. II, pp. 193-200, 1923. 

Annali di Matematica, Serie TV, Tomo VII. 32 
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a été mise en lumiére par M. L. TONELLI) ('), nous démontrerons que Jco (oh Co 
est une courbe ordinaire par rapport k Jc) est égale B la  liniite (pour E - 0) 
de la borne inférieure de Ic dans la classe D,(C,,) des courbes ordinaires i~dmet- 
tant avec Co le voisinage (E) et  possédant les mêmes points frontières que C o .  

Alors, on s'assure que le problème de minimum absolu de  Ic dans une 
certaine classe K admet la solution, s'il existe une courbe Co réalisant le 
minimum absolu de Jc dans K, telle que 

Cette condition devient évidemment nécessaire si la  classe K est telle 
que les bornes inférieures de Ic et de Jc dans R soient égales. 

Comme un exemple le plus simple de telle classe, on peut prendre la 
classe D des courbes ordinaires dont les ordonnées prennent les valeurs fixes 
pour x =a  et pour x = b.  

Si l'on utilise A présent certaines théorémes de M. L. TONELLI, on s'as- 
sure que le probleme de minimum absolu de Jc dans D admet les solutions 
le long desquelles on a 

f(a, Y, Y') = G@? Y ,  Y') 

B l'exception de pseudo-arcs commun avec les courbes u singuli6res .o où 

f@? Y? Y') > G@, Y? Y'). 

Par conséquent, d'après ce qui précéde, le  problème de minimum absolu 
de Ic dans D admet la solution s'il existe parmi les courbes réalisant le  nii- 
nimum absolu de  Jc dans D une courbe n'ayant aucun pseudo-arc de  me- 
sure +O commun avec les courbes singulières, e t  dans ce  cas seulement. 

En considérant le  problkme de minimum dans une certaine classe spéciale 
(v. 5 3) nous avons démontr8 les théorèmes : 

Par  deux points quelconques on peut toujours faire passer au moins un 
extremaloïde (2) (relative A Ic) compose d 'un nombre fini d'extremales. 

Quelque soit le nombre positif E, on peut toujours trouver dans la classe D 
un extremaloïde tel que l'intégrale considerée prenne la valeur qui différe de  
sa borne inférieure (dans la classe D) par une quantlté au plus égale B E .  

E n  terminant cette introduction, je crois de  mon devoir d'exprimer ma 
profonde reconnaissance A mon Maître Prof. Dr. N. KRYLOFF dans le Sémi- 
naire mathématique duquel ( A  KiefY) je  travaille depuis ma première jeunesse. 

(1) L. TONELLI, Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, vol. II, pp. 193-205, 1923. 
(7 IJ. SONELLI, Fondame~ti di Calcolo delle Variaziolzi, vol. II, p. 320, 1923. 
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Qu' il me soit permis de lui présenter ici mes sincères remerciements pour 
les précieux conseils qu7 il m'a  donné au cours de l'accomplissement de ce 
travail, ainsi que de  mes autres travaux. 

J e  tiens aussi remercier M. le Prof. Dr. L. TONELLI pour son eiicoura- 
geinent ainsi que pour sa  bienveillante et  pénétrante critique de ce travail, 
qui m'a permis d'améliorer bien des démonstrations, ci-dessous developpées. 

5 1. Considérons la fonction f(x, y, 8 )  deux fois dérivable, vérifiant la 

condition 

(1) f(x,  Y, 4 2 K l z 

oii K, 6 sont des nombres positifs constants. 
Fixant arbitrairement le point (x,  y), envisageons uiie direction en ce point 

avec le coëfficient angulaire égal k a. 
On dit que z correspond k une direction forte si pour chaque nombre n 

différent de z on a, 

Si pour chaque n on a 

fW? Y? a) - f(x, Y, 4 - (n - 4f%'(x, Y, 4 2 0 

alors oii dit que x correspond h une direction semi-forte. 
Coiisidérons l'ensemble T de z correspondant k des directions non fortes. 

011 peut montrer que pour chaque point (LE, y) l'ensemble T est coinposé d'une 
suite dénombrable d'intervalles ferinés (P,, Qi), n'empiétant pas l'un sur 
l'autre, tels que 

p = p i ,  q = Q ,  
vérifieiit le système 

Pour simplifier les raisonneineiits, supposons que l'enseinble T se réduise 
à u n  seul intervalle [ P ( q  y), Q(x, y)] et  que pour chaque z correspoiidaot h 
une direction semi-forte on ait 

(3) fazll(x, y, 2) > O .  

Alors, en vertu du théorème classique sur les foiictioiis implicites, on s'as- 
sure que P ( x ,  y), &(%, y) sont des fonctions coiitinues et  dérivables pour toutes 
les valeurs des arguments. 
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Cela étant, envisageons le problème de minimum absolu de l'intégrale : 

daiis la  classe D , + e s  o r b e  ordi~mires (par rapport h cette iiitb- 

grale) verifiant les conditioris frontières 

y(a) = p, y(& + E) = 13 i- l~ 

e t  soit Co[y = yo(x) ,  a x a -I- a] une courbe de cette classe coiistruite de 
la façon suivarite 

(4) a g x l a +  8(a7 6)  - E ;  a i -  
Q(a, h )  - l 

E ~ X ~ U + E  
&(a, 4 - P(a,  6 )  Q(a, 6 )  - e n ,  6) 

(5) yo(x)=P -1-A(x - a ) ;  si P(n, b)>h ou si &(a, b ) l l ;  
~ S X ~ U + E .  

On voit évidemment que 

flyr(a, b, yo l (x ) )  = const., yO1(x)  P(a ,  b)  ou yOr(x) 2 &(a, b), 

a ~ x ~ a t ~  

d' oh 1' on s' assure que si C [ y  = y(%), a 5 x 2 a +- E ]  est une courbe arbitraire 

de la classe D P, P + 
/ a ,  . + E l 7  

Cela nous montre que la courbe Co donne le minimum absolu à 

d a l l ~  l a  classe IliP7 ' IE  . Par consequent In valeur minimum de (6) (borne i a ,  a + E  
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inférieure) est égale A G(a, b, A)  oh G(x, y, z)  est uiie fonctioii défiiiie 2t l'aide 
des relations suivantes 

Il est aisé de montrer que G(x, y, z )  est uiie foiictioii coiitinue avec ses 
dérivées partielles du ler ordre, vérifiant les conditions 

(quel que soient les nombres z,, z,) 

Avaiit d'aller plus loin, supposoiis que f(x, y, z) vérifie aussi les coiiditioiis 
suivantes : 

(11) f(x, Y, 2) s A@, Y) la Il+" +(x, Y )  
(12) 1 fi/l(x, Y, 4 / 5 4 %  Y )  1.2. + B(x ,  Y) 

oii A(%, y), B(z ,  y )  sont bornées pour x, y bornées. 
Alors il est aisé de voir que G(x, y, o) vérifie les conditioiis 

(13) G(x, y, z ) S A ( x ,  y )  ( z J1' 8+ B(x,  y), 1 G,'(x, y, z)  1 5 A,($, y) 1 z 1 1  -t- B,(x, y )  

ou A,(%, y), B,(x, y) sont bornées pour x, y bornées 
En remarquant que G,'(x, y, z)  lie peut pas décroître quand a croit de - m 

jusqu' A + 00, on n 

de sorte que, en vertu de (13): 

(15) (1 + 127 1 Il Gz'(x, Y ,  4 I s A,($, Y )  I z + B,@, Y )  

oh A,(%, y), B,(x, y) sont bornées pour x, y bornées. 
Soit A préseiit Co une courbe de' ln classe O et soit i, la  borne iiiférieure 

de I, dans la classe DE(C,) des courbes ordinaires (dont les poiiits intiaux et 
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terminaux coincident respectivement avec celles de Co) admettant avec Co le 
voisiiiage (E). Qumd E décroit jusqu' B zéro, i, tend vers une limite (finie ou 
iiifinie) que iious désignons par Hco. 

Pour obtenir l'expression explicite de Hc, envisageons l'int6grale 

b 

JC =J0(x, Y, Y Y x  
a 

et  soit S la  classe des courbes ordinaires par rapport A cette iiitbgrale. En 
vertu de (9), (10) on s' assure, d'aprés les theorémes de M. L. TONELLI, que Jc 
est une fonctionnelle semi-continue pour toutes les courbes de la classe S. 

Cela étant, soit j,  la  borne inférieure de Jc dans D,(CJ: on a comme con- 
séquence de la semi-con tinuité 

Jc= lim je .  
0-0 

D'autre part on a 
. < .  3~ = 

Ainsi pour toutes les courbes de  la classe S 

Envisageons k présent une courbe C[y = y(%), a 5 x 5 b] de la classe 1 
e t  posons pour abréger 

Xi+i 

Considérons les problèmes de minimum absolu des /'[xi, y,, yt(x)]dx re- S 
spectivement dans les classes D Yi.ril e t  soient C'$)[y= y?(s), m i ~ s S c i + , ]  

Jxi, si+,\ 
les courbes minimantes. 

Construisons la courbe C,,[y = y,(x), a 2 x 5 b] appartenant b la classe O 
de façon suivante 

En observant que si, Yi, Yi+l - Yi 
sont bornés indépendamment da n, on xi+i - xt7 
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Or or1 a, d'aprks la loi même de la construction de la courbe C,, , y,(xi)  = y i .  
Par conséquent 

(b - a)  Y . W - - Y ( X ) I S M ~ .  

011 a par suite 

Or on a, d'après l a  remarque faite Q la  page précédente: 

Donc de (17) on obtient 

~ e r n d y u o n s  d'autre part qu' en vertu de ln continuité de yl(x) on a 

Par conséquent 
Icn= Jc + - 7 n .  

En observant que C, appartient 5L l a  classe D,(C) n 

on en tire 
2 M ( b  - 

i n a ' s ~ ~ + ~ n - q q ,  

d'oh, en passant a la limite, 
Hc 5 Jc .  

Nous avons doiic démontré cette inégalité pour toutes les courbes de  la 
classe 1. 
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Eiivisageons a présent une courbe arbitraire. Co de la classe S et appro- 
choiis-la par la suite Cm des courbes (de la elasse 1) de façon que 

I J c , -  J C ~ I S J ~ ,  I~rn($)-~o(x)Irirn, OC T m  -.-O- 

Cela est toujours possible (%) en vertu de la condition (13). On n d'après 
ce qui précéde 

H G , ~  J G , ~  J c o + ~ m -  

Soit i Im comme toujours la borne inférieure de Ic dans la classe Dqm(C0). 

On a évidemment 
inm S HG,,, 5 Jc, + 

D'ici on tire que pour Co il existe In valeur finie HG, vérifiant l'inégalité 

Hc, 4 Je, . 
En tenant compte de (16), on s'assure finalement que pour toutes les 

courbes de la classe S on a 
HG, - = Jco . 

Ainsi nous avons dénlontré le thborème : 
Si f(x, y, z )  vevijia les conditions explicitees dans le 5 1, alors l'intk- 

gvale 
b 

est égale à la limite (pour  E ~ O )  de la  borne 

a 

dans la classe D,(C). 
Jc est semi-continue inferieurentent pour 

et rèî*ifie Z' inégalité 
b 

inférieure de 2' intégl-ale 

toutes les courbes ordinaires 

5 2. Considérons à présent la classe D des courbes ordinaires dont les 
ordonnées prennent les valeurs fixes pour x = a  et pour x = b. 

(') vedi  L. TONELLI, Sur une question du Calcul des Variations. = Recueil MathBrna- 
tique de Diloscou x, t. XXXIII, fasc. 1, 1926. ' 
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On s'assure, d'aprés le théorème de M. L. TONELLI, que le probème de 
minimum absolu de Jc dans cette classe admet toujours au moins une 
solution. 

Or7 il est aisé de voir en vertu du théorème ci-dessus demontré que les 
bornes inférieures de JC et de Ic dans D sont égales. 

Par  conséquent, le problème de  niininluin absolu de Ic dans D admet 
toujours la solution s'il existe, parmi les courbes réalisant le minimum 
absolu de JC dans D, une courbe Co telle que 

Ic, = .Jco 
et dans ce cas seulement. 

Soit A présent C,(y = yo(x), a 5 x 5 b) une courbe réalisant le  minimum 
absolu de Jc dans la classe D. 

En utilisant certains résultats obtenus par M. L. TONELLI, on voit 
d'après (15), (13) que Co est un extrémaloïde c.-à-d. que yo(x) vérifie presque 
partout dans (a, b) l'équation suivante: 

0 

('1 8) G'y[x, y0(x), ~,'(x)l -JO,'[$, go&), yo'(x)ldx = Comt. 
O 

Envisageons l'ensemble E des valeurs de x; de l'intervalle (a, 6 )  pour 
lesquelles on a 

G ' y f b ,  YO(X), Y,I(x)I = f'l/f[~, YOW,  P(x ,  y,(x))I. 

On peut montrer (i) que presque partout dans E on a 

Or, tout nombre z vérifiant l' égalité 

G ~ X ,  Y, si = r,Sx, Y, P ( X ,  Y)] 
doit vérifier aussi l'inégalité suivante 

P(sx;, Y) S z S Q(x, Y). 

Par conséquent on a presque partout dans E: 

(') Ved. L. TONELLI, Fondamenti, Vol. 1, p. 176. 

AnnaEi di Matematica, Berie I V ,  Tomo VIL 
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En substituant ces valeurs dans l'équation (lS), on s' assure, aprés quel- 
ques calculs, que presque partout dans E on a 

(19) 
ou l'on a posé 

En considérant une courbe O(y = y ( x ) ,  a' 2 x b') nons dirons qu' elle 
est singulière si 

Q[x, y(x)l= O, a' x ( b' 
f [x ,  Y(@, yf(x) l  > GIS, ~ ( 4 ,  yf(x)l ,  a' < < b'. 

Nous pouvons à présent ennoncer le théoréme: 
Si f ( x ,  y, z) vérifie les conditions d u  5 1, alovs, af in que le  probléme de 

m i n i m u m  absolu de Ic dans D admette  a u  moins u n e  solution, i l  faut et  i l  
su f i t  qu' i l  ex is te  parmi  les solutions (toujours existantes) d u  probléme de  

rnininzurn d e  Jc dans D, u n e  courbe Co n 'ayant  aucun pseudoarc (de lon- 
gueur + 0) comwmn avec les courbes singuliéres. 

Remarque:  Si pour toutes les x ,  y 

alors i l  n 'existe  pas de courbes singuliéres, d e  sorte que le  problbme de 
minimum absolu de  Ic dans D est toujours possible. 

On arrive ainsi à une nouvelle démonstration du théorème (') de CARA- 
THÉODORY-TONELLI (démontré pour les intégrales prises sous la forme para- 
métrique). 

5 3. Dans ce 5 nous allons démontrer l'existence des extrémaloïdes 
relatives a Ic composées d 'un nombre fini d'extrémales. 

~ k m t  d'aller plus loin, observons qu'à chaque nombre positif M on peut 
faire correspondre les nombres positifs CM, U N ,  HN de façon que si 

Cela étant, considérons l'intervalle [P@,  Y) t C M ,  Q(x, Y )  - EM] que nous 
désignons p a r  [PM(x, y), &~(x, y)]. 

(1) CABATHEODORY a Math. Ann. S, Bd. 62, n. 8; TONELLI, Fo'olzdawzenti, Vol. II. 
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Envisageons la classe D,,M des courbes C appartenant à la classe D, 
formées au plus de n arcs le long de chacune desquels est vérifiée presque 
partout l'une de deux inégalités: 

Y'(x) 2 QM(x? Y )  
~ ' ( x )  PM (x, Y) .  

Montrons qu'il existe un tel nombre M, que pour tout M >  M, on peut 
faire correspondre un nombre nM tel que pour fout n 2 n~ il existe la classe 
Dr, M (c. A d. il y ait des courbes appartenantes & cette classe). 

Soit en effet Co[y = yo(x), a s x s b ]  la courbe minimant Jc dans la 
classe D. 

Fixant .arbitrairement le nombre entier n, prenons une courbe Ln[y = fn(x)] 
de la classe (1) de faqon que 

Cela étant,, faisons avec Ln la même construction qu' avec C à la page 254. 
On a ainsi une suite de courbes Ln, ,[y = f,, ,(a)] possédant les propriétés 
suivantes : 

1") fn? m(x)-fn(x), m - ~  ; 
2.1 IL,,,-'JL,, m-m; 
3") l'intervalle (a, b) peut être divisé en 2171 subintervalles (si, si+,) 

dans chacun desquels f 'n,  ,(x) est égale B 1' un des six nombres 
m 

PIxi 

Prenons 

et posons 

Alors on s'assure que ln suite Cl, posséde les propriétés suivantes: 
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3") l'intervalle (a, b) peut être divisé au plus eii 2rn, subintervalles 
(xi, xi+,) dans chacun desquels on a partout 

A 
[P[x ,  y,(x)] -- ynt(x)] 2 ;, A = Const., 

ou partout 
A 

[Q[x, Y.(%)] - y n t ( ~ ) ]  2 - n, A = Const. 

Or il existe un nombre M tel que 

Donc, en vertu de (Io), on voit qu'on peut prendre M, de faqon que 

I l  est aisé de s'assurer B présent que pour tout n 2 2 n ~ M  ( M z  Mi), la 

courbe  CE^ fait partie de D++,M. 

La relation (2") nous montre que la borne inférieure iD,, de Ic dans D,,, M 

tend vers iD (la borne inférieure de Ic dans D) quand 1 2 - m .  

En vertu de l'inégalité 
b 

on s'assure de l'existence d' un nombre tel qne toute une courbe 
C[y = y(x), a  5 x 5 b] pour laquelle on a 

(a 2 x b). 

Soit M, un nombre positif supérieur de M, et de- a. Alors on voit 
aisément qu'il existe un nombre n, tel que si pour une courbe C[y = y(x), 
a  s x g  b] on a 

alors on doit avoir pour tout n 2 nn,, 

Iy(x)I<M,,  a I x S b .  

Cela étant, envisageons la classe D , , M , ( ~  2 n,) et  posons le problème de 
minimum absolu de Ic dans cette classe. 
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Soit Cm (y = y,(x), a x Sb) la suite minimisante. En vertu de 1' iiié- 
m-cc 

galité ( I ) ,  on s'assure que les fonction y,,(%) sont également continues. Par 

conséquent il existe une courbe Cn(y = y,,(x), a s  x 5 b) et une suite [pl 
(extraite convenablement de la suite [ml) telles que 

On voit aisément que la courbe E, appartient B D. Montrons à présent 

que En appartienne aussi & A cet effet, divisons l'intervalle (u, b) en 
intervalles partiels ( a j m ) ,  a i ~ i )  de sorte que dans chacune d'eux on ait presque 
partout 

P M J ~ ,  Y m(x)I 2 Y', (x) 
ou presque partout 

'JMJ'X, ~ n d x ) ]  I ~'m(%)- 

Or le nombres des intervalles (aim), a{:\) étant au plus égal & n, on 

peut toujours extraire de la suite [pl une telle suite [v] que 

Remarquons d'autre part qu'il existe une suite E,, convergente vers 
zéro, telle que dans (a, 6) on tt 

Or, presque partout dans (a, b) 

On a donc presque partout dans (a, b) 

d'ou l'on conclut que dans (ai, ai+,) (si bien entendu ai+ ai+,) est vérifiée 
presque partout une des deux inégalités 

Par consequent a appartient k Dn,Ms. 
Montrons qu'on a 
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A cet effet, considérons liv - l'intervalle commun A cc&), (ai, 
s'il rie se réduit pas A uri point. 

Soit CE, 1' ensemble complémentaire [jusqu'fi (a, b)] R l'ensemble Ev formé 
des intervalles liv . 

On a. évidemment 

(22) nz(Ev)-(b - a), m(C&)-07 V - m .  

D'autre part 

Or on n dans chaque li, 

De (20), (21j on tire (dans chamque 1,") 

Par conséquent, pour v suffisamment grand, on a 

f"yl,[x7 Y n  7 Pn' f - jjn')] 2 0, 
(oh x est dans liv). 

En tenant compte de (l), ( I l ) ,  (12), (15), (22), on a aussi 

JI f ( ~ ?  y., Y:) - f&, y,,, y,? I dm I M a x I  Y. - y, I (AJI y,> l'+Sdz +B)= 1 / v - 0  
Ev Q Y - =  

a s x z b  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dafis le Calcul des Vuriatioms 263 

Ainsi, finalement (pour v suffisamment grand) 

d'ou, & l'aide du raisonnement habituel, on trouve que 

Par  consSquent la courbe & donne & IC le miniinum absolu dans Dn,M, 
(n s n,). 

Démontrons A présent que dans chaque (a,,  ai+,) (s'il ne se réduit pas à 
un point, bien entendu) y,' est continue. 

A cet effet supposons le contraire e t  remarquons que l 'arc de Cn dans 
(a,, ai+,) donne A l'intégrale 

le minimum absolu dans la classe des courbes C[y = y(%), ai  S x x;S ai+,] 
telles que 

1') ?)(ai) = gn(ai), ?/(ai+-,) = gn(ai+l), 1 Y($) 1 S J l z ,  ai 2 X S ai+, ; 
2') presque partout dans (ai, ai+,) 

ou presque partout dans (a,, ai+i) 

I l  est aisé donc de s'assurer que 

pour toutes les 6y compatibles avec les liaisons imposées aux courbes de  la 
classe D C .  A d. 

Gycci = Q/ai+, 

et 

6y' 2 Q,'[x? Y ~ X ) I ~ Y  
pour presque toutes les x; telles que 
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pour presque toutes les x telles que 

Bn'(4 = PM%[%, !In(x)]. 

Les liaisons 1 y(x) 1 MI, (ai =( x 2 a,,) ne sont pas prises en considération 
car 

I i.n($) I < M2, (ai x 4 ai,,). 
Construisons à présent les variations 6y vérifiant les conditions imposées. 
Soient E,, E,, E, trois ensembles tels que 

et tels que presque partout dans E, 

Tous les E,, E!, E3 sont donc déterminés à un ensemble de mesure 
nulle prés. 

Introduisons la fonction quasi continue et  bornée 

de façon que dans E, cette fonction soit nulle et dans &, E3 égale respecti- 
verneut Lt Q,'[x, y,(%)], P,'[x, ~ n ( x ) ] .  

On voit d présent que la va?-iation 

OU l'on a posé 

et OU 6y est une uariation = arbitraire dans E,, positive dans E, et néga- 
tive dans E,, telle que 

Qi+i 

uévifie toutes les liaisons imposées. 
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D e  telles variittio~is existent toujours, car  en vertu de l'hypothèse admise, 
nzE, S.0 (parcequ' une des mE2, mE3 est égale B zéro). En  effet, dans le 
cas contraire, on aurait presque partout dans (ai, ai+i) 

ou presque partout dans (ai7 ai 

e t  la  continuité de QM, e t  de Pa nous démontrerait que dalis (ai, ai+i), ?j, admet 
l a  dérivée continue, ce qui e t  contraire à notre hypothèse. 

6 1 = Q6 y'dx S - 

ou 1' on s posé 

Or on a presque partout dans (ai, u ~ + I )  

d e  sorte que 

'ri x 

Considérons l a  variation 6y, égale dans E, B 

dans E2 St su, e t  dans E3 h au3, O~ l 'on a posé 

11 est évident que 6yi vérifie toutes les conditions imposées sur  69 quelles 
que soient les variations 6u,, 8 u , z  0, 6u3 1 0 .  

A n d i  di Matemcrtica, Serie IV, Tomo VII. 34 
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Par conséquent 

x 

Or, on a 

On a donc pour toute Zu,, toute 6 u , 2 0  et toute 6 ~ ~ 1 0 :  

d'où l'on tire: presque partout daris E: 

Z 

presque partout dans E, : 

Soit E l'ensemble des valeurs de appartenant & E, telles que partout 
dans g, existe la d é r i d e  y',(x) e t  que (1) soit vérifiée. Soit 2' un point d' accu- 
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mulation des points de Ë,. Montrons que quand le point x tend vers 2, gl,(x) 
tend vers une valeur bien determinée. 

En  effet, supposons le contraire, de sorte quand x tend vers Z il exi- 
ste au  moins deux valeurs d'nccumulation différentes de y',(x) -yf,, y', . 

En vertu de la continuité des intégrales 

Or y',, y', étant les valeurs d'accumulation de g',(x), on doit avoir 

Donc entre y', et y', 

fits(*, gn(% 2) = 0 
ce qui est impossible. 

Aiiisi quand le point x de Ë, tend d'une façoii quelcouque vers le point 2, 
alors g',(x) tend vers une limite bien déterminée yfEJa). On conclut d'ici que 

dans Ë,, B'a(x) est continue. 
Par  consequent, l'hypothése admise nous montre qu' i l  existe un eii- 

semble A de mesure diffërente de zéro, tel que 

1") ou partout dans A, a lieu la relation (II), 

2") ou partout dans A, a lieu la relation (III), 

La  continuité de Q M ~ ,  P M ~  prouve que quand le point x de A teiid vers 
un point a, alors yf(x) teiid vers une limite bieu déterininée yfA(Z). On s'as- 
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sure de  plus que si l ' ou  pose yf,(x) = y l~ (z ) ,  alors la  relation (II) [ou l a  rela- 
tion (III] a lieu pour x = x. 

Cela étant, soit x un point d e  l'intervalle (a,, a,,,), qui soit 5t l a  fois un 
point d'accumulation des points de E, e t  de  A. 

supposons pour fixer les idées que iious soyons dans le cas (1"). Alors, 
en vertu de (1) e t  de (II) 

Le même raisonnement est valable dans le  cas (2"). Ainsi on a toujours 

yla(%) = Or yf,(s) &tant continue dans ainsi que dans A on voit R 

présent que y,(%) admet partout dans (a,, a,,,) le  dérivée continue, ce qui 
est contraire St l'hypothèse admise. 

Ainsi nous avons demontré que yf,(x) est continue dans (ai, al+,). 
On peut montrer aisément que 1 yd(x)l  sont bornées indépendamnient de la. 

Cela est évident pour x de A. 
Pour x de Ë, on a 

Donc si 

alors 

at si 

alors 

On en conclut, d'aprés l'inégalité (l), que pour x d e  Ë, on a 

1 zjnr(x) 1 2 Const. c. q. f. d. 
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On peut aussi démontrer que presque partout dails ( c c , ,  a,,,) existe la  
dérivée y,"(x), bornée (en valeur absolue) indépeiidammeiit de n. 

Cette propriété, évidente pour x appartenant à A, se démontre pour x 
de E, à l'aide de  l'équation (1) en teiiant compte de la. relation: 

fl'p[x, B n ( x ) ,  y n ' ( ~ ) J  > P 3 0, 
pour x dans E,. 

Cela étaiit, considérons le point ai [interieur à (a, b)] et envisageoiis le 

nombre positif 6, suffisamment petit. 
Construisons la fonction vdx) A i'aide des relations suivantes: 

dans le cas contraire, 

Il est Avideiit qu'ail prend 6 de façoii que la courbe C8[y = vs(x)] ap- 
partienne a Dn, M. 

Alors on doit avoir 
Ic: 2 Ic, , c.  A. d. 

q eii  
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sont les valeur aj les plus voisines de ai (mais ne confondant pas avec ai) 
respectivement de bas en haut] 

On a donc 

- O) = P, y,,'(ai + O) = Q. 

Par  conséquent partout dans (a, b) 

est une hiiction coiitiriue de x. 
Or, dans chaque (ai, a,,,), existe presque partout la dérivée yUn(x ) ,  bornée 

(en valeur absolue) indépendamment de n. En reinarquant de plus que y,($), 
yf,(x) soiit bornées (en valeur absolue) iridépendaminerit de n, on voit qu' il 
existe un nombre positif A ne dépendant pas de n, tel que presque partout 
dans (a, b)  An(%) a ln dérivbe, dont l a  valeur absolue n'est pas plus grande 
que 1. 

D'autre part la  suite & étant une suite minimismte St l a  fois pour Ic et 
pour Jc  dans D, oii a 

a 

En vertu des relations 

uniformément dans (a, b). On peut donc, B chaque positif E, faire correspondre 
un nombre n, tel que pour tout n 2 n, 

Or, si pour un point m, 
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alors 

An(%,) 2 Y > O 
ou y ne dépend pas de n. 

On voit donc que si 1' on prend E <y, alors pour tout n l  n, la  courbe Ë,, 
est formée au plus de  n arcs, le long de chacun desquels on a 

Y ,)(a) 2 Q M , [ ~ ,  Y &)l t 5 
OU 

Y n f ( x )  S PM~[x,  Yn(z)I - 5, 
où 5 est un nombre positif fixe. 

Par conséquent, B chaque fonction ~ ( x )  possédant presque partout la dé- 
rivée bornée, et  s'anniillant pour a = a et  pour x = b, on peut faire corre- 
spondre un nombre positif a, tel que la famille des courbes 

appartienne & D,,M*. 
Donc l a  fonction 

F(a)  = Ica 

a le  minimum absolu dans 1' intérvalle (- a,, t a , )  pour a = O, d' où & 1' aide 
d'un rajsoiinement bien connu on s'assure que la courbe En est une extré- 
maloïde composée d' un nombre finie d' extrémales. 

Cela démontre les théorémes : 
Si f(x, y, z) vérifie les conditioni d u  5 1, alors i l  exis te  dans la  classe D 

a u  moins u n e  extrémaloide, composée d' un nombre fini d' e a t d m a l e s .  
Quelque soit le  nombre positif E, on peut toujours lu i  faire correspondre 

dans la classe D a u  moins une  eatrémaloide, composée d'un nonzb9.e fini 
d 'extrémales,  qui  donne à Ic une  valeur qui  d i f 2 r e  a u  plus par E de la 
borne infkrieure iD . 

Remarque : Ce dernier thkoréme montre  que s' i l  n' ex is te  pu' un nombre 
finie d'extrdmaloi'des appartenant  d D, alors le  probléme de  m i n i m u m  
abso2u d e  Ic dans D admet des solutions. 
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Significato proiettivo d i  dcuni tipi di  equiuioni differeiiziali 

del secoudo ordine. 

Mernoria di ENRICO BOMPIANI (a Roma). 

Sulito. - Ogni elemento d i  20 ordine d i  curua di u n a  superficie (ad asintotiche clistinte e non 
rettilinee) determina due qiiadriche asintotiche osculatrici. Gli elementi d i  20 ordine 
ta l i  che queste quadriche abbiano, .in. ogni punto della superficie, un contatto assegnato 
con u n a  retta, conica o &bica sghemba associata a l  punto appartengono alle curve in- 
tegrali d i  equazioni differenziali del tipo v"Pi (VI) = Pi+3(vr) (i = 1, 2)  oue Pk(vl) é un 
polinomio d i  grado k in v' = dv/du a coeficienti funzioni d i  u e v. Determinazione 
della configurazwne geometrica a partire dall'equazione. 

PREMESSA 

1. Assegno in questo lstvoro l'interpretazione geometrica, rispetto al gruppo 
proiettivo, di alcuni tipi di equazioni differeriziali ordinarie del 2" ordine, cioè 
la  costruzione delle loro curve integrali sopra una superficie del10 spazio ordi- 
nario (a tre diinensioni). 

Per iritendere bene il significato e l'interesse dei risultati esposti qui 
appresso è utile rifarsi a ricerche precedeiiti, alcuiie delle quali ormai clas- 
siche, nelle quali già si presentaiio problenli del tipo di quelli qui trattati. 

È più che noto che le geodetiche di uns superficie 5, sulla quale siano 
distese le variabili u e v, soddisfano ad una equazione differeiiziale del tipo 

Se si fa 'nascere quest' equazione da1 problerna di estremare l' elemento 
d'arco di a, 

ds2 = Edun + 2Fdudv +- Gdv' 
cioè da 6 ds  = O, i suoi coefficienti data 5 (ne1 gruppo delle applicabilità) J 
risultano fuiizioni note di E, F, G (e piu precisnmente dei simboli di CHRI- 
STOFFEL di 2' specie relativi al ds": sicchè sopra una data superficie o si pub 

interpretare una so2a equazione differeiiziale del tipo (1) ne1 modo ora detto. 

Annali di  Matematica, Serie I V ,  lomo VII. 35 
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Il fatto che i piani osculatori in un punto di o alle curve integrali della (1) 
formano fascio (intorno alla normale ne1 punto) é una conseguenza della par- 
ticolare forma. dei suoi coefficienti (O meglio di particola,ri relazioni fra essi). 

Si debbono probabilmente a questa sporitanelt interpretaxione geometrica 
della (1) in un caso particolare ben determinato, e al10 interesse della (1) nella 
teorin dei gruppi di trasformazioni i lavori di LIOUVILLE, di LIE, di TRESSE 
il quale ultimo ne ha  studiata l a  teoria rispetto al  gruppo delle trasformazioni 
puntuali ('). 

I l  KASNER (') ne1 1906 ha studiato la (1) ne1 piano assegnandone il sigiii- 
ficato rispetto al  g m p p o  metrico: i centri di curvatura delle sue curve inte- 
grali passanti per un punto appartengoiio ad una particolare cubica (determi- 
nata dai coefficienti A, B, C, D). E questa forse lit prima iriterpretazione geiie- 
rale della (1) (s'intende sempre ne1 piano e ne1 gruppo metrico), generale ne1 
senso che non s'impone alcunn relazione ai coefficienti A, B, C, D. 

2. Ritornaildo alle superficie, coine naturale estensione in seiiso proiettivo 
delle geodetiche si presentavano i sistemi oo2 di curve tali che i loro piani 
osculatori in un punto della superficie passassero per una stessa retta. Questi 
sistemi, Che' ho chiamato sistenzi assiali, si incontrano in un lavcrso della signo- 
rina SPERRY (S) p, poi ancora in FUBINI (9: la  loro importanza per0, sin nella 
teoria proiettiva della superficie (5) (Che si pu0 costruire basandosi su di essi 
corne quella delle ordinarie applicabilità sulla nozione di geodetiche) sia iiella 
teoria delle corrispondenze pun tuali fra superficie (6), apparisce soltanto, se 
non erro, nei miei lavori ora citati. 

Questi sistemi assiali dipendono da due sole funzioni arbitrarie di due 
variabili (che determinaiio in ogni punto di a l 'asse del fascio) e quindi 
forniscono 1' interpretazione proiettiva (sopra una assegnata superficie a) di un 

(4) nétermination des invariants ponctuels de l'équation differentielle di 20 ordre. e Preis- 
schriften der Piirstlich Jablonowski Gesellschaft », zu Leipzig, 1896. 

(') V. Ameiican Journal of Mathematics a, pag. 207. 
(3) Properties of a cerfaifi projectively defined twogarameter fawdy of curues on a gelzeral 

surface. Amer. Journal of Mathem. a, vol. XI;, n. 2, 1918. 
(*) Fondamenti della Geometria proiettivodifferenziale di ulza superficie. a Atti Acc. di  

Torino 2, vol. 211, 1918. 
( 5 )  V. per es. la mia « Appendice II al vol. II di FUBINI e CECH : Geometria Proiet- 

tiua Difevensiale (Bologna, Zanichelli, 1927) ; in particolare III B. 
(=) V. nella a Appendice u ora citata l'indicazione di varie note dedicate a qiiesto argo- 

mento ; e in particolare la Meinoria: Proprieta generali della rappresentazione puntuale fi'a 
due superficie. ( a  Annali di Matem. 2, S. IV, t. 1, 1923-24). 
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particolare tipo (che preciseri, in seguito) di equazioni (1) in cui due soli coef- 
ficienti sono arbitrari (precisamente B e C, mentre A e D vengoiio determi- 
riati da a). Con cio non è esaurita, dunque 1' iiiterpretazione proiettiva della (1). 
Ma intanto questi sistemi si ripresentavano, da un altro purito di vista, come 
estremamente importanti: ENEA BORTOLOTTI (') ed io (7 abbiamo ricoiiosciuto 
clie appartengono a t d i  sistemi le geodetiche di uiia c o ~ ~ ~ z e s s i o ~ ~ e  proiet t iva 
secondo CARTAN (3);  delle qudi  (non proveiiienti in generale da un problema 
di variaziorie) si ha dunque uiia semplice costriizione geometrica quando si 
ponga la superficie in relazione con l'ambiente. 

Ispiraiidosi d l e  ricerche sui sistemi assiali il BLASCHICE ha introdotto 
sisteini analoghi (che ha ciiiamato c ciclici w ed io piii specificataineiite a ciclici 
ortogonali W )  ~iella geometria. conforme; essi sono caratterizzati da1 fatto che 
i oircoli osculatori iii un puiito P di o alle caZ curve del sistema che vi pas- 
sano si appoggiario (fuori di P) ad ~ i i i  cerchio ortogonale in P a o. 

Questi sistemi, ai qudi  appartengono per esempio le estremali di un pro- 

bleina 6 F(u, v)ds = O  (7 con F qualsiasi, dipendono (coine quelli assiali) da  J 
dite funzioni arbitrarie (per es. le coordinate del ceiitro del cerchio ne1 piano 
tangente in P a a). Sistenii piii generali, che chiaino soltanto s ciclici s, si 
ottengono lasciando cadere la condiziorie d'ortogoiialita in P fra o e il cerchio 
d' appoggio; essi dipendono da t9.e funzioni arbitrarie e sono iiivarianti rispetto 
al gruppo conforme. 

3. Questi risultati apparivaiio per me (6) come casi particolari di altri del 
tutto generali relativi all'interpretazione proiettiva della, piu generale equa- 

(') Sistemi assiali e connessioni lzelle Vm. e Rend. Acc. Liiicei D, vol. V ,  s. G, 1927. 
(" Alcune idee getzerali per lo studio clifferewiale clelle varietic. a Rend. Acc. Liiicei ,, 

vol. V, s. 6, 1927. 
(3) Vedasi p. es. : Sur les variétés & coolznexionprojectiue, a Eii11. Soc. Dlathem. de France B, 

t. 52, 1WP. 
(') Szsteini ciclici cli curve sopra una  superficie. a Renclic. Accad. Lincei *, vol. 11, S. 6. 

1925. Ueber Koafomne Geometrie, I V  ; Abbildu.ily zrueier Flüche~z aufeinancler. u Abliandl. des 
Math. Srminars a ,  Hambiirg, 4, 1925. 

(j) Questa bella proprietù, doviita al BLASCHKE, B da ~avvicinarsi alla caratterizzaxioiie 
delle estremdi di f ~ ( x ,  Y, z)& ne110 spazio doriita ai KASNER. Vedasi p. es. : ~ ' u t u i a l  fu9nilieu 
of tvajectories: conseruative fields of fol-ce. e Transac. Ailier. DLath. Soc. », 1909, vol. X. S i  veda 
anche il rapporta do1 KASNER a1 Princeton Colloqniiirn (1909) : Differegrtirtl-geol>zet>.ic aspects 
of dy+mmics. (a Publislied by the Anirr. Math. Soc. U, 1913). 

(6) Sulla corrisponde~zsa puduale  fia due superficie a p u d i  plmnu~i .  a Eollclt. Lrniorie 
Matein. Ital. v ,  vol. IV, 1925. 
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zioiie (1) sopra una superficie o apparteriente ad un ambiente qualsiasi (') 

(e qui O da intender bene che non è la diinensione dell'ainbieiite sebbene 
quella del10 spazio 2-osculatore, cioe contenente l'iritoriio del 2" ordine di un 
puiito generico di 5, che solo ha importatiza). Questa interpretazione affatto 
generale è suscettibile, coi1 l'uso coiisueto dei vnri principî di trasporto 
(lJebe?*tr*agungsp~.inzip) delle più varie specificazioiii: sicchè si otterigono per 
esempio teoremi della geometria conforme (ora ricordati) O di geoiuetria della 
setta supponendo o inmersa in uua quadrica di  S, O di 8,. Ricordero appresso 
l'interpretazioiie proiettiva iii S, della (l), quando i suoi coefficieriti siano 
affittto generali ; per finire questa rivista relativa alla (1,) acceiiiierb che nttual- 
ineiite la scuoin del BLASCHKE sta caratterizzniido la (1) rispetto a1 gruppo 
topologico. 

4. Carlttterizzare uii'equazione differenziale del 2" ordine sopra uiia su- 
perficie o rispetto ad un dato gruppo vu01 dire assegnare in ogiii puiito di a 

e per ogiii tangente uscente da esso una costruzione (invariante rispetto al 
gruppo) deli'elemento di 2" ordine (E,) (7 di una curva integrale dell'equa- 
zioiie in relnzione. ad elementi della superficie legati ad essa in modo inva- 
riante rispetto al gruppo scelto. 

Sia questo il gruppo delle applicabilita proiettive di o (Che comprende in 
particolare quel10 delle sue trasformazioni omografiche; rispetto ad esso parlerd 
di significato proiettivo di un'equazione differenziale): la superficie é indivi- 
duata in questo gruppo dalla coriosceiiza di 2 fowne elementwi invavianti (3) 

du? du2 
x,=B,7 x z = r z  

(ove d u  = O, du = O  rappresentaiio le asintotiche, distitite e non rettilinee della 
superficie) O dalla somma (che é I'eieu~ento lineare proiettivo secondo FUBINI). 

Il piano osculatore ad unit curva di o in un su0 punto è giA un ele- 
mento invariante relatlvo al suo A',. Nella iiiterpretaniorie proiettiva della (1) 

(1 )  L'intomo de2 20 ordine e i sistemi plurassiali di  uma superficie qualsiasi. Mernorie 
Accad. delle Scienze di Bologna u, S. VIII, t. IV,  1926-27. 

p) Indico cosi l'elenierito cornune a tutte le  c u v e  oventi i n  u n  punto u n  contatto 
del 2' ordine. 

(j) H o  introdotto quwte forme nella Nota:  Le forme eiementari e la  teoria proiettiva 
delle supeq-ficie. (u Bollett. dell 'unione Matematica Italiana B, anno V, n. 405, 19'26). Esse si 
costruiscono immediatamente appena note l e  equaeioni diffcrenziali cui soddisfa u n  qualsiasi 
sistema di coordinate proiettive della snperficie, senea bisogno di alcuna preventiva norina- 
liszazione di esse, riferita alle sne asintotiche (17. appresso n. 6). 
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è riuscito pih vantaggioso (e la ragioiie ne è evideiite per la loro stessa de- 
firiizioiie) associare ad E, due quadriche cosi defiiiite ('). 

Si consideriiio le taiigeiiti asintotiche di un sistema (per es. u ;  dv = O )  
uscetiti dai puati di uiia curva di a: la rigata cosi costruita ha luiigo ogiii 
sua gerieratrice, quiiidi per ogiii puiito della curva, uria qundrica osculatsice. 
Questa si dira qutcd?.ica asinlotica osculat~.ice, del sistema scelto, iiel punto 
alla curva, O meglio al suo E,; le due quadriche cos1 otteiiute s'indicheraniio 
coii U(E& e Q ( E J  (chinnîeremo del 1" sistema quella costruita coi1 le taii- 
genti asintotiche u ;  del 2" a l '  altra). 

Il significato della (1) iiel gruppo scelto è questo ('): La (1) detemzi~za 
in ogni punto P d i  a una quadrica passante peg* le sue tangenti asintotiche 
ivi  (che s i  costruisce algebl-icaînente date A, B, C, D), alla quale sono tan- 
genti (in un punto non appa?.tenente alle tangenti asintotiche) le quadviche 
asintotiche osculat?-ici (di u n  sistema) alle cuwe integmli di ( 1 )  uscenti da P. 

Cambiwiido il sistema di asintotiche cambia la quadrica defiiiita dalla (1). 
Questo ne1 caso generale. 

i piani osculalo7~i alle sue cuwe integvali i r ~  P fo~wano fnscio inlo~vzo ad 
una retta (sistemi asuiali), ca?*atte?izzata da B e C (7. 

Se invece A = p, ci02 

le quadriche asintotiche osculatrici del 1" sistema Q'(E,) cille cuî-ue inte- 
glsali d i  (1) in P passano pela u n  punto (+P) ca7*atte1izaato da  R, C, D ('). 

Aiialogarnen te se D = - y per le Q"(E,). 

(') L a  yeometria delle superficie considerate nello spazin rigato. e Ancora sulla yenmetvia 
delle superficie, ecc. u Rendic. Accad. dei Lincei s, S. 6", vol. III, 1926. Qiieste quadriche sono 
state considerate, contemporaneamente ed indipendentemente da me, da J. KLOBOUCEK: 
Quadrique osculatrice le long d'une génératrice de la  surface réglée donnée par trois courbes 
infiniment voisines. Quadrique de Lie. LJélement de surface d u  troisième et quatrième ordre. 
a Bulletin international de I'Academie de Sciences de BoliBme x, 19% Qiiesta nota, pei17e- 
niitarni nell'ottobre 1927, non contiene alcuna applicazione alle equaxioni differenziali. 

(') Ancora sulla yeometria. ecc., pi& citata, n.i 4 e 7. 
(3) Loc. cit., n.O 3. 
(*) Loc. cit., n.O 6. 
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5. Ne1 presente lavoro mi sono proposto la caratterizzazione, sempre ri- 
spetto al10 stesso gruppo, di altri tipi di equazioni del 2" ordine lineari nella 
derivata seconda. E bene avvertire subito che non c 'è  alcuna difficolth a 
costruire equazioni di significato geometrico noto: I R  difficoltti sta irivece 
iiell'assegiiare tipi generali di equazioni, cioé riell'iiiterpreta.rle qiiando tra i 

coefficienti di una di esse (O fra qiiesti, p e y) non passi alcuiia relazione 
particolare. 

Il primo tipo esaminato è 

Tipo 1 V"V' = P4(v1) 

ove P4 è un poliiiomio di 4" grndo in di Esso determina i n  ogni punto P 
di o iina conica, ivi tangeiite a O, alla quale sono tangenti le Q'(E,) relative 
alle sue curve integrali. Se il coefficiente di vf4 i n  questa equazione è = - Y 
nccade che le Q(&)  ad essa relative vanno a toccare (fuori di P) iin'altra 
conica tangente n sua volta alla tangente asintotica v (fuori di P). 

Invece, per uiia particolare determinazione del coefficiente di d (Tipo II) 
la conicn si spezzn in uiia tangente a o e i i i  una altrit retta: il modo di va- 
rime di questa retta, iininagine in l' dell'equazioiie, al variare dei suoi coef- 
ficienti, sta i n  elegante relazione con le quadriche di DARBOUX in P. 

Se invece ad ogni punto P di o si associa uria cubica sghernba r3 tan- 
gente al17nsi11toticn u ed avente in P contatto quadripunto con tiitte le Q1(E2), 
le M(E,) tmgeiiti ulteriormente alla cubicn apparteiigoiio alle linee integrdi 
di unw equazione del 
Tipo III d'(A + Bv') = P,(uf) 

e viceversa ogni tale equazione determiria in generale due T y e d  altrettanto 
accade se si considerano le quadriche &"(E,) .dell'altro sistema). 

Ma se i i i  particolare (fatto A = 1) il termine di grado zero in v' entro P, 
vale p, irivece di urin r3 si ha uiia coiiica che tocca la tangente asintotica u 
fuori di P ( B  + O )  alla quale sono tangenti (in un punto non appartenente a 
quella tangente asintotica) le Q'(E,). 

Se invece A =  O e iiiancn il terminé di  grado zero in E', si ritrova 
l'equaziorie (1") di cui apparisce qiiest'altra proprietk: le Qt(E2) ad essa re- 
lntiva toccaiio (filori di P) 00' coiiiche (taiigeiiti in P a o) appartenenti ad 
una superficie cubica. 

Infine jl 
Tipo I V  v"(A + Bof" = P,(vl) 

nasce pure da1 consiclertire le Qr(E,) tangeriti iii P ad una cubica I'Va qunle 
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tocchi in P la  tangente asintotica v ed abbia ivi con tutte le ocP Q'(E,) un 
contsitto quadripunto; fatto A = 1 il termine di grado zero in vr entro l', è p. 
E viceversa una tale equazione determina, in generale due r3 del tipo detto 
(e una corrispondenzzi proiettiva che dB luogo ad una superficie del 4" ordine). 
Ne1 caso B = O si ha una sola cubica. 

Le ricerche qui esposte sono suscettibili di vari sviluppi e di riotevoli 
estensioni. F ra  i primi noterb 10 studio degli invarianti differenziali e del 
loro significato rispetto alle configurazioni geometriche introdotte; la ricerca 
degli elementi eccezionali, sempre per le equazioni esaminate, per i quali le 
quadriche asintotiche osculatrici hanno un contatto piii elevato dell' ordinario; 
l'esame e la caratterizzazione di quelle fra le equazioni dette che provengono 
da problen~i di variazione e i legami con le metriche intiodotte da1 FINSLEH, 
dalla NOTHER e particolarmente approfondite da1 HEBWALD; ecc. 

F r a  le possibili estensioni noterb che gli stessi procedimenti appresso 
adoperati mettono in evidenza, con lievi modificazioni, tipi di equazioni 
non piu lineari, ma quadratiche in v". Le questioni qui accennate potraiino 
essere sviluppate, da me O da altri, in  successivi lavori : qui basti l'ac- 
cenno fatto. 

6. Precisiamo la rappresentazione analitica di 5 (i). Il suo punto P abbia 
le coordinate omogenee xi(u, v) e le linee u(dv=O) e v(du = O )  siano le asiii- 
totiche (non rettilinee) di o. 

Con opportuna scelta del fattore di iiorn~alizzazione delle x Q u e s t e  soddi- 
sfano a l  seguente sistema (,) 

(2) Su,=- a log Su + + .% ; LEvv = 
au Sm. + ym, -+ vz. av 

( l)  Tedasi p. es. la mia Nota: Ein  Analogmû der Quadrilc votz Lie i n  der projelctiven 
Flachelztheorie. u Mathem. Zeitschrift », Bd. 29, Heft, 5, 1929. 

Questa Nota, corne risiilta dalla data pubblicata dalla Redazione, 15 stnta riceviita il 
22 settembre 1937; il CECH che conosceva questi miei risultati prima del loro in-\-io per la 
stampa ha pubblicato poi (Ossewazioni sulle qzcadriche d i  Darbozcx, a Rend. Lincei B, vol. V I I I ,  
Novembre 1928) che il FUBINI, prima di me (ciob 1'8 Gennaio 19-8!) aveva trovato iina 
notevole proprietà delle quadriche d i  DARBOUX che si trova nella Nota citata. 

L a  quadrica indicata da1 CECH con Mo è individuata da un birapporto, appunto da nie 
introdotto, che fu calcolato insieme a l  CECH in casa mia nel17Agosto 1927 (e si trova nella 
mia Nota citata): il CECH, corne mi ha dichiarato recentemente-a Praga (~ettenibre 19%) se 
ne era poi dimenticato ! 

(" L a  normalizeazione scelta è quella del FUBINI, ma non B affatto necessaria. Qualunque 
essa sia, sono invarianti le forme X, e x,. 
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Si poriga corne a l  solito (') 

ove x h o n o  coordinrtte di un puoto generico del10 spazio d a  introdursi nei 
determinanti dei secondi membri : 

a,, = py(duZ2v - dvé2u) ; a, = a ,  + a' ; a2 = a ,  + a", 

b=-cp,du; c=-rp,dv; e '=ydv3;  e u = -  pdu3. 

L a  quadrica asintotica osculatrice del primo sistema Q1(EZ) (cioè costruita 
coi] taiigenti alle linee u) relativa d i '& (u, v, duldv, Vu,  Z2v) ha l 'equazione: 

(5) a ,  T' + b TN, + cTN, + 2e'(TQ - N,N,) = O, 

e quella del secondo Q"(E,) 

(6) a , T 2 t b T N i  +cTNz +2eU(TS2 - NiN2)=0  

e il piano di E, (cioé il piano osculatore a d  una curva per  esso) 

(7) [a, + @du3 - ydu3)/3y]T+ yz(Nidu t N2dv) = O .  

1. 12 equazione differenziale 
1) v'v" = d + Ru' + Cu'" Dd3 + Eut4. 

7. Associamo al  punto P di O uiia conica P t a n g e n t e  i i i  P a o (2). Cer- 

chiamo gli elernenti E, per P per i quali Q1(E2) riesca tangente a I'"fuori di I ) ) .  

(') V. la mia Nota già citata della < Mathematische Zeitschrift x. 

(2) Ma non alla tangente asintotica u :  il caso escluso B esaminato al n. 20. 
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Sia (8) v,N,  + v,N, = T l'equazione del piano di T2: per finire d'iiidivi- 
duarla consideriamo il corio di eqoazioiie 

(i numeri a,,, v, determi~kno iii P la  conica), cioe la proiezioiie di r2 su1 
piano tangente T=O da1 vertice opposto del tetraedro fondamentale. La  se- 

zione del piano di r h o n  Q1(E2) si proietta rie110 stesso modo nella conica di 
equazione : 

a, (v ,N,  f v,N,)\ (b  Ni i- cN,  + 2e1Q)(vi N, + v,N,) - 2e1N,N, = 0. 

L'equazione complessiva delle rette che proiettano da P le intersezioni 
di queste due coniche, O dei piani che da  Ni = N, = O proiettano i punti d'in- 
tersezione di Q'(E2) con r2, é 

La coiidizione per la loro coiiicidenza é 

Tenuto presente il significato dei simboli a,, b, c, e' questa condizione é 

del tipo 

(13) du" = A +- Bu' t Cv'" Du'" Ev" ; 

le 5 funzioni A b ,  v), ... , E(u, v) sono essenziali (indipendenti) e corrispondoi~o 
ai 5 parametri necessari ad individuare in ogni P una Te ivi tangente a a. 

Che viceversa ad ogni equazione del tipo ora scritto corrisponda una 
conica Te in ogni punto P appare probabile per il significato geometrico di 
essa: ed é effettivamente cosi; ma cib non pu0 garantirsi che eseguendo il 
calcolo delle utk,  v ,  in funzione di A, B, ... E. 

Il calcolo del resto è redditizio perche mostra in che modo dipendano 
gli elementi geometrici determirianti I'- dai vari coeficienti A, ... , E. 

8. Si ponga per brevitli 

(14) - a , , - a , , + l ,  M = U , , V ~ + ~ , ~ V ~ - ~ Ü , , V , V ,  

e s'iiidichi coi1 p un fattore di proporzioiialitA + 0. Il confsoiito dei coeffi- 

Anndi d i  Matematica, Serie IV, Tomo VII. 36 
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.cienti nelle due equazioiii (12) e (13) dh 

j PM = p, P2vP = - PA, P2(M + 2v i v2 )  = PB 

\ PiMyH + - u,,a,,) = - pE. 

Si osservi che deve essere M + O se effettivanieiîte vuole otteiiersi uria 
equazione differenzinle del 2" ordiiie, ed A + O  se  noii si vu01 ritornare siil 
primo tipo studiato. 

Ln  terza equnzione (15) pub scriversi, in conseguenza della prima 

. 2P2v,v, == p(B - P )  
[quindi v , v ,  + O  se  B=/= P ]  da cui, combinando con l a  seconda 

cioè In tangente alla coriica P i n  P dipende solo da  (B - p)/A. 
, 

L e  ultime tre  si scrivono in conseguenza 

in cui F e Cr son definite dalle posizioni fatte. 
Moltiplicnndo ln prima di queste per  v , ,  la seconda per v ,  e sommando 

si h a  (in forzn di PM= p) Gv, - F v ,  = 2 e percib 

Possiamo pertanto riguardare corne tioti in fuiizione di  A, B, C, D, (e rioii 

" 2 v i V 2  Si ha poi, dalle ultime tre, di E'), i parametri v , ,  v2 e quindi anche p = - 
B -  p .  
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Sicché, ne1 caso generale, la risoluzione é di fatto possibile e i l  con0 
proiettante da  A', = N, = 8 = O  l a  conica r0 h a  i'equazione 

+ 2(v,N, + v2N2)Q = 0. 

Poichè E entra lirieaymente a fattore di (v,N, + V,N,)~, tutte le  coniche Te 
che si otterigorio al  variare di E fissati A, R, C, D, hanrio fra loro un con- 
tatto del 3" ordiiie (O 4 - puuto); in altri termini, i primi 4 coefficienti A, B, 
C, D, dell' equazione diffeienziale determinano 1' intorno del 3" ordiiie di P 
su ï2 mentre E serve a finire di determinare r2. 

Riassumendo : 
Data u n a  supeg.ficie o (no92 9-igata) ed in ogni suo punto P u n a  conica 

Pz i v i  tangente a, le curve d i  o tn l i  che le quadriche Q'(E,) ad esse oscu- 
lat?nici siano bitangenti a T* ( in  P e in un al t ro  punto) forn~ano un sistema 
soddisfacede ad un'equazione del t ipo:  

Vicevemn, data  a quest'equazione delernzina in ogni suo punto P u n n  
conica P c u i  sono bitangenti le w' Q'(E,) relative alle culSve integral i  d i  
essa uscenti da P. 

I coeficienti A, B, C ,  D detel-rninano l ' into~.no del 3" o9,dine d i  P 
su P, ed E finisce d i  delelmina,-la. 

9. S'intende clle per completezza, bisognerebbe esaminnre i casi di ec- 
cezione (O almerio che possono esser tali) quaildo alcuiie delle operazioiii 
fatte non siaiio eseguibili. Non c'é che ripreiidere le equazioni iiiiziali. 

Se  p. es. B = P + O  risulta v,v, = O ;  m a  poichè A + O anche v, O 
quindi v ,  =O.  Risulta poi 

ci& r2 è ancora determinatn. 
Del resto v a  notato esplicitamente, per evitare equivoci, clie gli eventuali 

casi d'eccezione sono tali rispetto ad  una data superficie a cioè a P e y dati;  
poteiidosi sempre evitare se o, sulla quale si vu01 interpretare la  (13), é in 
nostro arbitrio. 

L'unico ver0 caso di eccezioiie si avrebbe quaiido per  r3 risultasse 
O (non essendo piii in ta1 caso possibile l'ideiitificazione dei coefficieiiti 
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delle equazioni (12) e (13) mancando riella (12) il termine in vu). Qual'è il 
significato di M = O ?  

Se ritorniamo alla (11) vediamo che M = O  è condiziorie iiecessaria e 
sufficiente affiiichè Q f ( E 2 )  e FZ si osculiiio (abbiaiio un contatto del 2" ordine) 
in P. Ma M= O non dipende affatto né dalla scelta di E, iiè da quella di E, 
per P (ma solo da P), iii altri termini, preso ad arbitrio uii piano per P 
tutte le quadriche asiiitotiche osculatrici di un sisteina alle curve per P se- 
gano detto piano in coniche (costitueiiti un sisteinn w2) cht: si O S C U ~ R ~ O  i n  P. 

Durique: la conica Fs de2 teog-ema pl-ecedente non deve esselse oscula- 
trice a a i n  P. 

Tuttavia, posto che cib accada, cioè che sia data Poscu la t r i ce  in P a O 

ci si pub chiedere se esistano E, per i quali Q1(E2) abbia con I" i n  P un 
contatto Cpunto. 

Se F 2  oscula o iii P, cioè se M= O, si pub porre sernpre 

al  variare di A, p la  P d e s c r i v e  il sistema oc2 anzidetto. Con cib dall'equa- 
zioiie (1  1) si stacca, come deve, il fattore v ,  Ni i- v,N, ; perche il fattore ri- 
maneiite si riduca pure ad esso deve essere 

b - 2phe' c - 2ppe' - - 
''4 " 2  

cioè per le (4) 
- v2du2 + v,dudv +- ( p v ,  - h v , ) d ~ ~  O .  

Quindi: vi  sono due E,  dete?-minati da F 2  tali che le Qf(E2) i n  P re- 
lative a tutte le culBve uscenti da P con quegli E ,  (con quelle tangenti) 
hnnno contatto del 3 O  ordine con r"oscu1at~-ice a O). 

Il fatto che quanclo rZ non sia osculatrice (ma solo tangente) a 5 non si 
riesce a trovare E, tsli che Q'(E,) risulti in P osculatrice (e non a contatto qua- 
dripunto) con F v u b  essere chiarito piu esplicitameiite con il seguente teorema. 

Data una conica P t a n g e n t e  (ma non osculatrice) in P a o tutte le 
qundriche Q'(E,) relative agli ooi E, passanii pe?- u n  E, uscente da P se- 
gano î' in coppie d i  punti le cui congiungenti passano pe?? uno stesso 
punto (situato sulla tangente i n  P a O )  che dipende soltanto da E ,  e no12 da E,. 

Si trova infatti che questo puiito appartiene alla retta 

v,NI + v2N, = O 
e all'altra 

{2ef(a,,vi-- a,,v;) -k(v,b- v,c)(M-t 2v,v,) IN, + 2v,Me18 = O  
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e questa non dipeiide affatto da a, cioé dal11E2 scelto, ma solo dalllE, cioè 
da du ldu .  

II. L' equazione differenziale (*) 

II) (rlwd" - d ~ 8 ~ ~ t ~ ) f l v  = Xdu4 + C'du2due + D ' d t ~ d v ~  + E1dv4. 

10. La conica P s i  spezza se (le appartieiie il punto Ni -= v, ,  N2 = - v , ,  
T = P = 0, cioé se) M + 2v iv ,  = 0. 

Iii questo caso le (15) danrio B = O  e viceversa. Questo caso di iiotevole 
iiiteresse si studia meglio parteildo direttamente dalla rettst (non apparteneiite 
al piano tangente) che fa parte della conica. 

Ci dornandiamo dunque d i  caratterizzare quelle curve della superficie tali 
che i loro E, in uii punto P abbiano le quadriche osculatrici del primo si- 
stema Q'(E,) tangenti ad una retta. 

Siaiio 

ils) 
( Ni =z,T+w,B 

1 N,=z2T+m,Q 
le equazioiii di qiiesta.. 

La  condizione di contatto con In quadrica (5) dB 

S'iiitende che w,w, + O se si vu01 nvere uiia equazione differenziale del 
2" oi'dine (altrimenti viene a. maiicare i l  termine in a,) cioè ln retta iion deve 
iiicidere alcuna delle due tangenti asintotiche P. La condizioiie precedeiite si 
scrive : 

(du?j2v - dv8'u)dv = A'tlu' + Cduedv" D'dudv3 + E'dvP 
ove 

(19) 

Se si iiitroducoiio le coordiiiate p,= della retta estr:ittc d a  

(1)  Qui e in seguito iiso i differenziali secondi controvarianti iF iispetto a rp?. Il legame 
con quelli ordinari b clato dalle (4). 
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sieehè 

le relazioni precedenti si scrivono 

e questa, iii forza della relazione quadratica tra le pi, si scrive 

(23) 2KE' -+ y H ) ~ i A ,  + (pi, -- ~ 2 4 ) ~  + 4 ~ ~ 3 ~ 2 4  = O. 

Sicchè data la retta, cioè le pi,, è deterniinth l'equazioiie: ora vediamo 
che viceversa, data i'equazioiie, la retta è determinata i i i  modo uiiico. Questa 
deteriniiinzioiie pub farsi elegantemente per via geoinetrica conîe segue. 

II. La sezioiie del coiiîplesso quadratico (23) con il terzo coinplesso li- 
neare (22) (tolta la soluziorie p,, = O  che porterebbe w, = 0, iriaccettabile) é 

la congruenza liiiearr, rappresentata da 

e questn è una cong~wmacc lineave speciale le cui direttrici coincidoiio nella 
retta di equazioni 

e il luogo di queste direttrici al variare di S, ci06 di Dr, é la quadrica di 
DARBOUX 
(26) P i E ' t  y H ) T 2  = 2(hTiLV2-QT). 

La proiettivitA individuata dalla congruenza speciale fra i puiiti della 
direttrice e i piani per essn fa corrispondere al puiito Il= t ,  !2 = o della 
direttiice il piano 

cioè precisaineiite il piano tangente iii quel puiito alla quadrica di DAHBOUX (26). 
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Anche le due prime e uazioni (20, 21), dei primi due complessi lineari, Y 
determinano una congruenza lineare speciale, ci06 una retta, dipendente solo 
da  A', di equazioni w,N, - w,N, = T= O ovvero 2AfN2 + PN, = T =  O, e 
intorno ad essa una proiettivith, dipendente da R (cioé da C' oltre che da A'), che 
fa corrispondere al punto N, = w,, N, = w,, T= O, Q = 1 il piano w,N2 - w,N, + 
t (Ro, - l ) T =  O. Sicche in definitiva la rettit da costruire, cui debbono 
essere tangenti le quadriche Qf(E2)  determiliate in P dall'equazione data (II) 
é comune alle due congruenae specidi ora individuate. Ma siccome queste 
hanno giC1 iri comune, corne apparisce senz7altro, la tangente asintotica alla 
linea u in P (N,  = T =  O) risulta che v 7 è  effettivamente una sola retta indi- 
viduata dall' equazione differenziale (II). 

Riassumendo : 
Ad ogni equazione direrenziale del tipo II 

cowisponde i n  ogni punto di o una ben determinata retta, cui risultano 
tangenti le quadriche asintotiche osculatrici del primo sistema Q'(E,) alle 
curve integrali dell'equazione uscenti da P (e quindi al varialne di P una 
congruenza d i  rette i n  corrispondenza con i punti di a). E viceversa se ad 
ogni punto P di  O si associa una retta (non passante per P né contenuta 
ne1 piano tangente in P a a) viene deterntinata i n  modo unico un'equa- 
zione (II) taie che le curve integrali d i  essa i n  P hanno le Q'(E,) tangenti 
alla  ett ta. 

Possiamo quindi dire che la retta é l'imniagine dell'equazione i n  P e 
viceversa. 

La totalità delle equazioni (II) che si ottengono variando A', C', D', 
(fzssato E') si rappresenta associando ad ogni punto P una quadricn d i  

Daf.boutr; (determinata da Er) ne1 senso che tutte le rette immagini di  queste 
equazioni i n  P sono tangenti alla quadrica d i  Darboux. 

La totalità delle equazioni ( I I )  che si ottenyono variando A' e C' (fissati D' 
ed E') si vappl-esenta i n  una generatrice d i  una quadrica di Dal-boux, ne1 
senso che le rette iwzntagini d i  quelle equazioni i n  P appartengono alla 
congruenza lineare speciale che ha quella generatrice pe9. direttrice doppia 
e la cui proiettività é quella determinata intorno alla generatrice p~.oprio 
dalla quadrica di Darboux a cui appartiene. 

La totalità delle equazioni ( I I )  che si ottengono al variare di D' ed E' 
(fissati A' e C') si s-appresenta puve in una congruenza lineave speciale 
(ne2 senso pi6 volte chiarito) i l  cui asse é individuato da A'; la pl-oiettività 
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into9,no ad esso è determinata d a  R (ci08 d a  A' e CI) e s i  ottiene facendo 
corvispondere ad ogni punto dell' asse 2' omologo nell' onzologia armonica che 
ha per asse N, = T = O  e per centro Ni = T = 0, QIN, = R/2 e pl-endendo 
d i  questo punto i l  piano polat-e ?sispetto ad u n a  qualsiasi delle quadtiche 
d i  Da?-bous. 

12. Queste specificazioni geonletriche permettono di assegnare senz'altro 
alcuiie classi di equazioni invarianti del tipo assegnato. Per es. se la retta 
immagine dell'equazione in P sta nella faccia del tetraedro opposta a P(Q=O) 
dev' essere 

2A'R = PS, RS = 2P(Et + rH).  

Cosi invece per S= E r +  y H =  O si haniio le equazioni per cui la diret- 
trice della congruenza speciale introdotta per prima appartiene ad P=O 
(necessariamente poi coincide con N, = Q = O); e cosi di seguito. 

III. L' equazione differenziale 
III) (Adu + B d z ? ) ( d ~ 6 ~ v  - dv65pc) = 

= Ldtc4 + ïlIdu3dv + NduZdve + Rdudu3 f Sdu4. 

13. Ad un altro tipo generale di equazioni differenziali del 2" ordine si 
arriva con le considerazioni seguenti. 

Si associ ad ogni punto P di o una cubica sghemba r3 osculatrice i n  P 
al piano ivi tangente a a. 

Se poniamo, per maggiore uniformita di scrittura, a,a,a,a, ordinatamente 
al posto di N,N,81', una r3 del tipo voluto é rappresentata dalle equazioni 
parametriche in t 

a ,  = t(a,,t2 + a,& + a,,) 

a2 = t(a,,t% a2,t + a,,) 
a,  = t3  

a,  = a,,t3 + u,,t2 +a,,€ + a,, 

ove si è posto a,, = 1 come si pub in forza del fattore insito nelle coordinate 
omogoiiee a,.  E a,,+O se come vogliamo F 3  non si spezza; 12% tangeiite 
in P( t  = O) ha  1' equazione a,a,, = a p , ,  . 

Procuriamoci ora le intersezioni della quadrica osculatrice del primo 
sistema ad un elenlento di curva E, uscente da P, quadrica Q1(E2), con r3. 
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Tolte le due iiitersezioiii evidenti in P esse sono deteriniiiate dell'equazioiie 

(28) ait4 -t Zit"ai,t2 t ai& + x , , )  i- ct2(a,,t" a2,t + cc,,) t 
+ 2e'[t(a,,t3 + a,,i2 + a,,t + a,,)- (a,,t2 + a,,t t- a,,)(a,,P+ a2,t + a2,)] =O. 

Apparisce di qu8 che le  ï h v e i i t i  in P un contatto tripunto con qualsiasi 
&'(E,) in P sono quelle per ciii a,, = O oppure a,, = O, (non tiitte e due in- 
sierne nulli), ci06 quelle d i e  toccaiio in P u11a tangerite asiritotica. 

14. Sin allora a, ,  = O cioè consideriamo aiia ï3 tangent0 in P ad a ,  = 0, 
cioè a117 asiiitotica del primo sistema (u ;  du = 0). 

Le ulteriori iritersezioni di uiia a(&) con i ' b o n o  date d a  

[a ,  t bu,, 3- CaZi -+ 2ef(a,, - a1,~ , , ) ] t3  + [ b ~ , ~  + caZZ + 2 e ' ( ~ ~ ~  - ai2u2, - ai,azz)]t2 + 
+ [CU,, + 2e'(a,, - cc,,a,, - a,,az3)]t + 2e1(a,, - a,,a,,) = O. 

Se e solo se  a,, = a,,u,, l a  I . 'qa  uii coiitntto quadripunto con ogni qua- 
drica Q'(E,) relativa a P. 

Supponinmo che cosl sia, cioè scegliamo r3 fra l e  m6 cubiche sgheinbe 
tangenti iii 1' all'asintotica u e aveiiti un contatto quadripuiito coi1 tutte le 
Qf(E2) relative a, P. 

Ci6 posto, deterininiamo gli E, tali che le  loro @(Es) risultino tangeiiti 
a P f u o r i  di P. 

Scritto per brevità 

, 4[ai -+ ha, ,  + CE,, + 2e'A4,][ca,, i- 2efA4,] = [bu,, -i- CU,, t 2e'A4J2 
ossia 

2(dusZv - dt32u)(a,,du - B,,dv) = 
= (2/3a2, - af2)du% 2[- PB,, - ( S i  - 2ai,)a,, - ai ,~, ,]du2dv + 

(30) -1- j4(+,+a2,)a2, +2(+, -2cc,,)B,, + ~ U , , B , ~  -a:\ du2dv" 
- 21 2(+, -+ a,,)B,, + B,,a,, - B,,a,, 1 dudu"+ 

-1- 2 { B,,B,, - B:, 1 du4. 

Questa condizione è del tipo III: 

( A d u  + Bdv)(duG2v - dvE2u) = 
= Ldu4 t- Mdu3dv + Ndu2dv2 + Rdudu3 + Sdu4 

uhe coiitierie appuiito sei coefficieiiti essenziali cioè quanti sono i parametri 
d a  hiti dipende unit rS del tipo assegnato in P. 

Asnazi d i  Matematica. Serie IV, Tomo VII. 37 
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15. La ricerca inversa, cioè l a  deterininazione delle P e u i  sono tangeiiti 
(fuori di P) le quadriche Q1(E2) relative agli E, uscenti da P ed apparteneriti 
ad una data equazione (III) è meno agevole. 

Si tratta dunque, date le .A, B, L, M, N, R, S di determinare le a, (con 
le limitazioni che si sono andate ponendo). 

In questa forma i l  problema non è ancora del tutto determinato perchè 
non è unica la ra.ppi.esentazione di una F 3  soddisfacente in P alle condizioni 
volute; si pu6 infatti disporre delle trasformazioiii lineari su1 parametro t 
che ne lascino inalterato Io zero. 

Per sceglierlo in modo intrinsecameiite determinato, in rapporto a1 pro- 
blema che ci iiiteressa, notiamo quanto segue. 

Ad un punto di r3, cioè ad un valore di t, corrispondono due tangenti 
(duldv) tali che per ciascuna di esse passa un E, la  cui quadrica Q1(E2) riesce 
tangente in quel punto a r3. Infatti il punto di r3 (cioè il valore di t in esso) 
di contatto con Q'(E?) è determinato da 

noto apperia data la tangente duldv; e viceversa da.to t si hanno le tangenti 
corrispondenti dall' equazione : 

a,,tdu" (a,,t +- 2a,3)Judu - (B,,t + 2B4,)dv2 = 0. 

Queste coppie di tangenti si distribuiscono dunque, al  variare di t ,  in 
una involuzione che non coincide mai con quelln delle tangenti coniugate 
perchè a,, + 0. 

In essa esiste : 
I o )  una coppia di tangenti coniugate; è quella per cni a,,t + 2a2, = 0 ;  
2") una coppia della quale fa parte la tangente asintotica v (du=O del 

secorido sistema); è quella per cui. B,,t + 2B,, = 0. 
Determiniamo intrinsecamente il parametro t fissando per esso il va- 

lore t = l nella prima di queste due coppie e il valore t = CO nella seconda. 
Ci6 porta alle posizioni intrinseche 

(32) a2,+2a,,=O: B,,=O cioe A,,=O. 

Si pub anche notare di passaggio che : il punto d i  r3 inmagine della 
coppia di tnngeuti coniugate 2 quel10 i n  cui la tnngente a r3 incont7~~ 
(fuo7.i d i  P )  la tangente asintoticu v. 

Con queste limitazioni si haiino effettivamente iielle equazioni di F3 sei 
coefficienti essenziali quanti appunto ve ne debbono figurnre. 
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16. Cib fatto, l'equazione differenziale deterininata assegnando in ogni 
pailto P di o uiîa rS del tipo voluto si scrive 

Coi~froiitiariioiie ora i coefficienti con qiielli dell'equazioiie differeiiziale (III). 
Detto p un fattore di proporzioiialit?i diverso da zero deve aversi : 

Le due ultime di queste equazioiii deteriiiiiiaiio seiiz'altro B,,,  a,, ; le 
tre che le pïecedono possoilo quiiidi scriversi 

- - -  
ove L, 111, N sono pure note ii i  funzione dei coefficieiiti della III. 

Eliiniriando fra queste a, ,  e a,, si ha uii'equazione di 2" grado in p, la 
quale h a  iiî geiierale due radici distirite e dà quindi luogo a due sistemi di 
valori per i coefficienti non ancora determinztti, cioè, almeno iii geiierale, a 
due r3 in P. 

Sarebbe iiiteressante approfondire le relazioni geonietriche iiitercedenti 
fra queste r3 determiiiate in P da ui-ia stessa equazioiie (p. es. i due coni che 
le proiettario da P hani10 1111 ~oii tat to del 3 3 r d i i i e  luiigo la taiigeiîte asirito- 
tien zc) ; ci6 porlerebbe ad un' analisi piuttosto iîîinuziosa che voglio evitare 
per raccogliere il risultato generale : 

Data una  superficie o si considerino in ogsli suo punto P le quadriche 
asiîztotiche osculatf-ici del pr imo sistema Qf(E,) e u n a  r3 tangente alla t a w  
gente asuzlotica del10 stesso sistema in P ed nventi i n c o n t ~ ~ o  quad~ipurz to  
con le Q'(E,). Gli elementi E, t d i  clze le 101-O Q'(E,) riescano ulte~~io.r.ntente 
t m g e n t i  a r3 appa19engono alle cuvve integvali d i  un'equnzione differen- 
z iale del t ipo 

( A d u  + Bdv)(du7j2v - dv7j2u)= Ldu4 + Mdu3dv +- Ndu2dv% -+Hdudv3 + Sdv4. 

Viceversa, data  un' equazione d i  questo tipo e u n a  supe7,ficie O, le curve 
i n t e g ~ d i  d i  essa su o souo tal i  che i 109.0 E, in un punto P hauno le Q'(E,) 
tangenti a due  F3 del tipo pwcedente (fzcoî.i d i  P). 
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È da aggiungere aiicora che siccome il tipo dell'equazione precedente 
non carnbia scambiando u in v qzcnnto si é dtitto p e r  le quadv iche  nsilzto- 
t i che  osculutvici  del pl-inzo sistenza vale  ancora  p e r  quel10 del  s e c o d o  
sistema. 

17. A voler esser coinpleti bisognerebbe studiare, oltre alle relaxioiii 
geometriche fra queste r3, al loro inodo di variare a1 inutare di alcuni coef- 
ficienti dell'equaxioiie data, i possibili casi di eccezione. Tiitto ci6 potrk farsi 
prendeudo a niodello la trattazione giSt svolta per i tipi precedenteinente 
studiati ('). 

Qui mi limiter0 ad esanîinare un iiotevole cas0 eccezionale, che si pre- 
senta quando a,, = O  (caso fiiiora escluso perché la P s i  spezza) cioè quaiido 
PA=L+O. 

Si tratta diinque delle equazioiii che possono scriversi, ponerido A = 1 
coni' è lecito : 

(35) ( d u h  - dvô2u)(d~:+ R d v )  =/3du4 + M d u 3 d v  + N d u 2 d v 2  + R d u d v 3  -1- S d v 4  

Compariscono in esse cinque coefficienti esseiiziali (s'iiiteiide, quaiido 
sia data O).  Supponiamo ancora B $I 0. 

Nelle equazioiii (27) è a,, = O e per il coritatto quadripunto iii P è a,,=O; 
sicchè invece di una r3 si ha uiia coiiica r2 rappresentata dalle eqiinzioiii 

essa giace ne1 piano a ,  =u,,cr, e tocca la tangente asiiitotica 14 i i i  un puiito 
diverso da P se a,, + O. 

18. Facciamo nppunto l'ipotesi a,, + 0 (snlvo ad esaminare poi al  n. 20 
quella opposta). Le  coniche iii esaine dipeiidono da 5 parametri essenziali; 
determiiiiainoli i n  funzioiie dei coefficienti dell'equazione data. 

Mantenute le notazioni del caso generale, cerchiamo anche qui di deter- 
minare t in modo intriiiseco. 

La corrjsporideiiza fra uiia taiigente in P a a e il punto ove la Q'(E,) 
relativa ad essa riesce taiigente alla conica e rappresentata da 

(i) Cosi p. es. se PA = - L, yB = M i piani osculatori alle ciirve integrali dell'nltima 
equazione inuiluppano un con0 quadrico e viceversa; se pero il con0 tocca il piano tangente 
in P liingo nna tangente asintotica, si lia iinleqnazione differenziale piii particolare gih segiia- 
lata nella mia Xota : Le forme d i  Fztbitzi e la teoria proiettiva delle superficie. Rendic. Istit. 
Lombardo B ,  vol. LVII, 1924, n. 3. 
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cioe si h a  uiin' proiettivith t r a  il fascio delle tangenti in  I' e i puiiti cli P. 
Se  filaciitiilo ohe sisi. t = 1 ne1 puiito corrispoiideiite allit taiigeiite asintotica 
u(du=O) e t = oo iiel punto corrispondente alla t:iiigeiite asiiitotica c(du=O) 
si lia 

(37) + 2a,, = O ;  B,, = O  cioè = a , , ~ ~ ~ .  

Dopo cib le relazioiii fia i coefficieiiti dell'equazione differenzinle (35) e 
quelli della coiiica I" si scrivono 

2a,, = - a,, = p, 2R,,= - F B  \ 2 a , , = M + + , - B p ,  2 ~ a , , - + 2 a 2 , - f i + d i , B - 2 $ 2 + ~  

1 B,, = -. S/B, 2Ba,, = - IC/B - + BS2);  

e queste determinano iii modo unico I" nppena data i'equaziorie differeil- 
ziale. Sicchè : 

Data u n a  supe?$cie o e pe7. ogni punlo P d i  essa u n a  conica F2 tan-  
gente alla tangtwle asintolica u in un punto +P, gli elenzenti E, d i  c w w e  
tal i  che le Q'(E,) nd esse m ln t i ve  tocchino zaltel-iomzente P a p p c w t e n g o n o  
alle curve integral i  d i  ule'equazione del t ipo 

( d u P u  - dvs2u)(du + Bdv) = pdu4 t Mdu3dv + Ndu2dv2 + Rdudv3 + Sde4 

Vicevewz  ogni equazione d i  questo tipo ( B  +O) de te~wr ina  pela ogni 
pz~nto  P d i  o u n a  conica r2 del tipo delto ( tc cui  9.iescono tangenti  le Q'(E,) 
~.elat ive alle sue cutwe inlegt.ali in P) ,  per mezzo delle equazioiii (36, 37, 3s) .  

C ' é  d a  aggiuiigere che  se la  superficie non  è data, m a  riiiiane in nostro 
arbitrio, si  pub sentplne inte~-p?-eta9.e la p i2  genev-ale equnzione di f lere~z-  
z ia le  ( I I I )  in ~ ~ e o d o  che si abbia i l  cnso par t ico law (35) o m  studiccto: basta 
percib scegliere una. o tale che P = LIA. 

19. Se  invece nell'ultinîa equazione é B =O, l e  relazioni fra  i suoi coef- 
ficienti e quelli di P n o i i  sono piu quelle scritte (38); a m i  noii é piu pos- 
sibile iiormalizzare t ilel modo piiina tenuto. Si p ~ i b  invece (sempre che S+O) 
iiorrnalizzare t in modo ohe i'isuiti 

a,, = - 2a,, = B,, 

Dopo ci0 le ulteiiori relazioiii deteriuiiiiaiiti I ' h o i i o  

Pertaiito aiiclie le Qf(l&) iii I' relative agli I!', dell'eqii:izioiie 
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sono tangei~ti ad uiia conica taiigente a sua volta alla tangente asintotica u 
(fuori di P). 

Poichè scainbiando u con v si h a  una equazione differeiiziale de1 tipo (1), 
i teoremi dati riei n.' 8, 9 deterrniiiano per l'equwzioiie ora considerata il 
comportamento in ogni P delle qiiadriche asintotiche osculatrici del secondo 
sistema &"(Et). 

IV. 12 equazione differenziale ' 

20. Passiamo ora a d  esaminare il caso in cui, oltre a d  a,,  =a,, = a,, = O  
si abbia a,, = O ci06 quando risulti A = L = O (ma necessariameilte R + O 
quindi B,, + 0). 

In  ta1 caso l a  conica rP è tangente in P (e non fuori di P, coirie ilel caso 
precedente) alla tangente asintotica u (e le coiiiche di questo tipo' dipeiidono 
da  quattro parametri essenziali). 

Lit corrispondenza determinata dalle Qf(E2) fra le tangeiiti in P e i punti 
di contatto di quelle con r" ora  rappresentata d a  

PLIO quindi farsi aiicora B,, = O (ponendo t = CG ne1 puiito di I" corrispoii- 
deiite alla tangente ~si i i tot ica v) ; se iiioltre si poile, come si pub, a,, = 2B,, 
l a  corrispoiidenza detta è rappresentata seinplicemeiite da  t =dv/du. 

Determiriiamo ora i coefficiei~ti de117 equazioiie differenziale individuata d a  
una tale P. Si h a  A = L = O e pub sempre porsi B = 1. Procedendo ne1 so- 
lito modo si ottengono le relazioni 

e l'equazione differenziale è 

Come si vede, poichè p è affrttto arbitrario, questa equazione determina 
non uîta r2 m a  ffi* di esse (tangenti in  P alla tangeiite asintotica u) : il clle 
è ben d'accord0 col fatto che quelle coniche, come s 'è  notato, dipeiidono d a  
quattro parametri, meiitre l'equazioiie differenziale (data o) contiene tre soli 
coefficienti essenziali. 

Ma 1' ultiina equazione differenziale lion ci è nuovn (è la 1") ; le  sue curve 
integrali haiino le &'(E,) in P passaiiti ulteriormente per uii wltro purito $-P. 
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Se  le  coordiiiate di questo s' iiidicano con y,, y,, 1, y, 1' equazione precedente 
si scrive 

(41) tEzd2v - dv6"u = pdu3 -+ (2y, - +,)du2d u + 2(y, + +,)dudu? - 

cioè si ha 

Sostitueiido queste espressioiii di N, R, S, iielle uik si h a  

Se scriviamo per  coinodith 2p iiivece di p (il che noii muta iiulla esseiido 
questo ut1 pararnetro arbitrario) si h a  

L e  equazioni di una delle mi coniche I" legnte alla precedente equa- 
zione differenziale (in funzione delle coordinate yi del purito che  l'individua) 
sono quindi 

a, = (y, + p)t2 
a, = y,t2 - 2pt 

a3 = t2  

a, =(Y,  4- ey2)t2 - ~ P ( Y ,  + PY - PP 
e si ottengono tutte a l  variare di p. Pe r  p = O  si ritrova il punto iiivarianti- 
vainente legato all'equazione differenziale. 

21. Fe r  esaminare ii  luogo di queste coniche a1 variare di p conviene 
assumere le nuove coordiiiate omogeriee : 

(nelle q u d i  il puiito invariante ha  le  coordinate O, 0, 1, O ) ;  si ottiene cosi l a  
superficie cubica 

(46) 4A,A,A,=4y ,A~A,+4A~A,+4y ,A,A,A3 - PAeA, 

cui appartiene l a  ret ta  A ,  = A, = O  congiungente P al puiito iiivariante; questo 
è un punto coriico. Il  punto P è invece biplanare ed appwrtengoiio alla super- 
ficie le due tangeiiti asintotiche per esso. È poi subito visto che i punti di 
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coiitatto di una Q'(E,) (determiriata da  dvldu = t )  con le oc' coriiche prece- 
deiiti appartengono a d  uiia conica il cui piaiio contieiie P e il punto iiivariaiite. 

Quindi riassunîendo : 
Un' equazione di f ferenziale  

definisce per ogni punto P d i  u n a  da ta  supeq%cie a n o n  soltanto un punto 
invar iante  per cu i  passano le mi Q'(E,) osculatvici agli E,  delle sue curve,  
?na anche u n a  superficie cubica luogo delle CO' coniche cui quelle QI(E,) 
sono tangenti  fuog-i d i  P. 

Queste coniche toccaiio iii 1' la  tangente asiiitotica u. S e  si ritorna alla 
discussioiie fatta ai n.' 7-9 in  cui si dava pure una ïL tangente in P a o ma 
n o n  alla tangente asintotica u si rileva chiaramente il perche di questa coii- 
dizione : lasciandola cadeie cambia essenzialmeiite il tipo deli' equazione diffe- 
renziale poichè si passa dalla (1) alla (40) e di piu quest' ultima definisce non 
u n a  m a  mi  coiiiche tangenti in P a o. 

V. 12 equazione differenziale 

IV) (rlub'v - du8'tc)(A&~~ + Bdv2)  = 
.= PAdu5 + Ldu4du + Mdu3dv2 t Nduedu3 i- Rdudu4 + Sdv5. 

22. Ma v ' è  un altro tipo di equazioni differenziali ugualmente definito 
d a  uiia coiigruenza di cubiche (uiia per ogni punto di o, con l e  stesse con- 
dizioni di contatto). Esso si ottiene quando l a  P i n  P tocca la tangente asin- 
totica v (e non la u come prima) ed  ha  contatto quadripunto con le Q1(E2). 
Le equazioni della cubica sono 
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l a  tangenza fra, 113 ed uiia Q1(E2) fuori di P si esprime con 

e in forma piu esplicita con 

Se  si confronta con l'equazione 

si  hanno le relazioni 

Pe r  ricavare da queste relaziorii i coefficienti delle equazioni di r3 occorre 
scegliere in modo intrinseco il paramstro t.  

Ne1 punto di coiitatto di ï3 con la  Qf(E2) determinata d a  duldv esso vale 

quindi si ha  fra i punti di ï3 e il fascio di tangenti in  P la corrispondenza: 

23. Sia a,, +O cioé i" non si spezzi. Al valore t = O  corrisponde la  
coppia di tangenti coniugate singolari per l'equazione differenziale (per le  
quali cioé si aiinulla il coefficiente del termine di  20 ordine in essa). Se  at- 
tribuiamo i valori t = 1 e t = oo rispettivameiite alle coppie dell'involuzione 
di cui fa parte l a  tangente asiiitotica u(dv=O) O la  tailgente asintotica 
v(du = O) si h a  

(53) a,,+2c(,,=O, B 4 , = 0  cioé A,,=O. 

Annali di  Yatematica, Serie IV, Tomo VII. 38 
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Ci6 fatto, le equaxioni fondamentali di confronta (51) danno 

ai, = pA, 2a,, = - pA, BB,, = PB, B,, = O, B,, = - S/lB 

Sz + E , ~  = R/2B, a,, = (MB - PB" AR)/2AB, 2a,, -- Si = LIA - pA 
(54) 

1 
PB + RA/B + 28a,, = M 

pAS/B + pB(L/A - PA) + a:, = pN 

e per p l'equazione di 2" grado 

(55) 4A3B3ps + 4AB { NAB - SA" LLB' \ F - { M B  - PB2 - AR 1 = 0. 

Quindi, mentre a,, , a,,, B,, vengoiîo determinati in modo iinico dal- 
l'equazione differenziale data, gli altri coefficienti assumono due valori di- 
versi (in generale) in relazione alle due radici p deli'ultima equazione. 

Sicchè riassumendo : 
Data in ogni punto P d i  una superficie a u n a  cubica sghemba r3 tan- 

gente i v i  alla tangente asiktotica v ed avente u n  contatto quadripunto 
con tut te  le Qr(E,) in P, ?-imane detewninata u n a  equazione di/j@erenziale 
del t ipo 

( d u F v  - d 0 6 ~ u ) ( A d u ~  + B d d )  = 
= PAdu5 + Ldu4dv + Mdu3dv2 + ATdu2dv3 i- Rdztdv4 -t- Sdv5. 

Vicevel-sa data u d e q u a z i o n e  d i  questo t ipo e una  supeq-ficie o 2.i- 

pnangono detevrr~inate (almeno in generale) due cubiche r3 in ogni yunto P 
d i  o, aventi  con essa il  cornpor-tamento sopra precisato. 

Si pu6 anche osservare che, qualunque sin il coefficiente di du5  ne1 se- 
condo membro, se a non  è data, si pu6 sempre determinare in ,modo che su 
di essa le curve integrali dell'equaziorie differenziale abbiano la proprietk 
messa in evidenza: basta prendere P uguale al rapport0 fra il coefficiente 
di duS  e quel10 di du36'v ne1 primo membro. 

54. Corne si è detto l'equazione determina in P due r3: chianiiamole 
r3 e r3 distinguendo tutto qunnto si riferisce alla seconda sopralinetmdo le 
quantita analoghe relative alla prima. 

F ra  queste due cubiche l'equazione stessa determina una corrispondenza 
(due punti essendo corrispondenti qunndo corrispondorio ad una stessa coppia 
di tarigenti, cioé quando son determinati dallo stesso valore di t ) .  

La rigata delle congiungenti coppie di punti corrispoiidenti é quindi uria 
configurazione invariante legnta all' equazione differenziale. Poichè a,, = ü,, , 
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a,, = a,, queste ~ o n g i u n ~ e n t i  vanno ad incontrare la tangente asintotica v. 
Precisarnente ai  punti di parametro t su r3 e p3 corrisponde il punto 

a, = a, = O, a,  = A(t - 1)'t, a,  = A(a,,t + a,,)(t - 1)2 - Pb't. 

Cii, pone in evidenza che la retta congiungente i punti t = 1 di r3 e r3 
(gi5t caratterizzctti geometricamente per la scelta del parametro t )  va a pas- 
sare per il punto P. 

Il luogo di queste congiungenti è la superficie del 4" ordine di equazione: 

di cui la tangente asintotica v è retta tripla. 
Questa equazione non dipende affatto da N, cioè le cubiche relative a 

tutte le equazioiii che si ottengono al  variare di N (e lasciando fissi gli altri 
coefficienti) appartengorio alla stessa rigata del 4" ordine. 

In essa sono posti iu evidenxa i piani, pure iiivarianti, che proiettano 
dalle due tangenti asiiitotiche la congiungente t = 1 

(a,, + %,)a, = a, e (+, + U A ) z 3  = 2a, 

e il piano che contiene la tangente asintotica v e la. corigi~~iigente (pure caratte- 
rizzata geometricamente) t = oo 

a, = a,,a,. 

Questi piani dipendono (oltre che da A e da B) rispettivameiite da M, 
I, ed R e rie danno il significato geometrico (ne1 senso che appena dato uno 
di questi coefficienti é fissato il piano ad esso spettnnte e viceversa). Cosl 
per es. l a  congiungente i punti t = 1 coincide con la normale proiettiva per 
tutte e sole le equazioni per le quali 

L = A + , ,  M=2AS2+PB 

e si ha  quindi un mezzo per ricostruirla. 
Insomma iri quanto precede si ha  quanto occorre per 10 studio georne- 

trico dell'equazione (IV) O delle famiglie di tali equnzioni otteiiute variando 
alcurii dei coefficienti. Gli invarianti delle configurazioni geoiiietriche intro- 
dotte danno nltrettanti invarianti dell'equazione in esame. 

25. Esaminiamo infine 1' ipotesi B,, = O, a,, * O finora esclusa. 
L'equazione della corrispondenza fra le tangenti in P e i punti di con- 

tatto delle Q'(E,) con F3 è ne1 cas0 attuale 

(a,& + 2ai3)du2 + a,,tdudv - B,,tdv2 = 0. 
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F e r  t - 0  si h a  natiiralmente du2 = O ;  i 'altra coppia di tangenti coinci- 

denti in questa involuzione si ha, per  

(ai2+4B,,a,,)t + 8B,,a,,= 0 

e se questa si fa  corrispondere a t = oo si h a  

s e  inoltre si fa t = 1 per l a  coppia di cui fa par te  l a  tangente asintotica u 
(du = O) si  ha 

a,, + 2a,, = 0. 

Ci6 fatto, l e  equaxioni di confronto (51) danno (posto A = 1) 

B=B,,=O, 2a,,=-p, a,,=p, 2 a , , - 4 , -  L - p ,  a,,++,+a,,=M/2 

B,, 6R,, = N,  ai2 -1- 4pB,, = 0, 2u,,B,, = - PR, B:2 = pS 

e queste deterininano in modo uiiico r3 data, 17equazione differetiziale. 
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Proprietà delle solixzioiii di un:i. particolare 
equctzioiie integrale. 

Jlemoria di PACIFICO MAZZONI (a Bari). 

Sunto. - Nella presente Memoria ho consaderato un'equazioime integrale che h a  origine dallo 
studio della popolazione totale d'un. twritorio. Considerata o t n e  ilzcoynita i l  numero 
dei nat i ,  s i  h a  un'equazione integrale rZi prima specie, con entrambi i l imi t i  variabili, 
l a  cui risoluzione s i  riconduce a quella d i  un'equazione integrale d i  VOLTERRA d i  seconda 
specie. Ho  wostrato che i l  problema amlnette infinite solusioni, fra l w o  asintotiche (i). 

1. Espressione della popolazione totale. - Chiamiaino P ( t )  la popolazione 
totale d'un dato territorio, all'epoca t ,  ~ ( t )  il iiuinero dei iiati, e l(x, t )  il 
numero degi'iridividui dé età x, nat i  all'epoca t, e p-esenti ne1 tewitovio 
all'epoca t + x (2). 

Sarh y(t) = E(0, t ) ;  e posto l(x, t):cp(t) = K(x, t ) ,  avremo: K(0, t )  = 1 ,  e 
K ( o ,  t )  = O ;  se w rappresenta l 'età estrema (che in generale sar& una fuii- 
aione di 1) (3 ) .  

Abbiamo allora la seguente espressione della popolazione totale, p.esenle 
all'epoca t :  

O 

(i) L'equazione cui si pemiene pu6 ricondursi al10 stesso tipo di quella considerata da1 
CANTELLI nella Nota: Intorno al la  risoluzione d i  un problema demoyrajico. (a Atti della 
R. Accad. delle Scienze di Torino s, vol. LXII,  1927, pag. 453). Sono perù diverse le quan- 
tità che si considerano come note e le incognite. Aggiungo che scopo principale di questo 
lavoro è di mostrare l'asintoticità delle soliizioni. 

(') La cp(t) (densità dei nati) B una funzione tale che il nnmero dei nati nell'inter- 
val10 t, t + d t ,  sia q(t).dt. Analogamente per l(x,  t).dx. 

(3) Ne1 caso non vi siano movimenti migratori, allora K(x, t) rappresenta la probabilità 
che ha un individu0 nato all'epoca t, di sopravvivere all'etti x, e si potrh consideraila conie 
una funzione di sopravvivenza, per i n a t i  all'epoca t (funzione sempre decrescente da 1 a O, 
quando l'età z varia da O all'età estrema CO). Qui perù consideriamo il caso genwale. 
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che pub trasformarsi cosi: 

P ( t )  = K(t - X, X) . rp(x)dx. J 
t-o 

In particolare se la fuiizioiie K(x ,  t) resta costaiite rispetto a t, e la si 
iiidica sernpliceme!ite con K(x), le (1) e (II) diventano: 

P ( t )  = K(t  - x)-y(x)dx. J 
t-o 

2. Ricerca di cp(t). Risoluzione dell'equazione integrale (II). - Ci pro- 
poniamo di risolvere la segmente questioiie : 

Supposta conosciuta l a  popolazione totale P(t), p e r  tult i  i vn1or.i d i  t 
cornpl-esi in  u n  certo intervallo a, P, e conosciutn Za funzione K(x, t), p e r  
t fra a e p, e pev qualunque età x fi-a O e w, dete7minag.e il nunze?80 dei 
na t i  y(t) ne110 stesso intervallo. 

Diciarno subito che il problema lion B determinato, e che ammette irifinite 
soluzioni, anche se si pone la condizione che la funzione ~ ( t )  sia continua. 
Infatti se si pensa gt) come funzione incognita, allora la relazioiie (II) 

si pub considerare come un'equazioiie integrale di prima specie, a limiti va- 
riabili. Supposto che le due funzioni P( t )  e K ( t  - x, x) siaiio eritra,mbe deri- 
vabili rispetto a t ,  deduciamo dalla (II), derivando, e indicando con I'(x, y) 
la derivata parziale di K ( x ,  y) rispetto ad x: 

(1) P1(t) = p ( t  - x, 2). rp(z)dz + K(0, t)-y([) - [l - wl(t)]- K(w, t - w ) - ~ ( t  - w). 
t-w 

Ma siccome si ha:  K(0, t) = 1, e K(w, t - w) = O (n." l), la (1) diveiita: 

t 

y(t) = P1(t) - p ( t  - x, x) -<p(x)dz, 
t-w 

che é uii'equazione integrale di seconda specie, con entrainbi i liiniti variabili. 
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Scegliamo le due funzioni y(x) e X ( t  - x, x )  arbitrariamente per x nel- 
l'intervalle a - w, a, in modo pero che risulti: 

ci6 che sarh evidentemente sempre possibile ('). Possiamo immaginare che 
il nucleo r(t - x, x) sia definito per qualunque x da a - w a P, oonvenendo 
di assumere I'(t - x, x) = 0, quando m < t - w (vale a dire r (y ,  t )  = O per 
y 2 CO). Potremo scrivere allora cosl la (V): 

ossia infine: 

Il primo integrale del secondo membro è una funzione nota di t ,  perché 
le due funzioni cp e K sono state gi& assegnate per x .< a (esso si riduce 
poi a O se t > a+ w);  sicchè la (3') è un'equazione integrale di seconda 
specie di VOLTERRA, ed ammette una soluzione unica e determinata y(,?), 
funzione continua di t nell'intervallo ap (2). Questa soluzione soddisfa, oltre 
la (V), anche l'equazione data (II). 

Infatti se nella (II) sostituiamo, al  posto di y(%), la soluzione trovata, si 
ha uria relazione, i cui due membri risultano uguali per t = a (A causa 
della, (2)' supposta verificata), e ammettono derivate uguali, a causa appunto 
della (V). C. d. d. 

Concludiamo: quando sia assegnata y(t) fra a - w e a, esiste u n a  solu- 
z ione dell' equazione integrale (II) nell' interva210 considwnto ap, la quale 

(') Per esempio si potrà' porre : rp(x) - a.rpl(x), scegliere rp,(x) in modo che l'integrale 
ir 

I =JK((~-X, x) .rg,(x)dx risulti + O, e assurnere la costante a = P(z) :I .  
a-o 

(9 È superflue avvisare che qui supponiamo siano sempre soddisfatte le condiaioni chc 
assicurano l'esistenza e l'unicità delle soluzioni delle equazioni integrali siiperiori. Ciù non è 
una restriaione essenziale, perche noi sostituiamo a delle funaioni per loro natura discon- 
tinue, delle funzioni interpolatrici continue, sulle quali tali ipotesi restrittive sono perfetta- 
mente lecite. 
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b continua pe7- qualunque t cornpresa fra a e P (escluso eventualmente 
per t = a), ed essa 2 unica ('). 

Il problema proposto è cosi risoluto. Data l'arbitrarietlt della funzione 
y(t)  nell'intervallo a -o, a possiamo dire che la ( I I )  ammette infinite solu- 
ziorii. Ed é facile scegliere cp(t) fra a - o e a, in modo che essa sin continua 
anche per t = a. Infatti siccome il limite di ~ ( t ) ,  per t tendente ad a a destl-a 
si ottiene dalla (V), ed 13 la quanti&: 

(4) P1(a) - ï ( a  - x, X )  . cp(x)dx, S a-O 

basterh scegliere y(t) fra cl - o e os in modo che ammetta un limite, per t 
tendente ad a a sinistra, e tale limite sin uguale alla quantitLt (4) (2). 

3. Caso di K(x, t )  
resta costante rispetto a 
ziorie (IV), O la (III): 

indipendente da t .  - Se la funzione K ( x ,  t )  = K ( x )  
t ,  allora invece della (II) si dovrh considerare 1' equa- 

e la (Vj assumera la forma : 
t 

(5) y(t)  = P1( t )  - j ~ ' ( t  - xj y ( z ) d r ,  
t-o 

ossia 

e infine la condizione (2) si scriverà: 

Notiamo due casi interessanti : 
a) Se la funzione K non  vavia col tempo t, se P(t) vesta costante in 

u n  interval10 ap, e se i n k n e  cp(t) B put-e costante ft-a a - w  e a, ed è semp9.e 

(') Se si toglie la condiaione della continiiith per ~ ( t ) ,  allora, coni'è noto, la solimione 
della (II) non B più unica. Vedi E. GOURSAT: Cours d'Analyse mathématique. (Paris, Gaii- 
thier-Villars et C., 6d. 1927, vol. III, pag. 33.3, n. 553). 

(*) Basta porre ad esempio : q(t )  = a.rp,(t) + b.rp,(t), con a e b costanti tali che sia soddi- 
sfatta la (2), e insieme sia ~ ( r )  = alla quantith (4). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d i  uvza particolare equazione ivztegrnle 303 

continua, allova cp(t) savà uguale a u n a  costante anche nell ' intewallo ap 

(anxi  a - w, p).  
Infatti poiiiamo P(t) = c (fra a e p), e y(t) = ad una costante )i fra a - w 

e a ; siccome dev' essere soddisfatta la  2')) sari3 : 

dalla quale si trae i l  valore di A. Ma la (III), che diveiita: 

è evidentemente soddisfatta nell'intervallo ap da codesto valore trovato cp(t)=X; 
dunque per il teorema del n." 2 avremo che l'unica soluzione della (III) é ap- 
punto cp(t) = A per t fra a e p. 

b)  S e  E non varia col tentpo t ,  se P é una funxione esponenziale abt 
fra a e p, e se cp(t) é p w e  un' esponenziale fra a - w e a, e sempre continua, 
a1lo1.a y(t) devyesse?.e del  t ipo  cbt pure f m  a - o e p. 

Iiifatti se cp(t) = cdt fra a - w e a, per la supposta conti1iuit8 di ~ ( t )  anche 
rie1 punto a, dovrk essere cp(a) = alla quantith (4)' cioe dev' essere : 

(6) cd" = ub* - log b - Kf(x ) .  cda-"da ; S O 

mentre la condixione (2) diventa: 
fJ 

Integrando per parti l'integrale che figura nella (€9, si h a :  

- cda + log d K ( x ) .  cda-"dx, J O 

the per la (7) è = - cd* + log d . aba. 
Allora la (6) diventa: 

cd" = abS. log b - (- cd2 + log d . ab%), 

d a  cui segue b = d. Allora la (7) diventa : 

da  cui si ricava c. 

Arsr&ali di Matematica, Serie IV, lomo VIL 
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Ci6 premesso, osserviamo che la (III) é evidentemente soddisfatta, se 
poniamo P(t) = abt, e cp(t) = cht, con c dato dalla (7'). Per il teorema del n." 2 
concludiamo che tale funzione rp(t)=cbt (per t variabile fra a - w e P) 6 l'unica 
soluzione della (III) che soddisfa alle condizioni del teorema enuiiciato. C. d. d. 

. 4. Yroprietà delle soluzioni della (IV): esse sono asintotiche. - Se  la 
funzione P(t) é definita da  a a + m, allora dimostriamo che ha  luogo una 
riotevole proprieth delle soluzioni cp(t), limitandoci per ora a considerare il 
caso che K(x, t) non vari col tempo t. Al n." 7 tratteremo poi il caso generale. 

Supponiamo che l a  fuiizione K(%) sia sempre positiva, e decl-esctc. d a  1 a O, 
quando x clsesce da O a w (a numero f isso) ;  percib supponiamo che la deri- 
vata P ( x )  sia senlpre negativa, O al  piU nulla in alcurii putiti, ma non iden- 
ticamente nulla iii nlcun tratto; anzi supporreino che K'(x) possn annullarsi 
anche in infiniti punti, rinchiudibili perd in un tiumero fi~iito d'intei'valli, la  
cui somma sia piccola a piacere. Inoltre ainmettiaino che esista e sia limitata 
la derivata seconda Ku($). 

In tali ipotesi abbiamo il seguente teorema : 
Le infinite soluzioni continue cp(t) dell' equazione integrale (IV) sono fva 

loro asintotiche. 
Considerate due soluxioni qualutique cp,(t) e cp,(t) della (IV), definite per t va- 

riabile da a a + CO, bisogna dimostrare che la loro differenza cp,(t) - cp,(t) =@(I) 
é una funzione che tende a O, al crescere iildefinito di t. 

Intanto, sicconle le due soludorii rp, e y, soddisfaiio entrambe alla (IV) e 
alla (V), l a  loro differenza @(t) dovrh soddisfare le due equazioni : 

~ ( t  - x) -@(x)dx  ; 
t-o 

- X).@(X)~X.  
t-o 

Supponiamo dapprima che Kt(%) sia sempre + O  da O a w, e che il suo 
ininimo valore assoluto da O a w sia q. Considerato un iiitervallo qualunque 
t, -2w, t, ,  chiamiamo M il massimo valore assoluto di @(t) in tale intervallo. 
Derivando la (9) abbiamo : 

t-o 
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Avendo supposta Kf l (x )  limitata (per x da O a w), l'espressione 

sar8 inferiore a un certo numero fisso v. E dalla (10) segue che per t  com- 
preso fra t ,  - w e t ,  sarA certamente : 1 W(t )  1 < Mv. 

Ora siccome K(t - x) è una fuiiziorie positiva, é certo, a causa della'@), 
che @(t)  non potrA essere nè sempre positiva, nè sempre negativa fra t ,  - o 
e t ,  (l). Supponiamo che il valore di @(t , )  sia positivo, e consideriamo un 
valore 7 di t  (fra t ,  - w e t , )  ne1 quale @(t )  sia negativa. Si vede subito che 

1 
nell'intervallo 7, y  +- la funzione @(t)  é sempre minore della quaiitith 

2v 

Infatti si ha, per il teorema del valor medio: 

che è < h.Ot(y,), aveiido supposto @(y) < 0. Segue, qualunque sia il segno 
di @ ( y  + h):  

@(y i- h) < 1 hl -Mv, 

M 1 
che a sua volta é < appunto quaiido j h 1 < -. 

2 
C. d. d. 

2v 
1 

Indicando allora con E l'intervallo y, 7 + -, e con k il rimanente (da 
2v 

t ,  - o a t , ) ,  segue evidentemente dalla (9), tenendo presente cbe é Kr  < O 

da  cui, aggiungendo e togliendo la stessa quantitk: f$: - 

(') Se @(t) fosse identicamente nulla fra t, - w e t,, d o r a  il teorema sarebbe dimo- 
strato, perchè @(t)  sarebbe niilla per qualiinqiie t 2 t, (n. 2). 

1 1 
(-) Se il niimero + - siipera già t , ,  allora si prenderh l'intervallo 7 - 

2v '&, , YI, e in 

tutto il resto si prosegiiirh come sopra. 
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4 Ma il primo integrale è = 1 ('), mentre il secondo integrale é 2 ~ . q  =-; 
2v 

onde si ha, a fovtio7.i: 

Se invece Qit,)  è negativo, allora basta considerare, anzichè la fun- 
zione @(t), 1' altra - @(t),  che soddisfa pure le (8) e (9); e si conclude che 
si ha, in ogni caso: 

Allora la funzioiie 1 @(t)l, continua ne1 punto t , ,  essendo minore di 

tervallo al1 

qualunque 

ne1 punto t , ,  restera inferiore alla stessa quantita in un certo in- 

.a destra di 1, .  Vediaino che essn sarà sempve < M 

t > t i .  
Infatti, supposto che cib non sia, vi sara uii primo punto t ,  dopo t ,  in 

cui @(t,) sarh = M 1 - ; ma allora ripeterido il processo per l'iiitervallo ( :y) 

t ,  - 20, t , ,  risulta che la funzioi~e 1 @(t)  1 ,  che è sempre < M fra 1, - 2ui 

e t,, sar& < M 1 - - ne1 puiito t,: il che è contro l'ipotesi che sia i :VI 

E dunque dimostrato che se M indica il massimo valore di I@(t)J fra 
t ,  - 2w, t , ,  ne1 siiccessivo intervallo t , ,  t ,  t 2w il inassimo valore M, di 1 @ 1 
è certamente inferiore alla quantitk M 

Segue che fra t ,  + 2 0 ,  t ,  3-40 il inassiino valore M, di 1 Q, 1 é < M .  

nell' intervallo t ,  + 4w7 t, + 6 0  il massimo valore M, di 1 Q, 1 è < M.  1 -- ; ( 3 
e cosi via. Siccoine la successioiie M, Mi, M2, M,, ... ha per limite O, il 
teorema è diinostrato in questo primo caso. 

(') Infatti si ha: 
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Se iiivece Rf(x) si aniiulla iii alcuni puiiti f ia O e o, tillora modifichiamo 
leggerrneiite la diinostrazioire precederite. Pei. ipotesi esisterh un numero 
firiito d'iiitervalliiii comprendenti gli zeri di K'(x), di ampiezza complessiva 

1 
iiiferiore alla quantith fissa - Chianiiamo q il rniiiiino valore di 1 KfI negl'in- 

4v ' 
tervalli riiuaiieiiti (da O a o). Ripeteiido le coiisidei~azioiii superiori, trovereino 

1 M 
un ititervallo 9, q + - , ne1 quale @(t) sarà < T ,  ed escludereino da esso 

2v 
quegli eveiituali intervallini che compreiidono gli zeri di Ilf: rie resteraiiiio 

1 
certainerite degli altri di ainpiezza complessiva > -, iiei qiiali sarn @(t) < M 

4v 2 '  
e iiello stesso tempo 1 B'(x) 1 > q. Procedeiido coine sopra, si ilvi.à: 

e si concluderà d i e  @(t) tende pure a 0, per t teiideiite n i- rx> ('). (3. d. d. 

5. Derivate d i  y ( t ) .  - II teoreiiîa dimostrato sussiste qualuiique sin il 
segno delle due furizioui P e cp. Aggiungiaino che iielle stesse ipotesi iibbiamo 
che due soluzioîzi qualunque (continue) cp, e cp, della (IV) Izanno le de~*ivate  
d i  ugual oj.dine tr-a lm-O nsintotiche. 

Bisogna dimostrare che la differeiiza cp,(t) - cp,(t) = @(t) 15 derivabile, e 
che le sue succewive derivate teiidoiio tutte tt 0, per t teiideiite a -t- W. 

I i i f ~ i t t i  dalla (10) risulta. che esiste @'(t). Derivarido la (10) (suppostti lit 
fiirizioiie K iiidefiiiitamente derivabile), risulta che esiste Qff(t), e cosi via. 
Allora dalla (8), clle equivale alla: 

si ha, derivando rispetto a t : 

Quest'equazioiie e del tutto a11alog.a alla (8'); sicché per @' valgoiio le 

t 
( 1 )  Corne esempio, presentiamo l'eqiiaaione rqft) = fh-rq(x)dx, con h= 1 : (1-e-O) ; fia le 

t -a 
sue soluaioiii r e  ne sono iiifinite del tipo ce1 (c costante urbitruria), le quali n o ~ z  sono 
asintotiche. 
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considerazioni svolte a l  numero precederite per la funzione a. Risulta che @' 
tende a O, al  crescere indefinito di t .  Analogamente per W1(t), W1(t) ,  ... 

6. Applicazioni. - Corollari imnediati del teorema del ri." 4 sono i due 
seguenti (sempre se K non varia col tempo), i quali completano le proprieth 
del n." 3. 

a) a Se P(t )  resta costa,nte da u a + 00, allora le infinite soluzioni y(t) 
della ( IV)  sono fra loro asintotiche, e tendoiio tutte a una costante, al crescere 
indefini to 

b) 
zioni y ( t )  

dove c A 

di t B. 
Se P(t) A una funzioiie del tipo abt da a a + m, le  iiifitiite solu- 

della (IV)  tendon0 tutte, al crescere indefinito di t, alla funziorie cht, 
o 

data dalla relazione : c = a : K(x) .  h-"dx B. S O 

7. Estensione del teorema del n." 4 sull'asintoticith delle r~oluzioni della (II). 
- Vogliamo estendere i l  teorema del n." 4 al caso che la funzioiie K(x, t )  vari 
col tempo t. Data l a  popola.zione totale P(t), defitiita per t variabile da a a + 00, 

e considerate due soluzioni qualuiique (continue) y,(t) e cp,(t) dell' eqiiazione'inte- 
grale ( I I ) ,  ci proponiamo di vedere sotto quali ipotesi restrittive si pub assicu- 
rare che esse sono tra loro asiritotiche, cioè che la loro differeiiza @(t) tende 
a 0, per t teridente a + m. 

Per l a  differenza y, - y, = 0 avremo, invece delle (8) e (9), le due rela- 
zioni seguenti : 

(11) ! K(t - x, x) @(x )dx  = 0 ; 
t-o 

t 

mentre l a  (10) del 11." 4 diventa : 

mx, y) avendo posto r,(x, y) = - . 
ax 

Naturalmente In K(x, t )  si suppotie positivn e decrescente da 1 a O, 

aK(x7 1 )  quando x valia da O cr. w ;  talchè la fuiizione r(x, t )  = - 15 sempre 1 0 .  
ax 
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Si vede subito che tutto dipende da1 modo di variare di K ( x ,  t ) ,  al variare di t, 
t t 

perché l' integrale j r(t - x, x )  1 .  d x ,  che sostituisce 1' iiitegrale 1 K'(t -a) 1 .dx  J J 
t-0 t-o 

del n." 4, non è piii = 1, come al  n." 4, ma questa volta si ha : 

t-w O 

Ora se la quantita 
C i l  

da un certo punto in poi è sempre 2 0, allora si possoiio ripetere le consi- 
derazioni del n." 4, e sarh valido il teoreina sull'asintoticith delle soluzioni 
della (II). Ed è questo il cas0 piu importante in pratica, perche la mortalith 
tende a diminuire col tempo, O a riinanere costaiite. 

Orbene riei trittti in cui la quantith (14) è invece negativa, supporremo 
che essa sia in valore assoluto minore di un  numero o tendente a. O, al cre- 
scere indefinito di t : ipotesi lecita in pratica (a meno che l'emigrnzione noii 
vada sempre crescendo d'interisith). E potremo riunire i due casi in  uno solo, 
dicendo che si suppone che la quanti ta (14) sia > - o, con o numet-o posi- 
tivo tendente a O, a l  crescere indejinito d i  t. 

Inoltre supponianio che la  funzione 

resti inferiore a un numero fisso v, per qualurique t (da a in poi), e ancora 
che 'lI'(x, t )  1 resti sempre > di un numero Jisso q (per x; da O a w), escluso 
eventualmente in un numero finito d'intervallini (nei quali l' pu6 anche annul- 

1 
larsi), di ampiezza complessiva < - 

4v' 

. In ta l i  ipotesi possiatno assicuvare che le soluzioni continue della ( I I )  
sono f ia  2oro asintotiche. 

Q Consideriamo infatti la  quantith fissa - ; vi sarh per ipotesi un numero t ,  
8v 

'2 tale che per qualunque t > t ,  la quantith (14) sia > --. Chiamiaino M il 
8v 
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massimo di 1 @(t )  1 nell' intervallo t ,  - 20, t , .  Dalla (10') segue che 1 W ( t )  1 è 
sempre < Mv fra  t ,  - w e t , .  

Ammettiaino dapprima che  ( r )  sia sernpre + O  e > q ,  e che  @(t , )  sia > 0 ;  
vi sark uii punto r) (sempre fra t , - w  e t , )  ne1 quale @(r i )  sin 1 0 .  Nell'iiiter- 

1 M 
val10 q, q + - la @(t )  sara  sempre < - (come al n."). Si ha  allora dalla (1 2 ) :  

2v 2 

1 
essendo e I'intervallo v ,  r )  + ) .  Segue, per  l a  (13) : 

2v 

ossia, per  l'ipotesi fatta siilla quantità (14) : 

Analogamente; s e  D(t , )  è negativa. Segue allora, come a l  n." 4, che Dit) 
tende a O, a l  cresuere indefiiiito di t.  E come a l  n." 4 si estende il risultato 
a1 cas0 che  1 I ' ( q  t)1 resti sempre > q, dopo ave r  escluso degl' intervallini, ecc. 

8. Altra proprietà della funzione y(t). - Un'ulteriore generalizzazione 
dei teoremi dei n.' 4 e 7 è 1:i segueiite; 

Se P(t) tende a 0, insieîne con P'(t), pet- t tendente a + ao, anche le so- 
luzioni continue y(t) della ( I I )  tendon0 tutte a 0, per t tendente a + m. 

Quindi: a se  l',(t) e P,(t) sono due funzioni t ra  loro asintotiche (e Io sono 
anche P,' e P,'), allora anche cp,(t) e cp,( t )  sono fra loro asintotiche W .  

Si suppongono valide le  condiziorii del numero precedente; inoltre si sup- 

pone che l a  quantità K -, t resti sempre > di un numero fisso N, come (2" 
pure w(t) sempre > di un numero fisso w. 

Accenniamo brevemente alla dimostrazione. Scelto uii numero 2 positivo 
e piccolo a piacere, si  dovrli. dirnostrare che d a  un certo punto in poi A 

WNT qz 
sempre 1 cp(t) < 2 .  Prendiamo o < delle due quaritith -- e -. D a  un certo 

8 3% 
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punto in poi sarA per i p ~ t e s i  1 P(t) 1 < o e anche 1 Pf( t)  1 < o e la qumtith (14) 

9 w > - -. Sia M il massimo di l c p l  tra t ,  - 2w e t , ;  se fra t ,  - - e t ,  la  cp 
16v 2 

M 
conserva uno stesso segno, ed 8 senlpre 1 cp(t) 1 > -, allora dalla (II) del n." 2 4 
si ha:  

wNM 
perchè K(x, t )  6 funzione decrescente di x; e sarh a fortiori: o > - 

8 2 da 
8o 

.cui M < - < T, e in ta1 caso risulta che fra t ,  - o e t ,  6 1 y(t)l < 7. oN 
M 

Ne1 caso contrario vi sarà uri punto r j  fra t ,  - o e t , ,  in cui / cp ( r j )  1 < x ;  
allora nell' intervallo 7, y i- ovvero r) - 

l (  

3 
Lv iv , y ) ,  sarà 1 y(t) 1 < - M ; e al- 4 

lora seguendo il processo dei n.' 4 e 7, parteudo perd dalla (V), anzichè 
dalla (12), si otterrA 

32vo 
Ora se O > 3 & invece M < - < T, e in ta1 caso risulta pure che 

32v ' Q 

M 9  \ y )  < z fra t ,  - w e t , .  Se invece é a < -, allora si ha dalla (15):  
32v 

Ripetendo il ragionamento del n." 4, si conclude che ne1 successive inter- 

vallo t ,  , t ,  + 2w, il massimo Mi di ] y 1 O sarà < T, oppure < M 1 - - ( 392v) 
cosi via. Uunque in ogni caso, da un certo punto in poi sar& l r p l  senlpre < 
del numero prefissato z. 

COROLLARI: e: Se P(t) tende a una costante, al crescere indefinito di t ,  
anche y(t) tenderA a una costantè D. 

a Analogamente, se P(I) é asintotica a una funzione abt B. 

Annnli d i  Mnt~maticn, Serie I r ,  Toiiio VII. 
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Sui Coefficieiiti di Fattoriali. 

Nota di SALVATORE PINCHERLE (a Bologna). 

Sunto. - Si pongono in relazione le trasfownazioni delle potenze in fattoriali, e viceversa, 
con proprietà d i  operatori funzionali lineari dipendenti da1 simAolo di derivazione. 

Uiia questione che, nonostante il suo carattere elementare, ha  richiamnto 
ripetutainente 1' attenzione degli algebristi ('), é quella dei a coefficieiiti di 
fattoriali V ,  intendendosi con tale nome i coefficienti dello sviluppo del fatto- 
riale s(s - 1) ... (s - n i- 1 )  secondo le successive potenze s, s', ... s", della 
variabile s, od anche, iriversamente, quelli dello eviluppo della potenza sm 
secoiido i successivi fattoriali s, s(s - l), s(s - l)(s - 2), ... Ed invero, la que- 
stione non è priva di interesse, specialmente per sue attinenze col Calcolo 
delle Differeiise; d'altra parte, non é forse ozioso di mostrare come, pur pre- 
sentaiidosi a prima vista corne uria esercitazione isolata, esga sin invece su- 
scettibile di riattacarsi a corisiderazio~ii di carattere pih generale, riguardanti 
il calcolo degli operatori lineari. 

1. Indichiamo con X l'operatore xD, dove D è il solito simbolo della 
derivazione; s'intenda che X v a  applicato alle funzioni indefinitamente deri- 
vabili della variabile x. Anzitutto, si noti che è:  

(l> xmds = SmdZ.  

Si ha poi, essendo rg una delle funzioni cui si é acceniiato, che 

X2rg = xDy + x2D2cp, X3y = aDrq + 3 a 2 D 9  + x3D3rg, 
ed in generale: 

( 4 )  Citiamo, fra altri: L. SCHLAFLI, Giornale di Crelle =, T. 42, 1852 - O. Sc~$nr~~crr, 
Ibid., 'J!. 44, 1852; A. CAYLEY, « Quartwly Journal of Mathematics D, T. 3, 1860: l'A. quali- 
fica la  legge di forma~ione di questi numeri come a very complicated one Q ; 4. CAPELLI, . Giornale di Riatematiche di Battaglini 3, T. 33, 1895; N. NIELSEN, r Annales de l'École 
normale supérieure ., S. III, T .  19, 1902 e Traité blémentaire des nombres de Bernoulli, 
Paris, 19-23. 
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In particolare, applicarido la (2) ad x8, si ottieiie 

poichè è hm.,= 1; i coefficienti h,., sono dunque i o. coefficieriti di fattoriali 3 
del10 sviluppo della potenza intera positiva sm secorido i successivi fdtoriali. 

2. Se nella (2) facuiamo rp = ex, otteiiiamo 

Xmex e duiique il prodotto di ex per il polinomio intero di grado >I I  

(4) nm = x -1- h,.,xe -+ h3.,x3 + ... t zm, ( H l  = 1, 2, 3, ...). 

Il sistema di polii-iomi cosi ottenuto, essendo definito da  Xn,-,ex= n,P, 
soddisfa alla equazione ricorreiite (mista differenziale e alle differenze) 

(5) .n, = x(nfm-, -t- n,-,) 

e questa ci d5L iminediatainente per i coefficienti h,,.,, la  relazione 

(6) h,,., = nh,,.m-i -t h,,-,.m-, 

che si poteva ottenere direttamente anche dalla (3), e che permette di co- 
struire agevolmente una tabella dei coefficienti h,.,,, di cui ricordiamo qui 
una prima iridicazione : 

3. 1 polinomi n,, che si sono qui presentati, hanno tutti la radice sem- 
plice % = O ;  hanno tutti i coefficienti positivi e si pub notare che tutte le 
loro radici sono reali : pertanto n, h a  na - 1 radici negative. Si osservi 
che ci6 è ver0 per 111 =2, 112 = 3 :  supponiamo che la proposizione valga 
per 7 ~ , - ~ ,  e siano a , ,  a ,,..., a,-, ' le sue radici, scritte in  ordine decre- 
scente (a,  = O). F ra  due consecutive di queste, .per eseinpio a ed a' (a' < a), 
vi é una radice ed una sola, semplice, della derivata dm-,; sin essa P. Cir- 
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condato p di un intervallo 2' ... 1 (2' < p < l ) ,  la  dm-, avrh un segno, p. es. 
positivo, iiell'intervallo a' ... Z' e segno contrario nell'intervallo Z ... a ;  sin a il 
suo niinimo in a' ... 2' e b il suo minimo valore assoluto in 1 ... a :  essendo 
7~,,-~(a') = 0, TC,_~(U) = O, si pui) determinare un nurnero positivo E tale e 
che n,-, sia minore di a nell'intervallo a' ... a'+ E e minore di b in valore 
assoluto iiell' intervallo a - r ... a : onde n,-, + xr,,-, ha in a' ... a' + E segno 
positivo ed in a - E ... a segno negativo. Siccome x e negativo, dalla (5) ri- 
sulta che nm ha segno negativo in a' ... a' +- e, segno positivo in a - E ... a 

e quiridi ammette una radice nell' intervallo a' ... a. In ogriuno degli ititer- 
valli a, ... a 2 ,  a, ... a,, ... , a,-, ... a,-, vi é dunque una radice di TC,; vi é 
inoltre la radice O ;  ve ne Sarh pertanto una mstma nell'intervallo fra - ao 
ed am-,: il teorema é cosi dimostrato. 

4. Defitiito 1' operatore X, resta definito un gruppo di operatori lineari per- 
mutabili con esso, e fra questi vi sono i polinorni ordinati per le potciize del 
simbolo X e le serie di potenze del10 stesso simbolo. Uiin di queste serie, corne 

avrà  significato in quanto la funzione cui si applica l'operatore da essa rap- 
preseritato renda la serie convergeilte: l'insieme, evideiitemente lineare, di 
tali funzioiii costituisce a 10 spazio funziotiale di validith 8 dell'operatore A.  
Ne1 caso particolare in cui 1' operatore si applica alla x6, è stato da tempo 
notato che se si indica A con f (X) ,  viene 

(8) A(x8) = f(X)(x6) = f(s)xS. 

Sostituiamo, nella (7), alle Xn le loro espressioni (2): verrrl, ordinando 
secondo le anDn: 

Si hanno dunque per 1' operatore A le  due forme (7) e (9), e se in quest' ul- 
tima si indica con a, il coefficierite di xmDm, le a, e le e, saranno legate 
dalle relazioni 

(10) a,  = em + h,.,+,e,,, t h,.,+,e,+, + ... , (na = 1.2,  3, ... ) ; 
per giudicare della validith di queste relazioni da1 puiito di  vista della con- 
vergeiiza, ci si potrà giovare dell' applicazione dell' operatore A a qualche 
funzione speciale, come per esempio ad x6. Presa la A sotto alla forma (7) 
si ha  

A(x6) = zaZemsm, 
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psesa invece sotto alla forma (9), si ha . 

onde la relazioiie (10) avrh valore ogiii qudvolta la serie di fattoriali 

2 a , n i !  (:2) potrb svilupparsi in una serie di potenze di S .  Corne B noto, ci4 

l a g m !  laml 
accadrh quando il massimo. limite di sarh un numero negativo - k ,  

log m 
e allora k è iioii superiore al raggio di convergenza della serie di potenze. 

5. Il sistema (2), risoluto rispetto alle z n D n ,  O, cii) che è equivalente, il 
sistema (3) risoluto rispetto ai fattoriali, darà i coefficieiiti di fattoriali inversi 
delle h,., . Ottenute le 

(11) 
s n l ~ m  - - gi.nZX t g2.mX4 + a.. + g,.,Xflt, ' 

dove g,n., = 1, g, . ,  = (- l ) m ( m  - 1 )  !, si ottie~ie per la A 1' espressione 

A = 2 ( a m g , . ,  + an,+,g,.,+, + a.- lxrn 
da cui 

(12) e ,  = a ,  + a,+,gm.m+, + ..., 
che iiivertorio le ( IO) ,  ed il cui valore formale acquista significato effettivo 
per una scelta coiiveniente delle a,, , e da1 fatto che le gm., sono iridipen- 
denti dalle a ,  si pu13 giuiigere alla loro determinazione ne1 seguente modo ( ' ) :  

Da1 confronto della (1) e della (12)' si ha 

tn  
.ora, supposto 1 t 1 < 1, si faccia a n  = - e verrB 

n!' 

Zemsm = ( 1  + t)s  ; 

onde il coefficierite g,., sarlt quel10 di t n  nello sviluppo di em in serie di po- 
tenze di t ,  e questo si h a  immediatamente scrivendo 

donde risulta che gm., non è altro che il coefficiente di t n  nello sviluppo 
1 

di - logm (1  + t )  in serie di potenze di t ,  
11L ! 

(') Cfr. Sopra un. probleina di inte.>.polazio+ze. ( S  Rendiconti del Circolo Xatematico di 
Palermo V ,  T. XIV). 
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