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EXERCICES D’ANALYSE

PHYSIQUE MATHÉMATIQUE.

La bienveillance avec laquelle les géomètres ont accueilli mes 
anciens et nouveaux Exercices de Mathématiques, publiés successi
vement à Paris et à Prague, ainsi que mes Résumés analytiques publiés 
à Turin, m’encourage à faire paraître un quatrième recueil, dans 
lequel je traiterai encore des diverses questions relatives soit à l ’Analyse 
pure, soit à la Physique mathématique. Je me propose en particulier 
d ’offrir ici aux Amis des sciences la suite de mes recherches sur les 
mouvements des systèmes de molécules, et sur la théorie de la lumière; 
des règles générales sur la convergence des séries suivant lesquelles 
se développent les fonctions explicites ou implicites; des méthodes 
générales pour la détermination et la réduction des intégrales définies 
ou indéfinies, ainsi que pour l’ intégration des équations différentielles, 
et aux différences partielles; enfin de nouvelles applications du calcul 

des résidus, et de celui que, dans quelques Mémoires relatifs à l ’Astro
nomie, j ’ai nommé le calcul des limites. Un puissant motif de poursuivre

(
mes travaux sur la Mécanique céleste était l ’honneur que m’a fait le 
Bureau des Longitudes, en m’appelant, dans la séance du i3  no
vembre 1 8 3 9 , à la place précédemment occupée par un savant confrère 
(M. de Prony) qui jadis parut prendre quelque plaisir à me compter au
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10 AVERTISSEMENT.

nombre de ses]élèves, et plus anciennement par Lagrange lui-même, 
par cet illustre géomètre qui eut aussi pour moi tant de bontés, et 
voulut bien guider mes premiers pas dans la carrière des sciences. Je 
devais redoubler d’efforts pour essayer de répondre démon mieux à ce 
témoignage de considération, auquel j ’ attache d ’autant plus de prix 
que je l’avais moins recherché et me tenais plus à l’ écart, pour me 
livrer, dans le silence du cabinet, à mes études favorites. L’indulgence 
avec laquelle ont été reçus mes derniers Mémoires prouve que l’ on 
m’a tenu compte dé ma bonne volonté. Pour la consolation de ma 
patrie, comme j ’en ai déjà fait ailleurs la remarque, il y a deux 
sentiments qu ’en France on aime à voir profondément gravés dans les 
coeurstet auxquels, je le sais par expérience, on se plaît à rendre 
justice; je  veux dire ; le dévouement à l’infortune et l’amour sincère 
de la vérité.

■ g  9 T  "
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M É M O IR E

SUR LES

MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS
d ’ u n

SYSTÈME DE MOLÉCULES

SOLLICITÉES

PAR DES FORCES D’ATTRACTION OU DE RÉPULSION MUTUELLE.

§ I er. — Équations d ’équilibre et de mouvement d ’un système de molécules.
• ■"

Considérons un système de molécules sollicitées au mouvement par 
des forces d ’attraction ou de répulsion mutuelle. Soient, au premier 
instant et dans l ’état d’ équilibre :

x ,  y ,  z les coordonnées d’une molécule ni, 
x  H- x , y  -t- y, z -t- z les coordonnées d’une autre molécule m , 

r le rayon vecteur mené de la molécule m à la molécule m\

on aura
/'2 — x2 +  y2 +  z2,

et les cosinus des angles formés par le rayon vecteur /-avec les demi 
axes des coordonnées positives, seront respectivement

x y z — , —, —· 
r r r

Supposons d’ailleurs que l ’attraction ou la répulsion mutuelle des 
deux masses m, m , étant proportionnelle à ces masses et à une fonc-
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12 SUR LES MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS 

tion de la distance r, soit représentée, au signe près, par

mm f(/')>

f ( r )  désignant une quantité positive, lorsque les molécules s’attirent, 
et négative, lorsqu’elles se repoussent. Les projections algébriques de 
la force

„ mmî ( r )

sur les axes coordonnés seront les produits de cette force par les 
cosinus des angles que forme le rayon vecteur r  avec ces axes, et, en 
conséquence, si l ’on fait pour abréger

/ n fir ) .
( 2 ) — = / ( / · ) ,  

elles se réduiront à

m m x / ( r ) ,  m 7n y / ( r ) ,  mmz f ( r ) .

Gela posé, les équations d’équilibre de la molécule in seront évidem
ment

I o =  S[m x/(r)],
( 3 ) °  =  S [ m y / ( r ) ] ,

| o =  S | > z /(r )],

la lettre caractéristique S indiquant une somme de termes semblables 
entre eux et relatifs aux diverses molécules m  du système donné. 

Concevons maintenant que les molécules

m, m,

viennent à se mouvoir. Soient, au bout du temps t,

rh K

les déplacements de la molécule m, mesurés parallèlement aux axes 
coordonnés. Soient d’ailleurs

£-t-A£, yi-1-Ay), Ç-hAÇ

ce que deviennent ces déplacements, lorsqu’on passe de la molécule m 
à la molécule m. Les coordonnées de la molécule m, au bout du

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D’ UN SYSTÈME DE MOLÉCULES, ETC. 

temps t, seront
*  +  £■, y+ -n , s +  S,

tandis que celle's de la molécule m  seront

x  + x £4-Ai;, y 4-y -+- t] +  Ay), s + z + Ç+AÇ.

Soit à cette même époque
r + p

la distance des molécules m, m . La distance

13

r  -t- p

offrira pour projections algébriques, sur les axes des x ,  y ,  z , les dif
férences entre les coordonnées des molécules m, ni; savoir :

x-+-A£, y +  Aï), z+-AÇ.

On aura en conséquence

4) ( r -t- p)*= (x A^)î +  (y +  Ayj)2 (z -+- AÇ)! .

Cela posé, pour déduire les équations du mouvement de la molécule m 
de ses équations d’équilibre, c ’ est-à-dire des formules (3 ) ,  il suffira 
évidemment de remplacer, dans ces formules, les premiers membres 
par

cl-n d*Ç 
clfl ’ dt2 ’ dd- ’

puis de substituer, à la distance

r

et à ses projections algébriques

la distance
x, y, z,

r  H- p

et ses projections algébriques

x +  A£, y-t-Aï], z-t-AÇ;
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14 S U R  L E S  M O U V E M E N T S  I N F I N I M E N T  P E T I T S

en opérant ainsi, on trouvera

( 5)

= S [ m ( x  +  A 5)/(r  +  p)]>

fl 2 y]
- -  =  S [w (y +  AYi)/(/- +  p)], 

g = S [ m ( z + A Ç ) / ( r  +  p)].

II .  — Équations des mouvements infiniment petits 
d ’un système de molécules.

Considérons, dans le système de molécules donné, un mouvement 
vibratoire, en vertu duquel chaque molécule s’écarte très peu de sa 
position initiale. Si l ’on cherche les lois du mouvement, celles du 
moins qui subsistent quelque petite que soit l’étendue des vibrations 
moléculaires, alors en regardant les déplacements

et leurs différences
S, V), Ç

A?, A y), AÇ,

comme des quantités infiniment petites du premier ordre, on pourra 
négliger les carrés et les puissances supérieures, non seulement de 
ces déplacements et de leurs différences, mais aussi de la quantité p, 
dans les développements des expressions que renferment les for
mules ( 4 ), (5 )  du premier paragraphe; et l ’on pourra encore sup
poser indifféremment que, des quatre variables indépendantes

yi z i

les trois premières représentent ou les coordonnées initiales de la mo
lécule tu, ou ses coordonnées courantes qui,  en vertu de l ’hypothèse 
admise, différeront très peu des premières. Cela posé, si l ’on a égard 
aux formules (3 )  du paragraphe Ier, les formules (4 )  et (5 )  du même 
paragraphe donneront

x  A? -h y  Aï) +  z AÇ
(O r
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D ’ UN S Y S T È M E  D E  M O L É C U L E S ,  E T C .  15

et
I ^ | = S [ m / ( r ) A Ç ] + s [ i» ^ 1l x p ] ,

( 2) ! ' ~  S [ mA r )l ·*]  +  s [ w ^ F " ^ p] ’

| TïF = s['n/(/')Af] +s[m̂ S^Zf)] ’
ou, ce qui revient au même,

j g = U + K » + Q Ç .

( 3 )  . ^ = R ?  +  M yi +  PÇ,

[ w  = Q I + 1 ^  + N Ç ,

pourvu que, a désignant une fonction quelconque des variables x ,  y ,  z 

et
Aa

l ’accroissement de » dans le cas où l ’on fait croître

x  de x, y  de y,  z  de z, 

on représente, à l ’aide des lettres

L, M, N, P ,  Q,  R,

non pas des quantités, mais des caractéristiques déterminées par les 
formules

La =  S 

P a - S

x a d f (  r ) ' 
rl

M - . . · ,  N = . . . , 

Q =· · ·, R =  —

Comme d’ailleurs ces diverses formules doivent servir à déterminer les 
caractéristiques

L,  M,  N,  P ,  Q,  R,

quelle que soit la fonction de x ,  y ,  z  désignée par a, elles peuvent être,
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16 S U R  L E S  M O U V E M E N T S  I N F I N I M E N T  P E T I T S

pour plus de simplicité, présentées sous la forme

(4 )
L =  S | r a [ / ( r )  +  f Î Æ > ] i J ,

p = s L  m m .I r dr

M = . . . ,  

Q = . . . ,

Enfin, si l’ on désigne, à l’aide des caractéristiques

Dyj Uj) Ri

N =  . . . ,  

R = . . . .

et de leurs puissances entières, les dérivées qu’on obtient quand on 
différentie une ou plusieurs fois de suite une fonction des variables 
indépendantes

y·* zi

par rapport à ces mêmes variables, les équations ( 3 ) pourront s’écrire 
comme il suit :

f (L -D ? )£ -+ -R ïî +  (K  =  o ,

( 5 )  R £  +  (M  — D t2) v H - P C  =  o, .

; ( Q? +  Pu +  (N— D*)Ç =  o.

Pour réduire les équations ( 5 )  à la forme d ’équations linéaires aux 
différences partielles, il suffira de développer les différences finies des 
variables principales

l. -o, K

en séries ordonnées suivant leurs dérivées des divers ordres. On y par
viendra aisément à l’aide de la formule de Taylor, en vertu de laquelle 
on aura

« +  As =  ex*)x + ï IV+2D«a, 

quelle que soit la fonction de

y , 3
désignée par a, et par conséquent

(6) i +  A =  e*D*H-rD.r+ilD*,
(7) A =  — j _  xD^-f. yDr -i- zD2-t- (x Dxh-  y Dy4- zD2)2

2
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17J)’ UN SYSTÈM E DE M O LÉ C U LE S , ETC.

Cela posé, dans les équations ( 5 ), ramenées à la forme d’équations 
aux différences partielles, les coefficients des dérivées des variables 
principales se réduiront toujours à des sommes de l ’une des formes

(8 ) S[m x 'l y " ,z’ 7 ( í ' ) ] ,  S

par conséquent à des sommes dans chacune desquelles la masse m se 
trouvera multipliée, sous le signe S, par des puissances entières de 
x, y, z et par une fonction de r.

On pourra regarder la constitution du système donné de molécules 
comme étant partout la même, si les sommes (8 )  se réduisent à des 
quantités constantes, c ’est-à-dire à des quantités indépendantes des 
coordonnées

y ,  z

de la molécule lit. C’est ce qui aura lieu, par exemple, quand le sys
tème donné sera un corps homogène, gazeux ou liquide ou cristallisé. 
Alors les équations des mouvements infiniment petits du système 
donné, c ’est-à-dire les équations ( 5‘), pourront être considérées comme 
des équations linéaires aux différences partielles et à coefficients 
constants entre les trois variables principales

h v," ?

et les quatre variables indépendantes
X ,  y , z ,  t .

De semblables équations sont propres à représenter, par exemple, les 
mouvements infiniment petits du fluide lumineux dans le vide, ou bien 
encore les mouvements infiniment petits d ’un corps élastique.

§ III. — Mouvements simples.

La solution de plusieurs problèmes de Physique mathématique pou
vant dépendre de l’ intégration des équations ( 3 ) du paragraphe pré-

OE uvres de C. — S. II, t. XI. 3
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18 S U R  L E S  M O U V E M E N T S  I N F I N I M E N T  P E T I T S

cèdent, considérées comme équations linéaires à coefficients constants, 
nous allons rechercher ici les intégrales de ces équations, en nous 
bornant pourTinstant aux intégrales qui représentent les mouve
ments simples, définis comme on le verra ci-après.

Lorsque les sommes (8 )  du paragraphe II demeurent constantes, 
alors, pour satisfaire aux équations ( 5 ) du même paragraphe, il suffit 
de supposer les variables principales

£> Ç

toutes proportionnelles à une même exponentielle népérienne dont 
l ’ exposant soit une fonction linéaire des variables indépendantes

x, y ,  z , t,

\

et de prendre en conséquence

g  J^pUx.-hVy+wz-St ' Yj   p fiU x+ V y+ w t— St t f*   (] ̂ ux+Vy+W r.— St

u, v, w, s, A, B, C désignant des constantes réelles ou imaginaires 
convenablement choisies. En effet, si l’on substitue les valeurs précé
dentes de

Ç>.

dans les équations ( 5 ) du second paragraphe, tous les termes seront 
divisibles par l ’exponentielle

g W x - M ' y + t V z — St

et, après la division effectuée, ces équations seront réduites à d’autres 
de la forme

i S*)A 4-Æ-B 4- $C =  o,
( 2 ) & A -i-(3 IA  — sî)B-h<£C =  o,

| +  «*)C — o,

les valeurs des coefficients

•Ç, 31L, SUC,, « , & A
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19D’ UN SYSTÈME DE MOLÉCULES, ETC. 

étant déterminées par les formules

£ = s j m [ / ( r )  +  y  31L = . . . ,  X = . . . ,

<$ =  S ^  ^ A 7 ■■ ( eM+fy+w« — i ) j , ^

ou, ce qui revient au même, par les formules 

(3 )
d2 '1 d2 d2

«  = de dee

et les valeurs de g, 5 étant

£  =_  ■ <**3
die du

d2fi¿R. — — :ri - ,  d« de

(4 )
¿5 =  S w r f/(r )  

/' <//'

g =  S [ w / ( r )  ( e “ ’‘+ ‘7+ «’z —  i ) ] ,

c»x+»j.+h>z— , _  (hx +  ey -+- wz) · (ax +  ey +  iez)'

Or, lorsque les sommes (8 )  du paragraphe II demeurent constantes, 
on peut en dire autant des valeurs de

■ C, <S ,  %  A

qui fournissent les équations ( 3 ) jointes aux formules ( 4 ), etquisont 
développables avec l’exponentielle

gW xH-Py+tVz

en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de u, v, w. 
Donc alors on peut satisfaire "aux équations (2 )  par des valeurs con
stantes des facteurs

A, B, C.
Soit maintenant

è =  O

l’équation du troisième degré en s2 que produit l ’élimination des 
facteurs

A, B, C

entre les équations (2 ) , la valeur de § étant

(5 ) S = (s2-^)(s2- 01U)O2-% )—«2(i2- t : ) - t 2(sî- 3II)-^2(s2- ,X )- 2 Çr .̂
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20 SUR LES MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS

Si l’ on prend pour .?2 une quelconque des trois racines de l ’équation ( 5), 
et si d’ailleurs on désigne par

«. y
des coefficients arbitraires, on pourra représenter les équations (2 )  
sous la forme

| . (s— O A — &B — $G =  «3,
(6) J - < R A 4 - ( s2 — 31C)B — «C =  6S,

I —  ^ A  — < £ B - h ( s * —  ¡K,)C— yë.

Or, en laissant à s une valeur indéterminée, on tirera de ces dernières 
équations, résolues par rapport aux facteurs A, B, C,

(7)

et par suite

A =  £ a 4- H ¡3 4 - <0. y , 
B =  Ha -a- JH(3 4- ÿ  y, 
C — S<ûa +  15(3 +· tH y,

(8) A _  B _  C
£ a 4 -H ë 4-<Êly Ha 4 -¿U ë 4  Ï* y <Cla4-Tê-t-Hy

les valeurs de 
étant

(9)

C, iH, H, P, (Cl, H

1 s =(.?« — aro)(i*— at, ) — te2,
l itt =  (,?2 — 3t. ) (5* — <_) —
| U =  (s2 —  £ )  (s2— DK,) —  ¿H2.

I V = * ( î* - 0  +  3*.,
/ ©. =  %_(s"— SfL) 4- ¿ate,
! H = ^ . ( s 2— Dt>) 4-  te^.

Donc, lorsqu’on prendra p ou r?  une racine de l ’équation' ( 5 ), elles 
vérifieront les formules (2 ) , quelles que soient d’ailleurs les valeurs 
attribuées aux constantes

«> ê. y;
et celles-ci demeurant arbitraires, les valeurs des rapports

B C 
A ’ A ’

propres à vérifier les formules (2), seront précisément celles que
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D’ UN SYSTÈME DE MOLÉCULES, ETC. 21

fournit la formule (8 ) . Si l ’on suppose en particulier les constantes
a, 6, y

toutes réduites à zéro, à l ’exception d’une seule, la formule (8 )  don
nera successivement

Les formules ( i ) ,  lorsqu’on y suppose les constantes
B C 

s ' A ’ A
déterminées en fonctions de

U ,  V ,  ( V  *

par l ’équation ( 5 ) jointe à la formule (8 ) , ou, ce qui revient au même, 
à l ’une des trois formules ( i o ) ,  représentent ce qu’on peut nommer 
un système d’intégrales simples des équations ( 3 ) du paragraphe II. 
Les coefficients

U,  w ,

dans ces intégrales simples, restent entièrement arbitraires, ainsi que 
la constante A. De plus, les valeurs des diverses constantes

u, c, (P, s, A, B ,  C,

et, par suite, les valeurs des variables principales

tirées des formules ( i ) ,  peuvent être réelles ou imaginaires. Dans le 
premier cas, ces variables représenteront les déplacements infiniment 
petits des molécules dans un mouvement infiniment petit compatible 
avec la constitution du système donné ; dans le second cas, les parties 
réelles des variables principales vérifieront encore les équations des 
mouvements infiniment petits, et ce seront évidemment ces parties 
réelles qui pourront être censées représenter les déplacements infini-

(io)
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22 SUR LES MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS
niment petits des molécules dans un mouvement de vibration compa
tible avec la constitution du système. Dans l’un et l ’autre cas, le mou
vement infiniment petit, qui correspondra aux valeurs de rj, Ç four
nies par les équations ( j ) ,  sera un mouvement simple, dans lequel ces 
valeurs représenteront ou les déplacements effectifs des molécules, 
mesurées parallèlement aux axes coordonnés, ou leurs déplacements 
symboliques, c ’est-à-dire des variables imaginaires dont les déplace
ments effectifs seront les parties réelles. Les équations ( i )  elles-mêmes 
seront les équations finies, et, dans le second cas, les équations finies , 
symboliques du mouvement simple dont il s’agit.

Si l ’on pose
1 a =  U +  u^— i, ( i= V  +  v ^ - i ,  w= VV -+- vv\/— i,

(Ir) i ,---( s =  S +  s — r,
( 1 2 ) k  =  ne'k'F~i, B =  b *, C =  c e v' / -Î ,

u, v, w, U, V, W , s, S, a, b, c, X, p» v désignant des quantités réelles ; 
et si d ’ailleurs on fait, pour abréger.
(13 ) k ^ ^ ü’ + v' + w1, K =^/U! + V ! + W ‘ ,
(14 ) kv =  u# h- v / +  ws> KR =  Ux -4- Vy 4- Wz,

les formules (1) donneront
1 X —  a e “R - S ' C O S ( k > ,  —  si -t- X),
< yi =  beKR-s'cos(kt-— s i - t -p),
( Ç = c e RR-s<cos(ki. — s t  - h v ) .

Or, on tire des équations ( i 5 ) : 

i° Lorsque X, p, y sont égaux

(16)

20 Lorsque X, p, v ne sont pas égaux
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D’ UN SYSTÈME DE MOLÉCULES, ETC. 23

Donc la ligne décrite par chaque molécule du système est toujours une 
droite représentée par la formule (16), ou bien une ellipse repré
sentée par les formules (17), cette ellipse pouvant se réduire à une 
circonférence de cercle. Le plan invariable, auquel le plan de l’ellipse 
reste constamment parallèle, est d’ailleurs représenté par l’ équation

OC y it
( 1 8 ) — s i n ( p —  v )  -+- ^ s i n ( v  —  X)  -t- ^ s i n ( X  —  p )  = 0 .

Ajoutons que l ’aire décrite, au bout 'du temps t, par le rayon vecteur 
de l ’ellipse est représentée par le produit

( 1 9 ) ^ e 2KR( i  — e _ 2 S i ) [ b 2 c 2 s i n 2 ( p  — v ) 4 -  c 2 a 2 s i n 2 ( v — X) +  a 2 b 2 s i n 2 (X —  p ) ] 2 .

Enfin, dans le cas particulier où S s’évanouit, chacune de ces aires 
croît proportionnellement au temps, puisqu’on a dans ce cas

Si, en nommant
a, b, c

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des 
coordonnées positives, on nomme

s/

le déplacement d ’une molécule mesuré parallèlement à l’axe fixe, on 
aura

(20) « — a'i +  bn  -h cÇ;

et, en posant pour abréger

aacosX +  ébcosp +  cccosv^hcpscJ, aasinX-i-&bsinp-t-ccsinv =  A sincr, 

on tirera, des formules ( i 5 ),

( 2 1 ) 8 =  h e KR—s* c o s ( k i .  —  s i  -+- c j ) .
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Dans cette dernière équation, ainsi que dans les équations ( i 5 ),

- i, R

sont déterminés par les formules (i4)> et leurs valeurs numériques 
expriment les distances du point {o s ,y ,  z )  à un second et à un troisième 

plan invariable, représentés par les équations

( 2 2 ) væ -4- v j  -4- ws =  o, (23) Uæ +  V y  +  W s  =  o,

distincts par conséquent du premier plan invariable auquel apparte
nait l ’équation (18). D’ailleurs le produit

' / ¿ e KR—

représentera la demi-amplitude des vibrations moléculaires, mesurée 
parallèlement à l ’axe fixe que l’on considère, tandis que l ’arc

k t  — s f  +  ra

représentera la phase du mouvement simple projeté sur cet axe, et

le param ètre angulaire relatif à ce même axe. Ajoutons que l’ exponen
tielle népérienne

gKR — S* „ ,

sera le module du mouvement simple, et que l’arc

ki·  — s i
en sera Yargument.

Il est bon d ’observer qu’en vertu des formules ( i 5 ) et {2 0 ) , toutes 
les molécules situées sur une'paralïèle à la droite d’ intersection du 
second et du troisième plan invariable se trouveront toujours, au 
même instant, déplacées de la même manière.

La valeur du déplacement a, déterminée par la formule (2 1 ),  s’ éva
nouit lorsqu’on a

( 34) cos(ki —s i +  nr) =  o;
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par conséquent elle s’évanouit, lorsque t demeure constant, pour des 
valeurs équidistantes de i  qui forment une progression arithmétique 
dont la raison est

TT,
k;

et lorsque -c demeure constant, pour des valeurs équidistantes de t, qui 
forment une progression arithmétique dont la raison est

% ZE.
s

D’ailleurs, le cosinus de la phase

kv — s t -(- vs

reprendra la même valeur numérique avec le même signe, ou avec un 
signe contraire, suivant qu’on fera varier la distance x. d’un multiple

pair ou impair de ou bien encore le temps t  d ’un multiple pair ou

impair de Celaposé, si l ’on prend

( 25 ) 1 =  ^ ,  (26) T = H ,

on conclura de la formule (21) ou (2 4 ) que, dans un mouvement 
simple, le déplacement d ’une molécule mesuré parallèlement à un 
axe fixe, s’évanouit : i°  à un instant donné, pour toutes les molécules 
situées dans des plans, parallèles au second plan invariable, qui di

visent le système en tranches dont l’épaisseur est-^I ; 20 pour une mo

lécule donnée, à des instants séparés les uns des autres par des inter

valles de temps égaux à^ T . Ces tranches et ces intervalles seront de

première espèce ou de seconde espèce, suivant qu’ils répondront à des 
valeurs positives ou négatives de

cos(kt— si-hcr)

et du déplacement». Enfin, deux tranches consécutives composent une
OEuvres de C. — S. II, t. XI. 4
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onde plane, dont l ’épaisseur 1 sera ce qu’on nomme la longueur d'une 
ondulation, et deux intervalles de temps consécutifs, pendant lesquelles 
l ’extrémité de l ’arc

kv — s i  ■+■ üt

parcourra la circonférence entière, composeront la durée T d'une vibra
tion moléculaire. Quant aux plans qui termineront les différentes 
tranches et ondes, ils répondront évidemment, pour une valeur 
donnée du temps t, aux diverses valeurs de ï- qui vérifieront la for
mule (24).

Si l’on fait croître, dans la formule (24), t de Al et t. de At, cette for
mule continuera de subsister, pourvu qu’on suppose

par conséquent

la valeur de û  étant

(27)

Il suit de cette observation que, le temps venant à croître, les ondes 
planes, comme les plans qui les terminent, se déplaceront, dans le sys
tème de molécules donné, avec une vitesse de propagation dont la 
valeur 0  sera celle que fournit la formule (27).

Considérons maintenant en particulier le module du mouvement 
simple, ou l ’exponentielle népérienne

gKR — Sf

k Aï. — s Ai  =  o,

£  =  fl, Ai

0  =  1 =  1 . 
k T

qui entre comme facteur dans l’amplitude relative à chaque axe. On ne 
pourra pas supposer que le logarithme népérien de ce module, c ’est- 
à-dire l’exposant

KH -  S i ,

croisse indéfiniment avec le temps, puisqu’ il s’agit de mouvements 
infiniment petits; et par conséquent le coefficient S dans cet exposant
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devra être nul ou positif. Dans le premier cas l’amplitude des vibra
tions demeurera constante, et le mouvement simple sera durable ou 
persistant. Dans le second cas, au contraire, cette amplitude décroîtra 
indéfiniment, et pour des valeurs croissantes de l, le mouvement 
s’éteindra de plus en plus.

Quant au coefficient K, par lequel se trouve multipliée, dans le lo
garithme népérien du module, la distance R d’une'molécule'au troi
sième plan invariable, il pourra lui-même se réduire à zéro ; et, s’il 
n’est pas nul, on pourra le supposer négatif, pourvu qu’on choisisse 
convenablement le sens suivant lequel se compteront les valeurs 
positives de R. Alors, pour des valeurs positives et croissantes de R, 
on verra encore le module du mouvement simple décroître indé
finiment; ce qui montre que, pour un instant donné, le mouvement 
deviendra de plus en plus insensible, à mesure qu’on s’éloignera 
davantage dans un certain sens du troisième plan invariable.

Dans le cas particulier où l ’on aurait à la fois

K =  o, S =  o,

les formules ( i 5 )  et (21) se réduiraient.à

(28) £ =  a cos(kl ·— sf  +  X), Y) =  bcos ( kl · — Ç =  c c o s ( k i  —  sl-\-v),

(29) b =  h cos(kv —  s i  -+- tb).

Alors toutes les molécules décriraient évidemment des courbes pa
reilles les unes aux autres. Alors aussi la seconde des équations (17) 
se réduirait à la formule connue

( 3 0 )  ( J )  - 2 ¿ | c o s ( / i - v )  +  ^ j  = s i n : ( « - v ) .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NOTE SUR LES SOMMES FORMÉES

PAR

L’ADDITION. DE FONCTIONS SEMBLABLES
DES

COORDONNÉES DE DIFFÉRENTS POINTS.

Considérons différents points P, Q, R, . . .  situés dans un plan ou 
dans l’espace. Soient x , y  ou oc, y ,  z  les coordonnées rectangulaires 
du point P,

( ') K =  F(tf. 7 )

ou

(2) K =  F (oc, y ,  z),

une fonction de ces coordonnées ; et désignons par

( 3 )

la somme formée par l’addition de fonctions semblables des coor
données des différents points. Si l ’ on remplace les coordonnées rec
tangulaires oc,y, z par des coordonnées polaires r ,p ,  q, dont la pre
mière soit le rayon vecteur mené de l’origine O au point P, la seconde 
l’angle formé par ce rayon vecteur avec l ’axe des x ,  et la troisième 
l ’angle formé par le plan des x y  avec celui qui renferme le même 
rayon vecteur et l’axe des x ;  on aura, en supposant tous les points 
compris dans le plan des x ,  y ,

( 4 ) x  —  r cos p, y  =  r%\np\
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par conséquent
(5 ) K =  F(/:cos/>, rsin^), 

et, dans le cas contraire,

(6) x  =  rcosp, y  =  rs'mpcosg, z =  rsinp siny;

par conséquent

( 7 ) K =  F(rcosp,  rsinpcosg,  /■ sinpsin^).

Concevons maintenant que l’on déplace les axes cordonnés, en les 
faisant tourner autour de l ’origine. Ce déplacement changera généra
lement la valeur de K et par suite celle de la somme *at.· Si d’ailleurs, 
comme nous le supposerons dans ce qui va suivre, K est une fonction 
continue des coordonnées x ,  y ,  ou x ,  y ,  z , cette fonction variera par 
degrés insensibles, tandis qu’on imprimera au système des axes coor
donnés un mouvement de rotation continu ; d’où il résulte qu’en passant 
d’une valeur à une autre, at recevra successivement toutes les valeurs 
intermediaires. Cela posé, concevons qu’en vertu de plusieurs dépla
cements successifs des axes coordonnés la somme ( 3 )  acquière suc
cessivement diverses valeurs représentées par

(8 ) dc'= | sJk/, a t " = g K \

et soient

des facteurs positifs quelconques. L’expression

19)
¿'at' +  ¿"at" +  . 

i' 4 - 1" h-  . . .

qui sera toujours comprise entre la plus petite et la plus grande 
des sommes at', at", . . . ,  représentera nécessairement une nouvelle 
valeur particulière de at, correspondant à une position particulière 
des axes coordonnés pour lesquelles on aura

at = i'X '-h  ¿"X "-
ï  -t- 1" -H . . .(1 0 )
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Or, de la formule (io) on peut en déduire plusieurs autres, qui nous 

seront fort utiles, en suivant la marche que nous allons indiquer.

Supposons d’abord tous les points P, Q, R, . . .  renfermés dans le 

plan des x , y .  La valeur de K sera donnée par la formule (5), et si l ’on 

imprime à l’axe des x  un mouvement de rotation rétrograde en le fai

sant tourner autour de l’origine, de manière qu’il décrive l’angle ns, 
la formule (5) se trouvera remplacé par la suivante :

(n) K =  F|> cos(/> +  cr), /· sin(/> -+- ra)].

Si dans cette dernière on attribue successivement à o  diverses valeurs 

ns', ns", elles fourniront pour K diverses valeurs K', K", . . .  auxquelles 

correspondront diverses valeurs SK', s>t" de la somme dc. Cela posé, 

concevons que du point 0 comme centre, avec l’unité pour rayon, l’on 

décrive une circonférence de cercle, et partageons cette circonférence 

en éléments infiniment petits. Si l’on admet : i° que les extrémités des 

arcs ns', ns" soient respectivement situées sur ces divers éléments; 

2° que dans la formule (io) on prenne, pour valeurs de i', i", . . . ,  les 

éléments dont il s’agit, on aura

(l2) i '+  i ' '+ .  . 27T

Î.ZTV

F(rcos/>, rsinp)dp =  J Kdp ,
Jn

la valeur de K étant déterminée par la formule ( 5). On trouvera par 

suite

et

(*3) /

i 'K '+  . .·= i' F [ r  cos(/> +  ns'), r s\n(p -1- ro')]

+  ¿"F frco s t jo  -+- ns"), r si n ( /? +  ci")]

F[ / ·  cos(/> +  ns), r sin (/>-+- ex)] dns,

ou, ce qui revient au même,

( ,5 )
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et la formule (io) donnera

(.6) SC =  ¿ S X ’ ’ K ‘" ’·

Donc, parmi les diverses valeurs de la somme Dt relatives aux diverses 

positions des axes coordonnés, il y en aura toujours une équivalente 

à l ’intégrale

(*7 ). ¿ í S X  K íí /? = ¿ S j f  *Vcos/>, rsinp) dp.

Or, il est important d’observer que cette intégrale dépend uniquement 

des valeurs du rayon vecteur r  relatives aux différents points P, Q, 

R, . . . ,  et reste entièrement indépendante des valeurs de l’angle p rela

tives à ces mêmes points.

Supposons maintenant les points P, Q, R, . . .  distribués d’une ma

nière quelconque dans l’espace, . . . ;  si l ’on imprime au plan des yz  
un mouvement de rotation rétrograde autour de l’origine, de manière 

que l’axe des y  et le plan des xy  décrivent l’angle u, la formule (7) 

se trouvera remplacée par la suivante :

(18) K =  F [ r  cos p ,  r  sin/) cos ( q - t -  u), /· sin/? sin (9 -4- u)];

et, en attribuant à u, dans cette dernière, diverses valeurs particu

lières

on obtiendra des valeurs correspondantes K', K", . . .  de la fonction K, 

puis on en déduira autant de valeurs ac', ac", . . .  de la somme at. Cela 

posé, concevons que dans le plan des y ,  son décrive, dupointOcomme 

centre et avec l’unité pour rayon, une circonférence de cercle, et par

tageons cette circonférence en éléments infiniment petits. Si l ’on 

admet : i° que les extrémités des arcs 0', u", . . .  mesurés dans le plan 

des y , s, soient situés en dehors de ces divers éléments; 20 que dans 

la formule (10) on prenne pour valeurs de i', i", . . .  les éléments dont 

il s’agit, l’équation (12) subsistera en même temps que la suivante :
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et l’on aura par suite

J, . 2 7T

' F(r  cos/), r s i n yo cos y, r  sin/) sin q)dq,
o

i'DC'-t- i"SK" - h . . . =  F ( r  cos/>, rs inp  c o s q, r sin/? s i n <7 ) dq

= S p * ·

( 2 1 )

la valeur de K étant déterminée par l’équation (7). En conséquence 

la formule (10) donnera

<” > · x = i S f. Krli-

Donc, parmi les diverses valeurs de la somme X relatives aux diverses 

positions des a x e s d e s j  et des s, il y en aura toujours une équivalente 

à l ’intégrale

2TC
F ( r  co s  p-t r  sin/» co s  q, r  s in /)  s in . / )  dq.

Or il est important d’observer que cette intégrale dépend uniquement 

des valeurs de r  et dep relatives aux différents points P, Q, R, . . . ,  et 

nullement des valeurs de l’angle q relatives à ces mêmes points. Ajou

tons qu’en vertu de la formule

J pin
' F ( r  cos/), r  sin/> cos</, r  sin/) sin/) dq

t>
=  f F(/‘ COS/>, r  sinocos?, r s \ n p ú n g ) d g

Jo
' F(rcos/>, rsin/?cos^, r s \ n p s \ n g ) d gn

= f V(rcosp, rsinpcosq, rsinpsinq)dq
do

-+- f F(rcos/), — r  sin/) cosy, — r  sin/) siny) dqd 0
J /»" _______  ____ _

F ( r  cosp, rc o sy \ / i—  cos3/), r  sin/y^1 — cos3/)) dq

0
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l ’intégrale (¡23) sera une fonction des seules quantités r et cosp. 
Concevons maintenant qu’on pose pour abréger

i r™
( 24) I = —  / F(rcosp,  rs inn cosy, r  sin/j siny) =

3  7T  7 .

L’équation (22) deviendra

(25) t t = § I ,

et I, qui sera une fonction de r  et de p, changera de valeur avec l’angle p, 
quand on déplacera l’axe des x ,  en le faisant tourner autour du 

point 0 . Si d’ailleurs on désigne par Y, I", . . .  et par ai', X", . . .  les 

valeurs de 1 et de s>c correspondantes à diverses positions de l’axe 

des x ,  on aura

(26) . ' a t ' = | § r ,  x " = § r ,  . . . ;

et en nommant

des facteurs positifs quelconques, on prouvera, par des raisonnements 

semblables à ceux qui ont servi à démontrer la formule (10), qu’il 

existe une valeur particulière de 3C déterminée par Féquation

( 2 7 )

S ( / r + / " I "  +  . . . )

/ ' + / + · · ·
Cela posé, admettons que du point 0  comme centre, avec l’unité pour 

rayon, l’on décrive une surface sphérique, puis qu’après avoir divisé 

cette surface sphérique en éléments infiniment petits, on prenne, dans 

la formule (27), pour valeurs de j '  et y", . . .  les éléments dont il 

s’agit, et pour valeurs de Y, V, . . .  celles qu’on obtient, lorsque dans I, 

considéré comme fonction de cos p, on substitue les valeurs de p, 
correspondant au cas où l’axe des x  traverse ces mêmes éléments. 

On aura non seulement

(2 8 ) =  4tt,
OEuvres de C. — S. Il, t. XI. 5
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mais encore

( 2 9 ) / I ' + / ! "  +  .
n 2 TC

' I sin/? dp dq — 2  tt /

v'û

TC
I sin/? dp,

et par suite l ’équation (27) donnera

' (3o) ^ “ 5 Sf  lûnPdP-

Si dans cette dernière formule on substitue la valeur de I fournie par 

l’équation (24), on trouvera définitivement

(30 s / r *  s i n p dp dq ;

la valeur de K étant toujours déterminée par l’équation (7). Donc, 

parmi les diverses valeurs de la somme 3t correspondant aux diverses 

positions des axes coordonnés, il y en aura toujours une équivalente à 

l ’intégrale

(32)

i n  r% C™
Tu SJ. J, Ksin',‘̂

I fN f* ̂  /» 2 TC= —̂ J j F(r cosp, r smp cosq, r sinp sinq) smp dp dq,

qui dépend uniquement des valeurs de /* relatives aux différents points 

et nullement des angles p, q.
Si l ’on désignait par a, ¡3, y les angles que forme la droite OP avec 

les axes coordonnés des x ,  y ,  z,  ou plutôt avec les demi-axes des 

coordonnées positives, on aurait, en supposant cette droite renfermée 

dans le plan des x y ,

( 3 3 )  c o s a  =  c o s / ? ,  c o s [ 3  =  s i n / ) ,  

et dans la supposition contraire

( 3 4 )  c o s a  =  c o s p,  c o s ( 3  =  s i n  0 ç,osq, c o s y  =  s i n / ?  s i n y .
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Par suite, les formules ( 5 ) , (7 )  deviendraient
( 35) K =F(rcosot, rcos(3),
( 36) K =  F(r cosoc, r cos|3, r cosy).

Si les diverses valeurs de r se réduisent à l ’unité, les formules ( 3 5 ),
( 3 6 ) donneront simplement
(37) K =  F(cos«, cos(3), ·
(38) K =  F (cos a, cos [3, cos y).

, Cela posé, on déduira immédiatement des formules (16), (2 2 )e t (3 i) ,  
les propositions suivantes :

Premier théorème. — Considérons un système de droites OP, OQ, 
OR, . . . ,  menées par le point O dans un même plan. Prenons le point 0  

pour origine, deux axes tracés dans le plan pour axes des x et y, et 
nommons p l’angle que forme la droite OP avec l’axe des x. Soient encore 
a, ¡3 les angles formés par la même droite avec les demi-axes des coor
données positives, par conséquent des angles liés avec la variable p par 
les formules ( 13) ;  K une fonction continue des cosinus de ces angles, 
et

X  —

une somme de fonctions semblables, relatives aux différentes droites. 
Tandis qu’on fera tourner les axes des x, y autour de T origine 0 , la 
somme X  recevra diverses valeurs dont Tune sera indépendante de p et 
déterminée par l’équation

c e ,  ·

Deuxième théorème. — Concevons que, par un point 0 commun à plu
sieurs droites OP, OQ, OR, .. ., on mène arbitrairement trois axes rec
tangulaires des x, y, z. Soient p l’angle formé par la droite OP avec 
Taxe des x, et q l’angle formé par le plan qui renferme la droite OP et 
T axe des x avec le plan des xy. Soient encore a, [3, y les angles formés
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par la droite OP avec les demi-axes des coordonnées positives, par consé
quent des angles liés aux coordonnées positivesp, q par les formules {3 4 ) ;  
K une fonction continue des cosinus de ces angles, et

une somme de fonctions semblables, relatives aux différentes droites. 
Tandis qu'on fera tourner les axes des x, y, z autour de l’origine 0 , la 
somme OC recevra diverses valeurs dont l’une sera indépendante des 
variables p, q et déterminée par l’équation

( 3 i )  J  K s inp d p d q .

Troisième théorème. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo
rème précédent, si Ton fait tourner les axes des y et z autour de l'axe 
des x, la somme OC recevra successivement diverses valeurs dont Tune sera 
déterminée par la formule

* _ et indépendante des valeurs de q relatives aux différentes droites.
Pour montrer une application des théorèmes qui précèdent, conce

vons qu’à partir de l’ origine 0  l’on porte une longueur k sur une 
droite OA tracée de manière à former avec les demi-axes des coordon
nées positives des angles dont les cosinus soient a, b, c. Si l’ on dé
signe par u, v, w les projections algébriques de la longueur k sur les 
axes des x,y, z, et par S l’angle compris entre les droites OA, OP, on 
aura
( 3 9 ) k  =  ( m2 4 -  h>2) S

( 4 0 )  u — ka, v — kb, w = k c ,

(4 0  cos<5 =  a cosa -+- b cos6 -+- c cosy ;

et la quantité 
•(42) k cosè — u c o s  a -+- v co s  6 -+- w co s  y
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représentera la projection de la longueur k sur la droite OP. Or, en 
supposant K fonction de. cette même projection, c ’est-à-dire en 
prenant
(43) K =  F(Æ cosô) =  F(a cosa -+- v cos6 4- «’ cosy),

et en réduisant w et cos y à zéro lorsque les droites OA, OP, OQ, 
OR, . . .  seront situées dans le plan des x y ,  on tirera de la for
mule (1 6 ) jointe aux équations ( 3 3 ), ou des formules (2 2 ), ( 3 i)  
jointes aux équations ( 3 4 ) ,

(44) ^  F(m cosa 4-  v cosê) dp Q j '  F(m cos/?  4 - v sin/?) dp

et

(45) F(m cosa -+- v cosS -I- w cosy ) dq 

= m  F(m cosp 4- v sin/? cos# 4- w sin/? sin q) dq,

(46) 3 t = ^  s x x  F( u cosa 4- v cos§ 4- wcosy) sin/? dp dq

- ¿ s  I f .  F(?i cosp 4 - v sin/? cos <7 4 - w sin/? sin</) s inp dp dq.

Si maintenant on applique à la détermination de ces trois valeurs 
de SK des théorèmes connus dont l ’un a été démontré par M. Poisson 
(voir  la 4e livr. des Exercices de Mathématiques), on trouvera : i°  en 
supposant les droites OA, OP, OQ, OR, . . .  toutes situées dans le plan 
des x y ,

(47) SK = n S / ' F(/c cos p)  dp : 4 S I ’ F (kcosp )  dp;

20 dans la supposition contraire,

(48) SK =  d— F[«cos/? 4 - (cs4- <v2) 2 sin/? cos^] dq

=  ^ F[wcos/? 4- (/c2— a2)2 sin/? cos
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et

(4g) oK ~  -t—' / f F(k cosp) sino dp dq —  -  v  / F (k cos/?) sinp dp.
471X  da

Le cas où la somme D£ reste invariable, tandis qu’on fait tourner les 
axes coordonnés autour de l ’ origine, ou même seulement autour de 
l’axe des x ,  mérite une attention spéciale. Alors, en effet, chacune 
des formules (16), (22), ( 3 i), (4 7 ), (4 8 ), (49)» fournit non plus une 
valeur particulière, mais la valeur générale de la somme

* = S K·
En conséquence, on peut énoncer les propositions suivantes :

Q u a t r iè m e  t h é o r è m e . — Concevons que, dans un plan donné, et par  

un point O commun à plusieurs droites OP, OQ, OR, on mène une nou

velle droite OA; soient k une longueur portée sur cette nouvelle droite, 

S l ’angle compris entre les droites OP, OA, et p a r conséquent k cos S, la 

projection de la longueur k sur la droite OP. Soient encore

K. ~  F ( A" cos $ )

une fon ction  continue de la projection dont il s ’agit, et

M= S K
une somme de fonctions semblables relatives a u x  différentes' droites OP, 
OQ, OR, . . . .  Si la somme JC demeure constante, tandis qu’on fa it  tourner 

la droite OA autour de l’origine O, celle somme sera indépendante des 

valeurs de S relatives a u x  différentes droites OP, OQ, OR, . . . e t  l’on aura  

en vertu de l’équation (4 7 )

(5o) 9C =  — Q  f  F(A:cos<î) d§ =  A Ç  QCdâ.
n U  do 71 do

1
C in q u iè m e  t h é o r è m e . — Concevons que, p a r  un p oin t O com m un à plu

sieurs droites OP, OQ, OR, . . . ,  on mène arbitrairement trois axes rectan-
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gulaires des ce, y, z, et une nouvelle droite OA sur laquelle on mesure une 
certaine longueur k dont les projections algébriques et orthogonales soient 
respectivement désignées par

U, V, w.

Enfin soient
« =  P> 5

les angles formés par la droite OP avec les demi-axes des x, y , z posi
tives, et avec la droite OA; q l’angle formé par le plan qui renferme la 
droite OP et l’axe des x avec le plan des xy ; K — F (co so ) une fonc
tion continue de la projection k coso de la longueur k sur la droite OP,
et Di =  ^  K une somme de fonctions semblables relatives aux droites OP
OQ, OR, . . . .  Si la somme £K demeure constante tandis qu’on fait tourner 
les axes des y et s avec la droite OA, autour de l’axe des x, cette somme 
sera indépendante des valeurs particulières de q relatives aux droites OP, 
OQ, OR, ...et l’on aura, en vertu de la formule ( 4 8 ),

( 5 i )  S j f  F [  u c o s p  - f -  ( A * —  m 2 ) 2 s i n / >  c o s ÿ ]  dq.

S ix iè m e  t h é o r è m e . — Les mêmes choses étant posées que dans le théo
rème précédent, si la somme je demeure constante tandis que l’on fait 
tourner d’une manière quelconque les axes des x, y, z avec la droite OA

t

autour de l’origine 0 , cette somme sera indépendante des diverses valeurs 
de p, q, relatives aux droites OP, OQ, OR, ... et l'on aura, en vertu de 
la formule (4 9 ) ,
(02) F( Æ cosâ) sinâ dd.

Nota. — Dans plusieurs des formules qui precedent, comme dans 
le Mémoire lithographié sous la date d’août i 836  ( ( ), on a indiffé
remment placé le signe |Sj avànt ou après le signe J'. A la vérité la 
seconde disposition permet d’offrir certaines équations sous une forme

(!) OEuvres de C S. Il, T. XV.
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plus simple, comme on le voit dans la formule ( 5o ) ;  mais il est plus 

exact d’écrire le signe ^  le premier, comme on l ’a fait dans les for

mules ( 5 i ) ,  ( 52 ). Ajoutons que si, au lieu de réduire les formules ( 35 ),
( 3 6 ) aux formules (3 7 ), ( 3 8 ), en supposant r —  1, on laisse varier/·, 
on obtiendra, au lieu des théorèmes ci-dessus énoncés, d’autres théo
rèmes analogues. Ainsi en particulier le sixième théorème pourra 
s’énoncer comme il suit :

Sixième théorème. — Concevons qu’à partir du point O com m un à un 

certain a x e  OA, et à plusieurs droites OP, OQ, O R ,. . .  on porte sur ces 

droites des longueurs r , r', r", . . . .  Soient d’ailleurs S l’angle fo r m é  par  

la droite OP avec l’a x e  OA, k une longueur portée sur cet a x e ,

K =  F(Ær cosô)

une fo n ctio n  continue du produit kr cos 0, et

X= S K
une somme de fo n ctio n s semblables relatives a u x  droites OP, OQ, OR.......
Si la somme K  demeure constante, tandis que l ’on fa it  tourner d ’une 

manière quelconque l ’a x e  OA autour du point O, l ’on aura

X  =  f  F(Ær cosô) sinà dè.(5 2)
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NOTE SUR LA TRANSFORMATION

DES

COORDONNÉES RECTANGULAIRES
EN

C O O R D O N N É E S  P O L A I R E S .

La transformation des coordonnées rectangulaires en coordonnées 
polaires est particulièrement utile, lorsque l’on se propose d'évaluer 
l ’attraction exercée par un sphéroïde sur un point matériel. Or il se 
trouve que les formules auxquelles on est conduit par cette transfor
mation dans le problème dont il s’agit, et dans un grand nombre de 
questions de Physique mathématique, peuvent être simplifiées à l’aide 
d ’un artifice de calcul que je vais indiquer.

Soient
■», y ,  *

les coordonnées rectangulaires d’un point matériel ;

P, q, r

ses coordonnées polaires liées aux premières par les équations 

(1) ® =  rcos/», y  =  rsin/>cosy, s =  r sinpsin?;

K une fonction quelconque des coordonnées x ,  y ,

(2) cuk. æ  K
d x -  +  d y 2 "+" ds'-

; et

Si l ’on transforme les coordonnées rectangulaires en coordonnées
OEuvres de C· — S. Il, t. XI. . f>
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polaires, à l’aide des équations ( i ) ,  alors en posant 

(3) cos/> =  <p,

on obtiendra la form ule connue

. .  g _  I d2(/~K) . 1 ) 1 d2K
/· dr2 r- ( i — œ2 d q2

Mais si l ’ on pose

T < - < l l
ày

(5 )

et par conséquent

(6)

tang

| =  log tang

alors, au lieu de l’équation (4 ) ,  on obtiendra la suivante

, . „ i d2(rK) Z e ^ + H ' V / ^ K  d2K\
(7 ) S =  -  —^ ----- H ( — JT— ;  ( ^ r  +  Â l j ) ’2/· / d|2

. qu’on peut encore écrire comme il suit :

(8) rS — ■
d2(rK) , f e t t + e - ^ V Ï d'jrK.) | d2(rK)

d r 2 + d q2 ity22 r
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NOTE SUR L’INTÉGRATION

DUS

É Q U A T IO N S  D I F F É R E N T I E L L E S
DES

M O U V E M E N T S  P L A N É T A I R E S .

T h éorèm e fo n d a m en ta l.

Dans un Mémoire publié à Turin en i 8 3 i (* ), reproduit depuis dans 
une traduction italienne, et qui, comme l ’ indique son titre, a spécia
lement pour objet la Mécanique céleste et un nouveau calcul applicable 
à un grand nombre de questions diverses, j ’ai donné des formules à 

l ’aide desquelles on peut déterminer directement chacun des coeffi
cients numériques relatifs aux perturbations des mouvements plané
taires, et simplifier des calculs qui exigent quelquefois des astronomes 
plusieurs années de travail. Pour établir les formules dont il s’agit, et 
d’autres formules analogues renfermées dans le Mémoire ci-dessus 
mentionné, il suffisait d’appliquer au développement de la fonction, 
désignée par R dans la Mécanique céleste, des théorèmes bien connus 
tels que le théorème de Taylor et le théorème de Lagrange sur le déve
loppement des fonctions des racines d ’équations algébriques ou trans
cendantes. Mais il était nécessaire de recourir à d’autres principes et 
à de nouvelles méthodes pour obtenir des résultats plus importants, 
que je vais rappeler en peu de mots.

En joignant à la série de Maclaurin le reste qui la complète, et pré
sentant ce reste sous la forme que Lagrange lui a donnée, ou sous

(1) OEuvres de C ., S. Il, T. XV.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



44 INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

d’autres formes du même genre, on peut s’assurer, dans un grand 
nombre de cas, qu’ une fonction explicite d’ une seule variable x  est 
développable, pour certaines valeurs de x ,  en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de cette variable, et 
déterminer la limite supérieure des modules des valeurs réelles ou 
imaginaires de x ,  pour lesquels le développement subsiste. De plus, 
la théorie du développement des fonctions explicites de plusieurs 
variables peut être aisément ramenée à la théorie du développement 
des fonctions explicites d ’une seule variable. Mais il importe d ’ob
server que l ’application des règles à l’aide desquelles on peut décider 
si la série de Maclaurin est convergente ou divergente, devient sou
vent très difficile, attendu que dans cette série le terme général, ou 
proportionnel à la nieme puissance de la variable, renferme la dérivée 
de l’ ordre n de la fonction explicite donnée, ou du moins la valeur de 
cette dérivée qui correspond à une .valeur nulle de x ,  et que, hormis 
certains cas particuliers, la dérivée de l ’ordre n prend une forme de 
plus en plus compliquée à mesure que n augmente.

Quant aux fonctions implicites, on avait présenté, pour leurs déve
loppements en séries, diverses formules déduites le plus souvent de 
la méthode des coefficients indéterminés. Mais les démonstrations 
qu’on avait données de ces formules étaient généralement insuffi
santes : i° parce qu’on n’examinait pas d’ordinaire si les séries étaient 
convergentes ou divergentes, et qu’en conséquence on ne pouvait dire 
le plus souvent dans quels cas les formules devaient être admises ou 
rejetées; 2 0 parce qu’on ne s’était point attaché à démontrer que les 
développements obtenus avaient pour sommes les fonctions dévelop
pées, et qu’il peut arriver qu’une série convergente provienne du 
développement d’une fonction sans que la somme de la série soit équi
valente à la fonction elle-même. Il est vrai que l’établissement de 
règles générales propres à déterminer dans quels cas les développe
ments des fonctions implicites sont convergents, et représentent ces 
mêmes fonctions, paraissait offrir de grandes difficultés. On peut en 
juger en lisant attentivement le Mémoire de M. Laplace sur la conver-
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gence ou la divergence de la série que fournit, dans le mouvement 
elliptique d ’une planète, le développement du rayon vecteur suivant 
les puissances ascendantes de l ’excentricité. Je pensai donc que les 
astronomes et les géomètres attacheraient quelque prix à un travail 
qui avait pour but d ’établir sur le développement des fonctions, soit 
explicites, soit implicites, des principes généraux et d’une application 
facile, à l’aide desquels on pût non seulement démontrer avec 
rigueur les formules et indiquer les conditions de leur existence, 
mais encore fixer les limites des erreurs que l’on commet en négligeant 
les restes qui doivent compléter les séries. Parmi ces règles, celles qui 
se rapportent à la fixation des limites des erreurs commises présen
taient dans leur ensemble un nouveau calcul que je désignai sous le 
nom de calcul des limites. Les principes de ce nouveau calcul se 
trouvent exposés, avec des applications à la Mécanique céleste, dans 
les Mémoires lithographiés à Turin, sous les dates du i5 octobre i 83 i , 
de i 83'2, et du 6  mars i833. L’accueil bienveillant que reçurent ces 
Mémoires, dès qu’ils eurent été publiés, dut m’encourager à suivre la 
route qui s’était ouverte devant moi, et à exécuter le dessein que j ’avais 
annoncé (Mémoire du i5 octobre i83t)  de faire voir comment le nou
veau calcul peut être appliqué aux séries qui représentent les inté
grales d’un système d’équations différentielles linéaires ou non 
linéaires. Tel est effectivement l ’objet d’un Mémoire lithographié à 
Prague en i835, et dans lequel je montre, d ’une part, comment on 
peut s’assurer de la convergence des séries en question ; d’autre part, 
comment on peut fixer des limites supérieures aux modules des restes 
qui complètent ces mêmes séries. Toutefois, quoique les résultats 
auxquels je suis parvenu dans le Mémoire de 1 835 paraissent déjà 
dignes de remarque, cependant ils ne forment qu’ une partie de ceux 
auxquels on se trouve conduit par la méthode dont j ’ai fait usage. 
C’est ce que j ’ai observé dans une lettre adressée à M. Coriolis, le 
28 janvier 1 8 3 7 . Cette lettre, insérée dans les Comptes rendus des 
séances de l’Académie, renferme l’énoncé de quelques théorèmes 
importants que je me propose maintenant de développer, surtout sous
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le rapport de leurs applications à la Mécanique céleste, à laquelle ils 
semblent promettre d’heureux et utiles perfectionnements. Je me 
bornerai, dans ce premier article, à donner l ’énoncé précis et la 
démonstration d ’ un théorème fondamental inséré dans la lettre dont il 
s ’agit :

Théorème. — x  désignant une variable réelle ou im aginaire, une fo n c 

tion réelle ou imaginaire de x  sera développable en une série convergente 

ordonnée suivant les puissances ascendantes de x , tant que le module de x  

conservera une valeur inférieure à la plus petite de celles p ou r lesquelles 

la fo n ctio n  ou sa dérivée cesse d ’être fin ie et continue.

Démonstration. — Soit
/ ( * )

une fonction donnée de la variable x .  Si Ton attribue à cette variable 
une valeur imaginaire x  dont le module soitX et l ’argumentp ,  en sorte 
qu’on ait

x  — X eP é=ï,

on aura identiquement

à f ( x )  _  i d f ( x )  
à \  ~ X ^ / 3 7  dp

Si, comme nous l’avons supposé, le module X  de æ conserve une 
valeur inférieure à la plus petite de celles pour lesquelles la fonc

tion f ( x )  ou sa dérivée f ' ( x )  cesse d’ être finie et continue; alors, la 
valeur commune des deux membres de la formule ( i ) ,  savoir

eP'/~lf ( a ; )  =  ePé—ï f ( X .  ePé~*),

restant finie et déterminée, on pourra en dire autant des fonctions 
réelles

<p(X,/>) =
X ( X , p )  =

\ \ e P ^ f { X e P f ^ ) - ^ e - P ' f = y f { X e - P ' f ^ ) \

1 [ePé^1 f ( X e P S ~ )  — e r P f * / ' ( X  erPé=i)] ,
>V“ i
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et par conséquent des intégrales doubles

/lit /|X /i*V
/  /  <p(X,/»)rf/9rfX= / /

«X -x AK
/  /  1 a , P) d p d x =  /

·' — ''O ‘'  — Tí

tp(X, p)d\dp , 

X(X, p)d\dp .

W

Donc, puisqu’on aura identiquement

(¿c) =  <p( X, p) + V C->’x (X ,  / , ) i

l ’ intégrale double

f  f  ei’f rif ' ( x ) d p d \ =  f  erf-'1 f ,(x)dXdp
d—lzdfS J 0 —  -JT

conservera elle-même une valeur finie et déterminée. D’ailleurs, la 

fonction f { a c )  restant, par hypothèse, finie et continue pour la valeur 
attribuée à X et pour une valeur plus petite, on aura encore

J  e i‘ ( x )  d X  ^ ^ r f X = / ( ® ) —/ ( o),

f y ^ r & dp

comme on le conclura sans peine des principes établis dans le résumé 
des leçons données à l’École Polytechnique sur le Calcul infinitésimal. 
Donc, dans l’hypothèse admise, l’équation ( i )  entraînera la formule

ou

ou enfin

( 2 )

f  [ A * )  -/(o )]r fp  =  o,
J— TC

f  f Ç v ) d p = f  f ( 0 ) d p ,
d —Tl d —Tl

/  f (x)dp =  27r/(o).
---TT

Si, de plus, la fonction f ( x )  s’évanouit avec a?,,l’équation ( 2 ) don-
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nera simplement

(3) f  f ( x ) d p  =  o.
J —K

Cela posé, si dans la formule (3 )  on remplace/ (  x )  par le produit

- / O * ) —/(■*)X - ---  --J
X  —  X

x  étant différent dea;, et le module de x  inférieur à X, on en conclura

” 1 f M d P = f î m S p = f i a : ) f
TC X  —  X  J _  TC X    &  J —

X  X *
i 4 - —  4- ■ =— H... ) dp =  2 Tzf(x) ,

et par suite

(4) dp.

L’équation (4 )  suppose, comme les équations ( 2 ) et ( 3 ) ,  que la fonc
tion de X  et de p ,  représentée par f { x ) ,  reste, avec sa dérivée f  {x )>  

finie et continue, pour la valeur attribuée à X et pour des valeurs plus 
petites. D’ailleurs, comme le rapport

X

X  —  X

est la somme de la progression géométrique

X  X !

qui demeure convergente tant que le module de a? reste inférieur au 
module X  de x ,  il suit de la formule ( 4 )  que

sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puis
sances ascendantes de x ,  si le module de la variable réelle ou imagi
naire x  conserve une valeur inférieure à la plus petite de celles pour 
lesquelles la fon ct ion /(a ;)  et sa dérivée f ' { x ) cessent d ’être finies et 
continues.
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Ainsi, en particulier, puisque les fonctions

cosa;, sina?, ex, e x l, cos(i — a;s), . . .

et leurs dérivées du premier ordre ne cessent jamais d’être finies et 
continues, elles seront toujours développables en séries convergentes 
ordonnées suivant les puissances ascendantes de a?. Au contraire, les 
fonctions

(i +  a?)2, —1— , ------ X  ,  log(i 4- x ) ,  arc tanga;, . . .
î - x  , +

qui, lorsqu’on attribue à a? une valeur imaginaire de la forme

cessent d ’être, avec leurs dérivées du premier ordre, fonctions con
tinues de x ,  au moment où le module X devient égal à i ,  seront 
certainement développables en séries convergentes ordonnées suivant 
les puissances ascendantes de la variable x,  si la valeur réelle ou 
imaginaire de x  offre un module inférieur à l ’unité; mais elles 
pourront devenir et deviendront en effet divergentes, si le module de x  
surpasse l ’unité. Enfin, comme les fonctions

i  àe \  e x , cos-j  · · ·  
x

deviennent discontinues avec leurs dérivées du premier ordre pour 
une valeur nulle de x ,  par conséquent lorsque le module de x  est le 
plus petit possible, elles ne seront jamais développables en séries 
convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de x .

On sera peut-être étonné de nous voir placer arc tanga? au nombre 
des fonctions qui deviennent infinies ou discontinues, quand le 
module de x  devient égal à i .  Il est vrai que, si l ’on attribue à x  une 
valeur réelle de la forme

x  = ±  X,

la fonction arc tanga? ne cessera pas d ’être finie et continue 
pour X =  i .  Mais il n’en sera plus de même, si a? devenant imaginaire,

Œuvres de C. — S. Il, t. XI. 7
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on suppose par exemple
a? =  X\/— i.

Alors, en effet, la fonction

arc tanga; =  arc tang(Xy/— i ) =  —— ^
' 1 \J— I

deviendra évidemment infinie et discontinue, pour la valeur x attribuée 
au module X.

Nous remarquerons en finissant que les fonctions ci-dessus prises 
pour exemples, et leurs dérivées du premier ordre, deviennent tou
jours infinies ou discontinues pour les mêmes valeurs du modulé de 
la variable indépendante. Si l’on était assuré qu’ il en fût toujours 
ainsi, on pourrait, dans le théorème énoncé, se dispenser de parler de 
la fonction dérivée; mais, comme on n’a point à cet égard une certi
tude suffisante, il est plus rigoureux d’énoncer le théorème dans les 
termes dont nous nous sommes servis plus haut.
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M É M O IR E

SllR LES

MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS
DE

DEUX SYSTÈMES DE MOLÉCULES QUI SE PÉNÈTRENT MUTUELLEMENT. ’

§ Ier. — Équations d ’équilibre et de mouvement de ces deux systèmes.

Considérons deux systèmes de molécules qui coexistent dans une 
portion donnée de l ’espace. Soient au premier instant, et dans l’ état 
d’équilibre,

x , y ,  z les coordonnées d’une molécule m du premier système,
ou d’une molécule m( du second système, 

aM-x, j - t -y ,  z - h z les coordonnées d’une autre molécule mdu i ersystème,
ou d’une autre m oléculem / du 2esystème, 

r le rayon vecteur mené de la molécule m ou in, à la molécule m  ou m

on aura

(i) r* =  x2+  y2 +  z*,

et les cosinus des angles formés par le rayon vecteur r avec les demi- 
axes des coordonnées positives, seront respectivement

x Z, l.
■ r r r

Supposons d ’ailleurs que l’attraction ou la répulsion mutuelle des 
deux masses m et m  ou tn; et m /t étant proportionnelle à ces masses,
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et à une fonction de la distance r, soit représentée, au signe près, par

mmi(r)

pour les molécules m et m,  et par

mm, f,(r)

pour les molécules m et m ,, chacune des fonctions

f/ ( 0

désignant une quantité positive, lorsque les molécules s’attirent, et 
négative, lorsqu’elles se repoussent. Les projections algébriques de la 
force

m m f ( r )  ou mm, f , ( r )

sur les axes coordonnés seront les produits de cette force par les 
cosinus des angles que forme le rayon vecteur r avec ces axes, et, en 
conséquence, si l’ on fait pour abréger

(2) f,(r)

elles se réduiront, pour la force m w f( / ’), à

mmx/(r), mmyf { r ) ,  mmzf ( r ) ,

et, pour la force m /r a , f , ( r ) ,  à

mm,y/,(r), m m,z/,(r).

Cela posé, les équations d ’équilibre de la molécule m seront évi
demment

( o==S[mx/( /· )] -+-S[m,x/,(r)],
( 3) | o =  S[my/(r ) ]  +  S[m ,y / , (/·)]»

( o =  S [m z/(r ) ]  +  S[m,z/,(/ · )],

la lettre caractéristique S indiquant une somme de termes semblables 
entre eux et relatifs aux diverses molécules m  du premier système, ou 
aux diverses molécules m , du second système.

Concevons maintenant que les diverses molécules

t m, m, . . . ,  m(, m„ . . .
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viennent à se mouvoir. Soient alors, au bout du temps t,

Ü, n, K

les déplacements de la molécule m, et

£/t "fl/l

les déplacements de la molécule m,, mesurés parallèlement aux axes 
coordonnés. Soient d ’ailleurs

et
ü +  A\, n +  An, Ç 4- AÇ 

-h A£„ -n,+ Ann Ç,4-AÇ,

ce que deviennent ces déplacements, lorsqu’on passe de la molécule m 
à la molécule m, ou de la molécule m, à la molécule mr  Les coor
données de la molécule m, au bout du temps t, seront

x  +  %, y +  n, z - h  Ç,

tandis que celles de la molécule m ou m/ seront

X H- X4- \ A?, . y  4 -y 4- n 4- An, z -t- z 4- Ç 4- AÇ,
ou

x  +  x +  h + A l , ,  y  4 -y 4 -n; 4 -An,, s 4 -z 4 -Ç,4-AÇ,.

Soient à cette même époque · -
r +  p

la distance des molécules n», m et

r  ■+■ P i

la distance des molécules m, m r  La distance

r'-1- p

offrira pour projections algébriques, sur les axes des oc,y ,  z, les diffé
rences entre les coordonnées des molécules lit, m,  savoir :

x  +  A $ , y  +  A n ,  z  4 -  AÇ,

tandis que la distance
'•-HP/
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offrira pour projections'algébriques les différences entre les coor
données des molécules ut, m n savoir

X +  S, — l +  y T), — ï) +  A n„ Z +  l —  Ç-t-AÇ,

On aura en conséquence

; r , j ( r + p ) s=  (x — H) *  4 - (y 4 - A n)2 -t- (z + AÇ)2,
4 j (/■ +  p/)’ = ( x  +  £/ - S  +  AS/)2+ ( y  +  ïï/ - ï )  +  AY)/)2 +  ( z -K , - Ç 4 -A Ç / )2.

Cela posé, pour déduire les équations du mouvement de la molécule m 
de ses équations d ’équilibre, c ’est-à-dire des formules ( 3 ) , il suffira 
évidemment de remplacer, dans ces formules, les premiers membres 
par

æ \  d*-n d  
dt* ’  d t 2 ’  d d  ’

puis de substituer, à la distance
r

et à ses projections algébriques

x, y, z,

i° dans les premiers termes des seconds membres, la distance

r  +  p

et ses projections algébriques

x-t-A£, y 4 - An, z-t-AÇ;

2° dans les derniers termes des seconds membres, la distance

• r  +  Pi

et ses projections algébriques

x-t-S/ — £ +  A|„ y 4 - n ,— ï m - A y)„ z +  Ç, — Ç +  AÇ,.

En opérant ainsi, on trouvera

I ^ J  =  S (> (x  4- A | ) /(r  +  p)] -t-S [> (x  +  £, — £ -t- A?, ) f , { r  -+- p,)],
f,

—  S [w (y  +  Ar)) / ( / ·  +  p)] +  S [m (y  +  n,— n 4 - An,) / (r  +  P/) ], 

d ï t
777? =  S [ m ( z 4- AÇ ) / (  r -t- p)] -+- S [ m ( z 4-Ç,—  Ç H-AÇ, ) / , ( r + p , ) ] .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DE DEUX SYSTÈMES DE MOLÉCULES. 55

On établirait avec la même facilité les équations d’équilibre ou les 
équations de mouvement de la molécule m,. En effet, supposons que 
l’ attraction ou la répulsion mutuelle des deux masses tn, et m / ou m, 
et m,  étant proportionnelle à ces masses et à une fonction de la dis
tance r, soit représentée, au signe près, par

m/ m , f/;0')

pour les molécules itt, et m elle devra être représentée par

m^nï^r)

pour les molécules m, et m,  l ’action mutuelle de m, et m  étant de même 
nature que l ’action mutuelle de m / et Ut. Donc, si l’on pose pour 
abréger

(6 ) · '  /„( 'O

les équations d’équilibre de la molécule m se réduiront non plus aux 
formules ( 3 ), mais aux suivantes :

( o =  S [ » * ,x / , ( r ) ]  +  S [ m x / , (/*)],
( 7 ) o =  S [ m j / J(r ) ]  +  S [ » i x / )(r ) ] ,

( o =  S[m; z / /)(/·)] r S f m x / f r ) ] .

Concevons d’ailleurs qu’au bout du temps t, la distance des molécules 
m„ m,  soit représentée par

r +  P,

et celles de molécules m„ m par

On aura
(('• +  P//)2=  U +  A&)1 +  (y +  Aïi#)* H- (zh- aç,)!,

(8) | (r  +  ;p ) ^ ( x  +  ^ _ ^ 4-A Î)! +  (y +  Y )-ï) / +  An)2 +  (z +  Ç -Ç /+AÇ)2;

et les équations du mouvement de la molécule m, seront

I = S [ /» , ( xh-A|i ) /,( /·  +  P/i)] +  S [m (X +  Ç -| ; 4- A O  f , { r  M-/P)], 
l d r

(9 ) =  S [ /» /(y  +· A ï i J / X r +  p;;)] -t-S[m (y +  n — *),-+- An ) / , ( ' ·  +  ,?)],

= :S [ " C (Z +  A Ç ,) / , ( r - i -p , j ]4 -  S [m (z +  Ç - Ç ,  +  AÇ ) / , ( r  +  ,p)].
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Si dans chacune des formules ( 5 ) on réduit le dernier terme du 
second membre à zéro, on retrouvera précisément les équations du 
mouvement d ’ un seul système de molécules sollicitées par des forces 
d’attraction et de répulsion mutuelle; et pour ramener ces équations 
à la forme sous laquelle je les ai présentées dans le Mémoire sur la 

Dispersion de la lumière, il suffirait d’écrire zr  au lieu de p, -~ p - au lieu 
de f ( r )  et /’ cos a, rcos6 , rco sy  au lieu de x, y, z.

Les équations qui précèdent, et celles que nous en déduirons dans 
les paragraphes suivants, doivent comprendre, comme cas particuliers, 
les formules dont M. Lloyd a fait mention dans un article fort intéres
sant, publié sous la date du 9 janvier 1837, où l’auteur, convaincu 
qu’on ne pouvait résoudre complètement le problème de la propa
gation des ondes, sans tenir compte des actions des molécules des 
corps, annonce qu’il est parvenu à la solution dans le cas le plus 
simple, savoir lorsque les molécules de l’éther et des corps sont uni
formément distribuées dans l’espace. \Proceedings 0f  the roya l Irish 

Academ y, f o r  the y e a r  18 3 6 -1837.]

§ II.  —  Équations des mouvements infiniment petits de deux systèmes 
de molécules qui se pénètrent mutuellement.

Considérons, dans les deux systèmes de molécules qui se pénètrent 
mutuellement, un mouvement vibratoire, en vertu duquel chaque 
molécule s’écarte très peu de sa position initiale. Si l’on cherche les 
lois du mouvement, celles du moins qui subsistent quelque petite que 
soit l’ étendue des vibrations moléculaires, alors en regardant les 
déplacements

et leurs différences

A£, An, AÇ, A l ,  An, ,  AÇ„

comme des quantités infiniment petites du premier ordre, on pourra 
négliger les carrés et les puissances supérieures, non seulement de
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ces déplacements et de leurs différences, mais aussi des quantités

P e t  P/» /P et  p„,

dans les développements des expressions que renferment les for
mules (4 ) ,  ( 5 ), (8 ) ,  (9 )  du premier paragraphe; et Ton pourra 
encore supposer indifféremment que, des quatre variables indépen
dantes

x,  y ,  3, t.

les trois premières représentent ou les coordonnées initiales de la 
molécule m ou m,, ou ses coordonnées courantes qui, en vertu de l’hy
pothèse admise, différeront très peu des premières. Cela posé, si l’on 
a égard aux formules ( 3 ) du paragraphe Ier, les formules ( 4 ) et ( 5 ) 
du même paragraphe donneront

(O

et

(2 )

x A£ 4 - y  An 4 -  z A£ 
P = -------------- : --------------’

_  x(£, — £ -+- A£;) 4 - y ( n , — y) +  An,) 4-z(g,— C 4- AÇ,)
P/ =

=  S [/M /(r )A £ ] +  s [ m ^ £ ^ x p

m d f , { r
dr—  *P/+  S [m ,/,( ' ’)(£, — £ +  A£; )] +  S

S[/« / ( / · )  A n J -h s T m ^ ^ -y p  
/ L

+  S [ m j ,  ( r ) K  -  »1 +  An, )] +  S [m, y P,],

fPÇ, =  S [ / » / ( r ) A Ç ] +  S  j ^ w ^ ^ z p j

4- S ! > , / , ( / ■ )  (C# — ç +  A ? , ) ]  +  S z Pi

ou, ce qui revient au même,

I §  =  +  R*) +  <K +  M / +  M /  +  Q/5,.

( 3 ) . ^  =  R  ̂+  Mn +  PÇ +  ■R/£/+ M /n;+ P /Ç„

. - [ ^ . =  Q5 + ^  +  Nf +  Q/£ +  P ^ + N , ^ '

OEuvj'cs de C· — S. Il, t. XI. 8
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pourvu que, a désignant une fonction quelconque des variables
x ,  y ,  s et '

Ah

l ’accroissement de a dans le cas où l ’on fait croître

x  dé  x,  y  de  y,  z  de  z,

on représente, à l’aide des lettres

L, M, N, P, Q, R,
N„ P„ Q,» R,,

non pas des quantités, mais des caractéristiques déterminées par les 
formules

P» =  S I }' s ir ·  I t · r· r i  »· I

L, 8 =  S !»* ,[ /,

dr  j ) r dr
x* d f  (rY(r)  H----------r dr ( h + A h )  ,

P<8 =  sj/»*; Ç ^ j ^ ( 8 . +  Ab) [,

M —.. N

Q = . . . , R

M, = . . . , N,

Q ,= · · . , R;

Comme d’ailleurs ces diverses formules doivent servir à déterminer 
les caractéristiques

L, M, N, P, Q, R, L„ M„ N„ P„ Q;, R„

quelle que soit la fonction de x ,  y , s  désignée [par a, elles peuvent 
être, pour plus de simplicité, présentées sous la forme

(4)

(5)

P = s j „ Æ i g £ )  A s \ n y _ i i m \ ,

L ,=  s| »·,[ / , ( ! · ) +  y’  i ^ Ü ] ( . + 4 )

4 )i,

M :

Q =

M/-

h, = s U h ^ î l ) (

N = .  
/

R = .

N ,=·

Rj— ·0 ,= · . · ,
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Enfin, si l ’on désigne, à l ’aide des caractéristiques

D*, D y , Dj, D,

et de leurs puissances entières, les dérivées qu’on obtient quand on 
différentie une ou plusieurs fois de suite une fonction des variables 
indépendantes

X,  7 ,  s ,  t,

par rapport à ces mêmes variables, les équations ( 3 ) pourront s’écrire 
comme il suit ;

( (L — D(2 ) \  +  K n  H- QÇ L ^ h- R(y),+  0 ,? ,= o,
( 6 )  R £  - t -  ( M  —  D ^ n  +  PÇ+ 11,1, +  M ;Y],-l·- P,Ç;= o ,

( Q £ 4 - P ·/) 4- ( N — DJ)Ç +  Q , +  P ^ + N ^ o .

De même, en supposant les caractéristiques

K,
,L,

M//’ N/;, 
,M, ,N,

r,„
,p,

Q//> K  
,Q, ,R, *

t

déterminées par les formules

i . =  s U [ / . c o  +  V ^ ] A | — S | m f A r M ,-  ... N,

V , =  s W l d L } ’" ' A11 j 1 r dr ) j r dr
| j Q//=·:·! R,

0 + A ) j , ,M = . . . , ,N

■ »H”? ̂ < - 4 /Q ,R

on tirera des formules (9 )  du paragraphe Ier, pour le cas où le mou
vement est infiniment petit,

i ,LÇ +  iR-c +  ;QÇ +  (L /;- D ? ) ? / +  R /̂ , +  Q / / C = o, .

(9 ) | ,Rç ■+■ ,Myi 4- /PÇ 4- R/,Ç/h- (M„ — D*)ny-i- PtfÇ, =  o,
( ,0 ? +  /P'fl +  /NC -+· Q„£,,+ R//·*!, +  (N;/ — Dt! )Ç; =  o..

On ne doit pas oublier que, dans les formules ( 4 ), ( 5 ), (7 ) ,  (8 ) ,  on a
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les fonctions
f('·). f ,(0 , f »

étant celles qui représentent le rapport entre l ’action mutuelle de deux 
molécules, séparées par la distance r, et le produit de leurs masses, 
i° dans le cas où les deux molécules font partie du premier des sys
tèmes donnés;. 20 dans le cas où l’ une appartient au premier système 
et l ’autre au second ; 3 ° dans le cas où toutes deux font partie du 
second système.

Pour réduire les équations (6 )  et (9 )  à la forme d’équations 
linéaires aux différences partielles, il suffira de développer, dans les 
seconds membres de ces équations, les différences finies des variables 
principales

l  n, C, 1, v „  C„

en séries ordonnées suivant leurs dérivées des divers ordres. On y 
parviendra aisément à l ’aide de la formule de Taylor, en vertu de 
laquelle on aura

S -(- As — gxDj. + yDj.+zD,,̂

quelle que soit la fonction de

x, y,
désignée par a, et par. conséquent
( i l )  l A  —  +  +  A  g X l ^ - t - j D y  +  z D s  J _

Cela posé, dans les équations (6 )  et (9 )  ramenées à la forme d’équa
tions aux différences partielles, les coefficients des dérivées des 
variables principales se réduiront toujours à des sommes dans chacune 
desquelles la masse rn ou m, se trouvera multipliée sous le signe S par 
des puissances de x, y, z, et par une fonction de r. Ainsi, en parti
culier, les coefficients dont il s ’agit se réduiront, dans les seconds 
membres des équations (6 ) ,  à des sommes de l ’une des formes

(12) S[m xny a'za' f  (r )], 

. S [m ,x«y"'z»'/,(r)],

S J m x " y n'z'l"f  ̂   ̂j  , 

S J ^ x -y -'z » ' d-f̂ ’ 1 j  ;(i3)
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et, dans les seconds membres des équations (9 ) ,  à des sommes de
l’une des formes

(-4 )

( 15 ) S [n i  x«y»' z ( r ) ] , S T̂)l x«y« 'zrt" »

n, n', n" désignant des nombres entiers.
On pourra regarder la constitution du second système de molécules 

comme étant partout la même, si les sommes ( i 4 ), ( i 5 )  se réduisent 
à des quantités constantes, c ’ est-à-dire à des quantités indépendantes 
des coordonnées

æ, 7- -  ' ·

de la molécule nt,. C’est ce qui aura lieu, par exemple, quand le second 
système sera un corps homogène, gazeux ou liquide ou cristallisé. Si 
d ’ailleurs, les molécules étant dans le premier système beaucoup plus 
rapprochées les unes des autres que dans le second, les sommes (12) 
et ( i 3 ) reprennent périodiquement les mêmes valeurs quand on fait 
croître ou décroître en progression arithmétique chacune des trois 
coordonnées x ,  y ,  s ,  et si les rapports des trois progressions arithmé
tiques, correspondantes aux trois coordonnées, sont très petits; alors, 
en vertu d ’un théorème que nous avons établi ailleurs, on pourra 
substituer à ces mêmes sommes leurs valeurs moyennes sans qu’ il en 
résulte d’erreur sensible dans le calcul des vibrations du système et 
des déplacements moléculaires. Donc alors les équations des mouve
ments infiniment petits des deux systèmes, c ’est-à-dire les équa^ 
tions (6 )  et (9 ) ,  pourront être considérées comme des équations 
linéaires aux différences partielles et à coefficients constants entre les 
six variables principales

*̂ 1 Ci 'fijl C/ï

et les quatre variables indépendantes

æ, 7 , s, t.

De semblables équations sont propres à représenter,'par exemple, les

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



62 SUR LES MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS

mouvements infiniment petits du fluide lumineux renfermé dans un 
corps homogène, isophane ou non isophane, opaque ou transparent.

Gomme nous venons de le dire, dans le cas où les sommes (12 ) 
et ( i 3 ) reprennent périodiquement les mêmes valeurs, tandis qu’on 
fait croître ou décroître les coordonnées en progression arithmétique, 
une condition nécessaire pour qu’on puisse sans erreur sensible 
substituer à ces mêmes sommes leurs valeurs moyennes, c ’est que les 
rapports des trois progressions arithmétiques correspondantes aux 
trois coordonnées soient très petits.. Il y a plus, si l’on veut appliquer 
le théorème rappelé ci-dessus, et qui met cette condition en évidence, 
à un mouvement simple caractérisé par une exponentielle népérienne 
dans l ’exposant de laquelle les coefficients des coordonnées soient 
imaginaires, on reconnaîtra que, pour rendre légitime la substitution 
dont il s’agit, on doit supposer très petits non seulement les rapports 
des trois progressions arithmétiques, mais encore les produits des 
sommes (12) ou ( i 3 ) par l ’ un quelconque de ces rapports.

§ III.  — Mouvements simples.

Les équations (6 )  et ( 9 )  du paragraphe précédent peuvent être 
traitées comme des équations linéaires à coefficients constants, non 
seulement dans le cas où, la constitution des deux systèmes de m olé
cules étant partout la même, les sommes (12 ), ( i 3 ) , (14 ), ( i 5 ) 
demeurent constantes, mais aussi dans le cas où, les sommes (14 ), (15), 
étant constantes, les sommes (12 ), ( i 3 ) varient périodiquement quand 
on fait croître ou décroître les coordonnées en progression arithmé
tique, pourvu que dans ce dernier cas les produits des sommes (12) 
ou ( i 3 )  par le rapport de l’une quelconque des trois progressions 
arithmétiques correspondantes aflx trois coordonnées soient très 
petits. Seulement, on devra, dans le dernier cas, après avoir intégré 
les formules (6 ), (9 ), comme si toutes les sommes (12), ( i 3), ( i 4 )> (4 5 ) 
étaient constantes, remplacer dans les intégrales trouvées chacune de 
ces sommes par sa valeur moyenne. C’est ainsi que l ’on obtiendra, par
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exemple, les vibrations de la lumière dans un corps diaphane, en sup
posant que le rayon de la sphère d ’activité d’une molécule du corps, 
c’ est-à-dire au delà de laquelle cette action devient insensible et })eut 
être négligée, soit peu considérable relativement à la longueur d’une 
ondulation lumineuse.

La solution de plusieurs problèmes de Physique mathématique pou
vant dépendre de l ’intégration des équations (6 )  et (9 )  du paragraphe 
précédent, considérées comme équations linéaires à coefficients cons
tants, nous allons rechercher ici les intégrales de ces équations, en 
nous bornant pour l ’instant aux intégrales qui représentent des 
mouvements -simples, c ’est-à-dire en supposant les déplacements 
effectifs ou du moins les déplacements symboliques tous propor
tionnels à une même exponentielle népérienne, dont l ’exposant soit 
une fonction linéaire des coordonnées et du temps.

Lorsque les sommes (12 ), ( i 3 ), ( i 4 )> ( i 5 ) du paragraphe II 
demeurent constantes, alors, pour satisfaire aux équations (6 )  et (9 )  
du même paragraphe, il suffit de supposer les Variables principales

r], Y)/, Çy

toutes proportionnelles à une même exponentielle népérienne dont 
l ’exposant soit une fonction linéaire des variables indépendantes

x , y ,  5, ü,

et de prendre en conséquence

(  i  )  X —  A  y) —  B  QUX +  VY■+■Wz—st ̂

(2) £, =  A.i eu*+i,y+w*-s‘ , n)=z]il e'lx+vy+,v‘ - st,

Ç =  G eux+vï+'v,- st, 
Ç, -  C;

u, v, w , s, A, B, C, A,, B,, C( désignant des constantes réelles ou ima
ginaires convenablement choisies. En effet, si l’ on substitue les 
valeurs précédentes de
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dans les équations ( 6 )  et (9 )  du second paragraphe, tous les termes 
seront divisibles par l’ exponentielle

gtix+vy+wz—St

et, après la division effectuée, ces équations seront réduites à d ’autres 
de la forme

l — s2) A +  A B +  - t - A ;-H <A,B,-i- ^,C,— o,
(3) < ¿nA -+- (31L — s2)B 4- 4’ C-t-¿R/A/ +  DA,B,-+- ^,0,= o,

( ^A -h <SB-h  (Dû — s2 ) C +  $ ,A ,+  o;

Í ;-C,A-+- /tB  H- ,^)C-l·- ( G  s2)A/ +  ¿R.//B/ 4- ̂ /;C"; = o,
(4 ) j ,«R-A -+- ,DÎLB ·+■ /SC 4- S i j ! A , (DÏL„— s2)B,-f- ci //C/= o ,

( ,^ A +  ,«B  +  ,DÛ G + 1 A  +  B, +  ( Dû,, -  s1 ) C, — o ;

les valeurs des coefficients

G  d il , dû, «, G '  G >  A ,  dû,,

, G  ,DTL, ,Dû, /-t\ / G  /<A> -Ça» DÏL„, Dû„, ‘Sjp G *  ¿H./;

étant déterminées par les formules

■C =  S j m [ /(r )  +  ^ 1]  - i ) j - s j * , [ / , ( r ) + £  j -

Æinsjm —  ̂( eu*+vT+w‘ — 1)| — Sj m — ^  |, ·( r d r  ) I r ar \

G  =  S j m, [ / , ( / · ) -  y  e M W ’”7' J ·
< í = s | m  —  íúj¿2eut+v5+w*l' l ' r ar )

,G = s jm  [/,( /·  j H- j  e“* + « y ^  j, .

$  =  s i m  —  UAL!eux-tvj+wz !' ( r ar )

G  =  S j ™, [ /A )  +  ~  (e’̂ y ^  -  · ) } -  S j m [///■) ■+■ y

<$, — S | m, ^   ̂ (eux+l'y~hw’z —  1 ) | — S | m ^  —

Dlû=..., Dû

¿R.

3 It ,= ..., Dû,

T?y= ···»

,Dlû = . . . , ,DÛ

A

DA„=...,

¿R„
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ou, ce qui revient au même, par les formules

(5)

(6)

( 7 )

(8)

d2 c
311 =  +

ce= ^  ,

P - c dut> 0̂  =  0·,+

9  =  ^  , 
' dudw

d2<i9  — oJ/ : 
x-; àw du

r - c . d*iï 
l{~ -  'J +  <M ’ . » - . s + t ; -

£ ^
 

*» 
_II • =  ^ L .

y  _n i ^ I / /

<£ — , 
“ àv dw ~  diV du

Si = à25 .
du di>’

1(1 — ° n)/ ·‘ dudv’
ir P , ^V5

— du de ’
d*-

¿a -É lA i.·
11 ~  dudvy ■ .

les valeurs de
(i> 5 ; (m 5i’> /(i“> /¿i; (?/;> 5 «

étant respectivement

( 9 )

(10) 

(>0

g =  S [ i » / ( r ) ( e " rt- ’y+«’»— i ) ] - S [ n » , / , ( / · ) ] ,

, I md f ( r )  f  , , v ( w x - t  (’v +  i ra)1'£  =  S   y ~ t e «x+vy+«’z— i — ( « x  +  ry  -\-wz)----------------- -------------  j

„ ( m, d f ,{ r )  ( u \  +  t'y +  wz)* ),
- h | T  d/· ■ 2 j ’

g , =  S O ,  / ¡ ( r ) e'ix+i’y+ “’z ],

C =  S T—  i û i i l  eUt+vy+Wt ; 
l  r dr  J

,f/ =  S [ / n  / <(r )e » * + ,’/ +n'*],

g ,  =  S [ iw; / , ( / ■ )  («»*+•'7+«"—  i ) ] -  S [ m f,  ( r ) ],

i ( m d f  (r) Y , . ( « x  +  py - i - fvz )2'
( I2) | 5 ^ s |t  - ^ i L eKx+‘'y+"’z _ i _ (Mx+,' y+ ,pz) -----------â—

0 ( m  ^ / , ( / · )  ( h x  +  c.y +  w ) j 
b ) /· dr  2

Œuvres de C. — S, II, t. M.
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Or, lorsque les sommes (12), ( i 3 ), ( i 4 )> ( i 5 ) du paragraphe IV 
demeurent constantes, on peut en dire autant des valeurs de

31L,· at, 0\ 3fc„

que fournissent les équations ( 5 ), (6 ) ,  (7 ) ,  (8 ) ,  jointes aux for
mules (9 ) , (10), (11), (12 ), et qui sont développables avec l’ expo
nentielle

QUX+vy+wz

en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de u, v, w. 
Donc alors on peut satisfaire aux équations ( 3 ) et ( 4 ) par des valeurs 
constantes des facteurs

A, B,  C, A„ B (, G,.
Soit maintenant

( 1 3 ) 8 =  0

l’équation du sixième degré en s2 que produit l ’élimination des facteurs
A, B, C, A„ B,, C„

entre les équations ( 3 ) et ( 4 ) , la valeur de 8 étant
0 4 ) * =  0 1 -  s*) (Oïl -  s2) (01 -  S“') 0 ^ -  «*) (ait, -  î*) ( x>, -  -v5) .

Si l’on prend pour s une quelconque des racines de l’équation (13 ), et 
si d ’ailleurs on désigne par

«1 6> «/> ë(, y,

des coefficients arbitraires, on pourra présenter les équations ( 3) 
et (4 )  sous la forme

( ( C - s2 )A 4- JIB + 4- •C./A/ + %,c,= a S,

0 5 ) ] «SUA4- (31L — S2)B 4- «C 4 - A/ + 3ÏLBy + % c,= (3S,
( ^A H- if  B 4- (31 — s! )C + <*‘a + K>,C,= y S.

( 4- ,AB + 4- UL. — S* ) A; + ^ B , 4 - a, 8,

(.6 ) ] A  A +  ,,art b -t- 4- ^ A , -t- , 2)B ; + * , c , =

( + y«B 4- ;X C +  \*/»A, -+- * ,B ,4 - - '* )C ,= y,S.

Or, en laissant à s une valeur indéterminée, on tirera de ces dernières
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équations résolues par rapport aux facteurs A, B, C, A „ B,, C„ .

(*7 ) |
A — í «  +  U S <£ty 4- if, a, 4- », 6, 4-  &, y,, 
B =  » a +  ¿«S -h |i y +  », a, -h J«, g, +  \\ y„ 

C =  ©a +  |> ê 4- »  y -h <&, a, 4-  » , 6,4- 1t,y,;

(18) -
A/= /  « 4- ,» § 4 - ,<ûy 4- £ „« ,4- » „6, 4- ©„y,, 
B/= r /» « 4 - /iH 6 -h ,|l y + « / ( 4- i * A  +  ' V , y n

C ,=  /ûa4-,P 6 + ,»y +  ft4a(+ » „6, 4- » ,y „

et par suite
A

1 a +· lt 4- Cl y 4- if, oc, 4- », S, 4- ©, y,
_  B

» «4- iil 6 4- |i y 4- », «, 4- JH, S, 4- P, y,
_  C

(*9 )
<Û a 4- .» 6 -+- » y 4- <&, a, 4- J>, 6, 4- 11, y,

A,
,1 oc 4 -,» 6 4- ,©y 4- if„ a, -1- »„ 6, -j- <£„ y,
_________________B,_________^  +  ,m 6 -+- ,» y +  »„ », + ¿n„ 6, + v, y,

= _____________ B, ~_____ .
| ^ «  +  ,1« S +  iU / +  a i ti(H-

les nouveaux facteurs ' ·
f, ¿«, n, p, ©, » , £„ jw„  ■

f .étant des fonctions entières de s, toutes du huitième degré, à l’excep
tion des seuls facteurs

C, « ,  » , ff,„ Jïl„

qui seront du cinquième degré par rapport à s3, et du dixième par 
rapport à s. Dóneles valeurs des facteurs

A, B, C, A,, B(, C,,

déterminées par les formules (1 7 ), (18), vérifieront généralement les 
formules ( i 5 ) et ( 16). Donc, lorsqu’on prendra pour î  une racine de 
l’équation ( i 3 ), elles vérifieront les formules ( 3 ) et ( 4 ), quelles que 
soient d ’ailleurs les valeurs attribuées aux constantes .

°i y> */> s„ y,\
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et celles-ci demeurant arbitraires, les valeurs des rapports

B C A, B, C,
A ’ A ’ A ’ A ’ A ’

propres à vérifier les formules (3) et (4), seront précisément celles 

que fournit la formule (19). Si l’on suppose en particulier les cons
tantes

«i 6> y> «0 S/i y»

toutes réduites à zéro, à l’exception d’une seule, la formule (19) 

donnvra successivement

(20)

(21)

A _ B _  C _= A, = B, c,
£ ~ U — (& " »1
A _ B C _ A, B, c,
% ~ itt P ~" *, ¿U, P, ’
A _ _ B _  c __ A, _ B, _  C; .
«a î> ~  n ~ C., P, V
A B _  C __ A, _ B,
/ “ ~  ,<û. ~ \ -  ,
A B c A, . B, _  C,
1* ~ ~  * "

Il m/( P.’
A _ B c _ A, _ B, C,
/«* ~ ,P P. ~  V

et (2 )1, lorsqu’on y suppose les (
B c A, ' B, c,
X V  ' X ’ X ’ A

déterminées en fonctions de

«,  e,  w,

par l’équation ( i 3) jointe à la formule (19), ou, ce qui~rcvient au 

même, à l ’une des six formules (20) et (21), représentent ce qu’on 

peut nommer un système d'intégrales simples des équations (6) 

et ( 5) du paragraphe II. Les coefficients

« ,  e, «>,

dans ces intégrales simples, restent entièrement arbitraires, ainsi que
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la constante-A. De plus, les valeurs (les diverses constantes 

u , . .e, iv, s, A, B,  C, A, ,  B ;, C(, 

et, par suite, les valeurs des variables principales

? »  *^1 K,  *0/ï  C;!

tirées des formules (1), (2 ) ,  peuvent être réelles ou imaginaires. Dans 
le premier cas ces variables représenteront les déplacements infini
ment petits des molécules dans un mouvement infiniment petit compa
tible avec la constitution des deux systèmes donnés. Dans le second 
cas, les parties réelles des variables principales vérifieront encore les 
équations des mouvements infiniment petits, et ce seront évidemment 
ces parties réelles qui pourront être censées représenter les dépla
cements infiniment petits des molécules dans un mouvement de 
vibration compatible avec la constitution des deux systèmes. Dans 
l’un et l ’autre cas, le mouvement infiniment petit qui correspondra 
aux valeurs de

?» ?! ?/> n/! ?/!

fournies par les équations (1) et (2 ) ,  sera un mouvement simple, dans 
lequel ces valeurs représenteront ou les déplacements effectifs des 
molécules, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, ou leurs dépla
cements symboliques, c ’est-à-dire les variables imaginaires dont les 
déplaôemcnts effectifs sont les parties réelles. Les équations (1), (2 )  
elles-mêmes seront les équations finies, et dans le second cas les 
équations finies symboliques du mouvement simple dont il s’agit.

Si l’on jmse

( 2 2 )

( 2 3 )

u =z U -+- u y/— 1 , v — V -+- v y/— 1 , 

s =  S +  s y/— 1 ,

w — W  +  w  y/ — 1 ,

(>4) A = a e 1  f “ 7, B =  b et*· é=î, C = : c e v » /= 7  „

(25 ) A , =  a/ e )i'Vc : ‘, fi/ =  c ; 7

U, V, w ,  U ,  V ,  W ,  s ,  S , a ,  b ,  c ,  X,  o., v , a, ,  b /( e„ X / ¡a , v , ,  d é s i
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gnant des quantités réelles, et si d'ailleurs on fait, pour abréger,

(26) k =v/ôiTŸMTw*, K =v/U2 +  Vs+  NV2,
(27) lu=u^-+-y7 + w;, K«=Dî  + V;- + Wî ,

les formules (1), (2) donneront

|| =  ygKtt-SÎ C O S ( k v —  +  ^)>

■n =  h g K t t - S «  c o s ( k l ·  — s t +  p ) ,

Ç =  c e K»-s/ c o s ( k v — s < 4 - v ) ;

! | ; =  cos  (k«  ̂—

■n, — b , c K*_ s t cos(k l ·  — s i  +  p ( ),

| ; z -  c( 6,Ku—s/ cos  ( k l  — s£ +  v().

Comme la forme des équations (28) reste invariable, quel que soit 

le second système de molécules, et dans le cas même où ce second 

système disparaît, il en résulte qu’un mouvement simple, susceptible 

de se propager à travers deux systèmes moléculaires qui se pénètrent 

mutuellement, est, pour chacun de ces deux systèmes, de la même 

nature qu’un mouvement simple capable de se propager à travers un 

système unique, et se réduit toujours à un mouvementpar ondes planes, 

dans lequel chaque molécule décrit une droite, un cercle, ou une 

ellipse. C’est d’ailleurs ce que démontrent évidemment les formules 

suivantes.

On tire des équations (28) : 

i° Lorsque X, 0., v sont égaux( 3 o ) I  — ü _ £ .
a b c ’

20 Lorsque X, p., v ne sont pas égaux

P Yj £
| s i n ( p  — v) +  ^ s i n ( v  — 1 ) +  ¿ s m ( *  — p )  =  0 ,

(b) “ 2E 3 c° s ( f * - ' ,) +  ( Î ) '= =e«««-*«sin. ( ft_ v). 

Pareillement on tire des équations (29) ;
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i° L o r s q u e p · , ,  v„ sont égaux
71

(32 )

2° Lorsque [>■„ v, ne sont pas égaux

(3 3 )

Donc la ligne décrite par chaque molécule du premier ou du second 
système est toujours une droite représentée par les formules ( 3 o ) 
ou (3 2 ), ou bien une ellipse représentée par les formules ( 3 i )  ou (3 3 ), 
cette ellipse pouvant se réduire à une circonférence de cercle. Le plan 
invariable, auquel le plan de l’ ellipse reste constamment parallèle, 
est d’ailleurs représenté, pour le premier système de molécules, par 
l’ équation

CC V v(3<5) -  sin(p — v) -t- ^ sin (v — \ )  ■+■■~sin(X — p) =  o,

et, pour le second système de molécules, par l’équation

(35) ^sin(p,—v,) +  £s in(v ,—X,)+ ^sin(X,-p ,)  =  o.

Ajoutons que l’aire décrite, au bout du temps l, par le rayon vecteur 
de l’ellipse est représentée, dans le premier système de molécules, par 
l ’expression »

(36) ^ ^ ' ( i - e - * )  / [ h 2c2 sina(jut. — v) -+- c2a2 sin2(v — 1 )  -+- a2b2 sin2(X — p)] 
4 b

et, dans le second système, par l’ expression

Donc le rapport entre les aires décrites par .les rayons vecteurs des 
ellipses, que parcourent deux molécules correspondantes des deux

( 3 7 ) JLe!Klt(i — e ~ 2Sl) / [ b 2 c 2 sin* ( p , — v,)

-+- c(s a? s i n 2 (v, — 1,) +  a2 b;2 s in 2 ( 1, — p,)].
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systèmes donnés, reste le même à lous les instants et dans tous les 
points de l ’espace. Enfin, dans le cas particulier où S s’évanouit, c ’est- 
à-dire où le mouvement simple est durable et persistant, chacune de 
ces aires croît proportionnellement au temps, puisqu’on a dans ce 
cas

Si, en nommant
aS

a, b, c

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des 
coordonnées positives, on nomme

« et a,

les déplacements des molécules du premier et du second système, 
mesurés parallèlement à l ’axe fixe, on aura

( 38 ) a =  fl£ +  ftY]-t-c£, « ,=  aÇ,-h -+- cÇ„ 

et, en posant pour abréger

. cos A +  ¿»b cos fi. -t- ce cosv =  h c o s o t , a  a sinX ■+■ bb sin p. +  cc/ sin v =  h sin®,
, cos^ +  ¿>b; cos^-t- cc, cosv; =  h; c o s o t , ,  «a, sinX,-l·- ¿>b, sinp,H- cc, sin v ,=  h, sin®,.

on tirera des formules (2 8 )  et (2 9 )

( 3 9 ) a =  h eKB- s'cos(kt,— s£-|-ot),
(40) a,= h(eKl,- s' cos(ki- — st +  ot,).

En vertu de ces dernières équations, le déplacement d ’une molécule 
mesuré parallèlement à un axe fixe quelconque, s’évanouit pour chaque 
système : i° à un instant donné, dans une suite de plans équidistants 
parallèles au plan invariable que représente la formule t =  0, ou

( 4 0  U *  +  V / +  W S  =  O ,  '  .

la distance entre deux plans consécutifs étant la moitié de la lon
gueur
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2° pour une molécule donnée, à des instants séparés les uns des autres 
par la moitié de l’ intervalle
( 43) T =  H .

Ainsi cette distance et cet intervalle, qui représentent l ’épaisseur 
d ’une onde plane, ou la longueur d'une ondulation, et la durée d ’une 

vibration moléculaire, restent les mêmes pour les deux systèmes, 
comme le plan invariable auquel les plans de toutes les ondes sont 
parallèles. On peut en dire autant, non seulement de la quantité O 
déterminée par la formule

(4 4 ) a  =  I  =  i ,

c ’est-à-dire de la vitesse de propagation des ondes planes, mais aussi 
de l'exponentielle

gKn—S/

qui représente le module du mouvement simple, et du binôme

kl· — si,

qui en représente Y argument.

Observons encore qu’en vertu des formules (3 9 )  et ( 4 o ) ,  Y ampli

tude des vibrations moléculaires, mesurée parallèlement à un axe fixe 
donné, sera représentée, pour le premier système, par le produit

2l)eKn-S(

et, pour le second système, parle produit

2h,eKl,~s\

Cette amplitude variera donc en général, dans le passage d ’un système 
à l ’autre, avec le paramètre angulaire qui correspondra au même axe 
fixe, et qui sera représenté par xs pour le premier système, par us/ pour 
le second. Toutefois le rapport des amplitudes calculées pour deux 
molécules correspondantes des deux systèmes, étant constamment 

égal au rapport^ , restera le même partout et à tous les instants. Si K

OEuvres de C. — S. Ii, t. XI. 10
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et S se réduisent tous deux à zéro, les formules (3 9 ) ,  (4 0 )  se rédui
ront à

(45) h =  h c o s (k v — st +  rs),

(46) ]l; COS(kv — Si +  55,),

et les amplitudes des vibrations moléculaires représentées par

2I1 et ah(

deviendront constantes. Enfin le mouvement s ’éteindra dans les deux 
systèmes pour des valeurs infinies de t, si la constante S diffère de 
zéro, et pour des valeurs infinies de u, si la constante K diffère de 
zéro. Ajoutons que, dans cette dernière hypothèse, les amplitudes des 
vibrations moléculaires décroîtront en progression géométrique avec 
le module

gKn-S/̂

tandis que l’on tera croître en progression arithmétique les distances 
au plan invariable représenté par l’équation r =  0, ou

(47) Uæ +  V /  +  Wî  =  o ,

D’après ce qu’on vient de dire, dans un mouvement simple de deux 
systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement, il existe, pour 
chacun de ces deux systèmes, trois plans invariables, et parallèles, le 
premier aux plans des courbes décrites par les diverses molécules, le 
second aux plans des ondes, le troisième à tout plan dans lequel se 
trouvent renfermées des molécules qui exécutent des vibrations de 
même amplitude. D’ailleurs, de ces trois plans le second reste 
commun, ainsi que le troisième, aux deux systèmes de molécules, 
mais on ne saurait, du moins en général, en dire autant du premier.

Quant aux intégrales générales des équations ( 6 ) ,  ( 9 ) ,  du para
graphe II, on les obtiendra sans peine à l’ aide des méthodes qui feront 
l ’objet du Mémoire suivant.
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SUR.

L’INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES.

Considérations générales.

C’est île l ’ intégration des équations linéaires, et surtout des équa
tions linéaires à coefficients constants que dépend l'a solution d ’un 
grand nombre de problèmes de Physique mathématique. Dans ces 
problèmes, les variables indépendantes que renferment les équations 
linéaires différentielles ou aux différences partielles sont ordinairement 
au nombre de quatre, savoir, les coordonnées et le temps; mais les in
connues on variables principales peuvent être en nombre quelconque, 
et la question consiste à trouver les valeurs générales des variables 
principales quand on connaît leurs valeurs initiales correspondantes à 
un premierinstant, et les valeurs initiales de leurs dérivées. Suppo
sons, pour fixer les idées, ces valeurs initiales connues,-quelles que 
soient les coordonnées. Alors la question pourrait à la rigueur se ré
soudre, pour un système d’équations différentielles linéaires et à coef
ficients constants, à l’aide des méthodes données par Lagrange, dans 
le cas même où ces équations offriraient pour seconds membres des 
fonctions de la variable indépendante. Car, après avoir réduit par l ’éli
mination les variables principales à une seule, on pourrait, à l ’aide 
de ces méthodes, exprimer la variable principale en fonction de la 
variable indépendante et de constantes arbitraires, puis assujettir la 
variable principale et ses dérivées à fournir les valeurs initiales 
données ; ce qui permettrait de fixer les valeurs des constantes arbi-
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traires, à l’aide d’équations simultanées du premier degré. On sait 
d ’ailleurs qu’en suivant la méthode de Lagrange on obtient, pour 
valeur générale de la variable principale, une fonction dans laquelle 
entrent avec la variable principale les racines d ’une certaine équation 
que j ’appellerai l'équation caractéristique, le degré de cette équation 
étant précisément l’ordre de l ’équation différentielle qu’ il s’agit d ’in
tégrer. On peut donc dire, en un certain sens, que la méthode de 
Lagrange réduit l ’intégration d ’une équation différentielle linéaire à 
coefficients constants à la résolution de l’équation caractéristique. 
Toutefois, on doit observer : i°  que Lagrange est forcé lui-même de 
modifier sa méthode dans le cas où l’équation caractéristique offre des 
racines égales ; 20 qu’il est bien dur pour un géomètre, qui veut suivre 
cette méthode, de se croire obligé à introduire dans le calcul des 
constantes arbitraires qui doivent être éliminées plus tard, et rempla
cées parles valeurs initiales de la variable principale et de scs déri
vées ; 3 ° qu’il y a même quelque inconvénient, sous le rapport de la 
complication des calculs, à commencer par réduire un système d’équa
tions différentielles données à une seule, qui renferme une seule variable 
principale, sauf à revenir par un calcul inverse de la valeur générale de 
cette variable principale aux valeurs de toutes les autres. Il m’a donc 
paru qu’un service important à rendre non seulement aux géomètres, 
mais encore aux physiciens, serait de leur fournir les moyens d ’exprimer 
immédiatement les valeurs générales des variables principales, qui 
doivent vérifier un système d ’équations différentielles linéaires à coeffi
cients constants, en fonction de la variable indépendante et des valeurs 
initiales des variables principales et de leurs dérivées, sans avoir à éta
blir aucune distinction et à s’occuper séparément du cas où l ’équation 
caractéristique offre deux, trois, quatre ., . racines égales. J’ai déjà 
fait voir, dans les Exercices des Mathématiques, avec quelle facilité on 
atteint ce but à l’aide du calcul des résidus, quand on considère .une 
seule variable principale déterminée par une seule équation différen
tielle. Je vais montrer dans ce Mémoire qu’à l ’aide du même calcul on 
peut encore arriver au même but pour un système quelconque d’équa-
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tions linéaires et à coefficients constants. La simplicité de k  solution 
est telle qu’elle ne peut manquer, ce me semble, d’etre favorablement 
accueillie par tous ceux qui redoutent la longueur et la complication 
des calculs, et qui attachent quelque prix à l’élégance ainsi qu’à la 
généralité des formules. Il y a plus : là méthode queje propose ici peut 
être étendue et appliquée à l ’intégration d ’un système d’équations 
linéaires aux différences partielles et à coefficients constants. Pour 
opérer cette extension, il suffit de recourir aux principes que j ’ai déve
loppés dans le XIXe Cahier du Journal de l’École Polytechnique, et dans 
mes leçons au Collège de France. En conséquence, étant donné un 
système d’équations linéaires aux différences partielles et à coeffi
cients constants entre les coordonnées, le temps et plusieurs variables 
principales, avec les fonctions qui représentent les valeurs initiales 
de ces variables principales et de leurs dérivées, on pourra immédiate
ment exprimer, au bout d ’un temps quelconque, les variables princi
pales en fonction des variables indépendantes, et des racines d ’une 
certaine équation queje  continuerai de nommer Y équation caractéris

tique. Ainsi, dans la Physique mathématique, on n’aura plus à s’ occu
per de rechercher séparément les intégrales qui représentent le mou
vement du son, de la chaleur, les vibrations des corps élastiques, etc. 
La question devra être censée résolue dans tous les cas dès que l’ on 
sera parvenu aux équations différentielles ou aux différences par
tielles. Seulement les intégrales obtenues seront, dans certains cas, ré
ductibles à des formes plus simples que celles sous lesquelles elles se 
présentent d ’abord. Mais, comme on le verra plus tard, et comme je 
l’ai déjà expliqué ailleurs, en traitant de l’intégration d’une seule 
équation linéaire, on peut établir, pour cette réduction même, des 
règles générales. C’est ainsi, par exemple, que l ’ intégrale définie sex
tuple, à l ’aide de laquelle s’exprime la valeur générale de la variable 
principale d’une seule équation aux différences partielles, se réduit à 
une intégrale définie quadruple, dans le cas où cette équation devient 
homogène, ou même à une intégrale double, quand le premier membre 
de l ’équation caractéristique est décomposable en facteurs du second
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degré. On peut consulter à ce sujet, dans le Bulletin des Sciences d’avril 
i 8 3 o, l’extrait d ’un Mémoire que j ’avais présenté cette même année à 
l’Académie.

Parmi les conséquences dignes de remarque qui se déduisent de la 
méthode d’ intégration exposée dans le présent Mémoire, je citerai la 
suivante :

Étant donné un système d’équations linéaires aux différences par
tielles et à coefficients constants entre les coordonnées, le temps, et 
plusieurs variables principales avec les valeurs initiales de ces varia
bles principales et de leurs dérivées, on peut réduire la recherche des 
valeurs générales des variables principales à l’ évaluation d’une inté
grale définie sextuple relative à six variables auxiliaires, la fonction

sous le signe J  étant proportionnelle à une exponentielle dont l ’expo

sant est une fonction linéaire des variables indépendantes, et récipro
quement proportionnelle au'premier membre de l’équation caracté
ristique.

En appliquant la méthode développée dans le présent Mémoire aux 
équations à diflerences partielles qui représentent le mouvement des 
ondes, du son, de la chaleur, des corps élastiques,. . .  et généralement 
les vibrations d’un système de molécules sollicitées par des forces d’at
traction ou de répulsion mutuelle, on retrouve les intégrales connues, 
dont les unes ont été données par M. Poisson, et les autres par moi- 
même, soit dans mes anciens Mémoires, soit dans ceux que j ’ ai pré
sentés récemment à l ’Académie. J’ajouterai que la même méthode, 
appliquée aux équations différentielles contenues dans mes derniers 
Mémoires, fournira généralement les intégrales des mouvements infi
niment petits de deux ou de plusieurs systèmes de molécules qui se 
pénètrent mutuellement, dans le cas où l’on regarde comme constants 
les coefficients renfermés dans ces équations différentielles.
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§ Ier. — Intégration d ’un système d ’équations différentielles du premier ordre, 
linéaires et à coefficients constants.

Considérons n équations différentielles du premier ordre linéaires 
et à coefficients constants, entre n variables principales

£ ) * ! > ? > . · ·

considérées comme fonctions d ’une seule variable indépendante t qui 
pourra désigner le temps. Supposons ces équations, présentées sous 
une forme telle qu’elles fournissent respectivement les valeurs de

d\ dr) d'Ç
dC d t ’ d t ’ ’

de sorte que, en faisant passer tous les termes dans les premiers 
membres, on les réduise à

d£
di + U  +  3I U - K . .  =  o,

.......................................... .

ou, ce qui revient au môme, à

i ( Dj +  OR.·/} + . . .  =  o,

(2) j <££ 4- (D,4 - ^ ) ï) + ·  · -= 0 ,
f ·\ ............................................J

£, ;))i, . .  . étant des coefficients constants. On vérifiera évi
demment les équations (1) ou ( 2 )  si l’on prend

(3) \ =  ke*1, r - l t e " ,  . . . ,

s, A, 1 3 , . . .  désignant des constantes réelles ou imaginaires, choisies 
de manière a vérifier les formules

| (jM-<.)A +  3ILB4-... =  o,

( 4 )  (Î A + ( s  +  ^ ) l î + . . .  =  o,  *
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qu’on obtient en remplaçant, clans les équations (2 ) ,  D, pari, et

v, . · .  par A,  B,  -----

D’ailleurs, comme l’élimination des facteurs A, B, C , . . .  entre les for
mules ( 4 ) ,  fournira une équation caractéristique

( 5 ) » =  0,

qui sera du degré n par rapport à s, la valeur de s étant

(6) # =  ( . « + £ ) ( « +  +

on pourra, clans les formules ( 3 ), prendre pour s une quelconque des 
n racines de l ’équation ( 5 ). Il y a plus : comme, étant donnés, pour les 
variables principales, deux ou plusieurs systèmes de valeurs propres 
à vérifier les équations (1), on obtiendra de nouvelles intégrales de 
ces mêmes équations en ajoutant l’ une à l ’autre les diverses valeurs 
de chaque variable principale, il est clair qu’on vérifiera encore les 
équations (1) en posant

(7 ) t  =  ¿
Λ est

W ) Ÿ

__ P

pourvu que, le signe c  du calcul des résidus étant relatif aux diverses 
racines de l’équation caractéristique, on prenne pour

A,  B,  C, . . .
*

des fonctions entières de î , propres à vérifier les formules ( 4 )· Or, on 
obtiendra de telles valeurs, en substituant aux équations (4 )  les sui
vantes

t ( S +  ) A  B -U · . — OC b ,

(S) | ( f A - t - t s + ^ lB - f - . . .  — 6i>,

qui s’accordent avec elles, quand 011 prend pour s une racine de 
l’équation caractéristique, quelles que soient d ’ailleurs les valeurs 
attribuées aux nouvelles consentes

S, γ,
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Soient en conséquence

/ A =  Ca -t- ittS +  . .
(9) li-Vcc - t ~ f t S + . .

les valeurs de A, B, G ,. . .  tirées des formules (8 ) ,  ou, ce qui revient 
au même, les numérateurs des fractions qui représentent les valeurs 
de A, B, G, . . .  déterminées par les formules

( (■? -f- A,) A H- 0Fl B -h . . .  — oc,
(»o) ÿ ? A - ( i  +  t ) B  + . . . =  6,

et qui oiï'rent s pour commun dénominateur. On vérifiera les équa
tions ( i )  en prenant

, . v .* ( Coc -H itt ê +  . . . ) e st
<"> t = i ----------m — =  f (  P  a  - t -  f t  S  . .  .  )  est

“  P l i

On remarquera maintenant que, dans les formules ( 9 ) ,  les facteurs

ï, JH, ···, T, ft,

considérés comme fonctions de s, sont tous du degré n — 2, à l’ excep
tion de ceux qui servent de coefficients, dans la valeur A à a, dans la 
valeur de B à 6, . . .  c ’est-à-dire à l ’exception des coefficients

ir, <a, . . . ,

qui seront du degré n — 1, et qui, étant développés suivant les puis
sances descendantes de s, donneront chacun pour premier terme

D’ailleurs le développement de ê offrira pour premier terme sn ; et l ’on 
aura, en vertu des principes du calcul des résidus : i° en prenant 
pour m  un nombre entier inférieur à n — 1,

(1 2 ) l
sm ^

W T ) _ o ;
J rOEmres de C. — S. II, t. XI.
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2° en prenant m  =  n — i,

( . 3 )

Cela posé, on aura évidemment

04)

Donc les formules ( 7 )  donneront, pour t -= o,

( i 5 )  ? =  « ,  m =  6 ,

*
et réciproquement, si l’oiï veut que les variables principales

05)

soient assujetties à la double condition de vérifier, quel que soit t, les 
équations (1), et de vérifier, pour / =  o, les formules ( 15 ), il suffira 
de prendre pour ces variables les valeurs que fournissent les for

mules (11).
Il est bon d’observer que si l ’on désigne par

les fonctions de la caractéristique D,, dans lesquelles se transforment 
les facteurs

quand 011 y remplace s par cette caractéristique, les formules (11) 
pourront s’écrire comme il suit :

M........... P, O,

Donc, si l’on pose, pour abréger,

( • 7 )

on aura simplement

( 1 8 ) £ =  ( a L  +  SM- 4 - . . . ) 0 n =  (aP +  6 Q + . . . ) e ,
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Si l ’on représente par

ce que devient s , quand on y remplace la lettres par la caractéristique 
D0 la fonction 0  déterminée par la formule (1 7 ) ne sera évidemment 
autre chose qu’une nouvelle variable principale assujettie : i° à véri
fier, quel que soit t, l’équation différentielle de l ’ordre n,

(19) V 0  =  o ;

2° à vérifier, pour t =  o, les conditions

( 2 0 )  f i  =  o,
dt

d»~M·) c/"- '0  _  
dl11- 1 ~

Cette fonction est ce que nous appellerons la fon ction  principale. Quant 
aux valeurs de

l  -n, C,

déterminées par les formules (1 8 ),  elles ne différeront pas de celles 
que"l'on déduirait par élimination des équations différentielles

( ( Di +- L ) ij -t- M ïj -I- · · · —  zV0,

( 2 1 ) ] l ’ £ - h  (D/-+- Q)-é - t - ·  . ·  =  6V0,

en opérant comme si D( et V étaient de véritables quantités. D ailleurs, 
pour obtenir les formules (21), il Suffira d ’égaler le premier membre 
de chacune des équations différentielles données, non plus à zéro, 
mais au produit de V0  par ce que devient ce premier membre, quand 
on remplace les variables principales

£ , * ) > £ - · · ·

par zéro, et leurs dérivées par les valeurs initiales

a, ë, y, ■■■

de ces variables principales ; en d’autres termes, il suffira de rem
placer, dans les équations dillérentielles données, les dérivées
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par les difieren ces

»,$ — ave, I V o - ê V 0 ,  . . . .

Enfin, il est aisé de s’assurer que, pour passer des équations différen
tielles données à des équations intégrales qui fournissent immédiate
ment les valeurs générales de Y),‘( , . . . ,  on devra suivre encore la règle 
que nous venons d ’indiquer, dans le cas même où les équations don
nées, étant linéaires du premier ordre et à coefficients constants, ne 
seraient pas ramenées primitivement à la forme sous laquelle se pré
sentent les équations ( i ) o u  (2 ) .  On peut donc énoncer la proposition 
suivante :

Théorème. — Supposons que les n variables principales

l, V, ç, . . .

soient assujetties :  Io à vérifier n équations différentielles linéaires du pre

m ier ordre à coefficients constants, c’est-à-dire n équations dont les pre

miers membres soient des fon ction s linéaires de ces variables principales 

et de leurs dérivées
de, dt] dt, 
dt ’ dt ’ dt ’

prises par rapport à la variable indépendante t, les seconds membres 

étant nuis ;  20 à vérifier, pour une valeur nulle de t, les équations de con

dition
1 — a, y) =  6,

Pour obtenir les valeurs générales de

ç, fl, c, ·■■··,
on écrira les dérivées

f i df] f i

sous les fo rm es
d t r dt ’ d t ’ ' ' ' ’

1>î yj, IU , . . .

puis on recherchera l ’équation

\ — o.
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qui résulterait de iélim ination des variables principales entre

les équations différentielles données si l ’on considérait Di comme dési

gnant une quantité véritable ;  et à celte équation V =  o, dont le premier 

membre V sera une fon ction  de Di; du degré n , qui pourra être choisie 

de manière ci offrir pour prem ier terme D", on substituera la form u le

V0 =ro,

que l ’on regardera comme une équation différentielle de l ’ordre n 

entre la variable indépendante t, et ta fonction  principale 0 . Enfin on 

déterminera celte fo n ctio n  principale de telle sorte que, p o u rt =  o , elle 

s'évanouisse avec ses dérivées d ’un ordre inférieur à n — i , la dérivée de 

l ’ordre n — i se réduisant à l’unité; et l ’on égalera le prem ier membre de 

chacune des équations différentielles données, non plus à zéro , mais au 

produit de V0  p a r ce que devient ce prem ier membre quand on y  rem

place les variables principales rj, . . .  par zéro, et leurs dérivées

di df\ dC, · 
d t ’ d t ’ d t ’

par les valeurs initiales
oc, 6 , y, . . .

de ces mêmes variables. Les nouvelles équations différentielles ainsi f o r 

mées, étant résolues pa r rapport à

l, fi, ···,

comme si D, désignait une quantité véritable, fourn iront immédiatement 

les valeurs générales de c, 'q, 'Ç, . . .  exprimées au m oyen de la fon ction  

principale et de ses dérivées relatives à t.

Ce théorème, qui ramène simplement l ’intégration d’un système 
d ’équations différentielles linéaires, à coefficients constants et du pre
mier ordre, à la recherche de la fonction principale, devient surtout 
utile dans l ’ intégration des équations aux différences partielles, 
comme nous le verrons plus tard. 11 est d ’ailleurs facile de l’ établir 
directement et de s’assurer qu’ il fournit pour les variables principales
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y], 'Ç, ... des valeurs qui satisfont à toutes les conditions requises. 
En effet, dire que les valeurs de

données par les formules (18), sont celles que l ’on tire des équations
(2 1 ),  quand on opère comme si Dt était une quantité véritable, «c’est 
dire que l’on a

( D î 4 - r ) ( a L  +  8 M +  . . . )  +  ;m --(*P -+-6Q  =  «V,

‘J P ( * L  +  6 M  +  . . . ) + ( « / + £ )  ( a l * - t - 6 Q  +  . . . ) + · · ·  =  6 V,

quels que soient a, 6, en d ’autres termes, c’ est dire que l’ on a 
identiquement

/ ( 1 )/+  £ ) \j +  3IUP -t-... =  V, (J),4- r _ ) Mi t l i ' Q +  · . .  =  o,
(aa) (i>L +  ( I ) , - + - ^ ) P + . . .  =  o,  ‘f M  -+-( D , + $ ) Q + . .  . =  V,

J J

Or il est clair qu’en vertu des formules (1 9 )  et (2 2 )  on vérifiera les 
équations (2 ) ,  si l’ on y substitue les valeurs?;, yj, Z , . . .  fournies parles 
équations (18). De plus, V étant une fonction entière de D{ choisie 
de mîuiière que dans cette fonction la plus haute puissance de Dt, 
savoir D", offre pour coefficient l’unité; si l ’on regarde D, comme une 
quantité véritable, on aura, pour des valeurs infiniment grandes de 
cette quantité,

£, »1, ···

V

et par suite, en vertu des formules (22 ) divisées par D1« t >

P

• · »

Donc parmi ces fonctions entières de Dt désignées par

L, M, . . . .  P.  O,  . . · ,
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les unes, savoir
L, Q,

seront du degré n — i et offriront D"-1 pour premier terme, tandis 
que les autres seront d’ un degré inférieur à n — i .  Donc, en vertu des 
formules (20 ),  on aura, pour t =  o,

' L 0 = .  1 , M0 =  o,
P 0  =  o, Q 0 = i ,

...........y ............ î · · m

D, étant considéré non plus comme une quantité, mais comme une 
caractéristique, et les valeurs de

fournies par les équations (18 ),  vérifieront les conditions ( i 5 ).

§ I L  —  Intégration d ’un système d ’équations différentielles du premier 
ordre, linéaires et à coefficients constants, dans le cas où les seconds 
membres, au lieu de se réduire à zéro, deviennent des fonctions de la 
variable indépendante.

Supposons que, dans les équations (1) du paragraphe Ier, les 
seconds membres, d’abord nuis, se transforment en diverses fonctions

X, Y, Z, . . .

de la variable indépendante t, en sorte que ces équations deviennent 
respectivement

+  4̂ 1; +  ,)ÏLyi + . . .  — X,

^  +  n  y ,
.....................* .............. .. · · 1

ou, ce qui revient au même,

i (I)f-|- ■+■  .OÏLY] . . . —  X,

( 2) ! (J?Ç +  (Dî + ^ ) yi + . . . =  Y, *
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Si l ’on veut obtenir (les valeurs des variables principales qui aient la 
double propriété de vérifier ces nouvelles équations, et de s’évanouir 
pour / =  o, il suffira évidemment de remplacer, dans les formules ( i  i)  
du paragraphe précédent, les constantes *

par les intégrales
a, S, . .. '

(  \ e ~ st dt, f  Ye~std¿, 
do do

En effet, on opérant ainsi et désignant par

A-, 3\ ···
ce que deviennent

X, Y, . . .

quand on y remplace la variable indépendante t par une variable auxi
liaire t , on trouvera

(3 )

f  ( s & + m g r  +  . . . ) es((-T) ¿ τ

u*))

f  ( P  A,  +  « &J  + . . .  ) ex<‘- x> dr 
*'0__________________________

m )  ’

Or il est clair : i° que les valeurs précédentes des variables principales 
s’évanouissent pour / =  o ; 20 qu’elles vérifieront les équations (1), en 
vertu des formules ( i /j) du paragraphe Ier, si l ’on a identiquement

( {s -ty) ( i  A- -4- ¿H .y - +- · · · ) ' + -  <)R. ( P A- +  (£\ij - t - o ,

( 4) Æ(fA- +  ittJ  +  . . . )  +  (s +  ^ ) ( p A.  +  ©J +  . . . ) + . . . - o ,

D’ailleurs ces dernières équations seront effectivement identiques, 
attendu que les valeurs de À, B, C, ... fournies par les équations (9 )  
du paragraphe Ie1', vérifient les formules (4 )  du même paragraphe, 
indépendamment des valeurs attribuées aux facteurs a, 6, . . .  et par 
conséquent dans le cas même où l ’on remplacerait 

a, 6, par A-, g,  . . . .
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Si maintenant on veut obtenir pour les variables principales

£> m K, ■·.,

des valeurs qui aient la double propriété de vérifier, quel que soit t, 

les équations ( i ) ,  et de se réduire aux constantes

a,

pour t — o,  il suffira évidemment d ’ajouter les valeurs i,  four
nies par les équations ( 3 ), à celles que donnent les formules ( n )  du 
paragraphe lsr. On trouvera ainsi

t _ i' ( tTiJt +  Jtl 8 4-. .. ) e s
Ç i j 7T~T7\

i H ¡J 4 - . .  . ) esli~T> dx

((  ̂»
( 5 )

r (pa 4- ©6 4-Y) — I -----------------
^  II«))

. .. )e'¿ . ,, J 0

({»))

4- © .J  4-, . d x

((«))

Il y a plus : si l ’on nomme 0  la fonction principale déterminée par là 
formule

(6) 0 =  T
^ ( ( « ) )

et G ce que devienteette fonction quand on y remplace la variable in
dépendante t par la différence t — t , en sorte qu’on ait

si d’ailleurs, comme dans le paragraphe Ie1', on désigne par

L, M, P, Q, · ·

«
les fonctions de D, dans lesquelles se transforment les facteurs

f, üt,· . . . ,  p, ©, . . .

OEuvres de C. — S. II» t. XI. 12
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quand on y remplace s par D,, les formules ( 5 ) donneront simplement

£ =  («! . -+-6M +  .,,.)0  + / (A.L +  .5-M -K
■ 0

, . )E A ,

i) =  (al> + S Q + . , f  ( -Vp +.)”( ) + .

D’autre part, si l’on fait pour abréger

(9 ) i  =  (A-L + - T M . .)5, II =  (-VP +  ¿J"Q +  .. .)C, . . . .

3 , I I , . . .  représenteront de nouvelles variables assujetties : i° à véri
fier, quel que soit t, les formules

( (II( 4- -!̂  ) w. +  Jlc II +  . . .  — 0,

('<>) ] U'3+  (])*+;*>_) Il + . . . =  Oj

20 à vérifier, pour t -  z =  0, ou, ce qui revient au même, pour t =  /, 
les conditions

(<*) 3  — rr X, n =  Y,

et les intégrales

(
' 0

f  n
0̂

désigneront évidemment les valeurs de v ¡ , . . .  correspondant au 
cas particulier où l ’on aurait

a — o, § =  0, . . . .

Cela posé, on déduira immédiatement des formules (8 )  la proposition 
suivante :

T uéouème. — Supposons que les n variables principales

X> n, ··■ .

soient assujetties : Io à vérifier n équations différentielles dont les premiers 

membres se réduisent à des fonctions linéaires de ces variables et de l ’une
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des dérivées
cti do
dt ’ dt ’ ’

le coefficient de cette dérivée étant l’unité, et les seconds membres étant

des fon ction s '
X, Y, . . .

de la variable indépendante t ; 2° à vérifier, pour t =  o, les conditions

£ =  Y) — 6...................

Pour obtenir Içs valeurs générales de

. H, v), . . · ,

il suffira d ’ajouter à celles que l ’on obtiendrait si

X,  Y,  . . .  ·

se réduisaient à zéro , les valeurs de Ç, yj, . . .  correspondant au cas parti

culier où l ’on aurait
« =  o, 6 =  o, . . .  ;

»
ces dernières seront d ’ailleurs de la form e

¡3 , I I , . . .  étant ce que deviennent les valeurs de Ij, Y], . . . relatives à des 

valeurs nutles de X, Y , . . .  quand on y  remplace

et

par les quantités

t par t —  t ,

;y , .j ,

dans lesquelles se transform ent

X, Y, . . .

en vertu de la substitution de. z  à t. .

Au reste, pour établir directement ce nouveau théorème, il suffit de
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montrer que les valeurs de
£> ‘O...........

fournies par les équations (12), non seulement s’évanouissent, comme 
on le reconnaît à la première vue, pour£ =  o, mais encore vérifient 
les équations(1) ou (2). Or ellèctivement ces valeurs, substituées dans 
les équations ( [ )  ou (2 ) ,  les réduiront, en vertu des formules ( r i ) ,  
aux suivantes

X +  /  *[ Ifi +  3 IA H + . . .  ] ciz — X ,
■O)

y +  f  [a,s  +  (i)< +  ^ ) m - . . . ] *  =  Y,

et ces dernières seront identiques, eu égard aux équations (10).

• § l i t .  —  Intégra lion d ’un système d ’équations différentielles linéaires et 
à coefficients constants d ’un ordre quelconque, le second membre de 
chaque équation pouvant être ou zéro , ou une fonction de la variable 
indépendante.

i

Supposons que les équations dillercntielles données, étant par rap
port à une ou plusieurs des variables principales

t, - o . . ·  ■

d’un ordre supérieur au premier, contiennent avec ces variables prin
cipales les dérivées de de y¡,. . .  relatives à t, et dont l’ ordre ne sur
passe pas n' pour la variable /¿"pour la variable de y), supposons 
d ’ailleurs que ces équations soient linéaires et à coefficients constants, 
les seconds membres pouvant être des fonctions de la variable indé
pendante t. Les premiers membres, dansle cas le plus général, seront 
des fonctions linéaires, à coefficients constants, des quantités

S, Ê' = CÈ
d t ’

P, _ . d n
^ ~  dt* ’

£(»') _  f d i
4 dt"

dn » dîr> (n”)n , n' = H t’ V ~  d t*’
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et les variables principales

fl, ···

pourront être complètement déterminées si on les assujettit : x° à véri
fier les équations différentielles données, quel que soit i \ 20 à vérifier, 
pour 1 =  o, des conditions de la forme

( 0  J Tf) =  6 , Tf)'=6 ', ïj(»*-l)= 6 (»"-·);
' ·'_···> ........ » - · · Î ........................ .

a, od, . . . ,  a1"'-0 ; S, 6', ...·, g1'1'-11; . . .  désignant des constantes arbi
traires dont le nombre n sera

( 2 ) , n1 -\- n" - h n .

Cela posé, les équations différentielles données pourront être consi
dérées comme établissant entre les variables

Ç, V, . . .»  Ç<“') ï n, n', V)'“ " -1*, r /“");

des relations en vertu desquelles les dérivées des ordres les plus 
élevés, savoir

s’exprimeront à l’aide des dérivées d’ordres inférieurs

ç, r , a, V, ···> a"1" - ” ; ·■·; ·

et, pour ramener le système des équations différentielles données à 
un système d’équations différentielles du premier ordre, 'll suffira de 
les remplacer par les suivantes : . .

i D , $ - f = o ,  ]),£' — £" =  °, ·■■> — p'» = 0 ,
(3) f l ' = o ,  ' =

en prenant pour inconnues ou variables principales les n dérivées 
d’ordres inférieurs, savoir

£, fl, fl', ·· ·, fl<'tL1); ■··, ;
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et supposant, comme on vient de le dire, les dérivées d ’ordres supé
rieurs, savoir

exprimées en fonction des autres et de la variable/ parle moyen des 
équations données. Or, si les seconds membres des équations données 
s’évanouissent, les valeurs qu’elles fourniront pour

£(«'), ré""), . . .

se réduiront à des fonctions linéaires de

l  4', . . . ,  5<“ ' - 1); V, ···. ■■·;

et si, après avoir substitué ces valeurs dans les équations ( 3 ), on veut 
intégrer ces dernières équations, on devra, suivant ce qu’on a vu dans 
le paragraphe I01', opérer de la manière suivante :

i° On éliminera les variables

l  l', . . . ,  £»■-·>; ï), V,

entre les équations ( 3 ), ou, ce qui revient au même, on éliminera les 
seules variables

v), .. ..

entre les équations différentielles données, en opérant comme si Df
désignait une quantité véritable : et, après avoir ainsi trouvé une
équation résultante 

1 # V =  o,

dont le premier membre V sera une fonction entière de I), du degré n,  

on assujettira la fonction principale 0  à la double condition de vérifier, 
quel que soit t, l’équation différentielle de l ’ordre n,

(4) V 0 =  o, 

et de vérifier, pour t =  o, les formules

( 5) 0 =  o, 13,0 =  0, l)| 0 =  o, . . . ,  d ;'-s0 =  o , 1>?-'0 =  i .
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Pour satisfaire à cette double condition, il suffira de prendre

(6) 0 = r _ f _
- ( ( * ) )

s désignant la variable auxiliaire à laquelle le signe £ se rapporte, et ¿s 
la fonction de s en laquelle V se transforme, quand on y remplace Df 
par s.

20 Après avoir substitué dans les équations ( 3 ) les valeurs de

ré"'), . . .

exprimées en fonctions linéaires des inconnues ou variables princi
pales

Tl, Y ] ',  . . . ,

• î ♦ · 1 · · · > ..........

on y remplacera les dérivées de ces variables, savoir 

D tl  D,£',
DiYi, D rn\ . . . .  D^«"'” 1',
* · · ? * * * * ï * ’ M *............1

par les différences

D,Ç—a V 0 ,  DiS' — « ' V S ,  —  a " 1' - 1 ) V 0 ;

D i ‘0  —  ê V 0 ,  D i Y i ' - ê ' V e ,  . . . ,

................... ...................» · · ■ > .................................... *

puis on résoudra, par rapport à

Ç, a, . . . .  5(*'- , , ï ri', . . . ,

les nouvelles équations ainsi obtenues, en opérant comme si Df était 
une quantité véritable. D’ailleurs, les remplacements dont il est ici 
question transformeront les équations(3 ) en celles qui suivent :

I D 4 - £ '  =  aY0, D ^ ' - r  =  *'V0, 
( 7 ) D/Y) —  y) ' =  S V 0 ,  D<y¡' — r / ' - -  6 'V0 ,

_£<«'' =  a(»'-l) V0,
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et l ’on tire immédiatement des formules (7 )

I =  D(£ — aV0, ^ - D ^ - ( a ' + a D O V 0 ,

\ ^»') =  D»'ç — («(»-i . . +  «'!)?'-*-HaDy'-MV©;

(8) ' Y, '=|)tY , _ 6V0 , Y i ' = I ) * r i - ( 6 '  +  6 l)t )V0 ,

I I)fy¡ — (6(«’ - 0 _|_.. ê l ) f - 1)V0;

Donc, p ou r intégrer, dans l'hypothèse admise, les équations différen

tielles données, îY suffira de les considérer comme établissant des relations 

entre les quantités

S, V, U"')· ■n, n ,

pnis <7 ’y  substituer les valeurs de

l', V, n",

fourn ies pa r les équations (8 ) ,  e/ de les résoudre ensuite pa r rapport aux  

variables principales
l, 'o, ·■·,

en opérant comme si D£ était une quantité véritable. Cette règle très 
simple fournira immédiatement les intégrales générales d’un système 
d ’équations différentielles linéaires et à coefficients constants d ’un 
ordre quelconque, lorsque les seconds membres de ces équations se 
réduiront à zéro.

Si les seconds membres des équationsdifférentiellesdonnées étaient 
supposés, non plus égaux à zéro, mais fonctions de la variable indé
pendante t, il faudrait, aux valeurs de

X, fi, ■■■

obtenues comme on vient de le dire, ajouter des accroissements repré
sentés par des intégrales définies de la forme

Soient d’ailleurs, dans cette seconde hypothèse,

X, Y,·
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les valeurs de
dtl"f\ 
dtn' ’

que fournissent les équations données quand on y remplace

Ê, r ,  . . . .  Ç'*'-«; fl', . . . .  fl«"'-1»;

ou, ce qui revient au même,

 ̂ W  d t ^ ’ v’ v ' · · · ’ dt*’- 15

par zéro ; et nommons
N-, ¿7, . . .

les fonctions de i ,  dans lesquelles se changent

X, y , ..., .

quand on y remplace la variable indépendantes parla variable auxi
liaire t . Pour obtenir les valeurs de

2 , H,

il suffira, d’après ce qui a été dit dans le paragraphe II, de chercher ce 
que deviennent les valeurs générales de

b  fl, ···,

relatives à la première hypothèse, quand on y remplace

et
par t — z

«, s, &

par
0, 0, .. ., o, 0, 0, • ■ ·, 0, cTï . . . .

Applications. — Pour montrer une application des principes que 
nous venons d ’établir, proposons-nous d ’abord d ’intégrer une seule 
équation différentielle de l’ordre n  et de la forme

dnl
~dF -j- Cl d» - ‘ S 

dt" · - 1
+  b

dn- 2\
dt

d 2l . dP . .
+ - - - + g - é  +  h i ,  +  n = X,

OEuvres de C. — S. II, t. XI. 3
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a, b, .·.. g ,  h, k désignant des coefficients constants, et X  une fonction 
quelconque de t. Si l’on suppose d’abord X réduit à zéro, l’équation 
donnée deviendra

V£ =  o,
la valeur de V étant

V =  D?-HaDt" -1-+-&Df" - , +  . . .  +  i ’D? +  AD,+ *;

et par suite, si l’on pose

S = s n+  a s"-1  -t- bsn~ 1 + . . .  -+- g st -1r  hs -+- k j i F (s),

la fonction principale 0  sera déterminée par la formule

0 =  T - ^ - =  f _ — ___
° a * ) )  ^ ( ( F ( o )

D’ailleurs, lorsqu’on regardera la proposée comme établissant une 
relation entre les quantités

. 1  ···, I«"’ ,

elle se présentera sous la forme

£(») +  aÇ(«-D - t -  +  . . .  +  g l»  +  h l ' +  k l  =  o ;

et, si l’on substitue dans cette dernière formule les valeurs de«

r ,  r ,  . . . .  i {n)

fournies par les équations (8 ) ,  on en conclura

V£ =  {[«(»-*) +  a'D?-s +  «D (, ‘ 1] + . . .  +  ;?(«'-+- aD,) +  Aa j V0 ; 

puis, en opérant comme si Df et V étaient des quantités véritables,

\ =  j [a<re- ‘ )4-. a'Df~2 +  «Dn_1] . .-t- ¿r(a'4- al)t) -t- ha. j 0.

Telle sera effectivement la valeur générale de £, que l’on pourra pré
senter sous la forme

, _ F ( D , ) - F ( « )
* ~  I) a

pourvu que, dans le développement du rapport

F(D<). — F(aï  
R, -  a . ’
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!

on remplace les puissances entières de a, savoir

oe° =  i, oc1, oc2, a'1-1,

par les constantes arbitraires

oc, oc1, oc", ocf*-1).

Si, clans la dernière valeur de E, on substitue la valeur trouvée de ©, 
on obtiendra la formule symbolique

p F(s) —  F(oc) est ■
4 O  s — oc ( ( F  ( 5 ) ) ’

à laquelle nous sommes déjà parvenus dans les Exercices de Mathéma

tiques.

Pour passer du cas oû X  s’ évanouit au cas où X est fonction de t, il 
suffira d ’ajouter à la valeur précédente de £ l ’intégrale définie

dz,

S désignant ce que devient la valeur précédente de \ quand on y rem
place

t par t — t, oc, a', . . . ,o c (,i- 2) par zéro,

et 'a1"-0  la fonction -T- en laquelle se transforme X en vertu de la 
substitution de t k t. Cela posé, soit

_  p es(‘- v

L’équation en \ trouvée plus haut, savoir

1 =  ¡ y « - »  + . . . ] 0 ,

e s(i-T)
— AjÍo cX» F „ ---- rr j

W ( F  (s))Y

entraînera la suivante

et, par suite, en intégrant l ’équation
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de manière à vérifier, pour t =  o, les conditions

, d\ ,
dt'1- '  '

:<x(n- lK
on trouvera

_  W -----I lfile  H- f  3GG d t ,

ou, ce qui revient au même, ■*

t _  p F(s) — F(«Ç I -  o ___ «

)
6  « - «  ( ( F ( * ) ) ) ^  ((>’ !*))) ’

/«'O ¿V, «»(<—t) rfr

pourvu que, dans le développement du rapport qui renferme la lettre a, 
on remplace a0, a', ..., a”- ' par a, a', . . . ,  On se trouve ainsi
ramené aux résultats déjà obtenus dans les Exercices de Mathématiques. 

Proposons-nous maintenant d’ intégrer les équations simultanées

ÿ  =<£ + *■« +  h- x ,

^ = * Ç + 31LtH- + Y ,

-t- î ’y) - + - -i- z ,

3IL, s&, Æ, ®>, ¿a désignant des coefficients constants, et

X, Y, z

des fonctions de la variable indépendante t. Si l’on suppose d’abord 
ces fonctions nulles, les équations données se réduiront aux sui
vantes

• (-C— D<, )5 +  An-(-^Ç =  o,
A Ç + ( 3 I L - D (* ) ï H - « Ç  =  o ,

^  +  cTr) +  (3b — D?1)Ç =  o.

En éliminant yj, entre ces dernières, et opérant comme si Df était 
une quantité véritable, on obtiendra une équation résultante

V - o ,
dont le premier membre V pourra être censé déterminé par la for-
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v =  (Dt2 -  O  (D? -  0)1 ) (D? -  0L)
— il?2 (DJ — O  — n>2 (D2 — OIL) — ¿R.2 (DJ — DL) — 2

Soit S ce que devient la valeur précédente de V quand onyrempIaceD, 
pari, en sorte qu’on ait

S  —  ( i 2 —  ^ _ )  ( s 2 —  O Ï L )  ( s 2 —  9 L )

—  CP  (s2— <_) —  ®>2 (5* —  .')iL) — <r 2(s2—  Æ) —  2

et posons
© = /

M o o y

si l ’on veut déterminer les variables principales

Ç, fi, ç

de manière qu’elles vérifient, quel que soit t, les équations données, 
et pour 1 =  0, les conditions

? =  «, n = S, K = y,

il suffira de remplacer, dans les équations données, les "dérivées du 
second ordre

5'= D * 5, ï)"=  D2y),

par les différences

D 2 $ - ( « ' + « D ( ) V 0 ,  D J n  —  ( S ' h -  S D , )  V 0 ,  D J Ç  - . ( /  +  y  D 4 )  V 0 ,  

puis de résoudre par rapport à

S, n,

et en opérant comme si Df était une quantité véritable, les nouvelles 
équations formées comme on vient de le dire, savoir

(J)/-·OÉ -  ' K - o  -  =  («' + « d,) ve,
-  A g  H -  ( D J  -  O Ï L ) i l  -  =  ( 6 '  S D , )  V 0 ,

—  ^  — Qn  +  (DJ-  0L ) t  =  ( /  +  y  D,) V0 .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



102 MÉMOIRE SUR L’ INTÉGRATION
On trouvera de cette manière

£ =  [ ( D 2- 31L ) ( D | - % ) - ( f 2] ( a ' + a D <)0 
+  [ J U D (! - ^ i ) t ) +  ® £ ] ( 6 '+ 6 D ()®

+  (I)? — 3 1 V ) -4- & £ ] ( /  + y  D ( ) 0 ,

et, en posant, pour abréger,
£  =  (D; -  3VL) (D(* -  ÿÇ,) if2, ill (D,2 -  3£>) (D2 =  -Q -  ^2, 

m =s (Df —  O  (JDÎ — SIC) —  A®,

ÎJ =  $(DÎ — -0  +  ^ >  e  =  ^(D| — 3T L )-t-^ , W= A ( Dts— +  
on aura simplement

\ =  [ ( « '+  «D<) £  +  (6' +  6D,) *  - t - ( / + y D , ) f t ] e ,  

n =  [ ( a '+ « D () 8  + ( 6 '+ 6 D /)i« + (y '+ y D i)1 * ]® i 
Ç =  [ ( « ' + «  P , )  < â - f . ( ë ' + ë l ) ( ) p  + ( / + y D <) « ] 0 .

Si maintenant les fonctions de / désignées par

ce que deviennent ces fonctions quand on y remplace la variable indé
pendante l par la variable auxiliaire t , alors, pour obtenir les valeurs 
générales de

l  *, Z,

il suffira d’ajouter celles qu’on vient de trouver à celles que déter
minent les formules

cessent d’être nuiles, et si l’on nomme

la valeur de s étant
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§ IV. — Intégration d ’un système d ’équations linéaires, aux différences 
partielles, et à coefficients constants, d’un ordre quelconque, le second 
membre de chaque équation pouvant être ou zéro, ou une fonction des 
variables indépendantes.

Soit donné un système d’équations aux différences partielles entre 
plusieurs variables principales

Si *), C, · · ·

et plusieurs variables indépendantes
œ, y , z, t,

que, pour fixer les idées, nous réduirons à quatre, les trois premières 
x, y, z pouvant représenter trois coordonnées, et la quatrième i dési
gnant le temps. Supposons d’ailleurs que les premiers membres de 
ces équations soient des fonctions linéaires, à coefficients constants, 
des variables principales et de leurs dérivées, l’ ordre des dérivées 
relatives à t pouvant s’ élever jusqu’au nombre nf pour la variable prin
cipale ^ ju s q u ’au nombre n " pour la variable yj, jusqu’au nombre n!” 

pour la variable principale Ç, . . .  Faisons, pour abréger,
(i) . n =  n' -1- n” -+- n" -t-. . .. ■

Enfin nommons
<p(x, y , z ) ,  i  ( x ,  y ,  z), (æ, y,  z),  . . . . ,

x i (x ,  y,  z )i ···>
............. . ............. . ............. . · * * ’
( « iy,  z),  X(»’- i ) { x , y , z ) ,  · · ·

les valeurs initiales des variables principales
l, -n, .

et de leurs dérivées d’ordres inférieurs à l ’un des nombres
n1, n”, n'", . . .  ;

en sorte que ces variables soient assujetties à vérifier, quel que soit t ,
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les équations données aux différences partielles, et, pour / =  o, les
conditions

£ =  <p y, z )>
•D,£ =  cp,(a?, y ,  s ) ,

R?'-1£ =  <p«'-i (^, 7 >s)>

■n —  Z (a\  / i  -s),

= 5 C i ( a ? ,  7 ,  s ) ,

D f- ’ n = 5c„»_1(aî, / ,  =),

Ç = +  7 » -)»

1>îÇ =  ' j ' i J ,  s),

l) f~ ‘ £ =  ^„'"-2(^,7, a),

Pour ramener l ’ intégration des équations proposées à l ’intégration 
d ’un système d’équations linéaires et à coefficients constants, il suffira 
de recourir à la formule connue

( 3) rs{x)=f f
^ — OO * '--- 00

de laquelle on tire, en remplaçant successivement ts(oc) par ts(æ, y) 
et par tn(x,y, a),

cfk dv dp. dv
27T. 271  ’

v ( x , y ) = r  H  f "  p)
— 00   «O 5CO   00

/ i c a  7*00  7100 7 » sc 7»00 7» 00

( 4 ) TB(æ,y,z)z= I e M*-X)H-YO'-(i)+w(s-v  l l v ^ i

v  —  00 ^  —  00 ^  —  00 —  00 ^ —  a© ^ —  00

,  s cThdv dpdv dv dw
x  v) —  -T T - -7 T -;27T 27T 2  TT

puis, en écrivant gt(æ?,7 , z, t) au lieu de ni(x,y, z),
7*00 72 00 7»  00 7* oo 7»  00 7100

(5) m(x,y,z, t)=l  I f f f f e[u('*~>'l+v(̂ ~W+vvl=_v,1''c:‘
%J-«0 *■''—*00 —00 *'—oo J—00 J—00

X  w ( ï ,  p ,  V, t
dï. dv dp dv dv dw■ — ■ - ■» . - — a

2 71 27T 2 71

En effet, chacune des équations données sera de la forme

( 6 )  R  =  tct( ¿ c , 7 ,  z , t ) ,

R désignant une fonction linéaire, et à coefficients constants, des va
riables principales

5, »1, C

et Me leurs dérivées prises par rapport à une ou plusieurs des variables
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indépendantes. D’autre part, en désignant par

/> g » h

des nombres entiers quelconques, et posant pour abréger 

( 7 ) u =  u i, v=v\J— i , w — w \J~ i ,

on tirera généralement de la formule (4)
/*«© Z»? ZI tO p »  p(8) D£l)*I )’̂ {x,y,z)=J J  j  J  J  j

X  ^  |Jt, v )
dk du dfj. d\ dv dw

2 71 271 271

Cela posé, si l’on nomme
X fi, K, · · .

ce que deviennent les variables principales

£> fi. S, ■··
considérées comme fonctions de a?, j ,  s, i, quand on y remplace

par
X, y> s
X p, v;

si, de plus, après avoir exprimé R à l ’aide des caractéristiques
D*, Dj, D-, Dh

on appelle ¿A ce qui devient R, quand on remplace

l ,  f l , K, · · ·  par -O, ? ,  · · ·

et les puissances entières des caractéristiques
DX, D yj D2

par les puissances semblables des facteurs
U, V, w,

on aura évidemment/■too y* oo ✓» ae p oo s*» r* ao
(9) R = /  /  /  /  /  /

J— 00 d— 00 d— ao d— ao d— oo d— oo 
OEuvres de C. — S. II, t. XI.

·— 5A)+w(z—v) cth dv djj. dv dv dw
p Ü 2 71 2 7t ’

>4
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et par suite l ’équation (6) pourra être présentée sous la forme
*

/ OO /!  00 S* 00 y» 00 /I 00 /*·®

J  J  j  I j  t·3 1 - F·) v> *)]
x  e „ (, . _ x ) + „ (r_ (H + tt, ( I_ v ) ^  ¿£¿1 _  0.

27T 2 71 27T "1 ~

Or, pour que la formule ( io )  soit vérifiée, il suffira qu’on ait

,11 — 57 (X, fJ., V, t) =  O, 

ou, ce qui revient au même,
( l  l )  C<R = T O ( À ,  ¡1, V,  t),

et cette dernière formule n’ est autre chose qu’une équation différen
tielle linéaire à coefficients constants entre les inconnues

l, ri, Ç,

considérées comme variables principales, et i considéré comme 
variable indépendante. Ce n’est pas tout : pour que les conditions (2) 
soient vérifiées, il suffira, en vertu de la formule (4 ), qu’on ait, pour 
t~  o,

Í 1 = 9  ( * »  F·. v ) .  ri =  x 0 ·., p.,v),  ? =  4

! 1 1 / 1 —  <pi( A, y., v), D,r¡ =  xi(l,  p-, v ). ,  I)<Ç =  ' M * ,  P-, v ) ,

I ■;........... ’ " i ..... . ·■■_............ ’
[ D " ' - 1 !  =  < p „ '_ i(X ,  p ,  v ) ,  I ) f - 1 Y) =  5(;n. _ 1 ( X ,  f x , v ) ,  I ) ? " - 1 Ç =  < j v ' - 1 (^> f*< v ) ,

Donc en définitive, pour que les variables principales

l n, ç

possèdent la double propriété de vérifier, quel que soit t, les équations 
données et, pour t — o, les conditions (2 ), il suffira que les variables 
principales auxiliaires.

I v, l  . . .

possèdent la double propriété de vérifier, quel que soit t, un système 
d’équations différentielles semblables à la formule (11), et, pour
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1 =  0,  le conditions (12). On pourra donc énoncer la proposition 
suivante.

Premier Théorème. — Les variables principales

h fl, Ç,

assujetties : i° à vérifier, quel que soit t, un systèm e d ’équations linéaires 

a u x  différences partielles, et à coefficients constants, ces équations p ou 

vant offrir pour seconds membres ou zéro , ou des fonctions connues des 

variables indépendantes
x,  y,  z, t;

2° à vérifier, pour t =  o, les conditions (2), seront, dans tous les cas, 
immédiatement déterminées pa r les form u les

g[u(x—XH-vtr— (IH-W(3—·V)] /,_ v)] "dl du d[j. d \ dv d\\

( ,3 )

/ CO y* 00 y» CO y» 00 y»«0 y*'

J  f  f  f  fCO  00 ^  t» f-/ — CO ..

■n=r C C C  f " e[»ua,+,M )+«(I-v),
· R 7T 2 TT 2 7T

„ r  r  r  r  r e[u(x_x) + w „
J - J - J - J - J - J - *  2TT 2 7T 2 7Ï

271 271 2  71

pourvu qu’on désigne par
f, fl, Ç, ··· .

de nouvelles variables principales assujetties : i° à vérifier, quel que soit t, 

certaines équations différentielles, qui seront nommées les équations auxi
liaires; 20 ci vérifier, pour t =  o , les conditions (12). D ’ailleurs, pour 

obtenir les équations différentielles auxiliaires, il suffira d ’exprim er les 

dérivées de \, r ¡ , ‘Q, . . . ,  que renferm ent les premiers membres des équa

tions linéaires données, à l ’aide d ei caractéristiques

Dxy \)y, Dz, ]>„

puis de remplacer dans ces premiers membres '

fl, Ç, · · · par f l , C, · * ·
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Da:» Dy, D2
par

u, v, w,

ou, ce qui revient au m ême, pa r

. u v/— i,  v w \J i »

enfin de remplacer dans les seconds membres

x , y ,  z par 1, p ,  v.

Considérons en particulier le cas où, dans les équations linéaires 
données, les dérivées de rj, ‘C, . . .  relatives à l se réduiraient aux 
dérivées du premier ordre

Dfi;, DjYi, I),Ç, . . .

et se trouveraient simplement multipliées par des coefficients constants 
indépendants de

D*, D,.. D; .

Alors les conditions (2), qui devront être vérifiées pour t =  o , se 
réduiront à

$ =  ? (« ,  7» 5), -f) =  x { x ,  y, z ) ,  K — y, z),  . . . ,

et les équations auxiliaires seront des équations différentielles du pre
mier ordre, linéaires et à coefficients constants, auxquelles devront 
satisfaire les nouvelles variables principales

-n, Ç, . . .

assujetties en outre à vérifier, pour t =  o, les conditions

4 =  a(X,  ¡x, v), n = * ( * ,  p, v), =  p, v), ------

Or, si l ’on suppose d ’abord que les seconds membres des équations 
linéaires données s’évanouissent, on pourra en dire autant des seconds
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membres des équations auxiliaires ; et, d ’après ce qu ’on a vu dans le 
paragraphe premier, les valeurs générales de E, rj> . . .  seront de la 
forme

ï  =  [?(*> /*, v ) f  +x(X, p, v) J l + . . .]0,
'o =  v) î> h- % (, ¡x, v) <a +·...]©,

0  désignant la fonction principale, et

c, jïi, . . . ,  y, ©, . . .

des fonctions entières de la fonction D£. D’ailleurs, pour obtenir la 
fonction principale 0  relative aux équations auxiliaires, on devra : 
i° exprimer, dans les équations auxiliaires données, les diverses déri
vées de E, Y], ‘C, . . .  à l ’aide des caractéristiques Dœ, Dy, Dz, D£; 2° éli
miner E, Y], £, . . .  entre ces équations, comme si

D»! Dy, -Dz D(

désignaient des quantités véritables; 3 ° remplacer, dans le premier 
membre V de l’équation résultante

( i5 ) V =  o,

les caractéristiques DÆ, Dr, Dz par u, v, w , ce qui réduira V à une fonc
tion de la seule caractéristique D£, puis choisir 0  de manière à véri
fier, quel que so it / ,  l ’équation différentielle

V 0 — o.

et, pour t =  o , les conditions

0  =  o, D,0  =  o, . . . ,  D;!- ! 0  =  o, D“-1 0  =  i .

Si l ’on nomme s ce que devient le premier membre V d e l ’équation(i5 ) 
quand on y remplace, non seulement

D*) Dyi 02 par u, e, w,
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mais encore D, par s,

(j6) S =  o

sera ce que nous appelons l'équation caractéristique ; et la valeur de la 
fonction principale 0  sera

(>7) * = l ( ( « ) ) ’

si l ’on a choisi la fonction V de manière que le coefficient de D" s’y 
réduise à l’unité. Cela posé, pour obtenir les valeurs générales de

5, -n, Ç,

c ’est-à-dire pour obtenir les formules ( i4 ) .  il suffira, en vertu des 
principes établis dans le paragraphe 1er, de remplacer, dans les équa
tions différentielles auxiliaires, les variables

IU, Dîïi, . . .
par les différences

H«?— ?(*, v)V0, D(Y) — x(l, p, v) V0,

V étant considéré comme une fonction de

u, v, w, D„

puis de résoudre par rapport à

f> u,

les nouvelles équations ainsi formées en opérant comme si D( était 
une quantité véritable.

Concevons maintenant que, dans les équations ( i 3 ), présentées 
sous les formes

0 8 ) I
p  90 p  oo p  ao p  ae p  oo p  o

* / .—  <e —  oo «. —  oo —  oo —  oo *· —  o 

/ i  oo ce r »  oo p  so s* oo oo

|, = L L J J J J - f

g m (x—X)-ĥ  ( y— [i )■+*w ( *_v) | rA rfu iY/jt ¿/v ¿/v ¿/w
27T 2  7T

(,r—X)+ {̂y—{XH-ivU—vi —̂ cA rfu r/ĵ . c/v <Yv <Yw

2 7 : 2  7Î 27:
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on substitue les valeurs de ï], . . .  tirées des formules ( i 4 )  et (17), 
savoir

| I =  H·» i· -l·- v) ÜT -i- . .

(20) ( — Pst
I Y1 =  £ . [?(*> p·’ v) î’ +  x ('a> v)®

des trois coordonnées
y ,  z )

r , -,

on fasse correspondre une fonction de x ,  y ,  s, désignée par la seule 
lettre a  et déterminée par la formule

(21) G7 / OO S\ 00 /«OO /»*0 /» 08 1 /»

f f f f00 ^—00 *■' —00 ^— 00 v-00 ^--

'*eo gfip·— —V)+St

m

X  m (1, ¡j., v )

Enfin nommons

d l  du  d\j. d x  d v  d w

2 7T 2 7T ;2 7ï

?> X>

les fonctions de æ , y ,  z ,  t dans lesquelles xs se transforme quand on 
y remplace nr(X, p-, v) par

de sorte qu’on ait

? = r r  r  r  r  r  ç
J — 00 J—00 J-X> J-- 00 J—OO d-

? ( X  P ,  V ) ,  x ( ï , f x , v ) ,

gU{X·—XH-t'O-—(J.)-I-U'(S—'

((*))
X  m(l,  ¡J-, v )

d l  d \j *Yv i7\v
2 TT 27T 271

00 gM(.r—X)+p(j—jj,)-mv(5—v)jî
" ¿ r f - r r r r· /  __ «  «̂ — 0 0 »  ^ — 00 — 00 » ((«))

X  %(*,  v )
rfu tip. /Yr ¿¿v r/w

2 7; 2 7T 2 7;

et désignons par
L, M, P, Q, . . .
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ce que deviennent
f, «n, ï>, « ,  . . .

quand on y remplace 

par les caractéristiques
U, V, w

D*, Dy, Ds.

Les valeurs de vj, . . .  fournies par les équations (18) et (20) pour
ront évidemment s’écrire comme il suit

( 2 2 )
£ =  L<p +  Mx +  . . . ,  

n — P<p +  Qx +  . . . ,

En d ’autres termes, on aura

( £  =  i r  <p - H  ¿ H j c  +  . .  . ,

( 2 . 3 )  J n — Pcp  4 -  © x  + . . . ,

* ........................................................y

pourvu qu’on transforme les fonctions de u, v, w , Df désignées 
par .

f, ¿n, . . . .  p, fc, . . .
en fonctions des caractéristiques

Da;, i)y, D3. D„

en y remplaçant u, v, w  par DÆ, Dr, D*. D’ailleurs, pour déduire les 
formules (a 3 ) des formules (14), il suffit de remplacer, dans les for
mules (14), les variables auxiliaires

f, n, «·..

par les variables principales

et les produits 

par les fonctions

n.

0 cp()i, p, v), © x(X, p, v), . . .

T> X- ··· ·

Donc, puisqu’on arrive directement aux formules ( i 4 ) ,  quand on
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résout par rapport aux variables auxiliaires î ,  r¡, non pas les 
équations différentielles auxiliaires, mais celles qu’on en déduit en 
remplaçant

Dtï, D,yi, . . .
par les différences

D<ç — V [0  <p(X, p, v)], D*yi — V[0 x (X, p, v)],

et considérant V comme une fonction de 
»

i’, w, l)<;

. on pourra encore arriver directement aux formules (22) ou ( 2 3 ), en 
résolvant, par rapport aux variables principales

£> *)> —

non pas les équations linéaires données, mais celles qu’on en déduit 
en remplaçant

M ,  DtY), . . .
par les différences

D — Vœ, ütn — Vj£,
»

et considérant V comme une fonction de

I), Dr, Ds, I),.

Dans l ’un et l’autre cas on devra opérer comme si les notations D, et 
D*, Dr, Dz étaient employées pour désigner de simples quantités, sauf 
à regarder, dans les équations définitives ( i 4 )  ou ( 2 3 ), chacune de 
ces notations comme indiquant une différentiation relative à l’une des 
variables indépendantes t, x ,  y ,  z .

Si, comme nous l’avons supposé, la fonction de DÆ., Dr, D2, Dt 
désignée par V est tellement choisie que, dans cette fonction, le coeffi-, 
ficient de D", c ’est-à-dire de la plus haute puissance de D,, se réduise 
à l’unité, alors la fonction de u, e, w , s désignée par s, étant déve
loppée suivant les puissances descendantes de s, offrira pour premier 
terme sn. On aura donc : i° pour m  <  n —  1,

r sm

OEuvrcs de C. — S. Il, t. XI. l5
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2° pour m  —  n — i ,

en conséquence la fonction de x ,  y ,  z , t, désignée par rar etdéterminée 
par la formule (21), vérifiera, quel que soit t, l’ équation aux diffé
rences partielles

( 2 4 ) Vsn =  o, 

et, pour t =  o, les conditions

( 2 5 ) s3 =  o ,  D , r a  =  o, D ¿2 53 =  1, . . . ,  J ) “ - 2 g j  =  o , l ) " _ 1 Gi =  ro(a;, y ,  z).

Cela posé, il suffira de résumer ce qui a été dit ci-dessus pour 
établir la proposition suivante :

D euxième théorème. — Soient données, entre n variables principales

S » * ) . ? , · · ·

et les variables indépendantes

n équations linéaires a u x  différences partielles et à coefficients constants, 
c’est-à-dire n équations dont les prem iers m em bres soient des fon ction s  

linéaires des variables principales et de leurs dérivées, les seconds membres 

étant nuis. Supposons d ’ailleurs que, p a rm i les dérivées relatives au temps, 

celles du prem ier ordre, savoir

I>/£, ···,

soient les seules qui entrent dans les premiers membres des équations 

données, et s ’y  trouvent multipliées p a r  des facteu rs constants, sans y  être 

soumises à aucune différentiation nouvelle relative a u x  variables x ,  y , z . 

Nommons
* ) ,  x ( * , y , z ) ,  · · ·

les valeurs initiales des variables principales 2j, Y), . . . ,  ces variables étant 

assujetties à vérifier, pour une valeur nulle de t , les conditions

£ =  ? ( · * > / >  s )y ri =  x ( x , y , z ) ..................
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Soient encore
V =  o

l ’équation en  DÆ, Dy, Dz, Dn résultant de l'élimination de ü;, Y), . . .

entre les équations données, et

S — o

l ’ équation caractéristique en laquelle se transform e la précédente quand 

on y  remplace
D*i ‘ Dyj Dz> R«

par
", V, W, 5,

la fon ction  V qui sera du degré n p a r  rapport à Df, étant d ’ailleurs 

choisie de manière que, dans cette fon ction , le coefficient de D'1 se réduise 

à l'unité. Enfin,
&(■*·, y, z)

étant l ’une quelconque des fo n d io n s  initiales

?(·* '» /, z), x(æ,Y, z), ...,

désignons p a r  ts une fon ction  de x ,  y ,  z , t , déterminée p a r  la f o r 

mule (21 )ip a r  conséquent assujettie :  10 à vérifier, quel que soit t, l ’équation 

a u x différences partielles
=  o;

2° à vérifier, pour une valeur nulle de t , les conditions 

w — o, I),5J =r o, Dî2gt =  o, I)"~! ni =  o, uj =  tü(x, y, z),

et nommons
9> X>

ce que devient tn, quand on réduit xs(x ,  y, z )  à

Pour intégrer les équations linéaires données, de manière à remplir les 

conditions requises, il suffira d ’y  remplacer les dérivées

Ri£, D, n, . . .
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p a r les différences
D — V<p, D/ïi — VX, . . . .

puis de résoudre pa r rapport à c, p , . . .  les nouvelles équations ainsi obte

nues, en opérant comme si Dæ, Dr, Dz, D( étaient de véritables quan

tités.

En raisonnant toujours de la' même manière, et ayant égard aux 
principes développés dans le paragraphe III, on établira encore la pro
position suivante :

T roisième théorèm e . —  Soient données entre plusieurs variables p rin 

cipales
X- D, Ç, · · ·

et les variables indépendantes
♦

y ,  z . I. (

des équations linéaires a u x  différences partielles et à coefficients cons

tants, en nom bre égal à celui des variables principales. Concevons d'ail

leurs que l ’ordre des dérivées de X, r¡, . . .  relatives à t puisse s’élever 

jusqu ’à n! pour la variable principale X, jusqu ’à n" pour la variable 

principale y¡, . . . ,  les coefficients de

I)?'5, . . .

étant indépendants de DÆ, Dr, Dz et se réduisant en conséquence à des 

quantités constantes. Faisons

n —  n ' + r i '  4 - . . .

et supposons les variables principales

X, D, ç, . . .

assujetties non seulement à vérifier, quel que soit t, les équations linéaires 

données, mais aussi à vérifier, pour t =  o , les conditions

X = y ( æ ,  y ,  z) ,  D , £ = c p  , ( x ,  y ,  z) ,  . . . ,  D?'“ 1 \ f x ,  y ,  z ),

v = x ( x , y , z ) ,  = x , ( x ,  y ,  s),  . . · ,  D f -1  ̂ y ,  z),
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V =  o

l ’équation en D^, Dr, Dz, Di? résultant de l’élimination de H, Y], . . .  entre 

les équations données, et
S =  o

l ’équation caractéristique en laquelle se transform e la précédente quand  

on y  remplace
Dj., D2, Dj

par
U, V, w, s,

la fon ction  V, qui est du degré n pa r rapport à D „ étant choisie de 

manière que, dans cette fo n ctio n , le coefficient de D" se réduise à l’unité. 

E nfin, supposons la fon ction  xn définie, comme dans le deuxièm e théo

rèm e, pa r conséquent déterminée p a r  la form u le  (21 ) et nommons

?'/> ··■> ?»'—1>
X' X/> · · ■ > Xn" - 1 >

. . · ,  . . . ,  . . . ,  *: · · ·

ce que devient xn quand on réduit xn(x,  y ,  z)  à l ’une des fonctions ini

tiales
<»{x,y,z),  ce' ( x , y , z ) ,  . . . ,  (x, y,  z),
x ( x , y , z ) ,  x , ( ^ y > z )> Xn’-i(* ,  y, z),

Pour intégrer les équations linéaires données, de manière à remplir toutes 

les conditions requises, il suffira d ’y  remplacer les dérivées

D, \ ,  D? I, . . . .  D?'Ç;
DîY), D?y), . . . ,  Dfn;
• · · » . . . .  9 ’  · 9 . . . .

par les différences

D<E — v<p, D,2 Z —  V(<p,+ Djtp), ..., — V(<pra_ t + . . . +  I)f-2cp,+ D?'-'cp);
D?yi — V(x,+ D,x), .... Dfï) — V(x„_1+ . . .  +  D,f-2x/+ D f - |x);

* ......................9 ........................................................... · * * î .........................................................................................................................5

puis de résoudre pa r rapport à  ç, V), . . . l e s  nouvelles équations ainsi
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obtenues, en operant comme si
Ï)X, D y, \)z, I),

étaient de véritables quantités.

Les deux théorèmes qui précèdent offrent cela de remarquable 
qu’ ils font dépendre l ’ intégration d ’ un système quelconque d’équa- 
tious linéaires aux différences partielles et à coefficients constants de 
l’évaluation de la seule fonction et. Lorsque les variables indépen
dantes

x, y, 3, t

sont au nombre de quatre, savoir trois coordonnées et le temps, la 
fonction et, déterminée par l’équation ( 21), se trouve représentée en 
conséquence par une intégrale définie sextuple, et la valeur initiale 
de

DJ-·®,

désignée par et (x, y, s ), peut être une fonction quelconque des coor
données x,y, z. Si au contraire les variables indépendantes se rédui
saient à une seule t, la valeur initiale de D"-1 et se réduirait à une 
constante, et l ’ on pourrait faire dépendre l’ intégration des équations 
différentielles données de l ’évaluation de et, en supposant même que 
dans cette évaluation l ’on attribuât à la constante une valeur particu
lière, par exemple la valeur 1, ce qui reviendrait à prendre pour et la 
fonction principale @. Cela posé, en généralisant la définition que 
nous avons donnée de la fonction principale, on pourra désigner sous 
ce nom, pour un système d’équations linéaires aux différences 
partielles et à coefficients constants, la fonction et déterminée par la 
formule (21). La fonction principale étant ainsi définie, on pourra 
dire que les théorèmes 2 et 3 ramènent l ’ intégration d’un système 
quelconque d ’équations linéaires et à coefficients constants, à l’éva
luation de l’ intégrale définie qui représente la fonction principale.

Au reste, il estbon d’observer, d ’une part, que le deuxième théo
rème peut être établi directement, comme la proposition analogue

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



119DES  É Q U A T I O N S  L I N É A I R E S .

énoncée dans le premier paragraphe, et relative à un système d’équa
tions différentielles; d’autre part, que le troisième théorème se déduit 
immédiatement du deuxième, par des raisonnements semblables à 
ceux dont nous nous sommes servi dans le paragraphe III.

Les théorèmes 2  et 3 supposent que les seconds membres des équa
tions linéaires données se réduisent à zéro. Si ces seconds membres 
devenaient fonctions des variables indépendantes cc , y ,  z,  t, on pour
rait appliquer à la détermination des valeurs générales de y), ... ou 
le premier théorème, ou la proposition suivante qu’on déduit de ce 
théorème combiné avec les principes établis dans le troisième para
graphe.

Quatrième théorème. — Soient données, entre plusieurs variables prin

cipales
i l  fl, . . .

et les variables indépendantes

x ,  y ,  z ,  t,  -

des équations linéaires a u x  différences partielles et à coefficients constants, 

en nombre égal à celui des variablesprincipales. Supposons d ’ailleurs que, 

dans les premiers membres de ces équations, les dérivées des ordres les 

plus élevés pa r rapport à t soient respectivement

• pour la variable principale
D?"ï) pour la variable principales,

les coefficients de ces dérivées se réduisant à des quantités constantes, et 

les seconds membres des équations données pouvant être des fo n d io n s  

quelconques des variables indépendantes. Enfin supposons que les valeurs 

initiales de
t-

n .  I L  Y ),

·, D f-^ , 
·, D f - ‘ ï),

doivent se réduire, pour t =  o, à des fo n d io n s  connues de x ,  y , s. Pour
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intégrer sous cette condition les équations linéaires données, on détermi

nera d ’abord, à la id e du second théorème, les valeurs générales de £, y), ... 
correspondantes au cas où les seconds membres des équations données 

s'évanouiraient; puis à ces valeurs on ajoutera celles qui auraient la pro- 

v priélé de vérifier, quel que soit t, les équations données, et de vérifier, 

pour t =  o, les conditions

l =  o, D t £ =  o ,  D f - ‘ {  =  o ,

n =  o ,  DiYi  =  o ,  D f - , n  =  o ,

Ces dernières valeurs de £, y], .. .  seront d’ailleurs de la forme

S , H, . . .  étant des fonctions de

.r, v, z, t

et de la variable auxiliaire z , déterminées par la règle suivante : 
Soient

X, Y, . . .

des fonctions de x ,  y ,  s , t, propres à représenter les valeurs de

|D?'£, D f  y), . . .

qui vérifient les équations données quand on y remplace

É, I ) | Ç ,

ri, Dtn> D f - ’ n

par zéro. Soient encore
eTj

ce que deviennent
X, Y, . . .

quand on y remplace la variable indépendante t par la variable auxi
liaire t . Pour obtenir les valeurs générales de

Z ,  H, ..
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il suffira de réduire à zéro les seconds membres des équations données 
et de chercher ce que deviendront alors les valeurs de

H, ri, . . .

fournies par le troisième théorème, quand on y remplacera

et les valeurs initiales
t par t —  t , 

de

n, Ihn, ··. D f-1*), D f -1·/)

par
0, 0, , 0, "V ; 0, 0, . . . . o, 3"; ·.··

Jusqu’à présent nous avons supposé que le premier membre V de 
l’équation produite par l ’ élimination de rp . . .  entre les équations 
données, dans le cas où l’ on remplace leurs seconds membres par 
zéro, était une fonction entière de Dx, Dy, Dz, Df dans laquelle on 
pouvait réduire le coefficient de D" à l’unité. Cette réduction est en 
effet possible dans l’hypothèse que nous avions admise, savoir: lorsque, 
dans les équations données, les dérivées des ordres les plus élevés 
par rapport à t se trouvent multipliées par des quantités constantes, 
sans être soumises à des différentiations relatives aux variables x ,  y ,  s. 
Considérons maintenant le cas général où cette réduction ne pourrait 
s’effectuer sans que V cessât d ’être une fonction entière de DÆ, Dy, Dz, 
et désignons par K la fonction de cette espèce qui représente généra
lement le coefficient de D'', dans le développement de V. Si l’on 
nomme Si, S ce que deviennent K, V, quand on y remplace D*, Dy, Dz, 
Df, par u, v, w ,  s; si d ’ailleurs on continue de nommer fon ction  prin

cipale une fonction w de x ,  y ,  z , t , définie par l’ équation (21), on 
trouvera dans le cas général : i° pour m <  «  — 1,

20 pour m  =  n — 1,

=  0;

É •S·"-1 _  I

OEuvrcs de C. — S. Il, t. XI 16
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ou, ce qui revient au même,

P  ïK'i«-1 _

et par suite la fonction principale, qui vérifiera toujours, quel que 
soit t, l’équation (24), vérifiera, pour une valeur nulle de l, non plus 
les conditions ( ’¿ 5 ) ,  mais les suivantes :

( 26) us — o, 1 ) ^  =  0, l ) ? 5 T  =  o, D;'"2ct =  o, K l)"-1 us — s).

Or, ces conditions,, jointes à l’équation (24), ne suffiront pas pour 
déterminer complètement la fonction principale gt. Au reste, la seule 
considération de la formule (21) conduit à une conclusion du même 
genre. E11 effet, lorsque le coefficient de D'' dans V, savoir K, sera 
fonction de Dæ, Dr, B z, le coefficient de s" dans 6 , savoir at, sera fonc
tion de u, v, w , et l ’ intégrale sextuple, comprise dans le second 
membre de la formule (21), ne sera plus généralement une inté
grale complètement déterminée, attendu, par exemple, que la fonc
tion sous le signe J  deviendra infinie pour les valeurs de u, v, w  qui 
vérifieraient l’ équation at =  o. Mais on tirera de la formule (21),

( 2 7 )
K - = 7 7 7 7 7 7· '  — «  oc v  —  »  ‘ ■ ''— ac v  —  ae —

{A)+tV(S—'V)-Mi

X  usÇk, ¡x, v)
at

((«))
cCk d\j dix dr dv d w

2 7 T 2  TU 271

et cette dernière sera propre à fournir line valeur complètement déter
minée de la fonction Km. Si, après avoir calculé la fonction II à l’aide 
de l’équation

( 28)
n = 7  /  /  /  /  J*s — oc *-/  --  00 --- 00 ^ --  00 --- 00 --- 00

ew(.r—Xl-M'ly—W-t-wl*—v)+*f

X  td(X, ¡x,
d\ du d¡x d\ d'j dw 

2 7 t 2  TC 2 71

on pose généralement

( 2 9 ) K ïït z= II,

on pourra prendre, pour valeur générale de la fonction principale ta,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



123D E S  É Q U A T I O N S  L I N É A I R E S ,  

l ’une quelconque de celles qui vérifieront la formule (29). A chacune 
d ’elles correspondra un système de valeurs de

m, ···

qu’on pourra obtenir à l ’aide des théorèmes 2 , 3 ou 4 , et qui vérifiera 
toutes les conditions énoncées dans ces mêmes théorèmes.

Pour montrer une application des principes que nous venons 
d’exposer, concevons qu’il s’ agisse d ’intégrer les équations simul
tanées

cV- c d o    d2rt d'E  
d x  dt d y  ’ d y  dt d x  ’

ou, ce qui revient au même, les équations

I ) r Yi =  o, D j - D / ï ] — \ ) x l —  o,

de manière qu’on ait, pour t =  o,

£ =  ?(■*)/)) , ’n =  x ( æ , y ) ·

On trouvera, dans ce cas,

V =  D * l ) r ( I ) <* +  i ) ,  s  =  «i>(s! +  1 ), 

K =  l)a;Dy &C =  «e;

par suite, la fonction principale trr, assujettie : i° à vérifier, quel que 
s o it /, l’ équation

D^DjtD,2 -+- 1) ra =  o;

2° à vérifier, pour 1 =  0,  les conditions

üî =  0, D^D y ï)t m =  i z ( x ,  y ) ,

sera définie parla formule

oc a© s\ ta /·♦  »

r  f  r
oo oe J  —  00 J —  «

[li+ ii dldv dix d\
ro(A, u ) ---------- 5---- ■v r ?. TT«<>((S2-+- 1))

X)+v(y—Jl)]-f ï̂

av
üj(l, p)

2 7 T

cAofu ¿/[X
2  7TU 2 7 IV
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qui n'en déterminera pas complètement la valeur, et pourra être l ’une 
quelconque de celles qui, s’évanouissant avec t, vérifient l ’équation

1),Dvbj
r*  »  / Ί  ββ >-*οβ λ «

=sinv J  l /' ** - OO - 00 ' - 00*· — e
e [c(x—X)+v(j'—μι] 5j ( μ) cil dv (/¡j. clv 

2 π  2  π

=  sin t ns (x, y ) .

Soient pareillement ç, y deux fonctions de x ,  γ ,  i qui, s’évanouis
sant avec t, vérifient les équations

Ι Ι * 1>;·ψ =  s i n i  <p(a·, y ) ,  Dx Dj-χ =  sin ίγ(α:, y).

Les valeurs générales de ξ, η, qu’on déduira des formules

l )*I)iÇ +  Dr Y i - D , V ? , Dy l ) ^ — η * ξ =  l)r V%

en opérant comme si D*, Dr, D,, V désignaient de véritables quantités, 
seront

ξ =  Dr ( D^DiCp — Ο^χ) ,  n =  D * ( D y Ι)*χ -t- I).*<p),

ou, ce qui revient au même,

ξ =  c o s í  y (x ,  y )  — s i n í l ) r J γ^χ , y )  dx  — X ( / ,  t),

η =  c o s í  χ{χ ,  y )  -+- sin t l)x j " ψ(χ, y )  dy ■+■ Φ (x , t),

les intégrations relatives aux variables x ,  y  étant effectuées à partir 
de valeurs déterminées de cqs variables, par exemple à partir de

x  — o, y  — o,

et Φ(.27, ί), X ( j ,  t)  désignant deux fonctions arbitraires de a?, I ou de 
γ ,  i, assujetties à la seule condition de s’ évanouir pour une valeur 
nulle de e. Il est d ’ailleurs facile de s’assurer que les valeurs précé
dentes de ξ, η vérifient les deux équations données aux différences 
partielles et se réduisent respectivement à

?(^, 7 )> χ(^>7 )>

quand on y pose t =  o.
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§ V. —  Application des principes exposés dans le paragraphe précédent 
à Vintégration des équations qui représentent les mouvements infini
ment petits de divers points matériels.

Lorsqu’on recherche les lois des mouvements infiniment petits de 
divers points matériels dont le nombre est limité ou illimité, les équa
tions différentielles ou aux différences partielles que fournissent les 
principes de la Mécanique ne contiennent généralement d ’autres 
dérivées relatives au temps que des dérivées du second ordre, dont 
les coefficients se réduisent à l ’unité. Il est donc utile d ’appliquer 
en particulier les troisième et quatrième théorèmes du paragraphe 
précédent, au cas où l ’on aurait

n' — n" =  n'" — . . . =  2 .

Si dans ce cas on désigne par n , non plus la somme

n '■+■ nH-h n” +  . . . ,

mais le nombre des variables principales

l, *1, ç, · · · ,

on obtiendra, au lieu du troisième théorème du paragraphe IY, la pro
position suivante :

Théorème. — Soient données, entre n variables principales

l, v, ç, . . .

et les variables indépendantes

X ,  J ,  Z,  t ,

n équations linéaires a u x  différences partielles et à coefficients constants, 

qui renferm ent, avec les variables principales et leurs dérivées de divers 

ordres obtenues p a r des différentiations relatives a u x  coordonnées x , y ,  z ,
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les dérivées du second ordre relatives au temps l, savoir

Rn ,  i),2?), d *ç,

les coefficients de ces dernières dérivées étant ég a u x  à l'unité. Supposons 

d ’ailleurs les variables principales ç, vj, Z, . . .  assujetties non seulement 

à vérifier, quel que. soit l, les équations données, mais aussi à vérifier, 
pour t =  o , les conditions

\ \ =

) D i $ =  4>(a: ,<y , 5 ) >

■n =  x ( x , v , z ) ,  Ç =  <p(x, y, *), 
l)tY ) = X ( x ,  y ,  z),  DiC =  W(æ;, s),

Soient encore

(2) V =  o

l'équation en DÆ, Dr, Dz, Df résultant de l'élimination de ç, y], . . .
entre les équations données et

( 3 ) i> =  o

l’équation caractéristique en laquelle se transform e la précédente, quand  

on y  remplace les notations

p a r
u —

J>„ Dr, D s, Di

v =  y j — i, w — w j — i , s,

la fon ction  V étant du degré m  pa r rapport à Dn et choisie de manière 

que le coefficient de D2'1 se réduise à l ’unité. Enfin soit

w ( x , y , z )

l'une quelconque des fon ction s

x ( x , y , z ) ,  '■K·'*’ , J,-3)» ···,
<&(·*,„>·,=), X (« , y,  s),  W ( x , y , s ) ,  ----

Nom mons ux la fo n ctio n  principale déterminée p a r  la fo rm u le

(4> „ = ¿ f  r  r  r  r  r  g ( >,
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pa r conséquent une fon ction  assujettie : i °  à vérifier, quel que soit t, 

l ’èqualion a u x  différences partielles

(5  ) Vro — o;

2° à vérifier, p ou r t =  o , les conditions

( 6 )  ro =  o,  11*51 =  0 , D?nj =  o, D f l_2ST =  o,  Djn_%  =  sj ( æ·, y , z)·,

et désignons p a r

9 ,  x ,  <|/, 4>, X ,  . . .

ce que devient xs quand on réduit ra(.r, y .  z )  à l ’une des fonctions

? (^> y>=)> y .(x> y ,s) ,  y ,  ■■■,
<]>{x,y,x), X ( x ,  y ,  z), W ( x , r , z ) ,  . . . .

Pour intégrer les équations linéaires données de manière à remplir toutes 

les conditions requises, il suffira d ’y  remplacer les dérivées du second  

ordre
D H ,  DK, DK, . . . .

p a r les différences

D H - V ( ®  +  D I<P), D*r) — V ( X - t - D * x ) ,  D ? Ç - V ( * F  +  D (<J»), . . . /

puis de résoudre par rapport à

t, n, C, ■··

les nouvelles équations ainsi obtenues, en opérant comme si les nota

tions
Da;, Dy, D-, D*

désignaient des quantités véritables.

Applications. — Les équations qui représentent les mouvements 
infiniment petits d ’un système homogène de molécules sont de la 
forme

( L - D ? ) ^  +  R yi +  QÇ =  o,
R£ +  (M — D?)yi +  PÇ =  o,

• Q£  +  P yî +  (N  —  D*2)Ç =  o,
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H, /], Ç étant les déplacements d’une molécule mesurés parallèlement 
aux axes .coordonnés, et les lettres

L, M, N, P, Q, R

désignant des fonctions entières des caractéristiques

i>*, JDr, Dz.

Or concevons qu’on veuille intégrer ces équations de manière à véri
fier, pour t =  o, les six conditions

4  — w(x,  y ,  s),  Y] = x ( . r ,  y ,  z),  C = | ( æ ·, J ,  - = ) ,

I>iÇ =  (-J7, 7 , RiY) — X(x, y ,  =), l)tK = W ( x ,  y ,  z ) ;

par conséquent, en supposant connues les valeurs initiales des dépla
cements et des vitesses de chaque molécule suivant des directions 
parallèles aux axes des x ,  y ,  z.  En appliquant le théorème ci-dessus 
énoncé à la recherche des valeurs générales de £, vj, Ç, et nommant

ce que deviennent
•0 'D)i, DZ, <i

L, M, N, P,
quand on y remplace

I)*, , ih par
on trouvera

(D? — L) (D? — M ) ( DJ — N ) — P2(l)2 — L) — Q"-(DJ — M ) — R2(DJ— N ) — 2 PQR 
( s 1 — O U 2 — an.) (s* — X )  —  <£! ( s *  — — ®>2(.v2 — Dl l )  —  A 1 ( s 2 —  3Z1) —  2 ,i ^ â i

Cela posé, soient
CT

la fonction principale, déterminée par l’ équation (4 ) ,  et

9, x, 4s x ,  tu
ce que devient cette fonction principale quand on remplace

}'i z)

par l’une des fonctions initiales

?(■*>/>=), x(x ,  y ,  s),  4 ('JV /> S)> y, =), X ( j?, y ,  z),  W ( x , y , s ) .
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Pour intégrer les équations données, de manière à remplir toutes les 
conditions requises, il suffira de résoudre par rapport à

• v ,  Ç

ces équations présentées sous les formes

( D * - L ) É - R n - Q Ç  =  V(4H -D i ? ),
- R Ç 4 - ( D ? - M ) ï i - P Ç = V ( X  +  D(x ),
- Q £ - P n  4- ( R ? - N K = V ( ' F + D ^ ) ,

en opérant comme si Dx, Dr, Dz, Df étaient de véritables quantités. 
Alors, en posant pour abréger ;

* = ( I ) * - M ) ( » ?  — N ) - P 2, p = P ( D ? — L) +  QR, 
itt =  (D£2 — N) (DJ — L) — Q*, Ct =  Q (D* — M) +  RP,

t t  =  ( ] ) * — L )  f l ) ? - M ) - R » ,  1t =  R(I)* —  N) +  PQ,

on trouvera

\ = d «(c <p +  «  z +  <a+) +  (£ *  +  «  x  +  e T ) ,
yi =  D,(H cp +  iMx +  p |) +  (r® +  ÆTX +  p *F), 
ç =  Dt((ûœ -h ïl Z - H t l  ù) +  (©$ - H P  X +  nW).

Telles sont effectivement, sous leur forme la plus simple, les équations 
des mouvements infiniment petits d ’un système homogène de molé
cules sollicitées par des forces d ’attraction ou de répulsion mutuelle.

Considérons maintenant deux systèmes de molécules qui se 
pénètrent mutuellement. Les équations de leurs mouvements infi
niment petits seront de la forme

(L  —  I) f)? +  RY! —t— QÇ + L ¡Z , - t - R,n, +  Q/Ç, —  0 ,

R P + ( M - D (*)ïH - P C  h-R,?,  - t - M ^ + P , ? ,  = 0 ,

Q ?  +  P  Y) + ( N - T > ? K  +  Q ^  +  P / n ,  +  N ,? :, =  O,

L£ + R,n -h- Q,Ç +  (L, -  1)?)?,+ R,»>, +  Q , t ,=  o,
I t ^ +  +  P,Ç +  R, i ,  +  ( M . - D D ^ + P , , ? ^ o ,  .

Q,£ +  P, 7j +  N,Ç +  Q/;!/ -+- P« y)/ +  (N/;—  P? K , =  o,

y), Ç, ou v]/, 1 , étant les déplacements d ’une molécule du premier 
ou du second système mesurés parallèlement aux axes coordonnés,

OEuvres de C. — S. U, t. XI.  I 7
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et les lettres
L, M, N, P, Q, R, L„ M„ . . .  

indiquant des fonctions entières des caractéristiques

R«, D y, Dj.

Or supposons que les coefficients des différents termes proportionnels 
à Dx, D,., Dj ou à leurs puissances soient, dans ces mêmes fonctions, 
regardés comme constants, ce qu’on peut admettre, au moins dans une 
première approximation, lorsque chaque système de molécules est 
homogène, et que le rayon de la sphère d’activité d’une molécule est 
très petit. Concevons d ’ailleurs que l ’on veuille intégrer les six équa
tions données, dont chacune est du second ordre, de manière à 
vérifier, pour l =  o, les douze conditions

l =<p (« ,  y, -),

Rt\ = $  {x,  y , *),
D =  y ,  z),

*  = X  (*>7 ,«),
f), =  X, ( ^ , y , * ) >  

D/Yi =  X (*, y ,  s),  

Dî^ ,=  X,(®i 7 , 5 ),

Ç =  + ( ^ 7 ,*),
=  ̂  ( * , 7 >*)> 

D(Ç =  T  (#, y ,  z),  
D,si= ' I r,(tf, 7 , s);

par conséquent en supposant connues les valeurs initiales des dépla
cements et des vitesses de chaque molécule, suivant des directions 
parallèles aux axes des æ, y ,  s. En appliquant le théorème ci-dessus 
énoncé à la recherche des valeurs générales de

et nommant
£,» *)/)

■O OTL, x ,  « ,  a ,  4L,, 31L,, • · ·, a U

ce que deviennent

L, M, N, P, Q, R, L„ M;, ·, Q«, R„

quand on y remplace
D*, Dr, par u, v, w,

on trouvera
V =  (D? — L) (D? — M) (D; — N) (D;2 — L ,)(D ‘ - M , )  (I)? — NJ - . . . ,
S= :(52 — 4L) (s2 — 31U)(s2 — —  4L) (*’ — M , )  (s* — — .. . .

Cela posé, soient ,
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la fonction principale, déterminée par l’ équation (4 ) ,  et

9> +> 9/> ' Xn
X, 'F, 0>„ X „  «F,

ce que devient cette fonction principale quand on remplace

m(x,y ,z)

par l ’une des fonctions initiales

9 , (*>/>*)> %,{x,y,z) ,  4>,(x,y,z),  
®(&,y,*)·,  x , ( « i . y ,  * ) ,  ^)-

Pour intégrer les équations données de manière à remplir toutes les 
conditions requises, il suffira de résoudre par rapport à

X-, fit tr Xn fin C,

ces équations présentées sous les formes

■ ( D(s — L)£ — Rn - Q Ç  — L,l, -  R,yi, - Q ^ V ^  +  0 , 9 ), 
- R ^ + ( D ?  — M)yi— PÇ - R , ? , - M (r], - P ;Ç, =  V(X +  DiX), 
- Q ^ - P n  +  ( D ? - N K - ( U , - P , y1/ - N,Ç,= V(W 4- Dt+),
— ,L £ — ,R n — ,QÇ -+-(D| — L„)X, — R;/rf, — Q„K,= V(4>, 4-  D ,9,),
— ,R£ - , M yi - , P K  -  R,S, 4- (D ?- M,)yi, -  P,Ç,= V(X, +  DlZ<), 
- , Q É - , P u  - ,N Ç  - Q ^ - P ^ + W - N J Ç ^ V ^  +  I )^ ) ,

en opérant comme si
Dar, Dy, Ds, I)|

étaient de véritables quantités. On trouvera de cette manière

\ —  £ (4> H— X)/ cp ) 4- U (X 4 -R ,x )  -H CH (T* 4 -  I),4>)
4 -  £ , ( $ , - + - I) ,<p( ) 4 -  ï î / ( X , 4 - D , x ( ) 4 - ( û / ( 1F / - + - D î J;/ ) ,

y) =  U ($  +  D,9 ) +  ¿«(X 4-D,x) 4- f  (*F 4- R,4Q
4-  U/ (4>/4 - I ) i 9; )4 -A t;(X / 4 -D ix i ) 4 - P / ( lF;4 -D i '4,))

K — (Et(® 4 - 1)/9 ) 4- P (X  4- lu x ) 4- U ( ’F 4- D ^
4 - (& ,( * ,+ 0 ,9 ,1 4 -  P, (X, 4 -Di%() 4- îl,0 F ,4 -D /4 1/))

Xi— IS 4 -  D , 9 ) 4 -  , tt  ( X  4 - R « x )  4 - , ©  ( W  4 -  D , 4 0  

4 -  £„ ( ‘F , 4 - 1 ) , 9 , )  4 -  i t , ; ( X / 4 -  D , x , )  4 -  € t i ( 1F , 4 -  D , ^ , ) i  

n ,=  ,« (® 4 -D ,9 ) 4-,i«  (X  4-D ,x ) 4- ,»  4-D,<|0
4 - * ,  ( « , +  » , ? , )  +  * « , ( x , 4 - D , x , )  4 -  VAW, +  D,<| ; , ) ,

K/ — ,&(<& 4 - D(9 ) 4 - , ï  (X +  D,x) +  ,1® ('I1 4 - D,i|/).
4- ®//(<l>/4- D ,9,) 4- P „(X ,4 - D(X,) 4-  U;; (*F,4- D î ^,),
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les lettres
t,  » ,  «a ,· « ,  *„ JR„ ···, » ,

indiquant des fonctions entières des caractéristiques

D „  IV  Dj, D„

et la forme de ces nouvelles fonctions se déduisant immédiatement de 
celle des fonctions représentées par

L, M, N, P, Q, R, L„ M„ Q„ R,.

Nota. — Étant donné, entre les variables principales ij, y¡, ij, . . .  et 
les variables indépendantes œ, y ,  z , t, un système d ’équations 
linéaires aux différences partielles et à coefficients constants, écrites à 
l ’aide des caractéristiques Dœ, Dr, Dz, D( ; si, en supposant les seconds 
membres de ces équations linéaires réduits à zéro, on élimine entre 
elles toutes les variables principales à l ’ exception d ’une seule ij, ou r¡, 
ou (j, . . . ,  on obtiendra une équation résultante de l ’une des formes

V£ =  0, Vyj =r O, VÇn=0,

V étant une fonction entière de Dœ, D.,., Dz, Dt qui restera la même, 
quelle que soit la variable principale conservée, et qui sera préci
sément le premier membre de l’équation ( i 5 ) du paragraphe IV. 
Ainsi chacune des variables principales devra vérifier, quel que soit t, 

une équation aux différences partiellès semblable à celle que vérifie 
la fonction principale ta, c ’est-à-dire la forme

Vuj =  o  ;

et il est clair qu’on pourra en dire autant d ’une fonction linéaire quel
conque e des variables principales et de leurs dérivées, en sorte qu’on 
devra encore avoir

V« =  o.

Si, dans les équations linéaires données, l’ordre des dérivées relatives 
à t s’élève jusqu’à n' pour la variable principale l·, jusqu’à n" pour q, 
jusqu’à n "  pour la plus haute puissance de D, renfermée dans V
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sera en général le nombre n déterminé par la formule

n — n' -1- n" H- n" -t-. . ..

Toutefois, il peut arriver, dans certains cas, que l’exposant de cette 
plus haute puissance de Df s’abaisse au-dessous de la somme 
n '- { -n " n ' " - h  . . . ,  ou bien encore que Va =  o ne soit pas l ’équation 
aux différences partielles la plus simple à laquelle satisfasse la valeur 
générale de a. Dans des cas semblables, les méthodes ci-dessus 
exposées ne cessent pas d ’être applicables à l’intégration des équations 
linéaires données. Seulement il convient de les appliquer de manière 
que les valeurs générales de £, yj, . .  a se présentent sous la forme 
la plus simple possible. Les moyens qui peuvent conduire à ce but 
seront l ’objet d ’un autre Mémoire.

Nous remarquerons en finissant que, dans le cas où les seconds 
membres des équations linéaires données se réduisent, non pas à zéro, 
mais à des fonctions des seules variables x ,  y ,  z,  en demeurant indé
pendants de la variable t, le quatrième théorème du paragraphe IV 
fournit la seconde partie de la valeur générale de chaque variable 
principale sous la forme à laquelle on serait conduit par une règle très 
simple qu’a donnée M. Liouville dans son Journal de Mathématiques 

(août i 8 3 8 ).
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SUR

DONT

LES ÉQUATIONS PRÉSENTENT UNE FORME INDÉPENDANTE
DE

L A  D IR E C T IO N  P E S  T R O I S  A X E S  C O O R D O N N É S , S U P P O S E S  R E C T A N G U L A I R E S ,

ou

SEULEMENT DE DEUX DE CES AXES.

C onsidérations gén éra les.

Comme on l ’a vu dans les précédents Mémoires, les mouvements
infiniment petits, d ’un ou de plusieurs systèmes de molécules, peuvent 

1
être représentés par des équations linéaires aux différences partielles
entre trois variables principales, savoir, les déplacements d’une molé- «
cule, mesurés parallèlement à trois axes coordonnés rectangulaires, et 
quatre variables indépendantes, savoir, les coordonnées et le temps. 
Il y a plus : dans ces équations, les coefficients des variables princi
pales et de leurs dérivées deviennent constants, lorsque l ’ on considère 
un système unique et homogène de molécules, et que l ’on s’arrête à 
une première approximation. Dans l ’un ou l’autre cas, les coefficients 
dont il s’agit, et par conséquent la forme des équations linéaires, 
dépendront en général, non seulement de la nature du système ou des 
systèmes moléculaires, mais encore de la direction des axes coor
donnés. Néanmoins il n’en est pas toujours ainsi. La constitution du
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système ou des systèmes de molécules donrtés peut être telle que les 
coefficients renfermés dans les équations des mouvements infiniment 
petits ne soient pas altérés quand on fait tourner d ’une manière quel
conque les trois axes coordonnés autour de l’ origine; et alors il est 
clair que la propagation de ces^mouvements devra s’effectuer en tous 
sens suivant les mêmes lois. C’est ce qui arrive, par exemple, lorsque 
le son se propage dans un gaz ou dans un liquide. C’est ce qui arrivera 
encore si, l ’un des systèmes de molécules donnés étant le fluide 
éthéré, l’autre système compose ce que dans la théorie de la lumière 
nous appelons un corps isophane. Ce n’est pas tout : la constitution du 
système ou des systèmes de molécules donnés peut être telle que les 
coefficients renfermés dans les équations des mouvements infiniment 
petits ne soient pas altérés quand, l ’un des axes coordonnés 
demeurant fixe, on fait tourner les deux autres autour du premier; et 
alors il est clair que la propagation du mouvement devra s’effectuer en 
tous sens suivant les mêmes lois, non plus autour d’un point quel
conque, mais seulement autour de tout axe parallèle à l’axe fixe. 
C’est ce qui arrivera, par exemple, si, le premier système de molécules 
étant le fluide éthéré, l’autre système compose ce qu’on nomme, dans 
la théorie de la lumière, un cristal à un seul a x e  optique. Il est donc 
important d ’examiner ce que deviendront les équations des mou
vements infiniment petits d’un ou de deux systèmes homogènes de 
molécules, quand elles acquerront la propriété de ne pouvoir être 
altérées, tandis que l’ on fera tourner les trois axes coordonnés autour 
de l ’origine, ou bien encore deux de ces axes autour du troisième sup
posé fixe. J’ai déjà traité cette question, en considérant un seul 
système de molécules : i°  pour le cas où les équations sont homogènes, 
dans les Exercices de Mathématiques ;  2° pour le cas général, dans un 
Mémoire relatif à la Théorie de ta Lumière, et lithographié sous la date 
d’août 18 3 6 . Mais d ’ une part ce dernier Mémoire, tiré à un petit 
nombre d ’ exemplaires, est assez rare aujourd’hui; et d ’ailleurs, en 
réfléchissant de nouveau sur la même question, je suis parvenu à 
rendre la solution plus simple. J’ai donc tout lieu d’espérer que les
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géomètres accueilleront encore avec intérêt ce nouveau Mémoire, qui 
permettra d ’établir et d ’exposer facilement quelques-unes des théories 
les plus délicates de la Physique mathématique.

Parmi les divers paragraphes dont le Mémoire se compose, le pre
mier est consacré au développement de quelques théorèmes relatifs à 
la transformation des coordonnées rectangulaires, le second à la 
recherche des conditions nécessaires pour qu’une fonction de deux ou 
de trois coordonnées rectangulaires reste indépendante de la direction 
des axes coordonnés ; et c ’est la connaissance de ces conditions qui me 
conduit, dans les paragraphes suivants, à la solution de la question 
ci-dessus indiquée.

§ I. — Sur quelques théorèmes relatifs à la transformation 
des coordonnées rectangulaires.

Soient
x, y, s

les coordonnées rectangulaires d ’un point P, relatives à trois axes 
rectangulaires, et

X) y, z

ce que deviennent ces coordonnées, quand on a fait tourner d ’une 
manière quelconque le système de ces trois axes autour de l’ origine. 
On aura, comme on sait,

Ix r= a x  -+- by ·+■ cz, 
y — a ' x - 1- b' y  h- c's , 

z =  a"x  -I- b"y -H c"z,

a , b, c ;  a', b’ , c '; a", b", c"■ désignant neuf coefficients, dont six pour
ront se déduire ¡des trois autres, |attendu qu’on doit avoir, quels que 
soient oc, y ,  z ,

(2 ) x2-t- y2H- z2 =  x'· 4 - y*-+■ s2

et, par suite,

( a2 -1- a' 2 -i-a " 2 = 1 , è2 4 - b12 -t- é" 2 — 1 , c2 -4- c’% + c ' ! =  1 ,
j bc H- b'c' -t- b" c" — o, c ac ' a ' - y - c " a "  — o, ab -t- a'b'+  a!'b"z= o.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SUR LES MOUVEMENTS INFINIMENT PET1T.S, ETC. 137 

De plus on tire des équations ( i ) ,  jointes aux formules ( 3 ),

i x  —  a x  +  a 'y  +  a"z ,

(4) < y  —  b x  +  b ’ y + b ,'z ,

( z —  ex -+- c'y +  c"z;

puis de ces dernières, jointes à la formule (2 ) ,

I a2 4 -è2 -f-c2 = 1 ,  a'2 + b '2 +  c'2 = 1 ,  a"2 +  è"2 +  c"2=  1,
(  5  ) |

| a! a " b ' b " c ' c "  =  o, «'s +  M i +  c 'c r o ,  a a '-h b b ' ■+■ c c ' =  o.

Enfin, si l ’ on nomme 

et
Y n  V  

*#. y„ Z;

les coordonnées d ’un nouveau point Q, relatives au premier et au 
second système d ’axes coordonnés, on aura

1 \ ,—  a x ,  ■+■ b y ,  + c s „

(6) < y , =  a !x ,  H- b 'y .  -+- c' z n

I z, =  a " x , +  b'ry , +  c''z,·,

et des formules (6 ) ,  jointes aux équations ( 3 ), on tirera 

(7) \x, +  y y ,+  zz , =  x x ,-h y y ,-h zz ,.

Donc la transformation des coordonnées n’altère point la valeur de la 

somme
* œ ,-y y y  , +

Cette somme représente effectivement une quantité indépendante de 
la direction des axes coordonnés, savoir, le produit des rayons 
vecteurs, menés de l ’origine aux points P, Q, par le cosinus de l ’angle 
que ces rayons vecteurs comprennent entre eux.

Soit maintenant a une fonction quelconque des coordonnées primi
tives

y ,  * ·

Si l ’on passe du cas où ces coordonnées sont prises pour variables
OEuvres de C. — S. II, t. XI. l8
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indépendantes au cas où l’ on prend pour variables indépendantes les 
coordonnées nouvelles

x , ·  y ,  z ,

on aura, en vertu des formules (4 ) ,

I)x8 — aD*« +  bDy*  -+- cD3« = :(a D * -t-  èD r -+- cDz)«,

par conséquent,
[ Dx— et Dx -H b R j -4" c D-,

(8) j a'Da;+6'Dy -t-c'Dj,
I D2=: a"Dx -+- b"Dx -h c"D-;

puis on tirera de ces dernières, eu égard aux formules ( 3 ),

|  c t i ) x - h  a ' l ) y +

(9) I)r = 6 D x+ 6 'I )y+ 6 "D 2,
( D3 =  cl)x +  c'Dy H- c"I)2.

Enfin l’on tirera des formules (8 ) , ou bien encore des formules (9 ) ,

(10) 1 DJ +  DÎ +  D Î ^ D i + D J + D J .

Or les formules (8 ) ,  (9 )  sont entièrement semblables aux formules (1 ),
( 4 ) , et la formule (10 ) à la formule (2 ) .  Par conséquent dans la trans

form a tion  des coordonnées rectangulaires, les relations qui subsistent 

entre les coordonnées

æ, y ,  z et x, y, z,

relatives à deux systèmes d ’axes, subsistent pareillement entre les carac

téristiques
D*, J)y, Dû et Dx, Dy, Dz

qui indiquent des différentiations effectuées p a r rapport a u x  coordonnées 

x , y , s ou x, y, z

considérées comme variables indépendantes.

Au reste, on ne doit pas oublier que les formules (8 ) ,  (9 ) ,  (10), et 
celles qu’on peut en déduire, sont des formules symboliques, que l’ on
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transforme en "équations véritables en plaçant une fonction quel
conque a à la suite des expressions symboliques renfermées dans 
chaque membre. Ainsi en particulier la formule ( i o )  n’est autre chose 
que la représentation symbolique de l’équation

(DJ +  I)2 +  DI ) a =  ( D2 +  D2 4- DJ')», 
ou
, . d2« d2a d2« _d2« d2a d2a

dx2 +  & f  ■*" dz2 —  à x *  +  d ÿ }  +  d ï1’

8 désignant une fonction quelconque des coordonnées x ,  y ,  z 

ou x, y, z. ‘
Si l’ on combine les équations (6 ) , non plus avec les équations ( i ) ,  

mais avec les formules (8 ) ,  alors, au lieu de la formule (7 ), on 
obtiendra la suivante

( 12 ) X/ D* H- y, D J +  z, Dz =  X, D* +  y , Dj, -t- 'z, D,.

Donc une transformation de coordonnées rectangulaires n altérera point 

un produit symbolique de la fo r m e

x, ! > *  +  / /  D r 4 - ^ D Z.

Les équations (6 ) ,  et par suite les formules (7 )  et (12 ), conti
nueront évidemment de subsister, si, en nommant toujours

X ,  y ,  z ou x, y, z

les coordonnées primitives ou nouvelles du point P, on désigne les 
coordonnées primitives ou nouvelles d ’un second point Q, non plus
par

æ n  y n  z i ou par x(, y„ zn

mais par

X  +  X „ y + y „  z +  s , ou par x +  x„ y +  y„

en sorte que
y /) s , ou .x,, y„ z,

représentent les projections algébriques delà distance PQ surles axes
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coordonnés des x ,  y ,  z  ou des x, y, z. Cela posé, soient

»

une fonction quelconque des coordonnées x ,  y ,  z  du point P, et

A»

l’accroissement que reçoit cette fonction, quand on passe du point P 
au point Q, c ’est-à-dire quand on fait croître x  de x ,, y  d e / , ,  z de z „  

ou, ce qui revient au même, x de x,, y de y,, z de z,. On aura, en vertu 
du théorème de Taylor,

a  _ l_  A a  —  g . r . D j + y . D j f - t - s , » *  y  =  e x ' D * H“ ï> I)y H~ iIiD* a ,

par conséquent

( i 3 )  j  +  A  =  e ' r 'D ' + ^ ' Dy + J i ' , , ' =  e x ' D « - ('> ' ' I)y + ï ' D*

et

( ¡4 ) A — er 'I>*+i 'I,j'-|-x'D« — i =  e * . i> ,+ r , i> r -4 -2 .D ,— j

Donc là caractéristique À, considérée successivement comme fonction 
des caractéristiques

1)., Ry, Ds,

et comme fonction des caractéristiques

I ) * ,  D p  D „

sera représentée, dans le premier cas, par l ’expression symbolique 

et dans le second cas par l’expression symbolique

gX,Dx +  y .Ilj, -+-z ,D , __  |  _

Or, il résulte de la formule (12 ) que, pour passer de la première 
expression symbolique à la seconde, il suffit de chercher ce que 
devient la première quand on opère la transformation des coordonnées. 
On peut donc énoncer la proposition suivante.
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Théorème. — Soient
X, y, s

les coordonnées rectangulaires d ’un point mobile P, et désignons à l ’aide 

de la caractéristique
A

l ’accroissement que reçoit une fon ction  de oc, y ,  z , quand on passe du 

p o in tV  à un autre point Q, en attribuant a u x  coordonnées du premier 

point certains accroissements

Soient d ’ailleurs 

ce que deviennent

x n y „  *,·

x> y» z  e t  x ; , y , , .  z,

X ,  y , Z  e t  x„ y „  zn

quand on a fa it  tourner autour de l’origine d ’une manière quelconque, 

le systèm e des trois axes coordonnés. Si l ’on veut déduire l ’une de l ’autre 

les deux valeurs que le théorème de Taylor fo u rn it immédiatement pour 

la caractéristique A, considérée d ’abord comme fon ction  de D*, Dr, Dz, 
puis comme fon ction  de Dx, Dy, D2, il suffira d ’avoir égard aux form ules  

qui servent à opérer la transform ation des coordonnées rectangulaires 

avec un changement simultané de variables indépendantes.

Les diverses formules établies dans ce paragraphe s’étendent 
évidemment au cas où l ’on passerait d ’un premier système de coor
données à un second, en faisant tourner seulement les axes des x  et 
des y  autour de Taxe des z. Alors c, c' seraient nuis ainsi que a", b”, 

et les formules ( i ) ,  (2 ) ,  (4 ) ,  (7 ) ,  (8 ) ,  (9 ) , (12 ) pourraient s’ écrire 
comme il suit

( 1 5 )  x  =  x  c o s a  ■+-y  s i n  a ,  y ^ y c o s a  —  ¿ c s i n a ,

(1 6 ) x2 + y J=  a?2 - t - /2,
( 1 7 )  x — x c o s a — y s i n c c ,  y  — y  c o s o c  -+- x  s i n  a ,

(18) xx/ +  yy t— o B x ^ y y , ,
( 1 9 )  D jc=  c o s a l ) * - ! -  s i n a D y ,  I ) y =  c o s a l ) r — s i n a l ) x ,

( 2 0 ) I ) x = c o s a D x —  s i n a l l j . ,  J ) r =  c o s a D j  -+- s i n a l ) x,

( 2 1 )  , D x -+- D 2 —  D j  - t - 1 ) 2 .
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§ II. — Condition que doit remplir une fonction de deux ou de trois 
coordonnées rectangulaires, pour devenir indépendante de la 
direction des axes coordonnés.

Pour arriver facilement à la condition dont il s’agit, nous aurons 
recours à une proposition qui est évidente par elle-même, et dont 
voici l ’ énoncé.

Premier Théorème. — Si une équation entre plusieurs variables indé
pendantes

x , j ,  s, . . .

et plusieurs paramètres ou constantes arbitraires
a, S, . . .

doit subsister, quelles que soient les valeurs réelles attribuées à ces variables 
et à ces paramètres, elle continuera de subsister, quelles que soient les 
variables x , y , z , . . .  quand on établira des relations entre ces variables 
et les paramètres a, S,. . .  en transformant ces paramétres ou seulement 
quelques-uns d ’entre eux en fonctions de x , y , z.

On conçoit, en effet, qu’une équation qui se vérifie indépendamment 
de valeurs attribuées à diverses quantités, subsiste, par bêla même, 
dans le cas où l’ on établit entre ces quantités des relations quel
conques.

D’ailleurs le théorème qu’on vient d ’ énoncer entraîne évidemment 
la proposition suivante.

Deuxième Théorème. — Soient

x , y ,  z, . . .

plusieurs variables indépendantes? et
x, y, z, . . .
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des fonctions qui, renferm ant avec ces variables certains paramètres

se réduisent à
a, g,

n, y , *

p ou r des valeurs particulières de ces paramètres. E n fin , supposons que

des relations convenables, établies entre les paramètres a, 6 , . . .  et les

variables indépendantes x ,  y ,  z , . . .  puissent fa ir e  évanouir toutes les

fo n d io n s  '
x, y, z, . . .

à iex cep tio n  d'une seule, de x, p a r exem ple, en réduisant celle-ci à une 

fo n ctio n  déterminée R de x , y ,  z , ___ Si l ’expression · *

f(x»y,z, ..·), .
considérée comme fon ction  de. x ,  y ,  z , . . . ,  conserve la même fo r m e ,  

quelles que soient les valeurs attribuées a u x  paramètres

en sorte que l ’équation

f(x,y,z, . . . )  .

soit identique, on aura encore identiquement

f(^, y , z ,  . . .)  =  f(R,0, o, . . . ) .

Pour montrer une application de ce dernier théorème, rapportons 
les différents.points de l’espace à trois axes rectangulaires des x ,  y ,  z,  

et considérons l’ un des points auxquels appartiennent les deux coor
données

x ,  y -

Si l’on fait tourner les axes des x  et des y  autour de l’axe des z,  les 
deux coordonnées

x i y

‘ se trouveront remplacées par deux coordonnées nouvelles
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liées aux deux premières par deux équations linéaires et de la forme 

,  (i) x =  x  cosa +  y  sina, y — jycosa— ¿csina.

Cela posé, pour qu’une expression de la forme

f ( * y )

devienne indépendante de la direction des axes mobiles, il faudra que 
l’on ait constamment

(2) f(x>y) =  f(*,.r)»

ou, en d’autres termes,

( 3 ) î ( x  cos a +  y  sin«, y  cosa — x  sin a) =  î {x ,  y ) ,

quelles que soient les valeurs, non seulement de x  et de y ,  mais encore 
de l’angle a. D’ailleurs pour faire évanouir y, il suffira d’admettre, 
entre a, x ,  et y ,  la relation exprimée par la formule

de laquelle on tire

et par suite 

la valeur de r  étant

(4)

y  cosa - x s i n a = o  

cosa sina 1
~x~ ~  y /·’

x =  ±  r,

r =  -t- y* .

Donc l’ équation (^2), lorsqu’elle se vérifiera pour des valeurs quel
conques de x ,  y ,  quel que soit le paramètre a, entraînera la suivante

(5)  f(·^, j ) = f ( ± A - ,  O),

et par conséquent les deux suivantes

(6) f(#, y )  = f(c,o),
(7) f(r, 0) = f ( — r, o).
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Or les formules (6 ) ,  (7 )  comprennent évidemment le théorème que 
nous allons énoncer.

Troisième Théorème. — Pour qu’ une fon ction

f ( æ , y )

de deux coordonnées x ,  y ,  d ’un même p oin t, relatives à deux axes  

rectangulaires, ne soit p oin t altérée, tandis qu'on fa i t  varier ces coor

données, non en changeant la position du p o in t, mais en fa isa n t tourner 

les deux axes dans leur p la n , autour de l’origine, il est nécessaire que 

f  ( x ,  y )  se réduise à une fon ction  du rayon vecteur r m ené de l ’origine à 

la projection du point donné sur le plan des x ,  y ,  et même à une fonction  

de r qui ne varie pas quand on y  remplace r pa r — r.

On démontrerait encore facilement le théorème qui précède, en 
substituant aux coordonnées rectangulaires

X ,  y  ou x, y

deux coordonnées polaires

r, p o u  r, p

dont la première r  serait toujours le rayon vecteur ci-dessus mentionné, 
la seconde p  ou p désignant l ’angle formé par ce rayon vecteur avec le 
demi-axe des x  ou des x positives. Alors en effet, on aurait entre x ,  y  

et r, p ,  ou x, y, et r, p, des équations de la forme

(8) x  ~  r cosp, y  =  r&\np,

OU

( 9 ) \ — r c o s p ,  y — r s i n p ,  

la valeur de p étant elle-même de la forme

( 1 0 ) p  = / >  — a ;  

et l ’équation (2 )  deviendrait

( 1 1 ) f ( r c o s p ,  r s i n p )  =  ( (rcosp,  r s i n p ) .  .

OF.uvres de 6’. —* S. U, t. XI. 9
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Or, il résulte de cette dernière formule que la fonction des variables a;, 
y ,  ou r, p ,  représentée par

f (x, y)  — f(rcosp, r sin/>),

ne varie pas quand on fait varier p,  et se réduit en conséquence à la 
fonction de r  en laquelle elle se transforme quand on pose p  =  o 
ou p  =  iz, c'est-à-dire à

f ( ± r ,o ) ,
«

le double signe pouvant être réduit arbitrairement au signe -t- ou au 
signe — .

Supposons maintenant que l’on fasse tourner autour de l ’origine, 
d’une manière quelconque, les trois axes rectangulaires des a?, des y  
et des z.  Les trois coordonnées

7 ) *

d’un point donné, se trouveront remplacées par trois coordonnées 
nouvelles

y» z

liées aux trois premières par trois équations de la forme

x =  a x  b y  -+-cs,

(12) y =  a ' x  -1- b1 y  4- c 'z ,

z =  a" x  -f- b " y  +  c" z,

dans lesquelles six des neuf coefficients

a, b , c, a', b c ' ,  a"', b'r, c"

pourront se déduire des trois autres, en vertu des formules ( 3 ) ou ( 5 ) 
du paragraphe I, en sorte qu’on aura identiquêment

Cela posé, pour qu’une expression de la forme

f(x, y, z)

devienne indépendante de la direction des axes mobiles, il faudra que
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l ’on ait constamment

04) f ( x ,  y, z) =  f(.ce, y,  z),

quelles que soient les valeurs, non seulement de

x , y ,  l i 

mais encore de trois des neuf coefficients

a, b, c, a\ b', c', a\ b", c"

dont on pourra disposer de manière à faire évanouir y et z. D’ailleurs,
si l’on nomme r  le rayon vecteur mené de l ’origine au point donné,

»
on aura

05) r  =  \ Z Æ > + / + î!,

et l ’équation ( i 3 ), réduite à

( 1 6 )  x ^ y ’  +  z '^ ; · * ,

donnera, pour des valeurs nulles de y et de z,

( 1 7 )  x  ±  r.

Donc la formule (14) entraînera la suivante

( 1 8 )  ({æ, y,  s ) = f ( ± / ' , o ,  o ) ,

par conséquent les deux suivantes

( 1 9 )  f ( ^ > 7 ,  s )  =  f ( / - , o ,  o ) ,

( 2 0 )  f ( r , o , o )  - - f ( —  r , o ,  0 ) .  .

Or les formules (19), (2 0 )  comprennent évidemment le théorème que 
nous allons énoncer.

Quatrième Théorème. — Pour qu’une fon ction

y,  z)

de trois coordonnées x ,  y ,  z  d ’un même p o in t, relatives à trois axes  

rectangulaires, ne soit p oin t altérée, tandis qu'on fa i t  varier ces coor-
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données, non en changeant la position du point, mais en fa isa n t tourner 

le système des trois axes rectangulaires autour de l ’origine, il est néces

saire que f  (oc, y ,  z )  se réduise à une fonction  du rayon vecteur r m ené de 

l ’origine au point donné, et même à une fon ction  de r qui ne varie pas  

quand on y  remplace r pa r  — r.

. Au reste, on démontrerait encore facilement le théorème qui pré
cède en substituant aux coordonnées rectangulaires

x , y i « ou x, y, z,

des coordonnées polaires

r, p, q ou r, p, q,

liées aux premières par des équations de la forme

¿v =  rcosp,  y  =  rsinpcosq,  s  =  rsinps'mq,
OU

x — cos p, y =  rsinp cosq, z =  /· sinp sinq.

En effet, en vertu de cette substitution, la formule ( i 4 ) deviendrait

/(/•cos p, r sin p cos q, r sin p sin q) — f { r  cos p,  r sin/zcos q, r sin//sin q).

Or comme, la direction des nouveaux axes étant complètement arbi
traire, on pourrait en dire autant des valeurs des variables p, q, on 
conclurait de la formule précédente que la fonction

((x,  y ,  z) =  f(r cos/), r sin/> cosgs r sin// sin^)

ne varie pas avec p  et q,  mais seulement avec r, et se réduit à la valeur 
de

fircosp, rsinpcosq,  rsin/osingr)

correspondante à p  =  o ou p  =  %, c ’est-à-dire à

f ( ± / · ,  0,0).

Lorsque les fonctions de x ,  y  ou de x ,  y ,  z  désignées, dans les 
théorèmes 3 et l\, par

r (x,  y )  ou f ( x , y , z )
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sont des fonctions entières composées d’un nombre fini ou infini de 
termes, alors

f(/·, o) ou f(r, o,o)

est pareillement une fonction entière de r, et même, en vertu de la 

formule (7) ou (20), une fonction entière de r2, c’est-à-dire de

x^f--y- ou de x2-+- y 2-t- s2.

Comme d’ailleurs toute fonction entière de r ou de r2 remplit évidem

ment la condition mentionnée dans le troisième ou le quatrième théo

rème, il e*i résulte qu’on peut encore énoncer les propositions sui

vantes.

Cinquième Théorème. — Pour qu’une fonction entière
f (x ,y Ÿ

de deux coordonnées x, y d’un même point, relatives à deux axes rectan
gulaires, ne soit point altérée, tandis qu'on fait varier ces coordonnées, 

non en changeant la position du point, mais en faisant tourner les deux 
axes dans leur plan autour de l’origine, il est nécessaire et il suffît 
que f (x, r )  se réduise à une fonction entière de

r2 =  x 2 y*·

Sixième Théorème. — Pour qu’une fonction entière
f {x,y,z)

des trois coordonnées x, y , z d’un même point, relatives à trois axes 
rectangulaires, ne soit point altérée, tandis qu’on fait varier ces. coor
données, non en changeant la position du point, mais en faisant tourner 
le système des trois axes coordonnés autour de l’origine, il est nécessaire 
et il suffit que f  (x, y, z) se réduise à une fonction entière de

r1 = x* -h y 2 -t- s2.

Nous avons vu, dans le paragraphe I, que si l’on nomme

x ,  y ,  s  m et x, y, * *
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les coordonnées d’un même point, relatives à un premier et à un 

second système d’axes rectangulaires, les caractéristiques

D ,̂ Dy5 Dæ

s’exprimeront en fonction des caractéristiques

!>*, Dr , D-

de la même manière que les nouvelles coordonnées

x, y, z

en fonction des coordonnées primitives

y, *·
En conséquence, on pourra, dans les théorèmes 5 et 6, remplacer les 

coordonnées.x, y, s par les caractéristiques

D-n II/?

et l’on obtiendra ainsi les propositions nouvelles que nous allons 

énoncer.

Septième Théorème. —  x, y étant deux coordonnées rectangulaires, et
D*, T)y

les caractéristiques qui indiquent des différentiations relatives à ces coor
données; pour qu’une fonction entière de ces caractéristiques ne soit point 
altéréej tandis qu’on fait tourner, dans le plan des x, y, les axes coor
donnés autour de l’origine, il est nécessaire et il suffit que cette fonction 
se réduise à une fonction entière de

« i + D  h
Huitième Théorème. — x,y, z étant des coordonnées relatives à trois 

axes rectangulaires, et
D/, D*

les caractéristiques qui indiquent des différentiations relatives à ces coor-
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données ; pour qu’une fonction entière de ces caractéristiques ne soit point 
altérée, tandis que l’on fait tourner d’une manière quelconque les axes 
coordonnés autour de l’origine, il est nécessaire et il suffit que cette 
fonction se réduise à une fonction entière de

D’ +  D *+ I )*.

111. —  De la form e que prennent les équations des mouvements infini
ment petits d ’un système homogène de molécules, dans le cas où ces 
équations deviennent entièrement indépendantes de la direction des axes 
coordonnés

Les équations des mouvements infiniment petits d’un système 

homogène de molécules renferment, avec les déplacements molécu

laires £, r], Ç mesurés parallèlement à trois axes rectangulaires, quatre 

variables indépendantes, savoir, les coordonnées x, y, z, relatives 
aux trois axes dont il s’agit, et le temps t.  Ces mêmes équations, 

d’après ce qu’on a vu dans un autre Mémoire, peuvent s’écrire comme 

il suit
| (L — D£2)S +  Rï) +  (K =  o,

( i ) J RÇ +  ( M - D î ) V n - P Ç  =  o,

( QÇ +  Pfl +  ( N - I ) ? - ) Ç = o ,  ’

L, M, N, P, Q, R étant des fonctions entières de

Dj) l-bî
et si, comme l’ont fait quelques géomètres ( 1), on emploie, pour 

représenter les caractéristiques

de simples lettres

on aura 

(̂ )
L =  G +  D£H, 
P =  l)„DwH,

Dx, Dj, Dz 

u, v,

M =  G +  J)’H, , N =  G +  D*H,
Q =  DWD„H, R =  DK1),H,

0 )  On peut citer particulièrement à ce sujet un Mémoire de M. Poisson Sur l’inté
gration de quelques équations linéaires aux différences partielles, etc., lu à l’Académie 
des Sciences le 1 9  juillet 1 8 1 9 , et où cet illustre géomètre différentie et-intègre des fonc
tions qui renferment des caractéristiques^ ■ ■ , ■ ” A
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G, H étant deux fonctions de u, v, w, entières, mais généralement 

composées d’un nombre infini de termes. En conséquence, les 

formules (2) donneront

l (G — D?)Ç +  D .( D BH Ç + I),H»i +  DwIlÇ)=:o,
(3) | ((1 — 1)|) i ]  +  Di,(l)uHi; 4 - D(,Hn 4- D„,H£) =  0, ,

( (G -  D2 )t  -t- D,V(D„H£ +  D„Hïi -h DWHÇ) = 0 .

pourvu que l’on effectue d’abord sur H, considéré comme fonction 

de u, v, w, les différentiations indiquées par les caractéristiques

R«, D,*) bwï

puis sur £, v), £, considérés comme fonctions de x, y ,  s les différentia

tions indiquées par les caractéristiques u, v, w. Quant aux valeurs de

G, H,

considérés comme fonctions de

u — D*, v =  Dr, w — l)z,

on les obtiendra de la manière suivante.

x ,y ,  3 étant les coordonnées rectangulaires d’une molécule m du 

système que l’on considère, nommons m une seconde molécule 

séparée de la première par la distance r;

x, y, z

les projections algébriques de cette distance r sur les axes coordonnés, 

et
m mrf{r)

l ’action mutuelle des deux molécules m, m, prise avec le signe -f- ou 

le signe — , suivant que ces deux molécules s’attirent ou se 

repoussent. Enfin, a étant une fonction quelconque de x, y ,  z, 
désignons par

A 8

l ’accroissement que prend cette fonction quand on passe de la molé-
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cule m à la molécule m. On aura non seulement

As =  (exDx + yDy + *Ds-- I ̂  a,
par conséquent

(4) A =  exD*+ ï V " ,D*— i,

ou, ce qui revient au même,

(5 ) A =  ex“+y‘’-,■1’·H'—i ;
mais encore

Ha =  S
m df(r) 
r dr [

Ga =  S[m/(r) A«], 
Aa — (xK +  yc +  zwla — ( x h  +  V(> +  Z ( v ) 2a ' l )

^  Jr
le signe S indiquant une somme relative aux diverses molécules m 
voisines de m; par conséquent

(6)
(7) 11 =  s m d f (  r) 

r dr

G =  S [ w / ( r ) A ] ,

( x u  +  y c  +  ziv) ( x « + y p  +  z « ')2”!)

------^-------Jr
ou, ce qui revient au même,

(8) H =  s j ” £ £ £ l [A - (x D » - t -y D r + z D , (xD^+yDy-i-z Ë£Üj

Or, en vertu de la formule (12) du paragraphe I, dans laquelle ¿r,, y „  s, 
sont des quantités analogues à celles que nous désignons ici par x, y, z, 

les valeurs de G, H, fournies par les équations (6), (7), seront, aussi 

bien que la valeur de A (voir le théorème placé’vers la fin du para

graphe I), indépendantes de la direction des axes coordonnés. Seule

ment, dans les développements de G, H suivant les puissances ascen

dantes de
D*. Dr , Ds,

les coefficients de ces caractéristiques pourront varier, en même temps 

qu’elles, avec la direction des axes ; et

G. H.

considérés comme fonction de

D») IXs»
Œuvres de C» — S. U, t. XI. 20
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pourront alors prendre successivement diverses formes, sans néan
moins changer de valeurs.

Considérons maintenant le cas particulier où,. la direction des axes 
coordonnés venant h varier, G, H, qui ne changeront pas de valeurs, 
ne changeraient pas non plus de forme. Il est clair que, dans ce cas 
particulier, la forme des équations des mouvements infiniment petits 
resterait elle-même invariable et indépendante de la direction des 
axes coordonnés. Il y a plus : pour que la forme des équations du 
mouvement reste invariable, il est nécessaire qu’en développant les 
valeurs de

L, M, N, P, Q, R,

fournies par les équations (2), suivant les puissances ascendantes des 
caractéristiques

u =  I)*, c =  J)r, (v — D2,

on trouve pour coefficients de ces puissances des quantités indépen
dantes de la direction des axes coordonnés. Or, si cette,dernière con
dition est remplie, non seulement

L, M, N, P, Q, R,
A

considérés comme fonctions de u, v, w, présenteront une forme inva
riable, mais on pourra encore en dire autant des expressions

D„ G =  1)„ M — ])„ R =: D„ N — Dw Q,
I); G =  I)„ N — DWP =  [)„ L — D„ R,
I)„-G =  DWL |— DKQ =  D,„M — D, P,

c’est-à-dire des dérivées partielles de la fonction G, relatives à u, v, w, 
par conséquent de sa différentielle totale, et de cette fonction elle- 
même qui, en vertu des formules ( 5 ) et (6 ) , devra s’évanouir avec A, 
quand on y remplacera u, e, w par zéro. Ce n’est pas tout : la forme 
de la fonction G étant invariable, en même temps que les formes de

L, M, N, P, Q, R,

on conclura des formules (2 )  que les six dérivées partielles du second
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ordre de la fonction H, savoir

D *H , D 'H , D 'H , D „D „,H , D WD „ H 1 D „ U ,H ,

présenteront elles-mêmes dans l’hypothèse admise des formes inva
riables. Donc on pourra en dire autant de la différentielle totale du 
second ordre de H considéré comme fonction de u, v, w; et puisque, 
en vertu des formules ( 5 ) et (7 ) ,  la fonction H s’évanouit avec sa diffé
rentielle totale du premier ordre, pour des valeurs nulles de ü, v,w, 
nous devons conclure que, dans l ’hypothèse admise, cette fonction H 
offrira elle-même une forme invariable.

Ainsi, en résumé, pour que les équations des mouvements infiniment 
petits d’un système homogène de molécules offrent une forme indé
pendante de la direction des axes coordonnés, c ’est-à-dire, en d’autres 
termes, pour que les valeurs de

D?5, D?*>, D?Ç,

fournies par ces équations, soient des fonctions invariables des dépla
cements £, y], Ç et de leurs dérivées de divers ordres, prises par rap
port à x, y, s, il est nécessaire et il suffit que les fonctions de D*, J)y, 
Dz, représentées par G, H, et déterminées par les formules (6 )  et (7 )  
ou (6 )  et (8 ) , conservent non seulement, comme il arrive toujours, la 
même valeur, mais aussi la même forme, après un changement de 
variables indépendantes correspondant à une transformation de coor
données rectangulaires. D’ailleurs, pour que cette dernière condition 
soit remplie, il sera nécessaire et il suffira, en vertu du huitième théo
rème du paragraphe II, que G, II se réduisent à des fonctions de la 
somme

J)* +  D* +  DJ.

On peut donc énoncer la proposition suivante.

T héorème. — Pour que les équations des mouvements infiniment petits 
d’un système homogène de molécules soient indépendantes, dans leur 
forme, de la direction attribuée aux axes coordonnés, il est nécessaire et
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il suffit que les fonctions de

représentées par
u =  I)*, v  =  Dy, w  = .  D-, 

G, H,

et déterminées par les formules (6) et (7) ou (6) et (8), se réduisent à 
des fonctions de

u* +  p* +  (v*- =  I )»  4 - D* 4- D?.

Posons maintenant, pour abréger,

(9)

Lorsque G, H se réduiront à des fonctions de u% 4- v- + 'w 2, par consé

quent de P ,  alors, en prenant

(10)

on lirera des formules (2), 

0 0

> '= * dk

L =  E +  F«*, M =  E +  Fp* N =  E4-F«v*,
P =  F civ, Q =  F (vm, R =  Fi u > ,

ou, ce qui revient au même,

( L =  E +  FD*, M =E +  FD*, N =  E 4 - FD?,
(I2) | P =  FDyl)„ Q=FD,I )„  •R =  FDI l)r,

Donc alors les formules (1) se réduiront aux suivantes

( (E — D ? F  D,(Da5 4~ P y*) 4- 1)SÇ) =  o,
03) (E — D,2)*) 4- F Dr(l)xÇ 4 - l)rY) 4- l)sÇ) =  o ,

( (E — D*)Ç 4- F I)S(D*$ 4- T)3·Y) 4- D; Ç) =  0 .

Au reste, à l ’aide des principes établis dans le paragraphe II, on 

s’assurera sans peine qu’effectivement les équations ( i 3) ne changent 

pas de forme quand on change la direction des axes coordonnés.

Il est bon d’observer que, si l’on pose

04) v — 4- l)yï) 4- D2Ç,

la nouvelle variable o représentera toujours, abstraction faite du signe,
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la dilatation ou la condensation du vo lu m e , m esurée au point (æ,y,z), 
dans le systèm e de m olécules donn é. Cela posé, les équation s ( i 3 )  

pourront être présentées sous la  forme

( i5 ) - (D Î -E )|  =  F D ,ü, (D| — E)yi =  FDyu, (D Î -E )Ç  =  FD,u,

et l ’on tirera de ces mêmes équations, respectivement multipliées 

par
, Dx, Dj-, D,i

puis combinées entre elles par voie d’addition,

(.6) [D * -E -F (D * - i -D *  +  D i)]u =  o.

Lorsque dans un système homogène de molécules, les équations des 

mouvements infiniment petits prennent une forme indépendante de la 

direction des axes coordonnés, ce système est évidemment du nombre 

de ceux où la propagation du mouvement s’effectue en tous sens suivant 

les mêmes lois. Or, d’après ce qu’on vient de dire, les mouvements 

infiniment petits d’un semblable système peuvent être représentés 

par les équations ( i 3), dans lesquelles

E et F

sont deux fonctions déterminées de

1)2 +  1); + DJ,

ou bien encore, par les formules ( i 5) jointes à l ’équation (16). D’ail

leurs il est important d’observer : i° que la dilatation du volume peut 

se déduire immédiatement de l ’intégration de la seule équation (i-6); 

2° que, cette dilatation une fois connue, les valeurs de de y) et 

de Ç, se trouveront déterminées chacune séparément par les trois 

formules (r5).

Nous observerons encore que des formules ( i 5), combinées entre 

elles, on tire
I ( D ? - E ) ( D sï i - D y Ç) =  o,
I (DJ — E)(DXÇ — D. |)=r0,
( ( D ! - E ) ( D , Z - ü x v)  =  o.

( ' 7 )
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§ IV. — De la form e que prennent les équations des mouvements infini
ment petits d ’un système homogène de molécules, dans le cas où elles 
deviennent indépendantes de ta direction assignée à deux des trois axes . 
coordonnés.

Après avoir réduit lés équations des mouvements infiniment petits 

d’un système homogène de molécules aux équations ( r) du para

graphe III, concevons qu’on fasse tourner deux des axes coordonnés 

autour du troisième, par exemple les axes des a? et des y  autour de l’axe 

des s, et considérons en particulier le cas où, pendant cette rotation, 

G,Ii, qui ne changeront pas de valeur, ne changeraient pas non plus de 

forme.-Il est clair que, dans ce cas, la forme des équations des mouve

ments infiniment petits restera elle-même invariable, pendant la rota

tion des axes des x  et des y .  Il y a plus : pour que cette rotation ne 

fasse pas varier la forme des équations du mouvement, il sera néces

saire qu’elle laisse invariables les formes de

L, M, N, P, Q, R, 

exprimées en fonction des caractéristiques

« =  !)*, v =  Dy, w =  D2,

à l ’aide des formules (2) du paragraphe III, jointes aux formules ( 5),

(6) et (7) du même paragraphe; par conséquent il sera nécessaire 

qu’elle laisse invariable la forme des fonctions de D*, Dr, D*, repré

sentées par G, H. C’est du moins ce qu’on démontrera sans peine, par 

des raisonnements entièrement semblables à ceux dont nous avons 

fait usage dans le troisième paragraphe.

Ainsi, en résumé, pour que les équations des mouvements infini

ment petits d’un système homogène de molécules offrent une forme 

indépendante de la direction assignée, dans le plan des x , y ,  aux axes 

rectangulaires des x  et d es/, il sera nécessaire et il suffira que les 

fonctions
I)œ, Dj-, Da,
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représentées par
G, H,

et déterminées par les formules (6), (7 ) du paragraphe III, conservent' 

non seulement, comme il arrive toujours, la même valeur, mais aussi 

la même forme, après le changement de deux variables indépendantes, 

correspondant au déplacement de deux des trois axes coordonnés. 

D’ailleurs, pour que cette dernière condition soit remplie, il sera néces

saire, et il suffira, en vertu du septième théorème du paragraphe III, 

que G, H se réduisent à des fonctions de la somme

I)£4-I>£,

si les axes déplacés sont ceux des x  et des/, par conséquent à des, 

fonctions de la somme
d;  +  d >, :

si les axes déplacés sont au contraire ceux des y  et des z,  On peut, 

donc énoncer la proposition suivante.

Théorème. — Pour que les équations des mouvements infiniment petits 

d ’un systèm e homogène de molécules offrent une fo r m e  indépendante de 

la direction assignée, dans le plan des y, z , a u x  axes coordonnés rec

tangulaires des y  et des z , il est nécessaire et il suffit que les,fonctions 

de
u  =  l)x, ' v  Dr, (V D-, ;

représentées p a r  G, H, et déterminées par les form u les  (6), (7) du para

graphe I I I , se réduisent à des fon ction s de

v*+w->z=I)> +  D|. . . ...

Posons maintenant, pour abréger, ,· , -: ·

(1) ’ -h·&>*== l ) j ’-+- D|. « · ’ ·

Lorsque G, H se réduiront à des fonctions de m2 et de e2-t- «y2, par 

conséquent à des fonctions de u et de A, alors, en prenant

1 OE
h - (j +  h-àh' F = S

,,  I dE
d  ̂ h Oh

dh
K:

r dll\
(2)

du
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on tirera des formules (2) du paragraphe III

1 M = E  +  Ff>î, N =  E +  F<»,s,/ 0 \ y 7
I P =  F<w, Q =  K<c, R = :K e ;

ou, ce qui revient au même,

1 M =  E +  FD*, N — E -+- F D.! ,
(4) 7

[ P — FDr D., Q =  KD=, R — KDr.

Donc alors les formules (r )  du paragraphe III se réduiront aux sui
vantes
(5 ) (])* —L)£ —K(I)yrM-D:Ç) = o,

j (Dt* - E ) ï i - D y[K$ +  F(l)JYH-I)sÇ)] =  o,

! ( D ? - E ) C - D s [KÇ +  F(Dyi, +  DsÇ)] =  o.

D’ailleurs on tire des formules ( 6 ) ,  non seulement

( 7 ) [ D? — E — F( D£ +- D|)] (Drn -4- IK£) — K( D7  +  I)|)£ =  0 , 

mais encore

( 8 ) ( D ? - E ) ( D Iï j - D rÇ) =  o;

puis des formules ( 5 ) et ( 7 ) ,  combinées entre elles,

(9) j [D* -  E -  F( D* +  1)*] ( l)(* -  E) -  K*( I)* +  1)1 ) j Ç =  o.

Lorsque, dans un système homogène de molécules, les équations 
des mouvements infiniment petits prennent une forme indépendante 
de la direction attribuée aux axes rectangulaires des y  et des z ,  ce 
système est évidemment du nombre de ceux dans lesquels la propa
gation du mouvement s’effectue de la même manière en tous sens 
autour d’un axe quelconque parallèle à l’axe des œ.  ür, d’après ce 
qu’on vient de dire, les équations des mouvements infiniment petits 
d ’un semblable système peuvent être représentées parles équations ( 5 ) 
et ( 6 ) ,  dans lesquelles

E, F, K, L

sont des fonctions déterminées de

D’ +  D?.
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Observons d ’ailleurs que les deux variables

£ et ■+■ IL?,

dont la seconde représente la dilatation superficielle du système molé
culaire dans un plan parallèle au plan des y ,  z ,  se trouvent simul
tanément déterminées par les formules ( 5 ), ( 7 ) ,  tandis que la 
variable

- Dsï) - D

se trouve déterminée par la seule formule (8 ) .

§ V. — De la forme que prennent les équations des mouvements infini
ment petits de deux systèmes homogènes de molécules qui se pénètrent 
mutuellement, dans le cas oà ces équations deviennent indépendantes 
de la direction des axes coordonnés.

Les équations des mouvements infiniment petits de deux systèmes 
de molécules, qui se pénètrent mutuellement, renferment avec les 
déplacements moléculaires

*0î K OU Çp

mesurés dans le premier ou dans le second système, parallèlement 
à trois axes rectangulaires, quatre variables indépendantes, savoir, 
les coordonnées ce, y ,  z ,  relatives aux trois axes dont il s’agit, et le 
temps t. Ces mêmes équations, d ’après ce qu’on a vu dans un pré
cédent Mémoire, peuvent s’écrire comme il suit

I (L — Dt2)£-H R ï ]+  (K-H R ^ - h «2^  =  0,
(1) R £ +  (M — D?)n-1- P Ç +  R , l  +  M,n;+  P,C, =  o,

( Q S + P n - M N  Q , i +  P , f l ,+  N,Ç; =  o;

| ,L£-t-,Rï] +  ,<K -4- (L ,  — I)! ) l - h  R,rj,+ Q,C, =  o,
(a) J,R£ +  ,Mïi + ;PC -t- R//Î/+ (M/; - Ü Î H +  P,/?, =  0,

( ,QÇ +  /P« +/NÇ +  Q,S, +  P,*J/ +  (N. — D ?K ,= o ,

L, M, N, P, Q, R, L „  M„ . . . ,  Q„, R„ désignant des fonctions des 
caractéristiques

D5.
OEuvres de C. — S. Il, t. XI. 21
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D’ailleurs comme on l’a prouvé, si l ’on développe'ces fonctions sui
vant les puissances entières de D*, Dr, Dz, les coefficients de ces puis
sances ou de leurs produits pourront, dans beaucoup de cas, être, 
sans erreur sensible, considérés comme constants. C’est ce qui pourra 
en effet arriver si, le second système de molécules étant homogène, 
le rapprochement des molécules est beaucoup plus considérable dans 
le premier système que dans le second. Alors les sommes qui repré
senteront les coefficients dont il s’agit seront les unes constantes, les 
autres variables, et, pour qu’on puisse, sans erreur sensible, substi
tuer aux sommes variables leurs valeurs moyennes, il suffira que ces 
sommes reprennent périodiquement les mêmes valeurs", quand on 
fera croître en progression arithmétique chacune des trois coordonnées 
x ,  y ,  z,  et que les produits de ces sommes parles rapports des trois 
progressions arithmétiques correspondantes aux trois coordonnées 
soient très petits.

Les coefficients que renferment les fonctions

L, M, N, P, Q, R ; L „  M „ . . . ,  Q „

étant regardés comme constants ; si, pour représenter les caracté
ristiques

1)., Dy, D-,

on emploie de simples lettres

on aura
u, v, (V,

Î L = G + I ) * H ,  

Í P = D „ D WH,

M =  G +  D* H, 

Q =  DWD„H ,

 ̂ L, =  G( +  D *H „ . M; =  G; -h D* H,, 

j P<= D „ D WH<, Q, — Pw D«H(, . 

( (L = /G +  Dfi ,H, =  ,G +  D ^H ,

I ,P =  ,0  =  D,v D„,H,
j L ,=  G, +  D*H„ ' M ,=  G ,+  I>*H„ 
I P#= D ,D „.H #, Q , =  DWD„H„

N = G +  1)*, II,
U =  I)„D,H;
N, =  G,-i- D* II(, 
R /=  D» 1LH,;
,N = ;G +  U‘ ,H, 
,R = D „ D „ H ;
N /,= G;, H- I),!v H„, 
R ,=  D„D,,H,;

G, H, G,, IL, ,G, LL G,„ IL, désignant huit fonctions entières de Dæ,
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Dr, D „ composées chacune généralement d’un nombre infini de 
termes.

Si l ’on nomme
y> «

les coordonnées rectangulaires d ’ une molécule

m ou m(

du premier ou du second système;

P

la distance de cette molécule m ou m, à une molécule voisine m 
ou m, ;

x, y, z

les projections algébriques de la distance r;
t

m m r  r )

rii:
l ’action mutuelle de deux molécules m, m du premier système, prise 
avec le signe H- ou avec le signe — suivant que ces molécules s’attirent 
ou se repoussent;

m m ,r f , ( r )  et m ^ r  f , { r )

l ’action mutuelle d’une molécule m ou m du premier système et d ’une 
molécule nt, ou m, du second; enfin

m,”hfAr)

l ’action mutuelle de deux molécules m, et mJ du second système; alors 
en posant, pour abréger,

(7) A =  e*«+yKH-«v — j ?

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



164 MÉMOIRE
on trouvera

(8)

(9) .

(io)

(” )

G 

H

G, =

H, =

S | > /(r )A ]  — S t« , /^ ! · ) ] ,

A — (xM +  yi' +  z«») — 

ry -+- ivz)'-

s | — df(rS> 
1 r dr

(xu -h y v -+- zwY~

_  g f"* /  d/,(/■) ( a x +  vi 
[_ r dr s

S [> ,/,( /■ )(. + A)],

■
/G =  S [ m/,{/·) ( î — A)],

-  b [ t # W ) ] ;/H

G,
H

S l > / / / , ( ' ' ) A ] - S | > / i(/·)],

A — (xu  -H y <> H- ziv) 

>y +  wz)*'

g j df»(-r'>
I r dr

(xa +  yv +  zn>)’ 
2 ■]

__g Vm d f j ( r )  (ux  +  ey-t- wz)a~l
\_r dr 2 J ’

le signe S indiquant une somme de termes semblables entre eux, et 
relatifs aux diverses molécules m ou m,, voisines de m ou de m,.

Concevons maintenant que, pour opérer un changement de variables 
indépendantes, on fasse tourner ou les trois axes coordonnés d’une 
manière quelconque autour de l ’origine, ou les axes des y et z autour 
de l’axe des x. Il suit évidemment des formules ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ) , (6 ) ,  
que la rotation dont il s’agit ne changera pas la forme des équations 
des mouvements infiniment petits, si elle ne change pas les formes 
de

G, H, G,, H„ ,G, ,H, G„ H,.

De plus, par des raisonnements semblables à ceux dont nous nous 
sommes servis dans les paragraphes III et IV, on démontrera sans 
peine que, si le déplacement des axes coordonnés laisse invariable 
la forme des équations du mouvement, il laissera pareillement inva
riables les formes des différentielles totales du second ordre de

G, G,, ,;G, G/;,
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considérées comme fonctions de u, v, w, et les formes des différentielles 
totales du second ordre de

H, H;) ,ti, H,.
Donc,alors les fonctions

G, G„ ,G. G;„

qui se réduisent respectivement à
— S|>,/,(/·)], S | > ,/,(r )], $ [> /,(# ·)], - S [ m / ; (/·)],

quand on y remplace u, v, w par zéro, ne changeront pas de forme; 
et l ’on pourra encore en dire autant : i°  des fonctions

H, H„,

qui s’évanouiront avec leurs différentielles totales du premier ordre, 
quand on y remplacera u, v, w par zéro; 20 de la somme des termes 
qui, dans chacune des fonctions

H;, yH,

seront par rapport à m, c, w d’ un ordre supérieur au premier.
Ainsi, en résumé, pour que la rotation des trois axes coordonnés 

autour de l’origine, ou des axes des y  et des  ̂autour de l’axe des x, 
n’altère pas la formej des équations ( i ) ,  (2), il sera nécessaire et il 
suffira que cette rotation n’altère ni les formes de

G, G„ ,G, G;/, H, H//(

considérées comme fonctions de u, v, w, ni les formes des expressions 
auxquelles se réduisent les deux fonctions

H„ ,H,

lorsque, dans ces dernières, on conserve seulement les termes d’un 
degré supérieur au premier. D’ailleurs, pour que ces dernières condi
tions soient remplies, il suffira, en vertu des théorèmes 7 ou 8 du 
paragraphe II, que les six fonctions

G, G/; ;G, G/y, H, H/y,
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et les parties conservées des deux fonctions

H„ ;H,

se réduisent à des fonctions de la somme
D*h-D* +  D * =  it*+v*+»v*>

ou de la somme i

On peut donc énoncer les propositions suivantes.

P remier T héorème. — Pour que les équations ( i )  et (2 )  soient indépen
dantes, dans leur forme, de la direction des axes coordonnés, supposés 
rectangulaires entre eux, il est nécessaire et il suffit que les six fonctions 
de u, v. w, représentées par

G, G,, ;G, G/;, H, H,;)

et les sommes des termes du second degré ou d’un degré plus élevé, renfer
mées dans chacune des fonctions

H;, ,H>

se réduisent à des fondions de la somme
u* + es -+- wi =  D| +  Dy + DJ.

D euxième T héorème. — Pour que les équations (1 )  et (2 )  offrent une 
forme indépendante de la position assignée, dans le plan des y, z, aux 
axes coordonnés rectangulaires des y et des s, il est nécessaire et il suffit 
que les six fondions de u, v, vv, représentées par

G, G„ ,G, G,, H, H,,
et les sommes des termes du second degré, ou d’un degré plus élevé, ren
fermées dans chacune des fonctions

H/ et ,H>

se réduisent à des fonctions de u et de la somme
e»+ w s =  D= +  D|.
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Posons maintenant, pour abréger,
Ar*=B*4-'(’, 4-«v* =  D* +  D * + I ) | ,

Lorsque les six fonctions
G, G,, ,G, G,„ H, Hæ

et les sommes des termes du second degré ou d’ un degré supérieur 
dans les fonctions

H„ ,H,
se réduiront à des fonctions de u2 -+- v2 -+- w1, par conséquent à des 
fonctions de k ; alors, en raisonnant comme dans le paragraphe III, on 
trouvera

(12) ) L = E 4- F Di, m = e  +  f d ;, N =  E 4- F l)|,
1 P = F Dy 1)3, Q =  F 1)3 D*, R =  F D*Dr ;

(r3 ) E ,+  F; D|, My =  Ëy -+- F; D̂ , N, — Ey 4- F, DJ,
1 P ,= F, Dy Ds, Q, =  Fy D*!)*, R ,=  F, Da,Dj.;

(*4 ) j ;L = /E + /F  DJ, ,M =yE +yF D*, ,N = ,E  + / F D*,
I /P = /F Dr Ds, /Q = ,F  i)s i)*, yR =yF I)*Dr ;

( i5 ) ( L.= E ,+  F, D*. M#=  Ey,+ FyyD}, N ,=  Eyy+FJ)!,
i P ,= F,Dr Ds, O// =  Fyy D- D ,̂ Ey/ — Fyy Dyc Dy,

E, F, E , F„ ,E, ,F, E//t F,, désignant des fonctions entières
somme

D*h-D* +  DJ,
. mais généralement composées d’un nombre infini de termes; et par 

suite, si l’on pose, pour abréger,
u — -h DyY] -t-(16)
v,— +  Ry"fly +  RjÇ/î

les équations ( i )  et (2) deviendront
j (Dt' ! - E  )£ -  E,l = D ,(  Fo +  F ,«,),

(>7 ) » (Dt* - E  )y) - E ;n( =  Dy( Fu +  F; u,),
( (Dt* -E )Ç  — EyÇ,=D,( Fü +  F/U/),
i (D? — E ,)5, —,E g = D x( /F ü-4-F ,u<),

(18) | (D2 — E/()y); — ,E n = D r ( /Fu +  Fi,u;),
( (Dî —E )̂Ç, — #E Ç = D J(,Fu +  Fiüi).
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On tire d’ailleurs des équations (17) ou (18), respectivement multi

pliées par
I)*, Dr , D2,

puis combinées entre elles par voie d ’addition,

j [ D ’ - E - F  ( D i + D Î + D D i u - t ^ + F ^ D i + D y  +  D D J u ^ o ,

I9) f [D?— E ,— Ff (D* +  D* +  D*)]U/- [ <E +  ,F (D*-t-D* +  DJ)]u = 0 .

Les nouvelles variables qui sont ici représentées par u, u/( et qui peuvent 
être séparément déterminées à l’aide des formules (19 ), ne sont autre 
chose que les dilatations de volume mesurées, au point (tz, y, z), dans 
les deux systèmes de molécules qu’on considère. Ces dilatations étant 
calculées, si l ’on nomme

a, b , c

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des 
coordonnées positives et

8, 8,

les déplacements moléculaires, mesurés dans les deux systèmes de 
molécules parallèlement à cet axe; alors des formules

( s =  a l  -+- bu +  cÇ,
( 2 0 )

' 8y =  a £/ +  bf) ,+  c£„.

combinées avec les équations (17) et (18), on tirera les suivantes

( (D* — E ) » — E / ü/ —  (a Dx -+- b J) y  -t- cl)2) ( F u ■ +· F, ot ),

I (R?—  E//)8/ /E 8 =  bJ)y-\- c .D2) (,Fu H- F^u,),

et l ’on pourra déduire immédiatement de ces dernières les valeurs des 
déplacements a, a,.

Si l’ on élimine u, ou u entre les formules (19 ), et ay ou a entre les 
formules (21), alors, en posant pour abréger

( 2 2 ) V ' = ( D * - E ) ( f ) J - E /;) - , E E , ,

(23) (
i - [ E , + F , ( D *  h-  D* +  I)?)][/E-t-,F (!)* +  ])’  + DJ)],
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et

Lorsque, dans un double système de molécules, les équations des 
mouvements infiniment petits, prenant une forme indépendante de la 
direction des axes coordonnés, se réduisent auxform ules(1 7 )ou (18), 
ce double système est évidemment du nombre de ceux dans lesquels 
la propagation du mouvement s’efïèctue en tous sens suivant les mêmes 
lois. Alors, après avoir déterminé les dilatations de volume

à l ’aide des formules ( 2 5 ), on pourra obtenir les valeurs des déplace
ments

on trouvera
(25) V"u =  o, V ^ u ^ o ,

et de plus

( 2 6 )
V's — (£zDa:-t-èI)y-i-cD5)( Du 4- CD, ). 

a( =  (a  Da;-|- b  Dy-t- c D s ) ( / CDu - h

Enfin, si l’ on pose

(27) V 'V"=V,

on tirera des formules ( 2 5 )  et (2 6 )

( 2 8 ) V« =  o, V«;= o ,

et par conséquent

(29)
\ = 0 , Vn — o, VÇ — .0 ,
I V ^ - o ,  V n ,=  o, VÇ;= o .

en intégrant les seules formules (21) ou (26). Au reste, les déplace
ments

8, 8,
OEuvres de C.— S. Il, t. XI. 22
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sont, en vertu des formules (28 ), (29 ), des intégrales d ’une même 
équation aux différences partielles, dont la forme dépend de la carac
téristique V.

Nous observerons encore que des formules (17 ) ou (18), combinées 
entre elles, on tire

Í (D? — E ) (D2yi —  I)r Ç ) =  Ey( l)-Y]y — Dr £y ),

( 3o) ( D ? - E  ) ( D * Ç - D aÊ ) =  E<(I)XÇ<- D I5/ ),

( ( D ? - E  )(I),Ç - D xïi) =  Ei (l)y Ç#- D x »i<)>

Í (Dt* - E i )(D3ïi<- D r Ç<) = /E ( D aY i - D r C ),

(3.) j (Dt* - E , ) ( D x Ç<- D IÇ( ) = - E  (D*Ç -  D.Ç ),

( (J)t2—  Eyy) (Dr ^ —  Daï);) = ;E {\)y l  - D xti );

et par suite

( V'(Dan - D y Ç) =  o, V ' ( D * Ç - l ) sO  =  o, V'(Dy £ - n xn ) =  0,(52) <
i 'V' (Daïi<- D y : i ) =  o, V' (D*:/- D a$l ) =  o, ^ ( 0^ , - 0* ^ )  =  0.

Considérons maintenant le cas où les six fonctions

G, Gy, yG, Gyy, H, Hyy

et les sommes des termes du second degré ou d’ un degré supérieur, 
renfermées dans les fonctions

H;, H,

se réduisent à des fonctions de u et de e2 -+- w 2 ; alors, en raisonnant

N = E + F D | ,
R =  K I)y ;

N, =  E; -+- F;DÎ,

R(—  K yDr ;

,N = , E  + yF DJ,

;R =  ,K Dy ;

N//= E -̂t- FyyDJ,

R/; — K ,D y ;

comme dans le paragraphe IV, on trouve

( 3 3 )

(3 4 )

( 3 5 )

1 M =  E +  F D 2, 

P =  F  Dr  D2, Q =  K D-,

My =  E y ■+■ F y D2', 

P , =  F ,D y Da, Q; = : K yD2)

yM =  yE + yF D 2, 

yP =  ,F Dr  D2, ;Q = yK D: ,

Ey; -+- FyyD 2.,

*P — F yiDy D2, Q , =  K , n a,
( 3 6 )
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et par suite

(L + K  (Dyïi +  D.C) H- L <Çl +  K i (Dyï)( +  D.Cl ) =  o, ■

j (E — D?)n +  Dy [K  \ -t-F  (Dr Ti +  l)sÇ)] +  Ei ï i/ +  I)J, [K i Ç/+ F l(DJtïi<+ D aÇ<)] =  

I (E — D?) Ç +  DS[K  \ + F  (Dyïi + D , n ]  +  EiÇ; +  U2[ K i^ 4 -F /(DJYi(+ ] ) , g ]  =  

(L ;;— I)t )£ ,-i -  K^fDyï),-!- D-Ç( ) -4 - ,L \ -t-,K  (D y Y) -+- I)2£ ) =  o,

| (E/ - I ) i2)Y)i + D r [K ^ - f -F , (D yY)/+ D ! g ] 4 - ;EYi +  Dy [ (K£ + ,F (D r ïj + I ) ,C )] =  

1 & ,-V Î)i;l +  T>t \K ,l+ F l (T)r-nl+ D zi:l)\+fli: +  D ,[,K S  + ,F (D yï ) + D sÇ)] =

E, F, K, L ; E,, F,, K,, L,; ,E. ,F, ,K, ,L; E„, F„, K,,, L„ désignant des ■ 
fonctions entières de u =  D„, et de la somme

v2-h w2=  I)2 -4-  D|,

mais généralement composées chacune d’un nombre infini de termes. 
D’ailleurs on tire des formules ( 3 8 ) et ( 4 o ), non seulement

f [D|— E -  F (D2 +  I)?)](DyYi + D . Ç ) -  K (D£+D?)£

| -  [E/ + F / (D* +  DÏ)](DyYl/+üsC , ) - K <(D* +  D*)Ç<= o ,
( 4 0  <

I [ D i— E , - F , ( D »  +  ]>’ )] (Dyn , +  l)aÇ,) -  K;;(D2 +  DJ)£,

[ — [,E +  ,F (D« +  D*)](DrT) +  D2Ç ) ~ , K  (D*-+-D*)£ = 0 ,

mais encore

S (D ’ ~ E - D r S ) - E ; (D2n/ - D yÇ,) =  o,
I_ ( l ) * - E , ) ( l ) sn - U yÇ/) - /E (D zy1 - D J-Ç) =  o; 

puis des formules ( 4 2), combinées entre elles,

j [ D ? - E ) ( I ) 2- E 0 - iEE(] ( D 2-f l - D yÇ) =  o,

' | [D 2— E) (D? — E/() — ,EE(] (D2n; — DyÇ,) =  °·

Lorsque, dans un double système de molécules, les équations des 
mouvements infiniment petits, prenant une forme indépendante de la 
direction assignée aux axes rectangulaires d es^  et z, se réduisent aux 
formules ( 3 j ) ,  ( 3 8 ), (3 9 ) , ( 4 °)> ce double système est évidemment du 
nombre de ceux dans lesquels la propagation du mouvement s'effectue 
en tous sens suivant les mêmes lois autour d ’ un axe quelconque parai-
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lèle à l ’axe des oc. Alors les sommes

Ryil +  DZÇ, Dj.yi/ -t-RjÇ;

représentent les dilatations en surface, mesurées, pour les deux sys
tèmes de molécules, dans un plan parallèle au plan d e s / ,  z ;  et les 
équations (3 7 ), ( 3g), ( 4 i )  déterminent séparément ces dilatations, avec 
les déplacements moléculaires

Ê. I,

mesurés parallèlement au même plan.
Quant aux équations ( 4 3 ), elles déterminent séparément les deux 

différences
])zY i-I )rÇ, IL y), — DyÇ/(

et se confondent avec la première et la seconde des formules ( 3 2 ).
Les diverses formules, rappelées ou obtenues dans ce paragraphe, 

paraissent spécialement applicables à la recherche des lois suivant 
lesquelles les ondulations de l ’éther se propagent à travers les diffé
rents corps solides ou fluides. Dans cette recherche, les équations (17 ), 
(18) doivent correspondre aux corps isophanes, les équations (3 7 ), 
( 3 8 ), (3 9 ), ( 4 <>), aux cristaux qui offrent un seul axe optique, et les 
équations (1), (2 ), aux cristaux qui présentent deux axes optiques 
distincts l’ un de l ’autre.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M É M O I R E

SUR

LA RÉFLEXION ET LA RÉFRACTION

D’UN MOUVEMENT SIMPLE
TUANSMIS

D’ UN.SYSTÈME DE MOLÉCULES A UN AUTRE,

CHACUN DE CES DEUX SYSTÈMES ÉTANT SUPPOSÉ HOMOGÈNE ET TELLEMENT 

CONSTITUÉ QUE LA PROPAGATION DES MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS s ’ y 
EFFECTUE EN TOUS SENS SUIVANT LES MÊMES LOIS.

C on sidérations g én éra les .

Pour résoudre un grand nombre de problèmes de Physique mathé
matique, et en particulier le problème de la réflexion ou de la réfraction 
d’un mouvement simple, il fallait d’abord trouver un moyen d’obtenir 
les équations de condition relatives aux limites dès corps considérés 
comme des systèmes de molécules. Tel est l ’objet d’un Mémoire que 
j ’ai publié il y a quelques mois, et qui a pour titre Méthode générale 

propre à fo u r n ir  les équations de condition relatives au x limites des 

corps, etc. (voir les Comptes rendus des séances de l ’Académie pour le 
premier semestre de l ’année 1839 ( ’ ), et aussi l’Ouvrage intitulé 
Becueilde Mémoires sur divers points de Physique mathématique). Je me 
propose maintenant d’appliquer la méthode, générale, exposée dans le 
Mémoire que je viens de rappeler, à la recherche des lois suivant les
quelles un mouvement simple, propagé dans un systèmehomogène de

. ( ! )  Œuvres de Cauchy, s é r i e  I ,  t. I V ,  e x t r a i t s  33 , 34 , 35 , p .  1 9 3 ,  1 9 9 ,  2 1 4 .
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molécules, se trouve réfléchi ou réfracté par la surface qui sépare ce 
premier système d’un second. Pour fixer les idées, je considère spé
cialement ici le cas où chacun des systèmes donnés est du nombre de 
ceux dans lesquels les équations des mouvements infiniment petits 
prennent une forme indépendante de la direction des axes coordonnés, 
et dans lesquels, en conséquence, la propagation du mouvement s’ef
fectue en tous sens suivant les mêmes lois. Je suppose encore qu’on 
peut, sans erreur possible, réduire les équations dont il s’agit, à des 
équations homogènes, comme on le fait dans la théorie de la lumière, 
lorsqu’on néglige la dispersion. Enfin, je considère un mouvement 
simple dans lequel la densité reste invariable. Cela posé, en joignant 
aux équations des mouvements infiniment petits les équations de 
condition relatives ala surface de séparation des deux systèmes, j ’ éta
blis les lois de la réflexion et de la réfraction des mouvements infini
ment petits. Ces lois sont de deux espèces. Les unes, indépendantes 
de la forme des équations de condition, ont été déjà développées dans 
un Mémoire antérieur sur la réflexion et la réfraction de la lumière. 
Elles sont relatives aux changements qu’éprouvent les épaisseurs des 
ondes planes et les directions de leurs plans, quand on passe des 
ondes incidentes aux ondes réfléchies ou réfractées. Les autres lois 
dépendent de la forme des équations de condition, et se rapportent aux 
changements que les amplitudes des vibrations des molécules, et les 
paramètres angulaires, propres à déterminer les positions des plans qui 
terminent ces ondes, éprouvent en vertu de la réflexion et de la réfrac
tion. Elles sont exprimées par des équations finies qui renferment avec 
les angles d’ incidence et de réfraction, non seulement les amplitudes 
et les paramètres angulaires relatifs à chaque espèce d’ondes, mais 
encore deux constantes correspondant à chaque milieu. Lorsqu’on 
suppose ces équations finies applicables à la théorie de la lumière, 
il suffit de réduire à l’unité la seconde des deux constantes dont 
nous venons de parler, et d’attribuer à l’autre une valeur réelle pour 
obtenir les formules de Fresnel, relatives à la réflexion et à la réfrac
tion opérées par la première ou la seconde surface des corps transpa-
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rents ; et alors il existe toujours un angle de polarisation complète, 
c ’est-à-dire un angle d ’incidence pour lequel la lumière est complète
ment polarisée dans le plan de réflexion. Lorsqu’en réduisant la 
seconde constante à l ’unité, on attribue à la première une valeur ima
ginaire, on obtient les formules dont il est question dans une lettre 
que j ’ai adressée de Prague à M. Libri, et qui a été insérée dans les 
Comptes rendus des séances de l ’Académie des Sciences en l’année 
1836  {voir  la séance du 2 m a r s )( ') ;  formules dont plusieurs ne dif
fèrent pas au fond de celles que M. Mac-Cullagh a données dans un 
article publié sous la date du octobre de la même année. Enfin, 
lorsqu’en supposant la première constante réelle ou imaginaire, on 
suppose la seconde différente de l ’unité, alors, en considérant les for
mules auxquelles on arrive comme applicables à la théorie de la 
lumière, on trouve, dans la réflexion opérée sur la surface d’un corps 
transparent, une polarisation qui demeure incomplète sous tous les 
angles d’ incidence, comme l’ est effectivement la polarisation produite 
par le diamant, et l’ on obtient, pour représenter les rayons réfléchis 
ou réfractés par un corps opaque, des formules distinctes de celles que 
j ’avais trouvées en i 8 3 6 . Des expériences faites avec beaucoup de 
soin pourront seules nous apprendre si les phénomènes, déjà repré
sentés avec une assez grande précision par les anciennes formules, le 
seront mieux encore par les autres.

La bienveillance avec laquelle les géomètres et les physiciens ont 
accueilli mes précédents Mémoires, m’encourage à leur présenter avec 
confiance ce nouveau travail, dans lequel se trouve traité, pour la 
première fois, par des méthodes rigoureuses substituées à des for
mules empiriques ou à des hypothèses plus ou moins gratuites, le pro
blème de la réflexion et de la réfraction des mouvements infiniment 
petits.

(*) OEuvres de Cauchy, série I, t. IV, extrait 4, p. 11.
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§ 1. —  E qu a tion s des m ou vem en ts in fin im ent p etits d ’ un systèm e h o m o - . 
g èn e  de m olécules. R éduction de ces équations, dans le cas où elles 
devien n ent indépendantes de la direction  des a x es coordonnés.

I

Pour obtenir, sous la forme la plus simple, les équations des mou
vements infinimentpetits d ’un système homogène de molécules, il suffit 
de réduire à zéro les variables rj,, Ç,, dans les équations (6 )  de la 
page 59 qui deviennent alors

i (L — I)|)Ç4 -Rïi + Qç =  o,

(0 ' R | - ( M - I ) (5)n-hPÇ=ro,

( Q ? - P n  +  (N -D ?)Ç  =  o.

Dans ces équations,
n> C

sont les trois déplacements d ’une molécule, considérés comme fonc
tions du temps t et des coordonnées rectangulaires x ,  y ,  z ; tandis 
que

L, M, N, P, Q, R

peuvent être censés représenter des fonctions entières des caractéris
tiques

I)*, D r, D*.

Seulement, dans le cas général, ces fonctions entières, développées 
suivant les puissances ascendantes de Dx, Dr, Da, sont composées d ’un 
nombre infini de termes.

Dans le cas où les équations (1) prennent une forme indépendante 
de la direction des axes coordonnés (voir les pages i 34 et suivantes, 
et aussi le Mémoire sur la théorie de la lumière, lithographié sous la 
date d ’août i 8 3 6 , page 55  et 5 g) ( '  ) , o’n a

L = r E  +  FD|,  M = E  +  FD*, N r = E - t - F I ) f ,

P =  F l) y U-, ' Q =  F I ) , D „  R =  F Dx Dy,

(1 ) OEuvres de Cauchy, série II, t. XV.
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E, F, désignant deux fonctions entières du trinôme

D* +  DJ+DJ;
et par suite,

( 2) (Dt* -E )£  =  FD,u, (D? — E)n = F D ru, (D* -  EK =  F J),u,

u désignant, pour le point (oc, y ,  z ) ,  la dilatation du volume déter
minée par la formule

(3) v + D y f ]

de laquelle on tire, en la combinant avec les équations (2),

(4) [|>*_E-(D*-4-D* +  DJ)F]u =  o.

Soient d ’ailleurs
a, b, c

les cosinus des angles formés par un axe fixe, prolongé dans un cer
tain sens, avec les demi-axes des o c ,y ,  z positives; et a le déplacement 
d ’une molécule, mesuré parallèlement à cet axe. On aura

(3 ) » =  d'E, -1- bn -+- cÇ,

et l ’on tirera des formules (2)

(6) (D? — E)» =  (aD a!-t-fcDr +  c D JF u, 

puis de celle-ci, combinée avec la formule (4 ),

(7) (D* — E)[D? — E - ( D * + D £  +  DJ)F]8 =  o.

Lorsque la dilatation u, et sa dérivée du premier ordre, relative à t, 

savoir Dî U, sont nulles à l ’origine du mouvement, elles sont toujours 
nulles, en vertu de la formule ( 4 ). Alors la densité du système de 
molécules donné reste invariable pendant la durée du mouvement; et 
c ’ est ce qui paraît avoir lieu à l’ égard des mouvements infiniment petits 
de l ’ éther qui, dans des corps isophanes, occasionnent la sensation de 
la lumière. Alors aussi la formule ( 3 ) donne

(8) Dx£ +  Dr Y) J)2£ — o,
OEiivres de C. — S. II, t. XI. 23
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et les formules (2) se réduisent à

(9 ) (D?-E)Ç  =  o, ( D ? - E ) n = o ,  ( D ? - E K  =  o .

Lorsque les équations des mouvements infiniment petits sont hom o
gènes, E devient proportionnel à D * e t  F se réduit à une 
constante. On peut donc alors supposer

(1 0 ) E =  c(D* +  J)* +  D!) 

et

( . 1 ) Fs=if,

1, f  désignant deux constantes réelles. Cela posé, les formules (2 ) ,  ( 4 ) 
e t (7 )  donneront

j [»? — t( f i l~ t-  f i £ + D I)] S - i f l ^ u ,

( 12) DJ)]ti = t f  I)r ’j ,

! [D? — l ( f i * +  f ir^■ DI)]Ç = t f D 3 j ;

(.3) [ D | - - i O - ^ - f ) ( D | + D } + f i l )]u =  0,

04 ) [D?— i(D* +  D* 4- D|)] [D? — i(■ + f ) (DJ +  D* +

§ IL — Équations symboliques des mouvements infiniment petits. 
Mouvements simples-

Les équations (1 ), (2 ) ,  ( 3 ) , ( 4 )> (7 ) ,  ··· du paragraphe précédent 
se trouveront vérifiées, si l ’on prend pour

l ,  Y],  Ç ,  8 ,  V

les parties réelles de variables imaginaires

I ,  v ,  ç ,  8 ,  'J

propres à vérifier des équations de même forme. Ces nouvelles variables 
sont ce qu’on peut appeler les déplacements symboliques, mesurés 
parallèlement aux axes coordonnés ou à un axe fixe, et la dilatation 

symbolique du volume. Les nouvelles équations dont il s’ agit peuvent
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être pareillement désignées sous le nom d ’équations symboliques. Dans 
le cas où les équations des mouvements infiniment petits deviendront 
indépendantes de la direction des axes coordonnés, on aura, en vertu 
des formules (2) et ( 3 ) du paragraphe I,

(!) ( D ? - E ) I  =  FD«Ü, (I)| — 1 E)ü =  F Drü, (D * -E )Ç  =  FD,ÿ,
9

la valeur de u étant

(2) u =  I),|4 -Dyi-i-DsÇ>

ou, ce qui revient au même,

[ (Dt« - E ) f  = F D ,(D xlH-Drï  +  DaÇ),

(3) | (D(! - E ) ^  =  F D y( D ^  +  I V ^  +  I Ü ) ,

( (D2- E R = F D * ( ] ) 4  +  Drfl +  D j ) .

Un moyen fort simple d ’obtenir un système d ’intégrales particulières 
des équations ( 3 ), ou, ce qui revient au même, des équations (1) 
et (2), est de supposer

( 4 ) \  =  A e"-v+,’̂ +wz~1\  Â =  B  e"x+',y+^ z- sti Ç =  C eux+vy+wz- st ;

et par suite

( 5 ) u =  ( u A -l- v B +  w C ) enx+,,y+wz- st,

u , p , w , s, A, B, C étant des constantes réelles ou imaginaires propres 
à vérifier les formules

(6)

dans lesquelles

(s2 — wC),
(s2— C)B =  (mA +  cB +  îvC), 
(s2— £ ) C  =  S w { u k  + f B  +  wC)

C, §

représentent ce que deviennent

E,  F

quand on y remplace les lettres caractéristiques

Dj;, Dy, D-, D(
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par les coefficients u, c, w, s.
D’ailleurs on pourra toujours supposer que, dans les formules ( 4 ), la 
partie imaginaire de la constante s est le produit de \j—  i par une 
quantité positive.

En posant pour abréger

(7 ) M*-t- e2 +  wp5— A2,

on tire des équations (6 ) ,  respectivement multipliées par u, v, w , puis 
combinées entre elles par voie d’addition

(8) (s2— £ — («A +  vB +- (^C) =  o;

et à l ’aide de cette dernière formule, on reconnaît facilement que, pour 
satisfaire aux équations (6 ) ,  on devra supposer ou

(9) s2= £ ,  mA +  (’ B +  ivC =  o,'

OU

( îo) +  -  =  -  =' U V W

On arriverait aux mêmes conclusions en observant que, si l ’on 
nomme

a , b ,  c

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des 
oc, y ,  z  positives, a le déplacement mesuré parallèlement à cet axe, 
et a le déplacement symbolique correspondant, bn aura, en vertu 
des formules ( 5 ), (7 )  du paragraphe I,

(n ) s =  o-\ -+- bfj +  cÇ,
(12) (D2 — E ) [ D 2 —  E - ( ü 2+ I ) 2+ D ? ) F ] 8  =  o,

et que de ces dernières, combinées avec les formules (4 ) ,  on tirera

(13 ) (si — £ ) ( s i — £ —  ^ k i ) =  0.
Le système d’ intégrales particulières des équations ( 3 ), représenté
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par les équations (4 )  jointes aux formules (9 )  ou (10 ), est ce que nous 
appelons un système d'intégrales simples ;  et le mouvement représenté 
par ces intégrales simples est un mouvement simple. Dans un sem
blable mouvement, si l ’on pose pour abréger

(14) a k  -H ¿>B -4- cC =  O,

la valeur de a déterminée par la formule (11) sera

(15 ) B =  Oe'“ +|7+**-"1

Cela posé, soient

( 1 6 ) «  =  U - 4 - ü y / — 1 , e  =  V - + - v s / — 1 , w — W  +  v \ / - i ,

(17) i =  S -+· s V '~ ,
( 1 8 ) 0  =  h W = > ,

u, v, w, s, U, V, W , S, h, xs désignant des constantes réelles, parmi 
lesquelles

s, h

peuvent être censées positives, et prenons encore

( 1 9 ) k  =  y V - t -  v 2 - i -  w 2, K  =  v / U 2 - t -  V 2 - t -  W 2, ‘

( 20) kt- ~  üæ -+- y y H- wz,  K r =  U æ +  V j  + W 2.

Les valeurs numériques de
l·, H ,

exprimeront les distances d’ une molécule aux deux plans invariables 
représentés par les équations ■

( 2 1 )  u  ¿c -t-  y y  - t-  T s  —  o ,

(22) U x  4- V j  H- W j =  0,

et la formule (14 ) donnera

(23) y _  JjgKn-Si

puis on en conclura

(24) « =  heK“_SÎ cos(kï — si +  ro).
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En vertu de cette dernière formule, le déplacement a s’ évanouit : 
i°  pour une molécule donnée, à des instants séparés les uns des autres 
par des intervalles dont le double

( 25) rji __   ̂ft
s

est la durée d’une vibration moléculaire; 2° à un instant donné, pour 
toutes les molécules comprises dans des plans équidistants, parallèles 
au plan invariable que représente l ’ équation (21), et séparés’les uns 
des autres par des intervalles dont le double

( 26)
2 7T

est la longueur d ’une ondulation, ou l’épaisseur d’une onde plane. 
L’exponentielle

¡,Kr—S£

représente le module du mouvement simple,

K, S

étant les coefficients d’extinction relatifs à l ’espace et au temps ; tn dé
signe le paramètre angulaire relatif à l ’axe fixe que l’ on considère,

h eKl>—Si

la demi-amplitude des vibrations relatives au même axe, et

h

la valeur initiale de cette demi-amplitude en chaque point du plan 
invariable représenté par l ’équation (2 2 ). Enfin la vitesse de propa
gation O des ondes planes est déterminée par la formule

( 27 ) £2 =  — =  — ■ k T

Dans un mouvement simple, déterminé par le système des formules
( 4 ) et ( 9 ) ,  l ’équation ( 5 )d on n e

( 28) U = 0 ,
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par conséquent

( 2 9 ) v =  o.

Donc, dans un semblable mouvement, la dilatation du volume est 
nulle, ou, en d ’autres termes, la densité demeure constante. Tels 
paraissent être, dans les corps isophanes, les mouvements de l ’éther 
qui donnent naissance aux phénomènes lumineux.

De la seconde des formules ( 9 )  ou (10 ) jointe aux formules ( 4 ) on 
tire

(30) u% +  vr\ +  w% =  o

OU

(3 1 ) I - *  —  ! .
U V w

D’ailleurs la formule ( 3 o )  ou ( 3 i )  entraîne la suivante:

(32) «£ +  CY] +  «<£:= O

OU

(33).
]_ _  y) _  _£
U V w

i° lorsque les coefficients u, v, w  sont réels; 20 lorsque ces coefficients 
n’offrent pas de parties réelles. Dans le premier cas, les formules ( 3 2 )  
et ( 3 3 ) donneront

U £ - t -  V y) +  W Ç  =  o ,

1 - ! L  _JL
u — V -  W ’ 

dans le second cas elles donneront 

(36) u £ - t - v y ) +  w £  =  o

( 34 )

OU

(35)

ou

( 3 7 )
l  =  -n _ K m
U V w
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En conséquence les vibrations moléculaires, représentées parleséqua- 
tions (4 )  jointes aux formules ( 9 ) o u ( i o ) ,  seront, dans le premier 
cas, parallèles ou perpendiculaires au plan invariable représenté par 
l’équation (2 2 ), et dans le second cas parallèles ou perpendiculaires 
au plan invariable représenté par l ’équation (21 ).

Si les équations des mouvements infiniment petits deviennent hom o
gènes, on aura, èn vertu des formules (1 0 ), ( 11 ) du paragraphe I,

(3 8 ) ' C =  ik\ ,ÿ=if,
t, f  désignant des constantes réelles, et par conséquent les valeurs de 
si que fournissent les équations (9 ) , (10 ) deviendront

( 3 9 )  ' S * = l ( i  -+- f ) A 2,

ou, ce qui revient au même,

(40) î!=  £(«*-+- e2 + w>*), s * =  1(1 + f) (m2-+- c2h- wî ).

%

§ III. — Sur les perturbations qu’éprouvent les mouvements simples, · 
lorsque les équations des mouvements infiniment petits sont altérées 
dans le voisinage d ’ une surface plane.

Concevons que, les molécules qui composent le système donné étant 
toutes situées d ’un même côté d ’un plan fixe, la constitution du, sys
tème, et par suite les équations des mouvements infiniment petits se 
trouvent altérées dans levoisinagedeceplan. Supposons, par exemple, 
que toutes les molécules étant situées du côté des .^positives, les 
équations des mouvements infiniment petits conservent constamment 
la même forme pour des valeurs de x  positives et sensiblement diffe
rentes de zéro, mais que, dans le voisinage du plan des y ,  z,  ces équa
tions changent de forme sans cesser d’être linéaires, et de telle sorte 
que les coefficients des variables principales

y,  C

et de leurs dérivées, devenus fonctions de la coordonnée x ,  varient
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très rapidement avec elle entre les limites très rapprochées

' x  —  O, , x  — £.

Supposons d’ailleurs que, dans ces mêmes équations, transformées 
d’abord en équations différentielles par la méthode développée dans 
un précédentMémoire, puis ramenées au premier ordre, et résolues 
par rapport à

d\ dn 
d x ’ d y ’ ’

les produits des coefficients ou plutôt des variations par la distance i 

restent très petits. Alors un ou plusieurs mouvements simples, propa
gés séparément ou simultanément dans le système donné, éprouveront 
dans le voisinage du plan fixe des y ,  z  des perturbations en vertu 
desquelles les valeurs des déplacements effectifs

-n, t

et par suite des déplacements symboliques

fi, C

se trouveront altérées pour de très petites valeurs positives de x ; mais, 
à l ’aide des principes établis dans le Mémoire dont il s’agit, on prou
vera que les valeurs altérées et les valeurs non altérées sont liées entre 
elles par certaines équations de condition qui subsistent dans le voi
sinage du plan fixe, et spécialement pour une valeur nulle de la coor
donnée x .  Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Considérons, pour fixer les idées, le cas où, avant d ’être altérées, 
les équations des mouvements infiniment petits sont homogènes et 
indépendantes de la direction des axes coordonnés. Alors les équations 
symboliques de ces mouvements, c ’est-à-dire les équations ( 3 ) du 
paragraphe II, seront, pour des valeurs de x  positives et sensiblement 
différentes de zéro, déterminées par des équations de la forme

[ [Di2- t(D â + D ^ + D l) ] 4  =  tfDiC(DÆî +  Dr^H-l)zÇ).
(O [D2 — D£+ D|)]Ÿ) =  tf Dy (O*!  4- DyŸ) +  DZÇ-),

( [D2 -  t(D2 +  D2 +  D2)] ç =  tfD, (Dx\ +  Dyn +  D,Ç).
OEuvres de C. — S. Il, t. X ï. 24
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Alors aussi les déplacements symboliques, correspondants à un mou-, 
vement simple, seront, pour les valeurs de x  positives et sensiblement 
différentes de zéro, déterminées par des équations de la forme

^ 2 )  j- —  y  fiix+vy+w z—st  ̂ ^  —  p  f.ux-H’y-hwz—st̂  ■ "p —  Ç ^rix+vy+wz—st

les constantes
u, v, w, s, A, B, C

étant assujetties à vérifier l ’un des deux systèmes d’équations

( 3 ) s2 =  t(ui -+- p2-+- w>2), «A  +  cB +  w’ C =  o,

(4) s2= £(i +  f)(«2+ c 2-t-«', )) -  =  -  =' ' ' · n n rn

dans lesquels t, f  représentent deux quantités réelles. Le mouvement 
simple dont il s’agit sera du nombre de ceux qui ne s’éteignent point 
en se propageant, si les coefficients d’extinction relatifs à l ’espace et 
au temps s’évanouissent, c ’est-à-dire, en d’autres termes, si les coeffi
cients

u, e, <c, s

des variables indépendantes dans l’exponentielle
çUX-\-vy-\-wz—st

n’offrent pas de parties réelles, par conséquent si l ’on a

(5) — u y/— 1, v =  v \J— 1,' w =  w s/— 1, s =  s y/— 1,

u, v, w, s étant des quantités réelles. Le même mouvement simple sera 
du nombre de ceux dans lesquels la densité de l’éther reste invariable, 
si les valeurs précédentes de

M, V, W, S

vérifient la première des équations ( 3 ) , réduite à

( 6 )  · s! = i ( u’  +  ï ! + w ! ),

ce qui suppose la constante 1 positive. C’est ce qui aura lieu, par 
exemple, si en posant pour abréger

(7) k =  v̂ u2+  v2-+- w2, £2 =  \fl,
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on prend

(8) s =  £k.

Alors, le mouvement simple sera représenté par le système des équa-
tions

1 ï  — A  eio-t’+yy+wa—30v/—î i

(9 ) \ ïj B g(uA‘H-v/4-ffü—si)*v̂~î 

| Ç — C efur+vj+w,*—»o/“ï

jointes à la formule (8 )  et à la seconde des formules ( 3 ), ou, ce qui 
revient au même, à la suivante

( 1 0 )  dA +  v B  +  w ü  =  o .

Si d’ailleurs on pose

(11) D® +  vy +  w4! =  kt, 

et

(12) A =  ae>'/ri, B =  beSi '/- ‘ , C = c e v'/=î,

a, b, c désignant des quantités positives et À, p, v des arcs réels, les 
formules (9 )  deviendront

( 13 ) ï  =  a e<kl_si+X rj — h elk«-—< < / —* ? Ç — c e(kL 'I—

et l ’on en conclura

0 4 ) | =  a cos(kt—si +  A), Y) =  bcos(kt —s i+ p ) ,  Ç =  ccos(k t—si +  v). 

Soient maintenant

( .5 ) É l
dx =  <P>

do
dx =  X,

dÇ ,

et

(16) â .
dx =  ?>

do
dx =  x, d#

et nommons
It, fit, Ço, ?0, Xt, 1#

ou

1 , Vo, ?», <po, ' %0! ^0
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ce que deviennent, pour x  =  o, les valeurs des variables principales

" ■*)> ?1 X’ +

déterminées par le système des formules ( i 4 ) et ( i 5 ) ,  ou ( i 3 )  et (16), 
quand on commence par modifier ces valeurs, de manière qu’elles 
vérifient non plus les équations ( i ) ,  mais ces équations altérées par 
la variation que subissent les coefficients des variables principales et 
de leurs dérivées dans le voisinage du plan des y ,  z .  En vertu des prin
cipes établis dans le Mémoire ci-dessus mentionné, les différences

\ —  |o. -n —  *)0, K —  ?o . <p — <Po, X —  Xo, $ 0

vérifieront certaines équations de condition, et, pour obtenir celles-ci, 
on devra d’abord chercher les divers systèmes d ’intégrales simples 
que peuvent représenter les équations (2 ) ,  jointes aux formules ( 3 ) 
ou (4 ) ,  quand on y regarde les coefficients

e, w, s

comme invariables, et devant acquérir, dans chaque système d’inté
grales simples, les valeurs fournies par les trois dernières des équa
tions ( 5 ). Or, dans cette hypothèse, on tirera des équations ( 3 ) ou ( 4 ), 
jointes à la formule (6 )  et à la première des formules (7 ) ,

(17) M2 — — U2, «A +  (vB -+- wC) \J— I =  O

ou

(18)
k2

Í /2 —  V2+  W2----------------- -, 5
i H - t

A _  B
u v y/— 1

C
w

11 en résulte que, dans un mouvement simple correspondant aux 
valeurs imaginaires données de v, w,  s, le coefficient u peut acquérir 
quatre valeurs distinctes, puisqu’on peut satisfaire à la première des 
équations (1 7 ), en prenant non seulement

0 9 ) : uy— l
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mais encore

( 2 0 ) U =  — U\/— I,

puis à la première des équations (18 ), en prenant

1 1
/  k2 \2 ,----- (  k2 \ï ___

(20 W =  iyyj-f — V2- W 2J v'— OU M= — (7 ^ 7 f~ V 2— W2J v/— C

si l’on a
k2( 2 2 ) J—J—̂ >  V2 -+- w2,

et en prenant au contraire

( 23) u =  ^v2 +  w2— » ou «  =  — ^v2 -+- w2 — y-^—̂  >

si l’ on a

(24 ) V! + W S>  y^-y.·

Observons à présent que, si la formule (2 2 ) se vérifie, aucune des 
quatre valeurs de u n’ offrira de partie réelle, et qu’en conséquence 
aucune d’elles n’offrira de partie réelle négative, ou, en d’autres 
termes, inférieure à celle de

Donc alors, en vertu des principes établis dans le Mémoire ci-dessus 
rappelé, les valeurs de

x>

relatives au mouvement simple qui correspond à la valeur précédente 
de u, vérifieront pour x  =  o les équations de condition

( 25) f  — lo, n — rio, K =  <p =  fo> x — Xoi + — V

Si, au contraire, la formule (2 4 ) se vérifie, alors des quatre valeurs 
de u, celle que détermine la seconde des équations ( 2 3 ) offrira seule 
une partie réelle négative. Donc alors les valeurs de y), . . .  relatives
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au mouvement simple dont il s’agit vérifieront pour x  =  o les équa 
tions de condition qu’on obtiendra en supposant dans la formule

£ —Ëo _  *1 — T'o _  C — Ço _  <P — ?o _  X ~  Xo _  ·
A R C  u A eB ifC ’

s'
les constantes

u ,  t>, (v,  A, B, C 

choisies de manière qu ’on ait

u  —  —  V ,  c =  v y / — i,  w  —  w y/— 1 , 

la valeur de ü  étant

( 2 6 ) O  =  ^ v ; +  w 2 —  >

on aura, dans ce cas, pour x  =  o,

/ N \ — To — _ l — Co — ?0 _  X — X<1 _  ^ - ^ 0 '
—  'O v \J—  1 w  \J—  1 ' ^ 2 —  v V) \f— 1 —  w ï)  y/—  1

Avant d ’aller plus loin, cherchons à reconnaître, d’une manière 
précise, dans quels cas subsistent les diverses formules ci-dessus 
établies.

Pour y parvenir, nous remarquerons d ’abord que les diverses puis
sances des caractéristiques

Da·, D ,̂ D-

renfermées dans les équations symboliques des mouvements infini
ment petits se transforment en puissances, de mêmes degrés, des coef
ficients

H ,  V, W,

quand on suppose ces mouvements infiniment petits réduits à des 
mouvements simples, c ’est-à-dire quand on suppose les déplacements 
symboliques proportionnels à une seule exponentielle de la forme

çit.v+vy-bwz—st
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Alors les fonctions de D^, Dr, Dz, représentées par
L, M, N, P, Q, R

dans les équations ( i )  du paragraphe 1, se transforment en des fonc
tions de u, v, w, désignées par

4L, DK, X, 9 , Si

dans les précédents Mémoires. Dans cette hypothèse, réduire, comme 
nous l’avons fait, les équations des mouvements infiniment petits à 
des équations du sécond ordre, ou, en d’autres termes, réduire

L, M, N ,' P, Q, R

à des fonctions qui soient du second degré par rapport au système des 
caractéristiques D̂ ,, Dr, Dz, c’est évidemment réduire

4L, au., x ,  9 ,  %  s i

à des fonctions qui soient du second degré par rapport au système des 
coefficients u, v, w. D’ailleurs, comme on l ’a vu dans le Mémoire sur 
les mouvements infiniment petits d’un système de molécules, si l ’on 
nomme

/ ,  «

les coordonnées d’une molécule m du système donné, et

«  +  x, y  +  y, -s +  z

les coordonnées d’une autre molécule m, les valeurs de
4L, ait, . x ,  9 , ®>, ¿r.

seront représentées par des sommes de termes correspondant aux 
diverses molécules m voisines de m, et dont chacun, considéré comme 
fonction de u, v, w, sera proportionnel à la différence

gUX+py-HH'I_  J ̂

mais s’évanouira sensiblement hors de la sphère d ’activité de la molé
cule m. Donc réduire les équations des mouvements infiniment petits
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m

au second ordre, c ’est négliger dans le développement de cette diffé
rence, c’est-à-dire dans la somme

« x + ( ' y + w  + ( « x +  (’y  -+- w z )!
I .2

( « x  +  ij y  +  wz) *

1 . 2. 3 • î

les puissances du trinôme
u \  vy  -h wz

d’un degré supérieur au second. Or, il sera généralement permis de 
négliger ces puissances, au moins dans une première approximation, 
si le module du trinôme »ax +  vy  -+- wz

reste très petit pour tous les points situés dans l’ intérieur de la sphère 
d ’activité sensible d ’une molécule ; et cette dernière condition sera 
remplie elle-même, si le rayon de la sphère dont il s’agit est très 
petit par rapport aux longueurs d’ondulations mesurées dans un mou
vement simple qui ne s’éteigne pas ep se propageant. En effet, dans 
un semblable mouvement, u, v, w seront de la forme

«  =  u y' — i , v =  vy/— i, w =  w\/— i,

u, v, w désignant des constantes réelles ; et le plan d’une onde, paral
lèle au plan invariable représenté par l’équation

uæ +  v y +  w î  =  o,

formera avec les demi-axes des coordonnées positives des angles dont 
les cosinus seront respectivement proportionnels à

u, v, w,

tandis que l ’épaisseur d ’une onde sera représentée par

la valeur de k étant
k  =  y V - 1-  v 2-h  w 2.

D’autre part, si l ’on nomme r ie  rayon vecteur mené de la molécule lit
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à la molécule m, et S l’angle formé par le rayon vecteur r avec la per
pendiculaire au plan d’ une onde, on aura

r =  y/x2-t- y 2-H z%.

ux +  vy +  wz =  k r cos § =  2  ̂cos S ; 

et il est clair que le produit
2 tt t cos à

deviendra très petit en même temps que le rapport
r
7 ‘

Donc le module du trinôme
«x +  t'y-i- w-’z,

représenté dans le mouvement simple que l’on considère par la valeur 
numérique de la somme

r 5.ux +  vy H- wz =  2 7i y cos 0,

restera très petit, si le rayon vecteur/·, supposé inférieur ou égal au 
rayon de la sphère d’activité sensible d ’une molécule, est trèspetit par 
rapport à la longueur d ’une ondulation.

Lorsque la condition ici énoncée sera remplie, et qu’en conséquence 
les équations des mouvements infiniment petits pourront être, sans 
erreur sensible, réduites à des équations du second ordre, ces der
nières renfermeront généralement des termes du premier ordre et des 
termes du second ordre. Il semblerait au premier abord que ceux-ci 
devraient encore être considérés comme très petits par rapport aux 
autres. Mais on doit observer que les coefficients des dérivées du pre
mier ordre seront des sommes composées de parties, les unes posi
tives, les autres négatives, et qui, dans beaucoup de cas, se détruiront 
réciproquement. C’est ce qui arrive, en particulier, quand le système de 
molécules est constitué de telle manière, que la propagation du mou
vement s’effectue en tous sens suivant les mêmes lois. Il en résulte

25OKuvres de C. — S. II, t. XI.
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que, loin de négliger les termes du second ordre vis-à-vis des termes 
du premier ordre, on devra plus généralement négliger ceux-ci vis- 
à-vis des termes du second ordre, ce qui suffira pour rendre homogènes 
les équations du second ordre auxquelles on sera parvenu.
. Considérons maintenant en particulier les conditions relatives aux 
points situés dans le plan fixe des y, 3. D’après ce qu’on a dit, ces 
conditions supposent qu’on obtient des produits très petits en mul
tipliant la constante e, c ’ est-à-dire la distance au plan fixe, en-deçà 
de laquelle les perturbations des mouvements infiniment petits 
deviennent sensibles, par certains coefficients renfermés dans ces 
mêmes équations. D’ailleurs, en vertu des principes développés dans 
le Mémoire qui a pour titre Méthode générale propre à fournir les équa
tions de condition relatives aux limites des corps, les coefficients dont il 
s’agit seront généralement ceux par lesquels se trouveront multipliées 
les variables principales

ïi m ®, x, ^
dans les équations symboliques des mouvements infiniment petits, 
transformées d ’abord en équations différentielles parla substitution 
des constantes
aux caractéristiques

V, W, s

II j·’
puis ramenées au premier ordre par l ’adjonction des variables princi
pales œ, 4* aux variables principales £,Y],Ç, et résolues par rapport à

d'i dri dÇ d© dx d^
dx ’ dx’ dx dx dx ’ dx

Mais il est important d ’observer que, si, dans un mouvement simple, 
l ’épaisseur 1 des ondes planes devient très petite, les constantes

llt W
offriront de très grands modules comparables à la quantité
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Alors les dérivées

9 =  ï)xl= uc, y — Dxri = uri, i  =  «S 

seront elles-mêmes comparables aux produits
kf, kv), kÇ;

et comme, dans les équations des mouvements infiniment petits 
réduites à des équations homogènes du second ordre, puis trans
formées en équations différentielles, les divers termes resteront tous 
comparables les uns aux autres, les coefficients qui, multipliés par e, 
devront fournir des produits très petits seront, dans les valeurs de

dtp dy d  ̂
â x ’ ô x ’ d x ’

exprimées en fonctions linéaires de

les coefficients de 

ou ceux de

f) Ç, 9, x, ^

?> & $ 
kf, kï), kf.

On peut ajouter que les coefficients de o dans la va leu r^ » de y dans la

valeur de . . .  auront, dans le mouvement troublé, des valeurs 
comparables à celles qu’ ils acquièrent dans lemouvement simple et non 
troublé, c ’est-à-dire au coefficient u, par conséquent à la constante k. 
Donc, en définitive, pour que la valeur de la distance z permette aux 
conditions relatives à la surface de subsister, il suffira que le pro
duit

1 £ ' ks r= 2 7T y-

reste très petit, ou, en d’autres termes, que la distance z soit très 
petite relativement à la longueur d’une ondulation.

Cette condition étant supposée remplie, les formules (-2 5 )  ou (2 7 ) 
subsisteront, pour x =  o, dans les circonstances que nous avons indi-
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quées, si les variables

f. *), ?
»

représentent les déplacements symboliques relatifs à un mouvement 
simple pour lequel on aurait

u =  u f— i .

Il y a plus : en vertu des principes établis dans le Mémoire déjà cité, 
on arrivera encore aux formules ( 2 5 )  ou ( 2 7 ),  si les variables

I» m, ç

représentent les déplacements symboliques relatifs à un mouvement 
simple pour lequel on aurait

u = — u y — 1,

ou même les déplacements symboliques relatifs à un mouvement 
résultant de la superposition de deux mouvements simples, pour l’un
desquels on aurait

'  u ~  u f — 1,

tandis qu’on aurait pour l’autre
u =  — u f  — r.

Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante :

Théorème. —  Considérons un système homogène de molécules situé par 
rapport au plan des y, z du côté des x positives, et pour lequel les équa
tions des mouvements infiniment petits, indépendantes ' de la direction des 
axes coordonnés, puissent se réduire, sans erreur sensible, à des équa
tions homogènes du second ordre, par conséquent aux formules (1). Sup
posons en outre que, dans le voisinage du plan des y, z, et entre les limites 
très rapprochées

x — O, X — s.

ces équations changent de forme, les coefficients des déplacements effec
tifs ou des déplacements symboliques et de leurs dérivées devenant alors
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fonctions de la coordonnée x. Nommons

les dérivées premières de 
' relatives à x, et

l,

'? , X> +
I ,  VI, ?

"Ooi Co, ?o, Xoi

ce que deviennent, pour x =  o, les valeurs de

l V, ?, ?, x,
correspondant à un mouvement infiniment petit, propagé dans le sys
tème de molécules donné, quand on a égard aux perturbations de ce 
mouvement indiquées par Valtération des équations ( i ) dans le voisinage 
du plan des y, z. Enfin, supposons que le mouvement dont il s’agit soit un 
mouvement simple qui ne s’éteigne point en se propageant, ou bien encore 
qu’il résulte de la superposition de deux mouvements simples de cette 
espèce, correspondant aux mêmes valeurs imaginaires des coefficients

v, w, s,

mais à des valeurs imaginaires de u, qui, étant égales au signe près, se 
trouvent affectées de signes contraires. Si d’ailleurs la distance z est très 
petite relativement à la longueur d’une ondulation, les valeurs de

Z V’ Ç. ?! X> Îl

calculées comme si le mouvement simple n éprouvait aucune perturbation 
dans le voisinage du plan des y, z, vérifieront, pour x =  o , les conditions 
(25) ou (2 7 ), savoir les conditions

I =  fo V) =  YJo, ? =  Ç"o! ? =  ?0! X =  Xo·, $ =  $0, 
si l’on a

k2---- > v J-t-w2,
i 4 -  [

et les conditions

. \ — \o _  V) — THo _  K — Kn _ ? — ?<> _  X — Xo _  . $ — ipo ,
\/— I w v/— 1 · — üvy/— I — üw v/—~— t) v
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si l ’on a

Les mêmes principes peuvent servir encore à établir les équations 
de condition auxquelles devraient satisfaire, pour x  =  o, les valeurs 
de

I) -n. ç, <P, x,

relatives soit à des mouvements qui s’éteindraient en se propageant, 
soit à des mouvements accompagnés d ’un changementdedensité.Mais, 
nous bornant pour l ’ instant k indiquer ces diverses applications de nos 
formules générales, nous allons nous occuper plus spécialement des

formules particulières que nous venons de trouver et développer les
conséquences qui s’ en déduisent.

Les valeurs de v, w  étant

(28) v — v \J— 1, w =  w y/— 1,

la formule (2 7 ) peut s’ écrire comme il suit

l — lo _  -n —  n0 _  g — Co _  y — y» _  % —  x» _  4* — «K. 
— V) v w t)’  — V) v — l') w

D’ailleurs on tire de cette dernière, non seulement

et

par conséquent

vi — ri0 _  g— Kg 
v ~  w

i z z l î ,
W

(3o) wr\ —  eg — wrio— eg0, 1]; — u>£ =  ^0 — <’£ — X =  ,,£o— x#,

mais encore

1 -  I - _ ! - - ! ·  +  +
v *  e 710 — t) ■ Ü* ! ü ! - c t ü  +  6
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quels que soient les facteurs a, 6, et par suite
__ _ _ g

(3 i)  o +  a£-i- --n =  9„ - t - - yi0,

si l’on choisit a, ë de manière à vérifier la formule 

( 3î ) ü ! + a O  +  6 =  o.

§ IV. — Sur les conditions générales de la coexistence de mouvements 
simples, que l'on suppose propagés dans deux portions différentes d ’un 
système moléculaire, diversement constituées et séparées l'une de Vautre 
par une surface plane.

Considérons deux systèmes homogènes de molécules, séparés par 
une surface plane que nous prendrons pour plan d e s j ,  s , ces deux 
systèmes n’étant autre chose que deux portions différentes· d ’un même 
système dont la constitution change quand la coordonnée æ passe du 
négatif au positif, et reste sensiblement invariable de chaque côté de 
la surface de séparation, excepté dans le voisinage de cette surface. 
Soient /

n, £ et \  y), Ç

les déplacements effectif^ et symboliques d’une molécule, correspon
dant à un ou à plusieurs mouvements simples propagés dans le premier 
des systèmes/lonnés, que nous supposerons situé du côté des x  néga
tives ; et nommons

?» X> ou 9, x, $

les dérivées de ces déplacements effectifs ou symboliques, prises par 
rapport à x .  Soient pareillement

r . V, V et f\ Ç'

les déplacements effectifs ou symboliques correspondant à un ou 
plusieurs mouvements simples propagés dans le second système, situé 
du côté des a?positives ; et nommons encore

<p\ x', 4/ ou f ,  x', ÿ

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



200 M É MO I R E  S U R  L A  R É F L E X I O N  E T  L A R É F R A C T I O N

les dérivées de ces déplacements effectifs ou symboliques, prises par 
rapport à x .  Soient eniin

n0, Co, 9o, Xo, +0

Ço* n0, X o , 9c, Xo, io

ce que deviennent les déplacements effectifs ou symboliques et leurs 
dérivées pour les points situés dans le plan des y ,  z . Si les deux 
espèces de mouvements simples qu’on suppose propagésdans les deux 
systèmes donnés de molécules peuvent coexister, alors, en raisonnant 
comme dans le paragraphe II, on obtiendra : i° entre les différences

\  —  fo, f) —  V 0, K —  Ko, <p— ©o. X — Xo. io, .

2° entre les différences

I' —lo. f i ’ — rto, ?o, <p'— ?o. x'— Xo, +0,

des équations de condition qui devront se vérifier pour une valeur 
nulle de x  ; puis, en éliminant

£o' no, £o> 9°’ X», 4*0

entre ces deux espèces d ’équations de condition, on en obtiendra 
d ’autres entre les seules variables

I, n, ç, 9 , x, if; l ' ,  r i ,  Ç', 9 ', x ' ,  if'.

Les nouvelles équations de condition, ainsi obtenues, devront, comme 
les précédentes, subsister seulement pour une valeur nulle dea?, et 
les unes comme les autres seront linéaires par rapport aux déplace
ments symboliques et à leurs dérivées. En conséquence, après l ’éli
mination de

?o, no, £o, 9o, Xo, 4*°’

la forme la plus générale d ’une équation de condition sera

(0 r  +  r = 0,
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T désignant une fonction linéaire des variables

201

fl. C, 9, 4s

composée de six termes respectivement proportionnels à ces mêmes 
variables, et F' une fonction de la même espèce, mais composée avec 
les variables

I'. fl'. £'. <?'. -

Si l’on suppose qu’un seul mouvement simple se propage dans le 
système de molécules situé du côté des x  négatives, les valeurs de

fl. c. 9. X. ç,

correspondant à une valeur de x ,  seront de la forme

X =  A  evr+wz- sl, ñ  =  B  e'’y+wz- st, £  =  C  evy+wz~st,
9  A u evï +wz- sly x =  B u ev-Y+wz^s\ iji =  C u

u , v , w , s ,  A, B, G désignant des constantes réelles ou imaginaires; et 
par suite, la valeur de F correspondant à x  =  o sera de la forme

Y ——- y  çvy+wz—st

y désignant une nouvelle constante. Si, au contraire, plusieurs mouve
ments simples, superposés les uns aux autres, se propagent simulta
nément dans le premier des systèmes donnés, et si l’ on admet que les 
déplacements symboliques deviennent proportionnels, dans l ’un de 
ces mouvements simples, à l’exponentielle

dans un autre à l ’exponentielle

gU,x+vty+-wtz—stt

la valeur de T, correspondant h x  —  o, sera de la forme

( 2 ) T  — y  e^- Hvs- r f  +  y  ' eV,y+w,z-s,t + t

y, y , , . . .  désignant diverses constantes. Pareillement, si divers mouve-
OEuvres de C. — S. II, t. XI. 26
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ments simples se propagent dans le second système de molécules, et 
si l’ on admet que les déplacements symboliques deviennent propor
tionnels, dans l’ un de ces mouvements simples, à l’exponentielle

gu'x-hv'y-hw^z - s’t

dans un autre à l’exponentielle

e u"x+é"y+w ',z—snl

la valeur de T  , correspondant àa; =  o, sera de la forme

( 3 ) T'— y' eVy+wt-a’t + .  . ..

Cela posé, l’équation ( i ) ,  réduite à /

(4 )  y  e vy + w z ~ st +  y , e " ^ w ‘ z ~ s · 1 +  y '  ^ ' y + w z - y i  +  _ _ ,  —  0 j

entraînera la formule

(5)  y +  y; +  . . . .  =  o,  

à laquelle elle se réduira identiquement si l ’on a

| V, — . . . =  v' =  . .

(6) , ■< w — — =

( s — s l =  . . . =  s '  =  . . . .

11 y a plus : si les constantes

·/, yn ···> /> ···

diffèrent de zéro, l’équation (4 ), qui doit subsister quelles que soient les 
valeurs attribuées aux variables indépendantes y ,  z , t, entraînera tou
jours non seulement l ’équation ( 5 ), en laquelle elle se transforme quand 
on réduit j ,  z et ta zéro, mais encore les formules (6 ) .  C’est ce qu’on 
démontrera sans peine à l ’aide des considérations suivantes.

L’équation (4 ), devant subsister quels que soient y ,  z  et t y donnera, 
pour z —  o et t =  o,

y e vf  + y( e 9#  4-. . . -1- y ' ê -f- . . ,= o.
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Si, dans cette dernière équation, et dans ses dérivées des divers ordres 
relatives à y, on p o s e j  =  o, on trouvera

y +7i + > ·· +  /  + . . . = o ,
y  v  -t- y,  v, -t-.. . -+- y  V  -4- . . .  =  o,

y v* +  y, vJ + . . .  +  y' e'2 + . . .  =  0,

Or, il est facile de s’assurer que les équations (7 ) , dont on peut sup
poser le nombre égal à celui des coefficients

y, y,. . . . .  y'> · · · ,

entraînent la première des formules (6 ) . En effet, admettons, par 
exemple, que ces coefficients se réduisent à trois

y» y» Y-
Alors, en éliminant deux d’entre eux des équations (7 ) ,  c ’ est-à-dire 
des formules

y +y, + y ' = o ,  .
yv -\-y,v, y'v' =  o, 
y e2 +  y, vJ 4 - y' c'2 =  o,

on trouvera successivement
y(c — V,) (c — o') =  0, y,(<’,— v’) ( 0 — 0) =  O, ÿ { v ' — v)(v'  — P,) =  0\

et, par suite, si
y. yn y'

diffèrent de zéro, les trois différences
v — V,* v — V, v, — v'

devront s’évanouir, en sorte que la première des formules (6 )  devra 
être vérifiée. Eu égard à la forme des équations (7 ) , la même démons
tration reste applicable quel que soit le nombre des coefficients y, 
y,, . .  .,  y', . . . ,  et d’ailleurs on pourra évidemment établir de la même 
manière la seconde et la troisième des formules (6 ).

Lorsqu’ un mouvement simple propagé dans un systèmede molécules 
atteint une surface plane qui sépare ce premier système d’un se-
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cond, il donne très souvent naissance à d’autres mouvements simples, 
les uns réfléchis, les autres réfractés, qui coexistent tous ensemble, 
mais qui ne pourraient plus coexister, dans le double système de 
molécules que l ’on considère, si l ’on venait à supprimer quelques-uns 
d’ entre eux. Ainsi, par exemple, lorsque ces deux systèmes sont tels 
qu'un mouvement simple, propagé jusqu’à leur surface de séparation, 
donne naissance à deux mouvements de cette espèce, l’ un réfléchi, 
l’autre réfracté, on ne saurait concevoir deux de ces trois mouvements 
propagés seuls dans le double système de molécules. Donc alors l’équa
tion ( i )  ou (4 )  ne peut subsister, lorsqu’on supprime l’un des trois 
mouvements simples ; ce qui aurait lieu, toutefois, si l’ une des cons
tantes

y- V/i /

venait à s’évanouir. Donc, si l’ on applique l’équation ( i )  ou ( 4 ) à la 
réflexion et à la réfraction des mouvements simples, elle entraînera 
généralement les formules (6 ) .

Supposons l’équation ( 4 ) effectivement appliquée à la réflexion et 
à la réfraction d’un mouvement simple ; et soient dans cette même 
équation

y  g u j+ w s —st

le terme qui correspond aux ondes incidentes,
y  / e «,y-<rw,z-sf.^

ceux qui correspondent aux ondes réfléchies; enfin
yt çv'y+w'z—st'̂

ceux qui correspondent aux ondes réfractées. Si l ’on pose, comme 
dans le paragraphe II,

(8 ) M =  U +  Dy/— i,  r = :  V -t- v y/—  i , i*> =  W 4-  w  y/— i,

(9 ) s S -+■ s \J— i j
(10 ) k =  y/u! +  v2-t- w 2, R ^ y / y + V '+ W 1,

, 27T
( I I ) 1= T ’

T =  — ,
S

( i a ) “ = î  =  r

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D’ UN MOUVEMENT SIMPLE, ETC. 205

u, v, w, s, U, V, W , S désignant des quantités réelles, parmi les
quelles s pourra être censée positive, les constantes réelles

K, S

représenteront, dans le mouvement incident, les coefficients d’extinc
tion relatifs à l ’espace et au temps, et

T

la durée des vibrations moléculaires, tandis que

1

représentera l ’épaisseur-des ondes planes, et

S2

leur vitesse de propagation. De plus, les plans des ondes étant tous 
parallèles au plan invariable représenté par l ’équation

(13)  vx  -t- v j  -+- W5  =  o,

et la constante u devant être positive dans le cas où, comme on doit 
le supposer, les ondes incidentes en se propageant se rapprochent du 
plan d e s y ,z ;  si l ’on nomme t l'angle d'incidence, c ’est-à-dire l’angle 
aigu formé par une droite perpendiculaire aux plans des ondes avec 
l’axe des x ,  on aura, dans le cas dont il s’agit,

u u
cost =  —  =  r >

yV-t- v2-+- w! . k
et par suite

V/v2+ W 2 i/v* -+- w 2 sinr — - v —  — Vv ^  ^ ·
y V -h v2+  w 2 k

puis on en conclura

(14) u =  kcosr , \/v2-h w 2 =  k sinr.

Quant au plan invariable représenté par l’équation 

( 15  ) U x  +  V , r  +  W i  =  i ,

ilsera celui duquel s’éloignent de plus en plus les molécules dont les
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vibrations deviennent de plus en plus petites, et disparaîtra si le mou
vement incident est du nombre de ceux qui ne s’éteignent point en se 
propageant.

Soient maintenant

u„ v„ w„ s„ U;, v „ w „ S„ K K „ b, T„

OU

■ o', v', w', s', U', Y', W ', S', k', K', 1', T , £2',

ce que deviennent les constantes réelles

u, V ,  w, 's, U, V, W, S, k, K, 1, T, £2, T, . . .

quand on passe des ondes incidentes aux ondes réfléchies ou réfrac
tées. Les formules (6 ) ,  jointes aux équations (8 ) ,  (9 ) ,  (10), (1 i ) , ( i 2 ) ,
( i 4 ) ,  entraîneront évidemment les suivantes :

(16)

Il 
II

> 
St"

Il 
II

► 
£

(>7 ) S =  Sy =  . . s' =

(18)

Il 
II 

>
 

£
 

1! 
Il 

>
 

£ . =  W' =

0 9 ) s =  S, =  . . . =  S' =

On tirera d’ailleurs, de la formule (17 ),

(20) T =  T, =  . . . =  T' =  . . . ,

et, des formules (16 ),

yV -h w2 =  v/ v® -+- w? = . . .  -  - \Zv'2 -t- w'l =  . ..,

ou, ce qui revient au même,

(21) ‘ ksinr =  k, sinT; =  . . . =  k' sinr' =  . . . ,

et par suite 

(22) S U I T suit. sim·'
~ T ~1
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Il résulte de la formule (2 0 ) que la durée des vibrations moléculaires 
reste la même dans les mouvements incidents, réfléchis et réfractés. Il 
résulte de la formule (2 2 ) que l ’angle d ’incidence t , l ’angle de ré

flexion  t , ,  . . . ,  l’angle de réfraction  V . . .  offrent des sinus respective
ment proportionnels aux épaisseurs 1, \„ . . . ,  1', . . .  des ondes inci
dentes réfléchies et réfractées. De plus, comme les plans invariables, 
représentés parles formules ( i 3 )  et (1 5 ) , ont pour traces, sur le plan 
des y ,  z , les droites représentées par les équations

( 2 3 ) V /  +  W£ =  0,

(a4 ) Vy-i-W .3 =  o,

il résulte des formules (16) et (1 8 ) que ces traces restent les mêmes 
quand on passe du mouvement incident aux mouvements réfléchis ou 
réfractés. Donc les plans des ondes incidentes, réfléchies et réfrac
tées coupent le plan des y ,  z  ou, en d ’autres termes, la surface réflé
chissante suivant des droites qui sont toutes parallèles les unes aux 
autres ; et, si par un point donné de la mêmè surface on mène des 
perpendiculaires aux plans de ces différentes espèces d’ondes, ces per
pendiculaires seront toutes renfermées dans im plan unique qu’on 
peut appeler indifféremment le plan d ’incidence ou le plan de réflexion 

ou le plan de réfraction.

On tire des formules (2 2 )

. sint 1  ̂ sinr 1

Donc le rapport du sinus d ’incidence au sinus de réflexion est en même 

temps le rapport entre les épaisseurs des ondes incidentes et réfléchies, 
tandis que le rapport entre les sinus d ’incidence et de réfraction se con

f o n d  avec le rapport entre les épaisseurs des ondes incidentes et réfrac

tées. Le premier de ces rapports est ce que nous nommerons Vindice 

d ’incidence, le second est celui qu’on nomme Vindice de réfraction.

Lorsque le premier système de molécules sera du nombre de ceux 
dans lesquels la propagation du mouvement s’effectue en tous sens
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suivant les mêmes lois, et que pour cette raison nous appellerons iso

tropes, s deviendra fonction.de la somme i f v * w ' 1, à laquelle s2 
sera même proportionnel si les équations des mouvements infiniment 
petits sont homogènes. Alors le mouvement incident, que nous sup
poserons simple, pourra donner naissance à un seul mouvement 
simple, réfléchi ; et l’équation

S — s,
entraînera la suivante

«2 4- e2 4- — uj +  v) +  wJ,

Celle-ci, jointe aux équations 

donnera

(26) U —  U*

et, comme on ne pourrait supposer à la fois

H —  Un V Vn W — w n

sans rendre parallèles les plans des ondes incidentes et réfléchies, ce 
qui ne permettrait plus de vérifier les équations de condition, et ce qui 
est effectivement contraire à toutes les expériences, la formule (2 6 ) 
entraînera l’équation

( 2 7 )  U , z = — U,

par conséquent aussi l’ équation

(28 )  · U; =  — D.

Or de cette dernière, jointe aux formules

on tirera 

ou

* / — Y y VY / 

y/u, 4- y'f 4- wf =  y/u:

(29) k, =  k,

et par suite
(3o) i ,=  i.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D ’U N  M O U V E M E N T  S I M P L E ,  E T C . 209

Cela posé, la première des formules ( 2b)  donnerasin t , =  sin t ,

( 3 i ) t,=  t.

Donc, dans un milieu isotrope, l ’angle de réflexion est toujours égal à 

l ’angle d ’incidence.

Supposons maintenant le second système de molécules isotrope, 
comme le premier. Alors le mouvement incident, étant simple, pourra 
donner naissance d ’une part à un seul mouvement simple, réfléchi, 
d’autre part à un seul mouvement simple réfracté. Si, d’ailleurs, ces 
trois mouvements simples sont du nombre de ceux qui ne s’ éteignent 
pas en se propageant, on aura

( 11 = u V~ ü  e =  v v c r ï", W>=w vC rÜ s = s v Crü
l d  — u' \/— i , v' — y ' f — 7, w' =  w' y/— i , ,s'=s'v/— T.

Dans ce cas particulier, s étant fonction de

m2 h-  e2 -h = — (u2 -t- v 2 +  w 2 ) = — k2, 

et s' fonction de

(>'*+  w'z =  — (u'2+  v'2+  w'2) =  — k'2,

à une valeur déterminée de s, et par suite de s' — s, correspondront 
des valeurs déterminées non seulement de k, mais aussi de k', quel 
que soit d ’ailleurs l ’angle d’incidence t . Donc alors, l ’indice de réfrac

tion , savoir
sin t   t  k'
sinx'  — 1 ' k ’

sera indépendant de l ’angle d ’ incidence.

§ V.  — Sur les fois de la réflexion des mouvements simples 
dans les m ilieux isotropes.

Pour obtenir complètement les lois de la réflexion et de.la réfraction 
des mouvements simples dans lès milieux isotropes, il faut joindre

OEuvres de C. — S. Il, t, XI. 2^

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



210 MÉMOIRE SUR LA RÉFLEXION ET LA RÉFRACTION

aux lois générales établies dans le paragraphe précédent celles qui 
résultent de la forme particulière sous laquelle se présentent les équa
tions de condition relatives à la surface de séparation de deux sem
blables milieux. Pour fixer les idées, nous nous bornerons ici à con
sidérer le cas où, dans chaque système de molécules, les équations 
des mouvements infiniment petits peuvent être réduites sans erreur- 
sensible à des équations homogènes du second ordre ; et nous suppo
serons que le mouvement incident, étant simple, donne naissance 
d’une part à un seul mouvement simple réfléchi, d ’autre part à un 
mouvement simple réfracté, ces trois mouvements étant du nombre 
de ceux dans lesquels la densité reste invariable. Enfin nous pren
drons la surface réfléchissante pour plan des y , z . Cela posé, soient 
pour le premier milieu, situé du côté des x  négatives,

I, m C, cp, x, ù
les déplacements symboliques d’ une molécule et leurs dérivées rela
tives à x , dans le mouvement incident, ou dans le mouvement réflé
chi, ou bien encore dans le mouvement résultant de la superposition 
des ondes incidentes et réfléchies. Soient, au contraire, pour le second 
milieu situé du côté des x  positives,

l ,  ^  ?, x', +'
les déplacements symboliques d’une molécule et leurs dérivées rela

tives à x  dans le rayon réfracté. Les valeurs f, v), Ç, relatives au mou
vement incident, seront de la forme

( I ) £ : çux-\~vy+-wz—st̂  __  JJ  çU.r->rvy-\-wz—st £ _ _  Ç gux+i>y~\-wz—sî

les constantes réelles ou imaginaires u, v, w , s, A, B, C étant liées 
entre elles par les équations

(2) v* -+- (v2), Au  +  B v h- C<v =  o,

et la lettre 1 désignant une constante réelle. Si maintenant on passe 
du mouvement incident au mouvement réfléchi ou réfracté, les valeurs
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de
. e, w, s

resteront les mêmes, d’après ce qu’on a vu dans le paragraphe VI ; mais 
on ne pourra en dire autant des coefficients

u, A, 6, C

qui feront place à d’autres représentés par

ou par

la valeur de u, étant

( 3 )

up A p c,
W, A', B', C'

u, a.

En conséquence, les valeurs de yj, Ç, relatives au mouvement réfléchi, 
seront de la forme

( 4  ) X — A, e-ux+vy+wz-s\ n =  B, e-ltx+v̂ wz~s\ ----Q g—ux+vy+wz—st ̂

les coefficients A,, B,, C, étant liés 2l u , v, w  par la formule

( 5 ) — A, u + B; e 4- C; w — o,

et pareillement les valeurs de X', rj', C ,  relatives au mouvement 
réfracté, seront de la forme

( 6)  =  gii'x+vy+wz— — |{( pu'x+vy+wz—st̂  rj — (7 piix+vy-vwz—sî

les constantes v, w ,  s, A ', B', C' étant liées entre elles par les 
équations

( 7 ) si= i '(u '* -h  w*), A '« '+  BV-i-C'(V =  o,

et i' étant ce que devient la constante réelle i quand on passe du pre
mier milieu au second. Ajoutons que, si, dans le premier milieu, on 
considère à la fois les ondes incidentes et réfléchies, la superposition 

de ces ondes produira un mouvement dans lequel les valeurs de y¡, t
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deviendront
I £ —  A  e nv~‘>~i,y~>rWZ~ st ç —ux+vy+wz—st

(8) Y) ~~ B si _|_ g Q ~ u x -* -v y + -’w z — st

|  ç  —  C  e u x + v y + w z —st Q—ux+i>y+w s—st

C’est entre les valeurs de Ç, ç , J , ^  et de %, rf, V , ? ,  /J, 
tirées des formules (6) et (8), que devront subsister, pour x  =  o, les 
équations de condition relatives à la surface réfléchissante.

Considérons spécialement le cas où les mouvements incident, réfléchi 
et réfracté sont du nombre de ceux qui ne s’ éteignent pas en se 
propageant, et où l ’on a par suite

(9 )
v =  v \j— i, «> =  w\/^-"x, s =  s ^ T i ,

u, v, w, s, u' désignant des quantités réelles. Posons d ’ailleurs

( io)  k =  v'u* +  v2-t- w 2, k '=  ŷ ui2-+- v2+  w 2.

Comme les formules (a) et (7 ), jointes aux formules (9) et (10), don
neront

il est clair que les constantes réelles t, 1' seront positives. Soient 
maintenant

¿O) "flo> Ço: ŸO; XO) 4̂°

ce que deviennent les déplacements symboliques d ’ une molécule et 
leurs dérivées relatives à x ,  en un point de la surface réfléchissante, 
quand on tient compte des perturbations qu’éprouvent dans le voisi
nage de cette surface les mouvements infiniment petits. On obtiendra 
pour x  =  o, entre les expressions

et
m, ç, <?, x, +

£o> ’floi £o) 9oi Xo)

des équations de condition représentées par les formules (25 ) ou (27)
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du paragraphe III. Donc alors, si la constante réelle que nous avons 
désignée par f  est telle que l ’on ait

k 2(11) Y ^ -j.> v 5 +  w! ,

on trouvera

(12) f  =  fo, Vi =  m0î K — ïo, 9 — <Po> X =  i  =  ^0·

Si au contraire on a

( i 3  ) Y ^ - j < v 24 - w 2,

alors les équations de condition se trouveront comprises dans la 
formule

( , n  ^  —  Ë o  _  ï l - ï l o —  C —  C o  =  9 ~  9 o - _ X  —  X o —  £  —

'  —  V) v  (V ü 2 —  ü e  — ' O w

le valeur de V) étant 1
/  k 2 \  2

(ib) o = - ^ v*+ v - —

Pareillement, si, en nommant P ce que devient f  quand on passe du 
premier milieu au second, l’ on a

\
( 1 6 )  J L L > V î + W 2,

on trouvera

( 17 ) l ' = l >> 7  =  ̂ 0, ? = 9 < »  %'=X»> $ '= 'h ·

Si l ’on a au contraire

( 18 )  <  V 2 +  W 2 ,

on trouvera

/ r̂  \ l 1 —  Ëo _  1)' — il0 _  Ç'— Ç0 . 9'— 9 o _ Xo— — ’W
— v ' ~  v ~  w ~  r)'2 "" — t)'v  - ü v ’

la valeur de t>' étant

( 2 0 ) ü '  =  V 2  4 -  w 2  —
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Gomme on ne connaît pas a p riori la loi des actions moléculaires, 
ni par suite les valeurs des constantes f, f ',  le seul moyen de savoir si 
ces constantes vérifient les formules ( n )  et (16) o u ( i 3) et (18), est de 
chercher les conséquences qui se déduisent de l ’une et l ’autre suppo
sition, et de les comparer aux résultats de l ’expérience. Or, si l ’on 
admet les formules ( n )  et (16), alors les conditions (12) jointes aux 
conditions (17) donneront, pour x  =  o,

(21) 1 =  1 ', m =  C =  ? =  ?', % =  x', $ =  +'. .

De ces dernières équations, combinées avec les formules (6 ), (8), on 
tirera

( A-t-A, =  A', B +  B, =  B', C-+-C, =  C',
( 2 2 )

( u ( A — AJ =  u 'k ' ,  m(B — B;) =  m'B', «(C — C,) =  m'C',

et par suite

( 23)

( 24)

A, _ c , _ M — h'
A ~  B — C — U -+- m' '
A' R' _  C' _ 2 U
A — B — c — U -+■ U1’

puis de ces dernières, jointes aux formules (2 ), ( 5 ) et (7), on con-
dura

/ AM-t-B(> +  Ctv =  o,
( 25) / — A m 4- B v -+- Cwr =  0,

( AM'+Be-t-Crv =  o.

D’ailleurs on tire des formules ( 25 )

(26) A m — Am' — o, Bp +  C w =  o,

puis de celles-ci, combinées avec les formules (9) et (1),

( 2 7 ) Au =  A V  =  o, Rv +  Cw — o

et

( 2 8 ) u| =  o'l =  o, v 'f¡ +  wÇ =  o;
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*

par conséquent

(2 9 ) u£ =  ü'£ =  o, vn +  wÇ =  o.

Enfin, pour satisfaire à la première des équations (29), il faut supposer 
que l’on a

(30) u =  u'=o,

c ’est-à-dire que les plans des ondes incidentes et réfractées sont paral
lèles au plan des y ,  z , ou que l ’on a

(3.) Ê =  o,

c ’est-à-dire que les vibrations des molécules sont perpendiculaires à 
l ’axe des x .  Donc, lorsque les formules (11) ou (16) se vérifient, un 
mouvement incident, que nous supposons simple, ne peut donner 
naissance à un seul mouvement simple réfléchi, et à un seul mouve
ment simple réfracté, que dans des cas très particuliers, savoir, 
lorsque les plans des ondes ou les directions des vibrations molécu
laires sont parallèles à la surface réfléchissante.

Au contraire, un mouvement simple pourra se réfléchir et se réfrac
ter, quelle que soit la direction des plans des ondes ou des vibrations 
moléculaires, si l ’on suppose vérifiées non plus les formules ( n )  
et (16), mais les formules ( i 3)  et (18). Alors les variables

n ,  C, <p, x ,  $  1

d’ une part, et les variables

S\ V, ? ,  x', 4 '

d ’autre part, se trouveront liées à

£0, ■flo> Co> <Po> Xo> 4*o

par les formules (14), (19), dont chacune comprendra cinq équations 
distinctes ; et l ’élimination de

fo. -n0, fo, qv Xo, 4„
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entre les dix équations, dont le système est représenté par ces deux 
formules, fournira, entre les seules variables

h  n ,  ? ,  <p, x ,  4>

ï', ri\ l ',  <p', x ', Tp',

quatre équations de condition qui devront subsister pour x  =  o. Pour 
obtenir ces équations de condition, on observera qu’en raisonnant 
comme dans le paragraphe III, on tire des formules (14) et (19) non 
seulement

W Y] —  e Ç  = M - Y ) 0 — i ' Ç 0) 4 - -  w\ =  4 „ —  M>|"0 ,

e t

M 'Y ] ' —  l ' Ç ' = M ' Y ) 0 —  p Ç 0 , -  W ' l , =  4 „ —  M - f , ,

mais encore

et .

7 6 — -  ■= 6 —œ -1- -+- — r, =  œ0 -h  ixt,0 -+- -  n 0

_ g_ _ g_
9 ' + « ? ' + -  y)' =  cp0 -+- a£s -+- -  -f\0,

pourvu que l ’on choisisse a, (3 de manière à vérifier simultanément 
les deux formules

(32) O2 — « ü  +  ê =  o, Ü'>-i«O'+ ê =  0 .

On devra donc avoir alors, pour x  =  o,

(33) w n — vÇ =  w n'— pÇ', 4* — wï  =  4|,— v\ — x =  v\ — x'

et
— - 6 — -  - g _

( 34) cp-1- «̂  + -·/) =  c p ' - t - -Y)'.<’ i>

De plus, comme, en vertu des équations (3 2 ) , o ,  o '  sontles deux ra
cines de l ’équation du second degré

x2— ■ ax -¡- 6 =  o,
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on aura nécessairement

(3 5 ) a = 0 + 0', ê = Oü', 
et par suite la formule ( 3 4 ) pourra être réduite à

(3 6 ) ç + (o + 0 ' ) l + ^ Â  = ? + ( 0  + ü')I,+ ^ i ' ·

Les formules ( 3 3 ) et (3 6 ) seront précisément les quatre équations de 
condition demandées.

Avant d ’aller plus loin, il est bon d ’observer qu’en vertu des 
formules (6), (8), les équations (3 3 ) peuvent être réduites aux trois 
suivantes

.1 D ^ -  Dy Ç =  D3-Â' — DrÇ',

(37) 1 D . Ç - D ^ D . Ç ' - D ^ ' ,

[ 4 1 )^  =  —

desquelles on tire évidemment

( D2y) - D ^  =  D2y) ' - D ^ \

(38) ’i U - D z ^ l ^ ' - l U ' ,
( Dy% --  D̂ Y) =  \)yl! — D æ Y) ' ,

ou, ce qui revient au même, ·

d v __  d Ç  _  àr/ _  d îT

dz dy dz dy  ’

dl  _ K  _ K,
dx\  à z d x d z
d ;  d n  _  dfj'
dy dx dy àx

\

Les formules ( 3g ) sont précisément les trois premières des quatre 
formules que j ’ai données en i 8 3 6  comme propres à représenter les 
équations de condition relatives à la surface réfléchissante. (Voir les 
Nouveaux E xercices, p. 2o3) ( ' ) .

(> )  Œ u v r e s  d e  C. S .  II, t. X ,  p . 4 2 5 -4 2 6 . '

OEuvres de C. — S. Il, t. XI.· 28
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Ajoutons que l’ équation (36 )  peut s’écrire comme il suit

(ÍO) ü ü ' £ — V-+- Dr ( — -+- ^7 + I)r
m f 5'.

Observons encore qu ’en vertu des formules ( i )  et (2) ou (4 ) et ( 5 ), 
on vérifiera l ’ équation

(4 0  D^l DyY) -+· D;Ç =  O,

en supposant les déplacements symboliques

i  fl, ?

relatifs au mouvement incident, ou au mouvement réfléchi, par consé
quent aussi, en supposant ces déplacements symboliques relatifs au 
mouvement résultant de la superposition des ondes incidentes et réflé
chies. Pareillement il suit des formules (6) et (7) que les déplacem ents 
symboliques

F' W r>O  u 1 * >

relatifs au mouvement réfracté, vérifient la formule

(42) D«S'h-D j.yi'-+-I)3Ç '= o.

Au reste, les formules ( 4 i )  et (42) entraînent les deux suivantes

( Dx % +  -4-D-Ç — o,
(43 ) 1

! D * 4 ' + I ) r Y)'4 - D ,Ç '  =  o,

qui se déduisent immédiatement de l ’hypothèse admise, puisqu’elles 
expriment que les mouvements propagés dans chaque système de 
molécules ont lieu sans changement de densité. ,On tirera d ’ailleurs 
des formules (4 i ) ,  (42)

D * ( I  - 1 0  +  I V ( Â  -  f l ' )  +  D « (Ç  -  Ç') =  o,

ou, ce qui revient au même, eu égard aux équations (6 ) et (8 ),

p*(| — \') +  K  y) — a ')  +  «Kc — c' )  =  °>
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et par conséquent

( 4 4  ) _ > _
( — z ' ) +  — +') =  -DS(Ç-^Ç')>

quelles que soient les valeurs attribuées aux variables oc, y ,  z.

Les quatre équations de condition (37) et (4 o) peuvent être rem
placées par d’autres que l ’on déduit aisément des formules (14) et (19) 
combinées avec les équations (44)· En effet, les formules (14) et (19) 
donnent non seulement

et par suite

(45)

7  F  X  X o  ___ 4 1 4^0 -  vio  _  C —  t »

ï ' - l

1 - 1 '=,

V w r t v

X
 1 f

K
 1

0 _  < y - > 0 Y)' — t l o _ C ' - C .

(> t v (ï>

X  —  x ' Yl —  Y) ' _  C — Ç '

mais encore

-  ■ = § - ' -  f  ê -  - ,  y, ë - ,  -  -  6 -
cp -+- at, 4- - n  =  9 „ +  0+  -*);!> 9 +  a 4 '+  - Y ) ' =  90+  «ç0+  - Y l 0 .

et par suite
— _  _ _ g  _ _

( 4 6 )  9  —  9 ' + « ( £ _ £ ' )  +  - ( y ]  _ r / )  =  o ,

pourvu que l ’on suppose

«  =  0  + O ' ,  6  =  ü ü ' .

Or les formules (4 5 )  et ( 4 G), qui ne diffèrent pas au fond des formules 
(3 3 ), (3 4 ), donneront d ’abord

(4 7 )
v — n C -C ' ------ ---- ----------------- 5

(V

ou, ce qui revient au même,

(48 ) DSŸ) — Dr Ç =  Dcïi' — DyÇ', D«(Dl^ - D J,Ç) =  D » (D iÂ '-D rÇ');
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puis, eu égard aux formules (44).

g f l = * ( x - ÿ .  0  +  D l ( ï - ÿ )
Ç Ç (;2 -H w2 c2 -+- U’2 ’

(<* +  D*) (j;— ̂  ) — § 

. =  - 6

et par conséquent

( 49)

vj — Tl'

K - K '  _  _  g c ( ï i - n ' )  +  * (  Ç -_ ? 0  _  g D* CI -  Ç' ).
fi'2 (V1

( D * - l - ?*+» -* )  (1 — 5' )  =  °>

[ g D x — (e2+  «-*) (■« +  I) ,)]  ( l  - l ' )  =  o,

ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (3 5 ),

I (Di  +  D * + D * ) I  =  ( D * + D * - i - D * ) f ' ,

(5o) [ D , - - ( D > + D ; ) ( i  +  i - ^ ) J ?

| = [ D - - ( N + n i ) ( ^  +  ^  +  à r ) ] l ' ·

D’ailleurs on tirera immédiatement des formules (4 8 ) et ( 5o)

( 51 ) DjY) — DyÇ =  Dzn' —  Dj-C', D , ( D , ï i - D yÇ) =  D, ( D SV - D , . Ç ' )  

I ( R | + D 2 +  I)2)  ̂=  (D24- I ) 2 +  D])|' ,

( 5a )

d* — ou-*- I,i ) ( - 0 + w  +  w ) ] f ·

Les équations de condition ( 5 i )  et (5 2 ) offrent cela de remarquable, 
que les deux dernières renferment seulement les déplacements 
mesurés, dans l ’un et l ’autre milieu, suivant des droites perpendicu
laires à la surface réfléchissante, tandis que les deux premières ren
ferment seulement les déplacements y), Ç, ou y)', mesurés suivant 
des droites parallèles à cette surface.
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Posbns maintenant pour abréger 

(5 3 ) A2 =  h 2 4 - e 2 4 - ee2 — k2 et A'2 — w'24- e 2 4 -  wî =  — k'2.

Les conditions (4 8 ), ( 5o), qui doivent subsister p o u r a ? = o ,  étant 
jointes aux formules (6), (8), donneront

B w — C e  +  B, i v  —  C; e  =  B' w —  C' e ,

■ u[(Bue— Ce) — (B/ee — C , e ) ]  =  n'(B'ee— C ' e ) i

et
A2(A 4 -  A; ) =  A'“ A',

H I — ^ ) (A _ 4 ,) _ ( è  +  J7 ) (^ „ . )(A  +  A,)

~ + + W+ 55>)] A''

ou, ce qui revient au même,

B'ie — C'e _(B w — Ce) -t- (B,ee — C, c) __ (Bee — Ce ) — (B,ie — C,e)

A -+- A,

A'2 H ( I
ez -t- 

ÜO'

par conséquent

(54 )

A'2 u ( i v ‘  4 -  w ‘

üt‘)'
A - A ,

^ w' ( I ~ iw : : ) +  (A:'! - A:2)(,'i -,- w'î ) ( è +  f

B, ee —  C, i> = “--- —(Hiv —  Ce),' « 4- h

B' w -  C' e =  - Î Ü - ;  (B tv —  C e),

( A , 2 h  —  A 2 h ' )  ( !  —  _ ( A ' 2 - A 2 ) ( e 2 + « e 2 ) f l +  *
A -  _____________X · *>*>' / v A O  O'/ A

( A ' 2 a  4 -  A 2 h ' )  ( i

(5 5 )
Oü' (  A ' 2 —  A 2 ) (  e 2 4 -  ( v 2 )  ( - 4 -  ^

2 A 2 H I I ----

A' =

e s 4 -

(A'2h 4- A2ii')( i e·* 4 - te4
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Comme, en vertu des formules ( 53 ), on a '

k 's —  Æ2 =  («' — u) {u'~1- a),

/c'2 u — /c2 u1— ( i>2 H- ĥ2 — uu') ( u — «'), 
kn u 4- k2u' =  ( e s4 ~ « '* 4 -  uu') ( «  4 - « ' ) ,

il est clair que les équations ( 55 ) peuvent s’écrire comme il suit

( 56)

A,
A

a ;
A

6  _  +  (« '+«>  (,·■+ »■·) ( i + ¿ 7 )  „  _

. (e , 4 - « ' 2 4-MM,)(  J ÜO'

/c2 1

p2 +  w2 
OO' a «

(e 2 4-w '2 4 - i i « ' ) (  1

u  4 - II'

Les équations ( 54 ) et ( 55 ) ou ( 56 ), jointes aux formules ( 5)  et (7), 
suffisent pour déterminer complètement les valeurs des constantes

A,, B(, C„ et A' B' C'

relatives aux mouvements réfléchi et réfracté, quand on connaît les 
valeurs des constantes

u, v, w, s, A, B, C

relatives au mouvement incident.
Si l ’on veut, dans les valeurs de

A, B, C, A', B', C',

introduire les coefficients réels

11, V, w, u',

à la place des coefficients imaginaires

u, e, <v, u'.

il suffira d ’avoir égard aux formules (9). Alors les formules ( 54 )
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et ( 56 ), jointes aux formules (5) et (7), donneront

(57)

D,w C, v _u — u'
15 w —  C v u -+- « ' ’

B 'w — C'y _  2p 
15 w — Cv ü +  ü1’

(58)

A
A

A/
A

(V* +  W, -U Ü , )( I -  + ( ü , +  U)(T*+W*) ( i  +  D

( y2 -+- w2 +  ru' ) ( 1
1D V ■ (o' -  ü) (v2-+- W2) ( ±  -f- \J~ I U +  L

/c2 1 —
v - +  w 3

V.'i'O' U — P
, ,  „ y '  +  W‘ \ , , . . , I 1 \ ,-------U -t- P
(Y 2 4 -  w2 +  uu')( I --------+- ( u — u ) (v- -4- w2 ) f \ v/—T

et

(59)
( — A,p + B J  +  C ^ r o ,  
\ A'u' +  B'vH-C'ff =  o.

Les calculs se simplifient lorsqu’on suppose l’aNe des z  parallèle 
aux traces des plans des ondes sur la surface réfléchissante. Alors, la 
formule (2.3) du paragraphe IV devant se réduire à

y  —  o.
on aura nécessairement

W — O, W = W v'— I = o,
I

et par suite les formules (1), (4), (6) deviendront

( 6 0 ) I —  A  e ax -̂vy~si -0 —  Î3  eux+vy—st II

( 6 1 ) l —  A  e~~ux~i~l'y~'st ) Y) —  B  e ~ ax~i~çyw~'s£ j ç  = C ç-u x+ v y —st

( 6 2 ) a
—- ^  ga'x-\-vy-~s£ Y)' —  B f e u'x^ vy~st ̂ II

|*i/» çn'x+vy—st

Alors aussi, les valeurs des déplacements symboliques étant indépen
dantes de 3 , dans chacun des mouvements incident, réfléchi et réfracté, 
les dérivées de ces déplacements, relatives à z,  s’évanouiront dans les 
formules (4 8 )  et ( 5o) qui se réduiront aux suivantes.

(63)

(64)

Dr Ç — Dr Ç', J)aDi.Ç =  DœDr ç', 

(I)! +  I)2n  =  (D|-i- D 2H ' !

A* A y (. ^  +  i‘)> AAl \ 1 \ —ÜÜ')J “y D, 'A* ( ü ü'
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Comme on pourra d’ailleurs, dans celles-ci, remplacer Dr par e, les 
formules (6 3 )  donneront

f =  C', D,Ç =  D,Ç',
>

ou, ce qui revient au même,

c =  c\ $ = $ ' .

Ces dernières, qui se trouvent déjà comprises parmi les conditions
(21), donneront encore

C h- C , =  C \  m ( C - C / ) =  «'C',

par conséquent 

(65 )
C,   u — u'
C u -t-

C' 2 u 
C _  u +  W ’

et l ’on tirera des formules (64)

D’autre part, en vertu des formules (2), ( 5 ), (7) et ( 5 3 ), on aura non 
seulement

( 6 7 ) A £4 -t- B V — O

et

(68) — A,« -l- B(i’ =:o, A' u' 4- B' v — o,

mais encore

( 6 9 ) k* =  u2 -h =  —, kn ~  u'* +  ()2=  ĵ··

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les mouvements
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incident, réfléchi et réfracté sont du nombre de ceux qui ne s’ éteignent 
pas en se propageant. Alors les valeurs de u, v, s, u! sont de Ja forme

(70) m =  dv/— i, v —  y\J— 1, s =  s \ /—  1, u' —  u' \J— 1,

et par suite la partie réelle de u' s’évanouit, aussi bien que la partie 
réelle de u. Mais les formules trouvées s’étendent à des cas mêmes où 
cette condition ne serait pas remplie. Ainsi, en particulier, si l’ on a

k '< k ,

la valeur de u'2, déterminée par l ’équation u '2 -1- v2 -t- w 2 =  k'2, ou

(71) m'2 =  v2 -h w2— k'%

pourra s’écrire comme il suit,

ult =  k i —  k'2— u2,

et cette valeur deviendra positive quand on aura

m2<  k2— k'2.

Donc alors l ’équation (7J) fournira pour u' deux valeurs réelles qui 
ne s’ évanouiront pas, savoir

(72) u ’ —  — y/v2+  w2 — k'2, u ' =  \/v2+  w2 — k'2;

et, comme de ces deux valeurs réelles la première sera négative, elle 
indiquera un mouvement réfracté qui s’éteindra en se propageant 
dans le second milieu. Cela posé, si l ’on a

(73)

et par suite
i +  f < I »

k'2
i +  f'

<  k'2

il est clair.que des valeurs de u', fournies par l ’équation (71) et par la 
suivante

( 7 4 )

k'2
U12—  V2 H- W2------------- rr,1 +  1'

OEuvres de C. — S. II, t. XI. 29
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une seule, savoir la racine négative de l’équation (74), sera inférieure 
à la racine négative de l’ équation (71)» c ’ est-à-dire à la valeur de a 
fournie par la première des formules (72). Donc alors, en vertu des 
principes établis dans le Mémoire sur les équations de condition rela

tives aux limites des corps, les valeurs de .

A,  B,  C, A„  B (, C„ A', B' ,  C',

correspondant aux mouvements incident, réfléchi, réfracté, seront 
encore liées entre elles par les formules (54 ) et ( 56 ).
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SUR

L A  TR A N SFO R M A TIO N  E T L A  RÉDUCTION D E S IN T É G R A L E S G É N É R A LE S

d’un

SYSTÈME D’ÉQUATIONS LINÉ AIR ES

A U X  D IF F É R E N C E S  P A R T I E L L E S -

C onsidérations g én éra les .

Considérons un système d’équations linéaires aux différences par
tielles entre plusieurs variables principales

£> *i> · · ■

et des variables indépendantes

■ æ , y ,  z , t

qui, dans les problèmes de Mécanique, représenteront, par exemple, 
trois coordonnées rectangulaires et Je temps. Comme je l’ai prouvé 
dans un précédent Mémoire, on pourra, en supposant connues les 
valeurs initiales des variables principales et de quelques-unes de leurs 
dérivées, réduire la recherche des intégrales générales des équations 
proposées à l’ évaluation d ’une seule fonction des variables indépen
dantes, que j ’ai nommée la fo n ctio n  principale. Cettefonction principale 
n’est autre chose qu ’une intégrale particulière de l’ équation unique 
aux différences partielles, à laquelle doit satisfaire chacune des 
variables principales, ou même une fonction linéaire quelconque de 
ces variables; et, si, dans tous les termes de cette équation aux diffé-
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rences partielles, on efface la lettre employée pour représenter la 
fonction principale, on obtiendra entre les puissances des signes de 
différentiation

1) * ,  I ) r ,  D  Z9 D î ,

ce qu ’on peut appeler l 'équation caractéristique. Ajoutons : i°  que 
l ’ordre n de cette équation caractéristique est généralement la somme 
des nombres qui, dans les équations données, représentent les ordres 
des dérivées les plus élevées des variables principales, diflférentiées 
par rapport au tem p s/; 2° que la fonction principale, assujettie à 
s’évanouir au premier instant, c ’ est-à-dire pour / =  o, avec ses dérivées 
relatives au temps et d ’un ordre inférieur à /i  — i , doit fournir une 
dérivée de l ’ordre n —  i ,  qui se réduise alors à une fonction de æ , y ,  s  

choisie arbitrairement. Ainsi déterminée, la fonction principale peut 
toujours être représentée par une intégrale définie sextuple, relative 
à six variables auxiliaires, et qui renferme sous le signe /  une expo
nentielle trigonométrique dont l’ exposant est une fonction linéaire 
des variables indépendantes.

Observons maintenant que, dans beaucoup de cas, on peut abaisser 
l ’ordre de l’équation caractéristique. De plus, l’ intégrale définie sex
tuple, qui représente la fonction principale, peut'souvent être rem
placée par des intégrales d’un ordre moindre, ou se réduire même à 
une expression en termes finis. En conséquence, les intégrales géné
rales d’un système d ’équations linéaires peuvent admettre des trans
formations et des réductions qu’ il est bon de connaître, et dont nous 
allons maintenant nous occuper.

I. — S u r  la réduction  de l ’équation ca ractéristiqu e.

Concevons, comme dans le Mémoire ci-dessus mentionné, que les 
variables indépendantes

x,  y , - , J ■

•représentent trois coordonnées et le temps ; et considérons en parti
culier le cas où, dans les équations données, les dérivées des ordres
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les plus élevés par rapport au temps i se trouvent multipliées par des 
quantités constantes, sans être soumises à des différentiations rela
tives aux coordonnées x ,  y ,  s. Si l ’on nomme a l ’une quelconque.des 
variables principales, et si l’on élimine toutes les autres entre les 
équations linéaires données, en supposant les seconds membres 
réduits à zéro, on obtiendra une équation résultante

(1) Va — O,

dans laquelle V sera une fonction entière des caractéristiques

Dæ, l)r, D s, D*;

et l ’on vérifiera l ’équation ( i )  en prenant pour a, non seulement l ’une 
quelconque des variables principales, mais encore une fonction 
linéaire quelconque de ces variables.

Cela posé, nous appellerons équation caractéristique la formule sym
bolique
(2) V O

à laquelle on parvient en effaçant la variable principale a dans le pre
mier membre de l’équation (1) ; ou bien encore, l’ équation ,

(3)  S =  o

qu’on obtient en remplaçant dans la formule (1 ),

Dj., Dy, D- ,  D(
par de simples lettres

U, C, (V, s.

Si la.fonction symbolique V est du degré n  par rapport à D(, on pourra 
y supposer le coefficient de D" réduit à l ’unité, et le nombre n repré
sentera Yordre ou le degré de l ’équation caractéristique. Si d ’ailleurs 
on nomme

■ a { x , y , z )

une fonction quelconque des trois coordonnées x ,  y ,  z  ;

X, p, v, u, v, w

des variables auxiliaires et réelles ; .
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des variables imaginaires liées à u, v, w par les formules

u =  u y/— i, v =  v y/— i , w —  w y/— i ;

et ci la fonction principale, on trouvera

^ L L L L L L
d\ck i cfyx r/v rivrfw

' g t l ( X — X ) - h t '( y —  'v ) + 5 ¿

P )
X  cr(?i, p , v) ■

27T 27t 271

le signe £  du calcul des résidus étant relatif à la variable s considérée 
comme racine de l’équation

S =  o.

Ajoutons que la fonction principale e t ,  dont la formule (4 ) fournit la 
valeur, sera complètement déterminée par la double condition de 
vérifier, quel que soit t, l ’ équation aux différences partielles

(5) Vcj =  o,

et, pour une valeur nulle de t, les formules

(6) ïïT — O, J) ¿CT — O, I)"‘ !7ü = 0, 1)"~' CT := Ts(x, /, s).

Cela posé, nous allons indiquer les avantages que peut offrir la réduc
tion de l ’équation caractéristique

V =  o

à une autre plus simple et de la même forme.
' Admettons d ’abord que chacune des équations linéaires données ait 

zéro pour second membre. Alors, les valeurs initiales des variables 
principales £, -vj, £, . . .  et d ’un nombre suffisant de leurs dérivées rela
tives à t, étant supposées connues, les valeurs générales de

, V, Ç, ...  ,,

par conséquent aussi la valeur générale d’une fonction linéaire a de
ces variables et de leurs dérivées, se composeront de termes de la
forme *

□  ct,
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□  désignant une fonction entière de
Dx, D r, D5, D„

et xsQv,y, s) l ’une des valeurs initiales données des variables princi
pales ou de leurs dérivées relatives à l. Or le terme

□  ra

pourra être réduit à une forme plus simple, si □  et V ont un commun 
diviseur algébrique. C’est ce que l’on prouvera sans peine, en cher
chant l ’intégrale définie sextuple qui, eu égard à la formule (4), devra 
représenter Dxs, ou bien encore, en raisonnant comme il suit.

Soit D un commun diviseur algébrique de V et de □ ,  représenté 
par une fonction entière des caractéristiques

D» Dy, Dz, . D|,
en sorte qu’on ait

V =  IV ,  et □  =  1  □ „

V,, □ ,  désignant encore deux fonctions entières des mêmes caracté
ristiques. Si l ’on nomme n/ le degré de V, par rapport àD,, n — n,sera 
celui de JJ, et l’ on pourra, dans les fonctions symboliques 3D, V,, 
comme dans la fonction V, supposer les coefficients des puissances 
de D, les plus élevées réduits à l’unité. Cela posé, il est clair d’une 
part que l’équation (5 ) prendra la forme
(7) V;Dgj =  o,

et que les conditions (6) relatives à une valeur nulle de t entraîneront 
les suivantes
(8) ' Iro =  o, D ilro^o , . . . ,  D“'-2Bnr =  o, D ^ Ü I sj =  y,  z) ;

d’autre part, que l ’on aura identiquement
□  üt=  HffsT.

Faisons maintenant, pour abréger,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



232 MÉMOIRE SUR LA TRANSFORMATION
l’équation (7) deviendra
(9) V,ct;= o,

et, en vertu des conditions (8), on aura, pour une valeur nulle de t,
\ » ‘

(10) 1 ) ^ = 0 ,  DJ*'- * cj; =  °, Df'_1 — T3 (æ, j ,  a) ;

tandis que la formule
□  ci =

donnera
(11) □  rar =  □ (bï/.

D’ailleurs les formules (9), (10), qui suffisent pour déterminer com
plètement la fonction w,, sont entièrement semblables aux for
mules ( 5), (6), qui déterminent la fonction ® ; et, pour passer des 
unes aux autres, il suffît de réduire, dans la recherche de la fonction 
principale ts ou xs,, l ’équation caractéristique

V =  o

à l ’équation caractéristique plus simple
V ,=  o,

dont le premier membre est par rapport, à Dt, non plus du degré n, 
mais seulement du degré nt. En conséquence, la formule (11) entraî
nera la proposition suivante:

Premier Théorème. — Soit donné entre les variables principales
l, n, Ç, . . .

et les variables indépendantes

1 ■*> y, -s. t,

un système d’équations linéaires aux différences partielles et à coefficients 
constants, dans lesquelles les dérivées des ordres les plus élevés par rap
port à t se trouvent multipliées par des constantes, sans être soumises à 
des différentiations relatives auv coordonnées x, y, s ; on pourra sup-
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poser, dans le premier membre de l’équation caractéristique, le coefficient 
de la puissance de Df la plus élevée réduit à l’unité. Cela posé, soit

□  w

l’un des termes dont se composera la valeur générale de Pune des variables 
principales, ou d’une fonction linéaire a de ces variables et de leurs déri
vées, la lettre gt désignant dans ce même terme la fonction principale. 
S’il existe un commun diviseur algébrique jP entre le premier membre de 
l’équation caractéristique et la fonction de

D¡c, Dj, Dz, Df,

désignée par □ ,  on pourra, dans la recherche de la fonction princi
pale JH, qui correspond au terme D ® , réduire l’équation caractéristique 
à une forme plus simple, en divisant par El le premier membre de cette 
équation, pourvu que l’on divise aussi par 5) la valeur trouvée de □ .

C o r o l l a i r e . —  Si 23, étant diviseur de V, c ’est-à-dire du premier 
membre de l ’équation caractéristique, est aussi diviseur de □  dans 
chacun des termes

dont se compose la valeur générale d ’une fonction linéaire « des 
variables principales et de leurs dérivées ; alors, dans la recherche de 
la fonction principale correspondant à chaque terme de la valeur 
générale de a, on pourra réduire le premier membre V de l ’ équation 
caractéristique au rapport

pourvu que l ’on divise aussi par JJ, dans chaque terme Dtir, la valeur 
de □ .  Mais alors a pourra être représenté par une somme de termes 
de la forme

pour chacun desquels la fonction principale ^.vérifiera la formule
v ,® ,=  o; ■ ■

OEuvres de C. — S. II, t. XI. 3o
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et par suite on aura encore, quel que soit t ,

V(a =  o.

Le cas où la réduction indiquée s’appliquerait à tous les termes com 
pris dans la valeur de a est donc précisément le cas où, des équations 
linéaires données, jointes à la formule qui détermine a en fonction de 

Y], 1, . . . ,  on pourrait déduire par élimination, non seulement 
l’ équation

mais encore une équation plus simple
V,a =  o,

V, étant le quotient de V par un diviseur algébrique JU. Réciproque
ment, si la variable a satisfait en général non seulement à l’équation

Va =  o,

mais encore à une équation plus simple

dans laquelle on ait

le troisième théorème du paragraphe IV du Mémoire sur l’ intégration 
des équations linéaires pourra être appliqué à la détermination des 
variables principales £, yj, Ç, . . .  et par suite à la détermination de la 
variable a, de telle sorte que chaque terme de a se présente successL 
vement sous la forme

-ÿ -  V  BJ =  □  U7, -

puis sous la forme plus simple

— Vro= □ / Hc7=
*/

Il en résulte évidemment qu’on pourra substituer au théorème dont il 
s’agit la proposition suivante :
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D euxième Théorème, — Soient données entre plusieurs variables prin
cipales

1Q, ç, · . .
et les variables indépendantes

x, y, s, . t
des équations linéaires aux différences partielles et à coefficients con
stants, en nombre égal à celui des variables principales. Concevons d’ail
leurs que l’ordre des dérivées de %, V), Z, ..., relatives à t, puisse s'élever 
jusqu'à n! pour la variable principale jusqu à n" pour la variable prin
cipale Y], ...., les coefficients de

VH* Vf*, . . .
étant indépendants de DÆ, Dy, Dz, et se réduisant en conséquence à des 
quantités constantes. Supposons les variables principales

l, -n* K, . . .
assujetties non seulement à vérifier, quel que soit l, les équations linéaires 
données, mais aussi à vérifier, pour t — o, les conditions

£ =  ?(■*,/>
■n = x(*,y· -) .

Soient encore

D< ? =  ? ,( « ,  y, z), 

O/·« =  %,(*, y , s),

S

V'i 1 £ — 9 » '-iiæi y> z )>
D""_i Y) — (x, y. z).

une fonction linéaire des variables principales r], . . .  et de leurs
dérivées de divers ordres, et

Va —o
l’équation différentielle la plus simple à laquelle a doive généralement 
satisfaire en vertu des équations données, V étant une fonction entière 
des caractéristiques

D*i Dy, Da, Dî,
tellement choisie que le coefficient de la puissance de D, la plus élevée s’y 
réduise à l'unité. Enfin, supposons la fonction principale xs déterminée
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de manière qu on ait : x° quel que soit l,

Vro =  o;
2°pour t=  o,

ro=o, — o, DJ~2gî'= o, D ‘t~l us ■= üs(x, y
i désignant le degré de V par rapport à Df ; et nommons

<P. · · · ·

X» Xr> * · · > X«"-n
• > ·  ·  J · * * 1 ................)

ce que devient ® quand on réduit xs(x, y , s) à l’une des fonction,

? ( · » ,  7 ' 3 ) >  ? / ( # >  7 *  •3 ) i  · · · >  7 >  3 ) ’

Z C ® .  7 » - ) -  % / ( * ■ -  7 .  =  L  · · · .  7 ) - ) .

.................... .. , ........................ · · · î .............................

Pour obtenir, dans Vhypothèse admise, la valeur générale de 8, i 
c?e remplacer, dans les équations linéaires données, les dérivées

D.Ç, D*?..........  Df-'Ç,
IM, D(»n, Df-'Ti.

par les différences

D ^ - V c p ,  D 2 £ - V ( 9 ;  +  D , 9 ) ,

Di" -1 ç -  V(<p„._, +  . . D r * ? i +  D ? '-19 ),
I M — V x ,  D t*Yi —  V ( x , . +  D < x ) ,

Df"-1 n — V(x«»-! -f-... -H D""-2x,H- D r 1 x),

d’éliminer ij, vĵ , . . .  en ¿ce les nouvelles équations ainsi obt 
celle quifournit la valeur de 8, en opérant comme si

D*, D r , D-,  I),

étaient de véritables quantités.
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C orollaire . — Le théorème précédent offre le moyen d’obtenir sous 
une forme plus simple les valeurs générales des variables principales 
elles-mêmes, lorsque l ’équation aux différences partielles la plus 
simple, à laquelle chacune de ces variables puisse satisfaire, est, par 
rapport à t, d’ un ordre inférieur à la somme

n — n! n" -

Si, comme il arrive ordinairement dans la Mécanique, les équations 
linéaires données ne contiennent d ’autres dérivées relatives au temps 
que des dérivées du second ordre dont les coefficients se réduisent à 
l’unité, alors, au lieu du deuxième théorème, on obtiendra la propo
sition suivante :

T roisième T héorème. — Soient données, entre n variables principales

$, v, C, ···

et les variables indépendantes

x,  f ,  z , G

n équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants, 
qui renferment., avec les variables principales et leurs dérivées de divers 
ordres obtenues par des différentiations relatives aux coordonnées x, y, z, 
les dérivées du second ordre relatives au temps, savoir

Dtt, D?n, ·· ,

les coefficients de ces dernières dérivées étant égaux à l’unité. Supposons 
d’ailleurs les variables principales

X, r¡,  K, . . .

assujetties non seulement à vérifier, quel que soit t, les équations données, 
mais aussi à vérifier, pour t =  o, les conditions

X =  ? ( « , / ,  - ) ,  ri —  z { x ,  f ,  z ) ,  Ç =  (.», s) ,  . . . ,

DiX =  <b(x, y ,  s),  D,y] =  K( x ,  y ,  z),  D,Ç =  W-(x, y ,  s),  ----
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Soient encore

8

l’une quelconque des variables principales

l, -n, £, —

ou bien une fonction linéaire de ces variables et de leurs dérivées de divers 
ordres, et

Vb — o

l’équation aux différences partielles la plus simple à laquelle « doive géné
ralement satisfaire, en vertu des équations données, V étant une fonc
tion entière des caractéristiques

Dœ, Dy, Dæ, 1)j

tellement choisie que le coefficient de la puissance de D, la plus élevée s'y 
réduise à l’unité. Enfin, soit i le degré de cette puissance, qui pourra être 
ou égal ou inférieur à 2n ; supposons la fonction principale tn déterminée 
de manière que l’on ail : i°  quel que soit t,

V® =  o,
2° pour l =  o,

cj ~  o, D*bj =  o ,  DJ-2 üj — q , D£-1st = m(x,y,z),

et nommons
o, X, . . . .  X, T\ . . .  

ce que devient ht quand on réduit xs(pc, y, z) à l’une des fonctions 

? ( · * , / .* ) .  -)» «H·*, r i* ) ,  ···>
*(·*) y» -)> X (^ , / ,  5), W(x,y,z)........

Pour obtenir, dans l’hypothèse admise, la valeur générale de h, il suffira 
de remplacer, dans les équations linéaires données, les dérivées du second 
ordre

DfÉ, D2n, DK, . . .
par les différences

D?£_V(d> +  D¿(p), D2yî- V ( X h- D îX), +
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puis d’éliminer lj, rj, £, . . .  entre les nouvelles équations ainsi obtenues et 
celle qui fournil la valeur de a, en opérant comme si

Da:t Dj., Dj, D| 

étaient de véritables quantités.

Les théorèmes deuxième et troisième supposent que les seconds 
membres des équations linéaires données se réduisent à zéro. Si ces 
seconds membres devenaient fonctions des variables indépendantes

x,  y ,  - s ,  t.

on pourrait appliquer à la détermination des valeurs générales de

l ri, ç, . . .
le théorème IV du paragraphe IV du Mémoire sué l ’ intégration des 
équations linéaires, en combinant ce théorème avec les propositions 
nouvelles que nous venons d’établir.

II. — Sur la décomposition de la fonction  principale.

La fonction principale nr, relative à un système d’équations linéaires 
aux différences partielles, peut être, comme on l’a dit, représentée par 
une intégrale définie sextuple, savoir, par celle qui constitue le second 
membre de l’ équation ( 4 ) du paragraphe I. Dans cette intégrale, la 
fraction rationnelle

I
ÏÏ

dépend des variables auxiliaires
M, Ç, S

et se décompose en fractions plus simples, lorsque le polynôme S, 
considéré comme fonction de s, est lui-même décomposé en facteurs 
de degré moindre. Or, la décomposition de la fraction rationnelle

l
$
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en plusieurs autres, entraîne évidemment la décomposition corres
pondante de l ’intégrale sextuple qui représente ou la fonction princi
pale ts, ou l ’une de ses dérivées prises par rapport au temps, en d’autres 
intégrales de même espèce. 11 peut d’ailleurs arriver que ces dernières 
représentent de nouvelles fonctions principales correspondant à de 
nouvelles équations caractéristiques, ou que, sans les représenter, 
elles leur soient respectivement proportionnelles. C’est ce qui aura 
lieu, par exemple, si, le degré n de l’équation caractéristique étant un 
nombre pair, le premier membre V de cette équation se présente sous 
la forme
(>) ■ V =  ( D * - G ) ( D ? - H ) . . . ,

G, II, . . .  désignant des fonctions qui renferment seulement
D*, IL,, IV, .

et qui soient entre elles dans des rapports constants. En effet, sup
posons que, m étant un nombre entier quelconque, on difïerentie 
m fois par rapport à t, la fonction principale trr déterminée par 
l’ équation ( 4 ) du paragraphe I. On trouvera

(2)

S% 00 /ÍOO /«OO S* 1© ✓  *00" y·« 0©

¿ f  f  j  f  J  -
*·' —  oo *■ ' r—  ce —  oo *■ ''—  o© t '  —  co —  oo

st( V [J-, v) 
((^))

„ s ,  „ . . .  , , · <fk dw d\xdv dvdwX  h)+V(y— —V)H-Í¿  ______ - t . - ______
2 77 27T 27T

le signe £  du calcul des résidus étant relatif aux diverses racines de
l’équation ,

S =  o.
D’autre part, si l’on nomme

ce que deviennent 
quand on y remplace

ô, ···
G, II, . . .

*V, IV> IV  par U, c, w,

on aura, en vertu de la formule ( i ) ,
(3 ) 8 =  (a* - g ) ( i « - 5 ) . . . ,
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et par conséquent 
(4)

sm g
T = ?=g + . .

les numérateurs g·, h, . . .  désignant, en général, ainsi que g, 5, . . . ,  
des fonctions des seules variables u, c, w. Mais ce qu’il importe de 
remarquer c ’est, que, dans l’hypothèse admise, où les fonctions 
G, II, . . .  et par suite les fonctions g, $, . . .  sont entre elles dans des 
rapports constants, le numérateur g, ou la véritable valeur acquise 
par la fraction

s m ( s i —  g-) _  s m 

u '—

quand on pose s2 =  g, se réduira simplement à une constante si l ’on 
prend

m — n — 2, ■ !
attendu qu’alors

î "  et (s2- * ) ) g
i2— ç

deviendront proportionnels à g 2 '.L a  même remarque étant applicable 
à chacun des numérateurs

g·, h : > · >,

il est clair que, si, dans les équations (2) et (4 ) ,  on pose m= n—  2, 

on en tirera

D r 2 ni
SI GO /-.» 00 00 30 />®

=  L i l i l í . ¡J-, y)
(l*2- (j ) )

(5)

Soient d’ailleurs

h¿ n, r  r  r  r  f
•S — «  --- eo ^  — 00 ^ ---00 00 —

cA c/u rfprfv i/v c/w
2  tí 2  7T 2  tt

“ /x, v,)

d l  dv du dv dv d\\
2 n 2-K 2 7t

®1) 2̂)
les fonctions principales correspondant, non plus à l ’équation carac-

Œ uvres de C. — S. II, t. X!, ' 3l
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téristique
mais aux suivantes

V =  o,

D(2 — G =  DJ — II =  o,

II est clair que, pour obtenir les valeurs de
üJi, CJ2, . .

exprimées par des intégrales définies, il suffira de remplacer succes
sivement dans la formule (4 )  du paragraphe I, la fonction

s

par chacun des binômes

s*-Ç, î2— q) ’
On aura donc encore

(6)

i _  _  r r  r  r  r  r  &*)

X e

_  r  r -  ( " °  r  r “  r *

^  çil(X— —f X ) —V/-KTÍ

cCk d v  d p  d v  d v  d  w
---------  ----------- -----------j

2 7T 2 7Í 2 71 

" &(1,  [X, v) '

¿Í))
d l d v  d ¡x d v  d v d w

2 71 27T 2 7T ’

et par suite la formule ( 5 ) donnera

( 7 ) DJ -2  CT =  g & l  - h  /iCT2 .

Donc, si l’on différentie n —  2 fois, par rapport à t, la fonction princi
pale xs correspondant à l’équation caractéristique

V =  o,

la dérivée ainsi obtenue se composera de plusieurs termes respective
ment proportionnels aux fonctions principales
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Observons d’ailleurs : i°  que la fonction principale gt est complètement 
déterminée par la double condition de vérifier, quel que soit t, 
l ’équation
(8) Vær =  o, 

et p o u r / =  o, les formules
( 9 ) ro =  o, D ,5 j =  o , D"_J ct =  o , D f 1 cr =  J ,  z)  ;

20 que pareillement les fonctions principales © ,, crr2, . . .  sont com
plètement déterminées par la double condition de vérifier, quel que 
soit t, les équations
(10) ( D? — G)sjj =  0, (D? — H)et2z= o, . . . ,

et pour t =  o, les formules
I B ] - 0 ,  O, . . . ,

(11) <
( D(CT, =  D ,cj2 =  . . . =  T3(x, y ,  z).

Cela posé, si l ’on indique à l’aide des caractéristiques
D-i n-! n -3

t y 131 1 u t 9 · · · 5

une, deux, trois . . .  intégrations effectuées par rapport à t, à partir de 
l’origine t =  o, on tirera évidemment de la formule (7 )
( 1 2 ) ci =  D 7(b- ! ) ( ^ ht, -t- A ct2 -I-. . . ) .

Il est bon de remarquer encore que, dans le cas où, m étant égal 
à n — 2, les numérateurs g, h deviennent constants dans la for
mule (4)> cette formule entraîne la suivante

IT)«-2 o* h
(,3 \ Z I__ —  »  - 4-  -  ____________ l _ . . .K ' V ~  D(>—-G D ? -U ' +  ·

Effectivement, lorsque les fonctions

1-̂ y) fis)
représentées par g, h, . . . ,  sont entre elles dans des rapports constants, 
il résulte de la formule (1) qu’on peut satisfaire à l ’équation ( i3 ) ,  en
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attribuant à g, h des valeurs constantes. Ces valeurs sont précisément 

celles qu’il convient d’employer dans la formule (7) ou (12).

Au reste, sans recourir à la transformation de la fonction princi

pale xs en intégrale définie, on peut établir directement la formule (7) 

ou (12), en prouvant que la valeur de xs, déterminée par la formule (12), 

vérifie non seulement les conditions (9 ) ,  mais encore l’équation (8 )  ; 
et d’abord il est clair que cette valeur et ses dérivées, prises par rap

port au temps, mais d’un ordre inférieur à n — 1, s’évanouiront 

pour t =  o. De plus, on tirera de la formule (12) : i° quel que soit t,

D"-1ü7 =  £-D,nj1-t-/iD,5T2-K.

20 pour t =  o, ayant égard aux formules (11),

D?_1 ® =  {g -H h -t-. . . )xs(x, 7, z);

et, comme d’autre part on conclura de l’équation ( i3), en réduisant les 

deux membres au même dénominateur,

g  +  h +  . . . =  1,

on peut affirmer que la valeur de xs, déterminée par l’équation (12), 

vérifiera encore la dernière des conditions (9). Il reste à proîiver que 

la même valeur vérifiera, quel que soit t, l’équation (8). Or consi

dérons, par exemple, le cas où l’on aurait n — 4. Dans ce cas, la for

mule ( i 3), réduite à

»? _ g  , h
(D? —G)(D?-H) ~  D?-G D ? - H ’

donnera, non seulement
g + h^i,

mais encore
S-H +  /iG =  o, h G  =  —  g H ;

et de l’équation (7), réduite à la forme 

04 ) Dfnr=r^rai-i-/icT{,

on tirera
G R* ci — (1(^571 -H /m 2) =r ^G®, — gTI?n2;
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puis, en ayant égard aux formules (io '),

D¿2Gro =  D|¿>-(ro, — EJ,)/ ■

et, en intégrant deux fois de suite, à partir de t ~  o,.

(15) G ® =  (̂cTi — m.2).

Si maintenant on combine entre elles les formules ( i 4 )> ( i 5 ), on en 
conclura 1

(D,2 — G)w =  (£■-+- /i)tu2,

et par suite, eu égard à la seconde des formules (10),

(16) ' (D ? -G ) (D ? -H )®  =  o.

Or l’équation (16) est précisément celle à laquelle se réduit l’équa
tion (8 ) ,  dans le cas où l’on suppose n =  4 : par conséquent

V =  (D2- G ) ( D 2- H ) ;

et il est aisé de s’assurer que des raisonnements semblables suffiraient 
pour déduire l’équation (8 )  de l’équation (1 2 ) dans le cas même où le 
nombre n deviendrait supérieur à 4·

Ajoutons que la proposition contenue dans la formule (12) peut être 
généralisée ; et, en effet, on peut établir, à l ’aide des mêmes raison
nements, celle que nous allons énoncer.

Théorème. — Supposons que, dans l’équation caractéristique

V =  o,

la plus haute puissance de Df ait pour coefficient l’unité, et que le pre
mier membre V de cette équation soit decomposable en facteurs de même 
forme, en sorte qu’on ait

V =  V 'V "....
Soient d’ailleurs
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les fonctions principales correspondant aux équations caractéristiques

V=̂ o, V'=o,  V"= o,

Si l’on a identiquement

g, h, . . .  désignant des quantités constantes  ̂ on en conclura

D CT 5= g 5?! -h h CT2 , . . ,
et par conséquent

( 1 8 ) r o = :  U 7 m (^-CTi +

III. — Transformation de la fonction principale.

Soit
V=iF(D „ Dr, D„D£)

le premier membre de l’équation caractéristique correspondant à un 

système d’équations linéaires qui renferment les variables indépen

dantes x , y , z, t. Soit encore n l ’ordre de cette équation, dans laquelle 

nous supposerons le coefficient de D, réduit à l’unité ; et nommons

(0 S =  F(m, c, w>,î )

ce que devient le premier membre V, quand on y remplace

par de simples lettres
6¡ti Dy. Rj) Di 

U, (’, w, s.

Enfin, représentons par

u , V , w, . I, p, V

six variables auxiliaires, dont les trois premières soient liées avec 

u, v, w par les formules

u =  U\/— 1,(2) f> —  V
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et considérons s comme une fonction de u, v, w  déterminée par 
l ’équation

( 3 )  S  =  o.

Ainsi que nous l’avons déjà dit, la fonction principale ©, assujettie à 
vérifier, quel que soit t, l ’équation linéaire

Vnj —  o ,

et, pour t =  o, les conditions

w  — o, D,tü:= o, , DJ1 - '2 ra — o, D""‘ nj  =  v j ( x ,  y ,  z ) ,

sera déterminée par la formule

( 4 )
S3=/ C  f  r  r  rJ — « -  b # · ' — 0 0 ^ - 0 0  J —  «  ^ —  99

X e1

^ ) )  ·

l(*_X)+, (r. | d l  dv dlJ-ch’ d'J dw
2 TC 27T 27T

le signe £  du calcul des résidus étant relatif.aux différentes valeurs 

de s qui vérifient l’ équation ( 3 ). Par suite, si l’ on nomme m  un nombre 
entier quelconque, on trouvera

. ( 5 )

✓ »30 ✓ » 00 ✓ »» ✓ »« /■%»

1 » ' ” = £ /  f  f  f  f  f*! 00 t/~ ao 00̂ —OO»7—00̂  — 00

smn

((* )) ■

X c. f x - i L H - > t r rflJ ¿P
27T 27T 27T

Or les valeurs précédentes de la fonction principale gt et de sa dérivée 
de l’ordre m ,  c ’ est-à-dire de D'“ nr, peuvent subir des transformations · 
diverses que nous allons indiquer.

Si l ’on considère les trois variables auxiliaires

u, v, w .

comme représentant des coordonnées rectangulaires, on pourra les 
transformer en trois coordonnées polaires, dont la première sera le 
rayon vecteur k mené de l’ origine au point (u, v, w ), c ’ est-à-dire au 
point qui a pour coordonnées rectangulaires u, v, w, à l’ aide d’ équations
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de la forme

(6) u =  kcosp, v = k s i n p c o s q ,  w =  ks inps inq .

Pareillement., si l ’on considère les trois variables auxiliaires

X, p, v,

ou plutôt les trois différences

1  — æ, y — y, y — s,

comme représentant des coordonnées rectangulaires, on pourra les 
transformer en trois coordonnées polaires, dont la première soit le 
rayon vecteur p mené du point (¿c, y ,  z )  au point Çk, p., v), ou plutôt 
de l ’origine au point Çk — x ,  p. — y ,  v — z ) ,  à l ’aide d ’équations de 
la forme

(7) X — x —  p Gosô, fx — y =  psin9cosT, v — s =  p sin0 sirir.

Soit d ’ailleurs 8 l’anglé compris entre les rayons vecteurs k, p ; on 
aura

^__u(X — ¿c) -4- v(p — r)-+-w(v — g)
C0S — kp

ou, ce qui revient au même,

(8) cos ô =  cos p cos 9 4 - sin p cos q sin 9 cos t  +  sin p sin q sin 9 sin t .

Cela posé, comme, en désignant par

/(·*·, y, s)

une fonction quelconque des trois variables x ,  y ,  s ,  on aura géné
ralement, eu égard aux formules (6 ) ,

«  00 /y  7!  2 7t  n  oo

j  /(u, v, w) rfu dvdw  =  J I f  / (u , v, w)k2sinpe?pdq rfk
0 0 * ' ' -  00 «A ) » 'O  »■'0
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et, eu égard aux formules (7 ) ,
St 00 /"» 00 oc

/  /  /  /(A  — x , — y , v  — z) dl dp. c?v
17—  o® ^  — 00 —  oe ,

n2 7» n  00

/  / ( ^  —  P · — y *  v  Æ ) p a s i n 0 ¿íp

^ 0

=  ? /  /  /  /(A  — ·*> f* y , v — Æ)p2 sin S d8 drdp,
* s 0 »'O ··'— 00

l’équation (4 )  donnera

SJ :
(9)

d f' C f  r  f  f  f tttA,p,v)
 ̂ ^ " 0  J  0 —  00 *' 0 ' ' 0  <A_  % (( ̂  ))

X  g . s i -  k pcu>8 y/^T k ! p 2 sin p  sin S ffo ^ 1  dk. dd dx dp
(27T)3 ’

le signe ¿  du calcul des résidus étant toujours reiatif aux diverses 
valeurs de s qui vérifient l’ équation ( 3 ).

On tirera pareillement de la formule ( 5 )

( 1 0 )

1 r  /* /** f* f* '
D ? V = : ¿ ¿  /  /  /  /  /

A J0 *> ■7-»* / o t/0

x  g r f - k p c o s S y / ^ ^ î p S  s j n  p  s i n Q ^ p  c?q ¿ k c ? 0  ¿ A i / p  

' (2T!)3
Admettons maintenant que

F (D „ Dr, I)2, Dr) 

soit une fonction homogène de

Ihi Dy, Dj, Dr,

s =  kwy/— 1,

la formule (1), jointe aux équations (-2), (6 )  et ^  donnera

Alors, si l’ on pose 

(>·)

S =  ( W — i ) “ F(cosp, sinp cosq, . N x v 7 v  ̂ ^inp sinq, u );

et, par suite, l’expression

Œuvres de C. — S. II, t. X!.
'■((*))

32
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se transformera dans la suivante

P s "‘ ds _  f _______wm(ky/̂ 7) m n+1_______
^ ( ( S ) )  dus ((F(cosp, sinp cosq, sinp sinq, «)))

gît

lorsqu’on supposera le signe <P relatif, non plus à la variable s, mais 
à co considéré comme racine de l’ équation

(12) F (cos p, sinp cosq, sinp sinq, tu) = 0

(voir  le Tome I des Exercices de Mathématiques,^. 171) ( ' ) .  Cela posé, 
la formule (10) donnera

(ï 3)

/'»TC y»2 7 C s io o  /"»“JT s\  2 TU r» 00

L U . L ( k ^ - y

. .  , . . w - p  . „ . s , , / —  “ "P*sin P sin P ,  v )  dp dq dk dd drdp 
((F(cosp, sinpcosq, sinpsinq,co)))

Si, dans cette dernière équation, on prend

m  —  n  —  3,

afin de réduire à zéro l ’exposant, de k ^ — 1, on trouvera simplement

.  /% Î t  s\  2  «O 00 /■» 2 7ï  /■> ao

l>̂ = - ^ U . f .  L U  L
04) x  ■^M» -pm.«llCT“ l*", Pt»inpgineBT(X,-fx.v)rfprfqrfkdOrfTrfp.

((F(cosp, sinp cosq, sinp sinq, w))) ’

et si, dans la formule ( i4 ) ,  on remplace

k
k par ---- s»

coso

on devra en même temps, pour que les limites de l’ intégration rela
tives à k ne soient pas interverties quand cos S changera de signe, 
remplacer

dk  par
dk

y/cos2ô

(*) Œ uvres de Cauchy, série II, t. VI, p. 214, 2i5.
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En conséquence, la formule ( i 4 ) donnera encore

(i5)

s% 11 s%SK> S*!'· Sk · / · >  aoV*
x

wn—3 p2 s jn p sin 6tb(1, p., v )  e?p ofq oik d9 dz dp
( ( F ( c o s p ,  s in p  c o s q ,  s in p  s i n q ,  co))) \ / c o s 2<5

D’autre part, si l ’on désigne par /-une quantité quelconque, et par f ( r ) 
une fonction quelconque de r, on aura, en vertu d’une formule 
connue,

f  f  / ( p ) e k('— P>v'-‘ rfkrfp — a r c / ( r ) ;
t S  — oo «/ — oe

et par suite, en ayant égard aux équations

( 1 6 ) 1 — œ +  pcosô, p — y  +  p s i n ô c o s r ,  v =  z  +  p s i n 0 s i n t ,

qui se déduisent immédiatement des formules (7 ) ,  on trouvera

^  /  (û  f. \  /  ·  ^

e \cos8 v  p2 ro(À, p, v) dk dp
a .

w*i2 /  coi toi O)« . . . .
: 2 71----- ¡rjcr x  H------- 3  c o s  S, r  H---------5  sin6 cost, z  h---------rs i ne  sinr .

c o s 2 0  V c o sd  c o s o  c o s <3 1

Donc l’ équation ( i 5 ) entraînera la suivante

s*TZ >̂271 r TZ s*2TZ

- 3h l f  f  f  fVO «̂ 0 •'O ‘•'O
wra_1 i 2 s i n p  sin 8 rz(l, p. v) dp dq dOdz

D r 3ro =  -

(17)
X

((F(cosp, sin p cosq, sinp sînq, co))) cos2â\/cos2<î

le signe £  étant relatif aux diverses valeurs de co qui vérifient l’ équa

tion (12), et les valeurs de A, a, v étant données, non plus par les for
mules (1 6 ), mais par celles-ci

( , 8 )  X = r Æ 4 ' ^ COS0, f ^ / + ^ s i n 9 C0ST, v =  s +  sine suit .
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On tirera d’ailleurs de l’équation (17 ),

( ' 9 )

OT : D7("~8)
247t 2

^  eo"—1 ¿2 sinp sin07n(^, p, v) dpdqdOdr
((F(cosp, sinp cosq, sinp sinq, « )))  cos2ô\/cos2ô

la caractéristique
I) 7'"-31

devant être remplacée par l ’unité dans le cas où l’ on aurait

n —  3,

et indiquant, lorsqu’ on suppose

n >  3,

n — 3 intégrations effectuées par rapportai, à partir de l’origine i =  o. 
Si l ’on supposait

n <  3,
par conséquent,

n — 1 ou  n =  2 ,

l ’équation ( i4 ) ,  réduite à la forme

’= - ^ £ / T T / ’ ̂ v'o c/ 0
( 2 0 )

X
co' 1- 1 t* s in p  sin 6 ct(>., p., v) dp di\ dQdx 

( ( F ( c o s p ,  s in p  c o s q ,  s in p  s i n q ,  w )) )  c o s 2 ôy 'cos2ô

continuerait de subsister, et se déduirait directement, à l’aide des 
raisonnements dont nous avons fait usage, non plus de l ’équation (10), 
mais de la formule ( 5 ).

IV. — De la fonction principale qui correspond à une équation 
caractéristique homogène et du second ordre.

Considérons en particulier le cas où, l ’équation caractéristique étant 
.homogène et du second ordre, la formule

— O
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se réduit à

( i )  D | cj =  ( a  DJ 4 - 6 D® 4 -  c D |  4 -  2  d D r D z 4 -  2 e D zD x -t- a / D ^ D , . ) ® ,

a, b, c, d, e, f  désignant des quantités constantes. On aura, dans ce 
cas,

V =  F (D „D r.D „D <)
— D¿ — ( czD^ 4- b J) y h- c D |  -H 2 dDyDz +  2e Dz Dj, -f- 2 jfD a ,D r ); 

par conséquent

F (x , y ,  z, t) — tl— {a x - 4 - 6/ ’ -+- css 4- 2 dyz 4 -  l e z x  4 -  2f x y ) ;

et comme on devra poser n =  2 dans laformule (1 9 ) du paragraphe III, 
cette formule donnera

T \ /»2TT syi TZ

=-*£X X X X
a i1 sin p sin9 ct(^, y., v)

5T
(2) dp cfq c?9 d:

((F(cosp, sinp cosq, sinp sinq, &>))) cos^y/cos^ ’ 

les valeurs de X, p., v et de cos ê étant

. n . , CO i .  coi . a C o i . ^ . .(3 ) / . = æ m -------- 5 cos 0, u.= y~{---------- ^sintfcosT, v  =  j h --------- r S i n S s i n f ,
' c o so  r  J c o s o  c o s í

(4 ) cos <5 =  c o s  p c o s 0  h-  s in p  c o s q  s in  0 cos  t 4 - s i n p  s in q  sin 6 sini-,

le signe £  étant relatif aux deux valeurs de w q.ui vérifient la formule

( 5) F (cos p, sinp cosq, sinp sinq, co) =  o.

Lorsque le polynôme

ax'L-y b y î -y  cî’ +  2 dyz  4- 2e z x  4- 2 /x y

conserve une valeur positive pour des valeurs réelles quelconques de x ,  

y ,  z ,  les deux valeurs de to fournies par l ’ équation ( 5 ) sont réelles. 
Alors, si l’ on désigne par Î2 celle des deux valeurs qui est positive, la 
valeur négative sera — Î2; et, comme on aura

F(cosp, sinp cosq, sinp sinq, &>) — w* — il2,
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on trouvera

fx, v)

(6)

^  ( ( F ( c o s p ,  s in p c o s q ,  s i n p  s i n q ,  w) ) )  

- F w
' ^ ( (« * _ £ 2 *)) V c o s i  

Çtt

co £ c» ) t  . f. c y i  . « .
gj( ¿c h- 777i;cos0>y-!----- TsmScosr, 5h- -— ŝinc/sinT

cos iT  

Î2 f .— -T3[æ+ cos^cos6, / + -^o^sin5 cosT, s-l·

cosô" 
Î21 .

cosô" co sô
sine suit

, i ( £2i . - £2i . . \
H— nr œ --------- j c o s o ,  y -----------;Sin0coST,  z ---------- r s i n ô s i n r  ),

2  \  cosô  - co sô  - cosô  / ’

D’ailleurs, si les quantités

c o s p ,  sin p co sq ,  s i np  sin q

viennent à changer de signe, cos o changera de signe, mais O ne variera 
pas; et comme, en supposant les intégrations effectuées par rapport 
aux angles p, q entre les limites

p — o,  p =  7T, q =  o, q =  27T,

on a généralement, quelle que soit la fonction f (a?, y ,  s ) ,

n
2 7T

f ( c o s p ,  s i n p  c o s q ,  s i n p  s i n q )  s i n p  dp dq
_

77

=  f I f ( — c o s p ,  — s i n p  c os q ,  —  s i n p  s i n q )  s i n p  dp dq,Jq ù #

on trouvera encore
r* r™ ( Çit a sit . 0I f ü j æ h ----------5 cos  5 , v-d---------- 5 s i n 0 c o s T ,J0 J» \  c o s ô  C O S Ô

£21 . _ . \ sinpofpefti■----sSin^sinT ' - —
co sô

r* r'* ( a a«  . „=r / / ct I x -------- 5 cos9,  Y -------- jSinScosr,
1  \ cosô cosô

co s 2 ôv/cos*ô

i i t  . . . \  s i n p  d o  d q------- îSmSsmr ---- -— - ·C0Ŝ  /  cossâv/cos2d

Cela posé, on tirera évidemment de l ’ équation (2 ) , jointe à la for-
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mule (6 )
^ * 27î  /·* 27t

J  J  ̂ J  *s Binpsinflra(X,ft,v(7)  w =
dp ds\ dô dz

:ây/cos2ôcos

les valeurs de X, |x, v étant
/01 , &t a . , Ht . a .
(8) à = j m -------5COS0, a = y - i ------- ¡¡Sinc/COST, v = « H ------- rSin^sniT.' COSO ’ r- . S COSO C0S(J

Concevons maintenant que les formules
x =  a x  -t- f y  4- es,

■ y =  f x  4 - b y  4 -  dz, 
z rr e x  4 - dy  4- cz,

en vertu desquelles x, y, z sont des fonctions linéaires de x,y, s, 
étant résolues par rapport à x, y, z, on en tire

æ =  a x -t- fy 4 - ez, ' 
y  =  fx -+-by +  dz, 
z  =  ex 4- dy 4- cz;

et posons pour plus de commodité
^(x, y, z, t )  =  t* — (ax24-by24- cz2-*- 2dyz4- 2 ezx h- 2 fxy).

Si l ’on fait pour abréger
(9) (S) — (abc  — ad2— ¿>e2— c /2 -t- z d e fÿ ,

les coefficients
a ,  b, c, d, - e, f,

contenus dans la fonction § (x , y> z, t), se déduiront des coefficients
a, b, «£) d , e, f,

contenus dans la fonction F ( x,y, t), à l’aide des formules

I bc — d% l a =
(io) | (D2 b =

ca — e- 
©2 ’

ab —  p
C =  - 1 F - ’
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et, comme les deux polynômes
« ! +  by2-+- cz*+  2 dys  -+- 2 ezx  -+- 2 f x y ,  
ax .2 +  b y 2 +  c z 2 4 - 2 dyz -t- 2 e z x  -t- 2 fxy

seront égaux l’un et l’autre à la somme
x x  + y y z z ,

\
il est clair qu’ils seront égaux entre eux, et que, si le premier reste 
positif pour des valeurs réelles quelconques des variables qu’il ren
ferme, on pourra en dire autant du second. Cela posé, on pourra satis
faire à la formule
( 1 1 ) 3  (cos0, sin 9 cos t, sin 0 sinr, 0 )  =  o

par une valeur réelle et positive de 0 . Si l ’on adopte cette valeur, et si 
l’on observe d ’ailleurs qu’en vertu de l’ équation (4 )  et de la suivante
(12) F (cosp, sinp cosq, sin p sin q, £2) =: o,

cos S et Î22 sont deux fonctions homogènes des monomes 
cosp, sinpcosq, sinpsinq,

l ’ une du premier degré, l ’autre du second; alors, en désignant par f(x) 
une fonction quelconque de x, on tirera d’une formule établie dans la 
49e livraison des Exercices de Mathématiques [voir la 5e année, p. 16, 
formule (4 7 )] ( '  )
, 0N r * n r f co sà\ sinprfpdq 2 7 T C%eia. s · J
( ) J 0 J 0 \~&~)—&— = ©7 , f(0 cosp)s,nPâip;
puis, en remplaçant

— 7= f ( - Vi { x )  par

on trouvera

sin p rfp dq 

cos26v/cos2<5

sinp dp

03 cos2p\/cos2p

C>) Œuvres de Cauchy, série II, t. IX, p. 388.
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et par suite l’ équation (7 )  donnera

<l5> " = - O T l l l

les valeurs de A, ■[*, v étant

d[) dd dr
c o s 2 p \ / c o s 2p

( 1 6 ) \  =  x - ï ·  — - — c o s 0 , u = y  +  t¡—-— s i n ó c o sT ,  v =  z-.h 7. — s i n 0 sinT.
v ’ 0  eo s  p r  J 0 c o s p  B c o s p

D’autre part, on aura encore

D f V  1 \ sin p dp _  rn(,f 1 \ sinP«T>1J„ \cosp/ /̂cos2p ¿o \c°sp/ cospv/cos2p
7t

=  ____1 sinpc/pJ0 L \cospy \ cosp/J cos2p

= U 'œ +f( - î) ] -
f ( 0  +  f ( - 0

Donc si la fonction f (x) s’ évanouit pour des valeurs infinies de x, 
ou si du moins elle acquiert pour x =  — co et pour x =  cc deux valeurs 
égales au signe près, mais affectées de signes contraires, on aura

f *  f  t \  s i n p  d p __ f ( 0  +  f ( — O
(,7) D'J. f W  -- ---------- >--------

Si dans cette dernière formule on remplace

f(a?) par a:s f ( ^ ) >
x

on trouvera

d . f , · f ( jr-L-\ si" p j p _ = _ , rf (  ‘ u  f ( _  » u .J0 \©cospy cos2pv ĉos2p L \®/ V ®/J2PV^cos2p

Donc la formule ( i 4 ) entraînera la suivante 

hR\ D f ” r 2” ^ r /  \ sinprfprfq m t
( } Vo Jo \ c o s  à J c o s ' - à ^ ^ -  © ®3

pourvu que le produit
X* î ( x )

OEuvres de C. — S. II, t. XI. 33

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



258 M É M O I R E  S U R  L A  T R A N S F O R M A T I O N

s’évanouisse quand æ devient infini, ou du moins change alors de signe 
avecjæ, en conservant au signe près la même valeur. Donc, par suite, 
si le produit

i 2 Tü(æ -+- t cos B, y -+-1 sin 9 cost, s  -+- t sin 6 sinr)

s’évanouit pour des valeurs infinies de t, ou si du moins il acquiert 
pour t =  —  oo et pour t — oo deux valeurs égales au signe près, mais 
affectées de signes contraires, la formule (7 )  donnera

ST

0 9 )

COST,

t . . . \ d9 dr
0 sin0sinT ) - g î -

i Z’1' / >ÎTC f t  tH— :— -  / / t sindsrl x  — 7 tCos0, y — — sin9 cost,2sn(Qj0 J0 V . 0 ©
t . n . \dBdt 

3 g sinôsinT

et, comme les deux termes compris dans le second membre de la for
mule (19 ) seront évidemment égaux entre eux, on pourra réduire sim
plement cette formule à la suivante

. . 1 /** . ,,  .dQdr(20) Jo <s|n M ^ » ) -0 T ·
les valeurs de X, fx, v étant

( 2 1 ) 1 =  æ-h ^rcosd, p  =  y  ^  sin 6 c o s t ,  v =  z 4 -  ^-sin 9 si h t .(¡I ü t)

Les méthodes dont j ’ai fait usage, dans le précédent paragraphe et 
dans celui-ci, pour réduire l ’ intégrale sextuple qui représente la fonc
tion principale d ’abord à une intégrale quadruple, quand l’ équation 
caractéristique esthomogène, puis à une intégrale double, quand cette 
équation homogène est du second ordre, sont précisément les méthodes 
qui déjà sè trouvaient appliquées à de semblables réductions, dans un 
Mémoire présenté à l’Académ ie en l’année i8 3 o , et dans un article que
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renferme le Bulletin des Sciences du mois d?avril de la même année. 
J’ai d’ailleurs indiqué dans cet article les conséquences remarquables 
qu’entraînent les réductions dont il s’agit, et le parti qu’on peut en 
tirer pour déterminer la forme des ondes sonores, lumineuses, etc., 
qui se propagent dans l ’ espace, sans laisser de traces de leur passage, 
quand l’équation caractéristique, étant homogène, se rapporte à une 
question de physique mathématique. Au.reste, c ’est là un sujet que je 
me propose de traiter avec plus de détail dans un nouveau Mémoire.

Observons encore que la formule (2 0 ) est analogue à celle par 
laquelle je suis parvenu à représenter l ’ intégrale de l ’équation (1), 
dans le 20e cahier du Journal de l'École Polytechnique.

Dans le cas particulier où les constantes a, b, c, d, e, /v é r ifien t les 
conditions

a — b — c, d = e — f  — o ,

le polynôme
ææ! +  6 / 4 - c.sî +  2 dyz  -t- 2e z x  -t- 2f x y ,  

réduit à la forme .·
a ( i c 2 +  y 2 -| - s 2 ) ,

ne peut obtenir une valeur constamment positive qu’autant que la cons
tante a est elle-même positive. Alors aussi la formule (12 ) donnera

£22 =  a, £2 =  c? ;

en sorte que l ’équation (1) deviendra
( 22 )  D 25y =  £2 2 ( D 2 - h D 2 -+-DJ)cx;

et comme on trouvera
. i

a =  b =  c =  - ,  d =  e =  f =  o, (D =  as =  £23,a

F(x, y, z, t) t‘-— - ( x ’  +  y' +  z1). a
0 = £2’

(J3D3 =  1,

par conséquent
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il est clair qu’à l ’équationcaràctéristique (22) correspondra une valeur 
de la fonction principale ro déterminée, non plus par l ’équation (2 0 ) , 
mais par la suivante

( 2 3 ) ÏÏ7
i /*2TC

=  7— / / t sm 6m( ï f u, v) dd dx9
4 ̂  Jn J(i

les valeurs de X, p., v étant
9

(24) X =  x -+- Qt cos9, p. — y - t -  s in ô  cosr ,  v — z  +  iîl s i n 0  s i n f .

La valeur précédente de la fonction principale & conduit immédia
tement à la forme sous laquelle M. Poisson a obtenu, en 1819, l ’inté
grale de l ’équation linéaire aux différences partielles, généralement 
considérée comme propre à représenter le mouvement des fluides 
élastiques (voir le Tome III des Mémoires de l’Académie des Sciences).

V.  — Application des principes établis dans les paragraphes précédents 
à l ’intégration des 'équations linéaires qui représentent les mouve
ments infiniment petits d ’un système isotrope.

Comme nous l’avons prouvé dans un précédent Mémoire (p . 15 6 ) , 
les équations qui représentent les mouvements infiniment petits d’un 
système isotrope de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou 
de répulsion mutuelle, sont de la forme

i (E - D?)£ +  FDX(I)*£ H- Drn +  D3Ç) =  o,
(O ( E - D ? ) t l + F D r (D ,Ç-HDr i ] - t -D xÇ ) = o ,

( ( E - D Î ) C  -HFD3( l ) , |  +  Dr ïj +  Di Ç) =  o,

Y], Ç désignant les déplacements d ’une molécule, mesurés parallè
lement aux axes des oc,'y, z au bout du temps /, et

étant deux fonctions de
E,  F

D | h-  D i  4 - D i  v

entières, mais généralement composées d’un nombre infini de termes.
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Cela posé, le premier membre V de l ’ équation caractéristique será de 
la forme

V =r'V'V",

les valeurs de v ', v" étant

V '= (D ? -E ) ,  V "= D £2-  E - (D *  +  D* +  D|)F.

Soit d ’ailleurs
uy

la fonction principale correspondant à l’équation caractéristique

V =  o.
Désignons par

( 2 )  <p(œ, y , z ) ,  x ( œ , y , z ) ,  ù ( x , y ,  z) ,  Q>( æ, y , z ) ,  X ( æ , y , z ) ,  W { a : , y , z )

les valeurs initiales de

i,  Y),  ç ,  Dtl,  D ( Y ) ,  V>tK,
et par

Ÿ , x ,  d i ,  X ,  W

ce que devient la fonction principale ra, quand on y remplace successi
vement la fonction arbitraire

w { x : y , z )

par chacune des fonctions (2 ) .  Pour obtenir les valeurs générales des 
variables principales £, Y], Ç, il suffira de résoudre, par rapport à ces 
variables, les équations (1 ), après avoir remplacé les seconds membres 
par

h-D««p), V (X + D ixL . V ^  +  D,^).
I

En opérant ainsi, l ’ on trouvera, pour intégrales générales d ’un sys
tème isotrope, les équations suivantes :

Í % = 4V" ( 0  +  D/9) -4- F Dg.II,
(3 ) j ïi =  y , (X -i-D /x)-t-F D J,n i 

( ç = V '(T -f -D i+ )-t -F lj3n,

la valeur de II étant

(4 ) n  =  I)a.(0 -+-Iíí©) +  D y(X -hD <x) +  DsCF +  D ^ ) .  *
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Si, pour abréger, on désigné par

üTj, CT2

les fonctions principales qui correspondraient séparément aux deux 
équations caractéristiques

V' =  0, V "=0,
on aura

V"cr ;— ^ii V'cr =  crs;

et, en nommant
®i> Xi , 1̂) <£>., X „  V,

ou
<Pih X*·. X2 V ,

ce que devient la fonction principale

CT, O U  CT2

quand on remplace successivement la fonction arbitraire

par chacune des fonctions (2 ) ,  on verra les formules ( 3 ) se réduire 
aux suivantes

l £ =  «F* +  D*<pt -+- F DyII,
(5) j ïj =  X ( +  D<Z< +  FD ,n ,

( K =  1É /+  Dii4 '/+  FI). II.

Si les équations des mouvements infiniment petits deviennent 
homogènes, on aura (p . 178)

E =  i(])* +  I)* +  DD, F =  tf,

1 , / désignant deux constantes réelles, et par suite

D| _  1 +  f _i___ i_
T — ( V" 7 W ‘

Donc alors la form ule (12 ) du paragraphe II donnera

( 1 -+ -  f ) n r 2 —  CT,

f ’(6) CT =  I),
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et la valeur de cr se déduira immédiatement de celles des fonctions

Wi, nr2,

dont chacune, en vertu de la formule ( 8 )  du paragraphe IV, se trouvera 
représentée par une intégrale double. Cela posé, les intégrales ( 5 ), 
dans le cas particulier que nous considérons ici, deviendront ana
logues à celles qu’a données M. Poisson dans les Tomes VIII et X des 
Mémoires de VAcadémie. Si l ’on y pose f  =  2, elles coïncideront préci
sément avec celles que j ’avais moi-môme obtenues à l’ époque où je 
m’occupais de la théorie des corps élastiques, et qui ne diffèrent qu’en 
apparence des intégrales données par M. Ostrogradskv. Mais, si l’ on 
admet la supposition f =  — i ,  la formule (6 )  donnera simplement

( 7 ) ro =  Di 2nr1 cj| dt dt,

et se déduira immédiatement de l ’équation

=  sï,,

puisqu’on aura, dans cette supposition,

V =  D?1

R em a rqu e.

En vertu des principes établis dans ce Mémoire, on peut souvent 
transformer la fonction principale correspondant à un système d’équa
tions aux différences partielles et, par suite les intégrales de ce sys
tème, en leur faisant subir des réductions qui ne diminuent enríen 
leur généralité. Mais, outre ces réductions, il en est d ’autres qui 
tiennent à des formes spéciales des fonctions arbitraires introduites 
par l’ intégration. Lorsqu’on adopte ces formes spéciales, on obtient 
non plus les intégrales générales des équations données, mais des 
intégrales particulières qui peuvent quelquefois se présenter sous une 
forme très simple, et même s’exprimer en termes finis. Telles sont,
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par exémplë, les intégrales qui représentent ce que nous avons nommé 
les mouvements simples d’un ou de plusieurs systèmes de molécules. 
Au reste, les mouvements simples, et par ondes planes, ne sont pas les 
seuls dans lesquels les variables principales puissent être exprimées 
par des fonctions finies des variables indépendantes. Il existe d’autres 
cas où cette condition se trouve pareillement remplie. Ainsi, en parti
culier, lorsque dans un système isotrope les équations des mouvements 
infiniment petits deviennent homogènes, des intégrales en termes 
finis peuvent représenter des ondes sphériques du genre de celles que 
j ’ai mentionnées dans le n° 19 des Comptes rendus des séances de l ’Aca
démie des Sciences pour l ’année 1836  (r er semestre), savoir, des ondes 
dans lesquelles les vibrations moléculaires soient dirigées suivant les 
éléments de circonférences de cercles parallèles tracées sur des 
surfaces sphériques, ces vibrations étant semblables entre elles, et 
isochrones pour tous les points d ’une même circonférence. De plus, si 
ce qu ’on appelle la surface des ondes est un ellipsoïde, des intégrales 
en termes finis représenteront encore des ondes ellipsoïdales dans 
lesquelles les vibrations moléculaires resteront les mêmes pour tous 
les points situés sur une même surface d ’ellipsoïde, ces vibrations 
étant alors dirigées suivant des droites parallèles. Au reste, je revien
drai plus en détail dans un autre Mémoire sur ces diverses espèces 
d’ ondes qui se propagent en conservant constamment les mêmes 
épaisseurs.
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M É M O I R E

SUR

L E S  R A Y O N S  S I M P L E S  Q U I S E  P R O P A G E N T

DANS

ET

SUR CEUX QUI SE TROUVENT RÉFLÉCHIS OU RÉFRACTÉS

PAR

LA SURFACE DE SÉPARATION DE DEUX SEMBLABLES SYSTÈMES.

I. — R a yon s sim ples. P ola risa tion  de ces ra yon s.

Dans un système de molécules sollicitées par des forces d’attraction 
ou de répulsion mutuelle, un mouvement simple est, comme on l’a 
prouvé, un m ouvem entpar ondes planes, les plans qui terminent les 
ondes étant des plans parallèles qui renferment à un instant donné les 
molécules dont les déplacements, mesurés parallèlement à un axe fixe, 
s’évanouissent et Yépaisseur d ’une onde plane ou la longueur d ’une 

ondulation étant le double de la distance qui sépare deux plans consé
cutifs de cette espèce. Dans un mouvement simple, lorsqu’ il est 
durable et persistant, chaque molécule décrit une droite, un cercle ou 
une ellipse, et la durée d 'une vibration moléculaire reste la même, non 
seulement à toutes les époques, mais encore pour toutes les molécules 
du système que l ’ on considère. En divisant la longueur d’ une ondu
lation par cette durée, on obtientpour quotient la vitesse de propagation  

d’une onde plane. De plus, lorsque chaque molécule décrit une courbe
34OEuvres de C, — S* II, t. XI.
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plane, savoir un cercle ou une ellipse, le rayon vecteur mené du 
centre de la.courbe à la molécule trace des aires proportionnelles au 
temps. Alors aussi les plans des courbes décrites par les diverses molé
cules sont tous parallèles à un certain plan invariable, mené par 
l ’origine des coordonnées, et généralement distinct d’un second plan  

invariable, qui serait parallèle à ceux par lesquels se terminent les 
ondes. Quant à Xamplitude des vibrations moléculaires, mesurée par la 
portion de droite que parcourt une molécule ou par le grand axe de 
l ’ellipse décrite, elle ne reste la même, pour les différentes molécules, 
que dans le cas où le mouvement simple se propage sans s’affaiblir. 
Dans le cas contraire, cette amplitude décroît en raison inverse de la 
distance des molécules à un troisième plan invariable.

Il est essentiel d’observer que, une droite étant menée par les deux 
points qui indiquent la position initiale d ’une molécule quelconque et 
la position de la même molécule à un instant donné, le déplacement de 
la molécule, mesuré à cet instant, parallèlement k un axe fixe, s’éva
nouira si cet axe est perpendiculaire à la droite dont il s’agit. Il en 
résulte que, dans un mouvement simple d’un système de molécules, 
un plan mené par un point quelconque, parallèlement au premier plan 
invariable, peut être considéré à chaque instant comme le plan qui 
termine une certaine onde. On peut donc nommer plans des ondes 

tous les plans parallèles au premier plan invariable.
Lorsque le système de molécules devient isotrope, alors, dans un 

mouvement simple qui se propage sans s’affaiblir, les vibrations molé
culaires sont toujours, ou comprises dans les plans des ondes, ou 
perpendiculaires à ces mêmes plans. Alors aussi nous nommerons 
rayon  simple une file de molécules originairement situées sur une 
droite perpendiculaire aux plans des ondes, l'a x e  de ce rayon n’étant 
autre chose que la droite même dont il s’agit. Cela posé, il est clair que, 
si, dans un système isotrope, un mouvement simple se propage sans 
s’affaiblir, les vibrations de chaque molécule pourront être, ou dirigées 
suivant le rayon dont elle fait partie, ou comprises dans un plan perpen
diculaire k ce même rayon. Ainsi l ’hypothèse admise par Fresnel, des
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vibrations transversales, c ’est-à-dire perpendiculaires aux rayons, 
devient une réalité; et il reste prouvé, comme j ’en ai fait le premier la 
remarque dans les Tomes IX et X  des Mémoires de VAcadém ie, que les 
vibrations transversales sont compatibles avec la constitution d’un 
système isotrope de molécules qui s’attirent ou se repoussent mutuel
lement. A la vérité les idées de Fresnel sur cet objet ont été vivement 
combattues par un illustre académicien, dans plusieurs articles que 
renferment les Annales de Physique et de Chimie, et dont l ’un est 
relatif au mouvement de deux fluides superposés. Mais l ’auteur de ces 
articles, en discutant les intégrales des équations considérées par 
M. Navier et par lui-même, comme propres à représenter les mou
vements infiniment petits d ’un système isotrope, a finalement reconnu 
qu’au moment où les ondes, occasionnées par un ébranlement d’abord 
circonscrit dans un très petit espace, parviennent à une distance du 
centre d ’ébranlement assez grande pour que les surfaces qui les 
terminent deviennent sensiblement planes, il ne reste, en effet, que 
deux espèces de vibrations moléculaires dirigées les unes suivant les 
rayons, les autres perpendiculairement à ces mêmes rayons. Quant 
aux différences qui subsistent encore entre les résultats obtenus 
par M. Poisson et ceux auxquels j ’arrive, elles tiennent à ce que 
M. Poisson est parti des équations aux différences partielles indiquées 
en 1821 par M. Navier, équations qui me paraissent propres à repré
senter seulement dans un cas particulier, et dans une première approxi
mation, les mouvements infiniment petits d’un système isotrope de 
molécules. Dans le cas général, les équations de ces mouvements ne 
sont pas homogènes comme celles que M. Poisson a intégrées, et si on 
les rend homogènes, en négligeant les termes d ’un ordre supérieur au 
second, le rapport entre les vitesses de propagation des deux espèces 
d ’ondes pourra différer notablement du rapport obtenu parM. Poisson, 
c ’est-à-dire de la racine carrée de 3 . 11 pourra même, comme on le 
verra dans ce Mémoire, devenir supérieur à toute limite et acquérir 
une valeur infinie.

Parlons maintenant des phénomènes qui se rapportent à ce que,
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dans la théorie de la lumière, on a nommé la polarisation. Si dans un 
rayon simple, défini comme ci-dessus, les vibrations moléculaires sont 
transversales, ce qui constituera le mode de polarisation, ce sera la 
nature de la ligne droite ou courbe décrite par chaque molécule. Le 
rayon sera polarisé rectilignement, si chaque molécule décrit un e droite. 
Alors on pourra le désigner encore sous le nom de rayon plan, puis- 
qu’à un instant quelconque la série des molécules qui feront partie de 
ce rayon figurera dans l ’espace une courbe plane. Au contraire, le 
rayon sera polarisé circulairement ou elliptiquement, si chaque molé
cule décrit un cercle ou une ellipse. Alors la série des molécules qui 
font partie du rayon figure, à un instant quelconque, une hélice tracée 
sur un cylindre à base circulaire ou elliptique, qui a pour axe l’axe 
même de ce rayon. Lorsque la base est un cercle, le rayon vecteur, 
mené du centre du cercle au point de la circonférence occupé par la 
molécule que l ’on considère, décrit en temps égaux, non seulement 
des aires égales, mais encore des angles égaux, et par suite chaque 
molécule se meut, sur la circonférence qu’elle parcourt, avec une 
vitesse constante égale au rapport de cette circonférence à la durée 
d ’une vibration moléculaire. Donc, pour se faire une idée des vibra
tions des molécules dans un rayon polarisé circulairement, il suffira, 
comme l’a dit Fresnel, de faire tourner l ’hélice, qui représente un tel 
rayon, avec le cylindre qui la porte, en imprimant à ce dernier une 
vitesse angulaire constante autour de son axe.

Quant au rayon plan, ou polarisé en ligne droite, il présente une 
courbe, plane et sinueuse, composée d ’arcs alternativement situés de 
part et d’autre de la direction primitive du rayon; et, pour obtenir cette 
courbe, il suffit, comme on le verra ci-après, de projeter sur le plan 
qui la renferme une hélice propre à représenter un rayon doué de la 
polarisation circulaire. Dans un rayon plan, considéré à une époque 
quelconque du mouvement, quelques molécules conservent leurs 
positions primitives, c ’est-à-dire les positions qu’ elles occupaient dans
l’ état d ’équilibre; les autres s’en écartent à droite ou à gauche. Les

«
noeuds du rayon, comme ceux d ’une corde vibrante, sont à chaque

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



269DANS UN SYSTÈME ISOTROPE DE MOLÉCULES, 

instant les points où les molécules conservent ou reprennent leurs 
positions initiales. Seulement, ces nœuds, qui sont fixes dans une 
corde vibrante, se déplacent d ’un moment à l ’autre dans le rayon 
lumineux. Ces nœuds sont, d ’ailleurs, de deux espèces différentes, 
chaque nœud étant de première ou de seconde espèce, suivant que les 
molécules desquelles il s’approche en se déplaçant dans l ’espace se 
trouvent situées d’ un côté ou de l’autre par rapport à la direction 
primiti.ve du rayon. Enfin, les distances qui séparent les nœuds de 
même espèce sont toutes équivalentes à l ’épaisseur d ’une onde plane, 
ou, en d ’autres termes, à la longueur d’une ondulation ; et pareillement 
la vitesse de propagation avec laquelle chaque nœud se déplace, en 
passant d’une molécule à une autre, n’est autre chose que la vitesse de 
propagation des ondes planes.

Observons encore que, dans un rayon polarisé en ligne droite, on 
doit soigneusement distinguer le plan du ra yon , c ’est-à-dire le plan qui 

le ren ferm e , et le plan suivant lequel le ra yon  esl polarisé, ou ce qu’on 
nomme le plan de polarisation, ce dernier plan étant toujours perpen
diculaire à l’autre et passant de même par l ’axe du rayon.

Si, dans un mouvement simple d ’un système de molécules, on 
désigne au bout du temps t par

S, m ?

les déplacements d’une molécule in mesurés parallèlement à trois 
axes rectangulaires de cc, y ,  z , et par

\i m ?

les déplacements symboliques correspondants, c ’est-à-dire trois varia
bles dont les déplacements effectifs soient les parties réelles; ces 
derniers, en vertu de la définition même des mouvements simples, 
seront proportionnels à une seule exponentielle népérienne dont 
l ’ exposant sera une fonction linéaire des variables indépendantes. On 
aura donc

(i) \ =  Ae"r+,'->'+u'3- i', Ÿj B ¿ 'w y + w z -s t^  Ç =  Ce
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u, v, w , s, A, B, C désignant des constantes réelles ou imaginaires. Si 
le mouvement simple dont il s’agit est du nombre de ceux qui se 
propagent sans s’affaiblir,

seront de la forme
H, f>, ¡V, S

Ü\/— I, vy/— I, W — I, sy/^7 ,

u, v, av, s désignant des constantes réelles dont la dernière pourra être 
censée positive. Si, d ’ailleurs, en nommant

les modules de
a, b, c 

A, B, G,

et p, v des arcs réels, on pose

A — » e B _= betV -ï, ç  ç ev/^î s

alors, en faisant pour abréger

k =  y/ua-+- v2-+- w2, kirruar +  Tj +  wi, 

on tirera des form ules(i)

(2 ) £ =  acos(kt — si +  X), Y) =  bcos(kt — sf +  p), Ç =  ccos(kv— si +  v).

Alors aussi les plans des ondes seront parallèles au plan invariable 
représenté par l ’équation 

(3) ux +  vy +  vs  =  o;

vsera la distance d’ une molécule à ce plan, ou, ce qui revient au même, 
la distance de l’origine des coordonnées au plan d ’une onde mené par 
le point ( x ,  y ,  s )  ; la longueur 1 d ’une ondulation, la durée T d’ une 
vibration moléculaire, et la vitesse de propagation û  des ondes planes, 
seront respectivement

enfin,

. 2 7T
1 =  T ’ T = ^ ,s Û =  T

a, b, c

représenteront les demi-amplitudes des vibrations moléculaires,
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mesurées parallèlement aux axes des oc, y ,  z ,  et la phase du mouvement 
simple projeté sur chacun de ces axes deviendra successivement égale 
à chacun des trois angles

k». — si-t-X, k t  — s i 4 - fz, kx, — s i- t -v ,

dans lesquels la partie variable

kt. — s i

représentera l'argument du mouvement simple, tandis que la constante

X, ou /z, . ou v

représentera le paramètre angulaire, correspondant à Taxe des x ,  ou 
des7 ,  ou des z. Cela posé, comme le cosinus d ’un angle ne varie pas, 
lorsque l’angle est augmenté ou diminué d ’une ou de plusieurs circon
férences, il est clair qu’on pourra, sans inconvénient, augmenter ou 
diminuer chaque phase et par suite chaque paramètre angulaire d ’un 
multiple du nombre 2it.

Si chaque molécule se meut en ligne droite, les déplacements

devront conserver entre eux des rapports constants, ce qui suppose 
remplies les conditions

(4) sin ( p. — v) =  o, sin(v — X ) = o ,  sin(X — ¡x) =  o,

dont deux entraînent la troisième et réduisent les équations (2). aux 
suivantes

! jj =  acos (k t  — s i  +  X), 

u — i t  b cos(kt — s t -h X),

Ç =  ±  c cos(k t — s i H- X).

Mais, si chaque molécule décrit un cercle ou une ellipse, le plan de 
ce cercle ou de cette ellipse sera parallèle au plan invariable représenté 
par l’équation

OC Z
( 6 )  — s in( f j t .  —  v )  +  ^  s i n  ( v  —  X )  4 - -  s i n ( X  —  f z )  =  o .

Lorsque le système de molécules donné sera isotrope, les vibrations
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des molécules seront comprises dans les plans des ondes. Donc alors 
le second plan invariable, représenté par l ’équation ( 3 ), devra coïn
cider avec le premier, représentépar l’équation (6 ) ,  et l’ on aura -

. . a u  __ b v  __ c w

sin (p — v) — sin(v — \)  ~~ sin(X — p)

Alors aussi les équations ( 2 )  représenteront un rayon simple qui 
sera polarisé rectilignement, si les conditions ( 4 )  sont remplies, et 
cireulairement ou elliptiquement dans le cas contraire.

Pour que la polarisation soit circulaire, il est nécessaire et il suffit 
que le déplacement absolu d’ une molécule, c ’est-à-dire le radical

v/£2-+-Y)2H-ça,

se réduise à une quantité constante. Or, comme on aura généralement 

cos5(kt  — si 4- \) —  i  4-  ̂cosa(kt — si 4 - 1 ), . . . ,

il est clair que le radical dont il s’ agit deviendra constant ou variable 
avec la somme

suivant que le trinôme

(8 ) a5 cos2 (kt — si 4 - 1 ) -t- b2 cos2 (kt — si -t- p) 4- c* cos2(ki — si 4- v)

offrira lui-même une valeur constante ou variable. D’ailleurs, ce 
trinôme étant une fonction continue de l’arc kt — si, et changeant

toujours de signe quand cet arc reçoit un accroissement égal

s’évanouira nécessairement pour une certaine valeur de t qu’on pourra 
supposer comprise, par exemple, entre les limites

Donc, pour qu’ il offre une valeur constante, il sera nécessaire et il 
suffira qu’il se réduise constamment à zéro. Dans cette hypothèse, en 
attribuant à L ·  — si les deux valeurs

. 7T *O et —y
2
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on trouvera successivement

(9 )

et par suite

(10)

( a2 COS2 X -h b2 cos2 fx +  c2 cos2 v =  o,
( a2 sin2 À +  b2 sin2 p -+- c2 sin2 v =  o,

a2 _  b2 _ c2
sin2(p. — v) —  sin2(v —  1) ~  sin2(À — p)

Réciproquement, si les conditions (9 ) ,  dont le système équivaut à 
la formule (x o ) ,  se vérifient, le trinôme (8 )  sera constamment nul ; et, 
comme on aura par suite

(11) a* +  b2+ c 2 
2

il est clair que chaque molécule décrira une circonférence de cercle 
inscrite au carré qui aura pour diagonale le double de la longueur

\/a2-t-b2+ c 2.

Les formules qui précèdent se simplifient dans le cas où l ’on fait 
coïncider le plan des æ, y  avec le second plan invariable, ou, ce qui 
revient au même, l ’axe des z avec une droite perpendiculaire aux plans 
des ondes. Alors, l’équation ( 3 )  devant se réduire à

on a nécessairement

u =  o, y — o, w = ± k

et, par suite, ën vertu de la formule (7 ) ,

c =  o.

Donc alors, comme on devait s’y attendre, la dernière des équa
tions (2 )  se réduit à

C =  o, ’

et les vibrations de chaque molécule, comprises dans un plan perpen
diculaire à l’axe des z , se trouvent déterminées dans ce plan par le 
système des deux équations

(1 2 )  ̂=  acos(kt — s t - h l ) ,  n =  bcos(kx. — s/-*-w),
Œ uvres de C. — S. Il, t. XI, 3 5
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qui, eu égard à la formule

ki =  v : ,  où «. =  ± 5,

pourront s’écrire comme il suit :

(13) i{ =  a cos(ws — si +  i ) ,  y) =  b cos(ws — si 4- /jQ.

Si la polarisation est rectiligne, la dernière des conditions ( 4 ), 
savoir

(14) sin(k — p )  =  o,

réduira les équations (12) à la forme

(15 ) £ =  a cos(kt — st X), Yi =  ± :b co s (k t— s Z -i- X) ;

et, si le plan du rayon simple devient parallèle au plan des x ,  z , alors, 
Y] étant constamment nul aussi bien que Ç, on pourra représenter ce 
rayon par la seule formule

(16) \ =  a cos(kv — si -t-1 ).

Si, au contraire, le plan du rayon simple devenait parallèle au plan 
des y, z , alors \ étant constamment nul aussi bien que yj, on pourrait 
représenter ce rayon par la seule formule

(17) y] =  b cos(k<. —  s'i-t-fi).

Si la polarisation devient circulaire, les conditions (9 ) ,  réduites aux 
suivantes

b2 cos2 — —  a! cos2X, b! si n2 —· — a2 sin 2I ,

donneront

et
b4= a \  b —  a

C O S  2 JJ. z n —  C O S 2 7 , sin2j2=r— sin2>.;

par conséquent, 

et
2 f2 = 2? i + ( 2 /H - l ) 7T

(l8) u — À H— ( 2 /t —1— 1 ) —» 
1 2

n désignant, au signe près, un nombre entier. Donc àlors les for-
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mules (12) deviendront

( 1 9 ) £ =  a c o s ( k < . — s i  +  X), n = ± a s i n ( k * — s i - t - A ) .

Dans la seconde des formules (19), le double signe doit se réduire 
au signe +  ou au signe — suivant que, pour décrire l’hélice propre 
à représenter à, un instant donné le ’ rayon simple, un point mobile 
doit tourner dans un sens ou dans un autre, en s’ éloignant du plan 
d e s# ,  y.

Dans le rayon simple représenté généralement par le système des 
équations (12 ),  les déplacements d ’une molécule, mesurés parallè
lement à Taxe des a?, sont les mêmes que dans le rayon plan repré
senté par la seule équation (16), et les déplacements parallèles à l’axe 
des y ,  les mêmes que dans le rayon plan représenté par la seule équa
tion (17). C’est ce qu’on exprime en disant que le premier rayon 
résulte de la superposition des deux autres. D’ailleurs, les plans de ces 
deux derniers peuvent coïncider avec deux plans rectangulaires menés 
par l ’axe du premier. Donc un rayon quelconque, doué de la pola
risation rectiligne, ou circulaire, ou elliptique, peut toujours être 
censé résulter de la superposition de deux rayons polarisés rectili- 
gnement, et renfermés, le premier dans un plan fixe donné, le second 
dans un plan perpendiculaire. Ces deux derniers rayons, appelés 
rayons composants, offriront en général des phases distinctes, repré
sentées, dans les formules (12), par les angles

k». — s i - t - X ,  ki.  — s t-h y ·.

La différence entre ces deux phases a ôté elle-même désignée par 
quelques auteurs sous le nom de p h a se; mais, pour éviter toute équi
voque, nous l’appellerons l’anomalie du rayon résultant. Cette anomalie, 
comme chacune des phases, peut être, sans inconvénient, augmentée 
ou diminuée d’un multiple du nombre 2 7 1 ; par conséquent, elle peut 
être réduite à zéro ou au nombre tï, en vertu de la formule (14), 

lorsque la polarisation est rectiligne, et à  ̂n ou à — l-  17, en vertu de 

la formule (18), lorsque la polarisation est circulaire. Mais lorsque la
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polarisation devient elliptique,l’anomalie peut varier avec la direction 
du plan fixe que l’on considère. Concevons d’ailleurs que, dans 
chacun des deux rayons composants, on nomme nœuds de prem ière 

espèce ceux qui précèdent des molécules dont les déplacements sont 
représentés par des quantités positives. Alors, le rapport de l ’ano
malie à la constante k représentera, au signe près, la distance entre 
un nœud de l’un des rayons composants et un nœud de même espèce 
de l’autre. Ainsi, en particulier, si l ’on prend pour plan fixe le plan 
des æ, s, les nœuds de première espèce du premier rayon composant 
pourront être censés correspondre aux valeurs de t pour lesquelles le 
déplacement

X =  a cos(kv — st  +  X)

s’évanouit, en passant, lorsque % vient à croître, du négatif au positif; 
en d ’autres termes, les nœuds de première espèce du premier rayon 
composant correspondront aux valeurs de t. comprises dans la formule

k i .  —  S ¿  H - ). = :  2 rt =
(4 « H- 1 ) 7T 3 7T 4 «-+·

----— 2 /17T -1---- =  ------2 2 2
OU

( 2 0 )  ».
2/17T -I - St —  \

k

( 4  tl -4- I ) — S t —  \

k

3
2 n 4 -  - 7T - h  St — X

k

n  désignant, au signe près, un nombre entier. Pareillement les nœuds 
de première espèce du second rayon composant pourront être censés 
correspondre aux valeurs de t pour lesquelles le déplacement

y) =  b cos (kv — si-t-fi)

s’évanouit, en passant, lorsque t vient à croître, du négalifau positif, 
par conséquent aux valeurs de t comprises dans la formule

( 2 1 )
__  2/17T 4 -  S t ---- (2.

— k

(4 «  + ! ) —-+- S<----[JL

Donc, pour passer d ’un nœud de première espèce du premier rayon 
composant à un nœud de première espèce du second rayon, il suffira 
de parcourir, sur l’axe commun des deux rayons, une longueur repré-
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sentée, au signe près, parle rapport

qui est précisément la différence entre les valeurs de t fournies par les 
formules (20 ) et (21). Cela posé, faire croître ou diminuer l ’anomalie 
d’un multiple de 2ir, revient évidemment à faire croître ou diminuer 
la première ou la seconde valeur de ï- d ’une ou de plusieurs épaisseurs 
d ’ondes, par conséquent à remplacer, pour l ’un des rayons composants, 
un nœud de première espèce par un autre nœud de même espèce. Alors 
aussi, quand le rayon résultant sera polarisé en ligne droite, l’anomalie 
pourra être réduite à zéro, ou au nombre tz, suivant qu’un nœud donné 
de l’un des rayons composants viendra se placer sur un nœud de 
môme espèce, ou sur un nœud d ’espèce différente, appartenant à 
l ’autre.

Il est bon d’observer qu’on tire des formules (19), non seulement

Ç*+ï]*=a*, . ·
et par suite

a =  v̂  +  ïi»,
mais encore

cosik». — st -+- À) — __:__= , sin(kt — s î -h X) = ±  - = = = ·

Donc, dans un rayon doué de la polarisation circulaire, la phase du 
mouvement projeté sur l’axe des æ, savoir

k v — s t —f- ~h,

peut être censée se confondre, au signe près, avec l’un quelconque des 
angles qui ont pour cosinus et sinus les rapports

S *
V̂ 24-Y)2

par conséquent avec l ’angle compris entre le demi-axe des ce positives 
et le rayon vecteur mené du centre du cercle à la molécule déplacée. 
En d’autres termes, la phase relative à un axe tixe peut alors être censée
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se confondre, au signe près, avec la distance angulaire de la molécule 
à cet axe fixe.

Observons encore que si l ’on décompose un rayon quelconque, 
représenté par les équations (12), en deux rayons renfermés dans deux 
plans rectangulaires, tels que les rayons représentés par l ’équa
tion (16) et par l ’équation (17), ces deux derniers seront précisément 
les projections du premier sur les deux plans rectangulaires. Comme, 
d ’ailleurs, rien n ’empêche de supposer le premier rayon doué de la 
polarisation circulaire, il en résulte qu’un rayon plan, par exemple le 
rayon représenté par l ’équation (16), se réduit toujours à la projection 
orthogonale d’ un rayon polarisé circulairemcnt sur un plan mené par 
l’axe de celui-ci. On en conclut que, pour obtenir à un instant quel
conque la phase d ’un rayon plan, correspondant à un point donné de 
son axe, il suffît de construire une circonférence de cercle qui ait pour 
diamètre l ’amplitude des vibrations exécutées par la molécule dont ce 
point était la position initiale ; puis de chercher la distance angulaire 
entre ce diamètre, prolongé du côté où se mesurent les déplacements 
positifs, et le point de la circonférence qui, étant projeté sur le même 
diamètre, oifre pour projection la position de la molécule à l’ instant 
donné.

On appelle souvent azimut l ’angle formé par un plan variable avec 
un plan fixe : par exemple, en Astronomie, l ’angle formé par le méri
dien d’un lieu avec le plan d’un cercle vertical. Nous conformant sur 
ce point à l ’usage établi, lorsqu’un rayon simple sera polarisé en ligne 
droite, nous appellerons azimut de ce rayon  l’angle aigu formé par le 
plan qui le renferme avec un plan fixe. Si d’ailleurs le plan fixe passe, 
comme nous le supposerons généralement, par l’axe du rayon simple, 
et si ce rayon est considéré comme résultant de la superposition de 
deux autres, polarisés l ’un suivant le plan fixe, l ’autre perpendi
culairement à ce plan, l’azimut du rayon résultant et l ’azimut de son 
plan de polarisation seront les deux angles complémentaires l ’un de 
l’autre, qui auront pour tangentes trigonométriques les rapports 
direct et inverse des amplitudes des vibrations moléoùlaires dans les
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deux rayons composants. Ainsi, en particulier, si, en supposant un 
rayon plan représenté par les équations ( i 3 ) ou ( i 5 ), on nomme gt 
l’azimutde ce rayon par rapport au plan des x ,  z , on aura

, . t b( 2 2 ) tangro =  - ·à

Si un rayon simple cesse d’être polarisé rectilignemcnt, rien 
n’empêchera d ’appeller encore azimut de ce rayon, relativement à un 
plan fixe, l ’azimut qu’on obtiendrait dans le cas où, après avoir 
décomposé ce rayon en deux autres polarisés, l ’un suivant le plan fixe, 
l’autre perpendiculairement à ce plan, on ferait varier l ’un des para
mètres angulaires, sans changer les amplitudes, et de manière à 
replacer les nœuds de l ’un des rayons composants sur les nœuds de 
l’autre. Ainsi défini, Yazim ut d ’un rayon  simple, par rapport à un 
plan fixe, sera toujours l ’angle aigu qui a pour tangente trigono- 
métrique le rapport entre les amplitudes des vibrations moléculaires 
du rayon composant, polarisé suivant le plan fixe, et du rayon polarisé 
perpendiculairement à ce plan ; de sorte que, dans un rayon repré
senté par les équations ( i 3 ), l ’azimut trr, relatif au plan des x ,  z  sera 
toujours déterminé par la formule (2 2 ) .  Cela posé, lorsque le rayon 
résultant sera doué de la polarisation circulaire, son azimut sera la 
moitié d ’un angle droit, quelle que soit d’ailleurs la direction du plan 
fixe auquel cet azimut se rapporte. Mais, si le rayon résultant est doué 
de la polarisation elliptique, l ’azimut dépendra de la position du plan 
fixe, et changera de valeur avec cette position en même temps que 
l’anomalie.

I L — Rayons réfléchis ou réfractés p a r  la surface de séparation 
de deux milieux isotropes.

Supposons deux systèmes isotropes de molécules séparés par une 
surface plane que nous prendrons pour plan des y ,  z ;  et concevons 
qu’un mouvement simple ou par ondes planes, mais sans changement 
de densité, se propage dans le premier milieu situé du côté des a?
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négatives. Si le mouvement simple dont il s’agit, à l’ instant où il 
atteint la surface de séparation, donne toujours naissance à un seul 
mouvement simple réfléchi et à un seul mouvement simple réfracté,, 
les lois de la réflexion et de la réfraction se déduiront sans peine des 
formules que nous avons données dans un précédent Mémoire. 
Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Soient au bout du temps t, et pour le point { x ,  y ,  z ) ,

■ou
l- fl, ç et S* C,

\tî *1/1 ç, et l . Vn l ·

r , v , V et f'i y Ç'·
ou enfin

les déplacements effectifs d ’une molécule, mesurés parallèlement aux 
axes rectangulaires des x ,  y ,  z , et les déplacements symboliques 
correspondants, c ’est-à-dire les variables imaginaires dont les dépla
cements effectifs sont les parties réelles : i° dans un rayon incident, 
qui rencontre la surface de séparation de deux milieux isotropes; 
2°dans le rayon réfléchi par cette surface; 3 ° dans le rayon réfracté. Si 
l ’on prend pour axe des s une droite parallèle aux traces des ondes 
incidentes sur la surface de séparation des deux milieux, les trois 
rayons seront représentés par trois systèmes d ’équalions symboliques 
de la forme

(1) X — k e,,x+vy-st,
( 2 ) %, =  ky-'x+oy-*1,
(3)  ' l l — k'en'-r+l,y-sl,

ï ) = B  e',x+vy-sl, 

r¡’ =  B' e,,lx+vy-si,

Ç =  c enx‘+"y-s\
? ,=
Ç'= C'e"'x’+,’y-sl,

u, v, s, A(, B(, C , A, B, C, A', B', C' désignant des constantes qui 
pourront être imaginaires. Si les trois rayons, comme nous le sup
poserons dans ce paragraphe, se propagent sans s’affaiblir, on aura 
nécessairement

s =  s v^T,
(4 ) ,

u =  ü

u — u v/ —
v  —  y

u, v, s, u' désignant des constantes réelles. On pourra même supposer
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toutes ces constantes réelles, positives. En effet, chaque déplacement 
symbolique pouvant être l ’une quelconque de deux expressions ima
ginaires conjuguées, qui ne diffèrent entre elles que par le signe 

de \J—  i ,  on pourra toujours admettre que, dans l’ exponentielle 
népérienne à laquelle chaque déplacement symbolique est propor

tionnel, le coefficient de représenté par la quantité s, est
positif. De plus, pour que le coefficient c d e y  soit positif, ainsi que s,  

il suffira de choisir convenablement le demi-axe suivant lequel se 
compteront les y  positives. Enfin, le rayon incident qui passera par 
l ’origine des coordonnées étant perpendiculaire au plan invariable 
représenté par l’équation

ux  -t- y y  — o,
on aura pour ce rayon

£  _  y
U V

et par suite les nœuds de ce rayon, qui correspondront à des valeurs 
constantes de l’argument .

u! -t- v2
. ox +  y y — s t — — - — x  — s

se déplaceront dans l ’espace avec une vitesse dont la projection algé
brique sur l ’axe des x  sera le rapport entre des accroissements A x , 

A t de x  et de t, choisis de manière que l ’accroissement de l ’argument 
s’ évanouisse. Cette projection algébrique, déterminée par la formule

u2+ v 2 . ..
---------- Ax  — s A t — o,

u

sera donc
A x __ s
At ~  U u2+  y*’

et pour qu’elle soit positive, ou, en d ’autres termes, pour que les 
ondes planes incidentes se meuvent dans le sçns des x  positives, 
comme elles devront le faire en approchant de la surface de sépa
ration des deux milieux, il sera nécessaire que le coefficient u soit 
positif. Pour la même raison, le coefficient u' devra encore· être positif, 
les ondes réfractées devant évidemment s’éloigner de la surface de

OEuvres de C. — S. II, t. XI. 36
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séparation des deux milieux, en se mouvant elles-mêmes dans le sens 

des x  positives.

Considérons en particulier le cas où les mouvements simples pro

pagés dans les deux milieux sont du nombre de ceux dans lesquels la 

densité reste invariable, c’est-à-dire, en d’autres termes, le cas où, 

dans les rayons incident, réfléchi, réfracté, les vibrations des molé

cules sont transversales. Alors les coefficients

A, B ,  A„ B ;, A \  B'

se trouveront liés entre eux, et avec les constantes imaginaires

M, V, U1,
par les formules

( 5 )  ' A « - H  B C m  O.

( 6 ) ' — A,u +  B , e  =  o, A ' m' +  B ' c  =  o.

Soient maintenant

( 7 ) k  =  v/13" v 2, k' =  v2; 1

et faisons, pour abréger,

( 8 ) k =  k y / — i ,  k' =  k '  >/— 1 .

On aura non seulement

( 9 ) k'— u1-4- P*,

mais encore, en supposant les équations des mouvements infiniment 

petits des deux milieux réduites à des équations homogènes, et dési

gnant par t, 1' deux constantes qui dépendront de la nature de ces 

milieux,

( 1 0 )  k ! =  — > k ' * = Vt 1

Or, après avoir déterminé k', à l’aide de la seconde des deux for

mules (10), on déduira facilement de la seconde des équations (7) la 

valeur de 1

( n )  u ' = v / k ' 2 — v2.

Si d’ailleurs il existe un rayon réfléchi et un rayon réfracté, quels 

que soient la direction et le mode de polarisation du rayon incident;
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alors, en vertu des principes développés dans un précédent Mémoire 

(voir la page 224), on pourra, des valeurs de

u, v, s, A, B, C

supposées connues, déduire les valeurs de

A„ B„ C„ A', B', C'

à l’aide des formules (6), jointes aux formules ( 4), (11) et aux sui-

vantes : 

(12) C, u — u'
C u ■+■ u1

■j*

2 u77 -- --------- T>L u u

(.3)

A . f vï \ ( 1 1 \ íí +  ií'

A/
A

k2( 1 — OO' 2 te

les valeurs de « , ü ' étant données par les équations

k2 \*
1 +  f l  ’

I 1
k2 \ 2 / k'2 \’2(.4) — T) =  (v2----- - t, I ? Ü ' = [ v 2- Ty ’

dans lesquelles o , o ' désignent encore deux constantes réelles qui 

dépendent de la nature du premier et du second milieu.

Si dans les formules (12) et ( i 3), on substitue aux constantes ima

ginaires
u, e, k, u1

leurs valeurs tirées des équations (4) et (8), on aura simplement

(ï5) C ,_u — u'
C — u +  u' ’

V

(16) <

A,
A

A/
A

C '_ 2 u
C u -+- u':

/  1 1

(y2 +  eu') (< +  ^ 7)  +  K "  «) v* ( ¿  +  ¿ 7 )  I -
u -t- u'

k2 1
2U

(V2 -t- Uü') ( X -+- t)ü'
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La constante s, com prise dans les form ules ( 4 )  et ( i o ) ,  est, comme
on sait, liée à la durée T des vibrations moléculaires par la formule

et l ’on a pareillement

1

T = 2  TT

2 TT
X ’

k _  2 7 r

1 _  X ’

1, 1' désignant les longueurs d ’ondulation ou les plus courtes distances 

entre deux nœuds de même espèce : i° dans le rayon incident ou ré

fléchi; 2° dans le rayon réfracté. Si d’ailleurs on nomme

£2, £2'

les vitesses de propagation des nœuds ou des ondes planes dans le 

premier et le second milieu, on aura

Û =  i  =  l ,k T ’
► C ]/

Q!= — =  k' T ’
et, par suite,

£22=  t, £2'!= i'.

Enfin, si l’on nomme 'T, t' les angles d’incidence et de réfraction,

c’est-à-dire les angles aigus formés par les directions des rayons inci

dent et réfracté avec la normale à la surface de séparation des deux

milieux, on aura

j c = k  cost,
( !7 ) ,( u — k cost ,

ï i k  sinT, 
v' =  y =  k' suit',

puis on en conclura

uu' — v2 =  kk' cos(t +  t'), uu'-H v2 =  kk' cos (t — t' ),

( u'-h u) v =. kk' sin (t -h t '), ( d' — u) v =  kk' sin(T — t'),

et par suite, en posant pour abréger

0 8 ) — E = i
(i -H f) sin2T1

12
? +  1') sinV J ’
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on tirera des form ules ( i 5 ) ,  ( 1 6 ) ,  jointes aux équations ( i 4 ) ,
t N C; _  sin(T'— t) C/ asiriT'cosT
( ’ 9) C “  sm(T'-+-T)’ "C “  sin(T'-HT) ’

SA , _—  (i +  SS ')  cos ( t -+- r ') -+- (5  4- &') s in (r  -4- t') \/ —  i C;

A (i +  GE') cos(t +  t') +  (E +  S') sin(r — t') y/— i C

A' _  k _________________ i +  Sg'____________ ■
A- ^  ( i -+-©^)COs(t — sin(t — C

Soient maintenant
8. 8„ «'

les déplacements d’une molécule mesurés dans les rayons incident, 
réfléchi et réfracté, parallèlement au plan d ’ incidence, et

8, 8;, S'

les déplacements symboliques correspondants, chacun des dépla
cements effectifs a, a,, a' étant positif ou négatif, suivant que la molé
cule déplacée est transportée du côté des x  positives ou du côté des x  

négatives. Comme les déplacements

«, «,, a',
·* *

lorsqu’ils seront positifs, auront pour projections algébriques sur l ’axe
des xon aura nécessairement

£ =  asinT, £, =  », sin t, £' =  a' sinv'

ou, ce qui revient au même,

t v
* = k 8’

a v
^ ' = k 8' ’ Ç = F " ·/

et, par suite,
k t a ' - k'? '8/ — y Ç/>. o --  — C ·y '

On pourra donc prendre

-  k ïï 8 = V » ' = H ·
k' -

8' =  - * ' ;  V
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de sorte qu’en posant, pour abréger,

(ai) 11 =  -A ,  H,= - A „  H ' = - A ' ,V ' V V V

on tirera des équations (x), ( 2 ) ,  ( 3 )

(22) 8 =  II ¿ ‘x+vy-st. C.= C e n r + r y - s t )

( 23) 8, =  II, e - " ' r + ',y - s\ *? _**/ — C, e - ,,x+ vy - st

(24) 8 '=  JJ Ig itx + v y -s t^ W_s -- QJ çU'x+ vy—sf

Si, maintenant, on nomme

h,  c,  h„  c,,  h',  c'

les modules des expressions imaginaires

H,  C, H ;, C„ H', C',

et si l ’on pose en conséquence

j H =  helV—î, H; =  H '=  h 'e P ^ ,
(a5) { _  _

( C =  c  e V - · .  C, =  c, éJ‘'i-r\  C' =  c' evV - i ,

p., v, p·,, v/? p/, v' désignant des arcs réels, les formules (22), ( 2 3 ), (24) 
donneront

( 2 6 ) « =  h c o s (  u x  +  \ y —  s i  +  p.), Ç = c c o s (  u x - \ - v y  — s î h - v ),

( 2 7 ) 8y =  ] ) , c o s (— u x - y \ y — s i  +  p ;),  Ç, =  c , c o s ( — u æ - y v y  — s i  +  v,),

( 2 8 ) 8 ' =  h ' c o s (  v ' x  +  Y y — s i  +  fP),  Ç'— e ' c o s (  u ' x + y y  —  siv-t-v') .

Le système des formules (2 6 )  représente le rayon incident; a et \ 

désignant, dans ce rayon, les déplacements d ’une molécule mesurés 
parallèlement au plan d ’ incidence et perpendiculairement à ce plan. 
Si l ’un de ces déplacements venait à s’évanouir, le rayon incident 
deviendrait un rayon plan renfermé dans le plan d ’incidence, ou 
polarisé suivant ce même plan, et qui pourrait être représenté, dans le 
premier cas, par la seule formule

( 2 9 ) 8 =  h cos(u# -t- y  y  — si +  p),
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I '

dans le second cas, parla seule formule

( 3o) Ç =: c cos(ua; -h y y  — s i  +  v).

Comme le rayon représenté par le système des formules (2 6 )  offre 
tout à la fois les deux espèces de déplacements moléculaires, ob
servés dans les rayons plans que représentent les formules (2 9 )  et (3 o) 
prises chacune à part, on peut dire que le premier rayon résulte de la 
superposition des deux autres. Chacun des rayons réfléchi et réfracté 
peut, d’ ailleurs, aussi bien que le rayon incident, être considéré comme 
résultant de la superposition de deux rayons plans ; l ’un de ces derniers 
étant renfermé dans le plan d ’ incidence, ou, ce qui revient au même, 
polarisé perpendiculairement à ce plan, et l ’autre étant, au contraire, 
polarisé suivant ce même plan. Cela posé, après la réflexion ou la 
réfraction, le rayon plan, renfermé dans le plan d ’incidence, sera 
représenté par la première des formules (2 7 )  ou (2 8 ),  et le rayon 
polarisé suivant le plan d’ incidence par la seconde.

Observons encore que, dans les formules (.26), (2 7 ) ,  (2 8 ),  les demi·1 

amplitudes desvibralions et les param ètres angulaires se trouvent repré
sentés par

h, h, h' el y , y t. y '

pour les rayons renfermés dans le plan d ’ incidence, et par 

c, c;, c' et v, v;, v'

pour les rayons polarisés suivant le même plan.
Au point où le rayon incident rencontre la surface réfléchissante, 

on a
x  —  O,

ce qui réduit les formules (2 2 ) ,  (2 3 ) ,  (2 4 )  aux suivantes :

( 3 <) « =  H K =  C
(32) 8,=: H, ï , =

(33) â '=  H 'evy -st, l ' — ü e vy -st

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



288 S U R  L E S  R A Y O N S ,  S I M P L E S  Q U I  S E  P R O P A G E N T  

et les formules (26 ),  (2 7 ) ,  (2 8 )  aux suivantes :

( 34 ) 8 = h  c o s ( v y  — s i  4 -  f*), \  = c  c o s ( v 7  — s i  4 - v),

( 35 ) 8, =  h,  c o s (  y y  — s i  4 -  p ; ), Ç/ = c , c o s ( v 7  — s i  4 - v , ) ,

( 36 ) a' =  h' co s  ( v y  — s t 4 - f  ), Ç ' =  c' c o s ( v 7 — s i  4 -  ' / ) .

Il suit des formules ( 3 i ) ,  ( 3 2 ), ( 3 3 ) que la réflexion ou la réfrac
tion d ’un rayon simple renfermé dans le plan d ’ incidence, ou polarisé 
suivant ce plan, fait varier dans ce rayon le déplacement symbo
lique

8 OU Ç,

dans un rapport constant. Ce rapport, qui sera d ’ailleurs imaginaire, 
est ce que nous nommerons le coefficient de réflexion ou de réfraction. 

Si on le désigne par
ï ou ï'

pour le rayon plan renfermé dans le plan d ’incidence, et par

J ou J'

pour le rayon polarisé suivant ce plan, on aura

(37)

et par suite, eu égard aux formules (19 ),  (  20),

t H, - A /
1 H  A ’

pr

J,==r
, ,  H' k'A'
1 z= - ï ï - t t ’

( 3 8 )

(39)

sin(T·' — t)
s i n ( T ' - i - T ) ’ J' =

2 sinr cost 
sin(î' +  T) ’

f _  (1 4- SS') cos(t 4- t') h- (G -h S') sin(r-(- t') \J— 1 t
I — — : : : : : : .-----

T =

(1 +  S S ' )  c o s ( t  — t ' )  4 -  ( 5  -t- 5 ' )  sin ( t  h-  t ' ) \ J —  1

, 1 7- n

(1 4- SG') cos(r — t') 4-  (S 4- G') sin (t — t') y/— ] 

les valeurs de G, s ' étant toujours données par les équations (*)

(»8) G = -  x - (i -t- f) siii2T G' =  î
( 1 4 -  f ' )  s i n V

( ‘ ) Il est bon d’expliquer comment il arrive que les valeurs de tD, "XO' ou de G, S',
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Il suitdes formules ( 3 4 ), ( 3 5 ), ( 3 6 ) que la réflexion ou la réfraction 
d ’un rayon simple, renfermé dans le plan d’incidence ou polarisé 
suivant ce plan, fait varier, dans ce rayon, l ’amplitude des vibrations 
moléculaires dans un certain rapport donné, et ajoute en même temps 
au paramètre angulaire un certain angle. Ce rapport et cet angle sont 
ce que nous nommerons le module el l’argument de réflexion ou de 
réfraction. Si l ’on désigne le module et l’argument de réflexion ou de 
réfraction par

I et f ou par I' et i'

pour le rayon renfermé dans le plan d’incidence, et par 

J et j  ou par J' et j '

fournies par les équations (i4) ou (i8), sont affectées de signes contraires, les valeurs 
de XD', G' étant positives et celles de t), G négatives, En voici la raison.

En vertu des principes établis dans le Mémoire qui a pour titre Méthode générale 
propre à fournir les équations de condition relatives aux limites des corps (f),  on doit, 
dans la formule (27) de la page 190, supposer la valeur de ü  positive et déterminée par 
l’équation (26) f ibidem], lorsque l’on considère un système de molécules situé, par rapport 
au plan des jr, z, du côté desx positives. Diro alors qu’on doit avoir

Ü > o

c’est dire, en d’autres termes, que l’exponentielle

e-ü *

doit devenir sensiblement nulle, dans ce système, à de grandes distances du plan des jr, z ; 
et cette dernière condition est effectivement l’une de celles que, suivant la théorie déve
loppée dans le Mémoire, il importe de vérifier. Mais, pour que la même exponentielle

devienne sensiblement nulle, à de grandes distances du plan d esj, z, dans un système 
de molécules situé du côté des x  négatives, il faudra au contraire qu’on ait

ü  <0.
Cela posé, en considérant deux milieux au lieu d’un seul, et posant d'ailleurs \v =  o, on 
doit évidemment à l’équation (26) de la page 190 substituer les formules (14). Par la 
même raison on devra, dans la formule (iô) de la page 2i3, remplacer t) par —  ü.

( ’ ) Œ uvres de Cauchy, ire série, t. IV, Extraits 33, 34, 33.
O Ruvres d e C. —  S .  I I ,  t .  X I .
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pour le rayon polarisé suivant ce même plan, les constantes positives

h Ut p c*1(4o) I =  £ ,  I '=  y-> J = ^  J ' = -h h c c

seront, en vertu des formules (3 7 ), les modules des expressions ima
ginaires

ï, P, J. J'i

tandis que les arcs réels
( 4 0  i = f G —  P» y  =  v( — V, j '  —  v' v

représenteront les arguments de ces mêmes expressions. On aura 
donc

( j  =  Je//r ï , j'srJV iF»,
m  _ _( l  =  IeW->, =

Ces dernières formules, jointes aux équations ( 3 8 ) et (3 9 ), suffiront 
pour déterminer complètement les valeurs des modules et des argu
ments de réflexion et de réfraction.

Si l ’on compte à partir du plan d’ incidence l ’azimut du rayon 
incident, ou réfléchi, ou réfracté, la tangente de cet azimut sera le 
rapport entre les amplitudes de vibration mesurées dans les deux 
rayons composants et polarisés, l ’un suivant le plan d’incidence, 
l ’autre perpendiculairement à ce plan, tandis que l’anomalie sera la 
différence entre les paramètres angulaires de ces mêmes rayons com 
posants. Donc alors, dans le rayon incident, ou réfléchi, ou réfracté, 
la tangente de l ’azimut se trouvera représentée, en vertu des notations 
ci-dessus admises, par le rapport

O c c*
y .  OU — > OU 77,
h ht h

et l ’anomalie par la différence
v —  ¡x, ou v,—  ¡j.n  ou v'— ¡j.'.

Cela posé, la tangente de l ’azimut et l’anomalie, mesurées dans le rayon 
réfléchi ou réfracté, se déduiront aisément de la tangente de l’azimut
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et de l’anomalie mesurées dans le rayon incident. On tirera en effet 
des formules (4 o )  et (4 i )

(43)

et

c, _  J c c' __ J' c
h ) “ ï h ’ h7 — F  h ’

(44) p ,=  (/ — 0  +  (v — n), y — — i') +  (v — ¡x).

On doit surtout remarquer le cas où l’anomalie du rayon incident se 
réduit à zéro, et la tangente de son azimut à l’unité, en sorte que ce 
rayon soit non seulement doué de la polarisation rectiligne, mais de 
plus renfermé dans un plan qui forme avec le plan d’incidence un 
angle égal à la moitié d’un angle droit. Nous appellerons anomalie et 
azimut de réflexion ou de réfraction ce que deviennent, dans ce cas 
particulier, l ’anomalie et l ’azimut du rayon réfléchi ou réfracté. Si l ’on 
désigne par

sj, ro'
les azimuts et par

3, 3'

les anomalies de réflexion et de réfraction ; alors, en posant dans les 
formules ( 4 3 ) et (4 4 )

on en tirera

(45)

c
h 1 *P II 0

. J tangro =  y . , J'tangro'= y

3 —j — i, 3' = / — i

et, en vertu de ces dernières, on réduira les équations ( 4 3 ), (4 4 )  à la
forme

l c, c c' c

(46) 1 i i = h ,ans,s'
i

p  =  -tangsr,

( V, — V —  fx +  3, v' — f  — 'j — f¿ +  3'

Observons encore qu’en vertu des formules (4 2 ) et ( 4 5 ) on aura
J  J /  ___

( 47) y  =  langraeV^T, y -  =  tangoj'e^V-1 ; '
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et que, pour déterminer à l’aide des formules (4 7 ) les valeurs de

m, ra', ô, à',

il suffira d ’y substituer les valeurs des rapports

I
ï  ’ ï' ’

tirées des équations ( 3 g ).
Avant de terminer ce paragraphe, nous ferons une remarque impor

tante. Nous avons déjà observé que chacun des rayons incident, 
réfléchi, réfracté peut être censé résulter de la superposition de deux 
rayons polarisés rectilignement, dont l’ un est renfermé dans le plan 
d’incidence, et l ’autre dans un second plan perpendiculaire au 
premier. Or, parmi les formules ( 3 i ) ,  ( 3 2 ), ( 3 3 ) ou ( 3 4 ), ( 3 5 ), ( 3 6 ), 
ainsi que parmi les formules (3 7 ), ( 3 8 ) , (3 9 ), ( 4 o ) ,  ( 4 1)» ( 4 s ) ,  les 
unes se rapportent exclusivement aux rayons composants renfermés 
dans le premier plan, c ’est-à-dire dans le plan d’incidence, les autres 
aux rayons composants renfermés dans le second plan. Il y a plus : 
les amplitudes de vibration et les paramètres angulaires des rayons 
renfermés dans l’ un de ces plans, entrent uniquement dans les for
mules relatives à ces rayons. Donc les modifications qu’éprouvent, en 
vertu de la réflexion ou de la réfraction, les rayons renfermés dans 
l’un des plans dont il s’agit, sont entièrement indépendantes des modi
fications qu’éprouvent les rayons renfermés dans l ’autre, et de la 
nature de ces derniers rayons. On peut donc énoncer la proposition 
suivante :

Théorème. — Supposons qu’un mouvement simple et par ondes planes 
rencontre la surface de séparation de deux milieux isotropes, et consi
dérons le rayon incident, dont l’axe aboutit à un point donné de la sur
face, comme résultant de la superposition de deux rayons plans, l’un 
renfermé dans le plan d’incidence, l’autre polarisé suivant ce même plan. 
Ces deux derniers rayons se trouveront réfléchis et réfractés indépen
damment l’un de l’auti-e.
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Nous observerons encore qu’en vertu dès équations ( 3 8 ), ( 3g ) et (42 ), 
jointes aux formules (18 ), les quantités

I et i, J et j, 
ou

1/ et J' et j',

c’est-à-dire les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction, 
relatifs à chacun des rayons composants, dépendent uniquement de 
l’angle d’incidence t , de l’angle de réfraction t '  et des deux constantes

f, f'.

Ces dernières constantes dépendent elles-mêmes, ainsi que les constantes

k, k',

comprises dans les formules (1 7 ), de la nature des deux milieux que l’on, 
considère. Comme on a, d’ailleurs, en vertu des formules (17 ),

et par suite

m

k sinT ■= k' sinr',

sin: _ k'
sinr' — k '

l’angle de réfraction sera complètement déterminé quand on connaîtra 
l'angle d'incidence et le rapport constant

k' _  1 
k ~  r ’

qui s’appelle, comme on sait, l’indice de réfraction. Donc, en définitive, 
les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction, et par suite 
les amplitudes ainsi que les paramètres angulaires des rayons réfléchis ou 
réfractés, pourront être considérés comme dépendant uniquement de 
l’angle d’incidence et des valeurs que prendront les trois constantes

Les formules établies dans ce paragraphe comprennent, comme cas 
particulier, celles que Fresnel a données pour représenter les lois de
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la réflexion et de la réfraction de la lumière à la première et à la 
seconde surface des corps transparents, lorsqu’ il existe un angle d ’in
cidence pour lequel un rayon simple est toujours après la réflexion 
complètement polarisé dans le plan d’incidence. Elles montrent aussi 
les modifications que doivent subir ces mêmes lois, dans la supposition 
contraire. C ’est là en effet ce qui résulte des considérations qui 
seront développées dans les paragraphes suivants et dans d’autres 
Mémoires.

§ III .  — Sur les deux espèces de mouvements simples 
qui, dans un milieu isotrope, peuvent se propager sans s’affaiblir.

Avant de développer les conséquences des principes établis dans le 
paragraphe précédent, il sera bon d’examiner de nouveau la nature 
des mouvements simples qui, dans un système de points matériels 
homogène et isotrope, peuvent se propager sans s’affaiblir.

D’après ce qui a été dit dans un autre Mémoire, si l’ on nomme

les déplacements d’ une molécule mesurés, au point (x , y ,  z ) ,  paral
lèlement aux axes coordonnés et rectangulaires des x, y  et z, les 
équations des mouvements infiniment petits d’un milieu homogène et 
isotrope seront de la forme

(I) ( D Î - E )5 =  FD»'J, (D* — E )yi =  FDy-j, (D? — E)Ç =  FDsv,

E, F désignant deux fonctions entières du trinôme

D* +  p* +  DJ,

et o la dilatation du volume, déterminée au point (x, y ,  s ) par la 
formule

(2) y — D®? ~e· DyY) h- D-Ç.
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En d’autres termes, on aura

MD? —E)^ =FD*(DirÊ +  D,t] +  DIÇ),
(3) j (D? — E)n =  FDr (D;r£-H DrY] 4- DaÇ)>

( (D? — E)Ç =  FD3(D*£ -t- Drm -+- D-Ç).

Soit d’ailleurs a le déplacement d’une molécule mesuré parallèlement 
à un axe fixe quelconque. On tirera des équations ( i )  et (2 ) , ou, ce qui 
revient au même, des formules ( 3 ) , non seulement
(4) [ D * - E - ( D * - h D* +  Dï ) F ] u =  o , 

mais encore
(5) ( D ? - E ) [ D ? - E - ( D M - D £ + D J ) F ] b =  o.

Soient maintenant
S» *), ?

les déplacements symboliques d’une molécule. Ces déplacements 
symboliques, dont les déplacements effectifs

li f\, K
représenteront les parties réelles, seront déterminés, dans un mou
vement simple {voir les pages 179 et 180), par des équations de la 
forme
(6) ç — \ piix+vy+wz —st̂ Yj — g çUx+vY-+-wz—st ç _ _ Qçux+vy+wz—st ̂

les constantes réelles ou imaginaires
«, e, w , s , A, B, C

étant assujetties à vérifier l ’un des deux systèmes d’équations

( 7 ) s2 A +  eB -4- tr C —  o,
A R T(8) -  — -  =
U V w

dans lesquels on représente par k2 la somme « 2-f. 2̂-t- e2, et par
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ce que deviennent
E,  F

quand on y substitue à D*, Dy, Dz les lettres u, v, w,  par conséquent à

+  +
la somme

(9) «2-+- p2 + A:2.
Lorsque les équations des mouvements infiniment petits du système 

de molécules" deviennent homogènes, E devient proportionnel 
à D] +  Dy +  D*, et F se réduit à une quantité constante. On peut donc 
alors supposer

( 1 0 ) E  =  t ( D 2 +  D£ +  l ) | ) ,  F  =  tf,

1, f  désignant deux constantes réelles; et par suite les formules ( 3 ),
( 4 ) ,  ( 5 ) se réduisent à celles-ci :

11®* - t (D2 +  D2 +  D!)]£ = tf D « « ,

( I I ) [Di - t ( D « 4 - D * + D î ) ] ï )  =  iri)r ul

( i » ; —  i(D* +  D* +  D*)]Ç = tfl)sv;

( 1 2 ) [R? - - t(i -H f) (D2 +  D2-+- J ) | ) ] u  =  0 ;

(>3) [ h ? - i ( D | + D 2-+- D| )] [ Dr - 1 (1 +  f) ( I)2 +  D 2 -t- D:

Alors aussi, les formules ( r o )  entraînent les suivantes

( i4 ) C =  i k1, g =  tf,

la première des équations (7 )  se réduit à

(15)  si = i k 2,

et la première des équations ( 8 )  à

( 1 6 ) Í 2 —  t ( l - h  f )  A·2.

Considérons maintenant un mouvement simple qui, dans un sys
tème homogène de molécules, se propage sans s’affaiblir. Alors, dans 
les équations ( 6 ) ,  (7 ) ,  (8 ) ,  les constantes imaginaires

v, w, s
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devront perdre leurs parties réelles, de manière à se présenter sous les 
formes

( 1 7 ) h =  u \ / —  1 , v — v y / —  1 , w  =  w  \J— 1 , s =  s\J— 1 ,

u, v, w, s désignant des quantités réelles; et l’ équation du second 
plan invariable, c ’ est-à-dire du plan mené par l ’origine parallèlement 
aux plans des ondes, sera

( 1 8 ) UOÎ +  Y / + W 2  =  0.

Or, comme, en joignant les formules (6 )  et (17) à la seconde des 
équations (7 ) ,  ou à la seconde des équations ( 8 ) ,  on en tire dans le 
premier cas

par conséquent 

0 9 )

et dans le second cas 

par conséquent

( 2 0 )

il résulte des formules (19 ) et (2 0 ) ,  comparées à l’ équation (18), que 
les vibrations moléculaires, représentées symboliquement par les 
équations ( 6 ) ,  sont, dans le premier cas, parallèles aux plans des 
ondes, ou transversales par rapport aux rayons simples, et dans le 
second cas perpendiculaires aux plans de ces ondes, ou longitudinales, 

c ’est-à-dire dirigées dans le sens des rayons. Si d’ailleurs on prend

( 2 1 ) +

+  v ï ) -+- wÇ =  0 , 

ulj +  vn +  wÇ — o,

I — H — J.
II —  v w ’

!_ _  n _  ;
U v w ’

et de plus

( 2 2 )
2 TT

- X ’
i
T ’

1 représentera la longueur d’une ondulation, T la durée d ’ une vibration 
moléculaire, Î2 la vitesse de propagation d’une onde plane; et l ’ on

Œuvres de C. — S. II, t. XI. 38
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pourra supposer, dans la formule (9 ) ,

( 23) k =  k \J—— 1.

Cela posé, la première des formules (7 )  ou (8 )  établira généralement 
une relation entre s et k ou, ce qui revient au même, entre 1 et T, 
c ’est-à-dire entre la longueur d’ondulation et la durée des vibrations 
moléculaires. Cette relation est précisément celle qui, dans la théorie 
de la lumière, fournit l’explication et les lois du phénomène de la dis
persion (voir le Mémoire Sur la Dispersion dans les Nouveaux Exercices 

de Mathématiques).

Dans le cas particulier où les équations des mouvements infiniment 
petits deviennent homogènes, la première des équations (7 )  ou (8 )  
se trouve remplacée par la formule ( i 5 ) ou (16), de laquelle on lire, 
eu égard aux équations (17), (21), (22 ),

s2 — tk2,
OU

s 2 = i ( i +  f )k ! , £ 2 S =  1 ( n -  f ) .

Donc alors la vitesse de propagation des vibrations transversales se 
réduit à

(ai) =

et la vitesse de propagation des vibrations longitudinales à

( 2 0 ) £2 =  ^ / i ( n - f ) .

Ces deux vitesses étant alors indépendantes de la durée des vibrations 
moléculaires et de la longueur d ’ondulation, cette longueur et cette 
durée sont proportionnelles l’une à l ’autre, en vertu de la formule

et le phénomène de la dispersion n’a plus lieu. Alors aussi le rapport 
entre la vitesse de propagation des vibrations longitudinales et la 
vitesse de propagation des vibrations^transversales sera,«en vertu des
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formules (24 ) et ( 2 5 ), la racine carrée de

i +  f.

Donc cé rapport deviendra nul ou infini, avec la vitesse de propagation 
des ondes longitudinales, si l ’on suppose

f  =  — I

Dans la première supposition, les formules (11), (12), ( i 3 ) don
neraient

Í [D ? - i ( I ) *  +  D* +  Di)]5 + < 0 ^  =  0,

(28) [D,·— i(l)*+D* +  1)i)]ïi-t-«üy’J =  o,
( [D(*— i(D* +  I)*+D*)]Ç + i D su =  o,

(29) I)(2u =  0,

(30) _ [ D ? - t(J).*-4-D* +  D|)]l)*8 =  o.

Ajoutons que les vibrations transversales disparaîtraient, au moins à 
de grandes distances des centres d ’ébranlement, si la constante 1 
devenait négative, et les vibrations longitudinales, si le produit 1 (14 -f) 
devenait négatif.

(26)

ou

( 2 7 )

§ IV.  — Des milieux dont les surfaces de séparation polarisent, 
suivant le plan d'incidence , les rayons réfléchis sous un certain angle.

Considérons, comme dans le second paragraphe, deux systèmes de 
molécules homogènes et isotropes, séparés par une surface plane que 
nous prendrons pour plan des y , s .  Concevons encore qu’un mou
vement simple, mais sans changement de densité, se propage dans le 
premier milieu situé du côté des x  négatives, et qu’à l’instant où ce 
mouvement atteint là surface de séparation, il donne généralement 
naissance à un seul mouvement simple réfléchi, et à un seul mouve-
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ment simple réfracté. Enfin, prenons pour axe des z une droite parallèle 
aux traces des plans des ondes sur la surface réfléchissante ; nommons 
t l ’ angle d’ incidence, t ' l ’angle de réfraction ; et regardons le rayon 
incident comme résultant de la superposition de deux rayons polarisés 
rectilignement, l’ un suivant le plan d ’incidence, l ’autre perpendicu
lairement à ce plan. Ces deux derniers rayons se trouveront réfléchis 
et réfractés indépendamment l’un de l ’autre. Si l ’ on considère en 
particulier celui des rayons composants qui se trouve polarisé suivant 
le plan d’ incidence, ou, en d ’autres termes, le rayon dans lequel les 
vibrations des molécules sont parallèles à la surface réfléchissante ; 
si d’ailleurs, pour c§ rayon, l’ on nomme

J ou J'

le module de réflexion ou de réfraction , c ’est-à-dire le rapport suivant 
lequel la réflexion ou la réfraction fait varier l’amplitude des vibrations 
moléculaires, et

j  ou

Vargum ent de réflexion ou de réfraction, c’ est-à-dire l ’angle que la 
réflexion ou la réfraction ajoute au paramètre angulaire; les valeurs 
des quantités

J et J ou J' et j '

se déduiront de l’ équation

( 1) J e ·//-*  =  j  

ou

(2) ' j W ~ = j \

dans laquelle le coefficient de réflexion J ou le coefficient de réfraction  J' 
sera déterminé par la formule

(3)
J _ si U ( r' — T )

sin(r'-HT)
OU

(4)
j ,_2 sinr' cost

sin(T'-i- t)
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Si, au contraire, on considère celui des rayons composants qui se 
trouve renfermé dans le plan d’incidence, et si l ’on nomme pour ce 
rayon,

I  et i ou I '  et i'

le module et l ’argument de réflexion ou de réfraction, on aura

(5) Ie ‘V = ï = ï

OU

(6) I'eí'F ‘ = r ,

le coefficient de réflexion I ou le coefficient de réfraction I' étant 
déterminé par la formule

(7) 

ou

(8)

J   —  ( i +  SS ' )  cos(t -+· t') -t- ( 5  -+- S')  s i n ( r  -+- r' ) y/ — i j

(x -+- SS' )  cos( t — t')  4 -  ( S  -t- S' )  sin ( t —  r' ) y/— i

(i 4- SS') c o s ( t  —  r') H-(S-t-S' )sin(T — r')y/—  i

et les valeurs de s, s ' étant de la forme

(9) ( i  -t- f )  sirCvJ ’
I

( i  - t -  f ' )  s i n 2 T■]
12

Ajoutons que l ’angle de réflexion t et l ’angle de réfraction t ' se trou
veront liés l’un à l ’autre, conformément à la loi de Descartes, par la 
formule ( 4 8 )  du paragraphe II, ou, ce qui revient au même, par la 
suivante :

G désignant Yindice de réfraction , dont la valeur sera

Dans les formules qui précèdent, les trois constantes réelles

0, f, f'

dépendent de la nature des deux systèmes de molécules proposés.
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Pour que la réflexion fasse disparaître le rayon polarisé suivant le 
plan d’ incidence, ou le rayon polarisé perpendiculairement à ce plan, 
il est nécessaire et il suffit que, dans ce rayon, la demi-amplitude des 
vibrations moléculaires se réduise à zéro après réflexion et, par suite, 
que le module de réflexion

J ou I

s’évanouisse avec le coefficient de réflexion

J  o u  I .

Pour que l’un de ces mêmes rayons ne se trouve point modifié 
par la réfraction, il est nécessaire et il suffit que l ’amplitude des 
vibrations et le paramètre angulaire, ou du moins le sinus et le 
cosinus de ce paramètre, restent les mêmes avant et après laréfraction; 
par conséquent, il est nécessaire et il suffit que le module de réfrac
tion

J '  o u  I

se réduise à l ’ unité, et l ’argument de réfraction

j '  ou i'

à zéro ou à un multiple de circonférence 2 ïï. A u reste cette double 
condition peut être remplacée par une seule, savoir que le coefficient 
de réfraction

J '  o u  I '

soit équivalent à l’ unité.
Lorsqu’on suppose l ’ indice de réfraction réduit à l’unité, c ’est-à-dire 

lorsqu’on a

('2) 0 =  1, 

et par suite
k' =  k,

la formule ( i o )  donne
( i 3 )  · t ' =  t ;

et alors, le coefficient de réflexion

J ou I  . ’
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se réduisant à zéro, en vertu de la formule ( 3) ou (7),· on voit complè

tement disparaître le rayon réfléchi. Alors aussi le coefficient de 

réfraction
3' ou F

se réduit à l’unité, en vertu de la formule (4) ou (8), et par suite le 

rayon réfracté ne diffère point du rayon incident. La supposition que 

nous venons de faire comprend évidemment le cas où les deux 

systèmes proposés seraient de même, nature. Dans ce cas, on aurait 

non seulement

mais encore
k' =  k, 

f '= f ;

et, puisque les deux systèmes proposés pourraient être considérés 

comme n’en formant plus qu’un seul, il serait tout naturel que le 

rayon réfléchi disparût, et que le rayon incident ne fût pas altéré par 

la réfraction.

Si la condition (12) n’est pas remplie, la condition ( i 3) ne le sera 

pas non plus, à moins que t ne s’évanouisse, et par suite l ’équa

tion (3 ) fournira généralement pour le coefficient de réflexion J 

une valeur différente de zéro. On ne doit pas même excepter le cas où 

l’angle t s’évanouirait, attendu que, dans ce cas, on tirerait des 

formules ( 3 ) et (10)

j = t = i  =  i n l
f '  4 -  t i h-  9

Donc, lorsque l’indice de réfraction 0 diffère de l’unité, un rayon inci

dent, polarisé suivant le plan d’incidence, se trouve toujours réfléchi 

par la surface de séparation des deux milieux. S’agit-il au contraire 

d’un rayon incident renfermé dans le plan d’incidence ? 11 ne pourra 

disparaître après la réflexion que pour des valeurs de

L f', V

propres à faire évanouir le coefficient de réflexion I, et par conséquent

04 )
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à vérifier l’équation

(| +  5 5 ') cos(t +  t') +  (S +  S') sin(r +  ?') v/-—T =  o, 

de laquelle on tire
(15 ) (i -t- SS') cos(t h- t')  =  o, (S +  S') sin(r +  x') =  o. - 

J1 y a plus : comme des deux rapports
G -l·- fë* I H- Sfë*
1 +  SS' ’ S-H S'

l ’un ne peut devenir infini sans que l’autre s’évanouisse, il est clair 
que, pour chaque valeur de t , l ’un d’eux, au moins, conservera une 
valeur finie; et par suite l’expression imaginaire 1, qui, en vertu de 
l’équation (7 ) ,  peut être présentée à volonté sous l’une ou l ’autre des 
formes

—  cos(t +  r  ) h--------^ 7  sin(x -t- r  ) y/—  1
T   I - I -  teC s' 1 -
X · _ » J «

/ ; \ S -H to . , , . ,-----
c o s  ( t —  r  ) h ------------ ^  s i n  ( t  —  t  )  y / —  1• I -+- (s(s
i -+" cS' / ,. . . t* /----

---- ----- — cos(t H-r ) -t- sin(T +  r  ) y/— 1
1 =  ----------------------------------- j .

———T-cosCr — t') +  s in (T -T ') y'— 1
(2 H -  fo

ne pourra s’évanouir, sans que t , t '  vérifient l’ une des deux con- 
ditions
( 1 6 ) c o s( t +  t') =  o , s i n ( r  +  T ')  =  o.

D’ ailleurs, 0 étant différent de l ’unité, I ne se réduirait point à zéro si 
l’on supposait

sin (t h- t') =  o.

Car de cette supposition, jointe à la formule (10 ), on conclurait 

siiiT' =  ±  sinT, (1 ±  0) sinT =  0, s in r^ o , t =  t' = o,

et par suite

G =  S '= o 1 —— J =
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Donc, si la condition (12) n’est pas remplie, les angles t , v' vérifieront, 

non la seconde, mais la première des formules (16), de laquelle on 

tirera

(17) T +  T' = ï ,

tandis que la seconde des équations ( i 5) donnera

S 4- & '= o,

ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (9) et (10), 

(18) É I +  f  
I 4 - f

et, en vertu de la formule (1 r),

k2 k'J
(■9) J i  i  -H  i r

La condition (17) peut toujours être remplie pour une certaine valeur 

de t , que l’on déduira sans peine des formules (17) et (10), en vertu 

desquelles on aura non seulement

mais encore
sinr' =  cosr,

( 20) tangT =0 .

On peut remarquer d’ailleurs qu’au moment où l’angle d’incidence t 

vérifiera la formule (20), l ’angle

TC — t — r',

compris entre les rayons incident et réfracté, deviendra précisément 

égal à Donc la formule (17) sera vérifiée au moment où le rayon 

réfracté deviendra perpendiculaire au rayon incident.

Quant à la condition ( 1 9 ) , e lle 'peu t être ou n’ ètre pas remplie 
suivant la nature des deux systèmes. Si elle se trouve effectivement 

vérifiée, alors, sous l’incidence t déterminée par la formule (20), un 

rayon, renfermé dans le plan d’incidence et polarisé perpendiculai-
OF.uvres de C. — S. II, t. XI. 3g
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rement,à ce plan, disparaîtra toujours après la réflexion, et par suite 

un rayon incident quelconque sera transformé par la réflexion en un 

rayon complètement polarisé suivant le plan d’incidence. Pour cette 

raison, l’on nomme, dans le cas dont il s’agit, angle de polarisation 
complète, ou simplement angle de polarisation, l ’angle t déterminé 

par la formule (20). Si l’on désigne par ce même angle, on aura, en 

vertu de la formule (20),

( 2 1 ) <p =  a rc tang0 .

Lorsque la condition (19) se vérifie, alors

G, G'

étant nuis, les équations (7) et (8) se réduisent aux suivantes:

( 2 2 ) C0s(r -4- T ' )  J  

c o s ( t  —  t ' )  1

(23) I' =
cos(t — t' ;J',

Alors aussi les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction 

sont donnés immédiatement par les formules (1) et (2) jointes aux 
formules (3 ), (4 ), (22) et ( 23). Seulement il convient ici de 

distinguer deux cas différents, savoir : le cas où, l’indice de réfraction 0 

étant supérieur à l’unité, on a, par suite, en vertu de la formule (10),

T > t',

et le cas où, l’indice de réfraction 0 étant inférieur à l ’unité, on a, par 

suite, en vertu de la formule (10),

t < t'.
Or, supposons d’abord

( 2 4 ) 0 >  1 , r > t ' .

Dans ce cas, en vertu de la formule (1), jointe aux équations ( 3 ) 

et (22), le module et l’argument de réflexion pourront être réduits,
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pour le rayon polarisé suivant le plan d’incidence, aux deux quantités

sin(r —  t ' )(25) J = sin(T +  T . ' ) ’  J

et, pour le rayon renfermé dans le plan d’incidence: i° lorsque t sera 

compris entre les limites o, 9, aux ¿eux quantités

tang(r — t ' )(26) 1 = 1 =  o ;tang(r -+- t')

20 lorsque t surpassera l’angle 9, aux deux quantités

. , T lang(r — r')(27) I=----- f-------- i —  it.' lang(7r — t — r )

Considérons maintenant le cas où l ’on aurait

(28) - 0<i, t< t'.

Dans ce cas, le module et l ’argument de réflexion pourront être 

réduits, pour le rayon polarisé suivant le plan d’incidence, aux deux 

quantités

(2 9 )
T sin(r' —  t  )
J =  . ; ,---- r> j  =  °sin(T'-+-T)

et, pour le rayon renfermé dans le plan d’incidence: i° lorsque t sera 

compris entre les limites o, 9, aux deux quantités

(3o) l r _ tang(r'— -)
‘ tang(T'-t-T)’ i = n;

20 lorsque t surpassera l’angle 9, aux deux quantités

(3i) tang(r' — t)
— z----:—1-------- r:> 1 — 0tang(7r — t — r )

Dans l’un et l’autre cas, en vertu de la formule (2), jointe aux 

équations (4) fît ( 23), le module et l’argument de réfraction pourront 

être réduits, pour le rayon polarisé suivant le plan d’incidence, aux 

deux quantités
T, _ 2sinT'cosT ·
J   —;  ------------ —  j

s.iri(T -h r  )(32) / =  o
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et, pour le rayon renfermé dans le plan d’ incidence, aux deux quan
tités
(33) I' = 2 sinv cost

sin(: +  f )  cos ( t  —  t ' ) ’
l - o.

On peut observer que, dans les formules précédentes, l ’argument 
de réfraction se réduit toujours à zéro. Donc, si, dans un rayon 
incident polarisé suivant le plan d’incidence ou perpendiculairement 
à ce plan, on considère un nœud quelconque de première ou de 
seconde espèce, à l ’instant où ce nœud, en vertu de son mouvement 
de propagation,'atteindra la surface réfringente, il passera immédia
tement, sans changer d ’espèce, dans le rayon réfracté. Il passera 
aussi, sans changer d ’espèce, dans le rayon réfléchi si, l ’ indice de 
réfraction étant supérieur à l ’unité, le rayon incident est polarisé 
suivant le plan d’ incidence et tombe sur la surface réfléchissante, 
sous une incidence inférieure à l ’angle de polarisation complète, ou si, 
ccs deux conditions n’étant pas simultanément remplies, l ’indice de 
réfraction devient supérieur à l’unité. Dans les autres hypothèses, 
l’argument de réflexion se réduisant à la demi-circonférence ou au 
nombre tz, on peut affirmer qu’à l’ instant où un nœud du rayon 
incident atteindra la surface réfléchissante, il changera d’espèce en 
passant dans le rayon réfléchi. C’est au.reste ce que l’on peut encore 
exprimer en disant qu’alors un nœud d’espèce donnée se trouvera 
déplacé par la réflexion, et transporté en avant de la position qu’ il 
occupait, à une distance égale à la moitié de la longueur d’une ondu
lation.

Nous ajouterons que, pour passer des formules ( 2 5 ), (2 6 ), (2 7 ), 
qui supposent 9 > i ,  aux formules (2 9 ), ( 3 o ) , ( 3 i ) ,  qui supposent 
9 < i ,  il suffit évidemment d’écrire, dans les valeurs des modules de 
réflexion I et J,

t ' — t  au lieu de r  — t ' ,

et de faire croître ou diminuer les arguments de réflexion i et y d’ un 
angle égal à la demi-circonférence 7t.
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Les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction étant 

déterminés comme ci-dessus, les azimuts

et les anomalies
ÜT, 7ü '

Ô, O1

de réflexion ou de réfraction, se déduiront immédiatement (voir 
la page 291) des formules

(34)
( 3 5 )

tangro =  j>

§=j — i,

, , J'tangro'=r p

ou, ce qui revient au même, des formules

(3 6 ) tangnre tangcr'e8'^-1 =
£
F

De ces dernières, jointes aux formules (22), ( 23), on tirera

(37) tangcTeV-1̂ — — --- L 1,
'  cos(t -i- t·')

( 3 8 )  < tangnr'e^F^zr cos(t —  - r ' ) .

Or on vérifiera la formule (37): i° lorsque l’angle d’incidence v sera

compris entre les limites o, œ, en supposant
*

( 3 g )  t a n g r o —  c o s | r— l ) ,  ô = ± 7 i ;
v 0 cos(t +  t')

20 lorsque l’angle d’incidence t surpassera l’angle de polarisation <p, 

en supposant

(4o) ta n g w  == c o s ( t  —  t ' )

C O S ( 7l  —  T  — t ' ) ’
— o.

Quant à la formule (38), on la vérifiera, dans tous les cas, en prenant

(4>) tangra' =  c o s ( r  — F ) ,  à '= o .  ■ -

Ainsi, l’anomalie de réfraction S' pourra toujours être censée réduite à 
zéro, et l’anomalie de réflexion S pourra être censée réduite à zéro ouà r., 
suivant que l’angle d’incidence sera supérieur ou inférieur à l’angle de
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polarisation. Il en résulte qu’« «  ra yon  pla n , mais polarisé suivant un 

plan quelconque, sera encore doué de la polarisation rectiligne, lorsqu’il 

aura été réfléchi ou réfracté par la surface de séparation des deux  

m ilieux que l’on considère. Ajoutons qu’en vertu des formules ( 4 i )  
et (3 9 )  ou ( / ¡o ) ,  les azimuts de réfraction et de réflexion, r i  et ttt, 
offriront des tangentes respectivement égales, l’une au cosinus de la d i f 

fér en c e  entre les angles d ’incidence et de réfraction , l’autre à la valeur 

numérique du rapport de ce cosinus au cosinus de la somme des mêmes 

angles. La détermination de ces azimuts fera connaître immédiatement 
les variations que la réfraction et la réflexion occasionnent dans 
l’azimut du rayon incident, ou, si celui-ci est doué de la polarisation 
rectiligne, ce qu’on nomme le mouvement du plan de polarisation.

Une remarque importante à faire, c ’est que, dans le cas où l ’ indice 
de réfraction deviendra inférieur à l’unité, l ’ équation (10), ou

(4a) s i n r '  =
s i n r

~7 ~’

ne pourra fournir une valeur réelle de t' si l ’angle d ’ incidence t n’a 
pas une valeur inférieure h celle que détermine la formule
( 4 3 )  s i n T = 0 .

Nommons ^ cettè dernière valeur, et'prenons en conséquence

(44) <J* =  arc sin 9 .

Pour que les formules ci-dessus établies soient applicables, il faudra 
que l ’on ait

( 4 5 )  t < ^ .

Suivant que la condition ( 4 5 ) sera ou ne sera pas remplie, le mou
vement incident pourra ou non donner naissance à un mouvement 
réfracté qui se propagera dans le second milieu sans s’affaiblir. Le 
rayon simple, correspondant à ce mouvement réfracté, sera donc un 
rayon réfracté qui pourra ou non se propager dans le second milieu sans 
s’affaiblir, suivant que l ’angle d ’ incidence sera inférieur ou supérieur
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à la limite Ce rayon réfracté, qui ne subsistera que pour certaines 
incidènces, du moins à une grande distance de la surface réfléchis
sante, est ce que nous nommons le ra yon  ém ergent. L’angle ou la 
limite que ne peut dépasser l ’angle d’ incidence sans que le rayon 
émergent vienne à s’éteindre, sera l'angle d ’émersion. Cet angle sur
passe nécessairement l’angle de polarisation auquel répond toujours 
une valeur réelle de t ', donnée par la formule (17), savoir:

C’est d’ailleurs ce que l ’on démontrera sans peine à l ’aide des for
mules (21) et (4 4 ) ,  desquelles on tire

Q
tangcp = 9, tangip =  ■ ■= =  >  tangy,

y I — 6i
et par suite

. + > ? ■

Les formules que nous avons établies dans ce paragraphe, en sup
posant la condition (19 ) vérifiée, ne diffèrent pas au fond de celles 
que Fresnel a données pour représenter les lois de la réflexion et de 
la réfraction des rayons lumineux à la première et à la seconde surface 
des corps transparents. La formule (2 0 )  ou (21) fournit immédia
tement la loi découverte par M. Brewster, et suivant laquelle l’angle 

de polarisation complète des rayons lum ineux, réfléchis p a r  la surface de 

la séparation de deux milieux transparents et isophanes, a généralement 

pou r tangente l ’indice de réfraction. La détermination des quantités

J, I, J', I',

c ’est-à-dire des modules de réflexion et de réfraction, conduit, comme 
on le sait, et comme nous l ’expliquerons dans un autre Mémoire, à la 
détermination de l’ intensité de la lumière dans les rayons réfléchis et 
réfractés. Enfin, dans la réflexion et la réfraction des rayons lumineux 
doués de la polarisation rectiligne, le mouvement du plan de polari
sation, déterminé à l ’aide des formules (3 9 )  ou ( 4 o ) ,  et f 4 i)> s’accorde 
d ’une manière très remarquable avec les nombreuses’ observations
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relatives à ce plan, et publiées par divers physiciens, surtout par 
Fresnel et par M. Brewster.

Dans les diverses applications que l ’on peut faire des formules 
ci-dessus établies, il importe de ne jamais perdre de vue la signifi
cation des quantités qu’elles renferment. On devra se rappeler en 
particulier que le module de réflexion

I
représente le rapport

b#
h

entre les amplitudes des vibrations moléculaires, mesurées dans les 
rayons réfléchi et incident, qui se trouvent polarisés ou suivant le 
plan d’incidence, ou perpendiculairement à ce plan. On devra se rap
peler encore que l’argument de réflexion

i ou /'
représente la différence

—¡J. OU V/— V

entre les paramètres angulaires, mesurés dans ces mêmes rayons. Cela 
posé, on conclura immédiatement des formules ( 3 4 ), ( 3 5 ) du second 
paragraphe, qu’en chaque point de la surface réfléchissante les dépla
cements moléculaires

a et 8, ou Ç et Ç,

sont, dans les rayons incident et réfléchi, affectés du même signe 
quand on a

(4 6 ) ¿ =  o ou y =  o,

et affectés de signes contraires quand on a

(4 7 ) i =  7r ou 7  =  n.

D’ailleurs les déplacements
ç. Cp

mesurés perpendiculairement au plan d ’ incidence, seront affectés du

ou J

ou =
c
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même signe ou de signes contraires, suivant qu’ ils se compteront 
dans le même sens ou en sens contraires, à partir de ce plan. Quant 
aux déplacements

», »„

mesurés dans le plan d’ incidence, et liés aux déplacements 

( voir la page 285) par les deux formules
i

 ̂=  «sinr, 2/= » / sinT,

ils seront, comme \ et affectés du même signe ou de signes con
traires, suivant qu’ ils feront passer les molécules primitivement 
situées en un point de la surface réfléchissante, d’un même côté de 
cette surface ou de deux côtés opposés. Il y a plus : comme,· en 
adoptant les notations du second paragraphe, on trouvera

n =  acosz-, y], =  — ^ cost, 

il est clair que les déplacements

», »,

seront encore affectés du même signe, ou de signes contraires, suivant 
que les déplacements

y),

mesurés dans le plan d ’incidence à partir d ’une droite normale à la 
surface réfléchissante, se compteront en sens opposés ou dans le 
même sens. En conséquence, il deviendra facile, dans tous les cas, 
d ’ interpréter celles des formules ( 2 5 ), (26 ),  (2 7 ) ,  (29 ),  ( 3o ) ,  ( 3 i )  
qui renferment les arguments de réflexion

i ou ,/.

Ainsi, en particulier, on conclura des formules ( 2 5 ) et (2 9 ) que, dans 
les rayons incident et réfléchi, les déplacements moléculaires, mesurés 
sur la surface réfléchissante perpendiculairement au plan d’ incidence,

OF.uvres de C. — S. Il, t. XI. [±q
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se compteront de deux côtés opposés à partir de ce plan, si l ’ indice de 
réfraction ô surpasse l ’unité, et du même côté si l ’on a ô <  i .  Pareil
lement on conclura des formules (2 6 )  et (2 7 ),  ou ( 3 o )  et ( 3 i ) ,  que, 
dans les rayons incident et réfléchi, les déplacements moléculaires 
mesurés perpendiculairement à la surface réfléchissante, pour une 
molécule située sur la surface, se compteront de deux côtés opposés à 
partir de cette même surface, si l’ on suppose

0> j , T > < p  o u  0 < i ,  T < < p ,

et du même côté si l’on suppose

0>  1, T < < p  o u  0 <  I ,  t > 9 .

Au contraire les déplacements moléculaires mesurés dans le plan 
d ’incidence et sur la surface réfléchissante, à partir d’ une droite nor
male à cette surface, se compteront du même côté, pour les rayons 
incident et réfléchi, dans les deux premières suppositions, et de côtés 
opposés dans les deux dernières.

Observons maintenant qu’on devra réduire à zéro les déplacements 
mesurés sur la normale à la surface réfléchissante, si le rayon incident 
devient perpendiculaire à cette surface, et les déplacements mesurés 
sur la surface dans le plan d ’incidence,· si le rayon incident rase la 
surface dont il s’agit. De cette observation, jointes aux conclusions 
précédentes, il résulte immédiatement que les déplacements molécu
laires, mesurés sur un axe quelconque, se compteront en sens 
opposés, dans les rayons incident et réfléchi, si, l ’ indice de réfraction 
étant supérieur à l’unité, le rayon incident devient perpendiculaire à 
la surface réfléchissante ou rase cette surface; tandis qu ’ils devront 
se compter dans le même sens, si, le rayon incident étant perpendi
culaire à la surface, l ’ indice de réfraction devient inférieur à l ’unité ..

Observons encore que,.si le rayon incident est perpendiculaire à la 
surface réfléchissante, on pourra prendre pour plan d ’ incidence un 
plan quelconque mené arbitrairement par l’axe du rayon. Si d’ailleurs 
ce rayon est doué de la polarisation rectiligne, alors, en vertu des
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principes que nous venons d’établir, les déplacements absolus d’ une 
molécule, mesurés sur la surface réfléchissante, d ’une part dans ce 
rayon, d ’autre part dans le rayon réfléchi, se compteront en sens 
opposés ou dans le même sens, suivant que l ’on aura

9 >  i ou 9 <  i.

Si l’ on suppose en particulier
9 >  i,

les déplacements absolus dont il s’agit se compteront en sens opposés, 
et cette circonstance pourra être indiquée, ou par la seule formule

l — O,

si l ’on prend pour plan d ’ incidence le plan même du rayon, ou par la 
seule formule

J =  k ,

si l’ on prend pour plan d ’ incidence le plan de polarisation. La diffé
rence qui existe entre les arguments de réflexion i et j ,  déterminés 
par ces deux formules, peut sembler d ’autant plus singulière au 
premier abord que, dans l’hypothèse admise, on reste complètement 
libre de prendre pour plan d ’ incidence un plan parallèle ou un plan 
perpendiculaire aux directions des vibrations des molécules. Toute
fois, pour se rendre compte de cette différence, et de la réduction 
de i à zéro, il suffît de considérer le cas où le rayon incident, polarisé 
dans le plan d ’ incidence, serait, non plus rigoureusement, mais sen
siblement perpendiculaire à la surface réfléchissante. En effet, dans 
ce cas, les paramètres angulaires

liés à i par la formule
f*/>

se rapporteront aux déplacements
?*9 n

mesurés parallèlement à la surface, et, comme, en vertu des deux for·
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mules
£=Bsinr, £,= «( si tir,
Y) =  8C O ST , Y]/ =  — 8 , 0 0 5 7 ,

on aura
h _  rh
l n ’

il est clair que les déplacements

l  l,

seront affectés du même signe si les déplacements

fi,

sont affectés de signes contraires. Or cette dernière condition sera 
certainement remplie si l’on a

0> i ;

et alors, en supposant le rayon incident sensiblement perpendiculaire 
à la surface réfléchissante, on trouvera, pour chaque point de cette 
surface,

Y], Ç.
- ^ < 0> j  =  n.

Donc alors aussi l’on aura, en chaque point de la surface réfléchis
sante,

et par suite i =  o.

Les arguments de réflexion j  et i étant connus pour les rayons po
larisés suivant le plan d ’incidence et perpendiculairement à ce plan, 
on pourra en déduire immédiatement, en vertu dé la première des 
formules ( 3 5 ), l’anomalie de réflexion, telle que la donne la seconde 
des équations ( 3 q ) ou  ( 4 o ) .  Cette anomalie pouvant d’ailleurs être 
augmentée ou diminuée d’un multiple de la circonférence 2tc, on 
peut, lorsqu’elle est représentée par ir, la représenter aussi par

7T — 2% r= — 7t ;

et il en résulte que, dans la seconde des formules (3 9 ),  on peut indif
féremment réduire le double signe soit au signe -+-, soit au signe — .
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Si du rayon réfléchi l ’on passe au rayon réfracté, alors aux for
mulés (4 6 ) ou (4 7 ) on devra substituer la seconde des formules ( 3 2 ) 
ou ( 3 3 ) , savoir :

(48) i' — o ou — o.

Or il résulte de ces dernières qu’en chaque point de la surface réfrin

gente les déplacements d’une molécule, mesurés dans le plan d’inci

dence ou perpendiculairement à ce plan, se compteront dans le même 

sens, soit avant, soit après la réfraction. Par suite, l ’anomalie de réfrac

tion sera nulle, comme on en a déjà fait la remarque, et comme 

l’indique la seconde des formules (4 0 ·

Il nous reste à déduire des formules obtenues les valeurs des argu

ments et des azimuts de réflexion ou de réfraction, pour certaines inci

dences qui méritent une attention spéciale.

Lorsque le rayon incident sera perpendiculaire à la surface réflé

chissante, on pourra en dire autant du rayon réfléchi ou réfracté, et 

l’on aura

( 49) v =  0, r =  0, sinr 
si h t '

Donc alors, en vertu des formules(25), (26) ou (28), (29), on trou

vera : i° en supposant l ’indice de réfraction 0 supérieur à l’unité,

( 5°) I =  J =  | ^ 7  =  t a n g ^ - | ) ;

20 en supposant l’indice de réfraction 0 inférieur à l’unité,

et l’on aura, dans l’une ou l’autre supposition, non seulement, en 

vertu des formules (32), ( 33),

r  =  J ,=  7T ê  =  I - - tans ( <p~ l ) ’( 5 2 )
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mais encore, en vertu des formules (3g ) ou ( 4o),

(53)

(54) ,

tangci =  i, 

tangw' =  î,

7T

en sorte que l’azimut de réflexion ou de réfraction se trouvera réduit 

à la moitié d’un angle droit. Les formules ( 5o), ( 5i), ( 52) coïnci

dent avec celles que M. Young a données pour le cas de l’incidence 

perpendiculaire.

Lorsque l ’angle d’incidence sera précisément l’angle de polarisa

tion, l’on aura

(55) T=cp, t' = ^  — <p, sinT'— cost, cosr'=sinT.

Donc alors on trouvera : i° en supposant l’indice de réfraction 0 supé

rieur à l ’unité,

(56) I =  o, J =  7̂“  =  sin^2 <p — ^  — cos2 cp;

2° en supposant l’indice de réfraction inférieur à l’unité,

(57) l =  o, cos2 <p,

et l ’on aura, dans l’une ou l’autre supposition, non seulement

(58)

mais encore

( 59)

(60)

I ' =  q =cot<p, J' = ô2 : 2  C O S 2 Cp,

tangro =  - ,  o
71ro= - ,2

, tangro' =  Y-j-gï =  sin2cp.

Lorsque, l’indice de réfraction étant inférieur h l’unité, l ’angle d’in

cidence t sera précisément l’angle d’émersion, l ’on aura

7·= ^ , r Kr =  -  ,2(6 t) sinT'= i, Cost' =  o.
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Donc alors on tirera des formules (29) et (3i)

(62) I =  J =  1,

et des formules ( 32), (33), ( 34)

(63) r  — 2 — 2 
0 sin^’

J '=

(64) tan g si — 1 , TT

w= 4 ’
(65) tangw'=i 0' = : sin^.

Enfin, lorsque, l’indice de réfraction 0 étant supérieur à l ’unité, le 

rayon incident rasera la surface réfléchissante, on aura

■K , IX — -  1 SinT ■ yr.2 0

Donc alors les formules ( 25), (27) entraîneront de nouveau les équa

tions (62) et ( 6 4 ) ;  mais on tirera des formules ( 32), (33) et (4i)

(66)
(67)

I' =  J '= o ,
tangro'  =  s in x '— =  col<p.
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SUR LES

RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE L’AZIMUT
ET

L ’A N O M A L IE  D ’UN R A Y O N  S IM P L E
DOUÉ DE LA POLARISATION ELLIPTIQUE.

Considérons, dans un système isotrope de molécules, un mouve
ment simple, ou par ondes planes, qui' se propage sans s’affaiblir. Pre
nons pour plan des x, y  un plan invariable parallèle aux plans des 
ondes. Une molécule quelconque m fera toujours partie d’un rayon 
simple perpendiculaire au plan invariable. Cela posé, soient, au bout 
du temps t :

y) les déplacements de la molécule mesurés parallèlement aux axes 
rectangulaires des x, y\

•c la distance mesurée sur le rayon simple entre le plan invariable et la 
molécule m, cette distance étant regardée comme positive quand 
elle se compte dans le sens de la vitesse de propagation des ondes 
planes.

Si l ’on nomme T la durée des vibrations moléculaires, et I la 
longueur d’ une ondulation, le mouvement de la molécule sera 
représenté par des équations de la forme
( i )  \  =  a c o s ( k t  — s i  -+- X), y) =  b c o s ( k t  — s i - t - f x ) ,

dans lesquelles on aura
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tandis que les constantes positives a, L désigneront les demi-ampli
tudes des vibrations d’une molécule, mesurées parallèlement à l ’axe 
des# , ou à l ’axe des y, et X, p. les paramètres angulaires relatifs aux 
mêmes axes. Comme d’ailleurs les équations ( i )  donneront

| =  cos(ki — si) cosX — sin(ki. — si) sinÀ,

=  cos(ki — si)cosft— sin(ki — s i) sin
/

on en tirera, moyennant l ’élimination de l’une des lignes trigonomé- 
triques sin (kt. — si), cos (k t — si),

£ Y)-  cosjx — — cosX =  sin(ki — si) sin(p — X),& D
£ Yî-  sin/A — -  sin X =  cos (ki — si) sin(fx — X);â D

puis, en combinant ces dernières formules par voie d ’addition, après 
avoir élevé chaque membre au carré, et posant, pour abréger,

on trouvera
M  ( | ) ’ - 3| 2 coS3 + ( ï ) ’ = s m -i.

L’équation (2 )  représente généralement une ellipse et, comme cette 
ellipse se transformera : i° en ligne droite, si l ’on a

( 3 ) si n ô =  o,

2°en circonférence de cercle, si l’ on a 
(4) cosô =  o, b =  a,

il est clair que la polarisation, généralement elliptique, deviendra 
rectiligne dans le premier cas et circulaire dans le second.

Le rayon représenté par le système des équations (18) peut être 
censé résulter de la superposition de deux rayons plans, représentés 
séparément par chacune.d’elles. L'anomalie du rayon résultant et son

OEuures de C. —  S. II, t. XI. 4 *
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azimut, relatifs au plan des x, z, sont, d’une part, la différence

(5 ) è = {J. — X

entre les paramètres angulaires p., A des rayons composants, renfer
més dans les plans d e s / ,  z et des x, s ;  d’autre part, l ’angle

( 6 ) cj =  arc t a n g - jU

qui a pour tangente le rapport entre les amplitudes des vibrations 2b, 
2a, correspondant à ces mêmes rayons. Comme, dans les équations (1), 
chacun des paramètres angulaires X, p. peut être sans inconvénient 
augmenté ou diminué d’un multiple de la circonférence 2-ir, on doit en 
dire autant de l ’anomalie S, qui, en vertu des formules ( 3 ), ( 4 ), pourra 
être réduite à zéro ou à it dans un rayon plan, et à ±  ^ dans un rayon 
doué de la polarisation circulaire. Quant à l’azimut txr, il sera toujours 
compris entre les limites 0, et, en vertu des formules (4), (6), il se
réduira, pour un rayon polarisé circulairement, à c ’est-à-dire, en 
d’autres termes, à la moitié d’un angle droit.

On tire de l ’équation (6 )
I) , sinOT cosot sinOT 1
-  =  langer = ------ , ------ =  ——— =  . .. >
a 0 cosot a b i/a '-i-ba

et par suite
( 7 ) a =  h cosot, b =  Usiner ,

la valeur de h étant
1,8) * h =s/"a*+ b2.

Le double de la longueur h, déterminée par l’ équation (8 ) ,  est, pour 
une valeur nulle de l’anomalie, l ’amplitude du rayon représenté par 
les équations (x), et, dans tous les cas, 2h exprime ce que nous appe
lons Y amplitude quadratique de ce même rayon.

Si l ’on nomme r le rayon vecteur mené du centre de l’ellipse décrite
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par une molécule au point avec lequel cette molécule coïncide au bout 
du temps t, et p l’angle polaire formé par le rayon vecteur avec l ’axe 
des co, on aura
(9) £ =  rcos/?, Y) =  rsinp,
(] o) r 2 =  2̂-1-Yî2, tang/? =  ·̂·

Si d ’ailleurs le demi-axe d e s /  positives est tellement choisi que le 
mouvement de la molécule m, autour du centre de l’ellipse qu’elle dé
crit, soit un mouvement de rotation direct, la vitesseangulaire de cette 
molécule sera

y dn d\
t s d p   ̂dt d t  absinâ^

dt ~~ l 1 -+- -o2 — r2 S>

et sin S devra être une quantité positive. Alors aussi l’aire décrite par 
le rayon vecteur r pendant le temps t, ayant pour différentielle

- r -  dp —  -  abs sin ô dt,2 2

sera proportionnelle au temps, et représentée par le produit

-  absi  sinô =  7rab^sinô.
2 1

Donc l ’aire décrite pendant la durée T d’une vibration moléculaire, ou 
la surface entière s de l’ ellipse, aura pour valeur
( 1 2 )  S  =  n a b  s i n ô ,

et chacune des quatre parties, dans lesquelles cette aire, est divisée 
par les deux axes de l ’ellipse, sera décrite pendant un temps égal au 
quart de la durée d’une vibration.

Observons maintenant que si l ’on nomme

ce que deviennent
r . n, /·'
l, v, r

quand on fait croître le temps t de -^T, ou s t de ^, on aura non seule-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



324 SUR LES RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE L’AZIMUT 
ment

( £' =  asin(kv — si +  X), Y)' =  b sin(kt — st +  p),
1 } ( a-'2 =  £'2 +  *)'2,

et par suite

(14) |‘ + Ç'* = a1, n* + ïi'2 = b*,
(15) /-'2— a2-t- b2 =  h 2, 

mais encore

(j 6) \f\'— £'y] =: ab sinô.

Chacune des formules (x4) se rapportant à l’un des rayons plans dont 

la superposition produit le rayon simple donné, on conclura géné

ralement de ces formules que, dans un rayon plan, les déplacements 
absolus d’une molécule, mesurés : i° à un instant donné, 2° à un second 
instant séparé du premier par le quart de la durée d’une vibration 
moléculaire, fournissent des carrés dont la somme est le carré de la demi- 
amplitude. On conclura au contraire de la formule (x5) que, dans tout 
rayon simple, la demi-amplitude quadratique a pour carré la somme des 
carrés des rayons vecteurs, qui joignent une molécule au centre de l’el
lipse qu’elle décrit, à deux instants séparés l ’un de l’autre par un inter
valle égal au quart de la durée d’une vibration moléculaire. Donc celte 
demi-amplitude quadratique a pour carré la somme des carrés des deux 
demi-axes de l’ellipse et ne dépend nullement de la position des axes 

rectangulaires des a; et y . Enfin, en vertu de l’équation ( 16), comparée 

à la formule (12), les rayons vecteurs qui joignent une molécule au 
centre de l’ellipse quelle décrit, à deux instants séparés l’un de l’autre par 
un intervalle du quart de la durée d ’une, vibration, sont les deux côtés 
d’un triangle dont la surface doublée est à la surface entière de l’ellipse 
dans le rapport de 1 à ir.

Il est bon d’observer encore qu’en ayant égard aux formules (7), 

on tirera de la formule (12)

(17) - h2 sin2Tü sinô. 
2
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Nous avons dit que, dans un rayon simple, l’amplitude quadratique h 

demeure indépendante de la position des axes coordonnés. 11 n’en 

est pas de même de l’azimut va et de l’anomalie 8, qui varient lors

qu’on fait tourner, dans le plan de l’ellipse décrite, les axes rectangu

laires des x et j .  Cela posé, si l’on nomme plan principal un plan qui 

renferme avec l’axe du rayon simple un des axes de l’ellipse décrite, 

et azimut principal, ou anomalie principale, un azimut ou une ano

malie qui corresponde à un plan principal, on reconnaîtra aisément 

qu 'une anomalie principale peut toujours être réduite, au signe près, à un 
angle droit. En effet, pour que l’équation (2) soit celle d’une ellipse 

rapportée à ses axes, il faut que l ’on ait

cosâ =  o.

Donc, en nommant A l’anomalie principale, on aura

A = ±  - ,2

si l ’on suppose, comme on a droit de le faire, 8 toujours renfermé 

entre les limites — tz, 4-ir. On aura en particulier

A  T-A =  - ,
2

si l’on admet, comme ci-dessus, que la quantité sin8 sera positive, 

et alors, en nommant II l’azimut principal, on tirera de la formule (17)

(18) 8 =  -h* sinall.2

Or de la formule (18), jointe à la formule (17), on conclut

(19) sin2OT sinâ =  sin2ll.

En laissant le signe de sino arbitraire, on aurait trouvé plus généra· 

lement, au lieu de l’équation (17), la suivante :

7Tzfc 8 = — h2 sin2 5T sinô,
2 9
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et, au lieu de l’équation (19), la suivante :

( 2 0 ) sin25T s in ô  s i n 2 l I s i n A .

Cette dernière, dont le second membre se réduit à sin 2 ll, ou à 

— sin2ll, suivantquel’on a A - ^  o u A = - ^  entraîne évidemment 

le théorème que nous allons énoncer.

Théorème 1 . —  Dans un rayon doué de la polarisation elliptique, 
le double de l’azimut relatif à un plan fixe, et le double d’un azimut 
principal, c’est-à-dire de l’azimut relatif à l'un des plans principaux, 
offrent des sinus dont le rapport est le sinus de l’anomalie relative au plan 
fixe, ou ce sinus pris en signe contraire, suivant que l’anomalie princi
pale est réductible à -H ^ ou à —  ̂  ·

Au reste, l’azimut et l ’anomalie relatifs à un plan fixe, dans un 

rayon simple doué de la polarisation elliptique, satisfont encore à 

d’autres théorèmes qu’on peut établir à l’aide des considérations sui

vantes :

On tire des équations (1) jointes aux formules (7)

( 2 1 ) \  =  h  c o s r o c o s (k fc — s i - i - X ) ,  v =  h  sinnr c o s ( k t  — s i  +  p.).

Si d’ailleurs on prend pour axes coordonnés des x, y  les axes de l ’el

lipse décrite par une molécule située dans le plan invariable, et si l ’on 

choisit le demi-axe des j  positives de manière que le mouvement de 

la molécule autour du centre de l ’ellipse soit un mouvement de rota

tion direct, l ’anomalie S =  p. — v sera réductible à l’anomalie princi

pale A =  et, comme on aura par suite

m — II, ¡j. =  X +  

les équations (21) donneront

( 2 2 ) £ =  h c o s I I c o s ( s £  — kt — X), m =  h s i n l l  s i n ( s £  — kv — X).

Enfin, si l’on considère une molécule située, non plus dans le plan
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invariable, mais à une distance t  de ce plan déterminée par la for

mule .
k t —t- X —  o,

les équations (22) deviendront simplement

(23) £ =  h cos II cos si, n — h sin H sinsi.

Au reste, la nouvelle molécule dont il s’agit sera évidemment l’une 

de celles qui, à l ’origine du mouvement, c’est-à-dire pour une valeur 

nulle de t, se trouvaient situées sur l’axe des a; et du côté des x  posi

tives. On peut d’ailleurs disposer du plan des x , y  de manière qu’il 

renferme cette molécule, et par conséquent de manière qu’elle corres

ponde à une valeur nulle de t-.

Supposons maintenant que, dans le plan invariable des x , y ,  on im

prime un mouvement direct de rotation aux axes coordonnés, en fai

sant décrire à l’axe des x  un certain angle, désigné par t. En nommant 

£,,7), ce que deviendront, après la rotation effectuée, les variables y], 

l ’on trouvera, au lieu des formules (9),

( 2 4 ) £ ,=  rcos (p  — 1 ), Y),= rsin(/>—- 1 );

et, comme on aura d’ailleurs

cos (p — 0  =  cos p  cosi-t- sinp sin t, sin(/> — 1) =  sin/? cosi — cosp sin 1 ,

les formules (24 ) ,  jointes aux équations (9 ) ,  donneront
( 2 0 ) \ cost -l- y) s in t ,  y) cos 1 — £sin t ,

ou, ce qui revient au même, eu égard auxformules ( 23),

 ̂ ^  |  ^  =  h ( c o s t c o s I I c o s s i - l - s i n i s i n I I s i n s O ! .

| n, =  h ( c o s i  s in l l  sin s i  — s in t cos II c o ss i) ·

Or, comme les valeurs de vj,, données par les équations (26), repré

sentent les déplacements d’une molécule mesurés parallèlement à 

deux axes rectangulaires tracés arbitrairement dans le plan invariable, 

ces valeurs doivent être de la même forme que les valeurs de £, Y] 

fournies par les équations (21). Donc les paramètres angulaires A, p·,
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relatifs à ces nouveaux axes, et l ’azimut gt relatif au nouvel axe des x , 

vérifieront les formules

cosTO cos ( k t  —  s i  -+-X) =  c o s i  c o s l l  cos  s i  -+- s in  t s i n l l  s in  s i ,  

s in s j  c o s ( k t  — s i  +  jx) =  co s  t sin II s in  s i  — s in t  c o s l l  co s  s i ,

que l’on pourra réduire à

( cosro cos (si — X) =  cost cosll cos si sint sin II sin si,
( sinsr cos (si — ¡x) =  cost sinll sin si — sint cosll cos si,

en choisissant le plan des x, y  de manière à faire évanouir la distance*. 

Or, en posant successivement

7T I rn  
i  —  O, t =  —  =  7 f ,

2  S 4

on tirera des formules (27)

(28)
c o s 7 0 C o s X =  c o s t  c o s l l ,  cosgjsinX =  s in t  s i n l l ,

s in ro co sp .  =  — s in t  c o s l l ,  s in nr sin ¡x =  c o s t  s i n l l ;

et comme, en nommant S l’anomalie relative aux nouveaux axes, on 

aura
d — y. — v,

cosô =  cosX cosp. 4 - sinX sin/jt, s in â  =  s m p  cosX —  sinX c o s p ,

on trouvera définitivement

« . s in 2 I I —  c o s 2 II
c o s  0 =  s in t c o s  t ----- :------------------>

sintn cosüj
s in ô  =

s i n l l  c o s l l  
sirrn cosro

ou,' ce qui revient au même,

( 2 9 ) s in  25T cosô  =  — s i n 2 t c o s 2 II, s in  2  gt s in  s in  2  II.

On tirera encore des formules (28)

cos2gj =  c o s 2t c o s 2 II -t- s in 2t s in 2 II, 

s in 2üT =  s in 2 1 c o s 2 I I +  c o s 2t s in 2 II,
et par suite

cos2gt — s in 2sj =  ( c o s 2t — sin*t) ( c o s 2H — s in 2 II),
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ou, ce qui revient au même,

(3o) ' C0S2TH — C0S2 l C0S2II.

Enfin on tirera des formules (29)

( 3 1 ) cotâ — — sin2 i c o t 2 lI.

Les formules (27) et celles que nous en avons déduites supposent 

le demi-axe des y  positives choisi de maniéré que le mouvement de la 

molécule nt, autour du centre de l’ellipse décrite, soit un mouvement 

de rotation direct; en d’autres termes, elles supposent la valeur de

l’anomalie principale A réductible à celle que donne la formule A =

Si l ’on supposait au contraire

'  A 71A = ----->
2

alors, en raisonnant toujours de la même manière, on se trouverait 

conduit à remplacer sinsz par — sin si dans la seconde des formules

( 2 3 ) ;  par conséquent à changer, dans les seconds membres des for

mules (27), le signe du produit sin ll sinst, et à remplacer sin ll par 

— sinEl dans les formules (28) .  Comme on a d’ailleurs, pour

A 77A =  ->
2

sin A =  i
et, pour A =  --

s inA=— 1,

il suit, de ce qu’on vient de dire, qu’en laissant arbitraire le signe 

de A et posant en conséquence

A = ±  - ,2

on devra, dans les formules (28), remplacer sin ll par le produit 

sinll sinA. On trouvera ainsi généralement

jcosnrcos?i= costcosll, cosct sinX =  sin t sinll sinA, 
(sinüTCOsp=— sinicosü, sinro sinp. =  cosi sinll sin A.

OEuvres de C. — S. II, t. XI . ^2
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Or, de ces dernières équations, jointes à la formule sinA =  ±  i,  on 

déduira encore la première des formules (29) et l ’équation ( 3o). 

Mais, au lieu de la seconde des équations (29), on obtiendra l’équa

tion (20), et au lieu de la formule ( 3 i) la suivante

(33) cotô =  — sin 2 1  cot2 lI sinA.

Nous avons déjà énoncé le théorème que renferme la seconde des 

équations (29) ou plutôt l’équation (20). Quant aux formules ( 3o) 

et (33), elles renferment encore deux propositions remarquables, dont 

nous avons donné d’autres démonstrations dans le Mémoire sur la 

réflexion et la réfraction de la lumière (voir le Recueil de, Mémoires sur 
divers points de Physique mathématique') et dont voici les énoncés :

T héorème II. —  Dans un rayon doué de la polarisation elliptique, le 
double de l’azimut relatif à un plan fixe et le double d ’un azimut prin
cipal offrent des cosinus dont le rapport est le cosinus du double de 
l’angle form é par le plan fixe avec le plan principal que l’on considère.

T héorème III. — La cotangente de l ’anomalie relative à un plan fixe  
est proportionnelle au sinus du double de l’angle formé par le plan fixe 
avec l’un des plans principaux, et se réduit, au signe près, au produit de 
ce sinus par la cotangente du double de l ’azimut principal relatif au 
dernier de ces plans.
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SLR

LA THÉORIE DES SUITES
K T SUR

L E S  L O IS  DE L E U R  C O N V E R G E N C E .

Parmi les théorèmes nouveaux, que contiennent mes Mémoires de 
18 3 1 et i 832  sur la Mécanique céleste, l ’un des plus singuliers et, en 
même temps, l’un de ceux auxquels les géomètres paraissent attacher 
le plus de prix, est celui qui donne immédiatement les règles de la 
convergence des séries fournies par le développement des fonctions 
explicites et réduit simplement la loi de convergence à la loi de con
tinuité, la définition des fonctions continues n’étant pas celle quia été 
longtemps admise par les auteurs des Traités d ’Algèbre, mais bien celle 
que j ’ai adoptée dans mon Analyse algébrique, et suivant laquelle une 
fonction est continue entre des limites données de la variable, lorsque, 
entre ces limites, elle conserve constamment une valeur finie et déter
minée, et qu’à un accroissement infiniment petit de la variable corres
pond un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même. 
Comme le remarquait dernièrement un savant, que je m’honore d’avoir 
vu assister autrefois âmes leçons, M. l ’abbé Moigno, le théorème que 
je viens de rappeler est si fécond en résultats utiles pour le progrès 
des sciences mathématiques, et il est d’ailleurs d ’une application si fa
cile, qu’il y aurait de grands avantages à le faire passer dans le calcul 
différentiel et à débarrasser sa démonstration des signes d’intégration 
qui ne paraissent pas devoir y entrer nécessairement. Ayant cherché les
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moyens d’atteindre ce but, j ’ai eu la satisfaction de reconnaître qu’on 
pouvait effectivement y parvenir, à l’aide des principes établis dans 
mon Calcul différentiel et dans le Résumé des leçons que j ’ai données, 
à l’École Polytechnique, sur le Calcul infinitésimal. En effet, à l ’aide 
de ces principes, on démontre aisément, comme on le verra dans le 
premier paragraphe de ce Mémoire, diverses propositions parmi les
quelles se trouve le théorème que je viens de citer, et l ’on peut alors, 
non seulement reconnaître dans quels cas les fonctions sont dévelop
pables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances as
cendantes des variables qu’elles renferment, mais encore assigner des 
limites aux erreurs que l ’on commet en négligeant, dans ces mêmes 
séries, les termes dont le rang surpasse un nombre donné.
. Le second paragraphe du Mémoire se rapporte plus spécialement au 

développement des fonctions implicites. Pourdévelopper ces sortes de 
fonctions, on a souvent fait usage de la méthode des coefficients in
déterminés. Mais cette méthode, qui suppose l’ existence d ’un dévelop
pement et même sa forme déjà connues, ne peut servir à constater ni 
cette forme, ni cette existence, et détermine seulement les coefficients 
que les développements peuvent contenir, sans indiquer les valeurs 
entre lesquelles les variables doivent se renfermer pour que les fonc
tions restent développables. Il est clair, par ce motif, que beaucoup 
de démonstrations, admises autrefois sans contestation, doivent être 
regardées comme insuffisantes. Telle est, en particulier, la démons
tration que M. Laplace a donnée de la formule de Lagrange et que 
Lagrange a insérée dans la Théorie des fonctions analytiques. Des dé
monstrations plus rigoureuses de la même formule sont celles où l’on 
commence par faire voir que la multiplication de deux séries sembla
bles à la série de Lagrange reproduit une série de même forme et celle 
que j ’ai donnée dans le Mémoire sur la Mécanique céleste, publié en 
i 832  ( ' ) .  Mais, de ces deux démonstrations, la première est assez 
longue et la seconde.exige l ’emploi des intégrales définies. Or, comme

(1 ) Œuvres de Cauchy, 2e série, t. XV.
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la formule de Lagrange et d’autres formules analogues servent à la solu
tion d’un grand nombre de problèmes, j ’ai pensé qu’il serait utile d’en 
donner une démonstration très simple, et en quelque sorte élémen
taire. Tel est l ’objet que je  me suis proposé dans le second paragraphe 
du présent Mémoire.

ANALYSE.

§ I. —  Développement des fonctions en séries convergentes.
Règles sur la convergence de ces développements et limites des restes.

La théorie du développement des fonctions en séries ordonnées, 
suivant les puissances ascendantes des variables, est une conséquence 
immédiate de deux théorèmes, dont la démonstration se déduit, 
comme on va le voir, des principes établis dans mon Calcul différentiel 
et des propriétés connues des racines de l’unité.

T héôrème I .  —  Soit
x  - rePé-i

une variable imaginaire dont le module soit r et l’argument p. Soit 
encore

rs(x)

une fonction de la variable x  qui reste finie et continue, ainsi que sa 
dérivée m' (x), pour des valeurs du module r comprises entre certaines 
limites,

r =  r0, r =  R.

Enfin, nommons n un nombre entier susceptible de croître indéfini
ment, et prenons

î ï /= i  
8 =  e n

ô représentera une racine primitive de l’équation

x " — \;

et si, en attribuant à r l’une quelconque des valeurs comprises entre les
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limites ra, R, on pose

v ' ( r ) - h d i n ' ( 6 r )  -h9*Tp'(8'-r) +■ ■. 4- g'»-«r)
n

o s’évanouira sensiblement pour de très grandes valeurs de n ; par consé
quent la moyenne arithmétique entre les diverses valeurs du produit

8n ns'(9mr),

correspondant aux valeurs

o, i, 2 , n  — i

du nombre m, se réduira sensiblement à zéro, en même temps que J:̂

Démonstration. — En effet, si l ’on nomme i un accroissement attribué 
à une valeur de x  dans le voisinage de laquelle la fonction xa(x) et sa 
dérivée tu'(a?) restent finies et continues, on aura, pour les valeurs 
de i peu différentes de zéro (voir le Calcul différentiel),

tss( x  4 -  i )  — T x s ( x )  =  i\-m'(æ) 4 - y ] ,

y devant s’évanouir avec i. On aura donc par suite

[· & ( 9 nr)  — xn(9n—i r)  =  (9  — i ) r [ 8 ’‘- l m ' ( d " - ' r )  4 - 

S0, §,, . . devant s’évanouir avec 6 —  i, ou, ce qui revient au

us(9r)  — &(/■) =  (d — r) + i 0],
Tü(8î r) — m ( 9 r )  =  (9 — i ) r [ 9 n s ' ( 9 r )  4- <5,],

même, avec puis, en posant pour abréger
3 o  +  4 -  .  · ·  +  8 „ — j  ___

c ’est-à-dire en représentant par — S la moyenne arithmétique entre 
les expressions imaginaires,

on tirera des équations (2 )
uj(9'‘ r)  — Ts(r)
— TTnrrrT—  — Onr'(/·) 4 -  9m1 (9r)  4 - . . .  4- 9n~'ns'(S'*-1 r) — n§.(3)
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Enfin, comme on aura précisément ' , .
0n= i ,  Tz(dnr) =  ar(r),

l’ équation ( 3 ) se réduira simplement à l ’équation ( i ) .  D’autre part, 
comme la somme de plusieurs expressions imaginaires offre un mo
dule inférieur à la somme de leurs modules, la'moyenne — S offrira 
un module inférieur au plus grand des modules de

Ôî <5i, * * *, —1 *
Donc S s’évanouira en même temps que chacun d’eux, c ’est-à-dire 

en même temps que^ ; ce qui démontre l’exactitude du théorème I.

Théouèmk II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 
si ion fait, pour abréger,

TT/..\_ W (r )+  sr(0r) -H.. . +  ro(0« -V )(4 ) U U )— ----------------- ------------------ >

c’est-à-dire si ion représente par II (r) la moyenne arithmétique entre 
les diverses valeurs de

m(9mr)
correspondant aux valeurs

o, i , 2, 3, . . . ,  n — i
du nombre m ; alors, pour de grandes valeurs de n, ta fonction II( r) 
restera sensiblement invariable entre les limites r — r0, r =  R.

Démonstration. — Supposons qu’à une valeur de r comprise entre 
les limites r0, R, on attribue un accroissement p assez petit pour que 
r +  p soit encore compris entre ces limites. Les accroissements cor
respondants des divers termes de la suite

*rr(r), bj(0 /’ )........  m{8n~lr)
seront de la forme .

[ ro(r +  p) —xs(r) =  p[ra'(/·) 4- e0],
ro[0(r-f-p)] —TB(dr) =p[8jü!(dr)+sl],( 5 )
ro[0'*“‘(r-h p)]-ro(0n-,r) = pL0o-'ro,(Ô"-,r)-+-*
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£0, désignant des expressions imaginaires qui s’évanouiront
a v e c - ; et par suite la moyenne arithmétique entre ces mêmes accrois
sements ou la différence

ü ( r  +  p )  —  Ï I ( r )

se trouvera déterminée par la formule

(6 )  11(7· H -p )  —  I I ( r ) = ' [
r s s ' ( r )  -t- 9 m ' ( 9 r )  ■ 9 n - i T z ' { 9 ,‘- i r )

la valeur de z étant

(7 ) Sp-l·- S| +  . ■ ■+ £h-I 
n

=]■

On aura donc, eu égard à la formule ( i ) ,
n(r-t-p)—n(/-) = p(s —3 ),

ou, ce qui revient au même,
(8) n(r-t-p) — n(r) = ip,

i représentant la différence z — S et devant, comme z et S, s’ évanouir 
avec -  ·n

On conclura facilement de la formule (8 )  que, pour de grandes va
leurs de n, la fonction II(r ) reste sensiblement invariable entre les 
limites r =  /'0, / ’ =  R, en sorte qu’on a, par exemple, sans erreur 
sensible,
(9) n (R ) =  H(r0).

Effectivement, pour établir cette dernière équation, il suffira de 
partager la différence

R — r0"

en éléments très petits égaux entre eux, et la différence
I I ( R )  —  I I ( / · , )

en éléments correspondants, puis d’observer que, si l’ on prend pour p 
un des éléments de la première différence, la seconde différence sera,
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en vertu de la formule (8 ) , le produit de p par la somme des valeurs 
de i, ou, ce qui revient au même, le produit de R — r0 par une moyenne 
arithmétique entre les diverses valeurs de t. Soit 1 cette moyenne 
arithmétique, on aura

Il ( R ) — I l  ( r„ ) =  I ( R -  /·„);

et, comme le module de I ne pourra surpasser le plus grand des 
modules de i, il est clair que I, tout comme i, devra s’évanouir avec - ·n
Donc le produit

I (K - '- o )

devra lui-même s’évanouir, sensiblement pour de grandes valeurs de n, 
du moins tant que U conservera une valeur finie. On prouverait de la 
même manière que, si la valeur de r est comprise entre les limites 
/·„, R, on· aura sensiblement, pour de grandes valeurs de n,

(io) ii(/-) = n(a)·

Nota. — Le second membre de la formule "(4 ) n’est autre chose que 
la moyenne arithmétique entre les diverses valeurs de la fonction

Tü(x)

qui correspondent à un même module r de la variable x, et à des va
leurs de ^  représentées par les diverses racines de l’unité du degré n.
La limite vers laquelle converge cette moyenne arithmétique, tandis 
que le nombre n croit indéfiniment, est ce qu’on pourrait appeler la 
valeur moyenne de la fonction ts(x), pour le module donné r de la 
variable x. Lorsqu’on admet cette définition, le théorème II peut 
s’ énoncer de la manière suivante : ■ '

Si la fonction tu (x) et sa dérivée w' (x) restent finies et continues pour 
un module r de x renfermé entre les limites r0, R, la valeur moyenne de 
ci (x) correspondant au module r, supposé compris entre les limites 
/·„, R, sera indépendante de ce module.

OEuvres de C. — S. H, t. XI. 43
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Corollaire 1 . — Les mêmes choses étant posées que dans les 
théorèmes I et II, si la fonction -tu( x )  et sa dérivée restent encore con
tinues, pour un module r de x  renfermé entre les limites o, R, on aura 
sensiblement, pour un semblable module et pour de grandes valeurs 
de n,

(ii) n (r )  =  H(o).

Corollaire IL  — Les mêmes choses étant posées que dans le 
corollaire I, si la fonction tu (a?) s’évanouit avec x ,  on pourra en dire 
autant delà fonction II(ic), et par suite on aura sensiblement, pour de 
grandes valeurs de n ,
, ' > | ■ ■ i

,(12) n (/ ')  =  0.

(.3)

Corollaire III. — Concevons maintenant que l’ on pose

m( = ) :
X

f(s )  désignant une fonction de z qui reste finie et continue avec sa 
dérivée f '(s ) ,  pour un module/· de s compris entre les limites o, R. 
n ( s ) ,  ainsi que ta(z), s’évanouira pour une valeur nulle de s, et si, 
en posant pour abréger

( 14 )

on nomme

<?(-) ■ + ( * ) =  — f(07),

<!>( =  ) ,  W ( z )

ce que devient II(u) quand on remplace xs (s) parcp(s) ou part|/(s), 
alors, en vertu de la formule (12), on aura sensiblement, pour de 

'grandes valeurs de n et pôuÉun module r de z inférieur à R,

(t5) ,<&(/') — ^ (r)  =  o.

D’autre part, si l’ on suppose le module r d e s  supérieur au module 
de a;, on aura

— - —  ~  1 -f- z ~ ' x  -+ - -H. . . =  .2  z~mx m,
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et par suite, en vertu de la formule (4 ) ,

T'(/·) =  f(a:)2
I—( fi'— 1 ) iti

//t s£>n

le signe £  s’étendant à toutes les valeurs, entières; nulles on positives, 
de m . D’ailleurs, comme le rapport

] 4 - +  . . . -t- S - f X - l ) «  1 I ] ¿_  i ) 1

I . ,■ n w x—'■&-"·■· . < , , , .

se réduira toujours évidemment ou à l ’unité ou à zéro, suivant que m  

sera ou ne sera pas divisible par n, la valeur précédente de x¥ (r )  de
viendra , ( i

f ( j j ) = ’------ -— —̂  f  ( . r }.

■ " - ( f )

Donc, le module de étant inférieur à l ’unité, on aura sensiblement, 
pour de grandes valeurs de n,

'F(r) - -  f(·'”), , , . >

et par suite, en vertu de la formule ( i o ) ,

( . 6 ) f ( . r )  =  < ! . ( / · ) ,

ou, ce qui revient au même,

(17) * »  =  - r  —  x
f ( 0 -

6 r ■— .·» 1 r  —  x f(0"~1r)

En vertu de cette dernière équation, qui devient rigoureuse quand n 

devient infini, la fonction f(V) pourra être généralement représentée 
par la valeur moyenne du produit

(l8) ' 7^ f(Æ)!

correspondant au module r de la variable s ,  si, le module de x  étant 
inférieur au module r de z , la fonction f  (5) et sa dérivée f  (s) restent 
finies et continues pour ce module de s ou pour un module plus petit.
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D’ailleurs la fraction

et par suite le produit ( i 8), seront, pour un module de x  inférieur au 
module /· de s , développables en séries convergentes ordonnées sui
vant les puissances ascendantes de x .  On pourra donc en dire autant 
du second membre de la formule (17) et de la fonction f(æ), quand le 
module de a; sera inférieur au plus petit des modules de z pour les
quels la fonction f  (s) cesse d ’être finie et continue. On peut donc 
énoncer la proposition suivante :

T h é o r è m e  III. —  Si l ’on attribue à la variable x  un module inférieur 

au plus petit de ceux pûur lesquels une des deux fon ction s f  ( x ) , f  (x ) 
cesse d ’être fin ie  et continue, la fon ction  f  (x )  pourra être représentée 

pa r la valeur m oyenne du produit

correspondant à un module r de s , qui surpasse le module donné de x  ; 

et sera p a r conséquent développable en série convergente, ordonnée sui

vant les puissances ascendantes de la variable x .

Nota. — Comme en supposant la fonction î ( x )  développable suivant 
les puissances ascendantes de x ,  et de Informe

( 1 9 )  ' f (a r )  =  a 0H- a yx  -H . . ,

on tirera de l’équation (19) et de ses dérivées relatives à x

1 . 2

il est clair que le développement de f(æ), déduit du théorème II, ne 
différera pas de celui que fournirait la formule de Taylor. On arrive 
encore aux mêmes conclusions en observant que le produit
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développé suivant les puissances ascendantes de x ,  donne pour déve
loppement la série

><*), Æ ,  . . . .  ■

Donc, dans le développement de f(a·), le terme constant devra se ré
duire à la valeur moyenne de f(s) ,  laquelle, en vertu du théorème II, 
est précisément f ( o ) ;  le coefficient de x ,  à la valeur moyenne du 

rapport ^  ou, ce qui revient au même, du rapport

f(s) — r(o)

et par conséquent à la valeur commune f  (o), que prennent ce rapport 
et la fonction f ' ( - ) ,  pour z =  o, etc.

Quant au reste qui devra compléter la série de Taylor, réduite à ses 
n premiers termes, il se déduira encore facilement des principes que 
nous venons d ’établir. En effet, puisqu’on aura

x  x x n~ l 
z ,l—1 '

x '1
— x )  ’

et, par suite,

•f( = ) =  f ( a ) + f  f ( s ) + g r ( - 0 + . . . +  f 5= r f ( s ) +  s ^ (Æ_- ^ ) f ( a )'

il est clair que le reste dont il s’agit sera la valeur moyenne du 
produit

considéré comme fonction de z,  pour un module r de z supérieur au 
module donné de x .  Donc, si l ’on nomme ¿a le plus grand des modules 
de f(V) correspondant au module / ’ de z,  et X le module attribué à la 
variable x ,  le reste de la série de Taylor aura pour module un nombre 
inférieur au produit

X"___________ (T)
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par conséquent inférieur au reste de la progression géométrique que 
l’on obtient, en développant suivant les puissances ascendantes de x ,  

le rapport
rSl

7 = x ‘

Or) peut donc énoncer encore la proposition suivante :

T héorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I I I ,  

si l ’on arrête le développement de la fonction  (‘(¿r) après le ntèmc terme, 

le reste qui devra compléter le développement sera la valeur m oyenne du 

produit
f  x \ n * x  l'( :■)

U /

pou r un module r de z supérieur au module donné de x . Si d ’ailleurs on 

nom me <51 le plus gra n d  des modules de f  (z) correspondant au module r 

de z, et X le module attribué à x , le module du reste ne surpassera pas  

le produit

( i r ^ ·
Les principes ci-dessus exposés, particulièrement les notions des 

valeurs moyennes des fonctions pour des modules donnés des variables 
et les divers théorèmes que nous venons d ’établir peuvent être immé
diatement étendus et appliqués à des fonctions de plusieurs variables. 
On obtiendra de cette manière de nouveaux énoncés des propositions 
que renferme le Mémoire sur la Mécanique céleste, publié en i 8 3 2 , et 
l’on arrivera, par exemple, au théorème suivant :

T héorème V. —  Soient x , y ,  z , . . .  plusieurs variables réelles ou im a

ginaires. La fon ction  f ( x , y ,  z ,  . . . )  sera développable p a r  la fo rm u le  

de M aclaw in , étendue au cas de plusieurs variables, en une série conver

gente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x ,  y ,  z, . . .  si les 

modules X, Y , Z, ... des variables x , y ,  z, ... conservent des valeurs in

férieures à celles p ou r lesquelles la fon ction  reste fin ie  et continue. Soient 

r, r', r " , . . .  ces dernières valeurs ou des valeurs plus petites, et ¿R. le plus

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



343S U R  L A  ¡ T H É O R I E  D E S  S U I T E S .

gra n d  des modules de f  (oc, y ,  z , ·...■) correspondant au module r de x ,  au 

module r' d e y , au module r " de z , . . .  Les modules du terme général et du 

reste de la série en question seront respectivement inférieurs a u x  modules 

du terme gén éra l et du reste de la série-qui a pour somme le produit

. · r r' r" '
/•r-X /·'— Y-r"— Z " ’ ^·

§ I I .  —  Développement des fonctions implicites. Formule de Lagrange.

Les principes établis dans le paragraphe précédent peuvent être ap
pliqués non seulement au développement des fonctions explicites, 
mais encore au développement ^es fonctions implicites, par exemple 
de celles qui représentent les racines des équations algébriques et 
transcendantes. Alors la loi de convergence se réduit encore a la loi de 
continuité. Concevons, pour fixer les idées, que la variable x  soit dé
terminée en fonction de la variable £ par une équation algébrique ou 
transcendante de la forme

(i) £C — sm(a;),

t z ( x ) étant une fonction explicite et donnée de x  qui ne renferme point 
£, et ne devienne point nulle ni infinie pour x  =  o. Parmi les racines 
de l’équation ( i ) ,  il en existera une qui s’évanouira en même temps 
que £. Or cette racine, si l ’on fait croître le module de £ par degrés in
sensibles, variera elle-même insensiblement,, ainsi que sa dérivée rela
tive à £, en restant fonction continue de la variable £, jusqu’à ce que 
cette variable acquière une valeur pour laquelle deux racines de l’équa
tion ( i )  deviennent égales ( ' ) ,  pourvu toutefois que dans l’ intervalle

(*) Lorsque la variable s acquiert une valeur pour laquelle la plus petite racine de 
l’équation (i) cesse d’ètre une racine simple, la dérivée de cette racine, relative à s, 
devient infinie et par conséquent discontinue. En effet, on tire généralement de l’équa
tion (i)

et il est clair que cette valeur hzx  se présente sous la forme quand on choisit e de 

manière à vérifier l’équation (2). ’ I U .
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la valeur de & ( x ) ,  correspondant à la racine dont il s’agit, ne cesse 
pas d’être continue. Donc, si la fonction c-s(cc) reste continue pour des 
valeurs quelconques de x ,  celles des racines de l’ équation ( i )  qui s’é
vanouit avec z sera développable en série convergente ordonnée sui
vant les puissances ascendantes de z, pour tout module de la variable z 

inférieur au plus petit de ceux qui introduisent des racines égales dans 
l’équation ( i ) ,  et rendent ces racines communes à l ’équation ( i )  et à 
sa dérivée

(2) i ~ £ ro' (x),

par conséquent, pour tout module de z inférieur au plus petit de ceux 
qui répondent aux équations simultanées

(3)
GJ( X )

w( x )
: (x).

Ainsi, par exemple, la plus petite racine x  de l’équation

(4) X  —  E C O S X

sera développable en série convergente ordonnée suivant les puis
sances ascendantes de z, pour tout module de e inférieur au plus petit 
de ceux qui répondent aux équations simultanées

(5) £ r cos¿r-, ------■——sin¿c,cosx x

dont la seconde peut être réduite à

(6) 1 cota?= — X )

ou bien encore remplacée par la formule

cosæ! -+- x  sin# — o,

qui, lorsqu’on développe sin icct cos a?, devient

(7)
x % i .fc4

H ----------2 1.2 t\ 1.2 .3 .4 6

Or, si l ’ on nomme X le module de la variable réelle ou imaginaire x ,
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le module du polynôme

x1 i x ’* i x 6
2 1.2 1 .2 .3 .4 6

ne pourra surpasser la somme des modules de ses divers termes, 
savoir

x? j _  x^ i X!
2 +  1.2 4 +  1.2 .3.4  6 "+' · · · ’

d ’où il résulte que l ’équation (6) ou (7) n’admettra point de racines 
réelles ou imaginaires, dont les modules soient inférieurs à la racine 
positive unique de l ’équation

(8)
1 X 6

2 +  1.2 4 1.2.3 .4 6

ou, ce qui revient au même, de l’ équation

(9 ) X =  0,

qu ’on peut encore présenter sous l’une ou l ’autre des deux formes

(l<>) X — H ----------->

( . 1 ) i X - l ( X  +  i )  +  l ( X - i )  =  o,

la lettre 1 indiquant un logarithme népérien. D’ailleurs cette racine X , 
supérieure à l ’unité en vertu de la formule (10), sera, en vertu de la ' 
formule (8), inférieure à la racine positive de l’ équation

X 2 1 X*

c ’est-à-dire au nombre

v — 2 +  \/ I 2 =  I , 2 IOO . . .

et si l’on pose, dans l ’ équation (8) ou (11),

X  =  I , 2  +  i,

i  sera renfermé entre les limites — 0,2 et 0,1. Cela posé, en considé- 
OEuvres d e  C . — S. Il, t. XI. 44
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rant 1,2 comme une première valeur approchée de la racine positive X 
de l ’équation (8), on obtiendra facilement par la méthode de Newton, 
ou par l ’ emploi de la formule de Taylor, de nouvelles valeurs de plus 
en plus approchées, et l’ on trouvera ( ') ,  en poussant l ’approximation 
jusqu’aux millionièmes inclusivement

X = T i 199 67 8 . . . .

Cette dernière valeur de X représente donc une limite inférieure que 
ne peuvent dépasser les modules des valeurs de æ qui vérifient l ’ équa
tion (6) ou (7 ). Mais ces modules peuvent atteindre la limite dont il

( * )  S i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  F ( X )  l e  p r e m i e r  m e m b r e  d o  l ’é q u a t i o n  ( 1 1 ) ,  p a r  a l a  v a l e u r  

a p p r o c h é e  1 , 2  d e  l a  r a c i n e  X  e t  p a r  a -t- i s a  v a l e u r  e x a c t e ,  o n  a u r a

F  ( X )  =  F ( «  +  ï) =  F ( a )  -+- ¿ F ' ( a  +  0t ) ,

0 d é s i g n a n t  u n  n o m b r e  i n f é r i e u r  à  l ’ u n i t é ,  e t  l e s  v a l e u r s  d e  F ' ( X ) ,  F '  (a - h  Oî ) é t a n t

F'(X) = r ^ ’ F '(fl+0i )=
C e l a  p o s é ,  l ’é q u a t i o n  

d o n n e r a

F  ( X )  =  o  

1 — (a -t- Gï)-*
—  F  ( a ) ,

et, comme on aura encore

a = 1,2, F(a) =  2fl — 1 — »,4 — 1 (1 O =  o,°02io5,

' on trouvera définitivement

, I—(1,2 +  01)-*l =  — 0,002I0D-----—-------------2

En vertu de celte dernière équation, non seulement i sera négatif, mais de plus sa 
valeur numérique sera inférieure au produit

. I — ( I , 2 )-2
0,002100 ------^ ---- - =  0 ,0003210,

et par suite supérieure au produit

, 1  — (1 ,2 — o,ooo32i6 ) -2 „
0,002100 -----;— ------- ----------- ---  =  0,0000212. . . .2

Donc, en poussant l’approximation jusqu’aux millionièmes, on aura i  = — o ,o o o 3 ii .. .  

' X =  r,2 —  0,000821... = 1 ,19 9 6 78 .. . .
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s’agit, puisqu’on satisfait à l ’équation (7) en supposant

# =  X si— 1 =  1,199 678 . . .  \J— 1

3W

et prenant pour X  la valeur positive de l’ équation (8). Ce n’est pas 
tout : comme, en vertu des formules ( 5), on aura

on en conclura

_ #
COS#

— I
s i n #

x 2   j _ #2 4 - 1

c o s 2 #  s i n 2#  c o s 2 #  - h  s î n 2 # ’

par conséquent

(12) e 2 =  ¿i·2 H— 1 .

Or, si l ’on suppose le module X  de x  égal ou supérieur au nombre

i . i 9 9 678> ···

alors, en vertu de la formule (12), le module correspondant de e2 sera 
égal ou supérieur à la différence

X2— I

et le module de e sera égal ou supérieur à

v / x ^ ,
par conséquent à la limite

\ / ( i >  199 6 7 8  · · . ) 2 —  1 =  0 , 6 6 2  7 4 2 , . . .  

qu’ il atteindra si l ’on suppose

æ =  i,  '99678 . .. v/— 1 !

Donc le plus petit des modules de z qui répondent aux équations ( 5) 
sera

0 , 6 6 2 7 4 2 ,

et par conséquent la plus petite racine de l ’équation
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sera développable en série convergente ordonnée suivant les puis
sances ascendantes de i, pour tout module de e inférieur au nombre 
0,662742 —  On se trouve ainsi ramené immédiatement è un résultat 
auquel M. Laplace est parvenu par des calculs assez longs dans son 
Mémoire sur la convergence de la série que fournit le développement 
du rayon vecteur d ’une planète suivant les puissances ascendantes de 
l ’excentricité.

Il nous reste à indiquer une méthode très simple, à l ’aide de laquelle 
on peut souvent construire avec une grande facilité les développe
ments des fonctions implicites. Pour ne pas trop allonger ce Mémoire, 
nous nous contenterons ici d ’appliquer cette méthode au développe
ment de la plus petite racine x  de l’équation (1), ou d ’une fonction 
de cette racine.

Nommons a celle des racines de l’équation (1) qui s’ évanouit avec t, 

et que nous supposerons être une racine simple. On aura identique
ment

(13) , x  — t m ( x )  ~  { x  — a) ü(;r),

1 % )  désignant une fonction de x  qui ne deviendra point nulle ni in
finie pour x  =  0. Or, de l ’ équation ( i 3 ), jointe à sa dérivée, on déduira 
la suivante

i — etb' { x ) _  I , U'(,x) >(14) ----------- ;---- --  ------— ttT--- -7
X —  £ 7 d ( x )  X —  Cf 11 ( X )

qu’on obtiendrait immédiatement en prenant les dérivées logarith
miques des deux membres de l ’équation ( i 3 ). On aura donc,, par 

suite,
Y Í ' ( x )  _ I — e t b ' ( x ) I

' ' II ( ¿r ) x  — etz( x ) x — oc

D’ailleurs, pour des valeurs de x  suffisamment rapprochées de zéro, 
la fonction

IT(a)
n o*)

sera généralement développable en une série convergente ordonnée
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suivant les puissances ascendantes, entières et positives de x. Ainsi, 

en particulier, si II(a?) est une fonction de x, et si l ’on nomme ¡3, y , ... 

les racines de l’équation

( 1 6 ) Ti(x ) — o,

on aura identiquement

(17) ü(a:) =  k(i» — é)(¿c — y) ... ,

k désignant un coefficient indépendant de x , et par suite

(18)
n '(a ? ) 1 r
— t—— L — ------ - H------------------------ - + .  . . .

l l ( x )  x — p x  —  y

Donc alors on aura, pour tout module de x inférieur aux modules des 

racines (3, y, . . . ,

n'(a7) _
( 19 ) ï l (x) X  -

Donc aussi le second membre de l’équation ( i 5) devra être dévelop

pable, pour des modules de x  qui ne dépasseront pas certaines limites, 

en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes, 

entières et positives de x. Or il semble au premier abord que, pour de 

très petits modules de z ou, ce qui revient au même, pour de très 

petits modules de a, ce développement ne puisse s’effectuer. Car, si le 

module de a devient inférieur à celui de x  et le module de e à celui de

alors, en posant, pour abréger,

on trouvera
æ(a;) =  X,

(20)

(21)

I _ I
x  — a œ

a cC-
— 2 ^ --------» H "  · · · j
x 2 x *

— = ,D
x  — ersy(x) x  t \ x  J 2

De plus, en désignant par i un nombre infiniment petit qu’on devra 

réduire à zéro, après les différentiations effectuées, et par a ce que 

devient x  quand on remplace x  par t, on aura encore, en vertu de la
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formule de Maclaurin,

X  =  5 + - D , 3  -h —  D? 3  +  . . . .I 1.2
(22)

,N,2 = 3 2 -t- — D t3 s +  — D ? 3 s - h . . . ,I 1.2

et

( 23 )

.%  3 i
I ) * -  = -  4  +  —  D'3

x

<jD . f Ç  =I * X2

Xa I .2

_ 2— — Í. 0,32I X2 1.2.3 D ? 3 S

et par suite le second membre de la formule ( i 5), développé suivant 

les puissances ascendantes de a;, renfermera en apparence non seule

ment des puissances positives, mais encore des puissances négatives 

de x, ces dernières même étant, à ce qu’il semble, en nombre infini. 

Toutefois, il importe d’observer qu’en supposant le module de a très 

petit, on pourra développer e, e2, ... et par suite les seconds membres 

des formules (21) et ( i5), suivant les puissances ascendantes de a. 

Alors le second membre de la formule ( i 5), développé suivant les 

puissances ascendantes de x  et de a, offrira, il est vrai, des puissances 

positives et des puissances négatives de x, mais seulement des puis

sances positives de a, et le coefficient d’une puissance quelconque 

de a, par exemple de am, dans ce second membre, sera la somme um 

d’une série qui renfermera un nombre infini de puissances positives 

de x, avec les seules puissances négatives

1 1 1

D’autre part, en vertu des principes établis dans le paragraphe 

précédent (théorème V), la fonction sera développable en une 

série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes, en

tières et positives de x  et de a, tant que les modules de x  et de a ne 

dépasseront pas les limites au delà desquelles cette fonction cesse
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d ’être continue, et le coefficient de am dans le développement sera la 
somme vm d ’une série qui renfermera seulement les puissances en
tières et positives de x .  Donc, puisque deux développements ordon
nés suivant les puissances ascendantes, entières et positives de a, ne 
peuvent devenir égaux sans qu’il y ait égalité entre les coefficients des 
mêmes puissances, les deux coefficients de am que nous avons désignés 
par um, çm, et qui représentent les sommes de'deux séries ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de x ,  seront égaux; d’où il résulte 
que, dans la première de ces deux séries, chacun des m  premiers 
termes, proportionnels à des puissances négatives de x ,  devra s’éva

nouir. Donc le terme proportionnel à en particulier, s’ évanouira

dans la série dont la somme um sert de coefficient à am, quel que soit 
d ’ailleurs le nombre m  ; d’où il résulte que la somme des termes pro

portionnels à s’évanouira elle-même, dans le développement du 

second membre de la formule ( i 5) suivant les puissances,ascendantes 
de x  et de a. Or, cette somme, en vertu des formules (19), (20), ( 23 ), 
sera évidemment ·

On aura donc

(»4 ) .

eü +  —  DrV-h -^ D ? 3 3 + 1.2 1.2.3

<x =  èH +  —  D î 3 * +  +
1 . 2  1 . 2 . 3

la valeur de 1 devant être réduite à zéro, après les différentiations 
effectuées. La formule (24), qui subsiste tant que a et sa dérivée rela^ 
tive à e restent fonctions continues de z, est précisément la formule 
donnée par Lagrange pour le développèment de a suivant les puis-; 
sances ascendantes dé e. Si l ’on égalait à zéro, dans le développement

du second membre de la formule ( i 5 ), non plus le coefficient de 

mais ceux de -h» de etc., on obtiendrait immédiatement les for-

mules données par Lagrange pour le développement de a2, a3, etc., 
suivant les puissances ascendantes de e. Enfin, si l ’on égalait les
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coefficients dès puissances positives

X ,  Æ2, . . .

à ceux qui affectent les mêmes puissances dans le second membre de 

la formule (19), on obtiendrait les valeurs des sommes

i + 7 + · · · ’ ¿ +
développées encore suivant les puissances ascendantes entières et 

positives de z.
Soit maintenant f(;r) une fonction qui ne devienne pas infinie pour 

x  =  o. Après avoir multiplié par le rapport

i,( - r ) - f ( o )
æ

les deux membres de la formule ( i 5), on pourra, tant que la fonction 

f(# ) ne deviendra pas discontinue, développer le second membre sui

vant les puissances ascendantes de x,  et, comme, dans ce développe

ment effectué à l’aide des équations (20), (21), (23) ou de formules

analogues, le coefficient de ^  devra disparaître, on en conclura faci

lement

(2 5 ) f(a) -  f(o) = s3 f'(t) + ^  Ui[-V l'(t.)] -h 7^3 f'(0 ] +■ · ·,

la valeur de 1 devant être réduite à zéro après les différentiations effec

tuées. On retrouve encore ici la formule donnée par Lagrange pour le 

développement de f(a). Il est bon d’observer que, dans cette formule, 

le coefficient de — » déterminé par la méthode qu’on vient d’exposer, 

sera le coefficient de ^  dans le développement du produit

ou, ce qui revient au même, le coefficient dans le développement
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de la fonction

(26) - D * j [ f ( a O - r ( o ) ] D , ( ^ Y j .

353

Mais, comme la dérivée du second ordre d’un développement ordonné 

suivant les puissances ascendantes et entières de x,  ne peut renfer

mer la puissance négative cette puissance disparaîtra dans le déve

loppement de

[ f ( * ) - f ( o ) ] D * ( §

d’où il suit qu’elle sera multipliée par un même coefficient dans les 

développements de l’expression (26) et de la suivante

Donc, dans le second membre de la formule (20), le coefficient de —y n
devra se réduire, comme nous l’avons admis, à

1 . 2
I)"- [3*^(0],

1 devant être remplacé par zéro après les différentiations. .

La même méthode, comme je l’expliquerai plus en détail dans un 

autre article, peut servir à développer, suivant les puissances ascen

dantes d’un paramètre contenu dans une équation algébrique ou 

transcendante, la somme des racines qui ne deviennent pas infinies 

quand le paramètre s’évanouit, ou plus généralement la somme des 

fonctions semblables de ces racines. On retrouve alors les résultats 

obtenus dans le Mémoire de i B 3 i .

On pourrait, au reste, démontrer rigoureusement la formule de 

Lagrange, en combinant la méthode que M. Laplace a suivie avec la 

théorie que nous avons exposée dans le premier paragraphe.

—rP QC~»-----

Œuvres de C, — S. II, t. Xf. 45
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M É M O IR E
SUR

LES DEUX ESPÈCES D’ONDES PLANES
QUI PEUVENT SE PROPAGER

DANS UN SYSTÈME ISOTROPE DE POINTS MATÉRIELS.

Considérations générales.

J’ai donné le premier, dans les Exercices de Mathématiques, les équa

tions générales aux différences partielles qui représentent les mouve

ments infiniment petits d’un système de points matériels sollicités par 

des forces d’attraction et de répulsion mutuelle. De plus, dans divers 

Mémoires que j ’ai publiés, les uns par extraits, les autres en totalité, 

dans les années 1829 et i 83o, j ’ai donné des intégrales particulières 

ou générales de ces mêmes équations, et j ’ai conclu de mes calculs que 

les équations du mouvement de la lumière sont renfermées dans celles 

dont je viens de parler, D’ailleurs, parmi les, mouvements infiniment 

petits que peut acquérir un système de molécules, ceux qu’il impor

tait surtout de connaître étaient les mouvements simples et par ondes 

planes, qui peuvent être considérés comme les éléments de tous les 

autres. Or, ayant recherché directement, dans les Exercices de Mathé

matiques, les lois des mouvements simples propagés dans un système 

de molécules, j ’ai trouvé, pour chaque système, trois mouvements de 

cette espèce et j ’ai remarqué que, dans le cas où le système devient 

isotrope, ces trois mouvements se réduisent à deux, les vibrations des 

molécules étant transversales pour l’un, c’est-à-dire comprises dans 

les plans des ondes, et longitudinales pour l’autre, c’est-à-dire per-
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pendiculaires aux plans des ondes. Enfin, comme les vibrations trans

versales correspondent à deux systèmes d’ondes planes, qui se con

fondent en un seul ou se séparent, suivant que le système de points 

matériels est isotrope ou non isotrope, je suis arrivé, dans les Mémoires 

publiés en 1829 et i 83o, à cette conclusion définitive que, dans la pro

pagation de la lumière à l’intérieur des corps isophanes, les vitesses 

des molécules éthérées sont transversales, c’est-à-dire perpendicu

laires aux directions des rayons lumineux. Je me crus dès lors autorisé 

à soutenir et à considérer comme seule admissible cette hypothèse 

proposée par Fresnel, et à l ’aide de laquelle s’expliquent si faci

lement les phénomènes de polarisation et d’interférences.

Le Mémoire qu’on va lire est relatif aux deux espèces d’ondes planes 

qui peuvent se propager dans un système isotrope de points matériels 

et aux vitesses de propagation de ces mêmes ondes. Ce qu’il importe 

surtout de remarquer, c’est qu’à l’aide des méthodes exposées dans les 

Nouveaux Exercices de Mathématiques et le Mémoire lithographié sous 

la date d’août i 836, on peut, sans réduire au second ordre les équa

tions des mouvements infiniment petits, èt en laissant au contraire à 

ces équations toute leur généralité, parvenir à déterminer complète

ment les vitesses dont il s’agit et à les exprimer, non par des sommes 

ou intégrales triples, mais par des sommes ou intégrales simples aux 

différences finies. Si l’on transforme ces mêmes sommes en intégrales 

aux différences infiniment petites, la première, celle qui représente 

la vitesse de propagation des vibrations transversales, s’évanouira 

lorsqu’on supposera l ’action mutuelle de deux molécules réciproque

ment proportionnelle au cube de leur distance r , ou plus générale

ment à une puissance de r  intermédiaire entre la seconde et la qua

trième puissance. Mais cette vitesse cessera de s’évanouir, en offrant 

une valeur réelle, si l’action moléculaire est une force attractive réci

proquement proportionnelle au carré de la distance r, ou une force 

répulsive réciproquement proportionnelle, au moins dans le voisinage 

du contact, au bicarré de r, et alors la propagation de vibrations, 

excitées en un point donné du système que l’on considère, sera due
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principalement, dans la première hypothèse, aux molécules très éloi

gnées, dans la seconde hypothèse, aux molécules très voisines de ce 

même point. Ajoutons que, pour un mouvement simple, la vitesse de 

propagation de vibrations transversales sera, dans la première hypo

thèse, proportionnelle à l ’épaisseur des ondes planes, et, dans la 

seconde hypothèse, indépendante de cette épaisseur. Quant aux vibra

tions longitudinales, elles ne pourront, dans la première hypothèse, se 

propager sans s’affaiblir. Enfin, dans la seconde hypothèse, le rapport 

entre les vitesses de propagation des vibrations longitudinales et des

vibrations transversales se présentera sous la forme infinie à moins

que l’on ne prenne, pour origine de l’intégrale relative à r, non une 

valeur nulle, mais la distance entre deux molécules voisines.

Observons encore que, supposer la vitesse de propagation des ondes 

planes indépendante de leur épaisseur, c ’est, dans la théorie de la 

lumière, supposer que la dispersion des couleurs devient insensible, 

comme elle paraît l’être, quand les rayons lumineux traversentle vide. 

Donc la nullité de la dispersion dans le vide semble indiquer que, 

dans le voisinage du contact, l ’action mutuelle de deux molécules 

d’éther est répulsive et réciproquement proportionnelle au bicarré de 

la distance. Au reste, cette indication se trouve confirmée par les con

sidérations suivantes.

Supposons que, l ’action mutuelle de deux molécules étant répulsive 

et réciproquement proportionnelle, au moins dans le voisinage du 

contact, au bicarré de la distance, les vitesses de propagation des vi

brations transversales et des vibrations longitudinales puissent être, 

sans erreur sensible, exprimées par des intégrales aux différences in

finiment petites. Alors, d’après ce qui a été dit ci-dessus, la seconde 

de ces deux vitesses deviendra infinie, ou du moins très considérable 

par rapport à la première, et c’est même en ayant égard à cette cir

constance que, d’une méthode exposée dans la première Partie du 

Mémoire lithographié de i 836, j ’avais déduit les conditions rela

tives à la surface de séparation de deux milieux, telles qu’on les
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trouve dans la septième livraison des Nouveaux Exercices de Mathéma

tiques ( ') ,  publiée vers la même époque. M. Airy a donc eu raison 

de dire que mes formules donnent, pour la vitesse de propagation 

des vibrations longitudinales, une valeur infinie, et cette conséquence 

est conforme aux remarques que j ’ai consignées, non seulement 

dans une lettre adressée 'a M. l’abbé Moigno le 6 octobre 1837, mais 

même dans une lettre antérieure adressée de Prague à M. Ampère, 

le 12 février i 836, et insérée dans les Comptes rendus de cette même 

année. Or, lorsque la vitesse de propagation des vibrations longitudi

nales devient infinie pour deux milieux séparés l’un de l’autre par une 

surface plane, les vibrations transversales peuvent être réfléchies sous 

un angle tel que le rayon résultant de la réflexion soit complètement 

polarisé dans le plan d’incidence, et l ’angle dont il s’agit a pour tan

gente le rapport du sinus d’incidence au sinus de réfraction. D’ailleurs, 

la polarisation des rayons lumineux sous ce même angle est préciséL 

ment un fait constaté par l’expérience, et c’est en cela que consiste, 

comme l’on sait, la belle loi découverte par M. Brewster. Par consé

quent, notre théorie établit un rapport intime entre les deux propriétés 

que possèdent les rayons lumineux de se propager, sans dispersion 

des coüleurs, dans le vide, c’est-à-dire dans l’éther considéré isolé

ment, et de se polariser complètement sous l ’angle indiqué par 

M. Brewster, quand ils sont réfléchis par la surface de certains corps; 

en sorte que, le premier phénomène étant donné, l’autre s’en déduit 

immédiatement par le calcul. .

Au reste, comme je l’ai dit, c’est en supposant les sommes aux dif

férences finies, transformées en intégrales aux différences infini

ment petites, que j ’ai pu déduire de la théorie la propriété que 

l’éther isolé paraît offrir de transmettre avec la même vitesse de 

propagation les rayons diversement colorés. La possibilité d’une 

semblable transformation résulte de la loi de répulsion que j ’ai indi

quée et du rapprochement considérable qui existe entre deux molé-
*

(*) Œ uvres de Cauchy, 2e série, t. X.
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cules voisines dans le fluide éthéré. Mais quelque grand que soit 

ce rapprochement, comme on ne peut supposer la distance de deux 

molécules voisines réduite absolument à zéro, il est naturel de penser 

que, dans le vide, la dispersion n’est pas non plus rigoureusement 

nulle, -qu’elle est seulement assez petite pour avoir, jusqu’à ce jour, 

échappé aux observateurs. S’il y avait possibilité de la mesurer, ce 

serait, par exemplê, à l ’aide d’observations faites sur les étoiles pério

diques, particulièrement sur celles qui paraissent et disparaissent, et 

sur les étoiles temporaires. En effet, dans l’hypothèse de la dispersion, 

les rayons colorés qui, en partant d’une étoile, suivent la même route, 

se propageraient avec des vitesses inégales, et par suite des vibrations, 

excitées au même instant dans le voisinage de l ’étoile, pourraient par

venir à notre œil à des époques séparées entre elles par des intervalles 

de temps d’autant plus considérables que l’étoile serait plus éloignée. 

Ainsi, dans l’hypothèse dont il s’agit, la clarté d’une étoile venant à 

varier dans un temps peu considérable, cette variation devrait, à des 

distances suffisamment grandes, occasionne^ un changement de cou

leur qui aurait lieu dans un sens ou dans un autre, suivant que l’étoile 

deviendrait plus ou moins brillante, une même partie du spectre de

vant s’ajouter, dans le premier cas, à la lumière propre de l’étoile dont 

elle devrait être soustraite, au contraire, dans le second cas. Il était 

donc important d’examiner sous ce point de vue les étoiles pério

diques, et en particulier Algol, qui passe dans un temps assez court 

de la seconde grandeur à la quatrième : c’est ce qu’a fait M. Arago 

dans le but que nous venons d’indiquer. Mais les observations qu’il 

a entreprises sur Algol, comme celles qui avaient pour objet l’ombre 

portée sur Jupiter par ses satellites, n’ont laissé apercevoir aucune 

trace de la dispersion des couleurs.

Aux considérations qui précèdent, je joindrai une remarque assez 

curieuse. Si l’on parvenait à mesurer la dispersion des couleurs dans 

le vide et si l’on admettait comme rigoureuse la loi du bicarré de la 

distance, la théorie que'nous 'exposons dans ce Mémoire fournirait le 

moyen de calculer approximativement la distance qui sépare deux
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molécules voisines dans le fluide éthéré. Déjà même, en partant de la 
loi dont il s’agit, nous pouvons calculer une limite supérieure à cette 
distance. En effet, comme la lumière d ’Algol perd en moins de 4  heures 
plus de la moitié de son intensité, nous pouvons admettre, sans 
crainte de nous tromper, que les observations faites sur cette étoile 
parviendraient à rendre sensible la dispersion des couleurs dans le 
vide, si l ’ intervalle de temps, renfermé entre les deux instants qui nous 
laissent apercevoir des rayons rouges et violets partis simultanément 
de l ’étoile, s’élevait seulement à un quart d’heure. D’ailleurs, vu la 
distance considérable qui sépare de la Terre les étoiles les plus voisines, 
distance que la lumière ne peut franchir en moins de 3 ou 4  années, 
le quart d ’heure dont il s’agit n’équivaut pas assurément à la 
-<uotuuu· partie du temps que la lumière emploie pour venir d ’Algol jusqu’à 
nous, et par conséquent il indiquerait, entre les vitesses de propa
gation des rayons violets et rouges, un rapport qui surpasserait l ’unité 
au plus de Enfin, en admettant ce rapport, on trouverait,
pour la distance entre deux molécules voisines du fluide éthéré, 
environ ¡̂ nnnro ^e millimètre, ou, ce qui revient au même, environ 
^  de la longueuç moyenne d ’une ondulation lumineuse. Donc la 
longueur d’une ondulation lumineuse doit être considérable à l’égard 
de la distance qui sépare deux molécules voisines. Cette conclusion 
s’accorde au reste avec les remarques déjà faites dans un autre 
Mémoire. (Voir  les pages 193 et 195.)

§ I. — Vibrations transversales ou longitudinales des molécules, 
dans un système isotrope.

Considérons un système isotrope de points matériels, et soient, dans 
l ’état d’équilibre :

x , y ,  z  les coordonnées rectangulaires d ’ une première molécule lit ; 
x  4- x , y  -+- y, s 4- z les coordonnées d ’ une seconde molécule m  ; 

r  = v 'x 2 y2 -+- z2 la distance qui sépare les deux molécules m, m  ;
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lit m r f ( r ' ) ,  l’action mutuelle des deux molécules m, m,  prise avec le 
signe -+- ou avec le signe — , suivant que ces deux molécules s’at
tirent ou se repoussent ;

enfin, a étant une fonction quelconque des coordonnées x ,  y ,  z ,  dési
gnons par

Aa

l ’accroissement que prend cette fonction quand on passe de la molé
cule m à la molécule m,  c ’ est-à-dire, en d ’autres termes, quand on 
attribue aux coordonnées

x i  7 > s

les accroissements

Ax =  x, Ay  =  y ,  A= =  z.

On aura généralement

par conséquent
Aa —  (e^Djc +  yDj +  zDs— i)a,

A =  +  2 D5 __ J .

Donc, en représentant, comme on l’a fait quelquefois, chacune des 
caractéristiques «

D-b, R y i  D-

par une seule lettre, et posant en conséquence

u =  DX) c =  Dy, w =  U5,

on aura simplement

( 1 ) A =  e'm+̂ +wz — 1 .

Concevons maintenant que le système des molécules m, m, m' ,  . . .  
vienne à se mouvoir, et soient, au bout du temps t,

-n, ?

les déplacements de la molécule m mesurés parallèlement aux axes 
coordonnés. D’après ce qui a été dit précédemment (p . i 5 6 ), les 
équations des mouvements infiniment petits du système supposé
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isotrope seront de la forme

| ( E -  Dt*)Ç-HFDx(D«Ç-*-Dyïi +  D3Ç) =  o>
(a) ( E - D i2)Y] +  FDr (Dx  ̂+  Dyn +  DJÇ) =  o,

( ( E - D ? K  +  FDz (D 4-H D yY) +  l U ) = o ,

E, F étant deux fonctions déterminées du trinôme

D* +  D* +  D*

que nous désignerons pour abréger par k2, en sorte qu ’on aura 

( 3 ) k - =  iï- -+- r2+  w1.

Ajoutons que, si, en indiquant par le signe S une sommation relative 
aux molécules m ,  m \ . . . .  on pose

( 4 ) 11 =  S
m d f ( r )  
r dr

G =  S [ m / ( r )  A] ,

(xn -+-yc +  ziv)
( xm -+- y v -+- zw>)2

G, H se réduiront, dans l’hypothèse admise, à deux fonctions de k2, 

desquelles on déduira E, F à l’aide des formules

d (  I a?H\
/K\ i , _r, , 1 dW. _  T \ k dk 1
{ O ) E — ti +  J -JT ) r — j  ------ j . ----- ·k dk k dk

Soient maintenant
S, y ,

les angles que forme le rayon vecteur r avec les demi-axes des coor
données positives. On aura

x = 7- 008«, y =  /-cos6, z =  /'Cosy;

par conséquent, le trinôme

xii +  yt' +  z«',

dont G, H représentent des fonctions en vertu des formules ( i )  et (4 ), 
sera équivalent au produit

r(u cosa -l- cco sê  +  w’ cosy).

Œuvres de C. — S. II, i. XI. 46
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D’ailleurs, G, H devant se réduire identiquement à des fonctions de

U2 - t -  f '2 4 -  <-V2,

on pourra opérer généralement cette réduction, et dans cette opération 
il importe peu que l ’on considère u, v, w  comme des caractéristiques 
ou comme des quantités véritables. Seulement, dans le dernier cas, 
on devra laisser les valeurs de u, v, w  entièrement arbitraires. Or, 
lorsque l ’on considère

K, w

comme des quantités véritables, alors, en supposant
* ,

k — \ju2 v2 -\- w2

et nommant S un certain angle formé par le rayon vecteur r avec une 
droite OA menée par l’ origine O des coordonnées perpendiculaire
ment au plan que représente l ’équation

on a

(6)

par conséquent

u x  +  =  o,

u c o s «  -4- c co s  ë 4 - iv co s  y =  k co s  <5 ;

mx -t- e y  -+ wz — kr cosè.

Donc alors, en vertu des formules ( i ) ,  ( 4 ), les sommes G, H, réduites à

G =  S [ m  f { r )  — i ) ] ,

c  ï m  d f ( r )  (  R k2r2 cos2d\"
H =  S — —¿r  — kr  c o s ô ------------- ------- j

(7 )

sont l ’une et l’autre de la forme

S§ { k  cosà),

et dire qu’elles doivent se réduire à des fonctions de P ,  c ’ est dire 
qu’elles demeurent constantes, tandis que l ’on fait varier dans chaque 
terme l’angle S, en faisant tourner d ’une manière quelconque l’axe 
OA autour du point 0 . D’ailleurs lorsqu’une somme de la forme

iX =  S$(kcosd)(8)
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remplit la condition que nous venons d’énoncer, on a, en vertu d ’un 
théorème précédemment démontré (p. 3 8 ),

1 r *  -
iK =  -  S I S ( k  c o s ô )  s i nâ i é î ,

2 Jo

ou, ce qui revient au même,

( 9 ) ${kd) d9,

la valeur de 9 étant
9 =  co sô .

Donc, en remplaçant successivement la fonction #(ÆÔ) par les deux 
suivantes,

m / ( / · )  (e*'-6— i ), m d f { r )  
r dr

ekr§ — j — f r f .  Q —

2 ·>

et ayant égard aux formules

-  j  ( ekr  ̂— î ) dÔ =z 
2 J—i

okr _ r -k r

i k r

2 kr ?

.on tirera des équations (7 )

(1 0 )
G =  S ^m /(/·)

H =  S [ —
L r dr

?kr _
ik r

okr__ o—kr

2 kr

Les équations (1 0 ),  jointes aux formules ( 5 ) et h la suivante,

0 0
o k r . -kr

2 kr =  i +
ki ri A4r4

1 . 2 . 3  î . 2 . 3 . 4 . 5

suffisent pour déterminer complètement les valeurs des caractéris
tiques E, F que renferment les formules (2 ) ,  en fonction de la carac
téristique

k*— D a -1-  D a-f- Dj;
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En effectuant les différentiations relatives k k ,  l’ on trouve

(12)
[

mr

mr

, d f ( r )
c lv

d f ( r )  (
dr \

Id r°- 
1.2.3

A2;·2 
5 i .2.3

i A2 r2 
3.5 i

k'r*
i .2 .3 .4-5

i A4 r ’>

7 i . a. 3.4 · 5
i A-*/·* 

0.7 i .2.3

Si d’ailleurs on pose, pour abréger,

f f ( r )  — î(r),

en sorte que l’action mutuelle de deux molécules nt, m  soit repré
sentée simplement par

i n m f ( r ) ,

la première des équations (12) pourra encore être présentée sous la 
forme

(i3) E = 5 +  i ï X T 4 3 s j 2 D' [ r , f ( r )1 t +  ··

Si, au lieu de développer E, F en séries, on se borne à substituer 
dans les formules ( 5 ) les valeurs de G, H fournies par les équations
(10), on trouvera

e - k r  e k r _ e -k r  i \ ‘I

------------Æ ------3 k r )  f(, )J
1 fer q — kv | A't* .. g- At

2  kr  2  A1/·2 2  A3r 3

E  =  S

0 4 )
I)A2/·2 '■

Ces dernières formules, comme on devait s’y attendre, s’accordent 
avec les équations (12) et ( i 3 ).

Soient maintenant
l  ïT, ?

les déplacements symboliques des molécules dans un mouvement 
simple ou par ondes planes. Ces déplacements symboliques seront de 
la forme

( i 5 )  S.eux+',y+wz- sl, Yj ]3 e t i x + v y  +  wz — s 1 Ç —_  £  gitx-h vy +  wz — st
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pourvu que les lettres
U ,  t v ,

365

cessant de représenter les caractéristiques

D*, Dj, D,,
désignent avec les lettres

A, B, C, s

des constantes réelles ou imaginaires, et les équations ( 2 ),  qui 
devront encore être vérifiées, quand on y remplacera

par

donneront, ou

b  -n, Ç

l  l

( 16) s2= E ,  · u A +  cB +  ivC =  o

OU

( 17)
Â2=:E +  /f2F, A B C

U V w

E, F désignant encore des fonctions de u, v, w,  déterminées par les 
formules ( i4 ) ,  et la valeur de k dans ces formules étant toujours choisie 
de manière que l ’on ait

/c2=  a 2 4- <’2+  w2.

Si le mouvement simple que l’ on considère est du nombre de ceux qui 
se propagent sans s’affaiblir, on aura

=  — 1, v —  \ \J—  1, (v =  w\/ —  1, s =  s \J—  1,

u, v, w, s désignant des quantités réelles; et, si l’on pose encore

k =  k \J— 1,

k sera lui-même une quantité réelle liée à u, v, w par la formule 

(18) k2 =  u2+ v2-i- w2.
Ajoutons que, dans le cas dont il s’agit, la durée T d ’une vibration, la 
longueur 1 d ’une ondulation et la vitesse de propagation Î2 des ondes
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planes seront respectivement

( 1 9 )
'> 7r

T =  — ,s
. _ 2 7T
1 ~  TT ß =  -  =  —r k T

et que le plan invariable parallèle aux plans des ondes sera repré

senté par la formule

vx +- x y  +  wz —  0.

Comme d’ailleurs la seconde des formules (16) ou (17), jointe aux 

équations ( i 5) et (18), donnera, ou

ou
u£ -+- VY) 4 -  wÇ — o, u£ -+- VY) -I- w Ç  =  o,

u — V W U V w ’

il est clair que les vibrations moléculaires seront ou transversales, 

c’est-à-dire comprises dans le plan des ondes, ou longitudinales, c’est- 

à-dire perpendiculaires à ces mêmes plans. Enfin de la première des 

formules (16) ou (17), jointe aux équations (i4) et aux formules

( 20) s — s v/— 1. k ■ = k sj— 1 , =

on conclura que le carré de la vitesse de propagation Q est, pour les 
vibrations transversales,

(ai) cosk/· sink/·
k/·

et pour les vibrations longitudinales,

( 22)
— 2 cosk/· — krsinkr-t- ^k*rä

sink/·
~Tr~

Les valeurs de £2, fournies par les équations ( 2 1 ) , ( 2 2 ) , sont préci
sément les deux vitesses de propagation relatives aux deux espèces 
d’ondes planes qui peuvent être propagées par un milieu isotrope. Si,
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dans ces équations, On remplace Î2 par elles se réduiront aux for

mules (66) et (74) du septième paragraphe du Mémoire lithographié, 

sous la date d’août i 836 ( ') .  Enfin, si l’on développe en séries les 

seconds membres des équations (20) et (21), on trouvera, pour les 

vibrations transversales,

(23) 5 — ^ s J ^ D r t r 'û / · ) ]  j - -  -1.2.3 I r* L J ) 71.
- ^ s ¡ 2 D, lr . fM]|

et, pour les vibrations longitudinales,

(24) =
1 .2 .3

, f  2 f(r'H-3r f '(r )1
T r------s— J

k2
1 .2 .3 .4 · 5 ‘ j^mr3

2f ( r ) + 5/,r(r)

ce qu’on pourrait aussi conclure des formules (12) et ( i 3) jointes 

aux équations (16), (17), (19), et ce qui s’accorde avec les formules 

données dans les Nouveaux Exercices de Mathématiques.
Il importe d’examiner ce que deviennent les formules précédentes, 

dans le cas particulier où les sommes indiquées par le signe S peuvent 

être, sans erreur sensible, remplacées par des intégrales aux diffé

rences infiniment petites. Or, en désignant toujours par r le rayon 

vecteur mené de la molécule m à la molécule m, nommons p  l ’angle 

compris entre le rayon vecteur r  et l ’axe des x , q l ’angle formé par le 

plan de ces deux droites avec le plan des x , y ,  et A une quantité réelle 

ou une expression imaginaire dont la valeur change avec la position 

de la molécule m. Enfin, soit (B la densité, supposée constante, du 

système de molécules que l’on considère, il pourra être regardée 

comme une fonction des trois coordonnées rectangulaires x, y, z, ou 

bien encore comme une fonction des trois coordonnées polaires

p> q,

liées aux trois angles a, 6, y par les équations

c o s a  =  cos/>, cos S =  sin/> cos<7, cosy =: sin/> sin q\

( 1 ) Œuvres de Cauchy, 2e série, t. XV.
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et si l ’on suppose que la sommation indiquée par le signe S s’étende à 
toutes les molécules

ni, m', .. .

distinctes de m, on aura sensiblement, dans le cas particulier dont il 
s’agit (en vertu des formules bien connues),

S (m A) = / / / 'ŒVR r2 si il p d p d q d r ,

les intégrations étant effectuées, par rapport aux angles p, q, entre les 
limites

p — o, p — n, ç =  o, q — 1-K,

et par rapport à r entre deux limites

dont la première soit nulle ou bien équivalente à la plus petite distance 
qui sépare deux molécules voisines, la seconde infinie ou du moins 
assez grande pour que dans l’ expression

S ( m A  )

la somme des termes correspondant à des valeurs plus considérables 
de r puisse être négligée sans erreur sensible. Par suite, en indiquant 
les limites des intégrations et plaçant le facteur constant œ avant les
signes f , on trouvera

( 2 5 ) I
Jr o

J l r 2 s\np dp dq dr ,

w
Si la fonction A devient indépendante des variables p, q, c’ est-à-dire, 
en d’autres termes, si ¿R. est simplement fonction de r, alors, en ayant 
égard aux deux formules

Pv fl
s inp  dp =  2 , f dq =

0
2 7T,
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On tirera do l’équation (20)

U 6 ) <SR. r 2 dr.
l'a

Donc, en vertu des formules (20) et (21), le carré de la vitesse de 
propagation Î2 se réduira, pour les vibrations transversales, à

( 2 7 ) j - T - jf  ff· ( c o s k r — -+- i k ’ /-^f(r)Jrf/·,

et, pour les vibrations longitudinales, à

 ̂ £22=: ” Dr ^ 2 ^ - ^ - 2 C o s k / ·  — k / -s i n k r + i k V ^ f( r )J r f/ ·

( 2 8 ) 47T©
j T  (coskr— )rf(r)of/·.

Les formules (27), (28) supposent: i° quele système de molécules 

donné est isotrope ; 20 que, dans ce système, les mouvements simples 

se propagent sans s’affaiblir; 3° que, dans la détermination des vitesses 

de propagation des mouvements simples, on peut, sans erreur sen

sible, substituer aux sommations indiquées par le signe S des inté

grations aux différences infiniment petites. Or il est bon d’observer 

que, de ces trois suppositions, les deux dernières entraînent toujours 

la première et conduisent directement aux formules (27), (28), sans 

l’intermédiaire de la formule (9). En effet, lorsque les mouvements 

simples se propagent sans s’affaiblir, on a, dans les équations ( i 5), 

(16) et (17),

u z= u y/—  r ,  v =  v\/— 1, w=\v\J— 1, k=:k\J— j ,

u, v, av, k désignant des quantités réelles qui vérifient la formule(i8); 

et par suite le carré de la vitesse de propagation û  est, en vertu des 

formules (16), (17) et (20), pour les vibrations transversales,

(29)
Œuvres de C. — S. II, t. XI.
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et, pour les vibrations longitudinales,

(3o) Q ,= - ë + F ·
les valeurs de E, F, G, H étant données par les équations ( 5 )  et ( 7 ), 
desquelles on tire

( 31 ) 
et

( 32 )

dU\
t , 1 «¿H , ,  _  1 \k dk /
E  =  ( j “ k  d k ’ l “ k  d k

G =  S [ m / ( > ) ( e k'-c098'/rrî- i ) J ,

=  S \ — r { ek/cosSy/^î— , — k/ ·  co sôy /— 1 -t-
dr

k2 /'2 cos2<3

Dans les deux dernières formules, l’angle S est lié aux angles a, 6 , 
y par l’ équation ( 6 ), de laquelle on tire

k cos 5 =  u cos et +  v cos (3 +  w cos y,

ou, ce qui revient au même,
( 33 )  k c o s à  =  u c o s /j +  vs in/> c o s y  +  v  sin/> simy.

Si d’ailleurs on peut substituer aux sommations indiquées par le 
signe S des intégrations aux différences infiniment petites, les for
mules (3 2 ), jointes à l ’ équation (2 5 ), donneront

n
,27T

I  ^ekrcos8 y/ - i— i ) r 2/ ( r )  s i n p d p d q d r ,

(34) J /iît /»îlt /it1 oe

J J0 'J
x  e s /—: 1 * J--------- k2/·2 C O S 2 Ô \  d  /(/*) . » » »

/’cos5 /—1— ï — krcosôv — 1 - --- ----- J r ^  -  sinp d p d q  d r .

Mais, en supposant l’angle 0 lié aux angles p, q, par la formule (33), 
on a, en vertu d’un théorème donné par M. Poisson (voir la 49e livrai
son des Exercices de Mathématiques, p. 1 7 ) ( ’ ),

n 27t Z*21
Î ( k c o s â ) s i n />dpdq — 21: j  ¿ f ( k c o s ô )  s inôetô

d0

(>) Œuvres de Cauchy, 2 e série, t. IX, p· ^8 7 , 388.
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ou, ce qui revient au même,

(35) #(k  cos<$) sin/j dp dq — 2n I Î (k  8)dd,
1

la valeur de 0 étant
0  =  COS0 .

Donc, en remplaçant successivement la fonction § ( k 9) par les deux 

suivantes _  __  __  1(2 Aigk /■ 0 ·!— î— J gk/-0^ï— J — k.r0v/— H --------- >
2 .

et ayant égard aux formules

f  ̂ek r Ö — ! — k r 0 y/— I +  k /  
 ̂- 1 \

/sinkr 
{ “ kid9 — %[ —j—-*—  i +  — li.® j ,

on tirera des équations (34)

(36)
0 = 4 i r ( ß j f  ( S'^k/ —^ rif(r)dr>
TT / /r, / s i n k r  i . , \  d f { r ) ,

H = ^ ® /  ( - - , +  6 k ' ■ T * ' " '

A ces dernières valeurs de G, H correspondront, en vertu des 

formules (3 i), des valeurs de E, F qui, substituées dans les équa

tions (29) et ( 3o), feront coïncider celles-ci avec les équations (27) 

et (28). D’ailleurs les seconds membres des formules (36) sont, ainsi 

que le second membre de la formule (35), des fonctions de la seule 

quantité k, qui changent de signe avec elle, par conséquent des fonc

tions de la seule quantité k2; ce qui ne peut avoir lieu que pour un 

système isotrope de molécules.

Il nous reste à discuter les valeurs de Î22 fournies par les équa

tions (27) et (28).

La première de ces valeurs, ou celle qui correspond aux vibrations
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transversales, est, en vertu de l’équation ( 2 7 ), le produit de

parla différence entre les deux valeurs qu’acquiert l’ expression
si n k r  1j^( cosk/ — k,·

quand on y pose successivemeut r — r\, r =  r0. D’ailleurs le produit

1 (  sinkr 1 . ,  , \  1 r 4 r k*/··
k4 \  k/ ·  3 /  5 1 .2 . 3  7 1 . 2 . 3 . 4 . 0

se réduit sensiblement, pour de très grandes valeurs de r, à
1 r2
3 W

et, pour de très petites valeurs de r, h

I r4 _  ,4
5 1.2.3 3o '

Donc, r0 désignant une très petite et r„ une très grande valeur de r, 
la formule ( 2 7 ) donnera sensiblement

(37) ï j '· -  f ( o  —

L’équation ( 3 7 )  fournit pour Í22 une valeur finie, positive et dif
férente de zéro, dans deux cas dignes de remarque, savoir : i° quand 
le produit r ’ f ( r )  se réduit, pour une valeur infiniment grande de la 
distance r, à une constante finie, mais positive; 20 quand le produit 
r'î(r) se réduit pour une valeur infiniment petite de r, à une cons
tante finie, mais négative. Le premier cas aura lieu, par exemple, si 
l ’action mutuelle de deux molécules est une force attractive, récipro
quement proportionnelle au carré de la distance. Alors f ( r )  serait de 
la forme

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SUR LES DEUX ESPÈCES D’ ONDES PLANES, ETC. 373

g désignant une constante positive; et, comme de la formule (37 ),  
jointe à l ’équation

s =  Î2k.
on tirerait sensiblement

(39)

la durée

Î22=: 4 71© iL
k2’ s - " T "

S

des vibrations moléculaires deviendrait, ainsi que s, indépendante des 
quantités

k et J

par conséquent de la longueur des ondulations. Pareillement, le second 
cas aura lieu si l’action mutuelle de deux molécules est une force 
répulsive, réciproquement proportionnelle au bicarré de la distance. 
Alors f (r )  sera de la forme

(4o)

h désignant encore une constante positive, 
tion (37 ),  on aura sensiblement

(4 0 a - = i £ î h .3o

et, en vertu de l ’équa-

Donc alors la vitesse de propagation Î2 des vibrations moléculaires 
deviendra indépendante de k et de s, ou, ce qui revient au même, de T 
et de 1, c ’ est-à-dire de la durée de ces vibrations et de l’ épaisseur des 
ondes planes. Alors aussi l ’on conclura de la formule

T ’

que cette épaisseur et cette durée conservent toujours entre elles le 
même rapport.

Au reste, pour obtenir la formule ( 3 g ) ,  il n’est pas absolument 
nécessaire d ’attribuer à la fonction f  (/·) la forme que présente l ’ équa-
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tion (3 8 ) ;  il suffirait de supposer

(4a) f(r) =
r*

$ { r )  étant une nouvelle fonction de r, qui se réduise à la constante 
positive g pour une valeur infinie de/·, sans devenir infinie pour r —  o. 
Pareillement, pour obtenir la formule ( 4 1), il suffirait de supposer

(43)

# (r )  étant une fonction de r,  qui se réduise pour r =  o, à la constante 
positive h, sans devenir infinie pour r =  ao. C’est ce qui arriverait en 
particulier, si l ’on posait

$(/■) =  he~ar ou J(r) =  he-“r cos6r,

et par suite
h p-ar

(44) f(̂ ) =— —ji— ou », , he~ar cos br 
f (r ) = -----------7 i------ >

a,  b désignant des constantes réelles dont la première serait positive.
11 importe d ’observer que, la formule ( 3 ^) pouvant s’écrire comme 

il suit

(45) 3 k 2 “

», . 471® ».
f ( , ~) 3o~r" f( '·

la valeur de û 2, donnée par cette formule et relative aux vibrations 
transversales, est la différence entre les deux termes

4 7T ®

HkF f ( 0 ,
4 ir(0 , 
3o 0 f('-o),

respectivement proportionnels aux deux quantités

'■ » f ( 0 .  '•Jf(',o)> ,

dont la première dépend de l’action mutuelle de molécules situées à 
de grandes distances les unes des autres et la seconde de l ’action 
mutuelle de deux molécules très voisines. Ces deux termes s’éva-
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nouiraient simultanément, si l’on supposait 

( 4 6 ) f ( r )  =  p ; ,

c désignant une quantité positive ou négative, et m  un exposant 
renfermé entre les limites 2 et 4 · Par conséquent, la vitesse de propa
gation des vibrations transversales se réduirait à zéro, si l'action 
mutuelle de deux molécules était réciproquement proportionnelle au 
cube de la distance r, ou plus généralement à une puissance de r inter
médiaire entre la seconde et la quatrième puissance. Mais cette 
vitesse cessera de s’évanouir, en offrant une valeur réelle, si l ’on 
suppose m =  2, c étant positif, ou m  =  L\, c étant négatif, c ’est-à-dire 
si l ’action moléculaire est une force attractive réciproquement propor
tionnelle au carré de r, ou une force répulsive réciproquement 
proportionnelle au bicarré de r ; et alors, en vertu de l’observation que 
nous faisions tout à l’heure, la propagation de vibrations excitées en 
un point donné du système que l ’on considère, sera due principalement, 
dans la première hypothèse aux molécules très éloignées, dans la 
seconde hypothèse aux molécules très voisines de ce même point. Au 
reste, la différence si marquante qui existe, sous ce rapport, entre les 
deux hypothèses n’a rien qui nous doive étonner. En effet, divisons le 
système de molécules en tranches très minces et d ’égale épaisseur, 
par des surfaces sphériques équidistantes qui aient pour centre 
commun une molécule donnée m. Les portions élémentaires de ces 
tranches, interceptées par la surface extérieure d’un cône ou d ’une 
pyramide qui aurait pour sommet la molécule lit, offriront des volumes 
dont chacun sera sensiblement. représenté par un produit de la 
forme

« /·* A/·,

r, r -h Ar étant les rayons des deux surfaces sphériques entre les
quelles la tranche se trouve comprise, et a/·2 la portion de la première 
surface interceptée par le cône dont il s’agit. Concevons maintenant 
que ce cône devienne très étroit, ou, ce qui revient au même, que 1*
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constante a soit très petite. La portion do tranche, dont le volume est 
sensiblement égal au produit

et la masse au produit
« r 2 A r, 

a (Dr2 A r,

œ étant la densité du système, exercera sur la molécule m une action 
représentée à très peu près par l’expression

(47 ) «mfflr1 f(r) Ar,

qui varie, avec la distance r, dans le même rapport que le pro

duit A2f ( r ) .  Or, ce produit décroîtra rapidement avcc^2>pour des

valeurs croissantes de r,  si l’on suppose f ( r )  réciproquement propor
tionnel au bicarré de r. Donc alors les actions exercées sur la molé
cule m, et dans une même direction, par des portions élémentaires et 
correspondantes de tranches d’égale épaisseur, deviendront de plus 
en plus faibles, à mesure que l’on s’éloignera de la molécule ; en sorte 
que l’action des tranches situées à des distances considérables pourra' 
être négligée sans erreur sensible. Mais si l’on suppose, au contraire, 
f  ( r )  réciproquement proportionnel au carré de r, alors, le produit

/•2f (r )

se réduisant à une constante, l’ expression ( 4 7 )  deviendra indé
pendante de la distance r, et, comme par suite la même action sera 
exercée sur la molécule m ,  dans une direction donnée, parles portions 
élémentaires des diverses tranches, celles qui se trouveront plus 
éloignées seront, en raison de leur nombre très considérable et même 
infiniment grand, celles qui contribuerontprincipalement à la produc
tion des phénomènes.

Concevons maintenant que Í2 désigne la vitesse de propagation, non 
plus des vibrations transversales, mais des vibrations longitudinales, 
l e  carré d e ü  sera déterminé par l’ équation (2 8 ) ,  que l’on peut encore
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écrire comme il suit :

Or, dans la formule (2 8 )  ou ( 4 8 ), le premier terme du second 
membre est le produit de4rc® par la différence entre les deux valeurs 

qu’acquiert l’expression

î?  ( 2 —  2 cos^;’ — k/- s>nk/· ·+■ jk*r*^ H r ),

quand on y pose successivement r =  r«,, r — r . De plus, le produit

1 (  sïnkr ■ 2 cosk/' — kr sinkr +

. s in k r  .coskr------;------- h r k Vkr 3
k*V" kr ' ................................... 3

que l’on peut encore présenter sous la forme \

2„  /1 r3 1 k*r5 \   1 r3 1 k2r6
r r\5 1.2.3 7 1 . 2 .3.4.5 ”+" ‘ ’ '/ -5 1.2 7 1.2.3.4 + '

se réduit sensiblement, pour de très grandes valeurs de r, à

1 r ‘
3 k2

et, pour de très petites valeurs de r, à

( 1 r 4 _ 1
5 1.3 10 r '

Donc, r désignant une très petite, et r„ une très grande valeur de r, 

la formule (48) donne à très peu près

( 4<) )

Œuvres de C. — S. II, t. XI. 48
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Cherchons en particulier ce que devient la valeur de û 2, fournie par 

l’équation (49)» dans les deux hypothèses que nous avons précédem
ment considérées. Si d’abord nous supposons l ’action mutuelle de 
deux molécules réciproquement proportionnelle au carré de la 
distance r, alors, la valeur de f ( r )  étant donnée par la formule ( 3 8 ), 
on tirera sensiblement de la formule (49 )

(5o) [ K ' V ( ^ ) 4

D’un autre côté, comme le rapport

sink/-
~ T r ~

se réduit à l’unité pour une valeur nulle, et à zéro pour une valeur 
infinie de r, on aura encore à très peu près

et, par suite, la formule ( 5o )  donnera

(5i) fí5=  — 87t Cö

~ W S‘

Enfin, pour que les vibrations longitudinales puissent se propager 
sans s’affaiblir, il est nécessaire que l’équation ( 5 i )  fournisse une 
valeur réelle de Í2, par conséquent une valeur positive de Q2; ce qui 
exige que g soit négatif et l’action mutuelle de deux molécules répul
sives. Donc, lorsque cette action est une force attractive récipro
quement proportionnelle au carré de la distance, il devient impossible 
d’admettre que des vibrations longitudinales se propagent sans 
s’affaiblir.

Passons maintenant au cas où l’action mutuelle de deux molécules 
est une force répulsive réciproquement proportionnelle au bicarré de 
la distance. Alors la valeur de f ( r )  sera déterminée par la formule (4 ° ) ,
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la constante h étant positive, et l ’équation (4 9 )  donnera sensiblement

/K . 4 r'°° r, (sinkr\ dr
( 5 , )  2 · = - * © ! , - - p - h j  D r ( — J t j -

f 0

On aura d’ailleurs

sinkr\ dr

vera

k r ) r3 ’

et comme, en intégrant par parties plusieurs fois de suite, on trou- 

/ ’ sinkr , sinkr k rcoskr ,J —  —  +  3 J — <*·■
/"coskr , coskr k / ’ sinkr ,J = - 7̂ dr’

/ sinkr , sinkr , /"coskr ,
—  d r = — — + k J — ‘tr ’

par conséquent

/ ‘ cosl
J ~ ■dr =- k2 / ’ cosk

TJ T - dr ,

on aura encore

/ „  / s in k r W r  sinkr 2 / ’ c o s k r ,
) T ‘ = l ü ^ + l j  — dr

ka /  sin k /■ coskr sinkr /*coskr , .+ — - J  —  *1.3 \ kr k2r2 k3 

D’autre part, le trinôme

sinkr coskr , sinkr
~ïïr k2r2 +  ks r3

devient nul, à très peu près, pour une très grande valeur r„, attribuée 
à la variable r ,  tandis que, pour une très petite valeur r de cette même 
variable, il se réduit sensiblement à

I ¿ _ 4
6 ~  3‘

Donc, si l’on effectue l’ intégration relative à la variable r, entre les
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limites r , r„  de cette variable, on trouvera, sans erreur Sensible, 

/sinkrXrfr k* /  4 / ,r"cosk  r , \
l  M — +j f „  — '"■)·

et par suite la formule (5 2 ) donnera 

(5 3 ,  ' * = $ . « * ( £ - · -

II est aisé de s’assurer que l’ intégration renfermée dans le second 
membre de l ’équation (5 3 )  a une valeur très considérable. En effet, 
quand on pose r =  o, rx =  co, cette intégrale devient

coskrJ '“ cosk ■dr.

Or, en désignant par £ un nombre positif, on a généralement

Ç g — U + k / ^ î ) , ·  f jp  _ -  .

■ Í ·•'O

et par suite
e_er s inkrcfr  =

i H- k\/— i

k
k‘ + i ! ’

puis on en conclut, en intégrant par rapport à k et à partir de l’ori
gine k =  o,

Í“ sr 1— cosk r  , i . /  £s

On aura donc

/
, cosk/·

Si maintenant on réduit e à zéro, on tirera de la dernière formule 
’ “ cosk/·Ç co s k / ·^ __Ç”dr___

r r~Ja “ “ °0'

Donc, puisque l ’ intégrale

f

cosk r drr
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offre une valeur infinie, l’ intégrale

coskr
X , ~ ~ r ' c r

deviendra infiniment grande quand on attribuera, comme on le suppose, 
une valeur très petite à r  et une valeur très considérable à r „ .

Pour déduire directement les mêmes conclusions de l ’équation (4 9 ), 
il suffirait de recourir à [la considération des intégrales singulières et 
aux principes établis dans le Résumé des leçons données à l’École 
Polytechnique sur le Calcul infinitésimal (voir la 25e leçon) ( ' ) .  En 
effet, en vertu de ces principes, si le produit

ne devient pas infini pour une valeur infinie de r, l’ intégrale comprise 
dans le second membre de l’ équation ( 4 9 )» savoir

dr,

sera finie ou infiniment grande, suivant que l’intégrale singulière 

f  riî{r)Vr(^~')dr=j'  (coskr -  r f(r) dr,

dans laquelle z désigne un nombre infiniment petit, sera elle-même 
finie ou infinie. D’ailleurs, pour de très petites valeurs de r\ le binôme

est le produit de
coskr — sinkr

T T

par un facteur très peu différent de l’unité, et en conséquence l ’inté 
grale

coskr — sinkr
T T r f(r) dr

(·) Œuvres de Cauchy, a* série, t. IV, p. i45.
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est le produit d ’un semblable facteur par la suivante :

dr,

pourvu que la fonction f  (r ) ,  étant toujours continue pour des valeurs 
positives de r, ne s’ évanouisse pas avec r. Donc, si la fonction f (r ) , 
supposée continue, remplit la double condition de fournir une valeur 
finie du produit r2f(r)  pour une valeur inflnié de>-, et de ne pas s’éva
nouir pour r =  o, la valeur de ü2 déterminée par l’ équation ( 4 q ) sera 
finie ou non en même temps que l’ intégrale singulière

(54) f  r3( { r ) dr
.  ̂0

et affectée d’un signe contraire au signe de cette intégrale. Donc, puis- 
qu’en supposant

h
r4

on trouve, pour r =  oo, 

pour r — o,

et, de plus,
h x  oo,

nous devons conclure que, dans cette hypothèse, et pour des valeurs 
positives de h, la valeur de ü2, fournie par l ’équation ( 4 9 )> sera une 
quantité positive qui deviendra infinie quand on posera t\ =  o, et par 
conséquent infiniment grande quand on attribuera simplement à une 
valeur très petite:

Les mêmes raisonnements et les. mêmes conclusions seraient encore 
évidemment applicables au cas où la fonction f ( r )  se trouverait 
déterminée, non plus par la formule (4 o ) ,  mais par la formule (4 3 ), 
par exemple au cas où-la-valeur de f  (r) serait l ’une de celles que
fournissent les équations (4 4 )·
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itr une molécule donnée d’un système isotrope, 
m l ’une quelconque des autres molécules
et m m f(r ) l ’action mutuelle des deux molécules m, m, prise avec le 

s i g n e o u  avec le signe — , suivant que ces deux molécules 
s’attirent ou se repoussent.
Concevons d’ailleurs que, des vibrations transversales étant pro

pagées dans le système dont il s’agit, on nomme
1 la longueur d’ondulation ou, ce qui revient au même, l ’épaisseur 

commune de toutes les ondes planes 
et Q leur vitesse de propagation.

Si l’on pose, pour abréger,

les deux quantités^ et 1 ou k se trouveront liées entre elles par l’équa
tion ( 2 1 ) du paragraphe I, c ’est-à-dire par la formule

le signe S indiquant une somme de termes semblables relatifs aux 
diverses molécules m,m', . . . ;  de sorte qu’on aura

II. — Sur la relation qui existe, dans les vibrations transversales d ’un 
système isotrope de molécules, entre la longueur des ondulations et la 
vitesse de propagation des ondes planes.

Soient, comme dans le paragraphe I,

( ')  ■

Í22 =  fr Sk4
cosk/------ :—kr

sinkr

(3)

F '(r )  désignant la dérivée de la fonction F (r) déterminée par la for-
mule

cos k r  — sinkr
- f - i k 2r2) f ( r ) .(4) kr
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Concevons maintenant que l ’on décompose le système de molécules 
en couches infiniment minces, terminées par des surfaces de sphères 
qui aient pour centre commun la molécule m. Si l’ on nomme
(B la densité du système supposé homogène
et Ar un accroissement infiniment petit attribué à la variable r, les 

molécules comprises dans la couche renfermée entre lès deux surfaces 
sphériques, qui auront pour rayons ret r-f- Ar, offriront une somme 
de masses représentée à très peu près par le produit

4 Tr ©r* Ar,

et par suite les termes correspondants à ces molécules, dans la somme

fourniront une somme partielle qui sera généralement peu différente 
du produit

4TT©rs F'(r) Ar.

Or, si l ’on admet que l’on puisse, sans erreur sensible, substituer 
généralement ce dernier produit à la somme des termes dont il s’agit 
dans le second membre de l’ équation (3 ) ,  cette équation deviendra

(5) Q« =  4Tt©S[F,(r)A r].

D’autre part, comme on aura, en vertu de la formule de Taylor,

F(r +  Ar) -  F(r) =  F'(r) A r +  ^ F"(r) Ar* +  . 

on en conclura
S[F(r +  A r ) - F ( r ) ]  =  S [F ' (r )A r]+  IS[F'(r)  Ar*]+  . . . .

Donc, en supposant le signe S étendu à toutes les valeurs de r, et 
désignant une très petite valeur de r  par r ,  une très grande par r„, 
on aura sensiblement

F ( O - F ( r 0) =  S [F ' (r )A r]+  IS[F '(r )A r*]+ . . . .(6)
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Si dans cette dernière formule on néglige les termes qui renferment 

des puissances de Ar supérieures à la seconde, elle donnera pour 
valeur approchée de la somme

S[F '(r)A r]
l ’ expression

F ( O - F ( / - 0) - iS [ F '( r ) A r * ] ,

et, par suite, la formule ( 5 ) deviendra

(7 )  ̂ ii2= 4 i :® [ F ( r J - F ( 7 ’o)]-27r© S[F"(;-)A r2].

Pour montrer une application des formules qui précèdent, consi
dérons en particulier le cas où l’ action mutuelle des deux molécules 
m, m serait une action répulsive, réciproquement proportionnelle au 
bicarré de la distance. Alors la fonction f ( r ) ,  déterminée par l’ équa
tion ( 4 o )  du paragraphe I, serait de la forme

( 8) f ( 0 = - £ >

h désignant une constante positive, et l ’ équation ( 4 ) donnerait

(9) ·
h /  si n k r i , „ ,

F(/·)  z=— r-7—r ( c o s k r -------r------- 1- Tjk2 rk* r*  V k /■ 3
k2r2

5  i . 2 . 3  7 1 . 2 . 3 . 4 . 5

On aurait donc, en réduisant r à zéro et r„ à l ’ infini positif,

F(r») — O; F( r» ) = - 5  7 ^ 3 -

De plus, comme, dans ce même cas, F (r )  deviendrait fonction du 
produit kr, on aurait encore

r2D2 F(r) =  k2D2 F(r),
et par suite

F"(7- )=D2F ( r ) = ^ l ) k2F(r).

Œuvres de C. — S. Il, t. XI. 49
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Donc la formule ( 7 ) donnerait

(ro) £22=  -  3 7r®k2DkJS^F(/ ) ^ y j ·

Si maintenant on suppose les diverses valeurs de Ar égales entre 
elles et à la distance s qui sépare dcutf molécules voisines, les diverses 
valeurs de r, dans la somme indiquée à l ’aide dn signe S, pourront 
être censées réduites aux divers termes de la progression arithmétique

( u )  S,  2  S,  3 £,  4 ê , · · · ,

et, en posant, pour abréger,

( 1 2 )  K  —  S  j ^ k  c o s k r  —  ^  k  ' ^ k 3 r^  ^  ,

on tirera de la formule ( 9 )

(>3)  É ( r )  =  p  K»

puis de la formule ( 10)

( i4 ) i22= ^ h  +  27r®hk! £!J)kÆ \

11 ne reste plus maintenant qu’à déterminer la valeur de la quan
tité K en fonction de k. Or, on tire de l ’équation ( 1 2 )

♦

I)kK =  S j^(k/·— sink/-) >

par conséquent

0 5 ) k - M ) k K = s ( k r ~ ^ i l * k . r ) ;

puis, en différentiant trois fois de suite cette dernière formule par 
rapport à k, on en conclut

, , ,  n s / 1  _ i u  i r \  o / C 0 s k r \  I /  . C 0 S 2 k S  c o s 3 k £
(.6) 1)£(k ‘ DkK) S  ̂ — J ~  ^  ^cosks h — 1 ^

D’ailleurs, pour des valeurs de x comprises entre les limites — - ,
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■ ir, on a généralement, comme l’on sait, 

cos  2  x  co s  3 a;
cosa;  —

cos3a ;  i / tt2 A
+ ----- 4 ( 3  X )

(voir le second Volume des Exercices de Mathématiques, p. 309) (' ). 

Donc, en remplaçant a? par tt — ke, on aura encore

c o s k e
c o s a k e  c o s 3 k e  
“ 9 * ' 3r

+  . . . =  f (  ^  - 27ik e -t -k2£2 ,

et la formule (16) donnera

(17) Dû (k_1DkK) =  a — ôk h- ck*,

les valeurs de a, h, c étant

(18)
ti1 , tt ia — O — — > C— ybv 2 s 4

Pour déduire de l’équation (17) la valeur de k~‘ DkK, il suffira 

d’intégrer le second membre trois fois de suite par rapport à k, et à 

partir de k =  o, puisque, en vertu de l’équation ( 15), le produit -

k-‘DkK

devra être divisible par k3, aussi bien que la différence

. . . k*/·* k5/·5
kr — sink/' = -----5 -------- „ . -= + ---

1 . 2 . 3  1 .2 .3.4 .5

En opérant ainsi, on trouvera

, in  „  k3 k4
k_1DkK = ;  a  -— — 77 —  b k5

1 . 2.3 2 . 3 . 4 ^  3 . 4 . 5 ’

par conséquent

, . lk u  k4 k5 k6
( 1 9 ) D k K — a - - n — b—- -+ -C - ,

1 . 2 . 3 2 . 3 . 4  3 . 4 . 5

Enfin, pour obtenir la valeur même de K,, il suffira d’intégrer le 

second membre de la formule (19) par rapport à k, et à partir de k =  o,

(*) Œuvres de Cauchy, 2 ' série, t. VII, p. 357.
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puisque, en vertu des équations (9 )e t( i3 ) ,  la quantité K, proportion

nelle au produitk3F (/·), sera, comme ce produit, divisible par k ’ . On 

aura donc
„ _a k5 b k6 c k1

5 TTâTI — 7  TTÏTk +  7  3 .4 .5 ’
et par suite

7  3.4-5 2 .3 .4 -5 . 7

Donc, la formule (i/i) donnera

( 2 0 ) û ‘ = ^ h (n-«k*),

la valeur de a étant

L’équation (20) établit une relation digne de remarque entre les 

quantités O et k ou 1 =  c’est-à-dire entre la vitesse de propagation

des ondes planes et l’épaisseur de ces mêmes ondes dans un système 

de vibrations transversales.

La distance t qui sépare deux molécules voisines devant être géné

ralement considérée comme très petite, on pourra en dire autant, à 

plus forte raison, de la quantité positive a, déterminée par la for

mule (21). Celaposé, on aura sensiblement

et, en divisant par 1 -+- ak2 les deux membres de la formule (20),

U 'TT (Ç)( 22) a * ( i - - « k s) =  i ^ - i i .

D’autre part, si, en nommant T la durée d’une vibration moléculaire, 

on pose

( 2 3 ) s =
27T
T ’

on aura, conformément à la dernière des formules ( 1 9 )  du para-
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graphe I,

( 24) s =  £ k ,

et par suite l ’équation (22) pourra être réduite à

( 2 5 )

Soient maintenant 

ce que donnent

£P — O. S2 = 3o

a, et S;

a et S

h.

pour un second système de vibrations transversales, distinct de celui 

que l’on considérait d’abord, mais toujours propagé dans le même 

système de molécules. On aura encore

et de cette dernière équation, jointe à la formule (25), on tirera

Î2S— a s * = i2 ’ — as?,

£22 — £P
par conséquent

s?— s2 .

ou, ce qui revient au même, eu égard à la valeur de a,

. a 2- à 2( 26) s2 =  56-
s; — s“

L’équation ( 26) fournit le moyen de calculer approximativement la 

valeur de z, quand on connaît les vitesses de propagation des ondes 

planes et les durées des vibrations moléculaires, dans deux systèmes 

de vibrations transversales.

Il est bon d’observer qu’en désignant par T, la durée des vibrations 

dans le second système de vibrations transversales, on aura généra

lement

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



390 MÉMOIRE

et qu’en conséquence l’équation (26) peut s’écrire comme il suit

On aura donc
1

A  l’aide de cette dernière formule, étant données les valeurs de ü  

et T, correspondant à deux systèmes de vibrations transversales, on

pourra déterminer immédiatement la valeur de c’est-à-dire le

rapport qui existe entre la distance de deux molécules voisines et la 

longueur d’ondulation relative à l ’un de ces deux systèmes.

III. — Sur la dispersion des couleurs dans le vide.

Si l’on attribue les phénomènes lumineux à des vibrations trans

versales de l’éther et si l ’on admet, comme la théorie porte à le croire, 

que dans le vide, c’est-à-dire dans l’éther isolé, les rayons de diverses 

couleurs se propagent avec des vitesses qui ne soient pas rigoureu

sement égales, alors il suffira que la clarté d’une étoile varie dans un 

temps peu considérable, pour qu’à desdistances suffisamment grandes, 

cette variation occasionne un changement de couleur. Cette propo

sition remarquable est due à M. Arago. On peut l’établir, comme il l ’a 

fait lui-même, par la méthode analytique qui, dans les éléments 

d’Algèbre, sert à résoudre la question connue sous le nom dq problème 
des deux courriers. En effet, considérons une étoile blanche qui paraisse 

et disparaisse périodiquement, et, pour plus de simplicité, supposons 

que cette étoile, après avoir constamment brillé du même éclat pendant 

un certain temps 6, reste invisible pendant un autre temps encore 

égal à E. Admettons d’ailleurs que ces deux phénomènes se repro-
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duisentl’un après l ’autre indéfiniment et que la couleur blanche de 
l’étoile résulte de la superposition de deux rayons simples dont les 
couleurs soient complémentaires, par exemple, d’un rayon rouge et 
d’un rayon vert. Enfin supposons que, les vitesses de propagation de 
ces deux rayons n’étant pas rigoureusement égales, la plus petite soit 
représentée par O, la plus grande par O,, en sorte qu’on ait

n désignant un nombre très considérable. Les temps que ces deux 
rayons, partant simultanément de l’ étoile dans une direction commune, 
devront employer pour se propager en ligne droite jusqu’à un point 
donné de l’espace, seront réciproquement proportionnels à leurs 
vitesses de propagation. En d’autres termes, ces temps seront entre 
eux dans le rapport de ü  à O, ou de n à n -+- i .  Donc, si, à partir de 
l ’étoile, on porte, sur la direction commune des deux rayons, des 
longueurs égales,· dont chacune soit parcourue par le rayon doué de 
la plus grande vitesse Î2,, dans un intervalle de temps représenté par

et si l ’on nomme
«s .

E i ,  E s , E „  E t ,

les divers points auxquels aboutissent les extrémités de ces diverses 
longueurs, le rayon doué de la moindre vitesse ù parcourra chacune 
de ces mêmes longueurs dans un intervalle de temps représenté par le 
produit

(/i-+- i ) 5 = » B  +  S.

Donc, pour des observateurs placés aux points 
E i ,  E 2 , E „  E t , . . . ,

le retard d’un rayon sur l ’autre se trouvera successivement exprimé 
par

(9, G tH fë, H- S -+* G, S -H -f- G S, . . .

ou, ce qui revient au même, par les divers termes de la progression
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arithmétique
G, 2 6 , 3 S ,  4S ....................

Cela posé, puisqu’au point de départ E les deux rayons restent 
simultanément visibles ou simultanément invisibles, pendant des 
intervalles de temps qui sont tous égaux à G ,  on peut affirmer qu’il en 
sera de même, aux points où le retard de l’un des rayons sur l ’autre 
se trouvera représenté par l’un des nombres

c ’est-à-dire aux points
2 G ,  4 5 ,

E 2 ,  E 4 , . . . ,

séparés de l ’étoile E par des distances que le rayon dou é. de la plus, 
grande vitesse parcourt en temps égaux aux divers termes de la pro
gression arithmétique

2 « G ,  4  « G ,  . . . .

Au contraire, les deux rayons se montreront successivement et 
toujours l ’un sur l’autre, aux points où le retard de l’un à l’égard de 
l ’autre se trouvera exprimé par l’ un des nombres

G, 3G, . . . ,
c ’est-à-dire aux points

E i ,  E „  . . .

séparés deTétoile E par des distances que le rayon doué de la plus 
grande vitesse parcourt en temps égaux aux divers termes de la pro
gression arithmétique

n G, 3/iG, . . . .

En général, vue d’un point quelconque de l ’espace, l’ étoile paraîtra 
périodique, 2 5  étant la durée de la période au bout de laquelle les 
mêmes phénomènes se reproduiront, et de plus l’aspect de ces phé
nomènes variera périodiquement avec la distance qui séparera le" 
spectateur de l ’étoile. Si cette distance est celle de l’un des points

E » ,  E 4 , . . . ,

c ’est-à-dire celle que parcourt le rayon doué delà plus grande vitesse,
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dans un temps représenté par un multiple pair de/iS  ; alors, d’après ce 
qu’on vient de dire, l’étoile paraîtra blanche durant une moitié de la 
période au bout de laquelle les mêmes phénomènes se reproduisent 
etdisparaîtra complètement durant l ’autre moitié. Si, au contraire, la 
distance du spectateur à l ’étoile est celle de l’ un des points

E i ,  E „  · · . ,

c’ est-à-dire celle que parcourt le rayon doué de la plus grande vitesse, 
dans un temps représenté par un multiple impair de nts, l’étoile restera 
toujours visible, mais elle paraîtra rouge durant une moitié de la 
période et verte durant l’autre moitié. Enfin, si la distance du spec
tateur à l’ étoile n’est celle d’aucun des points

E i ,  E „  E „  E * ,  . . . ,

l ’étoile, visible et blanche durant une partie de la période, disparaîtra 
durant une autre partie, et ces deux parties égales entre elles, mais 
dont chacune sera inférieure à la demi-période, se trouveront séparées 
l’ une de l’autre par des intervalles de temps égaux, pendant lesquels 
l ’étoile se montrera colorée tantôt en rouge et tantôt en vert.

Dans l ’hypothèse que nous venons de considérer, les points d ’où 
l ’on observe les mêmes phénomènes, par exemple les points pour 
lesquels l ’étoile reste invisible durant une moitié de fa période et 
brille de tout son éclat durant l ’autre moitié, sont évidemment situés 
sur des surfaces de sphères concentriques, qui, ayant l’étoile pour 
centre commun, renferment entre elles des couches dont l’ épaisseur 
est la distance que parcourt le rayon doué de la plus grande vitesse 
durant un temps

2 «G,

égal au produit de la période 2 5  par le nombre n. En d’autres termes, 
pour obtenir la distance mesurée sur la direction d’un rayon, et au 
bout de laquelle les mêmes phénomènes se reproduisent, il suffit de 
multiplier le nombre

Œ u v r e s  d e C . —  S. II, t. XI. 5 o
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par la/listance à laquelle se propage, durant le temps même de la 

période, le rayon doué de la plus grande vitesse. Cette dernière dis

tance sera toujours très considérable, et déjà elle s’élèverait à plus de 

six mille millions de lieues, si la durée de la période se réduisait à un 

seul jour. La distance au bout de laquelle les phénomènes se repro

duiront sera beaucoup plus considérable encore, puisqu’elle sera le 

produit de l’autre distance par le nombre n, dont la valeur, en vertu 

de la formule (2), deviendra d’autant plus grande que la différence 

entre les vitesses ü  et O, deviendra plus petite.

On arriverait encore à des résultats semblables, si, la durée de la 

période restant égale à 2 e, les deux rayons simples, dont la superpo

sition est censée produire la couleur blanche de l’étoile, s’éteignaient 

périodiquement, durant des intervalles de temps égaux entre eux, 

mais inférieurs ou supérieurs à la moitié de la période, ou si ces deux 

rayons, sans s’éteindre complètement, perdaient périodiquement une 

partie de leur éclat. Alors la distance, au bout de laquelle se reprodui

raient les mêmes phénomènes, serait toujours celle que nous venons 

de calculer. Alors aussi, vue de certains points, l’étoile à certaines 

époques paraîtrait colorée, tandis que, pour des observateurs placés 

en d’autres points, elle' se montrerait toujours blanche lorsqu’elle 

ne serait pas invisible. Seulement, dans la nouvelle hypothèse, les 

deux couleurs pourraient être mêlées de blanc, et les intervalles de 

temps, pendant lesquels l ’étoile paraîtrait blanche ou colorée, seraient 

plus longs ou plus courts que dans la première supposition.

On arriverait toujours à des conclusions du môme genre, si la 

lumière blanche de l’étoile résultait de la superposition de plus de 

deux rayons simples, et, dans ce cas encore, comme dans les hypo

thèses ci-dessus admises, l ’étoile, vue de loin, devrait le plus ordi

nairement paraître colorée. Il y a plus, il faudrait alors supposer 

remplies certaines conditions particulières, pour qu’à de très grandes 

distances les phénomènes observés dans le voisinage de l’étoile 

parvinssent à se reproduire exactement. Admettons, pour fixer les 

idées, que la lumière blanche de l’étoile résulte de la superposition
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de trois rayons qui se propagent avec des vitesses représentées par

Î2, £2;,

soit toujours 2S la durée delà période, et posons

(3) Û,
a

I
n Bi

il

Si les nombres n, n', qu’on doit supposer très grand l’un et l’autre, 

sont commensurables entre eux, c’est-à-dire, en d’autres termes, si le
n>

rapport — est rationnel, on pourra déterminer une distance au bout de

laquelle se reproduiront exactement les mêmes phénomènes, et cette 

distance sera celle que parcourt le rayon doué de la vitesse O, dans un 

temps égal au plus petit des multiples de

n'
qui soit aussi un multiple de 2/i' g. Mais, si le rapport — devient irra

tionnel, il deviendra impossible de trouver un multiple de m s  qui 

soit en même temps un multiple de 2/i's, et il deviendra pareillement 

impossible de trouver une distance au bout de laquelle les mêmes 

phénomènes se reproduisent exactement pendant toute la durée de la 

période 2E. Alors, par exemple, les phénomènes que l’on observe 

dans le voisinage de l ’étoile ne pourront plus se reproduire en d’autres 

points de l’espace, et pour un observateur placé loin de l’étoile, celle-ci 

ne pourra demeurer constamment blanche tant qu’elle sera visible.

En résumé, si dans le vide les vitesses de propagation de rayons 

diversement colorés ne sont pas rigoureusement égales, un chan

gement périodique de clarté dans une étoile suffira pour occasionner 

à de grandes distances des changements de couleur. Or, parmi les 

astres dont la clarté varie périodiquement, on doit surtout distinguer 

Algol ou  ̂ de Persée, dont l’éclat ordinaire, étant celui d’une étoile de 

deuxième grandeur, reste tel pendant 2 jours 14 heures, puis décroît 

soudain, de telle sorte qu’au bout d’environ 3 heures et demie, l’étoile 

se trouve réduite à la quatrième grandeur, sa lumière ayant alors
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perdu plus de la moitié de son intensité. Alors, aussi, l’étoile recom

mence à croître, pour reprendre au bout de 3 heures et demie son éclat 

habituel, l’étendue entière de sa période étant d’environ 2 jours 

20 heures 48 minutes. Cela posé, concevons que l’on observe attenti

vement la couleur d’AlgoI, tandis que son éclat diminue. Si l ’inter

valle de temps, renfermé entre les deux instants qui nous laissent 

apercevoir des rayons rouge et violet partis simultanément de l’étoile, 

s’élevait seulement à un quart d’heure, elle changerait de couleur d’une 

manière assez notable pour que le changement pût être remarqué. En 

effet, puisque l’astre aura perdu plus de la moitié de sa lumière en „ 

3 heures et demie, la perte moyenne de lumière en un quart d’heure 

surpassera le rapport ^  ou ^ ; et il n’est pas douteux que cette perte 

subie, dans l’hypothèse admise, par un seul des deux rayons rouge et 

violet occasionnât- une variation appréciable dans la couleur. Toutefois 

cette variation est demeurée insensible dans les expériences entre

prises par M. Arago pour la constater. Cherchons maintenant ce que 

l’on peut en conclure relativement à l ’intervalle qui sépare deux 

molécules voisines du fluide éthéré.

Yu la distance considérable qui sépare de la Terre les étoiles les plus 

rapprochées, distance que la lumière ne peut franchir en moins de 

trois ou quatre années, un quart d’heure n’équivaut pas, comme on l’a 

déjà dit, à la partie du temps que la lumière emploie pour venir 

d’Algol jusqu’à nous. Donc, en admettant que deux rayons, l’un rouge, 

l ’autre violet, partis simultanément de cette étoile, se suivent d’assez 

près pour que l’un ne soit pas de i 5 minutes en retard sur l’autre, nous 

admettons par cela même, non seulement que le rapport entre lés 

vitesses de propagation de ces deux rayons diffère très peu de l’unité, 

mais encore que la différence est au-dessous de 1- -100 0 . Cela posé, si 

l ’on adopte comme rigoureuse, pour l’éther considéré isolément, la 

loi de répulsion précédemment énoncée, c’est-à-dire si l ’on suppose 

que l’action mutuelle de deux molécules d’éther soit répulsive et réci

proquement proportionnelle au bicarré de la distance, la formule (27) 

du paragraphe H fournira le moyen de calculer une limite supérieure
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à l’intervalle qui sépare deux molécules voisines du fluide éthéré. En 

effet, désignons par
1 1 · T TI ,  1/ ,  J. , 1  y # ■

les longueurs d’ondulation et les durées des vibrations moléculaires 

dans les rayons rouge et violet; et par

£2, £2,

les vitesses de propagation de ces rayons dans le vide. Les rapports 

entre les durées T, T' et l ’intervalle de temps qui résulte de la division 

d’une seconde sexagésimale en mille millions de millions de parties 

égales, seront représentés à très peu près par les nombres

2 et i , 36,

en sorte qu’on aura sensiblement

T _  2 
T, ~  1,36 i ,47, T_

T, 6.

Cela posé, la formule (27) du paragraphe II donnera, pour le 

rapport entre la distance t de deux molécules d’éther voisines et la 

longueur 1,

£
T

ou à très peu près, puisque ^  diffère très peu de l’unité,

Pour que la valeur de e reste réelle, on devra évidemment, dans la 

formule (4), supposer le rapport

£2

supérieur à l’unité. Si d’ailleurs on suppose la différence entre ce 

rapport et l’unité réduite à rr^ôô, alors de l’équation (4), jointe à
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la formule

(5)

on conclura

(6 )

ü. T
j oo ooo

9
100 iv / ( I : O,OOD.

En vertu de cette dernière formule, e serait environ 5 millièmes 

ou ^  de la longueur d’ondulation des rayons rouges, c ’ est-à-dire
environ 3 millionièmes de millimètre. On voit ainsi quelle est la peti

tesse de la limite supérieure à la distance qui sépare deux molécules 

voisines d’éther, lorsqu’en adoptant la loi d’une répulsion récipro

quement proportionnelle au bicarré de la distance, on part de ce fait, 

que l’observation d’Algol ne fournit point de traces de la dispersion 

des couleurs dans le vide.

Il est bon de remarquer qu’en vertu de la formule (5 ) ,  la vitesse de 
propagation des rayons violets surpasserait celle des rayons rouges, en 
sorte que les rayons qui se propagent plus rapidement dans les corps 
se propageraient au contraire avec plus de lenteur dans le vide.
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M É M O IR E  S U R  L ’ IN T É G R A T IO N
DES

ÉQ U A T IO N S D IF F É R E N T IE L L E S  *.

1 .

Le nombre des équations différentielles que l’on peut intégrer en 

termes finis étant très peu considérable, on a depuis longtemps essayé 
de substituer, pour de semblables équations, l ’intégration par série à 

l ’intégration directe. Ainsi, par exemple, étant donnée une équation 

différentielle du premier ordre entre# e t/  considéré comme fonction 

de a?, avec la valeur particulière /„ de la fonction/, correspondant à 

la valeur particulière x 0 de la variable x ,  on a supposé la fonction/ 

développée par la formule de Maclaurin,-en une sérié ordonnée suivant 

les puissances ascendantes et entières de la variable x\ et, comme on 

pouvait facilement déterminer les coefficients des diverses puissances 

de x  dans cette série, en les déduisant des valeurs connues des quan

tités #0, / 0, à l ’aide de l ’équation donnée et de ses dérivées des divers 

ordres, et en laissant d’ailleurs arbitraire la constante / 0, on en a 

conclu que toute équation différentielle du premier ordre entre x  e t/  

admettait une intégrale générale, et que cette intégrale se trouvait 

représentée par la série de Maclaurin, c’est-à-dire par la somme de 

cette série, les coefficients étant déterminés, comme on vient de l’ex

pliquer, en fonction de x 0 et de la constante arbitraire/0. Toutefois,

(*) Ce Mémoire, déjà lithographié en i835, n’a été tiré la première fois qu’à un petit 
nombre d’exemplaires; c’est ce qui nous engage à le  reproduire ici tel qu’il a été rédigé 
à cette époque.
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les considérations précédentes ne donnaient nulle certitude que l ’ on 
eût effectivement intégré l ’équation proposée, ni même que cette 
équation admît une intégrale. Car, d’ une part, rien ne prouvait que la 
série obtenue fût convergente, et l’on sait que les séries divergentes 
n’ont pas de sommes; d ’autre part, une série même convergente, qui 
provient du développement d ’ une fonction effectué à l’aide de la for
mule de Maclaurin, ne représentepas toujours la fonction dont il s’agit. 
Ainsi, en particulier, si l ’on applique la formule de Maclaurin à la 
fonction

e-'*+e ^

on obtiendra pour développement la série convergente

X 2 X 4 x %
1 -------- 1-----------------5 -t- · . ·I 1.2 I .2.6

qui représente, non la fonction donnée, mais seulement son premier 
terme. L’intégration par série des équations différentielles était donc 
illusoire, tant qu’on ne fournissait aucun moyen de s’assurer que les 
séries obtenues étaient convergentes, et que leurs sommes étaient des 
fonctions propres à vérifier les équations proposées; en sorte qu’ il 
fallait nécessairement ou trouver un tel moyen, ou chercher une 
autre méthode à l ’aide de laquelle on pût établir généralement l’exis
tence de fonctions propres à vérifier les équations différentielles et 
calculer des valeurs indéfiniment approchées de ces mêmes fonctions. 
La première et peut-êtrejusqu’à présent la seule méthode qui remplisse 
ce double but, pour un système quelconque d’équations différentielles, 
me paraît être celle que j ’ai publiée dans mes Leçons de seconde année 
pour l’École royale Polytechnique. Suivant cette méthode, étant donnée, 
pour æ =  x0, la valeur y0 de la fonction y  déterminée par une équa
tion différentielle de la forme

d x = f { x ,  y ) d x ,

0»

(0

si la supposition
X—X{ y —yo
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ne rend infinie aucune des deux fonctions

(2) f i x ,  y ) ,
à  f i a : ,  y )  

ày

alors, pour calculer approximativement une autre valeur Y de y ,  

correspondant à une autre valeur X de x ,  on interposera entre les 
limites

a ’ o , X

une série croissante ou décroissante de nouvelles valeurs de x ,  puis 
on leur fera correspondre une série de nouvelles valeurs de y  tellement 
calculées que, deux valeurs consécutives de x  étant représentées par

x, x +  Ax

et les valeurs correspondantes d e y  par
0

y ,  y  +  Ay,
on ait généralement

(3) Ay=fix,y)Ax.

On démontre que la dernière des valeurs de y  ainsi calculées, ou 
celle qui correspond à la valeur X  de x ,  converge, lorsqu’on fait 
décroître indéfiniment les valeurs numériques de Ax ,  vers une limite 
fixe qui est fonction continue de y 0 et de X, pourvu toutefois que la 
valeur numérique de la différence

X  xa

ne devienne pas trop considérable et supérieure à celle qu’ une 
certaine condition détermine. Cela posé, en nommant

#(X)

la limite dont il s’agit, on prouvera aisément que la fonction

(4) y =  H*)

a la double propriété de vérifier l’ équation ( i j  et de se réduire à y 0 
pour x  =  x 0. Il y a plus, on déterminera sans peine les limites des 
erreurs que l’ on peutcommettre en prenant pour §  ( X )  la dernière des

Œuvres de C. — S. II, t. XI. 5 l
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valeurs d e y  calculées à l ’aide de la formule ( 3 ), dans le cas où 
chacune des valeurs de A x  est inférieure, abstraction faite du signe, à 
un très petit nombre donné o.

Si l ’on désigne par
A, C

deux nombres respectivement supérieurs aux valeurs numériques des 
fonctions ( 2 ) ;  si, de plus, on désigne par

a

une quantité positive ou négative, choisie de telle manière que, pour 
des valeurs de x  renfermées entre les limites

Xf), x 0+ a

et pour des valeurs d e y  renfermées entre les limites

y 0— A a ,  A a,

les fonctions (2) restent continues par rapport aux variables x ,  y ,  et 
renfermées, la première entre les limites

—  A, 4- A,

la seconde entre les limites
;—  C, 4- C ;

la condition ci-dessus mentionnée, et à laquelle devra satisfaire la dif
férence X  — x 0, sera que cette, différence demeure comprise entre les 
limites o, a,  ou, en d ’autres .termes, que la valeur X  de a; demeure 
elle-même comprise entre les limites

x 0) Xtt 4 -a.

Alors, si l ’on nomme II la valeur numérique de X  — x 0 et ce la 
plus grande valeur numérique que puisse recevoir la quantité

f ( x ± ô d ,  y ± 0 Ad) —f ( x , y ) ,

tandis que l ’on fait varier 0 et 0  entre les limites o, a ;  x  et x ±  Oo 
entre les limites x 0, x 0 -t- a ;  enfin y  et y  ±  0 Ao entre les limites y 0,
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y g ±  A a ;  l’erreur que l’on commettra, en supposant chacune des 
valeurs numériques de A x  inférieure à o, et prenant pour # ( X )  la 
dernière des valeurs d e y  calculées à l’aide de la formule ( 3 ), sera 
plus petite que le produit

( 5 )  I I ec, lcD,

e désignant la base des logarithmes népériens. Ajoutons que, si, pour 
toutes les valeurs de x ,  y ,  comprises entre les limites

la fonction

(6)

x 0, ^ 0 + « ;  fo—  / o  +  A f l ,

à f { æ , y )
dx

reste finie, continue etinférieure, abstraction faite du signe, au nombre

B,

le facteur Œ> ne pourra surpasser le produit

( 7 )  ( B  +  A C )  5 .

La valeur de y  que la formule ( 4 ) détermine étant fonction con
tinue, non seulement de la variables, mais encore de la constantey u, 

devient, lorsque cette constante est considérée comme arbitraire, ce 
qu’on appelle l ’intégrale générale de l’ équation ( i ) .  La méthode précé
dente fournit donc le moyen non seulement d ’établir l’ existence de 
l ’ intégrale générale d’une équation différentielle du premier ordre, 
mais encore de calculer, avec tel degré d’approximation qu’on le désire, 
la valeur Y  de y  correspondant à une valeur donnée X de la va
riable x ,  en supposant déjà connue une première valeur x 0 de x .  Ce 
calcul s’étend même à des valeurs de X  non renfermées entre les 
limites

«2?o*

Car, après avoir déduit, de la première valeur de y  représentée par y 0, 

une seconde valeur Y, on peut de celle-ci en déduire une troisième 
et continuer de la sorte jusqu ’à ce que la valeur de y  devienne infi
niment grande ou rende infinie l’une des fonctions (2 ) .
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La méthode que je viens de rappeler se trouve rigoureusement 
établie et rendue plus sensible par des exemples numériques dans les 
Leçons déjà citées. J’ai montré dans les mêmes Leçons comment on 
pouvait étendre cette méthode à l’intégration d’équations différentielles 
simultanées du premier ordre, quel que fût le nombre des variables, 
et comment on pouvait obtenir, non seulement les intégrales géné
rales et particulières de ces équations, mais encore leurs intégrales 
singulières. On sait d’ailleurs que l’ intégration d’équations diffé
rentielles d ’un ordre quelconque peut toujours être ramenée à l’inté
gration d’équations différentielles simultanées du premier ordre.

H.

Les avantages qu’offre la méthode ci-dessus rappelée se retrouvent 
avec d’autres encore dans celle que je vais maintenant exposer.

Le beau Mémoire où M. Hamilton a fait dépendre l’intégration des 
équations différentielles que l’on rencontre en Dynamique, de la déter
mination d ’une seule fonction, représentée par une intégrale définie 
qui satisfait à deux équations du second ordre aux différences partielles, 
a reporté mes idées vers un point qui m’avait paru depuis longtemps 
digne d ’être examiné avec une attention particulière. J’avais pensé 
qu’il y aurait peut-être quelque avantage à réduire l ’intégration d’un 
système d’équations différentielles à l’intégration d ’une seule équation 
aux différences partielles du premier ordre. Or cette réduction peut 
toujours être facilement effectuée, comme on va le voir.

Soient x ,  y ,  s , ... des fonctions inconnues de là variable t, déter
minées par des équations différentielles du premier ordre, en vertu 
desquelles les différentielles

dx, dy, dz, . . . ,  dt,
des variables

ÎC, y ,  z, . . . ,  t

soient respectivement proportionnelles à des fonctions connues

A-, ij . . . ,  6
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de ces mêmes variables. Les équations différentielles dont il s’agit 
seront comprises dans la formule

d x   d y  d z   _dt
!\T— ~ a r ~  IT f

et se réduiront aux suivantes

iT
( 2 ) d x — — dt, d y  —  z-dt^ dz —  ^ d t ,  . . . ,

(d b G

qui ne perdront rien de leur généralité, si l’on fait disparaître le déno
minateur s, en prenant simplement s =  1. Or supposer que les équa
tions ( 2 )  sont intégrables, c ’ est admettre que a?, y ,  z , . . . ,  t peuvent 
varier simultanément de manière à les vérifier. Dans cette hypothèse, 
x , y ,  z , . . .  variant avec t, si t prend une nouvelle valeur z , x , y , z  

recevront des valeurs correspondantes vj, Ç, ... qui ne pourront dé
pendre que de 'z et des valeurs primitivement attribuées k x , y , z ,  . . . .  t ;  

par conséquent, y], t ,  . . .  seront des fonctions de æ, y ,  z ,  .. ..  t, t , 

qui se réduiront, pour t =  t, à x ,  y ,  z ,  . . . ,  en sorte qu’on aura

l =<p(ar,y,s,

Ç =z<\i(x,y, z, t, r),

les lettres caractéristiques <p, yy ... désignant des fonctions déter
minées qui vérifieront les conditions

c p ( x , y , z ,  . . . , t , t )  =  x,

X(a?,7 , -s, — y ,

· · · ’ u O — 3 >

Les équations (2 )  ne sont censées intégrées généralement qu’autant 
qu’on est parvenu à exprimer t], . . .  en fonction de t , par des
équations de la forme ( 3 ), quelles que soient d ’ailleurs les valeurs 
primitivement attribuées à

x ,  y • · 1 t.
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Alors les équations ( 3 ), ou des équations équivalentes, c ’ est-à-dire 
propres à fournir les mêmes valeurs de

n, Cj · · ■ »

sont ce qu’on' appelle les intégrales générales des équations diffé
rentielles données. A l’aide de ces intégrales, on peut déterminer, 
pour une valeur t de la variable indépendante renfermée dans les 
équations (2 ) ,  les valeurs correspondantes r¡, £, ... des variables 
dépendantes que contiennent les mômes équations, quand on connaît 
un autre système de valeurs oc , y ,  z,  . . .d e  ces dernières correspondant 
à une autre valeur t de la première ; et comme, en partant des 
valeurs ?, r¡, Ç, ... qui correspondent à la valeur t de la variable indé
pendante, on devrait retrouver, pour la valeur t de cette variable, les
valeurs des variables dépendantes représentées par x ,  y ,  z ........il est
clair que les équations ( 3 ) continueront de subsister, si l ’ on y échange 
entre eux les deux systèmes de valeurs des variables dépendantes et 
indépendantes, représentés par

.z, y ,  5 , . . . ,  t,
4) m C, ■ » · · 1 v.

Donc les intégrales des équations (2 )  pourront encore se produire 
sous la forme

( 5 )  î  ̂=  ?(£>*]> Ç. ···, t, y — x(ç.-o, Ç, ···,-, O»

D’ailleurs les formules ( 4 )> étant identiques pour des valeurs 
quelconques de x , y , z ,  . . . ,  t, entraîneront les suivantes :

j ?(£, Y), C, . . . ,  t, r) = £ ,  x(|, Y), Ç, . . . ,  r, t) =  y],
\ y), Ç, · · t. r) =  Ç,

en sorte que les valeurs de x ,  y ,  z ,  ... fournies par les équations ( 5 ) 
se réduiront, comme on devait s’y attendre, à lj, r¡, ... quand on
supposera

c =  z.
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Lorsqu’on attribue à t  une valeur constante,

Z, n, Ç, . . .

deviennent, dans les intégrales générales ( 3 )  ou ( 5 ), d ’autres cons
tantes que l’on peut choisir arbitrairement, et que l ’on nomme pour 
cette raison constantes arbitraires. Si l ’on fait d’ailleurs, pour abréger,

, . 1 ?(«,>',«, z ( æ ,  y ,  5, .. . , t ,  t ) =  Y,
7  I ··■, t, t )  =  z ,

les équations ( 3 )  deviendront

(8) Ç =  X, n  =  Y ,  Ç = Z, ...,

X, Y, Z, ... étant des fonctions de x , y ,  s ,  . . . ,  t, qui se réduiront, la 
première à x ,  la deuxième à y ,  la troisième à s, ... pour / =  t , et qui 
ne renfermeront aucune des constantes arbitraires vj, Enfin si 
l’on désigne par

(9) u =  / ( œ , y ,  s, . . .  )

une fonction déterminée des seules variables x , y ,  s ....... et par

0 ° )  . v = / ( £ ,  Y), Ç, : . . )
(■O U = / ( X ,  Y,Z, . . .) ,

ce que devient la fonction u quand on y remplace les variables x ,  y ,  

z , . . .  : i°par les constantes arbitraires !j, rj, £ ,. . . ;  2° par les fonctions X,
Y, Z, . . . ;

U,

ainsi que X, Y, Z, . . . ,  dépendra uniquement des quantités

y > -, · ■ ·, t,

et se réduira, p ou r i  =  T, à la nouvelle constante arbitraire désignée 
par u. De plus, les intégrales générales des équations (2 )  ou les for
mules (8 )  entraîneront évidemment la suivante

( 1 2 ) / & * > , ! ,  . . . ) = / ( X ,  Y, Z, . . . )
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OU

( i 3 )  u =  U,

qui sera une nouvelle intégrale générale et comprendra comme cas 
particuliers les formules (8 ) ,  avec lesquelles on la ferait coïncider en 
posant successivement

y , z ,  . . . )  =  x ,  f ( x , y ,  z,  . . . )  =  y ,  f ( x , y , z , . . . )  =  z,  

Concevons maintenant que,
U

désignant une fonction quelconque des quantités 

x· y> - ........... t et T,'

mais une fonction qui ne renferme aucune des constantes arbitraires

l  n, Z,

il s’agisse de savoir si les équations ( 2 ) admettent une intégrale géné
rale de la forme

0 4 ) U =  cons t .

Cela revient à savoir si les valeurs de x ,  y ,  z , . . . ,  tirées des équa
tions ( 5 ) ou (8 ) ,  réduisent U à une fonction do t ou à une constante 
arbitraire. Or la différentielle de cette fonction ou de cette constante 
sera, eu égard aux équations (2 ) ,  ce que devient l’expression

( i 5 ) dU =
àO
àt

X ¿U £  dU 
5 t o  G d y £ dz

quand on y substitue pour x ,  y ,  z , . . .  leurs valeurs tirées des équations
( 5 )  ou ( 8 ) .  Donc ces valeurs vérifieront ou non, quel que soit t, la 
formule

(16) dü x  au 9; du . & <?U
dt  G d x  5 d y  G àz

suivant que les équations différentielles proposées admettront ou non 
une intégrale générale de la forme ( i 4 )· D’ailleurs, si la formule (16 )
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n’était pas identique, elle établirait entre les seules quantités ren
fermées dans les fonctions

^  S>, . . . .  ' G ,  U ,  

c’est-à dire entre les quantités

X, y ,  5 , . . . ,  t et T ,

une relation qui devrait être une conséquence nécessaire des équa
tions (8 ) .  Or cette dernière hypothèse ne saurait être admise; car on 
vérifie les équations ( 8 )  par des valeurs de oc, y ,  z ,  . . . ,  t et t , arbi
trairement choisies, et par des valeurs de

c, ···

déduites, à l ’aide de ces mêmes équations, des valeurs attribuées à

X} y  ) zj . · · ? t 6t T,

La formule(1 6 ) ne peut donc être qu’une équation identique, ex
primant que

( l 7 ) 5 = U

est une intégrale particulière de l ’équation aux différences partielles

( 1 8 )
, ds ■ v. às ds ds

S -r- -t- <& -5----- h Jf -t-------l - ï î j — Hdt dx ày az
—  O.

Ajoutons que, si l ’on nomme 1» la valeur particulière que prend la 
fonction U quand on y pose

x  =  \, y  — ri, z = X ,  . . . ,  t — t,

celle des intégrales générales des équations (2 ) ,  qui sera de la 
forme (i4)> se réduira nécessairement à

(.9) . u =  «.

Alors, aussi la forme 

( 2 0 ) ,  s =  U.— u

sera, en même temps que la formule (17), une intégrale particulière
Œuvres de C. — S. II, t. XI. 52
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de l’ équation (18). En conséquence, on peut énoncer la proposition 
suivante;

Premier théorème. — Les équations ( 2 )  étant supposées généra

lement intégrables, et U désignant une fon ction  qui ne ren ferm e que les 

seules variables
x,  y ,  z, ---- - t,

ou ces variables avec une valeur particulière t de la variable t', pour  

savoir si les équations ( 2 )  admettent ou n’admettent pa s une intégrale 

générale de la fo r m e  (19 ),  il suffira d ’exam iner si la form u le  (17) 
ou (2 0 )  fou rn it ou non une intégrale particulière de l ’équation ( t8).

Cela posé, veut-on obtenir celle des intégrales générales qui serait 
de la forme (19), 0 désignant une constante arbitraire et U une fonc
tion des variables x ,  y ,  z , . . . ,  t, qui aurait la propriété de se réduire 
pour une valeur particulière t de la variable t, à une fonction donnée 
de x ,  y ,  z , . . . ,  savoir à

u — f ( x ,  y ,  z, . . . ) ,

il suffira d ’égaler à zéro la valeur de s qui a la double propriété de 
représenter une intégrale de l’équation (18) et de se réduire à

U —  V

pour t =  1 ; ou bien encore, il suffira d ’égaler à 0 celle des intégrales 
de l ’ équation (18) qui a la propriété de se réduire à u pour t — t .

Si, pour fixer Ie.s idées, on veut obtenir les intégrales générales des 
équations (2 )  sous la forme ( 8 ) ,  de sorte qu’étant donné un système 
de valeurs des variables

x  1 y  1 s 1 · · ■ > G
ces intégrales fournissent immédiatement les nouvelles valeurs

l, v), ç; . . .

que prennent les variables dépendantes pour une nouvelle valeur
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de la variable indépendante, il suffira de chercher les diverses intégrales 
particulières*de l ’équation (18), qui ont la propriété de se réduire, 
pour i =  t , à l’une des variables

œ, y ,  z,  . . . .
Si l ’on désigne par

( 2 1 ) s — X,  s =  Y,  s =  Z, 1

ces intégrales particulières dans lesquelles X, Y, Z, ... ne peuvent 
renfermer que les seules quantités

x,  y ,  z, t  e t  t,

on vérifiera encore l’équation (18 ),  en attribuant à s l’une des valeurs

( 2 2 ) s =  X — £, s =  Y  — y), s — Z — £,

et, en égalant à zéro ces dernières valeurs de s, on obtiendra sous la 
forme ( 8 )  les intégrales générales des équations (2 ) .

Jusqu’à présent nous avons supposé, sans le démontrer, que les 
équations ( 2 )  étaient généralement intégrables. Mais, sans admettre 
a priori cette supposition, on peut faire voir que l’ intégration générale 
de l’équation (18) entraîne l ’intégration générale des équations (2 ) ,  
et même que, pour obtenir les intégrales générales de ces dernières 
équations, il suffit d ’égaler à des constantes arbitraires

les valeurs
l, -n, k, ···

X ,  Y,  Z, . . .

d e « ,  qui ont la double propriété de vérifier l ’équation (18) et de se 
réduire à o c ,y ,  z ,  ... pour 1 = t . Effectivement on obtiendra de cette 
manière les équations (8 ) ,  en vertu desquelles

■ ·*, y ,  z, . . .

seront des fonctions de t qui se réduiront respectivement à

£> *i) £> ···

pour£ =  T .  Or, en faisant varier x ,  y ,  s , . . .  avec t, en observant
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d’ailleurs que X est une intégrale particulière de l ’équation ( i 8 ) e t  
vérifie en conséquence la formule

dX X dX &dX % dX 
2 dt "+" S dx G dy G dz

on tirera de la première des équations ( 8 )

. . .  =  o ,

à X  à X  d x  à X d y  à X  d z  _  
d t  d x  d t  dy d t  d z  d t  ' ' ’ ° ’

puis en éliminant de cette dernière

à X  

d t  ’

à l’aide de la formule ( 2 3 ), et opérant de la même manière pour 
chacune des équations ( 8 ) ,  on trouvera

/ d X / d * _ £ i \
l dx \ dt G /  dy \ dt fs)''*' à z\ d t  G

' d x \ d t  G )  dy \dt & J dz \dl G,

I dZ / d x  X  \ dZ / d y  dZ (  dz  5b
dx \ d l  G )  "+" dy \ d t & J dz \ d l  G

. . . =  o ,

. =  o,

• — o,

Supposons maintenant que l’on combine entre elles par voie d ’ad
dition les formules (2 4 ) ,  après les avoir multipliées par des facteurs 
choisis de manière que toutes les différences

d x  X  d y  JJ dz %
~ d t g"’ ~ d t ~  G’  1 i ~ W

se trouvent éliminées à l ’exception d’une seule. On substituera ainsi 
aux équations (2 4 )  d’autres équations de la forme

( 2 5 ) K
d x  X \
7ù ~ ' g ) ~ ~ 0 ’ t

la valeur de K étant

àXdYàZ^ _ d X  àY dZ 
dx dy àz dy dx dz( 2 6 ) +  .··*>
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et, comme la fonction de œ , y ,  z , . . . ,  i, représentée ici par K, nesaurait 
être généralement nulle, puisqu’elle se réduit à l ’unité, ainsi que

dX dY dZ 
d x ’ d y ’ d s ’

pour t =  T, les formules ( 2 5 ) entraîneront les équations (2 ) .  Donc 
celles-ci auront pour intégrales générales les équations ( 8 ) ,  et l ’on 
peut énoncer la proposition suivante :

D e u x i è m e  t h é o r è m e . — L’intégration de Véquation (18) entraîne 

celle des équations (2 ) ,  et, p ou r obtenir les intégrales générales de ces 

dernières, il suffit d ’égaler à des constantes arbitraires c-, yj, ... les 

intégrales particulières

s =  X, s — Y, s =  Z,

de l ’équation (18), qui ont la propriété de se réduire respectivement à cc, 

Y > s, ... p ou r t =  i .

Les intégrales générales des équations (2 )  étant obtenues comme on 
vient dele dire et représentées par les formules (8 ) ,  la formule (19), 
dans laquelle

u = / ( x ,  Y, Z , . . . ) ,

désigne une fonction quelconque de X', Y, Z , . . . ,  représentera une 
nouvelle intégrale générale des équations ( 2 ) ;  et, pour obtenir cette 
nouvelle intégrale, il suffira (voyez  le premier théorème) d’ égaler à une 
constante arbitraire u celle des intégrales particulières de l’équa
tion (18) qui a la propriété de se réduire à

pour t —  i .  Ajoutons que, si l ’on se sert du signe caractéristique

V

pour indiquer un système d ’opérations effectuées sur une fonction 
quelconque s de æ, y ,  z , . . . ,  t, et définies par la formule

Vs =  —
ds
dx

£  *
5  dy( 27 )
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on tirera de l’équation (16), intégrée par rapport à t, et à partir de
/ =  T,

( 2 8 ) - U — u —  VU =  o 

ou, ce qui revient au même,

(29) u =  «  +  vu.

Si dans le second membre de l ’équation (29 ) on substitue une ou 
plusieurs fois de suite à la fonction U sa valeur tirée de cette équation 
même, alors, en écrivant pour abréger

au lieu de 

on trouvera

et généralement

V*U, V3U, . . .

VVU, VVVÜ,

U =  a -+- Va -1- V2 U 
=  a -+- Va -+- V2 u +  V3 U

(3o) U = m +  Vm +  V3m -+- V3a h- .  . . 4 -  V"_1a -+- V“U,

n étant un nombre entier quelconque. Si, dans l’ équation ( 3 o ) ,  le 
terme

V"U

décroît indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, la série

(3i) u, Va, V3a, V3 a, . . .

sera convergente, et cette équation donnera

(32 ) U =  u -t- Vu -t- V2 u V3 u -t-...' ;

par suite, la formule (19 b propre à représenter une intégrale générale 
quelconque des équations (2 ) ,  deviendra

(33) M +  Va +  V!«-(-Vs« + . . , =  v;

et comme, dans le cas où V désignerait non plus un système d’opé
rations à effectuer sur une fonction donnée, mais une quantité
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véritable, on aurait

(34) i 4 - V  +  V3+ V 3 +  . . . =

l’ intégrale générale dont il s’agit pourra être présentée sous la forme 
symbolique

(35)
u

T ^ V =  D.

D’ailleurs, comme on tire de l ’équation ( 3 2 )

VU := V ( m -l- Vu +  Vî u -t-. . . )  =  Vu +  V*m +  V3m +  .. U — u,

il est clair que la valeur de U fournie par cette équation vérifiera la 
formule (2 8 ), par conséquent la formule (18 ), tant que la série ( 3 i)  
sera convergente. On peut donc énoncer encore le théorème suivant :

Troisième théorème. — Tant que la série (3 i )  est convergente, la 

form u le  ( 3 3 ) ou ( 3 5 ) est propre à représenter l ’une quelconque des 

intégrales générales des équations (2 ) .

Si l ’on pose, pour abréger,

(36)
ds

G doc
ds & ds 

G d f  +  G dz 4 □ 5 ,

l’ équation (2 7 ) donnera

( 37) Vs =  — Ç  I2 sdt.

Lorsque X , ..., G ne renferment pas explicitement la variable 
indépendante t, mais seulement les variables dépendantes x ,  y ,  z ,  .. .,  
alors, en substituant à s, dans l’ équation (3 7 ), la fonction u qui ne 
renferme pas non plus la variable t, on tire successivement de cette 
équation

O u d t  = — O u f  dt  —  ( r — ¿)Ch<,
•'T

V*u =  - j '  (T — t ) a i u d t = ~ a * u j '  (r - t ) d t = {T~ t )* gifa,
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et généralement
( r_ f\n

(38) ---- _L U n u.
1 . 1 . . .  n

En vertu de cette dernière formule, l ’équation ( 3 3 ) deviendra

(3o) u -t- -----□ m+ —---— □*«+...= v;

et comme, dans le cas où □  représenterait non plus un système d’opé
rations à effectuer sur une fonction donnée, mais une quantité véri
table, on aurait

t _ / ( T — t ̂
(4 O) 1 +  ---- - □ H- —---1 1.2

l ’équation ( 3 g )  pourra encore être présentée sous la forme symbo
lique

(40 e(T-l)ü U =  V.

Ainsi le troisième théorème entraîne le suivant :

Quatrième théorème. — Lorsque les fonctions

^'1 cT> · · · > ®

ne renferment pas explicitement la variable indépendante t, l ’équa

tion ( 3 g ) ou ( 4 i )  est propre à représenter l ’une quelconque des inté

grales générales des équations (2 ) ,  tant que la série

(4a) u, l ^ U u ,  (T~ 0Î  D»a, . . .I 1.2
est convergente.

Si des formules ( 3 5 ) ou ( 4 i )  on veut déduire les intégrales géné
rales des équations ( 2 )  présentées sous la forme (8 ) ,  ou, en d’autres 
termes, les valeurs des quantités r¡, Z, . . .  qui sont ce que deviennent 
x ,  y ,  z , . . .  considérées comme fonctions de la variable indépendante t , 
quand cette variable indépendante reçoit une nouvelle valeur t , il 
suffira de poser successivement dans la formule ( 3 5 ) ou ( 4 i )

w =  É,u —  x ,
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puis

puis
u = y ,  ■ v =  -n, 

u — s, - U =  C,

En conséquence, les intégrales générales des équations (2 ) , étant 
réduites à la forme ( 8 ) ,  seront représentées dans tous les cas par les 
formules

y

et, dans le cas où x ,  g ,  5b, s ne renfermeraient pas explicitement 
la variable t, par les formules

(44) ' Ç=:e<*-e>°x, 1) = e ^ - o ü / , Ç =  e(T-oD3..............

Si, pour fixer les idées, on suppose que les équations (2 )  se rédui
sent à

( 45 ) d x  —  x d t , d y  =  y  dt, dz —  z d t , . . . ,

en sorte qu ’on ait

»  U &
- = X ,  -  =  y ,  - = Z , . . . .

on tirera de la formule ( 3 6 ) , en y remplaçant s par u, 

du du( 46 ) x
du _

\ + / - 3 -------------- K . . =  UM.àx dy àz

Si d’ailleurs on prend pour u une fonction homogène du premier 
degré en x ,  y ,  z , o n  aura identiquement

du du

* T x + y -t J P
du

''àz

par conséquent, l ’équation (4 6 ) donnera

O u — u,

et l’ on pourra poser simplement □  =  1 dans les formules ( 4 i ) ,  (4 4 ),
OEuvres de C. — S. II, t, XI. 53
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qui deviendront respectivement 

( 47) « =
(4§) £ =  x e v- ‘ , ' r̂  —  y e T~ ‘ , Ç =  s  ez~ l, . . . .

Telles sont en effet les intégrales générales des équations ( 4 5 ). 
intégrales qu’on peut encore écrire comme il suit

(4g) x  =  ^e‘~T, y  =  v e ‘~z, s  =  Ç e‘- x, . . . ,

et dans lesquelles yj, Ç, . . .  peuvent être considérées comme repré
sentant les constantes arbitraires introduites par l'intégration. 

Lorsqu’on remplace s par u dans la formule ( 3 6 ) ,  on en tire

( 5 o )
36 du |f du du

Si 3 6 ,  |f, 3b ,..., G ne renferment pas explicitement la variable t, alors, 
en désignant par k une quantité constante et choisissant la fonction u 

de manière à vérifier l ’équation

(5 i) X> du |f du % du _

on aura identiquement

(52) O u  =  ku,

et la formule ( 4 1). réduite à

v —  u

ou, ce qui revient au même, à

(53) u =  ue‘ i!- r ,

sera propre à représenter une intégrale générale des équations (2 ) .
Pour montrer une application des formules ( 5 i )  et ( 5 3 ) , supposons 

que les équations (2 )  soient de la forme

die =  ( a lx  -+- b \ y  -t- ctz  -t- . . .)  dt,  

d y  =  ( a ¡ x  4- ¿>2 y  +  C ] î + . . . )  d t , 

d z  —  ( a ^ x  -t- b3y  -+- c3z  h- . . .  ) dt,
(54)
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a, ,  b , ,  c t, . . . ,  a2, b2, c2, . . . ,  a 3, b 3, c3, ...........  étant des quantités
constantes. L’équation ( 5 i )  deviendra

(aiæ - h b if - h c is + . . . ) - j ^

-t- (\a2x  -4- b2y  +  ctz - h . . . ) · ^

. 7 v àu
\ Ct$Æ -+- b% y  c3 -3 -f-.. · )^T 

+ ............................................. =  ku,

et on la vérifiera en posant

(56) , u — \ x  H— JW-JK -+- vz - K .. ,

pourvu que X, ¡x, v, ... désignent des facteurs constants propres à 
remplir les conditions

<37)

ci, 1 —(- &2 - l·- a3 V —H. . .  —  k l,

b¡ 1 -+- b¡¡ p. +  6 3v -f-. . .  — k¡J·, 

c ,l  +  c.¿ii +  c3v h-  . . .  =  kv,

OU

(58)

( a, — k ) 1 4- « 2 p -f- a3 v 4- . .  · =  o, 
X +  ( b2 — k) p +  ¿>3 v 4 - . . .  =  o, 

CjX +  c2fx +  (c3 — Æ)v +  . . .  =  o,

desquelles on déduit, par l ’élimination de X, p, v, . . . ,  l ’équation 

(5g) {a1— k ) { b 2— k ) ( c 3— k ) . . . — a2b,(c3— k ) . . . - { - . . . =  o,

qui renferme la seule inconnue Æ et dont le degré est égal au nombre 
des variables ce, y ,  z .......Les diverses racines de l ’équation ( 5 g) four
niront le système des intégrales générales des équations ( 5 4 ), et ces 
intégrales générales sc trouveront toutes comprises dans la formule ( 5 3 ) 
ou

(60) Xir-4- p /  -t- v s  - K  . . =  (}£  +  ¡in -(- vÇ - h . . , ) e 4(T- 0 .
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Si aux équations ( 5 4 ) on substitue les suivantes

d x— [ajic -t- bl y  -+- c i z  +  . .  . 4- f i(0 ]  dt, 
dy =. [a^x 4 -  bty  +  C |? +  . . . 4 ·  f j ( i ) ]  

dz =  [a,sX -+- b3y  4 -  c3z  4 - . .  . 4 -  f3(0 ] ^ 6

f , ( i ) ,  f2(t ) ,  f3( i ) ,  ··· étant des fonctions quelconques de la variable t; 

alors, en supposant toujours la fonction u déterminée par la for
mule ( 5 6 ), choisissant les quantités

A  P, v, k

de manière à ^vérifier les conditions ( 5 8 ) ( 5g ), et faisant, pour 
abréger,

(6 2 ) ^fi{ t ) 4- ) -h  vt3(i) 4 -. . . =  f(0 >

on tirera des formules ( 3 6 ), ( 3 ^)

D u  —  ku +  { ( t ) ,
par conséquent

Vm =  — I O  u dt  —  k (t — t ) a
'T

— J  î ( t ) d t ,

V2« =  — / A: (t — t)  O  u dt  ~ f  k ( r —  0  f ( 0  dt.
A  . . 1.2 A

1il
• 

a*5> r 'A-’i r , — i)! n  ' j  ·/ — 2------- - □  u dt =
/c5(t —  t.y .
-------- rT~~~ U -- r ^ , ( 7 - i ) ! { ( t ) d t ,

A  , ' 2 1. 2.3 ,A  * ·2

Donc l’équation ( 3 3 ) donnera 

(63 ) u =  « j ^ i + A - ( T - 0  +  -̂ ~ ° 2 + · · · ]

■ Jf[·-t- At(t —  t)  4-
A2(t — t )*

I . 2

ou, ce qui revient au même,

( 64 ) u =  b î * M _  Ç  [ t ) d t .

' · •'T « -
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La formule (6 4 ) peut encore s’ écrire comme il suit

(65) — v e~k= = C  'trkli(l)'dt

et donne, quand on y transporte les valeurs de u et de f ( z ) ,  tirées des 
équations ( 5 6 ) e t(Ô 2),

. . t

(66 )  7.x +  ¡¿ y  -H mz + . .  .== (7.  ̂-+■ fxrj 4 - vÇ -+ - . . . )  e/ce—t)

+  et t f  e~kt\̂ kïl\t) -+- fxfj(i) -4- vf3 ( i)  . . ]  dt. 
J?

Les diverses équations que comprend la formule (6 6 ), eu égard aux 
diverses valeurs qu’on peut attribuer à la constante k, présentent le 
système des intégrales générales des équations (61 ). Si, après avoir 
substitué dans la même formule, les valeurs des quantités X, p., v, ... 
ou plutôt de leurs rapports exprimées en fonctions de k, ôri suppose 
que deux, trois, ... racines de l ’ équation (5 9 ) deviennent égales entre 
elles; les deux, trois,:., équations correspondantes à ces racines coïn
cideront et devront être remplacées, comme il est facile de le prouver, 
par l’une d ’entre elles, jointe à l’ équation dérivée du premier ordre, ou 
aux deux équations dérivées du premier et du second ord re ,.. .,  qu’on 
obtiendra en différentiant une ou plusieurs , fois de suite les deux 
membres de l’équation conservée par rapport à la seule quantité k.

Pour montrer une dernière application de la formule ( 3 3 ), sup
posons les équations (2 )  réduites à une seule qui soit du premier 
degré par rapport a x ,  ou de la forme . '

( 6 7 ) d x  —  [ f (Q 4- x  F(£)] dt,

f  ( t ) ,  F ( t )  étant deux fonctions quelconques de t. Alors la formule (27) 
donnera ■ '
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et par suite on tirera de la formule (  3 3 ), en y posant u =  x ,

(68) J '  F ( t ) d t + J '  F (t ) ^  F(t)  dtdl  —.. .J

—J  f(£)|\— J  F ( t ) d t + j '  F (i) dt dt — . . .  J dt.

D’autre part, F (¿ )  étant la dérivée de J "  F ( t ) d t , on aura

j f  F(t)jT F{t )d td t  =  ± 

£  F (< )jf  F (O jP  F { t ) d t d t d t  =  -L·

j f  F('t')dt 
J *  F{t) dt

et par suite

i — f  F(t)dl  f  F(i) /  F ( l ) d t d t - . . .

=  i - j  F { t ) d t + l-  j^jf F(f)<*j — . . .  =  e ~ ^ F
(n<u

Donc la formule (68 ),  qui représente l’ intégrale générale de l’équa
tion (6 7 ),  pourra être réduite à

( 69)
- A

£  =  x  e  J -
( O d t

-  f m - fÉ» «  »
F(£)rfi

dt .

Dans les divers exemples que nous venons de passer en revue, la 
formule ( 3 3 )  fournit, pour les équations différentielles proposées, les 
mêmes intégrales qui étaient déjà connues, et auxquelles on avait 
été conduit par diverses méthodes que nous nous dispenserons de 
rappeler.

Il est facile de prouver que la formule ( 3 p) ou ( 4 i )  continuera de 
représenter une intégrale générale des équations (2 ) ,  si, u devenant 
une fonction explicite de toutes les variables x , y ,  z ,  . . . ,  t, on déter
mine D m non plus à l ’aide de l ’ équation ( 5o), mais à l’aide de la
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suivante

. ( 7°)
_   du ¿V. du du % du

u dt +  S dx © dy +  S dz

m

pourvu toutefois que la série (4 2 ) reste convergente et qu’on désigne 
par u la valeur de u correspondant aux valeurs

des variables
?» *), C, ···> V,

t.

Effectivement, si dans cette dernière hypothèse, on pose 

( 7 1 ) ■ U =  « +  ( t ~ * - D 1«  +  . . . ,' -i 1.2

comme on aura généralement .

□  H t ~ □ » « I =  -------- (T~ on~‘ □ » « ,|_i.2 . . .n J 1 .2 . ..n  1 .2 . . . ( «  — 1 )

on en conclura

( 7 2 ) mu =  o

ou, ce qui revient au même,

(7 3 )
dU X  dU dU % dU
dt +  S dx  +  Ë dy +  S dz +

Donc, dans l ’hypothèse admise,

s — U

sera une intégrale particulière de l’équation (18 );  et la formule (19), 
qui coïncidera, en vertu de l’ équation (71 ),  avec la formule ( 3 q ) 
ou ( 4 i ) ,  sera [voyez  le premier théorème] une intégrale générale des 
équations (2 ) .  Au reste on peut, dans la même hypothèse, déduire 
directement des équations (2 )  la formule (3 9 )  ou (4*)» à l ’aide de la 
formule de Taylor. Effectivement, u étant une fonction quelconque de 
la variable indépendante t et des variables x ,  y ,  z ,  ... liées à t par les 
équations (2 ) ,  on aura, en vertu de ces équations jointes à la
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formule (70 ),
du =  □  u dt.

On trouvera de même
dU u =  □  *« dt , 

c f D 5 u — Cl3«  dt,
• · *................... 5

et l’on aura par suite

( 7 4 ) d u = O u d t ,  dï u — d3 u =  D 3 u dt3, . . . .

D’ailleurs, si l ’on nomme u une nouvelle valeur de u, correspon
dant à une nouvelle valeur z  de la variable indépendante t, la for
mule de Taylor donnera, pour les valeurs de la différence z  — t qui 
permettront de développer 0 en une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes et entières de cette différence,

/ K \  T (  J  i f —  O *  , ,  ( T — O 3 '

( ’ 5) v ^ u +  ^ d u + T ^ - d u ^ T ~ ^ d T 3d u -¥ · · · ·

Or, en substituant dans l ’équation (7 5 )  les valeurs de

du, d3u, d3u,

tirées des formules (74)» on retrouvera précisément la formule ( 3 g ) .

Pour vérifier sur un exemple très simple la formule (3 9 ) ,  dans le 
cas où l ’on y suppose □  u déterminé par la formule (7 0 ) ,  concevons 
que les équations ( 2 )  se réduisent à

(76)
IC

dx —  — dt, 
t

V  Z
dy  =  — dt, dz —  — d t y 

t t

on aura

(77 )
r-i 1 t du du " du du
□  m  =  -  [ l

' dt +  x  dx~?~ y  dy ' z dz +

et par conséquent

(78) Du =  ï ’

1

lorsque u deviendra une fonction homogène du premier degré en œ , 
y , ' s ,  . . . ,  t. Mais alors, □ «  étant une fonction homogène d’un degré 
nul, on tirera de l’ équation (7 7 ),  en y remplaçant u par □  «,

(79) □  2a =  o;
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donc, par suile,
□  3Í¿ =  0, □ ttt=ZO, .......

Cela posé, la formule (3 9 )  donnera simplement

U =  U - f -
— t U T--------=r -  U
l t t

ou, ce qui revient au môme,

(80) U   t
U T

Si, dans cotte dernière formule, on réduit successivement la fonc
tion u aux variables x , y ,  z , i l  faudra en même temps attribuer à la
constante arbitraire u l ’ une des valeurs £, r¡, Ç........et l ’on obtiendra
ainsi les intégrales des équations (7 6 )  sous la forme

(8 0 X  t L  — Í z t
Y) " "  t ’ K ~ t

On arriverait directement h ces dernières en intégrant les deux 
membres de chacune des équations (7 6 )  présentées sous la forme

d x _dt dy dt d z __ dt
x  t ’ y  t ’ z t ’

On pourrait généraliser encore la formule (39 ),  en y remplaçant la 
variable indépendante t, et la quantité t , par une fonction donnée r 

des variables x ,  y ,  z,  et par la valeur particulière p de r  corres
pondant à / =  t . Effectivement, r et «  étant deux fonctions quel
conques de x ,  y ,  z ,  les équations différentielles (2 ) ,  qui se
trouvent comprises dans la formule (1), obligent

x ,  y ,  z , t,

par conséquent aussi les fonctions

r et w,

à varier simultanément; et, si l ’on nomme

p et u
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deux valeurs correspondantes de ces fonctions, u sera ce que devient 
la fonction u quand la variable r reçoit l ’accroissement p — r.  Or, en 
admettant que u soit développable par la formule de Taylor en une 
série ordonnée suivantles puissances ascendantes de cet accroissement, 
on aura

(82)

du “  V 
dr ’ n
totales des fonctions

p — r du (p ■
u =  u -h --------- -----h —i dr 1.2 dr

— ) j ~ >  ··· représentant les rapports entre les différentielles

du
dr

et la différentielle totale de r. D’autre part, en se servant des nota
tions *

dr dr dr du du du
dx  ’ dy 7 7 d t ’ d x ’ d y ’ 7 dt

pour désigner les dérivées partielles de r et de u considérées
fonctions de •

j ,  -, ·· ·, G
on aura identiquement

(83 )
dr =c dx  -+- dy  -h. 

dx dy

, du , du , 
du — —  dx  -h -r—dy  -t-. 

dx àv

dr
■ . +  T t dl,

du ,, 
■■ +  T t dt'

et l ’on tirera de la formule ( i )

dx dy dz dt dr
K ü

par conséquent

& dr , ~ 0 r dr dr
+  ^  + ’ - -+ E d7

du
,„du — du „ du „ d u

dx àv dz dt

- , du du „ d u  - du
A r — - h  JC — +  4 -  £  —

d u _ dx dy dz dl
dr ~  dr _ dr „ dr „  dr

c\- -7------ 1-  ^  —------h  JC -r— -+- . . . -+- E  —
dx dy dz dt

( 8 4 )
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Donc, si l ’on fait pour abréger

.. du du du du
+  +  7 + - ' -  +  e

( 85) □ «  = dt

+  +  +  . . .  +  G *cia; <L- C>¿
on aura simplement 

On en conclura

<>u-T- =  □  u.dr

d ( ^ )  Jrn
\dr I _d d  u
dr dr

et par suite l’équation (8 2 )  donnera

=  □  2W,

(86) u =  t< +  H---- - n M+ Î £ ---- Ll! □  2 u ■

427

où, si l’ on emploie la forme symbolique,

( 8 7 )  u = : e ( P

J’ajoute que l ’équation (8 6 ) représentera une intégrale générale des 
équations différentielles proposées, tant que la série

(88) «, £— - □ « ,  ÎP ~ /,)2 D2¿¿,I \ .'2

sera convergente. Effectivement, si, dans cette hypothèse, on fait pour 
abréger

( 8 9 )  U =  a +  D u  +  ~  r)2 □2m+. . . ,I Í . 2

comme on aura, en vertu de l ’équation ( 8 5 ),

□  r m ,
et par suite

□ -  ,·)"
L 1 .2 ...  « □ · « ]  = (p — /')'t

1. a. . .  /¿
□  «+i u ( p - O " - 1

I . 2 . . . ( «  — I ) □  “ w,

on trouvera
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par conséquent 

(91)
dU dU ,, dU t _dü3G —  +  -7-T------H-&— + . . .  +  t o - r -
ô x  o y  oz ôt

Donc
5 =  U

O.

sera une intégrale particulière de l’équation (18), et la formule (19), 
qui coïncidera, en vertu de l ’équation (8 9 ),  avec la formule (86 ),  sera 
( voyez le premier théorème) une intégrale générale des équations (2 ) .  
On peut donc énoncer la proposition suivante :

C i n q u i è m e  t h é o r è m e . — Tant que la señe ( 8 8 )  est convergente, 

l’équation (8 6 ) est propre à représenter une intégrale générale des équa
tions (2 ) .

La formule (86 ),  ainsi que la formule ( 3 3 ) ou ( 3g ),  ne cesse pas de 
représenter une- intégrale générale des équations (2 ) ,  lorsqu’on y 
change entre eux les deux systèmes de quantités

' y ,  s, . . . ,  t,

l, -n, ■··, v.

Quelquefois l ’échange dont il s’agit reproduit précisément la même 
formule. C’est ce qui arrive en particulier relativement aux équations
(4 8 ) ,  (6 0 ),  (66 ),  (80 ),  (81).

Il ne sera pas inutile d’ indiquer ici une forme digne de remarque, 
sous laquelle on peut offrir l ’équation ( 3 3 ) .  Si, en supposant u fonc
tion des seules variables o c ,y ,  z, . . . ,  et l’ expression □  «  définie par la 
formule ( 3 6 ), on nomme

□  '« , □ ' « ,  U ' u ,  . . .

ce que devient □  u lorsque, dans les quantités

A - , U, . . . ,  G,

considérées comme fonctions de

oc, y ,  z, · . . ,  t,
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on remplace la seule variable t par des nouvelles variables

t' t’  t’"1 i V f  V f , » . ,

on aura évidemment, en vertu des formules ( 3 6 )  et (3 7 ) ,

J  — t  t" — t' “  t

I Dudt =  -  W u d t ' = -  n"udt'' =  ...,

T * / X « /  x

V!u =  f  D ' f  W u d t ' d l " = f  C WWudt'dt",
* /x  t / x  %JX t /  X

V3« = — f  W C W f  W”udl'dt"dt'" — -  f  f  f  WWW" udt'dfdL'",
« /X  1 / X « /x  t /x  t /X  « / -

et par suite la formule ( 3 3 ) deviendra

(92)

W u d C + W W u d l ' d t "

l"
□  u dt' dt" dt'" -+-___

Lorsque les fonctions x ,  3 ,  %, . . . .  g ne renferment pas explicitement 
la variable t, on a

n u — W u  =  W u  =  0 ' " u = .
par conséquent

□  ' « = □ « ,  W W u — W u ,  W W W u =  Wu ,

et de plus

Donc, alors la formule (9 2 )  se trouve réduite, comme on devait s’y 
attendre, à la formule ( 3 g ).

La formule (9 2 )  fournit le moyen d ’écrire sous une forme très 
simple les intégrales générales des équations différentielles qui repré
sentent les mouvements simultanés du Soleil, des planètes et de leurs 
satellites.
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Il est bon d ’observer que, dans le cas où l ’on considère seulement 
deux variables x  et t, et où l’équation (16 ) devient

( 94)
(HJ £6 dû _
ût +  S  dx ° ’

la différentielle complète de la fonction U, savoir

,rT «HJ , (HJ .d  U  =  - V "  dt  4 -  -t —  dx .ot dx

se réduit, quand onysubstituepour ^  savaleurtiréedelaformule(gd), 
à un produit de la forme

(95)

la valeur de Y étant

(96)

y  — p- di

v = dV
dx

Donc, la fonction U étant déterminée par l ’ une des formules ( 3 2 ) 

ou (8 9 ) ,  lé facteur V =  ^  sera propre à rendre intégrable le premier

membre d ’une équation différentielle entre x  et /, présentée sous la 
forme

(97) dx — —-d t  —  o .(5

Effectivement l ’équation ( 9 4 ), différentiée par rapport à x , donne

« H
(9§) àt — dx

et la formule (9 8 )  exprime la condition d’intégrabilité du prod u ites ) .  
Cette formule peut d ’ailleurs être considérée comme une équation aux 
différences partielles, propre à déterminer le facteur Y en fonction des 
variables x  et 1.

Si, à la place des équations ( 2 )  qui sont du premier ordre, l’on 
considérait une ou plusieurs équations différentielles d ’ordres supé
rieurs, pour réduire celles-ci à n’etre plus que des équations diffé-
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rentielles du premier ordre, il suffirait de leur adjoindre quelques- 
unes des formules

(99)

d x
—  x ’ ,

d x '
dt dt

d y
=  /»

d y '
dt dt

dz _ _/ d z ’
dt =  5 » dt

c ’est-à-dire de nouvelles équations différentielles, qui seraient elles- 
• mêmes du premier ordre dans le cas où l’on prendrait pour inconnues 

non seulement x ,  y ,  z ,  .. .,  mais encore quelques-unes des fonctions 
dérivées

X X n />  y

A l’aide de cet artifice, on déduira sans peine de la formule ( 6 6 ) l’ inté
grale générale sous forme finie d’une équation linéaire ded ’ordre n à 
coefficients constants avec un second membre variable, c’ est-à-dire 
d ’une équation de la forme

(1 0 0) d " x  _ d n~ ' x  ^ d n~ ? x  
d ln +  3 d tn~ l +  ° dV ‘- 2

III.

Il nous reste à faire voir comment on peut s’assurer généralement 
que les séries ( 3 1), (4 2 ),  ( 8 8 ) du paragraphe précédent sont conver
gentes, du moins pour des valeurs de la différence t — % ou t —  t 
suffisamment rapprochées de zéro, et comment on peut alors fixer des 
limites supérieures aux erreurs que l’on commet en conservant seu
lement dans chaque série les n premiers termes. Le nouveau calcul 
que j ’ai désigné sous le nom de calcul des limites dans un Mémoire sur 
la Mécanique céleste, lithographié à Turin, et traduit en langue ita
lienne par les savants éditeurs des Opuscofi mathematici e fisici qui se
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publient à Milan, fournit diverses méthodes à l’aide desquelles on peut 
atteindre ce double but. Je me bornerai pour le moment à indiquer 
l ’une de ces méthodes, me proposant de revenir sur cet objet dans un 
autre Mémoire.

Soient r  une quantité positive, p  un are réel, tc le rapport de la cir
conférence au diamètre et f ( i c )  une fonction quelconque de la 
variable réelle ou imaginaire x .  Dans l ’expression imaginaire

r, ou la racine carrée de la somme qu’on obtient en ajoutant les carrés

de la partie réelle et du coefficient de y/ — i ,  sera ce qu’on nomme le* 
m odule; et l ’ on aura évidemment

Or, si l’ on intègre les deux membres de l’équation précédente : i° par 
rapport à k et à partir de r —  o ;  20 par rapport à p  entre les limites 
p  =  — jt, p  =  7t ; et si l’ on suppose que la fonction de x ,  r  et p ,  repré
sentée par

reste finie et continue, quel que soit p , pour la valeur attribuée à r et 
pour une valeur plus petite, on trouvera

/■ eP'l-î— /'(cos p 4- y/— 1 sinj»),

(O
d î( æ· 4- reP'l-ï)  

dr
1 d i ( x  -I- /· 

r\J^i  àp

(2) f(« 4- /· eP

ou, ce qui revient au même,

puis on en conclura

(3)

Si l’on différence la formule ( 3 )  n fois de suite par rapport à x ,  on
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en tirera

,, TT
f ( "> (a ; )  =  —  f  f l " )  (¿r  /■ eV 'F '^') d p  ;

puis, en intégrant par parties le second membre de cette dernière 
n fois de suite, on aura

O / ï  7t

( 4 )  (*<")(#) =  — — 2 7T * ^ /  r ~ n e ~ np^~r { ^ a) +  r  eP 'F 7* ) d p .

Concevons maintenant qu’ayant posé

(5) rei’S-ï—x,

on adopte les notations du calcul des limites, et que l’on désigne en 
conséquence par

(6) A f ( x - h x )

t
la plus grande valeur que puisse acquérir le module de la fonction 

imaginaire f { x  +  x ) ,  lorsque dans

x  =  r  eP

on fait varier l ’angle p  sans changer le module r. Dans l ’intégrale que 
renferme le second membre de l ’équation (4 ) ,  la fonction sous le

signe j "offrira toujours un module inférieur ou tout au plus égal au

produit _

et, en multipliant ce produit par

=  2 7 T,

on en obtiendra un autre qui sera supérieur au module ou à la valeur 
numérique de l’ intégrale elle-même. Par suite, si l’on indique le 
module ou la valeur numérique d’une expression imaginaire ou réelle 
à l’aide de l ’abréviation

mod
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placée devant l’expression dont il s’agit, on tirera de la formule (4 )

(7) mod <  1 .2 .3 . .  .n r ~ 'lA  { ( x  + ~ x ) .

D’ailleurs, comme on aura généralement

1 .2 .3 . .  ,n r ~ n=  (— i )« r — \-- ,
v ' d r n

l’ équation (7 )  pourra encore s’écrire comme il suit :

(8) modfl»>(.*) <  ( - 1 ) "  } r \  î ( x  +  x ) · ,

et, sous cette forme, elle subsistera môme pour n =  0, de sorte qu’on 
aura encore

(9) mod f(.r) <  A f(;r +  #),

comme on peut le conclure directement de l ’équation ( 3 ). Tl est bon 
de rappeler que, dans les seconds membres des formules (8 )  et (9 ) ,  
la valeur de r  devra toujours être telle que la fonction

ï ( x  -+- x )  =  f(;r ■+■ re/'/-7·)

reste finie et continue, quel que soit p,  pour cette même valeur de r 

et pour une valeur plus petite.
Gela posé, considérons d ’abord l ’une des séries qui représentent 

l ’ intégrale d’une seule équation différentielle de la forme

(1 0 ) d x  =  A- c i l .

Sj,

(") «=/(*·)

étant une fonction de ¿r seule, on peut en dire autant de la fonction A-, 
en sorte qu’on ait

(12) A·. =  3 { x ) ,

l ’ intégrale de l’équation (1 0 )  sera fournie parla formule(3 9 )  du para
graphe II, c ’est-à-dire par l’ équation

I . 2 .2.3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



435DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, 
dans laquelle on aura

(.4 ) □ / ( * )  =  ÿ ( * ) i £ !£ >

ou, ce qui revient au même,

I
D f ( x )  =  J(x)  f ( x ) ,  

et par suite

□ * / ( * )  =  [ H x ) Y / " !( x )  +  3[ $ { x ) - ] ' $ ' ( x ) f " ( x )
+  \ [ $ { o c ) Y § " { x ) + $ ( x ) [ 3' ( x ) y \ f ' { x ) ,

Or, de ces dernières équations, combinées avec les formules (8 )  
et (9 ) ,  on tirera évidemment

i mod □ / ( # ) <  «H, / 'AÎ(«  +  æ) r A f ^ x - h x ) ,

J mod D 2f ( x )  <  ¿Aj I/'A 3 ( x  +  x ) ] sr \ f ( x  +  x ) ,  

mod □  3f ( x )  <  ¿A3 [ / ‘A 3 ( x  -+- x )\3rA f { x  4 - x \

¿A,, ¿a2, ¿a3, ... étant des fonctions de r déterminées par les équations

— ¿Ai =
dr

(iftj — r- dr
d(r -*) 

dr ’

07) <
¿R3 — d (r~"> 

1 dr
di(r~i ) 

dr2 ’

A-

' 
âü

*
1

1 __
__

1

) dr ’

et la valeur de r devant être telle que chacune des fonctions

('8) f ( x - \ - x ) ,  $ ( x - { - x )

demeure finie et continue, quel que soit p, pour cette même valeur
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de r et pour une valeur plus petite. D’ailleurs les valeurs de

fournies par les équations (17), sont ce que deviennent les valeurs de 
□  f ( x ) ,  □ 2/(.cc), fournies par les équations(i5 ),quand,
après y avoir posé

(19) g  {ça) —

on y remplace la variable x  par le module r  ; et il ne pouvait en être 
autrement, puisque, dans le second membre de la formule (8 ) ,  le 
coefficient du produit

r A  f ( a :  4 - .2 ? )

est, abstraction faite du signe, ce que devient f in)(a ; )  quand, après 
avoir posé

, [{x) — X~\

on substitue r  à x .  Donc les formules (16) donneront généralement >

( 2 0 ) mod U nf { x )  <  ¿ R „ |  rA.$(x  4 -  x) \ 'Lr \ f ( x  h -  x ) ,

( — 1 )*<!&„ étant ce que devient la valeur de

□  n f(^),

correspondant aux valeurs de S ( x ) ,  f ( & ) ,  données par la for
mule (19), quand on remplace x  par /·. Or on tire de l ’équation (iZj), 
jointe à la formule (19),

. □  f(x)  =  x-'  ĉ p  = - * - » ,

n * f ( x )  =  x 7 ' ~ {- £ p  =  3 .s -,

J v  '  d x  ’

et en général

\3,lf{x)  =  (— i ) K 1 .3 .5 . .  . ( 2 n — i)x~

On aura donc 

(2 1 ) .3.5. .  . ( 2 / 1  — i)r_(,,,+1),
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et la formule (2 0 )  donnera

( 2 2 ) mod □  " / ( ¿ c )  < i . 3 . 5 . . . ( a n  — i ) r -K [ A # ( . r  +  x )  J' 1 A f ( x  -+- x) .  

Enfin, comme on a évidemment

.. $ ( x +  x ) _ . J (x  -+- Æ·)

la formule (2 2 ) pourra encore s’écrire comme il suit :

(23) mod □  ”■ / ( # ) <  1.3.5. A +  x )
X

II
A f ( x  +  x ) .

Cela posé, le terme général de la série comprise dans le second 
membre de la formule (  13 ), savoir

(a4) T Î E ^ J l U 'l f { x ) '

offrira une valeur numérique inférieure à celle du produit

(25) j . 3 . 5 . . .  (  2 n  —  1 )
( t — £) A

$ ( x  -t- x )
1.2.3 . . . n

par conséquent à celle du produit

( 2 6 )

A f ( x  +  x ) ,

,  ,N A
2  ( t  —  t) A  _ — -

X
A f ( x  +  x ) ,

attendu que l’on a certainement

. 3 .5 . . .  ( 2 n — 1) 2 .4 .6 . .  . 2 n_______ :______ L ^  _______ — 2flt
1.2 .3 . . .n 1.2.3 . . . n

Donc les différents termes de la série en question offriront des 
valeurs numériques inférieures à celles des termes correspondants de 
la progression géométrique qui aurait pour terme général l ’expres
sion (2 6 ) .  Or cette progression sera convergente, si l ’on a

mod $ ( x  ·+· x )
< ](27)

x
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ou, ce qui revient au même,

(28) mod(r —  t) <  -
2 . $ ( x  +  x f

et alors, si l ’on remplace la somme de la série par la somme de ses n  

premiers termes, le reste de la série, ou l’erreur commise, sera infe
rieur (abstraction faite du signe) à la somme des valeurs numériques 
que présentent dans la progression géométrique le terme (2 6 )  et les 
suivants, c ’est-à-dire inférieur au produit

mod

( 2 9 )

[ 2( * - . t ) A î k ± ^ y
x

1 — mod |^ 2  ( t — t ) A  -* - 

Supposons en particulier

x .
h f ( x  +  x ) .

f ( x ) = . v ;

alors l ’équation ( i 3 ) donnera

(3o) l  — æ +  (T -  t) □  +  (T ~ P *  O^x +  -(T ~  U 3x  ■
1.2 1 . 2 . 3

et le reste de la série comprise dans le second membre de la for
mule ( 3 o )  sera inférieur, abstraction faite du signe, à

( 3 i )

I A T /  , v  4 +  x )mod 2 (t —  t ) A  —= — -
x

1 — mod I 2(t — t ) \ ? f f
[·

A f ( x + x ) .

On peut donc énoncer la proposition suivante :

P remier théorème . — Supposons que, la variable t et la fonction  x  

de cette variable étant liées entre elles p a r  l 'équation différentielle

( 32) d.x=.$( x ) dt ,

on nomme ç une nouvelle valeur de la fon ction  x  correspondant à une
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nouvelle valeur t de la variable t ; \ sera développable par la form ule (3 o) 
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de 

la différence t — t, si la form u le  (2 8 ) est vérifiée, c’ est-à-dire si la 

valeur numérique de t — t est inférieure à celle qui détermine l’ équa

tion

(33)

la valeur du module r  de

1 — t — — 
1

x  — r

i { x  -t- x )

e v é -1

étant assujettie à la seule condition que la fon ction

$(x-\-x~)

reste fin ie  et continue, quel que soit l'angle p ,  pour cette valeur et pour  

une valeur plus petite. Alors le reste de la série réduite à ses n premiers 

termes sera inférieur, abstraction fa ite  du signe, au produit ( 3 i) .  Alors, 

aussi une fo n ctio n  quelconque de désignée par f  (  !* ), sera elle-même 

développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances 

ascendantes de % — t, et le reste de cette dernière série sera inférieur , 
abstraction fa ite  du sign e, au produit (2 9 ),  si la vcdeur du module r est 

assujettie à la doublé condition que les deux fonctions

f ( x  +  x ) ,  t f ( x - h x )

demeurent finies et continues, quel que soit l ’angle p , pour celte valeur 

de r  et p ou r une valeur plus petite.

Il est avantageux de choisir le module 7' de x  de telle sorte que la 
limite assignée par la formule (2 8 )  à la valeur numérique de t  — t, et 
représentée par le second membre de cette formule ou de l ’équa
tion ( 3 3 ), devienne la plus grande possible. On y parviendra en 
réduisant la quantité

X 3 ( x  +  x )
X

à la plus petite valeur qu ’elle puisse acquérir, c ’est-à-dire à ce que
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nous avons nommé, dans un autre Mémoire, le module principal de 
l’expression

-T(;r -+- æ')

X

considérée comme fonction de x .

Pour montrer sur un exemple très simple une application des for
mules qui précèdent, concevons que l’équation ( 3 2 )  se réduise à

(34) dx — x ‘ dt ,

i désignant une constante positive. On aura dans ce cas

S ( x )  — x ‘ ;

et, si l’on suppose x  positive, afin que § ( x )  soit réelle, la fonction

.7 (a? 4 - x )  =■ ( x  +  r eP^~l ) ‘

ne restera continue, pour des valeurs fractionnaires ou irrationnelles 
de l’exposant i, qu’autant que l’on aura

(35 ) r < Z x .

Alors on trouvera

A ( x  -+- x )  =  x  ■+- r, A ( x  +  x ) ' =  ( x  +  /·)'

et par suite

(36 ) A (*_+ ^ y = ( w ) ' .

La plus petite valeur que puisse acquérir cette dernière quantité, 
eu égard à la condition ( 3 5 ), sera : i°  si l ’on suppose i <  2, la valeur 
qui correspond à r = æ ,  savoir

(37) a ' * ' - 1;
2° si l ’on suppose /  >  2, la valeur qui correspond à la formule

(x  -4- r)‘ 
r -  =  O OU /·: X

dr 1 — 1
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savoir

( 38) rJ 1.

Donc, en vertu du premier théorème, \ et % désignant des valeurs 
qu’acquièrent simultanément les variables x  et t assujetties à vérifier 
l ’équation ( 3 4 ), \ sera développable en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de la différence t  — t, 

tant que la valeur numérique de t — t restera inférieure à la moitié 
du rapport

si l ’on a i <  2, et à la moitié du rapport

a -  .y -·

si l’on a i > 2 ,  Or, en effet, on tire de l’équation ( 3 4 ), divisée par x \  

et intégrée directement,

par conséquent
1

(4a) \ —  — ( i — Qjc'-'èT — i ) ]1-';

et la puissance
[ ,  _  ( f- — ( T

sera développable en une série convergente, ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de la différence t —  si la valeur numérique 
de cette différence est inférieure à celle du rapport

(43) I

(¿ — I).*'"'1

D’ailleurs il est clair que ce dernier rapport surpassera toujours, 
abstraction faite du signe, le rapport ( 3 9) et à plus forte raison sa 
moitié, si l ’on suppose ¿ < 2 ,  le rapport ( 4 ° )  et à plus forte raison sa 
moitié, si l ’on suppose i >  2. En effet on aura, dans la premièrehypo-
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thèse,
I 1 1mocl ·:------>  i >  —7 »

i — I 2‘

et dans la seconde hypothèse, i‘ ^> ( i  — i)\ par conséquent

■ (t — i)*-1 
i — I i‘

Donc le premier théorème se vérifie à l ’égard de l’équation ( 3 4 ) ;  et 
même de ce qu’on vient de dire il résulte que, pour une équation diffé
rentielle de cette forme, on obtiendra encore une limite supérieure à la 
valeur numérique que t — t peut acquérir dans la formule ( 3 o ),  si à 
l ’équation ( 3 3 ) on substitue la suivante

(44) mod(r — i ) =  —j r — =r·

X

Cette remarque s’applique pareillement aux équations différentielles

d x  —  x ~ £ dt, d x  =  eix dt , d x  =  e~ix dt, . . . ,

dont il est facile de calculer directement les intégrales.
Concevons à présent que, dans le second membre de l ’équation ( io ) ,  

la fonction x  renferme à la fois ¿cet l, en sorte qu’on ait

(45 )  x  =  3 ( x , t ) .

Alors l ’ intégrale de l ’équation (xo) sera fournie par la formule ( 3 3 ) 
ou (9 2 ) du paragraphe II, c ’est-à-dire par l’équation

(46) =  □ ' / ( * ) r f / '+ j f  j  w n ' ' f ( x ) d t ' d t »

nt /%t'
— /  n , a " n " ' f ( x ) d t , dt"dlm +  . . . ,

dans laquelle on aura : x°

(47) n ' f ( x )  =  $(x ,  i ' ) f ' ( x ) ;
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2°

( 4 8 )

•3 °

D’' f ( x )  =  ^ x , t " ) f ( x )  
et, par suite,

□ ' □ ' / ( * )  -  h æ> n H x ,  * " ) / " ( * ) + H * ,  t ' ) d§{xd 'x t~ f , { x ) '

et, par suite,
A i ( x  ta\

0 "U'"f{x)  =  § { x ,  t") § { x ,  e ) f " { x )  +  ${x ,  t") ! f ' ( x ) ,

(49) l U'n*U" ' f (x )  =  § { x ,  t ' ) § ( x ,  t " ) ê { x ,  f ) F ( x )

+  #(* ,! ')  [>#(*,<■)

D’autre part, comme, dans les intégrales définies que renferme le 
second membre de la formule (46 ),  les variables

t ' ,  t " ,  t \  . . .

devront rester com prises, la première entre les limites t et t, la seconde 
entre les limites t  et l ' , la troisième entre les limites t  et .. . ,  il est 
clair que ces variables resteront toutes comprises entre les limites t  

et i ; d’ où il suit que chacune d ’elles pourra être représentée par une 
expression de la forme

t - h d ( z  — 1~),

0 désignant un nombre renfermé entre les limites o, i .  Cela posé, si, 
la valeur de x  étant toujours celle que détermine la formule ( 5 ), on 
représente par

(5o) A.§\_x -t- x, t +  6(t — ¡t)]

la plus grande valeur que puisse acquérir le module de la fonction 

imaginaire $ [ x - h x ,  i +  G(v — i)], lorsque dans x  on fait varier 
l’angle p ,  sans changer la valeur de r, ni celle de 0; si d’ailleurs on 
nomme 0  celle des valeurs de 0 pour laquelle le module ( 5o )  devient
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le plus grand possible, et n  un nombre entier quelconque, on tirera 
successivement de la formule (8 )

( 5 i )

mod

mod

dn$(x ,  t1)
d x

< ( — i ) "d [[„ ^ r A É \ x - h x ,  t +  0 ( t  — t)\,

dx'1 < \

dr

nV
dr

dr

dn$(x ,  t") . , dn(r~l) . j r  — , „ .v i)'*· K r A § [ x  +  x,  < +  Q(r — <)],

.d ' l^ ( x ,t " ')  dn(l'—1) . n
mod-------------< ( — O a ' rh.3\x +  x,  0 ( T -  Oj,

puis de ces dernières formules combinées avec les équations (47), (48), 
(4 9 ),  ...» on conclura

I mod O' f ( x )  <  i l ,  rA 3 '\x  +  x, t 4 - 0 ( t — £)] r A f i x  +  x ) ,

( 52) ' mod □ ' n " f { x )  <  i l 2 j r A § \ x  -+- x, t -t- 0 ( t — £)] j r \ f ( x  -h x ) ,

i m o d  \3'"f(x) <  ¿R3 j r A Î [ . r  -+■ x, t ■+- 0 (r — i ) ]  j r A f ( x  +  x ) ,

i l , ,  iu ,  i i3, ... étant des fonctions de r  qui coïncideront avec celles 
que fournissent les équations (17). II ne pouvait d’ailleurs en être 
autrement; car lorsqu’on réduit la fonction $ ( x ,  t)  à § { x ) ,  les for
mules ( 5 2 ) doivent coïncider avec les formules ( i ( i ) ; et cela arrive 
effectivement, mais sous la condition que les valeurs de i l , ,  ¿a3, ... 
restent les mêmes dans ces deux systèmes de formules. Donc, dans 
les formules ( 5 2 ), comme dans les formules (16), la valeur générale 
de &n sera celle que fournit la formule (21), et les formules ( 5 2 ) 
donneront, pour une valeur quelconque de n,

( 5 3 )  mod  □ '  □ "  . .  □<">f ( x )
<  1 . 3 . 5 . . .  ( 2 «  — i ) r -n  | AÉ\ x  +  x ,  t +  0 ( v  — / ) ]  \nA f ( x  -t- x )

ou, ce qui revient au même,

( 5 4 )  m od  0 (n)f ( x )
.  ,  „ , . 1 . x,  t -H 0 ( t — ¿)] )'* A , /  —\> . 1 . 3 . 5 . .  . ( 2 / 1  — O A —t------------- ——  ----------î \ A j ( x  +  x) .

Donc eu égard aux formules (q 3 ) du paragraphe II, le terme général
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de la série comprise dans le second membre de la formule (4 6 ) offrira 
une valeur numérique inférieure iccclle du produit

(55)
1.3.5. .  (an —  i)

i . 2 . 3 .a
( T  ¿  +  0 ( T —  O ]

x
\ f ( x  +  x ) ,

et à plus forte raison à celle du produit

§ \ x  H- x,  £ -(- 0 ( t — £)]
(56) 9 (t —  £) A -

H
A f ( x  +  x) .

Donc enfin la série en question sera convergente, si l ’on a

, ( a i ê \ x  +  œ, £ +  0(r — O]) ■
(07) mod 2(t — l ) i \ — --------------- = — -----------i ( < Ii

X

et alors le reste delà série réduite à ses n premiers termes offrira une 
valeur numérique inférieure au produit

3  | X  -t- X ,  l  H- 0(T —  O] 1" ;

(58) ---------- p-------------------------jÿ--------: —  A f ( x - \ - x ) .
mod |^2(T- O A '

1 — inod< 2 ( : - i ) À
-T| x  4 - x s t -4- 0 ( t  — £)]

Il est important d’observer que le module r de x  doit être tel, que 
chacune des fonctions

( 0 9 ) $ [ x  -hx ,  t -h Ô(T — t)\, f { x - f x )

demeure finie et continue, quel que soit l’angle p ,  pour la valeur 
attribuée à ce module et pour une valeur plus petite. Il sera d’ailleurs 
avantageux de choisir ce même module, de telle sorte que la limite 
assignée parla formule ($ 7 )  à.la valeur numérique de t —  1 soit la 
plus grande possible.

Si l ’on pose en particu lier/( .x ) =  îc, l’équation (46) donnera

( 6 0 ) ' x  dl' dl"l  — x - J ^  □ ' ¿ c r f i ' + j f  j f

—  f f  f U ' U " U " , x d l '  d t "
J t J -r t/>r
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et le reste de la série comprise dans le second membre de la for
mule (6 0 ) sera inférieur, abstraction faite du signe, à

( 6 1 )

mod 2 (t ---  t) A ,i \ x  +  x,  / 4 - 0 ( t — t)]

i / ^  \ x  +  x,  t -+- 0 ( t — i ) l  j
i — mod j 2  ( t — t )A —----------— = ------------------ >

A (a; H- x).

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Deuxième tiiéoiième. — Supposons que, la variable t et la fo n ctio n  x  

de cette valeur étant liées entre elles par l ’équation différentielle

( 6 2 ) dx  — f i x ,  t) dt,

on nomme \ une nouvelle valeur de la fon ction  x ,  correspondant à une 

nouvelle valeur t de la variable t ;  \ sera développable pa rla  fo rm u le  ( f  0) 
en une série convergente, si la form u le  (Bq)  est vérifiée, c ’est-à-dire 

si la valeur numérique de la différence t — t est inférieure à celle que 

détermine l ’équation

( 6 3 )  +  1 = - ,
X  2

la valeur-du module r de x  étant assujettie à la seule condition que la fo n c 

tion
[x  +  x , t -t- d (z— £)]

demeure fin ie  et continue, quel que soit l ’angle p ,  p ou r celte valeur de r 

et pou r une valeur plus petite. Alors le reste de la série réduite à ses n 

premiers termes sera inférieur, abstraction fa ite  du signe, au 

produit (6 r ) .  Alors aussi une fo n c tio n  quelconque de \ désignée p a r

/($)>

sera elle-même développable par la fo rm u le  ( / j6 )  en une série conver

gente, et le reste de cette série sera inférieur, abstraction fa ite  du signe, 

au produit ( 5 8 ), si le module r  est assujetti à la double condition que les 

deux fonctions
f ( x - ^ - x ) ,  S \ x  +  x,  t 0 ( t —  t )]
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demeurent finies et continues, quel que soit l ’angle p , pour la valeur 

attribuée à ce module et pour une valeur plus petite.

Pour montrer une application des formules qu’on vient d’ établir, 
concevons que l’ équation (6 2 )  se réduise à

( 6 4 ) dx  =  ( x  +  t )‘dt,

i désignant une quantité positive quelconque. On aura, dans ce cas,

$(x,  t) — ( x  +  t )‘.

Si l ’on suppose æ - h t  positif, afin que §(oc,  t)  soit réelle, et

T <  i,
la fonction

(65) ê [ x  -I- x ,  t 9 (T — £)] =: [ x  +  x  -+- l -H 9 (T — t ) ] 1

ne restera continue pour 0 =  o, qu’autant que l ’ on aura

( 6 6 ) /■ <  x  t.

Alors on trouvera

( 6 7 )  A | x  H-  Æ- - W  +  0(t —  0 ] ‘ — [x  +  r -h t -h 9( t — <)]‘,

et, en nommant© la valeur de 0 pour laquelle l ’expression (6 7 )  devient 
la plus grande possible, on aura 0  =  1,

(68) a [^ +  ^ +  < +  0 (t — p ] ‘ __ ( x  +  T +  rY
x  r

La plus petite valeur que puisse acquérir cette dernière quantité, eu 
égard à la condition (66 ),  sera celle qui correspond à r =  x  +  t, savoir

( 6 9 )
(2,-r -+- t 4- t)1 

x  +  t

ou celle qui correspond à r =  æ^ T> savoir
1— [

(7°)
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suivant que a? 4 - 1 sera inférieur ou supérieur à c ’est-à-dire, en
l — I

d’autres termes, suivant que le nombre i sera inférieur ou supérieur à 
l’ expression

(7 0
X  -h 7  7 ---- t
-------------  —  2  H -  -------------
X  “1“ t  X  t

Si, pour fixer les idées, on suppose le nombre i inférieur à 2, il sera 
inférieur, à plus forte raison, à l’ expression (71 );  et, en remplaçant 
dans la formule ( 6 3 ) le-coefficient de z  — t par le produit (6 9 ) ,  on 
réduira cette formule à

( 7 2 ) ( t —  t )  ( 2 X  4- t  4- t ) ' —  4- t ) .

L’équation (7 2 )  est évidemment vérifiée par une valeur positive de t 
comprise entre les limites z =  t, t =  oo, qui, substituées dans le 
premier membre, le rendent successivement nul et infini. Il y a plus : 
comme on a généralement

( 2 I + Í  +  T )'4-1—  ( 2 .* 4- 2 i ) ' + l 

Í +  I 2Æ +  ( +  T)' ( i l  < (t — i ) ( a . r  -+- i  -H t)',

il est clair que la valeur de z  propre à vérifier la formule (7 2 )  sera 
inférieure à celle qui vérifie la condition

( 3 Æ + i  +  T)i+1—  (2  X  -t- 2 t Y  +  l I ,  .----------------- —------------------- '---  =  -  2 i  +  ( ,i -t- I 2

c ’est-à-dire à la limite

T =  2 ( X  4- t  )

1
¿4-1 -l' + *

H ------p 2 ' i ( æ 4 i ) ' i — ( . * 4 - 0 ;

donc elle sera comprise entre t et cette dernière limite, ce qui per
mettra de la calculer facilement pour chaque système de valeurs attri
buées aux variables x  et t. Or, pour toute valeur de z  inférieure à celle 
qui vérifie l ’équation (7 2 ) ,  mais supérieure à t, la série comprise dans 
le second membre de la formule (6 0 ) deviendra convergente et offrira 
un reste inférieur, abstraction faite du signe, à l ’expression (61 ),  ou,
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ce qui revient au même, à

r 2 (T —  t) ( 2X  +  t: +  t )*"! ”

(?3) a ( t _ , ) ( ^  +  7T T )î( ^ - |- 1>·
î + i

Donc alors la formule ( 6 0 )  fournira l ’ intégrale générale de l ’équa
tion (6 4 ) ,  et l’on pourra dire combien de termes on doit conserver 
dans le second membre de cette formule, pour obtenir la valeur de \ 

avec un degré donné d’approximation. Ces conclusions subsistent,' quel 
que soit le nombre désigné par i. Toutefois, dans le cas où ce nombre 
devient considérable, il est avantageux de remplacer dans la for
mule ( 6 3 ) le coefficient de % — t, non par le produit (6 9 ) ,  mais par le 
produit (7 0 ) .  En opérant ainsi, à la place de l ’équation (7 2 )  on 
obtient la suivante

( ? 4 ) ( t  —  t ) ( o c  +  r ) i- l =  - l ~ - p — »

que vérifie une valeur de t inférieure à celle qui remplit la condition

( j ;  +  t ) ‘ - ( . r  +  i ) ‘ ___1 ( i  — i ) 1'- 1

i  2 i ‘  ’

par conséquent une valeur de t inferieure à la limite
1

X,

La valeur de t  en question surpassera notablement, si i devient 
considérable, celle qui vérifierait l ’équation (72 );  et une valeur plus 
petite, mais'supérieure à t, rendra convergente la série que renferme 
la formule (60 ).  Ajoutons que le reste de la même série sera inférieur, 
abstraction faite du signe, au produit

( 75)
1 “  O +  TY~'

oc -+- x  -H t \  

î — 1 / ’
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L’application des principes ci-dessus exposés peut être facilement 
étendue à un système quelconque d’équations différentielles entre une 
variable indépendante t et des fonctions x ,  y ,  z , ... de ces mêmes va
riables. Effectivement, soit

f { x , y ,  - , · · · )

une fonction quelconque des variables réelles ou imaginaires

Soient d ’ailleurs
y, s, ····
y  » · · ·

des variables imaginaires dont les modules soient respectivement

r r' /■"'  1 '  9 ·  5 · ·  ·  *

en sorte qu’on ait

( 7 6 ) x  — r  e/} y = . r ' e p '/~l, z —

p, p',p", ... étant des arcs réels; et supposons les modules r,  r ’ , r",... 
choisis de manière que la fonction

f(a; +  i , y  +  ÿ , z  +  z, . . . )

reste finie et continue, quels que soient les arcs p,p',p", ..·, pour les 
valeurs attribuées à ces modules ou pour des valeurs plus petites. On 
tirera successivement de la formule ( 3 )

/
i C™ —

f ( a v y ,  · · · )  =  —  / f (x-l-x,y,z,  ...)dp,
27r -̂Tt

— 1 C*'  — -f  (x +  ac, y, 3 , — J  î(x-t-x,y + y ,  3 , .. .)dp,

f(« +  y+y> · · ·) =  ^  J  f(® -h y +y, « +  «, ...) rf/>,

par conséquent
✓ »1T .»»7U _(77) f(*.y, s, ...)= /  /  /  ...f(a? +  tf,y-+-ÿ, *4-

— TC 7T ^  — 7t

\ dp' dp" 
'  2  TC 2  TT 27:

Pareillement on tirera delà formule ( 4 ), en désignant par A, A, /, ..,
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des nombres entiers quelconques,

(78)
dh+k+,+—{{x, y ,  z, . . . )  

dxh dyk de1 . . .
_  1 . 2 . . . h  1 . 2 . . . k  1 . 2 . . . /  f *  f *  f *
— ,.h ,Jk ,.*/ ■■J I J '

'' — n ·' —i r j u
_ — -  -  \ dp dp' dp"X f ^ + i j + y . î  +  i ,  . . . ) —  —  —----

^  J  2  7T 271 2  71

puis en indiquant, suivant l’algorithme du calcul des limites, à l’aide 
de la caractéristique À et par la notation

( 79 )  A  f ( x  -t- x,  y  4- y ,  z -h z, . .  . ) ,

la plus grande valeur que puisse acquérir le module de la fonction 
imaginaire

f ( x  +  æ, y  +  y ,  z -h  z, . . . ) ,

lorsque dans æ,  y ,  z ,  ■.. on fait varier les anglesp,p\ p'',··· sans 
changer les modules r, r', r" , .. ..  on conclura de la formule (78 )

(80) mo<] d/t+*+/+··· f(x,  y ,  z, . ■ ■ ) 
dxh dyk dz1. . .

.h i . 2 . . . k i . 2 . . . I<  ~ .2.
~rF> A/ ( x-+ x,  y  4 -  y ,  z 4 - î, . . . ) ,

ou, ce qui revient au même,

(81) mod

X

f)h+k+l-h · ·  ' '

àxh àyk d z 1. . .  

d r fl $ r Uc d r 1*1. .  .

*  ̂  ̂ |  ̂/¿-HA“!-/· · · j m p f  j * f t

. . .  Af ( x  +  x , y  +  y, Z) )·

Cette dernière formule subsiste, lors même qjue les nombres 
entiers h, ou quelques-uns d ’entre eux se réduisent à zéro. Il
est d ailleurs une remarque importante à faire. C’est que, pour 
obtenir au signe près le second membre de la formule (81), il suffit de 
prendre

(82)
( ( * , ? ,  S, . . . )  =

/·/■' r
xyz —  R,
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puis d ’ effectuer les différentiations indiquées dans l ’expression

dh + M +— y, z, . ■ ■) 
d x h dytc dzl . . .  ’

et relatives aux  variables x ,  y ,  z ,  . . . ,  comme si R désignait une co n s

tante ou une quantité indépendante de ces variables, sauf à poser après 

les différentiations effectuées

(83) R =  A ( ( x  +  x, y  -+- y, z -h s, . . . ) ,

et hors de la fonction R,

.(8 4) x  —  r, y  =  r', s  =  r",

Considérons maintenant un système d ’équations différentielles de 

la forme

(85 ) dx  —  dl, dy  —  fi dt, dz =  &> dt.

- Si,

( 8 6 ) u — /( .r ,  y, z, . . . )

étant une fonction des seules variables  x ,  y ,  z ,  on peut en dire 

autant des fonctions

■ y, s>, . . . .
en sorte q u ’on ait

( 8 7) rX =  < b (a : ,y ,z , . . . ) ,  & =  X(x ,  y, z, . . .) ,  % —  'F(.r, y, z, . . . ) . . .  ;

une intégrale générale  des équations ( 85) sera fournie  par la for

m ule ( 3q )  du paragraphe II, c ’est-â-dire par l ’ équation

( 8 8) / a , - n ,  Ç, . . . ) = / ( * ,  y, s , . . . )  +  ( x - t ) a / ( x , y , z ,  . . . )

+  □ * / ( * ,  y ,  z ,  . . . ) + . . . ,

dans laquelle  on aura

( 8 9 ) □ / ( · * ,  y,  z, . . . )  '

-t- W(a:, y,  z, . . . ) àf{x ,  y ,  z, ■■■)
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Cela posé, il est c la ir  que, dans le polynôm e représenté par 

n nf ( x ,  y ,  z ,  . . . ) ,  un term e q uelconque sera le produit de plusieurs 

facteurs égau x  ou in ég au x  dont chacun coïncidera soit avec l ’une 

des fonctions

soit avec l ’ une de leurs dérivées des divers ordres prises par rapport à 

une ou à p lu sieu rs  des variables x ,  y ,  z ,  et, pour obtenir une 

lim ite supérieure au m odule de \2 nf ( x , y ,  z > ···)> ^ suffira évidem m ent 

de rem placer chacun des facteurs en question par une limite supérieure 

à son module. On y parviendra, à l ’aide de la form ule (8 1 ) ,  et en su b s

tituant successivem ent dans cette form ule, au lieu de f ( x , y ,  z ,  . . . ) ,  

chacun e des fonctions (8 9 ) .  En opérant ainsi, l ’on obtiendra, pour 

limite supérieure  au module du polynôme représenté par

et qui, en vertu  de la rem arque précédém m ent faite, se déduira  fac i

lem ent du prem ier. En effet, pour avoir, au signe près, la va leur K, il 

suffira de ch erch er  ce que devient

quand on y  pose, avant les différentiations relatives à x , y ,  z , . . . ,

O nf{æ,  y ,  z, . . . ) ,

un second polynôm e que nous désignerons par

( 9 0

( 9 2 )
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puis, après les différentiations,

x  - -  1 ï y  ™ / , z  —  y11 ̂ .  .  .

et -

(93) A  =  A /( .r  +  æ , y  +  ÿ ,  5 +  !, .

1 +  ,

(94) 1 V!> =  AX ( x  +  x ,  y  4- y ,  z  +  s,

J Q =  Î ^ V { x  +  x ,  y - A  y ,  z +  z,

D ’autre part, com m e, en ayant égard aux form ules (91) et (92 ),  on 

trouvera le polynôm e □  " / ( ,x ,  y , s ,  ' . . . )  com posé de term es tous 

positifs ou tous négatifs,  suivant que n  sera pair ou im pair, il 

est clair q u ’il suffira de m ultip lier par ( —  i ) n la va leur trouvée de 

□  "/■ (a?, y , s , . . . ) ,  pour en déduire celle  de K . Si, pour abréger, on pose

(93) æyz

on tirera de la form ule (8 9 ) ,  jointe aux équations ( 9 2 ) ,

■== s

(96) □ / ( * ,  y ,  - ,  · · ·)

df(x,y<z;. . . )  
dx

^ df(x, y, s, ■ ■ ■ )
ày

A lors  aussi la form ule (9 1 )  donnera

/(.r , y, z, . , . ) = A s ,
et l ’on en conclura

□  3, . . . )  =  i t n " s  =  A /( .r  +  i c , y  +  j ,  z +  z,  . . . ) □ * * ·

Par suite on aura

(97) K =  S„A /( c-t- x ,  y + y ,  s  +  z,  . . . ) ,  

pourvu que l ’ on d és ign e  par s„ ce que devient l ’ expression

(98) (— i )"IH».î

quand on a égard au x  form ules (9 6 ) ,  ( 8 4 ) ,  ( g 3 ) et (9 4 ) ·  H reste à 

déterm iner s„. Or, si l ’on représente par u,  v,  w , . . .  des fonctions quel-
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conques de x ,  y ,  s, . . . .  on tirera non seulement de la formule (9 6 ),  
mais encore de la formule (8 9 ),  ou même des formules ( 3 6 ), (7 0 ) ,  
( 8 5 ) du paragraphe II,

( 9 Q ) CD ( il H- v w -t-. . .  ) —  D  u -j— CD -f- CD w *+■ .. t

( 100) □  («(/) =  « □ ( ? +  {'Du,

et de la formule (9 6 ) en particulier

(101) □  .S":— —  nsn+l / X ill)
■ +■  —

S  ■
H-------h. Ay /

(102) □  |
( X " il!,'* S'* \ /' X'*+1 ll!)'*+1
\ x 'i ■+■  —r* H-/ytt ^ + · · · ) —  ■— ns 1

 ̂.r"+t ' y n+l
8»+‘ 
~n-h 1

• On trouvera en conséquence

l I—I 0 /  X
I —  □  * =  s! ( -----h ------ l·-y

ill)H-------1-y
„ , (  <iAa il!)

—  □ i S =  6 i i ---------1----------- 1-V* y
(  X s il',5

x  \~P  +  y* +

x

□  2 .? =  2 S3 (
. *

Uc&\

puis on en conclura, en posant, hors des fonctions x ,  afi,, e ,  .. .,

x ~ t \  y  =  r', z —  /·",

et par suite s =  1,

O cAfl lleT 0·
4,i =  “  +  TT +  - F + . · · ,
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les valeurs de x ,  iil>, S»··· étant déterminées par la formule (94)· D’autre 
part, comme on aura évidemment

les form ules ( i o 4 )  donneront

1

(to6)

x  ni) a
'’ i — ~  *+* jr  ■+■ -pi + ·  · · >

,, J x  iii> a  y  
bi<  3( 7  ~Jr7r +  7! i + ‘ " )  ’

a ^  K/ x  dï. a  y  
+  + -?+ ■ ■ ■ )  >

et généralem ent

(107) i>n<M -H p· ■+■ -pi ■+■· · ■ J >

N désignant le /iieme term e de la suite

1, 2 + 1  =  3, 6 +  7 +  2 =  15,

c ’est-à-dire la som m e des coefficients num ériques com pris dans le 

second m em bre de la « lèra° des équations ( i o 3). Or, ces coefficients 

conservant les m êm es valeurs,  quel que soit le nom bre des variables

x ,  y ,  z,  . . . ,

il suffira, pour obtenir le nom bre N, de considérer le cas où les fo r 

mules ( 9 5 ) ,  ( 9 6 )  se réduisen t à

( ,o8)  * =  £> U f { x ) = X ,M j ^ L .

A lors  la « lème des équations ( i o 3) donnera

( a \ n
— J ,

i ’ / , ' ' ■ ■ ·  , '
et, com m e on tirera directem en t des form ules (10 8 )

' t . * ‘t 1/  Jl \ n·
(110) (— i )bD'*s =  i .3 .5 . v. (an — i)s',+1 ( — ) ,
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on conclura des formules (109), ( i i o )  comparées entre elles

( m )  N =  i .3.5...  (2/1 — i).

Cela posé, la formule (107) deviendra

(11a) , r» K /  / t t  11!) 3
í>„ <  i . 3 .  o . . . .  ( 2  n  —  1 ) ( —  +  —  4 - - 7  +  · ·

et l’on tirera de la formule (97 )

( i *3) K< i . 3 . 5 . . . ( a r e  — 1 )

x  Af ( x  +  x , y  4- 7 , 3 +  5, . . . ) ,

n

les valeurs de x ,  n h ,e ,... étant toujours celles que déterminent les 
formules ( 9 4 )· Ainsi K, qui représente une limite supérieure au 
module de Dnf(x,y, z, . . .) ,  né pourra surpasser le second membre 
de la formule ( n 3 ) ,  qui représentera encore une semblable limite. Il 
en résulte que le terme général de la série qui constitue le second 
membre de l ’équation ( 8 8 ), savoir

( " 4 ) — t Y  
T. 2 . . . n □ '* /(« ,  7 i ·),

offrira une valeur numérique inférieure à celle du produit 

1.3.5. ..  ( 2 n — 1 )(115 ) , , X  il!> 3
( T _  0 (  —  +  —  -p ¡ +  · · ·1.2.3. . . n  

x A / ( ®  +  ® 7 + j ,  s + â ,  . . . ) ,

par conséquent à celle du produit 

(ü 6 ) +  J  +  *A/(̂  +  * , y + / , ' S + ;

Donc les différents termes de la série en question offriront des 
valeurs numériques inférieures à celles des termes correspondants de 
la progression géométrique qui aurait pour terme général le

OEuvres de C. — S. II, t. Xï. 58
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produit ( 1 1 6 ). Or cette progression sera convergente, si l ’on a

( ' 17 ) mod , . ( X  al!) 3  \1
2(T _  O +

ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (94)»

( 0(118) mod(x — t) <
<ï>(.r-H.*,.r-t- r, ·.·) , . x(.r-t-.r,.r-t- »·, ■··) , . v ( ï + ï , r  -<-r< >··)A --------------- _ ------------------h A ---------------__----------------- 1- A ----------------_----------------

J

et alors, si l ’on remplace la somme de la série par la somme de ses n  

premiers termes, le reste de la série, ou l’ erreur commise, sera infé
rieur, abstraction faite du signe, au reste de la progression géomé
trique, c ’est-à-dire à

(i*9)
| mod 2 (T — O — +  r7 +  7j? +

. I , , f X  H!) © \
i — mod 2(r  — 0 (̂ — +  77 +  7 7 + ·  · )

A /0 >+  x , y  +  y , z  +

Si l’on suppose en particulier

f { x ,  y, z, — x,

la formule ( 8 8 ), réduite à
( T __  __  f )S

( 1 2 0 ) X —x  +  ( t — t) \Jx H---- — —. r p Æ  +  ’ ■ 3 D3.r

deviendra semblable à la formule (3 o ), et le reste de la série comprise 
dans le second membre offrira un module inférieur à

On peut donc énoncer la proposition suivante :

A (a? -t- X s).

T r o i s i è m e  t h é o r è m e . 

lions
Supposons que, la variable t et des fonc-

X ,  J ,  2 , . . .
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de cette variable étant liées entre elles par les équations différentielles

( 1 2 2 )

Von nomme 

de nouvelles valeurs de

dx  =  €*(¿¡7, y ,  5, . . . )  dt, 

dy  =  X ( x ,  7 , s ,  . . . ) dt, 

d z = W { x , y ,  z, . . . )dt ,

Ç. n, C, 

«5 y ,

correspondant à une nouvelle valeur t de la variable indépendante t ;

l, -0, K, . . .

seront développables p a r  la form u le  (120) et autres semblables en séries 

convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la différence 

T — l, si la form ule  (118) est vérifiée, c'est-à-dire si la valeur numérique 

de la différence t —  t est inférieure à celle que détermine l ’équation

2  4> (,r -+- x,) -h y.  . . . )  X(.r +  x ,y  - t - j ,  . . . )  w(x-+- x .y  + 7 , . . . )
A  ■■ —  z-  " 1 “4“  A  , . _j.—  ■■ ■ —f- A --------------------- _  1

x  y  z

les modules r , r', r ", . . .  des expressions imaginaires 

x  — r e>’ v/=\ y  —  r eP‘ é—ï, z — r ev" '1—*·,

étant choisis de manière que les fonctions

®(x-hx,y- +-ÿ ,  z-t-z, ...),

X ( x - j - x ,  y  +  ÿ ,  z  +  z ,  · . . ) .

W ( x - h x , y + y , z  +  s,  . . . ) ,

demeurent fin ies et continues, quels que soient les angles p , p ’ , p  , . .  .p ou r  

les valeurs attribuées à ces modules et pour des valeurs plus petites. Alors 

le reste de chaque série, réduite à ses n premiers termes, sera in férieu r , 
abstraction fa ite  du signe, au produit (121), ou à celui qu’on en dédui

rait en remplaçant
A (x  -+- x )
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p a r l ’une des quantités

A (y  -+-7)1 a ( s +  s ), . . . .

Alors aussi une fo n ctio n  quelconque de y¡, . . . ,  désignée par

f a ,  -o, .··),

sera elle-m êm e développable en une série convergente ordonnée suivant 

les puissances ascendantes de t — t , et le reste de cette série sera, in fé 

rieur, abstraction fa ite  du signe, au produit (119), si p ou r les valeurs 

attribuées a u x  modules r , r\ r", . . . ,  ou pour des valeurs plus petites, la 

fon ction
f ( æ  +  x .  y + y ,  = + î , . . · )

demeure fin ie et continue, aussi bien que les fonctions  (124), quels que

soient d ’ailleurs les a n g le s p ,p ', p " , ___
Si, dans les formules ( 8 5 ), les fonctions

3\ ï>, ···

renfermaient explicitement la variable t, des raisonnements pareils 
à ceux par lesquels nous avons établi le deuxième théorème fourni
raient, au lieu du troisième théorème, celui que nous allons énoncer :

Quatrième théorème. — Supposons que, la, variable t et des fonctions  

x ,  y ,  z , .. .  de cette variable étant liées entre elles pa r les équations diffè- 

rielles
| d x  ■=. <t»(.r, y, s,  . . . ,  t )  dt,

( j2 5  ̂ I d y = X { x , y ,  z,  . . . , t ) d t ,

) dz = ^ F ( jc, 7 ,  5, . . . , t ) d t ,

l ’on nom m e 

de nouvelles valeurs de
t, -c, K, . . .

x ,

correspondant à une nouvelle valeur z  de la variable t. Concevons 

d ’ailleurs que

u = f ( * , y , z ,  ■·■)
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étant une fo n c tio n  quelconque de oc, y ,  z , on pose, p ou r abréger,

( 126 )

_  ,  . . d u
□ “ =  · · · , t ) - ^

+  X.{ x ,y ,s ,

et que l ’on désigne p a r

□  '« ,  □" M, U ” U, . . .

ce que devient □  u quand à la variable t on substitue d ’autres variables 

Soient encore
t ' ,  t " ,  t ' \

9, 8', 6",

des nombres inférieurs à l ’unité, et supposons les modules

/·, /·', r\ . . .

des expressions imaginaires
♦

x =  r e i ’ é ~ i , y  ■ = r' e P ' 1, z  —  r" e?"*/—1,

choisis de manière que chacune des fo n d io n s

4> [ x - t - x , y + y ,  z -t- z, . . . ,  t +  8 (t — f)], 

j ,  z z ,  . . . ,  /  +  ^  ( t  —  O ] »  

W [ x  -h x,  y  -i -y , z -+-s, . . . ,  t -t- B"(t — i)],
( I27 )

demeure fin ie  et continue, quels que soient les angles p , p ' , p ", . . . ,  p ou r  

les valeurs attribuées à ces modules et pour des valeurs plus petites. Enfin  

posons

[ Jl> =  À  4>[a? + . 2?, y - h y ,  z - h z ,  t - h  0  ( 7  —  £ ) ] ,
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A  indiquant, suivant ta notation du calcul des limites, le plus grand  

module que puisse acquérir chaque fonction , quand on f a i t  varier les 

angles p , p ' , p " ,  . . . ,  sans changer r , r ’ , r", . . . ,  et

0, 0', 0", . . .

représentant les valeurs qu’il fa u t  attribuer à

e, 0', b\  .. .
pour que chaque module devienne le plus grand possible.

I, ri, Ç, . . .

seront développables en séries convergentes p a r la form u le

(•29)
W x d t '  t - j f  J  □ '□ '¿B dt' dt"

n f  W  U" W " x  dt'dt" dt'"
^  T

et d ’autres semblables, si la valeur numérique de T — t est inférieure à 

celle que détermine l ’équation

( i3o) . í  X  ilb 3  \ i
( t — ¿ ) ( -----I----7 ----“ +  . · · ) — — ■\  r  r  r  ] 2

Alors le reste de chaque série réduite à ses n premiers termes sera 

in férieur, abstraction fa i t e  du signe, au produit (r 21), ou à celui qu’on  

en déduirait en  remplaçant

A ( X  -+- X  )

pa r l'une des quantités

A ( /  +  y),  A ( j + i ) ,  . . . ,

les valeurs de X ,  nî>, e ,  ... étant, toujours déterminées p a r les équa

tions (128). A lors aussi la fon ction
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sera elle-m ême développable en série convergente p a r la formule.

1 /(£,Y),£,...) = f ( x , y ,  

( 131 > <
0 —

V
U ' U " f ( x , y , z ,  —

et le reste de cette dernière sera in férieu r , abstraction fa i te  du signe, au 
produit ( i  19), si pour les valeurs attribuées a u x  modules r, r ', r", ou 

p o u r  des valeurs plus petites ,■ la fon ction

f { x  +  X,  Y -4- J ,  î + 3 ,  .  .  . )

demeure fin ie  et continue aussi bien que les fonctions  (127), quels que 

soient d ’ailleurs les angles p , p ' ,  p ", ....
Dans l ’application des troisième et quatrième théorèmes, il est avan

tageux de choisir les modules r, r ’ , r", . . .  de telle sorte que la limite 
assignée au module de t — t, et déterminée par la formule ( i 2 3 ) 
ou ( i 3 o ),  soit la plus grande possible.

Les principes à l ’aide desquels nous avons établi le troisième théo
rème fournissent encore.le moyen de fixer des limites supérieures aux 
valeurs numériques que peuvent acquérir les quantités représentées 
par t — t et par p — r  dans les formules (71) et (8 6 )  du paragraphe II, 
sans que les séries comprises dans ces formules cessent d ’être conver
gentes, ainsi que des limites supérieures aux restes de ces mêmes séries, 
On obtiendrait alors de nouveaux théorèmes entièrement semblables 
au troisième théorème. Ajoutons que ces nouveaux théorèmes, comme 
ceux que nous avons ici énoncés, peuvent être facilement étendus au 
cas où les variables et les fonctions comprises dans les équations diffé
rentielles données deviendraient imaginaires.

En résumé, les formules qui précèdent transforment en une théorie 
complètement rigoureuse l’ intégration par séries d ’un système quel
conque d ’équations différentielles.

Dans de nouveaux Mémoires je montrerai comment on peut déduire 
du calcul des limites diverses méthodes analogues à celle que je viens
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d’exposer, et comme elle propres à fournir des règles sur la conver
gence des séries qui représentent les intégrales des équations diffé

rentielles, ainsi que des limites supérieures aux restes de ces mémos 
séries; j ’établirai d ’ailleurs de nouveaux théorèmes relatifs à la déter
mination des quantités que je désigne à l’aide de la caractéristique À. 
Enfin j ’appliquerai la méthode ci-dessus exposée, et le quatrième 
théorème en particulier, à l’ intégration des équations différentielles 
qui expriment les mouvements simultanés des astres dont se compose 
notre système planétaire.

Post-scriptum. — Dans les Comptes rendus des séances de l'Académ ie 

des Sciences, j ’ai donné quelques nouveaux développements aux prin
cipes que renferme le précédent Mémoire, lithographié à Prague en 
l ’ année i 8 3 5 . J’ai désigné, sous le nom d'équation caractéristique, 

l ’équation aux dérivées partielles qui peut remplacer un système d’équa
tions différentielles, et sous le nom à'intégrales principales, les inté
grales générales de ce système, représentées par des intégrales parti
culières de l’ équation caractéristique. Ainsi, par exemple, suivant ces 
définitions, la formule (18 ), dans le second paragraphe, sera l ’équation 
caractéristique correspondant au système des équations (2 ) ,  et 
chacune des formules (8 )  du même paragraphe sera une des inté
grales principales de ce système, toutes comprises sous la forme que 
présente l’équation ( i 3 ). En d’autres termes, une intégrale principale 
d’un système d’équations différentielles, réduites à des équations du 
premier ordre, sera une intégrale générale qui donnera la valeur d’une 
seule constante arbitraire exprimée en fonction des diverses variables.

On peut voir, dans le troisième Chapitre du second Livre de la Méca

nique céleste, avec quelle facilité l’ intégration d’une seule équation aux 
dérivées partielles fournit cinq intégrales générales du mouvement 
elliptique. On a ainsi, dans l’Astronomie, un premier exemple des 
avantages que présente la considération de l ’équation linéaire que 
j ’appelle caractéristique. La lecture du précédent Mémoire suffira, je 
l ’ espère, pour montrer tout le fruit que l ’on peut retirer de cette consi-
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dération. Si d’ailleurs on songe à la rigueur et à la simplicité des 
méthodes appliquées ci-dessus à l’ intégration par séries des équations 
linéaires, on se trouvera naturellement amené à cette conclusion, que, 
dans l ’exposition des principes du calcul intégral, l ’intégration d’une 
équation différentielle, ou d ’une équation aux dérivées partielles, qui 
renferme une seule fonction inconnue d’une ou de plusieurs variables, 
doit précéder l’ intégration des équations simultanées qui renferment 
plusieurs fonctions inconnues, même d’une seule variable, et qu’en 
outre l’ intégration des équations linéaires doit toujours précéder celle 
des équations non linéaires.

■- -  —
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MÉMOIRE
S UR

L’ÉLIMINATION D’UNE VARIABLE
ENTRE DEUX ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES.

Considérations générales.

Euler et Bezout ont reconnu que, dans l ’élimination d’une variable 
entre deux équations algébriques, la multiplication peut être substituée 
à la division. Il y a p lu s : ces auteurs ont exposé trois méthodes 
remarquables d’élimination, toutes trois indépendantes de la division 
algébrique.

Une première méthode d ’élimination, qui se trouve exposée par 
Euler dans les Mémoires de / ’Académie de Berlin dès l ’année 1748, et 
qui, au jugement d’Euler, pourrait être attribuée à Newton lui-même, 
consiste à remplacer deux équations algébriques d ’un même degré n 

par deux équations algébriques du degré immédiatement infé
rieur n — 1. Si, avec un auteur anglais M. Sylvester, on nomme équa
tions dérivées toutes celles qui se déduisent du système des deux 
équations données, les deux nouvelles équations seront deux dérivées 
du degré n — 1; savoir, celles qu’on obtient lorsque l ’on combine entre 
elles,par voie de soustraction, les deux équations algébriques données, 
après avoir multiplié chacune d’elles par le premier et par le dernier 
des coefficients que renferme l’autre.

Cette première méthode est d’ailleurs applicable au cas même où 
les degrés des équations algébriques données sont inégaux, attendu 
qu’ une équation d’un degré inférieur à n peut être considérée comme
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une équation du degré n, dans laquelle les coefficients de quelques 
termes se réduisent à zéro.

Suivant une seconde méthode, donnée à Paris par Bezout et à Berlin 
par Euler dans les Mémoires de V Académie de 1764, pour éliminer une 
inconnue x  entre deux équations algébriques données dont les degrés 
sont n et m , il suffit de combiner ces équations entre elles par voie 
d’addition, après les avoir respectivement multipliées par deux poly
nômes dont le premier soit du degré m  — 1, le second du degré n — 1; 
puis de choisir les coefficients de ces polynômes de manière à faire 
disparaître dans l’ équation résultante toutes les puissances de a?. L’éli
mination de x  entre les deux équations algébriques données se réduit 
donc à l’élimination des coefficients dont nous venons de parler, entre 
les équations linéaires auxquelles ces mêmes coefficients doivent satis
faire, c ’ est-à-dire, en d’autres termes, au calcul d’une fon ction  alternée, 

formée avec les coefficients des deux équations algébriques, et l ’on 
est ainsi conduit immédiatement à la règle d’élimination énoncée 
par M., Sylvester, dans le n° 101 du Philosophical M agazine 

(février 1840). La fonction alternée dont il s’agit est d’ailleurs, comme 
4 ’a remarqué M. Richelot, et comme on devait s’y attendre, celle qui se 
déduit directement de l ’élimination des diverses puissances de x  entre 
les équations algébriques données et ces mêmes équations respecti
vement multipliées par celles de ces puissances dont les degrés sont 
inférieurs aux nombres m on n . v

En examinant de près les deux méthodes d’élimination que nous 
venons de rappeler, et les comparant l ’une à l ’autre, on reconnaît 
aisément que la première méthode introduit dans le premier membre 
de l ’équation finale des facteurs qui sont naturellement étrangers à 
cette même équation. 11 n’en est pas de même de la seconde méthode. 
Mais la fonction alternée, dont celle-ci exige la formation, résultera 
d’une élimination effectuée entre m -\- n équations linéaires, m , n 

étant les degrés des équations algébriques données; et par conséquent 
de Xordre m -h  n , si l ’on mesure l ’ordre d'une fonction alternée par le 
nombre des facteurs contenus dans chacun des termes dont elle se
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compose. D’ailleurs, pour une fonction alternée de l’ordre n, le 
nombre des termes serait égal au produit

1 .2 .3 . . .« .

Donc, pour une fonction alternée de l ’ordre n -+- m , le nombre des 
termes sera représenté généralement par le produit

1.2.3... (m -V- «).

Or ce produit devient très grand pour des valeurs même peu consi
dérables de m  et de n. Si, pour fixer les idées, on suppose

m  =  4, « =  4,

c ’est-à-dire si les équations algébriques données sont l’une et l ’autre du 
quatrième degré, le premier membre de l’ équation finale sera une 
fonction alternée du huitième ordre, et qui, en raison de cet ordre, 
devrait renfermer

1.2 .3 .4 .5 .6 .7.8  =  40 320

termes. Il est vrai que sur ces 4o 3 2 o termes beaucoup s’ évanouissent. 
Mais la recherche des valeurs et surtout des signes des termes qui ne 
s’évanouissent pas demandera trop d’attention, et le nombre même de» 
ces termes sera encore trop considérable pour que l’ on n’arrive pas 
sans beaucoup de peine à former la fonction alternée du huitième 
ordre, qu’il 's’agissait d’obtenir.

Comme le nombre des termes d ’une fonction alternée décroît très 
rapidement avec l’ordre de cette fonction, il est clair que, si le premier 
membre de l’équation finale peut être représenté par deux fonctions 
alternées d ’ordres différents, formées avec deux systèmes de quantités 
déterminées, celle de ces deux fonctions qui sera d ’un ordre m oindre  

sera aussi généralement la plus facile à calculer. Or, comme Bezont l ’a 

fait voir dans son Mémoire de 1764, leproblème de l ’élimination d ’une 
inconnue x  entre deux équations algébrique s données peut être réduit 
à la formation d'une fonction alternée dont l’ordre ne surpasse pas le 
degré de chacune de ces équations, et cette réduction peut être ef
fectuée sans qu’aucun facteur étranger se trouve introduit. C’est même
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par un procédé très simple que Bezout réduit généralement l’élimi
nation de x  entre deux équations algébriques du degré n , à la for
mation d’une seule fonction alternée de l ’ordre n. Si, pour faciliter les 
calculs, on dispose en carré les diverses quantités dont cette fonction 
alternée se compose, les quantités situées sur une diagonale seront 
les seules qui ne se trouveront pas répétées, et les autres seront deux 
à deux égales entre elles, deux quantités égales étant toujours placées, 
symétriquement de part et d’autre de la diagonale dont il s’agit. En 
conséquence, l’ équation finale, telle que Bezout l’obtient, a pour 
premier membre une fonction alternée de l’ordre n, formée avec 
des quantités dont le nombre se trouve représenté simplement par la 
somme

I H” 2 —W 3 H— . , . —j— tt — fi(n h-  i) 
2

Par suite, aussi, le nombre des termes distincts, dont se compose 
cette fonction alternée, s’abaisse au-dessous du produit

1 . 2 . 3 . . .n,

plusieurs de ces termes étant égaux deux à deux, et deux termes 
égaux pouvant être toujours réunis l’ un à l’autre, de manière à former 
un seul terme qui renferme l ’un des facteurs numériques

2, 4) 8, . . . .

Si, pour fixer les idées, on suppose que les deux équations algé
briques données soient du quatrième degré, le premier membre de 
l’équation finale, obtenue comme on vient de le dire, sera représenté 
non plus par une fonction alternée du huitième ordre, c ’ est-à-dire de 
l’ ordre de celles qui renferment généralement 4 o 3 2 o termes, mais par 
une fonction alternée du quatrième ordre, et qui, en raison de cet 
ordre, devra renfermer seulement 24 termes. Ajoutons même que ces 
24 termes se réduiront à 17, 14 étant deux à deux égaux entre eux.

Il est encore essentiel d’observer que la fonction alternée dont il 
s’agit est du genre de celles que l ’on obtient quand on élimine diverses
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variables x , y ,  z ,  . . .  entre les diverses dérivées d’ une équation homo
gène du second degré, et par conséquent, du genre de celle qui 
expriment que l ’un des demi-axes d’une ellipse ou d’un ellipsoïde 
devient infini, l ’ellipse se transformant alors en une droite, ou l ’ellip
soïde en un cylindre.

C’est d’abord aux deux méthodes d’ élimination ci-dessus rappelées, 
¿mis ensuite à la méthode abrégée de Bezout, que se rapporteront les 
deux premiers paragraphes de ce Mémoire. Dans le dernier paragraphe, 
je déduirai, d’un théorème donné par Euler, une quatrième méthode 
qui offre de grands avantages, quand les degrés des équations données 
ne se réduisent pas à des nombres peu considérables.

,  I. — Méthodes d-élimination, de Bezout et d ’Euler.

Soient

( i )  f(a;) =  o,  F ( . r ) = o

deux équations algébriques, la première du degré n, la seconde du 
degré m  — ou <  /¿. Suivant la méthode donnée à Paris par Bezout 
et à Berlin par Euler en l ’année 1764, pour éliminer x  entre les deux 
équations données, il suffira de les combiner entre elles par addition, 
après les avoir respectivement multipliées par deux polynômes

u,  v,

dont le premier soit du degré m  — 1, le second du degré n  — 1, puis 
de choisir les coefficients de ces polynômes de manière à faire dis
paraître, dans l’équation résultante, toutes les puissances de x .  

Supposons, pour fixer les idées, que les fonctions f ( x ) ,  F( a ? )  soient 
l ’une du troisième degré, l’autre du second, en sorte qu’on ait

î { x )  — a x i -jr  b x 1-̂ - e x  +  d, F(x) =  AÆ! + I i «  +  C.

Alors u, v devront être de la forme

u =  P x  +  Q, t> —  p x *  +  q x +  /·;
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et, si l ’ on élimine x  entre les deux équations

t'(æ) =  o, F ( x )  =  o,

l ’ équation résultante sera précisément celle qu ’on obtiendra, lorsqu ’on 
choisira les coefficients

P, g, r, P, Q

de manière à faire disparaître æ de la formule

( 2 )  u f ( # )  +  v F( æ)  — o,

par conséquent de la formule

(P^ +  Q )f(« )  +  (/)Æ, +  îæ  +  / ')F (x )= o ,

que l ’on peut encore écrire comme il suit :

(3) Pæf(x) +  Qf(x)+ / )Æ! F ( Æ ) + j « F ( i )  +  rF(Æ)=o.

Les valeurs de
p-, g, r, P, Q

qui remplissent cette condition sont celles qui vérifient les équations

linéaires
■ / a P H- A p  r=o, 

l è P  +  aQ - t - B /^ - t - A g '  = 0 ,

(4) J  c P  4 - bQ +  C p  4 - B#  -+- A/· =  0 ,

J dî* 4- cQ + C y  +  B / = o ,

[ dQ -+- Cr =  0 .

Donc pour obtenir la résultante cherchée·, il suffira d ’éliminer les 
coefficients

Pf Q. P i  g , >·

entre les équations ( 4 ) ,  ou, ce qui revient au même, d ’égaler à zéro 
la fonction alternée formée avec les quantités que présente le Tableau

[ «> 0, A, 0, 0,

I b' a, B, A, 0,' c, b, c, B, A,
d, c. 0, C, B,

f 0, d, 0, 0, C.

(5)
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On arriverait encore aux mêmes conclusions en partant de la 
formule ( 3 ). En effet, choisir les coefficients P, Q, p, q, r, de 
manière à faire disparaître de cette formule les diverses puissances

/y* /y>2 /y*3 /w /rt+M  “ 1I V   ̂ 1A * J iV  J | | ( ^  «A> ^

de la variable x, c ’ est éliminer ces puissances des cinq équations

( 6 ) x î { x ) - = o ,  f ( ;r)  =  O, ÎC8 F ( ^ )  =  O, x ¥ ( x )  =  o, F(a?)  =  0 ,

I a ® ‘ +  b x 3-h cx*-h d x  =  o,

\  a x 3-h bx*+  e x  +  d =  o,
i A x l -+- B x 3 h-  C x 2 — o,

I Ax3+ B æ3+  C x  =  o ,

\ Aa?8+  B x  -+- C =  o.

C’est donc égaler à zéro la fonction alternée formée avec les quan
tités que présente le Tableau

a, 6, c, rf, 0,
0, a, è, c, d,
A, B, c, 0, 0,
0, A, B, C, 0,
0, 0, A, B, C.

Or cette fonction alternée ne différera pas de celle que nous avons 
déjà mentionnée, attendu que, pour passer du Tableau ( 5 )  au 
Tableau (8 ) ,  il suffit de remplacer les lignes horizontales par les lignes 
verticales, et réciproquement. Ainsi la méthode d ’élimination indiquée 
à la fois par Bezout et par Euler, en 1764, conduit précisément à la 
règle énoncée par M. Sylvester dans le n° lO i du Philosophical Maga
zine (février 1840). On pourrait même considérer la règle dont il 
s’agit comme établie par Bezout dans le Mémoire de 1764» page 3 i 8 . 
D’ailleurs la considération des équations (6 )  ou (7 ) ,  qui subsistent 
toujours en même temps que les équations (1 ), et s’en déduisent 
immédiatement, fournit de cette règle une démonstration tellement

o u

(7 )
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simple, qu’elle peut être introduite sans inconvénient dans les élé
ments d’Algèbre.

Observons toutefois que l ’ordre ou le degré de la fonction alternée, 
dont cette règle exige la formation, c ’est-à-dire le nombre des quan
tités qui entrent comme facteurs dans chacun des termes dont cette 
fonction se compose, est toujours égal à la somme m-\-n des degrés 
des deux équations données. Cette même somme, diminuée seulement 
d ’une unité, représenterait le nombre des puissances de x qui doivent 
être éliminées des équations (6 )  ou d’autres semblables, ainsi que le 
degré de deux de ces équations. On peut demander s’ il ne serait pas 
possible d’arriver à l ’équation résultante, à l’aide de multiplications 
algébriques, en opérant de manière à ne pas introduire dans le calcul 
des puissances de x supérieures à celles que renferment les deux 
équations proposées. Cette dernière condition se trouve effectivement 
remplie, lorsqu’on se sert pour effectuer l’élimination d’une, ancienne 
méthode indiquée par Euler dès l ’année 1748 dans les Mémoires de 
l’Académie de Berlin. Suivant cette ancienne méthode, qu’Euler 
semble attribuer à Newton dans le Mémoire de 17G4, étant données 
deux équations en x d’un même degré n, par exemple les deux 
suivantes

a x n - t-  bxn~l -t-  cxn~2 g x % H- hx  - ( - / > =  o ,

k x '1 -+- Bx'l~l +  G«"-2 +  . . .  +  GÆ;! +  Ha; +  K =  o, ^

on commencera par leur substituer deux équations du degré n — 1, 
savoir, celles que l’ on obtient en combinant par voie de soustraction 
les deux premières, respectivement multipliées l’une par A, l’autre 

K kpar <2, ou l’une par —, l’autre par ~  Après avoir ainsi remplacé les 
deux équations proposées par les deux suivantes

(Ab — (Ac — a C )x 'l~i -{.,. .4- (A h — aH)Æ + A /c  — ali =  o,
( A A — a K ) x '‘- ‘ +  ( B k — b K ) œ»-* + . . .  H- ( G k — g  K ) x  +  H k — h K =  o,

on remplacera celles-ci à leur tour, à l’aide d’un semblable procédé, 
par deux équations du degré n—  2; et, en continuant de la sorte, on
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finira par obtenir une seule équation du degré zéro qui sera la résul
tante cherchée.

Pour s’assurer que la même méthode reste applicable à l ’élimination 
de la variable x entre deux équations de degrés inégaux n et m <  n, il 
suffit d’observer qu’ une équation de degré inférieur à n peut être 
envisagée comme une équation du degré rc, dans laquelle les premiers 
coefficients se réduiraient à zéro.

En examinant les deux formes sous lesquelles peut se présenter 
l’équation résultante ou finale, suivant qu’on emploie pour l’ élimi
nation de x l ’une ou l’autre des deux méthodes que nous venons de 
rappeler, on reconnaîtra que le premier membre de cette équation, 
considéré comme fonction des coefficients

a, b, c, A, R, C,

est, dans le cas où l’on se sert des polynômes multiplicateurs u et v, 
une fonction du degré m -+■ n, et par suite, quand on suppose m — n, 
une fonction du degré an. Au contraire, l ’ancienne méthode substitue 
successivement à deux équations données, dont les premiers membres 
sont du degré n par rapport à la variable x, et du premier degré par 
rapport aux coefficients

ci, b t c, . . · ,  A, R, C, **·,

des équations diverses dont les premiers membres sont d ’abord du 
degré n — x par rapport à x, et du second degré par rapport aux 
mêmes coefficients; puis du degré n — 2 par rapport à x, et du 
quatrième degré par rapport aux coefficients, etc. Donc l ’équation 
finale, déduite de l’ancienne méthode, sera du deuxième degré par 
rapport aux coefficients

a, b, c, . . . ,  A, R, C, ------

Donc, lorsque n surpasse 2, l’ancienne méthode introduit dans 
l ’équation finale un facteur étranger dont le degré est

2 "— 2 n .
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On trouve dans l’Ouvrage d’Euler qui a pour titre Introductio in 

analysin injinitorum, et mieux encore, dans un Mémoire de 
M. Gergonne, l ’ indication de procédés que l’on peut employer pour 
débarrasser le premier membre de l’équation finale du facteur étranger, 
ou même pour éviter l’ introduction de ce facteur. Mais ces procédés 
exigent qu’on s’élève graduellement du cas où l ’on suppose n =  2 au 
cas où l’ on suppose n =  3 , puis de ce dernier au cas ou l ’ on suppose 
n =  4 , etc.; et l’on peut, comme Bezout l’a faitvoir, substituer aux deux 
méthodes d’élimination ci-dessus rappelées une troisième méthode 
qui, sans introduire aucun facteur étranger dans le premier membre 
do l’ équation finale, réduit la détermination de ce premier membre à 
la formation d’une fonction alternée dont l’ordre ne surpasse jamais 
le degré de chacune des équations données.

II. — Méthode abrégée de Bezout.

Soient toujours
(j) C(x) — o, F(x) = o

deux équations algébriques, la première du degré n, la seconde du 
degré m — ou <  n. On pourra supposer généralement

t ( x )—a0xn -t- ai x1'—1 . . . -t- ¡x -+- an,
F(#) =  b„xn-h blx”- , + .. .-b bn_,x -h bn,

un ou plusieurs des coefficients
¿<0, ôj, b 2,

devant être réduits à zéro, dans le cas où l ’on aui’ait m<̂  n; et l’ équa
tion finale, qui résultera de l’élimination de la variable x entre les 
formules (1), exprimera simplement la condition à laquelle les coef
ficients

0̂1' ···, rin; bo, ô,, ···, bn

devront satisfaire, pour que les équations (1) soient vérifiées par une
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seule et même valeur de x. Voyons maintenant comment on devra s’y 
prendre pour effectuer cette élimination, c’ est-à-dire pour éliminer 
des deux formules

i a0x'‘ -{- alx''~l -{- . . . -h a„_iÆ -+- an — o,
( 2)

I b0x ,l-{- b, x n- '  +  ...-+- bn_ ,x  +  b,v — o

les puissances de la variable x, représentées par les divers termes de 
la suite

/y» I l  /v> f l —  1 /yi
j  IA/ I t I » J |A> a

A

J’observerai d’abord que, pour éliminer xn entre les équations (2 ) ,  
il suffit de combiner entre elles, par voie de division, ces deux équa-, 
tions présentées sous les formes

a 0x n -t- a | X "-' -H . . .  -+- a ,x n~! = —  1 -t- . . .  -I- ctn-.xx  -+- a „ ) ,

b0x n+  blx 'l~l H-..  .-h b,,xn~1— — (bt+iX11- ' - 1-h . . .-t- bn- i x  +  bn),

l désignant l’ un quelconque des nombres

o, 1 , 2 , . . . ,  n — 2 , n —  1 .

On trouvera ainsi
„ anx ' - h  a t x ' - 1- ^ . . . +  a, _  aM x " -1- 1 -n . . .  +  q„ _ , x  -+- an

b„xl->r blxl~l + .. .-t- b, ~ -4 -...+  bn̂ x-\- bn’

puis, en faisant disparaître les dénominateurs,

( (a0x l -+- a, . .  . - { - a / )  (b /+l x " —1-'· b „ - xx  H- bn)
( 4) 1

( - ( b o x ' - t -  b lx l~ l -{-.  . .-1-  bi) (a M x ' l~ l~ l -{- . .  . -t- a n^ x  -t- an) —  o.

Si, pour abréger, on désigne par

A*.,

le coefficient de xn~k_l dans le premier membre de l’ équation (4 ) ,  on 
aura non seulement, quels que soient k et l,

(5) A a·,/ — A/,*,
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mais encore, pour k <  /,

A „ , / =  Ou bl+  ]

A i , / =  «1 ¿/4-1 —  ¿ 1 Œ/+1 H- Ao,/+l,

A j,/=  ¿G ¿>2®/·!·! +  A^/^!,

et l ’équation ( 4 )  deviendra

(7 ) A0,/ « " - ’ +  A ~2 4- .. .4 - k,l_̂ ,x + An-ui=o.

Si, dans cette dernière équation, de laquelle la niemc puissance de x 
se trouve effectivement éliminée, on attribue successivement à l les 
valeurs

o, i, 2 , . . n  — 2 , n  — i ,

on obtiendra le système des formules

Ao,o x n~,,+  A|i|) x,‘~3-h.l* · H-  —5,0 X  4 - A „_it0 =  0

Ao,i x"~1 H- A,., • 4 - A „_2,l x  -t- A „_ m =  0 ,

Ào,«—l X n - ’ -t- Ai,,'-lx'l- 1-h .. + >· 1 1l# “t” —i =  0

dont la première et la dernière sont précisément celles qu’on emploie 
dans l’ancienne méthode d’élimination dont nous avons déjà parlé 
(p . 473). Cela posé, il est clair qu’on pourra éliminer d ’un seul coup, 
entre les équations(B), les puissances de «représentées par les divers 
termes de la progression géométrique

ryyfl ~~ 1 2 /J"̂ 'Y'LV  ̂ tC y ,  « » y tA s y iAs *

L’équation finale, résultant de cette élimination, sera de la forme

(9) * = o,

S étant la fonction alternée de l’ordre n, formée avec les quantités que
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renferme le Tableau

Ao.O) Ao,lt >* 0 1 il

A 0, 1 , Al,l, • î -À-1,/1— 2) A ,  —1 ,

· -· · · , · ·  * ‘ 1 • 1 .........> ..........

A o, b- 2 ) -À-tt—2,H— 1)

■ À-0,n—1 , A ü - n •î A/I — 2,«—

C’est en effet ce qu’on conclura immédiatement des équations (8 ) ,  
jointes à la formule ( 5 ).

La méthode abrégée d ’élimination, que nous venons de rappeler, ne 
diffère pas au fond de celle que Bczout a indiquée dans le Mémoire de 
1764, page 3 r9.

Il est facile de voir quel sera le degré de la quantité s, déterminée 
par cette méthode, et considérée comme fonction des coefficients

«1, · · ■ , ? è(,, b\, >... bn%

En effet, chaque terme de s renfermant n facteurs de la forme A*^, 
et chacun de ces facteurs étant du second degré, en vertu des équa
tions (6 ) ,  s ou le premier membre de l ’équation finale sera néces
sairement du degré 2 n, tout comme dans le cas où l’ on applique la 
règle énoncée par M. Sylvester. 11 y a plus : on peut déjà pressentir la 
réalité d ’une assertion qui sera plus tard changée en certitude, savoir, 
que la valeur de s, fournie par la méthode abrégée, coïncide, au signe 
près, avec celle que fournirait la.règle dont il s’agit. Effectivement, 
d ’après cette règle, lorsqu’on suppose m  —  n , le premier membre de 
l ’équation finale renferme une seule fois le terme

a" b"u0 un.

Or ce même terme, pris avec son signe ou avec un signe contraire, se 
retrouve encore une seule fois dans la fonction alternée ± s  formée à 
l ’aide du Tableau (10), savoir, dans la partie de ±  s qui est représentée 
par le produit

Aq,h—1 Ai^ — j, ·>·, Aii/t_2 Aô ,—,,
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et même dans la partie de ce produit qui, en vertu des formules 

Ajtn_ 1 —- ^ 1  b n—i b i a n _ i  4- A0,„_i,

As,n-!=<lî 6„_|  +  A|,n_!
— &<> L· / i—2 b 2 et ¡ J — 2 “H ci j b i i — i bi du— | i A — j ,

se réduit simplement à la puissance

A" „_, =  (a„

Il importe d’ observer que, dans le carre figuré par le Tableau (G), 
les termes de la forme

A/,/

se trouvent tous situés sur une même diagonale, et que les autres 
termes sont égaux deux à deux, les termes égaux étant placés symé
triquement par rapport à la diagonale dont il s’agit. Cette propriété 
du Tableau (6 )  est une conséquence immédiate de la formule ( 5 )  et 
entraîne à son tour la proposition suivante :

Théorème. — L ’équation finale ( g ) ,  qui résulte de l ’élimination de x  

entre les équations ( 2 ) ,  est aussi celle qu’on obtiendrait en éliminant 

n variables
x, y,

entre les diverses dérivées d 'u n e équation du second degré

( 1 1 )  5 =  0 ,

dans laquelle on aurait

( 5  =  Ao,o^-, ! -t- A 1)lty 5 4 -  A 2.25 2 - i-  . . .
( 1 2 )

( -+- i A 0<ia;y -t- iA„ ^xz  -t- . . .  -t- 2Aii2 / m - -----

L’équation (9 )  est donc celle qu’on obtiendrait en assujettissant les 

variables æ, y ,  z ,  ... à la condition

( . 3 ) 5 =  const.,
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et cherchant la relation qui doit exister entre les coefficients

^o.Oî -̂0,11 ^0,2l · · · !  A , j ,  A  · · · , ^2,21 ■ · ·

pour qu’une valeur m axim um  ou minimum de la fon ction  r, déterminée 

p a r la fo rm u le

( i4)  ·' —  \Jxi -+- y-2 +  s 2 . . . ,

devienne infinie.

III.  — Usage des fonctions symétriques dans la théorie de l'élimination.

Dans les paragraphes précédents, nous avons rappelé trois méthodes 
d’élimination ; et, quoique deux de ces méthodes n’introduisent dans 
l’équation finale aucun facteur étranger, toutes deux, même la plus 
concise, la méthode abrégée de Bezout, deviennent à peu près impra
ticables, lorsque les degrés des équations données s’élèvent au delà du 
cinquième ou du sixième ; à moins qu’on n’aft recours,, pour la for
mation des fonctions alternées, à des artifices de calcul quipermettent, 
comme nous l ’expliquerons dans un autre Mémoire, d ’évaluer ces 
fonctions, sans calculer séparément chacun de leurs termes. De 
semblables artifices ne deviennent point nécessaires, lorsqu’on fait 
servir à l ’élimination une quatrième méthode fondée sur un théorème 
d’Euler et sur la considération des fonctions symétriques. Entrons à 
ce sujet dans quelques détails.

Soient toujours

(i) f (x) =  o, F(x) =  o

deux équations algébriques, la première du degré n, la seconde du 
degré m ; et supposons, pour plus de commodité, les coefficients des 
plus hautes puissances de x ,  dans ces mêmes équations, réduits à 
l’unité; en sorte qu’on ait, par exemple,

{(x) =  x n -+- Ix'1- 1 + .  . . -+- p x  H- q,
F(æ;) =  x"l-\- L.r" '_1 -H. .. -+- V>x -+- Q.
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Enfin désignons respectivement par

a ,  6 ,  y ,  . . .  et p a r  1, p ,  v ,  . . .

les racines de la première et de la seconde des équations (T), de sorte 
qu’on ait encore

f(j7) =  ( x  —  <x) (x —  6) ( x  —  y).  . . ,

F ( æ: ) —  ( x —  X ) ( #  —  p )  { x —  v ) . . . .

Pour que les équations ( i )  subsistent simultanément, ou, en 
d’autres termes, soient vérifiées par une même valeur de x, il sera 
nécessaire et il suffira que les coefficients

/, qx L, . . . ,  P, Q

soient liés entre eux de manière que les racines

Of, g, y, . . .  ; x P, V, . . .

satisfassent à l ’une des conditions'

S II a =  p, a =2 v
6 =  X, 6 =  p , 6 = v :

II >-> y =  p> . 
Il

....... . ......... * ....... .

par conséquent à la condition

(2) S =  0,

la valeur de .s étant

S =  (a— X) (« — p) (a— *).. .(6— X)(6 — p) ê —v).. .(y — 1) ( y — p) (y — v)...

Donc, si l ’on adopte cette valeur de s, l’ équation (2 )  devra 
s’accorder ou même coïncider avec l ’équation finale que produirait 
l’ élimination de a? entre les équations (1). C’est en cela que consiste 
le théorème d ’Euler.

Il est facile de s’assurer que la valeur de s, déterminée comme on 
vient de le dire, sera une fonction entière des coefficients

l, . . . ,  P , 9 » C, ···; P, Q.
Œuvres de C. S. II, t. XI. 61
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En effet cette valeur se réduit, au signe près, au dernier terme de 

l ’équation qui aurait pour racines les binômes

a — X, oc— [x, oc— v, 
ê — X, ë — [x, ê — v,
y —  ̂ y — y·) y — · ■ · »
............... ..  ................ ... ..............J · · · ·

Donc elle sera une fonction entière des quantités de. la forme

Si, · · · i ',mni

si l’ on pose généralement

| (a — X -̂f- (« — fjO'-H (« — v)i · · ·

(3) ) + ( ê - X p + ( ê _ fJ,p + ( ê - v ) < . . .
i -+- (y —  X)'-t- (y — ¡J-Y-+- (y — v ) ' . ..

D’ailleurs, en développant les puissances de binômes renfermées 

dans la formule ( 3) et posant, pour abréger,

S,= a'-H 6‘ -f- h- . . ., S ;= X'-H

on tirera généralement de cette formule

(4) c i c , i { i— i) c , c— SiOq — — \ Oi H-------------£/— 2 5s — · · . — s0 &/.
I  1 . 2

Donc, puisqu’en vertu de formules connues, sif S; peuvent être 

exprimés en fonctions entières des coefficients

/, · · · ,  jp, ç î  L, P,  0 ,

on pourra en dire autant de s,·, et par suite de s.

La série d’opérations que nous venons d’indiquer, en prouvant que 

le premier membre de l ’équation (2) peut être réduit à une fonction 

entière des coefficients

i, p·, ç î  L, · · ·>  P ,  0 ,

fournit de plus un moyen d’effectuer cette réduction et constitue par 

conséquent une méthode d’élimination de la variable æ entre les
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équations ( i ) .  D’ailleurs la formule ( 4 ), qui, dans cette méthode, se 
trouve combinée avec d’autres formules déjà connues, comprend 
comme cas particulier une formule analogue, à l ’aide de laquelle, 
dans son Traité de la résolution des équations numériques, Lagrange 
passe d’ une équation donnée à une autre qui a pour racines les carrés 
des différences entre les racines de la première.

Observons encore qu’en vertu des deux équations identiques

î (x)  =  (x  — a ) ( x  — è ) ( x  —  y ) . . .,
F(;r) =  ( ;r— X ) ( . r — f*) (#— v) . . .

la formule

( 5 ) S =  (a — 1 ) (« — ¡J.) (oc — v)...(6 — 1) (6 — ¡i) (6 — v). . . (y — 1 ) (y — p) (y — v)...

peut être réduite, comme Euler l’a remarqué, à l ’une quelconque des 

deux suivantes :

(6) 8 =  F(«)F(6) F ( y ) . . . f
( 7 )  - a =  ( - i ) » * f ( X ) r ( f* ) f ( v ) . . . .

Or, pour transformer l’une quelconque de ces deux dernières valeurs 

des, la première par exemple, en une fonction entière des coefficients

l·, . . . ,  p , ç î L, · · ·, Pj Q.

il suffit de suivre ou la marche indiquée par Euler dans les Mémoires 

de Berlin de 1748, ou mieux encore celle que j ‘ai indiquée moi-même 

dans un Mémoire présenté à l ’Académie le 9 août 1824, et de convertir 

d’abord le produit

F (oc) F (6) F ( y)... =  (am+  L a"*-1+ .. .  -t- P oc +  Q) (6m +  L ê"»-1+ .. .  +  P 6 +  Q)...

en une fonction entière des sommes de la forme

(oc"1-h  L +  . +  Q p '-H ê"1-!- Lê"1- 1-!- .. .-I- PS -1- Q )¿ +  . . !,

puis chacune de ces sommes, moyennant le développement des 

puissances des polynômes, en une fonction entière de

*01 1̂ f · · · î $tni\ ' " ,

Le premier membre de l’équation (2), transformé comme on vient
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de le dire en une fonction entière des coefficients

/, ; · · ) p  I <7 ; L,  · · · , P , Q »

ne renfermera-t-il aucun facteur étranger à l ’équation finale, etrepré- 
senté lui-même par une fonction entière de ces coefficients, quelles 
que soient les valeurs qu’on leur attribue? On lèvera facilement tous 
les doutes qu’on pourrait conserver à cet égard en s’appuyant sur la 
proposition suivante :

P r e m i e r  t h é o r è m e . — Les coefficients

pj gî L,  >’ · ,  P .  Q

étant supposés quelconques et indépendants les uns des autres, la fon ction  

entière de ces coefficients qui représentera la valeur du produit

S = ( x —1) ( a  —  p) (x — V ) . . . ( S  —  X ) ( ê  —  P)(S — V). . . (y— l )(y — ¡x)(y— v)...,

fo r m é  avec les différences entre les racines de la prem ière et de la seconde 

des équations ( i ) ,  ne pourra être généralement et algébriquement 

décomposée en d eu x  fa cteu rs, représentés tous deux p a r  des fon ction s  

entières de ces mêmes coefficients.

Démonstration. — En effet, supposons généralement

s =  s'ê",

S', s"  désignant, s’ il est possible, deüx fonctions entières de 

t, q; L,  P ,  Q.

En vertu des relations qui existent entre les coefficients des équa
tions ( i )  et leurs racines, on pourra exprimer

S', 8

en fonctions entières de

a, 6, y ,  . . . ,  1,  p, v,

et alors on aura identiquement

( 8 )  S ' S "  =  ( a — ) . ) ( «  — p ) ( a  — v ) . . . ( S  — X ) ( ê  — p ) ( ê  — v ) . . . ( y  — X ) ( y  — p ) ( y  — v ) . . .
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Cette dernière . équation, devant subsister indépendamment des 

valeurs attribuées aux racines

et, 6, y,  . . X, fi, - V, . . . ,

se vérifiera encore lorsqu’on établira entre ces racines des relations 

quelconques, par exemple lorsqu’on supposera

a — X. ‘

Mais alors le second membre de l’équation (8) étant nul, le premier 

devra l’être aussi. Donc, en prenant a =  X, on fera évanouir le produit 

s'ê", et par suite l ’un des facteurs s', S". Concevons, pour fixer les 

idées, que ce soit le premier facteur s' qui s’évanouisse, en vertu de la 

supposition
a — À. ·

S', considéré comme fonction de a, sera divisible algébriquement par 

a — X. D’autre part §', pouvant être regardé comme une fonction 

entière, non seulement des coefficients

/, . . . ,  p, g,

mais encore des coefficients

L, P, Q,

sera par suite une fonction symétrique, non seulement des racines

<x, S, y,

mais encore des racines
X, P, v, . . . .

Donc §', algébriquement divisible par le-binome

« — X,

aura pour facteur non seulement ce binôme, mais encore tous ceux 

qu’on en déduit en remplaçant la racine a par l’une quelconque des 

autres racines 6 , y, ... de l’équation î ( x )  = o ,  et la racine X par l ’une 

quelconque des autres racines p., v, ... de l’équation F(a;) =  o.
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Observons maintenant qu’en vertu de l’ équation (8 ) ,  le produit

B’B",

considéré comme une fonction des racines

oc, ê, y, · · » » X, fi, v, · · · >

sera une fonction du degré mn. Donc mn représentera la somme des 

degrés des facteurs
S' et S"

considérés comme fonctions de ces mêmes racines. Mais, d’après ce 

qu’on vient de voir, le facteur c’est-a-dire celui des facteurs B', S" 
qui s’évanouit quand on suppose

oc =  À,

sera divisible algébriquement par chacun des binômes que renferme 

le second membre de l’équation ( 8 ). Donc, puisque ces binômes sont 

généralements distincts et indépendants les uns des autres, s'sera 

divisible par le produit de tous ces binômes dont le nombre est mn, 
et, si l ’on considère B' comme une fonction des racines

a, ê, y,  I ,  fi, v,

le degré de S' ne pourra généralement s’abaisser au-dessous de mn. 
Donc le degré de l’autre facteur è" ne pourra s’élever au-dessus de 

zéro; et cet autre facteur ne pourra être qu’un facteur numérique, 

indépendant des racines des équations ( i) , et, par conséquent, des 

coefficients que renferment ces équations. Donc, tant qu’aucune 

relation particulière ne se trouve établie entre les coefficients

l) ..■, p, çî L, · . . . ,  P, Q, 

ou, ce qui revient au même, entre les racines

« , . 6 ,  y,  I ,  p., , v, . . . ,

il est impossible de décomposer la fonction b en deux facteurs qui 

soient l ’un et l ’autre des fonctions entières de

■ l> ···} Pi Ç> ' L, . . . ,  P, Q.
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Premier corollaire. — Si, contrairement à l ’énoncé du théorème, 

les coefficients
/, ··· , p, q\ L, ···, P, Q

devaient satisfaire à certaines conditions particulières ; si, par exemple, 

quelques-uns de ces coefficients se réduisaient à zéro, la valeur de S, 
considérée comme fonction des coefficientsN

p, g $ L, · · ·) P, Q,

pourrait devenir décomposable en facteurs représentés par deux 

fonctions entières de ces mêmes coefficients.

Deuxième corollaire. —  Supposons, pour fixer les idées, les équa

tions du second degré

( 9 )  x * p x  -+- g  —  o ,  x ‘ + P æ  +  Q =  o ; 

on aura

( 10) S =  (a — l)(oc — p)(§ — X) (6 — p ) =  (« ! - t-P a -l-Q )(6 *- l-P 6 -+ -Q ), 

et par suite, eu égard aux formules

a*4- p<x -+- g =  o, S*-h pB-h g = o,
a 4-6  =  — />," aS =  g,

on trouvera

s =  [ Q - y  +  ( P - p ) « ] [ Q - ? - M P - p ) ê]
=  (Q — ? ) 2+  ( P - P )  [(Q -  g) ( «  +  6 ) -t- ( P - P )  0 6 ],

ou plus simplement

(11)  S =  ( Q  —  g r ) S + ( P —  p ) ( P g —  p Q ) .

Or, tant que les coefficients

p, q, P, Q
ne seront assujettis à aucune relation, à aucune condition particulière,

*
alors, conformément au théorème établi, la valeur précédente de B ne 

pourra être décomposée en deux facteurs représentés tous deux par 

des fonctions entières de ces coefficients. Mais le même théorème
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pourra ne plus subsister dans le cas contraire; et si, par exemple, on 

annule deux des coefficients, en posant

P — o, P =  o,

c’est-à-dire, en d’autres termes, si l’on réduit les équations proposées 

aux deux suivantes

(1 2) x* + y = o, x!+Q=o,

alors la valeur de S, déterminée par la formule

(13) S = ( Q - q y - ,

sera décomposable en deux facteurs égaux à Q — q, ou, ce qui revient 

au même, en deux facteurs dont chacun sera une fonction entière des 

coefficients q, Q. Alors aussi, pour éliminer x  entre les deux équations 

proposées, il suffira de retrancher l’une de l’autre; et l ’équation finale 

ainsi obtenue, savoir
U — '/ =  o»

offrira un premier membre équivalent, non plus à la fonction s, mais 

seulement à sa racine carrée. Il est au reste facile de voir comment il 

arrive que la démonstration ci-dessus exposée du théorème en 

question devient, dans ce cas, inadmissible. En effet, lorsque p, P 

s’évanouissent, les formules

donnent 

On a donc alors

a- yè=p,  A -+- p. =  P 

6 = — ce., ¡j. = — X.

§ — 1  = — (oc — p), ë — y—~ —

et par suite, pour qu’une fonction des racines

a, 6, X, y'

soitalors algébriquement divisible par chacun des quatre binômes 

a — X, a — y, 6 — X, 6 — y,

il.süffit qu’elle soit algébriquement divisible par les deux premiers.
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Troisième corollaire. — Lorsque, dans les équations ( i ) ,  les coef
ficients

l, . . . ,  p, q\ L, ■ · ■ ! P, Q

ne sont assujettis à aucune relation, à aucune condition particulière, 
le premier membre de la formule (2 )  ne peut renfermer aucun facteur 
étranger à l’ équation finale, et représenté par une fonction entière des 
coefficients dont il s’agit, puisqu’ il est alors impossible de décomposer 
ce premier membre en deux facteurs dont chacun soit une fonction 
entière de ces mêmes coefficients.

Il est facile de trouver à quel degré s’élève s considéré, soit comme 
fonction des coefficients

l, p ,  q,

soit comme fonction des coefficients
L, . . . ,  P, Q.

En effet, s pouvant être représenté par une fonction entière de tous 
les coefficients

l, . . . ,  p ,  q; L, . . . ,  P, Q, 

le degré de cette fonction, par rapport aux seuls coefficients
L, · .· ,  P, Q,

'ne variera pas, si l’on exprime, comme on peut le faire, les coefficients
l, . . . ,  p, q

à l’aide des racines
oc, S, y, . . . .

Mais alors la valeur obtenue de S devra coïncider, quels que soient 
L, .. . ,  P, Q et a, 6 , y, . . ., avec celle que fournit l’ équation ( 6 ) ;  en 
sorte qu’on aura identiquement
( 1 4 )  S  =  (xm+ . . +  Poe - I -  Q) (6"l+  L6"t-1.+ . . . - t -  P6 +  Q )... .

Donc, s étant le produit de n facteurs, dont chacun sera du premier 
degré par rapport aux coefficients

L, P, Q,
Œuvres de C. — S. II, t. XI. 6 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



490 MÉMOIRE SUR L ’ÉLIMINATION D’ UNE VARIABLE
le degré de s par rapport à ces mêmes coefficients sera précisément le 
nombre n.

On conclura de même de l’équation (7 )  que le degré de s par . 
rapport aux coefficients

/, ] ) ,  q

est précisément le nombre m.
On peut être curieux de connaître généralement la partie de la fonc

tion § qui dépendra uniquemcntdes termes constantsdeséquations (1), 
c ’est-à-dire des coefficients q et Q. Or cette partie sera évidemment ce 
que deviendra la fonction s.quand on supposera tous les autres coef
ficients

l, · · . > pi L) · ■ . j P
réduits à zéro. D’ailleurs, dans cette supposition, les équations (1) 
deviendront
(15 ) xn-\-q =  0, xmH- Q =  o;

et, en conséquence, la formule (14) donnera
(16) ê =  (« '» -)-Q )(6 'n +  Q) (y"‘ +  Q). · ··
Il y a plus : les rapports

oc ê y
— , — , — y · · ·« a a

étant respectivement égaux aux diverses racines de l ’équation
X n —  1 ,

les mièmes puissances de ces rapports, ou les fractions
g ni yin

a7" ’ a™’ â7“ ’ ’ ’ ’ ’

seront respectivement égales aux diverses racines de l’équation
n

x w — l ,

si l’on appelle o> le plus grand commun diviseur des nombres
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et par suite respectivement égales aux divers termes de l'a progression 
géométrique

i, e ,  e \  e»->,

si l ’on nomme 0 une racine primitive de l ’équation
n

Xw =  I.

Cela posé, la formule (16) donnera

S =  [ ( Q  +  am) (Q  +  6a."1) . . . ( q  -h J ;

et, comme on aura identiquement

on en conclura, en rem plaçante par —

x M — i — ( x  — i )  ( #  — d) (x  —  Q2) .. , \ x  — 6

( n \ n mn
Q + 0"-  <xm) = z Q w—  (— i )“ x ~

n m-¥n m

=  Q“ - ( - 0 " s r y ";
puis, eu égard à cette dernière formule, on trouvera définitivement

f  — wî "1W
(.7) 8 = ( - I)4 (-Q)“— ( - 7 )“J ■

Jusqu’ ici, pour plus de simplicité, nous avons supposé que, dans les 
équations (1), les coefficients des plus hautes puissances de x se 
réduisaient à l’unité. Admettons maintenant la supposition contraire, 
en sorte qu’on ait, par exemple,

f ( .r )  =  a x n -f- bx"~l h x  k,
F ( . r )  ■=Ax"‘-l·- B # " 1-1- ! - . . . -t- l l x  -+- K.

Pour ramener les équations (1) à la forme précédemment adoptée, 
il suffira de diviser la première par«, lasecondepar A ; par conséquent, 
il suffira de prendre

, b h k
1 —  —  > · · · }  p — — > q ~  — ,n st 1 s.

L = B
T
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Gela posé, comme la valeur de s fournie par chacune des équa

tions (5), (14) sera du degré m relativement aux quantités

, b h k
I —  — 5 ·  ·  ·»  P  —  — 5 £7 —  —  >n 1 n * n

et du degré n relativement aux quantités

L — B
A*

comme d’ailleurs, dans cette valeur de s, la partie qui dépendra uni

quement des coefficients q, Q se réduira, en vertu de la formule (17), à

»

il est clair que, pour transformer cette même valeur de S en une 

fonction entière des coefficients

¿z, h y · · ' ,  k y A, B, ·■·, II, K, 

il sera nécessaire et suffisant de la multiplier par le produit

a'" A"

Or, dans la fonction entière ainsi obtenue, la partie qui dépendra des 

seuls coefficients
a, A, k, K

sera évidemment r m n m "1 w
(—•i)', |a"(— K)w— A“ (— /f)“ J .

De cette remarque, jointe au premier théorème, on déduira aisément 

la proposition suivante :

Deuxième théorème. — Les coefficients
a, b, h, k; A, B, . . . .  II, K

étant supposés quelconques et indépendants les uns des autres dans les
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deux équations algébriques

a x n 4 - bx 'l~l + . . . 4 -  h x  4- k — o,  

k x m4- Aa?"i_1 4 - . . . - + -  H jj 4 - K =  o,

et les racines de ces équations étant respectivement

a, S, y,

X Pi · · i »
si l’on prend

S =  a'n An(<x — 1) ( a  —  p.) ( a  — v ) . . .

x  (S — ) . ) ( 6  — ^ )  ( 6  —  v ) . . . ( y  — X) (y — p ) ( y  — v ) . .

tf/or? 3 sera une fonction entière des coefficients

a , h, k·, A,  B,  H,  K,

qui ne pourra être généralement et algébriquement décomposée en deux 
fadeurs représentés tous deux par d’autres fondions entières de ces 
deux coefficients.

Démonstration. — Lorsqu’on suppose

i b — al, . . . ,  h =  ap, k — aq,
(20) ) b =A L , H =  AP, K =  AQ,

»

et par suite

h k
l —  - 5 • · > p  =  — > q — — ?

a a a

r  B „ U K
L =  a ’ · ’ p =  r Q = X ’

les équations (18) se réduisent aux deux formules

(22)
j  x n 4 -  lx'l~l 4 - .  . . - h  px  4 -  q =  o ,

I x m -1- L x ' " ~ l 4- . . .  4 -  P,r 4- Q =  o ;

et alors, comme il suffit de multiplier par le produit

a "L A ,l

la valeur de s que donne l’équation ( 5), pour obtenir celle que donne
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l’équation (19), cette dernière se réduit, d’après ce qui a été dit 

ci-dessus, à une fonction entière des coefficients

«, b, h, /c; A, B, H, K.

J’ajoute que cette fonction entière ne pourra être généralement et 

algébriquement décomposée en deux facteurs représentés par d’autres 

fonctions entières des mêmes coefficients. En effet, soient, s’ il est 

possible,
s\ é"

deux semblables facteurs. En vertu des formules (2 0 ), jointes à celles 
qui serviront à exprimer les coefficients

l, p, g; L ,  . . . ,  P, Q

des équations (22) en fonction des racines

a, 6, y, . . . ;  1 , p, v, . . . ,

on pourra considérer les deux facteurs 8', 8" comme des fonctions 

entières de ces racines et des deux coefficients

a, A.
Cela posé, la formule

8'8" =  am A" ( «  —  À) ( a —  p )  ( a  —  v ) . . .

X (g — 1 ) (6 — p) (S — v).. .{y — 1 ) {y — p) (y — v)...

devant subsister, quelles que soient les valeurs attribuées aux racines

«,  o, y,  . . .  ; X, p,  V, . . .

et aux deux coefficients
at A,

on prouvera, en raisonnant comme nous l ’avons fait pour démontrer 

le premier théorème, qu’un des facteurs s', s " ,  le facteur 8' par 

exemple, est algébriquement divisible par le produit

(a — >) (a — p)(a — v).. .(6 — X)(ê — p) (S — v).. .(7 — l) (y — p) (7 — v)....

ï)onc, parmi les facteurs simples que renferme le second membre 

de la formule ( 23), les seuls qui pourront entrer dans la composition
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de s" seront les coefficients
a, A,

dont l’un au moins devra être facteur de S", puisque, dans l’hypothèse 

admise, ê" ne doit pas se réduire à un facteur numérique. Mais, pour 

que S" pût devenir proportionnel à Une puissance entière de l’un des 

coefficients
a, A,

sans dépendre d’ailleurs, en aucune manière, des racines

a, ë, y, 1, p,  v, . . . .

par conséquent sans dépendre, en aucune manière, des coefficients 

/, . . . ,  p , q ; L, P, Q,

ou, ce qui revient au même, des coefficients

b, . . . ,  h, k;  B, . . . ,  H, K,

il faudrait que chacun des coefficients a, A, ou au moins l’un deux,#
entrât comme facteur algébrique dans la fonction entière des quantités

a, b, h, k ;  A, B, . . . ,  H, K

à laquelle peut se réduire le second membre de l’équation ( 23). Or 

cette condition n’est certainement pas remplie, puisque, dans la 

fonction entière dont il s’agit, la partie qui dépend uniquement des 

coefficients
a, A. A-, K

se réduit à l’expression

[ m n n m~1
« “ (— K )"  — A“ (— A)" J,

qui n’est algébriquement divisible ni par A, ni par a. Donc l’hypothèse 

admise ne peut subsister, et le deuxième théorème est exact.

Corollaire. — Puisque, en vertu des formules (20) ou (21), les 

équations (18) coïncident avec les équations (22), l’équation finale 

qui résultera de l’élimination de æ entre les équations (18) pourra
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être réduite à la formule
S =  o,

la valeur de ê étant déterminée par la formule ( 5). D’autre part, 

comme la valeur de § déterminée par la formule ( 5) ne peut s’évanouir 

sans que la valeur de S déterminée par la formule (19) s’évanouisse 

pareillement, l ’équation finale dont il s’agit entraînera la formule (2), 

si l ’on prend pour s la fonction des coefficients

a, b, h, k;  A, R, H, K

à laquelle peut se réduire le second membre de la formule (19). 

J’ajoute qu’alors, si ces coefficients ne sont assujettis à aucune relation, 

à aucune condition particulière, le premier membre s de la formule (2) 

ne renfermera aucun facteur étranger à l’équation finale, et représenté 

par une fonction entière de ces mêmes coefficients. C’est là, en effet, 

une conséquence immédiate du deuxième théorème, en vertu duquel 

il sera impossible de décomposer s en deux facteurs dont chacun soit 

une fonction entière des coefficients

a; h, k;  A, R, II, K.

Puisque la valeur de S déterminée par la formule ( 5 ) ,  c’est-à-dire 

le produit

(a — 1 ) (a — ¡x.) (x — v ) .. .(g — X)(6 — p.) (6 — v)...(y — 1 ) {y — p) (y — v)..., 

se réduit à une fonction entière des rapports

la valeur de s que déterminera la formule (19) ne sera pas seulement, 

comme on l’a déjà remarqué, une fonction entière des coefficients

uj 6) · ■ · i A, kj A, R, II, L,

elle sera, de plus, une fonction homogène et du degré m relativement 

aux coefficients
a, b , A, k·,
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elle sera encore une fonction homogène et du degré n relativement 

aux coefficients
A, B, . . . .  H, K;

donc elle sera, par rapport au système de tous les coefficients
i

a, b, . . . .  h, k; A, B, H, K,

une fonction entière et homogène du degré m +  n. Désignons cette 

même fonction par

rn(a, b, . . . .  A, k; A, B, . . H, K);

on aura identiquement, eu égard aux formules (20),

Tu(a, b, . . h, k; A, B, . . H, K)
— a"'A"ro(i, l, . . . , p , q ;  1 , L, . . . ,  P, Q),

et l’équation finale résultant de l’éliminatio'n de x  entre les équations 

données pourra être présentée sous la forme

(24) tît(a, b, .. .,h, k; A, B, . . H, K) =  0,

si les équations données sont les formules (18), ou même sous la 

forme

( 2 5 )  ra ( i , / , · .  1 , L, Q)  =  o,

si les équations données sont réduites aux formules (22).

Ajoutons que, le second membre de la formule ( iy )  devant être 

équivalent au produit

a"lAnj'*(i, l, . . . , p , q ;  1, L, . . P, Q), 

les relations subsistant entre les coefficients

l, p , q ;
et les racines

a, 6, y, . ..  ; 

devront entraîner la formule

L, P, . . . .  Q

/ ,  p ,  V,  . . .

. . . , p , q ;  r,L, . . . , P , Q)
= „ (a —A)(a —f*)(a —v)...

X  (6 —  X) (g -  ¡J.) ( 6 —  y ) . . . ( y — À) ( y — p)  ( y —  v) . . . .

Œuvres de C. — S. II, t. XI. 63
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On peut vouloir comparer l ’équation finale (2 4 ) ou ( 2 5 ) à celle 

qu’on obtiendrait si à la méthode d’élimination dont nous avons ici fait 
usage on en substituait d’autres, par exemple celles qui se trouvent 
exposées dans les paragraphes 1 et II. On établira sans peine, à ce 
sujet, les propositions suivantes :

. T r o isiè m e  t h é o r è m e . —  Lorsque les coefficients

l, p, g-, L, . . . .  P, Q,

renfermés dans les équations

( 2 2 )
 ̂ xn +  / x"—'· + , . , +  / ) a r + j = o ,  
) xm+ Lx'"—1 -t-. . .  -H P# -t- Q =  o

entre lesquelles on se propose d’éliminer la variable x , demeurent arbi
traires et indépendants les uns des autres, alors toute fonction entière de 
ces coefficients, propre à représenter le premier membre de l'équation 
finale produite par une méthode quelconque d ’élimination, ie réduit 
nécessairement à la fonction

œ O,  1.........p, g; o  L , . . P, Q)

ou au produit de celle-ci par une autre fonction entière des coefficients

l, p. g; L,  P,  Q.

Démonstration. — En effet, supposons que l ’ élimination de x  entre 
les équations (2 2 ), étant effectuée par une méthode quelconque, nous 
ait conduit à une équation finale de la forme

■ & —  o ,

S désignant une fonction entière des coefficients

l..........  P, gi L..........  P, Q.

A l’aide des relations qui existent, d ’une part, entre les coefficients

et les racines
l, . . . ,  p, g

a, 6, y,
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d’autre part, entre les coefficients

et les racines
L, . . . .  P, Q

499

on pourra transformer s en une fonction entière et symétrique des 
diverses racines de chacune des équations (2 2 ) .  D’ailleurs l’ équation

ë —. o,

résultant de l’ élimination“ de oc, devra être vérifiée toutes les fois 
qu’on établira entre ces racines une relation qui permettra de satisfaire 
par une même valeur de a? à la première et k la seconde des équa
tions (2 2 ), par exemple lorsqu’ une des racines

», ê, y, . . .

deviendra égale à l ’une des racines

1 ,  p, v, . . . .

Donc la fonction entière des racines

», 6, y, . . . .  X, "̂î · · · ,

en laquelle pourra se transformer le premier membre S de l’ équation 
finale

cS r r  O,

devra s’évanouir avec chacun des binômes

x  —  X, x  — p, x  — v, . . ;
6  — A, 6 — p, 6  — v, . . ;
y  —  l ,  y  —  p ,  y —v, . . . .

et être algébriquement divisible par leur produit. Donc cette fonction 
sera de la forme

( 2 6 )  S =  S i ( x — X) ( x  —  p) ( x  — v) . . .
X (ê — X) (6 — p)(6 — v )  . . . (y — X) (y — p)(y — v) . .

Si désignant une nouvelle fonction entière des racines

ê, y, . . . ;  X, p, v, . . . ,
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qui, comme la fonction s et comme le produit

( «  — À ) ( «  — — v ) . . . ( S — X) ( 6 — f*)(ë — v ) . . . ( y  — ^ ) ( y  —  —  v ) . . . ,

aura, en vertu de la formule (2 6 ), la propriété de rester invariable, 
tandis qu’on échangera entre elles, ou les racines

ou les racines
«, 6, y,

ï ,  [X, v,

En d’autres termes, Ji sera une nouvelle fonction entière et symé
trique des diverses racines de chacune des équations (2 2 ). Par 
conséquent, dans le second membre de la formule (2 6 ), le facteur jl 
pourra être, aussi bien que le produit de tous les binômes, transformé 
en une fonction entière des coefficients

/, (]; L, · · · ,  P, Q·

Or, comme, après cette double transformation, la formule (2 6 )  
donnera

(27) =  JL gt ( 1, ,p j q  1 1 ,L, . · ·, P) Q)>

il est clair que le premier membre s- de l ’ équation finale se réduira 
définitivement, si l’ on a

¿R. =  I,
à la fonction entière '

m(i, 1 , L , P ,  Q),

et, dans le cas contraire, au produit de cette fonction par une fonction 
entière des coefficients

l, p, q ; L, P, Q.

Au reste, le dernier cas comprend le premier; et, lorsque le degré 
de la fonction entière représentée par JL se réduit à zéro, cette fonction 
se change en un facteur numérique qui peut être l’unité même.

Corollaire. —  La valeur la plus simple qu’on puisse, dans la
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formule (2 7 ), attribuer à la fonction <31 étant ·

¿R. =  1.

l ’ équation ( 25  ) offre évidemment la forme la plus simple à laquelle on 
puisse réduire généralement le premier membre de l ’équation finale, 
en le supposant représenté par une fonction entière des coefficients

ly . · · >  Py Çy L, ·  · *1 R, Q

renfermés dans les équations (2 2 ).

Quatrième théorème. — Lorsque les coefficients

a, b, hy k·, A, B, H, K,

renferm és dans les équations

( a x n 4 -  b x n~l + . . .  -4-  h x  +  k =  o ,

(18) ( A x "l-\- \ixm- '  +  .. .-1- Hx -+- K =  0,

entre lesquelles on se propose d'éliminer la variable x ,  demeurent arbi

traires et indépendants les uns des autres y alors toute fon ction  entière de 

ces coefficients y propre à représenter le prem ier m em bre de l’équation 

finale produite p a r  une méthode quelconque d ’élimination y se réduit 

nécessairement à la fon ction

cj(a, by . . hy k ; A, B. . . ïl, K)

ou au produit de celle-ci p a r  une autre fo n ctio n  entière des coefficients 

«, b ........... hy k·, A, B, H, K.

Démonstration. —  En effet, supposons que l ’élimination de x  entre 
les équations(1 8 ), étant effectuée par une méthode quelconque, nous 
ait conduit à une équation finale de la forme

¿S Oj

S désignant une fonction entière des coefficients

«, by ■■■, hy h-y A, B, .. , H, K.
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Ôn réduira les équations (18 ) aux équations (2 2 ) ,  en posant

b =  al, . . . .  h — ap, k =  aq;

B =  AL, H =  AP, K =  AQ;

et à l ’aide de ces dernières formules jointes aux relations qui existent, 
d ’une part, entre les coefficients

1, p,  q
et les racines

a, 6, y, . . . ,

d’autre part, entre les coefficients

L, . . . .  P, Q
et les racines

X, p, v;

on pourra transformer S en une fonction entière de toutes les racines

a, ê, y, . . .  ; 1, p, v, . . .

et des deux coefficients
a, A.

Il y a plus : la valeur de s,  qu’on obtiendra ainsi, devant être une 
fonction symétrique des racines de chacune des équations (2 2 ), on 
prouvera, par des raisonnements semblables à ceux dont nous avons 
fait usage dans la démonstration du troisième théorème, que cette 
valeur de s peut être représentée par un produit de la forme

’ ¿R ttr( 1, / ........p, g;  i.L , . . . ,P ,Q ) ,

&. désignant une fonction entière, non plus seulement des coefficients 

. » ·, p, q\ L, .. , P, Q, 

mais aussi des deux coefficients

c, A.

Comme on aura d ’ailleurs identiquement

. . . , p , q ;  1, L, . . . .  P,Q) = s j(a , b, . . . ,  /¿, fc; A, B, . . . .  H,  K)
a "1 A" ’
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la valeur transformée de S ne différera pas de celle que donne la 
formule

(28) S =  ........A, k;  A, B, . . . .  H, K ).

Soit maintenant
■ 0 =  - A _

amku
ce que d ev ien d ra i fraction .

A ' 
am A'*

quand on y remplacera les quantités

, p,  q\ L. . . . , P, Q

par les rapports équivalents

■ b h k B H K— , -. , —, —;
a a a

_ ’ . . .
’ A ’ A ’

0  ne pourra être qu’une fonction entière des coefficients

Cf, 6, · · · , hy ky A, B, . . . .  H, K,

divisée ou non divisée par certaines puissances entières et positives 
des quantités a, A ; et, si l ’on considère S comme une fonction entière 
des mêmes coefficients

«, b, . . . .  h, k ; A, B, . . . .  H, R,

la formule (2 8 ) donnera identiquement, c ’est-à-dire quelles que 
soient les valeurs attribuées aux coefficients dont il s’agit,

(29) S =  0  Txs(a, b, . . . ,  h, A; A, B. . . . ,  H, K).

D’autre part, la fonction

' w(a,  b, . . . ,  h, k ; A, B, . . . ,  H, K).

qui, en vertu du deuxième théorème, n’ est algébriquement divisible 
ni par a , ni par A, ne pourra s’évanouir ni avec a,  ni avec A. Donc la 
fonction
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exprimée à l ’aide des seuls coefficients

a, b, . h, k ; A, B, H, K,

ne pourra devenir infinie pour une valeur nulle de a ou de A ; donc 
cette fonction n’admettra point de diviseurs représentés par des 
puissances entières et positives des quantités a,  A, et ne pourra être 
qu’une fonction entière des coefficients

a, b, A, k ; A, B, II, K.

Si le degré de cette fonction entière se réduit à zéro, elle se transfor
mera en un facteur numérique qui pourra être l ’unité même, et alors 
la valeur de S, fournie par l’ équation (2 9 ), se réduira au premier 
membre de la formule (2 4 ) .  ^

Premier corollaire. —  La valeur la plus simple qu’on puisse, dans la 
formule (2 9 ), attribuer à la fonction 0 , étant

0  =  1 ,

l ’ équation (2 4 ) offre évidemment la forme la plus simple à laquelle on 
puisse réduire généralement le premier membre de l ’équatioq finale, 
en le supposant représenté par une fonction entière des coefficients

a, A, h, k ; A, B, II, K.

renfermés dans les équations (18 ). ’

D euxièm e corollaire. — La fonction

5î («, b, . . . ,  A, k", A, B, . .. .  H, K)

étant, par rapport aux coefficients

a, b , h, k; " A, B, II, K,

une fonction entière et homogène du degré m  -t- n, la valeur de S 

fournie par l ’équation ( 29), ou le premier membre de l’équation finale 
produite par une méthode quelconque d ’élimination, sera d ’un degré
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représenté par un nombre ou égal ou supérieur à m  +  n, suivant que 
0  sera ou un facteur numérique, ou une fonction entière d’un degré 
supérieur à zéro. Dans le premier cas, les deux fonctions

S e t  us(a, b, . . . ,  h, k; A ,  B ,  . . . ,  H ,  K )

se trouveront composées de termes correspondants et proportionnels, 
le rapport entre deux termes correspondants de la première et de la 
seconde étant précisément la valeur de 0 .

Troisième corollaire. —  Si deux valeurs de S ,  fournies par deux 
méthodes diverses d’élimination, et représentées par deux fonctions 
entières des coefficients

a, b, . . . ,  h, k ; A ,  B ,  H ,  K ,

sont l’ une et l’autre du degré m  ■+■ n, elles seront toutes deux propor
tionnelles à la fonction

us (a, b, . .  . ,h,  k; A ,  B ,  . . . ,  H ,  R ) ,

de laquelle on les déduira en multipliant celle-ci par deux facteurs 
numériques. Donc aussi elles seront proportionnelles l’une à l’autre, 
l’une étant le produit de l’autre par un troisième facteur numérique 
égal au rapport des deux premières. Par suite, ces deux valeurs de S 

seront composées de termes correspondants et proportionnels, et 
deviendront égales, au signe près, si deux termes correspondants de 
l’une etde l ’autre sont égaux ou ne diffèrent que par le signe.

Les démonstrations que nous avons données des troisième et qua
trième théorèmes reposent sur ce principe : que l’ équation finale, pro
duite par l’élimination de as entre deux équations données, se vérifie 
toujours quand on établit, entre les racines ou les coefficients de 
celles-ci, des relations qui leur font acquérir des racines communes. 
Ce principe, admis par Euler, ne saurait être contesté en aucune 
manière, et s’étend au cas même où les équations données, cessant 
d ’être algébriques, prendraient des formes quelconques. En effet, 
dire que l’ élimination de x ,  entre deux équations algébriques ou

Œuvres de C. — S. II, l. XI. 64
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transcendantes
f(.r) =  o, F(ar) =  o, 

produit l’équation finale
S =  o,

dans laquelle s est indépendant de a?, c ’est dire que les deux premières 
équations considérées comme pouvant subsister simultanément, 
entraînent la troisième : c’ est donc, en d’autres termes, dire que la 
troisième équation subsisté toutes les fois que les deux premières 
acquièrent des racines communes.

Au reste, les méthodes d ’élimination, appliquées dans les deux 
premiers paragraphes de ce Mémoire à des équations algébriques, 
fournissent, comme on devait s’y attendre, des résultats conformes au 
principe que nous venons de rappeler. En effet, suivant la première des 
méthodes exposées dans le paragraphe I, le premier membre S de 
l’équation finale produite par l’ élimination de x entre deux équations 
algébriques

f(.r) =  o, F («) =  o

se présentera immédiatement sous la forme
u î(x) 4-  v F (æ;),

u, v désignant deux fonctions entières de la variable x et des coef
ficients que renferment les équations données. Donc ce premier 
membre, équivalent, quel que soit x, à la somme

u f(a?) 4- (> F(.r), §>
s’évanouira si les valeurs des coefficients permettent d’attribuer à x 
une valeur qui fasse évanouir simultanément f(x) et F (æ ). On 
arrivera encore aux mêmes conclusions, si l ’on adopte ou la seconde 
des méthodes exposées dans le paragraphe I, ou la méthode abrégée de 
Bezout, attendu que, dans l ’une et dans l ’autre hypothèse, les diverses 
équations successivement déduites des équations données, et par suite 
l’équation finale elle-même, seront toujours de la forme

u f(.r) -t- c F(x) =  o,
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u, v représentant ou deux fonctions entières de x et des coefficients 
renfermés dans i(æ), F ( æ), ou les quotients qu’on obtient en divisant 
deux semblables fonctions par une certaine puissance de la variable x.

Lorsque, pour éliminer x entre deux équations algébriques de la 
forme

axn bxn~l +  ...-(- hx -4- k =  o, 
kxm 4- B#'"-1 -t-. . .  -t- Rx -+- K ~  o,

on emploie ou la méthode exposée dans ce paragraphe et fondée sur 
la considération des fonctions symétriques, ou la première des méthodes 
rappelées dans le paragraphe I, ou, en supposant m = n, la méthode 
abrégée de Bezout, le premier membre*S de l ’équation finale, repré
senté par une fonction entière des coefficients

a, b, h, k; A, B, H, R,

est toujours, par rapport à ces coefficients (voir les pages 473, 478 
et 5o4 ), du degré m-\- n, par conséquent, lorsque m devient égal à n, du 
degré 2n. Donc, en vertu du troisième corollaire du quatrième théo
rème, les trois valeurs de S, fournies par les trois méthodes, seront 
proportionnelles l ’une à l ’autre, l ’une étant le produit de l’autre par 
un facteur numérique. J’ajoute que ce facteur numérique se réduira 
constamment à +  1 ou à - 1 .  En effet, la valeur de §, que fournira la 
première des méthodes rappelées dans le paragraphe I, renfermera 
une seule fois le terme

a,n K".

Or, ce même terme se retrouve, avec le même signe, dans le déve
loppement de l’ expression

[ m n n m "10)

a“ (— K)“  — A“ (— £)“ J ,

qui, lorsqu’on a recours à la méthode fondée sur la considération des 
fonctions symétriques, représente la partie de s dépendant des seuls 
coefficients

a, A, k, K.
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Enfin, lorsqu’on supposera m = n, le même terme
. . a"lK-n=  anKm

sera encore, au signe près (i>ofr*p. 478), l ’un des termes contenus dans 
la valeur de s que fournira la méthode abrégée de Bezout. Donc les 
trois valeurs de S fournies par les trois méthodes seront, au signe 
près, égales entre elles; et l’assertion émise à la page 4 ” 8 se trouve 
complètement démontrée. *

Remarquons encore que, dans le cas particulier où les degrés m, n 
des équations données sont des nombres premiers entre eux, et où 
l ’on a par suite

* CO =  I,

la partie de s, qui dépend des seuls coefficients
a,  A, k, K

dans l ’équation finale réduite à sa forme la plus simple, est représentée 
par le binôme

a"1 K" — A nk m.

D’après ce qui a été dit dans ce paragraphe, pour éliminer x entre 
deux équations algébriques données, il suffit de joindre l ’ équation (4) 
aux formules qui servent à déduire des coefficients d ’une équation 
algébrique les sommes des puissances entières des racines, ou de ces 
sommes les coefficients eux-mêmes. On peut d’ailleurs, pour atteindre 
ce but, employer deux sortes de formules qui déterminent les unes 
successivement, les autres d ’un seul coup et d’ une manière explicite, 
chacune des inconnues, c ’est-à-dire chacune des sommes ou chacun 
des coefficients cherchés. Les formules de la première espèce sont 
celles qui ont été données par Newton, et dont la démonstration la 
plus élémentaire se trouve dans la Résolution des équations numériques 
de Lagrange (p . i 3 3 ). Quant aux formules de la seconde espèce, on 
pourrait les déduire des premières par une marche analogue à celle 
qu’a suivie M. Libri dans un Mémoire publié en 1829, qui en rappelle 
deux autres présentés par le même auteur à l ’Académie des Sciences
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en 1823 et i 8 3 5 . Mais alors ces formules, propres à déterminer 
immédiatement chaque inconnue, ne se présenteraient pas sous la 
forme la plus simple ; et, pour diminuer autant que possible le nombre 
de leurs termes, il convient de les établir directement à l’aide de consi
dérations analogues à celles dont j ’ai fait usage dans l’extrait litho
graphié d’un Mémoire présenté à l’Académie le 9 août 1824. C’est au 
reste ce que j ’expliquerai plus en détail dans un autre article.

FIN DU TOME XI DE LA SECONDE SÉRIE.
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