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LA GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE.

x La découverle de la Géométrie
» non euclidienne, vers 1o, était
» ingvitable, » HALSTED,

CHAPITRE PREMIER.

CONSIDERATIONS GENERALES ET HISTORIQUES.

1. Euclide (). — A limmortel Euclide revient la gloire
d’avoir définitivement. tixé, dans un Livre qui fait encore
autorité dans I'enseignement et que I’on ne saurait trop étu-
dier el approfondir, les prim‘ipes de la Géoméirie usuelle.
D’aprés Hérodote et Aristote, c'est en Lgypte, sur les bords
du Nil, que cette Science prit naissance, au temps de Sésos-
tris (2). DEv_ypte, elle passa en Grece, grace a Thalés,
Pythagore, Platon et leurs disciples (?); mais c’est encore
en Egypte, & Alexandrie, que nous la retrouvons magnifi-
quement enseignée par Euclide au sein de la célébre Ecole

1) Géomeétre grec, vers 320 avant nolre ére.

(?) « Quand une inondation du Ni} ealevail & -guelqu’un une partie
de son lot, il allait exposcr & Sésostris la perte qu’il avait subie, et le
roi mandait des géométres chargés de mesurer V’étendue du dommage;
de cetle fagon, la redevance convenue n'était payée que pour le terrain
restant, » ( HEropote, Livre If, § 109.)

(3) On sait que la tradition attribuc & Thalés la valeur égale 4 deux
droits de la somme des angles d’'un uidngle et la proportionnalité des
cotés homologues dans deux umngles ot les-angles homologues sont
respectivement égaux. .- °
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6 CONSIDERATIONS GENEBRALES KT HISTORIQUES.

.
fondée par le géométre grec dans cette ville sous la pro-
tection de Ptolémee, Ecole qui devait nous dounner aussi
Archiméde et Apollonius,

C’est donc Pexpérience qui a fourm anx géométres anciens
un certain nombre de notions primitives, d'axiomes, ou de
postulats fondamentaux mis par eux 4 la base de la Science
pour en diriger et assurer les déductions; peut-étre les pré-
décesseurs d’Euclide en admettaient-ils un nombre surabon-
dant, mais, dés I'époque d’Euclide, ce nombre est ramené au
strict minimum nécessaire, et tous les autres non compris
dans cette liste pouvant se démontrer, sont mis au rang de
théorémes.

Les Eléments de Géométrie ’Euclide ont joui pendant
tout le moyen Age et jouissent encore d'une célébrité qu’au-
cun Quvrage de Science n’a pu atteindre; cette célébrité est
due a leur perfection logique, perfection que nous mettirons
en relief au cours de notre étude, a 'admirable enchainement
des propositious, et & la rigueur des démonstrations, « Il mit
dans son Livre, dit Montucla, cet enchainement s1 admiré par
les amateurs de Ja rigueur géométrique... En vain, ajoute-
t-il, divers géométres, a qui cet arrangement a déplu, ont
taché de le réformer. Leurs efforts impuissants ont fait voir
combien il était difficile de substituer a la chaine formée par
le géométre grec une autre aussi ferme et aussi solide. »

2. Premiéres idées touchant la Géométrie non euclidienne.
~— Cette opinion de [’historicn des Mathématiques con-
serve toute sa valeur devant les recherches que les géo-
métres oot entreprises depuis un siéele environ a l'effet de
soumeltre les principes fondamentaux de la Science a un
examen raisonné et approfondi. Les postulats d’Euclide sont
absolument rigoureux, et, en pratique, notre expérience ne
peut, jusqu'icl du moins, contredire ancune de leurs consé~
quences, tellement ils sont bien choisis, comme nous le ver-
rons, pour I'objet du géométre grec. Mais I'idée devait fata-
lement naitre un jour, chez un esprit critique et original, de
se demander ce qui arriverait si tel d’entre eux n’était pas
vrai ou était remplacé par un postulat plus général. Clest
cette idée méme qui, aux environs de 1813, avait conduit
plusiears géométres a concevolr presque simultanément une
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PREMIERES IDEES TOUGHANT LA GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE. 7 |

Géomélrie nommée par eux tantdt anti-euclidienne, tantot
astrale, tanldot enfin non euclidienne, c’est-a-dire une Géo-
métrie de laquelle la cétébre proposition connue ordinai-
rement sous le nom de Postulatum d’fuclide se trouve
écartée. Quelques courtes notions historiques sont ici néces-
saires au lecteur pour comprendre évolution qui devait pré-
sider a la création de la nouvelle Géométrie (*). Quand on
aborde la théorie des paralléles par quelque coté que ce soit,
existence de la paralléle unique, position relative de deux
droites qui forment certains angles avec unc autre, somme
des angles d'un triangle, droites équidistantes, ete., on vient
se heurter & une proposition qui ne peut se déduire des pré-
cédentes et que I'on est obligé d’admettre sans démonstration.
Ainsi, dans ses Elémenis, Kuclide demande qu’on lut accorde
que : si dewax droites situées dans un méme plan font avec
une sécante, et d’un méme cdte de celle-ci, des angles inté-
rieurs dont la somme est moindre que deux droits, ces
droites prolongées suffisamment se rencontrent de ce coté,
LEuclide a donc trés bien vu les difficultés cachées qui existent
dans la théorie des paralléles; le texte de son postulat, la
place méme qu’il lui donne prouvent surabondamment com-
bien il avait réfléchi sur les origines de la Géométrie. Il n'est
pas impossible que le géométre grec ait examiné un instant
Phypothése contraire, dans laquelle les deux droites précé-
demment énoncées ne se rencontrent pas nécessairement, et
qu'il ne Pait rejetée qu’a bon escient, a cause de sa compli-
cation apparente; quoi qu’il en soit, son postulat n’a d’autre
valeur & ses yeux qu’une hypothése; sans cela, nous n’en pou-
vons douter, il et formulé sa proposition dans d’autres
termes et essayé tout au moins de la démontrer,

Pourtant, depuis Euclide jusqu’a Legendre, c’est-a-dire
pendant plus de deux mille ans, les géométres en ont mé-
connu la vraie nature et, suppoesant i tort qu'elle est contenue
dans la notion classique de la ligne droite, ont fait de vains
efforts pour la déduire des propositions antérieures et sup-

(1) Pour des reaseignements détaillés, consulter : ENGEL et STACKEL,
Theorte der Parallelinien von FKuklid bis awf Gauss (Leipzig,
Teubner, 1895 ), et R. Bonora, La Geometria non euclidea {Bologua,:
1906). .-
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8 CONSIDERATIONS GENERALES ET HISTORIQLES.

primer celte prétendue solution de continuilé qui, au dire
de d’Alembert, fait le scandale de la Géométrie ().

Nous trouvons dans Proclus (?), le premier commentateur
d’Euclide, des renseignements qui nous prouvent que le Pos-
tulatum était déja un objet de discussion et de recherches
chezles géométres grecs des Ecolesd’Alexandrie et d’Athénes.
Proclus rapporte des essais de démounstration attribués a
Posidonius, Geminus, Tolomeus; lui-méme en ajoute un qui
n’est pas plus heureux. Les mémes préoccupations se font
jour plus tard chez les Arabes Al-Narizi, Nasir-Eddin, chez
les savants de la Renaissance Commandin, Clavius, Giordano
Vitale, etc., qui, sous I'impulsion du Commentaire de Pro-
clus, recommencent & s'occuper de la question des paralléles.
La plupart d'ailleurs prennent pour fondement le concept
d’équidistance, soit en admettant I’existence de droites copla-
naires équidistantes, soit en supposant que deux droites non
équidistantes s’écartent d’un coté pour se rapprocher de
Pautre, afin de prouver que la ligne équidistante d’une droite
est une droite. Wallis (), abandonnant les voies inutilement
suivies par ses devanciers, cherche a résoudre la question
d’une autre maniére en admettant I'existence de figures sem-
blables.

Saccheri (%), Lambert (*), Taurinus (®) sont les premiers
qui, tout en demeurant convaincus que le célébre postulat
est vrai, et en tentant de le démontrer par des moyeuns quel-
quefois spécieux, ant la curiosité de rechercher ce qui
advient quand on le met de coté. Ainsi ils obtiennent cer-

(') N'a-t-on pas formulé gravement de nos jours cette opinion vrai-
ment extraordinaire « que la morale elle-méme est intéressée a la dé-
monstration du Postulatum d’Euclide »? Lire a4 ce sujet le curieux
article de J. ANDRADE : Euclidien et non euclidien ( Ens. Math., 1goo).

. On ne s'attendait guére
A voir /a morale en celle affaire.

(?) ProcLus, philusophe néo-platonicien, 4r2-485.
(%) WaALLIS, mathématicien anglais, 16:6-1703,

() GEROLAMO SaccHERI, S. 1., 1667-1733.

(*) LaMBERT, 1728-1777, né 4 Mulhouse, membre de ’Académic des
Sciences de Berlin en 17,63.

() TauriNus, 1794-1874. Son oncle, le jurisconsulle ScHWEIKART,
dont les idées influérent sans doute sur les siennes, avait été en cor-
respondance avec GAUSs.
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PREMIERES IDEES TOUCHANT LA GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE. ¢

taines propositions caractéristiques de la Géométrie géné-

rale, prouvent par exemple que deux droites peuvent étre

sécantes, paralléles ou non-sécantes, et que, dans ce dernier

cas, elles ont une-perpendiculaire commune a partir de

laguelle elles divergent (Saccheri), ou encore que Vaire d’un

triangle- est proportionnelle & la différence entre la somme
- de ses angles et deux droits (Lambert). En méme temps,
Lambert et Taurinus, frappés de I'analogie qui existe entre
les droites tracées sur un plan et les grands cercles tracés
sur une sphére, entrevoient pourquoi une Géométrie basée
sur le rejet du postulat euclidien ne doit @ priori conduire a
aucune contradiction logique.

Par exemple, Taurinus, tout en écartant 'hypothése dite
de l'angle aigu parce qu’il en résulterait a ses yeux une
conception de I'espace susceptible d’une infinité de détermi-
nations, construit un systéme analytique adéquat a cette
hypothése, systéme qu’il nomme Géométrie logarithmico-
sphérique, en substituant dans la formule de la Trigonométrie
sphérique le rayon imaginaire 74/~ 1 au rayon réel r de la
sphére. '

Les insuccés généraux vont commencer a éveiller chez les
géométres, et sous une forme suffisamment précise, cette
idée nouvelle que le postulat euclidien doit étre indémon-
trable, et qu’il faut 'admettre sans démonstration ou admettre
guelque postulat équivalent. Dés 1792, la question des paral-
Iéles était I'objet des recherches de Gauss (1), et lorsque
quelques années plus tard il réfutait une tentative faite par
Wolfgang Bolyai (*) (Theoria Parallelarum, 1804) pour
prouver l'existence de droites équidistantes, Gauss n'avait
pas encore, semble-t-il, abandonné pour son propre compte
Pespoir de vaincre la chimére. Mais la” correspondance du
grand savant avec Wachter, Schweikart, Schumacher (1816-
1831), quelques Notices des Gelehrte Anseigen de Geettingue
et quelques fragments épars dans ses papiers ne laissent

(') GAuss, 1777-1853, professa 1'Astronomic a Geeltingue.
(?) WoLFGANG Borvat FaRrkas, 17555-1856, fut un professeur de
Mathématiques de grand mérite. Voir la curieuse Notice que lui a
- consacrée ADOLF Dux, La tombe du savant (Pester Lloyd du 4 fév.
1880), Natice reproduite dans les Meémoires de la-Sociéteé des Sciences
phys. et nat. de Bordeauz, t. V.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



10 CONSIDERATIONS GENERALES ET HISTORIQUES.

aucun doute sur ce fait : qu’aprés 1813 il avait résolument
coupé court a toute hésitation et congu un projet d’exposi-
tion de la Géométrie non euclidienne, tout en demandant a
ses amis, par excmple & Taurinus en 1824, le silence sur ses
communications dans la crainte qu’elles ne fussent pas com-
prises. Réserve admirable et regrettable tout a la fois!

3. Les fondateurs de la Géométrie non euclidienne : Lobats-
chewsky, Bolyai, Riemann. Leurs continuateurs. — Les pre-
miers Mémoires spécialement écrits sur la nouvelle Géométrie
indépendante du cinquiéme postulat d’Euclide sont dus a
Nicolas Lobatschewsky (1) et a Jean Bolyai (2).

Dés 1813, Lobatschewsky s’occupe des paralléles et, a -
dater de 1825, ses idées s'orientenlL nettemneut vers une
Géométric basée sur la négation de la paralléle unique. En
1826, il fait d’abord 4 Kazan une lecture publique sur
I'Kxposition succincte des principes de la Géométrie; ensuite
il publie les ¢éléments et le développement de sa doctrine
dans les Ouvrages suivants : Sur les fondements de la Géo-
métrie, 1830; Géométrie imaginaire, 18373 Nouveaux fon-
dements de Géomeétrie, 1838 (3); Recherches géomélriques
sur la théorie des paralléles, 1840 (*); Pangéométrie, 1835,
ce dernier Travail contenant 'exposé complet de son systéme,
C’est pour rendre hommage au génie et a l'infatigable per-
sévérance du savant russe, appelé a juste titre I'Euclide
moderne, que le nom de Géométrie lobatschewskienne a été
donné¢ a I'ensemble de ses découvertes.

A Ja méme époque, et sans connaitre tout d’abord les
travaux de Lobatschewsky, Jean Bolyai, encouragé par son
pére, publiait les résultats de ses recherches, en appendice
au Tentamen de celui-ci, sous le titre Appendiz scientinm
spatii absolute veram exhibens, 1832 (*). Les propositions

(') N.-I. LoBaTscHEWSKY, né a Nijni-Novgorod en 1793, mort i
Kazan en 1856, )

(*) Jeax BoLyal, savant hongrois, 1802-1860, fils de WoLraANG BoLyArL

(3) Traduction francaise par F. MALuIEUX. Bruxelles, Hayex, 1gor.

(#) Traduction francaise par J. HoleL (Meémoires de Bordeaur,
1866 ) réimprimée par Hermann. Paris, 18g5.

(%) Réimprimé en 1902 par 'Académie des Sciences hongroise, tra-
duit en italien par G. BATTAGLINI (Giornale di Matematiche, 1868),
en anglais par G. BRuce HALSTED (Austin, 1896).
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LES FONDATEURS DE LA GEOMETRIE N.N EUCLIDIENNE. 11

qui y sont mises en relief, et qui forment la science absolue
de T'espace, sont démontrées par lui indépendamment du
postulat euclidien, Exemple, celle-ci : Les circonférences qui
ont pour rayons les ¢Otés d'un triangle sont proportionnelles
aux sinus des angles opposés. Bolyai termine son Appendiz
(§ 43) en construisant un cercle équivalent 4 un carré et en
énoncant ce dilemme caractéristique : Ou J'axiome d’Eu~
clide est vrai, ou la quadrature du cercle est possible.

D’aprés Euclide, la somme des angles d'un triangle quel-
conque est égale & deux droits; d’aprés Lobatschewsky,
cette méme somme est toujours inférieure & deux droits et
variable; ces deux concepts sont également admissibles
tant au point de vue logique qu'au point de vue pratique et,
comme Gauss 'avail reconnu le premier, peuvent corres-
pondre aussi bien I'un que l'autre & la Géométrie physique
de notre univers. Il appartenait & Riemann (1) de poser le
premier jalon d’une voie nouvelle. Dans son Mémoire Sur
les hypotheses qui servent de fondement a la Géométrie,
lu en 1854 & la Société philosophique de Geettingue, publié
seulement en 1867 aprés la mort de auteur, et connu par
une traduction francaise de Hoiiel (?) en 1870, on trouve
cette remarque originale : « L’observation nous apprend
avec une grande certitude que l'espace réel est non pas infini,
mais illimité. » En d’autres termes, la distance de deux
points de I'espace peut avoir une limite maximaj; partant de
14, il est loisible de créer un troisiéme systéme de Géométrie,
apalogue a la Géoméirie sphérique, et olt sans aucune con-
tradiction l'on démontre que la somme des angles d'un
triangle quelconque est supérieure a4 deux droits. -

Dés lors, 'essor est donné; de nombreux savants, adeptes
de la Géométrie non euclidienne, se lancent dans la voie ou-

(') BerNEARD RieMANN, né i Breselenz ( Hanovre) en 1826, mort &
Selasca (Ttalie) en 1866. Tl fut (1859-1866) un des successeurs de Gauss
& la chaire de Geettingue.

(?) Nous ne pouvons oublier gque c’est au savant professecur de la
Faculté des Sciences de Bordeaux que nous devons les premiéres tra-
ductions des écrits de Bolyai, Lobatschewsky et Riemann. HoOUEL,
dont la puissance de travail était prodigieuse, n’avait pas hésité a
apprendre toutes les langues européenncs dans le but de faire connaitre
4 ses contemporains les wuvres mathématiques les plus remarquables.
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121 CONSIDERATIONS GENERALES ET HISTORIQUES.,

verte par Lobatschéwsky et Riemann, et leurs remarquables
travaux éclairent d'un jour profond les origines et les idées
fondamentales de la science de I'étendue. Pour ne parler que
des plus célébres, citons Beltrami (1) et De Tilly (*).

De méme que la Géométrie plane non euclidienne de Rie-
mann est analogue 4 la Géométrie sphérique, dans laquelle
les grands cercles de ta sphére.sont assimilés a des droites,
de méme Beltrami prouve en 1868 dans le Mémoire Saggio
di interpretazione della Geometria non euclidea, publié
par le Giornale de Battaglini et traduit dans les Annales
de I'Ecole Normale de 1869, que la planimétrie de Lobats-
chewsky est réalisée sur une surface particuli¢re, la pseudo-
sphére, dont les lignes géodésiques composent des figures a
deux dimensions assimilables aux figures rectilignes. Cette
découverte fut bientot dépassée par les remarquables con-
ceptions de De Tilly.

"L’éminent savant belge, reprenant une idée de Cauchy,
admet la notion de distance comme notion premiére irréduc-
tible, et prouve par des raisonnements irréfulables que les
trois Géométries riemannienne, euclidienne, lobatschews-
kienne peuvent également, et sans aucune contradiction, en
dériver tour a tour. [ Voir Essai sur les principes fonda-
mentaux de la Géométrie et de la Mécanique (Mémoires
de {a Société des Sciences physiques et naturelles de Bor-
deaux, 1880) et Essai de Géométirie analytique générale
(Mémoires de I’Académie royale de Belgique, 18g2)]. (Jest
donc a lui que I'on doit ce théoréme capital : il n’existe pas
d'autre systéme de Géométrie possible que ceux de Riemann,
Euclide, Lobatschewsky, et chacun est logiquement admis-
sible indépendamment des deux autres. « Aprés ce qui pré-
céde », dit De Tilly dans le paragraphe 51 de sa Géomeélrie
analytique que nous cilons en entier, « est-il encore néces-
saire de réfuter l'erreur des esprits attardés qui croient
pouvoir trouver des démonstrations théoriques des principes
expérimentaux de la Géométrie ordinaire, et en particulier

(') EvciNE BELTRAMI, né a Crémone en 1835, mort 3 Rome le 18 fé-
vrier 19oo. .

(*) Josepa-MARIE DE TiLLy, lieutenant général et membre de I'Aca-
démie rovale de. Belgique, né & Ypres en 1837, mort & Schaerbeck le
h-aotit 1906,
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LES FONDATEURS DE LA GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE. 13

du plus célébre de tous, le principe de la paralléle unique,
équivalent au Postulatum d’Euclide? Nous venons de voir
que les systémes de Géométrie théoriquement possibles sont
en nombre infini, bien qu’ordinairement divisés en trois
classes ou espéces; et que pour distinguer entre eux, ou
méme pour écarter un seul de ces systémes, il a fallu invo-
quer l'expérience. Or, le principe de la paralléle unique n’est
vrai que dans un de ces groupes; dans un autre, il y a deux
paralléles (ou une infinité, selon la maniére de I'entendre);
dans le troisiéme, le parallélisme est impossible.

» Démontrer ce principe sans invoquer 'expérience équi-
vaudrait donc 4 démontrer 'impossibilité, méme théorique,
des systémes oi1 ce principe n’existe pas, c'est-a-dire a dé-
montrer le contraire de ce qui a été établi dans le présent
Mémoire . ... Il y a donc lieu d’abandonner de pareilles ten-
tatives et de reconnaitre a la Géométrie usuelle son véritable
caractére, qui est de constituer le plus simple des systémes
de Géométrie théoriquement possibles, en méme tlemps
qu'elle s’accorde avec tous les résultats de 'expérience. »

En fait, les démonstrations qu’on a essavé de donner du
Postulatum sout de deux sortes, suivant qu’clles sont fondées
ou non sur une propriété de I'infini. Dans le premier cas,
I'infini géométrique étant impossible, toute preuve fondée
sur lui est mauvaise; dans le second, il y a un défaut, péti-
tion de principe ou cercle vicieux qui n’est pas loin, et il
doit étre facile de le meltre en évidence, les raisonnements
auxquels nous faisons allusion ne consistant la plupart du
temps qu'a admettre un postulat plus ou moins dissimulé et
qui n’est pas davantage prouvé (1).

(') Parmi les innombrables tentatives, contentons-nous de citer
celles de BERTRAND, de Genéve, et de CaRToN (Comptes rendus, 1867)
gqui sont célébres. Vers la fin de sa vie, LAGRANGE présenta a I'Aca-
démie un Mémoire sur les paralléles; pendant qu’on en faisait la lec-
ture, il interrompit et retira le manuscrit en disant : « It faut que j'y
songe encore »,
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CHAPITRE II.

LES DEFINITIONS ET POSTULATS D’APRES EUCLIDE.
LES TROIS GEOMETRIES,

L. Lés définitions. — Si le lecteur veut hien nous suivre
sans partl pris, et étudier avec nous la question des origines
~de la Géométrie d’aprés Euclide méme, il sera peu & peu et
facilement amené a sc rendre compte de I'existence logique
des trois systémes euclidien, lobatschewskien, riemannien,
en méme temps qu’il acquerra la notion nette de leurs ana-
logies et différences. Ouvrons donc les Zléments du grand
géomélre grec, et analysons en premier lieu les définitions
ct postulats du Livre I, dans la grande édition de Peyrard
(1816), avec texte grec, francais et latin ().
Voici d’abord les définitions :

Point (déf. 1). — Le point est ce qui n’a pas de parties.

Ligne (d¢f. 2, 3). — Une ligne est une longueur sans lar-
geur. Les extrémités de la ligne sont des points.

Droite (déf. 4). — La ligne droite est celle qui repose
¢galement sur tous ses points.

(1) Cette analyse a élé faite avec beaucoup de détails dans le second
Volume des Lecons de Géomeétrie de CLEBSCH-LINDEMANN, puis d’une
facon élémentaire, mais magistrale, dans les Premiers principes de
Métageometrie de M. P. MansioN, excellent opuscule peu connu en
France et auquel nous ferons de fréquents emprunts, On la trouve
encore duns de nombreux articles ou travaux dus a Caviry, et
a MM. KLEIN, PoINCARE, FLYE-SAINTE-MARIE, ctc., et, plus réccmment,
dans le Livre publié par M. D. HiLBERT & l'occasion de l'inauguration
du monument de Gauss & Geettingue : Fondements de la Geométrie.
Voir enfin 'Ouvrage de M. Max SiMoN : Euclid und die sechs plani-
metrischen Bicher, Leipzig, Teubner, 1gor.
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(Bibliothéque nationale de Paris, Fonds grec n° 2344, fol. 17,
xit® siécle. Fac~similé du début : définitions du point, de la ligne, elc.)
Gravure extraite de VHistoire des Mathematiques, par J. BoYER.
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LES POSTULATS. &)

Surface (déf. 5,6). — Une surface est ce qui a seulement
longueur et largeur. Les extrémités d’une surface sont des
lignes.

Plan (déf. 7). — La surface plane est celle qui repose
également sur toutes les droites qu'elle contient.

Angle (déf. 8, g, 11, 12). — Un angle rectiligne est 'in-
clinaison mutuelle de deux droites. Quand une droite en ren-
contre une autre en faisant avec celle-ci deux angles égaux
de part et d’autre, chacun de ces angles s’appelle un angle
droit, et la premiére droite est perpendiculaire ala seconde.
L’angle obtus est celui qui est plus grand que l'angle droit;
I'angle aigu est celul qui est plus petit que 'angle droit,

Cercle (déf. 15, 16). — Un cercle est une figure plane com-
prise par une seule ligne qu'on nomme la circonférence,
toutes les droites menées a Ia circonférence d’un des points
situés dans cette figure étant ézales entre elles. Ce point se
nomme le centre du cercle, ces droites se nomment [es
rayons du cercle,

Polygones, Triangles. — Les définitions (20) a (33) du
Livre I sont relatives aux polygones, triangles, et a leurs dif-
férentes formes. Ajoutons-y ces deux définitions tirées du
Livre XI :

Solide (déf. 12). — Un solide est ce qui a longueur, lar-
geur et épaisseur. Les extrémités d’un solide sont des sur-
faces.

Spheére (déf. 14, 17). — La sphére est une surface telle
que toutes les droiles menées d’un pointl appelé centre aux
points de cetle surface sont égales entre elles; ces droites se
nomment les rayons de la sphére.

5. Les postalats. — ° Qu’il soit demandé de mener de
tout point & tout point une ligne droite.

2¢ Qu'il soit demandé de prolonger en ligne droite et en
continuité une droite limitée.

3¢ Qu’il soit demandé de déerire un cercle de tout centre
ct de tout rayon.

Seientia, n° 13. 2
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16 LES DEFINITIONS ET POSTULATS D’APRES EUCLIDE.

4o Qu'il soit demandé que tous les angles droits solent
égaux cntre eux.

5¢ Qu'il soit demandé que si une droite rencontrant deux
droites situées dans un méme plan fait d'on méme coté des
angles intérieurs dont la somme soit moindre que deux droits,
les deux droites prolongées indéfiniment se rencontrent du
cOté ol la somme est inférieure & deux droits.

6° Qu’il soit demandé que deux droites ne contiennent pas
d’espace.

6. Les définitions de la droite et du plan. — les définitions
qui précédent ct les quatre premiers postulats sont appli-
cables 4 toutes les Géométries. Si les définitions de la droite
et du plan ne nous paraissent pas au premier abord absolu-
ment claires, voici comment tous les géométres sont néan-
moins d’accord pour les entendre :

1° La ligne droite est la ligne entiérement définie par deux
de ses points A et B; et si I'on y prend un troisiéme point
quelconque G, les lignes droites définies par les couples de
points (A, B), (A, C), (B, C) sont identiques. Pour pro-
longer en ligne droite et en continuité une ligne droite
limitée AB, 'on peut concevoir de prendre sur cette droite,
entre ses extrémités, deux points intermédiaires Cet D, et de
faire glisser ensuite le systéme le long de ces deux points sup-
posés fixes, comme une tringle supportée par deux clous, de
facon que A et B se déplacent jusqu’en A’ et B'. Les droites
définies par les couples de points (A, B), (G,D), (A, B")
sont identiques, donc AB et AB’ sont aussi des droites iden-
tiques, et cette derniére se nommera la droite AB prolongée
Jusqu'au point B'.

Ce prolongement en continuité peut se répéter autant que
I'on veut; mais il est utile de remarquer que le géométre grec,
suivant I'habitude orientale, enseignait sans doute en plein
air, et que peut-étre méme les figures dont il accompagnait
ses démonstrations étaient simplement tracées sur le sable
des jardinos du Museum & Alexandrie; donc sa conception de
I'espace, d'accord avec sa propre expérience, ne pouvait le
porter a envisager que des étres géométriques de dimensions
finies. Pour Iui comme pour nous, la droite est une ligne
homogéne entiérement déterminée par deuxgqueloonques de
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PROGRAMME DES PRINCIPALES PROPOSITIONS ELEMENTAIRES. 17

ses points suffisamment rapprochés (!); et ses extrémités,
quelque reculées qu'elles soient, subsistent.

2° Le plan est la surface entiérement définie par deux
droites déterminées et sécantes, AB, AG, qu’elle reunferme,
et si 'on y prend un point quelconque D, qui soit joint par
la droite DE & 'un des points E de AB, le plan défini par AE
et ED est identique au plan de AB et AC.

L’introduction de cette derniére remarque permet alors
d’expliquer pourquoi toute droite MN qui a deux points M
et N dans le plan (AB, AC) y est renfermée tout entiére. En
effet, le plan (AB, AC) est identique aux plans (AB, AM)
et (AB, AN); donc 1l renferme AM et AN; mais le plan
{AM, AN) étant entiérement défini par ces droites est iden-
tique a la fois aux plans (AM, MN) et (AB, AC), donc ce
dernier renferme MN.

Il n’est pas évident a priori qu'il exisite une surface telle
que, s1 'on y prend deux points & volonté, la droite qui joint
ces points soit tout entiére sur cette surface, Aussi Bessel
a-t-1l pu critiquer justement cette définition du plan en di-
sant qu’elle contient plus de conditions qu’il n’en faut pour
le déterminer. Nous aurons 'occasion, au paragraphe 18, de
revenir sur cel important sujet.

3° Le postulat 4 parait superflu, mais en y regardant de
prés, on se convainc facilement que cette proposition était
. nécessaire pour éviter de considérer soit plusieurs sortes de
plans, soit dans un méme plan plusieurs sortes de droites.
Son introduction, dit fort judicieusement M. Mansion, prouve
combien Euclide avait profondément étudié les origines de la
Géométrie. D’ailleurs le géométre grec pouvait tout aussi
simplement admettre ceci : Il n'y a qu’une seule espéce de
droites.

7. Programme des principales propositions élémentaires de
la Géométrie générale. — Cet ensemble de définitions et de
postulats est complété par un postulat supplémentaire impli-
citement admis par tout le monde, eelui de I'indéformabilité

(') Jusqu'a nouvel ordre, nous laissons de cé1é, s’ils existent, les
points exceptionnels, ou tels gue par deux d’entre eux l'on pourrait
mener plusieurs Roites.
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18 LES DEFINITIONS ET POSTULATS D'APRES EUCLIDE.

des figures en déplacement, indispensable pour I'égalité. Il
suffit absolument, sous le bénéfice de la note restrictive du
paragraphe précédent, pour prouver les vingt-six proposi-
ions élémentaires de la Géométrie générale qui comprennent:
la théorie des angles adjacents et opposés, la construction du
triangle équilatéral, les propriétés du triangle isoscéle, la dé-
termination de la perpendiculaire a4 une droile menée par un
point, les relations d’inégalité entre angles et cOtés d'un méme
triangle, etla démonstration de la propriété de la droite d'étre
le plus court chemin entre deux de ses points. Il y a lien d’a-
jouter a la liste une proposition d’usage intuitif, rentrant
dans le cadre des notions communes, et nommée vulgalre-
ment postulat d’ Archimede (1).

On peut Pénoncer simplement ainsi : Si C est un point de
la droite AB situé entre A et B, il y a un segment AD de la
droile, multiple de AC et plus grand que AB. Ce postulat
rend possible Pintroduction de I'idée de continuité dans la
Géométrie; mais, a dire vrai, ainsi que nous le verrous, il
n’est pas indispensable.

8. Les hypothéses de Saccheri. — Arrivés a ce point, il nous
devient facile d'aborder les considérations nouvelles d'our
sortent indépendamment 'un de I'autre les trois systémes de
Géométrie, et de prouver qu'adopter librement tel ou tel
d’entre eux revient a admettre en bloc, ou & rejeter sépa-
rément les postulats 5 et 6.

Tutorkue v Saccurrt. — Dans son Ouvrage ayant pour
titre : Fuclides ob omni neaevo vindicatus (Milano, 1733),
ouvrage remis en lumiére par Beltrami en 1889, analysé suc-
cessivement par M. Mansion, Annales de la Société scienti-
Sique de Bruzelles (1891), puis par M. Giuseppe Veronese,
Fundamentidi Geometria (Appendice histovique, p. 569) (2),

(') Voir Archimedis opera, texte de HripEra, 1880, Vol. I, p. 11,

(?) Saccuerl, dit M. VERONESE, doit étre considéré comme un véri-
table précurscur de LoBATSCHEWSKY et RIEMANN, quoique, victime des
préjugés de son temps, suivant lesquels la seule Géométric possible
était Veuclidienne, il se soit évertué 3 abattre de ses propres mains
I'édifice qu’il avait élevé, en démontrant la fausseté de ses deux nou-
velles hypotheses.
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LES HYPOTHESES DE SACCHERI. 19

et traduit dua latin en anglais par M. George Bruce Halsted,
en allemand par M. Paul Stickel dans sa Theorie der Pa-
rallelinien (Lelpzig, 1895), Saccheri examine tour a tour
trois hypothéses correspondant aux trois cas que peut pré-
senter un quadrilatére birectangle isoscéle ACDB dans lequel
les angles adjacents A el B sont droits, et les cotés AC et BD
perpendiculaires sur AB sonl égaux; dans cette figure 1, la

AEBR ,

droite EF qui joint les milieux E et F de AB et CD est aussi
perpendiculaire a ces droites (médiatrice), etles angles Cet D
aux sommets sont égaux. Ils peuvent &tre droits, aigus ou
obtus; Saccheri démontre nettement le premier que si I'hy-
pothése de I'angle droit, aigu ou obtus est réalisée dans un
seul cas, elle est réalisée aussi dans tous les autres cas; et
que selon que 'une ou 'autre de ces trois hypothéses serait
admise pour vraie, la somme des angles d’un triangle serait
respectivemenl égale, inférieure ou supérieure 3 deux-angles
droits. Il prouve ensuite facilement que ’hypothése de I'angle
obtus est incompatible avec le postulat 6 et s'attache parti-
culiérement a celle de 'angle aigu, dans le hut de démontrer
sa fausseté, les raisons qu'il donne pour la rejeter étant d'ail-
leurs mauvaises (!). Aprés Saccheri, Lambert a repris la
méme étude, et tout en conjecturant que I’hypothése de
Pangle aigu pourrait étre réalisée sur une surface qu’il ne
définit pas et qu’il appelle sphére imaginaire, 'a rejelée
également pour des motifs inacceptables (2).

Il semble donc intéressant de suivre la route indiquée par
ces deux esprits originaux pour en déduire avec toute rigueur

(') Si elle était vraie, dit-il, deux droites pourraient avoir une per-
pendiculaire commune en un point commun situé a l'infini, ce qui ré-
pugne a la nature de la ligne droite.

(?) L’hypothése de l'angle aigu entratnerait I'existence d’une unité
absolue pour les longueurs, ce qui semble 3 LaMBERT incompatible avec
notre fagon de concevoir |'cspace.
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20 LES DEFINITIONS ET POSTULATS D’APRES EUCLIDE.

les faits principaux qui se rapportent & chaque hypothése.
Nous nous conformerons a Ia Note du paragraphe 6, et nous
considérerons d’abord une région du plan assez petite pour
que deux points quelconques pris sur cette étendue déter-
minent une droite et une seule, tout point de cette- droite
appartenant an plan. Pour abréger, nous 'appellerons région
normale ('). Nous allons raisonner d’abord sur les figures
tracées dans la région normale, puis nous indiquerons ce que
deviennent les propositions démontrées quand on étend peu
a peu les limites de cet espace.

9. Région normale. — Dans la région normale (R), tout
triangle rectangle a un angle droit et deux angles aigus, tout
quadrilatére birectangle est une figure convexe (consé-

quences des propositions XVIel XII du Livre I).

Turosime. — Deux quadrilatéres birectangles et isoscéles
de (R) ont ensemble les angles aux sommets droits, aigus
ou obtus.

Depuis Saccheri on a donné de ce théoréme bien des dé-
monstrations dans lesquelles, comme dans celle du géométre
italien, 1l est fait usage du postulat d’Archiméde et du prin-
cipe de continuité. Voici, par exemple, un raisonnement
analogue 4 la méthode employée en Géoméirie usuelle pour
prouver que les aires de deux rectangles sont proportionnelles
aux produits de leurs dimensions, On considére d’abord deux
birectangles isoscéles qui ont la méme base et des hauteurs
différentes, puis deux birectangles isoscéles qui ont la méme
hauteur avec des bases différentes; on compare enfin deux
birectangles isoscéles quelconques de (R) en les comparant
isolément & un troisiéme birectangle formé avec la base de
Pun et la hauteur de P'autre (*).

Mais le postulat d’Archiméde n’est méme pas nécessaire,
ainsi que 'ont montré MM. Dehn (?) et Bonola (*). On peut

(1) Ou région de superposition d’aprés De Tilly.

(*) Voir la Note a la fin du volume.

(%) Voir Varticle Die Legendre’schen Sdtze iiber die Winkelsumme
im Dreieck (Math. Annalern, t. L111, p. 405-439).

(%) La Geometria non Fuclidea, p. 26-31 ( Comptes rendus de I'In-
stitut Lombard, 1905). Yoir également la Note 4 p. go.
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HYPOTHESE DE L’ANGLE DROIT. 21

s’en passer pour exposer les fondements d’'une Géométrie
vraiment rationnelle (1).

Corollaires. — Si les angles aux sommets d’un birectangle
isoscéle sont droits, aigus, ou obtus, la somme angulaire de
tout triangle rectangle, et aussi de tout triangle est égale,
inférieure, ou supérieure a deux droits. Par conséquent, si
dans un seul triangle de (R) la somme angulaire est égale,
inférieure, ou supérieure 4 deux droits, dans tous les tri-
angles de (R) la somme angulaire est aussi respectivement
égale, Inférieure, ou supérieure i deux droits.

10. Extension de la région normale. — Soient maintenant
deux régions normales (R,), (R,) 2yant une partie commune
(R). Toute propricté de (R) appartienta (Ry) et a (R,), donc
elle appartient & leur somme (R, + R,), si celle-ci continue
a étre une région normale; la propriété appartient done, sous
le hénéfice de cette restriction, & une somme d'un nombre
quelconque de régions normales (R,), (R,), ... (R,), juxta-
posées, Mais un triangle quelconque peut toujours, alors
méme qu'il ne saurait appartenir en entier & une région nor-
male, se décomposer en autant de triangles qu’il sera néces-
saire pour que chacun de ceux-ci satisfasse a la condition
imposée; le second corollaire du théoréme précédent est donc
vrai dans sa plus grande généralité.

11. Hypothése de Vangle droit. Géométrie euclidienne. —
Solent les droites AB, CD faisant avec la sécante AC les

angles intérieurs d’'un méme coté BAC, DCA dont la somme
égale deux droits ( ffg. 2); la perpendiculaire AE abaissée du

v

(') G. Bruct HALSTED, Rational Geomeltry, p. 61.
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22 LES DEFINITIONS ET POSTULATS D'APRES ECCLIDE.

milien M de AC sur AB a pour prolongement MF également
perpendiculaire sur CD, et toute perpendiculaire HG tirée
a AB d'un point H de CD est unique, perpendiculaire sur CD,
el constamment égale a FE. Par un point donné H hors de
AB on ne peut mener qu’un seul couple de lignes HG et CD,
et cette derniére ne saurait rencontrer AB. Au contraire,
toute ligne CI située dans 'angle ACD, c’est-a-dire de sorte
que cette ligne et AB fassent avec AC d'un méme coLé des
angles intérieurs de somme inférieure & deux droits, doit
rencoutrer AB; en effet, prenons sur CI la longueur quel-
conque CN, et tirons NP perpendiculaire sur EF. Si FP est

supéricure ou au moins égale & o FE, 11 suffit de prendre lc

long de CIla ligne CQ) égale a n. CN, et d’abaisser QR per-
pendiculaire sur EF; FR est égale & n. FP, c’est-d-dire supé-
rieure ou au moins égale a FI, par suite Q est de I'autre
coté de AB par rapport a G, a4 moins.qu’il ne soit sur AB.
En tous cas, CQ rencontre AB en 1, ce qui démontre le pos-
tulat 5.

Enfin, il n’y a pas dans toute Pétendue du plan de points
exceptionnels A et A’ par lesquels on pourrait faire passer
deux droites distinctes ABA', ACA’, car si ccla était, en joi-
guant un point B de la premiére & un point C de la seconde,
on formerait deux triangles ABC, A’BC pour la réunion des-
quels la somme angulaire vaudrait simultanément quatre
droits, et quatre droits augmentés des angles A et A'. Le
postulat 6 est donc vrai également.

12. Hypothése de l'angle aigu. Géométrie lobatschewskienne.
— Nous allons voir maintenant que I'hypothése de I'angle
aigu entraine le rejet du postulat 5 et 'admission du pos-
tulat 6.

Le second point résulte du raisonnement méme (ue nous
venons de quitter, puisque dans les triangles ABC, A'BC
réunis, la somme angulaire vaudrail simultanément moins et-
plus que quatre droits. Passons au premier; nous allons pour
cela, suivant la méthode méme adoptée par Lobatschewsky,
étudier les positions que les diverses droites divergeant d'un
point donné O peuvent occuper par rapport 4 une droite
donnée xy. . :
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Gravure extraite de I'Histoire des Mathematiques, par J. BoYER.
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HYPOTHESE DE L’ANGLE AIGU. 23

Soient ( fig. 3) la perpendiculaire OA et une oblique OB;
du milieu C de OB, abaissons CD perpendiculaire sur zy, et
prolongeons DC de CE égale & DC; ladroite déterminée OEF
qui joint les points O, E est aussi perpendiculaire sur DE;

en un mot, 3 toute sécante OB jon peut faire correspondre
une droite OF ayant avec xy une perpendiculaire commune
DE. Réciproquement, i toute ligne du genre de OF, ou ayant
avec xy une perpendiculaire commune ED, on peut faire
correspondre une sécante OB et une seule, obtenue en joi-
gnant O au milieu C de ED, et prolongeant OC d'une lon-
gueur ¢gale CB. Voila_donc deux genres bien différents de
droites passant par O, et il n’y a plus qu’a les comparer.

Le premier genre contient autant de sécantes quiil y a de
points B sur zy, et toutes distinctes. Les droites du second
genre sont également toutes distinctes, car deux d’entre elles
OEF, OE,F, ne pourraient s¢ confondre sans donner nais-
sance 4 un quadrilatére DEE, D, ayant ses quatre angles
droits. Enfin une droite du second genre ne peut se confondre
.avec une du premier sans donner naissance a un triangle ou
la somme angulaire depasserait deux droits; le second genre
est donc formé de non-sécantes en nombre indéfini.

Nous allons chercher ce qui sépare les deux genres. Pre-
nons comme point de départ la sécante OB, et la non-sécante
correspondante OE, F, de la figure 3, portons sur B, la lon-
gueur B, B, égale a OB,, et tracons la non-sécante OE,F,
correspondante de I'oblique OB, ; de ce que la somme angu-
laire du triangle isoscéle OB, B, est moindre que deux droits,
on peut aisément conclure que les angles ¢égaux B,OB,,
B,OF, sont inférieurs a Ja moitié de 'angle B, OF,, c’est-
a-dire que OF, est dans 'angle B,OF,; donc nous écrirons
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les inégalités :
OB, A

B,OA > B, 0A, F,0A<F,0A, B,OF,<

Appliquons la méme construction & partir de OB,, ¢t nous
en déduirons une oblique OB.% et une non-sécante OE,F;
telles que nous pourrons écrire les nouvelles inégalités
d’angles :

OB; A

22

B;0A > B, 0A, F;0A < F,0A, B; OF 5 <C

En continuant de la sorte aussi longtemps que nous vou-
drons, nous aurons construit : 1° des sécantes OB,, OB,,
OB;, ..., OB, faisant avec OA des angles aigus croissants;
2° des non-sécantes OF,, OF,, OF,;, ..., OF, faisant avec QA
des angles aigus décroissants. D'ailleurs, comme OB, est la
bissectrice de 'angle B,,_, OF,, les angles de la seconde suite

sont plus grands que ceux de la premiére, et enfin, comme

B, OF, est inférieur a (—1[73':\

> tout ceci se résume en disant
que ces angles ont pour limite commune un angle aigu a
indépendant de OB,. La droitedéterminée OL qui faitavec OA
I'angle LOA égal a « sert de limite commune aux sécantes
el aux non-sécantes sans appartenir 4 un genre ni a Pautre;
Lobatschewsky appelle paralléle 3 xy et désigne sous le
nom d’argle de parallélisme correspondant a OA Tangle
limite . 1l y a une seconde paralléle OL’ symétrique de OL
par rapport & OA, et Jes droites indéfinies LOL,, L'OL]{
forment quatre angles deux a deux opposés : parmi cux LOL/
et L OL! limitent la région des sécantes a xy, tandis que
LOL{ et L'OL,; constituent celle des non-sécantes. Ces ré-
sultats entrainent le rejet du postulat 5.

Lobatschewsky a bien pris soin de démontrer les proprié-
tés les plus importantes de ses paralléles (voir Recherches
géométriques sur la théorie des paralléles), En voici quel-
ques-unes :

(17). Une paralléle conserve le caractére de parallélisme
en tous ses points.

(18). Deux droites sont toujours réciproquement paral-
léles.
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(24). Si I'on prolonge de plus en plus loin deux lignes
paralléles dans le sens de leur parallélisme, elles s'approche-
ront de plus en plus P'une de I'autre. Iin fait, la distance
d’un point de I'une a I'autre peut tomber au-dessous de
tout intervalle donné si petit qu'il soit, et les paralléles de
Lobatschewsky sont anssi asymptotes.

Au contraire, si deux droites forment un angle, ou ont une
perpevdiculaire commune, la distance de I'une a 'autre aug-
mente au dela de toute grandeur donnée quand on s’¢loigne
soit du sommet, soit de la perpendiculaire.

(25). Deux droites paralléles 4 une troisiéme sont paral-
léles entre elles. Ajoutons-y, pour terminer, celle-ci :

Deux droites non sécantes et non paralléles ont une per-
pendiculaire commune a partir de laquelle elles divergent.

13. Hypothése de l'angle obtus. Géométrie riemannienne. —
Le postulat 5 est vrai, et le postulat 6 doit étre rejeté.

Posturat 5. — Deux droites quelconques du plan sont
sécantes. Prenons en effet les droites AB, CD, et d’un point
quelconque C de la deuxiéme tirons CA perpendiculaire sur
la premiére ( fig. 4).

Fig. §.

SiI'angle ACD n’est pas droit, nous pouvons toujours le
supposer aigu. Choisissons sur CD des points Fy, Fy, ..., F,
dontles projections Ey, E,, ..., E, sur AB déterminent sur AB,
a partirde A, des segments égaux; les angles CFEy, CF,E,, ...
sont tous obtus, et les projetantes F,E;, F,E,, ... sont toutes
décroissantes. Prenons sur E,F, les longueurs E,G, égale a
AG, E,H, égale a E,F,, et tragons F, G,, F,H,, puis la bissec-
trice F;1, de I'angle F;F;G,; la somme des angles ACF, et
E;F,C est supérieure a deux droits, el le second angle est
inférieur au premier; par suite F,G, est moindre que F,F,,
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et 1, G, est moindre que I, F,. Mais I'angle H,F,F, est visi-
blement plus grand que 'angle G ¥, H,, 4 cause des égalilés

H,F,F,=H,F,E,— F,F,E,,
G(F, I, = 2 droits — Fy F3 £y — H, F4 E,.

donc G, H, est inférieure & II, F,, et nous avons
AC—EF{< E;F{— EyFs.

Désignons par [ la différence entre AC et E,F,; nous pou-
vons poser :

E,F, = AC — 1,

EeFo<C AC — 2,

et en continuant de la sorte,

E,F, < AC—ni.

Soit A une longueur donnée aussi petite que nous voudrons,
par exemple, inférieure ou au plus égale a I; n étant choisi
de sorte que AC—(n —1)! soit plus petite que A, la perpen-
‘diculaire E_F,, ne peut plus rencontrer CD au-dessus de AB,
puisque sa longueur, moindre que A — /, scrait négative.
Donc AB et CD se coupent entre E,_, et E,, 4 moins que ce
ne soit en 'un de ces deux points.

Reser vu posTuLAT 6. — Deux droites quelconques renfer-
ment un espace. D’aprés le raisonnement qu précéde, deux
droites AB et CD perpendiculaires & une troisiéme ont un
point commun O; et comme les propriétés de la congruence
sont valides pour la totalité du plan, ces droites ont un second
point commun O'; si de O comme centre, avec un rayon
arbitraire, nous décrivons une circonférence les coupant en @
et b, et que nous partagions 'arc ab en n parties égales, les
droites joignant O a ces points de division viennent par symé-
trie, et quel que soit n, se couper de nouveau au point O';
de plus, en prenant sur la circonférence des arcs successifs
be, cd, ... égaux & ab, et leur appliquant la décomposition
ci-dessus, il devient clair que toutes les lignes du plan pas-
sant par O, rencontrant la circonférence, se recoupent en (',

Enfin, soient deux lignes quelconques MN, PQ; le postu-
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lat 5 étant vral, elles ont au moins un point commun w; si’
on les transporte de fagon a les appliquer sur deux droitesde
méme angle passant par O, on vérifie qu’elles ont un second
point commun ' qui coincide alors avec O’ (!). La dis-
tance wa' est invariable et toujours égale a OO’; appelons-
la 245 la droite riemannienne est donc finie, comme une
circonférence, et sa longueur totale vaut {A; w et o’ sont dits
points opposés. St AC est perpendiculaire commune a AB et
CD, nous avons OA — O’'A = OC = O’C = A; or, toute per-
pendiculaire élevée sur AC en un quelconque M de ses points
doit couper AC de nouveau en M’; comme MM'=— 24, cette
perpendiculaire passe aussi par O et O', donc OM —= O'M =A;
tous les points d’une droite riemannienne sont ainsi a la dis-
tance A de deux points opposés particuliers qu’il est permis
d’appeler les centres de la droite.

Les extensions successives de la région normale ajoutent
sans cesse de nouvelles étendues aux premiéres quand on se
place dans les hypothéses euclidienne ou lobatsckewskienne,
mais il n’en est plus de mé&me en Géométirie riemannienne, ot
la somme (Ry)+ (Ry) +...+ (R,) en vient, quand n est suffi-
samment grand, 4 atteindre et dépasser toute I’étendue finie
du plan; on voit de plus quelles sortes de restrictions doivent
étre apportées a ccrlaines propositions fondamentales du
début; par exemple, deux points A et B ne définissent une
droite que quand leur distance est différente de 24; d’un
peint G pris hors d'une droite AB on peut abaisser une seule
perpendiculaire 8 AB quand G n'est pas un des centres de
cette droite, et cette perpendiculaire coupe AB en deux points
opposés D, D’ tels que CD est inférieure a A tandis que CD’
lui est supérieure.

Les obliques dont les pieds s'écartent de D sont plus
grandes que CD et vont en croissant jusqu’a CD'; celles dont
les pieds s’écartent de D’ sout plus petites que CD' et dimi-
nuent jusqu’a CD.

L’angle extérieur a un triangle est plus grand que l'un
quelconque des angles intérieurs non adjacents seulement
dans le cas on la médiane aboutissant au c8té commun est

(') Cette démonstration est empruntée aux Premiers principes de
Metageometrie, p. 23 ct suivantes.

Scientia, n® 15, 3
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inférieure a4 4; mais si cette médiane vaut A ou la dépasse,
I'angle extérieur égale 'angle intérieur, ou est plus petit que
lui. Enfin, un triangle rectangle peut avoir deux angles aigus,
un angle aigu et un obtus, ou deux angles obtus, suivant que
les deux cotés de I'angle droit sont ensemble inférieurs 4 A,
I'un inférieur et 'autre supérieur, ou tous les deux supérieurs.
Nous croyons inutile de multiplier les exemples; le lecteur
quelque peu familier avec la Géométrie pourra faire lui-méme
dans la série des propositions le départ entre celles qui sont
vraies sans restriction, et les autres; il y sera aidé par la
connaissance de ce qui se passe sur la sphére, ou les figures
formées d’arcs de grand cercle sont analogues, quoique non
1dentiques aux figures rectilignes du plan riemannien.

14. Ftude inverse. — De ce qui vient d’étre démontré dans
les trois paragraphes précédents, il est aisé de conclure par
voie de réduction a l'absurde que 'admission des postulats
5 et 6 ensemble, ou le rejet, soit du postulat b, soit du pos—
tulat 6 entrainent tour & tour I'’hypothése de 'angle droit,
aigu ou obtus. Maison pourrait également arriver aux mémes
conclusions par un raisonnement direct, d’aprés Euclide,
Legendre, Lobatschewsky et De Tilly. C'est ce que nous
allons nous proposer de faire rapidement.

A. On admet le postulat 6.

Trtorkye (Kuclide, I, 27). — 8¢ deux droites AB, CD font
avec une sécante EF des angles alternes internes égaux
AEF, EFD, elles ne se rencontrent pus.

PREMIER THEOREME DE LEGENDRE. — Dans tout triangle rec-
tiligne, la somme des angles ne peut surpasser deux droits.

Le célébre auteur a donné deux démonstrations de cette
proposition; 'une est reproduite dans la troisiéme édition de
ses Eléments de Géométrie (Paris, Didot, 1800, livre I,
prop. 19); l'autre est donnée dans la douziéme édition (1823)
livre I, prop. 19, et reproduite dans les Recherches géomé-
triques de Lobatschewsky sous le méme numéro (1).

(') Traduction de HotEL, p. 7.
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Devxiime THEOREME DE LEGENDRE. — Sidans un seul triangle
la somme des angles est égale o deux droits, il en sera de
méme pour tout aulre triangle.

La troisiéme édition de 'ouvrage de Legendre contient la.
démonstration de ce second théoréme, mais on en trouve une
plus courte dans I'ouvrage de Lobatschewsky déja cité, sous
le numéro 20.

B. On admet les postulats 5 et 6.

TutorkwE (Euclide, I, 29). — Si le cinquieme postulat est
vrai, deux droites qui ne se rencontrent pas font avec une
transversale des angles intérieurs dont la somme est égale
a deux angles droits.

Tutorkxe (Euclide, I, 31-32). — Ayuant prolongé en BD
un cdté AB du triangle ABC, l'angle extérieur CBD est
égal a la somme des deux angles intéricurs opposés ACB,
BAGC, et la somme des trois angles intérieurs du triangle
est égale a deux droits.

Tatorkme reciproQUE (Legendre, 120 édition, I, 23). —
Rcccproquement st la somme des angles de tout triangle
est égale a deux droits, le cinquiéme postulat est vrai.

C. On rejette le pastulat 5.

Solent 'z une droite et AB sa perpendiculaire abaissée
de A. Il doit exister au moins une droite y’Ay telle que si
langle BAy est aigu, Ay ne rencontre pas Bz ; alors Ay’ ne
rencontre pas non plus Bz'. En joignant A & un point quel-
conque G de Bz, I'angle BAC est moindre que 'angle BAy;
donc CA prolongée ne peut couper de nouveau zx', et le
postulat 6 est vrai pour tous les systémes de droites tels que
z'z et AC. Il en résulte (d’aprés A) que la somme des angles
du triangle ABC est égale ou inférieure & deux droits. Or, si
elle étail égale adeux droits, Ay devrait rencontrer Bz, ce
qui n’a pas lieu par hypothése; cette somme est donc infé-
rieure 4 deux droits, et la méme propriété a lieu pour tous
les triangles du plan (Lobatschewsky, Hecherches géamé-
triques, p. 20).
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D. On rejette le postulat 6.

Il faut donc supposer qu’il y a au moins un couple de
droites AB, CD renfermant un espace, et se coupant en
deux points O et O’. En raisonnant comme au paragraphe 13,
il sera prouvé que loute droite passant par O passe égale-
ment par O/, que si deux droites MN, PQ) ont un point
commun w, elles en ont un deuxiéme w’ tel que ww’ est inva-
riable et égale 4 O0’, et que chacune est une ligne fermée.

Par suite, deux droites quelconques MN, PQ se coupent
en deux points; en effet, joignons le point R de MN au
point S de PQ; les droites MN et P() ont chacune un second
point commun R’ et 8’ avec RS. Comme d’ailleurs RR’ égale
S8/, et que RSR/’S'R est une ligne fermée, MN rencontre
nécessairement PQ.

Tatorkye. — Dans un triangle ABC, la sommedes angles
est supérieure @ deux troits.

Nous donnons la démonstration peu connue de De Tilly (*).

Soit ( fig. 5) Ele uilieu de CB; menons AE et prolongeons

Fig. 5.

cette ligne d’une longueur LF égale & AL; menons aussi FB3.
Le triangle EFB sera égal 4 EAC. Supposons F a Pintérieur
du triangle CBO, O étant le point de rencontre de ACQ et
AB, autre que A. Soit encore I le milieu de BF; menons Al
et prolongeons cette ligne de la longueur égale 1J. Si le
point J est & 'intérieur du triangle BFO, nous prendrons le

milieu L de BJ, nous tracerons AL et la prolongerons de la

(') VYoir Manswon, Metagéomeétrie, p. 27.
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longueur égale LN; puis, si le point N est &4 l'intérieur du
triangle BJO, nous ferons une construction analogue sur le
triangle ABN, el nous continuerons ainsi indéfiniment.

Or, les triangles successifs ABC, ABF, ABJ, ABN, etc.,
ont toujours évidemment la méme somme angulaire; je dis
que I'un des angles ABJ, ABN, etc., finit par atteindre ou
dépasser deux droits. En effet, soit D le milieu de AC; tirons
les droites DE, EI, IL, ete.; les triangles DCE et EIB étant
égaux, El est le prolongement de DE, et ces longueurs sont
égales; donc DEIL... est une ligne droite composée de seg-
ments égaux, qui rencontre ADCQ en un second point P
situé au deld de O, a la distance OP — AD, ainsi que AB
en R; et si le nombre de ces segments est suffisamment
grand, lextrémité M du dernier finit par se trouver soit
en R, soit sur RP ou son prolongement; l'angle ABM cor-
respondant étant égal ou supérieur a deux droits, la propo-
sition est démontrée,

Les conséquences des raisonnements précédents sont
immédiates.

Le rejet du postulat 6 entraine 'admissiou du postulat §
et la Géométrie riemannienne; les postulats 5 et 6 ne peuvent
se rejeter ensemble, et I'un au moins est nécessaire pour
constituer un systéme complet de Géométrie.

En rejetant le postulat 5, on est donc obligé d’admettire le
postulat 6, et la somme des angles d’un triangle est moindre
que deusx droits, ce qui caractérise la Géométrie lobatschews-
kienne,

La vraie nature des postulats ressort clairement de cette
étude; ce ne sont, a4 tout prendre, que des définitions;
aucune d’elles n’est renfermée dans les définitions ou postu-
lats antérieurs, et aucune d’elles n’est davantage la consé-
quence de l'autre. La définition (%) et les postulats 1, 2, 4
d’Euclide caractérisent le GENRE DROITE, sous sa forme géné-
rale décomposable en trois variétés incompatibles entre
elles : I'adjonction du postulat 5 seul distingue la variété
ricmannienne, I'adjonction du postulat 6 seul distingue la
variéié lobatschewskienne, enfin la variéié euclidienne s’ob-
tient par I’adjonction des postulats 5 et 6 réunis (1).

(') MaxsioN, Principes de Métageométrie, p. 2g.
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On peut sans doute regretter que le géométre grec n’ait
pas donné plus de clarté & ses définitions de la droite et du
plan; mais on est forcé de reconnafitre que, ces définitions
admises, il ne pouvait choisir ses postulats avec une plus
admirable sagacité. Résumons-nous : a la porte de la Géo-
mélrie, trois routes d’égale importance et sans fusion pos-
sible s'offrent & nous (!); nous pouvons les parcourir indis-
linctement et aussi loin que nous voudrons sans autre
obstacle que celui qui résulte de la plus ou moins grande
difficulté analytique. Si nous choisissons la route eucli-
dienne, c'est de plein gré et uniquement parce qu’elle est
plus accessible que les deux autres; et suivant la remar-
quable expression employée par M. Poincaré dans I'article
qui a pour titre : Sur les Géométries non euclidiennes
{Revue générale des Sciences, 18g1, p. 769), « il n’y a pas
de Géométries plus ou moins vraies; il y a seulement des
Géomélries plus ou moins commodes ».

15. Le plan elliptique de Cayley-Klein. — D’aprés ce qui
a été va au n° 13, le plan de Riemann présente tous les
earactéres d’'une surface sphérique, y compris le caractére
exceptionnel des points opposés; au fond, ce plan est bien
une surface sphérique, au sens riemannien du terme, et les
propriétés de la congruence y sont vraies, non seulement
pour une région normale, mais pour la totalité de la sur-
face.

Qu’arriverail-il si, dans I’hypothése de I'angle obtus, on
refusait au plan entier le postulat de congruence valide pour
toute région normale, et sil’on admettait sans aucune exception
Te postulat de détermination de la droite par deux points?
Cayley et Klein ont répondu a la question en faisant connaitre
les propriétés essentielles du plan elliptique, sur lequel la
Tigne droite est encore fermée et a une longueur finic, mais
deux droites ne se rencontrent qu’en un seul point. La diffé-
rence entre le plan sphére et le plan elliptique est fonda-
mentale : le premier est une surface bilatére, le second
une surface unilatére.

{*) DE TiLLY a ingénieusement symbolisé cette trifurcation par un
schéma ( Essai sur les Principes, p. 73).
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Les surfaces ordinaires que nous sommes habitués & con-
sidérer sont bilatéres; elles ont deux faces, un endroit et un
envers, et I'on ne peut passer d'un point A de l'endroit &4 un
point B de ’envers par un chemin continu qu’en percant la
surface ou traversant une de ses frontiéres éventuelles, c’est-
a-dire le contour fermé qui limite une étendue quelconque
de cette surface. Si, pour plus de précision, I'endroit est
coloré en blanc, I'envers coloré en rouge, tout chemin con-
tinu qui lie A 3 B doit comprendre nécessairement un par-
cours AC fait sur le blanc, suivi d'un parcours CB fait sur
le rouge. Deux triangles qui ont les cotés respectifs égaux
sont congruents ou symétriques; dans le premier cas, ils ont
méme couleur, et on pent les superposer par simple glisse-
ment sur la surface; dans le deuxiéme, ils sont de couleurs
différentes, et la superposition par glissement est impos-
sible.

Il en va tout autrement avec une surface unilatére, Celle~
ci n’a qu’une face et par conséquent point d’envers; une
méme couleur la recouvre partout entiérement, et l'on peut
y joindre deux points queiconques A et B par un parcours
continu sans percer la surface ni en traverser le contour.
Deux triangles qui ont les cotés respectifs égaux sont tou-
jours congruents, ou, par simple glissement, un triangle
peut étre superposé & son symétrique. Mobius a fait con-
naitre, comme lon sait, un moyen simple de construire un
modéle de telle surface. Prenons, par exemple, un ruban de
papier rectangulaire ABCD : DC recollé suivant AB donne
un cylindre, fragment de surface bilatére; mais, en le recol-
lant suivant BA, on obtient une surface nouvelle ou I’on
peut reconnaitre aisément les caractéristiques des surfaces
unilatéres citées plus haut.

16. Les Géométries non archimédiennes. — Comme nous
I'avons fait ressortir au n° 7, le postulat d’Archiméde est
implicitement contenu dans toutes les explications qui pré-
cédent. Est-il absolument nécessaire? Pour caractériser son
role, il fallait rechercher si, en le mettant de coté, des sys-
témes de Géométrie logiquement cohérents peuvent encore
étre construits; c’est ce qu'a fait, sous I'inspiration de

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



34 LES DEFINITIONS ET POSTULATS D'APRES EUCLIDE.

Hilbert, un de ses éléves. M. Dehn (!) a reconnu qu’en don-
nant une certaine extension a l'idée de nombre :

r° On peut former une Géométrie ol la somme des angles
d’un triangle égale deux droits et ou par un point passent
une infinité de non-sécantes a unc droite donnée (Géométirie
semi-euclidienne);

2° On peut également former une Géométrie compatible
avec ’hypothése de I'angle obtus et dans laquelle la droite a
le caractére d’une ligne infinie et ouverte (Géométrie non
legendrienne).

(') Die Legendre’schen Sdtze iiber die Winkelsumme im Dreieck
(Math. Annalen, t. LIII, p. §05-439)-
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CHAPITRE III.

LA DISTANCE COMME NOTION FONDAMENTALE.

17. Les travaux de De Tilly. — Nous serons conduits aux
mémes conclusions que dans le Chapitre précédent si nous
reprenons & un autre point de vue I'étude de la question qui
nous a jusqu’ici occupés. La notion de distance peut étre
considérée par nous comme une des connaissances premiéres
fondamentales que nous révéle I'expérience la plus simple,
puisque nous y sommes naturellement conduits en comparant,
au moyen d’un instrument étalon, les intervalles relatifs des
points d’un solide reconnu comme invariable. Chaque inter-
valle entre deux points correspond de la sorte 4 un nombre,
et nous disons que ce nombre est, par convention, la mesure
de la distance des deux points.

Or, il faut admetire que, dans tout systéme complet et
rationnel de Géométrie, il doit exister entre les distances des
couples de points de I'’espace des relations générales de cer-
taines formes; le nombre des intervalles figurant dans cha-
cune de ces relations est en rapport avec le nombre de
dimensions de I'espace que 'on étudie. Par exemple, dans
I'espace & une dimension (ligne déterminée), il y a une et
une seule relation générale entre les trois distances de trois
points quelconques 1, 2, 3 de cet espace. En effet, premiére-
ment, 1l y en a au moins une, sans quoi, un des intervalles
étant pris comme étalon, les deux autres seraient mesurés
par rapport a lui par des nombres arbitraires, ce qui est inad-
missible; en second lieu, il ne peut y en avoir plus d'une, car
s'il y en avait deux, un des intervalles pris comme étalon
déterminerait entiérement les deux autres, ou en d'autres
termes, les points 1 et 2 étant donnés, les intervalles 1-3 et
2-3 seraient constamment représentés par les mémes nombres,
quel que fil le point 3. Pareillement, dans 'espace & deux
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dimensions (surface déterminée), il y a une el une seule
relation générale entre les six distances de quatre points
quelconques, et dans Pespace 4 trois dimensions, le plus
général que nous ayons a considérer ici, il y a une et une
seule relation entre les dix distances de cinq points quel-
conques.

La découverte de cette relation a fait 'objet des recherches
d’un certain nombre de savants. Lagrange, Mémoires de I’4-
cadémie des Sciences de Berlin, 1773 (Sur les Pyramides),
et OFuvres complétes, Tome 111, page 659, I'a fait connaitre
pour 5 points de l'espace euclidien. Cayley, The collected
Mathematical papers, Tomel, art. I, puis Journal de Cam-
bridge, Tome II, I'a transformée par un déterminant (1).

M. Schering, Nachrickten de Gettingue, 1870, page 311,
et 1873, pages 13 et 149, a donné la relation analogue en
Géométrie non euclidienne, en signalant son importance,
mais sans y ajouter de développements. M, Mansion a montré,
Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 18g5,
2¢ Partie, pages 189-196, que les relations de Lagrange et
Schermg pOllVHleDL simplement s'établic au moyen des pre-
miers principes de la Géométrie; mais ce sont surtout les Tra-
vaux de De Tilly qui ont donné la solutien la plus compléte
et la plus générale de la question, et par suite, c’est au savant
académicien belge que revient 'honneur d’avoir jeté le jour
le plus profond sur les origines de la Géométrie, et assis
d’une fagon inébranlable les premiers principes de cette
Science.

De Tilly a prouvé dans son Essai de Géométrie analylique
générale que la relation des 5 points pouvait revétir I'une
des deux formes

9(11) o(r2) o(13) o(14) :19(15)
o(21) 9(22) ¢(23) 9(26) o(25)

(H o(31) ¢(32) ¢(33) ¢(34) ¢(35)|=o
e(4r) o(42) 9(43) ¢(44) «(45)
e(51) e(52) ¢(53) ¢(54) ¢(55)

(1) Consulter Roucui et pr COMBEROUSsk, Traité de Geéomélirie,
6 et 7* éditions, 2° Partie, Note L.
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ou
o 1 I 1 I 1
1oe(in) p(r2) g(13) ¢(14) o(13)

(an o(21) 9(22) 9(23) 9(24) ¢(25) o,

9(31) 9(32) ¢(33) ¢(34) =(35)
toe(41) e(42) 9(43) e(44) 9(45)
1 9(51) o(52) v(83) ¢(5f) «(35)

¢ désignant une certaine fonction inconnue, mais telle que
dans le premier cas on ait

() =¢(22) = ¢(33) = ¢(44) = v(55) =1,

et, dans le deuxiéme, ces mémes symboles aient pour valeur
commune zéro. D’ailleurs la seconde forme peut se déduire
de la premiére par une hypothése particuliére et un passage
a la limite.

Si l'on définit chacun des points du sysiéme par trois
nombres ou coordonnées x, ¥, 5, la fonction inconnue ¢ qui
vérifie le déterminant I doit étre, d’aprés De Tilly, telle que,
¢ étant employé pour désigner a volonté +1 ou —1, 'on ait

1+ e(Zp e+ VpYq—+ 5p8q) o

III [ N i r<q)
(1D e(rq) Vite(zt+ yi+23)Vi+e(zh-+ ¥+ a})

Dans cette égalité, les radicaux doivent étre positifs. Quant
a la fonction ¢ qui vérifie le déterminant 11, elle doit étre re-
présentée par

(IV)  9(pq) =V (zp— 3¢+ (¥p—rg) + (5p— 54)™

De Tilly a montré d’ailleurs que, s'il existait d’autres formes
que I et II pour représenter un systéme de 5 points, leur dé-
couverte ne conduirait pas & un nouveau systéme de Géomé-
trie distinct de ceux qui résultent des fonctions déja trou-
vées (1).

Il o'y a donc que trois systémes de Géométrie possibles.
Deux d'entre eux correspondent pour la forme III de ¢
ae—1 et d e=—1; ce sont respectivement le systéme rie-

(1) Essai de Geéométrie analytique genérale, Note IV.
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mannien et le systéme lobatschewskien; le troisiéme, donné
par la forme 1V, est le systéme euclidien et 'on prouve que,
moyennant une certaine hypothése, il peut étre considéré
comme une limite commune des deux premiers.

18. La droite et le plan d'aprés Cauchy. — Leibniz donne
cet énoncé géométrique basé sur I'idée de mouvement : La
droite est la ligne telle que, si U'on immobilise deux de ses
points, tous les autres sont immobilisés par cela seul. « Sit
corpus aliguid, cujus duo puncta sint immota et fixa,
ipsum autem corpus nihilominus moveatur, tunc omnia
puncta corporis quiescentia incident in rectam quee per
duo puncla fixa transit » (OFuvres math. de Leibniz, édi-
tion Gerhardt, t. V p- 137)

Il en résulte qu'un point C extérieur a la droite AB de%
deux points fixes se meut, et que, ses distances & ces points
étant supposées invariables, il y a au moias un autre point D
de I'espace dont les distances DA et DB 4 ces mémes points
sont égales 4 CA et CB.

Cette remarque a donné naissance & la définition plus avan-
tageuse de Cauchy : La ligne droite AB est le lieu géomé-
trique des points M tels qu’il n’y a aucun autre point D de
Uespace pour lequel on ait MA — DA et MB = DB. §'1l est
admis qu'il existe une relation générale entre les trois inter-
valles MA, MB, AB, 'on peut facilement en conclure que les
droites AB, MA et MB sont identiques, ou, ce qui revient au
méme, que tout point D extérieur a l'une est aussi extérieur
aux deux autres.

Nous définirons le plan d'une maniére semblable en disant
avec Cauchy: Le plan ABC est la surface lieu des points M
tels qu’il n’y a aucun autre point D de Uespace pour lequel
on puisse avoir MA —=DA, MB—=DB et MC =DC. §’il est
admis qu’il y a une relation générale entre les six inler-
valles MA, MB, MC, AB, BC, AC, I'on peut facilement en
conclure que les plans ABC, ABM, BCM et ACM sont iden-
thuea, parce que tout pointD extérieur & I'un est aussiexté-
rieur aux trois autres. Partant de la, nous savons vérifier ce
théoréme :

Toute droite MN qui a deux points M et N dans un
plan ABC est contenue tout entiére dans ce plan.
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Ceci résulte de ce que tout point D extérieur au plan est
_extérieur a la droite MN, et réciproquement.

En résumé, prenant la notion de distance comme la seule
notion fondamentale de la Geométrie, nous avons pu re-
trouver sans exception tous les points de notre premier
exposé; donc tous les postulats admis sont bien compatibles
entre eux, et I'existence de trois systémes de Géométrie indé-
pendants est prouvée d’une facon inattaquable.
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CHAPITRE 1V.

LA GEOMETRIE GENERALE DANS LE PLAN ET DANS L'ESPACE.

19. La Géométrie générale dans le plan. — Le lecteur
quelque peu familier avec les connaissances géométriques
qui font partie du programme de I’enseignement classique
peut désormais, divisant les propositions de la Géométrie en
deux groupes, distinguer d'un ¢6té celles qui sont vraies sans
exception dans tous les systémes, de 'autre celles pour les-
quelles I’énoncé doit subir une modification quelconque en
passant d’un systéme a l'autre; et encore, parmi ces der-
niéres, serait-il parfois possible d’adopter une formule s’ap-
pliquant a tous les cas, et qui fasse rentrer la proposition
qui en est 'objet dans le groupe de la Géométrie géné-
rale (1).

En voici un exemple caractéristique. Dans la Géométrie
d’Euclide, la somme de deux angles opposés d’un quadri-
latére convexe ABCD inscrit dans une circonférence est
constante et égale a deux angles droits. Cette proposition
est fausse en Géométrie non cuclidienne, puisque la somme
de ces deux angles peut varier parfois dans des limites assez
étendues. Or, cette différence provient de ce que I'énoncé
euclidien est surabondant. Le sens de I’énoncé que nous
venouns de citer est celui-ci :

A+ C= B+ D = 2droits.
En Géométrie euclidienne, et dans cette Géométrie seule,

la scconde égalité est la conséquence inévilable de la pre-
miére qui est toujours vraie.

(1) Consulter, par excmple, G. Bruce HALSTED, Rational Geometry
(New-York, Wiley, 1904), et Dassen, Tratado elemental de Geome-
tria (Buenos-Ayres, Coni, 1904).
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La formule de la Géométrie générale sera donc :

Dans tout quadrilatére convexe inscrit dans une circon-
férence, la somme de deuxr angles opposés égale celle des
deux autres.

Cette formule est d’autant meilleure que tout esprit qui
réfléchit sera instinctivement amené a la rapprocher de la
suivante, qui est également générale :

Dans tout quadrilatére convexe circonscrit a une circon-
Jérence, la somme de deux cités opposés €gale celle des
deux autres.

En comparant les deux énoncés, I'éléve intelligent soup-
connera, dés ses premiers pas dans la Géométrie, 1'existence
d’un principe général de corrélation dont par Ia suite les
manifestations Jui seront fréquentes.

En généralisant les observations qui précédent, on se con-
vainc bientdt, pour peu que l'on y préte attention, qu'un
assez grand nombre de théorémes concernant les paralléles
euclidiennes tiennent leur vérité, non de ce que ces lignes
ne se rencontrent pas quoiqu’on les prolonge a volonté, mais
uniquement de ce qu’elles ont une perpendiculaire commune
de position particuliére; s'il en est ainsi, ces théorémes
doivent faire partie de la Géométrie générale. Pour ne citer
qu'un exemple, prenons la proposition que voici :

Dans un triangle euclidien, la ligne B'C' qui joint les
milieux B' et C' des deux cdtés AB et AC est paralléle au
troisieme cdté BC,

Formulons-la de la fagon suivante, qui, au point de vue
euclidien, est entiérement équivalente :

Dans un triangle, la droite B'C' gui joint les milieua: B’
et C' des deux cdtés AB et AC »st perpendiculaire sur la
médiatrice du troisiéme cdté BG

Nous I'avons de la suiic remplacée par une proposition de
Géométrie générale facile 3 démontrer. Pour cela, abaissons
AD, BE, CF perpendiculaires sur B'CY ( fig. 6). Ces trois
lignes sont ¢gales par suite des égalités de triangles ADC/
et BEC', ADB’ et CI'B’; mais dans le quadrilatére birec-
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tangle et isoscéle BECF, la médiatrice GA’ de EF est aussi
celle de BC, dong, etc.

E CF
;

: :
B D

La réciproque a lieu également; concluons-en que :

Sidans un triangle deux hauteurs se coupent, la troi-
siéme passe par leur point de rencontre, et les trots lignes
sont d’une facon générale les bissectrices internes des
angles du triangle qui a leurs pieds pour sommets (1).

Au Livre II, une notable partie des traités classiques de
Géométrie appartient de méme a la Géométrie non eucli-
dienne, en particulier celle qui traite des relations de posi-
tion entre la droite et la circanférence, au entre deux circon-
férences, des arcs, cordes ct tangenles, et de la mesure des
angles au centre. Mais il ne saurait étre question de la me-
sure des angles inscrits, puisque leur théorie repose sur le
postulat 5. Et méme, il faut remarquer que si toutes les con-
structions indiquées demeurent possibles et exécutables en
Géométrie riemannienne, puisque deux droites y sont tou-
jours sécantes, il n'en est plus nécessairement ainsi sur le
plan lobatschewskien. Le probléme bien connu : Décrire
une circonfeérence par trois points donnés A, B, C va nous
en fournir un exemple.

Le centre de la circonférence cherchée, quand elle existe,
est & la rencontre des trois médiatrices de AB, BC et CA.

Quand deux d’entre elles se coupent, la troisiéme passe
par leur point d’intersection O, et ce point est le centre cher-
ché, d'ailleurs unique.

Quand deux d’entre elles sont paralléles, la troisiéme leur
est aussi paralléle, et le point O n’existe plus. Or Lobat-
schewsky a démontré, § 31 de ses Recherches geométriques,
gu’il existait alors une courbe particuliére nommée par lui

(') Bilatéres et trilatéres ( Mathesis, 1go2, p. 187-193).
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horicycle ou courbe limite, et passant par les trois sommets
du triangle. Cette courbe jouit de la propriété que les média-
trices de toutes ses cordes sont paralléles entre elles, et 'on
peut la considérer comme la limite vers laquelle tend une
circonférence dont le centre s'éloigne au dela de toute dis-
tance. L’horicycle ne peut pas étre tracé mécaniquement (1),
mais on peut en déterminer avec la régle et le compas autant
de points que I'on voudra, comme nous le verrons dans le
Chapitre suivant,

Enfin, supposons que deux médiatrices, celles des cotés
AB, AC, soient non-sécantes et aienl une normale commune

DE ( fig. 7).

Fig. 7,
A
/v//"“;‘-\‘~ c
I’L_____F> -
Bré‘ A ) f f
) ! I / |
! ! t b f
| ‘ ! [
' \ : ' :
\ v : ! )
H H h K '
. ! ’ 4
.\| 1 ' | '
) ,‘ J H
4 D a Ec

Soient menées A, Bb, Cc perpendiculaires sur DE ; comme
elles ont méme longueur, la médiatrice du coté BC est aussi
perpendiculaire a DE, et il existe une ligne déterminée pas-
sant par les trois points A, B, C. Clest le lieu géométrique
des points pour lesquels la distance a la droite DE est con-
stante et égale a Aa. Cette ligne, qui regoit le nom d’équi-
distante ou d’hypercycle, jouit de la propriété que les mé-
diatrices de toutes ses cordes sont perpendiculaires a DE,
laquelle en est Y'axe; s'il est évident que son tracé mécanique
est trés simple, 1l n’y a pas davantage de difficulté a en con-
struire tous les points que I'on voudra, une fois que la droite
DE aura été elle-méme dessinée.

L'horicycle et ’hypercycle ont toutes les propriétés de la
circonférence, 4 condition de considérer les rayons du pre-
mier comme paralléles, et ceux du second comme normaux a

(') Ou du moins le mécanisme & employer pour c€ tracé est relati-
vement compliqué, )

Scientia, n° 15.
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un méme axe; ajoutons que toute circonférence rieman-
nienne est aussi un hypercycle riemannien.

Voicl encore une question capable de donner lieu & quel-
ques observations intéressantes : Mener par un point
donné A extérieur a une circonférence la tangente AT. La
solution générale du probléme est celle par la méthode dite
du double rayon qui ne s’appuie que sur les propriétés du
triangle isoscéle. Quand la circonférence est un horicycle ou
un hypercycle, 'on a a construire un quadrilatére trirec-
tangle ot deux codtés sont connus.

La Géométrie générale n’emprunte presque rien au troi-
siéme Livre usuel ; ¢’est que celui-ci repose en entier sur la
similitude des figures, et que dans les hypothéses non eucli-
diennes, comme Gauss Vavait le premier remarqué, et comme
un raisonnement élémentaire permet aisément de s'en con-
vaincre, deux figures semblables ne peuvent qu’étre égales,
Il faut toutefois faire exception pour les polygones réguliers,
dont la possibilité générale et les propriétés essentielles ne
tirent point leur origine du cinquiéme postulat d’Luclide.
La construction effective des polygones convexes dérivés du
carré, du triangle équilatéral et du pentagone exige seule-
ment parfois des tracés plus compliqués qu’en Géométrie
euclidienne (!).

Il existe également une théorie des axes radicaux, ainsi
que des poles et polaires conduisant 4 un grand nombre de
propositions formulées exactement comme en Géométrie eu~
clidienne; si le lecteur est désireux de les étudier de plus
prés, il pourra consulter utilement & ce sujet les Legons de
Géométrie de Clebsch-Lindemann, la théorie du rapport
anharmonique donnée par M. F. Klein dans son Mémoire
Ueber die sogenannte nicht euklidische Geometrie ( Math.
Ann., 1871), et enfin la thése inaugurale de M. Gérard, Sur
la Géométrie non euclidienne, 18ga.

20. La Géométrie générale dans l'espace (*). — L'enseigne-
ment actuel divise le Livre V en quatre parties disposées a peu

+ (') Consulter : Polygones réguliers sphériques et non euclidiens,
( Le Matematiche, 1oz, p. 137-143).

(*) Le cingquiéme Livre de la Mdtageométrie (Mathesis, 1g9o1,
P- 177-190).
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présdans’ordre suivant par beaucoup d’auteurs : Relations de
position de la droite et du plan, plans et droites perpendicu-
laires. — Plans et droites paralléles. — Angles diédres et
diédres droits. — Angles triédres et polyédres.

Conservons cette division usuelle. Si nous observons gue
dans Pespace riemannien toute perpendiculaire & un plan
passe par deux points opposés dont la distance aux différents
points de ce plan égale A, et perce également le plan en deux
points opposés, que de plus toute droite rencontre un plan
en deux points également opposés, nous pourrons dire qu'a
cela prés, et d’une fagon presque absolue, les propositions de
la premiére et des deux derniéres parties étant indépen-
dantes du Postulatum d’Euclide appartiennent a la Géométrie
générale; dans les unes, I'énoncé et la démonstration subsis-
tent sans modifications, tel le théoréme dit des trois perpen-
diculaires, avec ses réciproques et ses applications ordi-
naires ; dans d’autres, si I'énoncé demeure, il y a lieu de
présenter le raisonnement sous une forme qui puisse s’appli-
quer a tous les cas.

C’est ainsi que P'égalité de deux angles rectilignes d'un
diédre doit résulter uniquement de celle de deux triangles
qui ont leurs trois cotés égaux chacun & chacun. Ainsi encore,
c¢’est bien a tort, selon nous, que dans beaucoup d’Ouvrages
de Géométrie, méme parmi les meilleurs, le théoréme sur la
somme des faces d'un angle triédre ou polyédre est prouvé
avec le secoursjdu cinquiéme postulat, donl il est tout a fait
indépendant ; quand on a prouvé que dans un triédre une
face est plus petite que la somme des deux autres, il suffit
de prolonger une seule aréte au dela du sommet pour en
déduire que la somme des trois faces est moindre que quatre
droits; s'il s’agit maintenant d’un angle polyédre convexe
de n faces, il n'y a qu'a admettre la proposition pour un
angle de n —1 faces, et la généraliser pour une face de plus.

Enfin, pour certains théorémes, la théorie des paralléles
semble jouer un role qu'en réalité elle ne joue pas du tout,
et, st 'on veut bien pénétrer un peu plus avant dans leur es-
prit, on ne tarde pas & s’en convaincre. En' voici un exemple
bien remarguable :

Pour qu’un angle droit se projette sur un plan suivant
un angle droit, il faut et il suffit, disent les Traités, gu’un
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coté au moins de Uangle soit paralléle au plan de projec-
tion.

La traduction noa euclidienne de cette formule est la sui-
vante : '

Pour qu'un angle droit se projeite sur un plan suivant
un angle droit, il faut et il suffit que la projetante du
sommet soit normale commune a un cdté de langle au
moins, et au plan.

Quant au texte méme de Ja démonstration, il n’y a pour
ainsi dire rien & changer.

A la faveur des explications qui précédent, on voit que les
principes fondamentaux de toutes les Géométries descriptives
sont les mémes, et qu'un point, une droite, un plan sont tou-
jours parfaitement représentés au moyen de leurs projections
ou de leurs traces; ceci pourra étre utilisé au besoin.

Il reste & nous occuper de la partie du Livre V qui traite
des droites et plans paralléles. Or, le mot euclidien de paral-
leles est employé indifféremment, comme cela a déja été re-
marqué, pour désigner & la fois les droites et plans qui ne se
rencontrent pas, comme ceux qui ont une perpendiculaire
commune ; tandis que la nécessité s'impose en Géométrie non
euclidienne de distinguer, le terme de paralléles ayant un
sens différent.

21. Théorie des droites et plans qui ont une normale com-
mune. — 1° Deux droites AB, CD perpendiculaires 4 un plan P
sont dans un méme plan QQ, et normales a la ligne d'intersec-
tion AC des deux plans. — Reéciproque et corollaires évi-
dents. ’

2° La normale commune a une droite AB et a sa projec-
tion @b sur un plan P est aussi normale commune 34 AB et
au plan, — Réciproque.

3¢ Deux plans riemanniens quelconques et deux plans lo-
batschewskiens non sécants ont une normale commune renfer-
mée dans tous leurs plans normaux communs.

4° Tous les plans riemanniens qui renferment une droite D
ont une normale commune D', ¢t D est aussi normale com-
mune a tous les plans passant par D'. Toute droite joignant
D a 1Y leur est normale commune, et vaut A. ) et D’ sont
réciproques.
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50 Deux droites quelconques riemanniennes D et D’ ont
généralement deux perpendiculaires communes réciproques
qui servent & mesurer, ['une AA’ la distance minima, P'autre
BB’ la distance maxima de leurs points, et, dans ce cas, la
distance MM’ de deux points quelconques de D et D' oscille
entre AA’ et BB'. Or, il peut arriver que pour certaines po-
sitions relatives de D et D’ on ait AA’—= BB’; alors toute
ligne perpendiculaire a D et coupant D' est aussi perpendi-
culaire & celte derniére, et sa longueur est constante et égale
a4 AA'; quand D et D' sont de la sorte équidistantes, deux
perpendiculaires communes quelconques déterminent un
rectangle gauche ou les diagonales sont égales et font avec
les cotés des angles alternes-internes égaux ().

6o Deux droites quelconques lobatschewskiennes ont une
seule perpendiculaire commune. Sa construction peut se ra-
mener a celle des points de rencontre d'une droite avec un
hypercycle.

22, Théorie des droites et plans parallsles. — 1° Toute
ligne D paralléle a-une ligne D’ d'un plan P est paralléle a
sa projection d sur ce plan, ainsi qu'a toutes les lignes du
plan paralléles & D’ (y compris 4). — Réciproques. — La
droite D) ainsi définie est paralléle au plan.

2° Par un point S on peut mener une infinité de lignes D
paralléles & un plan P, et appartenant a un cone de révolu-
tion qui a pour axe la normale Ss au plan.’

3> Par une droite DD on peut mener deux plans P et P’
paralléles a une droite D', Tous les plans Q qui passent
par D peuvent alors se ranger en deux catégories : la pre-
miére, renfermée dans le méme diédre des plans P, P’ quela
droite D, est formée de tous les plans qui coupent D'; I'autre,
appartenant au diédre adjacent, est formée au contraire de
plans qui, ne coupant pas D', ont chacun avec elle une nor-
male commune.

4° Pour que deux plans lobatschewskiens soient sécants,
il faut et il suffit que par un point du premier on puisse me-
ner dans celui-ci deux lignes sécantes paralléles au second;

(') Consulter : CLIFFORD, Preliminary Sketch on Biquaternions
( Proceedings of London Math. Society, 1873, p. 381-345).
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donc, si par deux droites paralléles on fait passer deux plans
qui se coupent, l'intersection est paralléle aux premiéres
droites.

5° Pour que deux plans lobatschewskiens P et Q soient
paralléles, il faut et il suffit que par chaque point A de P on
ne puisse tirer dans celui-ci qu'une seule ligne AB paralléle
a Q. Le plan qui projette AB sur le plan Q est alors normal
commun a P et Q, et réciproquement. Deux plans normaux
communs a P et Q sont paralléles; ils forment avec ces deux
plans une sorte d’angle polyédre indéfini dont les quatre
angles dieédres sont droits et qu'un plan diagonal coupe sui-~
vant deux triédres ou la somme des diédres égale deux droits.
La proposition précédente peut servir a vérifier simplement
le théoréme 28 des Recherches géométriques de Lobats-
chewsky : Lorsque trois plans se coupent deuzx a deux
suivant des droites paralléles, la somme des trots angles
dic¢dres égale deux droits, théoréme que le géométre russe
prouve assez péniblemem par des triangles sphériques d’aire
décroissante, et qui s’¢tend évidemment a un nombre quel-
conque de plans
. La Géométrie propre de la sphére et des figures tracées a
sa surface est indépendante du postulat 5. Mais la mesure
des aires et celle des volumes se font en Géométrie non eucli-
dienne par des moyens différents; nous en reparlerons avec
détails un peu plus loin,

Enfin, 1l est foisible de créer un Livre VIII non euclidien,
et d’é¢tudier les courbes dites usuelles, c¢’est-a-dire les lieux
géomeétriques de points tels que la somme ou la différence de
leurs distances a deux points fixes, & un point et & une
droite, ou a deux droites soit constante. En Géométrie rie-
mannienne, ces courbes sont toutes des ellipses; mals sur le
plan lobatschewskien elles revétent une grande variété de
formes, ainsi que le montre la section du cdne de révolution
par un plan [Voir nos Etudes de Géométrie analytique non
euclidienne, § 18 (Mémoires de I’ Académie royale de Bel-

gique, 1900)].
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CHAPITRE V.

LA TRIGONOMETRIE.

23. Formules des triangles. — Les explications renfermées
dans les Chapitres précédents donnent la vision nette du
champ qui appartient 4 chacun destrois systémes de Géomé-
trie; toutefois, si nous demeurons convaincus que chacun
d'eux est logiquement possible au méme titre que les autres,
il peut nous rester un dernier doute qu’il importe esseutielle-
ment de lever : les raisonnements de la Géométrie euclidienne
se font sur des figures que 'on sait toutes construire (et Eu-
clide s’était imposé cette régle invariable, qu’on esL souvent
porté & négliger); ces raisonnements acquiérent par cela
méme une grande force de pénétration. En est-il ainsi dans
les Géométries non euclidiennes, et sait-on également. par le
seul secours de leurs postulats, construire a la régle et au
compas les paralléles, les perpendiculaires communes, les
équidistantes, les horicycles, les fractions de la distance
maxima 24, ainsi que les figures stéréométriques qui en dé-
pendent, etc.?

Lobatschewsky n’a rien dit a ce sujet. Bolyai est le premier
qui ait donné une construction des paralléles; senlement 11
sappuie sur les formules fondamentales des triangles dé-
duites, d’aprés Lobatschewsky, de la surface hypothétique
nommeée horisphére. Or, pour étre a 'abri de toute objection,
il serait essentiel de prouver d’abord ces formules en n’utili-
sant que les figures élémentaires immédiatement réalisables,
etc’estce qu’ont essayé de faire M. Battaglini, Sulla Geometria
immaginaria di Lobatschewsky (Giornale, 1867, p. 217),
puis surtout, d'une fagon trés compléte, M. Gérard pour la
Géométrie lobatschewskienne (7hése, p. 26 et suivantes), et
M. Mansion pour la Géométrie riemannienne, dans un article
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inspiré d’aprés la méthode de M. Gérard et inséré aux
Comptes rendus du troisiéme Congreés scientifique inter-
national des catholiques (section des Sciences mathématiques
et naturelles, p. 12-25) (!). Pour plus amples détails nous
renverrons le lecteur a ces deux Mémoires, et nous nous bor-
nerons a exposer ce qu'il y a de plus essentiel pour comprendre
les résultats qui y sont déduits.

Soient e la base des logarithmes népériens, i le symbole
imaginaire et  un nombre ou argument quelconque positif
ou négatif. Les fonctions dites circulaires

eix - g—ix : elxr. _g—ix 1 eix—_ g—ix
(1) cosg=-——— sinZ~=—-"— lANQgT =+ ————
2 21 L e+ g X
telles que
. . sinz
cos?x + sin?zx =1, tangz = s
cosx

et les fonctions dites Ayperboliques

er 4 e T er—e T er— ¢ x
(2) chxr=-"——, shz=-"——", the=——"
2 2 ex—+ =%

pour lesquelles
shz
chiz —shtzx =1, the = —=
chaz
o R .
sont les seules dont nous ayons a faire emploi; 'équation
cosz = o0 a une racine et une scule comprise entre 1 et 2;

P T - T . T
c’est x = —, telle que sin=—1, et sinz=cos( - —= )"
2

Prenons pour unité de comparaison une longueur arbitraire
I. du plan; les trois ¢dtés d’un triangle rectangle ABC ont
respectivement pour mesures
BC _AC AB

L’ b= =T

a =

chercher la relation qui existe entre les nombres a, &, c est
I’objet de la premiére question & résoudre. On y parvient en
démontrant successivement les propositions que voici :

(1) Voir également Mathesis, février 1895, supplément.
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1° Si dans le triangle MAM/, rectangle en M’, I'angle A est
AM MM’ .

N des limites pour AM
égal & zéro; on les appelle cosinus ct sinus de Pangle A.

2° Si dans le quadrilatére ABCD les angles A, B et Csont

aigu et fixe, les rapports

. - CD ..
droits, et AC une longueur fixe, Ie rapport —— a une limite

déterminée p(AC) pour AB =0 et CD—=o.
3¢ ¢(«) est une fonction continue satisfaisant a la défini-
tion

(3) o(xr—y)+p(z+y)=20(x).9(y).

4 Entre les cotés d'un lriangle rectangle dont a est
I'hypoténuse on a la relation

(4) e(a)=¢(d).¢(c).

Soient A, B, G, et A;B,C, deux positions nouvelles succes-
sives du triangle ABC obtenues en le faisant glisser d'abord
de AA,— CC, le long de AG, puis de B,B,— (G, le long
de B, C, (fig. 8). On trace BD perpendiculaire 4 B, C,, B, D,
perpendiculaire & AB, EE, perpendiculaire commune a BC
et B,Cy, et HH, perpendiculaire commune a4 AC et A;C,.

I.a figure montre aisément que les rapports ER et Lm
g a0 q PP BB, B, B,
ont mémes limites, ainsi que les rapports ERy et 1H,
’ 1 PPOTiS & ° Gl c,
Fig. 8.

Done,

BD . D .
—_— = ——— l
im g, = m R, < M e,

I
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Or,
lim ffl =%(BC)=19(a),
1im%‘—£—‘ =6(AB)=ov(e),
lim gﬁ’z =9 {AC) =9(d),

ce qui démontre la proposition.

Les fonctions cosz et chx définies par les égalités (1) et (2)
sont des cas particuliers évidents de la forme g; réciproque-
ment, la fonction ¢ la plus générale ne peut avoir que I'une
des deux formes

¢(z) = cos(Az), 4 (z)=ch(dz),

* désignant un multiplicateur convenable, mais qui garde une
valeur délerminée et constante pour toute I'étendue du plan.
Enfin, par sa définition méme, la fonction ¢ du plan rieman-
nien ne peut dépasser 1 en valeur absolue, tandis que sa
similaire sur le plan lobatschewskien est supérieure ou au
moins égale & 1; pour ces motlifs, les trois c6tés d’un triangle
rectangle riemannien sont li¢s par I'équation fondamentale

(5) cos(ha) = cos(Ab). cos(Xe),

tandis que ceux d'un triangle rectangle lobatschewskien satis-
font a équation de méme forme :

(6) ch(Xa) = ch(Ab).ch(ie).

Soit maintenant un triangle ABC quelconque, dans lequel 1l
y a lieu de supposer tout d’abord Pangle A aigu. Désignons
encore par a, b, ¢ les mesures des trois cdtés par rapport a
I'unité arbitraire L, et abaissons BB’ et CGC’ perpendiculaires
sur AC et AB. Larelation (5)appliquée aux quatre triangles
rectangles de la figure donne les égalités
BB’

cos(ra) == cos(Ab) cos{he) -+ sin(Ab)sin ()\ %) cos (7& T),

cos(ha) = cos(Ab) cos(he) + sin(hc) sin <)\ A—LC—> cos (). CTO>,
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d’ou, par comparaison,

AB’ AC
tang()\—r—) B tang()\T>

ABY ACY~
tang()\T> Ldng(l T)

Or, AB et AC sont indépendantes, et la valeur commune de
ces derniers rapports reste la méme quand, AB et 'angle A
demeurant fixes, on fait tendre AG et AC/ vers zéro ; dans ces
conditions, le second rapport a une limite déterminée, égale,
d'aprés les propriétés de la fonction circulaire, & celle da

rapport £~; cette limite est, par définition, le cosinus de

I'angle A.

- (£ - -
50 Si l'angle A vaut % d’angle droit, son cosinus et son

. . . . m =
sinus sont des fonctions circulaires du rapport — = = A ; on
n 9

peut ainsi les désigner par les notations cos A et sin A,
Nous avons donc la relation

(7) cos(ha)=cos(hb)cos(Arc) —+ sin(A&)sin(Ac) cosA.

Quand A est un angle obtus, son cosinus est celul de son
supplément pris avec le signe négatif; il a méme sinus que ce
supplément.

Pour un triangle quelconque lobatschewskien, on aurait de
méme

(8) ch(Xa) = ch(Ab) ch(ic) — sh(2&) sh(he) cosA.

II est utile de remarquer dés & présent que la formule (7)
est identique 4 celle de Ia Trigonométrie sphérique, indépen-
dante duPostulatum d’Euclide,d’aprésuneremarqueattribuée
a Lagrange (!). Taurinus avait pressenti la formule (8) en 1825
(Theorie der Parallellinien, 1825; Geometrie prima ele-
menia, 1826).

Jusqu'ici, L et par conséquent X ont été laissés arbitraires;

(') Conversation avec Brot rapportéc dans U'Kssai critique sur les
principes fondamentauz de la Geometrie ¢lémentaire, par HoUEL.
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pour avoir sur le plan riemannien A==1, il faut remplacer L
2A . , e

par la longueur U= ~— qui est l'unité naturelle, ou para-
=

métre du plan. A peuat se construire, mais non U.

Sur le plan lobatschewskien, nous admettrons avec Bolyai
Pexistence d'une longueur particuliére U qu'il appelle éga-
lement unité naturelle des longueurs et qui correspond de
son cOté a I’hypothése A —1. U peut se concevoir : 1° comme
limite de longueurs que 'on sail construire, 2° comme égale
4 un arc d’horicycle dont on sait trouver les extrémités; mais
il est impossible de tracer cette longueur méme.

Les éléments, angles et cotés d’un triangle rectangle sont
liés par dix formules faciles a4 déduire de (7) et (8), et dont
trois seulement, étant distinctes, suffisent a retrouver les
aulres. Voici un moyen mnémotechnique trés commode pour
les écrire (1) : que l'on trace un pentagone ( fig. 9) el que

le cosinus de tout élément égale le produit des sinus des
deux éléments non adjacents, ou le produit des cotan-
gentes des deux éléments adjacents.

Dans cette régle, les cosinus, sinus et cotangentes des
angles sont circulaires; ceux des longueurs sont circulaires
on hyperboliques selon que le triangle est riemannien ou
Jobatschewskien. Les dix relations qu’elle donne font re-
trouver ensuite toutes celles d’un triangle quelconque.

() Dt 4 Neper; consulter Dostor, Nouvelles Annales, 1866, p. 417-
420, et Enseignement mathématique, 1gox, p. 223-224.
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9L. Formules des quadrilatéres. Constructions fondamentales.
— Passons 4 un quadrilatére trirectangle ABCD ( fig. 10),

Fig. 10.

dans lequel T'angle A est obtus ou aigu. Les cotés sont
AB=a, BC=10, CD = ¢, AD — d. Ces éléments sont aussi
exprimés en fonction les uns des autres par dix relations,
parmi lesquelles trois seulement sont distinctes. Une régle
mnémotechunique semblable & celle du paragraphe précédent
les contient aussij il faut celte {ois écrire sur les cotés du

pentagone, dans cet ordre, A, I —a b, c, T —d. 1l est bon
2 2

de noter toutefois une exception;j sur le plan riemannien, la
régle appliquée a la lettre donnerait

cosA = sinbsinc, cosA = tanga tangd,
tandis que les formules véritables sont

cosA =-—sinbsine, cosA =— tanga tangd.

Tout triangle rectangle et tout guadrilatére trivectangle
peuvent se construire avec la régle et le compas quand on
connait en grandeur deux quelconques de leurs éléments,
Bolyai et, d’aprés lui, M. Gérard ont donné la solution de
quelques-uns de ces problémes; nous avons repris et com-
plété leur étude dans notre Mémoire de Géométrie analy-
tique non euclidienne déja cité (§ 2, p. 5-14). En voici les
principaux points pour le plan lobatschewskien.

Si du point C comme centre ( fig. 10), avec AB > CD et
AD > CB comme rayons, nous décrivons deux arcs de cir-
conférence coupant respectivement AD en E et AB en F, les
angles CFB, CED, BCE, DCF sont les angles de parallélisme
répondant aux distances respectives a, b, ¢, d; les lon-
gueurs BF et DE sont égales et leur angle de parallélisme
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égale A. De la vient que CF est paraliéle a DA et que CE est
aussi paralléle a BA. De ces remarques nous déduisons le
moyen simple :

1 De mener par un point C la paralléle CE a une
droite BA, ou, ce qui est équivalent, de construire I'angle
de parallélisme BCE répoundant & une distance donnée CI3;
on sait que Lobatschewsky désigne cet angle par la nota-
tion M(CB) (!) et le détermine par I'équation (?)

cB
tangéH(CB) =e U,

d’otr 'on déduit aisément

cosl[(CB) = th C—B;

2° De construire inversement la longueur CB qui répond
a un angle de parallélisme donné BCE, ce qul revient a
tracer la droite AB perpendiculaire & CB et parall¢le a CEj

3° De tracer la perpendiculaire commune CB aux droites
CD et BA, et le triangle rectangle BFC dont les deux angles
aigus BFC et BCF sont donnés.

Avec ce qui précéde, nous avons le moyen de construire
les points de rencontre d’un horicycle ou d'un hypercycle
avec une droite, soit encore les points communs a ces
courbes; puis nous pouvons construire toutes les longueurs
qui ont pour sinus hyperboliques des nombres commensu-
rables et, en particulier, celles dont le sinus est entier;
I'unité naturelle de Bolyai est inaccessible, mais comme
c’est une limite de longueurs 4 sinus commensurables, nous
pouvons en approcher d’autant que nous voudrons et la
représenter également par un arc d’horicycle tel que la tan-
gente 4 une extrémité est paralléle au rayon de l'autre.
Notons ici en passant cette singuliére propriété de l'hori-
cycle, qui semble étre la contre-partie de celle du cercle
trigonométrique de rayon égal & 1 dans la Géométrie eucli-
dienne : la longueur d’un arc OM est a la fois le sinus
hyperbolique de la moitié mM de la corde MM' qui sous-

(') Recherches géométriques sur la théoric des paralléles, n° 16.
(*) 1bid., n° 36. .
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tend Uarc double MOM', et la tangente hyperbolique de la
portion OT de tangente géométrique en O comprise entre
ce point et Uextrémité T du rayon passant par M.

Nous pouvons reproduire des constructions de méme
nature pour le quadrilatére trirectangle ricmannien et, par
conséquent, pour le quadrilatére sphérique; seulement,
comme dans la figure 11 nous avons ¢ > a et b > d, il nous

Fig. 11.

faut de C comme centre, avec des rayons égaux a @ et d,
déerire des circonférences et leur mener des points B et D
les tangentes BF et DE. Si aux deux extrémités d’une lon-
gueur [ on ¢léve les perpendiculaires, elles forment en sc
coupant un angle déterminé qui correspond & /; les angles
ABF, ADE, BCI, DCE correspondent de cette fagon aux
longueurs respectives a, b, ¢, d; et de plus, aux longueurs
égales BF, DE correspond I’angle A —197. Nous saurons ainsi,
par des tracés faciles, trouver la longueur & laquelle corres-
pond un angle donné, ou wice versa, puis construire telle
fraction qu'on veut de A, déterminer la perpendiculaire
commune i deux droites, ete. (1).

Ainsi la Géomélrie non euclidienne se suffit a elle-méme;
avec le secours de la régle, de I'équerre et du compas, elle
peut construire toutes les figures planes sur lesquelles elle
raisonne et s’élever ensuite par leur moyen a la conception
des figures correspondantes de I'espace; de la sorte, aucun
doute ne subsiste plus dans ’esprit sur I'existence réelle de
ces figures, mais qu'on nous comprenne bien. Nous ne son-
geons pas le moins du monde, comme le dit plaisamment

(1) Consulter Constructions spheriques a la régle et aw compas
(Mathesis, 1899, p. 81-85),
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M. Andrade (), 4 interdire a nos équerres le dessin des
carrés; si nous Lracons un quadrilatére qui ait trois angles
droits, Vexpérience seule peut nous éclairer sur la valeur du
quatriéme, et, tant que nous ne somMMes pas fixés & cet égard,
cette valeur doit étre regardée par nous comme purement
conventionnelle; mais il n'importe, les tracés subséquents
pourront toujours s'achever d’une fagon ou d'une autre.

(*) Euclidien et non euclidien (&Ens. math., 1900).
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CHAPITRE VI.

MESURE DES AIRES ET VOLUMES.

25. Aires planes, triangle et polygone. — Dans un triangle
non euclidien, la différence entre deux droits et la somme des
angles s'appelle excés ou déficit suivant le sens dans lequel
elle se manifeste. C'est & Lambert que 'on doit de connaitre
Ja relation simple qui existe entre l'aire du triangle et cet
élément géométrique, et I'on peut-établir leur proportion-
nalité par une méthode élémentaire qui n’emploie que des
décompositions de figures équivalentes en parties respective-
ment superposables.

I. Deux quadrilatéres trirectangles quiont le quatriéme
angle et un cité adjacent respectivement égaux chacun a
chacun sont superposables. Cette proposition, qui résulte de
ce que les seconds cOlés du quatriéme angle sont aussi égaux
d’aprés larégle mnémotechnique du pentagone, peul s’établir
directement comme il suit. .

Soieat ABCD, A'B’'C'D’ les deux quadrilatéres trirec-
tangles dans lesquels les angles aigus ou obtus A et A’ sont
égaux, ainsi que les cotés adjacents AB et A'B' ( fig. 12). Si

Fig. 12.

D A D A
Dl

c B C'c B

nous transportons le premier sur le deuxiéme de fagon a faire
coincider les éléments respectivement égaux, il vient prendre
Scientia, n° 15. 5
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la position A'B’C;Dy; or, si C,D, était distincte de G'D’, le
quadrilatére C, D, D’ C' aurait ses quatre angles droits, ce qui
est contre I’hypothése. Donc Cy Dy coincide avec C'D’.

11. Tout triangle ABC est équivalent auu double d’un
quadrilatére trirectangle, et la somme des angles A, B, G
est égale au double de ['angle non droit du quadrilatére.

En nous reportant & la figure 6, nous voyons effectivement

que le triangle ABC est équivalent au quadrilatére birec-
tangle et 1soscéle BECF, a cause des égalités de triangles
ADC! et BEC/, ADB’ et CFB’. D'ailleurs, ce quadrilatére
vaut 4 son tour le double du quadrilatére trirectangle BEGA',
dans lequel 'angle A’BE est aigu ou obtus suivant l'espéce
de Géométrie. Soit 2X la somme des angles A, B, C; nous
avons

2% = BAD + DAG +~ ABG + ACB = EBC + BCF = 2A’BE.
Nous remarquerons que la ligne B'C/ est égale a la somme

des lignes B'F et EC(Y, ’est-a-dire & la moiti¢ de EF ou & EG.

III. Deux triangles ABC, IBC qui ont méme base BG et
des sommes angulaires égales sont équivalents.

Fig. 13.

Soit 2 = la somme angulaire commune; d'aprés 11, Ies deux
triangles sont respectivement équivalents aux doubles des
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quadrilatéres trirectangles A'BEG, A'BE, G, ( fig. 13) qui
ont le coté A'B commun et les angles non droits A’BE,
A’BE, égaux 4 X; or, en vertu de ], ces quadrilatéres doivent
coincider, donc ABC et HBC sont équivalents.

Réciproquement, deux triangles équivalents ABC, HBG
de méme base BC ont aussi méme somme angulaire 2 2.

Remarque a. — Dans tous les triangles équivalents de
méme base BC, la droite qui joint les milieuzx des deux
cdtés a une longueur constante, car la figure 13 donne

B'C'=B"C"= GE.

Remarque b. — Le lieu géométrique des sommets des
triangles éguivalents ct de méme base est un hypercycle.
Tirons, en effet, dans la figure 13, HK perpendiculaire sur EF,
nous avons HHK — AD = BE; donc le liea géométrique des
sommets A, I, etc. est la branche d’hypercycle qui a pour
axe EIF, pour équidistance BE, et qui ne passe pas par les
points B et C.

Cette proposition a été démontrée par Lexell pour les
triangles sphériques.

Remarque c. — On peut toujours remplacer un triangle
donné ABC par un triangle équivalent HBC ayant méme
base BC, et dans lequel l'un des angles adjacents, BCIL
par exemple, est égal @ un angle donné. En effet, construi-
sons I'angle BCH égal a Pangle donné, faisons couper B'C’
avee CH en B” et prenons CH = 2 CB”; 'opération ne peut
é¢videmment se faire que si l'angle donné est inférieur & =
augmenté de I'angle de parallélisme qui correspond a CF.

Remarque d.— On peut toujours remplacer un triangle
donné ABC par un triangle équivalent HBC ayant méme
base BC, et dans lequel 'un des cétés adjacents, BH par
exemple, alt une longueur donnée l supérieure & l'un des
cotés BA. Il suffit pour cela de faire couper B'(’ avec la

. \ . { .
circonférence de centre B qui a pour rayon =i le point C”
d’interseciion existe toujours puisque BC” est plus grande
que BC’, et il ne reste plus qu'a prendre BII = 2BC".
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1IV. Deux triangles ABC, A’'B’'C’ de méme somme angu-
laire sont équivalents.

Soit £ une longueur plus grande que les cotés de ces deux
triangles. D’aprés la remarque d, chacun d’eux peut étre
remplacé par un triangle équivalent et de méme somme
angulaive ayant un cbté égal 4 /; mais les deux nouveaux
triangles sont équivalents d’aprés la proposition directe 111;
donc ABC et A’B’C’' sont équivalents.

Réciproquement, deux triangles ABC, A’B’C’ équivalents
ont méme somme angulaire.

CoroLrLare. — Pour que deux triangles sotent équiva-
lents, (! faut et il suffit qu'ils alent méme excés ou méme
déficit angulaire.

Pour faire la somme de deux triangles, il suffit de les
transformer d’abord en deux triangles rectangles qui leur
soipnt respectivement équivalents et qui aient un coté de
I'angle droit égal & une longueur donnée I, puis d’accoler
ces deux derniers suivant le coté commun; le triangle total a
une somme angulaire égale & la réunion de leurs sommes
angulaires partielles diminuée de deux droits; donc :

V. Sitrois angles ABC, A'B'C/, A"B"C sont tels que le
troisiéme est équivalent a la somme des deuzx premiers, son
exceés ou déficit angulaire est aussi égal a la somme de
leurs exceés ou déficits.

Le résumé de toutes les propositions précédentes se trouve
contenn dans le théoréme général que voici :

VI. Deux triangles quelconques sont proportionnels a
leurs excés ouw déficits angulaires.

Ou, en choisissanl convenablement les unités :

La mesure de Uaire d’un triangle est égale a celle de
son excés ou déficit angulaire.

Ce théoréme s’applique 4 un polygone convexe quelconque;
pour le vérifier, on peut remarquer tout d'abord que, si le
polygone est effectivement décomposé en triangles par des
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lignes joignant ses n sommets & un méme point intérieur, la
réunjon des sommes angulaires de tous ces triangles est égale
ala somme angulaire du polygone augmentée de quatre droits.
Appelons excés ou déficit angulaire du polygone la diilé-
rence entre 2n — 4 droits el la somme de ses angles; cet
excés ou déficit est donc égal 4 la somme des excés ou dé-
ficits des n triangles de décomposition, ce qu'il fallait
prouver. On sait d’ailleurs construire un triangle équivalent
A un polygone dooné et ayant aussi méme excés ou deficit
que le polygone. En effet, soit ABCDE le polygone donné de
n cotés ( fig. 14). Soient M et N les milieux des cotés con-

sécutifs CD, DE, la ligne MN rencontre le coté AE pralongé
au point P; prenons EG —2EP ct tirons CG. Les triangles
DCE et GCE sont équivalents, donc le polygone proposé est
aussi éguivalent au polygone ABCG qui a n —1 cdiés; mais
la somme angulaire de ce dernier est égale 4 celle du premier
moins deux droits, done leurs excés ou déficits sont égaux.
D’un polygone de n— 1 ¢Otés, on passe ensuite & un poly-
gone de n — 2 cO1és, et ainsi de suite jusqu’au triangle. Il est
intéressant de remarquer que la construclion de la figure 14
est aussi textuellement celle de ]la Géométrie euclidienne.
Fixons maintenant les unités. Souvent on compare les
triangles d celui daus lequel la somme angulaire est un nombre
entier de droits. Sur le plan riemannien, c’est le triangle tri-
rectangle dont I'excés vaut un droit; sur le plan lobatschews-
kien, c’est le triangle équilatéral dont les angles sont égaux
a un tiers de droit, et le déficit de ce dernier égale aussi un
droit. En ce cas, la mesure d’un triangle égale le rapport de
son exceés ou déficit a Pangle droit, et 'aire du plan rieman-
nien entier est mesurée par 8. Mais ces unités théoriquement
simples ne sont pas commodes pour I'évaluation des aires
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terminées par des courbes, aussi préfére-t-on leur en substi-
tuer d'autres plus rationnelles.

La longueur d’une circonférence de rayon R, estimée par
rapport a I'unité naturelie U, est 2=sinK ou 2w shR (Lo-
batschewsky). Si I'on remplace R par A ou par la longueur V

qui répond & I'angle de parallélisme é droit (§ 24, construc—

tion 2°), on a deux circonférences particuliéres, dont la pre-
miére n’est autre que la droite riemannienne, et dont les lon-
gueurs sont mesurées par 2w. L’angle au centre qui sur cha-
cuné d'elles intercepte un arc de longueur égale 4 U vaut

I . - - .. L
— 2 droits; 1l convient de le choisir pour nouvelle unité an-
T

gulaire. Le triangle isoscéle formé par cet angle, avec ses deux
cdiés adjacents égaux a A, et le coté opposé égal a U, est la
nouvelle unité d'aire riemannienne. Pour définir I'unité nou-
velle du plan lobatschewskien, concevons une droite égale
a U, les perpendiculaires & ses extrémités, et ’hypercycle de
hauteur V. La portion de plan comprise entre ces lignes peut
étre regardée comme la limite de 2n quadrilatéres trirec-
tangles égaux dans lesquels, 'angle aigu étant désigné par z,
un des cotés de cet angle égale V, et le coté perpendiculaire

au précédent égale —; n croissant indéfiniment. On a donc
an

tangaz = coth —-
2n

Par conséquent, I'aire totale des 2 #» quadrilatéres, mesurée
avec ['ancienne unité, a pour expression S = 2 2 (1 droit — «),
ce qui peut s'écrire :

S=2an [arc tang <th E >]
an

e v 3 . .2 .
Lorsque n croit indéfiniment, S a pour Iimite = droits.

‘est 'air a figure mixtilign oisl ur nouv unité,
C’est I'aire de la figure mixtiligne choisie po clle unité
ovennant ces changements, 'aire d’un cercle de rayon
Moyennant ces changements, l'aire d’ le d R
devient

A:A‘nsinzg ou A=4nsh2§;
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celle du trapéze hypercyclique de base b et d’équidistance p
est
A=bsinp ou A = bshp,

et le plan riemanniea entier a pour surface 4.

26. Aires des surfaces courbes. — Lobatschewsky (Mé-
moires de ’Université de Kazan), et quelques-uns de ses
continuateurs parmi lesquels il convient de citer surtout
M. Story, Or the non Euclidean geometry (Journal de
Silvester, 1882), et M. Simon, Détermination des aires et
volumes en Géométrie non euclidienne (Math. Annalen,
1893), ont publié des recherches originales sur la mesure
des aires et des volumes des corps ronds. Voici, énoncés de
la maniére la plus simple, et complétés en quelques points,
les principaux théorémes auxquels leurs résultats ont conduit.

L’aire latérale du tronc de cone (ou du cone) égale le pro-
duit de la circonférence moyenne par le double sinus de la
demi-aréte.

L’aive de la zone sphérique comprise entre I'équateur et
un petit cercle concentrique égale le produit de la circonfé-
rence d'un grand cercle par le sinus distance de I'extrémité
de I'arc mobile au plan de I'équateur.

Laire dc la sphére égale celle du cercle de rayon double.

L’aire latérale engendrée par un arc d’hypercycle d’équi-
distance r tournant autour de son axe égale le produit de la
circonférence de rayon r par la longueur del'arc générateur.

Si en tous les points d’une aire plane limitée A on éléve
des perpendiculaires égales a p, le lieu de leurs extrémités
est une portion limitée A’ d’hypersphére (ou surface équi-
distante), égale au produit de A pax‘ le carré du cosinus de
I’équidistance.

27. Volumes. — Considérons un élément superficiel infini-
ment petit A de forme quelconque, Par chacun des points
de son contour ¢levons sur le plan qui le renferme des per-
pendiculaires égales et de longueur infiniment petite dA;
nous enfermons ainsi un solide élémentaire dont nous con-
viendrons de dire que le produit dA di mesure le volume
avec une certaine unité, Toul corps solide de dimensions
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finies peut se regarder comme une somme d’éléments pareils
en nombre indéfini et la formule

(9) V=ffdz\d/1

fait connaitre expression générale conventionnelle des vo-
lumes en Géométrie non euclidienne. Ynumérans les princi-
paux théorémes auxquels cette notion nous conduit.

Soit A une portion d'aire de la sphére de rayon r; le vo-
lume du secteur sphérique correspondant est

\
V:L<l'——;—sinzr) ou V= A <£sh2r—r).

9 sintr ashzr\ g
Le volume de la sphére est donc
I . , [
V=on|{r— -sinar ou YV=o2=n ;sho.rr—r .
2 ¥

Soient A la hauteur, d l'aréte latérale, 6 le demi-angle gé-
nérateur d’'un céne de révolution, le volume de ce cOne a pour
expression

(10) V =% =(h —dcosh),

le signe ~+ s'appliquant 4 la Géométrie riemannienne, et le
signe — 4 la lobatschewskienne (1). Cette formule est vraie
également du tronc de cone, et conduit a un théoréme sin-
gulier dont nous signalerons une intéressante application
dans notre dernier Chapitre :

La projection d'un segment de droite sur un axe est
supérieure, égale, ou inféricure au produit du segnient
par le cosinus de Uangle d’inclinaison, suivant que la fi-
gure est riemannienne, euclidienne, ou lobatschewskienne.
En Géométrie générale, la différence du produit & la projec-
tion est proportionnelle au volume de révolution engendré
par le segment; en Géométrie euclidienne, cette différence

(1) LoBATSCHEWSKY, Crelle, t. 27. — Max SiMoN, Math. Annalen, 1893.
— BARBARIN, Les cosegments et les volumes en Geométrie non eucli-
dienne (Sociéte des Sc. phys. et nat. de Bordeauz, 1902).
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est nulle, et par suite le volume conventionnel exprimé par
I'intégrale double (9) vaut zéro. Pour comprendre la raison
de ce fait, il faut remarquer d’abord que, si dans les équa-
tions (5) et (6) du § 23 nous faisons croitre au dela de toute
grandeur l'unité fondamentale linéaire U, en ulilisant les
développements en série des fonctions cos et ch, ces équations
tendent vers I’équation limite du théoréme de Pythagore :

a® = 6+ c?;

donc la Géométrie euclidienne doit étre considérée comme un
cas limite commun aux deux Géométries non euclidiennes.
Ceci posé, quand U croit indéfiniment, I'unité de volume,
qui varie ¢videmment dans le méme sens que U, croil aussi
au dela de toule grandeur, et dans ces conditions le volume
du céne engendré par un segment quelconque fini n’est plus
qu’un infiniment petit de I'unité de volume elle-méme. Pour
¢luder la difficulté, et savoir ce que devient I'intégrale (9)
avec une autre unité demeurant finie, nous poserons, par
exemple, en GGéométrie riemannienne

tangh = tangd cosf;

par l'introduction des fonctions tang/h et tangd développées
en séries, nous obtiendrons alors

T h(d?— R+ 2 h(db— B¥) A oL (S — i)+
3 15 315
h—dcosh=

1+,£d2-+— id"%— -.,l—7,d5+...
3 15 315

Soit L une longueur arbitraire; si nous prenons pour unité
d’aire le trapéze hypercyclique qui a L pour base et pour
équidistance, et pour unité de volume le solide qui a pour
volume le produit de cette aire par L, la nouvelle expression
du volume du cone est égale a celle de la formule (10) mul-
tipliée par le rapport

UZ
T 71
Lum<%>

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



68 MESURE DES AIRES ET VOLUMES.

c’est-a-dire

r H /D2 H2 2 I/ Db I+ (L

. 3T ﬁ‘ﬁ)“f 5L (uzu Usz>+--- ﬁ)
Ve=r 1 D2 2 D+ > (L ’
l+-3—U?+ﬁﬁ'+ 31“\L>

et, quand L demeurant fixe U devient infini, elle a pour limite
finie
—_ H(Dz Hz)_ 1 M Re

tlm—17)"37L0 oo

w]...

qui mesure précisément le cdne euclidien de hauteur H et de
rayon de base R,

Le volume de I’hypercycloide de révolution égale le pro-
duit de sa hauteur par le quart de I'aire du cercle de rayon
double, ou encore le produit de I'aire latérale par la demi-
tangente (circulaire ou hyperbolique) du rayon.

Pour évaluer un volume de révolution quelconque, consi-
dérons une ordonnée mM de la courbe méridienne C; la
tranche infiniment mince de volume qui a pour épaisseur dX
le long de ’axe appartientl a un hypercycloide ayant 7 M pour
rayon; donc, y désignant le sinus de 'ordonnée,

Y
‘ V== _yde

“Ya

est 'expression du volume fini limité par les paralléles mo M,
et m;M,.

L’espace riemannien entier peut étre évalué a deux points
de vue. En premier lieu, tout plan le partage en deux parties

1} ’ N 1
¢gales dont chacune est une sphére de rayon A ou , ctapour

volume 7% Considérons en outre un hypercycloide de révo-
lution de rayon r ayant pour axe la droite AB; tout point M
de son hypercycle méridien est & la distance A—r de la
ligne A'B’ réciproque de AB, et par suite la surface externe
de ce premier solide doit étre aussi regardée comme formant
Ia surface interne d'un deuxiéme hypercycloide complémen-
taire. L'espace ricmannien cntier est la somme de leurs vo-
lumes, qui sont analogues 4 des tores s’emboitant récipro-
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quement; il a donc pour expression

V —=an?sin2r 4+ an?cos?r = 2mt.

La question du volume des polyédres, et en particulier du
tétraédre, est beaucoup plus difficile a résoudre. Elle a occupé
Lobatschewsky, Gauss et Jean Bolyai dont les solutions ont
été récemment retrouvées dans un écrit posthume du géo-
métre hongrois (*); M. Simon Iui consacre une partie de son
Mémoire sur les volumes (2). De méme que I’aire du triangle
est une fonction de ses angles, le volume du tétraédre est une
fonction de ses diédres, ainsi qu’il est prouvé dans notre
Travatl sur Les cosegments et les volumes (3), ot nous sommes
conduits a ce résultat :

Le volume d’une pyramide est égal 4 plus ou moins la
moitié de la somme obtenue en ajoutant:

1 Les produits de chaque aréte latérale par le di¢dre cor-
respondant;

2° Le produit de la hauteur par zéro ou par 2= suivant
qu’elle est extérieure ou intérieure ;

3° Certaines séries convergentes relatives aux faces laté-
rales.

(1) P. STAGREL, Untersuchungen aus der absoluten Geometrie, aus
Johann Bolyai's Nachlass - (Math. und Naturwiss. Berichte aus
Ungarn, 1go2, p. 280-307).

(") Math. Annalen, 1843.

(3) Mém. de la Soc. des Sc. phys. et nat. de Bordeauz, 19oa.
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CHAPITRE VII.

LES CONTRADICTEURS DE LA GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE.

98. Objections principales. — Par les études qui précédent,
on voit que, s'il est possible de pousser aussi loin que I'on
veul, et sans aucun empéchement logique, P'analyse des
figures géométriques non euclidiennes, quelques-unes d’entre
elles présentent des propriétés assez étranges quand on les
compare aux propriétés des figures analogues de la Géométrie
usuelle. Aussi des contradicteurs ingénieux n'ont-ils manqué
d’en prendre texte pour attaquer les doctrines de Lobats-
chewsky, Bolyai et Riemann, afin d'en conclure ensuite, par
voie d’exclusion, la vérité du Postulatum d’Euclide, indé-
montrable par des moyens directs. Ne nous occcupant que des
arguments qui valent séricusement la peine d’étre relevés,
nous les résumerons ainsi qu’il suit :

1° Lesdroites riemanniennes ont toutes les propriétés des
grands cercles d’une sphére euclidienne, et la trigonométrie
des triangles riemanniens est identique au fond avec celle
des triangles sphériques; donc le plan riemannien ne fait
gqu'un avec une surface sphérique euclidienne ().

En 1825, Taurinus conjecture hardiment qu’il peut exister
certaines surfaces courbes le long desquelles il y a deslignes
courbes particuliéres jouissant de propriétés analogues a

(1) F. DaveE, Cours de méthodologie mathématique; Lettire &
M. P. MaNs10N ( Mathesis, janvier 1896); Note Sur l'interprétation
d’un theéoréme de Geéométrie riemannienne (Mathesis, janvier 1898).

DeLB®UF, L’ancienne et les nouvelles Géométries (Itevue philoso-
phigue, avril 18g4).

Lecuaras, Identilé des plans riemanniens et des sphéres d’FEuclide
(Ann. de la Soc. scient. de Bruzelles, 1896); Introduction a la Geo-
metrie generale, Gauthier-Villars, 19o4.
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celles des droites dans le plan, a part celle qui est renfermée
dans le 5° postulat. Beltrami démontre plus tard dans son
Essal d’interprétation de la Géométrie lobatschewskienne
que celte conjecture était parfaitement fondée. Si 'on fait
tourner autour de son axe ou asymptote la ¢ractrice, appelée
aussi courbe des tangentes égales (1), la surface de révolu-
tion ainsi engendrée est une pseudo-sphére; elle a une cour-
bure totale constante, mais négalive; ses ligues géodésiques
s'entre-croisent de facon a former des triangles ot la somme
angulaire est toujours inférieure 4 deux droits; donc le plan
lobatschewskien est identique a une pseudo-sphére, et les
droites lobatschewskiennes ne sont que des geodésiques de
cette surface.

8%l en est véritablement ainsi, il est impossible de se re-
présenter un espace riemannien ou lobatschewskien ; la Géo-
métrie non euclidienne a deux dimensions s’explique tout
naturellement, mais il ne saurait exister de Géométrie sem-
blable a trois dimensions. ’

2° Les nombres n’ont par cux-mémes aucune significa-
tion concréte, et il serait absurde d’affirmer, par exemple,
que la connaissance d’un nombre ¢ suffit seule & déterminer
une longueur, soit Ja dimension du métre. Cependant, si la
Géométrie non euclidienne était acceptable, le nombre £ dé-
terminerait un angle égal & la fraction ¢ d’angle droit, et,

. - P . . .2 .
survanl que £ est inféricur ou superieur a 3’ on saurait con-

struire un triangle équilatéral ABC ayant ses trois angles
égaux a ¢ droit, et qui serait ou lobatschewskien ou rieman-
nien; le seul nombre ¢ permetirait done de tracer la lon-

gueur AB (?).

20. Objection des sphéres et pseudo-sphéres. — Avant d’en-
trer dans le fond méme de I'argumentation, il importe de
faire une remarque générale qui pourrait déja servic de
véponse topique. Il n’y a pas une seule des objections faites

(1) Lieu des points M tels que la tangeante en chacun d’eux limitée
3 ce point et A son intersection avec une droite fixe ait une longueur
constante.

(*) G. Tarwy, Considerations sur le Postulatum d’Fuclide, Gau-
thier-Villars, 1897.
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dans ce paragraphe a la Géométrie non euclidienne qui ne
puisse, avec la méme apparence de raison, se retourner contre
les euclidiens eux-mémes. En premier lieu, la Géométrie des
figures tracées sur ]a sphére est indépendante du 3¢ postulat
d’Euclide, et ¢’est 4 Lagrange, parait-il, que l'on doit attri-
buer cette observation fondamentale (*); donc, dans tous les
espaces géométriques admissibles a priorg la planimétrie de
ces figures est réglée par les mémes lois. Par suite, le plan
riemannien pourrait étre aussi bien une sphére lobatschews-
kienne qu'une sphére euclidienne; en fait ce plan est bien
une sphére, mais c’est au sens riemannien du mot.

Lobatschewsky a montré que, sile rayon d’une sphére croit
au dela de toute grandeur assignable, cette sphére tend vers
un état limite qu'il nomme horisphére, et que l'on peut ob-
tenir aussi en faisant tourner un horicycle autour d’un de ses
axes; la planimétrie de I'horisphére est identique & celle du
plan euclidien, les horicycles remplacant les droites. Si donc
un géométre lobatschewskien s’avise de prétendre que sa
doctrine est la seule d’accord avec la notion de droite, et que
le plan euclidien n’est autre chose qu’une horisphére, sur
laquelle les horicycles méridiens représentent ce qu'un géo-
métre euclidien appelle des droites, quel argument valable
pourra-t-on lul opposer?

Or, le cas que nous venons de citer n’est point isolé, Si
avec les données de la Géométrie euclidienne 'on a pu con-
struire de toutes piéces des surfaces a courbure constante,
sphéres el pseudo-sphéres, sur lesquelles les figures 4 deux
dimensions sont tour i tour analogues aux figures planes rie-
manniennes ou lobatschewskiennes, cette possibilité s’étend-
elle d'une facon absolue aux autres espaces admissibles, et,
en d’autres termes, avec les données fondamentales de I'une
des Géomcétries non euclidiennes, sait-on aussi construire des
surfaces le long desquelles les figures géodésiques a deux
dimensions possédent une planimétrie tour a tour rieman-
nienne, euclidienne ou lobatschewskienne?

La réponse a cette question est affirmative. Dans nos Etudes
de Géométrie analytigue non euclidienne, § 42, nous avons
fait voir que les hypercycloides de révolution ou canaux, tant

(1) Voir la note (1) de la page 53.
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riemanniens que lobatschewskiens, sont des surfaces appli-
cables les unes sur les autres dont la courbure totale égale
—1 ou +1, et que la somme angulaire d’'un quelconque de
leurs triangles géodésiques vaut constamment deux angles
droits; Phorisphére doit étre regardée comme un hypercy-
cloide limite dont I'axe est indéfiniment éloigné. Nous avons
également prouvé qu'il existe des pseudo-sphéres rieman-
niennes ou lobatschewskiennes 4 courbure constante, tantot
positive, tantdt nulle (1), tantot négative, le long desquelles
un triangle géodésique a toujours une somme d’angles infé-
rieure a deux droits.

Nous compléterons le Tableau de ces surfaces en y ajoutant
les hypersphéres, qui ont évidemment aussi une courbure
constante, et dont Ia planimétric est riemanniennc ou lobats-
chewskienne suivant leur origine. La parfaite symétrie qu’il
nous offre fait ressortir d’'une maniére saisissante l'indépen-
dance absolue des trois systémes de Géométrie, qui peuvent
chacun tout tirer de son propre fonds sans avoir besoin de
ricn emprunter aux autres; elle fournit a l'encontre de ceux
qui n’ont pas encore renoncé au chimérique espoir de dé-
montrer le postulat des paralléles un argument philosophique
de valeur inattaquable.

LEntrons maintenant dans la discussion méme de 1'objection
soulevée, et, prenant au pied de la lettre les motifs sur les-
quels elle se fonde, répondons :

Sans doute, le géométre euclidien peut interpréter la Géo-
métrie riemannienne sur une sphére, mais cela ne lui donne
aucun droit & conclure que cétte Géométrie ne fait qu’un avec
la Géométrie sphérique usuelle. Nous avons vu en effet, dans
le Chapitre II, que la droite est d'une fagon générale I’étre
géométrique caractérisé uniquement dans I'espace par la dé-
finition (4) et les postulats 1, 3, 4; en ceci, nulle hésitation;
tous les géométres, euchidiens ou non, sont parfaitement
d’accord. Le plan est aussi, d'une facon générale, I'étre géo~
métrique caractérisé par les définitions précédentes et la dé-
finition (7). Partoute droite on peut faire passer une infinité

(') Le cone engendré par la révolution d’une droite lobatschews-
kienne autour d’une de ses paralléeles rentre dans ce cas particulier
remarquable.
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de plans. Ajoutons-y le rejet du postulat 6, mais rien de plus,
nous aurons défini spécialement la droite riemannienne et le
plan riemannien; par toute droite riemannienne on peut done
faire passer une infinité de plans riemanniens, et dans chacun
d’eux cette droite a un centre déterminé et distinct; mais on
peut concevoir la droite sans les plans.

Or, ce qui précéde n'a aucune espéce de sens quand on
parle de grand cercle au lieu de droite, et de sphére au lieu
de plan. En effet, sur la sphére, le grand cercle est bien I'étre
géométrique défini par les conventions (4), 1, 2, et 4, et il
est prouvé de plus qu'il jouit de la propriété exprimee par
le rejet du postulat 6, mais sa considération ne peut aller
sans celle du pseudo-plan unique qui le renferme, et dont
il est impossible de Pabstraire, chaque portion si minime
qu'elle soit de ce grand cercle le déterminant tout entier,
ainsi que le centre et le rayon de la sphére dont il fait
partie.

On aura beau appeler & son aide les ressources de I'analyse
et les propriétés factices des hyperespaces, et essayer de
prouver : que si, dans un espace cuclidien a quatre dimen-
sions ayant la droite euclidienne pour géodésique, I'on con-
sidére ’espace sphérique a quatre dimensions

z?+ yr4+ 32+ et = R?
coupé par l'espace euclidien a trois dimensions #=— o suivant

la sphére
yi4-21+ vz = Rz,

la rotation de cette sphére autour du plan des ¢z dans son
espace a trois dimensions engendre 'espace sphérique entier
et revient & un retournement de cette méme sphére opéré
dans cet espace sphérique autour du grand cercle

xr =0, y=o0, 2?4+ ¢? = R?;
que par suite cette sphére a sur ce grand cercle deux centres

; A 1 .
opposés avec le méme rayon — 1R ; on ne saurait en conclure
2

que les plans de Riemann sont identiques aux sphéres d’'Eu-
clide, et que les espaces riemanniens a irois dimenstons sont
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des espaces sphériques susceptibles d’entrer dans des espaces
euclidiens a quatre dimensions (1).

On aura seulement prouvé que tous les espaces sphériques
cuclidicns ou non jouissent de propriétés semblables, car,
dans les équations précédentes, x, y, z, v et R sont aussi, a
condition de les choisir convenablement, des coordonnées et
une constante applicables 4 un espace sphérique de forme
quelconque.

La définition d'une circonférence, d’'une sphére, d'un es-
pace sphérique de forme euclidienne ne peut se concevoir
d'ailleurs sans qu’on y ajoute, implicitement ou non, la con-
sidération du-.centre et du rayon de cette circonférence, de
cette sphére ou de cet espace sphérique; or, il faut distin-
guer suivant que I'on entend parler des propriétés absolues
de ces figures, ou des propriétés relatives, soit de la circon-
férence considérée comme grand cercle de la sphére de méme
rayon, soit de la sphére considérée comme grande sphére de
I'espace sphérique de méme rayon.

Dans le premier cas, les figures considérées n’ont qu’un
centre, et les distances de ce centre a leurs divers points
sont complées suivant des droites euclidiennes; dans le se-
cond, ces figures ont deux centres et les distances sont comps
tées suivant des circonférences. Il en est tout autrement dans
la Géométrie riemannienne; qu'il s’agisse des propriétés ab-
solues ou des propriétés relatives, la droite, le plan, I'espace
ont deux centres symétriques par rapport a ces figures, etles
distances de chacun de leurs points a ces centres sont tou-
jours comptées suivant des droites (?).

La distinction entre le plan lobatschewskien et la pseudo-
sphére est encore plus évidente, puisque les géodésiques de
cette derniére se coupent deux 4 deux non en un point, mais
en un nombre de points indéfini; puisque sur la premicére
surface on peut tracer des droites dans tous les sens, tandis
qu'on ne peut en faire autant pour les lignes géodésiques de
la seconde; puisque enfin une portion quelconque du plan lo-
batschewskien, qui est rigide, peul s’appliquer intégrale-

()Y Lecuaras, OQuvrages cités.
(*) Nous empruntons ces arguments & M. MansioN : Sur la non-
identite du plan riemannien et de la sphére euclidienne,

Scientia, n° 15. 6
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ment sur une autre portion dece plan parwune simple rotation
autour d'une droite, tandis qu'une portion de pseudo-sphére
ne peut s’appliquer sur une autre portion de la méme surface,
par repli autour d'une géodésique, qu’aprés une certaine
flexion analogue a eelle qu'il faut faire subir a un corps
creux en caoutchoue, incomplétement fendu dans sa lon-
gueur, pour superposer les deux parties de sa superficie
cxterne,

30. Objection du triangle équilatéral. — Cet argument est
plus spécieux que Téel, et il est aisé d'y répondre; car la
proposition que voici est d'une vérité absolue :

Il y q une infinité de triangles équilatérauz ABC ou le
rapport de Uangle BAC a Uangle droit égale un nombre
donné ¢,

. , . \ 2
Deux cas se présentent selon que ¢ est égal ou inégal & 5

. 5 .2 T y v .
Si £ est égal & 3 la proposition est évidente, puisque nous

sommes en Géométrie usuelle, et que tous les triangles équi-
latéraux du plan répondent a la question.

Soit ¢ supérieur ou inférieur a 3 Imaginons un plan non

euclidien de paramétre U; il existe sur ce plan un angle T
dont la mesure en angle droit est £, et un triangle rectangle
déterminé dont les deux angles non droits sont égaux 'un

a T, 'autre a é T; le triangle équilatéral demandé est la réu-

nion de deux pareils triangles rectangles, et la longueur de
son coté AB est une fouction déterminée de U. En réalité, le
nombre £ ne fait -connaitre que le rapport éUE’ et & chaque
valeur de U correspond un triangle unique satisfaisant 4 la
question.

Sidone, imaginant un triangle équilatéral ABC dont I'angle
au sommet T égale £ droit, 1l est possible du nombre ¢ seul
de remonter a la longueur concréte AB que l'on sait effecti-
vement construire sur le plan riemannien ou Jobatschewskien
denné, c'est que ¢ n’est pas la seule donnée du probléme; il
Yy a une autre donnée objective latente, le paramétre U du
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plan ou les constructions sont censées s'effectuer. On ne peut,
quoiqu’on le veuille, en faire abstraction; mais, ne sachant
pas la mesuarer exactement, on y supplée par une longueur
arbitraire prise pour base des opérations du quadrilatére tri-
rectangle (§ 24).

31. Autres objections. — Un certain nombre d’autres objec-
tions de moindre valeur ont été faites A la doctrine non eucli-
dienne; si nons en disons un mot, ¢'est qu’elles touckent par
certains c¢otés a la philosophie méme des Sciences,

L. I lui a ¢1é reproché d’abord d’étre en contradiction
avec la théorie atomique, constamment soutenue par la plu-
part des grands génies scientifiques, et acceptée aujourd’hui,
d’aprés ce patronage illustre, d’une facon & peu prés univer-
selle : « Quelque temps », affirme Pascal dans I'Esprit géo-
métrique, « quelque mouvement, uelque espace que ce soit,
il y en a toujours un plus grand et un moindre, en sorte
qu’ils se soutliennent tous entre le néant et 'infini en étant
toujours également éloignés de ces extrémes. » Ou encore :
« Toute grandeur mathématique qui décroit passe, avant de
cesser d’exister, par un état particulier tel que rien de plus
petit que lul n’existe; c’est l'atone ou monade de cette
grandeur, qui renferme €n substance, et a I'état le plus
réduit possible, toute Ia série des propriétés que I'analyse
en déduira par la suite » {Vauson, Les savants illustres,
Travaux scientifiques de Leibniz). D’aprés ces définitions de
T’atome, celui-ci ne peut diminuer qu’en disparaissant dans
le néant, et augmenter qu'en devenant double, triple, qua-
druple, ete. Or, si I'on considére le quadrilatére plan ABCD
birectanglc et isoscéle de motre figure 1, ¢t qu’en 'y suppose
AB égale a un atome de longueur, AG.et BD -étant quel-
oconques, CI), qui est aussi atome, ne peut étre moindre que
AB ou supérieure a AB sans gu’'il existe deux perpendiculaires
a une droite issues d'an point guelcomque ; ceci entraine donc
AB =CD, et 4 la suite de cette égalité, 1la Géométrie: ewdli-
dienre (1). .

- (1) J. BoNnkL, Les aiomnes el hypothéses dans la Geometrie, 18qg;
Note sur Les systémes de Gdomelrie et I"utome, Lyon, rgoo. :
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Le raisonnement serait inattaquable si 'atome CD était de
méme espéce que AB, tandis qu'il n’en est évidemment rien;
tout ce qu'on peut dire a priori & son sujet, c'est qu'il est
une certaine fonction de AB et de AC, qui disparait avec AB,
ou devient avec lui double, triple, quadruple, etc. Au sur-
plus, la Géométrie atomique d’une surface quelconque, par
exemple d’une sphére, devrait toujours étre euclidienne!

- 1I. Onadit encore que tout ce qui est concu par la raison
doit étre également imaginable, ou doit pouvoir se repré-
senter soit aux sens, soit & l'imagination; ceci n’est rien
moins qu’exact, car notre raison concoit I'indélini que notre
imagination est impuissante & se représenter; car, ainsi que
le dit trés & propos M. Mansion (!), nous ne pouvons nous
imaginer ni la fagon dont varie la courbure d’une cycinide
aux environs de son point de rebroussemen! ni la courbe
continue de Weierstrass, qui n'a de tangente en cucun point,
ni la courbe continue de M. Peano qui a tous ses points a des
cotes différentes entre zéro et 1, et dont la projection rem-
plit entiérement un carré de c6té égal & 1. Notre imagination
‘est une faculté tellement débile que, sans l’aide de la raison,
elle ne pourrait méme pas se représenter cent points phy-
siques marqués sur une feuille de papier; tout au plus peut-
elle constater qu'il y en a un assez grand nombre. Du reste,
ajoute en terminant le savant professeur, il eslt Impossible
pour nous d’attacher aux notions de droite finie, de plan fini,
d'espace fini, I'image d'une forme précise quelconque, parce
que, s1 le monde est riemannien, nous en faisons partie, et
nous ne pouvons nous isoler méme par la pensée de ce monde
pour nous en faire une représentation sensible.

III. Enfin, on a prétendu, en se basant sur 'autorite de Du-
hamel (?), que I'idée simple de deux droites partout égale-
ment distantes devait élre considérée comme innée puisqu’elle
se présente 4 I'enfant, et que d’ailleurs nous en avons conti-
nuellement des exemples sous les yeux. Or, d'aprés ce que
nous avons vu a Particle 5 du paragraphe 21, il y a deux sys-
témes de Géomélrie qui contiennent de telles droites, seule-

Pour la Geomélrie non euclidienne (Mathesis, 18¢8, p. 37-38).
Des methodes dans les Sciences de raisonnement, 2° Partie.
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ment, dans I'un elles appartiennent au méme plan, tandis
qu'il n’en est pas de méme dans ['autre; il n’y a donc aucun
moyen théorique de prouver que ce aui peut seulement étre
existe véritablement.

To be, or not to be, that’s the queslion.

{SHAKSPEARE, Hamlet, acte III, scéne 1.)

32. L'impossibilité de démontrer le Postulatum d’Euclide. —
L’échec des innombrables tentatives failes depuis si long-
temps pour donner du Postulatum d'Euclide une démonstra-
tion a 'abri de toute critique éveille dans I'esprit le doute
le plus absolu sur I’existence de cette démonstration, mais
ne constitue pas une preuve scientifique de son inexistence.
Cette preuve découle au contraire rigoureusement des résul-
tats analytiques ou géométriques que voict :

19 Etablissement des formules de la Trigonométrie géné-
rale en partant du concept fondamental de distance; ceci
montre que le postulat euclidien est indépendant des pre-
miers fondements de la Géométrie, définition de la droite et
du plan, congruence.

2° Interprétation, dans une région normale, soit de la Géo-
métric non cuclidienne sur une surface a courbure constante
euclidienne, soit de la Géométrie euclidienne sur une sur-
face a courbure constante non euclidienne.

3¢ Existence de syslémes analytiques mnon euclidiens,
d’aprés les idées de Riemann, Helmholtz (1) et les recherches
de Lie (?) sur les groupes de transformations; ces derniéres
montrent qu'il y a dans l'espace euclidien des groupes de
transformations analogues aux mouvements dans ['espace
non euclidien.

4° Enfin, représentation, par la méthode projective de

(1) Hervwuortz, 1821-18g4. Ueber die thatsdchlichen Grundlagen der
Geometrie, 1868, traduction francaise de Holicl dans les Mémoires de
Bordecaux, 1868 ; The axioms of Geometry ( Revue des cours scienti-
Siques, 1870); Ueber die Axiome der Geometrie (Revue scientifique,
1877 ).

(*) Soruus Lik, 1842-189g. Theorie der Transformationsgruppen,
Leipzig, Teubner, 18g3.
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Cayley (1), de Uespace non euclidien dans 'espace cuclidien.
Par exemple, soit S un cercle de ce dernier appelé I'absolu;
la région intérieure est le plan, une corde du cercle est une
droite; si la corde qui joint deux points A et B rencontre
l'absolu en P et Q, le logarithme du rapport anharmonique
APBQ est la distance AB, enfin la distance des poles de deux
droites par rappert 4 I'absolu est I'angle de ces droites.
Moyennant ces conventions, la Géométrie de la région inté-
rieure est celle du plan de Lobatschewsky, et il est aisé de
I'étendre a D’espace en substituant une sphére absolue au
cercle absolu.

(1) Sizxth Memoir upon Quantics (Philosophical Transactions,
1839 ). Voir aussi KLEIN, Ueber die Sogennante niciit euklidische Geo-
metrie (Math. Arnnalen, 1871).

e O E—

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE VIII.

LA GEOMETRIE PHYSIQUE.

33. La forme géométrique de notre univers. — En Phy-
sique, en Cristallographie, et dansles Arts, on considére des
lignes et des surfaces qui réalisent aussi parfaitement que
nos sens permettent de Je constater les définitions générales
de la droite et du plan. La Géométrie de ces lignes et de ces
surfaces parait régie par les lois euclidiennes; par exemple,
dans les plus grands triangles rectilignes dont il ait été pos-
sible de mesurer dircctement les angles, la somme de ceux-ci
a toujours été i peine différente de deux droits.

Notre univers est-il donc véritablement euclidien, et faut-il
mettre uniquement au compte des imperfections de nos
instruments de mesure 'écart, si faible qu'il soit, que nous
constatons entre les résultats théoriques et ceux de l'expé-
rience? Il est permis d’en douter.

Du moment que le systéme de Géométrie cherché ne pré-
sente aucun caractére de nécessité @ priori, la réserve la plus
compléte ne peut que s'imposer quant aux conclusions a tirer
de nos mesures. D’aprés le philosophe Reid (*), Thomme ré-
duit au simple sens de la vue, et ne pouvant connaitre que
I'étendue superficielle & deux dimensions, prendrait pour des
droites ce qui serait réellement des arcs de grand cercle
tracés sur une surface sphérique dont son ceil occuperait e
centre; pour un tel homme, évidemment, le monde physique
serait bati suivant la conception riemannienne.

Imaginons maintenant, avec M. H. Poincaré (%), une

(1) Voir AMPERE, Lssai sur la philosophie des Sciences.
(?) Revue generale des Sciences pures et appliquées, 1892, p. 75.
Voir aussi les Legons de Géomeétrie de M. J. HADAMARD, Note I1.
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sphére S limitant un milieu dont I'indice de réfraction et la
température soient variables, et dans ce milieu, des objets
mobiles dont les déplacements soient assez lents et les cha-
leurs spécifiques assez faibles pour qu’ils se mettent immé-
diatement en équilibre de température avec le milien. Si ces
objets ont le méme coefficient de dilatation, la longueur de
I'un quelconque d’entre eux peut définir la température.
Admettons que R désignant le rayon de la sphére, et 5 la
distance d’un point du milieu au centre, Ja température
absolue et I'indice de réfraction soient mesurés respective-

. 1 . . .
ment en ce point par R2— o? et R oo 9 des &tres intelli-

gents habitent un semblable wonde, ils croiront nécessaire-
ment : 1° que les dimensions des objets mobiles n’ont pas
changé puisqu’elles ont varié dans le méme rapport; 2° que
la sphére S a un rayon infini, car, plus ces objels s’appro-
cheront de la périphérie, plus leurs mouvements seront lents
par suite du refroidissement qu'ils éprouvent; 3° que les cir-
conférences orthogonales a la sphérc S sont des droites,
puisque ce sont les trajectoires des rayons lumineux, et d’ail-
leurs les ohjets situés hors de Ia sphére 5 demeurent invi-
sibles : 4° que dans un triangle rectiligne la somme des
angles est moindre que deux droits, puisque c'est la méme
une propriété des triangles curvilignes formés par trois
cercles orthogonaux a S. En conséquence, ces étres ne pour—
ront adopler que la Géométrie de Lobatschewsky ('),

Mais la réalité des faits concorde aussi bien avec un sys-
téme physique riemannien ou lobatschewskien de paramétre
trés grand qu’avec le systéme euclidien. Nous avons démontré
dans le paragraphe 27 que ce dernier pouvait étre regardé
comme un cas limite des deux autres, et d’ailleurs les for-
mules (7) et (8) du paragraphe 23 reviennent 4 une formule
unique équivalente au fond & la relation 111 du paragraphe 13,

pourvu qu'on suppose alternativement A ézal a 1 ou a /1,

(') Lire . HILBERT : Fondements de la Géomeéirie, paragraphe 10,
et un extrait de lettre de cet auteur & M. KrLeiN dans U'Ens. math.,
1901, p. 194 et suiv. Consulter aussi M. F. PIETZKER : La forme de
Uespace, 18q1, et Considérations sur la forme de l'espace (Ens.
matl., 1902 ). .
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c'est-a-dire ¢ égal a 1 ou & — 1. Ces faits analytiques font
ressortir avec la plus heureuse simplicité le caraclére philo-
sophique de la Métagéométrie, et expliquent l'absolu et iné-
vitable insuccés de tous les efforts tentés ou a tenter pour
prouver théoriquement la vérité du postulat 5. L’expérience
seule devrait lever les doutes, mais 4 la condition absolue
que ses opérations eussent la précision théorique; donc, a
supposer que notre univers fit exactement euclidien, il nous
serait impossible, vu Pimperfection relative de nos procédés
de mesure, de le démontrer expérimentalement. Au contraire,
nous allons voir que, si nos déterminatious de droites, de lon-
gueurs, d’angles finissaient par s'effectuer avec une exacti-
tude suffisante, peul-élre un jour aurions-nous le moyen de
savoir si noltre moude physique est riemannien ou lobat-
schewskien, en calculant le signe de son paramétre, et méme,
dans le cas o1 ce paramétre serail assez petit, sa grandeur
approchée.

3%. Mesures relatives au paramétre. — Supposons que l'on
soit parvenu a dessiner trés exactement sur une planchette
d’ingénieur aussi bien nivelée que possible un quadrilatére
trirectangle ABCD dont les cotés BC et CD, adjacents aux
angles droits B, C, D aient 1™ de longueur. Ceci constitue
déji une opération graphique trés délicate 4 exécuter malgré
sa simplicité théorique. L’angle A, mesuré au cercle répéti-
teur, a été trouvé égal 4 go° avec une incertitude en plus ou
en moins comprise entre 5 el 15 de seconde (*).

Si le paramétre fini U de L'espace non euclidien est exprim¢
en meétres, les équations

L1 1
szﬁ =-— ¢cos A, sh? T cos A

établissent la dépendance analytique qui duit exister entre ce
paramétre et 'angle A. Or, il suffit que le paramétre dépasse
seulement 3000™ pour que la valeur calculée de A dificre de

go° de moins de | !5 de seconde. Ainsi, les conditions phy-

(') A dessein, nous exagérons ici d'une facon notable les limites de
l'upproximation qui est dans nos moyens actuels; nolre raisonnement
n'en a que plus de force.

Scientia, n° 15. G.
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siques dans lesquelles notre univers est construit nous per-
mettent d’affirmer que son paramétre est, sinon infini, du
moins considérable, et, jusqu'd ce Jour du moins, nos mesures
directes comportent, malgré le soin que nous pouvons y
apporter, une somme d’erreurs hien supérieure a I'écart que
produirait, dans les mémes cas, le passage d'un systéme de
Géométrie a l'aatre. Par exemple, dans sa Pangéométrie,
Lobatschewsky base sur la connaissance de la parallaxe d’une
étoile un calcul astronomique destiné 4 lui donner une limite
inférieure de ce paramétre. Dans le triangle rectangle ABC,
ou A représente I'étoile, et BQ le grand axe de 'orbite ter-
restre, 'angle de parallellsme correspondant a BC est plus
grand que le complément de I'angle aign A égal 4 la paral-
laxe, donc (§ 24, 1°)

C
cosII(BC)=th % < sinA,

BC o A
T < L tang <4:) + :).

En appliquant cette méthode a ’étoile polaire dont la pa-
rallaxe vaut a peu prés o”,1, on trouve que le paramétre U
dépasse 200000 fois le diamétre de I'orbite. 1l faut en con-
clure gu'en fait, dans la partie de 'univers que nous pouvons
directement aborder, la Géométrie est aussi bien non eucli-
dienne qu'euclidienne; mais, comme pratiqguement les résul-
tats ne différent pas,il y a avantage a lui conserver le second
caractére ait les considératjons tant synthétiques qu’ana-
lytiques sont plus simples.

Pour étre fixé immédiatement sur le choix a faire, 1l fau-
drait, par exemple, que trois observatcurs situés sur trois
planétes différentes pussenl se viser réciproquement i un
instant donné, et connaitre les angles de déviation de leurs
lunettes. Mais, sans attendre cet événement chimérique, il
n’est pas interdit d’espérer, grace aux progrés rapides de la
Mécanique moderne, que les appareils d’observation soient
en mesure d’acquérir par la suite une beaucoup plus grande
perfection. Si ceci se réalise, I'on pourra utiliser une donnée
géométrique trés simple mise en évidence dans le cours du
paragraphe 27,

ou
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Nous y avons vu effectivement que la projection d'un seg-
ment de droite sur un axe peut &tre supérieure, égale ou
inférieure au produit du segment par le cosinus de son incli-
naison, Par conséquent, sous une inclinaison de 60°, la pro-
jection est supérieure, égale ou inférieure a la moitié du
segment. Tragons six rayons indéfinis a 60°les unsdes autres,
el portons-y successivemenl les Jongueurs OA,, OA,, OA,,
..., OA, dont chacune est la projection de la suivante. Sui-
vant que la Géométrie est riemannienne, euclidienne ou
lobatschewskienne, on a

<

OA,L;— 27. OA,.

Donc, si par suite d’opérations répétées on finissait par
trouver entre OA, et 27OA, une différence de sens constant, -
¢t plus considérable que la limite supérieure des erreurs
imputables aux appareils, le doute serait levé : I'univers ne
serait pas euclidien, et le sens de la différence ferait savoir
de quelle maniére.

Or, a I'époque que nous souhaitons, les mécaniciens ne
seraient peut-étre pas embarrassés pour construire une cir-
conférence de trés grand rayon. Concevons un arc  de cette
ligne, correspondant 4 quelques secondes, el en tous cas assez
faible pour pouvoir étre assimilé a une portion de la tangente
en 'une de ses extrémités A, puis, sur le prolongement AX
du rayon OA, prenons les points B et B tels que AB =/, et

AB = ; {. Si nous mesurions les angles a —= ABT, o' — AB’T'

que font avec OX les tangentes BT et BT menées des points
I3 et B’ a la circonférence, deux équations du second degré,

(sin?z2'—sin?a)x?+ 2sin?a'x + sin?a’ — 3 = o,

2= (1+ sin?z)u?— 22,

détermineraient en fonction de a et de o' la mesure trigono-

L. R
métrique ¥ de I'arc [, et par x la mesure naturelle r = T du
rayon de la circonférence, qui a son cosinus circulaire ou

xr—1

hyperbolique égal a La longueur AB étant, par

exemple, de n métres, les expressions de U et de R en métres
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. . ’ . . n nr
seraient alors respeclivement égales soit & ——— el ——
ysinr 7 ysior
dans le cas d’un univers riemannien, soit au contraire a

7 . .
dans le cas d’un univers lobatschewshien.

By n
yshe 77 yshe

Le résumé et la conclusion de notre Travail doivent étre
un hommage rendu premi¢rement au génie d'Euclide, qui a
su choisir avec une si admirable sagacité les postulats fonda-
mentaux de sa Géométrie, deuxiémement aux recherches
patientes de Lobatschewsky, Bolyai, Riemann et leurs dis-
ciples, recherches qui, en dévoilant la vraie nature de ces
mémes postulats, ont permis de créer a coté du systéme usuel
deux autres systémes également admissibles au point de vue
de la rigucur logique, d’asseoir sur des bases inébranlables
Pédifice de la Géométrie générale, et par conséquent enfin de
consolider définitivement I'ccuvre méme du géomeétre grec.
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NOTE.

SUR DEUX QUADRILATERES BIRECTANGLES ET ISOSCELES
DE LA REGION NORMALE.

TreorkMe 1. — Si deux birectansgles isoscéles ont mémes
bases et des hauteurs différentes, les angles awr sommets
sont ensemble droits, aigus ou obtus.

Considérons les birectanglesahBA et abB'A’ dela fignre 13,
tirons la médiatrice commune ¢C'C de ab, A’B’ et AR, puis
tracons A, B, perpendiculaire a ¢C en son milieu C,; le repli
dela figure suivant A, B; améne A en l'un des poinls a4, z ou 3,

Fig. 15. Fig. 16.
A < B
A[‘ C D
A ol B v c” [
A" S
T ]
4+ e [ @ [ &

selon que I'angle @A, C, est droit, aigu ou obtus, et récipro-
quement. Cetangle est donc de m&me nature que 'angle aAC,

.o - ’ . T
et la proposition est prouvée lorsque ¢’ égale ;cC, c’est-

T o . 1 R

a-dire plus généralement lorsque ¢C’ égale — ¢C. En méme
2

temps, AC est égale, supérieare ou inférieure a ac et réci-

proquement.
Admettons maintenant que la proposition soit vraie quand

¢ égale ;’}L ¢C, p désignant I'un quelconque des entiers in-

féricurs on au plus égaux i n <{ 2", Prenons dans Ja figure 16
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m —+1

m . .
cc’= —¢Cetcc”"= cC; l'angle aa’c” est droit, aigu
2

ou obtus en méme temps que A par hypothése, done le repli
du quadrilatére @” " 5" a"” autour de @”b" améne respective-
ment dans les mémes cas le point &” a coincider avec les
points @', 3 ou v; par conséquent, a”¢” est égale, supérieure
ou inférieure a a'c’ et a ac, c’est-a-dire que l'angle aa”c”
est, cn méme temps que A, droit, aigu ou obtus. Alors la

. . . m —+1
proposition subsiste quand ¢(¥ égale —— ¢, ou quand ¢/

2IL
L P . . .
égale E;CC, p étant un des entiers quelconques moindres

que 27. Elle est donc vraie également lorsque I'on a

(X +1
P - <P

n croissant indéfiniment, et par suite elle est générale.

Trtorkye 1. — 8¢ deux birectangles isoscéles ont mémes
hauteurs et des bases différentes, les angles aux sommets
sont ensemble droits, aigus ou oblus,

Considérons Jes deux birectangles adBA et ab'B’A accolés
suivanl aA dans la figure 17, ainsi que la médiatrice ¢C de
ab et AB. L’extrémité d’une longueur égale 4 aA et portée

Fig. 1.
C,
B A i)
N C
IC
- a 5

sur ¢C tombe en G, C; ou C,, suivant que I'anglte 2AB est
droit, aigu ou obtus; donc en méme temps on a respective-
meunt les relations

aAG = cCA =1 droit,
aACy= cCy A < 1 droit,
alAC;= c(Cy A > 1 droit.
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. . . 1
Cecl posé, admettons d’abord que ad’ égale ac ou —ab; la
2
proposition est prouvée par ce qui précéde, elle l'est donc
. , ab ., .
aussi quand ab’ égale —. Pour passer au cas général, ima-
271.

ginons que sur chacune des divisions de ab en 27 parties
égales nous ayons construit un birectangle de hauteur ¢gale
4 aA; leurs sommets successifs forment une ligne brisée régu-
liére AA Ay . A,...A,, 4B qui est droite, convexe versab,
ou convexe vers I'opposé de ab, selon que I'angle aAB est
droit, aigu ou obtus.

Lorsque ab’ égale 5ab, l'angle aAB’ égale 'angle aAA,,

et comme ce dernier est toujours compris entre les angles de
méme nature aAA, et aAB, & moins qu’il ne coincide avec
eux, il est encore, ainsi que aAB, droit, aigu ou obtus. Enfin,
lorsque 'on a
ab’ =+

2o _pry

an ab 2%
n croissant indéfiniment, il en est encore de méme, et le
théoréme est toujours vrai.

Takorene I, — Les angles aux sommets de deux birec-
tangles isoscéles sont ensemble droits, aigus ou obtus.

Clar, d’aprés les deux théorémes précédents, ces angles
sont de méme nature que 1'angle au sommet du birectangle
1soscéle qui a sa base égale a celle du premier birectangle
donné, et sa hauteur égale a celle du second.

Tatorkme IV. — 8¢ dans un birectangle isoscéle Uangle
au sommet est droit, aigu bl obtus, dans tout triangle la
somme angulaire est €yale, inférieure ou supéricure o
deux droits.

En effet, soit « I'angle au sommet du hirectangle isoscéle
douné. La somme augulaire 2% d’un triangle quelconque
ABG est égule, d’aprés la proposition 11 de la page 60 a
laquelle. nous prions le lecteur de vouloir bien se reporter,
au double de Vangle A’BE du quadrilatére birectangle 1so-
scéle BECF construit sur la figure 6. Mais, en vertu du théo-
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réme I[II de notre Note, I'angle A’BE est, en méme temps
que 2, droit, aigu ou nwtus suivant hypothése; done 22 est
aussi, selon I'hypothése. égale, inférieure ou supérieure a
deux droits.

Cororratres. — 1° Si1 dans un seul triangle la somme angu-
laire surpasse deux droits, elle la surpasse aussi dans tous
les criangles, et ceci doit entrainer le rejet du postulal 6
(voir p. 26), c’est-a-dire le premier théoréme de Legendre.

2° Si dans un seul triangle la somme angulaire est égale,
inférieure ou supérieure a deux droits, il en est de méme
dans tous les triangles, ce qui prouve le second théoréme de
Legendre généralisé.

Méthode de M. Bonola. — Pour démontrer la proposition
sans l'aide du postulat d’Archiméde et du principe de conti-
nuité, voici le moyen employé par l'auteur, Considérons le
quadrilatére birectangle et isoscéle aABb; prenons un point
C de AB, un point D de son prolongement, et abaissons Ce
et Dd perpendiculaires sur ab ( fig. 18).

1° Si ¢C=aA, ou dD =aA, aAB =1 droit,

si ¢C<CaA, ou dD > ad, aAB <1 drott,
st eC2>al, ou dD < aA, aAB>1droit.

Fig. 18,

.
i
1
d a < 5

Prenons en effet ¢C, et D, égaux a aA; dans la premiére
hypothése Gy et D, coincident avee G et D; dong,

aAC 4+ bBC = ¢CA + cCB = 2 droits,
par suite, aAB est droit; ou

‘aAD = aAB,

.

ce qui conduit au méme résultat.
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Dans la seconde hypothése, C, est sur le prolongement de
¢C, tandis que Dy est sur dD. Tirons C;A,C B, DA et D,B.
La somme des angles ¢CA et ¢cCB, ou deux droits, est plus
grande que ]a somme des angles ¢C, A et ¢C, B, ¢'est-a-dive
que la somme des angles aAC, et 6BC,; a fortiori est-elle
plus grande que 22AB, donc ¢AB est aigu.

L’angle DAD, est plus grand que I'angle DBD,, et I'angle
aAD, égal 3 dD,; A est plus grand que V'angle bBD, égal &
dD,B; donc on a

aAD — DAD; > aAB — DBD,,
ou
2droits — 2aAB > DAD; — DBDy;

par suite, a fortiori, aAB est encore un angle aigu.

Enfin, dans la troisi¢éme hypothése, C; est sur cC, tandis
que Dy est sur dD prolongé; en raisonnant d'une facon ana-
logue, on arrive toujours a la conclusion que I'angle 2AB est
obtus.

2° Les réciproques des propositions 1° sont vraies. — On
les démontre aisément par la réduction a 'absurde.

Revenons maintenant aux théorémes I, 11 et IIl de la mé-
thode précédente.

Si dans la figure 15 I'angle a AC est droit, aigu ou obtus,
¢C/ étant moindre que ¢C, A'C' est égale, inférieure ou supé-
vieure 4 AG; donc l'angle aA’C/ est aussi droit, aigu ou
obtus (Théoréme I).

Si dans la figure 17 on suppouse que ac égale ab’, fraclion
quelconque de ab, l'extrémité d'unc Jonguecur égale a aA
portée sur la perpendiculaire en ¢ tombe encore en C, G,
ou G, suivant que I'angle aAB est droit, aigu ou obtus; donc
I’angle ¢CA est, dans les mémes conditions, droit, aigu ou
obtus. Quand il est droit, il en esL de méme de I'angle aAB’
son égal; quand il est aigu, il en est de méme a fortiori de
Pangle ¢ C3 A et par suite de I'angle aADB’; enfin, quand il est
obtus, il en est de méme a fortiori de I'angle ¢C, A ou de
aAB’ (Théoréme II).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PARIS. — IMPRIMERIE GAUTHIER-VILLARS,

39556 Quai des Grands-Augustins, 53.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



	Page de titre

	Table des matières

	1er chapitre : considérations générales et historiques

	2em chapitre : les définitions et postulats d'aprés euclide
	3em chapitre : la distance comme notion fondamentale

	4em chapitre : la géométrie générale dans le plan et dans l'espace

	5em chapitre : la trigonométrie
	6em chapitre : mesure des aires et volumes

	7em chapitre : les contradicteurs de la géométrie non euclidienne

	8em chapitre : la géométrie physique

	Note




