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U GÉOMÉTRIE NON EUCLIDIENNE. 

« L a d é c o u v e r l e île la Géométr ie 
n o n e u c l i d i e n n e , vers iK3o, élail 
inév i tab le . » IIAI.STED. 

C H A P I T R E P R E M I E R . 

C 0 > S 1 D E B A T I 0 > S G K N E R A L K S E T H I S T O R I Q U E S . 

1. Euclide ( ' ) . — A l ' i m m o r t e l E u c l i d e r e v i e n t l a g l o i r e 

d ' a v o i r d é f i n i t i v e m e n t , f i x é , d a n s u n L i v r e q u i f a i t e n c o r e 

a u t o r i t é d a n s l ' e n s e i g n e m e n t e t q u e l ' o n n e s a u r a i t t r o p é t u ­

d i e r e l a p p r o f o n d i r , l e s p r i n c i p e s d e l a G é o m é t r i e u s u e l l e . 

D ' a p r è s H é r o d o t e e t A r i s t o t e , c ' e s t e n E g y p t e , s u r l e s b o r d s 

d u N i l , q u e c e t t e S c i e n c e p r i t n a i s s a n c e , a u t e m p s d e S é s o s -

t r i s ( 2 ) . D ' E g y p t e , e l l e p a s s a e n G r è c e , g r â c e à Thaïes, 
P y t h a g o r e , P l a t o n e t l e u r s d i s c i p l e s ( 3 ) ; m a i s c ' e s t e n c o r e 

e n E g y p t e , à A l e x a n d r i e , q u e n o u s l a r e t r o u v o n s m a g n i f i ­

q u e m e n t e n s e i g n é e p a r E u c l i d e a u s e i n d e l a c é l è b r e E c o l e 

( 1 ) G é o m è t r e g r e c , v e r s .H20 a v a n t n u t r e è re . 
( 3 ) « Q u a n d u n e i n o n d a t i o n du ISi] e n l e v a i t à q u e l q u ' u n u n e p a r t i e 

d e s o n l o t , i l a l l a i t e x p o s e r à S c s o s t r i s la p e r t e qu' i l a v a i t s u b i e , e t l e 
r o i m a n d a i t d e s g é o m è t r e s c h a r g é s d e m e s u r e r l ' é t e n d u e d u d o m m a g e ; 
d e c e t t e f a ç o n , la r e d e v a n c e c o n v e n u e n ' é t a i t p a y é e q u e p o u r le t e r r a i n 
r e s t a n t . » ( H É R O D O T E , L i v r e I I , § 109.) 

( 3 ) O n sa i t q u e la t r a d i t i o n a t t r i b u e à T h a ï e s la v a l e u r é g a l e à d e u x 
d r o i t s d e la s o m m e d e s a n g l e s d ' u n t r i a n g l e , et la p r o p o r t i o n n a l i t é d e s 
c ô t é s h o m o l o g u e s d a n s d e u x t r i a n g l e s o ù l e s ' a n g l e s h o m o l o g u e s sont 
r e s p e c t i v e m e n t . é g a u x . ~ 
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fondée p a r le g é o m è t r e grec d a n s ce t t e vi l le B O U S la p r o ­
tec t ion de P t o l é m é e , Eco le q u i devai t nous d o n n e r auss i 
A r c h i m è d e et A p o l l o n i u s . 

C 'es t donc l ' expé r i ence qu i a fourni aux géomèt res anciens 
un ce r ta in n o m b r e de no t ions p r i m i t i v e s , d ' ax iomes , ou d e 
p o s t u l a t s f o n d a m e n t a u x mis p a r e u x à la base de la Sc ience 
p o u r en d i r i ge r e t a s s u r e r les d é d u c t i o n s ; p e u t - ê t r e les p r é ­
déces seu r s d ' E u c l i d e en a d m e t t a i e n t - i l s un n o m b r e s u r a b o n ­
dan t , MAIS, dès l ' époque d ' E u c l i d e , ce n o m b r e est r a m e n é au 
s t r i c t m i n i m u m néces sa i r e , et tous les au t r e s non compr i s 
dans ce t t e l is te p o u v a n t se d é m o n t r e r , son t mis au r ang de 
t h é o r è m e s . 

Les Eléments de Géométrie d 'Euc l ide on t j o u i p e n d a n t 
t ou t le moyen âge e t j o u i s s e n t encore d 'une cé léb r i t é q u ' a u ­
cun O u v r a g e de Sc ience n'a pu a t t e i n d r e ; ce t t e cé l éb r i t é es t 
d u e à l eu r per fec t ion l o g i q u e , perfect ion q u e nous m e t t r o n s 
en rel ief au c o u r s de n o t r e é t u d e , à l ' a d m i r a b l e e n c h a î n e m e n t 
des p ropos i t i ons , e t à la r i g u e u r des d é m o n s t r a t i o n s . « 11 mi t 
dans son L i v r e , d i t Montuc la , cet e n c h a î n e m e n t si a d m i r é p a r 
les a m a t e u r s de la r i g u e u r g é o m é t r i q u e . . . En vain , a j o u t e -
t- i l , d ive r s g é o m è t r e s , à qui cet a r r a n g e m e n t a d é p l u v on t 
tâché de le r é f o r m e r . Leu r s efforts i m p u i s s a n t s on t fait vo i r 
c o m b i e n il é t a i t difficile de s u b s t i t u e r à la cha îne formée p a r 
le g é o m è t r e grec u n e a u t r e auss i f e rme et auss i so l ide . » 

2. Premières idées touchan t la Géométrie non eucl idienne. 
— Ce t t e opin ion de l 'h i s to r ien des M a t h é m a t i q u e s c o n ­
serve t ou t e sa va l eu r d e v a n t les r e c h e r c h e s q u e les géo­
m è t r e s on t e n t r e p r i s e s d e p u i s un siècle env i ron à l'effet d e 
s o u m e t t r e les p r i n c i p e s f o n d a m e n t a u x de la Science à un 
examen ra i sonné et a p p r o f o n d i . Les p o s t u l a t s d ' E u c l i d e sont 
a b s o l u m e n t r i g o u r e u x , et , en p r a t i q u e , no t r e expé r i ence ne 
p e u t , j u s q u ' i c i d u ino ins , c o n t r e d i r e a u c u n e de l e u r s c o n s é ­
q u e n c e s , t e l l e m e n t ils sont b ien chois i s , c o m m e nous le v e r ­
rons , p o u r l 'obje t du g é o m è t r e g r e c . Mais l ' idée deva i t f a ta ­
l emen t n a î t r e un j o u r , chez u n e sp r i t c r i t i q u e et o r ig ina l , de 
se d e m a n d e r ce q u i a r r i v e r a i t si tel d ' en t r e eux n ' é t a i t pas 
v ra i ou é ta i t r e m p l a c é p a r un pos tu l a t p lus géné ra l . C 'es t 
ce t te idée m ê m e q u i , aux env i rons de i 8 i 3 , avai t c o n d u i t 
p l u s i e u r s géomè t r e s à concevoi r p r e s q u e s i m u l t a n é m e n t u n e 
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PREMIERES IDÉES TOUCHANT LA GÉOMÉTRIE MOPî EUCLIDIENNE. 7 : 

GÉOMÉTRIE NOMMÉE PAR EUX TANTÔT anti-euclidienne, TANTÔT 
astrale, TANTÔT ENFIN non euclidienne, C'EST-À-DIRE UNE GÉO­
MÉTRIE DE LAQUELLE LA CÉLÈBRE PROPOSITION CONNUE ORDINAI­
REMENT SOUS LE NOM DE Postulatum d'Euclide SE TROUVE 
ÉCARTÉE. QUELQUES COURTES NOTIONS HISTORIQUES SONT ICI NÉCES­
SAIRES AU LECTEUR POUR COMPRENDRE L'ÉVOLUTION QUI DEVAIT PRÉ­
SIDER À LA CRÉATION DE LA NOUVELLE GÉOMÉTRIE QUAND ON 
ABORDE LA THÉORIE DES PARALLÈLES PAR QUELQUE CÔTÉ QUE CE SOIT, 
EXISTENCE DE LA PARALLÈLE UNIQUE, POSITION RELATIVE DE DEUX 
DROITES QUI FORMENT CERTAINS ANGLES AVEC UNE AUTRE, SOMME 
DES ANGLES D'UN TRIANGLE, DROITES EQUIDISTANTES, ETC., ON VIENT 
SE HEURTER À UNE PROPOSITION QUI NE PEUT SE DÉDUIRE DES PRÉ­
CÉDENTES ET QUE L'ON EST OBLIGÉ D'ADMETTRE SANS DÉMONSTRATION. 
AINSI, DANS SES Eléments, EUCLIDE DEMANDE QU'ON LUI ACCORDE 
QUE : si deux droites situées dans un même plan font avec 
une sécante, et d'un même côté de celle-ci, des angles inté­
rieurs dont la somme est moindre que deux droits, ces 
droites prolongées suffisamment se rencontrent de ce côté, 
EUCLIDE A DONC TRÈS BIEN VU LES DIFFICULTÉS CACHÉES QUI EXISTENT 
DANS LA THÉORIE DES PARALLÈLES ; LE TEXTE DE SON POSTULAT, LA 
PLACE MÊME QU'IL LUI DONNE PROUVENT SURABONDAMMENT COM­
BIEN IL AVAIT RÉFLÉCHI SUR LES ORIGINES DE LA GÉOMÉTRIE. 11 N'EST 
PAS IMPOSSIBLE QUE LE GÉOMÈTRE GREC AIT EXAMINÉ UN INSTANT 
L'HYPOTHÈSE CONTRAIRE, DANS LAQUELLE LES DEUX DROITES PRÉCÉ­
DEMMENT ÉNONCÉES NE SE RENCONTRENT PAS NÉCESSAIREMENT, ET 
QU'IL NE L'AIT REJETÉE QU'À BON ESCIENT, À CAUSE DE SA COMPLI­
CATION APPARENTE; QUOI QU'IL EU SOIT, SON POSTULAT N'A D'AUTRE 
VALEUR À SES VEUX QU'UNE HYPOTHÈSE ; SANS CELA, NOUS N'EN POU­
VONS DOUTER, IL EÛT FORMULÉ SA PROPOSITION DANS D'AUTRES 
TERMES ET ESSAYÉ TOUT AU MOINS DE LA DÉMONTRER. 

POURTANT, DEPUIS EUCLIDE JUSQU'À LEGENDRE, C'EST-À-DIRE 
PENDANT PLUS DE DEUX MILLE ANS, LES GÉOMÈTRES EN ONT M É ­
CONNU LA VRAIE NATURE ET, SUPPOSANT À TORT QU'ELLE EST CONTENUE 
DANS LA NOTION CLASSIQUE DE LA LIGNE DROITE, ONT FAIT DE VAINS 
EFFORTS POUR LA DÉDUIRE DES PROPOSITIONS ANTÉRIEURES ET SUP-

( ' ) P o u r des r e n s e i g n e m e n t s d é t a i l l é s , c o n s u l t e r : E N G E L e t S T À C K E L , 

Théorie der Pa.ralletin.ien von Ku.klid bis auf Gauss ( L e i p z i g , 

T c u b n e r , i 8 g 5 ) , et R. B O N O L A , La Geometria non euclidea ( B o l o g n a , ' 

iyof i ) . 
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p r i m e r ce t t e p r é t e n d u e solut ion de con t i nu i t é q u i , au d i re 
d e d ' A l e m b e r t , fait le scandale de la Géométrie ('). 

Nous t r o u v o n s dans P r o c l u s ( ! ) , le p r e m i e r c o m m e n t a t e u r 
d 'Euc l i de , des r ense ignemen t s qu i nous p r o u v e n t q u e le P o s -
t u l a t u m é ta i t déjà un objet de d iscuss ion et de r e c h e r c h e s 
chez les g é o m è t r e s grecs des Écoles d ' A l e x a n d r i e et d ' A t h è n e s . 
P r o c l u s r a p p o r t e des essais de d é m o n s t r a t i o n a t t r i b u é s à 
P o s i d o n i u s , G e m i n u s , T o l o m e u s ; l u i - m ê m e en a joute un qu i 
n ' es t pas p lus h e u r e u x . Les mêmes p r é o c c u p a t i o n s se font 
j o u r p lus l a r d chez les Arabes AI-Nar iz i , N a s i r - E d d i n , chez 
les savants de la l l ena issance C o m m a n d i n , Clav ius , G i o r d a n o 
Vi ta le , e t c . , q u i , sous l ' impuls ion du C o m m e n t a i r e de P r o ­
clus , r e c o m m e n c e n t à s 'occuper de la ques t ion des para l lè les . 
La p l u p a r t d ' a i l l eu r s p r e n n e n t p o u r fondemen t le concep t 
d ' équ id i s t ance , soit en a d m e t t a n t l ' ex is tence de d ro i t e s cop la -
na i res equ id i s t an t e s , soi t en supposan t q u e deux d ro i t e s non 
e q u i d i s t a n t e s s ' éca r ten t d 'un côté p o u r se r a p p r o c h e r de 
l ' a u t r e , afin de p r o u v e r q u e la l igne e q u i d i s t a n t e d ' u n e d ro i t e 
est une d r o i t e . W a l l i s ( 3 ) , a b a n d o n n a n t les voies i n u t i l e m e n t 
suivies pa r ses devanc ie r s , c h e r c h e à r é s o u d r e la ques t ion 
d ' une a u t r e m a n i è r e en a d m e t t a n t l ' ex i s tence de f igures sem­
b lab le s . 

S a c c h e r i L a m b e r t ( 5 ) , T a u r i n u s ( 6 ) sont les p r e m i e r s 
q u i , t ou t en d e m e u r a n t conva incus q u e le cé l èb re p o s t u l a t 
est v ra i , et en t e n t a n t de le d é m o n t r e r pa r des m o y e n s q u e l ­
quefois spéc ieux , on t la cu r io s i t é de r e c h e r c h e r ce qu i 
adv ien t quand on le me t de cô té . Ains i ils o b t i e n n e n t c e r -

( ' ) N ' a - t - o n p a s f o r m u l é g r a v e m e n t d e n o s j o u r s c e t t e o p i n i o n v r a i ­
m e n t e x t r a o r d i n a i r e « q u e la m o r a l e e l l e - m ê m e es t i n t é r e s s é e à la d é ­
m o n s t r a t i o n du P o s t u l a t u m d ' E u c l i d e » ? L i r e à c e s u j e t le c u r i e u x 
a r t i c l e d e J . A X D H A D E : Euclidien et non euclidien (Ens. Math., 1900) . 

... Ou ne s'attendait guère 
A voir la mitrale en «elle affaire. 

( 2 ) P R O C L U S , p h i l o s o p h e n é o - p l a t o n i c i e n , 4 1 a-485. 
( 3 ) W A L L I S , m a t h é m a t i c i e n a n g l a i s , 1 6 1 6 - 1 7 0 3 . 

( < ) G E R O L A M O S A C C H E R I , S. I., 1 6 6 7 - 1 7 3 3 . 

( ' ) L A M B E R T , 1 7 2 8 - 1 7 7 7 , né à M u l h o u s e , m e m b r e de l ' A c a d é m i e des 

S c i e n c e s d e B e r l i n e n 1-^63. 

( 6 ) T A U R I N U S , 1794-1874. S o n o n c l e , l e j u r i s c o n s u l t e S C H " W E I K A R T , 

d o n t les i d é e s i n f l u è r e n t s a n s d o u t e s u r l e s s i e n n e s , a v a i t é t é en c o r ­

r e s p o n d a n c e a v e c G A U S S . 
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PRBMIÉRES IDÉES TOUCHANT LA GÉOMÉTRIE NON EUCLIDIENNE. g 

ta ines p ropos i t i ons ca rac t é r i s t i ques de la G é o m é t r i e géné­
ra le , p r o u v e n t p a r exemple q u e deux dro i tes p e u v e n t ê t re 
sécantes , para l lè les ou n o n - s é c a n t e s , e t que , dans ce de rn i e r 
cas, elles on t une p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e à pa r t i r de 
laque l le elles d i v e r g e n t ( S a c c h e r i ) , ou encore q u e l 'a i re d 'un 
t r i ang le est p ropo r t i onne l l e à la différence e n t r e la s o m m e 
de ses angles e t deux dro i t s ( L a m b e r t ) . Eu m ê m e t emps , 
L a m b e r t et T a u r i n u s , f rappés de l 'analogie qu i exis te en t r e 
les d ro i t e s t r acées sur un plan e t les g rands cercles t racés 
sur une sphè re , en t revo ien t p o u r q u o i une Géomé t r i e basée 
sur le re je t du pos tu l a t eucl idien ne do i t a priori condu i r e à 
a u c u n e con t r ad i c t i on log ique . 

P a r e x e m p l e , T a u r i n u s , t o u t en é c a r t a n t l ' hypo thèse d i te 
de Vangle aigu pa rce qu ' i l en résu l t e ra i t à ses yeux une 
concept ion de l 'espace suscep t ib le d 'une infinité de d é t e r m i ­
na t ions , cons t ru i t un sys tème ana ly t i que a d é q u a t à ce t te 
h y p o t h è s e , sys tème qu ' i l n o m m e Géométrie logarithmico-
sphérique, en s u b s t i t u a n t dans la formule de la T r i g o n o m é t r i e 
s p h é r i q u e le rayon imag ina i r e r \f—i au rayon rée l r de la 
s p h è r e . 

Les insuccès géné raux vont c o m m e n c e r à évei l ler chez les 
g é o m è t r e s , et sous une forme suff isamment p réc i se , ce t te 
idée nouvel le q u e le pos tu l a t euc l id ien doi t ê t r e i n d é m o n ­
t r ab le , e t qu ' i l faut l ' a d m e t t r e sans d é m o n s t r a t i o n ou a d m e t t r e 
q u e l q u e pos tu l a t équ iva len t . Dès 1792, la ques t ion des pa ra l ­
lèles é ta i t l 'obje t des r e c h e r c h e s de Gauss ( ' ) , et lo rsque 
q u e l q u e s années p lus t a r d il r é fu ta i t une t e n t a t i v e faite par 
W o l f g a n g Bolyai ( 2 ) (Theoria Parallelarum, 180/4) p o u r 
p r o u v e r l ' ex i s tence de d ro i t e s e q u i d i s t a n t e s , Gauss n 'avai t 
pas encore , s emble - t - i l , a b a n d o n n é p o u r son p r o p r e compte 
l ' espoir d e va incre la c h i m è r e . Mais la co r r e spondance du 
g rand savan t avec W a c h t e r , S c h w e i k a r t , S c h u m a c h e r (1816-
i 8 3 i ) , q u e l q u e s Not ices des Gelehrte Anzeigen de G œ t t i n g u e 
et que lques f r agmen t s épa r s dans ses pap ie r s ne laissent 

( ' ) G A U S S , 1 7 7 7 - 1 8 5 5 , professa l'Astronomie à Gœttingue. 
( 2 ) W O L F G A N G B O L Y A I F A R K A S , 1 7 7 3 - 1 8 5 6 , fut un professeur de 

Mathématiques de grand mérite. Voir la curieuse Notice que lui a 
consacrée A D O L F D U X , La tombe du savant (Pester Lloyd du 4 fév. 
1880) , Notice reproduite dans les Mémoires de la-Société des Sciences 

phys. et nat. de Bordeaux, t. V. 
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( ' ) N . - I . L O B A T S C H E W S K Y , né à N i j n i - N o v g o r o d e n 1 7 9 3 , m o r t à 
K a z a n e n 18Ô6. 

( 2 ) J E A N B O L Y A I , s a v a n t h o n g r o i s , 1802-1860, fils d e W O L F U A N G B O L Y A I . 

( 3 ) T r a d u c t i o n f r a n ç a i s e par F . M A I . I . I E U X . B r u x e l l e s , H a y e z , 1901 . 
( • ) T r a d u c t i o n f r a n ç a i s e p a r S. H O U E L (Mémoires de Bordeaux, 

1 8 6 6 ) r é i m p r i m é e p a r H e r m a n n . P a r i s , 1890. 
( b ) R é i m p r i m é e n 1902 par l ' A c a d é m i e d e s S c i e n c e s h o n g r o i s e , t r a ­

d u i t en i t a l i e n par G . B A T T A G L I N I (Giornale di Matematiche, 1868 ) , 
e a a n g l a i s p a r G . B R U C E H A L S T E D (Austin, 1896'). 

a u c u n d o u t e sur ce fait : q u ' a p r è s i 8 i 3 il avai t r é s o l u m e n t 
c o u p é c o u r t à t ou t e hés i t a t ion et conçu un p r o j e t d ' expos i ­
t i on de la G é o m é t r i e non euc l id i enne , t o u t en d e m a n d a n t à 
ses amis , p a r exemple à T a u r i n u s en 182^ , le s i lence sur ses 
c o m m u n i c a t i o n s dans la c r a i n t e qu 'e l les ne fussent pas c o m ­
p r i s e s . Réserve a d m i r a b l e et r e g r e t t a b l e t o u t à la foisl 

3 . Les fondateurs de la Géométrie non euclidienne : Lobats-
chewsky, Bolyai, Riemann. Lenrs cont inua teurs . — Les p r e ­
mie r s Mémoi r e s spéc ia lement écr i t s sur la nouvel le G é o m é t r i e 
i n d é p e n d a n t e du c i n q u i è m e pos tu l a t d 'Euc l ide sont dus à 
Nicolas L o b a t s c h e w s k y ( ' ) et à Jean Bolyai 

Dès j 8 1 5 , L o b a t s c h e w s k y s 'occupe des para l lè les et , à 
d a t e r de 1 8 2 3 , ses idées s 'o r i en ten t n e t t e m e n t vers une 
G é o m é t r i e b a s é e sur la néga t ion de la para l lè le u n i q u e . En 
1826 , il fait d ' a b o r d à Kazan u n e l e c t u r e p u b l i q u e sur 
V Exposition succincte des principes de la Géométrie; en su i t e 
il p u b l i e les é l émen t s et le d é v e l o p p e m e n t de sa doc t r i ne 
dans les O u v r a g e s su ivan t s : Sur les fondements de la Géo­
métrie, i 8 3 o ; Géométrie imaginaire, 1 8 3 7 ; Nouveaux fon­
dements de Géométrie, 1838 ( 3 ) ; Recherches géométriques 
sur la théorie des parallèles, 18/40 ( * ) ; Pangéométrie, 1 8 5 5 , 
ce de rn i e r Trava i l c o n t e n a n t l 'exposé c o m p l e t de son s y s t è m e . 
C 'es t p o u r r e n d r e h o m m a g e au génie e t à l ' in fa t igable p e r ­
sévérance d u savan t ru s se , appelé à j u s t e t i t r e l 'Euc l ide 
m o d e r n e , q u e le n o m de Géométrie lobatschewskienne a été 
d o n n é à l ' ensemble de ses d é c o u v e r t e s . 

A la même é p o q u e , et sans c o n n a î t r e t ou t d ' a b o r d les 
t r a v a u x de L o b a t s c h e w s k y , J e a n Bo lya i , e n c o u r a g é p a r son 
p è r e , p u b l i a i t les r é su l t a t s de ses r e c h e r c h e s , en append ice 
au Tentamen de ce lu i - c i , sous le t i t r e Appendix scientiam 
spatii absolule veram exhibens, i 832 ( 5 ) . Les p ropos i t i ons 
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q u i y s o n t m i s e s e n r e l i e f , e t q u i f o r m e n t l a science absolue 
d e l ' e s p a c e , s o n t d é m o n t r é e s p a r l u i i n d é p e n d a m m e n t d u 

p o s t u l a t e u c l i d i e n . E x e m p l e , c e l l e - c i : L e s c i r c o n f é r e n c e s q u i 

o n t p o u r r a y o n s l e s c ô t é s d ' u n t r i a n g l e s o n t p r o p o r t i o n n e l l e s 

a u x s i n u s d e s a n g l e s o p p o s é s . B o l y a i t e r m i n e s o n Appendix 

(§ 43) e n c o n s t r u i s a n t u n c e r c l e é q u i v a l e n t à u n c a r r é e t e n 

é n o n ç a n t c e d i l e m m e c a r a c t é r i s t i q u e : O u l ' a x i o m e d ' E u - 1 

c l i d e e s t v r a i , o u l a q u a d r a t u r e d u c e r c l e e s t p o s s i b l e . 

D ' a p r è s E u c l i d e , l a s o m m e d e s a n g l e s d ' u n t r i a n g l e q u e l ­

c o n q u e e s t é g a l e à d e u x d r o i t s ; d ' a p r è s L o b a t s c h e w s k y , 

c e t t e m ê m e s o m m e e s t t o u j o u r s i n f é r i e u r e à d e u x d r o i t s e t 

v a r i a b l e ; c e s d e u x c o n c e p t s s o n t é g a l e m e n t a d m i s s i b l e s 

t a n t a u p o i n t d e v u e l o g i q u e q u ' a u p o i n t d e v u e p r a t i q u e e t , 

c o m m e G a u s s l ' a v a i t r e c o n n u l e p r e m i e r , p e u v e n t c o r r e s ­

p o n d r e a u s s i b i e n l ' u n q u e l ' a u t r e à l a G é o m é t r i e p h y s i q u e 

d e n o t r e u n i v e r s . I l a p p a r t e n a i t à R i e m a n n ( ' ) d e p o s e r l e 

p r e m i e r j a l o n d ' u n e v o i e n o u v e l l e . D a n s s o n M é m o i r e Sur 

les hypothèses qui servent de fondement à la Géométrie, 
l u e n i85.\ à l a S o c i é t é p h i l o s o p h i q u e d e G œ t t i n g u e , p u b l i é 

s e u l e m e n t e n 1867 a p r è s la m o r t d e l ' a u t e u r , e t c o n n u p a r 

u n e t r a d u c t i o n f r a n ç a i s e d e H o t i e l ( 2 ) e n 1870, o n t r o u v e 

c e t t e r e m a r q u e o r i g i n a l e : « L ' o b s e r v a t i o n n o u s a p p r e n d 

a v e c u n e g r a n d e c e r t i t u d e q u e l ' e s p a c e r é e l e s t n o n p a s i n f i n i , 

m a i s i l l i m i t é . » E n d ' a u t r e s t e r m e s , l a d i s t a n c e d e d e u x 

p o i n t s d e l ' e s p a c e p e u t a v o i r u n e l i m i t e m a x i m a ; p a r t a n t d e 

l à , i l e s t l o i s i b l e d e c r é e r u n t r o i s i è m e s y s t è m e d e G é o m é t r i e , 

a n a l o g u e à la G é o m é t r i e s p h é r i q u e , e t o ù s a n s a u c u n e c o n ­

t r a d i c t i o n l ' o n d é m o n t r e q u e la s o m m e d e s a n g l e s d ' u n 

t r i a n g l e q u e l c o n q u e e s t s u p é r i e u r e à d e u x d r o i t s . 

D è s l o r s , l ' e s s o r e s t d o n n é ; d e n o m b r e u x s a v a n t s , a d e p t e s 

d e l a G é o m é t r i e n o n e u c l i d i e n n e , se l a n c e n t d a n s l a v o i e o u -

( 1 ) B E R N H A R D R I E M A N N , né à B r e s e l e n z ( H a n o v r e ) en 1826, m o r t à 

S e l a s c a ( H a l l e ) en 1866. H fut (1859-1866) un des succes seu r s de G a u s s 
à la cha i r e de G œ t t i n g u e . 

( 2 ) Nous ne p o u v o n s oub l i e r que c 'est au s a v a n t professeur de la 
F a c u l t é des S c i e n c e s de B o r d e a u x q u e nous d e v o n s les p remiè re s t r a ­
duc t ions des éc r i t s de B o l y a i , L o b a t s c h e w s k y e t R i e m a n n . H O Ü E L , 
dont, la pu i s sance de t r a v a i l é ta i t p r o d i g i e u s e , n ' ava i t pas hés i té à 
a p p r e û d r e tou tes les l a n g u e s eu ropéennes dans le but de faire c o n n a î t r e 
à ses c o n t e m p o r a i n s les œ u v r e s m a t h é m a t i q u e s les p l u s r e m a r q u a b l e s . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



verte par Lobatschèwsky et Riemann, et leurs remarquables 
travaux éclairent d'un jour profond les origines et les idées 
fondamentales de la science de l'étendue. Pour ne parler que 
des plus célèbres, citons Beltrami (4) et De Tilly (a). 

De même que la Géométrie plane non euclidienne de Rie­
mann est analogue à la Géométrie sphérique, dans laquelle 
les grands cercles de la sphère, sont assimilés à des droites, 
de même Beltrami prouve en 1868 dans le Mémoire Saggio 
di interpretazione della Geometria non euclidea, publié 
par le Giornale de Battagline et traduit dans les Annales 
de l'École Normale de 186g, que la planimetrie de Lobats-
chewirky est réalisée sur une surface particulière, la pseudo­
sphère, dont les lignes géodésiques composent des figures à 
deux dimensions assimilables aux figures rectilignes. Cette 
découverte fut bientôt dépassée par les remarquables con­
ceptions de De Tilly. 
' L'éminent savant belge, reprenant une idée de Cauchy, 

admet la notion de distance comme notion première irréduc­
tible, et prouve par des raisonnements irréfutables que les 
trois Géométries riemannienne, euclidienne, lobatschews-
kienne peuvent également, et sans aucune contradiction, en 
dériver tour à tour. [Voir Essai sur les principes fonda-
rnentaux de la Géométrie et de la Mécanique (Mémoires 
de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bor­
deaux, 1880) et Essai de Géométrie analytique générale 
{Mémoires de l'Académie royale de Belgique, 1892)]. C'est 
donc à lui que l'on doit ce théorème capital : il n'existe pas 
d'autre système de Géométrie possible que ceux de Riemann, 
Euclide, Lobatschèwsky, et chacun est logiquement admis­
sible indépendamment des deux autres. « Après ce qui pré­
cède », dit De Tilly dans le paragraphe 51 de sa Géométrie 
analytique que nous citons en entier, « est-ii encore néces­
saire de réfuter l'erreur des esprits attardés qui croient 
pouvoir trouver des démonstrations théoriques des principes 
expérimentaux de la Géométrie ordinaire, et en particulier 

( ' ) E U G È N E B E L T R A M I , né à Crémone en i835, mort à Home le 18 fé­
vrier 1900. 

C) J O S E P H - M A R I E D E T I L L Y , l ieutenant général et membre de l'Aca­
démie royale de- Belgique, né à Ypres en 1837, mort a Schaerbeck le 
4-août 1906. 
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du plus cé lèbre de tous , le p r i n c i p e de la para l lè le u n i q u e , 
équ iva len t au P o s t u l a t u m d ' E u c l i d e ? Nous venons de vo i r 
q u e les sys tèmes de G é o m é t r i e t h é o r i q u e m e n t poss ibles sont 
en n o m b r e infini, b ien q u ' o r d i n a i r e m e n t divisés en t ro i s 
classes ou espèces ; et q u e p o u r d i s t i ngue r en t re eux , ou 
même p o u r éca r t e r un seul de ces sys tèmes , il a fallu i n v o ­
q u e r l ' expé r i ence . O r , le p r inc ipe de la para l lè le un ique n 'es t 
vrai q u e dans un de ces g r o u p e s ; dans un a u t r e , il y a deux; 
paral lè les ( o u une inf ini té , selon la man iè re de l ' e n t e n d r e ) ; 
dans le t ro i s i ème , le pa ra l l é l i sme est imposs ib l e . 

» D é m o n t r e r ce p r inc jpe sans i n v o q u e r l ' expé r i ence é q u i ­
v a u d r a i t donc à d é m o n t r e r l ' imposs ib i l i t é , m ê m e t h é o r i q u e , 
des systèmes où ce p r inc ipe n ' ex i s te pas , c ' e s t - à - d i r e à d é ­
m o n t r e r le c o n t r a i r e de ce qu i a été é tabl i dans le p r é s e n t 
Mémoi re . . . . Il y a donc l ieu d ' a b a n d o n n e r de pare i l les t e n ­
ta t ives et de r econna î t r e à la G é o m é t r i e usuel le son vé r i t ab l e 
ca rac t è re , qui est de cons t i t ue r le p lus s imple des sys tèmes 
de G é o m é t r i e t h é o r i q u e m e n t poss ib les , en m ê m e t emps 
qu 'e l l e s 'accorde avec tous les r é su l t a t s de l ' expé r i ence . » 

En fait, les d é m o n s t r a t i o n s qu 'on a essayé de d o n n e r d u 
P o s t u l a t u m sont de deux sor tes , su ivan t qu 'e l les sont fondées 
ou non su r une p r o p r i é t é de l ' infini. Dans le p r e m i e r cas, 
l'infini g é o m é t r i q u e é tan t imposs ib le , t ou t e p r e u v e fondée 
s u r lui est m a u v a i s e ; dans le second, il y a un défaut , p é t i ­
t ion de p r i n c i p e ou cercle v ic ieux qu i n 'es t pas loin, et il 
do i t ê t re facile de le m e t t r e en év idence , les r a i s o n n e m e n t s 
auxque l s nous faisons al lusion ne cons i s t an t la p l u p a r t du 
t e m p s q u ' à a d m e t t r e un pos tu la t p lus ou moins d i s s imulé e t 
q u i n 'est pas davan tage p rouvé ( ' ) . 

( ' ) Pa rmi les innombrables tenta t ives , contentons-nous de citer 
celles de B E B T H A N D , de Genève, et de C A R T O N (Comptes rendus, 1867) 
qui sont célèbres. Vers la fin de sa vie, L A U R A N Q K présenta à l 'Aca-
dé.mie un Mémoire suc les para l l è les ; pendant qu 'on en faisait la lec­
t u r e , il i n t e r rompi t et re t i ra le manuscr i t en disant : « Il faut que j ' y 
songe encore ». 
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CHAPITRE II. 

LES DÉFINITIONS E T POSTULATS D'APRÈS E U C L I D E . 

LES TROIS GÉOMÉTRIES. 

k . Lés définitions. -— Si le l e c t eu r veu t h ien nous su ivre 
sans p a r t i p r i s , et é t u d i e r avec nous la ques t ion des o r ig ines 
de la G é o m é t r i e d ' après E u c l i d e m ê m e , il sera peu à peu et 
fac i l ement a m e n é à se r e n d r e c o m p t e de l ' ex is tence log ique 
des t rois sys t èmes euc l id ien , l o b a t s c h e w s k i e n , r i e m a n n i e n , 
en m ê m e t emps qu ' i l a c q u e r r a la no t ion n e t t e de l eu rs a n a ­
logies et différences. O u v r o n s donc les Éléments du g rand 
géomè t r e g rec , e t ana lysons en p r e m i e r l ieu les définit ions 
et pos tu l a t s d u Livre I, dans la g r a n d e éd i t ion de P e y r a r d 
(1816), avec t ex t e grec , français et la t in ( ' ) . 

Voici d ' abo rd les défini t ions : 

Point (déf. 1 ) . — Le p o i n t es t ce qu i n'a pas de p a r t i e s . 

Ligne (déf. 2, 3 ) . — One l igne est u n e l o n g u e u r sans l a r ­
g e u r . Les e x t r é m i t é s de la l igne son t des p o i n t s . 

Droite (déf. 4-)- — La l igne d r o i t e est cel le qu i repose 
éga l emen t su r t ous ses p o i n t s . 

( 1 ) C e t t e a n a l y s e a é t é fa i te a v e c b e a u c o u p d e d é t a i l s d a n s l e s e c o n d 
V o l u m e d e s Leçons de Géométrie d e C L E B S C H - L I N D E M A N N , p u i s d 'une 
f a ç o n é l é m e n t a i r e , m a i s m a g i s t r a l e , d a n s l e s Premiers principes de 
Mctagéométrie d e M . P . M A N S I O K , e x c e l l e n t o p u s c u l e p e u c o n n u en 
F r a n c e e t a u q u e l n o u s f e r o n s de f r é q u e n t s e m p r u n t s . Ou la t r o u v e 
e n c o r e d a n s de n o m b r e u x a r t i c l e s o u t r a v a u x d u s à C A Y L E Y , e t 
à M M . K L E I N , P O I N C A I I É , F L Y E - S A I N T E - M A R I E , e t c . , e t , p l u s r é c e m m e n t , 
d a n s l e L i v r e p u b l i é par M . D . H I L D E U T à l ' o c c a s i o n d e l ' i n a u g u r a t i o n 
d u m o n u m e n t d e G a u s s à G c e l t i n g u e : Fondements de la Géométrie. 
V o i r enf in l ' O u v r a g e d e M . M A X S I M O N : Kuclid und die sechs plani-
metrischen Bûcher, L e i p z i g , T e u b n e r , 1901. 
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M a n u s c r i t d e s Éléments d ' E u c L i D E . 

( B i b l i o t h è q u e n a t i o n a l e d e P a r i s , F o n d s g r e c n° 2 3 4 4 , f o i . 1 7 , 

xii* s i è c l e . F a c - s i m i l é du d é b u t : d é f i n i t i o n s d u p o i n t , d e la l i g n e , e t c . ) 

G r a v u r e e x t r a i t e d e VHistoire des Mathématiques, par J . B O Y E R . 
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Surface (rléf. 5, 6 ) . •— U n e surface esl ce qu i a seu lemen t 
l o n g u e u r et l a r g e u r . Les e x t r é m i t é s d ' une surface sont des 
l ignes . 

Plan (déf. 7 ) . — La surface p lane est celle qui repose 
éga l emen t su r tou tes les d ro i tes qu 'e l l e c o n t i e n t . 

Angle (déf. 8, 9, 1 1 , i a ) . — Un angle r ec t i l igne est l ' in ­
cl inaison m u t u e l l e de deux d ro i t e s . Q u a n d une d r o i t e en ren­
con t re une a u t r e en faisant avec cel le-c i deux angles ég au x 
de pa r t e t d ' a u t r e , chacun de ces angles s 'appelle un angle 
droit, et la p r e m i è r e d r o i t e est pe rpend i cu l a i r e à la seconde . 
L 'angle o b t u s est celui qu i esl plus g rand que l 'angle d r o i t ; 
l 'angle a igu est celui qu i est p lus pe t i t que l 'angle d ro i t . 

Cercle (déf. i 5 , 16). — Un cerc le est une figure p lane c o m ­
pr ise par une seule l igne qu 'on n o m m e la circonférence, 
t ou tes les d ro i tes menées à la c i rconférence d 'un des po in t s 
s i tués dans ce t t e figure é t an t égales e n t r e el les. Ce p o i n t se 
n o m m e le centre du cercle, ces d ro i t e s se n o m m e n t les 
rayons du cercle. 

Polygones, Triangles. — Les définit ions (20) à (33) du 
Livre I sont relat ives aux po lygones , t r iangles , et à leurs dif­
férentes formes . A jou tons -y ces d e u x définit ions t i rées du 
Livre XI : 

Solide (déf. 12). — U n solide est ce qu i a l ongueur , l a r ­
geur et épa i sseur . Les ex t r émi t é s d 'un solide sont des s u r ­
faces. 

Sphère (déf. i ^ , 17 ) . — La sphère est une surface telle 
que toutes les dro i tes menées d 'un po in t appelé centre aux 
poin ts de ce t te surface sont égales en t re e l les ; ces d ro i t e s se 
n o m m e n t les rayons de la sphère. 

a. Les pos tu la t s . — r° Qu' i l soit d e m a n d é de mener de 
tout po in t à tou t po in t une l igne d r o i t e . 

2° Qu ' i l soit d e m a n d é de p ro longe r en l igne d ro i t e et en 
con t i nu i t é une d ro i t e l i m i t é e . 

3° Q u ' i l soit d e m a n d é de déc r i r e un cerc le de tou t cen t re 
e t de tout r ayon . 
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4° Qu ' i l soi t d e m a n d é q u e t ous les angles d ro i t s soient 
égaux e n t r e e u x . 

5° Qu ' i l soi t d e m a n d é q u e si u n e d r o i t e r e n c o n t r a n t deux 
d r o i t e s s i tuées dans un m ê m e plan fait d 'un m ê m e côté des 
angles i n t é r i e u r s d o n t la s o m m e soit m o i n d r e q u e d e u x dro i t s , 
les deux d ro i t e s p ro longées indéf in iment se r e n c o n t r e n t du 
côté où la somme est i n fé r i eu re à d e u x d r o i t s . 

6° Qu ' i l soit d e m a n d é q u e deux dro i tes ne c o n t i e n n e n t pas 
d ' e space . 

6. Les définitions de la dro i te et du plan. — Les déf ini t ions 
q u i p r é c è d e n t et les q u a t r e p r e m i e r s pos tu la t s son t app l i ­
cables à t o u t e s les G é o m é t r i e s . Si les défini t ions de la d ro i t e 
et du plan c e nous pa r a i s s en t p a s au p r e m i e r a b o r d abso lu ­
m e n t c la i res , voici c o m m e n t tous les géomèt re s sont n é a n ­
moins d ' accord p o u r les e n t e n d r e : 

i ° La l igne d ro i t e est la l igne e n t i è r e m e n t définie p a r deux 
de ses po in t s A et B ; et si l 'on y p r e n d un t ro i s i ème point 
q u e l c o n q u e C, les l ignes d ro i tes définies p a r les couples de 
po in t s (A , B ) , (A , C ) , ( B , C) sont i d e n t i q u e s . P o u r p r o ­
longer en l igne d r o i t e et en c o n t i n u i t é une l igne d ro i t e 
l imi tée À B , l 'on peu t concevoi r de p r e n d r e su r ce t t e d ro i t e , 
e n t r e ses e x t r é m i t é s , d e u x po in t s i n t e r m é d i a i r e s C et D , et de 
faire glisser ensu i t e le sys tème le l ong de ces deux po in t s s u p ­
posés fixes, c o m m e une t r i ng l e s u p p o r t é e p a r d e u x c lous , de 
façon q u e A et B se dép lacen t j u s q u ' e n A' et B ' . Les dro i tes 
définies pa r les couples de p o i n t s ( A , B ) , ( G , D ) , ( A , B ' ) 
son t i d e n t i q u e s , donc A B et A B ' sont aussi des dro i tes i d e n ­
t i ques , e t ce t te de rn i è r e se n o m m e r a la droite A B prolongée 
jusqu'au point B ' . 

Ce p r o l o n g e m e n t en c o n t i n u i t é p e u t se r é p é t e r a u t a n t q u e 
l 'on v e u t ; mais il est u t i l e de r e m a r q u e r que le géomè t r e g rec , 
su ivan t l ' h a b i t u d e o r i en ta le , ense igna i t sans d o u t e en plein 
a i r , e t q u e p e u t - ê t r e m ê m e les figures d o n t il a ccompagna i t 
ses d é m o n s t r a t i o n s é ta ien t s i m p l e m e n t t r acées sur le sab le 
des j a r d i n s d u M u s é u m à A l e x a n d r i e ; donc sa concep t ion de 
l ' espace , d ' accord avec sa p r o p r e e x p é r i e n c e , ne pouva i t le 
p o r t e r à envisager q u e des ê t res g é o m é t r i q u e s de d imens ions 
finies. P o u r lui comme p o u r nous , la d r o i t e est u n e l igne 
homogène e n t i è r e m e n t d é t e r m i n é e pa r deux^gue loonques de 
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PROGRAMME DES PRINCIPALES PROPOSITIONS ELEMENTAIRES. 1 7 

•SES POINTS SUFFISAMMENT RAPPROCHÉS ( * ) ; ET SES EXTRÉMITÉS, 

•QUELQUE RECULÉES QU'ELLES SOIENT, SUBSISTENT. 

2 ° LE PLAN EST LA SURFACE ENTIÈREMENT DÉFINIE PAR DEUX 

DROITES DÉTERMINÉES ET SÉCANTES, A B , A C , QU'ELLE RENFERME, 

ET SI L'ON Y PREND UN POINT QUELCONQUE D , QUI SOIT JOINT PAR 

LA DROITE D E À L'UN DES POINTS Ε DE A B , LE PLAN DÉFINI PAR A E 

•EL E D EST IDENTIQUE AU PLAN DE A B ET A G . 

L'INTRODUCTION DE CETTE DERNIÈRE REMARQUE PERMET ALORS 

D'EXPLIQUER POURQUOI TOUTE DROITE Μ Λ QUI A DEUX POINTS M 
ET Ν DANS LE PLAN ( A B , A C ) Y EST RENFERMÉE TOUT ENTIÈRE. E N 

EFFET, LE PLAN ( A B , A C ) EST IDENTIQUE AUX PLANS ( A B , A M ) 

«T ( Α Β , Α Ν ) ; DONC IL RENFERME A M ET A N ; MAIS LE PLAN 
( A M , A N ) ÉTANT ENTIÈREMENT DÉFINI PAR CES DROITES EST IDEN­

TIQUE À LA FOIS AUX PLANS ( A M , M N ) ET ( A B , A C ) , DONC CE 

DERNIER RENFERME M N . 

IL N'EST PAS ÉVIDENT a priori QU'IL EXISTE UNE SURFACE TELLE 

QUE, SI L'ON Y PREND DEUX POINTS à VOLONTÉ, LA DROITE QUI JOINT 

CES POINTS SOIT TOUT ENTIÈRE SUR CETTE SURFACE. AUSSI BESSEL 

A-T-IL P U CRITIQUER JUSTEMENT CETTE DÉFINITION DU PLAN EN DI­

SANT QU'ELLE CONTIENT PLUS DO CONDITIONS QU'IL N'EN FAUT POUR 

LE DÉTERMINER. NOUS AURONS L'OCCASION, AU PARAGRAPHE 18, DE 

REVENIR SUR CET IMPORTANT SUJET. 

3° L E POSTULAT 4 PARAÎT SUPERFLU, MAIS EN Y REGARDANT DE 

PRÈS, ON SE CONVAINC FACILEMENT QUE CETTE PROPOSITION ÉTAIT 

NÉCESSAIRE POUR ÉVITER DE CONSIDÉRER SOIT PLUSIEURS SORTES DE 

PLANS, SOIT DANS UN M Ê M E PLAN PLUSIEURS SORTES DE DROITES. 

SON INTRODUCTION, DIT FORT JUDICIEUSEMENT M . MANSIÓN, PROUVE 

•COMBIEN EUCLIDE AVAIT PROFONDÉMENT ÉTUDIÉ LES ORIGINES DE LA 

GÉOMÉTRIE. D'AILLEURS LE GÉOMÈTRE GREC POUVAIT TOUT AUSSI 

SIMPLEMENT ADMETTRE CECI : IL N'Y A QU'UNE SEULE ESPÈCE DE 

DROITES. 

7 . PROGRAMME DES PRINCIPALES PROPOSITIONS ÉLÉMENTAIRES DE 

LA GÉOMÉTRIE GÉNÉRALE. — CET ENSEMBLE DE DÉFINITIONS ET DE 

POSTULATS EST COMPLÉTÉ PAR UN POSTULAT SUPPLÉMENTAIRE IMPLI­

CITEMENT ADMIS PAR TOUT LE MONDE, CELUI DE L'INDÉFORMABILITÉ 

( ' ) Jusqu 'à n o u v e l o r d r e , nous la i ssons de c ô t é , s'ils e x i s t e n t , les 

p o i n t s e x c e p t i o n n e l s , ou te l s q u e p a r d e u x d 'entre e u x l'on p o u r r a i t 

m e n e r p l u s i e u r s ^ l o i t e s . 
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( ' ) V o i r Archlmedh opéra, t e x t e d e I l K i B E n o - , 1880, V o l . I , p. 1 1 . 
( 3 ) S A C C H E R I , d i t M . V E R O N E S E , d o i t ê t r e c o n s i d è r e c o m m e u n v é r i ­

t a b l e p r é c u r s e u r d e L O B A T S C H E W S K Y e t R I E M A N N , q u o i q u e , v i c t i m e d e s 
p r é j u g é s de s o n t e m p s , s u i v a n t l e s q u e l s la s e u l e G é o m é t r i e p o s s i b l e 
é t a i t l ' e u c l i d i e n n e , i l se so i t é v e r t u é à a b a t t r e de s e s p r o p r e s m a i n s 
l 'édif ice qu' i l a v a i t é l e v é , e n d é m o n t r a n t la f a u s s e t é d e s e s d e u x n o u ­
v e l l e s h y p o t h è s e s . 

des figures en dép l acemen t , ind i spensab le p o u r l ' éga l i té . Il 
suffit a b s o l u m e n t , sous le bénéfice de la note r e s t r i c t ive du 
p a r a g r a p h e p r é c é d e n t , p o u r p r o u v e r les v ing t - s ix p r o p o s i ­
t ions é l émen ta i r e s de la G é o m é t r i e généra le qu i c o m p r e n n e n t : 
la t héo r i e des angles ad jacents et opposés , la cons t ruc t i on du 
t r i ang le equi la te ra ! , les p r o p r i é t é s du t r i ang le isoscele , la d é ­
t e rmina t i on de la pe rpend i cu l a i r e à u n e d r o i t e m e n é e par un 
po in t , les re la t ions d'i negali té en t r e an gles et côtés d 'un m ê m e 
t r i ang le , et la d é m o n s t r a t i o n de la p r o p r i é t é de la d r o i t e d ' ê t r e 
le p lus cou r t c h e m i n en t r e deux de ses p o i n t s . Il y a lieu d ' a ­
j o u t e r à la l is te une p ropos i t i on d 'usage intuit if , r e n t r a n t 
dans le cadre des not ions c o m m u n e s , e t n o m m é e vu lga i r e ­
m e n t postulat d'Archimede (*). 

On peu t l ' énonce r s i m p l e m e n t ainsi : Si G est un po in t de 
la d ro i t e A B s i tué en t re A et B , il y a un segmen t AD de la 
d r o i t e , mu l t i p l e de AC et plus g rand q u e A B . Ce p o s t u l a t 
r end poss ible l ' i n t roduc t ion de l ' idée de con t i nu i t é dans la 
G é o m é t r i e ; ma i s , a d i r e v ra i , ainsi q u e nous le ve r rons , il 
n 'es t pas i n d i s p e n s a b l e . 

8. Les hypothèses de Saccheri . — Ar r ivés à ce po in t , il n o u s 
dev ien t facile d ' a b o r d e r les cons idé ra t ions nouvel les d 'où 
so r t en t i n d é p e n d a m m e n t l 'un de l ' au t re les t ro i s sys tèmes de 
G é o m é t r i e , e t de p r o u v e r q u ' a d o p t e r l i b r e m e n t tel ou te l 
d ' en t r e eux rev ien t à a d m e t t r e en b loc , o u à r e j e t e r s épa ­
r é m e n t les pos tu la t s 5 el 6 . 

T H É O R È M E D E S A C C H E R I . — Dans son O u v r a g e ayant p o u r 
t i t r e : Euclides ob omni nœvo vindicatus (Mi l ano , 1 / 3 3 ) , 

ouvrage remis en l u m i è r e p a r B e l t r a m i en 1889 , analysé suc­
cess ivement par M . M a n s i o n , Annales de la Société scienti­
fique de Bruxelles ( 1 8 9 1 ) , pu is p a r M . G iuseppe Veronese , 
F andamenti di Geometria (Appendice h i s t o r ique , p . 56g) ( 2 ) , 
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LES HYPOTHÈSES DE SACCHERI. 19 

et t r a d u i t du la t in en angla is par M. George B r u c e Hals ted , 
en a l l emand pa r M. P a u l Stackel dans sa Théorie der Pà-
rallelinien (Le ipz ig , 1893), Saocher i e x a m i n e tour à t o u r 
t rois hypo thèses co r r e spondan t aux t ro i s cas que p e u t p ré ­
sen te r un quad r i l a t è r e b i rec taog le isuscèle À C D B dans lequel 
les angles adjacents A et B sont d ro i t s , et les côtés AC et BD 
pe rpend i cu l a i r e s sur AB sont égaux ; dans ce t t e figure 1, la 

F i g . , . 

A Ë B , 

dro i te E F qu i jo in t les mi l i eux E et F de A B et CD est aussi 
pe rpend icu la i r e à ces dro i tes ( médiatrice), et les angles C et D 
aux sommet s sont égaux . Ils peuven t ê t re d ro i t s , a igus ou 
o b t u s ; Saccher i d é m o n t r e n e t t e m e n t le p r e m i e r que si l ' h y ­
pothèse de l 'angle d ro i t , a igu ou o b t u s est réal isée dans un 
seul cas, elle est réal isée aussi dans tous les a u t r e s ca s ; e t 
que selon q u e l ' une ou l ' au t re de ces t rois hypo thèses sera i t 
admise p o u r v ra i e , la somme des angles d 'un t r i ang le sera i t 
r e spec t ivement égale , in fé r ieure ou s u p é r i e u r e à deux angles 
d ro i t s . Il p r o u v e ensu i te faci lement que l ' hypo thèse de l 'angle 
ob tus est i n c o m p a t i b l e avec le pos tu la t 6 et s 'a t tache p a r t i ­
cu l i è remen t à celle, de l 'angle a igu, dans le b u t de d é m o n t r e r 
sa fausseté, les ra isons qu ' i l donne p o u r la r e j e t e r é tan t d 'a i l ­
leurs mauvaises ( ' ) . Après Saccl ier i , L a m b e r t a repr i s la 
môme é t u d e , et t ou t en con jec tu ran t q u e l 'hypothèse de 
l 'angle aigu p o u r r a i t ê t r e réal isée sur une surface qu ' i l ne 
définit pas e t qu ' i l appel le sphère imaginaire, l 'a re je tée 
également p o u r des mot i fs inaccep tab les ( ! ) . 

Il semble donc in t é res san t de suivre la rou t e i nd iquée pa r 
ces deux espr i t s o r ig inaux p o u r en dédu i r e avec tou te r i g u e u r 

t l ) S i e l le é t a i t v r a i e , d i t - i l , d e u x d r o i t e s p o u r r a i e n t a v o i r une p e r ­

p e n d i c u l a i r e c o m m u n e en u n p o i n t c o m m u n s i tué à l'infini, ce q u i r é ­

p u g n e à la n a t u r e de la l i g n e d r o i t e . 

( 2 ) L ' h y p o t h è s e de l ' a n g l e a i g u e n t r a î n e r a i t l ' e x i s t e n c e d'une u n i t é 

a b s o l u e p o u r les l o n g u e u r s , ce q u i s e m b l e à L A M B E R T i n c o m p a t i b l e a v e c 

notre façon de c o n c e v o i r l ' e space . 
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( ' ) O u région de superposition d ' a p r è s D e T i l l y . 

( 2 ) Voir la N o t e à la tin d u v o l u m e . 

( 3 ) V o i r l ' ar t i c l e Die Legendre'sehen Sätze über die Winkelsumme 
im Dreieck (Math. Annalen, t. U l i , p . 4 °5 - ' t%) . 

[') La Geometria non Kuclidea, p . 2 Ô - 3 i ( Comptes rendus de l'In­
stitut Lombard, 1 9 0 5 ) . V o i r é g a l e m e n t , la N o t e ^ p. 90. 

les faits p r inc ipaux, qu i se r a p p o r t e n t à c h a q u e h y p o t h è s e . 
Nous nous confo rmerons à la Note du p a r a g r a p h e 6. et nous 
cons idé re rons d ' abo rd u n e rég ion du plan assez pe t i t e p o u r 
q u e d e u x po in t s q u e l c o n q u e s pris su r ce t te é t e n d u e d é t e r ­
m i n e n t une d ro i t e et u n e seu le , t o u t p o i n t de ce t t e d ro i t e 
a p p a r t e n a n t au p lan . P o u r a b r é g e r , nous l ' appel le rons région 
normale ( ' ) . Nous allons r a i s o n n e r d ' a b o r d sur les figures 
t racées dans la rég ion n o r m a l e , pu i s nous i n d i q u e r o n s ce que 
dev i ennen t les p ropos i t ions d é m o n t r é e s q u a n d on é tend peu 
à peu les l imi te s de cet espace . 

9 . Région normale . — Dans la rég ion n o r m a l e ( H ) , t ou t 
t r i ang le r ec t ang le a un angle d r o i t et d e u x angles a igus , tout 
q u a d r i l a t è r e b i r e c t a n g l e est une figure convexe ( c o n s é ­
quences des p r o p o s i t i o n s X V I et XI I du Livre I ) . 

T H É O R È M E . — Deux quadrilatères birectangles et isoscèles 
de ( R ) ont ensemble les angles a u x sommets droits, aigus 
ou obtus. 

Depu i s Saccher i on a donné de ce t h é o r è m e b ien des d é ­
m o n s t r a t i o n s dans lesquel les , c o m m e dans celle du g é o m è t r e 
i t a l i en , il est fait, usage du pos tu l a t d ' A r c h i m è d e e t du p r i n ­
c ipe de c o n t i n u i t é . Voici , p a r e x e m p l e , un r a i s o n n e m e n t 
ana logue à la m é t h o d e employée en G é o m é t r i e usue l le p o u r 
p r o u v e r q u e les a i res de deux r ec t ang le s sont p ropo r t i o n n e l l e s 
aux p r o d u i t s de leurs d i m e n s i o n s . On cons idè re d ' abo rd deux 
b i r ec t ang le s isoscèles qu i on t la m ê m e base e t des h a u t e u r s 
différentes , p u i s deux b i r ec t ang le s isoscèles qu i ont la m ê m e 
h a u t e u r avec des bases d i f fé rentes ; on c o m p a r e enfin d e u x 
b i r ec t ang le s isoscèles q u e l c o n q u e s de ( R ) en les c o m p a r a n t 
i so l émen t à un t ro i s i ème b i rec tang le formé avec la base de 
l 'un et la h a u t e u r de l ' au t r e ( 2 ) . 

Mais le pos tu l a t d ' A r c h i m è d e n ' es t m ê m e pas nécessa i re , 
a insi que l 'ont m o n t r é MM. Dehn ( 3 ) et Bonola ( 4 ) . On p e u t 
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H Y P O T H È S E DE L'ANGLE D R O I T . 2 1 

s'en passer p o u r expose r les fondement s d ' une Géomé t r i e 

v r a i m e n t r a t ionne l l e ( ' ) . 

Corollaires. — Si les angles aux s o m m e t s d 'un b i rec tang le 
isoscele sont d ro i t s , a igus , ou o b t u s , la somme angu la i re de 
tou t t r iangle r ec t ang le , et aussi de t o u t t r iangle est égale , 
infér ieure , ou s u p é r i e u r e à deux d r o i t s . P a r conséquen t , si 
dans un seul t r i ang le de ( R ) la s o m m e angu la i r e est égale , 
in fér ieure , ou s u p é r i e u r e à deux d ro i t s , dans tous les t r i ­
angles de ( R ) la s o m m e angu la i r e est aussi r e spec t ivement 
égale, in fé r ieure , ou s u p é r i e u r e à deux d ro i t s . 

10. Extension de la région normale. — Soien t m a i n t e n a n t 
deux r ég ions no rma les ( R , ) , ( R 2 ) ayan t une par t i e c o m m u n e 
( R ) . T o u t e p r o p r i é t é de ( R ) a p p a r t i e n t à ( R , ) et à ( R 2 ) , donc 
elle a p p a r t i e n t à l e u r somme ( R j - t - R 2 ) , si cel le-ci con t inue 
à ê t re u n e rég ion n o r m a l e ; la p rop r i é t é a p p a r t i e n t donc , sous 
le bénéfice de ce t t e r e s t r i c t ion , à une somme d 'un n o m b r e 
que l conque de régions normales ( R i ) , ( R j ) , - • - ( R « ) , j u x t a ­
posées . xMais un t r i ang le que l conque peut tou jours , alors 
m ê m e qu ' i l ne sau ra i t appa r t en i r en en t i e r à u n e rég ion nor­
male , se d é c o m p o s e r en a u t a n t de t r iangles qu ' i l sera néces ­
saire p o u r q u e chacun de ceux-c i satisfasse à la condi t ion 
imposée ; le second coro l la i re du t h é o r è m e p récéden t est donc 
vrai dans sa plus g r a n d e généra l i t é . 

11. Hypothèse de l'angle droit. Géométrie euclidienne. — 
Soient les d ro i t e s A B , CD faisant avec la sécante AG les 

F i g . a. 

F C H D 

angles i n t é r i eu r s d 'un m ê m e côté BAC, D C A d o n t la somme 
égale deux d ro i t s ( J î g - a ) ; la pe rpend icu la i r e A E abaissée du 

( ' ) G . B R U C E H A L S T E D , national Geometry, p. 6 i . 
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mil ieu M de À C sur AB a p o u r p r o l o n g e m e n t MF éga lement 
p e r p e n d i c u l a i r e sur C D , et t ou t e p e r p e n d i c u l a i r e IICJr t i rée 
à A B d 'un po in t H de CD est u n i q u e , p e r p e n d i c u l a i r e su r C D , 
et c o n s t a m m e n t égale à F E . P a r un po in t donné H liors de 
A B on ne p e u t m e n e r qu ' un seul couple de l ignes I IG et C D , 
et c e t t e d e r n i è r e ne s au ra i t r e n c o n t r e r A B . Au c o n t r a i r e , 
t o u t e l igne Cl s i tuée dans l 'angle A C D , c ' e s t - à -d i r e de sorte 
que ce l te l igne et ÀB fassent avec AC d 'un m ê m e côté des 
angles i n t é r i e u r s de somme in fé r ieure à deux, d ro i t s , doi t 
r e n c o n t r e r A B ; en effet, p r e n o n s su r CI la l o n g u e u r q u e l ­
conque CX, et t i rons N P p e r p e n d i c u l a i r e sur E F . Si F P est 

s u p é r i e u r e ou au moins égale à i F E , il suffit de p r e n d r e le 

long de CI la l igne C Q égale à n. CX, et d 'aba isser Q R p e r ­
p e n d i c u l a i r e su r E F ; F R est égale à n. F P , c ' es l -à -d i re supé­
r i e u r e ou au moins égale à F E , par su i te Q est de l ' au t re 
côté de AB p a r r a p p o r t à G, à moins qu ' i l ne soi t sur A B . 
En tous cas , C Q r e n c o n t r e A B en l, ce qu i d é m o n t r e le p o s ­
tu l a t 5 . 

Enfin, il n 'y a pas dans tou te l ' é t endue du plan de po in t s 
excep t ionne l s A et A' pa r lesquels on p o u r r a i t faire passer 
deux dro i tes d i s t inc tes ABA' , A C A ' , car si cela é ta i t , en j o i ­
gnan t un poin t B de la p r e m i è r e à un p o i n t C de la seconde, 
on f o r m e r a i t deux t r i ang les ABC, A ' B C p o u r la r éun ion des­
quels la s o m m e angu la i r e vaud ra i t s i m u l t a n é m e n t q u a t r e 
d ro i t s , et q u a t r e d ro i t s a u g m e n t é s des angles A et A ' . Le 
pos tu l a t 6 est donc vra i éga l emen t . 

i'-i- Hypothèse de l'angle aigu. Géométrie lobatschewskienne. 
— Nous allons voir m a i n t e n a n t q u e l ' hypo thèse de l 'angle 
aigu en t r a îne le re je t du pos tu la t 5 et l ' admiss ion du p o s ­
tu la t 6. 

Le second p o i n t r é su l t e du r a i s o n n e m e n t même que nous 
venons de q u i t t e r , p u i s q u e dans les t r i angles A B C , A 'BC 
réun i s , la somme angu la i re vaud ra i t s i m u l t a n é m e n t moins et 
p lus que q u a t r e d ro i t s . Passons au p r e m i e r ; nous allons p o u r 
cela, su ivan t la m é t h o d e même a d o p t é e pa r L o b a t s c h e w s k y , 
é t u d i e r les pos i t ions q u e les d iverses d ro i t e s d ive rgean t d 'un 
po in t donné O p e u v e n t o c c u p e r pa r r a p p o r t à u n e d ro i t e 
donnée x y . 
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Soien t {fig- 3) la p e r p e n d i c u l a i r e OA et une ob l ique O B ; 
du mil ieu C de O B , abaissons CD p e r p e n d i c u l a i r e su r xy, et 
p ro longeons D C de C E égale à D C ; la d ro i t e d é t e r m i n é e O E F 
qui j o i n t les po in t s O, E est aussi p e r p e n d i c u l a i r e sur D E ; 

Fig. 3. 

// 
/ c, 

B B, DD, A 

en un mo t , à t o u t e sécante OB [on peut faire co r r e spond re 
une d ro i t e O F ayant avec xy une p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e 
D E . R é c i p r o q u e m e n t , à t ou t e l igne du genre de O F , ou ayant 
avec xy une p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e E D , on p e u t faire 
c o r r e s p o n d r e u n e sécan te O B et une seule , o b t e n u e en j o i ­
gnan t O au mi l ieu C de E D , et p r o l o n g e a n t O C d ' une l o n ­
gueur égale C B . Voi là _donc deux genres b ien différents de 
d ro i tes pa s san t p a r 0 , et il n 'y a p lus qu 'à les c o m p a r e r . 

Le p r e m i e r genre con t i en t a u t a n t de sécantes qu ' i l y a de 
po in t s B su r xy, e t tou tes d i s t i nc t e s . Les d ro i t e s du second 
genre sont éga l emen t tou tes d is t inc tes , ca r deux d ' en t r e elles 
O E F , O E ^ j ne p o u r r a i e n t se confondre sans d o n n e r n a i s ­
sance à un q u a d r i l a t è r e D E E , D i ayan t ses q u a t r e angles 
d ro i t s . Enfin u n e d ro i t e du second genre ne p e u t se confondre 
avec une du p r e m i e r sans donne r na issance à un t r i ang le où 
la somme angu la i r e dépasse ra i t d e u x d r o i t s ; le second genre 
est donc fo rmé de non-sécan tes en n o m b r e indéfini . 

Nous al lons c h e r c h e r ce qu i sépare les deux genres . P r e ­
nons c o m m e po in t de d é p a r t la sécante O B ! et la non- sécan te 
c o r r e s p o n d a n t e O E j F , de la figure 3 , por tons s u r B j a ; la lon­
gueur" égale à O B 1 ; et t raçons la non-sécan te O E 2 F t 

c o r r e s p o n d a n t e de l ' ob l ique 0 B 2 ; de ce que la s o m m e a n g u ­
la i re du t r i ang le isoscèle O B , B 2 est m o i n d r e q u e d e u x d ro i t s , 
on p e u t a i sément conc lu re que les angles é g a u x B , O B j , 
B j O F 2 sont in fé r ieurs à la moi t i é de l 'angle B , 0 F , , c 'es t -
à -d i re que 0 F a es t dans l 'angle B 2 O F t ; donc nous éc r i rons 
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les inéga l i t és : 

B 2 O A > B, OA, 

A p p l i q u o n s la m ê m e cons t ruc t ion à p a r t i r de O B 2 , et nous 
en d é d u i r o n s u n e ob l i que O B ^ et u n e non- sécan te O E 3 F 3 

telles que nous p o u r r o n s écr i re les nouvel les inégal i tés 
d 'angles : 

B 3 0 A > B a O A , F , 0 A < F s O A , B , O F 3 < ^ i A . 

En c o n t i n u a n t de la sor te aussi l o n g t e m p s que nous v o u ­
d rons , nous a u r o n s cons t ru i t : i° des sécantes O B n O B 2 , 
O B 3 , . . . , OB„ faisant avec OA des angles a igus c ro issan ts ; 
2 ° des non-sécan tes O F , , OF. 2 , O F 3 , . . . , O F „ faisant avec OA 
des angles a igus déc ro i s san t s . D ' a i l l eu r s , c o m m e O B „ est la 
b i s sec t r i ce de. l 'angle Bn_iOFn: les angles de la seconde su i te 
sont plus g rands q u e ceux de la p r e m i è r e , et enfin, c o m m e 

B „ O F „ est in fé r i eu r à ^ ^ 1 , tou t ceci se r é s u m e en d i san t 

q u e ces angles on t p o u r l i m i t e c o m m u n e un angle aigu a 
i n d é p e n d a n t de O B , . La d ro i t e d é t e r m i n é e OL qu i fait avec O A 
l 'angle L O A égal à a ser t de l imi te c o m m u n e aux sécantes 
et a u x non- sécan te s sans a p p a r t e n i r à un genre ni à l ' a u t r e ; 
L o b a t s c h e w s k y l 'appel le parallèle à xy et dés igne sous le 
n o m Sangle de parallélisme c o r r e s p o n d a n t à OA l 'angle 
l i m i t e se. 11 y a une seconde para l lè le O L ' s y m é t r i q u e de OL 
p a r r a p p o r t à O A , e t les d ro i t e s indéfinies L O L [ , L 'OL ' , 
f o rmen t q u a t r e angles deux à deux opposés : p a r m i eux L O I / 
et L | OL', l i m i t e n t la rég ion des sécantes à œy, t and is q u e 
LOL', et L ' O L j cons t i t uen t celle des non - sécan t e s . Ces r é ­
su l ta t s e n t r a î n e n t le re je t du pos tu la t 5 . 

L o b a t s c h e w s k y a b ien pr is soin de d é m o n t r e r les p r o p r i é ­
tés les p lu s i m p o r t a n t e s de ses para l lè les (vo i r Recherches 
géométriques sur la théorie des parallèles). En voici q u e l ­
q u e s - u n e s : 

(17) . Une para l l è le conserve le c a r a c t è r e de para l l é l i sme 
en tous ses p o i n t s . 

( 1 8 ) . D e u x dro i tes sont t ou jou r s r é c i p r o q u e m e n t p a r a l ­
lè les . 

F , O A < F , O A , B , O F j . 
O B , A 
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HYPOTHÈSE DE L'ANGLE O B T U S . 13 

(il\). Si l 'on p r o l o n g e de p lus en p lus loin deux l ignes 
paral lèles dans le sens de leur pa ra l l é l i sme , elles s ' app roche ­
ront de p lus en plus l 'une de l ' au t r e . En fait , la d i s tance 
d'un point de l ' une à l ' au t r e p e u t t o m b e r a u - d e s s o u s de 
tou t in te rva l l e donné si pe t i t qu ' i l soi t , et les paral lè les de 
Loba t s chewsky sont auss i a s y m p t o t e s . 

Au c o n t r a i r e , si deux d ro i t e s fo rment un angle , ou ont une 
pe rpend icu l a i r e c o m m u n e , la d i s tance de l 'une à l ' au t r e aug­
mente au de là de t o u t e g r a n d e u r donnée q u a n d on s 'éloigne 
soit du s o m m e t , soi t de la p e r p e n d i c u l a i r e . 

( 2 5 ) . Dev ix d ro i t e s para l lè les à une t ro i s i ème sont p a r a l ­
lèles en t r e el les . Ajou tons -y , p o u r t e r m i n e r , ce l le-c i : 

D e u x d ro i t e s non sécan tes et non para l lè les on t une p e r ­
pend icu la i r e c o m m u n e à p a r t i r de laque l le elles d ive rgen t . 

13. Hypothèse de l'angle obtus. Géométrie riemannienne. — 
Le pos tu l a t 5 est v ra i , et le pos tu l a t 6 do i t ê t r e re je té . 

P O S T U L A T a. — Deux droites quelconques du plan sont 
sécantes. P r e n o n s en effet les d ro i tes A B , C D , et d 'un poin t 
que lconque C de la d e u x i è m e t i rons CA p e r p e n d i c u l a i r e sur 
la p r e m i è r e {fig. 4)· 

F i g . 4. 

Si l 'angle A C D n 'es t pas dro i t , nous pouvons toujours le 
suppose r a igu. Chois issons sur CD des poin ts F , , F 5 , F „ 
don t les p ro jec t ions E n E 2 , . . . , E „ sur AB de te rminen t sur A B , 
à pa r t i r de A , des segments égaux ; les angles C F j E , , C F a E 2 , . . . 
sont tous o b t u s , et les p r o j e t a n t e s F , ! ^ , F 2 E 2 , . . . sont t ou t e s 
décro i ssan tes . P r e n o n s sur E 2 F 2 les l ongueur s E 2 G j égale à 
A C , E 2 H i égale à E j F , , et t raçons F , G u F , H , , pu is la bissec­
tr ice F ^ , de l 'angle F j F j G i j la somme des angles A C F , e t 
E j F j C est s u p é r i e u r e à deux d ro i t s , et le second angle est 
infér ieur au p r e m i e r ; pa r su i te F , G , est m o i n d r e que F j F j , 
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e t I i G t est m o i n d r e q u e I i F 2 . Mais l 'angle H j F ^ . . est v i s i ­
b l e m e n t p lus g rand q u e l 'angle G J F J H ^ à cause des égal i tés 

H . F . F ^ ' H . F . E . - F j F t E , , 

G i F ( IIj = a droits — F s F i F, — Hi F i E 1 : 

donc G ^ I j est in fé r i eu re à H i F 2 , et i i o u s avons 

A C — E , F t < Ei F ! — E 2 F 2 . 

Dés ignons pa r l la différence en t re AG et E j F i j nous p o u ­
vons poser : 

Ej Fj = AC — l, 

E 2 F 2 < AC — il, 

e t en c o n t i n u a n t de la so r te , 

E , j F „ < AC — ni. 

So i t X u n e l o n g u e u r donnée auss i pe t i t e q u e n o u s v o u d r o n s , 
p a r e x e m p l e , in fé r ieure ou au p lu s égale à l; n é t an t choisi 
de so r t e que AG — (n — i) l soi t p lus pe t i te q u e X, la p e r p e n ­
d i c u l a i r e E „ F „ ne p e u t p lus r e n c o n t r e r CD au -des sus de A B , 
p u i s q u e sa l o n g u e u r , m o i n d r e q u e À — l, se ra i t néga t ive . 
Donc A B et CD se c o u p e n t e n t r e E „ _ 1 et E „ , à mo ins q u e ce 
ne soit en l 'un de ces d e u x p o i n t s . 

R E J E T D U P O S T U L A T 6. — D e u x droites quelconques renfer­
ment un espace. D ' ap rè s le r a i s o n n e m e n t qiw p r é c è d e , d e u x 
d ro i t e s AB et CD pe rpend i cu l a i r e s à une t r o i s i è m e ont un 
poin t c o m m u n O ; et c o m m e les p r o p r i é t é s de la cong ruence 
son t val ides p o u r la to t a l i t é du p lan , ces d ro i t e s on t un second 
po in t c o m m u n O ' ; si de O c o m m e c e n t r e , avec un rayon 
a r b i t r a i r e , nous déc r ivons une c i rconférence les c o u p a n t en a 
e t b, e t q u e nous p a r t a g i o n s l ' a rc ab en n pa r t i e s égales , les 
d ro i t e s j o i g n a n t O à ces po in t s de division v i ennen t par s y m é ­
t r i e , et que l q u e soit n, s e c o u p e r de nouveau au po in t O ' ; 
de p lu s , en p r e n a n t su r la c i rconférence des arcs successifs 
bc, cd, ... ég au x à ab, et l e u r a p p l i q u a n t la décompos i t ion 
c i -dessus , il dev ien t c lair q u e tou tes les l ignes du plan p a s ­
s a n t p a r O , r e n c o n t r a n t la c i rconfé rence , se r e c o u p e n t en O ' . 

Enfin, so ient d e u x l ignes q u e l c o n q u e s MN, P Q ; le pos tu -
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lat 5 é tan t vra i , elles on t au moins un po in t c o m m u n to; si 
on les t r a n s p o r t e de façon à les a p p l i q u e r su r d e u x dro i tes de 
même angle pa s san t pa r O, on vérifie qu 'e l les on t un second 
point c o m m u n to' qu i co ïnc ide a lors avec O ' La d i s ­
tance lotii' est i nva r i ab l e et tou jours égale à O O ' ; appe lons-
la 2A ; la d r o i t e r i e m a n n i e n n e est donc finie, c o m m e une 
c i rconférence , et sa l o n g u e u r totale vau t 4 A; w et w' sont d i t s 
points opposés. Si A C est p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e à A B et 
CD, nous avons OA = O 'A = O C = O ' C = : A; or , t o u t e pe r ­
pend icu la i r e élevée su r A C en un q u e l c o n q u e M de ses poin ts 
doi t coupe r A C d e nouveau en M ' ; c o m m e M M ' = 2 A , ce t t e 
pe rpend i cu l a i r e passe aussi p a r O et O ' , donc OM = O ' M = A ; 
tous les po in t s d 'une d r o i t e r i e m a n n i e n n e sont a insi à la d i s ­
tance A de d e u x po in t s opposés p a r t i c u l i e r s qu ' i l est p e r m i s 
d 'appeler les cen t re s de la d r o i t e . 

Les ex tens ions successives de la rég ion normale a jou ten t 
sans cesse de nouvel les é t e n d u e s aux. p r e m i è r e s q u a n d on se 
place dans les hypo thèse s euc l id ienne ou loba t sckewsk ienne , 
mais il n 'en est plus de m ê m e en Géomé t r i e r i emann i en n e , où 
la somme ( R l ) - f - ( R 2 ) - ¡ - . . . - 1 - ( B „ ) en vient , q u a n d n est suffi­
s a m m e n t g rand , à a t t e i n d r e e t dépasser tou te l ' é t endue finie 
du p l a n ; on voi t de p lus que l les sor tes de r e s t r i c t ions do iven t 
ê t re appor tées à cer ta ines p ropos i t ions fondamenta les du 
d é b u t ; pa r e x e m p l e , d e u x po in t s A et B ne définissent une 
dro i te que q u a n d leur d i s t ance est différente de 9. A ; d 'un 
point C pr is h o r s d 'une d r o i t e A B on p e u t aba isser une seule 
pe rpend icu l a i r e à AB q u a n d C n 'es t pas un des cen t re s de 
ce t te d ro i t e , e t ce t t e p e r p e n d i c u l a i r e coupe A B en deux points 
opposés D , D ' tels q u e CD est in fé r ieure à A t and is q u e CD' 
lui est s u p é r i e u r e . 

Les ob l iques dont les p ieds s ' écar ten t de D sont p lus 
grandes q u e CD et vont en c ro issan t j u s q u ' à C D ' ; celles don t 
les p ieds s ' écar ten t de D ' sont p lus pe t i t e s q u e C D ' et d i m i ­
n u e n t j u s q u ' à C D . 

L 'angle e x t é r i e u r à un t r i ang le est p lus g r a n d q u e l 'un 
que l conque des angles i n t é r i e u r s non adjacents seu lemen t 
dans le cas où la méd iane a b o u t i s s a n t au côté c o m m u n est 

( [ ) Cette démonstration est empruntée aux Premiers principes de 
Metagéométrie, p. 23 et suivantes. 

Scientia, n° 15. 3 
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( ' ) T r a d u c t i o n de H O Û E L , p . 7. 

i n fé r i eu re à A; mais si c e t t e m é d i a n e v a u t À ou la dépasse , 
l ' angle e x t é r i e u r égale l ' angle i n t é r i e u r , ou est plus pe t i t q u e 
l u i . Enfin, un t r i ang le rec tang le p e u t avoi r deux angles a igus , 
un angle a igu et un ob tus , ou d e u x angles o b t u s , su ivan t q u e 
les d e u x côtés de l 'angle d r o i t sont ensemble in fé r ieurs à A, 
l ' un in fé r i eu r et l ' au t re s u p é r i e u r , ou tous les deux s u p é r i e u r s . 

Nous c royons inu t i l e d é m u l t i p l i e r les e x e m p l e s ; ( é l e c t e u r 
q u e l q u e peu famil ier avec la G é o m é t r i e p o u r r a faire l u i - m ê m e 
dans la série des p ropos i t ions le d é p a r t en t r e celles qu i sont 
v ra ies sans r e s t r i c t i on , et les a u t r e s ; il y sera a idé par la 
conna issance de ce qui se passe sur la sphè re , où les figures 
formées d 'a rcs de g r a n d cercle sont ana logues , q u o i q u e non 
iden t iques aux figures rec t i l ignes du plan r i e m a n n i e n . 

14 . Étude inverse . — D e ce q u i v ien t d 'ê t re d é m o n t r é d a n s 
les t ro is p a r a g r a p h e s p r é c é d e n t s , il es t aisé de conc lu re p a r 
voie de r é d u c t i o n à l ' ab su rde q u e l ' admiss ion des pos tu la t s 
5 e t 6 e n s e m b l e , ou le re je t , soi t du pos tu l a t 5 , soit du p o s ­
tu la t 6 e n t r a î n e n t t ou r à t o u r l ' hypo thèse de l 'angle d r o i t , 
a igu nu o b t u s . Mais on p o u r r a i t éga lemen t a r r ive r aux m ê m e s 
conc lus ions p a r un r a i s o n n e m e n t d i rec t , d ' ap rès Euc l ide , 
L e g e n d r e , L o b a t s c h e w s k y et De Ti l ly . C'est ce q u e nous, 
al lons nous p ropose r de faire r a p i d e m e n t . 

A. On admet le postulat 6. 

T h é o r è m e ( E u c l i d e , ! , 2 7 ) . — SI deux droites A B , CD font 
avec une sécante E F des angles alternes internes égaux 
A E F , E F D , elles ne se rencontrent pas. 

P r e m i e r t h é o r è m e d e L e g e n d r e . — Dans tout triangle rec-
tiligne, la somme des angles ne peut surpasser deux droits. 

Le cé lèbre a u t e u r a d o n n é d e u x d é m o n s t r a t i o n s de c e t t e 
p r o p o s i t i o n ; l 'une est r e p r o d u i t e dans la t ro i s i ème édit ion de 
ses Éléments de Géométrie ( P a r i s , D ido t , 1800, l ivre I, 
p r o p . 19) ; l ' au t r e est donnée dans la douz ième édi t ion (1823 ) 
l ivre 1, p r o p . 1 9 , e t r e p r o d u i t e dans les Recherches géomé­
triques de L o b a t s c h e w s k y sous le m ô m e n u m é r o ( ' ) . 
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ÉTUDE I N V E R S E . 9.9 

D e u x i è m e t h é o r è m e d e L e g e n d r e . — Si dans un seul triangle 
la somme des angles est égale à deux droits, il en sera d e 
même pour tout autre triangle. 

La t ro i s i ème éd i t ion de l ' o u v r a g e de L e g e n d r e con t ien t l a 
démons t r a t i on de ce second t h é o r è m e , m a i s o n en t rouve une 
plus cour t e dans l ' o u v r a g e de L o b a t s c h e w s k y déjà c i té , sous 
le n u m é r o 20. 

B . On admet les postulats 5 et 6. 

T h é o r è m e ( E u c l i d e , I , 2 9 ) . — Si le cinquième postulat est 
vrai, deux droites qui ne se rencontrent pas font avec une 
transversale des angles intérieurs dont la somme est égale 
à deux angles droits. 

T h é o r è m e ( E u c l i d e , I, 3 i - 3 2 ) . — Ayant prolongé en BD 
un côté AB du triangle A B C , l'angle extérieur C B D est 
égal à la somme des deux angles intérieurs opposés A C B , 
BAC, et la. somme des trois angles intérieurs du triangle 
est égale à deux droits. 

T h é o r è m e r é c i p r o q u e ( L e g e n d r e , 1 2 e éd i t ion , I , 2 3 ) . — 

Réciproquement, si la somme des angles de tout triangle 
est égale à deux droits, le cinquième postulat est vrai. 

C. On rejette le postulat 5 . 

Soient x'x une d r o i t e et A B sa p e r p e n d i c u l a i r e abaissée 
de A. Il do i t ex is te r au moins u n e dro i t e y' Ay tel le q u e si 
l 'angle B A y est a igu , A y ne r e n c o n t r e pas B x ; alors Ay' ne 
r e n c o n t r e pas non plus ]&x'. En j o i g n a n t A à un po in t q u e l ­
conque C de Bx, l ' angle BAC est m o i n d r e q u e l 'angle B A y ; 
donc CA pro longée ne p e u t c o u p e r de nouveau xx', et le 
pos tu l a t 6 est vra i p o u r tous les systemeTctelTrolTes tels q u e 
x'x et A C . Il en résu l te ( d ' a p r è s A ) q u e la s o m m e des angles 
du t r i ang le A B C est égale ou infér ieure à d e u x d ro i t s . O r , si 
elle é ta i t égale à deux d ro i t s , A y devra i t r e n c o n t r e r Bx, ce 
qui n'a pas l ieu p a r h y p o t h è s e ; ce t te s o m m e est donc in fé ­
r i eu re à d e u x d ro i t s , et la m ê m e p r o p r i é t é a l ieu p o u r tous 
les t r i ang les du plan ( L o b a t s c h e w s k y , Recherches géomé­
triques, p . 2 0 ) . 
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cel te l igne d ' une l o n g u e u r E F égale à A E ; menons aussi F B . 
Le t r iangle E F B sera égal à E A C . Supposons F à l ' i n t é r i eu r 
du t r i ang le C B O , O é tan t le po in t de r e n c o n t r e de A C Q et 
A B , a u t r e q u e A. Soi t encore I le mil ieu de B F ; menons AI 
et p ro longeons ce t t e l igne de la l o n g u e u r égale I J . Si le 
po in t J est à l ' i n t é r i eu r du t r i ang le B F O , nous p r e n d r o n s le 
mil ieu L de BJ , nous t r a c e r o n s AL et la p ro longe rons de la 

( l ) V o i r MANSION, ftlétagéométrie, p . 2 - . 

D . On rejette le postulat 6 . 

II faut donc s u p p o s e r qu ' i l y a au moins un coup le de 
dro i tes A B , C D r e n f e r m a n t un espace , et se c o u p a n t en 
d e u x po in t s 0 e t O ' . En r a i sonnan t c o m m e au p a r a g r a p h e 13 , 
il sera p rouvé q u e tou te d r o i t e passant pa r O passe éga le ­
m e n t p a r O ' , q u e si deux d ro i t e s MN, P Q ont un poin t 
c o m m u n u>, elles en ont un d e u x i è m e w' tel que u b ' est inva­
r i ab le et égale à 0 0 ' , et que chacune est u n e l igne f e rmée . 

P a r su i t e , d e u x d ro i t e s que l conques MN, P Q se coupen t 
en deux p o i n t s ; en effet, j o i g n o n s le po in t R de MN au 
po in t S de P Q ; les d ro i tes MN et P Q ont c h a c u n e un second 
po in t c o m m u n R' et S' avec R S . C o m m e d 'a i l leurs R R ' égale 
SS ' , et q u e R S R ' S ' R est une l igne fe rmée , MN r e n c o n t r e 
nécessa i r emen t P Q . 

THÉORÈME. — Dans un triangle A B C , la somme des angles 
est supérieure à deux droits. 

Nous donnons la d é m o n s t r a t i o n peu c o n n u e de De Til ly ( 1 ) . 
Soit (Jïg. 5) E le mi l i eu de CB ; menons AE et p ro longeons 
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É T L D E I N V E R S E . 3i 

l ongueur égale LN ; pu i s , si le po in t N est à l ' i n t é r i eu r du 
tr iangle B J O , nous ferons une cons t ruc t i on ana logue sur le 
tr iangle ABN, et nous con t i nue rons ainsi indéf in iment . 

Or , les t r i ang les successifs A B C , A B F , A B J , A B N , e t c . , 
ont tou jours é v i d e m m e n t la m ê m e s o m m e a n g u l a i r e ; j e dis 
que l 'un des angles A B J , A B i \ , e t c . , finit pa r a t t e i n d r e ou 
dépasser deux d r o i t s . En effet, soit D le milieu de A C ; t i rons 
les dro i tes D E , E l , IL , e t c . ; les t r iangles D C E et EIB é t an t 
égaux , El est le p ro longemen t de D E , et ces longueur s sont 
égales; done D E I L . . . est une ligne d r o i t e composée de seg­
ments égaux , q u i r e n c o n t r e A D C Q en un second poin t P 
situé au delà de O, à la d is tance O P — A D , ainsi que A B 
en R ; et si le n o m b r e de ces segmen t s est suffisamment 
grand, l ' ex t r émi t é M du d e r n i e r finit p a r se t r o u v e r soi t 
en R, soit su r R P ou son p r o l o n g e m e n t ; l 'angle ABM cor ­
r e spondan t é t a n t égal ou s u p é r i e u r à d e u x d ro i t s , la p r o p o ­
sition est d é m o n t r é e . 

Les conséquences des r a i s o n n e m e n t s p récéden t s sont 
i m m é d i a t e s . 

Le re je t du pos tu la t 6 e n t r a î n e l ' admiss ion du po s t u l a t 5 
et la G é o m é t r i e r i e m a n n i e n n e ; les pos tu la t s 5 e t 6 ne peuven t 
se re je ter e n s e m b l e , e t l 'un au moins est nécessai re p o u r 
cons t i tue r un svstème comple t de Géomét r i e . 

En r e j e t an t le pos tu l a t 5, on est donc obl igé d ' a d m e t t r e le 
pos tu l a t 6, et la s o m m e des angles d 'un t r iangle est m o i n d r e 
que deux d ro i t s , ce qui ca rac té r i se la Géomét r i e Ioba t schews-
k i enne . 

La vraie n a t u r e des pos tu l a t s r e ssor t c l a i r e m e n t de ce t te 
é t u d e ; ce ne sont , à tou t p r e n d r e , q u e des déf ini t ions; 
aucune d 'el les n 'es t r en fe rmée dans les définit ions ou p o s t u ­
lats a n t é r i e u r s , et a u c u n e d 'el les n 'es t davan tage la consé­
quence de l ' au t r e . La définit ion (4) et les pos tu la t s i , 2 , 4 
d 'Euc l ide c a r a c t é r i s e n t le G E N R E D R O I T E , S O U S sa forme géné­
rale décomposab le en t ro is var ié tés i ncompa t ib l e s en t re 
elles : l ' adjonct ion d u pos tu la t 5 seul d i s t i n g u e la var ié té 
r i e m a n n i e n n e , l ' adjonct ion du pos tu la t 6 seul d i s t i n g u e la 
var ié té l o b a t s c h e w s k i e n n e , enfin la var ié té euc l id ienne s 'ob­
t ien t pa r l 'adjonct ion des pos tu la t s 5 et 6 r éun i s ( ' ) . 

MANSIÓN, Principes de Métagéométrie, p . 29. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( I ) D E T I L L Y a i n g é n i e u s e m e n t s y m b o l i s é ce t t e t r i f u r c a t i o n p a r u n 

s c h é m a (Essai sur les Principes, p . ^3) . 

O n p e u t s a n s d o u t e r e g r e t t e r q u e l e g é o m è t r e g r e c n 'a i t 

p a s d o n n é p l u s d e c l a r t é à s e s d é f i n i t i o n s d e la d r o i t e e t d u 

p l a n ; m a i s o n e s t f o r c é d e r e c o n n a î t r e q u e , c e s d é f i n i t i o n s 

a d m i s e s , i l n e p o u v a i t c h o i s i r s e s p o s t u l a t s a v e c u n e p l u s 

a d m i r a b l e s a g a c i t é . R é s u m o n s - n o u s : à la p o r t e d e la G é o ­

m é t r i e , t r o i s r o u t e s d ' é g a l e i m p o r t a n c e e t s a n s f u s i o n p o s ­

s i b l e s 'of frent à n o u s ( ' ) ; n o u s p o u v o n s l e s p a r c o u r i r i n d i s ­

t i n c t e m e n t e t a u s s i l o i n q u e n o u s v o u d r o n s s a n s a u t r e 

o b s t a c l e q u e c e l u i q u i r é s u l t e d e la p l u s o u m o i n s g r a n d e 

d i f f i c u l t é a n a l y t i q u e . S i n o u s c h o i s i s s o n s la r o u t e e u c l i ­

d i e n n e , c ' e s t d e p l e i n g r é e t u n i q u e m e n t p a r c e q u ' e l l e e s t 

p l u s a c c e s s i b l e q u e l e s d e u x a u t r e s ; e t s u i v a n t la r e m a r ­

q u a b l e e x p r e s s i o n e m p l o y é e p a r M . P o i n c a r é d a n s l ' a r t i c l e 

qui a p o u r t i t r e : Sur les Géométries non euclidiennes 
\Revue générale des Sciences, 1 8 9 1 , p . 769), « il n 'y a p a s 
•de G é o m é t r i e s p l u s o u m o i n s v r a i e s ; il y a s e u l e m e n t d e s 

G é o m é t r i e s p l u s o u m o i n s c o m m o d e s n. 

15 . Le p lan el l ipt ique de Cayley-Klein. — D ' a p r è s c e q u i 
a é t é v u au n° 13 , l e p l a n d e R i e m a n n p r é s e n t e t o u s l e s 

c a r a c t è r e s d ' u n e s u r f a c e s p h é r i q u e , y c o m p r i s l e c a r a c t è r e 

e x c e p t i o n n e l d e s p o i n t s o p p o s é s ; a u f o n d , c e p l a n e s t b i e n 

u n e s u r f a c e s p h é r i q u e , a u s e n s r i e m a n n i e n d u t e r m e , e t l e s 

p r o p r i é t é s d e la c o n g r u e n c e y s o n t v r a i e s , n o n s e u l e m e n t 

p o u r u n e r é g i o n n o r m a l e , m a i s p o u r la t o t a l i t é d e la s u r ­

f a c e . 

Q u ' a r r i v e r a i t - i l s i , d a n s l ' h y p o t h è s e d e l ' ang le o b t u s , on 

r e f u s a i t au p l a n e n t i e r l e p o s t u l a t d e c o n g r u e n c e v a l i d e p o u r 

t o u t e r é g i o n n o r m a l e , e t s i l ' o n a d m e t t a i t s a n s a u c u n e e x c e p t i o n 

l e p o s t u l a t d e d é t e r m i n a t i o n d e la d r o i t e p a r d e u x p o i n t s ? 

C a y l e y e t K l e i n o n t r é p o n d u à la q u e s t i o n en f a i s a n t c o n n a î t r e 

l e s p r o p r i é t é s e s s e n t i e l l e s d u plan elliplique, s u r l e q u e l la 

l i g n e d r o i t e e s t e n c o r e f e r m é e e t a u n e l o n g u e u r finie, m a i s 

d e u x d r o i t e s n e se r e n c o n t r e n t q u ' e n u n s e u l p o i n t . La d i f f é ­

r e n c e e n t r e l e p l a n s p h è r e e t l e p l a n e l l i p t i q u e e s t f o n d a ­

m e n t a l e : l e p r e m i e r e s t u n e s u r f a c e bilatère, l e s e c o n d 

u n e s u r f a c e unilatère. 
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Les surfaces o r d i n a i r e s que n o u s sommes h a b i t u é s à c o n ­
s idé re r sont b i l a t è r e s ; elles on t deux faces, un e n d r o i t et un 
enve r s , et l'on ne p e u t passer d 'un po in t A de l ' end ro i t à un 
poin t B de l ' envers p a r un c h e m i n con t inu q u ' e n p e r ç a n t la 
surface ou t r a v e r s a n t une de ses f ront iè res éven tue l l e s , c 'est-
à-dire le c o n t o u r fe rmé q u i l imi t e u n e é t e n d u e q u e l c o n q u e 
d e ce t te su r face . Si, p o u r p lus de p réc i s ion , l ' end ro i t est 
coloré en b l a n c , l ' envers coloré en r o u g e , t ou t chemin con­
t inu qui lie A à B d o i t c o m p r e n d r e néces sa i r emen t un pa r ­
c o u r s AC fait su r le b l anc , suivi d 'un p a r c o u r s C B fait sur 
le r o u g e . D e u x t r i ang les qu i on t les côtés respect i fs égaux 
sont c o n g r u e n t s ou s y m é t r i q u e s ; dans le p r e m i e r cas , ils ont 
m ê m e cou l eu r , e t on p e u t les s u p e r p o s e r p a r s imple gl isse­
men t su r la su r face ; dans le d e u x i è m e , ils son t de cou l eu r s 
différentes , et la supe rpos i t i on p a r g l i ssement est i m p o s ­
s ib le . 

Il en va t o u t a u t r e m e n t avec une sur face u n i l a t è r e . C e l l e -
ci n 'a q u ' u n e face et p a r c o n s é q u e n t po in t d ' e n v e r s ; une 
même c o u l e u r la r e c o u v r e p a r t o u t e n t i è r e m e n t , et l 'on peu t 
y j o i n d r e d e u x poin ts que l conques A et B p a r un p a r c o u r s 
con t inu sans p e r c e r la surface ni en t r ave r se r le con tour . 
Deux t r iangles qu i on t les côtés respect i fs égaux sont tou ­
j o u r s c o n g r u e n t s , ou, p a r s imple g l i ssement , un t r i ang l e 
p e u t ê t re superposé à son s y m é t r i q u e . M ö b i u s a fait con­
na î t re , c o m m e l'on sai t , un moyen s imple de c o n s t r u i r e un 
modèle de tel le sur face . P r e n o n s , p a r exemple , un r u b a n de 
pap ie r r e c t a n g u l a i r e A B C D : D C recollé su ivant AB donne 
un cy l indre , f ragment de surface b i l a t è r e ; m a i s , en le recol ­
lant su ivan t BA, on o b t i e n t une surface nouvel le où l'on 
peu t r e c o n n a î t r e a i sément les ca r ac t é r i s t i ques des surfaces 
uni la tè res c i tées plus h a u t . 

16. Les Gréométries non archimédiennes. — C o m m e nous 
l 'avons fait r e s so r t i r au n° 7, le pos tu la t d ' A r c h i m è d e est 
i m p l i c i t e m e n t con tenu dans toutes les exp l ica t ions qu i p r é ­
cèden t . Es t - i l a b s o l u m e n t nécessa i re? P o u r ca rac té r i se r son 
rôle, il fal lai t r e c h e r c h e r si, en le m e t t a n t de cô t é , des sys­
tèmes de G é o m é t r i e log iquement cohé ren t s p e u v e n t encore 
« t r e c o n s t r u i t s ; c 'est ce qu 'a fait , sous l ' insp i ra t ion de 
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(1) Die Legendre' sehen Sätze über die Winkelsumme im Dreieck 
(Math. Annale/!, t. LIII, p . 4°5-43p.)-

H i l b e r t , un de ses élèves. M. D e h n ( ' ) a r e c o n n u qu ' en d o n ­
nan t une c e r t a i n e extension à l ' idée de n o m b r e : 

i ° O n p e u t fo rmer une G é o m é t r i e où la s o m m e des angles 
d 'un t r i ang le égale d e u x d r o i t s et où par un p o i n t passen t 
une infinité de non-sécan tes à une d ro i t e donnée {Géométrie 
semi-euclidienne) ; 

2 U On p e u t éga lement former une G é o m é t r i e c o m p a t i b l e 
avec l ' hypo thèse de l 'angle ob tus et dans l aque l l e la d r o i t e a 
le c a r a c t è r e d ' une l igne infinie et ouve r t e {Géométrie non 
legendr ien ne). 
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CHAPITRE IH. 
LA DISTANCE COMME NOTION FONDAMENTALE. 

17. Les t ravaux de De Tilly. — Nous serons condu i t s aux 
mêmes conclus ions que dans le C h a p i t r e p r écéden t si nous 
reprenons à un au t r e p o i n t de vue l ' é tude de la ques t ion qui 
nous a ju squ ' i c i occupés . La not ion de d is tance p e u t ê t re 
considérée par nous c o m m e une des connaissances p remiè res 
fondamentales que nous révèle l ' expér ience la p lus s imple , 
puisque nous y sommes n a t u r e l l e m e n t condu i t s en comparan t , 
au moyen d 'un i n s t r u m e n t étalon, les interval les relatifs des 
points d 'un sol ide r econnu comme invar iab le . C h a q u e i n t e r ­
valle en t r e deux po in t s co r re spond de la sorte à un n o m b r e , 
et nous d isons que ce n o m b r e est, par convention, la mesure 
de la d is tance des deux po in t s . 

Or , il faut a d m e t t r e q u e , dans tou t sys tème comple t et 
ra t ionnel de G é o m é t r i e , il doi t ex is ter en t r e les d is tances des 
couples de poin ts de l 'espace des re la t ions généra les de cer­
taines formes ; le n o m b r e des in te rva l les f igurant dans cha ­
cune de ces re la t ions est en r a p p o r t avec le n o m b r e de 
d imens ions de l 'espace q u e l'on é t u d i e . P a r exemple , dans 
l 'espace à une d imension ( l igne d é t e r m i n é e ) , il y a une et 
une seule re la t ion générale en t re les t rois d is tances de trois 
points que l conques i , 2 , 3 de cet espace . En effet, p r e m i è r e ­
men t , il y en a au moins u n e , sans quo i , un des in terval les 
é tant pr is c o m m e é ta lon , les d e u x au t re s sera ient mesurés 
par r a p p o r t à lui par des n o m b r e s a rb i t r a i r e s , ce qu i est inad­
miss ib le ; en second l ieu, il ne peut y en avoir p lus d ' une , car 
s'il y en avai t d e u x , un des interval les p r i s c o m m e étalon 
d é t e r m i n e r a i t en t i è r emen t les deux a u t r e s , ou en d ' au t re s 
t e rmes , les po in t s 1 e t 2 é t an t donnés , les interval les 1 - 3 et 
2 - 3 sera ient c o n s t a m m e n t représen tés pa r les mêmes nombres , 
quel que fût le po in t 3 . Pa re i l l emen t , dans l 'espace à deux 
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d imens ions ( sur face d é t e r m i n é e ) , il y a une et u n e seule 
re la t ion généra le en t r e les s ix d i s tances de q u a t r e po in t s 
q u e l c o n q u e s , et dans l 'espace à t ro i s d imens ions , le p lus 
général que nous ayons à cons idé re r ici , il y a u n e e t une 
seule re la t ion e n t r e les d ix d i s tances de c inq po in t s q u e l ­
conques . 

La découve r t e de ce t t e re la t ion a fait l 'obje t des r e c h e r c h e s 
d 'un cer ta in n o m b r e de savan ts . L a g r a n g e , Mémoires de l'A­
cadémie des Sciences de Berlin, 1773 (Sur les Pyramides), 
et Œuvres complètes, T o m e I I I , page 65g, l'a fait conna î t r e 
p o u r 5 po in t s de l 'espace euc l id ien . Cayley, The collected 
Mathematical papers, T o m e I , a r t . I , puis Journal de Cam­
bridge, T o m e I I , l'a t r ans fo rmée pa r un d é t e r m i n a n t ( ' ) . 

M. S c h e r i n g , Nachrichten de G œ t t i n g u e , 1 8 7 0 , page 3 n , 
et 1 8 7 3 , pages i 3 et 1^9, a donné la re la t ion ana logue en 
Géomét r i e non euc l id ienne , en s igna lan t son i m p o r t a n c e , 
mais sans y a jou te r de d é v e l o p p e m e n t s . M. Mansion a m o n t r é , 
Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 18g5, 
2 e P a r t i e , pages 1 8 9 - 1 9 6 , q u e les re la t ions de L a g r a n g e et 
S c h e r i n g pouva ien t s imp lemen t s 'é tabl i r au moyen des p r e ­
mie r s p r inc ipes de la G é o m é t r i e ; ma i s ce sont s u r t o u t les T r a ­
vaux de De Ti l ly qu i on t donné la solut ion la p lus complè te 
et la plus généra le de la ques t ion , et p a r su i t e , c 'est au savant 
académic ien be lge que r ev i en t l ' h o n n e u r d ' avo i r j e t é le j o u r 
le p lu s profond sur les or ig ines de la G é o m é t r i e , et assis 
d ' une façon i n é b r a n l a b l e les p r e m i e r s p r inc ipes de ce t te 
Sc ience . 

D e Ti l ly a p r o u v é dans son Essai de Géométrie analytique 
générale q u e la re la t ion des 5 p o i n t s pouva i t r evê t i r l 'une 
des d e u x formes 

( I ) 

0(11) 

9(21) 

o ( 3 i ) 

? ( 4 i ) 
o ( 5 i ) 

< ? ( t 2 ) 

<t>(22) 

<P(32) 

<p(4?-) 
9 ( 5 2 ) 

<?(i3) Ç ( i 4 ) 

<p(a3) cp(a4) 

9 ( 3 3 ) 9 ( 3 4 ) 

9 ( 4 3 ) ç(*7,) 

9 ( 5 3 ) 9 ( 5 4 ) 

9 ( i 5 ) 

9 ( 2 5 ) 

9 ( 3 5 ) 

9 (45 ) 

9 ( 5 5 ) 

( ' ) Consulter ROUCHK et DK COÏMEEROUSSE, Traité de Géométrie, 
6" et 7" éditions, Partie, TVote I . 
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( II ) 

ou 

K J ( I I ) cp(ia) cp(i3) <p(i4) < B ( I 5 ) 

9 ( 2 1 ) 9 ( 2 2 ) » ( 2 3 ) 0(9.4) ? ( 2 5 ) 

V ( 3 i ) ? ( 3 2 ) <p(33) <p(34) o ( 3 5 ) 

»(40 T(4a) ?(43) ¥(44) ? ( 4 5 ) 

0 ( 5 i ) <p(5a) » ( 5 3 ) <p(54) » ( 5 5 ) 

<f dés ignant u n e ce r t a ine fonction i n c o n n u e , mais telle q u e 
dans le p r e m i e r cas on ai t 

<p(u) = ç ( 2 2 ) = <p(33) = o ( 4 4 ) = Ç ( 5 5 ) = 1, 

et, dans le d e u x i è m e , ces mêmes symboles a ien t p o u r va leur 
commune zé ro . D 'a i l l eurs la seconde forme p e u t se dédu i r e 
de la p r e m i è r e par u n e h y p o t h è s e p a r t i c u l i è r e et un passage 
à la l imi t e . 

Si l'on définit chacun des po in t s du sys tème p a r t ro i s 
nombres ou coordonnées x, y, z, la fonction i nconnue to qui 
vérifie le d é t e r m i n a n t I do i t ê t r e , d ' après De Ti l ly , telle q u e , 
£ é tant employé p o u r dés igne r à volonté -+- 1 ou — 1 , l 'on ait 

( I I I ) ?(7, ?): 
•e.(x„ Xq -+• ypjg^r ZpZq) 

•n-

Dans ce t te éga l i té , les r a d i c a u x do iven t ê t re pos i t i f s . Q u a n t 
à la fonction ip qu i vérifie le d é t e r m i n a n t I I , elle do i t ê t re r e ­
présentée p a r 

( I V ) y(pq)-^ */(xP—xq)'
i-Jr-(yn — yay + (zp—zqy. 

De Tilly a m o n t r é d 'a i l leurs q u e , s'il exis ta i t d ' au t re s formes 
que I et II p o u r r ep résen te r un sys tème de 5 po in t s , l eur d é ­
couver te ne condu i r a i t pas à un nouveau sys tème de G é o m é ­
tr ie d i s t i n c t de ceux q u i r é su l t en t des fonct ions déjà t r o u ­
vées ( ' ) . 

Il n 'y a donc q u e t ro i s sys tèmes de G é o m é t r i e poss ib les . 
Deux d ' en t r e eux co r r e sponden t p o u r la forme I I I de <p 
à s = t e t à E = — 1 ; ce sont r e spec t ivemen t le sys tème r i e -

(l) Essai de Géométrie analytique générale. N o t e IV. 
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m a n n i e n e t le sys tème Ioba tschewskien ; le t ro i s ième, donné 
p a r la fo rme IV, est le sys tème euc l id ien e t l 'on p rouve q u e , 
m o y e n n a n t u n e ce r t a ine h y p o t h è s e , il p e u t ê t re cons idé ré 
c o m m e une l imi te c o m m u n e des deux p r e m i e r s . 

18 . La droi te et le plan d'après Cauchy. — Leibn iz donne 
cet énoncé g é o m é t r i q u e basé s u r l ' idée de m o u v e m e n t : La 
droite est la ligne telle que, si l'on immobilise deux de ses 
points, tous les autres sont immobilisés par cela seul, a Sit 
corpus aliquid. cujus duo puncta sint immota et fixa, 
ipsum autem corpus nihilominus movealur, tune omnia 
puncta corporis quiescentia incident in rectam quœ per 
duo puncta fixa transit » {Œuvres math, de Le ibn i z , é d i ­
t ion G e r h a r d t , t . V , p . 1 8 7 ) . 

Il en résu l t e q u ' u n po in t C e x t é r i e u r à la d r o i t e A B des 
deux poin ts fixes se m e u t , et q u e , ses dis tances à ces points 
é t an t supposées invar iab les , il y a au moins un a u t r e point D 
de l 'espace d o n t les d i s tances D A et DB à ces mêmes points 
sont égales à GA e t C B . 

Ce t t e r e m a r q u e a donné na issance à la définition p lus avan ­
tageuse de C a u c h y : La ligne droite AB est Le lieu géomé­
trique des points M tels qu'il n'y a aucun autre point D de 
l'espace pour lequel on ait MA = DA et MB = D B . S'il est 
admis qu ' i l exis te une re la t ion généra le en t r e les t ro is i n t e r ­
val les MA, M B , A B , l 'on p e u t fac i lement en conc lu r e que les 
dro i tes A B , MA e t MB sont i d e n t i q u e s , ou , ce qu i revient au 
m ê m e , q u e t o u t po in t D e x t é r i e u r à l ' une est aussi ex t é r i eu r 
aux d e u x a u t r e s . 

Nous déf inirons le plan d 'une m a n i è r e s e m b l a b l e en d i san t 
avec C a u c h y : Le plan A B C est la surface lieu des points M 
tels qu'il n'y a aucun autre point D de l'espace pour lequel 
on puisse avoir MA = DA, MB = DB et MG = D C . S'il est 
admis qu ' i l y a une re la t ion généra le en t re les six i n t e r ­
valles MA, M B , MC, A B , B C , A C , l 'on peu t fac i lement en 
conc lu re q u e les p lans A B C , A B M , BCM et ACM sont i d e n ­
t i ques , pa rce q u e t o u t po in t D e x t é r i e u r à l 'un est auss i e x t é ­
r i e u r aux t ro i s a u t r e s . P a r t a n t de là, nous savons vérifier ce 
t h é o r è m e : 

Toute droite MN qui a deux points M et N dans un 
plan A B C est contenue tout entière dans ce plan. 
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LA DROITE ET LE PLAN D'APRÈS CATJCHY. 3<) 

Ceci r é su l t e de ce que t o u t p o i n t D e x t é r i e u r au plan est 
ex té r i eu r à la d ro i te MN, et r é c i p r o q u e m e n t . 

En r é s u m é , p r e n a n t la not ion de d i s l ance c o m m e la seule 
notion fondamenta le de la G é o m é t r i e , n o u s avons pu r e ­
t rouver sans except ion t ous les p o i n t s de n o t r e p r e m i e r 
exposé ; donc tous les pos tu la t s admis sont b i en c o m p a t i b l e s 
en t re eux , e t l ' ex is tence de t ro i s sys tèmes de Géomé t r i e indé­
pendan t s est p rouvée d 'une façon i n a t t a q u a b l e . 
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CHAPITRE IV. 
LA GEOMETRIE GENERALE DANS LE PLAN E l DANS L ' E S P A C E . 

1 9 . La Géométr i e g é n é r a l e d a n s l e p l a n . — Le l e c t e u r 

q u e l q u e p e u famil ier avec les conna issances g é o m é t r i q u e s 
qu i font p a r t i e du p r o g r a m m e de l ' en se ignemen t c lass ique 
p e u t d é s o r m a i s , d iv i san t les p ropos i t i ons de la G é o m é t r i e en 
d e u x g roupes , d i s t i n g u e r d 'un côté celles qu i sont vra ies sans 
excep t ion dans tous les sys t èmes , de l ' a u t r e celles pour l es ­
que l les l ' énoncé doi t s u b i r une modif icat ion q u e l c o n q u e en 
pas san t d 'un sys tème à l ' a u t r e ; et encore , p a r m i ces d e r ­
n iè res , serai t - i l parfois poss ib le d ' a d o p t e r u n e formule s ' ap -
p l i q u a n t à tous les cas, et qu i fasse r e n t r e r la p ropos i t ion 
q u i en est l 'obje t dans le g r o u p e de la Géomé t r i e g é n é ­
ra le 

En voici un exemple c a r a c t é r i s t i q u e . Dans la G é o m é t r i e 
d 'Euc l i de , la somme de deux angles opposés d'un quadri­
latère convexe ABCD inscrit dans une circonférence est 
constante et égale à deux angles droits. Ce t t e p ropos i t ion 
est fausse en G é o m é t r i e non euc l id ienne , p u i s q u e la s o m m e 
de ces d e u x angles peu t va r ie r parfois dans des l imi tes assez 
é t e n d u e s . O r , ce t te différence p r o v i e n t de ce q u e l ' énoncé 
euc l id ien est s u r a b o n d a n t . Le sens de l ' énoncé que n o u s 
venons de c i te r es t ce lui -c i : 

A + C = B + D = 2 droi ts . 

En Géomé t r i e euc l id i enne , et dans ce t te Géomé t r i e seu le , 
la seconde égal i té es t la conséquence inév i t ab le de la p r e ­
m i è r e q u i est toujours vraie. 

( ' ) Gon'sulter , p a r e x c m p l e , G. B R U C E H A L S T E D , lìational Geometry 
( N e w - Y o r k , W i l e y , i g o 4 ) 1 et D A S S E N , Tratado elemental de Geome­
tria ( B u e n o s - A y r e s , C o n i , TOO4) . 
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La formule de la G é o m é t r i e généra le sera donc : 

Dans tout quadrilatère convexe inscrit dans une circon­
férence, la somme de deux angles opposés égale celle des 
deux autres. 

Cet te fo rmule est d ' a u t a n t me i l l eu re que tou t espr i t qu i 
réfléchit sera i n s t i nc t i vemen t a m e n é à la r a p p r o c h e r de la 
su ivan te , qu i est éga lement généra le : 

Dans tout quadrilatère convexe circonscrit à une circon­
férence, la somme de deux côtés opposés égale celle des 
deux autres. 

En c o m p a r a n t les deux, énoncés , l 'élève in te l l igen t s o u p ­
çonnera , dès ses p r e m i e r s pas dans la G é o m é t r i e , l ' ex is tence 
d 'un p r inc ipe général de co r r é l a t i on don t p a r la su i te les 
manifestat ions lui se ron t f r équen tes . 

En généra l i san t les observa t ions q u i p r écèden t , on se c o n ­
vainc b i e n t ô t , p o u r peu q u e l 'on j p r ê t e a t t en t i on , q u ' u n 
assez g rand n o m b r e de t h é o r è m e s conce rnan t les para l lè les 
euc l id iennes t i ennen t l eu r vé r i t é , non de ce q u e ces l ignes 
ne se r e n c o n t r e n t pas q u o i q u ' o n les p ro longe à vo lonté , mais 
u n i q u e m e n t de ce qu 'e l les on t une p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e 
de pos i t ion p a r t i c u l i è r e ; s'il en est a ins i , ces t h é o r è m e s 
doivent faire pa r t i e de la Géomé t r i e géné ra le . P o u r ne c i ter 
qu ' un exemple , p r enons la p ropos i t ion que voici : 

Dans un triangle euclidien, la ligne B ' C qui joint les 
milieux B ' et C des deux côtés AB et A C est parallèle au 
troisième côté B C . 

Fo rmulons - l a de la façon s u i v a n t e , q u i , au poin t de vue 
eucl id ien , es t en t i è r emen t équ iva l en te : 

Dans un triangle, la droite B ' C qui joint les milieux B ' 
et C des deux côtés A B et A C "st perpendiculaire sur la 
médiatrice du troisième côté B C 

Nous l 'avons de la s o i i c r emplacée par u n e p ropos i t i on de 
Géomé t r i e généra le facile à d é m o n t r e r . P o u r cela, abaissons 
A D , B E , C F p e r p e n d i c u l a i r e s su r B ' C (fig. G). Ces t rois 
l ignes sont égales p a r sui te des égal i tés de t r iangles A D C 
et B E C , A D B ' et C F B ' ; mais dans le q u a d r i l a t è r e b i r e c -
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L a r é c i p r o q u e a l ieu é g a l e m e n t ; conc luons-en que : 

Si dans un triangle deux hauteurs se coupent, La troi­
sième passe par leur point de rencontre, et les trois lignes 
sont d'une façon générale les bissectrices internes des 
angles du triangle qui a leurs pieds pour sommets ('). 

A u Livre I I , u n e n o t a b l e p a r t i e des t r a i t é s c lass iques de 
Géomé t r i e a p p a r t i e n t de m ê m e à la G é o m é t r i e non euc l i ­
d i e n n e , en pa r t i cu l i e r celle qu i t ra i t e des re l a t ions de posi­
t ion en t re la d r o i t e et la c i rconférence , ou en t r e deux c i rcon­
férences , des a r c s , cordes et t angen te s , et de la m e s u r e des 
angles a u c e n t r e . Mais il ne saura i t ê t r e ques t ion de la m e ­
sure des angles insc r i t s , pu i sque l eu r t h é o r i e repose su r le 
pos tu la t 5 . E t m ê m e , il faut r e m a r q u e r que si t ou t e s les con­
s t ruc t ions i nd iquées d e m e u r e n t possibles et exécu tab les en 
G é o m é t r i e r i e m a n n i e n n e , pu i sque deux d ro i t e s y sont t o u ­
j o u r s sécantes , il n ' en est p lus néces sa i r emen t a insi su r le 
plan l oba l s chewsk ien . Le p rob l ème b ien connu : Décrire 
une circonférence par trois points donnés A , B , C va nous 
en f o u r n i r u n e x e m p l e . 

L e cen t r e de la c i rconférence c h e r c h é e , q u a n d elle ex is te , 
est à la r e n c o n t r e des t rois méd ia t r i ce s de A B , BG et C A . 

Q u a n d d e u x d ' en t r e elles se coupen t , la t ro i s i ème passe 
pa r l eu r p o i n t d ' i n t e r sec t ion O , et ce po in t est le cen t re che r ­
ché , d 'a i l leurs u n i q u e . 

Q u a n d deux d ' en t r e elles sont pa ra l l è les , la t ro i s i ème leur 
est aussi pa ra l l è l e , e t le po in t O n 'exis te p lus . O r L o b a t -
schewsky a d é m o n t r é , § 31 de ses Recherches géométriques, 
qu ' i l ex is ta i t alors une c o u r b e p a r t i c u l i è r e n o m m é e p a r lui 

F i g . 6. 

A 

(') Bilatères et trilatères ( Mathesis, 1902, p. 1 8 7 - 1 9 3 ) . 

t ang le e t isoscele B E C F , la méd ia t r i c e G A ' de E F est aussi 
celle de B C , donc , e tc . 
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A 

Soient menées A a , B è , Ce pe rpend icu la i r e s sur D E ; c o m m e 
elles on t m ê m e l o n g u e u r , la méd ia t r i ce du côté B C est aussi 
pe rpend icu l a i r e à D E , et il exis te une ligne d é t e r m i n é e p a s ­
sant par les t rois po in t s A, B , C . C'est le l ieu géomét r ique 
des po in t s p o u r lesquels la d is tance à la d ro i t e D E est c o n ­
s tante et égale à A a . Cet te l igne , qu i reçoi t le nom çVéqui-
distante ou d'hypercycle, j o u i t de la p rop r i é t é que les m é ­
dia t r ices de tou tes ses cordes sont pe rpend icu la i r e s à D E , 
laquelle en est l ' axe ; s'il est év ident que son t racé m é c a n i q u e 
est très s imple , il n 'y a pas davan tage de difficulté à en con­
s t ru i re tous les po in t s que l'on voudra , une fois que la dro i te 
DE aura été e l l e -même dess inée . 

L 'hor icycle et l 'hypercyc le ont t o u t e s les p rop r i é t é s de la 
c i rconférence , à cond i t ion de cons idére r les rayons du p r e ­
mier c o m m e para l lè les , e t ceux du second c o m m e n o r m a u x à 

( ' ) O u d u m o i n s le m é c a n i s m e à e m p l o y e r p o u r ce' t r a c é e s t r e l a t i ­

v e m e n t c o m p l i q u é . 

Scientia, n° 15. ;* 

horicycle ou courbe limite, e t passant pa r les t ro is sommets 
du t r i ang le . Ce t te c o u r b e j o u i t de la p r o p r i é t é q u e les média ­
trices de tou tes ses cordes sont paral lè les en t re elles, et l 'on 
peut la cons idére r c o m m e la l imi te vers laque l le t end une 
c i rconférence don t le cen t re s 'éloigne au delà de tou t e d i s ­
lance. L 'hor icyc le ne p e u t pas ê t re t racé m é c a n i q u e m e n t ( ' ) , 
mais on p e u t en d é t e r m i n e r avec la règle et le compas au t an t 
de po in t s q u e l 'on v o u d r a , c o m m e nous le ver rons dans le 
Chap i t r e su ivant . 

Enfin, supposons q u e deux média t r i ces , celles des côtés 
AB, A C , soient non-sécan tes et a ient une n o r m a l e c o m m u n e 
D E {fig. 7). 

F i g . 7. 
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. ( ' ) C o n s u l t e r : Polygones réguliers sphériques et non euclidiens, 
(Le Matematiche, 1902, p . I 3 - - I 4 5 ) . 

C) Le cinquième Livre de la Metageometrie (Mathesis, 1901, 
p . 1 7 7 - 1 9 0 ) . 

u n m ê m e a x e ; a j o u t o n s q u e t o u t e c i r c o n f é r e n c e r i e m a n -

n i e n n e e s t a u s s i u n h y p e r c y c l e r i e m a n n i e n . 

V o i c i e n c o r e u n e q u e s t i o n c a p a b l e d e d o n n e r l i e u à q u e l ­

q u e s o b s e r v a t i o n s i n t é r e s s a n t e s : Mener par un point 
donné A extérieur à une circonférence la tangente A T . L a 
s o l u t i o n g é n é r a l e d u p r o b l è m e e s t c e l l e p a r la m é t h o d e d i t e 

d u double rayon q u i n e s ' a p p u i e q u e s u r l e s p r o p r i é t é s d u 

t r i a n g l e i s o s c è l e . Q u a n d la c i r c o n f é r e n c e e s t u n h o r i c y c l e o u 

u n h y p e r c y c l e , l ' o n a à c o n s t r u i r e u n q u a d r i l a t è r e t r i r e c -

t a n g l e o ù d e u x c ô t é s s o n t c o n n u s . 

L a G é o m é t r i e g é n é r a l e n ' e m p r u n t e p r e s q u e r i e n au t r o i ­

s i è m e L i v r e u s u e l ; c ' e s t q u e c e l u i - c i r e p o s e e n e n t i e r s u r la 

s i m i l i t u d e d e s f i g u r e s , e t q u e d a n s l e s h y p o t h è s e s n o n e u c l i ­

d i e n n e s , comme G a u s s l'avait l e p r e m i e r r e m a r q u é , e t c o m m e 

u n r a i s o n n e m e n t é l é m e n t a i r e p e r m e t a i s é m e n t d e s ' e n c o n ­

v a i n c r e , d e u x f i g u r e s s e m b l a b l e s n e p e u v e n t q u ' ê t r e é g a l e s . 

Il f a u t t o u t e f o i s f a i r e e x c e p t i o n p o u r l e s p o l y g o n e s r é g u l i e r s , 

d o n t l a p o s s i b i l i t é g é n é r a l e e t l e s p r o p r i é t é s e s s e n t i e l l e s n e 

t i r e n t p o i n t l e u r o r i g i n e d u c i n q u i è m e p o s t u l a t d ' E u c l i d e . 

L a c o n s t r u c t i o n e f f e c t i v e d e s p o l y g o n e s c o n v e x e s d é r i v é s d u 

c a r r é , d u t r i a n g l e é q u i l a t é r a l e t d u p e n t a g o n e e x i g e s e u l e ­

m e n t p a r f o i s d e s t r a c é s p l u s c o m p l i q u é s q u ' e n G é o m é t r i e 

e u c l i d i e n n e ( 1 ) . 

I l e x i s t e é g a l e m e n t u n e t h é o r i e d e s a x e s r a d i c a u x , a i n s i 

q u e d e s p ô l e s e t p o l a i r e s c o n d u i s a n t à u n g r a n d n o m b r e d e 

p r o p o s i t i o n s f o r m u l é e s e x a c t e m e n t c o m m e e n G é o m é t r i e e u ­

c l i d i e n n e ; s i l e l e c t e u r e s t d é s i r e u x d e l e s é t u d i e r d e p l u s 

p r è s , i l p o u r r a c o n s u l t e r u t i l e m e n t à c e s u j e t l e s Leçons de 
Géométrie d e C l e b s c h - L i n d e m a n n , l a t h é o r i e d u r a p p o r t 

a n h a r m o n i q u e d o n n é e p a r M . F . K l e i n d a n s s o n M é m o i r e 

Ueber die sogenannte nicht euklidische Géométrie [Math. 
Ann., 1 8 7 1 ) , e t en f in la t h è s e i n a u g u r a l e d e M . G é r a r d , Sur 

la Géométrie non euclidienne, 1 8 9 a . 

20. La Géométrie générale dans l'espace ( 2 ) . — L ' e n s e i g n e ­
m e n t a c t u e l d i v i s e le L i v r e V e n q u a t r e p a r t i e s d i s p o s é e s à p e u 
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LA GÉOMÉTRIE GÉNÉRALE DANS L'ESPACE. 45 

p r è s d a n s l ' o r d r e s u i v a n t p a r b e a u c o u p d ' a u t e u r s : R e l a t i o n s d e 

p o s i t i o n d e l a d r o i t e e t d u p l a n , p l a n s e t d r o i t e s p e r p e n d i c u ­

l a i r e s . — P l a n s e t d r o i t e s p a r a l l è l e s . — A n g l e s d i è d r e s e t 

d i è d r e s d r o i t s . — A n g l e s t r i è d r e s e t p o l y è d r e s . 

C o n s e r v o n s c e t t e d i v i s i o n u s u e l l e . S i n o u s o b s e r v o n s q u e 

d a n s l ' e s p a c e r i e m a n n i c n t o u t e p e r p e n d i c u l a i r e à u n p l a n 

p a s s e p a r d e u x p o i n t s o p p o s é s d o n t la d i s t a n c e a u x d i f f é r e n t s 

p o i n t s d e c e p l a n é g a l e A, e t p e r c e é g a l e m e n t le p l a n e n d e u x 

p o i n t s o p p o s é s , q u e d e p l u s t o u t e d r o i t e r e n c o n t r e u n p l a n 

en d e u x p o i n t s é g a l e m e n t o p p o s é s , n o u s p o u r r o n s d i r e q u ' à 

ce l a p r è s , e t d ' u n e f a ç o n p r e s q u e a b s o l u e , l e s p r o p o s i t i o n s d e 

la p r e m i è r e e t d e s d e u x d e r n i è r e s p a r t i e s é t a n t i n d é p e n ­

d a n t e s d u P o s t u l a t u m d ' E u c l i d e a p p a r t i e n n e n t à l a G é o m é t r i e 

g é n é r a l e ; d a n s l e s u n e s , l ' é n o n c é e t la d é m o n s t r a t i o n s u b s i s ­

t e n t s a n s m o d i f i c a t i o n s , t e l l e t h é o r è m e d i t des trois perpen­
diculaires, a v e c s e s r é c i p r o q u e s e t s e s a p p l i c a t i o n s o r d i ­

n a i r e s ; d a n s d ' a u t r e s , s i l ' é n o n c é d e m e u r e , i l y a l i e u d e 

p r é s e n t e r l e r a i s o n n e m e n t s o u s u n e f o r m e q u i p u i s s e s ' a p p l i ­

q u e r à t o u s l e s c a s . 

C ' e s t a i n s i q u e l ' é g a l i t é d e d e u x a n g l e s r e c t i l i g n e s d ' u n 

d i è d r e d o i t r é s u l t e r u n i q u e m e n t d e c e l l e d e d e u x t r i a n g l e s 

q u i o n t l e u r s t r o i s c ô t é s é g a u x c h a c u n à c h a c u n . A i n s i e n c o r e , 

c ' e s t b i e n à t o r t , s e l o n n o u s , q u e d a n s b e a u c o u p d ' O u v r a g e s 

d e G é o m é t r i e , m ê m e p a r m i l e s m e i l l e u r s , l e t h é o r è m e s u r l a 

s o m m e d e s f a c e s d ' u n a n g l e t r i è d r e o u p o l y è d r e e s t p r o u v é 

a v e c l e s e c o u r s j d u c i n q u i è m e p o s t u l a t , d o n t i l e s t t o u t à f a i t 

i n d é p e n d a n t ; q u a n d o n a p r o u v é q u e d a n s u n t r i è d r e u n e 

face e s t p l u s p e t i t e q u e la s o m m e d e s d e u x a u t r e s , i l suf f i t 

d e p r o l o n g e r u n e s e u l e a r ê t e a u d e l à d u s o m m e t p o u r e n 

d é d u i r e q u e la s o m m e d e s t r o i s f a c e s e s t m o i n d r e q u e q u a t r e 

d r o i t s ; s ' i l s ' a g i t m a i n t e n a n t d ' u n a n g l e p o l y è d r e c o n v e x e 

d e n f a c e s , i l n ' y a q u ' à a d m e t t r e la p r o p o s i t i o n p o u r u n 

a n g l e d e « — i f a c e s , e t l a g é n é r a l i s e r p o u r u n e f a c e d e p l u s . 

E n f i n , p o u r c e r t a i n s t h é o r è m e s , l a t h é o r i e d e s p a r a l l è l e s 

. s e m b l e j o u e r u n r ô l e q u ' e n r é a l i t é e l l e n e j o u e p a s d u t o u t , 

e t , s i l ' o n v e u t b i e n p é n é t r e r u n p e u p l u s a v a n t d a n s l e u r e s ­

p r i t , o n n e t a r d e p a s à s ' en c o n v a i n c r e . En* v o i c i u n e x e m p l e 

b i e n r e m a r q u a b l e : 

Pour qu'un angle droit se projette sur un plan suivant 
un angle droit, il faut et il suffit, d i s e n t l e s T r a i t é s , qu'un 
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côté au moins de l'angle soit parallèle au plan de projec­
tion. 

La t r a d u c t i o n non euc l id ienne de cet te formule est la s u i -
van ie : 

Pour qu'un angle droit se projette sur un plan suivant 
un angle droit, il faut et il suffit que la projetante du 
setmmet soit normale commune à un côté de l'angle au 
moins, et au plan. 

Q u a n t au t ex t e m ê m e de la d é m o n s t r a t i o n , il n 'y a p o u r 
ainsi d i re r ien à change r . 

À la faveur des expl ica t ions qu i p r écèden t , on voi t q u e les 
p r inc ipes fondamen taux de tou tes les Géomét r i e s descr ip t ives 
sont les m ê m e s , et q u ' u n po in t , u n e d r o i t e , un plan sont tou­
j o u r s pa r fa i t emen t r ep résen té s au moyen de leurs pro jec t ions 
ou de leurs t races ; ceci p o u r r a ê t r e ut i l isé au beso in . 

Il res te à nous occuper de la p a r t i e du Livre V qui t ra i t e 
des d ro i tes et plans para l lè les . O r , le mot eucl id ien de pa ra l ­
lèles est employé ind i f fé remment , c o m m e cela a déjà é té r e ­
m a r q u é , p o u r dés igne r à la fois les dro i tes et plans qu i ne se 
r e n c o n t r e n t p a s , c o m m e ceux qu i on t une p e r p e n d i c u l a i r e 
c o m m u n e ; t and i s que la nécessité s ' impose en G é o m é t r i e non 
euc l id ienne de d i s t i n g u e r , le t e r m e de paral lè les ayan t un 
sens différent. 

2 1 . Théorie des droites et plans qui ont une normale com­
mune. — i° Deux d ro i t e s A B , Gi) pe rpend icu la i r e s à un plan P 
sont dans un m ê m e plan Q, et no rma les à la l igne d ' i n t e r sec ­
tion AC des deux p lans . — R é c i p r o q u e et corol la i res é v i ­
den t s . 

2 ° La no rma le c o m m u n e à une d r o i t e A B e t à sa p ro j ec ­
tion ab su r un plan P est aussi no rma le c o m m u n e à AB et 
au p lan . — R é c i p r o q u e . 

3° Deux plans r i e m a n n i e n s que l conques et deux p lans l o -
ba t schewsk iens non sécants ont une normale c o m m u n e renfer­
mée dans tous l eu r s p lans n o r m a u x c o m m u n s . 

4° Tous les plans r i e m a n n i e n s qu i r en fe rmen t une d r o i t e D 
ont une n o r m a l e c o m m u n e D ' , et D est aussi no rma le c o m ­
m u n e à tous les plans passant p a r D ' . T o u t e d r o i t e j o i g n a n t 
D à D ' l eur est no rma le c o m m u n e , et vau t A. D et D ' sont 
r éc ip roques . 
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THÉORIE DES DROITES ET PLANS PARALLELES. 47 

5" D e u x dro i tes que lconques r i emann iennés D et D ' ont 
généra lement d e u x pe rpend icu la i r e s c o m m u n e s r éc ip roques 
qui servent à m e s u r e r , l 'une AA' la d is tance m í n i m a , l ' au t re 
BB' la d is tance m á x i m a de l eu rs po in t s , et , dans ce cas , la 
distance MM' de deux poin ts que l conques de D e t D ' oscille 
entre A A ' et B B ' . O r , il p e u t a r r iver que p o u r ce r t a ines p o ­
sitions relat ives de D et D ' on ait AA' = B B ' ; a lors tou te 
ligne p e r p e n d i c u l a i r e à D et c o u p a n t D ' est aussi p e r p e n d i ­
culaire à cel te de rn i è re , et sa l o n g u e u r est cons tan te e t égale 
à A A ' ; q u a n d D et D ' sont de la sor te equ id i s t an tes , deux 
perpend icu la i res c o m m u n e s q u e l c o n q u e s d é t e r m i n e n t un 
rectangle gauche où les d iagonales sont égales et font avec 
les côtés des angles a l t e rne s - i n t e rne s égaux ( 1 ). 

6° Deux d ro i t e s que l conques loba t schewsk iennes ont une 
seule p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e . Sa cons t ruc t ion peu t se r a ­
mener à celle des po in t s de r e n c o n t r e d 'une dro i te avec un 
hj 'percycle . 

22 . Théorie des droites et plans parallèles. — i° T o u t e 
ligne D paral lè le à une l igne D ' d 'un plan P est para l lè le à 
sa p ro jec t ion d sur ce plan, ainsi qu ' à toutes les l ignes du 
plan paral lè les à D ' ( y compr i s d). — Réc ip roques . — La 
dro i te D ainsi définie est para l lè le au p l an . 

2 ° P a r un po in t S on peu t m e n e r une infinité de l ignes D 
paral lèles à un plan P , et a p p a r t e n a n t e un cône de r évo lu ­
tion qu i a p o u r axe la normale S.? au plan.'j 

3° P a r une dro i te D on p e u t m e n e r deux p lans P et P ' 
paral lè les à une dro i te D ' , Tous les p lans Q qu i passent 
pa r D peuven t alors se r a n g e r en d e u x ca tégor ies : la p re ­
miè re , renfermée dans le m ê m e d ièd re des p lans P , P ' q u e la 
d ro i t e D ' , est formée d e t o u s I e s p l a n s q u i c o u p e n t D ' ; l ' au t re , 
a p p a r t e n a n t au dièdre ad jacen t , est formée au con t ra i r e de 
plans qu i , ne c o u p a n t pas D ' , ont chacun avec elle une no r ­
male c o m m u n e . 

4° P o u r q u e deux p lans loba t schewskiens so ient sécants , 
il faut et il suffit que p a r un poin t du p r e m i e r on puisse m e ­
ner dans ce lui -c i deux l ignes sécantes paral lè les au s e c o n d ; 

( ' ) C o n s u l t e r : CLIFFORD, Preliminary Sketch on Biqualernions 
(Proceedings of London Math. Society, 1873 , p. 3 8 i - 3 y 5 ) . 
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donc , si p a r deux d ro i t e s para l lè les on fait passe r deux plans 
qu i se c o u p e n t , l ' in tersec t ion est para l lè le aux p r e m i è r e s 
d ro i t e s . 

5° P o u r q u e deux plans l oba t s chewsk iens P et Q soient 
para l lè les , il faut et i l suffît que p a r c h a q u e po in t A de P on 
D e puisse t i re r dans ce lu i - c i q u ' u n e seule l igne A13 paral lè le 
à Q . Le plan qu i p ro je t t e A B su r le plan Q est alors n o r m a l 
c o m m u n à P et Q, et r é c i p r o q u e m e n t . Deux p lans n o r m a u x 
c o m m u n s à P et Q sont pa ra l l è l e s ; ils fo rment avec ces deux 
p lans une sor te d 'angle po lyèdre indéfini dont les qua t r e 
angles d ièdres sont d ro i t s et q u ' u n plan d iagona l coupe su i ­
vant deux t r i èd res où la s o m m e des d i èd res égale d e u x dro i t s . 
La p ropos i t ion p r écéden t e p e u t servi r à vérifier s imp lemen t 
le t h é o r è m e 28 des Recherches géométriques de L o b a t s -
c h e w s k y : Lorsque trois plans se coupent deux à deux 
suivant des droites parallèles, la somme des trois angles 
dièdres égale deux droits, t h é o r è m e q u e le géomè t r e russe 
p r o u v e assez p é n i b l e m e n t p a r des t r iangles sphé r iques d 'a i re 
décro i ssan te , e t qu i s 'é tend é v i d e m m e n t à un n o m b r e que l ­
conque de p l ans . 

; La G é o m é t r i e p r o p r e de la sphè re et des figures t racées à 
sa surface est i n d é p e n d a n t e du pos tu l a t 5. Mais la mesu re 
des aires et celle des vo lumes se font en G é o m é t r i e non eucl i ­
d ienne pa r des moyens di f férents ; nous en r e p a r l e r o n s avec 
déta i ls un peu p lus loin. 

Enfin, il est lois ible de c rée r un L i v r e VIII non eucl id ien , 
et d ' é t ud i e r les cou rbes di tes usuelles, c ' es t -à -d i re les l ieux 
géomé t r i ques de po in t s tels que la somme ou la différence de 
leurs d is tances à deux po in t s fixes, à un poin t e t à une 
d ro i t e , ou à deux dro i tes soit cons t an t e . En G é o m é t r i e r i e -
m a n n i e n n e , ces courbes sont toutes des e l l ip ses ; mais sur le 
plan loba t schewsk ien elles r e v ê t e n t une g rande var ié té de 
formes, ainsi q u e le m o n t r e la sect ion du cône de révolut ion 
par un plan [Voir nos Etudes de Géométrie analytique non 
euclidienne, § 18 (Mémoires de TAcadémie royale de Bel­
gique, 1900)]. 
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CHAPITRE V. 
LA TRIGONOMÉTRIE. 

2 3 . Formules des t r iangles . — Les expl ica t ions renfe rmées 
dans les C h a p i t r e s p récéden t s d o n n e n t la vision ne t te d u 
c h a m p qu i appa r t i en t à chacun des t ro i s sys tèmes de G é o m é ­
t r i e ; tou te fo is , si nous d e m e u r o n s conva incus que c h a c u n 
d 'eux est l o g i q u e m e n t possible au m ê m e t i t r e q u e les a u t r e s , 
il p eu t nous res te r un dern ie r d o u t e qu ' i l i m p o r t e essent ie l le­
men t de lever : les r a i sonnemen t s de la Géomé t r i e euc l id ienne 
se font sur des figures que l 'on sai t t ou tes c o n s t r u i r e ( e t E u -
cl ide s 'étai t imposé ce t te règle inva r i ab le , qu 'on est souvent 
por té à n é g l i g e r ) ; ces r a i s o n n e m e n t s acqu iè r en t p a r cela 
même une g rande force de p é n é t r a t i o n . En es t - i l ainsi dans 
les Géomét r i e s non euc l id iennes , et sa i t -on éga lemen t , par le 
seul secours de leurs pos tu l a t s , cons t ru i r e à la règ le et au 
compas les para l lè les , les pe rpend icu l a i r e s c o m m u n e s , les 
equ id i s t an t e s , les hor icyc les , les f ract ions de la d i s tance 
máx ima 2 A, ainsi que les figures s t é r é o m é l r i q u e s qu i en d é ­
penden t , e tc .? 

Loba t s chewsky n'a rien d i t à ce sujet . Bolyai est le p r e m i e r 
qu i ait d o n n é une cons t ruc t ion des pa r a l l è l e s ; s eu lemen t i l 
s 'appuie su r les formules fondamenta les des t r iangles dé ­
dui tes , d ' ap rès L o b a t s c h e w s k y , de la surface h y p o t h é t i q u e 
n o m m é e horisphère. O r , pour ê t re à l ' abr i de tou t e object ion, 
il serai t essent ie l de p rouve r d ' abo rd ces formules en n ' u t i l i ­
sant q u e les figures é l émenta i res i m m é d i a t e m e n t réa l i sables , 
et c ' es tce q u ' o n t essayé de faire M. Ba t t ag l in i , Sulla Geometría 
inimaginaria di Lobatschewsky {Giornale, 1867, p . 217) , 
puis s u r t o u t , d 'une façon t rès complè t e , M. G é r a r d p o u r la 
Géomé t r i e l oba t schewsk ienne {Thèse, p . 26 et su ivan t e s ) , et 
M. Mansión p o u r la G é o m é t r i e r i e m a n n i e n n e , dans un ar t ic le 
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telles que 
51112: 

cos':r -1- s in s :r = 1 , tanga; = , 
cosar 

et les fonct ions di tes hyperboliques 

ex^-e~x , ex—e-" , ex — e~ 
( 2 ) en 2 7 = , s l i a ? = > Ihx = 

ex-h e~ 

p o u r lesquel les 

ch 'ar— sh ! a; = i, th. 
s h x 

eli x 

sont les seules d o n t nous ayons à faire emplo i ; l ' équa t ion 
cos.» = o a une rac ine et une seule c o m p r i s e e n t r e 1 et 2 ; 

c'est x — - > telle que sin — — 1, et s i n . r = : c o s ( - — x) · 
2 1 2 V 2 / 

P r e n o n s p o u r uni té de compara i son une l o n g u e u r a r b i t r a i r e 
L d u p l a n ; les t rois côtés d 'un t r i a n g l e r ec t ang le A B C ont 
r e spec t ivemen t p o u r m e s u r e s 

B C , A C A B 
a = T 7 ' b = — ' C = - L 7 ' 

c h e r c h e r la re la t ion qu i exis te en t re les n o m b r e s a, b, c est 
l 'objet de la p r e m i è r e ques t ion à r é s o u d r e . On y p a r v i e n t en 
d é m o n t r a n t success ivement les p ropos i t i ons q u e voici : 

( ' ) Voir également Mathesis, février 1890, supplément. 

insp i ré d 'après la m é t h o d e de M. G é r a r d et inséré aux 
Comptes rendus du troisième Congrès scientifique inter-
nationaldes catholiques ( sec t ion des Sciences m a t h é m a t i q u e s 
et na tu r e l l e s , p . i a -25) ( 1 ) . P o u r plus amples déta i ls nous 
r e n v e r r o n s le l ec teur à ces deux M é m o i r e s , e t nous nous b o r ­
ne rons à exposer ce qu ' i l y a de p lus essent ie l p o u r c o m p r e n d r e 
les r é su l t a t s qu i y sont d é d u i t s . 

So ien t e la base des logar i thmes népé r i ens , i le symbole 
i m a g i n a i r e e t x un n o m b r e ou a r g u m e n t q u e l c o n q u e posi t i f 
ou négatif . Les fonct ions d i tes circulaires 

Q£XQ—ix e*x - e~^x i e ~ l x 

(i) cosx — > sin x — ^ , ianga: = T 
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FORMULES DES TRIANGLES. 

i° Si dans le t r i ang l e MAM', r ec tang le en M', Tangle A est 
AM' MM' 

aigu et fixe, les r a p p o r t s 
AM 6 1 AM 

ont des l imi tes pour AM 

égal à z é r o ; on les appel le cosinus et sinus de l 'angle A . 
a" Si dans le q u a d r i l a t è r e A B C D les angles A, B et C sont 

CD 
droi ts , et AC une l o n g u e u r fixe, le r a p p o r t -^-g a une l imi t e 

dé t e rminée tp(AC) p o u r A B = o et CD = o. 
3° if (x) est une fonction con t inue sat isfaisant à la déf in i ­

tion 

( 3 ) ?0 — y ) -+• f ( x - + - ? ) = 2 ? ( x ) • ? ( y ) -

4° E n t r e les côtés d 'un t r iangle rec tang le don t a est 
l ' hypoténuse on a la re la t ion 

( 4 ) ?(a) = <p(6).(p(c). 

Soient A , B , C i e t A , B 5 C , deux posi t ions nouvel les succes ­
sives du t r i ang le A B C ob tenues en le faisant gl isser d ' abord 
de A A , — C C j le long de A C , pu i s de B ^ j ^ C j C j le long 
de B , C 1 (fig. 8 ) . On t r ace B D pe rpend icu la i r e à B , ^ , B j D j 
pe rpend icu la i r e à A B , EEj pe rpend icu l a i r e c o m m u n e à B C 
et B , C j , et H H , p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e à A C et A 2 C 8 . 

, r. • . , B D B , D j 
La i igure m o n t r e a i sément q u e les r appo r t s —-- et 

. . . . . , EE , HH, 
ont mêmes l imi tes , ainsi que les r a p p o r t s T ^ - e t • 

Fig. 8. 

Donc, 
BD B , D , ,. B B , 
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Or , 

? ( ' B G ) 

cp(AB) 

tp(AG) 

ce qui d é m o n t r e la p ropos i t i on . 
Les fonctions cos a; e t c\ix définies par les égal i tés ( i ) et (a) 

sont des cas pa r t i cu l i e r s év iden ts de la forme a; r é c i p r o q u e ­
men t , la fonction o la p lus généra le ne p e u t avoi r que l 'une 
des deux formes 

X dés ignan t un m u l t i p l i c a t e u r convenab le , mais qui ga rde une 
v a l e u r d é t e r m i n é e et cons t an t e p o u r t ou t e l ' é t endue d u p lan . 
Enfin, par sa définition m ê m e , la fonct ion tp du plan r i e m a n -
nien ne p e u t dépasser i en va l eu r abso lue , t and i s que sa 
s imi la i re sur le plan loba tsc l iewskien est s u p é r i e u r e ou au 
inoins égale à i ; p o u r ces mot i fs , les t ro is côtés d 'un t r i ang le 
rec tangle r i emann ien son t l iés p a r l ' équa t ion fondamen ta l e 

( 5 ) cos(X«) = cos(X£) . cos( Xc), 

tandis que ceux d 'un t r i ang le r ec t ang le l oba t schewsk ien sa t i s ­
font à l ' équa t ion de m ê m e forme 

(6) ch(Xa) = ch(X6) . ch(Xe). 

Soi t m a i n t e n a n t un t r i ang le A B C q u e l c o n q u e , dans leque l il 
y a lieu de suppose r t o u t d ' abo rd l 'angle A a igu . Dés ignons 
encore p a r a, b, c les m e s u r e s des t ro i s côtés p a r r a p p o r t à 
l ' un i t é a r b i t r a i r e L, e t aba i s sons B B ' e t C C pe rpend i cu l a i r e s 
su r AC et A B . La re la t ion ( 5 ) app l i quée aux q u a t r e t r i ang les 
rec tangles de la figure d o n n e les égal i tés 

c o s ( l a ) — c o s ( X è ) cos^Xc) -+- sin(X6) s in ( X -y— J cos / X — -

C o s ( X a ) c= c o s ( X è ) c o s ( X c ) -+- s i n ( X c ) sin ( X '—j— \ cos ( X -y— 

= cos(Xar) , c p O ) = ch(X2?), 
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FORMULES DES TRIANGLES. 

d'où, pa r compara i son , 

O r , A B et A C sont i n d é p e n d a n t e s , et la va leur c o m m u n e de 
ces de rn i e r s r a p p o r t s res te la m ê m e q u a n d , A B e t l ' angle A 
d e m e u r a n t fixes, on fait t endre A G e t A C vers zéro ; dans ces 
condi t ions , le second r a p p o r t a une l imi te d é t e r m i n é e , égale , 
d 'après les p r o p r i é t é s de la fonction c i r c u l a i r e , à celle du 

rappor t ce t te l imi te est, par définition, le cosinus de 

l 'angle A . 

5° Si l 'angle A vau t — d 'angle d ro i t , son cos inus et son 

sinus sont des fonct ions c i rcu la i res du r a p p o r t — - = A ; on 

peu t ainsi les dés igner pa r les no ta t ions cos A et sin A. 
Nous avons donc la re la t ion 

( 7 ) cos (Xa ) = c o s ( X 6 ) c o s ( X c ) - + - sin (X6 ) s i n ( X c ) cos A . 

Q u a n d A est un ang le ob tu s , son cosinus est ce lu i de son 
supp lémen t pr is avec le s igne négatif; il a m ê m e sinus q u e ce 
supp lément . 

P o u r un t r i ang le que l conque loba t sc l i ewskien , on aura i t de 
m ê m e 

( 8 ) c h ( X a ) = c h ( X 6 ) c h ( X c ) — s h ( X 6 ) s h ( X c ) c o s A . 

Il est ut i le de r e m a r q u e r d è s à p résen t que la formule (7) 
est i d e n t i q u e à celle de la T r i g o n o m é t r i e s p h é r i q u e , i ndépen ­
dan t e du Pos tu la tu m d 'Euc l ide , d 'après une r e m a r q u e a t t r i b u é e 
à L a g r a n g e ( T a u r i n us avai t p ressen t i la formule (8) en 1825 
{Théorie der Parallellinien, 1825 ; Geometriœ prima ele-
menta, 1826). 

J u s q u ' i c i , L e t p a r conséquen t X on t é té laissés a rb i t r a i r e s ; 

( ' ) C o n v e r s a t i o n a v e c BIOT r a p p o r t é e d a n s l'Essai critique sur les 

principes fondamentaux de la Géométrie élémentaire, par HOÏJEL. 
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Fig. 9. 

l 'on inscr ive sur ses côtés successifs , dans l 'o rdre i n d i q u é , 

a B, - — c , ——b, C ; 
2 2 

te cosinus de tout élément égale le produit des sinus des 
deux éléments non adjacents, ou le produit des cotan­
gentes des deux éléments adjacents. 

Dans ce t te r èg le , les cos inus , s inus et co t angen t e s des 
angles sont c i r c u l a i r e s ; ceux des l o n g u e u r s sont c i rcu la i res 
on hype rbo l iques selon q u e le t r i ang le es t r i e m a n n i e n ou 
loba t s chewsk ien . Les d ix re la t ions qu 'e l le donne font r e ­
t r o u v e r ensu i te tou tes celles d 'un t r i ang le q u e l c o n q u e . 

( ! ) D û â IVEPKR; c o n s u l t e r D O S T O R , Nouvelles Annales, i 8 6 ( i , p . 4 r 7 _ 

420, et Enseignement mathématique, 1901, p. 223-224-

p o u r avoir sur le plan r i emann ien X — i , il faut r e m p l a c e r L 
·>. À 

pa r la l o n g u e u r U = —• qui est Yunité naturelle, ou para­

mètre du p lan . A peu t se c o n s t r u i r e , mais non U . 

Sur le plan l oba t schewsk ien , nous a d m e t t r o n s avec Bolyai 
l 'exis tence d ' une l o n g u e u r pa r t i cu l i è re U qu ' i l appel le é g a ­
lement unité naturelle des longueurs et qu i co r r e spond de 
son côté à l ' hypo thèse 1 = 1. U p eu t se concevoi r : i ° c o m m e 
l imi te de l o n g u e u r s que l 'on sait c o n s t r u i r e , a° c o m m e égale 
à un a rc d 'hor icyc le dont on sait t r o u v e r les e x t r é m i t é s ; mais 
il est imposs ib le de t r ace r ce t te longueur même . 

Les é l émen t s , angles et côtés d 'un t r i ang le rec tang le sont 
liés p a r dix formules faciles à d é d u i r e de (7) et (8) , et don t 
t rois s eu l emen t , é t an t d i s t inc tes , suffisent à r e t r o u v e r les 
a u t r e s . Voici un m o y e n m n é m o t e c h n i q u e t rès c o m m o d e p o u r 
les écr i re ( ' ) : q u e l 'on t r ace un p e n t a g o n e (fig. 9) et que 
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F i g . i o . 

dans lequel l ' angle A est o b t u s ou a igu . Les côtés sont 
AR — a, RC — b, CD = c, AD = d. Ces é léments sont aussi 
exp r imés en fonction les uns des au t r e s par d ix r e l a t ions , 
p a r m i lesquel les t rois s e u l e m e n t sont d i s t inc tes . U n e règle 
m n é m o t e c h n i q u e semblab le à celle du p a r a g r a p h e p r écéden t 
les con t i en t a u s s i ; il faut ce t te fois éc r i r e sur les côtés du 

p e n t a g o n e , dans cet o r d r e , A, — — a. b, c, ^ —d. Il est bon 

de noter toutefois une e x c e p t i o n ; sur le p lan r i e m a n n i e n , la 
règle app l iquée à la l e t t re donne ra i t 

cosA = sin6 sine, cosA = t a n g a tangti , 

t and i s q u e les formules vér i t ab les son t 

cosA = — sin 6 si n c, cosA = — tan g a tangrf. 

T o u t t r i ang le rec tangle et tou t q u a d r i l a t è r e t r i r ec t ang le 
p e u v e n t se cons t ru i r e avec la règle et le compas quand on 
conna î t en g r a n d e u r d e u x que l conques de leurs é l émen t s . 
Bolyai et, d ' après lu i , M. G é r a r d on t donné la so lu t ion de 
q u e l q u e s - u n s de ces p r o b l è m e s ; nous avons r e p r i s et c o m ­
plété l eu r é t ude dans no t r e Mémoi re de G é o m é t r i e ana ly ­
t i que non euc l id ienne déjà c i té (§ 2 , p . 5 - 1 4 ) - En voici les 
p r i n c i p a u x poin ts pour le plan loba t schewsk ien . 

Si du po in t C c o m m e cen t re {fig- i o ) , avec A B > CD et 
AD > CB c o m m e rayons , nous décr ivons deux a r C 9 de c i r ­
conférence c o u p a n t r e spec t i vemen t A D en E e t A B eu F , les 
angles C F B , C E D , BCE, D C F sont les angles de pa ra l l é l i sme 
r é p o n d a n t a u x d i s t ances respect ives a, b, c, d; les lon­
g u e u r s B F et D E sont égales et l eur angle de pa ra l l é l i sme 

2 4 . F o r m u l e s des q u a d r i l a t è r e s . C o n s t r u c t i o n s f o n d a m e n t a l e s . 

— Passons à un q u a d r i l a t è r e t r i r ec t ang le A B C D {fig- ,0)) 
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égale A . De là vient que C F est para l lè le à DA et q u e CE est 
aussi para l lè le à BA. De ces r e m a r q u e s n o u s dédu i sons le 
moyen s imple : 

i ° De m e n e r par un po in t G la para l lè le C E à une. 
d r o i t e BA, ou , ce qui est équ iva len t , de c o n s t r u i r e l 'angle 
de para l lé l i sme B C E r é p o n d a n t à une d i s tance donnée CB ; 
on sai t que L o b a t s c h e w s k y dés igne cet angle pa r la n o t a ­
t ion n ( C B ) ( l ) et le d é t e r m i n e p a r l ' équa t ion ( 2 ) 

CB 

t a n g i n ( G B ) = e u , 

d 1 où l 'on d é d u i t a i s émen t 
C R 

c o s I I ( C B ) = th — ; 

a° De cons t ru i r e i n v e r s e m e n t la l ongueu r CB qu i répond 
à un angle de para l l é l i sme donné B C E , ce qu i rev ient à 
t r a ce r la d ro i t e A B p e r p e n d i c u l a i r e à CB et para l lè le à CEj; 

3° De t r a c e r la p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e CB aux droi tes 
CD et BA, et le t r i ang le r ec t ang le B F C don t les d e u x angles 
a igus B F C et B C F sont d o n n é s . 

Avec ce q u i p récède , nous avons le moyen de cons t ru i r e 
les poin ts de r e n c o n t r e d 'un hor icyc le ou d 'un hypercyc le 
avec une d r o i t e , soit enco re les po in t s c o m m u n s à ces 
c o u r b e s ; pu i s nous pouvons c o n s t r u i r e t ou t e s les l ongueur s 
q u i ont p o u r s inus h y p e r b o l i q u e s des n o m b r e s c o m m e n s u -
rab les e t , en p a r t i c u l i e r , celles don t le s inus est e n t i e r ; 
l 'un i té na tu re l l e de Bolyai est inaccess ib le , ma i s comme 
c'est une l imi t e de l o n g u e u r s à s inus c o m m e n s u r a b l e s , nous 
pouvons en a p p r o c h e r d ' a u t a n t q u e nous v o u d r o n s et la 
r e p r é s e n t e r éga lement p a r un arc d 'hor icyc le tel q u e la t a n ­
gen te à une e x t r é m i t é est para l lè le au rayon de l ' a u t r e . 
Notons ici en passan t ce t t e s ingul iè re p r o p r i é t é de l ' h o r i -
cycle, q u i s emble ê t re la c o n t r e - p a r t i e de celle d u cercle 
t r i g o n o m é t r i q u e de rayon égal à i dans la Géomé t r i e eucl i ­
d ienne : la longueur d'un arc OM est à la fois le sinus 
hyperbolique de la moitié m M de la corde M M ' qui sous-

(') Recherches géométriques sur la théorie des parallèles, n* 16. 
(2) /bld., n° 36. 
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l ' ï g . i l . 

faut de C c o m m e cen t re , avec des rayons é g a u x h a et d, 
déc r i r e des c i rconférences et l e u r m e n e r des po in t s B et D 
les tangentes B F et D E . Si aux deux e x t r é m i t é s d 'une l o n ­
g u e u r l on élève les pe rpend i cu l a i r e s , elles fo rmen t en se 
coupan t un angle d é t e r m i n é q u i co r r e spond à / ; les angles 
A B F , À D E , B C F , D C E c o r r e s p o n d e n t de ce t t e façon aux 
l o n g u e u r s respect ives a, b, c, d; e t de p lu s , aux l o n g u e u r s 
égales B F , DE co r r e spond l 'angle À — i i r . Nous sau rons ainsi , 
pa r des t r acés faciles, t r o u v e r la longueur à laquel le co r r e s ­
pond un angle d o n n é , ou vice versa, pu i s c o n s t r u i r e telle 
f ract ion qu 'on veu t de A, d é t e r m i n e r la pe rpend i cu l a i r e 
c o m m u n e à deux d ro i t e s , e t c . ( ' ) . 

Ainsi la G é o m é t r i e non euc l id ienne se suffit à e l l e - m ê m e ; 
avec le secours de la règ le , de l ' é q u e r r c et du compas , elle 
p e u t cons t ru i r e tou tes les figures planes sur lesquel les elle 
r a i sonne et s 'élever ensu i te p a r leur moyen à la concept ion 
des figures c o r r e s p o n d a n t e s de l ' e space ; de la so r t e , aucun 
dou te ne subs i s te plus dans l ' e sp r i t sur l ' exis tence réel le de 
ces f igures, mais qu ' on nous c o m p r e n n e b i e n . Nous ne s o n ­
geons pas le moins du m o n d e , c o m m e le d i t p l a i s amment 

( ' ) Consulter Constructions sphériques à la règle et au compas 
(Mathesis, 1899, p. 8 i -85 ) . 

tend l'arc double M O M ' , et la tangente hyperbolique de la 
portion O T de tangente géométrique en O comprise entre 
ce point et l'extrémité T dû rayon passant par M. 

Nous pouvons r e p r o d u i r e des c o n s t r u c t i o n s de m ê m e 
n a t u r e p o u r le q u a d r i l a t è r e t r i r c c t a n g l c r i emann ien e t , p a r 
conséquen t , p o u r le q u a d r i l a t è r e s p h é r i q u e ; s eu lemen t , 
c o m m e dans la figure i l nous avons c > a et b > d, il nous 
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(') Euclidien et non euclidien (Ens. math., 1900). 

M. A n d r a d e ( ' ) , à i n t e rd i r e à nos é q u e r r e s le dessin des 
c a r r é s ; si nous t raçons un q u a d r i l a t è r e q u i a i t t rois angles 
d ro i t s , l ' expér i ence seule p e u t nous éc la i rer sur la va leur du 
q u a t r i è m e , e t , t an t que nous ne sommes pas fixés à cet égard , 
ce t t e va leu r d o i t ê t r e r e g a r d é e p a r nous c o m m e p u r e m e n t 
conven t ionne l l e ; ma i s il n ' i m p o r t e , les t r acés subséquen t s 
p o u r r o n t tou jours s 'achever d 'une façon ou d 'une a u t r e . 
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CHAPITRE VI. 

MESURE DES AIRES E T VOLUMES. 

2 5 . Aires planes, t r iangle et polygone. — Dans un t r i ang le 
non eucl id ien , la différence en t r e deux d ro i t s et la s o m m e des 
angles s 'appelle excès ou déficit su ivan t le sens dans lequel 
elle se manifeste . C'est à L a m b e r t q u e l'on doi t de c o n n a î t r e 
la re la t ion s imple qu i exis te en t re l 'aire du t r i ang le et ce t 
é lément g é o m é t r i q u e , et l 'on p e u t - é t a b l i r l eu r p r o p o r t i o n ­
nali té pa r une m é t h o d e é l émen ta i r e q u i n ' emplo ie q u e des 
décompos i t ions de ligures équ iva len tes en p a r t i e s respect ive­
men t superposab les . 

I . Deux quadrilatères trirectangles qui ont te quatrième 
angle et un côté adjacent respectivement égaux chacun à 
chacun sont superposables. Cet te p ropos i t ion , qu i résu l te de 
ce que les seconds côtés du q u a t r i è m e angle sont aussi égaux 
d ' après la règle m n é m o t e c h n i q u e du p e n t a g o n e , p e u t s ' é tab l i r 
d i r ec t emen t comm e il su i t . 

Soient ABCI ) , A ' B ' C ' D ' les deux quad r i l a t è r e s t r i r e c ­
tangles dans lesquels les angles aigus ou o b t u s A et A' sont 
égaux , ainsi q u e les côtés adjacents AB et A ' B ' {fig. 1 2 ) . Si 

F i g . 1 2 . 

D A D ' A 

C. B C' C, B' 

nous t r anspo r tons le p r e m i e r sur le d e u x i è m e de façon à faire 
co ïnc ider les é léments r e spec t ivemen t égaux, il v ien t p r e n d r e 

Scientia, n° 15. 5 
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la pos i t ion A / B ' C i D j ; o r , si C i D ; é ta i t d i s t inc te de C D ' , le 
q u a d r i l a t è r e C i D j D ' C a u r a i t ses q u a t r e angles d ro i t s , ce qui 
est con t r e l ' hypo thèse . D o n c C D j coïnc ide avec C D ' . 

I I . Tout triangle A B C est équivalent au double d'un 
quadrilatère trirectangle, et la somme des angles A , B , G 
est égale au double de Tangle non droit du quadrilatère. 

En nous r e p o r t a n t à la figure 6 , nous voyons effectivement 

F i g . 6. 

A 

q u e le t r iangle A B C est équ iva len t au q u a d r i l a t è r e b i r e c -
tangle et isoscele B E C F , à cause des égal i tés de t r iangles 
A D C et B E C , A D B ' et C F B ' . D 'a i l l eu r s , ce quad r i l a t è r e 
vau t à son tou r le d o u b l e du q u a d r i l a t è r e t r i r e c t a n g l e BEGA' , 
dans leque l l ' angle A ' B E est aigu ou o b t u s su ivan t l 'espèce 
de G é o m é t r i e . Soi t a £ la s o m m e des angles A, B , C ; nous 
avons 

Î Ï = B A D + D A C - t - A B C - h A C B = E B G -4- B C F = 2 A ' B E . 

Nous r e m a r q u e r o n s que la l igne B ' C est égale à la somme 
des l ignes B ' F e t E C , c ' e s t -à -d i re à la moi t i é de E F ou à EG. 

II I . Deux triangles A B C , I I B C qui ont même base B C et 
des sommes angulaires égales sont équivalents. 

F i g . i 3 . 

A H 

Soit 2 S la somme angu la i r e c o m m u n e ; d ' après I I , les deux 
t r iangles sont r e spec t ivemen t équ iva len t s aux d o u b l e s des 
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AIRES PLANES, TRIANGLE ET POLYGONE. G l 

q u a d r i l a t è r e s t r i r ec t ang les A ' B E G , A ' B E , G , (fig- i 3 ) q u i 
on t le côté A ' B c o m m u n e t les angles non d r o i t s A ' B E , 
A ' B E , égaux à S ; or , en ve r tu de I , ces q u a d r i l a t è r e s do iven t 
co ïnc ide r , donc ABC et H B C sont équ iva len t s . 

R é c i p r o q u e m e n t , deux t r iangles équ iva len t s A B C , H B C 
de m ê m e base BC on t auss i m ê m e s o m m e angula i re 2 S . 

Remarque a. — Dans tous les triangles équivalents de 
même base B C , la droite qui joint les milieux des deux 
côtés a une longueur constante, ca r la figure i3 donne 

B ' C ' = B"C"= GE. 

Remarque b. — Le lieu géométrique des sommets des 
triangles équivalents et de même base est un hypercycle. 
Ti rons , en effet, dans la figure i3, HK p e r p e n d i c u l a i r e su r E F , 
nous avons I IK = AD = B E ; donc le lieu g é o m é t r i q u e des 
sommets A, I I , e tc . est la b r a n c h e d ' hype rcyc l e qu i a p o u r 
axe E F , p o u r equ id i s t ance B E , e t qu i ne passe pas pa r les 
po in t s B et C. 

Cet te p ropos i t ion a été d é m o n t r é e pa r Lexel l p o u r les 
t r i ang les s p h é r i q u e s . 

Remarque c. — On peut toujours remplacer un triangle 
donné A B C par un triangle équivalent H B C ayant même 
base B C , et dans lequel l'un des angles adjacents, RC1I 
par exemple, est égal à un angle donné. En effet, cons t ru i ­
sons l 'angle B C H égal à l 'angle donné , faisons coupe r B ' C 
avec C i l en B" et p r e n o n s CH = 2 C B " ; l ' opéra t ion ne p e u t 
é v i d e m m e n t se faire que si l 'angle donné est in fé r ieur à 2 
a u g m e n t é de l 'angle de para l lé l i sme qui co r r e spond à C F . 

Remarque d.— On peut toujours remplacer un triangle 
donné ABC par un triangle équivalent H B C ayant même 
base BC, et dans lequel l'un des côtés adjacents, B H par 
exemple, ait une longueur donnée l supérieure à l'un des 
côtés BA. II suffit p o u r cela de faire c o u p e r B ' C avec la 

c i rconférence de c e n t r e B qu i a p o u r rayon ^ ; le po in t C" 

d ' in te r sec t ion ex is te tou jours p u i s q u e BC" est p lus g rande 
q u e B C , et il ne res te p lus qu ' à p r e n d r e BII — 2 B C " . 
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IV. Deux triangles A B C , A ' B ' C ' de même somme angu­
laire sont équivalents. 

Soit l une longueur p lus g rande q u e les côtés de ces deux 
t r i ang les . D 'après la r e m a r q u e d, chacun d ' eux p e u t être 
r emplacé pa r un t r iangle équ iva len t et de m ê m e s o m m e 
angulai re ayant un côté égal à / ; mais les d e u x nouveaux 
t r iangles sont équ iva len ts d ' ap rès la p ropos i t ion d i r ec t e I I I ; 
donc ABC et A ' B ' C sont équ iva l en t s . 

R é c i p r o q u e m e n t , deux t r iangles A B C , A ' B ' C équiva len ts 
on t m ê m e s o m m e a n g u l a i r e . 

C O R O L L A I R E . — Pour que deux triangles soient équiva­
lents, il faut et il suffit qu'ils aient même excès ou même 
déficit angulaire. 

P o u r faire la somme de d e u x t r i ang les , il suffit de les 
t r ans fo rmer d ' abo rd en deux tr iangles rec tang les qu i leur 
soient r e spec t i vemen t équ iva len t s et qu i a ien t un côté de 
l 'angle d ro i t égal à une l o n g u e u r donnée l, puis d 'accoler 
ces d e u x d e r n i e r s su ivan t le côté c o m m u n ; le t r iangle total a 
une s o m m e angu la i r e égale à la réunion de l eu rs sommes 
angula i res par t ie l les d i m i n u é e de deux d r o i t s ; donc : 

V. Si trois angles A B C , A ' B ' C , A " B " C sont tels que le 
troisième est équivalent à la somme des deux premiers, son 
excès ou déficit angulaire est aussi égal à la somme de 
leurs excès ou déficits. 

Le r é s u m é de toutes les p ropos i t i ons p récéden te s se t rouve 
con tenu dans le t h é o r è m e généra l q u e voici : 

V I . Deux triangles quelconques sont proportionnels à 
leurs excès ou déficits angulaires. 

O u , en chois i ssan t c o n v e n a b l e m e n t les un i tés : 

La mesure de l'aire d'un triangle est égale à celle de 
son excès ou déficit angulaire. 

Ce t h é o r è m e s ' appl ique à un po lygone convexe que l conque ; 
p o u r le vérifier, on p e u t r e m a r q u e r t ou t d ' abord q u e , si le 
po lygone est effect ivement décomposé en t r i ang les p a r des 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



AIRES P L A N E S , TRIANGLE E T POLYGONE. 63 

l i g n e s j o i g n a n t se s n s o m m e t s à u n m ê m e p o i n t i n t é r i e u r , la 

r é u n i o n d e s s o m m e s a n g u l a i r e s d e t o u s c e s t r i a n g l e s e s t é g a l e 

à l a s o m m e a n g u l a i r e d u p o l y g o n e a u g m e n t é e d e q u a t r e d r o i t s . 

A p p e l o n s excès o u déficit angulaire du polygone l a d i f f é ­

r e n c e e n t r e i n — !\ d r o i t s e t la s o m m e d e ses a n g l e s ; c e t 

e x c è s o u d é f i c i t e s t d o n c é g a l à l a s o m m e d e s e x c è s o u d é ­

ficits d e s n t r i a n g l e s d e d é c o m p o s i t i o n , c e q u ' i l f a l l a i t 

p r o u v e r . O n s a i t d ' a i l l e u r s c o n s t r u i r e u n t r i a n g l e é q u i v a l e n t 

à u n p o l y g o n e d o n n é e t a y a n t a u s s i m ê m e e x c è s o u d é f i c i t 

q u e l e p o l y g o n e . E n effe t , s o i t A B C D E le p o l y g o n e d o n n é d e 

n c ô t é s (fig. i4) . S o i e n t M e t N les m i l i e u x d e s c ô t é s c o n ­

s é c u t i f s C D , D E , l a l i g n e M N r e n c o n t r e l e c ô t é A E p r o l o n g é 

a u p o i n t P ; p r e n o n s E G = 2 E P e t t i r o n s C G . L e s t r i a n g l e s 

D C E e t G C E s o n t é q u i v a l e n t s , d o n c l e p o l y g o n e p r o p o s é e s t 

a u s s i é q u i v a l e n t a u p o l y g o n e A B C G q u i a n — i c ô t é s ; m a i s 

la s o m m e a n g u l a i r e d e c e d e r n i e r e s t é g a l e à c e l l e d u p r e m i e r 

m o i n s d e u x d r o i t s , d o n c l e u r s « x c è s o u d é f i c i t s s o n t é g a u x . 

D ' u n p o l y g o n e d e n ·— i c ô t é s , o n p a s s e e n s u i t e à u n p o l y ­

g o n e d e n — 2 c ô t é s , e t a i n s i d e s u i t e j u s q u ' a u t r i a n g l e . I l e s t 

i n t é r e s s a n t d e r e m a r q u e r q u e l a c o n s t r u c t i o n d e la figure i4 

e s t a u s s i t e x t u e l l e m e n t c e l l e d e l a G é o m é t r i e e u c l i d i e n n e . 

F i x o n s m a i n t e n a n t l e s u n i t é s . S o u v e n t o n c o m p a r e l e s 

t r i a n g l e s à c e l u i d a n s l e q u e l la s o m m e a n g u l a i r e e s t u n n o m b r e 

e n t i e r d e d r o i t s . S u r l e p l a n r i e m a n n i e n , c ' e s t l e t r i a n g l e t r i -

r e c t a n g l e d o n t l ' e x c è s v a u t u n d r o i t ; s u r l e p l a n l o b a t s c h e w s -

k i e n , c ' e s t l e t r i a n g l e e q u i l a t e r a l d o n t l e s a n g l e s s o n t é g a u x 

à u n t i e r s d e d r o i t , e t l e d é f i c i t d e c e d e r n i e r é g a l e a u s s i u n 

d r o i t . E n c e c a s , l a m e s u r e d ' u n t r i a n g l e é g a l e l e r a p p o r t d e 

son e x c è s o u d é f i c i t à l ' a n g l e d r o i t , e t l ' a i r e d u p l a n r i e m a n -

n i e n e n t i e r e s t m e s u r é e p a r 8. M a i s c e s u n i t é s t h é o r i q u e m e n t 

s i m p l e s n e s o n t p a s c o m m o d e s p o u r l ' é v a l u a t i o n d e s a i r e s 
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t e rminées pa r des c o u r b e s , auss i p ré fè re - t -on l eu r en s u b s t i ­
t u e r d ' au t r e s p l u s r a t ionne l l e s . 

La l ongueu r d ' une c i rconférence de rayon R, es t imée par 
r a p p o r t à l ' un i t é na tu r e l l e U, est 2 7 t s i n R ou 2 7 t s h R ( L o -
b a t s c h e w s k y ) . Si l 'on r emplace R p a r A ou p a r la l o n g u e u r V 

qui r épond à l ' angle de pa ra l l é l i sme i d r o i t (§ 24-, c o n s t r u c ­

t ion 2 ° ) , on a d e u x c i rconférences pa r t i cu l i è r e s , d o n t la p r e ­

miè re n 'es t a u t r e q u e la d ro i t e r i e m a n n i e n n e , et do n t les lon­

gueur s sont mesu rée s p a r 2 1 . L 'angle au c e n t r e qu i sur c h a ­

c u n e d'elles i n t e r c e p t e un arc de l o n g u e u r égale à U v a u t 

- 2 d r o i t s ; il conv ien t de le cho i s i r p o u r nouve l l e un i t é an -
71 

gu la i r e . Le t r i ang le isoscèle fo rmé p a r cet ang le , avec ses deux 
côtés ad jacents égaux à A , et le côté opposé égal à U , est la 
nouvel le uni té d 'a i re r i e m a n n i e n n e . P o u r définir l ' un i té n o u ­
velle du p lan l o b a t s c h e w s k i e n , concevons u n e d r o i t e égale 
à U, les pe rpend icu l a i r e s à ses e x t r é m i t é s , et l ' hypercyc le de 
h a u t e u r V. La por t ion de plan c o m p r i s e e n t r e ces l ignes peu t 
ê t r e r e g a r d é e c o m m e la l imi te de in q u a d r i l a t è r e s t r i r e c -
tangles égaux dans lesquels , l ' angle a igu é t a n t dés igné par », 
un des côtés de ce t ang le égale V, et le côté pe rpend icu l a i r e 
au p r é c é d e n t égale —> n c ro i ssan t indéf in iment . On a donc 

, U 
t anea = coth 

0 in 

P a r conséquen t , l 'a i re totale des 2 n q u a d r i l a t è r e s , mesurée 
avec l ' ancienne un i t é , a p o u r express ion S = 2 n ( 1 d ro i t — a), 
ce qu i p e u t s 'écr i re : 

S = 2 n f a r e t a n e (th — L V 2 « 

L o r s q u e n c ro î t indéf in iment , S a p o u r l imi te — dro i t s . 

C'est l 'aire de la figure m i x t i l i g n e chois ie p o u r nouvel le un i t é . 
Moyennan t ces c h a n g e m e n t s , l ' a i re d 'un cerc le de rayon R 

dev ien t 

R R 
A = 4 ' t s i n 2 — ou A = 4 ' n s h 2 — ; 
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AIRES DES SURFACES COURBES. 

celle du t r apèze h y p e r c y c l i q u e de b a s e b e t d ' équ id i s t ance p 
est 

A = b s'iop ou A = b slip, 

e t le p lan r i e m a n n i e n en t i e r a p o u r surface 

26 . Aires des surfaces courbes. — L o b a t s c h e w s k y (Mé­
moires de l'Université de Kazan'), et q u e l q u e s - u n s de ses 
c o n t i n u a t e u r s p a r m i lesquels il convient de c i te r s u r t o u t 
M. S to ry , On the non Euclidean geometry (Journal de 
Si lves ler , 1882), et M. S imon , Détermination des aires et 
volumes en Géométrie non euclidienne (Math. Annalen, 
i8g3), on t pub l i é des r e c h e r c h e s or iginales su r la m e s u r e 
des a i res et des vo lumes des corps r o n d s . Voic i , énoncés de 
la m a n i è r e la p lus s imple , et complé tés en q u e l q u e s po in t s , 
les p r i n c i p a u x t h é o r è m e s auxque l s l eu r s résu l ta t s on t c o n d u i t . 

L ' a i re l a té ra le du t r o n c de cône ( o u du cône) égale le p r o ­
d u i t de la c i rconférence m o y e n n e pa r le doub le s inus de la 
d e m i - a r ê t e . 

L 'a i re de la zone s p h é r i q u e compr i se en t re l ' é q u a t e u r et 
un pe t i t cercle c o n c e n t r i q u e égale le p r o d u i t de la c i rconfé­
rence d 'un grand cercle pa r le s inus d i s t ance de l ' ex t rémi té 
de l 'arc mobi le au p lan de l ' é q u a t e u r . 

L ' a i r e de la sphè re égale celle d u cercle de r ayon d o u b l e . 
L ' a i r e l a té ra le engendrée par un arc d 'hype rcyc le d ' é q u i ­

d is tance r t o u r n a n t a u t o u r de son axe égale le p r o d u i t de la 
c i rconférence de rayon r p a r la l o n g u e u r de l ' a rc g é n é r a t e u r . 

Si en t o u s les po in t s d ' une a i re p lane l imi t ée A on élève 
des pe rpend icu la i r e s égales à p, le lieu de l eu r s ex t rémi tés 
est une por t ion l imi tée A' à?hypersphère (ou surface é q u i -
d i s l a n t e ) , égale au p r o d u i t de A pa r le ca r r é d u cosinus de 
l ' équ id i s t ance . 

27 . Volumes. — Cons idé rons un é l émen t superf ic iel infini­
m e n t pe t i t dA de forme q u e l c o n q u e . P a r c h a c u n des poin ts 
de son c o n t o u r élevons sur le plan qu i le r e n f e r m e des p e r ­
pend icu la i r e s égales e t de l o n g u e u r inf in iment pe t i t e dh; 
nous enfe rmons ainsi un solide é l émen ta i r e d o n t nous con­
viendrons de d i re q u e le p r o d u i t dA dh m e s u r e le volume 
avec u n e c e r t a i n e un i t é . T o u t corps solide de d imens ions 
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A / i . \ v A / i 
— ; /• s i n î r ou V = —-. — 
2 s i n 2 r \ 2 I i. ah'r 

sin2/· ) ou V = —^— ̂ - sh2 f — r^j . 

Le volume de la sphè re est donc 

Y = 2t i —-siaïrj ou V = a ^ sh a / · — rj. 

Soien t h la h a u t e u r , d l ' a rê te l a t é ra le , 6 le d e m i - a n g l e gé­
n é r a t e u r d 'un cône de révo lu t ion , le vo lume de ce cône a pour 
express ion 

( I O ) V = ± - ( / i — r f c o s S ) , 

le s igne -+- s ' app l iquan t à la G é o m é t r i e r i e m a n n i e n n e , e t le 
s igne — à la l oba t schewsk ienne ( i ) . Ce t t e fo rmule est vraie 
éga lemen t du t ronc de cône , et c o n d u i t à un théo rème s in ­
gul ier dont nous s igna le rons une in t é r e s san te appl icat ion 
dans no t re d e r n i e r C h a p i t r e : 

La projection d'un segment de droite sur un axe est 
supérieure, égale, ou inférieure au produit du segment 
par le cosinus de. l'angle d'inclinaison, suivant que la fi­
gure est riemannienne, euclidienne, ou lobatschewskienne. 
En Géomé t r i e généra le , la différence du p r o d u i t à la p r o j e c ­
tion est p ropo r t i onne l l e au vo lume de révolu t ion engendré 
p a r le s e g m e n t ; en G é o m é t r i e euc l id ienne , ce t t e différence 

( ' ) LOBATSCIIEWSKY, Crelle, t. 27 . — M A X SIMON, Math. Annalen, i 8 g 3 . 

— B A U B A R I N , Les cosegments et les volumes en Géométrie non eucli­

dienne [Société des Se. phys. et nat. de Bordeaux, 1902) . 

finies p e u t se r e g a r d e r c o m m e u n e somme d ' é l émen t s pare i ls 
en n o m b r e indéfini et la fo rmule 

( 9 ) \ = J J dXdk 

fait conna î t r e l ' express ion généra le conven t ionne l l e des vo­
lumes en G é o m é t r i e non euc l id i enne . É n u m é r o n s les p r i n c i ­
p a u x t h é o r è m e s a u x q u e l s ce t te not ion nous condu i t . 

Soi t A une por t ion d 'a i re de la sphè re de rayon r ; le v o ­
lume du sec t eu r s p h é r i q u e c o r r e s p o n d a n t est 
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est nu l le , e t pa r su i te le vo lume conven t ionne l e x p r i m é p a r 
l ' in tégra le d o u b l e (9) vau t zé ro . P o u r c o m p r e n d r e la raison 
de ce fait , il faut r e m a r q u e r d ' abord q u e , si dans les é q u a ­
t ions ( 5 ) et ( 6 ) du § 23 nous faisons c ro î t r e au delà de t o u t e 
g r a n d e u r l ' un i té fondamenta le l inéa i re U , en u t i l i sant les 
déve loppemen t s en sér ie des fonctions cos et ch, ces équa t i ons 
t enden t vers l ' équa t ion l imi te du t h é o r è m e de P y t h a g o r e : 

a 2 ^ 6 2 + c 2 ; 

donc la G é o m é t r i e euc l id ienne doi t ê t re cons idé rée c o m m e un 
cas l imi t e c o m m u n aux d e u x Géomét r i e s non euc l id i ennes . 
Ceci posé , q u a n d U cro î t indéf in iment , l ' un i t é de vo lume , 
qu i va r i e é v i d e m m e n t dans le m ê m e sens que U , c ro î t aussi 
au delà de tou te g r a n d e u r , et dans ces cond i t ions le v o l u m e 
du cône e n g e n d r é pa r un segment que lconque fini n 'es t p lus 
q u ' u n in f in iment pe t i t de l 'un i té de vo lume e l l e -même . P o u r 
é luder la difficulté, et savoir ce que dev ien t l ' i n t égra le (9) 
avec une a u t r e un i t é d e m e u r a n t finie, nous poserons , p a r 
exemple , en G é o m é t r i e r i emann ienne 

tang A — t angr fcos6 ; 

par l ' i n t roduc t ion des fonctions t ang / i et tangrf déve loppées 
en sér ies , nous o b t i e n d r o n s alors 

^ h(d'i — IV) - t - — A( rf* — A 4 ) -H A ( d s — / i 6 ) + ... 
, i ta · 3 13 
h — d c o s 0 =3 · 

i - t - ^ 2 - t - 4d*-t- ~ d e - h . . . 
A 15 o 1 :j 

Soit L une l ongueu r a r b i t r a i r e ; si nous prenons p o u r un i t é 
d 'a i re le t r apèze h y p e r c y c l i q u e qui a L p o u r base et p o u r 
équ id i s t ance , e t p o u r u n i t é de volume le sol ide qu i a p o u r 
vo lume le p r o d u i t de ce t t e aire par L, la nouvel le express ion 
du vo lume du cône est égale à celle de la fo rmule (10) m u l ­
t ipl iée par le r a p p o r t 

U 2 
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c ' e s t - à -d i r e 

V ' = Tt 
3 L L.L' Jj) i 5 L LJJ 2L* U ' L * / + " ' ' ^ Û J 

i D ' 2 D4 

3 U» + Ï5 ÏJ* 
s i n 

et, q u a n d L d e m e u r a n t fixe U dev ien t infini , elle a p o u r l imi te 
finie 

V , I H / D ' H » \ I II R* 
v =

 â ' r \ L Î -
 = r r i i ' 

qui m e s u r e p r é c i s é m e n t le cône euc l id ien de h a u t e u r H et de 
rayon de base R. 

Le vo lume de l ' hype rcyc lo ïde de r évo lu t i on égale le p r o ­
du i t de sa h a u t e u r p a r le q u a r t de l ' a i re du cercle de rayon 
d o u b l e , ou encore le p r o d u i t de l ' a i re l a t é ra l e p a r la d e m i -
t angen t e ( c i r cu l a i r e ou h y p e r b o l i q u e ) du r ayon . 

P o u r évaluer un vo lume de r évo lu t ion q u e l c o n q u e , cons i ­
dérons une o r d o n n é e m M de la c o u r b e mér id i enne C ; la 
t r a n c h e inf in iment m i n c e de vo lume qu i a p o u r épa i sseur dX. 
le long de l 'axe a p p a r t i e n t à un hype reyc lo ïde ayan t m M pour 
r a y o n ; donc , y dés ignan t le s inus de l ' o rdonnée , 

V = TE / y*dX 

est l ' express ion du volume fini l i m i t é p a r les para l lè les m0Ma 

et m t 

L'espace r i emann ien en t i e r p e u t ê t re évalué à deux poin ts 
de vue . En p r e m i e r l i eu , t ou t p lan le p a r t a g e en deux pa r t i e s 

égales don t c h a c u n e est u n e sphè re de rayon A ou ^ et a pour 

v o l u m e TC2. Cons idé rons en o u t r e un hype reyc lo ïde de r évo­
lu t ion de rayon r ayan t p o u r axe la d r o i t e AB'; tou t po in t M 
de son hypercyc le m é r i d i e n est à la d i s t ance a.—-r de la 
l igne A ' B ' r é c i p r o q u e de A B , e t p a r su i te la surface externe 
de ce p r e m i e r solide do i t ê t r e auss i r ega rdée c o m m e formant 
la surface i n t e r n e d 'un d e u x i è m e hype reyc lo ïde c o m p l é m e n ­
t a i r e . L 'espace r i e m a n n i e n en t i e r est la somme de l eu rs v o ­
l u m e s , q u i sont ana logues à des tores s ' embo î t an t r é c i p r o -
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VOLUMES. 

q u e m e n t ; i l a d o n c p o u r e x p r e s s i o n 

V = 2 7 I 2 SÍn 27- -H 2 7T2 COS 2/ - = 27t 2 . 

La ques t ion du v o l u m e des po lyèdres , et en pa r t i cu l i e r d u 
t é t r a è d r e , est b e a u c o u p p lus difficile à r é soudre . Elle a occupé 
L o b a t s c h e w s k y , Gauss et J ean Bolya i don t les so lu t ions on t 
été r é c e m m e n t r e t r o u v é e s dans un éc r i t p o s t h u m e du géo­
m è t r e hongro i s ( ' ) ; M. S imon lui consacre une p a r t i e de son 
M é m o i r e sur les vo lumes ( 2 ) . De m ê m e que l 'a ire d u t r i ang le 
est une fonction de ses ang les , le vo lume d u t é t r a è d r e est une 
fonct ion de ses d ièd res , a ins i qu ' i l est p r o u v é dans no t r e 
Trava i l su r Les cosegments et les volumes ( 3 ), où nous sommes 
condu i t s à ce r é s u l t a t : 

Le vo lume d 'une p y r a m i d e est égal à plus ou moins la 
moi t i é de la somme o b t e n u e en a j o u t a n t : 

i ° Les p r o d u i t s de c h a q u e a rê t e l a t é ra le p a r le d ièd re cor­
r e s p o n d a n t ; 

2 ° Le p r o d u i t de la h a u t e u r pa r zéro ou pa r 2 t t su ivant 
qu 'e l le est e x t é r i e u r e ou i n t é r i e u r e ; 

3° Cer ta ines séries convergen tes re la t ives aux faces la té ­
ra les . 

( ' ) P. S T Ä C K E L , Untersuchungen aus der absoluten Geometrie, aus 
Johann Bolyai's JVachlass (Math, und IVaturwiss. Berichte aus 
Ungarn, 1902, p. 280-307). 

(,J) Math. Annalen, 1893. 

(3) Mem. de la Soc. des Sc. phys. et nat. de Bordeaux, i Q n a . 
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CHAPITRE VII. 

LES CONTRADICTEURS DE LA GÉOMÉTRIE NON EUCLIDIENNE. 

2 8 . Objections p r i n c i p a l e s . — P a r l e s é t u d e s q u i p r é c è d e n t , 

on v o i t q u e , s' i l e s t p o s s i b l e d e p o u s s e r a u s s i l o i n q u e l 'on 

v e u t , e t s a n s a u c u n e m p ê c h e m e n t l o g i q u e , l ' a n a l y s e des 

f i g u r e s g é o m é t r i q u e s n o n e u c l i d i e n n e s , q u e l q u e s - u n e s d ' en tre 

e l l es p r é s e n t e n t d e s p r o p r i é t é s a s s e z é t r a n g e s q u a n d on l e s 

c o m p a r e a u x p r o p r i é t é s d e s f igures a n a l o g u e s d e la G é o m é t r i e 

u s u e l l e . A u s s i d e s c o n t r a d i c t e u r s i n g é n i e u x n ' o n t - i l s m a n q u é 

d'en p r e n d r e t e x t e p o u r a t t a q u e r l e s d o c t r i n e s d e L o b a t s ­

c i i e w s k y , B o l y a i e t K i e m a n n , afin d 'en c o n c l u r e e n s u i t e , par 

v o i e d ' e x c l u s i o n , la v é r i t é d u P o s t u l a t u m d ' E u c l i d e , i n d é ­

m o n t r a b l e par d e s m o y e n s d i r e c t s . N e n o u s o c c u p a n t q u e des 

a r g u m e n t s q u i v a l e n t s é r i e u s e m e n t la p e i n e d ' ê t r e r e l e v é s , 

n o u s l e s r é s u m e r o n s a i n s i q u ' i l s u i t : 

i ° L e s d r o i t e s r i e m a n n i e n n e s o n t t o u t e s l e s p r o p r i é t é s d e s 

g r a n d s c e r c l e s d ' u n e s p h è r e e u c l i d i e n n e , e t la t r i g o n o m é t r i e 

des t r i a n g l e s r i e m a i i n i e n s e s t i d e n t i q u e a u f o n d a v e c c e l l e 

d e s t r i a n g l e s s p h é r i q u e s ; d o n c l e p l a n r i e m a n n i e n n e fait 

qu 'un a v e c u n e s u r f a c e s p h é r i q u e e u c l i d i e n n e ( ' ) . 

E n i 8 2 5 , T a u r i n u s c o n j e c t u r e h a r d i m e n t q u ' i l p e u t e x i s t e r 

c e r t a i n e s s u r f a c e s c o u r b e s le l o n g d e s q u e l l e s i l y a d e s l i g n e s 

c o u r b e s p a r t i c u l i è r e s j o u i s s a n t d e p r o p r i é t é s a n a l o g u e s à 

( ' ) F . D A U G E , Cours de méthodologie mathématique; Lettre à 
M . P . MANSION (Mathesis, janvier 1896)-, Note Sur l'interprétation 

d'un théorème de Géométrie riemannienne {Mathesis, janvier 1898) . 

D E L B Œ U F , L'ancienne et les nouvelles Géométries (Bévue philoso­

phique, a v r i l i8y4)-

L E C H A L A S , Identité des plans riemanniens et des sphères d'Euclide 

{Ann. de la Soc. scient, de Bruxelles, 1896); Introduction à la Géo­

métrie générale, Gauthier-Villars, igu4. 
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celles des dro i tes dans le plan, à p a r t celle q u i est r e n f e r m é e 
dans le 5 B po s tu l a t . Be l t r ami d é m o n t r e p lus t a r d d a n s son 
Essai d'interprétation de la Géométrie lobatschewskienne 
que ce t te con jec tu re é t a i t pa r f a i t emen t fondée. Si l 'on fait 
t o u r n e r a u t o u r de son axe ou a sympto t e la tractrice, a p p e l é e 
aussi courbe des tangentes égales ( ' ) , la surface de r é v o l u ­
tion ainsi engendrée est u n e pseudo-sphère; elle a u n e c o u r ­
b u r e to ta le cons t an t e , mais n é g a t i v e ; ses l igues g é o d é s i q u e s 
s ' en t re -c ro i sen t de façon à fo rmer des t r iangles où la s o m m e 
angu la i re est tou jours in fé r ieure à d e u x d r o i t s ; d o n c le p lan 
loba t schewskien est i d e n t i q u e à une p s e u d o - s p h è r e , e t les 
droi tes loba t schewsk iennes ne sont que des géodés iques d e 
cet te sur face . 

S'il en est vé r i t ab l emen t a ins i , il est imposs ib le d e se r e ­
p résen te r un espace r i e m a n n i e n ou loba t schewsk ien ; la G é o ­
mét r i e non euc l id ienne à deux d imens ions s ' exp l ique t o u t 
na tu re l l emen t , mais il ne saura i t exis ter de G é o m é t r i e s e m ­
blab le à trois d imens ions . 

2 ° Les n o m b r e s n 'on t pa r e u x - m ê m e s a u c u n e s ign i f i ca ­
tion conc rè t e , et il se ra i t a b s u r d e d 'affirmer, p a r e x e m p l e , 
q u e la connaissance d 'un n o m b r e t suffit seule à d é t e r m i n e r 
une longueur , soit la d imens ion du m è t r e . C e p e n d a n t , si la 
Géomét r i e non euc l id ienne é ta i t accep tab le , le n o m b r e t d é ­
t e r m i n e r a i t un angle égal à la fraction t d 'angle d r o i t , e t , 

suivant que t est in fé r ieur ou s u p é r i e u r à on s a u r a i t c o n ­

s t ru i r e un t r i ang le é q m l a t é r a i A B C ayan t ses t ro i s angles 

égaux à t d ro i t , et q u i sera i t ou loba t schewsk ien ou r i e m a n ­

n ien ; le seul n o m b r e t p e r m e t t r a i t donc de t r ace r la l o n ­

gueur A B ( 2 ) . 

29 . Objection des sphères et pseudo-sphères. — A v a n t d 'en­
t r e r dans le fond m ê m e de l ' a r g u m e n t a t i o n , il i m p o r t e de 
faire une r e m a r q u e généra le qui p o u r r a i t déjà se rv i r de 
réponse top ique . Il n 'y a pas une seule des ob jec t ions fai tes 

( ; ) Lieu des points M tels que la tangente en chacun d'eux l imitée 
à ce point et à son intersection avec une droite fixe ait une longueur 
constante. 

( 2 ) G. T A R R Y , Considérations sur le Postulatum d'Kuclide, Gau-
thier-Villars, 1897. 
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f 1 ) V o i r la n o t e ( i ) de la p a g e 5 3 . 

dans ce p a r a g r a p h e à la G é o m é t r i e non euc l id ienne qui ne 
pu i s se , avec la m ê m e a p p a r e n c e de ra i son , se r e t o u r n e r con t re 
les euc l id iens e u x - m ê m e s . En p r e m i e r l i eu , la Géomé t r i e des 
figures t racées sur la sphè re est i n d é p e n d a n t e d u 5 e pos tu la t 
d 'Euc l ide , et c 'est à L a g r a n g e , pa ra î t - i l , q u e l 'on doi t a t t r i ­
b u e r ce t te obse rva t ion fondamen ta l e ( ' ) ; donc , dans tous les 
espaces g é o m é t r i q u e s admis s ib l e s a priori, la p l a n i m é l r i e de 
ces figures est rég lée pa r les m ê m e s lois . P a r su i te , le plan 
r i e m a n n i e n pourrait kirs, auss i b ien une sphè re loba t schews-
k i e n n e q u ' u n e sphère euclidienne", en fait ce plan est bien 
u n e s p h è r e , mais c 'es t au sens r i e m a n n i e n d u m o t . 

L o b a t s c h e w s k y a m o n t r é q u e , si le rayon d ' une sphère croî t 
au delà de t o u t e g r a n d e u r ass ignab le , ce t t e sphè re tend vers 
un é t a t l imi te qu ' i l n o m m e horisplière, et q u e l 'on peu t o b ­
t en i r aussi en faisant t o u r n e r un hor icyc le a u t o u r d 'un de ses 
a x e s ; la p l a n i m é t r i e de l ' ho r i sphè re est i d e n t i q u e à celle du 
plan euc l id ien , les hor i cyc les r e m p l a ç a n t les d r o i t e s . Si donc 
un géomèt re l oba t schewsk ien s 'avise de p r é t e n d r e q u e sa 
doc t r ine est la seule d ' accord avec la not ion de d r o i t e , et que 
le plan euc l id ien n ' es t a u t r e chose q u ' u n e h o r i s p h è r e , sur 
laquel le les hor icyc les m é r i d i e n s r e p r é s e n t e n t ce q u ' u n géo­
m è t r e eucl id ien appe l le des d r o i t e s , que l a r g u m e n t valable 
p o u r r a - t o n lu i o p p o s e r ? 

Or , le cas q u e n o u s venons de c i t e r n 'es t po in t isolé. Si 
avec les données de la G é o m é t r i e euc l id i enne l 'on a pu con­
s t ru i r e de tou tes p ièces des surfaces à c o u r b u r e cons tan te , 
sphères et p s e u d o - s p h è r e s , sur lesquel les les figures à deux 
d imens ions son t t o u r à t o u r ana logues aux figures p lanes r i e -
m a n n i e n n e s ou loba t s chewsk iennes , c e t t e poss ib i l i té s 'étend-
elle d ' une façon abso lue a u x au t res espaces admiss ib les , et, 
en d ' au t re s t e r m e s , avec les données fondamen ta l e s de l 'une 
des Géomét r i e s non euc l id iennes , sa i t -on auss i cons t ru i r e des 
surfaces le long desquel les les figures géodés iques à deux 
d imens ions possèdent une p l a n i m é t r i e t o u r à tour r i eman-
n ienne , euc l id ienne ou l o b a t s c h e w s k i e n n e ? 

La réponse à cet te ques t ion est aff i rmative. Dans nos Etudes 
de Géométrie analytique non euclidienne, § 12, nous avons 
fait voi r que les hypercyc lo ïdes de révolu t ion ou canaux , t an t 
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( ' ) L e c ô n e e n g e n d r é par la r é v o l u t i o n d ' u n e d r o i t e l o b a t s c h e w s -

k i enne a u t o u r d 'une de ses p a r a l l è l e s r e n t r e d a n s ce cas p a r t i c u l i e r 

r e m a r q u a b l e . 

r i e m a n n i e n s q u e l o b a t s c h e w s k i e n s , sont ries surfaces a p p l i ­
cables les unes sur les au t r e s d o n t la c o u r b u r e to ta le égale 
— i ou + i , et q u e la s o m m e a n g u l a i r e d 'un q u e l c o n q u e de 
l eu r s t r i ang les géodés iques v a u t c o n s t a m m e n t deux angles 
d r o i t s ; l ' h o r i s p h è r e do i t ê t re regardée comme un hypercy-
c.loïde l i m i t e d o n t Taxe est indéf in iment éloigné. Nous avons 
é g a l e m e n t p r o u v é qu ' i l ex is te des pseudo- sphè re s r i e m a n -
n iennes ou l o b a t s c h e w s k i e n n e s à c o u r b u r e cons tan te , t an t ô t 
pos i t ive , t a n t ô t nu l le ( ' ) , t an tô t néga t ive , le long desquel les 
un t r i ang le géodés ique a tou jours une somme d'angles infé­
r i e u r e à d e u x d ro i t s . 

N o u s complé t e rons le Tab leau de ces surfaces en y a jou tan t 
les h y p e r s p h è r e s , qui ont é v i d e m m e n t auss i u n e c o u r b u r e 
cons t an t e , et don t la p l an imé t r i e est r i e m a n n i e n n e ou l o b a t s -
c h e w s k i e n n e su ivan t l e u r o r ig ine . La par fa i te symé t r i e qu ' i l 
nous offre fait r e ssor t i r d 'une man iè re sais issante l ' i ndépen­
d a n c e abso lue des t rois sys tèmes de G é o m é t r i e , qu i p e u v e n t 
c h a c u n tou t t i r e r de son p r o p r e fonds sans avoir beso in de 
r ien e m p r u n t e r aux a u t r e s ; elle fourn i t à l ' encon t re de ceux 
q u i n 'on t pas encore r enoncé au c h i m é r i q u e espoi r de dé­
m o n t r e r le pos tu la t des paral lèles un a r g u m e n t p h i l o s o p h i q u e 
d e va leur i n a t t a q u a b l e . 

E n t r o n s m a i n t e n a n t dans la discussion m ê m e de l 'objec t ion 
soulevée, e t , p r e n a n t au p ied de la l e t t r e les motifs sur l e s ­
que l s elle se fonde , r é p o n d o n s : 

Sans d o u t e , le géomèt re euc l id ien peut interpréter la Géo­
m é t r i e r i e m a n n i e n n e su r une sphè re , mais cela ne lui donne 
aucun dro i t à conc lu re que cet te G é o m é t r i e ne fait q u ' u n avec 
la Géomé t r i e sphé r ique usue l le . Nous avons vu en effet, dans 
le C h a p i t r e II , que la d r o i t e est d 'une façon généra le l ' ê t r e 
g é o m é t r i q u e ca rac té r i sé u n i q u e m e n t dans l 'espace pa r la d é ­
finition (4) et les p o s t u l a t s i , a, 4; en ceci , nu l le h é s i t a t i o n ; 
t ous les géomèt res , euc l id iens ou non, sont p a r f a i t e m e n t 
d ' accord . Le plan est aussi , d 'une façon généra le , l 'ê t re géo­
m é t r i q u e ca rac té r i sé pa r les définit ions p récéden tes et la d é ­
finition (7 ). P a r tou t e d r o i t e on peu t faire passer une infinité 
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de p lans . A j o u t o n s - y le rejet du pos tu l a t 6 , mais r ien de p lus , 
nous au rons défini spéc ia l emen t la d ro i t e r i e m a n n i e n n e et le 
p lan r i emann ien ; p a r t o u t e d ro i t e r i e m a n n i e n n e on peu t donc 
faire passer une infinité de p lans r i e m a n n i e n s , et dans chacun 
d ' eux cet te d r o i t e a un cen t r e d é t e r m i n é e t d i s t i n c t ; mais on 
peu t concevoi r la d ro i t e sans les p l ans . 

O r , ce qu i p récède n'a a u c u n e espèce de sens quand on 
pa r le de g rand cercle au l ieu de d ro i t e , et de sphè re au lieu 
de p l an . En effet, sur la sphère, le g r a n d cercle est bien l 'être 
g é o m é t r i q u e défini p a r les conven t ions ( 4 ) i '> 2i e t 4> et il 
est p r o u v é de p lus qu ' i l j o u i t de la p r o p r i é t é exp r imée par 
le rejet du pos tu la t 6, mais sa cons idé ra t ion ne peu t aller 
sans celle du pseudo-p lan u n i q u e qu i le renfe rme, et dont 
il est imposs ib le de l ' ab s t r a i r e , c h a q u e p o r t i o n si min ime 
qu 'e l l e soit de ce g rand cercle le d é t e r m i n a n t t ou t ent ier , 
ainsi q u e le c e n t r e et le rayon de la sphè re don t il fait 
p a r t i e . 

On aura b e a u appe le r à son aide les ressources de l 'analyse 
e t les p r o p r i é t é s factices des hype respaces , et essayer de 
p r o u v e r : que si, dans un espace eucl id ien à q u a t r e d i m e n ­
sions ayan t la d ro i t e euc l id ienne p o u r géodés ique , l 'on con­
s idè re l ' e space s p h é r i q u e à q u a t r e d imens ions 

: r s - i - .y ! - i - 3 5 - t - c ! = R 5 

coupé par l ' espace eucl id ien à t rois d imens ions x = o suivant 
la sphère 

y t + ¿1 + vl = R î , 

la ro ta t ion de ce t te sphè re a u t o u r du plan des vz dans son 
espace à t rois d imens ions e n g e n d r e l 'espace s p h é r i q u e ent ier 
et rev ient à un r e t o u r n e m e n t de ce t te m ê m e sphè re opéré 
dans cet espace sphé r ique a u t o u r du g rand cercle 

x = o, y = o, z,-hv,= R,\ 

q u e par sui te ce t te sphè re a sur ce g rand cercle deux cent res 

opposés avec le m ê m e rayon - tt K ; on ne saura i t en conclure 

q u e les plans de Riernann sont i d e n t i q u e s aux sphè res d 'Eu-
cl ide , et q u e les espaces r i emann iens à t ro is d imens ions sont 
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des espaces s p h é r i q u e s suscep t ib les d ' e n t r e r dans des espaces 
eucl id iens à q u a t r e d imens ions (*). 

On aura s eu l emen t p r o u v é que tous les espaces sphé r iques 
eucl id iens ou non jou i s sen t de p r o p r i é t é s semblab les , c a r , 
dans les équa t ions p récéden te s , x , y , z , c e t R sont auss i , à 
condi t ion de les chois i r convenab lemen t , des coo rdonnées et 
une cons tan te appl icab les à un espace s p h é r i q u e de forme 
q u e l c o n q u e . 

La définition d 'une c i rconférence , d 'une s p h è r e , d 'un es ­
pace sphé r ique de forme euc l id ienne ne p e u t se concevoir 
d 'a i l leurs sans qu 'on y ajoute, i m p l i c i t e m e n t ou non , la con ­
s idéra t ion d u : c e n l r e et du ravon de ce t te c i rconfé rence , de 
ce t t e sphè re ou de cet espace s p h é r i q u e ; o r , il faut d i s t i n ­
guer su ivan t que l'on en tend p a r l e r des p ropr i é t é s absolues 
de ces f igures, ou des p rop r i é t é s relatives, soi t de la c i r c o n ­
férence cons idérée c o m m e g rand cercle de la sphè re de m ê m e 
r ayon , soit de la sphè re cons idérée c o m m e g rande sphè re de 
l 'espace s p h é r i q u e de m ê m e rayon . 

Dans le p r e m i e r cas , les figures cons idé rées n ' on t q u ' u n 
cen t r e , et les d i s tances de ce c e n t r e à l eu r s d ivers po in t s 
sont comptées su ivant des dro i tes e u c l i d i e n n e s ; dans le se­
cond, ces figures ont deux cen t r e s et les d i s t ances sont comp.-
tées su ivan t des c i rconférences . II en est tou t a u t r e m e n t dans 
la G é o m é t r i e n e m a n n i e n n e ; qu il s'agisse des p r o p r i é t é s a b ­
solues ou des p r o p r i é t é s re la t ives , la d ro i t e , le p lan , l 'espace 
ont deux cen t res s y m é t r i q u e s par r a p p o r t à ces f igures, et les 
d i s tances de chacun de l eu rs po in t s à ces cen t r e s sont t ou ­
j o u r s comptées su ivan t des dro i tes ( 2 ) . 

La d is t inc t ion en t re le plan loba t schewsk ien et la p s e u d o -
sphè re est encore p lu s év iden te , p u i s q u e les géodés iques de 
ce t t e de rn iè re se c o u p e n t d e u x à d e u x non en un po in t , niais 
en un n o m b r e de po in t s indéf ini ; p u i s q u e sur la p remiè re 
surface on p e u t t r a ce r des dro i tes dans tous les sens , t and i s 
qu 'on ne peut en faire, a u t a n t p o u r les l ignes géodés iques de 
la s econde ; pu i sque enfin une por t ion que l conque du plan l o ­
b a t s c h e w s k i e n , qu i es t r i g ide , peu t s ' app l iquer i n t é g r a l e -

Ci L?:ci iALAS, O u v r a g e s c i t é s . 
( : ) N o u s e m p r u n t o n s c e s a r g u m e n t s à M . M A N S I O N : Sur la non-

identité du pian riemannien et de la sphère euclidienne. 

Scientia, a" 15. 6 
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m e n t sur u n e a u t r e p o r t i o n de'Ce p lan p a r t i n e s imple ro t a t i on 
a u t o u r d 'une d ro i t e , t and i s q u ' u n e por t ion de p s e u d o - s p h è r e 
•ne p e u t s ' app l iquer sur une a u t r e p o r t i o n de la m ê m e surface, 
pa r repl i a u t o u r d'u'ne géodés ique , q u ' a p r è s u n e c e r t a i n e 
flexion ana logue à celle qu ' i l faut faire s u b i r à un corps 
ct-eux en c a o u t c h o u c , i n c o m p l è t e m e n t fendu dans sa lon­
g u e u r , p o u r supe rpose r les d e u x pa r t i e s d e sa superf ic ie 
e x t e r n e . 

30. Objection du t r i ang le équi la té ra l . — C e t a r g u m e n t est 
p lu s spéc ieux q u e Téel, e t il est aisé d 'y r é p o n d r e ; car la 
p ropos i t ion q u e voici est d ' u n e vér i té abso lue : 

Il y a une infinité de triangles équilatéraux A B C où le 
rapport de l'angle B A C à l'angle droit égale un nombre 
donné t. 

D e u x cas se p r é s e n t e n t selon q u e t est égal ou inégal à jj • 

Si t est égal à ~, la p ropos i t i on est év iden te , p u i s q u e n o u s 

sommes en G é o m é t r i e usuel le , et q u e tous les t r i ang les é q u i ­
l a t é r a u x du p lan r é p o n d e n t à la q u e s t i o n . 

Soi t t s u p é r i e u r ou in fé r ieur à ^ - Imag inons un plan non 

euc l id ien de p a r a m è t r e I J ; il ex is te sur ce plan un angle T 
don t la mesu re en angle d ro i t est l, et un t r i ang l e r ec t ang le 
d é t e r m i n é don t les deux angles non d ro i t s sont égaux l 'un 

à T, l ' au t r e à ^ T ; le t r i ang le équ i la té ra l d e m a n d é est la r é u ­

nion de deux, pare i l s t r i angles r ec tang les , et la l o n g u e u r de 

son côté AB est une fonction d é t e r m i n é e de U . En r éa l i t é , le 

n o m b r e t ne fait c o n n a î t r e q u e le r a p p o r t -^ j» e t à c h a q u e 

va leu r de U Correspond un t r i ang le u n i q u e sat isfaisant à la 
ques t i on . 

Si donc , i m a g i n a n t un t r i ang le équ i l a t é ra l A B C d o n t l 'aiïgle 
au s o m m e t T égale t d ro i t , il es t poss ib le du n o m b r e t seul 
de r e m o n t e r à la l o n g u e u r conc rè t e A B q u e l 'on sai t effecti­
v e m e n t cons t ru i r e su r le p lan r i e m a n n i e n ou loba t schewskien 
d o n n é , c 'est qtie t n 'es t pas la s eu l e d o n n é e du p r o b l è m e ; il 
y a une a u t r e donnée dbjec t ive l a t e n t e , le p a r a m è t r e U du 
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AUTRES OBJECTIONS. -f] 

plan où les co i r s t ruc l ions son t censées s 'effectuer. O n n e peu t , 
q u o i q u ' o n le veui l le , «n faire a b s t r a c t i o n ; m a i s , n e sachant 
pas la m e s u r e r exac t emen t , o n y supp lée pa r u n e l o n g u e u r 
a r b i t r a i r e p r i s e p o u r base des o p é r a t i o n s du q u a d r i l a t è r e t r i -
r e c t a n g l e ( § 2 4 ) . 

3 t . Autres objections. — U n cer ta in n o m b r e d ' au t res ob jec­
t ions de m o i n d r e v a l e u r on t é té faites à la d o c t r i n e n o n euc l i ­
d i e n n e ; si nous en disons un m o t , c ' e s t qu 'e l les t o u c h e n t p a r 
ce r ta ins côtés à la ph i losoph ie m ê m e des Sc iences . 

I . Il lui a é té r e p r o c h é d ' abo rd d 'ê t re en con t rad ic t ion 
avec la t h é o r i e a t o m i q u e , c o n s t a m m e n t s o u t e n u e par la p l u ­
p a r t des grands génies scient if iques, et accep tée a u j o u r d ' h u i , 
d ' après ce p a t r o n a g e i l lus t re , d 'une façon à p e u près u n i v e r ­
selle : « Q u e l q u e t emps », affirme Pasca l dans M Esprit géo­
métrique, « q u e l q u e m o u v e m e n t , q u e l q u e espace que c e soi t , 
il y en a tou jou r s un p lus g rand et un m o i n d r e , en sorte 
qu ' i l s se sou t i ennen t tous en t re le néan t e t l ' infini en é t an t 
t ou jou r s éga l emen t éloignés de ces e x t r ê m e s . i> Ou encore : 
« T o u t e g r a n d e u r m a t h é m a t i q u e qui décro î t passe , avant de 
cesser d ' ex is te r , p a r un é ta t pa r t i cu l i e r tel q u e r ien de plus 
pet i t q u e lui n ' ex i s t e ; c 'est Vatome ou monade de ce t te 
g r a n d e u r , qu i r en fe rme en subs t ance , et à l 'é ta t le plus 
r é d u i t pos s ib l e , t ou t e la .série des p r o p r i é t é s q u e l 'analyse 
e n d é d u i r a p a r la su i te » { V A L S O N , Les savants illustres, 
T r a v a u x scientif iques de L e i b n i z ) . D ' ap rè s ces défini t ions de 
l ' a t o m e , ce lu i -c i n e peu t d i m i n u e r qu ' en d i spa ra i s san t dans 
le néan t , e t a u g m e n t e r qu ' en devenan t doub le , t r ip le , q u a ­
d r u p l e , e t c . Or , si l 'on cons idère le q u a d r i l a t è r e plan A B G D 
b i r e e t a n g l c e t isoseèle de no t r e figure î , « t qu 'on y suppose 
À B égale à u n a t o m e t le l o n g u e u r , A G ' e t BD -étant q u e l ­
c o n q u e s , C D , qu i e s t auss i a tonie , n-e p e u t ê t re m o i n d r e q u e 
A B o u s u p é r i e u r e à AB sans qu ' i l «x is te d e u x perpend icu la i res 
à une d r o i t e issues d ' u n po in t qwelcooqwe; -ceci en t r a îne donc 
A B = ± C D , et à la su i t e c e t t e éga l i t é , la Géométr ie- e-u-eli-
dienn<e ( 1 ) . 

• i1) J . B O X H E L , Les atomes et hypothèses dans la Géométrie, 1839; 

N o t e s u r Les systèmes de Géométrie et Vtftome, L y o n , r g o o . 
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(') Pour la Géométrie non euclidienne 'Matliesis, 1898, p. 3 7 - 3 8 ) . 

(2) Des méthodes dans les Sciences de raisonnement, 2" P a r t i e . 

Le r a i s o n n e m e n t sera i t i n a t t a q u a b l e si l 'atome CD étai t de 
même espèce q u e AI?, t and i s qu ' i l n ' en est é v i d e m m e n t r i e n ; 
t o u t ce qu 'on p e u t d i r e a priori à son sujet , c'est qu ' i l est 
une ce r t a ine fonct ion de AB et de A C , q u i d i spa ra i t avec A B , 
ou devien t avec lui d o u b l e , t r i p l e , q u a d r u p l e , e t c . A u s u r ­
p lus , la G é o m é t r i e a t o m i q u e d ' une surface q u e l c o n q u e , par 
exemple d 'une spl ière , dev ra i t toujours ê t re euc l id ienne 1 

I I . On a d i t enco re que t o u t ce qu i est conçu par la raison 
doi t ê t r e é g a l e m e n t i m a g i n a b l e , o u do i t p o u v o i r se r e p r é ­
sen te r soit aux sens, soit à l ' i m a g i n a t i o n ; ceci n 'es t rien 
moins q u ' e x a c t , car no t re raison conçoi t l ' indéfini que not re 
i m a g i n a t i o n est impu i s san t e à se r e p r é s e n t e r ; car , ainsi que 
le d i t t rès à p r o p o s M. Mansion ( ] ) , nous ne pouvons nous 
imag ine r n i la façon don t v a r i e la c o u r b u r e d ' une cycioïde 
aux env i rons de son po in t de r e b r o u s s e m e n t ni la courbe 
c o n t i n u e de W e i e r s t r a s s , q u i n 'a de tangente en sucun point , 
ni la c o u r b e con t inue de M. P e a n o qu i a tous s e s po in ts à des 
cotes différentes en t r e zéro e t i , et d o n t la pro jec t ion r e m ­
pl i t e n t i è r e m e n t un car ré de côté égal à i . Not re imag ina t ion 
est une faculté t e l l emen t déb i le que, sans l'aide de la raison, 
elle ne p o u r r a i t m ê m e pas se r ep ré sen t e r cent po in t s p h y ­
s iques m a r q u é s sur u n e feuille de p a p i e r ; tou t au p lus peu t -
elle cons t a t e r qu ' i l y en a un assez g rand n o m b r e . Du res te , 
a joute en t e r m i n a n t le savant professeur , il esL imposs ib le 
p o u r nous d ' a t t a c h e r aux not ions de d ro i t e finie, de plan fini, 
d 'espace fini, l ' image d 'une forme préc ise que l conque , parce 
q u e , si le m o n d e est r i e m a n n i e n , nous en faisons pa r t i e , et 
nous ne p o u v o n s nous isoler m ê m e p a r la pensée de ce inonde 
p o u r nous en faire une r e p r é s e n t a t i o n sens ib le . 

I I I . Enfin, on a p r é t e n d u , en se ba san t su r l ' au to r i t é de Du­
h a m e l ( 2 ) , q u e l ' idée s imple de deux d ro i t e s p a r t o u t éga le ­
m e n t d i s t an tes devai t ê t re cons idérée c o m m e innée pu i squ ' e l l e 
se p ré sen te à l 'enfant , et q u e d 'a i l l eurs nous en avons c o n t i ­
n u e l l e m e n t des exemples sous les y e u x . O r , d 'après ce que 
nous avons vu à l 'ar t ic le 5 du p a r a g r a p h e 2 1 , il y a deux sys­
tèmes de G é o m é t r i e qu i c o n t i e n n e n t de telles d ro i t e s , s e u l e -
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( 1 ) HELMHOLTZ, 1821-1894 . Ueber die thatsächlichen Grundlagen der 
Geometrie, 1868, t r a d u c t i o n f r a n ç a i s e d e Hoüe l d a n s les M é m o i r e s de 
B o r d e a u x , 1808; The axioms of Geometry (Revue des cours scienti­

fiques, 1 8 7 0 ) ; Ueber die Axiome der Geometrie (Revue scientifique, 
. 8 7 7 ) . 

C1) SOPHUS L I E , 1842-1899. Theorie der Transformationsgruppen, 
L e i p z i g , T e u b n e r , i 8g3 . 

m e n t , d a n s l 'un e l l e s a p p a r t i e n n e n t au m ê m e p l a n , t a n d i s 

q u ' i l n'en e s t pas d e m ê m e d a n s l ' a u t r e ; i l n'y a d o n c a u c u n 

m o y e n t h é o r i q u e d e p r o u v e r q u e c e a-.ii peut seulement ê t r e 

e x i s t e v é r i t a b l e m e n t . 

T o b e , or not to b e , tha t ' s t h e q u e s t i o n . 

( S H A K S P E A R E , Hamlel, a c t e I I I , s c è n e i .) 

3 2 . L ' imposs ib i l i t é de d é m o n t r e r l e P o s t u l a t u m d ' E u c l i d e . •— 

L ' é c h e c d e s i n n o m b r a b l e s t e n t a t i v e s f a i t e s d e p u i s si l o n g ­

t e m p s p o u r d o n n e r d u P o s t u l a t u m d ' E u c l i d e u n e d é m o n s t r a ­

t i o n à l ' a b r i d e t o u t e c r i t i q u e é v e i l l e d a n s l ' e s p r i t l e d o u t e 

l e p l u s a b s o l u s u r l ' e x i s t e n c e d e c e t t e d é m o n s t r a t i o n , m a i s 

n e c o n s t i t u e pas u n e p r e u v e s c i e n t i f i q u e d e s o n i n e x i s t e n c e . 

C e l t e p r e u v e d é c o u l e au c o n t r a i r e r i g o u r e u s e m e n t d e s r é s u l ­

tats a n a l y t i q u e s o u g é o m é t r i q u e s q u e vo i c i : 

i ° E t a b l i s s e m e n t d e s f o r m u l e s d e la T r i g o n o m é t r i e g é n é ­

ra le en p a r t a n t du c o n c e p t f o n d a m e n t a l d e d i s t a n c e ; c e c i 

m o n t r e q u e le p o s t u l a t e u c l i d i e n e s t i n d é p e n d a n t d e s p r e ­

m i e r s f o n d e m e n t s d e la G é o m é t r i e , d é f i n i t i o n d e la d r o i t e e t 

d u p l a n , c o n g r u e n c e . 

2 ° I n t e r p r é t a t i o n , d a n s u n e r é g i o n n o r m a l e , s o i t d e la G é o ­

m é t r i e n o n e u c l i d i e n n e s u r u n e s u r f a c e à c o u r b u r e c o n s t a n t e 

e u c l i d i e n n e , s o i t d e la G é o m é t r i e e u c l i d i e n n e s u r u n e s u r ­

f a c e à c o u r b u r e c o n s t a n t e n o n e u c l i d i e n n e . 

3° E x i s t e n c e d e s y s t è m e s a n a l y t i q u e s n o n e u c l i d i e n s , 

d ' a p r è s l e s i d é e s d e H i e m a n n , H e l m h o l t z (') e t l e s r e c h e r c h e s 

d e L i e ( 5 ) s u r les g r o u p e s d e t r a n s f o r m a t i o n s ; c e s d e r n i è r e s 

m o n t r e n t q u ' i l y a d a n s l ' e s p a c e e u c l i d i e n d e s g r o u p e s d e 

t r a n s f o r m a t i o n s a n a l o g u e s aux m o u v e m e n t s d a n s l ' e s p a c e 

n o n e u c l i d i e n . 

4° Enf in , r e p r é s e n t a t i o n , p a r la m é t h o d e p r o j e c t i v e d e 
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(l) Sixth Memoir upon Quantics (Philosophical Transactions, 
1809). Voir aus s i K L E I N , Ueber die Sogennante nicht euklidische Géo­
métrie (Math. Annalen, 

Cayley ( ' ) , de l 'espace non euc l id ien dans l ' espace euc l id ien . 
P a r exemple , soit S un cerc le de ce de rn ie r appe lé Y absolu; 
la ïégiort i n t é r i e u r e est le plan, une co rde d u cercle es t une 
droite; si la c o r d e qu i jo in t deux po in t a À et B rencon t r e 
l 'absolu en P e t Q , le l o g a r i t h m e d u r a p p o r t a n h a r m o n i q u e 
A P B Q est la distance A B , enfin la d i s t ance des pôles de deux 
d ro i t e s par r a p p o r t à l 'absolu est Yangle de ces d ro i t e s . 
Moyennan t ces convent ions , la G é o m é t r i e de la rég ion in t é ­
r i e u r e est celle d u plan de L o b a t s c h e w s k y , et il est aisé de 
l ' é t endre à l 'espace en s u b s t i t u a n t une sphè re abso lue au 
cercle absolu . 
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CHAPITRE VIII . 

LA G É O M É T R I E PHYSIQUE. 

3 3 . La forme géométrique de notre univers. — E n P h y ­
s i q u e , e n C r i s t a l l o g r a p h i e , e t d a n s l e s A r t s , o n c o n s i d è r e d e s 

l i g n e s e t d e s s u r f a c e s q u i r é a l i s e n t a u s s i p a r f a i t e m e n t q u e 

n o s s e n s p e r m e t t e n t d e l e c o n s t a t e r l e s d é f i n i t i o n s g é n é r a l e s 

d e la d r o i t e e t d u p l a n . La G é o m é t r i e d e c e s l i g n e s e t d e c e s 

s u r f a c e s p a r a î t r é g i e p a r l e s l o i s e u c l i d i e n n e s ; par e x e m p l e , 

d a n s l e s p l u s g r a n d s t r i a n g l e s r e c t i l i g n e s d o n t i l a i t é t é p o s ­

s i b l e d e m e s u r e r d i r e c t e m e n t les a n g l e s , la s o m m e d e c e u x - c i 

a t o u j o u r s é t é à p e i n e d i f f é r e n t e d e d e u x d r o i t s . 

N o t r e u n i v e r s e s t - i l d o n c v é r i t a b l e m e n t e u c l i d i e n , e t f a u t - i l 

m e t t r e u n i q u e m e n t a u c o m p t e d e s i m p e r f e c t i o n s d e n o s 

i n s t r u m e n t s d e m e s u r e l ' é c a r t , si f a i b l e qu ' i l s o i t , q u e n o u s 

c o n s t a t o n s e n t r e l e s r é s u l t a t s t h é o r i q u e s e t c e u x d e l ' e x p é ­

r i e n c e ? Il e s t p e r m i s d 'en d o u t e r . 

D u m o m e n t q u e l e s y s t è m e d e G é o m é t r i e c h e r c h é n e p r é ­

s e n t e a u c u n c a r a c t è r e d e n é c e s s i t é a priori, la r é s e r v e la p l u s 

c o m p l è t e n e p e u t q u e s ' i m p o s e r q u a n t a u x c o n c l u s i o n s à t i r e r 

d e n o s m e s u r e s . D ' a p r è s l e p h i l o s o p h e R e i d ( * ) , l ' h o m m e r é ­

d u i t au s i m p l e s e n s d e la v u e , e t n e p o u v a n t c o n n a î t r e q u e 

l ' é t e n d u e s u p e r f i c i e l l e à d e u x d i m e n s i o n s , p r e n d r a i t p o u r d e s 

d r o i t e s c e q u i s e r a i t r é e l l e m e n t d e s arcs d e g r a n d c e r c l e 

t r a c é s s u r u n e s u r f a c e s p h é r i q u e , d o n t s o n œ i l o c c u p e r a i t le 

c e n t r e ; p o u r un te l h o m m e , é v i d e m m e n t , l e m o n d e p h y s i q u e 

s e r a i t b â t i s u i v a n t la c o n c e p t i o n r i e m a n n i e n n e . 

I m a g i n o n s m a i n t e n a n t , a v e c M . H . P o i n c a r é ( 2 ) , u n e 

( : ) Voir A . V P i f i E , Essai sur la philosophie des Sciences. 

C) Revue générale des Sciences pures et appliquées, 189:), p. •p."). 

Voir aussi les Leçons de Géométrie de M . J . H A D A M A R D , Note I I . 
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sphè re S l imi t an t un mil ieu don t l ' indice rie réfract ion et la 
t e m p é r a t u r e soient va r iab les , et dans ce mi l ieu , des obje ts 
mobi les don t les d é p l a c e m e n t s so ien t assez len ts e t les c h a ­
leurs spécifiques assez faibles p o u r qu ' i l s se m e t t e n t i m m é ­
d i a t emen t en équ i l i b r e de t e m p é r a t u r e avec le mi l ieu . Si ces 
objets ont le m ê m e coefficient de d i l a t a t ion , la l o n g u e u r de 
l 'un q u e l c o n q u e d ' en t r e eux peu t définir la t e m p é r a t u r e . 
A d m e t t o n s que R dés ignan t le rayon de la sphè re , et p la 
d i s t ance d 'un p o i n t du mil ieu au cen t r e , la t e m p é r a t u r e 
abso lue et l ' indice de ré f rac t ion soient mesu ré s r e spec t ive ­
men t en ce po in t p a r R 2 — p ! et — - ; si des êtres in te, 11 i-

genls h a b i l e n t un semblab le monde , ils c ro i ron t nécessa i re ­
ment : i n que les d imens ions des obje ts mobi les n ' on t pas 
changé puisqu 'e l les ont var ié dans le m ê m e r a p p o r t ; 2" que 
la sphè re S a un rayon infini, car , p lus ces objets s ' a p p r o ­
che ron t de la p é r i p h é r i e , p lus leurs m o u v e m e n t s seront lents 
par su i te d u re f ro id issement qu ' i l s é p r o u v e n t ; 3° que les c i r ­
conférences o r thogona les à la sphère S sont des d ro i t e s , 
p u i s q u e ce sont les t ra jec to i res des rayons l u m i n e u x , et d ' a i l ­
leurs les objets s i tués hors de la sphè re S demeurent , i nv i ­
sibles : 4° q l i e dans un t r i ang le rec t i l igne la s o m m e des 
angles est m o i n d r e que d e u x d ro i t s , p u i s q u e c 'est là m ê m e 
une p r o p r i é t é des t r iangles curv i l ignes formés pa r t rois 
cercles o r t h o g o n a u x à S. En conséquence , ces ê t r e s ne p o u r ­
ron t adop te r que la G é o m é t r i e de Loba t s chewsky ( ' ) . 

Mais la réa l i té des faits concorde aussi b ien avec un sys­
tème p h y s i q u e r i emannien ou loba t schewsk ien de p a r a m è t r e 
très g r a n d qu 'avec le sys tème euc l id ien . Nous avons d é m o n t r é 
dans le p a r a g r a p h e 27 q u e ce d e r n i e r pouva i t ê t re r ega rdé 
c o m m e un cas l imi te des d e u x a u t r e s , et d ' a i l l eurs les for­
mules (7) et (8) du p a r a g r a p h e 23 r ev iennen t à une formule 
u n i q u e équ iva len te au fond à la re la t ion III du p a r a g r a p h e 15, 
p o u r v u qu 'on suppose a l t e r n a t i v e m e n t X égal à 1 ou à \j— 1 , 

( ' ) L i r e D . H I L B E R T : Fondements de la Géométrie, p a r a g r a p h e 10, 
e t u n e x t r a i t de l e t t r e de e e t a u t e u r à M. K L E I N d a n s Y Ens. math., 
1 9 0 1 , p. iç)4 e t s u i v . C o n s u l t e r auss i M. F . P I E T Z K E R : La forme de 
l'espace, 1891 , e t Considérations sur la forme de l'espace (Ens. 
mal h., 190? ). 
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c ' e s t - à -d i r e £ égal à i ou à — i . Ces faits ana ly t iques font 
r essor t i r avec la p lus h e u r e u s e s impl ic i té le ca rac t è r e p h i l o ­
soph ique de la M é t a g é o m é t r i e , et e x p l i q u e n t l 'absolu et iné­
vi table insuccès de tous les efforts tentés o u à t en te r pour 
p rouve r t h é o r i q u e m e n t la vér i té du pos tu l a t 5 . L ' expér i ence 
seule d e v r a i t lever les dou t e s , m a i s à la condi t ion abso lue 
q u e s e s opé ra t i ons eussent la préc is ion t h é o r i q u e ; donc , à 
suppose r q u e no t re univers fût e x a c t e m e n t euc l id ien , il nous 
sera i t imposs ib le , vu l ' imperfec t ion re la t ive de nos p rocédés 
de m e s u r e , de le d é m o n t r e r expé r imen t a l emen t . Au c o n t r a i r e , 
nous allons voir que , si nos d é t e r m i n a t i o n s de d ro i t e s , de lon­
g u e u r s , d ' angles finissaient pa r s 'effectuer avec une e x a c t i ­
tude suffisante, p e u t - ê t r e un j o u r au r ions -nous le moyen de 
s a v o i r si no t r e inonde p h y s i q u e est r i e m a n n i e n ou l oba t -
schewskien , en ca lculant le signe de son p a r a m è t r e , et m ê m e , 
dans le c a s où ce p a r a m è t r e sera i t assez pe t i t , sa g r a n d e u r 
a p p r o c h é e . 

34. Mesures relatives au paramétre- — Supposons que l'on 
soit pa rvenu à dess iner t rès e x a c t e m e n t sur une p l anche t t e 
d ' i ngén i eu r aussi b ien nivelée q u e poss ible un q u a d r i l a t è r e 
t r i r ec t ang le A B C D don t les côtés BC et C D , adjacents aux 
angles d ro i t s B , C, D a ient i m de l o n g u e u r . Ceci cons t i t ue 
déjà une opéra t ion g r a p h i q u e t rès dé l ica te à exécu t e r m a l g r é 
sa s impl ic i té t h é o r i q u e . L 'ang le A, m e s u r é au cerc le r é p é t i ­
t eur , a été t rouvé égal à yo° avec une i n c e r t i t u d e en plus ou 
en moins compr i se e n t r e e t y^ j de seconde ( 1 ). 

Si le p a r a m è t r e fini U de l 'espace non eucl idien est e x p r i m é 
en m è t r e s , les équa t i ons 

s in 1 -^ — — cosA, sh-2 ~ — cosA 

é tab l i ssent la dépendance ana ly t ique qu i do i t ex is te r en t re ce 
p a r a m è t r e et l 'angle A. O r , il suffit que le p a r a m è t r e dépasse 
seu lement 5 o o o m p o u r que la va leur calculée de A diffère de 
p,o° de moins de de seconde . Ains i , les condi t ions p h \ -

( ' ) A desse in , n o u s e x a g é r o n s ici d 'une façon n o t a b l e les l i m i t e s de 

l ' a p p r o x i m a t i o n qui est d a n s nos m o v e n s a c t u e l s ; no tre r a i s o n n e m e n t 

n'en a q u e plus de force . 

Scientia, n" 15. 6-
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s iques dans lesquel les n o t r e un ive rs es t cons t ru i t nous pe r ­
m e t t e n t d 'aff irmer q u e son p a r a m è t r e es t , s inon infini, du 
moins cons idé rab le , et, j u s q u ' à ce j o u r du moins , nos mesures 
d i rec tes c o m p o r t e n t , ma lg ré le soin q u e nous pouvons y 
a p p o r t e r , une s o m m e d ' e r r e u r s b i en s u p é r i e u r e à l ' écar t q u e 
p r o d u i r a i t , dans les mêmes cas, le passage d 'un sys tème de 
Géomét r i e à l ' au t r e . P a r exemple , dans sa Pangëomêtrie, 
L o b a t s c b e w s k y base su r la conna i ssance de la pa ra l l axe d 'une 
étoi le un calcul a s t r o n o m i q u e des t iné à lui d o n n e r une l imi te 
in fé r ieure de ce p a r a m è t r e . D a n s le t r i ang le r e c t a n g l e A B C , 
où A représente l 'é toi le , e t BG le g rand axe de l ' o rb i te t e r ­
r e s t r e , l 'angle de para l l é l i sme c o r r e s p o n d a n t à B C est p lus 
g r a n d que le c o m p l é m e n t de l 'angle aigu A égal à la p a r a l ­
laxe, donc ( § 2 i , i ° ) 

cos IT(BC)= th —' < s inA, 

ou 
BC / A \ 

En a p p l i q u a n t ce t t e m é t h o d e à l 'é toi le pola i re d o n t la p a ­
ra l laxe vau t à peu près o",i, on t r o u v e q u e le p a r a m è t r e U 
dépasse 200000 fois le d i a m è t r e de l ' o rb i t e . Il faut en c o n ­
c lu re qu 'en fail, dans la pa r t i e de l ' un ivers q u e n o t i s p o u v o n s 
d i r e c t e m e n t a b o r d e r , la G é o m é t r i e est aussi b ien non euc l i ­
d ienne qu ' euc l id i enne ; mais , c o m m e pratiquement les r é s u l ­
ta ts ne diffèrent p a s , il y a avan tage à lui c o n s e r v e r le second 
ca rac tè re où les cons idé ra t ions tan t s y n t h é t i q u e s q u ' a n a ­
ly t iques son t p l u s s i m p l e s . 

P o u r ê t re fixé i m m é d i a t e m e n t s u r le cho ix à fa i re , il f a u ­
d ra i t , pa r exemple , q u e t ro i s o b s e r v a t e u r s s i tués s u r t r o i s 
p lanè tes différentes pussent se viser r é c i p r o q u e m e n t à un 
ins tan t d o n n é , et conna î t r e les angles de dév ia t ion de leurs 
l u n e t t e s . Mais , sans a t t e n d r e cet événement c h i m é r i q u e , il 
n 'est pas i n t e r d i t d ' e spére r , g râce aux p r o g r è s r ap ides d e la 
Mécan ique m o d e r n e , que les appare i l s d 'observa t ion soient 
en mesu re d ' a cqué r i r pa r la su i te une b e a u c o u p plus g r a n d e 
per fec t ion . Si ceci se réa l i se , l 'on p o u r r a u t i l i se r une donnée 
g é o m é t r i q u e t rès s imple mise en év idence dans le cours du 
p a r a g r a p h e 2 7 . 
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Nous y avons vu effect ivement q u e la p ro jec t ion d 'un seg­
m e n t de d ro i t e su r un axe p e u t ê t re s u p é r i e u r e , égale ou 
in fé r i eu re au p r o d u i t du s e g m e n t p a r le cos inus de son incli­
na i son . P a r conséquen t , sous une incl inaison de 6o°, la p r o ­
j ec t i on est s u p é r i e u r e , égale ou infé r ieure à la moi t ié du 
s e g m e n t . T raçons six rayons indéfinis à 6o° les uns des au t r e s , 
et po r tons -y success ivement les l o n g u e u r s O A 0 , O A , , O A 2 , 

OA„ dont c h a c u n e est la project ion de la su ivan te . S u i ­
van t que la G é o m é t r i e est r i e m a n n i e n n e , euc l id ienne ou 
l o b a t s c h e w s k i e n n e , on a 

O A „ = 2 » . O A 0 . 

Donc , si p a r su i te d ' opé ra t i ons répé tées on finissait pa r 
t rouve r e n t r e OÂ„ et 2 " O A 0 une différence de sens cons tan t , 
et p lus cons idé rab le que la l imi te s u p é r i e u r e des e r r e u r s 
i m p u t a b l e s aux appare i l s , le d o u t e sera i t levé : l ' un ivers ne 
se ra i t pas euc l id ien , et le sens de la différence ferait savoir 
d e que l le m a n i è r e . 

Or , à l ' époque q u e nous souha i tons , les mécan ic iens ne 
se ra ien t p e u t - ê t r e pas embar ra s sés pour c o n s t r u i r e une c i r ­
conférence de très g rand r a y o n . Concevons un arc l de ce t t e 
l igne, co r r e spondan t à que lques secondes , et en tous cas assez 
faible p o u r pouvo i r ê t r e assimilé à une por t ion de la t a n g e n t e 
en l 'une de ses e x t r é m i t é s A, puis , su r le p r o l o n g e m e n t AX 
du rayon OA, p renons les poin ts B et B' tels q u e AB n= /, et 

A B ' — i /. Si nous mesur ions les angles a. = A B T , a' — A B ' T ' 

q u e font avec O X les t angen te s BT et B ' T ' menées des po in t s 
B et B ' à la c i rconférence , deux é q u a t i o n s du second degré , 

( s i n 2 s ' — s i n 5 a ) a 7 2 - + - 2 s i n 2 a ' . r -+- s i n 5 a '— 'i — o, 

ys = ( i 4 - s in !
 2 ).c* — -i.x, 

d é t e r m i n e r a i e n t en fonction de a et de a.' la m e s u r e t r i g o n o -

m é l r i q u e v de l 'arc l, et par x la m e s u r e na tu re l l e r =r ^ du 

rayon de la c i rconférence , qu i a son cos inus c i r cu l a i r e ou 

h y p e r b o l i q u e égal à — -• La l o n g u e u r AB é tan t , pa r 

exemple , de n mè t r e s , les express ions de U et de R en m è t r e s 
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s e r a i e n t a l o r s r e s p e c t i v e m e n t é g a l e s s o i t a — . — e t — : — 

' a ysinr y sin /' 

d a n s l e c a s d ' u n u n i v e r s r i e m a n n i e n , s o i t au c o n t r a i r e à 

— e t d a n s le c a s d 'un u n i v e r s l o b a t s c h e w s k i e n . 
jyshr ^ s h i -

L e r é s u m é e t la c o n c l u s i o n d e n o t r e T r a v a i l d o i v e n t ê t r e 

un h o m m a g e r e n d u p r e m i è r e m e n t a u g é n i e d ' E u c l i d e , q u i a 

su c h o i s i r a v e c u n e si a d m i r a b l e s a g a c i t é l e s p o s t u l a t s f o n d a ­

m e n t a u x d e sa G é o m é t r i e , d e u x i è m e m e n t a u x r e c h e r c h e s 

p a t i e n t e s d e L o b a t s c h e w s k y , B o l y a i , R i e m a n n et l e u r s d i s ­

c i p l e s , r e c h e r c h e s q u i , en d é v o i l a n t la v r a i e n a t u r e d e c e s 

m ê m e s p o s t u l a t s , o n t p e r m i s d e c r é e r à c ô t é d u s y s t è m e u s u e l 

d e u x a u t r e s s y s t è m e s é g a l e m e n t a d m i s s i b l e s au p o i n t d e v u e 

d e la r i g u e u r l o g i q u e , d ' a s s e o i r s u r d e s b a s e s i n é b r a n l a b l e s 

l ' éd i f i ce d e la G é o m é t r i e g é n é r a l e , e t p a r c o n s é q u e n t enf in d e 

c o n s o l i d e r déf in i t iv ement . l ' œ u v r e m ê m e d u g é o m è t r e g r e c . 
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NOTE. 

S I R DEUX QUADRILATÈRES BIRECTANGLES E T ISOSCELES 

DE LA RÉGION NORMALE. 

THÉORÈME I . — Si deux birectangles isoscèles ont mêmes 
bases et des hauteurs différentes, les angles aux sommets 
sont ensemble droits, aigus ou obtus. 

C o n s i d é r o n s Jes b i r e c t a n g l e s a h h A et abB'A' d e la figure i o , 
t i r o n s la m é d i a t r i c e c o m m u n e c C ' C d e ab, A ' B ' e t A B , p u i s 
t r a ç o n s A , B , p e r p e n d i c u l a i r e à c C en son m i l i e u C , ; l e r e p l i 
d e la f i gure s u i v a n t A t B , a m è n e A en l 'un d e s p o i n t s a, a o u ¡3, 

F / g . i 5 . F i g . , S . 

C 

• 4 -

s e l o n q u e l ' a n g l e a A , C , e s t d r o i t , a i g u o u o b t u s , et r é c i p r o ­
q u e m e n t . C e t a n g l e e s t d o n c d e m ê m e n a t u r e q u e l'an g l e a A C , 

e t la p r o p o s i t i o n e s t p r o u v é e l o r s q u e cCJ é g a l e ^CC, c ' e s t -

à - d i r e p l u s g é n é r a l e m e n t l o r s q u e c C é g a l e ~ c C En m ê m e 

t e m p s , A C e s t é g a l e , s u p é r i e u r e o u i n f é r i e u r e à ac e t r é c i ­

p r o q u e m e n t . 

A d m e t t o n s m a i n t e n a n t q u e la p r o p o s i t i o n s o i t v r a i e q u a n d 

c C é g a l e ^ c C , p d é s i g n a n t l 'un q u e l c o n q u e d e s e n t i e r s i n ­

f é r i e u r s o u au p l u s é g a u x à m < P r e n o n s d a n s la figure 16 
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ce"— — c C et ce'" = m 1 cC; l ' ang le aa"c" est d r o i t , a i eu 

ou o b t u s en m ê m e t emps q u e A p a r h y p o t h è s e , donc le repl i 
du q u a d r i l a t è r e a" b" V"a'" a u t o u r de a"b" amène respec t ive ­
m e n t dans les m ê m e s cas le p o i n t a!" à co ïnc ide r avec les 
po in t s a', 5 ou y; pa r conséquen t , a'"c'" est égale , s u p é r i e u r e 
ou in fé r ieure à a'c' et à « c , c ' e s t - à -d i r e q u e l 'angle aa"'cm 

est, en m ê m e t e m p s q u e A , d r o i t , a igu ou o b t u s . Alors la 

p ropos i t ion subs i s te q u a n d cC égale 1 cC, ou q u a n d c C 

égale ~cG, p é t a n t un des en t i e r s q u e l c o n q u e s m o i n d r e s 

que 2 " . El le est donc vra ie éga l emen t lo r sque l 'on a 

a" cC ^ a" ' 

n c ro i ssan t indéf in iment , e t pa r su i te elle est généra le . 

T H É O R È M E I I . — Si deux birectangles isoscèles ont mêmes 
hauteurs et des bases différentes, les angles aux sommets 
sont ensemble droits, aigus ou obtus. 

Considérons les d e u x b i r e c t a n g l e s abBA et ab'li'X accolés 
su ivant a A dans la figure 17, ainsi q u e la méd ia t r i c e c C de 
ab et A B . L ' e x t r é m i t é d ' u n e l o n g u e u r égale à a A et por tée 

FIG. 17 . 

A B 
C 

i n a h 

sur c C t o m b e en C, C 2 ou C, , su ivan t q u e l 'angle a A B est 
dro i t , a igu ou o b t u s ; donc en m ê m e t e m p s on a r e s p e c t i v e ­
m e n t les r e l a t ions 

aAC = c C A = 1 droit , 

aAG 2 = cCjA < 1 droit , 

aAGj = cC] A > 1 droit . 
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Ceci posé , a d m e t t o n s d ' abord que ab' égale ac ou -ab \ la 

p ropos i t ion est p r o u v é e par ce qu i p r écède , elle l 'est donc 

aussi q u a n d ab' égale P o u r passer au cas généra l , i m a ­

ginons q u e su r c h a c u n e des divis ions de ab en 2 " pa r t i es 

égales nous ayons cons t ru i t un b i r ec t ang le de h a u t e u r égale 

à « A ; leurs s o m m e t s successifs fo rment une l igne b r i sée régu­

l ière A A [ A 2 . . .A , , . . . A j n - i B qu i est d ro i t e , convexe ve r s ab, 

ou convexe vers l 'opposé de ab, selon q u e l ' angle a A B est 

d ro i t , aigu ou o b t u s . 

L o r s q u e a i ' é g a l e ^ab, l ' angle a A B ' égale l 'angle aAAp, 

et c o m m e ce d e r n i e r est t ou jou r s c o m p r i s en t re les angles de 
m ê m e n a t u r e a A A , et a A B , à moins qu ' i l ne coïnc ide avec 
e u x , il est encore , a insi que a A B , d ro i t , a igu ou o b t u s . Enfin, 
l o r sque l 'on a 

P_ <aV_ < P + Î 

2" ab ' 

n c ro i ssan t indéf in iment , il en est encore de m ê m e , et le 
t h é o r è m e est tou jours v ra i . 

T H É O R È M E I I I . — Les angles aux sommets de deux birec-
tangles isoscèles sont ensemble droits, aigus ou obtus. 

Car , d ' ap rès les deux t héo rèmes p r é c é d e n t s , ces angles 
sont de m ê m e n a t u r e q u e l 'angle au s o m m e t d u b i r e c t a n g l e 
isoscele qu i a sa base égale à celle du p r e m i e r b i r ec t ang le 
d o n n é , et sa h a u t e u r égale à celle du second . 

T H É O R È M E I V . —• Si dans un birectangle isoscele l'angle 
au sommet est droit, aigu bu obtus, dans tout triangle la 
somme angulaire est égale, inférieure ou supérieure à 
deux droits. 

En effet, soit a l 'angle au s o m m e t du b i r e c t a n g l e isoscele 
d o n n é . La somme angu la i r e 2 Ï d 'un t r i a n g l e que lconque 
A B C est égale, d 'après la p ropos i t i on II de la p a g e 60 à 
laquelle, nous p r ions le l ec teur de voulo i r b ien se r epor t e r , 
au d o u b l e de l 'angle A ' B E du q u a d r i l a t è r e b i r e c t a n g l e i so ­
scele B E C F cons t ru i t sur la f igura 6 . Mais , en ve r tu du t h é o -
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P r e n o n s eii effet c C , et dDl égaux à aA ; dans la p r e m i è r e 
h y p o t h è s e G t et D ( co ïnc iden t avec C et D : donc , 

aAC -+- 6BC = cCA -+- cCB = 2 droits, 

p a r su i t e , « A B est d r o i t ; ou 

a AD = aAB, 

ce qu i c o n d u i t au m ê m e résu l t a t . 

r è m e III de no t re Note , ' l ' angle A ' B E est , en m ê m e t emps 
q u e a, d ro i t , a igu ou o n t - s su ivan t l ' h y p o t h è s e ; d o n c 2 2 est 
auss i , ?elon l ' hypo thèse , égale , i n fé r i eu re o u s u p é r i e u r e à 
d e u x d r o i t s . 

COROLLAIRES. — i ° Si dans un seul t r i ang le la somme angu­
laire su rpasse d e u x d ro i t s , elle la su rpas se aussi dans tous 
les t r i angles , et ceci do i t en t r a îne r le re je t du pos tu l a t 6 
(voir p . 26), c ' e s t - à -d i r e le p r e m i e r t h é o r è m e de L e g e n d r e . 

2 ° Si dans un seul t r i a n g l e la somme angu la i r e est égale , 
in fé r ieure ou s u p é r i e u r e à deux d ro i t s , il en est de m ê m e 
dans tous les t r i ang les , ce qu i p r o u v e le second t h é o r è m e de 
L e g e n d r e généra l i sé . 

Méthode de M. Bonola. — P o u r d é m o n t r e r la p ropos i t ion 
sans l 'a ide du pos tu l a t d ' A r c h i m è d e et du p r inc ipe de con t i ­
n u i t é , voici le moyen employé p a r l ' a u t e u r . Considérons le 
q u a d r i l a t è r e b i r e c t a n g l e et isoscèle ahJàb ; p renons un point 
C de A B , un po in t D de son p r o l o n g e m e n t , et aba issons Ce 
et Dd p e r p e n d i c u l a i r e s sur ab (Jiff. 18). 

i° Si cC = a .4 , ou dD = aA, aAB = 1 droit, 

si e C < a A , ou dD > aA, aAB < 1 droit, 

si cC > aA, ou dD < aA, aAB > 1 droit . 

Fig. . 8 . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



F I N 

D a n s la seconde hypo thèse , C , est sur le p r o l o n g e m e n t de 
c C , tandis q u e D , est su r o " D . T i r o n s C , A , C , B , D i A el D t B . 
La somme des angles c C A et c C B , o u d eux d r o i t s , est plus 
g rande q u e la s o m m e des angles c C , À et c C j B , c ' e s t - à - d i r e 
q u e la somme des angles a A C , et 6 B C , ; a fortiori est-el le 
p lus g rande q u e 2 a A B , donc a A B est a igu . 

L 'angle D A D i est p lus g rand q u e l 'angle D B D , , et l ' angle 
« A D , égal à rfD,A est p lus g rand q u e l ' angle & B D , égal à 
«"D, B ; donc on a 

« A D — D A D , > a A B — D B D „ 
o u 

a d r o i t s — 2 a A B > D A D , — D B D , ; 

pa r sui te , a fortiori, a A B est encore un angle a igu . 
Enfin, dans la t ro i s i ème hypo thèse , C , es t su r c C , t a n d i s 

q u e D j est sur a"D p r o l o n g é ; en r a i sonnan t d ' une façon a n a ­
logue , on a r r i v e t ou jours à la conclus ion q u e l 'angle a A B est 
o b t u s . 

2° Les réciproques des propositions i ° sont vraies. — On 
les d é m o n t r e a i sément par la réduc t ion à l ' a b s u r d e . 

Revenons m a i n t e n a n t a u x t h é o r è m e s I, I l el III de la mé­
t h o d e p r é c é d e n t e . 

Si dans la figure i 5 l ' angle a A C est d ro i t , a igu ou o b t u s , 
cC é t an t m o i n d r e que c C , A ' C est égale , in fé r ieure ou supé­
r i eu re à A C ; donc l 'angle a A ' C est auss i d ro i t , a igu ou 
o b t u s ( T h é o r è m e I ) . 

Si dans la figure 17 on suppose q u e ac égale ab\ fraction 
q u e l c o n q u e de ab, l ' ex t r émi t é d 'une l o n g u e u r égale à a\ 
por t ée sur la p e r p e n d i c u l a i r e e n c t o m b e encore en C , C 2 

o u C , su ivan t que l ' angle a A B est d ro i t , a igu o u o b t u s ; donc 
l 'angle c C A est , dans les mêmes c o n d i t i o n s , d ro i t , aigu ou 
o b t u s . Q u a n d il est d ro i t , il en est de m ê m e de l 'angle a A B ' 
son égal ; q u a n d il est a igu, il en est de m ê m e a fortiori d e 
l ' angle c C j A et par su i te de l 'angle « A B ' ; enfin, q u a n d il es t 
o b t u s , il en est de m ê m e a fortiori de l ' angle c C 4 A o u d e 
a A B ' ( T h é o r è m e I I ) . 
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