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Weber besondere affine Raume. 

Von 

Dr. F. B~TZBERGER 
en Langonthal (Sohwoiz). 

1. 

Zwei beliebige Tetraeder A B C D  und A'B'C'D', deren Elemente 
einander gemass der Bezeichnung zugeordnet sind, bestimmen eine A f f i n  i - 
t a t ,  das is t  eine Collineation, i n  welcher sich die unendlich ferne Ebene 
selbst entspricht. Drei Punkte X P Z  dieser Ebene, sowie ein im End- 
lichen gelegener ~ u n k t '  W Lntsprechen sich ebenfalls selbst. Der  letztere 
ist  das sogenannte S i t u  a t i  o n  s - C e  n t r  u m und die sich selbst entsprechenden 
Geraden WX, WY,  W Z  nennen wir die A c h s e n  der Affinitiit. 

Wir  betrachten nun den besonderen Fall, wo die drei Achsen paar- 
weise rechtwinklig sind und wiihlen sie als Achsen eines Coordinatensystems. 
Sind xy.e tind X'~'Z' die Coordinaten irgend zweier entsprechender Punkte P 
und P', so konnen wir nach E u l e r  setzen: 

1) x'= l x  y'= rn y s'= nz. 
Die sich selbst entsprechenden Richtungen X PZ bilden ein Tripe1 

harmonischer Pole des imaginiren Kugelkreises, der projicirt wird durch 
dcn Kegol: 

2) ke + q" Lte = 0. 
Die Polaren der Strahlen W P  und WP' in Bexug auf denselben sind: 

3) 
( x : k + y e  +.et = O  

& ~ ~ + r n y ~ + a a ~ = O .  

Erklaren wir die erstere Ebene als eine Ebene des gestrichenen 
Systems, so entspricht ihr im ungestrichenen Systeme die zweite Ebeile, 
das heisst : 

Sind R und R' zwei entsprechende Richtungen (unendlich ferne Punkte) 
der Affinitat, so sind die xu B normale Stellung s' und die zu R' normale 
Stellung s zwei entsprechende unendlich ferne Gerade. 

Wir  fallen nun von den Ecken ABCD des ersten Tetrsedors die 
Lothe a 6 cd auf die zugehorigen Seitenebenen B'C'D', C'D'A', D'A'B', A'B'C 
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2 Ueher besondere affine Raume. 

des zweiten. Ebenso xiehen wiï durch die Ecken A'B'C'D'  des letz- 
teren die Lothe a'b'c'd' auf die zugehorigen Seitenebenen des ersten. 
Die Lothe au', b b', cc' und dd' sind entsprechende Strahlen der Affinitàt. 

Sind nun die Coordinaten der acht Punkte:  

1 
A : x  y z A': lx, tny,  nz 

B: x' y' B' B': lx ' ,  m y ' ,  nz' 

4) C :  z" y" a'' C : Zx", pny", %.a'' 
D : x"' y''' s ,,r D' : Ez"' , n' y"', nz"' 

und sind & q  5 laufende Coordinaten, so lautet die Gleichung der Ebene B C D :  

Bezeichnen namlich a P y d  die doppelten Pliichen der Dreiecke 
BCD; C D A ,  D A B ,  A B C ,  so sind u,uy u, die doppelten Plachen der 
Projectionen des Dreiecks B C D  auf die Coordinatenebenen. Die Grossen 
a,Pz y, 8,  sind daher die Determinanten, welche stehen bleibën, wenn man in : 

die erste Colonne und resp. die erste, zweite, dritto oder vierte Zeile 
streicht. Man ha t  demnach: 

uz - P x  + y r  - 83 O 
7 y ,  cz - Y'. pz + y". y, - y'". 8, = O 

z . nz - 2'. + a". y, - z"'. 8, = 0. 

Diese Relalionen gelteii auch, weon man darin die Buchs t~ben  xys 
cyklisch vertauscht. Die Gleichungen der Lothe a'b'c'd lauten n u n n  

Bezeichnen wir weiter die doppelten Inhalte der Seitenflachen des 

Tetraeders A'B'CB' mit L Y ' P ' ~ ' ~ '  und zeigen mit detri angehhgten 
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Von Dr. P. B ~ T Z B E R G E R .  3 
------ ----- ------- eV----- - -- 

Index xy ~ d e r  ,e wieder die Projection auf die betreffende Coordinaten- 
ebene a n ,  so ist:  

9) n'x=mn.nx;  u',=ni.a,; a l , = i ~ . u : .  

Die Gleichungen !r Lothe a b c d  Iauten: 

t - , x  -7-Y - b - s  
n x !4 n z 

5-x' a-y' [ - .e '  
- - 

B'.z P'Y B'a 

: - 2" .i - Y" 5 - 8" - - - 

Y'x Y'Y Y'. 

Schreiben wir nun die Bedingungen auf, unter welclien die Geiade 

jedes der Lothe 6 )  schneidet: 

Miiltiplicirt man die zweite und vierte Gleichung mit - 1 und addirt 
dann alle ~ i e r ,  ao verschwindet die Summe links zufolge 7) identisch. 
Eine dieser vier Gleichungen ist also die Folge der drei anderen, oder, wenn 
die Gerade 11) drei der Lothe 8) schneidet, so trifft sie auch das vierte. 
Die vier Lothe 8) liegen daher auf einem Hyperboloid; die vier L o t h  a b e d  
liegen im entsprechenden Hyperboloid. 

W e n n  a l s o  d i e  A c h s e n  z w e i e r  a f f i n e r  R l u m e  p a a r w e i s e  
r e c h t w i n k l i g  s i n d ,  s o  l i e g e n  j e  z w e i  e n t s p r e c h e n d e  T e t r a e d e r  
s o ,  d a s s  d i e  L o t h e  v o n  d e n  F c k e n  d e s  e i n e n  a u f  d i e  z u -  
g e h o r i g e n  S e i t e n e b e n e n  d e s  a n d e r e n  ( v o n  A a u f  B'GD' etc.) i n  
j e  e i n e m  H y p e r b o l o i d  l i e g e n .  D i e  L o t h e  e n t s p r e c h e n  s i c h  
p a a r w e i s e  i n  d e r  A f f i n i t i i t .  

Die Redingung, dass die zwei ersten Lothe 8) oder a' und b' sich 
schneiden, lautet: 

13) i ( x - 2 ' )  (u,Bz - ~.~,)+~(Y-Y') (a+B=-ax&)+.~~(a-~') (a', &-ny Pz)=(). 
Die analoge Bedingung fur die zwei ersten Lothe 10) cder a und b 

ist  folgende: 
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4 Ueber besondere affine Baume. 
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Die Relationen 9) verwandeln aber diese Bedingung sofort i n  die vor- 
hergehende. Schneiden sich daher zwei der Lothe a'b'c'd', so schneiden 
sich auch die zwei entsprechenden Lothe der Gruppe a b c d .  Nun kt aber: 

1 I t  m t  1 
Abgesehen von dieser Determinante, lasst sich demnach die Bedingung 13) 

schreiben: 

16) 1 (z - x') (x' '- x"') + m  (y - y:) (y"-y'") + .n ( z  - 2') (8'- z"') = 0 .  

Verschwindet die Determinante, so liegen sowohl die Punkte AilCD, 
als auch die Punkte A'B'C'D' in  je einer Ebene, und die Lothe a b c d ,  
sowie die Lothe a'b'c'd' sind unter sich parallel. 1st die Bedingung 16) 
erfiîllt, dann schneiden sich die Lothe a'b' in  einem Punkte und die Lothe 
c'd' in  einem anderen. Da aber' jede Gerade, welche drei dieser Lothe trifft, 
auch das vierte begegnet, so is t  die Verbindungslinie der Scheitel der 
~ i n i b n p a r e  a'b' und c'd' identisch mit der Schnittlinie ihrer Ebenen. 
Dasselbe gilt  von den Lothen a b c d .  

Sind schliesslich folgende drei Bedingungen erfllllt: 

~(~-2')(2"-~~'~)+732(~-~')(~"-~'~')+12(~-~')(~"-8"~)=0 

1(x-x") (x" ' -x '  )+m(y-y" ) (y" ' -y '  )+%(a-a")(z ' . ' -z '  )=O 
1 ( X  - x"') (2' - X" ) + 732 (y - y"') (Y' -Y'' ) + 12 (2 - B'") ' (a' - 2" ) = 0, 

wovon übrigens die eine die Folge der zwei anderen ist,  so gehen die 
Lothe a'b'L d' durch einen Punkt und die Lothe a b  c d  durch seinen ent- 
sprechenden. 

II. 

Vorstehende Untersuchung wurde veranlasst durch die drei ersten 
Lehrsatze von S t e i n e r  i n  Crelle's Journal Bd. II, S. 287 -292 (Ge- 
sammelte Werke Bd. 1, S. 155 - 162). Diese drei Satze, welche sehr 
interessante und wichtige Anwendungen gestatteii , lassen sich verall- 
gemeinern, wie ich in einer von der Hochschule Bern priimirten Preisarbeit 
gezeigt habe. Hier beschranke ich mich auf den dritten und gebe ihm 
folgende Fassung : 

I I a b e n  i r g e n d  z w e i  ( i r r e g u l i i r e )  T e t r a e d e r  s o l c h e  g e g e n -  
s e i t i g e  L a g e ,  d a s s ,  w e n n  a u s  d e n  E c k e n  d e s  e i n e n  aiif d i e  
S e i t e n e b e n e n  d e s  a n d e r e n ,  i n  i r g e n d  e i n e r  O r d n u n g  g e n o m m e n ,  
L o t h e  g e f a l l t  w e r d e n ,  d i e s e  v i e r  L o t h e  a u f  e i n e m  H y p e r b o l o i d  
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Von Dr. F. B ~ T Z B E R G E R .  5 

l i e g e n ,  s o  l i e g e n  a l l e  M a l  a u c h  d i e j e n i g e n  v i c r  L o t h e  a u f  
e i n e m  n y p e r b o l o i d ,  w e l c h e  mai l  i n  e n t s p r e c h e n d e r  O r d n u n g  
a u s  d e n  E c k e n  d e s  z w e i t e n  T e t r a e d e r s  a u f  d i e  S e i t e n e b e u e n  
d e s  e r s t e n  f i i l l t .  

ABCD und A'B'C'D' seien die Ecken der beiden Tetraeder. Wir  
setzen voraus, die Lothe a b c d  von den Ecken ABCD resp. auf die 
Ebenen B'C'D' ,  C'U'A', D'A'B' und A'B'C' liegen auf einem IIyper- 
boloid und beweisen, dass dann auch die Lothe a'b'c'd' von den Ecken 
A'B'C'B' resp. aiif die Ebenen RCD,  CDA, D A 3  und ARC in  einem 
Hyperboloid liegen. 

Zu dern Zwecke projicireu wir die Figur auf die Ebene A'B'C'. Die 
Projectionen der Lothe a b c  stehen senkreckt auf den Seiten des Dreiecks 
A'B'C'; denn diese sind die Spuren von Ebenen, zu denen a b c  Lothe sind. 
Da aber die vier windschiefen Geraden a b e d  in einem Hyperboloid liegen 
und d senkrecht auf der Ebcile A'B'C' steht,  so steht noch eine zweite 
der anderen Schaar angehorende Erzeugende des Hyperboloids senkrecht 
zur Ebene A'B'C'; diese schneidet die Lothe a b c ,  weshalb ihre Projec- 
tionen auf A'B'C' durch einen Punkt  gehen. 

Nach dem ersten Lehrsatze der genannten Ahhandlung gehen nun 
auch die Lothe a b c  von A'B' C' auf die Projcctionen der zugehorigen Sciten 
des Dreiecks ABC durch einen Punkt. Dies sind zugleich die Lothe von 
A' B'C' auf die nach der Ebene A'B'C' orthogonal p~ojicirenden Ebenen des 
Ureiecks ABC. 

Nun projicirc man die Figur auch auf die Ebenc ABC. Dio Lothe 
a'b'c' projiciren sich als Senkrechte zu den Seiten des Dreiecks ABC;  mit 
diesen Projectionen sind diejenigen der Lothe a b c  identisch. Da aber 
letztere durch einen Punkt gehen, so schneiden sich auch die Projectionen 
von a'b'c' au€ die Ebeue A R C  in einem Punkte. Errichten wir in  diesem 
Punkte das Loth zur Ebene ABC, so schneidet da,sselbe die Geraden a'b'c' 
und ist zu d' parallcl. Es giebt daher zu jeder Seitenebene des Tetraeders 
eine Normale, welche alle vier Lothe a'b'c'd schneidet, weshalb diese in  
einem Hyperboloid liegen. 

Die Stelliingen der Seitenebenen der soeben betrachteten Tetraeder 
bestimmcu in dcr uncndlich ferncn Ebene cine Collineation. Wir  behaupten, 
dass die drei sich selbst eiitsprechenden Richtungen derselben paarmeise 
rectangul%r sind und also ein Tripe1 harmoniacher Pole des imaginiiren 
Kugelkreises bilden. Dies schliesst drei Bedingungen far die gegenseitige 
Lage der acht Tetraeder -Ebenen ein. 

Lcgcn wir nun durch die Eckcn ABCD eincs Tetraeders vier Gerade 
a b c d ,  welche in einem Hyperboloid liegen. Zwei davon, etwa a, b,  sjnd 
willkürlich. Durch C und D lege man ihre gerneinsarnen Transversalen cf 

und d'. Die Geraden c ,  cl müssen nun mit a ,  b Transversalen von c', d' 
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sein und die vier Geraden a b c d  miissen c', d' iiach dcmselben Doppel- 
.verhliltniss schneiden, so daus : 

(c'. a b c d ) =  ( d ' .  a b c d ) = ( d ' .  b a d c ) .  

Legt man also durch abc'd' das Büschel von Hypcrboloiden, so bilden 
die Schnittpunkte c'd und cd' au€ c' und d' zwei projectivische Rcihen. 
Von den Richtungen der Geradeu a b c d  sind also zwei willkürlicli, die 
dritte liegt in eiuer vorgeschriebenen Stellung und bestiniuit die vieïte. 
Diese vier Richtungen haben demnach auch drei Bedingungen z u  genügen; 
dass letztere mit àen oben genannten identisch sind, erhellt aus folgender 
Betrachtung: 

Man kann irgend einen Punkt des Raumes als Situations-Centrum und 
drei durch ihn gehende paarweise rectariguliire Gerade als Acbser der 
Affinitat erkliiren; zudem sind die drei Proportionalitits-Factoren Emn will- 
kürlich. Weil nun der Raum ca3 Punkte und der Kugelkreis m3 Tripe1 
hat,  sa giebt es m9 Affinitateu. 1st A B C D  irgend ein Tetraeder, so 
liegen stcts die Lothc von seinen Eckcn auf die zugehorigen Seitenebenen 
des entsprechenden Tetraeders in  einem Hyperboloid. 

Durch die Ecken A B  CD kann man aber m5 Gruppen windàchiefer 
Geraden a b c d  legen, die in einem Hyperboloid sich befinden. Zu jcder 
dieser Geraden konneii wir irgeiid eine senkrechte Ebene legen und diese 
vier E'oenen denen des Tetraederv A B C D  zuordnen; letzteres ist auf 
m 4  Arten moglich. Es  giebt daher wieder m%olcher Affinitaten; diese 
sind mit den vorigen identiscli. 

L i e g e n  a l s o  z w e i  T e t r a e d e r  s o ,  d a s s  d i c  L o t h e  ai ls  d e n  
E c l r e n  d e s  e i n e n  a u f  d i e  z i i g e h t i r i g e n  E b e n e n  d e s  a n d e r e n  i n  

e i n e m  H y b e r b o l o i d  l i e g c n ,  so  b c s t i m m e n  s i e  e i n e  A f f i n i i a t ,  
d e r e n  A c h s e n  p a a r w e i s e  r e c t a n g u l a r  s i n d ;  d i e  L o t h e  e n t -  
s p r e c h e n  s ic 'n  p a a r w e i s e .  

L a n g c n t h a l ,  Juli  1893. 
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Untersuchungen über die auf die Krümmung von 
Curven und Flachcn bezüglichen Eigcnschaftcn der 

Bcrührungstransformationen. 

Von 

R. MEHMKE 
in Darmstadt. 

E r s t e  M i t t h e i l u n g .  

Krümmungseigenschaften d e r  Berührnngstransformationen in der Ebene. 

Es scheinen noch keine Untersuchungen darüher ver6ffentlicht worden 

zu sein, nnch wclchcn Gesetzen die Krümmung von Curven und Flachen 
sich iindert, wenn diese Gebilde einer Berührungstransformation unter- 
worfen werden. Der Verfasser hat im Frühjahr 1891 dieae Frage in An- 
griff genommen und theilt nun die einfachsten seiner Ergebnisse, soweit 
sie die Berührungstransformatione~i in der Ebene l~etreffen, hier mit.* 

Der a n  die Spitze gestellte Satz liefert u. A. (siehe 5 3) eine bemerkens- 
werthe aiicolutr: Invariante, welche die Form einea Doppelverhiiltnisses hat  
und aus  Ih-ümmungen bezw. Krümmungshalbmessern zusammengesetzt ist, 
ferner (in 5 5) eine neue Nethode aux- Construction der Krümrnungsmittel- 

punkte von Curven; in 5 6 wird eine Anwcndung davon auf die kinc- 
matische Geouietrie veranderlicher Systeme gemacht. Besondwer Werth ist 
auf die geometrische Deutung der vorkommenden aualj-tischen Ausdrücke, 
namentlich der i n  5 9 definirten ,DeterminanteY einer Berührungatrans- 

formation, gelegt. 
n'ennenswerthe Kenntnisse aus der Theorie der Berührungatransforma- 

tionen sind zum Verstandniss dieser Mittheilung nicht erforderlich. Es 
geuügt, die ersten Seiten von Herrn L i e ' s  ,,Theorie der Transformations- 
gruppen, zweiter Abschnitt, Leipzig 1890" gelesen zu haben, oder zu wissen, 
dass bei einer Berührungstransformation Curvenelemente transformirt 

* Inzwischen sind zwei kurze vorlhfige Mittheilungen des Verfusers über 
das Verhülten der geodatischen Krümmung von Curven auf beliebigen Flachen 
sowie der Hauptkrümmuugen von Flachen bei Berülirungstransformationeu er- 
achienen, erstere in dieser Zeitschrift Bd. 37  1893 S. 189, letztel-e in der Rivista 
d i  Matematica, p. 159, 189.2. (Anm. mahrend des Druokes.) 
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8 Untersuchungen über die auf die KrIimmung von Curven und Flachen etc. 

werden und dass zwei sich berührende Curven im Allgemeinen wieder in 
zwei sich berührende Curven übergehen. 

tj 1. Fundamentaleatz. 

E s  besteht folgender Satz: 
W e r d e n  m e h r e r e  h e l i e b i g e ,  s i c h  i n  e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  

P u n k t e  b e r ü h r e n d e  e b e n o  C u r v c n  i r g e n d  e i n e r  B e r ü h r u n g s -  
t r a n s f o r m a t i o n  i n  i h r e r  E b e n e  u n t e r w o r f e n ,  s o  b i l d e n  d i e  z u m  
g e m e i n s a n i e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e  g e h o r i g e n  K r ü m m u n g s m i t t e l -  
p u n k t e  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  C u r v e n  u n d  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  
K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  d e r  t r a n s f o r m i r t e n  C u r v e n  z w e i  p r o -  
j e c t i v e  P u n k t r e i h e n .  

Man gestatte mir ,  beim Beweisc dieseç Sataes denselben Weg ein- 
zuschlagcn, auf dem ich ihn gei'unden habe. Ich benütze dic Rechnung 
mit Strecken (geraden Linien von bestitnmter Lange und Richtung)." 

Es  bedeute x den ,Trageru eines veranderlichen Punktes - den man 
unbedenklich ebenfalls mit x bezeichnen kann - d. h. die von einem will- 
kürlichen festen Punkte bis zu jenem Punkte hin führende Strecke. Eirie 
von x beschrlebene Curve kann durch eine Gleichung x = x ( t ) ,  mit t als 
einer reellen unabhangigen Zahlveriinderlichen, dargestellt werden. Dann 

dx 
içt dx = - .dt  ein Element dieser Curve nach Grosse und Hichtung, und 

d t 
ferner : 

wenn ds  die Lange jcnes Elcmentes, a einc mit ihm parallele Strccko von 
der Lange Eins bezeichnet. Wird ds  positiv geiiommen, so zeigt die 
Strecke a durch ihre Richtung an,  in welühem Sinne z bei wachsendem t 
auf der Curve sich fortbewegt. Perner sieht man leicht ein, dass 

* Die geometrische Addition von Strecken und die Multiplication derselben 
mit Zahlgrossen darf ale hinliinglich bekannt gelten. Das von G r  a s  s m a n n  ein- 
geführte ,,aussereii Product [ab] zweier Strecken a und b bedeutet in der ebenen 
Geomctrie den Flacheninhalt des Parallelogramms, welches ails jenen Strecken 
unter Beibehaltung ihrer Langen und Richtungen sich zusammensetzen lasst. Als 
Vorzeichen wird plus genommen, wenn eine Drehung in den1 ein für alle Mal fest. 
gesetzten positiven Drehurigssinne der Ebene um einen zwischen Xull und n 
liegenden Winkel dam gehort, um der Strecke a die Richtung der Strecke b zu 
ertheilen; andernfalls minus. Es ist [bal = - [ab], [au] = O. Unter der Erganzung 
einer Strecke a ,  geschrieben la, hat man in der Ebene die sus a durch Urehung 
um eiuen rechten Winkel in positivem Sinne hervorgehende Strecke zu verstehen. 
Das Grassmann'sche ,,innereU Product zweier Strecken a und b - geschrieben 
[alb] oder al b, gelesen ,,a mal Krgiinzung bl' - ist gleich dem ausseren Yroduct 
von a mit der Erganeung von 6, oder gleich deni Product aus den Liingen von 
a und b und dem Cosinus des von ihren Richtunpen gebildeteri Winkels. Man 
hat  b 1 a = a b. Stehen zwei Strecken senkreçht auf einander, BO verschwindet ihr 
inneres Product; das innere Quadrat einer Strecke a ,  geschrieben a!, ist gleich 
dcm Quadrat ihrer Lange. 
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is t ,  unter d a  den Contingenzwinkel, untcr Ti cine zur Curvennormale in x 
parallele Strecke von der Lange Eins verstanden. Wahlt man die Richtung 
von b immer so ,  dass [ab]  = + 1, also b aus a durch Drehung uni eineli 
rechten Winkel in positivem Sinne erhalten wird, so fallt d~ und damit 

d s 
auch der Krürnmungshdbmesser g = - positiv oder negativ aus, je nach- 

d a  
dem das Durchlaufen der betreffenden Curvenstelle im Sinne des Zunehmens 
von t eine B e ~ e g u n g  bedingt, welche mit einer positiven oder mit einer 
negativen Urehbewegung gleichartig ist. 

Der  Punkt  x iind die durch ihn gehende, zu a parallele Geiade bilden 
nach der Ausdrucksweise des Herrn L i e  ein ,,Linienelementk oder , ,Eh- 
mentu der Ebenc. Ich werde dasselbe der Rürze wegen das Element oder 
Linienelement (x, a) nennen. Die Richtung von a soll a19 die positive 
Richtung jenes Elementes, die Richtung von b als die positive Kichtung der 
Normalen des Elementes bezeichnet werden. 

Eine beliebige Bcriihrungstransformation lasst sich durch zwei Gleich- 
ungen der Form 

1) 
- 
x = f ( x ,  a ) ,  

2) Z = q  (3 ,  a) 
- 

darstellen, worin ( 2 ,  a )  das verrnoge der Transformation aus ( x ,  a) her- 
vorgchcnde Linicnclement bezeichnet. Wir  haben uns,  wenn eine bestimmte 
Curve transformirt werden soll, x und u als bestimmte Functionen vou t 
zu denken. Es folgt alsdann aus den vorhergehenden Gleichungen 

oder da  

und bci BenUtzung entsprechender Rezeichnungen ftir das transforrnirte 
System 

d z =  d ~ . u ,  aü= do.% 
ist , 

Die innere M~lt~iplication der Gleichungen 2) und 3) ergiebt wegen 
- aZ=1 :  
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und ferner die aussere hlultiplication der Gleichungen 2) und 4) wegen 
- 

[ a  bl = l :  

6 

Man hat also 

oder da 

E s  erscheint mithin è, der zur Stelle x gchorige Krümmnngshalb- 
messer der transformirten Curve, als gebrochene lineare Function des ent- 
sprechenden Krümmungshalbmessers Q der ursprünglichen Curve. Liegen 
mehrere Curoen mit einem gemeinsamen Elemente (x ,  a )  vor ,  so is t  für 
dieselben auch b gemeinsam und es erhalten daher die Coefficienten auf 
der rechten Seite der auf dieses Element bezogenen Gleichung 7) bei alleu 
jenen Curven dieselben Werthe. Hieraus folgt aber der oben aufgestellte Satz. 

Nicht ganz überflüssig mag die, vermoge des Vorhergehenden ohne 
Weiteres als richtig zu erkenueude Bemerkung sein, d a s s  i r g e n d  z w e i  
s i c h  b e r ü h r e n d e  C u r v e n ,  w e l c h e  i m  B e r i i h r u n g s p u n k t e  d i e -  
s e l b e  K r ü m m u n g  h a b e n ,  d u r c h  j e d e  B e r t i h r n n g s t r a n s f o r m a t i o n  
i n  x w e i  C u r v e n  d e r  g l e i c h e n  B e s c h a f f e n h e i t  v e r w a n d e l t  
w e r d e n .  

5 2, Einige besondere Fiille. 

Eine besondere Eetrachtung verdienen die Puillittransformationen und 
unter den ,eigentliclienU Rerührungstransformationen im Sinne des Herrn 
L i e  dicjenigen, welche - wic die Transformation durch reciproke Polaren 
und die Fusspunkttransformatiou - alle Punkte in gerade Linien oder 
umgekehrt verwaudeln , und ferner die z u  den l'unkttrausforrnatiauen dua- 
listischen Transformationen, welche gerade Linien stets wieder in gerade 
Liuien überfühten. Diesen drei Arten von Berührungstransformationen 

eollen spater ausführliche Untersiiehiingen gewidmet werden; hier kommt 
es xunachst nur auf die Besonderheiten a n ,  welche bei denselben die pro- 
j e c t i v e ~  Punktreihen, von denen im Fuiidamentalsatze die Iiede k t ,  zeigen. 
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Da m a n  Punk te  als Kreise vom Halbmesser Nul1 ansehen k a n r ,  so 

sind im Falle einer Punkttransformation der  gemeinsame Berülirungspunkt x 
der ursprünglichen Curven und der  entsprechende Berührunpepunkt E der 
transformirten Cnrven zogeordnete Punkte  der  beiden fraglichen projectiven 

Punktreihen. Wcndct  man  auf die erate Punktre ihe  eine Inversion mit 
dem Centrum z ,  auf  die zmeite Punkireihe eine solche mit  dem Cèntrum Z 
a n ,  so entstehen zwei ebenfalls projective Piinktreilien, deren unendlich 
ferne Elemente sich entsprechen, d .  h .  z a e i  ahnliche Punktreihen. Um das 
Ergebniss bequemer in Wor te  fassen zu konnen,  benützen wir den Degriff 
der zii einem Punk te  einer Curve gehorigen nRrümmi~ngss t reckeu*,  wie 

diejenige Strecke gcnannt  werden soll ,  deren Liingenzahl gleich dcr Krümm- 
u ~ g  der Curve irn bctreffenden Punkte  i s t  und welche, i n  diesem Punkte  

beginneiid, nach deai zugehorigen Krümrnurigsmittelpuukte hin zeigt. Der  
Satz laute t  jetzt: 

B e r ü h r e n  s i c h  m e h r e r e  b e l i e b i g e  e b e n e  C u r v e n  i n  e i n e m  

P u n k t e  u n d  w e n d e t  m o n  a u f  d i e s e l b e n  e i n e  b e l i c b i g e  P u n k t -  
t r a n s f o r m a t i o n  i n  i h r e r  E b e n e  a n ,  s o  b i l d e n  d i e  E n d p u n k t e  
d e r  z u m  g e m e i n s a m e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e  g e h o r i g e n  K r ü m m -  
u n g s s t r e c k e n  d e r  g e g c b e n e n  C u r v e n  u n d  d i e  E n d p u n k t e  d e r  e n t -  
s p r e c h e n d e n  K r t i m r n u n g s s t r e c k e n  d e r  t r a n s f o r m i r t e n  C u r v e n  

z w e i  a h n l i c h e  P u n k t r e i h e n . * *  

W i e  leicht eiuznselien, ist  auch das  Umgekehrte r icht ig ,  d. h.  wenn 
f ü r  eine Berührungstransformation die im  vorhergeheilden Satze angegebene 
Eigenschaft  ausnahmslos bes teht ,  90 ist  sie eine Punkttransformation. 

Betrachten wir  a n  z r e i t e r  Stelle dicjenigen Transformationen, dureh 
deren Anwendung jede gerade Linie der Ebene wieder in  eiiie gerade Linie 
übcrgeht. Weiin eine solche vorliegt,  so sind die fraglichen beiden IZeihen 
von ILrümmuugsmittelpunkten selbst einander ahnlich, weil ilire unendlich 
fernen P u n k t e  als Krümrnungsmittelpunkte von Geraden sich gegenseitig 

entsprechen. Also : 

W e r d e n  m e h r e r e  b e l i e b i g e ,  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  b e -  
r ü h r e n d e  e b e n e  C u r v e n  e i n e r  s o l c h e n  T r a n s f o r m a t i o n  i n  i h r e r  
E b e n é  u n t e r w o r f e n ,  d i e  j e d e  G e r a d e  d e r  E b e n e  w i e d e r  i n  e i n e  

G e r n d e  v e r w a n d c l t ,  s o  i s t  d i e  P u n k t r e i h e  d e r  z u m  g e m e i n -  
s c h a f t l i c h e n  R e r ü h r u n g s p u n k t e  g e h o r i g e n  K r t i m m u n g s m i t t e l -  

* Vergl. H. G r a s  s m a n n  jun. ,  Anwendung der Ausdehniingslehre auf die 
allgemeine Theorie der rtaumcurven und krummen Flacheu. 1. Theil, Raum- 
curven. Beilage zum Programm der lateinischen Hauptschule, Halle a. S., 1886. 

** Die Ausdeliniing dieses Satzes auf den Eaum iiezw. auf Rauuie vou be- 
liebig vielen Diniensionen hnbe ich bercits in den ,,Mittheilungen des mathein.- 
naturwisserisch, Vereins in Württemberg", Bd. 4, Hei't 1 ,  S. 38, 1891 und iu  
S c h l o m i l c h ' s  Zeitschrift f. Math. u Pliys., Bd. 36,  S. 208, 1891, an letzter 
Stelle mit  Ueweis , angegeben. 
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12 Untersuchungen über die auf die Krtimmung von Curven und Flzchen etc. 

p u n k t e  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  C u r v e n  a h n l i c h  z u r  P u n k t r e i h e  d e r  
c n t s p r e c h e n d c n  K r ü n i r n u n g s m i t t e l p u n k t o  d e r  t r a n s f o r m i r t e n  
C u r v e n .  

Auch dieser Satz kann ,  gleich dem vorhergehenden, umgekehrt werden. 
W a ?  endlich diejenigen Berührungstransformationen anlangt, welche 

Piinkte in gerade Linien oder umgekehrt gerade Linien in  Punkte trans- 
formiren, so ist nach dem Vorhergehenden klar ,  dass ihnen folgende Eigen- 
schaft zukomrnt: H a t  man wieder eine Schaar sich in einem Punkte be- 
rührender Curven nebst der Schaar der aus ihnen durch die Transforma- 
tion abgeleiteten Curven und coustruirt man für die a18 Pu~iktgebilde auf- 
zufassenden jener Curven die Krümrnungsstrecken zum gemeinsamen Be- 
rührungspunkte, für die durch Umhüllung von Geraden entstandenen Curven 
dagegen die zu ihrem gemeinsamen Berührungspunkte gehorigen Krümm- 
ungsmittelpunkte, so ist die aus dcn Endpunktcn der Kriimmungsstrcckcn 
gebildete Punktreihe Xhnlich zu der Reihe der Krümmungsmittelpunkte. 

Die lineare Punkttransformation (Collineation) verwandelt alle Geraden 
in Geraden, es liegt hier also der erste der obigen Falle mit dem zweiten 
vereinigt ror. 1st folglich eine Schaar sich in  einem Punkte berührender 
Curven und eine beliebige mi t  ihr collineiire Curvenschaar gegeben, so sind 
sowohl die Reihen der zu den betreffenden Berührungàpunkten gehtirigen 
Krürnmüngsmittclpunkte, als auch die aus den Endpunkten der zu den 
Beriîhrungfipunkten gehorigen Krümmungsstrecken gebildeten Punktreihen 
je unter sich ahnlich und es treten beide Na1 die fraglichen Berütirungs- 
punkte als zugeordnete Punkte auf. Es  rnoge schliesslich noch der Trans- 
formation darch reciproke Polaren gedacht werden. Aus dem Obigen geht 
hervor, dass, wenn man es wieder mit ciner Schaar von Curven, die sich 
in  eincm Punkto berühren, und eincr dazu reciproken Curvcnschaaï xu thun 
hat ,  die Punktreihe, welche die Endpunkte der zum gemeinsamen Be- 
rührungspunkt gehtirigen Krümmungsstrecken der Curven einer beliebigen 
der beiden Schaaren zusammensetzen, iihnlich ist zur Beihe der ent- 
sprechenden Krümrnungsmittelpunkte der Curven der jedesmaligen anderen 
Schaar. 

5 3. Bus  Kriîmmungen und Krümmungshalbmessern gebildete Invarianten.  

Bus dem Fundaxnentaisatze in 5 1 ergiebt sich mit Leichtigkeit: 

E a b e n  v i e r  b e l i e b i g e ,  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  b e r u h r e n d e  
e b e n e  C u r v e n  i m  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d i e  E r ü m m u n g e n  k,,7c2, k,,k, 
u n d  d i e  K r ü i n m u n g s h a l b m e s s e r  g,, pz, g,, q , ,  s o  S n d e r t  d a s  
D o p p e l v e r h a l t n i s s  

o d e r  d a s  i h m  g l e i c h e  D o p p e l v e r h B l t n i s s  
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Q I  - e 3  . P I  - Q4 

Q2 - e3 e, - e 4  

s e i n e n  W e r t h  n i e h t ,  w e n n  m a n  a u f  j e n e  C u r v e n  e i n e  b o l i c b i g e  
B e r ü h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n  i n  i h r e r  E b e n e  a n w e n d e t .  

Die in 5 2 besprochenen besonderen Falle geben Anlass zu folgenden Siitzen: 
B e z e i c h n e n  k, ,  k,, k3, k, d i e  K r ü m m u n g e n  v o n  v i e r  b e l i e -  

b i g e n ,  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  b e r l i h r e n d e n  e b e n e n  C u r v e n  i m  
R e r ü h r u n g s p u i i k t c ,  s o  b l e i b t  d e r  W e r t h  d e s  V e r h S l t n i s s e s  

o d e r  a l l g e m e i n e r  d e r  W e r t h  d e s  V e r h a l t n i s s e s  
k, - k, 

7% - k* 
v o n  a l l e n  i n  i b r e r  E b c n e  a u s g e f ü h r t e n  P u n k t t r a n s f o r m a -  
t i o n e n ,  d i e  m a n  a u f  d i e  g e g e b e n e n  C u r v e n  a n w e n d e n  m a g ,  u n -  
b e r ü h r t .  

Ferner : 
S i n d  e l ,  e z ,  e3 ,  e4 d i e  z u m  g e m e i n s a m e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e  

g e h o r i g e n  K r ü m m u n g s h a l b m e s s e r  v o n  v i e r  b e l i e b i g e n ,  s i c h  
i n  e i n e m  P u n k t e  b e r i i h r e n d e n  e b c n c n  C u r v e n ,  s o  b l e i b t  d e r  
W e r t h  d e s  V e r h a l t n i s s e s  

Q1 - P z ,  

e 2  - Qs 
o d e r  a l l g e m e i n e r  d e r  W e r t h  d e s  F e r h i i l t n i s s e s  

61 - P z  , -- 
e 3  - 6 4  

u n g e i i n d e r t ,  f a l l s  m a n  j e n e  C u r v e n  o i n o r  d e r a r t ' i g e n  B e r ü h r -  
u n g s t r a n s f o r m a t i o n  i n  i h r e r  E b e n e  u n t e r w i r f t ,  w e l c h e  a l l e  
g e r a d e n  L i n i e n  w i e d e r  i n  g e r a d e  L i n i e u  l i b e r f ü h r t .  

Für die liuearen Transformationen endlich erhalt man auf dieselbe 
Weise den Iangst bekannten Satz, dass, wenn auf zwei sich in  einem 
Punkte berührende ebene Curven eine solehe nngewendet a i r d ,  das Ver- 
hgltniss der m m  Berührungspunkte gehorigen Krümmungen dieser Curven 
lierdurch keine Aenderung erleidetmg 

5 4. Curven eiher Schaar  mit  gemeinsamem Element ,  deren Krümmung 
nicht  geandert wird.  

Eine wcitere naheliegeniik Anwendung des Fundamentalsatxes besteht 
in der Bestimmung derjenigen Curven einer unendlichen Schaar mit einem 
gemeinsamen Elemeute, deren Krümmuug in diesem Eleniente bei einer 

* S. S t e p h e n  S m i t h ,  Ou the focal properties of hornographic figures, 
Procecdings of the London Mathcm. Society, Bd. 2 ,  S. 196-248, 1866-1869; 
der betreffendc Satz findet sich auf S. 212. 
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gegebenen Rerührungstransformation ungeandert hleibt. Des kiiraeren Ails- 
drucks wcgen sollen zwei Curven der Schaar, welche jm Berührungspunkte 
gleiche Krümmung haben, nicht als verschieden angesehen werden. Legt 
men die beiden projeetiven Punktreihen, welche in  den zum jedesmaligen 
Berührungspunkte gehorigen Krümmungsrnittelpunkten der gegebenen Curven 
und ihrer Transformirten bestehen, so auf einauder, dass das gemeinsame 
Element der einen und dasjenige der anderen Schaar, beide mit ihren posi- 
t,iven liichtungen sich decken, so treten zwei Doppelpunkte auf ,  die auch 
zusammenfallen oder imaginiir werden konnen; wenn dagcgen drei Punkte 
der einen Reihe mit ihren entsprechenden zusammenfallen, so thun es 
bekanntlich alle. Wir k6nnen daher, unter Beachtung der obigen Bemerk- 
ung sagen: E s  g i e b t ,  a l l g e m e i n  g e s p r o c h e n ,  z w e i  C u r v e n  i n  d e r  
S c h a a r ,  d i e  b e i  e i n e r  g e g e b e n e n  1 3 e r t i h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n  
i h r e  K r ü m i n n n g  i m  g e m e i n s a m e n  R e r ü h r u n g s p u n k t e  n i c h t  
B n d c r n .  H a b e n  j e d o c h  d r e i  ( i m  o b i g e n  S i n n c )  v c r s c h i e d c n c  
C u r v c n  d e r  S c h a a r  d i e s e  E i g e n s c h a f t ,  s o  k o m m t  s i e  a l l e n  zu. 

Aehnliches gilt  offenbar für die Curven der Schaar, deren Krümmung 
nacli der Trausformation ein beliebiges (positives oder negatives) Vielfaches 
vom ursprüngliehen Werthe betriigt. 

B. Anwendung des Fundamentalsatzes auf die Construction von 
Krümmnngsmittelpunkten. Beispiel : Ort,hotangentiale Transformation. 

Wenn die A~ifgabe vorliegt, den zn irgend einer Stelle gehorigen 
Krümmungsmittelpunkt einer Curve zu construiren, die durch Anwendung 
einer gegebenen Reriihrungstransformation ails einer beliebigen Cnrve mit 
(zur entsprechendcn Stclle gchorigcm) bckanntcm Krümmi~ngsmittelpunkt 
entstanden i s t ,  so liefert uns der Fundamentalsatz eine einfache Losung, 
sobdd es gelingt,  drei die gegebene Curve im gegebenen Punkte be- 
rührende und hier verschieden gekrümmte Curven mi t  (zu jenem Puukte 
gehorigen) bekannten Krümmungsmittelpurikten anzugeben, von deren Trans- 
formirtcn man die entsprechenden Krürnmungsmittelpunkte ebenfalls kennt. 
Denn es kaun ja zu jedem Punkte einer von zwei projectiven Punktreihen 
dcr eatsprccheudc gcfunden werdcn, sobald drei Paare entsprechender 
Punkte der beiden Reihen gegeben sind. 

81s Beispiel für die Anwendung dieser Jlemerkung sei die von C é s a r o ,  
d ' O  c a g n e  und d e  L O n g c h  a m p s untersuchte ,,orthotangentialeu Trans- 
formation gewahlt.* Es schneiden sich bei dieser Transforniation je zwei 

* S. Maur ice  d l O c a g n e ,  Coordonnées parallèles e t  axiales, p. 8 8 ,  Paris 
1885; G. d e  L o n g c h n m p  s ,  Sur la transformation orthotangentielle dans le plan 
et dans l'éspace, Sitxungsberichte der Kg1. Bolinlischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften, math.-natiirw. Classe, S 141-256, 1688. Nach Angatie von  de  L o n g -  
c h  am p a ist diese Transformation zuerst van C 6 s a r o  in der Zeitschrift Mathesis, 
t. 3 ,  p. 248, 1883 betrachtet worden. 
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entsprechende Curvcntangenten xt und Tt (Fig. 1 )  unter rcchtem Winkel 
auf einer festen hchse A. Dass man es mit einer Berührungstransforma- 
tion zu thun ba t ,  ist ohne Weiteres klar. Weil augenscheinlich alle geraden 
Linieu in eben solche transformirt werden, so sind je zwei Reihen ent- 
sprechender Krümmungsmittelpunkte Shnlich ( 5  2), weshalb die Kenntniss 
von zwei Paaren (im Endlichen gelegener) entsprechcndcr Kriirnmungs- 
mittelpunkte ausreicht. Nehmen wir zur Gewinnung solcher als Curven im 
ersten Systeme den Punkt  x und diejenige Curve a n ,  deren Transforuiirte. 
der Punkt T ist. Dreht xt sich um x ,  so umhüllt t F  die Parabel, deren 

Brennpunkt x und deren Scheiteltangente A i s t ;  umgekelirtIverwandelt sich 
die Parabel mit dem Brennpunkte if und der Scheitelrangente A durch die 
Transformation in den Punkt  E .  Sehr leicht folgt hieraus mit Hilfe des 
Satzes, dass jede Parabelnormale mit dem zugehtirigen Brennstrahle und 
der Achsenrichtung gleiche Winkel bildet, eine von den genannten Geo- 
rnetern bereits angegebene Beziehung: Das im Tangentenschnittpunkt t auf 
A errichtete Loth gebt durch den Schnittpunkt u der entsprechenden Curven 
normalen zu und Fu. Nun weiss man ,  dass hei der Parabel die Projec- 
tion des Krümmungshalbmessers auf  den zugehorigen Brennstrahl gleich 
dem Dnppelten des letzteren ist. Weil die vorhin betrachteten beiden 
Paraheln den in Frage kommenden Brennstrahl xi? gemcinsam habeii, so liegt 
es nahe , die in den Normalen x u und Tu befindlichen, aus entsprechenden 
ICrümmungsmittelpunl<ten liesteheuden alinlichen Puuktreihen alif x z  zu 
projiciren , wodurch man wieder zwei iihnliche Punktreihen erlialt. Seien 
p nnd j7 die Projectionen der zu x beza. 5Y geh6rigen Krümmungsmittel- 
punkte der in Bedc stchenden Parabcln auf xZ, dnnn ist also 

-- 
x p  =2Zx, x p  = 2 x x ,  

folglich - . - xy: = p x = xx. 
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I n  den durch die Projection entstandenen iihnlichen Punktreihen sind 
aber x ,  und p ,  5 zwei Paare entsprechender Punkte,  es zeigt sich mit- 
hin,  dass der Abstand des einen Paares nach Grosse und Richtung dem 
des andercn gleich ist. Daher sind beido Punktreihen glcichstimmig con- 
gruent ,  d. h.: 

P r o j i c i r t  m a n  z w e i  e n t s p r e c h e n d e  K r ü m m u n g s m i t t e l -  
p u n k t e  m u n d  E s e n k r e c h t  a u f  d i e  G e r a d e  XZ n a c h  n u n d  G ,  
s o  i s t  . - - n n = x x .  

Hieraus ergiebt sich eine Construktion zur Bestirnmung des Punkte- - 
paares x ,  ?n aus dem Paare x ,  m ,  welche einfacher i s t ,  als die von 
d 0 c a g  n e  angegebene. 

5 6. Anwendung des Fundamentalsatzes auf die  kinematische Geometrie 
veriinderlicher ebener Systeme. 

Es inoge hier eine Anwendiing des Fiindamentalsatzes auf die kine- 
matisehe Gcomctrie eines gesctzmassig vcriindcrlichen ebencn Systcmes, das 
in seiner Ebene sich beliebig bewegt, eingeschaltet werden. 

Man ordne jedem Punkte einer beliebigen Phase des Sgstemes die von 
diesem Punkte bescbriebene Bahn zu. Nelimen wir a n ,  dass diese Curven 
eine doppelt unendliche Schaar bilden. Dann giebt es nach IIerrn Lie-* 
eine und nur eine Berührungstransformation, die jede Curve der Schaar in 
den ihr zuggordneten Punkt ÜberfBhrt. Durch die inverse Borührungs- 
transformation wird somit jeder Punkt  der betrachteten Systemphase in 
seine Bahn verwandelt. Passen wir nun irgend eine dieser Phase ange- 
horige Systemcurve in's Auge. Die ihren Punkten vermoge der zuletzt 
genannten Berührungstransforrnation entsprechenden Curven, d. h. die 
Bahnen dieser Punkte,  liefern eine Hüllciirve, die nach einem Satze von 
B u r  m e s  t e r  bezw. G ei  s e n  h e i m e  r"" anch dic verschicdenen Phasen jener 
Curve einhüllt, also die Hüllbahn derselben vorstellt. Nit  anderen Worten: 
D u r c h  d i e  f r a g l i c h e  B e r ü h r u n g s t r a n s f o r r n a t i o n  w i r d  j e d e  
C u r v e  d e r  zii G r u n d e  g e l e g t e n  P h a s e  d e s  S y s t e m e s  i n  i h r e  
I I ü l l b a h n  ü b e r g e f ü h r t .  

Wenn mehrere Systemcurven sich in einem Punkte x berühren, so 
wcrdcn auch deren Hüllbahnen sich (und zuglcich die Bahn von x) in 
einem bestimmten Punkte Z berühren. 

* Transforma,tionsgruppen , zmeiter Abschnitt , S. 20, Satz 7. 
'" Der betreffende Sata wurde von B n r m e s t e  r zuu%cbst für iihnlich- ver- 

%iiderliche und collinear - verihderliche Systeme nbgeleitet (Sch16milch1s Zeit- 
schrift Bd. 19 ,  S. 162, 1874 und  Bd. 20, S. 397, 1875), sodann von Geisen-  
he imer  auf bcliebig- veriinderliche ebene und von P. Som o f f  aiif riiumliche 
S~sterne ausgedehnt (Schl6milch 's  Zeitschrift Bd. 24, S. 14fi, 1879 bezw. Rd. 3P, 

S. 248, 1885). 
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N a c h  d e m  S a t z e  i n  8 1 bi1de.n d a n n  d i e  z u m  P u n k t e  x g e -  
h o r i g e n  K r ü m r n u n g s m i t t e l p u n k t e  d e r  g e g e b e n e n  S y s t e m -  
c u r v e n  u n d  d i e  x u m  P u n k t e  ?F g e h o r i g e n  K r ü m m u n g s m i t t e l -  
p u n k l e  i h r e r  H ü l l b a h n e n  z w e i  p r o j e c t i v e  P u n l r t r e i h e n .  

Bei starren Systemen kommt dieser Satz auf Bekanntes hinaus. 

5 7. Geometrische Bedeutung der Coefficienten in der  Gleichung 

In  5 1 ist gezeigt worden, dass, wenn d s  und d a  Bogenelement und 
Contingenzwinkel für irgend eine Stelle einer beliebigen Cnrve, cl7 und d l i  
dieselben Grossen fur  die entsprechende Stelle ihrer Transformirten be- 
zeichnen , zwei Gleichungen der Form 

5') d S =  d s u +  d u p  
und 

6 ' ) d t = d s y  + d u 8  

bestehen. Die Coefficienten a, 8 ,  y ,  d lassen sich in einfacher Weise geo- 
metrisch deuten. ZunBchst ergiebt sich durch Vergleichung mit 5) und 6): 

8) 
af - af a f a f n = c p l - a = a  1-a, p = c p l - b = = ü J - b  
L'x a x a a a a 

und 

9) 

ist. Gehen wir jetzt noch einmal auf die Streckengleichungen 

zurück. Da eine Beiührungstransformation vorliegt, so dürfen die 
- 

Strecken Z, 7) nur von der Lage des Elementes z, a ,  nicht aber vom Vcr- 
haltnisse der Grossen d s  und do, d. h. von der Krtimmung der zu trans- 
formirenden Curve an der betreffenden Stelle abhangen. Dazu ist noth- 
wendig und hinreichend , dass die Strecken 

L' f a f -a und ,b 
8 LZ a a 

parallel sind und ebenso auch die Strecken 

39 a v  --a und - b .  a x a a 

Die ersten beiden Strecken sind alsdann parallel xu a, die beiden 
letzten parallel zu b. Ausserdem haben die Strecken und 6 die Lange 
Eins. Folglich ist beispielsweise das innere Product 

Zeitochrift f .  Nathoinatik u. Physib. 35. Jahrg  1933. 1. Heft. 2 
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8 f gleich der Lange der Strecke - a ,  und zwar mit dem Vorzeichen plus oder 
as 

minus, jo nachdem die genannte Strecke dicselbo Richtung he t ,  wio Ü, oder 

gleich der mit richtigern Vorzeichen genommenen Lange von - a  u. S. W. . a x  
Also : 

D i e  C o e f f i c i e n t e n  a ,  p l  y ,  S s i n d  d e r  R e i h e  n a c h  g l e i c h  
d e n  m i t  h e s t i m m t e n  V o r z e i c h e n  v e r s e h e n e n  L i i n g e n  d e r  
S t r o c k e n  

b e i  d e r e n  M - e s s u n g  a l s  p o s i t i v e  R i c h t u n g e n  d i e j e n i g e n  v o n  
~- 
a u n d  6 g e n o m m e n  w e r d e n  m ü s s e n .  

Hiervon wird in  5 10 Gebrauch gemacht werden. 

a f Was ist aber die eigentliche Bedeutung z .  B. der Strecke - a ?  Sie a z 
stellt die partielle Ableitung von T= f ( x ,  a) nach x in der Richtung a vor. 
Daraus folgt: Ertheilt man,  ohne die Richtung von a zu Zndern, dem 
Punicte x eine kleine Verschiebung von der Grosse ds  in der Richtung von 
a und nennt man d?, die Grosse der hierdurch hervorgerufenen (zu U 

a f parallelen) Verschiebung von 5, dann ist die Lange von - a ,  also LY, gleich 
a x  

d s 
lim 2 für d s  = O. 

d s 

Ferner: Lasst man bei festem x die Strecke a sich u m  einen kleinen 
Winkel du drehen und bezeichnet man mit d& die Grosse der zugehorigen 

(uieder LU ü p a r d e l e n )  Verschiebung von Z, so ist die LÏnge von h l  3 a  
also p ,  gieich 

. - 
d s 

lim fiir du = 0. a G 

Eine Shnliche Bedeutung haben y und S. 

Eine vielleicht noch anschaulichere Erkliirung der fraglichen Grossen 
wird durch die Benützung des Geschwindigkeitubegriffes ermoglicht, niimlich: 

E s  i s t  a bez.  y g l e i c h  d e r  G r o s s e  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t ,  
m i t  w e l c h e r  d e r  P u n k t  d e s  L i n i e n e l e m e n t e s ,  d a s  d i i r c h  d i e  
B e r t i h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n '  a u s  e i i i e m  g c g e b e n e n  L i n i e n -  
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e l e m c n t e  h e r v o r g e h t ,  s i c h  i n  s e i n e r  L i n i e  b e w e g t  bezw.  g l e i c h  
d e r  W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t ,  m i t  w e l c h e r  d i e  L i n i e  d e s  E l e -  
m e n t e s  u m  d e n  P u n k t  s i c h  d r e h t ,  w e n n  b e i  f e s t  b l e i b e n d e r  
L i n i e  d e s  g e g e b e n e n  E l e m e n t e s  d e s s e n  P u n k t .  m i t  d e r  G e -  
s c h w i n d i g k e i t  E i n s  i n  s e i n e r  L i n i e  v e r s e h o b e n  w i r d .  D a g e g e n  
i s t  bezw. d g l e i c h  d e m  W e r t h e ,  d e n  d i e  g e n a n n t e  G e s c h w i n d i g -  
k e i t  bezw. W i n k e l g e s c h m i n d i g k e i t  a n n i m m t ,  w e n n  b e i  f e s t -  
b l e i b e n d e m  P u n k t e  d e s  g e g e b e n e n  L i n i e n e l e m e n t e s  d i e  L i n i e  
d e s s e l b e n  u m  d e n  P u n k t  s i c h  m i t  d e r  W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t  
E i n s  d r e h t .  

Auf Grund vorstehender Ergebnisse konnen bei geometrisch definirten 
Beriihrungstransformationen die Werthe der Coefficienten a ,  P ,  y ,  6 mit- 
unter durch ganz elementare Betrachtungen gefunden werden. 

8. Beispiel: Fusspunkt  - Transformation. 

Bei dieser Transformation entspricht jeder Geraden der Fusspunkt des 
von einem festen Punkte O aiif sie gefdlten Lothes; eine beliebige Curve 
wird also in  ihre Fusspunktcurve bezüglich des Punktes O übergeführt. E s  
entsteht die Aufgabe, den zu einer beliebigen Stelle gehorigen KrBmmungs- 
halbmesser der Fusspunktcurve durch den entsprechenden Krümmungs- 
halbmesser Q der gegebenen Curve auszudrücken. Wir  wissen bereits , dass 
eine Deziehung der Porm 

- e u + @  p=- 
e r  + a  

vorhanden sein muss und wollen jetzt nach der im letzten Paragraphen ent- 
wickelten Methode die Coefficienten in derselben bestimmen, indem wir uns 
auf die elementarsten Hilfsmittel beschrznken. 

Seicn z und 2 zwei entsprech- Fig. 2. 

ende Punkte der beiden Curven. 
Wird x in der Tangente der ge- 
gebenen Curve verschoben, so an- 
dert Z seine Lage nicht,  folglich 
ist a =  O. Dreht man die San-  
gente der gegebenen Curve um 
ihren Berührungspunkt z, etwa im 
Sinne der Uhrzeigerbewegung, um 
einen kleinen Winkel d o ,  so be- 
wegt sich Z bis zu einer Stelle 35, 
(S. Fig. 2) auf dem Kreise, dcr oz 
zum Durchmesser hat. Folglich geht 
die Normale der Fusspunktcurve durch den Nittelpunkt m dieses Kreiseu, 

- - 
wie bekannt. Die Winkel Z occl und zzz, sind einander gleich. DR ferner 

2 * 
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in jedem Dreieck der Quotient aus einer Seite und dem sin des Gegen- 
winkels gleish dem Durchmesser des umbeschriebenen Kreises ist, so hat  man 

wenn mit r der Abstand des Punktes x von dem festen Punkte o bezeichnet 
wird. Ferner ist  offenbar Winkel zm?, ,  der zu d s  gehorige Drehwinkel 

Fig. 3. der Normalen Z m  und folglich auch 
derjenige der Tangente in  Z an die 
Fusspunktcurve, gleich 2 d  ri. Auch 
drehen sich die beiden einander ent- 
sprechenden Tangenten in gleichem 
Sinne. Daher ist 6 = 2. Um endlich 
noch y zu best ibmen,  verschieben wir 
z in der Tangente der gegebenen Curve 
etwa bis x, (Fig. 3). Dadurch komme 

O 
rn nach ml. Die Kormale Fm hat 
sich in anderem Sinne, als das erste 
Mal, gedreht, also ist y negativ. Sei 
Winkel m z m ,  = d i ,  daun wird, 
weil Winkel mZ m, = Winkel m o  ml 

72 = Winkel x o s , ,  

d u  sin (xox,) 
y = Zim - = l im 

x XI - $5, 

d.  h. y ist gleich dem Reciproken vom Durchrnesser des Kreises, in welchen 
der um das Dreieck xx, O beschriebcne Kreis beim Zusammenfallen von x, 
mit x tibergeht. Der fragliche Kreis berührt x x  in x und geht durcli O, 
zieht man daher on senkrecht o x  und zf i  senkrecht $2, so ist xn ein 
Durrhmesser jeues Kreises. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke ~ x o  und 

- 
x OZ folgt jedoch 1 o s  ----. - 

n x  ( 0 2 ) ~  . 
Wird also noch die Entfernung us mit 7 bezeichnet, so ist 

5 9. Determinante einer Berührungstransformation. Elemente, für welche 
die Determinante verschwindet.  

Der Ausdruck A = a a - p Y ,  
dessen Werth natürlich im Allgemeinen von der Lage deu Linjenelementes 
(x ,  a) abhüngt, sol1 die D e  t e r m i n a n  t e  der Beriihrungstransformation für 
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jenes Elernent oder in demselben genannt werden. Wir wollen untersuchen, 
welcho Folgen es ha t ,  wcnn die Determinante A in eincm gegebeuen 
Linienelemente (x, a) verschwindet. 

Von dem Falle, dass die Grossen n ,  P ,  y ,  CS nieht alle endlich ~ i n d ,  
sol1 hier abgesehen werden. So lange nur die Krümmungshalbmesser von 
Curven, die jenes Element enthalten, uud zwar die zu eben diesem 
Elemente gehorigen, i n  Frage kommen, sied die Grossen ci, p ,  y ,  S in 
der Gleichung 

constant. Bildet man unter dieser Vorauosetzung die Ableitung von ë nacli 
Q ,  so komrnt L 

- - -- - A 'G n a - P Y -  
d a ,  ( e r + V  (PY+V 

Wenn daher A verschwindet, ohne dass ( p  y $ S )  Ku11 ist,  so ver- 
suhwindet auch d F / d e  und es wird folglich Q constant. Verschwindet 
neben A auch ( p  y + S ) ,  nicht aber jede der Grossen y und S ,  so wird 

O 
offenbar (en  + P )  eliepfalls Null,  also erhlilt man fur ë den Ausdruck - 1  

O 
d. h. hangt  von p nicht mehr ab und kann jeden beliebigen Werth an- 
nehmen. Sirid y und S beide Null,  so erhalt g immer denselben Werth, 
namlich m,  so'lange niclit + P )  verschwindet; im letztercn Fallo wird 
Q unbestimmt. Wir haben somit gefunden: 

W e r d a n  z w e i  C u r v e n ,  d i e  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  bert ih;en,  
o h n e  h i e r  g l e i c h e  K r t i m m u r i g  zu h a b e n ,  e i n e r  B e r i l h r u n g s t r a n s -  
f o r m a t i o n  u n t c r w o r f e n ,  d c r e n  D c t e r m i n a n t e  i m  g e m e i n s a m e u  
E l e m e n t e  j e n e r  C u r v e n  v e r s c h w i u d e t ,  so  g e h e n  d i e s e l b e n  v e r -  
m o g e  d e r  T r a n s f o r m a t i o n  i m  A l l g e m e i n e n  i n  z w e i  s o l c h e  C u r v e n  
ü b e r ,  d i e  s i c h  i m  g e m e i n s a m e n  P u n k t e  o s c u l i r e n .  

Umgekehrt kann man leicht zeigen, dass zwei sich lediglich berühiende 
Curven blos d a m  in zwei sich osculirendt: übergeftihrt werden, wenn die 
Determinante der Berührungstransformation im Berührungselemente Null ist. 

Ferner : 

D i e  p r o j e c t i v e  B e z i e h u n g ,  w e l c h e  n a c h  dern S s t z e  i n  5 1 
zwischen  j e  z w e i  a u s  e n t s p r e c h e n d e n  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e n  
g e b i l d e t e n  g e r a d e n  P u n k t r e i h e n  b e s t e h t ,  a r t e t  a u s ,  w e n n  d i e  
D e t e r m i n a n t e  d e r  R e r t i h r u n g s t r a n s f o r i n a t i o n  f ü r  d a s  g e m e i n -  
s a m e  E l e m e n t  d e r  S c h a a r  v o n  C u r v e n ,  z u  w e l c h e n  d i e  o r s t e  
R e i h e  v o n  K r ü r n m u n g s m i t t e l p u n k t e n  g e h o r t ,  v e r s c h w i n d e t ;  u n d  
z w a r  i n  d e r  W e i s e ,  d a s s ,  a b g e s e h e n  v o n  e inern  b e s t i m m t e n  
P u n k t e  d e r  e r s t e n  R e i h e ,  a l l e n  P u n k t e u  d e r s e l b e n  e i n  u n d  d e r  
n i iml iche  P u n k t  d e r  z w e i t e n  R e i h e  e n t s p r i c h t ,  w a h r e n d  d e r  z u -  
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22 Untersuchungen liber die auf die Krlimmung von Curvcn und Fllichen etc. 

g e o r d n e t e  P u n k t  d e s  g e n a n n t e n  A u s n a h m e p n n k t e s  d e r  e r s t e n  
l t e i h e  i n n e r h a l b  d e r  z w e i t e n  R e i h e  u n b e s t i m m t  b le ib t , .  

I m  Allgemeinen giebt es dnrch jeden Punkt  und auf jeder Geraden 
Linienelementc, für welche die Dcterminantc einer gegcbencn Berührungs- 
transformation verschwindet. Sie bilden nach der Ausdrucksweise von 
C l e  b s c h eine Haupt - Coincidenz , oder nach derjeuigen von Herrn L i e  
eine Elementen - H2 (Elementen - Jfannigfaltigkeit von zwei Dimeusionen). 
Es Iasst sich aus ihnen ein System von Integralcurven (resp. Elementen-NI) 
ziisammensetzen, die man etwa die D e t e r m i n a n t e n c u r v e n  der Be- 
rtihrungstransformation ncnnen konnte. 

5 10. Verschiedene Ausdrücke für  die  Dete rminante  einer Bertîhrungs- 
transformation. Cfeometrische Bedeutung derselben. 

2 f Die in 5 7 angestellte Untersuchimg ergab,  dass die Strecken - a 
a f 29, a<p 

3% 
und - b zu U, die Strecken - a und - b zu bparaiiel und die Langen a a a x aa 
jener Strecken, in  der Bichtung von Z resp. b gemessen, beziehentlich 
gloich a ,  P ,  y ,  d sind. Somit hat  man 

Uaraus folgt, weil [ab]  = 1: 

Das giebt für die Deteirniuante A der Berührungstransformation im 
Elemente (x, cc) den neuen Ausdruck 

welcher eine einfache geometrische Deotung zulasst. Man trage von dern 
Punkte des transformirten Tiinienelementes (?Cl ü) in der positiven Richtnng 
seiner Linie, d. h. also vom Punkte ?if in der Richtung ü, eine Strecke 
von der Lange Eins ab und bezeichne den Endpunkt mit a. Dann ist 

B = T+ Ü= f (x, a) + cp (x, a). 
Hieraus folgt : 

Man verbinde diese beiden Gleichungen durch aussere Multiplication. 
a f a f Weil nach dem Frtiheren die Streckc - a parallel zur Strecke - b und 

a 9 av  a x ô a 
ebenso - a  parallel zu - b ist ,  so wird a z a a 
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Daher ist  

I n  Worten: 
L 8 s s t  m a n  z u e r s t  d e n  P u n k t  x d e s  g e g e b e n e n  L i n i e n -  

e l e m e n t e s  (2, a) m i t  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t  E i n s  i n  d e r  p o s i t i v e n  
R i c h t u n g  d e r  L i n i e  d e s  E l e m c n t e s  (d. h. i n  d e r  R i c h t u n g  a) s i c h  
b e w e g e n ,  d a n n  u m g e k e h r t  d i e  L i n i e  d e s  E l e r n e n t e s  u m  d e n  
P u n k t  d e s s e l b e n  i n  p o s i t i v e r n  S i n n e  m i t  d e r  W i n k e l g e s c h w i n -  
d i g k e i t  E i n s  s i c h  d r e h e n ,  u n d  b i l d e t  m a n  a u s  d e n  ( n a c h  G r o s s e  
u n d  l t i c h t u z i g  a u f g e f a s s t e n )  G e e c h w i n d i g k e i t e n ,  w e l c h e  i n f o l g e  
d c s s e n  d e r  o b e n  d e f i n i r t e  P i i n k t  a i m  e i n e n  u n d  i m  a n d e r e n  F a l l e  
e r h i i l t ,  e i n  P a r a l l e l o g r a m m ,  s o  i s t  d e r  I n h a l t  d e s s e l b e n  ( n a c h  
G r o s s e  u n d  V o r z e i c h e n )  g l e i c h  d e r  D e t e r m i n a n t e  A d e r  g e -  
g e b e n e n  B e r ü h r u n g s t r a n s f ' o r m a t i o n  irn E l e m e n t e  (x, a). 

Ein einfaches neivpiel fü ï  die Anwendung des vorstehenden Satzes 
giebt die Berührungstransforrnation a b ,  welche jede Curve in eine Parallel- 
curve tiberftihrt und darin besteht, dass jedes Element (x, a) senkrecht zu 
seiner eigenen Richtung um einen constanten Betrag verschoben wird. Es  
leuchtet ein, dass, wenn in diesern Palle x mit der Geschwindigkeit Eins 
in der Kichtung a sich bewegt, der Punkt  8 das Gleiche t h u t ,  und ferner, 
dass, wenn a mit der Winkelgeschwindigkeit Eins in positivem Sinne um 

x sich dreht,  von Z die gleiche Bewegung um 2 aiisgeflihrt wird,  also e 
die Geschwindigkeit Eins pnrallel zu b (senkrecht zu 2 oder a) erh8lt. 
Jene beiden Geschwindigkeiten von z bilden somit ein Quadrat von der 
Seiteulange Eins mit positivem Urnlaufssinn, d. h. es wird A = $1. Keelle 
Linienelemente mit verscliwindender Determinante sind hier niche vorhanden, 
also auch keine reellen Determinantencurven. 

11. Fortsetzung. Die Determinante einer  Berührungstransformation 
als Qeechwindigkeitsverhitltniss. 

Den Gleichungen 2) und 10) zufolge ist 

Man leite diese Gleichung in der Richtung a partiel1 nach x a b ,  d. h. 
a 

führo die Operntion - a auf dieselbe am. 3fan erhalt 
3% 
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24 Untersuchungen iiber die auf die Krümmiing ron  Curven und FI#chen etc. 

a 
Durch Ausfiihriing der Operation - b auf dieselbe Gleichung ergiebt a a 

sich 

89 Sctat man fur  a und - b die gefundenen Wcrtho in Glcichung 12) 
ôx 2 a 

ein,  so kommt bei Berücksichtigung von Gleichung 13): 

Die partielle Ableitung der Gleichung 13) nach x in der Richtung a 

liefert jedoch [:<oz.2 b ] + [ a f  -a.-- " f  h a  
as aaaz 

Daher wird 

oder 

Zu demselben Ergebnisse kann man auf ahnliche Weise gelangen, 
indem man von der Gleichung 

ausgeht. Wenn daher auch cc identisch verschwindet, so bleibt die Gleich- 
ung 15) doch bestehen. 

Gleichung 15) ist einer einfachen Deutung fühig. Weil namlich ~ = J G  

oder ü = - lb i s t ,  so kann man jene Gleichung schreiben 

Das heisst : 

H r t h e i l t  m a n  b e i  u n v e r a n d e r t e r  R i c h t u n g  d e s  g e g e b e n e n  
L i n i e n e l e m e n t e s  (x, a )  s e i n e m  P u n k t e  x d i e  G e s c h w i n d i g k e i t  
E i n s  i n  d e r  p o s i t i v e n  R i c h t u n g  d e r  N o r m a l e n  d e s  E l e m e n t e s ,  
d a n n  i s t  d i e  P r o j e c t i o n  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t ,  m i t  w e l c h e r  s ic ,h 
i n f o l g e  d e s s e n  d e r  P u n k t  x d e s  t r a n s f o r m i r t e n  E l e m e n t e s  b e -  
w e g t ,  a u f  d i e  p o s i t i v e  R i c h t u n g  d e r  N o r m a l e n  d e s  l e t z t e r e n  
E l e m e n t e s  g l e i c h  d e r  D e t e r m i n a n t e  d e r  g e g e b e n e n  B e r ü h r u n g s -  
t r a n s f o r m a t i o n  i m  E l e m e n t e  (z, a). 

Nehmen wir als Beispiel die bereits in  3 8 untersuchte Fusspunkt- 
transformation. Es  bezeichne wieder O den Lothpunkt, r reap. 7 die Ent- 
fernung desselben von x resp. Z ,  m die Mitte zwischen x und o. Seien 
ferner die einander gleichen Winkel mZo und T o m  durch 9 bezeichnet. 
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Wird das gegebene Linienelement normal zu seiner Richtung, also normal 
zu $2,  um irgend einen Betrag verschoben, so erleidet offenbar i eine 

a f gleich grosse und glcich gerichtete Verschiebung, also hat die Strecke - b  a x 
die Lange Eins und sie is t  parallel mit Zo. Da nun die Kormale des 
transformirten Elementes bekanntlich - durch m geht , so hat man 

welches Ergebniss auch durch die Formel für in 5 8 geliefert wird. 
Abgesehen von den Elementen mit u~iendlich fernem Punkte ( r  = CO) ver- 
schwindet also die Determinante der Fusspunkt -Transformation für jedes 
Filcment, dessen Linie den Lothpunkt o cnthalt (7=0), und dic Dctcr- 
minantencurven bestehen daher in  diesem Falle in  der Gesammtheit der 
durch O gehenden geraden Linien. 

5 12. Erweiternng. 

Der im letzten Paragraphen gefundeue Satz lasst sich verallgemeinern. 
Das Element (x,  a) werde einer beliebigen nnendlich kleinen Lagenander- 
ung unterworfen. Die Verschiebung, welche x hierbei erffihrt, sei (nach 
LLnge und Richtung) gleich d x ;  die Verdrehuug der Linie des Elementes 
betrape d e .  Man zerlege dx in zwei Componenten parallel den Strecken 
a und b. Sind d b  und d p  die in  der Richtung a  resp. b gemessenen 
Langen jener Componenten, so hat  man 

d x = d A . a + d p . b .  
Ferner ist 

d a = d e . b .  
Daher wird 

Uurch iiussere Mulliplication mit Ü folgt Liierauu, weil 

Andererseits ist  wegen [a a ]  = O ,  [ a b ]  = 1 : 

[adx] = d p ,  
also 
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2 6  Untersuchungen liber die auf die Krtimmung etc. Von R. MEHMKE. 
-p̂ T̂̂ M̂̂ î̂ l--̂ ŶY-NCILIIYXIY*. 

16) 

odor auch 

1 6  a) 

Dieses Ergebniss konnen wir ausdrücken wie folgt: 

U n t e r w i r f t  m a n  d a s  L i n i e n e l e m e n t  (x, a )  e i n e r  b e l i e b i g e n  
u n e n d l i c h  k l e i n e n  L a g e n a n d e r u n g  u n d  b e z e i c h n e t  m a n  m i t  d y  
d i e  P r o j e c t i o n  d e r  V e r s c h i e b u n g ,  w e l c h e  d e r  P u n k t x  d e s  E l e -  
m e n t e s  h i e r b e i  e r f a h r t ,  a u f  d i e  N o r m a l e  d e s  E l e m e n t e s ;  m i t  d y  
d i e  P r o j e c t i o n  d e r  d u r c h  j e n e  L a g e n a n d e r u n g  h e r v o r g e r u f e n e n  
V e r s c h i e b u n g  d e s  P u n k t e s  Z a u f  d i e  N o r m a l e  d e s  t r a n s f o r -  
m i r t e n  E l e m e n t e s  (Z, a) ,  s o  i s t  d i e  D e t e r m i n a n t e  d e r  g e g e b e n c n  

dçc 1 3 e r i i h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n  i m  E l e m e n t e  (x, a )  g l e i c h  - -  
C i  P 

Natürlich hstte man bei der Einkleidung der Formel 1 6 a )  in  Worte 
auch den Gcschwindigkeitsbegriff benützen konnen. 

A n  m e r  k u n g. Pührt  man rechtminklige Cartesische Coordinnten ein 
und nennt man x,, a, die Coordinaten des Punktcs x ,  Q den Keigungs- 
winkel des Linienelementes (x, a)  gegen die erste Coordinatenachse, so ver- 
wandelt sich das aussere Streckenproduct [a dz] in den ,,Pfaff'schen Aus- 
druck 

cos O d r ,  - sin O dx,, 

welcher, von Herrn L i e  in^'etwas anderer Porm geschrieben, in dessen 
Entwickelungen eine wichtige Rolle spielt. Gleichung 16) zeigt; dass A, 
die Determinante eincr Berührungstransformation im Elemente (x, a), gleich 
dem Factor i s t ,  welcher ltus dern Pfa f f ' schen  Ausdruck [ a d z ]  hervor- 
t r i t t ,  wenn man auf ihn jene Berührungstransformation anwendet. Es ent- 
spricht also A der Grosse, die IIerr L i e  im zweiten Alrischnitte seiner 
Theorie der Transformationsgruppen mit e bezeichnet und von welcher er 
zeigt - was auch aus unseren Ergebnissen mit Leichtigkeit sich folgern 
k s s t  -, dass sie nicht idcntisch verschwinden kann ,  ohrie im Ucbrigcn auf 
ihre geometrische Bedeutung einzngehen. 
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III. 

Ueber einige lineare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

Von 

Dr. LOHNSTEIN 
in Ilamburg. 

Hat die determinirende Fundamentalgleichung, welche zu einem in 
leicht verstandlicher Bezeichnung ,,regul%renu singularen Punkt einer 
linearen homogenen Differentialgleichiing zweiter Ordnung gehort, eine 
Doppelwurzel r ,  so gehoren zu dem singultiren Punkte bckanntlich zwei 
Fundamentalintegrale 

1) YI = Zr Pi (4 1 Y2 =yi 109 2 + sr (x). 
Es  int ferner bekannt, dass man durch eine einfache Transformation 

die Gleichung immer so umformen kann,  dass r = O ist (vergl. z. B. die 
Diss. von Herrn H e f f t e r ,  Berl. 1886). Denken wir uns diese Trans- 
formation vorgenommen, so sind die beiden Integrale von der Form 

2) YI = 91 (XI, Y2 = Yi 1%' X + V e  (XI. 
Es kommt nun darauf a n ,  nachdem die Reihe 13, (x) gefunden ist, 

die Reihe g, (x) moglichst einfach herzuleiten, und ich will im Folgenden 
zuuiichst an zwei einfachen bekannten Beispielen ein hierzu geeignetes Ver- 
fahren angeben. 

Ich betrachte erstens die bekannte Gleichung 

Ihr  gentigt in der Umgebung der Stelle s = O die Potenzreihe 

Ihr zweites Integral hat bekanntlich die Form 
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28 Ueber einige lineare Differentialgleichungen zweiter Ordniing. 

1 
F ü r  12 =- werden die beiden Ausdrücke identisch; es erhalten beide 

2 
Wurzeln der zu x = 0 gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung 
den Werth Nul1 uud an die Stelle vou y, trit t  ein logaritlirnisches Supple- 
mentintegral. Um dieses zu finden, setzen wir in Gleichuug 3 ) ,  nachdem 

1 

wir n = & gemacht habcn, y =.y, log x + z, so gcnügt s dcr Differcntial- 
2 

gleichung mit rechter Seite 

a Y Andererseits gentigt für beliebige Werthe von n die Function u =  a lz 
ebenfalls einer Differentialgleichung mit rechter Seite; n a d i c h  

a21 1 iaorin -die dbleitung der Reihe (4) bedcutet. F a r  n =  sei (2) ==a,; d x 2 n = &  

so gilt für  zc, die Differentialgleichung 

d. h. dieselbe wie 6). Daher ist 

worin y,, y,. zwei linear unabhangige Particularintegrale der Gleichung 
1 

y(2)  + y '  - m2y = 0 ,  und y , ,  y, zu bestimmencle Constanten bedeuten. Für 
2: 

yi und y, kann man die beiden zu z =  0 geliorigen Fundamentalintegrale 
nehmen. Ferner kann man immer annehmen , dass fiir x = O a, = 9, (x) ver- 
schwindet. Daraus ergiebt sich y, = y, = O ,  und somit 

10) 
Setzt man 

11) ( z n + 1 ) ( ~ m + 3 ) . . . ( 2 n + 2 k - l )  =cpk(n), 
so wird die Reihe 4) 

daher 

12) 

Ferner ist ( p k  = 2.4..  .2Jc, a190 (8, 
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Von Dr. LOHNSTEIN. 29 

Da nun 

so wird 

und wir erhalten die beiden Integrale 

In  analoger Weise kann man die Differentialgleichung 

behandeln, welcher bekanntlich die Moduln des elliptischeu Integrals erster 
Gattiing Geniige leisten. Hier haben wir für den singiiliiren Punkt  x = 0 
bekanntermaassen 

u n d  da die Wurzeln der  determinirenden Fundamentalgleichung gleich sind, 

19) Y2 = Y1 log x + $2 (2) =Y, log x + 8 ,  

mo z jetzt der Gleichung mit rechter Seite genügt ,  

Die Gleichung 18) geht aus der folgenden allgemeineren 

3. 
hervor, wenn r  = gesetzt wird. Letztere hat  in  der Umgebung der 

2 
Stelle x = 0 ein Iutegral 

worin 23) 

( r -kk-1 )  (7 f 7 c -  ? ~ . . . r = v k ( r ) ,  (2 r+k-1)  ( 2 r + k - 2 )  ... 2 r = p k ( r )  
ay, ist. n = a genügt der Glcichung r  

d2 8% Sr 1 d ô y  r2  YI= 2Sdyi _ 2 r 
24) ~ ( ~ ) + ( ~ + ~ ~ ) ~ ( ~ ) + 2 ( 2 - q ~ r  z dz 2(2-1j~1. 
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30 Ueber einige lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. - ------ ----- --------- 
1 

Fiîr r=, wird,  wenn u, = 
2 (2) gesetzt wird, 

r =  4 

d. h. identisch mit 20). Deraus folgt, ebenso wie im ersten Reispiel, dass 

kt. Nun ist 
a = q r ( x ) =  (a. L, 

1 
also für  r = - 9  

2 

also schliesslich 

somit a 

Wie nunmehr gezeigt werden 5011, kann man die vorstehenden Re- 
sultate auf lineare hornogene Differentialgleichungen zaciter Ordnung über- 
haupt ausdehnen, deren Integrale siçh überall r egukr  verhalteri. Solche 
haben bekanntlich die Form : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



wenn (x) = n(x -ai) ; A (x), B (x) ganze Functionen beaiehentlich des 
i= l 

Grades YZ -1 und 212 - 2 sind, wobei a,, a,. .-.an die singularen Punktc der 
Differentialgleiohung bezeichnen. Ferner kann man,  aus der vorsteheuden 
Differentialgleichung immer solche zugehorige von der Form 

herleiten , worin A,(x) wieder eine Function n - l t e n  Grades, B, (x) eine 
solche rz - 2ts11 Grades bezeichnet. Diese Porm der Gleichung ha t  bekannter- 
maassen die besondere Eigeuschaft,, dass für jeden der im Endlichen befind- 
lichen singulëren Punkte eiue dor Wnrzeln der determinirenden Fundamental- 
gleichung den Werth Null hat. Wir bringen nun die Gleichung auf die 
Form 

Hierbei genügen die Grossen ai der Bedingung 2 a i  = 0. Eine der 
singul%ren Stellen legen wir in den Nullpunkt und schreiben also die 
Gleichung in der Form 

oder : 

wobei wir Siai durch 6i ersetzt haben. E s  genügt nun ,  den singularen 
Punkt x = 0  zu betrachten, da mir durch eine Transformation in jedem 
Falle den singuliiren Punkt ,  um den es sich gerade handelt, zum Null- 
punkte machen konnen. Damit für x = 0 beide Wurzeln der determinirenden 
Gleichung = O  sind, muss y = 1 sein. Die Gleichung ist alsdann 

Setzt man y = y, log x 4- s ,  so hat  man für z die Gleichung 

Hierbei bedeutet y, die Potenzreihe von r ,  welche der Differentisl- 
gleichung genügt. Es kommt nunmehr darauf a n ,  eine neue, von einem 
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32 Ueber einige lineare Diirerentialgleicbungen zweiter Ordriung. 
-.,-------------,-"- 

Parameter A abhangige Differentialgleichung derart zu bilden , dass die 
O y 

Gleichung, welche dann für -' resultirt ,  für einen beliebig gewahlten Werth a A 
von A,, am einfachsten rl = 0 ,  m i t  7) tibereinstimmt. Dieser Redinguiig 
genügt man durch die Gleichung 

a Y In der That ,  u = -2 genügt der Gleichung a r 

und man erkennt, dass für  I = 0 9) mit 7) und 8) mit 6) identisch wird. 

Man kann also unmittelbar a = (2) setzen, d. h. m m  e r b a t  da, 
1 = 0  . 

zweite Integral y, = y ,  log z + a durch einen hochst einfachcn Differentiations. 
prozess aus dem ersten y,. Wesentlich dabei ist allerdings die Norrnalform 5), 
auf welche die Gleichung gebracht werden muss und die sich als natur- 
gemiisse Verallgemeinerung der Normalfora der Differentialgleichung der 
G a u  ss'schen Reihe - wenigstens für die vorliegendb Frage - ergiebt. 
Ftir % = A ,  a , = l ,  cu+/3+1-y=y, ,  ci @ =  ai wird nsrnlich 5) 

F ü r  x = O hot die determinirende Gleichung eine 1)oppelwurzel Null, 
von y = 1 dann wird die Gleichung 

Die zugehorige Gleichung mit dem Parameter A ist also 

oder 
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Von Dr. LOHNSTEIN. 33 

1st ( a ,  TL) = @ ( a + l )  . . . ( @ + f i -  l ) ,  so ist 

also 

1 1 
I n  dem obigen Speeialfalle a = S, = l  ist r dur& - + l r u  er- 

2'  2 
setzen, urn die dortige Behandlung der allgemeinen canform zu machen. 

In  dem Coefficient von y in der Gleichung 8) ist übrigens das Glied À2 

nicht nothwendig; es ist nur darum hier angefügt, weil daun für den 
Specialfall der,  a u  ss'schen Reihe r u ,  /3 einfach bei Anwendung der 
Methode in n + A ,  P f À tibergehen. 

Zeitschrift f .  Mathematik u. Physik. 33 Jahrg.  1893. 1.I lef t .  
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IV. 

Ueber eine besondere, mit dem Kegelschnittbüschel 
in Verbindung stehende Curve. 

Von 

-- 

Hierzu Tafel 1 Figiir 1 - 5. 

1. Durch irgend vier Punkte p ist ein Büschel von Kegelschnitten B(C2) 
bestimrnt, welche alle durch die vier Punkte p gehen, und zwar sind die 
Kegelschnitte O so beschaffen, dass durch jeden Punkt q der Bbene ein 
eiuziger Kegelschnitt C2 geht und jede Gerade G TOU zwei solchen Kegel- 
schnitten berührt wird. Lassen wir den Punkt  q sich auf der Geraden G 
bewegen uud denken wir uns durch jeden dieser Pnnkte q auf G den dem 
Büschel angehorigcn Kegelachuitt C2 gclegt, so wcrden alle moglichen 
Kegelschnitte des Büsühels gebildet werden und zwar wird jeder dieser 
Kegelschnitte doppelt auftreten, entsprechend den zwei Schnittp~iukten, welche 
er mit G gemein hat. Denken mir uns ferner an jeden dieser Kegel- 
schnitte C2 in den zwei Pankten q ,  die er mit G gemein ha t ,  die Tan- 
genten T gezogen, so werden alle diese Tangenten eine besiimrnte Curvc 
umhüllen. Urn deren C l a s ~ e  zu erhalten, k6nnen wir wie folgt verfahreii: 
Durch jeden Punkt p der Geraden G geht nur ein einziger Kegelschnitt C2 
und also auch nur eine einzige Tangente Y', die von G verschieden ist. 
Uiiter den Kegelschnitten des Uüschels sind aber zwei solche, Co\ welche 
G selbst zur Tangente haben und für jeden dieser Xegelschnitte fal l t  Y' 
mit G gusammen Durch jeden Piinkt p nuf G gchen also drei Geradc Tl 
von deiien jedoch nur eine einzige nicht aiif G zu liegen kommt, wiihrend 
mit den zwei audereu dies der Fa11 i s t ;  oder: 

D e r  O r t  d e r  G e r a d e n  T i s t  e i n e  C u r v e  d e r  d r i t t e n  C l a s s e ,  T23, 
w e l c h e  G z u r  D o p p e l t a n g e n t e  h a t .  

Diese auch weiter nnten iminer wieder auftretende Curve wollen wir 
die , G r u n d c u r v e  d e s  U ü s c h e l s  B(C2) u n d  d e r  G e r a d e u  G u  heissen. 
Da sie von der dritten Classe ist  und eine .Doppeltangente besitzt, ist sie 
vom vierten Grade, hat also mif G, auaser ihren Rerührungapunkten, keineii 
weiteren Punkt  gemein; zudem hat sie drei Rückkehrpunkte. 
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Von BENEDICT SPORER. 35 

2. E s  liegt i n  der Ar t  der Ents tchung dieser Curve,  dass allc Grund-  
ciirven eines Büschels i n  Bezug auf  beliebige Geraden G die sechs Seiten 
des Vierecks der  Griiudpuribte berühreri. Xelimen wir weiter (Fig. 1) i rgend 
zwei Gerade A B  und C D  beliebig a n ,  und setzen fest ,  dass diese Geraden 
Tangenten einer bestimmten Grundcurve sein sollen,  so muss  die zu i h r  
gehorige Gerade G offenbar eine der  vier Geraden se in ,  welche wi r  e r -  
halten,  wcnn wir einen dcr  Punkto  a oder a,,, i n  wclclien d B  von j e  
eiuem Kegelschnitt des Büschels berühr t  w i rd ,  mi t  einem der Punk te  b 
oder b, verbinden, i n  derien je ein Kegelschnitt des Büschels die Gerade CU 
beiührt. Zu  diesen vier Geraden G werden auch vier verschiedene Grund-  
curven TZ3 des BIischela gehoren. Dieselbeu haben acht Sangenten gemein, 
namlich die sechs Seiten des Vierecks der vier Grundpunkte des Riischels 
und die beiden Geraden A R  und CD, sie müssen also alle vier noch eine 
bestirnmte neunte Gerade berühren. Diese letztere miiss die vier Geraden 
a b ,  a b , ,  a, b und u, b, i n  vier solcben Punkten schneiden, i n  deneu sie 
selbst von einzelnen Kcgelschnitten des Büschels berühr t  'wird. L)a es nu r  
zmei solclier Kegelschnitte g iebt ,  müssen diese vier Punk te  paarweise 
ziisammenfallen, d. h. die neunte gemeinsame Tangente der vier Curven TZ3 
kann keine andere se in ,  ala die Verbindungslinie x X, der  Schnittpunkte 
vpn a b ,  mit a ,  b und a b  m i t  a, b,. 

1st urngekehrt die Gerade G gegeben,  so  konnen wir zu einem Punkte  
a auf G die durch ihn gehende Tangente a u ,  der  zugehorigen Curve be- 
stimmen; e twa durch den P a s c a l ' s c h e n  Satz über  d a s ,  einem Kegelschnitte 
einbeschriebene Sechseck. Der  P u n k t  a , ,  in dem die Gerade a u ,  von 
einein zweiten Kegelschnitte des Büschels bcrühr t  w i r d ,  ergiebt sich dann 
ails dern Umstande, dass a und a, als Doppelpunkte einer Involution von 
jedem Kegelschnitte des Büschels, also auch von jedem der drei zerfalleuden 
harmoniscli getrennt werden. 1st auf gleiche A r t  eine zweite Tangente  b b, 
der Grundcurve beatitntnt, und  wird dieselbe in  b und b, von je einem 
Kegelschnitte des I3üschels berühr t ,  so schneiden sich die Geraden a ,  b und 
a b , ,  sowic (G=)  a b  und a,  b ,  i n  zwei Piinktcn x, und x sol dass x x ,  auch in  x 
und x, von je einem Kegelechnitte des Büschels berühi t  wird und dass xx, alle- 
mal auch eine clritte Tangente derselben Grundcurve ist. Bezeiçlinen wir den 
Punkt  a, nls den deni Punk te  a conjuçirten und also b, als den dem Punkte  b 
conjugirten, so i s t  aucli x1 dem Punkte  x zugeordnet oder coqjugirt. 

3. Haben wir auf irgend eine Ar t  drei  von einander unabhangige Ge- 
radcn a u , ,  b b, und cc,  bestimnit ,  die Tangenten der Grundcurvo TZ3 sind, 
so giebt die Combination des ersten und zweiten Punktepaareu u ,  a, und  
b ,  b ,  eine vierte Tangente dd,; die Verbindung dieser mi t  cc, eine fünfte 
ee, ,  letztere etwa mit au, combinirt eine sechste ff, ,und so fort. Ueber- 
haiipt konnen wir daraus die Cnrve TZ3 vollst,ïndig construiren und haben 
dabei nur  zu beachten, dass wir immer zwci solche Paare  von Punkten 
verbindcn, von deiien kein drit tes bereits abhangt.  

3. 
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36 Ueber eine besondere, mit dem Kegelschnittbüschel inVerb. stehende Curve. 
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Anstatt dass wir von beliebigen Geraden a u , ,  bb ,  und cc, ausgehen, 
k6nnen wir weiter auch drei Geraden wiihlen, welche den zerfallenden 
Kegelschnitten des Büschels angehoren. Die Berührungspunkte a , ,  b,, cl 
dieser Geraden theilen mit der Geraden G die auf ihnen liegenden Grund- 
puiikte des Büschels harmonisch (als Doppelpunkte einer Involution). 

4. Bevor wir in der Untersuchung der Griindcurve und ihrer Eigen- 
schaften weiter gehen, wollen wir eine andere Frage erledigen. A u f  jeder 
Tzugente der Grundcurve liegen, wie wir sahen, zwei Punkte a und a,. 

Alle Punkte a sind auf der Geraden G gelegen; die ihnen zugeordneten 
Punkte al werden dagegen auf irgend einer bestimmten Curve gelegen 
sein und es fragt sich nun:  welche Curve ist dies und welche Eigen- 
schaften besitzt sie in  Bezug auf das BUsohel und die dabei auftretenden 
Curven ? 

Es sei irgend eine zweite Gerade H gexogen und zu derselben die zu 
ihr und dem Büschel gehorige Grundcurve Hz3 bestimmt. Diese letztere 
hat  mit der Grundcurve der Geraden G ,  also mit TZ3,  neun Tangenten 
gemein. Diese setzen sich zusamrnen aus 

or) den sechs Sciten des Vierecks der Grundpunkte, 
p )  einer gemeinsamen Tangente durch den Schnittpunkt von G und Hl 

und aus 
y) zwei weiteren Tangenten au, und b b,, welche auf der Geradeu H 

zwei solche Punkte bestimmen, die mit den Schnitten dieser 
Tangenten mit G conjugirte Punktepaare a u , ,  bb, bilden. Auf 
jeder Geraden H liegen also zwei Punkte, die Punkten von G 
conjugirt sind ; oder : 

B e r  O r t  d e r  d e n  P u n k t e n  a a u f  G z u g e o r d n e t e n  P u n k t e  a, 
i s t  e i n  K e g e l s c h n i t t ,  G2, d e n  w i r  d e n ,  d e r  G e r a d e n  G i n  B e z u g  
a n f  d a s  B ü s c h e l  c o n j u g i r t e n  K e g e l s c h n i t t  h e i s s e n  wollen."  

5. Die weitercn Cntersuchungen, die sich an die Grundcurve an- 
schliessen, wollen wir auf den besondern Fa11 beschrbken ,  wo die zur 
Grundcurve geliorige Gerade G die unendlich ferne Gerade, Gm , der Ebene 
ist. Die Eigenschaften der Grundcurve einer beliebigen Geraden ergebeu 
sich dann durch Projection in einfacher Weise. 

Die obigen Resultate gehen jetzt über in folgende Satze: 

D i e  A s y m p t o t e n  a l l e r  K e g e l s c h n i t t e  e i n e s  B ü s c h e l s  um- 
h ü l l e n  e i n e  C u r v e  d r i t t e r  C l a s s e ,  T2\ w e l c h e  d i e  u n e n d l i c h  
f e r n e  G e r a d e  z u r  L ) o p p e l t a n g e n t e  h a t ,  n a m l i c h  d i e  G r u n d c u r v e  
d e s  B ü s c h e l s  u n d  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  G e r a d e n .  (563.)"" 

* Vergl. S c h r o t é  r ,  Theorie der Kegelschnitte gest. auf proj. Eigenschaften, 
Seite 301, und D u r è g e ,  Ciirven dritter Ordnimg, Seite 122. 

** Die in  Klammern beigefiigten Zahlen verweioen auf S t e i n  e r 's geR. Werke 
Bd. 2 ,  und sind dort  Seitenzahlen. 
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Und : 

D e r  d e r  n n e n d l i c h  f e r n e n  G e r a d c n  Gm c o n j i i g i r t o  K e g e l -  
s c h n i t t  G-eht d u r c h  d i e  H a l b i r u n g s p u n k t e  d e r  s e c h s  S e i t e n  
d e s  ~ i e r e c k g  d e r  G r u n d p u n k t e  d e s  B ü s c h e l s  K e g e l s c h n i t t e  u n d  
i s t  s o m i t  d e r  O r t  d e r  M i t t e l p u n k t e  d i e s e r  K e g e l s c h n i t t e ,  u n d  
a l l g e m e i u  i s t  d e r  c o n j u g i r t e  K e g e l s c h n i t t  i r g e n d  e i n e r  G e r a d e n  
in B e z o g  a u €  e i n  B ü s c h e l  v o n  K e g e l s c h n i t t e n  d e r  O r t  d e s  P o l s  
d e r  G e r a d e n  i n  B e z u g  aiif j e d e n  e i n z e l n e n  K e g e l s c h n i t t  d e s  
B ü s c h e l s .  

Alle Kegelschnitte des Büschels bestimmen auf einer Geraden eine 
involutorische Punktreihe; ist die Gerade Asymptole eines einzelnen Kegel- 
schnittes des Büschels, so k t  einer der Doppelpunkte der Involution un- 
endlich ferne gelegen und die Kegelschnitte bestimmen auf dieser Asymp- 
tote je zwei Punkte q ,  so dass die von ihnen begrenzte Strecke eine feste 
Mitte hat. Wir  k6nnen daher die obige Curve auch al3 geometrischen Ort 
derjenigen Transversale zweier Kegelschnitte des Büschels ansehen, welche 
mit denselben zwei Sehnen gemein hat,  welche diesulbe Mitte haben, oder: 

B e s t i m m t  e i n e  G e r a d e  S, m i t  z w e i  K e g e l s c h n i t t e n  s c l c h e  
S e h n e n  ab  u n d  cd, d a s s  d i e s e l b e n  d i e  g l e i c h e  M i t t e  P h a b e n ,  
so i s t  d e r  O r t  d e r  M i t t e  P d e r ,  d e ï i i n e n d l i c h  f e r n e n  G e r a d e n  G, 
z u g e o r d n e t e  K e g e l s c h n i t t  G-nd d e r  O r t  d e r  S e h n e  S, i s t  d i e  
G r u n d c u r v e  d e r  G e r a d e n  G ,  u n d  d e s  B t i s c h e l s ,  d a s  d u r c h  d i e  
b e i d e n  K e g e l s c h n i t t e  b e s t i m m t  i s t .  (549.) 

Dieser letztere Satz gestattet auch eine einfache Construction des 
Beriihrungspunktes jeder Asymptote S, mit ihrem Orte. Zunachst konnen 
a i r  jeden der beiden Kegelschnitte durch deren Asymptoten ersetzen, indem 
auch diese auf der Transversale Abschnitte bestimmen, welche diesolbo 
Mittc P haben, oder wir konnen an Stelle des Kegelschnittbüschels selbst 
ein anderes setzen, indem wir die Asymptotenpaare irgend zweier Kegel- 
schnitte desselben als zerfallende Kegelschnitte eines neuen Büschels 
ansehen. 

Dieses letatere Rüschel hat  dann dieselbe Grundcurve TZ3 und den- 
scibcn conjugirten Kegelschnitt G Z  in Bezug auf die Geradc G,. Durch 
zwei Asymptotenpaare ist aber noch ein drittes solches Paar bestimmt, 
nirnlich dasjenige, welches mit deri ersten zwei Paaren ein vollst%ndiges 
Viereck derart bildet, dass jedes Paar aus zwei Gegenseiten derselben 
besteht, oder aber das der dritte zerfallende Kegelschnitt des Büschels ist. 
Jeder Kegelschnitt des letzteren bestimmt weiter auf jeder Geraden, alsa 
auch auf jeder Asymptote A selbst eine Involution. Ebenso bilden alie 
Asymptotenpaare dieser Kegelschnitte auf einer beliebigen Asymptote A 
eine Involution, von welcher ein Doppelpunkt auf G, gelegen is t ,  d. 11. 

sie bestimmen auf der beliebig gewahlten festen Asymptote A lauter Ab- 
schnitte mit derselben Mitte P. Dies thun namentlich auch die Asymp- 
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toten cincs Regelschnittes Ce, die aus A und der ihr zugehorigen Asymp- 
tot,e bestehen , d. h. wir 'konnen schliessen: 

D e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  e i n e r  A s y m p t o t e  m i t  i h r e r  O r t s -  
c u r v e  TZ3 i s t  so g e l e g e n ,  d a s s  d e r  c o n j u g i r t e  P u n k t  P g e r a d e  
d i e  M i t t e  z w i s c h e n  i h m  u n d  d e m  a n d e r e n  S c h n i t t e  d e r  G e r a d e n  
m i t  d e m  K e g e l s c h n i t t e  GZ i s t .  

Und allgemeiner : 

D e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  d e r  T a n g e n t e  d e r  G r n n d c u r v e  T: 
e i n e r  G e r a d e n  G u n d  d e r  z w e i t e  ~ c h n i t t  d e r s e l b e n  m i t  dein 
c o n j n g i r t e n  K e g e l s c h n i t t e  G2 t r c n n e n  d i e  P u n k t e  a u n d  n i ,  i n  
d e n e n  d i e  T a n g e n t e  v o n  c i n z e l n e n  K e g c l s c h n i t t e n  des  B ü s c h e l s  
b e r ü h r t  w i r d ,  h a r r n o n i s c h .  

6. Die von uns gegebeue Definition des conjugirten Kegelschnittes ge- 
stattet noch eine weitere Entstehnngsart derGrundcurve; wir haben narnlich 
sofort: 

Z i e h e n  w i r  i n  j e d e m  P u n k t o  d e s  K e g c l s c h n i t t c s  GQn d e n  
d u r c h  d e n  P u n k t  g e h e n d e n  K e g e l s c h n i t t  C q d u s  B ü s c h e l s  e i n e  
T a n g e n t e ,  so  i s t  d e r  O r t  d i e s e r  T a n g e n t e  e b e n  d i e  o b i g e  
G r u n d c u r v e  Yb3. (550.) 

Die Gruniicurve T: hat mit, dem Kegelschnitte Ge sechs Tangenten 
gemein; CS giebt somit unter allcn Kegclschnitten des Büschels auch allc- 
mal sechs solche, welche den Kegelachnitt G2 berühren (ausser den drei 
zerfallendeu Kegelschnitteri desselben). 

Aus der oben angegebenen Construction des Berlihrungspunktes einer 
Tangente der T ,Volg t  aber ,  dass für diesen Fa11 die Curven T , h u u d  
G2 sich selbst berühren, oder mit anderen Worten, dass diese sechs Tan- 
genten und also auch diesc sechs Kegelschnitte zu je zwci vercinigt 
s ind,  oder: 

U n t e r  d e n  K c g c l s c h n i t t e n  d e s  B ü s c h e l s  g i c b t  e s  i n s -  
b e s o n d e r e  a u c h  d r e i  s o l c h e ,  n i c l i t  z e r f a l l e n d e ,  w e l c h e  d i e  
C u r v e  GZ i n  x,  r e s p .  y ,  z b e r ü h r e n ;  in d e u s e l b e n  P u n k t e n  x, y, z 
w i r d  d i e  C u r v e  GS a u c h  v o n  d e r  G r n n d c u r v e  s e l b s t  b e r ü h r t . .  

7. Um zu weiteren Eigenschaften zo gelangen, wollen wir die nocli 
speciellere Annahme machen, das Büschel der Kegelschnitte sei aus lauter 
gleichseitigen Byperbeln zusammengesetzt, oder die Grandpunkte haben 
die besondere Eigenschalt, dass jeder derselben H6hensclinitt des Dreiecks 
der übrigen ist. Alle Kegelschnitte C2 des Eüschels B (CL) sind dann noth- 
wendig gleichseitige Hyperbeln. Ziehen wir namlicli rlurch einen Pnnkt, 
parallele Geraden mit den bsyrnptoten der Kcgelschnittc, so bilden dicee 
Geradenpaare ein involutorisches Büschel, das mit der von den Curven Ce 
auf Ga bestimrnten involutorischen l'unktreihe perdp~ctivisch ist. Da die 
drei zerfallenden Kegelschnitte aus au einauder senkrechten Geradenpaareii 
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bestehen, E O  giebt es unter obigem involutorischen Rüschel drei Paare zu 
einander senkrechter Geraden, also stehcn üticrhaupt je zwei einander zu- 
geordncte Gcrade senkrecht auf einander, oder alle Kegelschnitte CQaben 
zu einander senkrechte Asymptoten, sind also gleichseitige Hyperbeln. 

E m  die Grundcurve der Geraden G, zu erhalten, haben mir nur die- 
jenigen Geraden zu best ibmen,  auf welchen die zerfallenden &gel- 
schnitte des niischelv Absohnitte ausschneiden, welche allc die glciche Mitte q 
haben. 

Von dieser Mitte y wissen wir aber, dass sie auf dem Kegelschnitte G2 
liegt, welclier zu G, c o i u g i r t  ist. Llieser Kegelsclinitt G2 ist aber hier 
der F e u e r b a c h ' s c h e  Rreis der vier Dreiecke, die aus je drei der Grund- 
punkte gebildet werdeu konnen. Sind p, , p , ,  p 3 ,  p, diese letzteren (Fig. 21, 
so kljnnen wir auf dem P e u c r b a c h ' s c h e n  Kreise die Mittc q beliebig 
wiihlen; ziehcn wir dann qp, und verliingern pp4 über g hinaus um sich 
selbçt, nach r ,  fillen von r auf p,p,  das Loth r s ,  so ist s p  eine Asymp- 
tote eines Kegelschnitts des ~üsche ls . "  Um diese Asymptote zu erlialten, 
hiitten wir ebenso von r ein Loth auf p , p ,  oder p , p 3  fillen und einen 
der Fusspiinkte u Oder v dieser ilothe mit q verbinden konneu. Der 
Piinkt r bat also die Eigenschaft, dass die Fusspiinkte der Lothe von ihm 
auf die Seitcu des Dreiecks p i p a  p3 in einer Geraden liegen, d. h. 7 liegt 
auf dem Cmkreis des Dreiecks p, p, p3. Die9 giebt den Satz: 

F i i l l t  m a u  a u s  j e d e m  P u n k t e  i n  d e r  e i n e m  D r e i e c k  u m -  
s c h r i e b e n e n  K r e i s l i n i e  a u f  d i e  S e i t e n  P e r p e n d i k e l ,  s o  l i e g e n  
d i e  d r e i  F u s s p u u k t e  a l l e m a l  i n  e i n e r  G e r a d e n  G,  u n d  d i e  
E n v e l o p p e  a l l e r  d i e s e r  G e r a d e n  G i s t  e i n e  C u r v e  d r i t t e r  K l a s s e  
und v i c r t e n  G r a d e s ,  T," w e l c h e  d i e  im  U n e n d l i c h e n  g e l e g e n e  
G e r a d e  z u r  i s o l i r t e n  D o p p e l l a n g e n t e  h a t .  (641.) 

Und weiter: 
Die C u r v e  b e r f i h r t  n a m e n t l i c h  a u c h  d i e  S e i t e n  u n d  H o h e n  

dea Dre iecks  p,p,p,. (641.) 
8. Sind ein Rreis und ein rechter Winkel p ,bp , ,  dessen Scheitel b 

aaf dem Kreise liegt (Fig. 2),  gegeben und zielien wir durch irgend einen 
IJunkt q des Kreises eine Gerade s l  sa ,  dass das zwischen die Schenkel 
des rechten Winkels fallende Stück s t  in  q halbirt kt., so wird allemal 
q s  = p t  = q b ,  also auch <): t p b  = 2 <): y bs. Wir schliessen daraue, d a s s  
a u c h  d i e  o b i g e  G r u n d c u r v e  TZ3 e r h a l t , e n  w i r d ,  w e n n  w i r  a u f  
e i n e m  K r e i s e  z w e i  f e s t e  P u n k t e  b u n d  l z  a n u e h m e u  u n d  v o n  
d i e s e n  a n s  z w e i  P i i n k t e  q u n d  g i n  e n t g e g e n g e ~ e t ~ z t e r  R i c h t u n g  
s ich  b e x e g e n  l a s s e n  u n d  z m a r  d e n  e i n e n  g m i t  d e r  d o p p e l t e n  

* Der Reweis dieser Constriirtion beriilit darsuf, dass A ,srq W A y p , t ,  also 
q s  = q t ist. Eine andere Construction ergiebt sich ans dem Umstande, dass 
q s = q b = q t  ist. 
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40 Uelier eine besondere, mit demKegelschnittbüsche1 in Verb. stehende Curve. 
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G e s c h w i n d i g k e i t  d e s  a n d e r e n  p; d i e  G e r a d e  gq w i r d  d a n n  d i e  
o b i g e  G r u n d c u r v e  u m h t î l l e n .  (646.) 

Und: 
W i r d  v o n  d e n  t i b e r  d e n  S e i t e n  d e s  D r e i e c k s  l i e g e n d e n  

B o g e n  d e s  K r e i s e s  GZ, v o n  d e n  M i t t e n  d e r  S e i t e n  a u s  m i t t e l s t  
d e r  P u n k t e  x ,  y ,  B j e  e i n  D r i t t e l  a b g e s c h n i t t e n ,  s o  t h e i l e u  
d i e s e  d i e  g a n z e  K r e i s l i n i e  i n  d r e i  g l e i c h e  T h e i l e ,  o d e r  d i e s e  
d r e i  P u n k t e  b i l d c n  e i n  g l o i c h s c i t i g e s  D r e i e c k .  D i e  G r u n d -  
c u r v e  h a t  n u n  d i e  b e s o n d e r e  E i g e n s e h a f t ,  d a s s  s i e  d e n  K r c i s  
G2 i n  d i e s e n  P u n k t e n  x, y ,  8 b e r ü h r t  (643), i n d e m  f ü r  d i e s e  
P u n k t e  d i e  G e r a d e  gq z u r  T a n g e n t e  d e s  K r e i s e s  u n d  z u r  T a n -  
g e n t e  d e r  G r u n d c u r v e  w i r d ,  und nach 6. die beiden Curven auf der 
Tangente denselben Berührungspunkt haben. (642.) 

9. E s  sind weiter nur Folgerungen au8 oben bereits allgemeiner aus- 
gesprochencn Satzcn, wenn wir sagen: 

D i e  G e r a d e n  G s i n d  p a a r w e i s e  s e n k r e c h t  a u f  e i n a n d e r ,  und  
j e d e s  s o l c h e  P a a r  v o n  G e r a d e n  G s i n d  A s y m p t o t e u  e i n e r  g l e i c h -  
s e i t i g e n  H y p e r b e l ,  d i e  d u r c h  d i e  E c k e n  u n d  d e n  H o h e n s c h n i t t  
d e s  D r e i e c k s  p ,p ,  p, g e h t  u n d  d e r  O r t  d e s  S c h e i t e l s  d i e s e r  
G e r a d e n p a a r e  i s t  d e r  F e u e r b a c h ' s c l i e  K r e i s  d e s  D r e i e c k s .  D e r  
C u r v e  l a s s e n  s i c h  f c r n c r  u n c n d l i c h  v i e l o  s o l c h e  D r e i e c k c  u m -  
s c h r e i b e n ,  d e r e n  S e i t e n  u n d  H o h e n  a l l e  d i e  G r u n d c u r v e  T2:," 
b e r ü h r e n ,  j e d e  z w e i  P a a r e  s e n k r e c h t e r  G e r a d e n  G b e s t i m m e n  
n a m l i c h  e i n  s o l c h e s  D r e i e c k ,  i n d e m  d a d u r c h  a l l e u a l  e i n  d r i t t e s  
P a a r  A s y m p t o t e n  b e s t i m m t  i s t .  D i e  F u s s p u n k t e  d e r  H o h e n  
a l l e r  d i e s e r  D r e i e c k e  l i e g e n  a u f  e i n e m  K r e i s e .  (642.) 

Schneidet G den Kreis G2 ausser in p noch in g ,  so ist q auch die 
Mitte des Stiicks der Asymptote zwischen g und ihreui Berührungspunkte 
7n mit T2:,". Bedenken wir, dass die in g errichtete Senkrechte auf y die 
zu gq  gehorige zweite Asymptote i s t ,  also mit g q  zusammen ein Paar 
G und G, von Asymptoten bildet, und dass diese auf dem Kreise einen 
weiteren Punkt  q, bestimmt, sodass qq ,  Durchmesser von G 2  wird, so 
folgt für die Verbindungslinie der Berührungspunkte m und m, eines 
Paarcs von Geraden G und G, mit TZ3: 

D i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t e  In u n d  ml 
e i n e s  P a a r e s  s e n k r e c h t e r  G e r a d e n  G u n d  G, i s t  v o n  c o n s t a n t e r  
L a n g e ,  n a m l i c h  g l e i c h  d e m  d o p p e l t e n  D u r c h m e s s e r  des  
K r e i s e s  G< (642.) 

Ausserdem haben wir gesehcn, dass irgend zwei Paare von Asyrnp- 
totcn, also hier von scnkrcchtcr Geradcn G ,  ein der Curve umschriebcnes 
vollst~ndiges Viereck bestimmen, indem jedes Paar zusammengehoriger 
Asymptoten ein Paar Gegenseiten ist. Lassen wir zwci Paare senkrechter 
Geraden G zusammenfallen , so folgt daraus: 
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D i e  G e r a d e  m m ,  i s t  s e l b s t  T a n g e n t e  d e r  O r t s c u r v e ,  u n d  d i e  
G r u n d c u r v e  s c h n e i d e t  a l s o  a u f  j e d e r  i h r e r  T a n g e n t e n  e i n  S t ü c k  
von c o n s t a n t e r  L a n g e  a b  u n d  d i e  zu mm, c o n j u g i r t e  G e r a d e  G 
g e h t  d u r c h  d e n  P u n k t  g. (642.) 

Errichten wir in den Punkten rn und na, Normalen auf der Curve T,3, 
so schneiden sich diese in einem Punkte Z auf g o ,  sodass 1 0  =3og, 
wobei o der hlittelpunkt von G2 k t .  Der Punkt  1 liegt demnach auf cinem 
Krcise, der mit G q e n  Mittelpunkl gemein und den dreifachen Halbmesser 
desselben hat. Da mm,, wie wir sahen, ebenfalls Tangente des Ortes ist, 
so folgt daraus: 

E r r i c h t e n  w i r  i n  d e n  a w e i  S c h n i t t e n  m u n d  ml e i n e r  T a n -  
g e n t e  m i t  i h r e m  O r t c  TZ3 N o r m a l e n ,  s o  s c h n e i d c n  s i c h  d i c s e  
i n  e i n e m  P u n k t e  1, d e r  a u £  e i n e m  K r e i s e  l i e g t ,  d e s s e n  H a l b -  
m e s s e r  d r e i m a l  so  g r o s s  i u t ,  a l s  d e r  v o n  G2 u n d  d e r  m i t  G2 d e n  
I l i t t e l p u n k t  g e m e i n  h a t .  (642 und 643.) 

Weiter zeigt sich, d a s s  a u c h  d a s  i m  H e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  
G e r a d e n  G s e l b s t  e r r i c h t e t e  Tjoth d u r c h  d i e s e n  P o n k t  1 g e h t .  (643.) 

1C). m i r  sahen obcn, dass die Curve Tg3 den conjugirten Kreis G V n  
den Punkten x ,  y ,  z berührt. Hallen wir einen dieser Punkte fest, so 
geht durch denselben eine Gerade G senkrecht zur gemeinsamen Tangente 
von TZ3 und G2 in diesem Punkte. Da für diese Senkrechte die Lothe im 
Bertihrongspunkte nnd in den weiteren Schnittpunkten auf der Curve TZ3 
sich in einem Punkte 1 trcffcn rnüssen und eines diescr Lothc auf sie selbst 
zu liegen kommt,  niimlich das im Punkte x auf TZ3 errichtete, so muss 
1 selbst aiif diese Senkrechte zu liegen kommen. Dies ist  nur dadurch 
ermoglicht, dass die weiteren Punkte,  die ~ i e  ausser x mit der Ortscurve 
T 2 Q e m e i n  ha t ,  zusammenfallen, oder dass diese Gerade G zur Riickkehr- 
tangente wird ; oder : 

E r r i c h t e n  w i r  i n  d e n  P u n k t e n  X ,  y ,  B a u f  d e r  C u r v e  T2:,9 
N o r m a l e n ,  s a  s i n d  d i e s e  R ü c k k e h r t a n g e n t e n  d e s  O r t e s .  D i e -  
s e l b e n  g e h e n  d u r c h  d e n  M i t t e l p u n k t  O d e s  K r e i s e s  G2. (643.) 

Ans dern Umstande, dass die drci Rtickkehrtmgenten und ihre zu- 
geordneten Geraden, die Seiten und Hohen eines gleichseitigen Dreiecks 
bilden , folgt weiter , dass die Hiickkehrtangenten Symmetrie - Achsen der 
Curve sind, und die Punkte x ,  y ,  z zu Scheiteln derselben werden. Die 
lllickkehrtangenten sind zudem Normalcn der Corve und ihre LBnge ist 
gleich dem vierfachen Halbmcsscr des Kreiscs G2. (643.) 

11. m i r  fanden, dass der Grundcurve unendlich viele Vierecke um- 
schrieben werden konnen, deren Seiten die Seiten und Hohcn eines Drei- 
ecks sind. Zielien wir in einem solchen Dreieck p,  pz p, durch p, die 
Gerade p i f  parallcl p, p, und durch p, die Gcrade p, f parallel p z p , ,  ao 
schneiden sich diese i n  einem Punkte f auf dem Umkreise de8 Dreiecks 
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42 Ueber eine hesonder~,  mit dern Kegelschnittbüschel inVcrb. stehende Curve. 
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pi p.2 p3 (Fig. 2 )  , und zwar ist pl f allemal Durchmesser dieses Kreises. 
Bezeichnen wir somit den Kreishalbmesser mit r ,  so ist:  

]Il ps2 + p3 p: =pl pz2 + p2 f = 4 r2 = cofist., 
oder : 

I n  j e d e m  V i e r e c k ,  d a s  d e r  G r u n d c u r v e  u m s c h r i e b e n  i s t ,  
i s t  d i e  S u r n m e  d e r  Q u a d r a t e  z w e i e r  G e g e n s e i t e n  c o n s t a n t ,  
n i i m l i c h  g l e i c h  d e m  v i e r f a c h e n  Q i i a d r a t  d e s  H a l b m e s s e r s  des 
U m k r c i s e s  d e s  D r e i e c k s  p , p , p ,  o d e r  g l e i c h  d e r n  l G f a c h e n  
Q u a d r a t  d e s  H a l b m e s s e r s  d e s  K r e i s e s  G2. (643.) 

12. Durch il-gend ein solchas Viereck ist ein T3üscliel gleichseitiger 
Hyperbeln gegeben, die je zwei Gerade G zii Asymptoten baben. Umgckehrt 
bestimmen auch zwei gleichscitige Hyperbeln ein solches Viereck und 
irgend zwei dieaer Vierecke liegen auf einer solchen. Sollen irgend zwei 
dieser Hyperbeln einander berüliren, so muss das Viereck zum recht- 
winkeligen Dreieck werden, und zwar müsseu zwei Ecken im Scheitel des 
rechten Winkels vereinigt sein. Die zu dern Viereck gehorigen Paare zer- 
fallenden drei Hyperbeln hestehen ails einern Geradenpaare G zweifach 
ziihlend und der Verbindungslinie ihrer Berührungspunkte und der zu dicser 
letzten Gcradcn scnkrechte Gerade G. Wir schliessen daraus, dass der 
Kreis G%uch der Ort der Punkte i s t ,  in  denen sich einzelne Hyperheln 
der verscliiedenen Büschel berühreu , oder : 

S i n d  i n  e i n e r  E b e n e  z w e i  r e c h t e  W i n k e l  g e g e b e n  u n d  
s o l l e n  z w e i  H y p e r b e l n  d i e s e l b e n  z u  A s y m p t o t e n  l i a b e n  und 
s i e h  z u d e m  b e r ü h r e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e s  B e r ü h r u n g s p u n k t e s  
e i n  b e s t i m m t e r  K r e i s ,  d e r  d u r e h  d i e  S c l i e i t e l  d e r  r e e h t e n  
W i n k e l  u n d  d i e  M i t t e n  d e r  A b s c h n i t t e  g e h t ,  w e l c h e  d ie  
S c h e n k e l  e i n e s r e c h t e n w i n k e l s  a u f  d e m  a n  d e r e n  bes t immen. (F45 . )  

13. E s  sei ein Krcis G2 und in diesem eine helicbige Sehne a,b 
angenommen, so ktinncn wir sie als Tangente eines Ortes TZ3 ansehen und 
a, als deren Mitte. Das Loth von b auf den Durchmesser nach a,  giebt 
dann eine zweite Gerade G und zwar diejenige, welche zur Verbinduugs- 
linie der Berührungspnnkte von a1b und der ihr coqjugirten Geraden G 
senkrecht ist. Von dieser zweiten Geraden kanu man eine dritte con- 
struiren iind so fort; d. h. wir finden: 

I n  einern Kreise G2 ziehe man eiiie fortlaufende Reihe von Sebnen 
unter folgender Bediugung: A u s  dern  A n f a n g s p u n k t e  s z i e h e  man 
d i e  e r s t e  S e h n e  ss, b e l i e b i g ;  s o d a n n  a u s  s, d i e  z w e i t e  S e h n e  s,s, 
s e n k r e c h t  a i l f  d e n  d u r c h  s g e h e n d e n  D u r c h m e s s e r ;  f e r n e r  ai ls  
s, d i e  d r i t t e  S e h n e  s,s, s e n k r e c h t  xu dern  d u r c h  s, g e h e n d e n  
D u r e h i n e s s e r  u n d  s o  d u r c h  j e d e n  n e u e n  P u n k t  d i e j e n i g e  
S e h n e ,  w e l c h e  z u  d e m  d u r c h  d e n  v o r h e r i g e n p u n k t  g e z o g e n e n  
U u r c h m e s s e r  s e n k r e c l i t  i s t ,  s o  e n t s t e h t  - w e n n  n i c h t  z u f a l l i g  
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d e r  ü b e r  d e r  e r s t e n  S e h n e  l i e g e n d e  B o g e n  m i t  d e m  K r e i s -  
u m f a n g c  c o m m c n s u r a b e l  i s t  - e i n e  u n b e g r e n z t e  R e i h e  v o n  
S e h n e n ,  w e l c h e  s % m m t l i c h  e i n e  d e r  o b i g e n  g l e i c h e  C u r v e  Tp3 
b e r ü h r e n .  (645.) 

14. Wir haben ferner oben folgende Constriiction der Geracien Cr 
gegeben : 

Auf einem Kreisbogen sind zwei feste Punkte a, b und zwei beweg- 
1 

liche Punkte x und y so bestimmt, dass a,x  = - b i s t ;  x y  ist dann zur 
2 Y 

Geraden G gewordcn. Daraus folgt, menn wir durch y eine Parallelo mit 
a, 71 ziehen, dass z y den Winkel a ,  y z halbirt, oder: 

W a h l e n  w i r  a u f - e i n e m  I C r e i s e  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  al  u n d  
v e r b i n d e n  d i e s e n  m i t  e i n e m  z w e i t e n  b e l i e b i g e n  P u n k t e  y d e s  
K r e i s e s ,  z i e h e n  d u r c h  y e i n e  P a r a l l e l e  y z  z u  e i n e r  f e s t e n  
G e r o d e n ,  s o  s i n d  d i e  H a l b i r u n g s l i n i e n  d e s  W i n k e l s  a , y z  u n d  
s e i n e s N e b c n w i n k c l s  z w e i  G e r a d e n ,  d e r e n  O r t  e i n e  d e r  o b i g e n  
C u r v e n  T2'," i s t .  (645.) 

15. Nachdem wir die wichtigsten Keaultate dieser basonderen Grund- 
ciirve TZ3, soweit sie S t e i n e r  in  seiner hhhaildlung: ,,Ueber eine beson- 
dere Curve dritter Classe (und vierten Grades)' * gab ,  bewiesen haben - 
die andcren von S t e i n e r  angeführten Eigenschaften sind nur sehr einfache 
Folgerungen aus diescn Siitzen - wollen wir zu der allgemeineren Grund- 
curve TZ3 zurückkehren und für dieselbe noch eine weitere Construction 
geben, wobei sich zeigen wird, dass eine beinahe unerschopfliche Anzahl 
von projectivisehen Eigenschaften derselben sich auf h6chst einfaehem Wege 
ergiebt. 

xl, x,, x, seien die Ecken irgend eines Dreiecks und ein Kegelschnitt 
y,%ei derart beschriebcn, dass e r  die Seiten x ,z ,  und x,x3 in den Ecken 
x, und x, berührt. Irgend eiiiem Punkte P sei ferner ein Puukt Pl so 
zugeordnet, sodass allemal PP, durch X, geht und P und P, durch y,' 
hnrmonisch getrennt werden.*."us dieser Feststellnng folgt, dass jedem 
Kegelschnitt p22, der durch x, und z3 geht und x,x,, x,z3 berührt, als 
Bild ein Kegelschnitt y3' entspricht, der durch x, und x,  geht und 
%z,, x3 xà berührt. Ausserdem echneiden sich diese drei Kegelschnitte 
allemal iu einem Punkie P (Fig. 3) .  Es ist nun eine einfache Polgerung 
ails dieser Abbildung, wenn wir den folgenden Satz aussprechen: 

D u r c h  d i e  E c k e n  x,, x,, x3 g e h e n  d i e  S e i t e n  u n e n d l i c h  
v i c l e r  s o l c h e r  D r e i e c k e  AIA,A,, d e r e n  E c k e n  e n t s p r e c h e n d  

S t e i n e r ' s  ges. Werke Rd. 2 ,  Feite 639 -647 oder B o r c h a r d  t's Journal 
Bd. 63 ,  Seite 231 -237. 

** Veryleiche des Verfassers Arbeit: Eine besondere Transformation und 
damit in Verbindung stchende Sitze J. S t e i n e r ' s  in Sc  h l o  m i l  ch's Zcitschrift 
fur i\.Iath. II. Physik Bd. 36 ,  Seite 339 - 318. 
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44 Ueber eine besondere, mit dem Kegelschnittbüschel in Verh. stehende Curve, 
__MX-_-Y^- --,-. _^- -- 
a u f  d e n  K e g e l s c h n i t t e n  y12, yZz, y,e p o l e g e n  s i n d ;  n i i m l i c h  j e d e r  
P u n k t  A, a u f  y,' i s t  d i e  E c k e  e i n e s  s o l c h e n  D r e i e c k s  u n d  d ie  
S e i t e n  j e d e n  s o l c h e n  D r e i e c k s  b e s t i m m e n  a u f  d e n  K e g e l -  
s c h n i t t e n  y h i e d e r  d r e i  P u n k t e ,  d i e  E c k e n  e i n e s  z w e i t e n  
s o l c h e n  D r e i e c k s  s i n d . *  

Deschreiben wir weiter in dem Dreieck x,x,x3 denjenigen Kegel- 
schnitt K 2 ,  der die Seiten des Dreiecks x, x,x, in den Schnittpunkten mit 
den Geraden P x , ,  P x 2 ,  P x Q  berührt (Fig. 4) ,  so erhaltcn wir durch die 
ol~ige Abbildang als Bild dieses Kegelschnittes eine Curve dritter Classe 
und vierteri Grades, welche die Geraden P x , ,  P x , ,  P x 3  zu Rückkehrs- 
tangenten hat.  Hierbri t r i t t  noch die besondere Eigenthümlichkeit auf, 
dass dieselbe Curve als Bild von KQntsteht ,  wgnn wir die Punkte x,, x2, x3 
vertaiischen, d. h. bei der Abbildung anstatt  von dem Punkte x, und dem 
Kegel~clinit~te y I 2  von einem der anderen Punkte x und dern zugehorigen 
Kegelschnitte y2 ansgehen. Weiter konnen wir jede Curve vierten Grades 
und dritter Classe mit drei RUckkehrpunkten aus einem solchen besonders 
gelegeuen Kegelschnitte K q e r v o r g e h e n  lassen. Ziiri?ichst narnlich ist das 
Bild jeder Curve vierten Grades, welche die Punkte x , ,  x2, x3 zu Rück- 
kehrpunkten h a t ,  ain Kegelschnitt, der die Seiten des Dreiecks xlx2x3 
berührt. Wfihlen wir den Kegelschnitt ylZ überdies so l  dass er durch den 
Schnittpunkt P der Rückkchrtangenten in x2 und x3 geht ,  so muss K 2  
die Seiten six, und x,x3 in deren Schnittpunkten mit PzB und P x 2  be- 
rühren,  wodurch bestimmt is t ,  dass auch der dritte Berührunpspunkt 
dieses Kegelschnittes K % i t  der dritten Seite xZx, mit d e n  Piinkten xI 
und P au€ einer Geraden liegt,  und d ~ s s  diese notliwendig die dritte 
Riickkehrtangente der Curve dritter Classe kt.** 

I h l t c n  wir irgend einen der Punkte ,  etwa x, und den zngehtkigen 
Kegelsçhnitt y,,, fest, so sehen wir ,  dass auf jedem Strahl durch z, solche 
Punkte von K 2  und seinem Bilde T2"elegen sind, die durch yla  har- 
nionisch getrennt sind; es folgt daraus insbesondere, dass TZY auch durch 
die Punkte  A , ,  BI  geht ,  die y12 mit K h g e m e i n  hat.  Auf gane gleiche 
Art  folpt,  wenn wir von cinem anderen Punkte x ausgehen, dass T 2 h u c h  
durch die Punkte A, ,  B, und A 3 ,  B3 geht ,  die K 2  mit y,' iind y,Z 
gemein hat. Da aber weiter der Kegelschriitt y32 in Beoug auf x, und y,2 
das Uild \.on yZ2 k t ,  so mnss A ,  und A, und ebenso B, und B2 auf einer 
Geraden durch xl  gelegen sein. Da betreffs der Punkte x, and x3 analoge 
Eiçenschaften auftreten , so gilt somit der Satz : 

* Sind die Kcgelschnitte vollst%ndig gezeichnet, so lasst sich dicser Satz 
insofern nnders fissen, als durch ein Dreieck nicht nur  ein zmeites dieser Urei- 
ccke bestimmt ist , sondern niehrere. 

** Es ist hiermit zugleich ein einlacher geometiischer Beweis des Satzes ge- 
geben: Die Riickkehrtangenten eiuer Curve vierten Grades und dritter Classe 
schueiden sich iu einem Punkte. 
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Von BENEDICT SPORER. 45 
.-^--_^---__Y__ _W,VI--_^^YY----Y--------- 

D e r  K e g e l s c h n i t t  I f 2  s c h n e i d e t  d i e  K e g e l s c h n i t t e  y , 2 , ~ ~ , ~ 3 2  

a l l e m a l  i n  d r e i  s o l c h e n  P u n k t e p a a r e n  A L B I ,  A z B z ,  A , B , ,  d i e  
E c k e n  v o n  z w e i  s o l c l i e n  D r e i e c k e n  A,A,A, u n d  BIC,B, s i n d ,  
d e r e n  S e i t e n  d u r c h  d i e  P o l e  z,, x, ,  z, g e h e n .  

Und : 
E i n e r  C u r ~ e  d r i t t e r  C l a s s e  u n d  v i e r t e n  G r a d e s  TZ3 l a s s e n  

s i c h  a l l e m a l  z w e i  D r e i e c k e  e i n b e s c h r e i b e n  - d e r e n  E c k e n  
s l v o  a u f  d e r  C u r v e  g e l e g e n  s i n d  - u n d  d e r e n  S e i t e n  d u r c h  
d i e  R ü c k k e h r p u n k t e  d e r s e l b e n  g e h e n .  D i e  ~ e c h v  E c k e n  d i e s e r  
b e i d e n  D r e i e c k e  l i e g e n  a l l e m a l  a u f  e i i l e rn  K e g e l s c h n i t t e  X 2  
u n d  d i e s a r  K e g e l s c h n i t t  K2 b e r ü h r t  d i e  S t i i t e n  d e s  D r e i e c k s  
d e r  R ü c k k e h r p u n k t e  i n  d e n  P u n k t e n ,  i n  w e l c h e n  s i e  v o n  d e n  
R ü c k k e h r t a n g e n t e n  g e s c b n i t t e n  w e r d e n .  

Projiciren wir das Dreieck x, x8 x3 auf eine Ebene deraï t ,  dass die 
I'rojection von P der Schwerpunkt der Projection des Dreiecks X, x2x, wird, 
so sind in dieser neuen Ebene die Kegelsclinitte y,', y: und K 2  oder 
vielmehr deren Projectione.n Shnlicb iind ahnlich gelegen, haben somit auf 
der Geraden 8, in dieser Ebene zmei Punkte gemein. Lcgen wir durch 
diesc und die Projcctioncn der P~ink te  x einen weiteren Kegelschnitt Ela, 
so steht dicser mit der Projection von R2 in doppelter Berütirung, inùem 
er mit K 2  concentrisch ist. Die Verbindangslinie der gemeinsamen Punkte 
dieser Kegelschnitte, G , ,  ist aber nichts Auderes, As das Bild von Kl2. 
Da dieser K 2  doppelt berührt,  so ist somit O, Doppelta~~gente. Rehren 
wir zu unserer eigentlichen E'igur zuriick, so folgt daraus: 

D i e  d r e i  K c g o l s c h n i t t e  yl" y25 y3', s o w i e  d e r  K e g e l s c b a i t t  
Xz g e h e n  d n r c h  d i e  B e r ü b r u n g s p u n k t e  v o n  TZ3 m i t  i h r e r  
D o p p e l t a n g e n t e .  D i e  l e t z t e r e  b e s t i m m t  ü b e r d i e s  m i t  d e n  
R t i c k k e h r t a n g e u t e n  s e l b s t  a u €  d e n  S e i t e n  d e s  D r e i e c k s  z , x , x ,  
P u n k t e p a s t r e ,  d i e  d u r c h  d i e  E c k e n  d e s  D r e i e c k s  h a r m o n i s c h  
g e t r e n n t ,  s i n d .  

Wie wir bereits oben erwiihnten, gestattet diese Entstehung der 
Grundcurve T2' eine beinahe uuersch5pfliche Anzahl von projectivisclien 
Eigenscbaften dieser Curve alizuleiten. Wir wollen uns jedoch darauf be- 
schranken, einige derselben hier anzugeben und überlassen es dem Leser, 
die Reweise, die keine Schwierigkeit bieten, sich selbst zii liefern. Es 
sind dies folgende: 

a) D i e  ' J e r a d e r i  zP b e s t i r r i m e n  a u f  d e n  S e i t e n  d e s  D r e i -  
e c k s  x, z2x3 n o c h  d r e i  P u n k t e  Ci, C,, Cs i i n d  a u f  d e m  K e g e l -  
s c h n i t t  K Z  n o c h  d r e i  P u n k t e  D,, Il,, Il,. D e n  D r e i e c k e n  A , A , A ,  
u n d  B,B2B, i s t  c i n  K e g e l s c h n i t t  c i n b e s c h r i e b e n ,  d e r  d i e  S e i t e n  
d e r  D r e i e c k e  C,C2C3 u n d  D,D,D, e b e n f a l l s  b e r i i h r t  u n d  d e r  i n  
d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e n  d e r  D o p p e l t a n g e n t e  m i t  T l  d e n  K e g s l -  
s c h n i t t  Ka d o p p e l t  b e r ü h r l .  
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46 Ueber eine besondere, mi t  dem Kegelschnittbüschelin Verb. stehende Curve. 

b )  D i e  S e i t e n  d e s  D r e i e e k s  CiC2C, b e s t i m m e n  a u f  d c n  

S e i t e n  d e r  D r e i e c k e  A,A,A,  u n d  B,B,R, s e c h s  s o l c h e  P u n k t e  

J e i n e s  K e g e l s c h n i t t e s  z ' ,  d i e  p a a r w e i s e  a u f  d e n  K e g e l -  
s c h n i t t e n  y2 g c l e g e n  s i n d  u n d  w e l c h e  E c k e n  v o n  z w e i  s o l c h e n  
D r e i e c k e n  s i n d ,  d e r e n  S e i t e n  d u r e h  d i e  P u n k t e  x,! x,, X, g e h e n .  

c )  D e r  K e g e l s c h n i t t  z2 u n d  m i t  i h m  j e d e r  K e g e l s c h n i t t ,  
d e r  I C q n  d e n  B e e r ü h r i ~ n g s ~ u n k t e n  d e r  D o p p e l t a n g e n t e  d o p p e l t ,  

b c r ü h r t  u n d  z u  d e n e n  a u c h  n a m e n t l i c h  d e r  d e r  G r u n d e u r v e  

c o l i j u g i r t e  K e g e l s c h n i t t  G Q e h o r t ,  b e s t i m m e n  a u f  d e n  K e g e l -  
s c h n i t t e n  y2 e b e n f a l l s  s e c h s  s o l c h e  P u n k t e ,  d i e  E c k e n  z w e i e r  
D r e i e c k e  s i n d ,  d e r e n  S e i t e n  d u r c h  d i e  P u n k t e  z g e h e n . *  

d )  D i e  G e r a d e n  x y D 3 ,  x3Di ,  x l D ,  b e s t i m m e n  e i n  D r e i e c k  
HlIT2H,, d e s s e n  E c k e n  e b e n f a l l s  a u f  d e n  I < e g e l s c h n i t t , e n  ye g e -  
l e g e n  s i n d .  E s  g i e b t  z w e i  s o l c h e  D r e i e c k e ,  u n d  d i e  S e i t e n  d e r -  

s e l b e n  s c h n e i d e n  s i c h  a u f  d e n  R ü c k k e h r t a n g e n t e n  zP. D i e  
G e r a d e  z,D, u n d  d i e  G e r a d e ,  w e l c h e  D, m i t  d e n i  S c h u i t t -  

p u n k t e  X3 v o n  C,C2 m i t  z,P v e r b i n d e t ,  s c l i n e i d e n  s i c h  z u d e m  
a u f  11'. jU. S. W.) 

e )  D i e  G e r a d e n  A ,x , ,  A,x,, A,x, u n d  e b e n s o  B l x , ,  H,x,, R,jz, 
b e s t i m m e n  e b e n s o  z w e i  D r e i e c k e ,  d e r e n  E c k e n  a u €  d e n  K e g c l -  
s c h n i t t e n  y - c l c g e n  s i n d .  

* Diesen hier auftretenden Kegelwhnitten sind allemal solche Dreiecke ein- 
lieschrieben, deicn Seiten durch die drei Punkte x gehen. Ankniipfend an diesen 
Umstnnd, mogc es uns gestattet sein, eine Losung des Problerns von C a s t i l l o n  
zu geben. Es sei irgend ein Kegelschnitt C2 und (n-1) Punkte XI, X2.. .X.-, 
gegeben. Auf CZ (Fig. 5; nehmen wir einen Punkt Al beliebig a n ;  die durch X1 
geheride Sehne bcstimmt dann aof C2 einen Punkt A,,  A2X2 einen Punkt A,, 
A,X ,  wicdcr eincn Punkt A, und so fort, bis wir ziiletzt einen Punkt A, erhalten. 
Ebenso wihlcn wir einen beliebigen Punkt B, und erhalten in ganz gleiclier 
Weise einen Punkt B,. Haltcn wir den l'unkt Al und dnmit auch den Funkt A, 
fest und lassen dagegen den Punkt B den Kcgelschnitt C 2  durchlaufen, so be- 
schreiben die Punkte P auf dem Kcgelschnittc projcctivisclie l'unlrtreihen und also 
auch die Strahlen An B i  und A, Il,, projectivische Büscliel. Diese letzteren sind 
aber zuçleich perspectivisch, indern A, A, sich selbst entspricht. Wi r  fichliessen 
darans,  dass der O r t  des  Schnittpunktes von A,  B, und A,,Bi eine Gerade ist 
IIat, letztere mit  C' cinen Punkt iS gemein, so muss für diesen Punkt der I1iinkt B. 
wieder in den Punkt BI fallcn, oder der Punlit S ist Eeke eines (n- 1) Eck, 
dessen Seiten durch (n -1) feste I'unkte X gehen und das C L  eiubeschrieben ist. 

Wir finden aber daaraus weiteï, dass die Ortsgeracle von der Anfangslage 
des Punktes A, uiiabhangig i s t ,  also dieselbe bleibt ,  wir mogen Ai aiif C 2  
wahlen, wo wir wollen, oder: 

S c h n e i d e n  s i c h  d i e  G e g e n s e i t e n  e i r i e s  29%-Ecks ,  d a s  e i n e m  Kege l .  
e c l i n i t t e  C2  e i n l i e s c h r i e b e n  i s t ,  a l l e  b i s  a u f  e i n  P a a r  i n  f e s t e n  P u n k -  
t e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e s  S c h n i t t p u n k t e s  d e s  l e t z t e n  P a a r e o  von  Gegen-  
s e i t e n  e i n e  G e r a d e .  

1 s t  d a s  Z n - E c k  e i o  S e c h s e c k ,  s o  f o l g t  d a r a u s  d e r  S a t z  v o n  Pas -  
c a l ,  i s t  e s  e i n  V i e r e c k ,  d e r  S a t z  v o n  P o l  u n d  P o l a r e .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



f )  Dlx3, D,x, u n d  B,2, g e h e n  d u r c h  d i e  P u n k t e ,  i n  d e n e n  
d i e  C i i r v e  T: v o n  i h r e n  R ü c k k e h r s t a n g c n t c n  a u s s e r  i n  d e n  
R ü c k k e h r s p u n k t e n  s e l b s t  g e s c h u i t t e n  w i r d .  

g) D i e  T a n g e n t e n  i n  d e n  E c k e n  d e s  D r e i e c k s  A,A,A, a n  
d e n  K e g e l s c h n i t t  K - i l d e n  e i n  D r e i e c k ,  d e s s e n  E c k e n  m i t  
d e n R i i c k k e h i . p u n k t e n  u n d  d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e n  d e r  D o p p e l -  
t a n g e n t e  d e r  C u r v e  q3 a u f  e i n e m  K e g e l s c h n i t t e  g e l e g e n  s i n d .  
Auf d e m s e l b e n  K e g e l s c h n i t t e  l i e g e u  a u c h  d i e  E c k e n  d e r  D r e i -  
e c k e ,  d e r e u  S e i t e n  d e n  K r g e l s c h n i t t  E2 i n  d e n  P u n k t e u  B,, B,, B, 
u n d  i n  d e n  P u n k t e n  il,, Il,, il3 b e r ü h r e n .  

Die Seiten des Dreiecks Cl C2 C3 schneiden weiter die Verlangerungeii 
der Seiten des Dreiecks x, x, x, in drei Punkten NI, N 2 ,  N , ,  die auf der 
Doppeltançente der Curve T23 gelegen sind. Ueber diese Gerade und 
namentlich die obigen Punkte N lassen sich ebenso eine Reihe von Siitzen 
aufatellen. 1st ferner die Curve !i"23 so beschaffen, dass die Doppeltangente 
derselben mit der unendlich fernen Geraden zlisammenf%llt, so tritt noch eine 
Reihe von metrischen Eeziehungen d a m ,  so ist z .  B. für diesen Fa11 allemal 

U.  S. W. 

Zum Schlusse brauchen wir kaum zu erwahnen, dass aus den hier 
entwickelteii Eigenschaften der behandelten Curve sich fur eine Curve 
drit,ten Grades mit Doppelpunkt, resp. isolirtem Doppelpuiikte, entsprechende 
Resultatc obne Wcitercs ableitcn lassen. 

S t u t t g a r t ,  im Nai 1892. 
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Iileinere Mittheilungen. 

1. Theorie und Versuche liber hydraulischen Druck. 

5 1. Lasst man Wasser aus einem offenen Gefiisse durch ein genügend 
langes und enges Rohr ausstromen und sind an dem letzteren verticale 
(oben offene) Manometer-Rtihren angebracht, so zeigen dieselben (unter 
günstigen Verhdtnissen) einen vom Gefasse gegen die Ausfiuss6ffnung hin 
abnehmenden Druck an, so zwar, dass die Oberfliichen eine vom Geflies 
weg abfallende Gerade bezeichnen. 

Dieser Versuch kann,  abgesehen von seiner Bedeutung für die IIydro- 
statik (heziehungsweise Hydraulik), aiich typisch genannt werden für 
den Galvanismus. So hat ihn vorigen Jahres auch F. B r a u n  in seinem 
hübschen ,gcmeinverstandlichen Experimentalvort,rage über clcktrische Kraft- 
übertragung und Drehetromu benutzt*; und ,  um eine iiltere Quelle an- 
zuf'ühren, F. N e u m a n n  sagteeY, dass die dabei zu Gruride liegende 
"Reibungskraft auch ' i n  anderen physikalischen Erscheinungen eine Rolle 
zu spielen scheint, wie z. B. bei der hydroelektrisclien Zersetzung in der 
galvanischen Kette". Rs erinnert dieser Ausspruch wohl zurück an das 
Jahr  1827, in welchern O h m ' s  ,galvenisclie Ketteu erschiencn ist. 

5 2. N e u m a n n  hat in diesen Vorlesungen sowohl den alten Stand- 
punkt vertreten von U a n i e l l  U e r n  o u l l i ,  dessen Hydrodyiiarnica vom 
Jahre 1738 er im 5 53 rühmend hervorhebt, als auch ,,die Cewegung der 

Flüssigkeiten in  engen Rtihren, die innere Reibungu berücksichtigt ( im 

5 58). Sein bedentcndst,er Schüler K i r  c h h a f f entwickelt in der 26. seiner 
30 Vorlesungen über ,Mechaniku dagcgcn nur vom letztcrcn Stmdpunkte 
aus, und zwar an die allgemeinen Gleiçhungen anknüpfend, den Werth 

für das in der Zeit 1 durch die seitliche Rohre n RV ausfliessende Wasser- 
volum, wobei p, und pl die an den beiden Manonieterli vom Anfange und 

Tübingen, L a u p p .  (In dieser Zeitschrift schon Seite 186 erwiLhrit.) 
** Einleitung in die theoretische Physik, Vorlesungeii von F. Neumann,  

herilusgegcloen von Pape. Leipzig, B. G. Teuhner. 1883. 
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Kleinere Mittheilungen. 49 _ ̂  ̂ _^_C-",__N--^----NNC- - ̂  . . ~ -. . 

Ende der Lange 1 abgelesenen Druckgrossen (einschlüssig der Erdbeschleuni- 
gung) und k den Reibungscoefficienten des Wassers bedeutet. 

Bezüglich der Dirriensionen stellt also Q vor: Lange in der dritten 
Potenz durch Zeit in der ersten; die beiden p sind im Naasse = Gewicht- 
System die Maasse mal Beschleunigung (g) durch Fliiche, und so entfallt 
für k  die Redeutung irn Gramm - Centimeter - Secunden - System 

Gramm 
Centimeter. Secunde 

Es  ist mir dabei folgendo Urnformung, im Sinne der im 5 1 er- 
wihnten Analogie, eingefallen : 

indem ich k c n  = 1 einführte. Wie Q die ,StromstarkeN in beiderlei Vor- 
giiugen bedeutet, so ist  der ganze Zahler des letzteren Bruches der 
absolute (nicht mehr auf die Flache 1 bezogene) wirksame Druck (die 
motorische Kraft) und der Nenner ist der ,WiderstandY, c  die ,Leitungs- 
fàhigkeit ". 

K i r c  h h O f f nennt in dem der obigen Gleichung unmittelbar folgen- 
den Texte p, den Druck in der R6hre bei ruhender Flüssigkeit. Dies 
würde nur gelten, wenn das Manometer a n  der besagten Anfangsstello der 
R o h e  wirklich die volle (hydrostatische) U6he Z auch wiihrend des Durch- 
fliessens durch die R6hre 1 einnahme. Also z. B., wenn die im Eingange 
des 5 1 erwshnte Gerade in der Oherflache des Gefiisses selbst endete (wie 
es auch die Figur von F. B r a u n  andcutet) und das Gefiiss selbst als das 
erste Manometer, am Anfange von Z, betrachtet wird. Vergl. 5 4 unten. 

Ferner nennt K i r ü h h o  f f  pl den Druck der Atmoaphlre. Dies gilt 
for die Ausfluss6ffnung der Ilolire selbst, wo also das betreffende Mano- 
meter die Hohe Nul1 zeigen müsste. 

Ich werde überhaiipt den Luftdriick, der oben in p,, und pl ein- 
gerechnet is t ,  weitcrhin nicht mehr einbcziehen, sondern mit p den be- 
treffenden bydraulischen Flüssigkeitsdruck allein bezeichnen. Dann muas 
irn K i r  c h  h O f f'schen Specialfall s ts t t  der Differenz po - p i  kurzweg p 
stehen, und irn allgemeinen Falle, dass man an irgend zwei um 1 von 
einander entfernten Stellen der Ausflussr6hre die Manometer angebracht 
hat,  die Druckdifferenz (p, -p , )  oder g ( h ,  - 7~,) D l  wenn g  die Erd- 
beschleunigung, h,, 72, die abgelesenen Manometerstiindo und D die Maasso 
der Volum -Einheit bedeuten. 

5 3. Ich werde nun die Gleichung des 5 2 ableiten; wenn diese Ab- 
leitung auch den elementaren Rahmen überschreitet, so mil1 ich sie doch 
auf so kurzem Wege,  nach dem Vorgange N e u m a n n ' s ,  aber noch kürzer, 
gcwinnen, dass man versucht sein konnte, die Ableitung elementar zu 
machcu. 

Zeitechrift f. Mathematik u. Physik. 38 .  Jahrg 18% 1 Hoft 4 
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Man setzt bekanntlich die Reibung der Fllissigkeiten flir die Flachen- 
einbeit gleich 

d v  Gramrn. Centimeter - k - . lZ  -- 
d Y Secunde2 

wo k der schon g~braucht~e  Coefficient, v Gcschwindigkcit uiid y die Ticfe 
bedeutet, nach welcher die Flüssigkeits - Schichten unterschieden werden. 
Es gehen daraus für  k die Dimensionen hervor wie im 5 2. 

Auf unser horizontales Ausfiussrohr vom Xadius R angewendet, sei T 
irgend ein kleinerer Radius. Ein dünner (dr)  und kurzer (dx)  Flüssig- 
keits-Holilcylinder reibt sich dann an seiner inneren Fliclie mit rascher 
strtimendem Fluidum, wird also beschleunigt dnrch die Kraft 

(2 ist selbst negativ , die ich vorilbergehend zur AbkGrrung mit T' hem ) 
beaeichne. An der iiusseren Mantelfiache dagegen, wo langsainer strornendes 
Fluidum, wird er vereogert dnrch 

d F  
F +  - d r ,  a r 
dF 

so dass die Verzogerungskraft - übrig bleibt. 
dr 

Die beiden Stirnflachen (2 n r dr)  des betrachteten Hohlcylinders er- 

leiden: die dem Gefiisse nahere den Druck p ,  die entferntere 
d P wo - auch negativ k t ,  für jede Fliicheneinheit. Also ist der Ueberdruck 
d x  

auf den Hohlcylinder 

Im s t a t i o n  ar e n Zustande, den wir allein behachten,  muss 

- .- d F  
d x cl r  7 " ) . d r  

d x . 2 n r d r  = - dr = - k 2 z d z  B -- 
dl -  dx  

sein ; man erhalt also 

Ua die rechte Seite keiu z enthalt, so ergiebt sich sogleich das Gesetz 
der geraden Linie vom Eingange des 5 1. Nach z integrirt uiid für x = 0, 
sowie fur x = Z die Werthe p,  und p, von1 Schlusse des 5 2 eingefuhrt, wird 

Die Differenxirung auf der rechten Seite ausaufiihren, ware ein Um- 
weg, der tiberdies iioch die ziinachst folgende Integration nach r schwieriger 
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erscheinen laesen k6nnte. Mit  r d ~  multiplici~t und integrirt ,  wird nimlich 
sogleich 

P t - P ,  r 2 - -  - . -  - d v 
z 2 

kr - + A ;  
d r 

d r 
und mit - multiplicirt und nochmals integrirt 

Y 

Die ~onç la r i t e  A muss Ku11 sein, da sonst für r = O eirie Unzulassig- 
keit entstande. Die Constante B ergiebt sich bei Flüssigkeiten, welche die 
innere Rohrenwand benetzen, aus der Erwtigiing v = O für r = R,  sodass 

p - p  RZ-r2 21=1.p 
k 1 4 

die inuerhalb a l  1 e r Rohrenquerschnitte g l  e i c h e , aber fü r  jeden vom 

P -92 .  ne max v  = 1- 
k l  4 

bis zu Null variirende Str6muugsgeschwindigkeit vorstellt. 

Führt man statt  dersclben die mittlere Geschwindigkeit med i l  cin, 
sodass in dei  Secunde das gleiche Ausflusçquantum Q des 8 2 resultirt, 
so erhiilt man aus 

R 

die Gleichung des 5 2 und 
1 

med v='rnax v ,  
2 

also das beliebteste arithmetische Mittel. - 
F ü r  nicht benetzeilde Flüssigkeiten ist das kleinste v ,  ich will es 

min v schreiben, von Null verschieden und es bestimmt sich B  aus der 
Gleichung (ftir p. gesetet R) 

--. - Pi-Pz "--k.wisa v + ~  
1 4 -  

und min v beschafft man sich aus der voranstehenden Gleichung, auch II 
d v 

statt  r sctzcnd und A =  O, indem man statt  der Reibung - 7c - setzt die 
d r 

Gleitung A .min v,  die man namlich auch in einfachster Annahme dem 
Geschwindigkeits-Unterschiede min v  minus Null (letetere bedeutet die 
Geschwindigkeit der Wand selbst) proportional setzt; A ist der Gleitungs- 
coefficient, der sich vom Reibungscoeffiçienten k in den Dimensionen durch 
den Exponenten 2 statt  1 fiir den Centimeter unterscheidet: 
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Mit Hilfe dieser beiden Cleichungen wird allgemein 

, p - p  R e - r S  v = L A  ,-- Pi -Pz Il! 
k i 4 +-- 2' A 1  

wo das neue Glied die kleinste Geschwindigkeit vorstellt. Jede Geschwindig- 
keit v' ist  um dasselbe grGsser als bzi der benetzenden Fltissigkeit, fur 

welche A unendlich gross anzunehmen ist. Aus besagtem Grunde braucbt 
man,  um ftir nicht henetzende Flüssigkeiten die Stronist,arke Q' zu be- 
rechnen, nur noch miva v. n R2 hinzuzufügen und erhalt: 

5 4. Wenn k e i n e R e i  b u n g  ware , oder man von dieser annliherungs- 
weise absehen darf,  so ist die Geschwindigkeit v in jedem Querschiiitte con- 
stant; im horizontalen Ausflussrohre (wo der Querschnitt vertical) also tiberall. 

Im Gcfassc dagegen ist die Geschwindigkeit auch für jeden (horizon- 
talen) Querschnitt constant, aber mit der Tiefe s unteï  der freien Ober- 
flache 8 des Gefiisseu n i m a t  das Quadrat der Geschwiudigkeit gemtiss dern 
Princip der lehendigen Kraft um 2 g z  zu. Man hat also, wenn Vo für die 
Oberfiiiche F, gil t ,  v und f für eine Tiefe z ,  V und F für die Tiefe LT 
der Ausflussofnung: po, V, = f. = F.  7 und 

ve-Yo2=2gz, v 2 - y ; = 2 g L I .  

Wenn f Z  klein gegon FO2 und auch F 2  klein gegen dasselbe, so fallt 
in  den beiden letzten Glcichungen Yo2 fort gegen va und Va. 

Wenn aber bei f ein oben offenes Manometer-Rohr angebracht ist, 
welches die Druckhtihe z'< z anzeigt, 80 kommt 

Die Gleichung v a  z = z - -  
2.Y 

wird mehrfach mit dem Wortlaute reproducirt: Die hydraulische HGhe ist 
kleiner als die hydrostatische um die Geschwindigkeitshohe ( v 2  : 29). N e u -  
m a n n  führt im 5 53 die Versuche D. B e r n o u l l i ' s  an,  wo II im Ge- 
fisse 115 Par. Linien hoch und unten ein nicht langes und sieben Linien 
weitcs Aueflussrohr wagerecht &smilndete; f und das Manometer hicrbei 
waren am Anfange dieses Rohres (ganz nahe dem Gefasse). Dann ist 

welche Gleichung von N e u m a n n  im 5 51 also unnothiger Weise mittclst 
h G h e r  e n  Calculs entwickelt -und im $ 53 bis zu der aquivalenten Form 

* Es wird also p - P durch 8' gemessen und n u r  indirect diirch ( I I - / ) .  
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------------------A-------------" A---- "-Y 

--- -- --- 

R e r n o  u l l  i wendete der Reihe nach als Ausfluçsoffnnngen F,, *;E':!, &Y F4 
Kreise an von den Durchmessern 

252 3,4 5, O 710 
und beobachtete irn Xanometer die Hiihe z', , zrZ Y f ing ,  zP4 

114,O 108,4 87, O 3,0, 

welche mit den nach der letzten Gleichiing berechneten f = 7'.-  ziemlich ( 4) 
gut stimmten. Ausgenonimen das heobachtete z',, das nach der theo- 
retischeli Formel NuIl werden soll; es k h n e  dies von der Reibung her- 
rühren (diese ist aber gerade im vierten Versuche von kleinstern Kinflnsse) 
und  ,vielleicht auch darin seinen Grund hahen, dass die Einfügung des 
Manometerrohres nicht ganx ohne kleine Cnebenheiten auszuführcn geweseu 
istY. Eine solche Storung zeigt auch mein Llterer Apparat,  von dem ich 
im nachsten Paragraph sprechen werde. 

Die Hbhen (H - z',), ( H  - i2) ,  (a - z',) , (11 - z',) sind also bei 
diesem Versiiche, wegen der Nahe des Nanometers am Gefiisse, soclass 
dis dazwischen liegende Reihnng unbedeutend i s t ,  als Geschwindigkeitsholien 
bezeichenbar; die H6hen z', , Y ,es, z ' ~  sind aber Widcrstands- oder 
Reibungahohen ftir die auf dem Wege von f nach den Ausflussfiffnungen 
FI, F2,  FS ,  E; noch zu überwindende Reibung. Die irn Eingange des 
5 1 besprochene Gerade wird ein solches ( H - z ' )  am Geftisse übrig lassen. 
So stellt auch P f a u n d l e r ' s  Lehrbuch in dem kurzen Texte zur ent- 
sprechenden Figur die Sache dar ,  nachdem er vorher eine empirische Formel 
ungenannter Herkunft angeführt hatte. Desgleichen M a c h  in seinem 
neuesten Leithden, wobei riur gemass 5 3 zu erinnern ist, dass niclit die v, 
sondern blos die med 1; überall im Rohre dieselbe k t .  Die Zeichnung von 
F. B r a u n  ( S .  Anm. I ) ,  bei welcher die genannte Gerade im Niveau des 
Gerasses mündet, ist somit auch im ersten. der vier Versuche von B e r  - 
n o u l l i  um eine Par. Linie ungenau. 

Ij 5. N e i n e  i i l t e r e n  V e r s u c h e * :  Der Apparat mit drei Manometer- 
rohren, den ich damals von meinem Vorarbeiter fertigen Iiess, genügte 
der Bedingung der xur Ausfluss~ffnung ahfallenden Geraden nicht, weshalb 
ich auf eine entsprcchende Abanderung bedncht war, die im ntichstcn Para-  
graph zur Sprache kornmen wird. Da er aber genügte, um eine liin- 
reichend genaue Uestimmung des Reibungscoefficienten k des Wassers aus- 
zuführen, so will ich ihn hier nochmals kurz besprechen. 

Gemass der Gleichiing des I j  2 darf man zii  diesern Zwecke nnr k und Q 
die Pliitze tauschen laesen. Mit 7 Centimeter Druckhohe vom Gefasse 
bis zum dritten Manometer (das erste und zweite stimmt weniger) wird 

* Repertorium der Phgsik v. J. 1887, Seite 567 o. f. Das erste Alinea und 
die letzten vier Zeilen Seite 569 kommen gemzes Oliigem in Wegfall. 
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Gramm 500 CentimeterS 
p ,  - p z  = g  . 7 . 1 = =  7000 - . und Z=30,  Q = -  

Ceutim. Sec." 37 Sec. 
R = 0,2 (Radius des Gummi - Pfropfens) ergab sich, 

Tc= 0,0108 (0,0105 p. 668 1. c.). 

Jenes Wasser batte 12O bis 15O. Bei O0 hat k fur Wasser nach 
Messungen Anderer als zweite Decimalstelle noch 1, aber an der dritten 
statt O schon eine bedeutende Ziffcr. 

Die erste (dem Gefiisse nschste) Manometerr6hre meines Apparates 
zeigte einen zu oiedrigen Wasserstarid, wie auch die zweite. Zwar be- 
folgten die WasserstLnde der zweiten und dritten Bohre eine abfalleude 
Gerade, aber nicht nach dem vorhin erwahnten Verhaltnisse 

- entsprechend 
7 

1 
%, sondern nur 

0 ,4  oder 0,5 
10 

1 

was ja nur der fünfte Theil des Vorigen wzre. 
Wenn von 7 noch ein Theil als Geschwindigkeitshohe (S. 5 4) abgeht 

(naeh mciner rechncrischen Schiitzung zwci Centimeter), so ist dafür M 
statt 0,2 nur aiif 0,2à zu erhohen. Es war auch das Rohr weiter als der 
Pfropfen und Rk ist wegen der vierten Potenz tiberhüupt der heikelste 
Punkt der Messung. Vergl. auch im 5 4 den Schluss des vorletzten Absatzes. 

5 6. M e i n e  n e i i e r e n  V e r s u ç h e :  Ich liess in Stützerbach eine 
Glasrohre von zehn Centimeter Weite mit drei Seitenrohren von je zehn 
Centimeter Abstand anfertigen. Sie fiel so aus ,  dass 1 = 11 Centimeter 
vom Mittel des einen Manorneterrohrej zum folgenden betragt. Die 
M a r  i o t t e'ache Flasche und der Gummipfropfen für das Ausflussrohr 
wurden beibehalten und das Manometer mittelst kurzen Gummischlauches 
mit ihr verbunden. Ich verzeichne nun folgende Versuche: 

1. Ausfiuss ohnc Manometer, mittelst kurzcn Schlauches von 0,75 Centi- 
nieter Weite. Q = 1 6  Centimeter3 in der Secunde; H = 7 ;  folglich 
v = /-= 120 ; aus 120 TC R2 = 16 wird 12 = 0 ,2  ; vergl. 3 5. 

II. Das Glasrohr (Manometer) mittelst kurzcn Schlauches angesetzt. 
Q  = 12. Die drei Druckrohren zeigten 

Dieser Versuch ha t  Aehnlichkeit mit demjenigen im 5 5, ist aber hin- 
sichtlich der eraten und zweiten Manometcrrolire schon besser, insofern 
wenigstens kein Ansteigen von der ersten zur zweiten Manometerrobre ein- 
getreten ist. 

III.  Mit einem kurzen Gumrnischlauche am Ausflu~sende ward Q= 13 und 

s', = 0,8 z', = 0,5 S.,= 012. 
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Jetzt ist die im Eingange des 5 1 geforderte Gerade vollstiindig. Sie 
schneidet ungefihr in der E h e  1 ,1 ,  oder in der Tiefe 5,9 unter dern 
geltenden Wasserspiegel der M a r  i O t t e'schen Flasche diese selbst ; also 

v =  J 2 . g 5 , 9 = 1 0 9  
und mit 1 0 9 . m R 2 = 1 3  

kommt R nahe 0 , 2 ,  sodass also für die Ausfiussmenge nur der Querschnitt 
des Gummipfropfens , nicht der grossere des Schlauches und Glasrohres in 
netracht kommt. Aber für  die Formel des 5 2 kornmt R nahe 0,4 znr 
Geltung vom Gummischlauch, wie ich, k=0,01 als bekannt vorausgesetzt, aus 

für x berechnete. 

IV. War 1 Meter Schlauch zwischen Flasche und Manometer, so stand 
letzterev mit seinen drei Rohren auf Null. Q = 1 0 , 4 ,  wenn der lange 
Schlauch gerade, und = $8, wenn e r  kreisrund gelegt war. 

V. War rlagegen der 1 Meter lange Schlauch hinter dem Manometer 
angefügt, so ergab sich Q = l u ,  wie auch das Mittel in IV. ,  und die drei 
Nanometer standen auf 

s', = $0 fi', = 2,5 z', = 2,2 ; 

es stimmt also die Differcnz der beiden letzteren mit III.; abgesehen von 
der kleineren Ansflussinenge; dieserhalb ist R etwas kleiner als in III.  an- 
zunehmen. Es ist auch der Schlauch enger als da3 Manometerrohr. In  
IV. traf auf das Manorneter sozusagen kein Widerstand mehr, in P. ein 
merkbarer. 

VI. Wio III., aber am Endo des kurzen Ausfluss-Schlauches ward ein 
Quetschhahn angebracht, der durch einen Feilkloben mit Blügelschraube 
zuerst mijglichst meit geoffnet gehalten wurde. Q = 12,8, also wenig kleiner 
als in III. Aber das Manometer zeigte in  allen drei Rohren denselben 
Stand, die (abfallen mllende) Gerade war merklich horizontal. 

VII. Eine Umdrehung der Flügelschraube: Q = I Q 6  und sf= l,5 in 
den drei Jianometerrohren. 

VIII. Zwei Umdrehungen: Q = 6,5 und z'= 49.  
IX.  23- Umdrehungen : Q = 0,90 und sf= 7. 
Letztere Angabe zeigt, wie auch das Q,  dass das Fliessen naho dem 

Aufhoren war. Wirklich fand mit drei Umdrehungen nur mehr ein Ab- 
tropfen statt. 

X. Ich habo drei solche Glas -Manometer anfertigen lnssen, deren eines 
bisber nur benutzt wurde, und sie jetzt alle drei eingeschaltet; dazwischen 
noch je einen Schlauch von 1 Meter Lange. Die je  drei Rijhren eines 
Manometers zeigten da,  wie nach den Vervuchen VI. und IX. um so leichter 
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voraus zu sehen war ,  densellien Stand. Aber vom ersten ziim zweiten und 
von da  zum dritten Manometer war die abfallende Gerade nm so deutlicher. 
E s  betrug die Hohcndiffercnz 2,5 Centimcter, was mit I II .  und V. liber- 
einstimmt, denu 0,3 dort zu 2,5 hier verhiilt sich uahe wie die Lange 
11 zu 100 dort und hier. 

5 7. Nachtrag zu $ 4. Wenn man daselbst V: nicht weglasst, wie 
es geschah, iim gleich auf N e u m a n n ' s  5 53 zu kommen, so wird 

d. h.: die hydraiilische Druckhohe ist kleiner als die hydrostatische uni die- 
jenige Hohe, welche deni Ueberschusse der Qiiadrate der Gescliwindigkeiten 
an der fraglichen Stelle und an der freien Oberfliiche entspricht. 

R i t t e r  setzt bei dieser Gelegenheit (Gleichung 1091 der fünftcn Auf- 
lage des Lehrbuches der technisclien Mechanik vom Jahre 1884) den F d l  
z'<IO& Meter etc., d. h. er spricht da vom Luftdrucke und als ob z' 
niemals negativ werden konue. Nun is t  aber in den $8 2 bis 4 oben der 
Luftdruck schon ausgeschieden, sodass e' und a nur Druckkrafte tropf- 
barer Flüssigkeiten darst,ellen. 

W e i s s  b a c  h's Lehrbuch der Ingenieur - und  asc ch in en - ~ l e c ~ a n i k  
(fünfte verbesserte und vervollstëndigte Auflage des ersten Bandes von 
H e r r m a n n ,  1874) schreibt iui 5 417 die Liydraulische Druckhohe mit 

p ,  : y  und die hydrostatische mit (71+po:  y). Da muss man also p,  als 
Gramm durch Centimeter%iind y als Gramm durch CentimeterS nehmen, 
welchem Missstande (Kraft und Masse durch dasselbc Gramm zu messen) 
N e u m a n n  in dem Ausdrucke vorbeugt, den ich gelegentlich meiner An- 
merkung im § 4 oben angeführt habe. Ferner lag es nahe genug, auch 
(p, : y )  durch L h g e  plus p,:  y zu geben, sodass p , :  y wie obeu hinausfillt. 

Endlich waren no& die Falle z'a'(0 zu erwahnen. Nrsterer t r i t t  an der 
Ausflusstiffnung ein und kann gemass der ersten Gleichung des 5 4 auch 
intermedisr zwiechen der Oberfliiche und Aiisflussmündung stattfinden. 
Letztcrer führt zuni Aspirator und dcr Wasserluftpumpe. 

A u g s b u r g .  Dr.  A.  KUKZ.  

IL Ableitung einer  neuen Formel  für den  Flikcheninhalt der Zone 
eines Rotationsellipsoidç. 

Zur  Bestimmung des Flacheninhaltes einer zwischen den I3reiten IJJ und rpl 

liegenden Zone des Erdspharoids benutzt man entweder einen viergliedrigen 
Ausdriick von endlicher Form, oder eine nach den Producten der Sinüs 
und Cosinus der Vielfachen von <p und cpl fortschreitende unendliche Reihe. 
D a  die Berecbnung nach der erstgedachten Formel in der Anwendung un. 
beyuem ist,  so findet man i u  den Werkeu über Geodssie in der Kegel 
nur  jene schnell convergirende Ileihe abgeleitet und die Werthe der in der- 
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selben vorkommenden Cocfficicnten für  ein b e s  t i m  m t e s Achsenvcrhiiltniss 
berechnet. Da aber diese Coefficienten selbst wieder unendliche Reihen 
sind , deren Glieder nach den Potenzen der Excentricitat forlschreiten , so 
ist es bei Annahme eines RII d e r  e n Achsenverhaltnisses in jedem Falie 
zeitraubend, diese Glieder numerisch zu bestimmen. 

Ich werde im Folgenden einen Ausdruck entwickeln, in  welcher die 
Coefficienten der Winkelfiinctionen von e n d  1 i c h e r Form und h 6 c h  s t 
e i n f a c h e m Bildungsgesetz sind, wodurch ihre Bcrechm~ng wesentlich er- 
leichtert wird. 

Bezeichnet man,  wie tiblich, mit a und b die Aequatorial- bezw. Yolar- 
halbachse und mit E die numerische Exccntricit%t, ferner mit cp und cp' die 
geographische bezw. geocentrische Breite eines Parallelkreises , dessen I-Ialb- 
messcr mit y und dessen Abstand vorn Aeqiiator mit z, go ha t  man 
hckanntlich für das Fliichcnclcment dcr Zonc: 

Aus der 
xiehungen : 

erhalt man 

Y - 
d x 

Gleichung der Ellipse und den für dieselbc geltenden Be- 

woraus folgt, 
a2 (1 - E ~ )  COS q sin <p d rp 

gay 3- p. 
(1  - E~ sifi (pz)B 

Nach Substitution dieses Ausdrucks in die Formel 1) geht dieselbe 
über in 

1 4 
2% ae (1- E') cos<pd<p dF=---- -. 

(1 - 9 s i n  

U m  dcm Nenncr die ftir den vorliegenden Zweck geeignetste Form zu 
verleihen, fiil-ire ich für E eine Grosse ein, welche durch die Gleichung 

defiiiirt ist. Hierdurch erhalt man xunachst: 

212 l - ~ P s i n c p ~ = = l  
2 %  + --y, cos 2 Ip . 

(l+n)' ( 1  + n )  
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1 
Wenn man den mit cos 2 9  ideiitisçhen Werth - ( e 2 i w  + e".i@) einselzt, 

2 
worin e die Basis des natürlichen Logarithmensystems und i = (7 
bedeuten , so ergiebt sich 

1+ 12" + ( e z i V  + e-'iYI 
1 - 2 sinq2 = - 

(1 + n)2 

und die Gleichung 1 a) nimmt die folgende Gestalt an:  

2) dF=2aPn(1-n2)%oscp(1+ne2iCp)-2(1+ne-zi<P)-zd1p. 

Verwandelt man die hierin enthaltenen Hinome in die bekannten 
Potenzreihen und führt die Multiplication beider auu, so findet man nach 
Mimination der irnagiuaren Formen für 

worin die Coefficienten A ,  B, C.. .  die folgenden Werthe haben: 

Die Coefficienten der in 3) enthaltenen Potenzen von n lassen ein ein- 
fachcs Bildiingsgesctz erkennen, indem sie als Glieder einer arithmetischen 
Progression zweiter Ordnung erscheinen , durch welchen Unistand die Sum- 
ruirung der Reihen für A ,  B ,  C ..., sowie für  A,, A,, A5 leicht aus- 
führbar ist. Vollzieht man gleich die Bildung der Summen fur die lefzt- 
genannten Grossen, 80 ergiebt sich für den allgemeinen Ausdruck derselben 

~ ~ - ~ [ t - ( t + ~ ) ~ - ~ ~ ( t - -  2-( t -1)r . j  
Azt-i = --. 

(1 - .";" 

3) , 

Wenn man hicrin der Folgc nach t = 1, 2 ,  3 ,  4.. . setzt und die so 

für A, ,  A,, As, AT. .  . erhaltenen Werthe in  Gleichung 4) siibstituirt, so 

' A =  1 +2.2n2+3.3n4 +4.4n"5.5n8 + G .  6n10+.-. 
B = 2% +2.3n3+3.4n5 +4.5fi7 +5.6n9 +(i. 712"+-.. 

6 = 3nY+2.4n4+3.5nG +4.6n8 +5.7n10+6. 8n12f 
D=4n3+2.5n5+3.Gn7 +4.7n9 +5.8n1'+6. 9n13+.-- 
E =  5 ~ 4 + 2 . 6 ~ ~ f i + 3 . 7 . n ~ 4 . 8 r . 1 ~ + 3 . 9 f i 1 2 + 6 . 1 0 n 1 4 + ~ ~ ~  

, . . . . . - I . . . . . . . . . . . . . . .  

Da allgemein 2cos~cos2trp=cos(2t+1) rp+cos(2t-1)cp i s t ,  so 
kann man,  mit Itticksicht auf das Vorstehende, das unbestimmto Integral 
der Gleichung 2) leicht in folgender Form darstellen: 
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stellt F den Flsicheninhalt der vom Aequator bis zur geographischen Breite rp  
reiclienden Zone dar. Für  die von der Breite cp,  bis rp sich ervtreckende 
Zone findet man hieraiis, wenn noch die Formel 

1 1 
sin ( 2 t  - 1 )  cp -sin ( 2 t - 1 )  cp 1 =2sin ( 2 t - l ) ( c p - p l )  cos -(2t-l)(rp+cpl) L 2 
berücksichtigt wird , 

I 4 rra" E'=-- 1 1 
[( L - nj2 sin 5 ( m  - m,) cos 2 (rp + 91) 

1 - n2 
12 3 3 

- - [ 9  '3n+n"ssin-(cp-cp,)cus~\cp+cp1) 
3 d - t  2 

n3 7 7 
--[4-5%-1z2(2i3n)]sinijq-cpi)cos-(rp+cp,) 

7 '2 2 

n4 9 9 + - [5 -6 n -n"3 - 4 a)]  sin ( r p  - 9,) cos &cp + Y,)  9 

Im Vergleich zu der bishcr angcwendtcn Reihenentwickclung zeigt die 
vorstehende eine bedeutende Vereinfachung der von PZ abhzngigen CoefG- 
cienten. Wie leicht nachzuweisen, ist der von der Breite unabl-iangige 
Theil des ersten Gliedes auch gleich 47dab. 

Nirnmt man nach W. l3 e s s e l  für  die Erddirnensionen die Werthe 

a = 6377 .XI7156 Kilometer, 
b = 6 3 5 6 . 0 7 8 9 6 3  , 
m = 0 .001674  184767 

an und setat den Fehler i n  a und b ciiier halben Einheit dcr sechsten 
Decimalstelle gleich, welche Genauigkeit indess uiemals in Wirklictikeit 
erreicht wird, so konnen alle ho  h e r  e n  Potenzen von r, als die dritte ver- 
nachlassigt werden, wodurch sich obiger Ausdruck ziisammenzieht in 

p z  -- 1 1 
4na2 [(l- ni2 sin 2 (cp - pl) cos (rp + m l )  
1-n2 - 

4n3 7 -- 7 
sin, (9 - rpl)  cos 2 (9n + r p , )  7 2 1 
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Bekanntlich ist für hestitnmte kartographische und katastrale Zwecke 
die Aufstellung von Sabellen erforderlich , welche ftir g e r  i n g u Breiten- 
intervalle die Fl~cheninhalte kleinerer Zonentheile (sphsroidischer Trapeze) 
enthalten. Zur Berechnung derselben ist die vorstehende Reihe ganz 
besonders geeignet, da man nur die ersten zwei oder drei Glieder derselben 
eu berücksichtigen braucht. Dagegen ist der Eingangs erwahnte und aus 
Gleichung 1 a) folgende endliche Ausdruck, riiimlich : 

weit weniger zur Berechnung geschickt, weil eine grossere Anzalil von 
Logarithrnen und deren Numeri zn hestiminen ist. Da ferner im Nenner 
des vorstehenden Ausdrucks die kleine Grosse E als Factor enthalten ist, 
so  wird ein Fehler in dem Coefficienten von 1 : 2 E M stark vergrossert 
und dadurch die Genauigkeit des Rechni~ngsergebnisses sehr beeintrachtigt. 

F ü r  s e h r  k l  e i n e  E würde iibrigens die Formel, wie man leicht 
erkennt, zur Berechnung unbrauchbar werden. 

Mit den oben gegebenen Zahlenwerthen habe ich für den Flkhen- 
inhalt der Zone berechriet: 

3 3 - 56 9007 , .66O sin, (cp - 9,) cos 5 (9 + y,) 2 
5 5 

857 , ,601 sin i<p - cp,) cos - (cp + <pl)  L 2 

wobei auch die v i e r t e n  Potcnzen von n. berücksichtigt sind. 
Diese Zahlen sind bis auf die letzte Stelle richtig und dürften den 

unter Zugrundelegung derselben Erddimensionen berechneten und ander- 
a e i t  angegebenen Werthen vorzuziehen sein, welche von den vorstehenden 
theilweise nicht unerhEblich rtbweichen. 

C h e m n i t z .  E. ROEDEL , Ober~fostassist. 
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III. Ueber ein neues Ausgleichnngsverhhren bei der  Aufstellung 
von Sterbetafeln. 

Zur Darstcllung der empirischen Zahlenreihen , welche die Beobuch- 
tungen iiber die Sterblichkeit des menschlichen Geschlechts ergeben, hat  
man rnannigfache blethoden gefunden. Die wiçhtigsten sind liekanntlich 
die analytische und die graphische. Wiihrend man jedoch bei der graphi- 
schen Methode mehr nach dem Gefühle ausgleicht, setzt man bei der ana- 
lytischen Methode bereits das Bestehen eines mathematischen Gesetzes vor- 
aus. Die Anzahl der Gleichungen, welche als Ausdruck des mathematischen 
Gesetzes der mensühliühen Sterblichkeit aufgestellt worden sind, ist  niüht 
gering, es sei nur hirigewiesen auf die Formeln, welche mit mehr oder 
weniger praktischem Werthe M o i  v r  e (Treatise of Annuities on Lives, 
London l724), 11 R m b e r t (Beitriige zum Gebrauche der Mathematik und 
deren Anwendungcn, dritter Theil l ï ïz ) ,  T h  O m a s  Y O u n g  (Philos. Srans. 
of tho R. Soc. of London for 1826), L i t t r  O w (Ueber Lebcnsvcrsicher- 
ungen und andere Versorgangsanstalten , Wien l8YZ'), Mo s e r  (Die Gesetze 
der Lebensdacer, Berlin 1839), G O m p  e r t z (Philos. Trans. for 182S), 
U a k e h a m  (Journal of the Institute of Actuaries, Jan. 1860) ,  L a z  larus 
(Ueber Mortalit~tsverhaltnisse und ihre Ursachen , Hamburg 1867), 
A m  t h o  r (Featprogramm der Kreiizschule zu Dresden , 11174) und W i t t  - 
s t e i n  (Das mathematische Geiietz der menschlichen Sterblichkeit , Hannover 
1883) abgeleitet haben. 

Der gewohnlichen analytischen husgleichungsmethode lie@ der Gedanke 
zu Grunde, dass es moglich i s t ,  die ganze Zahlenreihe der Sterblichkeits- 
beobachtungen vom S%uglingsaltcr a n  bis zurn hochstcn Greisenalter in 
einer mathematischen Formel als Function des Alters darzustellen. Ich 
mochte aber behaupten, dass man damit der Beobachtungsreihe grossen 
Zwang anthut und dass man bei einer derartigen Ausgleichungsweise 
gewisse Peinheiten, welche in der Aufeinanderfolge der beûbachtet,en Sterblich- 
keit nach dem Alter liegen, ganz verloren gehen lssst. Urn ein Beispiel 
anzuführen, betrachte man die Beobachtungen, welche der erste allgemeine 
Beamtenverein der osterreichisch - ungarischen Monarchie über das Absterben 
von untersuchten mbnl ichen  Leben veroffentlicht hat. In der Schrift ,,Der 
erste allgerueiue Beamtenverein der üsterreichisch . ungarischen Monarchie 
Wien 1890' '  kt die aus den Beobachtungen erhaltene Linie der Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten sowohl graphisch , als auch nach der G O m p e r  t z - 
Ma k e h a  m'schen Formel ausgeglichen worden. Obwohl die aus der 
Erfahrung genommenen Werthe der Sterbens -Wahrschcinlichkcitm in den 
Altern 50 bis 60 der Sterlilichkeitscurve einen wellenforrnigen Verlauf vor- 
schreiben, so ergiebt doch die analytische Ausgleichung einen stetig an- 
steigenden Curvenzug. 

I n  jüngster Zeit hak E d u a r  d S e l l i n g  in  einer Abhondlung ,,Ueber 
eine Formel ftir cmpirischc Zahlcnreihen , insbesondere zum Ersatz der 
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Sterbe - und Invaliditats- Tafeln" in C r  el1 e's Journal Rd. 106, eine neue 
Gleichung angegcben, mit Hilfe dcren es mSglich ist , empirische Zablen- 
reihen darzustellen. Die Anwendung derselben auf die deutsche Sterbe- 
tafel , mannliches Geschlecht, und auf die Tafel der Arbeitufahigen, ent- 
nommen aus S p i t z e r ' s  Anleitung zur Berecbnung von Leibrenten urd 
Anwartsohaften etc., ergiebt innerhalb gewisser Altersintervalle gute und 
brauchbare Resultate. Daraiis, dass auch diese Formel nur  jnnerhalb einer 
Reihe von Altersjahrcn befriedigt und zur Ausgleichung einer ganzen 
Sterbetafel miederholt angewendet werden muss, erkennt man wiederum, 
dass die Darstellurig der ganzen Sterblichkeitscurve durch e i n e  analytische 
Gleichung kaum von praktischem Werthe ist. 

Im Folgenden sol1 ein Ausgleichungsverfahren angegeben werdeu, mit 
welchem man durch Rechnung successive die Punkte der ausgleichenden 
Ciirve ails der beobachteten Sterblichkeitslinie finden und dabei doch den 
Besondcrheiten der vorliegendcn Stcrblichkeit überall Rechnung tragen kaun. 
Man kann annehmen, dass die in  ihrem ganzen Verlaufe transcendenk 
Sterblichkeitsciirve aus einzelnen St,ücken zuoammengesetzt ist ,  welche 
algebraiscl-ien Curven angehoren, sodass fur  diese einzelnen Stücke die 
Curve durch eine Gleichung von der Form 

darstellbar ist. Das Ausgleichungsverfahren beruht nun d a r i ,  dass man 
jcden Punkt der zu suchenden Curve so bestimmt, dass er der mittelste 
Punkt eines parabolischen Curvenstückes wird. Im Besonderen sei an- 
genommen, dass der gedachte Punkt  der mittelste von fiinf aufeinander 
folgenden Punkten sei, welche das Stück einer Parabel bilden. Unter 
dieser Voraussetzung muss folgenden fünf Gleichungen Genüge geleistet 
werden : 

Il y k " a + b . ~ k ~ c ~ ~ ~ k ;  k = l ,  2,  3 ,  4, 5. 

Die Bestimmung der Constauten a ,  b ,  c führt mit Hilfe der Methode 
der kleinsten Quadrate auf folgende drei, in  Bezug auf die Constanten 
linearen Gleichungen, in denen der Urnfang der durch das Zeichen Z an- 
gedeuteten Summation aus den Gleichungen 1) leicht zu ersehen ist 

Dieselben ergel~en 

wobei man bezeichnet mit 
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4) x l = x l ,  x 2 = x 1 + 1 ,  x , = x 1 + 2 ,  x , = x 1 + 3 ,  x , = x 1 + 4 .  

Setzt man 
5) x 1 + 2 = x ,  

so ist x gerade dasjeuige Alter,  zn dem man eine solche Sterbens - Wahr- 
scheinlichkeit y sucht, dass durch Einsetzen der Werthe U ,  6, c aus 3) 
die Parabel erfüllt wird 

y =  a + b . z  +c.x2 .  

Durch die Einführuug 4) und 5) aber erhalt die Nerinerdeterminaute A' 
den constanten Werth 700, wiihrend die Ziihlerdeterminanten ergeben 

2, = 

wobei gesetzt wird 
A = 5. (x2 + Gj2 - 73. (z2 + 2), 
B = x.(10x2 - 13), 
C = 5 . (x2-2) ,  

D = 20x2 $ 7 ,  
E = lOa. 

Jede Sterbens -Wahrscheinlichkeit y ergiebt sich nunmehr für das Alter 
x ans der Gleichung 

7 0 y =  { A . L ( y )  - B . . Z ( x . y ) +  C . L ( x 2 . y j ) -  

6) - s . { B . Z ( y )  -D.Z'(x.y) + E . Z ( x 2 . y ) ] +  
+ e 2 . { C . Z ( y )  - E . Z ( x . y )  + 6 . 2 ( x 2 . y ) } .  

Diese Determiuanten besitzen sehr einfache Werthe, wenn man bedenkt, 
dass die Grossen x in ihrer Aufeinanderfolge eine arithmetische Reihe 
erster Ordnnng bilden. I n  der That ist 

; AT= 5, Z(X), X(y) 

2 ( ~ ) 1  2(x2)1 = ( x . ~ )  

2 (zB) ,  Z(e"), Z(x2.y) 

Damit ist unsere Aufgabe gelost, und der erhaltene Punkt  x ,  y lie& 
auf einem Parabelstlicke, dessen Gleichung durch 6) dargestellt wird. Man 
kann daher diese Ausgleichungsweise als die parabolische Ausgleichungs- 
methode bezeichnen. 

Das angegebene Vcrfahren wurde gepriift an denjenigen Sterbens- 
Walirscheinlichkeiten , welche in der deutschen Sterbetafel , gegründet auf 

5, Z b ) ,  Z ( x 2 )  

qx), Z(x"), z ( x 3 )  

L ( x 8 ) ,  Z(x3), Z(x4) 

. 
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die Sterblichkeit der Reichsbevolkernng in den zehn Jahren 1871172 bis 
1880/81, für das rninnliche Geschlecht enthalten sind (Monatshefte zur 

Statistik des Deutschen Reichs, Novembcrheft 1887). Das Ergebniss dieser 
Ausgleichung ist auszugsweise iii Spalte 4 der folgenden Tabelle wiedergegeben. 

Al te r  

- 
1 

O 
4 
8 

19 
16 
20 
24 
28 
3 2 
56 
4 (1 
44 

Unaua- 

geglichoue 
Etorhons- 

Wahrschc in  

lichkoitau. 

F ü r  die praktische Anwendung 
merkungen zu machen. 

Unaus- 

geglichono 
Sterùons- 

Nahrs choin 

liïhkeiteri 

2 

0.01960 
2387 
2979 
3866 
3155 

6960 
9 i6L  

13067 
17585 
23178 
28661 

Luspaglichon~ 

Btnrbens- 

Wiilirechein- 

l ichkeiten 

des 

Nonatshefts. 

Y 

0.01941 
2371 
2956 
3820 
5118 
6942 
9489 

12963 
17 k i 8  
22900 
2H852 

-- 
-- - 

Kach der 
~arabolischsn 

Nuthude 
.usgcglichonc 

Stcrùore- 
Wührschoin- 
liahkcitsn. 

4 

0.019~10 

2370 
2938 

3829 
5159 
6896 
9408 

13192 
17600 
25027 
28268 

der Methode sind noch folgende Be- 

Wenn die unausgeglichene Zahlenreihe der Sterbens-Wahrscheinlichkeiten 
in  ihrer Aufeinandeifolge grosse Unregelmassigkeiten zeigt, so thut man 
gi i t ,  vo r  Beginn der Ausgleichung eine Ordnung der Zahlenreihe derart 
einzuftihrcn, daçs man aus fünf aufeinanderfolgenden Werthen das arith- 
nietische Mittel bildet und dieses an Stelle des mittelsten der genommenen 
Werthe einsetzt und erst auf die so geordnete Zahlenreihe das Ausgleichungs 
verfahren anwendet. 

Ila die Grossen A ,  B,  C, D und E von x allein abbangen, so sind 
sie unabhiingin von der jedesmaligen Beobachtung und konnen für jedes 
Alter x von vornherein berechnet werden. Ausserdem bat man sich nur 
eine Tahelle fur die drci Summen L(y) ,  Z'(x.9) und X ( x ?  y) aufzustellen. 

D r e s d e n .  Luuwra ANTON. 
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Darstellung der Curven dritter Ordnung und Classe 
aus zwei Reciprocitaten. 

Von 

Dr. CHR. BEYEL 
in Zdrich. 

A. Allgemeine! Satze und Definitionen. 

1. Wir gehen von einem Dreieck A B C ( a  bc)  und einem Punkte P 
seiner Ebene aus. Wir construiren durch P eine Gerade p ,  welche mit  
den Strahlen aus P naçh A B C  in  vorgeschriebener Ileilienfolge ein ge- 
gebenes Doppelverhiiltniss A bildet. Es sei alro ( P A ,  P B ,  P C ,  p) = A. 
Dann schneidet - wie wir anderen OrtesX bewiesen haben - die Gerade p 
aus den Seiten a b c  des Dreiecks AB C drei Punkte Pa PU Y,, für welche 
(Pa Pb P, P) = A. Sornit wird durch A B C  ( a b c )  und A jedcm Punkte P 
der Ebcne eine Gerade p durch P eindeutig zugeordnet und jeder Geraden p 
einer ihrer Punkte. 

W i r  b e z e i c h n e n  d i e s e  s p e c i e l l e  R e c i p r o c i t i i t  m i t  ( A , B , C A ) .  
A B C  s e i e n  d i e  G r u n d p u n k t e ,  a b c  d i e  G r u n d l i n i e n  d e r  R e c i -  
p r o c i t a t .  

An dern citirten Orte zeigten wir ferner, dass in der definirten Reci- 
procit5t den Punkten einer Geraden g die Tangenten eines Kegelschnittes 
entsprechen. Derselbe hat a b c  zu Tangenten und wird von g in dern 
Punkte G berührt ,  welcher g entspricht. Den Strahlen eines Biischels mit 
dern Scheitel Cr correspondiren die Pnnkte eines Kegelschnittes durch 
ABCG,  der in G von g bcrührt wird. Daraus folgt,  dass der Schnitt- 
punkt S von zwei Geraden p ,  y ,  welche P, Q ,  entsprechen, mit  diesen 
Punkten und A B C  auf einem Kegelschnitt liegen muss. Die Tangente s, 
welche in S diesen Kegelschnitt berührt,  entspricht dern Punkte S. Der 
Verhindungslinie v der Ponkte PQ entspricht der Rerührungspnnkt V von 
v mit dern Kcgelschnitt, welchcr a b c p g v  zu Tangenten bat. Mit Hilfc 
von diesen Satzen konnen wir mit dern Lineal in der definirten Reciprocitiit 
zusammengeh5rige Elemente construiren. 

* Ceber eine ebene Reciprocitit und ihre Anwendung auf die Curventheorie. 
Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. XXXI, S. 147. 

Znitoclirift f.  Mathouiatik u. Phy;iik. 38. Jal irg.  1393. 2. HefL. 5 
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2. Wir wenden uns zu dem Kegelschnittnetz, welches ABC zu 
Grundpunkten hat. P sei ein Punkt seiuer Ebene. Dann geht durcli P 
ein bestimmter Kegelschnitt P4 des Netzes von der Ar t ,  dass die Strahlen 
von irgend einem Punkte des Kegelschnittes nach A B C P  in vorgeschria 
hener Reihenfolge ein gegebenes Doppelverh%itnias A bilden. Pz wird. in P 
von derjenigen Gcradcn p berührt,  welche dcm Punkte P i n  der Recipro- 
citat ( A B  CA) entspricht. 

Den Kegelschnitten des Netzes durch ABC stehen diejenigen der 
Schaarschaar çegenüber, welche a b c  zu Tangenten haben. Unter diesen 
Kegelschnitten giebt es je einen, welcher eine beliebige Gerade p berührt 
und dessen Tangenten ans abcp  vier Punkte von vorgeschriebenem Doppel- 
verhaltniss A  schneiden. Diesel- Kegelschnitt berührt p in dem Punkte P, 
welcher p in der Reciprocitat ( A B C A )  entspricht. 

Nach dem Gesagten konnen wir durch ABC (ab c i  und A jedem Punkte 
P der Ebene einen Kegelschnitt PZ zuordnen, welcher durch P geht und 
jeder Geraden p einen Kegelschnitt P2, der p berührt. 

W i r  b e z e i c h n e n  d i e s e  s p e c i e l l e  q u a d r a t i s c h e  T r a n s f o r -  
m a t i o n  m i t  (ABCA)2 .  

Zeichnen wir in dieser Transformation zu zwei Punkten PQ die ent- 
sprechenden Kegelschnitte PV2, 80 mtissen diese ausser ABC noch einen 
Punkt V gemeinsam habcn, der auf der Verbindungslinie v von P und Q 
l iegt; denn nur in diesem Falle k6nnen die Strahlen aus V nach ABC 
mit dem Strahle nach P dasselbe Doppelverh%ltniss A bilden, wie mit dem 
Strahle nach Q. Wenn aber v mit diesen Strahlen das DoppelverhLltniss 
A bildet, so ist 7 der entsprechende Piinkt zu v in der Reciprocitnt (ABCA) .  
E r  ist also von der Lage der Punkte F, Q auf v unahhangig. Dnraus 
schliessen wir,  d a s s  a l l e  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  i n  (ABCA)e  dan 
P u n k t e n  e i n e r  G e r a d e n  v e n t s p r e c h e n ,  e i n  B i i s c h e l  bilden. 
ABCP s i n d  s e i n e  G r u n d p u n k t e .  

Die duale Ueberlegung führt zu dem Sclilusse, d a s s  d e n  Geraden  
e i n e s  B ü s c h e l s  i n  d e r  T r a n s f o r m a t i o n  ( A B C A ) 2  d i e  Kegel- 
s c h n i t t e  e i n e r  S c h a a r  z u g e o r d n e t  s i n d .  Sie hat  a b c  zu gerneln- 
samen Tangenten und fernet die Gerade g ,  welche dem Scheitel G des 
Büschels in der Reciprocitat ( A R C A )  entspricht. 

Sei P z  ein beliebiger Kegelschnitt des Netzes mit den Grundpunkten 
ABC,  so cntspricht er in (ABCA)z  einem seiner Punkte P. Wir finden 
deneelben, indem a i r  ails irgend einem Punkte T von P h n a c h  A B C  
Strahlen zielien und einen Strahl 1 nach der Uedingung ( 2 ' 8 ,  T B ,  Y'C, t )  = A  
construiren. E r  schneidet Pz ein zweites Mal in P. Nun ist nach Con- 
struction t die entsprecheude Linie zu T in der Reciprocitat (ABCA). 
Folglich müssen alle Geraden, welche den Punkten von P2  in dieser 
Reciprocitat zugeordnet sind, durch den Punkt  P gehen, dem Pz in (ABCA)'  
entspricht. 
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Der duale Gedankengang zeigt uns ,  wie wir die Tangente p finden, 
welche einem Kegelschnitt P, der Scha,arscliaar mit den Grundlinien a b c  
entspricht. p ist d t r  Ort aller Punkte,  die den Tangenten von P2 in der 
Reciprocitiit ( A B  CA) correapondiren. 

3. Wir untersuchen jetzt,  wie sich die definirten Verwandtschaften für 
die Ecken und Seiten des Dreiecks A B C  specialisiren. 

Fallt der Punkt P mit einer Ecke A zusarnrnen, so kb'nnen a i r  jede 
Gerade durch A a19 einen Strabl PAauffassen. F o l g l i c h  e n t s p r e c h e n  
i n  d e r  R e c i p r o c i t s t  ( A B C A )  e i n e m  G r u n d p u n k t e  d i e  G e r a d e n  
d i i r c h  i h n .  

Der Kegelschnitt, welcher A in  ( A B C A ) 2  entspricht, hat in A cinen 
Doppelpunkt und zerfillt daher in A B  und AC. Allgemein heisst dies: 
E i n e m  G r u n d p u n k t e  c o r r e s p o n d i r e n  i n  d e r  T r a n s f o r m a t i o n  
( A B C A ) '  d i e  G r u n d l i n i e n  d u r c h  i b n .  

Einer Geraden p durch A entspricht in ( A B  C A )  "in Kegelschnitt, 
der a b c  und p berührt. Folglich zerfiillt er in zwei Punkte, deren einer 
A ist. I m  anderen - E - müssen sich die Geraden schneiden, welche in 
der Reciprocitat ( A B C A )  den Punkten von p entsprechen. E liegt also iu 
a und wird gefunden, wenn wir u mit einer Geraden h schneiden, welche 
einem beliebigen Punkte H von p correspondirt,. Dann ist (HA,  UB,  
HC, h )  = A .  Schneiden wir dieses Büschel mit a und sei P, der Schnitt 
von p mit; a ,  so ist ( P U B  CE) = A. 

Die dualen Beziehungen lauten: E i n e r  G r u n d l i n i e  e n t s p r i c h t  i n  
( A B C A )  j e d e r  i h r e r  P u n k t e .  D e r  K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  i n  
( A B C A ) 2  e i n e r  G r u n d l i n i e  c o r r e s p o n d i r t ,  z e r f i i l l t  i n  d i e  z w e i  
G r u n d p u n k t e ,  w e l c h e  a u f  d e r  G r u n d l i n i e  l i e g e n .  Einem Punkte 
P von a entspricht ein Kegelschnitt, der in  zwei Gerade ausartet. Die 
cine ist a. Die andcro e ist  der Ort aller Punktc, welche in ( A B  CA) 
den Geraden durch P entuprechen. Sie geht durch A und wird nach der 
Relation ( A P ,  b ,  c ,  e) = A construirt. 

4. Wir fübren zum Schlusse die Bestimmungsart von (ABCA) in 
eine neue Form über ,  welche uns gestattet, zwei der Punkte A R C  als 
conjugirt ilnaginare anzuiiehmcn. Pl p und G ,  g seien entsprechende Paare 
von ( A B C A ) .  Dic Schnittpunkte v o n p  und g mit a b c  seien resp. YaPbPc 
und G, Gb G,; dann ist nach Definition: (Pa&, P,P)  = A = (Ga &G,G). 
Projiciren wir diese zwei Griippen aus A ,  so erbalten wir projectivische 
Büschel, welche b ,  c zu Doppelstrahlen und die Geraden A P , ,  A P; AG,, 
A G  zu entsprechenden Paaren haben. Wir  konnen somit die Reciprocitiit 
( A B  C A )  auch in folgcnder Weise bestimmen : 

Wir geben einen reellen Punkt  A und eine reelle Gerade a. A rnachen 
wir zum Scheitel von zwei projectiviscben Btischeln. Coristruiren wir in 
dieseu zum Strahle AI' den entsprechenden, so trifft er a in einem Punkte 
von 1'. I n  den Doppelstrahlen der Rüschcl licgen die Punkte BC. Diese 
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konnen also imaginar werden. Mit ( A B C A )  is t  auch ( A B  CA)' bestimuit. 
Werden B und C imaginar, so gehen die Kegelschnitte des Netzes durch 
die definirten imaginaren Punkte B ,  C. Die Kegelschnitte der Schaarschaar 
berühren die irnaginiiren Geraden A R ,  AC. 

/B. Curven dritter Ordnung und  Classe. 

a) D a r s t e l l u n g  a u s  z w e i  R e c i p r o c i t a t e n .  

1. I n  derselben Ebene seien zwei Reciprocitaten ( A B  C A ) ,  (A, B1 Cl A,) 
und damit zwei quadratische Transformationen ( A B  CA)2, (A, B, Cl Al)2 
gegeben. P sei ein beliebiger Punkt der Ebene. Ihm correspondirt in 
jeder Transformation ein Kegelschnitt. Wir  aollen zwei solche Kegelschnitte 
entsprechende nennen. Sie haben ausser P noch drei gemeinsame Pnnkte 
XPZ.  W i r  bezeichnen sie a l s  d a s  z u  P c o n j u g i r t e  P u n k t e t r i p e l .  

W i r  leiten einige Eigenschaften der Punktetripel ab. 
VerLinden wir eine Tripelecke X mit P und den Grundpunkten der 

Heciprocitiiten, so ist nach Definition (X. A B C P )  = A und (X. A,B,C,P) = A , ,  
das heisst: e i n e r  T r i p e l e c k e  X e n t s p r i c h t  i n  d e n  R e c i p r o c i t a t e n  
( A B C A )  u n d  (A,R,C,A, )d ie  n a m l i c h e  G e r a d e .  Darausfolgt weiter: 
E i n e r T r i p e l e c k e  e n t s p r e c h e n i n  d e n T r a n s f ~ r m a t i o n e n ( A B C A ) ~  
u n d  (A1B1ClA1)2 K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  s i c h  i n  d e r  T r i p e l e c k e  
b e r  fi h r  e n .  Diese Kegelschnitte schneiden sich aber in dem Punktetripel, 
welches zu X conjugirt ist;  folglich ist X eine Ecke des Tripels, das 
beisst: J e d e  T r i p e l e c k e  i s t  e i n m a l  z u  s i c h  s e l b s t  c o n j u g i r t .  

Construiren wir zu allen Punkten der Geraden X P  in ( A B C A ) 2  und 
(A ,  B, Cl Al)Z die entsprechenden Kegelschnitte, so bilden sie zwei Büschel, 
Jedes derselben ha t  den Punkt X, welcher der Geraden X P  in den Reci- 
procitaten ( A B  C A )  und (A, B, Cl A,) entspricht, zu einem Grundpunkte. 
Also gehort X allen Punktetripeln an, welche zu den Punkten der Geradeu 
.- 

X P  conjugirt sind. Mit anderen Worten will dies sagen: J e d e  T r i p e l -  
e c k e  X i s t  z u  u n e n d l i c h  v i e l e n  P u n k t e n  c o n j u g i r t .  S i e  l i e g e n  
a u f  d e r  G e r a d e n ,  w e l c h e  d e m  P u n k t e X  i n  d e n  R e c i p r o c i t s t e n  
( A B C A )  u n d  (A,RICIA, )  e n t s p r i c h t .  Daraus folgt: I r g e n d  zwei  
T r i p e l e c k e n  s i n d  z u  d e m  P u n k t e  c o n j u g i r t ,  i n  w o l c h e m  s ich  
d i e  G e r a d e n  s c h n e i d e n ,  d i e  d e n  T ï i p e l e c k e n  i n  ( A B C A )  und 
(A,B,C,A,) e n t s p r e c h e n .  Weiter folgt: D r e i  T r i p e l e c k e n  g e h o r e n  
d e m  n i i m l i c h e n  P u n k t e t r i p e l  a n ,  m e n u  d i e  G e r a d e n ,  w e l c h e  
d i e s e n  E c k e n  i n  ( A B C A )  u n d  (A,R,C,A,)  e n t s p r e c h e u ,  s i c h  in  
e i n e m  P u n k t e  t r e f f e n .  

2. Wir  fragen nach dem Orte aller Tripelecken. 
Sei p eine beliebige Gerade, so erhalten wir die Tripelecken , welche auf 

p liegen, in  folgender Weise: Wir construiren zu den Punktcn von p in 
den Reciprocitaten ( A B  C A )  und (AI B, C, A,) die entsprechenden Geraden. 
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Sie umhtillen zwei Kegelschnitte Ke, El e. Es sind die Kegclschnitte, welche 
der Geraden p in den Transformationen ( A B  CA)%nd (Al B, Cl A,)%nt- 
sprechen. p ist eine Tangente beider Kegekchnitte. Jede der drei übrigen 
gemeinsaffien Tangenten entspricht in  ( A B C A )  und (A, B, Cl A,) deasclben 
Punkte auf p. Also ist dieser eine Tripelecke. Auf p liegen soffiit drei 
Tripelecken und da p eine beliebige Gerade war,  so schliessen wir: 

D e r  O r t  a l l e r  T r i p e l e c k e n  i s t  e i n e  C u r v e  d r i t t e r 0 r d n u n g C 3 .  
Nach dem, was oben über die Tripclecken bewicsen wurde, llisst sich 

die Entstehung von CS auüh so aussprechen: C o n s t r u i r e n  w i r  i n  d e n  
z w e i  R e c i p r o c i t a t e n  ( A B  CA) u n d  (A,B,C,A,) d i e  P u n k t e ,  d e n e n  
d i e  n i i m l i c h e n  G e r a d e n  e n t s p r e c h e n ,  s o  e r h a l t e n  w i r  e i n e  C3; 
oder: D i e  e n t s p r e c h e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  d e r  T r a n s f o r m a t i o n e n  
( A B C A ) 2  u n d  (A,B,C,A,)2 s c h n e i d e n  s i c h  - a u s s e r  i m  P u n k t e ,  
dern s i e  z u g e o r d n e t  s i n d  - n o c h  i n  d r e i  P u n k t c n  e i n e r  C3; 
oder: C o n s t r u i r e n  w i r  i n  d e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  ( A B C A ) % n d  
(A,B,ClAl)2 d i e  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  e i n a n d e r  i n  i h r e n  e n t -  
s p r e c h e n d e n  P u n k t e u  b e r ü h r e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e r  B e r t i h r u n g s -  
p u n k t e  e i n e  C3- 

Es kann niin vorkommen, dass von den drei Punkten eines Punkte- 
tripels zwei oder drei zusammenfallen. Dann müssen sich die Kogcl- 
schnitte, die sich in den Transformationen entsprechen und ein solühes 
Tripe1 gerneinsam haben, entweder berühren oder osculiren. Wir  sagen 
daher : 

D i e j e n i g e n  e n t s p r e c h e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  v o n  ( A R C A ) 2  
u n d  (A,B,ClA,)2, w e l c h e  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  b e r t i h r e n  o d c r  
o s c u l i r e n ,  d e r n  s i e  n i c h t  z u g e o r d n e t  s i n d ,  b e r t i h r e n  o d e r  o s -  
c n l i r e n  i n  d i e s e n i  P u n k t e  d i e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g .  

3. Durch die Geraden p der Ebene werden die Kegelschnitte von 
(ARCA)\nd (A,  R,C, A,)2, einander eindeutig zugeordnet, das heisst 
jedcr Geraden entspricht in der einen und andcren Transformation ein 
Kegelschnitt. Je zwei solche Kegelschnitt,e haben ausser p drei gemein- 
same Tangenten q ,  r,  S. Sie stehen dern Punktetripel dual gegeuüber, 
von dern in 1. die Rede war. W i r  n e n n e n  d a h e r  q r s  d i e  S e i t e n  d e s  
z u p  c o n j u g i r t e n  L i n i e n t r i p e l s .  Seine Eigenschaften sind die dualen 
zu denen des Punktetripels. Folglich gehen durch jeden Punkt P der Ebene 
drei Tripelseiten. Sie sind die Verbindungslinien von P mit drei gemein- 
saman Punkten X P X  der zwei Kegelschniite, welche dern Punkte P in 
den Transformationen ( A B  CA)2 und ( A ,  B, Cl A,)2 entsprechen. Daraus 
folgt, d a s s  d i e  T r i p e l s e i t e n  e i n e  C u r v e  d r i t t e r  C l a s s e  C, u m -  
h ü l l e n .  S i e  i s t  d i e  E n v e l o p p e  d e r  L i n i e n ,  w e l c h e  d e n p u n k t e n  
v o n  C3 i n  d e n  R e c i p r o c i t a t e n  ( A B C A )  und(A,B,C,A,)entsprechen.  

Wir wollen einen Punkt  P von C3 und die ihm in ( A B C A )  und 
(ALBICIAL) entsprechende Gerade p zusammengehtirende Elemente von C" 
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und G, nennen. Dann ergiebt sich ails l. fur den Zusammenhmg von 
Punktetripel und Linientripel: 

D i e  T r i p e l s e i t e n ,  w e l c h e  z u  d e n  E c k e n  e i n e s  P u n k t e t r i p e l s  
g c h o r e n ,  e c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e .  D i e  T r i p e l e c k e n ,  
w e l c h e  zn  d e n  S e i t e n  e i n e s  L i n i e n t r i p e l s  g e h b r e n ,  l i e g e n  in 
e i n e r  G e r a d e n .  Darauv folgt f i r  die Curven C3 und Cs: V o n  den 
T a n g e n t e n  d e r  C u r v e  d r i t t e r  C l a s s e ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  E c k e n  
e i n e s  P u n k t e t r i p e l s  d e r  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  g e h e n ,  s c h n e i -  
d e n  s i c h  d r e i  i n  e i n e m  P u n k t e .  A l s o  u m h ü l l e n  d i e  a n d e r e n  
s e c h s  e i n e n  K e g e l s c h n i t t .  Fcrner:  D i e  T a n g e n t e n  d e r  C u r v e  
C,, w e l c h e  e i n e m  L i n i e n t r i p e l  a n g e h o r e n ,  s c h n c i d e n  d i e  C u r v e  
d r i t t e r  O r d n u n g  i n  d r e i  P ~ i n k t e n  e i n e r  G e r a d e n .  A l s o  l i e g e n  
d i e  s e c h s  a n d e r e n  S c h n i t t p u n k t e  a u f  e i n e m  K e g e l s c h n i t t .  

b) L i n e a l c o n s t r u c t i o n e n  v o n  P u n k t e n  u n d  T a u g e n t e n .  

4. Wir  heben ausgezeichnete Elemente von C3 und C ,  hervor. 
Einer Seite - etwa a - des Dreieeks A R C  entsprieht, in der Reci. 

procitat ( A B G A )  jeder Purikt von a (8.3). Zeicihnen wir zu dieser Seitc 
den entsprechendeu Punkt in ( A I B , C I A , ) ,  eo muss er der Linie a in 
beiden ReciprocitPcen correspondiren. Also liegt er auf C" Indem wir 
diesen Schluss für alle Grundlinien der lleciprocitaten ziehen, folgt: Con. 
s t r u i r e n  w i r  z u  e i n e r  S e i t e  d e s  G r i i n d p i i n k t d r e i e c k -  d e r  e i n e n  
R e c i p r o c i t a t  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t  i n  d e r  a n d e r e n ,  so 
l i e g t  e r  a u f  C3. 

Dieso Construction führt zu sechs Punkten der C3. Wir wollcn dic- 
selben je nach ihrer Lage auf a b c ,  a,b,c, mit ALB"C" und A,*B,V,*  
bezeichnen und die S t e r n p u n k t e  d e r  R e c i p r o c i t i i t e n  nennen. Zu 
jedem Grundpunkte gehort also ein ihm gleichnaniiger Sternpunkt. 

Wir  k6nnen die Sternpunkte auf eine zweite Weise ableiten. 
Dem Punkte A entsprechen in der Transformation ( A B  CA)2 die Geraden 

A B ,  AC ( A .  3). Zcichnen wir dcn Kegelschnitt, welcher dem Punhte A 
in (ALBI Cl A,)%orrespondirt, so muss er A B  und A  C in drei Punkten 
von CJ schneideri. Der eine ist A. Die zwei andereu sind die Sternpunkte B" 
und CA:. Daraus folgt allgemein: D i e  G r u n d p u n k t e  d e r  T r a n s f o r -  
m a t i o n e n  l i e g e n  a u f  C3. C o n s t r u i r e n  w i r  a u  e i n e m  G r u n d p u n k t e  
d e r  e i n e n  T r a n s f o r m a t i o n  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  K e g e l s c h n i t t  in  
d e r  a n a e r e n ,  s o  l i e g e n  a u f  ih rn  d i e  z w e i  S t e r n p u n k t e  d e r  e r s t e n  
T r a n s f o r m a t i o n ,  w e l c h e  n i c h t  z u  den1 e r w i i h n t e n  G r u n d p u n k t e  
g l e i c h n a m i g  s i n d .  S i e  b i l d e n  m i t  d i e s e n i  G r u n d p u n k t e  e i n  z u  
i h r n  c o n j u g i r t e s  F u n k t e t r i p e l .  

Die duale Ueberlegung zeigt, dass die Grundlinien und die secht: 
~ i ~ i ~ ~  a .!;b al" bl+c,': (Sternlinien) , welche den resp. Grnndpunkten 

einer Reciprocitat in der anderen entsprechen, Tangenten von C, sind. 
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Kennen wir die Sternpunkte, so finden wir ans ihnen die Sternlinien nach 
der Bemerkung, dass zwei Sternlinien mit der Grundlinie, welche die 
auf den Sternlinien liegendcn Grundpunkto vcrbindet, ein Linientripel 
bilden. Dasselbe ist zur Grundlinie conjugirt. C o n s  t r u i r e n  w i r  a l s  O 

e i n e n  K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  d i e  G r u n d l i n i e n  d e r  e i n e n  B e c i -  
p r o c i t a t  u n d  e i n e  G r u n d l i n i e  d e r  a n d e r e n  irn z u g e h o r i g e n  
S t e r n p u n k t e  b e r ü h r t ,  so  s i n d  d i e  T a n g e n t e n ,  w e l c h e  a u s  d e n  
G r u n d p u n k t e n  d i e s e r  G r u n d l i n i e  n o c h  a n  d e n  K e g e l s c h n i t t  
g e h e n ,  z w e i  S t e r n l i n i e n .  

5. Wir suchen jetzt die Punkte von C3, welche auf den neun Ver- 
bindungslinien von je einem Grundpunkte der einen und anderen Reci- 
procitat liegen, sowie die dualen Tangenten von Cs. Sei A A, eiue solche 
Verbindungslinie, so entsprechen ihr in ( A B  CA)' und (A, B, C, A,)2 Kegel- 
schnitte, welclie in  zwei Punkta A E  und A, El zerfallen (A. 3). Der 
Puukt E des ersten Kegelschnittes wird gefunden, indem wir zu i&nd 
einem Punkte -- etwa A, - dor Gcraden A B ,  in ( A B C A )  die cnt- 
sprechende Linie - a,* - zeichnen. Sie schneidet a in E. Der Punkt 
E, des zweiten Kegelschnittes wird erhülten, wenn wir wieder zu einern 
Punkte auf AA,  - wir wühlen jetzt A - die entsprechende Linio - a* - 

in (A,B,  C, A,) construiren. Sie trifft a, in El. EE, ist eine gemeinsame 
Tangente beider Kegelschnitte. Auf ilir und B A ,  liegt der gesuchte 
Puukt von C< Sie correspondirt diesem Punkte in ( A B C A )  und ( A ,  BI CIAL). 
Polglich berührt sie die Curve C3. Indem wir diese Construction veiali- 
gemeinern, folgt: S c h n e i d e n  w i r  e i n e  S t e r n l i n i e  d e r  e i n e n  R e c i -  
p r o c i t a t  m i t  e i n e r  G r u n d l i n i e  d e r  a n d e r e n  u n d  d i e  z u  d i e s e r  
G r u n d l i n i e  g l e i c h n a m i g e  S t e r n l i n i e  m i t  d e r  G r u n d l i n i e ,  w e l c h e  
z u r  e r s t e n  S t e r n l i n i e  g l e i c h n a n i i g  i s t ,  sc! b e r ü h r t  d i e  V e r -  
b i n d u n g s l i n i e  d e r  z w e i  S c h n i t t p u n k t e  d i e  C u r v e  C, u n d  s c h n e i d e t  
a u s  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  G r u n d p u n k t e ,  w e l c h e  a u f  d e n  
zwei  S t e r n l i n i e n  l i e g e n ,  e i n e n  P u n k t  d e r  C u r v e  C3. 

Der duale Satz sagt: V e r b i n d e n  w i r  e i n e n  S t e r n p u n k t  d e r  
e i n e n  R e c i p r o c i t a t  m i t  e i n e m  G r u n d p i i n l i t o  d e r  a n d e r e n  u n d  
d e n  zu d i c a e m  G r u n d p u n k t e  g l e i c h n a m i g e n  S t e r n p u n k t  m i t  d e m  
G r u n d p u n k t e ,  w e l c h e r  z u m  e r s t e n  S t e r n p u n k t e  g e h o r t ,  s o  
s c h n e i d e n  s i c h  b e i d e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  i n  e i n e m  P u n k t e  
vou C3. D i e  G e r a d e  d u r c h  i h n  u n d  d e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  G r u n d -  
l i u i e n ,  a u f  w e l c h e n  d i e  z w e i  S t e r n p u n k t e  l i o g e n ,  b e r ü h r t  C,. 

Diese Satze führen zu 18 Punkten der C b n d  zu ebensoviel Tangenten 
der C,. Keun der Punkte liegen auf den Geraden A B , ,  A B, .. . und seien 
dem entsprechend mit Y,,, , Pa Y u c i ;  Pba, , P h a l ,  Pbc, und PCal ,  
Pcb,, P C C i  hezeichnet. Die neun anderen Punkte sind Sclinitte der Geraden 
AB,*, Ax Al ;' A Bi*, A e B I . .  . Wir bezeichnen daher diese Piinkte 
mit  Pi*,, , PA, ,  PUcl ; Pb*a,, Pbb, , Pzc,  ; PA, , P$,, PA,. Duülo Be- 
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zeichnungen - tu ,, . . . - t2a, . . . lassen sich für die gefundenen 18 Tangenten 
der C, einführen. 

6. Wir  leiten einige Beziehungen zwisehen den Punkten P.. und P* 
ab. Dazu benutzen wir folgenden bekannteu Satz aus der Curventheorie: 
Drei Gerade, die eine C3 in sechs Punkten eines Kegelschnittes treffen, 
enthalten drei weitere Punkte der C" die in einer Geraden liegen. 

Gehen wir von einem Punkte P.., etwa Ilabl , aus, so liegt e r  auf der 
Geraden AB,.  Oben haben wir gezeigt, dass durch die Punkte 
A B  CA,* B, Cl* cin Kcgelschnit,t gcht. Folglich liegen auf den Geraden AB,, 
BA,", CC,* noch drei Punkte von C3, die einer Geraden angehoren, und 
ebenso auf den Linien A U , ,  B C," und CA,':. Folglich schneiden sich die 
Verbindiingslinien von P&,, Y;, und Pb,, , Pz, im Punkte Pabl. ZU 
demselben Schlusse gelangen wir,  wenn wir von dem Kegelschnitt durch 
A,B,C, A B 8 C X  ausgehen. Beginnen wir dagegen unsere Schlussweise 
mit einem Punkte P.? etwa l?:*,, der auf der Geraden AR,* liegt, eo 

wissen wir , dass die sechs Punkte A B  CA, BI*  C," einem Kegelschnitte an- 
gehoren. Folglich schneiden die Geraden AB,*, CA,, BC," und AB,*, 
BA,, CC," die Curve dritter Ordnung in den resp. Punkten Pz',, P,,,, 
P,:, und PJb,, P b a , ,  l',ICI, die in  zwei Geraden liegen. Weil aber auch 
die Punkte A B C  A,"BIX C, einem Kegelschnitt angehoren , mussen die 
Geraden AB,':, B C , ,  CA,* und AB,", CC,, BA,* aus C 3  die resp. Punkte 
Pa*bl, Pb PA, und Pa;, , PCC, ,' Pi:, schneiden, die auf zwei, Geraden 
liegen. Nun licgt PZb, auch auf der Geraden A*B, und sowohl A*B"CA, B, C,, 
als auch A"B CX A,B, Cl, sind sechs Punkte eines Kegelschnittes. Bus 
diesem Umstande konnen wir die namlichen Schlüsse ziehen, wie die 
vorstehendeu. Fassen wir diese in ein Gesetz zusammen, so lantet dasselbe: 
D u r c h  j e d e n  d e r  P u n k t e  P.. g e h e n  z w e i  P a a r e  v o n  V e r b i n d u n g s -  
l i n i e n  d e r  P u n k t e  P.? D u r c h  j e d e n  d e r  P u n k t e  P.! g e h e n  v i e r  
G e r a d e ,  w e l c h e  j e  e i n e n  P u n k t  P . . m i t  e i n e m  P u n k t e  P.* v e r -  
b i n d e n .  K e n n e n  w i r  d e n  I n d e x  v o n  e i n e m  d i e s e r  P u n k t e ,  d e r  
s t e t s  e i n e r  G r u n d l i n i e  d e r  e i n e n  u n d  e i n e r  G r u n d l i n i e  d e r  a n -  
d e r e n R e c i p r o c i t a t  e n t s p r i c h t ,  s o  g e b e n  d i e  ü b r i g e n  G r u n d l i n i e n  
d i e  l n d i c e s  d e r  P u n k t e  a n ,  d e r e n  r e s p .  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d u r c h  
d e n  e r w a h n t e n  P u n k t  g e h e n .  D i e s e  v i e r  I n d i c e s  l a s s e n  s i c h  zu 
z w e i  P a a r e n  v o n  P u n k t e n  P.? c o m b i n i r e n  u n d  i n  v i e r e r l e i  W e i s e  
z u  e i n e m  P u n k  t e p a a r  P. . P.*. 80  gehen zum Beispiel durch Pb,, die 
zwei Geraden Pza,,  PA, und P z , ,  P&. Dureh Ptc,  gehen die vier Geraden 

Pan,PCK61; Pub, PZ,, Pcu,PA, und P,blPAl- 
Wir  begnIlgen uns zu bernerken, dass für die Taugenten t .  ., t.? der 

C3 duale Beziehungen bestehen. 
7. F ü r  die Punkte P lassen sich noch einige weitere Znsammenhiinge 

ableiten. Um diesen eine bequeme Form geben zu koiinen, bezeichnen wir 
die dritten Punkte, in welchen C3 die Geraden AeB*,  B*C*,  C*A* und 
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* B * C * Cl* A,* trifft , resp. mit C**, A**, Ba* und Cl** A,** BI** 1 )  1 1 1  

und nennen diese Punkte d o p p e l t e  S t e r n p u n k t e .  Dann kntipfen wir 
aieder an den Kegelschnitt a n ,  welcher durch die Punkte A B  CA, B,*f?,* 
geht. Verbinden wir diese Punkte durch die Ceraden A A , ,  B C ,  B,*C,* oder 

B A , ,  A C ,  BI* Cl* oder CA,, A B ,  BIY' C,", B O  niiissen ihrc rcsp. dritten 
Schnittpunkte mit C3, also die Punkte: Pas,, Ab, Al** oder pba , ,  B*, A,'* 
oder P,,,, C*, A,**, auf Geraden liegen. Folglich ist das Dreieck Pa,, 
Phu, P,,, perspectivisch zum Dreieck A'B * C*. A,** ist das Perspectivcentrum. 

Bus den Kegelschnitten, welche durch die Punkte A B  C A I X B l  Cl" 
und ABCA,*B,"C, gehen, schliessen wir ,  dass die Geraden A R , ,  B C ,  
A,*C,* iind A C , ,  B Cl A,*B,* aus der Curve dritter Ordnung die resp. 
Punkte Pua,, A*, BI** und Pac,, A:" CC,** schneiden, die in  zwci Geraden 
liegen. Oben fanden wir ,  dass suc11 die Punkte Pua,, A*, A,"* auf einer 
Geraden liegen. Xithin ist das Dreieck Pau, Pua, Pa., zum Dreieck AlYLBlV'Cl** 
perspectivisch mit A* als Perspectivcentrum. Wir  stellen daher folgendes 
Gesetz auf: 

Z e i c h n e n  w i r  a u s  e i n e m  G r u n d p u n k t e  d e r  e i n e n  R e c i -  
p r o c i t a t  a l s  C e n t r u m  d a s j e n i g e  D r e i e c k  v o n  P u n k t e n  d e r  
C3, w e l c h e s  z u m  G r u n d p u n k t d r e i e c k  d e r  a n d e r e n  R e c i p r o -  
c i t a t  p e r s p e c t i v i s c h  l i e g t ,  s o  m u s s  d a s s e l b e  a u c h  z u m  D r e i e c k  
d e r  S t e r n p u n k t e  u n d  z u m  D r e i e c k  d e r  d o p p e l t e n  S t e r n p u n k t e  
p e r s p e c t i v i s c h  s e i n .  P e r s p e c t i v c e n t r a  s i n d  r e s p .  d e r  d o p p e l t e  
S t e r n p u n k t  u n d  d e r  S t e r n p u n k t  d e r  e r s t e n  R e c i p r o c i t a t ,  w e l c h e  
m i t  d e m  z u e r s t  e r w z h n t e n  G r u n d p u n k t e  g l e i c h n a m i g  s i n d .  

Für die Curve C3 führen wir die sechs doppelten Sternlinien ein, 
welche durch die Schnittpunkte der resp. Sternlinien gehen. Dann l k s t  
sich zeigen, dass Sternliiiien und doppelte Sternlinien Perspectivachsen 
zwischen Dreiecken s ind,  welche von drei Grundlinien und drei doppelten 
Sternlinicn rosp. von drei Grundlinien und drei Sternlinien einer Reciprocitat 
gebildet werden. 

8. Wir geben jetzt einen beliebigen Punkt  G der Curve C3. g sel 
die zugehorige Tangente der Curve Cs. W i r  suchen die Punkte von Cs, 
welche auf den Geraden G A ,  G B. . liegen und die Tangenten von C(,, 
weiche durch die Schnittpunkte von g mit a ,  b .  . gehen. Wir  bezeichnen 

die Gernden G A ,  G B.. . resp. mit ru rt, r ,  und ru, rb, r,, . Die gesuchten 
Punkte der CY seien resp. Ga Gb G ,  und Ga, Gb, G,,. D a m  wird durch die 
Grundpunkte A, B, C, und durch G d "  ein Kegelschnitt bestimmt , welcher a 
im Schnittpunkte Sa von g und a ein zweites Mal trifft. Dieser Kegel- 
schnitt entspricht in  der Transformation ( A I R ,  C,A,)"em Punkte Sa .  
Demselben Punkte correspondirt in  ( A B  CA)' ein Kegelschnitt , der i n  
zwei Gerade a und ru xerfallt. Polglich schneiden diese Geraden aus dem 
zuerst erwiihnten Kegelschnitt drei Punkte von CS. Zwei davon sind G 
und A*. Der dritte iat Ga. Daraus ergiebt sich allgemein: 
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L e g e n  w i r  d u r c h  d i e  G r u n d p u n k t e  d e r  e i n e n  R e c i p r o c i t i i t  
u n d  e i n e n s t e r n p u n k t  d e r  a n d e r e n ,  s o w i e  d u r c h e i n e n b e l i e b i g e n  
P u n k t  G v o n  C3 e i n e n  K e g e l s c h n i t t ,  B O  t r i f f t  e r  d i e  G e r a d e ,  
w e l c h e G  m i t  de rn  z u m  S t e r n p u n k t e  g l e i c h n a m i g e n  G r u n d p u n k t e  
v e r b i n d e t ,  i n  e i u e m  s e c h s t e n  P u n k t e  v o n  C3. 

Wir constrüiren Ga nach dern P a s  c al'schen Satze. Zu dieeern Zwecke 
schneiden wir die Gerade GA* mit a, und 7,  mit b,. Die Verbindungslinie 
beider Punkte trifft Al A" in einem Punkte ,  den wir aus B, auf r, pro. 
jiciren. Die Projection ist  Ga. 

Aus dieser Construction leiten wir folgeude allgemeine Rcgel ab:  
. W i r  z i e h e n  d u r c h  G n a c h  e i n e m  S t e r n p u n k t e  d i e  Gerade  

r' u n d  n a c h  d e m  g l e i c h n a m i g e n  G r u n d p u n k t e  d i e  G e r a d e  r.  
W i r  s c h n e i d e n  r *  m i t  e i n e r  u n d  r m i t  e i n e r  z w e i t e n  G r u n d -  
l i n i e  d e r  R e c i p r o c i t i i t ,  z u  w e l c h e r  d e r  S t e r n p u n k t  n i c h t  ge-  
h 6 r t .  W i r  v e r b i n d e n  d i e s e  S c h n i t t p u n k t e  u n d  p r o j i c i r e n  auf 
d i e s e  G e r a d e  d e n  S t e r n p u n k t  a u s  d e m j e n i g e n  G r u n d p ~ i n k t ~ e ,  
w c l c h e r  d e r  z u c r s t  c r w s h n t c n  G r u n d l i u i e  g e g e n ü b e r  l i e g t .  Die 
P r o j e c t i o n  v e r b i n d e n  w i r  m i t  d e m  G r u n d p u n k t e ,  w e l c h e r  der 
z w e i t e n  G r u n d l i n i e  g e g e n ü b e r  l i e g t .  D a n n  s c h u e i d e t  d i e  Ver-  
b i n d u n g s l i n i e  a u s  r e i n e u  P u n k t  v o n  CS. 

Diese Linealconstraction giebt uns die zwei Dreiecke von Punkten der 
C3, welche mit G als Centrum zu den Grundpnnktdreiecken perspectiviscii 
sind. Zu jedcm dieser Punkte konnen wir mit dem Lineal neue per- 
spectivische Dreiecke und somit beliebig viele Punkte der C 3  construiren. 
Der duale Gedankengang eeigt uns die Linienconstruction von beliebig vie1 
Tangenten der C3. 

9. Wir  wollen nun sbmmtliche Punktctripel der Curve C3 zcichnen, 
welche den beliebigen Punkt  G von CS zu einer Ecke haben. Diese Tripe1 
sind zu den Punkten X der Geraden g conjugirt (1). 

Sei K2 ein Kegelschnitt, welcher durch A B  CG und einen Lieliebigen 
Punkt  X von g geht , und KI2  der Kegelschnitt durch A, 3, Cl G und X,  so 
schneidcu sich bcide Kegelschnitte in xwei wciteren Punkten H F v o n  C3. Weil 
diese Punkte und A,B,C,G einem Kegelschnitte angehorcn, so müssen die 
Linien GA, ,  B, C, und die (stets reelle) Liuie H F  nus C3 drei weitere Punkte 
schneiden, die in einer Geiaden liegeu. Zwei dieser Puukte sind Ga, uud 
A,". Also geht 1IF durch den drit.ten Punkt  G**, in welchem die Linie 
Ga, A," die Ciirve C3 noch trifft. Lassen wir jetzt X die Linie g durch- 
laufen, so gehort zu jeder Lage von X eine andere Linie HF. Ftir %!le 
diese Linien HP gilt der obcu gczogcne Schluss, des heisst: 

I n  a l l e n  P u n k t e t r i p e l n ,  d i e  e i u e  E c k e  G g e r n e i n s a m  haben ,  
g e h e n  d i e  S e i t e n ,  w e l c h e  d i e s e r  E c k e  g e g e n ü b e r  l i e g e n ,  durch 
e i n e n  P u n k t  G** von C3. 
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Wir wollcn Ga* d e n  z u  G c o n j u g i r t e n  o d e r  g l e i c h n a i n i g e n  
d o p p e l t e n  S t e r n p u n k t  n e n n e n .  

Dann ergiebt sich aus seiner Ableitung noch der Satz: 
P r o j i c i r e n  w i r  a u s  e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  v o n  C 3  d i e  

G r u n d p u n k t e  u n d  a u s  d e m  c o n j u g i r t e n  d o p p e l t e n  S t e r n p u n k t e  
d ie  S t e r n p u n k t e ,  3 0  s c l i n e i d e n  s i c b  d i e j e n i g e n  P r o j e c t i o n s -  
s t r a h l e n ,  w e l c h e  d u r c h  e i n  g l e i c h n a m i g c s  P a a r  v o n  G r u n d -  
und  S t e r n p u n k t e n  g e h e n ,  i n  e i n e m  P u n k t e  v o n  C". 

Wir finden sornit wieder die Dreiecke Gu Gb G,: , Ga, Gb, G,:, und konnen 
sagen : 

D i e  U r e i e c k e  v o n  P u n k t e n  d e r  C3, w e l c h e  z u  d e n  G r u n d  - 
p u n k t d r e i e c k e n  m i t  e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  G v o n  C h l s  
C e n t r u m  p e r s p e c t i v i s c h  l i e g e n ,  s in t i  a u c h  e u  d e n  r e s p .  S t e r n -  
p u n k t d r e i e c k e n  p e r s p e c t i v i s c h .  D e r  z u  G c o n j u g i r t e  P u n k t  
G** i s t  P e r s p e c t i v c e n t r u m .  

Dieser Satz lehrt uns,  wie wir mit dem Lineale zu G den Punkt G** 
construiren. Wir verbinden G mit zwei Grundponkteu und zeichnen die dritteu 
Schnittpunkte dieser Verbindungslinien mit C3. Durch diese I'unkte und die 
resp. Sternpunkte, welche zu den zwei Grundpunkten gleichnamig sind, gehen 
ewei Gcrade. Sie echneiden sich in Ge". Auf umgeke11:tem Wege finden 
wir zu jedem teliebigen Punkte G"* den Punkt G. 

10. Wir heben ausgezeichnete conjugirte Punktepaaie hervor und knüpfen 
daran einige Schlüsse. 

Oben zeigten wir,  dass A mit den Punkten B * C *  ein Tripe1 bildet. 
Die Linie B * C *  trifft C3 ein drittes Mal in  A"*. Also ist A*" zu A con- 
jugirt. Allgemein heisst dies: 

D i e  c o n j u g i r t e n  z u  d e n  G r u n d p u n k t e n  s i n d  d i e  g l e i c h -  
r iamigen d o p p e l t e n  S t e r n p u n k t e .  Daraus folgt weiter: L e g e n  w i r  
d u r c h  d i e  G r u n d p u n k t e  d e r  e i n e n  R e c i p r o c i t i t ,  u n d  d u r e h  
e inen  G r u n d p u n k t  d e r  a n d e r e n  u n d  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  G 
von C3 e i n e n  l i e g e l s c h n i t t ,  s o  t r i f f t  e r  C3 i n  e i n c m  s e c h s t e n  
P u n k t e ,  w e l e h e r  m i t  G a u f  e i n e r  G e r a d e n  d u r c h  d e n  z u m  G r u n d -  
p u n k t e  c o n j u g i r t e n  d o p p e l t e u  S t e r n p u n k t  l i e g t .  

Uieser Satz gestattet uns,  mi t  dem Linesl die Dreiecke von Punkten 
der C 3  z u  finden, welche mit G als Centrum zu den Dreiecken der 
doppelten Sternpunkte perspectivisch liegen. , 

Bus dem Cas tande ,  dass AB*C* ein Tripe1 is t ,  folgt weiter, dass 
B zu B* und C zu C* conjugirt sind, oder sllgemein: 

D i e  c o n j u g i r t e n  z u  d e n  S t e r n p u n k t e n  s i n d  d i e  g l e i e h -  
n a m i g e n  G r u n d p u n k t e .  

Wir finden zu einem Puukte P. . - etwa Pa , - den conjugirten 
Punkt, indem wir Pab, A zieben. Diese Gersde schneidet Cs ein drittes 

Xal in B,. Diesen Punkt  verbinden wir mit A*. Dann iuuss der con- 
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jugirte auf BI A* liegen. Folglich ist er der dritte Schnittpunkt dieser 
Geraden mit C3, das hcisst: der Punkt Pz,. Daraus schliessen wir: 

Z u  d e n  P u n k t e n  P.. s i n d  d i e  P u n k t e  P.% c o n j u g i r t ,  welche 
d i e s e l b e n  I n d i c e s  w i e  P.. h a b e n .  

Wenden wir auf diese Paare den zweiten Satz von 9 a n ,  so folgt: 
V e r b i n d e n  w i r  e i n e n  P u n k t  P..  m i t  e i n e m  G r u n d p u n k t e  

u n d  d e n  g l e i c h n a m i g e n  P u n k t  P.? m i t  d e m  z u m  G r u n d p u n k t e  
g e h t i r e n d e n  S t e r n p u n k t e ,  s o  s c h n e i d e n  s i c h  d i e s e  V e r b i n d u n g s -  
l i n i e n  i n  e i n e m  P u n k t e  v o n  C3. 

Da wir neun Punkte P.. haben, konnen wir diese diirch 54 Gerade 
mit den sechs Grundpunkten verbinden. Von diesen fallen 9 mal 2 in 
die Verbindungslinien der Grundpunkte je einer und der anderen Reci- 
procitat zusammen. Wenden wir auf diese Linien den Satz a n ,  so beweist 
er nochmals die in 5 abgclcitctc Construction der Punkte P."- Bci den 
übrigen 36 Geraden führt er auf 36 neue Punkte der C3. 

Wenden wir den ersten Satz von 9 auf die Paare P. .P.: a n ,  sa 
ergiebt sich : 

D e r  K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  d u r c h  d i e  ~ r u n d ~ u n k t e '  e iner  
R e c i p r o c i t a t ,  e i n e n  P u n k t  P.. u n d  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  G 
v o n  C3 g e h t ,  s c h n e i d e t  C3 i n  e i n e m  s e c h s t e n  P u n k t e ,  d e r  m i t  dern 
zu P.. g l e i c h n a m i g c n  P u n k t o  P.? a u f  e i n e r  G e r a d e n  d:rch G l iegt .  

Dieser Satz liefert die Linealconstruction fur alle Punkte,  welche die 
Geraden GP.? noüh auu C3 schneiden. 

11. Wir leiten einigo Beziehungen für conjugirte Punktepaare ab, 
Seien G und H zwei beliebige Punkte von CS und GhhH** ihre 

gleichnamigen Sternpunkte, so niuss der Kegelschnitt, d e n  die Punkte 
A B C G H  angehoren, aus C 3  ôinen sechsten Punkt schneiden, der somohl 
auf der Geraden H G * "  als auf der Geraden GH** liegt. Folglich treffen 
sich diese Geraden in  einem Punkte voii C3. Wir wollen das Ziehen der 
~ i ~ i ~ ~  HG*" und Ga"*  ein k r e u z w e i s e s  V e r b i n d e n  der Punkte GH,  

G X g i I h g  nennen. Dann konnen wir sagen : 
V e r b i n d e n  w i r  z w e i  h e l i e b i g e  P u n k t e  v o n  C3 k r e u z w e i s e  

m i t  i h r e n  c o n j u g i r t e n  d o p p e l t e n  S t e r n p u n k t e n ,  s o  s c h n e i d e n  
s i c h  d i e s e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  i n  e i n e m  P u n k t e  v o n  C3. 

Dieser Schnittpunkt bildet mit G und II ein Punktetripel. Daraus folgt: 
W i r  f i n d e n - z u  z w e i  b , e l i e b i g e n  P u n k t e n  G H  d e r  C u r v e  CY 

d e n  d r i t t e n  P u n k t ,  w e l c h e r  m i t  G a  e i n  P u n k t e t r i p e l  b i l d e t ,  
i n l l e m  w i r  z u  G H  d i e  c o n j u g i r t e n  G**HXX s u c h e n  u n d  s i e  k r e u z -  
w e i s e  m i t  G ,  II v e r b i n d e n .  

Da, wir irgend zwei Punkte von C3 als Punkte GII*" auffassen konnen, 
so folgt weiter : 

Wir  c o n s t r u i r e n  d e n  d r i t t e n  P u n k t ,  i n  w e l c h e m  d i e  Ve r -  
b i n d u n g s l i n i e  v o n  z w e i  P u n k t e n  d e r  C3 d i e s e  C u r v e  noch 
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s c h n e i d e t ,  i n d e m  w i r  z u  e i n e m  d e r  z w e i P u n k t e  d e n  c o n j u g i r t e n  
u n d  z u m ,  a n d e r e n  d e n  P u n k t  s u c h e n ,  w e l c h e m  e r  c o n j u g i r t  
ist .  A u f  d e r  G e r a d e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e s e  z w e i  g e f u n d e n e n  
P u n k t e  g e h t ,  l i e g t  d e r  g e s u c h t c  d r i t t o .  

Wenden wir diese Satze auf die in 10 hervorgehobenen conjugirten 
Paare a n ,  so folgt: 

V e r b i n d e n  w i r  z w e i  G r u n d p u n k t e  k r e u z w e i s e  m i t  d e n  z u  
i h n e n  c o n j u g i r t e n  d o p p e l t e n  S t e r n p u n k t e n ,  s o  s c h n e i d e n  
s i c h  d i e s e  V e r b i n d u n g s l i u i e n  a u f  C3. 

Da wir sechs Grundpunkte 15mal  zu zweien combiniren konnen, 
erhaltcn wir 15 Paare von Verbindungslinien zwischen Grundpunkt und 
doppeltem Sternpiinkt, welche sich in  15 Punkten von C3 schneiden. 
Jeder derselben bildet mit zwei resp. Grundpunkten ein Punktetripel. Für  
die Punkte Y. . P.: beweisen die entwickelten Satze: V e r  b i n d e n  w i r  
zwei  P u n k t e  P.. m i t  d e n  c o n j u g i r t e n  P.? k r e u z w e i s e ,  s o  s c h n e i -  
d e n  s i c h  d i e s e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  a u f  C3. 

Durch einen Punkt  P.. gehcn - wie oben (6) bewiesen wurde - 
zwei Linien, deren jede zwei Punkte P.? enthalt. Wir konnen also noch 
vier Linien nach solchen Punkten P.$ ziehen, die nicht zu P.. conjugirt 
sind. Dem entsprechend erhalten wir 36 Linien durch P.. , welche sich 
paarweise in 18 neuen Punkten von C3 schneiden. 

12. Wir beweisen noch einige weitere Beziehungen zwischen conjugirten 
Paaren. 

Seien wieder G H  zwei beliebige Punkte von C3 und sei FI der Punkt, 
welcher mit G H ein Punktetripel bildet, so muss die Linie GH aus C3 
einen dritten Punkt F schneiden, welcher zu F, conjugirt ist  (9). Suchen 
wir d a m  zu G F  den Punkt  LI,, der mit G F  ein Tripe1 bildet, so ist H 
xu Hl conjugirt. Ferner muss der Punkt  G,, welcher mit F H  ein Tripe1 
bildct, zum Punkle G conjugirt scin. 

Wir leiten nun eine Abhangigkeit zwischen Fl G, H, und den Punkten 
PY'G"*H" ab, welche zu FGH conjugirt sind. 

Fl wird erhalten (11)  als Schnittpunkt der Geraden GLI**, BGG**. 
In G, schneiden sich die Geraden FH*", HF** und in Hl die Geraden 
GFW",G**. Mit anderen Worten heisst dies : F ist der Schnittpunkt 
der Geraden G, H** und GG**Hl. I n  G treffen sich dio Linien FIHG** und 
II, F**. Durch H gehen die Geraden G, F*" und Fl G"". Folglich bilden 
die Punkte HY*G, F"*lI, GW'Fl ein P a u  cal'sches Sechseck, für welches 
G H  die Pascallinie ist. Die Ecken des sechse-cks liegen daher au€ einem 
Kegelschnitt und wir schliessen : 

C o n s t r u i r e n  w i r  z u  d r e i  P u n k t e n  G H F  e i n e r  C3, w e l c h e  
a u f  e i n e r  G e r a d e n  l i e g c n ,  d i e  c o n j u g i r t e n  P u n k t e  u n d  d i o -  
j e n i g e n  P u n k t e ,  d e n e n  G H F  c o n j u g i r t  s i n d ,  s o  e r h a l t e n  w i r  
s e c h s  P u n k t e  e i n e s  K e g e l s c h n i t t e s .  
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Weiiden wir diesen S a h  auf die drei Punkte A A I P a , ,  der Geraden 
AA1 a n ,  so sind also A"", A,"", Pza, die conjugirten zu diesen Punkten (IO), 
A aber ist zii A", A, zu A," conjugirt. Folglich muss der Kegelschnitt, 
welcher dureh A*", A,", A*, A,*, P& geht ,  aus Cs den Punkt  schneiden, 
zu dern Pa,, conjiigirt ist. Verellgemeineru wir dies,  so foigt: 

L e g e n  w i r  d u r c h  z w e i  S t e r n p u n k t e  u n d  d i e  g l e i c h n a m i g e n  
d o p p e l t e n  S t e r n p u n k t e ,  s o w i e  d e n  P u n k t  P.*, d e s s e n  Indices  
d e n  S t e r n p u i l k t e n  e n t s p r e c h e n ,  e i n e n  I C e g e l s c h n i t t ,  s o  schnei-  
d e t  e r  a i l s  CA e i n e n  s e c h s t e n  P u n k t ,  w e l c h e m  d e r  z u  P.* gleich. 
n a m i g e  P u n k t  P.. c o n j u g i r t  i s t .  

13. Wir  übcrgehen die Linealconstructionen der Curve dritter Classe, 
welche den in 8 -11 entwickelten dual gegenüberslehen und wenden uns 
zu der Frage nach den Taugenten in Punkten von CS und nach den Be- 
rührungspunkten von Tangenten der C,. 

Legen wir durch die Grundpunkte einer Reciprocitiit und diirch zwei 
I-ieliebige Punktc G ,  H der C3 einen Kegelschnitt, so müsscn sich die zu 
G ,  H gehorenden Tangenten g :  h der Curve C, in  einem Punkte dieses 
Kegelschnittes treffen. Fallen nun die zwei Punkte G ,  H zusammen, das 
heisst: ist ihre Verbindungslinie eine Tangente der C3, so geht der auf dem 
erwahnten Kegelschnitt befindliche Schnittpunkt der Linien g h  In den 
Berührungspunkt einer Tangente von Cj über. Daraus schliessen wir: 

E i n  K e g e l s c h n i t t ,  w c l c h e r  d u r c h  d i e  G r u n d p u n k t e  d e r  
e i n e n  R e c i p r o c i t i i t  g e h t  u n d  d i e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  in 
e i n e r n  P u n k t e  G b e r ü h r t ,  s c h n e i d e t  a u s  d e r  z u  G g e h o r e n d e n  
T a n g e n t e  d e r  C u r v e  d r i t t e r  C l a s s e  i h r e n  B e r ü h r u n g s p u n k t .  

Nach diesem Satze finden wir aus der Beantwortung der eineu Frage 
die andcre. Wir  gelicn dabci von den Kegelschnitten aus , welcho den 
Punkten X von g in den Transformationen ( A B  CA)\nd ( A ,  B,C1AJs 
entsprechen. Diese Kegelschnitte bilden zwei Büschel mit den Grund- 
punkten A B  C G  und AI BI Cl G. Zu jedem Puijkte X von g geh6rt ein 
Kegelschnitt des einen und eiu Kegelschnitt des anderen Büseliels. Wir 
zeiehnen seine Tangenten in C. Dilrchl%uft jetzt X die Linie g ,  eo werden 
diese Tangenten durch die Punkte voii g einander eiiideutig zugeordnet 
und bilden zwei projectivische Büschel um G. g ist  ein Doppelstrahl der 
Büschel. In  dern anderen t berühren sich zwei Kegelsehnitte, u-elche in  
beiden Transformationeu dein nimlichen Punkte T auf g entsprecben. 
Folglich ist T der Berührungspunkt von g mit C3. Der- Doppelstrahl t id 
die Tangente in G an C3. 

Führen wir den dualen Gednnken durcli, so drelien wir um G eine 
Gerade x. Jede Lage von x berührt in G einen Kegelschnitt des einen 
und anderen Süschels. Diese Kegelschriitlpaare treffen g in projectivischen 
Reihen. Ein Doppelpunkt ist G ,  der andere T. 
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Bei der Construction der projectivischen Büschel um G und der Reihen 
auf g sitchen wir am eiiifachsten die entspreclieuden zu zwei Stralilen, 
welche durch zwei Grundpunkte gehen, und die entsprechenden zu zwei 
Schnittpunkten von g mit zwei Grundlinien. 

14. Zwei weitere Constructionen von Tangenten in Punkt,en der C 3  
knüpfen an die Satze über conjugirte Punktepaare an. 

Wir zeigten (1 l ) ,  dass die Geraden GH'", Ga" II sich in einem 
Piinkte S von C 3  schneiden , der nuf einem Kegelschnitt durcli A B C G H  
liegt. Weun nun G und H in einem Punkte T zusammenfallen, so müssen 
auch die Punkte G**D** in dem za T conjugirten doppelten Sternpunkte 
TX* liegen. Folglich schneidet die Linie T T a V e n  Kegelschnitt, welcher 
in T die Curve C3 bertihrt, in eirem dritten Punkte S von C3. Kehren 
wir diesen Schluss u m ,  so folgt: 

C o n s t r u i r e n  w i r  d e n j e n i g e n  d r i t t e n  P u n k t  S v o n  C3, 
welcher  a u f  d e r V e r b i n d u n g s l i n i e  e i n e s  P u n k t e s  G m i t  s e i n e m  
c o n j u g i r t e n  l i e g t ,  s o  m u s s  d e r  K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  d i e  
G r u n d p u n k t e  e i n e r  R e c i p r o c i t a t ,  S u n d  G e n t h a l t ,  i n  G d i e  
C u r v o  C3 b e r t i h r e n .  

Bei einer zweiten Tangentenconstruction gehen wir von einem con- 
jugirten Punktepaar GG*" aus. Wir suchen den Punkt S1, der mit CG"* 
ein Tripe1 bildet. Wir  construiren also zum Punkte G"* - den wir jetzt 
H nennen - den conjugirten Ha* und ziehen GH**, HG"". Diese Linien 
schneiden sich in  S,. Nun enthalt die Linie RG6:* in G"* zwei henach- 
barte Punkte von C3,  da^ heisst, sie berührt C%n Ga'. Bemerkcn wir 
rioch, dass S,, G ,  G"" und die Grundpunkte einer Reciprocitat dem niim- 
lichen Kegelschnitt angehoien, so folgt : 

S o l 1  i n  e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  G** v o n  C3 d i e  T a n g e n t e  
g e f u n d e n  w e r d e n ,  s o  z e i c h n e n  w i r  d e n  P u n k t  G ,  w e l c h e m  G** 
c o n j u g i r t  i s t  u n d  d e n  P u n k t  Ha*, d e r  zu C*" c o n j u g i r t  i s t .  
D a n n  s c h n e i d e n  w i r  d e n  K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  d u r c h  d i e  
G r u n d p u n k t e  e i n e r  R e c i p r o c i t a t  u n d  d u r c h  GG" g e h t ,  m i t  
GH*" . W i r  e r h a l t e n  e i n e n  P u n k t  Si v o n  C3, d e r  a u f  d e r  T a n g e n t e  
i n  G** l i e g t .  Indem wir beide Constructionen mit einander vergleichen, 
sehen wir,  dass Si z i i  S conjugirt ist. Daraus schliessen wir: V e r -  
b i n d c n  w i r  e i n c n  P u n k t  (: v o n  C3 m i t  s e i n e m  c o n j u g i r t e n  G*" 
u n d  s e i  S d e r  d r i t t c  S c h n i t t p u u k t  d i e s e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  
m i t  C3, s o  g e h t  d i e  T a n g e n t e  i n  G"* d u r c h  d e n  P u n k t ,  m e l c h e m  
S c o n j u g i r t  i s t .  

Wcnden wir die zweite Construction a n ,  um die Tangente in einem 
Grundpunkte - etwa A - zu finden, so erinnern wir uns,  dass A dem 
Punkte A" conjugirt is t ,  und dass A"" der conjugirte zu A ist. Falglich 
m u s  ein Kegelschnitt, welcher durch A A *  und AIB,  Cl geht , aus der 
Linie A* A** einen Punkt  von C3 schneiden, der auf der Tangente in A liegt,. 
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Wir schliessen daraus allgemein: V e r b i n d e n  w i r  e i n e n  S te rn .  
p u n k t  m i t  d e m  g l e i c h n a m i g e n  d o p p c l t e n  S t e r n p u n k t e ,  s o  

s c h n e i d e t  d i e s e  G c r a d e  s u s  C3 e i n e n  d r i t t e n  P u n k t  SI, d e r  auf 
d e r  T a n g e n t e  d e s  z u  d e n  S t e r n p u n k t e n  g l e i c h n a m i g e n  Grund. 
p u n k t e s  l i e g t .  Z u g l e i c h  b e f i n d e t  s i c h  SI a u f  e i n e m  Kegel- 
s c h n i t t ,  w e l c h e r  d u r c h  d i e s e n  G r u n d p u n k t ,  d e n  S t e r n p u n k t  
u n d  d i e  G r u n d p u n k t e  d e r  a n d e r e n  R e c i p r o c i t a t  g e h t .  

c) C o n s t r u c t i o n e n  a u s  K e g e l s c h n i t t b ü s c h e l n  
n n 6  K e g e l s c h n i t t s c h a a r e n .  

I m  Gegensatze zu den Linealconstructionen , welche uns stets nur ein Ele. 
ment der Curven C s  und Cd geben, behandeln wir jetzt solche Constructionen, 
bei denen die Elemente paarweise gefunden werden. Wir  erhalten für diese 
Constructionen die bequemste Form, indem wir die Curven aus Kegel. 
schnittbüscheln oder Schaaren hervorbringen. Wir  leiten daher einige solche 
Erzeugungen a b ,  welche durch die Reciprocitaten ( A B  C A )  und (A, R, C, A,) 
vermittclt wcrdcn. 

Wir beginnen damit die Punktetripel der C3 den Punkten einer be- 
liebigen Geraden g zuzuordnen. Wir zeichnen also die Kegelschnitte, welche 
den Punkteu X von g in ( A B  C A ) 2  und (A, B, C, entsprechen. Diese 
Kegelschnitte bilden zwei Büschel. Ihre resp. Grundpunkte sind ABC, 
A, B, Cl und die Punkte G G,,  welche der Geraden g in den Reciprocitat~n 
( A B  C A )  und (A ,  B, Cl A,) correspondircn. Durch jedcn Punkt X geht 
cin Kegclschnitt des einen iind ein Kegelschnitt des anderen Büschels. 
Beide Kegelschnitte haben ausser X drei gemeinsame Punkte. Sie liegen 
auf CS. Ihre Verbindungslinien mit X sind Tangenten von C,. Wir schliessen 
daher : 

C o n s t r u i r e n  w i r  i n  z w e i  K e g e l s c h n i t t b ü s c h e l n  d u r c h  jeden 
P u n k t  X e i n e r  G e r a d e n  g, w e l c h e  e i n e n  G r u n d p u n k t  G d e s e i n e n  
B t i s c h e l s  m i t  e i n e m  G r u n d p u n k t e  0, d c s  a n d e r c n  v c r b i n d c t ,  
d i e  z w e i  K e g e l s c h n i t t e ,  s o  l i e g e n  i h r e  d r e i  w e i t e r e n  gemein-  
s a m e n  P u n k t e  a u f  e i n e r  C3. D i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  dieser  
P u n k t e  m i t  X b e r ü h r e n  e i n e  C,. D i e  G r u n d p u n k t e ,  w e l c h e  niclit 
i n  g l i e g e n ,  g e h o r e n  C3 a n  u n d  b i l d e n  z w e i  D r e i e c k e ,  deren 
S e i t e n  C, b e r ü h r e n .  

In dualer Wcise konnen wir C3 und C, crzeugen. Wir  gehen von 
zwei Kegelschnittschaaren aus. Wir bringen diese mit einem Strahlen- 
büschel in  Verbindung, dessen Scheitel T im Schnittpunkte eirier Gruud- 
tangente t der einen Schaar mit einer Grundtangente t ,  der anderen Schaaï 
liegt. Durch jeden Strahl x des Büschels wird ein Kegelschnitt der 

einen und ein Kegelschnitt der anderen Schaar bestimmt. Beide Kegel- 
schnitte haben ausser x noch drei meitere Tangenten. Sie umhüllen eine 
C, und schneiden x il1 drei Punkten einer Curre dritter Ordnung. Die 
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Grundlinicn der Schaaren - ausgenommen t t ,  - gehoren der C, an und 
bestimmen zwei Dreiecke, dcren Ecken auf C 3  liegcn. 

16. Die zuerst entwickelte Erxeugung der C3 enthalt eine neue Porm, 
wenn wir an Stelle einer beliebigen Geraden die Linie g setzen, welche 
einem Punkte G von C3 in beiden Reciprocitaten entspricht. Dann ent- 
steht C 3  nach folgendem Gesetze: 

C o n s t r u i r e n  w i r  i n  z w e i  K e g e l s c h n i t t b t i s c h e l n ,  w e l c h c  e i n e n  
g e m e i n s a m e n  G r u n d p u n k t  (2 h a b e n ,  d i e  K e g e l s c h n i t t p a a r e ,  d i e  
s ich  a u f  e i n e r  G e r a d e n  g d u r c h  G s c h n e i d e n ,  so  l i e g e n  d i e  
übr igen  g e m e i n s a m e n  P u n k t e  d e r  K e g e l s c h n i t t p a a r e  a u f  e i n e r  
C3. S i e  g e h t  d u r c h  d i e  G r u n d p u n k t e  d e r  B ü s c h e l .  

Zu jedem Punkte X von g geh6rt also ein Kegelschnittpaar, das a imer  
G und X noch zwei gemeinsame Punkte hat. Wir  bewiesen oben ( 9 ) ,  dass 
ihre Verbindungslinie durch einen Punkt  G** von C3 gehen muss. Folglich 
bilden diese Verbiuduogslinien ein Büschel, welches zur Reihe der X pro- 
jectivisch ist. Somit Iasst sich C3 durch folgende projectivische Beziehungen 
darstellen : 

G e g e b e n  s e i  e i n  K e g e l s c h n i t t b i l s c h e l  u n d  e i n  S t r a h l e n -  
btischel.  L e t z t e r e s  s e i  e i n e r  P u n k t r e i h e  p r o j e c t i v i s c h ,  d e r e n  
TrBgcr  d u r c h  e i n e n  G r u n d p u n k t  d e s  B ü s c h e l s  g e h t .  D a n n  s c h n e i -  
d e t  j e d e r  S t r a h l  x d e s  S t r a h l e n b t i s c h e l s  a u s  d e m j e n i g e n  K e g e l -  
s c h n i t t  d e s  K e g e l s c h n i t t b i i s c h e l s ,  w e l c h e r  d e n  z u  x e n t s p r e c h e n -  
den  P u n k t  X d e r  R e i h e  e n t h a l t ,  z w e i  P u n k t e  e i n e r  C3. A u f  i h r  
l i e g e n  d i e  G r u n d p u n k t e  d e s  K e g e l s c h n i t t b t i s c h e l s  n n d  d e r  
S c h e i t e l  d e s  S t r a h l e n b ü s c h e l s .  

Die Strahlen des Büschels, welche in ihren entsprechenden Punkten 
liegen , schneiden i n  diesen ihre zugeordneten Kegelschnitte. Polglich ge- 
hi5ren die Punkte der CS an. 

Construiren wir zu den Strshlen des Büschels, welche Ga* mit  den 
Grundpunkten verbinden, die entsprechenden Punkte der Reihe auf g ,  so 
gehen durch sie die Kegelschnitte des Büschels , welche in den resp. Grund- 
punkten mit C3 zwei benachbarte Punkte gemein haben. Folglich be- 
riihren diese Kegelschnitte in den resp. Grundpunkten die Curve Cs.  

m i r  hegnügen uns darauf hinzuweisen, dass bei den vorstehenden Dar- 
stellungen der Curve dritter Ordnung die Curve dritter Classe mit dar- 
gestellt wird. 

17. Bei einer weiteren Erzeugnng der C3 gehen wir von der Con- 
struction der Punkte au;;, welche auf Geraden durch einen Grundpunkt 
- etwa A - liegen. Sei p eine Gerade durch A ,  so entspricht ihr in 
( A B C A ) 2  cin Kegelschnitt, welcher in  zwei Punkte A und E zerfüllt. 
In der Transformation (A ,  B, C, A,) correspondirt der Linie p ein KegeI- 
schnitt. Die Tangeriten, welche aus E an diesen Kegelschnitt gezogen 

Zi,ituchrift f Mathemütiku. Pliysik. 39. Jahrg 1893. 2 Heft 6 
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werden konnen, treffen p in zwei Punkten der Cs. Dreht sich jetzt p um 
A ,  so werden die zu p gehorenden Punkte E' stets nach der Relation 
(p, AB, AC, AE) = A gefunden (A.3). Sie bilden folglich eine Reihe, welche 
zu dem Strahlenblischel um A projectivisch ist. A B ,  A C  sind die Strahlen 
des Büschels , welche ihre entsprechenden Punkte enthalteil. Die Kegel- 
schnitte , welche den Geradcn p in (A, Bl Cl A,) entsprechcn , bilden eine 
Schaar. Ihre Grundtangenten sind a, b1cl und die Linie a*, welche dem 
Punkte A in der Reciprocitat (A, Bl Cl a,) entspricht. Zu jeder Geraden p 
geh6rt ein Kegelschnitt der Schaar. C s  und C, konnen daher in  folgender 
Weise hervorgebracht werden: 

W i r  g e h e n  v o n  e i n e r  K e g e l s c h n i t t s c h a a r ,  e i n e r  P u n k t e -  
r e i h e  u n d  e i n e m  S t r a h l e n b ü s c  h e l  a u s ,  d e s s e n  S c h e i t e l  a u f  
e i n e r  G r u n d t s n g c n t e  d c r  S c h a a r  l i e g t .  W i r  o r d n e n  d i e  Punkte 
d e r  R e i h e  d e n  S t r a h l e n  d e s  B ü s c h e l u  p r o j e c t i v i s c h  zu. Jeder 
S t r a h l  x d e s  B U s c h e l s  b e r ü h r t  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  d e r  Schaar. 
A n  i h n  g e h e n  d u r c h  d e n  P u n k t  X d e r  R e i h e ,  w e l c h e r  x ent-  
s p r i c h t ,  z w e i  T a n g e n t e n .  S i e  t r e f f e n  x i n  z w e i  P u n k t e n  einer 
C u r v e  C3 u n d  s i n d  T a n g e n t e n  e i n e r  C u r v e  d r i t t e r  C l a s s e .  

Der duale Gedankengang führt ebenfalls zu einer Projectivitat zwischen 
den Strahlen durch A und den Punkten auf a (A.4) und zu einem Kegel- 
schnittbüschel, welches Al B, Cl$ * zu Grundpunkten hat. Durch jeden 
Punkt  X von a geht ein Kegelschnitt des Büschels, der von dem ent- 
sprechenden Strahle x in zwei Punkten eiuer C 3  geschnitten wird. Ver- 
allgemeinern wir diese Darstellung, so erhalten wir C3 nach einem Gesetze, 
welches mit dem am Ende von 16 hervorgehobenen identisch ist. Wir 
sind also zu diesem Gesetze gelûngt, indem wir einmal von einem Punktc- 
paar GGY'*, einer Geraden g- und einer Projectivitat um G** ausgingen. 
Irn zweiten Balle knüpften wir ari die ProjectivitSit um A ,  an a und 
A* an. Wir  sehen also, dass wir G G - 9  durch A* B a  ersetzen konnen 
und schliessen daraus : 

U m  a n  S t e l l e  c i n e s  G r u n d p u n k t d r c i e c k s  d e r  C3 e i n  neues 
z u  e r h a l t e n ,  g e h e n  w i r  v o n  e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  G von CY 
a u s ,  s u c h e n  d i e  z u g e h ü r i g e  T a n g e n t e  g v o n  Cs u n d  d e n  con- 
j u g i r t e n  P u n k t  G'". D a n n  z e i c h n e n  w i r  d i e  P r o j e c t i v i t 2 t ,  
w e l c h e  d u r c h  C3 u m  G** u n d  a u f  g b e s t i m m t  wi rd .  W i r  con- 
s t r u i r e n  i n  d e r s e l b e n  d i e  S t r a h l e n ,  w e l c h e  i n  i h r e n  e n t s p r e c h e n -  
d e n  P i i n k t e  l i e g e n .  D i e s e  P u n k t e  u n d  G"" k o n n e n  a l s  Grund- 
p u n k t e  e i n e r  n e u e n  R e c i p r o c i t a t  b e t r a c h t e t  w e r d e n .  I h r  Doppe l -  
v e r h i i l t n i s s  A g  i s t  g l e i c h  d e m j e n i g e n ,  w e l c h e s  e i n  S t r a h l e n -  
p a a r  d e s  B ü s c h e l s  u m  Ga* m i t  d e n  S t r a h l e n  b i l d e t ,  d ie  i n  
i h r e n  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e n  l i e g e n .  
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Damit sind wir  zu einer neuen Reihe von Fragen gelangt. Wahrend 
wir nzmlich bis jetzt von zwei bestimmten Reciprocitaten ausgingen und 
mit ihrer Hilfe die Curven C3 und construirten, k6nnen wir nun eine 
pgeLene Curve C3 oder C3 bctrachten iind untcrsuchen, wie sich diese 
durch Paare von Reciprocitiiten darstellen Iasst. Diese Unters i~chung~n 
werden uns zu besonderen Reciprocitaten führen, welcho den Singularitiiten 
der Curven C3 und C3 entsprechen und zu einer Construction aus neun 
beliebigen ,Elementen etc. Die Beanwortiing dieser Fragen behalten wir 
uns fur eine spiitere Abhandlung vor. 
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VI. 

Mathematische Miscellen. 

Von 

LEOPOLD SCHENDEL 
in Herlin. 

III. Das alternirende Exponentialdifferenzenproduct. 

Bestimmt man die Elemente eines aus lz Horizontal- und v  Vertikal- 
reihen bestehenden Gebildes von der Form 

oder von der Form 

in beliebiger Wahl unter der Voraussetzung 

v , + . . + v , = T a  

für v = v,, . ., vp und stellt die diesen Werthen entsprechenden Gebilde 
zu einer Determinante zusammen, an stellt sich in i h r ,  unabhiingig von 
den mit s bezeichneten Grossen, das Differenzenproduct 

p";' -1 -- X V J F  - 1 " ~  

dar ,  welches in  dam Falle, wenn die in  den Exponenten auftretenden 
Grossen v, ,  . ., v, der Eins gleich sind, in  das alternirende Differenzen- 
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poduc t  der Grossen z,,, . ., xVp tibergoht und daher als das altcrnirende 

Diferenzenproduct der Grossen x,,, . ., xvEl mit den Exponenten v,, . ., vp  
bezeichnet werden kann. 

Im Falle p = 1 bat die Determinante die Form 

odor 

und den Werth 1. 
Bezeichnet ma,n durch f ( z )  oine ganze Function Pzten Grades mit dem 

hikhsten Coefficienten 1, durch x,,, . ., xvP die von einander verschiedenen 
Wurzeln der Gleichung f (x) = O und durch v,, . . , vp die Grade der Viel- 
fachheit dieser Wurzeln, so tritt, wie wir im zweiten Artikcl* angegebcn 
haben, die Detarminante mit verschaindenden Grossen s bei der Zerlegung 
eineï gebrochenen Function, deren Nenner die Function f ( x )  i s t ,  in Partial-' 
brüche und zwar bei der independenten Restimmung der Partialzahler 
vermittelst der JVurzeln der Gleichung f ( x )  - O auf und stellt das alter- 
nirende Differenzenproduct der Wurzeln x,,, . ., xvp mit den Exponenten 
v,, . ., v/, dar. Die daselbst im Beispiel mit dem Werthe 7 2  aufgeführte 
Determinante ist das alternirende Differenzenproduct der Wurzeln 1, 2, - 1 
mit den Exponenten 3, 2,  1 

(1 - 2 y 2  (1 + 113.1  (2 + i )E. l  
und also in der That gleich 1 . 8 . 9  oder 72. 

Die ganze Function f (x )  is t  als von der Form 

f ( x )  - (x - X ~ , ) ~ I . .  ( x  - Z,~)"C< 

durch den Quotienten zweier Determinanten darstellbar, von denen die eine 
das alternirende Differenzenproduct der Grossen el x , ~ ,  .., xYp mit den 

* Band XXXVI S. 304. Ersehe auf S. 308 dss gegebene durch das folgende 
Schema: 

10 9 5 1 2  3 O 21 7313 10 - 72 1 - 7 2  
- - 

6 15 O 7 - 70 - 1. - 

3 9 1, 
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Exponenten 1, v,, . ., vp und die andere das alternireude Difi'erenzenproduct 
der Grossen z,,, . ., x,, mit den Exponenten v , ,  . ., v,, darstellt. 

Im Fallo p = 1 hat  der Divisor den Werth 1 und der Dividendus 

oder die Form 

und cs gelten daher dio Gleichungen 

und 

Entfernt man demnach in den rechtsseitigeii Determinanten die ervte 
Vertikalreihe und der Reihe nach je  eine Horizlmtalreihe, so stellen sie 

den Binomialcoefficienten für die Werthe x = O ,  . ., n dar. (n) 
Irn Anschluss hieran sei bemerkt,  dass die Determinanten 

und 
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gleiche und untor der Voraussetzung positiver ganzor Zahlen in Bezug auf 
die in ihnen vertretenen Grossen la, r ,  s syinmetrische Grossen sind, deren 
WerCh sich ails der ersteren dadurch ergiebt, dass man in ihr das Product 
der Elemente der letzten Vertikalreihe durch das Product derselben Ela- 
mente mit veràchwindendem s oder das Product der Elemente der ersten 
Horizontalreihe durch das Product derselben Elemente mit verschwindendem 
s und um s vergrossertem r dividirt. I m  Falle r = 1 ist die erste 
Determinante dern ersten und im Falle s = 1 dem letzten Elemente ihrer 
ersten Horizontalreihe gleich. 

IV.  Zur Resultantenbildung. 

Zur Darstellung der Resultante der Functionen 

und 

eignet sich nach C a y l e y  die Function 

f (z) 9 (Y) - f (Y) (P (4, 
$-Y 

die unter der Voraussetzung lz > m eine symmetrische ganze Function der 
-- 

Grossen x und y vom Grade n - 1 ist. 
Um sie als solche danustellen, hat  man unter derVoraussetzung der 

Bezeichnungen 
a, 

und 1:; f f v ,  l,= 1 vj VI 1 
( x ,  X 1 ) = I % + l ,  X J f I X f  2, x 1 - 1 1 + . .  

aus den Coefficienten der gegelienen Functionen 

a , . .  . . . .  a. 

o . . o < Y  a,, 

von links nach rechts fortschreitend die Determinanten 

1.) w-11 ., H - 2 1  . . ! f i ,  11 112, O '  

- 1 ,  - 2 - 1  1 112-1, 01 
. . 

2 ,  1 '  2 , O l  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



u n d  aus ihnen durch Addition in der zur Diagonale senkrechten Richtung 
odsr  kurz durch schrage Addition die Grossen 

(fi-1) fi-1) ( n - 1 ,  n - 2 ) .  . (fi-1, 1) (fi-1, O) 
(n - 2, f i  - 2) . . (Pa - 2, 1) (n - 2) 0)  . . 

. . 
(1, 1) (1, 0) . 

(0, 0)  
zu bilden und hierin die Horizontalreihen so zu vervollstSndigen, dass die 
in der Diagonale sich kreuzenden Horizontal- und Vertikalreihen der Reihe 
nach dieselben Grossen enthalten. Multiplicirt man alsdann in dern dadurch 
entstehenden n stufigen Gebilde 

(fi-1, fi-1) ( n - 1 ,  9%-2) .  . ( n - 1 )  1) ( n - 1 )  O) 
( - 1  - 2  ( n - - 2 ,  n - 2 ) .  . (Pa-2) 1) (12-2,  O) 

. . 

. . 
( n - 1 3  1) (n 2 ,  1) . . (1, I) (1, 0) 

(fi - 1, 0)  (a-2,.0) . . ( l ) O )  (0, 0) 
d e r  Reihe nach die Horizontalreihen mit xn-', . ., xO und die Vertikal- 
reihen mit yn- l ,  . ., yu, so stellt die Summe der in dieser Weise erzeugten 
Grossen die Cnyley 'sche Function dar und die in  dem Gebilde verzeich- 
ne ten  Grossen sind die Coefficienton diescr Function. 

Die Resultante der gegebenen Functionen is t  nun darstellbar für 

durch  eine (fi + m - w) stufige Determinente, die in  den ersten rn - w 
Horizontalreihen die Coefficienten dor Function f ( x )  

m i t  

u n d  in den 1et.zten n. - w Horizontalreihen die Coefficienten der Function rp(x) 

mit 

vorangehenden und bezw. folgenden Nullen enthült und in den mittleren w 
Horizontalreihen mit  m - w Nullen beginnend sich weiter der Beihe nach 

mit den, von unten gerechnet, ersten w Horizontalreihen des Coefficienten 
gebildes der zu den Functioizen gehtirigen Cayley 'schen ~ u n c t i o n  deekt, 
u n d  ferner f ü r  

w = m, . ., 12 

durch  eine mit  dem Divisor a,w-m verbundone n stiifige Determinante, die 
in den ersten w Horizontalreihen der Reihe nach mit den, von unten ge- 
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rechnet, ersten w Horizontalreihen ~ C S  Coofficicntengebildes der C a  y 1 e y -  
schen Function übereinstimmt und in den letzt'en n - w Horizontalreihen 
die Coefficienten der Function rp(z) 

am, -., 
mit 

t u - m ,  f i - w - 1 ;  ..; f i - w a - 1 ,  O 
vorangehenden und bezw. folgenden Nullen en th i l t ;  ausserdem stellt dem 
Falk w = n entsprcchond das Coefficientengebilde der C a y  ley'schen Function, 
durch zwei vertika',e Striche in cine Dcterminanto, dio Determinante der 
Cay ley'schen Function, umgewandclt, in der Vorbindung mit dem Divisor 

(- l)(;)onn-" die Resultante dar. 
Hiernach ha t  die Resultante der Functicnen 

f ( z )  = 22" 5%" 4x3  $ 19%' - 16% $ 4  
und 

ry(x)- 3 ~ ~ + 4 ~ + 1  
nach dem Schema 

2 - 5 - 4  1 9 - 1 6  4 
O O 0 3 4 1 

die den '#erthen w = 0 ,  . ., 5 entsprechenden Fcrmen 
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genügt. 

2 - 5  - - 4  7 -33 
8  -18 -21 120 7 
6 - 7 - 3 0 2 1  - 4 

Ersetzt man in der Cayley 'schen Function die Potenzen xr und yr 
für  r = 0, . ., 12 - 1 durch die beliebigen Grossen x, und y,, so geht 
sic in  oine bilinearc Form n t e r  Ordnung der Grossen xo, . ., xnAi und 
yo, . . , yn-l und im Fallo y, - X, in eine quadratische Form n tor Ordnung 
der Grossen r,, . ., x,-1 übor, und ihre Determinante kt die Detar- 
minante dieser bilinearen und bezw. quadratischen Form. 

12 - 5  - 4  7  -32 
8 -18 -21 120 7 
6 - 7 --30 -21 - 4  

V, Zur Theorie der Sturm'schen Functionen. 

Untei  der Voraussotzung 

f ( z )  = anxn$  . . $ a,xo 

und a, = l is t  die Resultante der E'unctionen 

O 6 - 7 - 1 8 - 6  i O 6 - 7 - 1 8  - 5  
0 0 3 4  4 1 O 0 6 8 2  

und überdies die Form 

f ( y ) ,  f f ( y ) ( x - Y ) ,  

wenn 2,, . ., xn die Wurzoln der Gleichung f ( x )  - 0 sind, in der Form 

f'(4 . . f 1 ( 4  . f (4 
dvrstellbar und sornit in der Verbindung mit dem Factor (- 1)(;) gleich 
der Function f ( x ) ,  multiplicirt mi t  dem Producte der quadrirten Wurzel- 
differenzen der Gleichung /'(x) = 0. 

In der Verbiridnng mit dem Factor (-- 1)(;) stellt sie sich aber dureh 
die Determinante der C a y l e y  'schen Function 

O O 6 8 2 
O 6 - 7 -18  - 5 
6 - 7 -30 - 2 1  4 
8 - 18 - 21 120 7 
2 - 5 - 4  7 -32  : + 8 ,  

zu dercn Herstcllung mittelst schriigor Addition das Schenia 

2 - 5  - 4  19 -16 4 
O 0 0  3 4 1 
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f ( ? d f f ( 4 ( x  - z )  - î (e)r1(21)(x - Y) 
g - 2  

oder der ihr entsprechenden H e r m i  t e'schen quadratischen Form n ter Ord- 
nung, also beispielsweise für 

f ( z )  = x4 - x3 - 3,x2 $ 5% - 2 
nach dem Scherna 

1 - 1  - - 3  5 - 2  
O 4 - 3 - 6 5 x 

13% - 10 
mittelst schrigor Addition in der Form 

4 2 -  1 - 3 2 -  6 - G r c + 1 5  5 % -  8 
- 3 2 -  G 9 x + 1 8  - 9 2 - 1 8  3 x 4 -  6 
- 6 ~ $ 1 5  - 9 % - 1 8  36% - 9 - 21% + 12 

5 % -  8 3% + 6 - 21% f 12 13% - 10 
dar. 

Folglich is t  diese Determiilante gleich der in  das Producb der quadrirten 
Wurzeldifferenzen der Gleichiing f ( z )  = O miiltiplicirten Function f(x). 

Wir bezeichnen sie als eine ganze Function lzten Grades von x durch 
S,(x) und ferner duich S,(z) a18 eine ganze Function r t e n  Grades von x 
die Determinaute, die aus ihr durch Entfernung der n - r letzten Horizontal- 
und Vertikalreihen entsteht. Bernerken wir noth,  dass sie für den Fall 
r - O durch die Entfernung aller Horizontal- und Vertikalreihen in den 
Coefficienten 1, den man ihr beifügen kann, übergeht, so gehen also die 
Punctionen 

Sr(%), r = O,  . ., n ,  

die in dem angeführten Beispiele sich in der Form 

darstellen, der Reihe nach aus der Determinante dadurch hervor, dass man 
in ihr nach einander die in, . ., O letzten Horizontal- iind Vertikalreihen 
entfernt, und dasselbe gilt ,  wenn wir in  der Function S,(x) den hoühsten 
Coefficienten durch s, bezeichnen, von den Grossen 

bezüglich der Determinante, welche die Grosse s, oder das Produet der 
quadrirten Wurzeldifferenzen der Gleichung f ' (x)  = O darstellt. 
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Die Functionen 
S?(X), r = O )  S . )  n. 

sowohl, a ls  auch die Grossen 

s,, r = 0, . ., n 
bilden S tu rm'sche  Reihen. 

Wi ih~end  die ersteren, welche in der Verbindung mit constanten 
Factoren für  den Kettenbriich, der sich aus der mit den ganzen Resten 
entgegengesetzten Zeichens fortgesetzten Division der Functionen f ( x )  und 
f"(x) für die gebrochene Function f ( z )  : ['(x) ergiebt, die Zahler der 
Nüherungswertho darstellen, für einen gegebenen reellen Werth von r 

durch die Anzahl der Zeichenwechsel in ihrer Zeichenreihe f ü r  die Gleichung 
f(x) = O die Anzalil der von einander verschiedenen Pasre complexer 
Wurzeln, verrnehrt uni die Anzatil der von einander verschiedenen reellen 
Wurzeln, die grosser sls jener Werth sind, bestimmen, ergiebt sich a u  
der Anzahl der Zeichenwechsel in der Zeichenreihe der letzteren die Anzahl 
der von einander verschiedenen Paare complexer Wurzeln selbst, und die 
Differenz der Zeichenwechsel in diesen Zeichcnrcihen giebt die Anzahl der 
von einander verschiedenon reellen Wurzeln, die grosser als der gegebene 
Wer th  sind, an. 

Verschwinden die Grosson s r ,  r = O, . ., n für einen jeden den Werth 
p überragenden Wer th  dcs Indcx r ,  nicht aber fur den Index r = p, so 
verschwinden auch die Functionen S,.(X), r = 0, . ., n identisch fiir einen 
jeden den Werth p tiberragenden Werth des Index r, nicht aber fur den 
Index r = p. Dic Gleichung f ( x )  = 0 ha t  alsdann p von einander ser- 
schiedene Wurzeln vielfachen Grades, und es ist die Gleichung pten Grades 
SP(x) - O die Gleichung, welche die p von einander verschiedenen Wurzeln 
der Gleichung f ( x )  = O zu Wurzeln ha t ,  und ihr hochster Coefficient sk 
stellt für  die Gleichung f (x) = O ,  sofern nur die von einander ver. 
schiodenen Wiirzeln in Retracht gezogen werden, das in das Prodnct 
ihrer Vielfachheitsgrade multiplicirte Product der quadrirten Wurzeldifferenzen 
dar. J e  nachdem er  positiv oder negativ ist ,  befindet sich unter diesen 
Wurzeln eine gerade oder ungerade Anzahl von Paaren complexer Wurzeln. 

Da die durch Sn(%) bezeichnete Determinante der Caylep'schen 
Punction 

einerseits die Resultante der Functionen 

i n  der Verbindung m i t  dem Factor (- 1)(;) und andererseits die in das 
Product der  quadrirten Wurzeldifferenzen der Gleichung f (z)  = 0 multi- 
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plicirte Function f ( x )  darstellt, so ist  iibrigens offenbar da8 Product der 
qusdrirten Wurzeldifferenzen der Gleichung f ( x )  = O sowohl in der Ver- 
bindung mit dern Factor (- l)@ die Rosultante dor Functioncn 

als auch in der Verbindung mit dem Factor (- l ) ( h O  die Resultante der 
Punctionen 

f '(Y>% f (Y). 
Um darnach beispielsweise das durch die Crosse 

gegebene Product der quadrirten Wurzeldifferenzen fiir dio Function 

darzustellen, ha t  man das Schema 

oder ein Schema zu bilden, in dern die ersten zwei Zeilen 

1 1  1 . . l  1 
O rn n - 1 . . 2  1 

sind und die folgenden aus den entsprechenden Zeilen des vorigen Schemas 
dadurch hervorgehen, dass man stimmtliche Grossen in der ersten Zeile 
von n + 1 und in den folgenden Zeilen von O subtrahirt. 

Die vermittelst schrager Addition aus dem Scherna 

1 2 . . n - 1  12 

l . . n - 2  1 2 - 1  

hervorgehende algobraisch-symmetrische Determinante, die sich aus den 
Grossen 1, . ., la in  der Weise zusammensetzt, dass die von links und 
bezw. unten in der zweiten Diagonalreihe sich treffenden Horizontal- 
und Vertikalreihen bis m m  Treffpunkte der Reihe nach thunlichst ihre 
1, . ., nfachen Werthe als Elemente enthalten, imd die nur iil der Form 
eine Aenderung erleidet, wenn die sammtlichen Elemente rechts von der 
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das Product der quadrirten Wurzeldifftii-enzen der Gleichung x4+ .. + zO=O. 

B e r l i n ,  11. December 1891. 

zwoiten Diagonalroihe mit dem Minuszeichen vorsohon und die übrigen 
Elemento von fi + i subtrahirt worden, ha t  daher den Werth 

(- l )@(n  + I ln-1  

und stellt das Product der quadrirten Wurzeldifferenzen der Gleichung 

x n + . . + x O = o  

dar. So ist in dom Fallo n - 4 

1 2 3 4  
2 4 G 3 
3 6 4 2 
4 3 2 1 = 

4 3 2 1 
3 1 - - 1  - 3  
2 - 1  - 4  - 2  
1 3 - 2  - 1  = + 5 s  
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V II. 

Ueber bedingt periodische Bewegungen eines materiellen 
Punktes auf Oberflachen zweiter Ordnung mit besonderer 

Berücksichtigung der Grenzfalle. 

Von 

OTTO PUKD. 

E r s t e r  Absçhu i t t .  
Ueber die Bewegung eines materiellen Punktes  anf einer Oberflache 

zweiter Ordnung i m  Allgemeinen. 

5 1. 
Allgemeine Forni der  beiden ersten Integrnle. 

Wir nehmen an, dass ein materieller Punkt, dessen Masse der Kin- 
fachheit halber als Einheit zu Grunde gelegt werden mage, sich auf einer 
Flache zweiter Ordnung 

1) f ( x ,  Y ,  4 = 0 
unter dem Einfluss einer Kraft bewegt, deren Componenten sich als die 
partiellen Derivirten einer von der Zeit unabhangigen Kriiftefunction U(r, y, z) 

darstellen lassen. Durch Accente bezeichnen wir die Ableitungen nach 
der Zeit t ,  durch die Indices 1, 2 ,  3 die nach x ,  y, 8 und setzen zur 
Abkürzung 

2) F = f12 + h2 + fy2, 
JL = f , , ~ ' ~  + f2,p + f3,zf2 + 2 f 2 , y f z ' +  2 f 3 , ~ ' x f +  2 f , , x r y 1 .  

Ver~teh t  man danu unter A eine gewisse Function von t ,  die sich 
N 

durch den Normalwiderstand N der Flache in der Form A - - 
F 

ausdrücken 

lasst, BO kann man die Bewegungsgleichungen in folgender Form darstellen: 

x f f  = A f ,  + U,, 

3) Y" = A& + u2, 
e" = A f, + Us. 

Wir multipliciren nun die beiden Seiten derselben der Reihe naüh mit 

x f ,  Y', zr, 

4) f,, 121 f3, 
f,', f,', f3', 

addiren jedesmal und beachten dabei die wahrend der Bewegung immer 
erfüllten Gleichungen 
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96 Ueber bedingt periodische Bewegungen eines materiellen Punktes etc. 

sowie die folgende fur Oberflachen zweiter Ordnung geltende Gleiçhuq 

7 fl'xl' + f2'y1' + fi $' - ; n r .  

Ails der ersten der auf diese Weise entstehenden neuen Gleichungen 

8) .rxrr + y' y" $. z" = U' 

ergiebt sich mit Einführung der Constanten h das Integral der lebendigen 
Kraft 

1) 
1 

- -  (xrz + yr2 $ 2'') = U + h ;  
2 

aus den beiden anderen 

9) - fi = ~ ~ - k z ~ f k ,  

k 

lcitët man durch Elimination von A. 

k k 

ab. Nehmen wir nun an ,  dnss sich die rechte Seite dieser Gleichung als 
dor Differentialquotient einer Punction T von x ,  ;y, z darstellen lasse, 

so ergiebt sich mit Einführung einer Constant'en k ein zweites Integral 

Ir> F S L = Y + k .  
Die Constanten h und K müssen E O  besehaffen sein, dass sich aus 5), 

1), II) reelle Werthe von x', y', z' ergeben. Den Integralen kann man eine 
geometrische Bodeutung beilegen. Bezeichnet man nsmlich don Krümrnungv 
radius des Normalschnittcs der Flliche, in welchom sich der materiell~ 
P u n k t  momentan bewegt mit g, so ist 

Da unter den gemaehten Annahmen zwei Integrale unseres Bewegung~ 
problemes bekannt sind, so kann m a n  aus allgeineinen Theorien Jacobik 
sehliessen, dass sich das Problem mi t  Hilfe von Quadraturen losen laest? 

* Dies folgt aus der Theoric des letzten Multiplicators oder aus der Zurück. 
fiihrung des mechanischcn Problems auf partielle Differentialgleichungen. .Tacobi, 
Vorl. über Dgnamik. 22 Vorl. 2 Ausg. (Werke, Supplementband), S. 175. 
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Bewegt sich also ein materieller Punkt  auf einer Oberflache zweiter 
Ordnung f - O unter dem Einflusse einer Kraft,  deren Componenten sich 
als die partiellen Derivirten einer von der Zeit unabhsngigen Krsftefunction 
U darstellen lassen, die so beschaffen ist,  dass der Ausdruek 

für alle der Gleichung f '= O geniigenden Werthe von x, y,  ,z ein voll- 
standiges Differential ( 2 d  TJ) ist*, sa lasst sich das Bewegungsproblem stets 
auf Quadratwen zurückführen. 

Obgleich die Bewegung des materiellen Punktes immer den Gleichungen 
1) und II) gemsss erfolgen muss, so darf man doch den umgekehrten 
Schluss, dass alle diese Gloichungen genügende Bewegungen auf der Ober- 
flache auch mirklich dio Gleichungen 3) befriedigen, nicht immer mechen. 
Um die Aequivalenz der Gleichungssysterne 3) einerseits und 1) und II) 
andererseits zu untersuchen, setzen wir: 

dann hat man bei jeder Bewegung auf der Oberfliiche f = O die Gleichungen 

Setzt man in diesern Gleichungssystern rp, = qz = q3 = 0 ,  so gelangt, 
man zu den Gleichungen 8), 9), 10) und  somit zu den Integralen 1) und 
II). Wenn nun umgekehrt die Integrale 1) und Il) gelten, so leitet man 
aus ihnen durch DiEerentiation = O und 

ab; die letzte Gleichung kann aber mit  Einführung einer neuen Grosso A. 
durch die beiden Gloichungen q, = O und q2 = O ersetzt werden (wofern 
nicht etwa P und E" beide gleich O sind). Das Gleichungssystem 16) 
lehrt nun, dass der Schliiss, dass cpL = yz = qS = 0 k t ,  in dem Falle 
nicht berechtigt is t ,  dass die Determinante 

* Man kann aus dieser Bedingung eine linearc partielle L)ifYerentialgleichung 
meiter Or~11iung für Uableiten, doch unterlassen wir hier deren Aufstellung, da 
wir ihrer fiir die unten zu behandelnden Problcme nicht bedürfen. 

Zeitschrift f. Nntiiematik u. Fhysik. 38. Jahrg.  1395. P. IToft. 7 
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verschwindet. Das Verschwinden der Deterniinante drückt aber aue, dass 
sich der materielle Punkt  au€  einer Krümmungslinie der Flriche Lewegt, 

Die Bewegungen auf Krümmungslinien, welche die lntegrale 1) un3 
11) zulassen, müssen also noch daraufhin untersucht werden, ob sie den 
ursprünglicben Differentialgleicliungen 3) der Bewegung Genüge Ioistcn. 
Diese Untersuchung wird daher bei den unten behandelten speciellen Bei- 
spiolen durchgeführt werden. 

N a n  kann das soeben erhaltene Revultat noch auf einem andern 
Wege ableiten, namlich ails der Gleichiing 

die man leicht erhglt, a e n n  man die Gleichungen 5),  6), 7)  und die folgende 

fii x' + f2'y1 + fsl z1 = SL 

berücksichtigt, :und dio für einen speciellen Fa11 schon von G e h r i n g  an- 
gegeben &.* Sie lehrt unmittelbar, dass die Integralo 1) und II) bei der 
Bemegung auf einer Krümmungslinie Giltigkeit haben. 

Die im Vorstehendm entwickelte Integrationstnathode** wollen wir jetzt 
auf zwei Probleme zur Anaendung bringen. 

Wir nehmen an ,  dass die gegebene Oberflache zweiter Ordnung eine 

Rotationsflache und dass dia Rraftefunction in den Parallelkreisen constant 
sei. Wahlen wir die 2-Achse zur Rotationsachse und setzen die Gleichung 
der Flache in der Form 

l a )  2f  s2+ - ~ $ ( z )  = 0 ,  9 2 ( g )  az2 + 2 b z  + c 
gegeben voiaus, so ergiebt sich 

* H e s s e ,  Vorlesungen über aiialyt. Geom. des Raumes. 23. Vorl. S. 326flg. 
*" Sie ist fiir deil spcciellen Fa11 d e i  geodii.tjsclieri 1,iruen von Joachirns- 

t h a l  (Joiirn, fiir Math. Ud. 2G.  S. 161 flg.) eritwickrll, spliter von Sçbel lbach 
(Journ. für Nath. Rd. 5%) iinti S t .  C+ errnain (Joiirn. d. M:~the'rn. 3. série, tome 3) 
auch auf einigc anrlcrc Falle zur Anwenduiig gebraclit wordcn. 
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Von OTTO PUXD. 9 9 

J L = x L 2 f  y'2-az'2, T = 2 ( b 2 - a c ) U ( z ) ,  
und es lauten die Integrale 

Ira) q~"z)[l+ 'pf(2)2](212+ y f 2 -  az r2)  = 2 ( b 2 -  ac) ~ ' (z )  + k'. 

Bekanntlich gilt fü r  eine beliebige Rotationsfl%che das Fliichenintegral; 

man erhalt es aus den beiden obigen Gleichungen, wenn man die beiden 
Seiten der ersten mi t  O z -  a c  multiplicirt und von den entsprochenden 
der zweiten subtrahirt ,  nach einigen Umformungen in der Gestalt 

II a') xy' - y x' = Ic ,  
W O =1/" - 2;:; i c )  

die doppelte Flachengeschwindigkeit der auf die Ebene eines Parallelkreises 
projicirten Bewegung auçdrückt. 

Drückt man nun die Bedingung dafür aus, dass x', zf sich aus den 

Integralen I a ) ,  Ha') und der Gleichung 

zxf  4- yy' - Cp(z) q7'(z)z' = O 

als reelle Grossen ergeben müssen, so erhzlt man 

Riz) 2 [77(z) f h] ~J'(z) - k2 > 0, 
oder, da x" $= ist,, kann man diese Bedingung unahhiingig von 
der Gleichung der Rot,ationsflAche i n  der Gestalt 

2[U(z) + 751 (x2+ y') - k4 > O 

echreiben und in einfacher Wcise geometrisch deuton: Die Gobioto auf dor 
gcgobencn Rotationsflache, in ~ o l c h c n  sich der materiello Punkt üborhaupt 
befinden kann, werden von Parallelkroison hogronzt, welche durch den 
Schnitt mit der Rotationsflache 

entstehen. Auf die weitere Bedeutung dieser Rotationsflache für  den 
Charakter der Bewegung gehen wir im zweiten Abschnitt noch genauer ein. 

5 3. 
Zneitcs Beispiel. 

Um ein weiteres Beispiel zu behandeln, auf welches unsere Inteprations- 
methode Anwendung findet, bernerken wir, dass 7 P r  in dio Form gobracht 

Wenn wir nun annehmen, dass zwischen U und f die Beziebungen 

18) 2UkfL-O,  Z u i f k = O  
stattfinden, in welchem Falle dann 

7 * 
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100 Ueber bedingt periodische Bewegungen eines materiellon Punktes etc. 

. Z U k f k  einer Constanten g 
gleich kt, so nimmt das zweite Integral die F o r m  

F(fi i- g)  = k 
an. Da U und  f ihre Rollea vertauschcn konnen, B O  erhalten wir auf 
diese Weise zwei Bowegungsprobleme, wenn U vorn zweiton Grade id. 

E s  soi nun die Glcichung der Olierfliiche die eines auf seino Hnupt- 
achsen bezogenen Ellipsoides 

1 b) 
xB y2 z2 

2 f - i + - $ - - 1 = 0 ,  
a' b2 c2 ( a  > b > C )  

so erkcnnt man leicht, dass den soeben angegebenen Bedingungen Gcnüge 
geleistet wird durch 1 u= ,g(x2+ y2-j- z2 ) ,  
dass 

ist, und dass die Iiitegrale lauten: 

I b )  zr2+ z r 2 - g ( z 2 +  y2+  z 2 )  = Bh, 

Bus der Form der Kriiftefunction is t  unmittelbar ersichtlich, dass wir 
es hier mit einer vom Mittelpunkte des Ellipsoids ausgehenden, der Ent- 
fernung proportionalen, und, wenn wir g  > O annehmen, abstossenden 
Kraft  zu thun haben. Vertauschen wir die Eollen von f und U, so er- 
halten wir ein von C. N e u m a n n  behandeltes Problem." Man kann dis 
Balincurve des materiellen Punktes, wie sich aus den Integralen Ib)  und 
I I b )  ergiebt, auch auf folgende Weise geometrisch definiren. Bezeichnet 
man die Entfernung des materiellen Punktes vom Centrum des El!ipsoidos 
mit r, die Liinge des Lothes vom Mittelpunkte auf die Tangentialebcne, 
welche a n  dss Ellipsoid in dem betrachteten Punkte  orrichtet ist, mit p 
und endlich den zur Bewegungsrichtung parallelon Radiusvector des 
Ellipsoides mit d ,  so ergiebt sich aus 

1 xrz + Y'2 + zr2 
r 2 = x 2 +  y 2 + z 2 ,  B P ~  d a =  $ 1 2  2 p 

-.+Y+- 
a4 b4 c4 -+3-tT a2 c 

und den Integralen leicht 

kp2  d2 - g ( d 2  + r2)  = 2 h  oder 

Aiif diese Beziehung kommt man a i ~ c h  sofort, wenn man in die 
oben angegebene Gleichung 1 3 )  die speciellen W e r t h e  einsetzt und beachtet, 

d2 
dass Q = - ist. 

P 

* K e u m a n u ,  Dc problemate quodam mechanico, quod ad primam inte- 
gralium ultrltellipticorum clnsscm reiocatur. Joiirnal f ü ~  Blntlicmrttik Ud. 66, S.46. 
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Für don Fall,  dass g = 0 ist,  erhiilt man dio von J o a c h i m s t h a l *  
angegebene geometrische lnterpretation für die geodatischen Linien auf dem 

Ellipsoid p d =fF. 
Es kt leicht zu ersehen, dass wir das Ellipsoid durch ein einschaliges 

und zweischaliges Hyperboloid ersetzen konnten. Wenn wir aber ein Para- 
boloid zu Grunde legen, so nimmt die Kraftefunction eine andere, aber  
nach einfachere Gestalt an ,  zu der wir auch durch einen Grenzübergang 
gelangen konnen. Transformiren wir namlich die Gleichung des Ellipsoids 
dadurch, dass wir a + x an Stelle von z setzen, oder geometrisch ge- 
sprochen, verrücken wir den Anfangspunkt des Coordinatensysterns vom 
h1,ttelpunkte des Ellipsoids in der Richtung der positiven X-Bchse bis 

zum Scheitel, und setzen dann für a, b, c l  g resp. w2, bw, cm, - ein, 
so wird die Gleichung des Ellipsoids 

2 w 2  

und die Kriiftefunction nimmt die Form 

an. Beachten wir nun, dass das constante Glied in letzterer fortgelassen 
werden kann, da in  den Bcwegungsgloichiingen nur  ihre  Ableitungen vor- 
kommen, und lsssen wir, nachdem solches geschehen k t ,  o iiber alle 
Grenzen hinalis wachsen, so geht die Gleichung des Ellipsoids in  die eines 

über, und die Kraftefunction nimmt die Gestalt 

an. Man kann nachtrDglich leicht xeigen, dass auf diese Weise den Be- 
dingungen 18) wirklich Gentige geleistet wird. Nehmen wir nun die 
positive Richtung der X-Achse nach unten gerichtet an, ao wendet das 
Paraboloid seine concave Seite nach oben, und auf den rnateriellen Punkt  
wirkt eine constante nach unten gerichtete Kraft, wenn ausserdem g > O 
vorausgesetzt wird. 

* Journal für h.Pathematik Bd. 26, S. 168. 
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Z w e i t e r  A b s ç h n i t t .  

Die Bewegungen auf den RotationsflLchen zweiter Ordnung. 

8 1. 
Bewegnugen auf Krümmnngsciirven. 

Cm das im ersten Absahnitt angegebene Probleni der Bewegung auf 
einer Rotationsfl~cho weitor zu bchandûln, führgn wir zum Zwecko der 
Separation der Variabeln i n  die Integralo I a )  und II 'a) neue Coordinaten 
ein und aetzen 

Dann ergiebt sicb 

oder wir erhalten in separirter Form als Differentialgleichung der Balin- 

curve 

3) 

und für die Zeit 

Wir  beschaftigen uns zuvtirderst mit der Frage nach den Bewegungen 
auf Krümmungslinien. Oben war bemerkt worden, dass die Integrale, am 
denen sich die Gloichungen 2) ableiten, solçhe Bewegungen zulapseu, ohne 
dass diese den ursprüngliçhen Uewegungsgleichungen 7u genügen brauchen, 
und diese sind daher auszuschliessen. Wenn nun die Botationsfldche keine 
Kugel ist, BO existiren au€ ihnen zwei Arten von Krün;mungslinien, Me- 
iidiane und Parallelkreise. 

F u r  oino Bcwogung auf den ersteren ha t  man k = O zu sotzen und 
es Iiisst sich dann der Ruckgang auf die ursprünglichen Diff~rential- 
gleichungen der Bewegung ohno weiterc Schwierigkeiten bewerkstelligen, 

Von den untor gowissen Bodingungen moglichen labilon Bewegungs- 
formen abgcsohen, finden auf dem Meridiane Oscillationen odcr Cirtula- 
tionen des materiollen Punktcs s tat t ,  und zwar orweist sich hier die 
FlLche C(z) + h - 0 von entacheidender Bedeutung. 
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Pür eine Bemegung auf einem Parallelkreise würde z' s O und der 
zugehorige Werth z = zo eine Wurzel der Gleichung 

6 ,  R(Z) 2rU(z) + hl ip2(z) - k2 - O 
sein, wie ails der  ersten der Gleichungen 2) unmittelbar ersichtlich ist. 
Aber diese Bedingung allein ist nicht ausreichend. In der 'i'hat würden 
sich dann nach den Gleichungen 3) des ersten Absehnittes folgende 
Gleichungen fiir die Rewegnng ailfstellen lasaen: 

x " = ~ x ,  y U = à y ,  ~ " = L ~ ( z ) ~ ' ( ~ ) + u ' ( z ) = o  

ad'  + y~'' + x f 2  + yr2 = O, xr2 + y'' = 2 ( u [ z ]  + h) 

und eliminirt man aus ihnen sr', y", s ' ,  IJ', 1, so erhült man 

7) ~ ' ( 8 ) = 2 g , ( z ) { 2 [ u ( z ) + h 1 g , ' ( ~ ) + U ' ( s ) c p ( z ) ] = 0  

für z = zo, so dass also su eine Uoppelwur~el der Gleichung R ( z )  = O ist. 
Und urugekehri, hat  der materielle Punkt  eine solche Fntirgie il und eine 
solche Flichengeschwindigkeit 76, dass für einen bestimmten Werth zo von 
z die Gleichung R ( z )  = O einti Doppelwurzel tiesitzt, so muss sich der 
Punkt auf dem Parallelkreise z = z, bewegen, wenn er zu Anfang darin 
war. Denn man kann, was sehr einfach ist und wohl nicht naher ans- 
einandergesetzt zu merden braueht,  erstens zeigen, dass bei dieser Be- 
wegungsart der Rückgang auf die ursprünglichen Differentialgleichungen 
der Bewegungen moglich ist, und zweitens, dass der materielle Punkt, 
wenn er sich überhaupt in der Umgebung des Parallelkreises bewogen 
kann, niemals ans demselben herausgekommen sein, ebenso wenig wie er 
andererseits in denselben jemals hineingelangen kann. Da ntimlich R ( z )  = O 
die Doppelwurzel z = z, ha t ,  rnuss R ( z )  sich i n  der Form ( z  - zo)ZRl ( z )  
darstellen lassen, wo R l ( z )  fü r  z = zo einen von Nul1 verschiedenen end- 
lichen Werth annimmt, und man kat dann nach 4) 

Wenn nun in der Umgcbung des Parl~llclkreises a = a, eine Be- 
wegung mijglich k t ,  sa niuss R, ( z )  für  diese > O sein, und man kann 
dam aus der eben abgoloitcten Difforentialgleichung das Bchauptete leicht 
bewahrheitcn. Dio Bewegung konnto man daher als eine asymptotisch- 
singulare bezeichnen, wahrend, wenn in der Umgebung von t, & ( z )  < 0 
k t ,  dicselbo eiuo s inpl i i re  Bcwcgung genannt  wcrdcn soll. In beiden 
Fallcn findet in dem Parallclkreis x = z, eine Berührung dor Rotations- 
fliiche und der Flache 

8) 
k2 

s 2 f y Y c  2 [ U ( a )  + hl 

statt, boim ersten ist für dio Umgobung auf der Oberflüche 
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104 Ueber bedingt periodische Bewegungen eines materiellen Punktes etc. 

x" y2 > k2 

beim zweiten dagegen 
2(U + h)' 

li2 
< 2 ( ~ +  h)' 

Auf dem Parallelkreise geschieht die Bewegung immer mit constanter 
k 

Geschwindigkeit, die gegeben wird durch --- 

<P G o ) '  

§ 2- 
Bewegungen auf zweifach ausgedehnten Gebieten. 

Nach Erledigung dieser F a l k  wenden wir uns nun zu den nicht auf 
Krümmungslinien erfolgenden Bewegungen und k6nnen uns, da  hierüber 
genauere Untersuchungen, besonders die von S t a u d e  und S t a c k e l * ,  vor- 
liegen, damit begnügen, kurz auf die Besultate hiuzuweisen. Ebenso wie 
sühon vorhin erweist sich auch hier die BotatiorisU%che 8) in der Ver- 
theilung ihrer Schniitüurven mit der gegebenen Rotationsfliiche für den 
Charakter der Bewegung nuf letzterer in ersler Linie als entscheidend. 
Wenn wir van den F d l e n  alisehen, mo sie keine begrenzten Zonen auf 
der gegebenen Flaühe abschneidet, in welchen Failen instabile Bewegungs- 
formen vorliegen, sondern annehmen, dass eine oder mehrere von einander 

k2  
getrennte Zonen von endlicher Breite euistiren, für welche z2+ y2  > - 

2 (US h )  
is t ,  so finden au€ diesen durch die Schnittkreise beider Flachen begrenzten 
Gebieten bedingt periodische Bewegungen statt. Der  Punkt  kann sich zu 

Anfang irgendwo in der Zone befinden. Die Bewegung schreitet bei diesor 
, ,reguliren" Bewegungsform in der Langsdimensiori derselben in eiucr 
der beiden moglichen Richtungen, aber irnmer in gleichem Sinne fort, 
indem die Fliichengoscliwiudigkeit der auf die Ebene eines Parallelkreises 
projicirten Dewegung constarit bleibt, und dio Ijahncurve abwechselnd die 
beiden begreneenden Parallelkreise berülirt, weshalb dieso die Wendekreise 
der Bewegung genannt werden kihnen. 

Rüüken die beiden Wendekreise einer Zone zusammen oder geschieht 

dies Zusammenfallen mit zmei n~chstfolgenden Wendekreisen verschiedener 
Zonen, so haben wir die schon oben behandelten beiden Bowegungr;formon, 
die singulzre und asymptotisch-singuliire vor uns, für welche wir obon 
schon den Existonzbeweis gclicfert haben. Bei der lotzteren flacht sich 
die Bahn bei der Anniihcrung an dcn kritischcn Parallelkreis, der aus 
dom Zusammenfall der Wcndekrcise hervorgoht, derart ab, dass sie in 

* S t a u d e ,  Ueber die Bewegung eines schweren Punktes auf einer Ro- 
tationsfhhe. Acta mathematica. Ud. ll, S. 305 flg. - S t a c k e l ,  Çcber Cie 
Bewegung eines Punktes auf einer Flache. J. D. Uerliu 1885. 
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immer neuen Windungen die Rotationsfliiche umkreisend sich immer mehr 
dem kritischen Parallelkreise niihert, ohne ihn aber jemals zu erreichen. 

§ 3. 
GeodBtische Linlen auf Rotationsellipsoiden. 

h'ach diesem Ueberblicke über die allgemeinen Verhiiltnisse wenden 
wir uns jetzt zu einigen speciellen Beispielen, um bei ilinen namentlich 
die Windungsverh%ltnisse der reg~ilaren Bewegungsformen zu studiren, 
nimlich zu den geodatisçhen Linien und der Bewegung eines schweren 
Punktes auf den Rotationsellipsoiden. Die Gleichung der Flache sei 

x2 + yZ y2 
-- 

a2 
+ b2 = 1. 

Bei der Triigheitsbewegung, bei welcher awischen den Constanten h 

und k die Ungleichung 2ha" >/c~orausgese tz t  werden muss und wir zur 

setzen wollen, lautet die Differentialgleichung der Curve 

Die Bahn verlauft per iodi~ch zwischen den Wendekreisen z = rr und 
z = - rr und wahrend des Zeiiabschnittes zwischen zae i  auf einander fol- 
genden Berührungen mit ihnen beschreibt der Radiusvector der Projection 
des Punktes auf die XY-Ebene einen Winkel, dessen Grosse durch 

ausgedrückt wird. Bringt man diesen Ausdruck auf die Form 

und vergleicht ihn mit dem folgenden 

- 

so erkennt man, da im Integrationsintervall stets b2 - e2 > 0 is t ,  dass 
> w -- n k t ,  je  nachdem man b '- u h a t ,  also das Rotatiansellipsoid ein < < 
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verliingertes, eine Kugel oder ein abgeplattetes ist. Xan  kann aber den 
Betrag,  um den sich w von x unterscheidet, in  einfucher For'm darstellen. 

1st niimlich das Ro+,ationsellipsoid ein ver l~nger tes  ( b  > a), so merde 

b4 
Pz= (> b 2 )  

gesetzt, so dass 

ist;  versteht man dann unter w,  das Lntegral 

,- 
so besteht die Gleichiing 

w = 7c + W1' 
Beim abgeplattoten Rotationsellipsoid ( b  < a,) dagogen wird mit Ein. 

führnng von 
p" b4 

a2 - b2' 

und es ergiebt sich, wenn 
m 

gesetzt wird, 
W = n: - ml. 

Es kann nun vorkomnien, dass die Bahncurven geschlossen sind; dam 
müssen w und TC oder w, und n in einem rationalen Verhaltniss zu einander 
stehen. Wenn eine Schliessung naçh .n Urnlaufen und rn Oscillationen er- 
folgt, unter einer 0s~i l :üt ion die Bewegung von einem Wendekreis zum 
andern uild dann wieder zum ursprünglichen zurück verstanden, so muss 
narnlich n TC = 932 w 

sein. Aus den Ungleichungen fol$ daher, dass boim verliingerten Rotations- 
ellipsoid n > m ,  beim abgeplatteten n < nz k t .  Wiihrend also auf einer 
Kugel stets eine Schliessung nach einem Umlaufe und einer Oscillation statt. 
findet, sind für eine Schliessung anf dem verlangerten Rotationsellipsoid, 
wenn sulche überhaupt oiritritt, rnehr Umliiufe als Oscillationen, beim ab- 
geplatteten dagegen weniger erîorderlicli. Wenn überhaupt Schliessung der 

Bahn s t a i t h d e n  kaun, so ist die anfiingliche Lage des materiellen Punktes 
in der Bewegungszone ohne Belang. 
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Wenn nun auch f'ür die Schliessung ein rationales Verhaltniss von w 

und ?c vorausgesetzt wird, so sind dennoch diese Betrachtungen auch ohne 
eine solche Annahme für  die Kenntniss des Verlaufes der geodiitischen 
Linien von Wichtigkeit. Denn man kann auüh irn allgemeinen Falle immer 
zmei ganze Zahlen lz und 7n so bestiuimen, dass die DiEerenz n z  - m w  

unter jede gegebene Grenzti sinkt, und also eine beliebig angenaherte 
Schliessung stattfindet. 

§ 4. 
Bewegnng eines schweren Ponktes nuf den Rotationsellipsoiden 

(und nuf einer Kugel). 

Rtwas complicirter als bei den geodiitischen Linien gestalten sich die 

Verhiltnisse bei der Bewegung eines schweren Punktes auf den ~ o t a t i o n s -  
ellipsoiden. Die Schwere sol1 in  der positiven Richtung der Rotationsachse 
wirken, so dass 0 = g z  ist, unter g die Beschleunigung der Schwere ver. 
standen. Die Differentialgleichung der Bahncurve lautet dann 

72b l / (a2  - b2)s2 + b4 d z  du = - -- - --. -- 

a (bB - a') i 2 u 2 ( g z  + h)(b" ss") -- k2 bB 

Eine Wurzel der Gleichung 

B ( s )  2u2('s + h) (b2-  z 2 )  - k2b2= O 

ist reell und liegt nun stets, wie leicht zu erkennen ist, zwischen - b  und 
- CO; ihr Werth i s t ,  wenn man die anderen beiden Wurzeln cr und P 

Da fwner R ( z )  für z  = - b und = + b  den negativen Werth - k2b2 

annimmt, und wenn überhaupt Bewegung s t a t t h d e n  6011, zwischen - b 

und + b R(z) irgendwo > O sein muss, so sind auch die Wurzeln u  und 

f reell und liegen zwisclien - b und + 6 ,  und es folgt aus @ -24 (b  =f > 0 
u + B  

io Verbindung hiermit, da.s u  + /j > O, also jedenfdls die grossere P > O 
aein muss. Die Werthe z - a  und z = /3 entsplechen den beiden Wende- 
kreisen, zwisühen denen siüh der materielle Punkt  bewegt; von diesen liegt 
ako nicht nur der eine unterhalb dos Aequators, sondern auch der zwischen 
beiden in der Mitte l i e ~ e n d e  Parallelkreis. Stat t  der Constanten h und k 

k6nnen die Werthe cr und /3 eingeführt werden; es iat dann 

h b2 - [.2 .- 8 2  
- - - - a  ,B k2  b2 (62 - a2)  (b2  - p2) 

-- - -- - -  1 - 
9 .  ~ 3 - P  2 a2g f f + B  

und die Differentialgleichung de r  Bahncurve nimmt die Gestalt a n  

du = 
~ ~ T j ~ ~  p2) - - -  V<n. z b 2 1 c t 4  d a  

-- 
a (b" zz") i ( a  - u )  (j3 - z )  (b"+II01+ P ] Z T ~ )  
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Wahrend einer hslben Oscillation beschreibt der Radiusvector der 

Projection des Punktes auf die Horizontalebene einen Winkel 

P 

w = 
v ( b 2  - a') (b2 - /3')J v(a" b') 4' + b4 - d z  

a ( b L  2 )  1/(e - a )  ( P  - 4 )  ( b 2  + [a! 4- pl 2 t a!) 

Schreibt man w in der Form 

so erkennt man, dass der Werth von w mit wachsendem a abnimmt. 
Der Betrag, um welchen sich w von TC untersrheidet, l l s s t  sich auch 

hier bestirnmen. Wir behandeln nacheiiiander die FLille a = b, a < b, a > li 
Dem Palle a = ZI entspricht das Problem des Rugelpendels. Es 

ist dann 8 

und es ergiebt siüh, wenn 
m 

. . 
gesetzt wird: 

- i-r 
W = 7G - wl. 

Wiihrend einer ganzen Oscillation wird also noch keine Windung urn 

die Zone vollendet, und wenn die Bahn des rnateriellen Punktes sicli 
schliesst, so geschieht diese Schliessung immer mit mehr Oscillationen als 

n: 
Windungeu. E s  l%st sich ferlier zeigen, dass w > -* is t ,  indem man w 

in der Form schreibt: 
2 

A 

und beachtet, dass 

* Verg1. D u r é g e ,  Theorie der elliptischen Functionen. Leipzig 1868. 

S. 328. Dort wird der Beweis für diese Behauptung mit Hilfe der elliptisclien 
Functionen gcfüùrt. 
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,-.,-<--- 

-̂ NI_, 

und daas im Integrstionsintervall 

Beim verliingerten Rota t i~nse l l i~so id*  (b > a) kann man, wenn 

b4 
8 3  = -- b2 + is t ,  dio droi Fidie 2'- 

b2 - a2 a + P  f f + P  
nnterscheiden. 

Wenn - b 2 f  = 8 kt, so besteht zwischen den Integralen 
f f + P  

die Relation 
w = lr + w,. 

und werde gesetzt 
m 

so ist 
w = n  + w,+o,; 

b2+ f f p  wenn dagegen --- < 6 ist, und unter o, das Integral 
f f + 9  

* Vergl. S e h l  e i  e r m a c h  e r ,  Ueber die Bemegung eines schweren Punktes 
auf dem verliingcrten Rotationsellipsoid und die ultraelliptischen Integrnle 
3.  Gattung. Dissertation Erlangen. 
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In den beiden zuerst behandelten Fnllen ist a l ~ o  stet,s w > n, in dem 
z u l e t ~ t  behsndelten kaun dagegen w grüsser, gleich oder kleiner als a 

sein. Ueim verliingerten Rotationsellipsoid kann also wahrend einer Os 
cillation eine Windung u m  die Zone schon vollendet sein, gleiclizeiiig mit 
ihr zusamrnentreffen oder noch nicht zum Abschluss gebracht sein. Auch 

n : .  
hier lasst sich zeigen, dass w > - 1st; nimlich es ist w jedenfalls grosser 

2 
7G 

als für  deu Fa11 a = b ,  m-o w  schon den Werth - überstieg. 
2 

Auf dem abgeplatteten Rotationsellipsoid (b < a) dagegon wird 
ebenso wie auf der Kugel ~ B h r e n d  einer Oscillation noch keine Windung 

b4 
vollondet. 1st J2 = - - -  i so besteht zwischen dem Intsgral 

a2 - b2 

a 
und den folgenden 

m 

w1 = 
b2 V ( b 2 q 3 ?  /' 1/Z2-+Td - z -- 

- - - - - - - 
n 6 , ( ~ " ~ ~ ) 1 / ( 0 1 + ~ ) ( j + z ) ( - b " [ a + ~ ] ~ - i l j )  

b2+Y -- 

E + P  

- -  p(-) { p 2 Z 2 - p ? - . p ~  a ~ - . ~  ~ ~ . p ~ + ~ ( ~ + ~ ~ ) ( ~ ~ + p ~  - ( [ a + p ~ ~ 2 + ( ~ 2 + ~ i ~ 2  -- -, 

( z q  h2i"! i/Q+ a') (z'f i3")(InTp]'zY+rii2+ 4l2) 
d 

die Relation 
w = n - w l - o p  

5 5. 
Uehcr die Ableitiing der Periodenrelationen. 

Da bei d e r  Ableitung der angegobenen Periodenrelationen ganz be 

sondere Sorgf'alt auf die richtige Uestiirimung der Vorzeichen anzuwenden 
ist, so halten wir es riiclit für überflüssig, an einem Reispiel die Ableitung 
derselben ausführlich zu zeigen, und zwar wihlen wir als solches dis zn. 
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letzt erwahnte Relation, weil ihre Ableitung noch besondere Uiscussionen 
don übrigen gegenüber erfordert. 

Zur Abkürzung werde gesetzt 

Wahrend irn Vorhergehenden alleu Wurzelri irnuier der positive Werth 
beizulegen kt, ~ o l l  jetzt eine solche Wurzel duich einen über das Wurzel- 
zeichen angebrachten Strich (7 ) kenntlich geaach t  werden. 

Wir breiten 1/R(z) eindeutig auf einer zweiblüttrigen Eiemann ' sçhen  
Fliche mit den Windurigspunkten cri, - y ,  a, /3, id, - i d  uud den von - a 
nach - y, von a nacli /3 und von iiS über + i oc, - i nach - i d  gerad- 
linig verlaufenden Vorzweigungsschnitten aus. Die zwei Seiten der Ver- 
zweigungsechnitte sollen dadurch unterschieden werden, dass bei der auf 
der reellen Achse liegenden die nach der positiv h a g i n s r e n  Achse ge- 
richtete als positive und daher die nach der negativ-imagingren Achse ge- 
richtete als negative, bei dem auf der imaginiiren Achse verlailfenden Ver- 
zweigungsschnitt die nach der positiv reellen Achse gerichtete a h  positive 
und daher die nach der negativ reellen Achse gerichtete als negative Seite 
bezeichnet wird. Wenn dann auf dem oberen Blatte auf  der positivon 

Seite des Verzweigungsschnittes von a bis P l/FG) = + 1 / R ( z )  angenommen 

wird, so ist  die Werthvertheilung von vm auf der Riemann'schen 

Fiache vollstandig fixirt. 
Um die Werthevertheilung auf der reellen und imaginaren Achse zu 

untersuchen, bezeichnen wir die Entfernung eines beliebigen Punktes B auf 
der Biemann'schen Flache von den Punkten a ,  P, - y, + id,  - i d  resp. 

mit Q, p,, p z ,  Q,, p4, nehmen als positive Hichtung dieser Verbindungs- 
linien die nach dem Punkte z hin verlaufenden an und nennen die Winkel, 
um welche man die nach den angegebenen Vsrzweigungspunkten parallel 
verschobene reelle Achse im oberen Blatte drehen muss, damit nicht nur 
ihre positive Richtung mit der pusitiren Richtung dor Verbindungslinien 
zusamrnenf~llt, sondern sie auch in dassellie Blatt  übergeführt wird, in 
velchern sich der Punkt  z befindet, resp. q ,  pl, q3, q3, q,; diese Winkel 
sind bei Zugrundelegung eines und desselben positiven Drehungssinnes 
zwischen den Grenzen O und 47c enthalten und sind sonst bis auf Viel- 
fache von 4 n  eindcutig bestimmt. Dann ist 

-- -- 'P S. ' P Z + ~ , + % +  'P. ,-- ~ R F )  = ~ i l / ( ~  ~ ) P Q I Q ~ P J C > , ~ ~  Y 

no das Vorzeichen E in Folge der oben angegebenen Festsetzung das 
negative ist. 

Bestimmt man dann die Winkel f ü r  die verschiedenen Theile der 
reellen Achse, so ergiebt sich als Wer th  von 1/~(z): 
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für  die Verzweigun 

auf der positiven Seite des 
oberen und negatiren des 

unteren Blattes 

I 
I 

auf der positiven Seite des 
unteren und negativen des 

oberen Blattes 

jschnitte der reellen Achse: 
- -- - - -- 

von - w bis - y 1 von u bis ,4 

für die übrigen Theile der reellen Achse: 
- - - -- -~ - -- 

1 von - y bis a  von bis m 

auf dem oberen Blatte + il/- H(e) 1 - iv- ~ ( 2 )  

Gm die Werthvertheilung auf der imaginaren Achse zu bestimmon, 

auf dem unteren Blatte 

bemerke man, dass für  s = i y  

R(iy) - zc + iv, 
= ( a  + ~ ) ( J " Y ~ ) ~ ( Y  - " - P ) y 2 -  "PYI, 

v = (u + ç ) ( J s - ~ 2 ) ( b 2 +  9% 

-- - -- 

- - 1 + iy-~(z)  

ist.  und dass ferner 

wo E = + 1 oder - 1 ist,  je  nachdem v > O oder < O ist. 

Functionen von y2, die wir mit (P (y2) und 9 (y2) bezeichnen wollen. Dem- 
nach ist auf der imaginaren Achse 

1/E@ = -/- r y ( y 2 )  - 1 : 7 1 ) ( ~ ~ ) 1  

für w > y >  d  und für - 8 < y  < O ,  dagcgen 
- 

Vn (z) = f [cp ( y 2 )  + i 9 (ya)l 
f ü r  .- cx, < y < - 8 und für d  > y  > 0. 

Bestimmt man nun für don Verzvieigungsschnitt dio Winkel cp f'üf 
die unendlich fernen Punkte und leitet dnraus dio Vorzeichon der reeM 

-- 

und irnaginiiren Thaile von v a ( ~ )  ab und heachtet man weitor, dass dia 
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Werthe von v ~ ( e )  auf der imaginaren Achse in ihrem Schnitt mit der 
reellon Achse in die frühor bestimmten übergehen müssen, so erhalt man 
als Werth von V R ( Z ~  

für  den Verzweigungsschnitt der imaginaren Achse: 
- -~ - -  - -  -~ 

1 von i d  bis i m - 
au€ der positiven Soite des 
oberen und negativen des - cp(y2) + i q ( y 2 )  

unteren Blattes 

auf der negativen Seite des 
oberen und positiven des q~(y" - i q ( y 2 )  

unteren Blattes 

- - -- 

von - i d  bis - i CO 

fur die übrigcn Theile dor imaginiren Achse: 

1 von O bis i d  1 von O bis - i d  

8- 
- - 

auf dem unteren Blatte - q(y2) - iq(y3 <p(g" - i y (y3  ~ 
Rchlicsst man nun aus dem obercn Blatte die Punkte - b und f- b 

durch kleine Kreise, die Verzweigungsschnitte durch sich eng an~chmiegende 
Schleifen aus, so i s t  i n  dem übrigen Theil des Blattes die Function 

regular, und daher das über die Begrenzung erstreckte Integral gleich O. 
Da das Integral über die Begrenzung im Unendlichen selbst gleich O ist, 
so hat man die Surnrne der etwa im positiven Sinne über die Ver- 
zweigungsschnitte und die Punkte - b und + 6 erstreckten Integrale 
gleich O zu setzen. 

Bei der Integration um den Verzweigungsschnitt von or bis 6 er- 
giebt sich 

b2 
- y@'! - or') ( E 2  - 

*z2+ s2 d e  
a S 

,* 

um den Verzweigungsschnitt von - cx, bis - y 
Zsitschnft f. Mathomatik u. Physik. 39. Jahrg. 1893. P.Heft. 8 
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114 Ueber periodische Bewegungen etc. Von OTTO PUND. 

iim den Verzweigungsschnitt von i d  liber i oc, - i XJ bis - i8 

wiihrend die Integration um die Punkte - b und + 7, zusamrnen den 
Be t rag  - Zn: liefert. Auf diese Weise gelangt man zu der letzten oben 
angegebenen Periodenrclation. 

(S~hluss  folgt.) 
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Kleiriere Mittheilungen. 

IV. Ueber einige Eigenschaften der  Bessel'schen Function ers ter  Art, 
insbesondere für  e in grosses Argument. 

Der nachfolgcnde kleine Bcitrag ist eines Theils gestützt auf eine 
Vorlesung meines verehrten Lehrers L. S c h  1 a f 1 i , snderen Theils angeregt 
durch den Unterricht, den ich selbst zu ertheilen habe, entstanden. E r  
stellt in einfacher Weise die Formeln auf ,  die entstehen, wenn das Argu- 
ment aus der positiven Lage u m  den Nullpunkt herurn geführ t  wird uud 

1 
bestimmt den Grenzwerth ftir den Fa11 m = -. Dies fur alle vorkomxnenden 

2 
Formen durchzuführen und zu beweisen, mag vielleicht einiges Interesse 
haben. a 

Wenn wir die B e s  s el'sche Function erster Art J ( x )  folgendermavsen 
definiren : fi - 

O 
n 

und mit K ( x )  folgeuden Ausdruck bezeichnen: 

so erhaken wir,  de 

a 
schliesslich ftir E(x) den Werth 

8 * 
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Kun kann man weiter mittelst folgender zwei Beziehungen 

5 

und Q ( x ) ,  das formel1 conjugirt ist 

Umgekehrt ist 

Nun ~ o l l e n  wir das Argument um O herum führen, indem wir statt 
x den Werth e i m a x  s~bs t~ i tu i ren ,  was bedeuten 5011, man habe x um m 
Halbkreise aus der positiven Lage gedreht. 
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a e i r r i n a  J($) 
i ( e i r n n x )  = cO@af l .  e i m n " ~ ( z )  - ------. 

sin a TC 

Andererseits ist aber 

In  der That ist die rechte Seite von 10): 

2icosan:sinmna a a 
= .-- - -- ~ ( x ) + c o s n û n a K ( ~ ) - i s i l z . m n a ~ ( x )  

sin n n 
a -a 

2icosansin~nnua cosmau.cosanL..7(& cosmnnJ 
- 

J(x)+ sinun 
- 

sin an: sin a n 

a - a 
- c o s a n ( c o s ~ n a  - + . isinmsta) - ~~ J ( x )  - -- e - i m n a  J(x) 

s inan sin a rr 

m , - i m n a  J 

= cotgart..eimflaJ(x) - 
sin a n 

( ). 

Multipliciren wir den Zghler und Nenner des zweiten Theils mit e z i m n a ,  

80 folgt - n 

somit  iut 10) bewiesen. 

Ausgehend von der Formel 

und nach 10) 
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i a n  
n i a n  a 

- 
1 %  i 

a - e c O ~ a x s i l z m x ~  J ( ~ )  
= 2 e  ' cosmnaJ(x)+-sinmna.e  J ( x )  - - -  

2 
- 

sin a YC 

- - 1 - e  " a  q ( x ) - -  cosmnasinan-sinmnacosan 
2 sin a  n 

ian a i - cosmnasilzan - sinmnacosan 
+% e K ( x )  sina n 

i a n  a *= 
+ [ - ~ e 7 w s a n s i n m n a b +  2 - e s i n r n n o c o s o n ~ ( z )  

i z  , i a n  i .  + -smninae 2 ~ ( d  + ~ e ~ s i ~ r n ~ a ~ ( ~ ) ]  

Der erste Theil ist 

- s in(m - 1 ) a n  -- 
sin a n  t e T ( j w  B + i ~ i x > )  

sin(m- 1)az  a =-- . P(x) .  
sin a  n (a.) 

Der z n e i t e  Theil wird zu 

1 COS a z  sifim n a  
- - ' j e  sin a  n: ( j ( x )  - i i ( x l )  

i '$sinmaasinan + p sin a n (;(Y,) - &XI)  

ion 1 sifi na n  a  - 
z sinan (cosan- i s inan) ( j (x )  .---* - iK(z i )  ,- i a x  

sin a n  

somit im Ganzen nach ( a . )  und ( P  .) 
O 

11) 
s i n ( m - ] ) n a  a 

p(einl n x )  = - stnmna " 
sin a  n Pb) - Q (4 7 

analog 
a 

1 a)  sinmxa a 
& ( e i * ~ i n x )  = --- s i n ( m f 1 ) a n  a 

sin a  16 Pb!) + -_-- szn a  z V (4% 
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Specielle Anwendungen für ein grosses Argument x ergeben sich m i t  
Hilfe der von P o i s s o n ,  Journal de ll&cole polytechnique, Cah. XIX pag. 250, 
gegebenen Formel, die dann von H a n  k e 1 * uud L O m rn e 1 ** verallgemeinert 
wurde. Es ist fur ein grosses Argument: 

"4 = 1/$ cos [z - (a + 
indem man x durch ix ersetzt 

jGxl = 1 / H  -1 cos ix - 
nx EL- 

e 
[ 

für ein sehr grosses x  wird der erste Theil der = 0, und es folgt: 

n n 
Die Phase von x muss zwischen - und - liegen, ohne jedoch die 

Grenzen erreichen zn dürfen. 
2 2 

a 

Der Grenzwerth von K ( i x )  ist folgender: 

ain si 

n x  t. 2i 
e 4 

also fur ein grosses Argument 
1 in 

i o n  a S + ( u + b T  

14) i ( e T x ) = d ~ ( r ) = ~  
p'2az 

Mathem. Annalen Bd. 1, 1869, S. 506. 
** Studien über die B e  E s e l'schen Functionen , 1868, S. 65. 
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Aus dem Integral 

folgt ,  wenn x sehr gross kt,: 

soinit fur ein grosses x 

n 

Setzen wir in  P(x )  für x i x  ein,  so ist 

was fur ein grosses x verschwindet, wahrend 

Durch Vergleichung von 15) und 13) folgt:  

Dr. J. H. GRAF 
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V. Ueber einen Satz Euler 's  aus der  partitio nnmerorum. 

Wie aus einem Rriefe D a n i e l  R e r  n o u l l i s  vom 28. Januar  1741 
hervorgeht , hatte E u l e r  scbon um diese Zeit durch Induction gefunden, 
dass sich des unendliche Product 

in eine Reihe entwickeln lasse, in welcher nur  Exponenten von der Form 
3n2 + 92 

vorkomrnen und in welcher alle Coefficienten den Werth + 1 

oder - 1 haben, je nachdem lz gerade oder ungérade ist. Der Satz hat 
spater E u l e r  mehrfach beschiiftigt; er bat aus dernselben jene merk- 
würdigen Gesetze liber Divisorensummen und die Anzahl der Zusammen- 
setzungen der Zahlen gefolgert, welchen in jüngster Zeit Herr Z e l l e r  
(Acta Xathem. IV, S. 415) eine neue interessante Beziehung, in welcher 
die Summe der Divisoren einer Zahl als eine Function der Partitioncn 
erscheint, hinzugefügt hat. I n  den Abhandlungen E u l  e r s  : O b s  e r  v a  t i  o n e  s 
a n a l y t i c a e  v a r i a e  d e  c o m b i n a t i o n i b u s  (Comment. der Petersburger 
Akad. 1741/43) ,  O b s e r v a t i o  d e  s u m m i s  d i v i s o r u m  (Neue Comment. 
der Petersburger Akad. 1754155) und in der I n t r o d u c t i o  i n  a n a l y s i n  
in  f i n i  t o r  u m  (1748) erscheint der Satz ohne Beweis. Aber gleichzeitig 
m i t  der zweiten der genannten Abhandlungen ist ein solcher von ihm in 
demaelben Bande der Neuen Comment. veroffentlicht, der auch spater 
nebst einem zweiten , etwas abgeiinderten in  der Abhandluug: E v o l u  t i O 

p rod i ic t i  i n f i n i t i  (1 -3) (1 -xZ) (1 -s3) . . . . i n  s e r i e m  s i m -  
p l i c e m  (Aeten der Petersburger Akad. für 1780) nochmals abgedruckt 
worden ist. 

J a c o  b i  widmet dem interessanten Problem , ftir das er sehon in seiner 
Theorie der elliptischen Functionen einen Beweis gegeben hatte, in einem 
Aufsatze : 

, B e w e i s  d e s  S a t z e s ,  d a s s  j e d e  n i c h t  f ü n f e c k i g e  Z a h l  
e b e n s o  o f t  i n  e i n e  g e r r t d s ,  e l s  i n  e i n e  u n g e r a d e  A n z a h l  
v e r s c h i e d e n e r  Z a h l e n  z e r l e g t  w e r d e n  k a n n Y  

eine Reihe hochst allgemeiner Betrachtungm, die, von einem einfachen Princip 
amgehend, diesen Eatz und den dasselbe bedeutenden E u  1 e r 's als beson- 
deren Fall ergeben. 

Wiihrend die E u 1 e r  'schen Beweise , ehenso wie ein von L e  g e n d r e irn 
zweiten Bande der T h  Eo r i e d e s  n oin b r e s  gegebener, auf einer ,Evolutionu 
des unendlichen Products beruhen, liegt der Untersuchung J a c  O b i ' s  die auch 
von L e g e n d r e  ausgesprochcne Folgerung: 

, J e d e  Z a h l ,  w e l c h e  n i c h t  d i e  F o r r n  
3n2 + fi 

2 
h a t ,  k a n n  

e b e n s o  o f t  i n  e i n e  g e r a d e  a l s  i n  e i n e  u n g e r a d e  Meng 'e  
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a n d e r e r  v o n  e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e r  Z a h l e n  z e r l e g t  werden; 

Z a h l e n  v o n  d e r  B o r a  %+" a b e r  k g n n e n  i n  e i n e  gersda L 
M c n g e  e i n m a l  m e h r  o d e r  w e n i g e r  rtls i n  e i n e  ungerade  
z e r l e g t  w e r d e n ,  u n d  zwl t r  d a s  e i n e  o d e r  d a s  a n d e r e ,  je 
n a c h d e m  PZ g e r a d e  o d e r  u n g e r a d e  i s t u  

zu Grunde und sie verachmiiht die Vermittlung von unendlichen Producten 
oder Reihen. 

Die folgenden Argumentationen werden denselben Gang gehen. Wenn 
sie sich wegen ihrer Einl'achheit zu entschuldigen haben, so durfte sich 
doch die Ver6ffentlichiing damit rechtfertigen, dass sie das Verhalten der 

3n2+ n. 
Pentagonalzahlen, welchen die Form - a zukommt, bei den Zusammen- 

setzungen der Zahlen durchsichtig bemerken lassen. 

Man denke sich alle Combinationen zur Summe m, . welche die Reihe 
der positiven ganzen Zahlen bei ausgeschlossener Wiederholung der Ele- 
mente euliisst, nach Classen geordnet nebeneinander geschrieben und die 
Verbindungen einer jeden Classe in arithmetischer Reihenfolge. Ferner 
lasse man die Combinationen aus k + 1 Elementen dadurch gebildet sein, 
Uass allen Verbindungen der l c tPn Classe, soweit sie es zulassen, die Ein- 
heit vorgesetzt und gleichzeitig die letzte Ziffer um 1 e r m h i g t  wcrde, und 
dass die folgenden derselben Classe durch Erhtihen der ersten und Erniedrigen 
der letzten Ziffer um eine Einlieit -- soweit dies moglich ist - ;lus den 
früberen entstehen. Dass auf diesem Wege alle verlangten Verbindungen 
erscheinen müssen, sielit man leicht ein. Fehlte eine in irgend einer 
Classe, so müssten auch, wenn nicht eine oder mehrere vorhergehende 
derselben Classe, so docb eine oder rnehrere der früheren Classe fehlen, 
und würde man so weiter schliessen, so würde man in der zweiten Classe 
Lücken finden, die nicht moglich sind. 

E s  kommt nun darauf a n ,  fü r  jedes rn den üilerschied zu finden, 
den die Anzahl der Combinationen in den Classen von gerader Elementen- 
zahl gegenüber denjenigen von ungerader bildet. Zu diesem tragen aber 
alle Verbindungen der Anfangsziffer 1 nichts bei, weil sie mit solchen der  
unmittelbar vorhergehenden Classe gepaart auftreten, aus welchen sie 
hervorgegangen sind und welche somit ebenfalls in unserer Frage nicht 
mitzWen. E s  bleiben iiur alle diejenigen Verbindungen tibrig , die sua 
ihrer eigenen Classe hervorgegangen sind, deren erste Ziffer also _> - 2 ist, 
und in 'die folgende nicht iibergeleitet werden konnen, weil mindestens 
ihre beiden letzten Ziffern in der natlrlichen Zahlenreihe aufeinander 
folgen. 

Alle so zurUckbleibendcn Combinationen, deren lctxte Glieder au! 
einander folgende Zahlen s ind,  denke man sich wieder ftir sich nach Classen 
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geordnet, Es mi5gen niin in einer solchen Verbindung C gerade a End- 
zahlen aiifeinander folgen, so dass sie diese Form hat: - 

Dann ist die Anfangszahl a, entweder < r t ,  = a oder > a. 1st sie 
< (Y, so stelle man C mit -- 

der v o r h e  r g e h e n  d e n  Classe zusamrnen, mo dann das Anfangsglied 
grosser ist ,  als die Anzahl der letzten aufeinander folgenden Zahlen , s O 

d a s s  m a n  n i e h t  i n  g l e i c h e r  W e i s e  z u r ü c k g e h e n  k a n n .  1st a , > u ,  
so stelle man C mit 

der f o l g e n d e n  Classe eusammen, wo das erste Glied ( -~ - der Anzabl der 
letzten aufeinander folgenden Glieder ist ,  s O d a s s  m a n  n i c h t  i n  g l e i c h e r  
W e i s e  v o r w i i r t s  g e h e n  k a n n .  S o  i s t  j e d e  C o m b i n a t i o n  i m m e r  
n u r  m i t  E i n e r  v o n  e i n e r  b e n a c b b a r t e n  C l a s s e  g e p a a r t ,  und nur  
iu zwei Fallen ist eine Ausnahme mtiglich. Man kann narnlich auf diese 
Weise keine Nachbarforrn in der f o l g e n  d e n  Classe finden, wenn das 
Anfangselement a, zugleich zu den letzten Elementen a, . . . gehart und 
eine Verminderung desselben um 1 weniger als n + 1 ergiebt; also bei der 
Verbindung 

a + 1 ,  n + 2 , . . . 2 a ,  

ebenso wenig kann eine Nachbarform der gekennzeichncten Art  in  der v o r  - 
h e r g  e h e n d e n  Classe existiren , wenn d ~ s  Anfttngselement a, zugleich zii 

den letzten Elementen 8, . . . gehort und doch grosser ist  als die Anzahl 
der darauf folgenden; also bei der Verbindung 

Diese beiden Combinationen k6nnen aber nur Zahlen von der Form 
3 n 2 +  72 

2 
als Summo darstellen; sie haben eine gcrade oder ungerade Zahl 

von Elementen, je nachdem lz gerade oder ungerade k t .  
E s  g i e b t  a l s o  g l e i c h v i e l  V e r b i n d u n g e n  v o n  e i n e r  g e r a d e n  

und  e i n e r  u n g e r u d e n  A n z a h l  d e r  E l e m e n t e ,  w e n n  j e n e  b e i d e n  
3ne + 72 

P i l l e  n i c h t  m o g l i c h  s i n d ;  f ü r  Z a h l e n  v o n  d e r  F o r m  --PX- 
2 

a b e r  g i e b t  e s  c i n e  g e r a d e  V e r b i n d u n g  m e h r ,  a l s  e i n e  u n g e r a d e ,  
und u m g e k e h r t ,  j e  n a c h d e m  lz g e r a d e  o d e r  u n g e r a d e  i s t .  

Ein einfaches Beispiel - alle Combinationen zur Summe 15 - mag 
das Verfabren verauschauliclieu: 
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In dem unendlichen Product 

treten alle Potenzen, deren Exponenten die Summe einer geraden Anzahl 
von Zahlen der nattirlichen Reihe bilden, mit positivem Vorzeichen auf, 
alle anderen mit ungeradem. Es bleiben a180 nur diejenigen Potenzen 

3 n 2 + n  
stehen, welche Zahlen der Form - 

4 
au Exponenten haben, das heisst 

b u s  unserer Betrachtungsweise lasst sich nun ohne Schwierigkeit 
eine Verallgemeinerung , die in der J a c o b  i'schen Abhandlung (Werke 1, 
Eln. 1846, S. 333) auvgesprochen kt, folgern. Beschrsnken wir die Zahlen, 
aus welchen eine Zahl P sich als Summe darstellen lfisst, auf die ersten 
rn - 1 der positiven Ziffernreihe und ist P> rn - 1, so wird das oben 
ausgesprochene Resiiltat sich iiur durch diejenigen Verbindungen verhdern, 
welche durch Weiterentwickelung in eine folgende Classe entstanden zu 
denken sind und welche sich aus einem Paare losen, von welchem das 
eine Individuum rn als hochstes Element enthslt. Das sind aber die 
folgenden Combinationen : 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
o r . .  . .  m - a ,  m - ( a - 1 )  . . . .  na-2, m - 1  [a] 

Im Folgenden bezeichnen wir mit J a c O b i durch 

!Pi f f l  P I  Y . . . )  
den Ueberschuss der Anzahl derjeoigen Zusammensetzungen , in  welchen 
die Zahl der angewandten, von einauder verschiedenen Elernente o ,  pl y .  . .  
gerade is t ,  über die Zahl derjenigen, in welcher sie ungerade ist, wobei 
der Ueberschuss sowohl eine positive, als auch eine negative Grosse be- 
deuten kann. [Die Festsetzung des Werthes ftir 

P =  O, ( P ,  a, B I  y . . . ) = + l ,  
und dass 

(P ,  or,  P I  y .  .) = 0 

sein soll, wenn cine der Grossen a, p, y = O  wird, sei hier bcilaufig ermiihnt.] 
Die Combinationen [il h h g e n  nun von der Zahl der Verbindungen 

zur Summe P - rn a b ,  welche von den Elementen 

hergestellt werden konnen, ebenso die [z] von den Verbindungen zur 
Summe P- 2 m  + 1 aus den Elementen 

3, 4 . . . m - 3  

und allgemein die Bah1 der Combinationen [a] von denverbindungen zur Summe 

P - ~ w ~ + ~ ( c Y - ~ ) = P - ~ ( ~ ~ - c Y + ~ ) =  a 2 pa, 

welche die Zahlen 
r u +  1, c i + 2 . . . m - ( a + l )  

eingehen konnen. Beriicksichtigt man ,  dass die goraden oder ungeraden 
Verbindungen aus k Elementen wieder solche zu einer geraden oder un- 
geraden Anzahl ergeben werden, wenn man eine gerade Zahl CY Elemente 
wegnimmt, dass aie aber ihren Charakter Indern. wenn or ungerade kt, 
8 0  e r g i e b t  s i c h  d e r  S a t z  

(Pl]  .. 2 . . . m - 1 ) = d + ( P 1 2 ,  3 . .  . m - 2 ) - ( P 2 3 , 4 . . . m - 3 ) +  ..., 
no d e r  A u s d r u c k  r e c h t s ,  j e  n a c h d e m  m g e r a d e  o d e r  u n g e r a d e  
i s t ,  b i s  

oder 
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f o r t z u s e t x e n  i s t ,  u n d  w o  A f t i r  a l l e  Z a h l e n  P v o n  d e r  Form 
3 d - 1 -  11 1 1 

2 
, w e l c h e  b i s  -na ( 3 m - 2 )  o d e r  b i s  - (na-1) ( 3 m - 1 )  auf -  8 8 

t r e t e n ,  = (- 1)" i s t ,  w i i h r e n d  f u r  d e n  b e s o n d e r e n  P a l l ,  in 
w e l c h e m  d i e  V e r b i n d u n g  [ a ]  

IY, a +  l . . . m - 3 ,  m - 2 ,  m - 1  

a l s  e i n e  u n u n t e r b r o c h e n e  F o l g e  a u f t r i t t ,  a l s o  f ü r  
3 P = - ( m m  - 1) A =  (- I ) + ( ~ - ' )  

8 
z u  s e t z e n  i s t .  

Dieser Satz ist von J a c o b  i in anderer Weise abgeleitet; er folgert 
aus ihm den E u l e r ' s c h e n ,  für welchen P < ( m  - - 1) zu setzen ist und fur 

3 
den eine Zahl PL - (min- 1 )  nicht iu F'rage kommt. 

8 
Wie dern Satze von den Pentagonalzahlen die E u l e  r'sche Gleichung 

entspricht, so ergeben sich aus dem soeben bewiesenen etwas allgemeineren 
J a c o  b i ' s  die Formeln : 

von welchen die erste oder zweite zu nehmen k t ,  je nachdem m gerade 
oder ungerade ist. 

Noch in anderer Weise unter Zuhilfenahme von Reihenentwickelung 
l h t  sich das endliche Product 

( 1 - % ) ( l - 2 )  ... . ( I - x ~ - - ~ )  
durch das unendlichc darstellen. Nennen wir dasselbe Q ,  das letztere S, 
so ist S 

= Q. 
(1- xm) (1 - x m + ' )  ( l - x m + 2 ) .  . - 

Entwickelt man nach E u l e r  den Quotienten 
1 

(1 + x m z ) ( l  + x m + l E ) ( l  + Z ~ ' + ~ E )  ., . = l + I I , s + R , a a +  . . .=  T 

nach Potenzen von r und setzt sodann x s  an die Stelle von E ,  so erhtilt man 
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Durch Vergleichen der Coefficienten ergiebt sich alsdann 

etc., 
und hieraus 

x m  R 
- 1 - 2  

etc., 

so dasv also filr B = - 1 folgt 

Durch beiderseitige Xultiplication mit P folgt hieraus 

................. Q=(I-X) (I-X~) ( I - x ~  

................. + X ~ ( L - X ~ )  ( I - X ~ )  
......... + x h ( 1  - x3)(l -2". 

.. + x 3 m ( l  -x4) (1-z5). 

Unter Anwendung des J a cobi 'schen ~ ~ r n b o 1 . s  ergiebt das die Gleichung 

. . .  (P, 1 , 2 , 3  m - 1 ) = ( ~ , 1 , 2 , 3  . . . )+( I - ~ , 2 , 3 , 4  . . .)  

+ ( P - Z m ,  3,  4, 5 .  . . )+. ... 
in welcher die Grossen P- crm soweit fortzuführen sind, 81s aie uicht 
negativ werden , und die oben erwahnte Bestimmuiig J a c o  bi 'a fur den Frtll, 
dass P- a m  = 0 wird, zu berilcksichtigen kt .  

Setzt man in dieser Formel m - 1 = 0, so geht sie in 

(P, O ) = O = f P ,  1 ,  2,  3 . . . ) + ( P - 1 ,  2, 3,. 4 . . . )  
+ ( P - 2 ,  3 ,  4, 5 . . . ) + . . .  

tiber, entspricht der Gleichung 
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und bringt einen einfachen combinatorischen Satz ,  der auch aus dem von 
J a c O b i angewandten Princip 

(P, a ,  8 ,  y . . . ) = ( P ,  B ,  y . . ) - a ,  P ,  y...) 
unmittelbar folgen würde, zum Ausdruck. Nimmt man a l  1 e n  Verbindungen 
zur Summe P nacheinander das erste Elemeut cr, so entstehen alle Ver- 
bindungen zur Summe P - u aus den tibrigen Elementen. Es ist also der 
Unterschied der Anzahl aller moglichen Verbindungen mir Sumnie P aus 

einer geraden und einer ungeraden Zahl von Summanden gleich der negativ 
genommenen Summe für alle moglichen Grossen P - u. Indem nimlich 
einer jedcn Verbindung zii P ein Element genommen wurde, ist immer 
aus einer geradeu Zahl von Eleinenten eine ungerade geworden und umgekehrt, 

Für P _< - m - 1 geht die Formel in die Iàentitiit 

(P, 1 , 2 , 3  . . .  m - l ) = ( P ,  1, 2,  3 . . . )  

über. d a  alle Grossen P - u m negativ werden , also durch positive Zahlen 
ilberhaupt nicht darzustellen sind. 

Go t h  a ,  Anfang Deceniber 1892. Dr. L. GOLDBCHMIDT. 
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Construction der Burmester'schen Punkte 
für ein ebenes Gelenkviereck. 

Zweite hl i t thei lung.  

Von 

Prof. Dr. R. M Ü L L I ~  
in BraunechnwGg. 

- 
Hierzii Tafel II,  Figur 1-14. 

In  unserer ersten Mittheilung* haben wjr die Aufgabe behandelt, für  
eine beliebige Koppellage eines ebenen Gelcnkvierecks die B i i r  m e s  t e r'schen 
Punkte zli bestimmen , das heisst , in  der Koppelebene diejenigen beiden 
rccllen oder imaginaren Punkte s u  ermitteln , die augenblicklich Bahn- 
elemente mit f ü n  f punktig berülirendem Krümmungskreise liesçhreiben. Im 
Polgenden werden wir die frü'neren Ergebnisse nach zwei Bichtungen hin 
vervollstindigen, indem wir erstens au€ den Zusammenhang eingehen, der 
zwischen der Anfsuchung der R u  r rn e s t e  r'schen Punkte und dem Problem 
der a n g e n a h e r t e n  G e r a d f ü h r u n g  besteht, und indem wir zmeitens 
eino Reihc von Sonderfailen betrachten , in denen die vorher abgeleitete 
allgemeine Construction versagt. 

1. Wir bezeichnen , wie früher , mit AB BA ein Gelenkviereck mit dem 
festen Gliede A B  und der Koppel A B ,  mit !J3 und $ bez. die Schnitt- 
p n k t e ' d e r  Seitenpaare B A ,  BB und A B ,  AB,  mit a i ,  p ,  1/,, x die Winkel 
zwischcn der Diagonale 5J3 P und den Sciten B B, A A ,  A B ,  A B  (Fig. 1). 
Dabei ist !lJ der Pol der Koppellage A B ;  die zugehorige Polbahntangente t 
bildet mit Q B  den Winkel P. Sei ferner rn die ICreispunktcurve für 
die augenblickliche Lage dcr Koppelebene , F ihr Focalcentrum, y mit dem 
Focalcentrum E die entsprechende Curve in der festen Ebene ; dann befinden 
sich auf m die R II r m e s t e r 'schen Punkte M I ,  Ni l  der betrachteten Systcm- 
lage und auf p di0 zugchorigcn Rrtimmungsmittelpunkte MI, Mn. Ver- 
stehen wir noch unter T F ,  <PE, pl, ~II die Wmkel, welche bez. die 

- 

* Diese Zeitschrift Bd. XXXVII, S. 213. 
Zeitachnft f. Mathematik u. Physik. 3S.Jahrg. 1393. 3. Heft. 
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Geraden !J3 F, E ,  $ N I ,  v a  mit  der Polbahntangente t einschliessen, 
so sind tan 91, tan 911 die  Wurzeln der quadratischen @leichung 

Onter  Renutzung der f rüher  erhaltenen Formeln 

verwandelt eich die vorige Gleichung i n  

Nehme~i  wir jetzt; an , es  sei einer de r  beiden R i i  r m e s t e r  'sclien Piiakte, 
etma DIr, identiach mit dein B a l l ' s c h e n  Punk te  der Koppcllagc A B ,  da3 
heisst, mi t  dem Schnittpunkte des Wendekreises und de r  Cnrve rn, so wird 
N I M I  = m und der  Punk t  XI befindet sicli augenblicklich in einer Bahn- 
stelle mit, f ü n f p u n k t i g  berührender Tangente.  Kun liegt, der Ball'sche 
Punkt d e r  Curve m bekanntlich auf der  Focalachse der  Curve p und diese 
bildet mi t  t den Winkel - exi*; im vorlirgeiiden F'alle ist also nach 1) 

Diirch Einsetzung dieses Werthes folgt aus Gleichung 2) die Redingung 

41 2 c o t q  + c o t x  - cotrr- cot/3 + c o t a i c o t ~ c o t ~ =  0 ;  
gleichzeitig ergiebt sich 

fanrp11= - c o t ~ ,  
das heisst: 

5 )  qrr = go0 + X .  

Berücksichtigen wir  noch den f rüher  erhaltenen Sa tz ,  dass bei jeder 
beliebigen Systeinliewegung immer drei der  B u r m  e s t e r  'schen Punkte 
auf einer Geraden liegcn, sobald der vierte dieser Punk te  mi t  dern Ball'schen 
Punkte zusammenfiilltY*\ so gelangen wir zu folgendem Ergebniss: Geniigen 
d i e  W i n l i e l  a ,  P ,  11, x d e s  G e l e n k v i e r e c k e s  A B B A  i n  e i n e r  ge. 
w i s s e n  K o p p e l l n g c  AI3 d e r  G l e i c h u n g  4 ) ,  s o  b e s c h r e i h t  ein 
b e s t i u i r n t c r  P u n k t  Jf, d e r  K o p p e l e b e n e  -- d e r  R a l l ' s c h e  P u n k :  
- a u g e n b l i c k l i c h  e i n e  B a h n s t e l l c  m i t  f ü n f p u n k t i g  b c r ü h r e n d e r  
T a n g e n t e .  G l e i c h z e i t i g  f a l i t  d e r  B u r m e s t e r ' s c h e  P u n k t  X,I 
m i t  d e m j e n i g e r i  P u n k t e  d e r  K o p p e l g e r a d e n  A13 z u s a m n e n ,  
d e s s e n  B a h n n o r r n a l e  m i t  d e r  P o i b a h n n o r m a l e  d e n  W i n k e l ~  
e i n s  c h l i e s  s t. - Die beiden Punkte  N I ,  Mfl sind im vorliegenden Falls 
selbstverstandlich stets reell. 
-- 

* a, a, o. S. 217. 
*E U e b u  die Beweg-ung eines starren ebenen Systems durcli fiinf unendlich 

benachbarte Lngen. Dicse Zeitschrift Bd. XXXVII, S. 144. . 
**a Ebcnda, S. 149. 
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Uni ein Viereck A B  B A gemass der Bedingung 4) zu eonstruiren, 
zieten wir in Figur 2 durch die willkürlich angenorrirnenei-i Punkte  und 
9 die beliebigen Geraden Q A ,  T B ,  f? A i l  und çenkrecht zu !JI Q 
die Geraden 5433 und Q 21; dieselben bestimmen auf A R ,  P A ,  !$ R bez. 
die Piinkte 3 ,  a, B. Von 3 fillen wir auf A cin Loth, welches 
9 B in .Q sehneidct, ziciien Q @ parallel zu Q$? bis RS, verbinden 8 
mi t  dem Schnittpunktc (5 von A% und B2I durch eine Cerade, welche 
AB in S trifft und ermitteln den Schnittpunkt !Jt von 9'3; und R?1. 
3Iachen wir danu auf V X  die Strecke qX'= 2 .9  ' 3 2 ,  so lizgen auf 83' 
die gesuchten Gelenlrpunkte A und B. 

B e m e i s .  Aus Figiir 2 folgt,  wenn die Strecke negativ gererhnet 

V, Q sifi ct sin /3 
~ @ = ~ f j . s i ? z r r = - - -  - - - a  

cot cos ( o l  - p) 
Die Punktreihe 9 A B  Z ist perspectiv zu $? QI T3 9t und zu Q B QI a, die 

Piinktpawe Yf, T3 und 8, 8 bestimxnen daher eine Involution mit dem Dcppel- 
punlite R ,  mitliin ist : 1 1 +---  i 

- Q N  + RT7 
oder 

9LQ V Q  V Q  TM', 2.- - 

das heisst : ?$3' a u  9 %  += 
2cotq.J + c o l ~ ( 1  + cot ucol p )  = cot p + cotp .  

Der Punkt Ml ergiebt sich niinmehr in  folgender Weise. Wir  ziehcn 
$ U parallel zu A B  bis A B ,  darauf dureh U zu 5$ Q eine Parallele, die 
V A  in V, V, B in V' schneidet, u n i  errichten iil V und V' bez. Lothe ail  

%$.!A und Y$H; dieselben treffeu sich bekarintlich irn Wendepole W. FSllen 
vir dann von 91 auf Q B ein Loth ,  welches pR in Z schneidet, und 
machen auf !JJ W die Strecke 92' r= Q Z ,  sowie X'Z" senkrecht zii QZ' 
und = pz', so ist der Fusspunkt der von W auf TX" gefglltcn Senk- 
recliien. Es ist n5mlich 

RSK='$i? fan~,  R Z = = - R % t a n a ,  ! $ X ' = Q R t a . r z ~ ,  
also 

tancpr= tanLq  W M l =  t a m L S f Z " ~ = - f a n . c r t a n p c o t v ,  

i n  Uebereinstiminung mit Gleichung 3); überdies liegt M I  nach Construction 
auf dem Wendelrreise, ist also in der That der Bal l ' sche Punkt fur die 
betrachtete Syçternlago. 

Wir erhalten fernei. den aüf A B  liegexden Piinkt Mrr,  indem wir 
L IV$ Ml1 = L T? ,Q A machen. 

In Figur Z 8  sind die Bahneurven nir, mir der Punkte  M I ,  N ~ I  ge- 
zeichnet; dieselben sind bekanntlich tricirculare Curven sechster Ordnimg. 

9 * 
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F ü r  die Curve niIr, die in Bezug auf A B  symmetrisch ist,  haben wir den 
Krümmungsmittelpunkt Mrr und den zugehorigen ICrtirnmungakreis an- 
gegeben. Die Curve ml, die mit der Inflexionstangente WM.lr an der Stelle 
MI fünf unendlich nahc Punkte gemein h a t ,  schmiegt sich in der Zeicli. 
nung an diese Gerade so innig a n ,  dass ein betrtichtliches Stück dcr Curve 
von der Geraden nicht unterschieden werden kann;  wir dürfen demnach 
àie  Bewegung des Punktes D.i, auf der Curve rn: als eine f ü n f p u n k t i g e  
G e  r a d f  ü h r  u n g b e ~ e i c h n e n . ~  

Rilden wir ails den Piinkten A ,  A ,  Jf~r, M a  ein neues Gelenkviereck 
mit dem festen Gliede AMII, so beschreibt der Pnnkt  MI als Eckpunkt 
des Roppcldreiccks A&MI eine neue Bahncurve, die in  HI von der 
Tangente W M I  wicdcrurn fünfpunktig berührt wird, und dasselbe gilt, 
wenn wir den Piinkt 3fI au die Koppel B a r I  eines dritten Gelenkvierecks 
BNrI Mir B anschliessen. Nach dem B o  b e r  t s'scheri Satoe von der drei- 
fachen Erzeugung der Koppelcurve** kann ferner jede der drei erhaltenec 
Rahncurven des Punktes XI durch zwei neue Gelenkvierecke hervorgebraclit 
werden; wir erhalten demmch ans dem iirçprünglichen Viereck ABBA im 
Ganzen acht andcre Gelcnkvierecke, durch welche gleichfalls die Gerad- 
führung des Punktes M; auf dcr Gcradcn TVJ~I bcmirkt wird. 

2. S o l 1  d e r  g e r a d g e f ü h r l e  P u n k t  i l f i  a u f  d e r  K o p p e l g e r a d e n  
A B  l i e g e n ,  s o  m u s s  e r  n o t h w e n d i g  m i t  d e m  z u g e h o r i g e n  XII 
z n s  a m  rn e n f  a l l e  n ,  weil die Gerade A B  mit der Kreispunktcurve m ausser 
A ,  B, XII  keinen vierten Punkt  gemein haben kann. Dann ist 

T I = ( P ~ = ~ ~ O  + 
nlso nach 3): - cot x = - tan N tan p cot Q, 
oder 

6) tan = tam LY tan. f i  taqz x, 
und Gleichung 4) verwandclt sich in 

3 + fan. N lan p 
tan;1=- -- - 

tnna+tan.p 

Die Bedingungen 6) und 7 )  führen zu folgender Construction des 
Vierecks A H B A .  Wir bcschrciben in Figur  3 über der bcliebigen Strcciic 

als Durchmesser cinen Kreis E, legen an denselben in und 9 die 
Tangcnten Qz7, und R a '  und ziehen eine beliebige Secante, die f in C 
und D, PD in 3 ,  RD' in 3' schneidet. Auf 3 G machen wir die Strecke 

3 3 = 2. 3 + ft 3' iind ziehen 3 k? senkrecht zu C bis j? , 2 2' parallel 
zu bis V D  und 2',$ parallel zii  13 R bis QQ. Dann bestimmen die 

Geraden !$ C, $3 D auf fts, 8 3' bez. die Punkte A ,  B, A, B. 

* Cebcr die angen%hertc Geradführnrig durcli ein üelenkviereck vergl. B u r .  
m e s t e r ,  Kinematik 1, S. 623. 

** R o  b e r  t a ,  On Three -bar Motion in Plane S p x e ,  Proceedirigs of the Londcn 
Mathematical Society, vol. VII, p. 14. 
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In der That , im Dreieck 9 C,3 ist der Winkel bei = 900 - /3 und 
der Winkel bei C= 90° - a ,  also der Winkel bei 3 = ci + /3, mithin 

4 cos a cos P 
vn=vsu[  s ln(a  . + P )  - t a n ( a +  I I  pl 

also '133 3 + t a n u t n n @  
ta,ix= -= 

$ 9  t anar+tan /T '  

\vie in Gleichung 7). Es ist  ferner 

$?5'=2P'= p % t a n a =  q 3 t a . n n f a n P ,  
das heisst : P3'- t a n i ! i =  - - tanortnnpta.nx, 

y3 SC 
in Uebereinstimmung mit Gleichung 6). 

Die Polbahnnormale n ist parallel zu CD; tragen wir in Q den Winkel 
1 an, so bestimmt die so erhnltene Geracie auf A B  den geradgeführten 
Punkt N ,  in welchem sich gegenwartig die beiden B u  r m  e s ter 'schen 
Punkte XI, Mrr vereinigen. 

3. Kehren wir in Figur 2& die Bewegung um,  indeni mir A B  fest- 
hdten, so sind M I I  und der unendlich ferne Punkt  MI die B u r m e s  t e r'schen 
Pnnkte für die augenblickliche Lage der mit dem Gliede A B  verbudei len 
Ebene. Es fragt sich, welche neue Bedingung wir dem Viereck A B  B A  
auferlegen müssen, ciamit auch bei dieser i~mgekehrten Rewegung ein 
Systernpunkt - und dies kann nur Mil sein - momentan ein Bahnelement 
mit fünfpunktig berührender Tangente durchschreitet. Dann fallt .BIII zu- 
sammen mit dern uncndlich fernen Punkte der Kreispunktcurve m; es ist 
'also q r r  gleich dem Winkel,  den die Focalachse von m mit der Polbahn- 
tangente einuchliesst, das heisst, < ~ I I  = - ( P R ,  oder nach Gleichung 1): 

t a n  rp~r = - tan cr tan /3 cotx. 
Aus 5) folgt aber 

tan rprr = - cot x , 
mithin ist gegenwsrtig 

t a n a t a n / 3 =  1 ,  
das heisst : 

8) a+ P=9U0;  
die Polbahnnormale n ist also idelitisch mit der Geraden VR. Dann ver- 
wandelt sich die Uedingung 4) i n  

oder 
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Da MIZ mit dem unendlich fernen Puukte der Geraden AB zusammen- 
PAllt, so ist Mrr parallel zu A B ,  also auch umgeliehrt HI parallel 
zu AB. Wir gelangen derrinach L U  folgendem Ergebniss: 

G e n ü g e n  d i e  W i n k e l  a ,  P ,  +, 1 d e s  G e l e n k v i e r e c k s  ABBA 
d e n  G l e i c h n n g e i i  8j u n d  'il), s o  w i r d  d u r c h  d a s  V i e r e c k  i n  
d o p p e l t e r  W e i s e  e i n e  f ü n f p u n k t , i g e  G e r a d f ü h r u n g  vermi t te l t .  
H a l t e n  w i r  n a m l i c h  d a s  G l i c d  A B  f e s t ,  s o  l ~ e w e g t  s i c h  e i n  b e -  
s t i m m t e r  P u n k t  HI dc'r E b e n e  A B  m o m e n t a n  a u f  e i n e r  Geraden 
s e n k r e c h t  z u  A B ,  u n d  k e h r e n  w i r  d i e  B e w e g u r i g  u m ,  so bleibt 
e i n  b e s t i m m t e r  P u n k t  M I z  d e r  E b e n e  A B  i n  f ü n f  n u f e i u a n d e r '  
f o l g e n d e n  L a g e n  a u f  e i n e r  N o r m a l e n  z u  AB. 

Urn ein derartiges Viereck zu erhalten, legen wir in Figur 4 durch 
den Scheitel des rechten Winkels n v t  die Gerade V A  beliebig und 
die Gerade B s o ,  dass L n 3  A = L B $ t i s t ,  eielien von einem lieliebigen 
Punkte 527 des Scheukels n die Gerade Si l, senkrecht zu V B  bis QB, 
darauf 83' parallel zu n bis t und machen auf t die Strecke g''B y 3.p8'. 
Sind danu 3 ,  3' irgend zwei Puukte,  die durch '$ und liarmonisch 
getrennt werden, so schneiden 9 A ,  9 B die Geraden R3, 93' bez. in  
A, B, A,  B ;  denn es ist 

1 1 2 1 --+--: - 1 
3 3  $ 3  2.~13'  ~ . q s ~ i ~ ~ c ~ s L '  

oder 
1 

c o t q J + c o t ~ =  Y' 
~2122 N 

Wir zielien ferner !$ U parallel au A B  bis A B ,  U T  parallel zu II 

bis T B ,  1'W senkrecht zu V B  bis n ;  daun ist H z  der Fusspunkt des 
von W auf 9 77 gef'illten Lotlies. Ziehen n7ir endlich die Geraden $ R  
und W R  parallel bez. senkrecht zu A B ,  so erbalten wir Mir, indem wir 
die Strecke !$R über !Q hinaiis iirn sich selhst verlangem. 

4. Wir wollen rioch untersuchen, unter welcher Bedinguiig in Figur 2P 
die Curve m r  mit ihrer Tangente in BI nicht nur f ü n f ,  sondern sechs 
unendlich benechliarte Punkte gemein hat - es eutspricht dies also der 
hochsten Ordniing der Berührung, die überhaupt zwischen einer Koppel- 
curve und ihrer Tangente eintreten kann. Lassen wir die Koppelgerade 
aus der Lage AH i n  cine unendlich benachbarte Lage A'B' übcrgchen, so 
verwandeln sich die Winkel cr, P ,  q, x in 

Z u  Folge der Gleichung 4) befindet sich der Punkt Jfi in fünf unenh 
lich benachliarten Systemlagen auf einer Geraden; derselbe ist also der 
Uall 'sche Punkt  auch fü r  die lioppellage A'B'. Sol1 nun A i I  sogar in  
sechs Nachbarlageii auf einer Gerader bleiben, so ist  er zugleich ein 
B u r m e s  t er'scher 'piinkt für die Koppellnge A'B' ; es muss also auch fiir 
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Von Prof. Dr. R. NÜLLER. 135 - - 
die Lage A'B', wie vorher für A B ,  ein B u r m e  s ter ' scher  Punkt mit dem 
E a ll'schen Piinkte zusarnmenfallen, das  heisst, es müssen auch die Winkel 

or+da ,  p + d p ,  J X + ~ X  
d e r  Gleichung 4) gentigeu, oder , was dasselbe k t ,  es muss das Differential 
d e s  Ausdruckes 

2 c o t q - t  c d X - c o t u - c o t P + c o t o r c o t ~ c o t x  

vcrschwinden. Die Ausfiihrung der Differentiation liefert die Gleichung: 

2 cot u cot p + 1 c o t p c o t ~ - 1  cotacot1-1  
10) sinqp + sin2 d l +  sin" d u + -  s i d  3 a p = o .  

Hierbei ergelrien sich die Werthe von d @, d x ,  d a ,  d /3 ;LUS der Bedingiing, 
dnss fü r  jedu Koppellagc die Streckeri A B ,  AB, A A ,  IZB uriverandert 
Iileiberi. Kun fol@ ails Figur 1: 

s i n  s i n  ( u  - Bi A1j=5QgR - -  
szn ( a  + X) szn ( P  + x) 

s in  @ s in  ( n  - 8) 
A B = p B .  . 

sz.n(a + W . ~ l ( ? + î ~ i j  

s i n  /3 s i n  (îl, - x) A A = V Q  
s i n ( B  + v )  s i n  (B + îr) 

s i n  a s in  (qp - X )  
BB=!J3R. . 

szn (a + q) sir, (or + y,) 

Auu diesen Gleichungen erhalten x i r  durch Differentiation, Eenn wir 
z u r  Abkürzung g.Ye = q und , 

s i n 2 n c o s ( a r $ q + n )  - c o s a s i n 1 ~ , s i n ~ =  A 
setzen, 

( - sipz x sin"(B + X) a 4- s in  jl sin2 ( a  + 2) d p  + X s in  ( a i  - P )  d~ 

I d ¶  
= s in  x s i n  ( a  + X )  s i n  ((3 + A )  sin (or - p )  - 

!? 

11) ( 

a 
= s i n ~ / ~ s i n ( ~ + q ) s i n ( ~ + ~ ) s i n ( a - P ) -  

P 

~ s i n ( q - % ) d ~ - ~ ~ ~ p s i n ~ ( p + ~ ) d $ + s i n ~ s i n ~ ( p + . r i i ) d y ,  
d q 

= s in  6 sin ( p  + q) s in  ((3 + 2) s i n  (+ - X )  - 
4 
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Durch Elimination von d a ,  dB, d q, d x zwischen den fünf Gleichungen 
10) und 11) ergiebt sich eine neue Gleichung, die nur die Grossen u ,  p, 
q, x enthiilt. Dieselbe bildet in Verbindung mit 4) die Bedingung fü r  
die s e c h s p u n k t i g e  G e r a d f i l h r u n g  des Punktes MI durch das Gelenk- 
viereck A B  B A. 

5. Die in  unserer ersten Nitthei!ung abgeleitste Construction am 
B u r  rn e s t er'schen Punkte M I ,  NI1 gilt uur unter der stillschweigenden 
Voraussetzung, dass die durch das Gelenkviereck A B  B A  bestimmten Kr&. 
punktcurven rn und p eigentliche Curven dritter Orduuiig sind. Die zahl- 
reichen Ausnahmef5lle, in  denen eine der Curven r n ,  p in  Curven niederer 
Ordnung aiisartet, erfordern also jeder fiir sich noch eine besondere Unter- 
snchung. Wir gebcn zuilachst zur vorl~ufigen Orientirung eine Uebersicht 
derjenigen Ausartungen, die eintreteu k h n e n ,  so lange der Pol 9 eiii- 

deutig bestimmt ist; der entgegengesetzte Fall,  bei welchem die vier 
Punkte A ,  B ,  B ,  A in einer Geraden liegen, sol1 von der folgeiiden 
Betrachtung vollig ausgeschlossen blciben." 

1. Jede der Curven m und p zerfiillt in die Polbahnnormale n und 
einen Kreis, der die Polbahntangente t in Q bcrührt,  

a) wenn eines der Punktpaare A ,  A oder B ,  B auf tr liegt, 
b) wenn A und B - und folçlich auch A und B - auf einem 

Kreise liegen, der t in Q berührt. 
II. Die Curve m zerfiillt in t und einen Kreis, der n in 9 berührt, 

a) wenn A oder R aiif t l iegt,  
b) menn A und B auf einem Kreise liegen, der n in  @ bcrührt. 

III. Dic Curve p zerfallt in  t und einen Kreis,  der n in 9 berülirt, 
a) wenn A oder B auf t l iegt,  
b) wenn A und B auf einem Kreise liegen, der n in Q berülirt. 

IV. Jede der Curven m und p zerfallt in die unendlich ferne Gerade 
und einc gleichscitigc Hyperbel, wenn A A parallel zu B B, a h  
Q unendlich fern ist. 

Bevor wir in die 13etrachtung der einzelneu F d l e  ei~itreteu, niüssen 
wir  einige Formeln in Zrinnerung bringen, die wir bei früherer Gelegeii- 
heit entwickelt haben. 

Seien d 3, d a  + d2 8, d @ + 2 dZ i? + d3 if die Drehungen eines abeiien 
Systems um drei im Abstande d u  aufeinauder folgende Punkte 9, 0, 3 
der Polbahn , d z ,  d r + d 2 z  die Contingenzwinkel der Polbahn in $3 und 91, 
W der Weudepol auf der durch 9 gehenden Polbahnnormale n ,  & und 2 
die Punkte ,  in denen die zum Uoppelpunkte @ gehorenden Krümmungs. 
kreise der Curve m bez. die Geraden n und t schneiden, so ist: 

* Vergl. l i o d e n b e r g ,  Uie Bestimmung der Kreispunktcurven eines ebenen 
Gelenkvierseits, diese Zeitschriît Bd. XXXVI , S. 267. 
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Der Ereis über 9 D osciilirt zugleich die Curve y ;  der zweite 
Krümmungskreis von y hat den auf n liegenden Durchmesser 

Sei ferner Aein  bsliebiger Systempunkt, A der entsprechende Krümmungs- 
mittelpunkt seiner Bahncurve, ÇP A = r, ÇP A = a ,  LA Tp t = rp; dann ist 
bekanntlich 

1'3 
d a  1 1 
d, = (;-;)sin y. 

Setzen wir endlich rcos cp = z , rsin cp = y ,  so gelten für die Coordinaten 
z, y, p einev jeden der vier B u  r m e s t e'r 'schen Punkte die beiden Gleichiingen *: 

z d 3 ( 3 d 2 8 + d 2 r ) + y  [ d 3 ( d 8 ~ d r ) ( 2 d 8 + d t ) + d ~ 8 ] - 3 d u d 9 . ~ /  - y d u  

x { I > x d e 9 . + 2 y d 9 . ( d 9 + 2 d z ) - 3 d u d 9 . } =  0, 

6. Fa11  Ia. Wird in Figur 5 das Viereck A B B A  so gezeichnet, 
dass P R  auf BB senkrecht s teht ,  so ist die Polbahnnormale n identisch 
mit der Geraden PA;  n hat  also mit den Curven m und y ,  von dem drei- 
fach zahlenden Punkte abgesehen, noch bez. die Punkte A und A gemeiu, 
folglich zerfallen rn und y in die Gerade n und die Kreise c und y ,  welche 
bez. durch B und B gehen und die Polbahntangente t in !Q bertihren. 
Zwei Lothe in B und B bestimmen auf n die Schnittpunkte 6 und Q' 
dieser Geraden mit c und y. 

Gegenwiirtig ist L a = Li? B = 9U0, aus Gleichung 2) folgt also 

tan cot .iii cot x 
ta% c p ~  = 

t a n p ( c o t ~ + c o t ~ ) - 1  

und tan rprr = m , 
das heisst, <PII= 90'. OfII ist  also ein vorlaufig noch unbestimmter Punkt  

auf der Geraden n. 
C o n s t r u c t i o n  v o n  MI. Wir ziehen Q H  parallel zu A B  bis BE, 

machen auf !$ B die Strecke 9 H'= v23-l-9 B - B H und LC59 MI= L II'$??; 
d a m  sind MI,  MI die Fusspunkte der von Q, Q' auf !#MI gefàllten Lothe. 

* Ueber die Bewegung eines starren ebenen Systems etc. 5 7. 
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Nuri f'olgt aus  den ihnlichen Dreiecken B (S H u n d  <p 9 B 

also ist  
sn - - s6 s ~ B =  3BcotB .--= 9 B  -.-- - cot p tan tan q) v a  q ~ t '  QP qs? 

und daher 
c d  cpI = fun x + tan @ - cot p t a n  1 tan q, 

i n  Uebereinstiuimung mit, 19). 
C o n  s t r u c t i o n  v O n 311~. Die rechtwinkeligen Coordinatcil der vier 

B u r m e s t e r ' s c h e n  Punkte  A ,  B, X I ,  I i i ~  genügen der  Gleichuug 17). 
Setzen wir in deraelben x = 0, so ergiebt sich 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind y = -9 A und y = Q Mir, a130 is t  

3 d u 2 d 3  $ A  , g J f I I =  -- 

d a ( d 9 .  + d ~ )  ( 2 d ~  + d r )  + cl3@ ' 
und hieraus folgt durch Division 

1 1 5 d a + 4 d ~  = 4 .  2 d 8 + d r  dl? $z;+jjjj= 3 d u  3 d u  - d;' 

oder nsch 13) und 16) 

- 4 1 - - - - -- 
1 

+ P l  $6 V A  % < A  
das heisst : 

Bezeicliriet nuu 9 den vierten harmonischen Punlrt zii p ,  6, A ,  so ist 

also 

machen wir daher auf n die Strecke 3 A' = - V A ,  so ist zIr der vierie 
liarmoniache P u n k t  zu v ,  a, A'. 

Der Piinlit Mrr wird crhal ieu ,  i n d ~ r n  yvir B mit d P m  schnittpilnkte 
der Geraden BMII und $ R  ver'oinden. 
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Der Ba l l ' s che  P u n k t  ist  gegenwartig identisçh mit  dern Wendepol W; 
fillt also XII mit  W Lusamnien, so beschreibt der Wendepol eine Uahn- 
curve mit f ü n  f punktig berührender Tangente. Dann is t  

mit Rücksicht auf 21) folgt also für  dieso speciellc Bcwegung des Wendc- 
pols die Bedingung : 

7. F a I l  I b. 1st  in F igur  6 A B  parallel zu A B ,  so l iegt  der Pnnl i t  
9 unendlich fern und  a i r  erhalten t ,  indem wir  Lt Q A = LBV Q, 
niachen. Dann berühr t  t den durch $3, A und B gehenden Kreis c ;  der- 
selbe hat also mit der Kreispunktcurve na den dreifach ziihlenderi P u n k t  !$, 
die Punkte A und B und die imaginLren Rreispnnkte gemein, das heisst, 
m aerfallt in c und die Polbahnnormale n. Ziehen wir A& senkrecht zu 
p A  bis n ,  so ist P O  ein Durchmesser von c .  

In vorliegcndcn Fallc ist = x = O; a m  Gleichung 2) folgt also 
c u P q  = 0 ,  dss heisst, 1711 und H ~ I  liegen beide auf n. Zu ihrer Bestimmung 
dient Gleichung 20), deren Coefficienten vorher durch die gegebeuen Stücke 
P A  = r ,  $3A = p l  u ,  p auszudrücken sind. K u n  is t  nach 13): 

Da unendlich gross wi rd ,  so i s t  nach 14) d% 9= 0 ,  also geht 
Gleichung 18) über i n  

Setzen wir hier de r  Bcihe nach q = u und rp = p ,  so ergiebt sich durch 
Elimination von d 2 r  

3sin a cos a 
d 3 8  = du" dB. 

rp  lunp 

Durch Substitution der gefunderien Werthe  von 2 d  3 + d L ,  d r  - d . 8 ,  
d38 crhaltcn wir endlich aus 20) zur Bestimrnung von NI,   MI^ die Gleichiing: 

1st B A  = Bi3 und LAPB= 2 ~ ,  so verwandelt sicli die vorige 
Gleichung in 

y 2 j r ~ ~ ~ 2 ~ + 2 g ~ o ~ 2 ~ )  - Y r j 3 p + ~ ) c o s ~  + r s p = u .  
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Sol1 d a m  einer der Punkte MI, JfII  mit dem Ball 'schen Punkte, 
das heisst mit dem Wendepol TV, zusammenfallen, so muss 

eine Wurzel der letzten Gleichung sein; dies führt zu der Bedingung 

und mithin zu folgender Construction des Vierecks A B B A  (Fig. 7). In dcm 
boliebig gewshlten gleichschenkligen Dreieck Q A B verlYngern air  den 
Schenkel V A  um sich selbst bis A', errichten in A' zu A'? ein Loth, 
welches VU i u  C schneidet, und machen C B = 9 A = r .  Ziehen wir noch 
9 U senkrecht zu V B  und B U senkrecht zu A  B ,  so trifft die Gerade 
U B  das von auf A B  gefillte Loth in W. Da die Bahncurve des 
Punktes W in Bezug auf die Gerade VW symmetrisch i s t ,  so hat sie mit 
ihrer Tangente in W nicht fiinf, sondern sechs unendlich henachbarte 
Punkto gemein; d a s  g l e i c h s c h e n k l i g e  T r a p e z  A B B A  bewirkt 
a l s o  e i n e  s e c h s p u n k t i g e  G e r a d f ü h r u n g  d e s  W e n d e p o l s  W. 

I n  Pigur 7 ist der zweite B u r m e s t e r ' s c h e  Punkt  identisch mit dem 
Mittelpunkte M der Strecke AB. Die Punkte TV und M fallen zusammen 
für 9 W= rcos&;  dann ist aber nach 23) : 

folglich nach 24) : 

V e r h a l t  s i c h  a l s o  i n  d e m  g l e i c h s c h e n k l i g e n  Gelenkvieroek 
A B B A  A B : A B :  A A = 1 : 3 : 4 ,  

s o  b e s c h r e i b t  d e r  M i t t e l p u n k t  d e s  G l i e d e s  A B  e i n e  Bahncürve 
m i t  s e c h s p u n k t i g  b e r ü h r e n d e r  T a n g e n t e  (Fig. 8). 

8. Fa11 I I a .  Liegt in Figur 9 der Punkt  B alif dem festen Gliede 
A 0 ,  so f i l l t  mit A ,  2 mit B ,  die Polbahntangente t mit A  A zusammen, 
Dic Kreispunktcurve m ha t  also mit der Geraden t ausser noch den 
Punkt  A gemein und degenerirt deshalb in I und einen Kreis d ,  der dureh 
B geht und die Polbahnnormale n in  9 berührt. Ziehen mir BD senh 
recht zu A B  bis A B ,  so ist A D  der auf t liegende Durchmesser von d .  
Der Durchrnesser 9 Q des zweiten Krümmungskreises der Curve rn wird 
unendlich gross, folglich ergiebt sich aus 13): 

d z  = - 2dB .  

Es  ist ferner nach 14): 

oder 
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und nach 15), wenn K den Rückkehrpol bezeichnet, 

3 d u  d u  
q3O1= 3--- 

d r -  d9. d9.  - VK; 
die Curve p bleibt daher eine eigentliche Curve dritter Ordniing mit 
Krümmungskreisen über den Durchmessern und V K .  

Da die Winkel a und verschwinden, so dient Gleichung 2) nicht 
mehr zur Restimmung der Punkte MI, MIz. Wir  benutzen vielmehr 
Gleichung 18; dieselbe verwandelt sich gegenwartig in 

d202tan3cp-d9.d"D(d8 + 2 d t ) t a n 2 c p  + (3dad7a- 4 d % s t a n c p  

+ 3 d ~ ( d  3 d 2 t  - dzde9.) = 0 
mit den Wurzeln tantp1, t a n c p ~ ~ ,  tanp.  Es ist also: 

d9.(d@ + 2 d t )  
tapz + tan c p ~ ~  $ tan /3 = ciL"? 

Die hier noch vorkommende unbekannte Grosee d% ermitteln wir am 
einfachsten aus Gleichung 17);  setzen wir in derselben x = 98, y = O ,  
so folgt : 

d  zc 
Dnrch Einsetzung der gefundenen Werthe von d r ,  d'a, - - 7  

d 9. 
d2z  

gehen die vorigen Gleichungen über in  

t a a c p ~ + f a m c p ~ ~ = q * E )  

2.5) 
@B-QAcosp 

tan cpr t an  cpr~ = - 
Q K - ' -  QAsinp 

Die Punkte XI, MII liegen nun auf dem Kreise d ;  bezeichnen wir 
bez. mit  N und T die Punkte,  in denen die Verbindungslinie' MIMrr die 
Geraden n und t schneidet, so ist ,  wie in  der vorhergehenden Mittheilung 
gezeigt murde, V D  

QB= I+ tan cp11 
und des Theilungsverhaltniss 

E T  
-- = tan c p r t a ~  ~ I I ,  
FUT 

also im vorliegenden Falle 
1 1 sin p ----- v x L  $ K  V B  

und Q C E )  V B - Q A c o s p  
- -,----. 

- /  $T K !QAsi?zP 
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Verlangern wir die Gerade B a  bis zu ihrem Schnittpunkte B' mit n 
und ziehen 2) 93' parallel zu A B  bis A B ,  DS)' D" senkreclil zu AB und 13)s" 
parallel zu n ,  so mird: 

und wir erhalten: 
1 - 1 1 
- .- - 
V N - q K  PB'  

Hieraus ergiebt sich die folgende Construction. \\Tir errichten in $ 
zu !$ B ein Loth und eriuitteln den Schnittpunkt P desselben mit einer 
Parallelen durch B zu 11; dann bestimmt die Gerade B r  auf II den Rück. 
kelirpol K und die Gerade K E "  auf QD den Punkt  T. Ziehen wir ferner 
'$V' parallel zu B ' V  bis Kv u n d  durch V' zii B q  eine Parallele, so 
trifft dieeelbe it in  N. Die Gcrade NT schncidet den Krcis d in MI und NII, 

Der Bal l ' sche Piinkt ist gegtinwsrtig der Schnittpunkt des Wende. 
kreiscs mit dern Kreise d ,  das heiset, der !3urspunkt des Lothes aus !# auf 
die Gerade, die a mit dem Wendepole W verbindet. Der Piinkt MI Mt 
demnach mit dem Ball ' schen Punkte zusammen, sobald 

wird. Setzen wir diesen Werth für talzcpr i n  die Gleichungeu 25) ein, so 

folgt durch Elimination von taacprr 
V A .  QBsinp v K = 2 . ,  - - - - ~  . 
@~-qklccosjj 

Sei nun in Figur 10 8 A B  ein lieliebiges Dreieek, R der S~hnitt~unkt 
von A B  mit einer Serikrechten in zu $ A ,  daun i s t ,  wenn wir den 
Winkel A mit P bezeichnen, , 

Wir machen aiif der Verlhgernng von R die Strecke '$TV= 2.R!#, 
errichten in  V zii  çD B ein Loth ,  welches die Gerade W B  in U schueidet, 
und eiehen U R  parallel zu RW bis B ,  B S  senkrecht zu !)3B bis V A ,  
9 MI senkrecht zu O%'. Erkheilen wir dern Punkte noch die Bezeich- 
nung A ,  so bewirkt das Gelciikviereck A B B A  eine fünfpiiriktige Gerad. 
führung des Punktes JI1 auf der Geraden W. 
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Durch Cmkehrung der Bewegung erhalten wir aus Figur 9 dan 
Fa11 IIIa; dic Koppelgerade hefindet sich dinn in der Todtlage AB.  Um 
also für diesen Fall die E u r i n , e s  t er'schen P~ink te  MI, Mrr zu coristruiren, 
bcstimmeu wir  zunaclist in der eben angegebenen Weise die entsprechenden 
Krümmungsmittelpunkte H,, MIZ und finden hierauf MI, Mrz durch die 
bekannte R O b i l  l i e r  'sche Construction. - Da der Riickkehrkreis die 
k'reispunktcurve p i m ,  Punkte 9 osculirt, so fallt bei der umgekehrten 
Bewegung der Ball 'sche Punkt mit p ,  das hei'sst mit A zusammcn; von 
eiuer Geradführung kanii dann also nicht mchr dic Rcdc sein. 

9. Pal1 II b. In Figur 11 haben wir das Viereck A BB A so gewahlt, 
class LA$?!$ = x = 90' k t .  Beschreihen wir durch die Punkte 9, A,  N 
einen Kreis d und ziehen in demselben den Durchmesser PZ',  so ist 

also die Polhahntangente t. Die Cnrve m hat mit dein Kreise d 
sieben Puukte gemein, sie zerfallt demnach in d und die Gerade t. 

Aus Gleichung 2) ergiebt sieh : 

C o n s t r u c t i o n  v o n  MI. Wir legen durch Ip z u A B  eine Parallele, 
welche AB in El das in B zu A B  errichtete Loth in C schneidet, und 
ziehen von C nach dem Schnittpunkte von R und A E  die Gerade C G  
bis AB. Machen wir dann auf A B  die Streclre B II = G A  und bestimmen 
die Schnittpunkte R', II' des Kreises d mit  den Geraden PR, Hl  so 
erhalten wir den Punkt BI, indem wir den Bogcn @'II' von D aus in 
demselben Sinne auf d abtragen. Es  ist nzmlich: 

also : 

Aus Gieichung 
des Punktes i l f i  die 

C o n s t r u c t i o n  
folgt : 

5 tan a + ta.nP - tan a tan P cot Q, 
U. S.  W. 

4) ergiebt sich f ü r  die fiinfpunktige Geradfiihrung 
Redingung : 

2 cot yi = cot 'Y + cot p. 

v o n  dT11. Setzen wir in 17)  x = Vilil11, y=O,  so 

1 3 d 2 8  + d2z 
- 

1 3 d ~ d ~  
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Nun ist wieder jlS & = a, also d t  = - 2 d 8 ;  die Gleichung 18) ver. 
wandelt sich demnach i n  die Gleichung dritten Grades: 

Die Wurzeln derselben sind t a f i a ,  t a n j ,  tancpI; mithin ist das letzt. 
Glied 3d17.2(d2t. + 2 d 2 8 )  = - d 2 P t a n a i  t a n p  t a n  cpz 
und daher 

27) 
1 - 'a2 @ d2  8 

---(l-mtana!tanBianpl 
X I  3 d ~ d 9 .  

Wir erhalten ferner aus 14): 

d2  14 1 coscf cos 8 - - - -- = --- 
S d u d 8  LgD 

und aus 16):  
$-Q 

sin a! 

also 
d2 9. t a n  ?p - - --P. - 

3 d a 2  t a n  a! t a n p  

Setzen wir noch für t a n y I  den Werth aus 26) ,  so geht Gleichung 27; 
über in 

28) 
1 - - cos (u - /3 )  - s i n ( u + f l ) t a n ~  --. 
MII V.pyt' jPR 

Der Punkt  M n  ergiebt sich demnach in folgender Weise. Wir filien 

von Ip auf A B  ein Loth, welches A B  in  T schneidet, maçhen auf dem 
Kreise d den Rogen R S r =  IDB, bestimmen den Schnittpunkt 8 di: 

Geraden VS' mit AB und tragen die Strecke '$5' von Ip aus auf @9 ab. 
Den so erbaltenen Punkt  S" verbinden wir mit T und ziehen dürch den 
Schnittpunkt der Geraden TS" und !# R eine Parallele zu S$ T; diesellie 
trifft in JIII. 

In der That ,  es verhalt sich 

Nun ist 
'08 QT= IpQcotq, Li?vS '=  a! - p ,  !$'S"= $S=-- 

cos (CY - p) 
also QS".@T 

q3 NI1 = - - 9 n  .- 

R T - ! # S V s i . n ( a + P )  c o s ( u - P ) - s i n ( a ! + p j t a n ~ ~  

Der dem Pnnkte MIz entsprechende Krümmungsmittelpunkt Mu ist 
identisch mit 13. 

Hiermit ist zugleich der Fa11  IIIb erledigt, der durch Umkehrung 
dcr Bewegung aus dcm cbcn behandelten Falle hervorgeht. 
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10. Fa11 IV. Sind in Figur  12 die Glieder AB und BB parallel, 
so liegt der Pol !J.3 unendlich fern und die Polbahntangente t wird parallel 
zu B A .  E'illen wir von dem Schnittpunkte ,Q der Geraden A B  und A B  
ein Loth auf AA,  welches die Geraden AA,  B B, t bez. in a, B, C schneidet, 
so ist bekanntlich RS1 = BQ. Die Kreispiinktcurven m und p zerfallen, 
wie Herr R o d e n b e r g  gezeigt hat*, in  die unendlich ferne Gerade und 
je eine gleichseitige Hyperbel durch A und B, bez. A und B ,  mit den 
Asymptoten t und RD.  

Urn auch in diesem Falle die B u  r m e s  t er'schen Punkte &, MII zu 
bestimmen, gehen a i r  aus von Figur 13, in welcher sich A B  und B B in 
eiiiem endlichen Punkte !$ treffen. Sei wieder t die Polbahntangente, 
FpTR ein beliebiger Strahl,  der mit t den Winkel cp bildet; ein Loth von 
9 auf t schneide 9 A ,  QB, 'i)? 93 ,  t bez. in a, 8 ,  93, 9. Dann ist, 
menu die Bezeichnungen a, P ,  11,  x in demselben Sinne gebraucht werden, 

Liegt nun auf einer der B u r m  e s  t e r  'schen Punkte,  so genügt 
tawp der Gleichung 2 ) ,  und diese geht iiber in  

Dme-., 

Lassen wir jetzt pQ unendlich gross kerden,  so verwandelt sich 
Figur 13 in Figiir 12 und wir erhalten zur Restimmung von H I ,  MII die 
Glcichiing : 
oder ~ ~ 2 + ~ ~ ( O ~ + ~ B ) + ~ ~ . ~ ~ c c a t v c o t X = 0 ,  

I n  Figur 12 sind die Punkte %PI, ~ I I ,  deren Entfernungen von O 
der letzten Gleichung genügcn, unter bloser Anwendung des Zirkels con- 
struirt worden. Um auf der durch mvz, gezogenen Parallele zu t die 
Punkte NI,  MI zu ermitteln, bestimmen wir die Schnittpunkte D,' A 
dieser Geraden mit zwei Parallelen zu RD durch B und B. Trifft B B  
die Geraden C D ,  D A  bez. in  Dg, A', so Sind D'MI und A'Mr parallel 
a u  RD. 

Der Wendekreis zerfdlt gegenwartig in die unendlich ferne Gerade 
der Ebene und die Polbahntangente t ;  der Ral l ' sche Punkt k t  folglich 
der Schnittpunkt der durch A und B gehenden gleichseitigen Hyperbel 
mit ihrer Asymptote t ,  das heisst, der unendlich ferne Pol 9. I m  vor- 
liegenden Falle beschreibt also im Allgemeinen kein endlicher Systempunkt 
eine Balincurve, die mit ihrer Tangente mehr als drei unendlich benach- 
barte Punkte gemeiu hat. Eine Ausnahme hiervon bildet aber der Fall, 

* a. a. O. S. 273. 
Zeitscùrift f. Nathematik u PLiy~ik. 38 Jahrg. 1893. 3. Heft. 10 
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dass die Seite A B  auf AB und .B B senkrecht steht. Dann degenerirt 
nainlich die Ryperbel, die den endlichen Bestandtlieil der Kreispunkt. 
curve m darstellt, in die Geraden t und Q D ,  folglich befindet sich jed e r  
Punkt  von I - wie bercits Hcrr R o d e  n b e r g  bernerkt hat - in vicr 
unendlich benachbarten Lagen auf einer Gernden. Wir  wollen diesen 
interessanten Sonderfall noch etwas eingehender untersuchen. 

Gegenwartig ist 23.23 = O ,  nus Gleichung 29) folgt also 

Der Punkt  Mr liegt demnach auf D R  symmetrisch zu R. 
Um den auf t liegenden Punkt  .MII zu ermittcln, gehen wir aus von 

Figur 11 - Fa11 II b. In  derselben ist bereits LAQP = 9U0, und a:r 
erhalten aus ihr den jetzt lietracliteten Sonderfüll, wenn wir den Punkt 
in unendliche Entfernung verlegen. Nach Gleichung 28) ist in Figiir 11: 

$? NIT = PR 
cos (c  - /3) - s in  ( a  + j3) fu,n v 

Fiillen mir,  wie in Pigur 13, auf t das Loth $0, welches V A  und 

B bez. in 91 und B schneidet, so wird 

folglich : 

Mrr = 9 X I I  
1- cos(a + P ) j c o s ( a - P )  - s i n ( a + / 3 ) t a l z ~ l  

cos ((Y + p)  ( COS ( a  - p )  - sin ( N  + p )  tan îC, 1 
( l+ tan2n)  (1 + f a n 2 @ )  -(1-talz cr tan  f i ) {  1 +tanatan.p - (tana+tanR)inr 

=$O. 
( 1 - t a n u t a n p ) { i  +tanctanj3 - j t a n u + t a n ~ ) t a r , q l  

Für  99  =cc ergiebt sich demnach : 

In  Figur 14 wird durch A B B A  ein Gelenkviereck dargestellt, dessen 

Koppel A B  auf den Seiten B A ,  BB senkrecht steht. Dann ist L B A A = $ ;  
errichten wir also in Q zu A B  ein Loth,  so schneidet dasselbe die Pol. 
bahntangente t in dem B u r m e s t e r 'schen Punkte MII. Demselben eut- 
spricht, wie allen Punktcn von t ,  ein unendlich ferner Rrürnrn~ngsrnit~tel. 
p u n k t ;  dia Bahncurve von MI1 bat also a n  dieser Stelle mit ihrer Tangente 
f ü n f  uneudlich benachbarte Punkte gemein. 

Aus den ahnliehen Llreieclren A RA und 8 0 X I I  folgt 

es v e r M t  sich also auch 

A 9  : $?IrII= % D  : Dil!l11. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Demnach ist 
AAR Mrr N ARODirr, 

folglich 
L R W I A =  LBJ!frzC. 

In dermelben Weise ergiebt sich, dass 

mitliin ist 

dnss kcisst, der Punlct JIII befindet sich augenblicklich in einem D o p p e l -  
p ~ i n k  t e  seiller Bahncurve*. Wir erhalten da,her deil folgcndcn Satz: 

S t e h t  i n  d e m  G e l e n k v i e r e c k  d i e  K o p p e l g e r a d e  A B  s e n k -  
rech t  a u f  d e n  b e i d e n  a n s t o s s e n d e n  S e i t e n ,  s o  b e s c h r e i b t  j e d e r  
Piinkt d e r P o l b a h n t a n g e i i t e  t a u g e n b l i c k l i c h  e i n e n U n d u l a t i o n s -  
punkt. A u s g c n o m m e n  i s t  h i e r v o n  n u r  d e r j e n i g e  P u n k t  M u ,  
in n e l c h e m  di ts  i n  ,Q zu A B  e r r i c h t e t e  L o t h  d i e  G e r a d e  t 
schneidet .  D e r s e l b e  b l e i b t  n i c h t  n u r  i n  v i c r ,  s o n d e r n  i n  f t i n f  
unendl ich  b e n a c h b a r t e n  L a g e n  a u f  e i n c r  z u  t s e n k r e c h t e r i  
Geraden u n d  g e h t  ü b e r d i e s  i m  V e r l a u f e  d e r  B e w e g u n g  n o c h  
einmal  d u r c h  d i e  m i t  JIIr b e z e i c h r i e t e  S t e l l e  h i n d u r c h .  

* Vergl. Burm e  s t e r ,  Kinematik 1, S. 296. 
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I X .  

Ueber die Errnittelung der Sterblichkeit, Invaliditat u.s.m. 
bei Gesammtheiten mit ein- und austretenden Personen, 

Von 

W. K Ü T T N E R  
iu Burgk b.Drosdou. 

Die Beobachtungen, die sich auf die Feststelluag der Sterblichkeit, 
Invaliditat u. S. W. beaiehen, haben sich nicht allein auf eine m8,olichsi 

grosse Anzahl von Personen zu erstrecken, sondern mussen auch von 
bestimmter endlicher Dauer sein. . 

l m  Allgemeinen legt man den einzelnen Beobachtungen der hier in 
Frage kommenden Ereignisse die Dauer e i n  e s  J a h  r e s zu Grunde. Habec 
die Beobachtungen lsnger gewiihrt, so lassen sich solche meist in Beobach. 
tungen von einjahriger Dauer zerlegen. Schwierigkeiten bieten nur die 
Ftille, wo die Beobachtungen k ü r z e r  als ein Jahr  sirid, und die haupt. 
sachlich dort angetroffen werden, wo Gesellschaften mit ein- und a u .  
tretenden Mitgliedern der Beobachtung unterliegen. Die innerhalb eines 
Jahres bei einer Gesammtheit neu unter Beobachtung kommenden oder 
der Beobachtung sich cntaichcnden Pcrsonen stcllen Beobachtungsfaik 
von abgektirzter Dauer dar ,  die weder aus den Gesainmtbeobachtungeu 
weggelassen, noch als gleichwerthig mit den übrigen in die Rechnung ein. 
geführt werden konnen. 1)urch Weglassung der Eingetretenen oder der 
neu iinter I3eohachtung gekommenen Personen würde der Wahrscheiu1:cli~ 
keitswerth in allen den Falleii v e r  g r 6  s s e r t  werden, wo es nicbt mbg 
lich k t ,  die I'ersonen e i n  z e l n  zii verfolgcu, wahrencl man bei Niclii 
berticksichtigung der Ausgetretenen den Wahr~cheinlichkeitswert~h aiisnal;rns;oi 
zu k l e i  n finden würde. 

Theoretische Erorterungen über diesen Gegenstand haben Hegni, 
W i t t s t e i u ,  B e h m  u .A.gegeben .  Namentlich ist es aber Z e u n e r ,  der 
sich mit der Ermittelung der Sterblichkeit in Gesellschaften mit ein. uii; 

austretenden Mitgliedern bescliaftigt und zuerst eine lichtvolle Darste!lu3; 
über diesen Gegenstand gegeben hat.  So hochverdienstlich alle diese Arh~iten 
sincl, und so sehr namentlich die Z e u n  er'sclien A~isfüh~ungen skh d u r d  
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wissenschaftliche Strenge auszeichnen, so lassen doch die zur Ableitung 
gekommcncn Formeln keine Individualisirung zu, die heute bei der An- 
wendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die mannigfaltigsten Oesammt- 
iieiten nothig ist. Die genannten Autoren setzen, wie wir spiiter sehen 
werden, alle eine gewisse Gesetom%sigkeit in der Vertheilung der aus- 
und eintretenden Personen voraus, von der man sich frei machen muss, 
menn die Formeln allgemein anwendbar sein sollen. Auch ist nirgends 
aiif den Unterschied hiugewiesen morden, der in der Behandlung der Ein-  
und Ausgetretenen zu erfolgen hat ,  je nachdem in die Rechnuny Gesammt- 
lieiten eingcfuhrt wcrden, die streng nach deu Satzen dcr mathematischen 
Statistik als g l e i  c h -  oder als g e m i  s c h  t a l t  e r i g e  durch die Beobachtungs- 
grenzen. gehen. 

IIierzu kommt noch, dass die Wege, die bisher zur Losung unserer 
AiiFgahe eingeschlagen worden sind, keine direeten waren, denn s~mmtliche 
Schriftsteller gehen bei ihren Ableitiingen nicht von den R e o h a c  h t u n  g e  n 
aus, sondern gründen ihre Formcln auf die Jlortalitiitscurve, So einwandsfrei 
diesev Verfaliren auch soiiat sein mag,  so hat es doch den Nachtheil, dass 
die S8tze der Wahrscheinlichkeitsrechri~~ng gane ausser Berückuichtigung 
bleiben und Unsicherheiten bestehen , wenn es gilt , den wahrscheinlichen 
Fehler zu berechnen oder Fehlergrenzen f ü r  die abgeleiteten Weithe anzu- 
geben. Im Uebrigen führen alle derartigen Ableitungen auf verwickelte 
transscendento Functioncn, die nur  diirch weitere willkürliche Annahmen 
iiber den Verlauf der Mortalitst Anwendung in der Praxis finden konnen. 

Es ist aber gar  nicht nothig, auf so beschwerlichen Uinwegen -zum 
Ziele zu gelangen, wenn man gleich von vornherein annimmt, wie es 
sonst gewohnlich am Schlusse der Rechniil~g geschieht , d a s  s d i e  S t e r b - 
l i chke i t ,  I n v a l i d i t a t  u .s .w.  i n n e r h a l b  e i n e s  J a h r e s  f ü r  j e d e s  
Z c i t i n t e r v a l l  d i e s e l b e  b l e i b t .  I n  diesem Falle gilt der Satz, 

, , d a s s  d e r  W e r t h  e i n e r  B e o b a c h t u n g  p r o p o r t i o n a l  i h r e r  
B e o b a c h t u n g s d a u e r  is t . '  

1 
Hiernach würde also eine Beobachtuug, die nur  - Jahr  gcdauert hat,  

rv 

auch nur als eine ntel Beobachtung aufziifassen sein, oder , anders aus- 
1 

gedrückt , TZ Beobachtungen von je - J a h r  1)auer sind gleich einer g a n z e n  
TZ 

Seobachtung. 
Sind a Personen wiihrend einev ganzen Jahres und d Personen im 

Xittel je p Jahre beobachtet worden, wo 

o < p < 1 ,  
so ~ i q d  die gesammten Beobachtungsfdle 

Da es tiblich is t ,  die am Anfange des Jahres vorhandenen Personen 
mit a ,  die davon im Laufe des Jahres ausgeschiedenen mit c und die in  
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derselben Zeit neu unter Beobachtung gekommenen Pe~sonen ,  &O die Eiu. 
getretenen, mit ZJ zu bezeichnen, so würden, wenn die mittlere Beobacht~n~i;. 
dauer fur die letxteren mit p und für die Ausgeschiedenen mit pi bezeich- 

net wird, als GesammtbeobachtunçsfaIle in Frage kommen: 

1) a +  p b - ( 1 - p ' ) ~ .  
1st nun rvmal das der Beobachtung unterlegene Ereigniss eingetreten, 

so ist nach dern Satze von B a y e s  die Wahrscheinlichkeit IL der Hypotliesel 
dass s der gesuchte Wahrscheinlichkeitswerth i s t ,  gleich 

/"p(1 - S ) a + , u b - î l - ~ ' l c - a d S  

O 

Nun wird aber h am grossten, oder s i s t  d i e  g e s u c h t e  Wahr- 
s c h e i n l i c h k e i t  n a c h  d o r  w a h r s c h e i n l i c h s t e n  H y p o t h e s e ,  wenn 

3) ,p(l - S ) a S - ~ l b - ( l - ~ ' ) c - ~ ~ s  = Xazimunz, 

oder 
CY 

1) s=--- -- 
a + p b - ( 1 - p r ) c  

ist. 
niese Formel, die in aller Strenge unter den von uns gemachten An- 

nahrnen gilt ,  i s t  u n e b h g n g i g  v o n  j e d w e d e r  H y p o t h e s o  ü b e r  d i e  

E i n -  u n d  A u s t r i t t s b e w e g u n g  und somit auf alle Verhaltnisse gleich 
anwendbar, worin ihre Ueberlegenheit gegeuuber allen anderen bis jeirt 
zur Ableitung gekommenen Formeln beruht. Beziehen wir dieselbe auf 
die Sterblichkeit, wie es in den nachfolgenden Erorterungen der Einfach- 
heit halber immer geschehen soll, so lassen sich Einwendungen nur gegen 
die eu Grunde liegende Annahme über den Verlauf der Sterblichkeit 
machcn, und wir habcn xu untersuchen, inwicweit diese Einwcndungeo 
beachtlich sind. 

Man wird ohne Weiteres zugeben mtissen, dass kein Grund für  eine 
sprungweise Aenderung der Sterblichkeit vorhanden i s t ,  mie sie besteheo 
mlisste, wenn die Sterbenswahrscheinlichkeit innerhalb eines Jahres unver. 
iinderlich ware. Die Sterblichkeit wird also mi t  dem Alter s t e t  i g  wachsen 
und mithin die Annahme, die unserer Formel zu Grunde liegt, nicht ganz 

zutreffcnd sein. Fasst man aber den Verlauf der Sterblichkeit naner 
in's Auge, so erkennt man leicht, dasv aie nur in den hofieren Alterr- 
jahren, wo die Bus - und Eintrittsbewegungen in den Gesellscfiaften ge. 
wohnlich nur noch minimale sind, betrachtlich wachst. Iii den jüngereii 
Jahren, wo sich hauptsachlich die Zu- und Abgange vollziehen, ist die 
Verhderung  der Sterblichkeit innerhalb eines Jahres so gering, dass sie 

b e i  d e n  S c h w a n k u n g e n ,  d i e  s i c h  jm g c s e t z m i i s s i g c n  Ein t r i t t e  
d e r  E r e i g n i s s e  z e i g e n ,  für uns gar nieht in Betracht kommt. Dalier 
erscheint auch unter gewohnlichen Verhaltnissen die unserer Formel LU 

Grunde liegeude A u a h m e  znliissig. 
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Finden dagegen in den hoheren Altern, wo die hIortalitiit sehr be- 
tfüclitlich wachst, noch grtissere Ein - und Austrittsbewegungen s tat t ,  so 
erscheint unsere Formel 1) nicht mehr genau genug, sie b e i  g e n ü g e  n d  
umf i ing l ichen  B e o b a c h t u n g e n  aiif erwahnte Lebensalter anwenden 
zu ktinnen, vielmehr ist es in diesem Falle nothig, die Sterblichkeit auch 
innerhalb des Beobachtungsjahres als vcriinderlich aufiufassen. 

Nun ist aber klar ,  dass, wenn die Sterblichkeit wachst, aus gleich 
langen Beobachtungastrecken innerhalb eines Jahres keine tibereiustiinmende 
Anzahl von Sodesfallen bei einer Gesammtheit erwartet werden darf, 
sondern, dass wahrscheinlich aus eiuer Strecke hoheren Alters m e  h r Tode 
herrorgehen werden, als aus einer gleich langen Strecke niederen Alters. 
Daher  i s t ,  s t r e n g  g e n o m m e n ,  d e r  W e r t h  e i n e r  B e o b a c h t u n g  
n ich t  p r o p o r t i o n a l  i h r e r  B e o b a c h t u n g s d a u e r ,  s o n d e r n  p r o -  
p o r t i o n a l  d e r  W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  w l i h r e n d  d e r  B e o b a c h t u n g  
zu s t e r b e n .  

Innerhalb eines Altersjahres sind drei verschiedene Beobachtungsfille 
zu untcrscheiden : 

1. Die Beobachtung findet statt  im Alter von m + x bis m + 1, 

2. n n n n n n  n m  ,, m +t  und 

3. ,, n n n n n  n m 4 - t  ,> mf-x. 
Die Fiille unter 1. umfassen die Eingetretenen, die bis zum Ende der 

Beobachtung in der Gesellschaft verbleiben. Die Wahrscheinlichkeit, dass 
ein solcher Eingetretener wihrend der Beobachtung s t i rht ,  ist gleich der 
Wahrscheinlichkeit s,, dass ein (m + x) jiihriger vor Erreichung des Alters 
nt+ 1 mit Tode abgeht. 1st riun weiter die Wahrscheinlichkeit, innerhalli 
des hlters von m bis m + 1 zu sterben = s, der Werth einer vollen 
Beol~achtnng = 1 und der Wcrth der abgcktirzten Beobachtung des Ein- 
getretenen = wl, so hat man nach dem obigen Sctze: 

folgt. Der Werth der Eeobachtungen aller Eingetretenen, der an Stelle 
von p b trit t ,  ist  solnit: 

5) 
1 
Z's,. 
3 

Die Beobachtungsf%lle unter 2. beziehen sieh auf diejenigen Personen, 
die bis zum Alter m+ t nicht verstorben sind, aber zu dem angegebeiien 
Alter auseer Beobachtung kommen, das heisst, aus der Gesellschaft aus- 
treten. Der Werth w, eiuer solchen Beobachtung und der Werth der 
Beobachtung eines Eintretenden vom Alter m + t bis zum Alter m + 1 ist 
aber offenbar gleich einer vollen Jahresbeobachtung, womit sofort 
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und 

6) -- -- 

fol& F ü r  den Werth E L : ~  in 

oder (1 - t L ' ) ~  ist z u  ersetzen 

7 )  

der Sterblichkeit, InvaliditYt u. S. W. 
- ---- *- - < - - -  *, -, 

St w , + - = 1  
S 

sr w,=1- - 
S 

unàerer Formel 1) tritt  daher 

1 
C-  - E S r ,  

S 

durch 

1 
- Z S l .  
S 

Die Beobachtungsfalle dcr dritten Art umfasscn allc dicjenigen, die 
innerhalb des Beobachlungsjahres im Alter rn + z eingetreten, aber nicht 
bis zur Erfüllung des Alters m + 1 in der Gesellschaft verblietien, son-  

dern im Alter m + t wieder ausgeschieden sind. Uezeichnen wir rien 
Werth einer solchen Beobachtung mit w,, so ist 

und 

8) 

weil naeh 6) der Werth einer Béobachtung von m bis m + x 

und der Werth einer Beobachtung von na + t bis m + 1 nach 4) 

St = - 
S 

ist. 
Der Gesammtwerth aller Beobachtungeu der dritten Art wird daher durch 

dargestellt, noraus folgt, dass diese Beobachtungsfiille alle doppelt zu 

rechnen s ind ,  und zwar sind sie einnial unter den Eingetretenen und das 

andere Mal unter den Ausgetretenen ailfzuzahlen, wie dies in der Regel 
geachieht. Einer besonderen Berücksichtigung der unter 3) genannten 
BeobachtungsFille in unseren Formeln bedarf es daher nicht. 

Führen mir die AusdrUcke unter 5) und 7 )  in 1) ein, so erhalten 
wir endlich 

c 

n o  s, fü r  j e  d e n  Eingetretenen und sr für j e d  e n  Ausgetretenen besonders 
festzustellen ist und darans sodann die Summen Zs, und Es,  zu bilden sind. 
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Der soeben abgeleiteten Formel liegt weder über die Vertheilurig der 
Ein- und Ausgctrctencn, noch über dcn Verlauf der Sterblichkeit irgend 
welche willkürliche Annahme zu Grunde; sie besteht in aller Strenge und 
hat  ganz allgemeine Giltigkeit. Freilich setzt sie voraiis, d a s ~  das, was 
man sucht - die Functiou der Sterbenswahrdeinlichkeiten - schon be- 
kannt ist, was aber b e i  alleu strengeren Formeln, die bis jetzt abgeleitet 
morden sind, auch der Fa11 ist. Unsere Formel hat  jedoch vor den letz- 
teren den sehr beachtlichen Vorzug, dass sie unabhiingig von dem Ver- 
laufe der Ein-  und Austïittsbcwegung ist. 

Die Anwendung der Formel II) wird nur dergestalt erfolgen konnen, 
dass aus Formel 1) zunaclist ein e r s t e r  N i i h e r u n g s w e r t h  fiir s er- 
mittelt wird, woraus sodaun unter Zugrundelegung irgend wrlcher Hypo- 
these über den Verlaiif der MortalitBtscurve sich s, und st bestimmen lassen, 
mit deren Hilfe weiter nach Formel II) eine zweite NLherung erzielt wird. 

Bezeichnet man allgeniein mit y, die Anzahl der Lebenden vom 
Alter u ,  so ist die Wahrschcinlichkeit s,, im Alter von m + z bis m f 1 
zu sterben, f ü r  den (m + z) jahrigen 

Verliiuft die Moïtalit%tscurve iunerhalb der einzelnen Jahre geradlirig, 
so ist 

und ,  menn mit 1 die Lebenswahrsüheinlichkejt eines mjilirigen bezeichnet 
wird, 

11) 

Fiihrt man diesen Ausdruck in II) ein,  so folgt, wenn in dem un- 
endlich kleinen Altersintcrvall von na + x bis rra + x + d x  

eintreten und 

austreten, 

rp (x) d x  Personen 

(x) d x  Personen 

Vertheilt sich der Zuwachs und Abgang gleichm%ssig über das 
Beobachtungsgebiet, so dass also in dem unendlich kleinen Altersintervall 
von m t x  bis m + x  + d x  
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b d x  Personen 
eintreten und 

c d x  Personen 
austretcn, so ist 

und 

Durch Substitution dieser Ausdrlicke in 12) folgt sodann die Witt .  
s t e i n ' s c h e  F o r m e l  

Vertheilt sich hingegen der Zu - und Abgang mit Rücksicht auf dia 
E in-  und Austrittvalter proportional der Mortalit%tseurve, so wird derselbe 
innerhalb der unendlich kleinen Altersstrecke von m + x bis rn + c + d x  

und beziehentlicli von m + t bis m + t + dt  

sein, R O  P und y sioh aua den Gleichungen 

16) 

und 

17)  

y7n + 1 
berechnen. Da aber s, = 1 - - 7 so geht mit den Ausdrticken 14) und  

Y,,+, 
1 

1 
und st in 

S 
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über. Wird nun hierin für  y,+, und ym+i der Werth aus 10) subatituiri, 
so folgt: 

Da aber nach 16) und 17) 

und mithin, wenn diese Ausdrücke in II)  eingeführt werden, 

Diese Relation hat Z e u n  e r  zuerst angegeben, und ~ i e  verdient, wie 
spiiter noch erortert werden soll, entschieden den Vorzug vor W i t t -  
stein's Formel. 

Die H e  y m 'sche Formel darf,  abgosehen von dcm bei ihrer Ablcitung 
untergelaufeneu Irrthum, als ein specieller Fa11 der W i t t  Y le in 'scheu Formel  
aufgefasst werden , wie Z e u  n e r in seinem vorzüglichen Werke Abhand- 
lungen au3 der mathematischen Statistik" ausfuhrlich dargelegt hat .  
Heyui's Formcl wird auch kauin jemals Anwendung gefunden habcn, da 
s:e bei ihrer geringen Zuverlassigkeit anf vie1 zu umstiindliche Ilechnungen 
führt. Eine nochmalige Ableitung dieser Formel erscheint daher hier 
überHüssig. 
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Die Anwendbarkeit der alteren Formeln wird,  wie im Eingange 
bereits erwahnt, empfindlich beeintfdchtigt diirch die ihnen zn Grunde 
licgenden Hypothesen über die Ein-  und Austrittsbewegung. Im strengen 
Sinne wird diese Bewegung nirgends eine &tige sein, wie bei der -4b- 
leitung aller dieser Formeln angenommen worden ist. J a ,  man darf getrost 
anuehmen, dass bei den meisten Gesammtheiten die E i n -  und Austritte inner- 
lialb des 13eobacht~ingsgebietes sehr unregelmassig verlnufen und zmar sol 
dass sie zu bestimmten Zeitabschnitten sich ganz besondera anhiiden, zu 

nnderen wieder Nul1 werden, und dass diese Maxima und Minitna, für den 
E i n t r i t t  auf andcre Zeitpunkte fallen, als für den A u s t r  i t t .  Man ver- 
gegenmartige sich nur ,  dass bei viden Gesellschaften die Erneuerung des 
Personals nur einmal jahrlich geschieht, uud zwar zu Arii'ang des Fiiili- 
jahres oder mit Eintritt des Winters, je nachdein der Geschaftsbetrieb in 
der einen oder der andereii Jahreszeit eiu besonders lebhafter ist ,  wiihrend 
wieder bei anderen Gesellschaften die Zugange von den wechselnden Con- 
juncturen abhiingen und jedcr Stetigkeit cntbehren. Einc gleiche Ver- 
schiedenheit Itisst sich für die Abgange beobachten. In  dem einen Falle 
fiiiden sie vorzugsweise im Frühjalire, in dem anderen im Herbste statt, 
und wieder in anderen hangen sie init der Ableistung der Militirpflicht 
oder plotzlich eingetretenen Gescliiiftsstockungen zusammen. 

Sehr wichtig bei Anwendung der alteren Formeln sind ferner die zusammen 
gefassten Altersklassen, mit denen operirt wird. Geschie- nimlich die Er- 
mittelung der Sterblichkeit streng nach den Satzen der mathematischen 
Statistik fiir genau Gleichaltcrige, so ist  die Bcobachtungsdauer fur die Ein- 
getretenen gleich der Altersstrecke, die vom Eintritte noch bis zur Erfüllung des 
angetreterieu Altersjahres zu verleben ist, also von m f x  bis m + I ,  wahrend die 
Ausgetretenen immer einer BeoGachtung unterliegen, die vom Austritte zurtick 
bis zu dem Zeitpunkte reicht, wo das letzte Altersjahr erftillt morden ist, 
narnlich i n  fortschreitender Richtung von nL bis m+ t. Die Reobachtungs- 
dauer ist  also hier nicbt von der E i n -  und Aus t r i t t sze i t ,  sondern von 
dern E i n -  und Austrittsal t e  r abhangig. NUU werden aber die zur Zeit 
z' ein- und ausgetretenen Personen, wcnn ihre Anzahl einigermassen 
betrSchtlich ist,  nicht von genau gleichem Alter se in ,  vielmehr sich auf 

der Altersstrecke nach rechts und links vertheilen und das um so geeetz. 
massiger, je grosser ihre Anzahl k t .  Findet nun im nachsten Jahre - 
also sur Zeit r' + 1 - wie dies ja haufig der Fall is t ,  eine ihnliche 
Aus- und Eintrittsbewegung stat t ,  B O  f ü h r t  d i e s  a u f  e i n e  V e r  
t h e i l u n g  d e r  B u s -  u n d  E i n g e t r e t e n e n  i m  Be\obacht ,ungsgebieb ,  
d i e  s e h r  w a h r s c h e i n l i c h  p r o p o r t i o n a l  d e r  D i c h t e  d e r  B e -  
v o l k e r u n g  s e i n  u n d  s o m i t  s e h r  n a h e  d e r  Z e u n e r l s c h e n  Annahme 
e n t s p r e c h e n  w i r d .  

Mit Hilfe des Grundrisses der von Z e u n  e r a. a. O. angegebenen 
Darstelluugsweise der Lebenden und Verstorbenen lasst sich die Richtigkeit 
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dieses Satzes leicht nachweisen. 1s t  i n  beistehender F igur  1 A B  = CD 
die einjihrige Altersstrecke und A C =  BD die einjahrige Geburtenstrecke, 
so mird die Beobachtungsdaner de r  zur  Zeit z' Eingetretenen, die fü r  diese 
Alters- und Geburten- 

Eig. 1. 
strecke in F r a g e  
komrnen, durch die 
schraffirte Flache 
JGFB und die Be- 
obachtnngsdauer der 
für diese Alters- 
und Geburtenstrecke 
ebenfalls in F rage  
kornmenden und zur 
Zeit t' + 1 Eintretcn- 
den durch F H D  dar- 
gestellt. Nun is t  
aber, da nach Vor- 
aussetzung 

EF=BD 
u . ~ ~ ~ ~  r ' ~ T I 1 ~ ( ~ ' t  111 T2, 
d F H D  = d E J B  und mithin auch die Flacheu J B P G  + FHD = d B  CD. 
Die zur Zeit 5' uud T'+ 1 Eingelretenen stellen sich also für  die Ueobachtung 
so dar, a l s  o b  s i e  i m  L a u f e  d e s  B e o b a c h t u i i g s j a h r e s  n a c h  u n d  
n a c h  i m  V e r h i i l t n i s s  z n r  D i c h t e  d e r  B e v o l k e r u n g  e i n g e t r e t e n  
waren.  

Für die Ausge- Fig. 2. 

tretenen gilt dasselbe, 
nur ist da8 für  solche 
entstehende Bild um- 
gekehrt. Die Be- 
obachtungsdaner der  
zur Zeit t' und T'+ 1 
Busgctreteneu wird 
durch die Fliichen 
AJG und GFHC der 
beistehenden F igur  2 
ausgedrückt , die 
zllsammen einen 
Fiacheninhalt gleich 
d m  d ABC haben. 

In den Fiillen, 
wo die E in -  und Austrittsaeiten innerlialb j e  zwei aufeinander folgender 
Jahre verschieden sind, oder die E in  - und  Ausgetretenen in den einzelnen 
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Jaliren der Anzahl nach wesentlich von einander abweichen, kann auch 
bei Einführung von Gleichalterigen nach den einschlagenden Satzen d e r  

mathematischen Statistik die Ermittelung der Beobachtiingsdauer, bez. die 
dicser Beobacbtungsdouer entsprechende Sterblichkeit n i  c h t  entbehrt werden. 
Es  ernpfiehlt sich, in diesen Fiillen die Zu - und Abgange nach den Ein- 
und Austritts a! t e r  n zii ordnen und nach Zehnteljahren fortzuschreiten. 

x x 1 
Bezeichnen wir allgemein die im Alter von tla + - bis m + - + - 

1 O l u  10 
Eintretenden mit b, und die in diesem Alter Aiistretenden mit cz, so ist mit 
hinreichender Genauigkeit : 

Ferner ist 

und ,  wenn co - col c, - c, , c, - c,, . . . c, - c,, c, - cl, hinzugefügt wird, 
auch 3 . .+$,+g, . ' 1 

Damit ist aber der Klammerausdruck auf die Form unter 21) zurück- 
geführt und wir konnen ohne Weiteres 

ri. c = c - -  
1 

anschreiben. 
Gestatten die Verhaltnisse die Anwendung der Formel I) ,  so k t :  
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Handelt es sich um die Ermittclung der Sterblichkeit s' von activen 
Personen, so sind neben den freiwillig E i n -  und Ausgetretenen b und c 
noch die ZugZnge r a n  Reactivirten und die Abgiinge i dnrch eingetretene 
Invaliditat zu heriicksichtigen. Nun darf aber die Vertheiliing dieser Zu- 
und Abgange im Beobachtungsjahrc als gleichmassig angcnommen werden, 

1 
so dass fiir die Falle r ,  als auch für  die Fiille i der Werth p = --- gesetzt 
werden kann. Damit ergiebt sich aber 

2 

Verlangt die Untersuchung die Anwendung der Formel II) ,  so a i r d  
in den meisten Fallen mit hinreichender Genauigkeit a n  die in zehn Theile 
zcrlegte Altersstrecke mgeschlossen werden konnen. Da aber nach 11) 

venc x die Werthe O ,  1 ,  2 , .  . . 9 durchlauft und die Sterblichkeit in  
der Mitte einer solchen Altersstrecke als die durchschnittliche Sterblichkeit 
dieser Strecke angenommen wird, so geht Formel II) in 

x x + l  
über. Bezeichnen wir die im Alter von m + - bis rn + - - Reactivirten 

10 10 
mit rz und die innerhalb derselben Alter in Invaliditat Getretenen mit i,, so 
ist aiich 

Die letzten zwei Formeln sollten Anmendung finden, wenn in den 
hbheren Lebensaltern betrachtliche E i n -  und Austrittsbewegungen statt- 
finden. Leider ist  aber nur ganz selten znr Ermittelung der Sferblichkeit 
der hoheren Altersclassen ein so umfiingliches Beobachtungsmatcrial vor- 
handen, dass von der Anwendung der Formeln 24) und 23) ein wirkliüher 
Nutzen erwartet werden kann. Die Beobachtungsfàlle nehmen mit 
wachsendem Alter mehr und mehr ab und die wahrscheinlichen Fehler, die 
die darans abgeleiteten Sterbenswahrscheinlichkeiten besitzen, sehr rasch 
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160 Ueber die Ermittelung der Sterblichkeit, Invalidittit u. S. W. 
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m ,  EO dass eine Correctur dieser Werthe nach 24) oder 23) selten ange. 
bracht ist. Was niitzt eine peinliche Berücksichtigung der wachvend~n 
Sterblichkeit, wenn es der Berechnung a n  der Erfiillung der vornehmsten Be- 
dingung, dass sie sich auf ein umfassendes Beobachtungsmaterial stiitzt, felilt? 

Geschieht die Ermittelung der Sterblichkeit nicht für genau Gleich- 
1 

alterige , wie dies sehr oft der Fa11 is t ,  sondern für Personen von m - - bii 

1 2 
m + ;- Jahren, die in eine Altersclasse gebracht werden, so fallt die Beobachtungs 

L 
strecke der E in-  und Ausgetretenen nicht , wie vorstehend, mit der Bltera- 
strecke . von na + x bis m + 1,  bez. m bis m + t zusammen, sondern mit 
der Zeitstrecke, die vorn Eintritte L' bis zuni Ende des Beobachtungs. 
(Kalender -) Jabres L, , bez. vom Anfange des Beobachtungsjahres T, bis ziim 

Austritte r"' vergangen ist. 1st in beistehender Figur 3 A B  = CD wiedcr die 

Big. 3. 
einjghrige Altersstrecke 
von m bis m + 1 und 
A C = B D die zuge- 
horige einjahrige Ge. 
burtenstrecke , so wird 

die beobachtete Ge. 
sammtheit , die wir riir 

Untcrscheidung von den 
Gleichalterigen ge. 

.mischtal ter ignennen 
wollen, durcli da- 
Viereck A'B' C'D' in 

ihrer zeitlichen Aus. 
dehnung begrenzt. Div 
in  dcm Dreieck EC'C 
auftretende Gesaffirnt. 
heit ist am Anfange der 

Beobachtung j ü n g e r  als m ,  wiihrend die in dem Dreiecke BB'F a ~ f .  

tretende Gesamrntheit am Ende der Beobachtung a l t e r  als m + 1 Jahrz 
ist. Bei einer gleichmiissigen Vertheilnng der beobachteten Personen auf 

die Geburtenstreckn A C  sind indess siirnmtliche Personen am Anfange dei 

Reobacht~ingsjahres durchschnittlich m und am Ende des Bcobachtungsjaliic3 
sehr nahe durchschnittlich na + 1 Jahre alt. 

Die zur Zeit f eingelretenen Personeu werderi s a m  m t l i c  h van r 

bis r, und die zur Zeit T" eingetretenen Personen s Zm m t  l i c h  von .r" dis 

z, beobachtet, wie dnrch die schraffirten Flachen in unserer Figur z u r  
Anschauung gelangt. Man erkennt hieraus leicht , dass beziiglich der  
Reobachtungsdauer der Ringetretenen ein wesentlicher Unterschied awischen 

g l e i c h s l t o r i g  e n  und g e m i s c h t a l t c r i g e n  Gesemmtheiten besteht, 
und-dass namentlich bei den letzteren ein Zuwachs, der eich jahrlich nur 
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einmid volizielit oder in gewissen Perioden wiederliolt, n i c h  t als ein 
solchcr angesprochen werden darf,  der sich gleichmassig auf die Beobach- 
tungsstrecke vertheilt. E i n c  g l e i c h m a s s i g e  V e r t h e i l u n g  d e r  E i n -  
g e t r e t e n e n  i m  B e o b a c h t u n g s g e b i e t  f i n d e t  v i e l m e h r  n u r  d a n n  
s t a t t ,  w e n n  i n  g l e i c h e n ,  a b e r  b e l i e b i g  k l e i n e n  Z e i t a b s c h n i t t e n  
immer  e i n  g l e i c h  g r o s s e r  Z u g a n g  s t a t t f i n d e t .  

Gans das Gleiche gilt für die Ausgetretenen, wie aus der nachstehenden 
Figur 4 folgt. Die Abgange zur Zeit r"' haben eino Beobachtungsdauer 
gleich z,z"', wahrend die Abgange, die sich zur Zeit zl" vollziehen, eine 
solche von r , d P  haben. Zwischen den Figuren 3 und 4 bestelit nur der 
Unterschied, dass die schraffirten FlXchen au€ entgegengesetzten Seiten liegen. 

Ueberblickt man die Ergebnisse der vorstehenden Erorterungen, so folgt 
leicht, dass bei gcrnischt- 
alterigen Gesammtheiten Fig. 4. 

der Zu- und Abgang im 
Gegensatze zu Gleich- 
alterigen nur  selten als 
glcichm~ssig sich auf 
die Beobachtungsstrecke 
vertheilend angenom- 
men werden kann, und 
dass dort, w o  man mit 
solchen Gesammtheiten 
reehnet, den Ein- und 
Ausgetretenen eine ganz 
besondere Aufmerksam- 
keit gewidmet werden 
 mus^. 

B e h m ,  der nur  mit gemischtalterigen Gesammtheiten rechnet, hat in 
seinem h'achtrage für 1877 zur Statistik der Mortalitiits -, Invalidit%tu- 
und MorbilitXtsverh~ltnisse bei dem Beamtenpersonal der deutschen Eisen- 
bahnverwaltungen eine Formel für  discontiniiirliche Zu - und rlb@nge ent- 
wickelt, aber er behalt immer noch für gleiche Zeitabsclinitte eine gleich 
grosse Anzahl von Ein-  und Ausgetretenen bei. Es kann dies ja  für die 
Verhihisse beim Eisenbahriwesen zutreffend sein; allein im Allgemeinen 
wird , wie wir bereits früheï ausgeführt haben, eine anniihernd gleiche Ver- 
theilung des Zu- und Abgangs nur  selt,en stattfinden. 

Eine Formel, die allgemein zur Bcrechnung der Sterbenswahrschcin- 
lichkeiten für gemischt.alterige Gesammtheiten genügen wird, erhslt man: 
wenn die Ein-  und Austritte Monat für Monat Uerücksichtigun; finden. 
Wir nehmen a n ,  es treten im Januar b', , im Februar b', , im Marz bt3 u. S .  W. 

Personen in die Gesammtheit ein, dagegen c', irn Januar ,  cPs im Februar, 
c', im Marz u. B. W. aus derselben aus,  so ist  

Zsitschrift f. Xathomaaik ri. Phyeik. 35. Jahrg. 1803. 3. Heft. 11 
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23 21. 19 3 1 
(.' Ii = , b', + 7 + 7 bS3 + . . . + g bblll + 2 ? I r l p  24 24 L4 

woraus folgt : 1 x=12 , 1 ,e=7z~ii',--~ I L  
,, l 

24 

Perner ist  

26) 

I .  F ü g t  man dicsem Ausdrucke c', - c',, C ,  - c ,, . . . il,- c',, hinzu, so e ih i l t  

1 =d ( O P ,  + fi', + b'J + - . .+b'l l  + b P j 2 )  

2(b' ,  +O8,+ . + O , ] , )  
2 (b' ,  + + ?Irg + . . . + brio) 

. . m . . . . . . . . . . . . . . . .  

man : 

Nimrnt man fur den Klammerausdruclr den Werth nach 261, so folgt 
weiter : 

und daher auch 

so dass man endlich erhiilt 

Die Sterblichkeit der Activen ergiebt sich aarnit unter Ueachtuilg der 
früheren Darlegungeii : 

Findet bei gemischtalterigen Gesammtheiten der Zu- und Abgang ln 

der E t t e  des Beobaclitnngsjahres oder immer in gleicher Stiirke und in 
gleichem Ahstande v o r  u n d  n a c l i  der Jakresmitte stat,t, so ist  leicht ein- 
zuschen, dass dio Bcobachtungsdaucr im Durchschnitt sowohl für die E i b  

1 
als auch ftir die Ausgetretenen = ist. Damit lassen sich aber sofort die 

Formeln , 
L 
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Von W. RÜTTNER 1G3 
- -- - - - 

und 

31) 

anschreiben, die bis jetzt ausschliesslich Anwendung gefuxden hahen. Es  
ist wobl überflüssig, noch besonders hervorzuheben, dass in der ihnen zu 
Grunde licgenden zweiten Annahme zuglcich der Fall der gleichm~ssigen 
Vertlieilung der Zu- und AbgBnge mit inbegriffen ist. 

Die hier i'üï die gemischtalterigen Gesammtheiten abgeleiteten Formeln 
25) bis 31) nehmen auf die Veranderung, welche die Sterblichkeit im 
Laufe des Beobachtungsjahres erfiilirt, keine Rücksicht. Im strengen Sinne 
Iasst sich auch keine Formel ableiten, in der dieser Veranderung voll- 
kommen Rechnung gctragen werden konnte, dafcrn es sich nicht um Gleich- 
alterige, sondern um Gemisclitalterige handelt, weil sodann in der Gesammt- 
hei t  nicht eine einzige, sondern eine Anzahl verschiedener Sterblichkeiten 
herrschen , deren durchschnittlichen Werth wir erfahren. Freilich stünde 
Sicht.s im Wege , diese durchschnittliche Sterblichkeit in iihnlicher Weise 
zu berichtigen, a i e  es mit der Sterblichkcit dcr Gleichalterigen durch die 
Formeln 24) und 25) gesehieht; allein einen wirklichen Nutzen würde eine 
solche Berichtigung nur selten haben, da die ungleiche Dichtigkeit , die 
iniierhalb der Gesammtbeit für die verschiedenen Geburtszeiten vermuthet 
nerden mnss, die Quelle für  einen grosseren Fehler ahgiebt, als der ist, 
welcher aus der Annatme einer constanten Sterblichkeit innerhalb des 
Beabachtungsjahres entsteht. 

Wir  chl lies sen gegenwartige Abhandlung mit einer Anwendung der 
Formel 29),  indem wir an einem numerischeu Beispiele den Einfluss, den 
die Z u -  und Abgange auf den Werth der Sterbenswahrscheinlichkeit aus- 
zuüben im Stande sind, zeigen. Bei einer Gesammtheit Activer, die am 
Anfange der Beobachtung 24l/, bis 25'/, Jahrc alt  war, und ails 5502 Pcrsonen 
besiand, sind wiihrend des Beobachtungsjahres vom 1. Januar bis 31. December 

86 als Active verstorben , 
20 invalid geworden , 
5 als Reactivirte eingetreten 

und endlich 
im freimillig freiwillig 1 im ' freiwillig freiwillig 

Monat beigetreten ausgetreten Monat heigetreten a.iisgetreten 
. . . . . .  Januar . . . .  315 12 Juli 3 230 

. . . .  Febroar. . . .  510 16 ! Angust 15 1 2 2  

llarz.. . . . . .  120  220 Scptember . . 7.98 5 
. . .  April . . . . .  80 755 October. 510 30 

h i . .  . . . .  12 9'35 Novemher . . 806 1 2  

Juni. .  - 310 December . . 670 S. . . . .  
11% 
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164 Ueber d. Frmittelung d. Sterblichkeit, Invaliditat u. s. W. Von W. K ~ T T N E R .  ----- 
In diesem Falle ist  aber: 

.z 

b', 2 315 
b', = 510 
O 3  = 120 
b', = 80 
b r 6 =  12 
Of, = O 
b', = 3 
b ' =  15 
b', = 108 
b',,== 510 
b',,= 806 
b',,= 670 

- 
c', = 12 
c', = 1 6 
c', = 220 
c', = 755 
c', = 905 
c', = 310 
c', = 260 
c', = 122 
clg = 5 
c',,= 30 
c',,= 12 
iiz= 8 

Damit folgt : 

s = 
36 --- 36 - 0,0400il5 

1 4  20977 3 l4!j - %4.i> 5 - 20 -5Ci379 
55O2+ --- -- 

12 12 24 +2 
Hatte man die Sterblichkeit i n  vorliegendem Falle uach der Witt- 

s t ein'schen Formel 31) berechnet, so würde als Resultat 

gefunden worden sein. Die Abweichung k t ,  wie man sieht, sehr betrachtlich 
uud recbtfertigt die etwas urnstündliche Ermittelung vollkommen. Dabei 
ist keineswegs die Bus-  und Eintrittsbewegung, die unser Beispiel zeigt, mit 
Rücksicht auf die iiltere Berechniingsweise besonders ungünstig; Grenzwerthe 
erhalt man vielmehr, wenn man einmal die Eintritte am 1. Januar und 
die Austritte a m  31. December a8nnimrnt,, d m  andere Mal hingegen den 
Zugang am letzten December und den Abgang am ersten Januar sich voll- 
ziehen 1Bs~t. Im ersteren Falle wird 

s' = 0,00416 
gefunden, w k e n d  im letzt,eren Falle 

s' = 0,01263 
ist. Diese Zahleu reden eine zu deutiicbe Sprache, als dass es nocli eines 
besonderen Hinweises auf den Wertli einer angemessenen Beqücksicbtigung 
der Zu- und Abgiinge bedürfe. 
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Ueber bedingt periodische Eewegungen eines rnateriellen 
Punktes auf Oberflachen zweiter Ordnung mit besonderer 

Berücksichtigung der Grenzfalle. 

Von 

i l r i t t e r  Abschn i t t .  

Die Bewegung eines mater iel len Punktes  auf einer  centrischen Oberflache 
zweiter Ordnung un te r  E i n w i r k u n g  einer vom Mittelpunkte ausgebenden 

d e r  Entfernnng proportionalen Kraft.  

5 1. 
Aiifstelliing der Bewegungsgleichnngen. 

Um das im ersten Abschnitte angegebene Probleui der Bewegung 
eiues Punktes auf einem Ellipsoid weiter zu hehandeln, haben wir uns der 
elliptisehen Coordinaten zu bedienen und selzen folgende Definitionen uud 

Bezeichnungen fest. Die Constanten des Coordinatensystem.a seien a, P, y, 
uud es sei cr > p > y. Sind dann z, y, z die Coordinaten irgend eines 
Punktes in Bezug auf ein gegebenev Cartesisches Coordinatensystem, so 
sollen die elliptischen Coordinaten A ,  p ,  v als die, a i e  bekannt, reellen 
und den Ungleichungen 

1) u > v > B > p > y > " - - "  

genügcnden Wur/.oln der folgenden cubischen Gleichung in  t 

definirt sein. Kehmen wir nun an, dass c r ,  P, y so gewshlt 
mit Bezug auf die Gleichung des irn ersten Abschriitte erwahnten 

sind, dass 
Ellipsoides 

kt, so ist die Gleichung des Ellipsoides in elliptischen Coordinaton A. = A,, 
und wir haben dann 
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166 Ueber bedingt periodiache Bewegungen eines mateiiellen Punktes etc. 
,-- - - ,---.---- - - . -- - -  - -- - . . - .. , .. .-- 

I n  Y d g e  dieser Gleicliungen gehen riun die Integrale Ib )  und I I b )  
des erdlen Abschnittes über in 

und es  ergobon sich die folgenden bciden Bewegungsgleichungen: 

(P - A") ( v  - P ) ~ P =  - 4 g ( a  - P)(P - 11x7 - P ) ( w 2 +  2 6 ~  -t 4, 
( V  - a,) ((. - v)%I" = - 4 9 ( ~  -- v ) ( $  - v ) ( ~  - v)(u" 2 6 ~  $ E), 

Vorausgesetzt nun, dass die Bewegung nicht auf einer Krümrnungs. 
linie v o r  sich geht (,uf2 =,= 0, vr3 =,= O), folgt aus den Gleichungen 7 )  in 

Verbindung mit den Ungleichurigen 1) leicht, dass u2 + 26p f e >  O ,  da 
gegen v 2 +  2 d v  $ € < O  ist. Beachtet man nun noch, dass für hinreicheod 
grosse Wertlie v o n  t t" 22dt + E > O itt ,  50 erkennt man, dass die 
Gleichung t" 22dt + E 

wo gcsetzt ist:  

zwei reelle W u r ~ e l n  hat,  die, mit p die grossere und G die kleiriere Iie, 

8) 

zeichnet, den Ungleichungen 

9) p > v > u > p  

2h  2 , 3 = - - -  
9 

a - P - r f  A", 

k 
E = ( a  - d o )  ( p  - L U )  (Y - lo)  - 2 6,l, - A,". 

, 9 

verbunden,  letztere sind also auch immer reell, und ;an erhiilt demnxb 
alle A r t e n  der  Bewegungen, welche nicht auf Krümrnusgslinien erfolgq 
wenn man g und G alle moglichen den C'ngleichungen 

gendpen. Mit den Constanten h und 7c sind sie durch die Gleichungen 

' 2 h  

10) 

= a - B - y + 4 , + g f  6, 
9 
k 
--- - - (e - 4,) (6 - 

, g ( a  - A O )  ( P  - L O I  (Y - 10) 
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11) e > ~ ,  p > ~ ,  a > ~ > î ,  
gen~genden Werthe ertheilt (das Zoichen > ist  dabei in strengem Sinne 
LU cehmen, sodass es also die Gleichheit ausschliesst). Auf diese ver- 
sehiedenen Formen der Bewegunp werden wir unten noch genauer eingehen. 
Fihrt man in 7) s ta t t  8,  E die Grossen g, G ein, so e rh i l t  man 

Von den Gleichungen 7) wissen wir ,  daes jede mijgliche Bewegung 
ilinen genijgen miiss. Sie weiden nun auch befriedigt, wenn man p und 
v Constanten und zwar den mit den Cngleicliunçen 1) vereinbaren Wurzeln 
der Gleichung in t 

n ( t ) - - ~ ( < r - t ) ( p - t ) ( y - t ) ( t 2 + 2 a t + ~ ) - 0  

gleichsetzt. Aber da d a m  Bewegunpen auf Krümmungdinicn vorliegen, 
so  darf nach früheren Bemerkungen kein Schluss iuf  die Moglichkeit 
srilcher Bewegungen gemacht werden, sondern es bedarf noch einer beson- 
deren Untersuchung. Da die elliptischen Coordinaten für den F a l l ,  dass 
die Krümmiingslinien die Hauptschnitto des Ellipsoids sind, degeneriien, 
sa zerlegt man die TJntersuçhiing am besten in  zwei Theile. Da sie im 
Uehrigen ohne Scliwierigkeiten zu erledigen ist,  so begnügen wir uns mit 
einer kurzen A n g a b ~  des Ganges und der Resultate. 

Findst eine Bewegiing auf einer von den Hauptschnitten verschiedenen 
Krümmungslinio s tat t ,  so schliesst man leicht, wenn man die zweite Form 
der L a.gr a,ng e'sclien Bewegungsgleichungen für unser Prolilem aufstellt, 
dass der Parameter dieser Krümmungslinie eine doppelte Wilrzel der 
Gleichung t 2 + 2 0 ' t + ~ - 0  

sein muss, vorausgesetzt, dass sich der materiolle Punkt  nicht etwa a u €  
der Krümmungslinie in Ruhe bofindet. Und umgekehrt leitet man ab, 
dass elne Bewegung auf dieser Krümmungslinio dann nothwendjg nach 
den Bowegungagleichungen erfolgt. 

Fur  die Bewegung in den Hauptschnitten bodient man sich zweck- 
uiissig wiedcr der Cartcsischcn Coordinaton. Es ergiebt sich hier, daes, 
je nachdem die Bewegung in den Hauptschnitten x = 0,  y = O, s = O 
eifolgt, ontweder cc oder oder y eino Wurzel der Gleichung 

t 2 $ - 2 8 t $ - & = O  

ist. -4uch zeigt man leicht, dass bei der Erfüllung einer dieser Bedingungen 
eine Bewegung auf dem entsprechenden Hauptschnitt nach den Bewegungs- 
gleicliungen erfolgt. 

Fasst man diese Ergebnisse zusammen, so zeigt sich, dass bei einer 
Bewegung a u €  eirier Krümmungslinie ü b e r h a u ~ t  deren Parameter eine 
meifache Wurzel der Gleichung R(t)  = O sein muss. 
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168 Ueber bedingt periodische Bewegungen eines materiellen Punkt,es etc. 

Da der materielle Punkt  auch auf dem Ellipsoid ruhen kann und 
diese Moglichkeit bei der vorhergehenden Untersuchung ausgeschlossen 
wurde, so is t  noch nothig, auch diesen Fa11 in Betracht zu ziehen. Es 
ergiebt sich durch einfache Betractitungen, dass der Punkt  sich nur in 
einem Scheitel des Ellipsoids fiefinden kann,  oder dass die elliptischen 
Coordinaten des Ruhepunktes doppelte Wurzeln der Gleichung R(t) = O  eind. 

Die W u r ~ e l n  der Gleichung t2 + 26t + E = O sind d s o  auch in den 
soeben betrachteten Fallen nicht nur reell, sondern auch gewissen Beding- 
ungen unterworfen. Bezeichnen wir sie wie vorhin mit g und G, unter Q 
die grijssero verstanden, f d l s  nicht Q = G ist, so golangt man zu dem 
einfitchen Ergebniss, dass man alle d r t c n  der Bewegungen üborhaupt 
erhalt, wenn man Q und G den Ungleichungen 11) entsprechend wiihlt, 
aber durch das Zeichen > dio Glcichheit nicht aiisschliesst. 

Aus den obigen Untersuchungon folgt nun,  dsss wcnn die Parameta 
einer Krümmungslinie eine doppelte VCTurzel von R(t) is t ,  die Eewegung 
auf der Krümmungslinie moglich ist,  nicht aber, dass sie nothwendig 
stzttfindet. Wenn namlich die Ungleichungen 11) in ihrer strengen Form 
erfüllt sind, so kaun auch eine Bewegung auf einem zweifach ausgedehnten 
Gebiete stattfinden, wofür die genaueren Bedingungen spiiter angegeben 
werden sollen. Ebenso braucht der materielle Punkt  nicht zu ruhen, wenn 
E ( t )  = O zwei Doppelwurzeln hat. Nur in  dem Falle p = 8 ,  G = y ist 
keine andere Wglichkeit denkbar. 

5 2. 
Eintheilung der Bewegnng8formen. 

Auf Grund dieser Bemerkungen kaun man die s:mmtliühen Bewegungs- 
formen in folgender Weise eintheilen: 

1. Strenge Giltigkcit der Ungleichungen p > G, g > p ,  u > G > y. 
a) R(t) = O hat  keino Doppelwurzel. Nur bedingt periodische Be. 

wegungen. 
A. Regulire Bewegungsformen. 

fi) R(t) = O ha t  eine Doppelwurzel; daher auch Beweguug auf 
Krümmungslinien moglich. Nach spater ersichtlicheri Eigeri- 
schaften theilen wir diese Eewegungsformon ein in 

B. Regular- singulare Bewegungsformen. 

C. Regular - asyrnptotisch - singulëre Bewegungs- 
formen. 

c) R (t) = 0 hat  zwei Doppelwurzeln. IIU Allgemeinen ist das 
Bewegungsgebiet ein zweifach ausgedehntes; doch sind auch 
Rewegungen auf Kriimmungslinien moglich und ferner anch 

Ruhe. D. Regular - asymptotisch - singular - asymptotische 
Bowegungsformen. 
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Von OTTO PUNU. 1G9 

II. Die Ungleichungen gelten nur, wenn man durch das Zeichen > die 
Gleichheit nicht ausschliesst; R(t) = O httt mindestens eine Doppel- 
wurzel. Das Bewegungsgebiet i s t  eine Krümmunçslinie, oder es 
findet Ruhe statt. 

a) Es ist p + ri > p + y. 

a) fslls xwei Doppelwurzeln vorhanden, sa ist e = a. Reine 
Ruhe moglich. 

E. Singnlare Bewegungsformen. 

b) Zwei Doppelmrzeln: g =~= a. Ruhe moglich. 
F. Singular-asymptotische Bewegungsformen. 

B )  e - P,  6 = Y. 
G. Ruhelage. 

Eine ungeftihre, wenn auch noch ziemlich unbestimmte Vorstellung 
über die Form des Bewegungsgebietes kann man durch folgende Betrachtung 
gewinnen. 

Bus dem Princip der lebendigen Kraft 

Eolgt, dass alle Gebiele, i n  denen überhaupt Bewegung stattfinden kann, 
der Bedingung U + h ) O geniigen müssen, und düss der materielle Punkt  
die Geschwindigkeit (I ha t ,  wenn er sich in  einem Gebiete befindet, fur  
welches U +  h - O kt. Da die Flachen U = const Niveauflkhen der 
Kr~ftefunction sind, so kann man diejenige unter ihnen, für welche die 
Constante den Werth - h ba t ,  das Niveau der Geschwindigkeit O nennen. 
Xur auf der einen Seite dieser Flache kann sich der materielle Punkt  be- 
finden. In nnserem Falle sind nun die Niveauflkhen Kugeln mit dem 
Nittelpunkte des Ellipsoids als Centrum. I n  dern im ersten Abschnitte 
orwihnten Problem der Bewegung auf dem Paraboloid, welches wir jetzt 
zum Vergleich lieranziehen wollen, sind die Niveauflschen horizontale 
Ebenen. Auf dem Ellipsoid kann nur  auf dem Theile der Oberflscho Be- 
wegung stattfindon, welcher sich ausserbalb dcrjonigen Kugelflgche befindot, 
der die Geschwindigkeit O entspricht, auf dom Paraboloid nur untorhalb 
einor gewissen Horizontalebcne. Verfolgt man nun dic verschiedenen 
moglichen Lagen dieses Niveaus der Geschwindigkeit O, so erkennt man 
zuriachst lcicht, dass, wenn überhaupt Bewegung moglich sein soll, die 
genannte Kugelflache beim Ellipsoid nicht aiisserhalb der Scheitel der 
grossen Achse, dio Horizontalobene beim Paraboloid nicht untorhalb des 
Scheitols licgen darf. Gohen die beiden Niveaufiachen gerado durch die 
Schoitel hindurch, so kann sich dcr materiolle Punkt  in ihnen nur  in 
ruhendom Zustande befinden. Lasst man nun einersoits dio KugolflUchen 
mmer kleiner worden und andererseits die Horizontulebenen immer hoher 
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hinaufrücken, so ergiebt sich folgender Unterachied zwischen beideo Be- 
weguagen. Beim Ellipsoid wird zunachst u m  beide Scheitel ein einfach 
zusamrnenhiingendes Gebiet f ü r  die Bewegung zuganglich; schneidet die 

Kugelflache die Scheitel der mittleren Achse, so versehmelzen beide Ge-  
biete i n  ein zweifaeh zusamrnenhiingendes, welches schliesslich, wenn die 
Kuge1fl:che durch die Scheitel der kleinsten Achse hindurchgeht, in die 
ganze Oberfliiche des Ellipsoids übergoht. Beini Pàraboloid dagegen mird 
stets ein einfach zusammenhiingender Theil der Oberfliiche herausgeschnitten, 
denn Scheitel der mittleren und kleinsten Achse rücken ins Unendliche, 

Nach dieser allgemeinen Uebersicht aollen wir uns jetzt eine genaue 

Vorstellurig vori den Uebergangen der verschiedenen Bewegungen in einander 
verscliafen, inderil wir sie nach der Lage des Niveaus der Geschwindig- 
keit O ordnen. Bei der Verkleinerung der Kiveaukugeln sind drei drtsn 
von Kllipsoiden zu unterscheiden, je nachdeui u h l i c h  das Niveau erst 
durch die Kreispunkte und dann durch die Scheitel der mittleren A c h e  
l i iudurch~elit  oder uiugekelirt, oder beides zugleiçh erfolgt. Wir führen 
irn Bolgenden die Untersuchung nur  für den ersten Fa11 durch, für welciien 
ci+"/2/3 ist. 

5 3. 
Zusainmenùang der Bcwegnngsformen m i t  der Veranùerung der Constauten. 

Mit den romischen Ziffeern in  Klammern (i bis XVIII) veraeisen wir 
auf die unten zusammengestellten 18 verschiedenen Hewegungsformen und 
setzen irn Folgenden ,o + G = s, p - G = d, so dass nach 11) folgende 
Ungleichungen bestehen: 

für s: s )  S + y 
fiir a: d > O ,  d > 2 p - s ,  d > s - 2 t i .  

1. Gelit das Niveau der Gesehwindigkoit O durch die Scheitel der 

grossen Achse hindurch - - ( :: = a! - A,, s = /3 + ?), so muas sich der 

Korper in  e i u e u ~  derselben in liuhe litifinderi (XVIII). 

II. III. Verliiuft das Niveau zwischen diesen Scheiteln und den Kreis- 

i 2 11 
punkten oder geht im Grenzfalle diirch letztere hindurch cr - A, > - - 

J 
> a + y - p - ~ ~ ,  2 ~ > s > p + ~ ) ,  so is t  

~ - 2 ~ > d > 2 / 3 - ~ > 0 > ~ - 2 u  

und d kann also wachsend alle Werthe von 2/3 - s bis s  - Z y  annehmen: 

9 nirnrnt dann von p bis s - y < cr zu, G von s - p < - /3 bis y  ab. Hat 
d den kleinsten Werth,  so findet eine Oscillation des Punktes in der 
Y-Ebene s tat t  zwiaçhen den Kreispunkten, sie werden fiir den obon be- 
zeichneton Grenzfdl wirklich erreicht (XII .  XIV). Wachst nun cl, so 
nimmt das vorhor linienformigo Gcbiet eine endliche Breite an; os wird 
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ein viereckiges, das von zwei ungleichartigen Krümmnngslinien als an-  
stossenden Seiten gebildet wird, und dessen vier Ecken sich auf der 
Siveailkugel befinden (IV). Nimmt d irnmer mehr zu, so nimmt die 
Lange immer mehr ab, so dass beim grossten Werth von d eino Oscillation 
im Hauptschnitt p = y stattfindet. (XVI.1) 

IV. V. Verlaiift die Niveaukugel ewischen den Kreispunkten und den 

Scheiteln der mittleren Achse oder geht im Grenzfall diirch letztere hin- 

Wir konnen das Iritervall, welches d durchlauten banri, in zwei Theile 
~erlegen, in das Intervall O . . . s - 2 P iind s - 2 p  . . . s - 2 y. Uurchliiult 

S 
cl wachsend das erste Theilirtervall, so wiichst Q von - > /3 bis s - (3 < w 

S 
2 

und füllt G von - -  < a :  bis p. H a t  also S den kleinsten Werth, 6 0  findet 
2 s 

eine Bewegung in de r  Krümrnungslinie v = statt  (X). Wachst d ,  so 
2 

spdtet sich diese in  zwei Krümmungslinien, die ein zonenftir~uiges Gebiet 
zwischen ~ i c h  lassen, auf welches die Bewegung des materiellen Punktes 
heschrhkt ist (111). Dieses wird iuinier breiter, bis scliliesslich die eine 
Grenzcurve in den Hauptschnitt v = zusamrnenklappt, wobei die andere 
gerade die  Niveaukugel im Hauptschnitt p = /3 berührt;  das Gebiet kt 
dann eiu glockenf~rmiges geworden (VI). Durchlauft jetzt d dao zweite 
Intervall, so wachst Q von s - /3 > /3 bis s - y ( -- a! und fiillt G von /3 
bis y. Es schiebt sich also vorn Hauptaühnitt p = /3 ~ U S  ein sich fort- 
wihrend vergrossernder der Bewegung verschlossoner Theil in das vorher 
glockenformige Gebiet ein, welches somit eine viereckige Gestalt annimmt, 
und dessen Ecken sich auf der Riveaiikugel befinden (IV). Erreicht d 
schiiesslicli seineri grosstttn Werlh,  so findel eine R e w e p n g  im Haupt- 
schnitt y = y statt  (XVI, im Grenzfall XVII). 

VI. VIL 1st der Radius der Nivesukugel grosser als die kleinste, aber 
kleiner als die mittlere Halbachse oder im Grenzfàll so gross wie erstere 

2h - , , - - > y - n , ,  9 -  f f + p > s > f f + y ) ,  - so is t  

~ - 2 y > d > 0 > 2 p - s > s - 2 1 2 .  

Wir zerlegen das Intervall, auf welches d beschriinkt ist ,  i n  drei 
Theile: O ... s -2S, s -  2P ... 2cr - s ,  und 212 - s ... s - 2y. Durch- 

S 
liuk d das erste Theilintêrvall, so wachst p von - > P bis s - P < - cc 

S 
2 

unil nimmt G von < cr bis /3 ab. Hat demnach d seinen kleinsten Werth, 
2 

S 
so bewegt sich der Punkt  auf der Krümmongslinie v = (X); mit zu- 

2 
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nehmendem d spaltet sich diese in  zwei, zwischen welchen sich der Korper 
bewegt (III), dieses vergrossert sich immer mehr, bis es beirn grossten 
Werth von d im ersten Theilintervall ein glockenformiges wird (VI). 
Durchwandert jetzt d das zweite Theilintervall, so wachst g von s - /l> P 
bis a, und nimmt G von /3 bis s - or > y ab. Es schiebt sich also genan 
wie bei 1V. V. vorn Hauptschnitt y = aus ein unzug%rigliches Gebiet 
ein (IV), und wenn d den grossten Werth 'resitzt, so ve&nigen sich die 
beiden auf dem Ellipsoid mtiglichen Bewegungsgefiiste i n  ein einziges, 
indem sich im Hauptschnitt v - or verschmelzen (VIII). I n  dem GrenzfaiiW 

(wo das Niveau der Geschwindigkeit O gerade durch die Scheitel der 
kleinsten Achse hindurchgeht) ha t  daa mittlere Intervall s - Z/3 , . . Z r u  - s 
keine Ausdehnung. Wir  haben dann s tat t  des glockenformigen Gebietes 
die ganze Oberfliiche des Ellipsoids (IX). Jetzt trete d in das letzto 
Intervall, es wachst g von N bis s - y und fallt G von s - or - < - P bis y: 
Das Bewegungsgebiet ist also ein zonenftirmiges (II), das sich schliess- 
lich soweit verkleinert, dass es in den Hauptschnitt p = y zusammen- 
schriimpft (XV). 

E s  sind jetzt noch die Fiille zu behandeln, in denen sich das Bivean 

der Goschwindigkeit O ganz innerhalb des Ellipsoids befindet 
Wir  unterscheiden s  - < Sir und s  > 2  ci. 

VIII. I X .  s  < - 2a. Daun is t  

~ - 2 ~ > d > O > ~ - 2 ~ > 2 / 3 - s .  

Wir thcilcn das Intervall, welches d durchlaufcn kann, in drei Theile: 
0 . .  . 2 a - s ,  2 a -  S . .  . s  - 2 P ,  s -  2 8 . .  . s - -  2y .  F ü r  den Grenzfall 
s = Z o r  hat  das erste Intervall koino Ausdehnung: es findet ein Urnlauf im 
Hauptschnitt v = rr stat t  (XII). Durchlauft sonst d den ersten Abschnitt 

S S 
des Intervalls, so nimmt g von - > P bis or zu und G von - < a  biu 

2 2 
s = rr > /3 ab. Reim kleinsten Werth von d fiudet also oine Bewe,pg 

S 
auf der Krürnmungslinie v = - stat t  (X), bei grosseren Werthen von d 

2 
theilt sich diese, ein zonenformiges Gebiet zwischen sich lassend (III), bis 
schliesslich p = N wird, und damit, eine Verschmelzung mit dem andem 
noch moglichen Gebiete stattfindet, welches symmetrisch zu diesem in Be- 
zug auf den Hauptschnitt v = a liegt (VII). Jetzt werde d  im zweiten 
Intervall angenommen, bei dessen Durchlaufung p von u bis s - /3 zu-, 

G von s - N < u bis p abnimmt. Das Gebie t  ist  ein zonenfirmiges (1) 
und geht beim grossten Werth von d in  die ganze Oberfliiche des Ellipsoids 
über (V). Gelangt endlich d in das letzte Theilintervall, 80 schiebt sich 
vom Hauptschnitt p = ,!l üus ein der Bewegung uuzug%~gliches Gebiet 
beiderseito: ein, sodaas wieder ein zonenftrmigss entsteht (II) und schliesç- 
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lich findet beim grossten Werth von d nur noch eine Rewegung im Haupt- 
schnitt u = y stat t  (XV). 

5. s > 2  a. Es  is t  dann 
. 9 - 2 y > d > s - 2 Û . > O > 2 p - s  

und es werde das Intervall, innerhalb dessen d sich befinden kann, i n  
zwei Theile zerlegt s  - 2 a  . . . s  - 2 P ,  s - 2/3 . . . s - 2 y. Durchlauft d 
den ersten Abschnitt, so nimmt p von s - a > a bis s - /3 zu, G von CY 

bis p ab. Beim kleinsten Werth von d  findet ein Gmlauf im Hauptschnitt 
v = CY statt (XI); wachst d, so nimmt das Gebiet eine endliche Breite an 

s - d  
und wird eine Zone, die beiderseits von den Krümmungslinien v = - 

2 
begrenzt wird (1); die Zone vergrossert sich schliosslich so woit, dass sie 
in die ganze Oberflache des Ellipsoids übergeht (V). Gelangt nun d in 
das zweite Thcilintervall, so wachst Q von s  - P bis s  - y weitcr, wahrend 
G von bifi. y  abnimmt. E s  schiebt sich also wieder vom Hauptschnitto 

p = aus ein unxug~ngliches Gebiet ein (II), und wenn d den grossten 
Werth erhalt, findet eine Bewegung im Hauptschnitte 11. = y s tat t  (XV). 

5 4. 
Nach dieser Uebersicht über den Zusammenhang der verschiedenen 

Bewegungsformen mit der Verandermg der Constanten des Bewegungs- 
problems wenden wir uns zu der systematischen Aufzahlung und Discussion 
der verschiedenen Bewegungen. Dabei werden die Gesichtspunkte der 
Gruppirung, die schon früher theilweise i n  Betracht gezogen sind, aus der 
Snordnung selbst ersichtlich sein. 

-4. Die r e g u l i i r e n  B e w e g u n g s f o r m e n .  Sie sind dadurch vor den 
übrigen charakterisirt, dass bei ihnen die Bewegung stets auf zweifach 
ausgedehnten Gebieten stattfindet, wo sich auch der Punkt  zu Anfang 
seiner Bewegung befinden m6ge. Es  sind die eigentlichen bedingt- 
periodischen .Uewegungen, wihrend alle snderen Pormen als Grenzf'àlle 
solcher betrachtet werden ktinnen. Q und G sind von einander und vqp cr, 

8, y verschieden. Die Bewegungsgleichungen lassen sich in  den separirten 
Formen schreiben: 

Die erste Differentialgleichuzig definirt die Bewegung roin geometrisch, 
wahrend dio zwcito ihre Abhiingigkcit von dcr Zeit bcstimmt, so dass man 
durch Integration der ersten die Glcichung dor Bahncurvo, dor zweiten 
die Zeitdauer erhalt, welcho vorficsst, wahrend der materielle Punkt  von 
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einer bcstimmton Lage in eine andere gelangt. Nun ist aber irohl ni 

bcachten, dass die elliptischen Coordinaton eincn Punkt  auf der Oborflache 
des Ellipsoids erst dann eindeutig fixiren, wenn der Octant bczeichnet 
wird, in welchom er liegt. Die Gleichung der Bahncurvc und der Integral- 
ausdruck für die Zeit haben daher nur fiir einen ganz innerbalb sines 
Octanten gelegenen zusammenhünçenden Theil der Bahncnrve Giltigkeit. 

Kimmt, man niirnlich in  einem Theil des Bswegungsgebietes, welcher 

einem beliebigen Octanten amgehort, einen Pnnkt  (pOvO) an, so fûlgt 
durch Integration der ersten Differentialgleichung als Gleichung der durch 
den Punkt  (p0v,)  hindurchgehenden beiden Bahncurven bis an die Grenm 
dieses Theils des Bewegungsgebietes 

I'o Y. 

H a t  man mit Ililfe dieser Gleichung die Curve bis zur 'Grenze ver- 

folgt, so kann man zur Untersuchung ihres weiteren Verlaufs den Umstand 
benntzen, dass der materielle Punkt  nur  stetig seine Richtung iindern 
kann, wenn er nicht etwa die Geschwindigkeit O beçitzt. Be~eicbnet naa, 
uni diese liichtung zu fixiren, mit il und i, die Winkel, welche die Bahhn. 
curve mit den durch einen ibrer Yunkte (EL, Y) hindurchgehenden Krüm 
muugslinien p und v bildet, so ist  

14))( 
sin2i,:~i~t2iZ=(a-v)(v-~)(v-y)(,u-~o)$2: ( c I - ~ ) ( P - ~ ) ( ~ - ~ ) ( u - ~ ~ ~ ) u ~ ~  

= ( P - p ) ( ~ - p ) : ( p - v ) ( v - ~ )  

und man erhalt aus dieser Gleichmg Anfschluss darüber, in welches 
Gebiet sich der materielle l'unkt hineinbewegt. F ü r  dieçen kann dam 
wieder die Gleichung der h h n c u r v e  aufgestellt werden und so fort. 

Die beiden durch den Punkt ( .L~V,, )  h i ~ d u r c h ~ e h e n d e n  Babnen unter- 
schelden sich dadurch, dass bei der eirien von ihm aus die Coordinaten 
p, v entweder beide ab-  oder beide zunehrnen oder die eine derselben zu., 
die xindure aber abniuimt. Beeeichnet man, unter a eine reelle Grosse 
verstehend, mit sgna das posiiive oder negative Vorzeichon,, je  nachdem 
a > O oder < O ist,  und setzt 

den Wurzeln immer den positiven Wer th  beilegend, so konnen die beiden 
Gleichungen in der Form geschrieben werden 
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Bei dieser Schreibmeise kann man die Zeit f ,  welche verfliesst, wenn 
der materielle Punkt  von der Lage (pOIv0) in  die Lage ( p v )  gelangt, in 

folgender Form angehen. Es  werde gesetzt 

und ebenfalls den Wwzeln der positive Wer th  beigelegt. Dann ist 

Hierbei ist dieselbe Voraussetzung gemacht a i e  bei der IIcrleitung 

der Curvengleichung, und um die Zeitdauer in  anderen Gebieten zu uilter- 
suclien, hat man ganz iihnliche Betrachtungen anzustellen wie oben. 

Xach diesen allgemeinen Bernerkungen gchcn wir nun ZII den vier 
~petiellen Fallen über, die zu den regulk-en Bewegungsformen gehoren. 

1. Q > a, ct > G > /i Es  werde gesetzt G = v,. 

Ans 14) schliesst man leicht, dass die Krümmungslinien v = vo von 
der Bahncnrve berührt,  dagegen die Hauptschnitte v = a ,  p = P ,  p = y 
durchstossen werden. Es werden also abwechselnd die beiden Krümmungs- 
linien v = v, des ringformigen Bewegungsgebietes berührt,  wahrend sich 
der materielle Punkt  immer in demselben Sinne um die Zone (v ,vo)  windet. 
Es kann vorkommen, dass die Rahn sich schliesst. Geschieht dies nach 
n~windungen und n. Oscillationen, unter einer Oscillation sine j e  einmalige 

Berülirung beider Krüminungalinien v = v ,  verstandeil, so kann man nnf 

folgendern Wege die Eedingung dafür finden. Xan  zerlege die geschlossene 
Curve in eine bestimmte Anzahl von Theilen derart, dass die beiden End- 

punlite entweder in  den IIauptschnitten oder in einem Hauptsehnitt und 

der Krümmungslinie v = v ,  gelegen sind, alle übrigen Punkte eines Theiles 
aber irn Innern desselben Octanten liegen. Die Coordinaten der Endpunkte 

seien der Reihe nach pl, v1 ; pz, ve, . . . p ï - l ,  vr-l;  und es sei pr = pi, 

v, - v,. D v n  hat man für  jeden Theil 
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F ü r  die Summe auf der linken Seite der Gleichung erhalt man nnn 
4 m ( y ,  p ) ,  auf der rechten Seite 4n. (vos), sodass die gesuchte Bedinpg  
lautet* : 

a 

Y vo 

Sie ist v611ig u n a b h k g i g  von dem A ~ s g a n ~ s p u n k t e  des Korpera; 
wenn also tiberhaupt Schliessung der Bahn stattfindet, so tritt  dieselbe 

ein, von welchem Punkte der Zone (vov,) der Ktirper auch seine Bewegung 
lieginnt. 

Aus der Theorie der hyperellipt,ischen Integrale kann man nun folgende 
Periodenrelation ableiten: 

(v - 1,) dv 

e-v) (a -v )  (v-vo) ( u - ~ ) ( u - ~ ) ( v - '  
Y V" 

( t  - A,,) d t  
- 

-m e 

Hieraus folgt nun leicht, dass m > rz kt:  Wenn also eine Schliessung 
der Bahn stattfindet, so geschieht sie stets mit mehr Windungen als 
Oscillationen. Für die Zeit T, innerhalb deren eine Schliessung erfolgt, 
erhalt man 

diese ist also auch von dem Ausgangspunkte der Bewegung nnabhkgig. 

II. g > a ,  /3> G >  y. Dic Bcwogungsform unterschcidet sich dadiirch 
von dor vorigen, dass boi ilrir die Krümmiingslinie p = ci - p, berührt 

wird, und dass, wenn sich die Bahn schliesst, die Anzahl der Oscillationen 
grtisser ist, als dia der Windungen. 

III. N > Q > p, N > (i > (3. Hier findet die. Bewegung auf einem von 
zwei gleichartigen Krümmi~n~s l in ien  v = Q = v ,  und v = 6 = v, b~grenzten 
ringformigen Gebiete statt .  Die Kriimmiingslinien vo und v, werden immer 
abwechselnd berührt. Unter einer Oscillation sol1 eine je zweimaliga Be- 

" Vergl. S t a u  d e ,  Ueber geoditische Polygone auf Fliichen zweiten Grades. 
Nathem. A m .  Ud. 21. S. 219 - 252. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von OTTO PDND. 177 
- .--- 

riihrung beider Krümmungslinien verstanden werden. Wenn sich dann die 
Bahn nach ria Windungen und .n Oscillationen schlicsst, so is t  

Y" 

(v - & ) d v  

Y Yi  

Weil nun aber 
$ Y. 

( k o -  a ) d n  - - -- ( t  - A,) d t  
- - -- ---- --- ~- ~~- - -. 

., r/(u-i)(u,-aj (~,:i) (p-a) ! . / -a) (no-a) U) ( t -vo )  ( t -v , )  ( t-  p) ( t - y )  (t-n,) 

ist, so folgt 1% < m, d. h. es ist die Anzahl der Windungen grtisser als 
die der Oscillationen. 

IV. u > g > 1; p > G > y. III diesem Falle findet die Bewegung 

auf einem viercckigeu von den lieiden Krümmungslinien u = g = vo und 
u - G = po gebildeten Gebiete statt', dessen Ecken sich auf dem Niveau 
der Geschwindigkeit O befinden und mit Beziehung auf die mechanischen - - 

2 k  
Constanten JI, 72, lc als die Schnitt,piinkte der Oherflachen x2+ y2+ z2= - -, 

x2 ?12 + ze k 9 
- - - und des gegebenen Ellipsoids de- 

(. - A,). + (8 - Q 2  ( y  -- ka) .  g 
finirt werden konnen. Geornetrisch kann man also die Ecken des Gebietes 
auf folgende Weise erhalten. Man bestimme auf d m  Ellipsoid diejenige 
Curve, welche die Rigenschaft ha t ,  dass die in ihren Punkten a n  die 
Obediche des Ellipsoids errichteten Tangeutialebenen vom blittelpunkt die 

, - 

constanta Enffernung - haben; construire sodann u m  den Mittel- Vn 
punkt mit dem Radius eine Kugel und bestimmc ihro Durch- 

dringungscurve mit dem Ellipsoid. Dann sind die vier Punkte,  in  denen 
sich die Durchdringungscurre und die vorhin definirte schneiden, die Eck- 
punkte des Bewegungsgebietes. Cm letztores zu erhalten, braucht man 
die Eckpunkte nur durch Xrümmungslinien zu verbinden und hat  dann 
dasjenige Viereck auezuwiihlen, welches innerhalb des Niveaus der Ge- 
schmindigkeit O liegt und in dessen Punkten die an das Ellipsoid errich- 

,- 

teten Tangentialebenen einen kleineren Abstand als - haben. E s  i s t  If': 
leicht zu zeigen, dass die gegenübcrliegenden Seiten des viereckigen Ge- 
bietos ab~echselnd berührt werden. Wenn jedoch der materiello P u n k t  
gerade in eine Eclre des Gehiotes hincingelangt, so findet eine Ausnahme 

Zeitschrift f.  Msthcmütik u. Physik. 38. Johrg. 1313. 3.Rof:. 1 2  
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178 Ueber hedingt periodische Bewegungen eines materiellen Punkt,es etc. 

s ta t t ,  und wir wollen jetzt beweisen, dass seine Bahn dann keine der 
beiden in den Ecken zusammenstossenden Kriimrnungslinien berührt. 

W i r  erinnern an die Gleichung 

sin2i,:sinei,- ( u - ~ ) [ ~ - p j ( v - y ) ( u - n o ) $ 2 :  ( U - ~ ) ( P - , U ) ( ~ - ~ ) ( V - ~ ~ ) V ~ ~  
und bemerken zunachst, dass sich au6 den Differentialgleichungen der Be- 

pl wegung 12) = v' = O ergiebt. Wir konrien aber den Grenzwerth - 
ù 

in  dem genannten Punkte nach bokaniiten Methoden durch Difforentiation 
der Bewegungsgleichungen bestimmen. Man orhalt niirnlich 

und daraus fiir p = po, v = IJ" 

sinZi, : sin2i2 = ( a  - (p - P,) (pO - Y) (vo - Ao) : (a -vo) (vo-B) ( v ~ - ~ )   IL^-^^), 
Dieses Ergebniss kann man noch au€  einem anderen Wege bestltigen 

Wenn namlich der K6rper in die betrachtete Ecke angelangt is t ,  so besitzt 
e r  keine Geschwindigkeit; die anfiingliche Richtung seiner Bewegung muss 

also in  derjenigen durch den Punkt  a n  das Ellipsoid gelegten Norrnalebe~e 
liagen, welche durch don Mittolpunkt hindurchgeht. Nennt man d.e 
Richtungscosinus der anfhgl ichen Bewogung a ,  p ,  y,  die der Krümmngs 
linien p, und vo in  dem bctrachteten Punkte p,, 4,, r,, resp. p,, y,, Y,, 

die der Normale po, qo,  r, und die der Richtuug, welche zu der durch 
den Mittelpunkt gelegten Normalebene senkrecht s teht ,  r', 60 bi 

ppo + rlqo + rra = 0 
ppr + gq' + rr '  = O 
Pb0 + 41% + rrro = 0 
plx + g'y -+ r'z = 0. 

Bus  den beiden ersten Gleictiungeu fol& 

p : q : r  = ' lor '-  r o ~ ' : r o p ' - p o ~ r ~ ~ o ~ ' -  

aus den beiden letzten 

p ' :  p': r ' =  qoz - r O y :  vox -p08 :po1/ - !?oz. 
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Berücksichtigt man die letztere Proportion, so kann man die erstere 

in der Form schreiben: 

P:q:r=x-p,(pox+qg,y+roz):y-qo(p,x+ q , y+r , z ) :~ - ro (~ , x+qoy+r0z ) .  

Nun ist fernar 

und da ,  wie leicht zu erkennen, 

p 2 :y,:',=---: ~- --- 
a - %  P - P o  Y - P o  

ist, so ergiebt sich 

also genau wieder das oben erhaltene Resiiltat. Es wird also, wenn der 
Korper die  Ecke des Gebietas trifft, keine Seite tangirt. Den Weg,  den 
er genommen I d ,  schlagt er dann in umgekehrter Reihenfolge wieder ein. 

Schliesst sich die Bahn nach 2 m  Borührungen mit der Krümmungs- 
h i e  p,, und 2n Berührungen mit vo, so ist 

Daraus folgt, dass nt> n ist, dass also die Kriimmungslinien po Ofter 
als die Krümmungslinien v, berührt werden. 

12% 
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i j  6. 
B. D i e  r e g u l i i r - s i n g u l i r e n  B e w e g u n g s f o r i n e n  Sind durch zwei 

Falle vertreten: 

v. Q >  ff, c i =  p. 
VI. 'Y > v > p ,  G - p. 
Die separirten Bewegungsgleiçhung~11 sind: 

Die Bewcgung gcht stots durch dic Krcispunktc des Ellipsoids hin- 
durch. Boi V i ~ t  die ganzo Oborflacho des Ellipsoids der Bewegung zu- 

ginglicli, und durchlauft der Korper immer zwei diametral gegenüberliegende 
Kreispunkte; dagegcn wird bei VI  noch die Krümmnngslinie v = p = Y, 

berührt, welche aus der Oberflache einen glockenformigen Theil heraiis- 
schneidet; durch die beiden hierin befindlichen Kreispunkte findet in diesem 

Falle der Durchgang statt. Wenn jedoch sich der Korper zu Anfang in 

der Y-Ebene befindet (nur den Fa11 ausgeschlossen, dass die Anfangdaje 
ein Kreispunkt kt), so bleibt Er fortwahrend in ihr ,  circulirend im  FalleT, 
oscillirend im Falle VI. 

Um die Hewegung zwischen den Ereispunkten einer genauen Unter- 
suchung zu unterwerfen, ist es zweckm5ssigJ die erste Bewegungsgleichung 

noch etwas umzuformen, was im Folgendon nur  für  den Fa11 V genauer 
durchgeführt wird, da  sich der Fa11 VI in durchaus analoger Weise be. 
handeln Iasst. 

Geht die Bahncurve durch den Purikt v,) hindurch, so kann man 
ihrer Gleichung für  den ganzen zugehorigen Octanten die Form geben: 

PO 7'0 

wo unter Annahme des positiven Werthes der Wwzeln das obere oder 
unteïe Vorzeichen gilt, je  nachdem vom Punkte v,) aus die Coordinaten 
p, v Leide zugleich a n  Werth entweder zu-  oder abnehmen oder aber die 

eine zu-, die andere abnimmt. Setzt man nun, fü r  die Wurzeln überall 

den positiven Werth annehmend: 

so sind M und N für p - p ,  v = /3 endlich, und mar  orhalt nach ein- 
fachen Umformungen als Gleichung der Bahncurve für den erstcn Fall: 
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für den xweiten Pall: 

Sehmen wir nun (FLOvO) im Innern des Octantci> gegcbon an und ver- 
folgcn die Curve bis zum Krcispunktc, melcher in demselben Octanten 

h o t ,  so ist l i e  e t  r d  n 1 e :  sie lebrt, ùass kP giïh 
IJ - P 

einer endlichen Grenze k nahert,  wenn v = ,u = /3 wird, namlich: 

denn die Integrale besitzen, wie leicht xu ersehen k t ,  endliche WerLhe. 

Xit Hilfe dieses Werthes 72 kann die Curvengleichung Sir  die betrachteten 
Octariten auch in der Form geschrieben werden: 

Xun geht aber die &hl1 durch den diametral gegenüberliegenden 
Kreispunkt hindurch und muss die Hauptschnitte p = 7 und v = or einrnal 
durchschneiden. Ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thun, kann man 
annehmen, dass sie zuerst den Hauptschnitt p = y iin Punkte v = v' und 
dann den Hauptschnitt v = or im Punkte p = ur schneidet; dann andern- 
falls k6nnte man die Kreispunkte mit einander so vertauschen, dass die 
Annahrne zutreffend ist. Unsere Bahncurve zerflllt  daher in drei Theile. 
Für den ersteren haben w i r  

- irn andern ICreispunkt fur den letaten, wenn der Grenzwerth von --- 
v - 9  

mit TC' bezeichnet wird: 

Bei dern niittleren Theil der C-~irve, für  welchen die f ü r  den ersten 
der oben unterscbiedenen beiden Fiille geltende Gleichung angewandt 
~ e r d e n  muss, ergiebt sich 

-- -- - -- - 

CS - PI)(. - BI = , - p - a ) b  - ~ ) ( j - ? , )  

$-id 

( P  - YI - BI 
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Aus den letzten drei Formeln ergiebt sich durch Multiplication 

Es ist also k7c' eine Constante, die durch A2 bezeichnet werden rnige,  

so dass 

k k l =  A2 

t - t  T=--O-- 1 -- B -- - ta . 1 
- - 

B - t  I / (e - t ) (a - t ) ( t -y ) ( t -b )  p - t  l / l p - ~ ) ( a - B ) ( P - ~ ) ( ~ - ~ ~ l  

gesetzt, und den Wurzeln der positive Werth beizulegen ist. 

Nun sol1 die Curve auch über die Krcispunkte hinaus verfolgt werdcn. 

Es muss d a m  untersucht werden, welchen Grenzwerth -- - - auf der einer 
v - P  

Seite des Kreispunktos h a t ,  wenn dieser Quotient auf der andern die go- 
gebene Grosse k als Grenze besitzt. Hierbei benutzen wir den Umstand, 
dass die Bahn ihre Eichtung nur stetig andern kann ,  und stellen die geo 
metiische Bedeutuug von k {est. Um den letzteren Punkt  in aller Strenge 
zu erledigen, kann man sich folgender Betrachtung bedienen. 

MTir nehmen auf der Oberfliiche des Ellipsoids einen I'unkt an, vey- 

binden ihn mit dem Kreispunkt durch eine Gerade und wollen den Ninkel 
g> zwischen dieser Linie und der im Kreispunkt in  der Y-Ebene au d i s  

Ellipsoid gezogenen Tangente bestimmen. Nennt man die Richtungscosiui.~ 

der ersteren Z ,  m ,  n, der letzteren if, wt, d, so i s t  

c o s y  = I I '  + nzm' + nn' 
und, wenn zur Abkürzung 

a = V ( u -  ~ ) ( a -  V I -  ( a -  P l ,  

ausserdem 
2' : m l :  nr = ~ ( C L  - A,,) ((P - y) : O : - l/(Y - L,,) ( U  -7). 

Setzt man die hicrans sich ergebenden Wcrthe in den Ausdruck f~ir  

cos rp ein und beachtet L2 + m" +' = 1, l f 2  + ml2 + nf2 = 1, so erhalt ma3 

nach einigen Umformungen : 
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Schreibt man dieses Resultat in der Form 

so lasst sich erkennen, dass coscp eich fiir p = v = ,8, also fiir a = 71 O 
derselben Grenze nahert wie der  Ausdruck 

0 = -- -- (B - Y )  a - (a  - fi) 6 . --. 
va (a  - BI (a - Y )  ( P  - Y )  (- a - 6 )  

Letxterer lasst sich in  die Gestalt setzen: 

ist, und die Greuze, der er sich nahert,  kann bestimmt werden, wenn er 
in Eolgender Weise umgeformt wird. Zur Abküraung sei 

- -- 
u'= ( ~ - r ) I ( a  -- ~ ) ( a  - v )  + ( a -  p ) V ( p  - y ) ( ~  - Y ) ,  

a -  Y + V ( a  - P)(" - v )  - l / ( u  -- Y) ( v  - Y ) ,  
-- 

v" = a - y - V ( a  - P )  (a - v )  + V ( u  - y )  (v - y), 
~~ - 

v " ' = ~ - y + V ( a - ~ ) ( a - ~ ) + I / ( ~ - y ) ( v - y ) ,  

so niihert sich u' dem Werthe 2 ( p  - y)(a - ?), das Product v'u"~"' dem 
Werthe 8 (a - P)(N - Y )  (/3 - I>), und man kann schreiben: 

~ 

1 u. U' i/v'o".u"' 0- - . -- -- - - - - - - VV' - -- w" vf" -- 

u 
y2 z@)(a -?) (P -Y) ~ ~ v 1 d 1 e " '  u' u 1 y 2 ( a -  p )  ( a -  y)=) 7' 

wo 

c = ~ ~ ' = ( ~ - - y >  ~ ( ~ - ~ ) ( P - Y ) ( T P - P ~ - C V - B J ) + ( ~ - ~ B + Y ) ( S - P ) ( ~ - P )  1, 
P ~ = v v ~ v ~ ' v " ' = ( ~ - . / ~ ~ + ( ~ - ~ ) ~ ( Q - v ) ~ ~  ( V - y ) 2 ( p - y ) 8 - 2 ( ~ - y ) Z ( ~ - y ) ( E L - y ) ,  

-2(u-y)~(o:--p)(a-v)-~(u-p)(a-~~(p-y)(v-~)=(~-y)~~-El.jS, 

also T= ( a -  Y)("  - P)  

k t  Setzt man jekt k = -, so orkennt man leicht, dass 8 und daher 
u - P  

1 - k 
cosy sich der Grenze - -  nshort;  man ha t  dalier f ü r  dio Kreispunkto 

l + k  
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Da die Bahn sich beim Durchgang durch den Kreispunkt nur stetig 
in  ihrer Richtung andern kann,  so muss aus dem Winkel rp nachher 

7.c - 9, also aus c d 2  ' tgz Fwerdeni  Die Grosse Ic nirnrnt riaher beim 
2 2 

Durchgang durcli den Nabelpunkt den reciproken Wertli a n ;  hezeiclinet 
man ihren Wetth vortier duroh k', nachher durch k,, so ist also 

Eiin verfolgen wir unsere Bahncurve weiter und nennen die Grenz. ' - '2 wenn die Curvc wiedor zurn uraprünglichen Kreisl~uokt wertho von - 
V - P  

ziirüikkehrt, vor ihrn k,', nachher k2 und verstehen unter k,', k,, k,'. . ,  

die analogen Grenzwerthe vor und nach den Kreispunkten, in der Reihen- 
folge, in  wolcher sie durchlaufen worden, so haben n i r  

/ck' = 4 2  k' /cl = 1 
k k 1 = A 3  

1 1  k,'k2 = 1 
. . . .  . . . .  
7cLl = AB 12, - 1 71, = 1 . 

Daraus folgt 
ka= k .  A-2", 

und es ergiebt sich a h ,  dass, wenn or immer grosser wird, k ,  sich der 
Grenze O oder cz nahert,  je nachdem A > 1 odcr < 1 ist ;  d .  h. es naher, 
sich rp der Gronze O oder z. Die Rewegung nahert sich also in ihrer 
Richtung immer mehr der Y-Ebone, ohne dass jedoch die Richtung jemals 
mit ihr zusammenfallen kann. 

Berechnet man mit Hilfe der zweiten Bewegiingsgleicbung die Zeit. 
dauer eines Umlaufes, so ergiebt sich 

Y 

Erst daraus, dass diese Zeitdauer endlich i s t ,  sind wii. berechtigt zu 

sclilicsseri, dasii die soeben uutersuchte Curve auch wirklicli vom maleritillen 
Punkte durchlaufen werden kariri. Alle I J~ l l%ufe  volhiehen sich in der 
selben Zeit, und zwar ist  diese Zeitdauer auch gleich derjenigen, welche 
bei der oben angegebenen singularen Bewegung in der Y-Ebene erfordw 
lich ist. In diesem Falle lautet namlich die Differentialgleicliung der Be- 
wegiing auf der Strecke v = /3: 
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(v - Qu'" 44c/((I - v ) ( a  - v ) ( v  - ?), 

und daraus leitet man da,s Behauptete nhne Schwierigkeit. her. 

Die hier entwickelte Methode liisst sich natürlich auch aiif die geo- 

ditischen Linien auf dem Ellipsoid in Anwendung bringen, welche durch 

die Kreispunkte hindurchgehen, da sie ja a19 Grenzfille der soeben unter- 
suchten Ciirven angesehen worden konnen. Der Satz, dass die geodiitischen 

Linien die Kreispunkte immer unter anderen Wiukeln gegen die Y-Ebene 
sclineidon und zwar unter Winkeln von der Beschaffenheit, dass die tri- 

gonometrischen Tangenten der Hülfte derselben eine geometrische Progression 
glden, rührt von H a r t *  her und ist nacli ihm von X i c h a e l  Roberts*<:  

bewiesen worden und zwar mit Hilfe der eiliptischeu Functionen.*** Dom 
Satz von der Gleichheit der Unilaufmiteu entspriclit dei. S a h  über die 
Gleichheit der Lange der uneudlich vielen zwei diametral gegenüber- 

liegende Kreispunkte verbindenden geodiitischen Linien. 

§ 7. 
C. Regular-asyinptotisch-singulare B s w e g u n g s f o r m e n  treten 

in folgenden beiden Fgllen auf: 

VII. & l =  a,  a >  G >  p. 
VIII. ? = a ,  /3> G >  y. 

Die separirten Bewepngsgleichungen lauten: 

Bei diesen beiden Bewegiingsformen findet eine asymptotische An- 
nàlierlmg an den Hauptschnitt v = a  s ta t t ;  er wird niemals erreicht, 
denn aus der zmeiten Bomegungagleicbung ergiebt sich dafür eine unend- 

lich grosse Zeit. Die asymptotische Annsherung geschieht bei VU in fort- 
wihrenden Umlaufen um das Ellipsoid herum, bei VI11 in einer fort- 
wiihrenden Oscillation zrvischen den beiden Krünimungslinien (I. = G = p,,. 

Venn der Korper bei VI1 eine geeignete Bewegungsrichtung hat,  kann 
er erst noch die Krümmungslinie v = G = v, kerühren, bevor er sich dem 
Hauptschnitt v = n nahert. 

* Cambridge and Dublin mathematical Journal Bd. 4 ,  S. 82. 
** Journal de Mathématiques 1. série, tome 1 5 ,  S. 213. 

""* Vergl. auch L a  n g e n b  ec k ,  Ueber diejenigen geodatischen Linicn auf 
c1p.m dreiachsigen Ellipwid, welche durch einen Nabelpunkt gchen. Dissertation 
Gottingen. 1877. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



186 Ueber bedingt pciiodische Bewegungen eines materiellen Punktes etc. 
_._ -- __^___Y^_XX_ - -.. . -- ---- 

Alles dies gilt für  den Fall, dass sich der Korper zu Anfang seiner 
Bewegung nicht im Hauptschnitt v = cr befindet. Befindet er sich aber 
hier, so bleibt er auch fortwahrend in dem Hauptschnitt, und zwar circu- 
l i r t  er  bei VI1 und oscillirt zwischen den Punkten p = G = pO bei VIII. 
Die Bewegungsgleiühungen werden i n  diesem Falle v - a und 

F ü r  dio Zoit des Umlaufcs bei VI1 ergiebt sich: 

für die Oscillationsdauer bei VIII: 

9 8. 
D. R e g u l a r  - a s y m p t o t i s c h  - s i n g u l a r  - a s y m p t o t i s c h e  Beweg- 

u n g s f o r m :  
IX. @ = C r ,  u = p .  

Aus der Differentialgleichung der Bahncurve 

- -~ ( P I :  10) - -- P - - - - - 
(v - A,) d u  

- + --. - 0  
( ~ ~ - P ) ( B - P ) V ( P - Y ) ( ~ - Y )  ( n - " ) ( " - P ) l / ( v - Y ) ( v - l o )  

ergiebt ~ i c h ,  dass entweder der Quotient oder das Product der beiden 

constant is t ,  und zwar der Quotient in dem Octanten, in welchem von 
den beiden Coordinaten y ,  v beim Durchlaufen der Curve in dem einen 
oder dem anderen Sinne die eine wachst und die andere an Rer th  ab- 

nimmt, d m  Product in dernjenigen, in  welchem beide entweder zugleicb 
wachsen odeï abnelimen. Die Rewequng geht nun durch einen Kreispunkt 
liiridulch; in dem anliegenden Octanten ha t  man den eraten, in dem aber, 
in welchen der Punkt  nach Uebersclireitung des Hauptschnittes p = y  
gelangt, den zweiten Fa11 vor sich. Kennt m m  den constanten Werth 
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des Quotienten in ersterem Octanten k ,  den constanten Werth des Pro- 

ductes in letztereni k' und nimmt an, dass der IIauptschnitt p = y im 
Punkte v = v' getroffen wird, so erhalt man,  da dieser Punkt  beiùen 
Gleichunzen genügen mus3 : 

- - - 

also kk' - 1. 

Die zweite Differentialgl cichung der Bewcgung , in welcher die Zeit 
vorkommt, lasst sich durch Logaritbmen inteçriren. Nan  braucht jedoch 
diese Operation nieht auszuführen, da  man auch oline die Form der Integral- 
gleichung irn Stande ist, auf die Endlichkeit oder Cnendlichkeit der Zeit 
einen Schluss zu ziohen. Nan  kann namlich dio Diffcrentialgleichung in 
zmei Formcn bringcn, niirnlich 

1 (EL - 4,) d P  1 (v - A,) dv + - -  
- = d t ,  

2 ( f f - ~ ) i g ( v - ~ ) ( v - ~ o )  

Die erste Form lehrt sofort, dass ein Kreispunkt vom anliegenden 
Octant~n ails in endlicher Zeit, die srweit,e, dass der Punkt  ,u = P I  v = 

aber niemals erreicht wird. 
K t  Hilfe der soeben angedeutetsen Betrachtungen gelangt man nun 

zu folgender Charakteristik unserer Bewegungsform. Der materielle Punkt  
kann sich, je nach seiner anfanglichen Lage und Bewegungsrichtung auf 
vier verschiedene Weisen verhalten. 

Befindet er sich zu Anfang seiner Bewegu~ig irn Innern eines Octanten, 
die Z-Ebene mit eingeschlossen, so richtet eich seine Bewegung nach dem 
Scheitel der kleinsten Açhse hin, oder er geht zuniichst noch durch den 
Kreispunkt hindurch, u m  sich dann dem Scheitel der kleinsten Achse zu 
nnhern, der mit diesem nicht in  demselben Octanten liegt. Dieser Scheitel 
wird aber niemals von dem materiellen Punkt  erreicht, sondem es findet 
nur eine asymptotische Annaherung statt. Die vorher definirten Con- 
s tan te~  k und 76' sind i n  diesem Falle endlich und  von O verschieden. 

Befindet sich dor matorielle Punkt  anfanglich in der Y-Ebene, und 
wenn im Kroispunkt, fallt auch seine anfangliche Bewegungsrichtung in 
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dieselbe hinein - sonst ha t  man den vorhergehenden Fa11 - so hleibt 
er fortwahrend in ihr  und nahert sich dem Scheitol der kleinsten Aehse 
asymptotisch. Die Bewegungsgleichung lautet auf der Strecke v = 8: 

( P -  AU)~12=4g(or - P ) ~ ( P  - Y), 
aiif der Strecke p = /3: 

(Y - A,)v'~= 4y(01 - vy(v - Y). 

1st der maturielle Punkt  zu hnfang in der X-Ebene,  so verhilt er 

sich ganz analog wie Leiin vorigen E'all: e r  bleibt in  ilir und nahert sich 
dem Scheitel der kleinsten Achse, ohne ilin iu endlicher Zeit zu erreiehen. 
E s  ist dann v = or und 

( p  - = 4g(P -- /A)yEL - Y ) .  
Befindct sich eiidlich der Punht  i m  Scheitel der kleinsten Achse, in 

welclien er von ausseri niernals hintiirikornuîen k a ~ i n ,  so verbleibt er dort 

in Rnhe. 

5 9. 
E. S i n g u l a r e  H o w e g u n g s f o r m e n .  Die Uewegunçen finden in einer 

Krümmungslinie s ta t t ,  die Hauptschnitte mit eingeschlossen; der materielle 
Punkt  gelangt zu alien erreichbaren Lagen in endlicher Zeit und kaun 
niernals ïuhen, wo er sich auch auf der Krürumungalinie zu Anfang befindet, 

Das Bewegungsgebiet ist  eine von einem Hauptschnitt verschiedene 
Krümmungslinie in dem Falle 

x. g = G ,  f f > g > p  

und zwar ist es die Krümmungslinie v = g == G = v,. F ü r  die Unilaufi- 
zeit erhiilt m m  R 

In  allen anderen Fallen ist das Bewegungsgebiet ein Hauptschnitt: 

XI. XII. Q > a ,  -- G = u .  

Es findet ein Umlauf im Hauptschnitt v = or s ta t t ,  dessen Zeitdauer 
ausgedrückt wird durch 

rl 

XIII. XIV. p = p l  / 3 > G > ^ J .  

Es findet eine Oscillation im Hauptschnitt v = (3 stat t ;  wenn G S !  

kt ,  zwischen den Kreispunkten. Die Zeitdauer eines Hin - und Herganges 
u 
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Von OTTO PUND. 189 
- . ,---. ,. - 

XV. XVI. G = y .  g > CY oder cr > Q > S. 
Bei XV findet eine Circulation, bei XVI eine Oscillation irn Haupt- 

Echnitt p = y statt. Die Circulations- resp. Oscillationsdauer betragt 

F. S i n g u l i i r - a s y m p t o t i s c h e  D e w e g u n g s f o r m :  

XVII. p = CY, G = y. 

Die beiden lctzten Falle (XV, XVI) bilden den Uebergang zu dicser 
Beveguugsform. Es wird T = a, und rückt also dor materielle Punkt  
niemals in dcn Schcitel der mit,tleren Achse hinein. Wenn er aber in 

diescn Scheitel hineingesetzt wird, so vcrharrt er dort in Ruhe. 

G. R u h e l a g e  d e s  m a t e r i e l l e n  P u n k t e s .  

Das Niveau der Geschwindigkeit O geht durch die Scheitel der 
grossen Achso hindurch, und es kann sich der Punkt nur  in eincm der- 
selben und nur in Ruhe befindcn. 
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Kleinere Mittheilungen. 

VI. Construction des Collineationscentrums eines dioptrischen 

I n  einer ,,Uemerkung zii cher dioptrischen Constructionu im zweit,en 
Hefte des XXXVII. Jahrgangs dieser Zeitschrifk, S. 123, giebt Professor 
H e l m  eine einfache Construction des Collineationscentrums dcr conjugirten 
Objcct - und Bildebenen centrirter dioptrischer Systeme a n  durch eine Ver- 
allgemeinerung des M 6 L i u  s'schen Symptosenkreises für Linsensysteme 
in Luft. Dieselbe ist. noch einer weiteren Verallgemeiiierung fghig, wenn 

man von dem bekannten L i  p p i c  h'schen oder H a l l s  t e n'schen Symptosen. 
kreiseh für allgemeine centrirte, dioptrische Systeine ausgeht. 

1 

Es seien F und @ die Brennpunkte, H und H' die Hauptpunkte, 
X und dT' die Knotenpunkte, P axialer Objectpunkt und Pr sein Rildpunkt, 
p und p' die zur A c h e  senkrechten conjugirtcn - 0 h e c t -  und Bildebenen. 
L i p p i c h  construirt nun um einen in der senkrechten Aiediane der Facal- 
distanz P'D gelegenen Punkt  C eineri Kreis von dem Durchmesser F @  in 
der H6he Cml gleich dem geometrischen Nittel /TV der Brennweitenf 

- 

* L i p p i c h  in den Mittheilungen des naturw. Vereins für Steyermark 
II. Bd., 3. Heft, S. 449. Graz 1871. - H i i l l s t e n  im Archiv. f. Bnat. u. Physioi. 
Physiol. Abthl. 1880. S. 115. Vergl. auch H e  cl e r i c  h ,  Recherches dioptriques sur 
les sgetemes centrés. Inaug. - Diss. Rostock 1890. Remarques historiques p. 5. 
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und pl. Da die vordere Brennweite f i n  Berücksichtigung des Vorzeichens 
der Richtung der Lichtbewegung wesentlich negativ is t ,  ,so sind die Senk- 
rechten F T  und @T' gleich J- f q ~ .  Zieht man die Transvers.de P T  
bis W und die Gerade WT'P', so ist P' der gesuchte Bildpunkt von P. 
Es ist niimlich 

F P .  O P ' = F T .  @Tl, $,&,=f<p. 

Urn nun das Collineationsc.entrum Cp der Ebenen p und zu finden, 
mache F U =  FH = f ,  @VI= GK'= rp und ziehe die Transversalen F U V  
und OV'U' .  Weiter ziehe man die Transversalen Y UMp und Np U'P', 
ausserdem die Winkelhalbirende Mp M; dann sind P' und Cp die gesuchten 
Punkte. Es Iasst sich niimlich beweisen, dass die Hauptpunktsstrahlen 
U R  und U'H' sich in  einem Kreispunkte N ,  die Knotenpunktastrahlen VK 
und V'X' in einem Kreispunkte M schneiden , dessen Verbindungslinie 
XHp den Winkel PMpP'  halbirt. Es ist V'K' parallel U'H' und U H  
parallel TE. Der Winkel P F V  sei gleich a ;  dann ist auch Tsar'= a 
und 777'0' = 180° - a. Ferner sind die Winkel FBU und OLT'U' gleich 4 or, 
U T U '  gleich 180'- cc = UV'U'. Folglich is t  N e i n  Kreispunkt, was auch aus 
gleichen Griinden für M gilt. Kun ist der PJogcn U'M = M U ,  weil 
U'V'= N i f  = N U k t ;  folglich der Peripheriewinkel U'Dfp Mgleich UMp M, 
also M X p  Winkelhalbirende. 

Um noch zu beweisen, dass P und P' conjugirte Punkte und Cp 
Collineationscentrum zu p und p' is t ,  geht man aus von der Aehnliehkeit 
der Dreiecke P F U  und U'W". Der Winkel P1d>U' = PF U =  ci, der 
Winkel PMPPr ebenfalls gleich cc, da er das Supplement von UV'U' ist. 
Die Schenkel PP' und PMp des Winkels P'PM,, hilden also mit den 
Schenkeln Ut@ und U'P '  des Winkels P r U ' @  die gleichen Winkel a ;  

folglich sind sie einander gleich und die Dreiecke F P  U und EJ U'P' ahnlich. 
Darans folgt 

E'P. O P ' =  F U .  @ G ' ,  

oder, wenn man wiederum E'P = go, DP'= 5 ,  setzt, EO&, = fq. Deswegeri 
sind P und P' conjugirte Punkte. Da aber auch P M p  P' denselben Draiecken 
ahnlich is t ,  so wird tlurch die Winkelhalbirende MpJf 

und, wenn man die Object- und Bildgrossen mit p und p' bezeichnet, mit 
Rücksicht auf das Vorzeichen der Richiung 

Demnach ist Cp das Collineationacentrum und in gleicher Weise liisst 
sich der Achsenpunkt Rn finden, in welchem die Collineationsebene der 
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Bündel P und P' normal zur Achse stcht. Der Kr& trifft, wie sich 
ebcnfalls leicht nachwoiaen las&, die A c h e  in den Lis t ing ' schen  Symp. 
tosen S und S'. 

Die Construction lDsst siüh nuu oiïenber dahiu erweiiern, dass alle 
lareisschaaren, deren Centra, in der senkrechten Mediane von F @  liegen 
und deren Potenaen bezüglich der Brennpunkte P und di den Wertb 
- f r p  haben, Symptosenkreise sind und in gleicher Weise die Acbsen. 
punkte C,, und ZP finden lassen. Von dissen Kreisschaaren sind dann die 
Kreise von M o b i u s ,  L i p p i c h ,  I i % I l s t e n  und B e l m  spcciellc Fdle. 

l i o s  t o c k ,  im November 1892. MATTHIESSES. 
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XI. 

Die Brennpunktmechanismen. 

Von 

Dr. Id. -URMESTER, 
Yrofavsor au dcr Koniyl. Tacimisclion ILocliscLiule in nlliuclicu. 

Hierzii Tafcl III, I V  und V. 
-- 

1. Die Constructionen und  Eigenschaften der Brennpunktmechanismen. 

1. Ein hIechanismus, bei dem die Punkte eines jeden Gliedes in 
Bezug auf jedes andere Glied sich in bestimmten Bahnen bewegen, wird 
ein zwangliiufiger genannt; und wenn mehr Bedingungen erfüllt werden, 
als znr Zwangliiiifigkeit im Allgerneinen erforderlich sind, dann heisst der 
?rleohanisrnus ein zwanglëufigcr übergeschlosscner, oder kurz ejn über- 
geschlossener Mechanismus. a i e  Auffindung und Çntersuchung der über- 
geschlossenen Mechanismen bereichert die Geotnetrie mil vielen neuen 
invariantenUeziehungen ; deshalb wollen wir die übergeschlossenen Mechanismen 
behandeln, auf welche H a r t  *, K e m p  e **, D a r  b O ux*** hingewiesen haben, 
und die wegen ihrer interessanten Eigenschaften besondere Eeachtung ver- 
dienen. Denn wir werden dadurch zu merkwürdigen Brennpunkt-Beziehungen 
veranderlicher Kegelschnittschaaren und au vielen neuen titiergeschlossenen 
Liechanismen gelangen. 

In Fig. 4 und 5, Taf. III sind die vier Glieder eines Celenkvierecks 
T U  Y W durch die auf den Vicreckssciten ausse~halb oder innerhalb be- 
findlicheo Gelenkachsen A ,  B, C, D mit den vier Gliedern AB', Bli; CF, DI?, 
die i u  F eine gemeinamne Gelenkachse haben, so verbunden, dass die 
beiden Vierecke T A  F U ,  F C V B  und die beiden Vierecke lJAFB, E'CWD 
entgcgengesetzt iihnlich sind. Wir werden erkennen, dass der durch diese 
Vcrbindung erhaltene ebeiie Gelenkmechanismus, dessen Achsen zur 
Zeichnungsebene senkrecht und durch Punkte dargestellt sind, ein über- 

* Proceedings of the London Mathematical Society. Vol. VI11 p. 288. 1877. 
** Dasell~st, Vol. IX .p .  138. 1877. 

w"ulllletin des Sciences mathematiques el astronomiques. ahme s6r. T. III, 
P. 1.14. 1879. 

Z e i t a ï l u i f t  f.Matliematik u.Pliysik. 38. Jührg. 1833. 4 IIeft. 13 
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geschlossener ist , und dass es bei einem Gclcnkviereck T ' V  W unendlich 
viele derartig angesçhlossene Gelenkpunkte F giebt ,  von denen je zwei 
als zusammengeli5rig die Brennpunkte eines veranderlichen Kegelschnittev 
sind, der die vier Seiten des Gelenkvierecks wahrend der Uewegiing 
bestiindig berührt;  deshalb mollen wir einen solchen übergeschlossenen 
Mechanisrnus einen H r e n n p u n k t m e c h a n i s m i i s  nennen. 

2. I n  Fig. 1 ist ein Kreis k gegeben, und auf einer durch den Mittel- 
punkt A gehenden Geraden nehmen wir zwei beliebige feste Purikte 9, C 
a n ;  ferner setzen wir die Abstaude TA =a,, U A =  a2,  T U =  a. Bezeichnen 
wir nun den Radius A F  mit u und verbinden rvir einen beliebigen Kreis. 
punkt F mit den Punliten T, U, so ist,: 

a2 + al2 - T F 2  - - a" oz2 - GE2 
1 

ci a1 a2 
oder 

a, U F 2  - a, T F 2  = al ( a 2  + a," - ai (a" al2), 

und weil a, - a, = a ist,  ergiebt sich 

a, U F 2  - a, TI<," a (a2 - al a,). 

1s t  nun eine Gleichuiig in  der F o r a  

gegehen, so reprasentirt diese Gleichung einen Kreis, desscn Mittclpunkt A 
auf der Geraden T U  liegt; denn die Lage des Mittelpunktes A und der 
Radius a  sind durch die Gleichungen 

a1 - a2 -TL,, - n 2 ,  a, - a 2 = a  
a (a" al a,) a (cr" al a,) 

bestimmt. 

3. Betrachten wir den in Fig. 2 gezeichneten ftinfgliederigen Gelenk- 
mechanismus T U R F D ,  dessen Gliedlangen 

gegeben sind, und denkeri wir uns den Gelenkpiinkt E' gegen das als fest 
angenommene Glied T U  so bewegt, dass die Winkel FBU, F D T  ent- 
weder gleich s i n d ,  wie in  FIE 2 ;  oder sich zu  zwei liechten erganzen, 
wie in Fig. 3, dann wird dieser &lechanisinus zmanglaufig geführt. Um die 
Bahn dcs untcr diescr Bedingung bewegten Gelenkpunktes B in Bezug auf 
das feste Glied T l J  abzuleiten, beachten wir ,  dass der Bedingung gernass 

ist, und das positive Vorzeichen dem ersten , das negative dem zweiten 
Fa11 entspricht. Hiernach erhalten wir die Gleichung: 
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b,e  + fi" ULiEY2 - a,'+ 6' - T F Z  - 
4 P d, 8 

I 

welche den ersten und den zweitcn Fa11 cnthalt; denn je nachdcm der 
P ù n k t  F bezüglich der Streckcn UB,  TD nach gleichen oder entgegen- 
gesetzten Seiten gelegen ist, ertialten die Strecken P ,  6 gleiche oder ent- 
gegerigesetzte Vorzeichen. 

Durch Umforrniing ergiebt sich 

1) 4 6  . L r F " b , p .  TFs=d,d(bI2+P2)- b 1 p ( d g 2 +  6'). 

Da diese Gleichun,y einen Kreis reprzsentirt, dessen Mittelpiinkt A 
auf dcr Gcrndcn TU l icgt,  so bewegt sich der Gelcnkpunkt F auf diesem 
Kreise. 

Durch Einfügung eines Gliedrs AF, welches in A und F drehbar an 
den Mechanismus angeschlossen ist, erhalten wir einen sechsgliederigeu 
zwanglaufigen Mechanismus, bei dem in Fig. 2 die Winkel F B  D', F D  T 
bestiindig gleich sind und in Pig. 3 sich zu zwei Recht,en erganzen. 

Bezeichncn wir wie vorhin die Strecken T A ,  UA resp. mit a,, a,, 
den Radius mit a, dann ist 

a, - a, = a. 

Hieraus ergiebt sich 

Durch das Verhal tni~s a, : a, i s t  die Lage des Kreismittelpunktes A 
auf der Geraden T U  bestimmt, uiid derselbe liegt ausserhalb oder inner- 
halb der Strecke T  U ,  je nachdem /3, b gleiche oder entgegengesetxte Vor- 
zeichen haben. 

Machen wir in Fig. 4 und 5 ,  wo die Winkel P B  U ,  EDT resp. gleich 
sind oder sich zu zwci Rechtcn erganzen, die Winkel 

B F V =  D T F ,  D F W =  BOFl  

80 erhalten wir auf U B ,  TD dio Pankte V ,  W und es ist das Dreieck 
I'BV cu T D F ,  das Dreieck F D  W w l7B F. 

13. 
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Sehen  wir U V =  b ,  U R = b , ,  VW=c,  W D = d l ,  W I ' = d ,  dam 
ist in Folge dieser entgegengesetzt ahnlichen Ureiecke 

5) UE': p :  bi = F W :  di : d l  T F :  d : dy = F V :  b 2 :  fi, 
und hiernach : 

6) b ,  d, = b, d, = 0 6, 

7) - b l =  5. 
b2 4 

In K g .  4 kt Wirikel U1p V = TE'W, also auch Winkel 1 F U =  WPIi; 
in Fig. 5 dagegeu erganzen sich diese mTinkelpaare zu zwei Rechten. 

Es ist demnech 

, TF2+ U E 2 - a P  W F 2  + V F 2 - c 2  

Aus dcn Proportionen in 5) folgt: 

und durch Einsetzuiig ergiebt sich 

p 8 Der Factor - - erhalt das positive oder negative Vorzeichen, je 
O1 d2 

naclidem 0, B eutsprechend dern ersten und zweiten Fa11 gleiche oder 
entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. 

Durch Umformung erhalten wir 

und in LIinsicht auf 1) 

Dieser für c2 erhaltene constante Werth vereinfacht sich durch Ein. 
fiihrung von a,, a2 und n aus 3), 4); denn d a m  ergiebt sich 

Die Seite Vw .P= c des Vierecks T UVW ist also wahrend der Be 
wegiing constant, und wir konnen demnach dieseç Viereck in Pig. 4 u n d 5  

als ein Gelenkviereck betrachtcn. 
I n  Folge der symmetrischen Beziehungen beschreibt auch der Geleok. 

punlrt F in Bezug auf das Glied V W  einen Kreis, dessen Mittelpunkt C 
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auf der Geraden VW liegt. Es k6nnen also die vier Glicder F A ,  FB, 
F C ,  F U ,  welche in F  durch eine gemeinsame Achse verbunden sind, 
auch in den Punkten A ,  B ,  C, B a n  die vier Seiten des Gelenkvierecks 
TUVW drehbar angeschlossen werden, und wir erhalten somit einen acht- 
gliederigen tibergesehlo~senen Mechanisrnus. 

Setzen wir die Strecke P C =  c, , WC= c,,  so ergiebt sich nach 
Aualogie aus'der Formel 2)  : 

und weil nach 7) 

ist, folgt auch 

Demnaeh erhalten wir den Satz: 
D i e  g e g e r i ü b e r  l i e g e n d e n  S e i t e n  T U ,  WV und UV, 

T W d e s  G e l e n k v i e r e c k e s  T T T V W w e r d e n  v o n  d e n  P u n k t e n  
A ,  C u n d  B, D i n  g l e i c h e  V e r h i i l t n i s s e  g e t h e i l t .  

domnach erhalten wir dureh Eiïisetzung in 9) 

und  wegen der symmetrischen Beziehuïigen k t ,  a e n n  wir den Radius F C  
mit y bezeichnen, 

7 ' 2 .  y2 = a, a, - 
61 

Folglich ergeben sich die Verhiiltnisse 

Ferner ist nach 5), 2 ) ,  6) :  

Hiernach stehen die betreffenden Seiten der beiden Dreiecke TJAF, 
FCW in gleichem Vcrhaltnisse und folglich sind diese beiden Dreiccko 
entgegeogesetzt ahnlich. Wegen der symmetrischen Beziehiing gilt das. 
selbe auch von den beiden Dreiecken T'AB', J'CV. 

Da nach der obigen Bestimmung der Punkte 7, W 
T D F N  F B q  U B F w  PDW 

ist, so ergiebt sich die entgegengesetzte Aehnlichkeit der Vierecke 

T D F A m  F B V C !  U B F A m  F D W C .  
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Damit ist bewiesen, dass der belrachtete iibergeschlossene Geleok. 
mechanismus in Fig. 4 und 5 gemass unserer Definition ein Brennpunkt. 
mechanismus ist. 

Das Gelenkviereck T U P W  wollen wir das S t a m m v i e r e c k  und 

jene Vicrecke mit der gcmeinsamen Ecke F die F a c h v i e r e c k e nennen,  di^ 
Gelenkpunkte l?, in welchem die vier Glieder durch eine gemeinsame Achs~ 
verbunden sind, die V i e  r g l i  e d p u n k t e und die Gelenkpunkte A ,  B, 
C ,  D die A n s  c h  l u s  s p  u n k t e  nennen. Zu jedem Viergliedpunkte F 
geh6ren vier bestimmte Anschlusspunkte A ,  B, C l  D, die entweder wie 
in  Fig. 5 ,  alle ail€ den Seiten des Stammvierccks d e r ,  wie in Fig. 4 ,  aile 
auf den Verkngerungen dieser Seiten liegen. 

4. Da in Fig. 4 und 5 wegen jener entgegengesetzt ahrilichen Vierecke 
der Winkel P D A =  VBC, F D C =  U B A  

is t ,  so folgt,  je nachdem die Ansclilusspuukte A ,  B, C, D ausserlialb 
oder innerhalb auf den Seiten des Stammvierecks liegen, dass 

A D C  = A B C  oder A D C =  180" - .ABC 

ist  und die vier Anschlusspunkte auf einem ICreise liegen. Demnach er. 
halten wir den Satz: 

B e i  d e m  B r e n n p u n k t m e c h a n i s m u s  l i e g e n  d i e  v i e r  
A n s c h l u s s p u n k t e ,  w e l c h e  e i n e m  V i e r g l i e d p u n k t  an. 
g e h o r e n ,  a u f  j e  e i n e m  K r e i s e .  

Es ist nach 6)  

und wegen der syrnmetrischen Bexiehung also aiich 

aicl = a,c, = u y ;  
folglich 

13) a , b l c , d l = a , b , c , d , = n ~ y 6 .  

Nacli dem Satee von M e n  e 1 a u  s 1st in Fig, 6 ,  wenn 0, den Schnitt 
puiikt der Geraden A B  und der  Diagonale T V  bezeiclinet, 

T A .  U B .  V@, - 
A U .  B V .  4>,F - - 1, 

also 
al 6 ,  T O I  - c2 4 .  - 

a2 b, Q@l c, dl 
Demnach schneideu sich die Geraden A B ,  C D  in einern Puckt O, 

der Diagonale 1' V des Stammvierecks , und ehenso auch die Geraden BC, 
D A  in einem Punkt der Diagonale UV. 

Da die Anschlusspunkte A ,  B ,  C, D a n f  einem Kreise liegen, su 

sind die Dreiecke O, BC,  @ , D A  ahnlich, und es iat demnach 0, der 

selbstentsprechendc P~in l i t  für die cntgegcngeeetzt ahnlicheu Vicrecke T D F A ,  
F B  PC. Ebenso ergiebt sich, dass @, der selbstentsprechende Punkt fiir 

die entgegengesetzt alinlichen Vierecke U A P B ,  F C W D  ist 
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Die Geraden A C ,  BD sehileiden sich i n  dem mit bezeichneten 
Punkt, welcher der Pol der  Geraden O, 0, in Bezug auf den dnrch A B  CB 
gehendaii Kreis ist. 

5 .  Nach unserer Darlegung S .  196 ist  ein Viergliedpunkt F so ge- 
legen, dass von deinselben aus  die gegenüber liegenden Seiten des Stamm- 
vierecks T U  VW unter Winkel erscheirien, die entweder gleich sind oder 
sic11 zu zwei llechten erganzen,  und demnach erhalten wir den Satz:  

E i n  V i e r g l i e d p u n k t  e i n e s  B r e n n p u n k t m e c h a n i s m u s  
i s t  w a h r e n d  d e r  R e w e g u n g  b e s t a n d i g  e i n  R r e n n p i i n k t  
e i n e s  d e m  S t a m m v i e r e c k  e i n g e s c h r i e b e n e n  K e g e l -  
s c h n i t t e s .  

Die Viergliedpunkte bildeu hiernach in ihrer  Gesammtheit die bekannte 
durch das Stammviereck bestirrirute Focale,  welche von der  dritteu Ord- 
nung ist und durch die beiden unendlich fernen imaginiiren Kreispunkte 
geht; denn die Focale enthtilt alle Rrennpiinkte der  Kegelschnit,te, welche 
die vier Seitcn des Stammvierecks berühren und eine Kegelschnittschaar 
bilden. Um nun  zu einem aiif der  Focale angenommenen Viergliedpunkt 
die vier entsprechenden Anschlusspunkte zu bestimmen, wollen wir vorher noch 
auf die einfachste Construction der  Focale hinweisen. Wenn wir die vier 
Seiten des Stammvierecks T U  VW in Fig.  7 verliingern , so bilden dieselben 
ein Vierseit mit  den sechs Ecken T, TJ, P, W, X, Y, durch welche die 
Focale 9 geht. Der  Urcnnpunkt P der  dem Vierseit eingeschriebenen 
Parabel z, die aber  nicht gezeichnet i s t ,  ergiebt sich als de r  zweite 
Schnittpunkt zweier Kreise, die u m  zwei von den vier Dreiecken X UT: 
XFrW, YTW, Y U V  beçchrieben werden. Dieser Parabelbrennpunkt P 
heisst das Focalcentrurn der  Focale rp. Die Gerade m ,  welche die Mittel- 
punktc aller dem Vicrseit eingeschriebcncn Kegelschnitte enthal t  und durch 
die Mitten der drei D i sgonden  TV, U W ,  X V  g e h t ,  heisst die Mittellinie 
der Focale <p. 

Die Focale q ist  bekanntlich das Erzeugniss eines Strahlenbtischels, 
dessen Mittelponkt P is t  , und eines projectiven Kreisbüschels, dessen 
Kreisinittelpunkte die von den Strahlen mit der Mittellinie m -gebildeten 
Schnittpunkte sind. Die Griindpuiikte des Kreisbüschels erhalten wir als 
Echnittpunkte zweier Kreise derselben, die zwei von P nach zweien Ecken 
des Vierseits gehenden Strahlen eutuprechen. 

J e  nachdem diese beiden Kreise sich in  reellen oder imaginiiren Punkten 
schneiden, sind dicse Grundpunkte reell  oder imaginar. S o  konnen wir 
liiernach zu jedem Strahl den entsprechenden Kreis,  der  den  Strahl  in 
zwei Punkten der Focale rp schneidet,  leicht beschreiben und die Focale <p 

consti-uiren. In dem hetrachteten Fa11 sind die beiden Grundpunkte  des 
Kreisbtischels reell und mit  K ,  L bezeichuct. 

Nehmen wir i n  Fig .  7 einen beliebigen Viergliedpunkt F auf der 

Focale rp a n ,  so siud rioch die entsprechenden Auschlusspuukte A ,  B ,  C, D 
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zu bestimmen. Wir  beschreiben die Kreise P X F ,  P Y F ,  welche die gegen- 
überliegenden Seiten des Stammviereckv resp. in  den l'unkten B,  B und 
A, C schneiden. Die Verbindungsgeraden B D ,  A C  sind Tangenten an 
der nicht gezeichneten Parabel n, weil die Punkte B, D die Strecken 
U T ,  TW und die Punkte A ,  C die Strecken T U ,  W V  in gleiche Ver. 
hlltnisse theilen. Die Winkel FB  U, F P  T und ebanso F A U ,  FCV er- 
ganzen sich zu zwei Rechten. 

Beschrciben mlir ferner die Kreise FUV, FTW, die wir mit k ,  k' 
bezeichnen, so erganzen sich die Peripheriewinkel UFV, l2'GW im be- 
trechteten Falle zu zwei Rechten, und die Gebilde P U B V k ,  P T D F k '  
sirid iihnlich. Wenu wir nun zu dem Punkt F des Kreises k den ent. 
sprechenden Punkt F' auf dern Kreise k' bestimmen, dann liegen die 
Punkte FDF '  in einer Geraden, und es ist hiernach der Winkel 

F U B  = P'TD = DFV? 

Da, ausserdem der Winkel u B F  = E'DW i s t ,  so sind die Ilreiecke UBE1, 
E'U W ahnlich. Ebenso ist der Winkel $'VU = E'  K7D = D F T  und folg- 
lich sind auch die Dreiecke T D F ,  F B V  iihnlich. In  gleicher Weise er- 

giebt sich, dass die Dreiecke O B F I  FCW sowie T A F ,  P C V  ahniich 
sind. Demnach folgt, die entgegengesetzte Aehnlichkeit der Vierecke: 

T B F A & >  F B V C  und U B P A  rv F D W C .  
Die vermittelst jener Kreise P X F ,  P Y F  auf den Seiten des Stamm- 

vierecks erhaltenen Punkte A,  B, C, D sind also die vier Anschlusspi~nkte, 
welche dern Viergliedpunkt F entsprechen. So erhalten wir eu jedem auf 
der Focale IJI angenommcnen Viergliedpunkt F die entsprechenden vier 
Anschlusspunkte A ,  B , C ,  D ,  die entweder alle vier innerhalb auf den 
vier Seiten des Stammvierecks oder auf deren Verlangerungen liegen. 
Verlegen wir den Viergelenkpunkt B auf der Focale in einen Eckpunkt 
des Stamrnvierecks, z. B in den Eckpunkt 7, so fallen die beiden Anschluss- 
punkte 13, C  in V  zusammen; der Anschlusspunkt A fallt in U und der 
Anschlusspunkt D in W. Es ergiebt sich: 

D i e  G e s a m m t h e i t  a l l e r  a n  d a s  S t a m m v i e r e c k  ange. 
s c h l o s s e n e n  V i e r g l i e d p u n k t e  b i l d e n  w i i h r e n d  d e r  Be-  
w e g u n g  d i e  v e r a n d e r l i c h e  F o c a l e ,  w e l c h e  d e m  Stamm- 
v i e r e c k  a n g e h o r t .  

ti. Sind F, G in Fig. 8 die beiden Rrennpunkte einea dern Stamm- 

vicreck T U V W  eingeschriebenen Kegelschnitts , denen resp. die Anschlusr- 
punkte Ar, Br, Cf, D r  und Ag,  Bq,  Cg, 3, entsprechen, dann gilt be- 
kauutlich die Gleichheit der Winkel : 

F l ' A r = B g T G ,  l f ' U A f = B g U G ,  P V B f = C , V G ,  FWC~=D,WG. 

Fcrner ist der Winkel 
FTA,=VFCfl D,I 'G=B,GV, also V F C f = B q G V ,  

uiid hierriach sind die Dreiecke BIVC/-, QVU, entgegeugesetzt ahnlich. 
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Dernzufolge besteht wahrend der Bewegung des Brennpnnktmcchanisrnus 
die entgegengesetzte Aehnlichkeit der Vierecke: 

TAf P D f  w TD,  GA, cw G C,VBg w FBfV Cf 

U A f E 1 B r ~  UL',GAg CG GD,WC,= F C f W D f .  

Wieraus ergiebt sich der Satz: 

J e  z w e i  V i e r g l i e d p u n k t e  e i n e s  B r e n n p u n k t m e c h a n i s -  
m u s ,  d i e  B r e n n p u n k t e  e i n e s  d e m  S t a m m v i e r e c k  e i n -  
g e s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e s  s i n d ,  b l e i b e n  a u c h  
w a h r e n d  d e r  g e g e n s e i t i g e n  B e w e g u n g  B r e n n p u n k t e  
e i n e s  s o l c h e n  v e r a n d e r l i c h e n  K e g e l s c h n i t t e s .  

Wegen der ahdichen Dreiecke TAfDt-, TD,A, ist  

Demnacli liegen die vier Anschlusspunkte A g ,  Ar, Dg, Df aiif eiriem 
Kreise und es folgt hieraus der S a t ~ :  

D i e  a i i f  z w e i  b e n a c h b a r t e n  S e i t e u  d e s  S t a m m -  
v i e r e c k s  b e f i n d l i c h e n  A n s c h l u s s p u n k t p a a r e ,  w e l c h e  
d e n  b e i d e n  B r e n n p u n k t e n  e i n e s  e i n g e s c h r i e b e n e n  
K e g e l s c h n i t t e s  a n g e h o r e n ,  l i e g e n  a u f  j e  e i u e m  K r e i s e .  

7. Beschreihen wir i n  Fig. 9 einen durch die Punkte P, X gehendeu 
Kreis, so schneidet derselbe die Focale rp noch in zwei anderen Punkten F, 8, 
die irn betrachteten FaIl reell s ind,  aber auch imaginiir sein konnen, 
und die Vierecksseiten UV, T W  resp. in den Punkten B f h ,  Dfh. Die 
Gerade FH geht durch den Punkt Y ;  denn wir k6nnen die Focale cp 

auch durch ein Kreisbüschel, dessen Grundpunkte I', X sind, und ein 
projectives Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt Y k t ,  ereeugen. Die pro- 
jective Beziehiing wird , wic wir nachher erkenneu werden, dadurch be- 
stinimt, dass der Strahl Y B  parallel Bîr,Dfh ist. 

Um zu einem Brennpunkt E' eines dem Stammviereck eingeschriebene~ 
Kegelschnitts den zweiten Brennpunkt, das heisst den conjugirten Rrennpiinkt 
G zu erhalten, brttuchen wir bekanntlich nur  die Gcrade Y F  zii zielicn, 
welche die Focale cp in dem dritten Punk t  H schneidet, und die von R 
nach X gezogeue Gerade E X  bestimmt dann auf der Focale den zu F 
conjugirten Brennpunkt G. Derselbe wird auch erhalten, wenn wir die 
Gerade Xl? ziehen, welche die Focale p in Punkt  J trifft, und ferner die 
Gerade Y,7, die den Punkt  G beetimmt. Dieser Construction gemass sind 
auch die beiden Punkte H, J conjugirte Brennpunkte. Die Punkte P Y F J ,  
PPHG, PXE'H, P X J G  liegen auf je einern Kreise, und diese Kreise 
scbneiden die gegenüber liegenden Seiten des Stammvierecks T U P W  resp. -- 
in den Punkten A f i C f , ,  AghCyh, BfhB/h ,  R g i I l g i .  Die Geraden F J X ,  - 
HGX bildcn gleiche entgegengesetzte Winkel mit den durch X gehenden 
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Seiten des Stammvierecks und die Geraden U B Y ,  G J Y  bilden gleiche 
entgegengesetzte Winkel mi t  den durch Y gehenden Seiten desselben. 

Den beiden Viergliedpunkten F, H entspreehen aiif den Seiten LiF, 
TW dieselben Anschlnsspnnkte Bf DTh. Wegen der  gleichen Winkel 

B f h X  7i; D f h X H  sind die Kreissehnen F H, Bf h Df h parallel und es iet 

FBfh = f I D f h ,  FDfh = LTBfh. 

Diese vier Strecken bilden demuach ein gelenkiges Antiparallelogrnmm 
Bfal 'Uf i ,H.  D a s ~ e l b e  gilt von den übrigen drei  P~ iuk lpaa ren  HG, GJ,  
FJ mit den zugehorigen Anschlusspunkten, und wir erhalten somit die 
i n  Fig.  10 daigestell ten vier gelenkige Antiparallelogramrne, welche ge. 
lenkig  a n  das Stamrnviereck T U V W  angeschlossen sind. 

Von diesem Brennpunktmechanisrnus mit vier angcschlossenen Rrenn- 
punkten ist  i n  Fig .  11 ein Theil  besonders gezeielinei, wo das gelenkige 
Aritiparallelogramm B f h F U j I ,  H durch die Glieder djn U, FAj i ,  UjI,!I', HAb, 
mit  dem Gliede U T  gelenkig verbunden s ind ,  und dieser Theil bildet auch 
einen übergeschlossenen Mechanismus. 

Die beiden a n  das Stammviereck T U P W  angeschlassenen Brennpunkt- 
pnare F G  und HJ, welcho in  der  dargelegtcn Beziehung stehen, wollen 
wir s t a m m v e r w a n d t e  B r e n n p u n k t p a a r e  nenneu. 

Demnach sind auch die gegentiber liegenden Eckpunkte TV, l iW des 
Stammvierecks stammverwandte Brennpunktpaare.  

8. Die i n  Fig .  9 gezeichneten Verhindungsgeraden der Plinkte BjhDfi 
und A f i C f i ,  welche Tangenten a n  der dcm Stammviereck T U V W  ein- 
geschriebenen Parabel ~ i n d ,  schneiden sich in einem Punk t  il der mit 
dem Brennpunkt  F und dem Brennpunkt  P dieser Parabel i n  eirier Geraden 
l iegt ;  denn die Geraden BJnDfn ,  AjiCji, FP sind gemeinsame Sehncn je 
zweier der  drei Kieise,  die resp.  durch die vier Punkte  PBjhFJ)lhi 

Y AJ,FCfi ,  Af i  Bsh CJ;DJh gehen. Ferner  k t ,  mie schon erwahnt , BfhDjb 
p a r d l e l  F Y ,  ebenso Aj iC j i  parallel FX .  Diesclhcn Beziehungen gelten aegen 
de r  Gleiçhartigkeit der  Anordnung für  die übrigen Paare  dor Anschliisa- 
punkte .  

Zu einem gegebenen Anschlusspunkt,  z. B. zu Aj ; ,  konnen wir die ent. 
sprechenden Viergliedpunkte und die ziigehorigen übrigen Anscliliisspunklc 
ohne die Focale cp construiren, wenn wir annehmen,  dass der Parabel. 
brennpunkt  P gczeichnet ist .  W i r  beschreiben den Kreis PYAfi ,  der die 
Seite V W  in Cii tr ifft ,  ziehen ferner durch X zu AfiCJi die Parallele 

X J &  die den Kreis in den beiden entsprechenden Viergliedpunkten 3; J 
schneidet. Die Kreiee P X &  P X J  liefern dann resp. die Anschlusspunkte 

B j h D f h i  BgiDg<. 

Nehmen wir also auf  der Seite T U  einen beliebigen Anschlusspunkt 
Af i  a n ,  so entsprechen diesem auf der  Focale zwei Viergliedpunkte l? JI 

die auch imaginiir sein konnen,  und ferner entsprechen dem Anschlusi- 
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piinkte Ali die Anschlusspunktpaare B f b B g i ,  DfnDgi  resp. auf den zu 
T U  benschbarten Seiten UV, TW. Ziehen wir die Gerade H X ,  so dass 
der Winkel H X T  = - F X  77 i s t  , dann schneidet dicsc Gcrnde die Krcise 
P X F ,  P X J  in den Piinktcn H, G ,  die mit den Punkten P, Y auf einein 
IZreiçe liegen; und dieser Kreis bestimmt auf den Seiteri T U ,  WV die 
Anechlusspunkte A,?,, Cgh,  die den Viergliedpuilkten O ,  IT anphoren .  Die 
Punktpaare F G ,  LTJ sind demnach stammverwandte Rrennpunktpaare. 

Betrachten wir nnn die Anschliisspiinktreihen auf zwei benachbarten 
Seiten des Stamrnvierecks, z. B .  auf den Seitcn TU, UV, so entsprechen 
dem Anschlusspunktpaare A,iA,h die Anschlusspunkte Bf?,, B,i und umgeliehrt. 

Hieraus folgt : 
D i e  ~ n s c h l u i s ~ u n k t r e i h e n  a u f  z w e i  b e n a c h b a r t e n  

S e i t e n  d e s  S t a m m v i e r e c k s  e i n e s  B r e n n p u n k t m e c h a n i s -  
m u s  s t e h e n  i n  z w e i - z w e i d e n t i g e r  V e r w a n d t s c h a f t ,  b e i  
w e l c h e r  d i e  I ' u n k t p a a r e  s i c h  i n v o l u t o r i s c h  e r i t s p r e c h e n .  

Fiir zwei gegenüberliegende Seiten gilt iiach S. 197 die Beziehung: 
D i e  A n s c h l u s s p u n k t r e i h e n  a u f  z w e i  g e g e n ü b e r -  

l i e g e n d e n  S e i t e n  d e s  S t a m m v i e r e c k s  e i n e s  B r e n n p u n k t -  
m e c h a n i s r n u s  s i n d  i i h n l i c h .  

9. Die stammverwandten Brennpunktpaare FG,  E J  in Fig. 9 sind 
Schnittpunktc von je zweien entsprcchenden Strahlenpaarcn zwcicr involu- 
torischer Strahlenbüschel, deren Mittelpunkte X und Y sind. Der Brenn- 
punkt P der dem Stamrnviereck eingeschriebenen Parabel a ist auch der 
Brennpunkt der Parabel 7c', welche die vier Geraden $'II, DG,  G J ,  JI" 
berührt, und diese Paraheln haben eine gemeinsame zur Mittellinie m der 
Focalo ( p  parallcle Achse. Besclircibcn wir über P X  und PY als Durch- 
aesser die Kreise 2 ,  y, dann schneiden diese die entsprechenden Strahlen- 
pare  XF,  X G  und Y Z I ,  Y J  der involutorischen Strahlenbüschel X, Y 
resp. in den Pnnktpaaren f g  und hi; und diese rier P~inl i te  liegen auf der 
zur Jlittellinie nz senkrechten Scheiteltangente ci' der Parabel n'. Ziehen 
wir also eine beliebige auf m senkrcchte Gerade G' welche die Kreise x ,  y 
i n  den Punktpaaren fg und h.i schneidet, dann l i e fun  die so erhaltenen 
entsprechenden Stralilenpaare Xf, Xg und Y h ,  Yi  durch ihre Schnittpunkte 
vier Punkte F, G, IT, J der Focale c p ,  von denen T G ,  LSJ stamm- 
verwandte Rrennpunkt.paare sind. Die auf m senkrechte Gerade G, welche 
insbesondere die Scheiteltangente der Parabcl TC ist ,  testimnlt die ent- 
sprechenden Strahlenpaare XT,  X V ,  und YU, YW, durch welche wir die 
Eckpunkte des Stammvierecks als starnrriverwandte Urennpuuktpaare TV, 
UV erhalten. Wir ktinnen demnaeh die Focale cp auf diese Weise auch 
durcli zwei involutorische Strahlenbüschel X ,  Y erzeugen. 

Berührt eine auf m senkrechte Gerade G' den Kreis x und, schneidet 
sie den Kreis y noch in xwei Punkten, dann fallen die Punkte G ,  J, sowie 
E', H zusarnmen und die beiden stammverwandten Brennpunktpaare E'G, 
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H J  vereinigen sich zu einem einzigen Brennpunktpaar, welches im be. 
trachteten Fa11 auf der Halhiriingsgeiaden des Winkels TX U liegen würde. 

Jlie von diesem Brennpunktpaar nach Y gehendcn Geraden sind in 
diesen beiden Brennpunkten Tangenten an der Focale q ,  und bleiben auch 
wahrend der Bewegung Tangenten an dieser veranderlichen Focale. Zu  je 
zwei stammverwandten Brennpunktpaaren geh6rt auf jeder Seite des 
Stammvierecks ein entsprechendes Anschlusspunktpaar. I n  jenem Palle, wo 
die beiden Brennpunktpaare sich zu einem einzigen Brennpunktpaare ver- 
einigen, coincidiren die beiden entsprechenden Anschliisspunkte auf der 
Scito T U  in cincm Punkt und ebenso auf der Scite WV. Das cnt- 
sprechende Anschlusspunktpaar auf der Seite UV fasst eine Strecke zwischen 
sich, welche keine reellen Anschlusspunkte enthalten kann, und dasselbe gilt 
von dem entsprechenden Anschlusspunktpaar auf der Seite TV. 

Wenn insbesondere eine auf m senkrechte Gerade die beiden Kreise 
x, y zugleich berührt,  dann vereinigen sich die stammverwandten Brenn- 
punktpaare in einem einzigen P u n k t ,  dem Schnittpunkt der Halbirungs- 
geraden der Winkel TXV, UPW. Dieser Piinkt ist  dann der Mit,t,elpiinkt 
eincs dcm Stammviereck cingeschriebenen Krciscs und in diesem besonderen 
Falle hat die Focale in  diesem Punkte einen Doppelpunkt. 

10. Betrachten wir in Fig. 12 den unendlich fernen Punkt A:q der 
Seite T ü als ein Anechlusspunkt, so schneidet der iinendlich grosse Kreis 
P YAOy die Focale cp in  den Punkten O> Q und die Seite VW im Punkte 
CFy. Der Punkt Q ,  in welchem dieser unendlich grosse Kreis die Focale cp 

schneidet, ist demnach auch der SchnitApunkt der Geraden Y P  und der 
zur Mittellinie m parallelen Geraden X O ? D m  unendlich fernen Anschluss- 
punkt AG entsprechen alao die beiden Viergliedpunkte &, 0: von denen 
der eine Q im Endlichen auf der Focale liegt und der andere OW der 
unendlich ferne reelle Punkt  der Focale is t ,  nach dem die Mittellinie rn geht. 

Der Kreis P X Q  schneidet die Focale cp noch in einem vierten mit 
P coincidirenden Punkt  und berührt also dieselbe in P; ferner schneidet 
dieser Kreis die Vierecksseiten TW, U V  in den zii P, Q gehorenden An- 
schlusspnnkten B p q ,  DPq und es ist die Gerade Bp,Dpq parallel zu der  
Geraden YPQ.  Zu dem Viergliedpunkt Q gehoren also die beiden auf 
UV, TW im Endlichen liegenden Anschlusspunkte B,,, D,, und die 
beiden auf TU, WV iui Unendlichen befiudlichen Anschlusspunkte AG, 
C:,. Der Viergliedpunkt Q bewegt sich demnach in Bezug auf das 
Glied T U in einer auf T U  senkrechten Geraden, und ebenso auch in 
Bezug aiif das Glied VW in einer aiif V W  senkrechten Geraden. Dieser 
Viergliedpunkt & ist  also der einzige in Bezug auf die beiden Glieder Tb', 
VW gcradgeführte Punkt. 

Die Gerade BpqD,,  ist eine Tangente an dcr Parabel, welche die 
vier Seiten des Stammviereckes berührt und deren Brennpunkt p ist; 
demnach erhalten wir auch, weil BpqDpq Paralle1 Y P  is t ,  den ~ ~ ~ ~ h l ~ ~ ~ .  
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punkt Bpq auf UV, indem wir den Winkel Y P B p p  gleich P U T  odeï 
gleich PVW machen, und dann durch die zu Y P  Parallele Bp,Dpq den 
Anschlubspunkt Dp, auf TW. 

~ i e h e n  wir zur Mittellinie m die Parallele Y o m ,  welche die Gerade 
X P  irn Punkte R schneidet, so ist R der in  Bezug auf die Glieder T W, 
UV geradgeführte Punkt  und zu demselben geboren auf den Seiten UV, 
TW die unendlich fernen Anschlusspiinkte B:,, .DO,. Wir erhalten in 
analoger Weiee, wie für Q I  Pl so auch für R ,  P die Anschlusspunkte 
A,,., Cpr auf den Viereüksseiten TTJ, VW. 

Bei diesen beiden stammverwandten Brennpunktpaaren O" P, Q R 
zeichnet sich also das Drennpunktpaar QI2  dadurch aus, dass der Brenn- 
punkt Q in Bezug auf TU, V W  und der Brennpunkt R in Rezi~g auf UV, 
T W geradgeführt wird ; und' ferner zeichnet sich das Brennpunktpaar O" P 
dadurch sus ,  dass es der dem Stammvicreck eingeschriebenen Parabel an- 
gehort. Da  nun der unendlioh ferne zweite Brennpunkt O" dieser Parabel, 
als Viergliedpunkt betrachtet, wiihrend der Bewegung des Brennpunkt- 
mechanismus bestiindig im Unendlichen bleibt , s O b l  e i b t a u  c h d e r 
P u n k t  P a18 V i e r g l i e d p u n k t  b e s t a n d i g  d e r  i m  E n d l i c h e n  b e -  

f i n d l i c h e  B r e n n p u n k t  d i e s e r  v e r a n d e r l i c h e n  P a r a b e l ,  und seine 
Anschlusspunkte sind A,,, Bp,, Cp,, D,,. 

11. Die entsprechenden Andlusspunktreihen auf zwei benachbarteu 
Seiten des Stammvierecks z. B. auf den Seiten TU, U 7 in Fig. 13 stehen 
nach Art. 8 in zwei - zweidentiger Verwandtschaft iind diese Anschlusspunkt- 
reihen sind entsprechende involutorische Punktreihen, bei denen die con- 
jugirten Punktpaare sich wechselweise entsprechen. Die entspreclienden 
Anschlusspunktpaare liegen nach Art. 6 auf je einem Kreise, wie z. B. 
AfiAPh und Bfh Bsi auf dem Kreise x .  Ferner sind anch T U ,  77 V ent- 
sprechende Punktpaare dieser Anschlusspunktreihen, und der Gelenkpunkt 
U ist ein selbstentsprechender Punkt. Der durch T U P  gehende Krcis x ,  

und der ~ & i s  x bestimmen dureh ihre imaginaren Schnittpunkte die irn 
Endlichen iiegenden imaginaren Grundpunkte eines Kreisbüschele, welches 
wir mit Etu, bezeichnen wollen. Demnach sind diese Anschlusspunkt- 
reihen die involutorischen Punktreihen, welche die Geraden UT, U V  mit 
dem Kreisbüschel Kt , ,  bilden. 

Der auf UT' befindliche Anschlusspunkt Bp4, der dem Parabelbrenn- 
punkt P angehort, wird wie oben erhalten, wenn wir den Winkel 

= PUT machen, und die Gerade .PBpq berührt demnach den 
durch YUVP gehenden Kreis in P. Betraehten wir nun U, P als die 
Grundpunkte eines Kreisbüschels und denken wir uns zu dern Punkt P als 
Pol die Polaren in Bezug auf die Kreise dieses I<reisbüschels bestimmt, 
so gehen diese Polaren bekaniillich durch e k e n  Punkt R jener Kreia- 
tangente P B p g ,  der dadurch bestimmt wird, dass RBp,  = YBp,  kt. 
Reschreiben wir also jenen durch TUT' gehenden Kreis x o ,  dessen Mittel- 
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punkt p i s t ,  fillen wir von R und B,, auf Pp die Senkrechten $217 und 
B,,Q, dann ist RTT dia Polare für P in Rezug auf den Kreia x, und 0 
die Mitte der Sticcke PTT. Die Punkte P, T[ k6nnen wir deynach als 
Grcnzpunkto eines Kreisbltschcls betrachtcii, zu denen der Kreis xo und 
die Gerade BI,,@ als Chordale gehort. Wegen der symmetrischen Re- 
ziehuugen folgt , vrenii wir von dem auf T U  befiridlichen Anschlusspunkt $,, 
der zu P gehort, auf Pp die Senkrechte f i l leu,  dass deren Fusspunkt mit 
O identisch ist. Die drei Punkte A,,., 0 ,  Bp7 liegen also in einer auf 
P p  senkrechten Geraden, die als unendlich g r o s e r  Kreis betrachtei aucb 
die aiif TU, 11 V irn Unendlichen liegenden Anschlusspunkte A G ,  BOr ent- 
k i l t  und demnach die Chordale des Kreisbüschels KtuU ist. Demzufolge 
sind P, Ti die Grenzpunkte des l<reishüsch~ls K t , , , ,  welches durch den 
ParabelbrennpunkL P al8 den einen G r e n z ~ u n k t  und Kreis T bestimmt 
k t .  Aus diesen Beziehungen folgt der Satz: 

D i e  e n t s p r e c h e n d e n ' A n s c h l u s s p u n k t r e i h e n  a u f  zwei 
b e n a c h b a r t e n  S e i t e n  d e s  S t a m m v i e r e c k s  s i n d  d i e  ent- 
s p r e c h e n d e n  i n v o l u t o r i s c h e n  P u n k t r e i h e n ,  welche 
d i e s e  b e i d e n  S e i t e n  m i t  e i n e m  K r e i s b t i s c h e l  bilden, 
z u  d e m  d e r  P a r a b e l b r e n n p u n k t  a l s  d e r  e i n e  Grenzpunkt  
u n d  d e r  d u r c h  d i e  d r e i  b e t r e f f e n d e n  E c k e n  d e s  Etamm- 
v i e r e c k s  g e h e n d e  K r e i s  g e h o r t .  

Da es vier Paare benachbarter Seiten dcs Stammvierccks giebt, so 
treten vier eolche Kreiabüschel Kt,,, X ,,,,, , E ,,,, t ,  auf ,  fiir die der 
Parabelbrennpunkt P ein Grenzpuukt k t .  Diese Kreisbüschel haben also 
stets zwei im Endlichen liegende imaginare Grundpunkte und die Seiten 
des Vierecks, welches von den vier zu dem Parabelbrennpunkt P ge- 
horenden Anschlusspunkte A,,, B,,, C,,, D p p  gebildet wird, sind dia 
Chordalen. 

Bei jedem Gelenkviereck giebt es eine Stcllung , in welcher dasselbe 
ein Kreisviercck k t ,  die vier Ecken also auf einem Kreise liegen. Wenn 
diese Stellung eines Stamrnvierecks in bekannter Weise* construirt wird, 
dann vereinen sich jene Kreisbüschel zu einem einzigen, au welchen der 

Parabelbrennpunkt P als der eine Grenzpuiikt und der dem Stammviereck 
iimschriebene Kreis gehort. Die entsprechend.cn Anschlusspunktpaare aller 
vier Seiten des Stammvicrecks liegen dann auf je einem Kreise dieses 
Kreisbüschels, und jeder dieser Kreise enthiilt demzufolge die acht An. 
schlusspunkte, die zu je zwei stammverwandten Brennpunktpaaren gehoren. 

12. Wir  wollen noch einige besondere Fiille betrachten , bei denen 
die Geiten des Stammvierecks in angenommener Lkingenbeziehung stelien, 

' Apol lon  i u  6 ,  Etiene Oerter. Wiederhergestellt von R. S im s o n. 1796. 
S. 426. - K u n z e ,  Planimetrie. 2. Aufl. S. 239. - B a  1 t z  e r ,  Elemente der Mathe. 
matik. 1870. 2. Bd. S. 13.2 
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denn es ergeben sich dabei manche beachtenswerthe Eigentliümlichkeiten. 
Wenn in einem Stammviereck die Summe von zwei Seiten der Summe 
der beiden anderen Seiten gleich is t ,  so ist daç Starnmviereck einem Kreise 
umschrieben; und es k6nuen die vier Seiten in eiue Gerade gclangen. Das 
einern Krcisc umschriebcnc Stammviereck ist also ein durclisclilagendes Gelenk- 
viereck.* Bei dem in Fig. 14 gezeichnetcn Stammviereck T U  VW ist die Summe 
der gegenüberliegenden Seitcn gleich, also Tu+ V W =  U V +  WT. Die 
Focale cp hat im Mittelpunkt M des Kreises, der die vier Seiten des 
Stammvierecks berührt ,  einen Doppelpunkt; denn dieser Kreis kann als 
eine dem Stammviereck eingeschriebeiie Ellipse betrachtet weiden, deren 
beide Brennpunkte in dem Punkte M vereint sind. Zu dem Doppelpunkte 
X als Viergliedpunkt sind aach der angegebenen Weise vermittelst der durch 
P X M ,  P Y M  çehenden Kreise die Anschlusspunkte A,B,C, D ,  con- 
struirt. Der an  das Stammviereck angeschlossene Viergliedpunkt Jf ist 
bestandig wiihrend der Beweguiig der Mittelpunkt des dcm veranderlichen 
Stammviereck eingeschriebenen Kreises. Diese specielle von D a r  b O u x** 
bewiesene Beziehung enthiilt den einzigen bekannten Pal1 eines besonderen 
13rennpunktmechanismus. 

Da in dem Mittelpurikt Jf des eingeschriebenen Kreises zwei Brenn- 
punkto vereint sind, so folgt ails Art. 6 ,  dass jcdcs der Fachvicrccke 
TD, MA,, UA,,, NB,,, , VB,, MCn,, WCTn MD, bezüglich ihrer von M 
ausgehenden Diagonale symmetrisch, also gleichschenkelig , sind. Die 
Anschlussglieder XA,, HE, , ,  M cm, N B ,  sind demnach gleich, und der 
Nittelpunkt des durch die vier Bn~chliisspunkt~e A ,  B,,, Cm D ,  gehenden 
Kreiscs liegt bcstiindig in dern Mittelpunkt H des dcm Stammviereck ein- 
geschriebeuen Kreises. Fur jeden anderen auf der Focale angenommenen 
Viergliedpunkt sind die Fachvierecke nicht gleichschenkelig. Da aber alle 
Fachvierecke durchschlapnde Vierecke sein müssen, weil d m  Stamm- 
viereck ein duïchschlagendes is t ,  so ist jedes Fachviereck einem Kreise 
entweder einschliessend oder ausschliessend umschrieben, das heiçst, beim 
Umschreiten des Viereckv ist der berührende Kreis entweder nach einer 
Seite oder nach beiden Seiten hin gelegen. 

13. In Fig. 15 ist das Stammviereck T U V W  ein gleichschenkeliges, 
bei dern T U  = TW, V U  = V W  ist. I n  diesern specielleren Falle besteht 
die Focale aus dem durch CWX Y gehenden Kreise 9 und der Geradeii TV, 
deren Schnittpunkte 111, M' mit  diesem Kreise zwei Doppelpunkte der 
Focale sind. Das gleichschenkelige Stammviereck ist gleichzeitig einem 
Kreise einschliessend und einem Kreise auaschliesseiid umschrieben, und 
JI, M' sind die Mittelpunkte dieser beiden Kreise. Der Mittelpunkt P 
des Kreises cp ist bestindig der Parabelbrennpunkt. F ü r  einen beliebigen 

* Vergl. J. S t e i n e r ,  Gesamruelte Werke. 1882. Bd. Il. S. 381. 
** D arb  o ux, Bulletin des Sciences M a t h é ~ a t i ~ u e s .  1879. T. 111. p. 66. 
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Brennpunkt F aiif dem Kreise cp sind die Anschlusspunkte A BCD con. 
struirt. Die beiden entgegengesetüt iihnlichen Fachvierecke UAFB, 
PCWD sind gleichschenkelig, weil die Winkel a n  den Ecken U, TV des 
Etammvierecks gleich sind, und die beiden Diagonalen A B ,  DC gehen 
demnach bestkindig durch deri Parabelbrennpunkt oder Mittelpunkt P, 
dessen Anschlussglieder P A p ,  P B p ,  PC,, , PD,, resp. zu den Seiten des 
Stammvierecks parallel sind. Die beiden Fachvierecke UAP PLIp, WDPPCF 
sind symmetrisch congruente Parallelogramme. Dasselbe gilt fiir jedm 
auf der Geradcn TV liegenden Brennpunkt. 

Der dem Schnittpunkt Y der Seiten TU, VW stets diamctral g e p  
iiberliegende Punkt  Q des Kreises <p, dessen Anschlussglieder an die 
beiden snderen Seiten Q dlp, Q l),, sind, ist der in  der Geraden Q Z7 se& 
recht auf T U  und in der Geraden Q W senkrecht auf Y W  geradgeftihr:~ 
Punkt. 

14. I n  Fig. 16 ist das Stammviereck T U V W  ein Antiparallelograrnm, 
bei dcm T U  = PW, UV= WT ist. Die Focale besteht eus dem diirth 

TUVW gehcnden Kreis cg und der Goraden X Y, die den Krcis cp in dec 
Nittelpuiikten M, M' der von dern Stammviereck einschliessend und sus- 

schlieesend umschriebenen beiden Kreise schneidet. Der Mittelpunkt P ries 
Kreises p ist  der Parabelbrennpunkt, dessen Anschlusspunkte in diesem Falk 
im Unendlichen auf den Seiten des Stammvierecks liegen; und dasselbe gi!t 
von jedem auf der Geraden X Y befindlichen Brennpunkt. Für einen bi.  

liebigen T-Irennpiinkt F aiif dern Kreise cp sind die Anschlusspunkte ARCU 
construirt. Die Fachvierecke sind auch Antiparallelogramme, und der 
Xittelpunkt des durch die vier dnçchlusspunkte gehenden Kreises lie;! 

in P. E s  sind also alle Kreise, die durch je vier Anschlusspunkte geuen, 
concentrisch. 

VCTenn das Stammviereck T U V W  in seiner Durchschlagslage aus deai 

Antiparallelogramm in das Parallelogramm T UV W (Fig. 16a) über@ 
dann gehen anch alle Fachviereclre in Parallelogramme über und die ver. 

mandeltc Focale bestcht aus einer gleichseitigen Hypcrbel cg und dcr un. 
endlich fernen Geraden. Wenn wir in Pig.  1 6 a  einen nicht auf der 
Hyperbel cp liegenden Punkt in gleicher Weise wie F durch Anschlusa 
glieder mit den Seiten des Parallelogramms 1'UVW verlinden, danu i x t  

der Siiechanismus auch ein übergeschlossener; aber es ist dann der Delier. 
gang aus Parallelogrammen in Antiparallelogramme , .mie in  Fig. 16, niiht 

moglich. 
15. In  Fig. 17 Taf. 1V sind au des Stsmmviereck T U P V  zaîi 

Paar  conjugirte Brennpunkte FG , IZJ angeschlossen , deren Verbindunp 
gerade F G ,  VJ senkrecht s ind,  und ihr Schnittpunkt S liegt dam ail  

der Focale cp. Denn tind xwei beliebige conjugirte Brennpunktpaare E'G' 
ljrJ gegeben, so bilden die Geraden $:II ,  EG,  GJ ,  JF ein vollstind:,or: 
Vierseit, dessen secbs Ecken auf der Focale cp liegen, und die dre: 
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Diagonalen bilden ein Dreieck, dessen H6henfusspunkt.e auf der Focale sich 
befinden. Nehmen wir ein beliebiges Paar coiijugirter 13rennpunkte B G  
an und xiehcn wir durch den Schnittpiinkt S, den die Geiade FG mit 
der Focale cp bildet, auf FG eine Senkrechte, so trifft diese die Focale 
in zwei reellen oder imaginzrcn conjugirten Brennpunkten. Zwei Paar  
conjugirte Breunpunkte, deren Verbindungsgeraden senkrecht auf einander 
stehen, bilden ein Punktquadrupel auf der Focale; denn es treiren sich die 
vier Tangenten an diesen Punkten der Focale in einem Punkt  auf der- 
selben. Und wenn wir von einem Punkt der Focale a n  dieselbe die vier 
Tangenten xiehen, so bilden die Berührungspnnkte ein Punktquadrupelg' 
oder zwei Paar conjugirto Brennpunkte , deren Verbindungsgeraden senk- 
recht sind. Ein durch den Parabelbrennpunkt P und zwei conjugirte 
Brennpunkte F, G gehender Kreis schneidet die Focale in dem Tangential- 
punkt, wo die beiden Tangenten sich treffen. Es zeigt sich nun,  was wir 
hier noch ohne Beweis erwühnen wollen, das zwei conjugirte Brennpunkt- 
paare P G ,  HJ, deren Verbindungsgeraden senkrecht sind, bei der Re- 
wegung senkrecht bleiben, dass also ein Quadrupel von vier angeschlosscnen 
Brcnnpunkten ein solches blcibt. Sind also die beiden Brennpunktpaare 
von zweien das Stammviereck berührenden Kegelschnitten, deren Haupt- 
achsen senkrecht au f  eivander stehen, an das Stammviereck angeschlossen, 
so bleiben wiihrend der Bewegung diese IIauptachsen der heiden ver- 
anderlichen Kegelschnitte senkrecht. 

Die Focale cp kann nach Art. 5 in der einfachsten Weise durch ein 
Strahleubüschel, dessen Mittelpuilkt dei. Parabelbreuupuukt P ist und ein 
projectives Kreisbüschel mit den Gruuclpunkten K ,  L construirt werden. 
Diese beiden Grundpunkte K, L und die beiden Parahelbrennpunkte 
Pl O" sind anch conjiigirte Brennpunktpaare, deren Verbindungsgeraden senk- 
recht auf einander stehen. Es  bleiben dcmnach, wenn die Punkte K, L ,  P 
au das Stammviereck angeschlossen werden, die Punkte K, L bestandig 
Grundpunkte des Kreisbüschels und es bleibt der Punkt P bestiindig Mittel- 
punkt des projectiven Strahlenbüschels, dessen Gtrahlen durch die ent- 
sprechenden Kreismittelpunkte gehen. 

16. In Fig. 18 sind 75,  k 2 ,  lc3. . . Kreise eiues Kreisbüschels mit den 
Grundpunkten P, Y gegeben. Zielien wir durch den einen Grundpunkt Y eine 
beliebige Gerade Y T, welche diese Kreise in den Pnnkten A,, A, ,  A:, . . . 
schneidet, 2nd beschreiben wir einen beliebigen durch den anderen Grund- 
punkt P gehenden Kreis I l  der jene Kreise in den Punkten E;, E', , E:, . . . trin'l, 
dam gehen die Verbindungsgeraden A, Pl, AB, F, , A, F3 . . . durch einen 
Punkt a des Kreises E; denn es sind die Winkel P F ~ A , ,  P p 2 A s ,  P&A, . . . 
gleich. 

. - 

* Vergl. H. D u r è g e ,  Die ebenen Curven dritter Ordnung. 1871. S. 205, 

Zoit~chri f t  f. Müthemütik u. l'byaik. 53. Jahrg.  185'3. 4. Hoft .  14 
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Beschreiben wir nun in Fig. 19 einen beliebigen durch den Parabel- 
brennpunkt P gehenden Kreis t, der die Focale gp des Stammvierecks T U V W  
ferner in  den drei Punkten 4 ,  E',, F3 schneidet, welche wir als Vier- 
gliedpunkte betrachten, und sind zu diesen die entsprechenden Anschlusil 
punkte A, B, Cl D,, A,& C,D,, A, B3 C, D,, construirt, so folgt, dass die 
Anschlussglietier Al F, , A, F 2 ,  A, F, sich in einem Punkt a auf dom Kreise f 
schneiden. Ebcnso schneiden sich die übrigen je drei Anschlussglieder 
resp. in den Punkten 6, c ,  b auf dem Kreise r ;  uud wir erhalten den Satr: 

D i e  m i t  j e  e i n e r  S e i t e  d e s  S t a m m v i e r e c k e s  ver. 
b u n d e n e n  d r e i  A n s c h l u s s g l i e d e r  v o n  d e n  d r e i  Vier. 
g l i e d p u n k t e n ,  w e l c h e  a u f  e i n e m  d u r c h  d e n  Parabe l .  
b r e n n p u n k t  g e h e n d e n  K r e i s  l i e g e n ,  s c h n e i d e n  s ich in 
e i n e m  P u n k t  d i e s e s  K r e i s e s .  

Bezeichnen wir mit x,, x,, x, die Mittelpunkte der Kreise, auf denen 
resp. die Punkte P B , E ; D ,  X, P B , X 2 D , X ,  IJB,E:, D , X  liegeri, und mit 
y, ,  y4, y3 die Mittelpunkte der Rreise, auf denen sich resp. die Punkte 
PA,  Ii; Cl Y, PA, F, C2 Y, PA, F, C, Y befinden, so treffen sich die drei 
Verbindungsgeraden x,y, ,  z 2 y , ,  x,y3 in dem Mittslpunkt rn jenes 
Kreises t. 

Wird der Brennpunkt F3 in einer Ecke des Stammvierecks, z. B. in 
W liegend, angenommen, also der Kreiv E durch P, W gelegt, der die 
Focale cp noch in zwei Punkten Pl, 4 schneidet, dann sind a ,  b dia 

Schnittpunkte, welche dieser Kreis ausaer dem Punkt  TV mit den Geraden 
W T, W V  bildet. I n  diesem besonderen Fa11 schneiden sich die drei 
Gersden A I F I ,  A 2 F 2 ,  TW in einem Punkt  auf dem Kreise t ,  und ebenso 
die Geraden BIFI, B,F2 ,  VW in einem Punkt  auf dem Kreise E. 

17'. Zn E'ig. 20 sind die vier Auschlussglieder P A ,  F B ,  FC, FD 
eines Viergliedpunktes F verliingert und dieselben schneiden dann die 
ihnen bena~hbart~en Seiten des Stammvierecks T U V W  resp. in  den Punkten 
XIX, ,  Y, Y,, X,X,, Y, Tt. Dilrch die vier Seiten des Stammvierecks 
T U F W  werden, wenn wir das dadurch gcbildctc vollstandigc Vicrseit mit 
den sechs Ecken T U V W X  Y betrachten, noch awei andere Vierecke T PTX, 
U Y WX gebildet, die uru die Halfte verkleinert in Fig. 21 und Fig, 28 
gezeichnet sind. 

Denken wir uns in Fig. 20 dnrch die Punkte P W B  einen Kreis be. 

schrieben, en geht derselbe durch die Punkte X t ,  Y,. Ebenso geht auch 

der durch die Punkte PUF beschriebene Kreis durch die Punkte X,, PI, 
Wenn wir nun das Viereck T Y V X  als ein Stammvicrock bctrachten, sa 
gehoren au dem Viergliedpunkt F die auf einem Kreise liegenden Anschlusa. 
punkte YI ,  Y,, X,, Xr und wir erhalten den in B'ig. 21 gesondert ge 

zeichneten Brennponktmechanismus. Betrachten wir ferner das Viereck 
lJYWX als ein Stammviereck, sa ergiebt sich in gleicher Weise, daes zu 

dem Viergliedpunkt F die auf einem Kreise licgenden Anschlusspunkte 
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Y,, Y w ,  X,", X, gehoren, und wir  erhalten den in Fig.  22 gesondert 
gezeichneten kennpunktmechanisniuu.  Die Construction eines Hrennpunkt- 
mechanismus liefert also zugleich noch zwei andere Brennpunktmechanismen. 

Nach Art. 4 gehen in Fig.  20 die Ceraden TV, A B ,  CD durch einen 
Piinkt O , ,  welcher der selbstcntsprechcndc P u n k t  ftir die entgegengesetzt 
ahnlichen Vierecke T D F A  , F B 7 C  i s t ;  demnach gehen auch die Geraden 
TV, Y* Y,,, XtX, durch denseltien Purikt a,. Es schneiden sich also die 
Finf strichpunktirt gezeichneten Geraden TV,  A B ,  C D ,  XtX, ,  , Y, Y, i n  
einem Punkte O,; und in gleicher Weise ergiebt s ich ,  dass die füuf strich- 
pnkt i r t  g-ezeichneten Geraden U W ,  A D ,  B C ,  X,X,  durch einen Punk t  O, 
gehen. Ferner folgt aus  der  Gleichartigkeit der  Reziehnngen, dass a,uch 
die fünf gcstrichel-t gezeichneten Geraden XY, Xz Y?,  X u Y u ,  X,Y,, 
X,, Y, sich in einem P u n k t  O, treffen. I n  den gesondert gezeichneten 
Fig. 21 und 22 sind je durch die betreffenden Punkte  gehende Gerade 
gezogen. Diese Beziehungen ergeben sich auch direct ans  dein von R O d e n  - 
b e r g  mitgetheilten Satz.* D a  in  Fig.  20 der Gchnittpunkt der  Ver- 
bindungsgeraden AC, BD von je zwei auf  gegenüberliegenden Seiten des 
Starnmvierccks T UV W befindlichen Anschlusspunktcn nach Art. 8 auf der  
Geraden FP sich hefindet und es  hier drei  solche Schnittpunkte giebt, 
weil auch die Vierecke T YTVX,  UPWX a18 Starnmvierecke betrachtet 
merden konnen, so liegen diese drei  Schnittpunkte in  der Geraden FP. 

18. Aus S r t .  16 folgt,  dass i n  Fig.  2 3  die Geraden T W ,  A F  sich 
in einem Pnnkte  X E  ailf dem durch PFW gehenden Kreise schneideii, 
demnach ist der Winkcl P X z X =  PFW, und weil auch die Punk te  P F D X  
auf einem Kreise l iegen, ist Winkel P D X  = PPX. Es- is t  ferner Winkel 

D P X t =  P X t X  - P D X =  P F W  - P F X =  X F W ,  

also Winkcl DPXz = X F W  und analog APYz = Y F U .  Do  aber  F  ein 
Brennpunkt eines dem Stammviereck T Il VW eingeschriehenen Kegel- 
sctinittes i d ,  so ist Winkel  X  F W  = Y F U  und hiernach D  P X t  = A P  Pt. 

In Folge der Gleichheit dieser beiden Winkel ist  der  Parabelbrenn- 
piinkt P ein Punk t  der  Focale ,  die durch das Viereck A X t D  Y t ,  oder 
durch da8 Fachviereck T A F B  bestimmt i s t ;  und dasselbe gil t  für  die drci  
übrigen Fachvierecke. Demnach folgt hieraus der  Sate : 

D i e  F ' o c a l e n  d e r  F a c h v i e r e o k e  e i n e s  B r e n n p u n k t -  
m e c h a n i s m u s  g e h e n  d u r c h  d e n  P a r a b e l b r e n n p u n k t  d e s  
S t a m m v i e r e c k s .  - 

19. Bcschreiben wir i n  Fig.  2 3  einen rdiirch P Y  gehenden Rreis k, 
der die Seiten T U ,  VW des Stammvierecks in den Punlrtcn A ,  C  trifft, 
und oielien wir zu dieser Seline A C  durch X eine Parallele,  so sind die 
Schnittpunkte F, J,  welche diese Parallele mi t  dem Kreise k l-iildet, zwei 

Piinkte der Focale des Stammvierecks T UVW, und  diese Parallele trifft 

* Zeitsehrift für  Mathernatik und Pliysik. 1892.  Jahig .  XXXVII.  S. 3 7 1  
14  * 
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die Gerade P A  in einem Punkt  A. Die Gerade AC ist  eine Tangente der 
Parabel,  welche die Seiten des Stamrnvierecks berührt und deren Brenn- 
punkt P ist. Demnach ist Winkel P T W  = P A  C = P A X  und folglich 
liegt der Schnittpunkt A der Geraden P A ,  X F  auf dem durch die Punkte 
X T U P gehenden Kreise 1. Die Focale eines Vierecks T Li V W wird nach 
dieser R e e i e h i ~ n g ~  mie schon in Art. 7 angegeben wurde, durch eincn 
Krcisbüsehcl mit den Grundpunkten P P und cincn entsprechenden pro- 
jectiven Strahlenbüschel mit dern Mittelpiinkt X erzeugt. Zu einerc 
Kreise k des Kreisbüschels erhalten wir also durch die Gerade Pd, welche 
den Kreis 1 im Punkte A schneidet, den entsprechenden Strahl XA. Diese 
Construction der Focale h a t  vor jener in Art. 5 erwiihnten den Vorzug, 
dass die Griindpunkte P, Y des Kreiehüschel stets reel sind. In analoger 
Wcise kann man auch P, X als Grundpunkte eines Krcisbiischel, P 
als Xittelpunkt des projectiven Strahlenbüschelu nehmen und den durch 
Y T  IVP gehenden Kreis beschreiben, der die Projectivitat vermittelt. 

Ziehen wir die Gerade UF', die den Kreis 1 in X trifft und ferner 
die Gerade t l', so schneidet dieselbe die Vierecksseite T W in dern Punkt X t ;  
denn die Punkte T X A P I  U bilden ein rlcm Kreise 1 eingeschriebenes 
~ e c h s e e k ~ ~ d e s s e n  Gegenseiten nach dem Pasca l ' schen  Satze sich resp. in 

dcn Punkten X t ,  F, A.schnciden, die auf eincr Geradcn liegen. Durch 
diese Beziehung erhalten wir eine Controle für die Bestimmung des 
Punktes 2 der Focale. 

Kehrnen mir a n ,  dass in Fig. 23 ein Kreis k beschrieben sei, der die 
Punkte Y A F C  enthalt, und bei dern die Sehne A C  parallel X F  ist: so 

muss dieser Kreis durch den Parabelhrennpunkt P gehen; denn lage der- 

selbe nicht auf diesem Kreise, so konntcn wir eincn Kreis PPP be- 
schreiben, der die Vierecksseiten TLT, V W  resp. in den Punkten A', C' 
schneidet, und es müsste dann A'C' parallel XE', also auch parallel AC 
sein. Dies ist aber nicht moglich, weil die beiden Piinkte Y, E', diirch 

welche die beiden Kreise gehen, nicht zusammen liegen. 
20. Ziehen wir in Fig. 24 an den Kreis 1 die im Punkte P berührende 

Tangente, so schneidct dicselbe die Vierecksseite 2'U in dern zu P ge. 
horenden Anschlnsspunkt A P .  Der durch PA,Y, gehende Kreis schneidei 
den Kreis A in einem Punkt  '4' und die Seite F D  des Fachvierecks TAFD 
iu einem Punkt  A. Die vier Punkte PUYf&'  liegeri auf einem Kreise. 
Hiernach i s t ,  wenn wir die mit bezeichnete Gerade A'P ziehen, der 
VCTinkel PiI'.ip = P A P A ,  und ferner Winkel Y Ut = PYrF = PAPA,  also 
PWW = P u t ;  folglich geht die Gerade AY' durch den Punkt 1. 

Da die Gerade PA,, den Kreis 1 berührt,  so sind die Geraden P X f t ,  ApA 
parallel, und da P ein Punkt der zu dern Fachviereck T A F D  gehorenden 
Focale i s t ,  so geht gemass der Uarlegung in Art. 19 der Kreis IIApYr 
durch den Brennpunkt Pt der Parabel,  welche dic vier Seiten dieses Fach- 
vierecks berührt. Dernnach sind A,, A die zu dern Punkte P gehtirenden 
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Anschlusspunkte auf den Sttiten T A ,  F D  dieses Fachvierecks. I n  analoger 
Weise ergiebt sich, wenn wir auf TV den Anschlusspunkt D, bestiuirnen 
und durch PD,,Xt einen Kreis beschreiben , dass derselbe durch den 
T'arabelbrcnnpunkt Pt geht und die Seite A F  des Fachvierecks T A F D  in  
dern su P gehorenden Anschlusspunkt A schneidet, wobci D,A parallel 
P I F t  ist. Sind also die Anschlusspunktc APi  DP construiri und ziehen wir 
A p A  ~ara l le l  P X t ,  D,A parallel P Y I ,  so sind A,, A ,  A ,  D, die zum 
Ponkte P gehürenden vier Anschlusspuukte auf den Seiten des Fach- 
vierecks Y'AlïD. In  Fig. 2.5 sind ferner die zum Punkte P gehtirenden 
vier Anschlusspunkte B,, B, T, Cp auf den Seiten des Fachvierecks QB P C 
construirt und dadurch ist der Punkt P zugleich auch a n  die beiden 
anderen Fachvierecke C A F B  , W C F D  angeschlossen und wir erhalten 
den Satz: 

B e i  e i n e m  B r e n n p u n k t m e c h a n i s m u s  k a n n  d e r  
P a r a b e l b r e n n p u n k t  I', w e i c h e r  i n  d e n  A n s c h l u s s -  

p u n k t e n  A,, BPI Cp, D, m i t  d e n  S e i t e n  T U ,  UV,  VW, WT 
d e s  S t a m m v i e r e c k s  T U V W  g e l e n k i g  v e r b u n d e n  i s t ,  a n c h  
i n  d e n  P u n k t e i l  A,  B, r, A m i t  d e n  z u  e i n e m  L e l i e b i g e n  
B r e n n p u n k t  F g e h o r c n d e n  G l i e d e r n  A F ,  BF. CF,  D F  
g e l e n k i g  v e r b u n d e n  w e r d e n .  

Der so erhaltene tibergeschlossene Mechanismus in Fig. 2 5 ,  bei dem 
acht Glieder im Punkte P ein gemeinsames Gelenk besitzen, enthlilt vier 
Brennpunktmechanismen, hei denen die vier zu F  gehtircnden Fachvierecke 
F A  TIR, F B  V C ,  F C  W D ,  F D T A  als Stammvierecke auftret,en; und 
in jcdcm diese; Brennpunktrnechanismcu befinden sich zwei Paare iihnlicher 
Fachvierecke. Die vier Gruppen von den vier zugehorigen Anschluss- 
puriklen AA,B,B, BBpC,r, rC,B,A, A D p A , A  liegen auf je eiuern 
lireise. 

In dern Brennpunktmechauismiis mit dem Stammviereck F D T A  und 
Viergliedpunkt P ist  

PA,, TD,, n, F A  PA.  

In dem Brennpunktrnechaniumiis mit dern Stammviereck F B  VC uud 
Viergliedpunkt P ist 

VCpPBp rv P B F r .  

Es ist ferner in dern nrennpunktmcchanismus mit dern ursprünglichen 
S:ammviereck T U V W  und dern Viergliedpunkt P  

PA,TD, ru VC,PB,; 

also sind die Vicreclre F A P A ,  PBE'T, welche die gemcinsamc Diagonale 
PE' besitzen, sgmrnctrisch congruent, und dern zu Folge ist 

F A -  P B ,  F B =  P A ,  E ' A = P r ,  F r = P A .  

Hiernach sind in dern bet,rnchteten tibergeschlossencn Meclianismiis die 
Vierecke FAPB,  F A P r  gelenkige Antiparallelogramme, und es bolinen 
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aus demselben die in Fig. 26 und 27 dargestellten übergeschlossenen 
Mechanismen entnommen werden, in denen nur noch ein überz~hliges Glied 
enthalten ist. 

21. Da die Focale <p des Fachvierecka T A F B  in Fig. 28 durch den 
Parabelbrennpunkt P des Stammvierecks T17VW peht ,  BO folgt, wenn 
wir das Viercck TAFD als ein Stammviereck betrachten. an dessen 
Seiten T A ,  T D  der Punkt  P angesehlossen is t ,  dass auch die 
Focale des Fachvierecks TApPU,, durcli den Parabelbrennpunkt Pt dieses 
Stammvierecks TAFD geht; und wir erhalten den Satz: 

B e i  c i n e m  R r c n n p u n k t m c c h a n i s m u s  e r f ü l l e n  d i e  
P a r a b e l b r e n n p u n k t e  Pt a l l e r  F a c h v i e r e c k e  I 'AFD, 
w e l c h e  d i e  g e m e i n s a m e  E c k e  T b e s i t o e n ,  d i e  F o c a l e  d e s  
V i e r e c k s  l ' A p P D p .  

Ilae Analoge gilt für die anderen Fachvierecke, welche resp. die 
gemeinsame Ecke U, V, PF' besitzen. 

Bezeichnen wir den Schnittpunkt der Geraden P D p ,  E'D mit b 
und beschreiben wir den durch Pl F, b  gehenden Kreis I l  so folgt nach dem 
Sat,ze i n  Ait.  16,  dass dieser Kreis die Focale rp des Stamrnvierecks 
T U V W  im Punkte P berührt und auch die Schnittpunkte a ,  6 ,  c der 
Gcradeiipaare PA, F A ,  PB, F B ,  PC,I F C  enthalt. 

Sind in Fig. 29 auf den Seiten eiues Dreiecks DDpb die Punkta Xt  
P, F beliebig angenommen, und beschreiben wir die Kreise XID,P, 
P b F ,  E I D X t ,  so schneiden sich diese drei Kreise nach einern bekannte~ 
Sa tm in einem Punkte Pt .  I n  Fig. 28 schneiden sich die nicht ge. 
zeichneten Kreise X I  Dp P, F D X t  in dem Brennpunkt Pt der-Parabel des 
Fachvierecks T A F D ;  folglich geht auch der mit f bezeichnete Kreis PbI' 
durch diesen Parabelbrennpunkt Pt und es ergiebt sich: 

D e r  d u r c h  d i e  P u n k t e  Pl F g e h e n d e  K r e i s  f ,  welcher 
d i e  F o c a l e  <p d e s  S t a m m v i e r e c k s  TUVW i m  Parabe l -  
b r e n n p u n k t  P b e r ü h r t ,  g e h t  d u r c h  d e n  P a r a b e l b r e n n .  
p u n k t  Pt d e s  F a c h v i e r e c k s  TAFD u n d  s o m i t  a u c h  d u r c h  
d i e  d r e i  P a r a b e l b r e u n p u n k t e  d e r  d r e i  a n d e r e n  Fach. 
v i e r e c k e .  

Da der Kreis f die Focale cp aber nocli in einem zweiten nicht ange- 
zcichnctcn Punkt F' schncidet, zu dern auch vicr Fachvierecke gehoren, 
so enthalt dieser Kreis auch die vier Paralelbrcni~punkte dieser vier 
Fachvierecke. Der Kreis f schneidet demnach die Focale nt des Facb 
vierecks TAp P D p ,  welche alle Parabelbreniipunkte der an der Ecke T 
befindlichen Fachvierecke T A F n  enthtilt, nur in den beiden Parabel- 
breilnpunkten, die den Punkten F, F' entsprechen ; folglich rnuss dieW 
Rreis auch die Focale 7ct des Vierecks T A p P D p  im Puukte P berühren, 

der also eiii Berührungspunkt der beiden Focalen 9, nt k t .  Dasselbe 
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gilt dann auch von den nicht gezeichneten Focalen n,, nV, TC,, welche 

die Parabelbrcnnpunkte der resp. an den Ecken U, P, W bcfindlichen Fach- 
vierccke enthalten. 

Jedem Viergliedpunkt F auf der Focale cp entspricht hiernach ein- 
deutig ein Parabelbrennpunkt YI auf der Focale nt und je zwei entsprechende 
Piiukte F, PP,iegen auf einem Kreise E l  der die beiden Focalen im 
Punkte P berührt. Jeder solcher Kreis f schneidet die Focale rp in je 
zwei Punkten, deren Verbindnngsgeraden durch den unendlich fernen 
h n k t  O" diescr Focale cp gehen und demnach der Mittellinic m derselben 
parallel sind, und schneidet ferner die Focale nt in je zwei Punkten,  deren 
Yerbindungsgeraden durch einen Punkt dieser Focale nt gchen. 

Befindet sich der Punkt F i n  Pl dann fillt  der entsprechende Punkt Pt mit 
dem Parabelbrennpunkt TTt des Vierecks TA,PD, zusammen. Der Kreis 5, 
welcher in P die Focale g, berührt und durch Tit geh t ,  hat demnach drei 
~nendlich nahe Pnnkte mit der Focale rp gemein, und ist also der 
Krümrnungskreis fur den Punkt P derselben. Der Krümmungskreis t ,  dessen - 
i\Iittelpunkt mit , bezcichnct is t ,  gcht auch durch den Punkt N der 
Focale rp, den Fusspunkt der von P auf die Verbindungsgerade der in  
Art. 5 ersiihnten Grundpunkte E, L gefillten Senkrechten. Der Krürnmungw 
kreis < entliilt demnach die vier Parabelbrennpunkte TTr, TT,, Ti,, Dm der 
vier zu dem Viergliedpunkt P gehorenden Fachvierecke und ferner die vier 
Parabelbrennpiinkte der vier zu dem Viergliedpunkt A' gehorenden Fach- 
vierecke. 

Verlegen wir F nach V, dann flillt der entsprechende Punkt  Pt mil, P 
zusarnmen. Nehrnen wir E' in T liegend a n ,  dann schrumpft das Pach- 
viereck TAFD in den Punkt T zusammen und es ist  demnach T ein 
selbstentsprechender Punkt  der beiden Focalen cp, nt. 

Es ergiebt sich, dass den Grundpunkten K :  L auf der Focale p die 
Grundpunkte K I ,  Lt au€ der Focale n t  entsprechcn, und dass die Mittel- 
linien m, mt der Focalen q ,  nt sieh in der Rfitte p auf der Tangente PO 
schneiden, welche die beiden Focalen v, nt in P berührt und die Focale IJJ 
im Tangentialpunkt O trifft. Demnach gehen auch die MitteIlinien der 
drei anderen Focalen z,,, TC,, z, durch den Punkt p. Ferner liegen die 
I'uuktc T N n t  auf einer Geraden, und wir erhalten den Parabelbrenn- 
punkt TTt des Fachviereckv TB,PD, durch die Gerade TN, die den 
Kriirrmuugskreis 6 andererseits im Punkte TTt schneidet. In  gleicher Weise 
erlialten wir durcli die Geraden UN, VW, WN die Parabelbrennpunkte 
r[,(, n,, Il, auf dem Kreise i. 

II. Verallgemeinerung der Brennpunktmeehaniemen. 

22.  Um allgemeinere Breilnpunktmechaniemen zu erhalten, erweitern 
wir unsere Betrachtung eiues in E'ig. 30, Taf. V gezeichneten Brenripunkt- 
~echanismus, bei dem ein Viergliedpunkt FI in den Anschlusspunkten A, 
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B ,  C, D mit dem Stammviereck TUVW verbunden ist. Wir ziehen die 
von Fl ausgehenden vier Diagonalen FIT, li; U, FI P, Pl W der vier Fach. 
vierecke. Auf der einen Diagonale TT nehmen wir einen beliebigen 
Punkt  Tl a n ,  ziehen zu E;A die Parallele Tl%, welche TU in 2, F,O 
in  O; schneidet, zu Pl D die Parallele T1D,  welche TW in D, Pl W in Wl 
trifft. Ferner ziehen wir zu FIB die Parallele Ul 23, die auf U P  den 

Punkt  B bestimmt, zu P I C  die Parallele W I Q ,  welche T7,B in VI und 
VW in & schneidet; daun liegt der Punkt  7, auf der Diagonale F,V, 
Denn es ist 

T A  -- T D  UA 1 W D  WC -- -- - - 
%A B B '  --.- a DD' -- D D  Q C  

und bei dem Brennpunktmechanismus 

also 

T A  W C  UB I 'D 
-- - - - -  
UA VG' V B - W D '  

Uieser Construction zufolge ist 

7BVl',& c v  VBli;C, WQW,D cu WCF1D, 
und ferner 

T91TlD ni V l & V 8 ,  UW U I B  w Wl&WD. 
' Demnach ergiebt sich dic Aehnlichkeit der folgenden Dreiecke: 

T I P W w F I T I U l ,  F I W T ~ F I U l ~ ;  

folglich sind die Vierecke TUVW, VI W,T, Ul entgegengesetzt 5hnlich und 

der Punkt  li; ist der selbstentsprechende Punkt  für diese entgegengesetzt 
ahnlichen Vierecke. 

Hiernach konnen wir die eingefügten Vierecke SS) Tl a, Ui21 U,& 
V B  Pl &, W6 W l  53 als Gelenkvierecke betrachten, und es ist T, UIV,Wl 
ein Gelenkviereck, dcssen Seiten in den Punkten '21, 23, Q ,  IS) mit d ~ n  
entsprechcnd bezcichneten Seiten des Gelenkriercckes TU V W drehbar ver- 
bunden sind. Lassen wir die Glieder Ali;, BFl, C P l ,  DFl m g ,  so er- 
halten wir den in Pig. 31 gezeichneten übergeschlosserien Mechanismns, 
der auch von K e m p e "  angegeben wurde. Bei diesem Mecbanismus 
schneiden sich die vier Diagonalen T Tl,  OU,, VV,, WWl wghrend der 
TZewegnng bestandig in einem Punkt E;, der ein Rrennpunkt eines dem 
Gelenkviereck TU V W eingeschriebenen Kegelschnittes und zugleich ein 
Brennpunkt eines dem Gelenkviereck T, Ul VI Wl eingeschricbenen Regel- 

* Proçeedings of the London Mathematical Society 1877-78. V. IX. p. 138. 
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schnittes ist;  deshalb wollen wir diesen tibergeschlossenen Mechanismus 
einen a l l g e m e i n e n  B r e n n p u n k t m e c h a n i s m u s  nennen. 

Der im Vorhergehenden betrachtete specielle Brennpunktmechanismus 
geht aus dem allgemeinen Brennpunktmechanismus Fig. 30 in verschiedener 
Weise als besonderer Fa11 hervor. Wenn wir einen Brennpunkt I;; an- 
nehmen und die Ecke Tl auf der Geraden l 'F1 nach li; verlegen, dann 
schrumpft das Gelenkviereck Tl Cl, V I  W1 in  den Punkt Pl zusammen , und 
wir erhalten einen speciellen Rrennpiinktrnechaniamus mit  dern Stamm- 
viereck TLJFW und dem angeschlosscncn Viergliedpunkt FI. Verlegen wir 
dis Ecke Tl auf der Gernden T F ,  nach T,  dann erhalten wir einen 
speciellen Brennpunktrnechanismus , dessen Stammviereck V% V,Q und 
dessen angeechlossener Viergliedpunkt T ist. Analog ergeben sich drei 
andere specielle Drennpunktmechanismen, wenn mir resp. die Ecken Ul, 
VI, Wl nach U, V, W verlegen. 

23. Behmen wir a n ,  es sei in Fig. 30 ein Mechanismus gegeben, der 
zuniichst aus den bcidcn Gelcnkvicrecken: %T,D T, fl U I B  LT mit den go- 
meineamen Seiten TU, % U ,  gebildet is t ,  und ziehen wir die beiden Diago- 
nalcn TTl CU,, die sich im Punkte Pl schneiden, so k6nnen wir ,  indem 
vir F1 A ,  J', B ,  FI D resp. zu Z Lil, 23 U,, 13 Tl parallel ziehen, den 
Punkt F; durch diese neuen Glieder mit dem Mechanismus gelenkig ver- 
binden. Der so a,ngeschlossene Celenkpnnkt F, bleibt dann wiihrend der 
Beweguug bestbdig der Schnittpunkt dicser beiden Diagonalcn. Setzen 
wir nun voraus, dass bei diesern Mechanismus die Winkel 5% U ,  und 
TD Tl sich bestiindig , wie im belraehteten Fall, zu zwei Rechten erganzen, 
oder gleich sind, dann ist auch U B F 1  + I 'DF, = 2 R oder U B  li; = 7'DFl. 
Dem zufolge kann, wenn wir den Winkel BP,V = D T T l ,  und 
DF, W = BU U, machen, das Glied V W  eingefügt werden. Der Schnitt- 
punkt VI der Geraden li;V, il? VI und der Schnittpunkt W ,  der Gcraden 
F, W ,  %? Tl liefern die Gerade TVl V , .  welche VW im Punkt  6 trifft; und 
Lehen wir noch F I C  parallcl zu WIVl ,  so erhalten wir duïch jene beiden 
verbundenen Gelenkvierecke den in Fig. 30 dargestellteu Mechanismus. 
Wir konnen die Piinkte V,  W anch ohne die Ceraden F I B ,  I;;D erhalten, 
wenn wir durch Pl die Gerade F I B  so ziehen, dass sie mit der Geraden 
U, 23 den Winkel 8 VIV = T Tl bildet, und ferner durch FI die Gerade 
FI IV so ziehen, dass sie mit der Geraden Tl% den Winkel ib U; W= 23 U U, 
einschliesst. 

Hiernach konnen wir den Mechanismus in Fig. 31 in dreierlei Weise 
als einen allgemeinen Brennpiinktmechanismns betrachten: Erstens die 
beiden entgegengesetzt ahnlichen Gelcnkviereckc T U V  W, I; U, VI TVl mit 
Auschlusspurikten SI, B ,  Q ,  52 und den sich im Brennpunkt FI schnei- 
denden Geraden TT;, U LI,, VP;, WW; ; zweitens die beiden entgegen- 
gesetzt iihnlichen Gelenkvierecke TrL1 Z l  'a, VZî Vl Q mit den Anschluss- 
punkten U ,  Lrl, W,, V und den sich im selbstentsprechenden Piinkt oder 
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Brennpunkte FII treffenden Geraden T VI % 2 3 ,  T,  V I ,  E 6 ;  drittens die 

beiden entgegengesetzt iihnlichen Gelenkvierecke U SI CIl B, W 2  6 mi: 
den Anschlusspunkten T, T, , V , ,  V  und den durch den selbstentsprechenden 
Punkt  oder Brennpunkt FIIr  gehenden Geraden UW, )21 S ) ,  U, W l ,  80. 

Wegen der Gleichartigkeit der Beziehungen der verbundenen Gelenk- 
vierecke T U  V W, T I U l  V ,  P i ;  k6nnen wir, wie in Fig.  32, den Punkt FI ai:ch 
mit den Seiten des Gelenkviereckes Tl 17, V,  U, in den Punkten A l ,  B,, C,, D, 
verbinden, wenn wir F I A l  1 TU,  FIB, 1 UV, F,C, ( 1  V W ,  2<,D1 1 '  W T  zichen. 
Der Punkt Pl ist demnach als cin Achtgliedpunkt durch vier Glieder mi; 
dem Gelenkviereck TU Y W und zugleich durch vier Glieder mit dem Geleuk. 
viereck T l  U, Vl W, verbunden. 

Wie den Punkt 4 ,  so k6nnen wir auch die Punkte FIr, Fra :n 
Fig. 33 als Achtgliedpunkte in analoger Weise durch je vier Gliedir 
resp. mit den bciden entgegengcsetet iihnlichen Gelenkvierecken T a  l ' , Y [ ,  
V l  8 V 6 und u',U U 1 B 1 ,  WG verbinden. Es  konnen also die drei Puckte 

Ir;, f i l  , als Achtgliedpunkte , jeder durch acht Glieder, an die Seiten 
der beiden verbundenen üelenkvierecke ï' UV If;  T, U, V ,  VI angeschlosien 
werden. 

24. Betrachten wir in Fig. 32 das Gelenkviereck Z'qI T l  a, an dessen 
Seiten der Punkt 4 durch die Glicder F I A ,  4 . 4 ,  , F I U ,  , FI D angeschlosren 
is t ,  gesondert in der veriinderten Gestalt Fig. 3 4 ,  so erkennen wii, dass 
dieser Meclianisuius k e i  n Brennpunktuiectianismuv ist ; denu es sirid dio 

Vierecke ï;4 F, U ,  &A, Tl U, gleichsinnig ahnlich und die beiden Tierecke 
21 A E; A , ,  W D ,  F, D nicht Zhnliche Parallelogramme. Dieser Mechanisrnui, 
der aus zwei verbundenen Pantograph~n hesteht, ist ein specieller Fall 
des allgemeineren aus zwei Pantographen gebildeten Mechanismls in  
Fig. 33. 

Bei dem in Fig. 36 dargestellten übergeschlossenen Mechanismus, der 
aus zwei S y l v e s t e r ' s c h e n  Pantographen gebildet is t ,  sind die Dreieckr 
T U A ,  ï' W D  und W VC,  l J V B  iihnlich; demnach Sind die beiden Gelenk- 
vierecke TA FI D,  FI B V C gleichsinnig ahnlich und die beiden anderen 

Gelenkvicrccke nicht ahnliche Parallelogrammo. Au3 diescm Mechanismus, 
bei dem die Anschlusspunkte A ,  Hl Cl D des Punktes Fl nicht aiif den 
Seiteii des Gelenkvierecks TD'V W liegen, geht der Nechanismus iii Fig. 34 
auch als besonderer Fall hervor, wenn wir die Auschlusspunkte auf die 

Seiten dieses Gelenkviereckes legen. 

25. Es  ist in Fig. 31 der Winkcl Vil3 & = Tl%)%, U B  %= IF, 26. 
also 21 8 0 + 2% 6 = 180" und hieraus folgt der  Satz: 

D e i  d e m  a l l g e m e i n e n  B r e n n p u n k t m e c h a n i s m u s  liegeo 
d i e  v i e r  A n s c h l u s s p u n k t e  %, 23, 0, D d e r  b e i d e n  v e r -  
b u n d e n e n  G e l e n k v i e r e c k e  T U  V W ,  T,TJlV,W1 aaiif einem 
K r e i s e .  
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Wegen der analogen Beaiehungen liegen demnach auch die vier An- 
schlusspunkte U W, Ul W der Gelenkvierecke T Z  Tl D , Vil3 VI 7,& auf je 
einem Kreise und ebenso liegen auch die vier Anschlusspunkte TTl Y,  V 

der Gelenkvierecke U B  U ,  '11, WC5 W l  Q, auf einem Kreise. 
26. Nach Art.  17 erhalten wir durch die Construction eines Brenn- 

piinktmechanismus zuglcich awei andcre Brennpunktmechanismen, indem 
wir jedes der vier Anschlussglieder eines Viergliedpnnktes bis zu den beiden 
Gliedern verlangern, welche mit diesem Anschlussgliede an derselben Seite 
des Stammvierecks angeschlossen sind; demnach ergeben sich in analoger 
Weise auch in Fig. 37 drei allgemeine Brennpunktmechanismen, die als 
getrennt ail betrachten sind. Durch die vier Seiten des Vierecks TUVW, 
die wir als die vier Seiten eines vollstandigen Vierseits aiiffassen, werden 
dis drei Vierecke Y'UITW, I ' Y P X ,  U Y W X  gcbildet, welche wir gctrennt 
al8 Gelenkvierecke anaehen. Ebenso werden auch durch die vier Seiten des 
Viereckev Tl U, VI Wl ausrer diesem noch die lieiden Vierecke Tl Y, VIX1, 
UIY, W,X, gebildet , die resp. mit jenen drei Gelenkvierecken verbunden 
werden konnen; denn durch die Verliingeriingen der Seiten des Vierecks 
TIF ,  VI W ,  e r h a l t ~ n  wir resp. die betreffenden Anschlusspunkte Xi X,, YJ,YJ, 
, . Hiernach ergeben sich die folgenden drei allgemeinen 
Brennpunktmechanismen : Erstens , die beiden verbundenen Gelenkvierecke 

l ' U V  W, Tl U, Y, W, mit den auf einem Kreise liegenden Anschlusspunkten 
3, B, 6, 2; zweitens, die beiden verbundenen Gelenkvierecke TYVX, 

T1Y, VIXl  mit den auf einem Kreise liegenden Anschlusspunkten 91, g,, 
X,, f drittens die beiden verbundenen Gelenkvieecke UY WX, Ul Y, W, Xi 
mit den auf cinem Kreiae liegenden Anschlusspunkten g,, g,, X,,, Tu. 

Jeder dieser drei Brennpunktmechanismen kann nach Art. 17 wieder 
in dreierlei Weise als allgemeiner I3rennpunktmechanismus aufgefasst 
werden und wir erhalten dann sechs Gruppen von vier An~chlusspunkten, 
die auf je einem Kreise liegen. 

Für die beiden eiitgegengesetzt iihnlichen vollstandigcn Vierseite mit 
den sechs Ecken T U V  WXY, Tl Ul Y,  W I X l  Y ,  ist FI der selbstentsprechende 
Punkt und durch densellien gehen sechs Verbindungsgeraden der Le- 
treffenden Ecken, die aber nicht enhprechende Ecken sind. I n  gleicher 
Beziehung stehen die Punkte F I I ,  B i l l ,  f i v  als selbstentsprechende Punkte 
zu den betreffenclen Vicrseitcn. Wenn wir ferner beachten, dass je vier 
Snschlusspnnkte in  Fig. 37 auf einem Kreise und je drei Pole dcs 
3lechauismus auf einer Geraden liegen, so erhalten wir eine inerkwtirdige 
Configuration aus Kreisen und Geraden, auf die wir hier aber nicht weiter 
eingehen wollen. 

27. In Fig. 38 sind mit dcm gegebenen Gelenkviereck T U V W  zwei 
Gelenkvierecke Tl 6; VI W 1  und <LI', 17, WB, die sich resp. auf die beliebig 
angenommenen nicht coujugirten Brennpunkte 4 ,  1.2 beziehen, in den 
Anschlusspunkten 211, 23, , 6,, 9, und a2, %, , O,, m, verbunden. 
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Betrachten wir niin zunachst die beiden Gelenkvierecke TD,T1E~, ,  T94?,S),, 

in denen die Winkel 2IlT,%,, a, T,%, bestiindig gleich sind, so konnen 
wir nach der in Art. 23 angegebenen Construction die beiden einfügba;en 
Glieder a', a', , bestirrimen , welche resp. die Glieder SIITl, 21, T, 
und 3, ï;, D,T,  gelenkig verliinden und ferner in 2" drehbar verbunden 
aind. Wir  ziehen die beiden Diagonalen a,%, , %,CD,, die sich ini 
Funkte ijt schoeiden, durch diesen Punkt ct ziehen wir die Gerade %',%',, 
so dass der Wiukel T,b',%', = T,&S ,  is t ,  und ferner die Gerade %',%'z, 
so dass der Winkel T, E', 'Ur, = Z', W, Dl ist. Dann erhdten wir die ent- 
gegengesetzt Lhnlichen Gelenkvierecke YI, a, SI', a', , a', a', D,Q, mit den 
selbstentsprechenden Punkt '3.t und die auf einem Kreise liegenden Anschluss. 
punkte 2: T', T l ,  T,. 

In  gleicher Weise erhalten wir vermittelst des Schnittpunktes 5, der 
Diagonalen S1,B1, %,B,  die beiden entgegengesetzt ahnlichen Gelenk. 

vierecke a, a, a', a', , B', B', BI B, mit den auf einem Kreise liegenden 
Anschlusspunkten U V '  II, U,. Ebenso ergeben sich vermittelst des Schnitt- 
punktes 5, der Diagonalen %, Q , ,  B,G, die entgegengesetzt Zhnlichcn Gelenk- 
vierecke Bra B', B, B2, El 6, Q', (S', mit den auf einem Kreise liegenden An- 
schlusspunkten V Ci'V7,P-,.  Hiernach sind danri auch die beiden Gelenkvierecke 

Q, cF,E', &', , D',E',!Q D, entgegengesetzt ahnlich; und wenn wir auch 
hier vermittelst des Schnittpunktes 8, der Diagonalen 6,E1, $CO, dis 
beiden verbundenen Vierecke constriiiren , so folgt, dass wir wegen der 

Eindeutigkeit dieser Construction dieselben entgegengesetzt ahnlichen 
Gelenkvicrccke mit dem auf einem Krcise liegendcn Anschlusspunkte 
W' W W2 Wl erbxlten. 

Das somit entstandene Gelenkviereck T'U'V 'W'  und das ursprüngliche 
Gelenkviereck T U  V W stehen zu den beiden Gelenkvierecken ï; U, V, Wl, 

T, Ii, V, V\ in gleicher Beziehung , sind also diesen entgegengesetzt ihnlich; 
und folglich sind jene beiden Gelenkvierecke in gleichem Sinn ahnlich. 
Wir erhalten demnach den Satz: 

Z w e i  G e l e n k v i e r e c k e  Tl U,V,W,, T,Ii,V,W,, d i e  dreh- 
b a r  a n  e i n  G e l e n k v i e r e c k  T U V l T  a n g e s c h l o s s e n  sind, 
k o n n e n  n o c h  m i t  e i n e r n  z w e i t e n  d i e s e m  Xhnlichen 
G e l e n k v i e r e c k  T'D''V'W" d r e h b a r  v e r b u n d e n  werden. 

Wir haben bei der Ableitung des betrachtet,en Uechanismus ange- 
nommen, dass I;, , I;; nicht conjugirte Brcnupunkte sind. Hiitten mir in 
Fig. 38 angenominen, dass F, ,  E; conjugirte Punkte sind, also beide zu 

einem dcm Viereck TCVFP eingeschriebenen Kegelschnitt gehoren, dam 
würden die Vierecke T a ,  Tl !Dl, Ta, T2 Slz entgegengesetzt ahnlich sein 
und nacli der ausgefiihrten Construction die Strecke $,T, mit &a2,, 
die Strecke D',D', mit 2,'3, zusamuient'alleu. Demnach werden danu 
die beiden Gelenkvierecke T' U'V'  W ' ,  T UF'W mit den auf ihren Seiten 
liegenden Gelenkpunkten sich decken. 
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Dieser übergeschlossene Mechanisuius wird, wie die schematische 
Zeichnung in Pig. 39 anschaulicher zeigt, aus vier Gelenkvierecken 
T UV W, Tl U, V I  W, , T' TÏ'  V'  W',  ï', U, V, W2 gebildet, die in geschlossener 
Folge gelenkig verbunden sind, und kann in vierlci Wciscn als aus 
vicr in geschlossener Folge verbundenen Gelenkvierecken bestehend auf- 
gefasst merden; deshalb wollen wir diesen übergeschlossenen Mechaniamus 
eiuen Vie  r u n g s m  e c h  a n i s m u s  nennen. Derselbe kann ferner auch in 
verschiedener Weise als aus zwei verbundenen allgemeinen Brennpunkt- 
mechanismen gebildet betrachtet werden. 

In  Bezug auf einen Brennpunkt FI in Fig. 38 giebt es unendlich 
viele iihnliche Gelenkvierccke Tl D; VI W1 in iihnlicher Lage, für die FI 
Aehnlichkeitspunkt ist;  und ebenso giebt es in  Bezug auf einen zweiten 
Breunpunkt II;  unendliche viele ühnliche Gelenkvierecke GU2 V, W, i n  
ahnlicher Lage, fü r  die F, Aehnlichkeitspunkt ist. J e  zwei von diesen 

Gelenkvierecken Tl Ul VI  W; , T2 Lr2 !,Y, W,, die an das Gelenkviereck T UVW 
angeschlossen sind , konnen mit einem entsprechenden ahnlichen Gclcnk- 
vicreck T'UrV' W' verbunden werdcn. Da der Winkel 0'%',21, = T D, T,, 
so sind die entsprechenden Seiten der zweifrtch unendlich vielen Gelenk- 
vierecke T' U' V '  W' parallel. 

Der Vierungsmechanismus ist reich an interessanten Folgerungen, 
und von den vielen speeiellen Fallen desselben wollen wir einige hervor- 
lieben. 

28. Lassen wir das Gelenkviereck TIUl VI Wl in den Brennpunkt Fl 
in Fig. 40 tibergehen, dünn werdeu die Seiten dieses im Punkte FI zu- 
sammengeschrurnpften Qelenkvierecks durch die Anschlussglieder FIAl, F , B , ,  
FIL',, FI Dl des Brennpunktes F, ersetzt: Diese Anschlussglieder und jedes 
in Beaug auf P, construirte Gelenkviereck T21J2 V ,  77, konnen mit cinem 
Gelenkviereck Z"U'Vf W' verbunden werden. Die unendlich vielen ahn- 
lichen Gelenkvierecke T'U'V'W', welche i n  diesem Fa11 auftreten, befinden 
sich in ihnlicher Lage ,  fiir die der Brennpunkt E; Aehnlichkeitspunkt ist. 
Eines von diesen Gelenkvierecken schrumpft demnach in dem Punkte FI 
zusammen und diesem entspricht ein hestinimtes Gelenkviereck T,U2V,W2, 

dessen Seiten zu den Anschlussglicdcrn F,A,, F&, B i C 2 ,  F,D, des 
Brennpuuktes P2 parallel sind. Um dasselbe zu construiren, ziehen a i r  
die Gerade h', 3( ,  die mit I.; Dl den Winkel 17, I;; St = E:, AB D, bildet, und 
A I D ,  in 5t schneidet; ferner ziehen wir durch St zu A, 17, die Parallele 
51%zr,Dz, welche die Punkte %,, a, bestimmt. Dann ergiebt sich das 

Gelenkviereck T,  Ii, Vz W 2 ,  dessen Ecken resp. auf den Gcraden F, T l  Fz U, 
F, VI F2 W' liegen und in den Punkten B, , B,, &,, 33, an das Gelenkviereck 
l 'UV  W angeschlossen iat. Um nun die Seiten FI 'SL', , B', , FIE",, j', 
des im Punkte li; zusammengeschrumpften Gelenkviereckes T'U' J7' W' zu 
erhalten, ziehen wir FI%', sol  dass der Winkel P', !Jl'z'r, = I;;lI,T ist, und 
in analoger Weise ergeben sich E; FS', , FI iS', , FI a',. 
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Wir erhalten hiernach eiiien Mechanismus, bei welchem ein Achtglied- 
punkt FI in  anderer Ar t  als in Pig. 32 durch acht Glieder an die Seiten 
der verbnndenen Gelenkvierecke TC'V W ,  T,Lr2 V ,  W, angeschlossen ist,  und 
dieser geht also aus dem Vierungsmechanismus i n  Fig. 39 hervor, wenn 
die heiden benachbarten Gelenkvierecke T,U,  I,V W ,  und T'U'V'F'  in je 
einen Punkt  übergehen. 

2!). I n  Fig. 41 is t  der specielle Fa11 dargestellt, in wclchcrn nsch 
Fig. 39 die gegenüberliegenden Gelenkvierecke Ti U, V I  Wi und <Ii2 V, JVZ durch 
die nicht conjiigirten Brennpunkte F I ,  F, ersetzt sind. Fig. 42 zeigt eioe 
weitere Specialisirung dieses Falles, wo die Brennpunkte tr;, F, auf den 
Seiten T W ,  CV gemeinsame Anschlusspunkte resp. R,,, iliz besitzen. Es 
wird dann auch das Gelenkviereck R ,  B, H', B', und Dl D, D', B', resp. durch 
den Punkt  B!,!  Dl, vertreten. 

Nehmen wir bei diesem speciellen Mechanismus in Fig. 43 noch einen 
beliebigen dritten Brennpunkt F3 eines ciem Gelenkvierek TUJ'N' ein. 
geschriebenen Kegelschnittes an,  mit  den Anschlussgliedern F, A , ,  F,R,, 
F3 C3, % D 3 ,  so giebt es auf dem Gliede P3A, einen Brennpunkt f, eines 
das Gelenkviereck A i A ' , ~ ' , A 2  berührenden Kegelschnittes und es kann fa 
a n  die Seiten dieses Gelenkviereckes angeschlossen werden. Dasselbe gilt 
von einem auf dem Gliede I; ,C,  liegenden Brennpiinkt f, für das Gelenk- 
viereck Ci C', C',C,. Um dies zu beweisen, verbindeo wir in Fig. 44 den 

Parabelbrennpuubt P des Gelenkviereckes T U V  W mit A, P,  , A, F 2 ,  A,F, 
i n  den Punkten A,, A,, A,, wie in  Art. 20 angegeben wurde, danu s i d  
die Winkel P A , A l ,  PA,A, ,  P A ,  A, gleich und es k6nnen die Glieder 
A , F , ,  F,A, ,  F,A, unter sich dnrch 2wt.i eingefügte Glieder f,a,, fa$ 
vcrbunden werden. Es Sind ferner die Winkel P A I F , ,  PA,  F ,  gleich, weil 
die Punkte Y ,  FI, F2 auf einer Geraden, die Punkte P, FI, Al ,  Y, und 
Pl F,, A,, Y auf je einem Kreise liegen. Wir  erhalten dann, indem wir 
den Winkel A,?Pf, gleich PA, FI oder gleich PA, F, rnachen, auf A,F, den- 
selben Gelenkpunkt fa für die beiden Glieder fa , ,  fa,.* 

Andere besondere Falle ergeben sich, wenn wir in Fig. 38 fiir da8 

Gelenkviereck ein gleichschenkeliges , oder ein Antiparallclograinm nehnien 
und ferner mie oben einige Gelenkvierecke durch Punktc crsetzen. 

Lassen wir in Fig. 38 die Gelenke T,UIVl W ,  und T,U,V,I.V, neg, 
dann erhalten wir den in Pig. 45 dargestellten übergeschlossenen. Dieser 
Mechanisnius bleibt noch übergeschlossen , wenn wir ferner drei Glieder, 
die je zwei Gelenke besitzen, herausnehrnen ; wir erhalten dann die in Pig. 454 
45 h , 45 c um die Halfte verkleinert gezeichneten Mechanismen. Werden 
aber  vier solche Glieder weggenommen, dann erhalten wir zwanglaufige, 

* Die Brennpuuktmechanismen in Fig. 8, 10, 2 5 ,  38, 41, 4 2 ,  43 wurden acs 
Aluminium angefertigt in dem mathem.-physik. Institut von Dr. Th. Ede l .  
m s n n  in Miinchen. Siehe Katalog inathem. und mathem.- physik. Instrumente. 
Hcrausgegeben Ion W. Dyck. 1892. S. 331 und ,,KachtragU 1593 zu demaelben, 
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aber nicht mehr tibergeschlossene Mechanismen; denn filr diese sind die 
Bedingungen der ZwanglZu6gkeit erfüllt." 

Wir haben in Fig. 36 einen &Iechanismus gezeichnet, bei dem dcr 
Viergliedpunkt FI an das Gelenkviereck T UVJY iu den Punkten A., B, C, D 
angescl~l~ssen is t ,  die nicht auf den Seiten des Gelenkviereckes liegen. 
Die Specialisirung dicscs übergeschlossei-ien Mechanismus fiîhrt, aber nicht zu 
den Brennpupktmechanismen. E s  ist  nun au vermuthen, dnss es eine 
andere Art der Anschlieesung von Punkten FI giebt,  wo die Anschluss- 
punkte nicht auf den Vierecksseiten liegen, aus der die Brennpunlrt- 
mechanismen als specielle Falle hervorgehen , und die Auffindung dieser 
Jfechanismen würde zu einer weiteren interessanten Verallgemeinerung der 
Brennpunktmechanismen führen. 
-- -- 

* Vergl L.  B u r m e s  t e r ,  Lehrbiich der Kinematik. 1888. Bd. 1, S. 426. 
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XII. 

Zur Theorie der Ausdehnung von Hohlkorpern. 

Von 

Dr. A. K u n z  
in Auysburg. 

Ij 1. I m  ersten Bande der physikalischen Revue" sind die "Unter- 
siichungen von A m a g a t  iiber die Rlasticitat fester Korper u rd  die Com- 
pressibilitbt des Quecksilbers" aus den franzijsischen Annalen vom Jahre 1891 
iibertragen, in welchen der Verfasser als Ausgangspunkt die Formel für 
,,die Aenderuug des Volutnens eines Kreisçyliuders mit eberieu Grund- 
flachen" nimmt : 

R 
1 v 1 

3 (1 - 2 E() (P, 1iI2 - P, BoZ) + 2 (1 + y) (P, - Po) % 
---. -~ - -- - - - - - - . . . Y b  

P - E  nuY - nlP 
Dabei ist P, der iiussere iicd Po der innere Druck, E der ElasticitEt~. 

modul (wie z. B. 20000 Kilogramm für den Quadratmillimeter Eisen) und 
1 .  

p die zweite Elasticitiitsconstante , welche P o  i 8s o n  als gleich - in allea 
4 

isotropen Korpern anuahm. R, ist der Lussere, R, der innere Radius und 
R, > R >  R,. 

Indem ich dem Ursprung dieser Formel nachforschte, der nicht ange- 
geben ist,  fand ich kllrzlich in den Vorlesungen über Elasticitat von 
F. N e u  rn a n n  , welche sein Schüler , Professor O. E. M e y e r ,  im Jahre 1885 
bei B. G. Teubner herausgegeben ba t ,  das Nothwendige , wenn auch nicht 
diese Formel selbst. L a m é  handelt in seiner Théorie mathem. de 1'Elasticiti 
über den IIohlcylinder vie1 kürzer irn Ij 67 bis 69 des vorgenannten Buche:, 
und die beiden anderen Schüler F. N e u m a n n ' s ,  C l e b s c h  und Kirchhoff, 
behandeln , der Erstere in seiner Theorie der Elauticitât,*** vom Jahre 1862, 
der Letztere in  seiner Mechanik vom Jahre 1876 nur die Hohlkugel. Diese 
folgt bei N e  u m a n  n in den $5 70 bis 74. 

* Herausgegeben vom Privatdocent Gr  a e t z i n  München. 189% (Diese Revue 
hat mit deniselben Jahre zu erscheinen aufgehort.) 

** Zwei Vcrsehen im Ziihler kanii man lcicht au den Dimeusionen und mitteld 
der von A m  a g a  t hernach vorgenomrnenen Discuseion erkenuen; sie wurden obeg 

berichtigt. 
*** I m  VIII, Bande diescr Zeitschrift wurde dieses Buch ausf'ührlich besprocbe~. 
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Die Hohlkugel erscheint hier in der Entwickelung wie in den Resultaten 
einfaclier als der Hohlcylinder"; ich lasse eie deshalb vorangehen in der 
folgenden Angaba der r i c  h t i g e n  Fmrneln, da sie bei C l e b s c h  durch 
Rechenversehen theilweise entstellt sind. Alsdann werde ich , ohne eine 
der bei N e u  m a n  n sich vorfindenden Eutwickelungeu zu wiederholen, zur 
Formel des Hohlcylinders und Dem, was daran hangt aber auch in den ge- 
nannten und mir bisher einzig bekannten Quellen nicht angegeben ist, übergehen. 

5 2. D i e H o h l k u g e l .  I n d e r n C l e b s c h i m $  18 I~eiderRest immiing 
der beiden Constanten der Integration ein Rechenversehen beging, wird 
die lineare Dilatation Q daselbst durch zwei Fehler (abgesehen von einem 
an den Dimensionen leicht erkennbaren Druckversehen) entstellt. Sie 
niuss heissen : 

a3 al3 
2(1-2p)(1)1a,B- Da3)  + (1 f p ) ( D ,  - D)--- 

r3  
e = 2 E jas --als) 

, 

wo E und p dasselbe bedeuten wie i m  5 1, a > r > a , ,  was dort 
R, > R >  R,, und a,nalog Il und D, den iiiisseren und inneren Druck, der 
dort Pl und Po lautet. 

1st Dl> D wie bei cinem Dampfkessel, so nimmt Q, wenn auch 
D , a , V D a 3  is t ,  ab mit dem Wachsthum des r von a l  bis a. Wenn zu 
D, > D aber D,a13< Da3 kommt,  so konnte im Zahler auch das neyative 
Glied den Ausschlag geben: lineare Cmtraction. 

Die cubische Dilatation ist a.  a. O. richtig angegeben: 

ich erinnere dabei wegen der Constanfen in dieser Formel an den:niassiven 
Quader, der von allen Seiten mit gleicher E'lachenkraft 1 dilatirt wird: es 

1 1 -Zp 
ist da - die Langsdilatation und --- 

E E 
die cubische, wenn nur ein einziges 

1 - 2 y  
der drei Seitenpaare auseinander gezogen wird; aber --- 

B 
ist aueh die 

Langsdilatation und drei Mal so gross die cubische, wenn die d r e i  Seiten- 
paare gezogen werden (A ist constant, nicht wie g von r abhangig). 

Für u1 = O  hat man die Vollkugel, für deren Dilatationen (wcnn D 
negativ ist) oder Contiactionen der eben aq-ezogene Vergleich mit dem 

Quader vollends passt da ist auch p constant und gleich 

Wenn aber im hohlkugeligen Darnpfkessel Dl so sehr tiberwiegt, dass 
wir D gleich Nul1 setzen konnen, so kommt zur Druekkraft Dl noch der 
Factor al3 : (a3  - uI3) aus der Raumgeometrie (nicht etwa ein solcher 

* Dies sagt auch L a  rué am Anfange seiner XII. Leçon. Vergl. unten Nachtrag II. 
Zei t sc l inf t  i. Müthematik u. Pbysik. 35. Jahrg. 1883. 4.Hoft. 15 
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nach àem Fliicheurnaasse) hinzu, den man  mit  geringer bIülie im GedBchtniss 
behalt. 

Und so k6nnte man scliliesslich , da  Du3 von Dl al3 in Ahzug kommt, 
die ganze Fcrmel-fur a ausweiidig hinschreiben. Dies ist hinsichtlich des Q 

aber  nicbt wohl moglich. 
5 3. C l e b s c h  b e r e e h n ~ t  aiicli noch die inneren Zug- oder Druck. 

spannupgen,  sowie die etwaigen Schubspannungen in de r  Kesselwandung. 
Man deiikt sicli dazu den bet,reffenden Elemcntarquader "ach eiuern Kugel- 
radius gericlitet. Dann ist voraul-zuselien (olirie Rechnung) ,  dass t,, f ü r  r 
dieselbe Formel l iefert ,  wie vorliin (- D) fu r  a. Letzteres Minuszeichen 
kommt herein,  weil D selbst einen Druck bedeiitet , und wir die drei 
Grfissen t , , ,  t,,, t,, zi~n!ichst; als Ziigspanniingen denken. Ferner ist a 
priori  k l a r ,  dass t,, = t3, sein mnss. 

I n  diesen beiden Formeln en t l id t  das Uuch wiederum Fehler, die 
theils mit den im 5 1 angegelienen zusnrnmenhiingeri, tlieils auch iiusserlicli 
( a n  den nicht klappenden Klammern z. B.) erkenntlich sind. E s  muss heissen: 

Wegen der Berechnung von t , ,  muss man  zu den Grundgleichungen, 
welche die Spannungen dureh die Verschiebungen ausdrücken, zurück- 

Dass die drei Schubspannungen t,, = t,, = t,, = U sind, i s t  entneder 
ohne Weiteres,  oder auch schnell a m  den genannten Grundgleichungeu zii 

entnehmen. 
Zur  Discussion setze man wiederum D = 0. Daun  erweist sich t,, 

als Druck (wcil a > r) und tP, als Zug. Beide sind a n  der  inoeren Kessel- 
fliiche (wo r = a,) am starksten. Da beginnt das Zerreissen. - Neu-  
m a  n n  füh r t  bei der Hohlkugel wie beirn Hohlcylinder die aussere , WirlmngY 
P als Zug ein (als in der VerlZngerung des Radius thatig) und die innere 
p als Druck ;  die entsprechenden Radien sind R und r ,  der  variable s ,  no 
R > s > r sein muss. Deshalb bilden bei N e u  m a n i l  diese Krafte Sumnien, 
wo iii den 53 1 und 2 Diirercnzcn stehen. Uei C l e  b S C  h gil t  der Zug als 
positiv , der  Druck als negativ. Bei K i r  c h h O f f entgegengesetzt. I m  
Kaclifolgenden sollen die Eezeiclinungeri vori C 1 e b s c h beibehalteri , 6 eu-  
m a n n ' s  Formeln demnacli entsprechend umgesetzt werden. 
- - -- - - - - - 

* In meineni Ta~chenbuche der Pestigkeitslehre, Berlin Ernst & Korn 1877, 
liaLe ich aiicli jeric Bezeichuurig vori C l c  b s L h adoptiit, 
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5 4. D e r  Ho  h l c y  l i n  d e r .  Die lineare Dilatation lin Quersclinitte 
der  Kesselwandung 

wo T[ den l h g s  der Cylinderachse wirksamen Zug bezeichnet, und 

dam lioinmt noch als lineare Geranderung langs dem Cglinder:  

1st sonlit Q ,  wie im 5 2 ,  mit  r veranderlich, so erweist sich glcich- 
falls, wie im 5 2 ,  die cubische Dilatation de r  Cylinderwandung 

A - 1 - 2 ~  [ , . ~ , u , ~ - D u ?  
E a" + TT] 

constant. Dei der Berechnung von A nsmlich fallen die zwei; das /3 ent- 
halt,enden, Glieder hinaus und es erweist  sich 

2nd nicht etwa gleich ( 2 ~  4 y). 
Wohl i s t  aber 

A ' = ~ Q  + y Sür 7 = a ,  

die cubische Dilatation des vom Cylinder umscl-ilossenen Hohlraumes. 
N e u m a n n  macht auf diesen Cnterschied a m  Schlusse des 5 67 aufmerk- 
sain, ohne indessen A' anzugeben. Ich  setze deshalb dasselbe hier ber:  

norin für A gemiiss der  drit tvorhergehenden Gleichung eingesetzt werden 
kann. Tch unterlasse dies,  weil sogleich aiich noch fiir Il daselbst ein- 
gezetzt werden wird. 

5 5. N e u m a n n  macht narnlich im  5 68 als erstes Beispiel zum Vorigen 

In diesem einfactien Ueispiele einer gezogenen K6hre ergeben sich die 
beiden Elasticit%tsconstanten E und p der Isotropie experimentell beziehungs- 
meiçe aus y und a " :  p ist hier Nul1 , und deshalb A = A'. 

* Auch H a n s  G o  t z  und ich haben sich mit solchen Messungcn von p be- 
fasst; siehe Repert. d. Fhgs. v. 1. 1886 und 1987. 

1 5 *  
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Im 5 69 ,der Rohlcylinder unter innerem llruckeu kommt als zweites 
Beispiel LI = 0 und ,,der Hohlcylinder sol1 an seinen beiden Enden durch 
zwei ebene Platten, deren Elasticitat nicht in Betracht kommc, gcschlossen 
seinnu Das Buch setzt dann vermoge 

oder nach der Bezeichnung im 5 4 

und ~ p r i c h t  ,von der raumlichen Dilatation des Cylinders nr82a 

für irgend eine Stelle der Cylinderwandu. 
Dies ist eine ideale Auffassiing, welche in dem gleich darauf folgonden 

Satze an RealitBt gewinnt: ,Hiemus ergiebt sich die Erweiteriing des 
inneren IIohlraumes, indem wir fiir die variable Grosse r den Werth a, 
einuetzen." 

Letzteres habe ich am Schlusse des § 4 getban. 
Ohne die Beschrankung D = O bei N e u  m a n  n habe ich die llechnung 

alsda,nn noch diirchgeführt und set,ze demgemiiss im 5 4: 

n , a 1 2 - D a 2  . 
T T -  al" 

es wird dann: 
1 - Z p ,  D 1 a l 2 - n a 2  

O l = " J z  
- 

E a2 - al2 ' 
folglich 

1 - 2,u D,aI2 - Da2 A z 3ru = 3 . .  
E a2 - al2 

die cubische Dilatation der Wandung. Ihre lineare im auerschnitte aber 

womit man die erste Formel des 5 2 vergleichen moge. 
Die cubische Dilatation des eingeschlossenen Cylinders ist  nach der 

letzten Gleichung des 5 4:  

Dieses constante A' (hinsichtlich r )  springt an  der Grenae r == a, zum 
constanten Werthe A ftir die Wandung hinunter. Aber wenn man gemtisg 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



der oben erwahnten idealen Auffassung einen Cylinder von r > a.l (bis r = a) 
v o l l *  denkt, so ist dessen cubische Dilatation: 

Dies iat die Formel des 5 1, wenn man daselbst die drei Differenzen, 
welche die beiderlei D und a enthalten, umkehrt. 

So ist aiich für die Hohlkugel im 2 das dortige 3 g ,  wenn für Y 

gesetzt wird a,, die innere, und das dortige A die für die Wandung allein 
teltende cubische Dilatation. I n  dem numerischen Beispiele der Thermo- 
meterkugel von N e u m a n n  (9 72) springt der erstere Werth zum letzteren 
wie 9 auf 4. Aber 3 6  ohne Substitution für r, welches von a, bis a alle 
Werthe haben kann, ist auch die i d e a l  e cubische Dilatation aller ent- 
sprechenden (v O 11 gedachten) Hohlkugeln. 

5 6. A m a g a  t bespricht hsrnach von dieser ,Gleichungu folgende Balle : 

dV , 1 ( 5 - 4 p ) R , 2  
1) Po = O und R = R, liefert - = A = - - 

P B .  Z , B - ~ P ~ ~  O 

als cubische Compression des Hohlraumes im Cylinder (das daselbst fehlende 
X kann der Leser unschwer erganzen). 

Ich ftige bei 3(1-2p.)  RIa 
A=---. 

E R,Y - R 2 Pi 

als cubische Compression der Wandung des Cylinders. Der im vorigen 
Paragraph erwiihnte Sprung mit 9 auf 4 bei der Hohlkugel ist  beim 
Hohlcylindcr gegeben durch 

2) P,=P,=P und R=Ro liefert A ' = A = -  3 ( l - 2 d p  
E 

3) Pl=O und R=R,. 

Dieue zweite Substitution für das allgemeine R liefert, gewisserrnassen 
als zweite reelle Anwendung der idealen Formel, die cubische Dilatation 
des iusseren Cvlinders 

(E wiederum wie bei 1) zu erganzen.) 
Nennt man mit A m a g  a t  das innere Volum V0, das iiussere Pl, so 

ist hei gleicher H6he der Cylinder in 1) und 3) und bei gleichem Drucke 
(beziehungsweise aussen und innen) die absolute Raumminderung von Vo 
gleich der absoluten Raumrnehrung von VI. (Mit dem Worte ,absolut" ist 
dV gemeint, statt  des sonst gebrauchten d P :  V.) 
- - --- - - 

* Wobci aber dennoch der innere Druck D, an a, wirksam bleibt. 
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Der N u t ~ e n  dieser Substitution K 2 fi1 leuchtet aus der Probe ein, 
die ich machte mit der Benutnung von A für die Wandung allein und 
von A' für den Hohlraum i/T,. Es muss ,,absolutu, wenn man das letzt 
angegebene A' für V, mit x bezeichnet und die Cylinderhohe, sowie n und 
die Driickkraft wegliisst : . 

(Mehrung des Hohlraumes) (Mehruug der Wandung) 

welclie Probe natürlich zutrifft. 
Andere Substitutionen für das allgemeine II als diejenige von R, und R, 

habeu ersicht,lich keine praktische Bedeutung. 

§ 7. Ich fahre nocli fort mit dem zweiten Beispiele von  Neuinaiin 
(5  G9), siehe 5 5 oben, für  welches icli auch ohne die Ueschrbkung, dasa 
der Ziissere Druck D = O sei ,  die Hauptspaunungeii f i l ,  t,, , t,s berechnete 

im Hohlcylinder (vergl. 5 3 mit der Iiohlkupel). 
Dass die eine derselben wiederum Ti is t .  oder 

D, a," D aa" 

leuchtet von selbst ein. Die heiden anderen ergeben sicli 

F ü r  r = a, wird t,, = - D, und für r = a m u s ~  ti2 = - D werden, 
wie vorauszuseheri. Aber tg3 wird im ersteren Falle 

- - 

-,a" 

und im letzteren 
2D,  a,2-B(a" al2) 

Ftir einen Hochdruckdampfkessel mag D vergleichsweise Nul1 gelten, 
so ist die irn Inneru desselben liirigs einer ?iIimtellinie ihn zur Explosiou 
bringen wollende Spannliraft : 

a2  + - Dl. 
a2 - a," 

8. D~esen  Ausdruck hat  auch N e  uni  a n n (gemiiss der von m:r im 
Eingange des; 9 7 ermiihnten Reschriinkung) und discutirt ihn an dem 

Eeispiel einer von ihm untersuchtcn Spiegelglastafel. Dns Buch iieunt ala 
,ElasticitXtsmodul dieses Glases 1320 000 Atmospliliren, das heisst , wenn 
auf dieses Glas eiu allseitiger Druck von n Atrnosphliren ausgeübt wurde, 

so  betrug die lineare Zusamrnendrückung: 
'n 

ij = - 
1 Y20 UOO 
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Wenn man unter  Elastici tatsmodul n u r  düs obige E und unter  der  
zweiten Elasticitiitacoustanten das obige p versteht*, so ergiebt sich 

1 
i iud ,  wenn wiederum p = - angenommen wird ,  

4 
E = 660 C O 0  Ki lop ra r~ i~o  durch Quadrrrtcentirrieter. 

,,Niln zerbrach àiese Glaspla t te ,  a ls  die lineare Dilatation 1 : 14-10 
betrug bei eiiiseitiger Zusammendrückungu und K e  u m a n  n bereclinet aus 

,dass ein Druck oder Zug  von wenigstens 400 Atmosphkiren n8thig ware, 
um eine Spiegelglnstafel zu zerreissen.' Aus  le t~tei .  Gleichung würùe  
n = 460; mi t  der  kleineren Zahl 400 ist vielleicht derri Abstande zwisçheri 
E1açtic;tiitsgrenze und deni Zerbrechen oder überhaupt der  Sicherheit  einige 
Rechnung getragen worden. 

Tlas Rnde von 6 7 und  d e r  Anfang von 3 8 liefern jetzt  

a h  theoretische Grenze der Kesselspannung, welche für  a,, = 6 und a = 7,4 
beinahe 83 Atrnospiiiiren ist. Thatsiicliliçh sprang eine solche zugeschniolzene 
GlasrUhre bei 66 AtmosphZren. 

5 9. Endlich noch Einiges über  5 70 bis 74 von N e u m  a n n  (zuerst 
erwiihnt im fj 1 oben):  

5 71 hnndelt von O e r s t e d ' s  Piezometer;  N e u m a n n  ze ig t ,  dsss  sowohl 
bei Hohlkugel- als Hohlcyliriderform dasselbe Q uud dasselbe A als lineare 
uud cubische Zusammendriickung herrorgehen;  ferner,  dass dies aiicli bei 
v o l l e r  I h g e l -  oder Cylinderform de r  Fal l  kt. 

Man kann dies obne Forme l -  Apparat hinschreiben. E s  ist :  

(und g davoii de r  3. Theil)  f ü r  die Spannkraf t  1 ,  gemzss dem viertletzten 
Absatee des 3 2; und l iegt auf der H a n d ,  dass mi t  dem Piczomcter die 
L)iliereriz der Flüssigkeit - uiid Glas ~ Compression gemessen wird. 

Der oben mitgetheilten Theorie (Kechnung) wegen citire icli noch zuiu 
Vergleiche $j 6 Nr. 2. 

Aiich 5 72 von N e u m a n n  (sclion erwahnt  a m  Schliisse von 5 5 )  iut 
iiiteressant; es wird das  Sinkcn des Quecksilbers i n  einein Sliermometei  

* Den Wiinsch ciner so fixirten Hencnniinçsweise hnbe icli iin Erpert .  d .  
Pbgs v. J .  1888 ausgesprocheii. 
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232 Zur Theorie der Ausdehnung von Hohlkorpern. - - - - -- 
berechnet, wenn dasselbe aus der horizontalen in die vertikale Lage gebracht 
wird. Da kommt wiederum 3 Q zur Geltung. Mit obigen Beseichnungen ist 
in der horizontalen Lage D, = O und D =  1 Atmosphare; aber Neumann 
sieht mit Recht zur Ahkürzung der Rechnungsarbeit von letzterern 
Drucke ab. 

Iin 5 73 ,Spannung in der sphiirischen Schale" wird bercchnet, Ras 

oben 5 3 .enthalt; aber wiederum unter der specicllcn Annahme D = 0. 
5 74 ist die letzte Anwendung der hierher gehorigen Formeln und 

haudelt von der Compression einer Kugel, die von einer Kugelschale un- 

mittelbar umgeben ist. Auch hier i s t ,  wie im $ 7 1 ,  ohne Rechnung das 
dort gezogene Resultltt vorauszusagen, dass es aiif die Vergleichung von 

1 - 2  1-2,u ' innen mit - 
E E 

in der Scbale ankommt. Wenn letzterer WerLh kleiner ist  als der erstere, 
so schützt, die Schale den Kern einigermassen, im entgegengesetzten Falle 
aber nicht. 

Hierbei bemerke ich noch ziir Nomenclatur, wie bei der Anmerkiing 7 ,  
li: 

dase, wenn man immerhin den reciproken Wertti - -  auch einen Elasti- 
1 -2 '  

citBtamodu1 nennen wollte, stets der grossere Modul eine kleinere ElasticitBt 
bedeuten sollte. Içh erinnere an Eisen und Kautschuk; 'uch der 
Analogie vom Krümmungsradius und Krümmung konnte gedacht werden; 
Ersterer gross, heisst soviel, als dass Letzterer klein ist. 

5 75 bis 77 sind Zusatze des Herausgehers ( M e y e r )  der Vorlesungen 
von N e  u m a n  n. Bei der Torsion spielt dcr Torsions - odcr Schubelasticitats- 

1 E 
modul eine Rolle, der aber als gleich 7 -- auch au8 den zwei Con-  

L I S E "  
stanten E und p zusammengesetzt k t .  

Drei Nachtrage. 
1. 

Nach der Einsendung des Obigen erschien im Rd. 47 von Wied. Ann. 
S. 706 die hbhandlung von G. d e  M e t z  über die Compressibilitiit des 
Quecksilbers , welche zu gleicher Zeit a i e  diejenige von A m a g a t  ent- 
standen sei. Da hierin auch obige Formeln verwendet werden, so ver- 
glich ich dieselben und bemerke hierüber Folgendes: 

Auf S. 7 14 ,  716, 717 wird die unrichtige Vorstellung erweckt, als ob 
L a m é  in seinen Leçons sur l'élasticité des corps solides 1866 (nicht 1867) 
die P o i s  s O n'sche Annahme gemacht habe , dass die seitliche Contraction 
1 
- der Langsdilatation sei. L a m é  hat  aber in  seinen $5 29 und 30 diese 
4 
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Beschrankung ausdrücklich bei Seite gelegt. R e g  n a  u 1 t , den M e t z  hierbei 
citirt, mochte sie (im Jahre 1847) festgehalten haben und M e t z  greift sie 
für das Glas wieder aiif, da das Mittel G = 0,247 sehr nahe an 0,250 
kornme. Indessen weist seine Tabelle (S. 724) Werthe von 0,33 bis 0,21 
(von verschiedencn Beobachtern) und 0,237 bis 0,235 von ihm sclbst auf. 

S. 712 sagt M e t z :  ,Es ist  leicht, die nothigen Gleichungen für 
cylindrische und spharische Umhüllungen herzustellen." Gilt f ü r  Erstere 
AU", für Letztere A r o  als Volumzunahme bei blos innerem Drucke, oder 
als Volumabnalime bei blos ausserem Drucke, oder als solche bei innen 
und aussen gleichem Drucke, so' ,muss man für  die Volumanderung eines 
cûrnplicirten Piezometers (Cylinder mit halbspharischer Endung) die Hypo-. 
these hinzufügenu (S. 716) : 

AW, = AU, + AV,, 

welche man meines Erachtens durch Wahl einer vorwiegend cylindrischen 
oder kugeligen Form lieber vermeidcn mochtc. Es ist alsdttnn auch die 
Rechnung einfacher, wenn dieses Moment auch nur ein secundiires ist. 

Irn dritlgenannten Fal le ,  innen und aussen der gleiche Druck P, ist 
aber allgemein, abgesehen von der Forrn des Piezometers, die verhaltniss- 
rnaesige Volumabnahme des Hohlraumes gleich dem cubischen Coinpressi- 
bilit~tscoefficienten x des Glases (der Wandmasse), wie beim Claswürfel, 
der an den scchs Flachen mit P gedrückt wird (pro Flbcheneinheit). So 
reproducirt M e t z  a18 Formel N, S. 718 (und al8 erste: der zw6lf Nummern * 
am ,Schlms") : X a = X v - x ,  

ivorin X ,  die scheinbare und X ,  die walire Compressibilit%t der Flüssig- 
keit ist. 

Dem Schlus~e (S. 742) entnehme ich für Quecksilher 

X ,  = 3,73 . IO-" 

zwischen 3,74 und 3 ,79 ,  und von S. 740 als Mittelwerth ftir Glas 

c = 2,3 . 
zwischen den Werthen 2,2 und 2,8, so dass 

Xa = 1,3 . 
1 1 

oder fast - des vorletzten und - des letzten Werthes ist. 
3 2 

Lisst man mit dem Piezometer ein Kapillarrohr communiciren, so 
beobachtet man iin vorigen Falle ein Sinken des Quecksilbers vermoge des 
Druckes P um 0"; mit O bezeichnet X e  t z das Sinken, wenn P, jctzt mit 
Po bezeichnet, uur inuen wirkt; und mit 0' das Steigen, wenn P a l F P ,  
nur aussen wirkt. 

pp 

* Ebenso sind noch mehrere dieser Nummern selbstversti~idlicl ocler ent- 
halten Wiederholungen. 
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E s  ist sofort ,  als Uebereinanderlagerung kleiner W i r k i i n p n ,  also ohns 
die Rechnung von M e t z  auf S. 718 zu erlicnnen, dasv 

(9'' = (3 - 0' 

(Gleichung V I  daselbst; bei dieser Rechnung werden auch solche Serikungeo 
mit  TTolumBnderungen A W, verwechselt). 

Weil  bei dem mit 0' bezeichneten Steigen der  FlUssigkeit nur das 
Gefüss und nicht auch die Flüssigkeit (die Ersteres nicht gnnz fiillt) corn. 
pr imir t  w i rd ,  eignet sich dieser Vorgang zur Bcstimmung des x ullein, 
walireud düs Sinken O sowohl als aueh dasjenige 0" mit X ,  und x zu 
t h u n  haben (siehe oben N ) .  Ersteres  h i t  31 e t z  in der Gleichung V aus. 
ged rück t ,  die aber  i n  ebeu besagter Weise fehlerhaft ist. 

1st  einmal x bestimmt, so dient die Beobachtung von O oder O" zur 
13estimmiing von der  wahren Flüssigkeitscompressibilitiit X,, und  zwar 

sieht man  schon ans V I ,  daas O als der grossere Wer th  gegenüber 0" 
den Vorzug verdient. Zur Verglcichung will ich beide noch ftir P , = l  
und l>eziehungsweise P = 1 hersetzen: E s  entspricht die Senkung 

O de r  Abnahme des Flüssigkeitvolums ( X ,  . W,) plus der  Ausweitung der 
Hohlraumes 

n q 3 i  +j,) + 3~ + 2 p  
x. u,. - 

3 P 4 P 

O" derselben Abnahme des Flüssigkeitvolurn~ minus der  Abriahme des 
I Iohlraums (x . W, oder x U, + x V, ) ; d a  

Bi= Ro2 : (RI2  - R ~ ~ )  und N =  Ru3 : (RI3 - RLI3) 

und die beiden Constanten i und p ,  durcli den geliiufigeren Elasticitits. 
modul und das oben genannte ti ausgedrückt sind 

E G A=-.- E 
l +  <i , 1 -  26'  P = - -  L ( 1  + 6) 

(der Schub - oder Torsions - Elasticit2tsinodul), so i s t  das genannte Plus bei 
@ betriichtlicher als das Minus bei 8". J e  kleiner das Letztere, u m  so 

beeser fiir O", wenn man  daraus  X ,  bestimmen soll, da sonst ziir genausn 
Heobachtung resp. Messung im letzteren Falle zu wenig übrig bleibt. 

i 1. 

L a m é  lasst i n  seiner Vorlesung XIV der Elasticitatsbetrachtiing fur 
den Hohlcylinder die Transformation der allgemeinen Elasticilatsgleiçhung~n 
nach Cylindercoordinaten vorangehen,  und in X V  fiihrt er das Gleiche fiir  

spharische Coordinaten du rch ,  urn in XVII die Hohlkugel vornehmen zu 

konnen. Aus diesem mathematischen Grunde geht  bei ihm der Cglinder 
O 

vor der  Kugel ,  welch' Letztcrc aber  nicht uur  physikalisch. sondern ohne 
jene Transformationen auch mathematisch einfacher ersclieint als der Erstere, 

Irri 5 80 schreibt L a m i :  die für  den Cylinderkessel gefihrliche Krafr, 
welche tangential  in1 Innern  und iri der Querscliriittsebene wirkt ,  
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PR" pP, 1 2 , ~  + (P- P,) R , ~ ,  A = - ---- 
R " RB" 

und bestimmt, A als zuliisuige Spannung  bekannt  voraussetzend 

das i d  aurialiernd 

somit 

gleicli 

als Wandstiirke. III diesem Resultate sind seine Gleichnngen 24) und 25) 
vereinigt. 

Do P in  pralitischcn Fallen klein ist  gegeii A ,  so st imrnt diese3 
Resultat auch mi t  dem auf. elenlentare Weise erhgltlichen (siehe z .  B. mein 
Taachenliuch der  Pestigkeitalehre 5 48,3). 

Desgleichen stimmt die halbe Wands t a rke  des kugelformigen Kessels 
im 5 87 

5 88 hantlelt vom Gleichgewicht de r  Elasticitiit f ü r  eine ,Planeten- 
krusteu, wobei noch die Gravitation in  Rechnung gezogen wird. Ich  veri- 
ficirte daselbst seine Gleichung 18), welche in Folge Druckversehenv mit 
28) bezeichuet ist. 

g -E'  - Po- P, - 3 1 + 2 ~ .  e g z ,  -- 

O 1- g L + 2 p  2 

woriu p die Masse des Volums 1 und E die Dicke der  Kr~ i s t e  vorstellt; 
Pd sei der Druck des ,flüssigen Kernsu,  P, der  Luf tdruck.  

Er  findet dann ,par  une  transformation facileY 

dazu miisste 
P, - Pl = @ g c ,  

\vas aber iiur fü r  eine wiisserige Hül le  zutratfen würde. 
Weiterhin s t imrnt  seine Gleichung 21) ; aber  von den mi t  22) zusammen- 

gefassten GLcichungen kann ich n u r  diejenigo 

Destatigeu. Hierin i s t  r,  der  innere ,  r ,  der  iiussere Ilailius, Un die radiale 
Verschicbung innen , U ,  aussen. 

Nan sieht jetzt  nochrnals e in ,  dass 20) unzuliissig; denn gemass de r  
vorlet~ten Gleichung rnüsste in der  letzten Nul1 resultiren. Seine , , l e t ~ t e '  
Gleichung 23) fiillt hiermit  ebenfalls fort. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



III. 

Der kürzlich erschiencne 2. Theil des 1. Bandes von V i o l l e ' s  Lehrbuch 
der Ptiysik (deutsche Ausgabe)* beginnt gerade auch mit der Compressibilitiit. 
E r  bespricht u. A. die in  meinem Nachtrag 1 erwahnten Versiiche von 
R e g n a u l t  und verweist auf die Theorie der Elasticitiit, die im ersten Theil 
des Buches die Seiten 35-38 bis 394 umfasst. Hier wird vorwiegend Laini: 
benutzt (siehe meinen Nachtrag II) und im 5 149 die Hohlkugel behandelt. 
Aber mit einer wescntlichen Lücke, indcm es heisst: Niin lssst sich aher 
leicht nachweisen**, dass " die lineare Dilatation 

dies hiitte, meines Erachtens, bei dem grossen Kaum,  den das Buch der 
Sache widmet, auch wirklich nachgewiesen merden konnen und sollen; man 
hatte den Platz hierzu auch da oder dort einsparen konnen. 

In Gleichung 30) ist die cubisclie Dilatation des Hohlraumes, nicht 
,,des K8rpersu der Hohlkugel, gemeint. 

Die Gleichung 38) muss heisaen A u  = Av - A w ; sie entspricht der- 
jenigen @"= 0 - @' im obigen Nachtrage II. 

Hiernach folgen noch im 5 150 die Torsion des Cylinders und im 8 151 
die Riegung eines Stabes, welche Probleme der Herausgeber O. E. M e y e r  
im N e  u m ann'schen Buche auch unmittelbar auf die Hohlkugel -Aufgahe 
hntte folgen lausen. Ich erwiihne dies anhtinglich und gelegentlich auch 

deswegen, weil V i o l l e  im 5 150 schreibt 8 = - und im 5 156 nach. 
7d CLy4 . . 

I L  
mals ohne Riickverweis. die Torsion behandelt und schreibt O = -. -- C 

1 ZC 
A r4 

und endlich im 5 157 wiederum O = -- -. 
F< R4 

* Die ersten drei Liei'erungen sind in der Literaturbeilage dieser Zeitschrift 
S. 31 angezeigt. 

** Vergl. den Anfang des dritten Absatzes in 1. oben und einen Ausdruck iui 

finften Abvatze von II. 
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XIII. 

Das Verhaltniss der Krümmungsradien im Berührungs- 
punkte zweier Curven. 

Dr. E. W O L F F J N G  
i n  Stuttgart. 

Obwotil die Lehre von d ~ r  Krümrniing der Curven und Flacheu zu- 
nachst der Infinitesimalrechnung angehort, so lassen sich àoch zahlreiche 
Gatze derselben auch vermittelst der Methoden der projectiven Geometrie 
entwickeln (vergl. C. C r  a n  z: Synthetisch - geornetrische Theorie der Krümmung 
von Curven und Flachen z ~ e i t e r  Ordnung. Stuttgart 1886). Unter den 
hierher gehorigen Sitzen scheint indess ein besonders wichtiger bisher un- 
bemerkt geblieben zu sein, niimlich folgender : 

Das V e r h B l t n i s s  d e r  K r i i m m u n g s r a d i e n  im Beriihrnngspunkte 
zweier Curven ist eine durch Projection unzerstorbare Grosse, eine I n -  
ra r ian te .  

Es ist die Aufgabe der vorliegenden Zeilen, diesen Lehrsatz synthetisch 
zu beweisen und eine Reihe von Folgerungen daraus zu ziehen. 

1. Es muss zunachst an einige Satze aus der Lehre von der per- 
spectivischen Collineation zweier Kegelschnitte erinnert werden. Sind 
zwei Kegelschnitte K und KI gegeben, so versteht man bekanntlich 
(cfr. S e  e g  e r , ,Die Fundamentaltheorien der neueren Geometrie.' Rraun- 
schweig 1880 S. 129 flg.) unter C h o r d  a l e  die Verbindungslinie zweier 
Schnittpunkte der Kegelschnitte , unter C o n t  i n g  e n  z p u n k t den Schnitt- 
punkt zweier gemeinsamen Tangenten derselben. Man bezeichnet ferner 
als zus a m m  e n  g e  h 6 r e n d  zwei Chordalen, wenn sie durch diesclbe Ecko 
Ces genieinsamen Polardreieckv der Kegelschnitte gehen und zwei Con- 
tingenzpunkte, wenn sie auf derselben Seite dieses Dreiecks liegen. End- 
lich nennt man c O r r e s  p on  d i r e  n d ein Paar  zusammengehorender Chor- 
dalen und ein Paar  ebensolcher Contingenzpunkte, wenn der Schnittpiinkt 
der Ersteren und die Verbindungslinie der Letzteren als Pol und Polare im 
Polardreieck einander zugeordnet sind. Alsdann k6nnen bekanntlich die 
Kegelschnitte auf zw6lf verschiedene Arten einander p e r s p  e c t i v i s  c h  
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c o I l  i n e  a r gesetzt werdeii , indem irgend einer der  sechs Contingenzpunkte 
a ls  Centrum und eine der  bciden mit  dcmsclbcn corrcrpondirenden Chor- 
dalen als Achse der  Collineation dient. 

Die zwtilf Doppelverhiiltnisse dieser Collineationen sind aber keiues- 
wegs unabhangig von einander. 1st  A ein Contingenzpunkt,  B und C 
die Berühriingspunkte ciner diirch A gchendcn gcmeinsamen Tangente mit 
I L  und K,, D und E die Schnittpunkte dieser Tangente  mit dern zu A 
correspondirenden Chordalenpaar:  so  werden die P u n k t e  B und C als 
Doppelpuukte der vom Büschel von K und Ill auf de r  Tangente erzeugten 
Involution, von D und E harmonisch get rennt  ( ch .  S a  l m  o n ,  Analltische 
Geometrie der  Kegelschnitte, 4. Aiifl., S. 412). Daraiis folgt:  

Doppelverhiiltniss ( A B D C )  = - (ABEC).  

Uas Doppelverhiiltniss der Collineation wechselt daher  sein Zeichen, 
weun eine Chordale durch die m i t  i h r  zusarnmengeh6rige ersetzt wird; 
dasselbe gil t  für  die Vertaiischnng zweier znsammengeh6r ig~r  Contingenr- 
punkte  und beide Operationen zusammen führen auf  den ursprünglichen 
Wer th  des Doppelverh%ltnissea znrück. 

Es m6gen sich niin X und ICI im  Punkte  A m i t  Tangente o berühren. 
Die Verbindungslinie der beiden nicht i n  A f'allcnden Schnittpunkte van 
ïïinnd KI nennen mir kurz  S c h n i t t p u n k t s g e r a d e  und den Schnitt- 
punkt  der nicht in v fallendcn gcmcinsamcn Tangenten T angen ten -  
s c h  n i  t t p u n  k t .  W i r  denken uns jetzt  A als Centrum und die Schnitt- 
punktsgerade als Achse einer perspectivischen Collineation. Ferner sei K! 
ein drit ter Kegclschnitt, welcher o in A berühr t ;  C sei der Schnittpunkt 
der Schnittpiinktsgeraden v, von E und KI mi t  derjenigen oz von 1, 
und K2.  Ausser in A schncide die Gerade A C  noch X i n  B I ,  El in D, 
X, in R,. Dann  ist  (AB,CD)  d:is Doppelverhsltniss der perspectivischen 
Collineation von I< und K, ,  ( A B , C D )  dasjcnige von K, nnd Ki. Es 
werde j e t ~ t  noch vorausgesetzt, dass K und K, sich in A osculiren (von 
der eweiten Ordnung berühren) und  ausserdem nocli im Punkt  B schneiden. 
Niin sind IC, K! und K2 drei  KegeIschnit,te, welche eine Chordale, 
nzmlich v ,  gemeinsam haben und deshalb gehen die drei  Schnitt,punkt. 
geraden A R ,  7 4  und v, dorch denselbcn Punc t  C (cfr. S e e g e r  a. a. O, 
S. 142); die Punk te  B, und B, fallen mithin mit B zusammen. Daî 
Uoppelverli~ltniss der  perspectivischen Collineation bleibt also u n g e a n d e r t ,  
weun K durch IC2 ersetzt wird; ebenso kann auch ICI durch einen in A 
osculirenden Kegelschnitt K3 ersetzt  werden. 

51x1 ha t  dahcr folgendcn Hilfssate:  

Wenn  sich xwei Regelschnitte be rühren ,  so bleibt das Doppel- 
verhaltniss der  perspectiviçchen Collineation mit  dem Derührungspunkt PIS 
Centrnm und der  Schnittpunktsgerndeu als Achse unvertindert, wenn jeder 
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der beiden Kegelschnitte dureh einen denselben irn Berührungspunkt oscu- 
lirenden ersetzt wird. 

Sind daher Iï2 und E3 die Krümmungskreise von K und KI i n  A, 
so ist das Doppelverhliltniss der  pcrspectivischcn Collincation von E und 

K, gleicli demjenigen von K2 und K3. Die Schnittpnnktsgerade der  letz- 
teren liegt im Unendlichen; sirid E und I" die n i t  A in  einer Geraden 
gelegenen Endpunkte der Diirchmessei A E  und A F ,  so is t  jenes Doppel- 

also gleich dem Krünimungsradien -Verhiil tniss (das natiirlich negativ ist, 
nenn  die Iirümmungscentra durch die Berlihrungstangente getrennt werden;. 
Somit ist das K r ü m m u n g s r a d i e n - V e r h s l t n i s s  im  Berührungs- 
puukt  von R und Kl gleich dem D o p p e l v e r h a l t n i s s  d e r  p e r s p e c t i -  
v i schen  C o l l i n e a t i o n  von K und I i ; ,  also eine Invariante. 

Was hiermit fur zwei Kegelschnitte bewiesen i s t ,  gil t  sofort auch fü r  
hohere Curven, weil ja diese, wenn es  sich um Krümmung handel t ,  durch 
oscu!irende Kegelschnitte ersetzt werden dlirfen. Also allgemein: 

D a s  K r ü m m u n g s r a d i e n - V e r h a I t n i s s  i m  B e r i î h r i i n g s p i i n k t ;  
zwe ie r  C u r v c n  i s t e i n e  I n v a r i a n t e .  

Davselbe gil t  für  das I<iümmungsradien -Verhiiltniss im Berührungspunkt  
zneier Zweige derselben C'urve. 

Die bei diesem Beneis  benützten Pnnk te  13, C, D sind immer  reell ;  
ein Ziisammenfallen derselben kann durch Rinschalten eines Hilfskegel- 
schnitts vermieden werden. Wenn  sich E und KI osculiren,  so dass 
Punkt D unbestimmt wird ,  so i s t  wegen der  Lage des Centrums auf der  
Achse das Doppelverli~ltniss immer gleich + 1. 

Auf analytischem Wege  kann der  obige Ililfssatz leicht mittelst  sym- 
bolischer Rechnung bewiesen werden. Er  liefert aledann die bereits in 
meiner Abhandlung ,Ueber die H e s  s c'sche Covariante einer ganzen 
rationalen Function von ternaren Formenu ,  Mathem. Ann. 36, S. 97! mit -  
gatlieilte Gleichung 97) Sur das Krümniungsverh~l tn iss  13 (und seinen reci- 
proken Werth) ausgedrückt in den Invarianten der beiden Kegelschnitte : 

wo Ho und Hl (bei S a l m  o n  GA und 6A') die Discriminanteu von X 
und  Ii, , DO1 und Dl, (bei S a  1 m O n 2 0 und 2 0') deren Simultan - Invarianten 
bedeuteu. 

Genau geuommen steckt der Lelirsatz von der  Invarianz des 
Krümmungsradien-Verhaltnisses übrigens in  folgendem von Har rn  Director 
Dr. G e i s e n h e i m  e r  (Zeitschr. fü r  Mathem. und Physik XXV. Jah rg .  S. 214) 
mittelst Infinitesimalrechnung bewiescneii Satz : 
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240 Das Verhtiltniss d. Krtimmungsradien i. Bertihrungspuakte zmeier Curven, 
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,Das Verhaltniss zwischen den Krümmungsradien entsprechcnder 
Punkte in zwei perspectivischen Curven ist gleich dem Cubus aus dem 
Verhiltnisse der bis zur Collineationsachse verlangerteri Tangentenstrecken, 
multiplicirt mit einem für alle Punkte der durch die Curven gebildeten 
Collineation constanten Doppelschnittsverh?iltnisse.u Man braucht ja niir zn 

bedenken, dass für sich berührende Curven jene Tangentenstrecken zo. 

sammenfallen. Diese Folgerung ist aber a. a .  O. n i  c h t  gczogen worden. 
2 .  Bcrührcu sich die Regelschnitte K und KI in A ,  so gehen durch 

diesen Punkt  auch alle zu ihnen c O v a r i  a n  t e n  Kegelschnitte beriihreud 
hindurch und ilire Krünimiingsradieri in A kingen in bernerkensrvertter 
Weise von denjenigeu von R und KI ab. 

v. S t a  u d t hat  in  seiner Abhandlung: ,,Deber die Curven zweiter Ord 
nung (Nürnberg 1831)' analytiseh bewiesen, dass die Geraden, welche zwei 
Kegelschnitte in harmonisch sic'n trenncnden Punktepaaren schneiden, 
einen K e g  e l  s c h n i  t t umhüllen. Synthetisch wtirde dies etwa folgender. 
massen bewiesen \verden konnen: 

Es seien K und Kl zwei beliebige Kegelschnitte, P ein beliebiger 
Punkt. Man bestimmt auf jedem Strahl durch P zu dessen Schnittpunkteu 
mit KI die zu ihnen in Rezug auf K conjugirten und erhalt so einen 

geomctrisclien Or t ,  dcssen Schnittpunkte mit KI gesucht sind. Auf zwei 
Sbrahlen fallt ein Ortspunkt nach P selbst, namlich a.uf den Verbindungs. 
linien von P mit den Sclinittpunkten seiner Polare in Bezug auE 1 
mit KI. Da ferner auf jedem Strahl zwei Ortspunkte liegen, ist der 
Ort  eine Curve vierter Ordnung mit Doppelpunkt in P und trifft daher 
El in acht Punkten. Unter diesen sind aber die vier Durchschnittspunk;e 
von K und K I ,  welche selbstverstiindlich, mit P verbnnden, k e in  e in zwei 
harmonischcn Punktepaarcn schneidcndc Geraden liefern. 1st ferner A einer 
der anderen Schnittpunkte des Orts mi t  K I ,  so geh6rt auch der 8chnitt. 
punkt  von AP mit K, dem Ort  an ;  die vier übrig bleibenden Schnitt. 
punkte fùhren also nur  auf z w e i  Gerade durch P, welche K und KI in 
harmonischen Punktepaaren schneiden. 

Den Kegelschnitt, der von den in harmonischen Pu~ktepaaren schnei. 
denden Geraden umhüllt wird, bezeichnen wir mit Fol (bei Salmon 4). 
Es existirt ein zu ihm dualistischer Kegelschnitt, der Ort  der Punkte, von 
denen aus an K und Kl harmouisch sich trennende Tangentenpaare gehen. 
mit O,, ( S a l m o n  P) bezeichnet. 

a,, schneidet If und KI in den Berührungspunkten der gemeinsamen 
Tangenten und Zr',, berührt die Tangenten derselben in ihren Schnitt. 
punkten. 

Den Krümmungsradius von @,, im Berührungspunkt A der Kegel- 
schnitte K und KI erhült man folgendermassen: 

Es seien B und C die Berühungspunkte einer gemeinsamen Tangente 
mit K und XI, Cl der Berührungspunkt der anderen mit XI, D, EundF 
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die Schnittpunkte von AB resp. mi t  I(, , mit  der Schnittpunktsgcraden und 
mit CC,; G der Schnittpunkt der Berütirungstangeiite und der Schriitt- 
punktsgeraden; H und J die Schnittpunkte von B C  mit  der  Uerührungs- 
tangente und der Schnittpunktsgeraden. Weil  G A  und G J  zusammen- 
gehiirige Chordalen, so i s t  nach dem oben bewiesenen Satz ( S a l m o n  a. a.  O. 
S. 412) harmonisch: 

SB.G,  C H B J ;  
also auch: 

DoppelverhBltniss ( B A F E )  = - 1 ; . 

ferner ist :  
n ( A B E D )  = 6 

das Krümmungsradien -Verh%ltniss von E und KI. Hieraus folgt : 

1 
Uoppelverhiiltniss (ABFD) = - ( 6  + 1). 

2 

Nun ist  B ein Punkt von O,,,, D ein P u n k t  von IC,, CC, S c h i t t -  
piinktsgerade von O,, und K I ;  also is t  

dau Krümmungsradien -Verhiiltniss von Oo, und KI oder : 
Sind r und r, die Krümmungsradien von K und KI in  A,  s O  i s t  

daselbvt der Krümmungsradius von O,, : 

das heisst das a r i t h m e t i s c h e  M i t t e l .  
Durch ahnliche Ueberlegungcn findet man  den Krümmungsradius 

von Fol in A :  

3) 

das hcisst das h a r m o n i s c h e  M i t t e l .  
Der Ort der Pole  de r  Tangenten von K i n  Bezug au f  KI, die 

P o l a r c u r v e  von K in Bezug au f  KI, ist  (üfr. S t e i n e r - S c h r o t e r ,  ,,Die 
Theorie der Kegelschnitteu S.  145) ein Kegelschnitt roi, welcher KI i n  
den Berührungspunkten mit  den gemeinsamen Tangenten von E und KI 
sclineidet. 

Bertihren sicli wieder R und K ,  in A mit  Tangente V, i s t  ferner B 
der Tangentenschnittpunkt, G und D die Schnittpunkte von A B  mit  
K und K I ,  w die Tangente an  E in C, E ihr Po l  i n  Bezug aiif K I ;  
F Schnitt von A B  mit  der  Polare von B i n  Bezug auf El; G Schnitt. 
punkt der Schnittpunktsgeraden und der Berührungstangente.  Alsdann 
ist  G Pol von A R  in Bezug auf K und in Bezug auf KI; daher  geht tu  

durch G und ihr  P o l  E in Bezug auf KI l iegt auf AB. 
'Leitechrift f.Mothoin:itiku. Pl ip ik .  33. Ji ihrg.  1893. 3.Heft .  16 
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Nun ist: DoppelverhBltniss (CAED) = - 1 ,  

fernrr: 
n (AE'DB)  = - 1 ,  

n ( B C A D )  = 6 

als Doppelverhtiltniss der Collineation mit dem Tangentenschnittpunkt als 
Centriim und der Uerührungstangente als  chs se. 

Daraus folgt : 
1 

DoppelverhBltnias (AEFD)  = - . 
d 

Nun ist aber E eiu Punlit von Pol und die durch E' geiicndo Polare 
von B in neziig aiif KI ist Schnittpunktsgerade von Pol und K,, daher 
ist ( A  EE'D) das Krümmungsradien -VerhBltniss von Po, und KI oder: 

Der Krtimmungsradius von Po, in A is t :  

die d r i t t e  P r o p o r t i o r i a l e .  
Ebenso ist der Krümmungshalbmesser der Polarcurve P,, von KI in 

Bezug auf K 
r2 

5) RI, = -. 

Weitere Untersiichungen ftihren auf merkwürdige projectivische Eigen- 
schaften, welche an bestimmte Werthe des Krümmungsradien-Vorhiiltnisses irn 
Berührungspunkt zweier Kegelschnitte geknlipft sind. 

3. Der Werth d = 1 liefert nattirlich die Osculation. Gleic'hung 1) 
giebt in diesem Fa11 wirklich die Relation 

welche zusammen mit 

6EIo=olDl,Hl- 
die bekannte Relation 

liefert. 

HUHI - D,,D,O = 0 ,  
der Berührungsinvariaute 

4 DOl3 HL - 4 HO Dl: + 3 Dole - f T ~ l I I L >  = O 

der Osculation 

4. Von besonderem Interesse ist der Fa11 d = - 1 ,  also 1iriiinmung~- 
radien gleich und entgegengesetzt geriçhtet; wir nennen das kurz sgm-  
m e t r i s c h e  R e r ü h r n n g .  

Die perspectivischc Collincation ist eine i n v o l u  t o r  i sche .  
Verlegt man das Centrum der Collineation aus dem Berührungspunkt 

in  den Tangentenschnittpunkt, so wird das Doppelverhaltniss gleich + 1, 
das Centrum fiillt auf die Achse, das heisst: 

B e i  s y m m e t r i s c h e r  B e r l i h r u n g  z w e i e r  K e g e l s c h n i t t e  liegen 
T a n g e n t e n s c h n i t t p u n k t  u n d  S c h n i t t p i i n k t s g e r a d e  i n  vereiuig-  
t e r  L a g e .  
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Es rn6gen sich nun  K und El i n  A symmetrisch berlihren; B sei 
Taugentenschnittpunkt, C Schnittpunkt der Berührungstangente mi t  der 
Schnittpunktsgeraden; u eine gemeinsame Tangente,  D ihr  Schnittpunkt 
mit AC;  E und E' ilire Beiühruugspunkte  mi t  IL' und KI; ferner D', 
B', F' dieselben Puukte  iil U e ~ u g  auf die andere gemeinsame Tangente r i ;  
endlich G Schnittpunkt von A B  und EE'.  Weil A B  Polare von C in 
Brzug auf K ,  so kt, P R ( C E G 3 )  harmoniech, daher auch harmonisch 
S B .  B, CIIAB'. Nach dem schon mehrfaeh verwendeten Satz ( S a l -  
inon a. a. O. S. 412)  ist  auch hrtrmonisch S B .  C, BEDF und da  beide 
Str~hlenbüschel perspectivisch l iegen, müssen die Puokte  E, A .  3" in 
einer Geraden sich befinden und dasselbe beweist man  von den Punkten 
E', A,  F. Weil aber die Punkte  A ,  E ,  E', B', 3" stimmtlich dem Kegel- 
scliiiitt O,, angeholeu,  folgt der  Satz :  

B e i  s y m m e t r i s c h e r  B e r t i h r u n g  z w e i e r  K e g e l s c h n i t t e  z e r -  
f L l l t  d e r  c o v a r i a n t e  K e g e l s c h n i t t  O,, i n  e i n  G e r a d e n p a a r  m i t  
J l i t t e l p i i n k t  i rn  ~ e r ü t i ~ u n g s ~ u n k t ,  h a r m o n i s c h  g e t r e n n t  d u r c h  
1 3 e r i i h r u n g s t a u g e n t e  u n d  T a n g e n t e n s c h n i t t p u n k t .  

Dualistisch hierzu ergiebt s ich ,  dass der  Iiegelsclinitt Fol z ~ r f a l l t  in 
ein Punktepaar auf der  Ueriihrungstnngente , harmonisch gctrennt durch 
Berührungspuukt und Schnittpunktsgerade. 

Die aus Gleichung 1) folgende Bedingung für  6 = - 1: 

9DolD,, = W4 
stimmt mit der bei S a l m o n  (a. a. O., S. 531) angegcbenen für  das  Zer- 
fallen von o,, und Fol überein. 

5. Es sei S = 2. 
1st IL ein St rahl  durch dcn Berührungspunkt A ;  B I  C, B seino 

Schnittpunkte mit  K ,  K, und der  Schni t tpunktgeraden,  so  i s t :  

Doppelverhaltniss ( A  R D  C )  = 2, 

n (ADBC) = - 1 ,  
sornit: Hat  ein Strahlenbüschel seinen Scheitel aiif einem Kegelschnitt nnd 
bestimmt man auf jedern Strahl  den zu seinem Schnittpunlit mi t  einer 
Geraden conjugirten P u n k t ,  so liegen diese I'unkte auf einem Kegelschnitt, 
welclier den gegebenen Kegelschnitt i n  seinen Schniltpurikteri mi t  der  
Geraden trifft und im Scheitel jenes Strahlenbüschels berühr t ,  wobei sein 
Krünimiingsradins i m  Berührungspuukt  die Haifte des,jenigen des gegebenen 
Kegelsehnitts ist :  eine TTerallgemeinerung des bekannten,  elementaren 
Satzes : 

Der Ort  der Halbirungspunkte aller durch clen Endpunkt  eines 
Kreisradius gelienden Sehnen ist der Kreis über dern Radius (vergl. S a l -  

mon a. a .  O. S. 179). 
16 * 
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6. F ü r  6 = - 2 folgt aus 2) : 
'-1 

= - ,' 
und aus 4) : 

rl Rol = - Fr 

also osculiren sich in A die covarianten Kegelschnitte 0iOl und .PJl; sie 
haben aber auch noch die beiden Punkte gemeinsam, in welclien die ge- 
meinsamen Tangenten an R und K, letoteren berühren. -41s O fa11 t 
m i t  Pol z II s a m  rn en. 1st nun v eine beliebige Tangente von K, Q ihr 
Pol in Bezug auf El, so ist V ein Punkt von Pol, gehort daher, wie 
eben gezeigt wurde, auch O,, a n ;  dcshalb Sind die bciden von V an E 
gehenden Sangeuten vl und v2 conjugirt in Bezug auf hl,; also ist c, v,, 
v, ein .K umschriebenes Polardreiseil in Bezug auf KI. Die Existenz eines 
solchen ist ein Kriterium dafür, dass K als Strahlencurve und El als 
Punktcurve sich in h a r m o n i s c h e r  L a g e  befinden ( S a l m o n  a. a. O. 
S. 514). 

Berühren sich daher zwei Kegelschnitte so, dass das Krümmungsradien- 
STerhBltniss im Berührungspunkt gleich - 2 i s t ,  so beEnden sie sich in 
harmonischer Lage. Die analytische Bedingung ist 

7. In  seiner Abhandlung: ,,Deber die (cuhisch -) involutorische Lage 
sich bcrührender Kegelschnitte" (Wiener Akad. Ber. Bd. 83, 2. Abth., S. 63) 
hat Herr Professor E. W e y r den Satz bewiesen: 

Wenn sich zwei Kegelschnitte berühren und es ist eiu Dreieck dem 
einen ein- ,  dem anderen umbeschrieben, so verhalten sich die Krümmungen 
i m  Berührungspunkt wie 1 : 4. 

Dieser Satd kann aus der Umkchrung des vorhin unter 6. bewiesenen 
iinmittelbar gefolgert werden: 

Es berühren aich K nnd h', in A mit Tangente v ,  das Dreieck BCD 
sei K einbeschrieben und KI umbeschriebeu. Darin giebt es immer einen 
Kegelschnitt K,, für welchen U CB Polardreieck i s t ,  und welcher v in A 
beriihrt. Sind niin p ,  die Krümmungsradien von E, El, I(, in A, 

, so hat man: 

daher: 

8. Halien drei Kegelschnitte .KI El, und I%, , welche sich alle in A 
berühren, die Krümmungsradien r ,  v, iiud r, in  der Art ,  dass 
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1 1 1  -+- + - = O  ( K r i l m m u n g s s u m m e  Null), 
rl Y2 

das heisat, Fol und K, liegen als Strahlencurve iind Punktciirve harmonisch. 
Es verschwindet snmit die Invariante, welche ieh Mathem. Ann. 36, S. 113, 
L,,, genannt habe und welche S a l m  o n  (a. a. O. S. 557) als O,,, er- 
mahnt .  

Besteht dagegen die Relation : 

P' + r l  + r2 = O ( K r t i m m u n g s r a d i e n - S u m m e  Null), 

so liegen nach 2) O,, und K, als Punkt - und Strahlenciirve harmoniscJi, 
es vcrschwindet mithin die Invariante A,,, mcincr hbhandlung, von 
Sa lmon mit O bezeichnet. 

9. In  der erwahnten Schrift von IIerrn C r a  n z  (S. 50) findet sich ein 
Satz, der meines Wissens zuerst von U m p  f e n h a c h  (,Ein Lehrsatz von 
KegelschnittenY, Crelle's Journ. Bd. 30 S. 95) bewiesen wurde: 

Gehen von einem Punkte C an einen Kegelschnitt K die Tangenten 
mit den Berührungspunkten A und B,  so verhalten sich die Krümmungs- 
radien in A und B mie AC3 : B C3. 

Von diesem Satze kann folgende Anwendung gemacht werden: 
Es bertihre noch ein zweiter Kegelschnitt KI den ersten K, sowohl in 

A a18 auch in B .  Sind nun r und e die Krümmungsradien von K in A und B, 
r,  und Q, diejenigen von K' in denselben Punkten, so ist nach obigem Satz: 

aber auch 
= P'l : el , 

somit 7 -=x, 
das heisst : Y1 e l -  

D a s K r ü m m u n g s r a d i e n - V e r h i i l t n i s s  i s t  b e i  z w e i  s i c h  d o p p e l t  
b e r ü h r e n d e n  K e g e l s c h n i t t e n  i n  b e i d e n  R e r ü h r i i n g s p u n k t e n  
dasse lbe .  

Dieser Satz . ist von Herrn Profcssor W e y r in der oben genannten 
Abhandlung, aber nur für das specielle Krürnmnngaradien-Verhaltniss 1 : 4 
liemiesen worden. 

Ftir jedes Krtimmnngsradien-Verhaltniss ware er am einfachsten folgender- 
massen zu beweisen: 

Berühren sich K und K, in A und B mit den Tangenten v und w, 
so ist das Krümmungsradieri-VerhLltniss in A das Doppelverhaltniss der 
Collineation mit A als Centrum und w als Achse, das Krtimrnungsradien- 
Verhiltniss in B dasjenige der Collineation mit B als Centrum und v als 
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Achsc. Diese Doppclverh~ltnisçe sind glcich, woil A und B zusammen- 
gehorige Contingenzpunkte, v und w zusaminengehGrige Chordalen sind. 

10. Die Veranlassung zu der  vorliegenden Abhandlung gab die Eut. 
deckung, dass die H e s s e ' s c h e  C u r v e  in  einern Berührungsknoten (Selbst. 
berührungspunkt) zwaï  gewohnlich einen dreifachen Punk t  ha t ,  jedoch 
einen vierfacben bekommt,  wenn das Krümmungsradien -Verhaltniss der 
beiden Zweige des Berilhrungsknotens den Werth  - 1 annimrnt (uat'hem. 
Ann. 36 S. 119). Ebenso hat die H e s s e ' s c h e  Curve im dreifachen 
Selbatberührungspunkt im Allgerneinen einen sechsfaclieii, dann aber einen 
siebenfachen P u n k t ,  wenn die  Krümmungssurnmc in  den Zweigen der 
Grundcurve Null  ist. 

11.  Der  Satz von der Invarianz des Krümrnungsradien -Ve:.h&ltnisses 
in der  Ebene Iiisst folgelide Anwendung auf die Geornetrie des Raumcs LU: 

Wenu sich zwei F l k h e n  zweiter Ordnung O und O1 in einem Punlit A mit 
Tangentialebene E Lerühren und  man legt  diirch eine Tangente v ,  welche 
in  E durch A g e h t ,  alle mogliehen Ebenen ,  so schneiden diese O und 0, 
in  Kegelschnittpaaren, welche sich in A berlihren. Au3 dem Satz von 
M e u n i e r  ( C r a n z  a. a. O. S. 68) folgt', dass das Krümrnungsradien- 
Verhaltnisu'in A fur alle diese Kegclschnittpaarc constant = 6 sein mus, 
Die Schnitt.piiuktsgeraden der  Kegelschnittpaare sind Sehncn der Durch- 
schnittscurve von O und O1 und schneiden alle die Gerade v, welche als 
Tangente ebenfalls eine Sehne dieser Curve ist. Daber  erzeugen (cfr. R e y e  
Geom. der Lage II,  S. 150) diese Schnittpunktsgeraden eine Regelfiache 
zwcitcr Ordnung O,, welche dern Büschel von O und O1 angchort. Ncnnt 
m a n  Doppelverh%ltniss von vier Flachen zweiter Ordnung eines Büschels 
das Doppelverh%ltniss ilirer Sohnittpuiikte mi t  einer Geruden , welche durch 
einen P u n k t  der Grundcurve des Uüschels gezogeu is t  - und zwar darf 
das (cfr. R e y  e a. a. O. I I ,  S. 162) in beliebiger Richtung geschehen - ,  
so  is t  das Doppelverhaltniss, welches 0, nnd de r  doppelt zahlende Kegel des 
Büschels mi t  0, und  O bilden, gcrade gleich 6. Eine andero Tangente v' 
führ t  anf eine andere RegeltlJche 0, mit. dem Doppelverhiiltniss d'. Weil 
aber  i ~ n  Büschel im Allgerneirian auch Niclitrcgelfliichen vorkomrnen, welche 
nicht von reellen Schnittpunktsgeraden erzeugt werden,  so muss es auch 
W e r t h e  von S geben,  die nicht als Krümmungsradien -Verhtiltnisse von 
Kegelschnittpaaren auftreten konnen , welche von den Schnittebenen durch 
die Tangenten erzcugt werden. Als biaximum und  Minimum von 6 sind 
die beiden Doppelverhiiltnisse zu betrachten , welche den beiden einfachen 
Kegeln des Büschels,  die ihre  Spitzen in E habeu ,  zukomrnen. Die fir 
das Krümmungsradien -Verh%ltniss moglichen Werthe  iiegen zwischen iiesen 
Grenzen und zwar mi t  Einschliiss oder mi t  Ausschluss des Unendlichen, je 
nttchdem O Regelflache oder Nichtregelfliiche ist. Da ferner jede Regel. 
fltiche durch zwei Schaaren von Gcradcn erzeugt w i r d ,  so gchorcn zu jedem 
Wer th  von 6 zwischen diefien Greiizen zwei Tsngenten in A derart ,  dass 
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die Schnitte durch sie das Krümmungsradien-Verhaltniss 6 haben. Der 
doppelt zahlende Kegel des Büschels entspricht dem Werth S = + 1 ; er 
wird erzeugt durch die Schnittpunktsgeraden der Paare von sich osculiienden 
Kegelschnitten, welche von Ebenen durch die Tangenten der Durchschnitts- 
curve von O und 0, in A ausgeschnitten werden. 

Es erübiigt nun noch, den Einfluas der specicllcn Falle bei der Be- 
rührung von zwei Fliichen zweiter Ordnung (cfr. C l e b s  c h -  L i n d  em a n n ,  
Vorl. über Geometrie I I ,  S. 219 flg.) auf das Krümmungsradien-Verhaltniss 
irn Berührungspunkt anzugeben. Für das Letztere kommen vier besonderc 
Moglichkeiten in Uetraclit: 

a) Der Werth + 1 ist  Maximum oder Minimum von 6 ;  alsdann hat 
die Durcli~chnittscurve eine S p i  t z e  (sie kano aber auch in zwei sich be- 
rührcndc Kcgelschnittc oder in einen doppelt ziihlenden Kegelschnitt, langs 
dessen sich O und 0, berühren, zcrfallen). 

b) Wenn â jeden beliebigen Werth annehmen kann,  in welchem Fa11 
sich irn Büschel nur Begelflichen vorfinden, so zerfLllt die Schnittcurve in 
eiue I t a u m c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  und in eine G e r a d e ,  welche Sehne 
oder Tangente dieser Ilnumcurve ist. Im ersteren Fall berühren sich O 
und Ol in zwei Punkten einer Erzeiigenden. (Berühren sich dagcgcn O und 
O, in zwei belicbigcn Punkten, C O  hat 6 in  beiden Punkten ein Maximum 
und ein Minimum und es giebt auch Nichtregelflachen im Büschel.) 

c) Hat d für alle Schnitte einen constauten, von der positiven Einheit 
verschiedenen Werth,  so schneiden sich O und 0, in einem G e r a d  e n -  
paar und cinein K e g e l  s c h n i  t t ,  der ebenfalls in ein Geradenpasr zer- 
fallen kann. 

d)  Kat endlich B für alle Schnitte den constanten Werth + 1, so 
schneiden sich O und O1 in einem G e r  a d e n p a a r  und einem durch dessen 
Mit t e l p  u n k t gehenden K e g e 1 s c h  n i t t oder in einer Doppelgeradeu und 
zwei windschiefen dieselbe schneidendeu Geraden oder in einem doppelt 
zahlenden Geradenpaar. 

Indem ich weitcro Untersuchungen im Raum einer besonderen Dar- 
stellung vorbehalte, bemerke ich noch, d a s ~  der von Herrn Meh m k e zuerst 
ohne Beweis mitgetheilte (Zeitschr. f. Matliem. u. Physik Bd.XXXV1 5.56) und 
spiter mittelst Infinitesimalrechnung bewiesene Satz (a. a. O. S. 206 flg.) : 
,Osculiren sich zwei Raumcnrven in einem Punkt ,  so ist das Verhiiltniss' 
der Krümmungen in demselben eine projectivisch unzerstorbare G r o s e u ,  
eine unmittelbare Folge der Invarianz des Krüinmungsradien-Verhiiltnisses 
i n  der Ebene k t .  

12. Zum Scliluss ist es nicht ohne Interesse, für zwei i n  b e l i e b i g e r  
Lage b e f i n d l i c h e  Kegelschnitte die Gleichung fur die bei den in 1. er- 
wshnten zw6lf perspectivisclien Collineationen auftretenden Doppelverhaltnisae 
aufzustellen. Wir bedienen uns hierzu der symbolischen Rechnungsmetliode 
( C l e b s c h - L i n d e m a n n ,  Vorl. llber Geometrie 1, 8. 187 Hg.) und missen 
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bereits, dass wir eine in den Quadraten der Doppelverh~ltnisse cubische 
Gleichung erhalten müssen. 

Die Gleichungen der Kegelschnitte seien : 

azP = O 
und 

= o. 
1st 

Il, = O 

eine gerneinsame Tangente, so sind die doppelt ziililenderi Berührungspunkte 
auf derselben resp.  VU)^ = O 
und (s'vu)" O. 

Dann ist (,vu)'+ A ( U ' V U ) ~ =  0 

die Gleichung der Spuren eines Chordalenpaars, wenn A einewurzel der Gleichung : 

6) Hl 1.3 + 3 D,, A2 + 3 DOi i + II" = O, 

wo Hl, D,,, Do,, Ho dieselbe Hedeutung, wie in Gleichung 1) haben. 
Nennt man (cfr. S e  e g e r a. a. O. S. 4) E x  p O n e  n t eines Punktes in Bezug 

auf die Rerührungspunkte sein Abstandsverh%ltniss von denselben, so sind: 

+j7'1i,.! +JG? + JÀ,, 
wo A,, A,, b,  die Wurzeln von 6) sind, die Exponenten der Spuren der drei 
Chordelenpaare. Ferner seien p , ,  p i ,  ps die Exponenten der zii clenselben 
eorrespondirenden auf v liegenden Contingenzpunkte. 

Weil aber zwei zusammengeh5rige Chordalen von zwei Contingenz- 
punkten, welche weder unter sich, noch mit  jenen correspondiren, fiaimoniseh 
getrennt werden, so ist:  

11 = P 2 l . 4 3 ,  

Daher sind die Quadrate der Doppelverhtiltnisse der Collincationen: 
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Die Glcichung der Qoadrate der Doppelverhaltnisse hat also zu Wurzeln 
die Wurzeln der Gleichung 6) paarweise multiplicirt und durch das Quadrat 
der dritten dividirt. 

Sie lautet daher : 

D a s  P r o d u c t  d e r  Q u a d r a t e  d e r  D o p p e l v e r h a l t n i s s e  i s t  
also Eins .  

Eine Wurzel J2 ist gleich 1, das heisst , ein Chordalenpaar geht diirch 
die correspondirenden Contingenzpunk te, wenn : 

Alle Chordalen gehen durch correspondirende Contingenzpunkte , wenn: 

D,, = O 

Die Discriminante der culischen Gleichung 7) in d2 ist: 

(6HoDol DIOH,  - 4D,13111 - 4&DIo3 + 3Do12Dlo2 - 1T?Hl2) 

Ri {. (3B,,'D1,' - Uol3H1 - BoD,,3)'= 0. 
Bus d l 2  = d Z 2  

folgt 3 - 1 3  
1, - P l  

daher auch: 
pi3 = EL:. 

Wenn also zwei Wurzeln von 7) einander gleich sind, so ist das 
Doppelverhaltniss , welches auf einer gemeinsamen Tangente zwei bestimmte 
Contingenzpunkte mit den Berührungspunkten bilden, eine dritte Wurzel 
der positiven Einheit; eine der zum ersten correspondirenden Chordalen und 
eine der zum zweiten correspondirenden bilden mit den Berührungspunkten 
ein Doppelverhaltniss gleich einer sechsten Wurzel der positiven Einheit. 
Hicriu ist der Fa11 der Berührung [erster Factor von 8)] mit inbegriffen; 
der zweite Factor von 8) bexieht sich auf die complexen Einheitswurzeln. 
Wenn er verschwindet, liegt eine Chordale und eine bestimmte nicht corre- 
spondirende und alsdann ebenso die mit jener zusarnmengehorende und die 
mit dieser zusammengehorende a qu i a n h a r  m o n  i s c h  su den Beriihrungs- 
punkten auf den gemeinsamen Tangenten. 
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VII. Eine einfache Berechnung des Siebzehnecke. 

Im  Folgenden werden nur zwei goniometrische Formeln benutzt, niimlich: 

1 + cos2p case (j = 
2 

und cos ( 7 ~  - ,8) = - COS B. 

Mittelst derselben lasst sich das regulare Siebzehneck auf sehr ein. 
fache Weise folgendermassen berechnen. 

Der ersten Formel gebe ich die Gestalt: 

2) ( 2  COS pj2 = 2 + ( 2  COS 2 13) 
und wende sie auf die Ausdrücke 

i I 2 
a, = 2  cos - n, a, = 2 cos - ?c, 17 17 

a n ;  so ist  
a," 2  + an,, a d 2 = 2 + a 4 ,  a 4 8 = 2 + a g ,  

und 16 
a , 2 = ~ + 2 c o s - 7 ~ =  ,, 2 - ( 2 c o s ; n )  = 2 - a , ,  

es ergebcn sich slso zwischen diesen vier Grossen vicr Gleichungen: 

Man bemerkt sofort, dass die Unbekannten in zwei Gruppen zerfallen, 
a,,  a,  und a,, a,. Içh führe neue Unbekanute x und y ein, nimlich: 

i 

Aus Nr. 4 findet sich: 

a,2 = 2 - al 

1 ~ p 2 - a ~ ~ = a , + a , ,  a , 2 - a , 2 = a , - a , .  

Uies wird tnultiplicirt und gehoben: 

das ist : (ai - a,) (a, 4- a,) = 1 ,  

6) 2, . 2, = 1. 

ak2 = 2  + a, 

a," 2 + aa, , a l2  = 2 + a,. 
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Bus Nr. 4 findet sich weiter 

Dies wird multiplicirt und gehoben : 

das ist nach Nr. 4: 
al2  . a,, . a,2a,2 = 1 ,  

also, de alle a positiv, 
a, a, . a,  a, = + 1 , 

das ist 

7 )  Y, .?12  = 1. 

Nun Lilden wir die Quadrate,  immer Nr. 4 beniitzeild: 

~ , ~ = a ~ ~ + a ~ ~ - 2 a , a , = 4 + a , + a , - 2 a , a , ,  
also 

xIZ = 4 + x ,  - 2 y , ,  
ebenso 

x; = 4 - X I  + 2 y 2 ,  
und nach Nr. 6 : 

Zx,x, = 2 

y,, = ai2 a42 = ( 2  + a2) ( 2  + us) = 4 + 2 (a, + a,) + a, a,, 
also 

yi2= 4 +  2x2 + Y , ,  
ebenso 

~ , ~ = 4 - 2 x ~ - y ~ ,  
und nach Nr. 7 

2?/1 Y, - 2 

Man tiberzeugt sich leicht, dass 

y,  - yy > x2 - X I  > o. 
Xus Nr. 9 und 8 folgt: 

(yl - y2j2 - ( x ,  - x J  = (y1  - ? j p )  + (x2 - x,), alao 

10) ( Y ,  - Y S )  - ("2 - " 1 )  = 1. 

Dies setzen wir in Nr. 8 und 9 e h :  

Hicraus ergiebt sich : 

13) x2 - x1 = 
J17 -1  

! y, - yz = 
in+] 

2 2 

Der Kurze halber setzen wir: 
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Z u  den Gleichungen Nr. 13 nehmen wir Nr. 6 und 7 hinzu: 

x 2 x , = l ,  y l y z =  1 ,  

so lasscn sich dio z und y findcn: 

Hierauf ergeben sich die a aus: 

a, - a, = x, 1 a, + a, = ie, 

1 
a, ist 2 cos - z. 

17 
Der Centriwinkel der Seite s,, des regulLren Siebzehnecks findet sich 

durch 
2 1 

16) 2cos-n=4cosa-n;-2 = al2- 2. 
17  17 

Dieçe Art der Auf16sung dürfte kürzer sein, als die gewohnlich be- 
nutzte, welche auf die Formeln 

" - P  , 
C O S U  + ecos * cos à 2 

" + P  n - 8  cos a - cos p =  2 sin --- 
2 2 

zurückgeht, u n d  die z .  B. in S c h l o m i l c h ' s  Geometrie angegeben ist. 
Auch zur gcomctrischen Herleitung werden geaohnlich Zusammenliange 
benutzt, welche diescn letztgenannten Formeln entsprechen, z. B. in 
S c h r  a d e r il Geometrie. Aber auch geometrisch ist mein Verfahren das 
einfachere. Ich hoffe, in nachster Zeit eine zusammenhangende und er- 
schopfende Uarstelluug des Problemes in neuem geometrischen Gewande zu 

geben, worin eben die Formeln Nr. 3 auf einfachste Weise geometrisch 
gewonnen und gedeutet werden sollen. Das Verfahren ist natürlich nieht 

1 
auf den Fa11 - beschrankt, wie ich denn auch eine allgemeine Formel fiir 17 
die Seite s4,, + 2  des reguliren Polygones von 2 (292. + 1 )  Seiten geben merde. 

M a g d e b u r g .  Dr. Bocaow. 
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VIII. Ueber eine Potenzbeziehung bei den Curven zweiter Ordnung. 

Von F a u r e  rührt der Satz her ,  daes die Urnkreise der Poldreiecke 
einer Curve zweiter Ordnung irn Mittelpunkte dieser Curve denvelben 
Potenzwerth besitzen. Diesern Satze konnen wir den folgendcn zur Scite 
stellen, der eine Xhnliche Potenzbeziehung enthalt und der noch nicht be- 
kannt sein dürfte. 

Zu a l l e u  K r e i s e n ,  w e l c h e  j e  e i n e  d e r  d u r c h  e i n e n  P u i i k t  9 
gehenden  S e h n e n  e i n e r  C u r v e  z w e i t e r  O r d n u n g  a l s  D u r c h -  

messer f a u s e n ,  g i e b t  eu i m  A l l g e m e i n e n  e i n e n  P u n k t  g l e i c h e r  
Potcnz S. D i e s e r  h a t  d e n s e l b e n  P o t e n z w e r t h  zu d e n  K r e i s c n  
einer a n d e r e n  S c h a a r ,  v o n  d e n e n  j e d e r  e i n e  d u r c h  e i n e n  g e -  
missen P u n k t  P' g e h e n d e  S e h n e  d e r s e l b e n  C u r v e  a l s  D u r c h -  
messer e n t h l l t .  

Wir ziehen zum Beweise diesev Satzes durch P drei Gerade, die die 
Cnrve zweiter Ordnung A in den Punktpaarcn B A , ,  BB, und CCl treffen, 
und construiren die drei Kreise, die je eine der entstandenen Curvensehnen 
als Durchmesser fassen (Figur). Den gemeinsarnen Schnittpunkt S der 
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Potenzlinien dieser Kreise verbinden wir mi t  A ,  B und C durch drei 
Gerade, die die zugehorigen Icreise zum zweiten Malc in A,, B2 und C, 
schnciden, und zichen ferner die Geraden A, A B .  B,B2 und CIC,. Dann 
sind die Winkel bei A,, B, und C, recbte,  und es haben die Pro- 
ducte S A  . S A 2 ,  S B  . SB ,  und S C .  8% deriselben Werth .  Weisen wir 
nun jedem Punk te  X  von 1 diejenige Gerade z L U ,  die seakreclit steht 
zu S X  und diesc Gerade in einem solcben Punkte  Xi schneidet,  dass das Fro- 
duct S X .  S X ,  gleich jenem Wcrthe  S A .  S A ,  i s t ,  dann sind X und z 
entsprechende Elemente in einem allgemeinen circuliiren Polarsystem, dessen 
Ordnungscurve ein reeller oder imaginarer Kreis x i s t ,  der S a18 Mittel- 
punk t  und p'SA . S A ,  als Radius hat .  Nennen wir  ferner X1 und X', die 
Schnittpunkte der Geraden z mit der Curve 1, dann  siud X und XI und 
ebeuso X und X', conjugirte Punkte  in deui circularen Polarsystem, und 
folglich schneiden die Geraden X X ,  und X X ;  den Kreis x und die 
Corve b so in  vier harmonischen Ponlr ten ,  dass je zwei zugeordnete auf 
dcrsclben Curve liegcn. Nach cincm bckanntcn Satzc bilden solche Gerade 
einen Strahlenbüschel zweiter Ordnung;  weil aber in  uneerem Falle drei 
Strahlen des Büsühels, nanilich A A , ,  BB, und CC, durch den Punkt P 
g e h e n ,  so zerfillt der  Büschel zweiter Ordnung i n  zwei Büschel erster Ord- 

nung.  Der  Mittelpunkt des e ineu,  durch den die Geraden X X ,  geher, 
i s t  PI der  Mittelpunkt des andern,  i n  dem sich die Geraden XXI1 schneiden, 
moge mit  P' bezeichnet werden. Denken wir  uns  nun  schliesslich über 
irgend einer dcr  Streckcn X X ,  oder XX', als Durchmesser den Kreis 
const rui r t ,  so geht  dieser durch den zugehorigen Punk t  X2, so daes SX 
n n d  SX, Sebnen-  oder Secantenabschnitle des Kreises s ind,  also daa Pro. 
duc t  S X  . S X ,  die Potenz des Punktes S zu jenem Kreise darstellt. Weil 
n u n  aber dieses Product  constant i s t ,  so ist  S ein Punk t  gleicher Potenz 
zu allen Kreisen, die je eine der Curvensehnen X X ,  oder XX', als Durch- 
messer fassen. 

Dcnken wir uns s ta t t  der Krcise die Kugeln ,  die die Schncii XX, 
und  XX', als Durchmesser fassen, so gehen die Potenzebenen von 
j e  zweien dieser Kugeln durch den P u n k t  S und stelien seukrecht zu 

der  Ebene der Curve A. Folglich schneiden sich alle diese Potenzebenen 
i n  der Geraden, die in S normal zu jener Ebene steht. Die Kugeln der 
beiden Schaaren gehtiren also z i i  einem K q e l b ü n d e l  und hahen folglich 
auf  der  Potenzachse zwei gemeinschaftliche reelle odcr imaginare Schnitt- 
punkte. E s  gil t  daher der Sate :  

A l l e  K u g e l n ,  w e l c h e  j e  e i n e  d e r  d u r c h  e i n e n  P u n k t  P 
g e h e n d e n  S e h n e n  e i n e r  C u r v e  z w e i t e r  O r d n u n g  a l s  D u r c b  
m e s s e r  f a s s e n ,  h a b e n  i m  A l l g e m e i n e n  z w e i  P u n k t e  gemein. 
s a m .  D u r c h  d i e s e  g e h t  n o c h  e i n e  z w e i t e  S c h a a r  v o n  Kugelo,  
v o n  d e n e n  j e d e  e i n e  d u r c h  e i n e n  g e w i s s e n  P u n k t  P' gehende 
S e h n e  d e r s e l b e n  C u r v e  a i s  D u r c h m e s s e r  e n t h i i l t .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Kegelflachen, die aus einem dieser beiden Punkte die Curve 1 
projiciren, sind von besonderer A r t ,  da jede von beiden Kegelflgchen von 
irgend einer durch ihren Mittelpunkt und einen der Punkte P und Pr 
gehenden Ebene in normalen Strahlen geschnitten wird. Solche Kegel sind 
vom Verfasser dieser Arbeit i n  seiner Strassburger Inaugural-Dissertation 
,Kegel des Pappus' genannt und dort ntiher untersucht worden. 

Nach dieser Darlegung wollen wir hier noch die wichtigsten der Satze 
anflihren, die sich uns bei weiterer Untersuchung jener Kreisschaaren er- 
geben haben und die vielleicht einiges Interesse beanspruchen dürften. 
Wir behalten uns vor, sie bei einer andern Gelegenheit zu begrtinden. 

1. Die  K r e i s e ,  d i e  p a r a l l e l e  S e h n e n  e i n e r  g l e i c h s e i t i g e n  
Hyperbe l  a l s  D u r c h m e s s e r  f a s s e n ,  b i l d e n  e i n e n  B ü s c h e l ,  d e s s e n  
P o t e n z l i n i e  e i n  D u r c h m e s s e r  d e r  C u r v e  i s t .  D e r  B ü s c h e l  h a t  
zwei r e e l l e  u n d  z w a r  a u f  d e r  C u r v e  g e l e g e n e  o d e r  z w e i  
imaginiise G r u n d p u n k t e ,  j e  n a c h d e m  d i e  p a r a l l e l e n  S e h n e n  
P u n k t e  a u f  d e n  b e i d e n  Oder a u f  e i n e m  Z w e i g e  d e r  H y p e r b e l  
verbinden.  

2. B e i  e i n e r  g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l  h a t  d e r  zu e i n e m  
P u n k t e  P c o n j u g i r t , e  u n d  m i t  d i e s e m  a u f  e i n e m  D u r c h m e s s e r  
ge legene  P u n k t  S g l e i c h e n  P o t e n z w e r t h  zu a l l e n  K r e i s e n ,  
die j e  e i n e  B y p e r b e l s e h n e  dey P u n k t e s  P a l s  D u r c h i n e s s e r  
fassen. 

3. Z w i s c h e n  d e n  P u n k t e n  P u n d  P' h e s t e h t  e i n e  i n v o i u -  
tor ische V e r w a n d t s c h a f t  z w e i t e n  G r a d e s ,  d e r e n  H a u p t p u n k t e  
der M i t t , e l p u n k t  u n d  d i e  b c i d e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e  v o n  
A sind. 

4. Auf e i n e r  A c h s e  e i n e r  C u r v e  z w e i t e r  O r d n u n g  g i e b t  e s  
zwei r e e l l e  o d e r  i n i a g i n a r e  u n d  b e z t i g l i c h  d e s  M i t t e l p u n k t , e s  
s y m m e t r i s c h  g e l e g c n e  P u n k t p a a r e  RS, d i e  d u r c h  f o l g e n d e  
E i g e n s c h a f t e n  a u s g e z e i c h n e t  s i n d :  a) V e r b i n d e t  m a n  i r g e n d  
einen C u r v e n p u n k t  X m i t  R d u r c h  e i n e  G e r a d e ,  d i e  d i e  C u r v e  
z u m  z w e i t e n  Male  i n  XI t r i f f t  u n d  z i e h t  m a n  d i e  G e r a d e  XS, 
s o  s t e h t  d i e s e  s e n k r e c h t  z u r  T a n g e n t e  d e s  P u n k t e s  XI; b) 1 s t  
X, der  S c h n i t t p u n k t  d e r  G e r a d e n  X S  m i t  d e r  T a u g e n t e  d e s  
Punktes  XI, d a n n  h a t  d a s  P r o d u c t  SX.SX, e i n e n  c o n s t a n t e n  
Wer th ;  c) D i e  P u n k t e  R u n d  S s i n d  d u r c h  d i e  B r e n n p u n k t e  
der Achse h a r m o n i s c h  g e t r e n n t . *  

5. D e n  P u n k t e n  P e i n e r  G e r ~ d e n  e n t s p r e c h e n  d i e  P u n k t e  S 
einer C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  m i t  D o p p e l p u n k t .  

- -  -- 

Vergl. die Verhandlungen der 64. Versammlung deutscher Naturforscher 
und Aerzte, Leipzig 1892, 2. 'l'heil S. 542 flg. 
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6,  B e s t i m m t  m a n  zu e i n e m  P u n k t e  P i n  d e r  E b e n e  ei,,, 
C u r v e  z w e i t e r  O r d n u n g  d e n  z u g e h o r i g e n  P u n k t  S, s o w i e  d i s  
C u r v e  EC, &uf d e r  d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  S e h n e n  d e s  P u n k t e s  p 
l i e g e n ,  d a n n  g e h e n  d u r c h  d i e  F u s f i p u n k t e  d e r  v i e r  v o n  fi 
n a c h  p g e z o g e n e n  N o r m a l e n  g r o s s t e  u n d  k l e i n s t e  z u r  C u r v e  i 
p h o r e n d e  S e h n e n  d e s  P u n k t e s  P." 

-- - 

* Vergl. die Bemerkung von S c h l o m i l  c h  in der Zeitschrift für  matheni, 
und naturw. Untcrricht. Jahrg. 1592, Heft 4, S. 280 und 251. 

~ a a r b r ü c k e n .  Dr. THEODOR NEYER. 
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X IV. 

Ueber die Stellen innigster Berührung einer ebenen Curve 

dritter Ordnung mit einer ebenen Curve n t @ .  Ordnung. 

Von 

Dr. RIAETIN DISTELI 
i n  ZUrich. 

Hierau Safel V I ,  Fig.- 1 - 6. 

Bckanntlich konnen von den 3 m  Schnittpunktcn P ciner ebenen Curve 
der Ordnung C, mit einer ebenen Curve dritter Ordnung C3 alle bis 
auf einen auf der C3 willkürlicli fixirt werden. Denkt man sich nun die 
(372 - 1) willkürlichen Punkte P s2mmtlich unendlich benachbart, so kann 
durch zweckmiissige Wahl der Rerührungestelle auch noch der letzte Schnitk- 
punkt mit den tilirigen vereinigt werden. Die vorliegende Frage m6ge 
also lauten: 

W i e  v i e l e  P u n k t e  g i e b t  eu a u f  d e r  a l l g e ~ n e i n e n  u n d  d e n  
s ingul i i ren  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  e i n e  i n n i g s t e ,  d a s  
heisst  e i n e  3 m - p u n k t i g e  B e r t î h r u n g  m i t  e i n e r  C u r v e  fiter O r d -  
nung g e s t a t t e n ,  u n d  w e l c h e  h a u p t s i i c h l i c h e n  g e o m e t r i s c h e n  
E i g e n s c h a f t c n  k o m m e n  d i c s c m  P u n k t s y s t c m c  z u ?  

1. Anzahlbestimmuiig der Berïihrungsstelleii. 

Wir führcn die Untersiichung im Folgcnden synthctisch, indem wir 
die fragliühen Stellen zuerst für die einfachsten Fiille ermitteln, dann zur 
allgemeinen Piimzahl und schliesslich zu den zusammeugesetzten Zahlen lz 

übergehen. Dabei wird durchweg nur von dem Satze Gebrauch gemacht: 
L e g t  m a n  d u r c h  (312-23 d e r  S c h n i t t p u n k t e  P e i n e r  C u r v e  C, 

u n d  e i n e r  C u r v e  C, s i i m m t l i c h e  C u r v e n  C,, s o  s c h n e i d e n  d i e s e  
a i l s  d e r  C3 P u n k t e p a a r e  e i n e r  r a t i o n a l e n  u n d  q u a d r a t i s c h e n  
I n v o l i i t i o n ,  d e r e n  V e r b i n d u n g s l i n i e  s t e t s  d u r c h  e i n e n  S e s t e n  
P u n k t  d e r  Cs g e h t .  

Dieaer fe-te Punkt sol1 in der Folge als Drehpunkt D bezeichnet 
werden. 
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1. Die einfachsten PLlle. 

s = 1. Diejenigen Stellen , wo die C, von einer G e r  a d  e n  dreipunktig 
berührt wird, sind unmittelbar ersichtlich : niirnlich die neun W ende- 
p u n k  t e mit dcr bckannten Configuration ihrer zwolf drcifach zahlenden 
Geraden. Wir k6nnen sie unter dem Gesichtspunkt vorliegender Betrachtung 
bezeictinen als Punkte Pl, wenn hier gleich angemerkt wird, dass die 
Bezeichnung P, ftir den allgemeinen Fa11 gelten soll. Es ist bemerkens- 
werth, dass die Wendepunkte auch in der Folge eine wichtige Rolle spielen. 

f i  = 2. Sei in Pig. 1 FI  cin bcliebiger Punkt  der C,, F, sein erster 
und Dl sein zweiter Tangentialpunkt. Unter allen in Fl vierpunktig be- 
rührenden K e g e  l s c h n i t  t e n C2 figurirt auch die doppelt gelegte Tangente 
in FI, welche zeigt, dass Dl der Drehpunkt des veranderlichen Punkte- 
paares ist ,  welches zugleich den Individuen des Kegelschnittbüschels 
angehort. Die Gerade D, FI begegnet somit der C, in demjenigen Punkte 6, 
der dem in F, fiinfpunktig osculirenden Kegelschnitt angchort. Auf 
diese Weise kann zu jedem' Punkte FI linear ein Punkt  6 construirt 
werden. Wann und wie oft fallen FI und 6 zusammen? 

Wenn ein Zusammenfallen eintreten soll, muss D, mit Pz coincidiren; 
dann aber ist Pz ein Wendepunkt. 

D i e  P u n k t e  Pz s e c h s p u n k t i g e r  B c r ü h r u n g  zwisc 'hen der Cj 
u n d  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  C, s i n d  a l ~ o ,  w i e  b e k a n n t ,  d i e  27 Be- 
r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  a u s  d e n  W e n d e p u n k t e u  a n  d i e  C, gelegten 
T a . n g e n t e n .  

n =3 .  Sei wieder in derselben Figur FI ein willkürlicher Punkt 
der C,. Um jetzt den Drehpunkt D, der Sehnen anzngeben, welche die 
variablen Schnittpunktepaaie aller C u  r v e n d r i t t e r O r d n u ng ent,halten, 
von denen die Grundcurve C, in F, siebeupunktig berührt wird, betiachten 
wir diejenige zerfallende C3, welche aus dem in Fl fünfpunktig osculirenden 
Kegelschnitt und seiner Tangent.e in  diesem Punkte besteht. 

Ftir diese Curve ist 6F1 das variable Punktepaar, welches somit 
durch seine Verbindungslinie den Drehpunkt D2 bestimmt. Durch den 
Strahl E;D2 wird aber jetzt der neunte Schnittpunkt aller Curven dritter 
Ordniing bestimmt, welche die Grundcurve in E; achtpunktig berühren. 
Sol1 nun 9 auch nach 1'; fallen. so muss B, mit IT2, also aucb 6 
mit, B ,  identisch werden. Die Punkte l i;TT2 Il, bilden in diesem Falle ein 
Drcieck von Punkteu der Cs, dcsscn Scitcn die Tangenten der Grundcnrve 
in seinen Ecken sind. - Solcher Dreiecke giebt es auf der C, aber 24. 

D i e  f r a g l i c h e n  P u s k t e  P, s i n d  a l s o  d i e j e n i g e n  72 Punkte, 
w e l c h e  m i t  j e d e m  W e n d e p u n k t  F u n d a m e n t a l p u n k t e  f ü r  
S t e i n e r ' s e h e  P o l y g o n e  v o n  18 S e i t e n  b i l d e n .  

i luf  die Configuratiou dieser Punkte kommen mir im Polgenden noch- 
mals zurück. 
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% = 4 .  Man denke sich jetzt unter allen C u r v e n  v i e r t e r  O r d -  - 
nung C4, welche die Grundcurve C, im Punkte ii; in zehn auf einander 
folgenden Punkten berühren, eine der unendlich viclen zerfallenden Curven, 
 velche aus einer in F, achtpunktig berührenden C3 nehst Tangente be- 
stehen. 1st nach dem Vorausgegangenen dcr Punkt  9 ermittelt, so 
crgiebt in Fig. 1 die Gerade YF2 den verlangten Drehpunkt D3 und 
damit den Punkt 12, das heisst den gemeinschaftlichen Schnittpunkt 
aller Curven C,, welche die Grundcurve in fi; elfpunktig osculiren. 

Eine einfache Ueberlegung lasst erkennen, dass der Punkt  12 nur 
daun mit FI zusammenfallen kann,  wenn D, mit 9 zugleich in einen 
Wendepunkt verlegt wird. 

S o m i t  s i n d  d i e  g e s u c h t e n  P u n k t e  P4 die 4.27=108 B e -  
r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  a u s  d e n  P u n k t e n  P, a n  d i e  C, g e l e g t e n  
T a n g e n t e n ;  d a s  h e i s s t ,  d i e j e n i g e n  P u n k t e ,  w e l c h e  m i t  j e  
e inem W e n d e p u n k t  F u n d a m e n t a l p u n k t e  b i l d e n  f ü r  P o l y g o n e  
von a c h t  S e i t e n ,  m i t  d e n  a c h t  i i b r i g e n  W e n d e p u n k t e n  P o l y -  
gone von  24 S e i t e n .  

fi = 5. Wir stellen uns eine zerfallende C u r v e  f ü n f t e r  O r d  n u n g  C5 - 
var, wclche in FI 113 auf einander folgende Punkte mit der Grundcurve Cs 
gemeinsam hltt und aus einer elfpuuktig bertihrenden Curve C4 nebst der 
Tangente in E', besteht. 

1st nach dem Vorhergehenden der Punkt 12 angegeben, so schneidd 
die Gerade 12 F, den neuen Drehpunkt D4 und damit den letzten 
Schnittpunkt 15 dcrjenigen Curve Cg heraus, welche in  FI einc 14-punktige 
Berührung mit C, eingeht. Sol1 dieser letzte Schnittpunkt 15 mit LT; 
coincidiren, so uiuss der Eeihe nach D, mit $ 2 ;  12 mit Dl ; 5 mit 
D, und 9 mit B4 identisch werden. Man erkenut daraus, dass Üie 
vier Punkte E;F2D, D, in diesem Falle ein geschlossenes Tdngentenvierseit 
bilden, das den Punkt 6 zu einem Diagonalpunkt und Wendepunkt der C, 
hat. - Solchcr geschlossener Tangentenvierseite giebt es auf dcr C, 
aber 54. 

Die  2 1 6 E c k e n  d e r s e l b e n  s i n d  d i e P u n k t e P g '  J e d e r  v o n  i h n e n  
g i e b t  m i t  e i n e m  b e s t i m m t e n  W e n d e p u n k t  c o m b i n i r t  P o l y g o n e  
von z e h n  S e i t e n ;  m i t  d e n  a c h t  a n d e r e n  W e n d e p u n k t e n  d a g e g e n  
solche v o n  30 S e i t e n .  

2. Uebergang zur allgemeine~i Zahl  lz. 

Das bis jetzt zur Anwendung gelangte Verfahren zeigt einen stufen- 
mâssigen Verlauf, indem durch Zufiigen einer geraden Linie, der Tangente 
der C3 i ~ n  Punktc FI, zur Curve dcr folgcnden Ordnung übergegangen 
werden kann. Es lasst sich daher offenbar beliebig weit fortsetzen, und 
deckt dabei sofort den Zusammenhang der vorliegeuden Fragen mit den 
Steiner 'schen Punktinvolutionen auf der Grundcurve C3 auf. 

l'i * 
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Der Verlauf der Construction des letzten Schnittpunktes ist folgender: 
Nach Fig. 1 gehen wir aus von zwei Punkten F, und E', der C,. 

Mit der Tangente in  F,  gelangt man zu Il,; durch Verlinden von Dl mit 
FI zum Punkte 6 ;  durch die Linie 6F2 zu D,; dann diirch Ziehen von 
D,F, zu 9; mit 9F1 zu D,; durch D,E; zn 12 u. S. W. Auf der C, ent- 
stehen dadiirch zwei Punktreihen. Alle mit D bezeichneteii Punkte werdeu 
mit If;, alle mit Ziffern versehenen Punkte mit & verbunden, und zwar 
derart, dass diese Linien einau continuirlichen Zug bilden , dessen Seiten 
abwechselnd durch die Piinkte F', und ET2 gehen. 

&fit anderen Worten : 
M a n  c o n s t r u i r t  i n  W i r k l i c h k e i t  e i n  S t e i n e r ' s c h e s  Poly- 

g o n  m i t  I.; u n d  F2 a l s  F u n d a m e n t a l p u n k t e n  u n d  d e r  Geraden 
a l s  e r a t e r  S e i t e .  D a n n  v e r l a n g t  d i e  g e s t e l l t e  Aufgabe,  

d a s s  d i e s e s  P o l y g o n  s i c h  s c h l i e s s t .  
Der Punkt If', ist aber als Tangentialpiinkt von IfTl nicht millkürlich, 

sol1 er mit F, zugleich Fundamentalpunkt sein, so muss das S t o iner'sche 
Involutionsclement, das den Punkt FI enthiilt, mit seinem Tangential- 
element, zu welchem F, gehort,  identisch sein. 

Dies ist jedes Mal und nur  dann der Fal l ,  wenn das Element einen 
einzigen Ponkt  enthalt, der mit seinem Tangentialpunkt coincidirt, und 

diese Eigenschaft wiederuin komrnt nur den Wendepunkten der CS zii. 
Damit ist die Haupteigenschaft der fraglichen Punkte aufgedeckt: 
D i e  S t e l l c n  3 % - p u n k t i g e r  B e r ü h r u n g  P,, s i n d  en tha i ten  

u n t e r  d e n  P u n k t e n  d e s j e n i g e n  I n v o l u t i o n s e l e m e n t e s  der 
Z a l i l  3 n ,  zu w e l e h e m  d i e  W e n d e p i i n k t e  g e h o r e n .  

EnthLlt nun die Zahl fi den Factor 3 selbst nicht,  so gehoren die 
Punkte P, zu neun Gruppen G, von denen jede einen Wendepunkt ent- 
h d t ,  mit welchem die Punkte P,, Fiindamentalpunktepaare bilden Eir 
Polygone von 2lz Seiten und r, Ecken; dagegcn solche von Bn Seiten und 
3% Ecken mit den acht übrigen Wendepunkten. 

1st dagegen 3 Factor von n ,  so gehoren die Punkte P ,  acht Gruppen 
G' a u ,  und bilden gleichartig mit allen neun Wendepunkten Pundamental- 
punktepaare für  Polygone von 6 n  Seiten und 312 Ecken. 

Sind nun die zu den einzelnen Primfactoren pu, rc,. . . von % 

gehorenden Involutionen bekannt, so findet man bekanntlich das Invo. 
lutionselement der Zahl YZ, indem man jeden Piinkt des Flementes der 
Zahl pa vervollstiindigt zu eincm Elemcnt der Zahl q a ,  diese ueucn Punkte 
erganzt zu Elementen der Zahl rC  u. S. W . ,  wobei die Reihenfolge dieser 
successiven Erweiterungen millkürlich ist. 

Daraus ergiebt sich nun sehr einfach die Ariaatilbestimmung der frag 
lichen Punkte P,,. 

1st namlich ein Wendepunkt gemeinschaftlicher Punkt der Elements 
der Zahlen pu und q b ,  so wird die Erweiterung der Punkte des einen 
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Elementes zu Elementen der Involution des anderen vollzogen, indem man, 
mit Ausnahme des Wendepunktes, alle Punkte des einen Elernentes mit 
allen des anderen dureh gerade Linien verbindet und die dritten Schnittpunkte 
mit der Curve bestimmt. 

Bezeichnet man mit A,, die Anzahl der Punkte P,, das heisst also 
derjenigen, welche mit dem Wendepunkt nicht zerfitllende Polygone ergeben, 
also mit Apa die Anzahl der Punkte P p ,  mi t  Apa die Zahl der Piinkte Pp, 
welche zu Polygonen von blos 2 a  Seiten ftibren, so setzen sich die n2 Punkte 
des Elementes der Zahl n. zusammen aus der Anaahl aller Punkte Ppa, 
aenn ai alle ganzzahligen 
dass, wenn A,. = 1 und p 

ist. Daraus folgt: 

positiven Werthe von 0 bis a durchlauft, so 
von 3 verschieden gedacht wird, 

a - a  2 A,. = n2 
Cr O 

Ebenso ist die Anzahl der Punkte P,, die zur Primzahlpotenz n =  9" 
gehoren, gegeben durch 

Apb = ( q 2  - 1 )  q 2 P - 1 )  

und man findet eiidlich die zur Zahl pu. ph geliiirenden Punkte P durch 
Verbindung der Punkte P,a mit den Punkten P q b  Da &US geometrischen 
Grüuden jeder nur einmal erhaltcn werden kann,  so ist  ihre Anzahl uiiter 
Berilcksichtigung blos eines Wendepunktes 

D i e  A i i z a h l  i s t  a b e r  a u c h  g l e i c h  d e r  A n z a h l  a l l e r  Z a h l e n -  
paare (Y,  /?(< n j ,  w e l c h e  m i t  n k e i n e i i  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  
Divisor h a  b e n ;  das heisst gleich der Anzahl aller Punkte in der 
Ebeue eines Cartesi'schen Coordinatensystems, deren Coordinaten ganze, 
positive Zahlen sind, welche sugleich kleiner als lz und theilerfremd 
mit n siud. 

Die Anzahl dieser Punkte stimmt aber bekanntlich mit obiger Anzahl 
tibcrein, falls n die Form pu. qb besitzt. 

Damit ist  auf's Neue gczeigt, dass durch die Verbindungslinien jcder 
der Punkte Pr, nur e i n m a l  erhalten wird nnd ferner geht daraus hervor: 

G e h o r e n  z w e i  P u n k t e  P z n  d e n  Z a h l e n  z, u n d  a,, s o  i s t  d e r  
d r i t t e  S c h u i t t p u n k t  i h r e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  a l l e m a l  e i n  P u n k t ,  
dessen Z a h l  h o c h s t e n s  d e m  k l e i n s t e n  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  V i e l -  
fachen  d e r  Z a h l e n  z, u n d  z, o d e r  a b e r  e i n e m  D i v i s o r  d d e s -  
selben g l e i c b  i s t ,  j e  n a c h d e m  zL u n d  z, r e l a t i v  p r i r n  s i n d ,  o d e r  
g e m e i n s c h a f t l i c h e  P r i m z a h l p o t e n z e n  b e s i t z e n .  
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1st also lz eine Zahl von der Form 

r , = ~ ' ~ . q ~ .  rC.. . ,  

wo p l  g ,  r .  . . die verschiedenen Primfactoren sind, so ist die Anzahl der 
verlarigten Punkte P, : 

A n =  9 A , = 9 ( p 2 -  1) ( T ~  - l ) ( yZ  - 1 )  ... p8(a-1) '1 2(b-1)r2(c-11 .,. 

Nebst diesen Punkten umfitsst aber das S t e i n e r  'sche Involutions- 
element alle Punkte P,l, die zu siimmtlichen Divisoren d der Zab1 n ge. 
horen, so dass man alle Punkte des Elementes erhalten muss, wenn d alle 
Divisoren von r, (inclusive 1 und n)  durchlauft. 

Die Grossen A befolgen also die heiden Gesetze: 

2 ~ ~ 1 = ( 3 n ) '  und A d .  AI ,=  A l i n ,  
11 ' 

sobald d und d' zwei zu einander relative Primzahlen sind. 
Die Retrachtung dieses Abschnittes ha t  somit bis jetzt ergeben, dass 

die in  Rede stehenden Punkte P, unter den Punkten der von Clebsch 
aufgestellten ,Mcrkwürdigon Punktsystemen' der Curve C, zu suchen sind. 
Als Zweck des folgenden Absehnittes m6ge es betrachtet werden, über die 
Verthei!ung der Geraden der Punkte Y,, wenn diese allein unter sich ver- 
bunden werden , genauere Kenntniss zu erlangen , mit Berücksichtigung 
der Resultate, die über diese Configuration speciell schon bekannt sind. 

II. Tertheilune; und Configuration des S jsteii~s 
der Terbinduizgslinien der Puukte P,. 

Jeder Punkt der Ciirve C, kann als bestimmender oder Ausgsngspunkt 
eines Involutionselementes einer bestirnrnten Zahl angesehen werden. Er- 
fiillen daun diese Ausgangspunlite auf der C, eine bestimrnte Configuration, 
so wird diese von den zugehorigen Elementen, als Ganzes betrachtet, 
wiederholt. 

So sind zwei Elemente derselben Ordnung bekanntlich stets mit einem 
dritten Element derselben Ordnung perspectivisch oder connex. 

Insbesondere erhiilt man also durch alle Geraden zwischen den Punkhn 
eines einzigen Elementes sein Tangentialelement. 

F ü r  die Darstellung der Punkte P, haben wir die Wendepunkte al3 
Ausgangsgruppe zu nehmen und wir habeu e ~ t w e d e r  für jeden Wendepunkt 
eine Gruppe G von n 2  Punkten,  zwischen denen sich die Lagenbexiehung 
der neun Wendepunkte ariederholt; oder die eine der neun Gruppen G' 
enthalt al10 Wendepunkte und keinen Punkt  P,, welche in den acht anderen 
Gruppen G' enthalten sind. 

l n  beiden Fiilleri aber ist die Gruppe der ( 3 r ~ ) ~  Punkte zugleich ihre 
Tangentialgruppe und die charakteristische Haupteigenschaft des Punkt- 
systems besteht darin, d a s s  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  i r g e n d  z w e i e r  
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Punkte  d e s  S y s t e m s  s t e t s  e i n e n  d r i t t e n  P u n k t  d e s s e l b e n  e n t -  
ha l ten  muss .  

Da speciell die Zahlen 2 und 3 eine besondere Rolle in der Con- 
figuration übernehmen , wollen wir wieder die einfachsten Fslle zuerst 
beliandeln, wodurch wir d a m  in den Stand gesetzt werden, zur zusammen- 
gesetzten Zahl w überzugehen. 

Wir betrachten zuniichst die allgemeine Curve C3; die rationalen werden 
spter eine vollstiindige und zugleich constrnirbare Erledigung finden. 

A .  Al lge ine ine  C u r v e  d r i t t c r  O r d n u n g .  

3. Die einfachsten Falle. 

n=21. Die Punkte Pgi findcn sich in neun Gruppen C und zwar 
in jeder in der Anzahl: 

A o l -  - 3  .22('-l!. 

die Anzahl der Punkte P,l einer Untergruppe; A,= 1 ist somit der be- 
trachtete Wendepunkt von G. 

Jede Untergruppe entsteht nun aus der vorhergehenden, indem aus den 
Punkten jener die vier Tangenten an die Curve gelegt werden. Im 
Weiteren m6ge a(5?, n ,  fi) die Anzahl derjenigen Geraden bezeichiien, 
welche zwei Punkte P, verbindcii und zugleich noch durch cincn Punkt P,A 
hindurchgehen, was stets eintreten muss. 

Legt man ferner alleu Punkten P,A die Zahl 2"elber bci, also ins- 
besondere dem Wendepunkt die Zahl 1, und bevchriinken wir tins vorlaufig 
auf e in  e n  Wendepunkt und e i n  e Gruppe G , die zu ihm geliijrt, so ist ails 

geometrischen Grtinden evident , dass die Verbindungsgerade eines Punktcs PZL 
mit P Z p  zu einem Punkte Pz, der Gruppe ftihren muss, wobei v der 
grosseren der beiden Zahlen I, und p gleich sein muss, und auch nicht 
grosser als jede der beiden sein kann,  weil man sonst mit dem Lineal 
allein von Tnvolutionselementen niedrigerer Ordnung z11 solchen beliebig 
holier Ordniing aufsteigen konntc, was abor bekanntlich cinc Kette von 
Zirkelconstructionen erfordert. 

Kur wenn A = p k t ,  kann der dritte Schnittpunkt in  jeden Punkt P,, 
fallen, für welchen v - < - i. is t ,  die Nul1 eingeschlossen. 

Beachtet man noch, dass die Punkte Pz/ die Punkte l ? , ~ - ~  zu Tangential- 
punkten haben, so findet für des System der Verbindungslinien zwcicr 
Puukte P, folgende Vertheilung s tat t ,  wenn die Grosse 

gcsetzt wird : 
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wobei die letzten Geraden dreifach zu zahlen sind. Die Gesamuitheit aller 

wie es sein muss für die Verbindungsgeraden der Punkte P,,. Fasst man 
jetzt alle neun Gruppen G in's Auge, so kommen nebst den genannten 
Geraden jeder Gruppe neue aus der Verbindung der Punkte P, ver- 
schiedener Gruppen G hinzu. Die neun Gruppen G liegen aber zwolf Mal 
zu dreien perspectivisch und eine einfache Ab~tihlung ergiebt, dass die 
vorigen Forrneln ihre Giltigkeit bebalten, wenn man ~Bmmtliche GroseenA,1 
mit dem Factor 9 multiplicirt. 

Wir  ertirtern die Frage nach der R e a l i t 5 t .  
1. Ersetzt man in den vorigen Formeln A,A durch Ar,1= 2?,-', den 

Factor 9 durch 3 ,  weil blos drei reelle Wendepunkte existiren, so ergeben 
sie die Verbindungslinien der reellen Punkte Y, der e i n t h e i l i g e n  
Curve Cs. 

Fig. 2 illustrirt den vorliegenden Fall,  indern sie die gegenseitige 
Lage der Punkte P, , P2, P, zur Anschauung bringt. 

Gegeben ist zu denken das gestrichte Parallelograrnm , welches zu 
sammen mit zweien seiner Diagonalpunkte die drei Wendepunkte P, und 
die drei Punbte P, reprUsentirt. Der JIittelpunkt des Parallelogranims ist 
zugleich Mittelpunkt der Curve; die zugehorige 78. Polare also unendlicb 
fern, und somit die beiden anderen h. Polaren pl unter sich parallel. 
Dnrch die gegebenen Daten ist ein Buschel von Curven definirt, wir 
konnen also noch einen willkürlichen Punkt  der Ciirve wiihlen. Daau wurda 

in  Fig. 2 cinc Ecke desjcnigen Piirallelogramms verwendet, das dern 
ursprtinglichen umsehrieben i s t ,  dessen eines Seitenpaar den h. Polaren und 
dessen zweites der zweiten Diagonale des ursprünglichen Parallelogramas 
parallel lauft. Diese letztere Diagonale theilt dann das ganze Parallelo- 
gramm in zwei congruente Sheile, deren hIittelpunkte zusammen mit den 
vier Ecken des ganzen Parallelogrammes die verlangten Punkte P, s h l ,  

Die ganze Configuration wird jetzt durch elementar -geometrische Satze 
begründet. Als interessantes Resultat springt zunachst in die Augen, 
d a s s ,  w e i l  d i o  d r c i  P u n k t e  P2 n i c h t  e i n e r  G e r a d e n  angehoren, 
a u c h  n i c h t  d r e i  P u n k t e  P, u n d  l i b e r h a i i p t  n i e  d r e i  reelle 
P u n k t e  PZt i n  e i n e r  G e r a d e n  l i e g e n  k o n n e n .  
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Es bestatigt sich also schon im Palle der einfachsten Involutioncn 
hoherer Ordnung auf der C,, dass viele ihrer merkwürdigen Eigenschaften 
die imagin~rcn Elemcnte zu ihrer Existenz benothigen, und durch keinerlei 
zeichnerische Darstellung zu eichtbarem Ausdruck gebracht werden konneii. 

Mit A,r = 1, A,? = 1 , Ar22 = 2 verificirt man die Resultate der Con- 
struction, namlich 

a r ( l ,  4 ,  4)=9, ar (2 ,  4 ,  4 ) = 6 ,  aT(4 ,  4 ,  4)=0, 
und da 

überhaupt 

2. Setzt man dagegen an Stelle der Grossen A, 1 die Grosse ArqA = 2') 
so ergeben die Formeln mit Ausnahme des Falles 1 - 1  1, die Verbindungs- 
linien der reellen Punkte PZl für die z w e i t h e i l i g e  Curve C,. Die 
Daistellung (Fig. 3) zeigt jetzt neun reelle Punkte Pz, wovon drei au€ 
den unpaaren Ast und sechs auf das Oval entfallen. Um die Geraden 
durch diese Punkte aus den Formeln richtig zu erhalten, ist Ar, - 3  zu 
setzen. Man findet unter Verwendung dieses Werthes sofort 

n r ( l ,  2 ,  2 ) = 9  und or (2 ,  2 ,  2 ) = 9  
unter den letzteren dreifach zahlenden Geraden die drei reellen h. Polaren. 
Werden jetat die Puukte P, hirizuconstruirt, so liegen von diesen sechs 
auf dem Ast und sechs auf dem O v d ;  mit Ar,2= 4 ergeben sich die 
Anzahlen : 

aT(1, 4 ,  4) = 18, a r ( 2 ,  4,  4) = 48, a r (4 ,  4, 4) = 0. 

Für 1 > 1 sind die reellen Puukte P, überhaupt zur Halfte auf dern 
-4st uud zur IIZlfte auf dern Oval gelegen und die Formel stimmt auch 
hier mit der geometrischeu Nothwendigkeit, dass mit Ausnahme von 1 = 1, 
dns heisst der h. Polarcn, die Zahl der Geraden mit drei reellen Punkten P,z 
steis gleich Nul1 ist. 

n = Die fraglichen Punkte P ,  sind enthalten im Involutions- 
element der Zab1 3 .3", dessen Pnnkte sich in neun Gruppen G' derart 
spalten, dass die eine alle Wendepunkte und die Geaammtheit aller Uuter- 
gruppen umfasst, welche zu den Divisoren von TA gehoren und keinen 
Punkt P,  en thd t ;  indessen die acht anderen Gruppen nur aus Punkten P,  
bestehen. Jede dieser letzteren Gruppen ist mit ihrer Tangentialgruppe 
identisch: sie liegen feruer acht Mal zu dreien unter sich und vier Mal 
paarweise mit derjenigen Gruppe perspectivisch , welche die Wendepunkte 
urrifasst. 

Belegt mau wieder jeden Punkt  PBP einer Cntergriippe mit der Zahl 3p,  

so iut für die Anzahl der Punkte P ,  zu setzen: 

A,, = 9 A,, = 9 (32 - 1) 32(m-') ,  

welcher Ausdriick der Form nach mit demjenigen fur die Punkte P,l über- 
eiustimmt; dagegeii ist  die geometrische Bedeutung der Factoren eine 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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verschiedene; im vorigen Falle bedeutet der Factor 9, jetzt bedeutet der 
Factor (32 - 1) die Ailzahl der Gruppen. 

Ziim System gehoren jetzt aiich die Tangenten in den Punkten P,, von 
denen jede noch einen Punkt P, enthalt und deren Anzahl wir mit 
a ( n ,  n) bezeichnen wollen; ferner m6ge die Grosse S,, die folgende 
Bedeutunn haben : r n - ~  

dann findet die Geradenvertheilung nach folgendcn Anzahlen statt: 

Beispielswcisc sei m = 1. Dann ist A, = 9 und A:, = 72. Zum Systcm 
gehoren : 
324 Gerade, welche nebst zwei Punkten Pi, nosh einen Wendepunkt enthalten, 
720 n n n P3 1 ' ~ n k t P ~  n 

72 Tangenten. 
Jede der in Betracht kornmenden acht Gruppen G' besteht aus drei 

geschlossenen Tangentendreiseiten, welche der CS auf - nnd umgeschrieben, 
iind von denen zwei reell sind, wclche bezüglich jedes der drei rcellen 
Wendepunkte zu einander prospectivisch liegen. Diese acht Gruppen G' 
werden durch diejenige der Wendepunkte als dritte Schnittpunktsgruppe 
in vier Paare geordnet, welche den vier syzygetischen Dreiecken in der Weise 
zugewiesen sind, dass je ihre çechs Tangentendreiseite drei Mal paarweise 
perspectivisch sind fiir die auf den drei Seiten des entsprechenden syrg- 
getischen Dreiecks liegenden Wendepunkte. 

D i e  s e c h s  E c k e n  z w e i e r  d e r a r t i g  p e r s p e c t i v i s c h e u  Dreiecks 
s i n d  a l s o  j e d e s  M a l  s e c h s  P u n k t e  e i n e s  K e g e l s c h n i t t e s  K ,  deren 
A n z a h l  i m  G a n z e n  s i e h  a u f  36 b e l a u f t  u n d  v o n  d e n e n  d r e i  
d u r c h  j e d e n  P u n k t  P, g e h e n .  

Diejenigen neun Kegelschnitte, die zum namlichen syzygetischen Dreieck 
geharen, gehen zu drei und drei durch je zwei Ecken H desselben und 
haben in diesen zwei Seiten h desselben zu gemeinschaftlichen Tangenten. 
E s  stehen somit in  jedem Eckenpaar E eines syzygetischeu Dreiecks zw6lf 
Kegelschnitte E unter sich in  doppelter Bertihrung. 

Projicirt man also insbesondere die Curve dritter Ordnung so, dass 
die drei reellen Wendepunkte unendlich fern uild mit dem Kreispunkte- 
paar Lquianharmonisch liegen, so werden die Kreispunkte selbst ein Punkte- 
paar IT und die durch sie gehenden zwolf Kegelschnitte gehen über in ein 

S y s t e m  v o n  z w o l f  c o n c e n t r i s c h e n  K r e i s e n .  Die Wendepunkte Pl 
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sind drei Richtungen von je 120° Unterschied und die Ecken P, der zwei 
reellen geschlossenen Tangentendreiseite werden gebildet von zwei regularen 
Dreiecken eines Kreises K, welche fiir jede Ricbtung ;t>, zu einander per- 
spectivisch liegen. 

Fig. 4 giebt die Darstellung. Da dic Festsetzung der Tangente in  
irgend eincm der sechs Punbte P3 auf zwei Artcn stattfinden kann,  so 
giebt es im Allgemeinen zwei verschiedene Curven C3 durch das namliche 
Secliseck der P,: von denen je nach der Laga desselben entweder beide 
eintheilig sind, oder die eine eintheilig , die andere zweitheilig ist. 

Man erbalt die reellen Punkte P3jn, wenn man A'3p = 2 . 3 P  setzt, 
oder iiherall das Qiiadrat von 3 durch 3 eelbst ersetzt; wodnrch die 
Formeln die Geraden zwischen den reellen Punkten Y,, ergeben. E s  
hatte beispielsweise keine Schwierigkeit eine Curve C, zu zeichnen, welche 
zwei geschlossene Tangentenneuseiten zur Anschauung bringt ,  deren Ecken 
aus Punkten P, gebildet werden. Diese Punkte vertheilen sich zu sechs 
auf drei concentrische Kreise; sie liegen paarweise auf 27 Geraden durch 
die reellen Wendepunkte, aiif 54 Geraden durch die reellen Punkte P, und 
in 18 Geraden zu dreien. 

Wir werden bei spaterer Gelegenheit auf diese Polygone zurückkommen. 

n = 21. 3"'. Zunachst combiniren wir die heiden betrachteten Falle. 
Diese Punkte Pn werden folgendermassen erhalten: Jeden Wendepunkt 
denken wir crgiinzt zu einem Element der Zahl 2[ und jcden Punkt  P,n 
mit der Zahl 21 belegt. Sodann erganze man die Wendepunkte insgesammt 
xum Element der Zahl 3" und belege desgleichen die Punkte P,,, mit den 
Zalilen 3p, so dass wir ablcürzend von Punkten 2A und 3 p  reden konnen. 

Verbindet man jetzt jeden Punkt 2l mit jedem Punkt 3,, so ist der 
dritte Schnittpunkt nothwendig ein Punkt  P,,, weil cr zum Element der 
Zahl n gehort und nicht einer Partialgruppe angehoren kann. Weil es 

Puukte P, giebt, so wird jeder Punkt  P, dabei neun Mal erhalten. Ver- 
Liindet man nun zwei Punkte ,  welche in dieser Weise die Zahlen 

z, = 2 1 .  3U und a, = 2l'  3 ~ '  
tragen, so wird dem dritten Schnittpunkt eine Zühl beizulegen sein, die 
gleich ist dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen von a, und z,, weil 
sonst durch Lir?ealconstruction ein Aufsteigen zu Involutionselementen 
moglich wtire, wo im Allgemeinen Zirkelconstructionen nicht mehr aus- 
reichen. Nur wenn A = A' und p > is t ,  kann der dritte Schnittpunkt 
jeder l'unkt sein, der eine Zahl 2;. 3@ tragt ,  wo 8 einen der Zahlwerthe 
von O bis A haben kann. Analog wird ftir y = p' und 1 > 1' der dritte 
Schnittponkt eine Zahl 2" 331 tragen, wo 7 jede ganze Zahl von O bis p 
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sein kann. Endlich ist evident, dass für I = 1' und p = EL der dritte 
Schnittpunkt mit SE. 3'1 zu bezeichnen ist,  wo & und rl beide zwischen den 
angegebenen Grenzen liegen. 

Erinncrt man sich noeh, dess die Punkte P,, durch 1 maliges Tangenten- 
legen aus den Punkten P., erhalten werden, so findel die Vertheilung 
des Geradensystemes nach folgenden Zahlwerthen s tat t :  

An für A < l ,  p < m  ist a(2<.3w1 n ,  n)---. ~ A , A , , P ,  
2 

A 
für  A = I ,  p = m  ist a ( % ,  f i ,  n ) = T 9 ( A 2 1 - & ) ( A , , , - S v ) .  

Wir geben zur Controle eine directe AbzBhlung der Geraden mit drei 
Punkten P,: 

1st Pn'ein bestimmterPunlzt unter den Punkten P, und ci ein Divisor von n, 
so ist der dritte Schnittpunkt der Verbindungslinie von P,' mit Pd entweder 
wieder ein Punkt  P. oder ein Punkt Pd, ,  wo d' wieder ein Divisor von lz, der 
aber von d verschieden sein muss. Die auf diese Weise erhaltenen Punkte, 
die zu alleu Divisoren d (incl. 1 und excl. VL) gehoren, denke man sich 
ausgesondert. Dann enthalt die Verbindungslinie des Punktes P,' mit den 
noch übrigbleibenden Punkten P, sicher noch einen dritten Punkt P,. 

Wir haben nun die Frille zu unterscheiden, wo in d = z l .  3' zugleich 
A < 1  und p < m ,  oder 1 = 1  und p < m ,  oder endlich i < E u n d  p = m  ist. 

(Y) 1st d eine Zahl der ersten Art ,  so ist alle Mal der dritto Schnitt- 
punkt ein Punkt  P,. Die Zahl der so erhaltenen Punkte ist: 

f l )  1st d von der Form 2 l .  3a ,  so ist der dritte Scbnittpunkt ein Punkt 
cuit der Zahl 2l. 3"', wo für A alle ganzzahligen Werthe von O bis I zu 

setzen sind. Die Zahl derjenigen Geraden, die auf einen Punkt P, fiihren, 
ist also: m - 1 

( 4  - 2 9 A,  = 9 (4 - S21)&, 
@ = O  

Unter diesen Geraden befindet sich auch die Tangente des Punktes P,'; 
dieser befindet sich somit schon unter den ausgesonderten. 
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y) 1st d von der Form so tragt der letzte S~hni t~ tpunkt  die 
Zahl Z1.3", wo p alle Wertlie von O bis r)a annehmen knnn. Somit ist 
die Zahl der nach einem Punkte P,, gehenden Geraden: 

1-1 

Bezeichnet a190 Anr die Anzahl der auf diese Weise ausgeschlossenen 
Punkte P,,, also 

An1= 9 4  S,, + 9A3,41 - f&, 

so ergiebt sich als Anzahl der Geraden mit drei Punkten Pn: 

An An 
a(., fi, IZ) =- (An-A,')=--9(A2,-S,1) (A,m-S,,n). 6 6 

Setzt man im Weiteren 
A'21=21-1 und A r , w = 2 . 3 ~ - i ,  

so erhilt man die reellen Punkte P, und ihre Verbindungslinien für die 
e i n t h e i l i g e  Curve C3, und man bemerkt,  dass es keine Gcraden mit 
diei reellen Punkten P, giebt. 

I m  Palle der zweitheiligen Curve dagegen giebt es Gerade m i t  drei 
reellen Punkten P, ftir 1 =  1 und jeden Werth von rn, da sowohl der 
Factor (Ar,l - Sr , l )  als auch (Ar , ,  -Sr,,) von Nul1 verschieden sind. 
1st aber 1 > 1, so verschwindet auch hier der erste der genannten Factoren 
und damit die Zahl der Geraden mit drei reellen Punkten P,. 

Speciell intige gesetzt werden : 

A Z r = 1 ,  A,'=2, slso A,'=3, A3'=6, 
so falgt: 
ar(l, 6 ,  6 ) = 9 ;  ar(2,  6,  6 ) = 0 ;  ar(3, 6 ,  6 ) = 6 ,  ar (6 ,  6 ,  6 ) = 0  

für die sechs reellen Punkte P, der eintheiligen C3 und man erkennt in 
der That in Fig. 3 ,  wo die Punkte P, hinzuconstruirt sind, dass keine 
Geradc durch zwei Punkte P, einen Punkt  Pz und ebenso keine Gerade 
drei Punkte Pc enthalt; durch jeden Wcndcpunkt gehen dagcgen drei und 
durch jeden Punkt P, geht eine Gerade mit zwei Punkten P6. 

Für die zweitheilige Curve ist zu setzen: 

AZr=3 ,  AZr=9,  A s r = 2 ,  ASr=6,  

wodurch man folgende Vertheilung de? Geraden erhalt: 

a r ( l ,  6 ,  6)=27; ar(2,  6 ,  6 )=54 ;  ar (3 ,  6,  6)=18; ar(6 ,  6 ,  6 )=18 .  

5. 

n=pa.  Sei n eine beliehige von 2 und 3 verschiedene Prirnzahl. 
Alsdann erganze man zunachst einen Wendepunkt zum Involutioiiselernent 
der Zahl n ,  wodnrch man eine Gruppe G mit 

A,," = - l)p2(a-1) 
Punkten P,, erhalt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



270 Ueber d.Stellen innigster Berühr. einer ebenen Curve drittei Ordnung ete, 
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Ebenso ist A,," = - l ) p 2 ( a - 1 )  

die Anzahl der Punkte Ppo. Dann bedeutet wieder 

die Anzahl derjenigen Punkte der Gruppe, welche nicht Piinkte P, sind. 
Nach diesen Festsetzungen folgt für die G e r a d e n a n ~ r d n u n ~ :  

A .  
fiir a < a ist o ( p a ,  s, n) = *A,=, 

A a 
für a = a  ist a ( % ,  n ,  m)=- 

6 
( A p a  - Spa - 3), 

Ersctzt man dcn ersten Factor Apa durch 9Apa = Apa, so erhalt man 
die Vertheilung fur  sammtliche Punkte P, auf der Curve. 

Will man blos die reellen Punkte P, berücksiehtigen, so ist zu setzen: 

Insbesondere wollen wir uns noch mit dem Falle 9% = 7 beschaftigen, der 
sich einfach und übersichtlich construiren lüsst (Fig. O).  

Die Construction bezieht sich auf die eintheilige Curve C3, wie im 
vorhergehenden Fall. Seien p ,  wieder die l z .  Polaren der Wendepunkte Pl, 
so theile man von diesen Richtungen ails einen beliebigen Kreis des 
Systerns K in 18 gleiche Theile. Die den h. Polaren zunachst liegenden 
symmetrischen Theilpunkte nehme m a n ,  sodann als sechs Punkte der Cursa. 
Dieselben bilden die Ecken von zwei regulsren Dreiecken , deren Seiten 
sich auf  den h. Polaren als Perspeetivachsen paarweise begegnen. Der 
Kreis durch die drei zunachst am Mittelpunkte Ho gelegenen dieser Schnitt- 
punkte begegnet den Seiten der zwei genannten Dreiecke in sechs neuen 
Punkten der C,. Dieses neue Sechseck der Curve zerfdlt ebenfalls in zwei 
regulare Dreiecke, dessen Seiten sich wieder auf den 71. Polaren begegnen. 
Man lege jetzt durch die drei dem Punkte Ho entfernter liegenden dieser 
Schnittpunkte den dritten Kreis, so begegnet dieser den beiden vorigen 
Llreiseiten in Punkten eines dritten .Sechseckes der namlichen Curve C,. 

Bus der Construction liisst sich unmittelbar beweisen, dass man mit 
den Tangenten der Punkte des ersten Gechseeks zu denen des zweiten, 
durch seine Tangenten zu Punkten des dritten Sechsecks und durch die 
Tangcnten dicscs dritten zum ersten Sechseck zurtickkehrt. 

V o n  d e n  d r e i  S e c h s e c k e n  i s t  a l s o  j e d e s  d a s  Tangent ia l -  
s e e h s e c k  d e s  v o r h e r g e h e n d e n ;  die Tangenten ihrer Ecken setzensich 
zu drei geschlossenen Tangentensechsseiten zusammen, die der Curve zu- 
gleich auf -  und umgeschrieben sind. Die Ecken dieser Polygone sind die 
Punkte P,. 
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Die vorliegcndc Figur ist insofern specicller Natur ,  als der Mittel- 
punkt Ho der drei concentrischen Kreise K je mit drei Punkten P, in 
gerader Linie l iegt ,  was im Allgemeinen nicht stattzufinden braucht. 

Setzt man 
A7'=6, A T r = 1 8 ,  A, '=3 ,  

so findet man für das Geradensystem samrntlicher 18 reellen Punkte P,: 

in Uebereinstimmung mit dem Constructionsergebniss. 

TI = p u .  qa. Scien p und q zmei von 2 und 3 verschiedene Prim- 

xahlen. 1st daun 

so fiudet man durch Abzehlcn für die Punkte einer Gruppc G: 

A 
für or < a, B < b ist  a(paqSl n, n) =A Ar,@& 2 

An 
ftir a = a ,  p < b  ist a(paqP, n ,  n)=--(A1,.-SI,a)Aqp, 2 

Ersetzt man A, durch A,, = 9 A n  uud überall entweder die GrOsse 
Apa durch Apo = 9Apa oder überall Aqp durch Aqp = 9Aqp,  aber nicht 

beides glei~hzeitig, so gelten die obigen Formeln auch fur das Gesainmt- 
system der Punkte P,. 

Also beispielsweise für  siirnmtliche Puiikte Ppq  wsrc: 
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7. Der  allgemeine Fall. 

Dic bis jetzt betrachtetcn Falle lassen dns Rildungsgesetz für die Ver- 
t h d u n g  der Geraden des Systems für  den allgemeinen Fa,ll hinliinglich 
erkennen. Wenn es blos suf die Abzshlung der Geiaden des Systems der 
Punkte P,, nicht aber auf die Gesammtconfiguration ankommt, so sind 
wesentlich blos die zwei Palle auseinander zu halten, ob n eine gerade 
oder ungerade Zahl isf. Es sind dann sowohl die Formeln fiir die Ver- 
theilung der Geraden theilweise von einander verscliieden, als auch zeigt 
die Lage der Punkte eine Abweiehung, insofern im erstcn Fallc keino ge- 
schlossenen Taugcntenpolygone auftreten konnen, wiihrend dies für ungeradea 
n stets der Fa11 k t .  Das Vorhandensein des Factors 3 andert nichts an 
den Formeln der Geradenvertlieilung , wohl aber zeigt die Punktconfiguration 
ein anderes Bild und spielen namentlich die geschlossenen Tangentenpolygone 
eine besondere Rolle. 

a) Enthalt r, den Factor 3 nicht,  so sind die An Punkte P, enthalten 
in neun Gruppen G von je f i2 Punktcn, von dcnen jede einen Wendepunkt 
und Punkte Pd zu stirnmtlichen Divisoren d von n enthalt. Jede Gruppo 
G ist zugleich ihre eigeue Tangentialgruppe; sie liegen wie die Wendepunkte 
zwolf Mal unter sich zu dreien perspectivisch. 

b) Enthalt r, den Factor 3 in der Potenz m ,  so zerfallen die 
( 3 ~ 2 ) ~  Punkte,  unter denen sich die Pn finden, wieder in neun Gruppen G', 
von denen aber jetzt die eine alle Wendepunkte und alle zu den verschie. 
denen Divisoren d von rz gehorenden Punkte Pd enthalt, wo in d der 
Factor 3 E6chsteus bis zur Potcnz m - 1 auftr i t t ,  indessen die Exponenben 
der übrigen Primfactoren die oberen Grenzen erreichen konnen. Die acht 
anderen Gruppen G' enthalteri die I'iinkte PT, ,  nebst diesen aber alle 
Punkte Pd', wo in d' der Factor 3 nur in der Potenz m erscheint, da. 

gegen von den Exponenteu der übrigen Primfactoren wenigstens einer die 
obere Grenze nicht erreicht. 

Trotzdem also hier eine Absonderung des Factors '3 riicht unmittelbar 
geometrisch begründet is t ,  wie im Falle a),  so  liegt es doch irn Interesse 
der Iiebereinstimmung der Formeln für hcide F d l e  a) und b) die Grasse 

A,, = ( 3 2 - l ) 3 2 m  
in der Form 

'3 A,, also A,, = (3" 1) 32(7n-11 
und folglich : m-1 

s,, =z A,, = 3 2 ( m - i ) 1  

fi -0 

wie bereits früher geschehen, zu setzen. Alsdann haben wir auf den 
Factor 3 keine Rücksicht mehr zu nehmen. 

Wir setzen ülso irn 
1. F a l l :  % = p a q b r c . .  . 
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Nach dem Vorausgegangenen ist dann : 

Anzahl der P,: 

Verbiridet man die Punkte P, und mir diese unter sich, so findet die 
Vertheilung dieser Geraden in folgender Weise s tat t ,  wenn dic früher 
definirte Bezeichungsweise festgehnlten wird : 

1) fiir ci < a ,  P < b,  "J c il. S. W. ist 

das heisst also, die Punkte Pn liegen paarweise in Strahlen durch jedeu 
Punkt Pp qP r r .  . . , für welchen die oberen Grenzen a ,  b , c .  . . von den 
Exponenten nicht erreicht irerden. 

2) 1st jedoch eine der Zahlen û., P ,  y .  . . gleich dcr oberen Grenze 
a ,  b ,  c . .  . resp. so ersetzen sich der lteihe nach die Grossen 

durch die Differenzen A,=, AT,?, A,Y . . . 
(Apn-Spa), (A,a-S,pj,  (Arc-sr . )  . . .  

resp. und analog, wenn zwei oder mehrere Exponcnten ci, P ,  y .  . . die 
obere Grenze erreichen. Demnach ist also: 

fur @ = a ,  / 3 < b ,  y t c . .  . u. S. W.,  

das heisst , durch jedcn Punkt  mit der Zahl pu. qp. ry . . . gehen 

Gerade, welche cin Punktepaar Pn cnthalten. Ebenso ist 

3) fùr  c i = a ,  P = b ,  y < c u. S.  w. 

das heisst, durch jeden Punkt  paq%Y . . . gehen 
Zeitschrift f Nathematik u.Physik. 35. Jahrg.  1893. 5.Heft .  18 
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Geraden, die zugleich zwei Punkte Pn enthalten. Endlich wird 
4) die Zahl der Geraden mit drei Punkten P, enthalten, für sainmtliche 

Exponenten gleich der oberen Greuze, das heisst: 

für a = a ,  P = b ,  y = c . . .  U . S .  W. ist 

welche Geraden dreifach zu zahlen sind und wobei erinncrt nerden rnag 
bezüglich des Subtrahenden (- 3),  dass jeder Punkt Pn nicht mit sich 
selbst, und nicht mit seinen beiden Nachbarn im Tangentenpolygon ver- 
bunden werden darf. Vielinehr gehoren als einfach zahlende Geraden m m  
System : 

5) Die Seiten einer spiiter zu bestimmenden Anzahl gewisser Tangenten- 
polygone in der Anzahl a ( % ,  n) =A,. 

Die vorstehenden Pormeln ergeben die reellen Punkte P, und ihre 
Verbindungsgeraden, sobald iiberall der Factor 9 durch 3 und überhaupt 
die Quadrate der Primfactoren durch die einfachen Potenzen p, p ,  r . . . 
ersetzt-werden. Von diesen reellen Geraden sind natürlich die überhaupt 
reellen Geraden wohl zu unterscheiden. Die eintheilige und zweitheilige 
Curve zeigen die nknlichen H e a l i t ~ t s v e r l ~ & l t n i ~ ~ e ;  da ferner von den Factoren 
der Anzahl a ( % ,  n ,  n)  keiner verschwindet, so giebt es in dieseni Falk 
stets eine sofort angebbare Zahl von Geraden, welche drei reelle Punkte 
P,, enthalten. 

II. F a I l .  IZ= 21paqbrc . .  . 
Xach dem Vorangegangenen ist ebenfalls zu setzen: 

1 - 1  

= (2' - 1) und S,! =E dZi = 22(1-1). 

A r 0  

Die Anzahl der Punkte P, ist dann 

An = 9 A21 . Apa .A@ . A,r . . . 
Die Punktc P, entstehen durch lrnaliges Tangentenlegen aus den 

Punkten Pn von Fa11 1. Geschlossene Polygone aus Tangenten giebt es 
keine mehr,  vielmehr schneiden sich die Tangeiitcn der Punkte P, zu vier 
in  den Punkten 2'-'. pa . q b  . vc , . . Diese Punkte rnschen denn auch for 
die Vertheilung der Geraden eine i r i  den Formeln erkenntlare Ausuahme. 

I s t ,  wie bis anhin,  Gleichheit ausgeschlossen, so kt: 
1) für I L I ,  u < a ,  /3< b ,  y < c  . . .  n . s . f .  

A 
n(2$Vq8r<  , ., 12, IZ) =_in SA2~Al ,a  App A,y .. . 

2 

das heisst, die Punkte P ,  liegen wiederum gleichformig in Paaren bof 
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Strahlen durch alle Punk te  2$a yP ry . . . , fu r  welche keiner der  Exponenten 
die obere Greuze erreicht. 

2) 1st A = 1 - 1 und erreichen zugleich einige der Exponenten a, P, y .  . . 
die obere Grenze a ,  b ,  c . . . resp. so treten für die Grossen Al,a, A@,  A r y . .  
niederum die Differenzen (Ap" - Spa) ,  (Aq  b - Sqb) ,  (Arc - S,c) . . . resp. 
ein. Man hat  daher etwa fü r  

A = 1 - 1 ,  a = a ,  P = b ,  y < c  . . .  u. 6. W., 

A n  ( a(2'- 'paqhv' .  .. , n ,  f i )  = - ~ A , l - i ( A l , n - S I J a ) ( A p b  -S, ,b)Ary ..., 
2 

so dass durch jeden P u n k t  2'-'. pa qorY . . . 

Geraden des Systems hindurchgehen. 
3) 1st 1 = 1 - 1 und sind zugleich sammtliche Exponenten a ,  P l  y . .  . 

gleich der oberen Grenze, das heiss t ,  i s t  

1=1-  1 ,  n = a ,  P = b ,  y = c  . . .  u. S. W . ,  so ist :  

Somit gehen durch jeden P u n k t  mit de r  Zahl 2 ' - l paqbrC .  . . 

der fraglichen Geraden. 
4) 1st der Weitere I = 1 und erreicht kciner der  Exponenten den 

grossten Werth ,  das heisst ,  i s t  

A = 1 ,  u < a ,  p = 71, y < c  . . .  U . S .  W.; so ist :  

A 
a ( 2 ' . p a q i l r ~  ,.,, n., n)=$9(A,l-S,i)A,,aA,pA,y ... 

so düss clurch jeden P u n k t  21pa qPry .  . . 

Geraderi vorliegeuder Art  gehen. 
5) Erreichen dagegen sammtliche Exponenten die obere Grenze, das 

heisst, k t :  

A =  1 ,  a = a ,  /?= b ,  y =  c . . , ,  so ist :  

Damit ist die Gcsammt,heit der  Geraden des Systems der  Punkte  P, 
erschopft, die Tangenten in  diesen Punkten gehüren nicht mehr  dern 

System an. Bezüglich der  Bealitiit sind i n  diesem l'alle die beiden 
Curvenarten auseinander zu halten. 

18* 
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a)  D i e  e i n t h e i l i g e  C u r v e .  Setzt man in den vorangehendenFormeln 
a n  Stclle des Factors 9 die Zahl 3, ferner für alle Quadrate der Prim- 
factoren die einfachen Primzahlen , also: 

A I T = 1 ,  Ar,)= (2- 1)Z2-l,  Arpa = ( p -  l ) p a - ' ,  Arpb = (4- l )qb- l  U. S, f., 

so ergeben die Formeln die Geraden des Systems durch die reellen Punkte P,. 
Da in diesem Falle der Factor 

i s t ,  so treten in keincm Falle Geradc mit drei reellen Punkten P, auf. 
b) Z ' w e i t h e i l i g e  C u r v e .  Hier ist mit Ausnahme des Falles 1=1 

zu setzen: A' -21 
21 - 9 

die übrigen Grossen, wie vorhin. Auch hier ergiebt sich für 1 > 1, d m  
die Anzahl der Geraden mit drei reellen Punkten Pn verschwindet. Fur 
1 = 1 dagegen , also mit A," = 3 ist a, ( f i ,  .n , VA) von Nul1 verscbieden , und 
es gehoren danu zu allen Werthen von a, b ,  c.  .. Gerade mit drei 
reellen Punkten P,. 

So findet fur n = 10 beispielsweise folgendes Verhalten statt: 

A,' = 3 ,  A,' = 4. 

Von den Verbindungslinien der 36 reellen Punkte Pl, gehen 54 Geraden 
durch die Wendepunkte Pl ,  108 Gcradcn durch die Funkte P,, 144 Geraden 
durch die Punkte P5, 108 Gerade enthalten drei Punkte Pl,. 

B. R a t i o n a l e  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g .  

8. 

a )  D i e  C u r v e  m i t  i s o l i r t e m  ' D o p p e l p u n k t .  Fig. 3 zeigi die 
Mogliehkeit, sofort zur Curve C3 mit isolirtern Doppelpunkt überzcgehen. 
Diese ist vollstiindig bestimmt durch den Uoppelpuukt Ho,  die drei Wende- 
punkte P, und die drei reellen Punkte P,. Bezeichnet man mit a den 
Radius des dreifach berührenden Kreises durch die Punkte P,, so beschreibe 
man jetzt den Kreis K vom Radius 2 a ;  dieser begegnet dann der C3 in 
sechs Punkten,  die durch Dreitheilung des Sextanten erhalten werden und 

die Punktc P6 sind. Dicse scchs Punkte bcstimmen dann die Seiten zweier 
reguliirer Dreiecke, welche der C, in  den Punkten P, begegnen, und aus 

H, projicirt in die IIalbirungspuiikte der vorigen Theilpunkte dieses 
Kreises K fallen. 

P r o j i c i r t  m a n  a l s o  d i e  P u n k t e  P,, P,, P3,  P6 aus d m  
D o p p e l p u n k t  II, s u f  d e n  K r e i s  K,  s o  f a l l e n  s i e  siimmtlich i n  
d i e  T h e i l p u n k t e  e i n e r  3 6 - T h e i l u n g  d i e s e s  K r e i s e s ,  welche v o n  
d e n  P r o j e c t i o n e n  d e r  P u n k t e  P, a u s g e h t .  
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Diese Verhiltnisse sind nur die Modification des allgemeinen Falles 
fur vz = 6. Irn Allgemeinen ist die Qrdniing der Involution des 2 n- Schlusses 
auf der rationalen (1. gleich n. Projicirt man diese Punktinvolution aus 
dem Doppelpunkt H o ,  so crhiilt man eine der besonderen von M o e b i u s  
zuerst betrachteten Strahleninvolution ntcr Ordnung, bei der die Tangenten 
im Doppelpunkt die s%mmtlichen 2 (n - 1) Doppelstrahlen in sich vereinigen. 

Dieses Tangentenpaar im 1)oppelpunkt geht aber bei der gewiihlten 
Darstellung diirch die Kreispulikte und deshalb theilen die n Strahlen 
jedes Elementes der Involution die vier rechten Winkal am Doppelpunkt 
in n gleiche Theile. 

Wird also diese Theilung von den Strahlen nach den Wendepunkten Pl 
aus vollzogen, so ergeiien die Schnitte dieser 3 n  Strahlen die drei frag- 
lichen Involutiouselemente , oder auch das Involutionselement der Zshl 3 rz 

auf  der Curve, also die Punkte P,  nebst alleu Punkten Pd, die zu sammt- 
lichen Divisoren der Zahl n gehoren. 

D a 8  P r o b l e m  d e r  C o n s t r u c t i o n  d e r  P u n k t e  Pn i s t  a l s o  i n  
diesem F a l l e  v o l l s t a n d i g  i d e n t i s c h  m i t  d e m  P r o b l e r n  d e r  
Kreis t h e i l u n g .  

Eine Eintlieiliing des Rreises von einem Wendepurikt Pl aus in 612 
gleiche Theile liefert die Punkte P,. 

Für m - 2'. 3'". pn. qn . . . ist also die Anzahl derselben : 

A n = 3 p ( n ) = 3 ( 2 - 1 ) ( 3 - l ) ( p - 1 ) ( q - 1 ) .  . . 2 1 - 1 . 3 m - i p a - ' q ~ - ' .  . . 
Alle Punkte P, sind reell; die Figur ist gewissermassen die Dar- 

stellung der reellen Punkte P, des allgemeinen Falles unter besondeïen 
Voraussetzungen; daher bleiben auch die Formeln des allgemeinen Palles, 
wie sie für -die reellen Punkte aufgestellt sind, für djesen speciellen 
Fa11 giltig. 

b) Die C u r v e  m i t  K n o t e n p u n k t  ergiebt eine M o e b i u s ' s c h e  In-  
solution m i t  reellen Doppelstrahlen; von jedem Element der Involution 
nier Ûrdnung ist daher blos ein Strahl reell, sobald .n ungerade. Dann 
also sind siimmtliche Pnnkte P, irnaginar. Dies ist auch der Fal i ,  wenn 
n eine Potenz von 2, und nur im Fltlle n = 2 selbst ist  von den sechs 
Punkten P, ein einziger reell. 

c) Die  C i i r v e  m i t  K ü c k k e h r p u n k t .  In diesem Falle existiren 
die S t e i n  e r'sclien Involutionen nicht mehr auf der C,; Wendepunkt und 
Rückkehrpunkt sind die einzigen uneigentlichen Punkte P,, namlich für  

algebraische Curvcn, die nus der n fachen Tangente dieser Punkte besteheu. 

9. Cleschlossene Tangentenpolygone. 

a) 1st n eine Zahl von der Form n = 22. n': so  werden die Punkte Pn 
erlialten durch >maliges Tangentenlegen a m  den Piiukten Pr,*; in diesem 
Falle konnen also die Punkte Pn keine Veranlassung zu geschlossenen 
Tanguntenpolygonen geben. 
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1 s t  dagegen n = 3m.pa. qb  .rC.. . , so ist, falls m > O jede der acht Haupt. 
gruppen G' zugleich ihre Tangentialgruppe; im Falle nl = O  jede der neun 
Rauptgrnppen G identiach mit ihrer Tangentialgruppc. In diesem Fall 
existiren also nothwendig geschloesene Tangentenpolygone, die der Curve 
zugleich ein - und umgoschriebcn sind. 

Befassen wir uns zunschst mit den reellen unter diesen Polygonen, 
so haben wir auf der rationalen Curve mit isolirten Doppelpunkt dieselben 
VerhLltnisse, wie auf der allgemeinen Curve, welche sich nach den Satzen 
der Herren D u r è g  e* und K ü  p p e r  "* folgendermassen aussprechen lassen: 

1 s t  fi ungerade und ci irgend ein Divisor dieser Zahl, so geben die 
zugehijrigen Punkte Pd geschlossene Polygone von s Seiten, wobei 9 

die klcinste L6sung der Congruenz 
f-2)8= 1 mod(3d) ,  

speciell also die Punkte P, führen zu Polygonen mit s, Seiten, wenn s, 
die kleinste L6sung der Congruenz 

(- 2)8n = 1 mod (3 w )  , 
uud zwar ist  die Anzalil der reellen Folygone 

Ar* a,=-- 
Sn 

Da s, stets cin Divisor von (p(3fi), so ist  a, stets eine ganze Zahl, 
So ergeben beispielsweise 12 = 3 geschlossene Dreiecke , n = 5 Vierccke, 
pa = 7 Sechsecke, .n = 11 FUnfecke, TZ. = 13 Zwolfecke u. s f . ,  wohei aber 
die Fünfecke, Sechsecke e tc . ,  noch aus anderen Zahlen r, erhalten werdeu 
k6nnen und somit verschiedene Arten geschlossener Polygone mit der 
namlichen Seitenzahl existiren. 

1 s t  speciell .n==3m, so ist 3" der kleinste Exponeiit flir den 

folglich sind die Punkte P3, die Ecken von zwei geschlossenen Polygonen 
mit jo  3m Seitcn und Eekcn. 

Um die Configuration an einem Beispiel zu erlautern, sei n = 3 . 5 . 7  
gewahlt. Theilt mari also bei der rationalen Curve den Kreis von einer 
Richtung Pl aus in 612 gleiche Theile und projicirt diese Theilpunkte aus 
dem Dflppelpunkt & auf die Curve, so erhalt man: 

* Il ur  6 ge: ,, Ceber fortgesetztes Tangenteuziehen etc." Mathem. Annalen 
Bd. i S. 509 flg. 

oh K fi pe r: ,, Ueber die S t e i n e r  'schen Polygone etc." hlathern. Annalen 
Bd. 24 5.  1 fl& 

3Ar1= 3 Punkte 
3Ar3= 6 Punkte 
3Ar5= 12 ,, 
3 Ar7= 18 ,, 

Pl, d. Il. die Wendel~unkte: 

P3 welche die Ecken von zwei Dreiecken hilden, 
P5 ,, ,, ,, , drei Vierecken ,, 
P7 ,, ,, ,, , drei Sechsecken ,, 
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3Ar3, ,= 2 4 P u r k t e  P, . 5  welche die Ecken von zwei Zwolfecken bilden, 

3 A T , , , =  36 ,, YJ, ,, ,, , , sechs Sechsecken ,, 
3 AT5, = 72 ,, P5, ,, ,, ,, ,, sechs Zwtilfecken ,, 

3Ar 3 , 5 . 1  =144 ,, P3,5Fi.7 ,, ,, ,, ,, zwOlf Zw6lfecken ,, 
In dieser Weise konnen für  jede gegebene Zahl m die in der Gesammt- 

configuration auftretenden Polygone abgezahlt werden. 
b) Man kann aber auch umgekehrt nach der Anaahl und den ver- 

schiedcncn Arten der Polygone mit vorgeschriebener Anzahl der Scitcn 
fragen. 1st t die Anzahl der Seiten des Polygona, so ist jetzt gefragt 
oaca allen Moduln a ,  die der Congruenz genügen: 

Giebt man dieser Congruenz die Form 

so ist bei ungeradem t der absolute Werth von T=F+ 1, Lei geradem t  
ist T =  2'- 1. In  beiden FBllen hat T die Borm 3 .a. 1)ann ist n die Ord- 
nung desjenigen Involutionselementes der rationalen C,, unter dessen Punkten 
die sammtlichen Ecken der Polygone mit t Seiten enthalten sind. Be- 
zeichnen wir Polygone, deren Ecken einmal Punkte Pi, das andere Mal 
Pk sind, als verschiedener A r t ,  so werden so viele verschiedeno Arten 
von Polygonen mit t Seiten auftreten, als eu Factoren z von PZ giebt,  die 

~ - 

nicht die Form (- 2)f - 1 
x =  

3 

haben, wo f ein Theiler ist von t ,  weil sonst schon 

und   omit das Polygon ein uneigentliches mit blos f Seiten ware. 
Für die Anzahlbestimmung der Polygone mit vorgeschriebener Seitenzahl 
kann man sich der von Rerrn D u r è g e  an der genannten Stelle auf- 
geetellten Recoursformel bedienen. 1st nbmlich f ein Divisor von t und 
be~eichnet af die Anzalil der f - Ecke, das heisst , der Polygone mit f Seiten, 
so bilden die Ecken der Polygone, die zu siimmtlichen Divisoren f von t  
gehoren, inclusive die Divisoren 1 und t , die 3 m = T Punkte des Involutions- 
elcmentes. Sondert man im Falle der rationalen Curve den Divisor 1,  dem 
die Wendepunkte entsprechen, sowie den Factor 2 und den Factor t selbst 
aus, da es keine Zweiecke giebt,  oo hat man a, zu berechnen aus der 
Gleichung : v T = (  (-2)t-1 I= t .a ,+bf .ar+3.  

f 

So findet man beispielsweise 18 Siebenecke aus Punkten Pd3 j 30 Acht- 
ecke in zwei Arten, aus Punkten Pl, und P5.i7; 56 Neunecke in vier Arten 
sus Punkten P,, PIg, und P3P19; welche die siimmtlichen Polygone 
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der aufgezahlten Art für die rationale Curve und die reellen für dic beiden 
allgemeinen Curven sind. 

Nach einem zahlentheoretischen Satze* kann tibrigens für die gesuchte 
Anzahl at ein directer Ausdruck aufgestellt werden, welcher nur eine andere 
Schreibweise obiger Recoursionsformel ist. Man hat namlich ftir die 
rationale Curve, wenn p ,  y, die verschiedenen in t enthaltenen Prim- 
zahlen bedeuten: 

und ebenso für die allgerneinen Curven: 
1 

Die nicht reellen Polygone . treten stets in Paaren conjngirt imaginar 
auf. F ü r  beide Arten der allgemeinen Curve findet man daruach: 

24 Dreiecke , 56 Vierecke , 216 Fünfecke , 648 Sechsecke, 2376 Sieben- 
ecke, 8100 Achtecke (324 solche aus Punkten Pl, und 7776 solche aus 
Punkten P5.17), 29232 Neunecke (72 solche aus Punkten P,; 360 solche 
aus Punkten Pl,; 2880 weitere aus Punkten P3.19 und 25920 Polygone 
aus Punkten P,z,,) u. S. f. 

Eine ausführlichere Darstellung sol1 noch für t = 12 hinzugeftigt werden. 
I n  der Configuration rn = 3 .j. 7 traten drei verschiedene Arten von Zwolf- 
ecken auf. Wir fragen jetat nach der Anzahl der verschicdenen Arten 
der reellen Zwolfecke der rationalen Curve überhaupt. 

I n  diesem Falle haben wir x so zu bestimmen, dass: 
(- 2)'" 1 wbod 3 x. 

Nun T=(-2)12- l = 3 ? z = 3 . 3 . 5 . 7 . l 3 .  
Die Pactwen f von t = 12 sind im Weiteren: 2 ,  3, 4 ,  6. Somit jst 

(- 2)le - 1 theilbar durch : 
(-2y-1, ( - ~ ) ~ - 1 ,  (-2)4-1i  (-216-1. 

Unter den Divisoren x von rz sind demnach auszuscheiden die Werthe 
x = 3 ,  5, 7, 3 . 7  

~ i n d  bleiben als noch in Betracht kommende Werthe von x:  
x = 1 3 ,  5.7,  5 . 1 3 ,  7 . 1 3 ,  5.7.13, 3 . 5 ,  3.13 ,  3 .5 .7;  

3.5.13, 3 . 7 . 1 3 ,  3 . 5 . 7 . 1 3 .  

Theilt man also von der Richtung Pl aus den Kreis in 2(212-1) 
gleiche Theile, so enthalt die Configuration: 

die drei Wendepunkte Pl, 
zwei Dreiecke aus Punkten P3, 
drei Vierecke aus Punkten P5, 
neun Sechsecke, zwei Arten aus Punkten P, und P,.,. 

* Vergl. D e d e k i n d :  , , Z a h l e n t h e o r i e 6 ' ,  II. Abtheilung, S.361. 
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Ihzu kommen die verlangten Lwolfecke in elf verschiedenen Arten, 
namlich : 

3 Zwdfccke ails Punktcn P13 2 Zwolfeclie nus Punktcn P3.5 
6 ,, , 1 ,, P5.7 6 91 1 I 1, Pa. 13 

1 ,, 1 ,  3 ,  ' 5 . 1 3  I 12 ,, I I  i r  P3.5.7  

l8 ,, 1 1 1 l I I  1 ,  P3 .5 .13  

7 2  ,, 1 7 3 ,  P5.7.13 36 11 11 1, P 3 . 7 . 1 3  

1144 ,, 11 7 '  P3.5.7.~3. 

Zusarnmen 335 riclle Zwolfseite, die der C1, mgleich auf -  und um- 
geschrieben sind. In der That ist: 

1 12 12 12 

aL2- 12 { [(-  2)'"1] - [(-2)T- 11- [(-2)s-I l+[(-2)m-111 =335. 

Andcrc als die durch diese Configurationen hervorgetretenen ge- 
schlossenen Tangentenpolygone giebt es nicht auf den Curveri dritter 
Ordnung. 

c) Construirt man xu dem in P fünfpunktig osculirenden Kegel- 
schnitt C, den letzten Schnittpunkt 6, so ist dieser nach (1), falls P in 
einen Punlit Pn verlegt wird, alle Mal wieder ein Punkt  des zu f i  gehorigen 
Involutionselementes. Construirt man in dieser Weiso fortlaufend zu jedem 
varangehenden Punkt  den zugehorigen Punkt  6 ,  so kann es vorkommen, 
dass die Funkte sammtlich Funkte P, sind und die Kegelschnittreihe sich mit 
k Individuen schliesst. Dann is t  die Anzahl k der Kegelschnitte der 
geschlossenen Reihe die kleinste Losung der Congruenz: 

( -S Ik=  1 mod(3n). 

Und offenbar wiederholen sich hier die unter b) beantworteten Fragen. 
So geheu beispielsweise die vier in den reellen Punkten P5 osculirenden 
Kegelschnitte sXmmtlich durch den zugehorigen Wendepunkt; die Punkto P, 
führen auf Reihen von 3 ,  ebenso die Ecken der Neunseite erster Art  zu 
Reihen von 3 ,  die Punkte Pl, dagegen zu Beihen von 10 Kegel- 
schnitten u. S. f. 

Für  Curven hoherer als zweiter Ordnung ist zwar der letzte Schnitt- 
punkt vollkommcn bestimmt und geschlossene Rcihen werden im A11- 
gemeinen für jede Ordnung der berührenden Curven eintreten, dagegen 
ist in allen diesen Fiillen durch die Beriitirungsstelle die Curve nicht mebr 
eindeutig bestimmt. 

Zürich,  Herbst 1892. 
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XV. 

Einige Methoden der  Bestimmung der  Brennpunkts- 
Coordinaten und Achsengleichungen eines Kegelschnitts 

in trimetrischen Coordinaten. 

Von 

Dr. STOLL ? 

Ogninasiollclirer i n  Honslioim. 

A, Die Brennpunkte. 

Die Gleichiing eines Kegelschnittes sei 

1) X = a , , x , ~ a a , , ~ ~ ~ a 3 , z 3 ~ + a a , , ~ , x , + 2 a , , x , z , + 2 a , a , x 1 x , = 0  

und A,,, A,, ,  A,,, A,,, A, , ,  A,, seien die Cnterdeterminanten sciner 
Determinante A ;  ferner setze man:  

1 A, = A,, sin u + AIZ sin P + AI3 sin y ,  

2 )  A, = A,, si.n rr + A,, sin p + A,, sin y,  

As = A,, sin u + AS, sin /3 + A,, sin y ,  

A=A,sinrr+A,sinp+A,siny=A,,sin2a+ A 2 2 ~ i n 2 f l + A 3 3 ~ i n e y  

+ 2A2,sin/3siny + 2 A , , s i n y s i n ~  + 2A, , s in~~s inP .  

Aus diesen Gleichungen folgen nach bekanriten Satzen die anderen: 

I a l 1 A 1 + a , , A , + a , , A 3 = A s i n u ~  

4) ' a,,A,+a,,A,+a,3A,=Asin~. 1 a,,A.+a,,A,+a,,A,=Asiny, 
6) a l ,d lZ+a , ,A ,2+a , ,A32+2n , ,A ,A ,+2a , ,A ,A l+2n l ,A ,A ,=AA.  

Hierzu kommt nocli die TIeziehung 

6 )  M =  Zrsinorsir~flsin~ =x,sif irr+x,sinp +z ,s iny ,  
wo r den Radius dcs Umkreiscs und x , ,  x 2 ,  x, die absoluten trimetrischen 
Coordinaten eines Pnnktes, das heisst die serikrechten Abstiinde desselben 
von den Seiten des Fundarnentaldreiecks bedeuten. Endlich sind ganz 
allgemein die relativen Coordinaten des Kegelschnitt - Mittelpunktes gegeben 
durch die Gleichung : 

7 x l : x 2 : x 3 = A l : A 2 : A 3 .  
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Um zunachst die Coordinaten der Brennpuakte und die Langen der 
Schsen zu bestimmen, gehen wir nach dem Vorgange von S a l m o n -  
F i e d l e r  (Anal. Geom. der Kegclschnitto S. 692) aus von dem bekannten 
Satzc, dass das Product der Senkrechten von den z w e i  Brenilpunkten auf 
eine Tangente oder, was davselbe is t ,  dav Product der Senkrechten von 
einem Rrennpunkte auf z w e i  parallele Tangenten constant k t ,  und zwar 
gleich dem Quadrat der halben Nebenachse, wenn dieser Brennpunkt reell, 
dagegen gleich dem Quadrat der halben Hauptachse, wenn dersellie irnaginiir 
ist. Eine Gerade, die parallel ist der Seite B C des Fundamentaldreiecks 
ABC, hat die Gleichung 

As,+ x,sinp+ z,siny= O, 
oder mit Benutzung der Eelation 6): 

( A  - sin a )  XI + 22 = O. 

Sol1 dieselbe den Kegelschnitt E berühren, so muss folgeride Bedingung 

odcr entwiekelt: 

A,, le  + A,,sin2,R f A3,sinZ y + 2 A23~inP~iny+2 A,, A sin y + 2A, ,  Ashj = 0. 

Durch Rerücksichtigung der Gleichung 3) und Ausscheidung gleicher 
Factoren e rhd t  man hieraus : 

A,, A2 + A - A,, sin2 or + 2 ( A  - sin a )  (A ,  - A,, sin a )  = 0, 
oder 

A,,(L - ~ i n a ) ~ +  2 A , ( A -  sis LX)+ A= O ;  

weil aber ( A  - sin a)x, + N =  0 ist , so geht diese Gleichung über in :  

Ax12 - 2 MA, X ,  f M'A,, = 0. 

Denkt man sich in derselben 3Cf durch seinen Werth 

x, sin cr + x, sin p + x, sin y 

ersetzt, so ist  sie vom zweiten Grade in Bezug auf x,, x2, x3 und 8telIt 
das Product der Gleichungen der zwei zu BC parallelen Tangenten dari  
vcrsteht man aber unter M den constanten Werth 2rsincr sinp siny, so 
giebt sie zwei Werthe für x,, n?tmlich: 

von denen der erstc den Abstand der ersten zu B C parallelen Tangente 
von BC angiebt, der zweite den der zweiten. 

Sind ferner x,, x,, x, die absoluten Caordinaten des Brennpunktes, 
etna einer Hyperbel, so ist der Abstand desselben von der ersten Tangente 
gleich x, - x ~ ' ,  von der zweiten gleich x, - z [ ' ;  das Product beider Abstandc 
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~ m s s  nach dem an die Spitze gestellten Satze gleich dem ncgativen 
Quadrat einer der Halbachsen sein, das heisst, es muss 

sein. Nuii ist aber 
2 M A ,  "; + x;'= 7 ,, M e A , ,  

und xi xl --- . 
A ' 

daher Isekommt man als Gleichung, die die Abatande zl eines Drennpunkte- 
paares von B C  giebt: 

8) Ax12 - 2MA1x ,  + N 2 A I 1  = - $8. 

Diese ganze Entwickelung gilt natürlich nur für C e n  t r a l  k e  gel-  
s c h n i  t t  e ,  nicht aber für die P a r a  b e l ,  weil der eine Rrennpunkt dei- 

sclben in unendlichcr Fcrno liegt und doshalb seine Coordinaton unendlich 
gross sind. Wie man dieselbe trotzdem theilweise nutabar machen kann, 
sol1 spater gezeigt werden. 

Aus 8) folgt 
,s A" 

A,2-AA,,-- 
M2 

ahnlich gebildete Werthe fiiidet man f i r  x, und x,. Die Gleiçhungen 2) 
und 3) geben aber 

1 Ale - .Al1 = -(Al1 AZ2 - A,,')sin2P - ( dJ3AI1  - A31)2~in2Y 

+ 2 (A,lA,,-A,,Al,)sin~si~zy = A (-a,, si~%~P- a,, sin2y +2 a,,si.nPsin y) ; 

setzt man daher 

1 
- a,, sir2 - a,, sin2 y + 2 uZ3 sin sin y = e l ,  

9) - a, ,  sin2 y - a,, sim2a: + 2 ~ ~ ~ s i n  y sin a = e, , 
- a2,sin20r - a,, sin2p + 2a,,sinasinp = c,, 

so ist 9 a ) :  
A l 2 - A l , A = A e , ,  A22-A,2A=Ae2,  A,"A,,A=Ae, 

ez az 
und bezeichuet man die Grosse kurzweg mit A', so geht obige Gleichung 
für x, über in: 

M 2 A  

10) 
M 

xl = a (A, +_ V A  ( e ,  - A.)). 

U n  den Werth von 1 zu finden, uultiplicire mari diese Gleichung und 
die zwei ahnlich gebildeten der Reihe nach mit sinu, silzp, siny und 

addire, so komrnt , weil x, sin a: + x,sin /3 - x,sin y = M ist und der Factor M 
sich weghebt : 

-- 

11) sin cc J '  + sin p J e ,  - A' + sin y i e 3 - ~ 2  = 0. 

Die Rationalisirung liefert die nach Potenoen von A geordnete Gleichung: 

l 
4 i4 sin2 ai sin2 P sin2 y + 2 A2 { el sin2 cc (sin2 or -sin2 P- sin2 y )  

+ e,sisz2/3 (sin2@ - sinZy -sin2a) + e, sin" (siney-sin2n- sir# 1 
- (e,%sin4 or +  sin^ P + e3, sin4 y - 2 e, e, sin" sin2 y 

- 2 eg el si72 y sin2 LY - 2 e, e, sinZ cz sin2 p)  = 0. 
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Der Coefficient von 2 L2 geht über in :  

- 2sin ai sin ~3 sin y (el sin a! cos a! + c2 sin 5 COS /3 + e3 sin y COS y )  ; 
aenn man aber 

12) a,,+a,,+a,,-2a,,cosa-2a,,cos@-2al,cosy=e 

setzt, so findet man leicht, dass 

13) e , s in<rcosu+e,s in~cos@+e~,s inycosy=-es ina!s in~s iny  

ist , modurch der Coefficient von 2A2 gleich + 2esin2a sin2/3 sin? wird. 
Dem letaten Gliede der Gleichung kann man die Form geben: 

el sin2 a (- el sin2 a + e, sin2 P + e,sin2 y )  + c, sinZ /3 (el sin2 CY-e, sin2? + e, sinZy ) 

+ e, sin2 p (el sin2 a! + e, sin2 /3 - e, sin"). 

Wir wollen zunachst nur den ersten Posten dieses Ausdrucks ver- 
mittelst der Gleichungen 9) umformen ; daun erhalt man als Werth desselben: 

2 el sin2 CY (- aIl sin" si?? y + a,, sin y sin LY sim2@ + a,, sin CY sin 5 sin2y 
- - - 2 e, a,, sin2 CY sin2 /3 sin2 y + 2 el sin3 ai sin /3 sin y 

(- a,,sin a! + an, s inp + a,, sin y )  ; 

folglich ist die Summe der drei Posten gleich: 

- 2 ,sin2a sin2@ sinZy (e,al,+ c,a,,+ e, a,,) + 2 sin ai sin P sin y [a,,sin a! (-el sin2a 

+ ez sin2/3 + e3 sin2y) + aylsin P (elsin2a - ezsin2j3+e,sin2y) 

+ a,, sin y (el sin2 u + eZ sin2P - e3 sine Y ) ] .  

Der erste Klammerausdruck geht vermoge der Gleichungen 9) über in:  

- a,, a,,sin" - al, a,, sinZ y + 2 a,, a,, sin ,B sin y - aZ2 a,, .sin2 Y - agz a33~igt2 CY 

+2a2,a,,sinysina- a,,a,,sin2a-a,,a,lsin2@+2a,,a,zsinusi?~~ 

=2  (- a,, a,, sin2u - aS3 ail sin2 P - a,, a,, sin2 y + a,, a,, sin /3 sin y 

+ n,, a,, sin y sin a! + a,, a,, sin a sili p) , 
das Polynom in der eckigen Klammer aber zunachst in:  

Za,, sin N (- a,, sin" sinP y + sin y sin ai sinP (B + ale sin a sin /3 sin" 

- a,, sin sin y sin2u) + 2 a,, sin@ (- a,* sin2y sin2rr + a,,sin cu si$ sinZy 

+ n,, sin @ sin y s i d a  - as, sin y sin [Y sin2/3) + 2 al, sin 7 (- ag3 .sin2a! sir@ 

+ a,, sin /3 sin y sinZ N + a,, sin y sin [Y sinS /3 - aI2  sin <Y sin /3 sin2 y) 

und dann in :  

1 2 sin msin /3 sin y (- aZ3 al sin sin y + 2 a,, a,, sin P sin y - ~ , , ~ s i n ~ a  

- a,, a,,sin y sin a!+ 2 alza,, sin y sin a -   sin^^ 
-a,,n,,sinasinp+ 2a2,a,,sifinsin/3- a,,2sin2y). 

Fasst man Alles zusammen und ordnet nach Potenzen von s ina ,  silzp, 
sin y ,  so erhBlt man als Werth des letzten Gliedes : 
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4 s i & ~ s i n ~ / 3 s i n ~ ~  1 ( ~ ~ ~ a , ,  - ~, ,~)s in 'n+ ( C C , ~ ~ , ~  -a,,') sifi2/3 + (al,a.,, 
- aIz2)sin2y + 2 ( u 3 ,  a,, - a,, a,,)sinP si% y +2(a,,a,, 

-a,,a3,)sinysinru+2(a,3a31--a,,a,2)si~asin~/i 

das heisst : 4 Asin" ss2vz2 P sina y. 

I n  Folge dieser Reductionen erhalt obige Gleichung in A jetzt folgende 
Gestalt: 

14) a 4 + e ~ 2 + A = 0 ,  
1 - 

woraus A2 = - e + p'e2- 4 A) folgt ; dadurch verwandelt sich aber die 2 (- - 
Gleichung 10) in folgende: - 

1 --- 
1 5) x, =$ (A ,  + / ; ~ ( 2 e ,  + e ) + H ~  J ~ Z - ~ A ) I  

so dass die Coordinateu des Brennpnnktes jetzt vollstsndig bcstimmt sird. 

In Folge der Biformitiit der Wurzel p'e"4A erhalt man vier 
Werthe für x, , von denen zwei den reellen , die anderen zwei den imaginiren 
Urennpuukten angehoren ; es fragt sich n u r ,  wie diese Werthe zu vertheilen 
sind. N a n  ha t  hier zwei Ftille zu unterscheiden; iut narnlieh A positiv, 

-- 
so giebt das p o s i t i v e  Zeichen der Wurzel J e L - 4  A die Coordinaten der 
r e e l l e n  Brenupunktc,  ist aber A n e g a t i  v, so muss m a n ,  urn die Coardi- 
naten der r e e l l  e n Brennpunkte zu erhalten, das n e g a t i v e  Zeichen dieser 
Wiirzel nehmen. Diese Behauptung erweist sich als wahr, sobald man 

darthun kann , dass der a b  s O 1 u t  e Werth von 2 e, + e , abgesehen davon, ob 

er positiv oder ncgat,iv ist  , kleiner sei sls Je" 4 A ,  oder, was dasselbe ist, 
dass (2 e, + e)2 - (e2  - 4 A )  , das heisst 4 (el2 + e el + A) 

unter allen Umsttinden negativ sei. Dies ist aber in der That der Fall; 
denn multiplicirt man diesen A ~ ~ s d r u c k  mit sin%ssin2/3 sinZy, so erhalt man 

mit Berücksichtigung der Gleichung 13) und des oben gefundenen Werthes von 
4 Asin2 a sin2 /3 sin2 y : 

was man nach einigen Iiechnungen auf 

- 1- e,sinasi f i (p-  y )  + e,sin" + eCJsiney]' 
reduciren kann. 

B e i s p i e 1 1 . Die Gleichung der Ellipse, die nnter allcn umgeschriebcnen 
Ellipsen den kleinsten F l ~ c h c n i n h d t  ha t ,  der sogenannten S t einer'schen 
Ellipse, i s t  

hier k t :  
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1 
A, = -- 1 

A2=- 1 
A, - --- 

s i n p '  ' - s i n ~  1 A = 3 ,  sin a 

A = -  2 2sinPsilz y 
1 Cl = 

s in  a  sin. P sin y silzci 

s i n ~ s i n r c o s a + s i n y s i n u c o s j 3 + s i n a s i n ~ c o s y  - 
e =- 2.  ---- I+coslx cosj3cosy 

- -  - - 

s in  a  s in  f i in  y "sin ct s in  P sin y 

oder, wenn man den B r o c a r d ' s c h e n  Winkel O einführt, für welchen 

1 + c o s a c o s ~ c u s y = s i n a ~ i n ~ ~ i ~ y c o t g ~ i ~ t ,  e=-2co tg@,  
also : 

e2 - 4 8  = 4 (cotg2 8 - 3 )  ; 
daher ist: 

das povitive Zeichen von /cotg"-3 geh6rt gemaes obiger Eegel den reellen 
Brennpunkten an. 

R e i s p i e l  S. Die Ellipse, welche die Seiten des Dreiecks A B C  in 
den Fusspunkten der Hohcn berührt ,  hat aie Gleichung 

X , ~ C O S ~ ~  + X ~ ~ C O S ~  j3 + xS2 cos2 Y - 2 x 2 x 3   COS^ COS y - 2 x3x1 COS y C O S U  

- 2 x , x , c 0 s u c 0 s p = 0  
und für vie kt 
A,=2coscucos~eosysilzu,  A , = 2 c o s ~ c o s ~ c o s y s i n ~ ,  A ,=2cosrrcos~cosys iny ,  
A =2 cos a  COS /3 cos y  ( s i d a  + sin2! - sin2./) = 4 cos rr cos p cus y sin a  sin P s i n  y cotg 8, 

A = - ~ c ~ ~ ~ ~ c ~ s ~ ~ c o s ~ ~ ,  e ,=-s in2@,  e = 1  +4cosucos/3cosyI  

6 ' -  4 8 3  1-Ucosa. 
Dies giebt: 

I s, = r s i n a  t g 3  

-. - - - - - 
hier ist für die reellen Brennpunkte der positive Werth von J I - B C O S ~  C O S ~ ~ C O ~  y  
zu nehmen. 

Wenn man in die Gleichung 14) den Werth von i2= $A2:  X 2 A  wieder 
einfiihrt, so sind ihre Wurzeln und die Quadrate der Halbachsen 
des Kegelschnitts, und z a a r  gelten d a m  die Relationen: 

16) 
J P A  e M4A2 

~ ~ ~ + p + - ~  und Q , ~ Q , ~  = -- A3 
Diese kann man bcnutzen, um die Arten der verschicdencn Kegel- 

schnitte zu unterscheiden. 
1. Bei der E l l i p s e  miissen und e2%ugleich positiv sein; also ist 

der Kegelschnitt eine Ellipse, wenn A positiv ist und A und e entgegen- 
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gesetzte Zeichen haben. Eatten A und e bei positivem A gleiche Zeichen, 
so waren die Achsen imaginar. 

Für den specicllen Fa11 des K r  c i  s e s ist = pz2, also 

woraus durch Elimination von p 2  die Bedingung e2- 4 A  = 0 folgt, dia 
die andere, dass A positiv sei, einschliesst, und deshalb für sich allein 
schon genügt, den Kreis zu definiren. Weil beim Kreise die sier Brenn- 
punkte mit seinern Mittelpunkte zusammenfallen, so muss in Gleichung 15) 
der Rauptradikand verschwinden; daraus konnte man versucht sein, zu 

schliessen , die Redingung e2 - 4 A = 0 sei für  sich nllein nicht genügend, 
s ~ n d e r n  es müssten noch die drei Nebenbedingiingen 

Z c 1 + e = 2 c 2 + e = 2 e 3 + e = = 0 ,  

bczüglich die zvei e, = e, = e, , erfüllt sein. Es Iasst sich jedoch zeigen, 
dass das Eintreffen jener Hauptbedingung von selbst das dieser Ncben- 
bedingungen nach sich zieht. Erhebt man niimlich Gleichung 13) in's 
Quadrat und zieht davon die schon mehrfach benutzte Gleichung 

{ 
4 A s i n 2  a si.iû2 Psim2 y = - e,%sin% - eZ2 s i n 2  /3 - e,2 s in2  y + 2 e, e, sm2 P stnZy 

+ 2 e, cl si& y sin? (Y + 2 el e,sira2 CK sh2P 

ab ,  so erhzlt man fur eZ - 4 A = 0 das Resultat: 

el%in2 oi + eZ2 sin" + ee,2sira2 y - 2 e, e, s i n  p s i n  y cos a - 2 e, el s in  y silzct COSB 
- 2 e 1 c , s i n u s i n p c o s 7  = 0, 

dcm man auch die Form geben kann: 

(e, - e,)2 s i n  /3 s i n  y cos ai + (c, - el)%sin y s i n  cr cos 13 + (el - e,)'sin a s i n  /3 ws y = 0. 

Wenn alle Winkel des Fundamentaldreiecks < 90° oder einer =!@ 
is t ,  so ergiebt sich hieraus sofort el = e, = e3 = 0. 1st aber z. R. a > 900, 
EO sctzc man statt  cos ai scinen Werth - cospcos  y + s i n P  s i n y  und statt sinn 

seinen Werth s i n  pcos y + c o s p s i n  y ,  wodurch man erhglt: 

(e ,  - c , ) ~  (- s i n  /3 sin y cos Pcos y + sin" s i n 2  y) + ( e ,  - e,)"sin Bsin y cos !cos y 

+ siw2 y cos2 P )  + (cl - c , ) ~  ( s i n  /3 s i n  y cos /3 cos y $ sin2 /3 cos2 y) = 0, 

oder anders geordnet : 

( 
( e , - e , ) % s i d ' ~ ~ i n ~ ~  + (e3- e,)2sirz"  COS'^ + (cl - e , ) Z s i ~ z ~ c o s s Z ~  

+ s i n b  sinr cos j3 COSY 1 - (e, - es)' + (c, - -j- (e,- eJel = 0. 

Aus der Identitst cg - e, = - (e, - cl)  - (el - e,) ergiebt sich aber 

(e,-e,)" ((e, - - (eZ)2 + 2(c3 - e,) ( e ,  - e,), also gchl der letzte 

Klammerausdruck über in 2 (e, - ci)  (el - e , )  , und man erhalt statt obiger 
Gleichiing : 

(e,-e,)'sin2p singr + ( ( e s - e i ) s i n y c o ~ ~ f  ( e , - e , ) ~ i r a ~ c o s ~ ~ ~ = 0 .  
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Daraus folgt aber wieder zunachst e, = e, und d a m  g = e, = el. 
Geht man mit diesen Redingungen in Gleichung 13) ein, so kommt, wie 
obon e r w h t ,  2 e ,  + e = Ze, + e = 2 e ,  + e = 0. 

IL Bei der H y  p e r b e l  mues pz2 negativ . werden ; also is t  der 
Kegelschnitt eine Hyperbe!, wenn A negativ ist, wobei es nicht darauf 
ankommt, ob A und e gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

In dem speciellen Falle der g l e i c h s e i t i g e n  Hyperbel ist pl2 + gE2=0,  
weshalb daun die Bedingung e = O erfüllt werden muss, welche die andere 
A < O nach sich zieht, weil p 1 2 p 2 2  = Jf4n": A3 sein soll. 

III. Die Achsen der P a r  a b e l  sind beide unendlich g ~ o s s ,  wofür die 
analytisehe Bedingung A = 0 ist;  jedoch erfordert das ganze Capitel von 
der Parabel eine besondere Untersuchung, die weiter unten geführt 
werden soll. 

IV. ZerfYllt der Kegelschnitt in z w e i  g e r a d e  L i n i e n ,  so ist  
O ,  also gilt die Bedingung A = O. Der Winkel <F, den diese 

Geraden mit einander bilden, ist hekanntlich bestimmt durch die Gleichuug 
4 8  

tg2rp = - - -- 1st also a i m e r  A = O auch noch e = O, so stehen dieselben 
e2 

auf einander s e n k r e c h t ;  is t  ausser A = O auch A = O,  so sind sio 
paral le l ;  fallen in letzterem Falle die Linion zusammen, bilden also cinc 
Doppelgorade ,  so müssen auch noch A, = A, = A, = O,  folglich auch 
A,, = A 22 - - = A23 = AS1 = A12 = O sein. Hat  man ondlich ausser 
A - O aueh e2 - 4 A - O ,  so kann man die gegebene Gleichung entweder 
als die eines Kreises mit unendlich kleinem Radius und den Mittelpunkts- 

Coordinaten x, = A,, x, - A,, s, = A,, oder als die zwoier von diesem 
Punktc ausgchenden, nach den sogenannten c y k l i s  c h e  n Punkton gerichteten 
conjugirten imaginaren Geraden ansohen, die mit einandor einen Winkel 
bMen, dossen Tangente gloich i ist (rorgl. darüber K 6  h 1 e r ,  exercises de 
géom. anal. 1, pag. 142). 

Gleich im Anfang unserer Entwickelungen wurde bemerkt, dass eino 
besondere Untersuchung geführt werden müsse, wenn die vorgelegte 
Kegelschnittsgloichung einor P a r a b e l  angehore, was, w i o  wir gesehen 
habcn. unter der Bedingung A = 0 zutrifft. Man kann aber die Parabcl 
als oinon Centralkegclschnitt betrachten, desaen blittelpunkt in  unendlicher 
Forno liegt und zwar in derselben Richtung von irgend einem Eckpunkt 
des Fundamentaldreiecks aus , wie der unendlich entfernte Brennpunkt 
derselbon. Man darf dnher die relativen Coordinaten des Lctzteren als 
idontisch mit denen dos Erstercn ansehen, d. h. die Abstande des unendlich 
fornen Brennpunktes von den Sciten des Fundamentaldreiecks verhalten 
sich wie A, : A, : A,. Diese Verhaltnisse behal tm denselben Werth, wenn 
man sie auf ein anderes Fundamentaldreieck bezieht, dessen Seiten parallel 

Z e l t s c h n f t  f .M~thom&tiku Yhyaik. 38. Jahrg 1893. 5 IIeft. 19 
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sind denen des frtiheren. Daher verhalten sich auch die Abstande des 

unendlich fernen Brennpunktes von den Seiten desjenigen Dreiecks, das 
durch die zu BC, CA, AB parallelen Tangenten an den Kegelschnitt 
gebildet wird, wie A,: A, : A,. Da aber bei jedem in ein Dreieck ein- 
geschriebenen Kegelschnitt die Abstande des einen Brenripurikts von den 
Seiten sich umgekehrt verhalten, wie die des anderen, so siud die Verhiltnisse 
der Abstande des im Endlichen gelegenen Brennpunktes der Parabel Ton 
den Seiten des erwiihnten Tangentendreiecks reciprok zu den Verhahiesen 
der Abstgnde des unendlich fern golegenen, haben also die relativen 

1 1 1  
Werthe ---. - . - - i  und ihre absoluten Werthe kann man gleich setzen 

A l ' A 2 ' A ,  
JIA. 1 1 1 M i  1 - .  . -, - . -, - . .-- ~, wo &ne Constante ist ,  der ebenfallr 

2 A, 2 A2 2 A, 
1v 

constante Factor - nur deshalb beigesetzt k t ,  um den folgenden Rech- 
2 

nungen eine grossere Eleganz zu verleihen. I n  der oben gefundenen Gleichung: 

welche die Abstande der zwei zu B C parallelen Tangenten des Kegelschnitts 
von der Seite B C  angab, ist fur die Parabel A = O, also der Abstand 
der zu B C parallelen Tangente der Parabel von B C gleich JI A,, : 2 A,; 
addirt man dam den ebcn gofundenen Werth des Abstands des Bronnpunkts 

MA. 1 
von dieser Tangente, nirnlich - . - 9  so wird der Abstand des Brenn- 
uunkts von B C :  2 4 

iihnliche Gleichungen findet man für x2 und x3. Multiplicirt man aber die 
erste dieser Gleichungen mit sin a ,  die zweite niit s inp,  die dritte mit  
siny und addirt,  so kommt 

(A,, + A.) sin p + (A33 + A) sin y 

4 8 3  1 7  

woraue 
A A2A,s inar+AzzA,Als in~+A, ,A lA , sény-2A,AzA,  A = - -11 

A, A ,  silÛu + A~ dl sin F+ A, A, sin y 

folgt. Dieser Ausdruck lasst sich in mehrfacher Weise umformcn. Weil 
niiinlich hier A = O ist , so geht die Gleichung 3) über i n :  

Alsina+ A,sinfi + A,siny = O ;  

multiplicirt man dieselbe der Reihe nach mit A, cosu,  A,cos/3, A,cosy und 
addirt die Producte, so kommt : 

A,%sin u cos u + Az2sin /3 cos /3 + y cos y + A, A, si+z or + A8, A, sin p 
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Wegen A = 0 gehen feruer die Gleichungen 9 a) über  in  Al2 = A el, 
A,2= Ae,, A,2 = A e,, also wird die letzte Gleichung: 

A(e,sin ci cos ci + ep sin p COS P + cg sin y cos y)+A,A, sin u +A,A,sin/3 +A, A,siny = 0, 

oder wegen Gleichung 13): 
A,A,sinci+ A3Alsiap+ AlA2siny=Aesinasinpsiny; 

der Werth des N e n n  e r s  i s t  also Aesin usinflsirzy. Der Zahler kann die 
Form annehmeu : 

A l l A , A , s i n u + A , A , ( A 2 2 s i n ~ - A , ) + A , A , ( A , , s i n y - A , )  
oder auch 

A,, A, A,sin ci - (A,,sin ci + A2,sin y )  A, A, - (A,, sin or + A,, sinp) Al A2 
megen der Gleichungen 2). Perner  liefert die Quadrirung der  Gleictiurig 

A, sin a = - (A,  sin p + A, sin y)  das Resultat  : 

A12sin2a = A22~in2/3 + A32~in2 y f 2 4 ,  A3sirzP siny, 
woraus A (el sin2 N - e p  sin2 P - e, sin2 y )  

A, A, = 
2silz~siny 

7 

oder mit Hinzilnahme der  Gleichnngen 9 a )  

A, A, = A (al,sin (3 sin y + a,,sinaa - a,,sin CY sipz p - a,,sin y sin r u )  

folgt; Zhnliche Werthe  erhLlt man für  A3A1 und AIAz.  Der Zghler erhalt  
dernnach jetzt die Gestalt :  

A 1 Al, sifi ci (a,, sin /3 sin y + a,, sin" - a,, sin u si% /3 - a,, sin y sin ai )  

- (A,, sin ci + A,,sin y)  (a,, sin y sina $ a,, sin" - aI2s%zp sin y - a,,sin N sin R )  

- (A,,sin ru +A,,sin (3) (a,, sin a sinp + a1,sin2y - a&n y sin a - a,, sin psin ;.) 1. 
Führt man die Multiplicationen in  der  grossen Klammor aus  und ordnet 

nach Potenzen von sinu, sin?, siny, so is t  zunachst der Coefficient von 
s i ~ ~ c i s i n ~ ~ i a y : A , ~ a , ,  +A,,a,,+A,,a,, oder A ,  der  von sin2fisi.rzy ist  
- A,, a,, + A,, a,, oder Nul1 , der  von sin /3 sin2 y i s t  AZ3 alZ - AZ3 a12 oder 
Nul1 , der von sin2 y sin a i s t  - A,,a,, - A,, a,, oder + ASn ag3 , der von 
silz y sin2 ci ist - A,,  a,, - A,, a,, + A,, a,, oder 2 A,, a,, , der  von sin2 ci siw 
ist -A,, a,, +A,, a,, - A,, a,, , oder 2 A,, a,, , der  von .sin IY sin" 
- A,,a,, - A,, a,, oder A,,a,, , der von siwb endlich is t  A,, a,,. I n  Folge 
dieser Reductionen verwandelt sich der Zahler i n :  

szn a sin /3 sin y + a,, sila u (A,, sin2 a +A,, sin2 /3 A A,, sin" + 2 A2, sin P sin y 

+2A31siny sina $ 2Al,sincisin~)]; 

weil aber der Ansdruck in  der r i ~ n d e n  Klammer nach Gleichung 3) gleicli 
A= 0 ist ,  so hat  der Zahler den W e r t h  A2sina si%P siny und da  wir den 

A 
des Nenners A e sin ci sinp sin y gefunden haben,  so  i s t  A = - . Dies i n  

e 
Gleichung 17) substi tuirt  g i eb t  fü r  die eine Coordinate des endlichen 
Brennpunkts : 

19* 
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(vergl. S a 1 m O n - F i e  d 1 e r a. a. O.) S. 692, wo dieses Resiiltat durch die 
Invariantentheorie gewonnen wird. 

F ü r  manche Anwendungen ist eine andere Form der Breiinpunkts- 
Coordinate bequemer. Bus dem ersten oben angegebenen Wertha von I 
folgt niimlich, wenn man den Nenner gleich A e sin a sinp sin y setet : 

(A , ,  + h )  Ae sin a sirn si/$ y 
P- -A,(A,,sir, ~ - A ~ ~ s i n y  +A,) +A,(A,,sinp-A,,sin~+A,] 

Al 
= (A, ,s in<~ + A22sinp 4- &sin y) ( A 3 1 ~ i n u  + AZ3sinP + Al ls iny)  

+ (A,, sin f f  4- 4, sifi p + A,, sifi y) ( A , ,  siw a + All sin P + sin P )  
= A,, (A22-7in2 f i  + Ag3sin2 y + 2 A,, sin p sin y + 2 A,,sin. y sin a+ 2 A,, si% a sipl!) 

+ 2 AB1 Ai2 sin2 a + A,, A,, sin2 P + A,, A23 sin2 y + A,, (A,, + A,,) sin. p sin? 

4 -  Al, (4, + 4,) sin y sifi a + A,, (A,, + A,,) sin cl sin jS. 
Der erste Posten geht über in - A , ,  AP3sin2 und giebt deshalb mit 

dem dritten, vierten und fünften Posten zusammen: 

A,, (A2, + 4, + 2 4, COS <Y) sin (3 sin y ; 
die noch übrigen Posten aber kann man schreiben: 

1 4, (A,, + A,, + 2 A,, cos B)silz y sir, n + A,, (A,, + A,, + 2 Al, cos y)sina sin! 

1 +:!A3, AI2sin2a - 2 A 3 ,  A,,siny sinacosB-:!A,d,,sin~sinpcosy; 
hier verscbwinden wieder die drei letzten Posten, und wenn man noch eur 
Abkürzung AL2 + A,, + 2 A,,COS(Y = P, 

19) A,,+A,,+2A,,cosp=Q, 

A,, + 4, + 2 A,, COS y = n 
setzt,  so hat man endlich: 

20) x - 
iw 

' -  2A esin u sin psin 
(PAllsin /?sin y + VA,, siny sin <Y+ R ~ ~ ~ s m a s i l z f l ) .  

Da nun die D i r e  c t r i x  die Pollare des Brennpunkts ist, so ergiebt 
sich hieraus sofort die Gleichung derselben in der Gestalt: 

2 1) P x ,  sin p sin y + Qx,sin y sin a + Rr,sifi  u sin p = 0 

(vergl. K 6  h l  e r  a. a. 0. S. 162). 
B e i u p i e l .  Es sei gegeben die Gleiehmg: 

{ 
zl"in2 or + s22(sinzy - six2 a sin2P) + xS2 (sin2 /3 - sin2 y sin2a) 

+ 2 ~ , ~ ~ ~ i ~ ~ s i ~ ~ y c 0 ~ ~ ~ - 2 ~ ~ ~ ~ s i n a s i n ~ c o s a - ~ z , z ~ s i i z ~ s i ~ ~ u ~ 0 ~ ~ = 0 ~  

Hier ist  
Al,=-sin4cusin2((P-y), A2 ,=szn5~s in (p - y ) ,  A 8 3 = - s i n 5 ~ s i ~ z ( ~ - ~ ) ~  

= 0, = - sin4 u sin /3 cos cr sin [/3 -?) , .412 = sin4 cu sin y cos a sin ( p -  Y), 

a180 -4, = - si725 LY  in^ ( f i  - y), A2 = sin5 a (sin P + sin y cos a) sin ( p  - y), 
A, = - si725 a (sin y + sin f l  C O S  a )  sin ( f i  - y), A = 0 ; 
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die Curve ist daher oine Parabel. Ferner ist e, = - sin2cr s2n2((3 - y ) ,  

e,= - sin2<r(sinp + siny c o ~ c r ) ~ ,  e3 = - sin2cr(sin y + sinP ~ o s a ) ~ ,  

e = sin% (sin2 cr + 4 sin /3 sin y cos a )  , A = - sin8 CY sin2 ( @  - y). 

Die Gleichung 18) giebt demnach: 

4 r  si??@ sinS y cos cr 2 r sin a sin2 P sin y 
5 - 3 x -  

' - s i n 2 a + 4 s i n p s i r r y c o ~  2 - s i ~ î 2 c r + 4 ~ i t z ~ ~ i ? ~ Y ~ ~ ~ c r '  

2 r sin a! sin /3 sVz2 Y 
x - .  " sm2u + 4 s i n p  sinY C O S  a' 

Bcnutzt man die Gleichung 20), so findet man zucrst 

P = O, Q = - 2 sin5 cr sin2 p sin ((3 - y ) ,  R = 2 sir15 cr sin2 Y sin ( P  - y )  
und daun für x,, x2 ,  x, die oben angegebenen Werthe. Die Gleichung 
der Directrix wird nach Gleichung 21): z,sin,4 -x3sin y = 0. 

Die Achsen. 

E r s t e  M e t h o d e .  

Wir wollen in  der Gleichung 13) und den zwei ahnlich gebildeten 
Gleichiingen die HauptwurzelgrGssen mit w, , w, , w3 bezeichnen ; dann sind 
die Coordinaten der Brennpunkte: 

il1 Al 
22) 2, = 7 (A, + w,) , 2, = - (A, + w ) 

M 
A - 2 j  x , = A ( ~ $ - w , ~ ,  . 

wobei noch die aus Gleichung 11) herauszulesende Bedingung besteht: 

Die Verbindungslinie je zweier Brennpunkte ist eine Achse, also ist 
die Gleichung derselben : 

und zwar repriisentirt dieso Gleichung die Haupt-  oder Nebenachse, j o  - 

nachdem man in w,, w 2 ,  w, das Zeichen der Nebenwurzel p'ee - 4 A  nach 
den ohen gegebenen Regeln so bestimmt, dass es ftir die reellen oder 
imtlginaren Brennpunkte gilt. 

Man kann diese A c h ~ e n g l e i c h u n ~  rational machen, ohne die x auf 
eine hohere Potenz zu bringen. Multiplicirt man ntimlich die Bedingungs- 
gleichiing 23) der Reihe nach mit w,sin a ,  w2sin P ,  w3sin y und setzt: 

25) W ,  w, sin b sin y = - a, w3 W ,  sin y sin a = - b ,  w, w2 sin cr sin = - c, 

80 erhalt man die drei neuen Gleichungen: 

26) b + ~ = w ~ ~ s i n ~ a ,  c + a = w p 2 s i n Z / 3 ,  ~ + b = w , ~ s i n ~ ~ .  
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, ~ U S  25) ergiebt sich : 

b c = wIZw2 w3sin2a. sin P sir1 y ,  ca = ul, ~ , ~ w , s i n  n sin2P sin y ,  

a b  = w, w, wSa sin or sin P sin2 y, 
also : 

W ,  :ou,:w,= b c s i n ~ s i ~ l y : c a ~ i n ~ s i n ( ~ : a b s i n c l s i n ~ ,  

wodurch die Achsengleichung 24) übergeht in:  

27, ( a x ,  sin a  ( A ,  bsin? - A,csin y) + bx ,s i~ ip  (A,csiri y - Alasinor) 

+ cx,  sin y ( A ,  a sin or - A, b sin (5') = 0, 

oder , wenn man zur Abkürzung a sin CY = a', Z, sin P = b', c sin y = 6 setzt: 

27 a) a' x, ( A ,  b' - A, c') + b'r, (A, c' - A, a') + c'x, ( A ,  a' - A, b') = O. 

Die Werthe von a ,  6 ,  c ergeben sich i n  rationaler Form aus den 
Gleichuugen 26),  wenn inan je zwei derselben addirt und von der Summe 
die dritte abzieht ; so erhalt man z. B. 2 a = - w, siri a + w,5in2/3 + ,10,2sin'~, 
oder, wenn man asinrv =a' setzt und den Factor 2 wegliisst, nreil es sich 
ja doch nur um relative Werthe handelt: 

28) a' = (- wI2 sin2 n + wp2 sin2 f~ + ws2 sin2 y) sin n ; 

die Ausdrücke b' und c' sind ahnlich gebildet. 
Setzt man in Gleichung 28)  für w,, w,, w, ilire Werthe ein und 

-- 

bezeichnet zur Abkürzung die Wureel Je" 448 mit W, so komint: 

a'= [- (2e,+ e + W )  sin20r + (2e,+ e + W) sin2(3+ ( 2 e 3 + e  + W)sinZy]sina, 

oder wegen der Gleichungen 9): 

a' = 4 sir1 n sin p sin y (- a,, sin p sin y - a,3 sin2 a + a,, sin a  sin p + a,, sin a sin y) 

+ 2 sin a sin siri y cos or je + W ) ,  
also ist der reiative Werth von: 

29) a'=2(-a,,sin cr+a,,sin~+a,,siit y) sin n - 2allsin/3sin y+ cosol(e+W); 

iihnliche Formen haben die Ausdrücke f ü r  b' und c'. 

B e i s p i e l  1. Wahlt man für  die S t e i n e r ' w l i e  Ellipse wie oben die 
Gleichurigsform : 

XJX" y' $ x g  = O ,  
S l 1 1  n S111 p S l l l  y 

so ist e = - 2colg8 und W = 2 ic01~"  - 3 ,  also ist mit Weglassung des 
Factors 2: 

- cos ( a  +a) 
ut= sin [Y - C O S  (Y cotg @ + C O S  [Y ~ / L . O L ~ ~  8 - 3= - ----- + W c o s  a. 

sin 8 - 
Die Glcichung 27a) liefert dann die Gleichuiigen der Achaen: 

 COS(^+^) cos((P+ 9.) - - sin y + W sin ( P  - y) + etc. = O. 
sin 8 sin 8 I 
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Der Factor in der letzten Klammer reducirt sich auf (cotg 9. W)sin(/3- y), 
und da cotg9 +W für  jc eino Achse constant k t ,  so kann man es weg- 
lassen und bekommt endlich die Achsengleichungen in der Form: 

cos ( o r  + 9.) - ( s i n a  
+ W c o s  a ] sin a sin (/3 - y )  + etc. = 0. 

B e i s p i e l  2. Bci der Ellipse: 

X , ~ C O S ~  or + x22cos2/3 + x 3 2 ~ o ~ 2 y  - 2x2x3cos /3  C O S  y - ~ X ~ X ~ C ( I S ~  co sa  

- 2x , x , ro sa   COS^ = O  

ist 1 a'= 2 sin a: (-cos y cos a sin - cos a cos /3 sin y + cosp  cos y sin a )  

- 2cos2 a sin P S ~ I I  y + cosa  (1 + 4 c o s  a cosp  cosy)  + W c o s a ,  

woW = VI-8 cos crcos /3 cos y zu nehmen ist. Nach einigen leichten Reductionen 
geht diese Gleichung iiber in a'= 2 cos (3 cos y + W c o s  a, weshalb die Gleichuiig 
der Achsen folgcnde Form bekommt: 

x1  COS^ C O S  y- C O S  a + WCOS a )  ( 2 ~ 0 s ~  C O S  or sin f l -  cosp  sin /3 f W c o s  ,3 si71 /3 

- 2 cos a cos /3 sir1 y + cos y sin y + W c o s  y sin y )  + etc. = 0. 

iind da 3 T W wieder weggelaesen werden kann,  so sind die Gleichungen der 

U e i s p i e l  3. Nehmen wir endlich die Ellipse: 

1 ~ , ~ s i n ~ j 3  sin2 y + xp2s in2  y sin2<y + a32sin2a sin2P - 2x2x3s in2  a s inp  sin y 

1 - 2 x 3 x , s i n a  s in2Psiny  - 2 ~ ~ 2 ,  s ina  s inp  s inZy  = O ,  
bei der 
e=sin2 ar sin2 S sin2 y (5+co tg28 ) ,  e2- 4 A =W2 = sin4a sin4j3 sin4r (colg29.-3)2 
ist ,  so hat man : 

a = 2 sin ci (- sin ri sin" sin y - sin e s i n  /3 sins y + sin% sin (3 sin y )  - 2 sins f l  sina y 

-f sin" sin2psin2y cos a (5 + cotg23.) & sin2 a sin2P sine y cos oi (cotg26 - 3). 

Wahlt man zunachst das positive Zeichen, so ist:  

i sin p sin y 
= 2 sin2a sin2 /3 sin2 y C O S  a (rotg2 3. - 1) - 

oder mit  Wegwerfung des nunmehr unnützen Factors 2 sin2 a sin2 /3 s in2y  : 

I sin 8 sin (p - 8) si71 ( y  - 8)  
a = cos a (coly29. -1) - = cos or (cotg2 8 -1)  - -- - - 

sin ( a  - 8) sin" . 

1 = cos a(cotg29 -1) - sin /3 sin y c o f y 2 g  + sin a culg 9. - cos /3 cos y 

=- cosp cosy  co[y28  + s i n c  cotg 6 - s inp  sin y ,  
oder endlich : 

a = -  C O S ( / ~ + ~ ) C O S ( Y + ~ . ) .  - 
siti2 8 
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_1_ 

sin" + sin2 y sin (a+  3) - die Gleichung der Nebenaohse ist also, weil A, 3 -- - 
szn p sin y s i j ~  8 ist : 

xlcos ( B  + 9.) cos(y + 9.) ls in(p + a ) c o s ( y  + 3 ) c o s t a  + 8) 
- s i n ( y + 4 ) e o s ( a + ~ ) c o s ( ~ + 8 ) ] + e t c . = O ,  

oder mit Wegwerfung des Factors cos (u + 9.) cos ( P  + 8)  cos ( y  + 9): 
x ~ { " ~ ( P +  ~ ) ~ o ~ ( y + 4 ~ - ~ ~ n ( y + 9 ) ~ o s ( ~ + ~ ) ) + e t c . = O ,  

oder endlich : x,sin(p - y ) + x 2 s i n ( y - a )  + z 3 s i n ( a - p )  = O .  

Dagegen ist fur das negative Zeichen: 

a = +4 sin2 a sine /3 sinZy C O S  a-2 si7tS/3 sin3y = 2 sin2P siu2y (2 sin2a C O S  a -sin P sin y) 

= 2 sin2 /3 sin2 y sin ( y  - or) sin ( a  - p)  , 
folglich die Achsengleichung : 

sin2 y + sin" , 

X ,  sin2/3 sin2 y sin ( y  - a )  sin ( a  - f i )  -7- ~ 1 1 2 ~ ~  sU?a sin (a  - p) sin (fl -Y) 
szn y szn a 

- sin2 a + sin2 p . 
-sin2asi~i'Bsin(/3-Y) sin(Y-dl+etc.=q 

sina sin /3 I 
oder mit Wegwerfung des Factors sin2 a s i r ~ ~ p s i n ~ ~  sin ( P  - y )  sin ( y  - a )  sin ( L I - p ) :  

x L{ (sin2 y + sin2 a )  sin y sin (a! - p )  - (sin2# + sin2 p )  sinp sin ( y  - LX)} + etc. = 0. 
sin a 

Da sin y sin (a! - /3) = sin2 a  - sin2P und sin /3 sin (Y - a )  = sine y - sinea 

i s t ,  so erhalt man nach der Reduction: 

Z 2~ (si1t4 a - sin2fl sin2 y)+& (sin4P- siney sin2a) + -; (sin4y-si?z2asi~~2~)=0. 
sin a! szn /3 szrz y 

Dies ist die Gleichung der Hauptachse, auf der die beiden sogenannteu 
B r  o c  a r d'schen Punkte als Brennpunkte liegen. 

m i e  wir oben gesehen haben, sind die relativen Coordinaten des un. 

endlich fernen Brennpunkts der P a r  a b  e 1 : x ,  - A,, x2 = A,, x, = A,, die 
des im Endlichen gelegenen aber nach Gleichung 18): 

also ist die Gleichung der A c h s e  d e r  P a r a b e l :  

O =  

oder entwickelt: 

30) xi di ( e (Ap2 A: - A33 ~ ~ 2 )  + A ( A Z s -  A32)] + etc. = 0.. 

x1 % 
A , , e - A  &e-A A,,e - A - -- 

x3 ~ - A, '42 ' 4  
Al A2 4 1 

l 

4 X I  A2 $2 A,% 

A , , e - A  A,,e-A A,,e-A 

Al2 A,' 
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Bestimmt man aber die Coordinaten des im Endlichen gclcgcnen 
Brennpunkts nach Gleichung 20), so kt 

Der Coefficient von x2 geht nach einigen Reductionen über in :  

31) 

R e i s p i e l .  Für die oben betrachtete Parabel hat man als Gleichung 
der Aehse, wenn man die dort gefundenen relativen Coordinaten der Brenn- 
punkte benutzt : 

sin y { (sin y + sin j3 cos c r j  - sina <Y sin2 /3 1,  
und der von x3 in s 

sin /3 { (sin P + si12 y C O S  - sin2 y ,si?g 01 } , 

2 1  $2 x3 

2 sin p sin y cos a sin a sin p  si?^ ai sin y 

- sin (p  - y )  sinp + sin y cos a sin y + sin p cos a 

so dass man endlich als Gleichung der Achse erhalt: 

die Gleichung der Achse. 

x, PA,, sin /3 sin y + QAl, sin y sin a + R ill3 s i m  sin b A, 

x, PA,, sin sin y + QAz2 sin y sin CY + R Ad3 s i m  sin A, 

z3 PA,, sin !J sin y + QA3,sin y sin a + RA,, sin ci sin j3 A, 

= O, 

- x, sin a { sin /3 (sin y + sin ,û cos a)  + sin y (sin #l + sin y cos ai) } 

+ x, sin y { (sin y + sin /3 cos C Y ) ~  - sin2 a sin2 j 

+ x2 sin /3 { (sin /3 + sis y cos a)' - sin2 y sinZ oi ) = 0. 

= O ,  

oder entaickelt : 

x,{ -sin a sin@(sin y f sznb cos a )  -si11 a sin y (sin b + sin y cosa)} 

+x,I-sincrsiny sin(P -y)+2silz/3si7zY cosa(siny +sin/3cosa!} 

+ x, { 2 sinp sin y cos cc (sin j3 + sin y cos n) + sin a sin ( P  - y )  ] = 0. 

Z w e i t e  M e t h o d e .  

Die Achsengleichungen seien : 

bl zl + b,x, + b,x3 = 0, 
4 c,x,+c,x,+c,xs=O, 

und ihr Product: 

dann gelten die Relationen: 
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Da die Achsen Durchmesser sind, so hat  man auch: 

[ 
bld, + b, 4 + h, 4 = 0 , 

dl 
~ J ~ l + ~ 2  A , + c 3 A , 3 = 0 i  

und da sie a ~ i f  einander senkrecht stehen, so ist: 

e> 111+1,,+I,3-21,,cosor-21,1cos~-211,cos!,=0. 
Nun sollen aber auch die Achsen conjugirte Polaren sein, das heisst, 

der Pol der einen sol1 auf der anderen liegen. Sind also s',, x',, x', die 
Coordinaten eines Piinktes der Gcraden b, X, + b, x, + b,x, = 0 ,  so ist die 
Gleichung seiner Polaren : 

{ 
x1 (all  x', + a,, x', + a1,x'3) + x, (a,, x', + a,, xr2 + aPaxr3) 

+ 3.3 (a31 5'1 + a,, a', + a,, x',) = 0, 
und diese muss mit der Gleichung dor zweiten Geraden, namlich 

clsl + cgx2 + c3x3 = O  
identisch sein, also hat man mit Weglassung des Verh~ltnissfactors, der 
in den c enthalten gedacht werden kann, die Gleichungen: 

a,l~'l+a,,x',+a,,x',=cl, 
a,lz'l+a,,x',+a,,~',=c,, 

a,,x'1 f a,,x',+a,,x',=c,; 
dnzu kornmt noch, weil der Punkt  x',, z',, x', auf der Gereden 

b,x, + b , x 2  + b,x ,  = O 
liegt , die Gleichung : 

bl xpl + b2 iz + b, = 0. 

Dies giebt als Bediugung, dass die beiden Geraden a) conjugirte 
F'olaren seien , die Determinantengleichung : 

I a,, a,, a,, cl 

1 a ~ l  c2 ' a,, a32 a33 c3 

l 61 62 b, 0 
oder entwickelt: 

11 i 1 + bz ~2 + '433 b3 ~3 + A23 ( b 2  C3 + b3 ~ 2 )  + '31 ( 6 3  C i  + 4 CJ I "  b c  + 4 2  ( 4  c, + bc,) = 0; 
vcrmoge der Gleichungen C) e r h d t  man hieraus: 

f) ni lf l l  + n22z2z  + A33133 + + 2A,~z, i  + A12 

Um drei weitere Gleichungen für die 1 zu erhalten, multiplicire man 
die erste der Gleichungen d) der Keihe nach mit c,, c,, und die zweite 
der Reihe nach mit b,, b,, b, und addire jedesmal, so kornmt: 

l ~ l l A , + ~ I , A , + ~ , , A , = ' . ) ,  

g) '21 A, t lez J2 + iZ3 A3 = 0, 
131 81 + 4, A, + A, = 0. 
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Sollen nun die Gleichungen b ) ,  e ) ,  f) uiid g) zusamrnen bestehen, 
so muss die Determinante: 

sein; diese Gleichung ist das P r o d i i c t  d e r  A c h s e n g l e i c h u n g e n .  
Dieselbe gilt jedoch nicht mehr für den Fa11 einer Parabel ,  wo 

kt ,  was sich aus den gernachten Voraussetzungen crklart;  dcnn die cine 
Achse ist dann die Gerade irn Unendlichen, die andere aber wird unbestimmt 
oder Eillt mit der urieudlich fernen Geraden zusammen, ae i l  auf letzterer 
überhaupt jede Gerade, j a  paradoxerweise sie selbst, wenigstens i m  ana- 
lytischen Sinne, senkrecbt steht,  wodurch die Gleichung e) ihre Be- 
dentung verliert. I n  der Tha t ,  a,x,  + a,$, + a,x, = O sei Oie Gleichung einer 
Geraden , x, sin a + x, sin /3 + x, sin y = O die der Geraden im Unendlichen, 
so ist die Bedingung, dass beide auf einander senkrecht stehen: 

a, (sin a - sin /3 cos y - sin y cos J!?) + a, (sinp - sin y cos a - sin rz cos y) 

4- a, (sin y - sin a cos /3 - sin f3 cos CL) - Os 
die erfüllt wird, welche Werthe al ,  a 2 ,  a, auch haben mogen. Aber auch 
an der gefundenen Determinante selbst kann man die Wahrheit des 
Gesagten nachwoisen. Denn multiplicirt man die Verticalreihen der Reihe 
nach mit sin2 n , sin2 j3, sin2 /3 sin f l  sin y ,  sin ;i sin 0 ,  sin a! sin j3 und addirt 
dann alle zur ersten Verticalreihe, so erhalt man in derselben als oberstes 
Glied (x ,  sin or + x, sin + x3 sin y ) 2 ,  
sonst aber wegen 

t A=A1sinar+ A,sinp+ A3siny= Allsin2a+ A2,sin~+AA,3sina y +  2 AZ5sinJ!? siay 

$ 2  A,, sin y sin cc + 2 A,, s in CL sin P = O 

lauter Nullen; das heisst, die Gleichung ist in das Quadrat der Gleichung 
der unendlich fernen Geraden übergegangen. 

Die Determinnnte 32) is t  sehr unbequem zur Ausrechnung; wenn man 
aber die aus g j  gewonnenen Wertho von 1,, , I,,, i3, i n  b) einsctzt und 
nach l,,, l , ,  , b12 ordnet,  so erhalt man: 

auf demselben Wege gehen e) und f)  über i n :  
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' 1  A32 + ' 3 3  A23 f '2 ( A 3 5  Al2 + ' 1 1  '3'- A1)z31 

+ A, (Al l  A: + A,, Al2 - 2 A12 Al AI) Z l 2  = O ,  

A1(Az2+ A3'+ 2 A2 A3cosu)  l yg  + A2(Ag2 + Al2 + 2A3Alcosjl) 13, 
+ A 3 ( d ~ + ~ ~ + 2 n , A 2 e ~ s y ) 1 1 , = 0 ;  

also hat man jetzt für das P r o d u c t  d e r  A c h s e n g l e i c h u n g e n  die 
Determinantengleichung : 

=O. 33) 
A," fA3" 2 A2 A, cos or A: + Al2 + 2 As A, cos p Al2 f AZ2 $ 2  Al Apcosy / 

Die Form des erhaltenen Resultats f ü h r t  uns zu folgender kürzeren Her- 
leitung dessolben. Wenn nsmlich p ,  q ,  r beliebige Parameter sind, so 
ist  die Gleichung eines jeden Geradenpaares, das durch den Mittelpunkt 
des Kegelschnitts geht : 

h) p(d ,  x, - A,X,)~  + q (A1 x3 - A3x1)2 + r (A4x I  - Al x2)' = 0, 
odcr entwickelt : 

{x12(qA2 + r A y 3  + x 2 2 ( r 4 S  + P + x3'(pAgP 4- qA1217 - 2x2xgpd2A3 

- 2x,x1qA3A1-  Zxlx2rAl A , = 0 ;  

denn die Determinante dieser ternaren quadratischen Form verschwindet, 
wie sich lcicht zeigen lasst,  welche Werthe auch p l  p l  r haben mogen, 
und aus Glelchung h )  folgt unmittelbar, dass die durch sie dargestellten 
Geraden sich im Nittelpunkt des Kegelschnitts schneiden. 

Aus Gleichung i) folgt als Bedingung der Orlhogonalitit der durch 
üie bezeichneten Geraden : 

4 . 4 , 2 + r A 2 B + r A , ~ p A 3 2 + p A 2 4 + q A ~ + 2 p A 2 A 3 ~ ~ ~ 0 1 + 2 q A 3 d 1 ~ ~ ~ ~  

+2rA,A,cosy=0, 

oder nach p, p, r geordnet: 

p (dZS f ,432 + 2 As A3 C O S  a) + q(A32 + AlS + 2 A3 Al C O S  /?) 

+ r ( A 1 2 +  A 2 2 + 2 A l A 2 ~ ~ ~ Y ) = 0 ,  

und als Bedingung der reciproken Polaritët: 

32 + rAZ2)  + A22 ( ~ ~ 1 '  4- P -43') + A33 (P A2' + rA12) - 2 p A 2 3 ~ 2  4 
- 2qAB1A3Al - 2 r A I 2 A l A B  = O ,  

oder nach p ,  q ,  r geordnet : 

P (AZ2A33+ cj32 A22 - 2 A2 A3 ' 2 3 )  + Y ( A 3 a A l ,  + AlZ A33 - 2d3 Al AS1) 
') 1 + r ( A l E A 2 ,  + A 2 A l 1  -2AlA2A,,)  =O.  

Durch Elimination von p ,  q ,  r aus den Glcichungen h ) ,  k),  1) erhalt 
man wiederum die Determinantengleichung 33). 

Man kann dieser Gleichung noch bequemere Formen geben. Es id 
namlich erstens : 

(x2 .d3 - X 3  .d2)' ( ~ 3  4 - x~ Ada ($1 4 - 2, Al)e 

A,,A: + A3,;9,' -28,382A3 A33A12+~llA32-2A31A& A, lA~+A22Ai~2A12AlA9 
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A,, '3' f ' Z 2  - A23 (A33  A2 - A23 f ( A 2 2  - A53 A2) = 

=A,(A,,A,2~ina+ ~ , 3 A , , s i n / 3 - A , 3 A , l s i n c i - A , , z ~ i n ~ )  

+ Ad (A2% A3,sin ci f Azz A,,sin y - Az, AIB sin CI - A,32~in y) 

= A A, (a,, sin /3 - a,, sin a )  + A A, (a,, sin y - a,, sin a )  

= A ~ a , , ( A , s ~ n o r + A , s r n ~ + A , s i n y ) - ( ~ , , ~ , + a , ~ A , + a , , A , ) s i ~ z c i l ,  

das heisst , nach den Gleichungen ,3) und 4) gleich A (a,, A - A sina or). 
Zweitens ist nach Gleichung 9 a) : 

A," + 4' = (A,, + 4,) + A (e, - e,). 

Verm6ge der Gleichungen 3) und 9a)  ist aber auch noch: 

AAl=A,2sinn+ A l A , s i n ~ + A , d , s i i z y = A A , , s i n o r + A e , s ~ ~ z ~ + A , A , s i n / 3  

+ A, A,sin y, 
oder nach Multiplication mit sin C I :  

B3Alsiny sinor+ AlA,sinorsin/3= A ( A l -  A1,sirr~)sinor -Ae,s in2ct;  
ebenso ist: 

A z A 3 s i r z ~ s i n y + A I A z s ~ z ~  sinfi= A(A,-A,,sinp)sinfi -Ae2s in2 /3 ,  

A, A, sin /3 sin y + A, A, sin y sin or = A ( A ,  - A,, sin u) sin y - A e3sin"y, 
a180 : 

2 A, A,sin /3 sin y = 2 A A,, sin /3 sin y - A (e ,  sin2 /3 + e3 sinS y - el sin2 or), 

Daher hat man endlich : 

-4; + A," + 2 A,(lscosu = A(Az2 + A,, + 2 A,,cosw) 

(e, sin2 p + e, sin2 y - e ,  sin2 a )  cos 0 
+A(,,  + e3-  sin p sin y 

der Coefficient von A gestaltet eich um in:  

( ( e,si~l p (sir2 y - sinp cos or) + e3 sin y (sinp - sin y cos n )  +c, sin2 a cos ] : sin p sin y 

=(c l  sin cr cos ci + e2 sin /3 cos ,9 + e3 sin y cos y )  sin u : sin @ sin7 = - esif? 

(nach Gleichung 13). Somit ist:  

A," As2 + 2 A, A3 C O S  CI = -4 (AZP + A3, + 2 A,, C G S  or) - A esinZ a. 

Setzt man diese Werthe in die Determinantengleichuug 3 3 )  ein, so 
erhalt dieselbe folgende Gestalt. 

('3 4 - $3 ($3 Al - XI A3)2 

a,, A - A sin2 u a,, A - A sinz ,B 

A(d , ,S  A,,+2A2,cos a )  -Aesiu2cr A (A35+ Al l+2  A31co.~ p ) - A e s i l ~ ~ P  

(xi A, - x ,  
a,, A - A sin2 y 

A(A,, + A,, + 2 A,,cosy) - Aes inZY 

= 0,  

oder auch: 
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---̂ , ,_,- %--,---_.̂ _ ---- .- - ~ _ x . . _ ~ ~ , " ~ ~ ~  

2 sin (Y 

a,, A - A sin2 ci = - -- - , 
sin 8 sin y 

("2 A, - x, (x3 A, - 2 1  

a,, A - A sinz LY a,, A - Asinz j j  1 A 2 2 + A 3 3 + ~ 2 3 c o s c i - a l , e  A 3 3 + A 1 1 + 2 ~ 3 1 c ~ s P - a 2 2 e  

. . 
oder relativ gleich sin"; ferner ist 

1 1 2 cos a 
A , 2 + A 3 3 + 2 A 4 2 3 ~ ~ ~ a - a 1 , e = - ~ - -  - + _  - r  

szn2 p sin2y szn /3 s m  y 

(5, ,12 - x2 Al)' 

a,, A - A sin2 y 

.4,, + A2 ,+2d , , cosy  - ad3e  

oder relativ gleich sin4 a ;  daher wir die Determinante 34) in diesem Falle: 

= O. 

Besteht der Kegelschnitt aus zwei geraden Linien, ist also A = 0 ,  so 
hebt sich in der zweiten Zeile A weg, und die Gleichung stellt d a m  das 
Product der Gleichungen ihrer Winkelhalbirenden dar. 

B e i s p i e l  1. Bei der S t e i n e r ' s c h e n  Ellipse ist:  

Die weitere Entwickelnng nach Potenzen der x giebt endlich das 
Resultat: 

x12 sin3 CI sin ( P  - y )  + xZ2 sin3 f l  sin ( y  - ci) + x3S sin3y sin ( a  - P )  
+ 2 x, x3sin (Y sinP sin y si71 ( P  - y )  +2x3xI  sin asin 13 sin y sin (p) 

+ 22,  x, sin a sir1 p sin y sin (ai - p )  = 0. 
B e i  s p i e l  2. Bei der schon mehrfach betrachteten Ellipse: 

xi2 COS' n + x ~ ~ c ~ s ~  (3 + x~~ cosZY - 2 x, x3 cos cos y - 2 x3 X ,  cosy C O S  cr 

2- x lx ,cosa  cosp  = 0; 

. , , A A  sin2a =4 ros3a  COS^ C O S  y (1+ C O S  a cosp  cos y )  + 4  c o ~ ~ c t c o ~ ~ c o ~ ~ ~  siir'a 

oder relativ gleich : 

sin2 a sin2P sin" 

sin4 or sin4 p sin4 y i 

cos2 a ( 1  + cos a cos /3 cos y )  + cos u cos j3 cos y si71" ar cos2a + COS CI C O S !  cosy 

(x, sin a - x3 sin y ) 2  (x3 sin y - z, sin (x, sin a - x, sin ll)" 
- 1 1. 1 1 

\ 1 sin2a sin2 I j  sin2 y 
oder entwickelt: 

( z ,  s i np  - z 3 s i n  y)2 sin a sin (/l - y )  + (x, sin y - x, ~ i n a ) ~ s i n p  sin(y - O) 

+ (2, sin or - x, sin !)%in y sin ( a  - p )  = 0. 

I 

0 = 

I = cos a sin p sin y ; 
fcrner ist:  
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A,, $ A,, + 2 A2, cos  N - a,, e = 4 C O S ~ C I  C O S  9 cos y - cos2a ( 1  + cos CI cosp cos y) 

-- - cos2ff 
oder relativ çleich cos2<y. 

Damit erhalt man als Product der Achsengleichungen aus Gleichung 34): 

( 
(5, sin y - x, sin ,û)%i?l a sin (P - y )  + (x, sin a - xl sin y)%in sin ( y  - C I )  

+ (x, sin /3 - r, sin rr)2sin y sin ( a  - /3) = 0 ,  
oder entwickclt : 

1 xLe cos (Y sin (P - y) + x , ~  cos /3 sin (y - C I )  + X: cos y sin ( C I  - p)  + x2 zJ sin ( P  - y) 
+x3x,s in(y-  a )  +x,x2sin(cu-S) = 0. 

Die in- diesen beiden Beispielen gefundenen Rndgleichungen k6nnen 
nach bekannter Methode (vergl. S a l  m O n - F i e d 10 r a. a. O., S. 548 Art. 323) 
auf dreierlei Weise in ihre Factoren zerlegt werden, wobei jedoch zu 
liemerken is t ,  dass diese drei Resuliate unsymmetrisch sind und erst i n  
jedem gegebenen Falle durch besondere Kunstmittel in irgend eine sgm- 
metrische Form iibergeftihrt werden k6nnen , wahrend unsere e r s  t e Methode 
eine aolche sofort ohne weitere Rechnung liefert. 

D r i t t e  M e t h o d e .  

Man verbinde einen Punkt  P in der Ebene des Kegelschnitts mit 
seinem Mittelpunkt C und ziehe durch C eine Senkrechte auf P C; hat  man 
den Punkt P su gewahlt, dass die genannte Senkrechte parallel ist seiner 
Polare in Bezug auf  den Kegelschnitt, so liegt er auf einer Achse desselben. 

Nennt man rl, r,, rS die Coordinaten von P, so ist die Gleichung 
von PC: ~ i ( ~ , r z - ~ , r , ) + ~ , ( ~ , r 3 - ~ , ~ , ) + x , ( ~ , x l - A , ~ , ) = 0 ,  
und die Gleichung der darauf senkrecht stehenden und durch Cgehenden Geraden : 

33) a,x, + a,x, + a,%, = 0, 
wobei man 

36; ( a,=- r, ( ~ , ~ + 4 ~ + 2  A Z A 3 ~ o . ~ ~ ) + r 2 ( A 2 A 3 c o ~ ~ + A 3 ~ 1 ~ ~ ~ r r + A l A 2 - A ~ ~ ~ ~ Y )  

+ r3 (A4YA3 C O S  y + A3A1 +Al A2 C O S  a - A 2 2 ~ ~ ~  /3) 

setzen rnuss; die Werthe von a, und a, sind ahnlich gebildet. 
Setzt man in den zu x, gehorenden Klammerfactor der Gleichung 36): 

A-A,s inp  -A,siny 
A, = -- 

sin CI 
so erhalt er die Form:  

A (A, + A, cos C I )  - (AZ2 + A3B + 2 4 ~ 2 ~  C O S  (Y) si?l /3 -. 
sin a 1 

ebenso wird der Coefficient von r,: 
A ( A ,  + A, cos a )  - (A: + A3, + 2 d,A, CO-) sin y .  

-- - - 

sin CI 
1 

sornit erhiilt man statt  36) die elegantere Gleichung: 

a, sin CI =A[r , (A ,  + A, cos a )  + r, (A ,  + A,cos n)] - (1, sin (Y $. Tz si71 p 
+ r,*n y )  ( A Z 2  + A32 + 2 A4AS COS O ) .  
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Die Gleichung der Polare von P sei: 

das Pioduct der Achsengleichungen. 
Scheinbar allgerneiner wird die Losung, wenn man den Ort des Punktes 

sucht, dessen Polaren in Bexug auf den Kegelschnitt und einen mit ihm 
conccntrischen Kreis von belicbigem Halbmesscr Q parallel sind. Nach 
S a l m o n - F i e d 1 e r a . a .  O,!  S. 116 Art. 7 1 ,  ist  die Entfernung p eines 
Punktes ~c,, x , ,  3 von Cl dessen absolute Coordinaten 

wo 
KI = a,, r, + al, r2 + a13r3, 

39) K, = a,, ri f aZ2 x2 + a,, r,, 
&, = a 3 ~  rl + a32 r2 + a,39 r3 

zu setzen ist;  dann ist 

sind, gegeben durch die Gleichung: 

(As  xa - A, z,)~ + (A1 x3 - A3 + (Ag x1 - Al x2)' 
- 2 (A,x, - A, x,) (A ,  X, -A1 x2) COS u - 2 (Aq xl-Al xp) (A3 x2-A, X J C O S ~  

- 2 (A, x, - A, x,) ( A ,  x3 - A, x,) cos y - AZ pz = 0. 

= O 40) 

Macht man dieselbe dadurch homogen, dass man das letzte Glied auf 
der linken Seite mit ( x , s ina  f z , s i n p  f x, sin y ) ' :  M 2 ,  wo M= 2rsi7~asinjsi11y 
ist ,  multiplicirt, so stellt sie die Gleichung eines Kreises vor, der den 
Radius g und den Mittelpunkt C hat. Bezeichnet man diese Gleichung 
kurzweg mit c =  O ,  so ist die Gleichung der Polare des Punktes P(x1, r, 7,) 

in Bezug auf diesen Kreis 

a, KI sina 

a, K2 simg 

a, K3 sifi y 

i s t ;  Xhnliche Werthe haben C, und c,. 
Achscngleichungen: 

ci KI sinu 

c, E2 sinp 

c3 K si f iy  

Dann ist aber das Product der 

= o. 
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Multiplicirt man in dicser Determinante die drittc Vcrticalreihe mit 

und addirt sie zu der ersten, so füllt das letzte Glied von c,, c,, c, weg, 
womit der Radius Q aus der Achsengleichung entfernt ist. Es  ist  also ganz 
gleichgiltig , wie gross derselbe ist; das Eesultat muss immer das ngmliche 
sein, welchen Werth auch Q haben mag. Nimmt man z. B. Q = O  an und 
ordnet. dann die rechte Seite der Gleichung, welche c, giebt, nach den r, 
so kommt : 

1  ci=^, ( A , 2 + A , ~ 2 A 2 A a ~ ~ ~ ~ ) - ~ 2 ( A ,  A,cos/?+A,A,cosor+ A,A,-A,2cos/?) 

- ~ , ( A , A , ~ o s ~ + A , A , + A , A , c o s ~ - A , ~ c ~ ~ ~ ) ,  

alao derselbe Werth, den wir oben (Gleichung 36) für a, gefunden haben, 
nur mit entgegengesetztem Vorzeichen, was wegen der relativen Bedeutung 
der a und c irrelevant ist. In  den Lehrbüchern der analytisclien Geometrie 
(z. B. S a l m  o n - F i e d l e r  a. a. O., S. 690 Art.  382 R .  3) verwendet man 
zu diesem Zwecko den eogcnannten D i r e  c t O r k r e i  s ,  von dessen sammt- 
lichen Peripheriepunkten aus der gegebene Kegelschnitt unter einem rechten 
UTinkel erscheint; das Quadrat seines Halbrnessers Q ist gleicli der Sumrne 
der Quadrate der Halbachsen, das heisst iiach Gleichung 16) ist 

Q'= - M ' D E  :A2.  

Dass es überflüssig ist, erst jedesmal die Gleichung dieses Kreises zu ent- 
wickeln, um die vorgelegte Aufgabe zu losen, liegt nach unseren Dar- 
legungen auf der Hand. Dass ferner für Q = 0 die Gleichung des Hilfs- 
kreises auch betrachtet werden kann als das Product der Gleiehungen 
zweier imaginaren conjugirten Geraden , die durch, den Mittelpunkt des 
Ihgelschnittes gelien und nach den cyklischen Punkten gerichtet sind, 
liaben wir schon oben bei der Discussion der Kegelschnittsgleichung unter 
Nr, I V  bernerkt. 

V i e r t e  M e t h o d e .  

Die absoluten Mittelpunkts-Coordinaten eines Kegelschnitts sind: 

x , = X A , : A ,  x , = M A , : A ,  x , = J f A , : A ;  

ferner ist nach S a l  m O n -  F i e d l e r  a a. O.,  S. 117 Art. 71  die Entfernung E 
eines Punktes (x,, x,, x,) vom Mittelpunkt gegeben durch die Gleichung: 

1 
{ sin a cos or (XA, - AxJ2 

A%in or sipz sin7 

1 + sifi/? cosP (XA2  - As,)2 + simy cosY (XA5 - A X ~ ) ~  } . 
Für die Achsen is t  E ein Maximum oder Minimum; f ig t  man daher zur 

rechten Seite dieser Gleichung noch l (z,sinor + x,sin/3 + x,siny - M )  und 
p K  hinzu, wo K die in Gleichung 1) angegebene Bedeutiing hat und 
1. und p constante Parameter sind, und k s s t  den irrelevanten Factor 

Zeitsïlirift f. Mathomatik u. Pliyslk. 38. Jihrg. 1893. 5. Ecft.  20 
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1 
weg, B O  erhiilt man durch partielle Differoniiation nach 

A3in ru sin ,R 

( a ,  sifi (! - y) + a, sin a - a, sin n 
2 

a, sin p cos p - a, sina cos 

z,, x,, J+ folgende Gleichungen: 
- A, sinci cosu(MA, y As,) + rlsinru + p K j  = O, 

- A, sinp c o s p ( X A ,  - Ar,) + Isinfi + pK, = 0, 
- A, s inycosy (Md , -  Az,) + I s iny  + pE,= 0; 

Hier sind KI, li.,, K, die partiellen Differentialquntieuten von K nach 

z l ,  x,, 3oj. Sollen àiese Gleichungen zusammen bestehen, so muss 

= O 41) 
sin y cosy ( H A ,  - Ar,) 1 sin7 

sein. Damit, diese Gleichung homogen werde, muss man M durch seinen 
Wcrth x, sinn + z,sinp + z,siny ersetzt denken. Wenn maln niin nach- 

weisen kann, dass sie diirch die Coordinaten dos I<egelschnitt-~Titlt,~1piinktes 
befriedigt wird, dass sowohl ilire Doterminante als auch die von uns 
so genannte Fuuction e für sie verschwinden und dass sie die Redingung 

der reciproken Polaritiit rGloichung f ) ]  erfüllt, so ist sie das I'roduct 
d e r  G l e i c h u n g e n  d e r  A c h s e n .  Durch Substitution der 3littelpunkts- 
Coordinaten aber geht M i n  Alsincc + A,sinp + A,siny = A über, ncshalb 
die Glieder der ersten Verticalreihe verschwinden. Um den Beweis, dass 
die übrigen Bedingungen zutreffen, zu erleiclitern, denke man sich den 

gegebenen Kegelschnitt auf A B C  als Polardreieck bezogeu, wodurch seiiie 

Gleichung die einfachere Gestalt a, z l 2  + a , ~ , ~  + a, r,' = O anriirnrnt. Die 
Entwickelung der Determinantengleichung 41) liefert dann das Resultat,: 

~a,%lZ(a,sin y cosy -- a,sinp cosp) + U , ~ X , ~  (u,sinci cosa -- a,siny cos?) 

+a,2x32(a,sin~cos,R-n,sinncosa)+a,a3x,~, ( a , s i n ( ~ - ~ )  

+ a,sinci-a,sina)+ a , a , ~ ç , x , { a , s l n p + c , ' s i l z ( ~ - a )  

+as in~)+a,a ,x , r ,  { a , s i ~ y - n , s i l z y f a , s i ~ ~ ( c c - ~ ) ) = O .  
Die Doterminante dieser quadratischen Form ist mit Abwerfung des 

Factors a12a2zfl,32: 

a ,  s i ~  y cos y - a:,si.ia p cos p (a, sin y - a, sin y + a, sin (u- j) 
2 t 

s.ina cosci (-MA, - As,) KI sina 

sinp  cos;^ ( H A ,  - A X ~ )  K~ si* 
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Multiplicirt man aber die Horizontalreihen bezüglich mit sin r u ,  sin& siny 
und addirt sie ddnn zur ersten, so werden dieGlieder derletzteren alle gleiehNul1. 

Die Function e ferner ist hier gleich: 

q 2 ( a , s i n y  cosy - u,sin/î CJSP)  + a 2 ' ( a 3 s h u  C O S U  - als iny  cosy) 

+ a,"a, sin /3 cosp - a,, sin CY cos a )  - a, a, { a, si~z (@ - y) 

+ a, sin ol - a, sin or ] cosor - a, a, { - a, sin p + a, sin (y - C Y )  

+ n,s inp)  cosp- a,a, { u,siny-a,siny +a,sin(u-p) ) cosy; 

fasst man die zusammeiigeh6rigen Glieder zusauiruen und berücksichtigt 
man dio bekannte Identitiit: 

cosusin(P - + cosPsin(y - a)  + cosy sin(a - P) = 0 ,  
su fiudet man, dass e verscliwindet. 

W e i l  endlich hier A,, = a,a3, A,, = a 3 a l ,  A,,=a, a,, A,,- A,, =A, ,=  O 
i d ,  so siud die Geraden recipi-oke I'olaren, sobald 

~relche mcrkwürdige ~ o l ~ c r u n g e n  zuliisst. Setzt man nainlich die zweite 
Determinanto für sich allein der Nul1 gleich, so bedeutet die dadurch 
entbtandene Gleichiing, wie dio Thcoric der Kegelschnittbüschel lehrt,  eine 
gleichsei t ige H y p e r b e l ,  dcron Asymptoteii deu Achsen des gegebenen 
Iicgelscht5tts parallel sind. Diesclbc geht durch dcu Hahenschnittpunkt 
des Fundamentaldreiecks A R C  und durch den Mittelpunkt des gegebenen 
Kcgelschnitts; dcnn erstons werdm die erste und die dritte Verticalrcihe 
gleich, sobnld man x, = 1: coscu, r, = 1 :  cosp, x, = 1: cosy setat; wonn 
rcan zweitons A , ,  A,, A, s ta t t  r,, r,, x, in El, If2, Ii, substituirt, so 
nird z. B. a,, A ,  + a,, A, + a,, A ,  nach Glcichung 4) gleich A s i n  or,  so dass 
nach Weghebung des Factors A die zweite Verticalreilie gleich der dritten 
mird. Die g e r a d e  L i n i e  fcrner, die durch die annullirte erate Determinante 
bezeichnet wird, geht durch den Mittclpunkt des gegebenen Kegelschnitts 
und berührt die correspondirende gleichseitige Hyperbel in diesem Mittel- 
piinkt. Daraus ergiebt sich, dasç jedem Kegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel 
zugeordnet ist,dereu Asyrnptaten parallel sind den Achsen des Kegelschnitts und 
die durch den H6henschnittpunkt des Fundamentaldreiecks und durch den 
Ilittelpunlit des Kegelsclinitts geht, dadurch also vollkommen bestimmt kt. Für 
die Steiner 'scho ~ l i i p e  is t  z. B. die Gleichung dieser gleichszitigen Hyperbel: 

20 * 

a, %a, a, (a ,  silz y cos y - a, sin p cos P )  + a, aZ2 a, (a, sin rr cos u - a, sin y cos y )  

+ a, a, a,"a, sin S cos? - a, sin or cos u )  

vei,srhwindet, was in der That der Fa11 ist. 

Die Gleichuiig 41) kann man auch in der Form schreiben: 

(s,sinu+x,sinp+x,siny). 

A, sin a cos w IK, sin or x, sinucosu fi, sinn 

A,sin/?cosP K .  s inp x,sinpcosP K, sinp 

A,sin y cos y K3 sin y x,siny cos y E3 sin y 
=O, 
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oder entwickelt: 

x, (x3sin y -x,sinp) cosu+x2 (xlsincr-x3siny)cosP+x3 (x,sinP - z,sinu cosy=O; 

dies giebt : x,x3 sin ( p  - y) + x3x, sin(y - cr) + x,x, sin (ci - P )  = O odsr 
die Gleichung der Xiepert ' sühen H y p e r  b el. Dadurch ist ein merk- 
wiirdiger Zusammenhang zwischen diesen beiden Curven dargethan. 

1st bei einem gogebenen Kegelschnitt A = O,  derselbe also eine 
P a r a b e l ,  so ist die annullirte erste Determinante der Gleichung 42) die 
G l e i c h u n g  i h r e r  A c h s e .  So orhalt man z.B. die Gleichung der Achse 
dcrjcnigen Parabel,  deren B r e n n p u k t  wir oben bestimmt haben, in 
folgender Form: 

x, sin2cr - s, sin g sin cr cos cr 
- sin cr cos u sin@ - y) 

- x,si.na sinp cosa 

- x, sin y sin a cos a + s2 (sin2 y 
sinp cosp (sin -k szn y cosci) 

- smecrsin2p) + x,sin/3siny cos2a ' 
1 

-2, sin usinprosa+z,sin~sin y cos% 1 -sin3;cos y (siny+sinpcosu) + x,(sin2p - si?? y sin2a) 

Die Entwiekolung liefcrt dasselbe Rosultat, das wir schon oben 
gefundon h ab en. 

Auch wenn die Kegelschnittsgleichung in  cartesischen Coordinaten 
gegeben ist, Iasst sich diese Methode anwenden. Yenn sei 

f ( x ,  Y )  = allx2+ 2 a I 2 x y  +a,,y2+ 2a3,x + 2aZ3y  + a,,=O 

die gegobeno Gleichung, so sind g = A , , :  A,,, t) = A,,: die Riitkelpunkts- 
Coordinaton. Man setzc nuu E2 = (X - g)' + (Y - 9)'- 2,if (5,  Y) md 

differentiire theilweise nach x und y ,  E O  kommt: 

a f - g = n.~- a f und y - t ) = r l . - - ,  a x a Y 

also erhalt man durch Elimination von b das Product der Achson- 

odor, wenn man für g und t) ihre Werthe setzt: 
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1 s t  die Curve eine P a r  a b  e l ,  so ist AS3 = 0 und dia Gleichung ihrer 
Achse : a f  - a f A,,.a - A  . - -  

Y 2 3 a ~  

also die Gleichung der Achsen: 

oder 
4 y 2 - 4 x 2 + 4 ~ ~ + 1 8 y + 4 4 ~ - 4 1 = 0 ,  

die man zcrlegen kann in die Gleichungen: 

Bei der  Parabel (32 f 49)' + 22s + 46y + 9 -1 O kt  A,, = 100, 
A,, = - 75, also die Gleichung der Achse : 

o h  50(3~+4y)+230=0, 
oder endlich 3 x + 4 y  + 5 = O .  

D e n  s h e i m  , im Decembcr 1892. 
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IX.  Ueber die Construction von Vierecken aus  den Radien 
der  Berührungskreise  eines Dreiecks. 

1. Die Seiten eines Dreiecks m6gen a ,  b ,  c heissen, wobei ohne Be- 
schriinkiing der Allgemeiiiheit a < b < r: vorausgesetzt werden kann; ist 
ferner A die Dreieeksflache: so bestimmen sich der Radius go des Inkreises 
und die Radien Q,, ph,  Q ,  der Aussenkreise durch die bekannten Formeln 

2 A  2 A  2 A  2 A  
l )  @~=~+b+~. ~ a = - , + ~ + , ~  i n =  a - b f c '  " = a + b - c '  

welche geben . 
2) Q, < Q n  < B a  < @ c .  

Zur Moglichkeit eines mit diesen ltadien convtruirten Vierecks (Fig. 1) 
geli6rt nun die Bedingung 

@O + Pa + P b  > Qc 

und daraus folgt vermoge der obigen Werthe 

Fig. 1. das heisst e i n e m  s p i t z w i n k l i g e n  Llreiecke l',i e n t s p r e c h e n  u n e n d l i c h  v i e l e  Vierecke,  
w o b e i  e i n e r  d e r  V i e r e c k s w i n k e l  bel iebig 
g e w a h l t  w e r d e n  d a r f ;  i s t  d a s  Dreieek 
r e c h t w i n k l i g ,  s o  d e g e n e r i r t  d a s  Viereck 
i n e i n e G e r a d e ;  e i n s t u m p f w i n k l i g e s D r e i e c k  
l i e f e r t  I i e in  r e e l l e s  V i e r e c k .  

eo II. Das vorige allgemeirie Viereck wird zu 

einem S e h n  e n v i e r  e c k ,  x7enn man einen seioer 
Winkel 2. fi. L(Q,,, Q ~ )  nach bekannten Methoden eonstruirt oder bereclinet; 
so ist 

-- 
@ o r  @ a -  ( - ? o + @ ~ + g h + ~ ~ ) ( ~ n - Q u + ç ] b + @ ~ ) .  t a n -  J 

2 
-- - - -  -- - -- 

( P O  + gn - ea + &j IP,, + ~a + e h  - o c )  

Bezeiellnen u ,  P ,  y die Winkel des ursprünglichen Droiecks, so er- 
geben sieh aus Nr. 1) die Worthe 
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a b c  
- g o +  p a + p b + ~ c = - - i  A 

a(b2+c2 -a2)  a b c  
+ Q ~ - - Q U + @ ~ + Q C ~ - ~ ~  = -  A C o s @ ,  

b ( c 2 + a 2 -  b 2 )  - a b c  
+ g o $  & - p h  - k g c = - - -  2 A  * cosp, 

c ( a 2 + b 2 - c 2 )  a b c  
$ . Q , + Q B + Q ~ - P C =  2, -- - 

A 
es ist daher 

COSU lafi eo' =  CO^ - 
2 

5) 
cosp c o s y 9  

Qu7 Pb tafi -- = cet QG = COS @ COS p 
2 2 cos y 

Das Product der unter Nr. 4) verzeichueten Ausdrücke ist bekanntlich 
= 1GV2, Eenn 7 die Fllche des Sehnenvierecks bedeutet, also 

8 = (g)' J C O S  a cos p cos y .  

Berechnet man ferner 

@ o Q u + C ' b ~ c = b c ~  Q o Q b + ~ c ~ a = c a ,  Q 0 ~ c - t  @ a Q b = a b  

und multiplicirt diese Ausdrticke, so erhalt man 16V2r2,  wo r den Radius 
des um das Sehnenviereck beschriebenen Kreises bezeichnet; es ist daher 

Als Beispiel in meistens rationalen Zahlen m6ge dienen 

a = 9 2 ,  b = l l l ,  c = 1 1 9 ,  A = 3 . 7 . 1 0 . 2 3 = 4 8 3 0 ,  
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111. Wenn das allgemeine Viereck zii einem T a n g e n t e n v i e r e c k  
wcrden aoll, so müsaen p, und Q, Gegenseiten sein (Fig. 2) und der Be. 
dinguiig genügen 

go + pc = e a  + Pb. 

Diese fuhrt nach Nr. 1) zu der cubischcn Glcichung 

8) c" ((a + O )  c2 - (a + b )2  c - ( a  + b )  (a  - b)2 = O ,  
welche drei reelle Wurzeln besitzt; flir 

9) 
1 c = x - -  ( a f b ) ,  x=Rsi? lO 
3 

wird namlich 

Befindet sich nun 

Beispielsweise sei 

unter den W u r z e h  von Nr. 8) eine, die zwischen 
O und a + b liegt, so ist das Dreieck ans 
a ,  b, c reell und im Falle 

c2 < a2 + b2 

zugleich spitzwinklig; die Seiten Q,, q , ,  ~b und 

ec  = en + - eo 
liefern dann unendlich viele Tangentenvierecke, 
worin immer ein Viereckswinkel beliebig ange- 
nommen werden darf. 

a = 5 ,  b =  7, 

41 
h!=lli, si lzQ=-l  

woraus folgt 64 

c = 7,6483; 9 ,  = 1,7371 ; pa = 3,5375; pb = 6,0427; g ,  = 7,8431. 

IV.  Unter den unendlich vielen Tangentenvierecken befindet sich auch 

~ i ~ .  3. ein b i c e n t r i s c h e s  V i e r e c k  (Fig. 3); es entsteht, 
wenn L ( 9 0 ,  Qa) = 180' - L ( g b ,  Q,) 

@ genommen wird Bezeichnet man für den Aiigen- 
blick L ( e o l  Q,) mit 8 ,  so hat man 

eo2 + en2 -2$O ~flcos8 = pbz+ Q c 2  $ 2 e b ~ , C ~ ~ 6  
oder, wcnn links 

E>Q cosd=1  --2si122,~, 1 
'2 

rechts 1 
cos8 = 2cos"J  - 1 

2 
gesetxt wird : 
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das ist wegen p,, - Q ,  = ~a - Q, 
,- 

Die Vicreckswinkel bestimmen sich also diirch die Formeln 

Bus der Formel für die Fliiche des Sehnenvierecks erhiilt man die 

entsprechende Formel fur das bicentrische Fiereck, wenn man die Gleichungen 
beachtet 

-Q~+&'af $ b $ P c = 2 @ c ,  + Q o - $ J a  f g b - @ c = 2 p h ,  

Für das Sehnenviereck gilt die Formel (siehe II) 

mithin ist im vorliegenden Falle 

Um endlieh den Radius Q  des Inkreises zu ermitteln, bedarf es n u r  
der Relation (Pig. 2) 

nach den Formeln in 11) folgt hieraus 

Das iu III angegebene Beispiel führt zu folgenden Werthen: 

L(P,, Q,) = 140°23'38";  L(Q,, = 138O33'14"; 

, / ( p b ,  e c )  = 39O 36' 22"; L ( Q ~ ,  Q ~ )  = 4 1 °  26'46''; 

V 1 17,0654; r = 3,9218; p = 1,7813. 
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X. Zur hgpesboloidischen Lage von Tetraederpaaren. 

Die belden Tetraeder a b  c d  und a'b'c 'd'  seien so gclegen, dam die 
Geraden ua ' ,  bb', cc' und dd '  zu demselben System von Erzeugenden cher 
Regelfliiche zweiter Ordnung gel-ioren. 

Alsdann gehoren die Ebcnen d ' a r a ,  d 'b 'b ,  d'c'c einem Bischel an. 
Tiifft also die Ebono a b c  dio Gciadon d r u ' ,  d'O1, d'cl bez. in A ,  3,  Cl so 

liegen die Drciccke a b c  und A B C  perspcctiv, mithin die Punkte 

(ab,  A B ] ,  [bc, L 'CI,  [ca,  CA] 

in einer Geraden g;  diese Punkte sind aber identisch mit den Punkten 
I I I  [ab, a 'brd'],  [bc,  b'c'd'], [cal  c a d ] ,  

woraus man ersieht, das die Gerad~: g gleichzeit,ig die vier Geraden 

[c17ic, afb 'c 'J ,  [bcd, b'c'd'], [ c d a ,  c 'd 'ar] ,  Ldab, d'u'b'j 
schneidet. 

Analog findet man eine eweite, dritte u. S. W. Garade, welche dasselke 
leistet. Dicso Geraden sind sammtlich verschiedon. Fiit Rücksicht aiif 

das Dualitiitsgesetz ha t  man also den Satz": 
1. Haben zwei Tetraeder ubcd  und a'b'c 'd'  eine solche Lage, dass 

die Geraden ma', lih', cc', d d '  zu demselben System von Erzeugenden einer 
Regelfiache zweitm Ordnung gehoren, so gel-ioren auch die Geraden, in 

w e l ~ h e n  sich die Ebenen a b c  und a'b'c', bed und b'c'd', c d a  und c'd'a ' ,  
d a b  und d'arb' schneiden, demselben Systern von Erzeugenden einer Regel- 
flaehe zweiter Ordnung an und umgekehrt. 

Man sagt in diesem Falle von den beideq Tetraedern, dass sie 
h y p e r b o l o i d i s e h  liegen. 

Es  seien, um eine Anwendung dieses Satzes 7.u geben, in einem 
raumlichon Polarsystem die Tetraedeipuare a b c d  und A'L>''C'Ur, ABCD 
und a'b'c'd' zwei Paare conjugirter (polarer) Setraeder, also A' sei der 

Pol  'von Ocd u. S. W., A der Pol von b'c'd' u. S. W.  

Wir  nehrnen nun an ,  dass die beiden Tetraeder a b c d  und a'b'c'd' 
hyperboloidisch liegen und behaupten, dass alsdaiin auch die Tetraeder 
A B  G B  und A'B'  C'B' sich in hyperboloidischer Lage befinden. 

Denn ist g eino dio vior Gcraden a u ' ,  bb', ccr, dd'  schneidende 
Crerade, so trifft die Polarc von g gleicl-izcitig die Polaren diesôr v i a  
Geraden, d. h. die Goraden 

[B' C'Br, B CI)],. [Cr D'A', C B  A], [B' A'B'! DA BI,  [A'B'C',  ABC]. 

Die Tetrdeder A B C D  und A'h"C'Ur liegen also hyperboloidisch (1); 
mithin gilt der Satz: 

* Vergl. S c h n e l l ,  Ueber Schaaren perspect. Tetraeder. Giessener Dissert. 
Viernheim 1891. S. 17. 
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II. Sirzd ubcd und A ' R ' C ' B ' ,  A B C B  wzd a'b's'd' zzoei Paul-e polarel- 
Tetracder in einern riiurnlicizen Polarsys fem zmd es lirgen die  !i'etraeder 
a b  c d  und  a' b'c' d '  lzypertoloidisch,  so liegen a u c h  die Tetraeder AB C D  
unil A'B' C'D' hyperboloidisch. 

Rehmen wir als spocicllos Polarsystem das absolute ,  so erhalton wir 
aus dein graphischen Satze II  einen inetrischen Satz, welchen kürzlich 
Herr B ü t z b e r g e r  in dieser Zoitschiift gogoben hat  (33. Jahrgnng, S. 4). 

An Stelle der Geraden ad ,  wclcho a mit dem Polo a' von BCD verbindet, 
tritt niimlich alsdann die von n auf die Ebene BCU gefallte Senk- 
rerhte u. 8. W.; der Satz II  besagt: 

III, ,,Liegen die von a hcd auf die Ebonon R C D ,  C D A  , B A  Il, A R C  
gefallkn Senkrechten in 'e incm Hyperboloid, so liegen auch die von 
A U C D  auf die Ebenen b c d ,  c d a ,  d a b ,  a b c  gef'sllten Senkrechten in 
eincm Hyperboloid". 

O s t h  o f  en (Rheiniiessen). ---__ Dr. P. NUTU. 

XI. Eine Erwei te rung  des Maxirnumbegriffes. 
, Es seien u und v reelle Functionen der reellen Variablen s und y. 

Beide seien entweder durchweg stetig oder wir betrachten nur solche 
Gebiete, inncrhalb dcren sic stctig sind. Auch der erste Diffcrential- 
quotient nach Leiden Variablen sei innerhalb des betraühteten Gebietes 
stetig. Betracliteu wir u = rp (x,  y) und v = S>(x ,  y) als Flachen über 
einer gemeinsamen x ,  y - Ebene, so ktinnen wir die weiteren Dedingungen, 
denen w i ï  das betreffende Geliiet, von u. und v unterwerfen? folgender- 
marten ausdrücken: Jede zur x ,  y -Ebcne parallele Ebene soll immer nur 
eine der Tangenten der Flache in jedem von ihr getroffenen Punkte ent- 
lialten, insbesondere also soll sie nicht selber Tangenlenebene der Blache 
sein. Die in sie fallende, der x ,  y-Ebene parallele Taugeute einer der 
Flachen scheidet dann auf der Flaclie die Richtungen, in  welcher die 
Ordinate derselben wachst von dcnjenigen, in denen sie abninimt. Die 
Projection dieser Tangente auf die x ,  y -Ebene  m8ge d a h u  die S c h e i d e -  
li n i e  des Berührungspunktes genünnt werdeo. 

Betrachten wir jetat beide Flachen gleichzeitig, so werden irn 811- 
gerneinen in jedem Punkte (x, y) die Scheidelinien der beiden Fliichen sich 
schnciclen und vier Winkelranrne bilden. Jedem diescr Winkelraume ent- 
spiicht ein anderes Verhaltcn der FlSchenordinaten, wenn man von ( x ,  y) 
aus nach allen Richtungen fortschreitet: In einern Winkelraume werden zl 

u n d  v gleichzeitig zunehmen, im Scheitelraume dazu beide abnehmen; 
bewegt man sich von (x :  y) aus in  einem der beiden anderen Winkel- 
riurne, so wird dagegen u zunehmen, wenn v wachst und umgekehrt. 

Es wird aber auch Punkte geben, für welche die Lieiden Scheidelinien 
ziisainuienfallen, also von den vier Ballen nur awei bestehen bleiben. Man 

findet diese Punkte,  wenn man aus 
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welche Gleichungen die Bedingung für die zur z ,  y-Ebene parallele 
Tangente enthalten, d x  und d y  eliminirt. Man erhült d a m  die Gleichung: 

Sie stcllt cino Curvc in der x, y-Ebene dar. Die über eincm Punkte 
derselben liegenden Punkte der bciden Flachen haben also die Eigenschaft, 
dass die beiden zur e ,  y-Ebene parallelen  a an gent en in ihnen unter sich 
parallel sind, bezw. dass die Tangentenebenen in diesen Punkten sich in 
einer Parallelen zur x , y - Ebene schneiden. 

Die Punkte der Curve konnen zweierlei Art sein, je nachdem durch 
das Zusammenfallen der beiden Scheidelinien in ihnen die beiden ersten 
oder die beiden letzten der vier oben erwahnten Falle ausgeschlosscn wurdcn. 
Bleibt nur vom Punkte aus ein gleichzeitiges Steigen oder ein gleich- 
zeitiges Fallen auf beiden Fliichen rntiglich, so wollen wir ihu einen B e -  
g l e i  t p u n k t der beiden Fliclien nennvn. Die Tangentenebenen beider 
Plachenpunkte und ebenso ihre Normalen schneiden die X ,  y -Ebene dann beide 
auf derselben Seite des Punktes (z, y). I m  anderen Falle dagegen, in welchem 
nur die Mtiglichkeit eines Steigena auf der zc-Fkche unter gleichzeitigem 
Fallen auf der v-Flëche oder umgekehrt tibrig bleibt, wollen wir den 
Punkt  einen S c  h e i d e p u n  k t der Flachen nennen. Man erkennt ihn daran, 
dass die Tangentenebenen, sowie die Normalen in den beiden Punkten der 
E'liichen die x ,  y-Ebene auf verschiedenen Seiten der gemeinsamen Pro- 
jection der Punkte treffen. Die durch 2) dargestellte Curve kann nun nur 
Punkte der einen Art enthalten, sie kann auch aus Stücken zusammengesetzt 
sein, von denen einige ails Scheidepunkten , andere ails Regleitpunkten 
bestehen. 

Die Uebertragung der Betrachtungen auf mehr als zwei Functionen 
mit der entsprechenden Anzahl von Variablen macht keine Schmierigkeit. 
L)ie Scheidepunkte sind für die national6coiiomische Theorie der Preisbildung 
von Bedeutung, und es sind Untersuchungen auf diesem Geliiete, welche die vor- 
liegende Notiz veranlasst haben.* Dort bedeuten u. und v die Vortheile des Aus- 
tausches vaïiabler Mengen x und y zmeier Gtiterarten für zwei Tausch- 
contrahenten. Es werden die Werthe der Variablen gesucht, für welche 
ein Zuwachs des Vortheils u des einen Contrahenten nur auf Kosten des 
anderen mtiglich is t ,  das heisst ein Abnehmen von v zur Folge hat, Es 
sind die Werthe von z und y ,  die Scheidepunkten angehoren. In gewissem 
Sinne bezeichnen daher die Scheidepunkte bedingte Maxima, ntimlich solche, 

* Vergl. meine Abhandlung: ,,Zahl und Maaes in der OeconomiliiL in der 
Tübinger Zeitschr. f. d. ges. Staatsw. Bd. 49 ,  S. 679. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilungen. 
.-A- 

317 
e V W _ , ~  ._,.__.,_... --.-. 

in denen die eine Function nicht zunehmen kann, ohne dass die zweite 
gegehene Function abnimmt. So mag es sich rechtfertigen, dass wir in  
der Ueberschrift von einer Erweiterung des Maximumbegriffes sprachen. 
Ueberdies berechtigt auch die analytische Methode der Auffindung der 
Begleit- und Scheidepunkte durch Kullsetzen des Differentials der Functionen 
dam, in diesen, auf zwei und mehr Punctionen bezüglictien Punkten 
,4naloga der Maxima und Minima einer b'unction einer Variablen zu er- 
blicken, da diese als Specialfall in jenen enthalten sind. 

Als Beispiel m6gen die in der Preistheorie hzufig verwendeten 
elliptischen Paraboloide 

u = a  J ~ X - ~ ~ ,  V = C  Jdy  -x2  

dienen. Als Ort der Scheidepunkte (in diesem Falle) erhalt man die Hyperbel 

Concentrische Flachen zweiten Grades ergeben immer als Ort der 
negleit- und Scheidepunkte die beiden Achsen in der x ,  y-Ebene und zwar 
cnthalten, je nach der Wahl  der Flachen, die bciden Achscn Punktc 
einerlei oder verschiedener Art. 

Es liegt nahe zu vermuthen, dass dieaer erweiterte Maximumbegriff 
sich vielleicht auf Functioneu einer eomplexen Variablen übertragen lasse, 
indem man u und v den besonderen Bedingungen unterwirft, denen der 
ieelle und der imaginsre Theil einer solchen Function w = u + iv gehorchen 
mum. Es geht d a m  aber die Gleichung 2) über in 

a u a v 
und diese zerfsllt, da u und v reell sind, in - = O und - = O,  womit 

a x  a x  
a u  a u  

auch - und ;- gleieh O werden. Es ergiebt sich demnach sunachst, dass 
ay 621 

die etwa vorhandenen Begleit- und Scheidepunktc nicht mehr eine Curve 
bilden, sondern als einzelne Punkte zerstreut liegen. Es vcrliert aber 
überdies die allgemeine Gleichuug dieser Punkte wegen der angenommenen 
Beziehungen zwischen .u und v ihren sonst bestehenden reellen Siun. 
Eliminiren wir namlich aus den Gleichungen 1) mit Hilfe der Uedingungs- 

a u  av a u  a u  
gleichungen - = - - und - = - - 

a y  a x  a y  as 
diese Ableitungen, so ergiebt sich 

das heisst, die Richtung der gcmeinsamen Sclieidelinie zwischen den ah- 
nehmenden und den zunehmenden Werthen von u und v wird imaginsr. 
Es existiren also überhaupt keine Punkte,  welche die Bedingung der 
Begleit - oder Scheidepunkte reell erfüllen. 

K a r l ~ r u h e ,  April 1893. Dr. ANDREAS VOIGT. 
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XII. Geometr ische LehrsLtze.* 

1. Soll cine Curve des drit ten Grades C3 durch die scchs Ecken eines 
Vierseits gehen (das heisst die sechs Punk te  in  dencu sich je zwei von 
vier Geraden sçhneiden) und sol1 sie zudem noch einen Nittelpuiikt haben, 
so  i s t  der O r t  der  hlittelpurilcte aller dieser C3 diejenige Gerade, welche 
durch die Mitten dei. drei Diagonalen des Vierseits geht.  Jede dieser 
Ciirven hat also auch mit  eiaem Kegelschnitt ,  der  die Seiten des Vierseits 
he rühr t ,  den Mittelpunkt çemein. 

2. Werden  auf den Seiten BC, A C  und A B  cincs DreiccLis ABC'  
dre i  beliebige Punk te  A , ,  BI und Cl angenommen und sind A,, B,, C, 
(bei entrprechender Bezeichiiung) die Mitten der  Seiten des Dreiecks ABC, 
so l iegen allemal folgende Punk te  auf einem Kegelschnitt I f2,  namlich: 

ac) die Mitten dcr Seiten des Dreiecks A,B, Cl; 

p)  die Mitten der  Strecken AB,, BB,  und CC;; 

y )  die Schnittpunkte von B, C, mit  B, C,; A, CL mit A, C2 und 
Al B, mit A,R,. 

A~isserdem sind die zweiten Schnitte der Geraden AA,, BBI und CCl 
mi t  dem Kegelschnitt E V i e  Mittelpunkte von Kegelschnitten , die resp. 
durch B, C, B I ,  Cl; A ,  C, A , ,  Cl und A ,  B,  A, und B, gehen und 
de r  Kegelschnitt II2 selhst ist der geometrische Ort  der Mittelpunkte allcr 
Ciirven des drit ten Grades m i t  Ni t te lpunkt ,  welche durch A ,  B, C, A,, 
B, und  Cl gehen. 

3. Legeu w h  durch j e  zwei Paare  von Gegenecken eines Vierseits 
und einen weiteren beliebig gewahlten Purikt P Kegelschnitte, so schneidet 
jeder dieser Kegelschnitte die Verbindungslinie des letzten Paares von 
Gegenccken des Vierseits in zwei Punkten a u n d  die sich ergebendm 
sccha Punk te  a liegen allemal auf zwei duich P gehenden Geraden L, 
welche zudem i n  P die beidcn durch P gehendcn, dcm Vicrseit ein- 
beschriebenen Kegelschnitte berühren. Legen wi r  ebenso durch denselben 
P u n k t  P und die Punk te ,  in denen je drei  der  vier Seiten des Vierseits 
sich schneiden , diejcnigen beiden Kegelschnitte,  welche die vierte Seite 
des Vierseits berühren,  so liegen die sich so  ergebenden acht. Berührungs- 
punkte  dieser Kegelschnitte auf denselben Geraden JI. Der Punkt P ist 
ausserdcm Doppelpunkt einer Curve des drit ten Grades ,  welche durch die 
sechs Ecken des Vierseits g e h t ,  und zwar sind die Geraden L die 
Tangenten dieser Curve irn Doppelpunkt. Soll wcitcr der  Doppelpunkt' 
einer C u v e  des drit ten Grades C3 mit  Doppelpunkt ,  welche durch die 
sechs Ecken eines Vierscits g e h t ,  auf irgend einer Geraden G gelegen 
se in ,  so i s t  der  O i t  der Tangenten C3 in dem Doppelpunkte eine Curve 

~. 

* Im Folgenden geben wir einige Si tze  über algebraische Curven - jedoch 
ohne Beweis - auf die wir gelegentlich anderer Arbeiten gestossen sind. 
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der dritten Classe, welche die Gcrade G und die vier Seiten und drci 
Diagorialen des Vierseits berührt. Soll dagegen die Tangente im Doppel- 
punkt einer C3 mit Doppelpunkt durch die sechs Ecken eines Vierseits 
diirch einen Punkt  Q gehen, so ist der Ort  des Doppelpunkts eine Curve 
des dritten Grades mit dem Punkt  Q als Doppelpunkt, welche ebenfalls 
durch die sechs Ecken des Vierseits geht ,  und der Ort der anderen Tangente 
im Doppelpunkt ist ein Kegelschnitt. Soll endlich cine Curve des dritten 
Grades einen Doppelpunkt haben und ausser durch die Ecken eines Vier- 
seits noch durch einen siebenten Punkt Y gehen, so ist  der Ort des 
Doppelpunktes aus den obengenannten zwei Geraden L zusammengesetzt 
und der Ort der Tangenten in dem Doppelpunkt an die Curve dritten 
Grades besteht also aus zwei Curven der dritten Classe, die beide ausser 
den Seiten und Diagonalen des Vierseits noch die Geraden L berühren, 
wodurch ihrc ,sammtlichcn gemcinsamcn ncun Tengenten bcstimmt sind. 

4. Soll eine Curve des dritten Grades durch sechs beliebige Punkte 
gehen und einen siebenten Punkt als Doppelpunkt haben, so kann man 
die Tangenten irn Doppelpunkte wie folgt leicht bestimrnen; 

Durch vier der sechs Punkte und jeden der übrigen zwei Punkte 
legt man einen Kegelschnitt und verbindet jeden der beiden letztern 
Piinkte mit den Doppelpunkte, so schneidet jede dieser Verbindungslinien 
den Kegelschnitt durch den auf ihr liegenden der beidc? genannten Punktc 
uochmals in einem Punkt ,  wodurch sich zwei neue Punkte z ,  xl ergeben. 
Der Kegelschnitt durch die vier ersten der sech3 Purikle und dem Doppel- 
punkt schneidet jetzt allemal die Gerade xxl iin zwei Punkteil: welche auf 
den Tangenten im Doppelpunkte gelegcn sind. 

Eind insbesondere die sechs Punkt,e Ecken eines vollstandigen Vier- 
seits, 80  liegen aiich die Projectioncn der Schnittpunkte von je zwei 
Diagonalen auF die dritte vom Doppelpunkt aus auf der Curve und die 
Ciirve selbst liisst sich sowohl in diesem Falle als im vorigen leicht liriear 
construiren. Durch Combination von anderen vier der sechs Punkte folgen 
über die Doppeltangenten selbst wieder weitere Satze. 

S t u t t g a r t ,  im Fehruar 1803. UENEDIKT SFOREZ. 

XIII. Die kleinste Ablenkung im Prisma. 
.c 

Seit ich im vorigen Jahrgange dieser Zeitschrift, S. 317 und 318, Iiierüber 
einen ,synthetisch-analytischenu Bewcis mitgetheilt habc, fand ich in der 
Zeitscbrift für physikaliscben und chemischen Unterricht ausser dem halben 
Eeweise von K i r k b y ,  den ich S. 318  schon besprochen hübe, noch (im 

3. Bd.j zwei Nittheilungen über dasselbe Thema, die eine von G r a v  e l  a a r  
(Kiederlsnde), die andere von Fr. C. G. N ü l l e r  (Brandenhurg). Meine 
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Einwürfe gegen diese beiden auseinanderzusetzen ist wohl hier nicht am 
Platze* und k6nnte sie auch der Leser des Obigeu selbst finden. 

Aber die Mt i l l e r ' sche  Behandlung brachte mir auch die Frucht, 
dass ich meinen obigen Beweis zum blos synthetischen , also u m  die 

nachfolgende Rechnung und zwcite Figur, kürzen 
kann. Die Basis des gleichschenkligen Dreieckes 
stellt den Minimum -Shah1 Tor. Vom Punkte B 1;) derselben die Lotlie B A  und BD auf die Scheukel 
gefill t ,  so ist ACD der zu erweisende kleinste Ab. 
lenkungswinkel des i n  der Richtung C A  eintretenden 
und  in  der R'ichtiing CD austretenden Strahles. 

B e  w c i  s : Man nehme auf dem durch B gchenden 
c ::. .. Kreise den Wachbarpunkt B' und construire die 

D Nachbarlothe B'A' und B'Df. 1st B' z .  B. unter 
B (ausserhalb des gleichschenkligen Dreieckes) , so 

sieht man leicht, dass der kleine Bopen A A' kleiner ist  als derjenige DD', 
dass also der ,Winkel A'CD' grosser ist ais ACD. F ü r  B" oberhalb B 
folfit geradeso AB" grosser als DB". Man kann sich, glaube ich jetet 
auch,  mit dieser Anschauung begnügen. 

A u g s b u r g .  Dr. A .  KURZ. 

* Auf meine dicsbezügliche Einscnduug an die Zeitschrift für phys. und 
chem. Untcrricht erwidcrte dicse, dass aie davon nur eiuen kurzen Auszug bringen 
wolle, was aach iin fi. dahrgang geschehen ist. 
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XVI. 

Die Normalform des allgemeinen Wurzelausdrucks 
und ihre Eigenschaften. 

Von 

Dr. GOTTL. FRIEDR. LIPPS, 
Hagenau i. Elsasa. 

Die Abel'schen Untersuchungen über difAufl6sung der Gleichungen 
durch Wurzelausziehen* stützen sich auf einen syst'ematisch entwickelten 
allgemeinen Wurzelausdruck, den K r  o n e  c k e r  in seiner Abhandlung**: 
,,Vereinfachung des Abel 'schen Beweises der Unmoglichkeit algebraische 
Gleichungen vom htihcren Grade als dem vierten allgemein aufzul6sonU 
dofinirt wie folgt: 

,,Wcnn man don Ausdruck einer expliciten algebraisohcn Function von 
Grossen 8, %', W" . . ., d. h. einen nur mittelst rationaler Operationen und 
Wurze~ausziehungen gebildeten Ausdruck genau so hehmdelt,  wie man einen 
solchen, der nur Bahlengrtissen enthalt, bei der Ausrechnung behandeln 
muss, und dabei an Stelle jedes einzelnen Rechnungsresultates die be- 
treffende Gleichung setzt, so erhalt man für die explicite algebraieche Function 
einen Ausdruck F(V1,  v 2 . . .  vv; R, %Il W...), 
W O 

V y n ï = F y ( V y + l , V y + 2 . . . P r ;  W,W1,%ll...) 

fùr y = 1, 2 . .  . v ,  jede der v Zahlen .lz Primzahl und jede der (v + 1) 
Functionen F eine ganze Function der Grossen V und rationale Function 
der Grosse 8 ist.lL 

Hier ist  das Wurzelausziehen als eine selbststandige Operation den 
vier algebraischen Grundoperationen - der Addition, Subtraction, Multipli- 
cation und Division - beigesellt. Seine Berechtigung findet dies dadurch, 
dass bei der geschichtlichen Entwickelung des Zahlbegrifb der Begriff' der 
irrationalen und cornplexen Zahl durch Einfülirung der Wurzeln ganzer, 
posiiiver und negativer Zahlen in den Kreis mathemalischer Untersuchung 
gewonnen wurde und dass auch bei einer logisch begründeten dbleitung 
derselbeu Begriffe die Wurzeln gnnzer Zahlen die einfachsten Beispiele zur 
Erliuterung jener Begriffe sind. 

*Oeuvres compli.tes 1881; Rd. 1: Reweis der Unmoglichkeit der algebraischen 
Buflosung der allgemeinen Gleichungen etc.; Ud.  II: Sur la résolution algébrique 
des bquations. 

** Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1879. 

Zeitrchrift f, Mathernûtik u.Phypik. 58. Jalirg. 18!13. ô Heft. 2 1 
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Legt man diese allgemein übliche Auffassung der Wurzelgr8ssen zu 
Grunde, so muss der allgemeine Wurzelausdruck in der soeben gegebenen 
Form zur Auflosung der Gleichungen benutzt werden, da er schon aus 
den einfachsten Elementen - aus Wurzelgrossen vom Primzahlgrade - 
construirt wurde. Es ist so der Weg vorgezeichnet, der in den modernen 
algebraischen Untersuchungen eingeschlagen wurde, auf dem insbesondeie 
K r  o n e  ck e r  zum Begriife des Rationalit2tsbereichs und zur arithmetischeo 
Behmdlung der algebraischen Grossen gelangte. 

E s  zeigen nun aber die Definitionen der irrationalen Zahlen von 
C a n t o r ,  D e d e k i n d  und W e i e r s t r a s s  die thatsachliche Unabhangigkeit 

4 
des Begriffs der irrationalen Zahl von dem specielleren Begriffe der 
Wurmlgrüsse. E s  lehrt ferner eine logische Untersuctiung des Begriffs 

dur Zahl, dass die allgemeine complexe Zahl durch eine endliche oder 
durch eine von einem Gesetze beherrschte unendliche Folge der vier Grund- 
operationen entsteht,  die mit den absoluten ganzen Zahlen und den 
Haupteinheiten vorgenommen werden, so dass die allgemeine variable Zahl 
ohno Zuhilfenahme dor Wurzelgrossen gowonnen werden kann. 

Alsdann hat  die WurzelgrGsse eine selbststandige functionentheoretische 
Bedeutung, auf Grund welcher die Zahlen, aus denen die Wurzeln 
gezogen werdeii sollen, selbst schon als allgemein variable Zahlen 
aufmfassen sind und die Wurzelgrb'sso als Function dioser Argumento zu 
betrachten ist. 

E s  entstoht so die Aufgabe, sowohl die Form der durch die Wurzel- 
grosso dargestellton Function und dio Form der durch den allgemeinen 
Wurzelausdruck definirten Function - die Normalform des dlgemeinen 
Wurzelausdrucks - herzusteilen (1. Capitel), als auch die Eigenschaftan 
dioser Normalform aufmsnchen (II. und III. Capitel). Daran schliesst ~ich 
die weitere Aufgalie, ,,die Aufltisung der Gleichungen mittelst der Normal- 
form" zu erortern. Es wird zunachst aus der Normalform eine Function 
abgeleitet, die, gleich Nul1 gesetzt, die durch den Wurzelausdruck auf- 

ltisbare Gleichung darstellt. Sie wird die Begleiterin der Normalform ge- 

nannt. E s  wird sodann der Aufltisnngsprocess der Gleichungen dargelegt, 
der sich als eine Anwendung der die Kormalform betreffenden Ent- 
wickelungen darstellt. 

Ich bemerke, dass die Normalform des allgemeinen Wurzeinusdrucks, 
die bisher, wie es scheint, ebenso wenig beachtet wurde wie die functionen- 
thooretische Bedeutung der WurzelgrGsse, den Kern der folgenden Unter- 
suchungen bildet, so dass diose letzteren unabhangig sind von den auf der 
Thoorie der Substitutionen beruhenden , durch G a l  O i s ' Entdeckungen 
begründeten Iintersuçhungen der Auflüsbarkeitsbeding~~ngen der Gleichungen, 
obgleich sie sich mit ihnen in den Resultaten naturgemass berühren. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



VON Dr. GOTTL. FRIEDR. LIPPS. 3 23 

1. Die Normalform des allgemeinen Wurzelausdrucks. 

5 1. In  der reinen Gleichung 

1) 5" = a 

sei a eine unbeschrhkt  variable ullgomeine Zahl, so dass dio n Wurzeln 
Functionen von n &nd. 

Deutet man in bekanntcr Weise die Zahlen als Punkte eincr Ebene, 
so gehiiren zu jedem Punkte u als Functionswerthe die lz Eckpunkte eines 
regiilaren Polygons, dessen Mittalpuukt der Kullpunkt der Zahlenebene ist. 
Der Yannigfaltigkeit aller Punkte a der Ebene ordnen sich n Xannigfaltig- 
keiten von Functionswerthen zu, die in n congruenten Gebieten, welche 
durch n vom Kullpunkte ausgehende und in's Unendliche sich erstreckende 
Linien von einander getrennt werden, die gauze Ebene überdecken. Als 

einfachste Grenzlinien der neben einander golagerten Ebenentheile k6nnen 
li vom Kullpunkte ausgehende Strahlen angenommen werden, von denen 
je  zwei aufeinander Iolgende einen Winkel 2x/n einschliessen; jede andere 
Gebietseintheilung kann aus derselben durch eine alle Strahlen in gleicher. 
Weise treffende llrehung und Deformation gewonnen wcrden. - Es  ist 
zwar keines der 12 Gebiete vor einem anderen bevorzugt; es kann aber 
jedes von jedem anderen unterschieden werden, wenn ein lieliebiges Gebiet 
als erstes gewahlt wird und die anderen so, wie man sie der Eeihe nach 
bei positiver Umlaufung des Nullpuuktes überstreicht, als zweites, dritles, 
viertes Gebiet u .  S. W. bezeichnet werden. Dann gehoren auüh zu jedem 
Verthe ,,at' la Punkto, die als ersto, zweite, dritte Wurzel u. S. W. zu gelten 
haben, wenn sie im ersten, zweiten, dritten Gebiete u. s. W.-liegen. 

5 2. Jede solche Zuordnung von Mannigfaltigkeiten erweckt das 
Veilangen nach einom sie boherrschenden mathematischen Gesetze. E s  
kolinen freilich Symbolo dazu diencn, eine Mannigfaltigkeitszuordnung von 
einer nnderen zu nnterschoiden - für  den vorlicgondon Fa11 ist das die 
n Wurzeln gomoinsam boaeichnonde: ein solches Syrnbol; damit ist  
aber nur einc Bczeichnung des geforderten Gesetzes gcwonnon, iihnlich don 
besonderen Zeichen und Bcnennungcn für die trigonometrischen und an'dere 
Functionen. Das mathematische Gesetz selbst jedoch ist ein rechnerischer 
Process, der von vorgelegten Argumentwerthen zur Bcrechnung des 
Functionswerthes führt,  der somit .sus einer endlichen oder aus einer 
gesctzmiissigen unendlichen Folge der vier Grundopcrationen besteht. Da 
es seiner Natur nach eindeutig ist ,  so kann bloss j o  cine Wurzel und 
nicht jede VCTurzel zugleich mit jcder andercn durch das Gcsctz dargestellt 
werdcn. Sollte dasselbe fcrner für die Gcsammtheit der  Argumente a die 
zugehorigen Werthe einer der 12 MTurzeln orzeugcn, so dürfte sich bloss 
für a = O der Wcrth Ku11 und bloss fü r  a = a der Werth Unendlich 

21' 
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ergeben; es müsste somit durch die lineare Function x = Consi. a dar- 
gostellt werden. E s  kann dahor blos firr einen geeignet abgegrenzton 
Beroich der Variablen a ein Ausdruck gefunden werden, durch welchen 
die functionelle Abhiingigkeit der Wurzolmerthe von den Argumentmerthen 
znr Darstellung kommt. 

Eino solche Darstcllungfiform wird gowonnon, wenn a durch On + a - bn 
ersetzt und für alle Punkte a ,  die innorhalb dos mit mod (bn) als Radius 
urn bn als Mittelpunkt beschriebenen Kreisos liegen, nach dem binomiechen Satze 

n 
gosetzt wird. 

Wahlt  man die Werthe bn in  geeigneter VCTeise, so kann für  jedes 
endliche a eine Reihendarstellung erhalten werden, die stets für den 
zugehorigen Convergenzkreis giltig ist. Da es immer n Werthe b giebt, 
deren nte Potenz gleich bn ist ,  so gehoren jedem Convergenzkreise n Gebiete 
der Functionswerthe zu. Sie sind einander congruent und k6nnen durch 
Drehungen um Vielfache von 2a /n  u m  den Nullpunkt, dem sie sich spitzen- 
formig naliern, zur Deckung gebracht werden; jedes is t  einfach zusammen- 
hangend und enthiilt je  eine der n Wurzeln von un, ao dass mit der 
Reihenfolge dieser Wurzeln: b,, b, . . . b, auch die Aufeinanderfolge der 
Gebieto gegeben ist. Bezeichnot man nun die dem vten Gebiete (v = 1,2. ,.n) 

zugehorigen Functionswerthe durch und b, durch E R .  b,,, (wo E,, = W S ~ Z / B  

+ i sin 27c/n), so erhalt man als Darstellungen der rn Functionen 6: 

s o  d a s s  i;/T e i n e  e i n d e u t i g e ,  s t e t i g e  F u n c t i o n  v o n  a vorstellt ,  
d e r e n  D a r s t e l l u n g s f o r m  f ü r  d e n  d u r c h  d i e  H i l f s g r o s s e  b, be- 
s t i m m t e n  C o n v e r g e n z k r e i s  g i l t i g  i s t .  

5 3. 1st  die Wurzel fi durch eine Reihe darstellbar, so gilt dasselbs 
auch von ihren Potenzen. Eine beliebigo rationale Function jener Wurzel 

wo dio r rationale Functionen von a und beliebigen anderen variablen 
Zablen sind, kann daher fü r  denselben Bsrcich der Werthe a wie 
selbst in Reihenform dargestellt werden. Man erhi l l :  
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Die la Wert,hengebiete der x, sind für jeden xusammenhiingenden 

Bereich der Argumente gleichfalls msammenhangende Cebiete, die übrigens 
beliebig in Endlichen verlaufen, oder in's Unendliche sich erstrecken, auch 
theilweise sich überdecken konnen, trotzdem aber in Uebereinstimmilng 

mit den zugehorigen mten Wuizeln von a als erstes, zweites, . . . nte' Gebiet 
unterscheidbar sind. 

Es kann daher für  jedes Werthensystem der unabhhgigen Verander- 
lichen, fur das keine der Functionen x, gleich Nul1 oder gleich Unendlich 
ist, ein Conrergenzbereich von der Art bestimmt werden, dass die 
Werthengebiete der r, einfach zusammenl~%ngende Ebenentlieile sind, die 
den Nullpunkt nicht umschliossen und im Endlichen verlaufen. 

5 4. Einen solchen Convergenzbereich nehme ich an,  wenn ich nun setze: 
- 

G) z m = x l l =  a,,+ €nai+ .znVa,+..,+ . a,-l; ( v = 1 , 2  ... m). 

Die so definirten nt Functionen der x, werden symbolisch durch: 

7 
?ri - 

x = 1/2, 

bezeichnet. 
Um ihre Darstellungsforrnen zu erhalten, werde zunachst vorausgesetzt, 

dass die Werthenbereiche der z, (v = 1, 2. .  . w) ingesammt von einem 
Kreise mit dem Mittelpunkte c m ,  der den Nullpunkt nicht in seinem 
Inneren enthslt, umschlossen werden. Wird dann x, = cm + x, - cm gesetzt, 
so erhalt man nach dom binomischen Satze: 

Da diesc Potenzïeihe unbedingt convergent is t ,  so kann sie mit Riick- 
sicht auf 5) nach Potenzen von E: geordnet werden. Da es ferncr .nl Werthe 
c giebt, deren mte Potenz gleich cm is t ,  nsmlich c,, = E L .  c,,; ( p  = 1, 2.. .na), 

wo E ,  = cos 2n/m + i . sin. 2n/m, so erhalt man folgende Darstellungen: 

wo die A eindeutige, von den Hilfsgrossen b, und c, abhangige Potenz- 
reihen vorstellen, die für den vorausgesetzten Convergenzbereich der unab- 
hingigen Variablen Geltung haben. 

Konnen aber die Beieiche der x, nicht alle zugleich von einem Kreise 
der bezeichneten Ar t  umsühlossen werden, so kfinnen sie doch in Gruppen 
~usammençefasst werden, so dass die Bereiçhe einer Gruppe von einem 
solchen Kreise umschlossen werden und für jede Gruppe eine einheitliche 
Darstellung der Functionen moglich ist. 
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1st  es z. B. rntiglich - wie der Einfachlieit wegen angenomnen 
werden sol1 - die r~ Werthengebiete der x, in  zwei Gruppen zusammen 

zu fassen, so dass die Gebiete der x,, x,, . . .sk von einem Kreise niit dem 

Nittelpunkte cN', die Gebieto der xk+,, zr,z,. . . x, von einem lireise mit 
dem Nittelpunkte cf" oingeschlosson werden, so gilt  für die k ersten x, die 

Entwickelung - 

10 a) ~,x,=E&~,+E:A,+. . + E : - ~ . ~  An-1) 

( 1  2 . .  v = l ,  2...76) 

und fir die w - v übrigen r,, die Entwickelung 
- 

»1 - 
l o b )  p'!LrYr = zn/ (A', + E,'"A'~ -1 . . . + E:-'. " A ' ~ -  1) 

(p=l, 2 . . . m ;  v l = k + l ,  k 4 - 2  ... n),  

wo die A von den Hilfsgrtissen b, und cm,  die A' von den Hilfsgrossen 
b,, und cl, abhangen. 

Die Potenzreihen Ai und A,' sind somit in  diesem Falle der Fora 
nach verschieden; dass sie aber dem Werthe naeh übereinstimmen, erliellt 
diirch folgende Ueberlegiing. 

Ich set7e die M6glichkeit voraus, die Werthengebiete dor  r, und der 
rvs zum Theil in eine dritto Gruppc zusammon zu fassen, so dass z. B die 
Cebiete der xl; und der zk+i von einem Kreise der bezeichneten Art,  dessen 
Mittelpunkt cllm sei, urnschlossen werden. Dann gelten die Entwickelungen 

(p=1, 2...nz); 

wo die A" von den beiden Hilfsgrtissen h, und c," abhangen. 

E s  ist  daher für  den ganzen Convergenzbereich der unabhangigeiiVariablcn 

I l  a) A: = A,; A? = A : ,  also auch Ai = Ai1. 

Die soebcn gemachte Voraussetzung ist nur  dann unzuliissig, wenn 
die Werthengebiete der x, und der r,. insgesainrnt von einer durch den 

Ndlpi inkt  gehenden Geraden gexhnit ten werden und die eine Gruppe 
recLts, die andere links Tom Nullpunkte liogt; denn nunmelir sind blas 

die anfanglich vorausgesetzten beiden Gruppen mtiglich. 
I n  diesem Falle b ~ a c h t e  man,  wie die n Werthe xl, x2 . .. z, sich lagern, 

die durch das ursprünglich in's Auge gefasste System der unabhiingip 
Variablen, dem der Convergenzbereich zugeordnet wurde, erzeugt werden. 
Liegen die lz Werthe nieht selbst rechts und links vom Nullpunkte auf 

einer durch den Nullpunkt gehenden Geraden, so beschranke man den 

a n h g l i c h  vorhandenen Convergenzbereich der Art ,  dam auch die zuge- 
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h6rigen Werthengebiete der x, und xVf nicht mehr von einer durch den 
Nullpunkt gehenden Geraden geschnitten werden. Die Gleichheit der 
Werthe der Ai und Ai' folgt dann in der oben angegebenen Weise für  
den beschrankten Convergenzbereich. Liegen aber die n Werthe x,, z2.. . r, 
rechts und links vom Nullpunkte auf einer durch den Niillpunkt gehenden 
Geraden, so kann für dieses System von Werthen die Gleichhoit der Werthe 
der Ai und Ai' nicht nach der benut'zten Xethode bewiesen werden. Es  
muss aber k r a f t  d e r  S t e t i g k e i t  d e r  F u n c t i o n e n  Ai u n d  A/ die 
Uobereinstiminung ihrer Werthe auch für  die in der angcgcbenen Lagc 
behdlichcn x,, x2 . .  .xn gefordert werden, da die Uebcreinstirnmung für 
solche z,, x,. . . X, bosteht, die beliebig a e n i g  von der Ausnahmelage ent- 
fernt sind. Es gilt daher in  allgemeiner weise für den gansen ursprüng- 
lichen Convergcnzbcreich der unabhangigen Variablen die Gleichung: 

11) Ai = A,!. 

Suf Grund dieser Erkenntniss k m n  man eine und dieselbo Forin der 
I I ,  - 

A,, z. B. die für die Entwickelung von i t L x l  sich ergebondo ziir Dar- 
714 - 

stellung aller Functionon Lx, benützcn. Als gcmeinsame Darstollungs- 
form ergiebt sich somit 

wo die A, von Potenzreihen abhiingen, die für einen geeignet gewiihlten 
Convergenzbereich der unabhangigen Variablen Geltung haben. 

Es wurde beim Beginn diosor Darlegung vorausgesetzt, dass keiner 
der Werthe z,, für die ein Convergenzbereich der unabhangigen Variablen 
bestimmt würdc, glcich Nul1 oder gloich Unandlich sei. 1st nun eines der r, 

gleieb Nul1 oder glcich Uncndlich, so kann kcin Convcrgenzbereich der 
unabhüngigen Variablen der Art  bestimmt merden, dass dem individuollen 
Werthensystemo dor x, andore Werthonsystemc sich beigesollcn und einen 
Boreich der Ebono stctig erfüllon; CS muss viclmehr die Variabilitlit dcr 
unabhingigcn Variablen in  diesem Fallc so beschrankt werden, dass sie 
blûss das individuelle Werthcnsystem der x, erzcugen. Dann ist aber für 

">1 - 

r,  = auch I/,r, = m und die obige ~ a & e l l u n g  verlicrt ihro Bedeutung; 
für x,=0 dagegen behalt die Formel 12) ihre Bcdeutung nur mit  der 
Beschrankung, dass es da3 individuelle System der Werthe xL? x,. . x, 
kt,  für das die Potenzreihendarstellung hergestellt wurde. 

Tt, - 8 5. I n  gleicher Weise wie I/rxv sind auch die Potenzen dieser Wurzol- 
grosse durch Reihcn darstollbar. Für eine beliebige rationale Fuoction 
diesor Wurzol und der Wurzel 7, à erhzlt man dahor gleichfslls eine 
Reihenform. Sctzt man somit: 
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13) zPv = Y~ + rl . iP X, + . . . pn-1.  (ip x,,)"-~, 

wo die r rationale Functionen von i/z und von beliebigen anderen 
variablen Zahlen sind, so orhalt man,  wenn die r nach Potenzen von E,,' 

geordnet werden: azrn - l  p = n - i  

14) Zpv -2 2 E r n a " .  En*'. '.,y. 
a = o  P = O  

Betreffs der Werthengebiete der xp,, die dem Convergenzbereiche der 
unabhsngigon Variablen zugehoion, gelten nun dieselben Bernerkungen, 
die übor dio Wcrthengobieto der x, gemacht wurden. Für  ein gegebenes 
Werthensystem der unabh%ngigenVasiablen, für  das kein r,,. unondlich gross 
wird, kann man daher oinen Convorgonzbereich der Art  abgrenzon, dass 
die Werthengebiete der x~,, einfach eusammenhangende Ebenentheile sind, 
die im Endlichen verlaiifen und den Nullpunkt nicht i~msehliessen, und 
dnss insbesondere, wenn eines der rP, gleich Nul1 wird, dem Convergenz- 
bereiche nur  das individuelle System der Werthe x,,, zugehort. 

Daraus folgt die Moglichkeit, die durch die Gleichung 

1 5) xi = x p y  
definirten Functionen v2<, (L = 1, 2 ,  l )  

durch Potenzreihen mittelst des binomischen Satzes darzustellen. Man 
wird hierbei von denselben Erwagungen geleitet werden, die zu der 

"11 - 
Darstellung der Functionen vu%, führten. Es  muss nur  xF, an Stelle von 
x, gesetzt werden. Es ergiebt sich so, wenn € 1  = cos 2n/l + i sin 27$: 

Eine beliebigo rationalc Function dioser Wurzel und der Wurzeln 
1,) - 
I/Pz, und $2 kann daher für denselben Convergcnzbereich der unab- 
hMngigen Variablen wie die Wurzeln selhst in Fnrm einer Reihe dar- 

gestellt werden. 
in - v -  

Bedeuten somit r,,, r , ,  . . . rl- 1 rationale Functionen von i p z ,  und v v a l  
doren jede nach den Potenzen der Einhcitswurzeln E,' und E,# geordnet 

so erhiilt man: a = i - l  R = ~ - I  Y = , - ]  

Wird jetzt eine Potenz von x den Functionen gleichgesctzt, so 

konnen die dadurch neu defiuirtenWurzelgr6ssen und ebenso beliebige rationale 
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deiiiselben den allgenieinen Wurzelausdruck: 

20) ~ ( x ( % ' ) ,  x("-l). . . x(I); al,  a2 . . . a!'). 
Man setze ferner: 

21) 
nk - 

~i;k) =ilk % k r  (Ak=112 ... mk; k = l , 2  ... v), 
k 

L- m- 
Functionen derselben und der Wureeln vj.z,,, I/,x,, î/,a in  Reihenform 
dargestellt und nach Potenzen der Einheitsaurzeln geordnet werdrn. 

Durch fortgesetzte Ausfiihrung dieses Dai.stellungsprocesses I h t  sich 
soinit der allgemiene Wurzelausdruck in eine f u n  c  t i o n  e n t h e  o r  e  t i s c  h e  
Koriilalform bringen, die man in folgender Weise darstellen kann. 

Jc 6. Man definire eine Reihe von Wurzelgr6ssen als Functionen der 

Variablon a,, a, ... a/, durch die Gleichungen: 

' ( X ( ~ ) ) ~ I  = !JIL (aL ,  a2 . . . a/'), 

wo der dem Wurzeleeichen beigefügte Index lk bedeutet, dass der Werth 
der Wurzel dem l k t e n  Gebieto unter den mk Gebieten der Wurzelwertho 
ang~hort, so daes eine, eindeutig bestimmte Function ist. 

E s  k a n n  d a n n  f ü r  e i n  b e l i e b i g e s  W e r t h e n s y s t e m  a,,  a,. .. a,L, 
f ü r  d a s  k e i n e  d e r  v W u r z e l g r 5 s s e n  s('), d2) ... z(') g l e i c h  U n e n d l i c h  
~ i r d ,  e in B e r e i c h  d e r  u n a b h a n g i g e n  V a r i a b l e n  a b e s t i m m t  
werden, s o  d a s s  d i e  z u g e h o r i g e n  W e r t h e n g e b i e t e  d e r  F u n c t i o n e n  
~ 1 , ( ' ) ,  xz,i2). ..XI,,("). . . e i i i f a c h  z u s a m m e n h i n g e n d e ,  d e n  N u l l p u n k t  
nicht u m s c h l i e s s e n d e  E b e n e n t h e i l e  s i n d ,  d i e  f ü r  d e n  F a l l ,  d a s s  
einer der  nk W e r t h e  xfl g l o i c h  N u l 1  i s t ,  a u f  d a s  i n d i v i d u e l l e  
System d e r  W o r t h e  sik:, ( A ~ =  1, 2 . . . n k )  ~ i c h  b e s c h r a n k e n  m ü s s e n .  

Dann  i s t  c s  m o g l i c h  d e r  R e i h e  n a c h  m i t t e l s t  d e s  b i n o m i s c h e n  
Satzee d i e  fil F u n c t i o n e n  XII(') (A, = 1, 2 . .  . n,), s o d a n n  d i e  3 
Funct ionen x ~ ~ ( ~ ) ( b , =  1, 2 . . . n 2 )  U. S. W. u n d  s c h l i e s s l i c h  d i e  n, 
Funct ionen zi,(")(l, = 1, 2 . .  .m,) d u r c h  P o t e n z r e i h e n  d a r z u s t e l l e n ,  
d i e  fiir d e n  C o n v e r g e n z b e r e i c h  d e r  u n a b h a n g i g e n  V a r i a b l e n  
Geltung haben .  M a n  e r h a l t  so,  w e n n  

22 a) ~ ~ ~ = ~ 0 ~ Z ~ / l ~ k + i . ~ i n 2 z / f i k ,  (k-1,2 ... V) 
g e s e t a t  wi rd :  

ni, - 
22) x<k) A k  - I /Ak~k=~ , t .~k ( s ( l ) l  1 ~ ( ~ ) . . . x ( ~ - l ) ) ,  

( ~ ~ - 1 ,  2 - . . n k )  

w o  Pk n a c h  P o t e n z c n  d e r  E i n h e i t s w u r z e l n  E,,, E, ... E ,,-, g e o r d -  
n e t  werden  kann.  

19) 
(x (2) )n2 = !YI2 (x ('1 ; al, a2 . . . aLL) , 

. . . . . . . . . . . . . . . . 
, (3;(v))nV = W , . ( X ( ~ - ~ ) .  . . x ( ~ ) ,  3; ( l ) ;  a,, a, . . . a,), 

wo die n,; pz,. . . n, beliebige ganze Zahlen und die 8,; '8,. . .!JI, ganze 
Fuuctionen der x  und rationale Punctionen der a  sind und bilde mit 
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W e r d o n  d i e s e  P o t e n z r e i h e n  i n  d i e  n,.n,. ..vz, F u n c t i o n o n  

23) xi,12.. . A ~ =  8 ( x d v ) .  . . n2(2)1 24('); a,, a, . . . a,,) 

d e s  a l l g e m e i n e n  W u r z e l a u s d r u c k s  e i n g e s e t z t ,  so  e r h a l t  man 
f o l g e n d e  e i n h e i t l i c h e  D a r s t e l l u n g s f o r m ,  w e l c h e  i c h  d i e  Normal-  
f o r m  n e n n e :  a,=n,-l ",=ri,- 1 

wo d i e  a o i n d e u t i g e  u n d  s t e t i g o  P o t o n z r o i h e n  s i n d ,  d i e  f ü r  den 
C o n v e r g o n z b o r e i c h  d e r  u r s p r ü n g l i c h o n  V a r i a b l e n  G e l t u n g  haben. 

5 7. Zu demselbcn Resultate kann man auch gelangen, wenn in 

xn = a die Variablo a = e" gesetxt und or = ioga = log eY + log 

für einen ~onver~enzbére ich  von a in  eine Reihe entwickelt wird. Die 
a+Zvni 

vz Fnnctionen rz werden jetzt durch e n  (v = 1, 2 . .  . n) reprasentirt 
und für  den allgemeinen Wurzelausdruck erhiilt man folgende Definitions- 
gleichungen : 

( x ( ' ) ) ~ ' =  2JIl(a,, a,  .. . a,); pi = logYt1; 
a +i,.2ni 

xi,(l) = e.'- n, = e e l ' ;  ( ~ , = l ,  2...12,); 

(x('))% = WB (egi' ; a,, a, . . . ap) ; pz = Zog Yi2 ; 
p 2 + & . 2 n i  

x2J2)- e T = e e z ' ;  ( a , = l ,  2....n,); 

Der allgemeine Wurzelausdruck lau te t  d a m :  

wo an Stello dor Wnrzeln, die aus vorhandenen Wurzelgr6ssen gczogen 
werden, Esponentialfunktionen treten, deren Argumente selbst wieder 
Exponentialfunctionen enthalten. Ersetzt man nun in der ohigen Reihs 

0 t'z @ 
von Definitionsgloichungon die en,, e n ,  . . . en. durch die für  einen Convergenz- 
beroich der Variablen a giltigen Potonzreihen und ordnet man sie, wenn 
sie in den Wurzelausdruck eingesetzt werden, nach Potenzen der Einheits- 

2 Ti 2ni 2ni  
wurzeln: Ek = 2; e A 2 .  - - eilv.- 

n, 
n, ... nu n, , so wird auch auf diesem 

Wege die Normalforrn 24) gewonnen. 

5 8. 1st so die Moglichkeit bewiesen, den allgemeinen Wurzelaus- 
druck in die Normalform 24) zu bringen, so ist  noch die Bemerkung von 
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Interesse, dass die ihrer Form nach als Potenzreihen sich darstellenden 
a,, ,,,, ihrem Werthe nach durch die Functionen z)., ..A, der Normalform 
ausgedrückt werden konnen. Es folgt niimlich aus dem Gysteme von 
Gleichungen 24) naeh einem schon von L a g r a n g e  und A b e l  benützten 

Autlosongsprocesse das Gloichungensystem: 

3 9. F ü r  die Kormalform des allgemeinen Wurzelausdrucks ist 
lediglich die Anzahl v der Wurzelgrtissen und deren Grad n,, IL,  ... n, 
von Bedeutung. Die Reihenfolgc dagegen, in  der die v Wurzeln ausge- 
zogon werden, ist  in  der fcrtigen Kormalform nicht zu erkennen. E s  
classificirt nun A b  e l  die allgomeincn MTurzelausdrücke in der Bbhandlung*: 
,,Beweis der Unmoglichkeit der algebraischcn Aufltisung der allgemeinen 
Gleichungen, welche dan vierten Grad übersteigen" nach Ordnung und 
Grad; ein Wurzelausdruck ist von der Ordnung p,  w0nn er Wur~elgrOssen 
enthalt, die durch p f a c h  wiederholtes Wurzelausziehen entstanden sind, 
er ist Tom Grade m ,  wenn e r  m Wiirzelgr6ssen Ordnung enthalt. 
Das p-fach wiederholte Wurzelausziehen 'hat aber auf die Gestalt der 
Normalform keinen Einfluss, so dass diese Classification keine Anwendung 
finden kann. 

In der Abhandlung**: ,,sur la r6solution algébrique des équations" 
bezeichnet aber A b e l  die Anzahl der Wurzelgrossen als Ordnung des 
Wurzelausdrucks. Somit kann auch diese Anzahl die Ordnung der Normal- 
form genannt werden. V6llig charakterisirt ist  jedoch die Normalform 
durch das Product: 

28) nT= fil.n,...n,; 
es kmn die C h a r a k t e r i s t i k  d e r  N o r m a l f o r m  genannt werden. 

Es i ~ t  zu beachten, dass es nicht nothwendig war, den Grad der 
Wurzelgr6ssen durch Primzahlen daraustellen. Jede Wurzelgrosse, deren 
Grad keine Primzahl i s t ,  kann aber durch successives Ausziehen von 
Wurzeln vom Primzahlgrade erzeugt werden. Es  sind somit derartige 
Wiirzelgrtissen Specialisirungen eines allgemeineren Wurzelausdrucks , der 
blos Wurzeln vom Primzahlgrade enthiilt und der mit jenen gebildete 
allgemeine Wurzelausdruck nebst seiner Normalform ist gleichfalls eine 
Specialisirung eines allgemeinsten Wurzelausdrucks und dessen Normal- 
form, der blos Wurzeln vom Primzahlgrade enthalt. Da die Charaktenstik 
dieser allgemeinsten Normalform durch das Product der Primzahlfactoren 

* Oeuvres complètes 1881, Bd. 1 p. 66.  
** Bd. 11 p. 217. 
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von N gegeben wird, so folgt, dass es f i i r  e i n  v o r g e l e g t e s  N blos 
e i n e  a l l g e m e i n e t e  h 7 o r m a l f o r m  g i e b t ,  f ü r  w e l c h e  d i e  E i n h e i t s -  
w u r z e l n  a l l e  v o m  P r i m z a h l g r a d e  fiind, u n d  f ü r  w e l c h e  die 
A n z a h l  v d e r  E i n h e i t s m u r z e l n  - d i e  O r d n u n g  d e r  Normal -  
f o r m  - i h r  M a x i m u m  e r r e i c h t .  

II. Die Eigenschaften der Normalformen, in welchen die Grade 
der Einheitswurzeln gewisse Bedingnngen erfüllen. 

5 1. Die n, . lz, . . . n, Functionen der Normalform: 

bezoichne ich zusainmenfassend durch des Symbol: 

2) F(€",; E % .  . . E~,,). 
Diese Bezeichnungsweise deutet an,  dass es lediglich die v Einheits- 

wurzeln 
E,, = COS 2 n/nl + i sin 2n:/rz., ; E,, = cos 2 n/r+ + i si% 2 n:/f12 ; , . , 

sind, welche den Charakter der Normalform bestimmen, und dass das 
System der n,. n, . . . n, Functioqen xll 2 l . . .  A,, au6 $11 .. . I  erhalten wird, menn 
die Reihen der aufeinander folgenden Potenzen der Einheitswurzeln an Stelle 
der ersten Potenzen treten. 

Werden nun aus den E , , ,  E,, . . . zny andere Einheitswurzeln dorselbcn 
Grade gebildet, die durch q,,,  7 % .  . . qnv bezeichnet werden sollen, und 
stellt dann das Symbol 

3) F(qnl; qn2 * , qnu) 
gleichfdls das System der TL, .  n, . . .n, Functionen xn,n ,.., 1, dar, wenn in 
q.,, q,, . . . qn, die Reilien der aufeinander folgenden Potonzen von E,, , ,  

E , ~ . .  . E~,, eingesetzt werden, so nenne ich dieses Symbol dem erston aqui- 
v a l o n t  iind ich setzc: 

4) F(E,, j &n2 . -&ny)  F(qn, ; qn, . . qn,) 

Dass es für ein gegebenes System von Einheitvwurzeln E,,, E ~ , . .  . 
hlos eine beschriinkte Anzahl %quivalenter Symbole F giebt, ist evident. 
Dio Anzahl der iiquivalenten Symbole und die Bildungsweise der ein jedes 
charaktcrisironden qnk; (k = 1 ,  2.. . v) aus den F,, , E , ? .  . . will ich jetzt 
bestimmcn. Man wird dadurch zur Kenntniss der Eigenschaften der 
Normalform geführt. 

Bei dieser Untersuchung gehe ich stufenweise vor und nehme der 

Reihe nach an,  dass die v Zahlen lz, , n, . . . n, relative Primzahlen seien, 
dass sie fiodann al10 denselben Tirerth habeu, und dass sie schliesslich 
Potenzen einar und derselben Zahl seien. Aus diesen Specialf$llen ergiebt 
sich dann der allgemeine Fa11 für beliebig gewahlte 98,. . . n, ohne Yühe. 
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5 2. Sind die fi1, fiz.. . lz, relative Primzahlen, so kann vnk blos eine 

Potenz von E~~ sein, so dass 
ik. 7 n k  = z n k ,  (7c=1, 2 . . . v ) .  

Da nun aber qnk durch Einsetzen der Roihe der aufeinander folgenden 
Potenzen von E , ~  die ganze Reihe der nk Einheitswurzeln darstellen 6011, 
sn muss ik relativ prim zu ~k sein, so dass os (p(nk) Werthe qnk giebt. 

Die A n z a h l  d e r  L q u i v a l o n t e n  S y m b o l e  i s t  s o m i t :  

~("1) ' P ( 4 .  . . P(%) 

u n d  die  S y m b o l e  s e l b s t  w e r d e n  d a r g e l l t  d u r c h :  

Da %quivalonte Symbole in  glciehcr Weise das System der n, . fi,. . .n, 
Functionen der Kormalform reprisentiren, so iindert sich im vorliegenden 
Fallo das Systcm d a n n  u n d  n u r  d a n n  nicht, wenn die primitivcn 
E'nheitswuraeln E,?. . . ~,:v  a n  S t c l l ~  der E,,, zn2..  . E," treten. Bo- 
eeichnet man nun das System aller n, . n,. . . fi, Functionen durch ein vor 
die einzolne Function gesetztes S, so ist: 

a, .. . av a, ... ay 
Da aber, wonn ik relativ prim zu lzk ist ,  die Werthe &.ak zugleich 

mit den ak ein vollst$ndiges Restensystem bezüglich des Moduls lzk dar- 
stellen, so ist: 

al. . .ay a, . . a, 
wo die Indices ikak auf ihre kleinsten positiven Werthe bezüglich des 
Moduls nk zu reduciïen sind. E s  ist daher: 

Daraus folgt, dass das System der n, . n, . . . n, Functionen der Normd- 
form nicht geandert wird, wenn i n  jeder Funciion die aai durch die 
a,,,,,,.iv, crsetzt werden. Diese Vertauschungen der a sind die einzigen, 
die vorgenommen weïden dürfen, wenn keine Redingungsgleiçhungen 
zwischen den a eingeführt werden sollen. Denn jede Vertauschung dor a 
kann, so lange sie durch keine Bedingungsgleichung begründet ist, durch eine 
entsprechende Vertauschung der Einheitswurzeln, welche Coefficienten der a 
b d ,  ersetzt werden, weil die Functionen der Normalform symmetrisch sind 
bezüglich der aus den a und den zugehorigen Einheitswurzeln beetehenden 
Producte. Die einzig moglichen Vertauachungen der Einheitswurzeln, die 
das System der Functionen ungeandert lassen, werden aber durch die 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



334 Die Normalform de3 allgem. Wurzelausdrucks u. ihre Eigenechaften. 

Xquivalenten Symbole dargestellt. E s  giebt daher auch blos die ange- 
gebenen Vertauschungen der a. 

An erster Stelle ergiebt siüh s m i t  folgende Kigenschaft der Normalform: 

S i n d  d i o  n,, n, ... nu r e l a t i v e  P r i m z a h l o n ,  E O  b l e i b t  das 
S y s t e m  d e r  F u n c t i o n e n  d e r  K o r m a l f o r m  l), i n  w e l c h e r  dio a 
k e i n e n  g e e i g n e t e n  B e d j n g u n g s g l e i c h u n g e n  u n t e r w o r f e n  sind, 
d a n n  u n d  n u r  d a n n  u n g e i i n d e r t ,  w e n n  i n  j e d e r  F u n c t i o n  V e r -  
t a u s c h u n g e n  d e r  a v o r g e n o m m e n  w e r d e n ,  d e r e n  A n z a h l  

i s t ,  u n d  d u r c h  w e l c h e  a l l e  

a@ ,.,. l n  ai ,a  ,... i u a v  

(ak = 0 ,  1 . . . nk - 1; in: relativ priin zu ml; k = 1, 2 .  . . v )  

ü b e r g e h e n .  
9 3. 1st nun n, = n, =. . . n, = n, so kann in den %quivalenten 

Symbolen: 
E'(qn, ; 7". . . . qnu) 

gesetzt werden, wo jedoch die ilk, i g k . .  . iuk die Wcriho von 1 bis lz 

nicht i n  vollig beliebiger Weise annohmen dürfon, da jedos ri,, unabhhgig 
von jodem anderen dio Reihe der n Einhoitswurzeln nten Grados darstcllon 
soll, falls die aufeinandcr folgcnden Potonzen 

an Stelle der en,, E,, . . .en" gesetzt werdon. 
Um i n  diesem Falle das Bildungsgcsetz der qnk und die Aneahl der 

%quivalenten Symbole anzngeben, treffe ich folgende Festsetsungen: 
Zwei Systeme von v ganzen Zahlen a,, a, ... a,; a,', a,' ... auf sollon 

congruent bezüglich des Moduls n heissen, wenn 

wo nicht, sollen si0 incongruont bezüglich dessolben Moduls genannt 
worden. 

Die nv bexiiglich des Moduls lz incongruenten Systeme von je v Zahlen 
sollen als vollst~ndiges Restsystem bezeichnet werden. 

Die Zahlen a,, a,. . .a, sollen relativ prim zu n genannt werden, 
wenn ihr grosster gemeinsamer Theiler relativ prim zu n  ist. 

Bezeichnen die a , ~  (i = 1, 2 . .  . v ;  k = 1, 2 .  . . v) der Reihe nach und 
unabhangig von einander die Wertha eines vollstindigen Systenls mi t  
Bezug auf n incongruenter Zahlen und bildet man die nu' Determinanten: 
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so sol1 die Anzahl dieser Determinanten, deren Werth rolativ prim zu n 
ist, in Analogie mit der bekannten zahlontheoretischen Function <p (n),  

durch c p ( ~ ,  v )  angegeben werden, so dass <p(n, v) eine Erwoitcrung von 
cp(lz) ist und ÇO(TJ, 1) die Function cp(.n) selbst darstollt. Dicso Funclion 
cp (n ,  v )  wird durch folgende Satze bestimmt: 

1. Sind n und m zwei relative Primzahlen, so ist: 

Denn jede Zahl a,k aus der Reihe eines vollstindigen Restsystems 

mi t  Beziig auf don Modul 1 2 .  m kann in die Form 

ai; .n + a i T m  

pbracht werden. Substituirt man diesc Darstellungen der aik in die 
ohige Determinante, so i d :  

I f  1 
a,,, a, ,... a v v I - l a l , ,  a,, ... a,, ]~"+1a , , " ,  a,,"...a,,r'~mv(mod~z.nz). 

Somit ist laii, a,, . . . U V ,  1 relativ prim zu m .  n, wenn 1 a,,', a,,'. . . a,,' / 
relativ prim zu m und 1 a,,", a,,". . . a,; 1 relativ prim zu n ist;  woraus 
der behauptete Satz f'olgt. Ueberdies zeigt sich, dass rp(l, v) - 1 zu 
seteen ist. 

2. 1st lz gleich einer Primzahl p, so ist: 

1 1) <p(p, v)== ( p v -  l)(pV-y) S . .  (pl-pv-l). 

Etellt man nimlich bei der Erzeugung der Determinanten aikj 
beispielsweise erst die Elomente der erston Horizontalreihe, dann die der 
zweiten u. B.W. her, so ergeben sich pu-1 Werthensysteme ski, pu-p Werthen- 
systeme nk2, und allgemein p -pL-' Werthmsysteme a ~ 2 ,  (k = 1, 2 ... v) .  

Denn es ist von den pv bezüglich des Moduls p incongruenten Werthen- 
srstemen a,,, a,, . . . a v l  blos das dem Systein der Nullwei.the congruente 
in Abzug zu bringen. Es sind sodann von den pu- 1 Werthensystemen 

alZ, a,, . . . au die zu p relativ prim sind, mit Rücksicht auf das fest- 

gcwah;to System a,,, , a,, . . . a, 1 alle diejenigen bei Seite zu lassen, für 
welche die Congruenzen 

ak2 a k l .  t (modp) ;  (t rclativ prim zu p) 

bestehen. Es gioht deren p -1. Gcht man in dieser Weise weiter und 
hat man die Systeme a k ~ ,  a k z . .  . ab=, ( k  = 1, 2 . .  . v) so befitimmt, dass 
sie relativ prim zu p sind und nicht die Congruenzen erfillen: 
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a k z r  ak i t l l (modp) ;  aks=akltzi+ akztze(modp); 

ata- a k ~ t s i  + a k ~ t 3 2  + a ~ 3 t 3 ~ ( ~ ~ o d p ) .  . . 
a k 2 - i = a k 1 t 2 _ z i  + nkztz=2z+. . . a k ~ ~ i t n ~ z ~ . - g ( m o d p ) ,  

wo tll und in gleicher Weise die Zahlensysteme tzi,  t z z ;  t 31 ,  t a ~ ,  ts:,; 

. . . t ~ z  . . . tL= j r 2  zu p relativ prim sind, so ist für jedes Zahlen- 

systerrl t j z l ,  t r i e . .  . t ~ ~ ~ ~ ,  , das zu p relativ prim ist, auch das 
Zahlensystem 

a k l t L ~ l + a k s t ~ ~ ~ + ~ . ~ a ~ ~ ~ t ~ ~ ~ ~ l ;  ( k - 1 ,  2 . . . v )  

au p relativ prim. Es sind darum von den pV- 1 Zahlensysternon 

a k n ;  ( k = l ,  2 . . . v )  
alle diejenigen in Abzug zu bringen, für welche 

a k ~ = a k l t ? - - = , , +  a ~ . 2 t ~ z 1 g +  .. . a g ~ x t ~ ~ ~ r l ( r n o d p ) .  

Ihre Anzahl betragt pi-'- 1, wodurch die Richtigkeit der aufgestellten 
Formel bewiesen wird. 

3. 1st fl gleicli der Potenz einer Primzahl pn, so ist: 

12) g, (p, v)  =pwz (ri- 1) ( P ( P ,  4. 
Denn jede Determinante, die zu pn relativ prim ist,  ist such zu p 

relativ prim. Liegt nun eine Determinante aik 1 vor, die zu p relativ 
is t ,  und deren Elemente aus einem zum Modul p gehorenden voll- 

standigen Rostsystem gewahlt wurden, so kann in ihr jedes a;>: durch die 
pn- l  Werthe a ; k + ~ i k p ;  ( s i E = O ,  1, 2.. .pn-l-1) ersetzt werden; denn 
jetzt müssen die a i k  aus einern zurri Modul p* gehorenden vollstindigen 
Restsysteme gewahlt werden. Es werden somit aus jeder der < p ( p ,  v) 
Determinanten, die zu p relativ prim sind, pu2("-l)  Determinanten, die in 
Bczug auf den Modul pn relativ prim sind. Daraus ergiebt sich die an- 
gegebene Gesammtzahl. 

Auf Grund dieser Festsetzungen kann die Anzahl dcr %quivalenten 
Symbole F(l lnI;  qn, .  . . qn,) und die Bildungsweise der 

qni; = f i l k m  E i ~ k  n, - . - E n y  i v ~ .  , (7c=1, 2 . ~ )  
lcicht angegoben werden. 

E s  müssen niimlich die i l k ,  izk.. . i D k  der A r t  bostimmt werden, dass 
die v Summen 

Aliik+rlgi2k+ ...+ i v i yk ;  ( k =  1, 2 . . . v )  

zugleich mit dem A,, b, . . . lk ein vollst5ndiges Restsystem bezüglich des 

Moduls vz darstellen. h u s  der Aufstelluug des Systemes von Congruenzen 
folgt aber unmittelbar, dass dies zutrili't, wtinn die aus den i l k  gebiideto 
Detcrminaute relativ prim zu .i1 ist. 

Die, A n z a h l  d e r  a q u i v a l e n t e n  S y m b o l e  i s t  s o m i t :  

~ ( 1 ~ 2  4 
u n d  d i e  S y m b o l e  s e l b s t  w e r d e n  d a r g e s t e l l t  d u r c h :  
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G a  ize . . . iv z 
. . . . . . . relativ prim zu m. 

G u  i%, ... ivv 

Es andert sich somit das System der la" Functionen der Normal- 
form d a n n  u n d  niir d a n n  nicht, wenn dio Producte der Einheitswurzeln 
E , , Q ~ .  t l i i z k . .  . ~ ~ ~ ~ v k  an Stolle der  gesetzt werden und die Doterminante 
der i l f i  relativ prim zu ,z kt .  E s  ist dalier: 

1 a ,  ... a,, 

Da nun aber die v  Summen ( ~ ~ i ~ ~ + l ~ ~ i ~ ~ f . . . ~ ~ i ~ ~ ;  ( k = l ,  2 . . . v )  

zugleich mit den a,, a, . . . a ,  ein .iollst%ndiges Ratensystem bozüglich des 
Moduls n darstellen, so kann 

gosetzt werden, wo dio Indices alikl + . . . aviku auf ihre kleinsten posi- 
tivon Wertho mit Rüclrsicht auf n a l s  Moàul zu reduciren sind. Es  ist  

' ~ @ i ~ ~ + . . U v i r ~ l a l , . ,  ~ ~ ~ l ~ " ~ a ~ i u ~ ) ~ . a a l i , l + . . . a I I i l ~ ; , .  m , i l v + . . . a v i u ~  

Bus dieser Darstellungsform folgt, dass das System der nv Functionen 
der Normalform niclit gesndert wird, wenn in jeder Function die a,,.. . 
durch die a,, ;, ,+ . . ,,vz v ; .  . . ul iu i  + . , ersetzt werden. Diese Ver- 
tauschmgon sind die einzigen, dic uorgcinommen werden dürfen, falls nicht 
solche durch Bedingungsgloichungen zwischen den a begründot werden, da  
- wio schon oben erw&hnt wurde - jode Vertauschung der a auf einc 
solche der Einheitswurzeln zurückführt. 

An zweitor Stelle findet man somit folgende Eigenschaft der Normalform: 
S i n d  d io  v Z a h l e n  ml, 92, ... n, a l l e  g l o i c h  I L ,  s o  b l e i b t  d a s  

Bystem d e r  rz" F u n c t i o n e n  d e r  N o r m l t l f o r m  l), i n  w e l c h e r  d i e  
Zeitechrift f.Yüthomatiku. Physik. 38. Jahrg. 1593. 6.Eoft. 22 

15) 
a ' " . " ;  -z€;; . , Q 2 ' .  aa, , . . 

a, . . . a,, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



338 Die Normalform des allgem. Wurzelausdrucks u. ihre Eigunschaften. 
.- 4 .- .- .. . -.- .- .- -.- - ,\,.,.,,,. --.,. , ,W.,-W.---- 

a k e i n e n  g e e i g n e t e n  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  g e n ü g e n ,  d a n n  u n d  
n u r  d a n n  u n g e a n d e r t ,  w e n n  i n  j e d e r  F u n c t i o n  V e r t a u s c h u n g e n  
d e r  a v o r g e n o r n m e n  w e r d e n ,  d e r e n  A n z a h l  d u r c h  rp(n, v) be- 
z e i c h n e t  w i r d ,  u n d  d u r c h  w e l c h e  a l l e  

a a l . . . ~ y  l n  a ~ l ~ i ~ ~ +  . . . a v i l y ; . . . a ~ i v l + . . . m v i v u  

( a k = O ,  l . . . n - 1 ;  7 ~ = 1 ,  2 . . . v )  

ü b e r g e h e n ,  w o  d e r  W e r t h  d e r  D e t e r m i n a n t e  

. 8 1 il, i ~ ~ . . . z ~ , ,  
r o l a t i v  p r i m  z u  m is t .  

5 4. Es werde nun vorausgosetzt, dass dio Grade nL, n2.. . der 
Einheitswur~eln der Normalform Potenzen oinor und derselben Zahl und 

zwar einer Primzahl scion. 
Ich setze demgemass 

17) n k  =pak; ( k a  1, 2 . . . v )  

und nehme überdies an ,  dasç a, > rr, > . . . ir,> 1 ,  dass aber vorlaufig keiue 
a n  Werth gleiche or vorkominen. 

I n  den %quivalenten Symbolon 

kann nun gesetzt werden: 

Denn für 

ist 

so dam: 

wo il x ,  i2 k .  . . i ~ k  &US der Reihe der Zahlon 1, 2 . . . ni,; i g l k  dagegon und 
entsl~rechend & + n i ; .  . . i y  k aus der Zahlonreihe 

1, 2 .  ..nr+i resp. 1, 2 .  . . n k + z ;  ... 1, 2 . . . n ,  
zu wahlen sind 

Die Werthe irk müssen abor dor Ar t  aus den zugehorigen Zahlen- 
reihen gewahlt wordon, dass durch Einsetxen der siiccessiven Potensen 

. . E ~ , ' Y  a n  Stelle von E, ,  . . . E~~ i n  die Darstellurigsformen 18) die 

q n i ,  q>i . . . qny , deren Werthe durch 18 a) ausgedrückt werden, alle 
n, . fi2 . . . n ,  Systeme von Einheitswurzoln darstellen, die man am den 
Einheitswuraeln vom Grade iz,, n, . . . nu bilden kann. 
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Es müssen somit die ink so gewahlt werden, dass die v Congruenzen: 

zugleich mit den N ,  . N ,  . . . nu Werthensystemen 

A , = l ,  2...12,; 1,=1, 2. . .n2; A , = l ,  2...la, 

al10 12, . f i ,  . . . 12, Sgsteme von Werthen al = O, 1 . . . n, - 1 (mod n,); 

a, 0, 1 . . . n, - 1 (mod n,); . . . a, 0 ,  1 . . . m, - 1 (nzod pz,) darstellcn. 
Hierzu ist, wie aus der Betrachtung dos Systems der ,Congruenzen 19) 

sich ergiebt, nothwendig und hinroichond, dass die aus den Coefficienten 
der il,, rZ, . . . il, gebildete Determinante 

1 il i2 pal i3 paf-a3 . . . i,, lpal-a 

i3 pay-a~ .. . iv 2 p a z -  

l ,. , 219 &!Y i S v  . - .  i,, 
rolativ prim zu p sei. 

Beschrankt man die Werthe der ilk vorerst auf die Zahlen aus der 
Reihe 1 ,  2 . .  pl so k6nnen (wenn die Bildung der Det,erminante mit den 
Elementen der ersten Horizont,dreihe begonnen wird, um sodann die Rle- 
mente der zweiten, dritten Horizontalreihe u. S. W. zu gewinnen) izl . . . i,, 
alle Zalilenwerthe von 1 bis p annehmen, wiihrend i l ,  blos die Zahlen- 
riorthe 1.. .p - 1 erhalten darf. E s  existiren somit pu-' (P - 1) Systeme 
il ,  ... ivi die zu p relativ prim sind. F ü r  die il , ,  i,, . .. é , ~  giebt es 
zunachst l ) p ~ - ~  Sgsteme, die zu p relativ prim sind; denn es k6nnen 
i,, . . . ivs alle Werthe von 1 bis p annehmen, wiihrend von den pe Werthen- 
paaren für i,,, i,, nur das Werthenpaar pl  p in Wegfall kommt. Von 
diesen Werthensystemen der il,, i,, . . . év2 sind aber alle diejenigen mit 

Rucksicht auf das sehon gewiihlte System der erùten Horizontalreihe in 
Abzi~g xi1 biingen, für  welche 

so dass pw-2 ( p z -  1) - ( p  - 1) Werthensysteme rcsultiren. Ebenso sind 
von den ( p 3 -  1) Werthensystemen der il,, i,, . . . i v 3 )  die zu p relativ 
11rim sind, 1 in Abzug z u  bringen, für  welche 

,,,) ( i13~t l , i1 ,+ t , , i , , ,  i 2 3 ~ t l , i , l + t , 2 4 p , .  . .iY~~t12iY~+tp2iy~(modp) 
(f12, tZ2 relativ prim zu p). 

Allgemein folgt, dass es ($- 1) Werthensysterne der ilkl i z ~ .  . . iUk 
giebt, die zu p relativ prim sind, von donen (pk-'- 1) Sydeme bei 
Seite zu lassen sind, fiir welche: 
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Als Gesammtzahl der moglichen Bestimmungsmeisen der iAk aus der 
Zahlenreihe 1 bis p ergiebt sich folglich: 

Da nun aber i lk  und i k l ,  wenn <rk>al aus der Roihe der Zahlen 
1 . . .pa"ew%hlt werden darf, so kann i n  jeder den obigen Einschrankungcn 
gemass construirten Determinante i l k  durch 

ersetzt werden und aus jeder einzelnen der Determiuanten werden somit 

F ( E ~  j E~ . . . cm,) F(~n1 i V n ,  . . . 9 n y )  
w i r d  s o m i t ,  w e n n  

nk-puk;  ( k = l ,  2 . . . ~ ) ;  < r 1 > ~ 2 > . . . a y / l  

d u r c h  d a s  P r o d u c t  22) d a r g e s t e l l t ;  e s  i s t  i n  i h n e n :  

z u  s e t z e n  und  e s  rnuss: 

i ill i 2 1 p a l - u ~ .  . . i v l p a i - a y  
1 .  
( '1 2 i2 8 . . . i y 2 p u ~ - a ~  

i lv  i z v  1 :  : . . . Z y u  

r e l a t i v  p r i m  zu p  se in .  

5 5. Um nun auch den Pal l ,  dass unter den Potenzen puk an Werth 
gleiche vorkommen, zu berücksichtigen, werde angenommen, dass: 
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m . . . .  . . -  . . .  
. . m . .  . . .  . . .  

j l k l  . . .  h 1 k l  i ~ l f  l k l  P i e  - . . ihi+k,k12)12 i k ,+k t+ lk ,p ig  . . - i v k , ~ l p  

1 1  I I  i k i + l k l + l  . - i k l + k , k , + l  i k ,+k ,+ lk ,+- lpZS  . ivk,+1 

. . . . .  S . .  m . .  

24) . . . .  m . .  . m .  

il i l  t h  - . . i k ~  k  +t2 i k l  +1kl + k2 ik,+k,k,+k2 ik ,+~,+l  k,+k,pyg . - . i v k , + k , ~ z p  

m . . . .  S . .  . . .  
. S . ,  . . . .  a . .  

. . . . .  . . .  . . .  
. . .  . . .  1 . - 

... ilv ...i k i v  i k l + l v  .m . '&,+hv  i k , t  k,+ l v  i,, 
Werden in dieser Determinante die Werthe der i z k  zunachst aus 

der Reihe der Zahlen von 1 bis p gewahlt, so ergiebt sich für  die Anzahl 
der Determinanten, deren Werth zu p relativ prim ist, durch dieselben 
Schlüsse, die fùr die Determinante 20) in Anwendung kornmen, das 
Product: 
( P ~ - p ~ - k ~ ) ( p ~ - p v - k i  - p $1). . . ($P-p~-~ l  - ~ ~ l - l +  1) 

f cl = a2 . . .  ctkl (a' kl),  

, ( p ~ - p v - h  -k,- Ph j 1) ( p v - p v - k  -1,- p k ~ + l  + 1 ) . ,  . ( p ~ - P V - P 1 - h -  p h + k 2 - 1  + 1) 

, ( p v - p ~ - k ~ - k 2 - k z -  pk l+kx+l )  ('~-~~-ki-k~-k~- pki+k,+l + 1) , . . (p~-p~-k~-~,-~3-pX.,S-~2+k(.,-l+1) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. (Pu -  
f ... k p - l )  ('Y - p k ~  +. .. k p  -1 + 1 )  ... ( P V -  p ~ - l ) ,  

das ich durch: ~ ( p ;  v = k l t k ,  S . . .  7c,) 
be~eichne. 

Da nun aber die Werthe der ilk und ikn aus der Reihe der Zahlen 
von 1 bis p a 2 ,  wenn a k  > - al ,  gewablt werden dürfen, so kann in jeder 

Determinante, deren Elemente durch Zahlen aus der Rsihe von 1 bis p 

23) 

c t k l + 1 = f f V , + 2 = - - - ~ k l + . i , = ( ~ " k p ) 7  . 
. .  ~ h , - + k , + i  =ffR1+kl+2 =.  c h + k 2 + k ,  = (a1"k3), 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . .  a k i f  k k _ l + l = e k l +  . . . k p - l + 2 s - - . ( Y k l + . . . k  =(CX(')kp) 

Y  

\ (u'k,) > (u" k,) > . - > (&kN) 2 1, 
so dass: . v-7e,+k2-+.. .kp 

Wird in der Determinante 20) dieser Annahme Rechnung getragen, 
so wird ein Theil der Coefficienten der ilk gleich 1 und andere Coeffi- 
cienten erhalten gleiclie Werthe. Die Determinante kann d a m  in folgender 

" k  ) - ( a ( ~ ) k ~ )  Rreise angedeutet werden, wenn der Einfachheit wegen pz, = p @ (  A  

gesetat wird: 
i l ,  . . .  i k I i  i k ,  + I I P , ~  . - h i + ~ l ~ p l ,  ik,+ > t , + 1 1 ~ ~ ~  . . i l , l ~ l p  
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bestimmt wurden, i2k durch ilk + s .pl s = O, 1.. . pa l -  1? ersetzt werden. 
b u s  jeder einzelnen Determinante werden so: 

$a, -1 .p3(%-l) .p5(4-1)- .  , p ( % v - l ) ( a y - l )  

-pkt'i(a'ki) -1) . p ( ( k ~ + k 2 ) 2 - k ~ 2 1 { ( a " ~ 2 ) - 1 :  26) (- . . .p  { (kl +. . kP)% - (k t -+ .  . . kiL -1)7) ( ( a ( /~ )  $ - l l  

Man gelangt somit zu folgendem Resultate: 
S i n d  d i e  G r a d e  d e r  E i n h e i t s w u r z e l n  d e r  N o r m a l f o r m  1) 

P o t e n z e n  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  P r i m z a h l  p, s o  d a s s  nk-pak ,  u n d  

b r i n g t  m a n  d i e s e  v Z a h l e n  i n  e i n e  s o l c h e  R e i h e n f o l g e ,  dass:  

zu s e t z e n ,  w o  d i e  irk so  z u  w a h l e n  s i n d ,  d a s s  d i e  D e t e r m i n a n t e  24) 
r e l a t i v  p r i m  z u  p sei .  D i e  A n z a h l  d e r  a q u i v a l e n t e n  Symhole 
w i r d  a n g e g e b e n  d u r  ch  d i e  F u n c t i o n :  

wo <p(p; v = k , + . . .  k,,) d a s  P r o d u c t  25) d a r s t e l l t .  

Es ist ersichtlich, dass für  k ,  = v,  k, = . . . = kF, = O diese Function 
auf (p(pa, Y), wie es sein muss, sich reducirt, wo (arv) = C L  gesetzt ist. 
Ebenso ist evident, dass für 7r1 = k ,  = . . . = 72 ,, - 1 diese Function das 
Ploduct 22) zur Daratellung bringt. 

Ich bemerke schliesslich noch, dass die vorstehenden Resultate auch 
für den Fall,  dass die Zahlen m,, f i , .  . . n, Potenzen eines Productes von 
Primzahlen sind, in ganz derselben Weise hatten gewonnen werden konnen; 
dabei is t  zu beachten, dass die Potenzen einer beliebigen Zahl niclita 
anderes als Potenzen eines solchen Productes von Primzahlen sind. 

Aus der Aequivalenz der Symbole folgt nun i n  gleicber Weise wie 

in don an erstor und zweiter Stelle behandelten FaIlen, dass: 
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Ueber eine besondere cubische Raumcurve 
(die gleichwinklige cubische Hyperbel). 

Von 

Dr. II. KRUGER 
in Plcss (0. - S ). 

Die cubischen Raumcurven sind bisher namentlich in ihren allgemeinen 
projectivischen Eigenschaften untersucht worden, die sie in eine auffallende 
Analogie zu den ebenen Kegelschnitten stellen. Metrische Beziehiingen 
dieser einfachsten Raumcurven sind dagegen nui. wenige bekannt.* Uin 
zu solchen zu gelangen, bietct sich u. A. folgender Weg:  Man sucht unter 
den einer cubischen Reumcurve ein - oder umgeschriebenen Fliichen zweiter 
Ordnung diejenigen zu ermitteln, welche durch einfache rnetrische Ver- 
htiltnisse ausgezeichnet sind. Uurch dieses Princip habe ich eine besondere 
Art  cubischer Raumcurve gefunden , die gerade in metrischer Ilinsiclit 
interessant ist und in gewisser Weise ein Analogon zu der ebenen gleich- 
seitigen Hyperbel darstellt. 

1. Die e iner  Raumcurve dri t ter  Classe K S  einbeschriebenen 
gleichwinkligen Hyperboloide. 

Aus den erwzhnten , metrisch ausgezeichneten Regelflichen zweiter 
Ordnung wühle ich das g l  e i c  h w i n kl i g e  Hyperboloid und be~eicùne 
damit ein solches, dessen Asymptotenkegel zu einem gleichseitigen Kegel 
reciprok** is t ,  das heisst ein und damit co Tripe1 von zu einander recht. 
winkligen Berührungsehenen besitzt. Diese Bedingung liisst sich einfacher 
so aussprechen: FIir ein gleichwiiikliges Hyperboloid reducirt sich die 
Orthogonalkugel (dcr Or t  der Scheitcl aller Dreifkacho von zu einander 
rechtwinkligen Berlihrungsebenen) auf den Nittelpunkt desselben (Nullkugel), 
oder die Achsen des Hyperboloids sind durch die Gleichung verbunden: 

r2 = C2 + ba - a2 & 0. 

* Vergl. R e  y e ,  Der gegenwartige Stand unserer Kenntniss der cubischen 
Raumcurven Festschrift der mathematischen Gesellschaft in Hamburg 1890, S. 57. 

** Vergl. S c h r o t e r ,  Theorie der Oberfliichen zweiter Ordnung S. 87. - 
Die in diesein Werko angewandte Uezeichniing habe ich ebenhlls durchweD 
augenommen. 
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Nun gilt folgender Satz * von den Orthogonalkugeln : 
Die Orthogonalkugcln von sammtlichen cincr allgemeinen Raumcurve 

X9 einbeschriebenen Hyperboloiden treffen sich in zwei festen Punkten 
O und 0', den Orthogonalpunkten von K 3 .  Diese liegeri symmetrisch zur 
Mittelpunktsebene y von X 3 ,  auf der ihre Verbindungslinie p = 100' j senk- 
recht steht, und sind entweder reell oder werden durch eine elliptische 
Punktinvolution auf p vertreten. 

Sol1 daher unter den Orthogonalkugeln eine ,Nullkugelu vorkommen, 
so  mus^ der mit ihr idcntischc Mittelpunkt in  der Ebene p  die vorliegeilde 
Punktinvolution auf der Geraden p durch eine orthogonale Strahlen- 
involution projiciren. Allp derartigen Punkte liegen aber auf einer Kugel, 
die den Abstand von irgend zwei conjuçirten Punkten der Involution auf 
der Geraden p zum Durchmesser hat ,  und da eine solche Kugel die 
Mittelpunktsebene p in einem Kreise schneidet, so gilt der Satz*': 

E i n e r  R a u r n c i i r v e  d r i t t e r  C l a s s e  R3 l a s s e n  s i c h  mi g l e i c h -  
w i n k l i g e  E i y p e r b o l o i d e  e i n b e s c h r e i b e n ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t e  
cincn K r e i s  P p  i n  d e r  X i t t e l p u n k t s e b e n e  p v o n  K 3  e r f ü l l c n .  

Der so ermittelte Kreis (und damit die einbeschriebenen gleich- 
winkligeu Hyperboloide) sind uur reell, menu die beiden Orthogonalpunkte 
0 ,  O' durch eine elliptische Punktinvolution auf p vertreten werden; der 
Abstand der beiden Potenzpunkte in  derselben ist dann gleich dem Durch- 
messer des Kreises. Bei zwei reellen Orthogonalpunkten von K 9  dagegon 
wird der Kreis R 2 p  (und damit alle der Raumcurve K g  einbeschriebenen 
gleichwinkligen Hyperboloide) imaginiir. 

Insbesondere trifft der Kreis R2 y den Mittelpunktskegelschnitt in  
der Ebene p  (der die Mittelpunkte dimmtlicher Kegelschnitte in den 
Schmiegungsebenen der Raumcurve E3 enthalt) im Allgemeinen in vier 
Punkten Die diesen entsprechenden vier Eegelschnitte in den bezüglichen 
Schiuiegungscbenen sind dahcr ,degenerirte gleichwinklige Hyperboloideu, 
dàs heisst gleichseitige Hyperbeln, oder : 

U n t e r  d e n  K e g e l s c h n i t t e n  i n  d e n  S c h m i e g u n g s e b e n e n  e i n e r  
cub ischen  R a u m c u r v e  K S  g i e b t  e s  i m  A l l g e m e i n e n  v i e r  g l e i c h -  
se i t ige  H y p e r b e l n ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t e  i n  e i n e m  K r e i s e  R2y 
l iegen.  Von denselben ktinnen indessen zwei oder alle vier imaginiir sein. 

Die gleichseitige Hyperbel bildet weitcr den Uebergang zwischcn den 
lieiden Classen von Hyperbeln: den spitzwinkligen mit spitzem Asymptoten- 
winkel und den st?impfwinkligen mit stumpfwinklig gegen einander ge- 
neigten Asymptoten, so dass sich die Hyperbeln, welche in  den Schmiegungs- 
ebenen einer Raumcnrve K3 enthalten sind, folgendermassen gruppiren lassen: 

* Vergl. rneine Dissertation: Die Pocaleigenschaften der cubischen Raurn- 
curven S. 38. 

** Zu demselben Resultat gelaugt auch ILeye a. a. O. S. 56, aber a u f  
anderem Wege. 
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1. Die Orthogonalpunkte von K3 Sind reell, der Kreis Q Z p  also 
imaginar : Sammtliche .Hyperbeln i n  den Schmiegungsebenen von KS sind 
spitzwinklig mit der Achsenbedingung : 

a2 - b2 > 0. 

2. Die Orthogonalpunkte von K3 sind imaginar oder werden durch 
eine elliptische Punktinvolution auf p vertreten; der Kreis !Yp ist dann 
reell: Die Hyperbeln in den Schmiegungsebenen von E3 konnen sowohl 
spitzwinklig als auch stumpfwinklig sein, und zwar werden beide Gruppeii 
durch vier, bezüglich zwei gleichseitige Hyperbeln von einander geschieden. 

2. Die gleichwinklige cubische Hyperbel. 

Damit sol1 eine solche cubische Hyperbel bezeichnet werden , für 
die s a m m  t l i  c h e  Regelschnitte i n  ihren Schmiegungsebenen in gleich- 
seitige Hyperbeln übergehen. Dies kann und wird nur dann eintreten, 
wenn der oben gefundene Kreis ,Q"u mit dem Mittelpunktskegelschnitt 
zuaammenfallt. AIS n O t h  w e n d i g  e Vorbedingung fur die Existenz eiuer 
solchcn besonderen Raumcurve K3 ergiebt sich somit 

a) d i e  c u b i s c h e  H y p e r b e l  m i t  M i t t e l p u n k t s k r e i s .  
Nach der voii G e i s e n h e i m  e r  * in der Mittelpunktsebene p eiuer 

cubischen IIyperbel construirten Figur  treffen die drei Asymptoten der- 
selben t,, t b ,  t, den Mittelpunktskegelschnitt in den Punkten eines 
Dreiecks a,ij, c l ,  dessen Schwerpunkt II (als Mittelpunkt der Raum- 
curvc K 3  bezeichnet) mit dem Mittelpunkt des Kegelschnitts p" sowie mit 
demjenigen des durch die drei Asyrnptoten von Ks bestimmten Hyper- 
boloids A2 zusammeufillt. 

Sol1 daher der Mittelpunktskegelschnitt ein Kreis sein, so wird 
das ihm einbeschriehene Dreieck a,Ci,c, gleichseitig, die Ebene p aber 
xu einer Kreisschnittebene des Asymptoten - Hyperbnloids A', womit folgendo 
Bedingung fur  die Letzteren gewonnen ist:  

D i e  d r e i  A s y m p t o t e n  e i n e r  c u b i s c h e n  H y p e r b e l  mit  
M i t t e l p u n k t s k r e i s  s i n d  d r e i  ~ o l c h e  E r z e u g e n d e  e i n e s  bel ie-  
b i g e n  H y p e r b o l o i d s ,  w e l c h e  e i n e n  K r e i s s c h n i t t  d e s s e l b e n  in 
clrei  g l e i c h e  T h e i l e  z e r f a l l e n ,  oder- für dieconstructiongeeigneter- 
d r e i  G e r a d e ,  w e l c h e  d i e  E c k e n  v o n  z w e i  b e l i e b i g e n ,  plan-  
p a r a l l e l e n  g l e i c h s e i t i g e n  D r e i e c k e n  p a a r w e i s e  v e r b i n d e n .  

Einc weitere Eigenschaft der hiermit eindeutig bestimmten Raumcurve 
KY ergiebt sich, wenn man durch den Mittelpunkt u an dieselbe die 
Secante und zugleich Schwerlinie m zieht, in welcher die Schwerpunkte 
aller zur Ebene p parallelen Schnittpuiiktsdreiecke von E 3  liegen.** Diese 

* G e i s e n h e i m e  r ,  Die Erzeugung polarer Elemente fiir Flachen und Curven 
in Scki l6milch 's  Zeitschrift für Mathematik und L'hysik, XXXI, 4. 

** Vergl. G e i s e n h e i m e r  und den Gatz von H u r w i t z  a. a. O. S .  211 u . 0 ~ .  
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Schwerlinie m ist  ngmlich zugleich conjugirter Durchrnesser zur Ebene p 
in Uezug auf das durch E3 gelegte Eyperboloid, welches in u seinen 
Mittelpunkt bat. Ftir dieses Hyperboloid stellt aber im vorliegenden Fa11 
die Ebene p ebenfalls eine Kreisschnittebene vor; mithin enthlilt die Schwer- 
h i e  na zugleich dic Nittelpunkte aller umschriebenen Kreise bcz. der 
Dreiecke, in denen das zur Ebene p parallel gelegte Ebenenbüschel der 
Raumcurve K 3  begegnet. Jedes derartige Schnittpunktsdreieck hat  sonaçh 
Schwerpuokt und Mittelpunkt des Umkreises vereinigt oder ist  gleich- 
seitig, das heisst: 

E i n e  c u b i s c h e  H y p e r b e l  m i t  M i t t e l p u n k t s k r e i s  w i r d  z u -  
g le ich  m i t  i h r e n  d r e i  A s y m p t o t e n  d u r c h  j e d e  z u r  M i t t e l -  
p u n k t s e b e n e  p p a r a l l e l e  E b e n e  i n  j e  o i n e m  g l c i c h s e i t i g c n  
Dreieck g e s c h n i t t e n .  D i e  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  S c h n i t t d r e i e c k e  
e r f ü l l e n  d i e  S e c a n t e  rn v o n  u a n  d i e  l i a u n i c u r v e  TL3. 

Umgekehrt leitet man daraus folgende einfache Construction für eine 
solche cubische Hyperbel ab : 

Z w e i  h e l i e b i g e ,  i n  z w e i  P a r a l l e l e b e n e n  g e l e g e n e  g l e i c h -  
se i t ige  D r e i e c k e  b e s t i r n m e n  i n  i h r e n  2 .3  = 6 E c k p u n k t e n  e i n c  
cub ische  H y p e r b e l ,  f u r  w e l c h e  d i e  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  K e g e l -  
s c h n i t t e  i n  d e n  S c h m i e g u n g s e b e n e n  i n  e i n e m  z u  j e n e n  z w e i  
Ebenen p a r a l l e l e n  K r e i s e  l i e g e n .  

b) Unter Voraussetzung einer cubischen IIyperbel mit Mittelpunkts- 
kreis pe folgt nunmehr als h i  n r e i c h e n d e  Bedingung ftir das Zusammenfallen 
der beiden Kreise und Rap, dass sic in drei Punktcn iibereinstimmen, mit an- 
deren Worten: dass ftir drei Schmiegungsebenen der Raumciirve ES die in 
ihnen enthaltenen Kegelschnitte zu gleichseitigen Hyperbeln werden, was dann 
die namliche Eigenschaft fiir alle Schmiegungsebenen von K nach sich zieht. 

Am geeignetsten für die Untersuchung daraufhin erscheinen die drei 
Asymptotenebenen c,, T B ,  z, von E3, von deren zugehorigen Kegelschnitten 
r2,, t28, t2, die Mittelpunkte a,, 61, cl und j e  eine Asymptote ta ,  ts ,  t ,  be- 
kannt sind. Die beiden Asymptotenebenen r, und rfi m6gen sich i n  dern 
Schmiegungsstrahl c = 1 rarb 1 schneicien, welcher die Mittelpunktsebene y 
im Punkte cz  = ( c p ) ,  die beiden Asymptoten ta und 15 bez. in a'= (c t,) 
i:nd b' = (ctb) trifft ,  so dass c, (als conjugirter Punkt zu dem unendlich 
entfernten auf dem Strahl c) die Mitte von 1 a'b' / bildet. Dann berlilirt 
die Hyperbel den Schmieguiigsstrahl c im Punkte b', die Hyperbel z2fi 
dagegen denselben im Punkte a'. Da nun jedes Tangentenstück zwischen 
den Asymptoten einer Hyperbel durch den Bertihrungspunkt der Tangente 
halbirt wird, eo begegnet die zweite Asymptote der Hyperbel t2, dem 

- - 
Schmiegungsstrahl c in einem Punkte a", so dass b'af= b'a" und ebenso 

--- - 

die zweite Asymptote von 2 5  dem Strahl c i n  b", so dass a'b' = a' b" wird. 
Sollen mithin beide Hyperbeln gleichseitig sein, mit zu einander 

reclitwinkligen Asymptoten, so muss der Mittelpunkt a, von tZa in dem 
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über a l ~  Durchmesser errichteten Halbkreis liegen und ebenso der 
Mittelpunkt b, von s2b in dem über der a'a" gleichen Strecke als 
Diirchmesser gezogenen Halbkreis. Andererseits schneidet das Prisma der 
drei Asymptotenebenen T a T b t e  wegen der Gleichseitigkeit des nreiecks 
a, b, c, die Mittelpunktsebene y ebenfalls i n  einem regularen Dreiseit 

- - 

a,b, c , ,  so dass c,a, = c,b, ist. Daraus folgt : 

D e r  S c h m i e g u n g s s t r a h l  c = ( z , q I  b i l d e t  m i t  d e n  S c h n i t t -  

F ü r  die beiden anderen Schmiegungsstrahlen 

a = l t 6 r e l  und b = r , r , /  

wiederholt sich derselbe Schluss, wenn auch die dritte Hyperbel z2, als 
gleichseitig angenommen wird. Da die drei Strahlen a ,  6 ,  c aber einander 
parallel sind, so lassen sich diese drei Bedingungen nur in dem Pal1 
vereinigen , dass die drei Schmiegungsstrahlen a ,  b ,  c und damit die drei 
Asymptotencbcnen r u ,  T B ,  z, auf der Mittelpunktsebene p senkrecht stehen. 
Die drei Asymptoten sind alsdann, wic leicht ersichtlich, alle unter deui- 

l 
selben Winkel von - R gegen die Ebene p geneigt und bilden unter sich 

3 
den gleichen Winkel 1 

COS (ta, tb) --' 
8 

Das Gesammtcrgebniss lautet: 

E s  g i e b t  e i n e  b e s o n d e r e  c u b i s c h e  R a u m c u r v e ,  d i e  g le ich-  
w i n k l i g e  c u b i s c h e  H y p e r b e l ,  f ü r  w e l c h e  s i i m m t l i c h e  i n  ih ren  
S c h m i e g u n g s e b e n e n  e n t h a l t e n e n  K e g e l s e h n i t t e  g l e i c h s e i t i g e  
H y p e r b e l n  s i n d .  D i e  M i t t , e l p u n k t e  d e r s e l b e n  e r f ü l l e n  einen 
K r e i s  p 2 = Q 2 y ,  w e l c h e r  v o n  d e n  d r c i  A s y m p t o t e n  d e r  Raum- 
c u r v e  i n  d e n  E c k e n  e i n e s  g l e i c h s e i t i g e n  D r e i e c k s  u n d  nn te r  

1 
g l e i c h e n  W i n k e l n  v o n  j e  - R g e t r o f f e n  w i r d .  

3 
Die vom Mittelpunkt u an die gleichwinklige cubische Hyperbel ge- 

legte Secante m steht als Parallele zu den Schmiegungsstrahlen a ,  b ,  c 
gleichfalls senkrecht auf der ihr conjugirten Ebene p und ist demnach 
gleichzeitig die Rotationsachsc von drei Umdrehungs - Hyperboloidcn: 

1. P ü r  das durch die drei Asymptoten t a ,  t b ,  t, bestirnmte Asymptoten- 
Hyperboloid A2; 
. 2. fur das durch die cubische Hyperbel gelegte Hyperboloid, das 

seinen Mittelpunkt in  II hat ;  

3. für das der Raumcurve eingeschriebene Hyperboloid, welches den 
Mittelpunktskreis Fi,2 aus der Ebene p aiisschneidet.' 

* Vergl. S c h r o  t e r  a. a. O S. 316 u. flg. 
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Zu Folge der Bezichung 3) ist daher die Gerade m nach der früher von 
mir gewahlten Bezeichnung eine A c  h s e*  der gleichwinkligen cubischen 
Hyperbel, um welche sich ihre Schmiegungsebenen symmetrisch vertheilen, 
und in Verbindung mit 1) ergeben sich daraus die Siitze: 

1. B e i  e i n e r  g l e i ç h w i n k l i g e n  c u b i s c h e n  H y p e r b e l  t r i f f t  
jede a u f  d e r  A c h s e  m s e n k r e c h t e  (zur Ebene p parallele) E b e n e  
die R a u m c u r v o  i n  e i n e m  g l e i c h s e i t i g e n  D r c i e c k ,  d e s s e n  M i t t c l -  
punkt  rtuf m l i e g t .  D i e  d r e i  K e g e l  z w e i t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  
v o n  den E c k e n  e i n e s  s o l c h e n  S c h n i t t p u n k t s d r e i e c k s  d i e  R a u m -  
curve p r o j i c i r e n ,  s i n d  e i n a n d e r  c o n g r u e n t .  

2. D i e  d r e i  S c h m i e g u n g s e b e n e n  v o n  e i n e m  P u n k t e  d e r  
Bchse  m a n  d i e  R a u m c u r v c  b i l d e n  e i n  g l c i c h w i n k l i g e s  D r e i -  
flach, d e s s e n  M i t t e l l i n i e  d i e  A c h s e  ria i s t .  D i e  d r e i  R e g e l -  
s c h n i t t e ,  w e l c h e  i n  d i e s e n  S c h m i e g u n g s e b e n e n  l i e g e n ,  S i n d  
c o n g r u e n t e  g l e i c h s e i t i g e  I l y p e r b e l n .  

Insbesondere stehen die drei Schmiegungsebenen, welche vom Mittel- 
ponkte u an die Raumcurve ausgehen, auf je einer Asymptote derselben 
bez. senkrecht. 

Die gleichwinklige cubische Hyperbel verhxlt sich hiernach vol ls t~ndig 
congruent in  ihren drei Zweigen und in zweifacher Richtung (nach Punkten 
und Schmiegungsebenen) symmetrisch bezüglich der Achse m. 

Zum Schluss mag noch auf die Analogie hingewiesen werden, welche 
die Hanpteigenschaft dieser Raumcurve mit dem S t e i n e  r'schen Satz*" 
,Deber die Mittelpunkte der einem Dreiseit einbeschriebenen gleichseitigen 
Hyperbelnu zeigt. 

* Vergl. meine Dissertation S. 25 u. flg. 
** J. S te iner ' s  Ses. Werke Bd. Ii S. 677. 
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XVIII. 

Mechanische Vorrichtungen m m  Zeichen 
von Curven zweiter Ordnung. 

Von 

WILLY J Ü R G E S  
in Zbrich. 

Hierzu Tafel VII, Fig. 1 - 6. 

Alle bisher bekannt gewordenen mechanischen Vorrichtungen zum 

Zeichnen von Kegelschnitten beruhen im Princip auf metrischen Eigen- 
schaften dieser Curven. Irn Nachstehenden sollen nun zwei Vorrichtungen 
beschrieben Werden, welche es ermoglichen, alle Ciirven zweiter Ordnung 
zu zeichnen, sobalb dieselben durch fünf Elemente bestimmt sind. 

1. 

Der Kegelschnitt sei gegeben durch fünf Punkte 1, 2, 3, 4 und Po. 
Bewegt sich ein Punlct P so ,  dass das Doppelverhaltniss der vier Strahlen 
von P naüh den Punkten 1, 2 ,  3,  4 immer gleich ist dem Doppelver- 
haltniss der vier Strahlen von Y,, nacb 1, 2, 3, 4, so ist der Ort von P 
der durch die fünf gegebenen Punkte bestimmte Kegelsclinitt. 

E s  kommt also darauf a n ,  einen Mechanismus zu construiren, welcher 
gestattet, den Punkt  P so zu führen, dass das Doppelverh~ltniss (P. 1, 2, 3, 4) 
constant bleibt, niimlich immer glcich ist (Po. 1, 2 ,  3 ,  4). 

Die Construction des gesuchten Mechanismus beruht auf folgendern Satz: 
E s  seien gegeben zwei projectivische Strahlenbtischel von den Scheitelc 

il' und 2". ad, bb' ,  cc', XE' seien vier Paare correspoiidirender Strahlen. 
Schneidet man die Strahlen des ersten Büschels mit irçend einer Tram 
versalen t .in den Punkten A B G X ,  so kann man das zweite Büschel mit 
einer Geraden t' so schneiden, dass A'B' C ' X '  auf t' mit der Reihe ABCX 
auf t congruent ist. 

B e  w e i s :  Da die Biischel T und T' projectivisch sind, so ist auch 
die Reihe A B  CX, welche aus T hervorgegangen i s t ,  mit T' projectivisch. 
Bewegt man nun die Reihe A B C X  so, dass A stets auf a' und B auf b' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von WILLY JÜRGES. 331 
. ---A---- ----A--- 

gleitet, so boschreibt C eine Ellipse. welche den Strahl 6 zweimd schnei- 
den muss, weil c' durch den Mittelpuiikt der Ellipse geht. Da somit drei 
entsprechende Elemente zur Deckung gelangt sind, so muss auch X auf 
z' liegen. Es  folgt hieraus, dass es zwei Lagen giebt,  wo die Reihe 
ARCX mit dem Büschel T' perspectivisch gemacht werden kann. 

Legt man daher durch das Büschel Po. 1, 2,  3,  4 eine feste Trans- 
verssle t ,  anf welcher die Punktreihe 1, II, III, IV  abgeschnitten wird, 
so giebt es für jede Lage P auf dem Kegelschnitt Po 1, 2, 3, 4 zwei 
Transversalen t' und t*, welche aus dem Büschel P .  1, 2, 3, 4 eine 
Reihe abschneiden, welche mit Il II, I I I ,  1V congruent ist. Bewegt sich 
also P, z. B. von Po ausgehend, stetig auf dem Kegelschnitt, so wird auch 
die Gerade t', von der Lage t ausgehend, sich stetig veranderu. Hierauf 
behht die Construction der im Tite1 erwahnten Vorrichtung. Beschreibung 
eines ausgeführten Mechanismus. 

Figur 1 zeigt das sxonometrische Bild des Mechanismus. Die vier 
Strahlenstangen sind ans Stahl gefertigt und je 26 cm lang bei einem recht- 
eckigen Querschnitt von 6 mm Breite und 13/4 mm H6he. Dieselben sind 
an den Unterseiten mit gefrissten Schlitzen versehen, welche 1 mm breit 
und 13/,mm tief sind. Diese Stangen, welche an ihren oberen Enden kreis- 
formige Oesen bilden, stecken auf einem Hohlcylinder, welcher mit der 
unteren Stange verlothet i s t ,  und um wclchcn sich die drei oberen Stangcn 
drehen. Eine Schraubenmutter , welche auf ein , entsprechendes Gewinde 
an dem Hohlcylinder passt, hiilt die Stangen zusammen, wie dies in Figur 2 
ersichtlich ist. Durch den Dohlcylinder geht ein conischer IlohlkegeI, 
welcber zur Aufnahme der Zeichenfeder dient, und der mittelst Gewinde 
durch die vorhin erwiihnte Mutter geführt wird. In  Figur 3a,  3 b ,  3 c  
und 3 d  sind die Stifte dargestellt, welche über den Punkten 1, 2 ,  3, 4 auf 
der Zeichenunterlage befestigt werden. Dieselben tragen oben einen runden 
Dom, über welche die Schlitxe der Strahlstangen gleiten, und sind der 
Hohenlage der entsprechenden Strahlenstangen angepasst. D a  bei Anwen- 
dung des Mechanismus die Strahlenstangen diese Stifte umzuwerfen suchen, 
so Sind dieselben mit breiten, runden Bnsisfliichen versehen. Die Trans- 
versalstango bestcht aus zwei parallcl gelagertcn 25 cm langcn Stahl- 
stangen von je 4,5 mm Breite und 3,5 mm Htihe, welche zwischen sich zur 
Aufnahme der Vorrichtungen für  Pixirung der Punktreihe 1, I I ,  III, I V  
einen 2 m m  breiten Raum lassen und durch zwei an den Enden fest- 
geschraubte Plkittchen zusammengehnlten werden. In  Figur 4 a  und 4 b ,  
sowie 5 a  und 5b sind zwei von den vier Vorrichtungen zur Fixirung der 
Punktreihe 1, II, I I I ,  IV auf der Transversalstange dargestellt. Diese 
vier Vorrichtungen weichen insofern von einander a b ,  als sie sich d w  
Hohenlage der Strahlenstangen in den unteren Theilen anpassen müssen; 
in Pigur 4 a  iiod 4 b ,  sowie 5 a  und 5 b  sind die Vorrichtungen für 

Punkt I und IV dargestellt. Dieselbcn bestehen aus einem Cylinder, 
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dessen Durchmesser gleich ist der Weite des Zwischenraums der Trans- 
versalstange und dessen unteres Ende eine aufgelothete Platto tragt,  sowie 
auch in der Mitte mit einer solchen versehen ist. Das obere Ende dee 
Cylinders tragt eine Schraubenmutter, vermittelst derer die Vorrichtung 
durch IIilfe der mittleren Platte an die Transversalstange festgeklemmt 
wird. Um den unteren Theil des Cylinders ist ein Korper drehbar ange- 
bracht,  welcher in seiner Drehachse dicht unter dem Cylinder einen Dorn 
zur Führung der Strahlstangcn trsgt.  Von Wichtigkeit ist, dass oberhalb 
der Strahlenstangen in dein drehbaren K6rper nur  ein kleiner freier 
Spielraum bleibt, damit nicht die Strahlenstangen ihre Führung durch den 
D o m  verlieren konnen. Alle vier Vorrichtungen dienen gleichmZssig dam, 
die Transversalstange in paralleler Lage iiber der Zeichnungsebene zn 
halten und sind zu diesem Zwecke bis zur Zeichnungsebene herabgeftihrt, 
auf welcher sie gleiten. 

Aufgestellt wird der Mechanismus dadurch, dass zuerst die vier Stifte 
üher den vier gegebenen Punkten eingedrückt werden; darauf legt man 
die Strahlenstangen Liber diese Stifte und schiebt die Transversalstange 
mit den Vorrichtungen üher die Strahlenstangen. Führt  man jetzt den 
Scheitelpunkt des Riischels auf den fünften gegebenen Punkt Po und zieht 
die Schraubenmuttern auf der Transversalstange a n ,  unbekümmert um die 
Lage der Stange zum Büschel, so kaun das Zeichnen beginnen. Uebt 
man namlich auf den Scheitelpunkt eine Kraft aus,  so bewegt sich der- 
selbe auf dem Kegelschnitt. Um den Kegelschnitt vollstandig zu zeichnen, 
ist  eine einmalige Umstellung der Stifte erforderlich, welche dann auf 
dem bereits gezeichneten Theile befestigt werden. 

Die angewendete Kraft wird sich in eine Componente zerlegen, deren 
Richtung mit  derjenigen der Tangente an den Kegelschnitt zusammentallt 
und in eine andere Componente, welche durch die festen Stiftti aufgenomrnen 
wird. Kur in  Folge von Deformationen der Constructionstheile konnte P 
den Kegelschnitt verlassen. 

Anwendung des Mechanismus, um Tangenten zu construiren. 
1st in  irgend einem Punkte des Kegelschnitts die Tangente zu con- 

s t r u i r e ~ ,  so kann dies dadurch geschehen, dass man von einem der 
gegebencn Punkte Strahlenstangen nach dem Berührungspunkte und den 
anderen drei Punkten legt ,  die Schraubenmuttern auf der Transversal- 
stange anzieht und hierauf mit dem Scheitelpunkt auf den Berührungs- 
punkt rückt ,  nachdem der Stift im letzteren Punkte entfernt wurde, wo- 
durch die Strahlenstange, welche nach dem Berührungspunkte ging, in 
die Lage der Tangente gelangt. 

1st ein Kegelschnitt vollstandig gezeichnet und werden in einer Reihe 
von Punkten die Tangento gesucht, sa construirt man nach voriger Be- 
schreibung zwei derselben. Hierauf legt man von irgend einem Punkte 
des Kegelschnitts aus je eine Strahlenstange nach den Berührungspunkteo 
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und nach dern Schnittpunkte der beiden Tangenten. 1st nun das Doppel- 
verhXltniss der Punktreihe auf der Transversalstange ein harmonisches, zu 
welchem Zwecke auf derselben eine harrnonische Theilung -eingravirt wird, 
ç o  fallt der vierte Strahl in  die Lage der Tangente, was aus einem be- 
kannten geometrischen Satze folgt. 

Diese Art der Anwendung des Mechanisrnus gestattet natürlich auch 
von einem beliebigen Punkte der Ebene aus Tangenten an den Kegel- 
schnitt xu legen, wobei man die Berührungspuukte direct mit erhalt. 

Besonders bemerkt sei, dass der Kegelschnitt zu vorstehenden beideri 
Constractionen vollstkindig gezeichnet vorliegen muss , da der bewegliche 
Punkt auf demselben von dern Mechanismus nicht gefiihrt wird. Sol1 die 
mechanische Führung dennoch erreicht werden, so ist ein zweiter über 
oder unter dern ersten sich befindender Mechanismus zugleich mit zu ver- 
wenden, der über vier feste Punkte des Kegelschnitts gleitet. 

II. 

Dud entsprechend zu 1. ergiebt sich Folgendes: 

. Der Kegelschnitt sei gegeben durch fiinf Tangenten 1,  2 ,  3, 4 und p,. 
Bewegt sich cinc Gerado p s o ,  dass das Doppclverhiiltniss der vier Schnitt- 
pcnkte der Tangenten 1, 2, 3, 4 auf p immer gleich ist dern Doppcl- 
verhiiltniss der vier Schnittpunkte von p, mit den Tangenten l 3  2 ,  3 ,  4, 
so ist die Enveloppe von p der durch die Geraden 1, 2 ,  3, 4, p, be- 
stimmte Kegelschnitt. 

Es kommt also darauf a n ,  einen 34echanismus zu cocstruiren, welcher 
die Gerade p so führt,  dass das DappelverhYltniss der Punktreihe I ,  I I ,  
III, IV auf p constant bleiht, namlich immer gleich ist dern Doppelver- 
verhaltniss Il II ,  I I I ,  I V  auf p,. 

Die Construction des gesuchten Mechanismus beruht auf folgendem Satz: 

E s  seien gegeben zwei projectivische Punktreihen an€ den Geraden 
t uiid t. AA', BB', CC', XX' seien vier Paare correspondirender Punkte. 
Errichtet man über d e r  ersten Reihe von irgend einem Punkte T der 
Ebenc aus cin Strahlcnbüschcl mit dcn Strahlen a b c $ ,  so kann man 
über der zweiten Reihe ein Btischel X' so errichten, dass T'. a'b'c'x' mit 
dem Büschel !Z'.abcx congruent ist. 

Der Beweis wird analog geftihrt, wie der entsprechende unter I., oder 
mit Hilfe des Peripherie . Winkelsalzes beim Kreis. 

Errichtet man daher über der Punktreihe 1, II,.  III, I V  auf po 
ein Strahlenbüschel mit dern Scheitel T und den unter sich festen 
Strahlen 1, 2, 3, 4 ,  so muss es moglich sein, die Gerade p über den 
gegebenen Geraden 1, 2 ,  3, 4 so zu bewegen, dass das Strahlenbüschel 
T 1, 2, 3 ,  4 mit der auf p entstehenden Punktreihe 1 ,  II, III, I V  stets 
projectivisch liegt. 
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Da Lei einer co kleinen Bewegung von p auch der Scheitelpunkt S 
sich nur  cn wenig verschieben kann,  so folgt daraus, dass die Lagenver- 
iinderung von T eine stetige sein muss, wenn p den Kegelschnitt iimhüllt. 

Da ein Mechanismus dieser Art  bisher nicht ausgeführt wurde, so eei 
von dessen Beschreibung Abstand genommen. 

Urn zu beweisen, dass auch die Construction des Mechanismus unter 1. 
anwendbar i s t ,  wenn ein Kegelschnitt durch fünf Tangenten gegeben kt, 
diene Polgendes: 

Der Kegelschnitt sei gegeben durch die fünf Tangenten tt ' ,  welche 
sich im Punkte O P '  schneiden und abc. Um in t und t' die Berührungs- 
punkte zu construiren, fasst man die Tangenten t und tr  als Trager von 
projectivischen Punktreihen auf. Kan construirt daher zur Punktreihe 
A B C O  in .t die entsprechende Reihe A ' B ' C ' O r  in t' und zur Punkt- 
reihe A ' B ' C ' P '  in t' die entsprechende Reihe A B C P  in t ,  wo dann 
O' und P die J3ertihrungspunkte sind. Entsprechend verfiihrt man mit den 
Tangenten abc. Die Punkte 0' und P sind mit dem Mechanismus auf 
folgendcr Weise zu construiren, vorausgcsetzt, dass die Strahlenstangen 
zu diesem Behufe nach beiden Richtnngen, vom Scheitelpunkte aus ge- 
sehen, ausgedehnt sind. Man setzt in  die Punkte A B C O  in t die Stifte, 
legt das Strahlenstangenbiischel über dieselben und fixirt das Doppelver- 
haltniss dieser Pnnl<treihe, indem man die Schraiibenmuttern auf der Trans- 
versalstange anzieht; hierauf hebt man das Büschel ab und befestigt die 
Stifte in A'B'C', legt darauf dio cntsprechcnden Strahlenstangen a und b 
über A' und B' und bewegt die Transversalstange resp. den Sçheitelpunkt 
oder beide zugleich s o ,  dass die Stange c auf den Stift C' zu liegen 
kommt, wobei die Stange O den Punkt 0' auf t' ausûchneidet. Die 
weiteren Punkte werden entsprechend construirt. Sind somit f inf  Peripherie- 
punkte vorhanden, so geschieht die weitere Construction wie uuter 1. be- 
schrieben, wobei man den Kcgelschnitt sowohl als Punktreihe, wie auch 
ais Enveloppe erhalt. 

Der Mechanismus I I  gestattet auf jeder Tangente den Beriihrungs- 
punkt  anzugeben, denn,  wenn die sich bewegende Tangente in die Lage 
einer der gegebenen Tangenten gelangt,  so is t  der Punkt ,  welcher vorher 
von der festen Tangente auf der beweglichen abgeschnitten wurde, in 
den Berührungspunkt übcrgcgangen. Dies entspricht dual der oben er- 
wahnten Aufgabe, i n  einem Punkte die Tangente zu construiren. 

Nach dem Satze, dass die Verbindungslinie zweier Uerührungs- 
punkte,  die beiden Tangenten i n  den Berührungspunkten und der Be- 
rührungspunkt auf einer beliebigen Tangente auf der letzteren eine 
harmonische Punktreihe bilden, hegrtindet sich die Constr~iction in beliebig 
vielen Tangenten die Berührungspunkte mit leichter Muhe anzugeben, duel 
entsprechend der Aufgabe, in beliebig vielen Punkten die Tangenten zn 
construiren. 
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Nach vorstehendem Satze gelingt es auch mit leichter Mtihe, die 
Schnittpunkte einer Gcradcn mit dem Kegelschnitt anzugeben, wenn 
Letzterer als Enveloppe gegeben ist,  dual entsprechend der Auf- 
fabel von einem Punkte die Tangenten a n  den Kegelschnitt zu con- 
struire~. 

Auch hier gilt die Bemerkung, dass zwei Mechanismen zugleich zur 
Anwendung kommen müssen, wenn man die Tangente nicht mit freier 
Band leiten will. 

III. 

1st ein Kegelschnitt bestimmt durch drei Punkte und eine Tangente 
mit ihrem Bcrührungspunkte, so ist der Mechanismus I derart zu ver- 
wenden, dass man vorn Berührungspunkte aus die Strahlenstangen nach 
den drei Punliten legt und der vierten Starige die Lage der Tangente 
giebt. IIierauf zieht man die Schraubenmuttern auf der Transversalstange 
a n ,  entfernt den Scheitelpunkt des Büschels vom Berührungspunkt, bringt 
in letzterem den vierten Stift a n  und erreicht leicht, dass die vierte Stange 
über den vierten Stift zu licgen kommt, da, beim Ucberschrciten des 
Kegelschnitts mit dem Scheitelpunkte die vierte Stange über den Berührungs- 
punkt gleiten muss. 

Wenn der Kegelschnitt durch drei Tangenten und einer Tangente 
mit Berührungepunkt gegeben is t ,  und sol1 der Mechanismus I nicht in  
'oben beschriebener Weise zur Anwendung gelangen, sondern Mechanis- 
mus II verwendet werden, so ist dessen Anwendung leicht ails dem eben 
liesprochenen Fa11 abziileiten, wenn das duale Entsprechen der einzelnen 
Constructionstheile berücksichtigt wird. 

1st ein Kegelschnitt bestimmt diirch einen Piinkt und zwei Tangenten 
mit Berührungspunkten, so erfordert die Anwendung des Mechanismus I 
eine Hilfsconstruction, welche darin besteht, dass man mit Hilfe des' 
Nechanismus den vierten harmonischen Punkt  construirt in  Bezug auf die 
Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte, den Schuittpunkt der 
beiden Tangenten und den dritten gegebenen Punkt. Hiernach lauft dieser 
Fa11 auf denjenigen hinaus, wo der Kegelschnitt durch drei Punkte und cine 
Tangente gegeben ist. 

Wenn der Kegelschnitt durch drei Tangenten und Bcrlihrungspunktcn 
in zweien derselben gegeben ist und der Mechanismus II zur Construction 
benutzt werden eoll, so ist dual entsprechend dem letzteren Falle ebenfalls 
eine entsprechende Hilfconstruction vorzunehrnen. 

Eio Kegelschnilt, der derart durch Elemente gegeben ist,  wie in 
vorhin besprochenen FZllen nicht vorgesehen wurde , ist nicht eindeutig 
bestimmt.. Sobald aber durch geometrische Construction die naheren 
Bestimmungsstücke gefunden sind , . lasst sich zur weiteren Construction des 
Kegelschnitts entweder Mechanismus 1 oder II direct verwenden. 
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1st ein Kegelschnitt mit I-Iilfe der besprochenen Mechanisirien ge. 
Zeichnet, so lassen sich Mittelpunkt, Aehsen, Rrennpunkte und gegebenen 
Falls die Asymptoten auf die cinfachste Weise bestimmen. 

Zum Schluzs sei ermiihnt, dass die Bewegungen der einzelnen Con- 
structionstheilc der Zeichnenvorrichtungen vom mechanischen Standpunkte 
sus grosses Interesse beanspruchen. I n  erster Linie würden zu bebtimmen 

sein beim Mechanisrnus 1: 
1. Die Enveloppe der Transversalstange; 

2. Der Ort eines Punktes auf der Transversalstai-ige; 

3. Der Ort eines Punktes auf den Strahlenstangen, sowie die ent- 
sprechenden Theile des Mechanismus II. 

Wir erlauhen uns ,  auf die Bostimmung genannter Curvcn zurück zo 

kommen. 
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XIX. 

Ueber die partiellen Differentialgleichungen, denen 
die symmetrischen Functionen der Wurzeln einer 

algebraischen Gleichung genügen. 

Von 

Prof. EUGEN NETTO 
in Giesaen. 

Herr P a à  d i  B r u n o  giebt in  seinem Buche: ,,Einleitung in die 
Theorie der binaren Pormenu (deutsch von T h .  W a l t e r ,  Leipzig 1851) 
einen Abschnitt : Partielle Differentialgleichungen , denen die symmetrischen 
Functionon der Wurzeln einer Gleichung gentigen.u E r  führt dabei 
F. Bri O s c h i als Denjenigen a n ,  welcher diese Differentialgleichungen 
suerst abgeleitet habe , und liefert die Beweise , oder vielmehr Verificationen 
ihnlich, wie dies von B r i o s c  h i  in  den ,,Annali di scienze matemadue  
e fisicheu V ;  1854, S. 313 flg. und S. 422 flg. geschehen ist. Aber 
d a m s  gcht weder eine Einsicht in die Tragweite der Formeln, noch in 
ihr Wesen hervor; und nur a n  ciner Stelle deutet Herr F a i  d i  B r u n  O 
(1. c. S. 25) a n ,  auf welcher Eigenschaft der Gleichung eine besondere 
Differentialgleichung beruhe. Im Polgenden sol1 das Wesen und die Trag- 
weite der Formeln dargelegt werden. 

Die Gleichung 
1) xn- C1x"-1+c2x"-2- . . .  - +en=() 

m6ge die Wilrzeln xL, z2,. . .xn besjtzen. Die Summen der Wurzelpotenzen 
bezeichnen wir ,  wie gewohnlich, durch s,, s,, s,, . . . Ersetzt man dann 
jedes q durch x i i t ,  woboi t eine Variable ist ,  so geht dadurch 
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SA in ~ ~ + A s ~ + ~ - i t + . . .  

über. Betrachtet man daher eine symmetrische Function R der Wurzeln, 
die man sich gleichzeitig als Function der C A  und als solche der SA denken 
kann,  ersetzt die x2 in der angegebenen Art und vergleicht iu den drei 
Formen die Coefficienten von t , so entsteht die allgemeine partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung, in der c,= 1 zu nehmcn i s t ,  

H i e r i n  i s t  d i e  e i n e  S e r i e  d e r  B r i o s ü h i ' s c h e n  F o r m e l u  e n t -  
h a l t e n .  Wegen der ,  fur alle k giltigen Formel 

S k + n - c l S k + n  i + c p S k + n - 2 - ' . '  k ~ k  = O  (k=0jkl>k23. . . )  
giebt es im Wesentlichen - n u r  n solcher Formeln, wie sie aus 2) ent- 
springen. Man erhiilt z .  B. fiir i = 0, 1,2 mittelst der N e w  t o  u'schen Formeln 

und für i = - 1 nach einigen Umformungen : 

Statt dieser lctztcn Formel und der für i = - 2,. . . ahnlich gebildcten 
erscheinen bei F a i  d i  B r u n o  scheinbar einfachere, von denen bald die 
Bede sein wird.* 

Ausser der soeben abgeleiteten giebt ee noch eine zweite Bormelreihe, 
mit der dann die vorhandeuen erschopft sind. Man erhiilt sie folgender- 
maassen. Es ist:  

* Tn dem Falle i= 1 tritt bei einem homogenen R der Dimensionp offenbar noch 

auf. 
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diesen Ausdruck, gleich Null gesetzt, wollen wir folgendermassen schreiben: 

xn+k-  Y i  x n + k - l +  Y 2 x n + k - z - , . . +  - y n + k = O .  
Die Summen der Wurzel- Potenzen hierfür mogen mit G,, < i l ,  . . . GL . . . 

bezeichnet werden. Dann ist 

13,=1û+k; ~ ~ = ~ k + ( - I ) ~ - ' . k t ,  

und die übrigen G unterscheiden sich von den entsprechenden s mit gleichem 
Index hijchstens diirc,h Glieder, welche die zweite oder eine h ~ h e r e  Potenz 
von t als Factor haben. 

Bildet man nun wieder eine symmetrische Function R der Wurzeln von 

p + k - C 1 x 7 1 + k - i +  C 2 x " + k - 2 -  .. , - + c n x k = O ,  

welche dann also gleichzeitig symrnetrisch in  x I ,  a,, . . . x ,  is t ,  und drückt 
diese durch die C A  einerseits und durch die S A  andererseits aus ; s e t  z t d a b  e i 
aber  g l e i c h z e i t i g  v o r a u s ,  d a s s R ,  a l s  s y m m e t r i s c h e  F u n c t i o n  d e r  
W u r z e l n  e i n e r  G l e i c h u n g  (fi; k)ten G r a d e s  a u f g e f a s s t ,  v o n  
keinem d e r  C o e f f i c i e n t e n  v a n  x k - l ,  x ~ - ~ , . . .  a b h t i n g t ,  danu sicht 
man, dass die Ueberführung von 

51, c2, ... cn in  y,, y,,...y, 

die angegebene Emwandlung der sl i n  die GA hervorruft. Die Vergleichung 
der Coefficienten von t liefert dann wieder: 

D i e s  i s t  d i e  z w e i t e  B r i o s c h i ' s c h e  F o r m e l r e i h e .  Die wesent- 
liche eben angegebene Bedinguiig Gndet sich aber weder bei B r i  o s c  h i ,  
noch bei F a à  d i  B r u n o ;  und ohne diese ist  die Formel uiirichtig. E s  
m6ge ein einfaches Beispiel dies zeigen. Irn Fa11 von Gleichungen vierten 
und hoheren Grades i s t  

s 4 = c i 4 - 4 c l e c z  + 2 c , 2 +  4 c , c ,  - 4 c , ;  

bei Gleichungcn dritteu Grades f'allt C ,  for t ,  und man bat :  

S 4 = c 1 4 - 4 ~ 1 2 C 2 f  2c,"4c1c3. 

Wahlt man R = s, und k = 2 ,  so müsste sich au8 3) für TA = 3 

ergeben; die linke Seite wird jedoch nicht gleich Null, sondern 

(- 4 c I 2  + 4 c 2 )  + c , . 4 c ,  = 4 c , .  
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Im Falle lz = 4 ,  5, .. . wird dagegen das richtige Resultat 

as, as, as,- 
-+C~-+C, - -  (-4c,"4cc,) + c , . 4 c ,  $ c , . ( - 4 )  = O  
ac, a c ,  ac, 

herauskommen. 
Mit Hilfe der als unbedingt richtig angesehenen Gleichung 3) finden 

sich bei F a à d i  B r  l i n o  die Gleichungen für i = - 1, - 2, . . . unter 2) 
reducirt; von diesen gilt natürlich auch der gemachte Vorbehalt. 

Setzt man r, a18 unbestimmt voraus, berechnet danach die Formel 3) 
und triigt erst hinterdrein die besonderen Werthe der Coefficienten ciner 
vorliegcnden Gleichung ein, dann wird natürlich 3) stets richtige Rcsultate 
liefern. Auf diesen Standpunkt wollen wir uns von jetzt a b  stellen. 

OEenbar gelten 2) und 3) für jedes R =  cd oder B = s i .  Aber auch 
umgekehrt kann man die allgemeinen Formeln ohne Weiteres aus denen 
fur R = ci  besw. R = q ableiten, indem man 

setzt. D a r a o s  g e h t  h e r v o r ,  d a s s  2) u n d  3) n i c h t  b l o s  f ü r  syrn- 
m e t r i s c h e ,  s o n d e r n  f ü r  i r g e n d  jve lche  r a t i o n a l e ,  ja s e l b s t  a l g e -  
b r a i s c h e  P u n c t i o n e n  R(x, ,  ... x,) g i l t i g  b l e i b e n .  Man hat daun 
nur die x als algebraische Functionen der C A  oder der s;r aufzufassen. Im 
einfachsten Falle lz = 2, R = xl ist in der That, wie 2) es fordert: 

Ebenso ergiebt sich die Richtigkeit der beiden aus 3) folgenden Formeln: 
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Hiernach ist es ersichtlich, dass die Formelreihen 2) und 3) nicht 
cbarakteristisch für symmetrische Punctionen, sondern hochstem für die 
Beziehungen charakteristisch sein konnen, in  denen die x ,  die c und die 
s zu einauder stehen. 

Wir gehen zuerst auf den Zusainmenhang der x  mit den s ein; dazu 
nehrnen wir aus den Formeln 2) die Glcichungcn 

heraus. Zu s,, s,, . , . ktinnen wir das durch k = 1 , i = O  definirte s, 

hinzuuehmen; die Gleichungen 4) gelten dann auch für k = O. Wir  nehmen 
für die allgemein zu bestiminenden Fiinetionen sk,  welche dem Systeme 4) 
genügen, die Bezeichnung cpk und gehen, um zunachst 

zu losen, in bekannter Weise auf das simultane System 

über. Dadurch erhalten wir das Resultat, dass das allgemeine rpk eine 
homogene Function der x,, . . .x, von der Dimension k wird. 

Bus rp, lassen sich durch 
n 

6) 
R = l  

alle übrigen cpk berechnen. Hat  man zwei Lfisungssysteme für 4), so giebt 
die Summe entsprechender Functionen ein neues LGsungssystem. Es reicht 
daher aus , einen einzigen Summanden 

V I =  x ~ ~ ~ x ~ ~ ~ . . . z , %  ('Yl+ff2+ ...+ C i , , = l )  

von 9, darauf hin zu prüfen, welchen Bedingungen er unterworfen sein 
muss ,  um 4) zu erfüllen, damit man allgernein q, habe und daraus 
jedes <pk zusammensetzen ktinne. 

AUS 6 )  folgt: n 

<Yr+i-i = *zov x,,'+*-~ 

und aus 4): u=l 

so dass, den beidcn lctzten Rosultntcn gcmtiss, 

für alle Wcrthc von i und k und alle beliebigen x,, z,, ... x, sein muss. 
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Das zeigt dann sofort das Bestehen der Bedingungen 

< y 1 2 = q ;  ûipuy=O ( F  =I= 4 1  
iind diese Gleichungen sind nur so losbar, dass eins der a gleich 1 wird, 
wahrend die anderen gleich Nul1 werden. 

Bus dieser Speciall6sung gehen nun durch lineare Combinationen die 
allgemeinen LGsungen von 4) in der Gestalt 

<pk=alxlk+ a , x z k + .  .. +anxnk  (Bai = 12) 

hervor. Die hinzugefügte Bedingung folgt aus cp, = n. Wir wollen diese 
Ausdrücke in Rücksicht auf ihre Herleitung mit Sk bezeichnen. 

Construirt man zu diesen Sk nun Functionen Ch, welche so von ihnen 
abhiingen, wie die ck von den sk, so liefert dies System die allgerneinsten 
Losungen von 2). Denn erstens ist es klar,  dass es Losungen liefert. 
Zweitcns erkennt man,  dass man von den allgemeinsten LGsungen der aus 
2) stammenden Gleichungen (z ist symmetriscb in den z 

2.11 

umgekehrt zu Losungen fiir 4) lromrnen konnte. 
F o l g l i c h  h a t  m a n  i n  

7) Sk= a,z lk+a,x ,k  +. . .+a , ,$ , ,  k (.Zal= a) 

n e b s t  1 ! Cl = SI 

2! c , = S , e - S 2  
7*) 3 !  c 3 = S , S - 3 S l S , ~ + 2 S 3  

4! Cp=S,4-6Sl~S,+8S1~3+3Sze-GS4 
. . . . m . . . . . . . .  a .  

d i e  a l l g e m e i n s t e n  L G s u n g e n  f ü r  d i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n 2 )  
u n d  3). Den Ausdruck der mittelst 7*) bestimmten C  durch die x kann man 
einfach symbolisch durch 

8) A !  C ~ = ( a , ~ ~ + a , x , + . . . + a ~ x ~ ) ( ~ )  
darstellen; dabei ist die symbolische Potenz 

a$') durch a i (a i -  1) ( a i - 2 )  ...( a i - ~ $ 1 )  

ersetzt zu denken. 
Benutzt man die Cl, . . . C, zur Aufstellung der Gleichung 

9) x n -  C, xn-1 + c2 xn-2-. .. 1 cn = 0, 

und benennt die Wurzeln derselben XI, X2, . . . X, , so gelten natür!ich 
für diese, ihre Summen von Wurzelpotenzen und für die C l , .  . . Cn die Gleich- 
ungen 2) und 3);  aber freilich sind die Sumrnen der Wurzelpotenzen 
mit den SA nur so weit identisch, a13 die letzten zur Definition der C 
nothig waren, d a s  heisst bis Sn. Stellt man also diejenigen zu 9) ge- 
hGrigen Differentialgleichungen auf ,  welche den i n  2) und 3) gegebenen 
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entsprechen, s u f  d e n  r e c h t e n  S e i t e n  a b e r  n u r  SI, S2, ... Sn e n t -  
hal ten,  so stimmen dieue mit den correspondirenden aus 2) und 3) 
gebildeten überein, fa119 man in die letzten statt  der SA und c l  die Sz und 
CI mit gleichem Index eintragt. So wird z. B. für n = 3, i =O, 1 ,2 ,3  

acl ac, ac ac, ac, ac - - + - - + - ' = 3 = - + + 2 ,  
axl a x ,  as3 ax, ax, ax, 

Die Gleichheit der linken und der mittleren Ausdriicke folgt leicht ausser 
aus unseren allgemeinen' Betrachtungen noch aus 7"). Ebenso erhtilt man: 

und endlich noch: 

a c3 = C  --+..., 
- ax, 

Daraus kann man d a m ,  wenn R eine beliebige Function der s oder 
der X bedeutet, den Schluss ziehen, dass 

sein wird. E s  i s t  d i e s  e i n e  i n t e r e s s e n t e  B e r i e h u n g  z w i s c h e n  
den W u r z e l n  d e r  G l e i c h u n g e n  1)  u n d  9), d e r e n  A b h a n g i g k e i t  
von e i n a n d e r  d u r c h  8) v e r m i t t e l t  w i r d .  

S u s  der Formel 8) kann man die Reantwortiing der Frage entnehmen, 
wie die ai gewahlt sein miissen, damit die Werthe C.+i, Cn+z ,  ... samint- 
lich veruchwinden. In CL trit t  eine Reihe von Gliederu der E'orm: 
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al(al-1) ...( a l - k l +  1) .  a2(a2-  1 )  ...( a 2 - k 2 +  1 )  ... ~ ~ ~ 1 x 2  ... 
(16, + k ,  + . . . = A) 

auf. Offenbar ist  es fü r  das Verschwinden aller dieser bei A > li noth- 
wendig und hinreichend, dava a, = a ,  = . . . = 1 werden. 

F o r d e r t  m a n ,  d a s s  i n  d e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  2) und 
3) v o n  d e n  c n u r  d i e  n G r 6 s s e n  c l ,  ... c,von N u l 1  v e r s c h i e d e n  s ind ,  
d a n n  l i e f e r n  d i e  

~k = glk f x~~ + . - . + xnk 

n e b s t  d e n  z u g e h o r i g e n  c l ,  c, ,  ... c, d i e  a l l g e m e i n s t e n  Losungen  
d e r  S y s t e m e  p a r t i e l l e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n ,  u n d  diese 
s i n d  d a n n  a l s o  c h a r a k t e r i s t i s c h  f ü r  d i e  B e z i e h u n g e n  zwischen 
d e n  W u r z e l n ,  d e n  S u m m e n  d e r  W u r z c l p o t c n z e n  u n d  den 
C o e f f i c i e n t e n  e i n e r  G l e i c h u n g  &en G r a d e s .  

I m  5 4 dcs F a  à d i B r u  n O 'schen Buches wird eino partielle Differcntid- 
gleichung angegeben, der die symmetrischen Functionen der Wurzel- 
differenzen genügen. Diese folgt nach unserer Methode daraus, dass eine 
symmetrische Function der Wuraeldifferenzen sich bei der Substitution 
X A +  t s ta t t  X A  nicht andert. IIieraiis ersieht man,  dass diese Gleichung 

nicht sowohl für die symmetrischen Fiinctionen der Wurzeldifferenzen, als 
vielmehr für dio symmetrischen Functionen der Wurzeln, die zugleich 
Functionen der Wurzcldiffcrcnzen sind, ein Charakteristicum bildet. Dass 
aber beide Arten von Functionen nicht mit einander identisch sind, erkennt 
man leiclit. So ist für fi = 3 

eine Function der zweiten aber nicht der ersten Art. 
Auf 11) beruht nun ein einfaoher Beweis des Satzes, den Herr 

S y l v e s  t e r  (C. R. XCVIII ,  779) angegeben hat : ,,Die symmetrischen 
Functionen der Wurzeldifferenzen von 

sind als ganze Functionen der Wurzel -Potenzsummen von 
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darstellbar, in welchen aber die Summe der ersten Polenzen niemals auf- 
tritt.' Nach unseren TSeberlegungen gilt dieser Satz in der Verall- 
pneinerung, d a s s  j e d e  s y m m e t r i s c h e  F u n c t i o n  d e r  W u r z e l n  d e r  
e r s t o n  G l e i c h n n g ,  w e l c h e  z u g l e i c h  e i n e  F u n c t i o n  d e r  W u r z e l -  
d i f f e r e n z e n  i s t ,  e i n e  s o l c h e  D a r s t e l l u n g  z u l L s s t .  

60 ergiebt sich z. B., wenn wir die Potenzsummen der Wurzeln der 
letzten Gleichung mit  cil, ( i z ,  G ~ ,  . . . be~eichnen , 

s,=3G,; S,=3<iI2+6G,; S , = ~ G , ~ +  18G,6,+6u3 

und es wird, dem obigen Beispiele e n t ~ p r e ~ f i e n d ,  

hl3- 9 ~ ~ . ' 4  -/- 9Ss= 5 4 ~ ~ .  

Glessen,  den 13. Mai 1893. 
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XIV. Ueber Kettenbrüche,  die dnrch Ansziehen einer Qnadratwnrzel 
aus einer rat ionalen Zahl  entstehen. 

Es sei x  gleich der Summo aus einer ganzen Zahl und einern unend- 
lichen, periodiwhen Kettenbruühe , also 

1. x = a + l  

al + 1 - 
az+. .. 

+ l  
an+ 1 

a,  +1 
+ - . in inf., 

oder x = a + l  

a l + l  - 
az + . - -+ 1 , 

a ,+x -a  

so dass nich der Bezeichnung von G a u s s  (D. A. Art. 27): 

[a2 ,  as, a., . . . a , - I ,  a,+x-aj % = a +  
[a,, a,, a, . . -  an-1, a n + ~ - a ]  

- - [a. -- a,, a,. . . an- , ,  a ,+z -a]  
[a,! a  , . . .  a , - ~ ,  a n + ~ - ~ ]  

- - [ a ,  a, . . . a , r ] ( ~ , + x -  a ) +  [ a ,  a  ,... a,-2] 
[a1, a2 ... ~ ~ - 1 1  (a ,+x-a)+ [a,, a  ,... n n 2 ]  

[ a ,  a , B . .  a , ] + [ a ,  a  ,... a , , - i ] ( x - a )  - - - 
[a,, a ,... an] + [a,, a  ,... a,-11 ( x -  a) 

und daher: 
II. ( a , :  a ! .  . . a n - i ]  x2 f ( [ a , ,  u, . . . a,] - a  [a,,  a,. . . a,-11 

\ - [ a ,  a  ,... a , - i ] ) z = [ a ,  a , .  . . a , ] - a [ a ,  a  ,... a,-11. 

Es giebt also, wie bekannt, jeder periodische Eettenbrucli ein quadra- 
tisches Radical. - Dieser Ausdruck für  x geht in eine Quadratwureel aus 
einer rationalen Zahl liber, wenn man den Factor von x  in der letzten 
Gleichiing gleich O setzt, also menn: 
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[a,, a - .  . .an-,] - [a,, a,. . . a. - il - a n - 2 a +  - 
\a1, a2. . .an-11 

Da nun sowohl a, wie 2a ganze Zahlen eind, muss der Bruch ein 
Scheinbruch sein. Es ist aber 

mithin der Zihler kleiner als der Nenner, folglicli muss er = O sein. Daher ist 

an = 2 a und [a, ,  a2.. . an-2]  - [ a2 ,  a3. .  .an-,] = 0. 
Die zweite Gleichung ergiebt 

[a,, a4...an-2] - [ a ,  a3...an-3) 
a,-a,-l+ = O, 

[a,, a,.  . .a,--] 
und aus demselbcn Grundo wie vorhcr ist 

al = an - 1 und [a,, a,. . . a,-2] = [a2,  a3.. .an - 31. 

Ds sich das Verfahren in gleicher Weise fortsetzen Iasst, so erhalten wir : 
III, a n = 2 a ,  a,=an-1, a,=an-2, a3=a.-3, ... 

und daraus folgt der Satz :  

Bei der Entwickelung einer Quadratwurzel au5 einer rationalen 
Zahl in einen Kettenbruch erhiilt man eine ganze Zalil und einen 
periodischen Kettenbruch, bei welchem des letzte Glied der Periode 
gleich dem Doppelten der ganzen Zahl und die übrigen Glieder 
in sich symmetrisch sind. 

Unsere Ableitung gilt allerdings zunachst nur f ü r  den Fall,  dass die 
ganze Zahl a 7 1, doch behalt der Sate auch saine Giltigkeit bei eiuer 
Quadratwurzel aus einem echten Bruche, wenn man n u r  O als Nenner in 
der Reihe der Kettenbruchnenner zulasst. So ist z. B.: 

wofiir man auch schreiben kaon : 
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- 

+ . -.in inf., 
so dass die Periode 1 ,  5, 1 ,  O ist. 

Sol1 der Kettenbruch 1 eine Quadrataurzel aus einer ganzen Zahl 
darstellen, so muss nach Gleichung I I  

[ a ,  a, ... a,] - [a, ... a,-11 
[a,,  a, ... an-11 

eine ganze Zahl sein. Dieser Bruch ist aber gleich 

[ a ,  % . . . a n - ~ ] a ~ + [ a ,  a ,... a, -z , ] -a ja ,  - a ,... -- a,-i] 
[a,, ~,...a,-11 

- - a [ a ,  a ,... a,- i] + [ a ,  a ,... an-2] 
[a,,  a,.. .a, - 11 

- a 2 +  - 
a l a 2 ,  a,...a.ll+a[a,, a,. . .an-2]+[a, ,  4 . . .  -. a.- 2 1  

[a,, a,. ..an-II 
Nach Gleichung I I I  ist aber 

[a2 ,  a3.. .a,-, ] = [an-2 , a,-3 . . .a,] = [a, ,  a,. . . an-2] ,  
daher ist: 2 a [ a 1 ,  a,. . .a, - 2 1  + [a,, a,.. .a,-21 x2 = a2 + 

[a,, a, ... an-il 
[ 2 a ,  a, ,  a ,... an-l l  

= a2 + 
[a,, a ,  ... an-11 

Damit also x2. eine ganze Bal1 ist,  muss [a,, a ,... a , - , ]  ein Theiler 
von [2 a ,  a , ,  a, .. .a,-z] sein, doch ist es mir bis jetzt nicht gelungen, 
daraus ein einfaches Gesetz abzuleiten, dem die Eettenbruchnenner unter- 
worfen sein müssen. 

Eine eingliedrigc Periode ergiebt sich bei 

JFjZ =.+ qBn). 
1st die Periode zweigliedrig, so ist 

es m u s  dann a, ein Theiler von 2 a  sein, ohne = 2 a  zu sein, da in 
diesem Falle die Periode nur ein Glied hat. -- 

Es stellt uns also x = a + ~ ( a , ,  a,)* stets dann und nur d a m  eine 
Wurzel aus einer ganzen Zahl d e r ,  wenn n2 = 2 a  und a, ein Theiler von 

-- 

* Durch x (a, ,  a,) werdo ein unendlicher Eettenbruch bezeichnet, dessen 
Fenner die Periode a,, a, haben. 
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a, ist, und umgekehrt giebt die Quadratwurzel aus allen Zahlen von der 
Form na + b einen zweigliedrigen periodischen Kettenbruch, wenn b ein 
Theiler von-2a iut (1 ausgeschlossen). Es ist d a m :  

Schon bei dreigliedriger Periode wird die Form der Zahl recht eu- 
sammengesetxt. E s  ergiebt sich dann, dass die beiden ersten Kettenbruch- 
nenner gerade Zahlen sein mtissen, und dass die Zahlen, deren Quadrat- 
wurzel einen Kettenbruch mit dreigliedriger Periode liefern, von der 
folgenden Form sind: 

J[(4m" 1)m+m]2+ 4 n a n + T  = ( 4 m ~ +  t)ra+na 1 + K ( B m ,  Z m ,  6 n ( 4 m 2 + l ) + B m )  

Die ersten dieser Zahleil sind: 

4 1 ,  130, 2 6 9 ,  370, 455, 697, 956. 

Entwickeliing der Qundratwnrxeln am den Zaùlen 1 bis 100 
in Kettenbriiche. 

* Durch ~ ( a ,  b ,  c) werde ein unendlicher Kettenbruch bezeichnet, dessen 
Genner die Periode a ,  b ,  c haben. 

Zaitsohrift f.M>lnthamatik u. I'hyaik. 38. Jahrg. 1895. 6.  LI0ft. 24 
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C h e m n i t z ,  im MZrz 1893. Dr. Il. WILLGROD. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilungen. 371 
O--- 

SV. Der Mittelpunkt des hydrostat ischen Druckes in ebenen Figuren.  

$ 1. Das Lebrbuch der Physik von V i  011 e bexeichnet in seinem so- 
eben erschienenen l. Bande dicscn Druck, wenn ich den Dichtigkeitsfactor 
glcich weglasse , mit 

25-2 = S Z  

und schreibt ftir die Coordinaten seines Mittelpunktes: 

Zssx 
2, = - 

Z s z y  Z s  s2 sz ' y, = x i  fi1=-. SZ 

Dagegen sei es erlaubt, vom Standpunkte der Einfachheit aus einzu- 
wenden, dass fur einen in gegebener Ebene liegenden Punkt  drei Gleichungen 
aufgewendet werden. Der Verfasser macht übrigens davon selbst keine 
directe Anwendung , indem er unmittelbar darauF sagt : haufig mird sich 
eine geometrische Behandlung des Problems empfehlenY und diese letztere 
in drei Reispielen mit je einer Figur erlautert. Dieselben handeln vom 
Rcchtcck, dessen cine Scito in  der Oborfliiche der Flüssigkeit l iegt,  und 
Yom Dreieck, wenn die Grundlinie a horizontal und die Spitze in der Ober- 
flache, oder, wenn eine Seite in  dieser Oberfliiche sich befindet. Indem er  
die betreffende Ebene schrag (nicht vertical) in  der Flüssigkeit gelegen 
annimmt, zeichnet er durch Projection der in der Tiefe gelegenen Recht- 
eck- oder Dreieckseite, oder (im dritten Beispiele) des dritten Eckpunktes 
auf die genannte Oberflache das dreiseitige Prisma,  die vierseitige Pyra- 
mide und das Tedraeder (die drei K6rper mit sechs, fünf, vier Ecken) und 
projicirt deren Schwerpunkte auf die genannten drei ebenen Figuren durch 
Senkrechte zur Oberflache. 

Also benothigt man eines wirklichen Raumpunktes; siehe das zu den 
obigen drei Gleichungen Gesagte. Perner muss man je einen Korper sich 
vorstellen, oder in einer einzigen Ebene zeichnend skizziren, und man muss 
die urçprünglicho Ebene schriig irn Wasser annehmen. 

Ich will diese Methode mit dem kurzen Beiworte der raumlichen 
benennen. 

5 2. Es  ist leicht von vornherein einznsehen, dass der Druckmittel- 
punkt eincr horizontalen Figur mit dcm Schwerpunkte dieser zusammen- 
fàllt, dagegen bei jeder Neigung or zum Horizonte unabhiingig von (Y ein 
und dieselbe audere und zwar tiefere Lage hat als der genannte Schwerpunkt. 
Darum genügt es, die Ebene der Figur  vertical oder a gleich 90° anzu- 
nehmen. In  der Schreibung des 5 1 bestimmt sich sonach der Druck- 
mittelpunkt durch die beiden lctzten der drei Gleichungen, indem zl = 0 
aird. (Wenn a beliebig, so bekommen e l  2, Z, je den Divisor sirc c l ,  was 
man dann zc, U, zc, nennen konnte, die Achse der u in  die fragliche Ebene 
iegend, wiihrend die Achse der y verbleibt.) 

24 * 
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Oemass der Gleichung 

will ich die nun zu besprechende Methode nach dem Triigheitsmomente 
benennen, welches der Schüler, will ich annehmen, echon vorher bei dem 
physikalischen Pende1 oder bei anderer Gelegenheit kennen gelernt hat. 
(Der Schwingungspunkt dioses Pendels harmonirt a u f s  Schonste mit dem 
Druckmittelpunkt, wenn auch die Schwierigkeit der Uebertragung des 
Ausdruckes .Zmre auf die ebene Figur ftir Anfanger nicht verschwiegen 
werden soll.) 

Da ,,Beispiele lehrenu, soll das Rechteck im 5 1 oder gleich das 
Rhomboid mit der Seite a i n  der Flüssigkeitsoberfl&che und der zugehorigen 
H6ho h liefern 

h 1  ah-^ = 3ah.1~2, 

oder 2 
B - -h ;  ' - 3  

und bezüglich y, leuchtet e in,  dass der Druckinittelpunkt auf der a halliirenden 
Parallelen zur anderen Rhomboidseite gelegen sein muss. 

Reim Dreieck des 5 1 haben wir im ersteren Falle 

oder 

und im letzteren 1 1 1 1  
q - % h a .  -h=- 6 - 2 a h . h :  

oder 

wozu bezüglich yl noch die a halbirende Transversale als ,geometrischer 
OrtU des Druckmittelpunkts die L6sung der Aufgabe vervollstandigt. 

E s  bedarf also bei dieser Methode keiner Hervorhebung der (hinsicht- 
lich y) mit einer Symmetrie-Acbse versebenen Figuren (wie z. B. in der 
ersten Auflage des R i  t t  er'schen Lehrbuches der technischen Jlechanik), 
sondern nur  einer die horizantalen Elementarstreifen der Figur halbirenden 
Geraden, welche beim Rhomboid und Dreieck vorhanden sind, wenn deren 
eine Seite horizontal gerichtet ist. 

1st die letztgenannte Bedingung nicht erfüllt, so liefert das Dreieck 
s tat t  der einzigen Halbirungsgeraden eine einmal, und das Rhomboid, 
dessen eine Seite a,lsdann aueh nicht mehr in die Oberflacbe fallen kann, 
eine zwcimal gebrochene Gerade. Solche F&lle, in wclchen überdies such 
das Tragheitsmoment eine udstiindlichere Rechnung erheischen würde, 
sollen tiberhaupt in gegenwartiger Untersuchung ausgeschlossen sein. 
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1 . .  5 3. Der Coefficient - beim Trlgheitsmoment des Rhomboids (Recht- 
1 1 

3 
ecks), sowie - - oder - fiir's Dreieck im $ 2 ,  wenn man ihn nicht dogmatisch 

2 6 
entlehnen will, wie z. B. der Leitfaden von R e e t z - H e n r i c i  einige Trag- 
heitsmomente anfiihrt, konnte rückwarts s u s  der Methode von V i  011 e 
erschlossen merden. Es  ware das freilich urnsttindlich und man hat  ge- 
w6hnlich im Physik-Unterrichte zu solchen Excursen keine Zeit. P f a  n n d l e r  
führt deshalb auch nur das Rechteck vor und beweiet durch Heranziehung 
des Schwerpunktes eines rechtwinkligen Hilfsdreieckes mit der Kathete h, 
wahrend die andere Kathete den Druck auf  den tiefsten Streifen des 

2 
Rechtecks vorstellt, die Tiefenlage h des Druckmittelpunktes. 

3 
Dieses letztgonannte Resultat als bckannt vorausgesetzt, konnte man für 

unsere vorwürfige Aufgabe noch von einer dritten Methode sprechen: die 
zweimalige Streifenschneidung , wie sie R i t  t e r  a. a. O. ebenfalls auf das 
erste und dritte der im $ 2 benutzten Beispiele anwendet. 

Das Rhomboid a h  wird einerseits parallel zu seiner anderen Seite b 
in Streifen geschnitten, andererseits wieder (wie schon im $ 2) parallel zu a. 
Das Dreieck (Seite a in der Wasserflache, das dritte Beispiel im 5 2)  zer- 
schneiden wir in Streifen parallel seiner Seite b und erhalten so die dazu 
gehorige Transvereale, welche b im Verhaltnisse 2 : 1 der Theile von oben 
gegen unten theilt. Ebenso wird die Transversale zur Dreieckseite c her- 
gestellt. Die beiden Transversalen schneiden sich im Druckmittelpunkte, 

h 
dessen Tiefenlage - d a m  leicht durch die zu a parallele Hilfslinie er- 
wiesen wird. 

2 

Statt der zweiten Transversale konnte auch die im 5 2 schon erwahnte 
Seitenhalbirende zu a benutzt werden. 

5 4. Wenn dagegen das Dreieck seine Spitze im Niveau und die 
Grundliuie a parallel demselben ha t ,  so versagt die vorige Nethode und 
Ri t te r  wendet a. a. O. hierauf das Verfahren a n ,  welches ich als Methode 
der Addition oder Subtraction bezeichnen will.* 

Man kcnnt nzrnlich den Druckmittelpunkt A des zum genannten Dreieck 
gehorigen Rhomboids und'denjenigen B des ErgBnzungsdreieckes. Wo die 
Gerade A B  die a halbirende Transversale des ersten Dreieckes schneidet, 

ah2 
da ist sein Druckmittelpunkt C. In A is t  der Druck -- I in B der- 
. . a h 2  a h 2  2 2 
jenige -;-9 in  C also - - vereinigt; die Tiefe von A ist .hl von B ist pie 
1 6  3 3 
I 

- h ,  also diejenige von C: einstweilen 8, genannt, ami 2 

+ In den beiden Dreiecksaufgaben zeichnet R i t t  e r  je eing Figur für ein 
rech)winkliges A ,  was als unnothige Beschrankung nooh erwkhnt sei. 
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A. 

a h 2 2  a h s ] '  ah2  -.- g h = -  ' 2  + . a ,  
3 

bestimmbar. Vergl. 5 2. 
Diese Nethode ist von den Schwerpunkts-Bestimmungen her bekannt; 

z. B. für  ein Trapezoid,. dieses als Summe zweier Dreiecke betrachtet. 
§ 5. Zum Schlusse führe ich noch a n ,  dass P o i s s o n  in seinem 

Sraitb de méc. nur das Beispiel des Trapezes, dessen parallele Seiten horizontal 
liegen, durchfiihrt, und zwar mit Integration. Dieses Beispiel passt insofern 
gut  hierher, als es die obigen drei Fiille als einfache Specialitaten dar- 
bietet. Indem P o i s s o n  aber für die unter dem Winkel cr zum Horizonte 
geneigte Ebone thcils . eine verticale, theils eine in dcr Ebene licgcnde 
Strecke einführt, wird die falsche Vorstelluug erweckt und auch im Texte 
ausdrücklich bestiirkt, als ob ,die Lage des Druckrnittelpiinktes von der 
Neigung der Wand abh%ngig1< wiire. Dasselbe kann man auch in D u h a m e l s  
Lehrbuch der reinen Mechanik finden. 

I n  meinem Taschenbuche der Festigkeitslehre (Anhang über flüssige 
Korper) habe ich in Kürze den Standpunkt des § 2 vertreten. 

Augsburg .  Prof. KURZ. 

XVI. Eine Anwendnng der  Theorie  des Tauschwerthes 
auf  die Wahrscheinlichkeitsrechnnng. 

Als NUtzlichkeitsgrad oder wirthschaftliche Intensitat J eines Gutes, 
von dem eine Person die Menge N besitzen rnoge, wird die Nützlichkeit 
oder Werthschatzung bezeichnet, die der Besitzer einer Vermehrung des 
Gutes um d Z  beilegt. Erfahrungsm3ssig steht fest ,  dass J eine fallende 
Function von M ist. Die besondere Annalime, dass J urngekehrt pro- 
portional mit Ml also J =  JO: M, wo J,, eine Constante, wird durch ihre 
Einfachheif nahe gelegt und lasst sich innerhalb massiger Grenzen mit den- 
selben Gründen stützen, wie das psychophysische Gesetz liberhaupt. Diese 
Wahl für dio Function J ergiebt als Gesammtnutzon N einer Vcrmehrung 
des Besitzes an dem in Rede stehenden Gute vom Betrage Mo auf den 
Betrag Mo + Ml den Werth: . 

Welchen Nützlichkeitsgrad J' der Besitzer des Gutes M einer nur 
w a h r s c h e i n l i c h e n  Vermehrung um d M  beilegt, ist selbstverut8ndlich 
rein subjectiv und hangt von seiner Neigung zum Gewinnspiel ab. Halt 
er sich aber an den aus dem Wahrscheinlichkeitsbegriffe folgenden objectiven 
Maassstab, so muss er J 1 = w . J  

schiitzen, wenn w die Wahrscheinlichkeit einer Vermehrung um d M be- 
deutet. Man erhtilt .in diesem Balle fur den Gesammtnutzen Nb einer-mit 
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der Wahrscheinlichkeit w eintretenden Vermehrung des Gutes Mo um M, 
den Bctrag 

das ist die sogenannte m o r  a l i  s c h  e H o f f  n u n g  auf jenen wahrschein- 
lichen Gewinn. 

Zu der anderen Abschafzung wahrscheinlicher Gewinne, der mathe- 
matischen Hoffnung, gelangt man durch die nahe liegende Vorstellung, 
dass ein Spielgewinn nicht als Vermehrung eines vorhandenen Gutes anzu- 
sehen sei, sondern als ein qualitativ neues Gut ,  das sich durch den Reiz 
ies Spieles Yom sicheren Resitze unterscheidet und gegen sicheren Besitz 
eingetauscht wird, wie andere Güter. 

Erwirbt nun der Besitzer eines Gutes M (sicherer Besitz), dessen 
Nützlichkeitsgrad wieder durch eine fallende Function J von M  dargestellt 
sei, für einen Theil M dieses Gutes zum Preise p ein anderes (blos wahr- 
scheinlicher Besitz), von dem die Menge M' ilim nach seinem Rrmessen 
den Niitzlichkeitsgrad J' gewiihrt, so kann er seinen Gesammtnutzen bis 
zu einem Maximum erhbhen. Dass dies eintritt, wenn ein weiterer Aua- 
tausch von d M  gegen dM' ,  der immer dem Preisverh%ltnisse gemass die 
Gleichung 

d M = p d M '  

befriedigt, auch noch der Gleichung genügt: 

J .  d a - =  J'. d a ' ,  

geht aus dem Anblicke der Figur  hervor. 
Es ist da auf die Nüt~zlichkeitscurve des 
ersten Gutes riicklaufend ein Affinbild 
der zweiten gelegt, bei dem PM' als 
Abscisse und J ' : p  als Ordinate .benutzt 
wurden. Das Maximum tritt  also bei 
IntensitLten J, und Ji  ein, die der - 
Gleichung 

entsprechen. 

Die Abschatzung der Nütalichkeiten JJ' ist offenbar wieder sub- 
jectiv verschieden und i h r  Verhaltniss p hier nur dadurch beschrankt, 
dass sich mindestens oin zweiter Besitzer (Mitspieler) finden muss, der auf 
den Preis p eingeht. Beim Tausche sicheren Besitzes gegen blos wahr- 
scheinlichen giebt es das oben schon benutzte objective Maass ftîr den 
Niitzlichkeitsgrad, das wenigstens in  den Fallen berücksichtigt werden'muss, 
in denen sich ein Resitzer (Rankhalter) geschaftsm%sig anheischig macht, 
auf das Spiel einzugehen, so oft auch Nachfrage kommt. Bei solcher 
Werthsch2tzung wird 
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J ' = w J ,  p = w ,  dM=w.dM' ;  

die von den beiden Gütern M und M' gegeneinander umgetauschten Mengen 
M und M' stehen a180 in der Bcziehung 

M = w . Z ' ~  

der Grundlage ftir die Bemessung der m a t h  e m a t i s c h e n R O f f n u n  g. 
Die beiden Arten, den okonomischen Werth wahrscheinlicher Ereignisse 

zu bemesscn, sind dadurch au€ gemeinsamen Roden gestellt. Die eine 
ergiebt sich, wenn Gewinne und Verluste als Veranderungen sicheren Be- 
sitees. die andere, wenn sie als Polgen eines ini Austausch gegen sicheren 
Besitz erworbenen neuen Gutes , des Genusses am Spiel, angesehen werden. 

XVII. Ueber einen zerfallenden quadrat ischen Strahlencomplex.* 

Zwei raumliche Polarsysteme erzeugen bekanntlich im Allgemeinen 
einen quadratischen Strahlencomplex, den ,,Re y e'schen Complex". A ~ s  
Ordnungsflachen der Polarsystome konnen zwei nicht s i n g u k e  Flaclien 
zweiter Ordnung angenommen werden. Der  Complex enthalt jede Gerade, 
deren zwei Polaren sich schneiden. Jedem Punkte Pr ist  ein zweifach 
coujugirter Complexstrahl, namlich die Schnittlinie der beiden Polarebenen 
von Y' und ebenso jeder Ebene n;' die Verbindungslinie ihrer beiden 
Pole als zweifach conjugirter Complegstrahl zugeordnet. Der Complex 
enthalt im Allgemeinen hochstens vier Hauptpunkte , und ebenso , vie1 
Hauptebenen, ist also ein tetrasdraler. E r  kann jedoeh auch zerfallen und 
unendlich viele Hauptpunkte und Hauptebenen enthalten. Die Hauptpunkte 
bilden albdann eine Punktreihe h und die ihnen zugeordneten Hauptebenen 
einen Ebenenbüschel h'. Der quadratische Complex zerfiillt dadurch in 
die speciellen linearen Couiplexe h und h'. Dieser Fa11 tritt  unter Anderem 
daun ein, wenn die Ordnungsflachen der beiden Polarsysteme Kugelflachen 
sind. W i r  wollen diesen zerfallenden Strahlencomplex im Folgenden naher 
betrachten und voraussetzen, dass die Ordnungskugeln K und KI reell 
sind und nicht concentrisch liegen. 

Die Biiume 1 und t,, welche durch die reciproke Besiehung zu 1' 
collinear auf einanaer bezogen sind und mit 1' die beiden Polarsysteme 
bilden, haben einen Ebenenbüschel und somit noch eine Punktreihe ent- 
sprechend gemein. Namlich die Pole einer joden durch die Mittelpunkte 
O und 0, der Kugeln K und KI gehenden Ebcne E in  Bezug auf diese 
Kugeln fallen zusammen mit dem unendlich fornen Punkte E ' a ,  i d e m  
die auf E in O und 0, senkrecht stehendcn (also parallelen) Geraden 

* Vergl. R e  y e ,  Geometrie der Lage, 3. Aufl. II. Abth. S. 190 flg., III. Abth. 
S. 12 flg. 
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msammentreffen. Die Ebonen des Btischels m, welche Gerado wir mit c bo- 
zeicbnen wollen, sind also Hauptobonen des von den Polarsystemen orzeugton 
Strahlencomplexes r; ihre zugeordneten Hauptpunkte liegen auf der unendlich 
fernen Gerade c ' a ,  die der Geraden c zugeordnet i s t  und dieselbe recht- 
winklig kreuxt. E s  ist  zweckmassig, den Ebenenbüschel c als ,,Haupt- 
ebenenbüscheli' und die Punktreihe c ' a  als ,,HauptpunktreiheiL des 
Complexes r zu bezeichnen. 

Die Schnittlinie zweior homologer Ebonen von E und 1, gehen durch 
c ' ~  und die Verbindungslinie homologer Punkte schneiden die Gorade c. 
Der einem Punkte zweifach conjugirte Complexstrahl geht hiernach durch c ' a  
und der einer Ebene zweifach conjugirte Complexstrahl liegt i n  einer Ebene 
des Hauptebenenbtischels. Unter der Voraussetzung, dass sich die Kugeln 
K und KI nicht schneiden oder berühren, liegen auf c zwei reelle Haupt- 
pimkte M' und IV'; ihre beiden zugeordneten Hauptebenen p resp. v gehen 
durch die reellen oder imaginaren Schnittkreise der gemeinsamen Tangenten- 
kegel von K und KI, schneiden also c rechtwinklig, und zwar geht 
p diirch NI und v durch M'. Die Punkte Ml und N' ~ i n d  conjugirt 
hinsichtlicb der Kugeln K und XI(,. 

Der Reweis ergiebt sich aus Polgendem: Dem Punkte Pr von c sind 
auf dieser Geraden die Punkte P und Pl hinsichtlich K u n d  K, conjugirt 
und zwar liegen die Punkte Pr, P und Pr, Pl involutorisch. Die Gerade c 
euthall, also zwei involutorische Punktreihen und die Doppelelemente der 
einen involutorischen Punktreihe sind nicht durch die der anderen getrennt. 
Dsher giebt es aiif c zwei Elemente, welche sowohl in  der einen als auch 
in der anderen Involution einander zugeordnet sind. Denken wir  uns nun 
IC und KI durch eine Ebene q des Hauptebenenbüschels geschnitten, so 
werden die gemeinsamen Tangentialkegel von E und Kl durch q in  einem 
Vierseit geschnitten, dessen Seiten Tangenten zu den Schnittkreisen 7c und k ,  

von q mit K und KI ~ i n d .  I n  dom uneigentlichen Dreieck nun, dessen 
Seiten durch die Gegenecken des Vierseits gehen, sind die Eckpunkte die 
Pole der gegenüber liegenden Seiten dieses Dreiecks, sowohl in  Bezug auf k 
als auch k,. Diese Eckpunkte sind augleich Hauptpunkte des Complexes r. 
Der eine Hauptpunkt ist der Punkt ,  in dem 7 die Hauptpunktreihe c ' ~  
trifft: die anderen sind die Punkte M' und N';  ihre mgeordnete Hauptebeiie 
p und Y gehen durch N' resp. M' und stehen auf c senkrecht. 

Ausser den genannten Hauptpunkten und Hauptebenen k6nnen keine 
weiteren in dem Complexe r vorkommen. Denn sei Q' irgend ein weiterer 
Hauptpunkt, so kann dersolbe, wie leicht einzusehen is t ,  nicht anf c 
liogen; befinde sich nun & '  ausserhalb C ,  so müsstc die Ebone Q ' c ' ~  
eine sich selbst entsprcchonde Ebene der R k m o  Z und 1, sein. Die 

beiden collinearen Feldcr in Q'c'm hiitten d a m  aussor der Punktreihe c ' a  
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und  dem Schnittpunkte von Q'c'm mit  c noch den Punkt  &' entsprechend 
gemein und hzt ten somit alle ihre Elemente entsprechend gemein. 
Die Rzume Z und El hPtten dann perspectivische Lage, was nach 
unserer Voraussetzung nicht statifinden kaiin. Die Annahme, dass 
ausser den genannten Hauptebenen keine weitere im Complexe r vorkommen 
kann, erledigt sich sofort dadurch, dass alsdann auüh noch ausser den 
erwahnten ein weiterer Hauptpunkt esistiren müsste, was nach dem socben 
Bewiesonen ungereimt ist. 

IIaben also die Ordnungskugeln K und El keinen Punkt  mit einander 
gemein, so enthalt c zwei reelle Hauptpunkte M' und N' .  Berühren sich 
die Kugeln in  T, so ist dieser Punkt  ein Hauptpunkt und die gemeinsamo 
Tangentialebene an beide Kugeln in  T i a t  die zugeordnete Hauptebone. 
Schneiden sich K und KI, so entliiilt c' überhaupt keine reellen Hauptpunkte. 

Aus der reciproken Beziehung der RPume t und Zl zu 1' hat sich 
ergeben, dass E und 1, den Ebenenbiischel c und die Punktreihe c ' a  

ent~prechend gemein haben Diejenigen homologen ebenen Felder von 
1 und 1,) deren Triiger durch c ' a  gehen (also c  rechtwinklig schneidon), 
sind also projectivisch ahnlich und haben perspectivische Lage. Da sich 
nun zwei Etiiume, deren homologe, unendlich feine Punktreihen projectivisch 
gleich sind, in  perspectivische Lage bringen lassen, so folgt, dass 1 zwei 
ebene Felder enthalt, welche zu den entsprechenden in 1, congruent sind; 
die Trager dieser Felder stehen auf c senkrecht. Ferner giebt es in 1 
zwei Strahlenbündel, welche zu den homologen in 1, projectivisch gleich 
sind; die Mittelpunkte dieser. Bündel liegen auf c. 

Zwei homologe Geraden m und ml von Z resp. Il, die weder 
zusammenfallen, noch durch einen Hauptpunkt des Complexes r hindurch- 
gehen, noch in einer Hauptebene liegen, sind windschief zu einander. Denn 
sclinitten sich m und ml im Punkte A ,  so müsste dem Punkte A von 1 
(als Sçhnittpunkt von rra mit der Ebene E des Uüsühels c) derseltie Punkt 
in  El entsprechen; A mtisste also ein Hauptpunkt sein, was nach Obigem 
nicht zulassig ist. Die Geraden m und ml gehoren nicht dem Strahlen- 
complex i- an. 

Den Punkten einer Ebene 6 sind in den Polarsystemen die Strahlen- 
bundel S und SI zugeordnet. Die collinearen Bündel S und SI haben 
eine Ebene entsprechend gemein, sie erzeugon also eine Strahlencongruenz 
erster Ordnung und zweiter Classe, welche dem Complex r angehort. Die 
singuliren Punkte dieser Congruenz liegen auf c ' a  und einem durch sie 
hindurchgehenden Kegelschnitt 6'. Die durch einen beliebigen Piinkt P 
gehenden Strahlen des Complexes bilden also awei Strahlenbiischel erster 
Ordnung. Die Ebene des einen geht durch P und c ' a ,  wahrend die 
andere dem Hauptebenenbüschel angehort. Schneidet G die Gerade c recht- 
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winklig, so liegen die Bündel S und SI perspectivisch und sind Scheine 
eines ebenen Feldes, dessen Trager c rechtwinklig schneidet, oder sie haben 
evantuell einen Strahlenbüschel entsprechend gemein, dessen Ebene durch 
einen Hauptpunkt von c hindurchgeht. I m  Besonderen sind den Punkten 
der unendlich fernen Ebene die Ebenen der Bündel O und O, zugeordnet. 
Die Bündel O und O1 sind projectivisch gleich und sind Scheine der 
unendlich fernen Ebene, indem j e  zwei homologe Ebenen derselben zu 
einander parallel laufen. Die unendlich ferne Ebene ist sich also selbst 
zugeordnet, desgleichen die Potenzebene der Kugeln K und KI. J e  zwei 
zugeordnete Eberien des Ebenenbüschel~ c ' ~  haben involutorische Lage. 
Die Potenaebene und unendlich ferne Ebene sind die Doppelelemente des 
involutorischen Ebenenbüschels c'm. Sind die Ordnungskugeln E und KI 
einmder gleich, N O  fallen die Pole der Potenzebene in Bezug auf 61 und KI 
zusammen mit den Mittelpunkten des anderen Paares projectivisch gleicher 
Strahlenbtindel der Railme Z und Il. 

Wenn ein Punkt  eine Gerade a durchlihft,  so beschreibt sein zweifach 
conjugirter Complexstrahl im Allgemeinen eine Regelschaar a'. Dieselbe 
geht durch alle Hauptpunkte des Complexes r. Die Regelschaar a' gehort 
daher einer Regelfiache an, welche c ' ~  enthalt und somit ein hyperbolisches 
Paraboloid ist. Die unendlich ferne Gerade von a' ist  dem unendlich 
fernen Punkte von a doppelt conjugirt. 

Den Punkten einer Geraden 1, welche in einer Ebene S des Eaupt-  
ebenenbüschels liegt und nicht e twa durch einen Hauptpunkt hindurchgeht, 
ist eine Cylinderflkhe A' zugeordnet. Der Cylinder i s t  ein hyperbolischer, 
wenn 1 die Gerade c in  einem eigentlichen Punkte  schneidet, er ist ein 
parabolischer, wenn 1 zu c parallel liiuft. Die stimmtlichen parabolischen 
Cylinder, welche den zu c parallel laufenden Geraden des Hauptebenenbüschela 
sngeordnet sind, haben die Gerade c ' a  zum gemeinsamen B e r ü h r ~ n ~ s s t r a h l e .  

Die Ebene 6 enthi l t  zwei Polarsysteme, deren Ordnungscurven die 
Kreise k und kl sind, i n  denen die Kugeln K und KI von d geschnitten 
werden. Den Punkten der Geraden 1 is t  dann eine Curve zweiter Ordnung 
1' in d zugeordnet und zwischen den Punkten von Z und if besteht eine 
involutorische Verwandtschaft des zweiten Grades. Die Curve 1' ist zugleich 
die Schnittcurve von A' und 6. 

Wenn ein Punkt  C* eine Gerade g durchlauft, die durch einen Haupt- 
punkt Z' des Complexes r hindurchgeht, so beschreihen seine beiden 
Polarebenen zwei Ebenenbüschel. Dieselben haben die Hauptebene ent- 
sprecheiid gemein, welche dem Hanptpunkt 2' zugeordnot ist, liegen also 
perspectivisch und erzougen einen Strahlenbüschel orster Ordnung G', dessen 
Ebene y, durch Z hindurchgeht und der dem Strahlencomplex r angehort. 
Geht g durch einen Punkt  von c ' m l  so ist dor ihren Punkten zugeordneto 
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Strahlenbüschcl ein Parallel - Strahlonbüilchol, da ihm C I ~  angehort, und 
seine Ebene schneidet c rechtwinklig; dagegen is t  der Gera,dcn g, welche 
durch einen auf c gelegenen Hauptpiinkt (Nr  odcr N') geht, ein Strahlcn- 
büschel zugeordnet, dessen Ebene auf g senkrecht steht. 

Den Ebenen eines beliebigen Bündels S' sind in den beiden Pclar- 
systemen zwei ebene Felder G und G, zugeordnet. Letztere haben einen 
Punkt  C a  auf crm entsprechend gernein; sie erzeugen also eine 10m 

Strahlencornplex r angehorigo Strahlencongrucnz erster Classe und zweiter 
Ordnung. Ihre singularen Ebenen bilden einen Ebenenbtischel zweiter und 
cinen solchen erstor Ordnung. Der Ebenenbüschel K, zwciter Ordnung 
wird erzeugt durch zwei in den Ebenen G und G, liegende projectivische 
Strahlenbtischel erstcr Ordnung, doren gomoinsamor Xittolpunkt der Punkt 
C a  ist. Dio Ebonen dos Büschels dT, hüllen also einen Cylindcr ein. 
Der andere Ebenenbüschol (crstcr Ordnung) ist  der Hauptebenenbüschel. 
Jede Gerade, in welcher die Ebenen der beiden Büschel zu zweien sich 
schneiden, gehort der Strahlencongruenz an. Die in  einer Ebene liegenden 
Strahlen des Complexes bilden hiernach zwei Strahlenbüschel erster 
Ordnung. 

Liegt der Mittelpunkt von Sr auf c, so  chn ne id en die Ebenen rr 

und G,C rechtwinklig und die in ihnen enthaltenen collinearen Felder 
haben perspectivische Lage. 

Den Ebenen eines Büschels d i s t  im Allgemeinen eine Regelschaar 6' 
zugeordnet. Da die unendlich fernen Punkte der sie erzeugenden homologen 
Punktreihen von t und 1, einander nicht entsprechen, so gehtirt dr einem 
einschdigen Hyperboloid an. Liegt die Achse des Ebenenbüschels d in 
einer Hauptebene, so beschreibt der zweifach conjugirte Complexstrahl 
einen Strahlenbüschel erster Ordnung. Denn die beiden homologen Punkt- 
reihen, welche diesem Ebenenbüschel zugeordnet sind, haben einen Haupt- 
punkt entsprechend gernein, liegen also perspectivisch und erzeugen jenen 
Strahlenbüschel. 

Jedem der Strahlenbündol O und O1 sind zwei ehene Felder in den 
Polarsystemen zugeordnet, von denen das eine 'unendlich fern liegt. 
Nehmen wir a n ,  dam die Ebene des letzteren rpm dem Raume Z angehort, 
so entspricht diesem die Fluchtebene 9, in  1,. Die Fluchtebene halbirt 
nun in jedem Rauxne die Verbindungslinie der nilittelpunkte der Strahlen- 
bündel, welchen im anderen Raume zwei projectivisch gleiche Strahlenbündel 
entsprechen. Hiernach lassen sich leicht aus der Lage der Kugeln K und KI 
die Pluchtebenen der R k m e  uud t,, sowie die Mittelpunkte der beiden 
projectivisch gleichen Strahlenbüschelpaare von t und 1; bestimmen, 
indem j a  die Mittelpunkte des einen Paares mit den Mittelpunkten beider 
Kugeln zusammenfallen. 
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Sind H und El einander gleich, so sind den Ebenen des Bündels, 
dessen Mittelpunkt M m  auf c unendlich fern liegt, Geraden zugeordnet, 
welche zu c parallel laufen. Denn die durch O und  O, gehenden und 
auf c senkrecht stehenden Polarebenen des Punktes M m  enthalten zwei 
homologe congruente ebene Felder von E und El! die Verbindungslinien ihrer 
homologen Punkte müssen also zu c pnrallel sein. Die Ebenen des 
andoren Paares congruenter Felder sind Polarebenen des Punktes Pl, in  dem 
dio Potcnzebene von .K und KI die Gerade c schneidet. Die Verbindungs- 
linien homologer Punkte A und A, dieser Felder gehen durch PL und es 
ist PIA = PIAl. Borühren sich K und El in  T, so haben dio congruentcn 
Feldor, welche dann in dor Potenzobcne liogcn, involutorische Lage und 
die Verbindungslinie zweier homologer Punkte wird durch das Involutions- 
centrum T halbirt. 

Mark i rch  i Elsass. Dr. KILBINGEE. 

XVIII. Ersatz des Pascal'schen Satzee für den Fa11 imaginarer  Pnnkte.  

Der Pasca l ' sche  Satz ist die lineare Bedingung dafiir, dass sechs 
reelle Punkte auf einem Kegelschnitte liegen. F ü r  den Fal l ,  dass die 
sechs Punkte aus drei Paaren von conjugirt 'imaginaren bestehen, 
AA'BB'CC', lassen sich dieselben auf vier Arten so zu einem Sechseck- 
sechsseit verbindcn, dass die gegenüber liegenden Seiten conjugirt ima- 
gingr sind, sich also in  reellen Punkten schneiden. Es sind, wenn die 
Ecken in der Schriftfolge mit einander verbunden werden, die vier Sechseck- 
sechsseite ABCA'B'C', ACBA'C'B', 

AB'CA'BC; ABC'A'B'C. 

Die vier reellen P a s c  al'schen Linien dieser Sechsecke enthalten je drei 
der sechs reellen Schnittpunkte gegenflber liegender conjugirt imaginarer 
Eeiten, diese Punkte sind dahcr die sechs Ecken eincsvierseits. - Für  den Fall, 
dass fünf reelle Punkte gegeben sind, giebt der P a s  c al'sche Satz zugleich 
die Mittel a n ,  r ~ u f  einer Geraden durch einen der fünf Punkte einen 
sechsten Punkt  der Curve zu finden. Sind drei P a p e  conjugirt imaginarer 
Punktc gegeben, die die P a s  c al 'sche Bedingung befriedigen, so kann 
man einen weiteren reellen Punkt linear n i c h t  construiren, denn der 
Schnitt jeder reellen Geraden giebt z w e i Punkte,  àeren Auffindung eine 
Aufgabe zweiter Ordnung ist. 

Sind sechs Punkte gegeben, von denen nur ein oder zwei Paare con- 
jugirt imagintire sind, so hat die P a s c a l  'sche Bedingung keinen Sinn. 
Es tritt dann eine andere, nahe ebenvo einfache Bedingung ein. - Die 
sechs Punkte AA'BB'CC' mogen auf den Geradenpaaren s.sbs, lieçen, 
die das Dreieck a B  Q bilden. Die Paare AA'BB'CC' bestimmen auf 
s,, sg, se Involutionen, deren reale oder ideale Doppelpunkte sie sind. 
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Dem Punkte 0. sei auf sa der Punkt  L,, auf sa der Punkt Mc in den 
Involutionen S.S~ gcpaart. Die Verbindungslinie c  von L, nnd Nc i d  die 
Polare von B. - Dcm Punkte 2I sei au€ s b  der Punkt  Ma, au€ s, der 
Pnnkt  Nu, dem Punkte iI3 sei La au€ sa, Nb au€ S, gepaart, a  oder 
MuNa ist die Polare von X ,  b  oder L b N b  i s t  die Polare von B. Die 
von der Realitat unabhtingige lineare 13edingung, dass die sechs Punkte 
AA'BB' CC' auf einer Curve zweiter Ordnung liegen, ist die, dass die 
Dreiecke 230: und a b c  perspective Lage haben, das heisst, dass die 
Geraden '21, ( b c ) ;  B, ( c a ) ;  Q, ( a h )  durch eincn Punkt  gehen, oder was 
dasselbe i s t ,  dass die Schnittpunkte sa, a ;  sb, O ;  s,, c in  einer Geraden 
liegen. Dieser bekannte Satz lasst sich, was nicht bekannt zu sein sclieint, 

ebenso wie der P a  s c a 1 'sche benutzen , den zweiten Schnittpuukt einer 
durch den reellen Punkt  C gehenden Geraden s, mit dem Kegelschnitt K 
zu construiren, der durch vier gleichviel ob reelle oder conjugirt imaginare 
Punkte AA'RR' nnd den reellen Punkt C bestimmmt ist. Durch den 
Punkt  P, in dem sich c und sc schneiden, legen wir gerade Linien 
plp,p ,... die su in Q,Q,Q ,..., sa in R , R , R  ,... treffcn. Die Geraden 
Ma(& Q2 Q8 .. .) oder x1x2xg.. . und .Lb ( R I  R 2  Rs.. .) oder y,y,y ,... sind 
projectiv, als auch die Punktreihen Tl T,T,.. . , S,S2S,. . ., in  denen diese 
Linien s, treffen. Die Dreiecke x, y, c , x, y, c , x3y, c ,  . . . sind %!l? Q per- 
spectiv, weil ihre Seiten sich in Punkten einer Geraden p der Reihe p,p,p, ... 
schneiden. E s  ist  dasjenige a u s z i i w ~ ~ l e n ,  dessen Seiten xy SC in Pnnkten TS 
treffen, für die CC. % T. 2 3 s  einc Involution ist. K geht dann durch den 
zweiten Doppelpunkt C' dieser Involution. 

W i r  bilden die Involutionen aus je  sechs Punkten (von denen C als 
Doppelpunkt zweimal gezahlt ist) : 

C c . U T l . B W , ,  CC.rUT, .BW,,  C C . % T 3 . B W ,  ,... 
so sind, wie leicht aiif projectivem Wege bewiesen wird, Tl T, T, . .., 
W, W, W, . . . projective Punktreihen , also ist auch.S, S;, S3 . . . ?VI W, IV3.. . 
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F d l t  T (ein Punkt der Reihe Tl T, .. .) auf B, so filit  W (der entsprechende 
Punkt der Reihe W, W2.. .) auf SI, fiillt p auf s,, so fill t  R auf SI , Q auf 
f3, !Z' auf 23, S auf %. In  der Projectivitat S,  S2S,. . . 7\ W, TVL W,. . . ist 
demnnch SI ein sich selbst cntsprechender Punkt. Dcr zweite, sich selbst 
entsprechende, linear construirbare Punkt werde mit Nb bezeichnet, ihm 
entspreche in der Reihe der T der Punkt  .AT,. Naçh ihrer Construction 
sind die Punkte CC. ?IN,. 3 Nb in Involution, und das Dreieck a(XaN,), 
b(LaNj), c ist dem Dreieck SIB Q perspectiv, die Curve E geht auch durch 
den zmeiten Doppelpunkt Cr der Involution CC.%N, .  BNa auf s, und dieser 
mird in bekannter Weise linear gefunden. 

Von den Linien p ,p , .  . . braucht keine gezeichnct zu wcrden, denn geht 
p durch (5, so fsllt T auf SI, S auf B, ftillt p auf s,, so fill t  T auf 8, 
S auf N, die Reihen SI S2S3 . .  . , T,  T, T 3 . .  . bilden eine Involution in der 
%$3 ein Paar ist. Ein z ~ e i t e s  Paar  erhiilt man,  wenn man p auf c fallen 
l iss t ,  und e9 bilden die Punlrte g und X ein zweites Paar der Involution, 
womit diese gegeben ist. 

Jena .  J. THOMAE. 
- -- 

X E .  Ein stereometrisches Analogon zum Pythagoreischen Lehrsatz. 

Begrenzt man eine dreiseitige von lauter rechten Winkeln gebildete 
ktrperliche Ecke dureh eine vierte Ebene, so ist in dem entstehenden 
rechtwinkligen Tetraeder die Summe der Quadrate der drei Kathetenflachen 
gleich dem Quadrat der Hypotenuseiiflache: 

Ueweis:  Eezeichnet man die Kanten des Tetraeders, welche deu 
rechten Winkeln anliegen, mit a ,  b, c ,  so sind die übrigen Kanten 

ferner sind die Kathetenflachen als Dreiecke : 

1 1 1 
K a b ;  b c ;  K3=2ca,  

' - 2  
also : 

1 
RIZ + K22+ Ks2 = - (a2 b2 + b3c2 + c2a2) .  

4 

Es ist aber die HypotenusenflBche 

folglich : 
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384 Kleinere Mittheilungen. 
__X^^^_-_Y-MI-- -,--. ^ _.--.__l _ - *_-_ 

1 
~ ~ 2 = - ( d + e + f ) ( d $ e - f ) ( d - e + f ) ( - d + e + f )  

15 

mithin: XIz+ TC: + K: = H z .  
Sorau .  Dr. O. BEAC. 
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Historisch-lit erarische Abtheiliing, 

Der V. Band des Katalogs der arabischen Bücher 
der vicekoniglichen Bibliothek in Kairo. 

Aus dem Arabischen übersetzt  und mit A n m e r k u n g e n  versehen 

V o r w o r t .  

In den letztcn acht Jahren crschienen i n  Kairo nach ciilander sechs 
Bande des Katalogs der arabischen Drucke und Handschrifteu der vice- 
khiglichen Ribliothek daselbst (Pihrist al - kutub a l  -'arabijja), herausgegeben 
von K . V o l l e r s ,  N u h a m m e d  a l - B i b l a w ' l  und Andern. D e r V .  Band ent- 
M t :  Geschichte und Geographie, mathematische Wissenschaften, Astronomie, 
Geheirnwissenschaften (Astrologie, Magie etc.),  Fhysik und Chemie. 
Summtliche Abthcilungen dieses Bandes, mit Ausnahme der Geschichte und 
Geographie , wurden speciell bearbeitet von 1 b r & h t m E f e n d î '1; rn a t , 
einem früheren Ribliothekar, vor der Drucklegung aber nochmals durch- 
geseben und verbessert von Schaich A h m  e d a d  - D  a i r û t î ,  unter Mithilfe 
von Schaich ' B b d e r r a h n i b n  a s - S a > j j i d .  

Ich hielt nun eine Uebersetzung und Veroffentlichung des mathematischen 
und astronomischen Theiles dieses Kataloges ftir im Interesse der Geschichte 
dieser Wissenschaften liegend, und ich hoffe, die Vertreter dieser Disciplin 
werden hierin mit mir übereinstimmen. dllerdings sind die neueren 
Werke für die Geschichte der Wissenschaft von geringem oder keinem 
Belang, aber alilch diese hahen fü r  Mailchen doch ein gewisses, ich mochte 
sigen kulturhistorisches Interesse, und ich glaubto dahcr , dicse kleinere 
rnathematische Abtheilung vollstandig wiedergeben zu müssen; für die 
grksere astrono~riische ware vielleiclit eine Auslese angezeigt. 

Was nun das Formelle meiner Uebersetzung anbetrifft, so habe ich 
den Leser auf folgende Punkte aufmerksain zu machen: 

In der Transscription befolge ieh das in  meiner im Supplementhefte 
lies Jahrganges 1892 dieser Zeitschrift (auch als Abhandlung zur Geechichte 

Hiet -1it.Abth. ù. Zoitsïhr .  f .  Math. n. Phys. 33. Jaiirg. 1593. 1. I Ie f t .  1 
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der MathematikVI) erschienenen Uebersetzung des Fihrist angewandte System. 
Man mb'ge mich nicht der Inconsequenz zeihen, wenn ich, der ich das 
kurze a fast immar durch a statt  durch e wiedergebe und also den Artikel 
immcr a l  nicht el schreibe, dann doch ed-  Dîn statt  a d - D i n ,  'Abderrahmhn 
statt  ' A b d a r r a h m h ,  ferner Bekr, Abmed, Muhammed etc. schreibe: diese 
Worter kornmen eben eo hiiufig und immer mit e ,  nie mit a geschrieben 
vor, dass man sich an jene Schreib - und Sprechweise ganz gewohnt hat. 
- Das Hamza ('1 lasse ich überall weg; so schreibe ich al-Hhim, nicht 
al -Ha'im et,c. - E s  giebt Worter ,  in denen das ,dschu verdoppelt vor- 
kommt; da habe ich, um nicht das uns sehr seltsam erscheinende ,,dschdsch" 
schreiben zu mtissen, das arabische Verdoppelungszeichen, Teschdid ( - )  
über das ,,dsch" gesetzt. (In arideren Werken findet man diesen Buch- 
staben mit 9. transscribirt, die Aegypter sprechen ihn in der That tauch 
g ,  die Syrer und Perser dsch.) 

Weil der Katalog in jeder Unterabtheilung nach den Rüchertiteln 
alphabetisch geordnet is t ,  so hnbe ich die Stichworte des Titels zuerst 
arabisch (in Transscription), und nachher in Uebersetzung (in Klammern) 
wiedergegeben. 

Die Titel sind sehr o f t ,  wie es die Phantasie des Orientalen 
liebt, in  blumen- und bilderreicher Sprache ausgedrückt und geben 
kaum einen Regriff vom Inhalte der Schrift;, der dann aber meistens 
noch nahor prscisirt ist. (Cebcr Bilder und Wortspiele in den Titeln und 
Eingangsformeln vergl. Anmerkungen 31, 70, 72, 75, 82, 88.) Nessel-  
m a n n  sagt in seiner Cebersetzung der ,,Essenz der Hechenkunst" des 
B e h â  e d - D  în Seite 68 mit Recht: ,,Den Titel eines arabischen Buches 
zii libersetzen, wenn man den Inhalt nicht kennt, hat  immer etwas Miss- 
liches." Dieae Worte beruhigen mich, wenn gewiegte Orientalisten hier 
und da rneine Tite1 und Bticheranf'inge andcrs übersetzen wollten. - Auch 
Eigennamen , besonders von Orten hergeleitete Zunamen , ~ i n d  vielleicht 
hier und da  nicbt richtig vocalisirt. 

Bei den Jahreszahlen giebt die erste Zahl das mu~arnrnedanische, die 
zweite das christliche Jalir a n ;  Monats- und Tagesangaben habe ich nicht 
in  die christliche Zeitrechnung übertragen, es bleibt dies jeweilen d m  
Lescr überlassen. Die Ucbcrtragung eincr Jahreszahl wurde unterlassen, 
wenn diese uninittelbar oder kurz vorhcr vorgekommen ist. 

Wo.  riichts über Druçk, Druckort etc. angegeben k t ,  handelt es sich 
um ein Manuscript. 

Alle Bande der Bibliothek sind fortlaufend, aber auch die Bücher 
jeder Abtheilung wieder besonders nnmerirt;  so berleutet aleo am Schliisse 
jedes Artikcls A. - N. = Abthcilunge - Nummer , H. - N. = Haupt - Kummer. 

Was in ecliigen Klammern steht,  ist auch im gcdruckten Kataloge in 
Klammern gesetzt; was in  runden Klammern s teht ,  ist von mir zur naheren 
Erlauterung hinzugefügt. 
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Der V. Band d. Katalogs d. arab. BBcher d. vicekgl. Bibliothek in Kairo. 3 

Werke (Abhandlungen), deren Tite1 blos ailgeführt und dabei auf 
einen spater folgenden Sammelband verwicsen is t ,  lasse icli der Ktirzo 
halher das ersto Mal wcg. 

Zum Schlusse fühle ich mich verpflichtet, Herrn Sprachlehrer K a r l  
Haggenm a c  h e r  in Z ü r  i c II nieinen verbindlichsten Uank auszusprechen 
für die Hilfe, die er mi r ,  namentlich bei der Uebertragung modern- 
arabischer Ausdrücke (wie Eigennamen , geographische Namen, techuische 
Begriffe etc.), geleistet ha t ;  er ist dazu durch einen langjahrigen Aufenthalt 
in Kairo in vorzüglicher Weise befahigt. 

In den Anmerkungen habe icb mich folgender Abkürzungen bedient: 
Cantor 1. = Vorlesungen über Geschichte der Mathematik von M. Cantor 1. Bd. 
Dorn = Drei in der kaiserl. Bibliothek zu St.  Petersburg befindliche astro- 
nomische Instrumente etc. von B. Dorn (MClm. de l'acad. imp. de St. Pétersbg. 
Tome IX. Mr. 1). H. Ch. = Lexicon bibl. et encycl. a Hadschi Chalfa compos. 
Edid. et lat. vert. G. Flügel. Leipzig, 1835-58. Suter ,  Fihrist = Das 
Mathematikcr - Verzeiehniss im Fihrist des Ibn Abi Ja 'kûb a n  -Nadîm , über- 
setzt von H. Suter. (Abhandlungen zur Geschichte der blnthematik, Heft VI.) 

Z ü r i c h ,  im October 1892. HCH. SUTER. 

Abtheilung: Mathematische Wissenschaften. 

1. Hecheiikunst. 

! ( A l i f ) .  
Ibâhat a l-  bâha  (Erschliessung der Meerestiefe") : liber Rechenkunst 

und Messkunde. E s  ist dies der Commentar des I b r â h i m  ben 'Omar ben 
Hasan ar -Ribâ t  al - Bikâ'î , des Schafîtcn l [gest. 885, 1480/81] zu dem 
Gedicht 2, betitelt a l  - b â h a  , tiber die Rechenkunst und die Messkunde. 
Aufarig des Comrrieutara: Lob sei Gott,  der alle Dinge nach der Zahl 
geordnet hat. Anfang des Gedichtes: Lob aei Gott, dern hochgeschatzten, 
dem einzigen. Der Commentar wurde beendigt irn Rabi' II. 836,  1432. 
Ein Band in a1terer3 Schrift. A.  -N.  3. H.-N. 4764. 

Irschâd a! - tn l l âb  (Anleitung für die Studirenden) ziim richtigen Weg 
in  der Rechenltunst. Es ist dies der Commentar des Muhammed ben 
Mnhammed a l - ~ a z â l  ad-Dimischki ,  bekannt unter dem Namen Sibt 
al-IYiâridîni4 [ p b .  am 4. Dû'l- Ka'da 8 2 6 ,  14231 zu dem Bnche, betitelt 
al - wasila (Weg , Mittel) des Schihâb ed - Dîn Ahmed ben  Muhammed, 
bekannt unter dcm Namen Ibn  a l - H â i m  [geb. in  Kairo 753, 13Y2, gest. 
in Jerusalem, im Dscliumada, II. 8 1 5 ,  14121. Arifang des Comrnentars: 
Lob sei Gott,  dem Erleichterer des Rechnens und der (übrigen) Schwierig- 
keiten. E r  wurde vollendet a m  8. Rabi' 1. 902 ,  1496. Ein Band in 

* bâha. kann auch übersetzt werden mit ,,HofL', ,,VorhallelL. 

l* 
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4 Historisch - litersrische Abtheilung. 

alterer Schrift, von der Hand des Ahmed ben Jûnis asch-Schalabî, des 
Hanefiten, der mit der Abschrift am 11. Safar 9 0 3 ,  1497 fertig wurde, 
in der Schule der Scherife (Vornehinen). - Mit Randnoten. Am Schlusse 
eine Erlaubniss von der Hand des Verfassers ftir diesen Abschreiber, ge- 

schrieben am 16. Dschum&d% 1. 903. A.-N. 2. H.-N. 4763. [Vergl. auch 
Sammelband A. - N. 181.1 

Ein zwcit,es Exemplar dieses Werkes; am Anfang schadhaft; in alteier 
Schrift, von der Hand des Kamâl ed -Din ben Scharaf ed-Dîn ad-Darûri, 
des Schâfîten. A.-N. 101. Ha-N. 17975. 

A1 - is lâf  a l  - atamm (die vollkommenste Llilfe) in  der schonsten Wissen- 
schaft und im Rechnen mit der Feder5 (schriftlich), von Schaich '04mân 
ben 'Alâ e d - D î n  ben Jûn is  ben Muhammed, bekannt unter dem Namen 
I b n  al - Malik a d  - Dimischki. Anfang : Wahrlich das Erhabenste , was 
die Gedanken gewahren etc. E r  beendigte es am 1. Radschab 1002, 1594 
Ein Rand in iilterer Schrift, von der Hand des 'Air ben SBlim ad-Darnâp 
al-MàlikîG, der mit der Abschrift am 20. Muharram 1 1 4 8 ,  1733 zu Ende 
kam. A. - N. 182. II. - N. 24479. 

I fàda t  a l - a @ â n  (die Ausbreit,ung oder Ausgiessung des Geistes) in 
den (geistigen) Uebungen der Knaben, aus dem Franzosischen in's Arabische 
übersetzt von Muhammed Efendî a s c h -  Schîmî [aus dem 13. Jahrh. d. H.]. 
E r  theilte es in zwei Absohnitte: der erste handelt Hber das Rechnen, der 
zweite über die Geometrie. Ein Baud,  gedruckt in  Bûlsk 1259, 1843. 
Am Ende ein alphabetisches Register , Schlussbetrachtungen und zwei 
Figurentafeln. A.-N. 6. H.-N. 4767. 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes : am Anfang ein Inhaltsverzeichniss. 
A.- N. 139. H.-N. 22345. 

Ein drittes Exemplar: A.-N. 140. H.- N. 22516. 
Inkischâf  a l  - dschilbâb (das Aufhebea des Schleiers) von dem Kanon 

des Rechnens: das ist ein Commeutar zum Kanon des Rechnens, beide 
(ICanon und Commentar) von 'Ali ben Muhammed ben Muhammed ben 
'Ali a l  -Kalsâdi7, dem Kuraschiten (Koreischiten) [gest. 891, 14861. 
Anfang des Commcntars: Lob sei Gott ,  d e n  Oeffner der Himmelspforten. 
E r  wurde beendigt am 14. oû ' l -Ka'da 8 4 9 ,  1446 in der Stadt Tunis. 
Ein Band in Slterer Schrift, von dcr Hand des 'Ali ben Mnhammed ben 
Muhammed al - Bustî,  abgeschricben vom Exemplar des Verfassers. Am 
Ende Rechnungsaufgaben. A.-N. 2. H.- N. 7808. 

A1 - fdâh wa't - t ibjân (die deutliche Auseinandersetzung und ErklXrung) 
über die Kenntniss des Maasses und Gewicbtes (eigentlich der Wage), von dern 
Schaich Abû'l- 'Abbàs Nadschm e d -  Din Ahmed ben Muhammea ben 'Ali 
ben a r  - R i f , a ,  dcm Schifîten [geb. i n  Kairo ' 645, 1247148,  gest. daselbst 
Freitag Nachts am 18. Radschab 710 ,  13101. Schluss des Werkes in der 
20. Nacht  des Safar 703 ,  1303. Anfang: Lob sei Gott für seine immer- 
wiihrcnde Gütc. Eiii Band in altcrcr Schrift, von der Hand des Sajjid Chalil 
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Der V. Band d. Katalogs d. arab. Rücher d. vicekgl. Bibliothek in Kairo. 5 
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Mahmûd Haszat al-Kamâlî ibn as- Sajjid Nustafâ, Katchuda asch - Schami, 
beendigt in einem Seitengasschen der Strasse al - Himâm , am Donnerstag, 
deu 7. Muharram 1256, 1840. A.-N. 4. II.-N. 4765. 

Îdàh al-dschawâb (deutliche Auçeinandersetzung der Antmorten) ilber 
die Verbesserung des Rechnens, verfasst von J û h a n n â  ben Anton Masarra  
al.Halebi (von Aleppo) a l -Mis r i s .  Ein Band,  lithograpliirt in Kairo 1837 
p. Ch. Am Ende ist hinxugefügt: die wahrhaftige Verbesserung zum all- 
gemeinen Nutzen. A.-N. 5.  H.- N. 4766. 

Îdâh a l  -mukta tam (deutliche Auseinandersst~nng des Verborgrnen) 
im Ziffcrrechnen, von Muhammed ben 'Ali ben Muhammed ben 'Ali asch- 
Schabrâmlasî ('1) a l -  Mâliki  [lebte um's Jühr 1021, 1612J. Anfang: Lob 
sei Gutt, der das Rechnen vullkammen gemacht hat. Ein Band in altcrer 
Schrift. Am Ende schadhaft, ohne Tafeln. 8.-N. 3. H.-N. 7809. 

'4 ( B i ) .  

Bigjat a r - r â g i b  (%Tunsch des Begehrcndcn), das ist der Commentar 
des Schaich 'Abdallâh b e n  Muhammed asch - Schanschûri a l -Farab i ,  des 
Schdfiten. des Predigers in  der Moschee al - azhar [gest. 999, 1590/91]  
zu: ,Richtige Leitung des Studirenden zu den hochsten Studien (Zielen)u, 
von Abû'l-'Abbâs Ahmed ben Muhammed ben 'Imâd ben  'Alî ,  dem 
Schafiten, bekannt unter dem Namen I b n  al-Hâim10 [geb. in  Kairo 753, 
1332, oder 756, 1355, gest. in  Jerusalem 815, 14121. Anfang des 
Commentars: Lob sei Gott ,  sein Lob ist gerecht (oder Pflicht). E r  be- 
endigte ihn am 14. Dû'l-Ilidseha 993, 1587. Zwei Theile in einem Band, 
in iilterer Schrift, von der Rand des Sulaimân al-Wâtî  al-Mâlikî. Schlüss 
der Abschrift Sonntags, den 1. Schaww&l 1098, 1687. Wurmstichig von 
der Mitte an. A.-N. 12. H. N.4773." 

Ein zweites Exemplar in einem Band,  i n  Zlterer Sclirift, von der 
IIand des  (Ali' asch - Scharnûbî al - Mudschâhidî, beendigt im Oü' l -  VidZha 
997, 1589. Wurmstichig von der Mitte an. A.-N. 13. H.- N. 4774. 

Eiu drittes Exemplar in einem Band, in ülterer Schrift, von der Hand 
B des Jiisuf ben Dschimal ed - Din Abi Zaid al - Azharî, beendigt am 25. Rad- 

schab 1105, 1694. Defect von Anfang an. A.-N.  5. H.-N. 7811. 

BiMat a t - t n l l â b  (Wuosch der Studirenden), das ist der Commentar 
des Muhammed ben Ahmed ben Muhammed ben Muhammed ben 'Ali 
ben ~ â z î  a l - b O ~ m à n î  [eines der Gelehrten des 9. Jahrh. d. H.] zu seinem 
Gedicht (Perlenachnur), genannt ,,Wunsch des Rechnersu. Anfang des 
Commentars: Lob sei Got t ,  der alle Uinge woisu. Anfang des Gedichtes: 
Es spricht der, welcher hofft aaf Verzeihung und auf Erfolg. Der Com- 

* Im Text steht 4737,  es muss aber, nach der H.-N. des folgenden Werkes 
zu schliessen, wohl 4773 heissen. 
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6 Historisch -1iterarische Abtheilung. 

mentar wurde beendigt in Fâs (Fez) am Donnerstag, den 24. Ramaiân 895, 
1490. Ein Band in marokkxnischer Schrift,, von der Hand dés Al?med ben 
Muhammed ben 'Ali, der die AbschriR in Fez beendigt hat. A. -N .  4. 
H.-N. 7810. 

u (Tâ). 

Tuhfat  a l  -ahbâb  (das Geschenk der Freunde)" : iiher die Rechenkunst, 
von ~ u h a m m e a  ben Muhammed ben Ahmed ben Muhammed a l - ~ a z â l  
a d  -Dimischki ,  bekannt unter dern Namen Sibt a l -  Mâridînî [geb. im  
Qù'l-Ila'da 826, 14231. Ein Band in d te rc r  Schrift ,  von der Hand des 
'Omar ben al-HâdGh Manshr, des Schâfîten, heendigt am Freitag, den 
7. Radschab 1122 ,  1710. A.- N.  17. H.-N. 4778. [Vergl. auch Scharh 
(Commentar) des Schanschdrî.] 

Ein zweites Exemplar in  tilterer Schrift, von der Hand des Sa'd as- 
S u w h î  al - Baisùsî (?), des Schafrten, beendigt am Freitag, den 4. Dschumâdii 1. 
1182, 1768. A.-N.  7. H.-N. 7813. 

Talchîs a 'mâl a l - h i s â b  (kurze Darstellung der Rechnung~operationen)~ 
von Abû'l-'Abbâs Ahmed ben Muhammea ben 'Otmân al-Azdi, bekannt 
unter dem Namen Ibn a l - B a n n â  [geb. in Marokko im Qû'l-HidCha 656, 
1258, gest. am Abend des Sabbat,  den 5.  Radschab 7 2 1 ,  1321 ,  begraben in 
Agmât, i n  der N%he vonMarokko]. Anfang : Der Zneck diesesBuches, desTalchfs 
der Rechnungaoperationen .. . Er theilte es in  zwei Abscfinitte : der erste 
handelt über die bekannte (gegebene) Zahl, der zweite über die Regeln, mit 
Hilfe deren man zur Auffindung der Unbekannten gelangt. Ein Band in 
alterer Schrift;  am Ende ein Vers (Gedicht) über die Logik (Beredtsamkeit) 
in  pcrsisc'ncr Sprache. A.-N. 16. H:N. 4777. 

0 ( T ? ) .  
T a m a r a t  al ikt isâb (die Frucht des Gewinnes): über die Rechenkunst, 

aus dern Franz6sischen in's Arabische übersetzt von Mnhammed, genannt 
Bujûmî Efendî  [aus dern 13. Jahrh. d. H.]. Zwei Theile in einem Band, 
gedruckt in Bûlbk 1263, 1847. A.-N. 27. H.-N. 4788. 

Der crste Theil dcssclbcn Buchcs: A.-N. 28. H.-N. 4789. 

Der erste Theil (Kapitel) des Dschawâmi' a l - ' i lm ar-rijâ. (die Ge- 
sammtheit des mathematischen Wissens): er handelt über die Arithtnetik 
oder die Elemente der Rechenkunst, und wiirde in's Arabische übersetzt von 
dern Schotten Doktor Tyt le r ,  aus dern engliscl~en Buche des Mathematikers 
Hutton.  Gedruckt zu Kalkutta im November 1835, eutsprcchend dern 
Radschab 1231. A.-N. 33. II.-N. 4794. 
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Hâschija (Anhang, Zugabe) des hochgelehrten Muhammed ben Mu- 
hammed ben Abi Bekr  a l  - Azhar?,  des Sehafîten, genannt nach seinem 
Vatcr al-Bilbîsî, zur Ma'ûne (Reistand) des Abû'l-'Abbâs Ahmed ben 
Muhammed, bekannt unteï dem Namen I b n  a l  -Hâim [gest. 8 1 5 ,  14121. 
Anfang des Anhangs: Lob sei Gott, dem Führer  zum richtigen Ziel. Eiri 
Band in Zlterer Schrift. A.-N. 11. H.- N. 4772. 

Hall a l -chu iâsa  (Auflijsung der Essenz) fiir die Regiernngsbeamten: 
daa ist der Commentar des Ramadân  ben Ab? H a r î r a  al-Dschazari  a l -  
Kâdiri [eincs der Gclchrten des 11. Jahrh. d. H.] zur chuiâsat  a l - h i s â b  
(Essenz der Rechenkunst) des Behâ e d - D î n  Muhammed ben Husain 
al-'Âmnli. Anhng:  Wir  loben Dich, dessen Wohlthaten unzahlliar sind. 
Abgeschlossen am Sonntag Morgen, den letzten Dschumadâ 1. 1 0 9 2 ,  1681. 
Ein Rand in ilterer Schrift, abgeschrieben vom Exemplar des Verfrtssers, 
von der Hand des Baiid Muhamrned as - Saküti,  beendigt am 1. Safar 111 6, 
1704. A.-N. 9. H.-N. 7815. 

Chulâsat a l  - hisâb (Essenz der Iteçhenkunst) von Behâ ed-Din  
Muhammed ben Husain a l  -Hâr i i i  al -'Âmnlî a l  - Hamadânî  [geb. in 
Ba'zlbek am Xittwoch Abend, den 17. Dh'l-Hid;cha 953 ,  1547, gest. in 
Iepahàn a m  12. Schawmhl 1031,  16221. Anfang: Wir  loben Dich, dessen 
Wohlthaten keine Zahl umfassen kann. Ein Rand lithographirt in der 
Druckerei Kàstân in Kauchmîr , 1283 ,  1868/69.  Viele Randnoten, am 
Ende Figuren. A.-N. 43. H.- N. 4804. 

Ein zaeites Exemplar in  alterer Schrift, mit Randnoten. A.- N. 44. 
H.-N. 4805. 

Ein drittes Exemplar, lithographirt in  der Druckerei des Muhauirned 
A b u  Zaid in Kairo, 1299, 1881 /82 .  Mit Randnoten. A.-N. 108. H.-N. 18593. 

Sechs weitere solche Exemplare mit den A. -Nn.  109-111 und 113 
bis 115, und den H.-Nn. 18594- 18396 und 20376 -20378. 

Ein zehntes Exemplar, lithographirt in der Druckerei a t-Tûchî  i n  Kairo 
1299. Ohne Randnoten. A. - N. 116. H. -N. 20579. 

Zwei weitere solche Exemplare mit den A. - N. 117 und 1 1 8 ,  und den 
B.-N. 20380 und 20581. 

Al-chulâsa a l  -'izijja (die 'izische Essenz) : Bearbeitung (geordnete 
Daratellung) der Elemente der Rechenkunst, von 'Alî Efendi ' Izat ,  vor- 
mals Lehrer der mathematischen und physikalischen Wissenschaften an der 
vicektiniglichen polytechnischen Schule [gest. am Sabbat, den 6. Dschumsdü I I  
1289, 18721. Zwei Theile in einern Band, gedruckt in Bûlük 1285, 
1868j69. A.-N.  41. H.-N. 4802. 

Eiu zweites Exemplar: A.-N. 42. H.-N. 4803. 
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( D i l ) .  

Ad- durr a l - rnan tûr  (die ausgestreuten Perlen) : über die Operationen 
mit Brüchen, von Mahmûd Efendî MunadsChi, vormals Ilehrer der Mathe- 
matik an der polytechnischen Schule [gest. am Dienstag, den 4. Rabî' II. 
1297, 18801. Anfang: Lob sei Gott,  der das Einzeliie und das Ganze 
kennt; ich werde die Operationen mit gerneiueu und decimalen Brüchen 
nach der koptischen (agyptischen) und verwandien Methoden auseinander- 
setzen. - Ein Band,  lithographirt in der Druckerei der Staatsschulen, 
1287 ,  1870/71 .  A.-N. 93. W.-N. 16281. 

A d - d n r a r  a l-bahi j ja  (die glznzenden Perlen) in der Aufl5snng (Er- 
klarung) der mor te  der Sachâwijja: es ist dies der Corriinentar des Schaich 
Muhammed Abû Schuhba a l  - Munfalûtî asch - Schâdilî  a l  - Azharî , des 
Schiifîten [eines der Gelehrten des 12. Jshrh.  d. 8.1 zu der Sachâwijja des 
sehr gelehrten 'Abdalkâdir ben 'Ali as -Sachâwî , des Sch5fîten. Anfang 
des Commentars: Dank sci dcm, der vcrschicdcnc Stufcn der Einsicht in 
die ausçere Wahrnehmung und das innere Wesen eingesetzt hat. Er wurde 
beeudigt am 1. Dsühumâdü, II. 1163 ,  1750. Ein Band in alterer Schrift. 
A.-N. 12. H.-K. 7818. 

Ad- durûs a l  - hisâbijja (arithmetische Lectinnen) für die Primarschulen, 
von Sr. Exc. Schafîk Bey Mansûr  Jegin [lebt jetzt 1307, 1889/90 noch]. 
Anfang: Dank sei dem, der die Rechenkuiist zur Ordnerin der Dinge ge- 
rnacht Lat. Beendigt im Jahre 1303 ,  1885/86. Vier Theile in vier 
Banden, gedruckt in  Biilik 1303. A.-N. 132. H. -N.  21668. 

1 ( R k ) .  

R isâ la  (Abhaudlung) Uber die Maasse und Gewichte, die irn Xgyp- 
tischen Ikiche gebriiuchlich sind, von dem sel. verstorbenen Mahmûd 
Pàschâ  Hamdî al- F a l a k î  [vormals Riinister des Unterrichtswesens, gest. 
Xontag den 2. Safar 13031. Ea wurde aus dem Franzosischen in's Arabische 
iibersetzt von Zijûr Efendî ,  vom Gefolge des Chedîwe. Anfang: Lob sei 
Gott ,  dern Herrn des Wissens und des Wohlthuns. Ein Band, gedruckt 
in der Druckerei der Dschaw:~ib'~ in Konstantinopel, 1290,  1873/74. 
A. -N. 48. II. - N. 4809. 

Ein zweites Exernplar: A.-N. 49. H.-K. 4810.- 

UU ( S i n ) .  

As- Sachâwijja von dern sehr gelehrten 'Abdalkâdir ben 'Ali as- 
Sachâwi ,  dern Schbfîten. Anfang : Es ist dies ein Auszug aus der Ilechen- 
kunst ,  zurechtgemacht für Anfanger. E r  enthLilt ein Vorwort, elf Capitel 
und ein Schlusswort. Ein Band i n  iilterer Schrift. A.. N. 50. H.-N. 481 1. 
[Vergl. die Sammelblinde: A. -N. 29 und 83, und ad -durar  al-  bahijja, und 
fat,h rabb al - barijja.] 
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UI; ( S c h i n ) .  

Scharh (Comrnentar) des Schaich a l - i s l â m  Zakarijjâ ben Muhammed 
ben Ahmed ben Zakarijjâ al - Ançâri a s  - Sanîki  a l  - Kâhi r i  a l  - Azhari 14, des 
Sch:~fîten [geb. in Sanika, in  den 6stlichen Provinzen, iru Jahre 8 2 6 ,  1423, 
gest. in Kairo 926, 15801, zum ,, Auszug aus der Leitnng des Studirenden 
zur Klarheit des Gesiichten", genannt an-nuzhal"die Ui~terhaltung) von 
Ibn a l - H â i m  [gest. 815, 14121. Anfang des Commentars: Lob sei Gott, 
desseu Wohlthaten die gesammte Rechenkunst nicht zu zahlen im.Stande 
ist. Ein Band in alterer Schrift, von der Hand des Nustaf:~ ben Mahfilz 
al-Dschizî, beendigt am 1. Uuharram 1136, 1723. A.-N.  82. K.-N.  4843. 

Ein zweites Exemplar in Zltcrer Schrift, von der IIaud des Muhammed 
'Âbid, beendigt irn Dschnrn;id$ 1. 1183 ,  1769. A . - K .  11. H.-N. 7817. 

Scharh des Schaich ~ A b d a l l a ~ î f  ben Ahmed ben Muhammed ben  
'Ali ad - Dimischki a l  - Hanbal i  (des Hanbaliten '7 [gest. am 16. Scha'bbn 
1036, 16271 zu eeiner Perlenschnur (Gedicht) ,über die  Auflosung (Zer- 
legung?) der  Zahlenu.  Ein Band in Blterer Schrift. A .  -N. 10. II.-K. 7816. 

Fin zweites Exemplar in Ylterer Schrift, beendigt in Nekka, zur Zeit 
des Gebetsrufes, Freitags den 13. Safar 1144 ,  1731. A. -N. 16. IL-K.  7822. 

Scharh des Schaich 'Abdallâh ben Muhammed ben 'AbdallAh asch- 
Schanschûri [gest. 9 9 9 ,  l5W/ 911 zur Tuhfat  a l  - ahbâb (Gesct-euk der 
Freunde) von Muhammed ben Muhammed ben Ahmed Sibt  a l  -Mâridîni  
[geb. 826, 14231. Anfang des Commentars: Lob sei Gott, der den Ge- 
lehrteii eine hohe und bedeiitende Stollung ziigetheilt hat. Ein Band in 
ilterer Schrift , mit vielen Randnoten. A.  -N. 6. K. -N. 7812. 

Scharh des Schaich Zain e d -  Dîn 'Urfa ben Muhammed a l  -8 rmawî  (1)  
ad-Dimischki, des gesetzesknndigen Schâfîten [gest. am Sonntag, den 
11. Schawwül 931 , 15231 zu der Perlenschnur (Gedicht) , betitelt F a t h  
al-wahhâb (der Beistand des Gebers, das heisst Gottes), von dem Schaich 
'Ali ben Muhammed ben Ismâ'il az-Zamazî  a l  -Mekki [einem der Gelehrten 
des 9. Jahrh. d. H.], die er fur Sik&ja al -',4bb%s in Mekka im Rama-An 
878, 1474 verfasst hat. Anfang: Es  spricht 'Ali az - Zamazî al - Mekkî. 
Anfang des Comment,ars: Lob sei Gott,  dern Einzigen, es giebt Keinen, 
der zahlt. .. Er wurde beendigt im Jahre 918 ,  13. Ein Band in 
iilterer Schrift, von der Hand des ' Îsi ben Tarif, des Hanbaliten. Schluss 
der Abschrift am 20. Muharrarn 919 ,  1513, in dem wohlbeschützten 
Silihijja . . (2). A.  - K .  56. H. - N. 4817. 

( ' A i n ) .  

'Uddat a l  hâsib w a  'umdat  a l - k â t i b  (das Rüstzeug des Rechners 
und die Stütze des Schreibers), von Husain Efendi 'Alî,  bekannt unter 
dem Kamen a d  - D i k  [lebt jetzt 1307 noch). Anfang: Dank sei dem, der 
die Schrift kennt. Es  enthalt drci Abschnitte: der erste (handelt) über die 
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Erklariing der arithmetischen Grundregeln, der zweite über die Art und 
Weise der Einrichtung und Ftîhrung der Staats Rechenbücher, nach den 
gesetzlich aufgestellten Vor~chriften, der dritte über d a s ,  was für den 
Schreiber zu wissen unerlasslich ist. Ein Band,  gedruckt in der Uruckerei 
der koniglichen Schulen ; am Ende Ilechnungsformulare , lithographirt. 
1286 ,  1869/70.  A.-N. 57. H. -5. 4818. 

d (Fa).  

F a t h  rabb a l  - barijja (der Beistnnd, odeï Sieg des Herren des Vollres) 
zum Text der Sachâwijja, verfasst von dem Schaich Husain ben Muhammed 
a l  - Mahal l î ,  dem Schâfiten [gest. 1 1 7 0 ,  1 ï56 /57] .  Anfang: Lob sei 
Gott,  der den Gelehrten die zweifellose Walirheit verliehen hat. Beendigt 
im Radschab 1138, 1726. Ein Rand in alterer Schrift, von der Hand des 
AEmed ibn as  - S ~ j j i d  Amîn a t -  Tariibîschî al-Halebî (aus Aleppo) ; Sühluss 
der Abschrift im Radschab 1234, 1819. A. -N. 93. H. -N.  16458. 

( K â f ) .  

A l -  kâ i ida  al -metr i j ja  (da3 metrische System) für die Umwaudlung 
der agyptischen Maasse, von Mustafâ Efendî Schauki  [aus dern 13. Jahrh. 
d .  H.]. Ein Band, lithographirt, 1288, 1871/72.  A . - N .  60. B.-N.  4821. 

Zwei weitere Exemplare: A.-Nn. 106 und 107. H.-Nn. 18231 und 
18232. 

Kânûn  a l - m i s â h â t  (Kanon der Langen- und Flachenmaa~se'~) und 
der neuen Hohlmaasse und Gewichte. Am Aufang die AbschriFt des Hamâ- 
jûnischen18 Decretes , erlassen am 20. nsch~ni.Ada II. 1286 , 1869. Gedruckt 
zu Bûlak 1286. A.-N. 59. H.-N.  4820. 

Al-  k a w â l i d  a l -  hisâbijja (die arithmetischen Grundlagen) für die Um- 
wandlung der rornischen (europaischen) Maasse in agyptische, von Schaich 
Mnhammed al -  amr ri , dem Sch:~fîten [einem der Gelehrteu des 12. Jahrh. 
d. II.]. Anfang: Dank sei dem, der jeden Umstand kennt. Ein Band in 
alterer Schrift, von der Hand des Schams ed -Din ben Muhainmed Fablallàh 
a l -  Ansàri, des Schkfîten, becndigt am 14. o d ' l  - Katda 1151,  1739. A.-N. 
22. H. -N.  7828. [Vergl. Sammelband A.-Yi. 85.1 

( K a f ) .  

Ki tâb  Abi'l -Wafâ (das I3uch des Abû'l -Waf&)Ig Muhammed ben 
Muhammed ben J a h j â  ben Ismâ' î l  ben al -'Abbâs a l -  Bûzdschâni [geb. 
Kittwochs, am ersten Tage des Ramadan 328, 040, gest. 376,  9861. Ein 
Band in alterer Schrift, von der Hand des 'Abdalmalik ben Ahrned al- 
Bailkani, beendigt am Freitag , den 3. oû'l-HidsCha 487,  1094. Viele 
Wurrnstiche. A.-N. 9. H.-N.  7806. 

K u r r â s a  (eine Broïchüre, Heft), l i thogra~hir t .  A.-N. 160. H.-N. 22566. 
Ein zweites solches Heft. 8 . - N .  161. H.-N. 22567. 
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Kaschf a l - a s t â r  (das Aufheben der Schleier) von der Wisseuscliaft der 
Guliirzii~ern:~, von Abû'l - Hasan  'Alî ben Muhammed ben Muhammed 
ben LA1î a l  -Bûst î  al -Andalusi  a l -  Kalsâdi , des Kureischîten [gest. 891,  
14863. Anfang: Lob sei Gott,  dem Anfang aller Ursachen. Ein Band 
in der Schrift des Westens (ma,Orebinischer Schrift), von der Hand des 
Muhammed Ka'mûsch, beendigt (die Abschrift) am letzten Radschab 1296, 
1879. Am Ende ein Blatt über die Auflosung der zusammengesetzten Zahlen 
:in Primfactoren ?). A. - N. 8 1. H. - N. 4342. 

Kaschf al- as tâ r  (das Aufheben der Schleier) von der  Unterhaltung des 
bubdr ;  es ist dies der Cornrnentar des Schaich Husain ben Muhammed 
al-Mahalli, des Sch%fit,en [gest. 1170 ,  1756157 znr Unterhal tung des 
~ u b â r  von Ibn al-Hâim. Anfang: Dank sei Dem, welcher einzig ist in 
der Dauer und dcm Bestand. Becndigt am 16. Q i ' l -  Ka'da 1163 ,  1750. 
Ein Baud in Slterer Schrift, von der Hand dec: Ahmed ibn asch-Schaicli 
.Abdalfattih al-3151iki; Echluss der Abschrift Samstags, den 18. Kabii II. 
1187, 1773. A . - N .  24. II. -N. 7830. 

Kaschf an-nikâb (das Aufheben des Schleiers) von der Rechenkunst, 
iihersetet au3 dem Franzosischen ins Arabische von Muhammed Efendi 
asch- Schîmi [aus dcm 13. Jahrh. d. H.]. Ein Band, gedruckt iu B u h k  
1-66, 1830; a m  Schlusse mit einer fünfstelligen Logarithmentafel der 
Zahlen von 1 - 10000. A.-  N. 62. H. -N. 4823. 

Ein zweites Exemplar: A.-N.  63. H.-N. 4824. 
Ein drittes Exemplar, gedruckt in Rûlak 1289 ,  1872173. A . - N .  166. 

II. - N. 23236. 
J ( L h r n ) .  

A l - l ~ r n a ' ~ '  (die Lichtblitze) des Schaich Abû' l - 'Abbis  Ahmed ben 
Muhammed ben 'Imâd ben 'Ali,  bekannt unter dem Namen Ibn  al- 
Hâim [gest. 813, 14121. Ein Rand in Neschi-Schrift. A. -N. 64. H.-N. 
4823. [Vergl. den Commcntar des S ib t ,  Sammclband A.-K.  29.1 

Ein zweites Exemplar , gedruckt in  BûlBk 1241,  l82S/26 .  A .  - N. 65. 
H . - N .  4826. 

Ein drittes Exemplar, mie das vorhergehende. A. -N.  90. II .-N. 10178. 
Ein viertes Exemplar, ein Rand in iilterer Schrift, von der Hand des 

Ahmed ben Sa'd a l -  Ma'luf al-Baisûsi (?), des Sclinfîten, beendigt am 
Donnerstag, den 26.  RabiL 1. 1182, 1768. A.-K. 25.  H.-N. 7832. 

Ein füriftes Exemplar, ein Band in alterer Schrift, von der Hand 
des vorigen dbschreibers, beendigt am Donnerstag, den 13. Dschumhdâ II. 
1173, 1760. A. -N. 26. H.- N. 7832. 

r ( M i m ) .  
Madschmû'a (ein Sammelband). A. - N. 83. H. -K. 4846. ( I n h l t )  : 
1. Abhandlung über die geeetzlichen Maasse und Gewichte22, von dem 

Schaich Ahmed ben 'Alî ben 'Abdalkâdir ben Muhammed, bekaunt iinter 
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dern Namen al - Makrizi [gest. in Kairo am Donnerstag, den 16. Ramadin 
845, 1 4 4 2  und begraben auf dem Sîifi'scheii Gotkesacker, aiisserhalb des 
Thores a,n-Nasr]. I n  klterer Schrift, von der Hand des Sajjid Chalil 
Hazzat al - Kamâlî ad - Dirnjctjî (v. Damiette), beendigt am Dienatag den 
5. Rabi' 1. 1256, 1840. 

2. Abhandlung über die Maasse und Gewichte; in alterer Schrift, von 
der Hand desselben Abschreibers. Anfang: Lob sei Gott allein. 

3. Die gentigenden oder tiberzeugenden Grundlagen für die Uinwaud- 
lung der vier Maasse (?)29, von dern Schaich Mnhammed a l - ~ a m r î ,  dern 
Sehafîten [einem der Gelehrten des 12. Jahrh. d. H,], beendigt am Frcitag, 
den 16. Rabî' 1. 1124,  1712. In  alterer Schrift von der Iland dcsselben 
Abschreibers. Schluss der ilbschrift am Sonntng, den 22. Rabî'I. 1256, 1840. 

Madschmû'a (ein Saruruelband). A. -ru'. 29. H. - N. 7835. (Inlialt) : 
1 .  Auszug (Abriss) der Rechenkunst, bekannt unter dem Tite1 der 

Sachâwij ja ,  von dern Schaich 'Abdalkâdir  ben 'Ali a s  - Sachâwi, dern 
Schifîten; in alterer Schrift. 

2. Der Commentnr des Sibt a l -  Mâridini zu den ,,Lichtblitzenu des 
Ibn a l - H â i m .  I n  alterer Schrift, von der Hand des Muhammed ben 
'AbdattaawBb, beendigt (die Abachrift) am Freitag , den 20. Dû'l- Kn'da 
1011, 1603. 

Madschmû'a (ein Sammellxmd). A. -N.  15. H. -N.  7821. Inlialt: 
1. Pforte zur Rechenkunst. Anfang: Wisse, dass es irn Rechnen rier 

RangstuFen giebt: Einer, Zehner, Hunderter und Tausender. In altereu 
Schrift. 

2. Türkische Abhandlung liber die Erbtheilungen. 
Madschmû'a (eiu Sammelband). A. - N. 83. H. -N. 4844. Inhait : 
1 .  Auszug (Abriss) der Hechenkunst [as - Sach kwijja] des Schaich 

'Abdalkâdir ben &Ali as -Sachâwi ,  des Schafiten; in Slterer Schrift. Schluss 
der Schrift am 28. Radschab 1082: 1671. 

2. Die Unterhalt~ing (an-nuzha) von Ibn a l - R à i m .  Anfang: Loh sei 
Gott,  dem Einzigen in jeder Weise und Hinsicht. In alterer Schrift. 

3. Abhandlung über die AuslGschungen? ( N u n ~ s i c h b t ) ~ ~ .  In Zltcrer 
Schrift. 

MadschmfiLa (ein Sammelband). A.  - N. 84. H. - K. 4845. Iuhalt: 
1. Das Buch des indischen (Rechnens). Anfang: Wisse, Go t t  sei 

uns und Dir gnadig, dass dits indische Rechnen sich auf neun Zeichen 
griindet. In  alterer Schrift, von der Hand des Jahjâ, ben 'Alî, Schliiss 
der Abschrift am Montag, 10 Tage vor Schluss des Rama@n 1205, 1791. 

2. Anmerkungen zu dern genannten Biiche des indischen (Rechnens), 
von 'Îsâ ben Ahmed ben Jûsuf [eincm der Gelehrten des 13. Jahrh. 
d. H.]. I n  alterer Schrift ,  von d e r  Hand des eben genannten Abschreibers, 
der es vom Exernplar des Verfassers abgeschrieben hat. Schluss der Ab- 
chrift am Samstag, den 10. Qû'l- IJidGha 1203, 1791. 
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Madschmûia (ein Sammelband) in  iilterer Schrift. A.-N.  181. H. -N. 
24477. Inhalt : 

1. ,,Mittel und WegeU25 des I b n  a l - H â i m :  Auszug aus dem ,,Beistandu. 
(Vergl. al-Ma'una, Seite 14.) 

2. Commentar des Zain a l - ~ Â b i d î n  ben Sar i  e d - D i n  ben Ahmed ben 
Muhibb ed-Dîn a l - M â l i k i  zu den ,,Lichtb1itzen1' (luma') des I b n  a l -Hâi rn .  

3. Der Commentar al-BîrûnîseG su der ,, Enterhaltung'' des I b n  a l -  
Hâim, beendigt am Freitag, den 7. Rabi1 II. 1031, 1622. 

4. Das Aufheben der Schleier von der Wiesenschaft der Gubarziffern, 
von 'Abdallâh ben 'Alî, dern Koreischîten, bekannt unter dem Narneu 
al .Kalnâdi a l  - Andalusi. 

5 .  Die , ,Unterhaltungcl des Ibn  al- Hâim. 
6. Die gliinzenden Sterne: tiber die Erbschaftstheilung für das Volk (?). 

Ein Gedicht von Schaich 'Abdal lâh a l - A n s â r i ,  dern Schafîten. 
7. Die rechte Leitung der Studirenden zu den ,,Mitteln und Wegen" 

der Rechenkunst; es ist  dies der Commentar des MGammed Sibt al-Mâridinî 
zu den ,, Mitteln und Wegen" des I b n  a l -Hâim.  

8. Commentar zu der ,,nuzha6' (Cnterhaltung), geschrieben von Muhammed 
ben Sulaiman ben Salâm asch - Schabrachîti ,  beendigt am Dienstag , den 
!O. Rabi' II. 1077 ,  1666. 

9. Die Hilfe des Herrn der erhabencn Eigenschaften bei der Erkliirung 
de8 Textes der Jasmîuijja, von dem Schaich Ahnied a s  - Sads'châ'i [gest.l197, 
17831, abgeschrieben von Ahmed al - Chairî, dern Schâfiten , und beendigt 
im Jahre 1180,  1766/67. 

10. Algebraische Perlen und Geschenke zum Couimentar des Sibt zur 
Jâsminijja; es sind dios Anmcrkungon von Sidi Muhammed a l - H a f n î ,  dem 
Schfiten [gest. 1181, 1767/68] ,  abgeschrieben von (Abdallâh al-Dschâwi 
und beendigt Donnerstag Nachts, den 22. Rabi' 1. 1104 ,  1692.27 

11. Der Commentar des Ibn  al-Hâim zu dem Gedicht Jâsminijja,  ab- 
geschrieben von Husain al-Mahallî, dern Schr~fiten. Rcliliiss der Abschrift 
am 17. Radschab 1138 ,  1726. 

12. Hilfe des SchGpfers (oder Sieg des Erfinders) zur Erkliirung des 
,,UeberzeugendenM (Genügenden), von dem Schaich a l - i s lâm Zakarijjâ 
al-Ançàri Lgest. 926, 15201: es ist dies ein Commeutar zu dern Gedichte, 
genannt das ,, Ueberzeugende ", von Ibn a l  - H â i m ;  Abschrift des Muhammed 
ben Hasan lien 'Alî al-l&imî, des Sch?~fîten, beendigt am Montag, den 
28. Rabi' II. 1 1 0 3 ,  l6Y 1. 

13. Der Cornmentar des Sibt a l - ~ â r i d î n i  zu dem Gedicht a l-Jâsmini j ja ,  
abgeschrieben von Sulairnh Âdam al - Karîdî arch - Scliarîdi, dern l+mef'iten. 

14. Ein zweiter Commentar desselben zu der Jâsmînijja. Schluss der 
Abschrift am Mittwoch, den 7. Safar 1020,  1611. 

Muchtasar (ilm a l  - hisâb (Auszug oder Abriss der Rechenkunde), ver- 
fasst von Sa'âda (das heisst Hoheit oder Excellenz) Schaf ik  Bey Mansûr 
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Jegin [lebt jetzt 1307 noch]. Ein Band, gedruckt zu Bûlik 1303, 1883186. 
A. -N. 131. H. -N. 21667. 

Ein zweites Exemplar: A.-N.  135. H.-N. 21862. 
Ein drittes Exemplar: A.-N.  136. H.-N. 21863. 
Mutâli' a l  - budûr (die Vollmondsaufg~nge) : über die Anpassung (das 

Gleichnamigmachen) der Brüche, von 'Abdalhamîd Efendî Tabit, Repetitor 
der Mat,hema,t,ik a n  den Staat,sschnlen [geb. im Anfang des Muharram 1268, 
1851 ,  jctzt 1307 noch lebend]. Schluss der Abfassung am Montag Morgen 
den 2. Dû'l-Hidccba 1 2 9 1 ,  1875. Ein Band, gedruckt in der Druckerei 
der Staatsschulen 1292,  1873. A . - N .  104. K.-N. 18199. 

Ein zweites Exemplar: A. -N. 105. H.-N. 18200. 
Al-  ma 'ûna  (der Reistand) von Schihâb ed - Din Ahmed ben Muhammed, 

genannt I b n  al-Hâim [gest. 815, 14121. Anfang: Lob sei Got,t fiir die 
Zahl seiner Wohlthaten. Es  enthalt eine Ein!eitung, drei Abschnitte und 
ein Schlusswort. E r  beendigte seinen ersten Entwurf Mittwoch Nachts, den 
4. Scha(bkn 761, 1360. Ein Band in alterer Schrift. Uiesem Entwurf 
is t  zugesellt (eigentlich gegenübergestellt) eine Abschrift von der Hand des 
Schaich 'Abdalhakk ben Nuhamrned as-Samb%$î, des SchRfîten. Am Ende 
die Siebtafel (Sieb des Eratosthenes?) und Zinstabellen. A.  -N. 68. H. - N. 
4829. [Vergl, die Hjschija des Bilbisi, Seite 7.1 

Ein zweites Exemplar: in alterer Schrift, beendigt den 7. Muharram 
1 123, 17 11 ,' abgeschrieben von einer von dem Exemplar des Verfassers 
gemachten Abscbrift. Am Ende die Siebtafel. 8 . - N .  69. H.-N. 4830. 

Ein drittes Exemplar: in aIt,erer Schrift. A. -N. 32. H. -N.  7838. 
Mnkâla  (Abhandlung) des gclehrten hletropoliten (Erzbischofs) Elias (?) 

über die Maasse und Gewichte, in 16 Capiteln; ein Band in hiingender 
(persischer) Schrift , gesvhrieben von Sajjid Husain, Bisch - T s c h â w î ~ c h ~ ~  der 
Scherife in Aegypten, ibn Ibrâhîm I$fiz ben Mustaf& Chalifa al- Dscheziirî, 
beendigt am Freitag, den 3. Rabi' II. 1196, 1782. A.-N. 02. H.-N. 16278. 

Manzûma [Perlenschnur, Gedicht) des Schaich 'Abdallatif ad-Dimischki 
über dic Auflosung (Zerlegung?) der Zahlen. [Vergl. seincn Commentsr 
d a m  Seite 9.1 

( N û n ) .  

An - nuchba al - hisâbijja (Auswahl ails der Recheiikunst) fiir die 
Nilitarsüliulen, ütiersetzt* voii Sajjid Salih Efendî [Bey] Madschdi [einem 
der Vornehmen des 13. Jahrli. d. II.]. Ant'arig: Der Meister (eigentlich 
Kerkermeister) der ungeziihlten Woliltliaten.. . Ein Band,  gedruckt in der 
Druckerei der vicekoniglichen polytechnischen Schule, 1269, 1 852i53. 9 . -N.  72. 
H. -N. 4833. 

* Tardscharna, dds sonst stets ,,üliersctzenl' liedeutet, konnte hier (und an 
einigen anderen Orten) vielleicht auch durch ,,verfasçenLi wiederzngeben sein, de 
nicht angegeben id, ails welcher Sprache die Vehersetzung gernacht wurde. 
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Ein zweites Exemplar: A. -N. 73. H. -N.  4834. 

Nnzhat a l - a h b â b  (die Unterhaltung der Freundej über die Belehrung 
in der Rcchenkunst, von Ibn a l - H â i m  [gest. 815 ,  14121: Auszug aus 
seinem Buche ,,die rechte Leitung des Gtudirenden''. Ein Band in alterer 
Schrift , von der Hand des Mubammed 'Abdaldschawid asch - S ~ l i a r a m b a l i l i ~ ~  
al- Ahmedî, des SchBfiten, beendigt a m  Mittwoch , den 3. Rabi' II. 1147. 
li34. A:-N. 94. H . - N .  1645i. [Vergl. Schnrh (Commentar) des Schaich 
al -islam Zakarijjâ, a l -  Ansàrî Seite 9.1 

Ein zweites Exemplar, in Blterer Schrift, mit Randnoten. A.-N. 34. 
H,-N. 7840. 

Nuzhat al- albâb (Unterhaltung des Geistes , Verstandes) über die 
Hechenkunst, von 'Abdallâh Efendi Zaki [lebt jetzt 1307 noch]. Ein 
Band, gedruckt in der Druckerei des muktataf30, 1883 p. Chr. A.-N. 119.* 
Hm-N.  21033. 

Vier weitere solche Exemplare, mit den A. - Nn. 120 - 123, und den 
H.- Nn. 21054-21057. 

) ( W h ) .  

Al - wasila (die vermittelnde Beziehung : Mittel und Wege) von Schihâb 
ed-Din Ahmed ben Muhammed, genannt I b n  al -Hâim [gest. 8 1 5 ,  14121. 
Anfang: Dank sei Gott, der hoch erhaben ist und seine Wohlthaten ver- 
meiirt. Auawahl aus seinem Buche , betitelt al -malûna (der Reistand). Es  
enthalt eino Einleitung, drci Abtheiluugen und ein Schlu~swort. E r  be- 
endigte den ersten Entwurf am Freitag, den 28. Rabi' II. 7 7 2 ,  1370,  in 
der Kabe des Tempels zu Jerusalem. Ein Band, in iilterer Schrift , von 
der Hand des Jûsuf az -Zijâdî, beendigt am Sonntag, den 15. gu'l-HidScha 
1046, 1637. Mi t  Randnoten. A.-N. 70. H.- N. 4331. [Vergl. Irschjd 
at-tullab und Sarnmelband. A.-N.  181.1 

Ein zweites Exemplar, in  alterer Schrift, von der Hand des 'Ali ben 
Muhauimed al - 'Amid (oder 'Amd), beendigt am 14.  Rabî' II. 1231,  1816. 
A.-N. 71. H.-N. 4832. 

Ls ( JS ) .  

81- jawâki t  a l -mnfas+ât  (die abgetheiltcn, das hciçst in bestimrnter 
Reise geordnoten Edelsteine) mit den gl%nzenden Perlen : über die Operationen 
mit den Narnentragenden und den Abgetheilten (Zahlen?)3'; es k t  dies der 
Commentar zu den ,,glXnzenden Perlen", beide verfasst von dem Schaich 
Muhammed ben Ahmed ben Muhammed ben Bîri a l -  Mekki  a l - F a r a d î  
al-'Ulwânî", dem Hanefiten [einem der Gelehrten des 11. Jahrh. d. H.]. 
Anfang: Lob sei Gott ,  welcher dem,  der eu wünscht, die Eigeuthümlich- 

* Im arabischen Text steht 19, was nach den folgenden Nummem zu sühliessen 
wohl unrichtig ist. 
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kciten der Wissenschaft der Wurzeln aus Zahlen mittheilt. E r  wurde be- 
endigt am Mittwoch, den 14. Muharram 1 0 1 7 ,  1608. Ein Band in alterer 
Schrift. A. -N. 99. H. -N. 16714. 

2. Alte Geometrie. 
I ( A l i f ) .  

Usûl a l - h a n d a s a  (Elemente der Geometrie) von Legendre; ails dem 
Franz6sischen in's Arabische iibersetzt von Muhammed Efendi 'Ismat [einem 
der Manner des 13. Jahrh. d. H.]. hnfang:  Lob sei Gott, der die Dinge 
in erhabener Weisheit geschaffen hat. Die Uebersetzung wurde beendigt 
am Mittwoch, den 22. Rabic 1. 1255, 1839. Sie zerfüllt in acht Abschnitte: 
die vier ersten handeln tiber die Linien und Figuren in einer Ebene, die 
vier lvtzten über die Eigenschaften der Figuren im Eaume. Ein Baud, ge- 
druckt in BûlLk 1235. Am Ende 13 Tafeln mit Figuren. A.-N. 8. 
R.-N. 4769. 

Ein zweites Exemplar wie das vorige: A . -  N. 168. H.- N. 23238. 
Ein drittes Exemplar, gedruckt in  Bûllik 1282, 1865. A.-K. 78. 

H.- N. 4830. 
Ein viertes Exemplar wie das vorige: A ,  -N,  79. H.-N. 4840. 

W (Te). 

T a h r î r  usûl Uklîdis  (Recension der Elemente des Enkleides) von 
Nasir e d  -Dîn Muhammed ben Muhammed at - Tûsi [gest. im Jahre 672, 
l 2 7 3 /  743. Anfang: Die mathematischen Wissenschaften , welche das ver- 
knüpfende Band der speculativen * Wissenschafteu bilden , werden in vier 
Theile getbeilt. Ein Band, gedruckt in Rom, der Hauptstadt des 
Ktinigreichs Italien, 1594 p. Ch. A . - N .  18. LI.-N. 4779. 

Ein zweites Exemplar: A.-N. 19. H.- N. 4780. 
Ein drit,tes Exemplar: A. -N.  97. H. - N. 16499. 
Tahr i r  nsûl  hisâb w a  handasa Uklidis (Recension der Elemente der 

Arithmetik und Geometrie des Eukleides) von a t - T û s i ,  ein anderes Buch 
als da8 vorherge l~ende .~~  Anfang: Lob ~ e i  Gott, der da  ist  von Anfang 
bis zu Ende. Schluss der Bearbeitiing den 22. Schalbân 646.  1248. Ein 
Band in persischer Schrift, mit Goldverzierungen. A. - h'. 1. H.- N. 7798. 

Ein zweites Exernplw: in persischer Schrift, von der Baud desJfuÙammed 
ben a l  - HâdZh Mahmûd, beendigt am 4. Sehavïw&l 11 19, 1707. A.-N. 2. 
H.-N. 7799. 

Ein drittes Exemplar: Schluss der Abschrift am 12. Ramadan 1122, 
1710. A. -N.  3. II.-N. 7800. 

At - tuhfa a l  - bahijja (das gliinzende Geschenk): tiber die Elenlente 
der Geometrie, verfasst von Ahmed Bey Nazîm, Director der Schule Dir  
- 

* nasarijja kann auch heissen ,, conteinplativdL. 
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81-'ulûm und der Uebersetzerschule [lebt jetzt 1307  noch]. Vier Theile, 
pdruckt in Bûlik 1306, 1888/89.  A . -N.  179. H.-N. 23973. 

Ein zweites Exemplar: S. -N. 180. H. -N.  23074. 
Tadkarat a l -mnhandis în  wa tardschamat  a r - r â g i b î n  (Nachschlage- 

bucli für Geometer (Ingenieuie) und Hilfsbuch für Studirende) von dem 
mezîr 'Ali Pâschâ  Mubârak [Director des gesammten Unterrichtswesene, 
gegenwiirtig 13071. Gedruckt in der Druckerei der Staatsschulen, 1293, 
157G. A.-N. 102, H.-N.18195. 

Ein zweites Exemplar: A. -N. 103. H.-N. 18196. 
Takrib a l - h a n d a s a  (Darreichung (oder Anntiherung) der Geometrie). 

1. Theil, von dcm Wezîr 'Ali Pâschâ. A.-K.  24. H. -N. 4783. 
Ein zweites Exernplar dieses 1. Theils: A.-N. 25. B . - N .  4786. 
Ein drittes und viertes Exempllzr desselben : A. - Nn. 152 und 153. 

H.-Ku. 22558 und 22359. 

2 (H". 
Hâschijat Abi'l - Fath (Anhang des Abû'l - F a t h )  Muhammed ben al- 

Hâdî Abi Nasr  ben Abi Sa ' id  a l -Husa in i  a l - ' I r â k î ,  genanut Tâdsch 
as-Sa ' idi  [gest. 9 5 0 ,  15431 zu dem Commentsr des hochgelehrten Mûs& 
ben Muhammed, bekannt unter dem Namen KLdî-Zâdeh a r - R û m i 3 4  
[geet. 815, 1412  in Samarkand] zu den ,,FundamentalsatzenLL des 
Schamseddin Muhammed ben Aschraf a s  - Samarkandi35 rgest. um's Jahr  
600, 1203/1204]. Anfaug des Anhangs: Lob sei Gott,  der das Maass 
aller Dinge voraus bestimmt hat in  seiner Weisheit. Ein Rand in Neschi- 
Schrift, darin (oder dara.uf) 36 die Handschrift des Schaich Hasan al-'Attâr. 
A . - N .  26. H.-N. 4787. (Vergl. Schsrh (Commcntar) Seite 18.) 

Hâschijat Fas ih  e d - D i n  (Anhang des Façih ed-Din)  Muhammed an-  
Nizamî [gest. 9 1 9 ,  15131 zu dem Corrirrientar des Radî -Zâdeh  a r -Rûmî .  
Anfang: Wir loben Dich, der Du die Wissenschaft (der Geometrie?) erst zii 

einer Wissenschaft und damit zum Glanz erhoben hast. Beginn der Ab- 
fassung (des Anhangs) am Abend des 6. Qû'l-Hids'cha 878, 1474,  und 
Schluss dcrselben am Abend des 8. Nubarram 8 7 9 ,  1474. E r  schcnkto 
(widmete) es dem Emrr 'Ali Schahn, dem Wezîr. Ein Band in alterer 
Schrift, darauf (oder darin) die Handsçhrift des Schaich Hasan al- 'Attir.  
A.-N. 58. H.-N.  4819. 

Ad - dnrûs a l  -handasijja (geometrische Lectionen) für die Prirnar- 
schulen, verfasst von Sa'ada (Excellenz) Schafîk Bey Mansûr J e g i n  [lebt 
jetzt 1307 noch]. Zmei Theile gedruckt in Bîllak 1304, 1886/87. A . - Y .  
168. H.-N. 22738. 

Ein zweites Exemplar: A.-N.  163. H.- N. 22759. 
IIist.-lit. Abth. d. Zei tschr .  f. Math. a. Phgs. ::%Jahrg.1593. I.Hoft. 2 
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U;; ( S c h î n ) .  

Scharh (Commentar) des hochgelehrten Schaich Mûsâ ben Muhammed, 
bekannt unter dein Namen Kâdi- Zâdeh a r  - Rûmi [ p s t .  in Samarkand 613, 
1412) zu den ,,Fuildainentalsützen" des Schams ed-Din Muhammed ben Aschraf 
a s  -Samarkandi  [ p s t .  um's Jalir 600, 12041. Anfang des Comnientars: 
Lob sei Gott,  der jedes Diug nach Maaas und Gewicht bcstimmt hat. Ein 
Band in Blterer Schrift von verschiedenen H h d e n ;  Schluss der Abschrift 
am 22.  gû'l-Hidccha 1118,  1707. Wurmstichig. A.-N. 7. H. - N .  4768. 

Kin zweites Exemplar: in iilterer Schrift, mi t  Randbemerkungen. A:E. 
61. H. -N. 4822. 

Ein drit,tes Exemplar , wie das vorige. A. - K. 98. H.- N. 16709. 

3 ( K â f ) .  

Kaschf rumûz a s  - s i r r  a l  -masun (die Enthüllung der 1tBthsel des be- 
wahrteil Geheimnisses): über die Anwendung der Geometrie auf die (übiigen) 
Wissenschaften. Drei UBiide, gedruckt in Bulâk in den Jahren 1260, 
1266  und 1268 (1 8 4 4 ,  1846 und 1852) :  der erste wurde verfasst von 
' Î sawî  Efendî Zahrân ,  der zweite von Sajjid Sâlih Madschdi, der dritte 
von Muhammed al  - Halwâni  [allc drei aus dem 13. Juhrh. d. H.] ; am Ende 
vier Tafeln mit Figuren. A.-N.  141. H.-N. 22547. 

Ein zweites JCxemplar: A. -N. 142. H. -N. 22548. 

r (Mim) .  
Mabâdi al - handasa (Grundzüge der Geometrie) , von dem [selig ver- 

storbenen] Rifâ'a Bey Badawî Râfi', vormals Director der Sprachen - und 

Uebersetzerschulc [gest. 1290 ,  18731. Ein Band, gedruckt in Bulak 1289, 
1843. Am Anfang eine Erklaruiig geometrischer und technischer W6rter 
und Ausdrücke, ohne Figurentafelri. A. -N.  76. H. - N. 4837. 

Ein zaeites Exemplar, gedruckt in der Druckerei der polytechnischen 
Schule, 1270 ,  1853/54. Am Ende füuf Figurentafelii. A. -N.  77. 
H.-N. 4338. 

Ein drittes Exemplar, wie das vorigc. A. -N. 151. H.-N. 22657. 
Ein viertes Exemplar, gedruckt in Bûlhk 1291 ,  1874. Am Anfang 

eine Erklarung geometrischer uuti teclinisüher Auudrücke , am Ende fünf 
FigurentaFeln. A. - N. 167. ' H. -N. 23237. 

Madschmû'a (ein Sammelband) , in  iilterer Schrift. A. - N. 6. II. - N. 
7803. (Inhalt): 

1. Abhandlung des Abû Hafs Ahmed ben Jûsuf ben Ibrâhim iiber 
das Vcrhsltniss und die Proportionalitat. Die Schrift (Abschrift?) wurde 
beendigt im Radschab 1151 ,  1738. 

2. Eine Abhandlung über des Verh%llniss der sechs ( G r ~ s s e n ) . ~ ~  
3. Hine Abhandlung (eigentlich Aufzeichnung, Eintragung) über die 

Auffindung der Ll6hen in den Dreiecken. 
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4. Ein Commentar zu der Abhandlung des Autolykos über die Be- 
meguiig der SphBre, die zwolf Satze enthiilt. 

5. Das Buch Herons,  des Griechen, tiber das IZeben der Lasten 
(eigentlich scliweïen D i ~ g e ) ~ ~ ,  aus dern Griechischen in's Arabieche über- 
&t von Xanstantin (sic!) ben L û k â  aus Ba'albek, für den Kmir der 
Glauliigen Ahmcd ben al - Mu'taçiin. Es  enthalt drci Abschnitte, ohne Figuren. 

Madschmû'a (ein Sammelband), in Blterer Schrift, von der Hand des 
Mus!af% Sidkî, ausgenommen die türkische Abhandlung über den Almukantarât- 
Quadranten, welche von anderer Hand ist. A. - N. 7. H. - N .  7804. Inhalt: 

1. Die erste Art der ersten der beiden Gattiirigen mathematischer Lehren 
aua der Wissenschaft der Eigenschaften der einfachen und zusammengesetzten 
Zahlen: in vier Abschnitte getheilt. 

2. Das Zeichnen der Linien (geraden), Kreise und Bogen auf den Hohen- 
inetrumenten. 

3. Das Zeichnen dcr Sonnenutiren (odcr Stundenlinien) und der 
Eshadruwan ( ? ) . ' O  

4. Das Zeichnen der Kibla41 und des S e x t a n t e n b o g e n ~ . ~ ~  
5. Türkische Abhaudlung tiber die Beschreibiing der neun astrono- 

mischen Instrumeute; Schluss der Abschrift am 24. Où'l-1jidGha 1144, 
1731132. 

6. Recension des Buches ,,tiber die sich bewegende Sphiireu von 
Nasir ed-Din a t -  Tûsi [gest. 673, 1273/74] ,  nrsprünglicli verfasst von 
Autolykos, und verbessert von r â b i t  ben Kurra-: nur ein Buch mit zw6lf 
Satzen. Schluss der Abschrift am 26. Dschumâdâ II. 1146 ,  1733. 

7. Recension des Buclies ,,über die bewohnten Orteu von akTûs î ,  ursprüng- 
lich verfasst von Theodosios, iibersetzt von Rns tâ  ben Lûkâ a l  - Ba'albekî, 
12 Satze enthaltend. Scliluss der Abschrift am 24. DschumBd& II. 1146, 1733. 

8. Recension des nuches der ,Optiku von a t - T M ,  urspriinglich ver- 
fasst von Eukleides;  es enthalt 64 Satze. Schluss der Abschrift am 
G .  Radscliab 1146,  1734. 

9. Recension des Buches der ,,Datac' von a t - T û s i ,  ursprüngliüh ver- 
fas t  vou Eukleides,  übersetzt von I shâk  ben Hunain ,  dem Arzte [gest. 
298, 9lO/ I l ] ,  verbessert von Tâbit  ben F u r r â  a l  - H a r r â n î  [gest. am 

Donnerstag, deu 26. Safar 288, 9011 ; es enthiilt 95 Satze. Schluss der 
Abschrift am 17. Dschumadii II. 1146 ,  1733. 

10. Hundert und fünf Aufgaben aus den Elementen des Eukleides 
[Recension von at  - Tûsi]. Schluss der Abschrift am 29. Qi ' l  -Kids'cha 
1147, 1733. 

11. Türkische Abhandlung über den Almukantar - Q ~ a d r a n t e n ~ ~  von 
Muhammed ben Kâtib Sinân a l -Mnwakki t .  

12. Das Buch über die Xethoden der Analysis uiid Synthesis und die 
geometrischen C o u s t r ~ c t i o n e n ~ ~ ,  von Abii I shâk  Ibrâhim ben Sinân ben Tâbit  
ben Kurra [geb. 2 9 6 ,  1)08,XUi gest. in Bagdad am Sonutag, Mitte des 

2* 
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Muharram 335, 9461. Schluss der Abschrift Montag Nachts, den 26. Gchaw 
wf~l 1 1 5 9 ,  1746. 

13. Abhandlung darüber, welches der geeignetste Weg sei zur Er- 
langung des Geforderten in den geometrischen W a h r t ~ e i t e n ~ ~ ,  von Abû'l- 
H a s a n  Tâbit  ben K u r r a  [dem Wechsler in Harrân,  geb. daselbst Donnerstag, 
den 21. Safar 211,  826;  gest. 2 8 8 ,  9011; abgeschricben von der Hand- 
schrift des Ra'is Abù 'Ali al -Rusain ben 'Abdallhh ben Sina (Avicenna 
oder Ibn Sînâ). Schluss der Abschrift Mittwoch Nachtu, den 6. Qu'l- 
Ka'da 1159. 

14. Abùandliing über den dem Eokrates xngeschriebenen Reweis zd 
dcm (Satzc über das) Quadrat und seine Diagonale4" von Abû'l-Hasan 
Tâbit  ben X u r r a  a l  - H a r r â n î ;  abgeschrieben von der Handschrift des 
Ra'is ibn Sîua. Schlusv der Abschrift am Donnerstag, den 3. Qu'l- 
Ka'da 1159. 

15. Das Buch über die Ai~smessung (Quadratur) des Kegelschnittes, 
genannt Parabel,  von Tâbi t  ben K n r r a  a l - H a r r â n i .  Anfang: Continuir- 
liche (stetige) Zahlen sind solche, zwischen denen keine anderen Zahlen 
sich befiuden. Schluss der Abschrirt Freitag Nachtu, den 12. @'1- 
Ka'da 1159. 

16. Das Buch liber die Ausmessung der Parabel,  von Ibrâhim ban 
Siiiân ben Tâbi t  ben K u r r a  a l -Har rân î .  Anfimg: Wenn zwei gerado 
Linien gegeben siud und auf ihnen A ,  B, G, D (wahrscheinlich 
vier Punkte?). Schluss der Abschrift Sonntag Nachts, den 14. Qû'l- 
Ka'da 1159. 

17. Abhandlung über die Auffindung des Inhaltes des parabolischen 
Korpera (Paraboloides) , von Abû Sahl Wîdschan * ben Rustam al-Kûhî 
[einem der Gelehrten des 4. Jahrh. d. H.]. Anfang: Nachdem man die 
Ausmessung der K6rper und der Figiiren und der Grossen (?) etc. erkannt 
hatte..  . Schluss der Abschrift Montag Nachts , den 15. Qii'l- Kacda 1159. 

18. Des Riich über die Figur (Satz) genannt a l -  kat!$' (die Schneidende, 
Secante), von Tâbit  ben K u r r a  a l -Har rân i .  Schluss der Abschrift Frei- 
tag Nachts, den 19. Qû'l-Ka'da 1159. 

19. Abhandlung über den Beweis des bertihmtenPostulates des Eukleides 
(11. Axiom), von Tâbit ben K u r r a  a l -Har rân î .  Schluss der Ahsehrift 
Sarnstag Nachts, den 20. Dû'l- Ka'da 1159. 

20. Abhaudlung über die Construction eines gleichseitigen Fünfeckes 
in ein gegebenes Quadrat, von Abû Sahl al-Kûhî. Schluss der Abschrift 
Sonntags, den 21. DOT-Ka'da 1159. 

* lm arabischen Text steht überall, wo dieser Name vorkomuit, Wîhan 
statt Wîdschan, wir haben die bekanntere Lesart acceptirt; auch steht Uûhî 
statt Kûhî. 
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21. Geornetrische Aufgaben, aufgestellt (oder gelost?) von A b û  S a h l  
Widschan ben Rustam a l - K û h i .  Schluss der Abschrift Montag Nachts, 
deu 22. Dû'l -Ka1da 1159. 

22. Ein Rrief des Abû I s h â k  Ibrâh im ben Hilâl  a l - H a r r â n i ,  des 
iabiers [gest. am 13. Schaww%l 384, 9941 an Abû Sahl a l -Kûhî .  Schluss 
der Abschrift Sonntags den 28.' Qû'l - Ka1da 11 59. 

23. Abliandlung über die Auffindung der S i e b e n e ~ k s s e i t e ~ ~  (im Kreise), 
von Abû Sahl Widschan ben  Rustam al -.Kûhi. Schluss der Abschrift 
Yontags , den 29. Qîi'l - Ka'da 1159. 

24. Abhandlung übcr die Auffindung der zwei mittleren Proportionalen 
zwischen zwei geraden Linien und die Theilung des Winkels in drei gleiche 

von Abû Sahl  Widschan ben Rustam a l -Kûhî .  Schluss der 
Abschrift den 29. Qû'l - Ka1da 1159. 

Nadschmû'a (ein Sammelband), in  alterer Schrift, von der Hand  des 
1Iustafe Sidkî,  am Schlusse einige Blgtter aus dem Biiehe .über den voll- 
konimenen Zirkelu, von anderer Hand geschrieben. A. -K. 8. H. - N. 7805. 
- Inhalt: 

1. Recension des Ruches ,über den Aufganp und Uritergangu, von 
h'asîr ed.Din Muhammed ben Muhammed a t - S û s i  [gest. im J a h r  672, 
1273/74], ursprünglich verfasst von Autolykos, nach der Verbesserung des 
Tabit ben Knrra a l -  H a r r â n î  [geb. Donnerstag, den 2 1. Safar 21 1 , 836; 
gest. 288, 9011; es enthalt zwei Bücher mit 36 Siitzen. Schluss der Ab- 
sclirift am 13. Radschab 1146 ,  1733. 

2. Recension des Buches ,,tiber die Aufgiingeu, von a t  - Tûsî ,  nrsprüng- 
lich verfasst von Hypsikles , nach der Verbesserung des a l  - Kindi , und der 
Uebcrsetzung des Rus@ ben Lûkâ al-Ba'albeki; es enthtilt drei Hilfs- 
satze, einen Vordersatz und zwei Hauptsatze. Sühluss der Abschrift am 
21. Dschurnada II. 1146.  

3. Recension des Buches des ,,Angenommenen" (assumptoriim liber) 
von a t -  Tûsi, ursprünglich verfasst von Archimedes, nach dcr Ucbersetzung des 
Tàbit ben K u r r a  und Commentirung des Abû' l -Hasan 'Ali b e n  Ahmed 
a n - N a ~ a w î ~ ~ ;  ein Ruch mit 15 Sntzen. Schluss der Abschrift am 
19. Dschumâ,dâ II. 1146. 

4. Recension des Buches des GegebenenY (datornm liber) von a t -  Tûsî ; 
ursprünglich verfaast von Tâbit ben - K u r r a  a l  - H a r r â n i ,  es enthalt 36 Srtze, 
gemisse (andere) Abschriften dagegen 34 Sitze.5" Schluss der Abschrift 
am 20. Dschumddâ, II. 1146. 

5. Abhandlung der Sohne MÛsâs, nlimlich Muhammeds, a l - H a s a n s  
und Ahmeds [cs starb Muharnmed im Rabi' 1. 259, 8731. Sie enthait 

* Im arabischen Text steht der 22. (Verwechslung von und wl.i', die 
leicht stattfinden kann). 
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18 SBlze5', am Schlusse fehlen zwei solche, vom Abschreiber weggelassen 
(wortlich ,,es blieb der Abschreiber vor ihnen steheilU). 

6. Recension des Ruches ,über den Schnitt des Cylinders" und seine 
(des Cylinders) Oberflacha, von dem sehr gelehrten ~ u h a m m e d  'Omar ben 
Ahmed Hibatal lâh ben Abî Dscharâda (oder Dscbur~da)  [einem .der Ge- 
lehrten des 7. Jahrh. d. H.], der mit der A h f a w ~ n g  am 12. DschumâdàII. 
691 ,  1292  zu Ende war;  ursprünglich verfasst von Tâbit  ben Kurra  al- 
H a r r â n î ,  dem Sabier. EY enthCilt vier Capitel mit 37 Satzen. Schliiss 
der Abschrift am Monta,g, den 25. Rabi6 1. 1 1 5 3 ,  1740. 

7. Das Biich von dcr Dreithcilung dcs Winkels und der Siebentheilung 
des Kreises von Muhammed Badr e d -  Din ben As'ad a l  - I s l â m b û l î . ~  Schluss 
der Abschrift Dienstng Nachts, den 23. Dschumkdâ, 1. 1153. 

8. Das Euch iiher die Construction des Siebenecks und anderer Viel- 
ecke i n  den Kreis, von Muhammed Badr e d -  Dîn ben Asrad a l  - Islâmbûli. 
Schluss der Abschrift Donnerstag Nachts, den 25. Dschiimüda 1. 1153. 

9. Geometrische Aufgaben von AbÛ Sa ' id  a d  -Dar î r  a l  -Dschurdschâni, 
Schluss der Abschrift am Montag, den 29. Dschumâdâ 1. 1183. 

10. Abhandlung dcs Abû'l-Dschûd Muhammed ben al-Lai$.53 Schluss 
der Abschrift am Xontag,  den 29. Dschumâdj 1. 1153. 

11.  Das Ruch über die Aul'findung'der Sehnen im Kreise mit Hilfe der 
Eigenschaften der in denselben fallenden krummen Linie54, verfasst von 
Muhammed ben Ahmed al-Birûnî .  Schluss der Abschrift Sonntags, den 
letzten Scha'bân 1153. 

12. Das erste Buch der Elemente des Eukleides,  aus der Bearbeitung 
des Abû Sahl  Widschan ben Rustam a l - K û h i 5 j  [eines der Gelehrleu des 
4. Jabrh. d H.]. Es entliiilt 29 Satze. Schluss der Abschrift Xoutag Kaclits, 
den 17.  Nuharram 1154 ,  1741. 

13. Das aweite Ruch der Elemente des Eukleides mit den Erganzi~ngen 
(des heisst auch wicdcr ails der Bearbeitung) des Abû Sahl al-Xûhi; 
es enthalt 27 S a t ~ e .  Schluss der Abschrift am Dienstag, den 9. Safar 1154. 

14. Das Buch vom vollkommenen Zirke156 von Abû Sahl  al-Kûhi; 
in zwei Abtheiliingen: die erste handelt über den Eeweis der Moglichkeit, 
mit diesem Zirkel die regelmassigen (gesetzm~ssigen) Linien zu zeichnen; 
die zweite Ciber die Zeichnung irgend einer dieser Linien in gegebener Lage. 

35. Das Buch über die Theilung des Kreises in sielien gleiçlie Theile 
von Archimedes ,57 iibersetzt von Ab31 - H a s a n  Tâbit  ben K u r r a ,  ver- 
bessert und  comrnentirt von Mustafâ Sidki  (oder S ;~dk i ) ;  es enthslt einen 
Abschnitt mit 15 Satzen. Schluss der Abschrift Sonntags, den 7. Dscliu- 
mada 1. 3 133. 

16. Die Synthesis eur Analysis der vorhcrgehcnden Construction des 
regelmfissigen Siebenecks in den Kreis. Schluss der Abscbrift am Xontag, 
den 22. l)schumâdâ 1. 1153. 
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17. Das Buch liber die Construction des Siebenecks in  den Kreis und 
die Theilung des Winkels in drei gleiche Theile, von Ahmed ben Mn- 
hammed ben 'Abdaldschalil a s  - Sindschari." Schlnss der Abschrift am 

Dienstag, den 9. Dscbumada 1. 1153. 
18. Das Ruch über die Construction des SiebeneckssVn den Ki-eis, 

' von Abû'l-Dschûd Muhammed ben a l  - Lai!. Schluss der .Abschrift am 
Jlittwoch, den 10. Dschumâdk 1. 1153. 

19. Das Buch der Synthesis zu den Aufgaben, welche von Abû Sa'd 
al-'Alâ ben Sahl gelost worden sind. Schlnss der Abschrift am Montag, 
den 15. Dschum;idh 1. 1133. 

20. Das Buch über die Aufdeckung des Fehlers, der nach seiner (des 
Verfassers) Meinung von Abû'l-Dschûd begangen wurdo in eincm dcr 
beiden Hilfssiitze, die er der Construction des Siebenecks voiausgeschickt 
hat, verfasst von Abû 'Abdallâh Muhammed ben Ahmed asch-Schanni .  
Schluss der Abschrift Sonntags, den 21. Dschumâdâ, 1. 1153. 

21. Da3 Buch über die Ausmessung des Paraboloids; von Abû Sahl  
Widschan ben Rustam a l - K û h î :  ein Abschnitt mit drei Eatzen. Schluss 
der Abschrift am Samstng , den 1 .  Rabî' 1. 1153. 

22. Das Biich der spitzen* Wiukel im Kreise von Eukleides:  ein 
Abschnitt mit zehn Satzen. Schluss der Abschrift am Preitag, dern letzten 
Tag des Habig 1. 11%. 

23. Das Buch über die Construction des Quadrates, das gleich einem 
Kreise is t ,  verfasst von As'ad Efendi a l -  Jân iwi  (?). Schluss der ilbschrift 
i m  Rabl' 11. 1153. 

24. Das Buch über die Ausmessung (Berechnung) jedes ungleichseitigen 
Dreieckes aus seineri Seiten, von dem Schaich Muhammed ben Ahmed 
asch- Schanni. Schluss der Abschrift am Freitag, den 20. Rabi' II. 1133. 

23. Das Buch über die Berechniing jedes Dreieckes sus seinen Seiten, 
von Muhammed ben Ahmed asch-Schanni. Schluss der Abschrift Samstags, 
den 21. Rabî' II. 1153. 

26. Das Biich über die Auffindung der Mittagslinie, aus dem Buche 
,Analemma" 60 (entnommen) , sammt dem Uemeise dazu, von Abû Sa ' id  
aa-Darir.  Schluss der Abschrift Samstags, den 21. Rabi' II. 1153. 

27. Das Ruch über das Planisphaerium" von Ahmed ben 'Omar a l -  
Karâbisi; es ent,halt zwei Abschnitte mit 25 Siitzen. Schluss der Abschrift 
am 28. Rabig II. 1148, 1735. 

28. Geometrische Aufgaben von Ahmed ben a s  - Sirâdich. Schluss der 
Abschrift Donnerst.ag, den 24. Rabî' 1. 1149, 1736. 

29. Das Buch üher die Ausmessung (Qiiadraturj der Parabel von 
Ibrâhîm ben Sinân ben Tâbit  ben K u r r a  a l - H a r r â n i  [gcb. 296, 908/909, 

* Der Texl des Buches hat wohl irrthümlich 843 G (mu] statt B 3 b- (spite) ; 
was freilich unter diesen ,,spitzen Winkeln im Kreise" verstanden k t ,  konnen wir 
nicht recht einsehen. 
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gest. Sonntags, den 15. Muharram 335, 9461: ein Abschnitt mit drei Siitzen. 
Schluss der Abschrift am ersten Tage des RabPL 1. 1153,  1740. 

30. Verschiedene geometrische Aufgaben, von einigen Gelehrten, wie 
Abû Sahl al - Xûhi, Eukleides : aus dem Buche der Theilung (der Flachen), 
Abû Mahmûd a l -  ChudschandiG" Abû LAli  Hasan  ben Hnsain a l  - Basriml 
!&bit ben Kurra  a l  - Harrân î  ; es sind zwolf Aufgaben: die Abschrift wurde 
rom Abschreiber nicht ganz vollendet. 

31. Recension des Buches ,,der himmlischen Erscheinungenu (Pbae- 
nomena) von Nasir ed-Dîn  a t  -Tûsî, ursprünglich verfasst von Eukleides ; 
es enthalt 2 3  Satze [andere Abschriften, von denen noch zwei existiren, 
haben deren 231. 

32. Recension des Ruches über die Grosse und Entfernung der beiden 
Himmelskorper (Sonne und Mund) ,  von a t  - Tûs i ,  ursprünglich verfasst von 
Aris tarchos,  mit 17 Satzen. Schluss der Abschrift am 28. Dschumhdh II. 
1146;  1733. 

Der erste Theil der masâi l  ta tbîki j ja  (Aufgaben, die sich beziehen) 
auf die alte Geometrie, überaetzt (hier wohl = verfasst) von Sr. Exc. 
Muhammed Efendi Dijâb, gegenwsrtig 1307 Professor a n  der TaufîkijjaF4 
Lithographirt in der Druckerei al - Hilal in Kairo, irn Hausch65 asch-Schark:iwi. 
A . -  N. 124. H.-N. 21238. 

Vier weitere Exemplare dieses ersten Theils: A - Nn. 1 2 5  -128. H. -Nn. 
21259 -21262. 

( N f i n j .  

An-nuchba as-sani j ja  (die herrliche Auswahl) aus den Elementen der 
Geometrie von Sâdik Bey Schanân,  vormals Director der Vorbereitungs- 
schule [gest. am Arii'ang des 14. Jahrh. d .  H . ] ,  übersetzt (zusarnniengestellt?) 
von Ahmed Efendi ,  Professor der mathematischen Wissenscheften an der 
Generalstabs - und Artillerieschiile. Ein Rand, lithagraphirt in der Druckerei 
der Staatsschulen 1299,  1881182 bis zum Bogen24,  von da bis zum Ende 
lithographirt in  der Druckerei in Bûlak, 1303, 1885/86.  A.-N. 177. 
H. -N.  2.3971. 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes. A.-N. 178. H. -N.  23972. 
Der erste Theil von an-nuchba  al-'izijja (die 'izische Auswahl), das 

ist eine Bearbeitung der Elemente der Geometrie, von LA1î 'Izat ben 
Badawi [gest. am Samstag, den 3. Dschumdda II. 12896", 18721. Er 
enthiilt die vier'ersten Bücher der altcn Geometrie (der Eukl. Elemerte?); 
gedruckt in der Druckerei der polytechnischen Schule 1 2 7 4 ,  1857/58; am 
Ende vier Figurentafeln. A. -?S. 80. H.-N. 4841. 

( F o r t s e t z u n g  f o l g t . )  
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Zur Geschichte der Decimalbrüche. 

Vou 

K. IIUNRATH 
(aus einem Briefe au M. Cantor ) .  

1. 

Ueber den Gebrauch des Pünktühens bei P i t i s cu  s ,  die Bruchstellen 
eiuer Decimalzahl abzuschneiden (Seite 555, 568 Ihrer Vorles. Gesch. Math. 
Bd. II). 

Die Landesbibliothek zu Kassel besitzt unter Math. in fol. 207  
Vie ta's Canon mathematicus seu ad triangula cum appendicibus, Paris 
1579, (Seite 637 dcs 2. Bandes lhres Werkes). Bus dem angehangten 
liber singularis', Seite 17,  setze ich folgende Stelle hierher : 

Numeri.. . Canonici - per ternas distinguuntur figuras (die Zahlen des 
Kanons werdeu in Gruppen von je drei Ziffern zerlegt), ne immensitas taedio 
sit, & aciem oculorum, cui coneulendum est,  offendat. Hac distinctionum 
cômoditate non freti , solertes alioqui Logistae, magis probabant in Canonum 
structuris ad Triangula, vt i  partium Sexagesiuiis , & Eexagenis , adsumpto 
Sinu Hypothetico partium 60,  seu unius Sexagenae. A t ,  nisi praestb sit 
tabula i g T x o v z u ~ ~ v ,  vix multiplicmt, vix diuidunt, vix è quadratis latera 
extraliunt securé. Omnino lubrica est hujusmodi Logistice, & in quam 
negotiosum est non impingere. Neque in e&, etsi Astronomicam vocant, 
vlla inest methodus, quae non sit in Catholicà paratior, & expeditior. 
Quod enim in circulationibus (bei cyclometrischen Bcrechnungen?), pcr Sexa- 
gesima praestant, & Sexagenas, adfixo circa ta,bellZ, .no sine fastidio & 
laesione oculorum, intuitu, idem per partium Millesima, & Millenas promptiùs 
absoluitur , & felicius, absque vllius tabulae inspectione, ex solb communi 
Arithmeticev vib. Denique in Mathematicis , Sexagesimorum & Sexagenarum 
parcus vel nullus, Jlillesimorum vero & Millenariim, Centesimorum & 
Centenarum, Decimorum & Denarum, & istius generis ver6 Arithmeti- 
corum adscensuum et descensuum , frequès, vel omnis, vsus csto.. . 

Eine klare Absage an die Sexagesimalbrüche zu Gunsten der Decimal- 
brüche. Nun zu der A r t ,  wie V i e t a  die Bruchstelle bezeichnet: 

1. durch kleineren Satz; Beispiele von der ersten Seite der ersten 
ï'afel des Canon: 99,999 9831, 100,000 0169, 

* Stcht so zu lesen, statt q. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



26 Historisch - literarische Abtheilung. 

von der zweiten Seile der ersten Tafel: 

99,996 19, 100,003 s i ,  * * 
bei letzteren ein Sternchcn: 99,996 19,  100,003 81 und am Rande die 
Bemerkung : 

" Centesima integri, ut ante Millesima, et deciesMillesima, et mox, Decima. 
Beispiel ftir ein Bruchstelle (,mox Decima') von Seite 9 der ersten Tafel: 

09,744 i und 100,2366. 

2. durch eine Ueberschrift am Kopf; Beispiel ails der zweiten Tafel: 
Millena Part. Millesima 

1,  7 4 5 ,  241 

3 .  noch anders in  dem schon angeführten angehangten: Francisci 
Viétaei Universaliiim Inspectionum ad  canonem math. liber singularis: 
Auf Seite 15, 51, 53, 54, 56 ,  57, 58 ,  5 9  werden die Decimalstellen durch 
kleinere Schrift und durch Untcrstreichen bezeichnet; Beispiel von Seite 15: 
fur r = 100,000,000,00 - die Grenzen fur  ïz zu 314,159,265,37 und 314,139,265,35 

-- - 

der mittlere Werth zu 314,159,2~5,36 [zu bemerken das Abtheilen der - 
Bruchstellen zu drei Ziffern!]. 

Endlich auf Seite 64 und 65 werden die Bruchstellen von der ganzeù 
Zahl durch einen senkrechten Strich getrennt und klein geschrieben; Beispiele: 

9,999,989,540 00,27,35,29,00 nnd 9,999,997,386 100,01,70,82,49. 

[Dass hier die Bruchstellen nicht in  Gruppen zu drei, sondcrn zu zwei 
Ziffern abgetheilt werden, erklart sich dsraus,  dass die Zahlen Quadrat. 
zahlen sind.] 

V o n  d i e s e m  s e n k r e c h t e n  S t r i c h  z u m  P u n k t  i s t  n u r  ein 
k l e i n e r  S c h r i t t .  

II. 

Auf Seite 5 6 8  heisst es bei Ihneu: 
,Darüber , ob B e y e r  die S t e  v i  n'schen Schriften wirklich nicht ge- 

kannt hat ,  ist Zweifel eher moglich als bei R u r gi." 
I n  der von mir vor liingerer Zeit aus der Frankfurter nibliothek 

entliehenen Ausgabe von B e y e r ' s  Logistica decimalis - leider habe ich 
mir das J a h r  der Ausgabe und die Nummer des Katalogs niüht notirt, d e r  
die Notiz ist  mir abhauden gekommen - wird auf Seite 113 von J o h a n n  
S e m  s e n  Decimalrechnung (,auB Anweisung S i m  O n S t e  vins ' )  im 3., 4., 
5. und 6. cap. lib. 1. Geodaes. gesprochen: 

,JO h. S e m s schreibt die ganee vnnd Brüche vnbezeichnet bey cinander : 
Darnach 1 setzet Cr die Rennern der Bruche neben zu: Zum dritten 1 numerirt 
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er die Zehlern 1 und auch absonderlich die Nennern: Letzlich dividirt er 
was die Zehlern gegeben 1 durch die Nennern 1 und notirt den Zehler vnnd 
Nenner de0 Bruchs neben die Gantzen." 

Es werden nuch Beispiele. aus S e  ms' Geod. gegebeii: 

für Addition : 06036 l u o s t e  theyle 

47038  lOOste tlieyle 

~ u m m a  l03fi4 1OOste theyle; 

fur Subtraction : Von 12004 100sten theyl der Ruthen 1 
Ziehet 5623, l 0 0 s t c  theyl der Ruthen 

Rest 6379,  100 e theyl der Ruthen ; 

ftir Multiplication : 2862 100 ste Ruthen 

2884 Ifloste Ruthen 

71$9208 lOOOe t Ruthen. 

Reispiel für Division : 7109028 I O  OOOe Ruthen 1 durch 2862 100e  Ruthen. 

Semu' Geodasie selbst habe ich nicht zu Gesicht bekommen. Sie er- 
wlhnen (S. 566) die bei S t e v i n  vorkommende ktîrzere Schreibweise 

54 7 
54@ ftir - und 707 @ ftir 7 

1 O0 100 

Moglich, dass S e m  s 66036 @ schreibt und B e y  e r  cias Zcichen i n  
Worte tibersetzt. Jedenfalls aber hat  B e y  e r ,  wenn nicht Fi t e v i n ' s  Ver- 
fahren selbst, so doch S e m  s e n s  Anwendung desselben gckannt und sich 
a n  dieser Kenntniss bekannt. 

Ueifolgendes Heftchen** enthalt auf Seite 235 eine kurze Anzeige der 
a d  von Ihnen besprocbenen Geschichte der Rechenkunst von V i l l i c u s ,  
die einen Hinweis auf die Beziehung B e y  e r ' s  zu S t e v i n  enthalt. 

* Der Strich bei 103084 und 71019208 Lei B e g e r  gedruckt. 
** Neue Philosophische Rundschau, Jahrgang 1892, Nr. 15. 
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Einlei tung in die  theoretische Physik. Von V. v. LANU. Zweite um- 
gestaltete und vermehïte Auflage. 983 S. mit 126 eingedruckten 
Holzstichen. Braunschweig l8Y 1. Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn. 
Preis 20 Mk. 

Schon der tiussere Anblick des vorliegenden Werkes zeigt, dass gegcn- 
iiber der ersten Auflage eine wesentliche Vermehrung des Stoffes statt- 
gefunden hat. Von grosserer Wichtigkeit ist indessen die innere Umgestalt~ing, 
zu der sich der Verfasser entschlossen h a t ,  indem er nicht mehr allein die 
mathematischen Kenntnisse der Uittelsehulen Iür ausreichend erachtet, 
sondern gleich die Differentialrechniing zu Grunde legt. Nach nnserer 
Ansicht muss auf den Vordersatz des den Zweck behaudelnden Forwortes 
der erstcn Auflage: ,,mer mit den physikalischen Kenntnissen der Xittel- 
schulen ausgerüstet nun auf dem Gebiete der theoretischen Physik sich 
belehren will, der muss . .  .' der Nachsatz folgen: der muss sich zunachst, 
oder mindestens gleiehzeitig, mit Differential- und Integralrechnung befassen. 
Es ist eben durchaus nothwendig, dass bei jedem Studium, wenn es er- 
folgreich sein soll, auch die nothipen Vorkenntnisse zu erwerben sind. 
Ganz einverstanden sind wir mit dem Verfasser, wenn e r  sagt, dass der 
Anfsnger bei den meisten Büchern der theoretischen Physik einen grossen 
Sprung thun muss; denn diese Bücher setzen Differential- und Integral- 
rechnung eben als bekannt voraus. Dass aber hieraus nicht die Weglassung 
der Differential- und Integralrechnung gefolgert werden darf,  dies hat auch 
der Verfasser bei der Bearbeitung der zweiten Auflage sehr richtig 
empfunden. Jetzt erst nimmt das Buch, nach unserer Auffassung, die rich- 
tige Stelle beim Hochschulunterricht e in,  indem es wahrend der beiden 
ersten Seme'ster neben den Vorlesungen über Differential- und Integral- 
rechnung für die künftigen Semester gründlich vorbereitet. Die jedem 
einzelnen Capitel angehangten Literatnrverzeichnisse sind für das eingehendere 
Stndium von grossem Werth f i r  den Studirenden. B. NEBEL. 

Vorlesungen über  mathematische Physik. Von GUSTAV KIRCHHOFF. Zweiter 
Band: Mathematische Optik, herausgegeben von K. HENSEL, mit 
einem - Bildnisse K i r  c h h O f f 'S. 272 S. Dritter Band : ElektricitBt 
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und Magnetisrnus, herausgegeben von M. PLANCK. 228 S. Mit 
vie1 Figuren im Text. Leipzig, Verlag von B. G. Teubner, 3 891. 

Nach dem Tode K i r  c h  h o f f ' s  wurde allgemein bedauert, dass die 
Vorlesungen über mathernatische Physik, mit Ausnahme derjcnigen über 
Uechanik, nicht im Druck erschienen sind. Um diese Lücke auszufüllen, 
haben es die Herren H e  n s  e l  und P l  a n c  k unternommen, auf Grund sorg- 
filtig ausgearbeiteter Collegienhefte K i  r c  h h o f f ' s  , mit Benützung mehrerer 
Zuhorerhefte aus verschiedenen Vorlesungsperioden , die Vorlesungen in einer 
solchen Art herauszugeben, wie sie derjenigen K i r  c hl iof  f's am nachsten 
komrnt. Mit welcher Mühe eine derartige Arbeit verbunden is t ,  weiss nur 
Derjenige vol1 und ganz zii würdigen , der sich einer Ghnlichen Aufgabe 
schon untarzogen hat. Die noch rückstandigen Vorlcsungcn über Warnie 
werden von Herrn P 1 a n  c k bearbeitet. Allerveits werden diese Vorlesungen 
m i t  grosser Anerkennung Aufnahme finden. B. NEBEL. 

Gesammelte Abhandlnngen. Nachtrag. Von GUSTAV KIRCHHOFF. Heraus- 
gegeben von L. BOLTZMANN. Mil, einer Tafel. Leipzig 1891. Verlag 
von Johann Ambrosius Barth. 137 S. 

Nachdem K i r  c h h o f f  im Jahre 1882 seine bis dahin erschienenen Ab- 
handlungcn zu einer Gesammtausgabe vereinigt und auch vertiffentlicht 
hatte, so wünschte der Verleger, der Vollstandigkeit wegen, dass auch die bis 
LU Rirc  h h o  ff 's l'ode noch erschienenen Abhandlungen, zu einem Nachtrag 
~ereinigt, herausgegeben werden. I m  Ganzen sind es noch neun Abhand- 
lungen , die L. B O 1 t z m a n  n in chronologischer Reihenfolge znsammen- 
gestellt hat ,  da  eine Gruppirung dem stofflichen Inhalte nach deswegen 
ausgeschlossen war,  weil mehrere Gebiete in  derselben Abhandlung berIihrt 
wurden. Der Volls thi igkei t  wegen wurden auch die Versuche H a n s e  - 
mann's  mit aufgenommen, da sie Aufschluss geben über die physikalische 
Yerwerthbarkeit der K i r  c h h O f f 'schen Abhandlungen. R. NEBEL. 

Vorlesungen liber Maxwell's Theorie der Elektr ic i ta t  und des Lichtes. 
Von LUDWIQ BOLTZMAXN. 1. Theil. Ableitung der Grundgleicliungen 
für ruhende, homogene, isotrope Korper. Mit Figuren im Text 
und auf zwei Tafeln. Leipzig 1891. Verlag von Johann Amhrosius 
Barth. - 139 S. Preis 5 Mk. 

Wohl Jeder ,  der sich mit M a x w e l l ' s  Ideen Uber Elektricitat und 
blagnetismus beschiiftigt h a t ,  hatte mit mehr oder minder grossen Schwierig- 
kaiten zu k h p f e n .  Selbst Diejenigen, welche bahnbrechend auf diesem 
Gebiete gearbeitet haben, haben- dies offen zugestanden. Es ist daher 
wiederholt versucht worden, die Endresultate, zu denen M a x  w e 11 gelangt 
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30 Historisch - literarische Abtheilung. 

i s t ,  auf eine einfachere Weise in streng mathematischer Form herzuleiten. 
damit namentlich der A n f h g e r  tüchtig vorbereitet wird für  die Schwierig- 
keiten, welche sich ihm beim Studinm der Originalabhandlungen entgegen. 
stellen werden. Diesen Xweck verfolgt auch B o l t z m a n n  durch die 
Herausgabe seiner Vorlesungen tiber M a x  w e 11's Thcorie dcr Elcktricitiic 
und des Lichtes, und zwar beschrankt er sich, der Klarheit und Anschau- 
lichkeit wegen, zunachst auf ruhendti, homogene, isotrope Korper. Die An- 
wendung der M a x  w e 1 l'schen Theorie auf inhomogene , anisotrope und 
bewegte Korper bleibt künftigen Veroffentlichungen vorbehalten. Unzweifel- 
hsft ist  es ein grosses Verdienst, welches sich T3 01 tzrn a n n  diirch diese 
Arbeit erworben ha t ,  was gewiss auch allerseits gcwürdigt wird. 

-- B. NEBEL. 

Vorlesungen uber  die  Theorie des Lichtes. Von P. VOLKMANN. Unter 
Rücksicht auf die elastische und die elektromagnetische Anschauung. 
Mit in den Text gedruckten Figuren. Leipzig 1891. Verlag von B. G. 
Teubner. 432 S. 

Verfasser sieht es alti eine Aufgabe derjenigen Lehrer a n ,  welche v o r -  
ti a n  d e n e Theorien ihren Schülern vortragen, dass sie nicht eine dersellien für 
sich allein herausgreifen, sondern dass sie diejenigen Theorien, welche zur 

Zeit die meisten Vertreter finden, nicht nur gleicbzeitig vortragen, sondern 
dieselben auch kritisch einander gegenüberstellen; denn nur auf diese 
Weise wird die Urtheilsfiibigkeit gescharft und der Znsarnmenhang zwischen 
dem gegenwiirtigen Stand der Wisseiischaft hergestellt. Leider kommt 

es nur zu haufig vor, dass sich die Lehrer in  Folge ibrer einseitigeu 
Specialarbeiten nicht mehr in die Lage ihrer Schtiler hineindenken konnen. 
Die Letzteren sind sehr oft unbefriedigt, weil sie mit einem an sich auch 
abgeschlossenen Colleg vorerst Nichts anzufangen wissen , bis sie sich durch 
weitere Studien erst den Zusammenhang mit dem Uebrigen hergestellt haben. 

Verfasser, der besonderen Werth auf die gcschichtliche Ertwickelung 
der Theorien legt,  stellt in einer EinIeitung die tiber das Liclit aufgestellten 
Theorien einander gegenllber und zeigt, dass die Emissionstheorie von 
K e  w t O n nach den heutigen Anschauungen uur  noch historisches Interesse 
haben kann. Obgleich in neuerer Zeit die elektromagnetische Lichttheorie 
wesentliche Fortschritte zur Erlangiing der Alleinherrschaft zu verzeichnen 
hat ,  so ist  doch die Undulationstheorie von H u y g e n ' s ,  gestützt auf die 
Elasticit~tstheor;e, uns zu sehr in Fleisch und Blut übergegangen, wcshalb 
der Verfasser diese beiden Theorien i n  den folgenden Capiteln neben ein- 
ander behandelt. Das erste Capitel unifasst die Grundlagen der Undulations- 
theorie, namlich die Elemente der Undulationstheorie, das Princip der 
Interferenz und das Princip von H u  y g e n S. Die Theorie der Strahlung 
bildet den Inhalt des zweiten Capitels und dient zugleich als Einf'uhrung 
in die geometrische Optik isotroper Korper. Der Theorie der Beugung 
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den F r  a u  n h O f e r  'schen und F r e s n e l'schen Reugungscrschcinungen 
ist  das folgende Cepitel gewidmet. Darauf schliesst sich in einem beson- 
dercn Capitel die Theorie der Lichtbewegung iu Krystallen an. Das ftinfte 
Capitel dient zur Einftihrung in die geometrische Optik anisotroper Medien, 
wihrend das nachste Capitel das Problem der Reflexion und Brechung an 
der Grenze optisch verschiedener hledien zurn Gegenstande hat. Die An- 
wendungen auf die planparallele Platte iimfessen dagegen ein besonderes 
Capitel. In d m  Schlusscnpitel wird auch noch die Metallreflcxion behaudelt. 
- Zwcifellos wird sieh das Buch einer grossen Belicbtheit, insbesondere 
bei der studirenden Jugend,  zu erfreuen haben. B. NEBEL. 

Lehrbuch der Physik, Von VIOLLE. Deutsche Ausgabe, von funf Assistenten 
der physikalisch-technischen Reichsanstalt. Erster Theil: Mechanik. 
Erater Band: Allgemeine Mechanik und Mechanik der festen Korpcr. 
Uit zahlreichen in den Text gedruckteu Figuren. Lieferung 1-3. 
Berlin 1891. Verlag von Julius Springer. Preis pro Lieferung 2 blk. 

Es war ein guter Gedanke von den Uebersetzern, dass sie das V i 011 e'sclie 
Lehrbuch der Physik auch dern deutschen Leserkreis ersclilossen haben; 
dcnn schon die franzosische Ausgabe hat  sich vielfach bei uns Eingang 
verscbafft, wie vie1 mehr wird dies erst die deutsche Uebersetzung thun. 
In der Anordnung des Stonés weicht V i o l 1  e nicht von dern als gut 
erprobten Gange a b ,  bietet somit der Mechanik den ersten und wichtigsten 
Platz dari zwei Bande, bestehend aus je fünf Lieferungen, sind ihr gewidmet, 
und zwar umfasst der erste Band die allgenieine Xechanik und die 
Mechanik der festen Korper, wahrend den Inhalt des zweiten Bandes die 
Mechanik der fltissigen und gaaformigen Korper bildet. Eine gute Griindlage in 
der hrechanik erleichtert das weitere Studium der Physik ungemein. Wiihrend 
die Uebersetzer bestrebt maren , die elegante Schreibweise V i  O I l  e 's auch 
in die deutsche Uebersetzung zu iibertragen, hat die Verlagsbuchhand- 
lung durch die hübsche Ausstattung, insbesonderc durch den rcinen, gut  
zu lesenden Druck, wesentlich das Ihre beigetragen. Im Iuteresse der Ver- 
lagsbuchhandlung liegt es ,  der Studirenden wegen, die Herauugabe der 
weiteren Lieferungen moglichst zu beschleunigen , damit dieselben nicht 
genothigt sind, inzwischen ein anderes Uuch zu wahlen. B. NEBEL. 

Krystallsysteme und Krgstallstruotur. Von SCBOENFLIES. Mit 73 in den 
Text gedruckten Figiiren. Leipzig 1891. Verlag vou B. G. Teubner. 
638 S. 

Nehr und mehr verlasst man in neuerer Zeit die rein empirische Ein- 
theilung der Krystslle und wendet sich der deductiven Methode zu, wonach 
sich die Systematik der Krystalle aus dem Symmetriegesetz und die Theorie 
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der Structur aus einer einzigen fundamentalen Hypothese in streng mathe- 
matischer Weise ableiten lassen. Nicht die aussere Form der Kryst,alle i a t  
nach der heutigen Auffassung das Charakteristische, sondern die mcrk- 
würdige Abhtingigkeit der Krystallsubstanz von der rein geometrischen 
Richtung bezüglich der physikalischen Eigenschaften. Verfasser stellte sich 
in dem ersten Theil des Buches die Aufgabe, die 32 Krystallclassen aiif 
elementare Weise aufiustellen, welche schon H e s s e  1 auf Grund des 
Symmetriegesetzes gefunden und von welchen e r  nachgewiesen hatte, dass 
sie alle von einander verschieden sind. Der zweitc Theil des Buches ist 
einer ausfiibrlichen Behandlung der verschiedenen Theorien über die Krystall- 
structuren gewidmet. So auseinandergehend oft auch die einaelnen Theorien 
sind, so ist doch der Ausgangspunkt eiu gemeinsamer, niimlich die Hypo- 
these, dass die regelmassige Anordnung der Molekelen das Bedingende 
für  die Krystallstructur Sei, und i n  dieser Beziehung lehnen sie sich an 
die Theorien von B r a v a i s  und S o h n  c k e  an. Der Verfaaser prüft nun 
die verschiedenen Structurtheorien auf ihre Moglichkeit hin und sucht nach 
dem Verhaltniss , i n  welchem die verschiedenen Structur -8uffassungen zu 

einander stehen. Dies führt natiirlich zu der Molekel selbst, welche nach 
Forni und Qualitat vielfachen Annahmen bei den einzelnen Theorien unter- 
worfen war und daher die Basis fiir den weiteren Anfbau bildete. Klar 
ist  sich dabei der Verfasser, dass sich auf rein mathematische Weise eine 
Entscheidung zwischen der einen oder der anderen Theorie nicht treffen 
lasse, sondern dass hier nur  vom physikalischen und krystallograpbischen 
Standpunkte aus geurtheilt werden kann;  er begnügt sich, den geometrischen 
Theil der Aufgabe mtiglichst vollstandig zu erledigen. B. NEBEL. 

Die Elemente der  photographischen Optik. Von H. SCHROEDER. Ent- 
haltend eine gemeinverstiindlich~ Darstellung der Einrichtung photo- 
graphischer Linsensysteme , sowie Angabe über Prüfung derselben. 
Zugleich als Ergiinzungsband zu V O g e l ' s  IIandbuch der Photographie. 
Vierte Auflage, II. Theil. Mit 85 Figuren im Text. Berlin 1891. 
Vcrlag von Robert Oppenheim (Gustav Schmidt). 220 Seiten. 
Preis 6 Mk. 

I n  neuerer Zeit giebt sich die erfreuliche Thatsache zu erkennen, dass 
die praktischen Optiker mit ihren Erfahrungen an die Oeffentlichkeit rücken 
und somit den Schleier des Geheimnissvollen, mit dem früher die optischen 
Werkstatten umgeben waren, lüften. Sie fühlen, dass mit dem Gebeim- 
halten der durch die Erfahrung gewonnenen Systeme nicht mehr auszu- 
kornmen ist. Die Photographie mit ihrem Drangen nach Vorwiirts gab 
den Inipuls, rechnerisch bei der Auffindung von Linsensystemen vor- 
zugehen, und sie fordert die mathematische Welt auf, ihr auf diesem schwierigen 
Gebiete behilflich zu sein. Das Umhertasten und heimliche Abmessen be- 
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wihrter Systeme reicht nicht mehr aus , mathematische Klarheit musa auch 
hier zum Durchbruch kommen , wenn wirklich ein Fortschritt erzielt werden 
soll. Es ist daher das Princip der Arbeitstheilung sehr anzuerkennen, 
das bei der Noubearbeitung von H. W. V o g c l ' s  Handbuch der Photographie 
zum Ausdruck gekommen is t ,  indem er  die photographische Optik durch 
einen Xann bearbeiten liess, der Theorie und Praxis seit vielen Jahren in 
sich vereinigt. Das Buch ist mehr für den Praktiker geschrieben, und 
zwar sowohl fiùr den Optiker, als auch für den Photographen, weçhalb 
auch keinerlei Anfordernngen an hohere Mathematik gestellt. werden. Viel- 
fach kommen Ausdrüoke vor ,  die dem Gelehrten etwas fremd sind und an die 
Praxis erinnern. Ganz unglücklich ist nach unserem Dafürhalten die Einführung 
des Begriffes der Kraft und der Arbeit in  die Optik, wie sie durch den Ver- 
fasser erfolgt k t .  E r  glaubte, die Uebertragung dieser Beprifi'e aus der 
Wirmetheorie in  die Optik liesse sich so leicht bewerkstelligen. Mit dem 
Einführen der Worte ist  es nicht gethan, wenn nicht, wie hier,  Verwirrung 
gaschaffen werden soll. Seite 33 ist  die Arbeit als der Ablenkungswinkel 
eines Lichtstrahles definirt, wcnn er von cincm Medium in ein anderes 
übergeht, wührend Seite 38 die Vergrosserung oder Verkleinerung, her- 
vorgebracht durch ein Linsensystem, als optische Arbeit definirt wird. 
Aehnliches gilt auch bezüglich des Begriffes Kraft,  Flicheukraft ist z. B. 
definirt als sinus des Einfallswinkels. Glücklicher Weise geht dies nicht 
dixch das ganze Buch durch; wir müssen abbrechen, damit dern wahren 
Werthe des Ruches kein Nachtheil erwachst. Die sorgftlltige Literatur- 
zusarnmenstellung bedarf besonderer Anerkennung. B. NEBEL. 

Experimental - Untersuchungen iiber Elektricitat.  Von NICHAEL FARADAY. 
Deutsche Uebersetzung von S. EAL~SCHER. Dritter Band. Mit in den 
Text gedruckten Abbildungen und fiinf Tafeln. Berlin 1891. Ver- 
lag von Julius Springer. 646 S. Preis 1.6 Mk. 

Das Strehen nach Vollstandigkeit ha t  den Uebersetzer veranlasst, nicht 
allein den dritten Band der ,,Experimental Researchesu hier wiederzugeben, 
eondern auch Dasjenige, mas spater erschienen i s t ,  namentlich die 30. Reihe. 
Schon der einfachste Physikunterricht rnacht sich a n  den verschiedensten 
Stellcn die wissenschaftlichen Untersuchungcn F e r  a d  a y's in den Endrcsul- 
taten zu Nutzen. Ueberall trit t  uns der Name F a r a d a y  entgegen, wes- 
lialb es fur Den, der siçh eingehender mit Physik besckftigen will, unbe- 
diugt n6thig iet, sich auch mit den Arbeiten dieses genialen Forschers 
vertraut zu machen, zumal sie &iisserst anregend wirken. Für  die formelle 
Erleicliterung dieses Studiums haben wir dem Uebersetzer und dem Ver- 
lcger den Dank auszusprochcii; sie haben das Verdjenst, fur dic Vcrbrcitung 
der F a r a  d a  y 'schen Lehren in Deutschland weseutlich beigetragen zu haben. 

B. NEBEL. 

Hiet.-1it.Abth. d.Zeitschr. f. Math.u. Phys. 38. Jahrg. 1583. 1.Hcft. 3 
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Der Betr ieb u n d  die  Schaltungen der elektr ischen Telegraphen. Von 
ZETZSCEE. u n t e r  Mitwirkung mehrerer Fachmanner. Bugleich als zweite 
Halfte des dritten Bandes des Haiidbuchs der elektrischen Telegraphie. 
Heft 3. Vierte Abthcilung. Die automatische Telegraphie. Bear- 
beitet von A. TOBLER und E. ZETZGCHE. Füufte Abtheiluug. Der 
Betrieb der elektrischen Telegraphen. Mit 63 in den Text gedruckten 
Abbildungen. Halle a. S. 1891. Verlag von Wilhelm Knapp. 20C) S. 
Preis 6 Nk. 

Mit dem vorliegenden dritien Hefte ist  ein Werk abgeschlossen, das 
ein Ganzes Sur sich bildet und sich zugleich in  des grosse Werk von 
Z e t z s c h  e's IIandbuch der elektrischen Telegraphie als die zweite HaIfte 
des dritten Bandes einreiht. Die vierte A b t h e i l ~ i n ~  umfasst die automalische 
Telegraphie, welche von immer grosserer Wichtigkeit mird. Der Tele- 
graphenbetrieb, welcher zum Gegcnstande der fünften Abtheilung gemacht 
ist ,  kommt hier nirht in  seiner allgemeinsten Bedeutung zum Ausdruck, 
da Alles, was zur eigentlichen Telegraphirthatigkeit gehort, schon in deu 
frühereu Heften resp. Banden grossten Theils erledigt ist. Der Umfang 
des Ijegriffes wird enger gezogen und beschrankt sich auf den technischen 
Telegraphenbctrieb, das heisst auf den Telegramm-Beforderungsdienst, wobei 
von dem eigentlichen Administrationsdienst, wie ihn die einzelnen Ver- 
waltungen festsetzen, abgesehen wird. B. XEBEL. 

Ueber photographische Messknnst,  Photogrammetr ie  und Photographie. 
Von POLLACK. Vortrag , gehalten iu der Jahresversammliing der 
k. k. geographischen Gesellschaft in Wien, am 17. Marz 1891. 
Sonderabdruck aus : Liittheilungen der k. k. geographischen Gesell- 
schaft." Heft 4. Wien 1891. Verlag von H. Lechner's Hof- und 
Universitats-Buchhandl~ing (Wilh. Müller). 21 Seiten. Preis 80 Pf. 

Verfasser giebt zunachst einen geschichtlichen Ueberblick über die 
Versuçhe, die Photographie in der Geodasie zu verwenden, geht danu zu 
den Methoden und Apparaten über, wobei er den von i h m  benützten 
Phototheodolit besonders hervorhebt, und beschreibt schliesslich seine photo- 
grammetrischen Arbeiten am Arlberg. Noch werden die Arbeiten Anderer 
c r ~ i i h n t  und dann auf die weitcrc Verbieitung der Photogrammetrie L in -  
gewirkt. B. XESEL. 

Die Einheit der  Naturkraf te .  Von SECCIII. Ein Beitrag zur Natuipliilo- 
sophie. Autorisirte Uebersetzung von SCIIGLZE. Zweite, revidirte 
Auflsge. Mit 61 in den Text gedruckten Holzschnitleu. 1. Liefeiurig. 
Braunschweig 1801. Verlag von Otto Salle. 80 S. Preis 80 PSg. 
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Die fieue wohlfeile Subscriptions-Ausgabe sol1 in neun Lieferunben 
erscheinen, zu einem Preise von je 80 Pfg. Obwohl die 32 Geit,en lange 
Einleitung manchen Einblick in das Buch gewiihrt, so ist es doch nothig, 
die weiteren Lieferungen abzuwarten. Das erste Buch beginnt mit der 
Wgrrne. - Dass das Uuch einen populzren Charakter trligt, und deshalb 
weiten Kreisen zugBnglich gemacht werden soll, folgt schon aus der billigen 
Herausgalie durch den Verleger; mathematischa Beweise sind daher auch 
ginzlich vermieden. B. N ~ B E L  

Lsitfaden für den Anschanungs-Unterr icht  i n  der Physik. Von PIEPER. 
Dessau 1891. Verhg  von Paul Baumann. 55 S. Preis 60 Pf. 
(cartonirt.) 

,Noch ein physikalisches Lehrbuch!" Dies ist der Anfang des Vor- 
wortes. Der Verfasser fülilt, dass er etwas geschaffen hat ,  das da und 
dort ein Kopfschütteln hervorrufen wird. E r  sucht sich in der Einleitnng 
zu rechtfcrtigcn; doch, was e r  anführt,  sind Mangel, die dem Lehrer oder 
der Schule anhaften. Ein energisclier Lehrer, der einen guten Physik- 
unteiricht, aiich in graktischer Hinsiçht, genossen hat,  wird nicht iasten, 
bis die genannten Rilingel beseitigt sind. Hier ist nicht der Raum, um die 
Aneichten des Verfasers zu bekampfen; wohl aber muss gesagt werden, dass 
das vorliegende Buch nach unserem Dafilrhalten fur einen Gymnasial- 
unterricht unzureichend, dagegen bei den Volksschulen zu gebrauchen ist. 

Dari Intensitiitsgesetz und die Gleichartigkeit der  analytischen Formen 
in der  Lehre von der  Energie. Von WRONSKY. Eine elementare 
Einführung in die Energetik. Fiankfurt a. 0. 1889. Verlag von 
G. Harnccker & Co. 24 S. Preis 80 Pf. 

Verfasser erwahnt in  seinem Vorwort eine Arbeit von G. H e l m  und 
ein von diesem herrührendes, für alle Energieformen giltiges Gesetz. Das 
Letztere diiifte aber dem Inhalte nach schon alter sein, a18 der Verfasser 
glaubt; denn es war uns ganz bekannt. Verfasser will nun dieses Geset,z 
in gauz elementarer Weise zur Darstellung bringen, um das Studium der 
Helm'schen Schrift zu erleichtern. Zii dem Zweck beginnt er mit der 
Ausdehnungsarbeit, geht dann zur kinetischen und potentiellen Energie tiber 
und schliesst mit der Warme. B. NEBEL. 

Ueber den Beweis des Princips von der  Erha l tung  der  Energie. Von 
THEODOH G ~ o s s .  Berlin 1891. Verlag von Mayer & Müller. 56 S. 
Preis 1 Uk. 20 Pf. 

Derjenige, welcher sich für den Inhalt des vorliegenden Schriftchens 

interessirt , hat einen grosscren Gewinn , wenn er dasselbe rasçh durch- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



36 Historisch -1iterarische Abtheilung. 
c--̂  I ^ L ^ - ~  

liest. Verfasser geht von den Wegen aus,  die zur Herleitung des Princips 
von der Erhaltung der Energie von R o b  e r  t M a y e r  und von H e l m h o l t z  
eingeschlagen wurden, wobei er sehr für den Ersteren eintritt. 

B. NEBEL. 

100 Aufgaben aus der niederen Geometrie' nebst vollst%ndigen Losungen. 
Mit 104 Abbildnngen von Dr. KARL SCHWERING, Oberlehrer und 
Professor. B'reiburg i. Br. 1891. Herder'sche Verlagshandluug. 
X iind 154 S. 80.  Preis 2 Mk. 

Die Zahl der Aufgaben ist zwar eine beschriinkte - 60 Aufgaben aus 
der Planimetrie, 40 aus der Stereometrie - aber fast jede Aufgabe liefert 
Stoff und Anregung zu Erweiterungen und neuen Aufgaben, die in vielen 
Fallen nebenbei angegeben sind. 

Die Wahl der Aufgaben muas als eine ausserordentlich glückliche beaeich- 
nct wcrden. Zunichst habcn die mei3ten einen praktischen oder wissen- 
schaftlichen Hintergrund, wodurch das Interesse ftir dieselben heim Schüler 
uuzweifelhaft erhoht werden mues. F'erner begegnen wir hier nicht den 
gewohnlichen ,Sch~ilbliimchen", die man aller Orten trifft , çondern die Auf- 
gaben, sowohl wie die Losurigen, sind vielfach n e  u nnd pikant. Unwill- 
kurlich fühlt man sich bei manchen Aufgaben bewogeii, ihnen das Pradikat 
,,klassischu beizulegen, selbst wenn sie nicht gerade hervorragende Schon- 
heiten zcigen oder einen bcsonderen Glanz entfalten. Schliesslich sind 
dieselben so allseitig und mannigfaltig in ihrer Ar t ,  dass man sagen kann: 
Der Primaner, welcher diese ,100 Aufgaben" durchgearbeitet hat ,  kann 
sich ruhig der Abiturieuten - Prüfung unterziehen. 

Die Losungen sind nicht blos angedeutet, sondern erschopfend durch- 
geführt. , Wie man langst durch Musteraufsatze und Musterübersetzungen 
dem Erlcrncn der Sprachen ein willkommenes Hilfsmittel dargcbotexi hat, 
so glaubt der Verfasser für  die Erleichterung des Eindringens in die Raum- 
lehre einen ahnlichen Dienst zu e r ~ e i s e n . ~  Der zur Losung führende Ge- 
danke tritt  moglichst pragnant hervor und ist für  viele andere Aufgaben 
fruchtbar. In der Reihenfolge ist eine gewisse Anordnung nach Losungs- 
methoden zwar angestrebt, trit t  aber keineswegs hervor. Es ist schade, 
dass Verfasser von der b e w a h r  t e n Method~, , die Aufgaben nach Gruppen, 
denen ein gemeinsanies Losungsprincip zu Grunde liegt , deutlich zusammen- 
zufassen, abgewichen kt. - Die zur Losung nothigen SBtze sind in vollem 
Wortlaute beigeftigt. Dadurch is t  das Studium der Aufgaben erleichtert und 
angenehm gemacht; ausserdem kann das Buch neben jedem keine Aufgaben 
enthaltenden Lehrbuche gebraucht werden. 

Ausser geometrischen Satzen sind nicht nur  Lehren der Algebra und 
Trigonometrie i n  dia Darstellung verflochten, sondern es sind auch in 
hochst gcachickter Weise die R e g  e l s  c h  n i t  t e  eingeführt, und ohne blühe 
wird der Schüler mit den wichtigsten Eigenschaftcn derselben bekennt 
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,oemacht. Da die neuen Lehrplane die Kcgelschnitte in den Unterricht auf- 
genommen wissen wollen, so macht der genannte Umstand das Buch zur 
Einfiihrung sehr geeignet. 

Ausstattung, Druck,  Papier sind tadellos. Den 100 Aufgaben sind 
ni& aeniger als 104 sauber gestochene Holzschnitte beigefügt. Eine so 
reiche Ausstattung mit Figuren,  die mir fur  einen ganz besonderen Vor- 
ziig halten, dürfte sich bei kcincm anderen Bhnlichen Werke findcn. Dabei 
ist der Preis von zwei Mark ein ungemein billiger z u  nemen.  Kurz: 
Die ,100 AufgabenU m6gen Lehrern und Schülern au€ das Warmste 
ernpfoblen sein. F. S C H ~ T T E .  

Della Trisezione dell' Angolo, quale operazione grafica da ANGELO PEGRASSI. 
Neun Seiten Polio lithographirt , mit sieben Figuren. 189 1. 

Die vorliegende Sehrift behandelt das berühmte Problem der Drei- 
theili~ng des Winkels al3 eine graphische Operation. Die vom Verfasser 
erfuodene Lbsung kann man in gewissern Sinne als eine L6sung mit Zirkel 
und Lineal bezeichnen. Das zur L6sung verwendete h6chst einfache und 
(ails Cart,on) leicht herxustellende Instrumentchen, welches in  der bei- 
gegebanen Figur schraffirt is t ,  bcsteht nsmlich aus einem (Halb -) K r  e i s  e ,  
CFE, dessen Yittelpunkt D, und einem L i n e a l ,  einer Geraden CA,  welche 
senkrecht auf dem Durchmesser C E  steht. Dieser ist verlangert um ein 
Stilck CB= C D =  DE. 

1st nun X O Y  der eu A 
theilende Winkel, so legt man 
dau Instrument derartig , dass 
der Echeitel O auf der Geraden 
AC zu liegen kommt, der Punkt 
B des Instrumentes au€ dem 
einen Schenkel- (O X) und zwar 
sa,  dass der aridere Sctienkel 
( O Y )  den Kreis berührt. Ver- 
liindet man jetzt O mit den 
Punkten C und D, so theilen 
diese Verbindungslinien den 
Winkel in drei gleiche Theile. 
Zum Beweise verbinde man 
noch den Berührungspunkt F 
mit D ;  dann ist 

Die vorliegende Arbeit behendelt die Ilcrstellung und Anwendung 
da3 Instrumentes, den Beweis und die verschiedenen Specialfille, ohne 
leider auf da8 Wesen der Sache einzugehen, und z. B. die Curve zu 
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untersuchen, welche der Punkt  B beschreibt, wenn man durch O die 
Gerada AC und Ianga des Schenkels O Y den Rreis glciten l k t .  Immer- 
hin verdient die Arbeit wegeu der eleganten und interessanten Construction 
und ihrer klaren Ditrslellung alle Beachtung. F. S C H ~ T T E .  

Einladungsschrift  der Fürsten- und Landesschule Grimma zu der Ein- 
weihung de3 neiien Schulgebhdes am 24. Septembeï 1891. Reihen- 
summation auf  geometrischem Wege. Von Professor ERNST URLICH. 
S. 43 - 49 und Die Ableitung der  ebenen Trigonometrie aus drei 
Grundgleichnngen. Von Profesaor Dr. THEODOR HABLER. S. 61 - 69. 

Zwei Sonderabzüge aus einem kleinen Sammelbande liegen uns vor, 
iiber welche mir in Eiiirze und gerneinschaftlich berichten, wiewohl zwischen 
beiden kein anderer Zusammenhang besteht, a19 dass beide derselben 
Eiuladungsschrift angehoren. Herr U h l i  c h zeigt an drei Beispielen die 
Aiiwendung des Grundgedankens, dass die Zerlegnng eines genmetrisch 
Gegebencn in einc endlichc odcr unendliche Anzahl von Theilstticken, welche 
irgend einem Gesetze g e m h  gewahlt werden, die Summirung einer eud- 
lichen oder uuendlichen Reihe vollziehen lasst. Herr U h l i c  h schickt 
zuglèich eine Angabe der nicht iimfangreichen Litemtur voraus, welche 
den gleichen Gedanken. aber an anderen Beispielen, zur Anwendung brachte. 
Herr Ha b 1 e r  hat sich die Anfgahe gestellt, diejenigen Systeme von 
Grundgleichungen iii Parallele zu bringen , aus welchon die sammtlichen 
Formeln der ebenen Trigonometrie sich ableiten lassen. Besonders hervor- 
zuheben dürften die Untersuchurigen sein, welche darauf jerichlet ~ ind ,  
den Satz von der Winkelsumme des ebenen Dreiecks, sofern er nicht selhst 
eine der gegebenen drei Gleichungen bildet, aus deuselben abzuleiten. 
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Bistorisch-literarische Abtheilung, 

Der V. Band des Katalogs der arabischen Bücher 
der vicekoniglichen Eibliothek in Kairo. 

Aus dem Arabischeu übersetzt und mit  Anmerkungeri  verseheu 

von 

Dr. HEINRICH SUTER, 
Profe~sor  am Gymnasium zn Zurich. 

Abtheilung: Mathematische Wissenschaften. 

Y. Beschreibeiiùe Geometrie. 

U ( B 2 ) .  

Der erste Theil von a l  - barâ'a a l-  maschrikijja (die orientalische Aus- 
zeichnung) in der beschreibenden Geometrie, von Sâbir Efendi  Sabrî, 
Lehrer der Feschreilienden Geometrie und verniandter Facher an der vice- 
koniglichen polytechnischen Schule [lebt J ~ t z t  1307 noch]. Zwei Bande: 
der eine enthiilt den Text, gedruckt in der Druckerei des T;nt,errichts- 
ministeriurns 1300, 1882/ 83 ; der andero die Tafeln, lithographirt. 1300. 
A L N .  171. H.-N. 23965. 

Ein zweitesExemplar desselben Werkes(1. Theil) : A.-N. 172. H.-N. 23966. 
Bulûg al-  âmâl (die hochsten Hoffnungen oder Gedanken) : über die 

vielen zur Anwendung komrnenden krummen Linien, von Sâbir Efendî 
Sâbri [dem vorigen]. Ein Band, çedruckt in  der Druckerei des Unter- 
richtsrninistcriiirns, im Palast des DnrbG6 al-Dscham2mîz. 1300. 1. Auflage. 
8.- N. 173. H . -N .  23967. 

Ein zweites Exemplar desselben Werkes : A. -N.  174. H. -N.  23968. 

w (Tj.) .  
At-tnhfa a l -  bahijja (das glanzende Geschenk): über die beschreibende 

Geometrie, von Ahmed Efendi Nadschîb, Lehrer der rnathernatischen 
~Vissenschaften an d e r  Geueralstabs - und Artillerie - Schule [ a m  dem 
13. Jatirh. d. H.]. Ein Band, gedruckt in Bûlâk. 1. Auflage. 1290, 1873. 
Am Anfang ein Inhaltsverzeichnies, am Ende sieben Tafeln. A.-??. 169. 
H. - N. 23239. 

Hist.-lit. Abtli. c i .  Zeitschr. f. Nath. n. Pbys. 35. Jahrg. 18d3. 2. Hoft. 4 
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J ( K a f ) .  

Kitâb (ein Buch) tiber die darstellende Geometïie, übersetzt ail? dem 
Franzosischcn in's Arabische von Muhammed Efendi Bnjûmi [ails d m  
13. Jahrh. d. H.]. Anfang: Lob sei Gott ,  der die Leere des Daseiiis,mit 
den Formen seiner GeschGpfe erfüllt hat. Zwei 'i'heile in  einem l h d ,  
gedriickt in Bûlâk, am Schlusse 18 Figurentafeln. A. - N. 74. H.- N.  4835. 

Ein zweites Exemplar desselben Werkes: A. - N .  75. K. -N.  4836. 
Kitâb (ein Ruch) über die darstellende Geometrie. Lithographirt in 

der Druckerei der polytechnischen Schule; in zwei BMnden: der erste ent- 
halt den Text, der zweite 35 Figurentafeln. A. - N .  87. H.-Y. 4848. 

J ( L a m ) .  

Der erste Theil von a l - l a ' â l i  a l -bah i j j a  (die gliinzenden Perlen): 
über die beschreibende Geometrie, übersetzt aus  dem Franzosischeu in's 
Arabische von Ibrâh im Efendi Ramadân  Laus dem 13. Jahrh. d. H.]. Ein 
Rand, gedruckt in Biilâk 1261 , 1845; a m  Schlusse 40 Figiirentafeln. 
A. - N. 66. B. - N. 4827. 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes (1. Theil): A.-N. 67. H:N. 4828. 
Ein drittes Exemplar , ohne Einleitnrgsforrnel : A. -N. 150. H. - N. 22356. 

r ( " îm) .  

Der ersto Theil von a l - m i n h a  ad-dan i j j a  (das geringe, unvollkommene 
Geschenk): Liber die beschreibende Geometrie, von Ibrâh im Efendi Ramadàn 
[dern vorigen]. Ein Band,  gedriickt in  der Druckerei der polytechnischen 
Schule 1269, 1832/53. Am Schlusse drei Tafeln, am Anfang ein Inhaltu- 
verzeichniss. A. - N. 149. H. - N. 22555. 

( D a i ) .  

Ad - d u r r  a l  - m a n t i r  (die ausgestreuten Perlen) : tiber die Perspective 
und Schattenlehre , a m  dern Franzosischen in's Brabische übersetzt von 
Sajjid Sàlih Efendi [Bey] Madschdi, vormals einem der Uebersetzer der 
mathematischen Wissenschaften und Lehrer des Franzosischen an der vice- 
koniglichen polytechnischen Schiile in Biilâk [aus dem 13. Jahrli. d. H.]. 
Zwoi Theilo in einem Band, lithographirt in der Druckerei der polytechnischen 
Schule 1269. A. -N. 43. H. -N. 4806. 

Zwei weitere solche Exemplare: A.  -Nn.  158 und 159. H. -Nn. 22364 
und 22563. 

Ein zweiter Theil des vorigen Werkes, enthaltend 2 3  Figurentafelni 
von demselben Verfasser. Druckerei der poly technischen Schule. A. -N.  88. 
H. - N. 4849. 
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5.  Stein- und Holzschnitt. 
u (B i i ) .  

Bigjat a t  - tullâb (der Wunsch , dus Erwünechte der Studirenden) : 
über den Stcin- und Holzschnitt, ails dem Franz8sischen in's Arabisclie 
übersetzt von  Sajjid Sâl ih Efendi [Bey] Madschdî [dem vorigen]. Zwei 
Baiide, lithographirt in der Druckerei der polytechuischen Schule al -ii?afijjaG7 

in Bûlik 1270,  1853/54; der erste Band enthalt den Text, der zweite 
25 Figurentafeln. 8 . - N .  14. H.-N. 4775. 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes: A.-N.  15. FI.- N. 4776. 

6. Topoqraphic. 

w (Ta) .  

Tahdîb al - ' ibârât {die Zurechtlegung der Aufnahmen?) : über das 
tiatasterwesen (wortlicli über die Wissenschaft der Aufnahme der Ver- 
messungen), übersetzt aus dem Franzosischen in's Arabische von Sajjid 
,Imâra (oder 'Amiira) Efendî , voiii Uebersetzungsbureaii des Unterrichts- 
ministzriums [aus dem 13. 'Jahrh. d. H.]. Ein Band, gedruckt in Bûlùk 
1 1 Am Anfmg ein Inhaltsverzeichniss und Vorbetrachtungen, 
am Schlusse 14 Figurentafeln. A. - N. 20. H. -K. 4786. 

( D s c h î m ) .  

Dschâmi' a l  - mabâdi wa'l  - gâjât  (das Ganze, von den Elementen bis 
ziir lioclisten Stufe) des Katasterwesens, aus dem Franzosischen in's Arabische 
übersetzt von Mahmûd Efendî [Pâschâ] Fahmî ,  einem der Professoreu der 
vicekGuiglichen polgtechnischen Schule [lebt jetzt 1307 noch]. Eiu Band, 
lithographirt in  der Citadelle 1275 ,  1858; 59. A. - N. 154. H. -K. 225GO. 

3 ( K â f ) .  

Al  - kânûn a r  -ri@@ (der mathematische Kanon) über das Planzeichnen 
(wijrtlich über das Zeiclinen der Grundstticke'), aus dem Prauz6siscfieu in's 
Arahiscl-ie iibersetzt von Ibrâh îm Efendî Ramadân [aus dem 13. Jahrh. d. H.1. 
Tier Sheile in einem Band, gedruckt in R e l i k  1 2 6 0 ,  1844. Am Schlusse 
nei;n Figurcntnfeln. A. -N.  21. H. -N.  4782. 

Zwei weitere Exemplare dieses Werkes: A.-  Nn. 147 und 148. H.- Nu .  
22533 und 22554. 

J (Kef) .  
Der erate Theil des Kitâb fann a i - tobûi râ f i j â  (Buches der Disciplin - - 

der Topograpliie), von Muhammed Efeiidi Fauz i  und Haean Efendi Husni, 
hide I~ehrer  der Malliematik an der polylechnisçlien Schule [aus dem 
14. Jalirh. d. H.]. Gedruclit in  B i ~ l J k  1303, 1885/86. -4.-N. 164. H.-N. 22760. 

Fin zweitcs Exemplar dieses ersteii Theils: A . - N .  165. W.-N. 22761. 
--- 

' Im Text steht LS*Db! wohl irrthümlich statt Ml!. 
4* 
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Dschâmii a t m t a m a r i t  (die Gesammtheit der Resultate, wUrtlich Früchte) 
in  der Trigononietrie, überseht aus dem Franzosischen in's Arabische von 
Muhammed, bekannt unter dem Namen Bujûmî Efendî [aus dem 13. Jahrh. 
d. H.]; es entinalt die ebene und spharische Trigonometrie. Ein Rand, 
gedruckt in  Bulak 1264 ,  1848. Am Endc eine Figurentafel. A.-N. 35. 
H.-N. 4796. 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes: A.-N. 36. 15.-N. 4797. 

) ( K a ) .  

R isâ la  (Abhandlung) über die Auffindung des Sinus eines Grades 
vermittelst Operationen, die sich auf Geometrie und Arithrnetik stützen, 
von Dschamschid ben Mas'ûd, dem Arzte*, genannt ~ i j â t  a l - K â ~ c h i . ~ ~  
Anfang: Ich preise ihn wegen der Fülle seiner i'rohlthaten und seiner 
hohen Freigebigkeit. Ein Band in alterer Schrift. A.-N. 4. H.-N. 7801. 

Rudâb a l  - gânijât  (die reichlichen Korncùen **) in der Trigonometrie, 
übersetzt aus dem Franzosischen in's Arabische von Ahmed Efendi Dukla 
[eincm der Gelehrten des 13. Jahrh. d. H.]. Anfang: Die Schatten deiner 
Wohlthaten, O Gott, sind sehr lang. Ein Band,  gedruckt in BûlQ 1259, 
1843. Am Ende eine Bigurentafel. A. -K.  39. H. -N.  4800. 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes: A. - IV. 40. H. - N .  4801. 
Ar - r a u d a  a s  - sundnsijja (der brokatseidene Carten) : über die Trigono- 

metrie, übersetzt (oder zusammengestellt?) von Sajjid Efendi [Bey] Sâlih 
[Madschdi]. Anfang: Lob sei Gott ,  dessen Wissenskreis alle Dinge umfasst. 
Ein Band, gedruckt in  der Druckerei der polytechnischen Schule in Bûlâk1270, 
18531 54. Am Ende zwei Pigurentafeln. A. - N. 37. H.-N. 4798. 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes: A. - N. 38. II.- N. 4799. 

8. Differential- und Iiitegralrechiiung. 

Hisâb a t  - tafàdul wa' t  - takâmul (Differential - und Integralrechniing***), 
übersetzt (verfasst?) von Mahmûd [Pâschâ] Hamdi a l - F a l a k î  [gest. am 
Montag, den 22. Safar 1303, 18851. Ein Band, gedruckt in  Bûlsk. A.-N. 
143. H.-N. 22349. 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes: A.- N. 144. H. -N. 22550. 
- 

4 a!-yabîb kann auch heissen ,,der Meister", ,,der GclehrtetL. 
** Freio Uebersetzung. 

*** XYbrtlich: Rechnung des (Wegiassens des) Ceberschusses und des Voll- 
st&ndigseins. 
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Der crste Theil der Differential- und Integralrechnung von Schafik 
Bey Mansûr Jeg in  [lebt jetzt 1307 noch]. Anfang: Lob sei Gott, der da 
sclïnell (sicher) rechnet in  der Bechriung, die hoch erhaben ist über der 
I)ifferentialrechnun$ Ein Band,  gedruckt in Bû151; 1299, 1882. A. - N. 
129. H. - N. 21663. 

Zwei weitere Exemplare dieses ersten Theils: -4.-Nn. 133 und 134. 
H.-Ku. 21860 und 21861. 

& ( S c h î n ) .  

Scharh (Commentar) des Abû'l-'Abbàs Ahmed ben Muhammed ben 
Tmâd ben 'Ali ,  bekannt unter dem Namen I b n  a l - H â i m  [gest. 815, 1412/13] 
z i i  der Ardschûza (Gedicht) a l  - Jâsmînijja des Ibn  a l -  Jâsmini [gest. 600, 
1203/4]. Aufang des Conimentars : Zum Preise desjenigcn , welcher die 
Zahl der Dinge kennt und was in  ihnen ist,  im Allgemeinen und irn 
Einzelueu, begirine ich die Abliandlung. Anfang der Ardschûza: Lob sei 
Gott  für das, momit er uns erfreut. Eiu Band,  in alterer Schrift, von 
der Hand des Ismâcîl ben Jùsuf ben 'Qrriar az -  Zubaidî, des Schâfîten; er 
karn zu Eude damit am Mittwoch, den 20. Schaww&l 857, 1453. I n  den 
Falten wurrnstichig. A. - N. 1. H. - N. 4762. 

Ein zweites Exemplar. Ein Band i n  alterer Schrift. A. -N. 18. 
B.-N. 7824. 

Ein drittes Exemplar, in alterer Schrift, von der Hand des Muhammed 
al-Buchbri; beendigt am Samstag; den 20. RamaGan 1097, 1686. A.-N. 
19. H.-N. 7825. 

Scharh zu der Jàsmînijja,  in  iilterer Schrift. A.-N.  55.  H. -N. 4816. 

i ( k a i n ) .  
L 

~ â j a t  as-sûl (der hochste Wunsch) i n  der Bestatigung (der Wahr- 
heit) durch die Uribekarinte, von Ibn al - Hâim [gest. 8151. Anïang: Lob 
sei Gott, der jedes Ding nach der Q~iantitat genau kennt. Ein Band in 
ilterer Schrift, beendigt a m  Mittwoch, den 23. Scha'bân 838, 1454;  ab- 
geschrieben von einem Manuskript, das vom Verfasser ciict#irt, von einer 
schnachen Hand gcschricben [es verzeihe ihm (dem Schreiber) sein Herr 
Bhuied ben Muhammed ibn al - Hüim, der Schsîîte; und beeudigt wurde in 
Jerusalem, den 12. Schawwil 797, 1393. A. -N.  21. II . -N.  7827. 

& (Fâ) .  

Al-Fachri" (das Fachri'sche [Werk]) von Abû B e k r  F a c h r  ed-Din 
Muhammed ben a l - H a s a n  a l -Karch î .  Ein Band in alterer Schrift, von 
- - -- - - - 

* Das heisdt: der letzten Abrechnung ( d e u  jiingsten üericht). 
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der Hand des 'Abderrahmh ben 'Alî al-Mùliltî, beendigt in1 Qû'l-Kalda 
1111, 1700. A . - N . 2 3 .  H.-N. 7829. 

F a r â i d  'awâid dschebrijja (algebraische Perleri und Nützlichkeitenj 
zurn Cornmentar des Sibt ziir Jâsmini j ja ;  es sind dies Anmerlïungen (zum 
Cornmentar des Sibt) des sehr gelehrten Muhammed a l  - Hafanî [geli. 1 101, 
1R89/90 im Dorfe (Fleeken) Hafana, in der Provinz Schnrkijja, in der 
N3he von Bilbis, gest. im Rabi6 1. 1181 ,  1767 1 .  Das Buch wurde beeudigt 
am 24. S c h a ' h n  1167 ,  1734. Anfang: Wir preisen Dich, O Gott,  durch 
dessen Gnade wir zurn Ziele durchdringen werrien in der Algebra(?j70 airi 
Tage des Gerichtes. Ein Band,  in iilterer Schrift, von der Hsnd des 
Muh~mrned ben Mi,çfaf;i at-Tiichî,  heendigt in der leteten Nacht des Rad- 
schab 1240, 1825. A.-N. 34. H.-  N. 47%. [Vergl. Sa.mme1wei.k A . .  K. 181, 
Rechenkunst,, und das folgcnde Earnmelwerk A. - N. 89.1 

J (Kiif).  

Ki tâb  a l  - dschebr wa' l  -mukâba la  (das Buch dcr Algebra) , iihersetzt 
(oder verfasst ?) von Muhammed Efendi Bujûmi, vormals Lehrer an der 
vicekijniglichen polytechnischen Schule [gest. in Chartîirn 1268, 1851 / 5 2 ] .  
Anfang: Lob sei Dir,  der Du riach Ueiner Verheissung die Diirriorien be- 
zwungen hast. Enthalt eine Einleitung und 12 Capitel. Ein Band, gedriickt 
in Eülkk 1256, 1840/41 .  A. -N .  29. H. - N .  4 iW.  

~ i t â b  a l -  dschebr wa' l  -mukâba la  (das nuch der Algebra) von Abû 
Jûsuf Ahmed ben a l - H a s a n .  Anfang: Lob sei Gott, dcm Unvergleich- 
licheu. Es entliült 12 Capitel und ist ein Rand in iilterer Schrift. A . - N .  
100. H. -N.  17305. 

Ki tàb  fi ' l-dschebr wa' l -muirâbala  (eiu Buch über Algebsa) von 
Ahmed ben Abî 'Abdallâh Muhammed ben &Ot;mân al- Azdi al -Marra- 
kuschi71, beltannt unter dem Namen I b n  a l - B a n n i  [einem der Gelehrten 
des 7. Jahrh. d .  H.]. Anfang: Lob sci Gott,  dcm Eiiizigen und Angelieteten, 
dem ewig Seienden. Zwei Theile in einem Band, in iilterer Schrift, be- 
endigt (,die Abschrift) am Freilag , den 17. Dscliurnbd& II. 746 ,  1343. 
A.-N. 1. H.-N. 7807. 

Al - kamâlâ t  a t  - t a ~ f î k i j j a ~ ~  (die erfolgreichen Volllrommenheiteu): über 
die Elsmente der Algebra, von Ahmed Efendî Kamâl,  Lehrer der Algehra 
an der vicekoniglicher. polytechnischen Schule Llcist jetzt 1307 nocli]. Zwei 
Bande, gedruckt in  der Dïuckerei des Unterrichtsministeriums 1299, 1881i82. 
A. - N. 175. H. - N. 23969. 

Ein zweites Exerriplar dieses Werkes : A. - N.  176. H.- N. 23970. 
A l - k a w â k i b  ad-dur r i j j a  (die glanzenden Sternej: iiber die algebra- 

ischen Operationen. LVergl. weiter unten al - minlîa aa - zahrijja.] 

,i (Lÿni ) .  

Al-larn'a a l-mâridini j ja  (der mâridînische Lichtblitz, ~chirnrner) iin 
Commentar zur Jàsmînijja; es ist dies der Commentar des Muhammed 
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ben Muhammed Sibt  a l -Mâr id in î  [geb. 8 2 8 ,  14251 zu der Ardschûza 
(Gedicht) des Abû Muhammed 'Abdallàh ben H a d s X h i s c h ,  bekannt unter 
dem Namen Ibn a l -  Jàsmînî [gest. 600, 1203/04]. Anfang: Lob sei 
Gott, welcher alle Dinge nach der Zab1 georduet hat. Eiii Band, in iilterer 
Schrift, von der Hand des àlubarnmed Mekki, beendigt am Dienstag, den 
letrten Kabî' 1. 1104,  1692. Am Rande Eintragungen. A.-N. SI. H. -N. 
4812, [Vergl. die folgendeu Sammelwerke : A. -N.  27,  54 und 89.1 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes , in  Slterer Schrift: A.- K. 52. 
H.-N. 4813. 

R n  drittes Exemplar, in Klterer Schrift, von der Hand des AQmed 
Efeildi ben Mullammed Efendî, bekannt unter dem Namen 'Urfa; beendigt 
am Donrierstsg, den 1 1 .  DscliumidR 1. 1230, 1815. Mit Randnoten. A . -  N. 
53. H.- N.  4814. 

Ein viertes Exemplar , in iiltcrer Schrift : A. - N. 54. H.- X. 4813. 

r (M'rn)- 

Madschmû'a (Xümmelband). A. - N. 27. FI. -N.  7833. Iuhalt : 

1. Der mâridinische Lich tb l i t~  im Commentar zur  Jâsmini j ja ,  in 
ilterer Sclirift. Viele Rsndnoten. 

2. Anmcrkungen (Randglossen) zum màridinischen Lichtblitir im 
Commentar zur Jâsmini j ja ;  in alterer Schrift. 

Madschmû'a (Xarnmelband). A. - N. 54. H. - N. 4815. Inhalt : 

1. Der mâridinische Lichtblitz irn Commentar zur Jâsmini j ja ;  in 
ilteier Schrift. 

2. EisagogeÏ3, von Atir  ed - Din a l  - Mufaddal ben 'Omar al - Abhari  
[gest um's Jahr  660, 1261/62]. Anfang: Wir  loben Gott für seinen Bei- 
stand und bitte11 ihn iim die Führung auf den rechten Weg;  in hlterer 
Schrift. 

Madschmû'a (Sammelband). A.- N. 89. II.- N. 10177. Inhalt: 

1. Der mâridinische Lichtblitz im Commentar zur Jâsminijja; in iilterer 
Sclirift. 

2. Algebraische Perlen und Nützlichkeiten zum Commentar des Sibt 
zur Jâsminijja; in tilterer Schrift. 

Madschmû'a (Sammelband). A.-N. 112. H.-N. 19573. Inhalt:  

1. Ardschûza (Gedicht) über die Wurzeloperationen, von Abû Muham- 
med 'Abdallâh ben HadsTühâdsch, genaurit Ibn  a l -  Jâsmîni  [gest. 600, 
120?i/O4]. Anfaug: Lob sei Gott, der uns den rechten Weg fiihrt; in  
hlteier Schrift. 

2. Auszug nus der Rechenknnst von Ahmed ben Muhammed, beknnnt 
unter dem Namen I b n  a l -Hâim Lgest. 815, 1412/13]. Anfang: Lob sei 
Gott für seine UTohlthaten. E r  enthalt eine Einleitung, fünf Capitel und 
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ein Schlusswort. I n  Zlterer Schrift, von der Hand des 'Omar ad - Damiischî, 
becndigt am 10. R a m a d h  777, 1376 ,  in der &foschcc al- 'atik in Kairo, 
abgesc,hrieben von einem eigenhsndigen Manuskript des Autors, welches 
das Datum 73674,  1335/36 tragt. Wurmstichig. 

3. Die Jâsmini j ja :  über die Algebra, von I b n  a l -  Jâsmînî.  Anfang: 
Lob sei Gott für  das ,  womit er uns erfreiit. In iilterer Sclirift, von der 
Hand des 'Omar ad - Damûschî a l -  Ansarî, becndigt am 10. Scba'bh 
7 7 8 ,  1376. 

Muchtasar 'ilm a l -  dschebr (Auszug aus,  oder Abriss der Algebra), von 
Schaf îk  Bey Mansûr  Jeg in  [lebt jetzt 1307 noch]. E s  enthalt funda- 
mentale (principielle) Erkliirungen (Definitionen) und sechs Capitel. Ein 
Band,  gedruckt i n  Bûlik 1301, 1883/84. A.- N. 130. H.-N. 21666. 

Zwei weitere Kxernplarc dieses Werkes: 8 . - N n .  137 und 138. Ha-Xn. 
21854 und 21863. 

A1 - minha az  - zahrijja (das gliinzende, auserlesene Geschenk) : iiber 

die algebraischen Operationen, übersetzt, ioder verfmst) von 'Âmir Efendî 
SaLd (aus dem 13. Jahrh. d. H). Anfang: Deinen Wohlthaten, O Auf- 
richter der Herzen der Gebrochenen, entspricht nicht der Dank der (Dich) 
P r e i s e ~ d e n . ~ ~  Es enthalt eine Eiuleituug und fünf Capitel. Ein Band, 
çedruckt in  der Druckerei der polytechnischen Schule 3269, 1852153. 
A. -N.  30. K.-N. 4791. 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes : A .  - N. 31. H.- N. 4792. 
Ein drittes Exemplar, gedruckt 1278, 1861 162.  A. -N .  91. H.-N. 

16170. 
Ein viertes Exemplar, gedruckt in  BûlLk 1269. A.-N. 155. H. - N .  

22561. 
Dcr zweite Theil von al - minha az - zahrijja (da8 gliinzende Geschenk): 

über die algebraischen Operationen, tibersctzt (odcr verfasst) von Sajjid 
Sâlih Efendî [Beyl Madschdi. Lithographirt in der Druckerei der poly- 
technischen Scliule 1269. A .  - N .  156. H. -N. 22562. 

10. Anwendung der Algebra auf die Geometrie. 

3 ( D â l ) .  

Ad , -dur ra  a s  - sanijja (die herrliche Perle) : über die arithmetische 
(algebraische) Geometrie7$ von Ahmed Efendî Fâid [gest, am Donnerstag, 
den 17. ~ a f a r  1300, 18821. Anfang: Lob sei Gott ,  dem durch die Er- 
liabenheit seiner Eigenschaften Ausgezeichneteu. Zwei Uüude , lithographirt 
in der Druckerei der polytechnischen Schule 1269. A.-N.  46. II.-N. 4807. 

Ein zweites Exemplar dieses Mrcrltcs: A.-N. 47. H.-N. 4808. 

Der zweite Band des vorigen Werkes: A.-N. 157. H.-Y. 22363. 
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( A l i f ) .  

Ahsan a l  - wasâi l  l i -  tasr î f  a s  - sawâji l  (dei beste Weg für das S t r h e n  
[Bewegung] der Flüssigkeiten [des Wassers] j ,  voii 'Âmir Efendî Sa'd, 
Lehier der mathematisclien Wissenscliafteu an der Kriegaschule [am dem 
13. Jahrh. d. II.]; es ist dies eine kurze Darstellung der beim Stromen 
des Wassers aus  Teichen, durch Bache und andere ahnliche Wasserliiiife 
L U  Tage tretenden Gesetze. Anfang: Lob sei Gott, dem Ordncr (eigentlich 
Bandiger) der Wege f ü r  die Stromung des Wassers. Ein Band, gedruckt 
in  Balak 1291, 1874. A. - N. 96. H.-N. 16498. 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes: Am Ende ein Inhaltsverzeichniss 
und drei Tafeln. A. - N. 170. H. - N. 23240. 

Taharruk as  -sawâji l  (Bewegung der Plüssi;heiten), übersetzt von 
Ahmed Efendî [Bey] Fâid Cgestj. a m  Donnerstag, den 17. Safar 130% 18821, 
ursprünglich verfasst von dem Geometer B l a n ~ h e t ? ~ ~  Anfang: Wir  preisen 
Dich, der Du Denen, welche Dir gehorchen, das Paradics verheissest, 
unter welchem die Strome hinfliessen. Ein Band,  gedruckt in Balhk 1264, 
1848. A.-N. 22. H . - N .  4783. 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes: A. -N.  23. iI. - 3'. 4784. 

( D s c h i m ) .  

A1 - dschawâhir a l  - hisân (die s e h h e n  Perlen) und die Sonne des 
Auges der Zeit: über die Waagkiinst , von Chidr ben 'Abderrahrnân ben 
Ahmed a l  - Barallusi 78 a l  -Fabbâni .  Anfang : Lob sei G o t t ,  welcher in  
seiner Seele crwogen hat die Wissenschaft des WYgena(?), und dcr die 
Wrage der Gerechtigkeit zur vornehmsten Waage gemacht ha t .  Es ent- 
h i l t  eine Einleitung und zehn Liapitel und ein Schlusswort. Ein Band in 
alterer Echrift, beendigt am Mittwoch, den letzten Safax 1255, 1829. 
8 . - N .  32. H. -N.  4793. 

1 ( R a ) .  

Risâlat a l  - kabbân79  (Abhandlung über die Waage) von Muhammed 
ben Abi'l - F a t h  a s  - Sûfi al - Misrî , dem Sch5fîtc:n. Anfang : Lob sei Gott, 
dem Herrn der Geschopfe. Ein Band in Zlterer Schrift. A.-N.  13. 
Il .-N. 7819. 

R i d a  u h r â  f î ' l -  kabbân (andere A bhaudlilng über die Waage) von 
Muhammed ben Abi'l F a t h  [dem vorigen]. Aufang : Wisse, davs die Mangel 
einer Waage, wie es bei genauer Beobachtuug sich ergiebt,  vierfacher Art 
sein kounen. Ein Band in tilterer Schrift. 8 . - Y .  14. H. -N.  7820. [Vergl. 
Sauimelbiinde 28 und 30.1 
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( ' A i n ) .  

A l - ' i k d  a!-tamînR" (dau kostbare Halsband): über das, was an den 
Waagen befestigt (angebracht) ist, von dem Schaich Hasan ben Ibrâhîm 
a l  - Dchabarti  [geb. 1110,  1GD8/ 99, gest. gegen Sonnenuntergang am 
Dienstag, den ersten Safar 1 lSSs', 17741. SriFmg: Lob sei Dem, nelcher 
den Himmel erhoht und die Waage eingesetzts2 liat, damit ihr nicht das 
Maass überschreitet. Es ist getheilt in  ein Vormort, eine Einleitung, ein 
Hanptstück und ein Sclilusswort. Ein Rand in Blterer Schrift. A.-N. 20. 
H.-N.  7826. 

r ( M î m ) .  

Madschmû'a (cin Sarnmelband) in alterer Schrift : A. - N. 86. H. -N. 
4847. Inhalt : 

1. Abhandlurig über die Waage, von dern Schaich 'Abdalmadschid 
a s -  Sâmûlî. Schluss der Abschrift am Dienstag , den 14. L)schumâdk 1. 1296, 
1879. Viele Randnoten. 

2. Abhandlung des Schaich 'Abdalmadschid [des vorigen] über die 
Kunst der Construction (odcr Randhabung) der Waage , die Thcilung ihrer 
Arme, die Bescliaffenheit ihres Aiifhangeringes (?) , die Construction des 
Gewichtesl (eigent!icli des Bissens), das richtigti Verhkiltniss aller dam 
gehorigen Theile, dns Senkrechtstehen der Zunge und anderes. 

3. Iileine Abhandliing über die Waage, von einigen Gelehrten. 
Anfang: Diese Abhandlung über die Waage ist klein in Bezug auf den 
Umfang, der Liussern Erscheinung nach zu urtheilen. 

4. Kleine Abhandlung über die Waage. Aiifang: Dies ist eine will- 
kommene Auseinandersetzung über die Eintheilung der Waagen und die 
Kenntniss der Gewichte (Gewichtssieine). 

5. Abhandlung über die Waagen von Ja'isch ben Ibrâhim ben Jûsuf 
ben J a t m â k  a l -  Amawi al - Andalusi. Schluss der Abvchrift Donnerstag 
Yorgen , den 23. Dschum&d& 1. 1236 ,  1840. 

6. Abhandlung tiber die Maasse und Gewiçhte (Waagen). Anfmg: 
Das erste, womit die Figuren und Blatter (Bücher) bemalt werden .. . 

Madschmû'a (ein Eammelband) in  iilterer Schrift : A. - N. 28. II. -S. 
7834. Inhalt : 

1. Manzûma (Pcrlenschnur, auch Gedieht): über dic Kunst (der Con- 
struction) der Waage, von dem Schaich Jah jâ  [Kinw a l  -Kabbâni] al-  
Chazardschî ai - A n ~ â r i .  Anfang : Zuerst im Namen Gottes , dann das 
Lob. Von der Hand des Mu)animed asch-Schanâwî ben 'Abdallatif al- 
Birdûnî, beendigt am Samstag, den 15. Rabî' 1. 1166, 1753. 

2. Abhandlung iiber die Waage von Muhammed ben Abi'l-Fath 
a s  - Sûfi a l  - Misri, dem Schüfiten. A n f m g  : Wisse , dass die Miingel eincr 
Waage, wie es bei genauer Bcobachtung sich ergiebt, vicrfacher A r t  
sein konnen. 
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MadschmÛ'a (ein Sammclbnndj in alterer Schrift: A.-N. 30. H. -N. 
7836. Inhalt : 

1. Die sch6neri Perlen: über die Waagkunde vou Chidr ben 'Abdalkâdir  
ben Ahmed ben 'Ali ben Jûsuf ben Zaitûn a l -Bara l lns î  a l - X a b b â ~ ~ i . ~ ~  
Anfang: Lob sei Gott,  welcher die Waage der Gerechtigkeit zur vor- 
nehmsten Waage gernacht hat. Von der Hand d w  H i ~ w a n ,  beendigt im 

I)schum&d& 1. 1082, 167 1. 
2. Abliandlung über die Waagkunde voii Abû ' l -Fa th  as-Sûfi a l - M i ~ r i . ~ "  
3. Abhandlung über die Maassverlialtnisse der korperlichen Gegen- 

stande(?) genannt Waleen (eigentlich Cylinder), in Bezug auf Entfernung 
(Linge?), Cewicht, Verdoppelung (?) und Dicke (oder Breite) ?85  

4. Perlenschnur (auch Gedicht) des Schaich Jah jà  Kinw a l -Kabbâni  
[al -  Chazardschî a l  -Ansiri] : über die Waagkundc und die ihr zukornmenden 
Yutzanwendungen. 

12. Qeologie.8c 

1 ( A l i f ) .  

A1 - a k w â l  a l  - murdija  87 (die befriedigeuden Aussprüche) über den 
Bau der Erdkugel, übersetzt (verfasst?) von Ahmed Efendî [Bey] Fâid ,  
vornials Lehrer der Physik und Chemie an àer  vicek6niglichen polytech- 
nischen Schule [gest. am Donnerstag, den 17. Safar 1300, 18821. Anfang: 
Wir loben Dich, der Du uicht geizest mit den Reihen (Schichten)sB Deiner 
Wohlthaten. ,4m Ende eine kurze Erklarung der technischen Ausdrticke 
des Buches und eine Tafel mit ciner bildlichen Darstcllung der Erdkugel 
in den vier Perioden ilires Alters. Ein Barid, gediiickt in Billnk 1257, 
1841. A . - N . 9 .  H.-N.4770. 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes: A. - N .  10. H.-N.  4771. 
(Für ein Werk niil ganz ühnlichem Tite1 ist verwiesen auf die Abtheilung 

,,Physik und Cheniie".) 

( M î m j .  

Al-matâlib a l -munî fa  (die trefflichen Zwecke, Studien): über die 
provisorischen Befestigungen, übersetzt aus dem FranzOsisohen in's Arabische 
vou Sajjid Sâlih Efendî [Bey] Madschdi, vormals Uebersetzer der mili- 
tdrischen fortificatorischen Schriften in der Citadelle [einem der Gelehrten 
des 13. Jahrh. d. H.]. Ein Band, getirnckt in Rûlak  1278, 1861162. 
Irn Text (zeistreut) 22 Tafeln. A .  -N.  145. H.-N. 22551. 

Ein zweites Exemplar dieses Werkes: A.-N.  146. H.-N. 22552. 

(Schluss der mathematischen Wissenschaften: es folgt die Astronomie.) 
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A n m e r k u n g e n .  

1 .  Rechenkunst. 
1. Das arabische Wort  für den Anhanger dieser Rechtsschule heisst 

,,Gchhfi'îu, der Kürze halber habe ich übsrall ,,Schâfîtau geschrieben. - 
2. ,Ardschûzau ist eine besnndere Vers - oder Gedichtform. Bekanntlich 
wurden auch wisacnschaftlichc Abhandlungen von den Orientden gern in 
poetischer Form dargeetellt. - Y. 'hdî heisst , a h ,  antiku, kann aber 
auch ,, gemein , gew6hnlich, v ~ l g i i r < ~  lieaeichnen. Beide Bedeutungen haben 
etwas für  sich: die erstere, weil es sich hierbei meistens um altere 
Manuskripte handelt (in der Regel über 100 Jahre alte), die zweit,e als 
Gegensatz einerseits zu der persivchen und andererseits zu der mairebinischen 
Schrift ,  die bci andern Manuskripten auch vorkornmen, in diesem E'alle 
würde es dann die agyptische Schrift bedeuten, ich habe es nun übewll 
mit ,,%lterer Gchrift' übersetzt. - 4. Dieser Autor kommt bei H. Ch. 
6fters vor; im Inhaltsverzeichniss (Cd. VI I )  heisst er mit dem vollen K a m ~ n :  
Bedr ed -Diu (al. Scheins erl -Din) Abîi 'Ahdallbh Muhammed ben Muhamrned 
ben Ahmed al - X i ? i î ,  vulgo Sibt, el- Miiridînî. Vergl. auch D o  r n , S. 64 
und flgg. - 5. Hisab al - kalam kann auch das Gcschafts -, Gureaurechnen 
(sog. polit, Arithmetik) bedeuten. - 6. M&likî, auüh Malikr, eigentlich der 
,,konigliche", bedeutet hier und auch anderswo einen Anhanger der Rechts- 
schule der M8lekiten. - 7. Das hier genannte Werk des al-r(al~âd1 ist 
ein anderes als das in C a n t o r  1. S. 604 und flgg. besprochene, doch findet 
sich dieses auch im Eatalog; vergl. S. 11 und 13. H. Ch. II. 180 und a. a. O. 
nennt diescn Butor: Nûr ed-Dîn 'Ali ben lduhammed el-  Andalusi; im 
Inhaltsverzeichniss (Rd. VIX) tritt  h imu:  Abû'l-Hasan el-Bestî el-Ral+wl. 
- 8. Trotz den Zusiitzen al-Halebi  und a l - N i y î  scheint dieser Verfasser 
ein Europiier gewesen xu sein, der im Orient gelebt und arabisch geschrieben 
hat: Johannes Anton hlasarra? - 9. 1st gegenwiirtig (ob darnals 1590 
d o n ,  ist  mir iinbekannt) die Universitit in  Kairo. - 10. Hier hat Ibn 
al-Haim den Bciuamen Abii'l- 'Sbbas, wahrend e r  oben Seitc 3 gcnannt 
k t  Schihàb ed -Dîn, wie ihn auoh H. Ch. an mehreren Stellen nennt, so 
a. B. V.494,  wo er als Verfasser des hier arigeführten Werkes ,Richtige 
Leitung des Studireuden etc.' bezeichnet ist. Auch der Commentar 
,,wuusch des Begehrendenu fiiidet sich bei H. Ch. an der genannten Stelle 
angeführt. - 11. Vergl. H. Ch. II. 218. - 12. Vergl. C a n t # o r  1. 689 und 
flgg. und H. Ch. II. 400. - 13. 1st eine in Constantinopel erscheinende 
Zeitung (zu Deutsch= Antworten oder Gerüchto). - 14. B. Ch. ncnnt ihn 
V. 218: Zein ed-  Din Zakariya ben Muhammed An$rî. - 15. Vergl. H. Ch, 
VI.  329. - 16. Ein Anhtinger der Rechtsschule de r  Hanlieliten. - 
17.  Slisaha (pl. misâhât), das sonst ,Ausrnessung, Flacheu, mit a nach dem 
m auch ,Streckeu bedeutet, ist hier jedenfalls durch Langen - und Fliichen- 
maass zu übersetzen, aiigesichts der folgenden Hohlmaltsse und Gewichtc. 
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- 18. Al-Hamâjani ist wohl der Kame des îvlinisters, unter welcliem dao 
Decret über die neuen Maasse erlassen worden iut. - 19. 1st vielleicht 
clas Buch ,,über das,  was die Gescbiiftsleute und die Schreiber von der 
Rechenkunst gebrauchenu ; vergl. C a  n t O r 1. S. 638 und S u t  e r ,  Fihrist 
S. 39. - 20. Vergl. Cantor 1. S. 694 und flgg. - 21. Kann auch der Sing. 
lami = der Lichtblitz, Schimmer sein. - 22. Diese Abhandlung findet 
sich auch bei R. Ch. 1. 493. - 23. Obgleich hier nicht das gebrsuchliche 
Wort für ,Maassu (kîs oder k i j â ~ )  steht, sondern makidîr (sing. mikdar), 
das in erster Linie ,,GrCsse, Menge, Quantitatu und nur  selten ,Naassu 
bedeutet, hielt ich doch ,MaasscL fur die richtige Uebersetzung. - 24. Viel- 
leicht das Ausloschen der Ziffern bei den Rechni~ngaopera~tionen, namentlich 
der Multiplication? - 20. Wasrla, das ich hier durch ,Mittel und Wege" 
wiedergegeben habe, ül~ersetzt F l  ü g e l  in H. Ch. QI. 440 mit praesidium = 
Schutz, Hilfe. - 26. Diesel- a l-Bîrûnî  kann,  da  er nach Ibn al-H5im 
gelebt haben muss,  nicht der bekannte Gelehrte des 11. Jahrhunderts sein. 
- 27. Es is t  wahrscheinlich, dass entweder diese Jahreszahl der Abschrift, 
oder d a m  diejenige des Todes des Autors fehlerhaft ist ,  denn die Abschrift 
wlre 75 Jahre vor dem Tode des Verfassers gernacht worden, was doch 
etwas unwahrscheinlich, wenn auch nicht unm6glich ist. - 28. Bdsch- 
Tschiiwîsch ist ein türkisches Wort und bezeichnet einen militarischen Grad: 
nach M e n i n s  k i (Lex. turc.-pers.-arab.) einen Geueraladjutanten, in Aegypteu 
eiren Wachtrneister. - 29. B. Ch. bat diesen Beinamen auch, aber auf 
einen anderen Autor bezogen; F l ü g e l  liest ihn Schurumbul&li. - 30. 1 s t  

cine in Kairo erscheinende Zcitung (zu Deutsch: der odcr das Ausgewiihlte). 
- 31. Unter cjawât al-asmâ wa'l-rnunfa.il&t, &as ich durch ,,die Namen- 
tragenden (Benennungen) und Abgetheilten (Abgetrennten)" übersetzt hebe, 
sind Ausdrücke von der Form m +/; oder /;+Ji, und m - )'% oder - dm-p'w veretanden, d. b. die Binomialen und Apotomeen der Griechen; 
vergl. Le talkhys d'Ibn al-Bannz, traduit par Ar,is t i d e  M a r r e ,  in den Atti 
de' nuovi lincei, Tom. XVII p. 312 u. 313; doch ist des daselbst angegcbcue 
Verfahren der Wurzelausziehung aus einem solchen Binomial falsch oder 
die Uebersetzung iut unrichtig. - 32. H. Ch. hat VIT. 1033 (jedoch als Bei- 
name einer anderen Personlichkeit) 'Alawiinî, bemerkt aber, dass Andere 
auch 'Ulwhî  schreiben. 

2. Al tc Geoiiietxie. 
33. Es  existiren also zwei nicht ganz übereinstimmende liecensionen 

der Elemente Euklids dur& Nasir ed - Dîn. - 34. Vergl. C a n t o r  1. S. 669 
und 670. - 35. Vergl. C a n t o r  1. 430 und H. Ch. 1. 322. - 36. Das wird 
heissen: der Ilauptabschreiber ist unbekannt, ein TLeil (entweder das 
Tii,elb!att oder irgend eine best,immte Partie des Textes) ist von Schaich 
Hasan al- 'h t târ  geschrieben. - 37. H. Ch. 1. 322 hat 'Alîschir. - 38. Das 
heisst die regula sex quantitatum. - 39. Vergl. S u  t e r ,  Fihrist S. 54, 
Aiimerkucg 93. - 40. Schadruwân ist jedenfalls ein persisclies Wort,  ich 
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habe aber nirgends eine hierher pasaende Bedeutung für dasselbe gefunden; 
es bezeichnet nun allerdings Schâdruwân unter Anderem auch einen ,Spring- 
bruiinen", und da vorher von Sonnenuhren (sâ'at kann heissen die ,, Btunden- 
linien" auf den Sonnenuhren, oder diesc selbst) die Rede war,  so mochten 
vielleicht unter Schâdruwân eine Art von Wasseruhren zu verstehen sein? 
- 41. Im Text stelit Kibla- numâ; nurnL ist persisch und heisst ,, zeigend, 
oder Zeiger", also der ,,Kiblazeigerl', das heisst die Linie, die die Rich- 
tung -nach Mekka anzeigt, gewohnlich steht, dafür blos das Wort 
,,Kibla('. - 42. I m  Tent steht &ira sundusijja (Kreis von Seidenhrokat?), 
sol1 aber wohl dcira sudusijja heissen, was nichts andcres alri Sextanten- 
kreis oder Sextantenbogen bedeuten kann. - 43. Vergl. D o r  n ,  S. 20 und 
88. - 44. Vergl. S u t e r  , Fihrist S. 60, Anmerkung 136. - 45. 1st viel- 
leicht die im Fihrist (vergl. S u t  e r ,  Fihrist S. 25) angeführte Schrift: 
Ueber die Auflosung der geometrischen Aufgaben. - 46. Vergl. S u t e r ,  
Fihrist S .  25. Wir vernehmen hier bestimmter als im Fihrist, worüber 
dieser ,, dem Sokrates zugeschriebene Beweis '( handelt, namlich iiber das 
bekannte Cepitel des Menon; vergl. C a n t o r  1. 186. - 47. Vcrgl. S u t e r ,  
Fihrist S. 40. - 48. Vcrgl. C a n t o r  1. 643, S u t e r ,  Fihrist S. 74, An- 
merkung 264; W O e p k e ,  L'algùbre dlAlkhayyâmi S. 55 und 118. - 49. Vergl. 
C a n  t o  r 1. 653. - 60. Vergleicht man diesen Arlikel 4 mit demjenigen 9, 
S. 19! so muss man annehmen, Tâbit ben Kurrâ habe sowohl die Euklei- 
dischen Data verbessert, als auch eigene Data verfasst ; vergl. S u t  er, 
Fihrist S. 59 ,  Anmerkiiiig 131. - 51. Es ist also wohl der von M. Curtze 
nach lateinischen Manuskripten herausgegebene Liber trium fratrum, - 
52. Al - 1 ~ l c ~ ~ b ~ l r  heisst ,,der CoristantinopolitanerM. - 63. 1st dies vielleicht 
die in Cantor 1. 6 5 3  angefùhrte Abliandluilg ;ber ,,AufzXhlung von 
G l e i c h u n g ~ f ~ r m e n ? ~ '  .- 54. Dieser Wortlaut würde an die Quadratrix er- 
innern, doch kommt diese Curve in den von W O e p k e (1. c. S. 91 - 127) 
gegebenen Auflosungen des Problems der Winkeltheilung durch arabische 
Mathematiker nirgends vor. Diesev Werk al -Bîrûnîs findet sich irn B. Ch. 
nicht vor, obgleich dieser Aiitor iiftcrs citirt wird. Sein Todesjahr mird 
verschieden angegeben, meistens aber 430 ,  1035/39; er wird auch al- 
Chowkrezmî gensnnt, weil Bîrûn in jener Proviiiz gelegen war. - 55. Vergl. 
S u t e r  , Fihrist S. 40 und 74. - 5 6. Vergl. W O e p k e ,  Le compas parfait 
(Notices e t  extraits des Manuscripts de la bibl. impér. Tcme XXII. 1) und 
S u  t e  r ,  Fihrist S. 40. - 57. Vergl. S u  t e r ,  Fihrist S. 18. - 58. Andere, 
wie W o e p k e  und nach ihm C a n  t o r  1. 6 4 4  etc. haben 'Abdalrlschâlib as- 

Sidschar; H a n k e l  (Zur Gcschichtc der Matheniatik iui Alterthum und hlittel- 
alter S. 246) zieht as - Sindechari vor. - 59. Was das Siebeneck aiibetrifft, 
das hier so oft erwiilint wird, so konnte wohl bisweilen statt dessen aucli 
,,PI'euneck" zu lesen sein; deun (Sieberieck) und y (Keuneck) 
konnen leicht verwechselt werden; vergl. auch C a n t o r  1. 652 und 
W o e p  k e ,  L'algkbre dlAlkhayyamî, S. 123-126. - 60. Sind dies die 
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Analemma des Ptolemaios oder die des Diodoros? Vergl. C a n t o r  1. 355 
und 376. - 61. Vergl. S u t  e r ,  Fihrist 8. 38 und 71,  Anmerkung 240; 
ich übersetzte dort misahat a l-halka mit  Planisphaerium, es kann aber auch 
,, Ausmessung des Rreises" bedecten ; hier steht der Plural halak statt  
hall+ - 62. Al- Chudschandî: im Katalog steht wohl irrthümlich al- 
Dschuchandî; dagegen wird Mahmûd und nicht Muhammed das Hichtige 
sein; vergl. C a n t o r  1. 646. - 63. Aus den anderen Namen zu schliesseri, 
ist dieser al-Basrî jedenfalls Ibn al-@&am, den auch H. Ch. als Verfasser 
astronomischer Werke einige Male anftihrt, so 1. 382, II.  180, III.  143, 
V.38. Vergl. anch C a n t o r  1.677 und tlgg. - 64. So heisst nach dem Chedîwc 
Taufik Pascha eine der vicekoniglichen Schulen in Kairo. - 66. Hauech 
bedeutet ,,Hof". - Goa.  I m  Text des Katalogs steht wohl fehlerhaft 1189 
statt 1289; denn es ist dies ohne Zweifel derseibe Verfasser wie der der 
chulasa 81-'izijja (siehe Seite 7 ) ;  ob nun der 6. oder 3. Dschumadâ, II. 
das Richtige is t ,  habe ich nicht nachgerechnet. Noch ist xi1 bernerken, 
dasv ich das Adjectiv 'izijja a1s von dem Samen des Verfassers 'Izat her- 
geleitet betrachtet habe, es k6nnte vielleicht auch von 'izz = Ruhm, 
liacht herstammen und daun ,,rühmlich", ,herrlichu bedeuten. 

3. Beschreibende (leometrie. 
66. Darb bedeutet ,, Strasse" oder auch ,,Thor ". 

5. Stein- und Holzschnitt. 
67. Die polytechnische Schule, jetzt in Kairo, befand sich dnmals 

noch in Bûlâk und t rug diesen Beinamen, dessen Herleitung mir un- 
bekannt ist. 

7. Trigonometrie. 
68. ~ i j i t ,  al-Kaschi wird im H. Ch. a n  rnehrercn Orten erwiihnt, so 

z. B. III. 364. wo diese Abhandlung angeführt i s t ,  von der es heisst: et 
viri eruditione excellentissimi quamquam numero plurimi ejus sensum 
penitus non perspeserunt - nnd III. 449, wo der Autor genannt wird: 
Ghiyath ed-Din Jemshîd ben Mes'fid Kashn. Vergl. aiich H a n k e l ,  1. c. 
S. 292 - 93 und C a n t o r  1. 670 - 72. H. Ch. I II .  452 führt von ihm 
neiter noch an :  Tractatus de chorda e t  sinu trientiv arcus eliciendis, cujus 
chorda e t  sinus cogriita surit - icli vermuthe, dass diese Abhandlung mit 
der eben genannten identisch ist. II. Ch.  bemerkt dann zu dieser Abhand- 
lung noch weiter: nici t  (a l-  Kâschî) in opere Mift;ih (es ist dies sein Schlüssel 
zur  Rechenkiinst, vergl. C a n t o r  1. 670) :  Haec quaestio geometrica ad 
illas pertinet, quae majoribus difficultatem praebebant, u t  auctor Almagesti 
testatur, qui viam sibi ad illam quaestioue~n solvendam non patere fatetur. 
- Al-Khschi lebte nach II. Ch. III. 5% zur Zeit Ulûg Regs. Ibid. I I I .  
610 wird von ihm angefulirt: Sullarn el-sama: Scala coeli de explicatione 
figurarum, quam veteres de distantiis e t  corporihus dederunt; zuglcich ist 
hier sein Todesjahr auf 919, 15131 14 angegeben. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



56 Historisch - literarische Abtheilung. _ ---- -X*X--YXII- -_---_I^IxI, _- --. 

9. Algehra; 
69. VergL'über die IIerleitung des Titelv , , a l  - Fachrici C a n t o r  1. 655. 

Nach dem vorliegenden Wortlaut des Katalogs fiele also jene &Tnthmassung 
dahin, denn al-Karchî hiess selhst Fachr e d - D î n ,  das hcisst Stolz, Buhm 
des Glaubens. Leider ist hier die Lebenszeit a1 - Karchîs nicht angegeben. 
- 70. Wahrscheinlich ist hier dschebr anders on übersetzen , vielleicht 
mit ,,WiederherstellungU, ,,Vereiiiigungu und würde dann der Satz etma 
so lauten: - durch dsssen Gnade wir zur  Vereinigung (mit den Hûri?) 
durchdringen werden am Tage des Gerichtes. - 71. F l ü  g e l  in K. Ch. V. 74 
und auch H a u k e l ,  1. c. S. 249. lcsen SIernkeschî, was unrichtig ist. 
H. Ch. (1. c.) schreibt ihm ein Kit&b e l -  hisnb zu: vielleicht ist dieses nur 
der erste (arithmetische) und das hier vorliegende der zweite (algebraiscbe) 
Theil seines Talchis. Vergl. C a n  t o  r 1. 689 - 94. - 72. In  diesem Titel, 
den ich wortlich diirch ,,die erfolgreichen VollkommeuheitenL' wiedergegeben 
habe , liegen hochst wahrscheinlich Anspielungen auf seinen Nameu ,,Kamali' 
und auf den Vicekonig Taufik Pascha. - 73. Wie dieses Werk hier hinein- 
kommt, ist mir nicht klar; denu nach H. Ch. 1. 502 ist dasselbe eine 
Schrift über Logik, speciell über die quinqiie universalia; es heisst claselbit 
unter Anderem: Compendium nostris temporibus piae ceteris celebre et 
tritiim est illud, qaod viro merito Atthîr e d - D î n  Mofadhdhal ben 'Omar 

Abahrî,  circa annum 700 mortuo, tribuit,ur. Continet omnes quaestiones 
logicas etc. Auch P o r n ,  S. 93, erwiihnt in einer Anmerkung diese 
Eisagoge des Athir ed -Dîn e l -  Abahrî und bemerkt dazu noch, dass in 

einer Stelle eines arabischen Werkes des Schaich Ahmed el-Demenhury 
ausclrücklich angegeben werde, dass Ahahrî und nicht Abheri oder Abhari 
die richtige Schreibweise sei. - 7.1.. Dieaes Datiim geht etwas weit zurück; 
wenn Ibn al-HBim 815 gestorben k t ,  so müsste e r  .nahezu 100 Jahre alt 
geworcien sein, wpnn er schun 736 ein Werk geschrieben haben sollte. - 
75. Dieser Satz bietet eiri trell'eudes Ueispiel ftir die Vorliebe der draber, 
in den Titel oder in  die Eingangsformel ihrer Werke Anspielungen auf 
den Inhalt derselben einzuflechten. Eo kommen in dieçem Satze die miorter 
dçchàbir (Part.  act. van dschahara) = Wiederhersteller , Aufrichter, und 
jukabilu = cs entspricht (von kàbala = gcgcnühcrstehen, entsprechen) Tor;  

ja auch al - munkasarina = der Gebrochenen kann auf kasr = Bruch (arith- 
metisch) anspielen. 

10. Aiiweiirluiig dcr Algcbrs aiif die Gcoinetrie. 
76. Wortlich heisst es: über die geometrischen Uerechnungen, docb 

kiinn der Sinn,  nach dem Titel des Abschriittes z u  schliessen, keiu anderer 
als der von mir gegeberie sein. 

1 1. Xechniiik. 
77 .  Die Sransscription des arabischen Worteu UlLndsclrie oder auch nach 

"y~tischer Aussprache Blhge( t )  ist unsicher : zwischen B und 1 kann jeder kurze 
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Vocal stehen und B kann auch = W (franzosisch V) gelesen werdeu. - 
78 Barallus ist nach Jakûts  geograpliischem Worterbuch ein kleines Stiidtchen 
am Ki1. - 79. Kabbkn übersetzt D o r  n ,  S. 146, durch ,grosse Waageu,  
Vul le r s  im persischen Lexicon durch ,,einarmige WaageU (Schnellwaage); 
ich lasse os, wie auch D o r n  an andcrcn Stellen thut ,  unentschieden und 
iibersetze einfach , ,Waage ". - 80. D o r n  , S. 96, erwiihnt dieees Werk 
des Dectiabartî (oder wie er schreibt el-gabartî) auch, neunt es aber al- 
5.d ah-iamîn = das kostbare Halsband; ich adoptire nun hier die Lesart 
iamîn = kostbar statt  samin = fet t ,  wie sie im Katalog steht,  weil ich 
letztere Schreibweise als Druckfehler auffasse. D o  r n ,  Seite 94 und 95, hat  
Yon Dscbabilrtî noch ein hhnliches Wcrk : ad-dur r  a$- tamin = die kostbaren 
Perlen, ilber die Waagkunst. - 81. D o r n ,  S. 92,  hat  als Todesjahr 
Dschabartîs 1187. - 82. Wada'a, das ich hier mit ,,einsetzen" wieder- 
gegeben habe , bedeutet auch ,, erniedrigen ", und d a m  ist die Antithese 
LU rafa'a ,,erhObenLL hergestellt. - 83. Chidr ben 'Abdalkâdir wird von 
H. Ch. III. 661 erwiihnt unter dsm Namen Hadhr (im Inhaltsverzeichniss 
steht aber Khidhr!) ben al-Kkdir el-burullusî;  als Bearbeiter der Tafeln 
Ulùg Begs. - 84. H. Ch. hat III. 560 einen Mul?ainrned ben Abi'l- Fath 
Sufî bfisrî, der einen Auszug aus den Tafeln U l û i  Regs gemacht hat. - 
85. I m  Text steht hier als letztes Wort a; j s i j ' l  aus dem Nichts zu machen 
kt; ich vermuthe, es sollte heissen = tuchana, was ,, Dicke I L  be- 
deutet; tibrigens ist der Sinn der ganzen Stelle unklar. 

12. Geologie. 
86. Wie die Geologie zu den mathematischen Wissenschaften kornmt, 

begreife ich nicht,  zumal am Schlusse dieees Bandes noch eine Abtheilung 
,Physik und Cherniet< erscheint; ich halte dics für ein Vcrschcn der Her- 
ausgeber; vergl. den Schluessatz dieses Abschnittes 12. - 87. Liest man 
al-mardijja statt al - murbija, so würde es heissen: die angenehmen, mit 
Eleifall aufgenommenen. - 88. Man beachte die Anspielung aiif die Geologie 
in dern Wort ,,Schichtenu. 

iIi8t.-1it.Abth. d. Zaitschr. f. Nath. u.Phys. 38. Jahrg. 1893. 2. I Iof t .  
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EI. PO IN CAR^. Les mkthodes nouvelles de la  mecanique celeste. T. 1: 
Solutions pbriodiques. Non - existence des intégrales uniformes. 
Solutions asymptotiques. 385 S. gr. SO. Paris, Gauthier -Villars, 1892. 

Das vorliegende Werk ist ein Anzeichen der s tarken,  in vollern Fluss 
befindlichen Bewegung, in welche die Stijrungstheorie seit knapp 15 Jahren 
verçetzt ist und in die Herr P o i n c a r é  durch seiile im I3and 13 der Acta 
Mathematica vertiffentlichte , 1889 in Schweden preisgekronte Schrift über 
das Prnblem der drei Korper eingegriffen hat. Für Diejenigen, welche 
dicse Schrift, oder auch meine Analyse derselben in der Vierteljahrsschrift 
der Astr. Ges. Jahrg. 25, kennen, genügt zur Charakterisirung des Inhalts 
des hier zu besprechenden ersten Bandes die Angabe, dass r,r eine Ue- 
arbeitung des ersten der zwei Theile jener Abhandlung vorstellt, m i t  Aus- 
schluss der Theorie der Integralinvarianten und ihrer Anmendung auf 

Stahilitat, aber nnter Znziehiing der Rehandlung der Existenzfrage von 
cindeutigcn Integralfunetionen. Dcr übrige Inhalt der Preisschrift, ver- 
bunden mit einer Discussion der von Herrn G y  1 d e n  in die Storungstheorie 
so erfolgreich eingeführten Methoden etc., sol1 folgenden Banden vor- 
behalten bleiben. So findet sich auch die in der Schrift schon ausgeführte 
Discnçsion der L i n  d s t e d  t'schen Methode, welche nach der Vorrede in 
den ersten Rand aufgenommen sein sol1 , in  Wirklichkeit hier noch nicht 
explicit vor. 

Veranlasst durch die 1885 gestellte Preisaufgabe -,für ein beliebiges 
System materieller Punkte,  die einander nach dem li e w t O n 'scben Geeetze 
anziehen , unter der Annahme, dass niemals ein Zusammentreffen zweier 
Punkte stattfinde, die Coordinaten jedes cinaelilen Punktes in  unendliche, 
aus bekannten Functionen der Zeit ziisammengesetzte und für einen Zeit- 
ranm von unbegrenxter Daiier gleiclimassig convergirende Reihen zu ent- 
wickeln" - war der Verfasser zu gewissen negativen Resultaten gelangt, 
welche bereehtigtcs Aufsehcn hervorgerufen haben, wenn auch solche nech 
nianchen schon vorher gemachten Schlüssen, insbesondere von Bruns ,  
nicht gerade unvermuthet gekommeii sind. Die positive.? Ideeu aber, 
welche IIerrn P o i n c a r  i: ge1,eitet haben, sind von nicht minderer Wichtig- 
kei t ,  cchon deshalb, weil man sie auch in den Arbeiten der Iibrigen 
neiieren Forscher auf dieçem Gebiete erkennen kann;  niid gerade in der 
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Ahsicht, einen zusammenfassenden Blick auf diese Arbeiten zii l iefern,  i s t  
d ~ s  Ruch geachrieben. 

Die neuere Entwickelnng l i i ~ s t  sich auf G e  o r g e  W i l 1  i a m  H i 1  1's  
iil~liandlung i'iber die Bewegung des Xondper igaums,  soweit sie von den 
mittleren Bewegungen von Sonne und Mond abhangt  (Cambridge, Nass. 
1577; siehe auch American J. of Math. 1 und den Abdruck in  Acta Nathem.VIII),  
rurückfüliren, eine Arbei t ,  die ihrem Verfmser 1887 die goldene Nedaille 
der R. Astr. Soc. von London eingetragen hat. Schoii L a p l a c e  h a t  i n  
der Absicht, die siicularen Glieder , welche bei Entwickelung der  Coordinaten 
nach Poterieen der  kleiuen Nassen auftreten,  u n d  welche die Zeit auuser- 
halb der sin und cos Zeichen enthalten,  zu vermeiden, die Ermittelung 
der bezüglichen Ungleichungen au€ die Integration eines Systems von 
linearen Differentialgleichuiigen mit  constanten Coeffîcienten surückgefiihrt. 
H i l l  gelnngt niin unter Vernachlassiguiig der Reigung der Mondbahn, und, 
bei erater Niiherung, auch der ExcentricitHt der Sonne, zu dem Regriff und 
der Aufstellung einer (nach G y  1 d en ' s chem Ausdruçk) ,intermedi&renu 
Balin, einer fictiven Bahn , welche aber jene Perjgaeumsbewegung schon 

1 
bis auf ein - wiedergiebt. Das  Charakteristische dabei i s t ,  dass die zu 

80 
discutirende lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung nur  
p e r i  o d i s  c h e  Coefficienten der  Zeit enthalt. W e n n  nun  auch das In te-  
grationsverfahren fü r  eiue solçbe Gleichung bei H i l l  noch unst reng ist, 
so  ist doch eben dieser Mange1 durch functionentlieoretische Betrachtungen 
von etwa 1882 an  (F l O q u e t  etc.) beseitigt worden. Indem B e r r  Gy 1 d e n  
diese Gedanken su allçemeiner Entwickelnng brachte ,  hat  e r  die St6rnngs- 
methodcn theoretisch und rechnerisch so weit gefordert ,  dass sie bereits 
ein ausgedehntes Feld von wichtigen Anwendungen haben finden konnen. 

Die Frage n u n ,  die Her r  P o i  n c a  r C: vor Allem in's Auge fasst , iut 
die nach der C o n  v e  r g e n z  de r  alteren und neueren Entwickelungen. Die 
bisherigen numerischen Retrachtungen mogen diese Convergenz für kürzere 
Zeitrfiume j a  genügend sicher stellen; abe r  80 wenig wie f ü r  die alteren 
Entwickelungen nach Potenzen der  Massen ist es  f ü r  die neueren An-  
n h m m g e n  gclungen,  ihrc  Giltigkeit fü r  unbegrcnzte Zcitdaucr, odcr ga r  
ihre gleichmsssige Convergenz fü r  alle Zei t .  nachzuweisen und Grenzen, 
innerlialb welcher sich ihre  Genauigkeit bewegt ,  streng festzulegen - 
was doch nothwendige Voraussetzimg fü r  die theoretische Anwendbarkeit  
dieser Darstellungen auf Fragen wie Stabilitiit, unbeschr#nkte Giltigkeit 
des N c w  t O n'schcn Gesehes  ctc., ist. I n  diescr Bcziehung wird der 
Terfasser zu  dern auch sonst vermutheten Resultate geführt ,  dass die 
LIetirzahl der  bislier eingeführten Reihen nicht in jenem analytischen 
Sinne convergent sein k a n n ;  aber noch zu dern weiteren, dass diese Reilien 
nichts destowsniger deshalb von grosstem praktischem Werthe  s ind,  weil 
sie s e m i c o n v e r g e n t  sind (nach A r t  der  S t i r l i n g ' s c h e n  Reihe),  so 

5' 
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dass sich auch Fehlerschatzungen boi Abbrechen an gewissen Gliedern auf- 
stellen lassen. 

Der Weg der Untersuchung ist durchweg - -  an H i l 1  anschliessend - 
die Betrachtung von p e r i  O d i s  c h e n Losungen der Gleichungen der Dynamik 
und der ihnen benachbarten Losungen. So erscheint in dem Fa11 dreier 
Korper A ,  B, C von den Massen 1 - F<,  p ,  O, die sich nach dem New-  
ton'schen Gesetze in einer Ebeno bewegen so lhn ,  cinc Periodicitst der 
Bewegung fiir p = O ,  wenn die mittleren Bewegungen in den beiden 
Ellipsen, die B und C um A beschreiben, ein rationales Verhiiltniss haben. 
Der Verfasser zeigt nun ,  dass es auch für  jedes kleine y bei geeigneter 
Variation der Anfangswerthe eine periodische L6sung geben muss, die 
jener für p. = O benachbart ist. Legt man aber eine solche Losmg als 
intermediare Bahn zu Grunde, so verschwinden nun bci den wcitercn 
h'fiherungen gerade die in  den früheren Theorien kritisch gewordenen 
Glieder. - In  den vom Verfasser discutirten speciellen Fallen lassen sich 
die periodischen Losungen in convergente Potenzreihen nach dem kleinen 
Parameter p entwickelu, deren Coefficienten periodische, durch trigono- 
metrische Reihen darstellbare Functionen der Zeit t sind (bei den angu- 
laren Variabeln immer abgesehen von dern Coefficienten von der von 
der Form nt ist); die ciner solchen b c n a c  h b a r  t e n  Losungen aber nicht 
mehr in dieser Gestalt, wohl aber die bezüglichen Variationen in der 
k'orm e u t .  S ( p  , t )  darstellen, wo sowohl or, als S nach Potenzen von i(i. 
convergent entwickelbar sind, und in S die Coefficienten trigonometrische 
Reihen in t werden. 

Zum letzteren Theoreme gelangt m a n ,  indem man das System von 
homogenen linearen Differcntialgleichungen mit periodischen Coéfficicntcn 
(Periode Zn;) aufstellt, welchem die Variationen der periodischen L6aung 
in e r r; t e r  Naherung geniigen. Besteht dasselbe aus n Gleichungen , so 
erhalt man eine Gleichung nt"" Grades ftir /3 = e Z n u  (analog der bekannten 
Gleichung bei constanten statt  periodischen Coefficienten), welche in den 
speciell behandeltec dynamischen FaIlen ftir = O auf n Werthe O von n, 
für von O verschiedene kleine y auf zwei Werthe cl = O filhrt und ausser. 
dem auf n - 2 kleinc Werthe cl, die paarweise gleich und ontgegengesetzt 
sind und sich nur nach Potenzen von Ji entwickeln lassen konnen. 

Die periodischen Losungen, welche nur  bei ganz besonderen, freilich 
überall dicht vorhandenen, Anfangswerthen existireu , haben nun eine be- 
sondere Wichtigkeit dadurch, dass es dem Verfasser durch Betrachtung der 
v O 11 s t a n d  i g e n Variationsgleichungen gelingt , ganze Klassen von weiteren 
Losungen um jene herum zu gruppiren und zu verfolgen. Es sind die so- 
genannten ,,asymptotischenu Losungcn, das heisst solche, welche zwar ftir 
endliche Zeiten von der periodischen Ausgangsl6sung sich ziemlich entfernen 
konnen, aber für  t =. + cn sich derselben asymptotisch annahern. Ebenso 
eine andere Classe von Losmgen mit deuselben Charakter für t = - W. 
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Auch dieae L6sungen lassen sich nach ganzen Potenzen von /; entwickeln, 
deren Coefficienten nun Potenzreihen von einer Reihe von Grossen der 
Form euh' und e t i c  werden. Aber hier gerade erscheint das obcn genanute 
Rcsultat tiher Convergenz : diese Entwickelungen gelten nur formal, sie 
haben den Charaktcr des S e m i  c O n v e r g e n t e  n , wahrend die Reihen nach 
den Grüsaen euh', e k i t ,  wie sie v o r  der Eritwickelung nach positiveu Po- 
tenzen von f i  für die Losungen herstellbar sind, noch convergent waren. 

Weiter sei noch das Resultat angedeutet, welches der Verfasser in 
der wichtigcn Frage nach dcm analytischen Charakter von weiteren Inte- 
gralfiinctionen, als den bekannten,  erhslt. I n  den Differentialgleichungen 

d z i  i?F dy ,  -- 
A 

aF 
- - =- -. ( i = l ,  2, . . . p l  

d t  dy, '  d t  a s i  
seien die xi Linea,rgrossen, die yi Winkelgrossen (mittl. Anomalie, Lange des 
Perihels etc.), welch' letatere alle moglichen reellen Werthe durchlaufen 
und durch Aenderungen um 2 z  die Lage des Systenis niclit andern sollen; 
die Function 

F = l i U ( z )  + yI",(x, Y) + y 2 F 2 ( x ,  y)+ . .  

sei eine eiudeutige und analytische Function der x i ,  y i ,  periodisch in den 
yi m i t  Perioden 2 TC. Nennt man jede nur von den x ,  y abhiingige Function 
@, welche vermoge der Differentialgleichungen eine Consta,nte wird, ein 
Tntegral derselben, so ergiebt sich unter gewissen weiieren in  unseren 
Drei-Korperproblemen im Allgemeinen erfülltcn Ungleichungen für  F, und FI 
der Satz: ,dasu dss System, ausser den bekannten Iutegralen F etc., kein 
Iutegral zulasst, das eine eirideutige analytische Function fur a l l e  reellen 
Werthe der y; und ~er iod isch  in diesen Grossen, ferner eine eindeutige 
analytische Function von p und der q, für genügend kleine y und für  
ein noch sa kleines Gebiet der si, i d L L  

Der für kleine p geführtc Beweis weicht von dem in den Acta Nathem. 
etwas ab ,  insofern er weniger den periodisühen Charakter der Ausgangs- 
loaung, als die Gleicliungcn der Art [Y@] = O (in der Schreibweise der 
J a c  obi'schen Dynamik) benutzt. 

Die breite Daratellungsweise des Verfassers wird dadurch leicht ver- 
standlich, dass er die beniitaten mathernatischen Hilfstheorien einleitend 
zusamrnenstellt. Diesclbcn sind in dieser Darstellung tibrigens auch au 
sich interesùant , insofern Manches : wie die C a u c h y  'schen Existenztheoreme, 
Erweiterungen erfihrt. Eine dieser Erweiterungen aber - die Ausdehriung 
der D a r  b O ux'schen Methode, Grenzwerthe für die Glieder hohen Ranges 
in der T a  y 1 o r 'sehen und F O LI r ier'schen Entwickelung n i  bestimmen, 
auf Reihen von zwei Variabeln - ist in das vorletzte Capitcl verlegt, 
welches eine Anwendung auf die Grenzwerthe der hoheren Glieder in der 
Stijrungsfiinction und eine Erganzung des Beweises des ziileiot angeführten 
Integralsatzes bieten soll. Gerade diese Untersuchungen und Darstellungen 
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aber, welche die Singularitzten von hestimmten Integralen, als Functioneu 
eines eingehenden Parameters hetxachtet , zum Gegenstand haben, machen 
nicht den Eindruck des Abgeschlossenen. . 11. NOETIIER. 

Geschichte der Physik. Von Dr. E. G E R L A N D ,  Docent für  Physik uud 
Elektrotcchnik an der Kihiglichen Bergakademie zu Clausthal i. W. 
[Vierter Band von Weber's Naturwissenschaftliclier 13ibliothek.l Mit 
72 in den Text gedruckten Sbbildungen. Leipzig 1892, J. J. Weber's 
Verlag. 336 S. 

Der Verfasser wollte, der Anzeige der Verlagshandlung zufolge, in 
seiner Geschichte der Physik eine Daratellung geben, welche die Ent- 
wickeluug dieses Zweiges der Culturgesçhichte in grossen Zügen vorführe, 
ohne sich in sachliche oder biographische Einzelheiten zu verlieren. Er  hst 
sich dabei nicht an den Fachmann, sondern an den grossen Leserkreis der 
aligemein Gebildeten gewandt, er hat  dem entsprechend einer leichten. au- 
ziehenden Sprache sich bedient, unterstützt durch zweckm5issig gewahlte 
Holzschnitte, nicht behindert durch Atïführung von Beweisstellen. Am 
Schlusse iet allerdings auf 17 Seiten ein Literaturverzeicbniss abgedruckt, 
doch kann mau dasselbe nicht als Allgerueinanfütirung der belrelieriden 
Schriften betrachten. Solches ware nur dann moglich, wenn im Literatur- 
verzeichnisse jedes Buch mit einer fortlaiifenden Nummer versehan und 
diese an allen Stellen ahgedriickt ware, wo Herr G e r l a n  d aiif das be 
treffende Werli verwcisen will. Wir  habcn es also mit einer wesentlich 
beweislos auftretenden Darstellung zu t h u n ,  bei welcher die E'lagge des 
Verfassers für  den Inhalt haften muss, und l l e r r  G e  r l a n  d hat sich seit 
etwa 15 Jahren einen genügend gesicherten Namen als gewissenhafter 
Forscher erworben, urn seine Flagge in diesem Sinne entfalten zu k6nnen. 
Es wzre j a  nicht achwer, manche Unrichtigkeiten in dem Buche hervorzu- 
hcben, insbesondcrc da ,  wo es Streifzüge auf das Gebiet der Geschichte dcr 
aathematik und der Astronomie unternimmt. Wir  sind der Meinung, Herr G er - 
1 a n  d hatte diese Siellen besser ungeschrieben gelassen. Sie geh6ren niclit in 
eine Geschichte der Physik, für welche, auch wenn man das Wort IJhysik 
so eng als moglich fasst, eine kaiim zu beaaltigende Stofffülle vorliegt, 
und wenn,  woran wir kaiim aweifeln, das lins vorliegende Bandchen z u  

eincr zweiten Auflage gelangt,  so wird ein Ueberbordwerfen dieses Ballajtes 
sehr gerathen sein. Das Register bedarf dagcgen vielfitchcr Erganzung, 
wenn es wirklich die Brauchbarkeit des Buches in dern Vaasse erhohen 
soll, wie ein gut  angelegtes Narnen- und Sachverzeichniss es zu thun ver. 
mag. W6rter wie: Auziehung , Batterie, Capilaritat, Luftpunipe , Oberto~e, 
Schallfiguren u. S. W. sollte man im Register nicht vermissen. CANTOR. 
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Das Leben und W i r k e n  des Physikers  und Astronomen Johann Jakob  Huber  
aus Base1 (1733-1798). Von Dr. phil. J. II. GRAF, ausserordent- 
lichem Professor der Yatheniatik an der TJniversitiit Rein. Mit clem 
Bildnisse H u b e r ' s  und einer Tafel, seine von ihm crf~indenc freie 
Lhrhemmung darstellend. Bern 1 8 9 2 ,  Buchdruckerei von K. J. 
Wyss. 75 S. 

Es ist eine Qelegeuheitsschrift, über welche wir zu berichten haben. 
Die Basler Naturforschende Gesellschaft wiirde 1817 diirch Professor 
Daniel  H u b e r  gegrtindet und besteht also scit 75 Jahrcn. Zur Feier 
diescs Zeitabschnittes wollte die Berner Naturforschende Gesellschaft ihr 
ein literarisches Festgeschenk wiclmen, und was ware passender gewesen 
als eiu Rückblick auf das wenig bekannte Leben und Wirken von J o h a n u  
Jakob  H u b e r ,  dem Vater von D a n i e l  I I u b e r P  IIerr G r a f ,  der die, 
Geschichte Berner Naturforschung durch schiitzbare Beitrzge geklart hat, 
war der geborene Verfasser der Festschrift, und er hat in ihr seinen çchon 
beknnnten Sammelfleiss auf's Ncue bcwshrt. Das Bedeutsamstc, worauf 
die Aufmerksanikeit des Lesers sich richtet, ist die freie Uhrhemmung, mit 
dereu Herstelluug H u b e r  sicli seit 1755, also seit seinem 22. Lebensjahre, 
beschiiftigte. Er war damals viele Monate in England, und seine Tage- 
bücher aus der ganzen Zeit sind nùch vorhanden. Auf ihrem Studium 
beriilit Herrn G r a f ' s  Darstellung. So weit nun H u b e r ' s  Aufzeichnungen 
genau der Wahrheit cntsprachen, woran zu zweifeln aber auch nicht der 
allergeringate Grund vorliegt , hatte H u  b e r  in London vom Anfange des 
Xonates Juui 1735 bis Ende October mit dem Uhrmacher T h o  m a s  Mu d g e  
au thun. Dieser sollte nach von H u  b e r  ihm gegebenen Anweisungeu 
für diesen eine Uhr mit freier Hemmung hersiellen, wahrend e r  selbst im 
Juni keine Ahiiung von der Moglichkeit einer dcrartigen Hemmung besass, 
am 18. October an der Zweckmassigkeit derselben noch zweifelte. Damals 
eothiillte H u b e r  ihm den cigentlichen Zxeck der Erfindiiug, die .4nwenduug 
bei Schiffsuhren. Spater legte M u d g e  der Londoner konigl. Gesellschaft 
einail Scliiffschronometer mit freier Hemmung als eigene Erfindung vor 
und erhielt dafür eiuen Pïeis. Auf A l  u d g  e fsllt damit ein starker Ver- 
daclit dcr unrcchtmiissigen Aneiguung frcrnden geistigen Eigenthums. Nur 
Eines vermissen wir in der Darstellung: eine vergleicheude Besctireibuq 
von Mud g e 's  He~umung neben der von H u  b e r .  Diese ware unerlkdich,  
um ein endgiltiges Urtheil fàllen zu konnen. CANTOR. 

Zeittafeln zur Qeschichte der  Mathematik , Physik und Astronomie Lis 
zum Jahre 1500, mit Hinweis auf die Quelleu-Literatur von 
Dr.  FELIX M Ü L L E R ,  Professor am KOnigl. Luisengymuasiurn zu 
Berliii , Xitglied der Kaiserl. Leopoldinischen Akademie. Leipzig 1893, 
Druck und Verlag von B. G.  Tcubner. IV. 104 S. 
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Ein gutes Register ist  die Seele eines Nachschlagewerkes. Warum 
sol1 man also nicht versuchen, ein Register ohne das zugehorige Werk 
zu schreiben , beziehungsweise die Einrichtung treffen, dass Verweisungen 
auf zahlreiche fremde Werke dem Rathsuchenden anzeigen, wo er nach- 
schlagen sol13 Das ist der Gedanke, welcher dcn Jdül lcr 'schen Zeittltfcln 
zu Grunde liegt,  und welcher sie bald zu einem beliebten Hilfsmittel fiir 
Alle sternpeln wird,  die rasch kurze geschichtliche Notizen und Literatur- 
angaben sich verschaffen wollen. Wenn wir die Zeittafeln mit einem Register 
verglichen, so ist  das allerdings nicht genau richtig, es sind vielmehr deren 
zwei. Das eine Verzeichniss ist nach der zeitlichen Aiifeinanderfolge ge- 
orduet und nennt bci den einzelnen Pcrsonlichkeitcn ihrc wichtigstcn 
Leistungen sowie die über dieselben vorhandene ~ i t e r a t u r  ; in ihm liegt, 
stilbstverstaudlich das Schwergewicht der ganzen Arbeit. Ein zweites 
alphabetisch geordnetes Kegister gestattet sodann das Auffinden bestimmter 
Namen in dem ersten Verzeiçhnisse, das httisst in  den Zeittafeln. 

Die Erauchbarkeit solcher Zeittafeln hangt wesentlich von der Rich- 
tigkeit und Vollstandigkeit ihrer Angaben ab. So weit wir im Stande 
waren, Hcrrn M ü l l  e r ' s  Sammlung zu prüfen , entspricht sie alleu billigen 
Anforderungen, welche in  beiden Beziehungen gestellt werden konnen. 
Uns sind beim Uurchlesen nur fïinf Irrthümer aufgefallen, eine gewiss, mit 
der Menge der Angaben verglichen, sehr geringe Zahl. Wir  wollen das 
von uns Bemerkte hier aussprechen, damit die leichte Verbesserung durch 
die Besitzer der Tafeln vorgenommen werden bonne. 

S. 13 ist P h i l i p p u s  v o n  M e n d e  von P h i l i p p u s  O p u n t i u s  unter- 
schieden, wiihreild beide Namen mit grosster Wahrscheinlichkeit 
die gleiche Personlichkeit bezeichnen. 

S. 54 ist von I I e r o n  d e m  J ü n g e r e n  die Rede, obgleich der ge- 
meinte byzantiner Feldmesser gar  nicht Heron hiess. 

S. 64 J O  h a n n e s  H i s p a l e n  s i s  führt seinen Beinamen von der 
Stadt Hispalis = Sevilla. 

S. 68 fehlt unter den Schriften des J O  r d a n  u s  N e m  o r  a r i u s  dessen 
Algorithmus demonstratus. 

S. 7 1  Gu g l i e l m  O d e  L u n i s  hat eine arabische Algebra nicht in das 
Italienische, sondern in das Lateiniscbe tibersetzt. 

Die Literaturangaben sind, wie gleichfalls leicht verzeihlich, noch ziem- 
lich erggnzungsbedürftig. Manche Citate konnten wir hier noch nachtragen, 
wie wir selbst manche andere durch Herrn M ü l l e r  kennen gelernt haben. 
Gerade dieser Umstand zeigte uns, wie nahezu unerreichbar eine volle 
Literaturkenntni~s auf Linserem Gebiete heute schon geworden ist. 

.- CASTOR. 

Archimedes, Huygens ,  Lambert, Legendre. Vier Abhandlungen über die 
Ereismessung. Deutsch herausgegeben und mit einer Uebersicht 
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über die Geschichte des Problems von der Quadmtur des Zirkels 
von den altesten Zeiten bis auf unsere Tage versehen von Dr. F. RUDIO, 
Professor am Eidgenossischen Polytechnikum. Leipzig 1892, hei 
R. G. Teubner. VIIT. 166 S. 

Irn XXXVl .  Band dieser Zeitschrift S. 30 --31 der Histor.-liter. Abthlg. 
haben wir über eine sehr hübsche Abhandlung des IIerrn R u d i o  über die 
Geschichte des Problems von der Xirkelqiiadrafur berichtet. Heute liegt 
pemissermassen die gleiche Abhandlung in vermehrter Auflage vor uns. 
Aus den 51 Druckseiten sind dcren 69 gcworden, und dann folgt noch, 
in der gewohnten bescheidenen Weise des Verfassers als Heupttheil der 
Veroffentlichung bezeichnet, was man vielleicht sachgemiisser einen stattlichen 
Anhang nennen würde , die Uebersetzung der Kreismessung des A r c  h i  - 
medes, der Schrift De circuli magnituclirz irzventa von H u  y g e n s ,  der 
IV. Note zu Tl e g e n d  r e ' s  Geometrie und der hbdruck des von L a m b e r t  
i n  zwciten Bande seiner Beitrage zum Gebrauche der Mathematik und 
dcrcn Anwcndung ver6ffentlichten Aufsatzes Vorliizcfigc Ecnntniss für die, 
so dia Quadratzcr ufid Rectification des Circuls suchen. 

Fassen wir mit dem Verfasser diese vier Abhandlungen, über deren 
klassischen m7erth das Urtùeil der Nathematiker feststeht, als Haupt- 
bestandtheil des neuen Buches, E O  k t  Herrn Rii d i o ' s  Absicht bei der 
Vcroffentlichung nicht am Wenigsten dahin gerichtet gewesen, den Lehrern 
an Mittelschulen damit einen Dienst zu erweisen. E r  zweifle nicht, sagt 
er in dem Vorworte, dass ,dm Studium dieser Abhandlungen, nementlich 
der vie1 zu wenig beachteten und doch gerade für  den Mathematiklehrer 
der Mittelschule so eminent wichtigen Hu y g e n  s 'schen Arbeit dem mathe- 
matischen Unterrichte reichen Gewinn wird bringen k6nnenu. Der hier 
crhobene Vorwurf, die H u  y g e  n s'scho Abhandlung zn wcnig bcaehtet zu 
haben, trifft auch uns. I n  dem zweiten Bande unserer Vorlesungen liber 
die Gesçhiühte der Mat,hernatik ftihlt deren Erwiihnung. Wir wollen diese 
Lücke nicht zu rechtfertigen versuchen. Entschuldigen mag sie einiger- 
massen der Umstand, das H u y  g e n s  getheilt werden musste, dass die 
Arbeiten vor 1668 dem zweiten Bande unseres Werkes angehoren, die 
spiteren dem dritten Bande vorbehalten bleiùen, und bei dieser Theilung 
fiel unglücklicher Weise die genannte Ablmndlung ganz weg. H e u n  R u  d i 0'8 
Uebersetzungen sind sehr getreu und lesen sich leicht und gut. 

Die jenen vier Abhandluugen vorausgeschickte Uebersicht i s t?  wie wir 
schon sagten, eine erweiterte Ueberarbeitung des alteren Aufsatzes. Wir  
machten hier nur auf cinen sinnentstellcnden Druckfehler aufmerksam 
machen, der durch mehrere Werke sich fortgeschleppt hat. S. 43, Z. 3 ,  ist 
anstatt ,die Kreisfl%cheu vielmehr ,,die halbe PeripherieU zu lesen. 

CANTOR. 
-- 
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Bernhard Riemann. Vortrag bei der am 20. Jiili 1891 Yom mathematischen 
Verein z u  Gottingen veranstalteteri Feier der 23. Wiederkehr seiues 
Todestages, gehalten von Dr. n. B L ' R K ~ A R D T ,  Privatdocent in 
Gottingen. Gottingen 1802. Vandenhoeck & Ruprechts Verlag. 10 S. 

Dass auf zehn Feiten nicht eint: Darstellung der gesammten wisscn- 
schaft,lichen Thatigkeit B e r  n h a r  d R i e m a n n ' s  moglich is t ,  darüber ist 
Herr B u r k h a r  d t selbJt gewiss nicht im Zweifel. Wie vie1 sich aber, 
sogar unter Verzicht auf mathematische Symbole und unter Wahrung eines 
verhiiltnissmiissigen Allgemeinver&indlichkeit, in einem so engen liaurne 
zusammendriingen k a n ~ i ,  zeigt d ~ r  hier zum Abdruck gebraohto Vortrag. 
Wic die Thatsachc seiner Drucklegung eirien Rückschlusa auf den Beifall 
der Zuhorer gestattet,  so wird gewiss auch der mathematische Leser sich 
von der ans!~ruchslosen kleiuen Schrift liochbefriediçt Sühlen. CANTOR. 

Bernhard Riemann's gesammelte mathematische W e r k e  und wissen- 
sehaftlieher Nachlass. IIerausgegeben unter Nitwirkung von 
R I C H A ~ D  DEDEKIXD von ~IEINRICH WEBER. Zwcite Auflage bearheitet 
von HEISIUCH W E ~ E R .  Mit einem Bildnisse R i  e m  ann's. Leipzig 
1892, h i  B. G .  Teubner. X. 558 S. 

Vor 16 Jaliren erschien die erste Auflage von l i i  e m a n n's gesammelten 
Werken. Nicht dass eine zweite Auflage nothweiidig werden würde, 
konnte fraglich erscheinen , sondern nur , waiin diese Kothwendigkeit eiu- 
treten würde. Waren doch R i e m a n n ' s  Arbeiten ihrer Zeit so sehr voran- 
geeilt, dass 1876, zehn Jahre nach seincm Tode, für  Manches, was cr gc- 
schrieben hatte, das Verstindniss noçh fehlte, dass Keime neuer Anschau- 
ungen, die er gcpflauzt hatte, bis auf den heutigen S a g  noch nicht voll- 
kommen entwickelt sind , vielmehr noch immer der wartenden nand  harren, 

welche ihre Früchte zu pfiüçken verstehe. So sehr sind die Riemann'scheu 
Abhandlungen noch von angenblicklichster Bedeutiing und konnen kaum 
von eincm Mathematiker entbehrt wcrden, der an der Fortentwickelung 
seiner J4iissenschaft mit arbeitet. In  der neuen Auflage ist ein kleiuer 
Aufsatz ,,Verbreitung der Waruie ini Ellipsoidu (S. 437 - 439) ueu hinsu- 
getreten, welcher zu einer Differentialgleichung zneiter Ordnung fuhrt, 
deren Iutegral sich in dem singuliiren Punkte h =CD nicht regulKr verhalt. 
Andere Verhderungen sind in den Anmerliungen getroffen worden, die 
vielfach in ausführlicherer Umarbeitung erscheinen. CAXTOR. 

Zeitgleichungstafel von Dr. O. KLEIKST~CIL Jena 1892, Fr. Mauke's Vcr- 
iag (A. Scherik). 

Das praktische Leben richtet sich nach dem Tage von 24 unter ein- 
ander gleichen Stunden, dereu Abmessung mittelst Mechanismen erfolgt, 
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welche, wenn sie genau gearbeitet sind, Zeitmesser oder Chronometer 
heissen. Aber je genaucr das Chronometer geht ,  urn so sicherar weicht 
seine Mittagsstunde (12 Uhr), a imer  an vier Tagen des Jahres (e taa  15. April, 
14. Juni,  31. August, 24. December) von der Snnne~iniitta~szeit,  das heisst, 
dem Augenblicke a b ,  in welchem die Sonne senltrecht über nnserem 
Scheitel steht. Zeitgleickung nennt man die Angabe des Cnterschiedes 
zrvisctien Sonrienzeit und mittlerer Zeit, und die Grenzen der ALweichung 
siehen rund um eine halbe Stunde von einander a b ,  das heisst die Sonneu- 
rnittagszeit fiallt etwa zwischen 1 1 IL  44' und 12'" 5' eines gutgehendeii 
Chronometers. Astrcinomische Kalender geben die Zeitglcichiing für jeden 
Tag des Jahres gcnau an. Herr  Kl  e i n  s t ii c k  hat eine Zeitgleichungstafel 
gezeichnet, welche den astronomisclien Ihlender ersetzen soll, und die wir 
3ei dein billigen Preise von 1,GO Mk. nament,lich fur Schulzweeke empfehlen 
mochten. Ein Messiugstift ist uni eine Achse drehbar und zeigt mit seiner 
Spitze Xinuten a n ,  die zwischen 44 und 60 (beziehungsweise O) ünd 0 
und 15 liegen, wiihrend auf derselben Safel eine geschlossene Curve von 
durch Worte nicht beschreibbarer Gestalt gezeichnet, kt,  nuf welcher 
simrntliche Tage des Jahres angegeben siiid. Stellt man den Messingzeiger 
ai;f ein bestimmtes Daturn ein, so zeigt dessen Spitze den Chronometer- 
augenblick der Sonnerirnittagseeit. Natürlich rnüsseu die Minuteii 44 - 39 
durch 11 Uhr,  die 1 - 15 dureh 12 Uhr ergiinzt n-erden. Eiu zweiter 
eiserner Zeiger dient zur Bestimmung der Einheitazeit, wenn er auf die 
glejche Drehungsachse so aufgesetzt wird, dass er mit dern Messingzeiger 
einen uuveriinderliehen.Winke1 bildet, dessen Grosse von der geographischen 
Lsge des Renutzungsortes abhangt. CANTOR. 

Curso de analyse infinitesimal por F. GOMES TEIXEIRA, Director e pro- 
fessor na Academia Polytechnica d o  Porto etc. Calculo I n t e g r a l  
(Segunda Parte). Porto 1892, Typographia Occidental. 348 S. 

Wir habeu heute auf Band XXSV. Hist.-lit. Abth. S. 63 -64 ourück 
zu verweisen, wo die 1. Abtheilung der Integralrechnung (Porto 1889) ange- 
zeigt ist. Die TI. Abtheilung, welche uns gegenwiirtig zur Besprechung 
vorliegt, kennzeichnet sich dadurch, dass sic mit der Integration von 
Functionen complexer Verandcrlichen beginnf und den sehr früh (S. 18) nach 
einer von Go u r s a t herrührenden Methode bewiesenen Satz C a u  c h y  's von 
d e n  Nullwerden eines langs einer geschlossenen Curve genommenen Inte- 
grals als Grundpfeiler benutzt. Ilas ist  die functionentheoretisehe Behand- 
lung der Lchre von den bestimmten Intcgralen irn Gegensatze zu derjenigen, 
welche von Integralen auaschliesslich reeller Veranderlichen ihren Ausgangs- 
punkt nimmt, und sie ist ini ganzeri Verlaufe des Bandes ausnahmslos 
festgehalten. Wenn daher im zweiten Capitel die Lehre von den Gamma- 
functionen vorgeiragen wird, so ist die Definition von T(x) als Grenzwerth 
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ciner unendlichen Factorenfolge an die Spitze gestellt, welche gestattet, 
auch complexe Wertlie für x zu wzhlen, und die bekannte P r y  m'sche 
Abhandlung hat  wenigstens theilweise d s  Vorbild gedient. Das dritte und 
das vierte Capitel sind dem elliptischen Punctionen und ihren Anwendungen 
gewidmet. I n  folgerichtiger Durchfiihrung des Grundgedankens geht Herr 
T e i x o  i r  a von der TV e i e r  s t r a  s s'schen p Function au3 , dcrcn doppclto 
Periodicitst nachgewiesen wird, und gelangt erst nach Betrachtungen über 
die S ,  G ,  O u. S. W. Functionen zu dem die Ueberschriït bildenden Gegen- 
stand. Die Integration irrationaler Functionen, einst die Zugangspforte 
zu den elliptischen Transcendenten, ist in das Capitel der Anwendungeii 
verwiesen. Im fünften Capitel der mehrdentigen Functionen begegneii wir 
P u i s  e u x '  Untersuchnngen über algebraische Functionen , dann einigen 
Transcendenten. Die Definition einer Function durch die Differential- 
gleichung, welcher sie genügt, giebt Gelegenheit, den Existenzbeweis für  
das Integral einer Uifferentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Ver- 
anderlichen zu führen. I m  sechsten und letaten Capitel ist ein Abriss der 
Variationsrechnung gegeben. Auch diese fast mehr als lakonische Inhalts- 
übersicht wird unsere Lever in der Ueberzeugung befestigen, dass Herrn 
T e i  x e i r  a ' s  Curso do Analysc infiuitesimal ein durchaus modernes Werk 
i s t ,  und dass dessen Verfasser mitten in der neuesten Entwickelungsphase 
der mathematischen Wibsenschaften steht,  wie zalilreiche vou ihm her- 
rühreude, ganz oder theilweise neue Ableitungen der vorkommenden SItze 
erkennen lassen. CANTOR. 

Premières leçons d'alg8bre BlBmentaire. Nombres positifs et négatifs. - 
Opérations sur les polÿnomes par HENRI PADÉ,  ancien éI&ve de 
l'école normale supbrieure, ProEesseur agrkgb de 1'Univcrsité. Avec 
une pri?face de JULES TANNERP, sous - directeur des études scienti- 
fiques à l'école normale supkrieure. Paris 1892, Gauthier -Villars 
e t  fils. XXIII ,  81 S. 

Man muss sich hüten, den Tite1 ,Elementaralgebra%o aufzufasscn, 
wie man es in  Deutschland gewohnt is t ,  als Anfangsgründe der Gleichungs- 
lehre. Die Meinung ist vielmehr folgende. Dreierlei Zahlenarten künnen 
gedacht und in Rechnung gebracht merden: absolute Zahlen, mit denen 
die Arithmetik im engeren Sinne es zu thun ba t ;  algebraische, das heisst 
positive und negative Xahlen' mit melchen die Algebra rechnet; analytische, 
das heisst complexe Zahlen, welche das Rechengebiet der Annlysis bilden. 
Hcrr P nd é lehrt also, anders ausgedrtickt , die Einführung entgegengesetzter 
Zahlen in die Mathematik unter strenger Begrlindung. Derartige Versuche 
sind wiederholt gernacht worden. Sie k h p f e n  alle mit der Schwierigkeit, 
dass die Zeichen + und - doppelte Bedeutung haben, bald die von 
Operationsseicheu , bald die von Ilichtnngscoefficienten. T h  e O d O r W i t t  - 
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s t e i n  in seinem Lehrbuche der Arithmetik, 1. Abtheilung S. 24-25 
(Hannover 1846), hat den Gatz betont, die Si~btraction konne immer in 
einc Addition verwandelt wcrden, dcrcn beide Thcile der Minuend und das 
Entgegengesetzte des Subtrahenden seien, die Subtraction als Operation 
sei daher überfltissig und mit ihr auch das Zeichen - als Subtractions- 
zeichen; dieses Zeichen habe mithin fortan nur als Vor~eichen in Anwen- 
dung zu komrnen. Refereut dürfte dann in seinen Grundzügen einer Ele- 
mentararithmetik S. 17 zuerst (Heidelberg 1855) in einer Druckschrift zweierlei 
Zeichen verlangt haben, + und - als Operationszeichen, 3 und f- als 
Vorzoichcn, wobei in eincr Aumerkung ausgesprocheii wurdc: ,Die Zcichen 
3 und 4-, welche eine Richtung andeuten, kann man passend Richtungs- 
coefficienten nennen." So weit wir uns erinnern ktinnen, folgten wir in der 
Anwendung jener zweierlei Zeichen einer mündlichen Anregung durch 
unseren hochverehrten Lehi er M o r i t z  S t e r n .  IIatten wir die Richtnngs- 
pfeilcheu den Zahlen vorgesetzt, so haben die Herren M é r a  y und R i q u i e r ,  
sicherlich ohne von einem Vorgiinger zu wissen, in  den Nouv -annales de 
mathbm. Ser. 3 ,  I X ,  60 Pfeilchcn iibcr die Zahlen druckcn lassen, und 
Herr P a d b  fügt statt  der Pfeilchen den Zahlen indexsrtig die Buchstaben 
p ,  TL rechts unten a n ,  um sie als positiv, beziehungsweise negativ zu 
kennzeichnen. Die strenge Entmickelung dessen, Kas H e  r r m a n  n H a n  k e 1 
zweckmassig die Permanenz formaler Entwickelung genannt hat ,  besitzt als- 
dam geringere Schwierigkeit, und Herr  P a d é  legt dabei die ganze Eleganz 
franztisischer Fornivollendung an den Tag. Die Commutativitat der Addition 
ist für Herrn P a d b  ein Axiom. Referent ist  der Ansicht, dass hier ein be- 
weisbares Theorem vorliege, dessen Beweis mit  Hilfe des zweiten von 
IIerrn P a  d é angenommenen Axioms ,,On obtient le méme résultat en 
a joutant à un nombre successiversent deux autres nombres ou leur sommeU 
zii führen ist und in den oben genannten Grundzügen einer Elernentar- 
arithmetik S. 8 -1 1 geführt worden ist. CANTOR. 

Vierstellige logarithmische Tafeln der natilrlichen und trigonometrischen 
Zahlen nebst den erforderlichen Hilfstabellen. F ü r  den Schulgebrauch 
nnd die allgemeine Praxis bearbeitet von E. R. MULLER. Stuttgart,  
Verlag von Julius Maier. 

Wir sind nicht gewohnt, Verkaufsgegenstande des Biichhandels auf 
ihren Preis hin zu beurtheilen, im vorliegenden Falle aber muss derselbe 
mit 60 Pfennigen fùr die cartonnirten Tafeln als hervorragend niedrig be- 
zeichnet werden. Druck und Papier ,  sowie Vollstandigkeit der Tafeln 
innerhalb ihres Bereiches befriedigen alle billigen Wünsche. Wer also mit 
vicrstclligen Logarithmen auskommen zu k6nnen glaubt,  wird die neue 
Veroffentlichung freudig begrüssen dürfen. CANTOR. 
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Ueber die  Versicherung der Bergwerks-Bruder laden  und iihnlicher Cassen- 
einrichtongeii von Dr. E. KOBALD , ordentlichem Professor an der 
k. k. Bcrgakademie zu Leoben. Erster Thcil: Die Invalidenver- 
sicherung. Neue Darstellung der Theorie und Einführung in die- 
selbe. [Sonderabdruck aus dem Berg - und Hüttenm~nnischeu Jalir- 
buch etc., XL. Bd.] Leoben 1892, bei Ludwig Nüssler. 68 S. 

Seit H a g e n  im Jahre 15.55 nus der Invalideniinterstützung eine In- 
validenversicherung ableitete, hat die Gesetzgebiiiig die von der Theorie 
ihr voigezeichneten Bahnen betreten. Knappschaftscassen oder Brudcrlnden, 
wic dicse Casscn in Oestcrrcicli 'pxmnnt  werden , begannen, das allgemeine 
deutsche Invaliden- und Altersversorgungsgesetz erweiterte danu wesent- 
lich den Eahmen, innerhalb dessen der Segen solcher Versicherun; sich 
geltend macht. X6gen Dummheit und Boswilligkeit sich schwesterlich ver- 
binden, kleine RIZng'el aufzu'sauschen, wie sie einem ganz neuen Gesetze 
um so sicherer anbaften. je mehrkopfiger die beschliesscnde Ilehorde war, 
die gesetzliche Invslidenversorgung als solche auf Grundlage von Ver- 
sicherung wird nicht wieder aus der Welt  geschafft werden, sie wird vicl- 
mehr von Beicli au Heich ihren Siegeszug halten. C m  so nothwendiçer 
ist  e s ,  dass der rechnerische Cuterbau der Versicherung feststehe, und 

Herr Ko b a l d  hat in dankenswertherweise an dieser Festigiing mitgearbeitet, 
alinlich, wie es drei Jahre früher Hcrr A u  g. W i l  h. W o l f  that,  über 
dcssen ,,Beitriige zur Theorie und Praxis der InvalidenversicherungY wir 
Band XXXV, Histor.- liter. Abthlg. S. 64- 66 berichtet haben. Herr 
K O b a 1 d hat  sich angelegen sein laisen, die Vrage der Invalidenversicherung 
zu analysiren. Sie besteht wesentlich aus folgenden Theilfragen. hrbeiter 
von gegehenem Lebensalter sind der Anaalil nach bekannt. Laut der ge- 
wohnlichen Sterblichkeitsliste mindert sich deren Anzabl bis zum Anfange 
des folgenden Jahrcs. Eine zweite Minderung besteht in der zu Tage 
tretenden Invaliditat einer wieder statistisch gegebenen Anzahl von Indi- 
viduen, und an diese ist die Invalidenrente auszuzahlen. Im Folgejahre 
entsteheii aus den noeh arbeitskrkiftigen Arbeitern nach dem Gesetze der 

gleichen Tabellen nene Todesfiille , nene Invaliden. Ueherdies kornrneii 
von den vorjahrigen Invaliden in Wegfall die unter ihnen Verstorlienen, 
zu dcren Ziihlung , bezichungsweisc Abschxtzung , einc neu aozulegcude 
Liste , die Invalidensterblichkeitstabelle , erforderlich ist. Man siebt sofort, 
dass nun die Grundlage der weiteren Rechnung gegebcn is t ,  denn eta~aige 
Wartezeiten bis zum Erhalten der Invalidenrente und Verwaltungsaufmand 
lassen zwar die Berechnung praktiscb, aber nicht theoretisch andern. Iierr 
K O 11 a l  d ist insbesondere aucli auf den Einfliiss der Wartezeit genauer 
eingegangen. Die Wirkung staatlicher Zuschüsse dagegcn, wie das deutsche 
Reichsgesetz sie kennt, ist  noch nicht berüclrsichtigt. Wir hofen, der Ver- 
fasser werde seine h6chst sçh%tzbaren Unteraiichungen auch nach dieser 
Richtuiig hin vervollstandigen. CANTOR. 

- -  
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ueber zwei specielle Brennlinien des Kreises. Von Dr. A. KIEFER. Eei- 
lage zum Programm d ~ r  Thurgauischen Rant~onsschule für das 
Schuljahr 1891/92. Frauenfeld 1892. 50 S. 6 Figurentafeln. 

Geht von einem der Peripherie eines gegebenen Kreises angehorenden 
Punkte ein Lichtstrahl ans ,  der von der Kreisperipherie selbst auriick- 
gemorfen wird, so rnuss der zurückgeworfene Stra,hl mit der Kreisperipherie 
den gleichen Winkel bilden wie der einfallende, das heisst, der zurück- 
geworfene Strahl bewegt sich in  einer Seline, Gelche derjeniçen gleich k t ,  
durch welche der einfallenâe Strahl an die Peripherie gelangte. Alle von 
demselben Punkte ausgehenden Strülilen haben derartige zurückgeworfene 
Strahlen zur Folge, welche diirch ihre corisecutiven Durchschnittspiinl~te 
eine Brennlinic entstchen lassen, dieselhe einhüllen. Dau ist die Grund- 
annahme, von welcher Herr  K i  e f e r  ausgeht , und aus welcher er ohne 
Rechnung, nur unter Anwendung ciniger elementarer Sütze vom Kreis und 
von den Kegelschnitten , die wesentlichen Eigensehaften der Cardiodide, 
denn eine solche ist jene Brennlinie, ableitet. E r  erkennt sie als Curve 
diitter Classe und viert>er Ordnung. Die in der zweiten Hiifte der Ab- 
handlung besprochene und unter Anwendung der gleichen Hilfsmittcl unter- 
suchte Brennlinie l m t  gleichfalls die einfallenden Strahlen von der Kreis- 
peripherie zurückgeworfen werden, versetzt aber den leuchtenden Punkt  
in  die Unendlichkeit, so dass alle von ihm ausgehenden Strahlen parallel 
aiiffallen. niese Brennlinie ist  von der vierten Classe und seclisten Ord- 
nung. Beide besondere Brennlinien des Kreises sind, wie der Verfasser 
selbst hervorhebt , hsufig behandelt worden , und eine reiche Literatur is t  
im Band X V  der Zeitschrift für mathematischen und naturwisserischaftlichen 
Unterricht, S. 271 flgg. und S. 366 angegeben. IIerrn K i e  f e r ' s  Zusammen- 
stellung dürfte gleichwohl manchern Leser eben so bequem als angenehm 
sein. CANTOR. 

Die Vertheilung der  E lek t r ic i t a t  auf der  Fusspunktflache e iner  Kugel. 
Von Dr. KARL BAER, Oberlehrcr. Bcilage zum Osterprogramm 1892 
des Realgyrnnasiums zu Frankfurt a .  d. Oder. Mit einer Figurentafel 
43 S. [l892. Prograrnmnummer 104.1 

In einem Programme von 1888 (vcrgl. Band SSXIII ,  Histor.- liter. Abthlg. 
S. 216 dieser Zeitschrift) hat Herr B a  e r parabolische Coordinaten eingeführt 
und mittelst derselben Ergebnisse erzielt, welche für die Geometrie und 
für die Lehre vom Potential interessant waren. Eine ganz verwandte 
Cntersuchung ist e s ,  mit welcher des gleichen Verfassers neues Programm 
sich besch8ftigt. Wieder sind es krummliiiige Coordinatcn, deren Acrven- 
dung gezeigt wird, aber dieses Mal sind die alç Coordinaten dienenden 
Curven P a s c a l ' s e h e  Schneckenlinien mi t  orthogonaler Diirchkreuzung, 
mithin Curven, welche in deutschen Werken über analytische Geometrie 
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meistens recht stiefmütterlich behandelt werden. Herr B a e  r nimmt 
daraus Anlass, in einer ersten Abtheilung die Fusspunktcurve des Kreises, 
denn das ist die P a s  c al'sche Schneckenlinie , naher zu betrachteii 
und insbesondere deren Gleichung in verschiedenen Coordinatensysternen zu 
entwickeln. Eine zweite bbtheilung !%sst Umdrehungskorper dieser ebenen 
Gebilde entstehen und bestimmt auf denselben die elektrische Vertheilung, 
wobei das in Frage stehende Potential sich als von Kugelfunctionen ab- 
hangig erweist. CANTOR. 

Wandtafeln fiir d e n  Unterr icht  in der  Stereometrie. Von A u c u s ~  ZAHN. 
38 Blhtter in Schwarz- und Tondruck. Format 62/86 cm. Ans- 
bach 1892. 22 Mk.  

Im planimetrischen Unterricht gewohnt sich der Schüler daran, den 
Gegenstand seiner Betrachtung in der Zeichnung selbst vor Augen zu 
hahen, irn st,ereometriscllen t r i t t  ihm die Schwierigkeit entgegen, M d  iind 

Gegenstand unterscheidcn zu müsscn; wirkliche Anschauung kann Cr hier 
nur durch das Mode11 gewinnen, die Zeichnung aber muss er erst ver- 
stehen lernen. Gerade deshalb ist es von grosser Bedeutung, wie die 
Zeichnung ausgeführt wird. Der sorgfàltige Entwurf an der Wandtafel 
erfordert Geschick und Zeit; der Mange1 an letzterer kann wohl manchmal den 
Lehrer nothigen, flüchtiger zu zeichnen, als es zur Veranschaulichung oder auch 
zur sclbstthëtigen Wiedergabe der Zeichnung durch die Schüler wünschenswerth 
ist. I n  diesem Falle konnen die ,,Wandtafelnu gute Dienste leisten. Bei 
grosser Classe wird man sich freilich nicht begnügen konnen, die Zeich- 
nung a n  der Schultafel aufzuhtingen, sondern die auf Pappdeckel gezogenen 
Blatter den Schtilern naher bringen müssen. Dass nicht die perspectivische, 
sondern die axonometrische oder parallel - perspectivische Darstellungsart 
gewahlt wurde, entspricht dem allgemeinen Gebrauche. J e  nach dern Yom 
Lchrcr eingeschlagenen Lehrgang kann eine und die andere Figur dieser 
Wandtafeln entbehrliüh sein, doch wird man kaum etwas vermissen. Den 

'Mange1 der Darstellung symmetrisch entsprechender Gebilde theilt das 
Werk mit den meisten Lehrbüchern. Bei der Zerlegung des dreiseitigen 
Prismas und der Kugel fehlt eine gesonderte Darstellung der Theile. Der 
Tondruck ist im Allgemeinen zweckentsprechend; hei der Kugel dürfte 
der Lichtpunkt bcsser hervorgchobcn sein, die Tonung des letzten Blattes 
(sphBrisches Dreieck) ist ganz unverstëndlich. J. HENRICI. 

Systematischer Grundriss der  Elementar  -Mathematik.  Zweite Abtheilung: 
Die Geometrie. Von Professor Dr. E. FISCHER. Berlin, Duncker 1891. 
226 S. 3 Mk. 

Der vorliegende Grundriss schliesst sich, soweit e r  den geometrischen 
Anfangsunterricht behandelt , der herkhml ichen  Lehrmethode an, obwahl 
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diesc, nach dem bescheidenen Daftirhalten des Referenten , in mencher 
Hinsicht einer Acnilcrung bedürftig ist. Uebungabeispiele fehlen ganzlich. 

Dagegen bietet der xweite Theil der Planimetrie vieles Gelungene 
dar, im Besonderen ist hier auf das sechste Capitel (,Die Aehnlichkeit") 
hinzuweisen , wo auch die neuere Geometrie gestreift wird. 

Auch die Behandlung der auf das Pensum eines Gymnasiums berech- 
neten (ebenen a i e  spharischen) Trigonometrie darf als eine durchaus zweck- 
gemasse bezeichnet werden. Vielleicht dürfte es sich empfehlcn , endlich 
auch das Zeicben für  die Cotangente fallen zu lassen, nachdem man schon 
seit Langem nicht mehr die reciproken Werthe der Sinus und Cosinus durch 
Sesondere Zeichen darstellt. O!, es wirklich praktischer is t ,  bei den 
Potenzen der trigonometrischen Functionen den Exponenten, entgegen der 
allgemein tiblichen Schreibweise, hinter den Winkel zu setzen? 

Es schliesst sich ein stereometrischer Abschnitt a n ,  wo die bekannten 
Korper (bis zum Ikosaedeï und Dodekaeder) ihre Erledigung finden. Ein 
letztcr Abschnitt beschgftigt sich mit den wichtigstcn Eigenschaftcn der 
Regelschnitte, nachdem die Grundgedanken der analytischen Geometrie 
entwickelt worden sind. 

Bezüglich der Figuren gilt dem Referenten als Vorbild das neuerdings 
von Herrn M a r  t u s herausgegebene Lehrbuch für Geometrie. In  dem vor- 
liegenden Grundriss treten die riiumlichen Figuren nur an wenigen Stellen 
scharf horvor. E. JAHNKE. 

- -- 

Theorie der Quaternionen. Von Dr. P. MOLENBROEK. Leiden, Brill 1591. 
284 S. 7 Mk. 

Wer heut' zu Tage eine Theorie der Quaternionen schreiben will, 
wird nicht umhin konnen, sich mit der G r a s s m a n n ' s c h c n  Lehre aus- 
einander zu setzen. I n  der Tha t ,  der Ausdehnungslehre liegt nur die eine 
willkürliche Annahme zu ürunde,  ,,dasu es Grossen gebe, die sich aus mehr 
als einer Einheit numerisch ableiteu lassen. Demnach niüssen alle Aus- 
drücke, die aus einer Anzahl unabhiingiger Einheiten numerisch ableitbar 
sird, und also auch die H a m  i 1 t o n  'schen Quaternionen in der Ausdehnungs- 
lehre ihren bestimmten Ort haben und erst in ihr ihre wissenschaftliche 
Grundlage findenu (vergl. H. G r  a s  s m a n D , Der Ort der H a m  i 1 t O n 'schen 
Qcaternionen in der Ausdehnungslehre. Mathem. Ann. Bd. 12). Die Satze, 
welche die Theorie der Quaternioneu aufstellt, finden sich demnach schon 
in der Ausdehnungslehre und erhalten erst hier ihre einfachste, natürlichste 
Begründung (vergl. auch F. C a s p  a r y ,  Bulletin d. S. m. (2), t. XIII). 

Der Vcrfasser des vorliegenden Werkes weicht einer solchen Aus- 
einandersetzung aus. Die Nothweudigkeit, eine neue Darstellung der 
H a m i l t o n  'schen Ideen zu veroffentlichen, wird aus der Thatsache her- 
geleitet, dass es noch immer an einer knappen und durchweg einheitlichen 

Hiut.-1it.Abth. ù.Zei tschr .  f .  Math.n.Phys. 38. Jahrg. 1893.2.IIef t .  6 
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Darstellung fehlt. Diese LUcke wird dlerdings durch die vorliegende 
Arbeit ausgefüllt, welche auch eine Reihe eigner, zum Theil neuer Unter- 
suchungen des Verfassers bringt. Dahin gehoren u. A. die Deutung, 
welche die Wirkung des Symbols j/q a n  einen Vektor und an einen 
Quaternion erflihrt , ferner eine bestimmte g e o ~ e t r i s c h e  Darstellung fïir 

die analytischen Gleichnngen, welche complexe Coefficienten enthalten, 
eowie die Reantwortung mancher bisher unerledigten Frage hei der Auf- 
l6sung der Quatcrniongleichungen. 

Dem theoretischen Bande sol1 in  n ~ c h s t e r  Zeit ein zweiter folgen, 
der eine eysternatisch geordnete Darstellung der dnwendungen giebt. 

E. JAHNKE. 

Die sieben Rechnungsoperationen mit  allgemeinen Zahlen. Von Dr. F. DIVIC. 
Wien und Leipzig 1891, Pichler. 165 S. 

Der kroatische Verfasser gieht ,aiif Grundlage der Anechauung und 
untcr Anwendung verallgemcinerter DcfinitionenY cine schr breit gehalteiie Dar- 
stellung der Rechnungsoperationen, die neben anderen den Vorzug haben eoll, 
,dam, wahrend die Operationen in ihrer gebriiuchlichen Bedeutung nur bei ihrer 
Anwendung auf absolute ganze Zahlen einen Sinn haben, sie in unserer 
Bedeutung bei a l l e n  Zahlarten verstandlich sind, und spitere, scheinbar 
willkürliche, in der That aber not,hwendige Festsetaungen, die jedoch 
kcineswcgs durch das Permanenzprincip dcr formalcn Gcsetze hinlanglich 
begründet sind, vollkommen gegenstandslos machenu. Indeesen, den Nach- 
weis, dass derartige a l  1 g e m  e i n g  i l  t i g e  Definitionen moglich sind, bleibt 
der Verfasser schuldig, und in dem Hahmen der wirklich betrachteten 
Zahlarten bietet die Darstellung wohl nichts wesentlich Neues. Bei der 
Definition der irrationalen Zahlen fehlen nahere Angaben über das Rechnen 
mit solchen. E s  wird nicht angegeben, was nach dem Verfasser etma 
unter zwei gleichen irrationalen Zahlen zu verstehen sei. Sehr ausführlich 
ist dagegen das Capitel, welches vom ,Rechnen mit imaginaren und com- 
plexen Zahlen" handelt. E. JAHNKE. 

Die Grundzüge des geometrischen Calculs. Von G. PEANO. Cebersetzt 
von A. SCIIEPP. Leipzig, B. G. Seubner. 1891. 38 S. 

Wahrend hervorragende Tkfathematiker der verschiedensten Nationen 
angefangen haben, die G r  a s  s m a n  n'schen Principien m m  Allgemeingiit 711 

machen und weiter auszubauen, stehen noch heute in Deutschland nur wenige 
Mathematiker dcrartigcn Untersuchimgen wohlwollend gegentiber. Zii diesen 
gehort in erster Linie Herr  C a s p a r y ,  der in neucster Zeit auf G r a  s smann-  
schen Ideen eine allgemeine, ausserordentlich fruchtbare Methode aufgebaut 
h a t ,  welche die Geometrie im S t e i n  er'sclien Sinne mit der Geometrie im 
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Hesse'schen Sinne verkniipft (vergl. Bulletin d. S. m. t. XII1 1889). Mittelst 
dieser ist Herrn C a s  p a r y  11. A. bekanntlich die Idsiing zweier Probleme ge- 
lungen, von denen das cine, cin vielumworbenes (vergl. die bezüglichcn 
Reye'schen Arbeiten), die Construction des achten Schnittpunktes dreier 
Oberfliichen zweiten Grades, die durch sieben gegebene Punkte gehen, betrifft 
(vergl. Crelle's Journal Bd. 99) ,  wiihrend das andere zum ersten Male die 
$'rage aufwirft und entscheidet, ob es moglich ist, die Coordinaten einer 
Fliiche mit Hilfe der Thetafunctionen auf mehrere wesentiich verschiedene 
Weisen darzustellen (vergl. Comptes rendus, juin 1891;  Bulletin d. S. m. 
t. XV). 

Die beiden einzigen Begriffe, womit man es in der G r a s s  m a n u  'scheii 
Theorie zu thun ha t ,  bilden das aussere und dau innere Produçt,  denen 
eritsprechend man von einer iiusseren und inneren Multiplication spricht. 
Diese beiden Operationen stehen, auf die Geometrie bezogen, in dem Ver- 
haltniss zu einander , dass sich dia erstere der Geometrie der Lage und 
die letzterc der Geometrie des Maasses anpasst, so dass die G r a s s m a n n ' s c h e  
Alethode ein susserst einfaches Mittel darbietet,  diese beiden Theile der 
Geometrie knapp und doch pracis zu charakterisiren. Dieser geometrische 
Calcul dun behandelt die geometrischeu E'ragen, indem die analytischen 
Operationen direct mit den geometrischen Dingen vorgenommen werden, 
chne erst .zu Coordinaten seine Zuflucht zu nehmen. Auf diese Weise ver- 
einfachen sich die Formeln und gestatten eine unmittelbare Deutung, es 
verschwindet der Unterschied, wclcher bis heute noch zwischcn der ana- 
lytischen und synthetischen Geometrie liesteht. 

Die vorliegende Schrift , ein Auazug aus P e a n  0's Calcolo geometrico 
secondo 1'Ausdehnungslehre di II. G r  a s  s m a  u n ,  giebt auf wenigen Seiten in 
knapper Darstellung die Grundzüge des geometrischen Calculs, soweit es sich 
um die ersten Elernente handelt. Mit ihrer Hilfe erfolgt die Ableitung einer 
grossen Anzahl von Resultaten. Die wichtigsten Forrneln der analytischen 
Geometrie werden bewiesen. Bis hierher setzt die Lectüre nur elementare 
Kenntnisse in der Geometrie voraus. Dabei wird der Vector als ein Specialfall, 
als geometrisches Gebilde mit der Masse Nul1 eingeführt. Zum Schluss 
geht der Verfasser noch auf einige Fragen der Tnfinitesimalgeometrie ein. 

Die Uebersetzung liest sieh gut. E. JARNKE. 

Planimetrie. Zum Gebrauche a n  hoheren Unterrichtsanstalten bearbeitet 
von Dr. RICHARD UEGER , ausserordentlicher IIonurarprofessor an der 
Konigl. Sachs. Technischen Hochschule und Oberlehrer am Wettiner 
Gymnasium zu Drcsden. Zweite vcrbesscrto und vermchrtc Auflagc. 
Mit 187 Holzschnitten. Breslau, Verlag von Eduard Trewendt, 
1890. 136 S. 8O. Preis: geh. 1 Mk. 60 Pf. 

Vorliegende Planimetrie ist nicht nur fiir Gymnasien, sondern auch 
ftir Realschulen erster Ordnung bcstimmt. Darum en thd t  sie ausser dem 
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gen6hnlichen Stoffe noch Capitel tiber da5 vol ls thdige Vierseit, liber Pol 
und Polare, tiber Kreisblischel und die Kreisverwandtschaft. Die Anord- 
nung des Stoffes ist trefflich; die Beweise sind klar und sorgfiltig geführt; 
viele gute und vollstandig ausgearbeitete Uebungssatze und Aufgaben siud 
l~eigcfügt; die reichc Ausstattung mit vielen sauberen Figuren ist sehr zu  
loben. Kurz: H e g e r ' s  Planimetrie ist  ein g u  t e s  Buch, aus dem nicht 
nur der Schüler Vieles, sondern auch der Letirer Manches lernen kann. 

Auszusetzen hiitten wir nur  folgendes. Erstens: Formeln, wie 

KatheLe = / Hypotenuse X An1.-Abschnitt, 

gefallen uns nicht. Wofür hat man denn die bequemen Buchstaben? - 
Zweitens : Wenn man als perallel solcho Geraden definirt, welcho sich ni c h t 
schneiden, dann muss man nachweisen, dass es auch solche Geraden giebt. 
Das muss man aber nicht durch einen Scheinbeweis thun, indem man 
zwei u n  en d l i  c h e  Stücke, die nicht einmal congruent sind, i u r  Ueckiing 
bringt. Dieser Tadel trifft jedoch nicht blos dieses Buch, sondern eine 
Unzahl Lehrblicher. F. S C E ~ T T E .  

Lehrbnch der  elementaren Planimetrie. Von Dr. JULIUS PETERSEN, Pro- 
fessor der Mathematik an der UniversitBt Koponhagen, Mitglied der 
Konigl. Dan. Gesellschaft der Wissenschaften. Deutsche Ausgabe 
unter Mitwirkung des Verfasseru besorgt von Professor Dr. B. r. 
FISCHER -BEWON, Oberlehrer am Gymnasium zu Kiel. % R- e i te 
verbesserte und mit einem Anhange versehene Ausgabe. Kopen- 
hagen, Verlag von Andr. Fred Hest & San ,  Buchhandler der Konigl. 
Dlin. Gesellschaft der Wissenschaften, 2891. 108 S. kl. 8'. 

Eine in jeder Hinsicht ausführliche Besprechung dieses trefflichen Lehr- 
buches ist im XXVII.Bande dieser Zeitschrift (Hist. -1iter. Abth. S. 27) durcli 
Herrn Professor Dr. K. S c h w e r i n  g erfolgt , auf die wir hiermit ver- 
weisen. - Die vorliegende z w e i t e  Auflage unterscheidet sich von der 
ersten hauptsachlich nur durch eincn Anhang. Diescr behandclt in be- 
merkenswerther Eurze und Klarheit die bekannte Lücke, die sich in der 
Reihe der Beweise der Geometrie in  der Parallelentheorie findet, und ven- 
tilirt die Frage,  ob man sich diese Lticke in Zukunft ausgefüllt denkeii 
kann. Der Verfasser schlagt eine einschrankende Bestimmung für die 
Definition der Ebene vor, mit deren IIilfe der Satz von der Winkelsumme 
des Dreieckes exact bewieeen werden kann: ,,Rine Ebene hat die Eigen- 
schaft, dass sie bei aufeinander folgenden Verschiebungen in sich selbat 
ganz in ihre ursprüngliche Lage zurückkehrt, wenn ciner ihrcr Punkte in 
seine ursprüngliche Lage ~ u r ü c k k e h r t . ~  - Sonstige Veranderungen des 
T e x  t e s sind geringfügig. Gern schliessen wir uns dern vom Uetiersetaer 
ausgesprochenen Wunsche a n ,  dass die Ideen, welche diesem kleinen Buche 
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Eingang verschafft haben, sich immer weitere Kreise erobern mogen und 
die schon gewonnenen dauernd behaupten. F. S C H ~ T T E .  

Lehrbuch der Elementar  - Geometrie. Von Dr. E. GLINZER , Lehrer der 
Allgemeinen Gewerbeschule und der Schule für Bauhandwerker in  
Hamburg. Erster Theil: Planimetrie. Mit 207 Piguren und einer 
Sammlung von 300 Aufgaben. Yierte verbesserte und vermehrte 
Auflage. Dresdcn, Vcrlag von Gcrhard Kühtmann , 1891. 124 S. 
8O. Prcis carton. 2 Mk. 

Nach einem dem vorliegenden Duche beigefügten Prospecte zu urtheilen, 
der die Recensionen ü b e r  die bisherigen Auflagen des Buches enthtilt! 
dürfte es wohl kaum ein Lehrbuch geben, dem von allen Seiten ein so 
überachwengliches Lob gespendet worden is t ,  wie diesem. Auch die im 
XXX. Jahrgang, Heft 2, unserer Zeitschrift befindliche Besprechung ist vol1 
der Anerkennung. Sie hebt namentlich hervor, dass in diesern Lehrbuche 
, d e r  G e i s t  e i n e r  g e s u n d e n  P r a x i s ,  der nus den Erklarungen in die 
Theorie hinein und aus der Theorie zu zweckmûssigen Anwendungen hinaus- 
führt, w i e  e i n  f r i s c h e r  H a u c h  b e l e b e n d  e m p f u n d e n  w i r d . '  Da9 

ist es, was aiich wir an dieser Stelle wiederum hervorhebcn mochten. - 
Das an und fur sich für  den Schüler so trockene Gebiet der Congruenz- 
aitze wird belebt , indem gezeigt wird , welch' praktischen Wei th  diese 
Satze liaben. Namentlich kommt bei der Lehre von der Proportionalittit 
und Aehnlichkeit die praktische Verwendbarkeit zur Geltung. Es  wird da 
z. B. der Gebrauch des Storchschnabels erklûrt,  die Hohenmessung aus 
Schattenliingen und dergl. - Der Anhang, der in  jener Besprechung auch 
lobend erwiihnt wird, is t  jetzt noch erweitert und enthiilt geradezu 
re izende  Aufgaben. Die neue Auflage unterscheidet sich von der vorigen 
ferner dadurch, dass sie in der neuen Orthographie gedruckt ist. - Dau 
Buch verdient i n  der That die ihm so reichlich bisher zu Theil gewordene 
Empfehlung. F. S C H ~ T T E .  

Elemente der Trigonometrie ziim praktischen Gebrauch fiir Unterrichts- 
zwecke an mittleren technischen Lehranstalten. Von JENTZEN, 
Director der stadtischen Baugeaerk - , Tischler - , Maschinen - und 
Mühlenbau - Schule xu Neustadt i. Meckl. Mit 36 Figuren. Dresden, 
Verlag von Gerhard Kühtmann, 1891. 52 S. gr .  8'. Preis gebunden 
1 Mk. 20 Pf. 

Die typographische Ausstattung dieses Buches ist musterhaft, die Figuren 
sind deutlich und sauber, das Papier vorzüglicb. Dem iiusseren Gewande 
entspricht aber auch der gediegene Inhalt. Die Darstellung ist correct, 
klar und iibersichtlich. Die Theorie ist  auf das Wichtige beschriinkt, die Auf- 
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gaben sind alle aus der Praxis genommen in Berücksichtigung der Bedürf- 
nisse des Technikers. Würde der Verfasser auch Aufgaben von theo- 
retischem Interesse nebst einigen Anmerkungen hinzufilgen, so ist nicht ein- 
zusehen, weshalb das Buch nicht auch z. B. aiif dem Gymnasium mit Nutzen 
gebraucht werden konnte. Mehr als den Sinus -, Cosinus - und Tangenten- 
Satz haben wir nicht nothig ; sogar die Mo 11 me i d e'schen Formeln konnen 
wir entbehren. - Der Lehrstoff umfasst 44 Seiten, den Rest füllt eine 
Tabelle der trigonometrischen Zahlen von 10 z u  10 Minuten. 

F. SCH~TTE. 

Leitfaden f ü r  den  ers ten Unter r ich t  in der  Geometrie. Von HEIXRICH 
SEEGEH , Director des Realgymnasiums zu Güstrow. Fünfte Auf- 
lage mit einer Figurentafel. Wismar,  Hinstorff'sche Hofbuchhand- 
lung ,  Ver1agscont.o 1891. 24 S. kl. 8'. 

Dau B k h l e i n  enthalt eiuen knappen und klaren Abriss der Eleuente 
der Planimetrie, etwa bis zur Lehre vom Kreise. Es kanu als guter 
L e i t  f a d  e n  für den Unterricht in der Hand des Schülers dienen, jedoch 
aicht zum Selbstiinterricht, da es wegen seiner Kürze hier und da der 

n&heren Ausführung und Erklarung Seitens des Lehrers bedarf. Die 
Lehrsatze sind ohne Beweis; ob der Verfasser will, dass sio auf der 
unteraten Stufe gar  nicht bewiesen werden, oder ob der Beweis durch den 
Lehrer geliefert werden soll, darüber erfahren wir Nichts, da das Büchlein 
der Vorrede entbehrt. Die Aufgaben Sind ausserordentlich hübsch und 
zweckmassig gewahlt und ihre Fassung i s t ,  wie die der Lehrsatze, muster- 
haft klar und pracise. Eine Eigenthümlichkcit und wohl ein Vorzug des 
Büchleins i s t ,  dass es ,  obschon für die unterste Stufe berechnet, den so 

ungemeiu wichtigen Begriff der Symmetrie eingeführt hat. Niclit mer- 
wahnt wollen wir auch die einfache und elegante Weise lassen, mit welcher 
die Congruenz der Figuren, sozusagen ,,en gros", behandelt wird. 

F. S C H ~ T T E .  
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Ein mathematischer Papyrus in griechischer Sprache. 

Von 

I n  Achrnîni, am rechten Nilufer, ungefiihr 26'1, Grad nordlicher 
Breite, au€ dem Boden des alten Panopolis sind in koptischen GrBbern 
hochst nierkwürdiçe Funde gernacht worden. Einer ist  für  die Geschiclite 
der Uathematik von so hohem Interesse und der gedruckte Uericht über 
denselben den meisten ?ilathema,tikern vermuthlich so wenig zuganglich, 
dass wir lins für herechtigt, wenn nicht fiir verpflichtet halten, an dieser 
Stcllc darauf hinzuwcisen. 

Es war ein Papyrus in  griechischer Sprache, um welchen die Fellahs, 
welche ihn enldeckten, lebhaft stritten. Der Moudir (Beairksvorsteher) 
schlichtete den Streit  durch Beschlagnahrne des Gegenstandes, welcher heute 
dem Museum von Gizeh angehort. Ein franz6sischer Forscher, Herr  
J .  R a i l1  e t ,  kam so in die Lage,  den Papyrus untersuchen zu konnen, 
und er ver6ffentlichte seine Bearbeitung in den Jlémoires publiés par les 
nzcn~bres de Za Mission arc7réologique fi-ançaise, welche mit Unterstützung 
des franz6sischen Unterrichtsministeriums bei dem bekannten Verleger der 
Asiatischen Gesellechaft E r n e  s t L e  r O u x in Paris erscheinen. Die Ab- 
Iiandliing kam 1892 im ersten Fascikel des IX. Bandes der genannéen 
Sammlung hcraus, wo sic die Seitcn 1 - 89 und acht Tafeln f i l l t ;  wir 
selbst wurden durch unseren Freund,  Herrn A u  g u s t E i fi e n 1 O h r , den 
Rerausgeber des alten mathematisclien Papyrus des A h m  e s ,  mit der 
Druclrschrift bekannt. 

Der Papyrus ist nicht als Rolle, sondern als eingebundenes Buch 
aufgefunden nrorden. Der Deckel besteht ans hartern Leder. Die einzelnen 
Blatter, deren Abrnessung 315 aiif 275 Millinieter is t ,  hafteten fest an 
einander und konnten uur mit grosser Mühe von einander getrennt werden. 
Die meisten Uliitter fanden sich leer,  nur  sechs derselben waren, und zwar 
auf beiden Seiten, beschrieben. Dcn Inhnlt bilden zunachst einige mathe- 
matischc Tabcllcn, dann fünfzig Aufgaben. Von grosster Wichtigkeit w5re 
es ,  eine genaue Datirung des Heftes vornehmen zu konnen. Leider scheint 

Est . - l i t .  Abth. d. Zeitiiclir. f. Math. u. Pbys. 39. Jalirg.1893. 3. Hsft. 7 
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dieses unmoglich. Herr B a i l l e t  betant nur die unzweifelhaft christliclie 
Religion des Schreibers, welcher mehrfach das Zeichen des Kreuzcs hin- 
malte ,  betont weiter, dass also die Entstehung früher anzusetzen sei, als 
Aegypten uuter arabisclie Herrscliaft kam. Das secliste bis neunte Jahr- 
hundert dürften seiner Meinung nacli die Grenzen sein, innerhalb dcren 
der Schreiber lehte; die Gestalt der Schriftzeichen veranlasst ihn dam, 
die Grenzen weiter einzuengen und auf das siebente und aclite Jahrhundcrt 
zu beschrhken. 

Sprachlich sind Ürei Ausdrücke vorn~hmlich bemerkenswerth. Das 
C a p i t e l  heisst x ~ ~ d l c r r o v ,  wie der X6mer des Wortes calput sich bedieute. 
Das Anfangswort vieler Satze ist Gpoiwç. Der Herausgeber sieht darin 
den Reweis, dass gewisse Musterbeispiele vorhanden waren, an welche 
mittelst dicscs ,,ebensou angeknüpft wurde. Wir  wollen dieser Mcinung 
nicht gerade entgegentreten, wenn wir bei dcm 6poiwç auch Z U U ~ C ~ S ~  an 
das lateinische item dachten, durch welches auch im Abendlande die An- 
gaben von Zahlenthatsachen haufig eingeleitet wird. An einigen Stelleu 
beginnt die Auseinandersetzung des Auszuftihrenden mit ~ Ü r o  x o i ~ ~ .  Bei 
H e r o n  v o n  A l e x a n d r i a  heisst es regelmassig x o i e ~  o ; ~ q ,  und die irn 
Papyrns vorkommende Umstellung eieht tauschend wie eine wortliche Ueber- 
setzung des sic quaere aus,  dcssen romische Feldmesser sich bedicnten. 
Man verstehe uns recht. Wir denken natürlich nicht daran, als ob jemals 
rhnische Mathematik griechische beeinflusst haben konnte, aus der sie 
vielmehr zweifellos entstanden is t ,  aber die Schreibweise des Verfassers 
des Papyrus von Achmîm hat für uns wenigstens eine deutliche romische 
Betonung , es ist elsasser Franzosisch , wenn wir ein Vergleichswort an- 
wcndcn dtirfcn. 

Nun zu dern eigentlichen Inhalte. Gleich dem altiigpptischen Papyrus 
des A h  m e s sind die Auseinandersetzungen des R e  c h e n h u c h e s v O n 
A c  h m î m ,  wenn wir dkser  Benennuug uns bedienen wollen, dadurch 
gekerinzeichnet, dass sie fortwahrend Brüche behandeln , mithin nicht für 
A n f h g e r ,  sandern für weiter Fortgeschrittene abgefasst sind. Eine xweite 
Aehnlichkeit besteht,  wic nicht anders zu erwarten i s t ,  in der fortwihrenden 
Anwcndung von Stammbrüchen, welche bei ganzzahligern Nenner die Ein- 

2 
heit als Zahler haben, und des Hruches - I  der einem Stammbruche gleich 

3 
geachtet wird. Eine dritte bildet das schon erwiihntc Vorhandensein 
einiger an die Spitze des Ganzeu gestellten Tabellen. Aber gleich bei 
diesen Tabellen ist ein wesentlicher Unterschied gegenüber von dem alteii 
Handbuche bemerkbar. Wenu wir unsere Lescr auf unsere Vorlesuugen 
über Geschichtc der Mathematik vernciscn dürfen (welche als Gesch. Nath. 
bezeichnet werden sollen), so fiùden sie dort (Gesch. Math. 1, 22-23) die 

2 
Tabelle des A h m e s ,  welche die Zerlegiing vol1 --- iii Stammbriiclie 

Z n + l  
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lehrt, wo .lz der Reihe nach die ganzen Zahlen von 1 bis 49 bedeutet. 
Der Zahler bleibt unver8ndcrt ,  wahrend der Nenner s i rh  iindert , oder 
ctwss anders und iigyptischer Denltart verwandter ausgesprochen: Eine  
und dieselbe Zahl 2 wird durch andere und andére Zahleri dividirt und 
der Quotient als Sumnie von Stamrnbrüchen ansspreclibar gemacht. Das  
Rechenbuch von Achmim dagegen ltisst an  die Stelle einer Tabelle eine 
grosseï-e Anzshl von solelieii treten und innerhalb jeder Tabelle den Divi- 
deiiden sich andern,  wiihrend dcr  Divisor unverandert  bleibt. Mit anderen 
Worten: Jede  Tabelle i s t  die Vervielfachungstabel!e einev und desselben 
S~ammbrucl~es  mit verschiedeuen ganzen Zahlen. Dürfen wir dabei an  
einen romiscben Rechenkiiecht er innern ,  a n  den C a l c u l u s  d e s  V i c t o r  i u  s 
aus iier Yi t te  des fünften nachchristlichen dahrhnnder ts?  (Gescb. Math. 1, 430.) 
Nit unsertir ausgesprochenen Meinung von einem romiech mehr  als 
griecliisch gebildeten Lehrmeister s t immt dleser A n k h n g  trefflich überein 
und ebenso auch dami t ,  dass die eiuzelne Tabelle jeweilu als v f 9 o ~  dern 
griechischen Worte  für  calculus bezeichnet w i rd ,  wenn wir aucb Herrn 
B a i l l e t  zugeben, dass + t j ç ~ o ç  bereits bei H e r o n  v o n  A l e x a n d r i a  in  
dem Sinne von Calcul,  als Rechnungaweise gedacht ,  vorkommt. Der  
wescntliche Untersehicd gcgen den rb'mischen Rechenkneclit i d  unter  allen 
Umstanden hervorzuheben , dass dor t  die vorkornmenden Brüche nicht 
Stanirnbrüche, sondern 31 i n  u t  i e n  , d.  h. romische Uuodecimalbrüche waren. 
Die einzelnen Tabellen fangen alle mi t  der  Vervielfachung des jedesmaligen 
Bruchmultiplicators mi t  der Zahl (n'Qio,uca) a n ,  iinter welcher regelmassig 
die Zahl 6000 verstanden i s t ,  jedcnfalls, wie Hcr r  B a i l l o t  sehr scbarf- 
sinnig bemerkt h a t ,  weil ein Talent ursprtinglich aus  6000 Drachmen 
bestand, weil seit Constantin dieselbe Zahl das Verhaltniss des Denars 
zum Goldsolidus bezeichnete, weil ebendeshkb byzantiiiische Rechentafeln 
Rruchtheile von 6000 angeben. Kach 6000 erscheinen als die zu multipli- 
cirenden Zahlen die Eiucr  1 bis 9 ,  die Zehner 10 bis 90, die Hunder ter  
100 bis 9 0 0 ,  die Taiisender 1000 bis 10000, wobei untcr  diescr letzten 
Gruppe die Zahl 6NJ0 abermals au f t r i t t ,  als wenn sie nicht vor- 
weg genommen ware. Diese Ausdehnung haben wenigstens die Tabellen, 

2 1 1  
deren M ~ l t ~ ~ l i c a t o r e n  - , 1 .  Z f  q , * . - -  10 

s i n d ,  wahrend die folgenden m i t  

1 1 1  
den MultipLicatoren 

1 
3 lT1 ï3> . . . 20 wesentlich weniger umfangreich 

1 
sind; Lei ihnen ist  - niir jeweils mi t  1, 2 ,  . . . 76 vervielfacht. Selbst- 

k 

verstiindlich reiclit diese Aiisdelinung hin,  nm die Zerlegung wirklicher Brüche 
mit den Ncnncrn 3 Lis 2 0  in Stammbrüche den Tabellcn cntnchmen zu konnen. 

In  den 50 Anfg;iljen, welche a n  die Tabellen sich auschliessen, i s t  
vielfach von denselben Gebrauch gemacht,  aber auch solche Bruchreeh- 
nungen siiid vollzogen, bei weichen der  Nenner über 20 hinausreicht, bei 

7 * 
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welchcn also die Tabcllcn ihren Dienst versagen. Das Lehrreiche und 
wodurch das Rechenbuch von Achrnim besondere geschichtliche Bedeutung 
erhalt, ist n u n ,  dass dabei a n  verechiedenen Stellen deutlich gemacht ist, 
wie die Vereinigung von Stammbrüchen zu .einern gewohnlichen Bruche, 
wie die Zerlegung eines gewohnlichen Bruches in Stammbrüche vollzogen wurde. 

Ersteres geschah, wie seit der Zeit cies A h r n e s ,  durch Z u r ü c k -  
f ü h r u n g  a u f  e i n e n  g e m e i n s a r n e n  N e n n e r  (Gescli. Math. 1, 30). 
als welchen man nicht selten den grossten bereits vorkommenden Kenner 
miihlte, ohne Rücksicht darauf, ob die Ziihler des uingewandelten Bruches 
alsdann ganzzahlig oder çemischtzalilig ausfielen. Solcherlei Urüche blieben 
in anhaltender Uebung. D i  o p  h a n t hat dergleichen in den Aufgaben 
II, 36; III ,  13; IV ,  23, 43, 45; V, 1, 2 und bei den Arabern fehlen 
s ieebensowenigwie b e i L e o n a r d o  v o n  P i s a .  Herr B a i l l e t  willzwarin 
Nachfolge einer durch Herrn R o d c t seincr Zeit gegen Herrn E i s e n  1 O h r  
und uns vom Zaune gebrochenen Polemik von einer Zurückführung auf 
einen gemeinsamen Nenner dabei Nichts wissen. Kur eine einer solchen 
Zurückführung Lhnliche Zwisclienrechnung komme vor. Aber haben wir, 
E e r r  E i s e n l o h r  und der Verfasser dieser Notiz, Anderes behauptet? 
Wir fürchten fast, Herr  B a i l l e  t habe das Audiatzcr altera pars nicht in 
vollem Umfange geübt, und wir miichten uns der Meinung hingeben, wenn 
c r ,  was der deutschcn Sprache wcgcn, dcrcn wir uns bedienten, vielleicht 
weniger bequem war, unsere Schriften dem gleichen Studium unterzogen 
hatte , wie Herrn R O d e  t 's Aufsatz , er die gleiche Ueberzeugung gewonnen 
hatte, deren auch andere Leser sind: dass IIerr R od e t  trotz scheinbarem 
Widerspruch gegen unsere Darstellungen damals kaum Anderes sagte, als 
Ras er bei uns finden konnte und wirklich gefunden hatte. Wir kamen 
nicht nach l l j ahr iger  Frist auf jenen Streit zurück, wenn nicht die 
Redaction der Zeitschrift, in  welcher der Angriîï erfolgt war, eine im 
April 1882 ihr zugeschickte, in  franz6sischer Sprache ahgehsste Erwiderung 
einfach unterdrückt ha t te ,  ohne uns sofort ihre Verweigerung der Aufnahme 
auzuzeigen. Es liegt lins daran ,  auch heute noch unser damaliges schein- 
bares Stillschweigen zu e rkkren ,  nachdem wir von befreiindeter Seite ror 
Kurzem über dasselbe befragt wurden. 

Ucber das Zcrlcgen von Brüchen in Stammbrüchc hat A h m c s  keiiie 
Andeutung hinterlassen. Ers t  L e o  n a r  d O v o n  P i s a  (Gesch. Math. II, 
12- 13) und nur dieser, soweit bekannt war ,  hat  Regeln z ~ s a i ~ m e n ~ e s t e l l t ,  
nach melchen man bei L6sung dieser unentbehrlichen Aufgabe zu verfnliren 
hat. Von L e o n  a r d 0's Vorschriften stimmen welche mit der einen Formel 

welche aus der Tabelle des A h  m e s  leicht herausaulesen war, übereiu. 
Eine andore Formel: 
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welche wir  (Gesch. Xath. 1, 2 7 )  den Zerlegungen 

2 1 1  2 1 1  ---- -- - 
35 3042' 9 1 - 7 C ) M  

entnehmen zu dürfen glaubten, fand bei dern Pisauer keine Gestitigung. 
Uan wird es uns nicht verübela, wenn wir heute unaere Freude ausclrückeii, 
dass düs Rechenbuch von Achmîm unsere Vermuthung als Gewissheit be- 
ststigt hat. 

Herr B a i  11 c t hat die Zerlegungsmethoden , wie sie iin Rechenbuchc 
von Achmîm gelehrt werden, aargsam gesammelt. Sie komrnen in letzter 
Linie auf folgende ziirack : 

1. D i e  S i i b t r a c t i o n s m e t h o d e .  Der Neiiner wird in Factoren 
zerlegt, u n d ,  wo mijglich, mehrere solche Zerleguugen vorgenommen. Ein- 
zelne Pactoren werden alsdann vom ZLhler abgezogen, bis derselbe er- - - 

239 
scliGpft kt. I n  der 21. Aufgabe z .  B. ist - 

ii4tiO 
zu zerlegen. 

also 

Ebeii diese Zahl G46O hstte in zahlreiche andere Factorenpaare zerlegt 
werden koniien. Dasv man gerade die hier in Verwendung gekouirnenen 
Factoren bevorzugte, beruht darauf, dass, wie sehr fein erkannt worden 
ist, den Stammbrüchen a m  Liebsten solche Nenner beigelegt wurden, die 
uicht durch gs r  zu grosse Unterschiede von einander abwichen. 

II. D i e  X e t h o d e  d e r  d u r c h  S u m m e n t h e i l e  m u l t i p l i c i r t e n  
F a c t o r e n .  IIerr B a i l l e t  kleidet sie in die Formel: 

Das ist aber genau unsere oben in's Gedachtniss znrückgerufene Formel, 
aofern a = 2. Die allgemeinerc Formel aufzustellen waren wir niciit in  
der Lage ,  weil A h m e a  in seiuer Tabelle keinen Bruch mit von der 
2 verschiedenem Z M e r  zur Zerlegung bringt. Ein Beispiel des Heclien- 

2 
buches von Açhmîm aus dessen 23. Aufgabe bietet - - Hier ist 

35 
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Unsere Leser se'nen, dass hier das Beispiel des A h  m e s  und seine Zer- 
2 1 1  

legung genau wiederkehren. Dagegen ist bei A h m e s  - =- -, indem. 
2 1 1  

77  4 4 3 0 8  
augenscheinlieh - = -- i:- durch 11 dividirt wurde. In der 19. Aufgabe 

7 4 Ld 
des Rechenbuches von Achrnîrn i d  folgenderuiassen zeilegt: 

Hier erkennt man,  dass 63 und 99 weniger weit von einander abstehen 
als 44 und 308, und dass deshalb jene iiltere Zerlegung verlassen wurde, 
wenn sie vielleicht auch noch bekannt war. Eine Zerlegung nach dieser 

4 .  
Methodo mit grosserem Zahler des zu zerlegenden Brucheu bietet - i n  

143 
der 24. A u f ~ a b e .  Hier i s t :  

Wie diese Methoden combinirt werden konnen, zeigt beispielsweise 
43 

die 18. Aufgabe au ---. Zunzchst ist 1320 = 15. 88, also 
1320 

43 15+28 1 23 

Ferner ist 

Demzufolge ist 

2  8 9 . 2 8  11 .12+120 1 1  
- - .- - 

1 1 . 1 2 0 = 9 ~ 1 ~ =  9 . 1 1 . 1 2 0  9099 
und 

43 1 1 1  
- - - - . 
1 3 2 0 ~  88 90 59 

1% bemerken wiederholt, d a s ~  in allen von uns, nach Herrn R a i l l e t ' s  
Vorgang , bcigezogenen Beispielen , s%mmtliche Zwischenrechnungen dem 
Rechenbuche von Achmim genau entnommen sind, dass es sich also hier 
nicht um Vermuthungen, sondern nm die wirklichen, damals benutzten 
Methoden handelt. Wer neuere Vermuthungen , die früher, als Herrn 
B a i l l e  t 's Ver6ffentlichung bekannt wurde, entstandeu sind, zu lesen 
wünscht, den verweisen wir auf den Aufsatz von Herrn G i n o  L o r i  a: Con- 
getture e ricerche SUU' aritmetica degli antichi Rgiziani in der Ribliotheca 
rnathematica 1892, p. 97 - 109. 

Die Aufgaben selbst sind, wie uns scheinen will ,  von geringerer 
Wiühtigkeit, als dasjenige, was wir ilinen bezüglicli der Stammbrüche erit- 
nommen haben. Es genüge die Bemerkung, dass mitunter Subtractionen 
gefordert werden, deren Vollziehung unter IIindurchgehen durch einen 
gemeinsamen Nenner gelehrt wird. Es  genüge ferner die Mittheilung, dass 
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Zweisatzrechnuugen vorkommen , welche durch Zinsaufgaben nothwendig 
gemacht sind. Der Zinsfusa ist theils procentual, theils in Stammbruch- 
forrn angegeben. 

In der 26. Aufgabe heisst es, von 100 erhalte man 1 -fF, wie viel von 
195? Die Auflosung vervielfacht 1% mit 193 zu 323 und dieses mit 
1 

In der 33. Aufgabe heisst es, man habe 1 von 154; zn fordern, wie 
viel von 100?  Es  findet sich $ Q bei der Division von 3 clurch 4 und 
15;; bei der Division von 63 durch 4. Folglich ist 4 mit 100 zu ver- 
vielfachen und daun 400 durch 63 zu dividiren. Damit begnügt der Verfasser 
sich, die Division 400 1 1 

Tr=% 
vollzieht er nicht und giebt dieses Endergebniss nicht an. 

Auch einige wenigo Aufgaben geometrischcn Ursprunges sind vor- 
hauden, die indessen kaum ein llingeres Verweilen lohnen. Das Wichtigste 
über das Xechenbucli von Achmîni und dessen sehr dankenswerthe Heraus- 
gabe dürfte in unserer Notiz enthalten sein. 
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Philosophie der  Arithmetik. Psychologische und logische Untersuchungen 
von Dr. E. G. HUSSEBL, Privatdocent der Philosophie an dcr Uni- 
versitit  zu Halle. 1. Band. Halle a. d. S. C. E. M. Pfeffer (Robert 
Stricker) 1891. I X ,  323. 

Der vorliegende Band gliedert sich in zwei Haupttheile, deren erster 
,die eigentlichen Regriffe von Vielheit, Rinheit und AnzahlU hehandelt 
,der Hauptsache nach psychologische Fragen", wiihrcnd der zweito betitclt 
ist: ,Die sgmbolischen Anzahlbegriffe 7nnd die logischen Quellen der 
Anzahlen-Arithmetiku, woriu der Verfasser ,,xu zeigen veraucht, wie 

die Thatsache, dass wir fast durchgehends auf symbolische Zahlbegriffe 
eingeschrankt sind, den Sinn und Zweck der Anzahlen-Arithmetik be- 
stimmtu. 

Der erste Theil enthalt nach einer Einleitung folgende Capitel: 1. Die 
Entstehung des Regriffes Vielheit vermittclst desjenigen der collectiven 
Verbindung. - 2. Kritische Entwickelungen. - 3. Die psychologisclie 
Natur der collectiven Verbindung. - 4. Analyse des Anzahlbegriffs nach 
Urçprung und Inhalt. - 5. Die Relationen Jlehr iind Weniger. - 6. Die 
Definition der Gleichzahligkeit durch den Uegriff der gegenseitig-ein- 
deutigen Zuordnung. -- 7. Zahlendefinitionen durch Aequivalenz. - 8. Dis- 
cussionen iibcr Einheit und Viclheit. - 9. Der Sinn der Lahlenaussage. - 
Anhang : Die nominalistischen Versuche von H e l  m h O 1 t z und K r  on  ecker .  

W. U n  v e r  z ag t ,  sagt (in: Der Winkel a19 Grundlage rnatheruatischer 
Untersuchungen; Wiesbaden 1878): ,,Der Begriff der Zahl ist in seinen 
Wandlungen vielleicht mit der interessanteste - freilich auch einer der 
schwierigstenu und giebt dort eine kwze historische Schilder~ing dieser 
Waudlungen. Seine Aeusserungen beziehen sich üllurding~ in erst,er Linie 
auf die mathematische Entwickelung, die der Uegriff der Zahl esfilluen. 
M. S i m  o n  , dessen Lehrbuch der Arithmetik deu Beifall hervorrageniier 
~ a t h è m a t i k e r  gefunden, spricht sich in seinem Programm: ,,Zu den Grund- 
lagen der nicht- euklidischen Geonietrie (Strassburg 1891) daliin aus, dass 
in der Arithmetik in den letzten zehn Jahreu eine gewisse Uebereinstimmung 
sich eeige. ,Nit der Kant ' schen  Unterordnung der Zahl unter die Zeit 
ist gebrochen worden. Die Zahl is t  dem rein logischen Begriff der Zu- 

ordnung u n t c r ~ t e l l t . ~  Diese Ansiclit theilt, der Verfasser des vorliegcnden 
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Werkes nicht, er ist vielmehr der Meinung, dass ,,die Versuche, die die 
Griindfragen des behandelten Gebietes angehen, zahllos sindu, und dass 
eine Entscheidung noch ausstehe. Freilich will er von diesen zahllosen 
Versuchen nur die wichtigsten in  R e t ~ a c h t  ziehen ,in geduldiger Einzel- 
forschung nach den haltbaren Fundamenten suchen, i n  sorgf'altiger Kritik 
die beachtenmerthen Sheorien prlifcn, Richtiges und Verfehltes sondern, 
um so bclchrt Ncues und womb'glieh besser Gesichertes an deren Stelle 
zu setzen". Mit diesen Worten kennzeichnet e ï  die Tendenz seines 
Werkes. 

Es will uns scheinen, als ob der Verfasser manche Arbeiten, die doch 
von 8nde;cn für  wichtig gehalten werde~i ,  unterschiitzt habe. So ware 
mohl gleich anfangs ein Ringehen auf G. C a n t o r ' s  Arbeiten und die 
damit zusammenhBngenden K e r r  y's am Platze gewesen. Auch B o  1 x a n O 

hatte von alteren Bearheitern der hierher gehorigen Prohleme verdient, 
genannt zu werden, zumal wir ihm wohl den ,,Inbegriffu verdanken. Wau 
die Uarstellung selbst betrifft, so muss Heferent gestehen, dass dieser 
ganze erste Sheil ihm den Eindruck des Schwankenden, noch nicht zu klarer 
Einsicht Gediehenen gemacht hat, so dass auch der Leser nicht zil einem 
befriedigenden Ergebniss geiangt : wobei nicht verkannt werden soll, 
dass im Verlaufe der Untersuchungen eine Reihe treffender Erorterungen 
und scharfvinniger Regriffsfestsetzungen vorkommen. 

Nicht sehr angenehm falit die durchgangige Verurtheilung anderer 
Ansicliten, darunter derer von anerkannten Butoritiiten auf, wahrend der 
Verfasser die vb'llige Evidenz der eignen Untersuchungen hesonders hervor- 
hebt, wenn er z. B. sagt: ,Ln  Uebrigen ist ails unseren Analysen mit 
uiimidersprechlicher Iilarheii, hervorgegangen . . . ; des Ziel , des sic11 F r e g e  
s e t z t ,  . ist also ein chimiirisches. Es ist daher kein Wunder, wenn sein 
Werk, trotz allen Scharfsiiines, in unfruchtbaren Hypersubtilitgten verlauft 
und ohne positive ltesultate eiidetu. Es  dürfte Zweifler an der unwider- 
sprechlichen Klarheit geben und Leser, die auch in einigen Ontersucbuiigen 
des Verfassers unfriiclitbare Hypersuhtilit&ten sehen. Ganz besonders 
anfechtbar erschcincii uns die Ausführungen des Verfassers im achten 
Capitel. 

Der zweite Sheil umfasst folgende Capitel: IO. Die Zahleuoperationen 
und die eigentlichen Zahlbegriffe. - 11. Die symbolischen Vielheitsvor- 
stcllungen. - 12. Die symbolischen Zahlvorstellungen. - 13. Die logischen 
Quellen der Arithmetik. 

Dieser Theil beginnt mit  den Worten: ,Naoh der Discussion u n d  
L6 s u n g  der subtilen Pragen . . ." ; er ist im Allgerneinen klarer und 
erscheint von grosserer Bedeutung. Besonders gelungeri sind Capitel 
11 und 12, im letzteren wiederum die E n t ~ i c k e l u n ~  des Zahlensysterns. 

Als Eigcnthümlichkeit muss noch erwiihnt werden, dass, wo aueh 
iniiner , Rechnungen einfachster Art vorkommen, sie falsch sind (S. 150; 
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S. 283; S. %%), ohne dass sie in den Berichtigungen am Schlusse des 
Boches verbessert sind. Eigenthüiulich ist anch die Orthographie des 
Verfassers. Dr. B. SCHOTTEN. 

Function und Begriff. Vortrag, gehalten in der Sitzung vom 9. Januar 1891 
der Jenaischen Gesellscl-iaft für Vedicin und Naturwissenschaft von 
Dr. G. FREGE, Professor a n  der Universitat Jena. - Jena,  Verlag 
von Hermann Pohle, Grossherzogl. Hofbuchdrucker , 1891. 31 S. 
Preis 1,20 Mk. 

Der dureh seine Begriffsschrift lekannte Verfasser bietet hier in etwas 
populsrerer Form einige Aufklarungen tiber diese. Nach einer genauen 
Definition der Punction? wobei die gewissenhafte Beachtung von Form 
und Inhalt besoxders empfohlen wird, geht Verfasser niiher auf das Argu- 
ment ein, das nicht ausserlich ziir Punction gehore, sclndern mit ihr 
znsammen ein vollstandiges Ganzes bilde. Ferner wird der Uuterschied 
zwischen Function und Zahl behandelt und des Niiheren auf den Werth- 
verlauf einer Function eingegnngen ; dabei ergiebt sicb, dass der Begriffs- 
umfang gleich dem Werthverlauf der Function ist. Diese Resultate werden 
dann auf Urtheile angewendet (Behauptungsgrenze). Die scharfe Be- 
grenzung der Begriffe ist identisch mit dem bestinimten Werthe, den eine 
Function fiir jedes Argument annimmt. Zum Schluss geht der Verfass~r 
auf die Begrifischrift ein und lehrt die Bedeutung der eingeführten 
Zeichen. 

-- -- 
Dr. H. SCBOTTEN. 

Les nouvelles bases de la géometrie superieure (gbométrie de position) 
par A. N o u c n o ~  ancien professeur de l'université, laurkst de 
l'academie des sciences. Paris,  Gauthier -Villars et fils 1892. 8'- 
VI I ,  179 S. 

Die geometrisçhe Darstellnng des Irnctginiiren ist bereits das Ziel selir 
vieler Restrebungen gemesen. Ceber Stellung und Werth des Problems 
im Zusammenhange der Mathematik kann man vcrschiedfiner Ansicht sein. 
Wichtig ist die L6sung desselben besonders für die Vertreter zneier 
Staridpuukte: Für jene, welche eiii algebraisches Symbol erst in d m  
Augenhlicke für berechtigt ansehen, in welchem dessen Anwendbarkeit 
auf etwas Substantielles nachgewiesen k t ,  und für jene, welche ihrem 
Regriffe von Geometrie eine solche Weite gegeben haben, dass sie ein 
Rivalisiren derselben mit der Analysis in  alleu denkbaren Richtungen ver- 
langen. Dem gepenüber kann man sich aber auch auf Standpunkte stellen, 
von denen aus gesehen die Losung des Problems keinen so principiellen 
Werth h a t ,  weun aie auch immerhin als sehr interessant und nützlich zii 

bezeichnen isti Der Analytiker vom reinsten Wasser leugnet, bei der 
Scbaffung und dem Gebrauch des Imaginaren irgend einer ausserhalb seiner 
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Fissenschaft licgenden Rechtfertigung zu bedürfen, der reine Geometer 
lidt Fragen, welche sich nicht aus der Anschauung raumlicher Gestalten 
ergeben, für weniger in seincrn Interesse gelegen. 

Uo uc h O t fllhrt in seinem Werke eine geometrische Deutung des 
Imagieren durch und vertritt mit Nntschiedenheit die beiden zuerst 
charakterisirten Standpunkte. E r  betont,  dass die Rcform der Mathematik, 
welche C a r  t e  s i  u s anbalinte, erst durch die geometrische Deutung des 
Imaginiiren vollendet werde. Erst  dieser Schritt, erst dieser Hilfsact der 
Geometrie mache die Algcbra ans einer dunklen und vcrworrcnen Wissen- 
scliaft zu ciner liclitvollen und verniinftigen. Interessant ist  die Angabe, 
dass auch die D e  s c a r t ' d e  Alethode ursprünglich vie1 mehr die Absicht 
halte,  der rathloseri Arialysis mittelst der Geornetrie zii Hilfe zu eilen, 
ah umgekehrt der Geometrie mittelst der Analysis. Wir  konnen dies so 
in  Worte kleiden: Für  D e  s c a r  t e's war seine neue Erfindiing vielmehr 
eiue ,geornetrische Analyseu, als eine ,,analytische Geornetrieu. M o  u c h o  t 
belegt seine Ansicht durch Wiedcrgabe der Hauptpuiilite nus D c s c a ï  t e 's 
Schriften. E r  verwirft fwner die Verbannung des &laasegeometrischen, 
welche sich in den Schriften v. S t a u d t ' s  und eeiner Nachfolger findet. 
Doch darüber spater Geiiaueres. 

Wir wollen die Grundlagen der M O il c h  o t 'schen Theorie anzudeuten 
versuchen, des rascheren Verst%ndnisses wegen zurn Theil in anderer Dar- 
stellung, als bei Mo ucli o t  selber: 

Zwei gewohnliche Punkte bilden als erste und zweite Componente 
(composante) zusarnmen eiuen ,imagin%ren Punktu.  Tauscht die erste 
Componente mit der zweiten die Iiolle,. so entsteht der conjugirte Punkt  
LU dem erstentstandenen. Ein ,reellerU Punkt ergiebt sich, indem die beiden 
Componenten auf einen gewohnlichen Punkt  zusammen rücken. 

Die Gcsarnmthcit der als Componenten aufgefassten Punktpaare, welche 
in einer Ebene mit einern festen reellen Punkt  als Scheitel die Ecken 
gleichschenkliger rechtwinkliger Dreiecke bilden , geben zusammen die 
sogenannte rectangulare Gerade, en welclien der feste Punkt als einziger 
reeller gehort. Die Numeiirung der Componenten mit 1 und 2 ist dabei 
in einem einheitlichen Sinne vorzunehmen. neliebige irnaginiire Geradc 
eutstehcn durch ParaIlelprojection des eben geechilderten Systems auf 
andere Ebenen. I n  einer solchen Geraden sind stets z ~ e i  Richtungen aus- 
gezeichnet. Grenzfall ist  die gew6hd'iiche, reelle Gerade, bei welcher diese 
Riëitungen zusammenfallen in eine einzige, gewohnliche Gerade, auf welche 
dann auch s h m t l i c h e  Componenten der imaginsren Punkte zu fallen 
kommen. Theile der Geraden sind die Strecken (segments rectilignes) 
zwisclîen zwei Punkten. Sind die Componenten eines ersten Punktes 
P,, P,, die eines zweiten Q, , Qi, so besteht die Strecke aus den beiden 
gew~hnlicheU geraden Strecken Pl QI und P, &, und enthalt alle Punkte, deren 
~ ~ ~ ! , ~ ~ ~ ~ t ~ ~  R, , K ,  re,specti~en Strecken proportional zertheilen. 
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Ein Kreis mit reellerri Mittelpunkt und Radius enthiilt ausser ~cinem 
reellen noch imaginiire Punkte, die den ausserhalb des Kreises liegenden 
ltaum der Ebene doppelt überdecken. Eine Ilauptaufgabe ist immer die, die 
auftretenden doppelt unendlichen Mannigfaltigkeiten der imaginaren Punkte 
so in einfache, linienbildende Mannigfaltigkeiten zusammen zu fassen, dass 
man einc ühersichtliche Anschauung von der Lage deraelben bekommt. 
Beim Krcise geschieht dies mittelst gleichseitiger Hyperbeln, deren jede 
einen Durchmesser des Kreises zum Hauptdurclimesser ha t ,  in den End- 
punkten desselben den Kreis berührt und als conjugirt zum Kreise be- 
zeichnet wird. Auf einer solchen Hyperbel liegen zusammengehorige Com- 
ponenten eincs imaginaren Punktes immer synirnetrisch zur Ha,nptachse. 
N o u c  h O t definirt dann auch Kreisc mit imagingren Mittclpunkten und 
Radien, und mittelst derselben die Entfernung zwischen zwei beliebigen 
Pmkten .  Vom Kreise aus werden die anderen Kegelschnitte behandelt; die 
parallele IZolle , welche der Kreis und die gleichseitige Hyperbel spielen, 
kommt noch vollstandiger als soiist zur Erscheinung und führt zur An- 
wendung des Begriffs der ,,hyperbolischen Entferniingu und der mit 
,Vect,ricesu beeeichneten Hyperbelradien. Besondcrs interessant ist 
Capitel I V  über ,,Aires de mode quelconqueu und ,Po~ictions franscendantesY. 
Sehr süh6n tritt  hier geometrisch die in der Gleichung 

griindende Verwandtschaft zwischen Logarithmen und Winkeln hervor. 
N O u c h o  t glaubt , durch dic gcometrische Methode sogar über Unklar- 
heiten der analytischen hinweg zu kommen, vergl. die Bestimrnung von i' 
(S. 146, 147). 

I n  Capitel V erweist sich, wie die Raumgeometrie ohne principielle 
Schwierigkeit mittelst derselben Ideen behandelt werden kann. Die An- 
schaulichkeit geht aber da  schon recht sehr verloren. Wenn wir z. B. 
sehen, wie einer gewfihniiclien Kugel nicht weniger als vier verschiedene 
Mannigfaltigkeiten von ein-  und zweiechaligen Hyperboloiden conjugirt 
weïden miiseen, urri die imaginireu Punkte darzustellen, so f'tihlen 
wir uns bereits an den Grenzen der Nutzbarkeit von Mouchet's 
Theorie. Indess ist  ja schon die Erkenntniss, dass die einfachsten Pormeln 
bei Beriicksichtigung des Imaginaren bereits recht verwickelte Dinge dar- 
stcllen, sofern man etwas mehr als das in  den Formeln direct Ausgesprochenu 
erfahren will, - es werth, gewonrien zu werden. 

M o  u c h o  t legt entsprechend seinen Anfangs charitkteriuirten Ansichlen 
Gewicht auf die Eebersetzurig der rechnerischen Clruridoperationen i n  geo- 
metrische und wendet iin Eebrigen die IIilfsmittel der analytischen Geometrie 
an, wo es ihm bequem ersçheint. Die einfachsten Aufgaben tiber Be- 
stimmung gemeinsarner Elemente etc. werden durch elementare Constructionen 
zur L6sung gebracht. 
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Auf Curven und Fl&chent,heorie geht M oiic h O t nicht ein, auch kommen 
keine lioheren Involutionen zur Verwendung, wie dies in den Arbciten 
Lüroth 's  und R o t t e r ' s  geschieht. E r  will niir die Grundlagen seiner 
Theorie, moglichst elementar gestaltel, vorführen. Trotzdem ist d a  Buch 
nicht überall ganz leicht verstindlich, was von der neuartigeii Fassung der 
Begriffe und der Terminologie herrührt. Man muss sich erst gewohnen unter 
,la droiteu (S. 24, Z. 8 von oben etc.), ,,droitu (S. 20, 8. 6 von oben, wo es 
shtt ,radiÇs ou drcitu heissen sol1 ,droit ou rad ih) ,  ,,rectiligneu (S. 15, Z. 4 
von oben) ziemlich verschiedene Begriffe zu verutehen, das Wort .réelu 
bei Punkten (S. 17) ,  Streçken (S. 21, Z. 9 von oben) und Geraden (S. 24, 
S. 28 ,disjointe in wenig analogen Uedeutungen anzuwenden, und 
Aehnliches. Auch scheint mir bei der Definition der Begriffe.:,liomogè~eu 
und ,,la droite" (S. 22--24) nicht Alles zii Iiarmoniren. 

Mou c h O t versaurnt nicht , auf andere in Frankreich entstandene Dar- 
stellungsweisen des IrnaginMren aiifmerksam zu machen, 'ind an verschie- 
denen Orten zu zeigen, dass seine eigene dieselben mit umfasst. In  der 
Tliat ist die Theorie der quantités g&ometriques von A r g a n d  - bei uns 
durch G a u s s  bekannt geworden - (S. S. 55) der supplementLren Kegel- 
schnitte und idealen Sehnen von P a n c e l e t  (vergl. S. 10 und S. 051, das 
Terfahren L a g  u e r r e  s (S. S. 14) in ?vl O u c h o t ' s  Theorie enthalten, und dasselbe 
sagt M o u c h o t  auch aus von den mir unbekannten imaginaren Coordinaten 
LIaries. D& Versuch, die H a m  i 1 t o n'schen Quaternionen geornetriseh ver- 
stindlich zu machen, sclieint mir weniger geglückt. Eine Einheit, wie j, k ,  1 
(S.163), welche bald als reell, bald als imaginiir, ja sonar abgesehen von ihrem 
Vorzeichen bet,rachtet wird ( S .  S. 166), ist ein Wachs, ails dem alles geformt wer- 
den kann. Müsstc es nicht wenigstens S. 166, Z. 8 von oben statt  k j =  O (A ,  A') 
heissen k j =  - O ( A ,  A'), urn die in Zeile 11 von oben auftretende Gleichung 
O(C, Cf) = O(A,  A') zu vermeiden, weil dieselbe mit Seite 165 Z. 2 von 
olien einen Widerspruch ergiebt? 

M o u c h o t  citirt keine der neuereil dentschen Arbeiten über das 
IrnaginBrc in der Gcometrie, welche man von K 6 t t c r "  gesammelt findet. 
Erst in neuerer Zeit hat A d  a 1 b e r t B r e u e r  in einer Beihe von Brochüren*'" 
das Imaginare aus dem namlichen Gesichtspunkte behandelt, wie M o u  c h O t. 
Dabei ist aber nicht aus dem Auge zu verlieren, dass Xo u c  h o  t vor allen 
Neiieren die Prioritat hat,  indem er sich seit 30 Jahren mit dern Problem 
beschaftigt und i n  sciner ersten Mittheilung an die Pariscr Akademic vom 
Jalire 1865 bereits der vollst!indige Grundplan seines Biiches angedeutet 

* Grundzüge einer rein geometrischen Theorie der algelsraischen ebcnen 
Curren. Von der Xgl. Akadcmie dcr Wissens&aften zu Bcrlin gekronte IJreis- 
schrift von Dr. E r n s t  K o  t t  er. Berlin 1887. S. 290 u. flg. Xcbt  ermiilint wird 
dort die Schrift von L'r i te  Hofm a n n :  Die Constructionen doppelt berührender 
Kegelschnitte mit irnaginiiren Bestirnmungsstückcii Leipzig, bei B. G.Tcubner, 1886. 

** Erschienen im Verlag von Bodo Bacmeister in Erfurt. 
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ist. Wer  von ihm nicht citirt is t ,  dürfte ihn nicht citirt haben. Irn 
Jahre 1876 veroffentliche er Uber den nümlichen Gegenstand: La réforme 
cartésienne étendue aux diverses branches des Mathématiques pures. 

Kicht vtillig in's Reine kommt man über X o  n c h  O t ' s  Verh%ltniss zu 
v. S t a u d  t. Es  ist rntiglich, dass M o u c  h o  t auf seine Ideen iinahhangig 
von v. G t a u d t gerathen ist;  jedenftllls fasst or die Sache von einer ganz 
anderen Seite a n ;  Terminologie und Darstellung athmen einen anderen 
Geist. Iudessen lasst sich seine Deutung des Imaginaren ails der 
v. S t a u d  t 'scheu ableiteu. M o n  c h  O t scheint sich darüber nicht ganz 
klar gewesen z u  sein. Die einzige sachliche Bemerkung Liber v. S t a u d  t (S. 14): 

,v. S t a i l  d t semble avoir eu le premier 1'idi:e de représenter 

par un couple de points géombtriques les points doubles d'une 
involution, lorsqu'ils cessent d'8tre rkelsu 

ist in  ihrer Ktirze zu undeutlich und schliesst moglicher Weise ein Missrer- 
standnisa e in ,  die spFtere Polemik gegen denselben Geometer (S. 174 und 
17Sj erweckt direct den Eindruck, als ob M o u c  h o  t nicht verstehe, was 
v. S t  a u d t  eigentlich geleistet ha t ,  und dass der Uebergang von seine11 
projectivischen Satzeu z u  deuen der Maassgeometrie keine principielle 
Schwierigkeit bietet. Sonst müsste hi o u  c h O t eingesehen haben , dass er 
mit Uehauptungen wie: "L'oeuvre de v. S t a u  d t n'a donc pas l'inipoitauce 
qu'on voudrait lui donnerU und ,,L'axvre de v. S t a u d t  n'est pas moins 
exclusive que les préckdentes e t  rien ne prouve q'elle Ait  plus par- 
faitou, anstatt das Verdienst der eigenen Arbeit zu erhohen, sich vielmehr 
selbst den Ast absagt, au€ dern e r  sitzt. Wir  müssen, um den Zusarnrneii- 
hang klar zu stellen , Folgendes erwühnen : 

v. S t  a u  d t stellt zwei conjugirt imaginare Punkte durch eine 
elliptisch involutorische Punktreihe auf einer Geraden resp. diirch zwei 
bestimmende Punktpaare dieser Involution dar. I n  jeder solchen In- 
volution gicbt es nur ein Paar eusammengeh6riger Punkte a und a', nclchc 
von dem sogenannten Mittelpunkte der Involution gleichweit entfernt sind, 
und umgekelirt giebt es z u  jedem Punklpaaï b und b' nur eine solche 
Involution, in welcher dieselben die Rolle der Punkte a und a' übernehmeu. 
E s  is t  dies jene Involution, in der dem Halbirpunkte m von b b' der un- 
endlich ferne Punkt, der Geraden hb' zugeordnet k t .  Insoforn wird das 
Punktpaar aa' als Darstellungsmittel conjugirt imaginarer Punkte, nie 
bei M O u c h O t , ap iva len t  einer ganzen involutorischen Reihe, und auch 
die beiden Sinne einer solchen lassen eich durcli au' und a'a auseinander 
halten. Man h a t  nnn zugleich einen maassgeometrisclien Vortheil erreicht. 
F ü r  den Fa11 niimlich, dass man eine Coordinatenachse mit dem Anfmgs- 
punkte O in die Gerade a a' hinein verlcgt, IXsst sich die Coordinate cr f 
des iniaginaren Punktes na' sofart ausfindig inachen, indem iy = o m .  

= m a  wird, wobei rn den Involutionsmittelpunkt bedeutet (vergl. die 

oben citirte K o t t  er'sche Preiùschrift S. 237). 
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Wir k6nnen also die Polernik gegen v. S t a u  d t nicht gerechtfertigt finden. 
Die Begriffe der Zahl- und Raumgrossen traten dem Mathematiker xunachst 
in einer natIirlichen Verbindung entgegen, welche e r  zu scheiden ver- 
pflichtet war. Aber soviel ist Mo u c  h O t zuougeben , dass , nachdem diese 
Scheidung hinlangliches Licht über die Tragweite dei  einzelnen Factoren 
verbreitet bat,  die Wiedervermkihlung eine rechtmiissige, ja wiinschens- 
werthe ist. Es ist kein Grund vorhanden, warum der begriffsscheiderische 
Deutsche und der mehr auf das Zusammenwirken der Ideen zu einem ele- 
ganten Gedankenkunstwerk bedachte Fianzose nicht ohne gegenseitige Ver- 
kleinerungssucht neben einander arbeiten konnten. 

Das mtichten wir noch auseinander setzen, inwiefern unter den mog- 
lichen Darvtellungsweisen des Imaginayen die von hl o u  c h o t  herausgehobene 
eine besonders befriedigende ist. Von alleu Vorstellungen iiher einen 
reellen Punkt bleibt doch die ursprünglichste und uns immer zuerst vor- 
schwebende die der Fixirung des Auges auf eine bestirnmte Stelle des 
R a m e s .  Wenn v. S t a u d t  den imaginiiren Punkt durch eine involutorische 
Reihe oder durch vier Punkte,  die noch an unendlich rielen Stellen liegen 
kinnen, definirt, so fehlt diesem Begriff gerade jenes für den reellen 
Punkt entscheidende Charakteriaticum. In  hl o u  c h O t's Darstellungsweise 
dagegen ist die Analogie zwischeii dem reellen und imaginiiren Punkte so 
weit, als es Iiberhaupt mtiglich sein dürfte, hergestellt, indem zwar nicht 
eine, aber zwei ganz bestimmte Stellen fur iinser Auge fixirt werden, wenn 
ein imaginsrer Punkt gegeben kt. 

Zum Schlusse sei jedem Mathematiker das eigene Stiidium des 
ioteressanten Buches empfohlen, das sich aller jener Vorzüge erfreut, 
nelche den Werken besserer franzosischer Autoren eigen zu sein pflegen. 

S o ~ ~ c s  LIE,  Vorlesnngen über Differentialgleichnngen mit bekannten 
infinitesimalen Transformationen; bearbeitet und herausgegeben 
von Dr. GEOXG SCHEFPERS. Leipzig 1891. 5GS S. 8". 

Da dnrch eine Differentialgleichung die functionale Beziehung der ab- 
hangigen Variabeln zu den unabhiingig Veranderlichen nicht vollkommen 
festgelegt wird, spaltet sich das Problern der Integration naturgemks in 
zwei weseutlich verschiederie Aufgabeu. Die eine besteht dariu, die durch 
die Differentialgleichung gesetzte Beziehung durch eine ihr vollkommen 
gleichwerthige endlicbe Gleicliiing darzustellen, in welcher noch willktirliche 
Functioncn odcr Constanten auftreten, und dio als allgemeine Integral- 
gleichung bezeichnet wird; die andere siicht nach einer Function, die nebst 
ier Forderung der vorgelegten Differentialgleichung ou geuügen auch noch 
andere, die sogenannten Anfangsbedingungeii erfüllt, und dadurch, ohne 
jede weitere Willkürlichkeit einxuscbliesseii, im Allgemeinen eindeutig be- 
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stimmt ist. Die letztere Aufgabe schliesst die crstere in sich, wenn den 

Anfaiigsbedingungen die erforderiiche Allgemeinbeit belassen wird, und für 
gewühnliche Bifferentialgleichungen ist auch in der Regel umgekehrt, riacli 

Auf'findiing des allgemeinen Integrals , die Erfüllung vorgeschriebener An- 
fangsbedingungen nicht weiter n i t  Schwierigkeiten verknüpft. Trotaclem 
lassen sich auch i n  der Theorie der gewtilinlichen Differentialgleichiingen 
zwei verschiedene Richtungen unterscheideu, die neben einander bestelien, 
ohne sich bisher wesentlich beeinflusst zu haben, die aber, wenn nian sich 
nur jede derselben gehorig entwickelt denkt ,  beziehungsweise anf die 
Ltisurig der einen und der anderen der beiden bezeichneten Aufgaben, also 
nach der eben gemachten Bemerkung, auf dasselbe Ziel hinauslaufen. Die 
nach Auffindung der allgemeinen Integralgleichung strebende Riclitung ist 
von den Llteren Analyst,en (denen, wenn man nur die auf die Theorie 
der Differentialgleichungen u n m  i t t  e lL  a r  Bezug habenden Srbeiten in 
Betracht zieht, auch J a c  O b i  zuzuzahlcn ware) gepflegt; sie hat jedoch 
immer nur  gesucht, ihre Aufgabe durch blosse Anweudung von Qua- 
draturen zu losen und blieb darum auF die wenigen Piille beschr%ulrt, wo 
eine Lüsung in diesem Sinne mi5glich war. Die andere Richtung sucht die, 
durch eine Differentialgleichiing determinirte Function In ihrer Abhangigkeit 
von der unalhiingigen Veranderlichen einerseihe uncl von den Anfanga- 
bedingungen andererseits zu bestimmen*; sic hat  ihren Ausgangspunkt in 
dem C a u c  h y'schen Existenztheorem und belierrscht die auf functionen- 
tlieoretischer Grundlage gef'ührten neueren Untersuchungen über Differential- 
gleichungen. Erçetzt man das Problem der Integration einer gem~hnlichen 
Differentialgleichung auf bekannte Weise dnrch ein ihm %quivalentes aus 
der Theorie der part,iellen Differentialgleichurigen, so is t  die Auffindung 
der allgemcinen Integralgleichung eincr gewohnlichen Differentialgleicliung 
zurückzuführen auf die Ermittelung der allgemeinen Losung einer lineareii 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung; die allgemeine Integral- 
gleiehung ist durch Quadraturen zu bestimmen, wenn die lineare partielle 
Differentialgleichiing erster Ordnunç durch dau gleiche Hilfsmittel geloat 
werden kann;  dagegen erscheint zu Folge der nothwendigen Einführung 
von complexen Variahelu die functionentheoretische Behandlung gewohu- 
licher Differentialgleich~~ngen gleichwerthig mit der Integration partieller 
Differentialglcichungcn bci gegehenen Grenz- und Unstetigkeit~bedingungen. 
- Schon diese allgemeinen Uebcrlcgungen lasscn erkennen, dass die beiden 
hervorgehobenen Richtungen berufen sind , sich wechselseitig au erganzen, 
dass aber ,  um eine wirkliclie Nebeneinanderstellung derselben müglicli zu 
machen, bei der ersteren Richtung die Forderung der Integration durch 
blosse Quadraturen durch andere, mehr dem Wesen der Sache entsprecbende 

* Vergl. F u c h s ,  Crelle'u Joiirnal Bd. 66,  S. 121, Sitzungsbericlite der Berliner 
Akademie, 26. Juni 1884. 
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Forderungen ersetzt, oder doch von einem hoheren , der Verallgemeinerung 
fihigen Gesichtspunkte aus betrachtet werden müsse. So behandelt z. B. 
Herr P o i n c a r é  in seinen Arbeiten über die Differentialgleichiingen der 
Dynamik die Prage nach den F d l e n ,  wo die Intcgralgleichung durch eine 
gleich Nul1 gesetzto ciniieutige Function gegeben wird, a ~ i f  der anderen 
Seite hat Herr L i e  durch seine Theorie der Transformationsgruppen neue 
Methoden für die allgemeine Integration partieller Differentialgleichungen 
geschffen, welche u. A.  auch gestatten, die Integrabilitat einer Differential- 
gleichung durch Quadraturen und die auf diese Frage gerichteten 
,speciellen TheorienY der alteren Analysten, ,,unter eine allgcmeino Uethodc 
yterzuordnenu. 

Das zu besprechende Buch, dessen einleitenden Siitzen die hier unter 
Anführungsaeichen wiedergegehenen Worte entnommen sind, hat den 
doppelten Zweck, einerseits , in die L i  e'çctie Theorie der Transforrnations- 
gruppen einzuführen, mdererseits , die Anwendungen dieser Theorie auf 
die in dem hervorgehobenen Sinne gefasste Integration der gewohnlichen 
Diffcrentialgleichungen acr  drci ersten Ordnungcn und der entsprechenden 
linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zu geben. - 
Sagen wir gleich, dass dieser doppelte Zweck in mustergiltiger Weise er- 
reicht wird, mustergiltig in Bezug auf die Klarheit und die echt 
wissenschaftliche - in manchen anderen neueren Publicationen leider nicht 
irnmer gewahrte - Schlichtbeit der Darstellung, sowohl, wie in Bezug auf 
die piidagogische Anordnung des behandelten Stoffs. Von dicser letztercn 
werden wir uns gest,atten, bei dem Bericht über den Inhalt des L ie'schen 
Werkes abzueehen und versuchen in gedrangter Kürze eine Cebersictit über 
die vorgetragenen Theorien zu geben. 

Die TZ Gleichungen 

z ' k = ( ~ k ( z  l r . . . x n , a ) = < p k ( n ) ,  k = 1 , 2 . . , . n  

mit dcm willktirlichcn Parametcr a ,  bestimmen eine T r a n s f o r m a t i o n ,  
die Schaar der cal Transformationen, die dadurch entsteht, dass a alle 
Werthe von - oo bis + oo durchlauft, bilden eine e i n g l i e d r i g e  G r u p p e ,  
wenn alle Male 

~ k ( ~ i ( a ) ,  . . . r ~ n  (a), b )  = 9k (A), 
wo 1 eine bestimrnte Function von a ,  b bedeutct. Die Gruppe enthalt zu 
jeder Transformation auch die inverse, wenn sich zu jedem a ein ii so 
finden liisst, dass 

rpk(cp,(a), . . . <p,,(a), ü) = xk; 

dann enthalt die Gruppe auch die i d e n t i s c h e  T r a n s f o r m a t i o n  

und folglich auch eine i n f i n i t o s i m a l o  T r a n s f o r m a t i o n  

Hist.-lit.Abth. d.Zeitachr. f. Yütli.u.Fhys. 39. Jahrg. 1893. 3.Heft. 8 
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Der Begriff der letzteren wird so gefasst, dass auch jede eingliedrige 
Gruppe nur e i  n e  infinitesimale Transformation enthiilt und gezeigt, dass 
auch umgekehrt jede gegebene infinitesimale Transformation 

die kurz durch das Syrnbol 

k - 1  

bezeichnet wird, einer und nur einer eingliedrigen Gruppe mit paarweise 
inversen Transformationen angehore. Die endlichen Gleichungeii dieser 
Gruppe ergeben sich 1) durch Integration des Systems 

in der Form 

' R k ( x p 1 , . . .  ~ ' ~ ) = f i k ( x ~ , . . , x ~ ) j  W k ( ~ ' l i . . . ~ ' n ) - t =  Wk(x1,. .  x,), 
und 2) in Form von Rechenentmickelungen 

t2 
2'1. = xk f t U x k  + 7 U ( u x k )  $- ' ' . 

L 
Eine F u n c t i o n  S2 ist eine I n v a r i a n t e  der Gruppe, wenn UJ2=O, 

also die allgemeinste Invariante eine willkiirliche Function der (n - 1) 
unabhiingigen Losungen von LTf = 0; die G l e i  c h u n g  fi = 0 ist invariant,+ 
wenn US2 = O vcrm6ge J1= 0. 

Eine lineare p r t i e l l e  Differentialgleichung 

,gestattet die Transformationen einer GruppeU, sobald sie ihre infinitesimale 
Transformation zulasst, das heisst, wenn G J ~  (k = 1, 2 . . . .n - 1) die unab- 
htingigen T h u n g e n  von Af = O  sind, sobald jedes U G J ~  wieder eine L6snng 
ist, - Gcsta!tet Af  = O die r infinitesimalen Transformationen Ukf 
(7c = 1, 2 .  . . r),  so gestattet sie auch die infinitesimale Transformation 

k = 1 

wo die u,, . . U, LOsungen von A f = O und v eine willkürliche Function 
bedeutet; umgekehrt sind die Coefficienten der U k f  in jeder linearen 
Deziehuug zwischen diesen und A f Losungen von A f = O. 1st Y = TI - 1 
uud besteht zwischen den U,<f und A f  k e  i n e lineare Beziehung, so i d  
der reciproke Werth der aus den Coefficienten von Clfi.. . UndIf ,  A f  
gebildetcn Dcterminante cin Mu 1 t i p 1 i c a t O r von A f = 0; jede Gleichung 
Af  = O besitzt solche (rz - 1) infinitesimale Transformationen. 

F ü r  n 1-2 und z, = ,z, x, = y (Pui~kttransformationen in der Ebene), 
p b e n  die angeführten Siitze eine Integrationstheorie der gewohnlichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung : 
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a , d y  - L Y ~ ~ Z = O ,  

die eine bekannte infinitesimale Transformation gestlttten , indem ja die 
Kenntniss - einer solchen eirieii Multiplicator der D;ITerentialgleichung liefert. 
Uni jedoch diese Theorie für die allgemeine Form 52 (x, y ,  y') = O einer 
solchen Gleichung aiiszugestalten , wird die Gruppe in  den beiden Variabeln 
2, y durch Hinzunahme der den einzclnen Transformationen entsprechenden 
Transformation des durcli eine beliebige Curve rp(x, y) = 0 bestimniten 

Y Differentialquotienten y' = - auf eine Gruppe in den drei Variabeln 
(1 x 

die infinitesirnale Transf'orniation der gegebenen Gruppe, so ist 

die infinitesimale Transformation der erweiterten Gruppe und wenn die 
Differentialgleichiing erster Ordnung 52 (x, y , i) = 0 ,  mit dem allgemeinen 
Integral fil ( x ,  y) = const ,  die dnrch 7Jf bestimmte Gruppe gcstattet, dns 

'hcisst, wenn TJw = O ,  vermoge w = O ,  so ist auch U' f i  = 0, vermoge 
LI= 0,  und umgekchrt. - Die allgemeinste eine gegebene infinitesimale 
Transformation O'f zulassende DifferenLinlgleichunç erster Ordnung mjrd also 
gegeben durch die gleich Nul1 gesetzte allgemeinste Invariante der erweiterten 
Transformation U'f ( D i f f e r e n t i a l v a r i a n t e  e r s t e r  O r d n u n g  von 
U f ) ;  eine der beiden nnabhhgigen Invarianten von d f i d  die Invariante 
u p ,  y) von Uf, i s t  d i e s e  b e k a n n t , ,  so findet man die sndere, y' ent- 
haltende, und damit also alle moglichen, durch blosse Anwendung von Qua- 
draluren. Wenn also eine irifiriitesimale Transforrnalion Cf gegeben und 
ihre Invariante bekannt i s t ,  so lassen sich durch Quadraturen allein alle 
Differentialgleichungen erster Ordnung, die diese Transformation zulassen, 
lierstellen, und jede solche Differentialgleichung kann dann wieder durch 
blosse Quadraturen integrirt werden. 

Wahrend jede Differentialgleichung erster Ordnnng eiae infinitesimale 
Transformation gestattet,  ist dies fü r  Differentialgleichungen hiiherer Ord- 
nung nicht mehr der Fall. Die allgemeinste Differentialgleichnn,a zmeiter 
Ordnung, welche die infinitesimale Transformation D'f oder die durch 
àieselbe definirte eingliedrige Gruppe gestattet, ergiebt sich als die gleicli 
Ni111 gesetote allgeuieinste Invariante der z m e i m a l  e r m e i  t e  r t e n G r  u p p  e , 
deren infinitesimale Transformation durch 
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dargestellt wird. Diese allgemeinste Invariante von U"f (Differential- 
invariante zweiter Ordnung von U f )  ist eine willkürliche Function der 
Invariante u von U f ,  der liei gegebenem u durch Quadratuien zu errnitteln- 
den ersten DiEerentiaiinvariante v ,  und der y" enthaltenden Invariaute 
w = dv  : du. Analog findet man auch alle Differentialgleichungen h8herer 
Ordnung, die eine infinitesimale Transformation Uf gestatten, durch blosse 
Quadraturen und Differentntionsprocessc, wenn die Invariante von U r  be- 
liannt ist. 

Zur Entwickeliing der Integrationstheorie fiir Differentialgleicliungen 
zweiter Ordnung, die bekannte infinitesimale Transformationen gestatten, 
hat man zu beachten, dass, wenn y" = u;(x, y, 9' )  die infinitesimale Trans- 
formation U f  zulasst, die iiqiiivalente partielle Differentialgleichung 

die erweiterte Transformation U'f zulassen miisse. Wenn aber eine partielle 
Differentialgleichung 

die infinitesimale Transformation Lrf in  den drei Variabeln (x, y ,  8 )  ge- 
stattet , so bilden A f = 0 und Uf = 0 ejn sogenanntes v o l l s t i i n d i g e s  
S y s t e m ,  das heisst , sie habeii eine Losiing gemein, die nach P a u 1  du 
B o i s  - R e  y m O nd  durch Intcgration eincr gewfihnlichcn Differcntialgleichung 
erster Ordnung in x, y gefunden werden kann, und eine zweite L6sung 
ergiebt sich durch eine Quadratur. Die Frage nach den Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung , die mehrere von einander iinabhangige infini- 
tesirnale Transformationen (das heisst solche, zwischen denen keine homogene 
lineare Relation mit constanten Coefficienten besteht) gestatten, führt  zu 
dem Eegriff der G r u p p e n  v o n  i n f i n i t e s i m a l e n  T r a n s f o r m a t i o n e n .  

Der Inbegriff der r infinitesimalen Srarsformationen U , f , .  .. L1,f, und 
der von diesen linear mit constanten Coefficienten abhhgenden ,  bildet eine 
r - g l i e d r i g e  G r u p p e  i n f i n i t e s i m a l e r  T r a n s f o r m a t i o n e n ,  wenn 
auch jeder , , R l a m m e r a u s d r u c k '  

und folglich auch jeder aus irgend zwei Transformationen der Gruppe 
gebildeter Klammerausdruçk mit zu diesem Inbegriff gehort; die Coeffi- 
cienten der Rclationen 
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stellen danu die Z u s a m  m e n  s e t  z u n g  der Gruppe du .*  Bildet schon 
eine geringere Anzahl 77, f, . . . UQf, p < r ,  der infinitesimalen Transformationen 
der r-gliedrigen Crruppe fur sich eine Gruppe, so heisst diese eine Q -  g 1 i e  - 
d r i g e  U n t e r g r u p p e  iind insbcsonderc cine i n v a r i a n t e  U n t e r g r u p p e ,  
wenn die Klammerausdrücke der LTl f, . . . Ucf mit a l l e n  U , f ,  . . . O P f ,  zu 
der Untergruppe gehoren. So bilden die (Ui Uk) für sich eine invariante 
Untergruppe, die e r s  t e ii e r i v i r t e G r u  p p  e der ursprünglicheu ; über- 
haupt gehort jede infinitesirnale Transformation der Gruppe mindestens 
einer zweigliedrigen Untergruppe a n ,  die sich stets auf r e i n  a 1 g e b r a i s  c h e 
weise bestimmen liisst. 

Die Gesammtheit der infinitesimalen Trausformationen in (z , y ) ,  die 
eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung zulassen kann, 
bildet nun h 6 c h  s t e n s eine a c h t g l i  e d r i g  e Gruppe (ln diesem aussersten 
Falle reducirt sich die Differentialgleichi~ng irn Wesentlichen auf y" = O);  
die iquivalente lineare partielle Differentialgleichung erster Ordniing in 
(x, y, y') 1Bsst dann die Gruppe der erweitertcn infinitesimalen Trans-  
formationen zu ;  die Natur der letzteren bestimmt sich aus dem Satz,  dass 
die Erweiteruug des Klammerauvdrucks zweier infinitesimaler Transfor- 
mationen gleich dem aus den erweiterten Transformationen gebildeten 
Klarnmerausdruck ist. - Gestattet eine Differentialgleichungng zweiter Ord- 
nung zwei oder mehrere infinitesimale Transformationen, so lasst sie nach 
dem Vorhergehenden mindestens eine zweigliedrige Gruppe xu. I n  diesem 
Falle Iasst sich das Integrationsgesch5ft auf zwei verschiedene Arten 
erledigen : 

a) Durch die Reduction der zweigliedrigen Gruppe infinitesimaler 
Transformationen in (x, y) auf ihre vier canonischen Forrnen: 

a f  ~f af af a f  af af  a f  a f  1 ; 2 )  1 2 - ;  3) 7, x - y -  4) - 1  y r .  
o y  ay G Y  a s  a y  ? Y  O Y  

zu deren Vollzug es in den Fiillen l ) ,  2) ,  3) hochstens zweier Quadraturen, 
dagegen im F a l k  4) der Integration einer gew6hnlichen Differentinl- 
gleichung erster Ordnnng bcdarf, und die sofort ausfiihrbare Integration 
der Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die eine der canonischen 
nmeigliedrigen Gruppen gestatten. 

b) In  vollstündigerer Weise mit Benutzung der iquivalenten partiellen 
Differentialgleichung. Es verlangt namlich die Integration einer linearen 
partiellen Different.ialgleichung ~f ='O in den drei Variabeln x ,  y, s , die 

* Die allgemeinste Transformation der Gruppe wird gegeben durch 
U , f +  aZUZf+ . . . -+a rGf ;  

diese infinitesimale Trarisformation erzeugt eine gewisse eingliedrjge Gruppe, 
die a190 nebst deru ihr eigentliümliclien Parameter t noch von den a,, . . .ai- ab- 
bingt; lassen wir  also auch noch diese variiren, so erhaltcn wir eine r - g  l i  e d r i  g e 
G r u p p e v o n  e n ~ l l i c h e i i  T r a n e f o r m a t i o n e n .  UieseBeziehungist für'sk'olgeude 
nicht n6tliig, wird desLalb im Uuche auch nur beiliiufig erwiihut. 
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zwei w e s e n t l  i c h v e r s c h i  c d e n  e infinitesimale Transformationen zulasst, 
entweder zwei Quadraturen oder die Integration einer Differentialgleichung 
erster Ordnung zwischen x und y. Hieraus folgt durch Anwendung auf 
die lineare partielle Different,ia!gleicliung in  (x ,  y, y'), die %quivalent ist 
einer Diffeieilt,inlgleicl~iing zweiter Ordnung, welche eine zweigliederige 
Gruppe infinitesimaler Transformationen in (x, y) gestattet, class diese 
letztere Diffcrentialgleichiing durch Ausübung von hi.jchsteiis zwei von 
einander abliangiger oder unabhangiger Qnadraturen integrirt werden konne. 

Die Integration einer DifTercutialgleicliiing zweiter Ordrrurig, die eiue 
dreigliedrige Gruppe infinitesimaler Sransfoimationen gestattet, erfolgt 
durcli die Reduction einer solchen Gruppe auf eiiie ihrer sechs canonisclien 
Formen, was die Anwendung von Qoadratiiren oder die Integiation einer 
gewohnlichen Differentialgleichung crster Ordnung erfordert, uncl die ohiie 
Weiteres ausführbare Integration einer Differentinlgleiüliung zweiter Ordnung, 
die eine der canonisclieu dreigliedrigeii Gruppen zulasst. Die Iieductiori 
auf die canonische Form liisst sich sogar iin Allgemeinen vermeiden, indem 
man auf die %luivalente partielle Differentialgleichung zurückgreift. 

Analoge Satze gelten f ü r  gewohnliche Differentialgleichungen dritter 
Ordnung und lineare partielle Differentialgleichiingen erster Ordnung in 
vier Variabeln, wenn dieselben eine dreigliedrige Gruppe von infinitcsimalen 
Transformationen zulassen. 

Die liekaunte infinitesimale Sransformationen zulassenden Differential- 
gleichungen umfassen die siimmtlichen sogenannten i n  t e g r  a b 1 e n  Falle ; 
die Behandlung der letzteren von dein dargelegten Gesichtspunkte aus, 
sowie zahlreiche' geometrische und mechanische Anwendungen geben dern 
Leser des L i e  - S c h e f  f e r s 'schen Buches mannigfache Gclegenheit zur 
Einübung der vorgetragenen Theorien und lassen deren Bedeutung für die 
Lehre von den DifferentiaIgleichungen hervortreten. 

LUD WIG SCBLESIXGER. 

Neue Grundlagen einer  Theorie  der allgemeinen Thetafunctionen. Von 
KKAZER und PRYM. Leipzig 1892. B. G. Teubner. 

Das in der Ueberschrift genannte Werk zerfallt in zwei Theile, der 
crste Theil in  acht,  der zweite in siel~en Abschnitte. 

Der erste Theil enthalt die Theorie der Thetafunctionen mit rationalen 
Charakteriutikeii, der zrveite Theil die Transformation deraelben. 

Uie Grundlage derselben bildet die Punetion: 

wenn unter 
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:f ( z L ~ , ,  tu2,.  . . w , , ) ~  oder aiich 29 ( ( w ) ) ~  

die gew6huliühe Thetafunction von p Veranderlichen mit den Para- 
metern a,,,+, verstanden wird,  wenn ferner g, . . . g p ,  h, . . . h, beliebige 
reelle Grossen bedeuten. Diese allgemeine Thetafunctionen werden be- 

oder auch, wo keine Verwechslung zu befürchten ist, durch: 

hcisst die Charakteristik der Thetafunction. 
Die Untersuchungen der Herren Verfasser beziehen sich nun auf den 

Pall, dass die Grossen g und h rationale Zahlen bedeuten, oder, wie man 
sich ausdrückt, auf die Thetafunctionen mit rationalen Charakteristiken. 

Die Hauptaufgabe des ersten Theiles des genannten Werkes ist es, 
ein allgeuieines Additionstheorcm aufzustcllen, und zwar auf Grund derjenigen 
~zpfaehen unendlichen Reihen, welche das Product von lz Thetafunctionen 
mit verschiedenen Farametern darstellen. Dieses Additionstheorem lautet 
folgendermassen : 

Hierbei sind die Grossen ic und v durch die Gleichungen verknüpft: 

wobei die Grossen C: ganze Zahlen, rp positive ganze Zalilen bedeuten , die 
den Bedingungen unterliegen: 

wenn ci' = G ist , dagegen : 

wcnn G' 2 (i is t ,  wenn ferner die Grossen ci ,  6' dio Reihe der Zahlen 
1, 3,. . . l a ,  die Grossen p ,  die Keihe der Zalilen 1 ,  2 ,  . . .p  durchlaufen. 

Durch Umkehrung ergeben sich die Beziehungen: 
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Die Ir, 7 sind lineare Formen der a, /3 definirt durch die Gleicbungen: 

und es deutet das ~ e i c h e n z  an, dass für v= l , 2 , .  . . n,  p = 1,2. . . p nach o l '  

von O bis a,- 1 (A, der k s o l u t e  Uetrag von Ap) dan Zeicùen 2 an ,  dass 
n 

für  r = 1 ,  ... r ,  p = 1 ,  2 . .  , p  nach BK' von O bis r p -  1 z; suinmiren 
ist. Die Grossen a&# und b ; ; ~  sind gewisse positive rationale JIultipla 
der Grossen auDf,  eudlich bedeutet c eine mumerische Constante, deren 
Werth bestimmt wird. 

Neben der Herleitung dieser allgemeinen Formel enthxlt der erste 
Theil cinc Rcihc von Specialisirungcn derselben, welche fur Anwendungen 
beoonders wichtig sind. Es  mage genügen, unter ihnen eine einzige Formel 
herauszugreifen, die sich für  den zweiten Theil von fundamentaler Bedeutung 
z e i ~ t ,  nnd lautet:  

wobei die Indices P und lz eine leicht angebbare Bedeutung besitzen und 
die Grossen Eh, .. . kp Constanten sind, deren Werth auf zweierlei Wegen 
gefunden wird. Der zweite Weg wird erst im zweiten Theil angegeben. 
Die Methode. welche die Herren Verfasser bei ihren Entwickelungen an- 
wenden , besteht , wie schon bemerkt, in einer Umformung mehrfacher 
Summen und zwar durch Einführung neucr Summationsbuchstaben. Hierbei 
kornrnt das Problem im Wesentliühen darauF hinaus, zwei Ausdrücke 

durch lineare Substitutionen mit nicht. versctiwindender Determinante und 
rationalen Coefficienten in einander überzuführen. 

Literaturangaben finden sich nur in  beschrankter Anzahl vor. Es ist 
ails den Entwickeliingen der Herren Verfasser nicht zii ersehen, in welcliern 
Verhdtniss die gefundenen Resultate zu den thatsachlich schon vorhandenen 
Resiiltaten anderer Autoren stehen. Es ist das bei einer Monographie, wie 
die vorliegende, zii bedauern.* 

Es mage i n  Bezug  hierauf u A. auf eine Arbeit des Referenten verwiesen 
werden, welche sich in den Berichten der Leipziger Oesellschaft der Wissenschaf'ten 
vom 6. E'ebruar d. J .  findet, 
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Der zweite Theil enthalt die Transformationstheorie. Der wesentliche und 
schwerwiegende Unterschied gegen die bisher aufgestellte Transforrnations- 
theorie besteht darin, dass die 4p2  Transformationszahlen nicht wie bis- 
her ganze Zahlen, sondern beliebige rationale Z ~ b l e n  bedeuten konnen. 

BO leisten dieselben iihnlichen Bedingungsgleichungen Genüge, wie die ent- 
sprechendeu Zahleii in der gewtihnlichen Transformationstheorie, nnr kann 
der Grad der Transformation, welcher durch t bezcichnct wird, auch cinc 
gebrochene Zahl sein. Zur Charakterisiruiig der Transformation denke 
man sich die Zahlen a ,  b ,  c l  b in ein quadratisches Schema von der F o r a  
gebracht : 

611 . b1P 
m . . . . .  

6,q u . . b,,p 

bl, - a . b1P . . . , . .  
bl - . b p  

Dieses System von 4p"ahlen wird die Charakteristik der Transfor- 
mation genannt, die woùl auch kurz folgenderrnasaen gesciirieben wird: 

Die Herren Verfasser definiren nun das Transformationsproblem folgender- 

1 
so k6nnen p neue Veranderliche v und - p ( p  $ 1) neue Parameter Z, aus 

1 
2 

p gegebenen Veranderlichen u und - p  ( p +  1) gegebenen Parametern a 
2 

durch die Gleichungen definirt werden : 

Ala Trsosformationsproblem fiir die Punction i? [:] ((u))=aird dann 

die Aufgabe bezeichnet, die genannte Function durch Functioneu: 
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auszudrücken und zu~nsehen ,  ob das genannte Problem für alle moglichen 
rationalen Transforinationen wirklich likbar iat. 

Der Gang der Untersuchung ist ein ~huliclier , a i e  in -der gewtilinlichen 
't'ransformatioustl~eorie, indessen compliciren sich die Verli%ltnisse ungernein, 
so dass die Losung der gestellten Aiifgabc den Herren Verfitssern crst 
nach langwierigen Cntersuchungen moglich wurdo. Die Schwierigkeit des- 
selben zeigt sich auch in der Lüsung. Die Reaultate sind uugleich corn- 
plicirter und mannigfacher, als die Kesultate der gewohnlichen Transfor- 
mationstheorie. 

Der Schwerpunkt der ganzen Uutersuchuug liegt in der Zusarnmen- 
setzung und Zerlegung von Transformationen aus und in andere. Es zeigt 

IZ 
sich, dass eine Transformation vom Grade -,Y in das Product einer speciellen 

1 
?Z 

zur Zahl-,, einer 1ine:~ren und einer speciellen zur Zahl 1î gehorenden 
9% 

1 
Transformation zerfallt werden kann. Die beiden zu den Zahlen -; und r, 

n 
gehorendeu Transformationen konnen auf Grund des speciellen vorhin an- 
gegehenen Additionstheoremes leicht g e l k t  werden, so dass das Problem 
auf die Losung des Problems der linearen Transformatiou herauskornmt. 
Dieses Problem wird ausftihrlich durchgefiihrt. Zunaçhst werden drei 
specielle liiieare Transformationen behandelt, und zwar lautet die erste: 

woliei r eine positive ganze Zahl, ganze Zahlen mit der Determinante 
D bedeiiten und endlich d'*, die Adjuncte von ( I r ,  ist. 

Die zweite Transformation lautet: 

] . . . O  
. . . O ~ 
o . . .  1 l 
-- 

Il . . .  O l 

0 . . . 1 ,  e p T  I . . . .  - 
wobei eu, ganze Zahlen sind, die der Glcichung Gcnüge leisten: 

e,, . = ey!, .  

Bei der drittcn Transformation endlich, die durch 1'1ri bezeichnet wird, 
finden die folgendea Relationen statt:  
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wiihrend alle übrigen Grossen a ,  6 ,  c ,  b den Werth Ku11 besitzen. 
Für diese drei speciellen Sransformationen resp. für deren inverse 

mird das gestellte Problem wirklich gelEst. E s  zeigt sich das Hesultat, 
welches auch im allgemeinen linearen Falle bestehen bleibt, daçs die 
u r~~rüngl iche  Thetafutiction mit den Argumenten u nnd den Parametern a ,  
von einer einfachen Exponentialfunction ahgcschen, sich stets liiiear durch 
Thetafunctionen mit den Argumenten z. und den Parnmetern b a u -  
dricken liisst. 

Nachdem diese drei Probleme gelost sind, wird gezeigt, dass die all- 
gemeine lineare Transformation sich aus den vorhyn dcfinirten speciellen auf 
mannigfache Arten zusammenseteen Iasst. Diese Ziisammensetznng bietet 
grosse Schwierigkeiten. Um sie zu überwinden, werdcn vier Falle unter- 
srhiedeu. Bringt man die allgeineine l inwre Transformation in die Form: 

so lauten die vier Palle folgendermassen : 

Fa11 1: Die Zahlen /3 scien sammtlich der Nul1 gleich ; 

Fa11 I I :  Die Zahlen /3 seien nicht sammtlicli der Eu11 gleich, und es 
besitze ihre Determinante Ag einen von Null verschiedenen 
Werth ; 

Fa11 III:  Die Zahlen /3 seien nicht sammtlich der Null gleich, und es besitze 
die Unterdeterminante qten  Grades Vp = 2' + j3,, fi,, . . . f lq4 
der Determinante Ap einen von Ru11 verschiedenen Werth, 
wahrend alle Unterdeterminanten q + 1 t e n  Grades von Ap 
verschwindcn ; 

Fa11 I V :  Die Zahlen P seien uicht s%mrntlich der Null gleich und es 
besitze die Unterdeterminante qten Grades 

V , F ' ' ~ ) = ~  + @rn,nl j3rn2rzP . . P r n q n q  

der Determinante Ag einen von Nul1 verschiedenen Werth, 
wahrend alle Enterdeteiminanten q + l t e n  Grades von Ap 
verschwinden. 

In allen vier Pallen wird das Problem gelost, und je eine Zusammen- 
setzung gewahlt, welche die Herren Verfasser für die einfachste halteii. 
Die Zusammenfassung der entsprechenden vier Formeln in eine einzigs 
Hauptformel und die Specialisirung dieser leteteren für den Pal1 gariz- 
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zahliger Transformatiooszahlen bilden den Schl~iss der Betrachtungen, die 
sich auf die lineare Transformation beziehen. 

Aus den vorarigehenden Bemerkungen ist ersichtlich, dass das Werk 
der Herren H. P r y  m und K r  a z e r  irn xweiten Theile eine Reihe ncuer 
Gcsichtspunkte für die Trnnsformationstheorie bringt,  welche gecignct sind, 
als Ausgangspunkt für  neue Untersuchungen zu dienen. M. l c R ~ u s ~ .  

Die Elemente der Zahlentheorie, daigestellt von P. CACRMANN. Leipzig 
1892. B. G. Teubner. 

Der Verfasser beabsichtigt, wie cr in der Vorrede crklart, , , e h  
Gesammtdarstellung des heutigen Standes der Zahlentheorie zu versuchenu, 
und zwar uiclit in Gestalt eines erschopfenden Lehrbuches, sondern in einer 
Reihe von Einzeldsrstellungeil, welche die Hauptgebiete der Zahlentheorie 
in ihren wesentlichen Zügen zu zeichnen bestimmt sintl. 

Die vorliegende Schrift ist  als Griindlage des Ganeen anzusehen; sie 
bcschriinkt sich auf die ,Elemcnte" der Sheoric, und behandelt demgemas 
- abgesehen von einer Einleitung über die erforderlichen Rechnungs- 
operationen - in vier Atischriitten die Theilbarkeit der Zahlen, die Con- 
gruenzen, die quadratischen Reste und die qiiadratischen Formen. Der 
Verfasser hat sich bemüht, eine eigenartige Begründung der Elemeute zu 
geben, und er bezeichnet sein Werk in diesem Sinne (wie auch in der 
Anlage des Ganzen) als eine Erganzung zu dern vortrefflichen D i r i c h l e t  - 
D e d e  k i n d '  schen Werke. 

Der Referent ist  in  der That  der Ansicht, dass diese ,,Erg%nzungu 
als eine willkommene zu begrüssen ist. Wiihrend D ed  e k i n d  (etc. soweit 
es sich um die Elemente handelt) den Standpunkt der Di r ich le t ' schen  
Vorlesungen festhalt , finden wir hier nicht nnr spatere D i  r i c h l e  t'sche 
Abhandlungcn herangezogen, sonderu auch ncucre Beweise und Anschau- 
ungen von K r o n e c k e r ,  D e d e k i n d ,  S c h e r i n g  u.  A. verarbeitet. Ueber- 
dies weicht der Verfasser in marichen wesentlichen Purikten von den 
üblichen Darstellungen a b ,  indem er principiell fremdartige Hilhmittel, 
wie Transformation und Kettenbrüche, verschmiiht, und statt  dessen einen 
rein arithmetischen Gang einschkgt. 

Die Einführung der eben erwahnten neiieren Anschaiiungen hat dern 
Verfasser Anlass gegcbcn, eine Reihe fundamentaler und weitreichender 
Begriffe , wie diejenigen einer Restülasee als Eeülienelementes , einer (end- 
lichen) Gruppe, eines Moduls, jeweils gleich im Beginne in voller Allge- 
meinheit ou Grunde zu legen. 

Wenu nun auch keineawegs zu verkennen i s t ,  dass dadurch die ganze 
Lehre etwas Durchgeistigtes annimmt,  nxd der Leser von vornherein den 
Eindruck erhiilt, dass die moderne Zahlentlieoric nicht mehr die isolirte 
Wissenschaft von früher kt ,  sondern von denselben Grundgedanken be- 
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herrscht a i r d ,  a i e  andere grosse Gebiete der Xathematik, so dürfte doch 
andererseits ein pidagogischer Zweifel auftauchen. Denn denken wir uns 
den Leser als einen Anfinger, so müssen wir gestehen, dass an seine 
Abstractionsfàhiglieit nicht geringe Anforderungen gestellt werden, die 
moglicher Weise von einem weiteren St~idiiim des Boches abschrecken konnten. 

Wir gehcn nunmehr zu einer Besprechung der einzelnen Abechnitte über. 
In einer zwar knappen, aber durchsichtig geschriebenen Einleitung 

zeigt der Verfaaser, wie der BegritT der ganzen Zahl entsteht, und welchen 
Gesetzen die einfachsten Verknüpfungen der Zahlen, die Addition, Sub- 
traction und Multiplication unterliegen. 

Mit Recht wird dabei betont, dass eine negative Differenz zmeier 
Zahlen in der reinen Theorie erst dadurch einen Sinn erhtilt, dass sie mit 
einer - hinreichend gross vorauszasetzenden - dritten Zahl additiv ver- 
knüpft zu denken is t ,  s o d a s  man in Wirkliclikeit im Gebiete der posi- 
tiven Zahlen verbleibt. 

Im folgenden ersten Abschnitte werden die Eukl id ' schen  Funda- 
mentalsatze üher die Theilbarkeit der Zahlen nicht aus dem E u k l i  d'schen 
Algorithnius zur Aufsuchung des grossten gerneinschaftlichen Theilers zweier 
Zalilen hergeleitet , sondern direct aus dem Begriffe einer Periode. Die 
dadurch entstehende Abstractheit des Gegenstandes wird durch ein, von 
Poins  O t herrührendes graphisches Verfahren gemildert. O b  die Verwendung 
derartiger geometrischer Hilfsmittel in einem Lehrbuche der reinen Zahlen- 
thcorie statthaft is t ,  darüber werden freilich die Vertieter der Wissen- 
schaft stets verschiedener Meinung sein. 

Als eine Anwendung wird die bekannte Aufgabe behandelt, die 
hochste Potenz einer Primzahl p aufznsuchen, welche in dem Producte 
m! = 1.2.3.  . . rn enthalten k t .  Es wird eine elegante Schliissfoïmel ahgeleitet, 
welche, wie im Besonderen die einfachsten Fiille p = 2 ,  3 zeigen, für 
praktische Berechnung geeignet ist.. Auf iihnlichem Wege wird noch ein 
Satz bewiesen , den C a t a l a n  aus der Theorie der elliptischen Functionen 
geaonnen hat, dass niimlich der Quotient 

. . 

u! (a  + b ) !  b !  
eine ganze Zehl ist. 

Am Schlusse dieses Abschnittes wird die zatilentheoretische Function 
9 ( f i )  auf Grund ihrer Functionnlgleichung z<p ( d )  = f i  mittelst eines 
Verfahrens bestimmt, welches D e  d e k i n d (Journ. f. Math. Bd. 3) ange- 
geben hat. 

Im  zweiten Abschnitt werden die verschiedenen Restklassen (nzod lz) 
eingeführt, und Summe, Differenz und Product von solchen definirt. In  
inniger Verbindung damit steht der Begriff eines Moduls (nach I) e d e k i n d), 
das ist eines Systems von (eigentlichen oder uneigentlichen) Zahlen, welches 
sich bei Anwendung von Addition und Subtraction reproducirt. 
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Als unmittelbare Anwendung erscheint der L a g r a n g e ' s c h e  Hauptsatz 
über Congruenzen r n t ~ D  Grades. 

Die weitere Entwickelung des Abschnittes wird fast ausschliesslicli 
abhiingig gemacht von dem fundamentalen Uegriffe einer (endlichen) G r u  p p  e 

von Zahlen, mit der Eigenschaft,, dass das Product irgend zmeier (ideii- 
tischer oder niclit identischer) Zahlen der Gruppe wiederum der Gruppe 
angehort. 

So z. B. bilden die va Restclassen (mod PZ), Oder auch die q(n)  zu n 

relativ primen Restclassen eine Gruppe. 
Aus der Definition der Gruppe fliesst sowohl die Aufliisung der 

Congruenzen ersten Grades, wie der F e r  m a t  'eche Lehrsatz. 
Das Intercsse des Folgendcn concentrirt sich auf cincn von R r o n  c cker  

(Berliner Ber. 1870) über die Structur einer Gruppe gegebenen Funda- 
meiitalsatz. 

Unterairft  inan die Multiplication von Elementen einer Gruppe der 
Beschriinkung, conimutativ zu sein, so giebt es eine Anzahl w von ,Funda- 
mentalelementenu a,, cr, . . . u, derar t ,  dass jedes Element der Gruppe auf nur 
eine Weise in  der Form 

crlh, u Z h 2 .  . . 
darstellbar i s t ,  wo dic Exponenten innerhalb gewisser Grcnzen allc ganz- 
zahligcn Werthe durchlaufen Iionnen. 

Hierauf stützt sich danu die Lehre von den primitiven Wurzeln. 
Der dritte Abschnitt, aelcher von den quadratischen Rcsten handelt, 

lehnt sich i n  seinem ersten, lrleineren Theile an den bezüglichen Abschnitt 
bei D e d e k i n d  an. 

Beachtenswerth ist das Citat einer Stelle bei E u l e r ,  aus dem in der 
That hervorgeht, dass dieser grosse Nathematiker das Criteriurn über den 
quadratischen Charakter einer Zab1 (naodp) in voller Scharfe ausgesprochen 
hat ,  wenn der Ueweis auch nicht ganz vollstaiidig ist. 

Der z ~ e i t e ,  grossere Theil des Abschnittes ist dem qnadratischen 
Reciprocitiitsgesetze gewidmet. 

Vorauf geht ein sch8taenswerther historischer Geherhlick über die ver- 
schicdcncn Katcgoricn, in  welchc sich die viclen Bcweisc dcs Satzes ein- 
t,heilen lassen, und welche nach der Ansicht des Verfassers samrntlicii bereitv 
in den Beweisen von G a  u s  s vorgebildct erscheinan. Das schliesst nicht 
aus, dass manclie Uemeisc, wie z. H. der elegante, letxten Exides in der 
Kreistheilung wurzelnde Beweis von E i s e n  s t e  i n ,  eiiie durchaus originelle 
Wendung nehmen. Die nun folgenden Beweise des einfachen, wie des 
rerallgameinerten ReciprocitSt,~geset.zes gruppiren sich sümmtlich um den 
dritten C a u s  s'schen Beaeis. 

Der Lescr wird sich dem Verfasser zu Dank verpflichtet fühlen, 
aiif eine so gefiillige Weise i n  die delicaten und dabei doch durchsichtigan 
Entwickelungen von Zel lei- ,  S c h e r i n g  und K r o n e c k e r  eingeführt zii 
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werden, und insbesondere mit Hilfe des letztgenannten Forschers die wahren 
Quellen des in  Rede stehenden Sdtzes kennen zii lernen. 

m i r  müssen uns bueilen, noch Einiges m m  letzten Abschnitte zu be- 
merken, welcher die (elementare) Theorie der binaien quadratischen Formen 
z u m  Gegenstande hat. Als ausschliebsliche Grundlage dient das Problem 
der Darstellung einer Zahl durch eine Form; die Degriffe der Aequivalenz 
und Composition driingen sich weiterhin in  diesem Zusammenhange von 
~elbst auf. 

ZweiFellos verdient der eingeschlagene Weg mit Kücksicht auf die 
geringen, dabei zur Verwendung kommenden Hilfsmittel ausdrückliche 

Anerkennung. Wahrend aber die früheren Absühnitte, wie hervorgehoben, 
von einigen wenigen allgemeinen Begriffen ausgehen und auf Grund der- 
selben fast jede Eimelrechnung entbehrlich mschen, weicht der vorliegende 
Abschnitt davon ab, insofern 'ielfach ein Calcul Platz greift, der die 
einzelnen Satze nur  verificirt, ohne eine volle Einsicht in die wahron 
Quellen derselben zu gewahren. 

Beiepielsweise ist derart gleiçh im Anfauge der Nachweiu der Tliat- 
eache, dass, fa119 eine Zahl m durch eine quadratische Form 

von der Determinnnte D = b2 - ac darstellbar seiu soll, die Congruenz 
n2 r D (mod m) moglich sein muss. 

Es wird zu dem Zwecke eine Zahl 

construirt, und von ihr durch Ausrechnung gezeigt, dass in der That 
.n2 - D durch m theilbar mird. 

Legt man dagegen die (durch blose Multiplication und Addition un- 
mittelbar resultirende) Identitiit 

f ( x ,  Y) .f(B, 8 ) = I ( a x + b ~ ) B + ( b x + c y ) d 1 ~ - D ( x a - y B ) ~ ,  

ron der ein besonderer Fa11 weiterhin doch benothigt wird, von vornlierein 
7u Grunde, so t r i t t  nicht allein der in  Rede stehende Satz nebst einer 
Reihe weiterer sofort in Evidenz, sondern es bietet sich zugleich der Vor- 
thei l ,  dam die namliche Ident i t i t  der Theorie der Cümposition, wie auch 
derjenigen der Geschlechter als Ausgsngspunlrt dienen h n n .  

Bemerkt man überdies, dass jeue Identitat auch die algebraische 

Theorie der Formen f ( x ,  y) beherraclit, indem sie nicbts Anderes ist, 
als die allgemeinste ,,kanonischelL Darstellung von f als Aggregat zweier 
Quadrate, so erkennt man deutlich die Gemeinsamkeit de r  Interessen in 
der algebraischen und arithmetischen Formenlheorie. Der Referent mgchte 
bei dieser Gelegeuheit sein Bedauern darüber ausspreclieri, dass dieser 
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fruchtbare Gesichtspunkt seit der Zeit, aus der die bez. alteren Arbeiten 
H e r m i t e ' s  stammen, in  den Hintergrund gedrangt morden ist. 

Indem der Verfasser den einfachen Zusammenhang klarlegt, welcher 
zwischen zwei, zur namlichen Congruenzwureel PZ gehoiigen Darstellungen 
x, y und x', y' besteht, gelangt er ungezwungen zur Pell 'schen Gleich- 
ung. Die Untersuchung dieser Gleichung im Falle einer positiven Deter- 
minante geschietit nach dem einfachen und directen Uirichlet 'schen 
Perfahren, welches weder der Kettenbruchentwickelung, noch der Trans- 
formation der Formen bedarf. 

Nach Diirchfuhrung der Untersuchung, betreffend die Darstellung einer 
Zahl durch eine quadratische Form,  schliessen sich die Begriffe der 
Aequivalenz und Transformation an,  die also hier demjenigen der Dar- 
stellung untergeordnet, und erst a pcjsteriori mit der üblichen Auffassung 
in Uebereinstimmung gebracht werdon. 

Bei Gclegenheit des Bowcises, dass die Anzahl der Classen iiquivalcnter 
Formen derselbcn Determinante eine endliche is t ,  wahlt der Verfasser, im 
Anschlusse a n  H e r m i t  e l  eine Definition der reducirten Form, welche, 
abgesehen von ihrer grosseren Einfachheit, den Vorzug geniesst, fur 
positive und negative Deterrninanten gleichmiissig zu gelten. 

Von den entgegengesetzten Formen aus gelangt der Verfasser zu den 
aculigen Classen und damit zur Lehre von der Composition der Formen, 
deren Haupteigenschaften, soweit es ohne Benützung ternarer Hilfsmittel 
moglich ist, entwickelt werden. Die Di r ich le t ' schen  radices concordantes 
von zwei Congruenzen x Z _  D (modm),  x2= D (modm'), für  welche Deda- 
k i n d  den Ausdruck ,,einigeU Wurzeln eingeführt hat,  heissen hier ,,ver- 
einbare" Wurzeln, eine Aenderung, mit welcher der Referent nicht recht 
einverstanden ist. Die Definition der Zusammensetzbarkeit (Composition) 
zweier Formen (S. 241) will dem lteferenten nicht priignant genug er- 
stheinen. Eine gelungene Abrundung erhalt der Abschnitt durcti den 
Schering 'schen Hauptsatz über die Lusammensetzung aller Classen (von 
gegebener Determinante) au8 gewissen ,,Fundamentalclassen", ein Satz, 
der als unmittelbareï Ausfluss des früher erwahnten Gruppensatzes von 
K r o n e c k e r  erscheint. 

Als eine schone Anwendung des Hauptsatzes wird zum Schlusse 
K u m m  m e r ' s  zweiter Beweis des Reciprocitiitsgesetzes rnilgetheilt. 

Das mathematische Publikum darf mit Recht auf die aeitere Fort- 
führung des B a  c h m  a n n '  schen Werkes gespannt sein : die betonten Vor- 
züge des hier vorliegenden ersten Theiles werden dann voraussichtlich in 
noch hoherem Naasse hervortreten. W. Fr. MEYER. 
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Beitrlge zur Zahlentheorie, insbesondere zur Kreia - und Kugeltheilnng, 
mit einem Nachtrage zur Theorie der Gleichungen, von Dr. 
H. SCHEFFLER. Leipzig 1891, Forster. 2135 S. 

Der Hcrr Verfesser ha t  sich zunSchst die Aiifgabe gestellt, gewisse 
Alangel in der von G a u s s  begrrindeten Zahlentheorie zu beseitigen, vor 
Allern den ,,Mangel, welcher darin besteht,  dass die Gleichung x p  - 1 = 0 
durch die bisherige Theorie gar  nicht aufgelost werden kani;". Ein anderes 
Capitel beschiftigt sich mit der Theilharkeit der Zahlen von der Form 
2'+ 1; es werden einige, zum Theil bekannte SZt7.e hergeleitet, die i n  
pewissen Fallen zur Entscheidung über die Theilbarkeit führen konnen. 
Dabei schreibt der Herr Verfasser die von E u l e r  als irrthümlieh nach- 
gewiesene Ansicht, wonach jede Zab1 der Borm 2'+ 1,  i'alls r eine Potena 
von 2,  eine Prirrizahl s ~ i ,  noch L e g e n d r e  zu, an dessen Stelle wohl der 
Name F e r m a t  treten muss. Ein ,, Zur allgemeinen ZahlentheoriedL über- 
schriebener Abschnitt bringt Erorterungen über die polyplexe, die ideale 
und die algebraische Zahl und den Quaternion. Der Kerr Verfasser t r i t t  
hier der Ansicht entgegen, ,,dass die heutigen Gesetze der Algebra und 
Zahlontheorie, welche sich auf komplexo Zahlcn stützen, die dlgemeinen 
Gr8ssongesctzo enthalton, trotzdem diese Ansiclit a n  einem Ausspruehe 
des grosscn Mathomatikcrs G a u s s  oine antoritativo Stützo gefunden hat". 
Dem Herrn Verfasser dürfte vielleicht bckannt sein, in welchcm Sinne, 
d. h. unter welehen Voraussetzungen dimer Gauss 'sche Ausspruch nach 
Herrn W e i e r s t r a s s  zu Recht besteht - und wenn diese Vorausçeteung 
zütrifft, scheint den Erorternngen des Herrn Verfassers ein Missverstiindniss 
zu Grunde zu liegen. Die Quaternionen erscheinen dem Herrn Verfasser 
,,als ungesetzliche Haufnerke von unverstehbaren Symbolen". Und vielleicht 
auch die Grassmann ' sche  Theorie trotz der Ausbildung, die sie in neuester 
Zeit durch LIerrn F. C a s p a r y  erfahreu ha t?  - I n  einem Anhange kommt 
der IIerr Verfasser auf das in seinen ,,Beitr%ge zur Theorie der Gleich- 
u q e n ' '  (veral. das Referat irn XXXV. Bande) gegebene ,,LGsbarkeitsmerkmal 
und die Herstellung losbarer Gleichungen" zurück, um seine Ansicht über 
E. und U. D ü h r i n g ' s  , , N e w  Grundrnittel 
U. S. W." auszuspreçhen. 

und Erfindungen zur Analysis 

E. JAHNKE. 

Otia m e a ,  von ARCADY MERTSCHINSKY. 

Der Herr Verfasser hat seine ,,otiau 

Selbstvcrlag. Dresden. 22 S. 

aur Losuag ,,der seit jeher in  
Unçnade gewesenen Frageu,  die Qi~adratur  des Kreises betreffend, benutzt. 
In einem anderen Capitel giebt der Herr Verfasser seine Gründe zurn 
Resten , welche gegen die Annahme einer viertcn Dimension sprechen sollen. 

E. JAHNKE. 
lIi.t.-lit Abch. d. Zuitacùr. f Mntli. n. Pligs. 33. Jalirg. 1893. 3.1Itift. 9 
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Leitfaden der  Ari thmetik nebst Uebungsbeispielen. Von A. SICKENBERGER. 
5. Auflage. München, Ackermann. 196 S. 

Der vorliegende, ciner Iangjiihrigcn Erfahrung entsprungene Leitfaden 
enthzlt eine Reihe sehr brauchbarer Uebuugsaufgaben. 

Die fünfte Auflage unterscheidet sich nicht wesentlich von der dritten 
und vierten. E. JAHKKE. 

Leitfaden der  elementaren Mathematik. Von A. SICKENBERGER. 1. Theil. 
Algebra. 2. Auflage. München, Ackermann. 75 S. 

Die Darstellung der elementaren Mathematik muss üherall moglichst kure, 
einfach und anschaulich sein; sic hat nicht nothig, in der Form bestimmte 
Schabloilen inne zu halten. Wissenschaftliche Strenge ist mit einer solchen 
Lehrtuetliode sehr wobl vereinbar. Nach diesen GrundsStzen ist der erste 
Theil - der bis zu den quadratischen Gleichungen mit rnehreren Un- 

bekannten vorschreitet - bearbeitet. F ü r  die Auflosung der Gleichungen 
sind die Determinanten in passender Weise herangexogen worden. 

Die zwcite Auflage untcrschcidet sich von der ersten weder in der 
Anordnung des Ganzen noch in der Numerirung. E. JAHNKE. 

Die Schnellrechenknnst. Von H. PAULY. 1. Heft. Die Addition und die 
Subtraction. Selbstverlag. Danzig. 16 S. 

Wahrend für die Subtraction auf die bekannte Nethode verwiesen 
wird, welche man zuweilen als die süddeutsche bezeichnen h k t ,  werden 
fur die schnelle Addition Winke gegeben, die auf dem Gedanken beriihen, 
die -Ziffern mod 5 zu bctrachtcn. E. JAHNKE. 

Zur  Transformation und  Reduction von  Doppelintegralen mittelst ellip- 
tischer Coordinaten. Von F. J. OBENRACCH. Jahresbericht der 
Landes - Oberrealschule in  Neutitschein. 1892. 

Noch genauer lasst sich dcr Inhalt vorlicgcndcr Abhandlung andcutcn 
durch den Titel: Ueber die Darstellung der Ellipsoidoberfliiche diirch ein 
Doppelintegral. Den Ausgangspunkt bildet das vielfach behandelte Doppel- 
integral 

p 2 v e  - v 2 )  
- - - - - -- -- 

JaL -2  iPk -2 va" -2  / b ~  - 2  J V 2  - C2 
d y d v ,  

welches einen ~ l l j ~ s o i d o c t a n t e n  darstellt. Dieses Doppelintegral ergieht 
sich dem Verfasser als eine Verallgemeinerung des L a m  b'schen Doppel- 
intcgrals, durch welches sich die Kugeloberfliichc darstellen laest. Für 
heide Doppelintegrale finden wir eine fleissige Zusarnmenstellung der 
Literatur. Durchaus historisch gehalten ist das einleitende Capitel, wo 
der Verfasser des lKngeren auf die Bedeiitung der elliptischen Coordi- 
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naten eingeht, welche bekanntlich von Lam 6 und J a c o  b i  entdeclit und 
von Letzterem zuerst zur Losung eines vielumworbenen mathematischeu 
Problems verwendet worden sind. IIierbei wird eine Fiille, zwar nicht 
immer eug zugehorigen, historischen Materials beigebracht. 

Referent vermisst u. A. den Namen W e i  e r s  t r a s s ;  und doch gehtirt 
die Bestimmuug des Inhalts der Ellipsoidfldche zu den Proùlemen, wo die 
Anwendung der G-Functiouen zu bemerkenswertheu einfachen Resultaten 
fihrt. 

huf Seite 52 transformirt der Verfasser das oben genannte Doppel- 
iiitegra! in die S c  h e l l b a c  h'sche Form und knüpft die etwas miss- 
verstandlicàe Bemerkung a n ,  S c  h e l l  b a c h  (vergl. Die Lehre von den ellip- 
tischen Integralen etc. S. 315) habe .jedoch diesen Ausdruck mit dem 
entgegcngesetzten Vorzeichen gcfunden". h'atiirlich k s s t  sich die vom 
Verfasser gegebene Form genau in die S c h e l l b a c h ' s c h e  - das Vor- 
~eichen eingesçhlossen - überführen, sobald nur die Vor~eichen der beliebig 
gelassenen Wurzelzeichen entsprechend gewahlt werden. E. JARNKE. 

~i rke ize ichnen  , zum Gebrauchc an Gcwcrbeschulen , Schulen für Eauhnnd- 
werker und polytechnisclien Vorbildungsanstalten von Dr. A. STULIL- 
M A N N ,  Director der allgemeirien Gewerbescliule und der Schule 
für Bauhandwerker zu Hambiirg. A 11 g e m e i n e r T h e i 1. Mit 
18 lithographirten Safeln. 13. Auflage. Dresden 1891. Verlag 
von Gerhard Kühtmann. Preis broch. 1. Mk. 20 Pf. 

Der 44 Seiten urnfassende Inhalt gliedert sich folgendermassen: All- 
gemeine Vorbemerkungen über das Zeichnen, Nusteialphahete und Zahlen 

h r  die Bozeichnung der Figurcn; Flachenmuster; , Kreisthcilung und Zcich- 
nung rcgelmassiger Viclecko; Auf der Kreistheilung beruhende krummlinige 
Zierformen; Verschiedene Aufgaben, Zoichniing congruenter und iihnlicher 
Figuren, Benutzung des verjüngten Waasestabes etc.; Zeichnung der Ellipse, 
Parabel, Eiyperbel; Eilinie, Schneckenlinie, Karnieslinie; Projection (Gruud- 
~ i s s ,  Aufriss , Seitenriss, hTetz) eines senkrechtm P i i ~ m a s  inil aurgesekzter 
Pyramide in verschiedenen Stellungen; Projection einer Walze mit d a i m  
gesetzten Kegeln; Projection einas Kegels und seiner verschiedenen Sclinitte; 

Darchdringung zweier G r p e r ;  Schat~tenconstructionen; Uebersicht über die 
eu diesem Hefte als Lehrmittel gehorenden Zirkelzeichen-Modelle und An- 
deutiing zu ihrer Benutzung. 

Die Einrichtung ist derartig getroEen, dass je  auf der rechten Seite 
die Tafel mit den Figuren (welche trotz ihrer geringen Grosss sehr sauber 
gezeichnet aind), auf der linken Seite die zugehorigen Erlauteruugen stehen, 
was für den Gebrauch ausserordentlich bequem ist. Die Erlüuterungen 
sind nun, da das Buch ja  nichi fü r  den Selbstunterricht bestimmt ist, 
sehr knapp und enthslten nur das Nothigste und Wichtigste. Ferner ist 
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wegen des lediglich praktischen Zweckes koine Projectionslehre eingoYdgt; 
sondern es wird sogleich zur Orthogonalprojection von wirklichen Gcgcn- 
standen, wclcho dem Schüler als Nodolle vor Augcn stehen, vorgogangen. 
Schwierigere Aufgabcn, z. B. die Darstellung zweier sich durchdringonder 
Korper, ~ c h a t t e n c o n s t r u c t i o n k  die mehr als elemcntsro Kenntnisse ver- 
langen, werden praktisch in einer für die technische Vermcndung hin- 
reichend genauen Weise gelost. 

Das vorliegende Heft bildet den allgcmeinen Thcil des Zirkelzeichnens; 
an dieses schliesscn sich Ergsnzungshefte für Bauhandwerker, Klempner, 
Maschinenbauer etc. an. 

- -- - - . . 
F. S C H ~ T T E .  

Die archimedische , die hyperbol ische und  die  logarithmische Spirale. 
Zum Gebrauche für Studirende an Universitaten und technischen 
Hochschulen bearbeitet von A. ~ ~ H A L I T S ~ H K E .  Zweite ~ u f l a g e .  
Erster Theil. Mit einer E'igurentrifel. P rag  1891. Commissions- 
verlag von H. Dominicus. 78 S. 8'. Preis 3 Nk. 

Von den irn Tite1 angegebenen Spiralen behandelt, Verfasser die Gleioh- 
ilngeii (Discussicn derselhen), die Coiistriiction, die Differentialgleicliuwn 
(Tangente, Normale), Rerühruugsgr6ssen (Polar-Sangentel .Subtangente, 
Polar -?i'ormaie, - Subnormale), die Krümmuug, Quadratur und Rectification. 
Weil Verfasser nur  die einfachsten Giitze der Differential- und Integral- 
rechnung voraussetzt und Alles sorgfaltig entwickelt, ist es selbst f ü r  den 
A n f h g e r  leicht, den interessanten Untersuchungen zu folgen. Besonders 
eingehend wird die logarithmische Spirale (r = aemq) bearbeitet. Es werden 
entwickelt ihre Evolute, Evolvente und Antevolute, ihre Fusspunktcurre, 
die Cataeaustica und Anticaustica (Spiegelungsbrennlinien), Diacaustica 
und Pericaustica (Bre~huri~sbrerinlinieri)  und die Cykloidulis (llollcurve). 
Verfasser zeigt, dass alle dieae Curven wieder die logarithmisclie Spirale 
selbst sind, weshalb B e r n o u l l i  von ihr  sagte: ,,Eadem nurnero mutata 
resurgetlL, welçher Ausspruch der vorliegenden Sclirift als Motto aient. 
Die Arbeit des Herrn Mi c h a l i t  s c h  lc e gehort zu denjenigen, von deuen 
man sagen kann, dass sie durch gesçhickte Behandlung eines Special- 
gebietes cin mehr als gewohnliches Interesse verdienen. - Der Druck, 
die Figuren,  das Papier sind schon. F. S C H ~ T T E .  

Lehrbnch der  Physik. Von VIOLLE. Deutsche Ausgabe von flinf 
Assistenten der physikalisch - technischen Beichsanstalt. Erster Slieil: 
Mechanik. Erster Band: Allgemeine hleclianik und Mechanik der 
festen Korper. Mit zahlreichen in den Text gedruckten Figuren. 
Lieferang 4 und 5. nerlin 1891. Verlag von Julius Springer. 
Preis pro Lieferung 2 Mk. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Rcecnsionen. 11 7 - - - -.- - A 

Was bei der Besprechung der drei erbten Lieferungen gesagt wurde, 
gilt auch für die beiden vorliegenden. Mit ihnen is t  der erste nand  und 
zugleich die Mechanik der festen K6rper abgeschlossen. - Die Heraus- 
geber der deiitschen Auflage haben es sich zum Grundsatz gemacht, 
grossere Aenderungen in dem Texto nicht vorzunchmcn, dagcgen den 
Fortschritten der Wissenschaft seit dem Erscheinen des Originalnerkes 
durch Anmerkungen Rechuung zu tragen und die Literaturnachweise duïch 
eingoliendere Berüeksichtigung deutscheï Arbeiten noch zu vermeliren. 

B. NEBEL. 

A Treatise on Electrieitg and Magnetism. By JAMICS CLAHK B ~ A X W E L L .  
Third edition. Vol. 1 a. II. Oxford. At  the Clarendon press. 1802. 

Die Herauspabe dieser dritten buflagc erfolgte durch J. J. Thomson, 
da Herr N i v e u ,  welcher die zweite Auflage besorgt hatto, in Folge sciner 
vielseitigen arntlichen Verpflichtungeu daran verhindert war. Den gewaltigen 
aissenschaftlichen Portschritten, welche seit dem Erscheinen der ersten 
Auflage dieses Buches die Elektricitiit nnd der Magnetismus erfahren 
haben, wollte der Kerausgeber durch geeigilete Notizen deshalb Rechnung 
tingen, um daran die Wicht,igkeit der Xi a x  w e 1 l'schen Anschauungen fiir die 
Weiterentwickelung darzuthun. Indessen waren durch diese Anmerkungen die 
ÇerhBltnisse dieses Buches so sehr geandert worden, dass sich der Herausgeber 
dazu entschlosseri hat ,  seine Erghzungen  in einem besonderen, bald er- 
scheinenden Band zu vereinigen. l n  den vorliegenden beiden Banden 
nurden uur solche kleinere Notizen aufgenommen, die sich auf vereinzelte 
Punkte beziehen. - Von den X a x  well 'schen Arbeiten ist es bekannt, 
dass sie dem Leser wegen ihrer Kürzc und der oft ohne Beweis mit- 
getheilten Endresultate bcdeutcndo Schwicrigkeiten bcroiten. Diose zu 
vermindern, hat  sich dcr Herausgcber dadurch bemüht, dass er die Be- 
neise niher  ausgeführt und die unbewiesenen Resultate abzuleiten versucht 
hat. - Urn das Prioritatsverhaltniss festzuhalten, wurde die Maxwell 'sclie 
Methode 2er Bestiminung der Selbstînduction einer Spule aus seiner Schrift 
über die dyna.mische Theorie des elektromapnetischen Feldes wieder 
ahgedruckt, was bei den beiden ersten Auflagen nicht der Pal1 war. 

Da die Anschauungen M a x w e l l ' s  über die Elektricitnt das Fundament 
bilden, auf welchein die wissenschaftliche Forschung heute weiter baut, 
so erwirbt sich Jedor ein grosses Verdienst, der die Maswell ' schen 
Werke einem grtisseren Publikum durch klare Erlauterungen zuganglich 
macht. B. NEBEL. 

Natnrlehre, im Anschluss a n  das Lesebuch von J. HUMILLER und J. SCHUSTER. 
Illustrirte Ausgabe von M. WILDERXANN. Mit 111 Abbildungen. 
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Zweite , sehr veranderte Auflage. Freiburg i. B. 1892. Herder'sche 
Verlagshandlung. 120 S. Preis 80 Pf. 

Durch die vollstaadige Umarbeituug dieses Leitfadens der Physik ist 
der Verfasser von der sich früher gestellteii Aufgabe insofern nicht ab- 
gewichen, als er den Unterricht an der Hand der tagtaglichen Natur- 
beobaclitung und des leichten Versuches aufbaut ,  obne die Grmzen des 
Fassungsvermi5gens der Kinder in der Volksschule zu überschreitsn. mas 
demnach über den Anschauungsunterricht hinausgeht, wird sorgfiiltig ver- 
mieden. - Die Erfahrung ha t  wohl den Verfasser veranlasst, die in der 
ersten Auflage vorhaudene und für  den Lehrer übersichtlichere Anordnung 
des Stoffes aufzugeben und nunmehr die genetische Behandlung zu Grunde 
zu legen; denn es ist  fü r  ein Kind leichter, von Beobachtungen uud Ver- 
suchen auszugehen uud daraus ein Geseiz abzuleiten, als ein an die Spitze 
gestelltes Geseiz aus Beobachtungen und Versuchen als richtig zu erweisen, 

. Arn Schluss der einzelnen Capitel sind als neu passende Fragen und Auf- 
gaben hinzugefigt, die durch kleineren Druck %usserliüh erkennbar siiid. - 
Die Eintheilung des Stoffes in  Puragraphen hatte besser für die Behand- 
lungsweise in  der ersten Auflage gepasst, wo sie indessen fehlt, wire 
aber am Besten ganz unterblieben, da nach unserer Erfahrung solcho 
Paragraphen schon die wundcrlichsten Anschauungon i n  don Kinderkopfcn 
zu Tago gefordort haben. - Bezüglich des godiegenen Tnhalts konnen wir 
auf das bei der Recension der crsten Auflage Gesagte verweisen. 

B. NEBEL. 
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B e r i c h t i g n n g .  
Ails dem ITinrichs'schen wochentlichen Verzeichniss der Neuigkeiten des 

deutsclien Buchhandels ist in die Ijibliographie des IT. Heftes die Angabe iiber- 
gegangen : 

Katalog mathemntisclier Modelle etc. Heransgegeben von 
W. 1) y c k. München. Ackermann. 14 Mk. 

Von zustandigcr Seite wird dagegen erinnert, dass die Firma Ackermann 
bei der Hrraimgnbe des gcnmnten Katalogs n i  c h  t betheiligt ist, und dass der 
letztere niir von Herrn Prof. W. Dyck  (München, Hildegardstrasse l':4 zum 
Preiae von 9 Mk. (excl. Porto) hezogen werden kann. 

-\lit Hedauern theilen wi r  uriseren Lesern mit, dass 
Herr Dr. E. Kahl, Major a. L)., am 31. Jauuar d. J. verstorberi 
ist. Geboren am 24.. Februar 1827, studirte er von 1846 bis 
1849 kint~heiuntili und Physik auf der Universitiit Leipzig und 
promovirte daselbst. Die Cnruhen der  daiiialigen Zeit ver- 
anlasst,en ihn ziini Eintrit't in's Militai., wa er 3860 ziim 
Premierlieiiten:int, 1867 m m  Haiiptniann, 1872 min Miijor 
avancirte. Ende 1851. wurde er als Lehrer am Dresdener 
Cadetteilhause angestellt und verblieb in diescm Amte bis zii 

seiiier Pensionirnnç i. J. 1872. Als RIitredacteur unserer Zeit- 
sclîrift wirkte er seit 18GO und lieferte eine Reihe physiltalischer 
Artikel; aussercleui verfasste e r  eine Sammlunç von Aiifgaberi 
aus der Pl~ysili (1. Auflage 1858, Veïlag von B. G. Teubner). 
\Tir bemahren dem Verstorbencn ein fïeulidliclies Anderiken. 

O. Schl6milch. DI. Cantor. 
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Notizen zur Geschichte der Physik. 

Von 

1. Die beiden N e l l i .  
Gio. B a t i s t a  C l e m e n t e  d e '  N e l l i ,  so nennt sich auf dem Tite1 

der Verfasser der Vita e commereio letterario di G a l i l e o  G a l i l e i ,  
Losanna 1 7 9 3 ,  der naeh P o g g e n d o r f f  (II, 267) von 1661 bis 1725 lcbte. 
Auffallend erscheint, dass die im Jahre 1793 gedruclite Vita von dem 
bereits 1723  verstorbenen N e l l i  verfasst sein soll; vollends rathselhaft wird 
aber die Sache, wenn nian die Biographien G a l i l e i ' s  durchblattert. Da 
wird denn, nach dem Vorgange T a  r g i  O n i - T O z z e t  t i ' s  , zunachst die be- 
kannte Anecdote erzlhlt,  wie , N e 1  l i  Y (so ohne Zusatz bei T O zz  e t t i ) ,  
oder der ,Senator N e l l i " ,  oder der ,Ritter J o h a n n  B a p t i s t  N e l l i U  
irn Jahre 1739 in den Besitz der von V i v i a n i  in einer Korngrube ver- 
borgenen hlanuskripte G a l  i 1 e ils gelangte". Weiter heisst es danu, N e l  1 i habe 
1730 auch die ManuskripteV i v  i a n i ' s  und anderer Gelehrten erworben. Schliess- 
lich wird berichtet, N e l l i  habe, auf diese Documente gestiitet, die Biographie 
Ga1 i 1 e i 's verfasst, welcho 1793 gedruckt wurde; er habe noch einen weiteren 
Band hinzufügen wollen, sei aber durch den Tod daran verhindert worden. Wie 
reimt sich das ? - Geheri wir zunachst den Quellen nach. P o g g e  n d o r  f f beruft 
sich für seine Angabe auf die Biographie universelle ; Letztere bezeichnet ** 
in der That als Verfasser einer Vie de G a l i l B e ,  die aber zur Zeit des 
Druckes des Art,ikels (1822) noch nicht erschienen sei,  den Architekten 
J e a n - B a p t i s t e  N e l l i  (1661-1725), dem, als angeblichem Verfasser 
der Vita , P O g g e n d O r f f nunmehr , entsprecheud der Titelangabe des 
inzwischen langst erschienenen Werkeo, den weiteren Vornamen C l e  m e n t e  
beifügte. Aus einer neueren Ausgabe der Biographie universelle führt Herr 
G e r l a n d  einen B a p t i s t e - C l e m e n t  N e l l i ,  uni dieMitte des vorigen Jahr- 
-- 

* C1ement.e N e l l i  erwahnt diefier Acquisition v. J .  1739 mit  keinem Worte, 
er sagt mir, er halie 1750 und 1754 viele Manuscripte Gali le i ' s  erworben; sein 
Stillschweigen spricht aber fiir die Richtigkeit der Erziihlung T a r g i o n i -  
T O z z e t t i 's , dern Cl e m en t e in anderen Punkten wharf entgegentritt. 

** Biographie iiniverselle. Paris, Michaud 1822. S. XXXI,  p. 43. 

Hist.-lit.  h h t h .  d. Zcitschr. f. Math. u ,  Phys. 38 Jahrg. 1593. 4.Heft .  10 
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hunderts, in's Fcld , bezweifelt aber ,  dass einer dieser Ne11 i der echte 
C l e m e n t e  sei ,  und beruhigt sich mit der Vcrmuthung, dass der walire 
Verfasser der Vita wohl ein jüngerer Sprosv derselben Familie gewesen sei. 

Des Rathsels eiufacbe L k u n g  ist die ,  dass es sich hier um Vater 
iind Sohn handelt. Den beiden N e l l i  sind ausfùhrliche Artikel in T ipa ldo ' s  
Biografia gewidmet"; allein ein eigenthümliches Verhiingniss hat auch hier 
gewaltet. Von G i a m b a t t i s t a  C l e m e n t e  d e '  N e l l i ,  als dessen Vater 
der 1725 verstorbene Architekt Gi  a m  b a  t t i s  t a d e ' N  e l l i  bezcichnet mird, 
heisst es ,  er sei 1735 geboren und 1793  i m  Alter von 68 Jahren gestorben. 
Wenn sich auch das Geburtsjahr (1735) sofort als Druckfehler erweist, 
so führt die weitere Bemerkung, C l e m  e n t e  habe von seinem Vater die 
sorgfiltigste Erziehung genossen, indem er ihn a u €  die Universitat zu Pisa 
und zii Bologna geschickt habe, zu iinl6sbaren Widerspriicheii. 

C l e m e n t e  N c l l i  selbst ist e s ,  der uns zur LGsung dcs Rathscls 
verhilft. Zunachst berichtet er*" dass G i o .  B a t i s t a  d e '  K e l l i  - , mio 
padreu - 1693 von V i v i a n i  beauftragt worden sei,  den Entwurf zri 
einer neuen Ausschmückung der Façade seines, dem Andenken G a l i l e i ' s  
geweihten Hauses in Florenz anzufertigen und die Ausftihrung zu leiteu; 
sodann macht er die Angabe*'", derselbe sei 1725 gestorhen, wobei er 
ihn ausdrücklich als .il mio genitore" bezcichnet. Wir  erfahrcn dabci 
zugleich, dass er ,  C 1 e m e n t e selbst, im Jahre 1737 noch unter Vormund- 
schaft gestanden habe. Ein Brief C 1 e m e n t e '  s i l  dd. 10. Gennaio 1793, 
beweist uns, dass C l e m e n t e  zu Anfang des Jahres 1793 noch am 
Leben war. 

Wir stellen iiiinmehr fest: 

1. G i a m b a t t i s t a  d e '  N e l l i ,  d i  A g o s t i n o ,  Architekt undsenator 
zu Floreriz, geb. 1661, gest. 7. Sept. 1723. Verfasser der Dis- 
corsi di Architettura. Firenze 1753, posthum , von seiuem 
Sohne C l e m e n t e  edirt;  

d e s s e n  S o h n :  
2. G i a m b a t t i s t a  C l e m e n t e  d e '  N e l l i ,  d i  G i a m b a t t i s t a ,  Se- 

nator zu  Floreriz, geb. 1 7 .  .?, gest. 23. Uec. 1793. Verfasser des 
S a g  g i O di Storia letteraria fiorentina. Liicca 17% ! und 

der V i t a  e commercio letterario di G a l i l e o  G a l i l e i .  
Losanna 1793. 

RIag immerhin V e n l u r i  das letztcre Werk a18 ein ,libre compilato 
corne a Dio piacqueU bezeichnet haben, so ha t  sich C l e m e n t e  N e l l i  

* E. de T i p  a l  d O ,  Biografia degli Italinni illustri etc. Venezia 1836. Vol. III. 
p. 143 - 146. 

** Vita e commercio letterario di  üalileo Galilei etc. Tjosarina 1793 4'. 

Vol. 1. p. 671. 
*** 1. c. p. 875. 

t 1. c. p. 742. 
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durch dic Herausgabe des Werkcs, vorzüglich aber durch die sorgfaltige 
Sanimlung und Conservirimg der Manuscripte G a l i l  e i 's  ein bleibendes 
Verdienst um die Wissenschaft erworben. 

II. Der Anspruch d e r  E n g l a n d e r  auf die Erfindung der Pendeluhr. 

Seit E e r r  F. Gtin t l i e r  die Notiz von L i t t r  O w wieder an's Licht 
gezogen ha t ,  der ziifolge die Englander die E h e  der Erfiudung der 
Peudeluhr iirirem Landsrnaun R i c h a r d  H a r r i s  vindiciren, ,,der schon im 

Jahre 1641 eine Uhr mit einem langeu Pende1 verfertigt haben sol lU",  ist  
fast ein Vierteljahrhundert vergangen, ohne dass die Sache zurn Austrag 
gebracht wcrdcn konntc, da es bishcr nicht gclang, die Quelle auçfindig 
zu  machen, aus der L i t t  r o  w geschopft hat. 

Als Urquelle ergiebt sich nun eine Mittheilung in  der Edinburger 
EiicyclopSdie vom Jahre 1830, wo es heisstx": Of la te ,  another candidate 
for the application of the pendulum to a dock has been brought forward 
by such respectable authority, that leaves litt,le or no rootn to doubt of 
it,s auhhenticity. Mr. G r i g n i o n  informs us , that a clock was made in 
1642, by R i c h a r d  H a r r i s  of London, for the church of St. Paul's, 
Covent Gktrden, and that this dock  had a pendulum to it". 

Trolz des ,,hadu und trotz der Autorittit des Mr. G r i g n i o n  unter- 
liegt es nicht dem miudesten Zweifel, dass die alte Uhr  von 1642, mie 
so manche andere, erst spBter mit einem Pendcl versehen ist. 

III. Kepler,  Huygens und das  Perpetunm mobile. 

Unter den ~chwindelhaften Erfindiingen, mit denen C o r n e l i s  D r  e b  b e l  
Kaiser, Khnige und Fürsten in seinem Zauberbann ZII locken verstand, 
figurirtc natürlich das Perpetiium mobile in erster Reihe. Noch walirond 
seines eraten Aufenthdtes in England bei Jacob 1. lies3 Kaiser Rudolph II. 
in1 Jalire 1607 an  ihn die schmeichelhafte Aufforclerunç ergehen, an seinen 
HoF nach Prag z u  kommen. An demselben Tage ,  an wclchem K e p l e r  
von dieser Einladung g ~ h o r t  hatte,  machte er dem Fürsten August von 
Anhalt hiervon Mitthciliing , da dieser kurz vorher K e p l  c r 's Urtheil 
uber D r e b b e l ' s  Erfindungen erbcten und angefragt hatte,  ob von den- 
selben sich etwa ein Vortheil bei der Construction gewisser hydraulischer 
Maschinen beim Bergwerlrsbetriebe erwarten liesse, über welche FHrst 
Sugust hereits langere Zeit mit K e p 1 e r verhandelt hatte. R e  p l  e r 
schickt ein ausführliches Gntachten liber die eingesandten Plane und 

Ge h l e r ,  llhysikalisches Worterbuch. Leipzig 1839. Bd. I X ,  S. 1113. 
"* The Edinburgh Encyclopaedia conducted hy Brews te r .  Ediriburgh 1830. 

4'. Vol. XI,  p. 117. 
I O *  
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Modelle, giebt dabei ein kurzes Expose liber den Sinn einer Maschine, 
und knüpft daran ein hochst abfalliges Urtheil aber  D r e  b b e l ' s  angeb- 
liche Erfindung. ,,Jam si D r u b l e r u s  [ D ï e b b e l i u s ]  spiritus, ununi 
vcl decem, poterit conduccrc, qui nullius cibi e t  potus indigi aquam 
montis exhauriant ; vel si creare poterit animam novam , quae instrumen!a 
ejus sine ponderibua aliosque motus elcmentares moveat, et in motu con- 
Servet: tunc mihi erit magnus Apollo. Nollem autem hac de re vel 
duorum tantum florenorum cum aliquo facere sponsionemu." 

I n  gleichem Sinne aussert sich 50 Jahre spater C hr .  H u  y g e n s  
über J .  J. B e c h e r  's angebliches Perpetuum mobile. ,,Avant hier", 
schreibt s r  in  einem Briefe an B o u l l i a u  vom 22. Januar 166O*", ,,il me 
vint veoir un Allemaiid nomme J o a r i n e s  J o a c h i m u s  B e c h e r u s  qui 
se vante d'avoir construit un perpetuum mobile a Mayence au depens de 
l'electenr, qui nuroit desia aile 6 mois durant. s o l i s  p r i n c i p i i s  
m cc h a n  i c i  S. J e  n'en croy rien." 

Ausführlicher streift H u y g e n s die Sache im Horologium oscillat~orium 
vom Jahre 1673. Nachdem er  im vierten Theile desselben als erste 
Hypothese den Satz aufgestellt hat :  Wenn beliebige Gewichte, kraft ilirer 
Schwere, sich zu bewegen beginnen , konne ihr gemeinschaftlicher Schmer- 
punkt nicht h6her steigen, als bis dahin, wo sich Letzterer bei Bcginn 
der Bewegung befand; und nachdem er alsdann bemerkt, hat ,  dass diese 
Hypothese nichts Anderes besage, als was Niemand jemals bestritten habe, 
namlich, dass schwere Korper sich nicht nach oben erheben, setzt er hinzu: 
,,In der That,  wenn die Erfinder neuer Naschinen, welche vergebens ein 
Perpetuum mobile zu construiren versuchen, von eben dieser Hypotheçe 
Gebrauch zu machen verstanden, so wtirden sie ihre Irrthümer leiclit 
selbst erkcnncn, und einsehcn, , dass die Sache a u  f m e c  h a n i s c  hcm 
W e g e  ( m e c h a n i c a  r a t i o n e )  unmoglich seiu.*** 

An diesem Ausdruck nimmt Herr  M a c h  Anstoss, indem er schreibt.1: 
.Eine jesuitisclie reservatio mentalis ist vieileicht in den RTorten ,me- 
chanica rationeu angedeutet. Man k6nnte hiernach glauben , dass H u  y g e n  s 
ein nicht mechanisches perpetuum mobile für m6glich halt.' Xun, 
H u y g e n s  ist die Antwort auf diese Frage nicht schuldig geblieben, 

* M. Cr. I l a n s c h i u s ,  J o a n n i a  K e p p l e r i  aliorumque epietolae mutuae. 
Lipsiae 1718. Fol. p. 391. 

** C. H e n r y ,  H u y g e n s  et R o b e r v a l .  Uocuments nouveaux. Leyde18ï9. 
4O. p. 28; dieser bisher unliekannte Brief H u y g e n s ' ,  welcher obige Baudbemerkurig 
enthiilt, beweist, dass H u y g e n s  nicht, wie bisher angenommen wurde, gleich-  
z e i t i  g zwei verschiedene Zeichnongen von Gal i l e i ' s  Pendeluhr erhielt, sondern 
anfangs nur die erste; or au~sert  den lebhaken Wunach, auch die anderc Zeich- 
nung zu selien, welche ihui Boul l i au  versprochen habe. 

"* Horologium oecillatorium. Paris 1673. Fol. p. 93. 
t Dic Qeschichte und die Wurzel des Satzcs von der Erhaltung der Arbeit. 

Prtig 1872. S. 10. 
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.qondern hat sich in unzweideutiger Weise darüber ausgesprochen. I n  
einem Rriefe a n  L e i b n i z  erwiihnt e r ,  man habe fiir Uhren ein Per- 
petuum mobile gesucht ,  und fiihrt dann fort:  ,Celui pour qui est  cette 
information ne doit pas entendre les principes de l 'art ,  s'il s'imagine de 
pouvoir effectuer un  tel  mouvement rn e c h a n  i c e ,  car pour p h  y s i  c o  - 
m e c h a n i  c e  il semble toujours qu'il y ait quelque espérance, comme e n  
emploiant la  pierre d'aimant.'* 

Wenn H u  y g e n s  streng zwischen einem Perpetuum mobile m e c h  a n i  c a  
r a t i o n  e ,  welches e r  fü r  uum6glich erkliirt , und eincm solchen p h  y s i c O - 
m e c h a  n i  c e  unterscheidet, welches e r  nicht ohne Weiteres für  unmoglich 
hiilt, so entspricht dies genau der  Stellung, welche die Wissenschaft i n  
jenen Tagen erreicht hat te ;  uui ein Perpetuum mobile in  jeder Form als 
etwas Widersinniges abzuweisen, dazu hiitte es der  vollen Kenntniss des 
Principes der Erhal tung de r  Energie bedurft  , zu rlem H u y g e  u s eben 
erst den Grundstein gelegt hatte. 

- - 

+ P. .T. C g l e n  b r o e k ,  C h r i s t i a u i  I I u g e n i i  Excrcitationes matheinaticac 
e t  philosophicac. IIagae Coinituni 1832. 4 O .  S. 1, p. 146. 
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rneiner Uebersetzung des Mathematiker  -Verzeichriisses iiii E'ihrist des 

I b n  Abî J a ' k û b  a u - K a d i m .  

(Zeituchr. Math. Phys. X Y X V l l  Supplementheft od. Abhdlgu. z. Gesch. d. Math. VI.) 

Ich übersetzte S. 18 irn Artikel , A r c h i m e d e s  ": ,Ein Buch über 
die Wasseruhren, welche Schleudersteine werfen.' Ers t  nach der IIeraus- 
gabe meiner Arbeit wurde ich durch den Aufsatz A. W i t t s  t e i n ' s  "Historisch- 
astronomische Fragmente aus der orientalischen Literatur (in demselbeu 
Hcft V I  der Al~handlungen) auf cinc Abhandlung C a r r a  d e  Vaux ' s  im 
Journal asiatique, VIII. Skrie Bd. XVII. 189 1 aufmerksam gemaüht , in 
welcher ein Manuscript der Natioualbibliothek in P a ~ i s  besprochen wird, 
das unter Anderem eine Abhandlung über die Wasseruhren enthalt, die 
von Archimedes herrühren soll, der arabische Uebersetzer ist nicht genannt. 
Herr C a r r a  d e  V a u x  bemerkt auch, dass der Tàrîch a l -  Hukamb des 
Ibn  al-Kuftr  unter den Werken des Archimedes eine Abhandlung über 
die Wasseruhren anführe, die denselben Tite1 tiLgt, wie diejenige irn 
Fihrist ( a m  dem eben zurn grossten Sheile Ibn al-Kiifti geschopft hat), 
die aber Ilerr C a r r a  d e  V a u x  nicht gekannt zu haben scheint. Aus 
dieser Abhandlung ergiebt sich n u n ,  dass statt  xSchleudersteine* werfen" 
zu übersetzen ist:  ,Kugeln werfen oder fallen Iassen '; die betreffende 
Stelle lautet nach der Uebersetznng C a r r a  d e  V a u x ' s :  ,,Toutes les 
heures un trou du plateau supérieur vient en cos'ncidence avec le trou 
unique du plateau inférieur; une balle tombe; elle est amenke dans la 
tete de corbeau placée à l'extkrieur de la caisse, dont le  bec s'ouvre par 
un  systome de bascule et  semble la cracher. On obtient une sonnerie 
en plaçant sous la trte de corbeau une cymbale de cuivre ou de chalylis 
retentissante que la balle vient frapper dans sa chute.' 

Man vergleiche hiermit folgende Stellen: 
V i t r  u v i i  de architectura, liber IX. cap. I X  (VIII) ,  welches über 

die Wasseruhren handelt: ,Item aliae regulae aliaque tympana ad eundem 
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ruodum dentata una motione coacta versando faciunt effcctus varietateaque 
motionum, in quibus moventur sigilla, vertuntur metae , c a l c u l i  a u  t 
o va p r  O i c i  u n t  u r , bucinae canunt . reliquaque parerga. 

E i n h  a r  d i  annales Francorum , annus 807, wo er über die Geschenke 
berichket, die Karl der Grosse von dem Perserkonig (d. h. v. Hârûn a r -  
Ililschîd) erhalten habe, und speciell die berühmte Uhr mit folgenden 
Worten beschreibt: ,necnon e t  horologium ex auricalco, artc mcchanica 
mirifice compositum, in  quo duodecim horarum cursus ad clepsydram verte- 
batur, cum totidem a e r  e i s  p i 1  u l i s ,  quae ad completioneui horarum 
de cid e b a  n t ,  e t  casu suo subjectum sibi cimbalum tinnire faciebaut, 
addit,is in eodem ejusdem numeri equitibus, qui per cluodecim fenestras com- 
pletis horis exiebant,  et impulsu egressionis suae totidem fenestras, quae 
priiis erant apertae , claudebant etc.' 

Andere Stellen Iibcr diesen Gcgenstand licssen sich wohl auch noch in 
griechischen Autoren", deren mir gegenwsrtig keine vorliegen, nachweisen; 
sie zeigen xur Genüge, dasa den Alten schon solche Wasseruliren, ,welche 
Kugeln werfenu, bekannt waren; hieraus und aus der Thatsache sodaun, 
dass die Araber dieselben schon unter H i r û n ,  also in der ersten Zeit ihrer 
culturiellen Entwicklung, kannteii, folgt wohl mit grosster Wahrscheinlich- 
keit, dass die Araber riicht Erfinder dieser Uhren waren, sondern ilire 
Keiintniss dcrsclben von den Griechen her erhalten hatten. Es ist  daller 
die Ansicht C a r r a  d e  V a u x ' t ; ,  dass die Zuweisung dieser Schrift an 
Archimedes wohl weiter nichts als die "abgedroschene Listu (ruse banale) 
eines Autors gewesen sei,  der gern gelesen sein wollte, kaum au iiriter- 
stützen, sondern es gewinnt irn Gegentheil die Richtigkeit der Angabe des 
Ibn Abï Ja'kûb an-Nadim von einer griechisclien Schrift liber s o l c h  
Uhren grosse Wahrscheinlichkcit; ob dieselbe nun von Archimedes herstamme, 
ist eine andere Frage, die hier nicht weiter crortert werden soll. 

* V i t r  uvi  ue rerweist in;[jenem und dcm vorhergehenden Capitel auf 
ICtesibios, A r i s t a r c h o s  von S a m o s ,  E u d o x o s ,  A p o l l o n i o s ,  S k o p i n a s  
v o n  S y r a k u s  (?)u. A. 

7,ü r ic  h ,  im Marz 1893. HEINRICH SUTEH. 
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Ueber elektrische Kraftubertragung,  insbesondere über Drehstrom. 
Ein gemeinverstiiudlicher Experimentalvortrag von F. BRAUN. 
Tübingen 1892. Verlag der H. Laupp'schen Buchhandlung. 38 S. 
Prcis 1 Mk. 

Die mit so grossem Erf'olg durcligeführte elektrische Kraftübertragurig 
von Lauffen am Neckar nach Prankfurt a. M., anliisslich der in lctzterem 
Orte stattgefundenen internationaleu elektrotechnischen Ausstellung, hat (las 

Interesse des gcbildeton Publikums so sehr in Anspruch genommen, class 
von ihin aus auch eine weitere Belehrung über die eiiizelnen Vorgiinge 
vielfach verlangt wurde. Verfasaer bat deshalb seinen mit grossem Beifall 
aufgenornmenen Experimentalvortrag dem Druck übergeberi, damit. auch 
ein grosseres P~iblikum sich daraus unterrichte. Das Lesen wird sehr er- 
leichtert, indem der Verfasser bei der Rehandluug weit ansholt und dabei 
einen Theil der neueren Elektricitiitslehre berücksichtigt. Auch die in den 
Text eingedruckten Abbildungen tragen wesentlich zum Verstandniss des 
Vorgetragenen bei , so dass sicherlich Jedermann einen Uegriff davon erhalt, 
von welcher enormen Wichtigkeit diese Kraftübertragung nicht nur fiir 
die Elektrotechnik im Besonderen, sondern aiich fü r  die Technik im A11- 
gemeinen k t .  B. NEBEL. 

Aufgaben aus der Physik, nebst einem Anhange, physikalische Tabellen 
enthaltend. Zum Gebrauche fur  Lehrer und Schüler i n  hoheren 
Untcrrichtsanstaltcn und besonders beim Selbstunterricht. Von 
C. FLIEDNER. 7. verbesserte und verlnehrte Auflage , bearbeitet 
von G. KREBS. Mit 74 in den Text eingedruckten Holzstichen. 
Braunschweig 1851. Druck und Verlag von Friedrich Vieweg & Solin. 
134 S. und Anhang 33 S. Preis 2 Mk. 40 Pf. 

Aufl8sungcn zu den Aiifgaben aus der Physik (vergl. Vorstehendcs). 
Mit 122 in den Text eingedruckten Holzstichen. 197 S. Preis3Mk. 60Pf. 

Die F 1 i e d n e r  'sche Aufgabensammlung i d  eine von den wenigen 
Aufgabensammlungen, welche in der Physik allpemein als gut anerkannt 
werden und sich deshalb einer grossen Verbreitung erfreuen. Nachdem 
F 1 i e d n e r gestorben war , ha t  K r  e b s die Herausgabe der neuen Auflage 
übernommen und dabei die Fortschritte, namentlich auf dem Gebict von 
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Elektricitat und Magnetismus, berücksichtigt. I n  erster Linie ist  das a b -  
solute Maass-System zu erwiihnen, ohne weiches heutzutage nicht m e h r  
auszukommen i s t ,  weshalb die Sehüler gleich von vornherein damit ver- 
traut werden müssen. Die Aufgaben sind bci cinem tüchtigcn Physik- 
unterricht unerliisslich, wenn auf diesem Gebiet etwas geleistet werden soll, 
daher kann der Gebrauch derselben den Lehrern nicht genug empfolilen 
merden. Nit  Rücksicht auf den Schiilunterricht sind die Auflosungen i n  
einem besonderen UMndchen erschienen. Der den Aufgaben beigefügte 
A~ihang mit seinen Tabellen gestattet,  auf einfaclie Weise viele Aiifgabeii 
beziiglich der dabei vorkommenden Stoffe nnd Zahlen zu variiren. 

B. XEBEL. 

Populiire Vortriige und  Reden von Sir WILLIAM THOMSOS. Autorisirte 
Uebersetziing nach der zweiten Auflage des Originals. Baud 1:  
Constitution der Materie. Mit Illustrationen. Berlin 1891. Verlag 
von Mayer & Müller. 342 S. 

Durch eine Vorlesung über Capillaritiit wurde W. T h o m  s o n  nach 
verschiedenen Erwigungen veranlasst, seine populiiren Vortrage und Reden 
durch einen Neudruck zu einem besonderen, in  drei Uanden zu erscheinenden 
Werke zu machen. nabe i  hat der Verfasser die verschiedenen Artikel dem 
Inhalto naeh geordnet, so dass dcr ersto nunmehr vorliegendc Band sich 
mit der letzten Constitution der Materie beschaftigt, walirend der zweite 
Band Gegenstiinde enthalten wird,  die mit Geologie i ~ n  Zusammeuhang 
stehen, und der dritte Band Erscheinungen der Oceans und sonstigen 
maritimen Angelegenheiten gewidmet ist. Damit niin diese Voitrage und 
Reden eines Mannes, der sich in der Wissensehaft des g r o ~ s t ~ e n  Ansehens 
zu erfreuen h a t ,  in dcutscher Uebersetzung die gr8sstmogliche Verbreitung 
unter dem gebildeten Pulilikum finden, wird der Tite1 der einzelnen Gegen- 
stinde hier wiedergcgeben. Capillaranziehung mit vier Anhiingen. Elek-  
trische Naasseinheiten. M a x  w e l  1's sortirender Damon. ElasticitSit als 
vielleicht eine Art von Bewegung betrachtet. Die Grosse der Atome. 
Versuch einer kinetiscben Theorie der Materie. Die sechs Eingangspforten 
der Erkenntniss. Die Wellcntheoric des Lichts. Ueber das Alter der 
Sonnenwiirrne, in drei Theilen. Ueber die Warrne der Sonne. Elektricitats- 
messungen. Schon diese Thematas sind für den ,  der an den N a t ~ r ~ i s s e n -  
sehaften Freude h a t ,  ein grosser Anziehungspunkt für sein Interesse. Wie  
~ i e l  mehr steigert sieh dasselbe aber ,  wenn dieselben von einer solehen 
Leuchte der Wissensehaft verarbeitet und wiedergegeben werden. Sehr  
gespannt sind wir auch auf die beideu folgenden Bande, die mit ihrem 
Erscheinen hoffentlich nicht zu lange auf sich warten lassen. 

B. KEUEL. 
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A t r ea t i s e  on t h e  ma thema t i ca l  t h e o r y  of e las t ic i ty .  By A. E. H. LOVE. 
Volunle 1. Cambridge: A t  the  University press. 1892. 

Das  W e r k ,  welches sein Ents tehen einer Anregung von Mr. W e b b  
verdankt ,  zeigt dieselbe Eintheiliing , wie sie ziierst von C 1 e b s c h auf- 
gest,ellt wurde .  Der  vorliegende erste Rand beschaftigt sich ausschliesslicb 
m i t  der allgerneinen Theorie de r  ElasticitFit. solcher Korper,  die allseitig 
eridliche Dimensionen haben,  und somit  exacte L o ~ u n g e n  zulassen. Die 
anderen Fiille sollen in einem xweiten Bande zusammengefasst werden. 
Gleictisarn a19 Eiuleituug wird eine kurze  historische Skizze über den 
Crspr i ing  und die Entwickeluiig der Elasticit%tstheorie gegeben, die aber 
keinen Anspriich aiif Vollstiindigkeit machen soll ,  da  ein solclies Geschichts- 
werk schon von T O d h u n t e r  her  exis t i r t ,  sondern n u r  den Zweck h a t ,  das 
Vcrstandniss zu erleichteru und das Intcresse ftir die Theorie zu wecken. 
Das eigentliche Ziel i s t ,  den heutigen Stand de r  Ela~t ic i t%ts theor ie  im 
Zusaminenhang daraustellen und den W e g  zu zeigen, auf welchem man 
soweit  gekommen i s t ,  dabei werden sowohl die rein aualytischen Ent- 
wickelungen, als aueh die speciell technischen Einzelheiten ganz übergangen. 
Bei den einzelnen Capiteln betlient sich de r  Verfasrer de r  Methoden nnd 
Theor ien ,  wie sie von den bedeutendsten Forschern auf den Specialgebieten 
frochtbringend verwendet wurden , und verarbeitet  sie d e r a r t ,  dass sie 
ein Ganzes bilden. Die Reispiele, von denen n u r  die Endresultate mit- 
getheil t  s i nd ,  wurden so ausgewiiblt ,  dass sie mi t  den im Text vorge- 
tragenen Methoden zu losen sind.  Auf  den Inhal t  der einzelnen Capitel 
naher  einzugehen, würde  hier z11 weit  fiihren. - h r c h  reinen und eracteii 
Druck zeichnet sich das Ruch schon in  seinem Aeusseren vortheilhaft a u 3 .  

B. NEIJEL. 

E l e m e n t a r y  Thermodynamics .  B y  J. PAI~KER.  Cambridge:  A t  the Uni- 
versity press. 189 1. 

Das  wor t  ,Elementaryu i m  Tite1 sol1 n u r  audeuten ,  dass auf die 
Details der  Elektricitiit und des Magnetismus in diesern Buche nicht eiu- 
geggagen wird. - Das erste Capitel ,  welches de r  E rha l tung  d e r  Energie 
gewidmet i s t ,  beginnt mi t  de r  Zusaminenstellung d e r  Naasseinheiten,  und 
zwar m i t  dem Mctermaass,  dessen Beziehung m i t  dem englischen Maass 
unmittelbar darauf folgt. Es muss  als ein grosser Fortschrit t  bezeiübnet 
werden ,  dass der  Verfasser erk lür t ,  dass e r  in diesem Buche nu r  das 
Centimeter - Gramm - Secunden - System (C. -G. -S. - System) hentitzen werde, 
also dasjenige RIaass - Eystem,  das  auf dem Par iser  Congress zur allgemeinen 
Annalime vorgeschlagen, von den Englandern  bis jetzt abe r  nicht ange- 
nommen wurde.  Zu wünschen wiire n u r ,  dass noch mehr  englische 
Aiitoren diesem rühmlichen Beispiel folgen würden,  dann  würde  die eng- 
lische Juge i id ,  wenigstens in den  wissensehaftliehen Kreisen,  sich sehr 
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bald des Metermaasses bedienen, was  für die Allgeuieinheit von grosstem 
Interesse ist. Nachdem der Satz von der  Erhal tung der  Euergie in dem 
ersten Capitel in eine mathernatische Forrn gebracht worden i s t ,  folgt ein 
kürzeres Capitel iiber die çogenannten permanenten Gase ,  worin die 
Gesetze abgeleitet werden,  welche zwischcn Druck,  Volumen nnd Tem- 
peratur bei solchen Gasen bestehen. Wahreiid das drit te Capitel aus- 
scliliesslich dem C a r  n O t 'schen Princip a19 solchem gewidmet i s t ,  enthal t  
das vierte Capitel Anwendungen des C a r n  O t 'schen Princips. Die beiden 
Schlusscapitel enthalten das thermodynamibche Potential und seiue A n -  
aenclungen. Irn Anhang  sind solche Tabellen mitgetheil t ,  welche für  die 
Tliermodynamik von Wichtigkcit  s ind ,  wobei stets angefiihrt - ist , a m  
welchcn Snmmlungcn dicselbcn entnommen sind. - Die Schreibweise dcs 
Verfassers k t  leicht v e r s t h d l i c h ,  weshelb das Buch namentlich der  
btudirenden Jugend zu umpfehlen ist. B. NEBEL. 

Elemente des Magnetismus und der Elektr ic i t l l t .  Iusbesondere für a n -  
geheude Elektrotecliniker. Von ANDR. JAMIESON. Uebei ' se t~t  und 
mi t  Zusiitzen versehen von J. KOLLERT. Mit 330 Figaren und  
einer Tafel. Leipzig 1891. Verlag von Quandt & Handel. 480 S.  
Preis 8 Mk. 40 Pf. 

Das Duch is t  zuniichst speciell englischen Unterrichtsverhiiltnissen 
angepasst worden,  wobei der ganze Inhal t  derar t  gruppir t  i s t ,  dass e r  in 
28 Vorlesungen eingereiht ist. A n  dem Schluss jeder Vorlesung befinden 
sich einc Probefrage und Antwort ,  sowie sonstige F r a g e n ,  deren Beant- 
wortuiig den Schüler für  das Examen vorbereiten sollte. Bezüglich der 
Eintheilung des Stoffs g laubt  der Verfasser die Wahrnehmiing gemacht ZLI 

haben, dass es besser se i ,  mi t  dem Magnetismus zu beginnen,  an  den 
sich naturgcm%ss der  Elektromagnetisiniis und die Gesetze des elektrischen 
Stromes anreihen. Den Schluss bildet die Elektrostatik.  Um iiun das 
Buch auch den deutschen Verhsltnissen anzupassen, sah sich der Ueber- 
setzer veranlasst ,  theils Zusiitze, theils Ergknzungsvorlesungen einzuschalten, 
die sich insbesondere auf das absolute magrietische und elektrische Maass- 
System, sowie auf die Tbeorie der  Xessiingen und der Messinstrumente 
beziehen. Dass damit  das Richtige getroffen wurde ,  wird Jeder  zugeben; 
denn ein elektrotechnischer Enterr icht  ohne das absolute hlnass- System wird  
ebcn in  Deutschland als nicht erfolgreich bezeichnet. D e r  iiusseren Aus- 
stattung des Buches hat te  eiue etwas grtissere Sorgfalt zu Theil werden 
dürfen. Der Druck ,  namentlich der  kleinere,  i s t  zu dicht,  die P iguren  
sind vielfach nicht rein und scharf g e n u g ,  auch bat te  z. B. in Fig .  81 die 
undeutliche englische Rezeichnung der Pfeile durch eine deutsche ersetzt 
nerden sollen. Indessen sind diese Ausstellungen nur zur Berücksichtigung 
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bei einer neuen Auflage gemacht, damit der gediegene Iuhalt des Buches 
auch ein entsprechendes Aeussere zeige. B. NEBEL. 

Die Tabellen der Uhrmacherkunst ,  nebst einer Sammlung mathematischer 
Hilfstnfeln für Uhrmacher. Herausgcgcben von GELCICH und DIETZ- 
SCHOLD. Wieu,  Pes t ,  Leipzig 1892. Verlag von A. Hartleben. 
231 S. Preis 8 Mk. 

J e  mehr sich die rechnerische Dlethode in der Ghrmacherkunst gegen. 
über der graphischen verbreitet, iim so mehr stellte sich das Bedürfniss 
heraus, die Rechnungen durch geeignete Tabellen zu unterstützen. Iin 
Laufe der Zeit sind diese Tabellen der Zahl nach bedeutend gewachsen, 
ohne in einem einzigen Werke vereinigt zu sein. Die Herausgeber heben 
sich deshalb der darikenawertlien îviiihe unterzogen, diese Tabellen zu 
sammeln, durch entsprechende mathematische Tabellen zu erweitern, so 
dass der ganze mathematische Apparat, wie e r  fiir die Uhrmacherkunst 
erforderlich ist,  in einem Bande zusammengestellt ist. Auch dem 
commcrciellen Bcdürfnisse der Uhrmacher wird durch die Aufnahme der 
ausführlichen Zinsesziiisbliellen Rechnung getragen. Nicht allein in Uhr- 
~nacherkreisen, sondern hauptsachlich in den Uhrniacherschulen und in den 
Gewerbeschulen wird dieses auch in seiner Ausstattung vorzügliche Werk 
grossen Anklang finden. 

~. B. NEBEL. 

BeitrLge zur  theoretischen und rechnerischen Behandlung der  Aus- 
gleichnng periodischer Schraubenfehler.  Von Ur. J. DOMKE. 
Berlin 1892. Verlag von Julius Springer. 46 S. Preis 2 Mk. 

Die vorliegenden Stiidienergebnisse st,üt.een sich auf die B e s s e l  'sche 
Methode der Ecstimmung der Schraubenfehler. Statt  allc die einzclncn 
Fehler für sich zu bestimmen, so kann man die Schraubenfehler, da sie 
in d l c n  Theilen einen durchaus stetigen Verlauf zeigen, als Funclionen 
der Ablesung darstellen, und zwar die fortschreitenden Fehler durch eine 
Potenzreihe, die periodischen durch eine trigouometrische Reihe. Kun 
lassen sich die Gesetze der Fehier schon aus relativ wenigen Messungen 
bestimmen, man hat nur  nach der Methode der kleinsten Quadrafe die 
Werthe für  die Constanten zu ermitteln. Verfasser giebt in  seiner Arbeit 
zwei Darstellungsmethoden an ,  welche unter Berücksichtigung einer zweiten 
Piaherilrig, wie sie namentlich bei alteren Instrumenten nüthig ist, zu 

Ergebnissen führen, die für alle Falle der Praxis vollkommen genügen 
werden. -- B. NEREL. 

Die Strahlenbrechung auf  der  Sonne, ein geometrischer Beitrag zur 
Sonncnphysik von BUGUST SCHXIDT. Mit Figuren irn Text. Stutt- 
gar t  1891. Verlag von J .  B. Metzler. 32 S. 
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Verfasser sucht in  seiner interessanten Schrift der heutigen Vor- 
stellung von der Sonne, wonach sie aus eiuem feurig flüssigen Sonnenball,  
umgebeu von einer Atruosphiire, besteht, eine andere gegenüber zu stellen, nach 
welcher es keine Grenze zwischen Sonnenkorper und Sonnenatmosph2re 
giebt. Die ganze Sonne ist als aus einem einzigen K6rper bestehend auf- 
gefasst, dessen Dichte mit, dem Abstand von dem Centrum abnimmt. 
Lediglich auf Grund von Rcfract i~nsc~scheinungen weist der Verfasser 
nach, dass die Sonne für  uns als Scheibe erscheinen muss, und kommt 
auch zu einer ungezwungenen Erklzrun; der Sonnenfackeln und Protuberanzen. 
Die Rechnungen werden auf Grund einer einzigen, zunachst noch will- 
kürlich angenommenen Zahl durchgeführt. - Diese vollstlndig neue An- 
schauung über das Wesen unserer Sonne wird gewiss allseitiges Interesse 
erwecken. Das Hanptergebniss der vorliegenden Untersuchung ist in 
folgenden drei Thesen zusammcngefasst: 

1. Die Sonne ist ein unbegrcnzter Himmolsk6rper, es giebt insbesondere 
keine Grenzflgche zwischen einen Sonnenkorper und einer Sonnen- 
atmosphare. 

2. Der Rand der Sonnenscheibe ist das Product regelmassiger Strahlen- 
brechung in einer AtmosphBre, deien Dichte im scheinbaren 
Grenzgebiet weit geringer kt ,  als die Dichte der Luf t  an der 
Eïdoberflache. 

3. Die Sonnenfackeln und die Protuberanzen sind Prodiict unregel- 
mzssiger StrrtEilenbrechung. Das Licht der Letzteren starnmt ails 
einem Gebiete der Sonne, welches unter dem Ort der scheinbaren 
Grenze liegt. ---- B. NEREL. 

Ueber den Hell igkei tswerth der Spectralfarben be i  verschiedener abso- 
lu te r  Intensitat.  Nach gcmcinsam mit R. RITTER ausgeführtcn 
Versuchen. Von A. KONIO. Hamburg und Leipzig 1891. Verlag 
von Leopold Vass. 84 S. mit vier Tafeln. Preis 4 Mk. 

Diese Arbeit beschxftigt sich mit einer strengeren Prüfung der von 
Rro d h u n  gefundenen Abnahme des P u r  k i n  j e'schen Ph%nomens mit 
steigcnder Helligkcit der vcrglichenen Farben. Wahrend Hcrr B r od h u n  
die obere Grenze für einen noch sicher nachweisbaren Grad des P u r  k i n  j e'sclien 
Phiiriomens bei etwa 15 Einheiten halt (vergl. die Definition der ,EinheitCL 
Seite 13 der Bbhandliing), so vermag A.  I i o i i i g  in der vorliegenden, mit 
neuer liesonderer Versucbsanorduung durchgeführten Untersuchmg eine 
obere Grenze des P i i r  k i n  j e'schen Phanornens nicht nachzuweisen , obwohl 
Helligkeiten bis zu ca. GUO Einhcitcn vorgekommen sind. Acusserer Vcr- 
hdtnisse wegen wurde diese Brbeit der Oeffentlichkeit übergcben, obwobl 
der Verfasser sich bewusst i s t ,  und dies auch an mehreren Stellen aus- 
drücklicli hervorhebt, dass ein grosser Theil der Fragen rnehr angedeutet 
als gelüst ist. B. NEBEL. 
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Ueber d ie  wicht igsten internat ionalen Maass-  Einheiten. Von CARI. 
ACGCST PORGES. Sonderabdruck aus den ,,Mittheilmgen über 
Gegenstande des Artillerie - und Genie - Wesens". Wien 1892. Verlag 
des Techn. und Administr.-MilitZr-Comitt's. 72 S. 

Verfasser glaubt, den vorl?andenen, wirklich guten Scbriften über die 
absol~itcn Maass - Einheiten noch eine weitere Schrift beifügen zu sollen. 
Nach unserem Dafürhalten mare dies nicht nothig gewesen. Besser liütten 
die Worte ,MegaU und ,MikroG an solchen Einheiten erlautert werden 
sollen, die gewohnlich auch in der Praxis vorkommen. Wann spricht 
man z. B. von Mikrodynen? B. NEBEL. 

Die Gravitation. Eine elementare Erklarung der hauptsiichlichsten Storungen 
iin Sonnensystem. Von Sir GEORGE BIDDELL AIRY,  übersetzt von 
RCDOLF HOFFMANN. Mit 50 Text,figuren. Leipzig 1591. Verlag 
von Wilhelm Engclm~inn. 176 S. Preiv 3 Mk. 

Das Original dieser iuhltreicheri und geistvollen Schrift des grossen 
englischeu Astronomen erschien im Jahre 1834 und erfuhr im Jahre 1839 
eine deutsche Uebersetzung. Nachdem beides im Buchhandel vergriffen 
war ,  wnrcle in1 Ja , l i~e  1884 eine neue englische Ausgabe ver6ffentliclit1 
deren Uebcrsetzung nuninehr dem deutschen Publikum dargeboten wird. 
A i r  y hat  es in ineisterhafter Weise verstanden, dem grosseren Publikrim 
ohne jede Rechnung eine Einsicht iu die zum Theil verwickelten Beweg- 
ungen der Planeten und ihrer JIonde zu verschaffen, soweit dieselben dem 
N e w t o n  'schen Gravitationsgesetze unterworfen siiid. J e  mehr sich A i r y  
mit der Zubereitung des Stoffes für dieses Ruch besch%ft,igte, um so mehr 
fand er z n  seinem eigenen Erstaunen, dass diese Schrift auch für einen 
Kr& von Studirenden ntitzlich i s t ,  die ansehnliche mathematische Kennt- 
nisse besitzen und gew6hnt sind , sie zur Erklarung scliwerer physikalischer 
Aufgaben zu verwenden. Dieser Gesichtspunkt is t  dann für ihn bei dem 
Druck massgebend geworclen. A i r y ' s  Bestreben ist,  durch Mittheilung 
von Kesultaten in leichtverstandlicher Fassung zii weiterer Forschiing an- 
zuregen, namentlich f a s t  cr die Nathematiker in's Auge, darnit sie durch 
Anwendung hoherer R'echnungsarten die Resultate vervollstLndigen, die 
für  das Begreifen des Weltsystems von Wichtigkeit sind. A i r y  verstelit 
ariziiregeri iind lnteresse für die Astronomie zu erwccken, was für den 
Fortschritt der Wissenschaft von grosser Wichtigkeit ist. Auch das  
cientsche Puhlikum wird dem Uebeisetzer Dnnk wissen, dass er ihin dieses 
Ruch wieder zugiinglich gemacht bat ,  da bci uns zur Zeit das Bcstreben 
i s t ,  nicht nur die Wissenschaft zu forderil, sondern das Errungene der 
Allgemeinheit zug8nglich zu machen. U. NEBEL. 

Die Einhei t  der Natnrkrafte. Ein Beitrag zur Naturphilosophie. Von 
P. ANGELO SECCHI. Autorisirte Uebersetzung von R ~ D .  SCRULZE. 
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Zweite revidirte Auflage. Mit 6 1  in den Text gedruckten Holz- 
schnitten. Lieferung 2 - 9. Braunschweig 1891. Verlag von 
Otto Salle. Preis 80 Pf. pro Lieferung. Preis des ganzen Werkes 
7 Mk.  20 Pf. 

Das ganze Werk besteht aus zwei Banden, die in ihren Unter- 
abtheilungcn ziisammen in vier Bücher zcrfallcn. Das erste Buch bchandelt 
die Warme, wobei zunachst, wie dies auch bei den drei übrigcn nüühern 
der Fa11 i s t ,  nur Thatsachen angeführt werdeii, aus denen sich dann die 
Gesichtspunkte gleichsam von selbst ergcben, utiter welchen das Ganze zu 
betracliten ist. So ergiebt sich, dass sich die Erscheinungen der Warme 
auf einen einfachen Austausch der Bewegung zurückführen hssen ,  und 
dass zii  ihrer Erklarung dos Zurtickgehen auf ein anderes Princip nicht 
nothwcndig ist. Das zwcite Buch,  mit wclchem zugleich der erste Band 
abschliesst , beschaftigt sich mit den Erscheinungen des Lichtes, die sich 
bis jetzt nur dadurch eindeutig erklareri lassen, dass man die Existenz 
eines Fluidums , genannt Aether , zugiebt , das der Schwere nicht unter- 
worfen ist und das ganze Weltall erfüllt. Der Reweis, dass ein solches 
Fluidum thatsgchlich existirt, ist nach unserem Dafürhalten doch noch 
nicht erbracht. Das dritte und grosste Buch führt uns die ungeheiier 
vielen Erscheinungen der Elektricitat vor ,  aus welchen der Verfasser den 
Schluss zieht, dass ein und derselbe Aether die Ursache ftir die Er- 
scheinnngen des Lichtes und der Elektricitat is t ,  nur wirke er im ersten 
Falle durch peine Vibrationen, im zweiten durch seine Fortbewegung. 
Diese Fortbewegung des Aethers, welche der Verfasser zur Erklarung für 

die Erscheinungen der Elektricitat annehmen zu müssen glaubt ,  llisst un3 
erkencen, dass das Buch zu einer Zeit geschrieben wurde (1864 erste 
Auflage), die der grossartigeu, experimentellen Versuche von H e r t z  noch 
nicht theilhaftig war. Kach unserer heutigen Anschauung ist es für die 
lh-kliirung der elekrostntischen Erscheinungen nicht n6thig , dass der Aether 
sich fortbewege, sondern dass er  nur  ahnlichen Schwingungen unterworfen 
sein muss, wie wir sie zur Erklarung des Lichtes voraussetzen. Hier ist 
also das Buch für veraltet zu erklüren, für uns hat es nur nocli historisches 
Interesse bezüglich der Entwicklung der Anschauungen über das Wesen 
der Elektricitlit. Geradezu gefahrlich ist  es aber ,  diese Anschauungen, als 
dem heutigen Stand der Wissenschaft entsprechend (denn darauf beziehen 
wir das Wort  ,,rcvidirteff hei Auflagc) einen grossercn Publikum unter- 
breiten zu wollen. Von S e c  c h i  haben wir die feste Ueberzeugung, dass, 
wenn er noch am Leben ware, e r  mit der Herausgabe seines Buclies, ohne 
dass es eine den heutigen Ansichten entsprechende grllndliche Umarbeitung 
erfahren hatte,  nicht einverstanden gewesen ware. B. NEBEL. 

Die photographische Ter ra inaufnahme (Photogrammetrie oder Lichtbild- 
mesàkunst) mit besonderer Berücksichtigung der Arbeiten in Steier- 
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mark und des dahei verwendeten Instrumentes. Von VINCENX POLLACK. 
Sonderahdruck aus : , Centralhiat,t fiir das gesammte ForstwesenY 1891. 
Wien 1891. Vcrlag von B. Lcchncr's Hof - und Universitats-Biich- 
handlung (Wilh. Küller). 15 S. 

Im Grossen und Ganzen ist dieser Aufsatz eine Wiedergabe des Vor- 
trages , welchen der Verfasser unter dem Tite1 : ,,Ueher photographische 
kIesskunstU auch dem Druck iibergehan h a t ,  und wclcher unlangst in 
diesen Rlattern bcsprochen wurdc. Gegen den Schluss tritt  insofern eine 
grossere Abweichung ein,  als der Verfasser sich eingehender den Terrain- 
aufnahmen am Arlberg und am Fusse der Reichenstei~gruppe beschaftigt, 
wo es sich hauptsùchlich um Studien für  den Lawinenverband handelt. 
Verfasser ist  stets bestrebt, der Photogrammetrie mehr und mehr Eiiigang 
z u  verschaffen, und wendet sich dither an Oesterreichs Forstleute, dass 
sie die Photogrammetrie praktisch verwerthen mochten. 

I m  Uebrigen wird auf die fïüherc, obcn erwiihnte Besprechung ver- 
wiesen. B. NEBEL. 

Die Gravi tat ion i s t  eine Folge  der  Bewegung des Aethers. Von KARL 
SCHT,IC~TING. Lüben i. Schl. 1891. L. Goldschiencr's B u c h h a n d l ~ n ~  
(H. May). 15 S. und zwci Figuren. 

Verfasser geht von der Hypothese aus,  dass die kleinvten Theilchen 
des Aethers, die er Spharen nennt ,  sich in gradliriiger Beweguug berinden 
und darin verharren, bis sie an andere Spharen oder a n  K6rper anprallen 
und dann nach den Gesetaen der iMechanik in  anderen Bahnen weiter eilen. 
Treffen die Spharen einen Korper, so geht ein Theil von ihnen ungehindert 
durch den Raum, welcher nicht von Molckülen angcfüllt is t ;  der audcri: 
aber wirkt treibend; denn er st6sst auf die K6rperrnolekiile; jede Sphare 
überlr%gt dabei dem Molekül einen Theil seiner lebendigen Kraft und 
prallt mi t  etwas verminderter Geschwindigkeit zurück. Einer Kugel, in 
deren endlicher Entfernung kein anderer IGrper sich befindet, kann daher 
vom Aether kein Antrieb ertheilt werden, weil sich die Krafte gegenseitig 
aufheben. Anders verhalt sich die Sache, wenn zwei Kugeln in endlicher 
Entfernung von einander den Stosscn der Spharcn ausgesetzt werdcn. 
Darüber k s s t  uns die Schrift aber vollkommen im Unklaren, woher die 
Geschwindigkeit der Spliaren kommt, wie gross dieselbe ist,  was aus den 
Sphsren wird , wenn sie durch fortgesetztos Aufprailen ihre Geschwindigkeit 
eingebüsst haben, überhanpt, wie der Satz von der Erhaltung der Energie 
in diesem Weltensystem aum Ausdruck kommt. B. NEBEL. 

-- 

Aesthetische Factoren de r  Ranmanschauung. Von TI~EODOR LIPI'S. Ham- 
burg und Leipzig 189 1. Verlag von Leopold Vosseis. 91 8.  Preis 3 blk. 

Diese Abh~~ndli ing hildet einen Theil der Festschrift, welche unter dem 
Sitel:  .Reitr%ge zur Psychologie und Physiologie der Sinncsorgane'' 
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H e r m a n n  v. H e l m  ho1 t z  als Festgruss zu seinem 70. Geburtstag von acht 
Autoren 'dargebracht worden k t .  - Die Erklarung für die optischen 
T8uschungen ist allgernein noch keine feste, die Einen wollen dieselben 
auf allerlei angebliche Besonderheiten der_;Bewegungen~:unserer Augen 
zurückfiihren , wkhrend die Anderen dm v. W e 1 m h O 1 t z 'sche Princip 
der "Gewohnheiten des Sehens", drts aus Erfahrungen die fraglichen 
Tiiuschungen ableitet, einer Reihe von Tauschungen zu Gruzide legen. 
Verfasser geh6rt zu den Anhkngern der letzteren Ansicht, wonach die 
optischen Tiiuschungen als Tauschungen des Urtheils aufzufassen sind. 
Dabei geht er von der Anschauung aus, dass wic z. B. eine Linie nicht 
als solche anselien, sondern dses wir gewohnt s ind,  in  ihr eirie Kraft,  eine 
~ e w e ~ u n ~ ,  eine Lebendigkeit walirzunehmen; wir sehen die Gerade nur, 
mie sie sich streckt, wie sie von einem Ausgangspiinkte zu einem Zielpnnkte 
strebt. Sehea wir mehrere Gerade vereinigt zu Quadraten, Rechtecken und 
diese wieder zu architektonischen Gebildcn, so treten Urtlieilstiiuschungen 
auf, die der Verfaeser ,optische Tiiuschungen aus iisthetischen Gründenu 
uennt, und die je nach Umst%nden gesteigert oder gemiridert werden 
bonnen, wie an Beispielen naher ausgeführt wird. Dei der specielleren 
Betrachtung der Gr6ssenurtheile beim Quadrat und Rechteck fübrt der 
Verfasser den Kachweiu, dass wir gcwissc Richtongen als Hauptrichtungen 
anschcn, obgleich sie fur's Auge vor anderen Richtungen keinen Vorzug 
haben. Solche Richtungen haben jedesmal cinen asthetischen Vorzug, n a s  
namentlich an Beispielen aus der Architektur treffend nachgewiesen wird. 
Im Weiteren beschrankt sich der Verfasser wieder auf die Betrachtung 
einzelner geometrischer Gebilde. Die Schrift wirkt ungeheuer anziehend, 
mit  dem grosstem Interesse haben wir sie gelcsen und bedauern nur , .  zu 
rasch zum Schlusse gelangt zu sein. B. NEBEL. 

Die Finanzlage der oothaischen Staatsdiener .Wittwen - Societat am 
31. Uecember 1890. Uegutachtet auf Grund dei. eigenen Erfahrungen 
der Anstalt und eingehender mathematisch - tcchnischer Untersuchnngen 
von Professor JOHANNES KARIIF, mathematischer Sachverstandiger 
der Lebensversicherungsbank für Deutschland zu Gotha. I m  Auf- 
trage des Ilerzogl. Siichsisclien Staatsministeriums ,aver6ffeutlicht. 
Dresden 1893. Commissionsverlag: Ileinrich Norchel's Buchhand- 
lung. 146 S. in Folio. 

So leicht durchsichtig die Verhtiltnisse von Lebens- und Rentenver- 
sichcrungsanstalten zu sein pfiegen, in welchen von vornherein das Alter 
der Versicherten die iechnungsrniissige (frundlage des Verh%ltnisses der 
VersicherungsprSmie zu der nach dem freien Belieben der Versicherten 
festzustellenden Leistungen der Anstalt hildet, so schwierig ist  dia Be- 
urtheilung der Verhiiltnisse, von solchen Versicherungsgomeinscliaften , bei 

Hi&iit.Aùtil. d.  Zoitsïhr. f. &lütli. u. Pbys. 38. Jahrg. 1893. 4. Eoft. 11 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



138 Historisch - literarische Ahtheilung. 
XI.XI__. - .~. ~~ .-..-\.--,---p- 

denen das Alter auf die Versicherungspramie gar  keinen Einfluss übt,  bei 
deiicn anch die H6he dcr vcrsicherten Rente nicht in das Relieben des 
Versichernden gestellt ist. Eine derartige Anstalt a a r  die Professoren- 
Wittwcn - Casse in Gottingen, deren Fi~janzlage 1845 durch G a u s s  klar- 
gestellt worden i s t ,  eine solche ist die Gothaische Staatsdiener-Wittwen- 
Societat. 

Sie wurde 1791 gegründet. Nach ihren anfanglichen Satzungen zahlte 
der Beamte als Ja,bresheitrag fünf Procent seines Gelialtes, wogegen der 

L 

Wittwe ein Viertel des letzten Gehaltes des Verstorbenen als Jahresgeld 
zugesichcrt war. Es ist auffallend, wic richtig damals diese Zahlen ge- 
wahlt wurden, und in der That legte die Gesellschaft recht erhebliche 
Ueberschüsse zurtick, die bei einer neugegründeten Anstalt unentiehrlich 
sind , aber bei noch mangelhaft ausgebildeter Versicherungstechnik zu dem 
irrigen Schlusse fiihrten, man k6nne auch mit  niedrigeren Beitragen aus- 
kommen. Dieselben wurden 1812 auf drei Procent des Gehaltes der Ver- 
sicherten herabgesetzt, wiihrend zmei andere Einnnhmcquellen zunachst noch 
unberührt blieben: ein herzoglicher Jahreszuschuss von 90CO Jlk. und die 
Anwartsçhaft auf die Gnadenubgaben der besoldungspflichtigen Cassen bei 
dem Tode eines Beamten, welche damals zwei sogenannte Sterbequartale 
betrugen. I m  Jahre 1818 wurde: der herzogliche Zuschuss bei der Trennnng 
von Gotha und Altenburg auf 6000 Mk. gekürzt; was aber muthmasslich 
keine Schiidigung dor Casso war ,  weil wohl ein Drittel der Beamten in 
Folge der genannten staatlichen Veranderung ausschied. Dagegen war es 
sichtlich von Gebel, dass 1819 die Gnadenabgaben der Gesellschaft zu Gunsten 
einer neugebildeten besonderen Hilfscasse für bedürftige Staats - und Bof- 
diener, sowie Wittwen und Waisen derselben entzogen wurden. Erst 1850 
wiirde dnrch H o  p f eine wirkliche Bilanz des Gesellschaftsverrn6gens auf 

dcn 31. December 1549  aufgestcllt, und dnhei wurden als Activa ausser 
dem vorhandenen Vorrathe au Geld uud Werthpapieren der Baarwerth der 
noch zu erwartenden Mitgliederbeitriige und herzoglichen Zuschtisse, als 
Passiva der Baaraerih der noch lauf'enden uiid der zu erwarten stehenden 
Wittwenpensionen, alle I'osten zu den Zinssatze von 3'/,Procent discontirt, ange- 
sehen. Es erschien zum Schrecken des Rechners ein Fehlbedarf von 
146 736 Mark. E r  glaubte die Tilgucg des Fehlbedwfs in Aussicht stellen 
zu konncn, wenn für neu zutretende Mitglieder, sowie fur sclion vorhan- 
dene Mitglieder mit Rücksicht ituf Gehaltsaufbesserungen, der Beitrag von 
drei a ieder  auf vier l'rocent des Gehaltes, wenn zugleich der Zuschuss von 
GO00 Nark wieder auf 9000 Mark erh611t würde, wenn man endlich die 
Gnadenabgaben in der H6he von eineni Stcrbequartale der Anstalt wieder 
zuwende; jedenfalls solle mau in Zwischenriiumen von je fiiuf, sieben oder 
lioehstens zehn Jahren die technische Prüfung wiederholen, un1 die Wirkung 
sciner Vorschliigc ni überwachen. H o p  f 's Vorschliige wurden in ihieu 
finanziellen Theilen befolgt; die Gnadenabgaben wurden sogar statt in der 
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Hihe von drei Monatsraten in der von dreieinviertel Nonatsraten der 
Gesellschaftscasse zugeführt ; aber der unscheinbare und doch wichtigste 
Wunsch nach hzufig wiederkehrender Prüfung fand keine Ueachtung. 

Erat auf den 30. Jun i  1869 wurde durch I I a n s e n  eine neue Bilanz 
aufgestellt. H a n s e n ,  der vortreffliche und unermüdliche Rechner, der 
mit Recht berühmte Astronom, machte sich diese Sache etwas leicht, und 
er war sich desscn bewnsst, denn e r  wollte ,seine Bilanz nicht als cincn 
zutrcffenden Ausdruck der wirklichen Gesellschaftslage, sondern nur als 
deil Vorlaufer eiiier ganzen Reihe iihnlicher in kurzen Zwischenraumen 
anzuetellenden Eruiittelungeii angesehen wissen. Vielleicht war man durch 
den von H a n s e n  eirechneten Ueberschuss von 209838 Mark zu sehr er- 
fieut, als dass man daran gedacht hat te ,  dem hinzugefügteil Wunsche jetzt 
Folge zu leisten. 

K c h t  frühcr , als ncun Jahre darnach , wurde durch Herrn Geh. Staatsrath 
M 8 n i  c h eine Bilanz auf den 31. December 1878 aufgestellt. Ihr  zu Folge 
w0re der Ueberschuss auf 158 543 Mark heruntergegangeii , und eirie auf 
den 31. December 1880 von demselben Rechner gezogene Bilailz gab 
zwar noch immer einen Ueberschuss, aber einen solchen von nur noch 
42 307 Mark. 

Unter dicscn Verhaltnissen drangt,e die N~t~hwendigkcit auf eine genaue 
technische Prüfung , mit welcher Rechnungsrath F 1 e i  s c h  11 a u  e r beeuftragt 
wurde. Seine Bilanz auf den 31. Deccember 3834 schloss mit einem Fehl- 
bedarfe von 648 278 Mark. 

Wir konnen nicht umhiu ,  es auffallend zu finden, dass weilere fünf 
Jahre vergingen , bevor wieder ein Tcchniker, Prof. J O  h a n n  e s K a r  u p  
in Gotha, durch Schrciben vom 7. August 1890 den Ministerialauftrag 
erhielt, eine genaue Bilanz auf den 31. December gleichen Jahres zu 
fertigen. Sie enthiillte das Fortschreiten des Fehlbebarfs bis zu einer 
Eumme von 813406 Mark. 

Die gegenwiirtige Veroffentlichung besteht ails drei Abtheilungen: 
1. Die Finanzlage der Societat (S. 1-34). II. Das statistische Material 
uud seine Verwerthung sur Herstellung der Sterblichkeitslisten, Heiratlislisten 
und sonstigen teclinischen Grundtafeln (S. 35-90). III .  Mathernatisclie Formeln 
und Entwickelungen zur AbschLtzung der Verbindlichkeiten und Forderungen 
der Societkit nach den statistischen Unterlagen nebst eugehorigen Sabellen 
(8, 91- 134). 

Unsere seitherigcn Angaben sind wcsentlich der 1. Abtheilung cnt- 
nommen. Ebenda finden sicli an 'verschiedenen Stellen zerstreut noch 
manriigfaclie Uemerkungen, welche allgerneines Interesse haben. Bei den 
früheren technisch aufgestellten Bilanzen hatte die Sterblichkeitstafel der 
preiissischen Wittwenverpflegungçanstalt, welche nach ilirein Anfertiger die 
B r  u n  e'sche Safel gcnannt zu werden pflegt , Anwcndung gefundcn. 
Trotzdem deren Material einem sehr iihnlichen, nur erheblich grosseren 

11' 
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BevGlkerungskreise entstammt, als der ist ,  dem die Nitglieder der Gothaer 
Societiit angehoren, glaubte Berr  K a  r u  p doch, um allen Bemangelungen 
a m  dem Wege zu gehen, eine gmz neue Tafel aus den Listen der Societiit 
selbst herstellen zu sollen. Der Erfolg hat gezeigt, dass diese grosse 
Niihe keim vergeblich aufgewandte war. Die ncue Karup'sche Tafcl 
bleibt in der Sterblichkeit gegen die B r u n  e'sche um etwa zwolf Procent 
zurück. Die genaueren Zahlen aiud folgende: Vom 1. Januar 1830 bis 
zum 31. December 1889  standen 3263 Versicherte durchschnittlich mit je 
15,9 Jahren ,  im Ganzen mit 51890,j Jahren unter Beobachtung; von ihnen 
starben 1440, wiihrend die B r u  n e  'sche Tafel 1 6 3 9 , ~  Todesfalle hatte 
erwarten lassen; die Untcrsterblichkeit belief sich also auf 200 von 1640, 

500  
das heisst: - 

41 
= 121/5 Procent. I Ierr  K a r  u p  sieht darin, unter Be- 

rticksichtiguag der Thatsache, dass B r u  n e  seine Tafel auf Beobachtungen 
aus den Jahren 1776  bis 1845  gründete, eine Bestatigung der in Ver- 
sicherungskreisen anerkannten Wahrheit,  dass die Sterblichkeit innerhalb 
des Jahrhunderts 1750- 1850 abgenommen bat,, was freilich zu der Er- 
inneriing der ,altestenu Leute von der Widerst,andsfahigkeit ihrer Zeit- 
gcnosscn einen eigcnthümlichcn Widcrsprucli bildet. Das die K a  r u p 'schen 
Zahlen gross genug sind, um nicht in  das Bereich der Zufiilligkeiten ver- 
wiesen zu werden, leuchtet um so deutlicher ein, als die Societitslisten 
die gleichfalls untersuchte Wittwensterblichkeit wiederum niedriger als 
B r u n e ' s  Tafeln liefern. 

Die Wichtigkeit der Wittwenheirat.hen forderte dazu auf, auch für sie 
eine Liste aus dem Societatsbestande herzustellen: Dieselbe ergab nm 
ein Viertel der in anderen allgerneinen Listen angegebenen Wittwenheirathen. 
Der Grund dafür licgt auf der Hand. Die pensionsberechtigte Beamteil- 
wittwe verliert mit der neuen Heirath ihre Pension, und darin liegt f'ùr 

sehr Viele ein schwerwiegender Abhaltungsgrund, eine neue Ehe einzugehen. 
Weniger ersichtlich ist der Grund, warum, was die Societiitslisten gleich- 
falls zu erkennen geben, die Ait,ersunterschiede zwischen Brant und 
Brgutigam geringer sind, wenn letzterer Wittwer, als wecn er noch ledig 
var .  Sollte dic vorausgegangene erstc Ehc dern Wittwer dio Ueber- 
zeugung beigebracht haben, eine gewisse Gleichalterigkeit unter Gatten 
sei erwünscht, oder sollten erheblich jüngere Madchen leichter einem ledigen 
als einem verwittweten Bewerber seine Jahre nactisehen? 

Die II. und III. Abtheilung bieten der Berichterstattung a e i t  groesere 
Schwierigkeiten als die erste. I n  ihnen handelt es sich theils um Tabellen, 
iiber welche zu bericliten kanm moglich i s t ,  theils um dereii Anfertigung 
auf der Grundlage mathematischer Entwickelungen, und ein Bericht über 
solche Entwickelungen müsste, um für sich verstandlich zu sein, dern 
Originale so genau folgen, dass er aufhorte, ein Bericht zu sein und nu 

einer Ahhandluiig acwüciise, zu dcren Anfertigung Referent sich überdies 
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nicbt vollkommen befugt hal t ,  de der ganze Inhalt; seincr forschenden 
Thitigkeit auf weit abliegendem Gebiete sich findet, und da er mit dem 
Versiclierungswesen nur in dem Waasse vertraut i s t ,  in welchem die ilim 
ubertragenen Vorlesungen tiber politische Arithmetik es mit sich bringen. 
Wir begnIigen uns deshalb hier mit einer ganz kurzen Bemerkung tiber 
die von Herrn K a r u p  in die Wissenschaft eiogeführte und auch in vor- 
liegendem Wcrke oft bcnutzte u n a b h ë n g i g o  W a h r s c h e i n l i c h k e i t .  
Der VerFasser versteht darunter die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses 
nach Beiseiteschiebung aller derjenigen beigemengten , keineswegs einfinss- 
losen Wahrscheinlichkeiten, welche nicht in unmittelbarer Frage stehen. 
Er findet dabei den Lehrsatz, der dem Grnndtheoreme der zusammen- 
gesetzten Wahrscheinlichkeiten a priori buchstëblich entspricht, dass man 
die einzelnen unabhangigen Wahrscheinlichkeitcn mit einandor zu verviel- 
fachen hnbe, urn die Wtahrscheinlichkeiten dea Gesammtereignisses zu er- 
halten. So ist z. B die Wahrscheinlichkeit, dass ein Lediger nach einer 
gewissen Zeit noch immer als Lediger lebe, das Prodiict der beiden unab- 
hangigen Wahrscheinlichkeiten, erstens , dass er unverheirathet sei ,  sofern 
das Leben ihm zugesichert ware, zweitens, dass er lebe, sofern das Ledig- 
bleiben feststeht. 

Dieser verhliltnissmassig kurze Bericht dürfte genügen, auf die hohe 
Bedeutiing der uns vorliegenden Arbeit aufmerksam zu machen, welche 
in praktischer Beziehung auch den nahezu unschiitzharen' Vortheil bietet, 
dass ihre Tabellen mindestens in den nachsten 15 bis 20 Jahren den 
technischen Bilanzen der Gothaer Societ'kt und ahnlicher Anstalten werden 
zu Grunile gelegt wcrden k h n e n .  

Von den fünf Sanirungsvorschl~gen, zu welchen Herr K a r  u p für die 
Gotbaer Societiit gelangte, sehen wir a b ,  da sie leider insgesammt a n  dem 
Nichtwollen des Landtages gescheitert sind. CANTOR. 

Ansführlicher Bericht über die For t schr i t t e  der  projectiven Invarianten-  
theorie im letzten Vierteljahrhandert.  Von W. FRANZ MEYER. 
(Jahresbericht der Delitschen hlathematikervereinigung. 1. Bd. 1890/91.) 

Die Entwickel~mg der projectiven Invariantentheorie a18 eines be- 
sondereii Zwcigos der mathemaiischen Wisscnschnften ist hervorgegangcn 
aus der Vereinigung zweier wesentlicher Gesichtspunkte. Auf der einen 
Seite steht die Frage nach solchen Eigenschaften mathematischer Gebilde, 
welche bei gewissen Umformungen derselben sich nicht iindern, i n v a r i a n t  
bleiben, sammt, der daran gekniipften methodologischen Forderung, die 
Untcrsuchung solehcr Eigenschaften so zu führen, dass dieso ihre Invariauten- 
riatur irn Lanfe derselhen stetv evident bleibt. Auf der anderen Seite 
steht das Princip, als die wichtigste Classe von Umformungen die Gesammt- 
heit der p r O j e c t i v e n zu betrachten, welche sich analytisch durch lineare 
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Substitutionen der Veriinderliclien niit willkürlichen Coefficienten, geo- 
nietrisch diirch Collineationen darstellen (das heisst: Punkte in Punkte, 
Gerade in Geracle, Ebenen in Ebenen überführen). Nieht von jeher waren 
beide Gesiehtspunkte vereinigt : die englischen Mathematiker . cleuen die 
Eegründung der Disciplin 211 dankcn ist ,  haben von Anfang an auch 
andcre in sich gcschlosscne Systcme (, ,Gruppcnu nach jetziger Terminologie) 
von Umforrnungen in's Auge gefasst , insbesondere diejenigeu, welche s i d  
geometrisch als Uebergange zu congruenten bezw. Lhnlichen Geliilden von 
riur aoderer Lage, analytisch alu sogenannte orthogouale Substitutionen 
darçtellen. Dieser weiteren Auffassung verdankt es die englische Tnvarianten- 
t,heorie, dass sie sehr bald auch auf die angewandte Matliematik Einfluss 
gewinnen konnte; Zcugniss dafür gebcn die Arbeiten von Phgsikern so 
angesehenen Namens, wie R a n k i n e  und W. T h o m s o n ,  die sich d o n  
1836 der neuen Theorie bemkht ig t  hatteri. Aber der Gesichtskreis ver- 
engerte sich bald wieder, sellxt in England;  ans der erwiihnteii metho- 
dologischen Forderung entsprang die Ausbildung einer eigenen, gerade für 
die Retrachtung a l 1  e r project,iven Umformungen zugeschnitteneu Symholik, 
die zwar zu bequemer Auffindung einer Fülle von cinzelnen Satzcn führte, 
aber nicht nu ï  die Methoden, sondern auch die Resultate der Invarianten- 
theorie der Kennt~iissnühme aller Uneingeweihten entzog. Andererseits 
waren gleichzeitig in der deutsclien Geometrie die projectiven Pragestelluugen 
zu exclusiver Herrschaft gelangt ; und die Verbindung, welche beide Disciplinen 
nunmehr mit einander eingingen , stsrkte diese Tendenzen anf beiden 
Seiten. Ihren Hohepunkt erreichte diese Entwickelung , als die sy mbolischc 
Xethode in G O r d  a n ' s  Endlichkeitsbeweise eineii unbestreitbaren Erfolg 
errang,  der um so überzengender zu ihren Gunsteri wirkte, als vorher das 
entgegengesetzte Resultat verniuthet worden war. Die weiteren Gesictits- 
punkte, welche K l e i n  und L i e  etwa 1870 gemeinsam entwickelten, fanden 
ziiniichst in invariantenthcoretischen Kreisen kaum Aufnahme; und ebenso- 
wenig war dies der Fa11 mit  K r o n e c k e r ' s  Betonung der arithmetischen 
Seite der Fragestellungen. So wurde in  der Zeit von 1870-1890 zwar 
eine Nenge interessanter Xiuïel-Resultate gewoiinen (auch wohl jetzt 
h u m  schon verwendbare Bansteiue f ü r  künftige Forschungen zusammen- 
getragen); es wurde die Begriindung der hlethoden in vieler Hinsicht ver- 
schiirft, die Technik zur Virtuositët ausgebildet: aber im Wescntlichen 
blieb man bei den Fragestellungen der 6Oer Jahre stchen. Die bemerkens- 
wertheste Erweiterung , H a l  p h e u ' s  und S y l v e s  t e r ' s  Einführung der 
Diu'ereutialirivariariten , so nahe Verwandischaft sie zu L i e ' s  Ideeu zeigt, 
hat sich von diesen unabhiingig entwickelt; sie ist zudem fast ganz auf 
England und Amerika beschrankt geblieben. I n  neiien Fluss ist die Ent- 
wickclung crst in den letzten Jahren gckommeii, seitdem eincrseits die 
Lie'schen und die K r  O n e c k e r  'schen Theorien auch weiteren Kreisen zu- 
ginglich geworden s ind,  andererseitu durch H i 1  b e r  t ' s  iimfassende und 
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durchsichtige Etledigung der  Endlichkeitafragen die überwuchernde Sym- 
bolik gerade ans  dern Gebiet verdrangt mordcn i s t ,  auf dem sie einst 
ihren gliinzendsten Tr iumph gefciert hatte. 

So et,wa, würcle das  Sehlussurtheil lauten,  welches Referent a u €  Grund 
des vom Verfasser mi t  liebevollster SorgSalt zusa.mniengetragene Acten- 
materials fiillen würde. Verfasser hat  es ausdrücklich abgelehnt,  ein solchea 
Urtheil auszusprechen. Man wird ihm zustimmen müssen, wenn e r  an€  
die Nothwendigkeit hinweist ,  die objective Darstellung des thatsachlich Vor- 
handenen, welche einen allgemein gilt,igeii und dauernden Wer th  beansprucht, 
von der Krit ik zu t r enncn ,  die die Bedingungen der Zcit und wohl anch 
des Ortes ihrer Entstehiing nie wird verleugnen konnen. Andererseits 
wird vielleicht doch Einer  oder der  Andere dem Referenten Dank wissen, 
dass er es oben versucht ha t ,  aus  den langen Linien einer 50 jah r igen  
Entwickelungsgeschichte die markantesten Punkte  herauszuheben; selbst 
aiif die Gefahr h i n ,  dass Verfasser de r  E r s t e  i s t ,  melcher dagegen P ro -  
test einlcgt,  dass solche Schlüsse a u s  seinem Material gezogen werden. 

Es  sei nunmehr ges ts t te t !  einige Einzelheiten zu besprechen. Dankens- 
werth i s t ,  dass Verfasser seinem eigentlichen Thema einen Abriss der 
Vorgeschichte vorausgeschickt h a t ,  welche sowohl über die Entwickelunç 
der Theorie in  ihrer  eigenen Umgrenzung,  als über das Eingreifeu der  
bereits von Seite der Zahlentheorie wie der  Geometrie vorhandenen Frage-  
stellungen orientirt .  Ueber die Zweckmiissigkeit der  im  Folgenden ge- 
troffenen Eintheilung des Stoffcs, wird Mancher geneigt sein,  mit dem 
Vsrfasser zu rechten;  Iieferent g laubt ,  dass sie mit  Hilfe des beigegebeneii 
Intialtsverseichnisses leisten wi rd ,  was sie soll. Dass Verfasser (und Ver- 
leger?) auf ein Namen - und Sachregister Verzicht geleistet haben ,  wird 
man mi t  Bedauern begreiflich finden. I n  dem Zusatz zii Seite 93 wtirde 
Referent gerne erwahnt sehen , dass solche Dinge doch rein algcbraisclier 
Behandlung gegeniiber vie1 sproder aich erweisen, 81s der Herbeiziehung 
trariscendcnter Hilfsrriitlel. Die ausführlichen Augaben liber das Aequivalenz- 
problem der  qundratiechen und bilinearen Formen werden iim so will- 
kommener sein,  als diese Theorie iu den Lehrbücbern fast  ganz zn fehlen 
pflegt; ebenso die Auszüge aus  den namentlicli i n  Deutschland noch wenig  
bekanuten umfangrcjchen Unte~sucbungcn  von C a p e l 1  i und von D e r  u y t S. 

Dcr Seite 129 von einem rein mathematischen Verfahren gebrwuchte Bus -  
drnck, dass bei ihm ,Eeobachtiingsfehleru unvernieidlich seieq, wirkt  
frnppirend, triffb aber die Sache. Den Ausführungen des Verfassers über 
den Wert,h der invariant,entheoretischen Xethoden der Crleichiingsaiifl6sung 
(S. 92), über die Bedeutiing der englischen Àbziihlungsmetboden (S. 168) und 
über das Verhiiltniss der englischen Differeritialinvariariten - Tlieorie z u  deri all-  
gerneinen Anskitzen von L i e  (S. 231) wird man  ziistirnrnen müsseu. Dass 
Verfasser auch über solche Untersuchungen ausftihrlich herichtet ,  die zwar  
beute überholt  s ind ,  aber  einst eine bedentende Rolle in der Ept,wickelung 
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der Invariantheorie g ~ s p i e l t  haben, wird ilim danken, wer nicht nur über die 
Gegenwart, sondern mich über die Vergangenheit Relel~rung sucht. 
Seite 244 würde für die Einführung der Differentialparameter vor B e l  t r am i 
noch L a m é  zu nennen sein (thborie des coordonnbes curvilignes, 1859). 

Doch genug dieser Einzelheiten; wünschen wir vielmehr der jungen 
Veieinigung deutscher Matheruatiker Glück d a m ,  dass die entsagungsvolle 
11:ngabe des Verfassers an seine Aufgabe es ihr  ermoglicht ha t ,  ihre Ver- 
Gffentlichungen mit einem Werke zu beginnen, das den Mathematikern 
aller Kationen werthvolle Dienste leisten wird. M6gen diesem ersten 
nerichte bald weitere folgen, welche die Literatur anderer Zweige der 
Mathematik uns mit dcrselben Vollstindigkeit, Cebersiclitlichkeit und 
Unparteilichireii gesammelt darbieten. H. BURKHARDT. 

Ueber fliichentreue Abbildung. Von E. HOLLXNDER. Programm. Müh1- 
heim a. d. Ruhr. 36 S. 

Stehen zwei Flachen in aquivalenter, ,,fl%chentreueru Beziehung , das 
heisst, sind je zwei entsprechende Stücke von glcichem Inlialt ,  so besteht 
dio Diffcrentialgleichung : 

Û Z ~  a v  3% au  ~ E ' G ' -  F'" 

wenn man die crste Flachc mit Hilfe der Coordinaten u, v ,  die zweite mit 
E l f e  der Coordinaten A ,  cp darstellt und E ,  F, G auf die erste, 
a', F' ,  G' auf die zweite Pliche bezieht. Herr Ho I l  2 n d  e r  leitet zuniichut 
hieraus auf's Neue den Satz a b ,  dass auf einander abwickelbare Flachen 
in entsprechenden Punkten dasseibe Krümmung~maass besitzen müssen (Cap. 
1 und II) .  

Für  die Bquivalente ~ e z i e h u h ~  zweier Ebenen erhalt man,  falls sie auf 
reçlitwinklige Coordinaten x , y, bez. & , ,q bezogen werden, einfacher : 

Hierin kann man & als willkürliche Function von x und y betrachten. 

I lerr  Il o 11 5 n d e r  Sührt zunLcbst einfache Abbildungen dieseï Art an ,  die 
seiner Zeit von Herrn S c h  e 11 h a  m m e r eritwickelt wurden , und bemerkt, 
dass in einem dieser Pülle die Parallelen zur a-Achse dm eine der beiden 
,a~i tomekoischen~,  das heisst: unverzerrt abgebildeten Systeme bilden (Cap. 111). 

Abschnitt I V  k t  der ,reklangul!irenu Bbbildirng gewidmet. Auf 
zwei aquivalenten Fliichrn ergrben sich zwei ganz bestimmte orthogonale 
Curven - Systeme , die vermoge der Abbildung in einander Hbergeführt 
werdeii. Die aquivalente Beziehung zwischen zwei Ebencn wird rektariguldr, 
wenn das Systern der xy- Etiene aus den Paralleleri zur X -  und y -  Achse 
besteht Daç Problem l18ngL nahe Lbsdmmen mit der von B o n n e t  auf- 
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gestellten und von Herrn R O r k i n  e behandelten Problem , oine Rotations- 
flache so aquivalent auf die Ebene zu beziehen, dass aus den Meridianen 
und Kreisen der Ersteren ein orthogonales System entsteht. Auch die von 
Herrn H O 11 a n  d e r gegebene Behandlung seiner Frage berührt sich mit 
der K o r  k i ne'schen Methode. Man hat die beiden Gleichungen: 

Das Sÿstein wird auf die Differentialgleichung 

zuriickgeführt, wo a und P nnr von 

abhangen, v eine Hilfsgrtjsse ist. Wie I ierr  K o r k i n  O ,  benutzt Herr 
H O 11 % n d e r nur  particuliire Losungen der Differentialgleichung und drückt 
dann x,  y ,  6 ,  q durch v,  a ,  f i  aus. Einer seiner PBlle kornmt bei 
K o r k i n e  nicht vor. 

Besondere Aufmerksamkeit wendet Herr H o  I l  a n d  e r  dem Fa11 zu, 
wo  p und q von einander ahhangen und daher die obige Methode nicht 
mchr anwendbar ist. I n  dicsem Fa11 ergeben sich zwei Geradcnschaarcn, 
die in der x ,  y - und &, q -Ebene einander entsprechen und aus Orten 
gleicher Deformation hestehen. Herr H O 11 a n d  e r giebt sechs Losungen 
dieser Art. Im Schlussal~schnitt werden die Fachen constanter Krlimmiing 
als lquivalente Abbilder der Kugel betrachtet. Von den Resultaten 
wollen wir hervorheben , dass nur bei Rotationsflachen constanter Krümmiing 
auf einer Schaar von Krümmungslinien beide Hauptkrümmungen zugleich 
constant sein k h n e n .  ERNST KOTTER. 

Einführung i n  die  neuere construirende Geometrie. Von G. D. E. WEYER. 
Leipzig 1891. B. G. Teubner. Bo. VI und 68 S. 

In  der Vorrede bezeichnet es Herr W e y e r als seine Absicht , zu aller- 
erst und ohne Umechweif direct auf die erreiçhbaren Hauptsatze der neueren 
Geometrie auszugehenu. Nachdem er daher auf die bekanute elementare 
Weise gezeigt ha t ,  dass vier Strahlen eines Biischels von anderen Strahlen 
unter demselben Doppelverhaltniss geschnitten werden und die projectivische 
Beziehung als Folge projectivischer Beziehungen c r k k r t  hat ,  beweist cr 
zunachst nur den einen Hauptsatz, dass projectivische GeLilde durch drei 
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Paare homologer Elemente bestimmt sind und wendet sich dann sofort zu 
den Kegelschnitten. Dieselben werden als Zent,ralprojectionen des Kreises 
aufgcfasst; ihre zweifache projectivische Erzcugbarkeit wird aus der 
elementar erwiesenen des Krciscs abgeleitet. Die Satze von P a s c a l  und 
B r  i a u  c h  o n  und ihre Specialisirungen am ein- und umgeschriebenen 
Bünf- und Viereck werden ebenfalls erst am Iireise aligeleitet und durch 
Projectionen verallgemeinert. Diese stete Zurückbeziehiing auf den Kreis 
11titte um so eher vermieden werden konnen, da die Bewcise beim Krcis 
hier nur auf seine projectivische Erzeugung sich stützen und sofort für 
die Kegelschnitte im Allgemeinen gelten. 

Erst  nunmehr wird der Uegriff der harmonischen Theilung eiugeführt 
und iin Anschluss daran einiges IIauptsiichliche über Pol und Polare ange- 
führt. Den Schluss des Buches bildet die Einführung der Involution, die 
zunachst auf Grund der Potenz-Eigenschaften eines Kreisbüschels eingeführt 
wird: aus der dann ihre andere Construction mit E l f e  des vollsttindigeii 
Vierecks abgeleitet wird. Gar nicht berührt werden die Brennpunkt- 
und Mittelpunkt -Eigenschaften der Kegelschnitte. 
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Troie coefficients binomiaux consécutifs en proport ion arithmétique. E O ona. 
Mathellis Série 2 ,  11, 119. 

C .  
Combinatorik. 

Sur  l'analyse combinatoire circulaire. E. J a b I o  n s  k i. Compt. Rend. CXIV, 904. 
Vergl. Binomialcoefficienten. Substitutionen 245. CVahrsctieinliohkeitsrech- 

nüng. Zahlentheorie 266. 
Cubatur. 

Formules pour l e  jaugeage  de^ tonneaux. P. hl a n s i o  n .  Mathesis Ser. 2, II, 14. 
Mener parallélemeut à la base d'un tr iangle une droite telle, qu'en faisant tourer 

le t r iangle autour de sa base,  les volumes engendrés par  les deux parties 
de la  figure   oient 6quivalents. Solution élémentaire. P. M a n s i o n .  
Mathesis Serie 2 ,  11, 137. 

Vergl. Schwerpunkt 241. 

Determinanten. 
E in  Satz über orthosyminetrische und v e r w m d t e  1)eterniinanten aus den 

fundamentalen symnietrisehen Functiouen. H. E r u n i i .  Zeitochr. Mathein. 
Phvs. XXXVIT. 291. 
- d~ 

~ - -  > - -  

Remarques sur u n  continuant. E. C e s  a r  o. hlathesis Série 2 ,  I I ,  5. [Vergl. 
b d .  XXXVII,  Nr. 33.j 

Vergl. Geschichte der  Mathematik 105. 

Differentialgleichungeq. 
Ue  l'existence des intégrales dans un syStiiine dilférentiel quclconqae. 

R i q u i e r .  Compt. Rend. CXlV, 731. 
S u r  les intégrales des équations différentielles d u  premier ordre ,  possédant 

un nombre limité d e  valeurs. P. P a i n l e v é .  Compt. Rend CXIV,  107, 280. 
Sur les intéeralee alrrébriuues de l 'éouatien différentielle d u  nreinier ordre. 

- c ,  

L. ~ u & n n e .  ~ o m p i  lienci. C X ~ V ,  407. 
Zur 'ïheorie der  Systeme l intarer  Uiflerentialglcieh~~ngen niit einer unabh5ngign  

Veriindcrlichcn. J. II o r n.  .Nathein. Annal. X L ,  527. IVerpl. Bd. XXXI  II . - 
Kr. 322.1 

Sonra una classe di euuazioni dilferenziali lineari ridiicibili. C. B i  ei a v i .  Anriali " - 
mat .  Ser. 2 ,  X ~ X ,  97. 

Sugl' integrali polidromi delle equszioni algebrico differcnzial i  c'el primo ordine. 
G .  V i v a n t i .  Annali m a t .  Ser. 2 ,  X I X ,  29. 

Bicerca del r a v ~ o r t o  ksi discriminanti di  uii'equazione alaebrico- diiferenziale 
di  1 0  or&& e della aua nrimit iva comolcka uer  n~egzo  della teoria delle 
curve pianc raziondi .  G: T o r e l l i .  AnnaiiLmat.  Ser. 2 ,  XIX, 254. 

Ueber den Hermite'schen FaIl der  Lamé'schen Differentialgleichiing. F. Kle in .  
Matheni. Annal. X L ,  125. 

Intdgrer  l 'équation y (1 + 2 y'?) + xy '=  O .  H. B r o c a r d .  Mathesis Série 2, II, 196. 
Intégrer l'équntion (1 - x2) y' = x y  - y'. C a t a l a n .  Mathesis Série 2 ,  I I ,  47. 

[Vergl. Rd. XXXVII Nr .  5(; .]  
". 

O' ' Sur  l a  courbe 2a2= Q H. B r 0  c a r  d. Mathesis Serie 2 ,  11, 196. 

Zum Fundainentalsatz iiber die Existenz von Intcgi-alcn partieller Differentinl- 
gleicliungen. G. M i e .  Zeitschr. hIathem. Phys. XXXVII, 1 5 1 ,  193. 

Sur  certains systernea d'équations aux dérivées partielles. E .  Y i c a r d .  Compt. 
Rend. CXlV, 805. LVcrgl. Ud. XXXVII,  h r .  324.1 

Anwendung von Satzen über partielle 1)iii'erentialgleichungen au€ die Theorie 
der  Orthogon;ilsysteme, insbesoridere die dcr Hibaucour'schen cykljschen 
Systeme. A. V. B i i c k l i i n d .  Mathem. Annal. XL ,  194. 

Vergl. Rlechaoih-. 
Di.fferentialqnotient. 

Sur  l a  dcfinition de l a  dérivée. G P e a n o .  hlathesis Ser. 2 ,  11, 12. 

Dreiecksgeornetrie. 
38. Sur  quelques propriétés d u  triangle. E. B e r t r a n d .  Mathesis Série 2 ,  II, 

130. - E. L e m o i n e  ebenda 252. 
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39. Notes de géometrie récente. Mdme. P r i m e .  Mathesis Scrie 2 ,  II ,  194. 
40. Sur une série de triangles dérivamt des trois droites tirées d'lin point à trois 

points donnés. J .  N e u  b e r g .  Mathésis Serie. 2 ,  I l ,  2 2 ,  56. 
41. Rapport donné des puissances d'un point cherché par rapport à des cercles 

variables avec le uoint. K m m e r i c h .  Matheeis Série 2 .  I I .  77. 
42. Sur les Brocardienues d';ne droite par rapport à une autre droite. E. L e m o  i n  e. 

Mathesis Série 2 ,  I I ,  252. 
43. Sur quelqués théorèmes dependant de l'antiparallélisrne. D é p  r ez .  Mathesis 

Série 2 ,  I I ,  279. 
44. Droite passant par l a  projection du sommet d'un triangle sur sa base et  par 

le sommet du second hiangle de B r o c a d  I l b p r e z .  Mathesis Série 2, 
I I ,  257. - A. U r o  z ebeuda 258. 

Vergl. Hyperbel 131. 
E. 

Elasticitat. 
45. Sur la théorie de l'élasticité. H. P o i n c a r é .  Compt. Rend. CXIV, 385. 
46. Sur In, répartition des pressions dans un solide rectangulaire chargé trans- 

versalement. F l a m a n t .  Compt. Itend. CXLV, 1465. 
47, Des perturbations locales que produit au dessous d'elle une forte charge, 

répartie unif'ormément le long d'une droite normale aux deux bords, à 
la surface supérieure d'une poutre rectangnlaire e t  de longueur ind6finie 
posée de champ soit sur un ~ o l  horizontal, soit siir deux appuis trans- 
versaux éqnidistnuts de l a  charge. J. Boulis i n  e s  q. Couipt. Rend. 
CXIV, 1510. 

Elektricitët. 
48, Ein Widersprueh in E d l u n d ' s  Theorie der Elektricitiit. Il uo s B. Zcitschr. 

~ a t h e - m .  Phys. X X X V I I ,  125. 
49. Application de  la théorio des lignes de force à la démonstration d'un théorkme 

d'électrostatique. L. d e  l a  Kive .  Compt. Hend. CXIV, 740. 
50, Bewegung eiries uiateriellen mit Elektricitiit geladenen Thcilcheus uuter der 

Binwirkung eices ruhenden Centrurns bei Giltigkeit des Weber'schen 
Gesetzes. E. R i  t t e r .  Zeitschr. Mathem. Phys. XXXVII,  S. 

51. Examen de  la p o ~ ~ i b i l i t é  d'une action rkciproque eutre un corps électrisé et 
un aimant. V a s c h y .  Coinpt. Keud. CXIV, 1474. 

52, Rapport sur un M h o i r e  présenté par M. Blondlot et re la t i fà  la propagation 
des oscillatious hertziennes. H. 1'0 i n  c a r é .  Compt. Rend. CXI V, 645. 

63. Sur la propagation des oscillations hertziennes. H. P o i n c a r é .  Compt. 
Iterid. CXIV, 1046, 1229. 

Ellipse. 
54. Ellipse décrite au moyen d'un parallélogramme articulé. E m m  e r i c h ,  

L e m o i n e ,  F r a i p o n t ,  D é p r e z  etc. Mathesis Série 2, I I ,  235. 
55. Ellipse enveloppe de l a  droite qui réunit les deux points B, C des côtés d'un 

1 1 2  
angle A donné tels q u e  --+-: -. A B e  AC2 p2 D e n y s  & M a n d a r t .  Ma- 

thesis Série 2 ,  I I ,  149.  - U r o z  ebenda 149. 
56. Une ellipse donnue glisse dans son plan de manière à passer par deux points 

fixes. Quel est le lieu du centre? Q u i n t .  Mathesis Séric 2 ,  11, 170. 
57. Les angles sous les quels on voit d'un même point d'une e l l i p~e  deux diamêtrefi 

conjug~iés, possèdent des coiangentea dont la somme des carré's est 
cous t a~ te .  L lép rez  etc. MatEesis. Serie 2 ,  II,  296. 

58. lJropriét6 des points de rencontre d'une tangente à une ellipse arec l e  cercle 
principal. Mlle. d e  H a a s  ctc. Na thc~ i s  Sdric 2,  I I ,  169. 

Elliptiscbe Transeendenten. 
69. Die Legeudre'sche Relation. L. K r o n e c k e r .  Berl Akad. Ber. 1891, 323, 

3 1 3 ,  447, 900. 
GO. Keiie Beitrigc zur 'ïransforrnationstheorie der elliptischcn Functionen. R. F r i  ck e. 

Mathem. ,Annal. XL,  469. 
rl m' 61. Sul rapporto - considerato come funzione del rapporto ; dei periodi delle 
rl 

f'unzioni ellitiche di Weierstrass. C. B i g i a v i .  Annali mat.  Ser. 2, 
X I X ,  '261. 
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6% Ueher eine neue Methode zur  Entwickelung der Thcorie der  Sigmafunctionen 
melirerer Argnmente. E. J a h n k e .  Zeitschr. Mathem. Phys.XXXVII, 178. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 110. 

Formen. 

63. Algebraische lleduction der  Schaaren quadratischer l 'ormen. L. K r o n e c k e r .  
Berl. Akad. Ber. 1891, 9 ,  33. [Vergl. Ud. XXXVI Kr .  346.3 

Vergl. Invariantentheorie 136, 137. 

Fnnctionen. 

64. Zum Beweise eiues Fundameutalsatzes der Theorie der  algebraischen h'unctioneu. 
M. N 6 t  h e r .  Mathem. Annal. XL. 140. 

65. Syinbolische Zahlcn und Doppelzahlcn. ' M. P h i l i  p p  O fi Zeit~clir. Mathem. 
Phys. XXXVII,  298. 

66. Sur  la  théorie des fonctions Fuchsiennes. L. S c h l e  s i n g e r .  Compt.Rend. CXIV, - 
1100, 1404. 

67. Sur les fonctions entières de la forme cc[").  H a d a m a r d .  Compt. Rend. CXIV, 
1053. 

68. Un théorème sur les fonctions harmoniques. G. 1). d ' A r o n e .  Compt. Rend. 
CXIV, 1055. 

69. Ueber den Begriff des functionentheoretischen Fundamentalbereichs. F. K l e i n .  
Mathem. Annal. X L ,  1:30. 

70. Siir lin théorème de Jacobi. Mdine. P r i m e .  Mathesis Série 2 ,  11, 227. 
71. Sur l 'approximation des fonctioris de très grands  nombres. 31. H a m y .  Compt 

Itend. CXlV. 993. 
72. Ucber den Fuchs'schen Grenzkrcis. W. A n i s s i m o f f .  Mathem. Annal. XL, 145. 
73. Sur une classe de fonctions analytiques d'une variable dépendant de deux 

constantes réelles arbitraires. E. P i c a r d .  Compt. Rend.  CXIV, 1310. 
74. Sulle funzioni a due variahili reali, le  quali  crescono O deorescono sempre ne1 

verso positivo di  ciascuno degli aasi in un pezzo d i  piano a distanza 
finita. Cr. A e  c o  li.  Annali mat .  Ser. 4,  X I X ,  289. 

Vergl. Abel'sche Transcendenten. Uernoulli'sche Zahlen. Einomialcoeffi- 
çienten. Differentialgleicht~~jgen. Differentialquotient. Elliptioche Trana- 
cendenten. Formen Grenzwerthe. Imaginares. Invariantentheorie. 
Irrationalzahlen. Kettenhrüche. Mittelwerthe. Reihen. Substitutionen. 
Transformationsgruppen. 

G. 
Geodasie. 

75. Des coordonnées rectangulaires. H a t  t. Compt. Rend. CXIV, 1248. 

üeometrie (hohere). 
76. Theorie der  Elemententripel einstufigcr Elementargebilde. B. K l e i n .  Annal, 

mat .  Ser. 2, X I X ,  39,  233. [Vergl. Bd. XXXVI Nr .  359 ] 
77. Le corrispondcnze univoche sulle curve ellitiche d i  ordine n norrnali di lino 

SnLi. F. A m o d e o .  Annali mat. Ser. 2 ,  X I X ,  1, 145. 
78. Sur  les courbes algébriqucs. M. d ' 0 c a g u e .  Mathesis Série 2 ,  I I ,  100. 
79. Zut  Erzeugung der  rationalen Itaumcurven. W. S t a l i l .  Mathcm Annal. XI,, 1. 

[Vergl. Bd. XXXVIl Nr.  97.1 
80. Kleine Beitrage zu den Anwendungen der Nethoden von Grasumann, 11.Mehm ke. 

Zcitschr. Mathem. Phgs.  XXXVII,  305. 
81. Zwei Siitze iiher collineare Ehenen. B e y e l .  Zeitschr.Mathem.Phys.XXXVII,59. 
82. Jacob Steiner's S i t e e  über die Mitten der  Abschnit te ,  welche eine Ciirve aiif 

einer Geraden best immt.  B. S p  o r  e r .  %eitschr.Mathem. Phys.XXXVII,340. 
83. Sur lcs po in ts  d'inflexion d'une courbc. A b s o l o n n e ,  B e l l e n  s ,  C r i s  t e s c o ,  

D é p r e e .  Mathesis %rie 2 ,  I I ,  52. - M o r c l  ebenda 53. 
84. Constructiori einer Tangente  i n  einem 1'unBte ~ i n e r  Curve dritten Grades. 

B. S p  O r e r. ~ e i t s c h r .  Mathem. P l i p .  XXXVII,  191. 
85. Cas particuliers d u  paradoxe de Cramer. S o c o l o f f .  blathesis Sdrie 2 ,  11, 193. 
86. IIomologie d e  qua t re  t r iangles 1) é p r e z ,  L i s t r a y .  Matliesis Série 2 ,  11, 51. 

Vergl. Abzkhlende Geornetrie. Kegelschnitte. Kriimmung. Tetracder. 
Topologie. 
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Geschichts der Pathematik. 
87. Studo italiani sulla storia della matematica A n t .  F a v a r  o. Biblioth. 

mat. 1892, 67. 
SB. Progrès successifs des sciences mathématiques chez des peuples de 1'Europe. 

V. B o b y n i n .  Riblioth. math. 1892, 110. 
89. Congetture e ricerche siill' aritinetica degli antichi Egiziani. G .  L a r i a .  Biblioth. 

math. 1892, 97. 
90. Sur l'oeuvre des Grecs dans le d8veloppement des matIi6matiques. V. Bo b y n i n .  

Biblioth. math.  1392, 1. 
91. Unsere Kenntnisa von alten Erd- und Himmclsgloben. A . W i  t t s  t ' e in .  Zeitschr. 

Mathem. Phye. XXXVII. 1list.-lit. Abth. 201. 
92. Sirnpliçiii~ als Cuuinientator des Euklid. hl. S t e i n u c i i n e i  der .  Biblioth. 

math. 1892, 7. - R. C. B e s t h o r u  ebenda 65. 
93. Pscllus sur Diophante. P. T a n n e r  y.  Zeitschr. Mathem. Phys. XXXVII. 1Iist.- 

lit. Abth. 41. 
94. Nesselmarin's Anmerlwngen zu Diophant. M. Cu r L z e. Zeitsçhr. Mathem. Phys. 

XXXVIi. &t.-l i t .  Abth. 121, 161. 
95. Historisch-astronomischo Fragmente aus der orientalischen Litcratur. 

A. W i t t  ~t e in .  Zeitschr. Mathem. Pbgs. XXXVII. Supplem. 89. 
96. Das Mathematiker -Verzeichniss im Fihrist. LI. S u  t e r .  Zeitschr. Mathem. 

Phys XXXVII. Siipplern. 1. 
97. Einiges aus Namir ad .  Mn's Euklid -Ausgabc. H. S u t  er .  Biblioth. math. - - 

1892, 3. 
9s. Die arabischcil Bearbeiter des Almagest. M. S t e i n  s c h n  e i  de r .  Biblioth. 

math. 1892. 53. - - 

99. Bemerkungen z;; ~hgthmornachie .  E. W a p p l e r .  Zeitschr. Mathem. Phys. 
XYXVII. Hisi.-lit. Abth. 1. 

100. Die von Wilhelm von Rloerbek benutzten Handschriften J. L. H e i b e r g .  
Zeitschr. Mathem. Phys. XXXVII. Bist.-lit. Abth. 81. 

101. Sur une formule de ~ i c o ï a s  de Cusa. E. L a m p e .  Mathesis Série 2 ,  I l ,  230. 
102. Bibliographie relative au  problèn~e géométrique de Fermat de trouver le 

point de somme minima des distances à trois points donnés. J. N C U  b e r  g. 
Mathesis SErie 2 ,  I l ,  162. - V i g a r i é  ebenda 274 

103. Leibniz und Pascal. K. J. G e r h a r d t .  Berl. Akad. Ber. 1891, 1053. 
104. Leibniz in London. K. J. G e r h a r d t .  Berl. Akad. Ber. 1801, 137. 
105. Leibuiz über die L)eterminantcn. K. J. G e r h a r d t .  Berl. Akad. Bcr. 1891, 407. 
106. Ueber die Zurückführung der Schwere aiif Absorption iind die daraiis abge- 

leiteten Gesetze. C. l s e n k r a h e .  Zeitschr. Mathem. Phys. XXXVII. 
Supplem. 161. 

107. Die Antkngc der Gruppcntheorie und Paolo Ruffini. H. B u r k t i a r d t .  Zeitschr. 
Mathem. Phys. XXXVLI, Supplem. 119. 

108. lntorno alla storia del principio di  corrispondenza e dei sistemi d i  curve. 
Cor .  S e g r e .  Biblioth. math. 1892, 33. 

109. Note historique sur la théorie des ensembles, G. V i v a n t i .  Biblioth. math. 
1892. 9. 

110. Ueber die Zeit und die Art  der Entstehiing der Jacobi'sehen Thetaformeln. 
L. K r o n e c k e r .  Uerl. Akad. Uer. 1891. 653. 

111. Sur leu découvertes math6matiques de Wronski. S. D i e k s t e i n .  Biblioth. 
Math. 1892, 48, 86. 

112. Sur les travaux de M. de Caligny né le 31. V. 1811. Bouss inec l .  Compt. 
Rend. CXIV, 799. 

113. Sonja Kovalevsky (15.1. 1850 - 10. Li. 1891). A. C. L e f f l e r .  Annali mat. 
Ser. 2 ,  XlX, 201. 

114. Zur Erinnerung an Paul Günther (2. IV. 1867 - 27. IX. 1891). A.  G u t z m e r .  
Zeitschr. Mathein. Phys. XXXVII. Hi&.-lit. Abth. 4fi. 

115. Kécrologe de Leopold Kronecker (7.XI1. 1823 - 29.XII. 1891). P. M a n s i o n  
und J. N e u b e r g .  Mathesis Sér. 2 ,  II, 18. - E. L a m p e  ebenda 136. 

116. Sur les trauvaux de Mr. Kronecker. Ch. H e r m i t e .  Compt. Rend. CXIV, 19. 
117. Sir Georges Biddel Airy (27. VI1 1801-2.1.1892). F a  y e. Compt. Rend. CXIV,91. 
118. Kécrologiie de Louis-l'hilippe Gilbert (7. LI. 1832. -- 4. U. 1892). P. M a n s i o n  

und J. N e u b e r g .  hlathesis Série 2 ,  II ,  57. 
119. Léon Lalanne ddcédé eu Mars 1892. Jos. B e r t r a n d .  Compt. Rend. CXIV, 

569. 
Vergl. Trrationalzahlen 143. 

Hiet.-lit. Ahth. d. Zeit8chr.f. Mat2i.u. Phys.  35. Jahrg. 1803. 4.Heft 12 
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Hidor i sch  - literarivche Abtheilung. 
-Y^^^^*_.^^^ _XI_.I _-- -->------̂ _. 

Gleichnngen. 
Neuer Beweis des Fundainentalsatzes der Algebra. K. W e i e r s t r a s s .  Berl. 

Akad. Ber. 1891, 1085. 
Die trinomischen und quacirinomischen Gleichungen in elementarer Behand- 

luuesweise. W. H e v m  a nn.  Zeitschr. hlathem. Phvs. XXXVII. 90. 
Ordre de multiplicité d'une racine multiple de f [f (x)] x = 0 et simple en 

mEme temps de f(x) - x  = O .  S o o n s .  Mathesis SErie 2 ,  LI, 47. - 
C e s a r o  ebenda 160, - L e i n o i n e  ebcnda 276. 

Sur une équatiou dont toutes les racines sont réelles. J. N e u b e r  g, Mathcsis. 
Série 2. II. 272. 

Sur une extension du théorème de Sturm. E. P h r a g m é n .  Compt. Rend 
CXIV, 203, 440. 

Sur les racines de x4 + [ 2 d ( d  - a) - b ] x 2  + d e [ ( d  - a)' - b] = O ,  où d'est un 
paramètre variable de  - m à + m.  J O  a c h i ni e s CU.  hlathesis. Série 2, 
11. 233. 

Resoudre l 'éq~iation (x - a)"z + a - 2 b) - (a - b)3 (a + b - 2x1 = 0. 8. Br O - 
c a r d  etc. Mathesis Série 2, II,  211. 

Demontrer que l'expression ;b'a2(b - c j 2 ( a b  $- a c  - 2 bc)Z est un carré parfuit. 

E. G e l i n .  Mathesis. Série 2 ,  I1, 122. - Q u i n t  ebenda i23. - D e n y s  
und D e c a m p  ebenda 123. 

Qrenzwerthe. 

Limite de l a  racine mieme d'une variable. P. N a u s i  O n. Mathesis. Serie 3, 
I I ,  39. 

H. 
Hydrodynamik. 

Sur le calcul théorique approché du débit d'un orifice en mince paroi. 
J. B o u s s i u e s q .  Compt. Rend. CSIV, 704, 807, 868. 

Calcul de la diminution qu'éprouve l a  pression moyenne, sur un plan hori- 
zontal fixe, à l'intérieur du liquide pesant remplissant un bassin et que 
vienuent agiter des mouveuients quelcouques de houle ou d a  clapotis. 
J. B o u s s i n e s q .  Compt. Rend. CXIV, 937. 

Hyperbel 

Sur l'hyperbole de Kiepert. J. N e u b e r g .  Mathesis Série 2, iI, 241. 
Hyperbole passant par  deux points donnés e t  par  les points de contact des 

tangentes menées des premiers points à une conique donnée. D é p r e z  
und B e l l e n s .  Mathesis Serie 2, 11, 253. 

Hyperbole lieu des centres des cercles circonscrits à des triangles ayant même 
p6rimètre et  un angle commun. Mathesis Série 2 ,  il, 246. 

- 
Le rappresentazioni reali delle forme cornplesse e gli enti iperalgebrici. 

Cor.  S e g r e .  Mathem. Annal. S L ,  413. 
Sui gruppi di aostituzioni lineari con coefficienti appartenenti a corpi qua- 

dratici immaginari. L. U i a n c  h i .  Mathem. Annal. XL, 332. 

Invariantentheorie 
Ueber eine Methode zur Aufstelliing eines vollsti,ndigen Systemes bloser Iu- 

varianten beliebig vieler quadratischen Formen jeder Stufe. Joh .  
K l  e i  b er. Zeitschr. Maiheui. Phrs .  XXXVII. 79. 

137. Bestimmunr einer binaren Form a i s  ~n fanmol i ede rn  ihrer Covarianten. " - 
P. G o y d a n  Matheni. Annal. X L ,  503. 

138. Ueber Covarlanten ebener Collineationen. P. M u t h .  Jlathem Annal. XL, 89. 
139. Sulle condirioni invariantive werchè due quintiche biuarie abbiano quattro 

radici comuni. L. ~ e r z o î a r i .  ~ n n a l f  mat. Ser. 2.  X I X .  269. 
140. Sur lcs développcments canoniques en séries dont les coefficients sont les in- 

variants différent,iels d'un groupe continu. A. T r e s s e .  Compt. Rend. 
CXIV, 1266. 
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141. Sur les invariants différentiels d'une surface par rapport aux transformations 
 conforme^ de l'espace. A.  T r e s s e .  Compt. Rend. CXIV, 948. 

Vergl. Analytische Geometrie des Baumes. 

Irrationalzahlen. 

142. Ueber die Einfiihrung der irrationalen Zahlen. M. P a s c h .  Matliein. Annal. 
XL. 149. 

143. Sur la définition de la racine carrée d'un nombre non carré. C. L e  P a i g c .  
Mathesis Série 2 ,  11, 273. 

Vergl. Greuzwerthe. 
a. 

Kegelschnitte. 

144. Abbildung der Mannigfaltigkeit aller Kegelschnitte einer Ebene au!' einen 
Punktraum. E. S t u d y .  Nathem. Annal. XL, 551. 

145. leber-  Systeme von Kegelschriitten. E. S t u d y .  Mathem. Annal. XL, 563. 
146. Relations métriques dans les courbes di] second degré, Cl S e r v a i s .  

Mathesis Série 2 ,  11, 177. 
147. Schnittpunkte einer Geraden mit einer Curve zweiter Ordnung und Tangenten 

ails einem Punkte. B e y e l .  Zeitschr. Matliem. Phys XXXVII,  316. 
148. Sur quelques problhnes concernant le double contact et  le contact du troisiL'me 

ordre des coniques. V. Il e t a  l i .  Mathesis Série 2, 11, 178,  219. 
149. Sur le produit des axes principaux des coniques touchant trois ou quatre 

droites donnees. Ph .  M o l e n b r o c  k. Mathesis Série 2 ,  il, 33. 
150. Propriété d'une conique inscrite dans un parallelogranime. A bs  o l o  nue .  

Mat,hesis Série 2 ,  TI, 78. 
151. Lieu des sommets d'un rertain quadrilatère circonscrit à une conique. U é p  r e z .  

>Tathesis Série 2 ,  il, 30. - Mor  e l  ebenda 31. 
152. Sur uue propriété commune ii trois gronpes de deux polygones inscrits, circon- 

scrits o n  conjugués à nne une même conique. P. S e r r e t .  Compt. 
Rend. CXIV, 1254, 1343. 

153. Dixussion d'une certaine conique. L a i s a n t .  Mathesis S6rie 2 ,  II ,  27. 
Vergl. AbzBhlende Geometrie 3. Dreieeksgeometrie. Ellipse. Hyperbel. 

Invariantentheorie 138. Kreis. Krümmung 171. Parabel. 

Kettenbrüche. 

164. Sulla generalizzazione delle frazioni continue algebriche. S. P i n  c h  e r l e .  
Aunali mat.  Ser. 2 ,  XIX, 75. 

Kinematik. 

155. Ein Beitrag zur systomatischen Behandliing der ebenen Rewegung starrer 
Systeme. R o d e n b e r g .  Zeitschr. Mathem. Phys. XXXVII, 218,  311. 

156. Ueber die Kreisungspunkte einer coinplan bewegten Ebene. M. G r ü L l e r .  
Zeitschr. Mathem. Phys. XXXVII, 3 6 ,  192. 

157. Ueber die Bewegung cines starren ebenen Systeins durch fUnf unendlich be- 
nachbarte Lagen. EL. M ü l l e r .  %eitschr. Matliem. Phys. XXXVIT, 129. 

158. Ueber Bewegunu starrer Systenie i m  Fa11 cylindrischer Achseufliiche. 
A. ~ c h 6 n f s  ess.  Mathem Annal. XL, 317. 

159. Ueber die Tripe1 entaprechendcr Krüminungsinittelpunkte, welche bei der 
el~enen Itelativbewegung dreier starrer Systeme auttreten. ILo d e n  b e r  g. 
Zeitschr. Matheni. i'hys. XXXVII, 366. 

160. Construction der Burmester'schen Punkte fur ein ebenes Gelenkviereck. 
R. M ü l l e r .  Zeitschr. Mathem. Phys. XXXVl1, 213. 

161. Étudc sur une nouvelle transformation dit,e transformation continue. E .  L e -  
m o i n e .  Mathesis Série 2 ,  II,  5 8 ,  8 1 ,  115,  2fi4. 

Vergl. Ellipse 54. 
Kreis. 

162. Circonférence ayant pour diamktre la, droite menGe du centre d'un cercle 
donné à l'orthocentre d'un triangle inscrit. D é p r  e z. Nathesis Série 2, 
II ,  118. 

163. Siir un quadrilatère inscriptible. L i s  t r a y .  Xathesis Série 2 ,  II, 31. 
164. Sur deux cordes de produit constant d'un point fixe d'une circonférence. 

S o l l e r t i n s k y .  Mathesis Série 2 ,  Ii, 123. 
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165. Mener une tangente telle à une circoiiférence que le produit de scs distances 
à deux points de  la circonf'6rence soit donné. S o l l e r t i n s k y  etc. 
Mathesis Serie 2 ,  I I ,  233. 

166. Mener d'un point donné une sécante commune à deux circonférence dont la 
partie interceptée entre les deux circonférences soit vue d'un point donné 
soue un angle donné. D é p r e e .  Mathesis Série 2 ,  11, 26. - S o l l c r -  
t i n s k y  ebenda 47. 

167. Sur trois circonférences concourrant en Lin même point. L i s t  r a y. Matliesis. 
Série 2, II, 278. 

Vergl. Drciecksgeometrie. 
Krümmnng. 

168. Sur l'abcrratiou dc courbure. Cl. S e r v a i s .  Mathesis Serie 2 ,  I I ,  129. 
169. Sur une courbe algébrique réelle à torsion constante. E. F a b r y .  Conipt. 

Rend. CXIV, 158. 
170. Sulla determinazione delle linee di  cui il rapporto della curvatura alla torsione 

è una funzione nota dell' arco. G. P i r o n d i n i .  Annali mat. Ser. 2, 
XIX, 213. 

171. Conique touchant une courbe e t  possédant un rayon de courbure quadruple de 
celui de l a  courbe. C a l i s s e .  Matliesis Série 2, II, 49. - B r i i y r  elienila 49. 

172. Ueber die geodatische Krüinmung der auf einer Fl8che gezogeuen Curven 
~ i n d  ihre Aenderung bei beliehiger'i'ransformation der E'liiche. R. M e h  m k e. 
Zeitschr. Mathem. Phgs. XXXVii ,  186. 

173. Sui sistcrui tripli ortogoriali che coutengono iiria serie di superficie con un 
sistema di linee di curvatura piane. L. H i a n c h i .  Annali mat. Ser. 2, 
XIX,  177. 

174. Zur Tlieorie des Gauss'schen Krümmungamaasses. Tluo s S. Zeitschr. Mathem 
Phys. XXXVII, 378. 

175. Ueber diejenigen Berührungstransformatio~~en, welche das Verhkltniss der 
Krümmungsmaasse irgend zwei sich berührender Flachen im Beriihrungs- 
punkte unverandert lassen. G. V i v a n  t 'i. Zeitschr. Mathem. Phys. 
XXXVU, 1. 

L. 
Loxodrome. 

176. Sur les propriét6s de la loxodromie d'un cône de révolution et leur appli- 
cation au ressort conique. B. R e s a l .  Compt. Rend. CXIV, 147, 254, 512. 

Maxima und Minima. 

177. Maximum de l'angle que deux tangentes à un cercle fout sous certaines con- 
ditions. S o l l e r t i n s  k y. Mathesis Série 2 ,  II, 168. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 102. Optik 214, 218. 

Mechanik 

178. Sur les considérations d'homogécéité en physique. A.  V a s c h y .  Coinpt. 
Kend. CXLV, 1416. 

179. Ueber das Virial der Krafte. N. N .  P i r o  g o  W. Zeitschr. Mathem. Phgs. 
XXXVII. 257. , - 

180. Sur lea transformations en mécanique. P. P a i n l e v é .  Compt. Itend. CYIV, 
901, 1104, 1412. 

181. Sur les intégrales de la dynamique. P. P a i n l e v é .  Coinpt. Rend. CXIV, 1168. 
182, Sur un problème d'analysc qui se rattache aux équations de la dynamique. 

1%. L i o i i v i l l e .  Con~pt .  R,end. CXIV, 974 
183. Sur les équalious de l a  dyna,mique. K. L i  o u  v i l1  e. Compt. Rend. CXlV, 1171. 
181. Ueber Saitenschmingungen. O. K r i g a r  M e n z e l  & A. Raps .  Berl. Akad. 

Ber. 1891, 613. 
185. Extension des éqiiatioiis de Tjagraiige au  cas du frottement de glissement. 

P. A u u e l l .  Cornut. Rend. CXLV. 331. 
186. Sur i'imfo&ibilité de '  cèrtains mouv&nents. A d e  S a i n  t - G e r m a i  n und 

L. L c c o r n u .  Compt. ftend. CXIV, 526: 
187. Ueber die Bewepiing eines festen K o r ~ e r s  i n  einer Flüssigkeit. Fr. K o t t e r .  

Berl. ~ k a d . - ~ e r .  1991, 47. 
- 
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185. Du tautoclironisme dans un système matériel. P. A p p e l l .  Compt. Rend. 
CXIV. 996. ~, 

189. Sur le mouvement du pendule conique à tige. De S p  a r r  e. Compt. Rend. 
C!xTV AnR , 

J~JO.  Sur la résistance e t  les faibles déformations des ressorts en hglice. H. R e s a l .  
Compt. Rend CXIV, 37, 99, 146,  191, 512. 

191. Sur une méthode pour la d6tern1ination des éléments mécaniques des pro- 
pulseurs hélicoïdaux. S. Dr z ewi  e c ki .  Compt. Ileud. CXIV, 820. 

192. Sur une interprétation géoniétrique de  l'expression de l'angle de deux normales 
infiniment voisines d'une surface, et  sur son usage dans les théorie8 du 
roulement des surfaces et  des engrenages aans frottement. II. l l e s  a l .  
Compt. Eend. CXIV, 381, 700. - A. H a t e a u  ebenda 580. 

193. Sur les déformations 6lastiqucs maximums des arcs métalliquee. B e r t r a n d  
d e  F o n t v i o l a n d .  Compt. Hend. CXIV, 410. 

194. Équation approchée de la trajectoire d'un projectile daus l'air lorsqu'on sup- 
pose la résistaiice proportionnelle à la quatrième puissance de la vitesse. 
D c S p a r r e .  Compt. Rend. CXIV, 1172, 1259. 

1%. Lc inouvcmcnt dcs etres microscopiques analysé par  l a  chronophotographie. 
M a r e y .  Compt. Rend. CXIY, 989. 

Vergl. Astronorriie. Elaoticitlt. Elektriciiiit. Geschichte der Nathematik 106. 
Hydrodynamik. Kinematik. Loxodrome. Mehrdimensionale Geoinetrie. 
Optik. Potential. Schwerpunkt. 

Mehrdimensionale Geometrie. 

196. Ucber das analytische Problern der Rotation einee starren Korpers im Raunic 
von vier Uimensionen. E'. S c  h O t t ky .  Berl. Akad. Ber. 1891, 227. 

Metrologie. 

197. Sur l a  pr6cisiou des comparaisons d'un mètre à bouts avec un métre à traits. 
B o s s e h a .  Compt. Kend. CXIV, 950. [Vergl. Bd. XXXVII Nr. 475.j 

Mittelwerthe. 

198. Ueber die Grossenfolge einer Beihe von Mittelwerthen. H. B r u n n .  Zeitschr. 
Mathem. Pbgs. XXXVII,  60. 

199. Sur une interprétation noiivelles du théorème d'Abel. S. L i e .  Çompt. 
Weud. CXIV, 277. 

200. Sur les relations qui existent autre les é16ments infinitésimaux de deux sur 
faces polaires réciproqucs. A.  D e m o  u l in .  Compt. Rend. CXlV, 1108. 

201. Sur le problème général de la déformation des fiurfaces. 1,. R a f f y .  Compt. 
l iend. CXlV, 1407. 

POP. Alcuni . teoremi sulle superficie oviluppabili. F. P i r o n d i n i .  A n n d i  mat. 
Ser. 2, XIX,  247. 

203. Sur les congrilcnces dout la surface moyenne est lin plan. C. C u i c h a r d .  
Conipt. Rend. CXlV, 729. 

204. De l a  loi de correspondance des plans tangents dans l a  transformation des 
surPaces par symétrie courbe. S. M a n g e o t .  Compt. liend. CXIV, 1463. 

205. Sulle sestiehe d i  eontatto alla superficie di  Kummer. E. P a s c a l .  Annali 
malt. Ser. 2 ,  XiX,  159. 

206. Sur les lignes asymptotiq~ies du conoïde z = y, H. B r o c a r d .  Mathesis 
Série 2 .  11. 163. 

.207. Nouvelle s u r f ~ c e  engendrée au moyen d'une s u r f ~ c e  Y@, y, z) = O donnée. 
A b s o l o n n e .  Mathesis Série 2 ,  1.1, 146. 

208. Trouver l'équation des surf;tcrs telles que s i ,  par un point M d e  l'une d'elles, 
on mène l a  normale Ml' terminée au plan des xy,  l a  longueur N P  soit 
égale à la distance O P  du point P à l'origine des coordonne'es. H. B r o  - 
c a r d .  hlathcsis Série 2 ,  II ,  165. 

209. Le Point P étant la projection d'un point M d'une surface sur le plan des 
x y  et l e  point N étant la trace de  la normale en fi1 sur le même plan, 
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quelle doit 6tre la surface pour que l'angle iVOP soit constant? 8. Bro-  
c a r d .  Mathesis Série 2 ,  11, 197. 

Vergl. Differentialgleichungen 36. Krümmung 17.2, 1 7 3 ,  174, 176. 

Oberfllichen zweiter Ordnnng 

210. Zur Gruppe der acht harmonisch zugeordnetcn Flachen zweiten Grades. 
G. K o b  e r .  Mathem. Annal. XL , 153. [Vergl. Hd. XXXV Nr. G5l.l 

211. The'orie des plans hypercycliques des surtacea du second degré. Jos .  G i l l e t .  
btathesis Surie 2 ,  11, 153, 180,  223. 

212. Construction des quadriques qui out un contact du deuxième ordre avec une 
surface. S. M a n g e  O t. Mathesis. Série 2 ,  LI, 249. 

213. Intersection d'une sphère avec une surface du deuxième ordre. M a n d a r t ,  
Q u i n t ,  D e n y s .  Matheuis Série 2 ,  II, 210. 

Vergl. Sphsrik. 
Optik. 

214. Kürzeste Liuien im Farbensystem. H. v. H e l m h o l t z .  Berl. Akad. Ber. 
1891. 1071. 

215. Sur un mode anormal de  propagation des ondes. II. P o i n c a r é .  Conipt. 
flend. CXLV, 16. 

216. Sur l'aplanétisrne. A.  B r o c a .  Compt. Rend. CXIV, 168. 
217. Sur l'achromatisme. A. B r o c a .  Compt. Rend. CXIV, 216. 
218. Die kleinste Ahlenkuiig im Prisma. A. K u r z .  Zeitschr. Mathem. Phys. 

Xx2iV11, 317. 
219. Der fragmürdige dritte Regenbogen. A.  K u r z .  Zeitschr. Mathem Pllys. 

XXXVII, 318. 
220. Sur la méthode Doppler-Fizeau. M o e s ç a r d .  Compt. R,end. CXIV, 1471. 
221. Bemerkung zu einer dioptrischen Construction. G. H e l m .  Zeitschr. Mathem. 

Phys. X x X v I I ,  123. 

P. 
Parabel. 

228. Propriété du triangle forme par les tangentes d'une parabolr: dans trois 
points dont les normales se rencontrent dan8 un point commun. S o l l e  r -  
t i n s k y .  Mathesis Série 2 ,  11, 28. - D é p r e z  ebenda 29. 

323. but donnoe une parabole P, on demande l'enveloppe des paraboles Pr, 
qui ont même foyer que P e t  pour directrice une tangente de 1'. 
V. J a m e t .  Mathesis Surie 2 ,  II, 172. 

224. Parabole enveloppe d'une droite dans nn angle donné. Q i i i n t  etc. Mathesis. 
Série 2 ,  II, 236. - D r o  z, M a n d a r t  ebenda 237. - 1 ) é p r e z  ebenda 238. 

225. Sur deux paraboles circonscrites i un triang!e eous certaines couditions. 
S o l l e r t i n s k y .  Mathesis Serie 2 ,  I I ,  127. 

226. Engendrement d'une cissoide, d'une hypocycloide, d'une quintique et  d'une 
parabole sémicubique a u  moyen de denx paraboles. C r i s t e s c o .  
Mathesis 8Erie 2 ,  II, 201. 

Ilanimetrie. 

227. Eine Verallgcmeinerung des Pythagoraischcn Satzes. S ch  O n e m  a n n. Zeitschr. 
Mathem. L'hys. XXXVII, 127. 

228. Einige S a h e  über regulare Polygone. B. S p o r e  r.  Zeitschr. Mathem. Phys. 
XXXVII, 25. 

229. Construction de la moyenne proportionnclle entre deux longueurs données. 
1,. C o l l e t t e .  Mathesis Série 2 ,  II, 192. - E. C a t a l a n  ebenda 250. - 
E. L e m o i n e  ebenda 276. 

230. Sur quelques problèmes de g6omEtrie. D e l a h a g e .  Xathesis Serie 2, 
n ,  157. 

231. Démonstration fallacieuse d'une proposition absurde. W. W. R O u se  B a l  1. 
Mathesis Série 2 ,  r[, 16'; 

Vergl. Drei,ecksgeometrie. 1 ransformationsgriippen 052. 

Potential. 

232. Die Claueius'schen Coordinaten. L. K r  o n e  c k  er.  Berl. Skad .  Ber. 1891, SSl.  
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Rechnen. 
Rapports de l a  comniission cliargee de l'examen du calciilateur Inaudi. 

C h a r c o t .  Compt. Rend. CXIV, 1329. - D a r b o u x  ebenda 1335. 

Reihen. 
Sur In somme des termes d'une progression arithmétique. Ti. C o l l e t t e .  

Mathesis Série 2 ,  Ll, 160. 
Sur quelques suites finies. V e r n i o r g .  Mathesis Serie 2 ,  II, 217. 
Sur les séries 6, termes positifs. V. J a m e t .  Compt. Rend. CXIV, 57. 
Sur la convergence de qiielques séries. E.  C e s a r o .  Mathesis Série '2, 

TT , o c  
11, L I J .  

Sommation de  quelques séries convergentes. V e r n i  o ry. Mathesis Série 2, 
LI, 265. 

Sur la série hypergéométriqiie. A. M a r k o f f .  Mathem. Annal. XL, 313. - 
Compt. Hend. CXIV,  B i .  

Vergl. lnrariantentheorie 1,io. 

Schwerpnnkt. 
Jacob Steiners Satze über den Schwerpunkt der gemeinschaftlichen Punkte 

einer Geraden und einer alcebraischen Curve. B. S u o r e r .  Zeitschr. 
Mathem. Phys. XXXVII, 65.- 

Erweiterung der Guldin'schen Regel. P. B. R i c h t  er .  Zcitschr. Matliem. 
Phys. XXXVII, 172. 

Spharik. 
Sur la courbe de Viviani. M a n d a r t .  hfathesis Série 2 ,  ri, 210. - 

U é p r e z  ebenda 256. 
Aire d'une figure tracée sur une sphire e t  formée d'arcs de petits cercles. 

C. 'E. W a s t e e l s .  Mathcsis Série 2 ,  LI, 105. 

Stereometrie. 
Ueber eirien stereometrischen Satz von Sehl6milch. C. H o  s s  f e ld .  Zeitschr. 

Mathem. Phys. XXXVII, 382. 
Vergl. Tctraedcr. 

Snbstitutionen. 
Ueber dic Zahl der vcrschiedcncn Werthe, die eine Function gegebener Buch- 

staben durchVertaiischiing derselhen erlangen kann. A,  B o c h e r  t. hlathem. 
Annal. XL,  156. [Vergl. Bd. XXXV,Nr. 696.j 

Ueber die Classe der transitiven Substitutionsgruppen. A. B o c h e r t .  Mathem. 
Annal. XL, 176. 

Sur les groupes discontinus de substitutions non linGaires i une variable. 
P. P a i n 1  e v 6 .  Compt. Rend. CXIV, 1345. 

Die eiuiachen Gruppen iin erliten und zweiten Hundert der Ordnungszahlen. 
O .  H o l d e r .  Illathem. Annal. XL ,  55. 

Vergi. h a g i n a r c s  135. 

T. 
Tetramder. 

Sur les trois quadrilatéros gauches dans un tétraèdre. S o l l e r t i n s k y .  
Mathesis Série 8 ,  II. 259. - D r  O z ebenda 260. - E m m e  r i  e h ebenda 261. 

Ueber Tetraederpaare. P. M u t h .  Zeitschr. Mathem. I'bys. XXXVIT, 117. 

Topologie. 
Topologische Betrachtungen. H. B r u n n .  Zeitschr. Yathem.Phge.XXXV11, 106. 

Transformationsgruppen. 
Sur les fondements de la géométrie. S. Lie .  Compt. ltend. CXIV, 461. 
Sur une application de l a  théorie des groupes continus à la théorie des 

fonctions. S. Lie .  Compt. Rend. CXIV, 334. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 107. Invariantentheorie 140, 141. 
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Trigonometrie. 

254. Sur trois expressions égales entre elles, l'égalité deux d'entre elles Btaut 
connue. J. N e u b e r g .  Mathesis Série 2 ,  LI, 207. 

255. Vérification dc l'identité de certaines expressions contenmt des produita de 
tangentes. E n i m e r i  ch.  Mathesis Série 2, Ti, 212 

256. Transformation d'une relation entre deux cosinus en produit de  trois tangentes. 
J o r t c h i m e s c u .  Mathesis Série 2 ,  11, 55. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 101. 

257. Sur 

258. De 

259. Sur 

260. Sur 

W. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

uu théorème du calcul des probabilités. J O  Y. B e r t r a u d .  Compt. Rend. 
CXIV, 701. 
l'accélération de la mortalité eu France. D e l a  u n  ey. Compt. Rend. 
CXIv, 1348. 
la détermination du point le plus probable donné par  une série de droites 
non convergentes. ?II. d '  0 c a g n e .  Compt. Rend. CXIV, 1415. 

z. 
Zahlentheorie. 

la distribution des nouibres premiers. V. S t a n i e v i t c h .  Compt. Ilend. 
CXIV, 109. [Vergl. Bd. XXXVlI NT. 570.1 , 

261. Sur la distribution dcsnornbres~rcniiers. E. P h r a a m  én .  Comut.Rend.CXIV.337. 
262 Neue Grundlazen einer allPemeinen ~ah len lëh re .  J .  B r a u s .  ~eitschr.  - .  - 

~ a t h e u i .  Fht>uhys. xxxvu , ' h l .  
263. Bemerkungen zu einem von Herr H a c h m a n n  ver6ffentlichteii Satx. J .  Krau  s. 

Zcitschr. Mathem. Phys. XXXVII, 190. [Vergl. Bd. XXXVII, Kr. 262.1 
264 Kriterien der Theiliinrkrit dekadischer Zahlcn. G. S v  e c k m a n u .  Zeitschr. 

Mathem. Phys. XXXVII, 58, 118. - R. 14. v a n  T lo r s t en  ebenda 58, 
192. -- K. H a a s  ebenda 63. - J. D 6 r r  ebeuda 383. 

265, Caractères de divisibilité. E. G e l i n .  Mathesis. SBrie 2 ,  LI, 65, 93. 
266. Sur l a  somme des produits p Ü p des n premiers nombres cnticrs. B a u d r a n .  

Mathesis Série 2, 11, 141. 
267. Ceber die Gleichung xP + y p  = zp. Zeitschr. Matheni. Phys. XXXVII, 57. - 

S c h u m a e h e r  ebenda 64. [Vergl. Bd. XXXVII Nr. 269.1 
268 Résoudre le système d'équations (x + y) ( X - Y ; ~  = (y + z) ( y  - z ) ~  = (z  + x) ( z  - x)?. 

E m m e r i c h .  Mathesis Série. 2 ,  II, 121. 
Vergl. B'orxuen. Gesçhichte der Mathematik 93, 94. 
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Der .V. Band des Katalogs der arabischcn Biicher 
der vicekoniglichen Bibliothek in Kairo. 

Aus dern Arabisclieu übereetzt und mit  Arimerkungen verselieri 

Dr. I-~P:IKRICII SUTER, 
l ' ro f~ssor  am Gymuasium nu Zurich. 

Abtheilung : Astronomie. 

1. Hphiirisclie (beobachteiide) Astronomie. 

( B a ) .  

Al barâhîn a l -  kat ' i j ja (die kategorischen Reweise) für die Nicht- 
existenz der Rotation der Erdkogell, von Selim a l -  Jâs a l - H a m w i  ad- 
Dimischki a l -Miçr i  [lebt jetzt 1307 noch]. Ein Band, gedruckt iii der 
Driickerei des Verfassers, genannt die Druckerei a l-kaukab asch-schürkî 
(der 6:tliche Stern), in Alexandria, 1876. A . - N .  2. II.-N. 4260. 

(H". 
Râschi jat  a l  - bardschendî (der Bardscheiidi'sche Anhang) zum 

Coinmeiitar des Müiilà, Scliaich Mûsâ ben Mahmûd" bekannt unter dem 
N:~men Xâdî- Zâdeh ar- Rûmi [eines der Gelehrten des 9. Jahrh. d. H.] , zu 
dem Mulachchas3 (Aiiszug, Compendium) des Schaich Mahmûd ben 
Muhammed a l -Dschagmini++ al- Chowârezmi. Anfang : Lob sei Gott, dem 
Herm über Ost und West, Ein Band in persisçher Schrift. Schluss de r  
Abschrift Freitag Nachts,  den 12. Dschiimidb 1. 1092, 1G81. Mit  Noten. 
A. - N. 1. Il.  - N. 4269. 

Noch drei wcitere solche Excmplare, das dritte von der IIand des 
Dschelebi ihn al - Hidsch 'Aiî. E r  beeiidigte es am Samstag , den 3. Rabî' 1. 
- -- - 

* Dieser Sçhluss entliiilt nur eine Auslese aus den im Katslug angeführten 
Werken, wie ich es irn Vorwurt [Heft 1 dieses Jahrgangs) schon angedeutet habe. 

'* Auch Tsch;i&nînî geschrieben. 
Hi8t:lit. Aùtli. d. Zei tschr .  f. Nütù. u. Phys. 35.Jahrg.  1393. 5. Hoft. 13 
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1 0 1 9 ,  1610 ,  in der Stadt Âmid ( y )  in  der Chosru'schen Schule. Defect 
a m  Anfang; am Sçhlusse ein Anhang iiber die Mondstationeu. A.-N. 2 (?). 
11. -N. 7792. 

$ ( S e h î n ) .  

Scharh (Commentar) dos Sajjid Scherîf 'Ali ben Muhammed al- 
Dschurdschânî [geb. 740 ,  1 3 3 9 / 4 0 ,  gest. 8 1 6 ,  1413/14]  m d e r  Tadkira4 
(Mumoire, Notizen) des Nasîr  e d -  Dîn Muhammed ben Muhammed a p  
Tûsî [gest. 672, 1273/74]. Anfang: Gesegnet sei (Gott), welchcr an den 
IIimmel die in Liezug aiif Ordnung (Rang) und Zeitcn verschiedenen Hauser 
gesetzt hat. Ein Rand in iilterer Schrift. A. - N. 11. H. - N. 16273. 

Scharh (Commcntar) des Wahrhcit suchendcn Mûs% ben Mahmûd 
genannt Kâdî -Zâdeh leines der Gelehrten des 9. Jahrh,  d. H.I5 z u  dem 
Mulachchas (Cornperidi~im) der Astronomie des sehr gelchrten Mahmûd 
ben Muhammed ben  'Omar a l -Dschagmîni  [eines der Gelehrten des 
S. Jahrh. d. Il.]. Anfang des Commentars : Lob sci Gott, der der Sonne 
und dern Monde Licht und Glanz gegeben bat. Die Abfassiing desselben 
wurdc beendigt, im Jahre 8 1 3 ,  1410/ 11. Ailfang des Textes (des 
Mulachc,has) : Lob sei Gott , dcsson Ueberlegenheit (Allem) gcwachscn ist. 
Die Abfassung desselbeu wurde beendigt im Jahre 808, 1405/6. Ein 
Hand in hangender (persischer) Schrift, vou der Hand des Hidr beu 
Mnhammed an -Kaschawi. Beginn der Abschrift im Anfang des Qû'l- 
1JidG:ha 929, 1523  und Schluss derselben irn Anfang des $afar 930, 1323. 
&lit Randnoten. A. - N. 8. H. - N. 4266. 

3 ( K â f ) .  
Kitâb (Buch) des sehr gelehrtcn Schaich Muhammed ben 'Ali as- 

Sabân [gest. 1206 ,  1791/92]. Anfang: Lob sei Gott , der EIimmel und 
Erde erscliaffeu k t ,  der Gnddige, dessen Wohlthaten von den Umfdngen 
der Breiten- und Langenkreise her strahlen. E s  befinden sich darin: Eine 
Auswahl aus dem Text des Mulachchas von Dscliaimiui und dem Coinmentar 
(la711 von K d î - Z â d e h ,  die FathijjaG und der Commentar zii derselben von 
Miram Dschelebi7, Anhiinge zum Cornmentar des Kitbî (vergl. oben unter  
H a ) ,  der Cornmentar der ùIawakif (Stationen?) und Anderes. Nin Band in 
iilterer Schrift. A. -N. 6. B. - K. 4265. 

r (Mîm) .  

(Aus den folgenden drei madschmû'ât = Sammelbaiiden ist niir zii er- 
wiihnen) : Ails dem Sainmelband A. - Y. 10. H. - N. 4265: 

1. Al-mulachchas (Auszng, Comperidi~m) des sehr gelehrten Mahmûd 
ben Muhammed ben 'Omar a l - ~ s c h a p r n î n i  [eines der Gelchrtcil des 
S. Jahrh. d. H.] I n  tilterer Schrift, von der Hsnd des Muhammed 31- 
Mansehâw~, des Schifitcin , beendigt am Uontag , den 11. Schawwâl 1144, 
1732. Ohne Figuren. 
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2. Risâ la  (Abhandliing) über die Astronomies von Ra'is i b n  Sinâ. 
Anfang: Wisse, Gott lehrt dich, und die Erleuchtung verwandelt dich. 
In magrebinischer Schrift , von der Hand des 'Alî ben at  - Tardschuman, 
beendigt im Jahre 1163 ,  1750. 

ci ( N a n j .  

Nihâjat a l -  id râk  (das hochste Verstiindniss) in der Kenntniss der Sphsren, 
verfasst von d e ~ n  selir gelehrten Schaich Mahmûd ben Mas'ûd asch-Schirâzig 
[gest. 710,  1310/11]. Xnfang: Lob sei Gott, dem Schopfer des IIimmels über 
der Erde. E r  theilte es in vier Abschnitte: Der erste handelt über das, 
was nothwentlig voraiisgeschickt werden muss vor dem Reginn der Hanpt- 
sache; der zweite über die iiussere Erscheinung der himmlischen KGrper 
und über D m ,  was von ihrcn gegenseitigcn Stellungen abhiingt etc.; der 
dritte über die Bussere Erscheinung der Erde und ihre Eintheilung i n  be- 
wohntes und unbewohntes Land und über Das, was not,hwendig sich ergiebt 
am den verschiedenen Stellungen der IIimmelsk6rper zu ihr etc. ; der vierte 
über die Kenntniss der Grosse und der Entfernungen. Ein Band in iilterer 
Schrift, von der Hand des ;\iTul?ainrned ben LAbdalmutadlah al - 'Ulawî 
al-Hueainî, beendigt am B. Dû'l -Gid<cha 741 , 1,341, in der berühmten 
Schule al-  atabekijja in No$il. A .  -N.  7. H.-N. 7797. 

2. Orts- unil Zcitbestim~iiuiig (Theoretisclic Astronomie),* 
1 ( A l i f ) .  

Idschtinâ a tm. tamarâ t  (das Pfliiclien der Priichte): iiher das Zeichnen 
des Sinus (der Sinuslinien) des Kanon-Quadrantenla und die Lage der 
Mukan$arBt (-Kreise), von Schams ed-Din  'Abdallâh F a t h  a l - F a r g a l i  as- 
Subrabâwi. Anfang: Lob sei Dem, welcher dem Weisen das Verstiindniss 
seines eigensten Wesens verhüllt. E r  theilte es in ein Vorwort, zehn 
Capitel und ein Schlusswort. Ein Rand in iilterer Schrift, schadhaft am 

Rnde. 8. - N. 90. H. - N. 4644. 
Ahkâm tahâwi l  s ini  a l - 'â lam (die Urtheile oder Weissagungen nach 

dem Wcchsel der Jahre der Welt) von Abü ' l -Fa th  Jah jâ  ben Muhammed 
ben Abî'sch-Schukr a l -Magreb î  [eiuern der Gelehrten des 7. Jahrh. d. H.]. 
Anfang: Cnd nach dem Lobe Gottes etc. E r  theilte sie in  ein Vorwort, 
23 Capitel und ein Schlusswort. Ein Band in Zlterer Schrift. A.-N. 7. 
9.: N. 4.561. 

Al - a b k â m  f i  fus i l  a l  - ahkâm (die Rcgeln oder Lchrcn über die 
Unterschiede der Urtheile) nach dem Wechrel der Jahre  und der Tage, 
- - - - - - - 

* Die Vertheilung der astronomischen Biiclier nach ihrem Tnhalte unter nie 
einzelnen Abschnitte wurde von den Bibiiothekaren nicht streng durchgeführt; 
dieser Abschnitt enthiilt auch astrologische Werke, die ihren Platz wohl besser 
in der niiclisten hbtheiluug ,,GeheimwissenschaftenU gefunden hktten. 

18' 
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von Schaich Sulaimân a r  - Rûmi a l  - 'Oimânî a l  - Hanefî a l  -Mâtridi al- 
F a l a k î  ibn Hamza ben Bachschîsch. Anfang: 0 ,  der Du erscliaffen hast 
die Individuen, und ausgetheilt hast die Trefflichkeit, und reichlich aus- 
gebreitet hast Deiue Freigebigkeit. . . Es schliesst sich hieran eine Ab- 
handlung iiber die Kenntniss des Aufsteigens der Gest,irne znrn hi jchsten 

Punkt  ihres Glanzes und die (darauf folgende) Abnahme desselben", von 
Jûsuf ben Ja 'kûb  ben I s h â k  a l -  Kindi. In  einem Band in alterer Schrift,, 
von der Hand des Abmed ben 'Îsâ a l - l l i a l i f î ,  des Schâfiten, beendigt 
am 21. Scha'bân 1154 ,  1770. A. - K. 1. H. - N. 7841. 

Ardschûzat  a l  - k a w â k i b  al-maschhfira  (das bekannte oder berühmte 
Gedicht über die Gestirne) l2 von Abû 'Ali ben a l - H u s a i n  as-Sûfî. R s  
erbat es von ihm der Konig 'Asare (?) Sch&hiiisch&h. Anfang: I m  Namcn 
Gottcs, des Gcrechten, des Einzigen, und sein Erbarmen über Muharn~ncd. 
I n  d te re r  Schrift. A.-K. 163. H.-N. 4717. 

As1 a l  - u s û l  (der Aufang der Anfarigsgründe) '" von Abû'l -LAnbas as- 
Saimari  [geb. in  Saimar, Montag Nachts, den 5. Ramailan 213, 8281. 
Anfang: Lob sei Gott, dern IIerrn des ausgezeichneten Ruhmes. liin Band 
in alterer Schrift. A. - N. 11. H.- N. 4565. 

IS. (Tâ). 

Tuhfat a t  - tul lâb (das Geschenk Car Studirenden) l4 : über den Gebranch 
des Quadranten des Astrolabiums'", von Abû' l -Bakâ 'Alî ben 'Otmân ben 
Muhammed ben Ahrned ben a l - K â s i h  [gest. 8 0 1 ,  1398/99]. Anfang: 
Lob sei Gott,  welcher dic rotireilde Sphtire sich drehen laast. Er t,heilte 
es in 90 Capitel. Ein Band in alterer Schrift ,  alt  (das heisst nltes 
Manuscript). A. - N. 26. H. - N. 4580. 

A t  - tuhfa  a l  - malikijja (das ksnigliche Gescheilk): über die astro- 
nomischen Fragen und Antworten, von dem sehr gelehrten Nasîr ed-Dîn 
Muhammed ben Sim'ûn [dem Gebetsrufer, gest. im DschumadB II. 737, 
13371. Kin Band in alterer Sçhrift, heendigt am Mittwoch, den 18. Rabi' II. 
1105, 1693. A. - N. 25. H. -N. 4579. 

Tashî l  zidsch Ulûg Beg (die Erleichterung oder Erkliirung der Tafeln 
des Ulilg Beg) von dem Schaich Muhammed [ben Abi ' l -Fa th  as-Sûfi] 
a l - M i s r i  [einern der Gelelirten des 8. Jahrh. d. H.J. In dterer  Sclirift. 
A. - N. 20. H. - N. 4574. 

Ta 'âdi l  a i - k a m a r  (Gleichuugen des Mondes) nach den Principien des 
I b n  Jûnis  reines der Gelehrten d t s  4. Jahrh. d. II.] ,  berechnet von Ahrned 
ben a l  -~adçchdî '"einem der Gelehrten des 9. Ja,lirli. d. H.J. Ein Rand i n  

iiltercr Schrift von dcr IIand des (Abdsl'aziz a l -  Weftii, abgesehricbcn von 
der Handsehrift des Verfnssers. A .  - N. 25. II. - N. 7865. 

- 

* Solltc vielleicht heisscn: des Qmdranten und des Astrolabiums. 
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Ta'dîl zuhal (Clleichung des Saturns) aus der ,,unvergleichlichen Perleu 
von Abû'l -'A bbâs Ahmed ben Radschab ben a l  - Mukir r  a l  - Aschraf al- 
Maulawi a l -Emîr  a l  - Atâbekî [Tîb$ ? al- 'Alaî,  beksnnt unter dem Namen] 
ibn al-Madschdi [gest. 850, '1446/47]. In  Llterer Sctirift. A. - N. 43. 
H.- N. 4597. 

At - ta 'dîl  a l  -muhkam (die sichere, feststehende Gleichung) : das sind 
Tafeln fiir die Regelung der Sonne und des Mondes (das heisst ilires 
Laufes) , von Abû'l -Hasan  'Ali ben Abî Sa'id 'Abderrahmân , bckannt 
iinter dem Namen I b n  Jûnis  [gest. 399 ,  1008/9]. Ein Band in iilterer 
Schrift. A. -N .  29. II. - N. 4583. 

(Nun folgen neuu ,,ial!wîniu - Kdender, von denen icli nur die folgenden 
drei hervorhebe) : 

Takwîm des Jahres 706 der persiçchen Zeitrechnung, für die Sonne, 
den Mond, den Saturn , den Jupi ter ,  den Mars, die Venus und den hlerkur. 
In alterer Schrift A. -N.  35. H. - N. 4589. 

Takwim des Jahres 961 p. Chr. ails Cordova, über die Jahreszeiten 
und ihre Grenzeii, die Zahl der Munate und ibre Tage,  den Lauf der 
Sonne in ihren Zeichen und Hiiusern, die Grenzen (Zeitpunkte) ilires 
Aufganges und die Grosse ihrer Declination, ihre Hohe und die Ver- 
schiedenlieit der Schattenliinge, den Einfluss der Jahreszeiten und die Auf- 
einanderfolge von Zunahmc und Abnahmo der Tage,  vertiffentlicht von 
R. Doz  y* arabisüh und lateinisch. Mit einem Vorwort in acht Blattern. 
Ein Band, gedruckt zu Leyden 1873 p. Chr. A.-N.  287. H. -N. 23360. 

Takwim Hâkimî (vâkimitischer Kalender). Anfang: Die Zeitrech- 
nung ist ein berühmter Zeitpunkt, auf welchen die nach ihm kommende 
Zeit zurückgeführt wird. I n  Sltercr Schrift. A.-N. 151. H.-N. 7991. 

(Es folgen niin eine grosse Menge von Werken, alle mit dem Tite1 
,Dschad&wilu = Tafeln, von denen ich hemushebe) : 

Dschadâwil über die Ungleichhciten der Monderscl-ieinungcn in Bezug 
auf LLnge und Breite , und die Ausgleichung der Untergüuge, berechnet 
von Schaich 'Abd e l  - k â d i r  a l  - Munawwifi  [einem der Gelehrten des 
10. Jahrh. d. 13.1 und Schaich Mustafa Abû ' l - I tkân  [gest. 1203, 1788/89] 
nach der Methode U1ûg Begs. Tn d te re r  Schrift. 8 . -N .  13. H.-N. 4567. 

Dschadâwil des ausgcstreckten (horizontden) Schattens (ilas heisst 
der Cotangente), berechnet von ihrem Schreiber Husa in ,  nach den Prin- 
cipien des U l û i  Beç as -Samarkandl. Ein Band in iilterer Schrift. A. -N.  32. 
II. - K. 4586. 

Dschadâwil des verkehrten und ausgestreckten Schattens (das heisst 
der Tangente uiid Cotangente). I n  iilterer Schrift. A. - N. 39. H. - N. 4395. 
-- 

* Der Katalog hat , ,Ra W a z y  ". 
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Eschadâwil  des Sinus von Minute zu Minute, naeh der Rereclinung 
des Ulûg Beg Muhammed ben Schâhruch as -Samarkandi  [geb. 797, 
1 3 9 4 / 9 3 ,  ermordet 833, 1449/50]. A. -N.  46. II. -N. 4600. 

Dschadâwil der Pixsterne für  den Anfang des Jalires 1771 der 
alexandrinischen Aera ,  entsprechend dern Ende des Jahres 863 d .  B.,  lie- 
rcchnct von Scliaich Muhammed al-Marhûmî, Ein Band in altcrer Schrift von 
der Hand des genannten Berechners, beendigt am 29. nû'l HiGcha 1100, 
1689. A.-N.  86. H.-N. 4640. 

Dschadâwil a s - s a h m  (Tafeln des Pfeiles) oder des Sinus versus von 
Minute zu Xinute. Ein Band in iilterer Schrift ,  von der Hand des 
'Abdaldschawfid , znbenannt Abil's - Safa ibn asch - Schaich ' Î sb  as - Safitî (7) 
a l -  Ahmedi, des I+nefiten. A. -S. 56. H. - N a  7896. 

Dschadâwil a s  - sumût '(Tafeln der _4zimuthe) von Abû'l -'Abbâs Ahmed 
ben al-Madschdi  [gest. 850, 1446/47j .  Ein Hand in iilterer Sclirif't. 
A.-N.  58. H. -N.  7898. 

Dschadâwil a l  - hisas  (Tafeln der Sheilungen?) für die Breite von 
Damaskus, auf denen gesehrieben stelit, dass sic von a l - M i m i  seien 
[Abû 'Abdallâh Schems ed-Din  Muhammed ben Ahmed ben 'Abderrahim 
a l -Mizz i  a l - M â l i k i ,  gest. 750, 1349 Ein Band in alterer Schrift. 
A . -N.  62. H.-N. 7902. 

Dschadâwil a l - i r t i fâ '  (H6tientafeln). Ein Band in alterer Schrift, 
von der Hand des Muhammed ben Muhammed 'ben 'Abdalkawi al-Kuraschi,  
bekannt unter dern Namen I b n  a l - K a t â n î  a l - 8 l â t i  a l -  Hâsib (der 
Rechner) in  Kairo; er beendigte ibn irn Jahre 747, 1346/47.  A . -N.  72. 
R . - N .  7912. 

Dschadâwil der Sonnc und des Mondcs, bcobachtet von Ibn JÛnis 
a l - M i s r î  [Abû'l-Hasan 'Alî ben Abî Sa'id 'Abderral?miin ben A!imed ben 
Jûnis  ben <Abdalacl:~ a! - Safedî, bekanrit unter dem Nauieu Ibn Jîmis, 
Verfasser dei  Ijikimitischen Tafeln, gest. Montag Norgen, den 3. Schawwd 
3 9 9 ,  loon]. Ein Band in alterer Schrift. A.-N. 116. II. -N.  7956. 

~ s c h a d â w i l  a s  - samt (Tafeln des Azimuthes) von I b n  Jûn is ,  d m  
Vorigen. I n  alterer Schrift. A.  - N. 137. H. - N. 7977. 

t (HU, 
Husn a l - i k t i f â  (die Süte der Nachatimurig): zur L6sung (VerstLud- 

niss) des Tagebuehes ( rknameh)  des Schaich Wafà:  eine Abhandlung von 
mehreren Gelehrten über die Abfassung (Aufzeichnung) des Tagebiiches 
dea sehr gelehrten, frommen Schaich Mustafâ,  bekannt tinter dem Kamen 
W a f â ;  zusarnmengcstcllt für  die Lange von Konstantinopol , für den 
Anfang des Jahres 851, i447 .  Es entki l t  vier Abschnitte: über die Zeit- 
rechnung der Araber und der Kum%cr (Europser),  über die Art und Weise 
der Einrichtung der Tafeln, das Eindringen in dieselben und Anderes. 
I n  alterer Schrift, am Schluse  eine Tafel. A . - N .  77. B . - N .  7917. 

I 
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Dakàik a l - h a k â i k  (subtile Fragen der SVahrheiten): über die Rech- 
nung mit Graden und Minuten, von Muhammed Sibt a l -  Mâridinî  [geb. 
826, 14231. Anfang: Lob sei Gott ! das Lob der Preisendeu. . . E r  theilte 
sie in eiu Vorwort, zehn Capitel und ein Sclilusswort. Ein Band in iiltercr 
Schrift. A. -N. 50. II. - N.  4604. 

Dalâil asch - sch i ' r â  a l -  jamânijja (die Anzeichen des jemeriischen 
Sirius): über die zwtilf Tfiiuaer des Thierkreises von Hermes. D a r m  
schliesst sich die Ahhandlling über das Geburtsjahr (?) des Propheten 
Daniel. Eiu Band in iilterer Schrift. 11. - N. 69. H. -N. 4613. 

) (Ri). 

Risâ la  (Abhandlung) über den Gelsrauch des Sinusquadranten von 
'Izz ed - Din Abû'l - J a m a n  (oder Jumn ?) (.Abdal1aziz ben Muhammed a l -  
Wafâi [deni Gebetsrufer in der Noschee a l -Amawî (?) 17, gest. 876, 
1471/72]. Er theilte sie in eiu TTorwort, zehn Capitel und ein Schluss- 
wort. In  alterer Schrift. A . -Y.  66. I-1.-N. 4620. 

Risà la  (Abhandlung) über die Einrichtiiug des Tustrumentes, genannt 
,pa1azÛnu l8 (= Schnecke oder Spirale),  von dem sehr gelehrten (Abdal- 
fattâh ben Ibrâh im ad-Daisa t i  (oder Disti) al -Mililri. In alterer Schrift. 
A. - W. 89. H. -K .  4643. 

Risàla  (dbhaodluug) über die Uerechnung der Nondsfinsterriiss , die 
sich Samstag Yachts, den 14. Scha'bin 1182 ,  December 1768 ereignet 
hat , verfasst von 'Otmân a l  - W a r d â n î  [einem der Gelehrten des 12. Jahrh. 
d. H.]. Aufang: Lob sei Gott,  der den Himmel erh6ht hat  ohne stutzende 
Pfeiler, in die Atmosphiirc hinauf gebnut wic eine Kuppel. In  alterer 
Sçhrift. A. - N. 212. Il.  -N. 8052. 

j ( Z â ) .  

Zidsch a r  - r a s a  a l -  dschadid (Tafeln der neuercn Beobnchtung) l9 von 
Ulûg Beg Muhammed ben Schâruch ben Timûr Ûrchân [geb. 797, 
1394/93, ermordet 853, 1449/50]. Anfang: Gesegnet sei Der.jenige, 
welclier a n  d m  Himmel &user gesetzt liat und eiue Sonne und einen 
leuchteuden Nond. Sie beginnen mit vier Abhandlungen. Ein Band in 
Slterer Schrift. A. - N. 95. H.-N. 4649. 

P ( S k d ) .  

Suwar ad-daradsch  (die Bilder der Grade) und das DTeissagen nach 
ihnen: über das was die Umstande der Geburten beweisen und was mit 
ihnen ziisamrnenh%ngt, von Tinkliîschâ 20 al  - Kûfànî, den1 Babylonier. Cin 
Band in iilterer Schrift. A .  -N. 84. H. -N. 7924. 
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~ â j a t  al - intifâl (der hochste Vortheil) : über die Kenntniss des Stunden- 
wiukele" und des Azimuthes aus der Hohe, von Abû' l -Hasan 'Ali ben 
Abi Sa'îd &Abderrahmân ben Ahmed ben Jûn is  ben 'AbdalaLlâ as - Safedî 
a l -Mis r i  [gest. in Kairo, Montag Morgen, den 3. Sclraww?il 399, 10091. 
Ein Band in iilterer Schrift,. Schlnss der Abschrift am 8. Dschumndü, II. 
1 2 1 8 ,  1803. A. -N.  108. K . - N .  4662. 

Al-fathijja fi ' l  - a C m à l  al- dschaibijja (die Fathijja über die Sinus- 
opcrationen) von dom Schaich Muhammed ben Muhammed ben Ahmed 
~ i b t  a l-Mâridini  [geb. 826, 14231. E r  theilte sic in ein Vorwort und 
20 Capitel. In  alterer Schrift, im Anfang schadhaft. A.-N. 67. K. - N. 
462 1 .22 

J ( K a f ) .  

Xitâb (das Buch) über die Lehren (-Urtheiie, Weissagungen) in der 
Astronomie, von Sahl  ben BischrZJ,  derri Jnden. Anfang: Wisse, dass 
von den zwdf Zcichcn des Thicrlireises sechs miinnlich und seclis weiblich 
sind. Ein Band in iilterer Schrift;  am Ende schadhaft. A . - N .  Y. H.-N. 
4563. 

Kitâb (das Buch) über die Elemente der Kiinst der ITrtheile (des 
Weissagens) von Abû' l -Hasan Kûschjâr ben LebnànZ4 ben Bâschharî (?) 
al-Dschîli .  E r  theilte es in vier Abschnitte. Ein Band in tilterer Schrift. 
A.-N. 120. H. -N. 4674. 

,j ( L a m ) .  
Al- lafz  a l - m u s a r r a h  ([las klare Wort):  tiber den Gebrauch des ge- 

flügelten Quadranten25, von dern Schaich IKuhammed ben Ahmed ben 
Mahmûd a s - S â l i h i ,  dern Schsfiten, beliannt unter dern Namen al- 
Murschidi. Er theilte es in ein Vorwort und 33 Capilel. In alterer 
Schrift, von der IIand des Mukammed ben Muhammed ben Ibrahim al- 
J jaraurî ,  beendigt am Mittwoch, den 28. Xadschab 704, 1392. A.-N. 142. 
H.-N. 4696. 

r (Mfm) .  

Madschmû'a (Samuielband). A. - K. G4. H. - N. 4618. Inhalt : 
1. Ueutliche Auseinandersetzung des Verborgenen : über den Gebrauch 

des Sinusquadranten, von dern Schaich LAli ben Ibrâh îm ben Muhammed 
al -Mut l im a l -  Ançâri ,  dern Gebetsrufer in der Moschee al -AmawîZG [gest. 

777, 13751761. E r  theilte sie in ein Vorwort und 205 Capitel. 
2. Enthüllung dcs Verborgenen: über die Rechnung mit dern Sinus- 

quadranton; von dem Schaich 'Alî ben  I b r â h i m ,  dem Vorigen. Er theilte 
sie in ein Vorwort und 54 Capitel; Schluss der Abschrift im Jahre 803, 
1400/01. 
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4. A1)handliing über den Gebraiich des Schakfirî - Q i ~ a d r a n t e n ~ ~ ,  geordnet 
in 19 Capitel. 

5 .  Abhandlnng übcr den geflügelten Quadranten: über die Ihnntniss 
des Sinus eines (gegebeuen) Bogens und des Bogens eines (gegebenen) Sinus, 
von Ibn a s -  Sirâdseh, beendigt 803. 

Madschmû'a. A. - N. 70. H. - N. 4624. I n h d t  : 
1. Die fünfte Abhacdlung übcr die Zeichnnng (Construction) der 

neueren Instrumente ziir ebenen Darst,elliing der Kugel, wie das nordliche, 
das Za,rI@lischez8 und das Schakkrische 29 Astrolabium , und die mit Faden 
und Zeiger versebenen Quadranten. 

Madschmû'a. A. - N. 122. 11.- N. 4676. . Inhalt : 
1. Uas Buch der S i t z i i ~ i g e n ~ ~ ,  von Ptolemaios, der iu der ersten Halfte 

des zweiten christlichen Jahrhunderts lebte. 
Madschmû'a. A .  - N. 124. Il.  - K. 4678. Inhalt : 
2. Abhandlung über die Art und Weive des Gebrauches des ITimmels- 

globus, von dem Schaich A b c  'Ali a l  - Marrâkuschî  31 [einem der Gclehrtcn 
des 7. Jahrh. d. H 1. 

Madschmû'a A. - N. 132. H. - N .  4686. Inhalt: 
1. .Das Uuch des Hermes [al- I Ie r~misa?]  , das ist Idris (Enocti) der 

Propbet: über das Weissagen aus den Aufgangen des Sirius und .die 
mit ihnen ziisammenhBngenden, jedes Jahr  auf der Welt geschehenden 
Ereignisse. 

Madschmû a. A.-N. 136. H. - N. 4690. Inhali: 
1. Tafelii des Sinus von Ninnte zu Minute, berechnet von Schaich 

Muhammed ben Mnhammed al  - Bagdâdî. 
~ i n u s  versus. 2. Tafeln des q' 

3. Tafeln der ersten Schiefe von Xinute zu Minute, berechnet von 
Schaich Scharaf ed-  Din Abû'l -'Ali a l -  M a r r â k ~ s c h î , ~ ~  

4. Tafeln der Tangente von Abû'l- F a t h  Sa îd  as  - Samarkandi. 
5. Tafeln der Secliziger-Tangenteri von Minute zu Minute. 
Diadschmû'a. A. - N. 153. B. - N. 4804. Inhalt : 
2. Tafeln der Zmolfe r -Tanger~ ten~~,  und zwar der Cotangenten von 

Anfang an (gelesen), und der Tangenten vom Rnde an (gelesen). 
Madschmû'a. A. - N. 170. H. - N. 4724. Iiihalt : 
1. Die glanzende Perle: über die Operationen mit den Sechziger- 

Ueziehungeri , von dem Schaich 'AbdalLaziz al-Wafâî  [gest. 876, 1471/72J ; 
eu ist dies eine Abhandlung über das Hechnen mit Graden und Minuten, 
ein Auszug aus seiner Abhandlung, betitelt: Die Unterhaltung der 
Studirenden. 

2. Abhaudlung über den Gebrauch des Octanten, von Schems e d - D l n  
Muhammed bekannt unter dern Narnen Ibn a i - ~ a z û l î "  [einern der Gelehrten 
des 8. Jahrh. d. H.J. E r  sagt im Anfang: misse ,  dass ich diese F i g u r  
(Instrüment?) im Jahre 744, 1 3 4 3 / 4 4  erfunden habe. 
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Madschmû'a A.  -N.  172. H. -N. 4726. Inhalt : 
3. Das Buch des Autolykos über die bewegte Sphare. Schluss der 

Abschrift am Dienstag, den 20. Schawwdl 1038; 1629. 

Madschmû'a. A.  - N. 180. H.-N. 4734. Inhalt:  
1. Uas Biicli der kiiniglichen Eigenschaften: über die astronomisclien 

Grundlagen von Hermes [Idrîs= Enoch]. Anfang: Wisse, Gott ielirt dich 
alles Giite. 

2. Die tiefste Ergründung:  über die Geheimnisse der Astronomie, von 
dern Schaich Muhammed ben Abî Bekr a l  - Fâr i s i  " [einem der Gelehrten 
des 7. Jalirh. d. H.]. Schluss der Abfassung am 13. Rabi' 1. 606, 1209. 
Schluss der AbschriEt im Habî' II, 1238, 1822. 

3. Astronomische Ntitzlichkeiten aus der Abhandlung des Abû 'Ali 
a l  - Chajjât.3" 

~ a d & h m û ' a ,  A. - N, 158. H. - N. 7998. 
1. Abhandluiig des Kûsehjâr ben Lebnân (Lebbbn) al-Dschî l i  al- 

Chosruwâni über das Astrolaliium, in vier Abschriitte geilieilt. 
2. Die Pfortc aur gesarnmten Astronomie von Kûschjâr ,  von der 

Haiid des Muhainmed ben Hasan a l -Hanef î ,  tieendigt am  18. Schaib&n 
1182 ,  1768. 

Madschmûia. A. -N. 190. H. -N. 6030. Inhalt : 
1. Abhandlung über die Jahreszeiten", von Bischr ben Sahl*, derri 

Juden [aus dern 3. Jahrh. d. H.]. Acfang: Wisse, dass die Jahresaeiten 
nicht ÜIiiereinstimmen wegen Ùer Engleichheit der Bewegungen. 

Madschmû'a. ,4. - N. 194. H. - N. 8034. Inhalt : 
1. Das Buch über das gesnmmtc astroiiornisclie Wisscn und die himm- 

lischen B e w e g ~ n g e n ~ ~ ,  von Ahmed ben.Muhammed ben K a t i r  a l -Fargân î  
[einem der Astronomen al - Nimûus]. Schluss der Absclirift 8 7 6 ,  1474 172. 

2. Abhandlung über die Kenutniss der Zeiten, wiihrend deren der 
Mond über oder unter der Erde sich befindet; von derselben ist nur  noch 
ein Blatt  vorhanden, daran schliesst sich cin Blatt  aus der Abhandlung 
über die Berechnutip der siebeu Klimata von a l - F a r g â n i ,  dem Vorigen. 
Schluss der Abschrift 876. 

S\ladschmûia A. -K. 200. H. - N .  8040. Inhalt:  
1. Commentar zum Centiloquinm des Ptolemaios,  von dem weisen 

[Nasnr ed-Dîn] a t - T û s î  [gest. 6 7 2 ,  1273/74]. Anfang: Lob sei Gott, 
das Lob der Preisenden . . . 

Madschmûia. A. - N. 204. 11. -N. 8044. Inhalt:  
1. Abhandlung über die Urtheile aus den Geetirnen, in  Hinsicht ihres 

Befestigtseins (?) im Weltall, das da verg2nglich is t ,  insofern als es ent- 
standen ist und wieder vergeht; verfasst von dem Schaich Abû'i - 'Abbas 
Ahmed ben Muhammed ben '04mân a l -  & d i ,  bekannt unter dem Namen 

* Sollte heissen: Sahl lien Uisclir. 
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Ibn al-Bannâ [einem der Gelehrten dcs 7. Jahrh. d. H.]. Anfang: Lob 
Gott, dcui Erhabcnen, dem Miichtigcn. Abgeschricben von 'Ali ben 

Xuhamnied, beendigt am Samstag Morgen, den 5. Schawwkl 1052, 1643. 
4. Das Buch über die Geburten, vori Abû MaCschar al-Balchî" "est. 

in Whsit, arn Nitlwoch, zwei Kachte vor Schluss des Kama+ 272,  8561; 
von der Hnnd des eben genanuten Abschreibers, beendigt am Dienstag 
K;ichmittag, den 15. Schawwd 1052, in der Stadt, (Flecken) a!,- Tajjiha, 
im Westen (d. h Nordafrika). 

5. Das Buch des Geheimnisses von Abû Malschar, dern Vorigen, von 
der Hand desselben Absciireihers, beendigt Sonntags bei Sonnenuntergang, 
den 20. Schawwhl 1052 .  in  Mahalla al - kubra. 

6. Abhaudlung über die Gestirne, die eirier Zuuahrne fihig sind, von 
Hunain ben Ishâk [gest. am 6. Safar 260, 8731. - 

~ l - m a d c h a l  f î  ahkâm an-nudschûm (Einloitung in die A s t r ~ l o g i e ) ~ ~ ,  
vcrfasst von a l -Hasan ben <Ali,  mit dem Reinamcn Abû Naçr al- 
munadkhim a l -  kami [= der kleiiie Astronom) [er verfasste sie im Jahre 357, 
SGdJ. Anfang: Lob sei Gott ,  der seine Diener zu seiner Erkenntniss er- 
scliaflen hat. E r  theilte sie in  fünf Abschnitte uiit 64 Capiteln. Ein 
Band in ilterer Schrift. A .  - N. 208. H. -N. 8048. 

Masâil (Fragen) in 138 Capitelil, von dem sehr gelehrten 'Omar 
ben al -Farruchân a! - Tabarî 41, ausgezogen aus den Riichern der Gelehrten ; 
er macbte sie (diese Auszüge) zu Hauptsatzen, an die sich die Fragen 
anschliessen. Anfang: Wisse, dass es für die Fragen eine Richtschniir 
(Bedingung) giebt,  die der fragende Astronorn nothweudig kennen muss, 
bevor er fragt und urtheilt. Ein Band in Zlterer Schrift. A.-N.  163. 
H.-3.  4340. 

Masâil f i  ahkâm a n -  nudschûm (Frngcn über die Astrologie) 42, von 
Abû Jûsuf Ja 'kùb ben 'Ali al-Xaçrânî. Anfang: Lob sei Gott,  dem 
Berrn des ausgezeichneten lhhmes .  E r  theilte sie in  zw6lf Capitel, jedes 
mit Uuterabtheiluugen. Eiu Band iu Slterer Schrift. A. -IV. 30. H.-W. 
4384. 

A1 -makâla al-ûlâ (die erste Abhandlung) : über die Rechnung der 
Classcn (?)*  ails den vier Al-ihandlungeu des Kûschjâr ben Lebbân ben 
Bâschahjâr (?) 43 al-Dschîlî zu seinen Tafeln über die Astronomie. E r  
theilte sie in acht Abschnitte mi t  80 Capitcln. Ein Band in Slterer Schrift. 
A . - N .  213. H.-N.  8053. 

Mawàki'  (das Eintreten) der Yeumonde der Jahre des 14. Jahrh. d. H. 
für die gregorianischen Jahre (d. h. nach gregorianischer Zeitrechnung) von 
S. Exc. Ibrâhim Efendi 'Ismat , vormals Schüler der polytechnischen 
Schulen und Sternwarten zu Paris ,  Washington und Berlin, gegcn- 

* AbwRb pl. v. bsb  = Pforte, Capitel, Classe, Kategorie; keine dieser Be- 
deutungen giebt einen Sinn, ich verrnuthe einen Druckfehler des Katdoge. 
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wiirtig (1308) erster Astronom* der vicckgl. Sternwarte in der 'Abbjsijja. 
Zwei Bgnde, gedruckt in der Druckerei des Muhammed Efendî JIu@af%, 1304 
1886187. 

Abtheilung: Wissenschaft der Buchstaben und der Namen 
(das heisst Geheimwissenschaften : Astrologie, Magie, Geomantie, 

Cheiromantie etc.). 

1 ( A l i f ) .  

Al -nsû l  wa' d - a a w â b i t  (die Principien und die Regeln), van dern 
Schaich [Ahmed ben 'Ali ben Jûsuf a l -Kurasch i ]  a l - B û n î  [gest. 622, 
1225].4"r sagt im Anfang: Und was uun die Sache betrifft, so ist 
diese Abhandlung von eicem Bruder, der aufrichtig in der Rede gegen 
seine Milchbrüder an dkr Brust der Weisheit ist. E r  theilte sie in eine 
Vorrcde und zchn Geschcnke*" und ein Schlusswort. Ein Band in iiltcrer 
Schrift. A. -N .  3. H. -N. 4434. 

A1 - a n w â r  a l  -1âiha (die fiellen Lichler) und die glückbringenden Ge- 
heimnisse *** , von dem Schaich Mahmûd Abû' l -Mawâhib al-Chalwati4" 

a l  - Hanef î. Anfang: Lob sei G o t t ,  der nach seiner Auswahl unter seinen 
Dienern dem die Gcistcs - und traditioncllcn VCTissenschaftcn Lernendcn 
Erfolg giebt. E r  theilte sie in ein Vorwort,  sieben Capitel und ein Schluss- 
wort ; (sie harideln) über die ilreier - , Vierer -, Yüriffrr -, . . . bis Neuner- 
T a l i ~ r n a n e ~ ~  (Amulete) und ihre Vorschriften (Bedingungen), und über die 
Nator (Wesen) der Buchstaben. Daran schliesst sich ein Gedicht von ihm 
über die Amulete. Ein Band in alterer Schrift. A. -N. 2. H. -N. 4433. 

a ( D a i ) .  

Ad- dawârad  hamzadsch? ( .  ..& al j, JJ j j  47 von Ja ikûb  ben Ishâk ZJ 
a l -Kindi .  Anfang: Lob sei Gott,  es giebt keinen Gott ausser ihm, und 
an Kraft kommt ihm keiner gleich. E r  handelt darin über den Fü1 mit 
rùücksicht anf die Zahl und die Rechnung nach den Gestirnen und die 
Weissa.guug aus dem Vogelfiug und die Physiognorriik. Ein Baud in 
iiltcrer Schrift. A .  - K. 15. H. - K. 4446. 

( B a j .  

Risâla  (Bbtiandlnrig) über das dem Saturn zukommeude (wortlich dau 
Saturnische) Dreier-Amulet", die dem 'Ali ben a l - H u s a i n  ben 'Ali ben Abi 
Tâlib? zugeschrieben a i rd .  I n  alterer Schrift. A. -N.  19. H. -N.  4450. 

* BBsch-Rüsîd (türk.-arab. Wort) =Chef, Oberster der Beobacliter. 
** So betitelt er die einzelnen Abtheilungen, statt bâb = Capitel, oder 

mal~iile = Buch, Theil. 
*a* Asrgr kann auch heisaen: ,,Linien der iniieren HandcL. 

t Das ist deni Urenlrel Mul~amrneds von der Fâtirne. 
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Risâla  (Abhsndlung) des Ptolemaios über die Einrichtung der Wahr- 
s ~ ~ e k u n s t ~ ~ ;  er verfasste sie fiir seinen Schüler Syros. Ein Band in 
dlterer Schrift. A. - N. 30.  H. -N. 7.589. 

j (Z". 

Zâirdscha al-murabba '  a l - l adad i  (die Z â i r d ~ c h a ~ ~  des Zahlen- 
quadrates) von dern Schaich Muhji e d - D î n  ibn a l - 'Arab i"  [ p s t .  638, 
1240/41]. Ein Band in iiltercr Schrift. A.  N. 36. II. -N. 7595. 

$ ( S c h î n ) .  

Scharh (Commentnr) der schGnsten Namen Gottes, von Abû'l - 'Abbâs 
Ahmed ben a l  - M a k r i  Abi'l - H a s a n  'Al i  ben Jûsuf a l  - Kuraschi  a l  - Bûni 
[ps t .  622, 12231. Anfang: Lob sei Gott,  der die feinsten (snbtilsten] 
Wahrhcitcn cingetragen hat in die ausgesuchtestca (sch6nsLen) Bücher der 
Gelieimnisse. Ein Band in iiltcrer Schrift, von der Band des Mansur ben 
Biiihamrned ben al - Dschelebn , beendigt am Mittwoch Morgen, den 1. Qû'l- 
~ i d s c h a  952, 1546 A: N. 57. H.-N. 7616. 

Schauk a l  -mustahâm (die Sehnsucht des Liebestollen) : über die 
Kenntniss der Zeichen der Echriften, verfasst bon dem sehr gelehrten 
Ahmed ben Ab? Bekr ben Wahschijja a l - N a b a t i  (dem Nabataer) a l -  
Kaldâni52 (dcm Chaldaer) [aus dem 3. Jahrh. d. II.]. Anfang: Lob sei 
Gott und das genügt und Friede sei mit seinen Dienern, welche er aus- 
erkoren hat. Das Buch wurde beendigt am Donnerstag, den 3. Ramadnn 
241, 856. E r  erklart darin die Scliriftzeichen der Alten. Ein Rand, ge- 
druckt in London 1806 p. Chr., zugleich mit der Uebersetzung in's Eng- 
lische. A.  - N. 74. H. - N. 15483. 

J2 (Y.). 
Tâli '  a l - m a n l û d  (der Ascendent des Geborenen oder der Gebiirt;) fiir 

miinnliches und - weibliches Gesehlccht nach den Hiiuser.~ und ihren Auf- 
gingen (Ascendenten)j3, von AbÛ Ma'schar a l -Ba lch i  [gest. in Wâsit xwei 
Sachte vor Scliluss des E;trna$&n 282, 893", über 100 Jahre alt]. Arifarig: 
Lob sei Gott ,  dern IIerrn der Gesehopfe und das Gebet und der Friede 
sei tiber dem Propheten. Ein Band in alterer Schrift, beendigt am 
28. Schawwzl 1191, 1777. A.-N. 65. H.-N. 9812. 

( K â f ) .  

K u r L a  li - ichrâdsch a l  - fâ l  wa 'd - damir  (das Loos irn Aufschlagen des 
Fils und der Becieutu~ig oder des Geheimnisçes) von dem Ronig (Chalifen) 
al. Mâmûn [al-'Abbâsî, dem Abbasiden]. Es enthalt die E'ragenkreise und 
die Gesammtzahl der Buchstaben , die Kenntniss der Stationen"* und der 

-- 

* Sollte heissen 2 7 2 ,  836; vergl. obeu S. 171. 
** Wuhl ,,Mondstationen'<. 
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Vogelzeichen aus den himmlischen Stationen, und der Lander (Stadte) 
aus den Namen der Vogelzeichen, und der Konige aus den Namen der 
1,Bnder und Anderes. Ein Band in iilterer Schrift, beendigt 1058, 1648. 
A. - N. 53. H. - N. 7612. 

3 ( R i f ) .  

Ki tab  a l -chawâçs  (dm Buch der magischen Eigenechaften) von Abû'l- 
'Abbâs Ahmed a l  -Bûni  [gest. 6 2 2 ,  12231. Ein Band in Slterer Schrift; 
am Anfang uud am Ende schadhaft. A. -N .  10. II. -N. 7569. 

Ki tâb  a s  - sab' kawâkib a s  -saj jâra  (das Biich der sicben Planeten) 
von dem griechischen Weisen Hermes. E r  spricht darin über die Ascen- 
denten der mnnnlichen und wciblichcn Geburten mit Rücksicht auf dic 
Auffiniung der Uedeutungen (oder Geheirrinisse) und die zuf%lligen Er- 
eignisse. Ein Band,  lithographirt in Kairo in der Druckerei a l- 'anhi j ja ,  
1297, 1880. A.-N. 84. 11.-N. 19633. 

Ki tâb  Timtim (dm Ruch des Tirritirn) [des TndierslN";r zeigt darin 
die magischen Eigenschaften der Thierkreishauscr und ihrcr Grade au£ 
speculativem und mathematischem (?) Wege,  die zur Vernachl&sigung des 
materiellen Erwerbes filireri (?). Ein Band in iilterer Schrift, in der 
Mitte und am Ende schadhaft. A . -  N. 71. H.-N. 9818. 

Kitab (Buch) der Aufltisung (Erkliirung) der Principien der Salo- 
monischen Talismane und der hebraischen Zcichen (Zeichenschrift , IZiithscl- 
schrift) und der spiritistischen Wissenschaften (Künste) , der Filbuchstaben 
und der Karnen al - kalfatirijja" und der griechischen Zaiiberfornielu. 
Anfang: Lob riei Gott,  der die lLimmel erhoht und geschaEen hat,  der 
die Gestirne leuchtend gemacht und sie (am Ilimmel) hingestreut hat. 
Rin Rand in iilterer Schrift,; am Schlusse vom Abschreilier nicht ganz 
vollcndct. A. - N .  72. H. -N .  9819. 

p ( N î m ) .  

Madschmû'a. (Sammelband). -4. - N. 56. H. - N. 4487. Inhalt : 
1. Der Gchatz Alexanders: über die TalismanejG von Aristoteles dem 

Philosophen. E r  theilte es in 10 C a p i t ~ l ,  (welche handeln) über die An- 
ordnung der Steine, dis Zusammensctzung dcï todtlichen Gifte und der 
Gegengifte und Anderes; von der Hand des Sulairnhn al-'Aschmawî al- 
Ranefî al-3lâtiîdi al-Falakî ibn Hamza ben Uachschisch, beendigt 1286,1869/70. 

Madschmû'a , A. - K. 57. H. - N. 4488. Inhalt : 
5. Abhandlung über die X,~irdscha von Abû'l- 'Abbâs a s  - Sabti  [einem 

der Gelehrten des B. Jahrh. d. H.] und von Abû ' l -Fad l  ben ar-Rammâh 
al - Afrîki uud Andern. 

Madschmû'a. A .  - N. 78. R. - N. 7637. Inhalt:  
3. Das Hochste der Eoffnung: über die Prage des Unbekannten; es 

cnthalt die Nethoden der Zairdscha , des P u n k t i r e n ~ 5 ~ ~  der Buchstaben, 
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der Zahlen und des astrologisühen (Wahrsagens). Aus ihm kaun man 
die Prlige nach dem Cubekaunten auffiuden mit Hilfe des Vierer- 
Talismans. 

Madschmû'a. A. -N. 80. H. .K. 7639. Inhalt. 
2. Einieitung in die Astrologie [von Abû' l -Hasan Kûschjâr ben 

Lebbân a l - D ~ c h i l î l . 5 ~  E r  theilte sic in vier hbsehnitte : der erste handclt 
über die Anfangsgründe, der zmeite über das Weissagen über die Welt- 
begebeillieiteu, der dritte über das Weissagen über die Geburten urid den 
Wechsel ihrer Jahre ,  der vierte über die Tagewahlerei. Am Anfange 
schadbaft. 

Muchtasar tawâli '  a l - a s c h r â k  (Auszug aus den Ascendenten des 
Ostens): über die Wissenschaft der Talismane, von dem sehr gelehrten 
[Muhammed ben 'Omar ben a l  -Hasan  ben 'Ali at - Taimî a l -  Bekri  
at-Tabaristânî] F a c h r  ed Dîn [ a r - R â z i ,  beliannt. unter dem Namen 
Ibn a l -  Cha t ibB,geb .  in Raj am 25. Harnadân 543 oder 544, 1149/50,  
gest. i n  Derat am 'id al-fitr" 606, 12101. Aufang: Lob sei Gott,  dern 

Herrn der Cescliopfe, und dns Gebet nnd den Frieden iiber Mul~ammed. 
Ein Band in alterer Schrift, von der Band des Xuhammed al-Hafanî,  
becndigt 1145, 1732/33.  A.-N. 47. H.-N. 4478. 

hbtheilung: Chemie (Alchymie) und Physik (Katiirlehre). 

u (na). 
Der zweite Theil des Buches a l  - b n r h â n  (der Eeweis): über die 

Geheimnisse der Wissenschaft (Kunst) des Wagensx*, von 'Izz ed-Din 
'Al i  ben Eidemir ben 'Ali ben Eidemir al-Dschi ldeki"  [gest. im Rad- 
scha,b 762, 13611. Derselbe ent,halt 1 4  Capitel und ein Schlusswort. Ein 
Band in altcrcr Schrift; es fehlen am Anfang zchn Blatter. A.-N. 35. 
B. -N. 9804. 

( D s c h î m ) .  

Al- dschauhar ' a l -manzûm wa'd-  d u r r  a l - m a n i û r  (die schon geord- 
ucten Edelsteine und die zerstreuten Perlen): über die ErklYrung des 
Diwân der goldeuen Perlen; es ist dies der Commentar des sehr gelehrten 
['Izz ed-Din LAli ben] Eidemir ben 'Alî ben Eidemir al-Dschi ldeki  
[gest. 7GS] m m  D i w h  der goldcnen Perlen des Abû' l -Hasan 'Alî ben 
M h â  a l  -Hakim a l -  Andalusi [ge~t , .  500,1106/07] .  Anfang des Cominentars : 
Lob sci Gott, dern allheiligen Konige, dem Frieden (Beiname Gottes), detn 
Schopfer etc. E s  ist ein Auszug aus seinem Buche , , d a  hochstc Ver- 
gnügen " 6', und ist in vier Abschnitte getheilt. Ein Rand in Blterei- Schrift, 

* Uas heisst das Fest des Aufhorens der Fasten des Ramadân = 1. Echawwiil. 
** So wird die Alchymie üfters genannt. 
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bcendigt Mitte Scha 'b~n 1091 , 1680. Tl ie i l~e i se  zerriusen. A. -N.  6. 
H. - N. 4232. 

) ( R e ] .  

Rutbat  a l - h a k î m  (die Ordnung (auch Wtirde, Rang) des Weisen), 
verfasst von dem [Philosophen Gchaich Abû Muhammed] Maslama ben 
Ahmed [ben 'Omar ben Waddâ'] a l - ~ a d s c h r î t i  [Imârn (Ersfer) der 
Mathematiker in Spanien]." Anfang: ~ o b  sei Gott,  dem Milachtigen und 
ürossrnüthigen. E r  begann mit der Abfassung derselben irn AuTange des 
Jahres 439 ,  1047 und beendigte sie 442, 1050/ 51.63 E r  theilte sie in 
vier Abschnit,te; (sie handalt) über Das was er ails den Riichern der Vor- 
fahren gesammelt hatte, und über den Stein des Einfliisses (der Weisen?) 
und über die Wirkung (oder auch IIcrstelluiig) des Steixis der Wciscn und 
des Bindens, über die Zeichen (Rathsel) des Volkes ('?); das Werk ist ein 
Auszug aus seinen Abhandlungen über die zehn pliilosophischen Wissen- 
schaften. Ein Band in alterer Schrift. A. - N. 12. H. - N. 4238. 

U;s ( S c h î n ) .  

Schudûr ab - dahab (Goldperlen) von Abû'l -Hasan  'Ali ben Mûsâ 
ben Abi'l- Kâsim ben 'Ali a l  - Ansâri  a l  - Andalusi [bekannt unter dem 
Namen I b n  Arfal R â s ,  gest. 300, 1106/07]; es ist dies der Dimiil"', 
geordnet nach den Buchstaben des Alphabetes. Anfang: Wenn Mars mit  
Venus im Gedrittschein stcht,  so ist CS ein Mann (mannliche Gcburt) und 
ist zugleich Vollmond, so wird er intelligent. Ein Band in persischer 
Schrift ,  vocalisirt, mit vielen Notizen aus dem ,,hGchsten Vergnügenu von 
Dschildekî. A. - N. 17. II. - N. 4243. 

Scharh (Commentar) einiger romaischer Gelehrten zu den Schriften 
Platons. Deren Cornmentirmg wiirtle befohlen von dem Sult,an Aba'l- 
Fat11 Mukarnmed Chan und nach dessen Tode der Commentar seinem 
Sohne, dem Sultan 132jazid überreicht,. Anfang: Lob sei Gott, dem Her- 
steller der geistigen Juwelen etc. Anfang der Schriften: Wenn eine 
Substanz gemischt ist  aus zwei tiekannten Korpern (Stoffen) und wir xollen 
wissen, wie vie1 von jedem einzeinen darin ist ,  so magen a i r  jeden ein- 
zelnen der bcidcn Korper (Stoffe) in  der Luft und im Wasser ... Ein 
Band in alterer Schrift, von der I-laiid des Muslih ed-Dîn  ben Sinkn, 
beendigt am Freitag Nachmittag, den 28. Radschab 905, 1500. A.-N. 13. 
H.-N. 4239. 

ci (Fa) .  

A1 - f a l â h a  an-naba$ijja6"der nabataische Ackerbau) von Abû Bekr 
Ahmed ben"A1î ben Kais  a l - K a l d â n î ,  bekannt unter dem Wamen Ibn 
Wahschi j ja ;  er übersetzte ihn aus dem Chaldiiischen in's Arabische im 
Jahre 291, 904 und dictirte ihn dem 'Alî ben Mii!iamrned ben ale-Zajjat  
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im Jahre 318; 930. Anfaug: Lob und Preis und Ehre etc. sei von uns 
(Gott dargebracht). Es  existirt von ihm noch der erste Shei l ,  in  einem 
Uand, in alterer Schrift, von der IIand des Jûsuf ben Muhammed ben 
Mûsi ben Jûsuf ben 'Al i  ben Abî Bekr ben Muhammed ben Na-mûd al- 
Koraschî al - Azhari, des Sch~f î ten  , beendigt am 22. Radschab 995, 1587. 
A. -N. 18. H. - N. 4244. 

J ( K â f ) .  

Kaschf al-  a s r à r  wa h a t k  a l -  a s t â r  (die Entbüllung der Geheimnisse 
und das Aufheben der Schleier) von Dschâbir ben Hajjbn a s - S û f î G "  dem 
Schüler des Chblid ben Jezid ben Mu'âwija ben A b î  Sufjdn. Anfang: 
Lob sei Gott,  dem Ueberbringer der Wohlthaten etc. Es  spricht 
(DsehBbir): misse,  dass die Worte in  dieseni Uuche unsere Worte sind, 
und dass Nichts von denselben aus unsern (anderen) Büchern oder fremden 
Werken entnommen ist etc. E n  'Uand in  Xlterer Schrift. Mit Randnoten. 
A.-IV. 14. H.-N. 7753. 

(Mlm).  

Madschmû'a (Sammelband). A. -N.  2. H.-Fi. 7741. Inhalt : 

1. Die Aufsuchung dessen, was in der Kraft zur Wirkung (Hand- 
lung?) liegt,  von Dschâbir b e n  Hajjân a s - S û f i ,  einem der Schüler des 
Chzlid ben Jezîd ben Nu'awija ben Abi Sufjan. Anfang: Lob sei Gott, 
dem Nichts gleichkommt und der in allen Dingeu machtig ist  etc. E r  
handelt darin über die Natur (Elemente) der Dinge und die besonderen 
Eigenschaften der Gestirne und die Magie und die Talismane und die 
Alchymie. Von der Hmd des Husain ben LAbdallah, beondigt am Samstag, 
den 14. Scha'bân 996, 1588. 

2. Das Buch der Regeln, von Dschâbir ben Hajjân,  dem Vorigen. 
Es ist dies ein Biich über die Erklarung der Dinge. Anfang: Lob sei 
Gott, den keine Grenze einschrankt. 

Madschmû'a. A.-N.  10. H.- N. 7749. Inhnlt: 
1. Das Buch über die gottliche Kunst und die Philosophie, von dem 

weisen Dschâbir ben Hajjân as-Sûfi .  E r  spricht: Und was nun die 
Sache betrifft, so havt D u ,  mein trefflichster Bruder und vollkomniener 
Xwsch ,  mich gebeten, ich m6chte Dir schreiben, was mir gelungen sei 
aus der Knnst (der Alchymie), doch steht es nicht in  meiner Macht ohnc 
deine Billigung ; jetzt will ich Dir mit,theilon den Weg der Gelehrten in der 
Kunst der Künste. 

Madschmû'a. A. - N. 23.  LI. - N. 7762. Inhalt: 

2. Abhandlung des AgathodàmonS7 des Grossen (kann auch heissen 
,des Aeltercnu); er spricht darin zu seinen Schülern über Zeit und Ort  seines 
Todes; sie ist bekannt unter deru Namen ,Abhandlung der Vorsichtu. 
Am Ende schadhaft. 
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Anmerkungen.  

1. Spliiirische Astroiiornie. 
1. Ich habe dieses Werk in die Uebersetzung aufgenommen, weil es 

ein interessantes Streiflicht auf die heutige Cultur des Orientes wirft. - 
2. Kan vergl. S. 17 des erstcn Theiles dieser Uebersetzung (Hcft 1 dicscs 
Ja'nrganges), wo Muharnmed , nicht Nahmûd steht , doch scheint der erstere 
Name der richtige zu sein. - 3. Dieses Werk des Dschagmînî (ein Com- 
pendium der Astronomie) citirt D O r n S. 7 5  und bemerkt, dass es in Peters- 
burg als Manuscript acad. Nr. GlGa b c vorhanden sei. Vergl. auch W o e p k e ,  
notice sur  quclqucs manuscrits arabes etc. im Journal asiatique, Sbr. V. 
Tom. XIX. p. 112. - 4. W u r m  giebt in der ,monatlichen CorrespondenzU 
von Z a c h  (Jalirg. 1 3 1 1 ,  Bd. XXIII ,  S. 74) nach einem Verzeichnisse der 
Werke Nasîr e d -  Dins von Jourdain als 18. w e r k  desselben an: Tedskeret 
Alnassiriet fi1 hiet und bemerkt d a m  : , A b  u i f e d a  citirt sie in seinen Annal. 
Muslem. T. V. p. 37. Nach Hàdji Khalfa ist sie ein Auszug der Astronomie, 
welcher wissenschaftliche Untersuchungen und Beweisc enthslt ,  und in 
mehrere Capitel getheilt is t ;  dieses im Orient berülimte Werk - - ist durch 
zahlreiche Commentare erlautert worden; die berühmtesten derselben sind TOU 

Ali ben Muhammed Aldjordjani und von Niddameddin ben Muhammed 
Alnichaburi, mit dem Beinamen Elaradj oder der Hinkende." Es ist also 
dieses Werk identisch mit dem im Katalog genannten ; vergl. auch H. Ch. II. 268. 
- 5 .  Dieser Commentar findet sich auch in Paris als Nanuscript vor; vergl. 
W O e p k e , 1. c. S. 113. - 6. Es ist dies wahrscheinlich die risàla al - fathijja 
(die dem Fath gewidmete Abhaudlung) des 'Alâ ed-Din 'Alî al-Kûschdschî 
(gest. 879, 1474) die nach D o r  n ,  S. 5 und 70 ,  zu Konstantinopel 1824 ge- 
druckt worden sein soll. H. Ch. IV. 379 hat: Tractatus vincens ( m i l  fath 
= Sicg) de astronomia simplici des Molla 'AL ed-Din 'Ali ben Muhammcd 
vulgo Kuschji dictus (879 mort.). W o e p  k e, 1. c. S. 120, sagt über den Autor 
a l -  Kiisçhdschî : L'auteur, qui mourut en 8 7 9  de l 'H.,  et qui avait Bté un des 
astronomes réunis par Ouloug Beg à Samarkande, dédia ce traité A Abû'l- 
Fath S u l t h  Muhammed Chin, c'est â-dire au sultan des Osmans Muhammed II., 
célkbre par la prise de Constantinople. - 7. Uelier Mfram Dschelebi, den 
Sohn des I$dî -Zadeh, vergl. auch C a n t o r  1, 670 ,  D o r n  S. 5, 87, 89, 
W o e p k o  1. c. 123 und H. Ch. a. v. O. Dieser nennt auch IV. 379 Miram 
Dschelebî den Commentator der fathijja. E r  starb 931, 1524125. - 
8. Welche von den verschiedenen astronomischen Abhancllungen des Ibn  
Sînâ, die W ü s t e n f e l d ,  Gesch. d. arab. Aerzte S. 71-73 und LI. Ch.111. 
361 und 420 citiren, diese sei, ist schwer zu entscheiden, vielleicht der 

tractatus de corporibus coelestibnsu ? - 9. Vergl. W ü s t e n f e l  d , Gesch. d. 
arab. Arzte, S. 148, woselbst das hier genannte Werk ebenfalls citirt wird; 
es soll als Manuscript auch in der Bibl. Bodley. existiren. Asch- Schirjzi 
wurde geboreu in Schirâz 634 (1236), war ein Schüler Na.îr ed-  Dîns, 
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zeichnete sich besonders in  Nedicin , Astronomie urid Philosophie aus 
und starb in Sebrîz im Ramadan 710 (Jan. 1311). Auch II. Ch. nennt 
dieses Werk VI. 396. Von de'm gleichen Autor citirt er II. 229 ejn astro- 
nomisches Werk , betitelt : a t  - tubfa asch - schâhijja = das kihigliche Geschenk. 

2. Orts - und Zeitbestinimunç. 
10. Die arabischen Astronomen unterschieden verschiedeue Arten von 

Qiiadranten : den Sinusquadranten, den vollstiiridigen , umfwsenden Qua- 
dranten, den abgeechnittenen Quadranten, den Quadranten ad - dest î~r  oder 
Kanonquadranten, etc.; vergl. hierüber Sédillot, Matériaux pour servir 
l'histoire comparée des sciences math. Tome 1. p. 321. und flg., und von 
demselben: Xbmoiro sur  les instruments astron. des Arabes in  hlémoires 
prés. par div. sav. à I'acad. royale des inscript. e t  belles lettres, T. 1. 1844, 
p. 28, 29, 82, 8 7  ; und D O r n ,  S. 10 und 83-89. - 11. VieIleicht die 
,Atihandlung über die Fragen, welche an ihn gerichtet wurden über den 
Zustand der Sterneu ? Vergl. S n  t e r ,  Fihrist S. 12. - 12. Vergl. S u t e r ,  
Fihrist, S. 40. - 13. Sehr wahrscheinlich seine ,,Einleitung in die Astro- 
logie '; vergl. S u t  e r ,  E'ihrist S. 33 und 66. - 14. Dieses Werk führt 
auch H. Ch. a n  II.  231. - 15. Vergl. D o r n ,  S. 32, 7 8 ,  98. - 16. Vergl. 
D o r  n ,  S. 18. Er erwshnt hicr als Verfertiger eines Quadranten Muham- 
med ben Ahrned el Missy in Damaskus im Jahre 734 und bemerkt dann 
weiter: ,In U r i ~  Katalog (das is t  der Bodley. Bibliothek) aber werden mehrere 
das Astrolabium betreffende Schriften eines Schemseddin Muhammed ben 
Ahmed ben Abdul-Rahim al Mezzi angeführt. m a r e  das Zeitalter dieses 
Schriftstellers naher bekannt - ich wenigstens kenne nichts Naheres - 
so wiirde sich die Bragc, OB der Verfertiger unscres Quadranten auch der 
VerFdsser jencr Abhandlnngen i s t ,  leicht entscheidcn lasscn, wahrend es 
so für's Erste nur wahrsüheirilich ersclieint." Wir denken, dass diese Ver- 
muthung D o r n ' s  durch die in unserem Katalog angegebene Lebensaeit 
dieses al-  Mizzî hiermit bestiitigt ist. - 17. H. Ch. bat VI. 309 und 337 
,,in der Moschee a l -  Xowajjedi (richtiger a l  - M ~ l a j j e d i ) ~ ~  statt  al -8maw1 
wie unser Kat,alog; die richtige Lesart konnte ich nicht feststellen, doch 
scheint diejenige des H. Ch. die wahrscheinlichcre zu sein. Den Beinamen 
Abû'l- Jaman kennt H. Ch. nicht. - 18. Es ist dies eine besondere Form von 
Sonnenuhren ; vergl. Sédiliot, traité d'Aboul- Hassan 'AIî , S. II .  p. 430; 
halazûn ist jedenfalls das griechische helix oder helikon (adject.). - 
19. Vergl. H. Ch. III. 470 und 559-561. - 20. Es ist dies der in 
anderen arabischen Schriften ,, Sinkalos" oder ,, Tinklos '' genannte my- 
thischc Astrolog; vergl. auch S u  t e r ,  Fihrist S. 22 und 55. - 21. Fadl  
ad - dh'ir heisst wtdl ich:  der Ueberschuss des (ganzen) Umkreises , das 
heisst der Bogen, um welchen die Sonne über den Meridian hinaus ist, 
das ist der Stundenwinkel. Vergl. Sédillot, Mkmoire etc. p. 64. - 
22. Dieses Werk is t  in vielen Exemplarcn vorhanden, es wird daher 

14' 
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ziemlich geschatzt und verbreitet gewesen sein. - 23. Vergl. S u t  e r ,  
Fihrist S. 28 uud 62 und S t e i n s c h  n e i d e r  , zutn Speculum astronomicum 
des Albertus Magnus, Zeitschr. f. Mathem. u. Physik, Jahrg. XVI, S. 358-390. - 
21. D o r n ,  S. 82 und der Traiti: du quadrilatère von Narsiruddin el- 
Toussy, h e r a u s g e g e b e n v o n A l e x a n d e r P a s c h a K a r s t h e o d o r y , K o n s t a n t i -  
uopel 1891 , S. 23 3 ,  haben Lehbin,  was auch da8 Richtiçe zu sein scheint; 
dagegen liest der Traiti! du quadrilatbre el -Dschebeli, wo D o r n  und 
unser Katalog a l -  Dschili haben. Auch B. Ch. hat al - Dschîlî; er erwahnt 
dieses Werk V. 403 und 475; 111. 563 erwahnt er von ihm ,,astrono- 
mische TaSelu'(, ebenso III. 570, wo als J a h r  der Abfassung derselben 459, 
1066/67 angegehen ist. Kflschjâ,r scheint nach dem Traité di1 quadrilatitre 
auch in der Trigonometrie sehr bemandert gewesen zu sein; vergl. nieine 
Besprechung des genannten ,, Traitou in der Bibl. math. 1893, S. 1-8. 
25. Dies iiit die wortliche Uebersetzung von a r - rub '  al-mudschannah, 
auch H. Ch. III.  402 weiss Nichts zu sagen über dieses Instrument, er 
ltisst mudschannab unübersetzt ; S é d i 11 o t , Miiruoire sur les instr. astron. des 
Arabes p. 225, iibersetzt auch einfach: l'aili:, eopéce de cadran. - 
26. Vergl. Anmerkung 17. Ucber a l -  Ansari vergl. D o r n ,  S. 77, wo 
als Sterbejahr 781/1379 angegeben ist. - 27. Vergl. D o r n ,  87 u. 89. 
E r  glaubt ,, Schekksî" sei das Richtige, was auch S bd i l10 t ,  Mémoire etc., 
S. 36 und 219 h a t ;  I-1. Ch. III. 401 hat Echekkazi; D o r n  giebt S. 87 eiue 
kurze Beschreibung der Vorder- und Rückseite des Instrumentes, auf die 
ich den Leser verweisen muss. Nach -der  Zahl der Capitel (19) zu 
schliessen , würde unsere Abhandlung über dns Schakârische Astrolabium 
den Mîram Dschelebl zum Verfasser haben; vergl. H. Ch. 1. c. - 
28. Vergl. S é d i l l o t ,  Mémoire etc. p. 30-32,  182 flg. und S u t e r ,  
Fihrist S. 72. - 29. Vergl. Anmerkung 27. - 30. Hier ist  eigenthüm- 
licher Weise das griechische syntaxis = Zusammensetzung durch das arabische 
madscha,lis, pl. von madschlis = das Ziisamrnensitzen, die Sitzung, wieder- 
gegeben; wir zweifeln nicht daran, daes dioa der A41magest des Ptolemsios 
sei,  obwohl diese Bezeichnuiig uns ~ o n s t  nirgends vorgekommen ist. - 
Y 1. 1st dies vielleicht. Abfi'l- Hasan 'Ali, der Verfasser des von S é di1 lo  t 
1834-35 herausgegebenen ,,traité des instruments astronomiques des 
Arabes"? Sé di11 o t  bemerkt am Schlusse der Introduction, dass in 
gewissen Manuscripten dieser Butor auch blos Abil 'Alî genannt werde, und 
dass er unter diesem Namen auch zwei Mal h i  H. Ch. vorkomme; wiedcr 
Andere nennen ihn Abu' l -Hasan 'Ali  ben 'Omar. - 32. Vergl. vorige 
Anmerkung. - 33. Kach Analogie mit den Sechziger- Sinus und -Tangenten 
rnüssen dies die Tangenten für den Radius = 12 sein. - 34. H. Ch. hat 
III. 388 von demselben Verfasser eine Abhandlung über ,,den verborgenen, 
abwesenden Sinush'(?) aus dem Jahre 745 (1344), zu welchem bemerkt 
wird: est autem ille sinus seniicirculus , cujus peripheria in partes aequales 
divisa est (?); vergl. auch D o r n ,  S. 88. - 35. Dasselbe Werk erwahnt 
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13. Ch. VI. 396 und giebt VI. 176  , wo er al-Pkrisî als Commentator eiries 
philosophischen Werbes nennt ,  sein Todesjahr auf 629, 1231/32 an. - 
36. 1st jedenfalls der im  Fihrist genannte Schüler M& - sehi,-allahs, Aliû 
'Ali Jahja ben Gâlib al - lhaj j&b;  vergl. S u t e r ,  Fihrist S. 31 und auch 
H. Ch. V. 518. - 37. Vergl. S u t e r ,  Fihrist S. 28. - 38. Schr wahr- 
scheinlich sein Buch der Elemente der Astronomie; vcrgl. S u t e r ,  Fihrist 
S. 34 und 67. - 39. Vergl. S u  t e r ,  Fihrist S. 31 und 32. - 40. Dieses 
Werk führt auch H. Ch. II. 4 a n ,  unter dem Titel: al -bâri6 al-mudchil 
il$ a h k h  an-nudschûm, liber excellens aditum astrologiae judiciariae 
patefaciens; iiher den Verfasser hat or keine weiteren Angaben. - 
41. Vergl. S u t  e r ,  Fihrist S. 2 7 :  sein daselbst angeführtes ,, Buch der 
FragentL wird wohl mit dem hiergenannten identisch sein.= - 42. Vergl. 
S u t e r ,  Fihrist S. 75; H. Ch. V. 517 hat  dieses Werk auch, macht aber 
tiber die Lebenszeit Kasrânis auch keine Angaben, gleichwie der Fihriçt 
und Casiri; nach der Unterabtheilung zu schliessen, in die ihn der Ver- 
fasser des Fihrist gesetzt ha t ,  muss er ein Zeitgenosse von ihm gewesen 
sein, also in der zweiten IIalfte des 10. Jahrh. gelebt habcn. - 43. Sol1 
wohl der Eigenname B&zj%r sein. 

3. Wissenschaft der IEuclistaben und  do^ Namen. 
44. A l - B û n î ,  das heisst von Bona (Algier) gebürtig, war einer der 

bedeutendsten Vertreter der arabischen Geheimwissenschaften; sein Todes- 
jahr wird auch von H. Ch. 1. 2'31 auf 1225 angesetzt ; vergl. C a n t o r  1. 
896. - 45. Das heisst Mitglied des Ordens der Chalwatî odcr Chalwetî, 
die immer an einem einearnen Orte (cbalwa) beten sollten; vergl. U o r n ,  
S. 99 ,  wo als einer der berühmtesten Chalwetî Mahmûd el-  Kurdy (gest. 
1198, 1781) angefllhrt ist;  wahrscheinlich ist dieser 'mit dem Unsrigen 
identisch. - 46. Es sind dies magische Quadrate mit 32, 42, 5". . bis g2 Feldern, 
mit Buchstaben - Zahlen ausgefüllt, dic ncben der constanten Summc, die 
sie nach verschiedenen Richtungen ergeben, auch noch in Bezug auf die 
Wortbedeutung, die sich ails der Zusauimenset~ung der Uuchstaben ergab, 
von Wichtigkeit waren. Das Dreier-Quadrat bezog sich auf den Mond, 
dns Vierer - Quadrat auf den Merkur , das Fünfer - Quadrat auf die Venus, 
das Sechser- Quadrat auf die Sonne, das Siebener - Quadrat auf den Man,  
das Achter-Quadrat auf den Jupiter,  das Neuncr -Quadrat auf den Saturn 
und das Zehner - Quadrat auf den Thierkreis. Vergl. Handschrif'ten- 
verzeichniss der kgl. Bibliothek in Berlin, 9. Bd., Arab. Randschriften 3. Ed., 
herausgegeben von A h l w a r d t ,  S. 506, und auch C a n t o r  1. 636. - 
47. Nach der Wiener Handschrift des Pihrist müsste dies das Werk al- 
Kindis ,, über die Zahlenkunststücke 'und die Kunst sie zu ersinnen t i  sein 
(vergl. S u t e r ,  Filirist S. 11);  denri nach F 1 ü g e l  (Al-  Kindî, der Philo- 
soph der Araber, in Abhandlungen fiir die Kunde des Morgenlandes, 1. 
S. 39) ist in  der Wiener Handschrift zu dem genannten Titel himugefügt: 
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Kitab a d -  daw%rad hamzadsch kur'a fî  nihkjat al -@II, dern ich so nenig 
mie F l ü g e l  einen Sinn beizulegen vermag; die vier letzten mor te  - 
kur 'a  f î  etc. - heissen wortlich: das Loosziehen in (mit) iiusserster SchGn- 
heit (Gescliicklichkeit). Aus der Inhaltsangabe zu schliessen. wiire es 
aber ein anderes Werk des al - Kindî, vergl. S u t  e r  , Fihrist S. 11. - 
48. Hier ist das Dreier- Quadrat dern Sat,urn ziigetheilt, was mit der in 
Anmerkiing 46 nach A h l w a r d t  gegebenen Darstellung nicht stimmt. - 
49. Es  ist dies das Quadripartitum des Ptolemaios. - 60. Vergl. für diese 
magische Kunst S u t e r ,  Pihrist S. 32 und 65, Anmerkung 188; A h l -  
w a r  d t a .  a.  O. S. 551, 560 und 561 liest zairedsche und nennt sie Buch- 
staben - Zukunftsentriithselung ; er  sagt S. 551 : ,>Auch hier wird ein Kreis 
verwendet, aber mit vielen zum Theil nach dem Mittelpunkt gehenden 
Linien, oder auch ein in 28 Felder getheiltea Qiiadrat (Rechteck?), jcdes 
mit einem Buchstaben und auch mit einer Zahl versehen. Sie werden mit den 
zwülf Sternbildeïn (wohl eher mit den 28 Mondstationen) in Verbindung 
gebracht und die Deutung enthi l t  die jedesmalige Antwort auf eine mit 
o b ?  oder ob nicht? gestellte Frage." - 51. Es  ist dies der sogenannte 
grosse oder grosste Schaich , Ibn al - 'Arabî , gebürtig aus Andalusien 
(Spanicn), von dcm H. Ch. oine grosse Zahl von Werken mannigfachen 
Inhaltes anflihrt, doch das hier vorliegende finde ich nicht bei ihm. - 
52. Vergl. S t e i n s  c h n e  i d e r : Zur pseudepigraphischen Literatur des Mittel- 
alters,  a n  verschiedenen Stellen; auch H. Ch. erwahnt mehrere geheim- 
wissenschaftliche Werke desselben, doch dieses nicht; e r  nennt ihn Abû 
Bekr Ahmed ben al-Wahschijja,  giebt aber seine Lebenszeit nirgends an. 
- 53. Welches seiner zahlreichen im Fihrist (vcrgl. S u t  e r ,  Fihrist 
S. 32 und 33) genannten astrologischen Werke dies sei. ist nicht wohl 
zu entscheiden. - 54. Angeblich ein indischer Weiser, wird auch 
Tamiam und Tumtum gelesen; vergl. Li. Ch. V. 112 und S t e i n s  c h n e i d e r ,  
1. c. p. 83. - 55. Sollte wahrscheinlich heissen ,filaktîrijjaU und ware 
dann nach F l e i s c h e r s  Vermuthung (vergl. S t e i n s c h n e i d e r ,  1. c. S. 96) 
das grichische <pul<uxt$~~cr = schützende; in der That hat H. Ch. I V .  463 
als Tite1 einev kurzen Abschriittes 'ilm el-filaktîr8t (doctrina phylacteriorum), 
was nach der Inhaltsangabe zu schliessen, wohl die Wissenschaft der (vor 
Unheil) bewahrenden Namen oder Buchstaben sein wird. - 56. Vergl. 
A h l  w a  r d t ,  a. a. O. S .  541, wo das Werlr nicht dern Aristoteles, sondern 
dern Hermes Trismegistos zugeschrieben wird; es sei dann aufgefunden 
wordei  von dern Weisen Bilin&s (Y) ,  von diesem an Aristoteles gekommen 
und von diesem Alexander dern Grossen libergeben wordeu. - 67. 'Ilm 
a r  - rama1 ist die sogenannte Punktirkunst , oder Sandfigurenkunst, oder 
Geomaatie. - 58. 1st wahrscheinlich das. S. 168 genannte Werk. - 
59. Es  ist dies der beruhmte arabische Philosoph und Sheologe ar-R&î, 
nicht zu verwcchseln mit dem noch berühmteren Arztc a r  -Raz1 (Rhases), 
der fast 300 Jahre früher gelebt h a t ;  das hier genannte Werk finde ich 
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starb, was den Zeitangaben besser entsprechen würde. - 67, Angeblich 
Lehrer des Hermes, vergl. S t e i n s c h n c i d o r  1. c. S. 40; A h l w a r d t  
(1. c. S. 518) hat  Folgendes (aus einem Buche über Geheirnkrafte): ,,es 
wird berichtet, dass die Kunde der geheimen Budeutung der Buchstaben 
von Gott verliehen sei dem Adam, daun dem Agathodamon, das ist Seth, 
u .  S. W. bis auf 'Isâ (= Jesus),  Muhammed, 'Alï etc." 

A n m e r k u n g: Ich habo mich nachtraglich tiberzeugt , dass das arab. 
kalam %dî, das bei den meisten Manuscripten stehk, uicht mit ,,alterer 
Schrift", wie ich es gelhan habe, sondern mit ,,gewohnlicher Sclirift" 
(Noschi), irri Gegensatz zur persischen und makrebinischen Schrift, zu liber- 
setzeii ist. 
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Recensiouen. 

S o ~ a u s  L I E ,  Vorlesungen über Differentialgleichungen m i t  bekannten  
infinitesimalen Transformationen.* R r a r b ~ i t e t  iind heraiisgegehen 
von Dr. GEORG SCIIEFFERS. Leipzig. B. G. Seubner 1891. XIV und 
668 S. 

Mit diesem Werke ist das dankenswerthe Uuternehmen begonnen 
worden , die ausgedehnten Theorien von S o p  h u s L i e  einem groseren 
Publikum durch eigentlich padagogische Darstellungen zuganglich zu machen. 
Dieser Zweck wird in  dem vorliegenden Bande, nach dem hescheidenen 
Dafürhalten des Referenten, in  der vollkominensten Weise erreicht. Nur 
ein verhalt.nissmassig geringcs Maass von Vorkenntnissen wird vom Lcser 
verlangt. Die Darstellung vermeidet Abstractionen nach Moglichkeit, und 
setzt tiherall die anschaulichen Grundgedanken der analytischen Operationen 
in helles Licht. Sie schreitet von ganz einfachen Aufgaben zu schwierigeren 
Problemen fort,  die das hochste wissenschaftliche Interesse beanspruchen 
dürfen. Zahlreiche zumeist vom He r a u s g e  b e r  herrührende Beispiele 
(etma 200) dienen zur Eintibung der allgemeinen Theorien. Viele der 
betrachteten Gegenstando werdcn von mchrcren verschiedenen Seitcn be- 
leuchtet, so dass der Leser zur wirklichen Beherrsrhung des Stoffes 
gelangen kann. Ein angenehmer , fliissiger Vortrag vollendet den erfreu- 
lichen Eindruck des Gauzen. 

Die Lie 'schen Integrationsmethoden sind hervorgegangen aus der Be- 
merkung, dass zahlreiche iiltere Integrationstheorien solcher Differential- 
gleichungen, deren Losungen nur einzelne willkürliche Constanten (nicht 
Functionen) enthalten, auf oinen gemeinsamen Ursprung zurüekgeführt, 
nimlich aus dem Umstande hergeleitet werden konnen, dass die genannten 
Differentialgleictiungen bekannte infinitesimale Transformationeu zulassen. 
Es handelt sich nun darum , eine systematische Integrationstheorie für 
solche Differentialgleichungen zu entwickeln. 

Der vorliegende Sand  iimfasst nui- einen Theil der wunderbaren Inte- 
grationsmethoden, die man  sammtlich dem Genie und der unermüdlichen 
Arbeitskraft eines einzigen Mannes vcrdankt. Wir  mogen die behandeltcn 

* Wir iconnen hier eine zweite Besprechung dieses bedeutenden Werkes 
tiringen, welche uns zuging, wahrend die auf S. 95-103 enthaltene im Drucke 
var, und welche auf einige Punkte, insbesoudere auf das eigentliche Integratione- 
problem, naher eingeht. M. O .  
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Gegenstande etwa folgeudermassen classificiren, wobei wir jedoch bemerken 
müssen , 
Beweise 

1. 

II. 

III. 

IV. 

dass in  dem Werke selbst die iiothwendige Reihenfolge der 
zu einer etwas anderen Anordnung des Stoffes geführt hat. 

Htilfssatze aus der Theorie der Transformationsgruppen. 

Integrationstheorie oiner oder mchrerer gewohnlicher Differential- 
gleichungen erster Ordnung in zwei Veriinderlichen, die bekannte 
infinitesirriale Transformationen zulassen. 

Integration einer homogenen linearen partiellen Differentialgleichung 
in n Veriinderlichen , mit bekannten infinitesimalon Transformationen. 

Integration von gewijhnlichen Differentialgleichungen zweiter und 
dritter Ordnung mit bekannten infinitesimalen Transformationen. 

Die unter 1. genannten Theorien sind auf cin kleinea Maass beschrankt. 
Der Begriff der infinitesimalen Transformation wird im Zusamrnenhang mit 
dem Begriff der eingliedrigen Gruppe ausführlicli entwickell; bei awei- 
und mehrgliedrigen Gruppen von infinitesimaleu Transformationen dagegen 
wird der Zusammenhang mit dem Begriff der continuirlichen Gruppe nur 
angedeutet. Wir  gehen hier auf diesen Gegenstand nicht naher ein; es 
mag auf eine altere Recension des Referenten (Zeitschr. f. Nathem. u. Phys. 1889, 
S. 1 7 1  u. flg.) verwieseri werden. Als ein Hauptresultat, das iiachher für 
die Integration der Differentialgleiclhungen zweiter und dritter Ordnung die 
groaste Bedeutung gewinnt, mag jedoch hervorgehoben werden die Anf- 
stcllung aller T y p e n  v o n  e w e i -  u n d  d r e i g l i e d r i g e n  G r u p p e n  v o n  
P u n k  t t r a n s f  o r m a t i o n e n  i n  d e r  E b e n e ,  Jede zweigliedrige cin- 
tinuirliche Gruppe nimlich lisst sich durch Einführung geeigneter Ver- 
anderlicher in  eine solche Form bringen, dass ihre infinitesimalen Trans- 
formationen in einer der folgenden Gestalten enthalten sind: " T. 

1) 2 %  " y '  

(Theorem 41, S. 425.) Von drcigliedrigen Gruppen gibt es 13 Typen, 
von denen ewei von willkürlichen Parametern abhangen, einer eine will- 
kürliche Bunction enthiilt (S. 501). 

Unter I I .  fallen die einfachsten Anwendungen der Gruppentheorie auf 
die Integration von Differentialgleichungen. Hier fiuden wir bereits eine 
grosse Menge h k h s t  intorcssanter und folgcnrcicher Siitze. 

Eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung: 

X ( x ,  y)dy-  Y(., y ) d x = O  

oder die mit ihr %pivalente lineare partielle Differentialgleichung 
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gestattet eine infinitesimale Transformation 

wenn ihre Integralcurven w ( x ,  y) = const. von der Transformation unter 
einander vertaiischt werden, das heisst, wenn jede Integralciirve in  eine 
benachbarte übergeht. Dies drückt sich aus durch eine Relation von der 
Form U w  = rp (w), oder , bei geeigneter Wahl des lntegrals w, durch 
die Gleichung: a m  a m  

(-+q.=l. a. d y  
Hieraus folgt sofort, dass der reciproke Werth der Determinante 

Xg - Yt; ain ( E  u l e r  'scher) M u l  t i p l i c a  t o r  der vorgelegten Differential- 
gleichung ist , dass also w durch Q u a d r a t  u r gefunden werden kann : 

_ p y  - Y d x  
X11- Y &  

(S. 97.) 

Dies iet eine der lltesten unter den Anwendungen des Transforrnations- 
begriffs auf die lntegrationstheorie (1874). Sie ist typisch für das ganze Ver- 
fahren. - Eirie genaue Betrachtung des Gegenstandes führt zn einer 
inleressanten geometrischen Deutung des Multiplicators (S. 151  u. flg.), die 
sich auch auf homogene lineare partielle L)ifferentialgleichungen in mehreren 
Veranderlichen ausdehnen lasst (S. 3 3 7  u. fig.). 

Capitel 9 enthalt aahlreiche specielle Anwendungen dieser Theorie, die 
al10 darauf hinauslaufen, dass eine von vornherein bekannte Eigcnschaft dcs 
Systems der Integralcurven einer Differentialgleichung erster Ordnung sich 
ais gleichbedeutend erweist mit der Kenntniss einer infinitesimalen Trans- 
formation oder eines Multiplicators. Z.  B. kann man jede Djfferential- 
gleichung durch Quadratur auflosen, deren Integralcurven P a r  a 11 e l  - 
c u r v e n  (S. 153) oder I s o t h e r m e n  (S. 157, 162) sind. Die I i a u p t -  
t a n g e n t e n c u r v e n  und K r t i m m u n g s l i n i e n  einer FIZche lassen sich 
durch Qnadraturen hestirnmen, wenn die Haupttangentencurven die Flache 
in ein Netz von infinitesimalen Rhomben zerlegcn (S. 173) ; die K r  ü m m u n g  s - 
1 i n  i e n und M i n  i m a 1 c u r v  e n , wenn die Krümini~ngslinien Isothermen 
siud (S. 179); die H a u p t t a n g e n t e n c u r v e n  und X i n i x n a l c u r v e n ,  
sobald die Haupttangentencurven der einen Schaar Isothermen sind (S. 181). 

Diese und Zhnliche Sktze, die zu den schonsten Anwendungen der 
Gruppentheorie gehoren , verlangen zu ihreï Herleitung nur einen sehr 
einfachen analgtischen Apparat. 

III. Eine lineare homogene partielle Differentialgleichung 

gestattet eine infinitesimale Transformation 
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wenn die Sctiaar ihrer Charakteristiken, oder der Inbegriff ihrer Losungen 
durch die Transformation Uf in sich selbst übergefiihrt wird. Der aua- 
lytische Ausdruck hierftir ist das Restehen einer Relation der Form 

n 
Z f  ( U A )  ~zi [Uuk - A & * ]  - = Q (x,. . . x n ) .  A f .  
axk  

1 

H a t  man nun mehrere infiuitesimale Transformationen, die dieser 
Bedingung gentigen, so kann man unter Urnstanden durch lilose Differentiation 
und Elimination J&iingen der Gleichung A f = 0 finden. Zunachst gestattet 
narnlich die Differentialgleichung zugleich mit V i f  und Ukf dio aus beiden 
durch die soeben definirte Klammeruperation hervorgehende neue Trans- 
formation (U; Uk). Nehmen wir a n ,  es seien auf diese Weise r Traus- 
formationen U , f .  . . U,f gefundeu, zwischen denen keine lineare Relation 

c i u l f + . . . + c , L T , f = o  
mit  constanten Coefficienten besteht, so wird sich unter den Ausdrücken 
U l f . .  . Urf eine gewisse Anzahl U l f . .  . Uvf finden, die mit Af durch 
kcine Relation von der Form 

pl(.). u , f + - . . + r e ( x ) .  U Q f + A ( z )  . A f r o  

verknüpft sind, in der die Coefficienten nunmehr Functionen der Verander- 
lichen x, . . . x, bedeuten sollen. Die tibrigen werden sich dann durch 
Af ,  VI f .  . . U,  f ausdrücken laseen : 

U p + i f ~  ui1U1f + B .  .+ uiQU, f  + v i . A f .  

D i e  C o e f f i c i e n t e n  uii . . .zciq i n  d i e s e r  I d e n t i t i i t  s i n d  
L o s u n g e n  d e r  G l e i c h u n g  A f = O  o d e r  C o n s t a n t e .  

Dieser fundamentale Satz (Theorem 31, S. 324) genügt unter Umsthdcn 
schon vollig ziir Integration der Gleichung A f  = O ;  in anderen Fallen 
ftihrt er zu oiner liedeutenden Vereinfachung dos Integrationsproblems. 

Die weitere Durchftihrung der Integration einer Gleichung Af =: O, 
die ein tieferes Eindringen in die Theorie der Sransforrnationsgruppen 
voraussetzt, wird nur in besonderen Fallen geleistat. Es  werden behandelt 
eine Gleichung A  f = O in drei Veranderlichen mit e i n e r oder x w e i infini- 
tesimalen Transformationen, und eine Gleichung Af = O in vicr Veriinder- 
lichen mit einer d r e i g l i e d r i g e n  G r u p p e ,  die letzte jedoch nur unter 
eiuer gewissen Voraussetzung. Besonderes Interesùe zieht die IJehaiid- 
luag  des wichtigen Falles auf sich, in dern die dreigliedrige Gruppe die 
Zusammensetzung der projectiven Gruppe eines Kegelschiiittes in der Ehene  
hat. Die Integration der Gleichung Af = O ,  die zunachst die Intcgration 
zweier gewtihnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung und eine 
Quadratiir zu fordern scheint, wird durch einen merkwürdigen Kunstgriff 
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auf die Integration einer R i cc a t i'schen Differentialgleichung zurückgeführt 
(S. 531 u. flg.). 

Die oben mit IV. bezeichnetc Gruppe von Problemen bildet eine be- 
sondcrs wichtige Anwendung der unter 1. und I I I .  besprochenen Theorien. 

Wiihrend eine vorgelegte DifIereritialgleichurig erster Ordnung immer 
unendlich viele Punkttransformationen gestattet, haben Differentialgleichungen 
hoherer Ordnung nur in besonderen FaIlen die Eigenschaft, infinitesimale 
Transformationen zuzulassen. Die erwahnte Reduction der Gruppen von 
Punkttransformationen auf ty pische Formen bietet die hl6glichkeit, alle diese 
besonderen Differcntialgleichungen von vornhercin anzugcben. 

Dieses wichtige Problem wird für e in-  und dreigliedrige Gruppen 
(S, 377, 538) vollstiindig gelüst, für zweigliedrige Gruppen durch ein 
Reispiel erlautert (S. 468). 

Zur Integration einer Differentialgleichung mit bekannter Gruppe bieten 
sich nun in der Hauptsache zwei verschiedene Wege dar. Der erste, zu- 
niichstliegende, besteht in der Reduction der Gruppe auf ihre canonische 
Form. Diese Operation erfordert Hilfsmittel , die im Allgemeinen einfacher 
sind als die Integration der vorgelegten Differentialgleichung. (Im Fa11 
einer zweigliedrigen Gruppe z. B. ist im ungünstigsten Fa11 die Integration 
einer gewohnlichen Differentialgleichiing erster Ordnung nothig.) Nach der 
Reduction vereinfacht sich dann die Gestalt der Differentialgleichung derart, 
dass ihre Integration meist ohne Weiteres ausgeführt werden kann. 

Die zweite Integrationsmethode beruht anf dem Regriff derE r w e i t e r u  n g 
einer Punkttransformation. Das Problem der Integration z. B einer Diffcrential- 
gleichung zweiter Ordnung 

Y" = w (xi Y, Y')I 
ist bekanntlich identisch mit dern der Integration einer linearen partiellen 
Differentialgleichung in drci Vertinderlichen: 

Wenn nun die vorgelegte Differentialgleichung die infinitesimale Trans- 
formation 

zuliisst, so gcstattet Af = O die ,,ersle erweiterte Transformationu 

und umgekehrt. Die Aufgabe kommt also in jedem P'alle zurück auf eiues 
der unter I I I .  besprochenen Probleme. 

Diese zweite Methode ist im Allgemeinen der ersten vorzuziehen, nicht 
allein darum, weil sie die dem Problem fremde Einführung der canonischen 
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Form vermeidet, sondern vor Allem deshalb, weil sie geringere Iute- 
grationsschwierigkeiten darbietet (vergl. jedoch die Anmerkung*). So 
verlangt die Integration einer gew8hnlichen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit e i n e  r infinitesimalen Transformation nach der ersten Methode 

Reduction der infinitesimalen Transformation auf den Typus 

Integration einer gewtihnlichen Differentialgleichung erster Ordnung, eine 
darauf folgende Quadratur, die Integration einer zweiten Differential- 
gleichung erster Ordnung und schliesslich noch eine Quadratur (S. 384). 
Nach der zweiten Methode dagegen ist nur die Integration e i n e r  gewohn- 
lichen Differentialgleichung erster Ordnung und e i n e Quadratur erforderlich 
(vergl. Theorem 42, S. 487). Wenn die Zahl der infinitesimalen Trans- 
formationen steigt, so verringert sich der Unterschied beider Methoden, 
was damit zusammenhangt, dass die Differentialgleichung dann eine geringere 
Zahl von willkürlichen Elementen enthalt oder gar durch die Gruppe bc- 
stimmt ist.* 

Als besonders bemerkenswerth mag noch der Satz hervorgehoben 
werden , dass die Zahl der linear -unabhangigen infinitesimalen Trans- 
formationen, die eine Differentialgleichung von hoherer als der ersten Ord- 
nung zulasscn kann , an eine o b e r e G r  e n z c gcbunden is t ;  im Falle cincr 
Differentialgleichung zweiter Ordnung z. B. an die Zahl8  (Theorem 39, 5.405). 
Die Differentialgleichung zweiter Ordnung kann dann übergeführt werdeu in die 
Differentialgleichung y"= O der geraden Linien, die die acht infinitesimalen 
Transformationen der allgemeinen projecliven Gri~ppe gestattet. Differeutial- 
gleichungen zweiter Ordnung, die nur vier, fünf, scchs oder siebcn infini- 
tesimale Transformationen zuliessen, gibt  es nicht (S. 538). 

Von Difl'erentialgleichungen d r i  t t e r O r d  ri II n g  wird als Beispiel fur 
weitergehende Theorien nur der Fa11 abgehandelt, in dem die Differential- 
gleichung eine d r e i g 1 i e d r i g e Gruppe von einer gewissen besonderen 
Eigenschaft zuliisst. 

* Die wichtige Frage: Ob denn die aus der Kenntnias infinitesimaler Trans- 
formationen zu fichopfenden Vortheile vollstiindig aiiagenutzt seien, wird in dem 
vorliegenden Werke nicht ~ufgeworfen. Die Entscheidung erfordert offenbar 
tiefer dringende Untersuchungen. In den meisten Fallen erhalt man allerdings 
den Eindruck, dass weitergehende Vereinfachungen nicht moglich sind; doch 
dürfte auch in materieller Hinsicht das letzte Wort in dieser Frage noch nicht 
gesprochen sein. Auffallend ist das Verhalten einiger Differentialgleichurigen, 
bei denen die zweite der irn Texte besprochenen Methoden weniger zu leisten 
scheint, als die erste. Die Differentialglcichungen zweiter Ordnung mit drei- 
gliedrigen Gruppcn der Typen p ,  q ,  x p  + c y  q oder p ,  q, x p  + (x + y)q hhgen 
noch von eincm willkürlichen Paramctcr ab. Bei allgemeinen Werthen dieses 
Parameters wird die Integration durch beide Methoden auf sogenanntem algebra- 
ischem Wego gcleistet, in besondercn E'allen jedoch erfordert die zwei t  e 
Methode (die im Texte als die vorzüglichere bezeichnet worden war) eine Qua- 
dratur (siehe S. 516, 519, 536, 540, 541). 
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Recensionen. 191 

Unter den zahlreichen Beispielcn verdient ausser den bereits erwahnten 
Anwmdungen aiif Probleme der Flachentlieorie besonders hervorgehoben zu 
werdendicBchandlung dor l i n e a r e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  (S.147, 
381, 338, 463). Das bekannte Verfahren zur Integration einer solchen 
Differentialgleichung, deren zugehorige sogenarinte verkürzte Differential- 
gleichung schon integrirt i s t ,  und die Integration dieser verkürzten 
Gleichung selbst mird erkliirt und naturgernass hergeleitet aus dern Um- 
stande, dass die genannten Gleichungen Gruppen gestatten, die man von 
vornherein angeben kann. 

60 unvollstandig diese in einen engen Rabmen gedrangte U~bersicht  
auch ist,  so wird sie doch wohl genügeu, um eine Vorstellung von dern 
Reichthum des vorliegenden Werkes zu geben, in dern nicht nur der An- 
finger, sondern auch der Foracher eine Fülle vou Belehrung und Anregung 
Gnden wird. M o c f i t e  e s  d e r  T h e o r i e  d e r  T r a n s f o r m a t i o n s g r u p p e n  
rech t  v i e l e  F r e u n d e  e r w e r b e n !  

Ftir eine zweite Auflage, die das Buch hoffeiitlich recht bald erlebt, 
darf Referent wohl den Wunsch anssprechen , dass den L i  t e r  a t  u r n a c h - 
wei s il n g e  n eine grossere Sorgfalt zugewendet werden mochte. Der doch 
uicht ganz sulbstverstiindliche Satz , dass die J a c  o b i'schen Multiplicatoren 
einer partiellen Differentialgleichung selbst durch eine partielle Differential- 
gleichung definirt werden konnen, wird ohne eine Verweisiing benutzt 
(S. 341 u. fip.]; auch fehlt bei zahlreichen Satzen, die zwar nicht benutzt, 
aber gelegentlich mitgetlieilt werden, jedes Citat. Gerade in solchen Fillen 
waren bei der padagogischen Tendenz des Werkes, das ja  zu tiefer 
dringenden Studien anregen sol1 , r e ~ h t  sorgfaltige Literatnrangaben er- 
wünscht gewesen. Auch würde die Brauchbarkeit des Werkes noch 
geminnen durch Beifügung eines s t O f f 1 i c h geordneten Inhaltsverzeichnisses. 
Zahlreiche Gogenstande werden an mehreren verschiedenen Orten behandelt, 
deren Zui;ammenstellung ein xeitraubeudes Suchen erfordert. 

Es folgen nun noch einige auf Einzelheiten bezügliche Bemerkungen, 
die sich dern Referenten bei der Durchsicht dargeboten hahen. 

Der Ai~sdruck ,infinitesirnale Sransformationen sind linear-abhangigY 
wird an verschiedenen Stellen in verschiedenem Sinne gebraucht. Referent 
mkhte vorschlagen, den Ausdruck l i n e a r  -abhangig nur in dern Falle zu 
gebrauchen, wo zwischen den infinitesimalen Transformationen eine lineare 
Relation mit c o n  s t a n t e  n Coefficienten besteht , und in dern allgemeineren 
Palle von Abhiingigkeit schlechthin zu reden, ohne Zusatz eines Beiworts. 

S. 12. Der Ausdruck und uegriff der h f  f i n i  t a  t ist nicht erst von 
118 b i u s ,  sondern schon von E u l e r  eingeführt worden (Intxod. t. II, 
Cap. XVIII). 

S. Y8. Bci Bcsprechung der trivialen Transformationen Uf = 9 (x, y) . A f  
einer partiellen Differentialgleichung A f = O ware wohl des Ausnahmefalls 
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192 Historisch - literarische Abtheilung. 

(UA) 1 O zu gedenken gewesen, in dem die Kenntniss der infinitesimalen 
Transformation dennoch zur L6sung der Glcichung fülirt, da dann cbcn q 
selbst das Integral ist. 

S. 182 und 423. Die Gleichungen 

a l  a u  
führen nicht nothwendig zu der Relation - = - 1  bestimmen f also unter 

a v  a u  
Umstandcn ohne Integration. 

S. 336. Symmetrischer ware es gewesen , die fragliche ~ e t e r m i n a n t e  
mit der Functionaldeterminaute 

f, q, ' . ' Wn-1  

(2,. x2 ,  .... 2. 
zu multipliciren. 

1 
S. 394 u. flg. Trotz der Versicherung, dass es sich um eine allgcmeine 

Nethode haudelt, hat Beferent bei dieseni Beweis den Eindruck des Künst-' 
lichen nicht überwinden konuen. 

S 480 lies am Rande ,dreigliedrigu s tat t  ,eingliedrigu, und im Text 
streiche ,,eingliedrigeU. S. 509 Z. 14 von oben muss es wohl heissen: 
, , so müssen 5 und q noch znei willkürliche Constante (Functionen der 
a ,  b ,  c) enthalten". S. 373 Z. 2 von ohen lies ,, zweiter" statt  ,,erster". 

a +- 
S. Y88 Z. 9 von ~ b e n  U f  = z ( x )  +. S. 433 Z 14 von unten lies 

G Y  

y = a f ( x )  + b statt  y = f(x) + a y + 6, und weitcr f (x) = r ,  y = 9. 
S. 459 Z. 12 von oben lies U,'f und U,'f statt  Ul f und U, f .  S. 498 Z. 3 

Codex Leidensis 399,i. Euclidis elementa ex interpretatione al - Hadsch- 
dschadschii cum commentariis a l  -Narizii. Arabice et  latine ediderunt 
notisque instruxerunt R. O. BESTHORN et J. L. HEIBERG. Partis 1 
Fasciculus 1. Hauniae, in  libraria Gyldendaliana (F. Hegel et 
fil.) 1893. 88 S. 

Xit  Freuden begrüsst jeder Kenner der Geschichte der mathematischen 
Wissenschaften das Erscheinen des ersten Heftes der Herausgabe dieser altesten 
arabischen Buklid - Uebersetzung, ausgefülirt durch a l  - H a d  s c h d s c h  a d  s c h 
b e n  J û s u f  b e n  M'latar*, im Auftrage des Wezîrs H j r û n  ar-Raschids, 
des Barmekiden J a  h j  2 b e n  C h % l  i d  (um ïW),  nachher unter der 
Regierung al-Mâmûns durch deuselben Ijitdschdsch%dsch nochmals revidirt 
und besser redigirt (um 820). Diese arabische Uebersetzung ist begleitet 

-- 

* Das arabische Manuscript lisst das ,,heu'' zwischeii Jusfif und Matar aus, 
doch scheint , nach den zuverlassigeten arabischen Qucllen, obiger der richtige 
Name zu sein 
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von einem Commentar des A b û ' l - ' A b b â s  a l - F a d l  b e n  H â t i m  a n -  
Nair izn* (um !NO), der deshalb von grosser historischer Bedeutung ist, 
weil er uns Bruchstücke aus verloren gegaugenen griechischen Cornmentaren 
des H e  r O n und S i  m p i  i k i O s in arabischer Uebersetzung aufbewahrt hat. 
Allerdings sind es nur Bruchstücke und auch diese sind leider durch Aus- 
fa11 mehrerer Blatter des Codex (diejenigen über die Definitionen) noch 
rnehr verstümmelt worden. Immerhin ist nun einmal die historische Streit- 
frage erledigt , ob H e r  O n wirklich Erliiuterungen zu den Elementen 
Euklids verfasst habe (vergl. bes. T a n n e r y ,  la géombtrie grecque, 1. Partie, 
E. 165 flg.) ; auch dass S i  rn p l i  k i O s über die Axiome und Definitionen der 
Euklidischen Elemente geschrieben Lat,  steht nun ziemlich fest.** Ob nun, 
wie T a n  n e r y  (1. c.) zu verneinen gewillt ist ,  der g a u e  Commentar des 
H e r o n  den Arabern vorgelëgen habe, oder ob sie denselben nur auszugs- 
weise aus dem zu ihrer Zeit noch vorhandenen Commentar des S i  m p 1 i k i  o s  
gekannt haben solleri, ist wohl nicht endgiltig zu entscheiden; mir scheint 
nach dcn Angaben des Fihrist der Schluss gezogen werden zu müssen, 
dass um's Jahr  900 noch beide Commentare, ob nun vol ls lhdig oder in 
Bruchstücken, den Arabern bekannt gewesen sein müssen. 

Dieses erste Heft enthfilt die Definitionen, Postulate, Axiome und die 
19 ersten Siitze des ersten Ruches. Die Definitionen, Postulate und Axiome 
enthalten vielfach Zusatze des arabischen Commentators, entnommen aus 
H e r o n ,  S i m p l i k i o s ,  G e m i n o s ,  P a p p o s  und Anderen (der Name des 
P r o  k l o s  kommt nirgends vor). Von den Definitionen ist blos der An- 
fang der ersten (derjenigen des Punktes) und der Schluss der letzten 
(über die ParaIlelen) noch vorhenden; hier wird S. 8 (9 der lat.  Ueber- 
setzung) Ge  m i n  O s (arabisch L i  l = Agân~s)  erwfihnt (vergl. Procl. 
edid. Friedlein p. 173-177). S. 12 (13) beginnen die Postulate mit dem 
Satze: Euklides sagt ,  es giebt fünf Postulate. Zunachst werden die drei 
ersten als reine Postulate hingestellt, das heisst als solche, quae postulentur 
tanquarn disciplinae prorsus necessaria; dann die beiden anderen als solche, 
quae explicatione facili egeant, u t  ratio eorum agnoscatur et  ex natura 
sua admittantur. - Bcim ersten Postulat: ut a quovis puncto ad quodvis 
punctum rectam lineam ducamus, befindet sich als Randnote im arabischen 
Text eine unbedeutende Bemerkung a l -  K i n  d i s ,  die uns aber zeigt, dass 
dieser arabische Philosoph in der That über die Euklidischen Elemerite 
geschrieben hat (vergl. meine oben citirte Uebersetzung des Fihrist, S. 12). 
- -- 

* Auch hier hat das Manuscript ,, NarîzîL' entgegen der überlieferten Schreib- 
weise ,,NairîzîM. 

*" Es ~ i n d  also die beiden Angaben des Ibn Abî Ja'kûb an-Nadîm [987] 
(vergl. meine Uebersetzung des Fihrist in Abhandlungen zur Geschichte der 
Mathematik Heft VI, S. 21 und 22 ,  Artikel , , S i m p l i k i o s "  und ,,Hero;nt') als 
ricbtig hinzunehrnen und meine diesbezüglicheii Anmerkungen 83) und 94) fallen 
dahin, resp. sind den Thatsachen gerniisa abeuandern. 

I i i a t . .  lit Abth. d. Zeitnïhr f .  Muth. u. P h p .  38. Jahrg. 1993. 5. LIeft. 15 
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Rei dem fünften Postulat (dem bertihmten 11. Axiom) verweist Nairizî 
auf den Beweis des 26. (sollte heissen 28.) Satzes des ersten Buches, wo 
er die Zusatze des G e m i n o s  und S i m p l i k i o s  (vergl. B e s t h o r n  in 
Bibl. math. 1892,3, S. 66) Lringen werde. Hier wird auch eiue Stelle des 
S i  m p 1 i k  i O s angeführt , worin 'er als Autoren über dieses Postulat einen 
A n t h i s a t h u s ( ? ) *  und D i o d o r o s  nennt. Kach P r o k l o s  (edid. Fried- 
lein S. 191) k6nnte dieser Name mit P t  o l  e m a i o  s identisch sein, nech 
dem Fihrist (vergl. meine Ucbersetzung S. 19) mit A p o l l o n i o s .  - Nun 
erscheint noch ein sechstes Postulat,  namlich: dass zwei Gerade keinen 
h u m  einschliessen k6nnen , zu welchem die Bemerkung des S i m p l  i k i O s 

hinzugeftigt wird: Hoc postulatum in antiquis codicibus non invenitur, 
sed causa hujus rei fortasse est ,  quod nulla explicatione eget, ideoque 
postulata quinquc esse Ciicuntur. 

E s  folgen die Axiomata oder communes animi conceptiones, deren 
neun aufgezühlt werden , wozu (aus H e  r O n nach Pr  O k Io s ) bernerkt wird, 
dass in  den alteren Codices nur  drei solche angeftihrt seien (vergl. hier- 
iiber H e i b e r g ,  Euclidis elementa, 1. S. 11 und V. S. LXXXIX flg.). 
Als letztes figurirt auch das ebenfalls unter die Pos tda te  Aufgenommene: 
Zwci Gcradc k6nnen keinen Raum einschlicssen. 

Der Commentar ergeht sich nun am Schlusse des einleitenden Ab- 
schnittes über die Begrire Sheorema, Problema, Porisma und die ver- 
schiedenen Theile , in welche Theorema und Problema zerfallen, wie 
Expositio , Determinatio , Constructio, Demonstratio , Conclusio etc., was 
zurn grossten Theile, wie der Schluss der Einleitung es ausspricht, dern 
S i m p 1 i k i O s entnomrnen ist , der wiederum wesentlich auf P r  O k l  O s sich 
sttltzt. Hier ist zu bemerken, dass dasselbe Wort , ,PorismaLL arabisch 
das eine Mal (S. 34) durch ,widschdinu (= das Auffinden des Gesuchten) 
und das andere Mal (S. 3R und 40) durch , f i idau (= fructus = Nntzen, 
Gewinn) wiedergegeben ist;  die erste Redeutang entspricht also der 
Gattuiig von Porismen, die als eine Ar t  von Problemen aufzufassen siiid 
und deren Wesen von P r  O k 1 O e (edid. Friedlein S. 3Ol,% - 3OZ,i3) 
definirt wird,  wahrend die zweite Bedeutung von Porisma diejenige des 
Corollarium ist ( P r o k l o s  212,12). I la t  wohl S i m p l i  k i o  s schon zwei 
verschiedene W6rter fiir diese beiden Arten von Porismen gebraucht?' 

E s  beginnt des erste Buch mit den Worten: Propositio prima quinque 
amplectitur propositiones, propositionem Euclidis e t  quattuor propositiones 
Heronis. Diese vier Sütxe H e r o n s ,  die auch theilweise (der 1. uiid 2.) 
von P r o k l o s  ohne Angabe der Herkunft aufgenommen worden sind, sind 

* Warum Herr B e s  t h o r n  das , ,sLL des arabischen Textes durch ein , ,ni6& 
ersetzt hat  und also ,,An t h i n i  a t h u s I L  licst, weiss ich nicht. 

** Iiis sollte also nach dicsenl der nrabische Site1 des Euklid. Buches über 
die Porismen (vergl. meine Uebersetzung des Fihrist, S. 17 und 49) eher ,, Kitib 
al -widschdiin'' ala ,,Kit&b al-faw8id" lauten, 
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ziemlich belanglos und beschëftigen sich mit der Construction eines gleich- 
schenkligen und eines schiefwinkligen Dreiecks über einer gegebenen Geraden. 
Auch die Zusatze zum zweiten Satze sind ohne Bedeutung und finden sich 
anch theilweise bei Pr O k 1 os ;  das Gleiche ist zii sagen von den Slitzen 3 bis 
10. Der 11. Satz enthalt einen Zusatz ails B e r  o n ,  der auch bei P r  o k l o s  
(S. 281), doch ohne Nennung H e r  o n s ,  sich befindet, und in welchem 
gezeigt wird, wie man im Endpunkt einer Geraden cine Senkrechte er- 
richtot, ohne dieselbe zu verl%ngern.* Die folgenden Satze bis zum 18. 
geben zu keinen weiteren Bemerkungen Anltass, nur der letzta (19.) dieses 
Heftes enthalt wieder einen H e  r O n'schen Zusatz , namlich einen anderen, 
nicht apagogischen Beweis des Gatzes, dass in einem Dreieck dern grosseren 
Winkel die grossere Seite gegenüberliegt. 

Was  den arabischen Text und die Uebersetaung anbetrifft, so haben 
wir nur die Correctheit beider zu loben, die Namcn der Herausgeber bürgen 
uns dafür ,  dass dicse verdienstvolle Arbcit gediegen zu Ende geftihrt werdc. 
Druck und Ausstattung des Werkes Sind vortrefflich. Storende Druckfehler 
des arabischen Textes Sind uns keine aufgefallen; kleine Unrielitigkeiten 
in diakritischen Punkten (wie up statt  -% j S. 56, Z. 6 von unten, und 

jL ,  statt  S. 58, Z. 1 und 2 von unten) und JiJj stat t  &j (S. 32, 
Z. 8 von oben) und ein statt  eines j (S. 26, Z. 4 von oben) wird der 
der arabischen Sprache kundige Leser ohne Weiteres von sich aus verbessern. 
Die Stelle S. 56, Z. 2 von unten wlire viclleicht correcter, weun gelesen 

niirde: etc. 2 ;&A L+ ,-- HEINRICH SUTER. 

ADALBEHT BREUER. Die goniometrischen Functionen complexer Winkel. 
14  S., eine Tafel. - Irnaginare Kegelschnitte. 16 S., eine Tafel. - 
Die einfachste Losung des Appolonischen Tactionsproblemes. 16 S., 
zwei Tafeln. - Die Logarithmen complexer Zahlen in geometrischer 
Darstellung. 6 S., eino Tafel. - Ueber Conographio. 10. S . ,  zwei 
Tafeln. ' - Slimmtlich Er fur t ,  Bodo Bachmeister , 1892. 

, 

Die erste der erwshnten Arbeiten ist als v6llig verfehlt zu betrachten, 
wie wohl ;us den Resultaten 

t g ( i r p ) = i t g q ,  silziz=O c o s i m = 1  [51 ff.] 
zur Genüge hervorgeht. In der zweiten Arbeit wird der bereits ausführ- 
lich durchgeführte Gedanke erortert, dass man zur Versinnlichung der 

" Wir fiigen hier hinzii , dass auch die Euklid - Aiisgabe von Nasîr ed -Diu 
theilweise dieaclben oder iihnliche Zusiitze, dann aber auch wieder ganz endere 
cnthalt. wie die oorliegende; gerado dieser Zusatz findet sich auch bei 
Na:îr, allein die Construction der Senkrcchten ist nicht durch Halhiriing des 
Winkels G ausgefiihrt, wie hier, snndern durch Cleichmachen von D R  iind A G ;  
überhaupt zeigt Nasîr grossere Selbststindigkeit; wir sind gespannt darauf, wie 
sich diese bei der Rehandliing dea Paralleleiiaxioms (nach TJehrsate28)bewiihren wird. 
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imaginaren Punkte eines Kegelschnittes mit Vortheil die zu ihm conjugirten 
Kegelschnitte verwenden kann. In  der dritten Abhandlung gitibt Herr B r e u e r  
als , ,Breuer ' s  Losung des Appolonischen Tact ion~problems'~ eine Construction 
an, die nur  eine unbedeutende auf Grund der üblichen analytischen 
Behandlung des Problems übrigens eridente Variante der gewohnlichen 
Construction ist. Letztere ha t  r o r  ihr  den Vorzug, dass sie den Ortho- 
gonalkreis der drei gegebenen Kreise nicht als reell voraussetzt. Die 
Veranschaulichung der Logarithmen complexer Zahlen in der vierten 
Arbeit geschieht mit Hilfe der in  rliumlichen Polarcoordinaten durch die 
Gleichung 

T = e V  
gegebenen Flache. 

, ,Brcucr ' s  Universalconograph" beruht auf folgendem Satz: Verliingert 
man einon Bronnstrahl einos Kcgelschnittcs tiber den Brennpuilkt hinaua 
um don Parameter p und da3 Loth auf die zugchiirige Direktrix iiher den 
Fusspunkt hinaus um ihre Entfernung vom Erennpunkt, so geht die Ver- 
hindungslinie der so erhaltenen Punkte stets durch den S~hni t tpunkt  der 
Direktrix mit, der Hauptachse. Da dem darauf gegriindeten 11eclianismus ,, dnch 
nur eine theoretische Redeutung zugesprochen wwden kann", so giebt 
Herr  B r e u e r  noch speciell einen Hyperbolograph und einen Parabolograph 
an ,  von denen der erstere dem J O  s t 'schen Ellipsographen nachgebildet ist. 

ERNST KOTTER. 

Einfache Constructionen der  rat ionalen Curven d r i t t e r  Ordnung. Von 
HERMANN WILLIG. Programm. 1. Theil. Mainz 1892. 23 S. und 10Tafeln. 
II. Theil. Mainz 1893. 7. S. und 6 Tafelu. 

Bei einer quadratischen Verwandtschaft entspricht bekanntlich einem 
Kegelschnitt, der durch einen Fundarnentalpunkt 0, der zweiten Ebene 
geht,, eine rationale Curve dritter Ordnung, deren Doppelpunkt in dein 
entsprechenden Doppelpunkt 0, der ersten Ebene liegt. IIerr W i l l i g  
benutzt das, um die verschiedenen Formen der rationalen Curve dritter 
Ordnung zu zeichnen. Die quadratische Verwandtschaft ist  derart specialisirt, 
dass entsprechende Puukte P' und P mit einem festen Punkte O, in einer 
Geraden liegen und die Verbindungslinien 0,P' und Of,P sich auf einer 
festen Geraden g treEen. ERNST KOTTER. 

Die Grundformeln der  allgemeinen Flachentheorie. Von H. STARL und 
V. KOMMERELL. Leipzig, B .  G.  Teubner 1893. 114 S. 4 Mk. 

Die Schrift erfüllt vol1 und ganz, was der Verfasser in  der Vorrede 
sagt,  dass sie geoignet is t  ,,zur Grundlage boim Studium grosserer Worke", 
und sie kommt in dieser Hinsicht einem wirklichen Bodürfnisse ontgogon. 
Es  ~ i n d  die Hauptformeln zur Fliichentheorie in eleganter Weise entwickelt, 
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und wenn das Buch auch nicht geeignet ist, von vornherein in die Theorie 
einzuführon - denn dam is t  die Ausdrucksweise zuweilen zu knapp - 
so wird es für oine Wiedorholung und beim Studium grosseror Werke, 
wie spccieller Untcrsuchungon, rccht  gute Dienste lcisten. 

Das Werkchen ist in drci Thcilo gethcilt. Zunachst werden dio 
allgemeinen Gleichungen einer Flache untersucht, die Fundamentalgrossen 
erster und eweiter Ordniing erklart und die verschiedenen Liniensysteme 
aiif der Flache behandelt, die Miiiirnallinien, die isometrischen, geodiitischcn, 
Krümmungslinien, die conjugirten Liniensysteme und die Asymptotenlinien. 
Bei den drei letzten hatte der Referent lieber gesehen, wenn die Verfasser 
von der Indicatrix ausgegangen waren, statt  dass erst zum Schluss des 
Paragraphen auf dieselben eingegangen wird. Gerade durch die Behandlung 
der Indicatrix t reten ja  diese Linien uns anschaulich entgegen und erhalten 
wir ein klares Bild der Plache in  der Nahe des betreiFenden Punktes. - 
Der zmeite Abschnitt behaudelt die Herleitung einer Flache aus gegebenen 
Eigenschaften. E s  sind die Differentialgleichungen abgeleitet, aus denen 
die Fundamentalgrb'ssen zu bestimmen sind und aus diesen Grossen e rhs l t  
man dann die Coordinaten durch einfache Quadratur. Nach Zusammenstellung 
der wichtigsten Bormcln für  besondere Curven werden die Differential- 
gleichungen verschiodener Fliichenschaaren entwickolt und eingehondcr die 
drcifach orthogonalen Fliichensysteme behandelt. Es folgt sodann die 
michtige von G a u s s  eingeführte Abbildnng auf der Kugel vom Radius 1 
durch parallele Normalen, çowie die Einführung der Ebenoncoordinaten. 
Den Schluss diescs Thoilos macht  eine eingehende Behandlung der Xinimal- 
flachen, theilweise nach dem Aufsatze des Herrn H. A. S c h w a r z  über  
Minimalflkhen in Crelle's Journal ,  Bd. 80, doch iat dieselbe hier dem 
Zwecke entsprechend leichter, dabei aber elegant. 

Den letzten Theil des Buches bildet die Untersuchung der-allgemeinen 
Flachencurven. Nach Bbleitung der Formeln über die allgemeine Raumcurve 
werden dieselben auf die Flachencurven angewendet und als Anwendung 
die geoditische ~ r ü r n m u n ~  und die Totalkrümmung eineç Fliichenstückes, 
sowie Curvensysteuie von bestimrnten Charakter behandelt. wILLGRoD. 

Per il terzo Centenario da l la  inangurazione dell' insegnamento di 
Galileo Galilei nello studio di Padova. VIL Decernbre MDCCCXCII. 
Firenze 1892. 29, XXV pag. OMAGGI A GALILEO GALILEI per il 
terzo Centenario dalla inaugurazione del suo insegnarnento ne1 Bà 
publicati per cura della R. Accademia di Padova. Padova 1892, 46 pag. 

Am 7. December fand in Padua die Feier der 300. Wiederkehr des 
Jahrestnges statt  , an welchem G a l i l e  O G a l i l e i  seine Vorlesungen a n  der 
dortigen Hochschiile eroffnete. Von Nah und Fern waren Gaste geladen 
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und gekommen, an der Feier sich zu betheiligen, deren Hauptbestandtheil 
selbstverstindlich eine Festrede bildete. Ebenso selbstverstandlich ist, 
dass Herrn F a v a r o  die Aufgabe zug~fal len ist,  die Zuhorer in  die zur 
Weihe nathige Stimmung zu versetzen und mit der ganzen Redeutung des 
Gedenktagcs vcrlraut zu machen. Warc auch Padua nicht sein regel- 
massiger Wohnsitz, seine durch mehr als ein Jahrzehnt fortgesetzte erfolg- 
reiche Thatigkeit für das G a l  i 1 e i - Studium, welches zu einem eigenen Gebiete 
innerhalb der Geschichte der Physik und der Astronomie angewachsen ist, 
stempelten ihn ziim Redner der Erinneriingsfeier, nnd e r  hat die ihm ge- 
stellte Aufgabc glanzend gelost. Neues pflcgt in  eincr solchcn Festrcdo 
kaum jemals veroffentlicht zu werden. Es  kommt nur darauf a n ,  das 
Bekannte in wlirdige Form zu kleiden und übersichtlich darzustellen. 
13eides hat IIerr P a v a r  O in vollendeter Weise erreicht, und weun wir 
nicht daran zweifeln, dass der Eindruck auf die in  Padua Versammelten 
ein unausl6schlicher gewesen sein muss, so werden auch dem gedruckten 
Vortrage hochbefriedigte Leser nicht fehlen, die sich übcrdics an der 
wundervollen Ausstattung der ersten in der Ueberschrift genannten Ver- 
6ffentlichung erfreuen konnen. Das Bild G a 1 i 1 e i 's,  die pls Anhang 
dienenden Pacsimile's befriedigen alle Anforderungen. 

Die zweite Festschrift, über welche wir gleichzeitig mit berichten, 
ist eine durchaus eigenartige. Die Vermstalter der Jubelfeier haben sich 
an 16 Peraonlichkeiten gewandt , deren Studiengang sie veranlassto , sich 
mehr oder weniger eingehend mit G a l i l  e i  zu beschaftigen. Sie alle 
haben der Aufforderung, zu Ehren G a  1 i 1 e i ' s  ibre Feder i n  Bewegung zu 
setzen, gern Folge geleistet, und diese 16 Beitriige bilden nun das kleine 
gleichfalls geschmackvoll ausgestattete Buch. CANTOR. 

Algorismus prosaycus Magis t r i  Christani anno fere 1400 scriptus. Nunc 
primum edidit Dr. F. J. STUUNIL'KA, C. R. prof. math. publ. ord. 
universitatis litterarum Bohem. etc. Pragae 1893. Sumptibus R. Soc. 
Scunt. Boh. 17 pag. 

Der Tractatus de arte numcrandi des J o h a n n e s  d e  S a c r o b o s c o ,  
in  der ersten Halfte des 13. Jahrhunderts verfasst, wurde Jahrhunderte 
lang dem Rechenunterrichte der Universitaten zu Grunde gelegt. War doch 
der Verfasser ein hervorragender Lehrer der Pariser Rochschule, und nach 
Pariser Muster, vielfach mit Pariser Kraften, wurden die Unjversitaten 
damals nach und nach in's Leben gerufen. Diese Thatsachen sind langst 
als wahr anerkannt. E s  hat sich aber auch herausgestellt, dass, wo statt 
dcs Tractatus des Sa  c r O b o s  c O ein anderer Grundriss benutet wurde, 
dessen Verfasser sich dem bekannten und anerkannten Musterwerke eng, 
oftmals wortgetreu anschloss. Allzuviele derartige Arbeiten sind nicht irn 
Drucke bekannt gegeben , und so erscheint es uns verdienstlich , wenn Kerr 
S t u d n  i C k a ein bisher ungedrucktes Rechenbiichlein aus dem Handschriften- 
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schatze der Prager Bibliothek veroffentlicht hat. Der Verfasser, C r i s  t a n u s  
P r a c h a t  i c e n s i s  (1368 -1439), war seit 1390 Lehrer in  Prag;  die An- 
gabe, sein Leitfaden sei um 1400 entstanden, ist also zweifellos richtig. E s  
würdevermuthlich mit ziemlichen Schwierigkeiten des Satzes verbunden gewesen 
sein, die wortlich aus S a  c r O b o s  C O  abgeschriebezen Stellen im Drucke 
hervortreten zu lassen, aber interessant ware es gewesen. Die Eigon- 
thtitigkeit des Magister C r i s  t a n  u s beschraukte sich meibtens auf Weg- 
lassungen, VerLnderung der Reihenfolge von Si tzen,  Beifügung von Bahlen- 
beispielen. Einen wichtigen Zusatz bildet die sowohl in quadratischer 
als in dreieckiger Gestalt beigefügte Einmaleinstafel. Auch ein Bruclistück 
des Rechnens mit Rrüchen ist am Schlusse vorhanden, welches jedenfdls 
nicht S a  c r  O b O s C O  cntstammt, da  dieser sich auf das Rechnen mit ganzen 
Zahlen beschrknkt hat. CASTOR. 
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Recensionen. 

Die Finanzlage der Gothaischen Staatsdiener - Wittwen-Societat  am 
31. December 1890, begutachtet auf Grund der eigenen Erfahrungen 
der Anstalt und eingehender mathematisch-technischer Unter- 
suchungen von Professor JOHANNES KARUF. Dresden, 1892." 

Die vorstehend genannte Arbeit des bekannten Mathematikers und 
Statistikcrs ist im Auftrage der Gothaischen Regierung der Oeffentlichkeit 
übergeben worden, Bestimrnend war hierfür nicht sowohl der Wunsch, 
das Gutachten dem zunachst betheiligten Lande bekannt zu machen, als 
auch besonders die gerechtfertigte Erwartung, dass bei der Beschaffenheit 
desselbon ein vie1 weitergeliendes Interossc vorhandon sein dürfte. 

Schon dia Vergangenheit des Instituts, dessen Verhaltnissc eincr 
Prüfung unterlagen, enthiilt Momente, die klar zeigen, dass die finanzielle 
Lage einer jeden Pensionirungsanstalt am sichersten beurtheilt werden kann 
unter dem Gesichtspunkte einer technischen Bilanz, welche nicht nur das 
vorhandene Vermogen angiebt, sondern auch den Erwartungswert aller 
künftigen Einnahmen und Ausgaben nach rationellen, mathematisch- 
statistischen Methoden schLtzt. 

Wiederholt bei der Gothaer Anstalt vorgenommene Prüfungen xeigen, 
wie aus der Schrift zu ersehen ist, von einander vollig abweichende Frgeb- 
nisse, je nachdern die Untersuchungtin den Anforderungen der Technik mehr 
oder minder gerecht geworden sind. Ein günstiger Stand der Verhaltnisse 
ergab sich, wenn wesentlich auf Grund der früheren Erfahrungen der 
Anstalt Durchschnittsberechnungen angestellt wurden oder nur  in  beschrankter 
Weise von der Sterbctafcl Nutzen gezogen ist. So liefern die Resultate 
-- - - 

* Wiewohl wir das auch nach unserer Ansicht rortreffliche Buch schon 
S. 137-141 besprochen haben, glauben wir diesen Bericht eines Fachmannes, 
der uns zugegangen ist,  wihrend der unsrige im Uruck war, nachliekm zu 
sollen. M. C. 

IIi8t.-1il.Aùtli d Zoitucl1r.f.  hT.zt11.u.Pliy~. 33 .  Jabrg. 1893. 6.Heft. 1 6  
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des bekannten Astronomen H a n s e n  (1869) und des Geh. Slaatsrath M6nic  h 
(1878/1880) ein günstiges Bild, wshrend die Bilanzen H o p f s  (1849) und 
des jüngst verstorbenen F l e i  s c h h  a u e r  (1884) im Allgemeinen mit dem 
unerfreulichen Ergebnisse K a  r u p s  übereinstirnmen. Der bisherige Gang 
der Geschafte dürfte an ~ i c h  schon geeigriet sein, den vorwiegend technischen 
Untersuchungen Recht zu geben. 

Aber diese Thatsachen allein sind es nicht, welche zum Studium des 
vorliegenden Buches auffordern. 

Der  Verfasser, welcher bei allen seinen Begutachtungen mit grossem 
Fleisse und Geschick bemüht ist, den Lesern ein Nachdenken und das 
Ver standnias ~ e i n e r  Untersuchungen zu ernioglichen , b egnügt si ch auch 
im gegenwiirtigen Falle nicht damit, lediglich die nothwendigen Berechnungen 
nach fertigen Formeln vor unseren Augen auszuführen. Vielmehr entrollt 
er vor uns ein Bild des gesammten statistischen Apparats, mit melcLem 
er die Grundlagen seiner Rechnung in ebenço mühseliger als scharfsinnigor 
Weise gesammelt ha t ;  e r  entmickelt uns die Piethoden, nach welchen er 
sich die rohen Daten des statistischen Materials, das zum grossten Theile 
den Erfahrungen der Wittwencasse selbst entstammt, dienstbar macht, 
um dieselben endlich in die mit peinlicher Exactheit vorgenommenen 
Berechnungen überzufiihren. Die Nangel, welche ahnlichen Untersuchungen 
zuweilen anhaften, besonders wo es sich um gelegentliclie Arbeiten - auch 
von sonst tüchtigen Mgnnern, welçhen die eine oder die andere Voraus- 
setzung für  die einheitliche Behandlung einer so complicirten Aufgabe 
abgeht - handelt, sind hier v d l i g  vermieden. Nan  gewinnt überall den 
Eindruck, dass der Verfasser mit voller Beherrschung seines Gegenstandes 
an seine Aufgabe herantritt  und über alle auftauchenden Fragen - bis 
zu den rechtlichen - sachkundig verfügt. Diesem TJmstande kann man 
es zuschreiben, dass auch der finanztechnisclien Problemen ferner Stehende 
dom Gange dcr Bctrachtungen bis zu oinem gewissen Grade wird folgen 

onncn. k" 

Fiir den Mathematiker, der sich Shnlichen Aufgaben zuwenden 
wi l l ,  wird es von Werth sein, dass e r  überall von einem gewandten 
Annlytiker gefuhrt wird, dor nicht nur  die vorhandcnen thcorotischen 
Resultate soines Gebiotes kennt und von ihncn Gobrauch macht, sondern 
der sich auch die Freiheit nicht nehmen lasst, in  sclbststandigcr m7eise 
ihrcn Umfang zu erweitern. Der Verfasser ha t  es zum Oefteren ausgesprochen, 
dass e r  die Erfolge der Englandor in der mathematischen Behandlung 
statistischer Fregen hnchschatzt und dass er von ihncn gelernt hat. Schon 
T e t e n s  ha t  in  der Rinleitung zu seinem Buche über Tdeihrenten irn 
Jahre  1 7 8 5  sich darüher beklagt, dass man in Deutschland die englischen 
Arbeiten ignorire und er erwiihnt, dass E u l e r  im Jahre  17GO eine 
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Berechnung der Wittwenrenten als neu g a b ,  die den Engliindern schan 
lingst bekannt war. E s  is t  verdienstlich, dass K a r u p  die englischen 
Methoden denjenigen vermittelt, welchen ein directes Studium zu beschwer- 
lich ist,  zumal es wenig rathsam ist,  in einer Anwendung der Mathematik, 
welche sich nicht mit Unrecht als eine Technik bezeichnet, an den schon 
vorhandenen Arbeiten vorüberzugehen. Gewisse Kunstgriffe sind in keiner 
,,Technik" zu umgelieu und es ist im günstigsten Falle eine Vergeudung 
der Arlieit, wenn sich ein Jeder  auf seine eigene Geschicklichkeit zu ihrer 
Ermittlung verlasst. 

Um zu dem Duche zurückzukehren sei erwzhnt, dass es in drei 
Abschnitte zerfiillt, deren erster das eigentliche Gutachten über die Finanzlage 
in gemeinverstXndlicrier Dsrstellurig uud die Vorschlage für  die Ueckung 
des ermittelten, nicht unerheblichen Deficits enthalt. Wie stihr der Verfasser 
bemüht ist ,  in  diesem ersten Theile Verst%ndnisu für seine Aufgabe und 
sein Ergebniss eu erziclen, das trotz des vorhandenen Vermilgens von nahezu 
zwei hlillioncn Nark  oinen Fehlbetràg von 800000Mark n a o h ~ e i s t ,  mag 
nur durch ein Bcispiel illustrirt werden. Er fiihrt das Schicksal einer 
fingirten Wittwcncasso, welche zu gc+ngo Boitrage crhebt, für  einen Zeitraurn 
von BO Jaliren zalilenm%ssig durch, i d e m  er für  jedcs Jahr  u. A. den vor- 
hsndenen Fonds und das Deficit einer technischen Rilanz gogenüberstellt. Man 
sieht, dnss trotz der ungenügenden Beitrage sich anfanglich ein recht 
betrachtliches Capital ansammelt, das im 28. Jahre seinen hochsten Stand 
erreicht, um dann wieder abzunehmen und im 40. Jahre ganz aufgebraucht 
zu sein, so dass von da  ab die Verpflichtungen der Casse nur durch eine 
überaus starke Erhohung der neitriige würden erfüllt werden konnen. 

Der irn ersten Theile beschriebene Gang der Rcchnung wird i n  den 
beiden folgonden Abschnitton wissenschaftlich begründet. Wio natürlich 
laufcn die Untcrsuchungen in die Erledigung-vieler Einzelfragen aus, deren 
vollige Wiedergnhe sich von selbst verbietet. Wir  wnrden daher niir den 
Versuch machen, durch die Eesprechung einiger Cspitel, welche iiber die 
Verarbeitung und Verwerthung des statistischen Materials handeln, einen 
Maassstab für  die Beurtheiluug des Buches zu geben. 

Die erste Aufgabe, welche sich der Verfasser zu stellen hatte, war 
die Anfertigung einer Sterbetsfel. E r  verwendet dam,  wie bereits angedeutet, 
wesentlich die in  der Vergangenheit des Instituts gegebenen Znhlen und 
trennt die Listen für  M h n e r ,  Wittwen und Ehefrauen. Die aus der 
Existenz von Kindcrn nach don Satzungcn der Casse sich orgcbcndcn 
Verpflichtungen sind nach der B o  w s e r  'schen Tabelle geschiitzt. 

K a r u p  h a t ,  a i e  bei früheren Gelegenheiten, zur Ausgleichung der 
Unregelm~ssigkeiten, welche die empirisch gegebenen Zahlen zeigen, die 
G om p c i t z  - Makcham'sche Formel und zwar diesmal nach einer jüngst 

16' 
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von dem Englander K i n g  vorgeschlagenen Methode henutzt. Analytischen 
Ausdrücken, welchen sich statistische Verhiilhisse der menschlichen 
Gesellschaft unter Umstanden anschliessen konnen, kommt zunachst eine 
lediglich formale Bedeutung zu. Wie sie auch gebildet sein mtigen, ob 
auf Grund mehr oder minder plausihler Hypothesen, immer wird es von 
dern empirischen Material abhangen, ob sie in  dom einen oder anderen 
Falle zur Anwendung gelangen dürfen oder nicht. Es stellt sich also die 
Verwendung immer als ein Versuch dar ,  auf welchen wiederum ein Vergleich 
der durüh die Formel gewonnenen Resultate mit den ursprünglichen Zahlen 
bejahend oder verneinend antwortet. Bii;her hai, sich die genannte Formel 
fü r  Sterbetafeln von Mannern Mr das Alter von 20 Jahren aufwarts 
bewahrt,  im vorliegenden Falle liess sie sich auch für htihere Alter (von 
50 Jahren aufwarts) auf Frauen anwenden und die zumvergleich angegebenen 
Zahlen sprechen so günstig fü r  die Formel und sind interessant gcnug, 
um eine Wiedergabe des Verfahrens und einigo soinor Ergcbnissc wohl zu 
rechtfortigon. 

Die Formel lautet in der verwendeten Gestalt 

in welcher 2, die Zahl der Lebenden beim Alter x in  einer Decremententafel, 
7c, s, g, q aber Constante bedeuten, die aus der Beobachtung nach vier 
grtisseren, sich über gleich vie1 Jahre erstreckenden und aneinander 
schliessenden Altersclassen bestimmt werden. 

K a r u p  setzte z. B. für  Mgnner x = 26 und legte t = 16jahrige 
Periodon zu Grunde, so dass er unter Benutzung der aus (a) folgenden 
Glcichungen 

das folgende Rechnungsschema: 
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z ( ~ n f a n ~ s d t e r )  = 26, t = 16 
Altersclasse 2 logl, A 2  A 2 2  log 

26-41 62,9105 
- 1,1318 

42 -57 61,7787 - 2,217.2 0,3458049 - 3,3490 
58-73 58,4297 - 8,9579 0,9522062 

- 12,3069 
74-89 46 ,1228  Diff. = 0,6064013 

: 1G 

b ! l  - 0,0379001 
U. 8. W. 

log (- logg) = 6,8716464 1 0 g ~  = - 0,00074412, 

lur/s = - 0,00l j ' l23,  

log k = 3,9995703 

und die angegebenen Constanten erhielt, welche zur Ermittelung der 

tabellirten Werthe führten. 
E in  Vergleich der in  den Erfahrungen der Casse gegebenen Zahlen 

mit den nach der Formel berechneten ergiebt für Miimer die Solgenden 

Ergebnisse : 
Rechnungsmdaeige 

Zühl Zahl 
der 

der Sterbefjllle Wirkliche 
personen nach den Persouen Differerizcri. 

nnter Bisico Sterbefiille. 
unter Risico. der einzelnen 

Siimmtliche Alter 5 2 G 1 0 , 5  1 4 3 9 , 2 0  1440 + 0,50 

Altcreclasse. Sterblichkcitsprocentsiitze Differenzen. 
rechnungsm&ssig. wirklich. 
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Erwkihnenswerth erscheint auch der liTeg, den K a r u p  einsühlagt, um 
eine Tabelle für  Ehefrauen - für Wittwen fanden sich hinreiçhende 
Grundlagen in den D a t m  der Casse vor - herzustellen. War es bei 
den bekannten Erfahrungen über Sterb1ichkeitsverh:iltnisse geboten, die 
Gecchlechter getrennt zu behandoln, so musste es da, wo die Angaben 
des Instituts versagten, wünschenswerth sein, einen wenn auch künstlirhen 
Anschluss an die Verhaltnisse desselben herzustellen. 

Wie der Ver fa~ser  zeigt, stimmen die Differenzen und ihr  Verlauf 
nach den Tafeln von B r u n e  und O p p e r m a n n  für  die Sterbeprocenbztze 
beider Geschlechter nahezu überein, so dass eich vermuthen lasst, dass die 
Unterschiede zwischen M%nrier- und Prauensterblichkeit auch für den 
vorliegenden Val1 zutreffen rnochten. Die Tafel Iür Ehefrsuen is t  demgemiiss 
aus der für Miiuner unter Berücksichtigung des Mittels aus jenen Diti'erenzen 
bei B r u n e  und O p p e r m a n n  hergeleitet, wovon die Thaleache, dass in 
diesen Differenzen, wie in den Grundheotiachtungen, eine Soheidung von 
Ehefrauen und Wittwen nicht gegeben imt, um so weniger zurückhalten 
konnte, als diese Tafel bei Berücksichtigung der Wiederverheirathung für 
die Verhaltnisse der Casse überhaupt nur  von untergeordneter Bedeutung ist. 

Einen breiten Raum n i m u t  in den Iheoretisclien Untersuchungen 
sowohl, als in den Anwenduugen, eine Nethode ein, nach welcher die 
Wahrscheinliühkeiten des Invalidewerdens, der Eheschliessung und ahdicher 
Verhiiltnisse, deren Sühiitzung die Aufgatie erforderlich rnacht, berechnet 
merden. Dieselbe einer Besprechung an dieser Stelle zu unter~iehen,  kann 
um so weniger umgangen werden, als dieselbe bei ihrer ersten Verwenduiig 
in einem 1875 für das Reich erstatt,eten Gutachten K a r u p ' s  auf den 
heftigen Widerstand eines namhaften Mathematikers gestossen k t ,  dessen 
Einwiinde auch i n  neuester Zeit noch hier und  dort in statistischen Publi- 
kationen rtnderer Verfuser  wiederkohren. 

Wir  müssen bekennen, dass wir durch keinen jener Einwande, die 
sich wesentlich auf den logisch-mathematisclien Gang der Betrachtung, 
weniger aber  auf die praktische Verwendbarkeit der Resultate beziehen, 
in unserer Ueberzeugung erschüttert worden sind, dass dio Karup'sche 
Theorie nicht allcin durchaus gcrechtfortigt, sondern auch als eine scharfo 
Consequonz der einer jcdon mathomatischen Statistik zu Grunde licgenden 
Annahme von dem selbststandigen Charakter der ihrer Untersuchung 
auganglichen Ereignisse anzusehen ist. Zur Rechtfertigung dieser Worta 
mag der Gedankehgang, welchem der Verfasser bei der Behandlnng von 
Invaliditats-, Heiraths- etc. Wahrscheinlichkeiten folgt, hierrnit nochmals einem 
mathematischen Leserkreise rorgelegt werden. K a r u p  geht in seinen 
Untersuchungen von dem Begriffe der Intensitiit aus, wie e r  seit langer 
Zeit von den Englandern für die Verhaltnisse des Sterbens angewandt 
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wird und welcher zur Voraussetzung bat,  dass sich die Zahlen in einer 
Sterbetafel auffassen lassen als die Werthe einer stetigen, differentiirbaren 
Function der Zeit, eine Annahme, die im Wesentlichen jeder mathernatischen 
Behandlung statistischer Verhiltnisse - der Ausgleichung, Interpolation etc. - 
zu Grunde liogt. Bezeichnot man mit 1, die Zahl der Lebenden vom 
Alter x in einer Stcrbetafcl, so ist  dio Intonsitiit (force of mortnlity) p, der 
Quotient aus der Wahrscheinlichkeit in einor unendlich kleinen Zeit dx  zu 
sterben und dieser selbst in  der Formel 

d l, 
p.=-- 1, (1 x 

enthalten, wofür man auch schreibon kann 

d 8, 
pz= - l ,  dx 

wenn man unter dS, die fü r  die Zeit dic anzurechnenj de Zahl der 
vcrsteht. Entsprechend sctzt I i a r u p  als Invaliditütsintonsit%t 

wo d J ,  die Zahl der in der Zeit dx  unter Bz xjahrigen eintretenden 
Invaliditatsfiille bedeutet. Denkt man sich nun eine Gesellschaft von 
P ( 0 )  Personeu, welche in der Zeit von O bit t durch Invalidewerden und 
Sterben gelichtet wird, und bezeichnet 'man mit dt eine kleine Zeitstrecke, 
so ist 

P ( t  + dt)  - P ( t ) - -  [ J ( t $ - A t )  - J ( t ) ]  - L S ( t + d t )  - S(1)] ,  

wenn P ( t ) ,  J ( t ) ,  B ( t )  die zur Zeit t vorbandenen Personen, die aus- 
geschiedenen Invaliden und Gestorbenen zshlen. Dividirt man die Gleichung 
durch P(t)  At  und geht man zur Grenze für das unendlich klein werdende At  
über, so ergiebt sich mit Rücksicht auf die obigen Definitionen 

und durch Integration zwischen O und t:  

Diese Gleichung gilt allgemein, gleirhviel, ob es sich um Ereignisse 
handelt, die im Sinue Qr Wahrscheinlichkeits - Rechnung von einander 
unabhzngig sind oder nicht. Sie lasst sich auf beliebig viele Rreignisse, 
welche don Bestand als Functionen der Zeit vermindern., erweitern. In 
der Wirklichkeit werden die Wahrscheinlichkeiten, invalide zu werden und 
zu sterben, a l terkt  durch die Zahl derjenigen Personen, welche auf die 
eine oder andere Weise aus einem Anfsngsbestande von Personen irn Laufe 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



208 Historisch- literarische Abtheilung. 
PA----- - ---- - 
der Zeit ausscheiden. Aber die Intensitiiten sind offenbar dieselben, ob 
eine solche Abhiingigkeit statthat oder nicht. Sie geben ein Maass des 
Wachsens für  die betrachteten Functionen in einem bestimmten Moment, 
wenn man das eine Mal nur auf das Invalidewerden, das andere Mal nur  
auf das Sterben refiectirt. Irn Earup ' sc l ien  Buclie werden - eine 
Concession gegen erhobene Zweifel - an einern ahnlichen Beispiel die 
Greuzbetrachtungen ausgeführt, welche zeigon, dass die Stoiungen, welche 
die Invalidit%ts-Wahrscheinlichkeit durch das Ste+en und urngekehrt fur 
einen Moment erfahren würden, gegenüber den anderen Grossen unendlich 
klein werden und aus der Hechnung herausfallen, obwohl das nach 
unserem Dafürhalten an sich klar ist. 

Zur Auswerthung der in  der Beobaühtung gegebenen Zahlen macht 
K a r u p  nun von der Fiction Gebrauch, dass eine Gesellschaft ein Mal 
nur  durch Absterben, andererseits nur  durch Invalidewerden gelichtet 
werde. E r  behandelt bei der Feststellung der Invaliditits-Wahrscheinlichkeit 
aus den Schicksalen einer Gesellsçhaft alle anderen Erscheinungen, durch 
welche dieselbe in ihrem Personenbestande verringert wird, nicht andors, 
als bisher allgemein dss Ausscheiden bei Lebzeitec in Rücksicht gezogen 
wurde,  wenn es auf die Feststollung der Sterbe-Wahrscheinlichkeit ankam. 

F ü r  jenen idealen Fali würden, untor B ( t )  die Zahl der im Alter t 
existirenden activen Personen verstanden, folgende Gleichungen gelten: 

B ( O )  - B (t) = J (t), 

und also a e n n  jf die Wahrscheinlichkoit i n  dor Zeit von O bis t invalide 
zu werden bedeutet, würde sein: 

Das Analoge gilt îür  die Wahrscheinlichkeit Wr zu sterben: 
t 

W t  - 1 - e - p f d * .  

Vergleicht man das mit  der Gleichung ( b )  und wird berücksichtigt, 
. . 

dsss man unter den dort auftretenden Quotienten 3 die Wahrscheinlichkeit 
P (0) 

von 0 bis t weder zu sterben, noch invalide zu werden versteht, die P 
keissen rnEge, so k t :  
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- (1 - 3 t )  (1 - w) , 
und man sieht ohne Weiteres ein , dass f ü r  die Wahscheinlichkeit Va, a,, . . . 
des h-ichteintretens beliebig vieler Ereignisse a ,  b ,  c . . . deren Intensitaten 
itca), i!cbi, if@) . . . sind, bei analoger Verwendung der Glossen j,("), jf(", jt(c) . . . 

Welche Bedeutung kommt nun den Grossen jt, wt etc. zu? Sie sind 
definirt als Quotienten im Sinne der Wahrscheinlichkeits - Rechnung , wenn 
gewisse Einwirkungcn ausser iicht gclassen werden, die nach den empi- 
rischen Daten allerdings in dio mathcmatische Wahrscheinlichkeit, invalido zu 
werden etc., mit eingohon. K a  r u p  nennt sio iinabhangige Wahrscheinlichkeiten, 
und da er genau sa.gt, in welchem Sinne er diese Unabhangigkeit verstanden 
wissen will, so ist auch gegen diese Bezeichnung Nichts einzuwenden, so 
wenig wie gegen den Begriff des freien Falls, eines Dreiecks, oder den 
der mathematischen Wahrscheinlichkeit schlechthin, welche letztere immer 
absehen muss von gewissen Beziehungen unter den realen Objecten, deren 
die Ilechnung in den meisten Ballen auch nicht annahernd Herr werden 
kann. Der Verfasser nennt sie auch um deswillen so, weil sie lediglich 
von den Iutensititen, die auch irn Sinne der Watirscheinlichkeits -Bechnuug 
unabhtingig sind, sich ableiten lassen. Preilich ist die Unabhangigkeit 
der Intensitaten ebenfalls in Abrede gestellt worden. Mit welchem Recht, 
vermogen wir um so weniger einzusehen, als wir den von K a r u p  geführten 
Bcweis, wio bemcrkt, gar nicht für nothwendig halten. Immerhin mag 
aber hior hinzugefügt werden, dass dieser Beweis natürlich von der 
Eigenart der Abhangigkeit jener verschiedenen Ereignisse ausgeht, die 
m3n vor Angen haben muss, um die Unabhangigkeit der Intensiiiiten 
einzusehen. 

Von einer fehlerhaften Anwendung der Satze der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, wie sie behauptet worden ist, kann um so weniger die Rede 
sein, als sich die ganze Schlussfolge von dieser Disciplin durçh eine veranderte 
Terminologie würde frei machen konnen. Nur den Endresultaten ware zur 
Würdigung des Erkenntnisswerthes der Stempel des Wahrscheinlichkeits- 
Begriffes aufzudrücken. Aus diesern Grunde pflegen auch die Illustrationen, 
welche durch die bekannten Urnenbeispiele versucht wordcn sind, für die 
vorliegonden Betrachtungen die Uoberlegung mehr zu verwirren, als zu 
befordorn. 

Die Thatsache, dass die Grosse V die bezeichnete Wahrscheinlichkeit, 
nctiv zu bleiben, g p a u  zum Ausdruck bringt, obwohl die Abhangigkeit 
der in Frage kommenden Ereignisse. von der Rechnung ausgeschlossen 
wird, hat allerdings etwas Ueberraschendes, und es ist daher nicht zu 
verwundern, dass man zunachst einen Missbrauch des Productensatzes aus 
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der Wahrscheinlichkoitsthoorio vermuthetc. In der noueren Darstellung, 
in welcher sich diese Thatsache als eine einfache Consequenz aus den 
Intensititen ergiebt, wird man sehwerlich einen Angriffspunkt zur Anfechtung 
de6 logisch-mathematisehen Ganges der Untorsuchung finden, a e n n  man nur 
irn Ange behalt, dass Invaliditat und Sterhlichkeit als '~e lbs t s t i ind i~e  
Functicnen der ZeX vorausgesetzt sind, eine Annahme, deren logische 
Zulissigkeit keinem Zweifel unterliegt, deren thatsachliehe Berechtigung 
aber jede in  das Gebiot de; Versicherungstechnik gehorende statistische 
Untersuehung würde nachweisen müssen. E s  braucht kaum ausgeführt zu 
werden, dass die den Berechnungen in letzter Hinsicht zu Grunde liegenden 
unbekannten Ursachen sich einer eracten Analyse vollig entziehen, und 
os ist kaum ein Beispiel, das geeigneter ware als da0 vorliegende, das 
Verfahren der Statistik zu rechtfertigen. E s  sind offenbar dieselben, nur 
graduel1 verschiedenen Ursachen, die zur Invaliditat und m m  Tode führen 
und nur  das praktische Bedürfniss in  Verbinduug mit der Art  ihrer Wirkungen 
veraulasst die Fiction, dass sich für  jede dieser beiden Folge-Erscheinungeri 
ein in  den Lalilen erkennbarer geseLzmBssiger Verlauf documentire. 

I n  einem Gebiate, dem dss Hilfsmittel der Physik, das Experiment, 
vollig abgeht, muss der Rechnung allein die Aufgabe zufallen, 
storende Einwirkungen zu elimiuiren, und das ist lediglich der Sinn des 

vorliegeriden Verfahrens. H a t  eich dasselbe wegen seiner Annahme im 

slatistisctien Sinne selbststandig wirkendeï Ursachen zu verontworten, so 
gilt  dusselbe von der Statistik und ihrer Schlussfolgerungen schlechthin. 
Es kann nicht in  Abrede gestellt werden, daçs von der Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung hin und aieder  ein Gebrauch gemacht worden iet, der einer 
schaïfen Kritik nicht Stand halt,  aber immer m6chte dabei mehr der 
Gegenstand für eich als unzuganglic-h eineï rechnungsmassigen Behandlung sich 
erweisen, als die mathematischon Entwiciiclungen selbst Irrthümer zoigon. 

I m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e  hat  man siüh nur  gegenwartig zu halten, 
dass man es mit  Anwendungen der Kechnui~g auf praktische Verhsltnisse 
zu thun hat ,  deren Erkenntnisswcrth von Niemandem üborsch~tz t  wird. 
Jederman woiss, dass tochnische Bilanzen den Weg nur auf oine kurze Strecko 
beleuchten; sio zeigen mit grosser Sicherheit gcgonwiirtige Miingel, wahrend 
ihnen natürlich der Charakter einor Richtxhnur fur alle Zeit nicht zukommt. 
Die Voraussetzungen der Rechnung entstainmen vergangenen Erfahrnngen, 
wzhrend die Verhaltnisse, welche dabei in  Betracht gekommen sind, in 

oinem bestiindjgen Flusse sich befhden. Nebenbei bemerkt triigt diesem 
Umstande auch K a r u p  Bechnung, wenn e r  periodische Wiederholungen 
der Dilanz f ü r  die Gothaische Casse verlangt. 

Wir  haben gezeigt, dass der logisch-mathematische Gang des Karup'schen 
Verfahrens einen Einwand niçht zulasst und sind der Ansicht, dass lediglich 
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die Frage der Zweckmassigkeit discutabel bleibt. Die ganzs Anschau- 
ungjweise stützt sich auf die f erwendung der Intensitat ala eines 3Inasses 
fur gewiase statistische Verhaltnisse und ihre Vorzüge liegen wesent- 
lich i u  den Vortheilen, welche der Differentialrechuung überhaupt in  der 
Rechnung eigen ist. In lichtvoller Weise ist  auf die Bedeutiing der 
Iutcnsitiiten f ü r  die Statistik in  dom von der Kopenhagener Universitat 
preisgekronten Werke H a r a l d  W e s t e r g a  a r  d s  ,,Die Lehre von der Nortalitat 
und M ~ r b i l i t a t ' ~  hingewiesen. Sie vereinfachen die ganze theoretische 
Betrachtung, weil man die im Moment stattfindende Veranderung einer 
Personongruppe z u  überblicken und analylisch zu forxnuliren im Stande ist. 
Ein weilerer Nutzen, der irn Besonderen im  Kaiup 'schen Gutachten von 
ihnen gezogen wird, ergiebt sich für  die Berechnung derjenigen in kürzeren 

als Jahresterminen zahlbaren und dcr continuirlichen Renten, welche sich 
auf zusammengesetzte Wahrscheinlichkeiten beziehen und welche vortheilhaft 
m i t  der nach E u l e r  benannten Summationsformel sich ableiten lassen. 

Bevor wir auf cinige Anwendungen dicsor Art n&hcr eingehen, sol1 
noch kurz dargestellt werden, wie sich die Rechnung K a r u p ' s  bei der 
Verw~rthung der Beobachtungen t,hatsachlich gestaltet. Wir  haben gesehen, 
dass K a r n p  auf Grund der Intensitaten gewisse Hilfsgrtken einfiihrt und 
diese sind es,  welche durch die Daten der Beobachtung zunZclist bestimmt 
werden. Eine unmittelbare Wertliung der Intensitiiten, w-elçhe unter 
Umatanden sehr starken Verandermgen mit  dem Alter iinterwoïfen sind, 
empfiehlt sich haufig nicht und ist n u r  in einem Falle von K a r u p  vor- 
genommen morden. In  dersellien Weise, i n  welcher schon immer bei 
gewohnlichen Sterblichkeitsbeohachtungen die Wahrscheinlichkeit w, für 

einen xjiihïigen im n k h s t e n  J a h ï e  ru sterben aus der Gleichung 

ermittelt wird, wenn nur  auf abgehende Personen Rücksicht zu nehmen 
ist,  wird auch die Grosse j, als Wahrscheinlichkeit im naclisten Jahre 
invalide zn werden unter Berücksichtigung des Ausscheidens aus auderen 
Gründen berechnet. 

Wie  sich unter der Annahme, dass der Personenbestand B ( t)  inner- 
halb ;les Jahres  gleichmassige Verindernngen erfahrt, sich als genügende 

ergiebt, wenn Bo und Bi den Rostand zu Anfang und Ende des Jahres, 
E dio neu eingctrotenon, A die abgegangenon Personen, X die Sterbefiillo 
des Jahres bezoichnon, obenso folgt annahernd: 
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J - J 
j, - 

& + B ~ + J -  E - A -  S I  

2 Bo 4- 2 
worin J die Zahl der Invalidit%tsfXle des Jahres angiebt. 

Auch die Ableitung der Invaliditiitsintensitiit ix aus den auf diese 
Weise berechneten Grossen j, mag noch erwihnt  werden. 1st a das 
niedrigste Alter  in  einer Invaliditiitstafel, A die Zahl der wsprünglich 
vorhandenen a jahrigen Personen, so stellt 

Ys= A (1 - ja)  ( 1 - j a + ~ ) - - -  ( l - j z - l )  
den Bestand der Gesellachaft im Alter von X-Jahren dar ,  wenn vorausgesetzt 
wird, dass ein Ausscheiden aus anderen Ursachen in der angedeuteten 
Weise tiliminirt iut. Nun folgt andererseits aus 

a 1,  
tx--- 

y, d x  
so dass man als erste Niiherung 

. Y,-1- Yz+i 
2, = 

2 Yx 
erhalt,  welche den rneisten praktischen Anfordemngen Genügu leistet, 
wiibrend sich durch Hinzunehmen fernerer Glieder der Entwickelung jede 
gewünschte Genauigkeit würde erreichen lassen. 

Wie man sieht, lassen die Resultate des Karup ' schen  Verfahrens an 
Einfachheit kaum zu wünsclien übrig, womit nicht geçagt sein soll, dass 
man unter allen U m s t h d e n  die bisher üblichen Methoden aufgeben solle. 
Aber bei verwickelteren Problernen und insbesondere, wenn die Daten für 
die Invaliditit ,  dio Sterbliclikeit, die Heirathsfrequenz a m  verschiedenen 
Beobachtungssphhm sich ergeben, wird man dem neu eingeschlagenen 
W e g  den Vorzug geben müssen. 

Wir  erwzhnten bereits, dass in dem Gutachten fiir die Berechnung 
von Rentenwerthen die E u l e r ' s c h e  Summationsformel mehrfach herangezogen 
wird. K a r u p  folgt hierin dem Beispiel des Englinders W o o l h o u s e  und 
da diese Verwendung in deutschen Arbeiten sich bisher nicht eingobürgert 
ha t ,  so mag eino kurzo Wiedergabe vieileicht nicht ohno Interesso sein. 

Die Formel lautet in  der verwendoten Gestalt: 

1 2 1 
, .) + f(z + ;) + f ( x  +,) ... + f ( .  -,) + f ( w ) l  = Sm) f ( x )  = ; rf ( 

wo f (x )  eine Function bedeutet, die eine Entwickelung naeh der Taylor 'schen 
Reihe zulasst und w  - x als durch m theilbar vorausgtisetzt wird. F ü r  
m = 1 geht die Gleichung in: 
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über und aus der Verbindung dieser beiden Beziehungen folgt: 

womit eine Relation zwischen Summen gewonnen ist, die sich für  den 
1 

vorliegenden Fa11 einmal auf Jahr ,  andererscits auf die gewohnliche 
m 

Einhcit, das Jahr ,  beziehen. 
Sicht man nun z. B. die Grosse l,ez, die sogenannte discontirte Zahl  

1 
Q bedeutet den Abzinsungsfactor und ist für 3 O r  - -) 

'O - 1,031 ' 
als eine Fiinetion von r: an, i n  welcher die Functionswerthe mit  dom 
hochsten Alter GI und auch die Derivirten = 0 zu setzen sind, so entsprechen 
den angegebenen Reziehungen (a), (b), (c) drei andere, in welchen nur  
die Grossen f(m), ff(o). . . fehlen und diese Relationen sind es, welche 
nicht allein haufig gebrauchte Naherungswerthe für  solche Rentenwerthe, 
die sich auf kürzere als Jahrestermine beziehen, leicht begründen, sondern 
auch nicht uninteressante Gleichungen zwischen den Rentenwerthen und 
den Intensitaten zum Ausdruck bringen. So ergiebt sich, um ein sehr 
einfaches Beispiel anzuf'uhren, der Werth einer prünumerando und halbjühr- 
lich zu zahlenden Leibrente von 1 pro anno f ü r  eine x-Jahre  alte Perscn 

unter Anwendung der dritten Gleichung für  m = 2 

und wenn man beachtet, dass 

f 1 ( 4  - di, 
l zdx  

$ log fiai Q = - pz $ log laatg 

= f ( 4  t,, -- = 

f (XI 
wo pz die Sterblichkeitsintensitat füs das Alter x, den Werth der  
jiihrlich prsnumerando zahlbaren Leibrente von 1 bedeuten 

in welcher fü r  praktische Zwecke der dritte Term schon vernachlassigt 
werden kann. 

Ebenso folgt für  den Werth einer continuirlichen Rente a m :  
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so dass sich diese annzhernd als um den halben ne t rag  der Jahrevrente 
kleiner erweist, als die priinumerando i n  jiihilichen Raten eahlbare Leibrente. 

Sol1 die continuirlic6e Rente nicht hlos durch den Tod, sondern auch 
bei eintretender Invaliditzt erloschen, so ergiebt sich analog 

wo i, die InvaliditSts-Intensitat bedeutet. 
Wir  wollen dnrnit unser Iieferat Fieschliessen und auf das Buch 

selbst verweisen, das ein giündliches Studium wohl werth ist  und als ein 
rnustergiltiges Beispiel sowohl dem Statistiker Dienste leisten wird, als es 
geeignet sein dürfte, dem Neuling einen Einblick in den heutigen Stand 
dor uiabhematisctien Statistik zu gewiihren. Von dem reiclihaltigen Tatiellen- 
Naterial wird siçh Vieles auch für alinliche Zweckci dienstbar erweiseu. 
In der Tages- und Fachpresse sind der Ver6ffentlichung des Guta(~titens 
sehr freundliche Worte geschenkt worden. Man wird, wie wir zuversichtlich 
glauben, das Buüh nicht aus der Hand legen konnen, ohne dem immensen 
Fleiss, der Geachickliühkeit und dem Scharfsinn des Verfdssers seine 
Anerkennung au zollen und wenn in einer Bebprechung, was wir für den 
Hauptvorzug des Buches halten , das Streben nach wissenschaftlicher 
Regründung, hei allcm Lobe den Vorwurf ,,mathematischer Scholastikf' 
gefunden ha t ,  so m6chte das Buch selbst sich dagegen mit den Worten 
von Joh. Fie. T e  t e n s  verwahren konnen: ,,Die kürzeçte Praxis erfordort 
jedes Mal die meiste TheorieL'. 1)r. L. G O L D S C ~ M I D ~ .  

Die Grnndlagen der Geometrie ohne specielle Grundbegriffe und Grund- 
sstae, mit Einschluss einer vollsthdigen Darstellung der reinen 
Sphiirik , einheitlich dargestellt von JOHANN JACOB ISELIN, eidgen. 
diplom. Arzt von Glarus. Usrn,  Druck und Verlag von K. J. Wyss. 
1891. 264 S. 4'. Preis geh. 6 Mk. 

E S  ist bekannt, dass die bisher übliche Ziisammenstellung der Sztze 
der Geometrie au einem Systern gleicli i n  den ersteu Grundlagen für 
unser fitreng einheit,liches Denken eine storende Lücke zeigt. Oewohnlich 
wird diese Lücke in die Pnrallelen-Theorie verlegt. Man k a m  aber auch 
sagen, dass der Mange1 dnrin bestehe, d a ~ s  wir keinen enacten Beweis 
f ü r  den Satz haben: ,,Die Winkelsumme eines Dreiecks betr igt  180 Grad':. 
E s  sind eine Reihe von Versuchen gemacht worden, diese Lücke nuszufüllen, 
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aber sie sind a.ls gescheitert zu betrachten, und man wird sieh fragen, ob 
diese Lücke überhaupt ausgefüllt merden kann. Um diese Frage zu 
beantworten, muss man sich klar  machen, dass die Geornetrie ein rein 
logisches Gebzude is t ,  das auf gewissen Voraussetzungen über Ebene und 
Gerade beruht,  die durchaus w i l l k ü r l i c h  sind, und von der reollon 
Geradcn, der praktischen Eliene, abstrahirt sind, statt  Yom logisch Ein- 
facheren heraus entwickelt. - Diese Frage ha t  sich aueh der Verfasser 
der vorliegenden, mit vielem Fleisse und grossem Scharfsinn ausgearbeiteten 
Schrift vorgelegt und dahin gosteilt, ob sich nicht in den oberen Stock- 
wcrken dos Gcbaudes der Goometrie die Elernentc findcn lassen, dio nach 
unten hin angewandt als Stützen bis auf die Unterlage reichen, und das 
Gebliude, das bisher auf einer luftigen unsicheren Schicht geba.ut war, 
auf einer festen Grundlage aufzubauen gestatten. 

niese Umlagerung glnubt der Verfasser gefunden zu habën. Sehen 
wir zu, wie er sein neues Gebaude der Geometrie aufbaut, nachdeni e r  
die Grundlagen des bisherigen Systems einer einleitenden Discussion 
unterzogen hat. 

81s einfaçhste Bedingung, der man ein geometrischee Gebilde unter- 
werfen kann,  erscheint die, einen Theil, und zwar den kleinst moglichen 
von der Bewegung auszuschliessen. Bewegt sich irgend ein Gebilde 
(gleichgiltig ob Linie, IGrper ,  Raum), so dass einer seiner Punkte fest 
bleibt, so ist  die Summe aller mogliclien Lagen eines zweiten Punktes 
eine K u g e l .  Die Kugel erscheint also als die Grundlage des geonletrischen 
Gebgudes, wds auch philosophisclr interessant ist. Wir bernerken, dass 
die Definition der Kugel unabhzngig ist von dem Begriff Gerade, Strecke, 
Kreis u. S. W. Die Kugel ist total in sich versehiebbar. Die Schnittlinie 
zweier Kugeln, oder, eine Linie, deren jeder Punkt  von jedem von zwei 
festen Punkten je denselben ,,AbstandswerthU hat ,  heisst K r e i s .  Der 
Begriff ,,AbstandswerthL1 kann ohne den Begriff dor Geraden durch den 
der Kugel definirt werdon. Es werden fernor alle m5glichcn Lagen zweicr 
Kugoln, speeioll zwcicr congruenter Kugeln, untersucht, dann die dreier 
Kugeln u. S. W., kurz, es wird die ganze Spharik auf das Volls t~ndigste  
dargestellt, ohne dass der Regriff Ebene oder Gerade jemals benutzt wird. 

E s  trcten allerdings Punkte auf, der Art,  dass, wenn zwei fest bleiben, 
wahrend das ganze Gebilde alle moglichen Lagen einnimmt, auch der 
drittc seine Lage nicht verandert;  solche Punkte werden als , , g o g e n  s e i  t i g  
feste Punkte" bezeichnet. Auch wird die Const,ruction einer i n  sich 
verschiebharen und in nmgekehrter La.ge zur Deckung xu bringendon Flgche 
als die Summe der Schnittkreise zweier congruenter stetig wa,chsender 
Kugeln mit festem hlittalpunkte gezeigt oder auch als Flache der Punkte 
von zwei unter sich gleichen Abstandswerthen von zwei festen Punkten. 
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E r s t  in den folgenden Abschnitten wird diese Flache als Specialfall der 
Kugel unter dem Namen , , E h e n e U  eingeführt. Bei der Betrachtung 
zweier Ebenen erscheint dann auch die früher als Linie gegenseitig fester 
Punkte, Linie des Punktes von gleichem Abstandswerth von drei festen 
Punkten oder als Hreisachse benanutne G e r  a d  e als die Schnittlinie z w e i e r  
Ebenen und s ls  Grenzform des Kreises, ais Specialfall der Schraubenlinie. 

Der  Verfasser zeigt auch, wie eine s ~ l c h e  Linie corstruirt werden 
kann, z. B. aus einer unendlich grossen Zahl ,,MikrokugelnLL (wie er sich 
ausdrückt), deren jede in  zwei Gegeupunkten je eine andere beiührt.  Der 
früher als Definition oder Axiom aufgestellte Satz: ,,Die Gerade is t  die 
kürzeste Linie zwischen zwei Punkten", kann nunrnelir bewiesen werden. - 
Zwei Ebenen, die sich nicht schneiden, werden parallel genannt und es 
wird gezeigt, dass es solche giebt und wie sie construirt werden konnen. 
Es wird dann betrachtet die Lage d r e i e r  Ebenen und zwar irisbesondere 
die dreiseitige Ecku und deren Grenzform, der dreiseitig prismatische Raum. 
Hier begegnen wir folgendem Lehrsatze: ,,Die Summe der drei Ebenen- 
winkel eines geschloesenen dreiseitig prismatischen Raumes betriigt 180 Grad." 
Beweis: Vergleichen wir die Grosse der sieben Raumtheile, in  welche der 
Totalraum durch die Ebenen des dreiseitig prismatischen Raumes gethoilt 
wird, indem wir die Kanten mit A, B, C bezeichnen, den a n  jeder in 
dem geschlossenen Baume gelegenen Winkel mit dem lndex 1, den vom 
geschlossenen Raum aus i n  bestimmter Stellung betrachtet links davon 
gelegenen Winkel mit dem Index 2, den rechts mit dem Index 3, endlich 
den zum ersten über's Kreuz gelegenen mit dem Index 4, wobei nach Lehrsatz 
Al = A4, A, - A,, A, + A, = 180°, und hslten fest, dass die Raumgrosse 
zweier Zweiflache sich wie ihre  Winkel verhsl t ,  so ergiebt sich, wenn wir 
den Totalraum mit Q, den geschlossenen prismatischen Raum mit P bezeichnen: 

cl Q- 4Q B4Q - - - p +  -p.-p- (180'- A,) Q BI Q - P +  3 6 0 0  -- 
~ d e r  

360' - 360' 360 360"' 

A,+B,+Cl  180° 1 
360° Q = p +  7 Q = p + s Q ,  

oder 
360 

P 360' 
Al + BI + Cl = 2 -- + 180°, oder = 180° ,  

Q 
da P gegen Q unendlich klein! Hic lepus i n  cuniculo! 

Dass diesos Letztero der Fa11 is t ,  ist bishcr nicht bewiesen worden 
und aueh nicht ohno Weiteres einzusehen, und darin ruht  die Schwzche 
des Beweises. Wir  haben diesen Boweis absichtlich wiedergegeben, weil 
auf ihm der von der Winkelsumme des Dreiecks gehaut is t ,  durch den 
das berühmte Parallelenaxiom bewiesen werden soll. E s  folgt, namlich 
das Capitel ,,Zwei parallele Ebenen und eine sie schneidonde dritte Ebene", 
und dann ,,Vier sich schneidende Ebenenii, wo zuerst das ebene Dreieck auftritt 
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und seine Grenzfoi.m, zwei parallele Geraden von einer dritten geschnitten. 
Dieses ganze Cnpitel ist sehr ausführlich beliandelt, wahrend die folgenden 
Partien, Lage von fünf Ebenen zu eiusnder, Lage von seclis und melir 
Ebenen, nur  kurz skizzirt sind. Den Schluss fiildet eine Vergleiühung der 
bisherigen Darstellung mit dem neiien Systeul des Verfassers. 

m i r  würden nun de? Verfasser nicht so weit gefolgt oein, wenn er 
sich nicht thatstichlich auf dem richtigon Wege bef'iide. 

Niimlich: Cnter Benutzung der vom Verfasser gogebencn Dofinition 
dor Ebene als einer total in sich verschiebbaren und in umgekehrter Lage 
zur Deckung zu bringondon Flacho und der analogen der Goradon lasst 
sich exact der Satz beweisen: Die Summe dor Aussenwinkel eines ebenen 
Viekckes bet,riigt vier Recht.e. Man hraucht niir aiif die Ebene des 
Vielecka eine zweite Ebene mit einor Geraden zu legen und so zu ver- 
schieben, dass die Gerade immer langs den Seiten des Vielecks gleitet 
und dabei sich immer um den niimlichen Punkt  dreht. D a  nun die 
Winkelsumme eines nEcks  gleich (2n - 4) Rechte betragt,  so ergiebt 
sich für das Dreieck als Winkelsumme 180'. Kicht unerwiihnt wollen 
wir lassen, dass auch die übrigen Flachen zweiten Grades, das Ellipsoid, 
Hyperboloid, Kegel u. S. W., in  die Darstellung verflochten sind. 

Uas System des Verfassers ha t  gegenüber der bisherigen Darstellung 
verschiedene wissenschaEtliche Vorzüge. Es  bedarf zu seinern Aufbau nur 
die allgemeinsten Baurngrfissen als Grundlage und niütit die speciellen 
Begriffe Gerade und Ebene, sowie den speciellen Lehrsatz über Parallele. 
Perner iet  der Auf iau  d u r c h u s  logisch, gleichmassig üonsequent und gauz 
einheitlich in seiner inneren Entwickelung. Bei der bisherigen Darstellung 
war die Reihenfolge der Siitze eine willkürliche. Die rein auaserliche 
Einthcilung in Planimetrie und Stereomctrie fallt fort. Diesc Gebiete 
sind doch nicht coordinirt, sondern die Planimetrie ist  dem Uebrigen 
suhordinirt. F ü r  eine Reihe von Satzen bringt der Verfasser neue Beweisé, 
die vie1 wcniger andere Satze voraussetzen. Verfasser ha t  sich gentithigt 
gesehen, mehrere neue Begriffe mit neuen Kamen einzuführen, so den 
schon erwzhnten negriff des Abstandswerthes, und gegenseitig fester Punkte;  
dann den Regriff eines zu einem zweiten Punkte i n  einem dritten senkrecht 
stehenden I'unktes, die Begriffe emmetrisch, homocentrisch u. S. W., auf 
die mir hier unmoglicli eingehen kb'nnen. Wcr sich niher  für  die Grund- 
lngen der Geornetrie interessirt, dem konnen wir die niihcre Bekanntschaft 
mit der besprochenen Schrift I s e l i n s  nur  empfelilen. F. SCH~TTE.  

Die Geometrie der  Lage. Vortrage von Dr. T r r ~ o u o i r  REYE. 3 Bande. 
Leipzig, Uaumgiirtner 1886, 1392, 1892. 

In stattlich vermehrtem Umfange liegt jetzt von Herrn Reye ' s  
,,Geometrie der Lage" bereits die dritte Auilage von  Dieser für  eine 

Hiat.-lit. Aùtli. d. Zeitsclir. f Math. n. P h p .  38. Jahrg. 1893. 6. ITeft. 17 
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mathemntische Schrift erstaunliche Erfolg kann nur  in grossen Vorzügen 
des Werkes begründot sein, und .in der That  ist  es jn, dem VerFassor in 
hohem Maasse gegeben, durch lebendige Frischo der Darstellung und 
glückliche Bcschrankung auf das HauptsSchliche die unvergnngliche 
Schonheit geometrischer Entwickelungen zu Tage treten zu lassen. Ganz 
besonders gilt dies von dem ersten Bande des Werkes, der denn auch 
- mit einer ~ u s i a l h e  - wohl nur in  d ~ r  Bezeichnungsmeise Aenderungen 
erfahren hat. (So z. B. schreibt Herr R e y e  jetzt durchgehends projectiv 
und porspoctiv s ta t t  wic früher perspectivisch und projectivisch.) Umge- 
arbcitet is t ,  wie das bei der Neubearbe,itnng einer Geometrio der Lage 
natürlich ist; der Abschnitt übor das Fundamentaltheorem. Indem Herr 
R e y  e nach dem Vorgange S t a u d  t'a aufeinander bezogene Gebilde pro- 
jectiv ncnnt, wenn vier harmonisehon Elemonten des einen vier harmonischo 
des anderen entsprechen, bonutzt er zudem noch, dass zwei projedive 
Gebilde stetig aufcinander bozogen sind. Einen Beweis hierfür leitet Herr 
R e y  e jetzt daraus a b , ,  dass zmei sich trennenden Psaren des einen Gebildes 
al10 Mal zwei sieh trennende des anderen entsprechen müssen. Da,ss z. B. zwei 
ineinander liegende projective Punktreihen einzelne Punkte nieht geinein 
haben, wenn sie drei Punkte entsprechend gemein haben, wird ausgeschlnssen, 
weil aus der Stetigkeit der Beziehung zwei bestimrnte Grenzpunkte fiir jede 
Strecke folgen, die keinen entsprechend gerneinsamen Punkt  enthiilt. 

Einen breiteren Raum hatten wir gern den Ausführungen über das 
Imaginare zugewiesen gesehen. F ü r  die Darstellnngskunst des Herrn 
Verfassers wBre es unsores Eraehtens eine schone Aufgabe gewesen, die 
erstannliche Leistung, die S t a u  d t  durch Bewaltigung des Imaginiren 
vollbracht ha t ,  in  mogliclister Einfachheit uns vorzuführep. 

Die Vorlesungen des bisherigen zweiien Theils sind nunmehr, um 

eine Reihe neuer Entwickelungen vermehrt, auf zwei Bande vertheilt 
worden. In den ersten acht Vorlesiingen des zaeiten Baudes folgt der 
Verfavser iui Wesentlichen don entsprecheuden Vorlesungen der zweiten 
Auflage. E r  betrachtet z u u k h s t  die Collineation und Correlation in der 
Ebene und irn Raume (1-4) und nach Erorterurig der Flaçhen zweiten 
Grades und ihrer polaren Beziehungen die Ordnungsgebilde der reciproken 
Beliahung in einer Ebeile und im Raum. Darau schliesst sich dnnn die Re- 
handlung der Affinitat in  dor Ebeno und im Raum sowie, im Vortrag 9, dio Er- 
orterung der involutorischon Beeiehungen, welche in denVorlrag 17 der zwciten 
Auflage verviiesen waren. ,4uf die ausgearteten Beziehungen - bei denen 
unendlich viele Elemente des einen Gehildes einem einiiigen des anderen ent- 
sprechen - wird überall besonders hingewiesen; offenhar hat der Herr Ver- 
fasser bei seinen Untersuchungen über lineare Mannigfaltigkeiten projec- 
tivischer und collinearer Gehilde die besondereTVichtigkeit dieser Ausart~ingen 
erkannt. Uns würe es wesentlich geweseu, alle Falle der perspectivischen Be- 
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ziehung aufgezahlt zu sehen, also z. B. in der Ebene den Fall behandelt zu sehen, 
wo das Centrum auf der A c h e  der perspectivischen Beziehung liegt u. S. W. 

Das syuibolische Eechnen mit geometrischen Verwandtschaften wird 
in den neu hinzutretenden Voriragen 10-12 behsndelt. Zwei Hauptf~agon 
dieses Gebietes - das zur Zeit bekanntliçh von den italieniscben Geometeru 
beeonders eifrig cultivirt wird - sind bekanntlich die, wann eine gegebene 
Verwandtschaft durch eine zweite in  sich selbst übergeführt, mit ihr 
vertauschbar ist und wann sie von der zweiten Verwandtschaft umgekohrt 
wird. F ü r  involutorische Verwandtschaften i ~ t  die Bedingung der Ver- 
tauschbarkcit, dass die einc aus der anderen diirch Zusammensetzung mit 
eincr Involution ontstehcn soll, dass boido zu oinandor ,,harmonisch" sind. 
Wahrend diese Fragen in d m  Vorlesungen 10 und 12 behandelt werden, 
beschaftigt sich die 11. Vorlesung mit cyklischen Collineationen, und 
zwar werden wir in  der Ebene bis a u  den senaien, irn Raume bis zu den 
quinaren Collineationen, deren Cruppen aus sechs bez. fünf Punkten bestehen, 
geführt. Genauer betrachtet werden eine Gruppe aus 24 ebeneil und eine 
aridere aus 120 r6umlichen Collineationen, die sich ergoben, wenn man 
vier Punkte in der Ebene oder fünf Punkte im Raum auf alle mogliche 
Art collinear in sich überführt. Andere Gruppen, bestehend aus involu- 
torischen Verwandtschaften, die paarweise mit einander vertauschbar sind, 
werden im 12. Vortrag eingeführt. Die Vorlesungen 13 und 14 über 
ineinander liegende reciproke Felder und Polar-Beziehurigen in derEbene und in1 
Raum sind aus der Vorleenng 9 der zweiten Auf'lage eutstanden.. Neu ist 
in 14 der Hinweis auf Flachen, die unendlich viele Pol-Setraeder  einer 
gegebenen Flache enthalten, ferner auf den Complex der Strahlen, deren 
Puuktreihen in einer reçiproken Beziehung zu den entsprechenden Ebenen- 
büscheln involutorisch liegen. 

In der alteren Auflage folgte nunmehr zuerst das Nullsystem und 
das lineare Strahlensgstem; erst nach Erlodigung dos allgcmeincn Totraeder- 
comploxes bcgann dann die Botrachtung der Achsen einer Scbaar confocalor 
Flachcn. In  dor neuen Auflago (Vorl. 15-17) eieht es Herr R e y e  vor, den 
Lcscr ohno irgend welche Vorkenntnisso aus der Strahlen-Geomctrie an den 
Achsencomplex heranzuführen; ein Vorgehen, da9 unzweifclhaft grosse didac- 

4 

tische Vort,heile h a t ,  aber manche Wiederholungen nothig macht, die Vor- 
lesungen 15 -17 geben den Inhal t  der Vorlesungen 21 und 23 der alten Aiis- 
gabe wieder; die Entwickelnngen der duwischen liegenden Vorlesung iiber 
Flachen mit gemeinsamem Asymptotenkegel sind a n  ~ p a t e r e  Stelle verwiesen. 
Eine Vervollstandigung der Theorie konnte ails dem Satz abgeleitet werden, 
dass in  ihren Schnittpunkten mit einer Achse eine Flache zweiten Grades 
Normalen besitpt, die sich schneiden. Hieraus konnto gefolgert werden, 
dass aufeiuander folgende der Normalen, die sich im Durchschnitt confocaler 
Flaclien auf einer vcn ihnen errichten lassen, ejnander schneiden. Diese 

17* 
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Curven sirid also in  ihrer Eigenschaft als Krümmuogslinien erkannt. In 
diesem Abschnitt giebt Herr  B e  y e auch Satze über die Kreissclinitte , von 
demUmstande ausgehend, dass eine Flache ihren Focalen in cy klisclien Punkten 
'begegnet. Fïeilich lileibt bei dieser Betrachtungsweise das einschalige Hyper- 
boloid unberücksichtigt, auch ergiebt sich niclit, dass beim hyperbolischen 
Paraboloid die Geradon nichts Anderes als entartete Kreisschnitte der Flacho 
aind. Erwühnen wollen wiï  noch, dass entgegen der Ansicht D a r b o u x '  
H e r r  R e y e  hinsichtlich des Achsencomplexes die Prioritiit für sich in 
Anspruch nimmt. 

I n  der 18. und 19. Vorlesung, welche der 10. und der 11. der alten 
Auflago correspondiren, folgt dnnn die Untorsuchung des Nullsystems und 
dos linearen Strahlensystems. Vorangeschickt ist  jotzt die schr anschauliche 
S ylvestor 'sche Dofinition dessolben. Nou eingoführt ist dor ,,Achson('-Complex 
des Nullsystoms. E r  bestoht aus den Paarcn scnkrocht sich kreuzcnder 
Geraden, die einandor im Nullsystcm entsprechen. I n  derVorlesung 9 wird eine 
Abbildung des linearen Strahlencomplexes auf den Punktraum hinangefügt. 

Von den Vortriigen 20-23 über Raumcurven dritter Ordnung und das 
zugeh6rige Strahlensystem erster Ordniing is t  einer (23) ganz neii, wahrend 
die anderen den Vorlesungen der a l t m  Aiiflage correspondiren. 23 geht 
von dem Satz aus, dass alle Raimcurven eines Bündels (dieselben gehen 
durch fünf Punkte) auf eineï beliebigen Ebene Poltripel eines Polarsystems 
ausschneiden (vergl. den Anhang der zweiten Auflage) und wendet sich 
sodann zu der Betrachtung der Polcurven eines Polarsystems, Curven 
dritter Ordnung, denen Pol-Tetraeder  dieses Polarsystems in unend- 
licher Anzahl eingeschrieben werden konnen, ihre Ebenen bjlden dann 
ein Ebenenbüschel dritter Ordnung. Die Vorlesungen 24 und 25 stimmeu 
inhaltlich mit 15 und 16 der zweiten Auflage überein. Der 26. Vortrag iührt 
die linearen Nannigfaltigkeiten linearer Complexe ein. Deri Ausgangspunkt 
bildet hier der Satz, dass zwei lineare Complexe sich ,,stützen", sobald 
einer von ihnen zwei im Nullsystem des anderen homologe Geraden y und g1 

enthiilt. Jeder  von beiden wird durch das Nullsystem des anderen in 
sich selbst transformirt. Gebüsch, Bündel und Büschel werden durch 
die Forderung definirt, dam seine C'oqplexe sich auf 1, 2, 3 gegebene 
Complexe stützen sollen; die so entstehenden Yannigfaltigkeiten worden 
dann als lineare nachgowioscn. 

Ganz erheblich hat  die Anzahl dcr Aufgaben zugcnommen, von 121 
an€  136 Eummern. Die neuen Aiifgaben betreffen m m  Theil die Geometrie 
der Bewegung, zum Theil betreffen sie die Ordnungscurven aines linearen 
Strahlensystems u. S. W. Am meisten interessirt haben uns die Aufgaben 
über Polfünfecke und Polsechsecke. I n  einem Polfünfeck sind jede Kante 
und ihre gegenQber liegenden Flache conjugirt, i n  einem Polsechseck je zwei 
gegenüberliegende Ebenen, endlich in  einem Polviereck - nicht zu ver- 
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wechseln mit dem Pol-Tetraeder - je zwei gegenüber liegende Kanten. 
Von den Eesultaten ist das Wichtigste, dass zwei Polfünfecke, sowie ein 
Polviereck und ein Polsechseck allemal einer Flache zweiier Ordnung 
angehoren. 

Die ersten vier Abhandlungen dos dritten Bandes goben nun dio 
Theorie dcs Tctraedercomploxos, im Anschluss daran die Eigenschaften 
des Rüschds und dnr Schaar von Flachcn zweiter Ordnung und die Beziehung 
des Ersteren anf Ehenenbüschel auf Grund der Polarverhaltnisse (vergl. J I ,  
18 -20 der alteren Auflage). Neu hinzugetreten sind in der zweitenvorlesung 
eine Construction für  den associirten Punkt  zu sieben gegebenen, sowie 
eine Methode, durch neun gegebeue Punkte eine Blache zweiter Ordnung 
zu legen. E s  folgt ein Vortrag über Flÿchen mit  gemeinsamem 
Asymptotenkegel. 

Neu hinzugetreten ist (6.Vortrag) dieUntersuchung des Strablensysterns 
(a), dass zwei zu einander collineare Flzchen F 2  und Li;' zweiter Ordnung er- 
zeugen, von dem das Normaltinsystem der Flache zweiter Ordnung einen spe- 
ciellen Fa11 bildet. Den Ausgangspunkt fü r  die Untersuühung bilden einige 
Satze über die Polflsche einer Geraden (g). Sucht man zu don zwci collinearen 
Riiumon, in denon F2 und E f )  einander entsprochon, den Totraedercomplex, 
und von d e n  g treffonden Strahlon den zum Baum von F(2)  gehorendon 
Punkt, so bilden dieselben die Polflache von g, eine Flache zweiten Grades, 
auf der zu den Punkten von g Raumcurven dritter Ordnung, zu den Ebenen 
von g eine Geradenschaar gehort. Daraus folgt, dass der Complex von 
der zweiten Classe und der sechsten Ordnung ist; da ferner vier Geraden 
der erwahnten Schaar F(2)  berühren, so folgt, dass die Brennflache des 
Systems von der vierten Ordnung und Classe ist. Dass die Geraden des 
Systems Doppeltangenten und die Focalebenen Tangentialebenen derselben 
sind, kann aus dem Umstande abgeleitet werden, dass für  Strahlen des 
Systems die Polflache in einen Kegel mit der Spitze auf F ( 2 )  aueartet. 
F ü r  den Fall, dass F(2) und .Zi;(2) Regelfiiichen sind, trifft dasselbe für 
alle Flachen F@), Fp), Y?), . . . Z U ,  von denen je zwei das System (a) 
erLeugen. Indem man nun mit jeder Regelschaar von F(=) die zu ihr  in 
Fr) ,  Er) ,  . . . homologen zusarnmen nimmt, erliÿli; man noch zwei andere 
Systeme ( b )  und (c)  und es stehen dann je zwei der drei Systeme 
(a), ( b ) ,  (c) in einem und demselben Abh%ngigkeitsverh%ltniss vom dritten. 
Sie haben die Brennflache gemein; die 3 . 4  Fundamentalebenen der collinearen 
Haumbeziehungen , die zu (u) , (6) , (c) gehb'ren, sind für alle drei Strahlen- 
systeme singular und zwar ha t  z. B. (a) in den Ebenen seines eigenen 
Tetraeders (cr) rationale Curven vierter Ordnung, in denen von (P) und ( y )  
Curven zweiter Classe. 

Den FlSehen dritter Ordnung sind in der neuen Auflage acht s ta t t  drei 
Vortrage (7 bis 14) gewidmet. Dio drei ersten stimmon im Wesentlichen mit 
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den Vorlesungen 24 bis 26 der alteren Auflage tiberein. Neu hinzugokommen 
is t  in 7 die Entmickelung des Polarcn-Bcgriffcs fur Flüchenpunkte und 
des Bcgriffes der gemischten Polare für  Paare von Fiiichenpunkten. Nach- 
dem in 10 die Elache als Erzeugniss eines Ebenenbüschels und einefi 
Biicchels von Flachen zweiter Ordnung b e t r a ~ h t ~ e t  ist ,  entmickelt dann der 
Her r  Verfasser ir, 11 in Anlehnung an S t u r m ' s r h e  und M i l i n o w  ski'sche 
Entwickelungen den Polarenbegriff für Punkte aimerhalb der Fl iche durch 
corisequente Anwendung des Satzes von der geniischten Polare. Da sich 
erkennen liisst, dass die Polaren der Punkte einer Geraden einem Biischel 
angehoren, so ergiebt sich die ,,Kernfliiche IC4"(Hess e'sche Fliiche) der Fliiche 
sofort vom vierten Grade. I n  den Vortr+pn 12 bis 14 wird niin der Weg 
bis m m  Pol-Pentaeder der Kernflsche gebahnt. Hierzu wird zuerst die Curve 
c6 untersncht: welcher der eine von zwei conjugirten Punkten der Kern- 
fiache beschreibt, wenn der andere den ebenen Schnitt von If4 mit der Ebene n: 
durchlauft. In  dieser Curve wird sie von der Polare von n: berührt, eiiier 
Flache dritter Ordnung, welche von den Polsrebenen der Punkte von TC um- 
hüllt wird. Jeder Punkt der Schnittcurve von TC und K4 sendet eine Doppel- 

sehne an cc; die Ebenen, welche zwei solche Doppelsehnen mit der Curve gemein 
haben, begegnen ihr in  den sechs Ecken eines vollstandigen Vierseits. Durch 
jede Seite eines solchenVierseits geht noch eine zmeite derartige Ebene und die 
so erhaltenen fünf Ebenen bilden mit n: zusammen eiu Hexaeder, dessen 
sümmtliche Ecken auf K(4) liegen. Jedes Hexaeder bestimmt ein Ebenen- 
büschel dritter Ordnung, dein unendlich .viele andere Hexaeder umschriebeii 
werdeu konuen. Zwei von diesen Ebenenbüscheln haben die fünf Ebenen 
des Pol-Pentaeders gemein. Jelle Ecke des Pentaeders is t  ein Uoppelpunkt 
von Ii4, die 'zuaeh6rige erste Polare ist ein Ebenenpaar, deren Sclinittlinie 
eine Kante des Pentaeders ist. 

Die Untersuchungen über B2-Bündel und Gebüsch und im Anschluss 
daran der S t e i n e r ' s c h e n  und der Kummer ' schen  F1Bche sind im Wesent- 
lichen ungeandert in  die noue Auflage übernommen worden. Dieselbe 
schliesst mit der Untersuchung des F(2)-Gebüsches mit einer Basisgeraden 
ab. Auch dieser dritte Band enthalt oinen Anhang von 103 Aufgaben. 

So reich die Fülle der Resultato ist ,  die Herr  R e y e  uns bietct, so 
scheint es doch nicht in sciner Absicht gclcgon zu haben, eine orschopfonde 
Ucbersicht über die rein geometrische Forschung zu geben. Vielmehr hat  
e r  wohl eine Zusamrnenstellung der Entwickelungcn geben wollen, die 
gewiçsermassen das Fundament für die rein geometrische Forschung bilden. 
So finden wir,  dass Herr  R e y e  x. R. die trilineare Reziehung und ihre 
so zahlreichen Anwendungen, Ausblicke auf Curven und Flschen nter Ord- 
nung,  wie andererseits seine eigenen neuesten Untersuchungen ganz bei 
Seite gelassen hat. 

ERNST KOTTER. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



FR. HCLTSCH, Die Naherungswerthe i r ra t iona le r  Quadratwurzeln bei 
Archimedes. Auszug aus den Nachrichten von der Koniglichen 
Gesellschaft der Wissenschaften und der Georg-August's-Universitat 
zu Gottingen Tom 28.  Jun i  t893 .  S. 367  bis 428.  

Die Zahl der Schriftsteller, welche mit den angenaherten Quadrat- 
wurzeln in A r c h i m e d ' s  Kreismessung sich beschiiftigt und dem Wego 
nachgeforscht haben, auf dem die dort erhnltenen Werthe und in erster 

Linie die Ungleichung 265 1351 
---<)'3<- - 

153 780 

erreicht worden sein mtigen, is t  gross, aber Keiner von ihnen war nacli 
unserer anch S. 301 bis 303 der zweiten Auflnge unserer Vorles. Gesch. Math. 
Bd. 1 ansgesprochenen Ueberzengung berechtigt, eine mehr als pers6nlicho 
Geltung seiner Vermuthungen in Anspruch zu nehmen. Rer r  H u l t s  c h  
dagrgen dürfte auf unsere Zustiinmung rechnen, wenn e r  seiner Abhandlung 
das selbst archimedische m o r t  ~ ü ~ ? ~ r . a  a n  die Spitze gestellt hatte. Urn 
unsere Leser in  den Stand z.u setzeu, sich leicht ein Urtheil über die 
I In l t sch ' sche  Wiederherstellung der antiken Methode zu bilden, wollen 
wir dieselbe ohne die antike Einkleidung, welche in der uns vorliegenden 
Abhandlung ih r  gegeben ist, ganz kurz darstellen. Herr H u l t s c h  hat  
gewiss Recht daran gethan, jerier Einkleidung sich zu bedienen; sie allein 
setzt den Kenner griechischer Mathematik in den Stand, ein Urtheil darüber 
zu fsllen, ob nicht mehr in Archimed hineingelesen als aus ihm heraus- 

gelesen sei; aber deutlicher dürf'te dtim heutigen Mi~sthematiker die Sache 
in analytischer Forru sein. Herr  H u l t s c h  geht davon ans, dass e r  zeigt. 
dass A r c h i m e d  im Besitz der Ungleiühung 

- 1 
gemesen sein kann. Da nun 3 = 22 - 1, so ergab sich v 3  > 2 --- 

5 4 -  1, 
d. h. v)> > 7. Nun wurde, urn d m  AuRreten von Brüchen f iüher ,  als 

3 
32 

sie notliwendig erscheinen mussten, zu vermeiden, der ltadikand mit 7 
3 

verviclfacht. Mit andoron Worten, man schrieb )'3 = 
1 

- -- ~ I y 7  
3 

2 2 6 26 
und suchte 1/27 = 1/5~ + 2 < 5 + -, d. h. 1/27 < --  und 1/3 < -;. 

2 . 5  5 1 :, 
3 .  15" 1 

Nun musste 3 = - -- r 1/3 = ; 1/67? gesetzt werden, und es kain 
1 Ti2 13 

1 
darauf an, Vrn zu finden. Da war v675 = 1/2@ - 1 < 26 -- - 

2 .26 '  
13a 1351 1 

d.b. i/m < r l u u d  1/3< -. Andererseits war l /26->2~ - - - 1 

52 730 2.26-1 
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1325 265 
d. h. 1/676 > - und 1/3 > 163, und so sind von dom Ausgangspunkte 

5 1 
2 G 

des Naherungswerthes i 3  .J - aus, der zum eisernen Bestando der rechnenden 
15 

Goometrie geworden ist,  die bciden archimedischen Grenzwerthe gcfunden. 
Ausser dieaem Hauptergebnisse der H u  1 t s ch'schen Unterauchung wird der 
aufmerksame Lcser noch manches Andero ihr entnehmen konnen, und wir 
personlich bedauern sehr ,  dass wir defi vom Vcrfasser uns ubcrschickten 
Abzug erst erhielten, als dor Druck unserer oben erwahnten zweiten Auflage 
über Archimed hinausgeschritten war. Wenn Herr  Hu 1 t s c h die vorzugs- 

1 
weise Bonutzung binürer Stammbrüchc, d. h. Brüche von der Form - 3  

2 k  
auf die nach fortgseetzter Halbirung iibliche TLieiluug der L%ngenmaassu 
s tützt ,  so rnocliten wir ergamend a n  das Zgyptische Rechnen erinnern, 
welches dem Scholiasten des platonischen Charmides ge~rizss auch in 
Griechenland ntlben dem eigentlich hellenischen Rechnen Bürgerrecht 
erlangt hatte. - CANTOR. 

Apollonii Pergae i  quae graece exstant cum çommentariis antiquis edidit 
e t  latine interpretatus est J. L. IIEIUEI~G, Dr. phil. Vol. 1, 1891, 
pag. XII ,  451. Vol. II, 1 8 9 3 ,  pag. LXXXV, 36 1. Leipzig, 
B. G. Teubner's Bibliotheca Scriptorum Graecorum e t  Romanorum. 

Welche stattliche Menge von Xeuausgaben giiechischer Nathematiker 
hat  niüht die Prssse verlassen, seit H u l t s c h  1 8 6 4  den Heron ver6ffentlichte! 
Die seit jener Zeit vernossenen nicht vollen 30 Jahre haben in neuem, 
kritisch tadellosem Gewande und,  was nicht von geringer Bodeutung ist, 
in  leicht zupanglichen, handliühen Ausgaben uns alle jene Werke gobracht, 
die bis dahin meistens nur  i n  Gestslt von Folianten auf offentlichen 
Bibliotheken zu finden waren und sich selten in die Büchersammlung eines 
Privaten verirrten. F ü r  die K e g e l s c h n i t t e  d o s  A p o l l o n i u s  war man 
auf die Halley 'scha Ausgabe von 1 7 1 0  angewiesen, wenn man sich nicht 
a n  der deutsehon Boarbeitung von B a l s  a m  (1861) genügen iasscn w ollte. 
Eç war fast eine Ehrenpflicht des Herausgebers des Archirned und der 
Euklidischen Elemente , in dieser Kothlage einzugreifen, und Herr H e i b e r g  
h a t  dieser Ehrenpflicht z11 geniigen gewusst. Auf Grundlage der beiden 
l l tes ten Vaticancodices V und v, deren Ersterer ails dem XIT. bis XIII., 
Letzterer aus dem XIII. S. stammt, und unter Vergleichung zahlreicher 
anderer Handschriften ha t  Herr  H e i  b e r g  die neue Ausgabe veranstrtltet. 
Neben den Düchern 1 bis I V  der Kegelschnitte sind die bei P a p p u s  vor- 
handenen Bruchstücke anderer Schriften des A p o l l o n i u s  nebst den Lemmen 
des P a p p u s  selbst und der Commentar des E u t o k i u s  zum Abdruck 
gekommen, letzterer, sowie die vier Bücher Kegelschnitte, mit beigegebener 
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Mathematisches Abhandlungsïegister. 

1892. 
Zwcite Halfte: 1. Juli bis 31. Decembcr. 

A. 
Abbildnng. 

Ucber die conforme Abbilclung einer Halbcbenc auf ein unendlich benach- 
bartes Kreisbogenpolygon. G. P i  c k. Wien. Akad. Ber. (Abthlg. Ha)  
c, 1387. 

Abel'sche Transcendenten. 
Bemerkung über eiuen Punkt in Eiemann's Theorie der Abcl'scheu Fuuctionen. 

F. F r a n k l i n .  Mathem. Annal. XLI,  308. 
Vergl. Dmkchrproblem. 

Absolnte Geometrie. 
Die Trigonoinctrie in dcr absoluten Gcomctric. M. S i m o n .  Crellc CIX, 187. 

Vergl. Mehrdimensionale Geometrie. 

Abzahlen.de Geometrie. 
Sur l'analysis situs. H. P o i n  c a r  6. Compt. Rcnd. CXV, 633. 
Ueber die Zusammenhangszahl eines Flachensystems. C. K o e h l e r .  Crelle 

CIX, 118. 
Exem les de l a  détermination des coniques dans un système donné qui satis- 

$nt i une condition donnée. H. G. Z e u t h e n .  Mathem. Annal. XLI, 539 
[Vergl. Nr. 3.1 

Analytische Geometrie der Ebone. 

Sur les angles e t  les distances en coordonnées trilinéaires. V ogi;. N. ann. 
math.  Eer. 3 ,  X I ,  148. 

La  s métrie en coordonnées polaires. J. L e f E v r e .  K. ann. math. Ser. 5, 
%I, 308, 353. 

Ueber harmonische Strahlen. R u d .  S k u t  s ch .  Grun. Archiv 2. R. XI,  206. 
Geometrische Bestimmung der Tangente der Cassini'schen Linie. W. R u l f .  

Grun. Archiv 2. R. XI ,  438. 
Zur Cassinischen Linie. E. O e k i n g h a i i s .  Grun. Archiv 2. R. XI ,  441. 

Vergl. Geodiisie 360. Kegelschnitte. Krümmung. 

Analytiache Geometrie des Raomes. 

Sur l a  corrélation entre l e  systèmes de coordonnées ponctuelles et  les systèmes 
de  coordonnoes tangentielles, M. d ' o c a g n e .  N. ann. math. Ser. 3, XI, 70. 

Fundamentalachsen der mehrfüch gekrürnmten Linie. R. Ei o p p  e. Grun. 
Archiv 2. R. X I .  442. 

Das ~ e t r a e d e r  , bezogcn auf seine Haupttraglieitsachsen. R. H o p p  e Grun. 
Archiv 8.  R. XI ,  85. 

Vergl. Krümmung. Oberfàchen. Oberfliichen zweiter Ordnung. 

Astronomie. 
Ueber die Gleichungcn, mit  deren Hilfe man die siicularen Storungcn der 

Plüneteu bestiinmt. K. H e n s e l .  Crellc CX,  180. 
Ueber die Berechnung einer Kometenbahn mi t  Beriicksichtigung von Gliedern 

hoherer O r d n u n ~ .  E. W e i s s .  Wien. Akad. Ber. (Abthle. 1Ia'l C. 1132. 
u- 

285. Sur le calcul des inégalites d'ordre élevE. O. ~ a l l a n d r e a u .  ~ o k ~ t . ' ~ e n d .  
CXV, 386. 
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256. Sur le calcul des inégalités d'ordre Blevé. Application 6, l'inégalit6 lunaire à 
longue période causée par Venus. M. l l a i n y .  Compt. Rend. CXV, 869. 

257. Positions absolues et  mouvements propres d'étoiles circornpolaires. P. G Onnes  - 
s i s t .  Com t Rend. CXV, 400. 

288. Ueber deri ~inf;u;s der Aenderung der Exccntricitat der Erdbalin auf die 
mittlere Umla~fszei t  des Mondes. C. Benz .  Grnn. Archiv 2. IL. X I ,  199. 

Vergl. Chronologie. 
Ausdehnnngslehre. 

289. La methode de Grassmann. E. C a r v a l l o .  N. ann. math.  Ser. 3 ,  XI,  8. 
[Vergl. Bd. XXXVlt Nr. 506.1 

B. 
Balistik. 

290. Sur la solution du problème balistique. E. Vallier. Compt. Rend. CXV, 648. 

Bernonlli'sche Zahlen. 
291. Aritlimetische Ent,wicltlnngen. F r .  R o g e l .  Grun. Arcliiv 2. R,. XI ,  77. 

Bestimmte Integrale. 
202. Recherches sur l a  convergence des intégrales ddfinics. C. J. d e  l a  VaI lGe-  

P o u u s i n .  Journ. Mathkm. Ser. 4, VI l I ,  421. 
293. Ueber eine G a t , t u n ~  von hestimmten Intemalen L. P o c h  h a m i n e r  Mathem. " . . 

Annal. XLI, 1'67. 
294. Remarques sur les int&raleu définies. C. J o r d a n .  Journ. Msthém. Ser. 4, 

V l i I ,  69. 
- 

. Vergl. Gamafunctionen. 
C. 

Chronologie. 
r95. Die Berechnung der Jahrpunkte (Thekuphenrechnung) im Kalender der Juden. 

Ed.  hl a h l e r .  Wicn. Akad. Ber. (Abthlg. H a )  C, 71. 

Combinatorik. 
296. Theorie des permutations et des arrangements circiilaires complets. E. J a b  - 

l o n s k i .  Jouru. Mathém. Ser. 4 ,  VIII,  331. 
297. Sur le partage en uatre groupes des permutations des lz premièrs nombres. 

D ~ J .  b n d r 6 .  t o m P t .  flcnd. CXV, 872. 
298. Ueber Variationen und Combinationen zn bestimmten Summen. K. R e i c h .  

Grun. Archiv 2. H. XI ,  225. 
299. Einige Aufgaben aus der Cornbinatorik. A.  H o  1 t z e. Grun. Archiv 2. R.. XI,  284. 
300. Die allgemeinen Grundlagen zweier Probleme aus der L~nterhaltungsarithmetik. 

Y. S c h l e g e l .  Grun. Archiv 2. R. XI,  93. 

n. 
Determinauten. 

301. Uctier relativ adjungirte Minoren. G. L a n d s b e r g .  Crellc CIX, 225. 
Vergl. Ausdehnungslehre. 

Differentialgleiehnngen. 
302. Sur l e  th6orème gQnéral relatif à l'existence des intégrales des equations 

différentielles ordinaires. G, P c a n o .  K. ann. math. Ser. 3 ,  X I ,  79. 
[Vergl. Bd. XXXVlI Nr. 309.1 

303. Zur 'ïheorie der vollstindigen Losunyen der Uifierentialgleichungen erster 
Ordnung zwischen zwei Variabeln. M.Hamb u r g e r .  IMathem.Annal.XLI,597. 

304. Sur les intégrales algébriques de  l'dquation différentielle du premier ordre. 
L. A u t o n n e .  Compt. Rend. CXV, 587. [Vergl. Nr. 25.1 

305. Sur l'application aux équations différentielles ordinaires de certaines méthodes 
d'approximation ouccesoiveu. E m. P i c a r d .  Ccirnpt. Rend. CXV, 513. 

306. Sur certaines solutions asymptotiques des équations diff&entielles. Em.  P i c a r d .  
Compt. Bend. CXV, 1030. 

307. Bemerkiirigen über die Integr ale linearer Differentialgleichungen. L. H e  f f t  e r. 
Crelle CIX, 212. 
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308. Sur les équations différentielles linéaires. J. Ce1 s. Compt. Rend. CXV, 1057. 
309. Ueber die bei den lineareu Differentialgleicliungen zweiter Ordnung auf- 

tretenden Primformen Ludw.  S c  h l  e s i n g  e r .  Crelle CX, 130. - Cornpt. 
Rend. CXV, 32. 

310. Uelier lineare homogene Differentialgleichongen zweiter Ordnung, fiir welche 
die Umkehrungafunction von endlicher Vieldeutigkeit ist,. L u d  W. S c h l e -  
s i n g e r .  Creile CX, 265. 

311. Ueber eine specielle lineare Diffcrentialgleiehiing zweiter Ordnung mit linearen 
Coefficienten. L. P o c h h a r n m e r .  Mathem. Annal. XLI, 174. 

312. Sur le problème de Phff. A. J. S t o d o l k i e v i  tz.  Coinpt. Eend. CXV, 592. 
313. Erweiterung einesPfafF'scheuSatzes auf simultane totale DiEereutialgleichiiugen 

erster Ordnung und lutegration eiuer Classe von siinultanen partiellen 
Difl'erentialgleichungen. M. H a m b u r g e r .  Crelle CX,, 158. 

314.  Ueber die Integrale sin-iultaner partieller Differentialgleichungs - Systeme. 
L. K o n i g s b e r g e r .  Mathem. Annal. XL1, 260. 

315. Ueber die Integrale partieller Difîerentialgleichungs-Systeme beliebiger Ord- 
nung. L. K o n i g ~ b e r g e r .  Crelle CIX, 261. 

Vergl.Hypcrgeometrische Reihe 409, 410. Invariiintenthcorie 419. Mechanik 459, 
460. Wirmelehre 529. 

Differential quotient. 

316. Ueber Functiorien einer rcellen Variabeln, welche Derivirte jeder Ordnung 
besitzen. L. M a u r e r .  Mathem. Annal. XLI, 377. 

317. Die Nullwerthe hoherer Ableitungen gewisser zusammengesetzter Functioiieii. 
F r .  l t o g e l .  Gruri. Arciiiv 2 It. X I ,  14. 

Differenzengleichung. 

3 18. Zur Theorie der ~ifferenzeiigleichungen. W. He y m a n  n. Crelle CIX , '112. 

Dreiecksgeometrie. 
319. Sur quelques propriétés du triangle. M o l e  n b r o c h .  PI. anii. math. Ser. 3, 

XI, 121, 179. 
320. Constructions et formules relatives au triangle. C. A. L a i s a u t .  N. ann. 

math.  Ser. 3, XI ,  209. 
321. Snr la géométrie du  triangle. E. V a l d è s .  N. ann. math.  Ser. 3 ,  XI,  249. 

322. Des perturbations locales que produit au-dessous d'elle une forte charge, 
rdpartie uniformément lc long d'one droite norniale aux deux bords, 
à la surface siirérieure d'une poiitre rectangulaire. J. R o u  s  in e s  q. 
Compt. Rend CXV, 5 .  [Vergl. Nr. 47.1 

323. Do l a  forme c6ndrale de la loi du mouvement vibratoire dans un milieu iso- 
troae. ET M e r  c a d i e r .  C o r n ~ t .  Rend. CXV. 1264 

324. ~ o t a t i n g  elastic solid &linders i f  elliptic sertian. C .  Cli r e e .  Phil. Mag. 
Ser. 5 ,  XXXIV, 7 0 ,  154. 

305. Flexure of long pillars under their owri weight. N, F. F i t z  G e r a l d .  Phil. 
Mag. Ser. 5 ,  XXXIII, 428. 

3%. Struts ond tie-rods with lateral loads. J. P e r r y .  Phil. Mag. Ser. 5, 
XXXTII. 2fiR. ------ 

7 - - -  
327. Ou the iesistauces to  transverse ~ t r a i n  in beams. R. C. N i c h o l s .  Pliil. 

Mag. Ser. 5 ,  XXXIII, 397. 
328. The influcncc of flaws ond air-cavities on the strcngth of matcrials. J. L a r -  

m o r .  Phil. Mag. Ser. 6 ,  XXXIIT, 70. 
329. On the  difiiculties ot  constructing a theoiy of the  collapse of boi l~r- f lues .  

A. B. B a s s e t .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XXXIV, 221.  

Elektricitat. 
330. The ,,Elastic MediumL1 method of treating electrostntic theorems. W. Il .  B r a g g .  

Phil. hlag. Ser. 5 ,  XXXIV, 18. 
3:?1. An elcctrolytic tlieory of dielectrics. A. P. C h a t t  oc  k ,  Phil. hlag. Ser. 5, 

XXXIV, 461. 
332. Some points in electrolysis. J. S w i n b u r n e .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  X X X I I ,  1. 
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333. Ueber dic Wirkungen gleichgerichteter sinusartiger elektromotorischer Kraftc 
in einem ïieiter mit Gelbstinduction. J .  P i i l n j .  Wien. Alrad. Her. 
(Abthlg. I Ia j  C, 767. 

334. On the calculaticn of the induction-coefficients of coils and the construction 
cf standards o f  inductance, and on abeolutc electrodgnsmometers. 
And .  G r a y .  Phil .  Mag. Ser. 5 ,  XXXIIT, 62. 

335. On the resistaiice and self- indiiction of branched circuits. A A n  d e r  s on.  
Phil. Mag. Ser. 6 ,  XXXIII,  352. 

336. Détermination des coefficients de self-induction, a u  moyen dee oscillationv 
électriques. P. J a n e t .  Compt. Rend. CXV, 1286. 

337. Sur les considérations d'homogénéitc! en Physique et sur une relation eutre 
l a  vitesse de propagation d'nn courant, la capacité et  le coefficient de 
self-induction de  la ligne. C. C l a v e r i o d .  Compt. Rend. CXV, 470. - 
V a s c h  y ebenda 597. 

336.  On the influence of obstacles arranged in rectangular order upon the pro- 
perties of  a medium. Lord IZay l e i g h .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XXXIV, 481. 

339. Sur les réseaux de conducteurs électrirrues. P r o ~ r i é t é  réciaronue de deux * A 

r anches .  Vas  c h  y. Compt. Rend. *CXV, 128b 
340. Theorle d'un coudensateur intercalé dans le circuit secondaire d'un trans- 

formateur. DBs. K o r d a .  Compt. Rend. CXV, 331, 411. 
Vergl. Potential. 

Ellipse. 

341. Propriétés d'une ellipse e t  d'un cercle passant par un point ct  les points de 
contact des tangentes à l'ellipse issues de ce point. B a r i s i e n .  N. aiin. 
math.  Ser. 3 ,  XI,  394. 

Vergl. Krürnrnung 445. 
Elliptische Transcendenten. 

312. Zur Theorie der elliptischen Functionen. P. G ü n  t h e r .  Crelle CIX,  43. [Vergl. 
Bd. XXXVIl Nr. 79.1 

343. Das Additionstheorem der elliptischcn Functionen. P. G ü n  t h e r. Crellc 
CIX,  213. 

344. Zur Theorie der elliptischen und hyperelliptischen Integrale. E m. O e k i  n g - 
h a u s .  Grun. Archiv 2. 1%. X I ,  132. 

345. Zerfallung der lcmniskatischen Theilungsgleichuny in vier Factoren. 
K .  S ch w e r i n g .  Crelle CX, 42. [Vergl. Hd. XXXVlI Kr. 78.1 

346. Neue geornetrische 1)arstellung der leinniskatischen Function. W. K r i m  p h o f f .  
Crelle CX, 73. 

F. 
Fnnctionen. 

847. Ueber die IrreducibilitLt ganzer rationaler Functiouen mit ganzzahligen 
Coefficienten. D. H i l b e r t .  Crelle CX,  104. 

348. 'l'heorie der algebraischeii Functionen einer Veranderlichen und der alge- 
braischen Integrale. K .  H e n s e l .  Crelle CIX, 1. 

349. Ueber die eindeutigen Functionen von zwei durch eine algebraieche Gleichung 
verbundcncn Ycriinderlichen. P. G ü n  t h e  r. Crclle CIX, 199. 

350. Essai sur l'étiide des fonctions données par  leur developpement de Taylor. 
J. H a d a m a r d .  Journ. Mathém. Ser. 4 ,  VII1, 101. 

351. Sur  certains systèmes d'équations aux dérivées partielles généralisant les équa- 
tions de la théorie desfonctions d'une variablc complexe. Em.  P i c a r d .  
Journ. Maihim. Ser. 4 ,  VII I ,  217. 

3.52. Die eindeutigen automorphen Formen vom Geschlecht Nu11, eine Revision 
und Erweiterung der Poincaré'schen Satze. E. R i t t e r .  Mathem. 
Annal. XL!, 1. 

353. Ceber algebraische Gebilde mit  eindeutigen Transformationen in sich. 
A. I I u r w i t z .  Mathem. Annal. XIA, 403. 

354. Sur les fonctions génératrices d'Abel. V. P a r e t o .  Crelle CX, 290. G r ( u )  

355. Uebcr das Additionfitheorein der Cotangente und der Function S(zb)  =-. 
F. S c h o t t k y .  Crelie CX, 324. 6 (u) 

356. Sur l a  théorie des fonctioris algCilriqiies de deux variables. G K O b b. Journ. 
Mathéru. Ser. 4 ,  VIII,  385. 

Vergl. Abel'eche Sranscendenten. Abzahlende Geometrie 273. Ausdehnungs- 
lehre. Eestimmte Integrale. Dcterminantcn. Differentialgleichungen. 
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Differentialquotient. Differenzengleichung. Elliptische Transcendeuten. 
Gammafunctioneii. Glcichungen. Grcnzwcrth. Hyperelliptische Trans- 
cendenten. Hypergeometrische Reihe. lmaginares. Irivarianteiitheorie. 
Kettenbrüclie. Kujelfui-ictionen. Maxima und Minima. Mehrdimensioilale 
Geouetrie. Eeiheri. TLc1;tfunctionen. Transformatiorisgru~~peu. Urn- 
kehrproblem. Zahlentheorie 548, 55%. 

Gammafunotionen. 
Bemerkungen über das Integral r ( a ) .  L. P o c  h h a m m e r .  Mathein. Annal. 

XLI, 157. 
Ueber fünf Doppelintegrale. L. P o  c h h  a m m  e r. Mathem. Annal. XTjI, 179. 
Sur  une extension de l a  formule de Stirling. Ch. B e r  m i  t e .  Nathem. Annal. 

XLI, 581. 
Cteodasie. 

Application d'un systfime conventionnel de coordonnEcs rectangulaires i la 
triangulation des cî>tes de Corse. EIatt .  Compt. R,end. CXV, 459. 

Sur la nouve!le méridienne de France. L. U a s s o t .  Compt. llend. CXV, 706. 

Geometrie (descriptive). 
Ueber einen neuen Beweis des Polilke'schen Fiindanientalsatees der klino- 

gonalen Axonometrie. F. l t u t h .  Wien. Akad. Eer. (Abthlg. Il a)  C, 1088. 
Neue Constructionen der Perspective. L. L e i b .  Grun. Arühiv 2. R. X I ,  1. 
Zur Durchdringung der Kugel mit dcm geraden Kreiskegel. W. R u l f .  Grm.  

Archiv 2.  R. X I ,  433. 
Projection d'une surface par chaque point de laquelle il passe rleiix cercles 

tracés sur elle, dout les plans sont verticaux. l i o u b  a u d i .  N. aiin. math. 
Ser. 3, XI,  199. 

Neue Bclcuchtungsconstructionen für Flichen, deren au einer Achse normale 
Sehnitte ahnlich und ahnlich liegend sind, im Allgemeineii und für Fliichen 
zweiten Grades im Besondcren. J os. B a  z a l a .  Grun. Archiv 2. R. XI ,  113. 

Goometrie (hohere). 
Zur Construction der Polar - Gruppen. E. W a e l s c h .  Wien. Akad. Ber. 

(AhthIo. I I  al C. 315 O - , - -. 
368. Théorème sur les foyers d'une courbe quelconque. E. A m i g u e s .  N. ann. 

math.  Ser. 3 ,  XI; 163. 
- 

369. Ueber Involutionen hoheren Grades auf nichtrationalen Sr igern .  E m. W e y r. 
Wien. Akad. Ber. (Abthlg. I I a )  C ,  589. 

370. Die Punktsysteme auf der  Geraden und ihre Anwendung ziir Erzeugung der 
algebraischen ebenen Curven. B. S ch  u m a c h e  r. Crelle CX, 230. 

371. Ueber das I)oppelverhiltniss von vier Punkten einer Geraden. 11:. Bunche .  
Mathem. Annal. XLI,  591. 

373. Sur un théorème analogue à celui d e  Carnot ou généralisation du théorème 
de  Jean de Ceva. L. R a v i e r .  Y. ann. math. Ser. 3 ,  XI ,  349. 

373. Sur les figures équipollentes. G. T a r r y .  N. ann. math. Ser. 3, XI, 251. 
374. Sur les congruences de droites. E. C o s s e r a t .  Compt. Rend. CXV, 929. 
375. Ueber linea,re Gysteme in  der Ebene und im Raum und über dcren ,Jacobi'eche 

Curve beziehungsweise Jacobi'sche Fliiche. K. U o e  h l  e m a n n .  Mathem. 
Annal. XLI ,  545- 

376. Sur les courbes du troisième degr6. M o u t a r d .  N. ann. math. Ser. 3 ,  XI ,  113. 
377. Sur quelques propriétés des courbes planes iinicursales d u  troisièmt! ordre. 

A s t o r .  N. ann. math. Ser. 3 ,  YI,  276. 
378. Sur la coristructionu des cubiques cuspidales par  poiuts et langeutes. 

M. d ' o c a g n e .  K. ann. math. Ecr. 3 ,  X I ,  386. 
379. Sur une série récurrente dc  pcntagoncs, inscriptibles à une m&me courbe 

générale du troisième ordre, et que l'onpeut construire par le seul 
emploi de  l a  règle. P. S e r r e t .  Compt. Rend. CXV, 406, 436. 

380. Sur les courbes dont les tangentes appartiennent à un complexe linéaire. 
P. A p p e l l .  N. ann. math. Ser. 3 ,  XI ,  115. 

381. Démonstrat~on de  quelques théorèmes au moyens de transformations par 
polaires réciproques. M a n n h e i m .  N. arin. math. Ser. 3 ,  XI,  431. 

382. Ueber raumliche Configurationen, welche eich aus den regeliniissigen Polycdern 
herleiten lassen. J. d c  Vries .  Wien. Akad. Ber. (Abthlg. I I a )  C ,  8'22. 
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383. Elementare Construction der Figur dreier in desmischer Lage bcEndlichen 
Tetracder. 13. S c h r 6  t e r .  Crelle CIY, 341. 

384. Sur les courbes tétraédrales syrn4triques. A l p h .  D u m o u l i n .  Compt. Rend. 
cxv 7 ~ n .  --- 7 

385. Ueber ILaumcurven seclister Ordnung vom Geschlechte 1. E m .  W e y r .  
Akad. Her. (Alithlg. I la )  C, 4.57, [Vergl. Bd XXXVII Nr. 387.1 

Vergl. Absolute Geornetrie. Dreiechsgeometrie. Geometrie (descriptive). 
Invnriantentheorie. Kinematik. Singularititen. 

Geschichte der Mathematik. 

381;. Sur la déconverte de la ligne sans déclinaison. W. d e  P o n v i e l l e .  Compt. 
Keiid. CXV, 430. 

387. Nekrolog vori Heinrich Schriiter (8.11. 1829 bis 3.11. 1892). R. S t u r m .  Crelle 
C I X ,  358. 

388. Notice eur C. Gérono (t 7./XI. 1892). E. R o u c h  é. N. ann. math. Scr. 3, 
YI ,  538. 

Gleichungen. 

489. Bemerkungen überden sogenannten Casus irreducibilis bci cubischeii Gleichungen. 
Ad .  K n e s e r .  Mnthem. Annal. XLI,  344. [Vergl. Bd. XXXVIl Nr. 135.1 

300. Sur le théorème de Budan e t  Fourier. G. F o u r e t .  N. ann. math. Ser. 3, 
XI ,  82. 

301. Former une éqiiation agant pour racines les valeurs d'une fonction de  deux 
racines d'une autre equation. E A m i  g II e s. N. ann. math. Ser. 3, XI, 245. 

392. Si ,  dans une équation algébrique, le coefficient de zm- a un module supérieur 
à la somme des modules des autres coefficients, l'équation a m-k  racines 
dont le module est inférieur à 1 e t  k racines de module supérieur i 1. 
E m .  P i c a r d .  N.  a m .  math. Ser. 3 ,  XI,  147. 

333. Sur l e  calcul par approximation des racines des éqiiations numériques. Modi- 
fication de l a  f'ormulo de Newton. E. Ma lo .  N. ann. math. Ser. 3, 
X I ,  169. 

334. Sur les nombre des racines communes à plusieurs équation simultanées. Em. 
P i  c a r  d. Journ. Mathém. Ser. 4 ,  VIII, 5. [Vergl. Bd. XXXVII l ir .  401.1 

396. Démonstration analytique du théorème de M. lLouché relatif à un systènie 
d'équations -- - algébriques du premier degré. E. A i n i g u e s .  N. ann. math. 
Ser. 3 ,  XI ,  47. 

396. Sur I'élirnioation. H. L a u r e n t .  N. ann. math ,  Ser. 3 ,  XI,  5. 
397. Sur l'élimination. W o r o n t z o f f .  N. ann. math. Ser. 3, XI, 291. 

Grenzwerth. 

398. Asymptot,isclicr Wertii der Faciiltiitencoef'fici~nten. 
2. IL. X I ,  210. 

Vergl. Differentialquolient 317. 

Rydrodynamik. 

399. On the  theory of surface forces. Lord K a y  l e i g h .  
209, 468. [Vergl. Bd. XXSVl  Nr. 397.1 

400. Ori the  cluestiori of' the  stabi1it.y of the  flow of fluids. Lord R a y l e i  2 h. 

Fr. R o g e l .  Griin. Arcliiv 

Phil. Mag. Scr. 6 ,  XXXIIT, 

- - 
Phil. 'Mag. Ser. 6 ,  XXXLV, 59. 

401. On tlic instabilitv of a cvlinder of viscous liauid undcr canillarv force. Lord 
~L d 

~ a , ~ l e i ~ h . ~  Phil. $ag. Ser. 5 ,  X X X I V : ~ ~ ~ ,  177. 
402. Le mouvement différentiel dans i'0c6an e t  dans l'athmosphère: marées d'eau, 

marées d'air. F e r .  d e  S a i n t i g n o n .  Compt. Rerid. CXV, 13.40. 
403. Sur une légère correction additive qu'il peut y avoir lieu de Paire subir aux 

hauteurs d'eau indiquées par  les marégraphes, quand l'azitation houleuse 
ou claooteuse de  la m e r  atteint une grande intensité. J .  H o u s s i n e s q .  
~ o u i ~ t :  Rend. CXV, 77, 149. 

Hyperbel. 

401. Théortirne sur une hyperbole équilntiire et  une circonférence ayant pour diamètre 
iine corde de  l'hyperbole. C. A. I ~ a i s a n t .  N. ann .  math. Srr. 3, XI, 
262. - Larose ibid. 266. - Barisien ibid. 330,  441. 

1Iist:lit. Abth. d. Zcitschr. f. Math. u. Phy3. 35. Jalirg. 1813. 6. HefL 18 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Hyperelliptischo Transeendenten. 
405. Untersuchungcn auf dern Gebicte der hyperelliplischcn Modulfunctionen. 

H. H i i r k h a r d t .  Mathem. Annal.XL1. 313. iVeral. Hd. X X X v I I  Kr. 145.1 
406. Die Uedekind -Weber'sclien ldeale in einem hgpereilipt&chen Kiirper. 1,. f au; 

Mathem. Annal. XLL, 491. 
407. Ueber die Betiuction eines Problems der D p a m i k  auf hyperelliptische Inte- 

male. P. S t Bc kel .  Mathem. Annal. XLI ,  571. 
~ e r g l .  ~ l l i ~ t i s c h e  Transeendenten 344. 

Hypergoometrisehe Reihe. 

408. Zur Theorie der hypergeometrischen Reihe. L. G e  g e n  b a u  e r. Wicn. Akad. 
Ber. (Abthlg. I l s )  C ,  225. 

409. Ueber die Reduction der Differentialgleichiing der Reihe 3 ( p i ,  P r  . . . Bn -1 ;  x). 
L. P o c h h a m m e r .  Crelle C X ,  188. [Vergl. IJd. XXXVlL  Nr .  53.1 

410. Ceber die Differentialgleichungen der Reihen s ( g ,  G ;  x) und Z(Q, G, z; x:. 
L. P o c h h a m m e r .  Mathem. Annal. XLI, 197. 

411. Ueber die Funotion T V ( >  6 y1 n) für singuliire Wcrthe ihrer Paraineter. 
, P ? Y 9  

J. T h o m a e .  Crelle C X ,  78. 
412. Sur les fonctions coritignës relatives à la série hgpergéométriqiie de deux 

variables. L e v a v a s s e u r .  Compt. Itend. CXV, 1255. 

1. 
Imaginiires. 

413. Ueber Systeme hoherer complexer Zahlen. T h .  hl o l i e  n. Rlathem. Annal. 
X L I ,  83. 

414. Théorie des acceptions de feu l'abbo George. J. G v r a r d .  N. a m .  niath. 
Set. 3, XI, 103. 

415. Ueber dic Function E(x) mit  conlplexcm Argument. E. B u s e  hc .  Cr le 
CX,  338. 

416. Extension aux nombres premiers complexes des t,héorèilies de M. Tschebi t ' 
Ii. l ' o i n c a r é .  Journ. MathCril. Ser. 4 ,  VIII ,  25. 

Yergl. Quaternionen. 'l'ransforniationsgruppen 520. 

Invariantentheorie. 
417. Ueber einen fandameutalen Satz der Lehre von den endlichen Gruppen linri1 r 

Substitutionen. H. B u r k h a r d  t. Mathern. Annal. XLI,  309. 
418. Sur les invariants universels. R a  b u t .  Compt. Rend. CXV, 906. 
419. Sur les invariants de quelques équations clifférentielles. P. B i v e r e a  u.  

Journ. MathEm. Ser. 4 ,  V I I I ,  2:H 
420. Zur Theorie der associirten Formen. G. K o h n .  Wien.Akad.Der. (Abthlg. Ira,) 

c, 865. 
421. Ueber die Resiiltante einer Covariante und einer ürundform. G. Kohn .  

Wien. Alrad. Ber. (Abthlg. I Ia)  C ,  1013. 
422. On the covariants of a syst,em of quantics. W. E .  S t o r y .  hlat,hem. Anual. 

XLI, 469. 
423. Ueber das Syslem der covarianten Strahlencoiriplexe zweier Flacheu zweiter 

Ordnung. G. P i c k .  Wien. Akad. Ber. (Abthlg. Ha)  C ,  661. 
424. Uelier eine gcometrisclie Darstellung in der 'l'hcoric der biniircn Pormen. 

El. W a r l s c h .  Wien. Akad. Ber. (Abthlg. 11:~) C ,  574. 
4-5. Ueber Formen fünfter Ordnung auf der cubischen liauri~curvc. 1: W a c l  S C  h. 

Wien. Akad. Ber. (Abthlg. I la )  C,  803. 

K. 
Kegelschnitte. 

426. LUsung des Prcblems iiber dcn Schnitt von Curven oweiter Orclnung. E. 1, a a  h. 
Grun. Archiv 2. l b .  X l ,  262. 

427. Par  5 points données, tels qu'il n'yen ait  pas 4 en ligne droite, on peut fdire 
passer une conique et  une seule. X. A n t o m a r i .  N .  xnn. ruath. Ser. 3, 
X I ,  212. 

428. Ueber einige project.ive Rigenschaften der I'oncelet'schen Polygone. G. K O h n. 
Wien. Akad. Ber. (Alithlg. IIa) C, 6. 
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Abhandlungsregister. 235 
--,.--A--- --A---- 

$29. Sur des coniques circonscrites à deux quadrilatères à base commune. A u d i b e r t ,  
N. ann. math. Ser. 3 ,  XI,  436. 

430. Coniques doublement tangcntea à un cercle donné. B a r r i s i c n .  N. ann. 
math. Ser. 3 ,  X I ,  446. 

431. Ueux points P, & d'une conique et le pôle 111 de l a  droite PQ par  rapport  
iL cette conique sont sur une même conique avec tout système analogue 
P'Q'M' .  E. Malo .  N. ann. math.  Ser. 3 .  X I .  75. 

432. conditsi& à laqiiclle doivent satisfaire deux conirliiek pour qu'un quadrilatère 
puisse être à l a  fois circonscrit à l a  première et inscrit dans la seconde. 
F. F a r j o n .  N. ann. math. Ser. 3 ,  X I ,  535. 

Verçl. Abzshlende Geometrie 274. Ellipse. Hpperbel. Xreis. Krümmung 
442,  446. Parabel. Triscction 524. 

Kettenbrüche. 
433. Zur Sheorie der periodischen Kettenbrüche. G. L a n d s b e r g .  Crelle CIX. 

231. - Netto ebenda CX,  315. 
434. Zur Theorie der Xiherutigsbriiche. L. G c g e n b  a u  e r. Wien. Akad. Ber. 

(Abthlg. n a )  C, 635. 
Kinematik. 

486. Sur l a  géométrie cinématique. Ch. S p e  ek  el .  N. ann. math. Ser. 3 ,  XI,  068. 
436. Sur le lieu dcs sommets des angles constants circonscrits ou normaux à une 

épicycloidc. L o u c h e u r .  N. ann. math. Ser. Y ,  XI,  374. 
Vergl. Krümtnung 440 ,  441. 

Kreis. 
437. Application d'une méthode d'évaluation de l a  simplicité des constructions à 

l a  comparaison dc quelques solutions du problème d'Apolonius. EL L e -  
m o i n e .  N. ann. math. Scr. 3 ,  XI,  453. 

438. Sur les cercles qui touchent 3 cercles douués on qui les coupent sous un 
anglc donné. M. F o u c h é .  N. ann. math. Ser. 3 ,  XI ,  127, 331, 404. 

Krümmnng. 
439. Déterminütiun du centre des moyennes distances des centres de  courbure des 

développ6es successives d'une ligne plane quelconque. H a t o n  d e  l a  
G o u p i l i è r e .  Compt. Rend. CXV, 856, 

440. Sur les centres de courbure. II. P i l l e i i x .  N. ann. math. Ser. 3 ,  XI, 384. 
441. Sur le centre de  courbure des podaires et antipodaires. M. d l O c a g n e .  

N. ann. math.  Ser. 3 ,  XI, 532. 
442. Sur l a  courbure dans les sections coniques. Cl. S e r v a i  B. N. ann. math. 

Ser. 3 ,  XI,  414. 
443. Sur le centre de courbure de  la parabole. L e m a i r e .  N. ann. math. Ser. 3, 

X I ,  98. 
414. Construction de la parabole osculatrice en un point d'une courbe donnze. 

hl. d ' o c n g n e .  N. ann. math. Scr. 3 ,  X I ,  326. 
445. Construction du  centre de courbure de l'ellipse. L. R a v i e r .  N. ann. math. 

Ser. 3 ,  X I ,  324. 
446, Bestimmung des Krümmungsmittelpunktes der Keoide mittelst eines Kegcl- 

schnittcs. W. R u l f .  Grnn. Archiv 2. R. XI ,  197. 
447. Ein Reitrag zur Discussion der Bewegungsgleichiingen einesPunktes. 0. S t a u  d e.  

Matlieni. Annal. XLI,  219. 
448. Sur les centres dc courbure géodésique. T h .  C a r  o n n e t .  Compt. Rend. CXV, 589. 
4.49. Curven von coustanter Krümmuug, Torsion, Totalkrüiumung und Krümmurigs- 

verhültni~s. R. H o p p e .  Grun. Archiv 2.  R. X I ,  101. 
450. Sur la d6tcrmination des lignes dont le r a  port de l a  courbure à la torsion 

est une fonction donnée de l'arc. G. B i r o n d i n i .  Crelle CIX, 238. 
451. Curve gegebener Krümmung auf gegebener E'lache. R. H o p p e .  Grun. 

Archiv 2. K. XI ,  153. 
Eugelfunctionen. 

452. Ueber die Itingfiinctioneri. T,. G e g e n  b a u e r .  Wien. Akad. Ber. (Abthlg. TTa) 
U, 746. 

*m. 
Magnetismns. 

453. On the  theory of magnetism nnd theabs~rdi t~ofdiamagnet icpolar i ty .  .T P a r k e r .  
Phil .  Mag. Scr. 5,  XXXLI, 192 ,253 . -  G . F . P ' i t z g e r a l d  ebenda XXXII, 318. 
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454. On a consequence of the Poisson-Mossotti theory. G. A d l e r .  Phil. Nag. 
Scr. 5, X X X a i ,  233. 

455. Ueber den magnetischen Arbeitswerth von Subatanzen verii.nderlicher Magneti- 
sirungszahl, insbesondere von Eisen. (f. A d  1 e r. Wien. Akad. Uer. 
(Abthlg. a) C, 469. 

466. Ueber eine Bestimmungsmethode der Magnetisirungszahl fester Korper mittelst 
der Waage. G. A d l e r .  Wien. Akad. Ber. (Alrithlg. I Ia)  C ,  897. 

Vergl. Geschichte der Xathematik 386. 

Maxima und Minima. 
457. Ueber diejenigen Polyeder, die bei gegebener Gartung und gegebenein 

Volunien die kleinste Oherflache besitzen. H. K o t t e r .  Crelle CX, 198. 
458. Die Maxima und Minima der Functionen von mehrcren Veranderlichen. 

O. S t o l z .  Wien. Akad. Ber. (Abthlg. I I a )  C ,  1162. [Vergl. Bd. XXXVJI 
Nr. 447.1 

Vergl. Wirmelehre 530. 
Mechanik. 

459. Sur un roblkrne d'Analyse qui se rattache aux équations de l a  Dynamique. 
R. E i o u v i i i e .  Cornpt. Rend. CXV, 403, 616, 792. [Vergi. Nr. 182.1 

460. Sur les transformations des équations de Lagrange. P .  P a i n l e v é .  Compt. 
Rend. CXV, 495, 714, 874. 

461. Sur les transformations de mouvements. P. A p p e l .  Crelle CX, 37. 
462. Sur le mouvement d'uu point matériel daris le cas d'une réoistance pro- 

portionnelle ?i l a  vitesse. E l l i o  t. Compt. Eend. CXV, 1262. 
463. On periodic motion of a finite conscrvativc ~ y s t e m .  W. T h o m s o n .  Phil. 

Mag. Ser. 5, XXXII ,  375, 553. 
464. Note accom~iagnant la prkseutation d'un ouvrage relatif aux methodes nouvelles 

de la Mécanique céleste. P o i n  c a r é .  Compt. Rend. CXV, 905, 
465. Ueber die Bewegung eines f'esten Korpers in einer Plüssigkeit F r .  K 6 t  t e r  

Crelle CLX, 51, 69. 
466. Mouvement :d'un point pesant attiré pa r  iin point fixe suivant la loi 

Newtou. A .  d e  S a i n t - G e r m a i n .  N. ann. math. Ser. 3 ,  XI,  69. 
467. On graphic solution of dynamical probleins. Lord K e l v i n .  Phil. J: 

Ser. 5 ,  XXXIV, 443. 
468. On the relation of dimensions of physical quantities to  directions in hpac 

W. W i l l i a m s .  Phil. Nag. Ser. 5 ,  SXXIV, 234. 
469. The kirietic theory of the dissipation of energy. W. T h o m s o n .  Phil. 3J 

Ser. 5 ,  XXYIII, 291. 
470. OnMaswell's investigation respecting Boltzmann's theorem. Lord R a y J e i g h  

Phil. Nag. Ser. 5 ,  XXXIII, 356. 
471. On a decisive test-case di sur ovin^ the Maxwell-Boltzmann doctrine reoar- 

ding distributiori of binetic euergy. Lord K e l v i n .  Phil. Mag. se; 5, 
X x x I I I ,  466. 

472. Sur le mouvement d'un fi1 dans l'espace. G. F l o q u e t .  Compt. Rend. 
cxv. 499 

473. On a theorem in plane kinetic trigononietry suggested by Gauss's theorem 
of curvatura integra. W. T h u m s o n .  Phil. Mag. Ser. 5, YXXII, 471. 

474. Calcul des poutres continues; mbthocle satisfaisant aux nouvcllcs prescriptions 
du règlementministéricldu29Aoiit1891. B e r t r a n d  d e  F o n t v i o l a n d .  
Compt. li,end. CXV, 996. 

475. Le mouvement du coeur btudié par l a  chronophotographie. M a r e y .  Conipt. 
Rend. CXV. 485. 

~ e r ~ l .  Ast ron~mie .  Llalistik. Elasticitit. Elektricitiit. Hydrodynamik. 
Byperelliptische Transcendeuten 407. Krümmung 447. Magnet,isn~iis. 
Molekularphysik, Optik. Potential. Quaternionen. Schwerpiinkt. Wiirme- 
lehre. Wahrscheinlichkeitvrechnung. Wellenlehre. 

Mehrdimensionale Geometrie. 
476. Ueber die Grundlagen der Oeometrie. W. K i l l i n g .  Crelle CIX, 121 
477. Beitriige zur Lehre von der nfaçhen Mmnigfaltigkeit. II. K ühne.  Grun. 

Archiv 2. 12. XI ,  353. 
Molecularphysik. 

478. I k a i  d'une méthode gknérale de synthèse chimiqne. 11. P i c t e t .  Compt. 
Rerid. CXV, 708, 814. 
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479. A theory concerning the constitution of matter. Ch. V. U u r t  on .  Phil. Mag. 
Ser. 5 ,  XXXIII, 191. 

460. Les microglobules lcntioulaires liquides. C. M a l t é e  O B. Compt. Rend. CXV, 
717. 7% 

1 - - -  
ver- i l .  Warmelehre. O. 

Oberfiachen. 
481. Zur Infinitesimalgeometrie der Strahlcncongruenzcn und Flachcn. E. W a e l s c h .  

VITien. Akad. Iler. (Abthl. Il a )  C ,  15H. 
482. Sur uue classe de courbes et de surfaces. A. P e l l e t .  Compt. Rend. CXV, 498. 
483 Ueber die in der Sheorie der Flachen auftretenden Diü'erentialwarameter. -. -. 

G. F r o b e n i u s .  Crcllc CX, 1. 
484. Zur Theorie der Etegelflachen. R. H o p p e .  Grun. Archiv 2. R. XI ,  218. 
485. Construction einer Eegelfliiche aus gegebener Strictionslinie. li. H o p p e .  

Grun. Archiv 2. R. XI ,  345. 
486. Sur les surfaces à génératrice circulaire. A.  B o u 1  a n g e r .  N. ann. math.  

Ser. 3 ,  X I ,  159. 
457. Sur la déformation infinitésimale et  sur les surfaces associ6es de  M. Bianchi. 

E. C o s s e r a t .  Compt. Rend. CXV, 1232. 
488. Sur les systémes conjugués e t  les couples de surfaces applicables. A. P e t o t .  

Coiiipt. llend CXV, 1250. 
489. Sur les ~ystèines triplement orthogonaux oii les snrfaces d'une même famille 

sont égales entre elles. L. L é v y .  Journ. Mathém. Ser. 4, VLLI, 351. 
Vergl. Potential 504. 

Oberflachon zweiter Ordnung. 
490. Sur l a  discussion e t  la classificstion des surfaces du deuxikme degré. Ch.  M é r a y .  

N. ann. math.  Ser. 3, X I ,  474, 537. 
491. Coustruction di1 dixième point d'une quadrique. L. R a v i e r .  N. ann. math. 

Ser. 5 ,  XI ,  289. 
%. Sur une quadrique circonscrite à un ellipsoïde donne'e. N a r c h a n d .  N. ann. 

math. Ser. 5 .  X I .  509. 
Sur l7inte&ection'd 'u~ tore e t  d'une quadrique. S. M a n g e  o t. N. ann. math. 

Ser. 3 ,  XI, 519. 
Quadriques d'un faisceau coupées par un plan tangent à une des quadriques. 

ü. B r u y è r e .  N. ann. math. Ser. 3 ,  XI,  317. 
4 -, Sur l'intersection dc deux quadriques dans le cas ou elle se décompose. 

A. T r e s s e .  N. ann. math. Ser. 3, XI,  216. , , 
Vergl. Geometrie (descriptive) 366. 

Optik. 
496. Sur l a  propagation des vibrations dans les n~il ieux absorbants isotropes. 

M. B r i l l o  u i n .  Compt. Rend. CXV, 808. 
497. Sur la propagation anomale des ondes lumineuses des anneaux de Newton. 

Ch.  F a b r y .  Compt. ILcnd. CXV, 1063. 
498. RlCthode Doppler-Fizeau. Formule exacte. Formule approchée. fivaluation de 

l'erreur coumise. 11. d e  1 a E're s n a y  e. Compt. liend. CXV, 1289. 
499. On reflexiou from liquid surfices in the  neighbourhood of t he  polariziug angle. 

Lord R a y l e i g h .  Phil. Nag.  Ser. 5 ,  XXXlII, 1. 
500. Sur l 'arc-en- ciel blanc. M a s c a r t .  Co'mpt. Rend. CXV, 429 ,  463. 
501. On the int,ensity a t  the  focal point of a tclescope, when the abject-glas6 is 

covered by a diopliragin pierced with circular apertures. J. W a l k e r .  
Phil. Mag. Ser. 5, XXXLLI, 266. 

Vergl Geomctrie (descriptive) 366. 

P. 
Parabel. 

502. On a n  instrument for drawing parabolic curves. R. I n w a r  ds. Phil. Mag. 
Scr, 5, XXXIV, 57. 

503. Si à partie d e  chacun des points d'une parabole on porte dans les deux sens 
sur une parallile à une direction fixe des longueurs égales à l a  distance 
de  ce point au foyer de l a  parabole, le lieu des extrémités de  ces 
longueurs se compose de deux paraboles. J. L e m a i r e .  N. ann. math. 
Ser. :+, XI, 49. - X. ibid. 57. - E. Malo ibid. 61. 

Vergl. Krümmung 443, 444. 
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Potential. 
,509. Table of zona1 splierical harmonies and illustration of its use. J. P e r r y ,  

Phil. Mag. Ser, 5 ,  XXXII ,  512. 
505. The vector potentinl. A. S c h u s t e r .  Phil. hlag. Ser. 5 ,  XXXII ,  9. 

a* 
Quadratische Formen. 

606. Anwendung der Modul-Systcme aiif eincn geometrischeu Satz und aiif das 
Srigheitsgesetz der quadratischen Formen. E. N e t t o .  Crelle CX, 184. 

Quadratische Reste. 
507. Zur Theorie der qiindratisclien Reste. K. R e i c h .  Grun. Archiv 2. 1L. XI,  176. 

Vergl. Xahlentheorie 551, 552. 

Quaternionen. 
608. Quaternions as a practical instrument of physical research. Al. Mac  A u  lay .  

Phil. Mag. Ser. 5, XXXIi i ,  477.  

R. 
Reihen. 

509. Sur les s6riee à termes positifs. V. J a u l e t .  N. ann. math. Ser. 3 ,  XI,  99. 
[vergl.  Nt. 236.1 

510. Sur l a  convergence des séries. A. d e  S a i n t .  G e r m a i n .  N. ann. nîath. 
Scr. 3 .  XI.  267. Comat. R'end. CYV. 123s 

51 1. Uelier die ' Xeihe der rccbroken ~inomialcoefficienten F r .  R o  ge l .  Grun. 
Archiv 2. fi. X I ,  412. 

512. Sur la serie de Fourier. J. d e  S t i ' gu i e r .  N. ann. math Ser. 3 ,  XI,  299. 
513. Sur une classe imrticulière de séries. M. d ' 0 c a e n e .  N. ann. math. Ser. 3. 

XI. 526. --~oxrint. Kend. CXV. 790. 904. 
- 

514. ~érnonst ra t ion  simple des formules qui  servlnt au  calcul des tables de logarithmes 
einus. H. L a u r e n t .  N. anu.math. Ser. 3, X I ,  119. - G. P e a u r  ibid. 289. 

Vergl. Funetionen 350. Hypergeometrische Reihe. Zahlelitheorie 518. 

Schwerpunkt. 
515. Der Schwerpunkt des Dreiecks als Sçhwerpankt eines Systems von Vierecken. 

B. H o p p e .  Grun. Archiv. 2. R. XI,  351. 
Smgularitdten. 

516. Eiuige allgemeiue Siitze über die e i n f d d e n  Gestaltrn ebener Curven 
Ad. K n e s e r .  &them. Annal. XLI,  319. 

517. Ueber Singularitktcn verschiedcncr husnahme - Orduung und ihre Zerlegung. 
J. K o r t e w e g .  Mat,hem. Annal. XI,I, 286. 

Stereometrie. 
518. Sur le quadrilatère. F. F a r j o n .  N. ann. math. Scr. 3 ,  XI,  4 1 .  

T. 
Thetafunetionen. 

619. Ueber die Jacobi'sche Thetsformel. A u g .  G u t z r n c r .  Crelle CX, 177. 

Transformationsgruppen. 
520. Ueber die Irredueibilitiit complexer Zahlensyoleine. G. S c h  e f f e  ru. Jlalhern. 

Annal. XLI, 601. [Vergl. Bd. XXXVlI Nr. 565.1 
5.21. Ueber den analytischen Charaktcr der eine cndliche Transformationsgruppe 

asrstellenden Functionen. F r .  S c h u r .  Matliem. Annal. XIiT, 509 
522. Sur les groupes infiuis de trausfoïruations. -4, T r e s s e .  Cumpt.Rerid.CXV, 1003. 

Trisection. 
523. Znr n5harungsweisen Dreitheilung eines Winkels. A .  v. F r a n k .  Grun. Archi? 

2. B. X I ,  207. 
524. Dreitheilung jedes Winkels mittelst fester Kegelschnitte. W. P a n z e r  b i e t  e r. 

Grun. Archiv 2. B. XI, 349, 408. [Vergl. Bd. XXXVlI S r .  409.1 
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Umkchrprobiem. 

525. Sur l'inversion dce intégrales abcliennea. E. G o u r s  a t ,  Coinpt. Rend. CXV, 787. 

W. 
~ ~ 6 l e h r e .  

526. Commentaire aux principes di. l a  Thermodynamique. P. D u h e m .  Journ. 
Mathém. Ser. 4 .  VI l I .  260. 

517. Ueber das verhalte; gcsittigter Diimpfe. C. P u s c h l .  Wien. Akad. Ber. 
(Abthlg. 1Ia)  C ,  843. 

528. Ueber die iuriereri KrXtc  von J-lüssigkeiten und Gasen. C. P u s ç h l  Wieu. 
Akad. Ber. (Abthlg. ILa) C l  994. 

ae 2 
529. Sur l'équation - -- " = O e t  l a  Théorie dc l a  chaleur. P. A p p c l l .  Journ. 

2x2 211 -- 
Mathém. Ser. ~ , - $ I I I ,  187. 

530. Sur le principe du travail iiiaximum. H L e  C h a t e l i e r .  Compt.llend. CXV, 167. 
531. A kinetic thcorv of solids with an exaerimental introduction. W. S u t h  e r -  

l a n d  phil. Map. Ser. 5. XXXLI.~: ;~ .  215. 524 , - .  - 

532. ~ ~ i i a m i c a i  illust;atioE of the'isotherrnal formka. L a d .  N a t  a n  s o n .  Phil. 
Mag. Ser. 5, XXXLII, 301. 

533. Dynamical problems in  i l lus t r~t ion  of t he  theory of nases. Lord R a y l e i g h .  
Phil. Map. Ser. 5. XXXII. 421. 

534. An attempt io give a ~ i m p l e  'theoretical explanation of Eaoult's law of the  
loweriug ofvapolir-pressure. E'. G. D o n n a n .  13hil.Rlag. Ser.5, XXXIV, 411. 

535. On theorics to üccount for glacial subuiergence. 0. F i s h e r .  Phii. M q .  
Ser. 5 ,  XXXIV, 337. 

,536. On the level of no stmin in a cooling homogeneous sphere. P. R u d s k i .  
Phil. Mag. Ser. 5 ,  XXXIV, 299. 

- '7 .  Sur l a  répartition ca!orifique de l a  chaleur du soleil à l a  surface des hêmisphères 
nord et t;ud du globe terrestre. L e  G o a r a n t  d e  T r o u i e l i n .  Compt. 
Rend. CXV, 409. 

8 Sur le calcul pratique de l a  dimension des orifices d'écoulement de l a  vapeur d'eau 
satnrée dans l'atmosphbre, en regime constant et en régime varie; appli- 
cation aux soupapes de sûreté. H. P a r e n t y .  Compt. Rend. CXV, 109. 
[Verpl. Bd. XXXVII x r .  564, 565, 566.1 

Vergl. ElcktricitiLt 338. 
Wahrscheinlichkeit6rechnung. 

339. Die Willensfreiheit und der physische Ueterminismus. R. H o p p e .  brun. 
drchiv 2. R. X I .  339. 

540. On the  Ïaw of errn; and correlated averages. F. Y. E d g e w o r t h .  Phil. 
Map. Ser. 5,  XXXIV, 190, 429, 518. 

541. Mr. Sidney Luptou's xnethod of reducing the results of experirnentu. Sp. U. 
P i c k e r i n g .  Phil. Mag. Ser. 5, XXXII, 90. [Vergl. Lid. XXXVlI Nr. 147.1 

542. The  recognition of changes of curvaturc by means of a flexible lath. Sp .  C. 
P i c k e r i n g .  Phil. Mag, Ser. 5, XXXILI, 436. 

543. A consideration of some of the objections raised by Nr .  Liiptou to Mr, Pickering's 
nlethods of reducing experimeutal results. E. H. H a y e s .  Phil. Mag. 
Ser. 5 ,  XXXII, 99. 

544. On the  probabilities of molecular configura,t,ionfi. L a ci. N a t  a n s  ou. Pliil. 
Mag. Ser. 5 ,  XXXIV, 31. 

545. Sur l'accélération de l a  tnortalit6 en France. R. II. v a n  D o r s t e n .  Couipt. 
Rend. CXV, 693. [Vergl. Nr. 258.1 

Wellenlehre. 
546. On the solitary wave. J. M a c  Cowan .  Phil. 31ag. Ser. 5 ,  XXXII, 45, 553. 

XXXIII, 236. - G. G. Stokes ebenda XXYII, 314. 
547. On the theory of long waves. J. M a c  Co w a n .  Phil. Mag. Ser. 5, XXXIII, 250. 

Z. 
Zahlentheorie. 

548. Sur un probléme d'analyse indéterminée, qui se rattache à, l'étude des fonctions 
hyperfuchvicnnes provenant de8 séries hypergéornétriques i deux variables. 
L e v a v a s s e i i r .  Compt. Rend. CXV,  1006. 
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649. Ueber arithmetische Progressionen, in denen Anfangsglied und Differenz theiler- 

fremd sind. L. G e g e n b a u e r .  Wien. Akad. Ber. (Abthlg. I I a )  C, 1018. 
650. Arithmetische Relationen. L. G e  g e n b  a u  er. Wien. Akad. Ber, (Abthlg. Ha)  

c, 1054. 
651. Ucbcr das Legendre- Jacobi'schc Symbol. L. ü e g e n  b a u e r .  Wien. Akad. 

Ber. (Abthlg. IIa) C,  855. 
552. Ueber den quadratischen Rest-Charakter. L. G e  g e n  b a u e r .  Wien. Akad. Ber. 

(Abthlg. n a )  C, 1072. 
553. Eine neue Darstellung des biquadratischeu Charaktere. J. A. G m  e i  ne  r. 

Wien. Akad. Ber. (Abthlg. LI a) C ,  1093. 
554. Die ErgiinxungssiLtze zuni bicubischen ReciprocitZtsgesetze. J. A. G m e i n e r :  

Wieu. Akad. Ber. (Abthlg. I I a )  C, 1330. 
555. Ueber den arithmetischen Charakter der  zu den Verzweigungen (2, 3 ,  7) und 

(2, 4 ,  7) gehorenden L)reiecksfunctionen. R. F r i c  ke. Mathem. Annal. 
XLI,  443. 

556. Ziir Zahlentheorie. G. S p e  c k m a n n .  Grun. Archiv 2. R. XI ,  439. 
557. Critérium de divisibilité par un nombre quelconque. !?O n t  és. Compt. liend. 

CXV, 1259. 
558. On the  connexion between necurriug formulae involving sums of divisors and 

t h e  corresponding f o r m u l ~ e  involving differences betwcen sums of even 
alid uneven divisors. J. W. L. G l a i s h e r .  Phil. Mag.  Ser. 5, XXXIII, 54. 

559. Sur une question de la théorie des nombres. D. M i r i m a n o f f .  CreUe 
CIX, 52. 

560. Ueber die Verwendung des Rechenbretes znr Dnrstellung beliebiger Zahlen- 
systerne. G. v. d. G a b e l e n t z .  Grun. Archiv 2. R. XI, 213. 

Vergl. Bernoulli'sche Zahlen. ~~pe re l l i p t i s cheFunc t ionen  406. Imaginiires415, 
016. Kettenbrüche. Quadratische Form. Quadratischer Reat. 
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