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Sull'integrazione dell’equazione

2 m 2
9 _ .09
at.z zl’t axie O.

(Di Orazio Tepoxe, @ Milano.)

Per m = 3 l'equazione di cui ci vogliamo occupare & la nota equazione
dell’ottica ed & notissima la formola di Kircanorr relativa a questa equazione,
la quale rappresenta analiticamente un principio fondamentale d’ottica di cui
quello di Huyenexs & un caso particolare.

Il metodo che Kircannorr ha adoperato per dedurre la sua formola, anche
sotto la forma in cui I'ha presentato il prof. BeLtramr nelle sue prime Note
sull’argomento (*), a prima vista pare applicabile soltanto al caso di m = 3.
Perd al prof. Vorrerra & riuscito di stabilire con un processo analogo appunto
a quello di Kircemorr-BeutraMr e per il caso di m qualunque, delle formole
analoghe a quella di Kircrrorr per m =3 (*¥).

In un’altra Nota (***) poi il prof. Vorrerra, ancora, partendo da concetti
affatto differenti e che si possono ritenere, in certo modo, come una genera-
lizzazione di quelli che servono di fondamento al metodo delle caratteristiche
di Riemany, ha stabilito, pel caso di m =2, delle formole pii generali di
quelle che aveva ottenuto col metodo di Kircnsorr-Brurram ed, in seguito, io
ho applicato (****) il procedimento stesso anche al caso di m=3. Scopo di

Y

questo lavoro & ora di estenderne I'applicazione al caso di m qualunque.

(*) Vedi: Sul principio di Iluyghens. Rend. dell’Ist. Lomb., 1889, e Sull espres-
sio.ae analitica del principio di Huyyghens. Rend. dell’Ace. dei Lincei, vol. I, 1.° semestre,
serie V.

(¥¥) Sulle vibrazioni luminose nei mezzi isotropi. Rend. dell’Ace. dei Lincei, vol. I,
2.° semestre, serie V.
(¥#¥*) Sulle onde cilindriche nei mezzi isotropi. Rend. dell’Ace. dei Lincei, vol. I,
2.9 semestre, serie V.
(¥¥*%) Sulle dimostrazione della formole che rappresenta analiticamente il principio
di Huyghens. Rend. del’Acc. dei Lincei, vol. V, 1.° semestre, serie V,

Annali di Malematica, tomo 1. 1
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2 Tedone: Sull integrazione

1. Consideriamo percid z,, Zs,..., m come le coordinate di un punto
in uno spazio lineare ad m dimensioni che indicheremo col nome di spazio (x;)
e, similmente, consideriamo «,, %,,..., ®m, ¢ come le coordinate di un punto
in uno spazio lineare ad m -1 dimensioni che indicheremo col nome di
spazio (z;, #). Chiamiamo S,, una porzione finita, qualunque dello spazio (z)
ed Sy+, una porzione finita, qualunque dello spazio (x;, ?); cosi chiamiamo
pure 3,_, una varieta ad m — 1 dimensioni dello spazio (2;) e 3, una va-
rietd qualunque ad m dimensioni dello spazio (zi, f).

Se ora ¢ e ¢, sono due funzioni qualunque, soddisfacenti all’equazione:

'"l 2

i G 1)

N

8t2

regolari in tutta la porzione Sy, dello spazio (z;, f) limitata dalla varietd 3,
e, se supponiamo che la normale n a 3, sia diretta verso Vinterno di Spss,
col solito processo di integrazione per parti dalla identita :

aecp 71 92 32@}\ {% a o)
[REIE S =R =]

7
ata H 9.7‘¢
Sty

d Sm—H = 07

potremo dedurre la formola :

“i [?)cpdt m 39 dxz] [8@ dt ’”3%01'6:

— — 9
dtdn "“ Owi dn ot dn axzdnjelzm—o )

—t

2. Dinoti ora (z';, ¢) un punto determinato dello spazio (z;, ¢) ed 4
la varieta conica ad m dimensioni, di rotazione intorno alla retta a« parallela
all’asse ¢ e passante pel punto (z';, ¢'), avente il vertice in questo stesso punto

e per equazione :
£ — ¢ BN :
ir=1’ r= _‘ri(x,-—xi). (3\

Supponiamo quindi, dapprima, che la porzione Sy, dello spazio (z;, ) in
cui vogliamo applicare la formola (2), sia limitata dalla varieth 4 e da una
porzione 3, di una varietd ad m dimensioni, soggetta alla condizione di es-
sere incontrata in un punto solo da ogni retta parallela all’asse ¢ e tale che

. : : =1 . .o
in ogni punto di Sm+: sia ]E 1, potendo perd essere indifferentemente
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dell’equazione, ecc. 3

t' > ¢, ovvero ¢ <Ct. Per ¢, nella (2), prendiamo invece una delle due fun-
zionl seguenti :

2= (— D=t (p — 1)
_ A (= e ehit
5= R G (P e — ), @
’iL::E Am—(?/l-l—l)
fh(he—1) 2 2,1 hea™—3 m—5 . m—2h4+16(r—1) *
R A
pm—3 m—2>5 3 1 :
Fapnzdom=n 2 Elog[O-l-\/e“l], /
con :
¢ —1
= =+ )
Y (®)

a seconda che m: & eguale, rispettivamente, a 2 p + 1, ovvero a 2p con p > 1.
Ma quando m =2 prendiamo g, = log [§ - V67 + 1]- Inoltre nell’ espressione
di 6 prenderemo il segno + o il segno — a seconda che £ >, ovvero ¢ < 1.

A questo modo resta escluso soltanto il caso di m =1 di cui del resto
possiamo fare a meno di occuparci a causa della sua semplicita.

Notiamo ora che, diventando le funzioni ¢, infinite lungo tutta la retta o,
supponendo che questa retta cada in parte in Sin+y, oVvero sia tangente a 2,,,
non possiamo applicare la formola (2) nelle condizioni indicate. Escluderemo
allora da Sy, quella porzione dello spazio (zi, f) che & compresa nella va-
rvieta cilindrica C di rotazione intorno alla retta « e che ha per equazione:

r=se, ™)

dove ¢ & una costante che faremo poi diventare infinitamente piccola, ed in-
dicheremo con S'm+y € 2’ cid che resta di Snv, e di 2, dopo questa esclu-
sione, con 2", X' quelle parti di 4 e di C che insieme a ', determi-
nano il contorno completo di S'p4y.

Poiche ora:

(A
ot

_ldg v.opdai _oogdr ldot —tdr
r db -

" Dxidn
I'equazione (2), per il caso nostro, si potra serivere:

[‘ i oo dt v 0odz|  odafdt ¢ —tdr
M T — i | S

otdn 4 0xidn r dl
2’m+2”m+2:’”m

lds=0. ()

dn r dn
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4 Tedone: Sull'integrazione

Osservando quindi che, su 4, si ha:

dt 1 dr 1

a seconda che ¢ >, ovvero ¢ < f¢, ne viene che in ogni punto di A4 &:

e questo risultato, poiche su 4 & anche ¢, =0, mostra che l'integrale esteso
a X", che comparisce nella (8), & identicamente nullo. L’integrale esteso a
X", invece, notando che su C &:

dt ar
T 0, T 1, (10)
si riduce a:

Q.

\-ﬂ
—
ne
s
R
~ e
“\
$l|
T
—e
&4&

)dz”m =

( " tl—t d o;
=¢."de . l(qn L T?de)dﬂnm

indicando con ¢, il valore di ¢ che corrisponde alla intersezione di ¥, con
la retta «, con Qm , una varietd sferica ad m — 1 dimensioni avente il centro
nel punto (z';, £) e per raggio uno. Se poi la retta « tocca semplicemente
la varieta Xy, per Q- 8'intenderd soltanto una parte della varietd sferica
di cul sopra abbiamo parlato.
Facciamo ora tendere ¢ a zero. Tenendo presenti le espressioni (4) e (D)
di ¢, ed osservando che, in ogni caso, si ha:
P n—3
)y 2
e =(0—1
si trova anche:

=

L\..|

. d t—t do, . ; ,
lim ]em"‘ (go;d—j + — 9 ? )d Qg = (£ 1) 2 (' — tyn-* ¢ (T 3] t)r

é=0 ) - F a9 r ( ’
ey 9

supponendo che la retta « incontri 2, senza esserle tangente. Nel caso

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dell equazione, ecc. 5

n

s

e

- (ﬁ)’ si deve far comparire, nell’e-
2

spressione del limite plecedente, come coefficiente di (& 1y2-2¢ (x';, ©) una

quantitd o che rappresenta in generale il valore dell’integrale :

in cui la retta « tocca X, invece di 2

’dﬂm,“

0
-—m-1

Tenendo presente soltanto il primo caso, potremo serivere le due formole ge-
guenti :

mo,
2
() —_— -2 —
_I‘(m)f(t tynt o (a's, t)di=
2)"
. , . m-"ﬁ Qs (ll)
— + (_t_t—t(?] s . & am
"f?[dn rodn ¢ - r

-

e dt & 0odxi|AG(—1p-I-1(p —1Y\ .
by bt S
+ ’ loidu E Fri dn] A Y| k )(5 Ld 2,

—-'m

32

¢

wl

+ 9 r“’” f(t —tyntg (s, O d b=
(&)
d d el
) t t - t r T ‘\-:Ul
= + —_— fp— —_——
h J [d n 7 dn_] & —1) r
- m -3

5 12)
oo dt “ogo dxi)[0(hr-—1) ° (
+‘[a—tﬁ_ﬁ z@x,du“ m— 2

mo (2h4-1
+Ehm—3.m—5“. m—2h41 6(2—1) *
m—2 m—4 m~2(k——1) m— 2%

4+ (— 1) m-—3 m—5 3 ]00‘[9-}—\/52—]](127117

m—2 m—4

Ja prima delle quali vale per m =2p -1 e la seconda per m = 2p, e, come
al solito, si dovra scegliere il segno superiore o l'inferiore a seconda che, in
Smii, ¢ >, ovvero ¢ <&
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6 Tedone: Sull’integrazione

—

Derivando le formole (11) e (12) m — 1 volte rispetto a ¢' si ottengono
le formole che andiamo a scrivere e che determinano il valore di ¢ nel punto
(%'s, ¥) in funzione dei valori che ¢ e le sue derivate parziali rispetto alle ;
e a ¢ assumono su 3,,:

"

+9 =0 (m—1) . \

m
————————— (‘p (x 1-) t ) —
r (—)
2
m—3

op+1 op—1 dt - td ’ 5 o 2 dXm
I R et (R I

)3

T otpii ) Tt ||dn ” P

P

m—3

o ([oe dt I O0oda) or-t [, _ 12)d3n
—_— *—‘—_‘\i‘———‘ Fhg— AT — P —
+3t’1’ .\[[81‘ dn 0w dn]@t'l’—‘ [(i tp—r J y pm—t’

1

m

I F (ﬁi

—_?(xn t) =
F(?)

2

)TL —

_op (o= (Tdt  {—tdrlf,, (14)
_at’pv?at’P—ié[ﬂ— r %][(t—t)‘—?] gam— ‘

i

m—3

d 2)71

M -2

op-! [ éipftt {I d(deZ or-t (t —t)2 *
91/‘2" ctdn 'Oz dn|otr—

3. Supponiamo ora che Y,, si riduca ad una porzione S, dell’iper-

piano t==¢, dello spazio (x;, f), per tutti i punti della quale si abbia
‘t

g

‘>1 limitata dalla varietd 3,-,, insieme alla porzione della varieta

cxlmdllca I' ad m dimensioni che nasce dal condurre le parallele all'asse ¢

dai diversi punti della variety 3,,-, € compresa fra %, _, e la varietd conica 4.
Osservando allora che su S, &:

dt dx; dr
.__=_'|: —_— s e—
dn 1 dn dn 0,
e che su T" & invece: '
Ll_t=0 {3 0 d.rl d ,
dn ! ATz dn  dn

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dell’equazione, ecc. 7

si trova subito che le formole (13) e (14) si riducono rispettivamente a:

-

{2

I'(m—1)

l\-

2= o (@i, 1

*(3) ) o

' Fr

[ d¥mm dr gon o=t (o, e T ) (15)
—— [ T g | Ao —o|@ —o—r] 7]

hS ’
-—iptey t 0

tFr Mm—3
dZpm~y 0P do op—1 ' 2 .2
o [ rm—2 9P | AP [(t —) -—r] ’
S b
n?“)_l‘ —1 , ;
2 L0 oy, 0y =
*(3)
i d a t'Fr a m—3
2m—1 r P p—t r__ ' N g2 2 )
‘ 7"*-‘ dnotl’fdt?ﬁt'P—’z(t t)[(i b = ] |
.E - to
t'Fr =3
_(dfmm 0Pt [ do OPt [, NER y (16)
+ J pm—2 g ¢'p—t 'dtd—nat’lﬂ—ll(t _t)e—’g]
“— =1 ”l—ads
¢ 0 2 n
* [ Fammle—tr—r] T A
7)1—3ds
= [e gl = to—r] T 22

Facciamo ancora l'ipotesi che ¢ si annulli per i valori di # inferiori ad
un certo limite se nelle formole precedenti vale il segno superiore, ossia se
in Spys € ' >, e che si annulli per i valori di ¢ superiori ad un certo
limite se nelle stesse formole vale il segno inferiore, ossia se in Spty & ¢ < {,
e che ¢, diventi infinitamente grande e negativo nel primo caso, infinitamente
grande e positivo nel secondo.

In conseguenza di queste ipotesi gli ultimi due integrali che compaiono
nella (16) si annullano identicamente. Per trovare poi a che cosa si ridu-
cono gli altri integrali che compaiono nella (15) e nella (16) poniamo, per

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Tedone: Sull’integrazione

brevita:
871, o
= 7m’ Po =9,

e, se siamo nel caso in cui # >>¢,, poniamo nei detti integrali # —¢=u,
mentre se siamo nel caso in cui ¢’ < #,, poniamo ¢ —¢{=—u. Si trova su-

bito che l'integrale:
n-3
dtp orP- T
f O P

si riduce a:
m—3

do(xi,t 5 u) or-! P

(+ 1)pfdu N

Nt ( ) ©om=3
o dep-(xi, tFu N
= dy T =
’ dn ( )
© n3

| ! 2 2
=% ‘ Adwop_, (x5, t F r) (W0 —1r?)

. . B g .
indicando col simbolo T I’ operazione :

S0 dua
ig— 5>
T 0xi dn

durante la quale » deve congsiderarsi come una costante. Con la stessa facilita
si trova pure che l'integrale:

tFr At n—3
- ! ' T2
to
.s1 riduce a:
o m—3

(+ l)p"Jd“qa(-’”i; +u)aaszilju(u —7r?) gs

»
0 m=3

=Jd“%0~*(wi; t 5 ou)u(u—1r?)

. r

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dell’equazione, ecc.

e quindi, nel caso di m=2p -1, I'espressione :

tFr m-3
1 ap+l - 81)'—1 ' Y 2T S Tl
et Bt’zwriJ ek dr= 3 # =9 [(t =1 ] i’
t

diventa :
m—3

,_onl——xa_a_jd“?m’(’”nt Fuyu—1r) =
m—3

1 a9}
=$;;r_'fd a@ Om—s (Xsy ¢ FU)u (W —1%) =

Ne=—3

(o]
—.

= ir"} ’% [dugom_g (i, t' F u) (uz—-—ﬂ)

nM—5

(oo}

+ (n— )| At s (i, ¢ F )0 @0 — 1) | =

r

00 m—3

o[ 1
=;5—[rm 2Jduqam_“,(yc,, o u) (u—1r) ]

Questo calcolo suppone perd m > 3. Ma se m = 3 abbiamo subito:

m— 3

1 aifdu9m_2(x,,t +u)u(u2—r2)

L2 ) :

2

' 1 i /
— 2 lo (i, :,:7”)i;—;fqa,(:t:,~, t 5 u)du=—

ML L . .
=;5;[;f?,(x,-,t ;u)du]-

Ad un identico risultato si perviene anche nel caso di m=2p se si tras-
2

~

Annali di Matematica, tomo [
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10 Tedone: Sull’integrazione

forma in modo analogo I'espressione :

m—3
_1 e N
— atpfdtgoa”) (' — t)[(t-—t) 7} f

Ne viene che, nel caso di m = 2p 4 1, possiamo scrivere la formola :
z \
mr(n—1) o (@i, )=
()

o m—3

_+fd 21 3811[1«2 2J“Pm 2 (%) T 5 u) (u—1?) d“] \ (17

—m-l
© m—3

0
J‘d Zn—1 P ’n{?"m—z I Pm—2 (xz, A F u) (’lte — ’I?) ]

ﬁm'l

q . S .o . 0 dr . .
nella quale formola il simbolo 5 mdica 1’ operazione T, 7, ©1segnisi pos-

sono scegliere ad arbitrio purche si scelgano o sempre i segni superiori o
sempre gli inferiori. Nel caso invece in cui m = 2 p abbiamo la formola:

"

9 w20 (m— 1)
*(3)
2
m—3

3 N
= a3 5[ QJym @, Exue—ry T a] @9

Z‘?ﬂ—l

?(x'i, )=

- fd Sm-1 5 n[w—z Icpmﬂ (i) t F v) (02— 12) d u] j

4. Pel caso di m = 2p 4- 1 si pud dare alla (15) una forma abbastanza
semplice senza sottoporre ¢ ad altre condizioni che a quelle generali. Osser-
viamo percid che si ha:

' F2
op [
otr

t’o
51 op-t+h

4 7 -1 d
= Y —_— —_— —_— . I e
<" | Grp—reh (=2 72]P .Et_—:t'—?r dn To1-h @, & F 7).

m—3

CEp
do 3 ) g

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dell’ equazione, ecc. 11

Inoltre si trova subito che:

( gp-1+h , ) —1)
j 0 ¢p—1+h [(t — i Z]P Copmr

1-h - h -
= (% 2)p- I(p(pl-—f;_—)}f)p!k!l) rp-1-h (%),

quindi anche :

1o (d op-1 e }
L o @9 0P~ 1oy g el 2
s |4 T g [(" 2 “] =
% (19)
. — 14w 0 op—i-n(zi, t r)
=(p —1 1 L (£ 9p-1-h 2p— y b F
(=1 '( 2 (p—l——l:)'h'i?n rorh /

Allo stesso modo si trova:

tFr
Kilat o (o Y 2
at’p+ljdt9°m§(t — t)[(t—-t) _,.z] §=
81+ oot
tO

. -1
+(p— a”,[(t—t) ] §=
_1)—1( op~1+h

—_¥ ' |
<" Dep—+h [(t = ] PR

+(pF ) go-in @y £ F 1) |5

7 gpn(Tiy £ F 1)+

(*) Per convincersi della veritd di questa formola si osservi che la derivata dell’or-
dine p—1 - 7 della potenza [(¢' — )2 — r2]P-1 si puo eseguire come la derivata dello
stesso ordine del prodotto di p — 1 funzioni qualunque Y, Yg,..., ¢p—1 e che nello svi-
luppo di questa derivata, il coefficiente del termine che contiene la derivata ame di ¢,
quella, Bme di §,, ecc., coincide col coefficiente del termine ¢,* ¢,f.. , dove «, B,...
sono da considerarsi come esponenti, nello sviluppo di (¢, - §5 + ... + yp—1)?—1+#, Nel no-
stro caso i soli termini che non ei diano un risultato nullo sono quelli in cui le «, B,...
hanno almeno il valore 1 e non pitt che il valore 2. Il coefficiente di un termine simile

—1 - a) . . — — ! )
&, com’ é noto, (p_)/__)_ ed il numero di essi p 1 —ﬁ———)—— Facendo
2k . T (p—=L—t)tnt’

poi astrazione dal coefficiente, il valore di ciascuno di quest1 termini, dopo la sostituzione,
é 2p-1 (& r)P-1-2, quindi ecc.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 Tedone: Sull’integrazione

e quindi:

tEr
1 dr op+t | op \ p1
m:ﬂﬁﬁy“%wlw W—“—’]K:

to

S

,p+hdn FIiae n(@ U F )

(p 1—hy! h (20)
p+ hdr ;
+ 12'1)+h+1 dn Yph—1 @iy T F 1) % = ‘
ns1 (p—1-+8)!  op-n— (i, t 5 7) /
— [ —=T1)1'N, (3 9p-1-h P 9 9 ri, v 3 .
r—=1) zh( 2 (p—1- B)IAldn yp+h /
Si osservi finalmente che per essere:

2 1 2 3 1 o ¥

sfmy_ P — L 4P O L. " - _ — ?
1(5)__ . - 5on =22@Qp—1)@p—3)...1.%

mm_nzep—4ﬂ=@p—n@p—mu.&ixwﬂx@—4ﬂ

si ha anche:

m

=1 (m— 1)

(3)

Tenendo presente questo risultato e le (19), (20) si trova immediatamente
che alla (15) si pud dare la forma seguente:

(dmp g (2, 1) =

—_ J 51,\71 + —1-1 p—1+n! op-h—1 (@i, § F 'r)
J-d 2m_’l‘0d,l(_ 2)P 1-h o — 1—k)'k' 811/ yD+R g(21)

— (AmP<(p—1)!

N
—hi=1

0 op-h-s(mi, ¥ F r)]g_

dn pp+h

5. Supponiamo ora che sia £ >0 e che nelle (13) e (14) X, coincida
con la porzione S,, dell'iperpiano ¢ == 0 che & compresa nella varietd conica A
in modo che S,, risuiterd limitata da una varietd sferica Q,,-, ad m — 1 di-
mensioni avente il centro nel punto (z';, 0) e per raggio r==?¢. Poiche

, dt dzi dr . 0o
su S, & = 1, T In= 0, le formole ricordate, ponendo ¢, = =30 S
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potranno scrivere :

i

2

op+1.

Sm

771

9=

dell’equazione, ecc. 13
772 r -_ 1) ’ ;
T X0 @, )=
(3)
_ ' @ 0) 2 (g yeyps L (22)
otr+t | P i, o tv-t Fm—2
op—1 ’ o d S
+ atpf?'(””" 0) 5= (8 =P s
Pr(m—1) .
IO, 0=
()
m—3
d S (23)

atpf? s O)atz”( =)

S

o [ oP-t ., 4 % dSn
+W—2)—_—‘J?n(xi: O)W(“—"?) © et

S

Queste formole corrispondono alla generalizzazione delle formole di Poissox
pel caso di m dispari e pel caso di m pari. La formola (22) si pud porre
perd anche sotto una forma pit semplice dalla quale I'analogia indicata potra

riuscire pill manifesta.. Si osservi percid che:

opit .

bm
3tP+‘J‘?(z’ O)atp 1( 2>Pi/rm— =
n-1 dp—h

- %h ;lrl’——hj ?(xi7 0) ' 3tP 1+h (t z)p—’

==y

n 1
—(p— 1)1 Sy 2eth
0

lt':r

(p—1+b dr-h ﬁ 1
(p—1— k) R drp=h v+

)
-]

' dsﬂ’l
mJ?'( iy 0)8“, ('t — ro- Jo

S

—1ns p (p—1-+8)! “ar--h g
=(p—1! ’21“ (p—1—m)hldrp-T-I Lyp+h

O
KL,
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14 Tedone: Sull’integrazione

per cui si avra facilmente :
(4 "T)p ‘P(xlh lV)“_—

— 14 dp-r- (d 1
(p (2 ( s [2 [TP__*_]L [‘ED (w,:, 0) dslm-»ll

)
==y

p—1
== \‘, p-‘-h —
< 2 (p—L—n)thldrr—1-{dr 24)

L 0)d
+WJ q’x(xiy YA Qg -

6. Supponiamo ora che la porzione dello spazio (z;, f) nel quale an-
diamo ad applicare la formola (2) sia limitata ancora dalla varieta conica A
e da una porzione di una varieth ad m dimensioni, ma tale che in ogni suo

. i t —_—
punto sia

= 1. Una porzione dello spazio (z;, t), cosi determinata, sard

indicata da noi col simbolo Sy, mentre la porzione della varieth ad m di-
mensioni che insieme ad 4 limita S’mH, sard indicata col simbolo 3,,. La
porzione dell'iperpiano ¢=1¢ che cade in S‘m+,, e che chiameremo 7T, divide
Sinir € Zm in due parti ciascuna che indicheremo rispettivamente coi simboli
S“,,m,,, fm,, e S‘m,.,,g, gm,? a seconda che in ognuno dei loro punti sia £’ > ¢,
ovvero ¢ < t.

~ Cio posto applicheremo la formola (2) prima nello spazio §7n+1’l e poi
nello spazio S,., . prendendo per ¢, una delle due funzioni:

p—-1 (._. l)p—h—l p — 1 _
= ¥ ______(Z geht — 95
Ly srar W ) (25)
m_3 m—(2h-41)
_‘)(1——0'—’)2 Nim—3 m—5 m—(2h—1)0(1—0) /
W T “;‘hm~—2 m — 4 m—2(h—1) m—2h (26)
m—3 m—2>5 3 1 w \
. e = — resen § — —
+m——-2 m—4 4 2(al(‘ 2)’
a seconda che m =2 p -+ 1, ovvero m =2 p con p > 1, e nelle quali formole
p=—="""C, ovvero 6 = —""F 4 seconda che 'siamo in Sy, OVVero in

.
Sin+1,0. Nel caso poi in cui =2 prenderemo semplicemente ¢, = aresen 6 — —2— .

Per rendere poi effettivamente possibile Papplicazione della formola (2) ai

nostri casi, escluderemo da S,,., , e da Sy, . quelle loro porzioni che sono com-
prese nella varietd C, in modo analogo a quello che & stato fatto innanzi, ¢ chiame-
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dell’equazione, ecc. 15

remo Sy, Smere, T' cid che resta di Sy, di Sp.,. e di T dopo
questa esclusione, con 3, € 1", , le porzioni di 4 e C che insieme a 3, .
e a T limitano completamente S"m,H,,, e con S ., X, le porzioni di 4
e C che insieme a _Z_m‘z e a T' limitano completamente S’mH’z. Inoltre in-
tendiamo di scegliere la direzione positiva della normale a %', ,, 2", Z,w
e a T, inquanto fa parte del contorno di S+, in modo che vada all’in-
terno di Sy, come pure intendiamo di scegliere la direzione positiva della
normale a 3 5, = m ey Sme € a T, in quanto fa parte del contorno di Sy .,

in modo che vada all'interno di S'ptys.
Dopo c¢id potremo scrivere le due formole seguenti:

[ 3<pdt__’\"9codwl edafdt ¢ —tdr]) .
Jt?l otdn ' D dn]+r de[dn r (ln])dzm_o’ (27)

-— m|1+2 7)111+‘mn+ i

J [9@0“ 3?2@]_2‘5&[ﬁ_”'_.‘d_'.’]

otdn “'Ozidn
T UL +"m,2+T

A%, =0. (28)

Si vede ora facilmente.che gli integrali estesi a %', , e a ¥, , che
compaiono melle (27) e (28) sono identicamente nulli e che quando si fa
tendere ¢ a zero svaniscono anche gli altri integrali estesi a 27, , e a 3", ,
sicche le due formole (27) e (28) diventano le seguenti :

6<pdt ”%j)épdxi
fi?*[a—;om—%’zmd—n], <
d dt t zm,lol 0 d @7)
v a9 —iadr s Pap .
dEm, [(?lm+;_§)dT—0, \
T 4

+r anldn ¥ dn]

f( [?Mdt {i_a_'Dd_xz] '
(P Fedn ' Dxidn
<
Z d “my 2 (28/)
___(Ef__m[_t__t___tﬂ'] m, +j§9‘a—? %l{)dT—O

Sottraendo queste due formole e distinguendo il caso in cui m ¢ dispari da
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16 Tedone: Sull’integrazione

quello in cui m & pari si oitengono le due formole seguenti:
© dt t—tdr 2 d-—-m
I?[dnm 7 ﬂ](l 6) r
PRl(—=1p Moty 1\ (fF — (P[00 dt P do dail <
[ T \ 2
+‘57 2k + 1 ( h )I( r ) [3tdn < Dxi dn 4

o (LT p— 1 odt B oedwi],3
RS AR, e

m 2

- a_i{_l_(_i_t o 3<p d xi
I[ tdn zaxzdn}dz""'g

g N (DM p—1\ (09
e St (1Y) [ ar=o

1 v —t 2 [dedt » 09 duxi
-+ [—— 1—¢° 09Aarl__ N, 0% dni
J o7 ( ) [?Hdn “ dxi dn d3,

-—m

_l_yhm—3 m—>5 m—1(2h + 1) 1

2 m—4 m-—2(Mh—1)m—2h

m—(2ht1) ) )
< [E=ta—gy * [l2di__{ O¢dw
f f(1—0 [atdn 5 dn )%
; S i ) (30)
m— — 3 1 tf[0o dt L oodai] , =
N Ry, o ar_ g hyda
m—2 m—4 4 2 arcsen r |\0tdn 4“0zidn d

m—3 m—35 3 1=(([odr dt B ooda) , =
P ettt e b - —— __‘_____\'~ i 1
+m-—-2 m— 4 4 22 1[ tdn ‘%‘zﬁxlﬂ]dz’"*?
dodt Jodx
TN, ¢
‘[Etdn < D dn]dz”"’)2

m—3 m—35 3 1 = (do
e R S S R b LR
T
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dell’equazione, ecc. 17
Osserviamo ora che:
0 dodt ¥ 0o duwi [ 0o dt ;’.lgtpdwi d Zm—
ot [[ﬂdn ’)“1800, dn]dz‘"2 v [ tdn 'O0xidn sen(nt)’
8f30(lt & 0o dxi i3 [3«9 dt g’fqaq)dmz] d Em—s
2 = |28y TXdH ,
ot ) otdn 4 Yo dn)” S tdn 2 0ai dn |sen(nt)

1R} i

dove 3,_, & la varieth ad m — 1 dimensioni intersezione di 5,, e di T" ed n
dinota la normale nei punti corrispondenti di Z,,. Quindi, se chiamiamo » la

normale a 2,_, che giace in 7' ed osserviamo che:

d xi
_d—’)’l = 8¢ n(nt)

le (29) e (30), derivate una volta rispetto a ¢, el daranno:

m—3

0 ([dt t -tdr 2 )dZm

£<P 5;;[(1—” — ][ Sl R B e
13 m—S

0o dt m 9 2 dZm

+I Bo Srem|r -0 5

pl(—l)h p—1 ”262(9 20 a(P d i .
+[2.nzh—{- 1( I )\SJ‘%I?dT—}-I"zawldvdzm..g_07
T

—3

|- alr—e—0"

/,-m_z
P
2 2 T4
‘_?dt "t'idxl ’ 9 ﬁ"
HEa- SR Er-e—nT 5

Annali di Matematica, tomo It

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

e — T ——

\

(29')



18 Tedone: Sull'inteqrazione

Ms per il lemma di Greey:
" azq) m qu
N ¥, L L
J‘f‘awﬁ”“‘f-ra gy B =0

quindi le due formole (29') e (30) si riducono tutte e due alla formola:

-3
3 3 ( dt t‘*“th d}ﬂt \
J?ﬁﬂﬁ rddw ¢~ Wlfﬁf
- . (31)
dodt P 0odwmi a2 d3n
+j?7:€%%h“"m =
2o

che comprende tanto il caso di m dispari quanto quello di m pari.

Particolarizzeremo ora la varieta X, supponendo che si riduca ad una
varietd cilindrica qualunque con le generatrici parallele all’asse ¢ e chiame-
remo ancora 3, . !'intersezione di questa varietd cilindrica con 1’ iperpiano
t==1. La formola (31) ci d& allora subito:

t+r m—3
dEm—1 d ¥ 0 ) , KR
[Tt [e gl —np——01 " |as
'~ ey ¢
. ' m—3 (3 2)
dEm-1 [ d ) N
+ W__z‘fg-}i[r*—(t—i)zj dt=0,
Loy '~

e cangiando la variabile £ in « per mezzo della formola & —?¢=wu si ha
anche :
3

jdz,,, ‘58%[7”2 EJ‘P(‘% ¥ —u)(r muz)m— } )

171"3 \

— [,.m—zf?(w“ t—u)(r* — u?) du]f O /

(33)

Questa identita vale tanto per m dispari quanto per m pari. Se perd m @
dispari alla derivata d’ordine s — 3, rispefto a ¢, della (32) si pud assegnare

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dell’equazione, ecc. 19

anche la forma :

) (p 14 /1)’ b} Pp—1=h( iyt — 7) ( 1)1’ 1- h@p 1~ h(xz,t —+7)
' dz “—4 j Zh op-1 1 (Z_ ! Sn o+ /(34)
8 (Pp_l h(-%h ¢ —7) (_1)1) 1= hCDP 1- h(xla ¢ _}_7)] g =0 s
o ypi )

7. L’applicazione della formola fondamentale (2) nello spazio S,,—, quando
per ¢ si prenda una delle due funzioni ¢, o ¢, ci ha condotto, come appunto
abbiamo visto nel n.° prec., a stabilire soltanto delle relazioni-dentiche fra
1 valori di ¢ e quelli delle sue derivate parziali rispetto alle x; e a ¢ Ora
vogliamo mostrare che, pel caso di m pari ed eguale a 2p, & possibile de-
terminare il valore di ¢ nel punto (z';, ¢) in funzione dei valori che ¢ stessa
e le sue derivate parziali, rispetto alle z; e a ¢, acquistano su 3,,.

Percid teniamo ferme tutte le convenzioni stabilite nel n.° pree. e sol-
tanto cerchiamo di prendere la funzione ¢ in modo pilt opportuno.

Gli integrali del’equazione (1) che dipendono soltanto da » e da ¢ sod-
disfano all’equazione :

e questa equazione mostra subito che, se una certa funzione g soddisfa ad

essa per un certo valore di m, la funzione vg¢, dove y =l_£‘> soddisfa alla

r o
stessa equazione quando si cambi m in s -}-2. Ora, per m =2 si pud de-
terminare l'integrale seguente :
9
J]og [» (1 —6%)]

0

—l~ log 7 arc sen §

Vl_ez_Jloga—e)

Vi—

della equazione (1), dove ¢ ! r_i el6|=1, in modo che la funzione da

esso rappresentata risulta reale. Quindi la funzione :

/]
o= 2 [log [ (1 — 7 v_je_ -l J]og[r(l =57 “69]6 > (35)

soddisfera alla (1) per m —=2p e godra della proprieta di annullarsi, qua-
lunque sia 7, per 0==1, ovvero per §=—1 secondo che si sceglie in g, il
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20 Tedone: Sull’ integrazione

segno superiore ovvero Pinferiore. Questa & Ja funzione che vogliamo porre
al posto di ¢, nella (2) ed in essa sceglieremo il segno superiore, ovvero Vin-

feriore, a seconda che siamo in S wins O I S,,H.,,Q.
Possiamo allora serivere le formole seguenti:

3 Jo di i:% 09 du
‘ Ttdn S 0x dn /

B T & o (36)
R T L

mfeg-si]

eyt o b Sy g+ T 4 (37)
Pl e s,

nelle quali formole la derivata di g, rispetto ad » si deve eseguire come se 4
fosse costante rispetto ad ». Come innanzi, possiamo osservare che gli inte-
grali estesi a 3, , e a 2", . sono identicamente nulli e che quando ¢ tende
a zero anche gli integrali estesi a 3", , e a 2", , tendono a zero. Invece i
due integrali estesi a T si riducono rispettivamente a:

- oy 20 09 % ptiouy
“,,-,” {vpij]ogplm@)]vl“m} iy ;V}“]og?ng,

TR
[ ﬁogp (1 =) 62]9 E— Egrlogr{aT.

Sicché sommando la (36) con la (37), dopo aver fatto in esse ¢ =0, si
trova:

5t r"-—-(t'~—t)2) 1 ][g__t__t’—tg_r *
I?iv [log( r Vri —(F — pElidn ¥ dn

{
+:Zl; v *i[f}og [r {Agdi < (38)
+j ¥ 7 {vp ’ i*og[r(lwc’f’)]v1 } L 42,

3
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21

L

d{ (1 — oy 0 5
¢ \VP ‘Jlog[1 (1 6)]\/1 ]ldzm,l

— bH2]o=
0

L4

my g

10 {09 dt & dpda),—
f[wlogw e Grras T it

m

i df dodt ¥ dodr
- 1) eI __yw Zr ! > e 38
_l—;[[vp ’b’log 1 5)] 6‘-’]9:1[91,‘ n %’8x;dn]dz”’ (38)
dh aﬂDdt 7\"3J(i1:,
- [[VP 1ﬁog (=40 Vi— 62]02‘[77— - dx,m]dz’””
ity i 0
. : 09 g7 —
+2J[Vp A[Ioo [# (1——9)]\/ —62]9:4 8th_
7 0
Da questa formola poi, derivandola una volta sola rispetto a ¢, dedu-
ciamo facilmente anche laltra:
g ) r2— (£ —t)? 1 dt t—td;] 3 :
97J v l[log( r )Vo t——t)][d" r o dn A2 |
~ dr a B 7.‘3_({__ t)‘l) 1 } df
AL o5 (— == >
R Y GRS N W (XY TG LEE P
+J VP 'ILlog( r )‘/;H—_"m][atdn Aoz dn 2
do -1
_2f<f - [vp xflog[r(l_ez] = 02]02, Sennt) (39)
o
CZO 0o dt g a'{l d.’r,'-l d Sy
—2[| v flog [r (1 = 99) 1= A A R et i F e
o 0
6
6 m 52(? ,
+ z' [VP B flon [ =5 Vi— f)ﬂlezx ‘?“ 0z a7
0
’ a? dt dZn_a —
+ 2J [VP 1f10g [7’ (1 —_ 02)] \/1 QQJOTJ —7 —n sen (n t)
S
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22 Tedone: Sull’integrazione

Facendo quindi in questa equazione delle osservazioni analoghe a quelle
che abbiamo fatto nel n.” prec. essa pud seriversi nel modo che segue :

o s
8t'_?v g - Vit — (¢ — ¢ lidn r odn "

m

dr o oo 12— (¢ —¢)° 1 Wk
+[?d"97(v [la( r )V?‘z—(t’-ﬁt)ﬂdzm
Zm
_ Pt — (8 —1t)* 1 aﬁﬂ_\"‘a_ S
+va s (=) ==l — L s ]
" g (40)
do d
—}-2”lvp—*J og [ ( 1—~62)]v 62L , d(z
5 J
/]
— g v f log [r (1 — 9] == 1%,
dv v1 —62fo=i
12 [Vp !Jlog[r(] s ] __‘,amd:r_o
1
Osserviamo ancora che la funzione :
ab
| [Vp 1f]0g[7 (1—6)]\/1_62]6- ,
soddisfa all’equazione :
\7\n 82@ .
,liax2_07
e che:
9 ! ' 1 ¢ 1
1 m _ -1 o [y 4 ¢ — —_— —
Enj? 189'[Vp :,[1% s 62)]\/1——_"6"40;15 g (=27 (p— 1!

Con un processo analogo a quello che serve a stabilire la formola di Greex,
si trova che:
20 (- m)Prig (2, )=
2

[vp’ f1og [ (1 — 4]

U

!/‘

ai do
VI — 02 dv
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dell’ equazione, ecc. 23

)

— g v flog [ (1 = o]

o

V1 — 62

0
i o A0
+] [ v j log [ (1 — 9] -

quindi la formola (40) si pud porre sotto la forma definitiva:
— 2 (—mpttg (2, 1) =

0 _ r?— (' —1)* 1 dt t——tdr]d
—W_(?VP ‘[10g( 7 )\/r‘z—(t'—t)g] [dn r dan 2

bl

+ gz v fos ’<t‘t)2)vm]*ds,,,

N
-

+ [VP“‘ llow(’ - “ — 4

"

) Hafp dt {09 dm;]dgm.
Ve —(t——t) otdn T'0a; dn

-

Se ora supponiamo che 3,, si riduca ad una varietd cilindrica le cui ge-
neratrici siano parallele all’asse ¢ ed abbia per direttrice la varietd Zn-, del-
I’iperpiano ¢==¢"la formola precedente ci dard subito 'altra:

% (— mpr g (s, ¥) =

Jgan P—*Iq;(x,, t—u)]og(' _u)v—?%} ( )

S . , 2 __ 4,2 d g
_Snvp—*Jqo(x,-, t—u)log(r - ") ad s

- \/r2 —u?. /

Luglio 1897.
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Rappresentazione della quartica base di
un fascio di quadriche di S, sopra
un Sx-2 O.

(Di Carno Rosaty, a Pisa.)

Il prof. Bertiv, nelle lezioni del 1895-96, espose la nota rappresenta-
zione del complesso quadratico generale nello spazio ordinario (**) proiettando
sopra un S; la quartica base di un fascio di quadriche dello spazio S, da
un S, della quartica stessa. Il procedimento & estendibile alla quartica base
di un fascio di quadriche di uno spazio ad n dimensioni, quartica rappre-
sentabile biunivocamente in un S,-.. La detta estensione, che & 'oggetto del
presente lavoro, non & perd immediata, incontrandosi per n qualunque, come
si vedrd, variethd e proprietd che scompaiono totalmente per # = 5.

§ 1.°
La quadrica 7' dello spazio II.

Consideriamo in S, una quartica V4, ,, che indicheremo con ¢, base
di un fascio di quadriche V*,_,, e in essa un S,, che indicheremo con 7,
della oo¥r-4) che contiene, ed infine uno spazio S,_,, duale dell’ S,, che
chiameremo II, e che prenderemo per spazio rappresentativo. Un S, generico
passante per r sega due quadriche del fascio considerato ciascuna ulterior-

(*) Estratto di tesi di laurea presentata alla R. Universita di Pisa nel novem-
bre 1897.

(**) Cfr. CaporavLy, Memorie di geometria, Napoli 1888; pag. 54. R. STurM, Die Ge-
bilde ersten und zweiten Grades der Liniengeomelrie, Leipzig 1896, III Theil, pag. 272.

Annali di Matematica, tomo I. 4
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26 Rosati: Rappresentazione della quartica base

mente in un S,, quindi la quartica ulteriormente in un S,, e lo spazio II in
un S’y che considereremo come I'immagine del punto S,. E reciprocamente
un S’, qualunque di I1 viene da r proiettato mediante un S; il quale, oltre di r,
avrd colla quartica @ un altro S, comune. Dunque s¢ pud stabilire una corri-
spondenza biunivoca fra ¢ punti della quartica Q e i punti di un Sp—. (¥).

Sulla quartica ¢ abbiamo come varietd eccezionale della rappresenta-
zione 'S, che abbiamo indicato con 7. Gli S, proiettanti gli S, della quar-
tica, infinitamente vicini ad un S, di », che indichiamo con M, sono gli S,
passanti per r dell’ S,_. tangente in M alla quartica; questo S, sega lo
spazio II in un S,-, che chiamiamo ; i punti di questo spazio # sono le
immagini dei punti della quartica infinitamente vicini ad M.

Cerchiamo, col variare M su 7, che varieta descrive lo spazio m nello
spazio rappresentativo. Sappiamo (*¥) che ad un S, generico di S, & coordi-
nata, rispetto al fascio dato, una quadrica, che si chiama quadrica polare
dell’ S, rispetto alla quartica, la quale contiene due serie di S,—,: gli Sp-.
polari dei punti dell’ S, rispetto alla quartica, e gli S,—, polari dell’ S, rispetto
alle singole quadriche del fascio; & inoltre una quadrica specializzata con
un S,-, per spazio singolare. Gli S,_, tangenti nei punti di » alla quartica
sono gli S,—, polari di questi punti rispetto ad essa, dunque generano una
quadrica V?,_, specializzata, che chiameremo p, polare di 7 rispetto alla
quartica @, e che avrd per spazio singolare I’ S,,_, tangente lungo » a @, il
quale spazio si indicherd con O. Questa quadrica p ammette inoltre un’altra
serie di S,_,, gli S,_, tangenti lungo # alle singole quadriche del fascio.
Gli spazi generatori (secondo una denominazione di Skere) di dimensione
minima della quadrica p, sono degli S, _;, tangenti in un S, di » alla quar-
tica @ e lungo » ad una quadrica del fascio. Lo spazio rappresentativo IT
sega la quadrica p in una quadrica V?,_, specializzata, che indicheremo
con 7T, con un S,_s, che chiameremo o, per spazio singolare, e che ammette
due specie di S,_,. La quadrica T é la varietd dello spazio rappresenta-
tivo corrispondente ad r, elemento di Q eccezionale nella rappresentazione ;
un S, qualunque di T é dmmagine di un S, della quartica infinitamente vi-
cino ad un S, di r, e reciprocamente.

(*) Da ora in avanti indicheremo con lettere maiuscole gli elementi obbiettivi, e colle
stesse lettere, ma minuscole, le loro immagini.

(**) Seerr, Studio sulle quadriche in uno spazio lineare ad un numero qualunque di
dimensioni (Memorie della R. Accademia delle Scienze di Torino, 1884) n.° 52.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di un fascio di¢ quadriche di S, sopra un S,-. PA

§ 2.°
La varieta C eccezionale di 1.

Cerchiamo ora la varietd eccezionale della rappresentazione situata nello
spazio rappresentativo. L’ S,_, tangente in un S, di r alla quartica, la sega
in una V*4,_, tutta costituita di S, passanti per I' S;; variando I’ S, sopra r
la V4, , descrive una varietd V3, ,, intersezione della quartica @ colla qua-
drica p, luogo degli S, di @ che si appoggiano ad r. LS, proiettante da r
un S, di questa V?%,_;, coutiene della quartica ulteriormente un intero S, e
quindi I’ S, intersezione di questo S, collo spazio II & immagine di tutti i
punti di quell’ S,; dalla proiezione di questa varietd nascera la varietd ec-
cezionale C dello spazio rappresentativo. La dimensione di questa varieta
sard evidentemente n — 4; cerchiamone 'ordine.

Cominciamo percid a far vedere che la r & tripla per la V*,_,. Infatti
un S, generico condotto per un punto X di » sega la quartica ¢ in una
quartica 74, e la quadrica p in un cono col vertice nel punto; fra le ge-
neratrici di questo cono ¢’ & I’ S, intersezione dell’ S; coll’ 5, _. tangente in X
alla quartica, il quale S, sard evidentemente tangente in X alla V4. Ne
consegue che il vertice del cono rappresenta tre intersezioni di esso colla V4,.
Dunque I' S, generico condotto per X, ha fuori di X solo cinque punti d’in-
tersezione colla V*,_,; quindi la » & tripla per questa varietd. L’ordine della
varietd eccezionale C & dato dal numero dei punti che questa varietd ha si-
tuati in un S, generico di II. Un tale S, viene proiettato da # mediante
un S, che interseca la V%,_, in una V%, costituita da » contata tre volte e
da cinque S, appoggiati ad r; dunque fra gli S; che proiettano da » i punti
dell’ S; preso in II ce ne sono cinque che contengono, oltre di », un S, della
quartica @, percid la variett C é una V°,_,.

Poiche fra i punti di @ infinitamente vicini ad un punto di » ¢i sono
quelli situati sugli &, di @ passanti per quel punto, ne consegue che la va-
rietd C & tutta situata sulla quadrica T.

Gli S, proiettanti che incontrano II nei punti della varietdh C sono S,
secanti la quartica in r e in un ulteriore S,; gli S, per » e situati nell’S,_,
tangente lungo » a @ segano la quartica in » e in un S, infinitamente vi-
cino ad r, percid sono fra gli S; proiettanti i punti di C. Dunque: « La va-
riety eccezionale C passa per lo spazio singolare della quadrica specia-
lizzata T. »
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Studiamo ora piu da vicino le relazioni che passano fra la quadrica T
e la varietd C, cio¢ guardiamo come gli s,_, della T segano la detta varieta.

I’ S,_. tangente in un punto X di » alla quartica @, il quale sega lo
spazio rappresentativo in un s,_, del primo sistema della quadrica T, ha a
comune con @ una V*,_, tutta costituita da S, passanti per X; proiettando
questa V*4,_, nello spazio II, si avrd la completa intersezione dell’s, , colla
varieta C. La dimensione di questa intersezione sard evidentemente n —5,
perché ogni punto di essa & immagine di un intero S, della V4,_,; cerchia-
mone 'ordine. Un s, dell’s, _, viene proiettato da r secondo un S, che sara
tangente in X alla quartica, e la segherd quindi oltre che in r in tre ulte-
riori S;; ne consegue che 1's, preso nell’s,_, contiene tre punti della inter-
sezione di s,_, colla C; percid questa intersezione & una ¢°, 5. Fra gli S,
proiettanti da » gli S, della V4,_,, ci sono quelli che proiettano gli .S, in-
finitamente vicini ad », i quali S; sono quelli dell’ S,,_, tangente lungo r alla
quartica @. Possiamo dunque enunciare: « Gli s,_, del primo sistema della
quadrica T hanno a comune colla variett C una loro ipersuperficie del terzo
ordine, la quale passa per lo spazio singolare o della quadrica T »

L’ S, . tangente lungo » ad una quadrica ¢ del fascio sega questa qua-
drica in una ¥V?,_, tutta costituita da S, passanti per #, ciascuno dei quali
contiene ulteriormente della quartica un S, appoggiato ad r»; la totalita di
questi S, costituisce la V4,_, di intersezione dell’ .S,_, colla quartica Q. Per
questa V4,_, la » & un S, doppio, perché esso & doppio per la V?,_, d’in-
tersezione dell’ S,_, con ¢, ed & semplice per la V%,_; intersezione dell’ S, .,
con un’altra quadrica del fascio. L’ S,_, considerato sega lo spazio rappre-
sentativo in un s,_, del secondo sistema della quadrica T'; gli S, che pro-
iettano da # gli S, della V*4,_, sono gli S, della V?,_, intersezione dell’ .S, _,
con ¢, e quindi segano I’s,_, nei punti di una sua quadrica v*,_; (*), la quale
costituira insieme allo spazio o, la completa intersezione dell’ s,,_, del secondo
sistema colla varieth eccezionale C. Lo spazio o sega la quadrica v?,_, del-
I 84, in quella varietd (v%,_;) che gli si compete per il suo ordine; perché
an S, tangente lungo r alla quartica, se non giace nella ¥%,_, che abbiamo
considerato, sega la V*,_, in due S, coincidenti con 7 per il fatto che la »
& doppia, come abbiamo visto, per questa varietd, ma non & un S, proiet-

(*) Che un sp—4 del 2.° sistema seghi C in una »?,—s, segue anche da cido che U'sy,_g,
passante per due sy—4 di sistema diverso, deve segare C in una v%,_5 di cui fa parte
la v%,—5 situata nell’ s,—4 del primo sistema.
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tante un S, di essa. Possiamo dunque enunciare: « Gl s,_, del secondo si-
stema della quadrica T hanno a comune colla varietts eccezionale C, oltre
che lo spazio o0 (sn_e) singolare di T, una loro quadrica v*,_. »

Abbiamo visto che la considerazione di una di queste quadriche nasce
dal condurre I’ S, _, tangente lungo » ad una quadrica del fascio; la chia-
meremo percid varietd quadrica coordinata ad una generazione della quar-
tica (¥).

Qi spazi generatori di dimensione minima della quadrica T, ciot gli s, 5,
sono comuni ad un s, , del primo sistema e ad un s,_, del secondo. La in-
tersezione di un tale s,_g colla varieth C non & altro che la intersezione
dell’ s,_s colla varietdh di C esistente in uno dei due s,_,. Ma nell’s,., del
primo sistema, I’ s, 5 considerato sega la v%,_; ivi esistente, oltre che nello
spazio 0 (Sn_¢), in una ulteriore sua quadrica v*,_s; dunque lo spazio 0 (Sn—c)
e questa quadrica v%, , costituiscono la completa intersezione dell’s,_, con-
siderato colla varietd C. Ne consegue che questa v°%,_, deve coincidere colla
v%,_¢ Della quale I’ s, s in questione sega la varietd quadrica v*,_s, esistente
nell’ s,_, del secondo sistema passante per esso. Dunque : « Una varietd qua-
drica v*,_, ed una varietd cubica v3,_s esistenti in due 8,_, di sistema di-
verso della quadrica T, si intersecano in una v*, . n

§ 3.0
Elementi multipli della varietd eccezionale C.

Abbiamo visto che lo spazio o (sx_¢) singolare per la quadrica T' appar-
tiene alla variethd eccezionale C. Cominciamo dal far vedere che un punto
generico dello spazio o & un punto semplice per la varieta C.

Infatti un s, di 1, condotto per un tal punto M, sega la quadrica spe-
cializzata T in due s, passanti per M e situatt in due suoi spazi generatori
(Sn-s)- Ciascuno di questi s, contiene dunque della varieta C, oltre che il
punto M, altri due punti nei quali incontra la varietd quadrica v*,_, esistente
nello spazio generatore rispettivo. Dunque, fuori di M, nell's, si hanno altri
quattro punti d’intersezione colla C.

(*) Secrg, 1. ¢., n.° 56.
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L’ S,_, tangente lungo r alla quartica @ taglia il fascio di quadriche
dato in un fascio di quadriche (V'%,_s) tutte specializzate, con r per spazio
singolare comune e tutte costitnite da S, passanti per r. Questo fascio di
quadriche specializzate viene segato dallo spazio o singolare di T' (il quale
spazio &, nell’ S,_, considerato, duale di ) in un fascio di quadriche Vg,
il quale & anche I’intersezione di detto spazio colle varietd quadriche coor-
dinate alle varie generazioni della quartica. Il fascio di quadriche specializ-
zate dell’ S,_, ha per quartica base una V*4,_; tutta costituita da S, pas-
santi per 7, la quale sara I'intersezione colla quartica @ dell’.S,_, considerato.
Questa V*,_; sega lo spazio o (s.—e) nella v',_,, quartica base del fascio di
cui abbiamo parlato. La indicheremo con ¢. Ogni punto di ¢ & immagine di
un intero S, della quartica @. Vogliamo ora dimostrare :

« La varietd o (v'n_s) ¢ tutta di punti tripli per la varietd C.»

Infatti un s, generico di I per un tal punto M sega la quadrica T in
due s, per M, i quali giaceranno in due spazi generatori s, 5. Il punto M
& situato su ciascuna delle due quadriche sezioni di questi spazi con C, dunque
ciascuno dei due s, ha, oltre di M, un ulteriore punto comune con una di
queste quadriche; e percid 1I's, fuori di M ha due soli punti d’intersezione
colla C.

Dimostriamo ora I’ altra proposizione :

« La varietd o & doppia per le V3,_s esistenti negli sn_, del primo si-
stema della T. »

Infatti un s,, dell’s,_, contenente la v°,_5, che passa per un punto M
di o, viene proiettato dallo spazio o mediante un s,_s, che contiene della
varietd C, oltre lo spazio 0 (s.—s), una v%_, passante per o; questa v%,_; ha
con I's, preso, oltre di M, un solo ulteriore punto d’intersezione.

§ 4.°
Immagine delle sezioni lineari.
Un iperpiano S,_, taglia la @ in una V*,_, che avendo un punto a
comune con # e con un .S, qualunque di @, viene da » proiettata in una v*,_,,
ciod in wuna ipersuperficie del terzo ordine dello spazio rappresentativo pas-

sante per la varietd eccezionale C. Questa ipersuperficie del terzo ordine deve
avere a comune colla quadrica T (v°»_s) una v%,_,; ma di questa intersezione
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fa parte la C (v*,_,), dunque come ulteriore intersezione dobbiamo avere un
$n—y di T. Ora, poich® si ha che I' S,_; tangente alla V'4,_; nel suo punto
di appoggio ad r viene da r proiettato mediante I''S,_, tangente in quel
punto alla @, ne viene che !'s, ,, ulteriore intersezione, deve essere del primo
sistema di T.

Reciprocamente dimostriamo che wna v°,_, di II passante per la va-
rietdh C & immagine di una sezione iperplanare di Q. Sia V#,_, la varietd
obbiettiva che ha per immagine la v*,_; presa; un .S, generico incontra ¢
in una V4, che, avendo a comune colla quadrica p otto punti, si proiettera
in una »%, che si appoggerd in otto punti a C e che incontra quindi la ¢°,_,
ulteriormente in quattro punti. Ne consegue che 1’.S, arbitrario ha a comune
con la V#,_, quattro punti, percid = 4. Dico inoltre che questa V*,_; ap-
partiene ad un S,_;. Cominciamo percid coll’osservare che per n =4 la
proprietd si manifesta perche nella rappresentazione di una V4, base di un
fascio di quadriche di S, (*) in un S;, una curva del terz ordine generica
(di genere 1) passante per 1 cinque punti eccezionali del piano rappresenta-
tivo non pud essere immagine di una V4, appartenente all’.S, ambiente (la
quale & di genere zero), e quindi & immagine di una sezione iperplanare
della quartica. Il nostro teorema sard allora dimostrato in generale, quando,
supponendolo vero per la dimensione »—1 dello spazio ambiente, si provi
che & vero per la dimensione n. Conducendo allora un S,_, per r, esso in-
contra la @ (V% _;) in una Q' (V'_); la V4, _; in questione, in una V*,_,;
lo spazio I1(S,—e) in uno spazio II' (S, ;); la quadrica T (v®%,.5) in una qua-
drica T (v®s-,); la quintica C'(v%,_,) in una quintica C' (v5,_5); la v%,_; presa
in una v*,_, passante per C’. Proiettando la @' da » su II' si hanno 7"
e (' come varietd eccezionali della rappresentazione; inoltre la %,_, pas-
sante per C' & I’immagine della V4, ,. E allora per il teorema supposto
vero, questa V*,_, apparterrd ad un S,_,; ne consegue che un S,_,, pas-
sante per questo S,_, e per un punto della V*,_; che abbiamo in principio
considerato, la contiene per intero.

(¥) In questa rappresentazione le varieta T e C sono rispettivamente una conica del
piano rappresentativo e cinque punti su di essa.
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§ 5.2

Jmmagine degli spazi quadratici della quartica.

Per questa rappresentazione & utile distinguere i due casi in cui la di-
mensione dello spazio ambiente & dispari o pari.

1. Sia Syps, lo spazio ambiente e quindi una V*4,_, la quartica @,
base di un fascio di V%,. Lo spazio rappresentativo Il sard un S,,_,; la
quadrica T' sard una v%,_, specializzata con un s,,_s singolare (spazio o);
contiene due sistemi di s,,_;. Come varieth eccezionale C dello spazio I
avremo una v°,_; situata sulla quadrica T' e passante per lo spazio o; un
Ssp-.s del primo sistema della quadrica 7" ha a comune colla varieth C una
sua ipersuperficie del 3.° ordine v%,_,, passante per lo spazio singolare o;
glt 8,p_; del secondo sistema contengono della varietd C, oltre che lo spazio o,
delle v%,_,, varieta quadriche coordinate alle generazioni della quartica. Gli
Sep_4, ciod gli spazi generatori di dimensione minima della quadrica T', con-
tengono, della varietd C, oltre che lo spazio o, delle v?,_,, che saranno si-
tuate nelle due ipersuperficie (del secondo e del terzo ordine) dei due s,p_,
passanti per I’ 8,,_,. La varietd ¢ di punti tripli della C sard una v%,_; dello
spazio o.

Consideriamo una generazione della quartica @ determinata dalla qua-
drica A del fascio, ¢ la varietd quadrica A (v%, ,) coordinata a questa ge-
nerazione, e giacente in un s,,_; del secondo sistema della quadrica specia-
lizzata T. Questo sy_, & l'intersezione collo spazio rappresentativo dell’ S;,_,
tangente lungo r alla quadrica A, e la quadrica 2 & la sezione della qua-
drica intersezione dell’ S,;_, con A. Questa quadrica V?%,_, & tutta costituita
da S, passanti per #; i suoi spazi generatori di dimensione massima sono
degli Sy, e sono divisi in due sistemi proiettanti da » i due sistemi di s,_,
della quadrica 1. Anche la quadrica A contiene due sistemi di S,, 1 quali
contengono della quartica delle ¥2,_, che sono divise pure in due sistemi. E
siccome due S, di diverso sistema della V*,_, intersezione con A dell’ Sy_,
tangente a A lungo r, sono di diverso sistema per A, cosl i due sistemi di
spazi lineari di dimensione massima della quadrica X sono coordinati ai due
sistemi di spazi della quadrica A. Un .S, qualunque di A incontra 1' Sy,
tangente lungo » a A in un S,_,; 'S’y che proietta da » questo Sp » &
tutto situato su A (perché ogni S, passante per r di questo S’y & tangente
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lungo » a A ed ha comune con A un altro punto fuori di 7). L’.S', e
I’ Sy sono inoltre due spazi di A dello stesso sistema, perché hanno a comune
un S, , (¥). Congiungendo » con I'.S, considerato, si ottiene un Spis che
interseca I in un s, passante per un Sp.. di un sistema della quadrica A. In
questo sp sard dunque l'immagine dello spazio quadratico della @ contenuto
nell’ S, di A che abbiamo preso; questa immagine sard evidentemente una
v%p . Ma la V2%, della @ situata in .S, incontra la quadrica p in una V*,_,;
gli S, proiettanti da » i punti di questa V%,_, contengono oltre ad » un
ulteriore .S, di @ e quindi segano lo spazio rappresentativo in punti di C, e
precisamente nei punti della v%,_, intersezione ulteriore dell’s, colla C. Dunque
la quadrica v%,_, immagine dello spazio quadratico V?,_, della @ passerd per
questa vp_,.

L’ Spi. a cui appartengono 1’'S, e I'S’, & tangente alla quadrica A
lungo I’ Sp_, intersezione di Sp con S'p; poichd quello & il suo spazio polare
rispetto ad essa; taglia allora la quadrica A in una quadrica specializzata
che ha 1' Sp_, per spazio singolare e che quindi contiene due sistemi sem-
plicemente infiniti di Sp; le immagini degli spazi quadratici determinati da-
gli Sp di questa quadrica, dello stesso sistema a cui appartengono I''S, e
'S’y gid considerati, sono le v*_, del fascio (nell’ sp) che ha per base la vy,
ulteriore intersezione di s, con C. E considerando tutti gli .Sp del sistema
suddetto si ottengono tutte le quadriche del fascio.

Gli Sp della quartica intersezione dell’ Syp:. con A e di sistema opposto
a quello a cui appartengono S, ed S’, segano 'S’y in un S,_, che ha un
punto comune con »; e quindi le ¥%,_, di questi S,, appoggiandosi ad r,
vengono proiettate (dentro all’ s, considerato dello spazio rappresentativo) nel
fascio di sp_, che ha per base I's,_, che avevamo preso in A

Reciprocamente, se prendiamo nello spazio rappresentativo II una qua-
drica 2 di un sy_; del secondo sistema di 7', coordinata alla generazione di Q
determinata dalla quadrica A del fascio, e per un s,_, di A conduciamo un s,,
questo viene proiettato da » mediante un S,;. che passa per I''S, di A pro-
iezione dell’ s, ,. L’ Sps, & allora tangente a A Jungo un Sp_, e quindi si
ricade nella stessa configurazione del caso diretto (**).

(*) BerTINI, Sugli spazi lineari delle quadriche a numero pari di dimensioni (Atii
della R. Acc. di Torino, 1895).

(**) Nel modo seguente si pud dimostrare direttamente che wna warietd quadrica a
un numero qualunque di dimensioni dello spazio rappresentativo, che ha una sua quartica

Annali di Matematica, tomo L 5
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Dunque nel caso che la quartica ¢ abbia dimensione dispari, possiamo
enunciare :

« Ogni varietd quadrica X (v%y ) coordinata ad una generazione A di Q
contiene due sistemi di sp », coordinati ai due sistemi di spazi quadratici di
dimensione massima di Q. Ogni s, di 11 passante per un s, » di un sistema
interseca la C ulteriormente in una v', , base in sp di un fascio di qua-
driche v*y_,. Esse sono immagini di spazi quadratici di @ di un sistema
della generazione considerata e che non hanno nessun punto comune con r.
Se gli s, si conducono per gli sp_, dell’altro sistema si hanno le immagini
degli spazi quadratici del secondo sistema della medesima generazione. Gli
spazi quadratici di un sistema che hanno un punfo comune colla r hanno
per immagine gli s,_, di T passanti per gli sp_, di ) del sistema non coor-
dinato al primo (*). Gli spazi quadratici di un sistema che contengono tutta
la v hanno per immagine gli s, _, del sistema coordinafo di . »

Per gli spazi quadratici di @ appartenenti alla generazione A, ma che
non sono di dimensione massima, cioé determinati dagli S,_s di A, si fa un
ragionamento analogo al precedente; si pud dunque enunciare :

a comune colla varietd eccezionale C, é immagine di uno spazio quadratico della Q. Poiché
una conica che si appoggia in quattro punti alla C & manifestamente immagine di uno
spazio quadratico (V;%) di Q, il teorema sara dimostrato in generale quando, suppostolo
vero per una vZ%,—1, si provi che & vero per una v%y. Sia S, lo spazio ambiente (n qua-
lunque). Una 0%, di 11 (Sy—2), che ha una v*,_1 comune colla C(v%—4), interseca una
v3,—3, immagine di una sezione iperplanare geénerica di @, in una v%,—1 che si scindera
nella v4,_1 che essa ha comune con C e in una ulteriore v%;—1. Soltanto 1 punti di
questa v%,_1 saranno immagini di punti d’intersezione della varieta obbiettiva coll’iper-
piano generico. Ma la v%,—1 e la v%,—1 sono situate nella v%,; si intersecano quindi in
una viu—g che sara della C (& la v%4u—g che I’sy, a cui appartiene la v%,_1, sega la
v4u—1). La v2y—1 & dunque immagine di una V?%,—; di Q. Ne consegue che la varieta
obbiettiva, di cui vogliamo trovare 1’ordine, é segata da un iperpiano generico in una
2p—1; & quindi una V2,

(*) 1l caso in cui lo spazio quadratico della quartica si appoggia in un punto ad r,
si pud considerare come un caso limite di quello generale. Sia infatti una V%_1 di Q
generica di cui un punto M tenda ad avvicinarsi ad un punto M' di »; ’Sp41 che pro-
ietta da r ’'Sp—1 tangente in M a questa V%1 ha per posizione limite un Sp41 pas-
sante per r e tangente in M’ a Q. Questo Spy1 sega Il in un sp_1 dell’ spp_g di T cor-
rispondente ad M (cioé luogo delle immagini dei punti infinitamente vicini ad M'). D’altra
parte I’sp—y di cui si parla nel testo e che é 'immagine della V2,1 appoggiata ad M’
incontra la T ulteriormente in un altro s',—9 che collo spazio O determina 1’ sgp—3 di T
corrispondente ad M'. L’ sp—1 che si distacca dallimmagine quando si va al limite sara
un sp-p 4i questo sgp—3 e passante per V's'p-2.
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« Un sp_» qualunque di 11 passante per un s, ._, qualunque di % sega
la C in una v'y_s_» base nell’ s,_» di un fascio di v*,_5_.; esse sono le im-
magini deqli spazi quadratici Vp_o_, di Q appartenenti alla generazione A
e che non hanno mnessun punto comune con r. Gli s, o, di II passanti
per gli s, s_o di ). sono le immagini delle V*,_, , di Q appartenenti alla
medesima generazione ed aventi un punto comune colla r. Gli 8p_o g di X
sono le immagini degli spazi V*y_ 5, di @ della generazione A e che con-
tengono tutta la r.»

2. Supponiamo che lo spazio ambiente sia di dimensione pari, ciod
sia un S;p. La quartica Q & dunque una V4,_, base di un fascio di V2,,_,.
Nello spazio rappresentativo II(S,,_,) avremo una quadrica T (v%,-,) im-
magine dei punti della quartica infinitamente vicini ai punti di r; essa &
specializzata con un s,,_s (spazio o) singolare, e contiene due serie di s;,_,.
Nella quadrica T hvremo come varietd eccezionale C' una ¢%, , che passa
per Jo spazio o. Un s,,., del primo sistema di 7' ha comune. colla va-
rieth C una sua ipersuperficie del terz'ordine v%,_; passante per o. Un s,,_,
del secondo sistema ha comune colla varietd C, oltre che lo spazio o anche
una sua quadrica v%, 5. Le ipersuperficie, del terzo e second’ordine, giacenti
in due 8y, di diverso sistema hanno comune una v%,_, che & I’ ulteriore
intersezione colla C dell’ 8,55 comune ai due s,,—,. Nello spazio o singolare
di T & contenuta una v%y_s (che abbiamo indicato con o) che & tutta di
punti tripli per la C e di punti doppi per le ipersuperficie del terzo ordine
contenute negli s,,_, del primo sistema di 7.

Collo stesso ragionamento che abbiamo fatto precedentemente, osservando
perd che nel presente caso gli spazi quadratici di dimensione massima di
una generazione della quartica costituiscono un unico sistema, si giunge al
risultato :

« Ogni 8,1 di TI condotio per un s,_, della varietd quadrica ) (v%y,—s),
coordinata alla generazione A della quartica, interseca la C ulteriormente
in una v*, 5, base in s,_, di un fascio di quadriche v*,_.. Esse sono le im-
magini degli spazi quadratici di dimensione massima della generazione A,
¢ quali non hanno nessun punto comune colla r. Gli s,_, di I passanti per
gli s, di A sono le immagini degli spazi quadratici della medesima gene-
razione aventi perd un punto comune con r. Qli s,_; di A sono le immagini
di quelli che contengono tutta la 7. »

Per la rappresentazione degli spazi quadratici di dimensione inferiore, si
fa lo stesso ragionamento che si & fatto nel caso precedente.
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36 Rosati: Rappresentazione della quartica base

§ 6.0
Immagine degli spazi lineari della quartica.

Ritorniamo a indicare con S, lo spazio ambiente. Uno spazio lineare
generico S,, (m = ’1—;—2) della quartica @ (V*,_;) sega la quadrica p in una
V2n_i; quindi ka per immmagine nello spazio rappresentativo un s, che con-
tiene una v, ., di C.

Reciprocamente vogliamo ora dimostrare che un s, dello spazio rap-
presentativo il quale contiene una v'y,_, di C & Uimmagine di un S, di Q.

Dimostriamo il teorema per un s, supponendolo vero per un s,_, ; perche
allora (siccome un s, congiungente due punti di C & manifestamente imma-
gine di un s, di @) potremo dire che il teorema & generale.

Consideriamo allora un s, di IT che contiene una v®,_, di C; esso ha
comune con una ipersuperficie del terz'ordine v*,_; di II, immagine di una
sezione iperplanare di @, una ¢°,_,, ma di questa intersezione fa parte la
v*,_, lungo la quale si appoggia I's, a C; dunque I's, sega la ©%, ; ulte-
riormente in un s,_,. Questo s,_, contiene della C la v*, ,, nella quale in-
terseca la »%,_, di $p; percid ¢ immagine di un S,_, della . Ma soltanto
i punti dell’ s,_, sono immagini di punti comuni alla varietd obbiettiva inco-
gnita coll’iperpiano di cui la sezione con @ ha per immagine la v*,_;, perche
un punto della v%,_, sard immagine di due punti diversi (situati sopra un
medesimo S, appoggiato ad ») secondoché si considera come dell’ S, o come
della ¢*,_s;. Dunque la varietd incognita & incontrata da un iperpiano gene-
rico in un S,_,; sard percid un Sp.

§ 1.°
Applicazioni.
Le cose dette possono applicarsi alla rappresentazione nel piano della
congruenza (2, 2) e nello spazio ordinario del complesso quadratico generale;

perchd la geometria della congruenza (2, 2) & identica a quella della quar-
tica (V*,), base di un fascio di quadriche di un S;, una delle quali si con-
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di un fascio di quadriche di S, sopra un S,_s. 37

sidera come I'immagine del complesso lineare a cui appartiene la congruenza;
e la geometria del complesso quadratico generale & identica a quella della
quartica (V'%), base di un fascio di quadriche di un S;, una delle quali &
I’immagine dello spazio rigato.

a) Nella rappresentazione della congruenza (2, 2), avremo come va-
rietd eccezionali nel piano rappresentativo una conica 7', i cui punti sono le
immagini delle rette della congruenza infinitamente vicine ai raggi del fascio
fondamentale; e inoltre cinque punti di essa, che sono le immagini dei cinque
fasci della congruenza che hanno un raggio a comune col fascio fondamen-
tale. Le rigate 6 del quart'ordine che la congruenza (2, 2) ha a comune con
una congruenza lineare appartenente allo stesso complesso lineare hanno per
immagini le cubiche del piano rappresentativo passanti per i punti eccezio-
nali, ecc., ecc.

b) Nella rappresentazione del complesso quadratico, abbiamo come va-
rieth eccezionali dello spazio rappresentativo una quadrica T' (V%) non spe-
cializzata, 1 cui punti sono le immagini delle rette del complesso infinitamente
vicine ai raggi del fascio fondamentale; ed una quintica C situata sulla qua-
drica, 1 cui punti sono immagini di interi fasei che hanno un raggio a co-
mune col fondamentale. Le generatrici di 7' sono trisecanti della quintica, le
direttrici sono bisecanti. Le congruenze (2, 2) contenute nel complesso qua-
dratico hanno per immagine le superficie del terzo ordine passanti per la
quintica. Le coppie di punti della quintica (punti associati secondo CaporALI),
situati sopra una stessa direttrice di 7', sono coordinate alle varie genera-
zioni del complesso. Se M ed N sono due di tali punti, le coniche dello spazio
rappresentativo appoggiate in quattro punti a C e i cui piani passano per M,
sono le immagini delle rigate del second’ ordine contenute in un sistema di
una generazione del complesso; quelle i cui piani passano per N sono le
immagini delle serie rigate contenute nell’altro sistema della stessa genera-
zione. In particolare esiste sulla quintica C una coppia (X, X,) di punti as-
sociati (punti fondamentali secondo CaporaLr) che ci da nel modo suindicato
le immagini dei coni e delle coniche del complesso.

I fasei del complesso (spazi lineari della quartica) sono rappresentati
dalle corde della quintica.
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Un’applicazione della teoria dei residui
delle funzioni di variabile complessa.

(Di Unisse Dint, a Pisa.)

1. In un lavoro che si sta pubblicando nelle Memorie dell’ Accademia
dei Lincei collo stesso titolo di questo (*) ho dato molte formole che servono
alla determinazione e allo studio di integrali della forma:

o
1 J P fke)do
2w0 (po + p1cos o + g sen )P+t ’

2

1 . .

2—er"’? f(k ¢?) log (po +- p. cos ¢ + g, cosg) d g,
0

dove v, p, ky poy pi, q: s0no quantitd costanti, delle quali la prima » & un
numero intero o nullo, e la seconda p & ordinariamente zero o un numero
intero e positivo, ma in certi casi pud anche essere complessa; e alcuni di
questi integrali giovano assai nella teoria delle funzioni sferiche di Leems-
brRE X, ().

Voglio ora in questo nuovo lavoro esporre altri risultati notevoli che si
ottengono pure dalla teoria dei residui, valendomi in parte per quesio anche
di alecune delle formole e delle considerazioni esposte nel lavoro suddetto.

2. Incomincierd dal fare esplicitamente la seguente osservazione ge-
nerale che, per quanto semplicissima, forse non & stata per anco rilevata e
applicata in modo generale da altri, o almeno non ha fermato 1’attenzione
di altri quanto si conveniva.

(*) Nel corso di questo lavoro volendo riferirmi a quello ora citato scrivery V. M. ¢,
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Osserverd cioé che quando si ha una funzione f(z, &) di due variabili
z e £ che riguardata come funzione di 2z, pei varii valori di £ che si hanno
da considerare, nell’intorno del punto 2=0 & sempre uniforme e nel punto
stesso ha al pilt una singolaritd polare o una singolarita essenziale isolata, ¢
coefficienti delle varie potenze n (positive, negative o nulla) di 2 nello sviluppo
per potenze intere di 2 della funzione stessa f(z, &) saranno ¢ residui per

£G 9,

2 >/

2=0 della funzione g
Segue da cid che quelle funzioni Z, (£) che, come ad es.: le funzioni di
Leeenpre X,, vengono definite come i coefficienti delle potenze ne di tali svi-
luppi corrispondono precisamente ai residui indicati, e il loro studio potra
farsi facendo quello di questi residui.
Le funzioni stesse Z, adunque si potranno sempre rappresentare per

JACRI)

2n+4

mezzo d'integrali definiti QL_;[ dz estesi a un piccolo cerchio o a

una piccola curva qualsiasi che nel suo interno, pei valori che si conside-
. . . . . (2, &)
rano di &, abbia soltanto il punto singolare 2=0 della funzione fz—n’ﬁ— > €
sul contorno non abbia punti singolari di questa funzione, o avendoceli
questi presentino particolaritd speciali, come corrispondano ad es.: a punti
nei quali la funzione non sia infinita, o il cui ordine d’infinito sia loga-
ritmico, o sia inferiore al primo; nel qual caso essi non vengono ad avere

influenza sull’integrale (V. M. c¢. §§ 2 e T in nota).
Ne segue pure che mutando la funzione ZSL’T‘E) in un altra ¢(z, &) il
cui residuo per 2=0 sia ancora lo stesso, la Z, potrd rappresentarsi anche

per mezzo dell’integrale 2Lm rq; (2, &) d 2 esteso a una curva convenientemente

scelta che potrd anche essere presa come precedentemente, donde apparisce
che si avranno per le stesse funzioni Z, infinite rappresentazioni per mezzo
d’integrali definiti, sia mutando opportunamente la funzione da integrare, sia
mutando la forma del contorno.

.

3. Similmente quando una funzione di & sia definita per mezzo di un
b

integrale definito ff(z’;', ») d w, come avviene ad es. per le funzioni di Besser,
¢4

se questo integrale potrd ridursi ad uno esteso al contorno chiuso di un campo
di una variabile complessa z per una funzione ¢ (2, £) che abbia una singo-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



delle funzioni di variabile complessa. 41

laritd polare o essenziale isolata soltanto in un punto 2 = a, del campo stesso,
allora quella funzione potrd anche definirsi o riguardarsi come il residuo di
¢(2, £) per 2=ua,, ¢ volendo potrd considerarsi come il coefficiente di
(2 — a,)»~* nello sviluppo di (2 — a,)* 9 (2, &) nell’intorno del punto «,.
Cosl ad es. se si prendono gli integrali:
2.¢ 27 2r
| 1

1 ,
o lOOSn wd 0, ﬂ ‘sen" wd , 5 gi(Esene—nw) 4 w,

0 0 0

'ultimo dei quali ei riporta subito alle funzioni di Besser, se si osserva che
introducendo nei calcoli una variabile z che si consideri sul cerchio di raggio
uno, si vede che sara:

: 1 . 1 dz
e =g, 2080=2-4=> 2zsenm=z——-z—, dw=—>
2

e gli integrali stessi si ridurranno ai seguenti:

£(,1
lljz+l"d_z 1 1”2_an 1 (1 e?\"'z)dz
m 274 2] =’ (2ip2wi z] 2z 2mi) v !

estesi al cerchio di raggio uno, e corrisponderanno quindi ai residui delle funzioni:

_£ (1—2%)
1 1 AV in 1 22\ ¢ -
P ( + 2 ) ? Qi gn+l ( —% ) !

2zl

Ora per le due prime di queste funzioni se n & dispari i residui sono

+

evidentemente nulli; mentre se » & un numero pari 2m basterd trovare i
coefficienti di z*» nello sviluppo di (1 % 2*)*, per vedere che i rvesidui delle

t funzioni ecisamente L(2 M)m, OVVEro:
stesse Iunzionl sono prec om Jm H

T (2m) = (2 m) .
22/7177(m)z—(2_4.6...2m)2’

e si conclude quindi che i valori dei due integrali:

2T 2T
1 "o d 1 ned
% 8" wd w, P sen"wd w,
0 0
. . . . ™ \n
per n dispari sono zero, e per n pari sono uguali a _ =)

(2.4.6...n)
Per I'ultima funzione poi osserveremo che si ha:

- -E- (1-2?)
1 ¢ 2z —{:(——lm Em(l_z!)m
z’ﬂ_l.l - é(){ ] gm (m) zm+71+1 ?
Annali di Malematica, tomo L 6
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42 Din<: Unapplicazione della teoria dei residui

e poiche la serie del secondo membro converge evidentemente in ugual grado,
e quindi ad essa pud applicarsi la integrazione termine a termine lungo ogni
curva che non si accosti indefinitamente all’origine, & evidente che il residuo

oo
cercato sard la serie ¥ 4, & dove le A, sono i residui della funzione
]

P — 22 — _
(=1 (l—= 11 > 0 1 coefficienti di 27+~ nello sviluppo di (= (1 ==y
gm =~ (m) P om (m)

Ora avendosi:

(1 —2yr=1—m 2+ m2* + - -+ (— 1rmpe? + - - 4 (— 1y?m,, 22m,
e supponendo dapprima n positivo o nullo, si vede subito che se m—-4-n>2m,
cioé m <n, le A, saranno tutte zero, e lo stesso accadrd anche se essendo
m-+n=2m, m4-n non sara un numero pari; quindi dovra essere m =n 24,
e 1l residuo cercato sard £" N A,..n &% essendo Anian il coefficiente di zin+eh

nello sviluppo di:

(_. 1)71 (]_ — 22)n+2h

27Z—|—2h ™ (n + 2 k)

(— D+ 2 8)n+n
ontth (n + 2h)

s cioe :

ovvero :
(= 1) 1 _ (=1t
gneeh w(hym(n+h) (2.4...20h) (2.4.6...2n+24)’

per modo che si avrd per la funzione I, (z) la formola nota:

_ noo‘ (—l)h oh
LO=0 Y d e sne e @i

che per n =0 si riduce all’altra pid semplice:
Es

Le=1-24 5o

o gt 204 T2 g6

In modo simile per »n negativo e = -, si troverd come & noto:
Ly (§) = (— 1) I, B)-

4. Prendiamo ora a considerare la espressione (a, 2? -+ a, 2 -+ @,)* nel-
I'intorno del punto 2= 0 quando p ha un valore qualsiasi reale o complesso,
e 1 coefficienti a,, a:, a, sono funzioni di un’altra variabile £; e fissiamo, pel
caso che w non sia un numero intero, che il valore di (a, 2* + @, 2 4 a,)* per
2 =0 sia un valore determinato speciale (qualsiasi) fra quelli che a,* pud
avere. O anche invece della espressione (a, 2* - a, ¢ 4 a.)* consideriamo l'altra

log (@, 2* + a. 2 + a,), fissando il valore di loga, da prendersi come valore di
questa funzione per z=0; e indichiamo con Z, . e con Z, i coefficienti di
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2" negli sviluppi di queste espressioni all’intorno del punto z2==0; con che

le funzioni Z, , nel caso particolare di p= ay=a,=1, a,=— 2% di-

1
— 3
verranno le solite funzioni X, () di Lrcenpre.
Evidentemente per quanto abbiamo osservato in principio del § 2 queste
fupzioni Z, », Z, saranno i residui di:
1 . 1
g (a0 2° -+ a, 2 + a,)", e log (a, 2* + a, 2 -+ a,),

e corrisponderanno quindi agli integrali:

1 ((a2*+ a1z + a)* Qs 1 J’lgg (a0 2° + a1 2 + a»)
’

dz,

271 -+l 274 an+l

che potranno intendersi estesi a un cerchio di raggio % che abbia il centro
nel punto 2=0, e non abbia nel suo interno né sul contorno radici della
equazione @,2® - a, 2+ a,=0, per modo che potranno scriversi rispetti-
vamente :
2.c
17 . :
— J Jen gilp-n)?

0

1

7

<

ai+(“ok+%)GOS?+((1076—%)isen?(‘d%

217: fk—"e—"”?’ [logk—l—iq:—l—logja, + (aok + %)cos? + (aok-—— %) ¢sen ¢ g] do,
0

quando si prendano convenientemente i valori delle potenze p¢ di €% e delia
quantitd fra parentesi, e cosl quelli del logaritmo di questa quantitd in rela-
zione coi valori iniziali scelti di a.* e log a, per z = 0.

Ora se si indica con %, il modulo minimo delle due radici della equa-
zione @,2*+ a,2 + @, =0, quando i loro moduli sono differenti, e il valore
comune dei loro moduli quando questi sono uguali, & certo che se @, non
sard zero questo valore k, sard diverso da zero, e le espressioni precedenti
rappresenteranno 7, , e Z, per ogni valore di % inferiore a %,; e il limite
di queste espressioni per k = k, rappresenterd pure le stesse funzioni. La se-
conda delle espressioni stesse poi rappresenterd sempre Z, anche pel valore
ko di k; e la stessa particolarita di rappresentare Z, , anche per k=r, si
avra pure per la prima se p sard un numero reale o complesso la cui parte

reale sia superiore a -3 quando le due radici della stessa equazione di

2.° grado sono uguali, e sia superiore 2 — 1 neghi altri casi (V. M. c. § 2).
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E nel caso che p sia intero e positivo o nullo nella espressione di Z, ,
k potra anche avere un valore positivo qualsiasi.

Ora & evidente che con queste limitazioni nei valori che % potrd avere
le espressioni precedenti ricadono nei casi di quelle considerate al § 26 della
M. c. quando in queste vi si faccia v=mn e:

Pe=0a, p,=a,,k+%?a q,=(aok—%)i,

p—igi=2ak, ]0,+iq.=2-€;§’ P12+Q12=4“0a2a

dunque evidentemente potremo scrivere:

Zyn=— 27_ k/* n gi(k-n)g a,+(aolc—|— )cos?—k(aok——)zsen?i do= ) 0
0 >
n\‘(u ) (J—”+ +1) n?s 2\s
= at Y, S m (=23 (a, a®), )
?rz
Zn=2i_Jk‘"e‘i”?[logk—{—icp—}—log‘ja,—f—(aok—l— )cos§o+ \
"0
az\ .
+(\aok—z)csen<pﬂdqv=
1 y i 1 K 28 s <
= X (— 1y féﬁ’”(n_g)@ (@ a)* per m=1, ) (2

27
Zo=2—IWJ[log'k—l—iga+loggu. (aok—I— )OOS(p—l—
0
+(a0k—i;c3)isenq>§]dqa=loga2, per n=20;

e queste formole, nelle quali 8'intende che il numero s prenda i valori in-

teri e positivi da 0 fino a > o secondoché n & pari o dispari, varranno

pei valori di k-k,, e in certi casi, come dicemmo, anche per k= k.

— o+ Vs — 4 ao e
2 ao

E il numero %, sard il modulo di quella delle due radici

per la quale il radicale & preso in modo che il rapporto %\/a,z — 44,0, abbia
i
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la parte reale positiva, non essendo da considerarsi il caso in cui questa parte
reale o a, sono zero, perche allora i moduli delle due radici sono uguali.
5. In particolare se saremo nel caso comune di @y =a,=1, a, =— 2§,
come si ha appunto nel caso delle funzioni di Lreexpre, allora, siccome le
due radici sono ¢ * {£*— 1, supponendo & reale e non superiore ad uno in
valore assoluto avremo k,=1; e quindi allora le formule (2) varranno tanto per
k <1 che per k=1; e le (1) varranno sempre per ¥ <1, e varranno anche
per k=1 purchd in quest’ultimo caso u abbia la parte reale superiore a — 1

finche £ non & uguale a =+ 1, e superiore a —% quando £ = =* 1.

Supponendo dunque senz’altro k=1, si vede che si avranno le formole
seguenti :

2t .
1 1 7 . p
Zn—_—__;+2—7:Je-*"?log(200sqp—26)d?= \
V]
R T ek Rt VAP
=0 "(8) w—2g " o

Zy=mit 5= ‘log(2cos§o—2£)dgo—0

nella prima delle quali %=1, che varranno pei valori di £ compresi fra —1
e +1 (%1 incl); e avremo pure laltra:

2 \
Zun =—21?Jei“‘"")? (2cosg—28&rde=
, 0 (4)
— (— nvf"(u ) n—}—s—l—l) 2\n -2s
(=12 (n-—- 25) @&, /

che varrad quando la parte reale di p sia superiore a — 1 finche £ (che &
. . 1
compresa fra — 1 e 1) non sia uguale a =+ 1, e superiore a — e E=*1;

e in queste formole i valori di log (2 cosg —2%) e (2cos¢ — 2 £)* dovranno
essere presi convenientemente dipendentemente dai soliti valori iniziali di
log (@, 2* + a, 2+ a,) e (@, 2® + a, 2 + a,)* per z=20, pei quali in questo caso
di a,=a,=1, a,=—2% mnoi abbiamo qui gia fissato che siano rispet-
tivamente 0 e 1.
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Ora, con questi valori iniziali 0 e 1 di log(1—2¢{242*) e (1 —282-F-2%,
se si osserva che, andando dal punto O ai punti 2= * 1 secondo il cammino
rettilineo, o anche secondo qualsiasi altro cammino entro il cerchio di raggio
uno, i valori delle stesse quantitd nei punti 2= & 1 per £ diverso da % 1
vengono ad essere rispettivamente log 2 (1 &), [2 (1 F &)]* = erloex(t78) ove di
log (1 £ &) s'intende preso il valore aritmetico, si vede subito che siccome nelle
nostre formole con 2=k ¢*? abbiamo scritto:

log (a,2® 4 a, 2 + a,) =

=logk+i<p+log§a,—}—(aok+a—’:)cos;&—!—(aok—%)isengoga
(aoz2+a,z+a2)#=k#eiﬂ?gai—}-(aok—}-C};—g)cos?—f—(%k—%)isenqra

nel caso nostro per le quantith log (2 cosg —2¢&) e (2cos 9 —2&)* che figu-
rano nelle formole precedenti bisognerad prendere quei valori che per ¢ ==
portano a —ni-+log(2-+2£) e e #™ (2 2£&) e per g=2n portano a
—2ni-t+log(2—2%) e e+ (2 — 2£)*; e quindi, se ¢, & il valore di £ fra
0 e = pel quale cos ¢ =&, evidentemente nelle nostre formole pei valori delle
stesse quantitd log (2 cosg—2£), e (2 coso— 2 £y = erloglzeos?—28) quando ¢
¢ fra 0 e ¢, bisognerd prenderle sotto la loro forma stessa; per ¢ fra ¢, e
2 m— ¢, bisognera prenderle sotto la forma:

—=zi+log(2E—2cosg), € (2E— 2 cosg)t = e-irTrrloglE-2089)
e per ¢ fra 2n— ¢, e 2« bisognerd prenderle sotto la forma:
—2nitlog(2cos g —2%), e %7 (2cos g — 2 &) = gt irlos(oosy k),

E similmente si troverd che se £=—1 o ¢,=mn, quando ¢ sara fra 0
e m per le solite quantita bisognera prendere :

log(2cos9 —2¢&) e (2c0sq —— 2§y = erloslzeosp—28)
e per ¢ fra = e 2x bisognerd prendere :
—2ni4log(2cos9—2%), e e *#T(2c089— 28 = @24 +plog(2cosy -2,

ciod {utto sard come ne] caso precedente salvo a non parlare piu del tratto
da ¢, a 27—, che nel caso nostro viene a sparire da s&; e infine se £ =1
con ché ¢, =0, pei valori delle stesse quantitd in tutto il percorso di ¢ da
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0 a 2r bisognerd prendere:
—ri—tlog (25 —2cosg), e e #7(25-—2cos gy = e-imirlosli—roosy)

intendendo sempre che in queste espressioni melle quali le quantitd sotto i
logaritmi sono positive, si debbono prendere pei logaritmi stessi i loro valori
reali (valori aritmetici).

Da queste considerazioni segue dunque che, indicando sempre con g, il
valore di ¢ fra 0 e m pel quale si ha cos¢=21%, avremo le formole seguenti:

Pao

1 1 .
Z""‘—'_?f{‘ﬁje n?log (2cos 9 —28)do

0
21—y

gz e | =i log (25— 2eosg)[dg +

Yo
2T

+o- e—-in?i—znmlog@cosq;— 2 %)

2T—¢q

dg,

o anche con facili trasformazioni :

Po

1 Ly :
== deumng 4 fomng g en g 20105

’ ()

w(n—s—1)

1 r \ s- 4
+ ’—_:J-cosncplog(2£—2008c‘o)dq>=z(— 1) N OEICEEY)

%o
per n=1 e £ compreso fra — 1 e 1 (=% 1 incl); e in modo simile si trovera:

(2 s)n —23’

7o 4
Zo= 1 [log @eosg—2)dg + 1 [log (25— 2cosp)dy=0,  (6)
0 9o
sempre per £ compreso fra —1 e 1(+ 1 incl), e:
Po
ZN,=%Icos(p—n)qa(2cos<p—2£)f‘dq>+

0
4

+ % fcos

%o
eyt =1  (p—n+ts+1) n—ts
(=1t 2 7w (s) 7w (n—25) @2y,

(u—mn)o—pun{(25—2cosg)dgo= )
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48 Dini: Un'applicazione della teoria dei residut

per & compreso fra — 1 e 1, e p tale che la sua parte reale sia superiore a
— 1, e potendo anche essere £ = * 1 quando la parte reale di u sia supe-

. 1
riore anche a -3

6. Supponendo = —%, con chd Z, ,, diviene la X, si avra la formola:
l(cos(n+1)<p ‘sen(n—l—l)
X, == 2 S [
T {\2coso — 2% T JY2Z —2cos o

'Io

per £ compreso fra — 1 e 1 (£ 1 escl); e questa & precisamente la formola
di Diricarer per le funzioni X, per qualsiasi valore intero di n (n =0 incl.).

Questa formola & analoga a quelle che si hanno dalle (5) e (6) per le
funzioni Z, e Z,, che corrispondono ai coefficienti di 2" nello sviluppo di
log (1 — 22+ 2%, come le X,, corrispondono ai coefficienti di 2" nello svi-

1

V1— 28z + 22
colare, la stessa formola viene estesa a tutte le funzioni Z, , per qualsiasi
valore di s anche complesso, la cui parte reale sia, come dicemmo, superiore a

luppo di ; e colla (7), di cul essa ora risulta un caso parti-

—1 quando & & fra —1 e 1(= 1 escl), e superiore a —% quando = % 1.

7. Cosi per le funzioni Z,, abbiamo formole che le rappresentano
per polinomii o per integrali definiti per qualsiasi valore reale o complesso
di ¢, e qualunque sia il numero intero e positivo »n, e queste sono le (1) per
k <k,, per modo che esse sono rappresentate anche dai limiti per k =£,
degli integrali che compariscono nelle formole stesse. Questi integrali poi con-
tinuano a rappresentare le dette funzioni Z,, anche per k = k,, ma allora
bisogna che la parte reale di p sia superiore a —1 quando le due radici
della solita equazione a@,2*+a,2- @,=0 non sono uguali fra loro, e sia

. 1 . .
superiore a —  quando queste radici sono uguali.

E similmente per le funzioni Z, abbiamo le formole (2) che le rappre-
sentano per polinomii o per integrali definiti tanto per k& <Ck, che per k = /.
Possono poi aversi altre espressioni per integrali definiti che rappresen-
tino queste funzioni Z, , e Z, e anche altre; e queste espressioni si otten-
gono da una formola generale che credo nuova per la forma che da ai coef-
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delle funzioni di variabile complessa. 49

ficienti dello sviluppo in serie di potenze intere e positive di 2 per una fun-
zione qualsiasi F (2) regolare nell'intorno del punto 2z =0.

Ricordiamo percid che si ha la prima delle formole (68) del § 17 del]a
Memoria citata, ciod :

o

pig L2 (g dg : ©®)
ry?P+t 27 (2p)p (po - p1 COS @ + ¢1 Sen @)P+4

0

quando siamo nel caso di quelle che nella stessa Memoria dicemmo condi-
zions (A) (*), e si ha r,=\p,;* — p;* — ¢, intendendo che di questo radicale

(¥) E bene ricordare che al § 12 della Mem. cit. supponendo :

Do = heitt, p1:“ei}" ([1:.fiei§1

Po=a+id, p=b+iV, g=c4id,
e formando le espressioni:

«?f2sen? (3 — y) — a2 2sen? (y — 1) — F2 A2 sen? (3 — p), ()
0:

(be'—b'c)2 — (ab'— ') — (ac'— a'c)2 = (a® — b® — %) (a2~ B'2 — ¢'?) — (aa'— Bb'— cc')?, (B)

si stabili di dire che si hanno:

Le condizioni (A) quando le espressioni (x) o (B) sono negative, e quando essendo
zero si ha «Bsen(§ —1v)=0, o &¢' — & ¢=0, purché allora si abbia 2*>22+ 2, o
a v >0 452 4 ¢+ c¢'?; e nel caso di queste condizioni il p, non pud essere zero.

Le condizioni (B) quando le () o (B) sono positive, e sen(3 —17) o ¢’ —d'¢ sono
pure positive.

Le condizioni (C) quando le espressioni (x) o () sono positive, e sen(3—y) o be'—¥'c
sono negative, o quando, essendo zero le (x) o (8), le quantitd sen (8 —y) o b¢/ — ¢
sono diverse da zero e sempre negative, o essendo zero anche queste, si ha A2 = a2 + B,
0 a4+ at=0%+ 02+ c?4c2

E riferendosi alla equazione di secondo grado:

(P —iq) 2+ 2pgf + (P +iq) =0, ()

le condizioni (A) corrispondono al caso in cui delle sue due radici una cade dentro e una
cade fuori del cerchio di raggio uno; le condizioni (B) corrispondono al caso in cui le
due radici cadono ambedue entro questo cerchio; e le condizioni (C) corrispondono al caso
in cui esse cadono ambedue fuori del cerchio, o in cui una o tutte e due cadono sul cer-
chio, con questo che quando sul cerchio ne cada una sola I’altra debba cadere fuori

Annali di Matematica, tomo I 7
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50 Dini: Un'applicazione della teoria dei residui

sia preso quel valore pel quale %— VPt — p — ¢ ha la parte reale positiva;
0

e cerchiamo di ridurre una funzione ¢ (2) che sia regolare e diversa da zero in
un intorno sufficientemente piccolo del punto z =0 alla forma p®—p,*—q 2
con p,, pi, € ¢, funzioni regolari di 2 in questo intorno.

Posto py=1p,(2), pr=p.(2), ¢ =¢q.(2) e p.—1iq, =y, dovra essere
Pt — x (p: +79) =14 (2); quindi lasciando ora da parte il caso in cui y fosse
sempre zero nell’intorno del punto 2=0, nel qual caso dovrebbe essere
pt=1¢(2), pr=1q,, e osservando che fuori di questo caso, quando il detto
intorno sia sufficientemente piccolo, y non potra essere zero che per 2=0,
si vede che si potra sempre scrivere:

—_— + e —y?
Py = °_‘£_(;_L q = ﬂ%%_&, (10)
P (=1 J _ipp de §
B 2m(p) ) (po T proosg + grsengprn’ (1)

O

e in quest’ultima p, e ¢, saranno le funzioni di 2 date dalle precedenti (10),
per modo che si potrd scrivere anche:

o (=1p do

T — oo e—tp? o "
¢(z)T+ 2 (2pwp0_'- (p 4=y (2) ‘P(z) iep_{_%ei?)p

intendendo sempre in tutte queste formole che quando y sia zero per 2 =20

i numeratori di p,, ¢, e p,* — ¢ (2) debbano pure esserlo, e i valori di p,,

iq, e p"e_;x‘iz) siano il limite comune P'(O)—zi?'@

z=0.
E in queste formole considerandovi come dato il ¢ (2), p, € x rimar-
ranno due funzioni arbitrarie di 2 che supporremo perd sempre regolari esse

5 (12)

di queste quantitd per

del cerchio; e talvolta invece di fare le verifiche sulle espressioni (x) o () tornera pit
comodo di farle direttamente sulle radici di questa equazione.

E resta sempre fuori il caso in cui una radice sia sul cerchio e Daltra dentro il
cerchio, pel qual caso bisognerebbe richiedere che negli integrali della forma di quello
che trovasi nel secondo membro della formola (9) I'esponente p fosse diverso da zero e
intero, ma negativo.
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delle funzioni di variabile complessa. 51

pure nell’intorno del punto z=0, e tali che in quest’intorno le p,, p,, q,
vengano a soddisfare alle indicate condizioni (A), cid che porta che p, non
debba mai essere zero, mentre y potrd esserlo solo per z-~==0.

Ora, come abbiamo ricordato nella nota precedente, queste condizioni (A)
esprimono che delle radici della equazione (y), ovvero:

wr2py + 2 o, (13)

una cade dentro del cerchio di raggio uno, e Valtra cade fuori; dunque
poiché questa & una equazione della forma f(z, y) =0 che definisce i duc
rami di una funzione y di z che sono finiti e continui e si riuniscono sol-
tanto quando la equazione stessa ha le due radici uguali cioé quando ¢ (2) =0,
cosl evidentemente se le condizioni (A) saranno soddisfatte dai valori p,,,
Pioy quo che si avranno per p,, pi, ¢, per 2= 0, o (il che & lo stesso quando
x (0) non sia zero) per la equazione :

2O 7 + 2.y + B0, (14
cui si riduce la (13) per 2=0, esse saranno soddisfatte anche in tutto un
intorno ¢ di #==0 sufficientemente piccolo, nel quale certamente (non po-
tendo allora naturalmente essere uguali le radici della (13)) il ¢ (2) sard sempre
diverso da zero. '

E quando x(0) sia zero, nel qual caso una delle radici della (13)
per z=0 viene ad essere infinita, allora se indichiamo con A il limite

Pp1(0) + iq.(0) di B — 4'( ) per 2=0,bisognera che il rapporto — ﬁ che

corrisponde all’altra radlce abbia un modulo minore dell’unit.

Segue da cid che per assicurarsi che le condizioni (A) siano soddisfatte,
basterd studiare le espressioni («) o (8) della nota precedente pel caso di
Po=Do,05 Pr==P1,0y §i=¢1,0; 0 anche (il che per noi tornerd ora piut co-
modo) verificare che le due radici:

— po,0 +v3(0) — po.o —\§ (0) -
e T (19)

della equazione (14) quando x (0) non & zero cadono la prima dentro, e la
seconda fuori del cerchio di raggio 1; e quando x(0) sia zero bisognerd che
p1(0) 4294 (0)

- > 0 il limite di
2 po,o

cada entro il cerchio di raggio 1 la radice —
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52 Dini: Un’applicazione della teoria dei residus

_pt—Y(2)

21)0)(
parte reale positiva,

E se questo avverrd per la funzione data ¢ (2) e per le funzioni che
saranno state scelte p, e x, le formole (11) o (12) nelle quali p, e ¢, ab-
biano i valori (10) sussisteranno in tutto un intorno ¢ del punto z =0 che
avrd ampiezza di quello nel quale le condizioni stesse (A) continueranno
ad essere soddisfatte.

E nel caso speciale in cui, senza che sia y (0) = 0, nell’intorno del punto
2=20, o anche soltanto in questo punto, si abbia =+ x* = p,* — ¢ (2) (o0 il che

per 2=20; e in ogni caso dovendo il rapporto “—— ‘/W ) avere la

e lo stesso ¢, =0, o p,=0), allora basterd assicurarsi che il rapporto Ve 10)
0

abbia la parte reale positiva, e non occorrera occuparsi delle radici (15);
perche, in questo caso, la prima delle stesse radici si potrd scrivere:

1 I
dpo o—\/l' (0) . 1 _50'_0 \/LIJ(O)
pro V4 0) -

eon e=* 1, 0 e= ¢, e avrd evidentemente il modulo minore di uno; e
la seconda, venendo ad essere l'inversa di questa all'infuori tutto al pil del
segno, avra il modulo maggiore di uno.

D’altra parte poi, osservando che il trinomio p, -} p, cos ¢ + ¢, sen ¢ che
figura nella (11) & precisamente il valore che prende il plimo membro della
equazione (13) diviso per 2y quando y & sul cerchio di raggio uno, si vede
subito che, se le condizioni suindicate saranno soddisfatte nel detto 1ntorn0 ¢
del punto 2 =:0, esso & sempre diverso da zero per qualunque valore di ¢,
perche allora le radici della stessa equazione (13) non cadono mai su quel
cerchio; dunque la funzione :

1 1
T(z)_(zoo-l-p, coS7 + gusengpi I PN A T
Ppo "{“ ——27—— et - § e?

(16)

in un intorno ecircolare ¢, del punto 2—=0, che potremo supporre futto in-

oo
terno all’intorno ¢, sard sviluppabile in serie di Cavcay 201 Cy () 2*, essendo:

Cn(go)=Tn(0)— 1 [T(z)d

m(n) 2w )t

ove l'integrale & esteso al cerchio ¢,.
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delle funzioni di variabile complessa. 53

Ora, se si indica con p, il raggio di questo cerchio ¢,, e con M il mas-
simo modulo di t(2) entro il cerchio stesso per qualsiasi valore di ¢, si vede

27 M
P‘n

subito che si avrd mod C, (¢) = » ¢ quindi la serie 20‘: Cx (¢) 2* che rap-
0

presenta r(2) sard convergente in ugunal grado relativamente a ¢ per ogni
valore speciale di 2z nell’inferno di ¢,, e ad essa in conseguenza potrd ap-
plicarsi I'integrazione termine a termine rispetto a ¢.

Ne segue che la (11) o la (12) ci daranno la formola :

2.

4 —r 3 n t—i
72_1’_"'1=2(7:(2p)p %‘z je 7 Cn () d g,

Y, 0
che corrisponde a una forma dello sviluppo di —y‘zm per potenze intere e

Y2 "
positive di 2 in un intorno circolare del punto z (——-)0 nel quale siano sempre
soddisfatte le condizioni (4).
E poiché per qualsiasi funzione F'(2) che sia regolare nell’intorno del
punto =0, e per qualsiasi valore intero e positivo o nullo di p, & sempre
possibile trovare infinite funzioni y, ¢ (2) e p, regolari esse pure nell’intorno

del punto 2 =0 e per le quali nello stesso intorno si abbia lzp = =1(2),

) *
e siano soddisfatte le solite condizioni (A4), cosl si avrad evidentemente la for-
mola seguente :

2¢
F@)= g Son [ Cag) d (17)
0

T 27 (2p)p

che varrd per qualsiasi funzione F'(2) che sia regolare nell'intorno del punto
2=0, per modo che a causa della arbitrarietd che resta nelle funzioni y,
¢ (2), e po, e nel numero p, si hanno ora infinite espressioni che credo nuove
per mezzo d’integrali definiti dei coefficienti degli sviluppi di una tale fun-
zione F (z) per potenze di z nell'intorno del solito punto z=0.

E si pud aggiungere che quando, anziche richiedere che le condizioni (4)
si verifichino pel punto 2=0, ci si contenti di trovarle verificate per ogni
altro punto prossimo quanto si vuole a 2=0 senza occuparei di cid che ac-
cade in questo punto, allora questi risultati si estendono anche alle fun-
zioni F'(2) che nel punto 2=-0 hanno una singolarita polare o una singo-
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b4 Dini: Un’applicazione della teoria dei residut

larita essenziale isolata, intendendo allora che lo sviluppo di = (2) debba essere
quello di Laurest e che la serie che figurera in F'(z) sia di potenze sempre
intere ma positive o negative di z.

8. Particolarizzando la funzione F(2) e ponendo ogni volta condizioni
speciali per le funzioni y, ¢ (¢) e p, e pel numero p, in modo perd che re-
stino sempre soddisfatte le condizioni (4), si ottengono espressioni speciali
notevoli pei coefficienti dello sviluppo di F (z); e noi volendo valerci di questi
risultati per trovare altre forme delle funzioni Z, . e Z, che considerammo
nel § 4, ci fermeremo al caso piu semplice di F(2)=21y?(a,2* + a2+ a.)*,
essendo A una quantitd costante, e intendendo fissato il valore a@,* da pren-
dersi per (a,2* 4 a, 3 + a;)*, per 2=20, e lasciando per ora indeterminata
la funzione y, purché sempre regolare nell’intorno del punto z=0.

Supponendo dunque :

F ()= A2 (@2 40,2 + @), (18)

s1 vede che si avrd:
2

$@)=2 oo @ +azta) P, (19)

intendendo ora fissato, oltre al valore da prendersi per a,* come gia ab-
1 o

biamo detto, anche quello da prendersi per Yy (0), o per 3 H 4 o

-1 —_*
anche per A ' e a, **' separatamente; e ora dalle (17) avremo:
2r
(a2 4 a, 2 -} a,)* ﬁ)p_o\o‘dnJ(,-zmg (o) d (20)
’ ! Yo aypen(2p)p 7 LA
0

essendo Cy, (¢) il coefliciente di 2 nello sviluppo di Cavcuy nell’ intorno del
punto z2=0 per la funzione (16) cioé:

(oo + Z”z; 4 Lon)™

nella quale ¢ (2) abbia il valore (19), e p, e x siano scelti in modo che la
quantita :

(21)

1
2p+1 zﬂ-‘l

Po,o & ’ (22)

abbia la parte reale positiva, e che, quando y(0) non & zero, le due radici
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(15) ciod:
-on  —ah S S
Poo— 2 g, #H poo A BT g, A
B %) T ) ) (23)

abbiano la prima il modulo minore di uno e la seconda il modulo maggiore

di uno, e quando y (0) & zero il limite per 2 =0 di:

_2 £

Pot — A 2p+1(aoze+alz+a) e

2. o ’

ciod del rapporto del coefficiente di e-% nella (21) al primo termine p,, abbia

i1 modulo inferiore ad uno; e basterd verificare soltanto la condizione rela-
tiva alla espressione (22) quando x (0) non sia zero, e si abbia:

@4)

2 _
2p+1 2p+1

222 (0)=po—x @,
9. E coslt in particolare per p =0 si avra:

2
1.
Zun =553 | Cr @) a3, (25)
0

essendo C, () il coefficiente di 2” nello sviluppo di Cauvcay per potenze in-
tere e positive di 2 per la funzione:

1
) (26)
Po —I—p° “D(Z) i?—{——;(lei?
dove ¢ (2) & dato dalla formola:
¢(2)= (ao 2 4a 24 a) (27)

e la funzione y pud prendersi comunque purché sempre regolare nell’intorno
di 2=0, e purché¢ siano soddisfatte le altre condizioni testé indicate rispetto
alle quantitd (22), e (23) o (24).

E se si ammette che p possa anche essere diverso da zero (essendo perd
sempre positivo, allora quando si supponga y = 1,2 (A, cost. e s intero e
positivo, o nullo) avremo:

14

2
_ _ (=1
Z#,n-ps = i nP2w (2 P)P bje 27 Oy (9) d g, (28)
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2

per n=ps, e per n<<ps avremo invece fe—iP? Cn(p)dg =0, essendo Cy(9)
0 .
il coefficiente di 27 nello sviluppo solito di Cavcsy per la funzione:

1

pt—4() 028 . \PHt
( + 21328 +__2—e?)‘)
dove (2) & dato dalle formole (19), cioé:
2 3
Y@ =2 " (@t azta) T, (30)

e s suppongono soddisfatte le altre condizioni indicate sopra per le quantita
(22), e (23) o (24).

E naturalmente quest'ultimo caso per p = 0 rientra senz’altro nel caso
precedente.

10. Fermandoci sulle espressioni cosi trovate (25) e (28) per le fun-
zionl Zy, » © Zy, n_ps, Osserviamo che, a seconda dei valori che si sceglie-
ranno pel numero p e per la funzione p,, e nel caso di p =0 anche della
funzione y, si avranno altrettante forme diverse, per mezzo d’integrali de-
finiti, delle stesse funzioni Z, . 6 Z, n-ps; ma queste saranno assai com-
plicate.

Sono perd specialmente notevoli, e anche abbastanza semplici quelle che
si ottengono quando la scelta indicata del numero p e delle funzioni p, e
nei rispettivi casi sono fatte in modo che le espressioni che figurano nei de-
nominatori delle funzioni (26) o (29) da svilupparsi in serie di Cavcry siano
funzioni di primo grado in 2, e noi tratteremo qui separatamente i vari casi
che possono presentarsi.

11. Incominciando dal caso di p =0, nel quale la espressione da con-
siderarsi & la (26), se prenderemo :

Po=ea2-+f, x=y2+d,

con «, B, y e ¢ quantitd costanti delle quali la seconda 3 sia anche diversa
da zero, perché p,, non pud essere zero, si vede chiaro che, onde anche il

coefficiente 1—0"2';—;({) che figura nella (26) possa essere una funzione di primo
grado mentre ¢ (2) & dato dalla (27), bisognera essere nel caso di p = — —;—, e la
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quantita p*— ¢ (&) =(x 2 + B)*— %(ao 2 -ta,z -+ a,) dovrd essere divisi-

bile per y 2+ ¢ quando y sia diverso da zero; mentre se y =0 dovrd es-
%,
AL

Lasciando ora di trattarc quest’ultimo caso di y =0, perche, non po-
tendo allora essere ¢ = 0, corrisponde a y = cost. e rientra nel caso che trat-
teremo poi di y = 1,2% con p zero o intero e positivo qualsiasi (poiché non
vi sard che da supporre allora s =0, p=20), si vede dunque che, con y di-
verso da zero, la sola condizione che avremo sara quella che p2— ¢ (2) si

sere o =

. C . .
annulli per 2 = — :{- s ClOd sia:

22 (03— By — (@0 —a, 70 + asy?) = )

(31)
= — ) — (2N af—a)yd +Qf—a)yt=0, )
e quando questa condizione sia soddisfatta avremo :

pf—fa_yj“z)z 2112725(1'a2—ao)"/z+(21245—“’)7‘(12“2"a°)ag’

e per ¢ diverso da zero, a causa delle precedenti (31), si potrd scrivere:

Pt —Y(2)  2a?—aq + A2PZ — qe
2y 2A%y 223

mentre per ¢ =0, nel qual caso per la {(31) si avrd A*3*=aq,, sard:

po“’—qf(z)__)\zﬂ—a,z 27\2a6—~a4.
2y 22y 222y

Ne segue che quando & non é zero la funzione (26) diverrd:

A

NRT—ge . AT, Mat—a, . . Ay ]
—_— —_— T e —L ei?
AR+ —53s e’?+2eﬂ°+[“—l— Y et + 5 eif |2

e il suo sviluppo secondo la solita serie di Cauvcry, quando z si mantenga
Annali di Matematica, tomo 1. 8
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in un inforno sufficientemente piccolo del punto z =0, sard il seguente :

)\2«2—110 . )\Y o
o e i =L gip
)L"", i [)0’—[— 2)']’ e?+2etl )
%‘(— ) [.A +>\262——age_io+m;]n+nz ’
v R L
e gquindi sard:
2 2 __ ~ e
R e i L
0 + 29 2

Con . . v & . .
quando per semplicitd si mutino «, 3, y, ¢ in ;-, = .}L, » cid che equi-
vale a supporre senz’altro 1 = 1; e in queste le «, §, y, & sono quantitd co-
stanti rispetto alle variabili 2z e ¢ (ma possono perd dipendere da altre va-
riabili), e delle quali le ultime tre sono diverse da zero, mentre tutte soddi-

sfano alla condizione:

(@d—By)— (@ —ady+da )= )

(33)
=(?— ) *—(2af—a)dy+(F—a) =0,
cui ora si riduce la (81), e all’altra che le due solite radici:
-_ﬁ——‘(;/az’ _ (3 -{‘8\/_(’2, (34)

cui ora si riducono le (23) abbiano le prime il modulo minore di uno e la
seconda il modulo maggiore di uno, e inoltre, in relazione al valore preso

per Va, come valore iniziale di Va,%*--a,2 +a. per z=20, il segno di g

\/az
g
caso particolare in cui, sempre non essendo ¢==0, si abbia & 0 = 2 —«*
allora non importerd occuparsi delle radici (34), ma basterd assicurarsi che

sia preso in modo che il rapporto abbia la parte reale positiva. E nel

resti soddisfatta la condizione che il rapporto -‘/Tf'-z abbia la sua parte reale
positiva.,
Nel caso poi di 9=0 osservando prima che per la (31) o (33) si avrd

... — . . !a
B ==a,, e quindi 8= \/u, perche il rapporto ”Tz deve ancora, come nel caso
. . 3 :

¥
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precedente, soddisfare alla condizione di avere la parte reale positiva, e avendo
pot — ¥ (2)
27,
valore corrispondente di Z_1 , basta nella (32) sopprimere nel denomi-
p? — ae .
—s— che si presenterebbe sotto la

riguardo ai valori dati sopra per si vede subito che per avere il

. N
natore 1l termine 7 €7 ¢ al rapporto

— 8 C
forma 2 sostituire 1'altro Jep—a P (oc - a'_.) ; € sl avra quindi:
0 2y 't 2V a
" « z—f e=iv 4 L gip |
(=1 2y T2 .
Z_ 1 = = de (35)
g n4t 1 s o Pt !
2 2= (\/ae) o [1 + pail (o: — _—.___) g—l?] -

0 Y 2y as

dove « e y sono costanti qualsiansi per le quali si ha soltanto la condizione
che y sia diversa da zero, e il limite per 2=0 della espressione cui ora si
a4

riduce la (24), cioe il coefficiente %(a — 9\/__\’ di e-% nel denominatore ab-
4\ Qe

bia il modulo minore di uno.

12. Le formole trovate (32) e (35) col particolarizzare le costanti che
vi figurano «, 8, y, ¢ danno infinite espressioni per integrali definiti della
funzione Z_%' che per ¢y=a,=1, a,=—2£ si riduce alla solita fun-

"
zione X, (£) di Lieeenore; e alcune di queste formole sono notevolissime.
Cosi nel caso di ¢ diverso da zero, cioé della (32), supponendo o* = a,,
2af —m () a1)23\/;o
—— 0=} - —=]~
F—a 2y, FF—a

con che la (33) ci da y = » dalla (32) stessa

avremo la formola :

PR G V(T jf[l T (P’ - ﬁi) (727—872 m]n

o

_1 dg (36)
quz 9= Bz_az i 5 ; (IR )
[@+Te i’+—2-e‘?]

0

nella quale le costanti 8 e & dovranno essere diverse da zero, e soddisfare

f—va _ B4Va
5’ 3

la prima abbia il modulo minore di uno, e la seconda lo abbia maggiore di

V @

p

alla solita condizione che delle due radici (84), ciod —

uno, supponendo sempre che il rapporto abbia la parte reale positiva. B
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supponendo che sia anche = 9* = f3*—a,, di qui avremo le formole:

71— War h[l + (p B 2\/ao) \/%]" dg,
5o 2w ¢ B VB = @ cos gt .
Z—%’”=(— 1);2\/70)” 2 [1 4[:’31 (P/-: _2_\/ ao) \/@”e;az]nd 9, \
0 — P as Sen ‘P] N
Vae

nella quale per la costante 8 si ha la solita condizione che il rapporto s

abbia la sua parte reale positiva.
Supponendo invece 8*=a. e quindi 8= \a,, senza che sia =0 con

che la (33) c¢i dd d= 2ep —a 7=(ac - a’__) 20V Galla (32) avremo la

a* — a, 2\ a:) 2 — ao

formola :

(— 1) et g e
Z_1 = — . dog, (38)
3 2% (\/ @2 )"+ [1 + " — Y el?]n+
2 \/az o — a
nella quale per le costanti « e y si ha soltanto la condizione che y sia di-

versa da zero, e che la seconda delle due radici (34) (la prima essendo ora
uguale a zero) abbia il modulo maggiore di uno, cio¢ sia:

oa?——ao

mod y << mod -3

a1
A ——

2V as

per modo che quando si prenda = y*=a®—a, si troveranno le altre:

(— 1) pd (a 4 J2? — a, cos p)» d
TT 2w (Jan 1+ (oa o) ]n A
o 2 asl ez — ao

- (39)

(= 1) f ] (% — ya? — @, sSen <p)” do,
T2t 2w (Y as)rt (o ei? ]ﬂ+*
0 L1+1( 2\/72) Vol — a,

o
o — —
2V a:

«? — ao

che varranno quando sia mod < L
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E queste per « =0 si riducono alle altre pit semplici :

21

(—iJay | cos™
=.1n = — el d P
SR e
0 2V aey
o e (o)
(ijas)r [ senn
- \/'—0 £ 244 d()o’
2 27 (V syt | (1 R _ei?)
0 2V ae az
2
nelle quali bisognerd supporre che sia mod —=— < 1; mentre per o= —o
ay a2 2y a2

le stesse (39) danno le due:

\

27T
_ 1y S
-37»"_Wof(“‘+va‘2_4“°“s°08?) dg, J
o= Gy ) @ VT Tw e g d g,

‘

che valgono qualunque siano i coefficienti a,, ¢, € a,.

Ponendoci invece nel caso di d =0, cioe della (35), e supponendovi
+ 92 = «*— g, si ottengono due formole che si riducono subito a combinare
colle (39) quando vi si cambi ¢ in 27 —¢, e che valgono sotto le stesse
condizioni; talché anche il caso di ¢ =0 ci riporta alla (39), (40) e (41) che
trovammo quando supponevamo ¢ diverso da zero.

Supponendo invece nella (35) a®=a,, 0 « = \'ay, si trova la formola:

s PRER A
g 2W(\/—a—e)"+‘ 1 — '—2_ ) e—i e+ !
; [Hgyﬁ,(“““““ o]

che vale sempre quando il coefficiente di ¢ nel denominatore ha il modulo
minore di uno, cioé quando:

mod y > mod 2Vaia —a

2Va,
ovvero:

— a1
mod y > mod(\/ao—- 2\/_).

@y
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E si noterd una volta per tutte che il valore di \@, che figura in queste
formole s'intende sempre che sia quello che viene scelto come valore ini-

ziale di \a,2* + @, 2 + a, per 2 ==0, mentre per gli altri radicali che vi figu-

rano ciod \/a,, {B*—a., ... potremo prendere sempre quello dei loro valori
che pit ei piacera. '

13. Torpando ora alle considerazioni generali, completeremo le nostre
ricerche attuali relative ai casi nei quali i denominatori delle espressioni (26)
o (29) vengono di 1.° grado in 2, trattando cioé ora il caso di y = %, 2%, con
2 cost. e s=0, 0 s=1, e p nullo o intero e positivo qualsiasi; con che
troveremo varie espressioni per integrali definiti non solo per la funzione

Z_ 1, come nel caso precedente, ma per tutte quelle pili generali Z_, 1.

che corrispondono a qualsiasi valore nullo, o intero e positivo di p.

14. 1l caso di s==0 (che per p==0 si riduce appunto a quello la-
sciato da parte di y =0 negli studi del § 11) si tratta subito nel modo se-
guente : ‘

Si osserva cioé che essendo s =0, e avendosi ancora p, = a2 -}, con «
e B costanti e B diversa da zero, onde la funzione che figura nel denomina-

tore della espressione (29) divenga del 1.° grado in z bisognerd che si abbia
2 1 _2 T
.__2p+1=1, OVVero p==-—p-— 5> ¢ ot =) ¥ g, ovvero a =X ¥ g,

essendo \/a, uno qualsiasi dei due valori di questo radicale; e allora la espres-
sione (29) stessa diverrd:

i}

-2 _ % Pt
2 _ 2pH 2p+t
[‘“(—B—%——xm)r“’ + o J"[“ . z%x'p s e‘“’]z]

e il suo sviluppo in serie di Cavcny sard:

2
(“+2a@—1 g, e—i‘:’)n

2™ 2

%(-P—l)n'" N i _zn;
gr—n Tty

, Ao .\
—— e~} — P
6+ 5552 e + 3 ov)
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e quindi per la (28) avremo la formola:

Z—P_ % M =
1 it
2 ( gy H 4 ety
n l 2 a, (43)
= (—1)yrp . =(piw(n+p) n (V ao)" o—ip? \1+ %o d
=(n)=(2p) 27 A hoP 2 s

—) Py,

2 ho .
P (e o)

n+4+p4-1

nella quale 3, A e 2, siano costanti diverse da zero, e tali che le solite ra-
diei (23), ciog:
2 2
9y 2p+1 2p+1
e e B e (44)
o Xo

abbiano la prima il modulo minore di uno, e la seconda il modulo maggiore
1
T o1 \/'_

di uno, e il rapporto 2 * abbia la parte reale positiva.

1o
-

2
E al solito quando asia =+ 32— pg*—2% ®*'q,, nel qual caso si avri:

Z 1 s

b o o0 n

21

_1¢

1_}_.(()__) 2p+1 a

" 2‘/ ao) \/
™ p) % 2o n )I’+'
— (= 1y #(p)=(n+p) A Waom | oo Be— .
=(n)m(2p) 27WhP / =
0 -p+1 1
A 2 COS ) 4+D+
E+Vee 2 008) )
Zi_, La=
2n 1 . .
l—i(ﬁ——l_ gp+H1 6(4_) e—it
‘ 2 ao \/ N
2p+1 ” ne 4 2rtl
= (— Tywe ”(Z’zﬁsz P 2_}@“; )" | gmiel i
° (e \/ﬁ S Haz SeN g)+p+!
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non occorrerd occuparsi delle radici (44) ma basterd assicurarsi che il rap-
1

wHy g
orto ———— ha la sua parte reale positiva.
P 8 P p
.
E pit particolarmente ancora se sard anche: g =12 2”"'12;—1_—, e quindi
(41
2
o1 01— 4 N . .
F 7t =2 2"""1-‘2—4”——%‘12 avremo le formole pilt semplici :
0
Z-p_%s n =
— 21
— (— Ly =(p)m(n+p) 20 (Y a,)2+2p+1 ‘e—ip? do ,
- 3 ™ ) 2 — o P — p+-1
()= 2p) 27 (ak— day e (% + % Vai® — 4 aq az €OS ‘?)n+ !
U
Z_ﬂ_%l n =
—_ 2.t
(1 TR ) 2R et de ,
=\ - P —_— ) 1
w(n) = (2p) 2= (Vo' — 4 a5 az)? (—‘;5 1 vt — 4 a, a2 sen “.’)HM
0

nelle quali ora \a, in conseguenza del valore che sard stato scelto per ya,
dovra intendersi preso in modo che il rapporto — 2 _ abbia la sua parte
2V a0 v a2
reale positiva.
Supponendo p =0 si hanno di qui le formole molto pit semplici che
corrispondono al caso di y =0 che fu escluso nel § 11. Cosl ad es.: dalle
(46) abbiamo le due:

—_ 2t
7 1 W) F 49 :
T 2w a , 1 ——— n-+1
7 + 5 v —4a, ax cos o
) (*47)
—_— 27
(= 2 \
Zoyn= 27 R ) —— T
0 (5—5\/6112—4% az Sén q)) /

le quali richiedono solo che il rapporto é—_a‘—\/_ abbia la sua parte reale po-
g \ a2

sitiva.
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15. Resta ora da considerarsi il caso di s=1, o di y =} 2.

In questo caso, essendo al solito p, = a2 - B, perche la funzione che

figura nel denominatore della (29) possa essere di primo grado bisognerd che
2

1 T opt
si abbia ancora p=—p—zse che sia g2=21 **!q,, cid che, per la con-

\/v)

dizione che il rapporto ~—-= abbia la parte reale positiva, porterd che debba

1

prendersi ,8=1—-21’_+1\/_a—2, dove il valore di {a, sard quello che sard stato
scelto.

La espressione (29) diverrd dunque ora:

1

2 2 ’
2af —2 L,

A P 2 p+1
—i9 AR TP 20 i
[B—l— o - ¢~ +(°¢+ 57 et +2e‘?)2]

e il suo sviluppo in serie di Caucry sara:
2 .
- i e—1? Y ()
. |+ e =3 TR 5 4 S|
Sep-1at °
< (=P=Ln g )

— ———— _'? } 1
B (@ap—2 T gy [
27

e quindi per la (28) per n=p avremo la formola:

\
Z, L
2
ntptl . Spti +1 - X L
. ) @ 20 ,ip
)n+p r(p)n(n+p) A ij-_l e~y [/—‘_(0 ¢ ) 2)‘ + 2 ‘ d
w(n)™(2p) 2R AINGP(/ a2 ) +P+1 [1+ (“ N +1 @ )e- i?]n+19+1 £
0 2/az A
e per n<p avremo l'altra:
2z -3 :_1 e—i? A n
|t 2= TPy S T ]
e—ip?P : 0 ‘ - d ¢ = 0 ) (49)
~ 5pTi —i9 Jn+p+
I
0 [ + 2V Ao
le quali per essere ora x (0)=0 varranno quando il limite per 2 =0 della
Annaly di Malematica, tomo I, 0
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o —2Ae 2p+1__al_.

espressione cui si riduce ora la (24) ciod il coefficiente > 2Vae g
0
¢~* nel denominatore abbia il modulo minore di uno.
E cambiando n in n 4 p la (48) potrd scriversi:
Z—p——;—, n \
i am <rp_+'i P
—_— 2___ —_
Iy w{(p)=(n 4 2p) 32 e_ip?[a‘l‘(a ) 21 -l— e?]_ ;
F(n+p)F(2p) 2= P(yac)n+2pet [1+(« _ ~wh_a )e_ﬁ]mw B
0 jaz] o /
o
E quando sia # A 2=a*—21 **tgq,, questa dard luogo ad altre due pil
semplici nelle quali i numeratori sotto gli integrali avranno la forma
(@ 4 2y cos8 g)**P, 0 (o — 2%, sen ¢)*+?, e la cui validitdh & sottoposta alla condi-
=1
rz—)\_gp_ﬂ—a'_
zione che il rapporto —__»7_2_‘/32— abbia il modulo minore di uno; e in-
\/oc2 7\—2—1'——"'1 o
1
fine se sard anche a =1 %! \7‘ » con che quest’ultima condizione & certo
2y az
soddisfatta, avremo le altre:
Z—p——;-, n
(p)(n+2p) 9 - e \mep
1y: TRIERTEP d f 'P?( a -—4aacos) d
1) -:\n+10)'r(2p) 2717(\/02)2”‘*'21"“1(\/611 -—4a0ag)p Ty V ' et ¥
Z"‘p—' ';‘u n =
w(p)nln-+2p) (29 2"‘
p
1 pIERTP A J*'P(———a 4aasen) d
ye w(n+p)m(2p) 2r(Ja) o+ (Vo —da,m)P Vai'—Adasaseng ¥

che valgono per qualsiasi valore dei coefficienti, come pel caso di »<<p val-
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gono le altre:

Je-ip?(i;-‘ + %\/ai——4aoa9 cos prdg=0,

. { (562)
J -7 (% — %‘\/a.* —4a,a,8en )" d ¢ =0.
0
16. Tutte queste formole col farvi p=0, g,=0a,=1, @, =—2%,

Va: =1, danno altrettante espressioni per integrali definiti per le funzioni

X, () di Lecexpre.
Cosi ad es.: avendo riguardo alle (37) si troveranno subito le due:

G| (Hvi;—gl"”’)n Ze) )

X&) =57 § (B + VBF—1 cos g)n+? (53)
2 E’ + - 1 %
(+ 1) (l i 1 ?) ~
Xut)= e
— 52 — 1 sen p)n+

con B numero qualsiasi colla parte reale positiva; e cost prendendo 8=¢
avremo le altre:

.

2.1 2 2 i

(_ 1)nf ( \/52 en’)

Xa(§)= 5= de,
"y (G VE—1Lcos gyt

2t 2¢&
s A -
X,5)= "1 § TE ) do
2 w 0 (E - JE2 -_— 1 sen ?)""‘1 ! (54)
2¢ .
. __1_ | de
X‘n(g - J (}.’ + \/‘ —1 cos 0)7”1

. 1 ao /
Xn(§)= =— )
©=3 Wo’ (£ — VZE =1 sen g)n+t /

che valgono pei valori reali o complessi di £ la cui parte reale & positiva;
e le ultime due di queste si hanno subito anche dalle (47).
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LA
Similmente le (39) ¢i danno le due:

(— 1)n 22 (a -+ ya? —1 cos o)

Xn(g)= o (1 + -a + E ei?)n+1 ')
s 5)
. (_ 1)” 2 (rx _— \/12____1 sen (P)n
Xn(é) - 927 ( +Z + E i?)ﬂ+1 d ? 9
Jor —1 /
le quali richiedono che si abbia mod /a T El << 1; e queste per « =10 i danno,
Yo —

come le (40), le altre due:

2n 2

( + z)" cos” (£ sen’ ¢
0 0

che valgono pei valori di £ che cadono nell’interno del cerchio del raggio uno.
Le (41) poi, come le (51), ci danno le altre:

2

2.¢
Xu@) =55 [G+EF—Toosgrrdg = [e—\F—Tsengrdg, G
0 0

che sono le formole date da Larprace per le funzioni X,; e in tutte queste
formole 1 segni dei radicali che ci figurano possono essere presi comunque.
Infine poi la (42) ci da la seguente:

X, (E) . (— l)nvzslf( (i 1+ %ei?)n d (58)

n41 ?’
27 1+E_';:.le_i?)+

che vale quando mody > mod (¢ % 1).
17. T risultati ottenuti mostrano gid 'utilitd della formola (9) del § 7,
e dell’altra (17) che ne abbiamo dedotto, e fanno anche chiaramente apparire
che possono condurre ad altre formole notevoli, sl per le funzioni Z,, che
per una immensita di altre.
Qui non fard ora queste ricerche; solo osserverd che nel caso di

1 .
p=—p—g come abbiamo supposto y=2%,2° con =0, 0o s=1, avremmo

potuto supporre y =12, 2* -} p, con p, anche diverso da zero, e con s anche
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superiore ad uno, determinando le p,, ¢ (2) e « nella (29) in modo che la
espressione che figura nel denominatore fosse della forma (4 - B 2* - C 2%)p+
con s intero e 4, B, C funzioni di ¢ soltanto, riducibili alla forma:

A e v et
con che lo sviluppo della (29) stessa in serie di Cavcmy & ancora facile a

trovarsi; ma allora le Z, , invece di esprimersi per un integrale soltanto
come in tutte le formole precedenti, si esprimono per una somma di integrali.

18. Limitandoci poi al caso in cui si suppone ancora p=—p—gz-> e

si richiede che la espressione che figura fra parentesi nel denominatore
della (29) sia di primo grado in 2 (come si suppone sempre nei paragrafi
precedenti), osserveremo che anche con altro processo semplice si pud giun-
gere ai risultati ottenuti.

Tornando infatti alla formola (9) del § 7, si vede che in sostanza non
si tratta che di ridurre la quantita p?*— p,2— ¢ alla forma a,2* + a, 2 + «.
con p,, Ps, € g, funzioni di primo grado in z reali o complesse; e quindi
se si pone:

Do =122 gy, Pi=R 2+ w7, =02+ w),

si vede che dovremo avere:
a .
Mt A AT =ayy Mot Mt Aope = Ei s o' gt e = ey (59)

e siccome dovremo continuare ancora a supporre come precedentemente che ¢,
non sia zero, potremo sempre scrivere :

f"o=v-a_2’7u P‘i=\/5;7717 P--z:‘\/a_z"]z, (60)

essendo »,, 7, 7, quantitd reali o complesse che dovranno soddisfare alla
equazione :

7)02 + '01'2 + 7)2? - 1 ] (61)
onde venga soddisfatta la 3.* delle precedenti; e se intendiamo al solito che

in queste per \a, sia preso il valore che sara stato scelto come valore ini-

ziale di \e,2* + a,2 4 a, per z=0, », dovra avere la sua parte reale di-
- . 1 ———
versa da zero e positiva, onde il rapporto — Vpo? — p* —q.° possa avere an-
Py

ch’esso diversa da zero e positiva la parte reale per z2=10; e cosi in parti-
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colare p, non potra essere uguale a — 1, o avere altro valore reale negativo
qualsiasi.
Ne segue che se », non sarda uguale ad uno potremo sempre scrivere :
o = €08 8/, ni==sen g sen ¢, n, =sen g cos g, (62)

e cos ¢ dovra avere la parte reale diversa da zero e positiva; o in altri ter-

mini la parte reale di 6’ dovra essere compresa fra — -;- e % (gli estremi ig

escl. e se 6" sard reale anche § =0 esc].); mentre se y,= 1 avremo n,= * iy,

con xn; quantitt reale o complessa; e dovendo sempre le A, A, e 2, soddi-
sfare alle due prime delle condizioni (59). -

D’altra parte devono anche essere sempre soddisfatte le condizioni (4),
0, il che & lo stesso,-quelle che si avevano al § 7 per le radici della equa-
zione (13) che ora deve scriversi:

B—29) 7+ 2py7 + (P +129)=0, (63)
e che per 2=0 si riduce all’altra:
(ne+2m)y* + 2ny 7y — (re — ¢ n:) = 0 (64)

dunque poiche, nel caso in cui, non essendo 5, = 1, si hanno le equazioni (62),
questa equazione diviene :

sen §' e y* -+ 2co8 6 y —sen§ e~ =0,

¢ ha le radiei:

—cosf +1 .. —cosh —1 .,
Bl P L e-i?
sen 6’ e sen 6’ &
ovvero :
6’ _iy 0 _ip
tg ¢, — cotEe ) (65)

si vede che ¢' e ¢’ dovranno essere prese in modo che di queste radici la
prima abbia il modulo minore di uno, e la seconda lo abbia maggiore di
uno; e cid qualunque poi sia il modo che si terrd per soddisfare alle due
prime della (59).

E cosi in particolare si soddisfara alle condizioni che qui abbiamo per ¢’
e ¢’ quando per queste quantitd si prendano valori reali che per & siano

compresi fra —g e ;— 0 e gli estr. & -;- escl.) e per ¢ siano qualunque.
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Se poi essendo 5,=1 sard »,= * 7y, nel qual caso le formole (62)
non potrebbero usarsi senza introdurre in campo valori infiniti di o', allora
col tendere di 2 a zero, delle radici della equazione (63), nel caso di », =1 x,

? . N . .
una tenderd a zero e laltra a BN nel caso di 5 = — 7%, il modulo di
il

una crescerd indefinitamente e 'altra tenderd a — 74,3 dunque quando », =1
e quindi », = =% 7y,, bisognerd sempre prendere per », una funzione il cui
modulo sia inferiore ad uno.
19. Tutto questo qualunque siano i valori di @, ¢ a,, e colla sola

condizione che @, non sia zero.

Distinguendo ora i due casi di a, diverso da zero, e a, = 0, osserviamo
che nel primo caso potremo fare, anche per le %, %, e 7., quello che si &
fatto colle (60) per le p,, u,, € p., cioé potremo porre :

7‘o=\/a—ogov )‘I=V.a_o‘517 7~2=\/E;g?7 (66)

essendo \a, quello che meglio ci piacerd di scegliere dei due valori di Va,, e
%0y £:y &, dovendo soddisfare alla equazione:

502 + 2 "i" gr=1 3 (67)
e avendosi, per soddisfare anche alla seconda delle (59), I’altra condizione :

p a
Eono + & Egp = ———=" 68
o7 um 2Var \/ ae (68)
Ne segue che in questo caso in cui, oltre ad a,, anche a, & diverso da
zero, 1 coefficienti A e u potranno determinarsi per mezzo delle (60) e (66)
quando si prendano per (%, £, &), € (%, m, n,) le coordinate di due punti
M e M’, reali o immaginari, della sfera di raggio uno, scelti in modo che
i raggi ad essi corrispondenti della sfera facciano fra loro un angolo y (o
intercettino sulla sfera un arco y di circolo massimo), reale o immaginario,
pel quale si abbia cosy = 2—_‘“—\/_ e quindi, se si escludono dapprima i casi

\ Go \/ G2

di £,= %1 e 5, == 1, potremo anche prendere nelle (60) e (66):
£y = cos 6, £ =sen 6 cos ¢, f,=senfseng, (69)
7y == €08 §, 7, =send cos ¢, 7, =8en ¢ sen ¢/, \
con 6" e ¢' quantitd reali o complesse per le quali dovremo intendere soddi-
sfatte le condizioni poste sopra, e ¢ e 9 pure reali o complesse la prima delle
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72 Dini: Un’applicazione della teoria dei residus

quali non sia zero o =, e che insieme a &' e ¢’ soddisfino alla condizione:

cos 6 cos ¢’ +-sen 6 sen 5’ cos (¢ — ¢) = -2, (70)
2 \/ao \/az
alla quale evidentermente si potra soddisfare sempre in infiniti modi.
E cosi in particolare, quando il rapporto —2 _ sia reale e non supe-

a0\/a2
riore ad uno in valore assoluto, potremo prendere per M’ un punto reale
qualsiasi nell’ emisfero al quale appartiene il polo di colatitudine 6 =0,

escludendo questo polo, e 1 punti dell’equatore 4 =72-—', e prendere poi per M

un punto qualsiasi del cerchio deseritto da M’ col raggio sferico y, essendo y
da .
2V Jae

Se poi, sempre pel caso di ¢, diverso da zero, si vorra prendere 5, =1,
allora dovremo intendere che sia 7, = % ¢y, con », quantitd reale o complessa
che abbia il modulo inferiore ad uno, e potremo ancora prendere per A, 1,,
e 2, 1 valori (66), pei quali i valori di £, &,, e £, quando non sia §, =% 1
potranno anche prendersi sotto la forma data dalle prime tre delle (69);
mentre se sard £, = % 1, dovremo prendere £, — * %£, senza avere ora con-
dizioni rispetto a &, salvo a dovere essere ancora soddisfatta la (68).

E infine, sempre pel caso di a, diverso da zero, se sard {,— * 1 e quindi
fy== ¢&,, senza che sia y,=1, 0 y,==* 4y, (per non ricadere nel caso
precedente), allora per »,, 5., € . potranno prendersi i valori (62) nei quali
dovrd ancora intendersi che 6" e ¢’ soddisfino alle condizioni poste sopra.

Passando poi a considerare il caso di a,= 0, osserveremo che allora per
le quantitd p,, g, € s, 0 75, m, € 7, varranno ancora i risultati precedenti
senz’altro; mentre la prima delle (59) si ridurra alla seguente :

A A Ar=0,

I'arco fra 0 e = pel quale si ha cosy =

e richiedera percid che se A, non & zero si abbiano le due:
A =1tAco87, A, =1t),8ent,

con ), e = quantitd reali o complesse qualsiansi, e se A, sard zero dovra es-
sere %, — & 72, con 2, pure reale o complessa qualsiasi; e dovendo sempre
essere soddisfatta anche la seconda delle equazioni (59), la quale potra anche
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delle funzioni di variabile complessa. 73

seriversi ¢
a

)\oﬂo+ltﬂx+7\eﬂ2=27—"

a:
e quindi nel caso di A, diverso da zero prenderd la forma:

Xo(no—l—imcom—l—inzsenr):Qal_,
az

e nel caso di ,=0 prenderd l'altra:

ay

2@

A (0 Eodip) =

20. Tutti questi risultati mostrano come esistano infiniti sistemi di fun-
‘zioni p,, p,, q. di primo grado in 2, cioe:

Po=12 2+ g, pr=R&z+p)e, g =24 )1,
per le quali si abbia p*—p*—q2=0a,2*+ a, 2+ a,, e danno anche il
modo di determinare i vari sistemi di valori dei coefficienti 1 e p.

Supposto dunque che (,, A, A2), (1, e, pe) siano uno di questi sistemi
di valori delle quantitd A e w determinati come precedentemente, dalle for-
mole (9) del § T si vede che sara: '

[7\24—1:7\1)2—‘—‘&2—{— 'I.;P
(- PPyt i

(@02t + arz + a2) *

2

1 ' . do
—_— e-zp? $
2%

[ro + 421 €OS P + Gy Sen @ 4 (o + i Ay COS 9 + 4 A2 S€n 9) 2]+t ’

e in questa il trinomio p, 4 ¢y, c0o8 ¢ 4 ¢ p.Sen¢ non sard zero per nessun
valore di ¢ perché esso corrisponde al primo membro della equazione (64)
quando vi sia posto y = ¢, e questa non ha radici col modulo uguale ad uno.
Ne segue che finche z ¢ in un intorno sufficientemente piccolo del punto
z=20 si avra:
. et i)z A (p2 4 i pa)p
(—1p 2 p), ) ]
(0 2% + a1 2 + a2) 2

.. 0 1 2 (71)

_ 1 °2°,‘ (—_p—l)n z"fe"'l’? e —.H'h cos<p—|.—ilzsen o) 0,

0 (ng - M1 €OS @ 4 ¢ m2 Sen g)r+P+1

T

Annali di Matematica, tomo I. 10
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4 Dini: Un’applicazione della teoria dei residui

quindi se si ha riguardo dapprima al caso in cui si abbia contemporanea-
mente % 41, =0, g, +¢p, = 0, nel qual caso, per le formole precedenti sara

pz¢,=\la-2 0n=1, e 1o=Va con a, qualsiasi, otterremo intanto la formola
seguente :

2t

— (\/07)- —I- A e—i?)n _
Je * (1 4 iy e—ipyn+p+t de =0, (72)
b

che varrd per qualsiasi valore reale o complesso di a,, e per qualsiasi va-
lore intero e positivo o nullo di #» e di p, e con 5, quantitd reale o com-
plessa di modulo inferiore ad uno.

21. Fuori di questo caso poi avremo evidentemente dalla (71):

_2p+1
(22t +aiz +az) L—

3 (Xo-+ohicosp-adeseng)n (13)

I G Y () R L o i
(o M1C0Sp—tin2Seng)n+P+t ¢

2 3%cp- n [ g-ipe
(2p)p(Vaz)r+p+t —%‘( p-1nz ‘e 3

0

e quindi se sara p =0, allora comunque siano state determinate le quantita
% e p secondo i processi precedenti, avremo la formola:

27T
(=17  (e+ilcosg4ideseng)n

e (\/E)"HO. (fio + i m1cOS @ + 4 7z sem pyrrt 17 (74)
dove :
no® + ' + 7t = I, Aot "I"' M A = (/2% )
ai (75)
lo’io‘{‘)\"h‘{‘lzﬂz: — 9 S
2ya J

senza perd che si abbia contemporaneamente A, -} 43, =0, n, + 45, = 0; e
se p non & zero, allora quando si abbia 2, +72,=0, senza che sia
rs+1in, =0, cid che dard ).‘,=VZ; e l,=—1X con 2, quantitd reale o
complessa qualsiasi, avremo la formola :

Z"P_“],‘v " =

2.¢ — .
—(1\nep F(D)F(Ap) (reFin) P f _ip; (Vao + Due-it)n
=1 = w)R(2P)  (Jaz)n+D+ e (7»0—{‘iﬂLCOS?+iﬁisen?)n+p+f de,

(76)

0.
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delle funzioni di variabile complessa. 75

nella quale le #,, #,, 7., ¢ 2, devono soddisfare alle condizioni :

bttt =1, Vagn, — ik (e +in) = —=> (17)
: 2y a:
e alle altre che indicammo nel § 18; mentre se sard invece n,+tn =0,
con che 5, =1, senza che sia 2, }-72, = 0, allora per n=p avremo:
Z—P_ %. h—p =
(1) =(p)n(n+p) (lzj—zll)—pfe_ip? (lo—i—z'h?OS(pt}—hsen?)_" ?,
m)E(Ep)  (Jaryervst (I t+ine=i#)n+p+

e per n<p avremo invece:

2r

_ing (o 12 cOSp + de seng)n .
[eimr Ot e e g =0, (18)
per modo che cambiando nella precedente n in n -+ p avremo anche:
Z_, 1 .=
2 A
(79)

—(—1p

2r
m(p)w(n+2p) e +4k)-P [ g- 0 (Ro—tihicosp|-Aeseng)r+p d
Fntp)R(2p) (Vas vt ) (1 Finge—9)n+p-t ?

essendo sempre in questa formola », una quantitad reale o complessa qualsiasi,
ma di modulo inferiore ad uno, e dovendo 2, ,, 2, soddisfare alle con-
dizioni :

M AE AP =0,  A—in (Qetid) = —. (80)

2V az
Invece, se nessuna delle due quantitd A, 4 ¢2, », +¢», sara zero, al-
lora la formola (73) c¢i dard ancora la funzione Z __1 , espressa, anziche

—P— 5. n
2
per un solo integrale definito, per una somma d’integrali definiti, e condurra
a una relazione di primo grado fra le funzioni:

Z_ 1 Z_, 1 Z_p_%,‘_,,...Z

1
-7, 0? —p—5 17 —p— g, 0

che studiata condurrebbe a risultati notevoli, e alla generalizzazione di altre
proprieta note delle funzioni X.,.
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76 Dini: Un’applicazione della teoria dei residui, ecc.

22. Queste formole che comprendono quelle dei §§ 11 e segg., per
a,=a,=1, a,=—2%, p=0 comprendono anche tutte le varie espressioni
note per integrali definiti che si hanno per le funzioni di Lreexore X,. E
siccome nei casi di @, e a, diversi da zero si possono prendere sempre le A
e p sotto le forme (60) e (66) colle £ e » date dalla (69) e 6, g, &', e ¢ le-
gate fra loro dalla (70), cosi le espressioni per integrali definiti che si hanno
per le funzioni sferiche di due variabili ordinariamente designate con P,,
si trovano qui estese anche alle funzioni pill generali che vengono dalle
Z_ _1 . come le P, vengono dalle X, e per valori reali o complessi di

-
quelle variabili; per modo che ora su queste funzioni pilt generali di due
variabili si potrebbero fare con facilith studi analoghi a quelli che si fanno
per le P,. :

E notiamo infine che gli studi fatti in questa Memoria danno le esten-
sioni alle funzioni Z_, 1 , e in alecuni casi anche a quelle pitt generali

2,11

Zyn (con p reale o complesso) delle formole o proprieta integrali che si
hanno per le X, di LeeExpre; quale estensione, mentre per molte delle altre
proprietd era gia stata fatta da altri, e segnatamente da Mewrer, Hemg, To-
veLul, Escary, Amavzio, MorEra, GGEGENBAUER, ecc., non era stata fatta pero,
almeno che io sappia, altro che per pochissime delle formole che si riferiscono
alle proprieta integrali. E questa estensione si & presentata qui in modo tutto
naturale, con un processo generale che viene dalla teoria dei residui.

Debbo poi aggiungere che in una Memoria del compianto prof. ScaLAEFLI
pubblicata in occasione del centenario della Universitd di Berna, la conoscenza
della quale io debbo alla gentilezza del prof. Grarr, si trovano anche alcuni
studi molto importanti relativi a funzioni che provengono dalla generalizza-
zione della formola (57) di Larrace per le funzioni X,, e che hanno molta
analogia con quelle che qui ho considerate.

Pisa, 3 febbraio 1898.
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Un teorema sui limiti superiori e infe-
riori dei moduli delle radici di una
equazione algebrica.

(D¢ Unsse Dinyy a Pisa.)

1. Quando si ha una equazione :
@ 2" + @, 2"+t Uy 2 -0 =0, (1)
e k& & il massimo modulo dei rapporti:

[/ a2 m—1  Am
‘e s — o
ao ao Qo o

& noto che un limite superiore dei moduli delle radici & 1 4+ k. (V. p. es.:
Serrer, Algébre supérieure, tom. 1.°, pag. 105.)

Ve ne sono altri perd assai pit vieini al modulo massimo delle radici
stesse, e -uno dei quali & anche molto notevole; e questi, come il limite I 4,
si trovano nel modo seguente.

S’indichino con a'y, @'y, @'5y..vy @'m-y, @' 1 moduli di a, @, ,...,
Um-1y %m, € con p il modulo di una radice qualsiasi « della nostra equa-
zione. Avendosi:

sard evidentemente :

’ ’ !

’
@ n

a a e a m--1
mo— 2! m-t Z: om-—2 wom 9
= p —I—a,op R o p+a,o’ (2)
e quindi anche, per p diverso da uno:
PVII . _I_
N e .
P -_— k P— 1 ?
Annali di Malematica, tomo I, 11
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78 Dini: Un teorema sui limite superiori e inferiors

e se si sapra che la radice « che si considera ha il modulo p>1, sard
anche: pmtt —pm =k —k, e a fortiori: gm+' << (1 4 k)™, donde
p<<1+k; e per questo, e perche la cosa sarebbe evidente di per sé quando
fosse p=1, si ritrova cosl il risultato noto che 14 % & sempre un limite
superiore dei moduli delle radici della equazione data (1).

Si osservi ora che se ! & un limite superiore dei moduli delle radici
della (1), pel modulo p di qualsiasi radice si avra dalla (2):

Pm4___lm|+ lm?+ _*_am"l_{__a_f_’"

e quindi evidentemente :

aln !

Y/ﬂlmx_!_ lmz_l_ +

!

a m
___/_.,
ao

sard un nuovo limite superiore dei moduli delle radici.
D’altra parte se si prende /=1 -+F% si ha:

lm‘_l_ lm2+ +dmll+_ m

=k (1+k)m—*+(1+k>m—=+---+(1+k>+li,

ovvero :

a's " a’s T . a'm—1 a
a_’o l i _l_ _a’_; l + + a'o l _|.. ﬁ_ao -
Mo ] e ml] — __1_ 5
=(1+Er—1=(1+5 )1 d k)mf
sard un

dunque evidentemente olére ad 1 -k, anche (1 4 k) '\n/l AT +1 DG

limite superiore dei moduli delle radici della (1); e questo limite sard mi-
nore di 1-}-%.
Ne segue che se si parte dal limite ! = 1%, pel nuovo limite :

7
Qe

] — Vali Jm—1 |- a2 im—2 4 ... -+ @& m—1 l + a'm
= ’

si avrd [, <<l
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dei moduli delle radici di una equazione algebrica. 79

Partendo poi da I,, pel nuovo limite :

'y hm—t 4 @'s lm=t - o @ - L+ @
s

4
ay

l,—

si avrd evidentemente [, <l,; partendo da [,, pel nuovo limite:

o/ =t @l o -tz a'm
lg = a/ ?
0
si avra [;<l,,... dunque ponendo per abbreviare:

’
a't Am—t 4 g's Am-2 + R @' m—1 A + @' m
’
a’y

0 (2)—

si pud dire evidentemente che :
l=1+k, l!="\75—(1+l")7 l2="\1m)1 ls="\19_(l2—)a---

saranno altrettanti limiti superiori dei moduli delle radici della (1) che vanno
sempre decrescendo, ed essi in conseguenza avranno un limite c¢; ¢ questo
numero ¢ sara alla sua volta un limite superiore dei moduli delle radici della
equazione (1) o sard il massimo di questi moduli.

A causa perd della continuith di 75 (1) si vede chiaramente che quando
A si accosta sempre pili a ¢ insieme a 76 (1), questa quantith 7o (X) si ac-
costa indefinitamente a %8 (c) ed ha appunto per limitc "6 (c); dunque si
avra evidentemente ¢ =78 (c) e percid anche:

a,o Cm = a'4 Cm“ —I— alg cm—z + e + a,m-l c + alm;

talche si pud ora evidentemente enunciare il seguente teorema :
Avendosi la equazione (1) e costruendo laltra :

alo)\m——a"lm—' - alg )km'z-—-“—a'm-.l —a'm—’-_—o’ (3)

che non & altro che la equazione de: moduli nella quale é cambiato il segno
a tutti © termini meno che al primo, e che pel teorema di Descartes ha
sempre una radice positivn ¢ e una sola, questa radice sara un limite supe-
riore detr moduli delle radici della equazione data (1), o sard il massimo di
quest: moduls.

E ora, che la radice positiva ¢ della equazione (3) abbia la particolarita
indicata, di essere cioé un limite superiore dei moduli delle radici della (1),
si riscontra subito anche coll’osservare che ogni numero positivo A superiore

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



80 Dini: Un teorema sui limiti superiori e inferiori

a ¢ rende positivo il primo membro della equazione (3) e quindi non pud
soddisfare alla condizione (2).

2. Cambiando ora z in % nella equazione (1) e applicando il teorema

precedente si trova subito anche il seguente :

Avendosi ancora la equazione (1) nella quale supporremo che a,, non sia
zero per escludere il caso che abbia la radice zero, se si costruisce la equa-
zione:

’ _ '
ao)\m+a/,£lm‘+"'+a,m—ll_am=01 (4)

che & ancora la equazione dei moduli nella quale é cambiato il segno sol-
tunto all’ ultimo termine, la sua radice positiva ¢, dard un limite inferiore
det moduli delle radici della equazione stessa (1), o il minimo di questi
moduli.

In particolare dunque se sard a¢'o>a',-}a's+---+a'-i + a',, le ra-
dici della equazione data (1) cadranno tutte entro il cerchio di raggio uno;
e se sar a'yfa' 4+ -+ d,-.<<a,, esse cadranno tutte fuori di questo
cerchio.

3. I teoremi qui dimostrati danno processi semplici per determinare
i limiti superiori e inferiori dei moduli delle radici di una equazione data (1),
perche col metodo delle sostituzioni successive potremo con tutta facilita av-
vicinarei quanto vorremo alle radici positive ¢ e ¢, delle equazioni (3) e (4)
che danno appunto questi limiti. Naturalmente poi queste radici potranno
anche sempre trovarsi col processo stesso della ricerca di un limite che ei
ha condotti ai teoremi medesimi.

E fermandoci sul limite superiore che abbiamo dato, si pud notare che
esso & pilt piccolo, e quindi assai piu utile, di quello dato da Gauss nella
celebre Memoria : Beitrige zur theorie der alyebraischen Gleichungen, perche
Gavuss dette come limite superiore la radice positiva A, della equazione :

a'o Am — \/.é ((l’g Am—t + a,2 Am-? ‘l‘ v + a’m—i A + “nz) = 07

e, per essere |2 >> 1, questa radice A, rende evidentemente positivo il primo
membro della equazione (3) e quindi & superiore alla sua radice c.

Lo stesso mnostro limite superiore & anche minore di quello che il
sig. L. Drsaint ha data recentemente nella sua Memoria: Sur quelques points
de la théorie des fonctions pubblicata nel volume del decorso anno 1897 degli
Annales de UEcole normale supérieure de Paris.
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det moduli delle radici di una equazione algebrica. 81

Il sig. Desavr da come limite superiore dei moduli delle radici della (1)
1l maggiore dei valori delle quantita :

1 a's 1 a’s
m — m-—»
sen — o sen —— %o
2 2
14 1 ’ ’ (5)
1 3/ ¢ 4 1 m— & m—1 1 £ @'m
m—=s- - m —— > m—;
sen — @o sen — %o sen —— %o
2m 2m 2m )

ma, supponendo che i termini diversi da zero che si trovano dopo il primo
nella (1) siano s e siano ap 2P, ag 2™ 4, a, 2™7,..., si pud osservare che
moltiplicando per s la equazione corrispondente (3) potremo scriverla sotto
la forma :

@y —sa'p MP) (@' ¥ —5a'yg W9 + (a's X — sd A7) F ... =0,
ovvero :

' a' ’ a’ ’ a'T
ao)«mw(xp_sﬁ)-{—aoAm—Q(M—s(TZ) + a'y A7 ()&’—sa—,) +4...=0,

]

donde apparisce che se si prende il massimo dei valori:

N yd @
S,p’ S'—,q" S'—,r"" (6)
Qo ao Qo

e si sostituisce al posto di A nel primo membro della (5) esso lo rende po-
sitivo, e quindi & superiore alla sua radice c; talché questo numero cosi de-
terminato [prendendo ciod il massimo dei valori (6)] é un limite superiore
dei moduli delle radici della equazione (1), ma & superiore a quello che ab-
biamo dato sopra, mentre esso stesso & sempre evidentemente assai inferiore
a quello del sig. Desavt, perchd nelle quantitd (6) non figura come nelle (5)

i1 divisore sengim, e sotto 1 radicali invece di figurarci il grado m della

equazione vi figura il numero s dei termini che effettivamente si hanno dopo
il primo nella equazione data, il qual numero sara inferiore ad 7 ogni volta
che V'equazione data (1) non sard completa.

Pisa, 15 Dicembre 1897.
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Intorno ad un tipo di determinanti nulli
d’ordine infinito.

(Di Tiro Cazzamies, a Géttingen.)

In un recente lavoro (*) accennavo rapidamente ad un tipo di determi-
nanti nulli infiniti, di cui lo studio mi fu suggerito da una Nota del prof. Pi-
cnErrE (*¥). Di tali determinanti dimostrai la convergenza a zero, per la qual
cosa ne restarono stabilite tutte le proprietd generali (comuni agli altri con-
vergenti), ed anche accennai a’loro possibili sviluppi, ed alle disuguaglianze
cui debbono soddisfare gli elementi del determinante reciproco. Ad ogni modo
ivi non erano opportunamente precisate certe condizioni, né fatte rilevare certe
proprietd, analoghe a quelle dei normali, che ritengo opportuno sieno cono-
scinte. In quanto segue provvedo a integrare succintamente il soggetto.

1. Indichiamo con:
.S~=[a,-k], @, ]5—"‘—*1...00),

un det. i cui elementi soddisfacciano alla condizione, che esistano tre numeri
positivi 7, s, A, tali, che per ogni valore di 4, %, sia:

A
Gip = ik’ (@)
posto :
|rs|=9*>1.
Sotto questa condizione si & dimostrato (***) che :
Amm!

S =Ilim $,, =lim (m = co).

ym(m+nl =Y

(*) Sopra i det. dordine infinito. Ann. di Mat., 1897.
(¥*) Sui sistemi di funzioni, ecc. Ann. di Mat., 1884.
(***) Vedi nota (¥).
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84 Cazzaniga: Intorno ad un tipo

Dunque i determinanti del tipo & sono nulli senza che sussistano particolari
relazioni fra gli elementi delle linee parallele.

2. Un determinante del tipo S resta convergente a zero, quando in
luogo deqli elementi di una sua linea, si ponga una successione di numeri a;
tali, che per ogni valore di i, sia:

|| = in, (=1, 2,... ),

dove n rappresenta un numero finito arbitrario.

Si imagini di eseguire la sostituzione indicata sopra la linea A7, si in-
dichi con 3’ il nuovo determinante che ne risulta, e con $',, il determinante
finito che si ottiene da S’ considerando le prime m linee, e le prime m co-
lonne. Si ha: '

m

!
's'm-é

= 3 janf) 431,

\
k=1
per :

| A(I;’}: = _\.; ‘ Aya, awa ceelp1a, | Ahtia « o e, | y (]C =1... 77&),

1"

dove le o, ...ap—y ahss. .. o, rappresentano una permutazione degli m — 1
numeri ;

1,2, k—1,k+1...m,

ed il sommatorio va esteso a tutte queste permuiazioni. Tenuto conto poi
delle condizioni a cui soddisfanno le a;, si ha:

Am—l m — 1 !
pria Y P
l Ahk I = A S )
donde :
m—t —1 {f
oL Amtm — L G g
Fm= 7/771(771-‘-‘) k;l | ag | v sk
E poiche: i
| ar | = knk = mnm k=1, 2,... m),
risulta ancora : '
‘. Am-t m— 1 [
Qf e g g 2 M\ 7
~m=m ? mim+1) - S ) (1)
b =1
Ma:
m sm .
Vogh g1
=1 s—1
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e questa formula ci dd per:

W
s
' ok
s<1, Ys <73’
-1
ne
s=1, Y sk=m,
k=1
m gm+
s<1, Nsk <L —
k=1 s

Onde sostituendo in 94, tenuto fermo che m ! <7m™, si hanno corrisp. le tre
espressioni :
srh (Amn m
Slm = —
=7 (1 — 3)2 .{m»q—l , /

, 7~h A mntd m
SmfA—g_Ymﬁg \
m
>

in cui nella prima e terza si & trascurato un divisore m. Poiché »n & finito
& facile ora osservare, che le quantitd fra parentesi tendono a zero col cre-
scere di m, e quindi:

(2)

8 srh isAm"
" A(1—s)

artit+4
) +

:9, = lim Sm = O-
E pilt generalmente ancora:
lim |YSn|=0, lim m = cc.

Notiamo che 'effettuata sostituzione & cosi generale, che in essa rientrano gran
parte delle sostituzioni ordinarie. Cosl in particolare potremo porre le tre
successioni :

@ 2a 3a ... ma
a at at ... a™
(1) @ne Gh ... (mhy . ..

al posto della linea 4, per a ed n finiti, ma affatto arbitrari.

3. Il precedente teorema pud essere esteso in due sensi:
@) Imaginiamo di sostituire contemporaneamente alla prima linea (o
a qualunque) di S la successione di elementi a; tali, che:

a; =, (=1, 2... ),

Annali di Matematica, tomo I. 12

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



86 Cazzaniga: Intorno ad un tipo

ed alla prima colonna una successione di elementi b;, tali che:
bi = ™, G=1,2... o).
Il determinante che risulta & ancora convergente a zero, e si ha pure
lim |9, |=0. La dimostrazione si conduce come la precedente, quando si
parta dallo sviluppo :
Sn=0auy A+ Y 0 ap,(é o;)m, (¢, B=2, 3... m),
dove il simbolo (é T\)m rappresenta al solito, il minore che si ottiene da S,

sopprimendo le linee 1, «, e le colonne 8, 1, e attribuendogli un segno op-
portuno (— 1)*+£.

b) La seconda estensione del teorema avviene in questo senso, che la
sostituzione indicata, pud effettuarsi contemporaneamente sopra un numero
qualunque, ma finito, di linee e di colonne.

La dimostrazione & analoga alle precedenti; basta partire dallo sviluppo
di %', per le linee e colonne sostituite.

Riassumendo adunque possiamo enunciare il teorema cosl modificato :

Un determinunte del tipo & resta convergente a zero, in modo che anche

mf

lim |8, =0, quando lo si bordi con p linee di elementi:

|aik|£k”‘k, (i=1...p;k‘=l,2...00),
e q colonne di elementi : ‘
| Bin | = o™t (t=1...0,,k=1,2...9),

dove my ed n; sono numert finiti.

4. Se ora al posto di tutti gli elementi delle linee 4,7,...7. e delle
colonne £,, k,... k, poniamo lo zero, eccetto che per gli elementi:

aﬁh7aéh7"'abhd

al chi posto mettiamo 1'unitd, per definizione si ottiene il minore infinito :

Gode ... ir)
T S o
del dato. Dal teorema (3) segue:
Tutti © minors infinite di 3 convergono a zero.

5. Come utile esempio, si consideri il gruppo di numeri G:

Lyy Xoy Lsyeor Tn. ..
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tutti finiti. Indichiamo poi con « il massimo (o limite superiore) dei punti del
suo primo gruppo derivato Gy, e si supponga a < l.

Cosi per ogni k¥ maggiore di un certo indice m, opportunamente deter-
minato, sta la relazione:

xkf|d.—l—3|,

dove & & un numero positivo qualunque, scelto in modo che:

. tafdl<<1,
11 che & sempre possibile.

Allora il determinante infinito di VANDERMONDE :

1 1 ... 1 ...

. iC, xz - e e xn . e

D= [J',‘k"‘] =
r: o oxt ... 2, ...

e e s s e e o o

¢ del tipo ' e converge a zero. Infatti si ponga:

1 1 -

S=1, 7‘=m>;a A_/?,

risulta subito per ogni k> m: ’
aik=xk"_‘£(u+3)i"£r}_‘a (f=1... 00),
od anche:
aikfﬁ’
per:
r=I|rs|>1.

Dunque D & del tipo &, in quanto risulta da un determinante S con

la sostituzione di m linee, mediante successioni di numeri, che crescono in
progressione geometrica di base finita. Cosi, se :

o
N\
f@) = Xeaon,
n=0
¢ una funzione olomorfa intera, con infinite radici:

Gy Aoy Azyeee Aneen,

il determinante infinito di VANDERMONDE :

p—|=| (ky i=1,2,.. o),

ari—1
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& zero, e quindi non pud, in nessun caso, rappresentare la radice quadrata
del discriminante.

6. Nello studio dei det. inf. & senza dubbio di somma importanza il
riconoscere se un determinante &, o meno, del tipo $, (o di quello pilt gene-
rale §°). Tale studio in sostanza si riduce a determinare se esistano tre nu-
meri 4, r, s, per |rs|>1, tali che, eccettuati gli elementi di un numero
finito di linee e colonne, tutti i restanti soddisfacciano alla relazione :

A
Iaikifi_i—sk' (@)

Svolgiamo in proposito qualche considerazione che in molti casi pud con-
durre alla determinazione effettiva dei numert in discorso. Sia:

M= [air], G k=.... ),
una matrice di elementi qualsiansi. Formiamo le serie in numero infinito:
(o]
file)= X anch, (=1,2... ),

e col metodo dell’ HapaMArRD , determiniamo 1 weri raggé di convergenza
ai. (=1, 2... ®.))
Il gruppo di numeri G, :

oy, az, =R ai...,

ammette un primo gruppo derivato G'n; sia « il minimo, od il limite infe-
riore di questo gruppo. Se «a=0 & chiaro che la matrice M non pud defi-
nire un determinante del tipo $ (o &), perché gli elementi di infinite linee
non soddisfanno alla condizione (a).

Sia dunque a==0. Per la natura della sua determinazione, « & tale che,

£y

fissato con d un numero piccolo ad arbitrio, risulta:
1 1
— =
Jao—3d| %
per tutti i valori di ¢ (eccettuati al pit un numero finito), e:

1
x—+

1
—>
&

Sy

per infiniti valori di s.
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Analogamente costruendo le serie :
k=1, 2.

— o .
fe(@)= 3 an®,

=1

si pud determinare un gruppo G di numeri:
]B!, ﬁz, 63,.-- Bk,...

1 1

ed un numero B, limite infériore, o minimo di G'g, per cui risulta :
—— ==
[ — o] b
per tutti i valori di & (eccettuati al pilt un numero finito), e:
1 1
T =
|40l 2k

per infiniti valori di k.
I due numeri « e B cosi definiti li chiameremo i numer: caratteri-

stict di M.
debbono soddisfare le f; (x), esistono infinite coppie di numeri r, s tali che:
- (4==0), @

a) Per o« e 8 diversi da zero, e sotto una condizione opportuna cue

0y,
Wik = 557

per tutti i valori di i e L superiori ad un certo numero m finito. In tal
caso o e (3 rappresentano rispettivamente © limiti superiori od ¢ massimi dei

due gruppi Gs e G,.
Dimostriamo infatti che scelto un valore : s >>a, ed un » comunque, ma
diverso da zero, non pud sussistere per tali numeri la relazione (a).
Supponiamo che sia:
4 _C,

Gir = —
yi gh sk

per ¢ e k maggiori di un certo numero finito m. Poicheé C & costante e finita
per ogni valore di ¢, risulta dalla scritta relazione, che, per infiniti valori

di ¢, le serie:
v
fi(@)= X amch,
=1

; e questo contrasta V'ipotesi.

sono convergenti in un cerchio di raggio s> a
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D’altra parte poniamo :
Y
§<la .°. S§==a—0,

e dimostriamo che, sotto una certa condizione, & sempre determinabile un »
tale, che per esso e per tutti i numeri ad esso inferiori, la (a) resti soddisfatta.
Infatti, per ipotesi, le serie f;(x) or ora considerate, eccetto un numero
finito di esse, sono equiconvergenti in tutto il cerchio di raggio s, la circon-
ferenza compresa; onde, indicando con A; il massimo valore che assume il
modulo rispettivo sulla circonferenza (s), risulta per un noto teorema:

A;
Aip = ok ) (2)

a cominciare da un k& opportunamente grande.
Si costruisca ora la serie di potenze:
F(x)=X 4;2°, (E=m... 00),

e ammettiamo che converga in un cerchio di raggio non nullo per tutti ¢ si-
stemi di A; corrispondenti ai valori di d.

E questa la condizione sufficiente per la validita del precedente teorema.
Poiche se 8,==0 & il vero raggio di convergenza di F (), fissato un » > f3,,
ma differente da questo per una quantitd piccola ad arbitrio, si ha:

AifA—.a
rl

dove A & il modulo massimo d¢ I sul cerchio (r).
Sostituendo allora nella (2) risulta :

aip = ) G k=m,... o)

E questo risultato, rigunardo ad o integra la dimostrazione del teorema. Ana-
logamente per 8. Per tal modo ad ogni s <« corrisponde un certo numero 3,
e ad ogni » << un altro numero «, i quali godono delle enunciate proprieta.
Quando poi s tende ad «, ed  a 3, «' e B in generale tenderanno a due
limiti determinati z=a« e f=p. Essi sono tali che: per ogni coppia di
numeri : _

r <8, s <la,
od anche: _

r <8, s<a,
la (1) resta soddisfatta,
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7. Supponiamo ora che le prime m linee e colonne della matrice con-
siderata, costituiscano delle successioni tali che bordando con esse un deter-
minante del tipo 3, esso diventi del tipo 9. Indicando con p il maggiore fra
i prodotti « B, «f, si ha:

Se p>1 la matrice M definisce un det. '
Sia p. es.:

e si ponga:

allora per ogni:

risulta :
lrsl>1 e aikf*Az‘c‘
s
come appunto si voleva.
Cosi pure si ottiene :
Se a8 << 1 la matrice M non pud definire un determinante del tipo $ 0 3.
Il criterio resta incerto quando «3>>1 e p<<1. In questo caso prati-
camente pud tornar utile di verificare se la (1) sia soddisfatta dalla coppia
di valori:
s=p=5+d, r—g-—9,
oppure dall’altra : .
s—a—d, r—-—T=4d,

per 9, positivo e diverso da zero, e ¢ positivo tendente a zero.

Da ultimo si noti che se a=—a oppure B=E, cid che pud avvenire in
casi abbastanza generali, il criterio diventa molto semplice :

Se o B>1 il determinante definito da M & del tipo & (0 $); se a5 <1
appartiene ad altri tipi, o diverge.

8. Consideriamo rapidamente gli sviluppi ammessi dai det. S.
E chiaro che per essi le relazioni:

.9= i(i)aik-:.o’

k=1 k

,§ ( ;) tje =0, ¢ ==,
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sono illusorie, percheé i coefficienti hanno valor zero. Sia ora 9, il solito de-
terminante d’ordine m, Af’ il complemento algebrico di a; in 8., e defi-

niamo le quantitd:

Intorno a queste si pongano le seguenti ipotesi:
a) Le «{y) ammettono un limite a,, per m crescente all'infinito.

1&

b) Ammesso =1 si costruisca la successione di differenze :

m) (n)

Wy lag—ail, .. leax—af’l,..

l ok — A

per k arbitrario. Allora supporremo che fissato ¢ piccolo ad arbitrio, per ogni
valore di s, maggiore di un certo My, almeno le prime m differenze sieno
minori di d.

Se fosse s> 1 si farebbero analoghe ipotesi sopra la corrispondente suc-
cessione di differenze.

Sotto queste condizioni si ha :

NYarar=1;  Moran=0, > 1)
I3 ¢
Oppure :
:dikdik=1§ }_;a,-ka,-kzo, (s>1),

A k

e tutte e quattro le relazioni coesisteranno, quando sieno insieme r >1, s > 1.
Si consideri per esempio la differenza :
3 HI;
g m
, Dok ain — N ol Ok ! ,
i=1

per un m scelto secondo 'ipotesi (b).

Tal differenza & minore, o uguale a:
34 1
sk r—1

)L‘
- ik \ =

i=1

e poiché inoltre il suo secondo termine & uguale identicamente ad 1, per
ogni valore di m, risulta:

1 m

'aikaikA—l‘_éd“.L,
=1

dove L & un numero finito. E cid prova I’ asserto. Affatto analogamente si
procede per le altre formule nelle varie ipotesi considerate.
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Se poi le condizioni (@) e (b) si suppongono soddisfatte per i rapporti:

i ode ... z'r)
klkz...krm__A(,'m
-t O ()

~m
& chiaro che si potranno dedurre altre quattro formule in cui figurano i mi-
nori finiti e infiniti di ordine r.

9. Ora, supposto che sieno validi i precedenti sviluppi, e fissati due
numert p, o per modo che:

[rpl>1, lasi>1,

¢ sempre possibile determinare un numero B, finito, per cui, eccettuati al pii
un numero finito di elementi per ogni linea e per ogni colonna, tutti gli altri
‘elementi del determinante :

R=[a,‘k], (¢, k=1, 2... ),

soddisfino la relazione:

ek | = o
Di questo teorema gid diedi la dimostrazione nella Memoria citata, sol-
tanto ivi mon erano precisamente enunciate, come ora, tutte le condizioni
sufficienti alla sua esistenza.
It chiaro poi che, la determinazione delle incognite ,, in un sistema di
equazioni lineari in numero infinito :

Ea;kxi———yk, k=1, 2... o0),

[

dipendendo dal teorema precedente, sara possibile soltanto allora che le dette
condizioni sieno verificate.

10. La regola della moltiplicazione sta in parte per i det. $.
Se 3 (a), S (b) sono determinanti tali che i loro elementi ai, b soddi-
sfino le relazioni :

per:
rs>1, pa>1,

e dippite © due prodotti |rp|, |so| sono maggior: dell’unitl, allora il de-

Annali di Matematica, tomo 1. 13
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terminante :
$ (c) = [car] , ¢, k=1,2... )
dove :
civ =2 aij by,
7

¢ del tipo dei dati, e quindi convergente e nullo.

Infatti:
AB 1

- 2
6s—1 ripk

cin==J | aijbp;| =
J

fatte le opportune sostituzioni per a;, bg;.
Poiche - Af

precedente relazione & appunto quella che dimostra il teorema.
Si potra dire quindi per definizione che $ (¢) =23 (a).3 (b).
Si noti che delle quattro condizioni:

rs>1, pa>1, ro>1, as>1,

una & conseguenza delle altre.
Segue :

1.° Dato un determinante 3, esiste un gruppo di det. della medesima
specie moltiplicabili per esso.

2.° Non & sempre possibile innalzare a quadrato un det. S moltipli-
cando linee per linee, se non nel caso che 7, s> 1 contemp. Il sempre possi-
bile perd di moltiplicare linee per colonne, nel qual caso le precedenti con-
dizioni si riducono all’'unica » s> 1, sempre soddisfatta dai det. 9.

3.° Supposto che il determinante :

R = [«a] (i, k=1... ),

sia convergente esso & sempre moltiplicabile per 3, e si ottiene B .S ==0.

T & un fattore costante e finito, mentre poi [rp|>1, la

Notiamo che tutte le condizioni fissate, sono sufficienti e non necessarie
per la validitd dei teoremi esposti, onde & anche possibile che per ogni caso
particolare, si possono stabilire altre condizioni meno restrittive intorno alla
natura dei det. S, e per le quali le dette proprietd continuano a sussistere.

Gottingen, 10 Febbraio 1898,
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Ueber die quadratische Transformation,
durch welche die Ebenen des Raumes
in ein System von Flachen zweiter
Ordnung mit gemeinsamem Poltetrae-
der iibergefiihrt werden.

(Von H. E. Tmerpine in Strassburg.)

Nachdem Herr Reve durch seine Abhandlung im 48. Bande der Math.
Annalen die Aufmerksamkeit wieder nachdriicklich auf die bisher sehr ver-
nachldssigten nicht wechselseitig eindeutigen quadratischen Verwandtschaften
hingelenkt hat, indem er sie inshesondere zu einer ergiebigen Diskussion der
rationalen Flidchen benutzte, scheint es an der Zeit zu sein, diejenigen beson-
deren Fille dieser Verwandtschaften aufzusuchen, die auch eine einfache
analytische Behandlung gestatten. Man konnte hierbei zundchst an die um-
gekehrt zweideutigen Transformationen denken, bei denen also die Flidchen
zweiter Ordnung, in die die Ebenen des Raumes iibergehen, entweder alle
denselben Kegelschnitt oder dieselbe Gerade und dieselben zwei Punkte oder
dieselben sechs Punkte gemein haben. Diese Fille erweisen sich auch nicht
als ungeeignet fiir die analytische Behandlung, nur der letzte, der fiir die
synthetische Behandlung der nichstliegende ist, scheint sich in analytischer
Beziehung ganz der ein-vierdeutigen Verwandtschaft, bei der die Flichen
zweiter Ordnung nur die Ecken eines Tetraeders gemein haben, unterzuordnen..

Weitaus einfacher gestaltet sich aber die Darstellung, wenn die quadra-
tischen Flidchen alle ein gemeinsames Poltetraeder haben, denn dann driicken
sich die transformirten Coordinaten einfach durch die Quadrate der urspriing-
lichen und diese also umgekehrt durch die Quadratwurzeln jener aus. Diese
Verwandtschaft benutzte WiuneLm Stann (im 101. Bande des Crelle’ schen
Jolirnals, S. T3), um aus der Tangentenfliche der biquadratischen Raum-
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curve zweiter Art die desmische Fliche 12. Ordnung herzuleiten, indem er
dem inneren Grunde der von Salmon zufillig gemachten Bemerkung nachging,
dass die erstere Fliche in die letztere iibergeht, wenn man bei geeigneter
Wahl des Coordinatensystems in ihrer Gleichung die Verénderlichen durch
deren Quadrate ersetzt. Stahl hat gleichzeitig die in Rede stehende Ver-
wandtschaft kurz charakterisirt, zwar nur soweit, als es fiir sein Problem
notig war, aber durch dasselbe nahm er gerade das Schwierigste vorweg.

Am niitzlichsten aber erweist sich die genannte Verwandtschaft fiir die
sog. Steiner’sche Fliche und zwar liegt dies daran, dass sie sofort ihre
einfachste Abbildung auf eine Ebene liefert. So viele bemerkenswerte Eigen-
schaften man auch fiir die Flachen erhilt, die als entsprechende Gebilde an-
derer, insbesondere quadratischer, Flidchen erscheinen, sie lassen doch, so
lange die Beziehung keine eindeutige ist, vor allem die Vollstindigkeit ver-
missen. Wir halten es aber doch fiir keinen Nachteil, wenn auch die Grenzen
deutlich hervortreten, bis zu denen der Nutzen einer bestimmten Methode
reicht. Das Feld, auf dem sich diese besondere quadratische Transformation
als erspriesslich erweist, bleibt immerhin ein sehr weites, und Beachtung
verdient es auch, dass, so einfach die Verwandtschaft selbst, in analytischer
und rein geometrischer Beziehung, ist, so verwickelt und schwierig doch die
Verhiltnisse werden konnen, zu denen sie schliesslich fiihrt, und so ausseror-
dentlich mannigfaltiz die Gebiete, in die sie den Weg leitet.

ERSTER ABSCHNITT.

Das Gebiisch der quadratischen Flachen mit gemeinsamem
Poltetraeder.

1. Das Gebiisch der quadratischen Flichen mit gemeinsamem Polte-
traeder ist wohl zuerst von Pamvvix in einer sehr reichhaltigen, aber nicht
systematisch geordneten Arbeit (¥) untersucht worden. Spiter ist es in einer
Preisschrift von K. Muister behandelt (**). Herr Reve hat thm im Anhang
zum letzten Band seiner Geometrie der Lage einen Abschnitt gewidmet, in

(*) Crelle’s Journal, Bd. 63.
(¥¥) Schiomilch’s Zeitschrift, Bd. 34,
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dem die wesentlichen Eigenschaften zusammengestellt sind. er wollen kurz
hervorheben, was fiir unsere Zwecke ndtig ist.

2. Das gemeinsame Poltetraeder der quadratischen Flichen wollen
wir als das Haupttetraeder 7' bezeichnen und auf dasselbe homogene Coordi-
naten x,, #,, %s;, #; beziehen. Dann stellt sich eine beliebige Fliche f des
Gebiischs, (f)%, durch eine Gleichung von folgender Form dar:

axt-Fa, x4 a2+ a, 22 = 0.

Die Fldchen des Gebiischs gehen durch die Collineationen, die das Haupt-
tetraeder ungeédndert lassen, in einander iiber.

3. Durch die 8 assoziirten Schnittpunkte dreier Flichen des Gebiischs
gehen sechs Ebenenpaare des Gebiischs, die je eine Kante des Hauptte-
traeders zur Axe haben. Von den Verbindungslinien je zweier der 8 Punkte
gehen durch jede Ecke des Haupttetraeders vier. Von den iibrigen zwolf
schneiden sich zwolfmal je zwei auf einer Kante des Haupttetraeders, wih-
rend gleichzeitig ihre Verbindungsebene durch die Gegenkante geht.

4. Fiir die 8 assoziirten Punkte sind die Quadrate der Coordinaten
einander gleich und die Coordinaten selbst daher bis auf die Vorzeichen
dieselben. Durch beliebige Aenderung der Vorzeichen erbalten wir somit aus
einem Punkte die 7 assoziirten. Diese Vorzeichendnderungen stellen 7 Invo-
lutionen dar. Von denselben sind 4 centrisch und 3 geschaart. Die Ecken
des Haupttetraeders sind die Centren und die gegeniiberliegenden Seitenfl-
chen die zugehérigen Involutionsebenen der centrischen Involutionen, und
je zwei Gegenkanten des Tetraeders sind Uie Axen der geschaarten Invo-
lutionen.

5. Durch die centrischen Involutionen gehen aus einem Punkte eines
Oktupels vier andere hervor, aber dieselben Punkte gehen auch aus irgend
einem der drei noch iibrigen Punkte durch dieselben Involutionen hervor. Die
letzteren drei samt dem ersten Punkte gehen ihrerseits ebenfalls durch die
vier centrischen Involutionen aus irgend einem der iibrigen Punkte hervor.

Das Oktupel der assoziirten Punkte erscheint so in zwei Quadrupel ge-
“sondert. Ein Punkt des einen Quadrupels geht durch die vier centrischen
Involutionen in die Punkte des anderen Quadrupels und durch jede dleser
Involutionen geht ein Quadrupel in das andere iiber.

Durch dig drei geschaarten Involutionen geht ein Punkt eines Quadrupels
in die drei iibrigen Punkte desselben Quadrupels tiber und jedes Quadrupel
somit in sich selbst,
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6. Beide Quadrupel sollen einander assoziirt heissen. Die Punkte eines
Quadrupels liegen zu je zweien mit einer beliebigen Kante des Haupttetrae-
ders in zwei Ebenen, die die Eckpunkte der Gegenkante harmonisch trennen,
und dieselben Ebenen enthalten auch das assoziirte Quadrupel. Auf den Ge-
raden, die die Punkte eines Quadrupels mit einer Ecke des Hauptetraeders
verbinden, liegen auch die Punkte des assoziirten Quadrupels.

Zwei assoziirte Quadrupel bilden die Ecken zweier Tetraeder, T', und 7%,
die zu einander vierfach perspektive Lage haben, indem die Projektionscen-
tren mit den Ecken des Haupttetraeders T' zusammenfallen.

Es miissen aber auch die Geraden, welche einen Punkt eines Quadrupels
mit den Punkten des assoziirten Quadrupels verbinden, durch je einen Eckpunkt
des Haupttetraeders laufen. Es hat also auch jedes der Tetraeder T, und T
vierfach perspektive Lage zum Haupttetraeder 7', indem die Projektionscen-
tren jedesmal die Ecken des noch iibrigen dritten Tetraeders sind.

Die drei Tetraeder 1, T, T, befinden sich also in der bekannten des-
mischen Lage (Revg, in den Acta Mathematica, Bd. I, 8. 99).

7. Zwei assoziirte Punktquadrupel bilden die Ecken von zwei Tetrae-
dern, deren Ebenen zwei assoziirte Ebenenquadrupel bilden. Fiir solche
Ebenenquadrupel gelten genau die reziproken Sitze wie fiir die analogen
Punktquadrupel. _

8. Zwei Gruppen von 8 assoziirten Punkten lassen sich auf 8 ver-
schiedene Arten so durch 8 Gerade verbinden, dass diese 8 Geraden selbst
assoziirt sind und mit den assoziirten Punkien durch die 7 Involutionen in
einander iibergehen.

Acht assoziirte Gerade teilen sich in zwei Quadrupel, derart dass die
Greraden des einen Quadrupels der einen Regelschaar und die Geraden des
anderen Quadrupels der anderen Regelschaar eines und desselben Hyperbo-
loids angehéren. Die 16 Punkte, in denen die Geraden des einen Quadrupels
sonach die Geraden des anderen Quadrupels schneiden, verteilen sich zu
vieren auf die Ebenen des Haupttetraeders.

9. Drei Gruppen von 8 assoziirten Punkten lassen sich auf 64 ver-
schiedene Arten so durch 8 Ebenen, die aus jeder Gruppe einen Punkt
enthalten, verbinden, dass diese 8 Ebenen selbst assoziirt sind.

Insbesondere sind die Tangentialebenen einer Fliche des Gebiischs (f)°
in 8 assoziirten Punkten selbst 8 assoziirte Ebenen und lassen sich so in zwei
Quadrupel teilen, dass die Fcken der von beiden Quadrupeln gebildeten Te-
traeder wieder 8 assoziirte Punkte sind.
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10. Von diesen Betrachtungen lassen sich sehr bemerkenswerte An-
wendungen auf die Raumcurve vierter Ordnung erster Art machen. Man
erhilt so alle die Siitze, die H. Scaroter in seinem Biichlein iiber diese
Curve auf S. 47 fi. entwickelt.

11. Um die Flichen des Gebiischs (f)?, die alle ein gemeinsames Pol-
tetraeder T' haben, eindeutig auf die Ebenen des Raumes zu beziehen, braucht
man nur von einem belicbigen festen Punkte P beziiglich aller dieser Flichen
die Polarebenen aufzusuchen (¥). Zu jeder LEbene = gehdrt dann auch nur
eine Fliche des Gebiischs, da die polare Verwandtschaft durch das Polte-
traeder 7' und die entsprechenden Elemente P und = eindeutig festgelegt
ist, und damit auch ihre Ordnungsfliche.

12. Dem Flichensysteme (f)* gehoren vier Biindel von Kegeln an, deren
Scheite] immer eine Ecke des Haupttetraeders T ist, wihrend die in der Ecke
sich schneidenden Kanten fiir den Kegel ein Poldreikant bilden. Diesen Kegeln
sind die Ebenen zugeordnet, die durch je eine Ecke des Haupttetraeders gehen.

13. Dem Systeme (f)® gehoren sechs Biischel von Ebenenpaaren an,
die mit je zwei Ebenen des Haupttetraeders als Doppelebenen eine Involu-
tion bilden. Diesen Ebenenpaaren sind die Ebenen zugeordnet, die durch je
eine Kante des Haupttetraeders gehen.

14. Dem Systeme (f)* gehoren vier doppelt zihlende Ebenen an: die
Ebenen des Haupttetraeders. Diese Ebenen sind sich selbst zugeordnet.

15. Der Durchschnittscurve zweier Fliachen des Systems (f)* entspricht
allemal die gerade Linie, in der sich die den Flichen entsprechenden Ebenen
schneiden. Acht assoziirten Punkten, in denen sich drei Flichen des Systems
schneiden, entspricht ein einziger Punkt.

16. Den Raum des Systems (f)* wollen wir als den Raum (z) be-
zeichnen, den Raum der den Flichen des Systems entsprechenden Ebenen
als Raum (X), indem wir gleichzeitig Coordinaten, die sich auf den ersten
Raum beziehen, mit kleinen Buchstaben, und solche, die zum zweiten Raum
gehoren, mit grossen Buchstaben schreiben.

Das Haupttetraeder T sollen beide Riume gemein haben, indem die
Ecken, Seiten und Kanten dieses Tetraeders sich selbst entsprechen.

17. Um nun die Beziehung der Flichen des Systems auf die Ebenen

des Raumes (X)) analytisch auszudriicken, wihlen wir als den festen Punkt

(*) Reye, Geometrie der Lage, 3. Bd. der 3. Aufl., S. 142. Vgl. auch seiné letste
Arbeit Ober diesen Gegenstand, Math. Ann., Bd. 43.
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den Einheitspunkt, d. h. den Punkt, dessen Coordinaten, auf das Hauptte-
traeder bezogen, alle einander gleich sind. Dann entspricht der Fliche :

a a2+ a2+ a,22=0,
die Ebene:

a1X|+azXz+a3X3+a4X4=0,

und die Beziehung zwischen den Punkten der beiden Riume driickt sich
einfach aus wie folgt:

pXi=2¢,
pX. =2z,
PX3=x327
pX4=:I742.

Die Coordinaten eines Punktes des Raumes (X)) sind proportional den Qua-
draten der Coordinaten der entsprechenden Punkte im Raume ().

Umgekehrt sind die Coordinaten eines Punktes des Raumes (z) propor-
tional den Quadratwurzeln aus den Coordinaten des entsprechenden Punktes
im Raume (X).

18. Aus dieser Darstellungsform der Verwandtschaft ist sofort ersicht-
lich, dass einem beliebigen Punkte des Raumes (X) acht Punkte des Rau-
mes (X) zugeordnet sind. Liegt aber der Punkt in einer Ebene des Haupt-
tetraeders, so sind ihm nur vier und zwar in derselben Ebene gelegene
Punkte zugeordnet, liegt er auf einer Kante des Haupttetraeders, so sind
ihm zwei Punkte derselben Kante zugeordnet, und die Ecken des Hauptte-
traeders endlich entsprechen nur sich selbst.

19. Die biquadratische Raumcurve des Raumes (z), die einer Geraden
des Raumes (X) entspricht, zerfiillt, wenn.diese Gerade eine Kante des Haupt-
tetraeders trifft, in zwei Kegelschnitte, die zum Haupttetraeder folgende
ausgezeichnete Lage haben. Sie schneiden sich auf der Tetraederkante in
zwei Punkten, die die auf der Kante liegenden Eckpunkte harmonisch
trennen, ihre Ebenen schneiden sich darum in dieser Tetraederkante und
trennen gleichzeitig die in der Kante sich schneidenden Ebenen des Tetrae-
ders harmonisch.

20. Geht die gerade Linie des Raumes (X) durch eine Ecke des
Haupttetraeders T, so zerfillt die entsprechende Curve des Raumes (z) in
vier Gerade, die alle durch dieselbe Ecke von T und deren Verbindungs-
ebenen paarweise durch eine Kante von T' gehen.
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21. Liegt die gerade Linie des Raumes (X) in einer Ebene des Haupt-
tetraeders, so_ entspricht ihr im Raume (z) ein doppelt zu zidhlender Ke-
gelschnitt derselben Ebene, fiir den die in der letzteren liegenden Kanten
und Ecken des Haupttetraeders ein Poldreieck bilden.

22. Umgekehrt entspricht einer geraden Linie des Raumes (z) ein Kegel-
schnitt im Raume (X)), welcher die vier Ebenen des Haupttetraeders beriihrt (*).

Einem jeden solchen Kegelschnitt des Raumes (X) entsprechen aber auch
immer 8 assoziirte Gerade des Raumes (z), und wie man zwei Gruppen as-
soziirter Punkte auf 8 Arten durch 8 assoziirte Gerade verbinden kann (8),
so giebt es auch 8 Kegelschnitte, die durch zwei gegebene Punkte gehen
und vier feste Ebenen beriihren.

Die in irgend einer Ebene liegenden unter den in Rede stehenden Ke-
gelschnitten bilden eine Schaar und sind dem Vierseit einbeschrieben, in dem
die Ebene das Haupttetraeder schneidet. IThnen entsprechen im anderen
Raume die beiden Regelschaaren der der Ebene zugeordneten Regelfliche.
Durch jeden Punkt der Ebene gehen zwei dieser Kegelschnitte.

23. Trifft die Gerade im Raume (z) eine Kante des Haupttetraeders,
so beriihrt der entsprechende Kegelschnitt dieselbe Kante und die zwei Ebenen
des Haupttetraeders, die sich in der Gegenkante schneiden.

24. Geht die Gerade im Raume (r) durch eine Ecke des Hauptte-
traeders, so ist sie in einfach unendlich vielen Kegeln des Fldchengebiischs (£ 2
enthalten, die einen Biischel bilden. Thr entspricht deswegen im Raume (X)
eine Gerade, die durch die gleiche Ecke des Haupttetraeders geht. (Vgl. § 20.)

25. Ebenso geht durch eine Gerade des Raumes (z), welche zwei
Gegenkanten des Haupttetraeders trifft, ein Biischel von Fldchen des Sy-
stems (f)® hindurch. Dieselben haben ausser der vorgelegten noch drei Gerade
gemein, die mit der ersten ein windschiefes Vierseit bilden, dessen Ecken
paarweise auf den beiden Gegenkanten des Haupttetraeders liegen. Diesen
vier (reraden des Raumes (x) entspricht eine Gerade des Raumes (X)), welche
dieselben Gegenkanten des Haupttetraeders trifft.

26. Liegt die Gerade des Raumes (z) in einer Ebene des Haupttetraeders,
so entspricht ihr im Raume (X) ein Kegelschnitt, der die drei in der Ebene
liegenden Kanten des Haupttetraeders beriihrt. Demselben Kegelschnitt ent-
sprechen noch drei andere Gerade des Raumes (z), diese bilden mit der ersten
zusammen ein Vierseit, dessen Diagonalen Kanten des Tetraeders sind.

(*) Reve, Geom. d. L., 3. A, Bd. 3, S. 210,

Annali di Matematica, tomo I. 11
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27. Im allgemeinen Falle ist die Gerade des Raumes (z) auf den ihr
entsprechenden Kegelschnitt des Raumes (X) Punkt fir Punkt eindeutig be-
zogen. In den Spezialfillen aber, wo ihr wieder eine Gerade entspricht, fin-
det diese eindeutige Beziehung nicht mehr statt; jedem Punkte der Geraden
des Raumes (X)) entsprechen zwei Puukte der Geraden des Raumes (z), die
im einen Falle durch eine Ecke und die gegeniiberliegende Ebene des Haupt-
tetraeders, im anderen Falle durch zwei Gegenkanten desselben harmonisch
getrennt werden.

ZWEITER ABSCHNITT.
Ueber eine Reihe besonderer Flachen vierter Ordnung.

1. Einer beliebigen Fliche 2. Ordnung F'* im Raume (X) entspricht
im Raume (z) eine Fliche 4. Ordnung f*, welche die Eigenschaft hat,
durch 7 Involutionen in sich selbst iibergefiihrt zu werden, und deren Glei-
chung, auf das Haupttetraeder bezogen, nur die Quadrate und vierten Po-
tenzen der Verdnderlichen enthiilt. Jedem Punkte von F'® entsprechen i. A.
8 assoziirte Punkte von f* (I, 18).

2. Fragen wir nun nach den Bedingungen, unter denen diess Fldche f*
einen Knotenpunkt bekommt, ohne dass die Fliche F2 ein Kegel ist, so ist
dies zuniichst jedesmal der Fall, wenn die Fliche F* durch eine Ecke des
Haupttetraeders geht. IThrer Tangentialebene in dieser Kcke entspricht dann
der Kegel, welcher sich der Fliche f* in dem zugehorigen Knotenpunkte
anschmiegt. (Vgl. I, 12))

3. Die Fldche f* bekommt aber immer vier Knotenpunkte, wenn die
Fliche F'® eine Ebene des Haupttetraeders 7' beriihrt. Findet diese Beriih-
rung auf einer Kante von 7' statt, so fallen die Knotenpunkte paarweise,
und findet sie in einer Ecke von T statt, so fallen sie alle vier zusammen.

Wenn F'? nimlich eine Ebene des Haupttetraeders beriihrt, so schneidet
die Fliche die Ebene in zwei Geraden, diesen entsprechen im anderen Raume
zwei Kegelschnitte derselben Ebene, deren Durchschnittspunkte die Knoten-
punkte von f* sind (*). Es sind Knotenpunkte und nicht etwa Berithrungs-

(*) Die Fliche f* wird langs der beiden Kegelschnitte von Kegeln 2. O. berihrt,
deren Mittelpunkte mit dem gegeniiberliegenden Eckpunkt des Haupttetraeders zusam-
menfallen.
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punkte schon deshalb, weil diese Ebene des Haupttetraeders Involutionsebene
einer Involution ist, durch die die Fliche f* in sich iibergeht, und weil die
Schnittlinien der Flidche mit zwei auf beiden Seiten der ersten Ebene sehr
nahe benachbarten assoziirten Ebenen infolge dessen congruente Curven sind.

4. Beriihrt die Fliche F'* eine Kante des Haupttetraeders, so erhilt
die entsprechende f* zwei Knotenpunkte auf derselben Kante.

5. Die Fliche 4. Ordnung des Raumes (xr) hat also nur dann 16
Knotenpunkte, wenn die entsprechende Fldche 2. Ordnung des Raumes (X))
alle Ebenen des Haupttetraeders berithrt (3). Diese Knotenpunkte bilden in
den Ebenen des Haupttetraeders vier Vierecke, deren Diagonaldreiecke je-
desmal durch drei Kanten des Haupttetraeders gebildet werden. Eine solche
Flache heisst nach Caviey (*¥) Tetraedroid. Sie hédngt von 17 Parametern
ab, wihrend die allgemeine Fldche 4. Ordnung mit 16 Knotenpunkten, die
Kummer’sche Fliche, von 18 Parametern abhingt, und sie ist die projektive
Verallgemeinerung der Fresnel’'schen Wellenfliche, bei der aber wie bekannt
immer nur vier Knotenpunkte reell sind, wihrend sie bei den Tetraedroiden
alle reell sein konnen.

6. Die Gleichungsform, welche die Tetraedroide, auf das Hauptte-
traeder bezogen, zeigen, ergiebt sich sofort aus der Gestalt, in der die Glei-
chung einer die vier Ebenen des Coordinatentetraeders beriihrenden quadra-
tischen Fliche erscheint, wenn man von ihrer Gleichung in Ebenencoor-
dinaten :

Qyg Uy Ug = (yz Uy U~ Goy Yo U = Gy Uy Uy + Bog U Uy + Qg Uy = 0,

ausgeht. Die Gleichung des zugehorigen Tetraedroids lautet dann in Determi-
nantenform geschrieben :

0 =2 x2® x* 22

z: 0 a, ds a,

2 A, 0 dn a, = O,

T @y Gy O sy

xl? oAy Gy @ 0

eine Form, die auch Cayney angiebt.

(*) S. dessen Aufsitze Liowville's Journal, Bd. XI; Crelie’s Jowrnal, Bd, 65 u. 87,
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7. Jedem Kegel des Raumes (X), welcher drei Ebenen des Hauptte-
traeders beriihrt, dessen Spitze somit in einer Ecke desselben liegt, entspre-
chen im Raume (X) vier Ebenen, die sich alle in derselben Ecke und zwei-
mal paarweise in jeder durch die Ecke gehenden Ebene des Haupttetraeders
schneiden.

Die Gleichung eines solchen Kegels ldsst sich ndmlich in der Form
schreiben:

VT 2T 4 2, VK= 0,

und analog fiir die anderen Ecken des Haupttetraeders. Aus dieser Glei-
chungsform ist sofort ersichtlich, dass dem Kegel die Ebenen entsprechen :

dlx1+azx2+asx3=0;
—a,xi+och2+a3x3=0,
a,$,—a2x2+a3x3=0,

mix,+a2w2—a3w3=0.

Ein solcher Kegel wird von jeder Ebene in einem Kegelschnitte geschnit-
ten, der drei Ebenen des Haupttetraeders beriihrt. Jedem derartigen Ke-
gelschnitte entsprechen im anderen Raume wieder Kegelschnitte, und zwar
vier, einer in jeder der dem Kegel entsprechenden Ebenen.

8. Die Tangentialkegel K;, welche sich aus den Ecken des Hauptte-
traeders an die alle Ebenen des letzteren beriihrende Fliche F'* legen lassen,
berithren nun drei Ebenen des Haupttetraeders, dasselbe gilt von ihren Be-
rithrungskegelschnitten. Die ihnen im Raume (x) entsprechenden Ebenen be-
vithren die entsprechende Fliche f* lings Kegelschnitten.

Das Tetraedroid hat also 16 singuldre Tangentialebenen, die es lings
Kegelschnitten berithren, und von diesen Ebenen gehen je vier durch eine
Ecke des Haupttetraeders T, indem sie ein Vierseit bilden, von dem je zwei
Gregenkanten in einer Ebene von 7' liegen. Ausser diesen 16 Kegelschnitten
enthélt das Tetraedroid noch 8 andere, némlich zwei in jeder Ebene von T' (3).

Die 6 Kanten eines solchen Vierseits entsprechen den drei Geraden, welche
eine Ecke des Haupttetraeders mit drei der vier Berithrungspunkte von F'*
verbinden, jede dieser Kanten enthilt zwei Knotenpunkte und jede singulire
Ebene somit 6 Knotenpunkte.

Diese 6 Knotenpunkte lassen sich ferner paarweise durch 3 Gerade ver-
binden, die durch denselben Eckpunkt des Haupttetraeders gehen. Sie bilden
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also die Ecken eines Brianchon’schen Sechseckes, wihrend sie gleichzeitig, -
als auf dem singuldren Kegelschnitt in der Ebene gelegen, ein Pascal’sches
Sechseck bilden.

9. Da die 16 Knotenpunkte sich gleichmissig auf die 16 singuldren
Ebenen verteilen miissen, so gehen auch durch jeden Knotenpunkt 6 singu-
lire Ebenen (*) und beriihren alle den Schmiegungskegel in demselben. Da
solche 6 Ebenen aber immer durch eine centrische Involution in einander
iibergehen miissen, werden sie von einer beliebigen Ebene in den Seiten eines
Pascal’'schen Sechsecks geschnitten, das gleichzeitig ein Brianchon’sches sein
muss, weil die 6 Ebenen denselben Kegel beriihren.

10. Von den 120 Verbindungslinien der 16 Knotenpunkte liegen je 6
in den Ebenen des Haupttetraeders. Von diesen 24 Linien gehen auch je 6
durch eine Ecke des Haupttetraeders und bilden die Schnittlinien der durch
diese Ecke gehenden singuliren Ebenen.

Die iibrigen 96 Verbindungslinien entsprechen den 12 Kegelschnitten
des Raumes (X), welche die vier Ebenen des Haupttetraeders beriihren und
davon je zwei in denselben Punkten wie die Fldche F2 Durch diese Ke-
gelschnitte gehen aber auch je zwei der Tangentialkegel K, die immer in je
zwei von ihnen sich schneiden, und die 96 Verbindungslinien singulirer Punkte
sind deshalb auch Schnittlinien je zweier singuldrer Ebenen.

Die 120 Verbindungslinien je zweier Knotenpunkte sind mit den 120
Schnittlinien je zweier singuldrer Ebenen identisch.

11. Die Coordinaten der singuldren Punkte ergeben sich aus dem fol-
genden Schema :

Ebene z, Xy 23 2y
r, =0 0 *\a, *ya, =\Va,
z, =0 e, 0 *Va, *\au
=0 | Fya, EVae 0 ¢ *\ag
r,=0 | *vVa, Fau *ya, 0

(¥) Dies lasst sich auch so erkennen: Jeder der Berithrungspunkte der Fliche F2
mit den Ebenen des Haupttetraeders liegt auf drei dér Tangentialkegel K; aus den Ecken
des Haupttetraeders. Durch jeden der entsprechenden Knotenpunkte von f4 gehen daher
zundchst drei singulire Ebenen, dann aber noch drei weitere, die aus den ersteren durch
eine centrische Involution hervorgehen.. -
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Die Tangentialkegel K;, welche sich aus den Ecken des Haupttetraeders an
die Fliche F'* legen lassen, haben folgende Gleichungen :

V‘;:!T}(—? +Va.Xs 4+ YauXi=0,

\/auXa + \/aqu + V“43X4 =( y
unXs + vaqu -+ \/a12X4 =0 y
\/azsxx -+ Va'an -+ \/m = 0.

Die Coordinaten der singuldren Ebenen der Fliche f* lassen sich demnach
durch folgendes Schema darstellen :

Punkt o, U, Us Uy
u, =0 0  *yay *\au =*\am
wy=0 | *ya, 0  £ya, =*ya,
Uy =10 + V;;‘ * \/;,-4 0 * \a.,
u, =0 £\t EVa, *\a, 0

12. Geht eine quadratische Fliche F'* des Raumes (X) durch eine
Kante des Haupttetraeders hindurch, so hat die entsprechende Fliche f* des
Raumes (x) dieselbe Kante zur Doppellinie (s. I, 13).

13. Einem Hyperboloid, welches 4 Kanten des Haupttetraeders ent-
hilt, entspricht daher ein Paar von Hyperboloiden, welche dieselben Kanten
mit einander gemein haben.

14. Einem Hyperboloid F'%, welches 3 Kanten des Haupttetraeders
enthilt, entspricht eine biquadratische Regelfliche f*, welche dieselben drei
Kanten zu Doppellinien hat. Die beiden windschiefen unter den drei Kanten
sind durch die eine Regelschaar der Fldache F'* projektiv auf einander be-
zogen, diese eindeutige Beziehung geht durch die quadratische Verwandt-
schaft in eine zweideutige iiber (I, 18), und die Geraden der Regelfliche f*
gind dicjenigen, welche jeden Punkt einer der beiden windschiefen Doppelli-
nien mit den beiden entsprechenden Punkten der anderen verbinden. (Vgl. I, 25.)
Die letzteren beiden Punkte trennen immer zwei Ecken des Haupttetraeders
harmonisch.

15. Jede der Ebenen durch die dritte Doppellinie schneidet die Fliche f*
ausserdem in einem Kegelschnitte. Diese Kegelschnitte entsprechen, wihrend
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die Geraden der Fliche f* der einen Regelschaar von F'* entsprechen, paar-
weise den Geraden der anderen Regelschaar (I, 19).

16. Diese Kegelschnittschaar der Fliche f* hat eine besondere Lage
zam Haupttetraeder. Durch jeden Punkt der dritten Doppellinie gehen zwei
von ihnen, dieselben haben noch einen zweiten Punkt dieser Linie gemein,
der von dem ersten durch die beiden auf der Linie liegenden Tetraederecken
harmonisch getrennt ist, und die Ebenen der beiden Kegelschnitte bilden mit
den in der Linie sich schneidenden Seitenflichen des Haupttetraeders vier
harmonische Ebenen.

17. Die Regelfliche f* ldsst sich durch eine Gleichung von folgender
Form darstellen:

T2t ot kot = 0.

18. Nun entspricht umgekehrt einem Hyperboloid f* des Raumes (z),
das drei Kanten des Haupttetraeders enthilt, im Raume (X) eine Regel-
fliche F'*, die dieselben drei Kanten zu Doppellinien hat. Der Gleichung
dieser Fldche ldsst sich folgende Form geben:

VX| Xz + \/Xz Xa + VX;, X4 = 0,
oder rational gemacht :
qu (X{2 - 2 X| Xs) + X32 (X42 - 2 Xg X4) —‘l‘ Xg Xs (Xg X3 -_ 2 X, X4) = 0.

Derselben Fliche F'4 entsprechen vier Iyperboloide des Raumes (x); durch
jeden Punkt einer der beiden windschiefen unter den drei Kanten des Haupt-
tetraeders, die auf den vier Regelflichen enthalten sind, geht von jeder der
letzteren ein Regelstrahl, diesen vier Strahlen entsprechen zwei Gerade im
Raume (X)), die auf der Fliche F'4 liegen (I, 25).

19. Die Ebenen des Haupttetraeders, welche eine und keine zweite
der Doppelgeraden enthalten, beriihren die Fliche F'4 ausserdem jede lings
einer anderen Geraden, die durch eine Ecke des Haupttetraeders geht. Die-
selbe entspricht der zweiten Geraden, in der die gleiche Ebene des Haupt-
tetraeders eines der vier entsprechenden Hyperboloide im Raume (z) schneidet
(I, 24). Den zweiten Regelschaaren dieser Hyperboloide entspricht auf der
Fliche F'* eine Schaar von Kegelschnitten, deren Ebenen durch die dritte
Doppelgerade gehen (I, 23). Diese Kegelschnitte der Fliche F* beriihren
alle die dritte Doppelgerade und ausserdem zwei Ebenen des Haupttetraeders,
und zwar liegen diese Beriithrungspunkte in den bereits erwihnten Geraden,
lings denen die beiden Ebenen des Haupttetraeders die Fliche F'* beriihren.
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20. Einem Hyperboloid im Raume (X)), welches 2 Kanten des Hauptte-
traeders enthilt, entspricht im Raume (%) eine Fliche 4. Ordnung mit zwei
geraden Doppellinien.

Scheiden sich also die beiden Tetraederkanten, so haben wir eine Fli-
che f* vor uns, welche zu den biquadratischen Flichen mit einer quadrati-
schen Doppelcurve gehort. Beiden Regelschaaren des Hyperboloides entspre-
chen Kegelschnittschaaren von f4 In denselben sind 16 Gerade enthalten.
(I, 20 und 25.)

Geht das Hyperboloid des Raumes (X) durch zwei Gegenkanten des
Haupttetraeders, so erhalten wir als entsprechende Fliche wieder eine bi-
quadratische Regelfliche, welche sich von einer vorhin besprochenen nur da-
durch unterscheidet, dass die dritte Doppe]gerade und damit die Kegelschnitt-
schaar wegfillt.

21. Einem Hyperboloid, welches nur eine Kante des Haupttetraeders
enthilt, entspricht eine Fliche 4. Ordnung mit einer geraden Doppellinie.
Nur der einen Regelschaar des Hyperboloids entsprechen dann Kegelschnitte,
deren Ebenen durch die Doppellinie gehen. Unter ihnen sind vier paar zer-
fallende. Fiir die genauere Untersuchung dieser Fldchen ist hier nicht der Ort.

22. Einen Doppelkegelschuniti hat eine Fliche f* des Raumes (z), die
einer quadratischen Fliche des Raumes (X) ent\pricht nur dann, wenn diese
letztere eine Ebene des Haupttetlaederq lings einer Geraden beruhrt {, 21
und II, 3 am Ende), also ein Kegel K* ist, dessen Spitze in der betr. Ebene
liegt.

23. Auf der Doppelcurve der Fliche f* liegen dann noch vier merk-
wiirdige Punkte e, die der Spitze des Kegels K* entsprechen. Sind diese
vier Punkte e reell, so besteht f* aus zwei Stiicken, (sodass nur ein Teil der
Doppelcurve zu reellen Fldchenteilen gehort,) und die vier Punkte e sind die
Enden dieser -Stiicke. Die Stiicke platten sich nach den Enden zu unendlich
ab, und in den Punkten e giebt es nur je -eine Flachentangente, diese geht
durch die gegeniiberliegende Ecke des Haupttetraeders. Projizirt man aus
dieser Ecke den Doppelkegelschnitt der Flache durch einen Kegel, so schneidet
derselbe die Fliche noch in einer biquadratischen Raumcurve, fir die die
vier Punkte ¢ Wendeberiihrungspunkte sind. (Vgl. spiiter IV, 3.) Die Wende-
berithrungsebenen in ihnen sind die Ebenen, denen sich die Fliache f*.bei ihrer
Abplattung unendlich nihert.

. 24, Jeder Kegelschnitt auf dem Kegel K® beriihrt die eine Ebene des

Haupttetraeders. Damit er noch zwei andere Ebenen desselben beriihrt, muss
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er die zwei Kegelschnitte beriihren, in denen diese Ebenen den Kegel K®
schneiden, muss seine Ebene also Tangentialebene des Kegels sein, der sich
durch die beiden Kegelschnitte ausser K* noch hindurchlegen lésst. Unter
diesen Tangentialebenen sind vier, welche auch noch den Kegelschnitt be-
rithren, in dem die vierte Ebene des Haupttetraeders den Kegel K*® schneidet.

25. Den drei sich so ergebenden Kegelschnittschaaren auf dem Kegel
K* entsprechen wieder Kegelschnittschaaren auf der zugehérigen Fliche f4 (7),
und zwar gehen durch jeden Punkt der Fliche zwei Kegelschnitte jeder
Schaar. Diese Kegelschnitte liegen paarweise in Ebenen, welche die Fliche
doppelt beriihren. Denn jeder der entsprechenden Kegelschnitte auf K* wird
aus einer Ecke des Haupttetraeders 7' durch einen Kegel projizirt, der drei
Ebenen von T beriihrt und aus dem Kegel K*® noch einen (dieselben drei Ebe-
nen von T beriihrenden) Kegelschnitt ausschneidet.

26. Die Fliche f* enthdlt 32 Gerade, von denen je 8 einem der 4
Kegelschnitte auf K* entsprechen, welche alle vier Ebenen des Haupttetrae~
ders beriihren (I, 22). Da jeder von diesen Kegelschnitten die {ibrigen drei
in je zwei Punkten schneidet, trifft auch jede der 32 Geraden 3><2=26
andere.

27. Je zwei Kegelschnitte auf der Fliche f* entsprechen ferner den
Strahlen des Kegels K®, welche eine der drei ihn nicht beriihrenden Kanten
des Haupttetraeders treffen (I, 19); so erhalten wir 12 einzelne Kegelschnitte
der Fliche f* Legen wir ferner durch eine der den Kegel beriihrenden Kanten
des Haupttetraeders eine Ebene, die eine Tetraederebene der Gegenkante in
einer Tangente des Kegels schneidet, so entsprechen der Schnittcurve dieser
Ebene und des Kegels vier Kegelschnitte auf f4 (*). Auf diese Art erhalten
wir noch 4 >< 6 = 24 einzelne Kegelschnitte der Fliche f*.

28. Den Strahlen des Kegels K* entsprechen auf f* biquadratische
Raumcurven, lings denen die Fliche von quadratischen Flidchen beriihrt wird,
die das Haupttetraeder zum Poltetraeder haben.

29. Wenn die Spitze des Kegels K* auf eine Kante des Haupttetra-
eders fillt, so vereinigen sich die Knotenpunkte der entsprechenden Fldche f*
paarweise auf derselben Kante und werden zu zwei Selbstberiihrungspunkten.
Jede Ebene durch diese Kante schneidet die Fliche f* in zwei Kegel-

(*) Es ist in der That leicht einzusehen, dass jedem Kegelschnitt des Raumes (X), der
eine Kante und ausserdem noch eine Ebene des Haupttetraeders berithrt, vier Kegel-
schnitte im Raume (x) entsprechen.

Annali di Malematica, tomo I. 15
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schnitten (1, 19), die sich in ihren Schnittpunkten mit der Kante beriihren.
Fiir zwei Ebenen ausser der Ebene des Doppelkegelschnittes fallen diese Kegel-
schnitte zusammen.

Diese Kegelschnitte teilen sich ferner derart in Paare ein, dass f* ldngs
den Curven eines Paares von einer quadratischen Fliche beriihrt wird, die
das Haupttetraeder zum Poltetraeder hat. Zu diesen quadratischen Flichen
gehort das Paar der singuldren Beriihrungsebenen von f*, die sich in der
Kante der Selbstberiihrungspunkte schneiden; durch die Gegenkante gehen
die beiden ausgezeichneten Tangentialebenen von f* in den Selbstberiihrungs-
punkten.

30. Beriihrt der Kegel K* die Ebene des Haupttetraeders ldngs einer
Kante desselben, so ist die Kante fiir die entsprechende Fliche f* eine Selbst-
bertihrungslinie. Alle ihre Ebenen schneiden aus der Fliche noch je einen
Kegelschnitt aus; alle diese Kegelschnitte gehen durch die beiden singuliren
Punkte der Fliche hindurch, die der Kegelspitze entsprechen. Die Flidche
hat eine eigentiimliche Gestalt, welche unter Umstdnden einem Wecken &hn-
lich sieht.

31. Einem Kegel D* des Raumes (X), der dem Haupttetraeder um-
schrieben ist, entspricht im Raume (x) eine Fliche vierter Ordnung d* welche,
wie der Kegel von einem quadratischen Ebenenbiischel, von einem quadratischen
Biischel von Flichen zweiter Ordnung umhiillt wird. Dieser Biischel besteht
aus Flidchen eines gewohnlichen (linearen) Biindels im Gebiisch (f)* und ist
insofern ein besonderer, als in thm die acht Kegel, die der allgemeine qua-
dratische Biischel enthilt, paarweise zusammenfallen; sie entsprechen den
Tangentialebenen des Kegels D* im Raume (X), die durch die Ecken des
Haupttetraeders gehen (I, 12). Jeder dieser Kegel schmiegt sich der Fliche
d* in einem Doppelpunkte an, der in eine Ecke des Haupttetraeders fillt (2),
und beriihrt sie lings vier Geraden, die dem durch die Ecke des Hauptte-
traeders gehenden Strahl des Kegels D* entsprechen. Den {iibrigen Strahlen
des Kegels entsprechen die biquadratischen Raumecurven auf der Fldche d,
lings denen sie von ihren einhiillenden Fléchen beriihrt wird. Der Spitze des
Kegels entsprechen 8 Knotenpunkte der Fliche d*, so dass die Fldche im
Ganzen 12 Knotenpunkte hat; diese sind die Ecken dreier Tetraeder, die ein
desmisches System bilden (I, 6). Die Fliche selbst heisst eine desmische
Fldche.

32. Die 16 Geraden, welche die Fliche enthilt und welche den Ke-
gelstrahlen nach den Ecken des Haupttetraeders entsprechen (I, 20), bilden die
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Geraden der desmischen Configuration. Auf jeder von ihnen liegen drei Kno-
tenpunkte und durch jeden Knotenpunkt gehen vier von ihnen. Es giebt
ferner 12 Ebenen, in welchen je vier von ihnen licgen, diese Ebenen enthalten
je 6 Kunotenpunkte und von jedem der drei Tetraeder, die das desmische
System bilden, eine Kante; sie sind selbst wieder die Ebenen dreier Te-
traeder, die ein neues desmisches System bilden, und zwar bestehen die Kanten
dieser Tetraeder aus je drei Paaren Gegenkanten der Tetraeder des alten
Systems.

33. Die 16 Geraden bilden die Grundcurve eines Biischels von des-
mischen Fldchen, zu dem auch die Tetraeder des zweiten desmischen Systems
gehoren. Durch die 4 entsprechenden Geraden des anderen Raumes geht
ndmlich ein Biischel von Kegeln 2 Ordnung hindurch; zu demselben gehiren
drei Ebenenpaare, deren jedes ein Paar Gegenkanten des Haupttetraeders
mit der gemeinsamen Spitze der Kegel verbindet.

34. Jedes der drei Tetraeder, welche die Knotenpunkte der desmischen
Fliche bilden, kann man zum Haupttetraeder einer quadratischen Verwandt-
schaft der von uns betrachteten Art machen, und immer entspricht der desmi-
schen Fldche ein quadratischer Kegel, der dem Haupttetraeder der Verwandt-
schaft umschrieben ist.

Die desmische Fliche lisst sich also auch auf dreifache Art als Enve-
loppe eines quadratischen Biischels von Fldchen 2. 0. erzeugen, die sie lings
biquadratischen Raumcurven beriihren. Alles folgende gilt fiir jede der drei
Erzeugungsarten.

35. Die Regelschaaren der Flichen eines der quadratischen Biischel
bilden zwei Strahlencongruenzen. Weil durch jeden Punkt zwei Flichen des
Biischels gehn und jede Ebene von sechs Fldchen des Biischels beriihrt wird,
sind diese Strahlencongruenzen von der 2. Ordnung und 6. Classe, und zwar
von der 1. Art (*). Den Regelschaaren, welche diese Congruenzen bilden, ent-
sprechen im anderen Raume die Schaaren von Kegelschnitten, welche in den
Tangentialebenen des der desmischen Fldche entsprechenden Kegels liegen
und die vier Ebenen des Haupttetraeders beriihren (I, 22). Von diesen Ke-
gelschnitten ist aber sofort ersichtlich, dass sie den Kegel D¢ doppelt beriihren,
die Strahlen der zugehdrigen Congruenzen sind also Doppeltangenten der
desmischen Fldche, und die letztere ist Brennfliche fiir beide Strahlencon-
gruenzen.

(*) S. REYE, Creli’s Journal, Bd. 93, S. 81,
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36. Es giebt nun aber noch mehr Kegelschnitte, welche die Ebenen
des Haupttetraeders und den Kegel D* doppelt beriihren. Dies erkennen wir
mit Hiilfe des Satzes: v

Jede Ebene durch die Spitze eines Kegels schneidet diesen und ein ihm
einbeschriebenes Tetraeder T' zusammen in sechs Tangenten eines Kegel-
schnittes. ‘

Sehen wir ndmlich den Kegel als Kegel eines tetraedralen Complexes
mit dem Haupttetraeder 7' an, so ist der Kegelschnitt die Complexcurve der
betr. Ebene.

Aus diesem Satze folgt aber sofort, dass jeder Kegelschnitt, welcher die
vier Ebenen des Haupttetraeders und eine Seitenlinie des Kegels D? beriihrt,
noch eine Seitenlinie dieses Kegels beriihren muss und dass ihm somit Dop-
peltangenten der desmischen Fldche entsprechen miissen. Die Tangenten der
Schaar biquadratischer Raumcurven auf der desmischen Fldche, die den
Strahlen des zugehorigen Kegels D* im Raume (X) entsprechen) sind also
Doppeltangenten der desmischen Fidche (*) und bilden die dritte Strahlen-
congruenz zweiter Ordnung sechster Classe, von der d* Brennfliche ist.

DRITTER ABSCHNITT.
Die Steiner’sche Flache.

1. Einer Ebene des Raumes (z) entspricht im Raume (X)), wie bei der
allgemeinen quadratischen Verwandtschaft (**), eine Steiner’sche Fliche vierter
Ordonung dritter Classe, und zwar ist dies die allgemeine, und nicht etwa
eine durch die spezielle Verwandtschaft ebenfalls spezialisirte Fliche.

Wir erhalten aber so eine Art kanonischer Form der Abbildung dieser
Fliche auf eine Ebene, und dem entsprechend ergeben sich eine Reihe sehr
cinfacher Formeln, die in unmittelbarem Zusammenhang stehen mit den be-
reits von Kummer und Creescm angegebenen einfachsten analytischen Dar-
stellungsformen der Steiner’schen Fldche und die wir nicht tibergehen diirfen.

2. Die Steiner’sche Flache hat bekanntlich drei gerade Doppellinien,
die sich in einem dreifachen Punkte der Fldche schneiden. Jede ihrer Tan-

(*) Vgl. J. FepEr, Math. Ann., Bd. 47.
(**) Reye, Geom. der Lage, Bd. 3 der 3. Aufl., S. 147.
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gentialebenen schneidet die Fliche in zwei Kegelschnitten. Sie hat ferner
vier singuldre Tangentialebenen, die sie lings Kegelschnitten beriihren. Diese
vier singuldren Kegelschnitte beriihren alle einander, und zwar liegen die
Beriihrungspunkte auf den Doppellinien und heissen die Cuspidalpunkte der
Fliche. Allgemein giebt es ndmlich in einem Punkte einer Doppellinie zwei
Tangentialebenen, diese gehen durch die Doppellinie und fallen fiir den drei-
fachen Punkt mit den Ebenen zusammen, die die Doppellinie mit je einer
anderen verbinden. Diese Tangentialebenen in den Punkten einer Doppellinie
bilden eine Involution; fiir zwei Punkte auf jeder Doppellinie fallen die zwei
Tangentialebenen zusammen, und dics sind die Cuspidalpunkte. (Die Fldche
hat also 6 Cuspidalpunkte, einen auf jeder Schnittlinie zweier singuldrer
Tangentialebenen.)

Auf jeder Doppellinie giebt es ferner einen Punkt der Art, dass die Tan-
gentialehenen in ihm nicht nur die Tangentialebenen in den Cuspidalpunkten,
sondern auch die Ebenen, welche die Doppellinie mit je einer anderen ver-
binden, harmonisch trennen. Dieser Punkt ist durch die Cuspidalpunkte, die
auf der Doppellinie liegen, von dem dreifachen Punkt der Fliche harmonisch
getrennt. Die Ebene, welche die so auf den Doppellinien gefundenen Punkte
verbindet, hat fir die Steiner’sche Fliche eine besondere Bedeutung und soll
ihre Hauptebene genannt werden. Die Kanten des Tetraeders, das die sin-
guliren Ebenen bilden, werden von der Hauptebene in Punkten geschnitten,
die von den Cuspidalpunkten durch je zwei Tetraederecken harmonisch ge-
trennt sind.

Diese bereits von Cremoxna (*) angegebenen Hauptsiitze ergeben sich aus -
unserer Abbildung der Fliche auf eine Ebene mit Leichtigkeit.

3. Gehen wir nun dazu iiber, diese Abbildung ndher zu betrachten.
Sei mit E die Steiner’sche Fliche und mit ¢ die Bildebene bezeichnet. Es
ist nun niitzlich, folgendes zu beachten.

Transformiren wir den Raum (z) collinear, derart dass das Hauptte-
traeder ungedndert bleibt, so wird der Raum (X) in der gleichen Weise
collinear transformirt. Stellt sich die eine Transformation durch vier Glei-
chungen:

pri=a;x;, =1, 2, 3, 4,
dar, so stellt sich die andere dar durch die Gleichungen:

X i=a X;, 1=1, 2, 3, 4.

(¥) Crelle’'s Journal, Bd. 63.
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Hieraus folgt sofort, dass alle Steiner’schen Flichen, welche wir als entspre-
chende Gebilde der Ebenen des Raumes (z) erhalten, durch collineare Trans-
formationen aus einander hervorgehen, die alle das Haupttetraeder ungeéndert
lassen.

4. Sei nun:

et 2+ 2+ 2,=0
die Gleichung der Bildebene ¢, so ist die Gleichung der Steiner’schen Flédche E:

und auf diese Form ldsst sich nach dem vorigen § die Gleichung der Stei-
ner'schen Fliche immer bringen, wenn man ausser dem Coordinatentetracder
den Einheitspunkt passend wéhlt.

5. Die Ebenen des Haupttetraeders sind die singuldren Tangential-
ebenen der Fliche E; die Gleichungen der Kegelschnitte, lings denen sie die
Fliche beriihren, ergeben sich, wenn man in der Flichengleichung eine der
Coordinaten = 0 setzt. Die Kegelschnitte beriihren also die Kanten des Haupt-
tetrneders, welches das singuldre Tetraeder der Steiner’schen Fldche ist, in
den Punkten, fiir welche die zwei nicht verschwindenden Coordinaten einander
gleich werden. Ziehen wir durch den Einheitspunkt P (den dreifachen Punkt
der Fliche E) die drei Geraden a, b, ¢, welche je zwei Gegenkanten des
singulidren Tetraeders 7' treffen, so sind dies die Doppellinien der Fliche E
und ihre Schnittpunkte 4,, 4., B,, B., C,, C, mit den Tetraederkanten
. die Cuspidalpunkte.

6. Die singuldren Kegelschnitte liegen auf einer Fliche 2. Ordnung,
welche die Kanten des Haupttetraeders beriihrt und deren Gleichung lautet:

0=0,
wenn wir setzen:

¢=X12+X22_|_X32+X‘s
22X XL+ XX+ X X+ XX+ X X+ X X))

Dies ergiebt sich auch sofort daraus, dass die Gleichung der Flidche E,
rational gemacht, die Form anniment:

2=64X, X, X; X,.
7. Die Geraden a, b, ¢ bestimmen sich durch die Gleichungspaare:

X=X, X;= Xn X, = Xs; X, = Xz; X, = X47 X, =X,.
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In der Bildebene ¢ entsprechen diesen Geraden wieder gerade Linien, die
durch folgende Gleichungen dargestellt werden:

xg-{“xg:o’ x3+:v4=0; x|+x3=07 x4+x2=0; x; +x4=0, xg+x3=0.

Dies sind aber die Verbindungslinien der Punkte, in denen die Ebene ¢
je zwei Gegenkanten des Haupttetraeders trifft, oder die Diagonalen des
Vierseits V, in dem ¢ die Ebenen des Haupttetraeders schneidet. Den Ecken
dieses Diagonaldreiecks A entspricht allein der dreifache Punkt P der Fléiche E,
und je zwei Punkten auf einer Seite von A, welche harmonisch sind zu den
auf ihr liegenden Ecken des Vierseits ¥, entspricht ein einziger Punkt der
Doppellinien a, b, ¢ (*). Die Cuspidalpunkte A,, A.;... entsprechen den Ecken
des Vierseits V, und zwar jeder Punkt nur einer Ecke.

8. Die Bildebene ¢ wird von den Flichen des Gebiisches (f,® in einem
linearen System (k)* von Kegelschnitten geschnitten; diesen entsprechen im
Raume (X) die rationalen Curven vierter Ordnung, in denen die Steiner'sche
Fliche E vou den Ebenen des Raumes geschnitten wird und deren Doppel-
punkte die Durchschnitte der Ebenen mit den Doppelgeraden der Fliche sind.

9. Die zerfallenden Kegelschnitte in dem System (k)* werden von den
Flichen des Systems (f)* ausgeschnitten, die die Ebene ¢ beriihren. Diesen
Geradenpaaren entsprechen auf der Steiner’schen Fliche Kegelschnittpaare
(I, 22), welche den Schnitt je einer Tangentialebene der Fliche bilden (**). Da
die zweifach unendlich vielen Kegelschnitte der Steiner’schen Fiiche sonach
den Geraden der Bildebene entsprechen, ergiebt sich, was auch aus dem
YVorhergehenden (5) folgt: Alle Kegelschnitte der Steiner’schen Fldche beriih-
ren die vier Ebenen des singuliren Tetraeders.

Die doppelt zihlenden Geraden in dem Kegelschnittsystem (k)® sind die
Seiten des Vierseits V; sie entsprechen den singuliren Kegelschnitten der
Steiner’schen Fliche.

10. Die Geraden eines Geradenpaares in dem System (k)* werden in
ihrem Schnittpunkte von zwei Kegelschnitten beriihrt, die dem Vierseit 7 ein-
beschrieben sind. Diesen [Kegelschnitten entsprechen auf der Steiner’schen
Fliche Z biquadratische Raumcurven 2. Species, welche in jedem ihrer Punkte

(*) Rexe, Geom. der Lage, 3. Bd. der 3. Aufl., S. 219,
(**) Weil in jedem Bischel des Kegelschnittsystems (k) drei Geradenpaare enthalten

sind, ergiebt sich sofort, dass die Steiner’sche Fliche von der dritten Classe sein muss.
(ReYE, a. a. 0., pag. 147.)
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einen Kegelschnitt von E dort beriihren, wo seine Ebene die Fliche E be-
rithrt, welche also iiberall auch eine Haupttangente berithren und mithin
Haupttangentencurven der Fléche sind, und diese Curven beriihren sonach
auch die vier singuliren Kegelschnitte K;, wie ihre Bildcurven die Seiten
des Vierseits V (*).

11. Durch jede Seite des Diagonaldreiecks A in der Ebene ¢ gehen,
da sie je zwei Gegenkanten des Haupttetraeders trifft, unendlich viele Flichen
des Gebiisches (f)*. Jede dieser Fldchen schneidet ¢ ausserdem in einer zweiten
Geraden, die jedesmal durch die gegeniiberliegende Ecke von A geht, weil
die drei Ecken von A assoziirte Punkte sind. Jeder dieser Greraden entspricht
auf der Fliche E ein Kegelschnitt, der durch den dreifachen Punkt P geht
und dessen Ebene eine Doppellinie enthdlt und Tangentialebene der Fliche
in dem Punkte der Doppellinie ist, wo diese den Kegelschnitt ausser I’
schneidet. Zwei Geraden von ¢, die durch eine Ecke des Dreiecks A gehen
und die auf der gegeniiberliegenden Seite liegenden Ecken des Vierseits V
harmonisch trennen, entsprechen die beiden Kegelschnitte, die durch denselben
Punkt einer Doppellinie gehen. Diese Kegelschnitte fallen in einer Ebene,
die eine Doppellinie mit einer I{ante des singulidren Tetraeders verbindet,
zusammen und gehen durch einen Cuspidalpunkt, wenn die entsprechenden
Geraden in die Verbindungslinie einer Ecke von A mit einer Ecke von V
zusammenfallen.

12. Der Kiirze halber wollen wir die Tangentialebenen in den Cu-
spidalpunkten Cuspidalebenen und die in ihnen enthaltenen Kegelschnitte der
Steiner’schen Fliche Cuspidalkegelschnitte derselben nennen. Die Haupttan-
genten in den Cuspidalpunkten, deren es nur je eine giebt und die als vier-
punktig berithrende anzusehen sind, sollen Cuspidaltangenten heissen; sie
fallen mit den Kanten des singuliren Tetraeders zusammen.

Die Cuspidalkegelschnitte sind, wie einige Ueberlegung zeigt, als die
Kegelschnitte, welche durch den Punkt P gehen, zwei Ebenen des singuldren
Tetraeders T' und die keiner von diesen angehdrende Kante in dem auf ihr
liegenden Cuspidalpunkte beriihren, in der That eindeutig bestimmt. ‘

13. Jeder Strahl durch den dreifachen Punkt P schneidet die Fliche
E ausserdem nur noch in einem Punkte, so dass die Fliche eindeutig auf
den Strahlenbiindel P bezogen ist, der ihre Punkte aus dem Punkte P
projizirt. Nur fiir die Doppellinien a, b, ¢, die durch den Punkt P gehen,

(*) Reyg, a. a. 0., pag. 150.
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und die Strahlen durch P in den Ebenen «, §, y, die. je zwei Doppellinien
verbinden, hort diese eindeutige Beziehung auf.

Der Strahlenbiindel P ist mit den Punkten der Bildebene ¢ durch eine
eindeutige quadratische Verwandtschaft verbunden (¥). Den Geraden von ¢
entsprechen in der That auf der Steiner’schen Fliche Kegelschnitte, welche
die Strahlen a, b, ¢ alle treffen, und somit im Biindel P quadratische Kegel,
die durch die Geraden a, b, ¢ hindurchgehen.

14. In dem Biindel P sind vier Strahlen besonders ausgezeichnet,
nimlich die, welche durch die Ecken des Tetraeders T' gehen. Sie bilden ein
Vierkant, dessen Gegenebenen sich in @, b, ¢ schneiden. Sie seien mit s,, s,,
83, s, und die Punkte, in denen sie ausser P die Fliche E schneiden, mit
Sy S., Ss, S, bezeichnet. Dann ist klar, dass von den Cuspidalebenen, die
aus P die Cuspidaltangenten (oder Kanten des singuliren Tetraeders) proji-
ziren, je drei sich in einem der Strahlen s schneiden. Es miissen sich deshalb
die in solchen drei Cuspidalebenen liegenden Cuspidalkegelschnitte in einem
der Punkte S schneiden. Nennen wir die vier Punkte S die Contracuspidal-
punkte der Steiner’schen Fldche, so konnen wir demnach sagen:

Je drei Cuspidalkegelschnitte, deren zugehdrige Cuspidaltangenten sich
in einem Punkte treffen, schneiden sich ausser in dem dreifachen Punkte
noch in einem Contracuspidalpunkte der Steiner’schen Fliche.

15. Es liegen ferner je drei Cuspidalkegelschnitte, deren zugehorige
Cuspidaltangenten in einer Ebene liegen, auf einer Fliche 2. Ordnung. Die
vier Fldchen, welche wir so erhalten, haben die Gleichungen:

®=4X,(X,+ X+ X, —X),
0—4X, (X, + X, + X, — X)),
0—4X, (X, 4+ X, + X, — X,
0—4X,(X, + X. + X, — X,),

wo ® in derselben Bedeutung gebraucht ist wie frither (6). Diese Gleichungen
lassen erkennen, dass jede der vier Flichen durch einen singuliren Kegel-
schnitt der Steiner’schen Fliche E geht. Ausserdem ergiebt sich, dass die
Tangentialebene einer der vier Flichen im Punkte P die Ebene des auf der
Flache liegenden singuldren Kegelschnittes in einer Geraden der Ebene =z

(*) Revg, a. a. 0., pag. 151.
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schneidet, deren Gleichung lautet:
X‘+X2+X3+X4=O-

Diese Ebene ist aber offenbar die oben (2) erwihnte Hauptebene der
Steiner’schen Fldche. Sie trifft in der That die Geraden a, b, ¢ in Punkten,
die vom Einheitspunkt P durch je zwei Cuspidalpunkte harmonisch getrennt
sind. '

16. Die in Rede stehenden Tangentialebenen der vier quadratischen
Flichen im Punkte P bilden ein Vierseit, dessen Kanten die Tangenten der
Cuspidalkegelschnitte im Punkte P sind und dessen Diagonaldreikant von den
Doppellinien a, b, ¢ gebildet wird.

17. Die Contracuspidalpunkte haben noch eine Eigenschaft, die her-
vorzuheben ist. Sie sind néimlich die Beriihrungspunkte derjenigen Tangential-
ebenen, welche sich durch die Schnittlinien der Hauptebene = mit den sin-
guliren Ebenen ausser den letzteren an die Steiner’sche Fldche legen lassen.

Allgemein ndmlich ist die Gleichung einer Tangentialebene der Steiner’schen
Fliche:

X, Xe Xs X
¢Z+ A * \/Z+ VZui

’

wenn die Z die Coordinaten des Beriihrungspunktes bezeichnen. Hieraus er-
kennt man sofort, wenn man z. B. Z,= Z, = Z, setzt, dass die Tangential-
ebene die Ebene X, =0 in derselben Geraden schneidet wie die Hauptebene:

Xg+Xg+X3+X4=O-

18. Die Steiner’sche Fliche E ist nicht nur auf die Ebene ¢, deren
Gleichung lautet :

z,+ 2. +242,=0,

eindeutig bezogen, sondern auch auf die assoziirten Ebenen, deren Gleichun-
gen aus der vorstehenden hervorgehen, wenn man in ihr beliebige Vorzei-
chenénderungen vornimmt.

Diese 8 assoziirten Ebenen sondern sich in der frither (I, 5) angegebenen
Weise in Quadrupel. Diese Quadrupel bilden zwei Tetraeder, deren Ecken 8
assoziirte Punkte sind. Die drei Ecken, welche in ¢ liegen, sind aber nichts
wie die Ecken des Diagonaldreiecks A in dieser Ebene. Thre Coordinaten
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sind durch die Beziehungen festgelegt :

X, = :I:2=—£IJ3=—-934,
.’E.=—x2= .’L'3=—x4,
x‘=—‘xg=——'x3= .’64.

19. Die Ebenen, welche mit ¢ ein Quadrupel bilden und diese Punkte
paarweise enthalten, haben die Gleichungen :

m=0, ﬂz=0, 'ﬂs=0,
wenn wir setzen :

4=, 2, — 28— 24,

4ny=12,— %, + &3 — Ty,

=2, —x,— 2} 2.
Aus diesen Gleichungen zusammen mit :

T+ + 0y 2,=0,

ergiebt sich aber:
r, = 12 + s,
Xy = py— N — Mg,
Xy == =0, + 1y — ns,
Ty=—n —n + 13
20. Die Grossen » lassen sich nun als Coordinaten in der Ebene ¢,
bezogen auf das Dreieck A als Fundamentaldreieck, auffassen. Die Ebenen
des Haupttetraeders treffen ¢ dann in den Geraden:
mtntn=0 n—r—n=0 —n+n—m=0 —n—r+tnn=0

Diese Greraden entsprechen also den singuliren Kegelschnitten der Steiner’schen
Fliche ¥ und bilden das Vierseit V. Dessen 6 Eckpunkte bestimmen sich
wie folgt:

m=0, n+nn=0; n=0, »—n=0;

=0, n+n=0; =0, rn—rn=0;

n=20, ’h+7h=0; ’13=0; n —ne=0.
Sie entsprechen den Cuspidalpunkten der Steiner’schen Iliche. Verbinden wir
sie mit den gegeniiberliegenden Ecken des Dreiecks A, so erhalten wir als
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Gleichungen der 6 Geraden die schon in dem vorstehenden System enthal-
tenen:

>72+)73=0, ns -+ m =0, nmtn=0;

)72"'713"—-'0, 7]3_771=07 ny— e = 0.
Diese 6 Geraden entsprechen den Cuspidalkegelschnitten. Sie bilden die Seiten
eines Vierecks Y (*), dessen Ecken durch die Beziehungen bestimmt sind:

M=TN=1N3y M —N== "3y —N=N==""17N3y =N =""N==12q3.

Diese vier Punkte entsprechen den Contracuspidalpunkten der Steiner’schen
Fliche. :
21. Dem Kegelschnittsystem (k)°, in dem das Flichensystem (f)* die
Ebene ¢ schneidet, gehoren alle Kegelschnitte an, deren Gleichung von der
Form :

©y (771 +772+>13)2+Hz ()11 _‘7}2—7)3)2—}'}13 (—711—1"772_’43)24‘{1-4 (_711 —ﬂz+ﬂ3)2 =01

oder was dasselbe heisst, von der Form:

po(n® 4-n Fn)+2pi e+ 2pemani+2p3m7.=0

ist. Sollen die Geraden :
et asn =20, Bini+Benet Bsns=0
ein Paar bilden, das dem Kegelschnittsystem angehort, so muss:
0‘154:0‘262:0&3@3
sein. Die Geraden, die dem System angehdrende Geradenpaare bilden, stehen
also miteinander in einer eindeutigen, quadratischen Verwandtschaft, deren
singulidres Dreieck das Dreieck A ist. Sie sind einander conjugirt bez. aller
Curven zweiter Classe, die dem Vierseit ¥ der doppelt zdhlenden Geraden
des Systems einbeschrieben sind und deren Gleichungen in Liniencoordinaten,
bezogen auf das Dreieck A, sich schreiben :
g v+ v oyt =0,

indem:

U:‘l‘°‘2+°'3=0-

(*) Die Beziehungen, in denen das Viereck Y und das Vierseit ¥ zu einander stehen,
sind ausfihrlich untersucht von G. Koun, Abhdign. d. Wiener Akad. Bd. XOCIIL
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22. Die Gleichungen der Ebenen «, 8, y, welche je zwei Doppelge-
raden der Steiner'schen Fliche enthalien, lanten:

7K|=0, )\2=0, )\3=0,
wenn man setzt:
)\‘ =X1+X2_"X3_X4’

7‘2=X1—X2+X3_X4,
13=X1_X2_'—X3+X40

Die Grissen X lassen sich als Coordinaten der Strahlen im Biindel P be-
trachten, Die Cuspidalebenen haben in diesen Coordinaten die Gleichungen:

deFra=0, A+2l=0, A+%=0,
he—2dg=0, A—2t =0, A —l=0.
Sie schneiden sich zu dreien in den Strahlen, deren Coordinaten durch die
Doppelgleichungen bestimmt sind:
M= dg =gy Aym=— A= — Ay, — A ==y == — Agy — Ay = — Ay = Jg.
Dies sind die Strahlen s, welche den Punkt P mit den Ecken des sin-

guldiren Tetraeders und den Contracuspidalpunkten verbinden. Durch die
Gleichungen:
A‘+),2+A3==0’ )(1-—)\2—-13=0, —Zl+)‘2_13=07 —)1+12+).3=O’
werden die Ebenen dargestellt, welche den Punkt P mit den Schnittlinien
der Hauptebene = und der singuliren Ebenen der Fliche verbinden.

23. Als analytischer Ausdruck fiir die Verwandtschaft zwischen demn
ebenen Punktfeld ¢ und dem Strahlenbiindel P ergiebt sich mit Hiilfe der
Coordinaten » und A die Doppelgleichung:

MI = dg=1s A3.

Denn die vier Strahlen s im Biindel P und die entsprechenden Punkte in der
Ebene ¢ sind bei beiden Coordinatenbestimmungen die Einheitselemente.

24. Die Kegel im Biindel P, welche die singuldren Kegelschnitte der
Fliche E enthalten, haben in den A die Gleichungen:

Ao s a2y + A ke =0,
—leha A A A k=0,
Do ds — ot A 2 =0,
Ao ks g — A de =0,
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Diese Kegel stehen in der Beziehung zu einander, dass sich je zwei von
ithnen in einer Kante des Doppelliniendreikants beriihren und in den beiden
anderen so schneiden, dass ihre Tangentialebenen in denselben zwei Seiten-
flichen des Dreikants harmonisch trennen. Diese Tangentialebenen sind nichts
anderes als die Cuspidalebenen der Steiner’schen Fliche.

25. An die Punktcoordinaten in der Ebene ¢ kniipft sich unmittelbar
die Parameterdarstellung der Steiner’schen Fldche. Da nédmlich:

pXi=wb pXo=2% pXs=1us pX,=2z?,

so ergiebt sich aus den Gleichungen des § 17, welche die z durch die »
ausdriicken, sofort (*):

pX«=( 112 + ne)?
PX2=( n— 1 — M),
PX3=('—’71+’72—>73)?7
p Xi=(—ni—n + ).

Aus dieser Parameterdarstellung folgt sofort eine andere, indem wir setzen:

(4)

p Y =21, \
Yz=2 1
14 N3 N1y Z (B)
PY3=23117)2, \
/

p Y= 0+ n4 nd
Es ist dann:

Xi= Y. +Y.+ Y. +7Y,
Xg=—Y1_~Y2+Y3+Y47
X3=—Y,+Y2—Y9+Y4,

X4= YA—Y2'_—Y3+Y4)
und hieraus :
4Yl=X(—X2—X;+X4,

4Y2=X1—X2+X3—X‘,
4Y3=X1+X2—X3—X4,
4Y4=X1+X2+AX3+X4-

(*) Diese Darstellung giebt Clebsch a. a. 0., ebenso die folgende.
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Die Ebenen Y,=0, Y,=0, Y,=0 sind also die mit «, 8, y bezeich-
neten, welche je zwei Doppellinien enthalten; die Ebene Y,=10 ist die
Hauptebene = der Fliche E.

26. (A4) ist die erste IParameterdarstellung der Steiner’schen Fliche,
bezogen auf das singulire Tetraeder T, (B) ihre zweite, bezogen auf das
Tetraeder II der Ebenen «, 8, y, n. Die singuliren Ebenen haben fiir dieses
Tetraeder genau dieselben Gleichungen wie die Ebenen o, 8, y, = fiir das
singuliire Tetraeder. Die Beziehungen zwischen den beiden Teiraedern sind
durchaus wechselseitig, jede Kante des einen wird von zwei Gegenkanten des
anderen getroffen und harmonisch geteilt.

27. Aus den Gleichungen (B) ergiebt sich durch Elimination der 5:
Ygz Y;z + 1732 Y‘Q + Yig Y22 = 2 Yi Yg Y3 Y‘.

Dies ist die einfachste rationale Gleichungsform der Steiner’schen Fliche, die
zuerst von KumMEr angegeben wurde.
Die Tangenten in den Doppelpunkten der Curve:

Yzz Ysg‘l‘ Y32 Y42+Y42 Y22=0,

in der = die Fliche E schneidet, sind Schmiegungsstrahlen der Eliche und
gleichzeitig Tangenten des Kegelschnittes:

Vet Ved-Ye—0,

in dem die Ebene n die Flache ® =0 schneidet.

28. Diese quadratische Fliche, welche die Kanten des singuliren
Tetraeders 7' in den Cuspidalpunkten beriihrt, hat némlich in den Y die
GHleichung:

Y(2+ Y22+Y32—'Y42=0,

sie hat also das Tetraeder IT zum Poltetraeder. Da nun, auf ein Tangenten-
tetraeder bezogen, die Gleichung einer quadratischen Flidche sich immer in die
Form ® =0 bringen lisst, wo ¢ dieselbe Bedeutung hat wie in § 6, so ergiebt
sich beildufig :

Jedes Tangententetraeder einer quadratischen Fliche steht zu einem
bestimmten Poltetraeder derselben in der Beziehung, das jede Kante des
einen Tetraeders von zwei (tegenkanten des anderen getroffen und harmo-
nisch geteilt wird. Sechs von diesen zwolf Treffpunkten sind die Beriihrungs-
punkte der Tangenten, und zwar gehen die Kanten des Poltetraeders, die
sie paarweise verbinden, durch eine Ecke desselben.
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Es ‘giebt noch ein zweites Tangententetraeder, welches mit demselben
Poltetraeder in der gleichen Beziehung steht, und diese beiden Tangenten-
tetraeder bilden mit dem Poltetraeder zusammen ein desmisches System.

Dieser Satz wird zur Trivialitit, wenn man an die Kugel und einen ihr
umschriebenen Wiirfel denkt. Die Diagonalen in dessen Seitenflichen bilden
zwei gleichseitige Tetraeder, deren Kanten Tangenten der Kugel sind.

29. Die Steiner’sche Fldche wird in sich transformirt dureh 24 Colli-
neationen einschliesslich der Identitit, die zusammen eine Gruppe bilden. Es
sind dies die Collineationen, die den dreifachen Punkt P unverdndert lassen
und die vier singuliren Ebenen irgendwie unter einander vertauschen. Sie
fiilhren dann naturgemiiss auch die Doppellinien, die durch den Punkt P
gehen und je zwei Gegenkanten des Tetraeders T der singuliren Ebenen
treffen, und damit auch die Cuspidalpunkte in einander iiber. Sie fiihren
weiter die Hauptebene n in sich iiber, welche als Verbindungsebene der
vierten harmonischen Punkte anf den Doppellinien zu ihren Cuspidalpunkten
und dem Punkt P definirt war.

Sie miissen ferner die Verbindungslinien des Punktes P mit den Ecken
des Tetraeders T und damit die Contracuspidalpunkte auf der Steiner’schen
Flidche in.einander iiberfihren. In den Coordinaten X stellen sie sich dar
durch beliebige Permutationen derselben ohne Vorzeichenidnderung, in den
Coordinaten Y durch beliebige Vertauschung und geeignete Vorzeicheninde-
rung der drei ersten Y,, Y,, Y,. In den Coordinaten » der Bildebene ¢
stellen sie sich ebenfalls dar durch beliebige Vertauschung und Vorzeichen-
dnderung dieser Grossen. Die zugehdrigen 24 Collineationen in der Bild-
ebene ¢ fiihren sonach, wie es sein muss, das Vierseit ¥, das den singuliren
Kegelschnitten der Steiner'schen Fliche I entspricht, und gleichzeitig das
Viereck T, dessen Ecken und Seiten den Contracuspidalpunkten und Cuspi-
dalkegelschnitten entsprechen, in sich iiber. Sie transformiren gleichzeitig das
Dreieck A in sich, dessen Ecken und Seiten dem dreifachen Punkte und den
Doppellinien der Steiner’schen Fliche E entsprechen (*).

30. Bemerkenswert sind die Curven 4. Ordnung auf ¢ und die ent-
sprechenden Raumcurven 4. Ordnung auf E, welche die Ebene und die
Fliche einfach iiberdecken und durch die 24 Collineationen in sich iibergehen.

(¥) Ueber diese merkwirdige Gruppe von 24 Collineationen ist 1896 eine Strassburger
Dissertation von L. RexNer in Bayreuth erschienen, in welcher dieselbe ausfiihrlich
behandelt ist.
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Die Raumcurven werden aus der Steiner’schen Fldche ausgeschnitten durch
die quadratischen Fldchen:

le“l_ Y22+Y32‘“ )AY42=0,

die in der That alle durch die 24 Collineationen in sich iibergefiihrt werden.
Die entsprechenden Curven in der Ebene haben die Gleichungsform :

1wt et = (0 s st a0 aed).

Sie zerfallen in dreiziigige und vierziigige Curven. Eine Curve der ersteren
Gattung schrumpft scheinbar auf die Ecken des Dreiecks A, eine der letzteren
Gattung auf die Ecken des Vierecks Y zusammen. Beide Gattungen grenzen
an einander durch das Vierseit ¥, dem die singuldren Kegelschnitte der
Steiner’schen Fldche entsprechen, d. h. der Schnitt der letzteren mit der
Flache ® =0.

VIERTER ABSCHNITT.
Die Raumcurve vierter Ordnung erster Art.

I. Jeder biquadratischen Raumcurve des Raumes (z), welche die
Schnittlinie zweier Flichen des Gebiischs (f)® ist, entspricht im Raume (X)
eine gerade Linie (I, 15).

Ist die Raumcurve die Schnittlinie der Fldchen:

Saizs =0, 2a28:=0,
so ist die entsprechende Gerade g die Schnittlinie der Ebenen:
2a; X;==0, 2a:X;=0,
und ihre Coordinaten sind :
Ap=0;ap—ara;.
Ebendiese Grissen, zwischen denen die identische Bezichung statt hat:
| Qo G4 - Qi3 gy + A4y A2 = 0,

konnen wir auch als Coordinaten der biquadratischen Raumcurve, bezogen
auf ihr Haupttetraeder, bezeichnen.

2. Die vier Kegel k,, k., ks, k4, welche sich durch die Raumcurve
hindurchlegen lassen, entsprechen den vier Ebenen K;, welche die Gerade
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mit den Ecken des Haupttetraeders verbinden, und haben deswegen die Glei-
chungen:

U T+ s 0 a2 ==0,
Aoy X 4 0 TP A A 2 = 0,
A3y T% = gy To° +aurt=0,
Aas T1% - Qe To® - Qs T =0 )
wobei zu beachten, dass ag; = — i ist.

3. Die 16 Wendeberiihrungspunkte p# der Raumcurve entsprechen
den 4 Schnittpunkten P; der Geraden g mit den Ebenen des Haupttetraeders.
Ihre Coordinaten ergeben sich daher aus dem folgenden Schema:

Ebene x, x, X Z4
z, =0 0 Eyas * Ve *\am,
2, =0 e 0 E\a, * \ag
2, =0 *\ao E\am O £ \a,
z,=0 + \a *\ay Ea. 0

4. Die Wendeberiihungslinien /;* entsprechen den Geraden L;, welche
je einen Punkt P; mit der gegeniiberliegenden Ecke des Haupttetraeders ver-
binden.

5. Die Wendeberiihrungsebenen w* entsprechen den Kegeln des anderen
Raumes, die je drei Ebenen des Haupttetraeders und eine Ebene K;, letztere
in der zugehdrigen Geraden L;, beriihren, und sind die Tangentialebenen der
Kegel k; in den auf ihnen liegenden Punkten p;* oder Strahlen /. Fiir ihre
Coordinaten ergiebt sich daher sofort, wenn wir abkiirzend:

\/an A3y = @, \/aw Ayqo = a ) \/“:4 @y =20

setzen, das Schema :

Punkt u, Us Uy Uy
u, =0 0 *tVa.-a Eya,-a  F\a, -’
U, =0 i\/aT,,-a 0 i\/a_2;-a” chZ:-a'
wy =0 + \ag - @ E\am-a’ 0 + a5 a
w, =10 i\/&;-a" iVa_n-a’ i-Va—B'a 0
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6. Es giebt drei Collineationen, welche die Ebenen eines Tetraeders
unter sich vertauschen und gleichzeitig eine Gerade in sich selbst iiberfithren.
Durch sie muss néimlich der Wurf der vier Schnittpunkte der Geraden mit
den Ebenen des Tetraeders in sich iibergehen, und dies ist auf 3 Arten
mdoglich, entsprechend den 3 verschiedenen Arten, auf die sich 4 Elemente
paarweise vertauschen lassen (¥). Diese drei Collineationen sind geschaarte
Involutionen, deren Axen je zwei paar Eckpunkte des Tetraeders harmonisch
trennen.

Da jeder solchen Transformation des Raumes (X), welche die Ebenen
des Haupttetraeders vertauscht, 8 Collineationen im Raume (z) entsprechen,
welche die der Geraden entsprechende biquadratische Raumcurve in sich
iiberfiithren, so geht die letztere ausser durch die Identitdt und die 7 Involu-
tionen, die alle Gruppen assoziirter Punkte in sich transformiren, durch 24
Collineationen, im Ganzen also, die Identitit einbegriffen, durch 32 Collinea-
tionen in sich iiber.

7. Die drei Involutionen, welche die Gerade g mit den Coordinaten
in sich iiberfithren, lassen sich durch das folgende Schema fiir die Coordinaten
X'; des aus X; entstandenen Punktes darstellen:

X', X' X's X',
I. — By Xy — Oy 0y X, Ay O30 Xy A4 e X
I — Ay Be Xo Uyy Boy Xy — Qe Uy X, Qg3 G4y X
I11. — @y U3 Xy Qo gy X, Usu U5 Xo — Qs A4z X

Hieraus ergeben sich sofort die zugehérigen Transformationen des Rau-
mes (z) (*¥).

8. Je zwei der drei Involutionen liefern mit einander combinirt die
dritte, alle drei combinirt die Identitdt. So ldsst sich auch die Gruppe der
32 Involutionen im Raume (z) in Untergruppen teilen, derart dass die zu-
gehdrigen Gruppen von 32 Punkten sich in Paare sondern durch eine In-
volution, oder in Quadrupel durch 3 Involutionen, die verschiedenen Transfor-

(*) Die Doppelpunkte der so auf der geraden Linie entstehenden projektiven, und
zwar involutorischen, Verwandtschaften sind jedesmal die Punkte, welche beide Paare,
in die sich die 4 Punkte sondern, harmonisch trennen und somit die Verschwindungspunkte
der zu einer jene 4 Punkte liefernden Binirform gehorigen Covariante T (CreBscH, Bi-
ndrformen, pag. 142).

(**) S. HarNAcK, Math. Ann., Bd. 12, S. 82 Anm.
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mationen der Geraden in sich entsprechen, oder auch durch dic Involutionen,
welche die friiher besprochenen Quadrupel auf der biquadratischen Raumeurve
liefern u. s. f.

9. Den Sehnen der biquadratischen Raumcurve entsprechen die dem
Haupttetraeder einbeschriebenen Kegelschnitte, welche die Gerade g doppelt
schneiden, und insbesondere entsprechen den Tangenten der Raumcurve die

Kegelschnitte, welche die Gerade g und die Ebenen des Haupttetraeders
beriihren.

Durch den Berithrungspunkt P eines dieser Kegelschnitte kann man in
derselben Ebene einen anderen legen, welcher die Gerade g noch einmal
schneidet und ebenfalls dem Haupttetraeder einbeschrieben ist. Dieser Kegel-
schnitt entspricht den Schmiegungsstrahlen der zu P gehérigen Punkte, d. h. den
in den Schmiegungsebenen dieser Punkte liegenden wirklichen Sehnen.

10. Eine Schmiegungsebene der biquadratischen Raumcurve wird,
wenn wir zur Abkiirzung setzen:

oy = Qo Qi3 Aygy Og = Ogy Qo3 PBogy A3 == U3y 33 A3gy 04 == Qyy Uy Ay3,
dargestellt durch folgende Gleichung:
Zajfai==0,

wenn die z; die Coordinaten des Schmiegungspunktes bezeichnen. Diese
Schmiegungsebene ist aber Tangentialebene der Flidche:

2a;2tat=0,

und dieser Fliche entspricht im anderen Raume die Ebene:

Za; 4 Xi =0,
die ihrerseits Tangentialebene der Fldche:
Sa; 2 =0

im Punkte (Z) der Geraden ¢ ist. Diese Fliche muss somit die Gerade ¢
enthalten und ist die einzige Fldche, die durch diese Gerade geht und das
Haupttetraeder zum Poltetraeder hat.

11. Dies konnen wir umgekehrt benutzen, um die Ebene des Kegel-
schnittes zu bestimmen, welcher im Raume (X)) einer Geraden mit den Coor-
dinaten aix des Raumes (x) entspricht. Da nach dem Obigen die Fliche des
Systems (f)?, die diese Gerade enthilt, die Gleichung hat:

Sa;xt=0,
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so lautet die Gleichung der Ebene im Raume (X), die den entsprechenden
Kegelschnitt enthélt :
Ya; X5 =0

12. Der Kegelschnitt selbst wird aus der Ebene ausgeschnitten durch
jeden der vier Kegel:

Qe V‘T(;"l_am\lX‘l’au VY4=0,

sy VY. +a23 Vx“l‘au szo,
a3 \/X‘l"aaz\lz + as, \/Zzoy
Ay \/X 4+ s VK + A VZ = 0.

Diese Ikegel haben aber ausser dem einen IKegelschnitt zu zweien noch je
einen anderen gemein, und diesen 6 Kegelschnitten entsprechen im Raume (z)
48 (erade: diese Geraden verbinden die Punkte paarweise, in denen die
dem ersten Kegelschnitt entsprechenden acht assoziirten Geraden die Ebenen
des Haupttetraeders schneiden, und bilden mit diesen acht assoziirten Geraden
zusammen die similichen Verbindungslinien der 16 Schnittpunkte, sofern sie
nicht in den Ebenen des Haupttetraeders liegen. Durch jeden der 16 Schnitt-
punkte gehen 8 von diesen Linien. Jede der 8 ausgezeichneten wird also
von 28 der iibrigen Geraden geschnitten, in jedem Schnittpunkt mit einer
Ebene des Haupttetraeders von 7. Von den 48 anderen Geraden trifft jede
16 der iibrigen.

13. In der Sehnencongruenz der biquadratischen Raumecurve ist eine
Reihe von bemerkenswerten Regelschaaren, 1. A. 8. Grades, enthalten (*),
unter denen vier besonders hervorzuheben sind: einmal die Tangentenschaar
der Curve und sodann die Schaaren derjenigen Sehnen, welche zwei Gegen-
kanten des Haupttetraeders treffen. Die letzteren erfiillen je eine Regelfliche
4. Grades. Diesen Regelflichen sind im Raume (X) die drei Hyperboloide
zugeordnet, welche die der Raumcurve entsprechende Gerade g mit je einem
Paar Gegenkanten des Haupttetraeders verbinden.

14. Der Tangentenfliche ¢ der biquadratischen Raumcurve entspricht
die Flache T, welche von den die Gerade g und die vier Ebenen des Haupt-
tetraeders T' berithrenden Kegelschnitten erfiillt wird. Diese Flache ist eine

(*) S. Harnack, a. a. 0., S. 77 fl.
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Pliscker'sche Complexfliche (¥); einer der zugehorigen quadratischen Com-
plexe ist ein tetracdraler mit dem Haupttetraeder T. Sie wird gleichzeitig
erfilllt von den cubischen Raumcurven, welche die Gerade ¢ beriihren und
dem Tetraeder 7' umschrieben sind.

15. Sie ist von der vierten Ordnung und der vierten Classe. Die Ge-
rade g ist fiir sie eine Schneide. Sie hat ferner acht Knotenpunkte, von denen
vier die Ecken des Haupttetraeders sind und die iibrigen auf g liegen, und
acht singuldre Ebenen, darunter die vier Ebenen des Haupttetraeders, die sie
lings Kegelschnitten beriihren. Die iibrigen vier singuldren Ebenen beriihren
sie lings Geraden und gehen durch die Gerade g und je eine Ecke des
Haupttetraeders, durch die auch die Beriihrungslinie geht.

16. Die Fldche ist sich selbst reciprok zugeordnet in der polaren Cor-
relation, deren Ordnungsfliche durch die Gerade g geht und das Hauptte-
traeder zum Poltetraeder hat.

17. Die cubischen Raumcurven (C) der Fliche sind durch die Ke-
gelschnitte (K) der Fliche und deren Ebenen projektiv auf einander bezogen.
Umgekehrt sind die Kegelschnitte (K) durch die Raumcurven (C) projektiv
auf einander bezogen, indem entsprechende Punkte immer auf derselben
Curve (C) liegen. Insbesondere entsprechen die Beriihrungspunkte der Ke-
gelschnitte mit derselben Ebene des Haupttetraeders einander, die auf einem
singuldren Kegelschnitte der Fliche liegen. Die Strahlen aus den Beriihrungs-
punkten der Kegelschnitte (K) mit der Geraden g nach ihren Beriihrungs-
punkten mit den 4 Ebenen des Haupttetraeders haben constantes Doppel-
verhiltnis.

18. Der tetraedrale Complex, zu dem die Complexfliche T'* gehort,
hat auch fiir die biquadratische Raumecurve, die der Geraden g entspricht,
eine besondere Bedeutung.

Jedem Punkte P des Raumes konnen wir bez. der biquadratischen Raum-
curve eine Gerade p als Polare zuweisen, die so entsteht: Wir ziehen durch
den Punkt P die beiden Sehnen an die Raumcurve, suchen auf ihnen die
vierten harmonischen Punkte zu P und den auf ihnen liegenden Curven-
punkten und verbinden dieselben durch eine Gerade, dies ist dann die Po-
lare p von P. Sie ist die Schnittlinie der Polarebenen des Punktes bez. der
quadratischen Flichen, die durch die biquadratische Raumcurve gehen. Sind
nun, wie oben, ¢ die Coordinaten der Raumcurve, bezogen auf ihr Haupt-

(*) Vgl. u. a. Sturm, Liniengeometrie, zu Anfang des 3. Bandes.
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tetraeder T, x; die Coordinaten des Punktes P, so sind die Coordinaten der
Polare p:
Pik = Qi ¥i Tk,

zwischen denen, wie sofort ersichtlich, in der That die Beziehung:
Pie Pas + Piz Pao + Pis Pos = 0,
stattfindet. Es ist aber ferner:

Pre Psa — Ps3 Pae — PraPes . (F)

Q2 (134 @13 A4e 14 Q23

d. h. die Polaren aller Punkte des Raumes bilden einen tetraedralen Com-
plex I', zu dem auch die Gerade mwit den Coordinaten aix, also die Ge-
rade g, die Polare des Einheitspunktes ist, gehort. Mit diesem Complex T
ist demnach auch der Complex identisch, auf den wir durch die Complex-
fliche T'4 gefiihrt wurden.

18% Die Tangenten der biquadratischen Raumecurve sind Strahlen des
Complexes I'" und die ihnen im Raume (X) entsprechenden Kegelschnitte sind
Complexcurven von T.

18>, Den Punkten einer Geraden sind bez. der biquadratischen Raum-
curve als Polaren die Strahlen einer quadratischen Regelschaar zugeordnet;
gehort die Gerade aber selbst dem Complex I' an, so entsprechen ihren Punkten
die Strahlen des Complexkegels, dessen Spitze der Geraden entspricht.

18¢. Den Punkten einer Ebene sind die Sehnen einer cubischen Raum-
curve zugeordnet, die dem Haupttetraeder umschrieben ist, und die Tangenten
dieser Raumcurve entsprechen den Punkten des Complexkegelschnittes, der
in der Ebene liegt.

19. Diese Complexkegelschnitte sind nichts anderes als die Kegelschnitte,
welche im Raume (X)) den zum Raume (z) gerechneten Strahlen des Com-
plexes T' entsprechen.

Eine charakteristische Eigenschaft des tetraedralen Complexes ist es nim-
lich, dass man alle seine Geraden aus einer hervorgehen lassen kann durch
die Collineationen, die sein Haupttetraeder ungeéndert lassen. Durch dieselben
Collineationen miissen auch alle Complexkegelschnitte aus einem hervorgehen,
Durch dieselben Collineationen miissen aber auch die Kegelschnitte, die den
Complexstrablen in der von uns betrachteten Punktverwandtschaft entspre-
chen, in einander ibergehen (vgl. III, 3), und deshalb, weil sie sich teil-
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weise mit den Complexkegelschnitten decken (18%), ganz mit ihnen zusam-
menfallen.

20. Rechnet man nun den Complex I' zum Raume (X)), so entsprechen
seinen Strahlen im Raume (2) dreifach unendlich viele biquadratische Raum-
curven, die alle aus einer durch die Collineationen, die das Haupttetraeder
ungeéndert lassen, hervorgehen. Wollen wir den tetraedralen Complex I' in
der oben (18) angegebenen Weise auf den Punktraum beziehen, so kdnnen
wir irgend eine von diesen biquadratischen Raumcurven zur Ordnungscurve
wihlen. Denn die Coordinaten p;, dieser Ordnungscurve miissen, damit sie
den Complex T liefert, der Bedingung:

Pie P34 Pi3Pae  Puapes
Q1 Q54 Q13 Q4 Q4 W42

geniigen, d. h. die ihr im Raume (X) entsprechende Gerade muss zum Com-
plex I' gehbren.

21. Aus diesen Betrachtungen geht hervor, wie sich der Gesamtheit
der Geraden im Raume, wenn man ein festes Tetraeder 7' annimmt, gleich-
artige Mannigfaltigkeiten von Kegelschnitten zuordnen, die alle die Ebenen
des Tetraeders beriihren, von cubischen Raumcurven, die alle durch die Ecken
des Tetraeders gehen, und endlich von biquadratischen Raumcurven, die alle
das Tetraeder zum Haupttetraeder haben. Aus allen diesen Mannigfaltigkeiten
heben sich solche Complexe heraus, deren sédmtliche Curven aus einer durch
die Collineationen hervorgehen, welche das Tetraeder T' ungeéndert lassen.

22. Fragen wir nun nach den Collineationen, die das Tetraeder T
und eine von diesen Curven in sich iiberfithren, so ist die Frage bereits beant-
wortet fiir die Geraden und biquadratischen Raumcurven. Ganz dhnlich lautet
die Antwort auch fir die Kegelschnitte und cubischen Raumcurven. Ausser
der Identitit ergeben sich auch hier drei Involutionen, welche die vier Purkte,
die die Curven mit dem Tetraeder T gemein haben, paarweise vertauschen.
Bei den biquadratischen Raumcurven nimmt die Antwort deswegen einen
etwas anderen Charakter an, weil diese Curven nicht mehr rational sind.

23. Fiir die cubische Raumcurve verdienen die erwihnten drei Involu-
tionen und die Quadrupelanordnung, welche sie auf der Raumecurve begriinden,
eine kurze Darstellung (*).

(*) Vgl fir das Folgende W. StanL in Crelle’s Journal, Bd. 101, S. 83 ff.
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Die cubische Raumecurve wird aus den Ecken des ibr einbeschriebenen
Tetraeders 7' durch 4 Kegel zweiter Ordnung projizirt, deren Gleichungen
sich schreiben lassen wie folgt:

bmxsah—l"basxtxz“l‘bu-’vzxs:o7

oy 25 24 —l_bzsxAxl_{_bz(xsxa:O)
bsy m2x4+b32x4x, —-I—b34{1), xz=07
bas s T3+ bys X3 4 - bz %y T, =0,
indem :
bin=—bpi.

24. Aus der Analogie dieser Gleichungen mit denen fiir die Verbin-
dungsebenen einer Geraden mit den Ecken des Coordinatentetraeders ergiebt
sich fiir die drei Involutionen, welche die cubische Raumcurve zugleich mit
dem Coordinatentetraeder in sich iiberfiithren, das Schema :

z', z's z's z'y
I . l — by by, — bys byu 4 bai bis 4 by by, 25
II. — bys by 74 b by, —bubisz, bey bys 2,
III. - bw b43 Xy b34 b31 T3 b24 b?l x?, - bl? bi3 "vl

25. Durch je zwei Gegenkanten des Tetraeders 7' und die cubische
Raumecurve geht ein Hyperboloid. Die Gleichungen dieser drei Fléchen ergeben
sich sofort durch Addition je zweier der vier Kegelgleichungen und lauten:

bmw:%—{"bﬂwst—{“ bis T s - b4y Ty r, =0,
by , x2_|‘bsz Xy Ly by 5 xz“‘bn X3 Xy == 0,
by T, 75 +b43 Ty T, +bi2 ) 1‘3—{—-5,3334 x, =0.
Diese Hyperboloide haben zu zweien ausser der cubischen Raumcurve eine

Gerade gemein. Die Coordinaten der drei Geraden, die wir so erhalten, sind
die folgenden:

P Pss Dis Paz P Pes

1. - b34 -—_ b;z bn b:s 523 bu
2. 634 biz - b42 - bw b23 b“
3- b;u bgg bu bi3 - bzs - bﬂ

Um diese Formeln zu deuten, nehmen wir die Gerade mit den Coordinaten:

bu bﬂ bl% b13 b23 b id

Annali di Matematica, tomo I. 18
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hinzu, dann bilden diese vier Geraden ein Quadrupel im Sinne des § 5 im
ersten Abschnitt und liegen auf einer Fliche 2. Ordnung, deren Gleichung
lautet :

byx® 4 by x,* 4 by s* + b2 =0, (L)
indem wir setzen:
b4 == b34 bn bea ) bz == 643 bsa bu 9 bs = blz bu bu ) bA = bex 643 632 .

Suchen wir aber die Verbindungsebene der drei Punkte, welche aus einem
beliebigen Punkte durch die drei Involutionen [, II, IIT hervorgehen, so zeigt
sich, dass diese Ebene die Polarebene des Punktes bez. der Fliche (L) ist.
Die Punktquadrupel des Raumes, welche durch die drei Involutionen in sich °
iibergehen, bilden also je ein Poltetraeder der Fliche (L).

Die von uns ausfithrlich behandelte quadratische Verwandtschaft hat,
wie bereits erwdhnt, WiLeeLm Stann benutzt, um aus der Tangentenfliche
der Raumcurve vierter Ordnung zweiter Art die desmische Flidche 12. Ordnung
herzuleiten. Es sei uns gestattet, mit wenigen Worten noch auf diesen Punkt
zu sprechen zu kommen.

Die desmische Fliache 4. Ordnung fanden wir als Enveloppe eines qua-
dratischen Biischels von Flichen 2. Ordnung mit gemeinsamem Poltetrae-
der (II, 31). Die reziproke Fliche 4. Classe muss darum die Enveloppe einer
quadratischen Schaar von Flichen 2. Classe sein. Diese Flichen 2. Classe
haben 8 gemeinsame Tangentialebenen und beriihren dieselben in den Punkten
je eines Kegelschnittes k. Jeder dieser Kegelschnitte £ muss die vier Ebenen des
Haupttetraeders beriihren. Die 8 singuldren Flichen der quadratischen Schaar
fallen ndmlich paarweise zusammen und ihre Kegelschnitte liegen in den
Ebenen des Haupttetraeders. (Vgl. I, 31.) Die gemeinsamen Tangentialebenen
der Fldchen der quadratischen Schaar entsprechen nun, wenn man sie zum
Raume () rechnet, in unserer Verwandtschaft einer Steiner’schen Fliche des
Raumes (X) (III, 1) und die in ihnen liegenden Kegelschnitte £ einer Haupt-
tangentencurve K der Steiner’schen Fldche (III, 10). Den Schmiegungsebenen
dieser biquadratischen Raumcurve entsprechen ferner die Fldchen der qua-
dratischen Schaar selbst, und darum der Tangentenfliche dieser Raumcurve
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die desmische Fliche 1. Classe. Die Tangentenfliche ist von der 6. Ordnung
und die desmische Fliche von der 12. Ordnung.

Betreffs der Eigenschaften der desmischen Fliche, die sich sonach aus
den Eigenschaften der Tangentenfliche der biquadratischen Raumcurve ableiten
lassen, sei auf die letzten Seiten der Stahl’schen Abhandlung verwiesen.

Strassburg, den 13. Mai 1897.
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La composizione dei Gruppi finiti il cui
grado & la quinta potenza di un nu-
mero primo.

(Di G. Baexera, a Palermo.)

PREFAZIONE.

CAYLEY ha per il primo posta l'importante questione (¥*) di costruire tutti
i possibili gruppi di un dato grado m.

Non bisogna, nemmeno lontanamente, sperare che il problema, enunciato
in termini cosi generali, possa in qualche maniera essere abbordabile: delle
ipotesi sono necessarie sopra l’intero » per servire di fondamento ad un ra-
gionamento qualsiasi, e le ipotesi che hanno condotto in questi ultimi anni
al pitl rimarchevoli risultati si riferiscono al modo con ecui lintero » & com-
posto con i suoi fattori primi.

11 sig. Nerro ha dato (**) tutti i gruppi il cui grado & il prodotto di
due soli numeri primi eguali o diseguali; il sig. Horper ha, per la prima
volta (***), dimostraio che tutti i gruppi il cui grado & il prodotto di tre
numeri primi, eguali o diseguali, sono metaciclici (risolubili) (***¥); poi, in
un lavoro posteriore (***¥*), lo stesso Autore ha dato la composizione dei

(¥*) CAYLEY’S Mathematical papers, Vol. II, 125.
(¥*) NerTo. Substitutionenthcorie und ihre Amwendung auf die Algebra, 1882, pag. 133,
(¥**) HO6LDER. Die einfachen Gruppen im ersten und zweiten Hundert der Ordnungs-
zahlen. Mathematische Annalen, Band 40, a. 1892.
(¥¥*¥) Nel presente lavoro mi servo delle denominazioni che, per i gruppi finiti, sono
state adottate dal sig. H. WEeBER nel suo libro: Lehrbuch der Algebra.
(*¥+***) Hovoer. Die Gruppen der Ordnungen P2, p 4%, p q 7, p* Mathematische Annalen,
Band 43, a. 1393,
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gruppi di tale grado e quella di tutti i gruppi, il cui grado & la quarta po-
tenza di un numero primo.

Seguendo lo stesso ordine d’idee, il sig. Fropenivs ha osservato (*) che
tutti 1 gruppi, il cui grado & il prodotto di quattro fatiori primi, sono me-
taciclici, fatta eccezione per il grado 2*.3.5==60 dove si presenta il noto
gruppo dell’icosaedro che & un gruppo semplice. Il sig. TroBEmUs & andato
molto pilt in 1a: egli ha stabilito i due sorprendenti risultati generali che
ogui gruppo, il cui grado & il prodotto di v fattori primi tra cui ve ne siano
v — 1 eguali, oppure il prodotto di » fattor: primi due a due diseguali, & ne-
cessariamente metaciclico, e, chi ha interesse di conoscere le ingegnose di-
mostrazioni di questi due teoremi, potrebbe leggerle mel libro del signor
H. Weser (**).

Il sig. Hoiper, con molta fortuna, & ritornato sulla questione nel-
I'anno 1895 (***) e, ponendo a fondamento 'ultimo dei due citati teoremi del
sig. Froemus, ha dato la composizione e la classificazione di tutti i possibili
gruppi, il cui grado & il prodotto di quanti si vogliano fattori primi due a
due diseguali; inoltre, nello stesso lavoro, ha stabilito il notevolissimo risul-
tato che ogni gruppo di tale grado & necessariamente isomorfo ad un gruppo
lineare di permutazioni.

Ma, dare la composizione e la classificazione di tutti i gruppi, il cui
grado & il prodotto di quanti si vogliano fattori primi eguali, & un problema
di ben altra portata. Su questo riguardo i risultati generali pit importanti
sono dovuti a Syvow (****), 11 sig. HoLper, nel citato lavoro del 1893, ha
formato tutti i gruppi dei gradi p® e p* e, quasi contemporaneamente, & ap-
parso un lavoro del sig. Youne (*****) il quale, in fondo, si & anche limi-
tato a dare la composizione di tutti i gruppi dei gradi p® e p4

Io do, per la prima volta, la composizione di tutti i gruppi di
grado p®.

(¥) FroBenius, Ueber auflosbare Gruppen Sitzungsbherichte der Berliner Aka-
demie, a. 1893, I, pag. 337.
(*¥) H. WDBER Lehrbuch der Algebm Vol. II, pag. 129 e sg.
(##¥) HOLDER. Die Gruppen mit quadraifreier Ordmmgszahl Gottinger Nachr.,

a. 1895.
(#¥¥) Syrow. Théorémes sur les groupes de substitutions. Mathematische Annalen,

Band V.
(*****) Youne., On the determination of Groups whose order is a power of a prime.

American Journal of Mathematics, Vol. XV, a. 1893.
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E precisamente a partire dal valore v =5 che il problema della com-
posizione dei gruppi di grado p’ mostra la sua vera faccia, giacche, mentre
qualunque sia il numero primo p esistono sempre :

un solo gruppo di grado p; due soli gruppi di grado p*; cinque soli
gruppi di grado p®; soltanto quindici gruppi di grado p* tutte le volte che &
p>>2; per i gruppi di grado p* accade invece che il loro numero dipende
egsenzialmente dal valore del numero primo p.

Il caso particolare di p =2 & stato tentato dal sig. LEvavassevr: egli
dice (*) di aver trovato piltt di settantacinque gruppi di grado 2° =32 e di
non avere ancora terminata la enumerazione; perd, i risultati del sig. LEva-
VASSEUR sono stati messi in dubbio dal sig. Mirer (**), il quale, sebbene
giunga anch’egli a risultati non esatti, si accosta maggiormente al vero;
giacche, come appresso si vedrd, i gruppi di grado 32 sono soltanto in nu-
mero di cinquanta.

Nella prima parte di questo lavoro, dopo di avere stabilito nel § I il
principio generale, che serve di fondamento alle successive ricerche, ritrovo
anzitutto nel § II i gruppi di grado p® e p*: cid & stato necessario per po-
tere, con uniformitd di metodo, trattare i gruppi di grado p*. Le differenze
che si potrebbero osservare tra la tabella che sta alla fine del detto paragrafo
ed 1 risultati dei sig. Hoper e Youne non hanno, e si comprende, niente di
sostanziale : esse provengono dal fatlo che io ho, qualche volta, scelto in
modo diverso 1 tipi ridotti; perd, nella maggior parte dei casi, per fare il
confronto basta cambiare il nome agli elementi generatori.

Nel § III poi mi occupo della composizione dei gruppi di grado p%, li-
mitandomi al caso in cui questi posseggono pilt d’un divisore Abeliano
d'indice p.

Nella seconda parte del lavoro, la quale comprende i §§ IV, V, VI
e VII, & sviluppata I'analisi che riguarda gli altri casi, ed & data la classi-
ficazione completa di tutti i gruppi di grado p®.

La classificazione, che ho adottata, a me basta per esser sicuro che nessun
gruppo di grado p® mi sia sfuggito, e non mi curo di sapere se questa clas-
sificazione sia pil o meno conveniente nel caso generale. D’altronde, giacché
in tal caso nulla o poco & conosciuto, una classificazione generale sarebhe
cosa perfettamente arbitraria.

(*) Comples Rendus, a. 1896, t. 122, pag. 182.
(**) Comptes Rendus, a. 1896, t. 122, pag. 370.
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Quantunque io abbia faito ogni sforzo per dare la massima omogeneita
ai procedimenti, debbo confessare che, su questo punto, non ho potuto trion-
fare giacche, ho dovuto spesso ricorrere ad artifizi ed a suddivisioni di ri-
piego anche nella ricerca dei gruppi appartenenti ad una medesima classe;
ma, io dubito fortemente che questo fatto sia una necessitd inerente alla na-
tura del problema.
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PARTE PRIMA.

§ I. Generalita.

1. Sia P un gruppo finito di grado » e T" una classe di » elementi
sopra la cui natura non si fa alcuna ipotesi. Io suppongo che, in un modo
qualunque, si sia stabilita una corrispondenza S, univoca e reciproca, tra gli
elementi del gruppo P e quelli della classe I' e denoto con S(e) I’ elemento
di T' che corrlsponde all’elemento ¢ di P.

Essendo ¢’ ed ¢’ due arbitrari elementi di P, si ponga per definizione:

SE)S(E)==8(¢");

allora, rispetto a questa legge di composizione, gli elementi di I costituiscono
un gruppo G =8 (L) che si pud pensare come il pil generale gruppo oloe-
dvicamente isomorfo a P. Chiamerd brevemente il gruppo G una rappresen-
tazione di P in T': cambiando la corrispondenza S cambia, in generale, la
legge di composizione degli elementi di T' e si ottiene un’altra rappresenta-
zione di P in T.

Se T' & una operazione che permuta gli elementi di T, 'operazione T'S
stabilisce una nuova corrispondenza tra gli elementi di P e gli elementi di T,
e pud accadere, in particolare, che le due corrispondenze S e T'S definiscano
la stessa ]egoe di composizione negli elementi di I'. Allora, I’ operazione
S=tT'S fa corrispondere ad un elemento di P un elemento di P, in modo
tale che al prodotto di due elementi corrisponde il prodotto dei due elementi
corrispondenti. Esprimerd questo fatto dicendo che I'operazione S—*T S pro-
duce una trasformazione d'isomorfismo del gruppo P in sé.

I chiaro che tutte le possibili operazioni T, che corrispondono a trasfor-
mazioni d’isomorfismo del gruppo P in sé, costituiscono un gruppo divisore
del gruppo simmetrico delle permutazioni di = cifre.

2. Siano:
E,E,..., L, (1)

Annali di Malematica, tomo L 19

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



142 Bagnera: La composizione dei Gruppe finite

elementi di T. Se, nella rappresentazione G = S(P), il composto :
E,ml Ega'? .« e Ev“",

facendo percorrere ai numeri interi indipendenti «,, «s,..., «, dati sistemi
di numeri, fornisce tutti gli elementi di ', e ciascuno una sola volta, dird
che il gruppo G possiede la base (1) a v dimensioni.

‘Denoti :

(D(E‘,Eg,--o,Ey)=Iy(E1,E'2,.o.,Ey)’ (2)

una relazione tra gli elementi (1), e si faccia subire agli elementi di 1" una
qualunque operazione T'. Allora si passa dalla rappresentazione S (P) alla
rappresentazione T' S (P) e viene percid ad essere cambiata la legge di com-
posizione degli elementi di I': dunque, la relazione (2), che sussiste nella
rappresentazione S(P), mnon si verifica, in generale, nella rappresentazione
TG =TS(P).

Epperd, una volta fissate alcune relazioni come la (2), io posso propormi
il problema di cercare tutte 1~ possibili operazioni T, che conservano le dette
relazioni. Queste tali operazioni costituiscono un gruppo, il quale contiene,
come divisore, il gruppo formato da tutte le operazioni I' che corrispondono
a trasformazioni disomorfismo del gruppo P in se.

3. Io mi debbo occupare nel presente lavoro solamente di gruppi P,

il cui grado & una potenza p* di un numero primo p: & quindi conveniente
di fissare le idee al caso mio.

Se G, ¢ una rappresentazione qualunque di un tale gruppo in I', &
noto (*) che & possibile costruire una serie di composizione :

Gy, Gy Goayunny G, (3)

tale che ogni termine della serie sia divisore normale di tutti i termini che
lo precedono. L’ultimo termine (', della serie ¢ allora un divisore normale
di grado p del gruppo G, e quindi, I’elemento generatore F, di G, ha la
nota (**) proprietd di essere invertibile con tutti gli elementi di G,.

(*) V. ad es. una mia Nota: Sopra i divisori normali & indice primo di un gruppo
finito. Rendiconti della R. Accademia dei Lincei. Vol. VII, 2.° sem., anno 1898.
(¥*) Se E é un elemento di G» di grado p*, dalla relazione E—1 Ey E=E,* si de-

duce o =1 (mod p) e quindi « =1 (mod p).
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Gli elementi di G, che godono la detta proprieta, formano evidentemente
gruppo e questo gruppo, giacché contiene G, non pud coincidere col gruppo
formato dall’elemento identico.

Cid posto, chiamerd divisore invertibile di G, il massimo divisore proprio
di G, tale che ogni suo elemento & invertibile con qualunque elemento del
gruppo principale @,, e supporrd, cosa sempre possibile, che questo divisore
faccia parte della serie di composizione (3).

Bisogna osservare che il divisore invertibile H di un gruppo G, & per-
fettamente determinato, tranne il caso in cui G, & un gruppo Abeliano : al-
lora si pud scegliere come gruppo H un divisore qualunque d’indice p di G,.

Se p* & il grado di H, il numero:

1,L=2/—-h——1,

¢ un numero invariantivo del gruppo G, e questo numero &, per quel che
segue, della massima importanza.
Un gruppo G,, che ha il numero invariantivo y, sard denotato con G.*;
cosl, ad es., 1 gruppi G,° sono gruppi Abeliani.
4. Nella Nota citata precedentemente, supponendo che un gruppo
finito G possegga divisori normali d’indice primo p, ho chiamato éndipen-
denti 3. di tali divisori, quando la loro intersezione K ha in G I'indice p*, ed

ho fatto vedere che, se 2 & il numero totale dei divisori normali indipendenti

P —1

p—1

d’'indice p contenuti in G, questo possiede » ¢ non pili, divisori nor-

mali d’indice p.

Inoltre ho dimostrato che il gruppo complementare G|K & Abeliano ed
ha tutti i suoi elementi di grado p; dunque, due arbitrari elementi del
gruppo G sono invertibili rispetto a mod. K e le potenze p™¢ di tutti gli ele-
menti di detto gruppo appartengono a K.

In un gruppo G,, di grado p’, ogni divisore d'indice p & normale, quindi
si ha x>1, ed io dico che si ha A =1 solamente quando il gruppo G, &
ciclico.

Siccome la proposizione si verifica per i gruppi di grado p?, basta pro-
vare che, ammettendola vera per i gruppi di grado p’-!, sussiste ancora per
1 gruppt di grado p’. Si chiami @, un divisore normale di grado p del
gruppo G,: se questo gruppo ha un solo divisore d’indice p, anche il gruppo
G| G, complementare di G\, ha un solo divisore d’indice p, e giacche detto
gruppo complementare & di grado p*-*, esso & ciclico per ipotesi. Sia dunque
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L un elemento di G, di grado p’-! rispetto a mod. G, ed E, un elemento

generatore di G,. Se fosse E#' =1, il gruppo G,, contrariamente all'ipo-
tesi, ammetterebbe il divisore d’indice p generato dall’elemento E ed il di-
visore d’indice p generato dai due elementi K7 ed E,. Dunque, 'elemento £
¢ di grado p* e quindi G, & un gruppo ciclico.

Cid posto, di ogni gruppo G,* io do aunche il numero X dei divisori in-
dipendenti d’indice p che il detto gruppo possiede e convengo di denotare G,*
con G,** quando voglio mettere in evidenza il numero invariantivo 2.

E utile osservare che, se & u >0, deve essere 2<% <v: cid risulta dalle
cose ultimamente dette.

Inoltre si noti che, nell’ipotesi di w>>0, il gruppo G,|H non & ciclico, e
quindi esistono almeno due distinti divisori d’indice p di G, che contengono
il gruppo H.

5. Ritornando alla serie (3), che io chiamo una serie canonica di
composizione di G,, sia E; (i=1, 2,..., ») un elemento di G; fuori di Gy,
e G, il gruppo formato dall’elemento identico: siano poi L'y, E";,... ele-
menti qualunque di G;.

Cid posto, giacch® il gruppo G| Ge—, & un divisore normale di grado p
del gruppo G,|Gi-,, risulta che I'elemento E; & invertibile con ogni elemento
del gruppo G, rispetto a mod. G;—,; dunque, in particolare, supponendo j =4,
si ha:

Ei'E;E;=E;E;,, E?*=E"; (4)
dove gli elementi E';-, ed E";_, appartengono, per quello che si & detto nel
n.° precedente, al gruppo K intersezione dei divisori d’indice p del gruppo G,.

Data la serie di composizione (3) e, relativamente ad essa, definendo gli
elementi :

B, E_,..., E,
nell’anzidetto modo, il composto :

Ey Ee. . By
fornisce tutti gli elementi del gruppo G,, e ciascuno una sola volta, attri-
buendo agli interi a,, ay—,,..., «, valori scelti ad arbitrio nel sistema di nu-
meri 0, 1, 2,..., p—1. Dunque, gli elementi E,, E,_,,..., E, costituiscono
una base a v dimensioni del gruppo G, e tra i detti elementi sussistono le
relazioni (4). Una tale base la chiamerd una base canonica (¥) di G,.

(¥) L’esistenza di una base canonica per un gruppo di grado p¥ é stata, per la prima
volta, dimostrata da SyLow, 1. e.
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Quando si conosce una base canonica di G, & perfettamente individuata
una serie canonica di composizione del gruppo G,; ma, in corrispondenza ad
ognuna di dette serie, si possono definire pilt basi canoniche.

Sia :

Evy Eo—iy-ooy By,

una base canonica di G, diversa dalla precedente. L’operazione che porta ogni
elemento B2 B&7t...E% nell’elemento E» B ... Ey, e che rappresenterd
con la notazione :
T= E"v, Ii]v*l,..., .E"] s
hv, ](Jv—l,..., Ei

lascia inalterata la forma di tutte le relazioni (4), ma cambia, in generale, gli
elementi E'; ed E'; che 1vi figurano. Si pud allora scegliere 'operazione T'
in modo che la rappresentazione T'((,) sia, da un dato punto di vista, pil
conveniente della rappresentazione G, .

Ma cid che & ancora pilt importante & i} fatto che, date due rappresen-
tazioni dello stesso gruppo P, in I' e scegliendo in ciascuna di esse una base
canonica, si pud passare dalla serie di relazioni (4) relativa alla prima rap-
presentazione alla serie di relazioni (4) relativa alla seconda rappresentazione
mediante una operazione T' appartenente al gruppo delle operazioni che por-
tano una base canonica in una base canonica.

§ IL. T Gruppi di grado p* e p

6. Esistono soltanto tre gruppi G% i quali sono:
un gruppo G.®, che & il gruppo ciclico;
un gruppo G,°% che ha un elemento di grado p* ed un elemento
di grado p il quale non & una potenza del primo;
un gruppo G4°%, che ha tutti i suoi elementi di grado p.
Mettendo in evidenza, per ciascuno di questi tre gruppi, gl'invarianti del
sig. FroBEniws (¥), scrivero:

G [Pl G {[p] (1}, G:>* {[p][p] [p]}-

(¥) FROBENIUS U, STICKELBERGER. Crelle’s Journal, Vol. LXXXVI, pp. 224-236.
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1. I gruppi G, che non sono Abeliani sono gruppi G:'*.
Se:
E,, E,, E,

& una base canonica di un tale gruppo, con le notazioni del paragrafo pre-
cedente si ha G,= H= K, e quindi &:

E;'E, B, =F, B, s'E B, =E,, Es'E E,=E,; )

. D " (l)
E}—E;, ®i=E, Ei—1, )

dove il numero « & primo con p. Allora, dati i due elementi E;, K, si pud
definire 1'elemento F, mediante la relazione :

.E:,\_l Eg .E3 == Eg .E( ’ (2)

e percid, nelle relazioni (1), ritengo a=1 (mod p).

Io ho, in questo modo, dimostrato che, se esiste un gruppo P, rappre-
sentato in I' da un G4*?, gli elementi E,, E,, K, di una base canonica del
gruppo rappresentativo debbono soddisfare le (1). Bisogna pertanto provare
che un tale gruppo P; effettivamente esiste.

Si considerino come elementi tutti i simboli:

e” eY e, (3)

che si ottengono attribuendo agli esponenti x, ¥, z arbitrari valori interi, e
si chiamino eguali due tali simboli quando si deducono l'uno dall’altro facendo
variare ordinatamente i detti esponenti di p ks, p k., ki, purchd gl'interi 4,,
k,, k; soddisfino alla congruenza :

i+ Bk 4+ yks=0 (modp).

Si ottengono cosi soltanto p® elementi distinti. .
Cosl posto, se si assume come definizione del prodotto di due elementi

la relazione :

(es"’”' X eix') (egx" e’ 343”) = 77" e¥'+y" eiz"""h*:’/'wu, (4)
riesce facile verificare che, essendo 4, B, C elementi (3), sono soddisfatte le
condizioni :

1. se @ 4=B, 8 AC=BCe CA=CB,
2%)se 8 AC=DBC oppure CA=CB, & A= B,
3.") in ogni caso, & (4 B)C = A (B ().
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I simboli (3), rispetto alla legge di composizione (4), costituiscono dunque
un gruppo P, di cui I'elemento unitd & il simbolo e e’ ¢’,, e se si rappre-
senta detto gruppo in I' facendo corrispondere agli elementi ¢! e, ¢% e, et e,
e e,0 e,* ordinatamente gli elementi E,, E,, E,, questl costituiscono una base
canonica di un gruppo G.'¢ e soddisfano alle relazioni (I), le quali percid,
nel senso del sig. Dyck (¥), definiscono sempre un gruppo G,'* qualunque
“siano gl'interi B8 e y.

8. Ma, giacché non sono da considerarsi come gruppi distinti le di-
verse rappresentazioni di uno stesso gruppo, bisogna vedere come variano {3
e y relativamente al gruppo delle operazioni:

Ez, Ee, E;
T=(E3, E., E,)’

che lasciano inalterata la (2).
Ponendo:

. E;z = Esu Ez”; Ez = E3r E?s7 (mOd G’)') (5)

affinché la relazione (2) si conservi, bisogna prendere E, = E,<; quindi, per
non contraddire alla definizione dell’elemento E,, deve essere il determinante
A=wus—vr primo con p.

D’altra parte, io osservo che le operazioni 7' appartenenti alla classe
definita dalle relazioni:

E=E,, E.=F,, (mod G)),

non alterano B e y e costituiscono un divisore normale del gruppo delle ope-
razioni T definito precedentemente; dunque, rispetto alla questione di cui mi
sto occupando, posso ritenere eguale all'operazione identica ogni operazione
di detta classe. In questa ipotesi, le (5) definiscono un’unica operazione che
io rappresento con la notazione :

U v
,

Ora, si osservi che la relazione (2) da subito:

(B, E.yr = E Ey» E.( ) : (6)

(*) W. Dxck. Gruppentheoretische Studien. Mathematische Annalen, Band XX, a. 1882,
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e quindi, se ¢ p>2, si ha:
Ef = Eup Ep = F e, E3 = EyP Ep = F,mfs,

Dunque, se 38, e y, sono i nuovi valori di 8 e y dopo avere eseguita la detta

operazione, si trova:
Ayy=yu-po, ABi=yr+8s, (mod p).
Allora, se 8 e y sono entrambi nulli (mod p), lo stesso accade per B, e 7,
ed il gruppo G,** ha tutti i suoi elementi di grado p; in caso contrario una
almeno delle due operazioni:
‘B—)", 6 =1,
0o 1| 10
ha il determinante primo con p, e questa porta 8 e y ordinatamente nei resti

1 e O prest rispetto al modulo p.
In conclusione esistono, se & p > 2, due soli gruppi G;** in corrispondenza

alle due serie di formole:

Ey=1, Et=1, Ei=1; !
Ey=1, E1=E,, Er=1; ) O

e, tralasciando di scrivere le relazioni che esprimono che I’elemento E, ap-
partiene al divisore invertibile H, questi due gruppi sono perfettamente de-

terminati dalle relazioni (7) insieme alla (2).
9. Il caso di p = 2 esige una breve analisi particolare. In questa ipo-

tesi, tutte le possibili operazioni :

formano un gruppo di grado sei che pud essere generato dalle due opera-
zioni :
111 0 1
0 1 " ’ 11

di secondo e terzo ordine rispettivamente.
Osservando che la (6) da:

(E, E) = Ep B E,,

b

si vede che lipotesi di E,*= E, ed E?= E, non & cambiata dalle dette due
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operazioni; mentre qualunque altro caso si pud ridurre a quello in cui &
pP=1ed E2=1.

Dunque, anche quando & p =2, esistono due soli gruppi G, di grado
23 =8 definiti dalle due serie di formole:

E:=1, Ei=1, E:=1;
E:—E,, E:=E, FEi=1,

e dalla relazione (2).
10. Passo ora ad occuparmi dei gruppi di grado p* cominciando a
serivere senz'altro i gruppi di tale grado che sono Abeliani.
Esistono soltanto cinque gruppi G,° i quali sono:
un gruppo G,%, due gruppi G.*%, un gruppo G,** ed un gruppo G,**.
Mettendo in evidenza 1 rispettivi invarianti, rappresenterd i detti gruppi
nel seguente modo:

Go I, Ge il ), Get iyt [,
G\ [pllpl[pl), G (p] 1Pl Lp] [p])-

Il gruppo G,** & il gruppo ciclico di grado p*; il primo dei due gruppi
G,** ha p divisori G.*' ed un solo divisore G, mentre il secondo ha p -1
divisori G2 il gruppo G,** ha un solo divisore G,** e p*+ p divisori G,*?;
p—1
p—1

11. I gruppi G, che non sono Abeliani sono gruppi G,' oppure gruppi
G.: io comincio ad occuparmi dei primi.
Sia:

finalmente, tutti i

divisori d’indice p del gruppo G,** sono gruppi G.°°.

G4l7 G37 G21 GH

una serie canonica di composizione di un gruppo G, scelta in modo che si
abbia G, = H.

Giacche esistono (n.° 4) due divisori d’indice p di G,* che contengono H,
il gruppo K, o coincide con H oppure & un divisore proprio di H, secondo
che G, & un G,** od un G5

Cid posto, se: :
E,, ks, E, E,

denota una base canonica relativa alla precedente serie di composizione, si ha:

E{'E,E,=E,E/, E{=E,', B}=E/', Ez=E/, Et=1. (8)

Annali di Matematica, tomo I, 20
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Trattandosi di un gruppo G,', I’elemento E; non & invertibile con E,,
mentre 1] contrario accade per 1'elemento K2 che appartiene ad H; quindi,
dalla prima delle (8), risulta che E,” & un elemento di grado p ed io posso
ritenere E,’ = E,. Allora, la prima delle formole (8) si pud sostituire con:

E‘_.‘ E3 .E4 = Es -E,l . (9)

Se il gruppo H = G, & ciclico, E,”" ed E,”" sono potenze di E,; quindi,
scegliendo E, in modo che sia £ = E,, le ultime quattro delle relazioni (8)
si possono, in questo caso, sostituire con : :

E}—E5, E}=Ei, E;—E, El—L (10)

Dopo ¢1d, si pud subito dimostrare che le formole (9) e (10), insieme a
quelle che esprimono che l'elemento FE, appartiene ad H, definiscono, qua-
lunque siano gl'interi « e 8, un gruppo G,'.

Si considerino i simboli che si ottengono da:

e’ ey e el

attribuendo ad xz, y, 2, ¢ arbitrari valori interi, e si chiamino eguali due
tali simboli quando si possono ottenere l'uno dall’altro facendo variare i detti
interi ordinatamente di p&,, pk;, hy, k,, purche sia:

aky+Bks+hs+ph=0, (mod p?.
Dietro questa convenzione si ottengono solamente p* simboli distinti.
Ora, ponendo per definizione:
(64“,! esy! egzr e’t/) (64‘”” 03:1/” ezz 7 Plt”) —_ e4m:+xrl e3.7/'+?/" ezzl_hzu e‘t 4+t /_’ y'mu,

riesce facile verificare che, rispetto a questa legge di composizione i simboli
€% e e,° e,b costituiscono un gruppo. Se si rappresenta questo gruppo in T' fa-
cendo corrispondere ai simboli:

efelele®, eletelel elfelelel, efelelet
ordinatamente gli elementi E,, E,, E,, E,, questi costituiscono una base ca-

nonica di un gruppo G,' e verificano le relazioni (9) e (10).
Si osservi che 1'operazione:

( N Es E: E
E:E* E;E* Es E )

cambia « e B rispettivamente in a4 2p e B} pp; quindi, se « e 8 sono
multipli di p, si pud supporre « = g=0.
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Se uno dei due numeri «, 8 & primo con p, io suppongo che sia 8 primo
con p giacche, in caso contrario, scambio « in 8 mediante l'operazione:

( B« Es E. E \,
Es—l E‘—l Ez—l E!—i ?
poi, eseguendo la trasformazione:
( E. Es E. E
Es Es Ef E$ )’

mi riduco al caso di B=1. Cid posto, cambiando I'elemento E, in E, E,~*
si vede facilmente che si pud sempre ritenere a == 0.

Esistono percid due soli gruppi G, che hanno il divisore invertibile ci-

clico e questi due gruppi sono definiti dalla (9) e dalle seguenti modificazioni
delle (10):

Et=1, E1=1, E:!=E/, Er=1 l

y=1, E:=E,, E{=E., E;=1 ‘

11 primo di questi gruppi & un G,»* e fra tutti i suoi divisori d’'indice p
ve ne sono p® non Abeliani; il secondo gruppo & un G,** e tutti i suoi p -1
divisori d’indice p sono Abeliani.
12. Si supponga ora che il gruppo H = G. non sia ciclico. Allora le
ultime quattro delle relazioni (8) si scrivono:

EZZEgE[fa =FE3 (151 By =1, Et=1. (11\'
Per dimostrare che le formole (9) e (11) definiscono, in ogni caso, un

gruppo G,', basta ripetere il ragionamento del n.° precedente, convenendo
perd, per andare d’accordo con le (11), di ritenere eguale al simbolo:

el e¥erel,

ogni altro che da quello si ottiene facendo variare gli esponenti ordinatamente
di pki, pksy hey b, in modo che siano soddisfatte le congruenze:

¢k4+7k3+h250 ?
Bk ok, +h=0 )

Se il gruppo G,! & un G.'*, almeno uno degl'interi «, y deve essere primo
con p ed io suppongo che sia y primo con p. Allora si pud definire Iele-

(mod p).
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mento E, mediante la relazione E4= E,; poi, chiamando F, !’ elemento
E, E;-* mi riduco al caso di «=0. Cid posto, se non & § un multiplo di p,
la trasformazione :
’ E. E3 E. L
( E. Ef Ef Ef )

porta 8 in 1.

Esistono pereid due gruppi G,** tali che il divisore invertibile abbia tutti
1 suoi elementi di grado p e questi due gruppi corrispondono alle seguenti
modificazioni delle formole (11):

Ej=1, =B, E=1, B=1 )

M=B, B=5, E=1, B-1 |

Se il gruppo G,' & un gruppo G.'?, nelle (11) bisogna supporre « =y =0,
ed allora & necessario distinguere il caso di p > 2 dal caso di p=2.
Nel primo caso, se & B=209 =0, il gruppo G,** ha tutti i suoi elementi
di grado p, e c¢id risulta dalla formola:
(%)

(BiEy»=E{E;E 7 (12)

se invece uno dei due numeri 8, d & primo con p, io posso supporre che sia
¢ primo con p. Allora, facendo la trasformazione:

(E4 Es E. El)
E: B E B)’
mi riduco al caso di d==1; poi, chiamando E, I'elemento E, E,~f porto 8 in 0.

Esistono quindi, nel presente caso, due soli gruppi G,'* i quali sono de-
finiti dalle formole:

Er=1, Ez=1, Ei=1, Er=1

E=1, Ef=EFE, E=1, Ei=1

e dalla formola (9).

Nell'ipotesi di p =2, tenendo presente la (12), si vede subito che il caso
E;=E,, Ey=E, & irreduttibile, mentre qualunque altro caso si riduce a
quello incui ¢ Ei=1, E;=1.
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Dunque, anche quando & p =2, esistono due soli gruppi G,** tali che
il divisore invertibile non & ciclico e questi due gruppi corrispondono alle se-
guenti modificazioni delle formole (11):

e

E:=1, Ei=1, E =1, E=1

Ei=E., E;=1£h, =1, E=1

13. Ritornando alla distinzione fatta al principio del n.° 11, io mi
voglio ora occupare dei gruppi G, che sono G* e comincio col dimostrare
che un tale gruppo possiede sempre un divisore Abeliano d’indice p ed uno
solo (¥). :

Sia:
Ge Gy, G, Gy

una serie canonica di composizione di un gruppo G,* e si considerino le classi

distinte di elementi:
¢, E'G,, E"@G,,...

contenute in G2 Ognuno degli elementi E'; E",... deve trasformare un
elemento E, di G, nel prodotto di E; per una potenza di E,; ora, giacche
gli elementi E'y E”,... sono in numero di p®— 1, necessariamente esistono
due tali elementi, per es. E', E', che trasformano E, nel prodotto di E, per
una stessa potenza di E,; quindi I’elemento E'-* E', che non sta in G, &
invertibile con E,. Se chiamo F, il detto elemento, i tre elementi E,, E,, E,,
permutabili due a due, generano un gruppo Abeliano il cui grado non & mi-
nore, e non pud essere maggiore di p

Se il gruppo G.* avesse due divisori Abeliani di grado p?, la loro inter-
sezione, che & di grado p®, dovrebbe essere contenuta nel gruppo H il quale
e attualmente di grado p: dunque la mia. tesi & dimostrata.

Cid posto, io dico che ogni gruppo G & un gruppo G.*% Infatti, se
fosse possibile un gruppo G,**, per un tal gruppo sarebbe K=H=G, e
quindi sarebbe:

EEE=EE®* EEE=EE®f

(*) Questo risultato é stato comunicato per lettera dal sig. HoLpER al sig. MILLER.
Ofr. MILLER. Sur les groupes de substitutions. Comptes Rendus, t. 122, a. 1896, pag. 371.
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con 3 primo con p. Allora, scegliendo I'intero » in modo che sia fm -+ a=0
(mod p), I'elemento E; F, risulta permutabile con E, e quindi G; non sa-
rebbe il solo divisore Abeliano d’indice p contenuto in G,**.

Le considerazioni che precedono mostrano che & possibile determinare
una base canonica:

b14’ ES) b‘z, 11 ?
di un gruppo G.* in modo tale che sia:
E4_‘ b':; b; = E3 Evg, E.;_‘ Eg E4 == Eg Eg, E3—‘ Eg E3 = Ez . (1 3)

Dopo cid si osservi che l'elemento F? sta certamente in K = (,; ma, giac-
4 ] )

che il detto elemento & invertibile con FE,, esso sta in G, = H.
Inoltre se ¢ p > 2, dalle (13) si ricava:

Ezp E3 Ei = E3 E‘g,

e siccome E% sta in H, deve essere I} =1; quindi I'elemento E3, che ri-
sulta allora invertibile con FE), sta in H. 8i ha dunque:

E:=E", E}=EPf Ej=1, Ei=1. (14)
Le formole (13) e (14) definiscono sempre un gruppo G,»* tutte le volte che
ep>2.
Infatti, considero i simboli gia precedentemente definiti:

e,® oY e,.% el

e, come mi consigliano le (14), chiamo eguali due tali simboli quando si pos-
sono dedurre I'uno dall’altro facendo variare ordinatamente gli esponenti di

pky pksy, pksy Ry, purche sia:
ak,+Bk+ h =0 (modp);
inoltre, per andare poi d’accordo con le (13), pongo per definizione:

(e e¥ e e') (e e e e!’) = e " ey

rr Hr

z e
e* " el ’

essendo :
"t ! 1 1t 1 1 neo___ o 1 ' 17
s =o' 42", y'=y +y', =2ty

=ttt 2o 4y ()

Poste queste definizioni e chiamando A, B, C tre qualunque elementi come
e e¥ e,” ety, quando si vuole stabilire che tutte le volte che & A= B & an-
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che 4 C= B C, bisogna tenere conto della condizione p>>2; e supponen-
dola verificata, le dette definizioni danno origine ad un gruppo che & rap-
presentato in I' con un G,*, e facendo corrispondere ai simboli:

etelele’ eletelel efelete’ efelele
ordinatamente gli elementi E,, E;, E,, E., questi elementi verificano le re-

lazioni (13) e (14).
14. Ponendo a fondamento le dette relazioui, la serie canonica:

Gf’z, G3a G?r Gn

o

perfettamente determinata nel senso che, se:
¥,, E, E, E,
un’altra base canonica di ,*?, tale che I'operazione:

Ei, Es, E, E{)
ki, FKa, ko, K

(%

- |

non alteri la forma delle (13) e (14), la detta base definisce la stessa serie
canonica.
Ponendo dunque, nella pid generale maniera:
E,=FEi{E;, E,=E5, (mod (), (15)

“4 443y

affinché si conservino le formole (13) si deve scegliere E,= E*¢ (mod G,)
ed E,= E%s; allora, per non contraddire alla definizione di E,, bisogna sup-
porre u ed s primi con p.

Se dopo avere definita in tal modo la nuova base E,, E;, E;, E,, si fa
Poperazione che porta la detta base in E,, E;, F., E, e si chiamano «, e 3,
1 valori trasformati di « e @, si trova facilmente:

wsa =au-4Lv, wp,=4 (modp),

purché si supponga p >3 e si osservi che, in virth delle (13), si ha:

(B, Eyr = E}Ez E2(2 ) E,( 3 ).

Sia, in prima ipotesi, 8=0: allora, se non & « =0, scegliendo u=1,
s =a, ottengo «,=1 (mod p).

Sia, in seconda ipotesi, 8 primo con p: allora, posso scegliere v in modo
che sia 2, =0 (mod p); inoltre, se B & un residuo quadratico di p, posso de-
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terminare # in modo che sia 8, =1 (modp); e se B8 non & residuo quadra-
tico di p, essendo ¢ una qualunque radice primitiva di p, posso determinare u
in modo che sia B8, =¢ (mod p).

Esistono dunque, se & p >3, quattro gruppi G.**, i quali sono definiti
dalle (13) e dalle seguenti modificazioni delle formule (14):

— - (16)

Il divisore Abeliano G; dei primi due gruppi & un G,*® e quello-degli
ultimi due & un G,°%.

15. Si supponga ora p=3.

Giacché due qualunque operazioni T appartenenti alla classe definita
dalle congruenze (15) per dati valori di wu, v, s, producono lo stesso effetto
sopra 1 numeri « e § che figurano nelle formule (14), io ritengo eguali tutte
le operazioni appartenenti alla detta classe e quest'unica operazione la rap-
presento col simbolo:

u v
0 s

Tutte le possibili operazioni cosi definite costituiscono, nel presente caso,
un gruppo di grado 12; ma, giacché l'operazione:
—1 0
0 —1°

non cambia a e f, io la posso ritenere eguale all’elemento identico del detto
gruppo e quindi il grado di questo si riduce a 6. Il gruppo di grado 6, che
qui si presenta, & isomorfo a quello di cui ho discorso nel n.® 9 e si pud ge-
nerare mediante le due operazioni:

10| ‘1 li
lo 2’ 0 1]’

che sono rispettivamente di secondo e terzo ordine.
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La prima di queste operazioni cambia « in 2« e la seconda cambia «
in a+p3+1; ma, né 'una né¢ l'altra alterano 8. Dunque, se 8 & 0 od 1,
posso sempre supporre a = 0, e se & 3 =2, posso ridurre il caso di « =2 al
caso di « = 1.

Esistono quindi, anche quando & p =3, quattro gruppi G2* i quali cor-
rispondono alle seguenti modificazioni delle formole (14):

|
{m:h Ei=FE, E =1, E}=1

y (17
Ei=1, E}=E:, E=1, E=1

E}—=E., E}=E:, Ei=1, Ei=1

Soltanto per il primo di questi gruppi il divisore Abeliano G, & un G°%; per
gli altri tre gruppi il detto divisore & un Gy°%.
16. To considero finalmente il caso, finora escluso, di p = 2, per il
quale non sussistono le formole (14).
Le relazioni (13) danno:

EPEE;=EE;E,

e siccome F?% sta in H, deve essere 2= E,; allora, I'elemento E? che, a
causa della prima delle dette relazioni, non risulta permutabile con E,, & una
potenza impari di L.
Le (14) debbono dunque essere sostituite con le formole:
Ej=Ef, Ei=FEf, Li=E, Ej=1;
ed & facile vedere che, tatte le volte che 8 & impari, queste formole e le (13)

definiscono un gruppo di grado 2*=16 che & un G
Cambiando ora la base canonica e ponendo, nella maniera pili generale,

E.—E. E3, ¥,=E;,

la corrispondente operazione T non altera 8 ma cambia « in un numero «,
tale che:

£+1
2

Annali di Matematica, tomo I. 21

Sa,=a- v, (mod 2).
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Dunque, se & =1, si pud sempre ritenere « =0, ma, se & 8 =23, hisogna
distinguere il caso di « =0 dal caso di a=1.

Esistono percid tre gruppi di grado 16 che sono G,*%, i quali sono de-
finiti dalle formole:

Ei—1, Ei=E, Ei=EFE, Ei=1

E:=1, E:=EF, Et=E, E:=1

Ei—E, Ej=EE, Bj=E, Ej=1

insieme alle formole (13).

Per questi tre gruppi il divisore Abeliano G, & ciclico.

17. To riepilogo brevemente 1 risultati ottenuti nel presente paragrafo.

Esistono soltanto cinque gruppi di grado p?, dei quali: tre sono gruppi
Gy e gli altri due sono gruppi Gs'*.

Esistono soltanto quatfordici gruppi di grado 24 = 16, dei quali: cinque
sono gruppi G tre sono gruppi G,'* tre sono gruppi G,** ed i rimanenti
tre sono gruppi G*%.

Per tutti i valori del numero primo p>>2 esistono soltanto quindici
gruppi di grado p*, dei quali: cinque sono gruppi G.° tre sono gruppi G,',
tre sono gruppi (,® ed i rimanenti quattro sono gruppi G /%

Le formole di composizione di tutti questi gruppi sono rappresentate nella
“seguente tabella :

Gruppi di grado pd.

L Gruppi G} | [p*], [p7] [P), [p][P] [P]}
II. Gruppi Gs** |E~E,E,= E,E,, H(E))|.

B | B E

1 1 1 p=2
! 1 E, 1 | p>a
‘ E, E, 1 p=2
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Gruppt di grado p*.

L Gruppi G/ {[p], [#] [p)s [#] [0')s (2] (] (2], D] [P D] [ -
11 Gruppi G4‘ ‘E4"E3 E4=E3Eu H(E27 El)%

p>2 | pz2 | pz2 | p22 | pz3 |p>2 | p=2
E; |1 1 E, 1 1 1 E:ﬂ
E3 L:— E; E: i 1 - 1 E, E,
E;— E, i 1 1 E, ‘ 1 . 1 1
Ef_ 1 1 1_ 1 ! 1 1 1
B | Gruppi Gat? Gruppi G3

III. Gruppi G2 = G2, |H(E)).
E~E, E,=E, E, ) E~E,E,=E, E, y E~E,E,=E,

pz3 [p>3 p=3 | p=Z3 | p=3 p=2‘10=2 p=2
E? 1 ‘| E 11 E 1 ) 1 B
_Egm 11 o E? E? ) Ey* | En
ng 1 1 1 1 1 B | I E
E? L1 Lo 1 1 1 L

§ IIL. I Gruppi G* e Gs'.
18. Esistono sette . gruppi Abeliani di grado p*, i quali sono: un

gruppo Gy**, due gruppi G**, due gruppi Gy'%, un gruppo G:** ed
un gruppo Gy°*.
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Mettendo in evidenza per ciascuno di questi sette gruppi gl’invarianti
del sig. Frosenvs, li rappresenterd nel seguente modo:

G [p]), G L[] ) [p] [p))s G i(p] [p] [P] [P] [P)s
G | [p] (]}, G |IpY [Pl G ilp] [p) [pl)s Goo ([P [9°] (2]

Il gruppo Gyt & il gruppo ciclico di grado p*; il gruppo Gs** possiede

i —1 C. . .. e e . .
P — 1 divisori G,*® ed un solo divisore (+,%*, mentre tutti 1 divisori d’in-
1 4 )

dice p del gruppo G;*° sono gruppi &% Il primo dei due gruppi G,** ha
un solo divisore G,**|[p?] [p]! e p divisori G, mentre il secondo dei detti
due gruppi ha p divisori G,** | [p°] [p]] ed un solo divisore G,°*{[p*] [p]}-

Finalmente, il primo dei due gruppi G,"* ha un solo divisore G, e
p(p + 1) divisori G,°%|[p®] [p] |, mentre tutti i divisori d'indice p del secondo
dei detti due gruppi sono: p-1 gruppi G,°° e p* gruppi G, |[p*] [p*]!-

To mi limito a dimostrare soltanto quello che ho asserito relativamente
al gruppo [p?] [p°] [2]-

Scegliendo in modo conveniente tre elementi E”, E', £ dei gradi p?,
p%, p rispettivamente, un arbitrario elemento di un tale gruppo si pud rap-
presentare con:

E' E®E?,

dove «, B, y sono tre interi presi ordinatamente rispetto ai moduli p*, p*, p.
I tre gruppi di grado p*, costituiti rispettivamente dagli element: dei se-
guenti tre tipi:
E'rr EBEY, E'-EPEY, E'*EFf,
sono indipendenti, perché s'intersecano secondo il gruppo K di grado p* co-
stituito dagli elementi del tipo:

L'p* E'p8,

Inoltre, un elemento qualunque del detto gruppo di grado p® & la pma
potenza di un elemento del gruppo principale e quindi questo non pud avere
pit di tre divisori indipendenti d’indice p: dunque il gruppo principale
(2] [p?] [p] & un Gy

Tutti gli elementi di grado p di questo gruppo formano il gruppo G,
costituito dagli elementi del tipo:

E"r E'P8 7,
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Dei divisori d’indice p del gruppo principale, quelli che contengono G,*?
sono necessariamente gruppi G,%* e, pensando al gruppo complementare di
(G,"* nel detto gruppo principale, si vede subito che il loro numero & p -+ 1.

Inoltre, ogni divisore (,°* del gruppo principale contiene evidentemente
G,°®: dunque il detto gruppo possiede p + I, e non pil, divisori G °%.

Cid posto, i rimanenti p* divisori d’'indice p sono necessariamente gruppi
G 1] [p])-

19. T gruppi G possono essere 0 gruppi G,** o gruppi G,'?, oppure
gruppi Gy, ed io mostrerd che effettivamente esistono gruppi in ognuna di
queste classi.

Sia:

G-’»‘, G47 G37 G'n Gn

una serie canonica di un gruppo (' scelta in modo tale che sia G, = H, ed:
ES ) El, Es b EV? ) E'1 ]

una base canonica relativa alla detta serie.

Giacche la potenza E? sta in H, I'elemento E';, che figura nella re-
lazione Ey-t F, Es= E, E's, & di grado p ed io lo posso assumere come ele-
mento E,; quindi si ha:

Eq E,Es=FE\E,. 1)

Se il gruppo H & ciclico, scegliendo opportunamente 1'elemento [, posso
scrivere:

E§'= Vg, ‘E£=E§, E;—l;:’Ezv E5==E,, E’zlj”’:l; (2)

e si pud facilmente dimostrare che, qualunque siano gl’interi « e B, le for-
mole (1) e (2) definiscono un gruppo Gs'.
Cid posto, si osservi che I'operazione:

( Es, Lk, Es, B, E:)
EsE', E.E%, Es, E., EJ’

cambia « e B rispettivamente in « 4 hp e 8-} kp; dunque, se « e B sono
multipli di p, si pud supporre « = =0.

Se uno dei due numeri a, 8 & primo con p, io suppongo che sia 8 primo
con p giacche, in caso contrario, scambio « in B mediante I’ operazione:

(Es, E., E, E., E\.
E, EFY, E3Y, E3', E')’
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poi, eseguendo la trasformazione:

Es, E., K, E;, Ez)
Ef, E«, Ei, E§, Ef)’

mi riduco al caso di B=1. Dopo cid, chiamando Ey 1'elemento Ly E,~*, si
vede facilmente che & sempre lecito ritenere a=0.

Esistono quindi due soli gruppi G', che hanno il divisore invertibile ci-
clico, i quali sono definiti dalla (1) e dalle formole:

| Er=1, E}=1, E}=1F, E=F5, E'=1

! Et-=1, E?=EF;, Et=E,, Ei=FE, E{=1

II primo di questi gruppi & un G** e fra tutti i suoi divisori d’indice p,
1 quali §'intersecano in (r,, ve ne sono p* non Abeliani; il secondo gruppo
é un G,'* e tutti i suoi p -1 divisori d'indice p sono Abeliani.

20. Si supponga ora che il gruppo H = G, sia un (G,*%.

In questo caso, scegliendo come gruppo G, I'unico divisore non ciclico di
grado p® che possiede H, due ipotesi sono possibili rispetto all’elemento E3, che
e necessariamente di grado p: o questo elemento sta in (, oppure & fuori
di G,. Nella prima ipotesi posso supporre’ E§ = E,, e nella seconda ipotesi
pongo L = L,: si hanno in corrispondenza ai due casi le due serie di for-
mole:

Ey=FE;Ef, E:=FE;E: E:=E, Et=1 E'=1 (3)
EQ=E1gE‘f; E§’=E§Ef, E§=E2, E‘;:l, Ef=1' (4)

Io dimostro ora che le (3) e la (1) definiscono sempre un gruppo Gs!
qualunque siano gl'interi «, B, y, J, e in un modo perfettamente analogo si
pud dimostrare che anche le (4) e la (1) definiscono, in ogni caso, un gruppo G.'.

Si considerino 1 simboli che si ottengono da:

es“eye’ete’”,

attribuendo ad #, ¥, 2, ¢, w arbitrari valori interi, e si chiamino eguali due
tali simboli quando si ottengono I'uno dall’altro facendo variare i detti interi
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ordinatamente di p ks, pk,, hs, hy, h,, purchd sia:

aks+yk +h+ph, =0, (modyp®
Bks+ 2k, + b, =0, (modp).

Dietro questa convenzione si ottengono soltanto p® simboli distinti.
Ora, ponendo per definizione:

’ t] ’ ’ W’ rr 17 ' i 4 ,’ 1 ’ " ’ 114 U " ’ 4] 2 an?
(8-,‘” e4y 633 ezt e, )(6;“ 64?/ 63‘”' eit e,"’ )=65‘7' +x p4y4y e +2 ezu +u 6"'" +1ry ,

si pud subito verificare che, rispetto a questa legge di composizione, i simboli
considerati costituiscono un gruppo P;. Se si rappresenta questo gruppo in I'
facendo corrispondere ai cinque elementi di P;:

eselel el e’ eelefe’e’. .., elelelele,

ordinatamente, i cinque elementi E;, E,, E;, E,, E, di T, questi elementi
costituiscono una base canonica di un G;' e verificano le relazioni (3) ed (1)

To non ripeterd in seguito un simile ragionamento, che deve essere oramai
familiare al lettore: mi limiterd solamente ad asserire, quando si presenta il
caso, che una data serie di relazioni definiscono un gruppo di una data
classe.

Riferendomi alle formole (3), se i numeri & e y sono multipli di p, sic-
come la trasformazione:

( E5 E4 -EB E2 El)
EsE% E.EY E: E. E

cambia i detti numeri rispettivamente in a4 %p e y + kp, posso supporre

==y = 0. Cid posto, se uno dei due numeri §, J & primo con p, ritengo,
senza nuocere alla generalitd, ¢ primo con p e pongo a definizione dell’ele-
mento I, la relazione E,? = F,; allora, cambiando £ F,~# in Ei, si vede fa-
cilmente che si pud assumere 8=0. Ottengo quindi due gruppi G,' definiti
dalla (1) e dalle relazioni:

Ei=1, EE=F, Ei=FE, Ei=1, Ei=1

Ei=1, E;=1, E}=E, E}=1, Ej=1
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Il primo di questi gruppi & un G,"® ed il relativo gruppo K coincide
con G,, mentre il secondo & un (5;* ed il relativo gruppo K coincide con G,.

Se uno dei due numeri «, y & primo con p, posso supporre che sia y
primo con p: allora, facendo la trasformazione:

BEs, E., E, &, El)
Ejs’; -E4, E;:;Eg, E27 E}i’ ’

ottengo E%= F,. Cid posto, chiamando Fj I'elemento Fs E;%, si vede fa-
cilmente che si pud assumere « = 0; allora, se & 8 primo con p, pongo a de-
finizione dell’ elemento F, la relazione E? = F,.

Ottengo quindi due nuovi gruppi Gs' definiti dalle (1) e dalle formole:

Ey—FE, E}=DFs, E}=E, Ej=1, Ej=1

Ef=1, E{=E, Ef=E, Ei=1, E{=
|

Il primo di questi gruppi & un G** ed il relativo gruppo K coincide
con H, mentre il secondo & un G;'* ed il relativo gruppo K coincide col
gruppo ciclico generato dall’elemento F;.

21. Riferendomi alle formole (4), siano, in prima ipotesi, « e y mul-
tipli di p: in tale caso posso supporre come prima «=y = 0. Cid0 posto, se
uno dei due numeri 3, ¢ & primo con p, io suppongo J primo con p; poi,
facendo la trasformazione:

(Es, E., E, E., E
E), Ei, Es, E., E’

mi riduco al caso di & = 1. Allora, supponendo p > 2 e chiamando FE; l'ele-

mento F E;#, posso supporre 8= 0.
Ottengo percid due gruppi i quali, nell’attuale ipotesi di p > 2, sono di-

stinti, e questi gruppi sono definiti dalla (1) e dalle seguenti modificazioni
delle formole (4):

By=1, B{=E, E}=5E, E}=1, E=

Er=1, Ei=1, Et=EFE,, Ei=1, Ei=1
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Entrambi questi gruppi appartengono alla classe dei gruppi G;'* ed i
relativi gruppi K coincidono con G,.

Se invece & p=2, si vede subito, pensando alla (1), che il caso di Es=FE,,
E,= E, non & riducibile ad alcun altro caso, mentre poi tutti questi altri
casi sono riducibili al caso di fz=1, E,==1.

Dunque ottengo due gruppi G' di grado 2% =32, i quali sono definiti
dalle formole:

( E:=FE, Ei:=E, Ei=E, E=1, E=1

Ei=1, Ei=1, E=E, E=1, E=1

insieme alla formula (1).

Entrambi questi gruppi sono gruppi Gs“* e, in ognuno di essi, il divi-
sore K coincide con (,.

Sia, in seconda ipotesi, uno dei due numeri a, y primo con p e precisa-
mente si supponga y primo con p. Allora, facendo la trasformazione:

Es E. E E E
Es Ei. E}E® E? E.J’

ottengo E% = F,. Cid posto, chiamando F; I'elemento FEj E;°, posso ritenere
«=0; poi, se non & B multiplo di p, facendo la trasformazione:

(E5 E E E El)
Es E¢ E& E& Es)’

mi riduco al caso di g =1.
Ottengo percid due gruppi G, che sono definiti dalla (1) e dalle formole:

s

Y

E, Et=EFE;, E2=E., Ei=1, Ei=1

’ Et=1, E{=2FE:, E{=FE.,, E}=1, E{=

Ognuno di questi due gruppi & un gruppo G.** che ha il relativo divi-
sore K coincidente con H.

Annali di Matematica, tomo L. 22
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22. To abbandono ora I'ipotesi fatta al principio del n.° 20 e sup-
pongo invece che il gruppo H = G, sia un G
In questo caso si pud porre nella pit generale maniera:

E§=E'§E§E%, Eﬂ=E§E3Ei‘, E’3’=1, E§’=1, E’f'—_‘l) (5)

e queste formole, insieme alla (1), definiscono sempre un gruppo Gy' qualun-
que siano gl’interi «, 3, 1, v, J, p.

Siano, in prima ipotesi, i quattro numeri «, 8, y, ¢ multipli di p. Allora,
se uno dei due numeri A, u & primo con p, io suppongo u primo con p; poi,
mediante la traformazione :

Es E: E: E. El\)
E: E. E; E. E¢)°

mi riduco al caso di p=1. Cid posto, se & p>-2, chiamando FE l'elemento
Es E.~*, si vede che & lecito ritenere > = 0.
Si hanno quindi due gruppi G,' in corrispondenza alle formole:

E}=1, E)=E, Ei—=1, E3=1, Ej=1

E;=1, E{i=1, Ey=1, E‘;=1, Ef=1

Questi due gruppi appartengono alla classe dei gruppi Gs'* e, per ognuno
di essi, 11 gruppo K coincide con (.

Se & p=2, si vede facilmente che il caso di Ei= F,, F;= E, si tra-
sforma sempre in s& stesso mediante le operazioni T, che lasciano inalterata
la (1) e la forma delle (5), mentre qualunque altro caso ¢ riducibile a quello
incui &8 I'i=1, Ii=1.

Percid si hanno due gruppi G:' di grado 32 in corrispondenza alle due
serie di formole:

E:—=FE, Ei=FE, Ei=1, Ei=1, Ei=1

Ei=1, E:=1, Ei=1, E}j=1, E=1

e questi due gruppi appartengono alla classe dei gruppi G'.
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Sia, in seconda ipotesi, uno dei numeri «, 3, y, ¢ primo con p. In tal
caso, senza nuocere alla generalitd, si pud ritenere che uno dei due numeri
y, ¢ sia primo con p e quindi & lecito porre a definizione dell’ elemento F,
la relazione FE%= F,; allora chiamando L. l'elemento FEy I,~#, si vede che
si pud assumere 3=20. Cid posto, se « & primo con p, pongo a definizione
dell’elemento Fj la relazione E%4= E;; in caso contrario, bisogna distinguere
I'ipotesi di A primo con p da quella in cui & A un multiplo di p; e, nella
prima ipotesi, facendo la trasformazione :

Es, Ei, Eﬁ, Ez, E,
E57 Ef’ E37 Eé’ Ef ’

mi riduco al caso di 21 =1.
Si hanno quindi tre gruppi G;' che sono definiti dalla (1) e dalle se-
guenti modificazioni delle formole (5):

i Et=EFE, Ei=FE, Ei=1, El=1, E'=1

Ey=FE, Et=FE, E1=1, Ej=1, E?=1

Er=1, E;=FE, E}=1, Ei=1, Ei=—=

Il primo di questi gruppi & un Gs**, mentre gli ultimi due appartengono

alla classe dei gruppi Gs'*.
23. Riepilogando: qualunque sia il numero primo p, io ho trovato nel

presente paragrafo ventidue gruppi di grado p°.

Di questi ventidue gruppi, setfe sono Abeliani e quindici sono gruppi Gs'.

I quindici gruppi Gs' trovati sono tutti i possibili gruppi Gs' e sono:
cinque gruppi G,'?, sette gruppi G5'* e fre gruppi Gi'

I detti ventidue gruppi di grado p® sono brevemente rappresentati nella
seguente tabella:
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L. Gruppi G».

(], [p7[p) [P)Lp), (2} (p)Lp] [p](p],
(el [2), [ 1], [ [p] [p), Lp7] 27D L)

II. Gruppi G'.
E~E E=E,E , | H(E, E, E)|.

By | B} E3 E? E?»

1 E | E | K 1 | p>2
é, B | E E 1|1 p>2
é E Es l E; 1 1 p=2
& 1| B hoA 1 1 | p=2

Es B 1 1 1 >9

1 1 E, E 1 p=2

1 B | I 1 | 1 | p>2

i 1 Es E 1 | 1 | p>2

S B By 1 1 | p>2

? 1 e 1 1 | p>e

© Ey £, F 1 1 —2

R E | 1 | 1 1 | p>2

1 Es 1 1 1 p=2

. 1 1 | B | 1 1 | pxe

S E, 1 1 1 | p>e

% 1 1 1 1 ] 1 | p>e
C E E, 1 1 1 | p=
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La composizione dei Gruppi finiti il cui
grado & la quinta potenza di un nu-
mero primo.

(Di G. Baexera, a Palermo.)

PARTE SECONDA.

§ IV. I Gruppi G:
che non posseggono alcun divisore Abeliano d’indice p.

24. 1 gruppi G, possono essere o gruppi G,** o gruppi Gs** giacche,
come ora dimostrerd, non esistono gruppi Gs>*.
Infatti, supposta 1’esistenza di un gruppo G.**, sia E un elemento di
grado p generatore del gruppo K di G.*.
Siccome E appartiene certamente ad H, il gruppo complementare Gy**, H,
di grado p®, & Abeliano ed ha tutti i suoi elementi di grado p. Essendo
E'H, E'"H, E'" H tre elementi generatori del detto gruppo complemen-
tare, si ha: '
El,.( E/l El _ E// Em’ El_l EIH El _— E’//l Ep’ EH_’ E/// EII — E/II E'/. (1)

Giacche il determinante :

0 e« B
— O Y
-—p _-\[ 0

¢ nullo identicamente, riesce possibile determinare tre numeri interi x, ¥, 2,
non tutti multipli di p, tali che sia:
ay4B2=0, —ax+y2=0, —Lz—yy=0, (modp)
Allora 1’ elemento FE'* E'"Y E'"%, che & fuori di H, risulta, in virtd
delle (1), invertibile con ogni elemento di G:** e cid & assurdo.

Annali di Matematica, tomo 1. 23
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Stabilito ¢id, io passo ora a dimostrare che, se & p > 2, la potenza p™m¢
di un elemento qualunque di un gruppo G, appartiene al divisore inver-
tibile H.

Sia, se & possibile, £ un elemento di G® tale che E? non appartenga
ad H. Il gruppo di grado minimo, che contiene 1'elemento E ed il divisore H,
& Abeliano; quindi, non potendo coincidere con G,*, detto gruppo & un di-
visore G,, d'indice p, di Gy

Si chiami E' un elemento di G* fuori di G, e si ponga:

E-EE = EE’I’ E-R'E =E"E". (2)

L’elemento E'? appartiene certamente ad H; altrimenti il gruppo di
grado minimo che contiene K’ ed H sarebbe un secondo -divisore Abeliano
di G allora, I'intersezione di questi due divisori, che & di grado p?, do-
vrebbe essere contenuta nel gruppo H che, in un gruppo Gs3, & di grado p*.
L’elemento E” appartiene al gruppo K intersezione di tutti i divisori d’in-
dice p di Gs® e si pud, in prima ipotesi, ammettere che E” appartenga ad H.
Allora dalla prima delle (2) si ricava:

E?EE?—=EE'" E-EE —=E'E",;

quindi, giacché E'” sta in H, risulta E"? = 1. L’elemento E* ¢ dunque in-
vertibile con E’ e percid con ogni elemento di G?, il che contraddice alla
definizione di E.

Sia, in seconda ipotesi, E" fuori di H e si pensi alla intersezione dei
gruppi K ed H. Se K & di grado p? il gruppo G:* &€ un Gy** e quindi (n.° 4) H
& contenuto in K; se invece K & di grado p?, il gruppo G;* & un G di
cui K & divisore normale, e siccome detto divisore non coincide con H, esso
contiene un sotto gruppo proprio di H. In ogni caso, si vede che la detta
intersezione & un divisore d’indice p di K; quindi £'? ed £’ sono elementi
di questa intersezione e percid di H.

Allora le formole (2) danno:

H
?

El—p EElp = EEle El/l EV__i E/Ip El —_ E/Ip El”p’

e quindi deve essere E'? =1, E"?=1, purch? si pensi che & p>2.

Dopo ¢id,. tenendo presente la prima delle (2), si vede che E? risulta
invertibile con E' e con ogni elemento di G;*: dunque l'elemento £ &
agsurdo.
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25. Un gruppo Gy* o contiene uno, ma soltanto uno, oppure nessuno
divisore Abeliano d'indice p, ed io voglio anzitutto mettermi in quest’ ultima
ipotesi.

Se:
Gs’; Giv G37 G27 Gi;

& una serie canonica di composizione di un tale gruppo scelta in modo che
Sia, G2=H, ed

Es, EA, Es, Ez El

? )

¢ una base relativa alla detta serie, si ha:
Ef\E,E,—=EE/, Ef\EE, =EE, EfEE—=LEE". (3

Giacché £Z sta in H, dalle (3) risulta E'2=1, E"2=1; inolire gli
elementi £, ed E,” non possono appartenere ad uno stesso gruppo eiclico,
perche, se fosse ad es. E'Y = E,”, I'elemento E;? E,, che non sta in Gs,
risulterebbe permutabile con E; e quindi, contrariamente all’attuale ipotesi, 1l
gruppo Gi ammetterebbe un divisore Abeliano d’indice p. Dunque E;' ed E,”
sono due elementi di grado p capaci di generare il gruppo G,.

Riguardo all’elemento E';, dico che esso & fuori di &,; giacche, se
fosse Ey' = E'¢E""#, i due elementi E, Ef, E, E7*, in virth delle (3), risul-
terebbero invertibili e quindi il gruppo G? ammetterebbe il divisore Abeliano
d’indice p generato dai detti due elementi e dagli elementi E,', E,".

Il ragionamento precedente prova che, dati i due elementi Ey, F;, si
possono definire E,;, E,, E, mediante le formole :

EFSVEE=EE, EFEE=EE, E'EE =EE,. 4)

Escludo subito il caso di p =2, percht mediante le (4) si pud dimo-
strare che ogni gruppo @3 di grado 32 ha necessariamente un divisore Abe-
liano d’indice 2.

Infatti, se un tale gruppo G non ha un divisore Abeliano d’indice 2,
debbono essere verificate le (4) e quindi deve essere:

Ef?E E{—E, EL,;

allora, se Ef sta in IH, risulta Ej=E,. In questo caso, siccome le (4) danno

anche :
E{'E}E,=FE:E}E, = E*E, E,,
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'elemento E} non sta in H e quindi, contrariamente all’ipotesi, il gruppo
G contiene il divisore Abeliano d’indice 2 generato dagli elementi E,, E;, E,.
Supponendo dunque p>>2, dalle (4) facilmente si ricava:

E;? E,Ep =E, E};
e siccome E? sta (n.° 24) in H, risulta E2 = 1. Posso dunque scrivere :
Ep=E;Ef, E}=E[E], Ef=1, EFp=1, Er=1, ()

e, tenendo presente che E,, E, appartengono al divisore invertibile H, si di-
mostra col solito procedimento che, nell'ipotesi di p>2, qualunque siano
glinteri «, B, y, 9, le formole (5) e (4) definiscono sempre un gruppo Gi. E
poi evidente che tutti i gruppi Gf cosi definiti sono gruppi della classe G:**.

26. Bisogna ora vedere come variano a, 8, y, d relativamente al gruppo

delle operazioni :
Es E. Es E E

T=(Es E. Es E. EJ’

che lasciano inalterate le (4).
Ponendo :
E,=E{E{, E,=E[E;, (mod@), (6)

aftinché la prima delle (4) si conservi, bisogna prendere E;= EZ (mod @,);
quindi, per non contraddire alla definizione di Es, deve essere il determi-
nante A =wus—wv primo con p; poi, affinché si conservino le ultime due
delle formole (4), deve essere:

B, = EdvEdr | B, — Ed E2,

D’ altra parte, io osservo che le operazioni T appartenenti alla classe
definita dalle relazioni:

E;=E, E,=E, (mod@),

non alterano «, 8, y, &, perché allora, rammentando che & p > 2, le (4)
danno : ’
Ef=r¢, Ef=E}, E;=FL, E=E,.

PN

Inoltre le dette operazioni costituiscono evidentemente un gruppo, che &
divisore normale del gruppo di tutte le operazioni T' che conservano le (4);
dunque, giacché m’interessa studiare le variazioni di «, 8, y, J, POsso rite-
nere eguale all’operazione identica ogni operazione di detta classe. In questa

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



tl cui grado é la quinta polenza di un numero primo.

173

ipotesi Je (6) definiscono un’unica operazione che io rappresenterd con la
notazione : )

lu »

.lr 8

Ora si osservi che le relazioni (4), dietro un facile calcolo, danno:

?' hk
(E} Ebyr = Egh Eiz Ei B¢,
dove per brevitd si & ritenuto :

. NE h\ (n g los® (7 E\(n\]
= (5) (3 () =z () e )+ () (0)
Dunque, supponendo p >3, in virth delle (5) si ha:

(2 E{y — E¢* B — Elet¥ B+,

M

Cid posto, chiamando «y, i, y:, ¢, 1 valori che assumono rispettiva-
mente e, B, y, ¢ dopo avere eseguita la trasformazione :

»
r 8

in seguito ad un breve calcolo si ha:
Ao, =(autyv)s—(Butdv)r
B =0Butdu—(@u-+y0)v
Bi=Bu+tJv)u—(a +<) (mod ) ®)
Ay =(ar—4ys)s—(@Br+ds)r

A, =Br+ds)u—(ar +ys)v.
Dalle formole (8) risulta:

A(a]"}‘al)zd—l—a’ Az(a‘a.—ﬁiyl)z‘ﬂa_ﬁy,
TIo introduco i1l numero:

D= (atd)—4(d—8y),
e distinguo i tre casi possibili:

=+t G (Gl

dove, secondo LreENpzE, il simbolo (%) denota il resto di DT, che & preso

rispetto al numero primo p ed ha il minimo valore assoluto,

(mod p). ®)
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21. Caso (—D_)= 1.
Il minimo intgro g, positivo o nullo, che verifica la congruenza:
Dg—(x+3dr=0, (modyp), (10)
in virtd delle (9) resta inalterato per tutte le possibili operazioni:

w v
r s

e quindi & un numero invariantivo per il gruppo rappresentato dal G4** de-
finito dalle relazioni (4) e (5) del presente paragrafo.
Cid posto, il discriminante D della congruenza quadratica :

F—(+9p+@d—F7)=0, (modp),

&, nel caso attuale, un numero quadrato rispetto a mod p, e percid la detta
congruenza & soddisfatta da due interi p,, p,, che sono distinti rispetto a questo
modulo.

E possibile dunque determinare quattro numeri u, v, 7, s che verifichino
le congruenze :

p,uEau+7v? pe* =ar-+ys
pv=Bu+dv )’ p: S =Pr-4ds

e tali che risulii il determinante A = u s—vr primo con p; allora, facendo
la trasformazione :

L (modp),

le (8) danno:
Ao(,Ep‘, Aa‘,Epe, 31_2_7,—50, (modp)

In conclusione, per i gruppi considerati nel presente caso, le relazioni (5)
possono essere sostituite dalle relazioni :

E€=E:7 E{;=Efy E130=17 E120=17 E{JZJ-) (11)

dove la differenza ¢ —« non & divisibile per p.

Prendendo come formole iniziali le (11), mediante le (8) si vede che,
eseguendo la trasformazione :
w 0
0 s

)
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non viene alterata la loro forma, ma i numeri « ¢ ¢ acquistano uno stesso
fattore arbitrario primo con p: si pud dunque supporre:

d—a=2, (modp)

Cid poslo, se la somma 4 -+ J non & divisibile per p, denotando eon ¢
una radice primitiva di p, si pud porre:

a=e*—~1, =+ 1, (modp);
allora, sostituendo questi valori di « e J nella (10), si ottiene:

q =¢", (madp). (12)

Quando si cambia m in m +

4 ; 1, il numero g resta inalterato, ma o

e J¢ si cambiano rispettivamente in —J e — a.
Giacche la trasformazione :
7 o]
1 0}’

produce lo stesso cambiamento, io debbo fare sul numero m solamente le
ipotesi :

m=0,1,..., ——«

In corrispondenza a questi tali valori di m, si hanno p—;—t gruppi Gg*

definiti dalle formole :

Er=E", E3=E"+*, E2=1, Et=1, Er=1

e dalle formole (4).
Questi gruppi sono effettivamente distinti, perche in virtl della (12) due
qualunque di essi hanno t numeri invariantivi ¢ diseguali.
Se la somma « 4 3 & divisibile per p, il che equivale a supporre ¢ =0,
si ha:
a=—1, d=1, (modyp),

e quindi si ottiene un nuovo gruppo G¢** corrispondente alle formole :

Et=E;*, Et=E, Ei=1, E2=1, Et=1
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28. Caso (%) =—1.

Il numero ¢ che soddisfa alla (10) &, anche in questo caso, invariantivo
per il gruppo rappresentato dal G,2* definito dalle formole (4) e (5); perd, se
detto numero non & zero, esso & un non residuo quadratico di p.

Giacche nelle attuali ipotesi, nessuno dei numeri 3, y pud essere multiplo
di p, & possibile determinare un intero » in modo che sia:

2yv=J—a, (modp);

allora, eseguendo la trasformazione :

l 1 v
. 01
le (8) danno «, =29, (mod p).
Io suppongo dunque che i valori iniziali di « e J, presi rapporto a
mod p, abbiano uno stesso valore p e cerco tutte le trasformazioni:

?

w v
v S

che lasciano sussistere questa ipotesi.
Ora, essendo «=d==p, affinche sia «,=dJ,=p,, & necessario e suffi-
ciente che u, v, r, s verifichino la congruenza :

Buv—yvs=0, (modp); (13)

e cid risulta subito dalle formole (8).
Supponendo soddisfatta la (13), le (8) si possono sostituire con le formole:

Ap=p, NB=puw—yr, Ay =yst—f, (modp), (14)
mediante le quali si verifica subito che &:
ABiyy=By, (modp).

Giacch® si ha ora D=48y, i due numeri 8 e y sono necessariamente
uno residuo e I’altro non residuo quadratico rispetto a mod p, ed & indiffe-
rente attribuire una di queste proprietd all’uno od all’altro numero, perche
si pud dimostrare che esiste una trasformazione la quale, senza alterare p,
scambia S con y.

Infatti, se — 1 & un numero quadrato modp, il che ha luogo soltanto
quando p — 1 & multiplo di 4, trovato un intero v tale che v*=—1 (mod p),
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ottengo I'intento mediante la trasformazione :
0 v
v 0

pt1

numerl
2

Se invece p— 1 non & divisibile per 4, si considerino i

che si ottengono da 1 --v® attribuendo a v i valori:

0, 1,0y 20
I detti numeri risultano distinti rispetto a mod p, e percid non possono
essere tutti residui quadratici di p. Dunque, giacch® per ipotesi non & mai
1 4+ ¢* un multiplo di p, nella serie dei valori attribuiti a v ne esiste almeno
uno per cui 14 v* & un non quadrato (mod p).
Allora, fissato per v un tale valore, scelgo, il che riesce possibile, per u
ed s una soluzione del sistema :

- Bu—ys=0 ?

C]

us—ov* =1 )

(mod p),

e considero poi la trasformazione :

Questa trasformazione appartiene alla classe definita dalla formola (13)
ed ha il determinante eguale ad 1 (mod p); inoltre, le (14) mostrano che essa
scambia semplicemente i numeri § e .

Sia dunque 8 un residuo quadratico di p. Se si pone v =1 =0 (mod p),
la (13) & verificata e le (14) danno:

usp=p, $p/=4, (modp);
percid, se non é p multiplo di p, si possono determinare s ed u in modo

che sia:

p=1, ‘61517 (mod p) 5
poi la (10) da:

7ng=1, (modp).
Annali di Malematica, tomo 1. 24
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Quindi, ponendo y,= ¢! (mod p), si ha:
g=c*, (mod p). (15)

In conclusione, ottengo £

; L gruppi G5 che sono definiti dalle (4) e dalle

formole che si ottengono da:

2m+4
E}=E,E,, Ei=LE; , Ef=1, E}

I
ot

facendo successivamente :

m=0,1,.., L2

Questi gruppi sono effettivamente distinti perche, in virtu della (15), due
qualunque di essi hanno i1 numeri invariantivi ¢ diseguali.

Se invece il numero p & un multiplo di p, il che equivale a supporre
q =0, ponendo come prima v=r =0 (mod p), le (14) danno:

SHE=p, wyp=y, (modp);
e percid si possono determinare s ed « in modo che sia:
=1, y=¢, (modp):

ottengo quindi un nuovo gruppo G;** definito dalle formole :

Bi=B, B{—Bi, B{=1, Bi=1, Bf—1

e dalle relazioni (4).
29. Caso ()= 0.
Si ha allora 550 (mod p) e quindi la congruenza :
(a4 p+(@d—F)=0 (modp)
¢ soddisfatta da un solo resto p di p.
Scegliendo come numeri « e » una soluzione propria del sistema :
pU=au+yv

po=pu+dv (mod p),
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la seconda delle (8) da B,=0 (mod p); quindi direttamente dalle (9) si ri-
cava Aa, =AJ,=p (mod p). 4
Assumendo dunque:

=0, a=d=p, (modp),
le (8) si scrivono:

Aoy=Ap+yvs, AL=—0v"y |

mod p).
A0 =Ap—yvs, Ay = Sy 5 ( P)

Cid posto, se y & primo con p, volendo conservare le condizioni iniziali,
bisogna supporre v nullo (mod p); indi si pud determinare u in modo che
sia y,= 1 (mod p) ovvero y,=¢ (mod p). Allora, se o & un multiplo di p, si
ha «, =4d,=0 (mod p), in caso contrario si possono scegliere » ed s in modo
che sia a,=7,=1 (mod p).

Se poi & y un multiplo di p, si ha sempre 8,=y,=0 (modp), ma &
2, =9, =0 (mod p), ovvero si pud supporre «, =d, =1 (mod p), secondo che
¢, ovvero non &, p un multiplo di p.

In conclusione, in corrispondenza all’ipotesi (%)=0, si hanno soltanto

sez gruppl, i quali sono definiti dalle (4) e dalle seguenti modificazioni delle
formole (5):

Er=1, Er=F, [Ei=1, Ei=1, Et—1

Ee=F, Ei=EE, E;=1, Ei=1, Er=1

Er=1, Ej=Fk;, E;=1, Ki=1, E}=1

Er=F., Ez=E:E, Ey=1, Ei=1, Er=1

Er=E., Ei=FE, E=1, Ei=1, Ei=1

30. Finalmente io passo ad esaminare il caso di p = 3, che ho escluso
verso la fine del n.° 26. Quando & p =3 tutte le possibili operazioni:

u v
]
)
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definite precedentemente costituiscono un gruppo di grado 48; perd, osser-
vando che Y'operazione : ’
—1 0
‘ 0 —1 ‘

laseia inalterati i quattro numeri «, 3, y, ¢ che figurano nelle (5), io non
considero come distinte le due operazioni:

-— W —0
—r —s

v
r 8

2 b

ed allora il grado del detto gruppo si riduce di metd. Il gruppo di grado 24,

che cosi si ottiene, & isomorfo al gruppo dell’ottaedro (*): esso pud essere ge-

nerato mediante le tre operazioni:
—1 0

U= ) V=

11 _ 1
01, 01, W= 11%’

| —
che sono ordinatamente di secondo, terzo e quarto ordine e che soddisfano
alle relazioni :

VeW=WwsV, W:U=UW, UV:=VU.

Si vede subito, tenendo presenti le formole (4) e (5), che la U non al-
tera 8 e y, ma cambia soltanto di segno « e ¢.

Facendo uso della (7), si verifica facilmente che l'operazione ¥ cambia
la somma « -+ 0 in « + ¢ -+ 1 e quindi I'operazione V? cambia la detta somma
in « + ¢+ 2; percid non si lede la generalitd ponendo :

a+49d=0, (mod3). (16)

Cid posto, servendosi della (7) e tenendo conto della congruenza (16), un
breve calcolo mostra che 1'operazione W produce sopra i numeri «, 8, 7, 9
la sostituzione congrua:

w=B+7, B=atp—y+1,

(mod 3).
h=—B—y, n=—B+y—d—1,

(¥) Per convincersene, basta far corrispondere alle tre operazioni che sono denotate
in seguito con U, V, W, ordinatamente le tre sostituzioni: (02), (012), (0123).
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Dunque le operazioni W ed U lasciano inalterata la (16) e lo stesso fa
ogni operazione del gruppo di grado 3 da esse generato; mentre una qua-
lunque delle rimanenti 16 operazioni, potendosi ottenere come prodotto di
una operazione del detto gruppo di grado 8 per V, ovvero per V*, non lascia
sussistere la congruenza (16). In virtl di questa congruenza, relativamente ai
valori di « e 9, si possono fare le seguenti tre ipotesi:

e=0,0=0; «a=1,0=2; 2a=2,d=1, (mod3),
poi a ciascuna di queste tre coppie si pud associare una coppia qualunque
di valori di 8 e y: si ottengono cosl 27 quaterne di numeri (« 8y d) a cia-
scuna delle quali corrisponde un gruppo G®* di grado 3% = 243.

Perd due quaterne, che si deducono I’una dall’altra mediante una ope-
razione del precedente gruppo di grado 8, si debbono ritenere equivalenti in
quanto che esse definiscono due gruppi isomorfi di grado 243.

Nella tabella che segue io scrivo tutte le 27 quaterne, mettendo in una
stessa linea orizzontale le quaterne che sono equivalenti.

(1202) | (1229)

(1012) ' (1112) | (2201) | 2221) | (2011) | (211 1) |
(1022) | (2021) | (2101) | (1102)

(0110) | (2121) | (0220) | (1122)

(0o10) | (1002) | (0200) | (2001)

(0020) | (2211) | (0100) | (1212)

0000) | (0120)

1)210)

Si vede dunque che esistono soltanto setfe gruppi G,>* di grado 243, che
non posseggono alcun divisore Abeliano d’indice 3 e questi gruppi si posson
fare corrispondere alle sette quaterne (a37d), che stanno nella prima linea
verticale della precedente tabella.
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To serivo le formole che, insieme alle (4), servono a definire i detti gruppi.

Ei=FE., Ei=FEE:, Ei=1, Ei=1, Ej=1
Bi=FE., Bi=EiE;, Ej=1, Ei=1, Ei=1
E{=F, Ei=FE, . Ei=1, Ei=1, Ei=1
Ei=1, Ei=F, Ei=1, E=1, Ei=1
Ei=1, E}=E}, Ei=1, Ei=1, Ei=1
Ei=1, Ei=1, E3=1, Ei=1, Ei=1
E¢=E:, Ei=E, E}=1, Ei=1, Ei=1

31. Nel presente paragrafo io ho stabilito quanto segue.

-Ogni gruppo G,**, che non possiede alcun divisore Abeliano d’indice p,
¢ perfettamente definito dalle formole (4) e (5), purche si tenga presente che
E, ed E, appartengono al divisore invertibile H.

Non esistono di tali grappi di grado 2% = 32.

Esistono soltanto sette di tali gruppi di grado 3° == 243.

Finalmente, quando il numero primo p supera 3, esistono p 47, e non
pil, di tali gruppi, i quali, rispetto alle formole (4) e (5), si classificano nella
seguente maniera.

Quando gl'interi «, 8, y, ¢ verificano la congruenza :

D=4+ —4(@d—EBy)=0, (modp),

si ha uno dei sei gruppi trovati al n.” 29; in ogni altro caso, il minimo nu-
mero ¢ positivo o nullo, che verifica la congruenza :

Dg—(a49d2r=0, (modp),

¢ un numero invariantivo per il gruppo definito dalla quaterna (« gy ).

In corrispondenza ad ogni numero ¢ >0 si ha un solo gruppo; ma,
per ¢ =0, si hanno due gruppi secondo che D &, ovvero non &, un residuo
quadratico di p.

I diversi tipi di gruppi trovati nel presente paragrafo sono rappresentati
nella seguente tabella,
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I.

;H(EH E,){, ‘K(Eh E27 Ei)‘
E;1E4E5=E4E3, E;1E3E3=E3E~2’ ErlE3E4=E3E‘.

EZ ‘ E? E? ) E? E»
Bt | Eem 1 [ 1 1 SIS
1]
E;? E, 1 1 1 hd
EE |EBE™ 1 | 1 1 | ]|e
1
o E, E3 1 1 1 |
& - . | d
S 1 E; 1 1 1
= .
= E, E. E, 1 1 1
S~ [ - e —_— P
© 1 E: 1 1 1 sy
1]
E, E$ E, 1 1 1 ©
1 1 1 1 1
E, E 1 1 1
—3
m =0 ) 1 ’ ) pT {p >3 l
II.
B E? E3 ok E3
. E, E, E? 1 1 1
< I _
- E. |E:E:| 1 1 1
"ccé _
S‘D E E, 1 1 1
= 1 E: 1 1 1
5 1 E: 1 1 1
_§ 1 L1 ] 1
© E? E: 1 1 1
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§ V. I Gruppi Gs* che posseggono un divisore Abeliano d’indice p.

32. Al principio del n.° 25 si & osservato che un gruppo G,* pud con-
tenere uno oppure nessuno divisore Abeliano d'indice p. Io ho svolto nel pa-
ragrafo precedente I'analisi relativa alla seconda ipotesi ed ora mi propongo
di svolgere in questo paragrafo I’analisi relativa alla prima.

Il divisore Abeliano G,° contenuto per ipotesi in G?, contiene evidente-
mente il divisore invertibile H, e quindi & possibile costruire una serie cano-
nica di composizione :

G52 ) G4o ) G3 Y G2 ) G‘ I
tale che sia G, = H.

Denotando con:

E57 ‘EA) E37 Ef, E,,

una base relativa alla detta serie e scrivendo le formole :
E;1E4E5=E4E,37 Es_‘E3E5=E3E!g7 E;1E3E4=E3’

I'elemento E’; pud essere contenuto o non essere contenuto in H. Questi due
casi si debbono distinguere accuratamente, perché, in corrispondenza, si hanno
due classi di gruppi G:® ben diverse.

Comincio ad occuparmi del primo caso, il quale & equivalente all’ipotesi
di ritenere il gruppo K coincidente col gruppo H, perché, in virti del ra-
gionamento fatto al n.° 24, in tal caso, anche quando & p = 2, la potenza pme
di un elemento qualunque di G,* sta in H.

Dunque deve essere 2 —1, E'2 = 1; e siccome gli elementi E's, E,
non possono appartenere ad uno stesso gruppo ciclico (n.° 24), i detti ele-
menti sono di grado p e possono generare il gruppo H.

Io posso dunque scrivere le formole :

E .EE5 EEQ’E .Eg.b F3E E_IEE=F37

1
Bi— EiE:, By — B2 Ef, Bi—E{E), Bt =1, By=1. § O

Queste formole deﬁniscono, qualunque siano gl interi &, g, o, 8, 7, 9,
un gruppo G.?, e tutti i gruppi cosl deﬁmtl appartengono evidentemente alla
classe dei gruppi Gs**.

Si consideri una nuova base canonica :

Es, E4, Es, Ez, E,,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



il cut grado ¢ la quinta polenza di un numero primo. 185

tale che V'operazione T che porta questa nuova base nella primitiva non al-
teri le prime tre delle relazioni (1).
Ponendo :
Ek=FE,, E,=EvE:, E,=FE;E;, (mod@G), (2)
si frova:

E,=EvE, E,=E; L3,

e giacche E, ed E, sono due elementi generatori di H, deve supporsi il de-
terminante A = s — v primo con p. Per la osservazione pilt volte fatta,
considero come una sola operazione tutte le operazioni T appartenenti alla
classe defimita dalle (2), quando si attribuiscono ad w, v, 7, s determinati resti
di p, e quest’unica operazione la rappresento col simbolo :

®w v
r

Inoltre, se si cambia soltanto I’elemento E, ponendo, nella maniera pit
generale, '
E,=F;, (mod G\,

essendo ¢ primo con p, risulta subito dalle (1) che i quattro numeri a, 8, y, ¢
acquistano uno stesso fattore arbitrario primo con p: dunque le due quaterne
(«y By 7, 9)y (Ga, a8, oy, c9) debbono ritenersi equivalenti.

Cid posto, eseguendo 'operazione :

v
r s

si trovano facilmente le relazioni:

Ao, =(@u-t+yv)s —(Bu-tdv)r
AB=Bu+tdv)u—(au+yv)v
Ay =(ar+ys8)s—(@r+ds)r
Ad,=Br+ds)u—(ar+ys)v

dalle quali risulta: )
o+ 8 =a+47, ad—Fy=ad—By, (modp). (4)

Allora, supponendo p > 2, introduco il numero:

D—(at3f —4(=3—87),

Annali di Matematica, tomo 1. 20
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e distinguo, come nel paragrafo precedente, i tre casi di:

(B=s1 @)= (B

33. Nei primi due casi, il minimo numero intero ¢, positivo o nullo, che
verifica la congruenza :

Dg—(a+0p=0, (modp),

resta inalterato per tutte le possibili operazioni T', perche, quando si moltipli-
cano i quattro numeri «, 3, y, d per uno stesso fattore s primo con p, i nu-
meri D ed (« 4 J)* acquistano lo stesso fattore o®; quindi ¢ ha carattere in-
variantivo per il gruppo rappresentato dal G** definito dalle relazioni (1) del
presente paragrafo.

Quando & (g)——— 4+ 1, la congruenza :
pPP—(+dp+(2d—Fy=0, (modp),

& soddisfatta da due distinti resti di p; mentre quando & (ip)-) =—1, non

esiste alcun numero intero che verifichi la detta congruenza; allora, relativa-
mente alla quaterna di numeri «, 8, y, ¢, I'analisi procede in modo perfet-
tamente analogo a quella dei nt 27 e 28 del § IV e non & necessario ripe-
terla qui.
In riguardo ai numeri X e p io faccio la seguente osservazione.
Cambiando solamente ’elemento E; che figura nelle (2), ponendo :

Es=FE, E'E*, (mod @),

i numeri «, , y, 9 restano inalterati, ma A e p. si cambiano rispettivamente
in due numeri %, e g, tali che:

W=htah4yvE

m=p+Bh+3k ) (mod ) ®)
Infatti, dalle formule (1) si ricava :
(E; E* Bty = Ep B Eve BXG) BXG), (6)

e quindi, avendo supposto p>>2, si ha:
Er = Ez E?" Ev-.
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Cid posto, quando il determinante o d — 3y & primo con p, cioé quando
E?» ed E? sono due elementi generatori del gruppo H, si possono determi-
nare gl'interi % e %k in modo che sia:

M=p=0, (modp);
dunque, in tale ipotesi, & lecito supporre EP= 1.

Fatte queste considerazioni, si vede che nel caso di (%) ==+ 1, si hanno

p;l gruppi G;»* in corrispondenza alle seguenti modificazioni delle ultime

cinque formole (1):

Er=1, E}=E"", EBy=E{", Ej=1, EBR=1 l ()

essendo m=0,..., 2_;__?3

Oltre ai detti 2—;—1 gruppi, esistono ancora altri due particolari gruppi:

il primo di questi si presenta quando il numero invariantivo ¢ & nullo. In tal
caso si ha un gruppo che corrisponde alle formole :

Et=1, E{=E;', Ei=E, Ei=1, Ej=1

Il secondo gruppo particolare si presenta qualora si osservi che, nell’ipo-
tesi di 7 =0, non & sempre lecito supporre nelle (7) E? =1, perche, nella
detta ipotesi, 7 ed E# non sono due elementi generatori di H. Ma essendo,
nel caso attuale, « =8 =y=0 e ¢ =2, le (5) mostrano che si pud sempre
supporre =03 poi, se non & A un multiplo di p, chiamando E, I'elemento E?,
dalle (1) risulta che si pud ritenere 2 = 1. Ottengo cosi un nuovo gruppo G**
corrispondente alle formole :

‘ E?=E., Er=1, Et—E,, Ei=1, E1—=1

Nel caso di (%)=—1 si hanno p; 1 gruppi G;** sostituendo le ul-

time cinque delle relazioni (1) con:

| Er=1, Ei=FEE, E=FEE®™"', Er=1, E =1
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e facendo poi successivamente :

-3

m=20,..., 27_2_ ;
inoltre, si ha un nuovo gruppo Gy** nell’ipotesi di g =0 e questo gruppo
corrisponde alle formole :

‘ Et=1, Ei=EFE, Ei=E:, Et=1, Et=1

4. Caso (2] = 0.
Si ha allora D=0 (mod p) e quindi la congruenza:
PF—la+dp+(2d—Fy)=0 (modp)

¢ soddisfatta da un solo resto p di p; poi, ragionando come nel n.° 29, si
vede che & lecito supporre:

=0, a=d=p (modp)
e quindi le formole (3) si serivono:
Aoy =Ap+yvs, AR =—1
Ad,=Ap—yvs, Aypy= sy

(mod p).

Cid posto, se y & primo con p, volendo conservare le condizioni inizialj,
bisogna supporre v =0 (mod p); indi, se p & primo con p, scelgo gl'interi u
ed s in modo che sia y,=p (modp), e se p & un multiplo di p, scelgo 1 detti
interi in modo che sia y, =1 (mod p). Dunque, se & y primo con p, giacche

@, B, 7, ¢ si possono moltiplicare per un fattore arbitrario (n.° 32), & lecito
assumere :

a=0=y=1, =0,
ovvero :

a=0=8=0, y=1
Se invece y & un multiplo di p, si vede subito che si pud assumere:

a=0=1, B=y=0,
ovvero .
2=3=0, B=y=0.

Nel primo e nel terzo di questi quattro casi, per I'osservazione fatta nel
n.° precedente, suppongo A =0, x=0; ma il secondo e quarto caso si scin-
dono ognuno in due dietro le considerazioni che seguono.
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Quando ¢ a =d=8=0 ¢ y=1, le () mostrano che si pud supporre
A=0: allora, se x & un multiplo di p, si ha E?=1; e se u & primo con p,
eseguendo 'operazione :

p 0
5

«, B, y, ¢ non si alterano e u va nel resto 1 di p.
Quando & e ==y =7=0 ed uno dei due numeri 2, u & primo con p,
una delle due operazioni:

ha il determinante primo con p, e questa tale operazione da E? = E,; se poi
1 numeri A, g sono entrambi multipli di p, allora & E7=1.

In conclusione, nel caso (—2103)= 0, si hanno ses gruppi Gi** i quali cor-

rispondono alle seguenti modificazioni delle ultime cinque formole (1):

Et=1, Ei=FE, E}=EE, El=1, El=1

Et=1, Ei=EFE,, E:=E, Ei=1, E'=1

Er=1, E:=1, Ei=E, E'=1, Et=1

E?=FE, Ez=1, E:=E, E!=1, E?=1
Er=E, E=1, E:=1, Er=1, Er=1
Ef=1, &Ei=1, Ej=1, Ef=1, Ef=1
35. Io prendo ora in esame il caso di p =2 che fu escluso alla fine
del n.° 32.
In questo caso, tutte le operazioni :
u v
H
r 8

costituiscono un gruppo di grado 6, che & isomorfo a quello che si & presen-
tato nel n.° 9 del § IL
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Le due operazioni:

U=

0 1
: V_‘ll

11
0 1 ’

generatrici del detto gruppo producono sopra i numeri «, 8, v, ¢ le due so-
stituzioni congrue :

w=aty, L=at+B+y+7, =y, W=y+9;
w=y+9, b=y, n=at+B+y+9, d=a

rispettivamente; e ¢id si verifica subito mediante le (3).

Siccome ognuno dei numeri «, 8, y, ¢ pud ritenersi, indipendentemente,
eguale a 0 od eguale ad 1, si hanno 16 quaterne («fyd); perd io assumo
come equivalenti due tali quaterne che si deducono 1’una dall’altra eseguendo
una operazione composta con U e V.

Nella tabella che segue sono scritte tutte le 16 quaterne in modo che
le quaterne equivalenti stanno in una stessa linea orizzontale.

(0001) | (1010) | (1100) | (0101) 11 (0011) l (1000) ‘

(0010) | (1111) | (0100)

(0110) | (1101) | (1011)

(0111) (1110)

(1001)

(0000)

Allora io considero le sei quaterne che figurano nella prima verticale
del precedente quadro e, per ognuna di esse, mi formo il gruppo ‘aﬁy@‘
costituito da tutte operazioni:

Es, Ei, Es, E, EL)
Fs, Fuy Fs, Fo, E.J’

che lasciano inalterata la quaterna (« 8y 9).
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Chiamando W una qualunque delle quattro operazioni definite dalle formole :
EE=EEE:, E,=E, E =K, (modG,),

Y .

& evidente che il gruppo generato dalle operazioni W e dalle operazioni U, V'
contiene tutte le possibili trasformazioni T
Il detto gruppo & isomorfo al gruppo dell ottaedro: alle quattro opera-
zioni W corrispondono le quattro sostituzioni de] gruppo quaternario normale.
Per rendere chiaro quel che segue, scrivo le relazioni:

(E;E)y=E{EE, (E;E)=E;EE,,

che si possono, se pill piace, ricavare dalla (6).

Cid posto, il gruppo [W)T! & costituito dalle operazioni W: una qua-
lunque di esse o lascia inalterati i numeri A e p oppure cambia soltanto A
in %+ 1; dunque, associando alla quaterna (000 1) una delle due coppie
(00), (01) come coppia (A ), si ottengono in corrispondenza due gruppi G;**
distinti di grado 32.

II gruppo |0010 ‘ e generato dalle operazioni W e dall’operazione U V,
e mediante le W si pud portare la coppia (Ap) in (00).

11 gruppo |.()_T_l—0] & generato dalle operazioni W e dalla operazione U V*:
una qualunque W o non altera i numeri X e x oppure aumenta i detti nu-
meri contemporaneamente di una unitd; e la U V* scambia semplicemente 2
con p. Dunque, associando alla quaterna (0110) o la coppia (00) oppure
la coppia (0 1) si ottengono, in corrispondenza, due gruppi distinti Gs** di
grado 32.

Il gruppo |T)_1—1T| & generato dalla operazione ¥ e dalle W e mediante
le W si pud portare la coppia (X 1) nella coppia (0 0).

11 gruppo ’ 1001 | & il gruppo principale generato dalle W e dalle U, V:

una qualunque delle W non altera A e u; I'operazione U cambia soltanto u
in w2 e P'operazione V' cambia soltanto A in A+ p. Dunque, associando
alla quaterna (100 1) la coppia (00) oppure la coppia (0 1), si ottengono, in
corrispondenza, due gruppi distinti G,*° di grado 32.

Finalmente, il gruppo lOOOOI coincide anche col detto gruppo princi-
pale e mediante le W si pud portare la coppia (i) nella coppia (0 0).

La conclusione della precedente analisi & che, nelle attuali ipotesi, esi-
stono nove gruppi G** di grado 32, e questi gruppi corrispondono alle se-
guenti modificazioni delle ultime cinque delle formole (1).
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36. To ritorno all’ordine d’idee col quale ho incominciato il presente
paragrafo e riserivo le formole:

E5_1E4E5=E4E,3, E;1E3E5=E3E/2, ErlEa.E‘:Eg.

Ho gia studiato in modo completo il caso in cui 'elemento E’'; appartiene
al gruppo H, ed ora voglio fare l'ipotesi che il detto elemento stia fuori di H.

La potenza E? sta in H e quindi si ha E'2=1; inoltre, giacch® non
pud E’'; coincidere con 1'elemento identico perche E; & fuori di H, posso
scrivere le relazioni:

EE,E,=E,E,, E;'\E,E,=FE,E,, Ef'E,E,<E,. (8)
Si supponga p>2: allora, siccome 1'elemento E? sta (n.° 24) in H,
deve essere H? = 1.

Si ammetta, in prima ipotesi, il gruppo H ciclico: in tale caso, sce-
gliendo E;, in modo che sia E?=1, ho:

Ep—FE¢, Ey—Ef, Ez—1, Ey=E, Er=1; (9

e, purche si rammenti che gli elementi [, E, stanno in H, queste formole,

insieme alle (8), definiscono un gruppo G,® qualunque siano gl'interi « e y.
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Se chiamo % ed E, gli elementi E5 E? ed E, E¥ rispettivamente, i nu-

meri « ¢ B si cambiano in a}ph e B4pk, e quindi i detti numeri si
debbono intendere determinati a meno di multipli di p.

Cid posto, avendosi una seconda base canonica :
l‘.5 y F4 ’ Es y Ez y E‘ )
definita nello stesso modo della prima, se, nella maniera piu generale, si ha:

E.=FErEy, E,=E;, (mod@y),
deve essere:
F,=FEr, E,=E¥s, (mod @),

ed il prodotto u s deve necessariamente supporsi primo con p.
Intanto, dalle (8) si ricava:
(& By — By 1) B
e percid, se é p>>3, & ha:
(Es Ey = E? E?.
Allora, sia p maggiore od eguale a 3, eseguendo |’ operazione:

Es, Ei, Es, E., E,)
Es, K., ¥s, K., L)’

Y

si vede subito che « e 8 subiscono la sostituzione congrua :

wsa =au-+ v )
— S (mod p).

Dunque: se 8 & un multiplo di p, posso determinare u ed s in modo
che o, sia o il resto 0 o il resto 1 di p; se invece B & primo con p, posso
determinare « in modo che sia o 8,=1 (mod p) oppure ,==¢ (mod p) ¢, in
entrambi i casi, dispongo di » in modo che «, sia il resto 0 di p.

In conclusione, quando H & ciclico ed & p>2, si hanno quattro gruppi G,®
in corrispondenza alle seguenti quattro serie di formole che sono modificazioni

delle (9).

Ey=1, E{=1, E;}=1, E{=E, E{=1
E{=FE, Ej}=1, E{=1, E{=EFE, E}=1
Et=1, E}=E:.,, E}=1, E}=FE, E;=1
Et=1, E%}=UFK;, E}=1, E}=E, E}=1

Annali di Malematica, tomo L.
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Il Gy® corrispondente alla prima serie di formole & un gruppo G:**, ed
il relativo gruppo K & generato dagli elementi [%;, FE,; invece 1 tre gruppi
corrispondenti alle ultime tre formole sono gruppi G.>* e, per ciascuno di
essi, il gruppo K & generato dagli elementi E;, FE;, L.
37. Si ammetta, in seconda ipotesi, che il gruppo H abbia tutti i suoi
elementi di grado p.
In tale caso bisogna sostituire le (9) con le formole:

Er=E;Ef, E?t=E{E?, Er=1, Er=1, Er=1, (10)

le quali, insieme alle (8), definiscono un gruppo G.* qualunque siano gl'interi
ay By v,y 0

Se il gruppo G.* cosi definito & un G*?, uno almeno dei due numeri «, y
& primo con p.

Quando & y primo con p, io pongo a definizione dell’elemento E, la re-
lazione E? = I;,. Allora, se v ed s sono interi ed il secondo & primo con p,
eseguendo 'operazione :

( Es, E., FE, E, L’)
E B, Ej, E{Ej, Ef, EjJ’

la quale non altera né la detta relazione né le formole (8), si vede subito che
i numeri «, $ si portano in due numeri «,, B, tali che:

say=a+tv, sf=4, (modp>3),

ovvero tali che:
so,=a+v, $B=B+v, (modp=23)

Dunque, in entrambi i casi, disponendo opportunamente di » ed s si pud
portare la coppia («8) o in (0 1) ovvero in (0 0).

Quando & y un multiplo di p ma & « primo con p, io pongo a defini-
zione dell’elemento F, la relazione E? == I,. Allora, se « & un intero primo
con p, escguendo 'operazione :

(Es, LKy, Es, LBy, E)

EY, Ei, E;;Ef*) EY, E,)

la quale non altera né la detta relazione né le formole (8), si ha:
ud,=d, (modp).
Dunque, disponendo convenientemente del numero intero %, si pud por-

tare ¢ in uno dei tre resti ¢, 1, O relativi a p ed, evidentemente, uno qua-
lunque di questi casi esclude gli altri due.
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In conclusione, continuando a supporre p > 2, i gruppi G5** definiti dalle
relazioni (8) e (10) sono cinque e corrispondono alle seguenti modificazioni

delle formole (10).

Ef = E, :=Ez, E§=1, E}=1, E{=1

E}=1, E}=2DL, Ej=1, E}j=1, Ej=1

Er=FE,, E:=1, E:=1, E:=1, Ei'=1

E:=FE, E'=E, Ei=1

Er-==Fy, E}=E{, Et=1, E3=1, E?=1

Se il gruppo definito dalle relazioni (8) e (10) & un G¢**, i due numeri
«, v sono multipli di p; allora le dette relazioni mostrano che il gruppo G;*?,
cosi definito, si ottiene aggiungendo in modo ovvio l'elemento E, al gruppo
G2 generato dagli elementi Ei, E,, F,, E,. Le formole di composizione
dei gruppi G** sono le (16) del § II nel caso di p >3 e le (17) dello stesso
paragrafo nel caso di p=3; quindi, riscrivendo le dette formole dopo avere
osservato che gli elementi che vi figurano F,, I;, F, hanno ora, ordinata-
mente, i nomi Fy, FE,, F,, ed aggiungendo la relazione EP =1, si otten-
gono tutte le modificazioni delle (10) che corrispondono a gruppi G,** distinti.

Dunque, nelle attuali ipotesi, se & p>>3, si hanno quattro gruppi Gs?
corrispondenti alle formole :

Et—=FE, E;=1, Ei=1, Ej=1, E;=1

=1, E;=E, Ej=1, E=1, E=1

Er=1, Ej—FE;, Ej=1, Eg=1, E1=1

e se & p=3, si hanno pure quattro gruppi G,** corrispondenti alle
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formole :

Ei=1, E=E, E=1, EB=1, E=1

E=1, E=5, E=1, BE=1, E=1

B=5, B=E, E=1, F=1, E=1

38. Mi rimane_a considerare il caso di p=2 che ho escluso al prin-
cipio del n.” 36. :
Giacché un gruppo Gi* non pud avere che un solo divisore Abeliano
d’indice p, risulta che, nella presente ipotesi di p =2, il quadrato dell’ele-
mento I che figura nelle relazioni (8) deve appartenere necessariamente al
gruppo H. Intanto le dette relazioni danno:

E*E Ey=E,E; E,,

e percid deve essere E%=— E,. Allora la prima delle (8) mostra che la po-
tenza E? & fuori di H e quindi essa coincide con uno dei quattro elementi:
E,, EzFE,, EE, EELL.

To suppongo che si avveri il primo od il secondo caso, perche, se fosse
altrimenti, assumerei come elemento E; I'elemento E, E, e quindi come ele-

mento I; Velemento F; F|.

Cid posto, si dimostra col solito procedimento che, aggiungendo alle (8)
le relazioni:

Ei=E;Ef, Ei=E, Ei=E, FE<=E:, E=1, (1]

oppure le relazioni:
Ei=FE{Ef, Ei=Ft,, Li=FE, E=I! E=1, (12)
si definisce in ognl caso un gruppo G,* di grado 32.
Essendo, in virtu delle (8),
(Es By = E. E Es,
si vede che, chiamando E; V'elemento E; E,, se hanno luogo le (11), gl'in-

teri « e B si cambiano rispettivamente in « e 8-+ 1, e, se hanno luogo le (12),
i detti interi si cambiano rispettivamente in at+1epg41. '
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Dunque, nelle (11) io posso supporre che sia Ei=1 ovvero E;=FE,,
ed & poi facile convincersi che questi due casi non si possono ridurre I’uno
nell'altro qualunque sia A.

Nelle (12) posso supporre che sia Ei =1 ovvero E; = E,, e questi due
casi sono tra loro irreduttibili soltanto quando ¢ h=0; ma, se ¢ h=1, i
detti casi si possono ridurre l'uno nell’altro chiamando Ey T'elemento E; F,.

In conclusione, nell’attuale ipotesi, si hanno setfe gruppi G* di grado 32,
i quali sono definiti dalle (8) insieme alle seguenti relazioni:

El=1, E=EF, E=EFE, E=1

E§=17 Ei:E% Eg:Ei’ E§=E1, Ei:l

B—=B, BE=5, E=L, E-1, B-—1

E§=E2’ Ei:E;;, E?;-_—}']l, E§=E1, Ei—:l

Ei=1, E;=EE, Ej=FK, E=1

Eg:l’ E§:E3E2, E§=El, E;zEl, Ef:l

E§=E|, Ei—_‘—EsEa, EgZEi, Eé:]-

I due gruppi, che corrispondono alle prime due serie di formole, sono
gruppi G,*%; invece i cinque gruppi corrispondenti alle ultime cinque formole
sono gruppi G

39. Io riepilogo brevemente i risultati ottenuti gel presente paragrafo.

I gruppi G, che posseggono un divisore Abeliano d’indice p, si dividono
in due categorie, secondo che il gruppo K coincide ovvero non coincide col
gruppo H.

Nella prima categoria esistono p |- 8, e non piu, gruppi G;* di grado p°
con p>2, e soltanto nove gruppt Gy* di grado 32.

Tutti 1 gruppi della prima categoria sono gruppi G.*3.

Nella seconda categoria esistono soltanto tredici gruppi G,* di grado p°
con p>2: di questi tredici gruppi, cinque sono gruppi G,** ed i rimanenti
otto sono gruppi G;**.
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La detta seconda categoria contiene ancora seffe gruppi G,* di grado 32:
di questi gruppi, due sono gruppi G:** ed i rimanenti cinque sono gruppi Gg=,

Tutti 1 gruppi che sono stati trovati in questo paragrafo sono rappre-
sentati nelle seguenti tabelle,

| H(E:, E)|; [K=H]
E;'\E,E,=EE,, E;*E,E,=FE,E,, E{'EE=E;.

E2 E? E? E? E?
1 E;"‘_‘ E';‘J""" 1 1
- —_—
S
1 E;! E, 1 1 \"/
: - — z
E, 1 E, 1 1
1 Z;}2 E{ EzEf?m-H 1 1 %—\l b
1)
o 1 E E: 1 1 A
&
= 1 E; E, 1 1
=,
2
(& 1 Ee E: E, 1 1
» 1 E; 1 1 ~
o NS
"
Ey 1 E. 1 1 @
E, 1 1 1 1
1 1 1 1 1
—3
m=20, ) 17_2___ {p>2}
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IL.
Gruppi G di grado 32.
|HE,, E)!; |K=H)\.
EJE,Es=EE,, E;'E,E;=EE,, E;'E,E,=E,.

E ! B E? E: E:

1 1 E, 1 1

E, 1 E, 1 1

I 1 1 E. 1 1
& 1 E Iie 1 1
n E E\ K. 1 1
E 1 E E: E; 1 1

2: —_
s 1 E; E, 1 1
(@)

E, E; E, 1 1

1 1 1 1 1

\H (E,, E)|; |K==H|
E;1E4E5=E4E3, E;IE:;Es:EQEI, E71E3E4=E3'

E: E: E2 b E?
L) l ES El 1 ].
o 1 Es E\ E\ 1
E, Es E, 1 1
3, E. Es E E. 1
(<)
=, 1 E; E. E 1 1
§4 -
& 1 | EsE: | E E | 1
E | BB | R 1|

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



200 " Bagnera: La composizione dei Gruppi finits

| H(E,

1TL

E)l;

| K== H].

EE E,=FL, I, ESVE E =1, El) EDE,E =EFE,.

Ez E? E? E? E?
1 1 1 E, 1 p=>3
E. 1 1 E, 1 p>3
1 E: 1 E 1 »>3

™

/; 1 E: 1 E, 1 p>3

s, E, E. 1 1 1 p>3

Q —

% 1 Es 1 1 1 | p>3

& |
E, 1 1 1 1 p=3
E: - K 1 1 1 p=3
E: ke 1 1 1 ]923
1 1 1 1 1 >3

- E 1 1 1 1 p>3

& _

= 1 L 1 1 1 p=3

(=

=

~ .

S 1 E3 1 1 1 p=3
E, Ef 1 1 1 p=3
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§ VL. I Gruppi G.**.

40. In un gruppo G® il divisore invertibile H & di grado p ed & quindi
contenuto in ogni divisore normale di G.*. Nel presente pa‘ragrafo mi pro-
pongo di trovare tutti i gruppi Gs* che hanno due soli divisori indipendenti
d’indice p: distinguerd questi gruppi in due categorie, ascrivendo alla prima
categoria ogni gruppo G:*2, che ammette un divisore Abeliano d’indice p, ed
alla seconda categoria ogni gruppo G,** che non possiede un tale divisore.

Se:
G2, G0, Gy, G, G,

¢ una serie canonica di composizione di un gruppo della prima categoria ed:
E,, E.,, E,, E,, E,
¢ una base relativa alla detta serie si ha:
EJ'E,Ex=EE/, ES'EE,=IE', EJ'E E=FL L/,
EAEFKE—F, EfEE—FE, EPEE—=FE.

Qualsiasi elemento di G,° che & invertibile con E; appartiene necessa-
riamente ad H: infatti, un tale elemento risulta invertibile con ogni altro
elemento di G*.

Cid posto, 1'elemento FE.,' che figura nelle formole precedenti & un ele-
mento generatore E, del gruppo G,=H.

L’elemento E,' & fuori di G, perchd, se fosse F,'= E*, 'elemento F; E; 7
che & fuori di H, risulterebbe invertibile con FE;. Suppongo dunque E, = F,.

L’elemento E, & fuori di G,, perch?, se fosse E,'= E7 Ef 1 elemento
E,E;* E;?, che & fuori di H, risulterebbe invertibile con E;. Suppongo
dunque E; = E;.

Io posso ora scrivere le formole definitive :

B EE=EF, Fi'LE=EE, EPLE=EL,

1
E71E3E4=E37 E4'1E2E4=E2, E,'E,E;=L,, ) M)

le quali mostrano che il gruppo G coincide necessariamente con K inoltre,
1l ragionamento che ho fatto per stabilire le (1) prova che ogni gruppo G,

che possiede un divisore Abeliano d’indice p, & certamente un gruppo Gg**.
Annali di Matematica, tomo I. ‘ 27
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1 importante osservare che la potenza E? appartiene al gruppo G, ed
é invertibille con E;: dunque la detta potenza sta in H.
Dalle relazioni (1) si ricava :

. HEH (),

E’;E"—EE E}E, E , E;"E:E;=E; E} E,
quindi, supposto p >3, per I’ osservazione precedente deve essere:

Er=1, Er=1.
Allora, siccome &:

ET E} Es= E} E%,
'elemento EP risulta invertibile con E; e percid sta in H.
Si hanno dunque le formole:
Eg":E’:’ Eszfa Er=1, E2p=1> Ey=1, (@)
le quali, insieme alle (1) definiscono un gruppo G;** qualunque siano gl'in-

teri «, 8 purchd si tenga presente che FE, appartiene ad H e che & p>3.
Sia ora:

Es, Ei, Es, E., K,

una seconda base canonica di G;** definita come la prima. Ponendo, nel
modo pill generale,

Y.=E¢E;, E,=E;, (modGy),
si trova successivamente :
E;=E% (mod G,), E,=FE¥® (mod G,), E, =K,

e quindi il prodotto u s deve supporsi primo con p.
Dopo ¢id, pensando alle (1), dopo un breve calcolo si ha:

By — B B 50 ) ).
dunque, avendo supposto p >3, risulta:
(Es E)r =EY EY,
e quindi:
E? = Eém Eiw — E';"+ﬁ”.
Si vede allora immediatamente che l'operazione :

Es, Ei, Es, Ez, Ei
Es, El, Ea, Eg, El ’
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porta i numeri o« e 8 nei numeri «, e B, tali che:
wWsa=au-t+Bv, )
wB =4

Qui bisogna distinguere il caso in cui p— 1 & primo con 3 dal caso in
cui p—1 & un multiplo di 3. Nel primo caso, se non & 8 un multiplo di p,
si pud scegliere » in modo che sia u*=p§ (mod p): quindi B, si pud portare
o nel resto I oppure nel resto 0 di p; invece, nel secondo caso, il numero g,
si pud portare in uno dei quattro resti 0, 1, ¢, ¢* di p, ed una qualunque di
queste quattro ipotesi esclude le altre tre. Inoltre si osservi che tutte le volte
che ¢ 8 primo con p, disponendo convenientemente di v, posso portare «a,
nel resto 0 di p; e se & 8 un multiplo di p, disponendo convenientemente
di s posso portare a, in uno dei due resti 1, 0 di p.

In conclusione, se & p—1 primo con 3, esistono solamente tre gruppi G¢**
che hanno ciascuno un divisore Abeliano d’indice p, e questi tre gruppi cor-
rispondono alle seguenti modificazioni delle formole (2):

(mod v).

Et=1, E!=E, E:=1, E!=1, E?=

Se poi p— 1 & un multiplo di 3, oltre ai precedenti tre gruppi, si hanno
ancora due nuovi gruppi Gy** che corrispondono alle seguenti modificazioni
delle (2):

Eg:ly Ei):Ef’ E{;:l, E}=1, Et=1

1

Ef=1, AE’;:E'EZ, Ef=1, Et=1, E

P

41. Supponendo ora p=3, le (1) danno:
EFE E:=EEiEiE,, E3 Lk Ei{=E;E},
quindi, giacche Ej sta in H, si ha successivamente :

Ei—1, Ei—=E:.
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Allora le formole (1) e la relazione:
ESE{E,=E{E;=E} E},

mostrano che I'elemento F, deve coincidere con un elemento di G, del tipo
E: EY.

Si hanno dunque le formole: _
Ei=E:, Ei=E}Ef{, Ei=E;, Ei=1, Ei=1," (3

le quali, insieme alle (1), definiscono sempre un gruppo Gy** di grado 243.
Si osservi che I'operazione :

(&,& Es, B, ﬂ
E:, Ei. E)E., EE, E}’

lageia inalterate le (1) e cambia « e f3 rispettivamente in « e 284 2: dun-
que si pud ritenere 0 =0 oppure = 1. Se & B=0, osservando che &:

(Bs By = E}E B E, == E¢t2,

si vede che, chiamando E; uno dei due elementi E; E,, E; Ei, si pud sup-
porre a=10. Ma, se & =1, ¢ facile verificare che, cambiando comunque
la base canoniea, in modo tale perd che le (1) si conservino, i numeri « e 3
restano indlterati: dunque, se & 8 =1, le tre ipotesi « = 0, 1, 2 non si pos-
sono ridurre una in un’altra. '

In conclusione, esistono soltanto quattro gruppi G.** di grado 243 che
posseggono ciascuno un divisore Abeliano di grado 81, e questi quattro gruppi
sono definiti dalle (1) e dalle seguenti modificazioni delle formole (3):

Ei=1, EI—Ei  E}-

E:, Ei=1, Ei=1

Ei=1, E}=EL, Ei=E}, =1, E=1

E¢=E,, Ei=EiE, Ei=E;, Ei=1, E}i=1

Ei=E}, Ej=E:E, E3==E], Ei=1, Ei=1

42. To suppongo finalmente p =2,
Dalle (1) si ricava:

E-tF,Bi= K, EiE,, EEE=FERBE,;
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quindi, giacché K sta in H, si ha successivamente :
Ei=E, E;=FE;".

Allora le formole (1) e la relazione:
Es_lEi E5= Ef Egz—' EEEZ_17

mostrano che 'elemento Ej deve coincidere con un elemento di G, del tipo
E71E?. :
Si hanno dunque le formole:
E:—F¢, Ei—FE-Ef, Ei—Ef', Ei=FE, E=1, (4

le quali, insieme alle (1) definiscono sempre un gruppo G;** di grado 32.

Cid posto, si verifica facilmente che, cambiando comunque la base ca-
nonica in modo tale perd che le (1) si conservino, il numero j3 resta sempre
inalterato ed il numero « o resta inalterato oppure si cambia in « - 4. ‘
' Dunque, se & =0, le due ipotesi « =), 1 non si possono ridurre I'una
nell’altra; ma, se & 8 =1, si pud sempre supporre a = 0.

In conclusione, esistono soltanto tre gruppi G.** di grado 32 che pos-
seggono ciascuno un divisore Abeliano di grado 16, e questi tre gruppi sono
definiti dalle formole (1) e dalle seguenti modificazioni delle (4):

E:=1, E!=E;', E:=E;, Ei=E, Ei=1

Ey=FE, Ei=E;, E;=E;*, Ei=E, Ei=1

Ei=1, E:=E;E, E:=E, Bi=E, El=1

Ho giad osservato che i gruppi G% che posseggono un divisore Abeliano
d’indice p, sono necessariamente gruppi G%%; ma & ancora notevole il fatto
che i rimanenti p divisori d’indice p sono gruppi G,**: cid risulta dalle for-
mole di composizione trovate nei tre ultimi numeri.

43. Si abbia ora un gruppo G:*? tale che in esso non sia contenuto
aleuno divisore Abeliano d’indice p.

Sia G, un divisore normale di (,** appartenente al gruppo K ed E, un
elemento di G, fuori di H: ragionando come al n.° 13 del § II, si dimostra
che esiste un elemento E,, fuori di @,, che & invertibile con E,; poi, con-
siderando il gruppo Abeliano G, generato dall'elemento E; e dagli elementi

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



206 Bagnera: La composizione dei Gruppi finiti

di G,, si dimostra ancora che esiste un elemento E, fuori di G5, che & pure
invertibile con E,. Il gruppo G, generato dall’elemento E, e dagli elementi
di G; & un G che ha come divisore invertibile in gruppo G.. Questo
gruppe G, deve contenere il gruppo K di G¢® ed io pongo K = Gs; poi,
denotando con E, un elemento generatore del gruppo H= G, considero la
serie di composizione :

G2, G, Gy, G,, G,.
Dopo ¢id, ponendo :
E4—1 E, E4=E3Ez”, E;I E, E, == E, El/y

'elemento E,” non & I'elemento identico perché il gruppo G, non & Abe-
liano; inoltre, giacché E? sta in G,, risulta E''? = 1. Ora, il gruppo ciclico
generato dalle potenze di E,” & l'unico della sua specie contenuto in G, e
siccome (' & divisore normale di G,**, il detto gruppo & anche divisore
normale di G:** e coincide quindi con (5,: si pud dunque ritenere E,” = £,.

Similmente, E,’ non & I’elemento identico altrimenti I’elemento E,, che
¢ fuori di H, risulterebbe permutabile anche con E, e quindi con ogni ele-
mento di G;**: dunque si ha E,/= E? essendo l'intero 2 primo con p.

Si hanno percido le formole :

E'E,Es—=E.E/', E;'E,E;,=EE,, E;'E E =EE!, ) 5

E71E3E4=E3]’?17 Er2E2E4=E2, E;1E2E3=E2, > ®)

Io comincio coll’osservare che il gruppo K non pud essere ciclico.

Infatti, giacché il gruppo G** non contiene per ipotesi alcun divisore
Abeliano d’indice p, la potenza E? non & di grado superiore a p* e quindi
sta in G,. Allora I'elemento E, che figura nelle (5) non sta in G, perche,

in tale caso, i quattro elementi Z;, E,, E;, E, generano un gruppo di grado p*
e questo gruppo non conterrebbe K. Ponendo dunque :

E; = Ej, E§= £, )
dalle (5) risulta:

HEr)

E;VEr Eg—= E? E? E| =EfE2E12
cid & assurdo giacch®, dovendo la potenza E7 appartenere a G., si ha:

E'E? E,=E}, (mod@&).
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44. Si ammetta, in prima ipotesi, che il gruppo Abeliano K abbia
tutti i suoi elementi di grado p; in altri termini, che sia G, un gruppo G,
Supponendo allora p >3, dalle (5) risulta:

EE Er=E,, E:*E,E'=E, E?E Er=E,,
EN'E)E;=Er, EPE,E?=FE, E[*?E E?=LE,,;

quindi gli elementi E?, E7, i quali riescono invertibili con qualsiasi elemento
di G:**, appartengono ad H.
Cid posto, se E,' potesse appartenere a (,, i quattro elementi E;, E,,
E,, E, genererebbero un gruppo di grado p* il quale non conterrebbe K:
dunque, si pud porre E. = E;. Similmente, se E,’ potesse appartenere a @,
i quattro elementi Iy, E,, F;, E, genererebbero un gruppo di grado p* il
quale non conterrebbe K : dunque si pud porre E, = E,.
Dopo quello che si & detto, si possono scrivere le formole:
ES_IE4E5=E4E3, E5]E3E5=E3E2, E5_1E2E5=E2E?7 { (6)
Erl E3E4=E3 E,, Erl E2E4=E7’ Es_l E2E3=Eg. \
Er—E:, Ey=E, E;—1, Er—1, Er—1. (T
Col solito ragionamento si prova che queste formole definiscono sempre
un gruppo Gy*2, purche si pensi che FE, appartiene ad H e che & p>3.
Inoltre si osservi che si pud ritenere =1, perchg, se fosse altrimenti,
eseguendo la trasformazione :
Es, Fi, Es, B, EL)
h
(E,m,Ewp,m,m

la quale non altera la forma delle (6) e (7), si porta subito il numero % nel
resto 1 di p.
Se :
Es, Ei E;, E:; E,,
¢ una seconda base canonica definita come la prima, si vede immediatamente
sulle formole (6) e (7) che le trasformazioni definite dalle congruenze :

Es=Es, E,=FL, (modGy),

non alterano gl'interi «, 8, h; dunque 10 posso considerare come un’unica
trasformazione tutte quelle definite da:

E.=E‘Ey, E,=E, (mod@G),
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per dati valori degli interi u, v, s, i quali d’altronde debbono essere tali
che il prodotto u s risulti primo con p.

Gli elementi E;, E,, E,, che bisogna associare agli elementi E;, E, ul-
timamente definiti, sono tali che:

E.=E} (mod &), E.=E}* (mod G)), E,=E;

quindi, dopo avere osservato che &:

(31 (5)

(E5E4)"=E;’E:’E3- Ee El

J)

7
e percid, avendo supposto p >3, che &:
(Es B = E} EY,

si vede facilmente che la detta trasformazione fa subire agli interi «, 3, A
la sostituzione congrua:

Suu=cau-t+pv, supf,=06, shi=uwh, (modp).

Avendo supposto A =1, se si vuole che sia ancora &, =1, bisogna
prendere s —u* (mod p) e quindi si ha:

wa,=ua+vp, wp=p, (modp).

Osservo anzitutto che ogni volta che non & 8 un multiplo di p, si pud
determinare il numero » in modo che sia «, =0 (mod p).
Cid posto, id distinguo i seguenti quattro casi possibili:

p=—1, p=—5, p=H, p=1, (modl2)

Nel primo caso, il numero p — 1 non & divisibile né per 3 né per 4 e
quindi ogni numero & cubo (mod p) ed ogni numero quadrato (modp) & un
biquadrato (mod p).

Dunque, se 8 non & multiplo di p, si pud determinare » in modo che 8,
sia il resto 1 di p: se invece & 8 un multiplo di p, tutte le volte che non
¢ o un multiplo di p, si pud determinare % in modo che sia 0 «, =1 (mod p)
ovvero «,=c¢ (mod p), secondo che « & della forma u! ovvero della forma
eu! rispetto a mod p.

Ottengo quindi quattro gruppi G*?, che corrispondono alle seguenti mo-
dificazioni delle (7):
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Er=1, FEi=E, Ei=1, E=1, Er=1

Ez=FE., E;=1, E3=1, Ei=1, E:=1

K;=E;, E{=1, Lij=1, E{=1, KEi=1

Nel secondo caso, p — 1 & divisibile per 3 ma non per 4, quindi oguni
numero ha, rispetto a mod p, una delle forme:

3 3 29,3
us, eu, U,
allora, se 8 & della prima forma, si hanno i quattro gruppi trovati preceden-

temente, ma se 8 & della seconda o della terza forma, si hanno due nuovi
gruppi G.**, i quali corrispondono alle seguenti modificazioni delle (7):

Ep=1, E7=Ef’ E3=1, Eg:l: E7=1

Eg

l

1, Er=E®, Et=1, Ei=1, Er=1

Nel terzo caso, p—1 & divisibile per £ ma non per 3, quindi ogni nu-
mero ha, rispetto a mod p, una delle forme :

ut, eut, fut, Sul

I due ultimi gruppi trovati sono ora isomorfi al primo dei quattro gruppi
che si riferiscono al primo caso; ma, oltre a questi, si hanno ancora due
nuovi gruppi i quali si presentano quando & B un multiplo di p e che cor-
rispondono alle seguenti modificazioni delle formole (7):

Eg:Efz’ E;=1, E;=1, E};=1, E{=1

E;=E{, E}=1, E}=1, E;=1, E}=

Se si fosse nel secondo caso, questi due gruppi sarebbero isomorfi rispet-
tivamente ai due ultimi gruppi che si riferiscono al primo caso.

Annali di Matematica, tomo I. 28
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Finalmente, nel quarto caso, p — 1 & divisibile per 3 e per 4 e quindi
gli otto gruppi scritti nei tre casi precedenti sono effettivamente distinti e sono
tutti i possibili gruppi (** che rientrano nell’attuale caso.

45. Nell’'ultimo numero ho supposto che il gruppo Gy** non abbia alcun
divisore Abeliano d’indice p e che il gruppo K, intersezione dei p - 1 di-
visori d’indice p di G,** abbia tutti i suoi elementi di grado p.

In queste ipotesi, io posso dimostrare che non esistono gruppi Gg** di
grado 243. Infatti, se & p =3, riferendomi alle formole (5), concludo come
prima Ey = E,, E, = F,, e quindi dovrebbero sussistere le formole (6). Al-
lora da queste si ricava:

EPEE}=E E3E}El=E, E¥;

percid Velemento E} & un elemento di K del tipo E7* E¢ EZ. Questo ele-
mento, essendo. una potenza di [, dovrebbe essere invertibile con E; e ¢id
contraddice alle stesse formole (6).

Invece, se & p=2, esiste un gruppo di grado 32 ed uno solo, che sod-
disfa a tutte le attuali ipotesi. Allora ’elemento FE, non pud appartenere
a G,, perchd, se cosi fosse, il quadrato EZ, che appartiene a G,, risulte-
rebbe permutabile con E, e quindi dovrebbe essere contenuto in (., anzi
in G,, perchd il detto quadrato & invertibile con JF5: c¢id non pud essere a
meno che non sia E,’ un elemento di G,; ma, in tale caso, il gruppo defi-
nito dalle (5) e (7) sarebbe evidentemente un gruppo G.**.

Si ammetta dunque in primo luogo Fy = FE,. Allora I'elemento E'5 non
& invertibile con E, e quindi il detto elemento appartiene a (; ma non a
G,: dunque posso ritenere F§= F, e conseguentemente £, = 1. Inoltre,
'elemento 7 risulta invertibile con F; e percid sta in (,; anzi io ritengo
addirittura E} = 1, perche, se fosse altrimenti, chiamerei E, 'elemento E, Ej.

Dopo cid posso scrivere le formole:

E;1E4E5=E4E19, E;1E3E5=E3, E5_1E2 j5=E2E,,
JTIE;;E(:E:;E;, E;1E2E4=Eg, E;1E9E3=Eg7
Ei=F,, Fi=1, E!=1, Ei=1, LEi=1,

le quali definiscono effettivamente un gruppo G¢** di grado 32.

Questo gruppo ha tre divisori di grado 16, ciascuno dei quali & generato
da uno dei tre elementi: '

E,, Es, E;E,
e dagli elementi di G;= K.
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Mi resta ad esaminare il caso di F,' = Fj,: anche a questo caso corri-
sponde un gruppo di grado 32, che soddisfa alle attuali ipotesi; ma questo
gruppo, & isomorfo al precedente e si ottiene scambiando nelle ultime for-
mole F; con FE, e, nello stesso tempo, F; con E,.

B bene osservare che gli otto gruppi trovati mel numero precedente
hanno un solo divisore G} e tutti gli altri p divisori d’indice p sono gruppi G7i;
mentre, per 'unico gruppo di grado 32 ora trovato, accade che tutti i suoi
divisori d’indice 2 sono gruppi Gi.

46. Si ammetta, in seconda ipotesi, che il gruppo K sia un G,

Allora il gruppo K possiede un solo divisore d’indice p tale che tutti i
suoi elementi sono di grado p. Questo divisore & dunque normale in Gs** e
si pud assumere come gruppo .

Se F, & un elemento di G, fuori di G, io mi cestruisco come al n.° 43
il gruppo G} costituito da tutti gli elementi di Gs>® che sono permutabili con F:
e pol considero la serie canonica:

Gfis'2 ) G; ? G3°’2 ) G2 ) G! ]
ed una base:

E,, L, L), E,, E,

relativa alla detta serie.

Dopo cid, ragionando come nel n.° 44, concludo che, se & p>2, I'ele-
mento [,' che figura nelle (5) non pud appartenere a (;, e quindi posso
porre Ej == K.

L’elemento F, & nelle presenti 'ipotesi di grado p® e percid la relazione:

ESEY Es = E} EX,

mostra che la potenza E? non & invertibile con E;: dunque questa potenza
¢ un elemento di G, fuori di G, e posso allora ritenere E? = E,. In tale
caso la detta relazione si scrive:

E5—l E2 E5= Eg Eg,

e quindi deve necessariamente essere 7= E7.

Supponendo ora p >3, le formole (5) mostrano che la potenza E'? non
¢ invertibile con E, e quindi la detta potenza sta in G, ma non in G,. Dun-
que il gruppo G, contiene elementi fuori di G, che sono invertibili con Es
e per questo & necessario che l'elemento E,’ che figura nelle formole (5) ap-
partenga a G,.
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Le considerazioni precedenti portano alle formole:

EJEE,=EE,, E;'EsE,=EEY, E}E Es=FE,E}, )

EAEE—EE., EAEE—E, EAEE=E, | O
Er=FE:E{Ey, E?=EF,, E?!=EFE* FEr=1, E?=1, (9)

le quali, come subito dimostrerd, non possono definire un gruppo G** se non
quando &:

af+h=0, 8=k, (modp). (10)

Infatti, trasformando la prima delle relazioni (9) mediante I'elemento E,
si ha:

E;* By E.— E§ By B{ By = B{ B,
donde si ricava: |
E?EE? = E, ET
Ma dalla prima delle (8) e dalle altre si ha:

E;? E,E? — E, Ez = E, EV;

dunque :
a4+ h=0, (modp).
Inoltre, I'elemento 7 & invertibile con Fy e quindi:

E?=E7'E;EfE{E,=E; EX*EP,
sicche :

ak+pBh=0, (modp);
poi, da questa congruenza e dalla precedente segue:
B—k=0, (modyp).
Cid posto, eseguendo la trasformazione:
B, E., Es, E., E
(%) wl’

Es Ef, EgEig ’ E;’, EY

Vintero /. nel resto 1 di p; ed eseguendo la trasformazione :

(’5, E., E, E, E)
EsEi, Ei, E:E, E, E)

i numeri k£ e f si cambiano in £ + 1 e B+ 1. Finalmente, eseguendo la tras-
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formazione:
( Es, Ei, Es, E., E
E.Es, E{, EsEy', E., E ’

si cambia soltanto y in y -} h.

Supponendo dunque £=1, k=0, y=0 (mod p), le (10) danno « =—1,
B=0 (mod p), e quindi non pud, nella presente ipotesi, esistere che un solo
gruppo G,** corrispondente alle formole:

E;1E4E5=E4E3, E;1E3E5=E3, E;1E2E5=E2E‘, 2
E41E3E4=E3E‘, E:1E2E4=Eg, E3—1E2E3=Eg, (11)
Er—FE7', Er—FE, Er=E, Er=1, Er=1. >

D'altra parte & facile verificare che queste formole, se & p >3, defini-
scono effettivamente un gruppo G,** tale che il relativo gruppo K & un G;'*.
I p + 1 divisori d’indice p del gruppo ora trovato sono gruppi Gi: uno
solo di essi ha come divisore invertibile il gruppo G, e gli altri hanno il di-
visore invertibile ciclico.
47. Caso di p=3.

Riferendomi sempre alle formole (5) si conclude, come nel numero pre-
cedente, Ky = E,, E} = E,; poi, ammettendo I'ipotesi che E," appartenga a
G., con un ragionamento identico a quello fatto nel detto numero, si trova
un gruppo G5>* di grado 243, che & definito dalle formole (11) quando vi si
suppone p = 3.

Ma oltre a questo gruppo, ne esiste un altro di grado 243, che si pre-
senta quando si fa 'ipotesi che I'elemento K’ non appartenga a G,. In tale
ipotesi io definisco I'elemento K, mediante la relazione:

E5_1 E3E5=E3E2,

ed osservo che allora il gruppo G; non contiene alcun elemento permutabile
con FEy, fatta eccezione degli elementi di G,: dunque la potenza ES appar-
tiene a G,.

Cid posto, la relazione:

EFEEi=EE3EL E?L,
da E3= E?%; poi la relazione:
E'EiE,=E}E}=Ei E®,

mostra che la potenza E? & un elemento di G. del tipo E% EY.
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Dietro le considerazioni che precedono hanno luogo le formole:
ESEEs=EE,, E;'E;E;=F,FE,, EJ'E,E;=FL, Lk},
EJ'E;E,=FEE,, E7'E,E,=FL,, E7'E, E;= E,
Ei=FE;, Fi=E}E{, Ei=FE®, Ej=1, E{=1.

Eseguendo la trasformazione:

E!. y E‘ ) .E3 3 Eﬁ y Eg_\
&,m,mm,m;mf

il numero % si cambia in 2/ e quindi posso ritenere che sia h = 1.

Allora, chiamando FEj, F, rispettivamente gli-elementi Ej Es, F, L.
glinteri « e {3 si possono fare aumentare, ciascuno in modo indipendente, di
.una unita.

Dungque, giacchd si pud supporre a=£=0 (mod 3), si ha soltanto un
nuovo gruppo G,** di grado 243, che si pud ritenere definito dalle ultime
formole quando ivi si fa h=1, a = =0.

43. Caso di p==2.

Ragionando come nel n.° 45, si conclude che I'elemento E; che figura
nelle formole (5) non pud appartenere a Gj.

Se si ammette in primo luogo E, — E,, il quadrato E} non risulta in-
vertibile con E, e quindi esso & un elemento di G, fuori di (5,: posso per-
cid supporre I = K, e conseguentemente F, = 1.

L’elemento £ risulta invertibile con Es e pereid sta in H inoltre 1"ele-
mento E3, che & pure invertibile con Ej, sta in H e, siccome Fj & di grado
4 per ipotesi, risulta E2=F,.

Dunque, supponendo E,' = [, si hanno soltanto due possibili gruppi G:**
di grado 32 definiti dalle seguenti modificazioni delle (5):

E{E\E,—EE, Ef'EE—E, Ef'ELE—=LE,
E4 E3E4—E3E1, E E2E4 Eg, ES_IEQE;;:EQ,

e dalle formole:

E:=F,, Ei=FE, Ei=E,6 E}=1, Ei=1

(12)

Ei=F,, E:=1, E:=EFE, Ei=1, E:=1
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Si pud subito verificare che questi due gruppi realmente esistono e non
sono isomorfi, perché i corrispondenti gruppi G!, i quali si sono presentati
nel n.° 12 del § II, non sono isomorfi.

Nelle attuali ipotesi, non accade il fatto notato al n.” 45 ciot, non esiste
un isomorfismo che porti I’elemento E, mnell’elemento [F,; quindi io debbo
continuare la mia analisi supponendo in secondo luogo E. == Ej.

Si osservi che gli elementi di grado 4 contenuti in G, hanno tutti lo
stesso quadrato e quindi E; e invertibile con Iy e con ogni elemento del
gruppo principale: dunque deve essere FE, un elemento di H ed K= FE|.

To posso ritenere E, =1 giacche, se fosse altrimenti, chiamerei FEy Iele-
mento I, E,; allora le (5) forniscono le relazioni: .

_ 2 . 2 e I T_9 hI B Al
E7EE,=FE,FE}E, E*E E}=FE L,

le quali mostrano che I’elemento F? & invertibile con E5 e percid esso ap-

partiene ad H, e che I'elemento K} non & invertibile con E, e pereid esso &

un elemento di G, fuori di G,.
Ponendo quindi:

E52=E3 Ef EL
giacché K% & permutabile con E, deve essere f=0 (mod 2) e si pud rite-

nere anche y=0 (mod 2) perchg, in caso contrario, si chiamerebbe Ej I'ele-

mento Ej Ej.
Dunque, quando & E, = Ej, si hanno soltanto due possibili gruppi G**
di grado 32 definiti dalle seguenti modificazioni delle (5):

E— E4E5 E4 Es, E E3E5 Ea, E_l Eg ErzE E'g,
E— E3E4 E3 Eg, EA_ E2E4= —'2, E EeEs Ee,

e dalle formole (12).
In conclusione, esistono quattro, e non pil, gruppi G>* di grado 32 tali

che i corrxspondentl gruppi K sono gruppi G,"*.
49. To riassumo brevemente i risultati ottenuti nel presente paragrafo.

Esistono soltanto otfo gruppi Gs** di grado 32 e soltanto sei gruppi Gs**
di grado 243.
Se poi & p >3 bisogna distinguere i seguenti quattro casi:

p=—1, p=5, p=—5, p=1, (modl12)

Quando il numero primo p soddisfa alla prima congruenza, esistono so-
lamente otto gruppi Gs**, quando p soddisfa alla seconda congruenza esistono

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



216 Bagnera: La composizione dei Gruppi finiti

solamente dieci gruppi G**, quando p soddisfa alla terza congrucnza esistono
solamente dodici gruppi G,*°; finalmente, quando il numero primo p soddisfa
alla quarta congruenza esistono soltanto quatfordici gruppi Gs**.

Tutti i detti gruppi sono rappresentati nelle tre tabelle che seguono.

Grupp: G** di grado 32.

E;VEcEs=E Es, Eg'EsEs=EsE, Ej'EEs=EE,
E;’E3E4=Es, E:lE-zEA:Ee, E;‘E2F3=Ez.

Es=1, Ei=E;, E;=E;', Ei=E,

E§=E‘7 EEZE;" E§=E{‘, E§=’Ela

E:=1, E!=E;'E, E}=E;', Ei=E,

E;1E4E5=E4Ez, E;,_IE:;E5=E3, E{1E2E5=E2Ei,
E;1E3E4=.E3E‘, E;1E2E4=.E!, Ea_lEzEs=Ee.

Fi=F, El=1, Ei=1, E=1,

E§=E37 EEZE" Eg:Ei; Eg:l,

E}=FE, Ej=1, E=E, E=1,

E§1E4E5=E4E3, E;1E3E5—-—'*E3, E;lEzEszEgEl,
E'EsEy=E(E, E'E:Ei=FE, Ej'EsEs—=E,.

Ei=F, Ei=FE, E§-E, E-=1,

E%ZEa, Ei=1, E§=E1, E;=1,
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IL.

Gruppi G:** di grado 243.

ESEVEs =L Es, E;lEgEs———‘EsEe, E'E: Es =k, Ey,
E;1E354=E3, EZIE2E4=E2, EF'EEs=F,.

Es':l’ EizEgy E3=E%, Eg:la E?‘—:l

E¢=1, E}=EE, E=F, Ei=1, E=1

E}=FE, E{=EFEiE, Ei=E}, Ei=1, Ei—=1

E}=FE, E}=EE, E\=E, E=1, E=1

E;1E4E5=E4Es, E{1E3E5:E3, Ea_lEzEs:Ein,
EI1E3E4=E3E“ E;1E2E4=E2, EF'E;Es=EF;.

E}=FE;', BE=FE, EE=L, EE=1, E=1

E5_1E4E5:E4E3, Ey'EsEs =EsEv, E;'E. s =L L,
EI'IE3E4=EaEl, EI1E2E4=E-2, E'Es Es=E;.

$--1, E'=F:, E3=F!, El=1, El=1

b == Ly

Annali di Malematica, tomo L 20
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IIT.

E5—1E4E5:E4E3, Eb_lEsEs:EaEz, E5_1E2E5—_—E2E1,
E[lEaEA———Ea, EZ1E2E4——‘E2, ’ E;lEzEnge.

G53 2

E’s’:]-’ Ef:17 Eg:l, E];:l’ Ey=1.

E?=FL, E3=1, =1, Et=1, Er=1.

g<d

E'EsEs=FEFE, E'E:Ei=E;, EFEE=F.

Fr=1, Er—E:, Ep—1, Ez—=1, E2=1 T
Ey=1, EQ’:ET; Ey=1, Et=1, E{f=1 g
EPEL=EE, ' EE=EE, EPRE=RE, | .,
5

Er=1, Ev==FE, E}=1, LE}=1, E?=1.

¢<d

Er=FE¢, Ez—=1, Et—1, Er—1, Ei—1 i
Er—FE®, Er—1, Ei—1, Ez—1, Er=1 rg
Er—1, E;—E:, Eg—1, Ei—1, Ei—1 N
Er—1, Ei—Ee, E2—1, E2—1, Ei—1. §°
Ef'EEs=EE, Ff'EE—=E, EfEE=LE, G
EfEBE—=FEE, Ef'kG=F, Ey'EE=E.

Fr—F{', E2=EFE, Ej=F, E2=1, Er=1. lp>3\
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§ VIL. I Gruppi G:** e G:*'.

50. Il gruppo K intersezione di tutti i divisori d’indice p di un gruppo
G:>* & di grado pt. Sia E, un elemento generatore del divisore invertibile H
di G** ed E, un elemento di K fuori di H; indi si consideri il gruppo Gj
costituito da tutti gli elementi di G,*° che sono permutabili con L.
Denotando con Ejy un elemento di G;%* fuori di Gj, per definizione, non
¢ F; permutabile con F,; perd, io voglio dimostrare che esistono elementi di
4, fuori di K, che sono permutabili con Ej.
Siano E, ed K5 due elementi di G tali che £, non appartenga al gruppo
di grado p* generato dall’elemento F) e dagli elementi di K. Ponendo:

E;1E4E5—EE‘2 17 E;]EsEl;:Esbng(?,

uno almeno degli interi «, y deve essere primo con p. Infatti, se « e y sono
due multipli di p, i tre elementi E?, E?, E? risultano permutabili con ogni
clemento di Gy*® e quindi debbono appartenere ad Hj; inoltre, per la ragione
detta al n.° 43 si pud sempre ritenere:

E71E3E4=E3Eil,
essendo A primo con p: quindi gli elementi Ey, K., L5, I, generano un

gruppo di grado p* e questo gruppo, giacche non contiene 'elemento E%, non

contiene K.
Cid posto, I'elemento Ej E;* & fuori di K e si ha:

E; V(B Ey®) By = (By7 ) 9,
Ora, giacché E; non & invertibile con F,, ponendo:
EE Ey=1LE,,
risulta subito che I’elemento:

E;Y E? Eg—(“(y—f")’)’

il quale non appartiene a K, & permutabile con Fs.
To assumo un tale elemento come elemento Ey e, scelto poi E, fuori del
gruppo G generato da E, e dagli elementi di K, definisco I'elemento E, me-

diante la relezione:

EFEEs=FEE
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inoltre, posso ritenere che sia :
Erl E3 E4 = E3 E, y

perche, in caso contrario, chiamerei £; una conveniente potenza di Fj.
Cid posto, gli elementi:

E,, E., E,, E., E.,

definiti nella detta maniera costituiscono una base canonica di un gruppo G**
e soddisfano alle relazioni:

EE,Es=FEE,, E;'E;E=1L;,, E;'E,L,=FE,F,, ? a)
E lEs 4—E Ex, E:1E2E4=E2,’ E;II’:?E’;;:EZ. )

51. L’elemento E? appartiene a K ed & permutabile con Fj, quindi
deve essere E? un elemento di H. Intanto dalle (1) si ricava:

»r

E;v E4Eg=E.Eg’E(12);

dunque, supponendo p>>2, si ottiene FZ =1.
Allora, le formole:

E'E?E,=E?Ep, E7? B, Ep = E. E?,

mostrano che la potenza E? & invertibile con ogni elemento del gruppo prin-
cipale e percid la detta potenza sta in H. Similmente la potenza E? & in-
vertibile con ogni elemento del gruppo principale e percid sta in H: dunque
si hanno le relazioni:

Eé”——'Efa Ep=F 417 Eg":E}ll, E§’=1, E{D=17 (2)

le quali, insieme alle (1), definiscono sempre un gruppo G, purch® si tenga
presente che & p > 2.
Essendo s un intero primo con p, si vede subito che eseguendo la tra-
sformazione :
( Es, E, B, E, E;),

E5Eé; EiEé’a E'*y EEEI-S)V’ E‘i (3)

la quale non altera la forma delle (1) e (2), 1 numeri «, 8, 7 subiscono la
sostituzione:
Saoy=a-+hiy, $Bi=sB-+py, sSy,=y (modp),

quindi, se y & primo con p, determinando convenientemente s, 2, g, si pud
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supporre :
oy =0 =0, y,=1

Esiste allora un solo gruppo G,*® definito dalle relazioni (1) e dalle (2)
modificate come segue:

Se il numero & un multiplo di p, bisogna distinguere il caso in cui &
p >3 dal caso in cui & p=3.

Nel primo caso, se » & un intero primo con p, eseguendo la trasfor-
mazione:

Es, I,  E, E, E
) e (4)
Eé‘Ef, E‘a E; Ez_"”’ E;‘ El ) Ef

la quale non altera la forma delle (1) e (2), si vede facilmente che « e @ si
portano rispettivamente in due numeri «, e 3, tali che:

Wo,=uat+vp, wp,=F (modp).

Dunque, tutte le volte che & B primo con p, si pud determinare u in
modo che sia 8,=1 (modp) oppure B, =c¢ (mod p); poi si determina v in
modo che sia o, =0 (mod p). Se invece & 8 un multiplo di p, si pud deter-
minare » in modo da portare «, nel resto 1 ovvero nel resto 0 di p.

In conclusione, quando & p>> 3, oltre all'ultimo gruppo trovato esistono
altri quattro, e non piu, gruppi G¢* i quali sono definiti dalle (1) e dalle
seguenti modificazioni delle formole (2):

E}=1, Ej=5, Ei=1, E}=1, Ej=1

Eg=1, E{=Ef’ Eg:l: E12’=1, Ef:]-

I cinque gruppi Gs** che ho trovato sono effettivamente distinti: infatti,
assumendo come operazione identica ogni cambiamento della base canonica
che lasci inalterati i tre numeri «, 8, y, & evidente che qualunque cambia-
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mento della detta base, che conservi soltanto la forma delle (1) e (2), equi-
vale al prodotto di una operazione del tipo (3) per una operazione del tipo (4).
52. Caso di p=3.
Quando & p=23 le formole (1) e (2) danno:
(Eu Ev)s E3u E3v Eu"

e quindi, eseguendo la trasformazione (4) ed osservando che & w*=1 (mod 3),
si vede subito che i numeri « e 8 si portano rispettivamente in due numeri
«, € f3, tali che:

ay=ua+(B+1)v, B, = (mod3).

Dunque, se 8 & 0 od 1, si pud determinare » in modo che sia «, = 0 (mod 3);
ma se & =2, disponendo di u si pud poriare «, nel resto 1 oppure nel
resto 0 di p.

Ottengo cosl quattro nuovi gruppi G.** di grado 243, i quali sono defi-
niti dalle (1) e dalle formole (2) modificate come segue:

Ei=1, Ei=1, k=1, Ej—1, Ei=1

Ii=1, E=FE, E=1, BE=1, =1

Ei=E, Ei=E;, Ei=1, E‘=1, Ei=1

Eg:l, E3 E:’ Eg:l’ E?:l, Ele

53. Caso di p=2.
Nel caso in cui & p=2 le relazioni (2) non si verificano.
Perd, siccome 'elemento E? sta in H, la relazione:

EFE FE,=EFEE,
da Ff=FE,. Allora la formola:
EFaEiL,=FE,Ei=FEiE,,
mostra che l'elemento E7 non & invertibile con E; e quindi il detto elemento
appartiene a K ma non ad H. L'elemento E3 & invece permutabile con ogni

elemento del gruppo principale e quindi sta in H.
Le (2) debbono percid essere sostituite con le relazioni:

=L{, Ei=EFEf, Ei=Ly, Ei=E, Ei=1, )
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le quali, insieme alle (1), definiscono effettivamente un gruppo G;** di grado 32
qualunque siano gl'interi «, 5, 7.
Cid posto, io posso sempre supporre y = 0, perche, in easo contrario, rag-
giungo lo scopo eseguendo la trasformazione:
Bs, Ei, FE, E, B
(E.»;E’;, Ei, E:E., Es, E)

la quale non altera le (1).
Poi, eseguendo la trasformazione:

(Es, B, E, E, E)
Es, E«E,, E:;, E:., E

si vede che il numero 8 si cambia in B+ 1 e quindi posso supporre §==0.
Si pud d’altra parte verificare subito che tutti i cambiamenti delia base
canonica che lasciano inalterate le (1) e che conservano le ipotesi g =y =0,
non alterano a.
Dunque, si hanno due gruppi distinti G,?° di grado 32, i quali sono de-
finitt dalle (1) e dalle seguenti modificazioni delle formole (5):

Ei=1, E:=FE), Ei=1, Ei=E, E'=1

Ei=FE, Ei=2ZF, Ei=1, Ei=5, El=1

54, To debbo in ultimo luogo ricercare i gruppi G.>* e, in questa ri-
cerca, mi fonderd sul fatto che, tutte le volte che & p>>2 ogni gruppo G,
contiene un divisore Gi che ha tutti i suoi elementi di grado p.

Per stabilire cid, si osservi anzitutto che, se F, E’ sono due arbitrari
clementi di G:*' ed E| & un elemento generatore del gruppo H =K, si ha:
E-*E' E=FE'Ef,

donde si ricava:
(EE'y» = E? E'» E+})
quindi, avendo supposto p > 2, risulta:
(EEY=FEr E?.

Sia ora L. un elemento di G4 fuori del gruppo H ed Ej un elemento
fuori del gruppo generato dagli elementi E,, £,. Ponendo:

Ep=Ep, Ey==E,
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se l'intero 8 & primo con p, I'elemento EJ E,=, che non sta in H, & di
grado p ed 10 lo assumo come elemento ;.
Sia I7; un elemento fuori del gruppo . generato dagli elementi E,, E,
cost definiti ed E, un elemento fuori del gruppo generato dagli elementi s,
E,, E,. Ponendo:
E]::_Ef; E§’=E'f,

se I'intero 8 & primo con p, I'elemento E# E';* che non sta in G,, & di
grado p ed 1o lo assumo come elemento I7;.

Sia E, un elemento fuori del gruppo G; generato dagli elementi I, E:, E|
cosl definiti, ed £ un elemento fuori del gruppo generato dagli elementi E,
E,, E,, E,. Ponendo:

E? = EY, Ef:Eff)
se & B primo con p, l'elemento Ef ET*, che non sta in G, & di grado p ed
io lo assumo come elemento F,.

Il grappo G, generato dagli elementi F,, FE,, E,, E, cosi definiti ha
tutti 1 suoi elementi di grado p e possiede evidentemente tre divisori indi-
pendenti d’indice p.

Il detto gruppo, per I'osservazione fatta al n.° 40 non pud essere Abe-
liano; quindi, giacch® non esistono (n.° 13) gruppi G2, il gruppo G, & un Gj.

Cid posto, se G, & il divisore invertibile di G} ed Fs & un elemento di
G2 fuori di Gi, si ha:

Ef'E Es=FE El, F;'E.Es=FE,EY, E;'E,E,=F,E",

EREE=IE, E?EE =L, L E, E,=F,,

Er=FE:, FEr=1, Er==1, =1, Er=1.

dove I'intero % & necessariamente primo con p, altrimenti 'elemento F, risul-
terebbe permutabile con ogni elemento del gruppo principale Gs*4.
Chiamando F, una conveniente potenza di I, io posso ritenere h=1;
poi, chiamando F,, I, ordinatamente gli elementi I, E7*, K, E;7#, mi posso
ridurre al caso di A=p =0.
Si hanno quindi le formole:

E;1E4E15=E4, E;1E3E5=E37 E;1E2E5=E2E1) ? (6)
Ef'E,E,=E,E, EJ\EE=E, E;'E,E—FE. )

Se I'intero « & un multiplo di p, il gruppo principale ha tutti i suoi
elementi di grado p. Se invece « & primo con p, eseguendo la trasforma-
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zione:
Es, E., Es, E., E ,
Es, E., E¢, E¢, E¢

porto « nel resto 1 di p.
Dunque, se & p>>2, si hanno due soli gruppi G:*%, i quali sono definiti
dalle (6) e dalle formole:

Et=FE, Ei=1, E1=1, E}=1, Ei=1

55. Caso di p=2.

Quando & p =2, chiamo E, un elemento di G.** fuori del gruppo H = K
e chiamo E; un elemento permutabile con E, fuori del gruppo generato dagli
elementi F,, E,. Se E, ed E; sono entrambi di grado 4, 'elemento F, I, &
di grado 2 ed io lo assumo come elemento £,. Poi si consideri il gruppo
G} costituito da tutti quegli elementi del gruppo principale che sono inver-
tibili col detto elemento FE..

Allora, se E; & un elemento di G} fuori del gruppo generato da E,, E,,
ed F, & un elemento di G} fuori del gruppo generato dagli elementi Ej,
Ey, E,; finalmente, se E; & un elemento del gruppo principale fuori di Gi,
si hanno le formole:

E}E Es=EE', EJ'E,E;,=FE,E!, E;'E,Ex=EFE,FE,,
EFEE,=FEE, E'E, E =L, EJE E;,=F,,
Ei=FE;, E;=FEf, Ei=F], Ei=1, Ei=1,
le quali definiscono sempre un gruppo G:** di grado 32.
TIo posso supporre A =0 altrimenti chiamo E, I'elemento FE, F, ed ana-

logamente posso supporre u = 0; inoltre, se occorre, chiamando £; I’elemento

Es E,, posso ritenere a=0.
Si ritrovano quindi le formole (6) e le formole:

E§=l’ Ei::E}f’ E§=E};, E;':=1, Ei——'—l. (7)

Se uno dei due numeri B, y che vi figurano & zero, si pud ritenere che
sia y =0, perch®, in caso contrario, si scambierebbe E, con E.; il che non al-
tera le (6). Allora chiamando E|, I'elemento E, Ej, si pud ritenere anche § = 0.

Annali di Matematica, tomo I. 30
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Se invece 8 e y hanno entrambi il valore 1, & facile verificare che nes-
sun cambiamento della base canonica che conservi la forma delle (6) e (7)
altera 8 e y.

Dunque, anche quando & p = 2, esistono due soli gruppi G:** di grado
32, 1 quali sono definiti dalle (6) e dalle seguenti modificazioni delle formole (7):

, E2=E., E=EFE, E=1, E=1

56. Riepilogo brevemente i risultati ottenuti nel presente paragrafo.
Per tutti i valori del numero primo p > 2 esistono cinque, e non pill, gruppi
G;*?%; invece, quando & p =2, esistono soltanto due gruppi G;** di grado 32.
Qualunque sia il numero primo p esistono soltanto due gruppi G:**.
Tutti i gruppi che si sono presentati in questo paragrafo sono rappre-
sentati nella seguente tabella:

L.

1E3E5=E3, E;1E2E5=E2E|,

E;1E4E5=E4Eg, E;
ES'E,E,=EE,, E/'E.E,=E.,, E;'E, E,—E,.

B £ E? xe L
1 1 . L 1 1 p>3
1 E. 1 1 1 | p>3
1 Es 1 1 1 | p>3
& E, 1 1 1 1 p>3
B
= 1 1 1 1 1 | p>3
B -
E, E 1 1 1 p=3
1 Es 1 E1 1 p=2
Ey L 1 o 1 p=2
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IL

E:'E,BEs=E, E'EFE—=E, E-EE—=FE,,
E4-1E3E4:E3E|, ETIE2E4=E~2, E;1E2E3=E2'

|
Eg B} E3 EY l E3

- 1 1 1 1 ‘} 1 p=2
& |

=, E 1 1 1 '} 1 p>2
= .

£ |

(&) 1 E, E 1 ' 1 p=2

§ VIII. Conclusione.

57. Tutti i possibili gruppi di grado 2% = 32 sono cinquanta. Di questi
50 gruppi, 22 tipi figurano nei quadri I e II alla fine del § III, altri 16 tipi
nel quadro II alla fine del § V, altri 8 tipi nel quadro I alla fine del § VI ¢
finalmente altri 4 tipi figurano nei quadri I e IT alla fine del precedente paragrafo.
. Tutti 1 possibili gruppi di grado 3% = 243 sono sessantasei. Di questi 66
gruppi, 22 tipi figurano nei quadri I e II alla fine del § III, altri 7 tipi nel
quadro II alla fine del § IV, altri 24 tipi nei quadri I e IIT alla fine del
§ V, altri 6 tipi nel quadro II alla fine del § VI e finalmente altri 7 tipi

figurano nei quadri I e II alla fine del § VIL
Tl numero di tutti i possibili gruppi di grado p°, essendo p >3, & uno

dei quattro numeri:
2p-+65, 2p-+6T, 2p+69, 2p+71,

secondo che il numero primo p soddisfa, ordinatamente, ad una delle quattro
congruenze:
p=—1, p=5, p=—5h, p=1 (mod12).

Nei quadri I e II alla fine del § III figurano 22 tipi di gruppi di grado
p%, altri p 4 T tipi figurano nel quadro I alla fine del § IV, altri p 4 21 tipi
nei quadri I e III alla fine del § V ed altri 7 tipi nei quadri I e II alla
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fine de] § VIL. Finalmente, nel quadro III alla fine del § VI figurano 8,
10, 12, 14 tipi di gruppi di grado p*, secondo che il numero primo p sod-
disfa, ordinatamente, alla 1%, 2% 3% 4" delle precedenti congruenze.

Nella tabella che segue sono seritti i numeri dei diversi tipi di gruppi
di grado p* contenuti in ciascuna classe G,** in corrispondenza alle varie
forme del numero primo p.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

Palermo, Marzo 1898.

p=2 p=3 p=12m-1|p=12m+5 | p=12m-5| p=12m+ 1
G0 1 1 1 1 1 1
Go* s | 2 2 2 2 2
G 9 2 2 2 - 2 2
G 1 1 1 1 1 1
Go® 1 1 1 1 1 ‘1
G N 5 5 5 5 5 5
a3 7 7 7 7 7 7
Gy 3 3 3 3 3 3
Gy® 5 16 p+16 p+16 p+16 p+16
a;s 11 15 p+12 p+12 p+12' p+12
G2® 8 6 8 10 12 14 -
G33 2 5 5 5 b b
G 34 2 2 2 2 2 2




Classificazione delle equazioni alle deri-
vate parziali del secondo ordine, che
ammettono un gruppo infinito di tra-
sformazioni puntuali.

(Di Paoro Meporsanr, @ Roma.)

In una Memoria, pubblicata tra i Leipziger Berichte (*), il prof. Lie ha
sviluppata una generale teoria di integrazione per le equazioni alle derivate
parziali del secondo ordine che ammettono un gruppo infinito di trasformazioni.

La teoria generale & in quella Memoria illustrata con alcuni esempi, —
altri esempi furono portati dal sig. Beubon (**), il quale anche indied un pro-
gramma di lavoro di cui le equazioni alle derivate parziali del secondo or-
dine potrebbero essere 1 oggetto (***). Questo programma & sul genere di
quello che in una celebre Nota del 1874 (****) il Lie formulava per le equa-
zioni differenziali ordinarie, e che lo stesso Autore, in una serie di Memorie
divenute oramai classiche (**#**) portava a compimento.

Per le equazioni alle derivate parziali del secondo ordine ci si presenta
un programnra di lavoro composto di quattro parti. Occorre infatti:

1.° determinare tutti i diversi tipi di gruppi infiniti di trasformazioni
di contatto in tre variabili;

2.° per ognuno dei tipi trovati, determinare le equazioni alle derivate
parziali del secondo ordine invarianti;

(*) Sulla teoria delle equazioni differenziali di un ordine qualunque (1895).
(¥*) Comptes Rendus (1895).
(¥*%) Comptes Rendus (1894).
(F¥¥*) Gittinger Nachrichien (1874).
(¥#¥¥¥) Pubblicate per la maggior parte nell’ drchivio Norvegese e riprodotte nelle
parti essenziali nei Mathem. Annalen. Vol. XI, XVI, XXV, XXXIL
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3.° per ognuna delle equazioni trovate e ridotte cosl a forme canoni-
che, sviluppare una razionale teoria di integrazione (come & possibile, essendo
ogni volta applicabile il metodo di DirBoux);

4.° stabilire 1 eriteri che permettono di riconoscere se una proposta
equazione F'(z, y, 2, p, q, 7, 8, {) =0 ammette un gruppo infinito, e stu-
diare le operazioni che in tal caso sono necessarie per ridurla alla forma
canonica.

A questo vasto programma di lavoro, che ancora restava tutto a svilup-
pare, io mi sono proposto di portare con queste ricerche un primo, modesto
contributo.

Mi sono limitato a considerare le equazioni che ammettono un gruppo
di trasformazioni puntuali, e per queste equazioni ho cercato di sviluppare
le prime due parti del programma sopra indicato; nell'intento di togliere ogni
complicazione inutile ho sostituito al problema primitivo un problema pilt
semplice; i criteri che mi hanno guidato in questa riduzione vengono accen-
nati nel primo capitolo.

Nei tre capitoli seguenti determino quei tipi di gruppi infiniti che sono
il fondamento della presente classificazione — con questo & svolta la prima
.parte del programma. La seconda parte forma P'oggetto degli ultimi due ca-
pitoli, i quali dunque contengono la determinazione delle equazioni invarianti
pei diversi gruppi.

30 Novemhre 1897.

I. Riduzione del problema fondamentale.

A fondamento delle nostre ricerche si deve porre, come abbiamo veduto,
la determinazione di tutti I tipi di gruppi infiniti in tre variabili. Voglio ora
mostrare che a questo problema se ne pud sostituire uno di gran lunga pil
semplice. Ricorro, per chiarezza, a un esempio.

Consideriamo, successivamente, i gruppi:

E@p+n(y)g, (G)
E@)p+Cyq, (G2)
£ () p. (Gy).
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La equazione alle derivate parziali del secondo ordine la pit generale
che ammetta il gruppo (G,) &:

og " ? (2); (%)

la equazione pill generale che ammetta il gruppo (G.) é:

%=?(z,q, )5 (22)

e finalmente quella pit generale che ammetta il gruppo (G:) é:
%=?(?/) 2y ¢, 1), (2s)

dove ogni volta nei secondi membri di (2,), (2,), () il simbolo ¢ rappre-
senta una funzione arbitraria degli argomenti. Le equazioni (2,), (3.) sono
naturalmente casi particolari della equazione (3;).

Cerchiamo ora le condizioni perchd la equazione:

g =2y, 2),
sia un integrale intermediario di (5;). Si trova per A la condizione (*):
d A o), 02
el o n L) )
questa condizione diventa per (Z;):
o ox , 01
a—‘f&’:q;(z, 7(,%'1-3—21), (62)
e per (3,):
2
55— 19 (2). ()

La (e;) @ una equazione per ) alle derivate parziali del primo ordine
affatto generale (almeno finché la funzione ¢ rimane una funzione arbitraria
dei suoi argomenti). Invece le equazioni (¢), (¢;) hanno una forma pil par-
ticolare : noi possiamo definire in modo pilt preciso questa differenza, osser-
vando che la equazione (e;) si deduce dalla (¢s5) imponendo a quest’ultima di

(*) Beupon, Comples Rendus (1894).
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ammettere il gruppo finito:
d2=0, dy=adt, J2=0,

e la equazione (¢,) si ottiene imponendo alla (e;) di ammettere il gruppo in-
finito :
de=0, dy=n(y)dt, dr=—2n(y)d1,
in cui »(y) rappresenta una funzione arbitraria di y.
Inversamente, supponiamo che la (¢;) ammetta un gruppo di trasforma-
zioni tra y, 2, X; e supponiamo inoltre che tra le ¢y, ¢z, 91 abbia luogo

la relazione :
pr=00%_ 503y,
T 0y dy

La funzione ¢, e quindi la equazione (Z;), avranno una forma wmeno
generale : questa particolarizzazione é geometricamente rappresentata dally
condizione a cui ora soddisfa la (3;) di ammettere un gruppo pid esteso
che (Gs).

Se, dopo aver trovata la equazione (3;) nella nostra classificazione, si
volessero discutere le equazioni ausiliari (del primo ordine) a cui il problema
della integrazione & stato ricondotto; bisognerebbe fare una classificazione
delle equazioni (e5) secondo i gruppi in ¥, 2, A. Ognun vede come la com-
plicazione che ne risulterebbe & sproporzionata all’interesse, tanto pilt che
per questa parte noi ci possiamo riferire ai lavori del Lie che contengono
una discussione delle equazioni alle derivate parziali del primo ordine.

Non abbiamo dunque a preoccuparci delle diverse particolarita che pud
presentare la funzione ¢; dal punto in cui ¢i poniamo le equazioni (3,) e (2,)
non meritano di essere considerate; nella equazione (¥;) & concentrato tutto
l'interesse.

Risalendo dalle equazioni ai gruppi si vede che basta determinare tutts
quei tipi di gruppi infiniti nei quali mon & contenuto nessun sottogrippo
infinito.

I gruppi che siamo ora condotti a ricercare sono destinati a rappresen-
tare una parte importante nella teoria dei gruppi infiniti: io ho iniziato al-
cune ricerche su questi gruppi anche pel caso di un numero qualunque di
variabili. Mi valgo qui di due risultati la cui dimostrazione mi porterebbe
troppo lontano dall’argomento : '

1.° ogni gruppo infinito contiene almeno un sottogruppo infinito con una
funzione arbitraria di un solo argomento e nessuna costante arbitraria ;
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2.° 1 gruppi infiniti che contengono una funzione arbitraria di un solo
argomento (e nessuna costante arbitraria), sono o formati di trasformazioni
permutabili, oppure isomorfi al gruppo di tutte le trasformazioni in una va-

riabile. In altre parole sono o isomorfi al gruppo £(x)§—?;c, o isomorfi al
2
gruppo £(2) ;r’:

La trasformazione infinitesima generica di un gruppo che contiene sol-
tanto una funzione arbitraria di un argomento (e nessuna costante arbitraria),
e della forma:

. o dit
£(x) X, + 1%,1 a7
essendo X,, X,,..., X trasformazioni infinitesime determinate. Come argo-
mento si & presa, per la funzione arbitraria, la variabile z,; ¢id, se non fosse,
si pud realizzare con un cambiamento di variabili.

Poich® ogni gruppo infinito contiene un gruppo della forma (a), o ridu-
cibile alla forma (@) con un cambiamento di variabili, e questi ultimi non
possono contenere un sottogruppo infinito, sono appunto i gruppi (a) a cui ci
conduce il nostro programma di lavoro. Noi dobbiamo dunque determinare
tutti i tipi di gruppi della forma (a), tra le variabili z,, ,, x;. Issendo pos-
sibili due composizioni questa ricerca si presenta naturalmente divisa in due
parti.

Xi, (a)

II. Gruppi isomorfi al gruppo 5(1-)2_7;

Consideriamo la trasformazione :
S . [ di
FE) X+ Fox, (=23,
=1 d x|
indichiamo con » un’altra funzione di x,, e formiamo la espressione :
S . s‘ -
( SEOX;, 30 X,-)-
=0 i=0
Si trova che quella parentesi, quando si convenga di porre X_, =0, si
pud sviluppare in una espressione della forma:

0.3
Y (EW R — ER) 5 (X, X)) + Xo (@) Xp-y— X () Xt} +

e, ke
r,f<1c) (1)
S
+ Z (g(i) n(s+) — (@) g(8+l)) X; ("31) Xs.
=0 /
Annali di Matematica, tomo 1. 31
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Poniamo ora:
g0 = g0 51 — £() 500,
ed indichiamo in generale con (7, /) la espressione:
EG0) (k) — E(R) (i),
Si ha allora :

§(°)=(0, 1), C(')=(07 2), =, 3)4+{, 2),...,

ed in generale :

¢W = (0, g+ 1) (1, @) F ot @, p— 1) -

dove nel secondo membro non compariscono che quei simboli (7, £) in cui

1t << k. Le costanti ¢ si determinano con la formola di ricorrenza:

Cik = Ci 1k~ Cik-1,
si ha cosi:

=2 @+

cp=p—1, eu= 1o

La espressione :
s
Y ¢ X;,

=0

diventa, per le posizioni precedenti, della forma:

0.8 ) . .
Zk;cik(h k) Xirn-1, (i<k73+k£3+1)7 (2)
convenendo di porre ¢o, = 1.
La espressione (1) diventa, per le fatte posizioni:
0..s \
guwmxmwmmmp—mw&w+2
(<0 (3)

+ f\s?', G, s+ 1) Xi(z) X,

\

/

Le espressioni (2), (3) dovendo essere identiche qualunque siano le fun-
zioni £ (), » (%) dovranno essere identici i coefficienti di (¢, k) dalle due

parti.

Poiche in (2) entrano soltanto simboli (¢, k) per cui ¢ i} k=s4+1 lo

stesso deve accadere in (3), e percid il coefficiente di (7, s + 1) quando 7> 0,
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& necessariamente nullo. Dunque intanto:

Xi(@)=0,... X;(x,)=0,
ed anche:
(X; X)=0 se i4+Ek>s+1.

Confrontiamo ora il coefficiente di (0, s 4 1) dalle due parti: in (2) si ha
X, come coefficiente di (0, s-+1), mentre in (3) il coefficiente & X, (z,) X;.
Dunque :
X, (z)=1.

Confrontiamo ora i coefficienti di (0, ¢) dalle due parti; si trovano le
condizioni :
Xiy = (Xo Xz) _I‘ X, (xx) Xi-a,
e poiche X, (x,)=1:
(X, X)) =0.

Finalmente confrontiamo i coefficienti di (¢, k), (¢, k==0), dalle due
parti : si avrebbero le relazioni:

cin Xivh— = (Xi Xi) + Xi (2) Xp—1 — X (2)) Xy
le quali diventano, ricordando che X, (x)=0,... X;(x)=0:
(X: X)) =cin, Xivnos, @C+Ek=s+1, i<k).

Riassumendo :
Le condizioni necessarie e sufficienti perché il gruppo la cui trasforma-
zione infinitesima generale & :

S .
.§) g6 X; ,

sia tsomorfo al gruppo generale della retta sono le seguenti:
X (z)=0,... X (r)=0, Xo(xn)=1;
(X, X)=0,... (Xx,X)=0,
(Xi Xu) =ik Xivk~, (+bh=s+1, i<k,
(Xi X)) =0, G+ Ek>s+1).

Operiamo un primo cambiamento di variabili, assumendo come nuove

4

variabili z,, %;, un sistema di soluzioni indipendenti di X, f= 0. Poich¢
X,(w)=1, la z, sard certamente indipendente da 2, %53 dopo la trasfor-
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mazione, X, avrh presa la forma canonica p,. Le condizioni (4) assumono ora
un significato pil semplice: le equazioni:

X, (@)=0,... X,(x,)=0,
unite alle:

(thi)=Oa'-~ (Pst)=O,

c¢i dicono che le X,,.. . X, devono essere trasformazioni nelle variabili
%., %5, che non contengono x, nemmeno come parametro. Torneremo ora a
serivere @,, @ in luogo di z,, &y non portando cid nessun equivoco.

Per fissare le idee ¢ bene cominciare a fermare Vattenzione sopra due
casi particolari.

Supponiamo s = 1; consideriamo cio¢ gruppi della forma:

pr"}‘g' XI,

la X, deve essere una trasformazione nelle z,, 2;: non & soggetta ad altre
condizioni. Con un opportuno cambiamento di variabili si potrd dunque por-
tare alla forma canonica p,. Dunque:

ogni gruppo, isomorfo al gruppo generale della retta, per cui s =1,
st pud portare alla forma canonica :

Epy + £ p.

Supponiamo s = 2. Consideriamo cio& gruppi della forma:
Epo+E X 48 Xs.
Le X, X, sono trasformazioni nelle x,, %; soggette all’ unica condizione:
(X, X)) =X,.

Qui si possono presentare due casi:

(2): le X, X, hanno traiettorie distinte; con un opportuno cambia-
mento di variabili si pud fare in modo che sia:

.

Xt=x2p2, X, =T Ps.

(8): le X,, X; non hanno traiettorie distinte; si pud allora disporre
del cambiamento di variabili in modo che sia:

Xx"—-‘—‘-'vepz7 Xz=pz- .
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Dunque : ogni gruppo tsomorfo al gruppo gemerale della retta, per cui
s =2, & riducibile all'una o all’altra delle due forme canoniche :

Epi+ € 2o pe 8" 2, s

?

1 E}’x—slxzpz—l‘x”pz ’

Ritorniamo ora al caso generale. Le X, ... X, sono trasformazioni nelle
s, &3 formanti un gruppo con la composizione rappresentata dalle formole (4).
In particolare dunque deve essere:

(X| X2)°= X2 )

cioé le trasformazioni X,, X, formano un sottogruppo nel gruppo X,...Xs;
a questo sottogruppo si possono applicare le considerazioni fatte pel caso
§==2: si pud dunque portare il gruppo proposto o alla forma :

EP: + ¢ X e+ g’ ?:2 s+ z';;i £0 X ’ ()
oppure alla forma :
Epr-'i' xzpz—l—f'pz%' zﬁ £@ X5, (8)

Esaminiamo ora i1 gruppi della forma (B). Se guardiamo alle condi-
zioni (4), si vede che deve essere:

(X‘ Xs)=<s—l)X3, (X2X3)=Oc

cioe :

(—2p)y X)=(0—1X:, (p. X)=0;
la prima condizione, sviluppata, diventa:

— (P, X)+ Xu(@) pa= (s — D X,
e tenendo conto della seconda condizione :

Xo(w) pp=(s—1)X;.
Ma &:

Xe=X; (xz) pe + X () Dsy
deve dunque essere

Xs(@) =0, (5—1)X(@)=X:(2)
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Non pud dunque essere s>2: se un gruppo & riducibile alla forma (f)
deve essere necessariamente § — 2.
Dunque : ¢ gruppi per cui s> 2 sono riducibili alla forma :

Epy A po 4 By o >:3 E0 X; (@)

con un opporiuno cambiamento di variabili.

Dopo aver condotto un gruppo alla forma («), si pud ancora disporre di
qualche cambiamento di variabili: perd occorrendo conservare ad X, X, la
forma canonica ad essi attribuita, i cambiamenti di cui possiamo disporre
devono lasciare inalterata ciascuna delle trasformazioni z,p,, z,ps;. Resta
dunque soltanto disponibile il gruppo: ‘

ry=aa,, ) o)
¥s=ax;+0b, ) 4
(a, b costanti arbitrarie).

Non & stato tratto fin qui, dalle condizioni (4), tutto il vantaggio che se
ne poteva trarre: ritorneremo ora su queste condizioni mnell’intento di rico-
noscere la natura delle trasformazioni Xj,... X;.

La X, & soggetta ad una prima condizione :

(X! Xs) =2X; )
che si scompone nelle due seguenti:
X, [Xe (@)] — X [X, ()] = 2 Xa (@),
X [ X ()] — X5 [ X ()] = 2 X, ().
Notando che X,=u=,p,, quelle due condizioni diventano:
Xi [ X (2,)] = 3 X; (22),

X [Xs (#5)] = 2 X (23),
quindi finalmente :

Xy (@) =aig(e:), Xs(@:)=21¢ (). ®)

Una seconda condizione a cui & soggetta X; si presenta osservando che
col combinare successivamente la X, con X, si deve trovare dopo un numero
finito di volte un risultato identicamente nullo. Si ha infaiti dalle (4):

(Xz Xa) = Cy3 X4 y (Xz XA) = Cyy X; g e (Xz Xs) = ().
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Per vedere che profitto si pud trarre da questa condizione consideriamo
prima la trasformazione ¢, X, .
Si ha:

X [X (@)] — X, [X: (1)] = 0 Xi (22)
X [Xs (z)] — Xo [Xz (xs)]= Css Xi () 5

tenendo conto delle (5), e ricordando che X; =, p,, le relazioni precedenti
divengono :

d <9
*da

-

T primi membri delle (5,) non differiscono dai secondi membri delle (5)
che per la forma delle funzioni ¢, ¢, e per essere aumentati tutti di una
unitd gli esponenti della .. Analogamente dunque si trova:

d _
—en X)), o (07# — so)— ta X (25). (5

xA

d?q)
*dr

ary de
d 2(7?3)

Ca3 Cyy X (xg) = $

Co3 Coy X5 (3) = ! (

La legge di formazione di questi successivi sistemi di equazioni & subito
veduta. Qui importa scrivere 1’ ultimo sistema. Dalla condizione (X, X;)=10
si ricava che: :

ds—2
0= xS+t ?, 9

d x5y
ds—2 ds~3
0—ai(S— -9 92

La prima equazione ci dice che ¢ & un polinomio di grado s—3; la
seconda equazione ci dice che ¢ & un polinomio di grado s—2: e che i
coefficienti delle pilt alte potenze di x; in ¢, ¢ sono eguali tra loro.

Si pud dunque porre la trasformazione X; sotto la forma:

Xo =23 g (@:p: + 25 p) + P psf,

in cui ¢ e ® sono polinomi di grado s —3 in x,.
E si avra allora, come si riconosce facilmente dalle formole (5,):
do

_ , o . de
X‘=023X‘—_—x3‘?(x9p2+x3_p3)+q)'p3‘1 (?=d;p3, V= (—ZTV;)
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Nello stesso modo si avrebbe :

)?53:(‘23 0oy X5 = 73 ; 90” (x2p? + 25 ps) + " pf” ’
Xs= Ca3 * Coy ~ e C2 5y X = a5 { ?(a.s) (‘x?pf + s Ps) + (D(s-s)pa =

Poiché ¢ e © sono polinomi di grado s — 3, ¢ls-¥, ¢ ) sono delle co-
stanti: le rappresenteremo rispettivamente con ¢, C.

Cominciamo ora a supporre che sia ¢ 0. Con la seguente trasforma-
zione del gruppo (y):

1 2-8
' s—1 s—1
y=c""a;} 7 C,

si pud portare X, alla forma canonica :

X, = 271 (2, P -+ 25 pa),

in cui non vi & pid nulla di indeterminato.
Poniamo ora U=ux,p, + ;3 p;, e cerchiamo di trar profitto della con-
dizione : ‘
(X, X) =0,
questa si scompone nelle due seguenti:
X (@)= U et g).
X, (a3t @) =5 U (a3 (g 20 ©).
Sviluppando queste relazioni, si trova: |
Ul =(s—379,
U(®)=—9.
Dovrebbe dunque essere : ‘
p=Aax;?, ¢=DBuir', (4, B, costanti).
D’altra parte ® deve essere una funzione razionale intera rispetto 3,
dunque B=.0, e per la forma canonica attribuita ad X, deve essere
¢(+-9 =1, dunque:

o
14 s — 3!
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La trasformazione X, & dunque della forma:

X = et at @ o),
ed & allora:

g 1
Xo= €0 X, = — ot a3 (e pe -+ 2 o)

Formiamoci ora la parentesi (X;- X,): si riconosce che &: (X, X,) =0,
quindi anche (X; X,) = 0. Volendo stabilire 1'accordo tra questa relazione e
quelle della composizione (4), siamo costretti a concludere che 3 4-4>s + 1.

Il numero s deve essere mecessariamente inferiore a sei. Che possa as-
sumere tutti i valori 1, 2,... b & d’altra parte presto accertato.

Per completare questa discussione non rimane che a considerare il caso

in cui la costante ¢ & nulla per la trasformazione X,. Si ha allora:
Xe= Castp,.
La condizione (X; X;) = 0 ci mostra che deve essere:
X [X:(2)] =0,
Xs [X; (#5)] = X, [X: (23))-

Dalla prima equazione si ricava ;—j=0; dunque ¢ & una costante che
3

rappresenteremo con M.
Dalla seconda equazione si ricava:

P =(s—2) M,
quindi :
®=(s—2) Mz, -+ N.
La trasformazione X; & dunque della forma:

Xo=23 | MU+(s—2) Mayps+ Npsf,

si ha poi:
X,=a3}-(s—2) M- p,,
X5=0, XG=07 oo
Annali di Malematica, tomo I. 32
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In questo caso dunque & s = 4. Con la trasformazione :

$’¢=Vﬂ-x2,
_— N
ry=\M 2 —
=V Ny

si portano X,, X, alla forma ecanonica:
Xy = (@ pe+32:p5), Xu=22%p;.
Rimane finalmente a considerare il caso di M — 0, allora rimane:
X Natp,, . : |
in questo caso dunque ¢ s=3; si vede poi che son una sostituzione del

gruppo (y) si pud fare in modo che sia N=1.
Riassumendo i risultati di questa dlscussmne, si.pud enunciare il se-

guente teorema :
I gruppi dello spazio @, @:, s, isomorfi al gruppo generale della retta
si possono con un cambiamento di variabili portare all'und o all’altra: delle

sequenti forme canoniche :

| f@n | | entEn

’

b

‘ Epo—& 2 p.+E" e l; I:Ep1+51x2p2+5,,w2p3

, E P2 0 P 8 py - £ 0 (2 P 5 ) ] ,

( §pi 8 zp. 0, + U(Sl” xtxs 4 EY f2—g) J ’

2 .2 3 4
5]9‘ +- ¢z, P+ g'ap+U (x”'/ E':22:{:3 + & ﬁ.‘%’ + 5"':—8)

, Ep ¢ x, P: + £ Zs ps -+ g x5 Ps

} Epo & mp 8 v p -8 wi(le’z—|—3xsps)+”v 3 Ps I
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IIL Gruppi isomorfi al gruppo & (2) g—; .

Riprendiamo ora in esame la espressione (3) del Capitolo precedente: se
questa espressione deve essere identicamente nulla qualunque siano le fun-
zioni & (%)), »(x,) bisogna che siano identicamente nulli i coefficienti delle
singole (¢, k). Si trova dunque che:

le condiziont mecessarie e sufficienti perché il gruppo la cui trasfor-
mazione infinitesima generale é:

z 6 X; ’

sia composto di trasformazioni permutabili, sono le sequenti :
Xo(x)=0, X, (x)=0,... Xs(w,)éO, ? )
(Xi Xi) = 0. )
La trasformazione X, & dunque della forma :
Xo = ags P2 - o4 Ps 3
prendiamo come nuova variabile x; una soluzione di X, f=0; si ha allora:
Xo =B P: -

- Se f,, fosse una funzione della sola x, si potrebbe immaginare compe-
metrata questa funzione nel simbolo £ (x,). Se invece fosse B,, una funzione,
oltre che di z,, di una o di entrambe le x,, x; si potrebbe determinare una

nuova variabile z, in modo che fosse:
.Xo = pg .

In ogni caso si vede che il nostro gruppo pud essere portato ad una
forma :

5(‘”})1’24‘“‘

Dopo aver ottenuto questo risultato, noi non potremo pitt disporre, per
ridurre il nostro gruppo ad una forma canonica, che di quelle trasforma-
zioni che lasciano invariante la trasformazione p,. Possiamo dunque disporre
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del gruppo:
2y=m+o9(x, %),
s = (@1, @),

)]

(9, ¢ funzioni arbitrarie degli argomenti).
La trasformazione X,, dovendo soddisfare alle condizioni :

(p: X)=0, X (x)=0,
sard della forma :
Xl == oty P2 + @3 Py
in cul a,, 2, sono funzioni delle sole z,, z,. Cid posto, supponiamo dap-
prima che a,; non sia identicamente nulla, e determiniamo la funzione ¢ nel

gruppo (g) con la condizione:

0
d:e+alsb%=07

e la funzione ¢ con la condizione :
A

— =1

o
l3ax3

Per la sostituzione cosl determinata diventerda X, = p,. Se poi fosse
a;s =0, si dovrebbe prendere «,~==12's, e si avrebbe per X, la forma ca-
nonica s P .

Riassumendo: i gruppi composti di trasformazioni permutabili si possono
con un opportuno cambiamento di variabili portare all'una o all’altra delle
seguenti forme canoniche :

E(xx)pe—l-f’Ps—F"‘ (“)
E@)ps+E xapy—t- - ®)

Ci resta ora ad esaminare la natura delle trasformazioni X,, Xj,... X,
per ciascuna delle due categorie (), (8).
Per un gruppo («) la trasformazione X, & soggetta alle condizioni :

Xg(x,)=0, (p2X9)=0, (_p3X,)=O;
essa ha dunque la forma:
Xo= s (2)) P2+ B2 () s «
Nello stesso modo si trova che & in generale :

Xi = ai(@) p: + Bi () ps
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del secondo ordine, che ammettono un gruppo infinito, ecc. 245

le funzioni «, B in tutte queste trasformazioni sono interamente arbitrarie, e
non possono essere eliminate con un cambiamento di variabili: esse sono
dunque delle funzioni caratteristiche pel gruppo. Il numero s pud essere un

intero positive qualunque.
Per un gruppo () la trasformazione X, & soggetta alle condizioni:

Xe(@)=0, (p.X)=0, (zp., X)=0,
I'ultima delle quali, combinata con la seconda, da:
X, (x5) = 0.
La trasformazione X, & dunque della forma:
Xe=1: (s, Z3)Ps.
Nello stesso modo si trova che & in generale:
Xi=wi (%1, 25) P

le @ sono funzioni arbitrarie dei loro argomenti; esse sono caratteristiche per
un gruppo. Anche qui il numero s pud essere un intero, positivo qualunque.
Riassumendo :
I gruppi dello spazio x,, x,, x;, tsomorfi al gruppo £ (x) g—’;, st pos-

sono con un cambiamento di variabili portare all’yna o all’altra delle se-
quentt forme canoniche :

l E(xn)pz lly Il ;G‘(xa)pz“’*‘&"ps ;a i E}%—I—E'%pz }1

) £ ) 23 + 5'103 —I‘ ‘é:z E(i) [ai (wl) Pe + Bi(%n)psl I )

‘ Epz + & T3 P2 + 2,2 £ o; (371, xs)pz
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1V. Gruppi che occorrono nella presents classificazione.

Conveniamo ora di prendere:
x.‘-=x', xg'_—"—y, 92'3=Z.

Con le regole del calcolo delle variazioni si calcoleranno per ogni gruppo
le variazioni di p, ¢, r, s, £; e si procederd alla ricerca .delle equazioni
alle derivate parziali del secondo.ordine invarianti. Equazioni invarianti si
possono costruire in due modi diversi: o stabilendo delle relazioni arbitrarie
tra gli invarianti differenziali del gruppo che .sono di ordine eguale o infe-
riore a due, o scrivendo che certi determinanti formati con i coefficienti delle
trasformazioni infinitesime sono identicamente nulli. Lasceremo da parte, per
ora, le equazioni invarianti di questa ultima categorla. Perche per un dato
gruppo esistano equazioni invarianti della prima’ categoria & soltanto neces-
sario che il gruppo stesso abbia: degli invarianti del secondo ordine. Esami-
niamo ora quali tra i gruppi determmatl negli ult1m1 due capitoli soddisfano
a questa condizione. :

of

Sia p. es. un gruppo isomorfo a £ () 5z ‘sia

e:(x) + b 59 X5

nelle variazioni di #, y, 2, entrano le derivate fino ‘all’ordine s di £ (x). Al-
lora nelle variazioni di p, g entrerd certamente la derivata di ordine s -1,
nelle variazioni di », s, ¢ entrerd la derivata di ordine s - 2. Per formare
gli invarianti del secondo ordine noi dovremmo integrare un sistema com-
pleto di s 4 3 equazioni tra 8 variabili: z, y, 2, p, ¢, r, s, ¢, & neces-
sario dunque che sia s <b.

Un risultato identico si ottiene nell’identico medo pei gruppi isomorfi a

0
@) 5L

Supponiamo per di pili che il gruppo proposto abbia o invarianti di or-
dine zero; poiché noi cerchiamo delle vere equazioni differenziali invarianti,
dovra essere :

8—(s+3)>a
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Pei gruppi composti d1 trasformazmm permutabili, ad es., vi & sempre
un invariante di ordine zero: z. Il numero s deve dunque per essi soddi-
sfare alla condizione :

8—(s+3)>1 'quindi- s<C4.

Tra questl gruppl poi que]ll che sono riducibili alla forma :
EP:‘!‘E xdpz + 24 £ o (@, xjph

ammettono due mvarlantl d1 ordine zero: xy, % (per le convenzioni fatte :
z, 2); per essi dunque deve essere s<Z3.

Riassumendo questi risultati, si vede che dei gruppi determinati nei due
capitoli precedenti ci basta conservare i seguenti:

' “E(x.)p.”', { Epi+ &P, ,,, ’ Ep—8np+Ep |,

‘ ~Epi+glx:p2+£”xzpa-"s

{ gP";—I_t ,EI Ly Pe +FE” Z, ;D)a + Ue'’ x2 II ,

f‘, ~ }' {\. v ‘\ " j
l Ep, + ¢ s Do +Er Ty Ps +‘U(§”’ 72z, + gy 1_22_) ’ ’

} £ p ‘l"'g' xzi’e + E\"-x\2193\+ g Z; Ps } ’

e L. i S
! Ep. + ¢ xzpz‘l‘ g 502153 + " (xz'pz + 3 2, pa)‘l‘ g x3Ps } ’

A

1 g(xu)pz Ilv } £p2+£’p3 ’, Epz"‘g’xspz l|’
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{ EP:'*‘El xspz‘l‘gu?(xsxl)pz !a

| e @n 8@ |,

et @@ B B @) @+ B @) 1

Verremo ora esaminando successivamente ciascuno di questi gruppi.

V. Equazioni che ammettono un gruppo isomorfo
al gruppo generale della retta.

Nelle equazioni di cui ora ci occupiamo non entra certamente la varia-
bile . 8i dimostra che non pud entrare nemmeno la variabile », osservando
che nella variazione d7 entrano le derivate di & fino all'ordine s -}-2, mentre
nelle ¢s, & ¢ non entrano le derivate di £ che fino all’'ordine s-}-1.

L @
Per questo gruppo vi sono due invarianti di ordine zero y, z. Si ha
poi (*):
dp=—p&, 99=0,
ds=—st, ot =0
Le equazioni differenziali invarianti sono dunque della forma :
Q(%’ Yy 2y 9y t)=01
in cui Q & una funzione qualunque degli argomenti.
2. ll ‘E(mn)pl + & oy 2
Si ha qui:

de==E(x), dy=¢t(x), d2=0.

(¥*) Ora e sempre in seguito ometteremo il fattore costante 3 ¢ nelle espressioni delle
variazioni.
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Quindi :
dp=—pt&—qé, 3¢=0,
ds=—s& —t&', Jt=0.

Gli invarianti devono soddisfare alle equazioni:
01 442

of of 8f
dy pap 535 = 0.

Le soluzioni della prima equazione sono:
Yr2 ) b, a=qgs—pt;

la seconda equazione, introducendo la «, diventa:

gli invarianti cercati sono dunque :
2,9, %, (gs—pt)ey
e le equazioni invarianti sono della forma:
Q(2, 9, t, (gs—pt)ey)=0.

3. | Ep—E&xp+E p.

Per questo gruppo &:

dr=E(), dy=—"ty+4t", dz2=0.
Quindi :

dp=—p& —qE"—&"y), d¢g=q%,

ds=(q-+ty) & —¢&", dt=2¢¢.

Il sistema completo che determina gli invarianti &:
0
+yqaf*(yt+q) L9,

_ a_’f_ of
yay p9p+q +2t =0.

Annali di Matematica, tomo 1.
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Le soluzioni della prima equazione sono :

Yy 2, ¢, t, a=gqs—pt,
la seconda equazione diventa :

ed ammette quindi le soluzioni:

¢*Yy—a, q, b, 2;

finalmente I'ultima equazione ci mostra che gli invarianti cercati sono :

2 4 —
L, fy—e.

7° q

le equazioni invarianti sono dunque della forma :

2,

4
Q(z, rk qy—{————s)zO.

4. l Ep+E wope 8" 2 ps k

Per questo gruppo &:
de=Ef(@), dJy=y&, da=yi"

Si ha dunque :
Sp=E&"y—p¥—qy¥,

6q___gll_qgl,
as=£ll/__2sgl__qgll__ty£ll,
3t =—21¢¢,

Il sistema completo che definisce gli invarianti &:

0
v+ =0,

9
3/9: qyaf+ —@+ty) 5,
2

of of 3f of
yag/ p@p-qaq 2 2s ¢
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Le soluzioni della prima equazione sono:
Y» % 9, b B=ys—p;
la seconda equazione diventa:
LU iy 2o,
ed ammette le soluzioni:
Y b y9—2, tyz+yh;
tenendo ora conto dell’ultima equazione si trovano gli invarianti:
yqg—=z, tyet+yp, yt
Le equazioni invarianti sono pel nostro gruppo della forma :

Qyg—=2, y*t, tyzt+ys—yp) =0

5. Epi+ & xap &7 Ty s+ & x: Ps

Per questo gruppo é/:
de=E(), dy=yt, dz=yi +yt",
dp=t"y+ "y —pt—qyt,
dg=¢'+2y&" —q¥,
0s=¢"+2y&" — 28t —tyt' —qt",
0t =2¢&"—2¢¢.

Il sistema completo che definisce gli invarianti &:

0F _0F _ 0F 5 0f o0
Y, " Pap, 954 255 2t8t—0

y? 9
f 9?/3;+ (q+ty)

of of _
’/az“‘ya -+ 2 ?/ +as+2

0fF o, Of
Y, t2Y5s =0.
Soluzioni dell’ultima equazione sono :

Y, 2, ¢, t, B=ys—2p,
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La penultima equazione diventa :
f 0f 1 90fF _ .
+ 2 ?/ —Y 08 + 2 at 97
essa ammette dunque le soluzwm:
Y, 9+28, yg—2z, yt—2z,
che indicheremo rispettivamente con ¥, u, v, w. La seconda equazione al-
lora diventa:
of or orf _
(1'—1—2(1;—-1/0))a jaT—2z/§— 0,
le cui soluzioni sono:
Yy, 20v—w, yu-o —{—v—zi,

di queste le ultime due sono anche soluzioni della prima equazione.
Le equazioni invarianti pel nostro gruppo sono dunque della forma :

Q (20-——@0, yu—}-v’—}—v—z—;—z)=0.

6. ’ 5101 + ¢ Zs P2 +- g Zs Ps + " a3 (xspe -+ 25 ps) ‘

Per questo gruppo si ha:
dz=E(@), dy=8y+&"y, da=L"y+1i"y
Si ha dunque°
=y ey p—pd —qEy V),
d‘q—é”+2 ye+ytg—q@E 43978,
ds=&"42ya+28"yp—t "y +Ey) — g —
— 288 — 25y —2qyE"Y

0t =28"2— 218 =5yt —2yqt".

Il sistema completo da cui dipende la determinazione degli invarianti &:

2 a 3 2 af
(y z—yaq)a—;-:Jr@yz——i?/ —2y°9) 55 =0,

+

+(1+2yp—2w2)%+(2z—27/q-—5vy?t)%—f

Q’l\

0
Jaf-!- +(y+yp) +E@yz—2479)"
=0,
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ya’;—qya],wL y+9)3—f
of _of _ of 0f _o,0f _
Yoy~ Pip— U5q 285205 =0

Le soluzioni della prima equazione sono :
Yy 2 0 b b=@e—yqs—Qyz—ty —2y 9)Pp;

la seconda equazione diventa :
0 e, 0F 1 ’
y3a-§+y‘za—§+(2yz 2?/9) +(Zz—~yq—5jt)a

+(ty‘+9y3—y?z—y?ﬁ)ﬂ=

le cui soluzioni sono:
__z — 2 2 5
B YSYRTY L p=yt— P

T=v—yt—2yp

La terza equazione diventa :

lx

L+ @r—2pngl=

essa ammette quindi le soluzioni:
vy py et 20y

tenendo conto della quarta equazione si vede che gli invarianti cercati sono:

ppr—2v2yu 4o V3
v e

Pel nosiro gruppo le equazioni invarianti hanno dunque la forma:

— E]
Q (pp.s 2: y.—}—c’ %i):()

Eps - E/%pz + 5”%}93 -+ E’”x;%(%pz + Zsps) + £ i;?‘ (xspz + Z3ps)
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Per questo gruppo si ha:
ax=£(x)’ y__Ey_}Eulyz_l_glvy

de=Ey+ e g L2
Ip=—pE—qyt"+y+22y'p—ypgt"+
(v et G —ppzg) e+ (- 502
dg=— gt @ye—yra—y ) + (S a— Gy
ds=—2s8—(ty+ )"+ —pgy—zsy*+4dzyp—2y°sq—y'pt)§" +
+(2yzg—y’zq+%y”1ﬂ—g—y3s—-tysz—q*ya)i‘w
+(gy’z~gysq—%‘-)&‘"-
0t =—218 +Q24+2yzq—4y*q*—4y*2t—3y°q)t" -+
+(3yz—3y2q—%y3t\)i“’.,
Per determinare gli invarianti si deve integrare il sistema completo:

of _ of _ B : of
X__ya—g—p%—qaf—Q sol— Qta —o0.

Xz—ygﬁ—q 9f+a—q—<t?/+q)

Xs=y3zg-§+y*zgﬁ+(y+22pyz—y3m)a—l—, (Qyz*—y?zq—yspe)%+
+(l—pqy2—2sy2+4zyp—2yssq—y3pt)g—’;+
+(2z*+2yzq——4y2q’-—4y"zt—3y3qt),a—f=0.

R LA (P P
+(2yzi—y2zq+§y*p—§yas—t?/sz—qzy*‘)g—f

S
0
+(3yz—3y’q 2y3t)af 0.

+

Xs=(y3z—qy‘)§£+(3y*z 3y q——ty‘>—~0
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Soluzioni di quest'ultima equazione sono:
Y, 2, ¢, t, B=B2z—3yq—typ—yz—yqs,
ci caleoleremo allora X, (8), X;(B), X.(B), X, (B). Si trova:
XB=2y =32y q+3y'¢*2—qy — 2y 8,
XsB)=2zy -2y q—ty’— By +39°9),
X.(B)=tyz+2y¢—22yq, Xi(B)=—
Dobbiamo ora cercare le soluzioni di:

?/af yzaf 3 aof Q9 7 ?f
2ay+ B + (y ?/Q)a—q-{—(f%yz—sy g—é'yt)i}t"l—

+<z3y*—3z?y3q+3y*q*z—qsy5——2y35)§—§=0,
una prima soluzione & ;; porremo p.=§: un’ altra soluzione & 4° (# — @)}

porremo v = y®(u — ). Le altre due soluzioni sono allora:

yi—2vy, oyt ﬁ+

le indicheremo rispettivamente con p, o
Osserviamo che:

X;(w)=0, Xs(»)=», Xs(@)=3vp,
X;(@)=38ve—p—2:u

Si devon dunque determinare le soluzioni di-

y3’

0 0
X3=uza—f;—{- 3»98—7;—]—(3»0 p— 24 y)———O

si trova che le soluzioni cercate sono:

e, o _ e _ 2y
- T Ty T T

v3 v3 v4 v

e le indicheremo rispettivamente con u, v.
Finalmente poiché :

Xe(l‘)=17 Xz(u)=07 X2('U)=I"‘u°

si dovra integrare la equazione:
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La soluzione di questa equazione &: u*w — 2. Ora, poiche:
Xiwy=—u, X (@u—20)=—3@u—2v),

L’invariante cercato @:
piy— 2w

LA

Le equazioni invarianti pel nostro gruppo sono dunque :

vy — 20
A = costante.
U

8. Ci rimane a considerare il gruppo :

Ep + & xope+E 2opy " 2} (X2 p. + 32 ps) + £

Qui si ha:

drx==%(), dy=~E&y+&"y, de=t"y+3zy E”’+y3’“
Sp=y& +3py i3yt +yr —pt —qy & —qy ",
dg=E8"+6yzt" +3y 8" —q¥,
ds=E8"4+6ypt" +62y& -3y t"—2s8 —dyt' —q' —ty &,
0t =628 +6yqf" +6ytV —2t8 —3y2tE".

Il sistema completo che siamo ridotti ad integrare &:

of  of  of af of
X—yay Pyp~ 99‘;}"2 s 2t8t 0-

X—y%—qygg+%—t9+q)%=

Xs—yaf+3zJ f+<y+3py) f‘[“GZy%%'{’
+(1+6.1/p)a L4 6246y9—3y 02 =0.

X=pil+@ay—ay 3 +3Jaf+(629 ty) L6y 2 —o.

Xo=1y f+3y a—f=o
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Soluzioni dell’ultima equazione sono:
Y, 2, ¢, t, a=ys—3p,
e si ha:
Xi@)=3qy =32y =ty X@=y'a—2y,
Xy(x)=2qy —ty, Xy (@) =—
Si deve dunque anzitutto considerare 1'equazione :
X, =y +3yaq+6y +Gqy— 3zy—ty‘)5—f
di cui le soluzioni sono:

Yy, A=3z—yq, p=2q—yt

Osserviamo che &:
Xs@ =92, NL@W=2yr—2yp,
X3(y)=)%£+?-’%z—§y)\’+y’v+2y.
Si deve quindi integrare I'equazione :
0
Xs=y’ af+y’> ’;+(2y%—2y*y)a~f
Apyt | yPpt 2 \of _
+(—3—‘+——3—-—§Y/P+y2”+2y)3 =0,
di cui le soluzioni sono:

& LT - 1 L _12 _)\_( -—l) —]—'—’

ossia ponendo :

A
u=;, v=ylp—yr=y(x—u),

ed indicando con w la terza soluzione:

uv+2
'+12y4+ 2y

Annali di Matematica, tomo I.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

34



258 Medolaghi: Classificazione delle equaziont alle derivate parziali

La equazione X, =0 diventa:
90l 94 o,
0w 0w
ed ammette quindi le soluzioni:

7

v, u*—2w. -

Tenendo ora conto della prima equazione si trova che 'invariante cer-
cato &:
v (u? — 2 w),.
e le equazioni invarianti pel nostro gruppo sono dunque le:

v® (u* — 2 w) = costante.

VI. Equazioni che ammettono
un gruppo di trasformazioni permutabili.

Come nelle equazioni del capitolo precedente, non entra in quelle che ci
proponiamo di determinare la derivata ». Un invariante di ordine zero & la
variabile #; inoltre poiché la funzione arbitraria & (x) non si presenta che

nella variazione dy, la variabile ¥ non entrerd in nessuna delle equazioni di
questo capitolo.

1.. E()p. |-

Per questo gruppo si conoscono due invarianti di ordine zero: z, 2. Si
ha poi:

dy=£E(), dqg=0, dt=0,
dp=—gqt, ds=—1t2.

Quindi g, ¢, sono altri due invarianti: un terzo invariante deve soddisfare
alla equazione:

af L0

ed ¢ quindi ¢ s — p ¢. Le equazioni invarianti pel nostro gruppo sono dunque
della forma :

Q, 2,9, t,gs—pt)=0.
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2. Epz+€'ps
Si ha: B
de=0, dy=£§{(@), dz={¢,
dp=¢'—q¢, §q=0,
ds=—18, N—O

Gli invarianti dovono soddisfare alle relazmnl

op ' P2 as

e sono quindi z, g, ¢, 2¢ +s. Le equazioni invarianti pel nostro gruppo
hanno la forma:

Q{r, q, ¢, 2t +8)=0.

3. | EpetE aspe
Per questo gruppo &:
do=0, d\y=5(x)+£’z,j 0z2=0,
op——qf—qt z—qp¥,

é‘q::—q“g”, -
08 =— 1t —tzf —q& —tpt—2sqé,
0t ——3qtt.

Il sistema che "definisce gli invarianti &: -
g OF
(q+qp) +q a‘qu(t—Hp+289)a +3qt5,=0,

q z + (et 5f —0,
soluzioni dell’'ultima equazione sono:

¢t a=qzs—(tz+ )P,
e la prima equazione si pud scrivere cosi:

¢ 430t 16— g)gl=
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le sue soluzioni sono dunque:
¢ 4 1

L, 2=
¢ ¢ 9
e le equazioni invarianti sono della forma :

t o 1
Q(x 2y — > ———)=0,
T e ¢ g

4. 5P2+E’x3P2+E”?(x33'1)p% ’

Si ha dunque:
de=0, dy=t@)+¢&24¢8¢@x2), d2=0,
p=—g(fHEp e et S Py tey),

sg=—q(rg+¥ 32a);

do=—t(y HEp e ety Sy I p e -
—2s(£’q—|—6”a—?q)—q(ﬁ”quE”’a“’ +£”aax§zq+s”ang)

“=—2t(~'€’q+£”q ) q(&t—l—”’aq’t-{—g”azeq)

Il sistema completo che definisce gli invarianti &:

X.=(q+pq)a—'f+q*a—f+(t+tp+2sq)g—§+3q a—f 0,
09 af :090f <P <p 8f

9 ?
+(tz+t—‘-"3+pt q’+q +q 8x8z+2q8 (P+q pa—?)————O,
a

Soluzioni dell’ultima equazione sono:

9
¢, t 9?8—(¢?+q2j§)p=a-
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Poiche &:

_ 09 0% ¢ Q_(? 0o 09
Xz(“)_?’qu'—a"z"']'q (‘P+?axaz 32_3—:8.3—2)’

si deve ora integrare la equazione :

990 9 2o\ 0 2 ?
Xg—qgfa—f (3t ‘P—I-°a:§ atf+(3q cP+q“l>)a’; 0,

in cui si & posto:

o FIRLY.
g g it 00 el

. — . ——

r0z2 0z 0x 0z

Come soluzioni di X, =0 possiamo prendere le:

t 1 o 1
R TR YL o
o2t 7 2z 7 7z 7

che indicheremo rispettivamente con yu, v. La X, =0 allora diventa:

(52)

]

3)"0

+ 1475

X—
oot

Le equazioni invarianti pel nostro gruppo sono dunque della forma:
Q (x, 2, @u—[@+(%§)2]H)=O‘

a|z%+am+v@@+nw

?

(a, B, funzioni di x,: a'=%’~")°
Qui si ha:
=0, dy=E(t@)Fat’, de=¢t 4%,
dp=8 +BE+BE —q@E +oE +at”), d¢g=0,

ds=—1t(E +a & +akb"), 3t =0,
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Per determinare gli invarianti bisogna integrare il sistema :

o0f _0f _ 0 _

5z 13p 'ds

of : nOF
Bapt (L8 —ga)gh—ta F=0,

0 or
(B—ag)%—-taé—s—=0.

Questo & un sistema di tre equazioni in tre variabili z, p, s: in gene-
rale non vi & nessuna soluzione comune : — fa eccezione il caso in cui tra
le funzioni «, 8 ha luogo la relazione:

«ffa—pa + B =0. (4)

In questo caso il sistema si riduce a due sole equazioni, ed esse ammet-
tono la soluzione comune:

B—aq)s+tap+itpea.

Dunque se la relazione (4) & soddisfatta dalle funzioni «, 8, 'equazione
invariante pit generale pel nostro gruppo & della forma:

Q@, q, t, (e—Bgs+itap+ip2z)=0.

Se la relazione (4) non & soddisfatta, la equazione invariante pitit gene-

rale ha la forma:
Q(x7 q, t)=0'

6. Ep et en B On o) |,

(a, B, v, % funzioni di z; u’=—g—%,...)-
Qui si ha:
dz=0, dy=~E(4E"atE"y, de=E 44879,
p=8'1+p—qa)+E" B+ —qa—qy)+E" S —9y)—q¥,
3q=0, dt=0,
ds=—tE "+ 8 +E ),
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del secondo ordine, che ammettono un gruppo infinito, ecc. 263

Si ha da integrare il sistema:
0f _ ,0f _,0F _,
0z ap ‘s !
3f ' /af ’?f—-
‘682+(1 + B _qo‘)a—p—'t“ 38—07
’ la ’ a
ST (B+5 —ga—aN g tattn) gl —

of
=70 55— 7t =0

Perche questo sistema ammetta delle soluzioni & necessario che si riduca

a due equazioni sole distinte: serivendo p. es. che le equazioni seconda e

terza devono essere conseguenze delle altre due, si trovano le seguenti con-
dizioni per «, 8, vy, &

7(B+'9,)+'9('9_“_7’)=01 (B))

7(1+8)+ 5 (6—4)=0. (B)

Quando le condizioni (B,), (B;) sono soddisfatte, si ha ancora un in-

variante :
E—ys+GFp+eat,

ed allora le equazioni invarianti pitt generali hanno la forma:
Q@, q,t, (—yQs+@p+292)§=0.
Se non sono seddisfatte le condizioni (B,), (B,), la equazione invariante
pit generale ha la forma:
Q(x, q, t)=0.
Uno sguardo alle equazioni trovate nel numero precedente ci mostra che

il gruppo .che ora consideriamo non conduce in nessuno dei due casi ad equa-
zioni invarianti diverse da quelle che gia sono state determinate.
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Ueber Systeme von Differentialgleichun-
gen, denen die vierfach periodischen
Functionen zweiter Art Geniige lei-
sten.

(Von Martiv Krause in Dresden.)

Die vierfach periodischen Functionen sind in neuerer Zeit mehrfach zur
Integration von Differentialgleichungen gebraucht worden. Gewisse Rota-
tionsprobleme sowie andere physicalische Probleme fiihrten zu Differential-
gleichungen, die mit Hiilfe der genannten Functionen integrirt werden konnten.
Es moge in Bezug hierauf auf Arbeiten von Weser (*), KowarLevskr (**)
und Korrrer (***) hingewiesen werden. Daneben haben Caspary und Jannge
andere Methoden angegeben, mit deren Hiilfe Differentialgleichungen der
angegebenen Art aufgestellt werden konnen. Bei der grossen Einfachheit
dieser Betrachtungen mogen sie kurz characterisirt werden. Caspary zeigt
einerseits (****), dass die Thetafunctionen mit den sechszehn Coefficienten ¢,un
einer orthogonalen Substitution zusammen hingen, deren Determinante

(*) Anwendung der Thelafunctionen zweier Verdnderlichen auf die Theorie der
Bewegung eines festen Korpers in einer Flissigkeit. Math. Annalen, Band 14.

(¥*) Sur le probléme de la rotation d'un corps solide autour d'un point five, Acta
Math., tome 12. Sur une propriété du systéme d’équations diff. qui définit la rotation d'un
corps solide autour d'un point fixe. Acta Math., 14.

(¥¥%) Sur le cas traité par M.me KoWALEVSKI de rolation d’un corps solide pesant
autour d'un point fice. Acta Math., 17. Ueber die Bewegung einen fesles Korpers in einer
Flissighkeit. Journal fiir Math., Band 109. Ueber die Darstellung der Richtungs cosinus etc.
Berichte der Berliner Academie, 1895, Journal fir Math. Band 116.

(¥***) Journal fur Math., Band 94, pag. 74-86; Comptes Rendus, Tome 104, pa-
gina 490-493. '

Annali di Malematica, tomo I. 35
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266 Krause: Ueber Systeme von Differentialgleichungen,

gleich ¢* ist und andrerseits (*) mit 15 Grossen in Verbindung stehen, die er
Elemente eines Orthogonalsystemes nennt. Unter den letzteren sind die neun
Coefficienten @,,, einer orthogonalen Substitution von der Determinante 1 ver-
standen, sowie die sechs aus ihnen gebildeten Grossen :

Pr= ——(a.k dag —l— Aok d 4y ‘l‘ a:x d “31) )

(h, k1=

~

W 1O =
= 00 1O
RO — 00

~

Vh =0 d ay + ar. d az, + ars d azs .

Mit Hiilfe dieser Grossen ist es einerseits moglich die algebraischen Rela-
tionen abzuleiten, welche zwischen den hyperelliptischen Functionen bestehen,
andrerseits (**) aber auch Systeme von Differentialgleichungen herzustellen,
welchen jene Functionen Geniige leisten, insbesondere diejenigen, zu denen
Weser in der citirten Arbeit kommt. Iaaxke (***) hat dann die Untersu-
chungen von Caspary forigesetzt, indem er 28 Elemente eines orthogonalen
Sechzehnersystemes einfiihrt. Diese 28 Elemente bestehen aus den 16 von
Caspary eingefiihrten Grossen ¢, und zwolf weiteren, die definirt sind durch:

9 Pre=— (910 gj + gai d o5+ gsi d gj + dii d 9.),
g Ve =i d gjr+ gis d gje + gis d gjs + gin d
9=gii+ 9%+ 9% -+ gl
wobei die Indices in bestimmter Weise zu wihlen sind. Die Beziehungen,
die zwischen diesen Grossen bestehen fiilhren zu einer Reihe von Differen-
tialgleichungen, darunter auch derjenigen, die in der Rotationstheorie eine
Rolle spielen und von den schon genannten Autoren behandelt worden sind.
Im Folgenden soll nach anderer Richtung hin vorgegangen werden. In der
Theorie der doppelt periodischen Functionen haben sich die Functionen
2tr Art auf Grund der ausgezeichneten Arbeiten von Hermire und Picirp

von besonderer Bedeutung fiir die Integration von Differentialgleichungen
gezeigt. Es soll nun versucht werden, nachzuweisen, dass im Gebiete der

(¥) Comptes Rendus, 111, pag. 225-237: LiouviLLE, Journal de Math. (4) VI, pa-
gina 367-404; Annales de Uécole Normale (3) X, pag. 233-294.
(*#) Comptes Rendus, 112, pag. 1303-1308.
(¥**) Berichte der Berliner Academie, Jahrgang 1896, pag. 1023-1030. Journal fir
Math., Band 118, pag, 224-233.
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denen die vierfach periodischen Functionen zweiter Art Geniige leisten. 267

vierfach periodischen Iunctionen aehnliche Theorien entwickelt werden kon-
nen, indem zundchst fiir gewisse Fundamentalfunctionen die Existenz von
Differentialgleichungen nachgewiesen und diese Differentialgleichungen fiir die
einfachsten Fille wirklich aufgestellt werden. Es kniipft diese Betrachtung
an eine friithere Arbeit des Verfassers (*) an, deren Resultate weitergefiihrt
werden. Im Uebrigen liegen soweit dem Verfasser bekannt noch einige Ar-
beiten iiber dieses Gebiet vor und zwar sind dieses Arbeiten von Picarp und
ArpeLy (**), welche sich mit gewissen Systemen von partiellen Differential-
gleichungen 2'* Ordnung beschéftigen, deren Coeflicienten vierfach periodi-
sche Functionen sind und fiir diese eine Anzahl fundamental wichtiger Sétze
enthalten.

§ 1.
Definition und Reihenentwickelungen der fundamentalen Functionen.

Unter v,, v, resp. a,, a, wollen wir die Argumente von Thetafunctionen
zweier Verdnderlichen, unter u,, u, resp. «, a, die Argumente der entspre-
chenden hyperelliptischen Functionen verstehen. Dann definiren wir eine Fun-
ction (4., 4,) durch die Gleichung:

S ( + ) _Zalogﬁﬁ(a)ue__l_w
r D a due 2
o sy ) = o (10) = s e ’ ()

wobel gesetzt ist:

__0%log s (v}, 0t log S5 (o) 0*log 95 (v)o
©= 3uf u‘+2 0 us 0 us th Mz—l— ous ek

2

Differenciren wir logarithmisch nach #, und u,, so erhalten wir:

dlog yr(w) _'0log Sr (v + a) __0log 35 (@) _ (0°log 35 (0)o u, 4 0 log Ss (v)o " )
duy 0 us N ( 0 u? ! durydus °)?

0logyr(u) _ dlogSr(v +a)  dlog 95 (a) (82 log S5 (v)o “y -+ 0% log S5 (v)o "
dus 0 us 0 s Ousdue 0 ul N

(¥) Journal de Math., par LiouviLie (4), tome III, 1887,
(¥*) Comptes Rendus, tome XC, pag. 296, 731, tome XCII, pag. 692,
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268 Krause: Ueber Systeme von Differentialgleichungen,

Aehnlich ergiebt sich:

dlox 7y (W)  2logSr(v+a)  dlog¥s(a) (ae log 3 (a),  #log %s (@ ) \
G 7%y o 0 0 o a‘lf th 00 as Ue)

olog yr(u) 0logS-(w+a) 0dlogis(a) (82 log %5 (a) " 0t log s (a) " )
e 0 us 0 s dasdae 0l e

Durch entsprechende Subtraction erhalten wir :

Dyr () _ 21 ()

=g+ go+ Uy,

0 us 0 o
0fr (w)  0xr(u) *)
Dus T das O gecth
wobei die Grossen g durch die Gleichungen definirt sind:
__0log 35(a) _ 0*log 5 (a)e
L 0 o}
__0%log 35 (a) 0% log 35 (a)o
P = T ada dousdas (%)
__0*log S5 (a) 0% log Is (a)o
3 = - 2 ¢
03 0 %3
Wir sind nun berechtigt, den Ansatz zu machen:
x" (u) = ;m zo‘n Cm’n . u:” . 'u;'. (6)

Mit Hiilfe der soeben angestellten Entwickelungen ergeben sich dann die
Recursionsformeln :

(m+1) emisn — aa(::ln =01 Cm-1n + 92 Cmyn—
2 mn (7)

(m+ 1) Cmnt+1— 7« -—gz ('m—ln+gs Cmn—1

Die Grosse ¢, ist bekannt und zwar gleich :

Sr (a)
35 (a)

dann sind die iibrigen Constanten aus den obigen Gleichungen bestimmt und

=C- al (a),
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denen die vierfach periodischen Functionen zweiter Art Geniige leisten. 269

wir erhalten als einfachste Werthe :

dalr(a) c caalr(a)

Co=0"F% " = 0 xs
202‘,=ca—2%2—;@+c-al,(a)g,,
1
0% alr(a) ®)
20, =c 20O 1o 0l (g,

2c0,=c§-2%l+z(a)-+c-al,(a)gs.

Ferner kann bekanntlich die Function :

75 ¢

s (?)) !

Y
ro| =

nach Potenzen von u, und u, entwickelt werden, so zwar, dass die Coefli-
cienten sich ganz und rational durch &%, )%, u* darstellen lassen. Unter sol-
chen Umstéinden finden wir den:
Lehrsatz : Die Function :
ZM ue

S -.9'7' -+ - dee
‘Pr(“)r‘ﬁv)i)e ’ y e: 1, 2,

kann nach Potenzen von w, und wu, entwickelt werden. Von dem gemeinsamen
Factor ¢ abgeschen kinnen die Coefficienten als ganee rationale Functionen
der hyperelliptischen Functionen mit den Argumenten o entwickelt werden.
Als Constanten treten die Grissen k, )2, p* ganz und rational auf.

Die sechs ersten Coefficienten haben dabei die vorhin angegebenen
Werthe ¢w, €1y Cioy Coo, City Cose

Die Functionen ¢, () sind dann vierfach periodische Functionen 2ter Ord-
nung und zwar wollen wir sie als fundamentale ansehen. Als Nenner ist die
Grosse 95 (v) gewidhlt worden. Es ist das geschehen, weil der Nenner der
hyperelliptischen Functionen auch 9;(v) ist Andrerseits konnte eine jede an-
dere & — Function als Nenner genommen werden. Wihlen wir die Function

3, (v) und modificiren demgemiss die anderen Factoren, so kommen wir zu
einer Function :

So- 50 (0 + a) _2610500(0)“
c a ag
‘P;(“)=—t9m—‘%w e ) (10)
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270 Krause: Ueber Systeme von Differentialgleichungen,

welche das unmittelbare Analogon zu derjenigen Function im Gebiete der
doppeltperiodischen Functionen ist, welche fiir die Theorie der entsprechen-
den Differentialgleichungen als fundamentale gewaehlt worden ist (¥). Of-
fenbar ist es im wesentlichen gleichgiiltig, welche der Functionen wir zu
Grunde legen, zumal die lineare Transformation, sowie die Substitution halber
Perioden die Mittel an die Hand giebt, um aus der einen Categorie die an-
dere abzuleiten. Wir wollen die Function ¢, (#) zunaechst beibehalten.

§ 2.

Existenz von Systemen von Differentialgleichungen,
denen die Functionen ¢, (v) Geniige leisten.

Es ist nicht schwer, nachzuweisen, dass die Functionen ¢, (#) unendlich
vielen Differentialgleichungen Geniige leisten, deren Coefficienten vierfach
periodische Functionen sind. Wir nehmen dazu zunichst die Ausdriicke :

5 0) s =g, gk L M)

Dieselben sind ganze transcendente vierfach periodische Functionen dritter
Art von der Ordnungszahl m, die einen gewissen Multiplicator besitzen. Etwas
achnliches findet fiir die Functionen Statt :
m mg 8/* ler (u) <
S5 (v) I 87 (v) T Do 2)
wobei m, u, p,, p. denselben Bedingungen wie vorhin Gentige leisten. Das
Product ist iiber alle Thetafunctionen zu erstrecken, m, sind beliebige ganze

positive Zahlen oder Null. Auch diese Grossen sind ganze transcendante vier-
fach periodische Functionen 3'* Art und zwar von der Ordnungszahl:

n=m+2m$’

denen ein ganz bestimmter Multiplicator zu kommt. Halten wir n, ferner die
Grossen a und der Multiplicator fest, lassen dagegen die Grissen m, ms,

(*) Siehe das Werk des Verfassers: Theorie der doppelt periodischen Functionen einer
verdnderlichen Grosse, Ilter Band, Leipzig, 1897.
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denen die vierfach periodischen Functionen zweiter Art Geniige leisten. 271

7y %, 1, g innerhalb der angegebenen Grenzen variiren, so ergeben sich
Functionen von der Eigenschaft, dass zwischen je n® 4+ 1 derselben minde-
stens eine lineare Relation besteht. Derartige Relationen sind dann entweder
lineare Beziehungen oder Differentialgleichungen, denen die Functionen ¢, (x)
Gentige leisten. Die Coefficienten sind in beiden Fillen gewohnliche vierfach
periodische Functionen. Unter den Differentialbeziechungen werden zwei Ca-
tegorien von besonderer Bedeutung sein. Erstens sind es diejenigen, denen ein
Quadrupel von Functionen ¢, (u) Geniige leistet. Wir wollen uns im Folgen-
dem auf ein solches beschrinken und zwar das Quadrupel s (), ¢, (w), ¢s (w),
$y3 (u). Fiir dasselbe werden im Allgemeinen vier zusammengehdrende Glei-
chungen aufgestellt werden konnen. Dann aber wird zweitens besonderes
Gewicht auf diejenigen Differentialgleichungen zu legen sein, denen eine der
Functionen ¢, (1) allein — und zwar wihlen wir ¢, (¥) — Geniige leistet.
Es sollen fiir die einfachsten Werthe von n eine Reihe von Gleichungen der
beiden genannten Categorien aufgestellt werden, daneben sollen auch einige
der wichtigsten Beziehungen hinzugezogen werden, die zwischen den Gros-
sen ¢, (u) selbst bestehen.

Es moge bemerkt werden, das die Betrachtungen, die wir angestellt
haben, nach mehrfachen Richtung hin verallgemeinert werden konnen. Erstens
konnen an Stelle der Functionen ¢, (#) allgemeinere Functionen gesetzt wer-
den, die die Form haben :

I3, (v+ a) iutina
NS (v + a)
und zweitens konnen Summen zu Grunde gelegt werden, die sich aus einer

¢ — Function und Differentialquotienten von ihr zusammensetzen lassen.
Von diesen Verallgemeinerungen soll im Folgenden abgesehen werden.

; )

§ 3.
Betrachtung des Falles n =2.

Wir wollen nun zuniichst den Fall =2 ins Auge fassen. In diesem Falle
konnen wir die Functionen bilden :

%)% 00, 2o, 51,3, 13,
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212 Krause: Ueber Systeme von Differentiulgleichungen,

wobei die Grossen @, und ¢, als constant angenommen werden. Zwischenje
finf derselben, die dieselbe Characteristik besitzen, besteht dann mindestens
eine lineare Relation. Wir wihlen die Characteristiken 5, 1, 3, 13, so erhalten
wir die Systeme:

350 2, 5104 0), 350)3,0)9:(0), 35()3:0)da(w)s 35(0) 3s(0) s (),

510) 28D, 5,(0) 9,(0)4a ), 30041 (0)y 94(0) 21 (0) (1), S50)9:(0) o (),
5:0) 220 5, (0)9,0)s(0), %5 0)S @), SO) ), 95(0)%:(0)dun(w),
510) 220, 5,02 s(0)y 50)S:0) ), 35(0)% ()4 (0), S1(0) e ().

Zwischen den Gliedern je einer Horizontalreihe besteht dann fiir e =1
und ¢ =2 je eine lineare Relation. Die Coefficienten bestimmen sich un-
mittelbar mit Hiilfe der Betrachtungen des ersten Paragraphen. Setzen wir:

Ty = 3 (@) ¢r (1) (1)

1 03y (0 0 Iy (U)
(6) — TN l5}
?/r s 0 us S5 (’U (H)

so erhalten wir die beiden einfachen Systeme von partiellen Differentialglei-
chungen :

0

azf' — — O @, — gy @ — ) 1y,

ox n dlogal («) .

au: = ?/58)‘ ga“:( y(ié)'xa 'I ?/:(38)'-%'13; (%)
0x . . 0log als(x) )
T2 — oty L g,

0 dlogal,

Rl A RE e A RE S SR __ga_“:(,()

Es konnen hieraus andere Systeme hergeleitet werden, darunter ein sol-
ches welches zwischen den drei Functionen z,, #;, x5 besteht. Eine Glei-
chung desselben wiirde lauten:

]23.171 _ %__83'04(0)0 S Ss(a)uus\a) k2
0 w1 Ous O J2I4 .-u(a) ~5(a)

— (B =)y 2 —yP 2.
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denen die vierfach periodischen Functionen zweiter Art Geniige leisten. 273

§ 4.

Der Fall n = 3.

Im Falle #n =3 sind die folgenden Functionen zubetrachten :

5 ()95 008, () o (), SE0) 35 () Tl s3(0) S0,

wobei die Grossen a, und a, in allen Funectionen den nimlichen Werth be-
sitzen. Zwischen je zehn derselben, die dieselbe Characteristik besitzen, besteht
dann mindestens eine lineare Relation. Wir beschrinken uns auf die Cha-

racteristick :
1 1
1 1)

und wollen unter dieser Voraussetzung die Functionen :
35 (v) 98 (0) 9 (W) ¢r (w), r:1, 3, 13, 5,

untersuchen. Nehmen wir » =1, so kionnen wir uns offenbar auf die vier
Functionen beschrinken :

5 (0) 93 (v) ¢4 (u),

wenn fir 8 gesetzt wird 5, 1, 3, 13. Es sei dieses das Quadrupel (1).
Fiir » = 3 wihlen wir das Quadrupel (2):

94 () 35 (0) %, (6) g (1)
wobei fiir 8 und y resp. gesetzt ist:
5, 13; 3, 1; 02, 4; 14, 34.
Fiir » =13 wihlen wir das Quadrupel (3):
’ 5 (v) S5 (v) 3y (v) ¢ (),
wobei fiir 8 und y resp. gesetzt ist:
5, 3; 1, 13; 02, 14; 34, 4.
Fir r =5 endlich wihlen wir das Quadrupel (4):
25 (v) 96 (0) % (v) ¢s (),
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274 Krause: Ueber Systeme von Differentialgleichungen,

wobei fiir 8 und y gesetzt ist resp.:
5, 1; 13, 3; 02, 34; 4, 14.

Wir erhalten dann 4 Quadrupel oder auch 16 Functionen, die denselben
characteristischen Bedingungsgleichungen Geniige leisten. Von besonderer Be-
deutung ist es, neun derselben zu finden, welche linear von einander unabhéngig
sind. Es kann das auf mehrfachem Wege geschehen. Jedenfalls gilt der

Lehrsatz: Die vier Functionen des ersten Quadrupels, drei beliebige eines
anderen Quadrupels und je eine der beiden dibrigen Quadrupel sind linear
von einander unabhingig.

‘Wir wollen den Beweis fiir einen speciellen Fall kurz andeuten. Wir-
fragen, konnen die Constanten ¢ derart bestimmt werden, dass die Glei-
chung besteht :

S+ a)¥epSw) (vt a)(ed 9 (0) () F 6" 5 (0) 3 (V) 65 F0e () 34 (v))
+uSs@ta)S(0) %@+ S (v+a)S () ds()=0? :5,1, 3, 13.

Setzen wir v = — a, so folgt ¢;/ = 0, analog ergiebt sich ¢',;, — 0. Eine
lineare Beziehung zwischen den vier Functionen des ersten Quadrupels und
drei Functionen eines anderen Quadrupels kann aber keines falls bestehen, wie
aus dem Folgenden hervorgeht.

Aehnlich folgt der Lehrsatz:

Die vier Functionen des ersten Quadrupels bilden mit je zwei Functio-
nen zweier anderer Quadrupel und einer Function des ibrig bleibenden Qua-
drupels ein System von linear von einander unabhiingigen Functionen.

Jedenfalls sind wir also im Stande eine Reihe von Systemen von je neun
Functionen anzugeben, die linear von einander unabhingig sind.

Daneben aber giebt es Systeme von weniger als neun Functionen, zwi-
schen denen eine lineare Relation thatsdchlich besteht. Es gilt der

Lehrsatz : Zwischen den acht Functionen je zweier Quadrupel besteht
eine lineare Relation.

Es folgt das entweder aus den von uns aufgestellten Principien oder aber
wir konnen diese Relationen aus den bekannten Additionstheoremen herleiten,
wenn wir erwigen, dass die Functionen:

Sr(v+a)Ss(v—a),

sich durch die Thetafunctionen mit den Argumenten v und « darstellen
lassen.
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Nehmen wir ferner diejenigen 10 Functionen, die aus den vier Functio-
nen des ersten Quadrupels und je zwei Functionen der drei anderen Qua-
drupel bestehen, bei welchen nur die Thetafunctionen %;(v), 3,(v), 3;(v), S (v)
vorkommen, so muss zwischen ihnen eine lineare Relation bestehen. Man
itberzeugt sich leicht, dass die Glieder, die zu dem ersten Quadrupel gehoren,
fortfallen miissen, so dass zwischen den sechs definirten Gliedern der drei an-
deren Quadrupel eine lineare Relation bestehen muss. Nach leichten Be-
trachtungen ergiebt sich dieselbe in der Form:

¥s () A — 3 () B+ §is () (2 — £°) C =0, (1)
wobel gesetzt ist:

033 (U)u 5 713 (v\o

4=t (3 (0) 91 (@) 9 (2) 31 (0) + 94 (@) 3, (6) 83 ) 90 0),
B = 0 }5;.“(11)) ﬁnazsuv)o (S5 (@) 35 (@) 35 (v) $15 (v) F S5 (@) 81 (@) 3, (v) S: (v)),
0 — 220l D20 (o () 5,10) 5, 0) 5, () — 5un(0) 34 6) 50 () 310

Offenbar ist diese Gleichung nicht die einzige ihrer Art, sondern als
Reprisentant einer Categorie von Beziehungen anzusehen.

Wir haben im Vorhergehenden gezeigt, dass es Systerme von neun
Functionen :
A %5 (v) 5 (0) 3y (v) ¢ ()
giebt, die linear von einander unabhingig sind. An ihre Stelle konnen auch
Systeme anderer Art treten, z. B. solche, die aus sieben geeignet gewéhlten
unter ihnen und den beiden Gréssen :

ez 0% ()
0 T

bestehen. Jedenfalls ldsst sich eine jede zu n =3 gehiorende Function mit

demselben Multiplicator und der Characteristik [i 1] mit Hiilfe irgend eines

1
der genannten Systeme darstcllen. Zu diesen Functionen gehoren Differential
aus driicke erster und zweiter Ordnung. Die entsprechenden Darstellungen
ergeben dann Differentialbeziehungen erster und zweiter Ordnung. Die Be-
ziehungen erster Ordnung bieten zunéchst kein grosseres Interesse dar, wohl
aber ist dasselbe mit den Differentialbeziehungen zweiter Ordnung der Fall.
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Nach dem soeben entwickelten konnen wir jedenfalls den Ansatz machen:

25 (v) a?g;gl‘) =) D ep F5(0) + s (u) (cs S5(0) S 15 (v) + es'" 902(v) 34(v))

+ s (#) (€10 35 (0) B2 (0) + €710 F02 (9) S04 () + €5 g5 (W) 5 (0) S0 (0)
Die Bestimmung der Constanten hat keinerlei Schwierigkeiten. Es er-
giebt sich die Differentialgleichung :

(2)

0t a1 e ¢ 0leg als(«)
'9—17{:331(0—2%—2?/?3)—2963-%3-—3«‘3( . (3)
Genau so wird:
821?9 ' 2,2
6uu’)uz=x‘(c — 2k y,—Z;ﬁyfs)

4
0log alis () 3 @

ol Is(z) | 01 l
— X3+ Ys (P-’ Ogéams (= 1- ogaa“: (1)) + x5 - Ys g >
T (@ — 2k i — 2y — 2t y)
0 ut

(5)
dlogals(« 0log alis(a)
— 2o yupt TE 9 g, -y, TREERE.
Bei den Grossen y, und y,; ist der obere Index 1, bei y, der obere
Index 2 fortgelassen.
Jede dieser drei Gleichungen ist der Reprisentant eines Systemes von
Differentialgleichungen, denen die drei Functionen z,, 2;, x,; Geniige leisten.
Nehmen wir die Gleichung hinzu:

kzal‘l Bx;_ 3.9'04(1))0 Ses .93(6!).9‘43((1)

Tun  dwm i Sion S @S Mo Y (B — ) B — s B,

so konnen wir die Grosse y; - #,; eliminiren und erhalten die drei Differential-
gleichungen :

0*x . 0log als ()
—az—‘;=x,(c—2yf—2y,3)—2x3-y,3——a“l3—(a
02 x4 dlog a lis () k?M-—@—i)
0wy 0 us 0 o ( Ow  Ous

=x1(cil—2k'yf—292y33)+cs,xa'yw,
0% 2 Bloga lis ((Z) 26_(1;_1 . 3_&
8u§+2 0 s (k 0 9uz)

=z, (e =2k Yy — 2y — 2yl F e sy, |

wobei die iibrig gebliebenen Coustanten unmittelbar zu bestimmen sind.
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In diesen Gleichungen kommen noch die beiden Grdssen z, und x; vor.
Man kann schliesslich auch noch 2, eliminiren und kommt dann zu 2 Diffe-
rentialgleichungen, denen x, allein Geniige leistet. Wirwdhlen die Formen:

— st @ T 4 5 0) 55

+2Mso.(a>~?((;))m(a)(k Si: gig) e (M)
Sos (@) 5;5“(:‘) gz—jf—l (8)
513 (a)
__2],‘3'43(a)~§1(a))303( )azjglm ~§4 % (a) ~s(a)9 xbt_%

Hierbei haben wir gesetzt :
M, —c 42k g (-L 92, (a) — k* 9% (a))
— 255 (@) ys + 2 10 yis ( = 0 (@) — :13(“))
M,=c,—2¢/ j1—2 Q_oﬂus(a)ys‘—zcasyis

Die beiden Constanten ¢, und ¢',; haben die Form:

.9'03 (a)
of =30 @ 50 B 1 s, @),
gl : .
¢ o = S (a) -Zsofza) . 2k 23943 (gé (5'6:)1 (@) Sos (a) 1 :T? 54 (@).

Damit sind die wichtigsten zu » = 3 gehorenden Differentialbeziehungen
abgeleitet. Es .moge bemerkt werden, dass die entsprechenden Gleichungen
fir ¢, () sich etwas einfacher gestalten (*).

(*) In Bezug hierauf wird auf eine Note des Verfassers inden Comples Rendus dieses
Iahres (4 April) verwiesen.
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§ 5.
Betrachtung des Falles n =4.

Im TFalle # = 4 sind die Functionen zubetrachten :

S5 (1) S5 (0) 35 (V) 25 () fr (W), S5 (0) S5 (0) S5 (v )OZru(u)

S50 % (1) g,

wobel die Grossen a, und @, wieder bei allen Functionen denselben Werth
besitzen sollen. Zwischen je 17 unter ihnen, die dieselbe Characteristik be-
sitzen, besteht dann mindestens eine lineare Relation. Wir wollen als Cha-

racteristik die Grosse E 1] wihlen und uns von vorneherein auf die Gros-

sen beschridnken :

50 (0) 5 (0) 9, 0) 53 0) o (), 5055 0) T,

8y1(u)
()amau

wobel bei den ersten Producten die Characteristiken 8, y, d, » so zu wihlen
sind, dass ihre Summe gleich der Characteristik von &, (v) ist. Bei der zweiten
Art von Producten konnen wir uns darauf beschrinken 8 der Reihe nach
gleich 5, 1, 3, 13 zu setzen.

Setzt man fiic » der Reihe nach 5, 1, 3, 13 so werden sich stets neun
linear von einander unabhdngige Producte:

%5 (0) 98 (0) %5 (0) 35 (v) ¢r (),

ergeben, auf welche alle andern reducirt werden koénnen. In der Wahl herrscht
bekanntlich eine grosse Mannigfaltigkeit. Es konnen z B. fir r=1 an
Stelle von 8, y, ¢ die Werthsysteme gesetzt werden :

5 5,5;5,1, 1; 5, 3, 3; 5, 13, 13; 1, 04, 23; 1, 2, 12;
3, 2, 23; 13, 12, 235 13, 1, 3.
Wir erhalten auf diesem Wege 36 Functionen der genannten Art. Es
ist zu untersuchen, ob unter ihnen 16 linear von einander unabhingige exi-

stiren. Es kann diese Frage, wie iberhaupt die Frage nach den linearen
Beziehungen zwischen den Functionen, die zu » = 4 gehoren, aehnlich behan-
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delt werden, wie bei »=3. Fiir unsere Zwecke geniigt es aber vollkommen
ein einziges System von 16 linear von einander unabhingigen Functionen zu
kennen. Wir wihlen das folgende. Fiir » =1 nehmen wir die vorhin ange-
gebenen Werthsysteme 8, v, d fiir r=3 vvah]en wir an Stelle von 8, v, ¢
die Systeme:

13, 13, 13; 18, 1, 1; 13, 3, 3; 5, 2, 04; 5, 1, 3;
schliesslich konnen die beiden Producte genommen werden :
%5 (0) S3(0) dis (W), 25(0) 51 (0) s ().

Dureh diese 16 Functionen lassen sich die iibrigen von uns eingefiihrten,
resp. lineare Verbindungen derselben linear ausdriicken. Von besonderem In-
teresse sind diejenigen linearen Verbindungen, welche sich lediglich mit Hiilfe
von ¢, () darstellen lassen, bei welchen also die Glieder mit den Factoren
$s (), $us (), ¢s () fortfallen. Die entsprechenden Gleichungen sind Differen-
tialgleichungen fir die Grosse ¢, () allein. Diese Frage wollen wir allgemein
losen. Hierbei legen wir das Haupt gewicht auf die Bildung der linearen
Verbindung — ist dieselbe erfolgt, so ist die Darstellung in der Form ¢, (u) M,
wo M eine Thetafunction 4% Ordnung ist, ohne alle Schwierigkeit vor—
zunehmen, Wir wollen zunéchst die linearen Verbindungen von Differential
ausdriicken erster Ordnung untersuchen, Eine leichte Betrachtung zeigt, dass
in den beiden Ausdriicken : ' .

( )\ (,(m_ “/'( ) 3“”)

die Constanten sich stets in der angegebenen Weise bestimmen lassen. Es
geschieht das, indem der Reihe nach gesetzt wird:

i S2

8
v,=—a.+2—, vzz——az—{—g,

wobei unter ‘;—‘, = halbe Perioden verstanden sind, welche die Function &, (v)
in die ungeraden Thetafunctionen iiberfiihren. Wir erhalten dann den:

Lehrsatz : Die Function ¢, (u) leistet den beiden Differentialgleichungen
Geniige :

2F 0,0 25—y (724 22,

wobet geselzt ist:
Si(v+a)Si(v— a)
s (@) 75 (v)

F(vya)=

?
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oder auck :
a) | Si(w) _ Shla) S3(e) |, S3a) Sh(v)

(
@ T e T Sw s T @ 5w

F(v,0) = — 2

[T Y PRrey

Es fragt sich im Anschluss an dieses Resultat, ob es nicht noch andere
lineare Verbindungen der Grossen :

. 24 ()
S OEIOE TC

giebt, welche sich als Product von ¢, (%) und einer Thetafunction 4ter Ord-
nung darstellen lassen. Jedenfalls kénnen wir uns darauf beschréinken, Aus-
driicke zu untersuchen :

0)(fr 0 5+ 10 52), )
wenn f{" (o) und £ (v) die Formen besitzen :
fir () = S0) e 35 0) + e Shs0),
@)= $100) e 51 0) - 350

Um diese Untersuchung durchzufiihren, denken wir uns die Substitu-
tionen halber Perioden angewandt, fir welche S, (v) der Reihe nach iibergeht
in S5 (v), S (v), S0 (@), Soi(®), S0 (v) und die entsprechenden Functionen f
eingefithrt, die wir bezeichnen wollen durch:

) (0) = — el 35(0) + o 95 () + e $3.0),
§0) = o S (0)+ ¢ ST — e S W),
20) = — €' 95 (0) — o 35 (0) ¢’ % (),
Fi3(0) = of? S54(0) — off 5 (0) — o 3% 0),
8 () =i S5 (0) + o 55 (0) + o 35 0)

Setzen wir v = — a, so miissen die entsprechenden Ausdriicke :

K 01
£90) 22 4 1 () 22
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verschwinden, so dass wir die Gleichungen erhalten :
(@ +kf(a)=0,
fi'(@)=0, J
B@+ e fB@=0, | -
24 (@)=0,
0@+ fau@=0, \
02 (@) ¥ fa (@) = 0.

Die Gleichungen sind auflosbar und zwar wird ihnen Geniige geleistet,
wenn wir setzen :

w (’D) =5, ((1) S (a) Sot (a) S ('l’)

10

+ 22 S (@5 (@) S (@SH0)+ ST Su(a) 34(0) 34(0) 35 (),
3
— £ P (v) = 5 (a) S (@) S0, (@) 3 (v) )

+ T2 5 (@) 33(0) () S 0) + T 340(0) 90 (0) 34 (a) s (0)

)

Hierbei m'dge daran erinnert werden, dass die Beziehung besteht:
- 55 (0) = — 85, ST (v) + S5, - S5 () 4 95+ 8% ().

Die Weiterfﬁhrung des Problems hat keinerlei Schwierigkeiten. Wir
finden den:

Lehrsatz : Die Function , (w) leistet einer Differentialgleichung erster
Ordnung Gendige :

fi)()8¢1+f\z>(v)8m ‘Pi(“).%‘{v_)’

wenn unter M eine gewohnliche Thetafunction 3t Ordnung von der Charac-
teristik Null verstanden wird.

Damit sind die linearen Ausdriicke der Differentialquotienten erster Ord-
nung erschopft.

‘Wir nehmen jetzt die zweiten Differentialquotienten hinzu. Unter Be-
riicksichtigung der Resultate des vorigen Paragraphen, insbesondere der Glei-
chungen (7, 8) konnen wir uns auf einen derselben beschrinken z. B. o

2w’
ferner folgt aus den zuletzt gefundenen Resultaten, dass wir als allgemeinsten

Annali di Matematica, tomo 1. 37
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zu betrachtenden Ausdruck die Grosse wihlen konnen:

;; dy g (U)w 4 g® @)Ni ‘ (4)

wobei g‘“ (@) und ¢P (v) die Form haben:
g (@) =g’ - S3(v) e - 95 (v)
gP () = 31 () 5" - 95 (v) +- ey - 55 (v)
Stellen wir aehnliche Betrachtungen,- wie vorhin an, so erhalten wir den
Lehrsatz: Die Function §, (u) leistet der Differentialgleichung Gendige:
Su(@ 50020 52 + 655 (50 0 52 + 92 0 T2) = 0 575
wobei gesetzt ist:
53 (v) g7 (v) = %61 (a) 35 (v) +-¢ - S5 (a) %% (V)
w53 (0) g1’ (v) = — 95 (¢) 52 (v) + 5§ (a) ¥5s (v),
G20 84 50(0) S (@) e = — (S Fuu- D3 (@) S01(B) 4 S5+ Fau ~ P05 (@) &4 (1))

Unter N ist eine gewdhnliche Thetafunction 3tr Ordnung von der Cha-
racteristik Null verstanden.

]}iermit sind auch die definirten Differentialgleichungen zweiter Ordnung
vollstandig entwickelt.
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Su di un sistema generale di equazioni
che si puo integrare col metodo delle
caratteristiche.

(Di Orazio Tevoxg, a Milano.)

1. Sia Uiy Usy.oey Uy un sistema di m funzioni regolari, qualunque
delle m -1 variabili z, 2,, %.,..., % € poniamo:

0 ui oun 0 un 1)

5—’ ’ whk:%—l;—a—xh’

1 8 xi
d’ onde :
=0, opr=—worp.

Proponiamoci, quindi, il problema di determinare il sistema delle fun-
Zionl #,, ts,..., thy in modo che soddisfino al sistema delle m equazioni:

2w, 20 !

e 90

0 x? 0 22‘

L?

—Xi=0(=1, 2,.., m), 2

dove le X; sono delle funzioni regolari, note.
Le equazioni (2) possono porsi sotto una qualunque delle forme seguenti:

g;ﬁl — gt zt a ul (b2 _ (112) g—::; J— Xl = 0 | (2,)
" (l=17 2)'-') "),
S pr—2a) 2l o $ilu 0 $,0%_ x—0 @)

e, se « s'interpreta come il valore del tempo ed z,, ;,..., T s interpretano
come le coordinate ortogonali di un punto in uno spazio lineare ad m dimen-
sioni, si vede facilmente che esse possono interpretarsi come le equazioni del
moto elastico di un corpo solido, omogeneo ed isotropo in quello spazio ad m
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dimensioni. In questo caso le u; sono da interpretarsi come le componenti
dello spostamento, § come-la dilatazione e le m,, come le rotazioni del corpo
solido intorno alle intersezioni degli m iperpiani coordinati a due a due.
2. Per procedere alla integrazione delle equazioni (2) consideriamo

X, Xy, Layee.y &y come le coordinate di un punto in uno spazio lineare ad
m -1 dimensioni, spazio che indicheremo col simbolo (%, ;). Indichiamo
con Sy una porzione finita di questo spazio, con Y, la varieth ad m di-
mensioni che le serve di contorno e, come al solito, indichiamo con n la di-
rezione della normale a =, diretta verso l'interno di S,,.,. Supporremo poi
che 3, soddisfi alle solite condizioni perche allo spazio S,.+, possa applicarsi
il teorema di Greex.

Allora, se u',, #'s,..., ', & un altro sistema di funzioni pure regolari,
soddisfacenti alle (2), quando per le Xj si sostituiscono altre funzioni X'z, col
solito procedimento, si pud stabilire la formola fondamentale :

J (ﬁiz Xiu';— ﬁii .X:i' Mi) d S —[-—f (ﬁlz Uiw'; — 2”:; U/ ui) dZn=0, (4)
AR 1 PR 1
dove : ;

d_x-l " dxi

AUl—auldx— —azzlliwlliﬂ’ (3)

T Oz dn b dn

e le U'; rappresentano le espressioni analoghe alle U; calcolate con le fun-
zioni u';. Chiameremo le U; le funzioni coniugate alle u;.

3. Sia ora (z', z';) un punto determinato dello spazio (x, x;) e chia-

miamo « la retta parallela all’asse x condotta per questo punto. Introduciamo,

¢uindi, nelle nostre considerazioni le due varietd coniche, di rotazione intorno

alla retta «, aventi il vertice nel punto (2, ;) e per equazioni:

m

b —o) _ g ?_(ﬁ'ﬁ%@:l, r=\/2@i— ). (4)

o

Chiameremo queste due varietd col nome di warietls caratteristiche delle
equazioni (2) e le indicheremo con i simboli B ed A rispettivamente.

Se supponiamo che la direzione positiva della normale a queste varieta
sia quella che va all’interno della porzione dello spazio {z, ;) in cui sia

‘Mr_—x) > 1, ovvero Ia—(%:—x—) s > 1, nei punti di esse si avra:
EZ_T_—_]'_. vero f,i_?'__ 1 (5)
dn_¢1+be’0v dn—\/lW’
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e, se supponiamo scelta convenientemente la direzione positiva dell’ asse z,
sulle falde delle stesse varietd coniche su cui ' > si avrd:

dx b ‘ d. @
—=— > OVVero —— = — ) 6)
dn V142 dn V1+4a
mentre sulle falde su cui z' <2 si avrd:
do 0 » OVVEro io & _ (6"
dn 140 dn \/1 F az

Sard pure necessario, per le nostre considerazioni, introdurre la varieta
cilindrica di rotazione intorno alla stessa retta «, che ha per equazione r =c¢,
¢ essendo una costante arbitraria, e che indicheremo col simbolo C. Notiamo,

a questo proposito, che in tutti i punti di C & %:O e che sceglieremo la

direzione positiva della normale a C in modo che in ogni suo punto sia pure
d n =+ : ' i
4. Supponiamo ora che sia:

ui= 8% (z—- 1, 2,..., m). )

In conseguenza di questa posizione avremo :
" 82
6 == 2‘1 a q’; 9 th == O

e, quindi, i primi membri delle equazioni (2) si riducono a:

2
i[@ ¥ __ 2‘3%] Xi(l=1, 2,..., m).

0|0 a?
Se dunque ¢ (x, x;) soddisfa alla equazione :
0 4, m 0° ‘1”
e 21‘1 T 0, (8)

le funzioni #'; date dalle (7) e costruite con la funzione:
Yo=4¢ [+ b —a), &'i—i], 9)

forniranno un sistema di integrali particolari delle (2) quando le Xj sieno
eguali a zero.
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Ricercando ora gli integrali della (8) che sono della forma :

x o
y=a50, =2 o=|3a
si trova che la funzione ¢ deve soddisfare all’equazione :

(=) ¢" () +[24 (m ~ 3) =] ¢ (1) =0, (10)

onde, se > 1, possiamo porre :

m—l

12_1 Z
so(r)—f‘ 1 e, (11)
e, se 7 <1, possiamo porre :
1 — 2 m2 . ,
¢ (z) = f ( (11)

Le funzioni «'; date dalle (7) quando la funzione ¢; & determinata a
questo modo si chiameranno infegrali principali delle equazioni (2) di prima
specie.

Supponiamo, in secondo luogo, che:

r a a 7 a a 12 ()
“h“—‘—aik uk:é%h" =0 per i==h, k. (12)

In questo caso, osservando che ¢' == 0, i primi membri delle equazioni (2)
diventano :

82uh ﬁwm ___i az‘{ba_ 2 ”%_92%

e L axk[a_xz‘ @ l’axf]—X’”

0t u'k _Bwh,i_ _ 0 J0°Ya 0%Ya

0 a -—-azzz 0 xi X = 6mh[W_a 0 f] — Xk,
—a ﬁila“’“—Xz — X per l==k, k,

quindi le equazioni (2) saranno verificate se supporremo :
=0(=1,2,..,m) e Y=¢[*a@ —2) z;—z],

la funzione ¢ soddisfacendo sempre alla solita equazione (8).
Supporremo anche, nel caso presente, che ¢ abbia la forma z¢(z) e
che quindi ¢ (z) sia ancora determinata dalla (11) o (11').
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Chiameremo le funzioni u';, date dalle (12), quando la funzione ¢, &
determinata come sopra, infegrali principali delle equazioni (2) di seconda
specie.

5. Facciamo coincidere ora, dapprima, la porzione Sp:, dello spazio
(z, ;) che comparisce nella (4), con la porzione S'm+.p la quale & limitata
dalla varieta B, dalla varietd C e dalla. porzione 3,5 di una varieta 3,
ad m dimensioni tale che ogni retta parallela all’asse x la incontri in un
punto solo e che non abbia la retta « per tangente. In ogni punto di S'm+.p
sia inoltre :
b(x — =) ,

ltp|=1, = -

potendo, del resto, perd, essere &' >z, ovvero ' < x. Facciamo invece coin-
cidere le funzioni #’; col sistema degli integrali di prima specie delle nostre

equazioni.
Con calcolo semplice si trova allora che in questo caso:
m—1
wWi=—(y—1) %, )
M— 3 ' m—3 § (13)
d wi
Vimm—Dni@—1)° 28 _pn=lg 1" 2. |
Ne viene, quindi, che su B & u';= U'; =0, mentre su C:
m—1
Wim — (13 —1) ° aa_; )
m—3 a Z b ) S (14)
/ 1 2 ' —
Uim— b 2Ly * 20, ==y

Indicando, quindi, con (C) la porzione di C che fa parte del contorno
di 8'ms.p, la formola (A4), nel caso che ci occupa, ci dara:

f 3 Xew'sd S+ | ( .U — ¥ Uy u,-) d3,, = 0. (15)
S‘m-l-n]i; Z'm,b‘l'l(c) !

(*) Nelle nostre considerazioni non insistiamo, in modo speciale, sui casi dim =2 e
m =3 i quali richiederebbero qualche osservazione in pit che nel caso generale, perché
essi sono svolti completamente nella Memoria del prof. VoLTERRA ;: Sur les vibrations des
corps élastiques isotropes. Act. Math., t. 18, e nella mia: Sulle vibrazioni dei corpi solidi,
omogener ed isotropi. Atti della R. Accad. di Torino, s. II, t. XLVIL
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—— = s—, quindi:
n Xi 4
. m—1
- m m d xi T m om a r a r
A\ . 3 2 \ \
i Yiwijo—=—(rp—1 i Ni®ija—a—=0
zi 1 2117 ] dn ( b ) .?4 AIJJ ] a Zi a xj )
m—1 m—3

O / 2 < m—1 2 & i
iUin; =b(x; —1) 6, XiUiuj=—105 - 75— 1) Ziu,a—,
1 1 1 4

e=0
()

~ 2 z
lim | (z Ui's — 3 Uf u,-)dEm= £ T f(x' — a6, 7 dz,
1 1 F(—) b
dove z, dinota il valore di # che corrisponde alla intersezione di « con 3,
e dove vale il segno -, o il segno —, secondo che z' > x,, ovvero z' < z,,
si trova, indicando con Smirp € Zpp cid che diventano S'p i35 e Iy
quando ¢ ==

% x m=—1
+ 2 L—bm“](x —xym 16 (x, x'; J(t,,-—-l) _‘lX, dSm+,
m . 0x
r (E‘) Lo Sint1sb
m 1 a m—3 5 d | )
?_ 2 1)5. __L‘ . _ . x 1” r )m ( 6
+J(% D * YU dsa—(m 1)bJ(fb 1) " g Siw
‘z;mb zm,b
m -3
+Hon— D=1 T Fiw, IE
2mp

Se deriviamo questa formola s volte, rapporto ad z', la formola che si
ottiene determina il valore di ¢ nel punto (2', ;) in funzione dei valori che
acquistano le X in tutti 1 punti di S,.,5 e dei valori che le u; e le derivate
delle u,;, rapporto alle x ed x;, acquistano su 2.

6. Supponiamo, in secondo luogo, che S,:, coincida con la porzione
S'mi1a dello spazio (z, z;) limitata alla varietd A, dalla varietdh C e dalla
porzione X', , della stessa varietda %, di prima; mentre e «'; coincidono con
un sistema di integrali principali di seconda specie.
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289
Come innanzi, si trova, allora, facilmente :
m—la ﬁ_l
Wa=(E—1) " s wh=—(— 1)’ —? Wi=0 per 1=2=F, k,
m—3 m—
Up=—m—1)%@—1) " < ﬂﬁlﬁ_aﬂ(ﬁ_nTlii’i
h re® 0wk d @ dn 0 xk
m—d
— 1Y 2 2_"_ﬁ
+ (m 1) (r 1) “Tn3
T et dm v d
) 2 (2 __ 2 r ﬂ_lﬂ
+at(m—-1) (5xk3xh dn R dn)
m=3
—m—1Z 1" 2“(?1@_5_*'01_@)
(m—1) r (@—1) ‘o Son\Gzr dn  Owndn
= ord AN
r dx 9 e ar
k_(m—l) (a —1) T“@xhdn tat(—1) dndah
N b (17)
ror
— DT @1
m—1
epe __ 1y % (Ordan  O°r d.l’k)
+a (ra—1) (390,’; dn Oxndxk dn
at, = or (0r dan __ or dwk)
—-(m—l)7(ra— 1) T“ﬁxk(axk dn Dxn dn)’

m-1

= otr dan or _dak
f e 2 (2 -_— -
Ui=a(z;—1) (8xk8xldn 0 xn 0wl dn)

m—

(m 1)aﬁ(2 Or (O0r dwh _ O da:k)
r \a T“?)xl Oxr dn Oxn dn
per l==h, k
. =8 (@ — ) ,
e r
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quindi, su 4 & w;=U"1=0 (=1, 2,..., m), mentre su C &:

m—1 m—1 |

u'h=(r3—1)T%, Whm—(—1) ° 2l wy=0 per L=, ky
m=8 P m=l 2

b — TNE 2 2 g 0r & . 2 or

Uh"(”l 1) € (Ta 1) Ta D < (Ta l) 0xn
m 3 2 : m—1 2 (18)

o NS 2 e 0r @, 2 07

U= (m 1) < (Ta 1y Ta dxh - c (Ta 1) 5wh’
U;=0 per Il==h,k
_a(@—a)

z
@ e

Chiamando (C') la porzione di C che appartiene al contorno di S’+1a9
la formola (4) ci dard dapprima:

f(Xh wn + Xnw's) d Sy +j(Uh W+ Up ') d Zn —fzz- U'suid Sp=0. (19)
S'm+|m 2’.,,,,(,-}-((:’) Elml’a‘i‘(c")

Facciamo poi, come nel caso precedente, tendere, in questa formola, ¢ a zero.
Poiché su C: '

m—1

: g1 E R (O O .)3_7”
Upt'n +Urtp =—a?(z}, — 1) Zl;z(akah,z T Phil 5
m—3
o N® s 0T or _ or
2iUui=m—1)—=(},—1) Ta(uh T k 9%)
m—1
@t o 4\ 2 or or
— <=1 (uh dan "3 xh) ’
si ha, per ¢e=0:
- 2 g m’
limJ (Optin + Upi'n)d 2 = F p 2 “m an ‘f(x’ — x)"tepp (2, &) d x,
SSO(C’) F(?) a2,
m m — WZ;L_ z
llzrgf XU jud =& ——2 r ( m) am+1f @ — )™ ang (2, 25) d 2,
(€ 9 #o
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quindi, chiamando Spiis € Zmg cid che diventano S'mirg € Z'ma per e =0,
la (19), per ¢ =0, ci dara:

m
3 z'

a amf‘f(x' — )y top(x, 2')da
"5
2 0

m—1

o 2
—f(ra—l) (Xh T — X, a—{;h)alks*,,,H

St

+f(ra ( L o)z,

rma

* 2

m—3

s T e, B v \dd
+(m—1)af(-:a D T“dn(uhaxk “kamh) r
2’/11‘(! (20)
m—1
dim{(et— 1) T [y L 27y L 27
+alsg(rjl '(T“ 1) (uhdnaxk P I R
m—-3 d a 8 p
. . 2 2 7'( r r S
(m l)allmz[(ra ]) T“dn uh?)wk uk@xh) "
m—1
et ey B L, (_0r dwn P d.m)
alljle(T“ D %‘lu’(axkaxidn dxndxi dn d 2m

ma

m—1 1
+(m——1) G/zll:%lJ (T;,—l) aZz ia—u(.;

ma

v

Possiamo eliminare, facilmente, da questa formola gli integrali improprii.
Percid osserviamo che :

(31‘ d xh or d-%‘k)dzm i
¢are dn o on dn

m—3 m—1

ety T L (e, D )T g
(m l)f(ra )" rh o i Sy (e 1) d 3w
e Z
P 7“—1 m—1 '
o
_[awk[— h(T“—l) }dzm+f(ra_l) Up 7——”—kd2m,

2! My
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e che:

dove uj, rappresenta il valore di wu; nel punto (z,, 2';) e dun," il valore della

derivata di @ rapporto ad wy, ricavata dall’equazione di 2, nel punto stesso.
Similmente :

m— m—l
or or dandim or dan 0

—”f(fw‘l) i L rr re rAC

or d = = e d

" OTh e A
_—[dx [‘@mk dn (a—1) szm_l_‘(r“_l) u‘@xkﬁmidndzm’

I”y“ Zm)u
e:
m~—1

or dan, 4 R .
hmfdaw{ ‘oar dn (fa—1) ]dzm

m—1

T2 or dwhdz

0 R Wl

=go) =D
Zinsa

m Per i== k,

m—1

. (0 or dan, , 2 .
12?} ﬁx'k[uk dar dn (a—1) ]dzm

,
"o

7
: dr daon 2 =© .
’ aﬂﬁ'kj(?a—l) 800 d dzm Er(ﬂ)(x—w”)m Up
2

0 dao
T
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L’equazione (20) pud scriversi, quindi,
W% 'x,
+2 N am“‘l(x’—w)m"‘ g (T, ) dx
B
4 71:22l dx ada
/ —- 0 0
2]
", B 2
—}—J(ra 1) (Xh L Xy )dSm+.
Smtue
m—1 (21)
. 2 or or
+[e2—1) (U"aa«k U M)dzm
Zma
" a 2 2r\dx
2 s r ¥ &g
Fm—Daf=1) T e G o — ) S
Zma
9 m—1 3 m=1 i
el (e iz, — 2 [—1) F v %las
¢ jax'kf( o 1) " dndzm Bx'h.i@“ 1) uhdnd mg
m—1
L0 e & (0r dap  Or M) .
+ %iﬁm’iz(ra—l) “f(m dn Oxn dn 2.

Derivando m volte, come prima, questa formola, rispetto ad 2', la for-
mola che ne risulta determina il valore di w,z nel punto (', ') in funzione
dei valori che le X assumono in Sy, e dei valori che le «; e le derivate

delle u; rapporto alle # ed x; assumono su 2,,.

7. Si pud pervenire a formole analoghe a quelle stabilite nel n.° prec.

operando nel modo che segue.
Poniamo:
wh=1¢(z), wi1=0 per I==h,

(22)

e ¢(r) soddisfi alla equazione (8). In conseguenza di questa ipotesi sard:

m—3

¢ @O=(—1) " .
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Supporremo poi che la costante arbitraria che viene a comparire in ¢(z) sia

determinata in modo che, se ' >, ¢ (vqs) si annulli su quella falda di 4 su
cui ' > e che, se, invece, ' <<, ¢ (rs) si annulli sull’altra falda di A su

cul 2’ < x.
In conseguenza delle nostre posizioni, con calcolo agevole, si trova

c 0 09 ,. ]
9=9~£, ,;,=-—,——qi‘_(2=1,2,..., m),
w,j=0 per i e j==
o __09dr _ dedr 09 don 2 09 dan \
U “ovdn Y drdn bﬁa)h dn+a8xh_d_ﬁ-’ o
—_ 0o dxi 00 dxn e -
UZ-—— _bgﬁwhdn+a a_ﬂﬂw peI‘ l—-.—]l/, (23)

(t=1, 2,...; m).

Xj=—(0— ag)awlaxl
Sostituendo nella formola (A) questi risultati, si trova

[Xigd Spei 0 —a2>[za — 4 d St
Sty 41

0
+fvwdf f[a;‘i‘ii“ 3 P L

f@:p iU d%dim-—a2 a;xh.dz laacp d 3y, =0,
nell’ipotesi, smtende7 che il punto (z, «';) non sia contenuto in Sm+i, €, per

essere :
& 0°¢ - a9 0o & dwizs
[t o =[5 050 L S 22
Sim+y Sty 2
la formola precedente si potrd scrivere
[ g @S (2 — 0 [ 22 52 S
Sty Sy
0y dz L09dr
—(—fUhq:dZm quh[a P ardn]d\ (24)

7 00 dxt_’__a(p d xrh
+a;2‘l '(Bwh dn 5x dn)dZm_O
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Supponendo ora di avere scelto Sy, come nel n.° prec. ed osservando
che su una varietd di rotazione qualunque intorno alla retta « &:

: oxn dn ori dn
e che su 4:

bl

(P=07 Cp_;fp_a?a_(Pdr

ox dn ordn_

la formola (24) ci dara subito la:

thgodsm+,+(b2—a)‘da 6d Sy,

Sty s mtie

+‘J"Uh§°dzm ‘uh 8<P£l-? — 3<P dr]d-m

ox dn tr dn (25)
2 iaat(C) 2 ' C)
. 09 dai 09 dan
- 2 iU — e Y 2 = ().
{-a.[% (émhdn 8cmdn)d m="0

,
ma !

E, se in questa formola facciamo tendere ¢ a zero, osservando che:

lim [Uhqad2m=0, ]imjuh [8q>dv amdr]d“
&=0 &=0
(€)

) oxrdn drdn
(e
m
7 4
= £ 2 ~ amf(x’ —x)**uy (r, 2')dx,
12"
abbiamo anche :
m
2 x
3 il o s

N

=J"thpd Sis + (b — a?) 2

0 x'n,[e ? d Sm“

(26)

-
Sintna Smtia

bpdr 2?2@] ‘
+JUh?d J [awdfz Cirdn 4 Zm

Zima “~ma

09 dwvi 0o duan
+a?f_ﬂu'(———%—17n)d2m.
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Non ci resta ora che a derivare questa equazione rispetto ad 2'x, a cam-
biare nel risultato # e £ e a sottrarre dalla prima equazione la seconda per
pervenire alla formola seguente :

©| 3

@

L (@ —xteopp(z, ¢')dx

)"
2 0
0 d:t‘o

d xo
am™ (&' — &)™ | U, — — uf ——
( 0) h d{I/‘k kd«fh

+ 2

m—3
e 1y 2 i?'_ _ _@L) d Sm+1
+f(7“ 1) T“(Xh 0 xk Xk oxnl 7
Smﬂ,a
m-3 a 9 dz
=17 (U g — Th ) 2 ‘
4 0 rr daxn) r (27)
2 " dr\d
0 (s 1) T g (B g, O P2
"I’“ax’k‘,l(’“ 1) uh(dn afadn) 7

a 2 e dlx d?' dzm
— a5 .[(ra—— 1) w (ﬂ — A7y ﬂ)

r

f(f = (8rdmi 8rdxh)d2m

1) T g, Ny (@i Or dan)din
¢ ) reTi\Oundn Owidn) r

2
m—3 )~

0 [ 0 Ton or dwi  9v dar\dEm
2 — o, [ 2T AL 98 & TR) O 2
T Bm'hi(‘t“ D ’“%’“’(axk dn Zm'idn) r \

la quale non differisce dalla derivata prima della (21) rispetto ad 2’ che per

. . . d 2o d xo
1l coefficiente del termine a™ (&' — x,)*~2 | ), —F— — U} ; )
( o) Ay A

8. Servendoci delle (21), ovvero delle (27), formiamo le espressioni:

'

o[ —a)s @, wyde, @@ o) a2 dz,

Zo
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derivando la (16) e la (21) m — 2 volte, rispetto ad &', ovvero Ja (16) m — 2
volte e la (27) m — 3 volte, e indichiamo i risultati, rispettivamente, con 7'
e Ppr. Avremo allora:

9T B oPy [ ,aeo: ) g R, 0 (@,
dm+2"6m1 fx——x) b T o4 + e - o ie
d o d
—(l"—’v)(b?@“ LTO-}-ae_‘z’wlzJ%)’

dove 6° e @, indicano i valori di 6 e di @;; nel punto (%, z';). B, per mezzo
delle equazioni (2) in cui si siano cambiate le z; nelle z';, I’ equazione pre-
cedente si potrd scrivere:

9 zvo,xz) , Vo A m d xa
J(Q}' ua(/lz .’U=(x ——-xo)(b“ﬁ"d o—l—a?_‘lwl’,dr)

arT 5Pl¢
dx’t

+ (oc ——x)Xz(x, g)dex.

Zo

Questa equazione, poi, alla sua volta, per essere:

ﬂx’—x)ag—ul—?%f—gﬁd — (@ ——xo)( )—l—uz(:t' x) —u,
ci daré‘t finalmente :
w(x, o) =u’ + (x’—mo)s(a ul) + oo d.ro z'ml ;;‘:{ )
+ +_,,”“+f(x — ) Xy, w)dw (l=1,2,..., m), 5(28)

Le formole che sono rappresentate dalle (28) ei determinano i valori
delle u; nel punto (z', 2';) per mezzo dei valori che le X; e le u; insieme
alle derivate delle »; rapporto alle 2, «; acquistano, rispettivamente, in S+
ed In S5, 0vvero in Smiiq ed in Y4, secondo che b>a, ovvero a>b.

9. Si potrebbero stabilire delle formole analoghe alle p1ecedent1 par-
tendo dalla forma (2'), ovvero dalla forma (2”), delle nostre equazioni, in-
vece che dalla forma (2).

Cosl pure, si possono assoggettare 3,3 € S, ad ipotesi particolari. Si

pud immaginare, ad es., the tanto 2,3 come Z,, sieno composte di una

Annali di Malematica, tomo I. 39
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stessa porzione dell’iperpiano z = z,, limitata dalla varietd ad m —1 dimen-
sioni %,,-, e dalle porzioni della varieta cilindrica risultante dall’insieme delle
parallele all’asse x condotte per i vari punti di ¥,_;, comprese, rispettiva-
mente, fra 3,_, stessa e le varieth coniche B od A. Le formole che si ot-
tengono a questo modo, possono essere interpretate anche nello spazio lineare
ad » dimensioni (z;) quando ad # si dia un significato differente da quello
di coordinata, com’® il caso in cui s interpreti come il valore del tempo.
Queste formole, perd, non attuano la integrazione del nostro sistema di equa-
zioni, perché in esse compaiono piu elementi di quelli che son necessari per
individuare 1 valori delle u, ma sarebbero da tenersi in considerazione spe-
ciale quando si volesse sviluppare la teoria dell’ elasticitd negli spazi supe-
riori. Noi che abbiamo di mira, principalmente, la integrazione delle nostre
equazioni, lascieremo da parte queste formole, come pure quelle quistioni che
vi si riannodano.

Vogliamo perd aggiungere l'osservazione seguente. Il processo indicato
innanzi per la determinazione delle %, vien meno nel caso in cui il sistema
integrale delle equazioni (2) & un sistema di funzioni indipendenti da z. In
questo caso le equazioni (2) si riducono alle:

00 0w, ¢ p
e S TE L X=0 (=1, 2, m), (29)

b
e possono interpretarsi, quando b* > 2 a®, come le equazioni dell’equilibrio ela-
stico nello spazio lineare ad m dimensioni (x;). Per la trattazione di esse &
superflua la considerazione dello spazio (z, ).

Le formole precedentemente stabilite sono suscettibili di determinarei, sol-
tanto, 1 valori di ¢ e delle ®;;, e non & difficile pervenire da questi valori a
quelle delle ;. Noi, perd, vogliamo, per questo, indicare un metodo che poi
ci siamo accorti essere stato dato in modo completo dal prof. Somieriaxa (*)
e che non abbiamo soppresso, soltanto per lasciare al soggetto la sua forma
completa primitiva.

Anche su queste formole noi non intendiamo fermarei di proposito perche
esse non rappresentano 1'integrale delle equazioni (29), contenendo piu ele-
menti di quelli che servono a determinare le ;.

(*) Annali di Matematica, 1889, pag. 41.
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Cominciamo percid dal notare che, nel caso particolare che c¢i occupa,
la formola fondamentale (4) si riduce a:

I(ﬁiXiuli—ﬁiX'iui)dSm+j(£iU£"'i—i‘iiUli”i)dZm-*=07 (30)
J \'1 1 J\ 1 1

" ey

dove S,, indica una porzione finita dello spazio (x;), Z,-, il contorno di Sy
e le U; sono date dalle formole :

d d 21 m dx;
2 2 . Y —— .
Uy=—10%9 — 21[, L (31)
Notiamo poi che se:

P1y Payeney Pmy
& un sistema di integrali particolari dell’equazione:
m.o 84?
“. A
53 st =0,
posto :

si ha in:
, mno 02y at — b?
U= —“axz_l—“a.%‘l ¢=T’ (32)
un sistema di integrali particolari delle equazioni (29) quando le X sono nulle.

Supponendo ora che (z';) sia un punto determinato interno ad S, e non
sul suo contorno ZX,_,, potremo porre:

pel caso di m=2:

op=r(logr—1), ¢;=0 per i==h,
pel caso di m =3:

oh=r, ¢;=0 per ¢==h,
pel caso di m=4:

gp=1logr, ¢;=0 per ¢==1h,
e pel caso di m>4:

1 . m
th=rmm> @=0 per is=h, r=\/N (5;—a)
. 1

Per poter applicare la formola (39) quando le '; sono cosi determinate,
seguendo il solito processo, cominceremo ad applicarla allo spazio S',, che si
ottiene escludendo da S, la porzione di esso che & limitata da una sfera Q,,—
ad m — 1 dimensioni col centro nel punto (2';) e con raggio ¢ e poi faremo
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tendere ¢ a zero. Si trova a questo modo facilmente :

A u (x,i) ZJA\IL Xz’ u"i d S/n + f (%}, Ui u’i - ‘}lli (]’i u’i) d Zm-i )

S

(33)

S <=y

dove A indica un coefliciente numerico che per m=2 & eguale a 8n a?, per m =3

7

)
w

a—8na, perm=4a—8n’a®eperm>4a—4(m—4)(m—2)— — .
(3]
2

1L

10. Dalle formole precedentemente stabilite si ottengono, perd, dei ri-
sultati notevoli, supponendo in esse che X, , si riduca alla porzione dell'iper-
piano x = x,, limitata dalla varietd caratteristica B, e che 3,4 si riduca alla
porzione dello stesso iperpiano, limitata dalla varieta caratteristica 4.

Indicheremo queste due porzioni dell’iperpiano x = x,, rispettivamente,
con S, e con S,,. Esse sono limitate da due varieta sferiche concentriche
ad m — 1 dimensioni dello spazio {(z;), il cui centro comune & il punto (z,, ;)
ed i1 cui raggi sono rispettivamente: 7, =06 (z' — x,), ro=a (r' — x,), presi
in valore assoluto. Queste due varietd sferiche le indicheremo poi con

¥

=,

m—1p € S,—ia, rispettivamente.
Per le formole che andiamo a stabilire supporremo, per semplicitd, che

le X; sieno tutte nulle.
Osservando allora che sull’'iperpiano z =2, &:

dm,-__o, olx_i L,

dn dn
a seconda che ' = w,, ovvero 2’ <C ,, troviamo subito pel caso di m=2p-}-1:

" m

Z ’ 2
I ) w A
ZM—)Z)’"“J(x’—x)&(x, 2 do—=2 T2 e

m
F(?) S 2
m—1
I B T T8, 0r dSms (34)
= 390'1"‘5 575 [ (8 — @)t — 1] %1 ¢; 5 et
msb

+ E)_p op b2 ' 2 2 "12—1 Y or dSm,b

0x’? ) 0x'p [ (x —x") —17 ] Afﬂ' P: 5;; rm—1 ’

Sy
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2 =L s (0 — o) g (0, @) A2 =2 T gmt Py
ofg) - (5]
m—l
op—1 op 2 T2 or or dSma ) (35)
axl’—é 0. [o* (2 — )t — 2] - (%E)x/ L dO”h)V" ! \
ma ”L_l
81’ 81’ . ; . 2 87‘ 87 )dSma
+800P 890P[a (&7 —0)* — 7] (‘*’haxk PR o an) Tt |
e pel caso di m=2p:
2” I‘(m’b”“f‘ (x —z)0(x, v )dr =2 ——— mr = L0 g T
! (™
flg) - (2)
m—l
op—2 B 0r dSmp 34/
= -t 80011[1)2(90 — %o’ -_72] 21"' %?}aﬂ pm—t (3¢)
Ssb
w—l
op—t "f or dSmb
+8a=1ﬂ 0x p[b (T-—x)g_’z] -ﬂ ‘ax__7711t,
Asm,b
Z‘ﬁ x % \
o® T (m) ' = T (m)

2 —_— ,' ; o - qm-1 Ph,k
: m ’ m
ri— . =

d Sma !(35')

-2 [ o = |
= 0.sp—2) §a'p [o* (2" — @) — 1 ] (4”1 0 xp — 0 Ocl) pm—t
‘S?”u
m—1
op—t or , 2 or or\d Sma
T pa 0 ax'p—t [ da’p o (@' — @) — 7] ((P" dan T*D a"h) pmt
bm,a

nelle cui formole le ¢; e le g¢; indicano i valori che assumono le quantita
0u;
¢z

ed u; quando al posto di x si sostituisce x,.

Le formole (28) ci danno invece :
! r ’ T
W@, ') =gf + (@ —xo)npz"—l—gm—,l ~’a i, (1=1, 2,..., m), (36)

dove ¢ e ¢ indicano i valori di ¢; e ¢; nel punto (o, %)
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11. Le formole (36) rappresentano 1'integrale generale delle equa-
zioni (2) quando le X; sono eguali a zero. Infatti, si vede facilmente che

T e Py, % e %P" per &' =, si annullano, percid, per &' = x,, u; (2, ';)
si riduce a ¢ e ggcl si riduce a ¢;°. Inoltre, dati ad arbitrio ¢ e ¢ si
trova che:

1= (Plo [x,i _I__ b (xr . xo) %] ’ 411 = 4/[0 [x',- _I“ b (x’ —_— xo) aa_;] ’

e quindi si possono costruire le espressioni di T' e di P;; e le (36).

Se le ¢ ¢;° sono funzioni analitiche dei loro argomenti anche le u; sono
funzioni analitiche delle =', 2'; e le (36) rappresentano quell’integrale delle
equazioni (2) la cui esistenza & dimostrata dal teorema della Kowarevsky.

12. Pud anche facilmente dimostrarsi in modo diretto che le funzioni u;
date dalle (36) soddisfano all’equazione (2), quando le X; sono eguali a zero.

Se deriviamo, infatti, le (36) due volte rispetto ad 2’ si trova:

0% ul o o*T »o o0 2P,
ozt 0wl 8w’2+“’8x’£ ox

Il nostro asserto sara dunque dimostrato quando avremo fatto vedere che:

PT gy 0P
0x'? 0x'?
dove, ora, le 6 e =;; sono da costruirsi con le funzioni u; delle z'; date
dalle (36). .
Ma, poiche Prp=-— Prp, Ppp=0, si trova subito che:
v 0P Ry
wrirks
quindi, se indichiamo con 6* e *;; le espressioni analoghe alle 6 e =, co-
struite con le funzioni:

—at oy, 37)

:O’

o + (2 — @) §2°
ne 32 T
f—0*¥ L Y. .
_ 7 21" 0x';
Similmente, osservando che :

aPn i
’+3x +

00Xk

avremo anche subito :

8.)3 0,

si trova anche:
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w

Ne viene che le formole (37) possono anche scriversi :
0T . m 02T * 0?2 13“ m 82P'
3(3“ b a e 3 + b*¢ 375 =a® _141 p) x/zg "'L' a? w*l,z' . (38)
Noi ei limlteremo a dimostrare soltanto la prima di queste relazioni,
giacche le altre si dimostrano all'identico modo.
Anzi possiamo limitare la dimostrazione, evidentemente, al solo caso in
cui soltanto le ¢, sieno diverse da zero.
13. Prendiamo dapprima a considerare il caso di m = 2p 4 1. Nelle
ipotesi fatte, la (34) si potrd scrivere:

m

=1 (m) 7, om=2 T2 (2 — x0)2 p or
9T LW s _ O J[ ) —1] St - d S (39)

(m 0 x'm—?
l (.2_) Sm,b
Ora :
b2 (.6 — a)? pm
H~Lﬁ—L—d]4wt 15,
‘S:msb
Z ] ‘, 9 rd Smb
(e St
Sm,b
a 1
= .}:U (_ 1)‘“—‘ (]) (CC - xo)Zj f i 4’& d Smb
mb
b2 . nool; d Sm b
=) g e [ S
Samb
b . L0
+ 3 nin(?) @ —m [ S5,
bmsb
Quindi, osservando che :
m a q}; d .le_b J‘ (n 3 41,' ~
v | S gt = ydv-fa@d2W*“
Sm,b “m=130
82 n m 84) d Smb 62 I 92 “ a,}b o 62 J“ a d}
5o | Yo v = | 3 g By S — @ = D ) Sigd S,
Smsp Smab < =l
m ol
Sm,b 24»:-1)11 '

N
- "’ o x;
Smyp Sm,b

32 m a ‘i o m 82 m‘ 3U
rfflg% dSm»b=”2J @ Sty
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risulta :

ol [[FE 2 — 1) B s

Sm,b

= A\p:‘, (— 1),} (f) 2j b (CU, L wo)?j_z 843 d Smb
1

o

2].._
Sm,b
i (t) belz s, . \

M=13D
Allo stesso modo si ottiene fam]mente

Rlle o om) ]p g 2L 8]

Sinsd

D 0% , .9 m ad{dSmb
=\‘ — 2.?——- _L_;
= <j)2;—1(’” R f%ﬁaxi i

(40)

dove l'accento messo sull’integrale indica che nel fare la derivata rispetto
ad «'n bisogna supporre che la sfera S, resti immobile. La formola prece-

dente si pud quindi serivere :

4 b2 (&' — @0) pm o Dy
8x'hzf[ r? - 1J 21# ‘P@ﬁ d S/u,b(

Smb

b2p 0 30 $; d Smp
=2p—1(x—x°)zpbxzb "‘Zm -t
55 (P f( aq«) 5
+ 20‘1.7 ( 1)J+5 (7) 2 xo) i ox axl d Smb
Percid anche: S
(2@ —=)®  ]P
Mu[ - [ $itigir S|
- g fom % 37‘ 2 <
ad ] ( 1)" (j)l (}fz 896,) (a xh) d-‘m—- 1,b

| / 0* (" & 9d; dSmy
°p . i )
ap—1 (@ — ) 0w J }T" 0 x; rp—t

Smyp
0? .i.
IJTI . bZ_] . " m aq) TQj"
N (e J p e l_ 2 . a_ v 1
Y0 ) @ = e [ (S5E) 7 25

3
b
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e
m 82 I b2(x' _x0)2 p m
5 2 [ S s
24.7(_ 1)‘1( )J ,l a¢td27»z—4b
2:m-x,b
77} m a o (41)
—'I- 2 m bﬁp (.’D - x())? .‘, a ;;
" (’2‘)
P—‘l . R 8 d Smb
+ v (Fo i et [ S5
Sinsd i
Osservando poi, infine, che:
7 7
3’"‘2 3 ! 2 \ a 4’0 _ a3 r (m) - a 4‘0
M—'mE;QI‘:(Tﬁ)b’P@_%)PZza E_2—P-(—ﬂ—)—bm ' (2 xo)z :
2 2

m

2
=27: F(m)bm_16*7
r(Z
(%)

si trova, finalmente, dimostrata la prima delle (38) (¥), come si vede confron-
tando la (40) con la (41) dopo aver cambiato, nel primo termine del secondo
membro di quest’ultima, j in j — 1 ed aver osservato che:

[ ==

(*) La dimostrazione di questa proposizione si sarebbe potuta condurre anche in un
modo alquanto differente. E vogliamo accennare particolarmente ad essa perché é analoga
a quella che abbiamo data pel caso di i =3 nella Memoria della R. Acc. di Torino, gia
citata. Senza assoggettare !’ integrale:

22 — )2
([u_ ] 5 %i dSmb,
ksm,b

ad alcuna trasformazione, si puo cominciare dall’osservare che al variare di ', ovvero
di 2’ Vintegrale precedente varia in due modi differenti: nel primo modo varia soltanto
il contorno di Sup e nel secondo soltarto la funzione sotto il segno integrale, e serven-

Annali di Malematica, tomo I, 40
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14. Resta perd sempre a considerare il caso di m — 2 p. Percid si os-
servi che:

m—1
2
b2 (z' — @0)? mo o
Sf (= -1 Bwggase
b

m—1
T2

. ® pm—1 (x' — xo)m—i 72 mn or

_J pm—1 []‘ - 52m:| 2146 ‘Pi ﬁ: d m.b

Sm,b R
x . m_—l hm—2j—1 (:I)' — xo)’""gj"‘ m or
= ZUJ (— 1)‘, 2 f ym—2j— 2141' 4‘@' é—m: d Sm,b )
J qub

Poiché ora la serie precedente si pud derivare termine a termine, la di-
mostrazione si pud condurre, precisamente, come nel caso di m =2p 4+ 1.

III.

15. Facciamo ora coincidere la porzione S,+, dello spazio (z, x;), che

comparisce nella (4), con la porzione §',,+,5 dello stesso spazio, la quale &
limitata dalla varietd caratteristica B, dalla varietd cilindrica C e da una

porzione 3,5 di una varieth 3, ad m dimensioni tale che in ogni suo punto

sia | 75| == 1. Questa condizione & allora soddisfatta in ogni punto di S',.+.5-
Facciamo inoltre coincidere le w'; con gli integrali principali di prima specie
delle nostre equazioni (2).

L'equazione (4) dietro queste ipotesi si ridurrd alla seguente:

f ZT& Xi u’,i d Sm+l + ‘" (gz Ui u‘i - ﬁi U,i ui) d Em == 0,
B . 1

A_g_'mﬁ,b zm,b'l'(a)

dosi poi del seguente principio generale, facilmente dimostrabile, e che contiene come caso
particolare il teorema di LEBniTz:

Allorché una funzione A al variare di un suo argomento x varia in % modi diffe-
renti, facendo corrispondere a ciascuno di questi modi di variare della A, ciascuna delle
k quantita: @, &, c..., la derivata Zme di A si pud ottenere sostituendo nello sviluppo
della potenza hme del polinomio @ + b+ ¢+ ..., al posto della potenza a®dfcv...la de-

rivata di A di ordine «a 4§ 4 y--... ottenuta facendo variare 4, « volte nella maniera
che corrisponde ad a, B volte nella maniera che’ corrisponde a o, ecc.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



che si pud inteqrare col metodo delle caratteristiche. 307

dove (C) indica la porzione della variets C che fa parte del contorno di
3’,,”,,’1,. Facendo ora tendere a zero il raggio ¢ di C la parte del secondo
integrale che & estesa a (C) si annulla ed il primo integrale si riduce all'in-
tegrale analogo che & esteso a tutta la porzione S, dello spazio (z, 2;) che

& compresa fra la varietad caratteristica B e 2,5. A questo modo I'equazione
precedente si riduce a:

& m M
[ xwias,+ [($iviw - $viw)as,—o,
S s
la quale & una relazione identica fra le varie quantita che in essa compaiono.

A relazioni identiche si perviene supponendo che, sulla (4), S, si ri-
duca alla porzione di spazio §’m+,,a che & limitata dalla varietd caratteristica
A, da C e dalla porzione 3,, della stessa variety 3, di prima, tale che in
ogni suo punto sia |z, |=1, facendo coincidere le #'; con uno qualunque dei
sistemi degli integrali di seconda specie delle nostre equazioni e poi andando
al limite per ¢=0.

16. Nel caso di m pari & possibile perd trovare altri sistemi d’inte-
grali particolari delle nostre equazioni che ci permettano di determinare i
valori delle #; nel punto (2, #';) in funzione dei valori delle X; nelle por-
zioni di spazio §m+.,b ed S-m.(_,,a e dei valori delle w; e delle derivate parziali
delle u; rispetto alle variabili 2, #; in tutti i punti di 3,5 e di 2,,. B cid
che ora ci proponiamo di mostrare brevemente.

Introduciamo pereid nelle nostre considerazioni I'iperpiano z =2’ e chia-
miamo I' la parte di questo iperpiano che & compresa fra 3, e C. I' divide
la porzione dello spazio (x, ;) compresa fra 3,,, B e C che innanzi abbiamo
chiamata §’m+,,b in due parti. Quella in cui =4« continueremo a chia-
marla 5",,,+.,b e ’quella in cui £ =2" la chiameremo, invece, g”,,m,b. Chia-
meremo ancora 3,3 e (C') le porzioni di %, e di C che insieme a B e ad I’
formano il contorno di S,+,5; chiameremo invece 35 e (C") le porzioni
di 3,, e di C che insieme, ancora, a B e ad I’ formano il contorno di S tip-

Ricordiamo poi che, nel caso di m=2p, la funzione:

—r______
Jre—u? 1 2 2 0
u? ar

3

S| =

ogr:udu, V=

§ =@ — )yt fm
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soddisfa alla equazione (8). Essa pud porsi anche sotto I’altra forma:

xr —X

b= (x—x)vp*f“ log (r(1— ) dx, ©=

Possiamo quindi costruire i due sistemi di integrali delle equazioni (2),
analoghi agli integrali di prima specie che abbiamo di gia considerati:

1p

- (Vp-. = I g (1 —fz))dz

0

v'i=b(x’—x)ja

10r
Tb—i r 8x,

+[ (Vpl.‘/l log(r(l—r))dr

b

1 og (r 1—-mr))dt o

" ,*

a B |
+ 7 a, (Vp

0

\
% (42)

v -——b\x—x)i-aa—( J‘“ = Jog (r (1—-1'))031') \

A 15

ax(Vp“ f‘/l " log (r(l——-r’))dr) J’ \

J
/

log(r(l—--r)dr)] 1

Th=1 ¥ O X;

(43)

Si vede facilmente che le v'; e le loro funzioni coniugate, che indicheremo
con V;, si annullano su quella falda di B su cui #' ==;; mentre le v, e
le loro funzioni coniugate, V', si annullano sull’altra falda di B su cui z'=z.
Similmente possiamo costruire sistemi di integrali analoghi a quelli di seconda
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specie, ponendo :

v =—ax -—x)j 0 (VP 'jaﬁ-:ﬂ—rglog (r(l—r"’))dr)

0

+ m(vp-i J \/1:2"2 log (r 1 —*)) d :)Ta:‘)sa

v

' =a(z -—m)z 0 (Vpi ‘}1 ——log (r(l—-r?))dr)

+ [-—-— (VP - f ‘/1 log (r(1 —))d ‘L') JTa:i % g—;ﬁ

1— 2
+ ozn (Vp"' j v o - log (r (1 — %) d T)':a:, g;
v

v/ =0 per i==h, k.

wiv——a(ﬁ'—x)zaxk(vp’j‘/l log(7(1—r°))d )
[ (VP ,J\/l " log (r (1 -zz))df)JT L o

a=1 ¥ 0 Ik
p ~1
Bxk(v f
0

vy =a(z —-'v):aih(vl’ - 1 ‘/? log (r(l—r’))dr)

—f—(vp 11‘/1 ’ log ( (1-:2))017)1 s
v =0 per i==h, k.

log (r(1 — r’))dr) - (,

1 0r

‘/1 log (r(l—r))dr)]r -

a=1 1 0 Zh
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Si vede anche ora facilmente che il sistema di integrali o/ e le loro
funzioni coniugate V;” si annullano su quella falda di 4 su cui 2" = x; mentre
gli integrali (45) e le loro funzioni coniugate V;¥ si annullano sull’ altra falda
di A4, su cui ' =u.

Ed ora applichiamo la formola (4) in ciascuna delle due porzioni dello
spazio (2, €): S'pis1p d S”,415, ponendo, per le o, nel primo caso gli in-
tegrali (42) e nel secondo gli integrali (43). Notando allora chesu I' ¢ z=2,
potremo scrivere le due formole seguenti:

“ﬁ_xmridsmﬂ +f(}_, Ui 3V w)d v, | $owlhar o,
J\T 1
m*nb z:"m,b"'(C')

f X,.vi"ds,,ﬁ,f[(i;‘,. Uvi' — z V!'u )dZ,,,—}—’ ¥, ta’ d1 —0.

S mtsb ()

. Facendo ora, in queste formole, tendere ¢ a zero, si trova subito che gli
integrali estesi a (C') e a (C'') svaniscono, mentre 1'integrale esteso ad I’
diventa l'integrale esteso a tutta la porzione I dell'iperpiano z ==z', compresa

fra la varietd 2,,. Inoltre, al limite, S',,+15 ed S",.+.» rappresentano le due
porzioni dello spazio (x, z;) limitate da —2_2',,,,;,, Bed Ie da 3",”,1,, B ed I, ri-
spettivamente. Se ora sommiamo le due relazioni precedenti, ponendo prima:

T=J ﬁz Xi?)’,-d Sm+l -+ [ ﬁi Xi ’l)i” d Sm—H
i J 1

S mty5b bmmﬂvb

+f(2‘ U;v;,— ZV' )dz,,,+|(va zi;Vi”“t)d'zma

ol
“—

(46)

é-' myb

potremo scrivere la formola:

T=2b"‘aij (th(‘/l log(r(l—-—r))d) iI.  (47)

0 b=

Allo stesso modo, applicando la formola (A4) nelle due porzioni dello
spazio (2, %) S'mriay S'mrip, dopo aver posto per le #'; nel primo caso gli
integrali (44) e nel secondo gli integrali (45), si possono stabilire delle for-
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-mole analoghe. E, se poniamo:

—I_)h,k == [(Xh ’Uh”/ + Xk Ivk,") d Sm+l +J\(Xh 'U + Xk U ) d Sm+i

S mtia

+I(Uh op"" = Upor" — Vi up— V"' wr) d 2, (48)
2’ ”ma
+ [ 4 Ukl — Vi = VE i) d 5,
f”m;a

queste formole potranno scriversi come segue:

K \
— I 1—x2 :
1 0
3 11— : (
- ml Ur (Vp_‘ J ‘/ T2 : lOg (7' (1 — Tv)) d T)Ta:i d It
0

(b, k=1, 2,... m).

Per determinare ora il valore di una qualunque delle «, per es., di u;,
nel punto (z', z';), deriviamo la (47) rispetto ad z; e tutte le formole ana-
loghe alla (49) in cui A ha il valore j, rispetto ad 2, e sommiamo i risul-
tati dopo di aver divisa la prima per b e le altre per a. Troviamo, facilmente,

a questo modo:
\

D
3

O et
ml

X |
; (50)
=2§”;,ai u,(vv *f‘/ 1og(r(1—r))df\ dI s

A questo punto notiamo che:

(vwf“ = log (r(L -+ ds),,_ (VP‘f‘/l “log (r(1—w)ds),

& un mtegrale particolare dell’equazione:

e che nel punto x; — z'; diventa infinita come

pm—2 "
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Applicando quindi un ragionamento analogo a quello che si fa per sta-
bilire il teorema di Poisson, nella teoria del potenziale, e notando che:

2 Tim ym-t %(V”" f =" log (r (1 — =) d)
0

— (= 21T (p),

r=0 /Th=t
si trova:
. . 19T 13 P .
2P(——7r)1’+’uj($,mi)=—b-m+;1h aw]/k7 (.7::172)"' m)‘ (51)

Novembre 1897.
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Una estensione del problema della pro-
iettivita a gruppi di complessi e di
congruenze lineari di rette.

(Di Domexico Mowtesano, e Napoli,)

In questa Memoria sono risolute le seguenti quistioni:

L* Dati nello spazio p complessi lineari di rette K,,..., K., studiare
il sistema dei fasci di rette dello spazio mei quali i raggi r,,... rx che
appartengono rispettivamente ai complessi dati, formano un gruppo proiettivo
ad un gruppodato g=e,...e, di una forma fondamenlale geometrica di
14 specie; per n=4, 5, 6, 7, 8.

2." Date in un complesso lineare di rette v congruenze lineari Q,,... Q,,
studiare il sistema dei fasci di raggi del complesso, nes quali ¢ ragge r,,... r,
che appartengono rispettivamente alle congruenze date, formano un gruppo
proiettivo ad un gruppo dato g=e,,.. e, di una forma fondamentale geome-
trica di 1.% specie; per v==4, 5, 6.

3.* Dati 5 complessi lineari di rette K,,... K, studiare la curva
luogo di un punto a cui nei complessi dati corrispondono piant formanti un
gruppo omografico ad un gruppo assegnato costituito da 5 piant =,,... m; di
una stella, e stabilire le propriett della congruenza lineare formate dalle
curve dello spazio del tipo indicato.

Fra 1 molteplici risultati ottenuti degni di speciale menzione sono quelli
stabiliti pel sistema oo dei fasci di raggi che si presenta nella prima quistione
per p =4, Questo sistema & collegato ad un complesso di coniche e ad un
complesso di coni di 2 classe dello spazio, il cui studio forma la prima
parte della presente Memoria (Cap. 1 e II).

Notevole & anche il fatto che nella prima quistione per p =5 si pre-
senta un sistema oo® di fasei di raggi <l fatti che un punto od un piano

Annali di Matematica, tomo I. 41
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generico dello spazio & sostegno di un unico fascio del sistema, onde ne risulta
una reciprocita birazionale nulla nello spazio di 7° grado, studiata ampia-
mente nel Cap. V.

La seconda e la terza quistione ed altre che ad esse si connettono, sono
trattate rispettivamente nei Cap. IIT e 1V, e i risultati ottenuti sono stati
applicati per stabilire vari notevoli teoremi su la superficie di 3° ordine, che
riguardano specialmente i gruppi formati da 5 o da 6 rette della superficie
due a due fra loro sghembe.

Infine i sistemi di fasci di raggi che si presentano nella prima quistione
per p=106 e per u=="T o 8, sono studiati rispettivamente nei Cap. VI e VII.

Da alcune proposizioni di Geomelria numerativa ottenute in questa Me-
moria, possono dedursi vari teoremi gia stabiliti da Sturm (Ueber correlative
oder reciproche Biindel. Math. Annalen, Bd. XII).e da Scavsert (Abzdhlende
Geomelrie), supponendo che i complessi lineari, a cui esse proposizioni si rife-
riscono, fossero tutti singolari. E di ¢id nei singoli casi si fa cenno.

1. T fasci di rette dello spazio nei quali ¢ raggi apparienenti a 4 com-
plessi lineari di rette K,,.. K, dati ad arbitrio formano un gruppo proiet-
tivo ad un gruppo assegrato g =e,.. e,, costituiscono un sistema =.

In un piano generico dello spazio Un punto generico dello spazio
esistono oot fasci di raggi del si- ¢ centro di oo' fasci di raggi del
stema aventi ¢ centri su di una co- sistema situati nei piani di un cono
nica. di seconda classe.

Infatti designando econ O,,.. O, i poli di un piano » nelle polaritd
nulle II,,.. II, dovute ai complessi dati, 1 fasci di raggi del sistema 2 si-
tuati in » hanno per centro i punti del piano dai quali proiettando i punti
0,,.. O, ottengonsi quaterne proiettive al gruppo dato g. Essi centri si tro-
vano percid su di una conica che contiene i punti O,,.. O, i quali su di
essa costituiscono un gruppo proiettivo a g¢.

L’assieme oo® delle ccniche dn- L’assieme oo® del coni di 2% classe
vute nel modo ora indicato ai piani dovuti nel modo anzidetto ai punti
delio spazio (una per ogni piano) co- dello spazio (uno per ogni punto) co-
stituisce un complesso di coniche I'. . stituisce an complesso di coni T'.
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Le leggi di generazione pei due complessi sono dunque le seguenti:

Una conica del complesso T con- ! Un cono di 2* classe del com-
tiene ¢ poli del suo piano nelle po-  plesso T' contiene ¢ piani polari
larite nulle 10,,.. T, dovute ai com- del suo vertice nelle polaritc nulle
plessi dati, e questi poli formano su | 1L,... IL, dovute ai complessi dati, e
di essu un gruppo proiettivo al grup- questi piani formano nel cono un
po dato g. | gruppo proiettivo al gruppo dato g.

Di piu fra i due complessi T, T" intercedono le seguenti relazioni :

Le oot coniche del complesso T | Gli oo! cont del complesso T che
che passano per un punto O, sono contengono un piano » hanno v ver-
ned piant del cono del complesso T' tics sulla conica del complesso T che
che ha il vertice in O. st trova nel piano w.

2. Siano ¢, ¢’ i raggi comuni ai complessi K,,.. K. Essendo (0 — o)
un fascio arbitrario del sistema 3, si consideri la congruenza lineare di rette @
che contiene le ¢, ¢ ed il fascio (O — w). Iissa ammette per direttrici le rette
d, d' appoggiate alle ¢, ¢/, di cui l'una passa per O e V'altra giace in w.

Il quadrilatero gobbo g dq'd' che ne risulta, trovasi sulle quadriche so-
stegni delle schiere rigate p,,.. p, comuni alla @ ed ai complessi K,,.. K,
sicch® tali quadriche formano un fascio-schiera, ed i 4 raggi delle p,,.. pu
che si trovano in un qualsiasi fascio della congruenza @, formano un gruppo
proiettivo al gruppo analogo dovuto ad (O — w); epperd tutti i fasci della
congruenza ¢ al pari di (O — w) appartengono al sistema =. Ne segue che

I fasci di raggi del sistema = si distribuiscono in oo® congruenze lineari
le cui diretirici st appoggiano ai raggi q, q' comuni ai complessi dati.

Diremo che tali congruenze appariengono al sistema =.

Una retta d che incontri le ¢, ¢', & direttrice di co* congruenze de] si-
stema.

Le loro seconde direttrici formano una rigata la quale essendo segata
da un piano arbitrario « del fagcio (d) secondo la conica del complesso I' si-
tuata in o (e correlativamente essendo proiettata da un punto O della d se-
condo il cono del complesso I che ha il vertice in O) risulta di 4° grado
ed ha per direttrici doppie le ¢, ¢' e per generatrice doppia la d. Di piu
essa contiene le rette d,,... d, coniugate alla d nelle polaritd Il,.. I, e
queste rette costituiscono su di essa un gruppo proiettivo a g; cid che la de-
termina completamente,
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Dunque : Se nella congruenza di rette che ha per divettrici ¢ raggi q, q'
comuni ai complessi dati, si riguardano corrispondenti due rette che siano
direttrice di¢ una congruenza del sistema X, nella corrispondenza involutoria
che ne risulta, ad una retta generica d della congruenza corrisponde una ri-
gata razionale di 4° grado che ha per retta doppia la d.

3. Sia r un raggio comune a tre qualunque dei complessi dati, per
esempio ai complessi K,, K;, K,. Ad un piano » che contenga il raggio »
corrispondono nelle polarita IL,, I, II, tre punti O,, 0,, O, situati sulla r,
sicche la conica del complesso I' situata in « si spezza nella retta » e nella
retta »* che unisce 1l punto O, coniugato ad  nella I, a quel punto O’ della »
che assieme ai punti 0,, O;, O, forma un gruppo 0" O, 0; O, proiettivo a g.

In particolare in un piano « che contenga uno deiraggi comuni ai complessi
dati la conica del complesso T riducesi a tale raggio g contato due volte.

Soltanto nel caso che i 4 poli 0,,.. O, del piano » nelle polarith date
formino sulla ¢ un gruppo proiettivo al gruppo dato g, si ha che ogni fascio
di raggi del piano o appartiene al sistema X, sicché allora ogni retta del
piano forma con la g una conica del complesso T.

Per determinare il numero di questi piani singolari nel fascio (q) basta
notare che se per ogni piano « del fascio si costruiscono i poli O,,.. O,
nelle polarita II,,.. II,, e si determina quel punto O della ¢ per cui il gruppo
0 0,0, 0, & proiettivo al gruppo ¢, la corrispondenza che viene ad aversi
fra 1 punti O, e O della g, col variare del piano w, € una corrispondenza
(1, 3), sicché ammette 4 coincidenze che sono appunto dovate ai piani sin-
golari del fascio. Dunque:

In un piano dello spazio esiste una sola conica del complesso T'. Fanno
eccezione soltantv 8 piani singolari, 4 del fascio (q) e 4 del fascio (¢'), dei
quali ciascuno & sostegno di oo coniche del complesso formate dalla q (o
dalla q') e dalle singole rette del piano.

Correlativamente per ogni punto di un raggio » comune a tre dei com-
plessi dati il cono del complesso I si spezza in due fasci di piani, di cui uno
ha per asse la retta ». Per un punto generico di uno dei raggi ¢, ¢" il cono
del complesso si riduce al fascio () (o al fascio (¢)) contato due volte; ma
su ognuna delle rette ¢, ¢ esistono 4 punti singolari dei quali ciascuno ha
per corrispondenti nelle polaritd II,.. II, 4 piani formanti un grappo proiet-
tivo a ¢, sicch® ognuno di tali punti & centro di oo* fasci di raggi del si-
stema 2 e corrispondentemente & vertice di oo® coni del complesso I, di cui cia-
scuno si seinde nel fascio () (0 (¢") ed in un fascio arbitrario della stella. Dunque:
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Un punto dello spazio é vertice di un solo cono del complesso T'. Esi-
stono soltanto 8 punti singolari, 4 sulla retta q e 4 sulla q', dei quali cia-
scuno ¢ verlice di oo® coni del complesso, costituiti da coppie di fasci di piani
aventi per asse la retta q (0o la q') e le singole rette della stella.

Dalle proprieta caratteristiche dei punti e dei piani singolari del sistema 2
segue che:

Un punto singolare O del si- Un piano singolare » del sistema
stema st trova sulle oo® coniche del fa parte degli oo® coni del complesso
complesso T, situate nei singoli piani I che hanno per wertici i singols
passanti per O. punti del piano o

B agevole anche riconoscere che i 4 punti singolari del sistema situati
su una delle rette ¢, ¢' appartengono uno ad uno ai 4 piani singolari che
passano per Paltra di tali rette.

Infatti se » & un piano singolare del fascio (¢') che ammetta per poli
nelle polaritd 1,,.. I, i punti O,, .. O, e che incontri in O la ¢, i pianm
polari di questo punto mnelle T,,.. II, hanno in comune la retta ¢ e passano
rispettivamente per le rette O 0,,.. O 0,, onde costituiscono un gruppo pro-
spettivo alla quaterna O,.. O, e percid proiettivo al gruppo g, sicche il
punto O & singolare pel sistema.

Un punto singolare O e un piano singolare « che si appartengano, deter-
minano una congruenza lineare di rette degenere, formata dalla stella di raggi (0)
e dal sistema piano rigato (»). Un fascio di raggi di questa congruenza fa parte
o della stella (0) o del piano (w). Nell'un caso o nell’altro esso appartiene al
sistema 3, sicche la congruenza in esame appartiene al sistema. Dunque :

Nel sistema 3 vi sono 8 congruenze lineari degeneri.

Si noti in ultimo che per determinare il sistema X, dati i complessi
K.,.. K,, si pud assegnare un suo punto singolare o un suo piano singo-
lare che appartengano a un raggio comune ai complessi dati, perché con cid
in entrambi i1 casi resta noto il gruppo caratteristico g del sistema (*).

Se questo gruppo varia in tutti i modi possibili, il sistema = varia de-
serivendo un assieme oo! che comprende tutti i fasei di raggi dello spazio, in
modo che un fascio generico appartiene ad un unico sistema dell’assieme; ec., ec.

(*) Dai risultati ottenuti segue che dati 4 complessi lineari di retie in posizione affatto
arbitraria fra loro che abbiano in comune i raggi ¢, ¢', se si riguardano corrispondenti
un punto O di ¢ ed un punto Q' di ¢/, ai quali nelle polarita Tl ,..II, dovute ai com-
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4. I tre complessi K, K;, K, abbiano in comune la schiera rigata p,;
e sia o, la schiera incidente alla p,.

Ad una retta arbitraria d della ¢, corrispondono nelle polarita IT,, IT;, II,
ire rette d;, d;, d, situate del pari sulla ¢,. Ora costruita su questa schiera
la retta d' tale che il gruppo d'd, d;d, risulti proiettivo al gruppo g, si con-
sideri la schiera rigata p' che ha per direttrici la d, la d' e la d, coniugata
alla d pella 1I,.

In un piano = del fascio (d) che contenga i raggi », »' delle schiere
pi, py la conica del complesso T si scinde in tali rette », " (§ 3); e corre-
lativamente per ogni punto P della d il cono del complesso I'" si spezza nei
due fasci di piani che hanno per assi i raggi delle schiere p, p' che passano
per P.

Da cid segue che la superficie luogo delle seconde direttrici delle con-
gruenze lineari del sistema 3 che hanno per prima direttrice la retta d, si
spezza nelle quadriche sostegni delle p,, o' (§ 2).

Di pitt & agevole riconoscere che col variare della d sulla o,, la schiera
p' descrive una congruenza di 4° grado contenuta nel complesso K.

Infatti le rette »" della congruenza che passano per un punto arbitrario
O dello spazio, si trovano nei piani = comuni al cono del complesso I' ed al
cono-inviluppo ecircoscritto alla quadrica sostegno della p,, che hanno il vertice
in O, sicché 1l loro numero & 4.

Variando la retta d sulla ¢,, quando essa coincide con una delle due rette
coniugate fra loro in entrambe le polarita IT,, II,, le rette d,, d; e percid anche
la d’ coincidono con Paltra di tali rette, e la corrispondente schiera p’ coin-
cide con la schiera p, comune ai tre complessi K,, K,, K;; sicche la p, si
presenta due volte nella” genesi della congruenza in esame, e percid risulta
costituita da raggi d8ppi di tale congruenza.

plessi dati corrispondano due quaterne di piani fra loro proiettive, la corrispondenza che
ne risulta fra le ¢, ¢, riducesi ad una corrispondenza biunivoca fra i gruppi di due in-
voluzioni di 4° ordine. Ora é degno di nota il fatto che la superficie luogo delle congiun-
genti i punti di ciascuna guaterna della ¢ ai punti della corrispondente quaterna della ¢’,
é costituita dalle rette che nella polarita II,,.. IJ, hanno per coniugate rette di una stessa
schiera rigata; vale a dire che

Il luogo delle rette a cui in 4 polarita nulle dello spaszio fra loro indipendenti corri-
spondono retle di una stessa schiera rigata, é una superficie gobba di 8° grado che ha per
diretirici quadruple @ raggi comuni ai 4 complessi lineari determinati dalle polaritd dale.
La superficie contiene le diretirici delle congruenze lineari comuni a questi complessi presi
due a due.
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Questa dunque ha le tre schiere di raggi doppi p:, ps, ps. Inoltre dalla
costruzione data per le rette della congruenza che passano per un punto O
dello spazio, assumendo questo punto su una delle rette g, ¢, si deduce che
queste rette sono quadruple per la congruenza.

Infine notando che un punto singolare O di = determina con un raggio
arbitrario » della p, un piano =, in cui la conica del complesso I' si spezza
nella retta » e nel raggio »" del complesso K, che appartiene al fascio (0—r),
sicch¢ variando la # e tenendo fisso il punto O tale raggio »' descrive il fa-
scio del complesso K, che ha il centro in O, si deduce che la congruenza
contiene gli 8 fasci di raggi del complesso K, che hanno per centri i punti
singolari del sistema.

Correlativamente si dimostra che la congruenza contiene gli 8 fasci del
complesso K, situati nei piani singolari, ed agevolmente si riconosce che i
due fasci della congruenza dovuti a un punto singolare O e ad un piano sin-
golare w che si appartengono, costituiscono la schiera rigata p' dovuta alla retta d
della o, situata nel fascio (O — ), ece, ece.

Quel che si & detto per la schiera rigata p, pud ripetersi per le altre
schiere py, ps, py comuni ai complessi K,,.. K, presi tre a tre; e pud affer-
marsi che

Le rette che assieme ai raggi delle schiere rigate comuni ai complessi
K., .. K, presi tre u tre costituiscono coniche degeneri del complesso T' (e
coni degeneri del complesso 1) appartengono a 4 congruenze di 4° grado
Xiy.. X, contenute rispettivamente nei complessi K,,.. K,.

5. L’assieme oo® dei complessi lineari di rette che passano per i raggi
q, q', pud essere riferito proiettivamente allo spazio ordinario in modo che
ai complessi, alle congruenze lineari ed alle schiere rigate che contengono i
raggi base ¢, ¢’ del sistema, corrispondano rispettivamente i piani, le rette
ed i punti dello spazio rappresentativo (*).

In tale riferimento alle co® congruenze del sistema 2 corrispondono oo?
rette godenti la proprietd di segare il gruppo dei piani w,,.. @, corrispon-
denti ai complessi K,,.. K,, secondo quaterne di punti proiettive al gruppo g,
sicche le rette in quistione appartengono al complesso tetraedrale ¢ che ha
per tetraedro fondamentale quello costituito dai piani w,.. w, € per gruppo
caratteristico il gruppo g.

(*) Vegg. Reve, Die Geomelrie der Lage. 3. edizione, II Parte, pag. 328, e la mia
Nota, Su ¢ complessi di rette di secondo grado generati da due fasci proiettivi di complessi
Lineari. (Napoli, 1886.)
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Le rette d appoggiate alle ¢, ¢' sono assi dei complessi singolari del-
I'assieme che si considera. A questi complessi corrispondono nello spazio rap-
presentativo i piani ¢ di una quadrica-inviluppo y() (che viene chiamata
quadrica fondamentale della rappresentazione) e che risulta riferita con cor-
rispondenza biunivoca alla congruenza lineare di rette @ che ha per diret-
trici le ¢, ¢ »

In tale riferimento alla rigata p, =d* della @ formata dalle seconde di-
rettrici delle conguenze di 3 che hanno per prima direttrice un raggio ar-
bitrario d della @, corrisponde I'inviluppo j,) = 4% formato dai piani della y,
condotti per i raggi del complesso § giacenti nel corrispondente piano ¢
della X(2)-

Ora se la retta d & una direttrice della schiera rigata p, = K, I; K,, il
corrispondente piano ¢ passa per il punto 0, = w; w;w, e I'inviluppo ji, pre-
cedentemente indicato si spezza nei due coni della y(;) che hanno i vertici nel
punto O, ed in quel punto O' che con O, forma la conica-inviluppo del com-
plesso ¢ dovuta al piano d. Percid questo punto O nella rappresentazione
stabilita corrisponde alla schiera rigata p', dovuta alla d, della congruenza
di 4° grado X, studiata nel § precedente, vale a dire che tale congruenza X,
nella rappresentazione stabilita ha per corrispondente la curva ¢y = (0, O, 0,
del piano w,, formata dai centri dei fasci del complesso 8 situati nei piani del
cono circoscritto alla y(,) che ha per vertice il punto O,, sieché le ulteriori
proprieta della congruenza possono essere stabilite facilmente con metodi da
me altrove indicati (*).

Inoltre, siccome nello spazio rappresentativo i vertici O,,.. O, del te-
traedro fondamentale vengono proiettati dai raggi del complesso ¢ secondo
quaterne proiettive al gruppo ¢, percid si ha che:

Le schiere rigate pyy.. pi comuni ai complessi K, . K, presi tre a tre,
deferminano con ciascuna congruenza del sistema S un gruppo di quattro
complessi lineari proiettivo al gruppo dato g.

In particolare per le otto congruenze degeneri del sistema X (le quali
corrispondono agli otto raggi del complesso ¢ situati sulla quadrica y,,) si
ha che:

Nei singoli fasci di raggi che hanno per sostegni un punto ed un piano
singolari del sistema = che si appartengano, le direttrici delle schiere rigate
pise- pu formano un gruppo proiettivo al gruppo dato g.

(*) Su ¢ complessi di rette di 2.0 grado, ecc., Mem. cit. § 6.
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IL.

6. Un complesso di coniche nello spazio presenta vari numeri carat-
teristici.

Noi assumeremo come caratteristiche elementar: del complesso: 1.° il nu-
mero delle sue coniche che si trovano in un piano generico dello spazio;
2.° la classe del cono formato dai piani sostegni delle coniche del complesso
che passano per un punto generice dello spazio.

La superficie luogo delle coniche del complesso situate nei piani di un
fascio generico dello spazio, ha per retta multipla secondo 8 I'asse » del fa-
scio, se B & il secondo dei due numeri indicati; e la sua sezione variabile
con un piano del fascio equivale ad una linea di ordine 2 «, se « & il primo
dei predetti numeri, sicche 'ordine della superficie & 2a - 8.

Pel complesso I' definito nel capitolo precedente «a =1, B=2. Da cid
e dalla genesi del complesso segue che: .

1.° Le coniche del complesso I' situate nei piani di un fascio arbitrario
formano una superficie di 4° ordine che ha per linea doppia Uasse r del fa-
scio e per linee semplici le rette »,,.. r, coniugate alla r nelle polariti
I,,.. II,. La superficie contiene gli otto punti singolari del sistema =.

Se la 7 incontra una delle rette ¢, ¢’ comuni ai complessi dati /\,,.. X,
essa retta g (o ¢') risulta doppia per la superficie p,). Pill particolarmente se
la # cade in uno dei piani singolari di 2, dalla superficie p,) si stacca tale
piano singolare; invece se la r passa per un punto singolare del sistema,
tale punto risulta triplo per la superficie p(.

Infine se la retta » & un raggio comune a tre dei complessi K,,.. K,
la superficie p(, risulta rigata, ha la retta r per direttrice tripla, ed & con-
tenuta in una delle congruenze X,,.. X, del § 4.

L'inviluppo di piani correlativo alla superficie di 4° ordine presa ora in
esame, essendo costituita dagli oot coni del complesso T" (definito nel capitolo
precedente) che hanno i vertici su di una retta arbitraria s, risulta I'assieme
dei piani delle coniche del complesso I' che incontrano la s. Dunque:

2.% Le o® coniche del complesso T' che si appoggiano ad una xetta s,
sono nei piani di un inviluppo di 4% classe, di cut sono doppi 1 piani del
fascio (s) e semplici © piani dei fasci che hanno per assi le rette s,,.. s,
coniugate alla s nelle polarita 1I,,.. T,. All'inviluppo appartengono gli otto
piani singolari del sistema.

Annali di Matemalbica, tomo I. . 42

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



322 Montesano: Una estensione del problema della proiettivita

I piani comuni all’inviluppo ora indicato e ad un cono arbitrario del
complesso T di vertice P, sono sostegni di coniche del complesso I' che pas-
sano per P e si appoggiano alla s; vale a dire che:

3.° Le coniche del complesso I' che incontrano una retta arbitraria s,
formano una congruenza di 8° ordine e di 42 classe (*).

4.° Le coniche del complesso T' che passano per un punto generico P
dello spazio, formano una superficie di 8° ordine.

Questa superficie ha in P un punto sestuplo. Da cid segue che:

5.° Vi sono sei coniche del complesso T che risultano tangenti ad un
piano = in un punto P di tale piano.

Si & ora al caso di determinare gli altri numeri caratteristici del com-
plesso T

Per es. dalla proposizione 1.* si deduce che il numero delle coniche
del complesso tangenti ad una retta arbitraria » ¢ 4 e che il numero delle
coniche del complesso che hanno per corda una retta arbitraria r e sono tan-
genti a un piano «» non passante per la » & 6 (numero delle tangenti che da
un punto doppio di una curva piana di 4.° ordine e di genere 2 vanno a
toccare altrove la curva), mentre nel caso che la » sia in un piano singo-
lare w, il numero anzidetto, non tenendo conto del piano w, riducesi a 4.

E pud affermarsi che:

6.° Le oo coniche del complesso T tangenti ad un piano arbitrario =
dello spazio, sono in piani di un inviluppo di 62 classe, di cui ¢l piano =
¢ doppio e la relativa linea di contatto ¢ la conica del complesso situata in =.
Dell’inviluppo sono doppi gli 8 piani singolari del sistema X e sono semplici
gli altri piani dei fasci (q), (¢').

I 12 piani che il precedente inviluppo ha in comune con un cono del
complesso I di vertice P, nel caso che questo punto appartenga al piano =,
coincidono due a due con i piani sostegni delle 6 coniche indicate nella
proposizione 4.* Invece nel caso generale essi risultano distinti, e sono so-
stegni di coniche di I' che passano per il punto P e toccano il piano . Ne
segue che:

1.° Le coniche del complesso T tangenti ad un piano w formano una
congruenza di 12° ordine e di 64 classe.

Infine si ha che:

(¥) Chiamo ordine di una congruenza di coniche il numero delle coniche della con~
gruenza che passano per un punto generico dello spazio, e classe il numero delle coniche
della congruenza che hanno per corda una retta generica dello spazio.
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8.° Le coniche del complesso T situate nei piani di una stella arbi-
traria (P) formano una congruenza di 2° ordine e di 1¢ elasse. La super-
ficie focale di questa congruenza (formata dai vertici dei coni del complesso I
che passano per il punto P, e percid correlativa all'inviluppo della precedente
proposizione) ¢ di 6° ordine, contiene le rette q, q'; ha per punti dopps il
punto P e gli 8 punts singolari di 2 ha per cono tangente in P ¢l cono del
complesso I’y e da ogni conica della congruenza é foccuta in 6 punti, ecc., ecc.

1. La superficie di 8° ordine o) luogo delle coniche del complesso I’
che passano per un punto arbitrario O dello spazio, avendo in O un punto
sestuplo, & segata ulteriormente dal piano di una conica ¢ secondo una
curva di 6° ordine che ha in O un punto 5-plo. Esistono percid sulla o,
due sistemi oo! di curve piane razionali ¢y = O, ¢, = 0° situate nei piani
del cono y(; del complesso I' di vertice O.

Due coniche ¢y, ¢, della superficie non hanno in generale oltre di O
un secondo punto in comune, sicche il punto in cui la prima di esse incontra,
oltre che in O, il piano della seconda, si trova sulla curva ¢ ulteriore se-
zione della superficie con tale piano. Da cid segue che due curve cy della
superficie non hanno, oltre di O, un secondo punto variabile in comune;
una c;;) e una ¢’ hanno in comune, in generale, un solo punto variabile; e
per un punto generico della superficie passa una sola curva di ciascuno dei
due sistemi.

Percid riferiti il sistema delle ¢y e quello delle ¢ con corrispondenze
proiettive rispettivamente a due fasci diraggi (P), (@) di un medesimo piano o,
ne risulta una corrispondenza birazionale fra questo piano » e la super-
ficie o), 51 fatta che alle sezioni piane della o corrispondono in  delle curve
di 8" ordine, per le quali il punto P & 6-plo ed il punto @ & doppio.

Ogni conica ¢, della superficie a5 contiene i poli del suo piano nelle
polaritd II,,.. T,. Di conseguenza la superficie o, contiene le quattro co-
niche che nelle predette polaritd corrispondono al cono y ) gia indicato. Esse
si trovano nei piani del cono y) che corrispondono al punto O nelle I,,.. 0,,
ed una qualsiasi ¢; di esse forma una curva cg) della o) con i quattro raggi
uscenti da O della congruenza X; del § 4.

D’altra parte uno qualsiasi di questi raggi fa parte di una conica c(,
della o(s), percid nella rappresentazione stabilita della o( sul piano w, al raggio
anzidetto corrisponde un punto fondamentale semplice della rappresentazione.

N& questa ammette altri punti fondamentali; cioé le curve immagini delle
sezioni piane della superficie sono delle ¢ = I @% 16 E, essendo i punti B
su 4 rette del fascio (@), 4 su ogni retta,
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Alla curva di sezione della i con un piano arbitrario della stella (0)
corrisponde sul piano « una curva che ha un solo punto variabile in comune
con ogni retta dei fasci (P), (¢) e che passa semplicemente per i punti P, @
(immagini di una ¢4 e di una ¢, rispettivamente), corrisponde cioé una co-
nica ¢ = P Q; donde segue che al punto O della o corrisponde su w una
curva ¢ = P* @, 16 R.

Dalla rappresentazione data segue anche che il genere di una sezione
piana arbitraria della o) & 5, mentre le sezioni prodotte nella superficie dai
piani della stella (0) sono razionali; e siccome sulla o oltre di O non vi pud
essere alcun punto di multiplicitd superiore a 2, percid la superficie ammette
una linea doppia di 16° ordine che ha in O un punto multiplo secondo 10.

I sei punti variabili di sezione di tale linea c(¢ con un piano ¢ del cono
7z non potendo essere doppi per I'una o per I'altra delle due curve cg), ¢
prodotte dal piano = nella o, risultano comuni alle due curve; mentre il
7° punto (diverso da O) che le due linee hanno in comune, & punto di con-
tatto del piano ¢ con la superficie.

Da cid segue che le coniche ¢;) e le curve ¢ si appoggiano ciascuna
in 6 punti alla ¢q; e analogamente dalla considerazione dei piani polari del
punto O nelle II,,.. II, si deduce che le 16 rette » della o che passano pel
punto O, hanno ciascuna un altro punto solo in comune con la ¢, sicche
I'immagine di questa curva nel piano o & una ¢(,) = P¢¢° 16 R.

La completa sezione della superficie o con il cono di 6° ordine che
dal punto O proietta la cpq), & costituita da questa curva e dalle 16 rette r,
sicché il cono indicato non ammette alcuna generatrice multipla, perchd al-
trimenti tale retta apparterrebbe anche alla (.

Ne segue che la ¢ & di genere 10.

Infine & agevole riconoscere che la ¢( passa semplicemente per gli 8
punti singolari del complesso. .

8. Su una quadrica g¢) che contenga i raggi ¢, ¢’ si assuma ad ar-
bitrio una generatrice d di sistema opposto ai predetti raggi, e si consideri
la superficie puy = (¢ 9’ @)* luogo delle seconde direttrici delle congruenze del
sistema 3 che hanno per prima direttrice la d (§ 2).

Le superficie ¢(), pu) hanno in comune, oltre alle ¢, ¢', d, due generatrici
d, d', di cui ciascuno determina con la d una congruenza del sistema 2.
Col variare della d nella schiera rigata «' della ¢ che non contiene le ¢, ¢/
variano del pari in tale schiera le d', d', e COI‘IISPOIldOIlO alla d in una cor-
rispondenza involutoria f,,,
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Dunque su ogni quadrica ¢, == q q', nella schiera incidente a questi raggs,
st ha una corrispondenza involutoria j,,, nella quale due rette coniugate sono
direttrici di una medesima congruenza del sistema Z.

Ora per un noto tcorema se nella j,, a due raggi distinti d, d, della
achiera o' corrispondono gli stessi due raggi d', d', fra loro distinti, allora la
ddi, eery...
ddy, eeiy. ..
le coppie di un’involuzione ordinaria j=(dd,, d' d,, ce, ¢ ¢€....) della
schiera o' (*).

In tale caso due coppie di rette corrispondenti d d, d'd’, della j deter-
minano rispettivamente con una generatrice ¢ della ¢p) dello stesso sistema
delle g, q¢' una coppia di punti P=gd, P'=gd ed una coppia di piani
n=gd, n =gd, godenti la proprietd che i punti P, P’ si trovano en-
trambi su le coniche del complesso T' situate nei piani =, n'; e viceversa
questi piani appartengono entrambi ai coni di I" che hanno i vertici in
P, P'; ciot allora nella schiera rigata « della g che contiene le g, ¢' ogni
generatrice g & sostegno di due involuzioni ordinarie, I'una di punti, Ialtra
di piani, riferite fra loro proiettivamente in modo che ogni coppia dell’una
involuzione appartiene alle due coniche di I' o ai due coni di I" determi-
nati dalla corrispondente coppia dell’altra involuzione.

Inversamente & agevole riconoscere che se una retta » & incontrata da
due coniche del complesso T' nella stessa coppia di punti P, P’ (nel quale
caso i due coni del complesso I" dovuti a tali punti, hanno in comune la
coppia dei piani =, 7’ sostegni delle suddette coniche) allora nella involu-
zione j,. che viene ad aversi sulla quadrica ¢ =g ¢’ r, a ciascuna delle rette
d, d' che passano rispettivamente per i punti P, P’, corrispondono le stesse
due rette d,, d', che giacciono rispettivamente nei piani =, =', siccht la j,,
si trova nelle condizioni particolari precedentemente indicate e percid sulla #
¢ nel fascio (») esistono infinite altre coppie analoghe alle P P’, = z’; ed ogni
altra retta della schiera rigata a=q ¢’ r gode le stesse proprieta della 1.

E tenendo caleolo che le rette di una stella arbitraria (O) soddisfacenti
alla condizione precedentemente indicata, sono le generatrici del cono di 6° ordine
che dal punto O proietta la curva doppia c(,) della superficie (s formata dalle
coniche del complesso I' che passano per O, e correlativamente, si deduce che:

Jee risulta una proiettivitd involutoria j' = intercedente fra

(*) Il teorema a cui ci riferiamo, equivale alla nota proposizione che «se nel piano
due coniche sono tali che esista un quadrilatero semplice iscritto in una di esse e circo-
scritto all’altra, esistono ol altri quadrilateri analoghi al precedente »,
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Esiste un complesso di rette di 6° grado Hy di cui ogni raggio r é so-
stegno di due involuzioni ordinarie, Uuna di punti, Paltra di piani, fra loro
proiettive e tali che ogni coppia dell'una involuzione appartiene alle coniche di T
(0 ai coni di I") che hanno per sosteqni gli elementi della coppia corrispon-
dente dell’altra involuzione. Questo complesso é costituito da schiere rigate
che hanno in comune i raggi q, q, ¢ quali percid sono sestupli per esso.

Per un punto O di un raggio » della schiera p,= K, K; K, la superficie
o == 0° del complesso I' si spezza nella superficie rigata p,)=1* della con-
gruenza X, ed in una superficie o;,y= 0°rr’?, essendo »' la generatrice della
py che passa per O, sicché le due superficie nel punto O che & triplo per
entrambe, hanno in comune il piano tangente ¢ e percid la ulteriore loro
sezione & una ¢, = 0° che da O viene proiettata secondo un cono di 6° or-
dine avente per raggio triplo la ». Questo cono appartiene al complesso di
rette Hy). Percid i raggi delle schiere rigate p,,.. p. sono tripli pel com-
plesso H,.

9. Ogni corrispondenza proiettiva dello spazio che trasformi ciascuno dei
complessi dati K,,.. K, in s& stesso, fa corrispondere ad un fascio di raggi
del sistema = un fascio di raggi dello stesso sistema, cio& trasforma del pari
in s& stesso il sistema I, e percid o fa corrispondere ciascuno dei complessi
I, I'" a sé stesso, o fa corrispondere uno di tali complessi all’altro, secondo
che essa corrispondenza & una omografia o una correlazione.

In particolare se uno dei complessi dati, ad esempio il complesso K, &
in involuzione con gli altri tre, allora nella polaritd nulla II, ciascuno dei
complessi dati & coniugato a sé stesso, sicehd in tale polarith al complesso I'
corrisponde il complesso T, ciod allora la conica ¢, del complesso I' situata
in un piano arbitrario » coincide con la conica ¢’ che nella II, corrisponde al
cono del complesso I avente per vertice il punto O polo del piano w nella II,.

Ma queste coniche c(,), ¢,/ appartengono entrambe alla superficie o) del
complesso T' dovuta al punto O, percid nel caso indicato esse coincidono in
una conica doppia della superficie o(s) che staccasi dalla curva cpe = 0" del
caso generale, in modo che il cono che proietta questa curva dal punto O
(cono che appartiene al complesso H del § precedente) viene a contenere il
fascio di raggio (O — ). Ne segue che:

Se uno dei complesst K,,.. K, ¢ in involuzione con gli altri tre, esso
fa parte del complesso Hi,.

Percid dal complesso H, possono staccarsi o uno o due o tutti e quattro
i complessi dati. Quest’ultimo fatto si verifica quando ciascuno dei complessi
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dati & in involuzione con gli altri tre, nel quale caso la superficie o = O°
del complesso T' ha per linee doppie le quattro coniche del complesso situate
nei piani polari del punto O nelle II,,.. II,, ed una curva razionale di 8” or-
dine ¢ = 0°.

Al risultati ora ottenuti si giunge anche facendo uso della rappresenta-
zione indicata nel § 5, nella quale al complesso Hg, corrisponde una super-
ficie di 6° ordine g = (0.y.. 0,)* luogo di un punto A4 si fatto che il cono
circoscritto alla quadrica fondamentale ) di vertice 4, e il cono formato
dai raggi del complesso tetraedrale 6 uscenti da A4, godono la proprietd che
al primo dei due coni sono circoseritti oo! angoli tetraedri semplici iscritti nel
secondo.

10. Un caso particolare degno di nota si presenta pel sistema 3 quando
uno dei complessi K,,.. K,, ad esempio il complesso K,, risulta singolare.
Indicandone con @ 'asse, si ha che tutte le coniche del complesso I" si ap-
poggiano alla @ e tutti i coni del complesso I risultano ad essa tangenti.
Inoltre uno dei punti (o piani) singolari appartenente al raggio ¢ (o al
raggio ¢') & quello che tale raggio determina con la a.

Infine dal fatto che la a si trova su tutte le superficie pyy di ' e che i
piani che passano per essa fanno parte degli inviluppi duali di I', segue che
la superficie ¢ del complesso I' dovuta ad un punto arbitrario O dello spazio
risulta di 7.° ordine. Essa pud essere rappresentata su di un piano in modo
che le sezioni piane abbiano per immagini curve:

C(7):———‘P5 Qz, 4R’, 3R9, 3R3, 3R4,

essendo i punti R; su una retta del fascio (¢), la quale per =1 & I'immagine
della a che & retta semplice della superficie. Questa ammette per linea doppia
una curva ¢, = 0° che contiene i sei punti singolari del sistema non situati
su a, ecc., ecc,

Analogamente se dei complessi K,,.. K, I primi due, o i primi tre o
tutti e quaitro risultano singolari, la superficie ¢ del complesso I' dovuta ad
un punto O, risulta rispettivamente di 6°, di 5° o di 4° ordine, e pud es-
sere rappresentata su di un piano in modo che le sezioni piane abbiano per
immagini

nel 1.° caso curve ¢q=P* @, 3R,, 3R,, 2R;, 2R,;
” 2-0 » ” 0(5)EP3 Q2, 2R|, 2.R2, 2.R3, R‘;
» 3° » » cy=P @, R, R, R, R,,
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ove i punti E; si trovano su una retta del fascio (@) la quale, se il com-
plesso K; & singolare con la retta a; per asse, & I'immagine di tale retta q;.

E nei singoli casi la linea doppia della superficie & una ¢z = 0° o una
¢y = O o una conica non passante per O.

III.

11. Date in un complesso lineare di rette, K, 4 congruenze lineari
Qy.. Q. in posizione affatto arbitraria fra loro, ¢ fasci di raggi del com-
plesso K nei quali le rette appartenenti alle congruenze date formano un
gruppo proiettivo ad un gruppo assegnato ¢ =e,.. e, hanno ¢ centri su
una superficie di 4° ordine ) e 1 loro piani appartengono ad un inviluppo di
4a classe J coniugato alle i nella polarita nulla I dovuta al complesso K.

Infatti per le congruenze date @,,... @, si facciano passare rispettiva-
mente 4 complessi lineari di rette K,,.. K, e si consideri il sistema X dei fasci
di rette nei quali i raggi che appartengono ai predetti complessi formano
un gruppo proiettivo al gruppo dato g.

I fasci di raggi indicati nel teorema sono i fasci comuni al sistema 3
ed al complesso K; sicché fra di essi quelli che trovansi in piani passanti
per una retta arbitraria », hanno per centri i punti in cui la superficie p,
luogo dei centri dei fasci di = situati nei piani per » (§ 6°% 1.* prop.) & se-
gata dalla retta r' coniugata alla r nella polaritd II; e percid il numero dei
fasci in quistione & 4, vale a dire che per la retta » passano 4 piani dell’in-
viluppo J su indicato e sulla # si trovano 4 punti della superficie 2, donde
segue il teorema.

La superficie 1 contiene evidentemente le 8 direttrici d;, d'; delle con-
gruenze date Q; e le 4 coppie di raggi r;, +'; che queste congruenze prese
tre a tre hanno in comune; e correlativamente per I’inviluppo J.

Sepercaso le congruenze date avessero in comune un raggio q =r,=..=1r,,
questo apparterrebbe ai 4 complessi K,,.. I, in modo che la superficie p,
del sistema 3 precedentemente considerato, dovuta ad una retta » appoggiata
alla g, avrebbe per retta doppia la ¢ (§ 6, 1.* prop.) e dei suoi punti di
sezione con la retta »' coniugata alla » nella II, due coinciderebbero nel
punto r'q; cioé allora la retta ¢ risulterebbe doppia per la superficie 1, e
correlativamente nell'inviluppo J risulterebbero doppii i piani del fascio (g)-

Invece nel caso generale la superficie A e I'inviluppo J non hanno ri-
spettivamente alecun punto o piano doppio.
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In tale caso esiste un’omografia assiale armonica che trasforma ciascuna
delle forme X, J in sé stessa.

Si supponga infatti che i complessi K,,.. K, oltre a passare rispettiva-
mente per le congruenze @Q,,.. Q,, soddisfacciano all'altra condizione di essere
in involuzione con il complesso dato K (il che li determina completamente).
Allora i raggi q, ¢’ che essi hanno in comune, non appartenendo al com-
plesso I ed essendo coniugati fra di loro nella polaritd II dovuta a tale com-
plesso (*), risultano distinti, epperd esiste un’ omografia assiale armonica Q
che i ha per assi. Questa omografia trasforma in s& stesso ognuno dei com-
plessi K, K,,.. K, (**), sicche trasforma in s¢ stessa ognuna delle con-
gruenze date @ =K K,,.. Q,= K K, (facendo corrispondere I'una all’altra
le direttrici d;, d; di tale congruenze), epperd la Q muta in s& stesso il si-
stema dei fasci di raggi che si considera e quindi anche la superficie A e
Iinviluppo J.

Gli assi della Q sono coniugati nella polaritd TI, sicche la corrispon-
denza II' prodotto delle Q, IT & anch’ essa una polaritd nulla, e propriamente
& quella dovata al complesso lineare K' che & in involuzione con i 5 com-
plessi KX, K,,.. K,. Essa al pari delle corrispondenze Q, IT trasforma in sé
stesso il sistema dei fasci di raggi che si considera, epperd:

Esiste una seconda polarite nulla II' nella quale si corrispondono la su-
perficie % e Uinviluppo J.

Le rette r;, r'; comuni alle congruenze date Q;, Qn, @. appartenendo
ai 4 complessi K, K, K,,, K, che sono tutti in involuzione col complesso /i,
risultano fra loro coniugate nella polaritd IT, sicche in questa sono unite le
direttrici d;, d; delle congruenze date, per ¢, {, m, n =1, 2, 3, 4 in.qual-
siasi ordine.

12. La superficie 1 indicata nel precedente § & del tutto determinata
dalle congruenze lineari Q,,.. , a cui & dovuta, e dal gruppo caratteri-
stico g=e,.. ¢,. Ora se si tengono fisse le @,,.. @, e i primi tre elementi
di g, e si fa variare l'ultimo elemento e, del gruppo, facendogli descrivere
tutta la forma f=e¢, ¢,¢;, allora la superficie A descrive un fascio che ha

(¥) De Paous, Fondamenti di una teoria dello spazio generato dai complessi lineari.
Mem. Ace. Lincei, Serie 4%, Vol. I (1885), § IV, 22.

(**) MontEsANO, Su certi gruppi di superficie di secondo grado. Annali di Matematica,
Serie II, tomo XIV.

Annali di Matematica, tomo I. 43
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per base le 8 direttrici d;, d'; delle congruenze date e gli 8 raggi »;, 7';
che queste congruenze prese tre a tre hanno in comune.

Tale fascio risulta riferito proiettivamente alla forma f descritta dall’ele-
mento e, in modo che agli elementi e,, e,, e; della f corrispondono nel fa-
scio le superficie degeneri 2,, X, %; formate rispettivamente:

]a: )‘ da]le qllad['i(}he P(g) = d{ d" d4 d’4 s 7"2 7’3.""3, P’(Q) = dg d’g d3 d’g 7y 7", [ 7.'4,
la Ao » Tp) = dg dlg d4 dl4 T3 7',3 7y 7"1, O',(q) = d3 d,3 d: dlg ¥a 7'12 7y 7"4,

la )\3 » » T(g) = d3 d’s d4 d’4 7, 7"; ) '7",, T’(?) = d, dlg dz dlg 13 7"3 74 7‘l4 .

Ora tutto cid che si & detto per le congruenze Q,,.. @,, si ripeta per le
congruenze lineari R,,.. B, che hanno rispettivamente per direttrici le coppie
di rette r,7',,.. r,7's, le quali congruenze appartengono al complesso lineare
K' indicato nel precedente §.

Siccome le R,,.. R, a tre a tre hanno in comune le rette d;, d';, percid
esse danno origine allo stesso fascio ¢ di superficie A" e stabiliscono fra questo
fascio e la forma f la stessa proiettivith che le @,,.. @, (proiettivith ben
determinata dalle terne corrispondenti e, e, e;, A, A; 45); vale a dire che la su-
perficie A dovuta alla congruenza @,,.. @, ed al gruppo caratteristico ¢
coincide con la superficie A’ dovuta alle congruenze R,,... R, ed allo stesso
gruppo caratteristico g¢. '

In altre parole i due gruppi di raggi delle congruenze Q,,.. @,; B,,.. R,
che passano per un medesimo punto dello spazio (o che giacciono, correlati-
vamente, in un medesimo piano dello spazio) risultano sempre proiettivi fra
di loro.

Se si chiamano involuforie due congruenze lineari di rette non degeneri,
di cui ciascuna abbia per raggi le direttrici dell’altra, pud affermarsi che

Due gruppi di congruenze lineari di rette formati ciascuno da 4 con-
gruenze con le direttrici distinte a due a due sqhembe, e riferiti fra di loro
i modo che ogni congruenza dell'un gruppo risulti in involuzione con le tre
congruenze non omologhe (e con queste soltanto) dell’altro gruppo, godono le
sequenti proprietd :

1.° Le congruenze di uno stesso gruppo appartengono ad un medesimo
complesso lineare.

2.° Le due quaterne di raggs delle congruenze dei due grupps cke ap-
partengono ad un medesimo punto (o piano) dello spazio, sono proiettive fra
di loro.
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3.° I punti (o ¢ piani) dello spazio per i quali le predette quaterne
sono proiettive ad un gruppo dato g=e,.. e,, appartengono ad una Su-
perficie di 4° ordine (o inviluppano una superficie di 4° classe), la quale
col variare del gruppo g descrive un fascio (o una schiera), che ha per base
le 16 direttrici delle congruenze dei due gruppi.

13. Date in un complesso lineare di rette I 5 congruenze lineari
Qiy... Qs in posizione affatto arbitraria fra di loro, esistono oo' fasci di
raggs del complesso K nei quali ¢ raggi appartenenti alle date congruenze
formano un gruppo proiettivo ad un gruppo dato g=e, ... es. I centri di
questi fasci si trovano su una curva gobba di 8° ordine e di genere 5, e ¢
loro piani inviluppano la forma duale alla precedente.

Si consideri infatti la superficie di 4° ordine X; luogo dei punti per i
quali i raggi delle 4 congruenze date Q;, Qm, @n, ¢p formano un gruppo
proiettivo al gruppo ¢:==e;em €nep, per 4, I, m, n, p=1,... 5 in qualsiasi
ordine.

La completa sezione di due di queste 5 superficie, per esempio delle
A, A, & costituita dalla curva ¢ indicata nel teorema, dalle rette d,, d’,
diy d'yy ds, dy direttrici delle congruenze Q;, Q,, Qs, e dai raggi i, q's
comuni a queste congruenze; sicche la ¢ & di 8° ordine.

D’altra parte il numero dei raggi di una stella arbitraria che incontrano
in due punti distinti due delle 8 rette ds, d’s, di, d's, dsy d's, Quey ¢, & 16,
sicch® il numero dei punti doppii apparenti della ¢ & anche 16, cioé la ¢ ri-
sulta di genere 5 (*), come si era affermato.

Ogni direttrice d; di una qualsiasi delle congruenze date ha in comune
con la curva ¢ 4 punti (che sono le sezioni della d; con la superficie 2;),
mentre ogni raggio comune a tre delle congruenze date non ha aleun punto
sulla ¢. Ora inversamente si ha che:

Ogni curva di 8° ordine che abbia per quadriseganti le direttrici delle
J congruenze date, é una curva del tipo che si studia, cioé ¢ gruppt di raggi
appartenenti alle date congruenze che passano per i singoli punti della curva
sono tutti proiettivi fra di loro.

Si consideri infatti il fascio delle superficie di 4° ordine }; di cui ogni
superficie & formata da punti per i quali i gruppi dei raggi appartenenti
alle congruenze date @i, Qm, Qn, @Qp sono fra loro proiettivi. Una curva

(*) NoEetHER, Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Rawincurven. Ablhand-
lungen der k. Ak, der Wissenschaften zu Berlin, 1882, pag. 93, a;).
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¢y =(d; d';)* non & segata in punti variabili dalle 2;, sicche giace per intero
su una superficie del fascio, e ne segue il teorema.

Per un punto dello spazio che non sia sulle d;, d;, passa una sola
curva cg del tipo che si considera. Pud dunque affermarsi che:

Cingue coppie di rette d;, d'; consugate in una medesima polarits nulla
dello spazio determinano una congruenza lineare di curve di 8° ordine e di
genere 5 soddisfacenti alla sola condizione di appoggiarsi a ciascuna delle
rette diy d'; in 4 punti (*). Due punti situati su una medesima curva della
congruenza godono la proprietd che le rette uscenti rispettivamente da essi ed
appoggiate alle d;, d'; formano due quintuple proiettive fra loro. La con-
gruenza ammette 5 fasci generatori di superficie di 4° ordine (**), di cui
ciascuno ha per base 4 coppie di rette d;, di e gli 8 raggi appoggiati alle
predette coppie prese tre a tre.

Le basi di due fasci generatori della congruenza hanno tre coppie di
rette dd in comune, distribuite su tre quadriche di cui ciascuna fa parte
tanto di una superficie degenere dell'un fascio, come di una superficie dege-
nere dell’altro fascio, diversa dalla precedente.

Da cid riesce agevole dedurre che:

Il numero delle curve della congruenza che hanno per corda una retia
generica dello spazio, ¢ (4 — 1) — 3=6.

Reggono considerazioni correlative alle precedenti.

14. Date in.un complesso lineare di rette 6 congruenze lineari Q,, ... Q,
in posizione affatto arbitraria, esistono 8 fasci di rette del complesso mei
quali <l gruppo dei raggi appartenenti alle date congruenze, é proiettivo ad
un gruppo dato g=e,... e.

Si considerino infatti la curva cy), determinata dalle 5 congruenze Q,,
Q:, Qs, Qs, Qs e dal gruppo caratteristico go=e, e, e;¢,¢, e la superficie
di 4° ordine 1, determinata dalle 4 congruenze Q;, Q,, @;, @, e dal gruppo
caratteristico ¢,,=e¢; e,¢;, 6. I punti comuni alle ¢, A non situati sulle di-
rettrici delle congruenze @, Q,, @ sono i centri dei fasci di raggi indicati
nel teorema, sicche il loro numero ¢ 4.8 — 6.4 =38.

(*) Le curve della congruenza non hanno altre quadriseganti, perché¢ il numero di
tali rette per una curva gobba di 8° ordine e di genere 5 é appunto 10. (Berzorarr, Su
le secanti mulliple di una curva algebrica. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
tomo IX, pag. 191.)

(**) Un fascio generatore di una congruenza di linee nello spazio é un fascio formato
da superficie di cui ciascuna contiene ool linee della congruenza.
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Dal precedente teorema segue 1altro che:

Assunte ad arbitrio 6 congruenze lineari di refte in un medesimo com-
plesso lineare, ¢ punti dello spazio si aggruppano 8 ad 8 in modo che i
raggi delle congruenze date che passano per due punti di uno stesso gruppo
formano due sestuple proiettive fra di loro. E correlativamente.

L’involuzione I determinata nello spazio dagli anzidetti gruppi di punti
P,... Pg,..., Q... Qs,..., ammette 15 fasci di superficie unite 1, e 6 con-
gruenze lineari di curve unite c¢). Facendo uso di questi sistemi di superficie
e di curve unite, riuscirebbe agevole stabilire le proprietd fondamentali della
involuzione I, ma tale studio ci porterebbe troppo lontano dai limiti propo-
stici, né percid insisteremo su di esso.

15. Le proposizioni stabilite sino ad ora in questo Capitolo valgono
per gruppi di congruenze lineari @,,.. @, la cui scambievole posizione nel
complesso lineare K a cui appartengono, sia affatto arbitraria. Subiscono in-
vece delle modificazioni quando le congruenze ¢ siano in posizione speciale
fra loro.

Fra i molteplici casi particolari possibili sono degni di menzione i seguenti:

1.° Per v= 4, le congruenze date @,,.. @, possono avere due raggi
r, v in comune. Allora esistono nel complesso K oo! congruenze lineari con-
tenenti 1 raggi r, 7', si fatte che le 4 schiere rigate che ciascuna di esse ha
in comune con le @,,.. @Q,, trovansi su quadriche che nel fascio-schiera a
cui appartengono, costituiscono un gruppo proiettivo al gruppo caratteristico
g=e,..e del sistema. Le direttrici di queste congruenze, riguardate come
locali di punti o come inviluppi di piani, costituiscono la superficie 1, e l'in-
viluppo Ji) del § 11. I raggi », ' ne sono direttrici doppie.

2.° Per v =4, tre delle congruenze date: le @,, @., @; possono avere
un fascio di raggi (O —w) in comune. Allora la superficie A, del caso ge-
nerale si spezza nel piano w=d',dd; ed in una superficie di 3° ordine
A= 0d, dydyd,d rr,rors, ove le v, r,, 75, 7, sono i raggi della quarta
congruenza data @, situati rispettivamente nei piani o, o, = d, d;, w, =d,d,,
W3 — d‘ d2 .

Pit particolarmente se anche le @, @,, @, hanno un fascio di raggi
(0,—w»,) in comune, allora la superficie 2; ora indicata si spezza a sua
volta nel piano o, =d,d;d,r r, ed in una quadrica X =d, d' s 7s.

E correlativamente per I'inviluppo J.

3.° Per y=2>5, quattro delle congruenze date: le Q,, Q., @;, @, pos-
sono avere un raggio comune 7. Allora la curva ¢ del caso generale (§ 13)
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si spezza nella retta », ed in una curva gobba ¢, di genere 4, che ha per
trisecanti le d,, d',,.. d,, d',, per quadrisecanti le ds, d's; e per corda la ry,
come & agevole riconoscere rappresentando su di un piano la superficie di
4o ordine X =v%d,d ... d,d, che contiene la c.

In generale se esistono = raggi r,,.. 7, (per  =2>5) che appartengano
alle congruenze date prese a quattro a quattro, in modo che il raggio »;
appartenga alle @i, Qm, @n, @p (per i=1,.. x), allora la curva cy si
spezza nelle rette r,,.. r» ed in una curva di ordine 8 —x e di genere 5 —u,
che ha in comune 2 punti con ciascuna delle rette »,,.. 7, ¢ 4 —y; punti
con le rette d;, di, se y; dei raggi r,,.. ry appartengono alla con-
gruenza Q.

Col variare del gruppo caratteristico la curva ¢(s_» descrive nello spazio
una congruenza lineare, senza soddisfare ad altre condizioni oltre a quelle
degli appoggi alle rette d, .

4.° Per v==6, le direttrici d,,.. ds, d,.. ds delle congruenze date
possono essere gli spigoli di due tetraedri 6, ¢ coniugati fra loro nella po-
laritdh nulla IT dovuta al complesso dato K. Se questo fatto si verifica, sup-
ponendo opposti su ¢ gli spigoli d,, dy; d., ds; ds, ds, e di conseguenza su
¢ gli spigoli d',, d's; d,, ds; d’5, d’s, due casi potranno darsi: o nel gruppo
caratteristico ¢ del sistema le tre coppie e, e,, e, e;5, ¢; 6, appartengono ad una
medesima involuzione, o ¢id non succede.

Nel secondo caso i fasci di rette del complesso K nei quali i raggi ap-
partenenti alle congruenze date formano un gruppo proiettivo al gruppo
dato g, sono gli 8 fasci che hanno per sostegni i vertici e le facce dei te-
traedri 6, 6'.

Invece nel primo caso, per una nota proprietd del quadrilatero piano
completo, i fasci di raggi soddisfacenti alla condizione indicata sono oo!, e
i loro centri si trovano sopra una curva gobba di 4° ordine e di 1* specie in-
tersezione di due quadriche Xy del tipo indicato alla fine del n.® prec. Tale
curva ¢, passa per gli 8 vertici dei due tetraedri 6, § e col variare del
gruppo caratteristico g =e,...¢; (formato da tre coppie di elementi in invo-
luzione), essa descrive nello spazio una congruenza lineare avente per rete
generatrice la rete di quadriche che ha per base gli 8 vertici dei due tetra-
edri. Ne segue il teorema che:

I vertici di due tetraedri che si corrispondano in una polarite nulla II
dello spazio, sono base di una rete di quadriche. La congruenza formata
dalle curve busi dei fasci di questa rete gode la propriett che in due fasci
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di rette aventi rispettivamente per centri due punti situati su una medesima
curva della congruenza e per piani quelli che corrispondono ai due centri
nella 11, © raggi appoggiati alle coppie di spigoli omologht dei due tetraedri
formano due sestuple proiettive. E correlativamente.

16. Veniamo ora ad estendere i risultati ottenuti nei § precedenti al
caso particolare in cui il complesso che contiene le congruenze Q,,.. @,, sia
singolare.

Ragionando come nel caso generale, riesce agevole dimostrare che:

1.° I fasci di raggi situati in piani passanti per una retta data k
(0 aventi i centre sulla k) nei quali i raggs appoggiati a 4 rette date d,,.. d,
formano un gruppo proiettivo ad un gruppo dato g, hanno ¢ centri su una
superficie di 4° ordine x="k*d;r;r’; (*) (0 st trovano negli oo* piani di un
inviluppo di 4% classe J=1Ikd;r;v’;), essendo r;, +'; le rette appoggiate
alla k ed alle d prese tre a tre (**).

La superficie ) e Vinviluppo J dovute alle stesse rette ed al medesimo
gruppo g, si corrispondono nella polaritd nulle determinata dal complesso
lineare K'=kd... d,. In ogni fascio di tale complesso che abbia per
sostegni un punto della A ed il corrispondente piano dell’ inviluppo J, le
rette appoggiate alle coppie r;, r'; formano una quaterna proiettiva al
gruppo g. :

Da questo teorema segue che le proposizioni stabilite nel § 12 per due
quaterne di congruenze lineari riferite fra loro in modo che ciascuna con-
gruenza dell’'un gruppo sia in involuzione con le tre congruenze non omolo-
ghe dell’altro gruppo, valgono anche nel caso che le congruenze dell'una qua-
terna appartengano ad un complesso singolare K, nel qual caso le congruenze
dell’altra quaterna hanno un raggio comune (che & I'asse del complesso K), o
viceversa.

Tra i molteplici casi particolari che si presentano per la speciale posi-
zione delle rette %, d,,.. d,; degno di nota & quello che si ha quando le 5 rette

(¥) Sturm, Ueber correlative oder reciproke Biundel. Math. Annalen. Bd. XII, § 38,
teor. 2.° )

(**) La superficie A pud essere rappresentata su di un piano in modo che le sue
sezioni piane abbiano per immagini delle curve ¢4 = 0?1...8 essendo il punto 1 infite vi-
cino ad O, e trovandosi le terne di punti 238, 458, 678 su tre rette immagini delle dj,
dy, dy, mentre il punto 1 & 'immagine della d;. Le rette ry, »'y, 1y, #'y, 15, g, 14, 7,
sono rappresentate rispettivamente dal punto 8 e dalle rette 01, 02, 03, 04, 05,
06,07.
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hanno una segante comune r = r’,.. =",. In tal caso la retta » risulta doppia
per la superficie A(,), e questa, oltre che alle rette k, d,.. d, ed al gruppo
caratteristico g, pud immaginarsi dovuta in modo analogo alle rette »,7,.. r,
ed allo stesso gruppo g; vale a dire che sulle coniche sezioni della superficie
con 1 piani dei fasei (k), () i gruppi di sezione con le rette »,,.. 7, se sono
in piani per k, o con le d,,.. d, se sono in piani per r, risultano proiettivi
fra di loro (¥).

Proprietd correlative reggono per l'inviluppo J,), senza perd che esista
alcuna polaritad che muti una delle forme 1, J nell’altra, perché nel caso in
esame il complesso lineare K'=Fkd,.. d, risulta singolare.

Sempre nell’ipotesi che la retta & si appoggi ad una segante comune #
delle d,,.. d,, pud ulteriormente succedere che il gruppo ¢ sia proiettivo al
gruppo di punti #(d,.. d,). In tale caso la superficie i, si scinde nel piano
A=Fkr e nella superficie di 3° ordine A, =Fkrd,.. d,r,.. r,, la quale pud
immaginarsi dovuta in modo analogo alle rette », r,.. r, ed allo stesso
gruppo g.

2.° I fasci di raggi situati in piani passanti per una retta data k,
nei quali © raggi appoggiati a 5 rette date d,,... ds formano un gruppo
prolettivo ad un gruppo dato, hanno ¢ centri su una curva gobba di 7° or-
dine e di genere zero, che incontra in 6 punti la k e in quatiro punti cia-
scuna delle rette d,,... ds (**). E correlativamente.

Inversamente date nello spazio 6 rette k, d,,.. ds in posizione affatto ar-
bitraria fra loro, ogni curva gobba di 7° ordine che incontri in 6 punti la k
e in 4 punti ciascuna delle d,,.. dy é del tipo ora studiato, sicché le curve
in quistione costituiscono una congruenza lineare. Questa ammette 5 fasci ge-
nerators di superficie di 4° ordine aventi tutte per rette doppia la k. Una
retta dello spazio é corda di 6 curve del sistema. E correlativamente.

Ogni conica ¢ situata in un piano o del fascio (k) e che contenga il
gruppo di punti @ (d,.. ds), fa parte di una curva della congruenza, costituita
dalla ¢, e da una curva gobba razionale ¢; =k'(d,... ds)*c',. Piu par-

(*) La superficie Ay pud essere rappresentata su di un piano in modo che le sue se=
zioni piane abbiano per immagini delle ¢g = 1... 5, la % e la » siano rappresentate da una
cy=1 e da una ce = 2345, e le rette d;, dy, dg, ry, 19, 73, dy, 7y abbiano rispettiva-
mente per immagini le rette 12, 13, 14, 25, 35, 45 ed i punti 5, 1. Allora il gruppo ca-
ratteristico ¢ della superficie é quello delle rette 5 (2, 3, 4, 1).

(**) Sturm, Memn. cit., § 54, teor. 3.°
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ticolarmente se il piano o & si fatto che nel fascio (k) esista un secondo
piano ' tale che le due quintuple di punti o (d,.. ds), »'(d,.. d;) siano pro-
iettive fra loro sulle coniche ¢y, ¢'» a cui appartengono (ed a cid & neces-
sario e sufficiente che i piani w, " siano tangenti ad una medesima svilup-
pabile di 3" classe o, che abbia per assi le rette &, d,,.. d.), allora esiste
una curva ¢, della congruenza, che spezzasi nelle ¢,, ¢'. ed in una cubica
gobba ¢, che ha per corde le %, d,,.. d; e si appoggia semplicemente alle
Clayy €2«

Viceversa ogni cubica gobba ¢ che abbia per corde le £, d,,.. ds, fa
parte di una curva degenere ¢ del tipo indicato, il cui gruppo caratteristico
& proiettivo al gruppo delle 5 quadriche k¢, d,,..., kc, ds, onde esiste una
gviluppabile di 3% classe avente per assile k, d,,... ds e si fatta che su ogni
suo piano tangente le tracce delle d,,... ds formano sulla conica che passa
per esse, un gruppo proiettivo a quello delle 5 quadriche indicate.

Ne deriva una notevole relazione intercedente fra le 6 cubiche gobbe e
le 6 sviluppabili di 3* classe che hanno rispettivamente per corde e per assi
le stesse 6 rette dello spazio.

Di un solo caso particolare faremo cenno: del caso in cui le rette £,
d,,.. ds; abbiano una trasversale comune ». Allora la curva ¢ essendo la se-
zione di due superficie di 4° ordine che hanno ulteriormente in comune le
rette doppie k, » e le rette semplici dpn, dn, dp, 73, risulta di 4° ordine.

Reggono le proposizioni correlative.

3.° Esistono 4 fasci di raggi situati in piani passanti per una retta
data k, nei quali 7 raggi appoggiati a 6 rette date d,,... ds formano un
gruppo proiettivo ad un gruppo assegnato; e correlativamente (*).

Soltanto nel caso che le rette d, e d,, d; e ds, d; e ds siano spigoli op-
posti di un tetraedro 6 e che le coppie di elementi e, e,, e ¢, €;e; del gruppo
caratteristico appartengano ad una medesima involuzione, esistono oot fasci
di raggi soddisfacenti alle condizioni indicate nel teorema. Essi hanno i centri
su di una cubica gobba che ha per corda la % e passa per i vertici del te-
traedro 6. E correlativamente.

(*) ScusErt, Abzdhlende Geomelrie, pag. 206 (p3 2 p'2 Z'6 = 4),

Annali di Malematica, tomo I. 44
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IV.

17. Dati nello spazio 5 complessi lineari di rette K,,... K, in posi-
zione affatto arbitraria fra loro, dovuti rispettivamente alle polarity nulle
W,... [, le 5 coppie di rette q,q'y,... qsq's che i complessi dati presi 4 a 4
hanno in comune, segano un piano generico w dello spazio in 5 coppie di
punti situate su raggi che appartengono ad un medesimo fascio e costitui-
scono un gruppo proiettivo a quello che ¢ poli 0,,... Os del piano o nelle
polarita I1,,... II; formano sulla conica cpy= O,,.. O5 che passa per essi.

Infatti le rette q., ¢'s5... ¢s, ¢'s sono coniugate fra loro nella polaritd
nulla II dovuta al complesso H che & in involuzione con i complessi dati,
giech® i raggi »,,... 75 del piano w che si appoggiano alle predette coppie
di rette, appartengono a tale complesso H e percid concorrono in un mede-
gimo punto O.

Di pit indicando con @, la congruenza lineare comune ai complessi
dati K;, K, e con S;la congruenza lineare che ha per direttrici i raggi ¢,
q'1, i ha che i due gruppi di congruenze Q.,, Qu, @iy, Qs S2y S5y, Siy S
sono riferiti fra di loro in modo che ogni congruenza dell’un gruppo & in
involuzione con le 3 congruenze non omologhe dell’altro gruppo, sicché nel
piano o le due quaterne di raggi 0,(0, O; O, 0;), r.rsr,rs che apparten-
gono alle predette congruenze, sono proiettive fra di loro (§ 12); vale a dire
che la quaterna dei punti O, O; O, O5 della conica ¢, =O0,... O, & proiet-
tiva a quella dei raggi r,r;r, 7.

Analogamente il gruppo di punti 0,0; 0, O; della ¢ & proiettivo al
gruppo r, r;7,15, onde per la ¢ ed il fascio (O — w) si ha:

(Oi... Os), m 1o 15 (%) c. v d.

Correlativamente pud affermarsi che

Dati 5 complessi lineari di retle, i piani polari di un punto O nelle cor-
rispondenti polarits nulle costituiscono sul cono di 22 classe che li contiene,
un gruppo proiettivo a quello formato dai raggi uscenti da O ed appoggiati
alle coppie di rette q,q'yy... 95 q's che i complessi dati presi 4 a 4 hanno in
comune.

(*) Con i simboli (0;....0;),, (v ....05); ora ed in seguito designeremo il gruppo
costituito su una conica (o in un cono di 2* classe) da cinque punti O, ,... Oy della curva
(o da cinque piani e« ,...ws del cono).
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Da questo teorema e dai risultati ottenuti nel § 13 segue che:

Date 5 polarita nulle 11,,... O nello spazio ed assegnati in una stella
5 piani e,,... & di cui tre non appartengano ad uno stesso fascio, i punti
dello spazio a cui nelle polarita date corrispondono piani formanti un gruppo
omografico a quello dei plani e,,... e, si trovano su di una curva gobba di
8 ordine e di genere 5, che ha per quadriseganti i raggi comuni ai compless:
lineari determinati dalle polurita date, presi 4 a 4. E correlativamente.

Variando il gruppo caratteristico (e,... e5), I'anzidetta curva cg, descrive
una congruenza di 1° ordine del tipo indicato nel § 13, che ha per diret-
trici le 5 coppie di rette ¢;¢'; e per fasci generatori i fasci ¢; costituiti da
superficie:

Mn=q1919mq'm 9nQ'n 9p Cp it d'it i A ign Ainy A'in dip A,

per 4, I, my n, p=1, 2, 3, 4, 5 in qualsiasi ordine; avendo indicato con dj,
d'; le rette coniugate fra loro in entrambe le polarity 10, 11;.

Una retta arbitraria » dello spazio & corda di 6 curve della congruenza
(§ 13). Le coppie dei punti di appoggio di queste curve con la » coincidono
con quelle dovute alle cubiche gobbe che hanno per corde la » e le sue
coniugate nelle polarita II,,... II;.

Il teorema stabilito al principio di questo § vale anche nel caso che 1
5 complessi dati abbiano un raggio comune 7 =¢’,...=¢(§ 16, 1°) (*). In
tale caso la curva cg si spezza nella retta r ed in una curva razionale
¢y =1%(q,... ¢5)*, la quale col variare del gruppo caratteristico descrive una
congruenza lineare del tipo indicato nel § 16, 2.°

E cosl se fra i complessi dati ve ne sono z singolari, allora i loro assi
k,y... ke si staccano dalla curva ¢ e resta una curva ¢’ di ordine 8 —z e
di genere 5 —2z (§ 15, 3°) o di ordine 7T—x e di genere zero, secondo che
non esiste o esiste un raggio comune ai 5 complessi.

Nel primo caso la ¢ ha per corde le k,,... k5 e si appoggia ad ogni
retta ¢ comune a 4 dei complessi dati in 4 —y punti, se y dei 4 complessi

(¥) Invece nel caso che i complessi dati abbiano due raggi in comune, la proiettivita
indicata nel teorema, risulta degenere. Se ¢, ¢' sono i raggi comuni ai 5 complessi, la
curva ¢ e Pinviluppo j si spezzano nelle ¢, ¢' ed in 6 rette ¢ appoggiate alle precedenti.
Cio pud riconoscersi ricorrendo alla rappresentazione stabilita nel § 5, nella quale ai
complessi lineari che hanno per assi le rette ¢, corrispondono piani della gquadrica invi-
luppo fondamentale che segano i piani corrispondenti ai complessi dati secondo rette for-
manti un gruppo omografico al gruppo dato.
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sono singolari; nel secondo caso invece essa ha 6 —z punti sulla », si ap-
poggia semplicemente alle %,,... %k, ed incontra ogni retta ¢ comune a 4 dei
complessi dati, in 4 —y punti, se y dei 4 complessi sono singolari.

In particolare se tutti i 5 complessi dati sono singolari con gli assi k,,... ks
in posizione affatto arbitraria, la ¢’ & di 3° ordine e col variare del gruppo
caratteristico essa descrive tutto il sistema delle cubiche gobbe che hanno per
corde le k,,... ks (¥). Onde pud affermarsi inversamente che:

Cinque corde arbitrarie k. ,... k, di una cubica gobba, prese 4 a 4, de-
terminano 5 congruenze lineari di rette Q,,... @s. I ragge di queste con-
gruenze che passano per un punto della cubica, costituiscono una quintupla
di un fascio, la quale, col variare del punto sulla curva, varia restando sem-
pre proiettiva al gruppo che i 5 piani proiettanti le k,... ks da un punto
generico della curva formano sul cono di 2% classe a cui essi piani appar-
tengono.

18. Se i complessi dati sono tutti singolari ed hanno un raggio comune,
senza presentare ulteriori particolaritd, allora i loro assi k,,... k; apparten-
gono ad una superficie di 3¢ ordine g, del tipo pil generale, ed esiste su
questa superficie un sistema doppiamente infinito di cubiche gobbe aventi per
corde le k,,... k5 e tali che per due punti della superficie passa wna cubica
del sistema. Ne segue che tutti i gruppi di piani che proiettano le &, ,... F;
dai singoli punti della superficie o, sono fra loro omografici.

Uno qualsiasi di essi o ogni gruppo di piani g, =c¢,... ¢5 che gli sia omo-
grafico, sard da noi detto gruppo fondamentale della quintupla %, ... /.

Ora innanzi tutto si ha inversamente che ogni punto dal quale le rette
k,,... ks vengono proiettate secondo una quintupla omografica al gruppo fon-
damentale indicato, appartiene alla superficie ¢, giacché per esso e per un
punto della o, passa una cubica che ha per corde le k,,... k; e che percid
giace per intero sulla 5 con la quale ha in comune 11 punti,

Dunque il gruppo fondamentale della quintupla Z,...k; presenta questo
di notevole che il luogo dei punti dai quali le k,,... ks vengono proiettate
secondo quintuple omografiche ad esso gruppo fondamentale, non & una curva
(come nel caso generale) ma una superficie, e propriamente & la o, che passa
per le k,... k.

Su di essa designando con %, I'altra retta della sestupla che contiene le
kyy... ks e con g,,... g5 le rette della sestupla associata, sicche la g, & il

(*) Stury. Loc. cit. § 51, 7,
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raggio comune ai complessi dati e le ¢,,... g5 sono i raggi che questi com-
plessi hanno ulteriormente in comune presi 4 a 4, per un punto generico O
della superficie si ha che 1 5 piani O k,,... O k; formano sul cono di 2°* classe
che 1i contiene, un gruppo O (k,... k), proiettivo a quello costituito dai raggi
che passano per O, giacciono nel piano w= O ¢, e si appoggiano rispettiva-
mente alle ¢,,... ¢s, e cid in virth del teorema stabilito al principio del
Capitolo.

D’altra parte il gruppo di raggi indicato & proiettivo al gruppo di punti
®(g,--- ¢5). che ha per sostegno la conica ¢, sezione del piano w = O ¢, con
la ¢, ;asua volta la quintupla »(q,... ¢s). proiettata dalla retta /s, che si
appoggia alla ¢, , da il gruppo di piani %s(g,... ¢;) proiettivo ad essa e pro-
spettivo al gruppo di punti ¢(c,;... ¢s6), avendo indicato con c¢; la retta
della superficie sezione dei piani F;q:, k19i, ed infine il gruppo di punti
ottenuto g (c,5-.- €5) & coniugato al gruppo di punti g, (k,... ;) nel I'invo-
luzione determinata sulla retta ¢, dalle coniche della superficie che 1’ hanno
per corda, onde pud affermarsi che :

I piani del gruppo fondamentale della quintupla k,... ks formano sul
cono di 2% classe, che li contiene, un gruppo proiettivo a quello costituito dai
punti di sezione delle k,,... ks con la segante comune qs.

Proiettando questi punti g (k,,... ks) dal punto O della o, le rette che
ottengonsi, sono le sezioni del piano w=0g¢. coni piani Ok,,... O k;. Ma
esse formano una quintupla proiettiva al gruppo O (k,... k)., onde il piano
w appartiene al cono di 2* classe che contiene i piani Ok,,... O L.

Viceversa se un punto O determina con le 6 rette k,,... ks, ¢; 6 piani
appartenenti ad un medesimo cono di 2* classe, allora il gruppo O (%,... k),
¢ proiettivo al gruppo di punti gs (k... ks) e percid anche alla quintupla di
piani (¢,... &), dovuta al gruppo fondamentale g,=c¢,... & della quintupla
data. Percid i due gruppi O(k,... ks), ¢,... ¢ risultano omografici, ed il
punto O, per proprieta gid dimostrata, appartiene alla superficie o) =£,... k5.
Ne deriva il teorema che:

Date nello spazio 6 rette di cui una incontri le altre cinque a due a
due fra loro sghembe, il luogo dei punti dai quali le rette date vengono proiet-
tate secondo piani appartenenti ad un medesimo cono di 2 classe, ¢ la su-
perficie di 3° ordine che contiene le rette date (¥).

(*) Cfr. Koun: Ueber die Sextupel von geraden Linien, welche von sdmmtlichen Punkten
einer cubischen Fldche als scchs Tangenten eines Kegelschnitts gesehien werden. Monatsh.
f. Mathematik u. Physik. II Jahrg. 1891.
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In un piano arbitrario = che non passi per alcuna delle 6 rette date, il
gruppo di punti = (£,... k), non & mai proiettivo al gruppo di punti g, (%,... &),
giacché se lo fosse, esisterebbe una rigata di 3° o di 2° grado contenente le
k... ks, e queste avrebbero almeno un’altra segante comune, il che & con-
trario alle ipotesi fatte.

Percid nel piano ¢ esiste un unico punto 7' dal quale il gruppo di punti
v (k,... k;) viene proiettato secondo una quintupla di raggi proiettiva al gruppo
di punti g, (k,... ks) (*).

Ora nella stella (T') si considerino i 7 piani T'k,,... Tk;, =, ' =Tyg,.

I primi cinque sono segati dagli ultimi due secondo quintuple di rette
fra loro proiettive, onde i 7 piani appartengono ad un medesimo cono di
2* classe y., epperd 7' & un punto della superficie ¢, ed il cono . fa
parte dell’assieme che si considera. Dunque:

Gli oo® coni indicati nel precedente teorema godono la proprietd che un
piano dello spazio, che non passi per alcuna delle 6 rette date, appartiene ad
uno e ad uno solo di essi.

19. Assegnato ad arbitrio in una stella di piani un gruppo g=e¢,... ¢
che non sia omografico al gruppo fondamentale ¢, della quintupla di rette
k,... ks, la cubica gobba luogo dei punti dai quali le rette date vengono
proiettate secondo piani formanti un gruppo omografico al gruppo dato g, si
spezza nella retta ¢, ed in una conica ¢, che si appoggia semplicemente
alle k,,... ks, g5 (§ 15).

Col variare del gruppo g¢, la conica ¢, deserive nello spazio una con-
gruenza lineare che & la forma correlativa all’insieme dei coni studiato in
fine del prec. §; ciot le coniche in quistione sono nei singoli piani dell’ in-
viluppo di 3" classe Jy=Fk,... ks (**), e su ciascuna di esse i punti di ap-
poggio con le %,,... &, formano un gruppo proiettivo alla quintupla di piani
gs (Fy.e. B) (%),

(*) StaupT: Geomelric der Lage, n,° 203.

(*¥) Di questa congruenza di coniche si fa cenno nel n. D della mia Memoria: Su
i vari tipi di congruenze Uneari di coniche nello spazio. Rendiconti della R. Accademia
delle Scienze di Napoli. Aprile 1895.

(**¥) Quattro qualunque delle rette %,,... &5 determinano con la ¢z due gruppi, I'uno
di punti, laltro di piani, che non sono proiettivi fra loro, non essendovi aleuna retta in-
finitamente vicina alla ¢ che si appoggi alle 4 rette £.

Come invarianti della superficie o potrebbero assumersii rapporti anarmonici delle
quaterne di punti qg (% kg k3 ky), g6 (By £y &y Ry) e delle quaterne di piani g¢g (& %, Eg £y),
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Un legame pilt intimo intercede fra Vassieme dei coni indicati nel § prec.
e la congruenza di coniche presa in esame. Esso & conseguenza immediata
di un teorema di Scuur (*), di cul vogliamo dare ora una dimostrazione di-
retta assai semplice.

Il teorema in quistione & il seguente: Due sestuple di reite associate
koo ke, q,... qs di una superficie generale di 3° ordine o 4 si corrispondono
in una polaritt ordinaria dello spazio.

Designando con ¢; la retta della o, sezione dei piani k;qi, kiqi, si
considerino i punti B, =k q,,... Ry=hksqs e ipiani p,=q; k,,... ps=0qeks.
Questi segano la &, nei punti B, =k, c,,... B, =k ¢, coniugati ad B,,... R,
nell'involuzione determinata sulla %, dalle coniche della superficie che I'hanno
per corda. Percid le due quintuple E,... B, p,... ps sono fra loro involutorie.

Anpalogamente il gruppo dei piani =, =k;q,,... ts =k 9, ed il gruppo
dei punti T, = ¢4 I,,... T5=gq; I, sono in involuzione, epperd esistono oot po-
laritda ordinarie dello spazio nelle quali alla %, & coniugata la ¢; e ai punti
R,,... By, T,,... T corrispondono rispettivamente i piani p,,... gs, 7,,... 7.
Per individuare una di queste polaritd basta della retta k, che passa per T
e giace in p,, assegnare la retta corrispondente che deve trovarsi nel piano «,
e passare pel punto R . Sia essa la ¢,, che soddisfa alle condizioni indicate.
Allora la polarith & ben determinata, ed in cssa alla retta k, che passa per 7',,
giace in p, e si appoggia alla ¢,, & coniugata la retta ¢,, che giace in
passa per R, e si appoggia alla k,; e cosi di seguito; donde il teorema.

Da questo segue che: L’assieme dei coni studiato nel § prec. e la con-
gruenza di coniche presa in esame in questo § si corrispondono in una po-
larita ordinaria dello spazio ben deteterminata.

20. Due sestuple di rette associate di una superficie di 3° ordine sono
assi di 12 complessi singolari di rette, distribuiti in due gruppi in modo che
ogni complesso dell’un gruppo & in involuzione con i 5 complessi non omo-
loghi dell’altro gruppo.

Ora in generale & possibile costruire due sestuple di complessi lineari di
rette, formate ciascuna da complessi non appartenenti ad uno stesso sistema li-
peare oof e riferite fra di loro in modo che ogni complesso di una di esse sia
in involuzione con i complessi non omologhi dell’altra.

Tay

o (5 &y k3 %5). Cio appunto fa il BoBek nella sunv Nota: Ueber die Iwarianten der
Fldchen dritter Ordnung. Monatsh. f. Mathematik u. Physik. VIII Jahrg. 1897.
(*) Math. Annalen, Bd. XVIII, § 5.
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Due sestuple siffatte saranno da noi dette associate (*). Data una di esse
ad arbitrio, 'altra & perfettamente determinata.

Nelle polarita nulle dovute ai complessi H,,... Hg; H',,... H'; di due
sestuple associate ad un piano arbitrario o dello spazio corrispondono due
sestuple di punti O,,... Os; O0',,... O fra le quali intercede una notevole
relazione proiettiva.

Per ottenere questa relazione basta notare che i 5 complessi H,,... H;
della prima sestupla presi 4 a 4 hanno in comune 5 coppie di rette ¢,q,
9165+« sy ¢'s¢ l& quali sono rispettivamente le direttrici delle congruenze li-
neari comuni alle coppie di complessi H', H,... H's H's, sicchd i raggi del
piano « appoggiati alle anzidette coppie di rette sono iraggi 0', 0',... 050';
e percid pel 1.° teorema del § precedente &:

0,6 (0’4.-. 0,5) T (O‘o .o 05)2- (a)
Scambiando fra loro le due sestuple si riconosce che & anche:
0(; (0“.- 05) s (0’4..- 015)2, (a')

e si deduce che i punti O, 0" formano due gruppi linearmente associati (linear-
abhiingige Punktsysteme secondo la designazione di Rosanes (*¥¥)), vale a dire
che per ogni punto P del piano w esiste in tale piano un punto P’ tale che:

P(0,... 0) = P'(0,... 0)).

Dunque ¢ poli di un medesimo piano (o < piani coniugati ad un mede-
simo punto) nelle polaritt, nulle dovute ai complessi lineari di due sestuple
assoctate, costituiscono due grupp: associals linearmente.

Ed in particolare, per I'osservazione fatta al principio del §, si ha che:

Segando due sestuple di rette associate di una superficie di 3° ordine
con un piano (o proiettandole da un centro arbitrario) si ottengono due gruppi
di punti (o di piani) associati linearmente (***).

Siano K,... K, @,... Qs due di siffatti gruppi di punti dovuti alle se-
stuple k,... ks, q,... g5 della superficie o5 e ad un piano arbitrario z. Questo
seghi la o4 secondo la curva ¢y =K,... K; Q,... 0.

(*) Esse furono assunte da DE PaoLis come sestuple fondamentali di riferimento nello
stabilive il sistema pitt generale di coordinate dei complessi lineari di rette. (Mem. cit.,
cap. XIL)

(¥*) Rosangms, Ueber linearabhdngige Punktsysteme. Giornale di Crelle, vol. 88. 1880.

(*#¥) Di questo teorema trovasi un cenno alquanto vago nella Memoria di KaAnTor:
Ueber die algemeinsten linearen Systeme lnearer transformationen, § IV, 8 a). (Denkschrif-
ten der Wiener Akademie, Bd. 46.)
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Riguardando corrispondenti due punti P, P del piano z, per i quali sia:
P(K,... K) n P'(Q,... @),
ne risulta una corrispondenza cremoniana di 5° ordine ben nota, la quale
ammette per punti fondamentali (doppii) nell’'un sistema i punti K e nell’altro
i punti Q.

Si supponga che in essa al punto K, riguardato appartenente al secondo

sistema corrisponda nel primo il punto 7,. Sara:

Te (Koo K) m Ko (Qyvvr Q) 7 ko (q,... @) w ¢o(ky... k),
ove delle ultime due quintuple la prima & costituita da piani e la seconda da
punti. Ne deriva che il punto 7, coincide col vertice del cono di 2% classe
tangente al piano ¢ ed alle rette %,,... ks, ¢¢, epperd appartiene alla curva
¢ (§ 18).

Quel che si & detto per il punto K,, pud ripetersi per i punti K;,.. K,
per dedurne che lo curva c. & wunita nella corrispondenza cremoniana in-
dicata, ecc., ecc.

21. Un’altra proposizione che deriva dal teorema generale dimostrato
nel pree. §, & la seguente:

La superficie inviluppo di un piano a cus in 6 polarite nulle 11,,... T1,
assegnate ad arbitrio corrispondono punts di una medesima conica, cotncide con
la superficie inviluppo dovuta in modo analogo alle polarity nulle 1T ,... 1,
formanti sestupla associata a quella delle 11,,... I,.

Infatii nel caso che i punti O,,... Os siano su di una conica, si ha che:

(O4... Og); © 04 (0;... 0y),
onde per le relazioni a), a’) del § prec. & anche:
05(0... 05) = (0y... O');
ciot anche i punti O',... O’ si trovano su di una conica, diversa in gene-

rale dalla precedente.

E pud notarsi che la superficie inviluppo indicata nel precedente teorema
¢ di 8 classe.

Infatti assunta ad arbitrio una retta » a cui nelle polarita II,,... Il corri-
spondano rispettivamente le #»,,... 7, i piani che passano per la » e che ap-
partengono all’inviluppo che si considera, sono quelli che segano le r,,... 7,
in punti di una medesima conica, onde il loro numero & 8 (¥).

(¥) Vegg. fra gli altri ScuuBert, Abzdhlende Geometrie, pag. 95 (12 v6 = 8).

Annali di Malematica, tomo L. 45
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Se due delle rette »,,... »; coincidono fra loro, ogni piano passante per
la » sega le r,,... 7; in punti di una conica e percid appartiene all'imviluppo
che si considera. Questo percid contiene 60 fasci di piani, che hanno per assi
i raggi comuni ai complessi della prima (o della seconda) sestupla presi quattro
a quattro. Reggono considerazioni correlative riguardanti una superficie di
8° ordine :

T = qieqln- oo (56 qlss Gie@rgen. dogdses

completamente determinata da due sestuple associate di complessi lineari
(H,... Hy), (H',... H), ecc., ecc.

Se una di queste sestuple & costituita da complessi singolari aventi per
assi 6 rette k,,... k¢ in posizione affatto arbitraria fra loro, allora ognuna
delle rette % coincide con 5 rette d e risulta doppia per la corrispondente
superficie o(5); si presenta cioé in tale caso la nota superficie di 8 ordine
amy =k, .. k)92 q 1o+ .- Qs 955, luogo dei vertici dei coni di 2° grado tan-
genti a 6 rette arbitrarie dello spazio (¥).

Piu particolarmente se le rette %,,... ks formano una sestupla su di una
superficie di 3° ordine, allora anche le rette ¢ coincidono a 5 a 5 con le
rette ¢,,... ¢ della sestupla associata alla precedente, sicch® le ¢,,... g, ri-
sultano anche esse doppie per la corrispondente superficie o).

V.

22. Dati cinque complessi lincari di rette K,,... Ky in posizione af-
fatto arbitraria fra di loro, ¢ fasci di rette dello spazio nei quali i ragyi
appartenenti ai complessi dati formano un gruppo proiettivo ad un gruppo
assegnato g =e,... e5, costituiscono un sistema oo®: X',

In un piano generico dello spa- Un punto generico dello spazio
zio esiste un unico fascio di rette del ¢ centro di un unico fascio di rette
sistema. del sistema.

Infatti designando con O,,... O; i poli di un piano w nelle polaritd nulle
I,,... Iy dovute ai complessi dati, il fascio di raggi del sistema 2’ situato

(¥) Vegg. CAYLEY, Memoir on Quartic surfaces. Proe. Lond. Math. Soc. Vol. III; On
a surface of the eight order. Math. Annalen. Bd. VI; Hiernorzer, Ueber Kegelschnitte im
Rawme. Math. Annalen. Bd. IL
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in o, & quello che ha per centro il punto O di  da cui i punti O,,... O,
vengono proiettati secondo un gruppo di rette proiettivo al dato.

Dai precedenti teoremi deriva che:

Un punto e un piano dello spazio che siano sostegni di un fascio di
raggi del sistema X, si corrispondono tn una reciprociti birazionale nulla.

I punti che corrispondono in questa reciprocitd ai piani passanti per una
retta arbitraria %, sono i centri dei fasci situati pei piani per k£, nei quali i
raggi appoggiati alle rette k,,... ks, coniugate alla k nelle IT,,... II;, formano
un gruppo proiettivo al dato. Percid i punti indicati si trovano su di una
curva di 7° ordine che ha per segante sestupla la % e per quadriseganti le
k... ks (§ 16, 2°).

Dunque :

La reciprocity birazionale © indicata nel teorema & di 7° grado.

Se i piani polari di un punto O nelle 1,,... II; formano nel cono di
2* classe che li contiene, un gruppo proiettivo al gruppo dato ¢, allora ogni
piano di questo cono corrisponde nella reciprocita © al punto O, il quale percid
risulta doppio per tutte le superficie ¢p che corrispondono nella @ alle stelle
di piani dello spazio.

Il Tuogo dei punti O ora indicati & una curva gobba di 8° ordine e di
genere b che ha per quadriseganti le 10 rette i, ¢’; comuni ai complessi
dati presi 4 a 4 (§ 17).

Anche queste rette sono fondamentali per la ©, percht ad un punto O
di una di esse corrispondono tutti i piani del fascio di cui essa retta & asse.
Ne la corrispondenza ® ammette altri punti eccezionali, sicché le superficie che
in essa corrispondono alle stelle di piani dello spazio sono delle g = ¢ 10 g.

Correlativamente ad un piano punteggiato corrisponde nella ® un invi-
luppo di oo piani Ij;)=j)%, 10 ¢, avendo I'inviluppo fondamentale jis genesi
correlativa a quella della curva cy.

La Iacobiana del sistema delle superficie ¢ & una superficie o(,,)= ¢"(s), 10 ¢*
che corrisponde nella © all'inviluppo j); e correlativamente ecc.

Un’altra osservazione & da farsi sulla reciprocita ©, ed & la seguente:

In un fascio di raggi (O —w) che appartenga a due dei complessi dati,
per esempio a K, e a K,, si considerino i raggi 7s, 74, 75 che si trovano nei
complessi K;, K,, K, ed i raggi r,, 7, pei quali si ha:

Yo ¥s?Vy?s @ gEe‘ € 636465

: : eriva che il fascio
Le rette r,, 7, appartenendo ai complessi K, K,, ne d
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(O —w) fa parte del sistema 3, sicchd il punto O e il piano w si corrispon-
dono nella 6.

Da cid segue che due rette che siano coniugate fra loro in due delle
polarita date, si corrispondono anche nella reciprocita ©, nel senso che ai
piani che passano per una di tali rette, corrispondono hella © i punti del-
I’ altra.

23. La polaritd nulla IT dello spazio, determinata dal complesso li-
neare K che & in involuzione con i complessi dati K,,... K, facendo corri-
spondere ciascuno di questi complessi a s& stesso, trasforma del pari in se
stesso il sistema dei fasci di rette =’ del § precedente, facendo corrispondere
alla curva fondamentale ¢y I'inviluppo fondamentale ji) del sistema.

Ed i centri di due fasci del sistema X' che si corrispondano nella IT,
sono coniugati fra loro in una corrispondenza birazionale involutoria J dello
spazio (prodotto delle reciprocitd commutabili ® e II), la quale ha lo stesso
grado e le stesse linee fondamentali della ©; ciot in essa ai piani dello spazio
corrispondono le superficie ¢p;) = c¢%g), 10 ¢ gia indicate nel § precedente; ad
ogni punto di una delle rette ¢i, ¢'; corrisponde per intero 1'altra di tali
rette; mentre ad un punto della c¢g corrisponde una conica il cui assieme
cost.tuisce la superficie ooy = "5, 10 ¢* gid indicata nel precedente §, che &
la Jacobiana del sistema delle superficie g (*).

La conica o(; che corrisponde ad un punto generico O della ¢ nell'in-
voluzione J ora definita, & coniugata nella IT al cono di 2* classe ) =w,... u;
che corrisponde allo stesso punto O nella reciprocita ©; essa percid si trova
sul piano w polare di O nella II (piano che appartiene all’inviluppo js) €
contiene i punti O,,... Os, poli di  nelle [,,... II5, i quali formano su di essa
un gruppo proiettivo al gruppo caratteristico del sistema. Inoltre la conica o,

(¥) Nella corrispondenza birazionale che I’involuzione J stabilisce fra un piano e
la corrispondente superficie ¢g), alle sezioni piane della ¢¢ corrispondono curve:

cn = 8_.D2, 10 Q,
e ai singoli punti della curva doppia cg corrispondono coppie di punti di una curva:
Cey = 8 D7, 10 Q4, )

di genere 25, situate su rette di un inviluppo di 8 classe, sezione del piano = con I’in-
viluppo j(g); sicché il numero di tali coppie formate da punti coincidenti & 32. E facendo
uso della formola di ZueutHEN (Math. Annalen. Bd. III) per la corrispondenza (1, 2) che

intercede fra le c), cpg, puod riconoscersi che il genere della ¢g) ¢ 5, cio che per altra
via, abbiamo gia stabilito,
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non avendo punti variabili di sezione con le superficie ¢, e non incontrando
le gi, ¢'; che sono linee fondamentali di 2.% specie dell'involuzione J, si
appoggia necessariamente in 7 punti alla ¢ : donde segue che:

Una curva ci) del tipo indicato nei § 12 e 17, le cui quadriseganti si
corrispondano 2 a 2 nella polarita nulla 11, é segata dal piano polare di un
suo punto O nella 11, oltre che in O, in 7 punti di una medesima conica.

Due punti coniugati nella involuzione J sono su di un raggio del com-
plesso K; né la J ammette superficie punteggiata unita, ma soltanto una
curva punteggiata unita wug), luogo dei punti per i quali i raggi appartenenti
alle congruenze lineari (K K,),... (K K;) formano un gruppo proiettivo al
gruppo caratteristico del sistema. Percid un raggio generico del complesso K
contiene tre coppie di punti coniugaii nella J.

La curva unita u; ora indicata ha soltanto 8 punti variabili in comune
con le superficie ¢, coniugate nella J ai piani dello spazio, né& incontra le
rette ¢;, ¢';; sicch® si appoggia alla curva cp In 24 punti; vale a dire che
sulla ¢ esistono 24 punti di cui ciascuno si trova sulla conica che gli cor-
risponde nella J.

B opportuno anche notare che le rette di;, @'y che si corrispondono in
entrambe le polaritd date [I;, N;, corrispondono I'una all’altra nella J con
proiettivita non degenere.

Se si tengono fissi i complessi K,,... K, e si fa variare in tutti i modi
possibili il gruppo g, si presentano oc® sistemi X' di fasei di raggi ed al-
trettante involuzioni J del tipo ora studiato. Queste danno tutte origine al
complesso di rette K contato tre volte, e presentano ulteriormente le seguenti
proprieta :

1.° Hsiste una sola involuzione del sistema nella quale si corrispondono
due punti assegnati posti su di un medesimo raggio del complesso K.

2.° Le curve fondamentali ¢ delle inyoluzioni del sistema costituiscono
una congruenza di 1° ordine che ha per direttrici le rette ¢;, ¢';.

3.° Le curve punteggiate ) delle involuzioni del sistema costituiscono
una congruenza di 1° ordine dello stesso tipo della precedente, che ha per
direttrici le rette d;, d’; coniugate fra loro nella polaritd II e nelle singole
polarita date II;.

Se ai complessi K,,... Ky si sostituiscono i complessi K'y,... K'; che
con K formano la sestupla associata a quella costituita da K,,... K5, K, si
presenta un secondo sistema di involuzioni J riferito al precedente in modo
che di due involuzioni corrispondenti, aventi lo stesso gruppo caratteristico,
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’una ha per curva fondamentale la curva punteggiata wunita dell’ al-
tra; ece., ecc.

24. Pud succedere che uno dei complessi dati, ad esempio il complesso K,
sia singolare con la retta & per asse. In tale caso designando con k,,.. k,
le rette conjugate alla k& nelle polaritd dovute agli altri 4 complessi dati, si
ha che ad un piano o che passi per la k, corrispondono nella reciprocitad @
definita nel prec. §, tutti i punti di una conica c, appoggiata alle k,,... k,
in punti che sulla ¢, formano un gruppo proiettivo al gruppo gs=e,... e,.
Ne segue che il fascio (k) fa parte dell’inviluppo fondamentale j,, della © e
la superficie corrispondente & una «, =k*k,.. k, di tipo noto (§ 6, 1.°). E
correlativamente per la £ riguardata come forma di punti.

Pud succedere in secondo luogo che i complessi dati abbiano un raggio
comune r=¢', =...==¢'s. In tal caso il complesso K che & in involuzione
con essi, & singolare; onde la corrispondente polarita I e I’ involuzione J =@ II
risultano degeneri.

Di pili nel caso in esame le forme fondamentali ¢, s della corrispon-
denza © vengono a contenere rispettivamente la retta » ed il faseio (r) (§ 17);
e siccome ad un fascio di piani (o ad una punteggiata) che abbia per so-
stegno una retta appoggiata alla », corrisponde nella © una curva ¢ di 4° or-
dine (o un inviluppo j di 4" classe) (§ 16, 2”), percid le superficie ¢ che cor-
rispondono nella © alle stelle di piani, sono delle ¢; =7? ¢*;, bgq; e corre-
lativamente ai piani punteggiati corrispondono inviluppi Iz =13 j%q, 5g¢.

In sostanza la » corrisponde per intero confata fre wvolte ad ogni suo
piano, epperd risulta muitipla secondo 12 per la superficie iacobiana delle ¢4;
e correlativamente ece.

Sc tutti i complessi dati sono singolari con le rette k,,... ks per assi e
col raggio comune ¢, allora le superficie ¢ sono delle ) = 9%, (ki... ks )%, 5¢;
e gli inviluppi I sono degli I, =¢%, (k... ks j)% D g, ove la conica fonda-
mentale ¢ ed il cono inviluppo 7, sono del tipo indicato nei § 19 e 18;
ciod la ¢ si trova in un piano o dell’inviluppo Jpmy=Fk,... 45 q.... ¢ € il
cono jiz ha il suo vertice O sulla superficie o5 =ki... ks g1 ... ¢s.

Ai fasei di piani che hanno per assi le ki ,... ks, corrispondono nella ©
le superficie di 4° ordine :

GAEIfoGZkz--.ks()@,qg...q;,,..., UsEk’:’;zqGSkQ"’k4clg)ql"°g4;

3 . v . . . — 2 p2
onde al cono Jg & coniugata la superficie di 4° ordine o =k, . . . ks ¢5* €%, ed
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alla stella di piani (O) che contiene il cono, la superficie di 3° ordine
o) =ki... ks q....q, 0 gia indicata.

E si noti che il punto O & un punto generico della 73; ciot si pud
sempre determinare il gruppo caratteristico g =e,...e, del sistema in modo
che il punto O coincida con un punto della superficie assegnata a priori, e
¢id in un solo modo.

Ora si consideri la corrispondenza biunivoca e prospettiva che la reci-
procita ©, dovuta nel senso ora indicato ad un determinato punto O della o,
stabilisce fra la stella di piani (0) e la a5. In tale corrispondenza ad un fascio di
piani (g) della (O) corrisponde la curva variabile di sezione della 73 con la
superficie ¢ coniugata nella ® ad un punto O dell’asse g, corrisponde cioé
una cubica gobba g, che ha per corde le %,,... ks, come pud facilmente
riconoscersi considerando le sezioni prodotte nelle superficie o5, ¢z da un
piano che passi per una delle rette %.

Di piu la g5 contiene i punti di sezione, diversi da O, della g con
la 0@, perché ad uno di questi punti corrisponde nella © un piano che passa
per esso e per O, corrisponde ciod un piano del fascio (¢g). Onde la gg &
perfettamente determinata dall’avere per corde le %,,... k5 e dal passare per
i punti O'y, 0" anzidetti.

Ora ad una qualsiasi delle rette %,,... ks, per esempio alla ks, si so-
stituisca la retta k, della o3 che forma sestupla con le precedenti, e si con-
sideri la reciprocitd ©' dovuta alla quintupla %, ... %, ks ed allo stesso punto O
della ©.

In essa al fascio di piani (g) della stella-(O) corrisponde la stessa cubica
gobba g, che nella ©, onde le reciprocith ©, ©' stabiliscono la stessa corri-
spondenza biunivoca e prospettiva H fra i piani della stella ed i punti della
superficie; e per la natura delle ®, ® si ha che in tutti i fasei di raggi che
hanno per sostegni due elementi corrispondenti nella H, le rette appoggiate
alle k&i,... k; formano sestuple proiettive fra di loro. Dunque:

Una sestupla di rette (ki... ks) di una superficie generale di 3° ordine
ed.un punto generico O della superficie individuano una corrispondenza bi-
univoca e prospettiva fra < punti della superficie ed i piani dellu stella (0)
st fatta che le sestuple di raggi appoggiati alle k.,... ks che appartengono
ad un piano della stella ed al corrispondente punto della superficie, sono
tutte proiettive fra di loro.

La corrispondenza indicata coincide con quella che si presemta nella
genest della superficie mediante stelle di piani omografiche O (k,... k),
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O (ky... ke), 0" (k... ks) aventi per centri il punto O che si considera, ed
altri due punts arbitrarii della superficie (*).

Ne segue che al punto O corrisponde il piano tangente in esso alla o,
epperd una delle sestuple del sistema & formata dalle tangenti in O alla su-
perficie appoggiate alle k,,... kq; ecec., ece.

Reggono 1 teoremi correlativi.

VI.

25. Dati sei complessi lineari di rette K,... Ks in posizione affatto
arbitraria fra di loro, i fasci di rette dello spazio nei quali @ raggi ap-
partenenti ai complessi dati formano un gruppo proiettivo ad un gruppo asse-
gnato g =e,... e, hanno i centri su una superficie a di 4° ordine e i loro
piani appartengono ad un inviluppo J di 4% classe.

. Infatti assunta ad arbitrio una retta », designando con 7,,... 7, le rette
che le corrispondono nelle polaritd nulle 1,,... II; dovute ai complessi dati,
esistono mnel fascio () 4 piani di cui ciascuno & sostegno di un fascio di rette
nel quale i raggi appoggiati alle »,,... »;, formano un gruppo proiettivo al
dato (§ 16, 3.°). Questi fasci appartengono al sistema Z" che si considera, né
esistono altri fasci del sistema situati in piani passanti per la », sicchd l'in-
viluppo J indicato nel teorema & di 4" classe, e correlativamente la super-
ficie o & di 4° ordine.

Il sistema di fasei di raggi 3" di cui ora abbiamo iniziato lo studio, fa
parte di ogni sistema di fasei di raggi 2'; determinato da 5 complessi dati
Ky, Kn, K., K,, K, e dal gruppo caratteristico g; costituito dagli elementi
omologhi ez, em, €n, €, ¢4 del gruppo dato g. Cid equivale a dire che un
punto di ¢ ed un piano di J che siano sostegni di un fascio di rette del
sistema 2" si corrispondono fra di loro nella reciprocita nulla ©; determinata
dagli anzidetti complessi e dal gruppo caratteristico g;. Da cid segue che le
due forme o, J contengono rispettivamente 'una la curva fondamentale ¢; e
Paltra 'inviluppo fondamentale j; della corrispondenza ©;.

In sostanza un piano o che appartenga, per esempio, all’inviluppo fonda-
mentale 7, della corrispondenza ©,, gode la proprieta che i suoi poli O,,... O,
nelle polaritd nulle dovute ai complessi K,,... K;, formano sulla conica s

(¥) Vegg. REYE, Die Geometrie der Lage. 3.2 cdizione, 32 parte, pag. 60,
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che li contiene, un gruppo proiettivo a g, =e.... 6. Ora se si costruisce
sulla sg; il punto @, pel quale sia:

(Qi 02o.a 03)2 T gEel 62--. eo,

e si unisce tale punto @, col punto O, polo di » nella polarita dovuta al
complesso K,, il secondo punto di incontro O della retta O, @, con la conica
8@ © tale che:

0(0,0,... 0) n 0(Q,0,... O m g=e,e,... ¢,

sicche il fascio (O — w) appartiene al sistema Z” ed il piano » all’'inviluppo J.

Il cono di 4" classe e di genere 3 formato dai piani dell’inviluppo J
che passano per un punto generico O dello spazio, avendo in comune 8 piani
con l'inviluppo fondamentale j; della reciprocita ©;, ha per corrispondente in
tale reciprocitd una curva o di genere 3 e di ordine 4.7—8.2=12, la
quale si appoggia alla curva fondamentale ¢4 della ©;in 4.24 — 7.8 =40
punti. Questa curva é ¢l luogo dei centri dei fasci del sistema ) situati in
piani passanti per O.

Ne segue che:

I fasci del sistema 3" costituiscono un complesso di rette di 12° grado

Le proprieta sino ad ora dimostrate pel sistema 2" non cessano di es-
sere vere quando tutti o alcuni dei complessi dati siano singolari con gli
assi k,,... kz in posizione affatto arbitraria fra loro. L’unica particolaritd che
si presenta in tale caso per la superficie ¢ e per l'inviluppo J, si & di con-
tenere come elementi semplici ’una i punti e 1'altro i piani delle rette
kiyeoi ko

Di pilt ciascuna di queste rette ha in comune con la curva o, prece-
dentemente indicata 4.4 — 2 — 7 =T punti (¥).

Un’ultima proprieth del sistema %" degna di menzione & la seguente :

Sia (K',... K's) la sestupla associata alla (K,... K;); (O —w) sia un
fascio generico del sistema 2"; ed O,,... O; 0',,... O siano i poli del
piano o nelle polarith nulle dovute ai complessi delle due sestuple.

Siccome i due gruppi di punti O,... O, O'... O'; sono linearmente
associati (§ 20), percid esiste in » un punto O (diverso da 0O) pel quale
si ha:

0’(0'4-.. 0’5) 3 0(04.-. 06) T gEe“.. ec,

(*) Nel caso in cui tutti i complessi dati siano singolari, cfr. SturM, Mem. cit., § 51, b.
Annali di Matematica, tomo 1. 46
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vale a dire che lo stesso piano w & sostegno di un fascio di rette nel quale
1 raggi appartenenti ai complessi K';,... K's formano un gruppo proiettivo
a g. Da questa proposizione e dalla correlativa deriva che:

Due sistemi di fasci di raggi, del tipo studiato in questo §, che siano
determinati rispettivamente da due sestuple di complessi lineari associate e che
abbiano lo stesso gruppo caratteristico, damno origine alla stessa superficie o
ed al medesimo inviluppo di piani J.

26. Pud succedere che i complessi dati siano tutti singolari e che i
loro assi ki,... ks siano gli spigoli di un tetraedro 7. In tale caso o il gruppo
caratteristico g del sistema X" & affatto arbitrario, ed allora la superficie o
e I'inviluppo J si spezzano rispettivamente nei 4 piani w,,.. w, e nei 4 ver-
tici Oy,.. O, del tetraedro T'; ovvero pud succedere che, essendo spigoli op-
posti &, e kuy ks e ks, ks e ks, siano in involuzione le tre coppie e, ¢,, e, é;,
¢; ¢, del gruppo ¢, ed allora i fasci di raggi del sistema 3’ risultano oo
ed ogni punto (o piano) dello spazio & sostegno di un unico fascio del
sistema.

La reciprocitd birazionale nulla @ che si presenta nello spazio in' questo
ultimo caso, risulta di 3° grado, per le proprieta dimostrate nel § 16, 8°; ciod in
essa alle stelle di piani corrispondono le superficie di 3° ordine ¢3,=(0,... 0,), 6%
e ai piani punteggiati gli inviluppi di 8* classe J5,= (v,... @))% 6 %, avendo ogni
punto O (o ogni piano w) per corrispondenti tutti i piani (o tuttj i punti)
che gli appartengono.

Per individuare la recxproclta © basta assegnare il tetraedro T ed una
coppia di elementi corrispondenti affatto arbitraria.

Ora si ha il teorema che:

Ogni reciprocity birazionale nulla dello spazio di 3° grado a tetraedro
fondamentale, & del tipo che si esamina.

Sia infatti ® una reciprocitd nulla di 3° grado che faccia corrispondere
ai vertiei O,,.. O, di un tetraedro 7' le stelle di piani di cui essi punti
sono centri, e di conseguenza anche ad ogni faccia del tetraedro tutti i suoi
punti. Sia O« una coppia arbitraria di elementi corrispondenti nella @'

Si consideri la reciprocita © del tipo in esame, dovuta al tetraedro T ed
alla coppia di elementi corrispondenti O w. Il suo prodotto con la @' & una
omografia che ha i 5 punti uniti 0,,.. 0,, O e che percid risulta identica;
onde le ©, @' coincidono fra loro, e ne segue il teorema.

Si noti infine che: Essendo O w una coppia generica di elementi corri-
spondents nella reciprocitd, ©, tutts ¢ gruppi del tipo 0 (0,.. 0,), 0} © (0. 04, O
sono due a due fra loro omografici o reciproci.
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Infatti su un altro piano arbitrario o' si costruisca il punto O’ che cor-
risponde al punto O nell’ omografia individuata fra i piani o, »' dalle qua-
terne di rette corrispondenti o,.. o, 0';.. 0'; tracce sui due piani delle facce
del tetraedro 7'. Sara:

0 (0:05... 0,0%) © 0(0,04,... 0,0) 7 ¢,

onde O & il corrispondente di " nella 6, e ne segue il teorema per i gruppi
o (0y..04), 0; w (0,.. w), 0. E analogamente per gli altri casi (¥).

VII.

27. Dati nello spazio 7 complessi lineari di rette K,,... K, in posi-
zione arbitraria, ed assegnati in una forma fondamentale di 1% specie 7 ele-
menti ¢,,... ¢; in determinato ordine, si considerino i sistemi di fasei di
raggi ¥',, 2", del tipo studiato nel § prec., determinati rispettivamente I'uno
dai complessi K,, K;,... K, e dal gruppo caratteristico g, = e, ¢;... ¢,, P'altro
dai complessi K1, K,... K; e dal gruppo caratteristico g. =e, ;... e;.

Le due superficie di 4° ordine o, e o, determinate dai due sistemi pas-
sano entrambe per la curva fondamentale ¢ della reciprocitd ©,, dovuta ai
complessi Ki,... K; ed al gruppo caratteristico ¢g,, =e,... e;, onde si segano
ulteriormente secondo una curva  di 8° ordine e di genere 5 che ha 24 punti
in comune con la ¢i (**).

Un punto generico O di questa curva & centro di due fasei di rette
(O — wy), (O — wy), nel primo dei quali i raggi che appartengono ai complessi

(*) Il teorema su dimostrato mette in evidenza 'analogia esistente fra la corrispon-
denza © e 'unico tipo di reciprocita birazionale nulla che si ha nel piano.

(**) SaLvon FiEpLER, Analytische Geometrie des Rawmes. 1I Theil, n.° 108.

In generale se due superficie degli ordini »,, n, si segano seecondo due curve sem-
plici degli ordini w, w' aventi rispettivamente » e A’ punti doppi apparenti, si ha che:

2(h—h)=(r —p') (0, = 1) (5 — 1);

e se ¢ & il numero dei punti comuni alle due curve, é:

2i=(n+pu) (g +t ng—1)-—(p2+ '3 + 22+ 1).
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K,,... K, formano un gruppo proiettivo a ¢,, mentre nel secondo i raggi che
appartengono ai complessi K,, K;,... K; formano un gruppo proiettivo a g¢,.

I piani o, e o, di questi fasci corrispondono entrambi al punto O nella
reciprocita nulla @, senza che il punto O risulti singolare per tale corri-
spondenza; onde i due piani coincidono in un unico, e il punto O risulta
centro di un fascio di rette nel quale i raggi che appartengono ai complessi
dati K,,... K, formano un gruppo proiettivo al gruppo g =e,... e;.

Viceversa se in un fascio (O — w) i raggi che appartengono ai complessi
dati, formano un gruppo proiettivo a g, il centro O del fascio deve trovarsi
sulle superficie o, o, anzidette, senza appartenere, in generale, alla curva fon-
damentale ¢ della 8,,, e correlativamente. Ne segue che:

I fasci di rette nei quali ¢ raggi che appartengono a 7 complessi linears
dati, formano un gruppo proiettivo ad un gruppo assegnato, hanno i centri
su una linea gobba x di 8° ordine e di genere 5, e i loro piani inviluppano
la forma duale yg . Essi percid costituiscono una congruenza di rette di
8 ordine e di 8% classe.

Le due forme x, y si corrispondono in ogni reciprocitd nulla ©; deter-
minata da 5 qualunque dei complessi dati e dal gruppo formato con gli ele-
menti omologhi di ¢; e ¢id porge una conferma della proprietd gia dimostrata
di esservi 24 punti comuni alla x5 ed alla curva fondamentale della 6;. E
correlativamente per !’inviluppo y.

I risultati ora ottenuti non subiscono alcuna modificazione nel caso par-
ticolare in cui alcuni dei complessi dati siano singolari con gli assi k,,... ks in
posizione affatto arbitraria fra loro. Queste rette risultano quadriseganti per la
curva &, ciod questa contiene i punti in cui la retta %; incontra la super-
ficie o dovuta agli altri 6 complessi dati ed al gruppo caratteristico formato
con gli elementi omologhi del gruppo g. E correlativamente per 1'invi-
luppo ¥ (*): -

28. Dati nello spazio 8 complessi lineari di rette K,,... Ks in posi-
zione arbitraria fra di loro, esistono 8 fasci di rette nei quali ¢ raggi che
appartengono ai complessi dati, formano un gruppo proiettivo ad un gruppo
assegnato g =e.... es.

Si considerino infatti la superficie di 4° ordine o,, determinata dai com-
plessi K;,... K; e dal gruppo caratteristico gmf:_es... es (§ 25), e’la curva
di 8° ordine x(; determinata dai complessi K,, K,, K,,... K; e dal gruppo

(¥) Se tutti i complessi dati sono singolari, efr. STurM, Mem. cit., § 54, 6).
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caratteristico g, =e, e, ¢,... ¢5 (§ prec.). Dei 32 punti comuni alla o, ed
alla 2 24 si trovano sulla curva fondamentale della reciprocita nulla 6, de-
terminata dai complessi K,,... K; e dal gruppo caratteristico g..s=¢,... ¢,
e i restanti sono i centri dei fasci indicati nel teorema, il cui numero percid & 8.

Questo numero non varia se tutli o alcuni dei complessi dati risultano
singolari. Nel primo caso si presenta il teorema (¥*) che:

Esistono nello spazio 8 fasci di retle nei quali ¢ raggi che si appog-
giano ad 8 rette date formano un gruppo proiettivo ad un gruppo assegnato (**).

Potenza, Aprile 1898.

(*¥) COfr. Sturm, Mem. cit. § 65, 5 (ove bisogna leggere 8 invece di 6) e ScHUBERT,
Op. cit. pag. 207 (p3e? 28 = 8).

(**) La proposizione stabilita alla fine del § 19 come corollario del teorema di Scuur
regge evidentemente nel caso che le due quintuple di rette che determinano Iassieme
dei coni e la congruenza delle coniche ivi indicate, appartengano alla stessa superficie
di 3° ordine e siano {ra loro associate.

Fixe per Tomo 1.° (Serie IIL*)
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