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Sull'in tegrazione dell'equazione 

(Di ORAZIO TEDONE, a Miluno.) 

- 

P e r  m = 3 I'equazione di cui ci vogliamo occupare B la nota equazione 
dell'ottica ed i: notissima la formola di KIRCHHOFF relativa a questa equazione, 
la quale rappresenta analiticamente un principio fondamentale d'ottica di cui 
quello di HUYGBENB è un cas0 particolare. 

11 metodo che KIRCHHOFF lia adoperato per dedurre la sua formola, anche 
sotto la  forma in cui l'lia piesentato il prof. BELTRAMI nelle sue prime Note 
sull'argomento (*), a prima vista pare applicabile soltanto al caso di n z  = 3. 
Pero al prof. VOLTERRA è riuscito di stabilire con un processo analogo appunto 
a quello di KIRCHHOPP-BELTRAMI e peï il caso di m qualunque, delle formole 
analoghe a quella di KIRCHHOPF per m = 3 (*y. 

In un'altra Nota (***) poi il prof. VOLTERRA, ancora, partendo da concetti 
affatto differenti e che si possono ritenere, in certo modo, corne una genera- 
lizz~zione di quelli che servono di fondamento al metodo delle caratteristiche 
di RIEMANN, ha stabilito, pel cas0 di m = 2 ,  delle formole più generali di 
quelle che aveva otteiiuto col metodo di KIRCHHOFF-BELTRAMI ed, in seguito, io 
ho applicato (****) il procedimento stesso anche al cas0 di m=3.  Scopo di 
questo lavoro è osa di estenderne I'applicazione al caso di m qualunque. 

(") Vedi : Sul priiicipio di IIuygJ~ms. Reid. dell' 1st. Lomh. , 1889, e S~d1'ssprc.s- 
,yio,ze cinnliticn d d  priîac$io di H ~ q 7 1 ~ e m .  Rend. dell'bcc. dei Lincei, vol. 1, 1." semestre, 
scrie T'. 

(**) Sdlc vibrazioni 1umino.sc m i  mezz i  isotropi. Rend. dell'hcç. dei Liiicei, vol. 1, 
2." semestre, scrie V. 

(*fi*) Stclle onde citi~ztk-iche nei wzezzi isotropi. Rend. dell' Ace. dei Lincei, vol. 1, 
2." semestre, scrie V. 

(****) SzcZlii dimostraziom clelln for,uoltr clle rappeserztit a)zaliticnnzeiate il pz'izrQ~io 
cli Hz(yglteus. Rend. del17Acc. dei Lincei, vol. V, 1." semestre, serie V. 
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2 Ted O n e : Sull' integrazz'one 

1. Consideriamo percib x,  , Xe,. . . , xm corne le coordinate di un punto 
in uno spazio lineare ad m dimensioni che indicheremo col nome di spazio (xi) 
e, similmente, consideriamo x , ,  x ,,..., x,, t corne le coordinate di un punto 
in uno spazio lineare ad m + 1 dirnensioni che indicheremo col nome di 
spazio (xi, t). Chiamiamo S,, una porzione finita, quelunque del10 spazio (xi) 
ed Sm+, una porzione finita, qualunque del10 spazio (xi, t ) ;  cos1 cliiamiamo 
pure 2,-, una varietà ad nz - 1 .dimensioni dello spazio (xi) e Ç,, iina va- 
rietà qualunque ad nz diniensioni dello spazio (xi, t ) .  

Se ora g, e y1 sono due funzioni qualunque, soddisfacenti a,l17equazione: 

regolari in tutta la porzione ,Sm+, dello spazio (xi, t) liinitata dalla varietà 8, 
e, se supponiamo che 1s normale ?z a 2, sis diretta verso l'interna di  S,,+, , 
col solito processo di integrazione per parti dalla identità: 

potremo dedurre la formola : 

2. Dinoti ora (x';, t') un punto determinato dello spazio (xi, t )  ed A 
la varietà conica ad m dimensioni, di rotazione iritorno alla retta a paralleln 
all'asse t e passante pel punto (xPi ,  t'), avente il vertice in questo stesso punto 
e per equazione : 

Supponiamo quindi, dapprima, che la porzione S,,+, dello spazio (xi, t )  in 
cui vogliamo applicare la formola (2), sia limitata dalla varietà A e da una 
porzione 8,, di una varietà ad nz dimensioni, soggetta alla condizione di es- 
sere incontrata in  un punto solo da ogni retta parallela all'asse t, e tale che 

1 '' 1 5 1, potendo perà essere indifferentemente in ogni punto di Sm+, sia - 
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t ' )  t ,  ovvero t '< t. Per  p, nella (2), prendiamo invece una delle due fun- 
zioni seguenti : 

con : 

a seconda che 111 è eguale, rispettivameiite, a 2 p + 1, ovvero a 2 p  con p > 1. - 
Ma quando 112 = 2 prendiamo rp, = log [ O  + \IO2 + 11. Inoltre nell' espressiorie 
di B prenderemo il segno -+ O il segno - a seconda che t' > t ,  ovvero t' < t. 

A questo modo resta escluso soltanto il caso di nz = 1 di cui del resto 
possiamo fare a meno di occuparci a causa della sua semplicità. 

Notiamo ora che, diventando le funzioni rfi infinite lungo tutta la retta a, 

supponendo che questa retta cada in parte in Stn+i, ovvero sia tangente a Z,, , 
iion possiamo applicare la formola (2) nelle condizioni indicate. Escludererno 
allora da S,,+, quella porzione del10 spazio (xi, t )  che è compresa nella va- 
rietà cilindrica G di rotazione intorna alla retta a e che ha per equazione : 

Y = & )  (7) 

dove E i: una costante che faremo poi diventare infinitainente piccola, ed in- 
diclieremo con S1m+.i e Xfm ciO che resta di ASm+, e di 2,  dopo questa esdu- 
sime, con 2",x, 2"',, quelle parti di A e di C che insieme a 2', determi- 
nano i l  contorno cornpleto di S',,+, . 

Poichè ora : 

l'equazione (21, per i l  caso nostro, si potrh scrivere : 
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Osservando quindi che, su ,4, si ha:  

a seconda clie t ' >  t, ovvero t' < t ,  rie viene che in ogni punto di A è : 

e qixesto risultato, poichè su A è anche y1 = 0, nîostra che l'jntegrale esteso 
a L", che cornparisce nella (8), è identicamente nullo. L'integrale esteso a 
f l l l  - ,, invece, notando che su C è :  

dll, t ' - t  da ; '  
2 + - y  LJ (jz.", - . d r - ..,,, ii 1- d 4 

indicando con t ', il valore di t che corrisponde alla intersezione di Y,,, coi1 
la retta a, con 11,,.-, una varietà sferica ad m - 1 dimensioni avente il centro 
ilel punto ( x f i ,  t )  e per raggio uno. Se poi la retta cc tocca semplicemente 
la varietà Y,, per il,-, s'intenderà soltanto una parte della varietb sferica 
di cui sopra abbiamo parlato. 

Facoiamo ora tendere E a zero. Tenendo presenti le espressioiii (4) e (5) 
di rj11 ed osservando che, in ogni caso, si ha  : 

si trova anche : 

supponendo che la retta a iricontri 2, senza esserle tangente. Ne1 caso 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



tlell'equazione, ecc. 5 

in ciii la retta a tocca I,,,, invece di 2 - 3 si deve br comparire, iiell'e- 

r (a )  
spressioiie del limite precedente, conie coefficieiite di ( r t :  l ) l l z - '  y ( x r i ,  t i  uiia 
quantità 5 che rappresenta in generale il valore dell'integrale : 

Tenerido preseiite soltanto il primo caso, potremo scrivere le due forrmile se- 

I I I  prima delle quali v d e  per = 2 p -1- 1 e la seconda Pei. 111 = 2y, e? coinc 
al solito, si dovrh scegliere il s e p 0  superiore O l'iiiferiorc a seconda che, i i i  

S,,,, t r>  t ,  ovvero t'<t. 
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Derivando le formole (11) e (12) m - 1 volte rispetto a 2' si ottengono 
le foimole che andiamo a scrivere e clle determiriano il valore di yl ne1 punto 
( x F i ,  t') in  funaione dei valori che g, e le sue derivate parziali rispetto alle 
e a t assumono su 2, : 

111 - 

ÔP = -- 1 dl, ap-i d t 1' - t d r ]  - tj2 at'iJI'ml[dti--- zri r d n  ,-nt-z 

3. Supponiairio, ora che 7~ si riduca ad  uiia porzione Sm clell'ipei- 
11iar10 t = t ' ,  del10 spazio ( x i ,  t ) ,  pur tutti i punti della quale si abbin 

1 1 > 1, lirnitatn dalla varietà 2,- , ,  insieme alla porzione delin rarieth 

ciliiidiica r ad In dimensioni che nasce da1 conduire le parallele all'asse t 
dai diversi punti della varietà 8,,-, e c,ompresa fra 2,-,  e la varietà conica A .  

Osservando allora che su Sm è : . 

e che su r è i~iv.ece : 
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si trov:t subito clie le formole (13) e (14) si riducono rispettivameiite a : 

- 

2 
z 2 r ( ~ - i )  

9) (X1i7 t ') = 

Facciamo ancora l'ipotesi che y si annulli per i valori di t inferiori ad 
un certo limite se nelle formole precedenti vale il segno superiore, ossia se 
i n  Sm+, è t' > t ,  e che si annulli per i valori di t superiori ad un certo 
limite se nelle stesse formole vale il segno inferiore, ossin se in Sm+, è t' < t ,  
e che t ' ,  direnti infinitamente grande e negativo ne1 primo caço, infinitamente 
grande e positivo ne1 secondo. 

In  conseguenza di queste ipotesi gli ultimi due integrali che cornpaiono 
nella (16) si aniiullano identicamente. P e r  trovare poi a che cosa si ridu- 
con0 gli altri integrali che compniono nella (15) e nella (16) poniarno, per 
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e, se siarno ne1 caso in cui t' > t ' , ,  poniamo nei detti integrah t' - t = .rc, 
mentre se siamo ne1 caso in cui t' < t ', , poniamo t' - t = - u. Si trova su- 
bito che l'integrale: 

8 indicando col simbolo - 1' oper~zione : 
a n  

durante la quale Y deve considerarsi come una costante. Con la s t e m  facilita 
si trova pure che I'iritegrale : 
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e qiiindi, ne1 cas0 di m = 2 p + 1, I'espressione : 

t ' w  7)L - 3 - 
1 &J+' " 2 -- a ~ - i  

p - i  a ty+i ) d t y 7 [ (t' - t )  [(t' - ty - 1'1 
a t p -  

t O 

1 > 

diventa : 

Questo calcolo suppone perb m > 3. Mn se nz = 3 sbbiarno subito: 

Ad un identico risultato si perviene anche ne1 caso di m= 2 p  se si tras- 
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forma in modo analogo l'espressione : 

2'0  

Ne viene che, ne1 caso di 912 = 2 p  + 1, possiamo scrivere la formola : 

S a d r  
nella quale formola il simbolo - indica l'operazione - - 

S n e i segni si pos- h- d12 

sono scegliere ad arbitrio purchè si scelgano O sempre i segni superiori O 

sempre gli inferiori. Ne1 cas0 invece in cui m = 2 p abbiamo la forinola: 

4. Pel caso di rn = 2 p  + 1 si pub dare alla (15) una forma abbslstanxa 
semplice senza sottoporre y ad altre condiziarii che a quelle generali. Oaser- 
v i ~ r n o  percib che si ha  : 
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dell'equaxione, ecc. 11 

Inoltre si trova subito che : 

Al10 stesso modo si trova : 

- - [ r  ï h - h ( Z i ,  t1 5 Y ) +  
L m -  

(") P e r  convincersi della ver i tà  di questa  formola s i  osservi che l a  derivata dell'or- 
dirie p - 1 - 71 della potenza [ ( t r -  t)2 - r a ] p - 1  s i  pu0 eseguire coine l a  derivata del10 
stesso ordine del prodotto di p - 1 funzioni qualunque +, , S2,.  . . , tP-l e che nello svi- 
luppo di questa derivata ,  il coefficiente del termine che contiene la  derivata am@ di +,, 
quolla fP@ di +2, ecc., coincide col coefficiente del termine +,a + , p . .  , dove a, P,.  . . 
sono da considerarsi corne esponenti, nello sviluppo di (+, - +, + . . . + + p - l ) ~ - l f ~ .  Ne1 no- 
s t ro  caso i soli termini che non ci diano u n  risultato nul10 soiio quelli in cui l e  a ,  P ,  ... 
Iianno alrneno il  valore 1 e non piu clie il valore 2. Il coefficiente di un  termine siinilc 

( p -  1 . h ) !  
ed il numero .di essi ('3 = 

( P -  l ) !  
è, corn' è noto , z/* ( p  - 1 - I L ) !  I L !  . Facendo 
poi astrazione da1 coefficiente, il valore di ciascuno di questi termini, dopo la sostituzione, 
è 2 ~ - 1  (f r)p-1-h, quindi ecc. 
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e quindi: 
t' f l' 

1 (Zr -- - - ap-1 
i d  t y 1 (tf - t )  [(il - - 1.? 

y?-1 c~ I z  a t l p +  _ 
t'" 1 

Si osservi finalmente che pes essere : 

r(?,&- 1)=(2p-  l)! = (2 p - 1) (2p-  3) , .  . 3 .  1  -x 2p-1 x (11- l)! 

si lia anche : 
I l l  - 

Tenendo prescrite questo risultato e le (19), (20) si trova irnmediatamente 
che alla (15) si pub drtre la forma seguente: 

(4 n)P (x t i ,  t ') = 

5. Supponianio ora che sia t '>  O e che nelle (13) e (14) L,, cuincida 
con la porzione S ,  dell'iperpiano t - O che è compres;t nella varietà conica A 
iii modo che Sm risulterà limitata da una varieta sferic,a Q n l - l  ad 112 - 1 di- 
mensimi aveiite il centro ne1 punto ( x ' ~ ,  O) e per raggio 1. == t'. Poiclik 

d t  d x i  d y  07 (3 su S,, è -= 1 ,  -- - - = O, le formole ricordate, ponendo y, = 3 si 
cz 28 d n  d n  a t 
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dell'eyuazione, ecc. 13 

potranno scrivere : 

Qiieste fortnole corr ispo~~dono alla generalizzazioiie delle formole di POISSON 
p l  cas0 di  uz dispari e pel caso di n t  pari. La foruiola (22) si pub porre 
perb anche sotto uiia fornia più semplice clalla quale l'nnalogia iiidicata pot& 
riixscire più manifesta.. Si osservi percib che : 

1)-1 
I. ( p  - 1) ! Eh 2 ~ - 1 - h  

( p  - 1 +- h)  ! * &-1 -1~  
-. 

i ' f P, (xi, O) d j O ( p  - 1 - h ) !  h ! dyp--'.-h 1 ~ + l i  i l  

--m-I 
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per cui si avrà  facilmente : 

6. Siipponiamo ora che la  porziorie del10 spazio (xi, t )  ne1 quale an- 
diamo ad  applicare la formola (2) s ia  limitata itncora dalla varieth conica A 
e da  una porzione di una varietà ad  nt dimensioni, ma tale che in ogni suo 

1 t' - t punto sia - G 1. Una porzione dello spazio (xi, t), CO$ determinata, s a r i  
1' 

indicata (la noi col simbolo Sn,+,, mentre la porzione della varieta ad tn di- - - 
nlensioni che insieme ad A limita sarà, indicatn col simbolo In,. LR 

- 
~)orziorie del17iperpiano t = t' che cade in SPS:,+,, e clie chiameïemo T, divide 

- 
i c j , l t , ,  e Ç , ~  in due parti ciascuna che indicheremo rispettivamente coi simboli 

- - - 
SI,,+,, , , 2,,,,i e ,,,,.,,z, An%,? a seconda clle in ognuno dei loro punti s ia  t' > t, 
o w e r o  t < t. 

Oib poçto applicheremo l a  fornlola (2) prima nello spazio %+,,, e poi 

nello spnzio L,,,, prendendo per cpi una  delle due funxioni: 

In - 3 -- 5 - . - . . . - . -  ' (arcsen O - i-) . 
f ,, -- 2 w8 - 4 4 2 a 

\ 
i i  secoricla d i e  rn - 2 11 + 1, ovvero nz = 2 1) con 1) ) 1 ,  e nelle quali formole 

t' - t t' - t - 

O= - 3 ovrero 6 = - - a seconda che 'siamo in S,,% +,, , , 0vve1.0 i n  
r 1' - - 

S:n+r,2. Ne1 caso poi in cui In = 2 yrendererno seniplicemeiitc y ,  = nrcsen O-  - . 
2 

P e r  rendere poi effettivameiite possibile l'applicazioiie della formola (2) ai 

ilustri casi, escluderemo da , e d a  &+,,? quelle loro porzioni che sono coin- 
pi-ese iiella varietà C, in mollo aiialogo a quello che è etato fatto iiinanzi, e chiame- 
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- - - 
rem0 S1,+,, , , Sm+,, ,  , T' cib che resta di ,' di SmT'l,? e di T dopo 
questa es~lusjone, con z',,, e Z",, , i  le porzioni di A e C che insieme a g,,? 

- 
e a T' limitano completamente , e con Ti,,,,,, - , , ,  le porzioni di A 
e C che insieme a Z,,, e a T' lirnitano completamente s,,,,,,. Inoltre in- 

- 
tendiamo di scegliere la direzione positiva della normale a Z' ,,,,,, z",,,,, 2 ,,,,, 
e a T', inquanto fa parte del contorno di S',,,,,,, in modo che vada d ' i n -  
terno di Sm+, ,  , , corne pure intendiamo di scegliere la. diïezione positiva della 

- 
normale a Z ' , , , ,  I;",,,, x,,, e a T', in quarito fa parte del contorno di Sm+,,?, 
in modo che vada all'interno di S1m+,,2s  

Dopo cib potremo scrivere le due formole seguenti : 

Si vede ora facilmente. che gli i n t e p d i  estesi a Y , ,  , e a Y,,,  che 
coinpaiono nelle (27) e (28) sono identicamente nulli e che quando si fa 
tendere E a zero svaniscono anche gli altri integrali estesi a Y,,, e a Z",,,? 
siccliè le due forinole (27) e (28) diventario le seguenti : 

Sottraendo queste due foiimole e distinguendo il cas0 in cui m t! dispari da 
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16 T e d  O n e :  Suld'integraxione 
-- 

quel10 in cui m è pari si oitengono le due formole seguenti : 

ni-3 -_ - 
d t  t f -  t d r  2 d Xnz 

nt- i2hfli 
4 (s - et) 

r XI* -nt 

I 
l n - 3  m - 5  t ' - t  a? dt gn a i d _ - ~ ~ ~ , ~  , (30) 

. - . . . _ . _  '[arcsen- ---Y 
+= n r - 4  4 2 r ( a f d n  y i z i d n  
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dell'eqzdazione, ecc. 17 

Osserviamo ortl che : 

dove 2,,,-, è la vaiietà ad 711 - 1 dimensioni intersezione di Fn, e di T ed 12 

dinota la normale nei punti corrispondenti di Z,, . Quindi, se chiamiamo IJ la 
normale a &,,-, che giace in T ed osseïviamo che : 

d xi dxi - = sen (n t) - 
d n d v 

le (29) e (30), derivate una volta rispetto a t ' ,  ci daranno ; 

Annali di Matemnticu, tom6 I\ 
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18 Te don e : Sd'idegrnaione 

Ma per il lemma di GREEN: 

quindi le due formole (29') e (30') si riducono tutte e due alla formola: 

che comprende tanto il caso di disperi quanto quello di rrz pari. - 
Particolarjzzeremo ora la varietà 2,, supponendo che si riducsa ad un& 

varieth cil indric~ qualunque con le generatrici parallele a.ll'asse t e chiame- 
remo ancora 8,'-, I'intersezione di questa varietà cilindrica con l'iperpiano 
t = if, La forrnola (31) ci dB dora  subito : 

e cangiando la variabile t in zl per mezzo della formola t '- t L= zc si ha 
anche : 

Questa identità vale tanto per na dispari quanto per na pari. Se perb m è 
dispari alla derivata d'ordine gz - 3, rispetto a t', della (32) si pub assegnare 
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dell'equaxione, ecc. 19 

anche la  forma : 

7. L'applicazione della foi-mola fondamentale (2) nello spazio yiiaiido 
per y1 si prenda una. delle due funzioni y, O y, ci h a  condotto, come appunto 
abbiamo ~ i s t o  ne1 n." prec., a stabilire soltanto delle 1-elazionijdentiche fra 
i valori di y e quelli delle sue derivate parziali ~ i spe t to  alle z; e a t. Ora 
vogliamo mostrare d i e ,  pel caso di nt pari ed eguale a 2p ,  è possibile de- 
terminare jl valore di y ne1 punto ( x ' ~ ,  t') in funzione dei valuri che y stessa 

e le sue derirate parziali, rispetto alie xi e a t, acquistario su E,,,. 
Yercib teiiiamo ferme tutte le c,onvenzioiii stabilite ne1 11." prec. e sol- 

t m t o  cercliiamo di prendere la funzione in modo più opportuno. 
Gli integrali dell'equazione (1) che dipendono soltanto da Y e d a  t sod- 

disfano all'equazione : 

3 ' 2  8 2 ~  l n - 1  acp - - . - - - - - 
a t 2  ôro r a r  0, 

e questa. equazione rnostra subito che, se uiia certa funziorie rp soddisfa ad 
i a essa per un certo valore di nz, la funzione v y, dove v = -- , soddisfa alla 
r. a r  

stessa equazione quando si cambi ftz in nz + 2. Ora, per m = 2 si pub de- 
terminare l'integrale seguente : 

e 

t' - t 
della equazione (l), dove 9 = - e 

'r 

esso rappresentata risulta reale. Quind 
f l  

d F) 1 - oz) --- - + log Y a rc  sen 9 
\ I l - V  

I 0 1 r 1, in modo che la  funzione da 

la  funzione : 
0 

soddisferà alla (1) per m = 2p e godrà della proprietà di annullaisi, qua- 
lunque sia r ,  per 0 == 1, ovvero per 8 = - 1 secondo che si sceglie in 50; i] 
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segno fiuperiore ovvero l2infei'iore. Questa è la funzione ctie vogliarno porre 
td posto di 91 iielln (2) ed in essa sceglierenlo il segno etiperioi-e, u v ~ w o  l'iii- - - 
fwiore, n seconda che sjaino in S',,,, ,,, O in S',l,,-,,2. 

Pvssiamo al1oi.n sci'jvei'e le formole seguentj : 

nelle qual i  formole la derivata d i  y, rispetto ad 9. si deve eseguire corne se 6 
fosse costante rispetto ad Y. Corne iliilatizi, possiamo osservare che gli inte- 
grali cstesi a Z',ji,, e s Z",,,,, sono identicamente nulli e che quand0 c tende 
a zero ariche gli integrdi estesi a. Y',,,, e n ln,,,*, tendono a zero. Invecc i 
due iritegrali estesi ri. T'  si riducono rispettivainente a : 

Sicchb sommando la (36) con la (371, dopo aver fatto in esse c = O, si 
trova : 
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2 2 T e d  O n e : Szdl'integrazione 

Facendo quindi in questa equazione delle o s~e rvaz i~ r i i  analoghe a quelle 
che abbiamo fatto ne1 n." prec. essa pub  scriversi ne1 modo che segue : 

Osserviarno ancoïa che la funzione : 

Con un processo analogo a quel10 che serve a stabilire la foi-niola di GREEN, 
si trova che : 

2P--' (- ,)P t g  y (x ' ; ,  t ) = 

8 '  

ti? y 
= ( ) [ - q ~ - i - f l o ~  [r (1 - - fi] .- \ I L  - O ?  O-, (7 v 

-171-1 O 
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del l'equaxione, ecc. 2 3 

quindi la f ~ r m o l a  (40) si pub porre sotto la forma definitiva: 

- 2 P  (- ++' (p (xri ,  t') = 

A ( t l  -- t ) 2  d t  t f - t  d r  
d 8,,, l T ] [ d n - y d % ]  1 /Y? - (t' - t )  

z, 

- 
Se ora supponiamo che 2,, si riduca ad unn varieth ciliiidricn le ge- 

neratrici siano parallele al17asse t ed abbia per diïettrice la varieth 211t- l  del- 
l'ipespiano t = t' la formola precedente ci darà. subito 17altra : 

2 P  (- r)P+' y (xr i  t') = 
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Rappresentazione della quartica base di 
un fascio di quadriche di 8, sopra 
un  8,- 2 (*). 

(Di CARLO ROSATI, n Pisa.) 

II prof. BERTINI, nelle lezioni del 1895-96, espose la nota rappresenta- 
zione del coniplesso quadratico generale nello spazio ordinario (**) proiettando 
sopra un S, la quartica base di un fascio di quadriche dello spazio S5,  da 
un Si della quartica stessa. Il proeedimento è estendibile alla quartica base 
di un fascio di quadriche di uno spazio ad n dimensioni, quartica rappre- 
sentabile biunivocamente in un Sn-, . L a  detta estensione, che è l'oggetto del 
presente lavoro, non è perb iinmediata, incontrandosi per ri qualunque, come 
si vedrà, varieth e proprietà che scompaiono totalmente per n = 5 .  

La quadrica T dello spazio ïï. 

Consideriam0 in Sn una quartica V4,.-,, che indicheremo con &, base 
di un fascio di quadriche VZn-, ,  e in essa un S,, che indicheremo con Y, 
della O&-') che contiene, ed infine uno spazio Sn-e7 duale dell' Si, che 
chiamerem n, e che prenderemo per spazio rappresentativo. Un S, generico 
passante per r sega due quadriche del fascio considerato ciascuna ulterior- 

(*) Estratto di tesi di laurea presentata alla R. Universitj di Pisa ne1 novem- 
bre 1897. 

(**) Cfr. CAPORALI, Memo~ie di geometria, Napoli 1888; pag. 54. R. STURM, Die Ge- 
bilde ersten und zweiten Grades der Liniengeornelrie, Leipzig 1896, I I I  Theil, pag. 272. 

Annali di Matematica, tom0 1. 4 
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26 R O s a t i: Rappresentaxione della qtdartica buse 

mente in un Si, quindi la quartica ulteriormente in un S,, e Io spazio n in 
un S', che considereremo corne l'immagine del punto So. E reciprocamente 
un S', qualunque di n viene da .r proiettato mediante un 1% i l  quale, oltre di  r ,  
avrà colla quartica Q un altro So comune. Dunque si pub stubilire una corri- 
spondenxu biunivoca fra i punti della quartica & e i punti di  un Sn-:! (*). 

Sulla quartica Q abbiamo corne varietà eccezionale della rappresenta- 
zione l'SI che abbiamo indicato con' r. Gli S, proiettanti gli 3, della quar- 
tica, infinitamente vicini ad un S, di r ,  che indichiamo con M, sono gli S! 
passanti per r dell' Sn-, tangente in M alla quartica; questo Sn-, sega Io 
spazio II in un Sn-4 che chiamiamo m;  i punti di questo spazio m sono le 
irnmagini dei puriti della quartica infinitamente vicini ad M. 

Cerchiamo, col variare M su Y ,  che varietà descrive 10 spazio m nello 
spazio rappresentativo. Sappiamo (**) che ad un S, generico di Sn è coordi- 
nata, rjspetto al fascio dato, una quadrica, che si chiama qtiad~ica polare 
dell' Si rispetto alla quartica, la quale contiene due serie di Sn-,: gli Sn-, 
polari dei punti dell'S, rispetto alla quartica, e gli Sn-, polari dell' Si rispetto 
alle singole quadriche del fascio; è inoltre una quadrica specializzata con 
un per spazio singolare. Gli Sn-, tangenti nei puriti di r alla quartica 
sono gli Sn-, polari di questi punti rispetto ad essa, dunque generano una 
quadrica P\--, specializzata, che chiameremo p ,  polare di r rispetto alla 
quartica Q, e che avrà per spazio singolare l'Sn-, tangente lungo r a Q, il 
quale spazio si indicherà. con 0. Questa quadrica p ammette inoltre un'altra 
swie di Sa-,, gli Sn-, tangenti lungo alle singole quadriche del fascio. 
Gli spuxi generatori (secondo una denorninazione di S E ~ R E )  di dimensione 
minima della quadrica p ,  sono degli Sn-,, tangenti in un S, di r alla quar- 
tica Q e lungo r ad una quadrica del fascio. Lo spazio rappresentativo II 
sega la quadrica p in una quadrica VYn -, specializzata, che jndicheremo 
con T, con un Sn-,, che chiameremo O ,  per spazio singolare, e che ammette 
due specie di Sn-,. La  quadrica T è la varietà del10 spaxio rappresenta- 
tivo corrispondente ad r ,  elemento d i  tJ eccexionale nella ~appresentcaxione; 
un S, qualunyue di T è i~nmagine di un fio della quartica injnitamente vi- 
cino ad un So di r,  e reciprocamente. 

(*) Da ora in avanti indicheremo con lettere maiuscole gli elementi obbiettivi, e colle 
stesse lettere, ma minuscole, le loro immagini. 

(**) SEGRE, Studio sulle quadraèhe in uno spazio lineare ad u n  nurnero qualunque di 
dimensioni (Memorie della R. Accademia delle Scienze di ,Torino, 1884) n.O 52. 
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28 R o s  a t i : Rappresentaxione dellu quart ica  base 

Studiamo ora più da vicino le relazioni che passano fra la  quadrica T 
e la varietà C, cioè guardiamo corne gli s,-, della T segano la detta varietà. 

L7 Sn-, tangente in un punto X di r alla quartica Q, il quale sega Io 
spazio rappresentativo in un Sn-r del primo sistema della quadrica T: ha a 
comune con Q una Thfl-, tutta costituita da S ,  passanti per X; proiettando 
questa V4,-, ne110 spazio TI, si avrà la  completa intersezione dell' s,_, colla 
varietà C. L a  dimensione di questa intersezione sarà evidentemente n - 5 ,  
perchè ogni punto di essa B immagine di un intero S, della V4,-,; cerchia- 
mone l'ordine. Un s, dell' s a - ,  viene proiettato da r secondo un S, che sarà 
tangente in X alla quartica, e la segherh quindi oltre che in r in tre ulte- 
riori S,; ne consegue che 1' s ,  preso nell' sr,-, contiene tre punti della inter- 
sezione di snP4 colla C; percib questa intersezione è una v3,-,. Fra gli S, 
proiettanti da  1. gli S, della Pd,-,, ci sono quelli clle proiettano gli Si in- 
finitamente vicini ad r, i quali 8, sono quelli dell' Sn-4 tangente lungo r alla 
quartica Q. Possiarno duiique enunciare : u Gli s,-, del  p r i m o  s is tema della 
quadrica T hanno a comune colla varietà C u n a  loro ipersuperjicie del terao 
ordine, la quale  passa per 10 spazio singolare o del la  quadrica I'. n 

L' Sn , tangente lungo r ad una quadrica cp del fascio sega questa qua- 
drica in una P2,-, tutta costituita da S, passanti per r, ciascuno dei quali 
contiene ulteriormente della quartica un Si appoggiato ad r ;  la totalità di 
questi S, costituisce la 'V4n,_, di intersezione dell' Sn-z colla quartica Q. P e r  
questa 774,-, la r è un Si doppio, perchè esso è doppio per la VO,- ,  d'in- 
tersezione dell' Sn-* con y, ed è semplice per la  Fen-, intersezione dell'S,-2 
con un'altra quadrica del fascio. L' SR-, considerato sega Io spazio rappre- 
se~itativo in un s,-~ del secondo sistema della qucdrica T; gli Sz che pro- 
iettano da  r gli S, della V4,-, sono gli S, della V2,-, intersezione dell' Sn-, 
con y, e quindi segano lys,-, nei punti d i  una sua quadrica ven-5 (*), lit quale 
costituirà insieme alIo spazio O ,  la completa intersezione dell' del secondo 
sistema colla varietà eccezionale C. Lo spazio O sega la quadrica v"-, del- 
1' s,-~ in quella varietà (v\,_,) che gli si compete pc:r il suo ordine; perchh 
un S, tangente lungo r alla quartica, se non giace nella V\-, che ahbiamo 
considerato, sega la Pdn-, in  due S, coincidenti con r per il fatto che la r 
è doppia, corne abbiamo visto, per questa varietà, ma non è un S, proiet- 

(*) Che un sn-4 del 2 . O  sistema seghi C in  una v",-~, segue anche da ciB che 1' s, -3 ,  

passante per due sn-4 di sistema diverso, deve segare C in una v5,4 di cui fa parte 
la v?~,-~ situata nell's,-4 del primo sistema. 
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di ulz fascio d i  quadriche di  Sn s o p a  un Sn-,. 2 9 

tante un S, di essa. Possiamo dunque enunciare : rr Gli  s,-, del secondo si- 
stema della puad~ica T hanno a comune colla varietà eccezionale C, oltre 
che 10 spaxio O (sa-,) singolare d i  T, erna loro quadrica v2,-,. n 

Abbiamo vjsto che la considerazione di una di queste quadriche nasce 
da1 condurre 1' S n - ,  tangente lungo r ad una quadrica del fascio; la chia- 
meremo percib uarietà qzcadricu coordinats ad unu generazione della quar- 
tica (*). 

ûli  spazi generatori di dimeiisione minima della quadrica T, cioé gli s, ,, 
sono comuni ad un s,., del primo sistema e ad un s,-, del secondo. La in- 
tersezione di  un tale s,-, colla varietà O non è altro che la intersezione 
dell' s,-, colla varietà di C esistente in uno dei due s, _, . Ma nell' s n - ,  del 
primo sisterna, 1' s,., considerato sega la v\-, ivi esistente, oltre che nello 
spazio O (sa-,), in una ulteriore sua quadrica vg,-,; dunque Io spazio O ( s , 4  
e questa quadrica ozn , costituiscono la completn intersezione dell' SN-, con- 
siderato colla varietà C. Ne consegue che questa utn-, deve coincidere colla 
v2n-, nella quale 1' s, _, in questione sega la varietà quadrica va,-,, esistente 
nell' sa-, del secondo sistema passante per esso. Dunque : u Una varzétà yua- 
drica ven-, ed una varieth cuhica esistenti in  due snhr di  sistema di- 
verso della qtcadrica T, si intersecano i n  una v2,-,. n 

Elementi multipli della varietà eccezionale C. 

Abbiamo visto che 10 spazio O (sa-,) singolare per la quadrica T appar- 
tiene alla varietà eccezionale C. Cominciamo da1 far vedere che u n  punto 
generico del10 spazio O è u n  punto semplice per la varietà C. 

Infatti un s, di n, condotto per un ta1 punto M, sega la quadrica spe- 
cializzata T in due s ,  passanti per M e situati in due suoi spazi generatori 
(sa-,). Ciascuno di questi si contiene dunque della varietà C ,  oltre che il 
punto M, altri due punti nei quali incontra la varietà quadrica v2,-, esistente 
nello spazio generatore rispettivo. Dunque, fuori di M, nell' s, si hanno altri 
quattro punti d'intersezione colla C. 
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30 R O s a t i :  Rappresentaxione della quartka buse 

L' Sn-4 tangente lungo r alla quartica Q taglia, il fascio di quadriche 
dato in un fascio di quadriche (Ven-,) tutte specializzate, con r per spazio 
singolare comune e tutte costitiiite da Sn passanti per r. Questo fascio di 
quadriche specializzate viene segato dallo spazio O singolare di T (il quale 
spazio è, nell' Sn-, considerato, duale di r )  in un fascio di quadriche un-,, 
il quale è anche l'intersezione di detto spazio colle varietà quadriche coor- 
dinate alle varie generazioni della quartica. 11 fascio di quadriche specializ- 
zate dell' Sn-, ha per quartica base una 7 4 , - ,  tutta costitiiita da S, pas- 
santi per r, la quale sarà l'intersezione colla quartica Q dell' Sn-, considerato. 
Questa V4,-, sega Io spazio O (on-,) nella v4,-,, quartica bacie del fascio di 
cui abbiamo parlato. L a  indicheremo con a. Ogni punto di a è imrriagine di 
un intero S, della quartica Q. Vogliamo ora dimostrare : 

u La  varietb a (v',-~) è tutta di  punti tripli per la vurietà C. a 

Infatti un s, generico di Il per un ta1 punto M sega la  quadrica T i n  
due s, per M, i quali giaceranno in due spazi generatori s, ,. I l  punto 31 
è situato su ciascuna delle due quadriche sezioni di questi spazi con C, dunque 
ciascuno dei due s, h a ,  oltre di M, un ulteriore punto comune con una di 
queste quadriche; e percib 1' s, fuori di M ha due soli punti d'intersezione 
colla C. 

Dimostriamo ora 1' altra proposizione : 
u La var.ietà a è doppia per le V3,-5 esistenti negli sn-, del primo si- 

stema della T. n 

Infatti un s,, del17 s, -~  contenente la v ~ , - ~ ,  che passa yer un punto M 
di a ,  viene proiettato dallo spazio O mediante un sn-,, che contiene della 
varietà C, oltre Io spazio O (s,-,), una vZn-, passante per o; questa v2,-., ha 
con 1' s ,  preso, oltre di M, un solo ulteriore punto d'intersezione. 

Immagine delle sezioni lineari. 

Un iperpiano Sn-, taglia la Q in una V4n-3 che avendo un punto a 
comune con r e con un S, qualunque di Q, viene da  proiettata in una u3,-,, 
cioè in una ipersuperficie del terzo ordine del10 spaxio ~appresentativo pas- 
sante per la varietà eccexionale C. Questa ipersuperficie del terzo ordine deve 
avere a comune colla quadriua T(vCnJ una u\,_~; ma di questa interaezione 
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fa parte IR C(v\-,), dunque corne ulteriore intersezione dobbiamo avere un 
s,-, di T. Ora, poichè si ha che 1' Sn-, tangente alla Pdn-, ne1 suo punto 
di appoggio ad r viene da r ~roie t ta to  mediante 1' Sn-, taugente in quel 
punto alla Q, ne viene che lls, ,, ulteriore intersezione, deve essere del primo 
sistema di T. 

Reciprocamente dimostriamo che una usn-, di il passctnte per la va- 
rietà C è immagine di unn sexione i~erplanare di Q. Sia Tmn-, la varieth 
obbiettiva che h a  per immagine la c3,_, presa; un S3 generico incontra Q 
in una V4, che, avendo a conîune colla quadrica p otto punti, si proietterà 
in iina .v4, che si appoggerà in otto punti a C e che incontra quindi la v9,-, 
ulteriorrnente in quattro punti. Ne consegue che YS3 arbitrario ha  a comune 
con la Vsn-, quattro punti, percib x = 4. Dico inoltre che questa V4,-J ap- 
partiene ad un Sn-(. Cominciamo percib coll'osservare che per s a =  4 la 
proprietà si manifesta perché nella rappresentazione di ona V4, base di un 
fascio di quadriche di S, (*) in un S,, una curva del terzlordine generica 
(di genere 1) passante per i cinque punti eccezionali del piano rappresenta- 
tivo non pub essere immagine di una V4, app~rtenente all' S, arnbiente (la 
quale è di genere zero), e quindi è immagine di una sezione iperplanare 
della quartica. I l  nostro teorema sarà allora dimostrato in generale, quando, 
supponendolo ver0 per la dimensione sa - 1 del10 spazio ambiente, si provi 
che è ver0 per la dimensione n. Conducendo allora un Sn-, per r, esso in- 
contra la Q (V4,-,) in una Q' (V4n-a); la in questione, in una V4,-,; 
10 spazio (Sn-*) in uno spazio n' (Sn ,); la quadrica T(ven- , )  in una qua- 
drica T' ( v ~ ~ - - ~ )  ; la quintica C(v5,-,) in una quintica C' (v5,-,); la v3,-, presa 
in una v3,-, passante per C'. Proiettando la &' da r su n' si hanno T' 
e CI' corne varietà eccezionali della rappresentazione; inoltrci la v3,-, pas- 
sante per C' è llimmagine della V4, ,. E allora per il teorema supposto 
vero, questa V4,-, apparterrà ad un Sn-,; ne consegue che un Sn-,, pas- 
sante per questo Sn-* e per un punto della V4,-, che abbiamo in principio 
considerato, la contiene per intero. 

(%) In questa rappresentazione le  varietà T e  C sono rispettivamente una conica del 
piano rappresentativo e cinque punti su di essa. 
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Immagine degli spazi quadratici della quartica. . 
Per questa rappresenta.zione è utile distinguere i due casi in cui la di- 

mensione dello spazio ambiente é dispari O pari. 
1. Sia Sv+, 10 spazio ambiente e quindi una V4,-, la quartica &, 

base di un fascio di Vszp. Lo spazio rappresentativo ll sarà un SZP- , ;  la 
quadrica T sarà una Û * , ~ - ,  spècializzata con un s ? ~ . ,  singolare (spazio O); 

contiene due sistemi di Cotne varietà eccezionale C dello spazio II 
avremo una d,,-, situata sulla quadrica T e passante per 10 spazio O ;  un 
SP~-. ,  del primo sistema della quadrica T ha a comune colla varietà C una 
sua ipersuperficie del 3.' ordine v ~ , ~ - , ,  passante per 10 spazio singolare O ;  

gli s , ~ - ,  del secondo sistema contengono della varietà C, oltre che 10 spazio O, 

delle vg,-, , varietà quadriche coordinate alle generazioni della quartica. Gli 
spp- , ,  cioh gli spazi generatori di dimensione minima della quadrica T, con- 
tengono, della varieth C, oltre che Io spazio O, delle v ~ , ~ - , ,  che saranno si- 
tuate nelle due ipersuperficie (del secondo e del terzo ordine) dei due s , ~ - ,  
passanti per 1' s,-,. L a  varietà a di punti tripli della C earà una v ' ,~ - ,  dello 
spazio o. 

Conaideriamo un8 generazione della quartica & determinata dalla qua- 
drica A del fascio, o la varietà quadrica l (vzT 4) coordinats a questa ge- 
nerazione, e giacente in un s,-, del secondo sistema della quadrica specia- 
lizzata T. Questo s , ~ - ,  è l'intersezione col10 spazio rappresentativo dell' 
tangente lungo r alla quadrica A, e la quadrica A è la seziorie della qua- 
drica intersezione dell' S,,-, con A. Questa quadrica Y4,p-s è tutta costituita 
da S, passanti per r ;  i suoi spazi generatori di dimensione massima sono 
degli Sp e sono dirisi in due sisterni proiettanti da r i due sistemi di s ~ - ~  
della quadrica A. Anche la quadrica A contiene due sistemi di Sp,  i qudi  
contengono della quartica delle VZp-,  che sono divise pure in due sistemi. E 
siccome due S, di diverso sistema della V2,-, intersezione con A dell' Sv-, 
tangente a A lungo r, sono di diverso sistema per A ,  cos1 i due sistemi di 
spazi lineari di dimensione massima della quadrica I sono coordinati ai due 
sistemi di spazi della quadrica A. Un Sp qualunque di A incontra 1' Ssp-, 
tangente lungo r a A in un Sp-P;  1's; che proietta da r questo Sp 2 è 
tutto sitiiato su A (perchè ogni S, passante per r di questo S',, è tangente 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d i  un fascio d i  padriciche d i  Sn sopra un Sn-a. 3 3 

lungo r a A ed ha  comune con A un altro punto fuori di r). L'SIp e 
1' S, sono inoltre due spazi di A del10 stesso sistema, perché hanno a comune 
un Sp (*). Congiungendo r con 1' Sp considerato, si ottiene un Sp+2 che 
interseca n in un sp passante per un Sp-n  di un sistema della quadrica A. I n  
questo sp Sarh dunque I'immagine dello spazio quadratico della Q contenuto 
nell' Sp di A che abbiamo preso; questa immagine sarà evidentemente una 
vep ,. Ma la VtP.-, della & situata in S, incontra la quadrica p in uiia Pdp-,; 
gli S, proiettanti da  r i punti di questa Vdp- ,  contengono oltre ad t. un 
ulteriore S, di Q e quindi segano 10 spazio rappresentativo in punti di C, e 
precisamente nei punti della v p - ,  intersezione ulteriore dell' sp colla C. Dunque 
la quadrica vSp-, immagine dello spazio quadratico VP-, della Q passerà per 
questa vdP-*. 

L' Sp+, a cui appartengono 1' Sp e 1's; S tangente alla quadrica A 
lungo 1' Sp-o intersezione di S, con Sb; poichh quel10 è il suo spazio polare 
rispetto ad essa; taglia allora la quadrica A in una quadrica specializzata 
ohe ha 1' Sp-* per spazio singolare e che quindi contiene due sistemi sem- 
plicemente infinjti di Sp; le immagini degli spazi quadratici determinati da- 
gli Sp di questa quadrica, dello stesso sistema a cui appartengono 1' Sp e 
1's; gi8 considerati, sono le vgp-, del fascio (nell' sp) che ha  per base la v4,-, 
ulteriore intersezione di s, con C. E considerando tutti gli S, del sistema 
suddetto si ottengono tutte le quadriche del fascio. - 

Gli Sp della quartica intersezione dell' S2p+2 con A e di sistema opposto 
a quel10 a cui appartengono Sp ed SP, segano 1's; in un Sp-% che ha  un 
punto comune con r ; e quindi le V2p,_, di questi Sp,  nppoggiaiidosi ad  r ,  
vengono proiettate (dentro all' sP considerato dello spazio rappresentativo) ne1 
fascio di sp-, che ha per base 1' sp-, che avevamo preso in A. 

Reciprocamente, se prendiamo nello spazio rappresentativo ïi una qua- 
drica ?. di un s,,-, del secondo sistema di T, coordinata alla generazione di Q 
determinata dalla quadrica A del fascio, e per un sp-, di h conduciamo un sp ,  
questo viene proiettato da r mediante un Sp+2 che passa per 1' Sp di A pro- 
iezione dell' s ~ - ~ .  L' Sp+* è allora tangente a A lungo un Sp-, e quindi si 
ricade nella stessa configurazione del cas0 diretto (**). 

(*) BERTINI, Sugli spazi lineari delle quadriche a numero pari di dimensioni (Atti 
della R. Acc. di Torino, 1895). 

(**) Ne1 modo seguente s i  pub dimostrare direttamente che una varietà quud~ica a 
un numero gualunque di dimensioni dello spazio rappresentativo, che ha una sua quartica 

Annali di Matematica, tom0 1. 5 
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Dunque ne1 caso che la quartica Q abbia dimensione dispari, possiamo 
enunciare : 

u Ogni varieth quadrica 1 ( v ~ , ~  ,) coordinata ad una generaxione A d i  Q 
contiene due sistemi di sP *, coordinati ai due sistemi di spazi quaclratici d i  
dim.ensione masszina di Q. Ogni sp d i  n passante per un sp d i  un sistema 
interseca lu C ulteriormente in una vhP base in sp d i  Mn fascio d i  qua- 
driche op-,. Esse sono immagini di spaxi quadratici di Q d i  un sisdema 
della generazz'one considerata e cke non hanno nessun punto comune con r. 
.Se gli sp si conducono per gli s,-, dell'altro sistema si hanno le immagini 
tlegli spaxi quadratici de1 secondo sistema della medesima gen.eruzione. Gli 
spa.xi quudratici di un sistepna che hanno un punto comune colla r hanno 
per imm.agine gli s,-, di Ii passanti per gli sp-) d i  1 del sistemu non coor- 
d inat~  ai primo (*). Gli s p z i  quudratici di un. sistema c7ze cofitenyono tutta 
la r hanno per zinmagine gli s ~ - ~  del sistema coordinato di 1. n 

Fer gli spazi quadratici di & appartenenti alla generazione A, ma che 
non sono di dimensione massima, cioè determinati dagli S.-, di A, si fa un 
ragionamento analogo al precedente; si pub duhque enunciare: 

a comune colla varietà eccezionale C, è imnagine di uno spazio quundmtico della Q. Poichè 
una conica che si appoggia in quattro punti alla C é manifestamente immagine di uno 
spazio quadratico (VI" di Q, il teorema sarh dimostrato in generale quando, suppostolo 
vero per una vm-1, si provi che é vero per una va,. Sia Sn 10 spazio ambiente (n qua- 
lunque). Una v2, di il che ha una ~ ' ~ - 1  comune colla C ( v 5 4 ,  interseca una 
V S , _ ~ ,  immagine di una sezione iperplanare gènerica di Q, in una, v6,-1 che si scinderà 
nella v4m-1 che essa ha  comune con C e in una ulteriore v2n$-i. Soltanto,i punti di 
questa v2m-l saranno immagini di punti d'intersezione della varietà obbiettiva coll'iper- 
piano generico. Ma la v\,,-~ e la  ~ 4 , ~ - 1  sdno situate nella vem; si intersecano quindi in 
una v4m-2 che sarà, della C (é la  v r n 4  che l's,, a cui appartiene la  v2,-1, sega l a  

La v',,+~ é dunque immagine di una V2m-l di &. Ne consegue che la  variet& 
obbiettiva, di cui vogliamo trovare l'ordine, è segata da un ipsrpiano generico in una 
vZm-1; è quindi una V2, .  

(*) I l  caso in cui 10 spazio quadratico della quartica si appoggia in un punto a d  r ,  
si pub considerare come un caso limite di quel10 generale. Sia infatti una VBP-i di Q 
generica di cui un punto M tenda ad avvicinarsi ad un punto M '  di Y; l'Sp+l che pro- 
ietta da r 1'8,-1 tangente in M a questa V2,-1 ha per posizione limite un Sp+i pas- 
sante per r e tangente in M r  a &. Questo Sp+l sega ri in un sp-1 dell's2,-3 di T cor- 
rispondente ad M' (ci08 luogo delle immagini dei punti infinitamente vicini ad  M'). D'altra 
parte Ysp-1 di cui si parla ne1 testo e che è I'immagine della V%-1 appoggiata ad M t  
incontra la T ulteriormente in un altro srp2 che col10 spazio O determina 1' szP-3 di T 
corrispondente ad  M'. L' spi che si distacca dall'immagine quando si va al limite sarà 
un sp-1 di questo szp-3 e passante per i' stp-2. 
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u Un sP-rn qualunque di il passante per un s,,~-~ qualunque d i  A segu 
la C in una v4,-,-, base nell's,-, d i  un fuscio d i  utp-,-,; esse sono le im- 
rnagini degli spaxi quadratici y\-_,-, d i  & appartenenti alla galzeraxione A 
e che non hanrao nessun punto comune con r. Gli s,-,-, di  II passaulti 
per gli s, ,-, di  1. sono le immagini delle Tgp-, , d i  Q appartenenti alla 
medesima generaxione ed aventi un punto conzune colla r. Gli s,-,-, di 2 
sono le irnwagini deyli spazi Vz,-,-, di Q della generaxione A e che coî.1- 
tengono tutta la r. a 

2. Supponiamo che 10 spazio ambiente sia di dimensione pari, cioè 
sia un Snp. L8 quartica & è dunque una '6/",,-, base di un fascio di V2,,-, . 
Nello spazio rappresentativo lT(S,,-,) avremo una qiiadrica T (oz,-,) im- 
rnagine dei punti della quartica infinitamente vicini ai  punti di r ;  essa è 
specializzata con un s,,-, (spazio O )  singolare, e contiene due serie di s,,-,. 
Nella quadrica T kvremo corne varietà eccezionale C una v~~, , - ,  che passa 
per Io spazio o. Un s,.., del primo sistema di T ha comune. colla va- 
rietà C una sua ipersuperficie del terz'ordine passante per o. Un s,,-, 
del secorido sistema ha comune colla varietà C, oltre che 10 spazio O anche 
una sua quadrica ve,,-, , Le ipersuperficie, del terzo e second'ordine, giacenti 
in due s,-, di diverso sistema hanno comune una veZp-, che è l'ulteriore 
intersezione colla C dell' ssp _, comune ai due sep-,. Ne110 spazio O singolare 
di T è contenuta una v42p-8 (che abbiamo indicato con O) che è tutta di 
punti tripli per la C e di punti doppi per le ipersuperficie del terzo ordine 
contenute negli s,-, del primo sistema di T. 

Col10 stesso ragionamento che abbiamo fatto precedentemente, osservando 
perb che ne1 presente cas0 gli spazi quadratici di dimensione massima d i  
una generazione della quartica costituiscono un unico sistema, si giunge al 
risultato : 

u Oyni sp-, di  II condotto per un s,-, della varietà quadrica À (v~,,-~), 
coordinuta alla generazione A della quartica, interseca la C ulteriormenta 
in zcnu O, ,, base in s,-, di un fascio di quadriche v2,-, . Esse sono le im- 
magini degli spazi quudratici d i  dimensione rnassima della generazione A ,  
i quali non hanno nesszm punto comune colla r. Gli sp-, di II passanti per 
gli s,-, di À sono le immagini degli spaxi puadratici della medesima gene- 
razione aventi perd un punto comune con r. Gli s,-, di ii sono le immagini 
d i  quelli che contengono tutta la r. n 

Per  la rappresentazione degli spazi quadratici di dimensione inferjore, si 
fa Io stesso ragionamento che si è fatto ne1 caso precedente. 
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Imniagine degli spazi  l ineari  della quartica. 

Ritorniamo a indicare con Sn 10 spazio ambiente. Uno spazio lineare 

generico Sm (n L " a - 2, della quartica Q (V4,-,) sega la quadrioa p in una 

Pm-, ; quindi ha per immagine nello spaxio rappresentativo un s, che con- 
tiene una v%-, di  C. 

Reciprocamente vogliamo ora dimostrare che un s, dello spaxio rap- 
psesenfativo il quale contiene una v"-, d i  C' è l'imsnagine di un Sm di Q. 

Dimostriamo il teorema per un s, supponendolo vero per un sp-, ; perchè 
allora (siccome un si congiungente due punti di C b manifestamente imma- 
gine di un s, di Q) potremo dire che il teorema è generale. 

Consideriamo allora un sp di II che contiene una v$-, di C; esso ha 
comune con una ipersuperficie del terz'ordine v3,-, di n,  immagine di una 
sezione iperplanare di &, una v3,-,, ma di questa intersezione fa parte la  
v2,-, lungo la quale si appoggia 1' sp a C ;  dunque 1' s, sega la v3,-, ulte- 
riormente in un s,-,. Questo s,-, contiene della C la vp .,, nella quale in- 
terseca la u$-, di sP; percib è immagine di un 8,-, della Q. Ma soltanto 
i punti dell' sPbi sono immagini di punti comuni alla varietà ohbiettiva inco- 
gnita coll'iperpiano di cui la sezione con Q ha per immagine la v3,-,, perchè 
un punto della vp-, sarà immagine di due punti diversi (situati sopra un 
medesimo S, appoggiato ad Y) secondochè si considera come dell' S, O come 
della v3,-,. Dunque la varietà incognita è incontrata da  un iperpiano gene- 
rico in un S,-,; sarà percib un S,. 

Applicazioni. 

Le cose dette possono applicarsi alla rappresentazione ne1 piano della 
congruenza (2,  2) e nello spazio ordinario del complesso quadratico generale ; 
perchè la geometria della congruenza ( 2 ,  2) è identica a quella della quar- 
tica (V4,), base di un fascio di quadriche di un S,, una delle quali si con- 
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sidera come l'immagine del complesso lineare a cui appartiene la congruenza ; 
e la geometria del complesso quadratico generale è identica a quella della 
quartica ( r d 3 ) ,  base di un fascio di quadriche di un S,, una delle quali è 
l'immagine dello spazio rigato. 

a) Nella rappresentazione della congruenza (2, 2), avremo come va- 
rietà eccezionali ne1 piano rappresentativo una conica !Z', i cui punti sono le 
irnmagini delle rette della cmgruenza infinitamente vicine ai raggi del fascio 
fondamentale; e inoltre cinque punti di essa, che sono le immagini dei cinque 
fasci della congruenza che hanno un raggio a comune col fascio fondamen- 
tale. Le  rigata 8 del quart'ordine che la congruenza (2,  2) ha a cornune con 
una congruenza lineare appartenente al10 stesso complesso lineare hanno per 
immagini le cubiche del piano rappresentativo passanti per i punti eccezio- 
nali, ecc., ecc. 

b)  Nella rappresentazione del complesso quadratico, abbiamo come va- 
rietà eccezionali dello spazio rappresentativo una quadrica T (VP,) non spe- 
cializzata, i cui punti sono le immagini delle rette del complesso infinitamente 
vicine ai  raggi del fascio fondamentale; ed una quintica C situata sulla qua- 
drica, i cui punti sono immagini di interi fasci che hanno un raggio a co- 
mune col fondamentale. Le  generatrici di T sono trisecanti della quintica, le 
direttrici sono bisecanti. Le congruenze (2, 2) contenute ne1 complesso qua- 
dratico hanno per immagine le superficie del terzo ordine passanti per In 
quintica. L e  coppie di punti della quintica (punti associuti secondo CAPORALI), 
situati sopra ilna stessa direttrice di Y', sono coordinate alle varie genera- 
zioni del complesso. Se M ed X sono due di tali punti, le coniche dello spazio 
rappresentativo appoggiate in quattro punti a C e i cui piani passano per M, 
sono le immagini delle rigate del second' ordine contenute in un sistema di  
una generazione del complesso; quelle i cui piani passano per N sono le 
immagini delle serie rigate contenute nell'altro sistema della stessa genera- 
zione. In  particolare esiste sulla quintica C una coppia (XI X,) di punti as- 
sociati (punti fondamentali secondo CAPORALI) che ci dà ne1 modo suindicato 
le immagini dei coni e delle coniche del complesso. 

1 fasci del complesso (spazi lineari della quartica) sono rappresentati 
dalle corde della quintica. 
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Un'applicazione della teoria dei residui 
delle funzioni di variabile complessa. 

(Di UIJSSE DINI, a Pisa.) 

1' 1. n un lavoro che si sta pubblicando nelle Memorie de2Pdccudenzili 
dei Lincei col10 s t e m  titolo di queito (*) ho dato molte formole ohe servono 
alla determinazione e al10 studio di integrali della forma : 

~f e"Yf(ic eiY) log ( p ,  + pl cos p + ÿ,cosp) p ,  
Zn 

O 

dove Y, p, k, pO, pl,  4, sono quantith costanti, delle quali 1:t prima v è un 
numero intero O nullo, e Ia seconda p è ordinariamente zero O un numero 
intero e positivo, ma in certi casi pub anche essere complessa; e alcuni di 
questi integrali giovano assai nella teoria delle funzioni sferichct di LE~EN-  
DRE Xn (x). 

Voglio ora in questo nuovo lavoro esporre altri risultati notevoli che si 
ottengono pure dalla teoria dei resjdui, valendomi in parte per quesio anche 
di alcune delle formole e delle considerazioni esposte ne1 lavoro suddetto. 

2. Incomincierb da1 fare esplicitameute la seguente osservazione ge . 
nerale che, per quanto semplicjssima, forse non è stata per anco rilevata e 
applicata in modo generale da altri, O almeno non ha fermata l'attenzione 
di altri quanio si conveniva. 

(*) Ne1 corso di questo Iavoro volendo riferirmi a quel10 ora citato scriverb V. M. a. 
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Osserverb cioè che quando si ha  una funzione f (x, 5 )  di due variabili 
z e E che riguardata corne funzione di x, pei varii valori di 5 che si hanno 
da considerare, nell'intorno del punto z =  O è sempre uniforme e ne1 punto 
stesso h a  a.1 più una singolarità polare O una singolarita essenziale isolata, i 
coefficienti delle varie potenxe f i  (positive, negative O nulla) d i  x nello sviluppo 
per potenze intere d i  z della funxione stessa f (x, E )  saranno i residzci per 

f (z,  9 z = 0 della f~nzirme 

Segue da ci6 che quelle funzioni Zn ( 5 )  che, come ad es.: le funzioni di 
LEGENDRE X,, vengono definite come i coefficienti delle potenze ne di tali svi- 
luppi corrispondono precisamente a i  residui indicati, e il loro studio potrà 
farsi facendo quel10 di questi residui. 

Le funzioni stesse Zn adunque si potranno sempre rappresentare per 

mezeo d'integrali definiti ff(- d z estesi a un piccolo cerchio O a. 
2x2, .Zn+* 

una piccola curva qualsiasi che ne1 suo interno, pei valori che si conside- 
f (2, 5 )  rano di E ,  abbia soltanto il punto singolare z = 0 della funzione Z, y e 

su1 contorno non abbia punti singolari di questa funzione, O nvendoceli 
questi presentino particolarità speciali , corne corrispondano ad es. : a punti 
nei quali la funzione non sia infinita, O il cui ordine d'infinito uia loga- 
ritmico, O sia inferiore al primo; ne1 qua1 cas0 essi non vengono ad avere 
influenza sull'integrale (V. M. c. 5s 2 e 7 in nota). 

Ne segue pure ohe mutando le funzione f* in un altra p (z, 5 )  il 

cui residuo per z= O sia ancora Io stesso, la Zn potrà rappresentarsi anche 

per mezzo dell'integrale -. y (x, 4) d x esteso a una curva convenientemente ' r  2 n z, 
scelta che potrà anche essere presa come precedentemente, donde apparisce 
che si avranno per le stesse funzioni Zn infinite rappresentazioni per mezzo 
d'integrali definiti, sia mutando opportiinamente la funzione da integrare, sia 
mutando la  forma del contorno. 

3. Similinente quando una furizione di i sia definita per mezzo di un 

integrale definito f (5, o) d o, corne avviene ad es. per le funzioni di BESSEL, f 
se questo integrale potrà ridursi ad uno esteso al contorno chiuso di un campo 
di una variabile coinplessa z per una funzione p (x, 5 )  che abbia una singo- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle funzioni d i  variabile cornplessa. 41 

larità polare O essenziale isolata soltanto in un punto z = a, del campo stesso, 
allora quella funzione potrà anche definirsi O riguardarsi come il residuo di 
y(z ,  5 )  per z = a,, e volendo potrà considerarsi come il coefficiente di 
(z - nello sviluppo di (z - a,)n cp (z, 5 )  nell' intorno del punto a,. 

Cos1 ad es. se si prendono gli integrali: 

l'ultimo dei quali ci riporta subito alle funzioni di BESSEL, se si osserva che 
introducendo nei calcoli m a  variabile z che si consideri su1 cerchio di raggio 
uno, si vede che SR&: 

1 
eow = x ,  2 cos w = x f- - , 

z 

e gli integrali stessi si ridurranno ai  

estesi al cerchio di raggio uno, e corrisponderanno quindi ai residui delle funzioni: 

Ora per le due prime di queste funzioni se n è dispari i residui sono 
evidentemente nulli; mentre se n è un numero pari 2 m basterà trovare i 
coefficienti di z7" nello sviluppo di (1 f  fi, per vedere che i residui delle 

1 
stesse funzioni sono precisamente - (2 m), , ovvero : 

Z Z m  

e si conclude quindi che i valori dei due integrali: 
2 T 2 7 

per n dispari sono zero, e per n pari sono uguali a (4 
(2.4.6.. .n);' 

Per l'ultima funzione poi osserveremo che si h a :  

Annali di Malematka, tomo 1. 
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e poichè la serie del secorido membro converge evidentemente in ugual grado, 
e quindi ad essa pub applicarsi la integrazione termine a termine lungo ogni 
curva che non si accosti indefinitamente all'origine, è evidente che il residuo 

w 

cercato sarà la serie 2 A ,  5m dove le A,  sono i residui della funzione 
O 

(- 1)m ( 1  - zz),n 
-- 

(- 1p ( 1  -- 3 2  m 
O i coefficienti di x m t n  nello sviluppo di - - 2,n , (,) , w - f i t 1  

1 .  
2m77 (,) 

Ora avendosi : 

e supponendo dapprima n positivo O nullo, si vede subito che se ?n+n> 2 rn, 
cioè m < n ,  le A,  saranno tutte zero, e Io stesso accadrà anche se essendo 
m + M  5 2 nz, rn + n non sarà un numero pari ; quindi dovrà essere rn = n $- 2 h,  
e il residuo cercato sarà En i, An+2h E Z h  essendo Antzh il coefficiente di 
nello sviluppo di : 

(-. 11, (1 - ze)n+zl~ (- 1 ) h  ( n  + 2 h)yL+b, cioè : 
212+211 .ii (n $ 2 h)  ) 2 n t n h  r (12 + 2 h) ' 

ovvero : 
(- 1)" 1 - (- 1) '~  
2 ~ 7 t 2 1 ~  ï r ( h ) ( r ( r a  + h) - (2 .4  . . .  2lz )  ( 2 . 4 . 6 . .  . ( 2 n $  218))'  

per modo che si avrà per la funzione I, ( 2 )  la fnrmola nota: 

che per n = O si rjduce all'altra più semplice: 

I n  modo simile per n negativo e =-n,  si troverà come è noto: 

I-n, (5 )  = (- l)nl In, (5). 
4. Prendiamo ora a considerare la espressione (a, x2 + a ,  x + a$ nel- 

l'intorno del punto n = O quando p ha un valore qualsiasi reale O complesso, 
e i coefficienti a,, a , ,  a, sono funzioni di un'altra variabile 5 ; e fissiamo, pel 
caso che p non sia un numero intero, che il valore di (a, z2 + a,  z + a,)P per 
x = O sia un valore determinato speciale (qualsiasi) f m  quelli che a,p pub 
avere. O anche invece della espressione (a, zg + a ,  x + a,)p consideriamo 17altra 
log (a, x 2  + a, x + a,), fissando il valore di log a,  da prendersi come valore di 
questa funzione per x = O ;  e indichiamo con 'Z,,, e con Zn i coefficienti di 
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xn negli sviluppi di queste espressioni all'intorno del punto z=  0 ;  con che 
1 le funzioni Z,,, ne1 caso particolare di p = - - 2 ,  a , = a , = I ,  a , = - 2 E  di- 

verranno le solite funzioni Xn ([) di LEGENDRE. 
Evidentemente per quanto abbiamo osscrvato in principio del 5 2 queste 

funzioni q,,, Z, saxanno i residui di: 

e corrisponderanno quindi agli integrali: 

che potranno intendersi estesi a un cerchio di raggio k che abbia il centro 
ne1 punto z= 0, e non abbia ne1 suo interno nè su1 contorno radici della 
equazione a, z2 + a ,  z + u2 = 0 ,  per modo che po t r~nno  ucriversi rispetti- 
vamente : 

~ - e - ~ n ? [ ~ o g i + i y + I o g / a i  2~ + ( a , & +  F)cosi + (soi-:) isen  11 d ) ,  

O 

quando si prendano convenientemente i valori delle potenze pe di e+' e cielin 
quantità fra parentesi, e cos1 quelli del logaritmo di questa quantità in rela- 
zione coi valori iniziali scelti di a,, e log a, per x = 0. 

Ora se si indica con k,  il modulo minimo delle due radici della equa- 
zione a, x" a i  x + a, = O, quando i loro moduli sono differenti, e 'il valore 
comune dei loro moduli quando questi sono uguali, è certo che se a? non 
sarà zero questo valore k, sarà diverso da  zero, e le espressioni precedenti 
rappresenteranno Z,,, e Zn per ogni valore di k inferiore a k,; e il limite 
di queste espressioni per k = IL, rappresenterà pure le stesse funzioni. L a  se- 
conda delle espressioni stesse poi rappresenterà sempre Zn anche pel valore 
k, di Ic; e la  stessa particolarità di rappresentare Z,,, anche per k = k., si 
avrA pure per la prima se p sarà un numero reale O comp1esso la cui parte 

reale sia superiore a - - quando le due radici della stessa equazione di 
2 

2." grado sono uguali, e sia superiore a - 1 negli altri casi (Y. M. c. 5 2). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 4 D i  n i: IJn'applicaxione della teoricr; dei residui 

E ne1 cas0 che ,u sia intero e positivo o nullo nella espressione di Z,,,, 
k potrà anche avere un valore positivo qualsiasi. 

Ora è evidente che con queste limitazioni nei valori che li: potrh avere 
le espressioni precedenti ricadono nei casi di quelle confiiderate al €j 26 della 
M. c. quanclo in queste vi si filccia v = n  e : 

dunque evidentemente potremo scrivere : 

1 = - Y ( -  1) ,-,.., + - s - ] )  aln- 2s (a, a,)$ per n 
ain z ( s )  z (n - 2 s) 

+ ( a , k - ~ ) i s e n p / ] d p = ~ o g u ~ ,  per * = O ;  

e queste formole, nelle quali s'intende che il numero s prenda i valori in- 
n n - 1  teri e positivi da O fino a , O - - 2 

secondochè n è pari O dispari, varranno 

pei valori di k < k,, e in certi c a ~ i ,  corne dicemmo, anche per k = k*,. 
- al + dai2 - 4 ao at E il numero ko sarà il modiilo di quella delle due radici 

a a0 
1 per la  quale il radicale è preso in modo che il rapport0 - \la," 4 a0 a, abbia 
ai 
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la parte reale positiva, non essendo da  considerarsi il caso in cui questa parte 
reale O a, sono zero, perchè allora i moduli delIe due radici sono uguali. 

5.  In  particolare se saremo ne1 caso cornune di a, = a,= 1 , a,  = - 2 5,  
corne si ha ~ p p u n t o  ne1 cas0 delle funzioni di LEGENDRE, allora, siccome le 
due radici sono 5 r4 d t ; ~ -  1 , supponendo t; reale e non superiore ad lino in 
valore assoluto avremo k, = 1 ; e quindi allora le formule (2) varranno tanto per 
k < 1 che per k = 1 ; e le (1) varranno sempre per k < 1 ,  e varranno anche 
per k = 1 purchè in quest'ultimo caso p abbia la  parte reale superiore a - 1 

1 finchè 5 non è uguale a + 1, e superiore a -- 
2 

quando 5 = + 1.  

Supponendo dunque senz'altro k= 1, si vede che si avranno le formole 
seguenti : 

nella prima delle quali ?z 2 1, che varranno pei valori di E compresi fra - 1 
e + 1 (f 1 incl.) ; c! avremo pure l'altra: 

che varrà quando la parte reitle di p sia superiore n - 1 finchè t; (che è 
1 .  cornpresa fra - 1 e 1) non sia uguale a f 1, e superiore a -- - 
2 

se s = *  1 ;  

e in queste formole i valori di log (2 cos y - 2 5 )  e (2 cos y - 2 f)c* dovranno 
essere presi convenientemente dipendentemente dai soliti valori iniziali di 
log (ao zg + a, x + a,) e (u, xg + a,  z + u,)p per x = 0, pei quali in  qiiesto caso 
di a, = a, = 1, a ,  = -- 2 5 noi abbiamo qui già fissato che siano rispet- 
tivamente O e 1. 
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Ora, con guesti valori iniziali O e 1 di log (1 - 2 i z + X" e (1 - 2 5 a + x g ) p ,  

se si osserva che, andando da1 punto O ai punti x = * 1 secondo il cammino 
rettilineo, o anche secondo qualsiasi altro cammiiio entro il cerchio di raggio 
uno, i valori delle stesse quantità nei punti z = f 1 per 5 diverso da f 1 
vengono ad essere rispettivamente log 2 (1 + t), [2 (1 T [)]p = ep'opt ("f )  ove di 
log (1 q 5 )  s'intende preso il valore aritmetico, si vede subito che siccome nelle 
nostre formole con x = Ic ei? abbiamo scritto : 

log (a ,  z2 + U ,  x + a*) = 

(a, z2 + a, z + = k p  e i r t  a ,  + (a ,  k + r) cos p + (a, k - %) i sen y 3 

ne1 caso nostro peï le quantità log (2 cos y - 2 i )  e (2 cos p - 2 5)" che figu- 
rano nelle formole precedenti bisognerà prendere quei valori che per y - n 
portano a - x i + log (2 + 2 5 )  e e - - ; p z  (2 + 2 t)' e per p = 2 7t portano a 
- 2 n i -+ log (2 - 2 5 )  e e-2 iPR (2 - 2 ~ J P ;  e quindi, se y, è il valore di 5 fra 
O e n pel quale cos rp = [, evidentemente nelle nostre formole pei valori delle 
stesse quantità log (2 cos p - 2 [), e (2 cos p - 2 [ ) P  = ep'og(2cos?-2f )  qilando p 
è fra O e y ,  bisognerà prenderle sotto la loro forma stessa; per rp fra y, e 
2 x - y, bisognerà prenderle sotto la forma : 

e per cp fra 2 n - y, e 2 x bisognerà prenderle sotto la forma: 

E similmente si troverà che se 5 =- 1 O p, = n, quando y sarà fra O 
e n per le solite quantith bisognerà prendere : 

e per p fra n e 2 n bisognerà prendere : 

- 2 x i + log (2 cos (p - 2 t), e e-?*" (2 cos - 2 Z)P - e - z i ~ n + p l o g ( m s ~  - 2 0  
7 

cioè tutto sarà corne ne1 caso precedente salvo a non parlare piu del tratto 
da po a 2 x- y, che ne1 caso nostro viene a sparire da sè; e infine se [ = 1 
con c.hè y, = 0 ,  pei valori delle stesse quantità in tutto il percorso di y da 
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intendendo sempre che in  queste espressioni nel!e quali le quantità, sotto i 
logaritmi sono positive, si debbono prendere pei logaritmi stessi i loro valori 
reali (valori aritmetici). 

D a  queste coiisiderazioni segue dunque che, indicando sempre con y, il 
valore di 9 fra O e IF pel quale si h a  cos = 5 ,  avremo le formole seguenti : 

'P. . . 
1 z,=-- l 

e "27 log (2 cos p - 2 E )  d Y + 
O 

O anche con facili trasformazioni : 

<Po 1 

per n r: 1 e compreso fra - 1 e 1 (5 1 incl.); e in modo simile si troverà: 

O Y0 

sempre per 5 compreso fra - 1 e 1 (f 1 incl.), e : 
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per 5 compreso fra - 1 e 1, e p tale che la sua parte reale sia superiore n 
- 1, e potendo anche essere 5 = -+ 1 quando la parte reale di p sia supe- 

1 
riore anche a - -. 

2 
1 6. Supponendo p = - - 3 con chè Z,,, diviene la X,  , si avrà la formola : 
2 

per compreso fra - 1 e 1 (5 1 escl,); e questa è precisamente la formola 
di DIRICHLET per le funzioni X,  per qualsiasi valore intero di n (n = O incl.). 

Queata formola è analoga a quelle che si hanno dalle (5) e (6) per le 
funzioni Zn e Zo, che corrispondono ai coefficienti di zn nello sviluppo di 
log (1 - 2 5 x + ze), come le Xn corrispondono ai coefficienti di sn ne110 svi- 

1 
luppo di ; e colla (7),  di cui essa ora risulta un caso parti- 

\ I 1 - 2 s ' z $ 2  
colare, la stessa forrnola viene estesa a tutte le funzioni Zp,, per qualsiasi 
valore di p anche complesso, la cui parte reale sia, come dicemmo, superiore a 

1 
,- 1 quando E è fra - 1 e 1 (2 1 escl.), e superiore a - - quando t= 5 1. 

2 
7. Cosi per le funzioni Z,,, abbiamo formole che le rappresentano 

per polinomii O per integrali definiti per qualsiasi valore reale O cornplesso 
di p, e qualunque sia il numero intero e positivo n, e quefite sono le (1) per 
k < k,, per modo che esse sono rappresentate anche dai limiti per le = k ,  
degli integrali che compariscono nelle formole stesse. Questi integrali poi con- 
tinuano a rappresentare le dette funzioni Z,,, anche per k = ho,  ma allora 
bisogna che la parte reale di p sia superiore a - 1 quando le due radici 
della solita equazione a, zg $. a ,  x + a, = O non sono pguali fra loro, e sia 

1 superiore a - - quando queste radici sono uguali. a 
E similmente per le funzioni 2, abbiamo le formole (2) che le rappre- 

sentano per polinomii o per integrali definiti tanto per k <k,  che per k = k,. 
Possono poi aversi altre espressioni per integrali definiti che rappresen- 

tino queste funzioni Z,,, e Z,, e anche altre; e queste espressioni si otten- 
gono da una formola generale che credo nuova per la forma che dà ai coef- 
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ficienti dello sviluppo in serie di potenze intere e positive di x per una fun- 
zione qualsiasi F (2) regolare nell'intorno del punto x = 0. 

Ricordiamo percib che si ha la prima delle formole (68) del § 17 della. 
Memoria citata, cioè : . 

quand6 siamo ne1 cas0 di quelle che nella 
zioni (A)  (*), e si h a  r ,  = ip,.: - pl2 - 4 ,', 

stessa Memoria dicemmo condi- 
intendendo che di questo radicale 

(*) È bene r icordare che a l  9 12 della Mem. cit. supponendo : 

q1 = p d ,  

e formando le  espressioni : 

si stabili di dire che si hanno : 
Le condizioni (A)  quando le  espressioni (x) 0 (P) sono negative, e quando essendo 

zero s i  h a  a p sen (8 - y) = O, O b c' - 6' c = 0,  purchè allora s i  abbia X 2  > x 2  + P a ,  O 

a2 t n'">O2 + bfa -+ c2 t cf2; e ne1 caso di queste condizioni il p, non pub essere zero. 
Le condizioni (B) quando le (a) O (P) sono positive, e sen (6  - y) o b cf  - bf  c sono 

pure positive. 
Le condizioni (C) quando l e  espressioni (r) O (P) sono positive, e sen (6- y) O bcf - b'c 

sono negative, O quando, essendo zero le  ( x )  0 (P), l e  quantità sen (6 - y) O O cf - L f  c 
sono diverse da zero e sempre negative, O essendo zero anche queste, s i  h a  X 2 &  u2 -t pz, 
O a2 + ale 5 O 2  + bf2 t ca + cf2. 

E riferendosi alla equazione di secondo grado:  

le condizioni (A) corrispondono a l  caso i n  cui delle sue due radici una cade dentro e una 
cade fuori del cerchio di raggio uno; le condizioni (B) corrispondono al caso in  cui  le  
due radici cadono ambedue entro questo cerchio; e le  condizioni (C) corrispondono al caso 
in cui esse cadono ambedue fuori del cerchio, O in cui  una O tut te  e due cadono su1 c e r  
chio, con questo che quando su1 cerchio ne  cada una sola l 'altra debba cadere fuori 

Annali di Matematica, tom0 1. 7 
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1 sia preso quel valore pel quale -- dp,g-p," qir ha la parte reale positiva; 
Po 

e cerchiamo di ridurre una funzione 4 ( x )  che sia regolare e diversa da zero in 
un intorno sufficientemente piccolo del punto x = O alla forma pOg -p lv  - q,', 
con p,, pi, e q, funzioni regolari di z in questo intorno. 

Posto p o = p o ( z ) ,  p I = p , ( z ) ,  q ,=q , (x )  e p , - i q , = ~ ,  dovrà essere 
poP - x ( p i  + i qi) = (2); quindi lasciando ora da parte il caso in cui x fosse 
sempre zero nell' jntorno del punto x = O ,  ne1 qual caso dovrebbe essere 
poS = 9 (z ) ,  pi = i q ,  , e osswvando che fuori d i  questo caso, quando il detto 
intorno sia sufficientemente piccolo, x non potrà essere zero che per x  = O ,  
si vede che si potrà sempre ecrivere : 

e in quest'ultima p, e pi  eiaranno le funzioni di x date dalle precedenti 
per modo che si potrà scrivere anche : 

intendendo sempre in tutte queste formole che quando x sia zero per x = O 
i numeratori di p, ,  qi e pOg - + (8) debbano pure esserlo, e i valori di p i ,  

i q ,  e 'O' - '(') siano il limite eomuiie " (O) + (O' di queste quantith per 
2 x  2 

z - o. 
E in queste formole considerandovi corne dato il $J ( x ) ,  p, e x rirnar- 

ranno due funzioni arbitrarie di z che supporremo pcrb sernpre regolari esse 

del cerchio; e talvolta invece di fare le  verifiche sulle espressioni (M) O (P) tornerà più 
comodo di f ade  direttamente sulle radici di questa equazione. 

E resta sempre fuori il caso in cui una radice sia su1 cerchio e l'altra dentro il 
cerchio, pel qual caso bisognerebbe richiedere che negli integrali della forma di quel10 
che trovasi ne1 secondo membro della formola (9) l'esponente p fosse diverso da zero e 
intero, ma negativo. 
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pure nell' intorno del punto z = O ,  e tali che in quest'intorno le p, ,  p,, g ,  
vengano a soddisfare alle indicate condizioni (A), cib che porta che p, non - 

debba mai essere zero, mentre x potrh esserlo solo per 
Ora, corne abbiamo ricordato nella nota precedente, 

esprimono che delle radici della equazione (y), ovvero : 

2-0.  
queste condizioni (A) 

uns cade dentro del cerchio di raggio uno, e l'altra cade fuori; dunquc 
poichè questa è una equazione della forma f (2, y) = O che definisce i duc 
rami di una funzione y di z che sono finiti e continui e si riuniscono sol- 
tanto quando la equazione stessa ha le due radici uguali cioè quando + ( x )  = O ,  
cosi evidentemente se le condizioni (A) saranno soddisfatte da.i valori p,,,, 
pi,o, qi,O che si avranno per po, p,, pl per z = O, O (il che è 10 stesso quando 
~ ( 0 )  non sia zero) per la equazione : 

cui si riduce la (13) per x = O,  esse saranno soddisfatte anche in tutto un 
intorno c di 2 - 0  sufficientemente piccolo, ne1 quale certamente (non po- 
tendo allora naturalmente essere uguali le radici della (13)) il t/ (2) sarà sempre 
diverso da  zero. 

E quando ~ ( 0 )  sia zero, ne1 qua1 caso una delle radici della (13) 
per z = O viene ad essere infinita, sllora se indichiamo cou -4 il limite 

pi (O) + iqi (O) di 
A .  - ' (') per î = O ,  bisognerà che il repporto - - che 

X 2 P0,O 
corrisponde all'altra radice abbia un modulo minore dell'unità. 

Segue da  cib che per assicurarsi che le condizioni (A) siauo soddisfatte, 
basterà studiare le espressioni (a) O ( p )  della nota precedente pel caso di 
po =polo, pl = plIo ,  q ,  = q,,,, j O anche (il che per noi tornerà ora più co- 
modo) verificare che le due radici : 

della equazione (14) quando x (O) non è zero cadono la prima dentro, e 11.1 

seconda fuori del cerchio di raggio 1 ; e quando x (O) sia zero bisognerà che 

cada entro il cerchio di raggio 1 la radice - " (O) + i p l  'O' , O il limite di 
2 p0,o 
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- 
'O' - ' ( a )  per z =  0 ;  e in ogni caso dovendo il rapporto avere la 

2 ~ 0  x P"" 
parte reale positiva. 

E se questo avverrà per la funzione data $ (3) e per le funzioni che 
saranno state scelte p, e X, le formole (11) o (12) nelle quali pl e q,  ab- 
biano i valori (10) sussisteranno in tuttù un intorno c del punto z = 0 clle 
avrà l'ampiezza di quel10 ne1 quale le condizioni stesse (A) continueranno 
ad essere soddisfatte. 

E ne1 caso specide in cui, senza che sin x (0) = 0, nell'intorno del punto 
z = 0, O anche soltanto in questo punto, si abbia + x2 = poe - I# (2) (O il che 

dm è 10 stesso q ,  = O, O pi = O), allora basterà assicurarsi che il rapporto - 
Po n 
A ,  

abbia la parte reale positiva, e non occorrerà occuparsi delle radici (15); 
perchè, in questo caso, la prima delle stesse radici si potrà scrivere r 

1 - 

d po.. -dm) - , 1 - - d9 (0, 
- / Po,0 

Po, 0 + dm. 7 

1 -t+m 
PO, 

con e = f 1, O s = i i ,  e avrh evidentemente il modulo minore di uno; e 
la seconda, venendo ad essere l'inversa di questa all'infuori tutto al più del 
segno, avrà il modulo maggiore di uno. 

D'altra parte poi, osservando che il trinomio p, +- p, cos y + q l  sen (p che 
figura nella (11) è precisarnente il valore che prende il primo membro della 
equazione (13) diviso per 2 y quando y è su1 cerchio di raggio uno, si vede 
subito che, se le condizioni suindicate saranno soddisfatte ne1 detto intorno c 
del punto x - O, esso è sempre diverso da zero per qualunque valore di y ,  
perchè allora le radici della stessa equazione (13) non cadono mai su quel 
cerchio ; dunque la funzione : 

in un intorno circolare c, del punto x = O ,  che potremo supporre tutto in- 
m 

terno all'intorno c, sarh sviluppabile in serie di CAUCHY 2 CC, (?) zn, essendo: 
O 

ove I'integrale è esteso al cerchio c , .  
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Ora, se si indica con p, il raggio di questo cerchio c,, e con M il mas- 
simo rnodulo di r (8) entro il cerchio stesso per qualsiasi valore di y, si vede 

m 
M, e quindi la serie 2 C, (y) zn che rap- subito che si avrà mod Cn (y) r - 

pi'" O 

presenta r ( x )  sarà convergente in ugual grado relativamente a y per ogni 
valore speciale di z nell'interno di c i ,  e a d  essa in conseguenza potrh ap- 
pliçarsi l'integrazione termine a termine rispetto a y .  

Ne segue che la (Il)  O la (12) ci daranno la formola : 

the corrisponde a una forma del10 sviluppo di per potenze intere e 
- 

9 (4 . . 

positive di x in un intorno circolare del punto z - O ne1 quale siano sempre 
soddisfatte le condizioni (A) .  

E poichè per qiialsiasi funzione F ( x )  che sia regolare nell'intorno del 
punto z = 0,. e per qualsiasi valore intero e positivo O nul10 di pl è sempre 
possibile trovare infinite funzioni X, rjr (z) e p, regolari esse pure nell'intorno 

XP del punto x = O e per le quali nello stesso intorno si abbia - =F(z) ,  
- 

9 (2) 
e siano ~oddisfatte le solite condizioni ( A ) ,  COSI si avrà evidentemente la for- 
mola seguente : 

2 r 

E' (x) = '- '" z n f i - ' p ,  C, (y) d y, 
~ x ( ~ P ) P  O 

O 

che varrà per qualsiasi funzione F (2) che sia regolare nell'intoriîo del punto 
X =  0,  per modo che a causa della arbitrarietà che resta nelle funeioni X ,  
+ (z), e po, e ne1 numero p, si hanno ora infinite espressioni che credo nuove 
per mezzo d'integrali definiti dei coefficienti degli sviluppi di una tale fun- 
zione F (2) per potenze di x nell'intorno del solito punto x =  O. 

E si pub aggiungere che quando, anzichè richiedere le condizioni ( A )  
si verifichino pel punto z = 0 ,  ci si contenti di trovarle verificate per ogni 
altro punto prossimo quanto si vuole a x = O senza occuparci di cib che ac- 
cade in questo punto, allora questi risultati si estendono anche alle fun- 
zioni F (z )  c h  ne1 punto z == O hanno una singolarità polare O una singo- 
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larità essenziale isolata, intendendo allora che 10 sviluppo di r (2) ddeba essere 
qiiello di  LAURENT e che la serie che figurerà in F(x)  sia di potenze sempre 
intere ma positive o negative di z. 

8. Particolarizzando la funzione F ( Z )  e ponendo ogni volta condizioni 
speciali per le funzioni X ,  + ( x )  e p, e pel numero p ,  in modo perb che re- 
stino sempre soddisfatte le condizioni ( A ) ,  si ottengono espressioni speciali 
notevoli pei coefficienti del10 sviluppo di F ( z ) ;  e noi volendo valerci di questi 
risultati per trovare altre forme delle funzioni e Zn clie consideranimo 
ne1 5 4, ci fermeremo al cas0 più semplice di F(x) = I Xp(a,xe + a i  x + a,)p, 
essendo 2 una quantità costante, e intendendo fissato il valore a,p da pren- 
dersi per (a, z' $- a, 3 + a$, per x = O ,  e lasciando per ora indeterminata 
la fiinzione X, purchè sempre regolare riell'intorno del punto x = 0. 

Supponendo dunque : 

si vede che si avrà:  

intendendo ora fissato, oltre al valore da prendersi per a,p corne già ab- 
1 - tL -- -- 

biamo detto, anche quel10 da prendersi per d$  (O), O per A 2p+l Z P + ~  
a, 1 O 

1 -- P -- 
anche per A 'Pt' e a, 2pf1 separatamente; e ora dalle (17) avremo: 

eçsendo C, ( y )  il coeficiente di zN nello sviluppo di CAUCHY nell' intorno dpl 
punto s = O per la funzione (16) cioè : 

nella quale + (z)  abbia il valore (19), e p, e x siano scelti in modo che la 
quaiitità : 

ahbia la parte reale positiva, e che, quando ~ ( 0 )  non è zero, le due radici 
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abbiano la prima il modulo minore di uno e la seconda il modulo maggiore 
di uno, e quando x (O) è zero il limite per x = O di : 

2 -- ZP -- 
poe - A 2Pf l (a0 Z" ai x + as) 2p'1 

2 % Po 
2 (24) 

cioè del rapport0 del coefficiente di e-* nella (21) al primo termine p,, abbia 
il modulo inferiore ad uno; e basterà verificare soltanto la  condizione rela- 
tiva alla esp~essione (22) quando x (0) non sia zero, e si abbia : 

2 ZP -- -- " x2 (O) = p'o, O - x 2pi-1 2p+1 a2 

9. E CO& in particolare per p = O si avrà : 

essendo C,(y) il coefficiente di zn ne110 sviluppo di CAUCHY per potenze in-  
tere e positive di z per la funzione : 

dove $ (2) è dato dalla formola : 

e la funzione x pub prendersi cornunque purchè sempre regolare nell'intoriio 
di x = O, e purchè siano soddisfatte le altre condizioni testè indicate rispetto 
alle quantità (22), e (23) O (24). 

E se si ammette che p possa anche essere diverso da zero (essendo perb 
sempre positivo, allora quando si supponga x = ho x s  (A, cost. e s intero e 
positivo, o nullo) avremo : 

Z # v - p s  = .,Io* 2 5 ( 2 ~ ) ~  
e -'p? Ca (y) d y, 

(- ji O 
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per n s p  s, e per n < p s avremo invece e-+y C, ( y )  = O, essendo C, (Y) J 
O 

il coefficiente di zn nello sviluppo solito di CAUCHP; per la funzione : 

dove +(z )  è dato dalle formole (19), cioè : 

e si suppongono soddisfatte le altre condjzioni indicate sopra per le quantith 
(22), e (23) O (24). 

per p = O rientra senz'altro ne1 caso E naturalmente quest'ultimo caso 
precedente. 

10. Fermandoci sulle espression i cosi trovate (25) e (28) per le fun- 
zioni Z,,, e Zp,,-p,, osaerviamo che, a seconda dei valori che si sceglie- 
ranno pel numero p e per la funzione p,, e ne1 caso di p = O anche della 
funzione X ,  si avranno altrettante forme diverse, per mezzo d'integrali de- 
finiti, delle stesse funzioni Z,,, e Z,,,-p,; ma queste saranno assai com- 
plicate. 

Sono perb specialmente notevoli, e anche abbastanza semplici quelle che 
si ottengono quando la scelta indicata del numero p e delle funzioni p, e x 
nei rispettivi casi sono fatte in modo che le espressioni che figurano nei de- 
nominatori delle funzioni (26) O (29) da svilupparsi in serie di CAUCHY siano 
funzioni di primo grado in x ,  e noi tratteremo qui separatamente i vari casi 
che possono presentarsi. 

11. Incorninciando da1 caso di p = O, ne1 quale la espressione da con- 
siderarsi è la (26), se prenderemo : 

con cc, B ,  y e $ quantità costanti delle quali la seconda ,û sia anche diversa 
da zero, perchè p,,, non pub essere zero, si vede chiaro che, onde anche il 

coefficiente '(') che figura nella (26) possa essere una funzione di primo 
2 %  

1 grado mentre + (z) è dato dalla (271, bisognerà essere ne1 caso di ,U = - -, e la 
2 
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delle funaioni di variabile complesstr. 
- 

1 
quantith pot - 1 (x )  = (a x + p)e - -(ao xg + a ,  x + a*) dovrà, eesere dirisi- 

A" 
bile per y z + 8 quando y sia diverso da zero; rnentre se y = O dovrà es- 

ao sere K- = - - 
1 2  

Lasciando ora di trattarc queet'ultimo caso di y = O ,  perchè, non po- 
tendo allora essere $ = O, corrisponde a x = cost. e rientra ne1 caso che trat- 
teremo poi di x = A,zs, con p zero O intero e positivo qualsiasi (poichè non 
vi sarà che da supporre allora s = O ,  p = O), si vede dunque che, con y di- 
verso da zero, la sola condizione che avrerno sarà quella che pz-  # (2) si 

8 
annulli per x = - - cioè sin : 

Y 

h2 (o!d - p y)L- P - U ~  y 6 + a o  y*) = 

= (i.' ug - ao) d2 - (<2 11 a p - ai) y 19 + (A' fi' - a,) yf = 0, ) 

e quanda questa condizione sia soddisfatta avremo : 

e per 6 diverso da zero, a causa delle precedenti (31), si potrh scrivere : 

mentre per d = O, ne1 qua1 cnso peï la (31) si avrà Ae f i?= a,, sarh : 

Ne segue che quanda d non è zero la funzione (26) diverrh: 

e il suo sviluppo secondo la solita serie di CAUCHY, qunndo z si mantenga 
Annali di  Malematica, tom0 1. 8 
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in un intorno sufficientemente piccolo del punto x = 0, sarà il seguente : 

e quindi sarà : 

z F y 6  
quando per semplicità si inutino a, B, y ,  8 in - - , - , =, cib che equi- 

A A A A  
vale a supporre senx'altro À = 1; e in queste le a, P, y, d' sono quantità co- 
stanti rispetto alle variabili x e y (ma possono perb dipendere da altre va- 
riahili), e delle quali le ultime tre sono diveme da zero, mentre tutte soddi- 
sfano alla condizione : 

cui ora si riduce la  (31), e all'altra che le due solite radici : 

cui ora si riducono le (23) abbiano le prime il modulo minore di uno e la - 

seconda il modulo maggiore di uno, e inoltre, i n  relaxione al valore preso 
per \la, come valore iniziale di \(ao%" u ,  :: j- cri per x = O ,  il segno di p 

,L? . sia preso in modo che il rapporto - abbia la parte reale positiva. E ne1 
I: 

caso particolare in cui, sempre non essendo o" = O ,  si abbia 5 = pe - 
allora non importerà occuparsi delle radici (34), ma bmterà assicurarsi che 

4az resti soddisfatta la condizione che il rapporto abbia la sua parte reale 
B 

positiva. 
ATd caso poi di d = O osservando prima che per la (31) o (33)' si avrh 

- 
b' ne Pz = ~ 2 )  e quindi /3 = \I; perchè il rapporto - deve sncora, come ne1 cas0 
9 
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delle futtxioni di variabile cornplessa. 5 9 
-- -- 

precedente, soddisfare alla condizione di avere la  parte reale positiva, e avendo 

riguardo ai valori dati sopra per po2  - lJ (:) si vede subito che per avere il 
2 2  . . 

valore corrispondente di 2-L 2 . '1  basta nella (32) sopprimere ne1 denomi- 

B .  p' - a( 
natore il termine - eZy, e al rapporto - 6 che si presenterebbe sotto la 

2  
O 2 % @ -  3 forma - sostituire l'altro = - ( a  - -%) ; e si avrà quindi : 
O 2~ Y 2 d nt 

dove O: e y sono costanti qualsiansi per le quali si ha  soltanto la condizione 
che y sia diversa da zero, e il limite per x = O della espressione cui ora si 

riduce la (24), cioè il coefficiente - a - di e-à? ne1 denominatore ab- 
Y 

bia il modulo minore di uno. 
2 3  

12. Le formole trovate (32) e (35) col particolarizzare le costanti che 
vi  figurano a ,  P ,  7,  a' danno infinite espressioni per integrali definiti della 
funzione Z - ; ,  ,, che per a, = a, = 1, a. = - 2 È si riduce alla solita fun-  

zione X,  (<) di LEGENDRE; e alcune di queste formole sono notevolissime. 
Cosi ne1 caso di d diverso da zero, cioè della (32), supponendo a" an,, 

2 ~ p - a l  
con che la (33) ci dà y = a ' =  p - -  - 

2 - G e  r 2  ( %) ;zy2 9 dalla (32) stessa 
. . 

avreino la formola : 

. . 

nella quale le costanti e a dovranno essere diverse da zero, e soddisfare 

alla solita condizione che delle due radici (34), cioè - a-dZ p+,iZ 
8 ' - -  8 

la prima abbia il modulo minore di  uno, e la seconda Io abbia maggiore di 
, G z  ilno, supponendo sempre che il rapporto - abbia la parte reale positiva. E 

P 
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6 0 Di n i : U?z'applicuxiolze della teoria dei residui 

supponendo che sia anche + 4' = p z -  a,, di qui avremo le formole: 

4 a~ nella quale per la  costante 8 si ha la solita condizione che il rapport0 - 
B 

abbia la sua parte reale positiva. - 
Supponmdo invece B 2 =  a, e quindi = \la,, senza che sia d = O con 

- 
2 u P - a i  che la (33) ci dB d = 7 = (' - -%) w, dalla (32) avrerno la 

a2 - a. 2\lae a -a0 

nella quale per le costanti a e y si ha soltanto la condizione che 7 sia di- 
versa da zero, e che la seconda delle due radioi (34) (la prima essendo ora 
uguale a zero) abbia il modulo maggiore di uno, cioè sia : 

mod y < mod u2 - a 0  . 
ai ' 

per modo che quando si prenda I y2 = a2 - a. si troveranno le altre : 

2\lao 
che varranno quando sia rnod - < 1. 

du2 - ao 
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E queste per a = O si riducono alle altre più semplici : 

ai2 ai nelle quali bisognerà supporre che sia mod - < 1; meutre per a=- 
4 a, a2 2 , L i 2  

le stesse (39) danno le due : 
2 2  

(- 1)tz  
\ 

- z-++ - 2 a(~~)~n+l~ [ (a ,  + Ji: -4 cos y p  G ,  

(- l)$t f i a ,  
2-1 = - - 4 a, a, sen y)% d y ,  

a 2 n(dG)27l+l 
O 

che valgono qualunque siano i coefficienti a , ,  a, e a , .  
Ponendoci invece ne1 caso di J = 0,  cioè della (35), e supponendovi 

5 y2 = tee-a, si ottengouo due formole che si riducono subito a comlninare 
colle (39) quando vi si camhi rp in 2 n - 9, e che valgono sotto le stesse 
condizioni; talchè anche il cas0 di CI = O ci riporta alla (39), (40) e (41) che 
trovammo quando supponevamo d diverso da zero. - 

Supponendo invece nella (35)  a2 = a , ,  O a = \ lao,  si trova la  formola : 

che vale sempre quando il coeficiente di e@ ne1 denominatore h a  il modulo 
minore di uno, cioè quando : - - 

a da,,\Iaz --ai 
mod y > mod 

2 \/a, 
> 

ovvero : 
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E si notera una volta per tutte che il valore di qx che figura in queste 
forrnole s'intende sempre che sia quello che viene scelto come valore ini- 
ziale di vaoz" ( t , x  +os per x == O, mentre per gli altri radicali che vi figu- 

-- 
rano ci06 i n , ,  (@ - a 2 ,  . . . potremo prendere sempre quello dei loro valori 
che più ci piacerà. 

13. Tornando osa alle considerazioni generali, completeremo le nostre 
ricerche attuali relative ai casi nei quali i denominatori delle espressioni (26) 
O (29) vengono di 1." grado in x, trattando cioè ora il cas0 di x = A, z8, con 
l., cost. e s =O,  O s = 1, e p nul10 O intero e positivo qualsiasi; con che 
troveremo varie espressioni per integrali definiti non solo per la funzione 

Z - + ,  come ne1 caso precedente, ma per tutte quelle più generali Z,-', 
2 

che corrispondono a qualsiasi d o r e  nullo, o intero e positivo di p. 
14. Il caso di s = O (che per y = O si riduce appunto a quello la- 

sciato da parte di y = O negli studi del § 11) si tratta subito ne1 modo se- 
guente : 

Si osserva cioè che essendo s = O, e avendosi ancora p, = CL x + /3, con a 

e ,û costanti e diversa da zero, onde la funzione che figura ne1 denomina- 
tore della espressione (29) divenga del 1." grado in z bisognerà che si abbia 

essendo uno qualsiasi dei due valori di questo radicale; e allora la espres- 
sione (99) stessa diverrà: 

e il suo sviluppo in serie di CAUCHY sarà: 
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delle funxiorzi d i  variabile contplessn. 
- 

e quindi per la (28) avremo la formola : 

Z l =  
-P- n 8 

nella quale P ,  A e A, sinno costanti diverse da  zero, e tali che le solite ra- 
dici (23), cioè : 

2 2 

abbiano la prima il modulo minore di uno, e la seconcla il modulo maggiore 
-- 

A 
2pç1G abbia la parte reale positivû. di uno, e. il rapporto ,, 

i' 
2 -- 

E al solito q u a n d ~  aia .+ AO2 = P2 - ;i . Bpf' u2 , ne1 qua1 C R S ~  si a ~ &  : 
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6 4 Di n i : Un'applicaxione della teoria dei residui 

non occorrerà occuparsi delle radici (44) ma basterà assicurarsi che il rap- 
1 -- 

porto 
A ZpC1 da; 

P 
ha la sua parte reale positiva. 

1 -- 
Z p t l A  E più particolarmente ancora se sarà anche: B = A - 9  e quindi 

24a0  
2 -- 

2p+l ai2 - 4 a. a~ + iOg = A avremo le formole più semplici : 
4 a, 

nelle quali ora ~11 ,  in conseguenza del valore che sarà stato scelto per 
ai dovrà intendersi preso in modo che il rapporto - abbia la sua parte 

2\ /ao \/ az 
reale positiva. 

Supponendo p = O  si hanno di qui le formole molto più semplici che 
corrispondono al caso di 7 - O che fu escluso ne1 3 11. Cos1 ad es.: dalle 
(46) abbiamo le due : 

I / n ,  1 n+l 
- - \lai2 - 4 a,, ar COS / 2 

ai le quali richiedono solo che il rapport0 - abbia la sua parte reale po- 

sitiva. 
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15. Resta ora da considerarsi il caso di s = 1, O di x = 1, z. 
In  questo caso, essendo al solito p, = a x + B ,  perche la funzione che 

figura ne1 denominatore della (29) posas essere di primo gredo bisogoerh che 
2 

1 -- 
si abbia ancora p = 7 p - - 9 e che sia pz = ), 2pf1 a2,  cib che, per la con- 

> 2 
- 

dizione che i l  rapport0 abbia la parte reale positiva, porter& che debba 
B 

1 -- 
prendersi P = h 2pf1 vx, dove il valore di JZ sarà quel10 che sarà stato 
scelto. 

L a  espressione (29) diverrà dunque ora: 

e il suo sviluppo in serie di CAUCHY sarà : 

e quiridi per la (28) per n s- p avremo la formola : 

e per n < p  avremo l'altra : 

le quali per essere ora x (0) = O varranno quando il limite per z = 0 della 
Annali di Matematica, tom0 1. 9 
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1 -- 
cc -.A e Z P + ~  ni 

espressione cui si riduce ora la (24) cioè il coefficiente 2 d m  di 
1 0  

e-iv ne1 denominatore abbia il modulo niinore di uno. 
E cambiando n in $ p la (48) potrlt scriversi: 

2 -- 
E q u a n d ~  sia zk JO2 = a' - 1 2p+1 a,, questa, darà luogo ad altic? due pib 

semplici nelle quali i numeratori sotto gli integrali Rvrnnno la forma 
(a $- 1, COS Y ) ~ + P ,  O ( a  - Ibo sen y ) n + ~ ,  e la. cui validità è sottoposta alla condi- 

=t 1 -- 
U l x-A  PI-1 - - 

2da- zione che il rapport0 - 
2 

-- ahhia il modulo minore di uno; e in- 

a0 -- ai fine se sarà anche = h 2p+1 --, con che quest'ultima condizione è certo 
2daz 

soddisfatta, avremo le altre : 

che valgono per qualsiasi valore dei coefficienti, corne pel cas0 di rt <P val- 
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gono le altre : 

16. Tutte queste formole col farvi p = 0 ,  a, = a, = 1 ,  a, = - 2 <, 
\IZ = 1, danno altrettante espressioni per integrali definiti per le funzioni 
X, (5) di LEGENDRE. 

Cosi ad es. : avei-ido riguardo alle (37) si troveranno subito le due: 

con p iiumero qualsiasi c,olla parte reale positiva; e cosi prendendo B = i 
avremo le altre: 

2,r ' 

Xn(t) = - 
( 5  - - 1 sen y)"+' d 9 7 

che valgono pei valori reali o complcssi di 5 la cui parte reale è positiva; 
e le ultime due di queste si hanno subito anche dalle (47). 
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Similmente le (39) ci danno le due : 

. + 5  le quali richiedono che si abbia mod < 1 ; e queste per a = O ci danno, 
\la2 - 1 

come le (40), le altre due : 
2n 2.2 

( zk i)?" Cosn ( f ijn sengL cp 
Xm (5 )  = - 2 r ((1 I ij &)ni1 = -an J(l +. 6 eisy+l 9 (56)  

O O 

the valgono pei valori di 5  che cndono tzell'intemo del cerchio del raggio uno. 
Le (41) poj, come le (51), ci danno le altre : 

1 1 
X,  ( E )  = - + Yi2 - 1 cos 9). d ip = - [(P- \1=1 SeIl y)n d p. , (57) 

2 ~ "  2 r. 
O O 

the sono le formole date da LAPLACE per le funzioni X,; e in tutte queste 
formole i segni dei radicali che ci figurano possono essere presi cornunque. 

Infine poi la (42) ci dà la seguente : 

che vale quando mod y > mod (i f 1). 
17. 1 risultati ottenuti mostrano gi5 l'utilità della formola (9) del 5 7, 

e dell'altra (17) che ne abbiamo dedotto, e fanno anche chiaramente apparire 
che possono condurre ad altre formole notevoli, si per le funzioni Z,,, che 
per una immensità di altre. 

Qui non farb ora queste ricerche; solo osserverb che ne1 caso di 
1 

p = - p  - come abbiamo supposto ~ = l ,  ss con s-O, O s= 1, avremmo 

potuto supporre x = 1, zs + p,, con p, anche diverso da zero, e con s anche 
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superiore ad uno, determinando le p,, $ (z) e p nella (29) in modo che la 
espressione che figura ne1 denominatore fosse della forma ( A  + B zS + C X ? ~ ) P + I  

con s intero e A, B, C funzioni di p soltanto, riducibili alla forma: 

con chè 10 sviluppo della (29) stessa in serie di CAUCHY è ancora facile a 
trovarsi; rna allora le Z,,, invece di esprimersi per un integrale soltanto 
come in tutte le formole precedenti, si esprimono per uiia somma di integrali. 

1 
18. Limitandoci poi al caso in cui si suppone ancora p = -JI - - e 

2 
si richiede che la espressione che figura fra parentesi ne1 denominatore 
della (29) sia di primo grado in z (come si suppone seinpre iiei paragrafi 
precedenti), osserveremo che anche con altro processo seinplice si pub @un- 
gere ai risultati ottenuti. 

Tornando infatti alla formola (9) del § 7 ,  si vede che in sostanza noil 
si tratta che di ridurre la quantità po2 - p i 2  - qIz alla forma a, x? + a, x + 16, 

con p,, p,,  e q ,  funoioni di primo grado in x reali O complesse; e quindi 
se si pone : 

si vede che dovremo avere: 

e siccome dovremo continuare ancora a supporre come precedentemente che a, 
non sia zero, potremo sempre scrivere : 

essendo ? O ,  v , ,  quantith reali o complesse che dovranno soddisfare alla 
equazione : 

qo2 + ql2 + qz2 = 1 , 
onde venga soddisfatta la 3." delle precedenti; e se intendiamo al solito che 
in queste per \jz sia preso il valore che sarà stato scelto come valore ini-  

ziale di \Inoz" ai z + a,  per x - O, q, dovrà avere la sua parte reale di- 
1 versa da zero e positiva, onde il rapporto - fioz - p ,2  - gi2 possa avere an- 
Pi, 

ch'esso diversa da  zero e positiva la parte reale per x = O ;  e cosi in  parti- 
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colare p, non potrà essere uguale a - 1, O avere altro valore reale negativo 
qualsiasi. 

Ne segiie che se q, taon sarà ugua2e ad zcno potremo sempre scrivere : 

e cos 0' dovrà avere la parte reale diversa da zero e positiva; O in altri teï- 
X 

inini la parte reale di 8' dovrà essere compresa fra - gli estremi f - 
2 a 2 

escl. e se 8' sarà reale anche 8' = O escl.); mentre se 1. = 1 avremo q? = f i il,, 

corv q, quarntità ?meale O cornplessa; e dovendo sempre le A,, h i ,  e soddi- 
sfare alle due prime delle condizioni (59). 

D'altra parte devono anche essere sempre soddisfatte lc condizioni ( A ) ,  
O, il che è 10 stesso,. quelle clie si avevano al 5 7 per le radici della equa- 
zione (13) che ora deve scriveisi : 

(pi - i qi) y" 2 2 0  y + (231 + i = 0, (63) 
e che per x =  O si riduce all'altra : 

( G  4- i qi) y s  + 2 ?O y - (y12 - i ~ 1 )  = O; (64) 

dunque poicliè, ilel caso in cui, non essendo vO = 1, si hanno le equazioni (62), 
questa equazioiie diviene : 

sen 9' eiB' 7°F 2 cos 8' y - sen 8' e-i?' = 0, 

c ha le radici : 
- cos 0' + 1 e-is. - COS 0' - 1 c-ip. 

sen C)' 7 sen Ci' 

si vede che 6' e dovranno essere prese in modo che di queste radici la 
prima abbia il inodulo minore di uno, e la seconda Io abbia maggiore di 
uno; e cib qualunque poi sia il modo che si terrà per soddisfaro alle due 
prime della (59). 

E cos1 i n  particolare si soddisfarà alle condizioni che qui abbiamo per O' 
e Y' quando per queste quantità si prendano valori reali che per 8' siano 

7 

compresi fra - O e gli estr. zk - escl. e per y' siano qualunque. 
2 2 
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Se poi essendo u0 = 1 sarà qn = f i u i ,  ne1 qua1 caso le formole (62) 
non potrebbero usarsi senza introdurre in campo valori infiniti di ?', allora 
col tendere di z a zero, delle radici della equazione (63), ne1 caso di il, = i V I  

2 una tender& a zero e l'altra a :, e ne1 caso di il, = - i q, il modulo di 
'4 1 

un& crescerh indefinitamente e l'altra tender& a. - i V I ;  dunque quando uo = 1 
e quindi a, - r f :  i i l , ,  bisognerà sempre prendere per V, una funzione il cui 
modulo sia inferiore ad uno. 

19. Tutto questo qualunque siano i valori di no c a ! ,  e colla sola 
condizione che a, non sia zero. 

Distinguendo ora i due casi di a, diverso da. zero, e a, = O, osserviamo 
che ne1 primo caso potreino fare, anche per le i,, A , ,  e i.,, quel10 che si è 
fatto colle (60) per le p,, p l ,  e p?,  cioè potremo porre : 

essendo @: quel10 che meglio ci piacerà di scegliere dei due valori di \/&, e 
r , ,  5 : ,  c2 dovendo soddisfare alla equa.zione : 

ioo + (," + 522 = 1 ; (67) 

e avendosi, per soddisfare anche alla seconda delle (59), l'altra condizione : 

Ne segue che in questo caso in cui, oltre ad u s ,  anche a, è diverso da 
zero, i coefficienti h e p potranno determinarsi per mezzo delle (60) e (66) 
quando si prendano per ( E , ,  E , ,  Et), e (?O, q , ,  v e )  le coordinate cii due punti 
M e M t ,  reali O immaginari, della sfera di raggio uno, scelti in modo che 
i raggi ad essi corrispondenti della sfera facciano fra loro un angolo y (O 
intercettino sulla sfera un arco y di circolo massimo), reale O immaginario, 

ai pel quale si abbia cos y = - -; e quindi, se si escludono dapprima i casi 
2 \ no \la* 

di = f 1 e ilo - 1, potremo anche prendere nelle (60) e (66): 

5 0  = cos 8, ti = sen @ cos y, Pp = sen O sen y ,  , 
ilo == COS 9', q I  = sen 8' cos ?', il2 = sen 9' sen ?', (69) 

con O' e y' quantità reali O complesse per le quali dovremo intendere soddi- 
sfatte le condizioni poste sopra, e 0 e (p pure reali O complesse la prima delle 
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72 Dilz i :  Un'applicaxione delln teoria dei residui 

quali non sia zero O .rr, e che insieme a O' e y' soddisfino alla condizione: 

ai 
COS 0 COS 0' + sen 5 sen 5' cos ( y  - = - - , 

2 dao dae 

alla quale evidenternente si potrà soddisfare sempre jn infiniti modi. 
ai E cos) in particolare, quando il rapport0 - - sia reale e non supe- 

2 dao da- 
riore ad uno in valore as~oluto, potremo prendere per M' un punto reale 
qualsinsi ncll' emisfero al quale appartiene il polo di colatitudine 6' = 0 ,  

- 
escludendo questo polo, e i punti dell'equatore 8' = L, e prendere poi per Ji! 

2 
u n  punto qualsiasi del cerchio descritto da M' col raggio sferico y, essendo y 

. l'arco fi.n O e n pel quale si ha cos -/ = - - 
2 dao Jas 

Se poi, sempre pel caso d i  cc, cliverso da zero, si vorrà prendere q, = 1, 
allorrt dovremo intendere che sia q 2  = rk i q,, con q i  quantità reale O complessa 
che abbia il modulo infeïiore ad uno, e potremo ancora prendere per ho, A , ,  
e )., i valori (66), pei quali i valori di Co ,  l , ,  e t 2  quando non sia 5,  = t 1 
potranno anche prendersi sotto la forma data dalle prime tre delle (69); 
mentre se sarà E ,  = 3- 1, dovremo prendere 5,  = f i 5 ,  senza avere ora con- 
dizioni rispetto a 5 ,  salvo a doveïe essere ancora soddisfatta la (68). 

E infine, sempre  el caso di  a, diverso da zero, se sa r i  to= I!I 1 e quindi 
ze == rC i E , ,  senza che sia qo = 1, O q, = f i q, (per non ricadere ne1 caso 
precedente), allora per q,, r i , ,  e potranno prendersi i valori (62) nei quali 
dovrà ancora intendersi che 8' e soddisfino d l e  condizioni poste sopra. 

Passarido poi a considerare i l  caso di a,  - O, osserveremo che allora per 
le quantith p o 7  p i ,  e pz, O q O ,  1,) e q, vairanno ancora i risultati precedenti 
senz'altro; mentre lu prima delle (59) si ridurrà alla seguente : 

e richiederà p e r d  che se A, non è zero si rtbbiano le due : 

A, = i A, cos r ,  A? = i ho sen r , 

con ),, e r quantità reali O cornplesse qualsiansi, e se 1, sarà zero dovrà es- 
sere ?,? = & i?., con )., pure reale O complessa qualsiasi; e dovendo sempre 
essere soddisfatta anche la seconda delle equazioni (59), la quale potrà anche 
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delle funxioni di variabile cornplessa. 7 3 

scriversi : 

e quindi ne1 caso di A, diverso da zero prenderà la forrna: 

al A, (rlo+irli  COS^ + iilz sen r )  = - 
2 ,IG ' 

e ne1 caso di ho = O prenderà l'altra : 

20. Tutti questi risultati mostrano come esistario infiniti sistemi di fun- 
'zioni y,, p,, q,  di primo grado in x ,  cioé: 

per le quali .si abbia po2 - p,2 - q,e - a ,  x? + a, ,y + a,,  e danno anche il 
modo di determinare i vari sistemi di valori dei coefficienti A e p. 

Supposto dunque che (A,, l.,, A,), (p,, pl ,  ,us) siano uno di questi sistemi 
di valori delle quantità A e ,M determinati come precedentemente, dalle for- 
mole (9) del €J 7 si vede che sarà : 

e in questa il trinomio po + i p, cos 4, + i pz sen y non sarà zero per nessun 
valore di y perché esso corrisponde al primo mernbro della equazione (64) 
quando vi sia posto y = ei7, e questa non ha radici col modulo uguale ad uno. 

Ne segue che finchè z è in un intorno sufficientemente piccolo del punto 
z = 0 si avrà : 

1 " (- p - l),, 
r"J 

(Io + i 11 COS y + i l r  seil ?)PL -- 
- a x + $++pi (no + i 41 cos p + i at sen yp+p+i 

0 

Annali di Matematicn, tom0 1. 10 
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74 D i n i :  Un'applicazione della teoriu dei residui 

quindi se si ha riguardo dapprima al caso in cui si abbia contemporanea- 
mente l., + i 1, = 0, p, + iP, = O, ne1 qua1 caso, per le formole precedenti sarà 

- - 
po = da2 O vo = 1 , e I o  = da, con a, qualsiasi, otterremo intanto la formola 
seguente : 

che varrà peï qualviasi valore reale O comp1esao di a,, e per qualsiasi va- 
lore intero e positivo O ~iullo di n e di p l  e con V I  quantità reale O com- 
plessa di modulo inferiore ad uno. 

21. Fuori di questo caso poi avremo evidentemente dalla (71): 

e quindi se sarà p = O, allora cornunque siano state determinate le quantità 
?. e p secondo i processi precedenti, avremo la formola: 

senza perb che si abbia contemporaneamente A, -+ i A, = O, q, + i v ,  = O ; e 
se p non è zero , allora quando si abhia A, + i A i  = O ,  senza che sia 

- 
y, + i q l  = O ,  cib che darà ho = \la, e l., = - i Ai con A, quantità reale 0 

complessa qualsiasi, avremo la forniola : 
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delle funzimi di variabile cornplessa. 7 .? 

nella quale le a,, q ,  , v,, e ?., devono soddisfare alle condizioni : 

e alle altre che indicammo ne1 $ 18; mentre se sarà invece v r  + i 8, = 0, 
con che q, = 1, senza che sia 1, + i ?,, = O ,  allora per n k p  avremo : 

e per n < p avremo invece : 

Je-* Ow + i 11 COS + 12 sen p). 
(1 + i ni e-i?)n+p+l ? = O ,  

O 

per modo che cambiando nella precedente n in n + p  avremo anche: 

essendo sempre in questa formola v, una quantità reale o complessa qualsiasi, 
ma di modulo inferiore ad uno, e dovendo A,, A , ,  ?., soddisfare alle con- 
dizioni : 

Invece, se nessuna delle due quantità A, + i A,, q ,  + i q ,  sarà zero, al- 
10ra la formola (73) ci darà ancora la  funzione Z 4,. espressa, anzichè 

per un solo integrale definito, per una somma d'integrali definiti, e condurra 
a una relazione di primo grado fra le funzioni : 

z-P-$o, Z-&,I, 2 Ep-+ , * - .  q , - L , f l ,  2 

che studiata condurrebbe a risultati notevoli, e alla generalizzazione d i  altre 
proprietà note delle funzioni X,. 
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76 Dila i :  Un'applicaxione della teoria dei resz'du4 ecc. 

22. Queste formole che comprendono quelle dei §§ 11 e segg., per 
a. = a ,  - 1 ,  u, = - 2 5,  p = O comprendono anche tutte le varie espressioni 
note per integrali definiti che si hanno per le funzioni di L E ~ E N D R E  X,. E 
siccome nei casi di a, e a, diversi da zero si possono prendere sempre le 1 
e p sotto le forme (60) e (66) colle e 3 date dalla (69) e 8, 9, o', e le- 
gate fra loro dalla (70), cosi le espressioni per jntegrali definiti che si han'no 
per le funzioni sferiche di due variabili ordinariamente designate con Pn7 
si trovano qui estese anche alle funzioni più generali che vengono dalle 
Z corne le P, vengono dalle ,Y,, e per valori reali O cornplessi di 

! 2 1 n  

quelle v:iriabili; per modo che ora su queste funzioni più generali di due 
variabili si potrebbero fare con facilità studi analoghi a quelli che si fanno 
per le P,. 

E notiamo infine che gli studi fatti in questa Merrioria dànno le esten- 
sioni alle funzioni 2-,-L,,, e in alcuni casi anche a quelle più generali 

2 

Z,,, (con p reale O complesso) delle formole O proprietà integrali che si 
hanno per le X, di LEGENDRE; quale estensione, mentre per molte delle altre 
proprietà era già stnta Eatta da altri, e segnatamente da  MEHLER, HEINE, To- 
NELLI, ESCARY, AMANZIO, MORERA, GEQENBAUER, ecc., non era stata fatta perb, 
almeno che io sappia, altro che per pochissime delle forrnole che si riferiscono 
alle yroprietà integrali. E questa estensione si è presentata qui in modo tutto 
naturale, con un processo generale che viene dalla teoria dei residui. 

Debbo poi aggiungere che in una Menioria del compianto prof. SCHLAEFLI 
pubblicata in occasione del centenario della Università di Berna, la conoscenza 
della quale io debbo alla gentilezza del ~ r o f .  GRAFF, si trovano anche alcuni 
studî molto importanti relativi a funzioni che provengono dalla genesalizza- 
zione della formola (57) di LAPLACE per le funzioni X,, e che hanno molta 
analogia con quelle che, qui ho considerate. 

Pisn, 3 febbraio 1895. 
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U n  teorema sui limiti superiori e infe- 
r ior i  dei moduli delle radici d i  una 
equazione algebrica. 

(Di ULIS~E DINI, n Pisa.) 

1. cl uando si ha una equazione : 

a o z m  + a,zm-i + + a, - ,x+am= 0 ,  (1) 

e k B il massimo modulo dei rapporti: 

è noto ahe un limite superiore dei moduli delle radici è 1 + k. (V. p. es.: 
SERRET, Algèbre supérieure, tom. l.', pag. 105.) 

Ve ne sono altri perb assai più vicini al modulo rnassimo delle radici 
stesse, e .uno  dei quali è anche molto notevole; e questi, coine il limite 1 + k, 
si trovano ne1 modo seguente. 

S'indichino con a',, a', , a',,. .., a',-, , a', i moduli di a,, a , ,  a,, ..., 
a, -, , a&, e con p il modulo di una radice qudsiasi u della iiostra equa- 
zione. Avendosi : 

ai ae ana-i &rn - -- am-l -- m-2,. . . - - am - u. a - - ,  ao a0 a0 CIO 

sarà evidentemente : 

e quindi anche, per p diverso da  uno: 

Annali di Malematica, tomo 1. 
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78 D i n i :  Un teorema sui limiti superiori e Inferiori 

e se si saprà che la radice cr che si considcra ha i l  modulo p > 1, sarB 
anche : pm+* - pm 5 k pm - k ,  e a fortiori : , G ~ + '  < (1 + k )  pm , donde 
p < 1 + k ;  e per questo, e perchè la cosa sarebbe evidente di per sè quando 
fosse p r 1 ,  si ritrova CO& il risultato noto che 1 + k è sempre uri limite 
superiore dei moduli delle radici della equazione data (1). 

Si osservi ora che se 1 è un limite supcriore dei moduli delle radici 
della (1), pel modulo p di qualsiasi radice si svrà dalla (2) : 

e quindi evidentemente : 

sarà un nuovo limite superiore dei moduli delle radici. 
D ' a h  parte se si prende I = 1 + Ic si ha : 

- 
diinque evidentemente oltre ad 1 + k, unche (1 + Ic) 
limite superiore de i  moduli delle radici della ( 1 ) ;  e questo limite sarà mi- 
nore di l + k. 

Ne segue che se si parte da1 limite 1 = 1 + k, pel nuovo limite : 

si avrà 1, < 1. 
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Partendo poi da E, , pel nuovo limite : 

si avrà evidentemente 1, < ' E l ;  partendo da. l , ,  pel nuovo limite: 

si avrà l3 < 1 , ) .  . . dunque ponendo per abbreviare : 

si pub dire evidentemente che : 
-- - 

l = l + k ,  I , = ' $ Q ( l + k ) ,  E 2 = y m ) ,  13='ye[Z2) , , . .  

saranno altrettanti limiti superiori dei rnoduli delle radici della (1) che vanno 
sempre decrescendo, ed essi in conseguenzn avranno un limite c ;  c questo 
numero c sarà alla sua volta un limite superiore dei moduli delle radici della 
equazione (1) O sarà il massimo di questi moduli. 

A causa perb della continuith di si vede chiararnente che quando - 
1 si accosta sempre più a c insieme a (A), questa guantità 760.) si ac- - 
costa indefinitarnente a '?G) ed ha appunto per limite y B ( c ) ;  dunque si 

nvrà evidentemente c = ",) e percib anche : 

a', cm = a', cm-' + a', + + dm-, c + a',; 

talchè si pub ora evidenternente enunciare il seguente teorema : 
Avendosi la equusione ( 1 )  e costmendo l'altra : 

a', Am - a'i Am-' - a't Am-2 - . . . -a',-, A - a', = 0, (3) 

che non è altro che la equuzione dei moduli nella quale è cu?rz6iuto il segno 
a tutti i telsrnini ?neno che al primo, e che pel teorenza di  DESCARTES lm 
sempre una radice positiva c e uiza sola, p e s t a  radice sarà un limite stipe- 
t-iore dei moduli delle radici della equuzione data (l), O sarù il massinto d i  
questi moduli. 

E ora, che la radice positiva c della equazione (3) abbia la particolarità 
indicata, di essere cioè un limite superiore dei moduli delle radici della (l), 
si riscontra subito anche coll'osservare che ogni numero positivo A superiore 
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8 O D i n i :  U n  teoremr su i  l i ~ n i t i  superiori e inferiori  

a c rende positivo il primo membro della equazione (3) e quindi non pub 
soddisfarc alla coridizione ( 2 ) .  

1 2. Cambiando ora z in - nella equazione (1) e applicando il teorema 
Z 

precedente si trova subito anche il seg'uente: 
dvendosi  ancom la equazione ( 1 )  tzella quale supporremo che a,,, n o n  sia 

zevo per escliidere il caso clie abbiu la  radice zero, se s i  cost~ziisce l a  e p a -  
zioîze : 

a ' , ~ m + a ' ,  hm-'+ +af,?,- , 1- a1,,,=0, (4) 

che è ancora la equaxio~ze dei modzsti nella p a l e  è cawtbiato il segno sol- 
t i~n to  all'ultinzo termine, l a  sua radice positiva c ,  dard u n  limite inferiore 
dei rrtoduli delle radici della equazione stessa (1)) o i l  nzininzo d i  questi 
modu Ei. 

I n  particolare dunque se savà a', > a ' ,  + a', + . . . + a',,,-, + a',,, , le ra- 
dici della epuaxioize data ( 1 )  cadranno'tutte entro i l  cerchio d i  raggio uno ;  
e se sarà a', + a ' ,  + . + a',,-, < a',n, esse cadranno tutte fuovi d i  questo 
cercltio. 

3. 1 teoremi qui dimostrati danno processi semplici per determinare 
i limiti superiori e inferiori dei inoduli delle radici di una equazione data (l), 
percliè col rnetodo delle sostituzioni successive potremo con tutta facilità av- 
vicinarci quanto vorremo alle radici positive c e c, delle equazioni (3) e (4) 
clle danno appunto questi Iirniti. Naturalmerite poi queste radici potranno 
anche sempre trovarsi col processo stesso della ricerca di un  limite che ci 
ha condotti ai teoremi medesimi. 

E fermandoci su1 limite superiore che abbiamo dato, si pub notare che 
esso é pih piccolo, e quindi assai più utile, di quello dato da  GAUSS nella 
celebre Meinoria : Beitrage zur  theorie der ulyebraischen Cfleichungen, perché 
Gauss dette corne limite superiore la radice positiva A,  della equazione : 

a', hm - \]2 (a ' ,  Am-' + ut2 Am-2 + . - + a',,-, h + a,,,) = 0 ,  

e, per essere > 1 ,  questa radice A, rende evidentemente positivo il primo 
incmbro della equazione (3) e quindi è superiore alla sua radice c. 

Lo stesso iiostro limite superiore è anche minore di quello che il 
sig. L. DESAINT 118 data recentemente nella sua Memoria : Sur quelques points 
de ln théorie des fonctions pubblicata ne1 volume del deoorso anno 1897 degli 
Antiales de ~ ' d c o ~ e  normale supérieure de Paris. 
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11 sig. DESAINT dà. come limite superiore dei moduli delle radici della (1) 
il maggiore dei valori delle quantità : 

1 
m,,  

X 
rr ' O  sen- sen - 

2% 2 ~n 

1 3 ! T 3  

V m  ;;09..- sen - 
2 m  

1 j"-f+, - 
sen - 

2 I n  

1 

sen - 
2 m 

ma, supponendo che i termini diversi da  zero che si trovano dopo il primo 
nella (1) siano s e siano ap z m - p ,  aq zln-q, a ,  ,P-~,. . . , si pub osservare che 
moltiplicando per s l a  equazione corrisponderite (3) potremo scriverla sotto 
la forma : 

(a', hm - s a> lm-p)  + (alo hm -- s a'q Am-q) + (a ' ,  hm - s a', Am-r) $- . . . = 0, 

ovvero : 

donde apparisce che se si prende il massimo dei valori: 

e si sostituisce al posto di A ne1 primo membro della (S) esso Io rende po- 
sitivo, e quindi è superiore alla sua radice c ;  talchè questo nutnero cosi de- 
termitzuto [prendendo cioè il massimo dei valori (6)] è ufz limite superiore 
dei lnoduli delle radici della equazione (l), ma è superiore a quello che ab- 
biamo dato sopra, mentre esso stesso è sempre evidentemente assai inferiore 
a quello del sig. DESAINT, perchè nelle quantità (6) non figura come nelle (5) 

il divisore sen- e sotto i rsdioali invece di figuraroi il grado m della 
2 m 

equazione vi figura il numero s dei termini che effettivamente si hanno dopo 
il primo nella equazione data, il qua1 numero sarà inferiore ad m ogni volta 
che l'equazione data (1) non sarà completa. 

Pisa, 15 Dicembre 1897. 
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Intorno ad un tipo di determinanti nulli 
d'ordine . infinito. 

(D i  TITO C A Z X - ~ N I Q ~ ,  a Gottingen.) 

. n un recente lavoro (*) accennavo rapidamente ad un tipo di  determi- -1 
nanti nulli infiniti, di cui 10 studio mi fu suggerito da uiia Nota del prof. PIN- 
CHERLE (**). Di tali determinanti dimostrni la convergenzn a zero, per 1% qua1 
cosa ne restarono stabilite tutte le proprietà generali (comuni agli altri con- 
vergenti), ed anche accennai alloro possibili sviluppi, ed alle disuguaglianze 
cui debbono soddisfare gli elementi del determinante reciproco. Ad ogni modo 
ivi non erano opportunamente precisate certe condizioni, né fatte rilevare certe 
proprietà, analoghe a quelle dei normal;, clie ritengo opportuno sieno cono- 
sciute. In quanto segue provvedo a integrare succintamente il soggetto. 

1. Indichiamo con : 
3 - [ ~ i k ]  j (à, k = 1 . , . a~), 

un det. i cui elementi soddisfacciano alla condizione, che esistano tre numeri 
positivi r, s, A, tali, che per ogni valore di i, k, sia:  

posto : 

Sotto questa condizione si è dimostrato (***) che : 

(m = oo). 

(*) Sopra i &t. $ordine infinito. Ann. di Mat., 1897. 
(**) Sui sistemi di funuioni, ecc. h n n .  di Mat., 1884. 

(a**) Vedi nota ("). 
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84 Caxxavt iga :  Intovrao ad un tipo 

Dunque i determinanti del tipo 9 sono nulli senza che sussjstano particolari 
relazioni fra gli elementi delle linee parallele. . ,  

2. Un determinante clet tipo 9 resta convergelzte a zero, quatzdo in 
luogo degli elementi d i  una sua linea, s i  pongu una sz~ccessione di numeri cri 

tali, che per ogni valore d i  i, sia : 

1 ai 1 r ini7 ( i =  1, 2 ,  ... 
dove n rappresenta un numero finito arbitrario. 

Si imagini di eseguire la sostituzione indicata sopra la linea hma, si in- 
dichi con 9' il nuovo determinante che ne risulta, e con 9',,, il determinante 
finito che si ottiene da 9' considerando le prime m linee, e le prime nz co- 
lonne. Si ha  : 

m 

. 9 ' n z ~  2 Iakj  I A K I ,  
1;=1 

per : 

1 A" 1 f 5 I alal  h l L C p .  . . ah+ie,l+,  . . . a?ne,,, I , (k = 1 . . . 1n), 
. . 

dove le a ,  . . . ai,-, ah+, . . . a ,  rappresentano una permutazione degli m - 1 

ed il sommatorio va estes0 a tutte queste permuiazioni. 
dalle condizioni a cui soddisfanno le a i k ,  si ha : 

E poichè : . 
1 a k  ( 5 k n k  rnnpn ? 

risulta ancora : 

Tenuto conto poi 

( k = l ,  2 ,  ... m), 

(1) 
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di cletermi,zanti nulli cl'ordirce ilzJinito. 8 5 

e questa formula ci dà per : 

Onde sostituendo in 4',, , tenuto fermo che m ! < mnl, si hanno corrisp. le tre 
espressioni : 

i n  cui nella prima e terza si è trascurnto' un divisore In. Poichè n è finito 
è facile ora osservare, che le quantith f r ~  parentesi tendon0 a zero col cre- 
scere di ?ri, e quindi : 

9' = lim 9, = 0. 

E più generalmente ancora: 
lim I ~ I ~ ) = o ,  lim m = m. 

Notiamo che l'effettuata sostjtuzione è cos1 generale, che in essa rientrano gran 
parte delle sostituzioni ordinarie. Cos1 in particolare potreino porre le tre 
successioni : 

a 2 a 3 a  . . .  ?na . . . 
a a2 u3 . . .  am . . .  

(1)" (2 !)" (2 !)* . . . (m !ln . , . 
al posto della linea i, per a ed n finiti, ma affatto arbitrari. 

3. Il precedente teorema pub essere esteso in due eensi : 
a)  Imaginiamo di sostituiie contempormeamente alla prima linea (O 

a qualunque) di 3 la successione di eleinenti ai tali, che:  

ai 5 in' . < 

9 ( % = A ,  2 . . .  w), 
Annali di Matematica, tom0 1. 12 
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86 Ca xxa?zigu:  Intorno ad un tipo 

ed alla prima colonna una successione di elernenti b;, tali che : 
bi g ind 

7 ( i = ï ,  2 .. . CO). 
II determinante che risulta è ancora convergente a zero, e si ha  pure 
lim 1 7% 1 = O. L a  dimostrazione si conduce corne la precedente, quando si 
parta dallo sviluppo : 

9 , = a i i A , , + ' ; a , , a p ( ~  J m ,  (al P = 2 ,  3 . . .  tn ) ,  

dove il simbolo rappresenta al solito, il minore che si ottiene da 4,, 

sopprimendo le linee 1 ,  cr, e le colonne B ,  1 ,  e attribuendogli un segno op- 
p o r t u n ~  (- l)"+P. 

b) L a  seconda estensione del teorema avviene in questo senso, che la 
sostituzione indicata, pub effettuarsi contemporaneamente sopra un numero 
qualunque, ma finito, d i  linee e di colonne. 

La dimostra.zione è analoga alle precedenti; basta partire dallo sviluppo 
di 9',, per le linee e colonne sostituite. 

Riassumendo adunque possiamo enunciare il teorema cosi modificato : 
Un determinujzte del tipo 3 resta convergente a zero, in ?nodo clie anche - 

lim i'l.9, = O ,  quistzdo 20 si bordi con p lime di elernenti: 

( Uik 1 5 linik , ( i = l  . . . p ;  I c = 1 , 2  ...cio), 

e q colotzne di elementi: 
1 Pik 1 5 imki ( i = 1  . . .  00, k = 1 ,  2 . . . q ) ,  

dove mk ed ni sono numeri finit;. 

4. Se ora al posto di tutti gli elementi delle linee i, Z, . . . Z9. e delle 
colonne k ,  , Ic, . . . k,  poniamo 10 zero, eccetto che per gli elementi : 

a1 chi posto mettiamo l'unità, per definizione si ottiene il minore infinito : 

del dato. Da1 teorema (3) segue: 
T ~ t t i  i nzinori in$niti d i  9 convergono a  zero. 

5. Corne utile esempio, si consideri il gruppo di numeri G,: 

x i ,  Z*, xs ,... Zn. .. 
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tutti finiti. Indichiamo poi con u il massimo (O limite superiore) dei puriti del 
suo primo gruppo derivato Gr,, e si supponga CC < 1. 

Cod per ogni k maggiore di un certo indice ln ,  opportunamente deter- 
minato, sta la relazione : 

~ ~ s I ~ $ - J I ,  
dove d è un numero positivo qualunque, scelto in modo che : 

I u + d 1 < 1 ,  
il che è sempre possibile. 

Allora il determinante infinito di VANDERMONDE : 

è del tipo 4' e converge a zero. Infatti si ponga : 

1 1 
s = 1 ,  r=- I .+X~>.~ ,4>1., 

risulta subito per ogni k > m : 
I a& =$/pi f (a+ $y-' L= - , 

yt-i 
( i=1  . . .  cm), 

od anche : 
A 

a ik  5. 3 
rZ 

per : 
~ = l r s l > l .  

Dunque D è del tipo , Q I ,  in quanto risulta da un determinante 5 con 
la sostituzione di m linee, mediante successioni di nuineri, che crescorio in 
progressione geornetrica di base finita. Cosi, se : 

è una funzione olomorfa intera, con infinite radici : 

a,, a,, a3 ,... a,,... , 
il determinante infinito di VANDERMONDE: 

(k, i =  1, 2 ,  . . oo), 
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88 C a x x a n i g a :  Intotwo ad un tipo 
- 

é zero, e qdindi non pub,  in nessun caso, rappresentare la radice quadrata 
del discriminante. 

6. Nello studio dei det. iuf. è senza dubbio di somma irnportanza il 
i~iconoscere se un deterininante è, O mmo,  del tipo 9, (O di quello piii geiie- 
rale 3'). Tale  studio in sostariza si riduce a deterniinare se esistano tre  nu- 
nieri ,4, Y, s,  per I r  s l > l, tali che, eccettuati gli elementi di un numero 
finito di linee e colonne, tutti i rcstanti soddisfacciano alla relazione : 

Svolgiarno in proposito qualche considerazione che in molti casi pub con- 
tlurre alla determinazione effettiva dei nuineri 

gf= [a&] 

una matrice di elementi qnalsiansi. Formiamo 

in discorso. Sia : 

(i, k = .  m . .  Ba), 

le serie in numero infinito: 

e col metodo dell' HADAMARD , determiniamo i veri raggi  d i  convergenza 
a i .  (i= 1, 2.. . cio.) 

Il gruppo di numeri G, : 

a , ,  c l 2 ,  a3 , . . . a i .  . 7 

non soddisfanno 
Sia dunque 

fissato con d a n  

aintnettc un primo gruppo derivato G',;  sia a il minirno, od il limite infe- 
riore di questo gruppo. Se  a = O  è chiaro che la matrice il1 non pub defi- 
nire un dcterminante del tipo 9 (0 9'1, perchè gli ele~nenti d i  infinite linee 

alla condizione (u). . , 

a =:= O. Pe r  la natura della sua determinazione, a è tale che, 
numero piccolo ad  arbitrio, risulta : 

1 1 
-L- 
I u - O I -  a i '  

per tutti i valori di i (eccettuati al più un nuinero finito), e : 

per infiniti valori di i. 
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Analogamente costruendo le serie : 

si pub deterrninare un gruppo Gp di numeri : 

P i ,  P o ,  Eh, . . .  flk7s.e 

ed un numero p, limite iiifiriore, O minimo di G r e ,  per cui risulta : 

per tutti i valori di k (eccettuati al più un numero finito), e : 

per infiniti valori di k. 
1 due numeri a e f i  cod definiti li chiameremo i ?zzl~nel.i cavatteri- 

stici di M. 
a )  Per a e B diversi  d a  zero ,  e sotto una corzdixione opportzma cu i  

debbono s o d d i s f a ~ e  le fi (x ) ,  esisto?zo in$nik coppie d i  ~zunzeri r ,  s ta l i  clte : 

( A  =:= O),  (a) 

per tu t t i  i valori  d i  i e IL superiori ad un certo numero m finito. i n  ta1 
caso a e rappresentano rispettivamente i liqniti superiori od i ~~zass inz i  dei 
due gruppi  G ,  e Gr.  

Dimostriamo infatti che scelto un valore : y> a, ed un 1. cornunque, ma 
diverso da zero, non pub sussistere per tali numeri la  relazione (a) .  

Supponiamo clie sia : 

per i e k maggiori di un certo numero finito m. Poichè C è costante e finita 
per ogni valore di i ,  risulta dalla scritta relazione, che, per infiniti valori 
di i, le serie : 

sono convergenti in un cerchio di raggio ;> a ;  e questo contrasta l'ipotesi. 
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9 O C a z z a n i g a :  Intorno ad un tipo 

D'altra parte poniamo : 

e dimostriarno che, sotto una certa condizione, è sernpre determinabile un r 
tale, che per esso e per tutti i numeïi ad esso inferiori, la (a )  resti soddisfatta. 

Infatti, per ipotesi, le serie fi(x) or ora considerate, eccetto un numero 
finito di esse, sono equiconvergenti in tutto i l  cerchio di raggio s, la circon- 
ferenza compresa; onde, indicando con A i  il massimo valore che assume i l  
modulo rispettivo sulla circonferenza (s), risulta per un noto teorema : 

a corninciare da un k opportunamente grande. 
Si costruisca ora la serie di potenze: 

F(x)==; A i x i ,  (i = na . .  . .m), 

e avwzettiumo che converga i.il u~z  cerchio d i  ruygio nofi nu210 per tutii i si- 
stemi di di cowispondenti a i  valori d i  6'. . 

È questa la condizione sufficiente per la validità del precedente teorerna. 
I Poichè se P ,  =,= O è il ver0 raggio di convergenza di F ( x ) ,  fissato un r > @,, 

m a  differerite da questo per una quantità piccola ad arbitrio, si ha :  

dove A. è il modulo massi~no di P su1 cerchio (Y). 
Sostituendo allora nella (2) risulta : 

E questo risultato, riguardo ad O: integra la dimostrazione del teorema. Ana,- 
logamente per @. Yer ta1 modo ad ogni s ( a  corrisponde un certo numero @', 
e ad ogni t. < p un altro numero a', i quali godono delle enunciate proprietà. 
Quando poi s tende ad a,  ed r a fi, a' e p' in generale tenderanno a due 

- - 
limiti determinati 5 a e 0 G B. Esai sono tali che : per ogni coppia di 
numeri : 

r<B, s < a ,  
od anche : 

r < P ,  s <a, 
la (1) resta soddisfatta, 
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7. Supponiamo ora che le prime m linee e colonne della matrice con- 
siderata, costituiscano delle successioni tali che bordando con esse un deter- 
minante del tipo 9, esso diventi del tipo 9'. Indicando con p il maggiore fra 
i prodotti ' ZB ,  a P, si ha : 

Se p > 1 la matrice M cleJinz'sce t m  det. 3'. 
Sia p. es. : - 

p = p a = l + ~ ,  
e si ponga : - 

Y=@-$; s=a-cl', 

allora per ogni : 

A 
l r s l>1  e U i a G - .  

corne appunto si voleva. 
Cosi pure si ottiene : 
Se a ,8 < 1 lu matwka M non pub definire ohn dete~vnzhante del lipo 3 O 4'. 
Il criterio resta incerto quando a 0 > 1 e p < 1. In  questo caso prati- 

camente pub tornar utile d i  verjficare se la (1) sia soddisfattsi. dalla coppia 
di valori : 

1 
s = r + & ,  1 ' = p - 8 ,  

. b - 8  
oppure dall'altra : 

1 
~ = a - 8 ,  r = -  \ + a i ,  

a - A  

per J, positivo e diverso da zero, e 8 positivo tendente R zero. 
- 

Da ultimo si noti che se a = a oppure B = B, cib che puh avvenire in 
casi abbastanza generali, i l  criterio diventa molto semplice : 

Se a B > 1 il determinante ilefinito da M è del tipo 4 (O 3') ; se o! fi < 1 
appartiene ad altri tipi, O diverge. 

8. Consideriamo rapidamente gli sviluppi ammessi dai det. 2. 
È chiaro che per essi le relazioni : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



9 2 C u z x a n i y u :  Inintomo ad u12 tipo 

sono illusorie, perchè i coefficienti hanno valor zero. Sin ora >,, il solito de- 
terminante d'ordine m ,  A:;.' il complemento algebrico di aik  in >,,, e defi- 
niamo le quantità : 

Intorno a qiieste si pongano le seguenti jpotesi: 
a) L e  al:' ammettono un limite a,k per m creseente all'infinito. 
h) Ammesso Y) 1 si costruisca la  successione di differenze: 

per k arbitrario. Allora supporremo che fissato d piccolo a d  arbitrio, per ogni 
valore d i  ?n, maggiore di un certo Mk,  alme?lo le prime 92 differenze sieiio 
rninoii di 8. 

Se  fosse s > 1 si fiirebbero analoglie ipotesi sopra la corrispondente suc- 
cessinne di differenze. 

Sotto queste condizioni si ha : 

e tutte e quattro le relazioni coesisteranno, qualido sieno insienie Y > 1, s > 1. 
Si consideri per esempio la differenza : 

per un .m scelto secondo l'ipotesi (t). 
Ta1 djfferenza è minore, O liguale a : 

e poichè inoltre il suo secondo termine è ug~inle identicmiente ad 1 , per 
o p i  valore di nz, risulta: 

dove L è u n  nutiieso finito. E cib prova l'asserto. Affatto analogamente si 
procede per le altie formule nelle varie ipotesi considerate. 
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di deternzinanti nulli d9ord.ilze infinito. 93 

Se poi le condizioni (a )  e (b) ~i suppongono soddisfatte per i rapporti: 

è chiaro che si potranno dedurre altre quattro formule in cui figurano i mi- 
nori finiti e infiniti di ordine r. 

9. Oru,  supposto che sieno validi i precedenti sviluppi, e Jtssati due 
numeri p ,  5 per modo che: 

è sempre possibile determinare un numero B, jînito, per cui, eccettuuti al pi& 
un numero finito d i  elementi per oyni linea e per ogni colonna, tutti gli alti-i 
'elementi del determinunte : 

R = [ a i k ]  , (i, k = l ,  2 .  .. Co), 

soddisJino la reluzione : 

Ili questo teorema già diedi la diinostrazione nella Memoria citata, sol- 
tanto ivi non erano precisamente enunciate, corne ora, tutte le condizioni 
suficienti alla sua esistenza. 

È chiaro poi che, la determinazione delle incognite z,, in  un sisterna di 
equazioni lineari in numero infinito : 

X a i k x i = 2 ~ k ,  ( k = l ,  2 . . .  OO), 
Z 

dipendendo da1 teorema prwedente, saril possibile soltanto allora che le dette 
condizioni sieno verificate. 

10. La regola della moltiplicazione sta in parte per i det. 9. 
Se 9 (a),  3 (b)  sono determinanti t a h  che i 101-0 elerned tïik , bik  soddi- 

sfino le relaxioni : 
A 

a i k  - B 
i b i k L G 9  

per : 
r s > l ,  p > l ,  

e dippiù i due prodotti I r p  1, 1 s o 1 sono ntaggiori dell'unità, allorla il de- 
Annali di Matematica, tomo 1. 13 
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9 4 Cazza l z iga :  Intorno ad un t-O, ecc. 

terminante : 
s (c)  = [cih] , (", k = l ,  2 .  . .  oo), 

doue : 
- v Cik - a, bkj  , 

Y 

è del tipo dei dati, e quifidi cowvergente e nzcllo. 
Infatti : 

fatte le opportune sostituziorii per aij,  b k j .  
A B  Poichè - è un fattore costante e finito, mentre poi 1 r p 1 > 1 , la 

SG-1  
precedente relazione è appunto quella ctie diinostra jl teorema. 

Si potrà dire quindi per dejinixiotze che 9 ( c )  = 9 (a). 3 (b) .  
Si rioti che delle quattro condizio~ii : 

una è conseguenza delle altre. 
Segue : 

1.' Dato un determinante 4, esiste un gruppo di det. della medesima 
specie nioltiplicabili per esso. 

2.' Non è sempre possibile innalzare a guadrato un det. 9 rnoltipli- 
cando linee per linee, sa non ne1 caso che r ,  s> 1 contomp. È sempre possi- 
bile perb di moltiplicare linee per colonne, ne1 qua1 caso le precedenti con- 
dizioni si riducono all'unica 1. s )  1 ,  sempre soddisfatta dai det. 3. 

3.' Supposto che il determinante : 

R = [aik] , ( i ,  k -= 1 . . . Co), 

sia convergente esso è sempre moltiplicabile per 3, e si ottiene R 4 :- O. 

Notiamo cbe tutte le condizioni fissate, sono sufficienti e non necessarie 
per la validità dei teoremi esposti, onde è anche possibile che per ogni caso 
particolare, si possono stabilire altre condizioni meno restrittive intorno alla 
natura dei det. 4, e per le quali le dette proprietà continuano a sussistere. 

Gottingen, 10 Febbraio 1898. 
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Ueber die quadratische Transformation, 
durch welche die Ebenen des Raumes 
in ein System von Flachon zweiter 
Ordnung mit gemeinsamem Poltetrae- 
der übergeführt  werden. 

Nachden)  Rerr  REPE durch seine Abhandlung Cm 48. Bande der M ~ t h .  
Annalen die Aufmerksamkeit wieder naclidrücklich auf die bislier sehr ver- 
nachlassigt,en nicht wechselseitig eindeutigen quadratischen Verwandtschaften 
hingelenkt hat, indem er sie inshesondere zu einer ergiebigen Diskussion der 
rationalen Flachen benutzte, scheint es an der Zeit zu sein, diejenigen beson- 
deren Falle dieser Verwandtschaften aufzusuchen, die auch eine einfache 
analytische Behandlung gestatten. Man konnte hierbei zunachst an die um- 
gekelirt zweideutigen Transformationen denken, bei deneil also die Flachen 
zweiter Ordnung, in die die Ebenen des Raumes übergehen, entweder alle 
denselben Kegelschnitt oder dieselbe Gerade und dieselben zwei Punkte oder 
dieselben sechs Punlite gemein haben. Diese Falle erweisen sich auch nicht 
als ungeeignet für die analytische Behandlung, nur der letzte, der für die 
synthetische Behandlung der niichstliegende ist, scheint sich in analytischer 
Beziehung ganz der ein-vierdeutigen Verwandtschaft, bei der die Flachen 
zweiter Ordnung nur die Ecken eines Tetraeders gemein haben, unterzuordnen.. 

Weitaus einfacher gestaltet sich aber die Darstellung, wenn die quadra- 
tischen Plachen alle eiri gemeinsames Poltetraeder haben, denn dann driicken 
sich die transfortnirten Coordinaten einfach durch die Quadrate der ursprüng- 
lichen und diese also umgekehrt durch die Quadratwurzeln jener aus. Diese 
Verwandtschaft benutzte WILHELM STAHL (im 101. Bande des Crelle7sc/~en 
JoZcrnals, S. 73), um aus der Tangentenflache der biquadratischen Raum- 
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96 T i m e r d i n g :  TJeber die quadratische Transformation, 

curve zweiter Art die desmisclie Flache 12. Ordnung herzuleiten, indem er 
dem inneren Grunde der von Salmon zufallig gemachten Bemerkung nachging, 
dass die erstere Flache in die letztere übergeht, wenn man bei geeigneter 
Wahl des Coordinatensysterns in ihrer Gleichung die Veranderlichen durch 
deren Quadrate ersetzt. Stahl bat gleichzeitig die in Rede stehende Ver- 
wandtschaft kurz charakterisirt, zwar niir soweit, als es für sein Problem 
notig war, aber durch dasselbe nahm er gerade das Schwierigste vorweg. 

Am nützlichsten aber erweist sich die genannte Verwandtschaft für die 
sog. Steiner'sclie Flache und zwar liegt dies daran, dass sie gofort ihre 
einfachste Abbildung auf eine Ebene liefert. So riele bemerkenswerte Eigen- 
schaften man auch für die Flachen erhalt, die als entsprechende Gebilde a n -  
derer, insbesondere quadratischer , Fliichen erscheinen, sie lassen doc,h, so 
lange die Beziehung keine eindeutige ist, vor allem die Yollstiindigkeit ver- 
missen. Wir halten es aber doch fur keinen Nachteil, wenn auch die Grenzen 
deutlich hervortreten, bis zu denen der Nutzen einer bestimmten Methode 

. reicht. Das Feld, auf dem sich diese besondere quadratische Transformation 
als erspriesslich erweist, bleibt immerhin ein sehr weites, und Beachtung 
verdient es auch, dass, so einfach die Verwandtschaft selbst, in analytischer 
und rein geometrischer Beziehung, ist, so verwickelt und schwierig doch die 
Verhaltnisse werden konnen, zu denen sie schliesslich fuhrt, und so ausseror- 
dent,lich mannigfaltig die Gebiete, in die sie den Weg leitet. 

ERSTER ABSCHNITT. 

Das Gebüsch der  quadratischen Flachen mit gemeinsamem 
Poltetraeder. 

1. Das Gebiisch der quadratischen Flachen mit gemeinsamem Polte- 
traeder ist w-oh1 zuerst von PAINVIN in einer sehr reichhaltigen, aber nicht 
systematisch gcordneten Arbeit (") untersucht worden. Spater ist es in einer 
Preisschrift von K. MEISTER behandelt (""). Herr REYE hat ihrn im Anhang 
mm letzten Band seiner Geometrie der Lage einen Abschnitt gewidmet, in 

(") Crelle's Journal, Bd. 63. 
(**) Schlomilch's Zeitschrift, Bd. 34. 
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durch welche die Ebelaen des Raumes in  ein System u. S .  W .  97 

dem die wesentlichen Eigenschaften eusammengestellt sind. Wir wollen kurz 
hervorheben, was für unsere Zwecke natig ist. 

2. Das gemeinsame Poltetraeder der quadratischen Flachen wollen 
wir als das Haupttetraeder T bezeichrien und auf dasselbe homogene Coordi- 
naten x i ,  x,, x,, x, beziehen. Dann stellt sich eine beliebige Flache f des 
Gebüschs, ( f j 3 ,  durch eine Gleichung von folgender Porm dar : 

Die Flachen des Gebüschs gehen durch die Collineationen, die das Haupt- 
tetraeder ungeandert lassen, in einander über. 

3. Durch die 8 assoziirten Schnittpunkte dreier Flachen des Gebüschs 
gehen sechs Ebenenpaare des Gebüschs, die je eine Kante des Hauptte- 
tsaeders zur Axe haben. Von den Verbindungslinien je zweier der 8 Punkte 
gehen durch jede Ecke dcs Haupttetrrteders vier. Von den übrigeii zwolf 
schneiden sich zw6lfmal je zwei niif einer Kante des Hawpttetraeders, wah- 
rend gleichzeitig ihre Verbindungsebene durch die Gegenkante geht. 

4. F ü r  die 8 assoziirten Punkte sind die Quadrate der Coordinaten 
einander gleich und die Coordinaten selbst daher bis auf die Vorzeichen 
dieselben. Durch beliebige Aenderung der Vorzeichen. erhalten wir sornit aus 
einem Punkte die 7 assoziirten. Diese Vorzeichenanderungen stellen 7 Invo- 
lutionen dar. Von denselben sind 4 centrisch und 3 geschaart. Die Ecken 
des Haupttetraeders sind die Centren und die gegenüberliegenden Seitenfla- 
chen die zugehorigeii Involutionsebeneu der centrischen Involutionen, und 
je zwei Gegenkanten des Tetraeders sind Hie Axen der geschaarten Invo- 
lutionen. 

5. Durch die centrischen Involutionen gehen aus einem Punkte eines 
Oktupels vier andere hervor, aber dieselben Punkte gehen aucli aus irgend 
einem der drei noch übrigen Punkte durch dieselben Involutionen hervor. Die 
letzteren drei samt dem ersten Punkte gehen ihrer~eits  ebenfalls durch die 
vier centrischen Involutionen aus irgend einem der übrigen Punkte hervor. 

Das Oktupel der assoziirten 'Punkte erscheint so in zwei Quadrupel ge- 
sondert. E in  Punkt des einen Quadrupels geht durch die vier centrischen 
Involutionen in die Punkte des anderen Quadrupels und dnrch jede dieser 
Tnvolutionen geht ein Quadrupel in das andere über. 

Durch dig drei geschaarten Involutionen geht ein Punkt eines Quadrupels 
in die drei übrjgen Punkte desselben Quadrupels über und jedes Quadrupel 
somit in sich selbst, 
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98 Ti m e r d i  n g : Ueber die quudra tz'sche Transfornaatio~, 

6. Beide Quadrupel sollen einander :tssoziirt heissen. Die Punkte eines 
Quadrupels liegen zu je zweieii mit einer beliebigen Kante des Haupttetrae- 
ders in zwei Ebenen, die die Eckpunkte der Gegenkante harmonisch trennen, 
und dieselhen Ebenen enthalten auch das assoziirte Quadrupel. Auf den Ge- 
raden, die die Punkte eines Quadrupels mit einer Ecke des Hauptetraeders 
verbinden, liegen auch die Punkte des assoziirten Quadrupels. 

Zwei assoziirte Quadrupel bilden die Ecken zweier Tetraeder, T ,  und T, ,  
die zu einander vierfach perspektive Lage haben, indem die Projektionscen- 
tren mit den Ecken des Haupttetraeders T zusammenfallen. 

E s  müssen aber auch die Geraden, welche einen l'unkt eines Quadrupels 
mit den Punkten des assoziirten Quadrupels verbinden, durch je einen Eckpunkt 
des Haupttetraeders laufen. E s  hat also auch jedes der Tetraeder T ,  und T, 
vierfach perspektive Lage zurn Haupttetraeder T, indeui die Projektionscen- 
tren jedesmal dit: Eckeri des noch übrigen dritten Tetraeders sind. 

Die drei Tetraedei II', T,, T, befinden sich also in der bekannten des- 
mischen Lage (REYE, in den Acta Muthematka, Ed. 1, S. 99). 

7. Zwei assoziirte Punktquadrupel bilden die Ecken von zwei Tetrae- 
dern , deren Ebenen zwei assoziirte Ebenenquadrupel bilden. Fiir solche 
Ebenenquadrupel gelten genau die reziproken Satze wie für die analogen 
Punktquadrupel. 

8. Zwei Gruppen von 8 assoziirten Puiilrten lassen sich auf 8 ver- 
schiedene Arten so durch 8 Gerade verbinden, dass diese 8 Geraden selbst 
assoziirt sind und mit den assoziirten Punkten durch die 7 Involutioiien in 
einander übergehen. 

Acht assoziirte Gernde teilen sich in zwei Quadrupel, derart dass die 
Geraden des einen Quadrupels der einen Regelschaar und die Geraden des 
anderen Quadrupels der anderen Regelschaar eines und desseltm Hyperbo- 
loids angehiken. Die 16  Punkte, in denen die Geraden des einen Quadrupels 
sonach die Geraden des anderen Quadrupels sche iden ,  verteilen sich zu 
vieren auf die Ebenen des Haupttetraeders. 

9. Drei Gruypen von 8 assoziirten Punkten lassen sich auf 64 ver- 
schiedene Arten so durch 8 Ebenen, die aus jeder Gruppe einen Punkt 
enthalten, verbinden, dass diese 8 Ebenen selbst assoziirt sind. 

Insbesonderc sind die Tangentialebenen einer Flache des Gebüschs ( f I 3  
in 8 assoziirten Punkten selbst 8 assoziirte Ebenen und lassen sich so in zwei 
Quadrupel teilen, dass die Bcken der von beiden Quadrupeln gebildeten T e -  
traeder wieder 8 assoziirte Punkte sind. 
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10. Von diesen Betrachtungen lassen sich sehr bemerkenswerte An- 
wendungen auf die Raumcurve vierter Ordniing erster Art maclien. Man 
erhalt so alle die Siitze, die H. S C A R ~ T E R  in seinem Büchlein über diese 
Curve auf S. 47 ff. entwickelt. 

11. Um die Flachen des Gebüschs (fi3, die alle ein gemeinsames Pol- 
tetraeder T haben, eindeutig auf die Ebenen des Raumes zu beziehen, braucht 
man nur von einem belicbigen festen Punkte Y bezüglich aller dieser Flachen 
die Polarebenen aufzusuchen (*). Zu jeder Ebene .ir geliort dann auch nur 
eine Plache des Gebüschs, da die polare Verwandtschaft durch das Polte- 
traeder 7' und die entsprechenden Elemente P und x eindeutig festgelegt 
ist, und damit auch ihre OrdnungsflBche. 

12. Dem Flachensysterne (fi3 gehoren vier Bündel von Kegeln an, deren 
Scheitel immer eine Ecke des Hauptte'traeders T ist, wahrerid die ir. der Eclce 
sich schneidenden Kanten für deri Kegel ein Poldreikant bilden. Piesen Kegeln 
sind die Ebenen zugeordnet, die durch je eine Ecke des Haupttetraeders gehen. 

13. Dem Systeme ( f ) B  gehoren sechs Büschel von Ebenenpaaren an,  
die mit je zwei Ebenen des Haupttetraeders als Doppelebenen eine Involu- 
tion bilden. Diesen Ebenenpaaren sind die Ebenen zugeordnet, die durch je 
eine Eante  des Haupttetraeders gehen. 

14. Dem Systerne ( f ) 3  gehoren vier doppelt zahlende Ebenen an :  dicl 
Ebenen des Haupttetraeders. Diese Ebenen sind sich selbst zugeordnet. 

15. Der  Durchschnittscurve zweier Flachen des Systems ( f ) 3  entspricht 
allemal die gerade Linie, in der sich die den Fliichen entsprechenden Et~erien 
schneiden. Acht assoziirten Punkten, in denen sich drei Fliic.hen des Systems 
schneiden, entspricht ein einziger Punkt. 

16. Den Raum des Systems ( f ) 3  wollen wir als den Raum (x) be- 
zeichnen, den Raum der den Fliicben des Systems entsprechenden Ebenen 
als Raum (X), indem wir gleichzeitig Coordinaten, die sich auf den ersten 
Raum beziehen, mit kleinen Buchstaben, und solche, die zum zweiten Raum 
gehoren, mit grossen Buchstaben schreiben. 

Das Hzupttetraeder T sollen beide Raurne gemein haben, indern die 
Ecken, Seiten und Kanten dieses Tetraeders sich selbst eritspreclien. 

17. Um nun die Beziehung der Flacheii des Systems auf die Ehenen 
des Raumes (X) analytisch auszudrücken, wahlen wir als den festen Punkt 

(*) REYE, Geometrie der Lnge,  3. Bd. der 3. Aufl., S. 142. V;1. nuch seine let,& 
hrbeit über diesen Gegenstand, Math. Am.,Bd. 48. 
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den Einhei-tspunkt, d. h. den Punkt, dessen Coordinaten, auf das Hauptte- 
traeder bezogen, alle einander gleich sind. Dann entspricht der Flache : 

und die Beziehung zwischen den Punkten der beiden RSiume drückt sich 
einfach ilus wie folgt : 

p Xi = x i 2 ,  

p Xn = xZ2 , 
p 1Y3 = ~3~ ) 

X4 = 3," 

Die Coordinaten eines Punktes des Raumes ( X )  sind proportional den Qua- 
draten der Coordinaten der entsprechenden Punkte im Raume (x). 

Umgekehrt sind die Coordinaten eines Punktes des Rnumes (x) propor- 
tional den Quadratwurzeln aus den Coordinaten des entsprechenden Punktes 
im Raume ( 1 ) .  

18. Aus dieser Darstellungsform der Verwandtschaft ist sofort ersicht- 
lich, dass einem beliebigen Punkte des ?%sumes ( X )  acht Punkte des Rau- 
nies (X) zugeordnet sind. Liegt aber der Punkt in einer Ebene des Haupt- 
tetraeders, so sind ihm nur vier und zwar in derselben Ebene gelegene 
Punkte ziigeordnet, liegt er auf eiiier Kante des Haupttetraeders, so sind 
jhm zwei Purikte derselben Kante zugeordnet, und die Ecken des Hauptte- 
traeders endlich entsprechen nur sioh selbst. 

19. Die biquadratische Raumcurve des Raumes (z), die einer Geraden 
des Raumes (X) entspricht, zerfdlt, wenn.diese Gerade eine Karite des Haupt- 
tetraeders trifft, i n  zwei Kegelschnitte, die zum Haupttetraeder folgende 
ausgezeichnete Lage haben. Sie schneiden sich auf der Tetraederkante in 
zwei Punkten,  die die auf der Knnte liegenden Eckpunkte harrnonisch 
trennen, ihre Ebenen schneiden sich darum in dieser Tetraederkante und 
trennen gleichzeitig die in der Kante sich schneidenden Ebenen des Tetrae- 
ders harmonisch. 

20. Geht die gerade Linie des Raumes (X) durch eine Ecke des 
Hnupttetraeders T,  so zerfallt die entsprechende Curve des Raumes (x) in 
vier Gerade, die slle diirch dieselhe Ecke von T und deren Verbindungs- 
ebenen paarweise durch eine Kante von T gehen. 
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durch welctie die Ebenen' des Raunzes in ein Sysiem u. S. W .  IO1 
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21. Liegt die gerade Linie des Raumes (X) in einer Ebene des Haupt- 
tetraedeïs, so.entspricht ihr im Raume (x) ein doppelt zu ziihlender Ke- 
gelschnitt derselben Ebene, für den die in der letzteren liegenden Kanten 
und Ecken des Haupttetraeders ein Poldreieck bilden. 

22. Umgekehrt entspricht einer geraden Linie des Raumes (x) ein Kegel- 
schriitt im Raume (X), welcher die vier Ebenen des Haupttetraeders berührt (*). 

Einem jeden solchen Kegelschnitt des Rauines (X) entsprechen aber auch 
immer 8 assoziirte Gerade des Raumes (x), und wie man zwei Gruppen as- 
soziirter Punkte auf 8 Arten durch 8 assoziirte Gerade verbinden kann (8), 
so giebt es auch 8 Kegelschnitte, die durch zwei gegebene Punkte gehen 
und vier feste Ebenen berühren. 

Die in irgend einer Ebeiie liegenden unter den in Rede stehenden Ke- 
gelschnitten bilden eine Schaar und sind dem Vierseit einbeschrieben, in dem 
die Ebene das Hanpttetraeder schneidet. Ihnen entsprechen im anderen 
Raume die beiden Regelschaaren der der Ebene zugeordneten Regelflache. 
Durch jeden Punkt der Ebene gehen zwei dieser Kegelschnitte. 

23. Trifft die Gerade im Raume (x) eine Kante des Haupttetraeders, 
so berührt der entsprechende Kegelsohnitt dieselbe Kante und die zwei Ebenen 
des Haupttetraeders, die sich in der Gegenkante schneiden. 

24. Geht die Gerade im Raume (x) durch eine Ecke des Hauptte- 
traeders, so ist sie in einfach unendlich vielen Kegeln des Flachengebü~chs ( f , S  

enthalten, die einen Büschel bilden. Ihr entspricht deswegen im Raume (X) 
eine Gerade, die durch die gleiche Ecke des Haupttetraeders geht. (Vgl. $ 20.) 

25. Ebenso geht durch eine Gerade des Raumes (x), welche zwei 
Gegenkanten des Haupttetraeders trifft, e h  Rüschel von Flachen des Sy- 
stems ( f ) 3  hindurch. Dieselben haben ausser der vorgelegten noch drei Gerade 
gemein, die mit der ersten ein windschiefes Vierseit bilden, dessen Ecken 
paarweise auf den beiden Gegenkanten des Haupttetraeders liegen. Diesen 
vier CTeraden des Raumes (x) entspricht eine Gerade des Raumes (X), welche 
dieselben Gegenkanten des Haupttetraeders trifft. 

26. Liegt die Gerade des Raumes (x) in einer Ebene des Haupttetraeders, 
so entspricht ihr im Raume (X) ein Kegelschnitt, der die drei in der Ebene 
liegenden Kanten des Haupttetraeders berülirt. Demselben Kegelschnitt ent- 
sprechen noch drei andere Gerade des Raumes (x), diese bilden mit der ersten 
zusammen ein Vierseit, dessen Diagonalen Kanten des Tetraeders sind. 

(") RBYE, Geom. d. L., 3. A., BJ. 3, S. 219. 

Annati di Ahtematicu, tomo 1. 1 4 
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27. I m  allgemeinen Falle ist die Gerade des Raumes (x) auf den ihr  
entsprechenden Kegelschnitt des Raumes (X) Punkt für Punkt eindeutig be- 
zogen. I n  den Spezialfallen aber, wo ihr wieder eine Gerade entspricht, fin- 
det diese eindeutige Beziehung nicht mehr statt; jedem Punkte der Geraden 
des Raumes (X) entsprechen zwei Punkte der G e r ~ d e n  des Raurnes (z), die 
im einen Falle durch eine Ecke und die gegenüberliegende Ebene des Haupt- 
tetraeders, im anderen Falle durch zwei Gegenkantcn desselben harmonisch 
getrennt werden. 

ZWEITER ABSCHNITT. 

Ueber eine Reihe besonderer Flachen vierter Ordnung. 

1. Einer beliehigen Flache 2. Ordnung F 2  im Raume (X) entspricht 
i m  Raume (x) eine Flache 4. Ordnung f ' ,  welche die Eigenschaft hat ,  
clurch 7 Involutionen in sich selbst übergeführt zu vverden, und deren Glei- 
chung, auf das Haupttetraeder hczogen, nur die Quadrate und vierten Po- 
tenzen der Veranderlichen enthalt. Jedem Punkte von F 3  entsprechen i. A. 
8 assoziirte Punkte von f' (1, 18). 

2. Fragen wir nun nach den Bedingungen, unter denen dies? Flache f 4  

einen Knotenpunkt bekomrnt, ohne dass die Plache F2 ein Kegel ist, so ist 
dies zunachst jedesmal der Fall ,  wenn die Flache F 2  durch eine Ecke des 
Raupttetrneders geht. Ihrer Tangentialebene i n  dieser Ecke entspricht dann 
der Kegel, welcher sich der Flache f4 in dem zugehorigen Knotenpunkte 
anschmiegt. (Vgl. 1, 12.) 

3. Die Flache f' bekommt aber immer vier Knotenpunkte, wenn die 
Flache F 2  eine Ebene des Haupttetraeders T berührt. Pindet diese Beriih- 
rung auf einer Kante von T statt ,  so fallen die Knotenpunkte paarweise, 
und findet sie in einer Ecke von T statt,  so fallen sie alle vier zusammen. 

Wenn F P  namlicli eine Ebene des Haupttetraeders berührt, so schneidet 
die Flaahe die Ebene in zwei Geraden, diesen entsprechen im anderen Rnumc 
zwei Kegelschnitte derselben Ebene, deren Durchschnittspankte die Knoten- 
punkte von f" sind (*). Es sind Knotenpunkte und nicht etwtt Berührungs- 

(*) Die Flache f 4  mird langs der  beiden Hegelschnitte von Kegeln 2. 0. berühr t ,  
deren Mittelpunkte mit dem gepenüherliegenden Eckpunkt des Haupttetraeders  zusam- 
menfallen. 
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punkte schon deshalb, weil diese Ebene des Haupttetraeders Involutionsebene 
einer Involution ist, durch die die Flache f' in sich übergeht, und meil die 
Schnittlinien der Flache mit zwei auf beiden Seiten der ersten Ebene sehr 
nahe benachbarten assoziirten Ebenen infolge dessen congruente Curven sind. 

4. Berührt die Flache F2 eine Kante des Haupttetraeders, so erhalt 
die entsprechende f 4  zwei Knotenpunkte auf derselben Kante. 

5. Die Flache 4. Ordnung des Raumes (z) hat also nur dann 16 
Knotenpunkte, wenn die eritsprechende Flache 2. Ordnung des Raumes (X) 
alle Ebenen des Haupttetraeders berührt (3). Diese Knotenpunkte bilden in 
den Ebenen des Haupttetraeders vier Vierecke, deren Diagonaldreiecke je- 
desmnl durch drei Kanten des Haupttetraeders gebildet werden. Eine solche 
Fliiche heisst nach CAYLEY (*) Tetraedroid. Sie hangt von 17 Parametern 
ab, wahrend die allgemeine Flgche 4. Ordnung mit 16 Knotenpunkten, die 
Kummer'sche Flache, von 18 Parametern abhangt, und sie ist die projektive 
Verallgemeinerung der Fresnel'schen Welleiiflache, bei der aber wie bekannt 
immer nur vier Knotenpunkte reell sind, wahrend sie bei den Tetraedroiden 
alle reell sein kfinnen. 

6. Die Gleichungsform, welche die Tetraedroide, auf das ~ a u ~ t t é -  
traeder bezogen, zeigen, ergiebt sioh sofort aus der Gestalt, in der die Glei- 
ohung einer die vier Ebenen des Coordinatentetraeders berührenden quadra- 
tischen Flache erscheint, wenn man von ihrer Gleichung in Ebenencoor- 
dinaten : 

ausgeht,. Die Gleichiing des zugehorigen Tetraedroids lautet dann in Determi- 
nantenforrn geschrieben : 

xle O a,,, (113  a,, 

' x , ~  a,, a,, a34 O 

eine E'orm, die auch CAYLEY angiebt. 

(*) S. dessen Aufsatze Liouville's Journal, Bd. X I ;  Crelle's Jourlzal, Bd. 65 u. 87. 
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7. Jedem Kegel des Raumes (X), welcher drei Ebenen des Hauptte- 
traeders berührt, dessen Spitze somit in einer Ecke desselben liegt, entspre- 
chen im Raume (X) vier Ebenen, die sich alle in derselben Ecke und zwei- 
mal paarweise in jeder durch die Ecke gehenden Eberie des Haupttetraeders 
schneiden. 

Die Gleichung eines solchen Kegels lasst sich namlich i n  der Form 
schreihen : 

a , \ ~ X ; + a ~ \ i ~ + a , \ r ~ = ~ ,  

und analog für die anderen Ecken des Haupttetraeders. Aus dieser Glei- 
chungsform ist sofort ersichtlich, dass dem Kegel die Eberiea entsprechen : 

Ein solcher Kegel wird von jeder Ebene in einem Kegelschnitte geschnit- 
ten, der drei Ebenen des Haupttetraeders berührt. Jedem derartigen Ke- 
gelachnitte enkprechen im ancieren Raume wieder Kegelschnitte, und zwar 
vier, einer in jeder der dem Kegel entsprechenden Ebenen. 

8. Die Tangentialkegel Ki, welche sich aus den Ecken des Hauptte- 
traeders ail die alle Ebenen des letzteren berührende Flache P q e g e n  lasseii, 
berühren nun drei Ebenen des Haupttetraeders, dasselbe gjlt von ihren Be- 
rührungskegelschnitten. Die ihnen im Raume (x) entsprechenden Ebenen be- 
rühren die entsprechende Flache f' Iangs Kegelschnitten. 

Das Tetraedroid hat also 16 singulare Tangentialebenen, die es Iangs 
Kegelschnitten berühren, und von diesen Ebenen gehen je vier durch eine 
Eclie des Haupttetraeders T, indem sie ein Vierseit bilden, von dem je zwei 
Gegenkanten in einer Ebene von T liegen. Ausser diesen 16 Kegelschnitten 
enthalt das Tetraedroid noch 8 andere, namlich zwei in jeder Ebene von T (3). 

Die 6 Kanten eines solchen Vierseits entsprechen den drei Geraden, welche 
eine Ecke des Haupttetraeders mit drei der vier Berührungspunkte von F 2  
verbinden, jede dieser Kanten enthalt zwei Knotenpunkte und jede singulare 
Ebene somit 6 Knotenpunkte. 

Diese 6 Knotenpui~kte lassen sich ferner paarweise durch 3 Gerade ver- 
binden, die durch denselben Eckpunkt des Haupttetraeders gehen. Sie bilden 
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also die Ecken eines Brianchon'schen Sechseckes, wahrend sie gleichzeitig, - 
als auf dein singularen Kegelschnitt in der Ebene gelegen, ein Pascal'sches 
Sechseck bilden. 

9. Da  die 16 Knotenpunkte sich gleichinassig auf die 16 singularen 
I3benen verteilen müssen, so gehen auch durch jeden Knotenpunkt 6 singu- 
lare Ebenen (*) und berühren alle den Schmiegungskegel in demselben. Da 
solche 6 Ebenen aber immer durch eine centrische Involution in einander 
iibergehen inüssen, werden sie von einer beliebigen Ebene in den Seiten eines 
Pascal'schen Sechsecks geschnitten, das gleichzeitig ein Rrianchon'sches sein 
muss, weil clie '6 Ebenen denselben Kegel beriihren. 

10. Von den 120 Verbindungslinien der 16 Knotenpunkte liegen je Ci 
in den Ebenen des Haupttetraeders. Von diesen 24 Linien gehen auch je 6 
durch eine Ecke des Haupttetraeders und bilden die Schnittlinien der durch 
diese Ecke gehenden singularen Ebenen. 

Die übrigen 96 Verbindungslinien entspreche~i den 12 Kegelschnitten 
des Raurnes (X), welche die vies Ebenen des Haupttetraeders berüliren und 
davon je zwei in denselben Punkteri wie clie Flache F'. Durch diese Ke- 
gelschnitte gehen aber auch je zwei der Tangentialkegel lfi, die immer in  jc 
zwei von ihnen sich schneiden, und die 96 Verbindungslinien singuliirer Punkte 
sind deshalb riuch Schnittlinien je zweier singularer Ebenen. 

Die 120 Verbiridungslinien je zweier Knotenpunkte sind mit den 120 
Schnittlinien je zweier singuliirer Ebenen identisch. 

11. Die Coordinaten der singularen Punkte ergehen sich aus dem fol- 
genden Schema : 

Ebene 

x , = o  

x, = O 

x, = 0 

r ,  = O 

(?) Dies Iasst sich auch so erkennen: Jeder der Beruhrungspunkte der Flache F Z  
mit den Ebenen des Haupttetraeaers lie$ auf drei der Tangentialkegel Ki aus den Ecken 
des Haupttetraeders. Durch jeden der entsprechenden Knotenpunkte von f 4  gehen daher 
zunachst drei singuliire Ebenen, dann aber nocli drei weitere, die aus den ersteren dsrch 
eine centrische hvolution hervorgehen.. L 
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Die Tangentialkegel Ki,  welche sich aus den Ecken des Haupttetraeders an 
die Flache F' legen lassen, haben folgende Gleichungen : 

Die Coordinaten der singularen Ebenen der Flache f 4  lassen sich demnach 
durch folgendes Sohema darstellen : 

Punkt 1 u, 11 z u3 u4 
- -. 

((a, 

12. Geht eine quadratische Flache .Fe des Raumes (X) durch eine 
Kante des Haupttetraeders hindurch, so hat ciie entsprechende Flache f' des 
Raumes (x) dieselbe Kante zur Doppellinie (S. 1, 13). 

13. Einem Hyperboloid, welches 4 Kanten des Haupttetraeders ent- 
halt, entspricht daher ein Paar von Hyperboloiden, welche dieselben Kanten 
mit einander gemein haben. 

14. Einem Hyperboloid F2,  welches 3 Kanten des Haupttetraeders 
enthalt, entspricht e i ~ e  biquadratiwhe Regelflache f 4 ,  welche dieselben drei 
Kanten zu Doppellinien hat. Die beiden windschiefen unter den drei Kanten 
sind durch die eine Regelschaar der Flache F2 projektiv auf einaiider be- 
zogen, diese eindeutige Beziehung geht durch die quadratische Verwandt- 
schaft in eine zweideutige über (1, 18), und die Geraden der RegelfliCche f" 
sind dicjenigen, welche jeden Punkt einer der beiden windschiefen Doppelli- 
nien mit den beiden entsprechenden Punkten der anderen verbinden. (Vgl. 1, 25.) 
Die letzteren beiden Punkte trennen immer zwci Ecken des Haupttetraeders 
harmonisch. 

15. Jede der Ebenen durch die dritte Doppellinie schneidet die Flache f' 
ausserdem in einem Eegelschnitte. Diese Kegelschnitte entsprechen, wahrend 
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die Geraden der Flache f' der einen Regelschaar von F2 entsprechen, paar- 
weise den Geraden der anderen Regelschaar (1, 19). 

16. Diese Kegelschnittschaar der Flache f 4  hat eine besondere Lage 
zum Haupttetraecler. Durcli jeden Punkt der dritten Doppellinie gehen zwei 
von ihnen, dieselben habcn noch einen zweiten Punkt dieser Linie gemein, 
der von dem ersten durch die beiden auf der Linie liegenden Tetraederecken 
harmonisch getrennt ist, und die Ebenen der beiden Kegelschnitte bilden mit 
den in der Linie sich schneidenden Seitenflachen des Haupttetraeders vier 
harmonische Ebenen. 

17. Die Regelfiache f 4  lasst sich durch eine Gleichung von folgender 
Porm darstellen : 

3,' rtS f xo2 xJn 2 x,' - 0. 

18. Nun entspricht umgekehrt einem Hyperboloid f' des Raumes (x), 
das drei Kanten des Haupt,teti.aeders enthalt, irn Raiime (X) eine Regel- 
flache F4, die dieselben drei Kanten zu Doppellinien hat. Der Gleichung 
dieser Flzche Iasst sich folgende Form geben : 

V x , 2  + l x ,  + vx,= O, 

oder rational gemacht : 

x: (XIZ - 2 Xi X3) + X3) (Xd2 - 2 Xe X4) + XI X3 (Xe X3 - 2 XI X4) = 0. 

d ers el ben Flgche R4 entsprechen vier Hyperboloide des Raumes (x); durch 
jeden Punkt einer der beiden wiridschiefen unter den drei Kanten des Haupt- 
tetraeders, die au€ den vier Regelflachen enthalten sind, geht von jeder der 
letzteren ein Regelstrahl, diesen vier Strahlen entsprechen zwei Gerade im 
Raume (X), die auf der Flache F4 liegen (1, 25) .  

19. Die Ebenen des Haupttetraeders, welche eine und keine zweite 
der Doppelgeraden enthalten, berühren die Flache F 4  ausserdem jede langs 
einer anderen Geraden, die durch eine Ecke des Haupttetraeders geht. Die- 
selbe entspricht der zweiten Geraden, in der die gleiche Ebene des Haupt- 
tetraeders eines der vier entsprechenden Hyperboloide im Raume (x)  schneidet 
(1, 24). Den zweiten Regelschaaren dieser Hyperboloide entspricht au€ der 
Flgche F4 eine Schaar von Kegelschnitten, deren Ebenen durch die dritte 
Doppelgerade gehen (1, 23). Diese Kegelschnitte der Flache F4 berühren 
alle die dritte Doppelgerade und ausserdem zwei Ebenen des Haupttetraeders, 
und zwar liegen diese Berührungspunkte in den bereits erwahnten Geraden, 
langs denen die beiden Ebenen des Haupttetraeders die Flache F4 berühren. 
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20. Einem Hyperboloid im R a m e  (X), welches 2 Knnten des Hauptte- 
traeders enthalt, entspricht im R a m e  (z) eine Flache 4. Ordnung mit zwei 
geraden Doppellinien. 

Scheiden sich also die beiden Tetraederkanten, so haben wiï eine FIa- 
che f 4  Tor uns; welche .zu den biquadratischen Flachen mit einer quadrati- 
schen Doppelcurve gehort .  Beiden Regelschaaren des Hyperboloides entspre- 
chen Kegelschnittschaaren von f 4 .  I n  denselben sind 16 Gerade enthalten. 
(1, 20 und 23.) 

Geht das Hyperboloid des Raumes (X) durcli zwei Gegenkanten des 
Haupttetraeders, so erhalten wir als entsprechende Flache wieder eine bi- 
quadratische Regelflache, welche sich von einer vorhin besprochenen nur da- 
durch uritersclieidet, d a s ~  die dritte Doppelgerade und damit die Kegelschnitt- 
schaar wegfa.llt. 

21. Einem Hyperholoid, welches nur eine Kante des Haupttetraeders 
enthalt, entspricht eine Flac.he 4. Ordnung mit einer geraden Doppellinie. 
Nur der einen Regelschaar des Hyperboloids entsprechen danri Kegelschnitte, 
deren Ebenen durch die Doppellinie gehen. Unter ihnen sind vier paar zer- 
fallende. Für  die genauere Untersuchung dieser Flkchen ist hier nicht der Ort. 

22. Einen Doppelkegelschnitb hat eine Flache f 4  des Raumes (x), die 
einer quadratischen Flache des R a u m e ~  (X) ent~pricht ,  nur dann, wenn diese 
letztere eine Ebene des Haupttetraeders Ianga einer Geraden berührt (1, 21 
und II, 3 am Ende), also ein Kegel K t  ist, dessen Spitze in der be&. Ebene 
liegt. 

23. Auf der Doppelcurve der F l b h e  f 4  liegen dann noch vier merk- 
würdige Punkte e ,  die der Spitze des Kegels K 1  entsprechen. Sind diese 
vier Punkte e reell, so besteht f 4  aus zwei Stücken, (sodass iiur ein Teil der 
Doppelcurve zu reellen Flachenteilen getiort,) und die vier Punkte e sind die 
Enden dieser Stücke. Die Stücke platten sich nach .den Enden zu unendlich 
ab, und in den Punkten e giebt es nur je eine Flachentangente, diese geht 
durch die gegenüberliegende Ecke des Haupttetraeders. Projizirt man aus 
dieser Ecke den Doppelkegelschnitt der Flache durch einen Kegel, so schneidet 
derselbe die Flache noch in einer biquadratischen Raumcurve, für die die 
vier Punkte e Wendeberührungspunkte sind. ('Vgl. spater IV, 3.) Die MTende- 
berührungsebenen in ihnen sind die Ebenen, denen sich die Flacbe f4.bei  ihrer 
Abplattung unendlich .nahert. 

24. Jcder Kegelschnitt auf dem Kegel K2 berührt die eine Ebene des 
Haupttetraeders. Damit er  noch zwei andere Ebenen desselben berührt, mus9 
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er die zwei Kegelschnitte berühren, in denen diese Ebenen den Kegel KL 
schneiden, muss seine Ebene also Tangentialebene des Kegels sein, der sich 
durch die beiden Kegelschnitte ausser Re noch hindurchlegen Iasst. Unter 
diesen Tangentialebenen Sind vier, welche auch noch den Kegelschnitt be- 
rühren, in dem die vierte Ebene des Haupttetraeders den Eegel K2 schneidet. 

25. Den drei sic11 so ergebenden Eegelschnittscht-taren auf dem Kegel 
KP entsprechen wieder Eegelschnittschaaren auf der zugehorigen Flache f' (7), 
und zwar gehen durch jeden Punkt der Flache zwei Kegelschnitte jeder 
Schaar. Diese Kegelschnitte liegen paarweise in Ebeiien, welche die Flache 
cloppelt berühren. Denn jeder der entsprechenden Kegelschnitte auf K h i r d  
R U S  einer Ecke des Haupttetraeders T durch einen Kegel projisirt, der drei 
Ebenen von T berührt und aus dern Eegel KP noch einen (dieselben drei Ebe- 
nen von T berührenden) Kegelschnitt ausschneidet. 

26. Die Flache f' enthalt 32 Gerade, von denen je 8 einem der 4 
Kegelschnitte auf KP entsprechen, welche alle vier Ebenen des Haupttetrae- 
ders berühren (1, 22). Da jeder von diesen Kegelschnitten die iibrigen drei 
in je zwei Punkten schneidet, trifft auch jede der 32 Geraden 3 x 2 = 6 
andere. 

27. J e  zwei Kegelschnitte auf der Flache f' entsprechen ferner den 
Strahlen des Kegels KP, welche eine der drei ihn nicht berührenderi Kanten 
des Haupttetraeders treffen (1, 19); so erhalten wir 12 einzelne Kegelschnitte 
der Flache f'. Legen wir ferner durch eine der den Kegel herührenden Kanten 
des Haupttetraeders eine Ebene, die eine Tetraederebene der Gegenkante in 
einer Tangente des Kegels schneidet, so entsprechen der Schnittcurve dieser 
Ebene und des Kegels vier Kegelschnitte auf f 4  (*). Auf diese Art erhalten 
wir noch 4 x 6 = 24 einzelne Kegelschnitte der Plache P .  

28. Den Strahlen des Kegels Kz entsprechen auf f.' biquadratische 
Raurncurven, I h g s  denen die Flache von quadratischen Flachen berührt wird, 
die das Haupttetraeder zum Poltetraeder haben. 

29. Wenn die Spitze des Kegels Ke auf eine Kante des Haupttetra- 
eders fallt, so vereinigen sich die Knotenpunkte der entsprechenden Flache 
paarweise auf derselben Eantc  und werden zu zwei Selbstberührungspunkten. 
Jede Ebene durch diese Kante schneidet die Flache f' in zwei Kegel- 

(*) Es ist in der That leicht einzusehen, dass jedem Kegelschnitt des Raumes (X), der 
eine Kante und ausserdem noch eine Ebene des Haupttetraeders berührt, vier Kegel- 
schnitte im Raume (cc) entsprechen. 

Annali di Malematica, tom0 1. 10 
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schnitten (1, 19), die sich in ihren Schnittpunkten mit der Kante berühren. 
F ü r  zwei Ebenen ausser der Ebena des Doppelkegelschnittes fallen diese Kegel- 
schnitte zusammen. 

Diese Kegelschnitte teilen sich ferner derart in Paare e h ,  dass f 4  Ianga 
den Curven eines Paares von einer quadratischen Flache berührt wird, die 
(las Haupttetraeder zum Poltetrneder hat. Zu diesen quadratischen Flacheil 
gehort das Paar  der singularen Berührungsebenen von f4, die sich in der 
Kante dei. Selhstberührungspunkte schneiden; durch die Gegenkante gehen 
die heiden susgezeichiieten Tangentialebenen von f 4  in den Selbstberührungs- 
punkten. 

30. Berührt der Kegel K L  die Ebene des Haupttetraeders Igngs einer 
Kante desselben, so ist die Kante für die eutsprechende Flache f' eine Selbst- 
berührungslinie. Alle ihre Ebenen schneiden aus der Plache noch je einen 
Kegelschnitt aus; alle diese Kegelschnitte gehen durch die beiden singularen 
Punkte der Flache hindurch, die der Kegelspitze entsprecllen. Die Flache 
hat eine eigentümliche Gestalt, welche unter Umstanden einem Wecken ahn- 
lich sieht. 

31. Einem Kegel D2 des Raumes (X), der dem Haupttetraeder uin- 
schrieben ist, entspricht i m  Raume (x) eine Flache vierter Ordnung d4, welche, 
wie der Kegel von einem quadratischen Ehenenbüschel, von einem quadratischen 
Hüschel von Fliichen zweiter Ordnung umhüllt wird. Dieser Büschel besteht 
aus Flachen eines gewohnlichen (linearen) Bündels jni Gebüsch ( f ~ ~  und ist 
insofern ein besonderer, als i n  ihm die acht Kegel, die der allgemeine qua- 
dratische Büschel enthdt ,  paarweise zusainmenfallen ; sie entsprechen den 
Tangentialebenen des Kegels D2 im Raume ( X ) ,  die durch die Ecken des 
Haupttetraeders geheu (1, 12). Jeder dieser Kegel schmiegt sich der Plache 
cl4 in einem Doppelpunkte an, der in eine Ecke des Haupttetraeders fallt (2), 
und berührt sie Iangs vier Geradeii, die dem durcli die Ecke des Hauptte- 
traeders gehenden Strahl des Kegels D2 entsprechen. Den übrigen Strahlen 
des Kegels entsprechen die biquadratischen Raurncurven auf der Fliiche d4, 
Iangs denen sie von ihren einhüllenden Flachen berührt wird. Der Spitze des 
Kegels entsprechen 8 Knotenpunkte der Flache d4 ,  so dass die Fliiche im 
Ganzen 1 2  Knotenpunkte hnt; diese sirid die Ecken dreier Tetraeder, die ein 
desmisches System bilden (1, 6). Die Flache selhst heisst eine desmischt! 
Flache. 

32. Die 16 Geraden, welche die Flache enthalt und welche den Ke- 
gelstrahlen nach den Ecken des Haupttetraeders entsprechen (1, 20), bilden die 
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Geradeii der desrnischen Configuration. Auf jeder von ihnen liegen drei Eno- 
tenpunkte und durch jeden Knotenpunkt gehen vier von ihnen. E s  giebt 
ferner 1 2  Ebenen, i n  welchen je vier von ihnen licgen, diese Ebenen enthalten 
je 6 Ktiotenpuiikte und von jedem der drei Tetraeder, die das desmische 
Systeni hilden, eine Kante;  sie Sind selbst wieder die Ebenen dreier Te- 
traeder, die ein neues desmisches System bilden, urid zwar bestehen die Kanten 
dieser Tetraeder aus je drei Paaren Gegenkanten der Tetraeder des alten 
Systenis. 

33. Die 16  Geraden bilden die Grundcurve eines Büschels von des- 
mischen Flaclien, zu dern nuch die Tetraeder des zweiteii desmischen Systems 
gehoren. Durch die 4 entspreclienden Geraden des anderen Raumes geht 
iiamlich ein Büscliel von Kegeln 2 Ordnung hindurch; zu dernselben gehoren 
drei Ebeiienpaare, deren jedes eiii Paar Gegenkanten des Haupttetraeders 
mit der gerneinsamen Spitze der Kegel verbindet. 

34. Jedes der drei Tetrneder, welche die Knotenpunkte der desmischen 
FlSiche bilden, kann man zuin Haupttetraeder einer quadratischen Verwandt- 
scliaft der von uns betrachteten Art  machen, und imrner entspricht der desini- 
scheu Flache ein quadratischer Kegel, der dem Haupttetraeder der Verwandt- 
schaft umschrieben ist. 

Die desn~ische Flache lasst sich also auch auf dreifache Art  als Enve- 
loppe eines quadiatischen Büschels von Flachen 2. 0. erzeugen, die sie Iangs 
biquadratischen Raumcurven berühren. Alles folgende gilt für jede der drei 
Erzeugungsarten. 

35. Die Regelschaaren der Flachen eines der quadratischen Büschel 
hilden zwei Strahlencongruenzeii. Weil durcli jeden Punkt zwei Flachen des 
Büschels gehn und jede Ebene von sechs Flachen des Büschels berührt wird, 
sind diese Strahlencongruenzen von der 2. Ordnung und 6. Classe, und zwar 
von der 1. Art  (*!. Den Regelschaaren, welche diesc Congruenzen bilden, ent- 
sprechen im anderen Raume die Schaaren von Kegelschnitteil, welche in den 
Tangentialebenen des der desmischen Flache entaprechenden Kegels liegen 
und die vier Ebenen des Haupttetraeders berühren (1, 22). Von diesen Ke- 
gelschnitten ist aber sofort ersichtlich, dass sie den Kegel Dg doppelt berühren, 
die Strahlen der zugehorigen Congruenzen sind also Doppeltangenten der 
desmischen Fliiche, und die letztere ist Brennflache für beide Strahlencon- 
gruenzen. 

(*) S. REYE, Crelle's Journal, Bd. 93, S. 81. 
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36. Es giebt nun aber noch mehr Kegelschnitte, welche die Ebenen 
des Haupttetraeders und den Kegel De doppelt berühren. Dies erkennen wjr 
mit Hülfe des Satzes: 

Jede Ebene durch die Spit,ze eines Kegels schneidet diesen und ein ihm 
einbeschriebenes Tetraeder T zusammen in sechs Tangenten eines Kegel- 
schnittes. 

Sehen wir niimlich den Kegel als Kegel eines tetraedralen Complexes 
mit dein Haupttetraeder T an, so ist der Kegelschnitt die Coinplexcurve der 
betr. Ebene. 

Aus diesem Satze folgt aber sofort, dass jeder Kegelschnitt, welcher die 
vier Ebenen des Haupttetraeders und eine Seitenlinie des Kegels De berührt, 
noch eine Seitenlinie dieses Kegels berühren muss und dass ihm somit Dop- 
yeltangenten der desmischen Flache entsprechen müssen. Die Tangenten der 
Schaar biquadratischer Raumcurven auf der desmischen Flache, die den 
Strahlen des zugehorigen Kegels De im Raurne ( X )  entsprechen:, sind also 
Doppeltangenten der desmischen Flache (*) und bilden die dritte Strahlen- 
congruenz zweiter Ordnung sechster Classe, von der d4 Brennflache ist. 

D R I T T E R  A B S C H N I T T .  

Die Steiner 'sche Flache. 

1. Einer Ebene des Raumes (x) entspricht im Raume (X),  wie bei der 
allgemeinen quadratischen Verwandtschaft ("*), eine Steiner'sche Flache vierter 
Ordnung dritter Classe, und zwar ist dies die allgemeine, und nicht etwa 
eine durch die spezielle Verwandtschaft ebenfalls spezialisirte Fliiche. 

Wir  erhalten aber so eine Art  kanonischer Form der Abbildung dieser 
Flache auf eine Ebene, und dem entsprechend ergeben sich eine Reihe sehr 
cirifacher Formeln, die in unmittelbarem Zusamrnenhang stehen mit den be- 
reits von KUMMER und CLEBSCR angegebenen einfachsten analgtischen Dar- 
stellungsformen der Steiner'schen Flache und die wir nicht übergehen dürfen. 

2. Die Steiner'sche Flache hat bekanntlich drei gerade Doppellinien, 
die sich in einem dreifachen Punkte der Flache schneiden. Jede ihrer Tan- 

(") Vgl. J. FEDER, Math. Ann., Bd. 47. 
("") REYE, Geom. der Lage, Bd. 3 der 3. Aufl., S. 147. 
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gentialebenen schneidet die Flache in zwei Kegelschnitten. Sie hat ferner 
vier singulare Tangentialebenen, die sie Iangs Kegelschnitten berühren. Diese 
vier singularen Kegelschnitte berühren alle einander, und zwar liegen die 
Rerührungspunkte auf den Doppellinien und heissen die Cuspidalpunkte der 
Flache. Allgemein giebt es namlich in einem Punkte einer Doppellinie zwei 
Tangentialebenen, diese gehen durch die Doppellinie und fitllen für den drei- 
fachen Punkt mit den Ebeiien zusammen, die die Doppellinie mit je einer 
anderen verbinden. Diese Tangentialebenen in den Punkten einer Doppellinie 
bilden eine Involution; für zwei Punkte auf jeder Doppellinie fallen die zwei 
Tangentialebenen zusarnmen, und dics sind die Cuspidalpunkte. (Die Flache 
hat also Ci Cuspidalpunkte, einen auf jeder Schnittlinie zweier singularer 
Tangentialebenen.) 

Auf jeder Doppellinie gieht es ferner einen Punkt der Art, dass die' Tan- 
gentialebenen in ihm nicht nur die Tangentialebenen in den Cuspidalpunkten, 
sondern auch die Ebenen, welche die Doppellinie mit je einer anderen ver- 
binden, harmonisch trennen. Dieser Punkt ist durch die Cuspidalpunkte, die 
auf der Doppellinie liegen, von dem dreifaohen Punkt der Flache harrnonisch 
getrennt. Die Ebone, welche die so auf dei1 Doppellinien gefunderien Punkte 
verbindet, hat für die Steiner'sche Flache eine besondere Bedeutung und sol1 
ihre Hauptebene genannt werden. Die Kanten des Tetraeders, das die sin- 
gularen Ebenen bilden, wèrden von der Hauptebene in Punkten geschnitten, 
die von den Cuspidalpunkten durch je zwei Tetraederecken harmonisch ge- 
trennt sind. 

Diese bereits von CREMONA (*) aiigegebenen Hauptsatze ergeben sich aus ' 
unserer Abbildung der Flache arif eine Ebene mit Leichtigkeit. 

3. Gehen wir nun dazu über, diese Abbildung naher zu hetrachten. 
Sei mit E die Steiner'sche Flache und mit s die Bildebene bezeichnet. Es 
ist nun niitzlich, folgendes zu beachten. 

Transformiren wir den Raum (xj collinear, derart dass das Hauptte- 
traeder ungeandert bleibt, so wird der Raiim (X) in der gleichen Weise 
collinear transformirt. Stellt sich die eine Transformation durch vier Glei- 
chungen: 

p ~ ' i = a i ~ i ,  i =  1, 2, 3, 4, 

dar, so stellt sich die andere dar durch die Gleichungen: 

(") Crelle's Journal, Bd. 63. 
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Hieraus folgt sofort, dass alle Stejner'sclien Flachen, welche wir als entspre- 
chende Gebilde der Ebenen des Raumes (x) erhalten, durch collineare Trans- 
formationen aus einander hervorgehen, die alle das Haupttetrneder iingeiiridert 
lassen. 

4. Sei nun: 
xi xg + x3 + X I  = 0 

die Gleichung der Bildebene E, so ist die Gleichung der Steiner'schen Fiache E: 

~ x l + \ ~ x p + ~ ~ + \ / X ( = ~ ,  
und auf diese Form Iasst sich nach dem vorigen § die Gleichung der Stei- 
ner'schen FIBche iminer bringen, wenn man ausser dem Coordinatentetsacdw 
den Einheitspunkt passend wahlt. 

5. Die Ebenen des Haupttetraeders sind die singularen Tangeritial- 
ebenen der Flache E; die Gleichungen der Kegelschnitte, Iangs cienen sie die 
Flache berühren, ergeben sich, wenn man in der Flachengleichung eine der 
Coordinaten = O setzt. Die Kegelschnitte berühren also die Eanten des Haupt- 
tetmeders, welches das singulare Tetraeder der Steiner'schen FlAche ist, in 
den Punkten, für welche die xwei nicht verschwindenden Coordinaten einander 
gleich werden. Ziehen wir durch den Einheitspiinkt P (den dreifachen Punbt 
der Flache E )  die drei Geraden a ,  b ,  c ,  welche je zwei Gegenkanten des 
singularen Tetraeders 1' treffen, so Sind dies die Doppellinien der Flache E 
und ihre Schnittpunkte A, ,  A, ,  B,, B2, C,, C,  mit den Tetraederkanten 
die Cuspidalpunkte. 

6. Die singuliiren Kegelschnitte liegen auf einer Plache 2. Ordnung, 
welche die Kanten des Haupttetraeders beriihrt und deren Gleichung lautet: 

* = O ,  
wenn wir setzen : 

0 = X,' + X*' + xgo + x4= 

Dies ergiebt sich auch sofort daraus, dass die Gleichung der Flache E, 
rational gemacht, die Form anniment: 

7. Die Geraden a, b, c bestimmen sich durch die Gleichungspaare: 
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In der Bildebene 6 entsprechen diesen Geraden wieder gerade Linien, die 
durch folgende Gleiohungen dargestellt wmden: 

Dies sirid aber die Vei.bindungslinien der Punkte, in denen die Ebene e 

je zwei Gegenkanten des Haupttetraeders trjfft, oder die Diagonalen des 
Vierseits V, in dern e die Ebenen des Haupttetraeders schneidet. Den Ecken 
dieses Diagonaldreieclrs A entspi-icht allein der dreifache Punkt P der Flache E, 
und je zwei Punkten riuf einer Seite von A, welche harmonisch sind zu  den 
auf ihr liegenden Ecken des Vierseits V ,  entspricht ein einzigcr Punkt der 
Doppellinien a, b, c (*). Die Cuspidalpunkte A , ?  A,;. .. entsprechen den Ecken 
des Vierseits V,  und zwar jeder Punkt nur einer Ecke. 

8. Die Bildebene E wird vori den Flachen des Gebüsches (f ,3 in einem 
linearen System (k)s von Kegelschnitten geschnitten ; diesen entsprechen irn 
Raume (X) die ratioiialen Curven vierter Ordnung, in denen die Steiner'sche 
Fliiche E vori den Ebenen des Raumes geschnitten wird und deren Doppel- 
punkte die Durchschnitte der Ebenen mit den Doppelgeraden der FlAclio sind. 

9. Die zerfallenden Kegelschnitte in dem Syatem (k)3 werden von den 
Flachen des Systeins (f)' ausgeschnitteii, die die Ebene E berühren. Diesen 
Geradenpaaren entsprechen auf der Steiner'schen Flache Kegelschnittpnnre 
(1, 22), welche den Schnitt je einer Tangentialebene der Flache bilden (**). Da 
die zweifach unendlich viele11 Kegelschnitte der Steiner'schen Fiache sonacli 
den Geraden der Bildebene entdprechen, ergiebt sich, was auch aus dein 
Norhergehenden ( 5 )  folgt: Alle Kegelschnitte der Steiner'schen Flache beriih- 
ren die vier Ebenen des singularen Tetraeders. 

Die doppelt zahlenden Geraden in dem Kegelschnittsystem (kP sind die 
Seiten des Vierseits P, sie entsprechen den singularen Kegelschnitten der 
Steiner'schen Flache. 

10. Die Geraden eines Geradenpaares in dern Systern (k)3 wei-den in 
ilirem Schnittpunkte von zwei Kegelschnitten berührt, die dern Vierseit 17 ein- 
beschrieben sind. Diesen Kegelschnitten entsprechen auf der Steiner'schen 
Fiiiclie B biquatlratische Raumcurven 2. Species, welche in jedem ihrer Punkte 

(") REYE, Geom. de). Laye, 3. Bd. der 3. Aiifl., S. 219. 
("') Weil i n  jedem Büachel des Kegelsclinittsy~tem (k)3 drei Geradenpaare entlinlten 

sind, ergiebt sicli sofort, dass die Steiner'sclie Fliche von der dritten Clnsse sein miiss. 
(REYE, a. a. O., pg. 147.) 
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einen Kegelschnitt von E dort berühren, wo seine Ebene die Fliiche G be- 
rührt, welche also übersI1 auch eine Haupttangente berühren und mithin 
Haupttangentencurren der Fiache sind, und diese Curven berühren sonach 
auch die vier singularen Kegelschnitte Ki, wie ihre Bildcurven die Seiten 
des Vierseits V (*). 

11. Durch jede Seite des Diagonaldreieck~i A in der Ebene E gehen, 
da sie je zwei Gegenkanten des Haupttetraeders trifft, unendlich viele Flachen 
des Gebüsches ( fy .  Jede dieser Flachen schneidet E ausserdem in einer zweiten 
Geraden, die jedesmnl durch die gegenüberliegende Ecke von A geht, weil 
die drei Ecken von A assoziirte Punkte sind. Jeder dieser Geraden entspricht 
auf der Fliiche E' ein Kegelschnitt, der durch den dreifachen Punkt P geht 
und dessen Ebene eine Doppellinie enthalt und Tangentialebene der Flache 
in dem Yunkte der Doppellinie ist, wo diese den Kegelschnitt aimer 1' 
schneidet. Zwei Geraden von E ,  die durch eine Ecke des Dreiecks A gehen 
und die auf der gegenüherliegenden Seite liegenden Ecken des Vierseits P 
harmonisch trennen, entsprecheil die beiden Kegelschnitte, die durch denselben 
Punkt einer Doppellinie gehen. Diese Kegelschnitte fallen in einer Ebene, 
die eine Doppellinie mit einer Kante des singularen Tetraeders verbindet, 
zusammen und gehen durch einen Cuspidalpunkt, wenn die entsprechenden 
Geraden in die Verbindungslinie einer Ecke von h mit einer Ecke von V 
zusammenfallen. 

12. Der Kürze hslber wollen wir die Tangentialebenen in den Cu- 
spidalpunkten Cuspidalebenen und die in ihnen enthaltenen Kegelschnitte der 
Steiner'schen Flache Cuspidalkegelschnitte derselben nennen. Die Haupttan- 
genten in den Cuspidalpunkten, deren es fiur je eine giebt und die als vier- 
punktig berührende anzusehen sind, sollen Cuspidaltangenten heissen; sie 
fallen mit den Kanten des singulzren Tetraeders zusammen. 

Die Cuspidalkegelschnitte sind, n ie  einige Ueberlegung zeigt, als die 
Kegelschnitte, welche durch den Punkt P gehen, zwei Ebenen des singularen 
Tetraeders T und die keiner von diesen angehorende Kante in dem auf ihr 
liegenden Cuspidalpunkte berühren, in der That eindeutig bestimmt. 

33. Jeder Strahl durch den dreifachen Punkt P schneidet die Flache 
E ausserdem nur noch in einem Yunkte, so dass die FISiche eindeutig au€ 
den Strahlenhündel P bezogen ist, der ihre Punkte aus dem Punkte P 
projizirt. Nur für die Doppellinien a, b,  c, die durch den Piinkt P gehen, 

(") REYE, a. a. O . ,  pag. 150. 
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und die Strahlen durch P in den Ebenen a, P, y, die. je zwei Doppellinien 
verbinden, h6rt diese eindeutige Beziehung auf. 

Dkr Strahlenbündel P ist mit den Punkten der Bildebene e durch eine 
eindeutige quadratische Verwandtschaft verbunden (*). Den Geraden von c 

entsprechen in  der That auf der Steiner'sclien Flache Kegelschnitte, welche 
die Strahlen a, b, c alle treffen, und somit im Bündel P quadratische liegel, 
die durch die Geraden a, b, c hindurchgehen. 

14. ln dem Bündel P sind vier Strahlen besonders ausgezeichnet, 
ngmlich die, welche durch die Ecken des Tetraeders T gehen. Sie bilden ein 
Vierkant, dessen Gegenebenen sich in a, b, c schneiden. Sie mien mit s,, s,, 
s,, s, und die Punkte, in denen sie ausser P die Fliiche E schneiden, mit 
S,, S,, S,, S, bezeichnet. Dann ist klar, dass von den Cuspidalebenen, die 
sus P die Cuspidaltangenten (oder Kanten des singularen Tetraeders) proji- 
ziren, je drei sich in einem der Strahlen s schneiden. E s  müssen sich deshalb 
die in solchen drei Cuspidalebenen liegenden Cuspidalkegelschnitte in einem 
der Punkte S schneiden. Nennen wir die vier Punkte S die Contracuspidal- 
punkte der Steiner'schen Flache, so konnen wir demnach sagen: 

J e  drei Cuspidalkegelschnitte, deren zugehorige Cuspidaltangenten sich 
in einem Punkte treffen, schneiden ~ i c h  ausser in dem dreifachen Punkte 
noch in einem Contracuspidalpunkte der Steiner'schen Flache. 

15. E s  liegen ferner je drei Cuspidalkegelschnitte, deren zugehijrige 
Cuspidaltangenten in einer Ebene liegen, auf einer Flache 2. Ordnung. Die 
vier Flachen, welche wir so erhalten, haben die Gleichungen: 

wo in derselben Bedeutung gebraucht ist wie früher (6). Diese Gleichungen 
lassen erkennen, dass jede der vier Flachen durch einen singularen Kegel- 
schnitt der Steiner'schen Flache E geht. Ausserdem ergiebt sich, dass die 
Tangentialebene einer der vier Flachen im Punkte P die Ebene des auf der 
Flache liegenden singularen Kegelschnittes in einer Geraden der Ebene K 

(*) REYE, a. a. O., pag. 151. 

Annali di Matematica, tomo 1. 
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schneidet, deren Gleichung lautet : 

Diese Ebene ist aber offenhar die oben (2) erwahnte Haiiptebene der 
Steiner'schen Flache. Sie trifft in der That die Geraden a, b ,  c in Punkten, 
die vorn Eiriheitspunkt P durch je zwei Cuspidalpunkte harmonisch getrennt 
sind. 

16. Die in Rede stehenden Tangentialebeneri der vier quadratischen 
Flachen im Punkte P bilden ein Vierseit, dessen Icanten die Tangenten der 
Cuspidalkegelschnitte im Punkte P sind und dessen Diagonaldreikant von den 
Doppellinien a, b,  c gebildet wird. 

17. Die Contracuspidalpunkte haben noch eine Eigenschaft, die her- 
vorzuheben ist. Sie sind namlich die Berühïungspunkte derjenigen Tangential- 
ebenen, welche sich durch die Schnittlinien der Hauptebene .rr mit  den sin- 
gularen Ebenen ausser den letzteren an die Steiner'sche Flache legen lassen. 

Allgemein namlich ist die Gleichung einer Tangentialebene der Steiner'scheri 
Flache : 

wenn die Z die Coordinaten des Berührungspunktes bezeichnen. Hieraus er- 
kennt man sofort, wenn man z. B. 2, = 2, = Z3 setzt, dass die Tangential- 
ebene die Ebene X, = O in derselben Geraden schneidet wie die Hauptebene: 

18. Die Steiner'sche Flache E ist nicht nur auf die Ebene E ,  deren 
Gleichung lautet : 

eindeutig bezogen, sondern auch auf die assoziirten Ebenen, deren Gleichun- 
gen aus der vorstehenden hervorgehen, wenn man in ihr beliebige Vorzei- 
chenanderungen vornimmt. 

Diese 8 assoziirten Ebenen sondern sich in der friiher (1, 5) angegebenen 
Weise in Quadrupel. Diese Quadrupel bilden zwei Tetraeder, deren Ecken 8 
assoziirte Punkte sind. Die drei Ecken, welche in E liegen, sind aber niclits 
wie die Ecken des Diagonaldreiecks b in dieser Ebene. Ihre  Coordinaten 
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sind diirch die Beziehungen festgelegt : 

19. Die Ebenen, welche mit E ein Quadrupel bilden und diese Punkte 
paarweise enthalten, haben die Gleichungen : 

rli=o, Ï]*=o, Ï ] s = O ,  
wenn wir setzen : 

4 ?, = xi + x, - XB .- $4 ) 

Aus diesen Gleichungen zusammen mit: 

$1 + 2, + x3 + 2 4  = O, 
ergiebt sich aber: 

xi = VI + v.2 -k rl3, 

$2 = ?, - rl, - l13, 

20. Die Grossen q lassen sich nun als Coordinaten in der Ebene E ,  

bezogen auf dm Dreieck A a.ls Fundamentaldreieck, auffassen. Die Ebenen 
des Haupttetraeders treffen e d a m  in den Geraden: 

Diese Geraden entsprechen also den singularen Iiegelschnitten der Steiner'schen 
Flache E und bilden das Vierseit V. Dessen 6 Eckpunkte bestimmen sich 
wie folgt : 

Ï]i=o, Y e + ? 3 = O ;  r l i=o, )7z-1]3=0; 

8 2 = O r  Y 3 + ~ l i = O ;  % = O )  % - r ] l = O ;  

q s = O ,  q i + ~ z = O j  1 1 3 0 ,  ~ i - t ~ e = O .  

Sie entsprechen den Cuspidalpunkten der Steiner'schen Flache. Verbinden wir 
sie mit den gegenüberliegenden Ecken d e  Dreiecks A ,  so erhalten wir a118 
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Gleichungen der 6 Geraden die schon in dem vorstehenden System enthal- 
tenen : 

?z+43'01 y 1 3 + ? 1 = O 1  ? i + r ] ~ = o ;  

? 2 - ) 1 3 = O )  V g - q t = O >  Ï j i - q % = O e  

Diese 6 Geraden entsprechen den Cuspidalkegelschnitten. Sie Idden die Seiten 
eines Vierecks Y (*), dessen Ecken durch die Beziehungen hestimmt sind : 

Diese vier Punkte entsprechen den Contracuspidalpunkten der Steiner'schen 
Flache. 

21. Dem Kegelschnittsystem in dem das Flachensystem (f j3 die 
Ebene E schneidet, gehoreii alle Kegelschnitte an, deren Gleichung von der 
Form : 

~i(?I+?o+13)2+p2(~I-12-~3)8+p3(-1,+~P-13)9+p4(-~1-?2+y/3)P=o) 

oder was dasselbe heisst, von der Form : 

kt. Sollen die Geraden : 

ein Paar bilden, das dem Kegelschnittsystem angehort, so muss : 

sein. Die Geraden, die dem System angehorende Geradenpaare bilden, stehen 
also miteinander in einer eindeutigen , quadratischen Verwandtschaft, deren 
singuliires Dreieck das Dreieck A ist. Sie sind einander conjugirt bez. aller 
Curven zweiter Classe, die dem Viersejt V der doppelt zahlenden Geraden 
des Systems einbeschrieben sind und deren Gleichungeii in Liniencoordinaten, 
bezogen auf das Dreieck A, sich schreiben : 

(*) Die Beziehungen, i n  denen das Viereck ï und das Vierseit V zu einander stehen, 
sind ausführlich untersucht von G. KOHN, Alihdlgn. d. Wiener Akad. Bd. XCIII. 
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22. Die Gleichungen der Ebenen a, ,û, y, welche je zwei Doppelge- 
raden der Steiner'schen Flache enthalten, lauten: 

Die Grossen 1 lasven sich als Coordinaten der Strahlen im Bündel P be- 
tracbten. Die CuspidaIebenen haben in diesen Coordinaten die Gleichungen: 

Sie schneiden sioh zu dreien in den Strahlen, deren Coordinaten durch die 
Doppelgleichungen bestimmt sind : 

Dies sind die Strahlen s ,  welche den Punkt P mit  den Ecken des sin- 
gularen Tetraeders und den Contracuspidalpunkten verbinden. Durch die 
Gleichungen : 

werden die Ebenen dargestellt, welche den Punkt P mit den Schnittlinien 
der Hauptebene n und der singularen Ebenen der Plache verbinden. 

23. Als analytischer Ausdruck fiir die Verwnndtschaft xwischen detn 
ebenen Puiiktfeld E und dem Strahlenbündel P ergiebt sicli mit Hülfe der 
Coordinaten YJ und h die Doppelgleichung: 

Denn die vier Strahlen s im Bündel P und die entsprechenderi Punkte i n  der 
Ebene E sind bei beiden Coordinatenbestimmungen die Einheitselemente. 

24. Die Kegel im Bündel P, welche die singularen Kegelschnitte der 
Flache E enthalten, haben in den A die Gleichungen: 
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Diese Kegel stehen in der Beziehiing zu einander, dass sich je zwei von 
ihnen in einer Kante des Doppelliniendreikants berühren und in den beiden 
anderen so schneiden, dass ihre Tangentialebenen in denselben zwei Seiten- 
flachen des Dreikants harmonisch trennen. Diese Tangentialebenen sind nichts 
anderes als die Cuspidalebenen der Steiner'schen Flache. 

25. An die Punktcoordinaten in der Ebene E knüpft sich unmittelbar 
die Parameterdarstellung der Steiner'schen Flache. Da namlich : 

so ergiebt sich aus den Gleichungen des tj 17, welche die x durch die v 
ausdrückea, sofort (*): 

Aus dieser Parameterdarstellung folgt sofort eine andere, indern wir setzen : 

p y2 = 2 113 YI19 / 
p Y3 = 211, Y I * ,  \ 
p Y4 = V I '  -k ve2 + 1/3'. 

' 
Es ist dam : 

-Y = Y,  + Y2 + Y3 + Y4 , 
= - y, - Y2 + Y3 + Y4 ) 

x3 = - Y, + Y, - Y3 + Y,, 

4 = Y, - Y, - Y, + Y4 ) 

und hieraus : 
4 Y , = x , - x 2 - X 3 + x 4 )  

4 Y 2 = x 1 - x 2 + x 3 - x ' 1  

4 Y, = xi + x, - x3 - x4, 
4 Y, = x, + $2 + x, + X4 . 

(") Diese Darstellung giebt Clebsch a. a. O., ebenso die folgende. 
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Die Ebenen Y, = O ,  Y, = O, Y,  = O sind also die mit  a, P ,  7 bezeich- 
neten, welche je zwei Doppellinien enthalten; die Ebene Y, = O ist die 
Hauptebene n der Flache E, 

26. ( A )  ist die erste Parameterdarstellung der Steiner'schen Flache, 
bezogen auf das singulare Tetraeder T, (B) ihre zweite, bezogen auf dgs 
Tetraeder II der Ebenen a, P, y, TC. Die singukren Ebenen haben für dieses 
Tetraeder genau dieselben Gleichungen wie die Ebenen a, f i ,  y, TC für das 
singulare Tetraeder. Die Beziehungen zvisclien den beiden Telraedern sind 
rlurchaus wechselseitig, jede Kante des einen wird von zwei Gegenkanten des 
anderen getroffen und harmonisch geteilt. 

27. Aus den Gleichungen (B) ergiebt sich durch Elimination der q :  

Dies ist die einfachste rationale Gleichungsforni der Steiner'schen Fliiche, die 
zuerst von KUMMER angegeben wurde. 

Die Tangenten in den Doppelpunkten der Curve: 

in der n die Flache E schneidet, siiid Schmiegungsstrahlen der Flliiche und 
gleichzeitig Tangenten des Kegelschnittes: 

YI '+Y, '+Y,"=O, 

in dem die Ebene TC die Flache @ = O  schneidet; 
28. Diese quadratische Flache, welche die Ka.nten des singularen 

Tetraeders T in den Cuspidalpunkten berührt, hat namlich in den Y die 
Gleichung : 

Y," Y2" Ys2 - Y," 0 ,  

sie hat also das Tetraeder Ii m m  Poltetraeder. Da nun, auf ein Tangenten- 
tetraeder bezogen, die Gleichung einer quadratischen Flache sich immer in die 
Form @ = O  bringen lasst, wo (i dieselbe Bedeutung hat wie in 3 6, so ergiebt 
sich beilaufig : 

Jedes Tangententctraeder einer quadratischen Flache stel-rt zii einem 
bestinimten Poltetraeder derselben in der Beziehung, das jede I b n t e  des 
einen Tetraeders von zwei Gegenkanten des anderen getroffen und harmo- 
nisch geteilt wird. Sechs von diesen zwGlf Treffpunkten sind die Berührungs- 
punkte der Tangenten, und zwar gehen die Kanten des Poltetraeiiers, die 
sie p~arweise verbinden, durch eine Ecke desselben. 
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E s  'giebt noch ein zweites Tangententetraeder , welches mit demselben 
Poltetraeder in der gleichen Beziehung steht, und diese beiden Tangenten- 
tetraeder bilden mit dem Poltetraeder zusammen ein desmisches System. 

Dieser Satz wird zur Trivialitat, wenn man an die Kugel und einen ihr 
umschriebenen Würfel denkt. Die Diagonalen in dessen Seitenflachen bilden 
zwei gleichseitige Tetraeder, deren Kanten Tnngenten der Kugel sind. 

29. Die Steiner'sche Flache wird in sich transformirt durch 24 Colli- 
neationen einschliesslich der Identitat, die zusaminen eine Gruppe bilden. Es 
sind dies die Collineationen, die den dreifachen Punkt P unverandert lassen 
und die vier singularen Ebenen irgendwie unter einander vertauschen. Sie 
führen dann naturgem%s auch die Doppellinien, die durch den Punkt P 
gehen und je zwei Gegenkanten des Tetraeders T der singularen Ebenen 
treffen, und damit auch die Cuspidalpunkte jn einander iiber. Sie führen 
weiter die Hauptebene n in sich über, welche als Verbindungsebene der 
vierten harmonischen Punkte anf den Doppellinien zu ihren Cuspidalpunkten 
und dem Purikt P definirt war. 

Sie müssen ferner die Verbindungslinien des Punktes P mit den Ecken 
des Tetraeders T iind damit die Contracuspidalpunlrte quf der Steiner'schen 
Flache in .einander üherführen. In den Coordinaten ,Y stellen sie sich dar 
durch beliebige Permutationen derselben ohne Vorzeichenanderung, in den 
Coordinaten Y durch beliebige Vertauschung und geeignete Vorzeichenande- 
rung der drei ersten Y,, Y., Y,. I n  den Coordinaten q der Bildebene E 

stellen sie sich ebenfalls dar durch beliebige Vertauschung und Vorzeichen- 
anderung dieser Grossen. Die zugehorigen 24 Collineationen in der Bild- 
ebene E fiihren sonach, wie es sein muss, dns Vierseit V, das den singularen 
Kegelschnitten der Steiner'schen Flache E entspricht, und gleichzeitig das 
Viereck Y, dessen Ecken und Seiten den Contracuspidalpunkten und Cuspi- 
dalkegelschnitten entsprechen, in sich über. Sie transformiren gleichzeitig das 
Dreieck A in sich, dessen Ecken und Seiten dem dreifachen Punkte und den 
Doppellinien der Steiner'schen Flache E entsprechen (*). 

30. Bemerkenswert sind die Curven 4. Ordnung auf E und die ent- 
sprechenden Raumcurven 4. Ordnung auf E, welche die Ebene und die 
Flache einfach überdecken und durch die 24 Collineationen in sich übergehen. 

(*) Ueber diese merkwürdige Gruppe von 31 Collineationen ist 1896 eine S t r sssburger  
Dissertation von 1,. REXNER i n  Bayreuth erschienen, in welclier dieselbe aiisfülirlich 
beliandelt k t .  
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Die Raumcurven werden aus der Steiner'schen Flache ausgeschnitten durch 
die quadratischen Flachen : 

YI2 + Y2' f Y3' - 1. = O , 
die in der That alle durch die 24 Collineationen in sich übergeführt werden. 
Die entsprechenden Curven i n  der Ehene haben die Gleichungsform: 

Sie zerfallen in dreizügige und vierzügige Curven. Eine Curve der ersteren 
Gattung schrurnpft scheinbar auf die Eclten des Dreiecks A, eine der letzteren 
Gattung auf die Ecken des Vierecks Y zusammen. Beidc Gattungeu grenzen 
an einander durch das Vierseit 7, dem die singularen Kegelschnitte der 
Steiner'schen Flache entsprechen, d. h. der Schnitt der letzteren mit der 
Fiache @ = 0. 

VIERTER ABSCHNITT. 

Die Raumcurve vierter Ordnung e r s t e r  Art. 

1. Jeder biquadratischen Raumcurve des Ilaumes (x), welche die 
Schnittlinie zweier Flachen des Gebüschs ( f ) 3  ist, entspricht i n  Raume (,Y) 
eine gerade Linie (1, 15). 

1st die Raumcurve die Schnittlinie der Flachen: 

so ist die eritsprechende Gerade g die Schnittlinie der Ebenen: 

BaiXi = = O ,  ZariXi=O, 

und ihre Coordinaten sind : 

Ebendiese Grossen, zwischen denen die identische Beziehung statt hat : 

konnen wir auch als Coordinaten der biquadratischen Raumcurve, hezogen 
auf ihr Haupttetraeder, bezeichnen. 

2. Die vier Kegel IL,, k, ,  k,, k,, welche sich durch die Raumcurve 
hindurchlegen lassen, entsprechen den vier Ebenen Ki, welche die Gerade 

Annali di Matematica, tom0 1. 17 
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mit den Ecken des Haupttetraeders verbinden, und haben deswegen die Glei- 
chungen : 

ai ,  xtt 4- a,3 xS5 + a,, 2," O 0, 

a z i  x i P  + ~ 3 '  + as, xr2 = 0 , 
x i 2  + a 3 9  ~ 2 '  + aJr xi2 == 0 , 

al* x i 2  + al$ xsC -l- a 4 3  $3' = O ,  
wobei zu beachten, dass ski = - aik ist. 

3. Die 16 Wendeberührungspunkte pik der Raumcurve entsprechen 
den 4 Schnittpunkten Pi der Geraden g mit den Ebenen des Haupttetraeders. 
Ihre Coordinaten ergeben sich daher aus dem folgenden Schema: 

Ebene 1 x, XI 2 3  Zr 

x,=O 

x , = ~  . 

x,=o 

x,=O 

- 
O f dz * f va,, 

-+\(a, O f fz  e\Ia, 
- * +\Ia, O +\ia, 

fia,, fdc O 
4. Die Wendeberühungslinien lik entsprechen den Geraden Li, welche 

je einen Punkt Pi mit der gegenüberliegenden Ecke des Haupttetraeders ver- 
binden. 

5. Die Wendeberührungsebenen wik entsprechen den liegeln des anderen 
Raumes, die je drei Ebenen des Haupttetraeders und eine Ebene Ki, letztere 
in der zugehorigen Geraden Li, berühren, und sind die Tangentialebenen der 
Kegel ki in den auf ihnen liegenden Yunkten pik ooder Strahlen l ik. Fur ihre 
Coordinaten ergiebt sich daher sofort, wenn wir ahkürzend: 

- 
\ lG==a,  \ l G = a r ,  rju,,a,,=al' 

setzen, das Schema : 
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6. E s  giebt drei Collineationen, welche die Ebenen eines Tetraeders 
unter sich vertauschen und gleichzeitig eine Gerade in sich selbst überführen. 
Durch sie muss namlich der Wurf der vier Schnittpunkte der Geradeu mit 
den Ebenen des Tetraeders in sich übergehen, und dies ist auf 3 Arten 
moglich, entsprechend den 3 verschiedenen Arten, auf die sich 4 Elemente 
paarweise vertauschen lassen (*). Diese drei Collineationen Sind geschaarte 
Involutionen, deren Axen je zwei paar Eckpunkte des Tetraeders harmonisch 
trennen. 

Da jeder solchen Transformation des Raumes (X), welche die Ebenen 
des Haupttetraeders vertauscht, 8 Collineationen im Raume (x) entsprechen, 
welche die der Geraden entsprechende biquadratische Raumcurve in sich 
überführen, so geht die letztere ausser durch die Identitat und die 7 Involu- 
tionen, die alle Gruppen assoziirter Punkte in sich transformiren, durch 24 
Collineationen, im Ganzen also, die Identitat einbegriffen, durch 32 Collinea- 
tionen in sich über. 

7. Die drei Involutionen, welche die Gerade g mit den Coordinaten aik 

jn sich überführen, lassen sjch durch das folgende Schema für die Coordinaten 
XIi des aus Xi entstandenen Punktes darstellen: 

Hieraus ergeben sich sofort die zugehorigen Transformationen des Rau- 
mes (x) (**). 

S. J e  zwei der drei Involutionen liefern mit einander combinirt die 
dritte, alle drei comhinirt die Identitat. So lasst sich auch die Gruppe der 
32 Involutionen im Raume ($1 in Untergruppen teileii, derart dass die zu- 
gehorigen Gruppen von 32 Punkten sich in Paare sondern durch eine In- 
volution, oder in Quadrupe1 durch 3 Involutionen, die verschiedenen Transfor- 

(*) Die Doppelpunkte der  so auf der  geraden Linie entstehenden projelitiven, und 
zwar involutorischen , Verwandtschaften sind jedesmal die Punkte ,  welche beide P a a r e  , 
in die sich die 4 Punkte  sondern, harmonisch trennen und somit die Verschwindungspunkte 
der zu einer  jene 4 Punkte  liefernden Binarform gehorigen Covariante T (CLEBSCH, Bi- 
ncrformen, pag. 142). 

(**) S.  HARNACK, Math. Ann., Bd. 12, S. 82 Anm. 
' 
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mationen der Geraden in sich entsprechen, oder auch durch die Involutionen, 
welche die früher besprochenen Quadrupel auf der biquadratischen Raumcurve 
liefern u. S. f. 

9. Den Selinen der biquadratischen Raumcurve entsprechen die dem 
Raupttetraeder einheschriebenen Kegelschnitte, welche die Gerade g doppelt 
schneiden, und insbesondere entsprechen den Tangenten der Raumcurve die 
Iiegelschnitte, welche die Gerade g und die Ebenen des Haupttetraeders 
berühren. 

Durch den Berührungspunkt P eines dieser Kegelschnitte kann man in 
derselben E t m e  einen anderen legen, welcher die Gerade g noch einmal 
schneidet und ebenfalls dem Haupttetraeder einbeschrieben kt. Dieser Kegel- 
sclinitt entspricht den Schrniegungsstrahlen der zu P gehorigen Punkte, d. h. den 
in den Schmiegungsebenen dieser Punkte liegenden wirklichen Sehnen. 

10. Eine Schmiegungsebene der biquadratischen Raumcurvc wird, 
wenn n i r  zur Abkürzung setzen : 

dargestellt durch folgende Gleichung: 

wenn die xi die Coordinaten des Schmiegungspunkteu bezeichnen. Diese 
Schmiegungsebene ist aber Tangentialebene der Flache: 

und dieser Flache entspricht im anderen Raume die Ebene: 

die ihrerseits Tangentialebene der Flache: 

im Punkte (2) der Geraden g ist. Diese Flache muss somit die Gerade y 
enthalten und ist die einzige Flache, die durch diese Gerade geht und dm 
Raupttetraeder zum Poltetraeder hat. 

11. Dies konnen wir umgekehrt benutzen, um die Ebene des Kegel- 
schnittes zu bestimmen, welcher i m  Raume (X) einer Geraden mit den Coor- 
dinaten a i k  des Raiimes (x) entspricht. Da nach dem Obigen die Flache des 
Systems ( f ) 3 ,  die diese Gerade enthalt, die Gleichung hat: 
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so lautet die Gleichung der Ebene im Raume (X), die den entsprechenden 
Kegelschnitt enthalt : 

2 ai = 0. 

12. Der Kegelschnitt selbst wird aus der Ebene ausgeschnitten durch 
jeden der vier Kegel : 

Diese Kegel haben aber ausser dem einen Kegelschnitt zii zweien noch je 
einen aiideren gemein, nnd diesen 6 Kegelschnitten entsprechen im R a u m ~  (x) 
48 Gerade: diese Geradeii verbinden die Punkte paarweise, in denen die 
dem ersten Kegelschnitt entsprecheriden acht assoziirten Geradeii die Ebenen 
des Haupttetraeders schneiden, und bilden mit  dieseii acht assoziirten Geraden 
zusammen die samilichen Verbindungslinien der 16 Schnittpunkte, sofern sie 
nicht in den Ebenen des Haupttetraeders liegen. Durch jeden der 16 Schnitt- 
punkte gehen 8 von diesen Linien. Jede der 8 ausgezeichneten wird also 
von 28 der übrigen eeraden geschnitten, in jedem Schnittpunkt mit oiner 
Ebene des Haupttetraeders von 7. Von den 48 anderen Geraden trifft jede 
16 der übrigen. 

13. In der Sehnencongruenz der biquadratischen Raumcurve ist eine 
Reihe von bemerkenswerten Regelschaaren, i. A.. 8. Grades, enthalten (*), 
unter denen vier besonders hervorzuheben sind: einmal die Tangentenschaar 
der Curve und sodann die Schaaren derjenigen Sehnen, welche zwei Gegen- 
kanten des Haupttetraeders treffen. Die letzteren erfüllen je eine Regelflache 
4. Grades. Diesen Regelflachen sind im Raume (X) die drei Hyperboloide 
zugeosdnet, welche die der Raumcurve entsprechende Gerade g mit je einem 
Paar Gegenkanten des Haupttetraeders verbinden. 

14. Der TangentenflaChe t8 der biquadratischen Raumcurve entspricht 
die Flache T4, welche von den die Gerade y und die vier Ebenen des Baupt- 
tetraeders T berührenden Kegelschnitten erfüllt wird. Diese Flache ist eine 

(*) S. HARNAGK, a. a. O., S. 77 K. 
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Ylücker'sche C~mplexf la~he  (*); einer der zugehorigen quadratischen Com- 
plexe ist ein tetraedraler mit dem Haupttetraeder T. Sie wird gleichzeitig 
erfüllt von den cubischen Raiimcurven, welche die Gerade g berühren und 
dem Tetraeder T uinschrieben sind. 

15. Sie ist von der vierten Ordnung und der vierten Classe. Die Ge- 
rade g k t  für sie eine Schneide. Sie hat ferner aoht Enotenpunkte, von denen 
vier die Ecken des Haupttetraeders sind und die übrigen auf g liegen, und 
acht singulare Ebenen, darunter die vier Ebenen des Haupttetraeders, die sie 
langs Kegelschnitten berühren. Die übrigen vier singularen Ebenen berühren 
sie langs Geraden und gehen durch die Gerade y und je eine Ecke des 
Haupttetraeders, durch die auch die Berührungslinie geht. 

16. Die Flache ist sich selbst reciprok zugeordnet in der polaren Cor- 
relation, deren Ordnungsflache durch die Gerade y geht und das Hauptte- 
traeder zum Poltetraeder hat. 

17. Die cubischen Raurncurven (C) der Plache Sind durch die Ke- 
gelschnitte (K) der Flache und deren Ebenen projektiv auf einander bezogen. 
Urngekehrt sind die Kegelschnitte (K) durch die Raumcurven (G) projektiv 
auf einander bezogen, indem entsprechende Punkte immer auf derselben 
Curve (C) liegen. Insbesondere entsprechen die Ber.ührutigspunkte der Ee- 
gelachnitte mit derselben Ebene des Haupttetraeders einander, die auf einem 
singuliiren Kegelschnitte der Flache liegen. Die Strahlen aus den Berührungs- 
punkten der Kegelschnitte (K) mit der Geraden y nach ihren Berührungs- 
punkten mit den 4 Ebenen des Haupttetraeders haben constantes Doppel- 
verhaltnis. 

18. Der tetraedrde Complex, zu dem die Cornplexfiache T 4  gehort, 
hat auch für die biquadratische Hautncurve, die der Geraden y entspricht, 
eine besondere Bedeutung. 

Jedem Punkte P des Raumes k h n e n  wir bez. der biquadratischen Raum- 
curve eine Gerade p als Polare zuweisen, die so entsteht: Wjr ziehen durch 
den Punkt P die beideri Sehiien an  die Raumcurve, suchen auf ihnen die 
vierten harmonischen Punkte zu Y und den auf ihnen liegenden Curven- 
punkten und verbinden dieselben durch eine Gerade, dies ist dann die Po- 
lare p von P. Sie ist die Schnittlinie der Polarebenen des Punktes bez. der 
quadratischen Flachen, die durch die biquadratische Raumcurve gehen. Sind 
nun, wie oben, uik die Coordinaten der Raurncurve, bezogen auf ihr Haupt- 

(") Vgl. u. a. STURM, Liniengeometrie, zu Anfang des 3. Bandes. 
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tetraeder T, xi die Coordinaten des Punktes P, so sind die Coordinaten der 
Polare p : 

pik  = a ik  xi Xk 

zwischen denen, wie sofort ersichtlich, in der That die Beziehung: 

stattfindet. E s  ist aber ferner : 

d. h. die Polaren aller Punkte des Raumes bilden einen tetraedralen Corn-. 
plex I', zu dem auch die Gerade mit den Coordinaten ajk, also die Ge- 
rade y, die Polare des Einheitspunktes ist, gehort. Mit diesem Complex r 
ist demnach auch der Complex identisoh, auf den wir durch die Complex- 
fliiche T4  geführt wurden. 

lSa.  Die Tangenten der biquadratischen Raumcurve sind Strahlen des 
Complexes r und die ihnen im Raume (X) entspreclienden Kegelschnitte Sind 
Cornplexcurven von r. 

1 8b. Den Punkten einer Geraden sind bez. der biquadratischen Raum- 
curve als Polaren die Strahlen einer quadratischen Regelschaar zugeordnet; 
gehort die Gernde aber selbst dem Complex r an, so entsprechen jhren Punkten 
die Strahlen des Complexkegels, dessen Spitze der Geraden entspricht. 

18". Den Punkten einer Ebene sind die Sehnen einer oubischen Raum- 
curve zugeordnet, die dem Haupttetraeder urnschrieben kt, und die Tangenten 
dieser Raumcurve entsprechen den Punkten des Complexkegelschnittes, der 
in der Ebene liegt. 

19. Diese Complexkegelschnitte sind nichts anderes als die Kegelschnitte, 
welche im Raume (X) den m m  Raume lx) gerechneten Strahlen des Com- 
plexes r entsprechen. 

Eine charakteristische Eigenschaft des tetraedralen Complexes ist es nam- 
lich, dass man alle seine Geraden aus einer hervorgehen lassen kann durch 
die Collineationen, die sein Haupttetraeder ungeandert lassen. Durch dieselben 
Collineationen müssen auch alle Complexkegelschnitte aus einem hervorgehen. 
Durch dieselben Collineationen müssen aber auch die Kegelschnitte, die dan 
Complexstrahlen in der von uns betrachteten Punktverwandtschaft entspre- 
chen, in einander übergehen (vgl. III, 3), und deshalb, weil sie sich teil- 
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weise mit den Complexkegelschnitten decken (18"), ganz mit ihnen zusam- 
menfallen. 

20. Rechnet man nun den Complex r zum Raume (X), so entsprechen 
seinen Strahlen im Raume (x) dreifach unendlich viele biquadratische Raum- 
curven, die alle aus einer durch die Collineationen, die das Haupttetraeder 
ungeandert lassen, hervorgehen. Wollen wir den tetraedralen Complex r in 
der oben (18) angegebenen Weise auf den Punktraum beziehen, so. konnen 
wir irgend eine von dieseri biquadratischen Raumcurven zur Ordnungscurve 
wahlen. Denn die Coordinaten pik dieser Ordnungscurve müssen, damit sie 
den Complex r liefert, der Bedingung: 

pro p34 pl3 pre - pl4 p z 3  --=--- 
aie as4 ais are air C6rr 

genügen, d. h. die ihr im Raume (X) entsprechende Gerade n~uss  zum Com- 
plex r gehoren. 

21. Aus diesen Betrachtungen geht hervor, wie sich der Gesamtheit 
der Geraden im Raume, wenn man ein festes Tetraeder Y' annimmt, gleich- 
artige Mannigfaltigkeiten von Kegelschnitteri zuordnen, die alle die Ebenen 
des Tetraeders berühren, von cubischen Raurncurven, die alle durch die Ecken 
des Tetraeders gehen, und endlich von biquadratischen Raumcurven, die alle 
das Tetraeder zum Haiipttetrseder haben. Aus allen diesen Mannigfaltigkeiten 
heben sich solche Complexe heraus, deren samtliche Corven aus einer durch 
die Collineationen hervorgehen, welche das Tetraeder T ungeandert lnssen. 

22. Fragen wir nun nach den Collineationen, die d m  Tetraeder T 
und eine von diesen Curven in sich überführeri, so ist die Frage bereits beant- 
wortet fiir die Geraden und biquadratischen Raurncurven. Ganz ahnlich lautet 
die Antwort auch für die Kegelschnitte und cubischen Raumcurven. Ausser 
der Identitat ergeben sich auch hier drei Involutionen, welche die vier Puzkte, 
die die Curven mit dem Tetraeder T gemein haben, paarweise vertauschen. 
Bei den biquadratischen Raumcurven nirnmt die Antwort deswegen einen 
etwas anderen Charakter an, weil diese Curven nicht mehr rationa1 sind. 

23. F ü r  die cubische Raumcurve verdienen die erwahnten drei Involu- 
tionen und die Quadrupelanordnung, welche sie auf der RaumcurVo begründen, 
eine kurze Darstellung (*). 

(") Vgl. fur das Folgende W. STAHL in CreEZe's Journal, Bd. 101, S. 83 ff. 
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Die cubische Raumcurve wird aus den Ecken des ihr einbeschriebenen 
Tetraeders T durch 4 Kegel zweiter Ordnung projizirt, deren Gleichungen 
sich achreiben lassen wie folgt : 

24. h u s  der Analogie dieser Gleichungen mit denen für die Verbin- 
dungsebenen einer Geraden mit den Ecken des Coordinatentetraeders ergiebt 
sich für die drei Involiitionen, welche die cuhische Raumcurve zugleich mit 
dem Coordinatentetraeder in sich überführen, das Schema : 

1. . 1 - b,  bu z2 - b,, b,. xi b4, b,, xi b,, 632 x3 

IL l - 6 3 %  b 3 4  xs 843 641 $4 - b u  b i t  xi b 2 i  k 3  XP 

III. - b4t b 4 3  24 6 3 4  $3 b24 xz - b12 b i s  

25. Durch je zwei Gegenkanten des Tetraeders T und die cubische 
Raumcurve geht ein Hyperbolojd. Die Gleichungen dieser drei Flachen ergeben 
sich sofort durch Addition je zweier der vier Kegelgleichurigen und lauten: 

Dieso Hyperboloide haben zu zweien ausser der cubischen Raumcurve eine 
Gerade gemein. Die Coordinaten der drei Geraden, die wir so erhalten, Sind 

Um dicse Formeln zu deuten, nehmen wir die Gerade mit den Coordinaten: 

b3, bi* 6 4 %  61, b23  b,, 
Annali di Matematica, tom0 1. 18 
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hinzu, dann bilden diese vier Geraden ein Quadrupel im Sinne des $ 5 im 
ersten Abschnitt und liegen auf einer Flache 2. Ordnung, deren Gleichung 
lautet : 

indem wir setzen : 

suchen wir aber die Trerbindungsebene der drei Punkte, welche nus einem 
beliebigen Punlcte duroh die drei Involutionen 1, II, III hervorgehen, so zeigt 
sich, dass diese Ehene die Polarebene des Punktes bez. der Flache (L) kt. 
Die Punktquadrupel des Rnumes, welche durch die drei Involutionen in sieh ' 
übergehen, bilden also je ein 'Poltetraeder der Flache (L). 

Die von uns ausführlich behandelte quadratische Verwandtschaft hat, 
wie bereits erwahnt , WILRELN STAHL benutzt , um aus der Tangentenflache 
der Raurncurve vierter Ordnung zweiter Art die desmisohe Flache 12. Ordnung 
Iierzuleiten. Es  sei uns gestattet, mit wenigen Worten noch auf diesen Punkt 
zu sprechen zu kommen. 

Die desmische Flache 4. Ordnung fanden mir als Enveloppe eines qua- 
dratischen Büschels von Flachen 2. Ordnung mit gemeiusarnem Poltetrae- 
der (II, 31). Die reziproke Flache 4. Classe muss darum die Enveloppe einer 
quadratischen Schaar von Flachen 2. Classe sein. Diese Flachen 2. Classe 
haben 8 gemeinsame Tangentialebenen und berühren dieselben in den Punkten 
je eines Kegelschnittes k. Jeder dieser Kegelschnitte k muss die vier Ebenen des 
Haupttetraeders berühren. Die 8 singularen Flachen der quadratischen Schaar 
fallen namlich paarweise zusammen und ihre Kegelschnitte liegen in den 
Ebenen des Haupttetraeders. (Vgl. 1, 31.) Die gemeinsamen Tangentialebenen 
der Flachen der quadratischen Schaar entsprechen nun, wenn man sie zum 
Raume (x) rechnet, in unserer Yerwandtschaft einer Steiner'schen Flache des 
Raumcs (X) (III, 1) un? die in ihnen liegenden Kegelschnitte k einer Haupt- 
tangentencurve K der Steiner'schen Fliiche (III, 10). Den Schmiegiingsebenen 
dieser biquadratischen Raumcurve entsprechen ferner die Flachen der qua- 
dratischen Schaar selbst, und darum der Tangentenflache dieser Raumcurve 
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die desmisciie Flache 4, Classe. Die Tangentenflache ist von der 6. Ordnung 
und die desmisclie Fliiche von der 12. Ordnung. 

Betreffs der Eigenschaften der desmischen Flache, die sich sonach aus 
den Eigenschaften der Tangentenflache der biquadratischen Raumcurve ableiten 
lassen, sei auf die letzten Seiten der Stahl'schen Abhandlung verwiesen. 

Strassburg, den 13. Mai 1897. 
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La composizione dei Gruppi finiti il cui 
grado é la quinta potenza di un nu- 
mero primo. 

(Di G. BAGNERA, a Pderrno.) 

PREFAZIONE. 

C a n m p  ha per il primo posta 17iniportante questione (*) di costruire tutti 
i possibili gruppi di un dato grado n. 

Non bisogna, nenmeno lontanamente, sperare clle il problema, enunciato 
i n  termini cosi generali, possa in qualche maniera essere abbordabile : delle 
ipotesi sono necessarie sopra l'intero n per servire di fondamento ad un ra- 
gionamento qualsiasi, e le ipotesi che hanno condotto in questi ultimi anni 
ai pih rimarchevoli risultati si riferiscono al modo con cui l'intero n B com- 
posto con i suoi fattori primi. 

Tl sig. NETTO ha dato (**) tutti i gruppi il cui grado è il prodotto di 
due soli numeri primi eguali O diseguali; il sig. HOLDER ha,  per la  prima 
volta (""1, dimostraio che tutti i gruppi il cui grado è il prodotto di tre 
numeri prirni, eguali O diseguali, sono rnetaciclici (risolubili) (%***); poi, in 
un lavoro posteriore (*****), 10 stesso Autore ha  dato la composizione dei 

(*) CAYLEY'S Mathematical pupers, Vol. I I ,  125. 
(*a) NETTO. ~Yubstitut20nentheot-ie urzd ihre Anzmnduny auf die Algebra, 1882, pag. 133. 

(a**) HOLDER. Die einfachen Gruppen im ersten und aweiten Hundert der Ordnungs- 
zahlen. Mathematische Annalen, Band 40, a. 1892. 

(****) Ne1 presente lavoro mi  servo delle denominazioni che, per i gruppi finiti, sono 
state adottate da1 dg. H. WEBER ne1 suo libro: Leh~buch der Alyebra. 

(++*a) HOLDER. Die Gtuppen der Ordnungen @, p q2, p q r, $14. Mathernatische Annden, 
Band 43, a. 1893. 
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gruppi di tale grado e quella di tutti i gruppi, il cui grado è la  quarta po- 
tenza di un numero primo. 

Seguendo 10 stesso ordine d'idee, il sig. FROBENIUS ha osservato (*) che 
tutti i gruppi, il cui grado è il prodotto di quattro fattori primi, sono me- 
taciclici, fntta ecceziorie per il grado 2'. 3 .  5 = 60 dove si presenta i l  noto 
gruppo dell'icosaedro che è un gruppo semplice. Il sig. FROBENIUS è andato 
molto più in là : egli ha stabilito j due sorprendenti risultati generali che 
ogni gruppo, il cui grado è il prodotto di v fattori primi t ra  cui ve ne siano 
v - 1 eguali, oppure il prodotto di v fattor; primi due a due diseguali, é: ne- 
cessariamente metaciclico, e, chi ha interesse di conoscere le ingegnose di- 
inostrazioni di questi due teoremi, potrebbe leggerle ne1 libro del signor 
H. WEBER (**). 

Il sig. HOLDER, con molta fortuna, è ritornato sulla questione nel- 
l'anno 1895 (**" el ponendo a fondamento l'ultirno dei due citati teoremi del 
sig. FROBENIUS, ha dato la composizione e la classificazione di tutti i possibili 
gruppi, il cui grado è il prodotto di quanti si vogliano fattori primi due a 
due diseguali; inoltre, nello stesso lavoro, ha  stabilito il notevolissimo risul- 
tato che ogni gruppo di tale grado è necessariamente isomorfo ad  un gruppo 
lineare di permutazioni. 

Ma, dare ln composizione e la classificazione di tutti i gruppi, il cui 
grado è il prodotto di quanti si vogliano fattori primi eguali, è un problerna 
di ben altra portata. Su questo ripardo i risultati generali più importanti 
sono dovuti a SYLOW (****). 11 sjg. HOLDER, ne1 citato lavoro del 1893, ha 
format0 tutti i gruppi dei g r ~ d i  p3 e p4, e, quasi contemporaneamente, è ap- 
parso un lavoro dei sig. Y o u ~ o  (""***) il quale, in fondo, si è anche limi- 
tato a dare la composizione di tutti i gruppi dei gradi p3 e p4. 

Io  d o ,  per la  prima volta, la composizione di tutti i gruppi di 
grado p5. 

( Q )  FROBENIUS. Ueber auflosbare Gvuppen. Sitzungsberichte der Berliner Aka- 
demie, a. 1893, 1, pag. 337. 

(Y*) H.  WEBER. Lehrbuch der Algebra. Vol. I I ,  pag. 129 e sg. 
(*Y*) HOLDER. Die Gruppen mit quadratfreier Ordnungszahl. Go tt inger Nac hr. , 

a. 1895 
(*le*) SYLOW. Théorèmes sur les groupes de substitutions. Mathematische Annalen, 

Band V. 
(*23t**) YOUNG. On the determination of Groccps whose order is a power of a prime. 

American Journal of Mathematics, Vol. XV, a. 1893. 
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h precisamente a partire da1 valore v = 5 che il problema della com- 
posizione dei gruppi di grado p' mostra la sua vera faccia, giacchè, mentre 
qualunque sia il numero primo p esistono sempre : 

un solo gruppo di grado p; due soli gruppi di grado pz;  cinque soli 
gruppi di grado p3; soltanto quindici gruppi di grado p4 tiitte le volte che è 
p > 2 ;  per i gruppi di grado p5 accade invece che il loro niimero dipende 
essenzialmente da1 valore del nurnero primo p. 

Il cas0 particolare di p = 2 B stato tentato da1 Sig. LEVAVASSEUR : egli 
dice (*) di aver trovato più di settantacinque gruppi di grado 25 = 32 e di 
non avere ancora terminata la enumerazione; perb, i risultati del sig. LEVA- 
VASSEUR sono stati messi in dubbio da1 sig. MILLEB (**), il quale, sebbene 
giunga anch'egli a risultati non esatti, si accosta maggiormente al vero; 
giacchè, corne appresso si vedrà, i gruppi di grado 32 sono soltanto in nu- 
mero di cinquanta. 

Nella prima parte di questo lavoro, dopo di avere stabilito ne1 $ 1 il 
principio generale, che serve di fondamento alle successive ricerche, ritrovo 
anzitutto ne1 5 II i gruppi di grado p3 e p4: cib è stato necessario per po- 
tere, con uniformith di metodo, trattare i gruppi di grado pA. Le differenze 
che si potrebbero osservare tra la tahella che sta alla fine del detto paragrafo 
ed i risultati dei sig. HOLDER e YOUNG non hanno, e si comprende, nierite di 
sostanziale: esse provengono da1 fatto che io ho, qualche volta, scelto in 
modo diverso i tipi ridotti ; perb, nella maggior parte dei casi , per fare il 
confronto hasta cambiare il nome agli elementi generatori. 

Ne1 5 III poi mi occupo della composizione dei gruppi di grado p6, li- 
mitandomi al caso in cui questi posseggono più d' un divisore Abeliano 
d'indice p. 

Nella seconda parte del lavoro, la quale cornprende i $5 IV, V ,  VI 
e VII, è sviluppata l'analisj che riguarda gli altri casi, ed è data la classi- 
ficazione completa di tutti i gruppi di grado p5. 

La  classificazione, che ho adottata, a me basta per esser sicuro clie nessun 
gruppo di grado p5 mi sia sfuggito, e non mi curo di sapere se questa clas- 
sificazione sia più O meno conveniente ne1 caso generale. D'altronde, giacchè 
in ta1 cas0 nulla O poco è conosciuto, una classificazione generale sarebbe 
cosa perfettamente arbitraria. 

(") Comptes Rendus, a. 1896, t. 182, pag. 182. 
("*) Comptes Rendus, a. 1898, t. 122, pag. 370. 
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Quantuiique io abbia fatto ogni sforzo per dare la massima omogeneità 
ai  procedimenti, debbo confessare che, su questo punto, non ho potuto trion- 
fare giacché, ho dovuto spesso ricorrere ad artifizi ed a suddivisioni di ri- 
piego ancho nella ricerca dei gruppi appartenenti ad una medesima classe; 
ma, io dubito fortemente che questo fatto sia m a  necessità inerente alla na- 
tura del problema. 
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P A R T E  P R I M A .  

5 1. Generalita. 

1. Sia P un gruppo finito di grado lz e r una classe di f i  elementi 
sopra la cui natura non si fa alcuna ipotesi. Io suppongo che,  in un modo 
qualunque, si sia stabilita una corrispondenza S, univoca e reciproca, t ia  gli 
elementi del gruppo P e qiielli della classe r e denoto con S(e) l'elemento 
di T' che corrisponde all'elemento e di P. 

Essendo e' ed e" due arbitrari elementi di Y, si ponga pey dejnixione: 

S (e t )  S (eu) = S (e' eu) ; 

allora, rispetto a questa legge di composizione, gli elementi di r costituiscono 
un gruppo G= S(1') che si pub pensare come il più generale gruppo olop- 
dricnmente isomorfo a P. Chinmerb brevemente il gruppo G una rnppestn- 
tuxione di P in r : cambiando la corrispondenza S cambia, in geiierale, la 
leggc di composizione degli elementi di r e si ottiene un'altra rappresenta- 
zione di P in r. 

Se T è una operazione che permuta gli elementi di r, l'operazione TS  
stabilisce una nuova corrispondenza tra gli elementi di P e gli elementi di I', 
e pub accadere, i n  particolare, che le due corrispondenze S e T S definiscano 
la stessa legge d i  oomposizione negli elementi di I'. Allora, l'operazione 
S-' I ' S  fa corrispondere ad un elemento di P un elemento di P, in niodo 
tale che al prodotto di due elementi corrisponde il prodotto dei due elementi 
corrispondenti. Esprimerb questo fatto dicendo che l'operazione S-' T S pro- 
duce una trasformazione d'isomorfismo del gruppo P in sè. 

È chiero che tutte le po~sibili operazioni T, ohe corrispondono a trasfor- 
mazioni d' isomorfismo del gruppo P i n  sé, costituiscono un gruppo divisore 
del gruppo simmetrico delle permutazioni di n cifre. 

2. Siano : 
Ei, E2,..., a ,  (1) 

AnnaZi di Malematica, tom0 1. 19 
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elementi di r. Se, nella rappresentazione G = S (P), il composto : 

facendo percorrere ai  numeri interi indipendenti a ,  , a , ,  . . . , ccv dati sistemi 
di numeri, fornisce tutti gli elementi di r , e ciasc.uno una sola volta, dirb 
che il gruppo G possiede l a  base (1) a v dimensioni. 

.Denoti : 

(0 ( E , ,  E 2 , .  . . , Ev) = Y  (E,, E2,. . . , Ev), (2) 

una relazione tra  gli elenienti (l), e si faccia subire agli elementi di 1' una 
qualunque operazione T. Allora si passa dalla rappresentazione S ( P )  alla 
rappre~enta~zione T S (P) e viene percib ad essere cambiata la legge di corn- 
posizione degli eletnenti di r : dunque, la relazione (2 ) ,  che sussiste nella 
rappresentazione S (P), non si verifica, in generale, nella rappresentazione 
T ( G )  = T S ( P ) .  

Epperb, una volta fissate alcune relazioni come la  (2), io posso propormi 
il problema di cercare tutte 1. possibili operazioni T, che conservano le dette 
relazioni. Queste taii operazioni costituiscono un gruppo, il quale contient?, 
come divisore, il gruppo formato d a  tutte le operazioni T che coirispondono 
a trasformazioni d'isomorfisnio del gruppo P in sè. 

3. I o  mi debbo occupare ne1 presente lavoro solamente d i  gruppi Pv 
il cui grndo è una potenza p' di un numero primo p :  è quindi conveniente 
di fissare le idee al caso mio. 

S e  Gv è una rappresentazione qualunque di un tale gruppo in r ,  E: 
noto (*) che é possibjle costiuiie unit serie d i  composizione: 

tale che ogni termine della serie sia divisore normale di tutti i termini che 
Io precedono. L'ultimo termine G, della serie è allora un divisore norn~ale 
d i  grado p del gruppo Gv e quindi, I'elemento generatore El di Gl h a  la  
nota (**) proprietà di essere invertibile con tutti gli elementi di GY.  

(*) V. ad es. una mia N o t a :  Sopra i divisori normali d'indice primo d~ un puppo  
/Gzito. Rendiconti della R. Accademia dei Lincei. Vol. VII, 2 . O  sem., anrio 1898. 

(**) S e  E è un elemento di Gv di grado p k ,  dalla relazione E-1 El E= Ela s i  de- 
k 

duce u* - 1 (modp) e quindi cr = 1 (modp). 
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Gli elementi di G,, che godono la detta proprietà, formano evidentemente 
gruppo e questo gruppo, giacchè contiene G,, non pub coincidere col gruppo 
format0 dall'elemento identico. 

Cib posto, chiamerb divisore invertibile di G, il massimo divisore proprio 
di G, tale che ogni suo elemento S invertibile con qualunque elemento del 
gruppo principale G,, e supporrb, cosa sempre possibile, che questo divisore 
faccia parte della serie di  composizione (3). 

Bisogna osservare che il divisore invertibile H di un gruppo Gv è per- 
fettamente determinato, tranne il caso in cui Gv è un gruppo Abeliano : al- 
lora si pub scegliere corne gruppo H un divisore qualunque d'indice p di G,. 

Se ph è il grado di H, il numero : 

è un numero invariantivo del gruppo G, e questo numero è, per quel che 
segue, della massima iinportanza. 

Un gruppo G,, che ha  il numero invariantivo p,  sarà denotato con G?; 
cosi, ad es., i gruppi Gu0 sono gruppi Abeliani. 

4. Nella Nota citata precedentemente, supponendo che un gruppo 
finito G possegga divisori normali d'indice prinio p,  ho chiamato itzdipen- 
rlenti A d i  tali divisori, quando ln loro intersezione K ha in G l'indice pl, ed 
ho fatto vedere che, se A è il numero totale dei divisori normali indipendenti 

23" - 1 d'indice p contenuti in G ,  questo possiede - , e non più, divisori nor- 
p - 1 

mali d'indice p. 
Inoltre ho dimostrato che il gruppo complementare GIK è Abeliano ed 

Iia tutti i suoi elementi di grado p ;  dunque, due arbitrari elementi del 
gruppo G sono invertibili rispetto a mod. K e le potenze pme di tutti gli ele- 
menti di detto gruppo appartengono a K. 

In un gruppo G,, di grado y', ogni divisore d'indice p è normale, quindi 
si ha  A > - 1, ed io dico che si ha  A = 1 solamente quando il gruppo G, è 
ciclico. 

Siccome la proposizione si verifica per i gruppi di grado pz, basta pro- 
vare che, ammettendola vera per i gruppi di grado pv-', sussiste ancora per 
i gruppi di grado pv. Si chiami G, un dirisore normale di grado p del 
gruppo G,: se questo gruppo ha un solo divisore d'indice p, anche il gruypo 
G,I G ,  complementare di  G , ,  h a  un solo divisore d'indice p, e giacchb detto 
gruppo complementare è di grado pv-', esso è ciclico per ipotesi. Sia dunqiie 
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E un elemento di G, di grado pv-i rispetto a mod. G, ed E, un elemento 
generatore di G, . Se fosse EP"-' = 1, il gruppo G, , contrariamente all'ipo- 
tesi, ~mrnetterelibe il divisore d'indice p generato dall'elemento E ed il di- 
visore d'indice p generato dai due eleinenti Ep ed E, . Dunque, l'elemeato E 
è di grado pv e quindi G, è un gruppo ciclico. 

Cib posto, di ogni gruppo Gf io do anche il nurnero A dei divisori in- 
dipendenti d'indice p che il detto gruppo possiede e convengo di denotare GYP 

con G F X  quarido voglio mettere in evidenza il numero invariantivo 1,. 
È utile osservare che, se è 1 > 0, deve essere 2 < - 1. < Y  : cib risulta dalle 

case ultimamente dette. 
Inoltre si noti che, nell'ipotesi di p > O, il gruppo Gu 1 H non è ciclico, e 

yuindi esistono almeno due distinti divisori d'indice p di G, che conteiigono 
il gruppo H. 

5. Ritornando alla serie (3), che io chiamo una serie canovzicu di 
composizione di G,, sia Ei (i = 1, 2 , .  . . , v )  un elernento di Gi fuori di Gi-, 
e Go il gruppo format0 dall'elemento identico : siano poi E'i ,  E u i ,  . . . ele- 
menti qualunque di G;. 

Cià posto, giacche il gruppo Gil Gi-, i: un divisore normale di gradn 17 
del gruppo G, 1 Gi-, , risulta. che l'elemento Ei è invertibile con ogni elemento 
del gruppo G, rispetto a mod. Gi-, ; dunque, in particolare, supponendo j>  i ,  

dove gli elementi Eli-, ed E"i-, appartengonu, per quel10 che si B detto ne1 
n.' precedeiite, al gruppo K intersezione dei divisori d'indice p del gruppo G,. 

Data la serie di composizione (3) e, relativamente ad essa, definendo gli 
elernenti : 

E', Ev-1,. .., E l ,  

nell'arizidetto modo, il comlmsto : 

fornisce tutti gli elementi del gruppo G.,, e ciascuno una sola volta, attrj- 
buendo agli interi a,, a,-, , . . . , a, valori scelti ad  arbitrio ne1 sistema di nu- 
meri O ,  l ,  2 ,..., p- l. Dunque, gli elementi E,, E v - , , . . . ,  E, costituiscono 
una base a Y dimensioni del gruppo G, e tra i detti elementi sussistono le 
relazioni (4). Una tale base la chiamerb una base ca~tonica (*) di G,. 

(*) L'esistenza di una base canonica per lin gruppo di grado pv è stata, per la prima 
volta, dirnostrata da SYLOW, 1. c. 
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Quando si conosce una base canonica di Gu è 
itiia serie canonica di composizione del gruppo G,; 
ognuria di dette serie, si possono definire più hasi 

Sia : 

Ru 1 Eu-, , . . . , E l ,  

perfettamente individuata 
ma, in corrispondenza ad 
canoniche. 

una base canonica di G, diversa dalla precedente. L'operazione che porta ogni 
elemento k:;v k:;:~~.  . . F:? nell'elemento E;v E;:,' . . . E; I ,  e che rappresenterb 
con la notazione : 

lascia inalterata In forma di tutte le relazioni (4), ma cambia, in generale, gli 
elementi E';  ed Etri che ivi figurano. Si pub allora wegliere lloperazione T 
i n  modo che la rappresentazjone T (G,) sia, da un dato punto di vista, più 
con~eniente della rappresentazioue G, . 

Ma cib che è ancora più importante è il fatto die,  date due rappresen- 
tazioni del10 stesso gruppo P, in r e scegliendo in ciascuna di esse una base 
canonioa, si pub passare dalla serie di relazioni (4) relativa alla prima rap- 
prcsentazione alla serie di relazioni (4) relativa alla seconda rappresentazione 
rnediante una operazione T appartenente al gruppo delle operazioni che por- 
tano una base canonica in una base canonica. 

$ II. I Gruppi di grado pS e p4. 

6. Esistono soltanto tre gruppi G,O, i quali sono : 
un gruppo Ga0*', che è il gruppo ciclico ; 
un gruppo G,012, che h a  un elemeiito di grado p ~ d  un elemento 

di grado p il quale non è una potenza del primo; 
un gruppo G,0,3, che h a  tutti i suoi elemmti di grado p. 

Metterido in evidenza, per ciascuno di questi tre gruppi, gl'invarianti del 
si;. FROBENIUS (*), scriverb : 

G~~~~ 1 [p31 I Go,2 1 [ p21 [PI I , 1 [PI [PI [PI 1 . 

(") FROBENIUS U. STICKELBERGER. C~elle's Joumal, Vol. LXXXVI, pp. 221-236. 
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7. 1 gruppi G, che nori sono Abeliani sono gruppi G3J32a 
Se : 

E3 7 3; El 

è una base canonica di un tale gruppo, con le notazioni del paragrafo pre- 
cedente si ha  Gl = H =  K, e quindi è : 

dove il numero cc è primo con p. Allora, dati i due elementi E,, E,, si pub 
definire l'elemento E', mediante la relazione : 

e percio, nelle relazioni (I), ritengo n E i (mod p). 
Io ho, in questo modo, dirnostrato che, se esiste un gruppo P, rappre- 

sentato in I' da un G,'$', gli elernenti Es, Ez,  E, di una base canonjca del 
gruppo rappresentativo debbono soddisfare le (1). Bisogna pertanto provare 
che un tale gruppo P3 effettivamente esiste. 

Si considerino come elementi tutti i simboli: 

che si ottsngono attribuerido agli esponenti x, y, z arbitrari valori interi, e 
si ahiamino eguali due tali simboli quando si deducono l'uno dall'altro facendo 
variare ordinataniente i detti esponenti di p kB,  p ks , h l  ? purchè gl'interi hi, 
k,, k, soddisfiuo alla congruenza : 

h + p  k ,  + y  k , r O  (modp). 

Si ottengono cosi soltanto p3 elementi distinti. 
Cosi posto, se si assume come definizione del prodotto di due elementi 

la relazione : 

riesce facile verificare che, essendo A, B, C elementi (3)' sono soddisfatte le 
condizioni : 

l.a) se è . 4 = B ,  è A C = B C  e C A = C B ,  
2.") se è A C = B C  oppure C A =  CB,  è A = B ,  
3." in ogni caso, è (A B) C - A ( B  C). 
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1 simboli (3), rispetto alla legge di composizione (4), costituiscono dunque 
lin gruppo P,, di cui l'elemento unità è il simbolo eo, eo2 eO,, e se si rappre- 
senta detto gruppo in T' facendo corrispondere agli elementi esi e,Q1", es0 eZi e,O, 
e,O e,O el1 ordinatamente gli elernenti E,, E', , El, questi costituiscono una base 
canonica di un gruppo G3i-2 e soddisfano alle relazioni ( I ) ,  le quali percib, 
nel senso del sig. DYCK (*), definiscono sempre un gruppo G,i~Qualunque 
siano gl'interi e y. 

8. Ma, giacchè non sono da  considerarsi come gruppi distinti le di- 
verse rappresentâzioni di uno stesso gruppo, bisogna vedere come variano P 
e y relativamente al gruppo delle operazioni : 

che lasciano inalterata la (2). 
Ponendo : 

affinchè la relazione (2) si conservi, hisogna prendere E ,  = E,"; quindi, per 
non contraddire alla definizione dell'elernento E , ,  deve essere il determinante 
A = u s - v r primo con p. 

D'altra. parte, io osservo che le operazioni 1' appartenenti alla classe 
definita dalle relazioni : 

non alterano B e 7 e costituiscono un divisore normale del gruppo delle ope- 
razioni T definjto precedentemente; dunque, rispetto alla questione di cui mi  
sto occupando, posso ritenere eguale all'operazione identica ogni operazione 
di detta classe. In  questa ipotesi, le ( 5 )  definiscono un'unica opernzione che 
io rappresento con la notazione : 

Ora, si osservi che la relazione (2) dà subito : 

(3  (E3 E,)" = Es" Etn E, , 

("1 W. DYCK. &uppentheoretische Studie~z. Mathematische Annalen, Band XX, a. 1882. 
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e quindi, se è p > 2, si ha : 

Dunque, se 8, e y, sono i nuovi valori di fi e y dopo avere eseguita la detta 
oyerazione, si trova : 

Allora, se @ e y sono entrambi nulli (mod p), Io stesso accade per P ,  e y, 
ed il gruppo G,'?"a tutti i suoi elemeriti 'di grado p ;  in cas0 contrario uria 
almeno delle due operazioni : 

lia i l  determinante primo con p, e questa porta f i  e y ordinatamente nei resti 
1 e O presi rispetto al rnodulo p. 

In  conclusione esistono, se è p > 2, due soli gruppi G3L12 in corrispondenza 
alle due serie di formole : 

e, tralasciando di scrivere le relazioni che esprimono che l'eleniento El ap- 
partiene al divisore invertibile A, questi due gruppi sono perfettamente de- 
terminati dalle relazioni (7) insieme alla (2). 

9. 11 caso di p = 2 esige una breve analisi particolare. In questa ipo- 
tesi, tutte le possibili operazioni : 

formano un gruppo di grado sei che pub essere generato dalle due opera- 
zioni : 

di secondo e terzo ordine rispettivamente. 
Osservando che la (6) d à :  

si vede che l'ipotesi di E2g = E, ed Et = E, non è cambiata dalle dette due 
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operazioni; mentre qualunque altro caso si pub ridurre a quel10 in cui é 
Q =  1 ed ESe= 1. 

Dunque, anche qunndo è p = 2, esistono due soli gruppi G,i*8 di grado 
Y = 8 definiti dalle due serie di formole : 

e dalla relazioiie (2). 
10. Passo ora ad occuparmi dei gruppi di grado p4 corninciando a 

scrivere senz'altro i gruppi di tale grado che sono Abeliani. 
Esistono soltanto c i q u e  gruppi G40 i quali sono : 

un gruppo G,o+, due gruppi G,Olg, un gruppo G,@ ed un gruppo G,Ot4. 
Mettendo in evidenza i rispettivi jnvarianti, rappresenterb i detti gruppi 

ne1 seguente modo: 

Il gruppo G40fi è il gruppo ciclico di grado p4; il primo dei due gruppi 
G,OlZ ha p divisori C*,O1l ed un solo divisore G30>2, inentre il secondo ha p + 1 
divisori G,Olg; il gruppo ha un solo divisore G,018 e pe + p divisori G30'2; 

p4 - 1 finalmente, tutti i - divisori d'indice p del gruppo G4014 sono gruppi G3013. 
P - 1  

11. 1 gruppi Gd che non sono Abeliani sono gruppi G,' oppure gruppi 
Gd2: io comincio ad occuparmi dei primi. 

Sia: 
4 G3, G2, G, ,  

una serie canonica di  composizione di un gruppo G,' scelta in modo che si 
abbia G ,  = H. 

Giacchè esistono (n." 4) due divisori d'indice p d i  Gli che contengono Hl 
il gruppo K, o coincide con H oppure è un divisore proprio di H, secondo 
che G,' è un G,'-g od un G4'13. 

Cib posto, se : 
E4j E3, En, El, 

denota una base canonica relativa alla precedente serie di composizione, si ha:  

Eai E, E4 = E, E,', E; = E,", E; = E,"', Es S: Eil, Ef = 1. (8) 
Annali di Matematica, tom0 1. 30 
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Trattandosi di un  gruppo G,', l'elemento E3 non è invertibile con E,, 
mentre il contrario accade per l'elemento 1$; clie appartiene a d  H, quindi, 
dalla prima delle (8), risulta E,' è un elemento di grado p ed io posso 
ritenere E?' =El.  Allora, la prima delle forinole (8) si pu6 sostituire con : 

S e  il gruppo H = G, B ciclico, Ez" ed E,'" sono potenze di E,; quindi, 
wegliendo Ei in modo che sia Et = E , , le ultime quattro delle relaziorii (8) 
si possono, i n  questo caso, sostituire con : 

Dopo cib, si pub subito diinostrare che le formole (9) e (101, insieme a 
quelle che esprimono che l'elemento E, appartiene ad H, definiscono, qua- 
lurique siano gl'interi n e P, un gruppo G,'. 

Si considerino i simboli che si ottengono da:  

attribuendo ad  x ,  y ,  z ,  t arbitrari  valori inter i ,  e si chiamino eguali due 
tali simboli quando si possono ottenere l'uiio dall'altro facendo variare i detti 
interi ordinatamente di p k4 , p k3 , I L , ,  h ,  , purchè sia : 

Dietro questa convenzione si ottengono solamente p4 simboli distinti. 
Ora, ponendo per definizione: 

riesce facile verificare che, rispetto a questa legge d i  composizione i simboli 
e," e3y eZZ e,t costituiscono un  griippo. Se  si rappresenta questo gruppo in I' fa- 
cendo corrispondere ai simbolj : 

ordinatamente gli elementi E4, E3, E2, El, questi costituiscono una hase ca- 
nonicn di  un gruppo G,' e verificano le relazioni (9) e (10). 

S i  osservi che 1' operazione : 

cambia a e p rispettivamente in cz + l p  e fi + p p  ; quindi , se u e p sono 
multipli di p ,  si pub supporre a = = 0. 
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Se uno dei due numeri a, B è primo con p, io suppongo che sia 0 primo 
con p giacchè, in caso contrario, scarnbio a in 0 mediante l'operazione: 

poi, eseguendo la trasformazione : 

( 
E4 Es E9 Et 
~f ES E: E:, j 

mi riduco al  cas0 di = 1. Cib posto, cambiando l'elemento El in E4 Es-". 
si vede facilmente che si pub sempre ritenere cz = 0. 

Esistono percib due soli gruppi G,' che hanno il divisore invertibile ci- 
clico e questi due gruppi sono definiti dalla (9) e dalle seguenti modificazioni 
delle (10): 

-- 

Ef=1 ,  E $ = l ,  Eg= Ei, E f = 1  

E f = l ,  E : - E , ,  E$=Et ,  E$=1 

11 primo di questi gruppi è un G,'j3 e fra tutti i suoi divisori d' indice p 
ve ne sono p h o n  Abeliani; il secondo gruppo è un G14ae e tutti i siioi p + 1 
divisori d' indice p sono Abeliani. 

12. Si supponga ora che il gruppo H = G,  non sia ciclico. Allora le 
ultime quattro delle relazioni (8) si scrivono : 

Per  dimostrare c,he le formole (9) e (11) definiscono, in ogni caso, un 
gruppo G,' , basta ripetere il ragionamento del n.' precedente , convenendo 
perb, per andare d'accord0 con le (Il),  d i  ritenere eguale al sirnbolo: 

ogni altro che d a  quel10 si ottiene facendo variare gli esponenti ordinatamente 
di p k ,  , p k,, h,, h ,  in modo che siano soddisfatte le congruenze : 

Se il gruppo G,' è un Gd1$, almeno lino degl'interi a, y deve essere primo 
con p ed io suppongo che sia y primo con p. Allora si pub definire l'ele- 
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mento E, mediante la relazione E$= E,; poi, chiamando E, l'elemento 
E, Es-" mi riduco al caso di a = O. Cib posto, se non é p un rnultiplo di p, 
la trasformazione : 

. (  
E4 Es Ez Ei 
E4 Et  Et Ef 

porta f i  in 1. 
1 y 

Esistono percib due gruppi G,'lg tali' che il divisore invertibile abbia tutti 
i suoi elementi di grado p e questi due gruppi corrispondono alle seguenti 
modificazioni delle formole (II):  

Se il gruppo G,' è un gruppo nelle (11) bisogna supporre a = y = 0, 
ed d o r a  è necessario distinguere il caso di p > 2 da1 caso di p = 2. 

Ne1 primo caso, se è = d = O, il gruppo G,is ha tiitti i suoi elementi 
di grado p, e cib risuha dalla formola: . 

se ilivece uno dei due riurneri p, d è primo con p, io posso supporre che sia 
8 primo con p. Allora, facendo la trasforrnazione : 

mi riduco al cnso di d= 1; poi, chiamando E, l'elemento E, Es-8 porto B in O. 
Esistono quindi, ne1 presente caso, due soli gruppi G4jlS i quali sono de- 

finiti dalle forrnole: 

E f = 1 ,  E ; = l ,  E p = l ,  E f - 1  
- 

E I ; = l ,  E I = E , ,  ES-1, E l = l  

e dalla formola (9). 
Nell'ipotesi di p = 2, tenendo presente la (12), si vede subito che il caso 

Ei = E,, E: = E, è irreduttibile, mentre qualunque altro caso si riduce a 
quel10 in cui è E: = 1, EB = 1. 
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Dunque, anche quando è p = 2 ,  esistono due soli gruppi G,493 tali che 
il divisore invertibile non S ciclico e questi due gruppi corrispondoiio alle se- 
guenti modificazioni delle formole (11) : 

13. Ritornando alla distinzione fatta al principio del n." 11, io mi 
voglio ora occupare dei gruppi G4 che sono G,2 e comincio col diniostrare 
che un tale gruppo possiede sempre un divisore Abeliano d'indice p ed uno 
solo (*). 

Sia : 
G," G3, G2, Gi , 

una serie canonica di composizione di un gruppo Gd0 e si oonsiderino le classi 
distinte di elementi : 

, E r  O , ,  E U  G , ,  . . . 
contenute in G,P. Ognuno degli elementi El, El1, . . . deve trasformare un 
elemento E, di G, ne1 prodotto di E, per una potenza di E,; ora, giacchè 
gli elementi Er ,  E", . . . sono in numero di pa - 1, necessariamente esistono 
due tali elementi, per es. Er ,  E", che trasformano E, ne1 prodotto di E, per 
una stessa potenza di E,; quindi l'elemento El-4 E", che non sta in G , ,  è 
invertibile con E,. Se chiamo E, i l  detto elemento, i tre elementi E,, E,,  E,, 
permutabili due a due, generano un gruppo Abeliano il cui grado non è mi- 
nore, e non pub essere rnaggiore di p3. 

Se il gruppo Gde avesse due divisori Abeliani di grado p3, la loro jnter- 
sezione, che è di grado p; dovrebbe essere contenuta ne1 gruppo H il quale 
è attualmente di grado p :  dunque la mia. tesi é dimostrrcta. 

Uib posto, io dico che ogni gruppo Gd2 é un gruppo G4211. Infatti, se 
fosse possibile un gruppo G4q3, per un ta1 gruppo sarebbe II= H -  Q, e 
quindi sarebbe : 

(") Questo risultato è stato coinunicato per lettera da1 sig. H ~ L D E R  al sig. MILLER. 
Cfr. MILLER. Sur les groupes de substitutions. Comptes Rendus, t. 122, a. 1896, pag. 371. 
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con B primo con p. Allora, scegliendo l'inter0 m in modo che sia fi r)z + O: = O 
(modp), l'elernento E3 EZm risulta permutabile con E: e quindi G, non sa- 
rebbe il solo divisore Abeliano d'indice p contenuto in G,2,3. 

Le considerazioni che precedono mostrano che è possibile determinare 
una base canonica: 

4 ,  EQ,  Z, G ,  
di un gruppo G 4 5 n  modo tale che sia: 

Dopo cib si osservi che l'elemento E4 sta certamente in K= G,  ; ma, giac- 
ckè il detto elemento è invertibile con E4, esso sta in G, = H. 

Inoltre se è p > 2, dalle (13) si ricava: 

e siccome E; sta in Hl* deve essere a = 1; quindi l'elemento ES, che ri- 
sulta allora invertibile con E4, sta in H. Si ha  dunque: 

E:=E,", E{=E,P, E$=1 ,  EZ;=l. (14) 

Le formole (13) e (14) definiscono sempre un gruppo Gd"," tutte le volte che 
è p > 2 .  

Infatti, considero i simboli già precedentemente definiti: 

e, corne mi consigliano le (14), chiamo eguali due tali simboli quando si pos- 
sono dedurre l'uno dall'altro facendo variare ordinatamente gli esponenti di 
p k,, p k, ,  p k,, h , ,  purchè sia: 

a k4 + B ks + hi = O (mod p); 

inoltre, per andare poi d'accordo con le (13), pongo per definizione: 
3Clv e3Yrff e,a"f (e,"' e , ~ '  e,"' et') (e,"" e ,~"  e,"" e,t ') = e, eitrfr 9 

essendo : 
= +. ) y'1' =yf  + yfi, .&"If1 = Of + zlf +y '  xfl, 

Poste' queste definizioni e chiamando A ,  B, C tre qualunque elementi come 
e,% e,y e? e t , ,  quando si vuole stabilire che tutte le volte che è A= B è an- 
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che ,4 C = R G, bisogna tenere conto della coridizione p )  2 ; e supponen- 
clola verificata, le dette definizioni dài~iio origine ad un gruppo che è rap- 
presentato in r con un G4?.?, e facendo corrispondere ai simboli: 

ordinatainente gli elementi E,, E3, Er, E,, questi elementi verificano le re- 
lazioni (13) e (14). 

14. Ponendo a fondamento le dette relazioni, la serie canonica: 

G4"" G3, G2 7 G1, 

è perfettamente determiiiata ne1 senso che, se: 

F,, E,, E2, E,, 

è un'altra base canonica di G,2j2, tale che l'operazione: 

non a,lteri la forma delle (13) e (14), ln detta base definisce la stessa serie 
canonica. 

Ponendo dunque, nella più generale maniera: 

E , r  E; E;, E , r  Ei, (mod (3, (1 5 )  

affinchè si conservino le formole (13) si deve scegliere E, = E , U s  (mod Gd) 
ed F '1 - - E,"'s; allora, per non contraddire alla definizione di E,, bisogna sup- 
porre u ed s primi con p. 

Se dopo avere definita in ta1 modo la nuova base E,, E,, E,, K i ,  si fa 
l'operazione che porta la detta base in E;, E3, E2, E, e si chiamano a, e P, 
i valori trasformati di u e f i ,  si trova facilmente: 

U ' S  a, = a u  + p v, u2 p,  E B ,  (modp), 

purchè si supponga p> 3 e si osservi che, in virtù delle (13), si ha: 

Sia, in prima ipotesi, B = 0: allora, se non è a = 0, scegliendo u = 1 ,  
s = a, ottengo a, =- i (modp). 

Sia, i n  eeconda ipotesi, P primo con p : allora, posso scegliere v in modo 
che sia a, E O (modp); inoltre, se P è un residuo quadratico di p, posso de-  
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terniinare u in modo che sia ,13, = 1 (modp); e se B non è residuo qiladra- 
tico di p, essendo E una qualunque radice primitiva di y, posso determinare u 
in modo che sia p, E E (mod p). 

Esistono dunque , se è p > 3 ,  qiiattro gruppi Gle>l, i quali sono definiti 
dalle (13) e dalle seguenti modificaziorii delle formule (14): 

1 

Il divisore Abeliano G3 dei primi due gruppi è un G3O4 e quello. degli 
iiltimi due è un GS04. 

15. Si supponga ora p= 3. 
Giacchè due qualunque operazioni T appartenenti alla classe definita 

dalle congruenze (15) per dati valori di u, v, s, producono 10 stesso ~ffet to 
sopra i numeri a e p che figurano rielle formule (14), io ritengo eguali tutte 
le operazioni appartenenti alla detta classe e quest'unica operazione la rap- 
presento col sirnbolo : 

Tutte le 
un gruppo di 

possibili operazioni cos1 
grado 12; ma, giacchè 

definite costituiscono, ne1 presente caso, 
I'operazione : 

O ' 
- 1  1 '  

non cambia a e p, io la posso ritenere eguale all'eleinento identico del detto 
gruppo e quindi il grado di questo si riduce a 6. Il gruppo di grado 6, che 
qui si presenta, è isomorfo a quello di cui ho discorso ne1 n." 9 e si pub ge- 
nerare mediante le due operazioni : 

che sono rispettivamente di secondo 

I O  : i y  

e terzo ordine. 
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La prima di queste operazioni cambia a in 2 a e la seconda camhia a 

in a +fi + 1; ma, nè I'una nè I'altra alterario B. Dunque, se P è O od 1 ,  
posso sempre supporre a = O, e se è = 2, posso ridurre il caso di  a = 2 al 
caso di a = 1. 

Esistnno quindi, anche quando è p = 3, quattro gruppi 
rispondono alle segiienti modificazioni delle formole (14) : 

G,P*e i quali cor- 

l 

I 
E j = l ,  E i = l ,  E l ,  E i = 1  

Soltaiito per il primo di queeti gruppi il divisore Abeliano G,  è u n  G,O-s; per 
gli altri tre gruppi il detto divisore è un G , o ~ .  

16. Io consiciero finalmente il caso, finora escluso, di p = 2 ,  per i l  
quale non suasistorio le formole (14). 

Le  relazioni (13) dànno: 

e siccome E: S ~ R  in H ,  deve essere E; = E!; allora, l'elemento Ei che, a 
causa della prima delle dette relazioni? non risulta permutabile con E,, è una 
Potenza impari di E2. 

Le (14) debbono dunque essere sostituite con le formole: 

ed é facile vedere che, tutte le volte che (3 è impari, queste formole e le (13) 
definiscono un gruppo di grado 2 4 =  16 che è un G4',2. 

Cambiando ora la base canonica e ponendo, nella maniera più generale, 

la corrispondente operazione T non altera ma cambia a in un numero a, 
tale che : 

P + l  S a , = & + -  
2 V 7  

(mod 2). 

Annali di Matematica, tomo 1. 
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Dunque, se B P = 1, si pub sempre ritenere a = 0, ma, se è P = 3, bisogna 
distinguere il caso di a = O da1 cas0 di a = 1. 

Esistono percib tre gruppi di  grado 1 6  che sono G,e~e, i quali sono de- 
finiti dalle formole: 

I 
E :  = 1 ,  E; = Ez, E: - E t ,  E ;  == 1 

E : = l ,  E i=EeEt ,  E i - E t ,  E i=1  

E i = E , ,  Ei=EzEt ,  E,Z=Et, B : = l  

insieme alle formole (13). 
Per questi tre gruppi il divisore Abeliano G, è ciclico. 

17 I o  riepilogo brevemente i risultati ottenu ti ne1 presente paragrafo. 
Esistono soltanto cinque gruppi di grado p3, dei quali: tre sono gruppi 

G,o e gli altri due sono gruppi G,'lP. 
Esistono soltanto quuttorclici gruppi di grado 2' = 16, dei quali: cinque 

sono gruppi GA0, tre sono gruppi G4'le, tre sono gruppi G,'lS ed i rimanenti 
tre sono gruppi G,23z. 

Per  tutti i valori del numero primo p > 2 esistono soltanto quindici 
gruppi di grsado p4, dei quali: cinqrie sono gruppi G,O, tre sono gruppi G4'12, 

tre sono gruppi G4'33 ed i rimanenti quattro sono gruppi G4"g. 
L e  formole di composizione di tutti questi gruppi sono rappresentate nella 

seguente tabella : 

Gruppi di grado pS. 

1. Gruppi G ;  1 [P", [P'I [PI, [ P l  [ P I  [PI l. 
II. Gruppi G,i3 1 E3-i E2 E3 - EP El , H (E,) 1. 

- 
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Gruppi di  grado p4. 

III. Gruppi G,e = Gde,*, 1 H ( E J  ). 

3,- E E = E E E,-i E, E4 = Es Et , 

$ III. 1 Gruppi G 5  e Gsi. 

18. Esistono sette - gruppi Abeliani di grado p5, i quali sono : un 
gruppo G503', due gruppi GsOlg, due gruppi GcS, un gruppo GsO>' ed 

un gruppo G,G5. 
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Mettendo in evidenza per ciascuno di questi sette gruppi gl'invarianti 
del sig. FROBENIUS, li rappresenterb ne1 seguente modo : 

11 gruppo Ga0*i è il gruppo oiclico di grndo p 5 ;  il gruppo G,0s4 possiede 
p4 - 1 -- 1 divisori G,013 ed un solo divisore G?', meutre tutti i divisori d'in- 
P - 1  
dice p del gruppo G503j sono gruppi G,0,4. I l  primo dei due gruppi G,Ot2 ha 
un solo divisore G;J 1 [ p 3 ]  [pl 1 e p divisori GAO?', mentre il secondo dei detti 
due gruppi h a  p divisori G,OJ 1 [p3] [pl 1 ed un solo divisore G22 1 [pz] [ p z ]  1. 

Finalmente, il primo dei due gruppi G,"3 ha un solo divisore G;lS e 
p (p + 1) divisori G,"Z 1 [ p 3 ]  [ p l  1, mentre tutti i divisori d'indice p del secondo 
dei detti due gruppi sono : p + 1 gruppi Gdo3 e p2 gruppi G,"12 1 [pz] [pz] 1. 

Io mi limito a dimostrare soltanto quel10 che ho asserito relativamente 

al gruppo [ p'l [ P'I [PI. 
Scegliendo in modo couveniente tre elementi Et', E', E dei gradi pz, - 

pz,  p rispettivamente, un arbitrario elernento di un tale gruppo si pub rap- 
presentare con : 

E"" E'P Er, 

dove a, f i ,  y sono tre interi presi ordinatarnente rispetto ai  moduli pz, pz, p. 
1 tre gruppi di grado p4, costituiti rispettivarnente dagli elementi dei se- 

guenti tre tipi: 
E f r p  EIS EY, E1la E1pp E>Y Elfa E1p , 

sono indipendenti, perché s'intersecano secondo il gruppo ILr di grado p2 CO- 

stituito dagli elemeriti del tipo: 

Inoltre, un elemento qualunque del detto gruppo di grado pe è la. pma 
potenza di un elernento del gruppo principale e quindi questo non pub avere 
pib di tre divisori indiperidenti d' indice p: dunque il gruppo principale 
[ p z ]  [pz] [pl è un G5°13- 

Tutti gli elementi di grado p di questo gruppo formano il gruppo G3q3 
costituito dagli elementi del tipo: 
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Dei divisori d'indice p del gruppo principale, quelli che contengono G3013 

sono necessariamente gruppi G,093 e ,  pensando al gruppo complementare di 
G,""el detto gruppo principale, si vede subito che il loro numero è p + 1. 

Inoltre, ogni divisore G,o" del gruppo principale contiene evidentemente 
G,": dunque il detto gruppo povsiede p + 1, e non più, divisori G:J. 

Cib posto, i rimaneriti p2 divisori d'indice p sono necessariamente gruppi 

Gd",' I [P'I [Pl 1. 
19. 1 gruppi G,' possono essere O gruppi G,'>" gruppi C;,'J, oppure 

gruppi G51,4, ed io mostrerb che effettivamente esistono gruppi in ognuna di 
queste classi. 

Sia; 
G5'7 Gd, G . 3 ,  G, ,  G, ,  

una serie canonica di un gruppo G5' scelta in modo tale che sia G, = H, ed: 

una base canonica relativa alla detta serie. 
Giacchè la potenza A': sta in H, 1' elemento E',, che figura nella re- 

lazione E,-i E, E5 = E, E'3, è di grado p ed io 10 posso assumere corne ele- 
mento E,; quindi si ha: 

E5-' E4 E5 = El E; . (1) 

Se il gruppo H è ciclico, scegliendo opportunamente 1' elemento E3, POSEO 

scrivere : 
a= E& E $ = Q ,  E$=Ee,  E$==E1, Ef-1; (2) 

e si pub facilmente dimostrare che,  qudunque siano gl'interi a e f i ,  le for- 
mole (1) e (2) definiscono un gruppo G,'. 

Cib posto, si osservi che l'operazione: 

cambia a e P rispettivamente in a + h p  e + k p ;  dunque, se a e B sono 
multipli di p, si pub supporre a = P = 0. 

Se uno dei due nurneri a, p è primo con p, io suppongo che sia f i  primo 
con p giacchè, in caso contrario, scambio a in mediante I'operazione: 
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poi, eseguendo la trasformazione: 

mi riduco al caso di f i  1. Dopo cib, chiamando E5 l'elernento E5 si 
.vede facilmente che è sempre lecito ritenere u = 0. 

Esistono quindi due soli gruppi G,', che hanno il divisore invertibile ci- 
clico, i quali sono definiti dalla (1) e dalle formole: 

Il primo di questi gruppi è un G,'13 e fra tutti i suoi divisori d'indice p, 
i quali s'intersecano in Gp, ve ne sono pz non Abeliani; il secondo gruppo 
è un Gsi.e e tutti i suoi p + 1 divisori d'indice p sono Abeliani. 

20. Si supponga ora che il gruppo H =  G3 sia un G3oyz. 
In questo caso, sceglieiido corne gruppo Gz l'unico divisore non ciclico di 

grado p%he possiede H, due ipotesi sono possibili rispetto all'elemento E;,  che 
è necessariamente di grado p: O questo elemento sta in G,  oppure è fuori 
di G,. Nella prima ipotesi poaso supporre' Eb = El, e nella seconda ipotesi 
pongo Esp= Ee: si hanno in corrispondenza ai due casi le due serie di for- 
mole : 

Io dimostro ora che le (3) e la (1) definiscono sempre un griippo G,I 
qualurique siano gl'interi cc, P, 7, 8, e in un modo perfettamente analogo si 
pub dimostrare che anche le (4) e la (1) definiscono, in ogni caso, un gruppo GSi. 

Si considerino i simboli che si ottengono da.: 

attribuendo ad z, y, x ,  t ,  w arbitrari valori interi, e si chiamino eguali due 
tali simboli quand0 si ottengono l'uno dall'altro facendo variare i detti interi 
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ordinatamente di p k,, p k,, h,, h,, h , ,  purchè sia: 

p k , f - . J ' k , +  h,=O, (modp). 

Dietro questa coiivenzione si ottengono soltanto p6 simboli distinti. 
Ora, ponendo per definizione : 

si pub subito verificare che, rispetto a questa legge di composizione, i sirnboli 
considerati costituiscono un gruppo P5. Se si rappresenta questo gruppo in I' 
facendo corrispondere ai  cirique elementi di P,: 

ordinatainente, i cinque elementi E,, E,, E1, E,, El di r, questi elementi 
costituiscono una hase canonica di un GS1 e verificano le relazioni (3) ed (1). 

10 non ripeterb in seguito un simile ragionarnento, che deve essere oramai 
familiare al Icttore: mi limiterb solamente ad  asserire, quando si p r e s e n t ~  i l  
caso, che una data serie di relazioni definiscono un gruppo di un% data 
classe. 

Riferendomi alle formole (3), se i numeri o! e y sono multipli di p, sic- 
corne la trasformazione : 

cambia i detti numeri rispettivamente in a + h p  e y + k: p ,  posso supporre 
a = y = O. Cib posto, se uno dei due numeri P, 3 B primo con p, ritengo, 
senza nuocere alla generalità, 8 primo con p e pongo a definizione dell'ele- 
mento E2 la  relazione Eh'= E:; allora, cambiando Es E4-P in Es, si vede fsl- 
cilmente che si pub assumere B =O.  Ottengo quindi due gruppi G,' definiti 
dalla (1) e dalle relazioni: 
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Il primo di questi gruppi è un ed il relativo gruppo K coincide 
con Go, mentre il secondo è un G',',' ed  il relativo gruppo K coincide con G, . 

S e  uno dei due numeri a ,  y B primo con p ,  posso supporre che sia 7 
primo con p: allora, facendo l a  trasformazione: 

ottengo Ez= Es. Cib posto, chiamando P5 l'elemento E5 Eza, si vede fa- 
cilmente che si pub assumere a = O ;  allora, se è B primo con p, pongo a de- 
finizione delll elemento E, la relnzione E [  = E2. 

Ottengo quindi due nuovi gruppi Ggi definiti dalle (1) e dalle formole: 

I l  primo di questi gruppi è un G , ' ~ h d  il relativo gruppo K coincide 
con H, mentre il secondo è un G g i 3  ed il relativo gruppo K coincide col 
gruppo cjclico generato dall'elemento Z&. 

21. Riferendomi alle formole (4), siano, in  prima ipotesi, tr e y mul- 
tipli di p: in tale caso posso supporre corne prima CC = 7 = O. Cib posto, se 
uno dei due numeri ,O, d' è primo con p, io suppongo 8 primo con p; poi, 
facendo la trasformazione: 

mi riduco al caso di 8 = 1. Allora, supponendo p >  2 e chiamando R5 l'ele- 
mento E: E;B,  OSSO supporre P = 0. 

Ottengo percih due gruppi i quali, nell'attuale ipotesi di  p > 2, sono di- 
stinti ,  e questi gruppi sono definiti dalla (1) e dalle seguenti modificazioni 
delle formole (4): 
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Entrambi questi gruppi appartengono alla classe dei gruppi G,'" ed i 
relativi gruppi K coincidono con G,. 

Se invece B p = 2, si vede subito, pensando alla (l), che il caso di E, = E, , 
E, = E, non è riducibile ad alcun altro caso, mentre poi tutti questi altri 
casi sono riducibili al caso di E5 = 1, E, = 1. 

Dunque ottengo due gruppi G,' di grado 25 = 32, i quali sono definiti 
dalle forrnole : 

insieme alla formula (1). 
Entrambi questi gruppi sono gruppi GblP e ,  in ognuno di essi, il divi- 

sore R coincide con Gp.  
Sia, in seconda ipotesi, uno dei due numeri a, y primo con p e precisa- 

mente si supponga .J primo con p. Allora, facendo la trasformazione: 

ottengo E$' = E3. Cib posto, chiamando E, l'elemento E5 Eau, posso ritenere 
= 0; poi, se non è fi multiplo di p, facendo la trasformazione: 

mi riduco al caso di p = 1. 
Ottengo percib due gruppi G5', che sono definiti dalla (1) e dalle formole: 

Ognuno di questi due gruppi è un gruppo G;?' che ha il relativo divi- 
sore K coincidente con H. 

Annali di Malematica, tom0 1. 22 
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22. Io abbandono ora l'ipotesi fatta al principio del n." 20 e sup- 
pongo invece che il gruppo H = G, sia un G30J. 

In questo cas0 si pub porre nella più generale maniera: 

e queste formole, insieme alla (l), dehiscono senipre un gruppo G,' qualun- 
que siano gl'interi a, B, 1, 7, 8, p. 

Siano, in prima ipotesi, i quattro numeri a, B, 7, 6' multipli di p. Allora, 
se uno dei due riumeri 1, ,LA è primo con p, io suppongo p primo con p; poi, 
mediante la traformazione : 

mi riduco al caso di p= 1. Ci6 posto, se è p 2, chiamando E, l'elemento 
E5 E,->., si vede che è Iecito ritenere 1. = 0. 

Si hanno quindi due gruppi Ggi in corrispondenza alle formole: 

per ognuno Questi due gruppi appartengono alla classe dei gruppi GSi4 e ,  
di  essi, il gruppo Ii coincide con G,. 

Se è p = 2, si vede facilmente che il caso di E5 = E,, ES = E, si tra- 
sforma sempre iii sè stesso mediante le operazioni T, che lasciano inalterata 
la (1) e la forma delle (5), mentre qualunque altro caso è riducibile a quel10 
in cui è &'= 1, E: = 1. 

l'ercib si hanno due gruppi G,' di grado 32 in corrispondenza alle due 
serie di formole: 

e questi due gruppi agpartengono alla classe dei gruppi Gs't4. 
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Sia,  in seconda ipotesi, uno dei numeri a, p, y, cl' primo con p. In  ta1 
caso, senza nuocere alla generalità, si pub ritenere che uno dei due numeri 
y ,  CI' sia primo con p e quindi è lecito porre a definizione dell'elemento E2 
la relazione E; = .E2 ; allora chiamando E5 l'elemento E, Il:,-+, si vede che 
si pub assumere ,û = O. Cib posto, se a è primo con p, pongo a definizione 
dell'elemento E, la relazione Ef = E, ; in cas0 contrario, bisogna distinguere 
l'ipotesi di A primo con p da quella in. cui B A un rnultiplo di p ;  e ,  nella 
prima ipotesi, facendo la trasformazione : 

mi riduco al ca,so di 1 = 1. 
Si hanno quindi tre gruppi G,' che sono definiti dalla (1) 

lificazioni delle fortnole (5 )  : guenti mod 
e dalle se- 

11 primo di questi gruppi è un Gsi?', rnentre gli ultimi due appartengono 
alla classe dei gruppi G5'v3. 

23, Riepilogando: qualunque sia il numero primo p, io ho trovato ne1 
presente paragrafo ventidue gruppi di grado p5. 

Di questi ventidue gruppi, sette sono Abeliani e quindici sono gruppi (2,'. 
1 quindici gruppi G,' trovati sono tutti i poseibili gruppi G,' e sono: 

cinqzce gruppi G,'." sette gruppi G,'" e tre gruppi G5i*4. 
1 detti ventidue gruppi di grado p5 sono brevemente rappresentati nella 

seguente tabella : 
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La composizione dei Gruppi finiti il cui 
grado é la quinta potenza di un nu- 
mero primo. 

(Di G. BAGNERA, n Palerrno.) 

PARTE S E C O N D A .  

9 IV. 1 Gruppi Gsf 
che non posseggono alcun divisore Abeliano d'indice p. 

24. 1 gruppi Gb2 possono essere O gruppi G,012 O gruppi G,y,3 giacchè, 
corne ora dimostrerb, non esistono gruppi G,q4. 

Infatti, supposta l'esistenza di un gruppo G,%t4, sia E un elemento di 
grado p generatore del gruppo K di GsP>'. 

Siccome E appartiene certamente ad H, il gruppo complementare G,?' 1 f1, 
di grado p3, è Abeliano ed ha tutti i suoi elementi di grado p. Essendo 
E'H, E" H, Eu' H tre elementi generatori del detto gruppo complemen- 
tare, si ha : 

Giacché il determinante : 

0 R P  

- a O Y  

- p  - y  O 

è nul10 identicamente, riesce possibile determinare tre numeri interi x, y, x ,  
non tutti multipli di p, tali che sia: 

u y + p z r O ,  - ~ x + ~ x = O ,  - / 3 ~ - ~ y = O ,  (modp). 

Allora 1' elemento E'" E"Y Eu'", che 15 fuori di H, risulta, in virtù 
delle (l), invertibile con ogni elemento di G,'>' e cib è assurdo. 

Annali di ~llatematica, tom0 1. 23 
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Stabilito cib, io passo ora a dirnostrare che, se è p >  2, la potenza pma 
di un elemento qualunque di un gruppo G,hppar t iene al divisore inrer- 
tibile H. 

Sia, se è possibile, E un elemento di GSe tale che EP non appartenga 
ad H. Il gruppo di grado minimo, che contiene l'elemento E ed il divisore H, 
è Abeliano; quindi, non potendo coincidere con GSP, detto gruppo è un di- 
visore G,, d'indice p, di G,2. 

Si chiami Er un elemento di  G,"uori di  G, e si ponga: 

L'elemento Elp appartiene certamente ad H; altriment*i il gruppo di 
grado minimo che contiene E' ed H sarebbe un secondo .divisore Abeliano 
di GSe; allora, I'intersezione di questi due divjsori, che è di grado p3, do- 
vrebbe essere contenuta ne1 gruppo H che, in un gruppo GS2, è di grado pP. 
L'elemento Et' appartiene al gruppo K intersezione di tutti i divisori d'in- 
dice p di Gge e si pub, in prima ipotesi, ammettere che E" appartenga ad H. 
Allora dalla prima delle (2) si ricava : 

quindi, giacchè E'' sta in H, risulia E " ~ =  1. L'elernento En è dunque in- 
vertihile con E' e percib con ogni elemento di GS4, il che  ontr rad di ce alla 
definizione di E. 

Sia, in seconda ipotesi, E" fuori di H e si pensi alla intersezione dei 
gruppi K ed H. Se K è di grado p3, il gruppo G; è un G,T2 e quindi (n.' 4) H 
è contenuto in K; se invece K è di grado pz, il gruppo Gs2 è un G,a3 di 
cui K è divisore normale, e siccorne detto divisore non coincide con H ,  esso 
contiene uo sotto gruppo proprio di H. I n  ogni caso, si vede che la detta 
intersezione è un divisore d'indice p di K ;  quindi E"' ed Et/' sono elementi 
di p e s t a  intersezione e percib di H. 

Allora le formole (2) dànno : 

e quindi deve essere E"'P = 1, Elfp = 1, purchè si pensi che è p > 2. 
Dopo cib, tenendo presente la prima delle (2), si vede che E p  risulta 

invertibile con E' e con ogni elemento di G,e: dunque l'elernento E è 
assurdo. 
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25. Un gruppo GSS O contiene uno, ma soltanto uno, oppure nessuno 
divisore Abeliano d'indice p, ed io voglio anzitutto mettermi in quest'ultimd 
jpotesi. 

Se : 
G;, G : ,  G3, GP, G , ,  

è una serie canonica di composizione di un tale gruppo scelta in modo che 
sia G, = H ,  ed 

4 ,  E4, 3 3 ,  E* , El, 

è iina base relativa alla detta serie, si ha  : 

Giacchè E$ sta in H, dalle (3) risulta ~ ' g  = 1, E'': = 1 ; inoltre gli 
elementi E,' ed E," non possono appartenere ad uno stesso gruppo ciclico, 
perchè, se fosse ad es. E'g = Et1', l'elemento E;Y E,, che non sta in G3, 
risulterebbe permutabile con E, e quindi, contrariamente all'attuale ipotesi, il 
gruppo G: amrnetterebbe un divisore Abeliano d'indice p. Dunque E,' ed E," 
sono due elementi di grado p capaci di generare il gruppo G, . 

Riguardo all' elemento E t3  , dico che esso è fuori di G, ; giacch8, Ee 
fosse E,' = E'; El';, i due elementi E5 E t ,  E, E T ~ ,  in virtù delle (3), risul- 
terebbero invertibili e quindi il gruppo G5 ammetterebbe il divisore Abeliano 
d'indice p generato dai detti due elementi e iiagli elementi E,', E," . 

Il ragionamento precedente prova che, dati i due elementi E,, fi, , si 
possono definire E,, E,, E, mediante le formole: 

Escludo subito il caso di p = 2 ,  perchè mediante le (4) si pub dimo- 
strare che ~ g n i  gruppo 65 di grado 32 ha necessariamente un divisore Abe- 
liano d'indice 2. 

Infatti, se un tale gruppo G5 non ha  un divisore Abeliano d'indice 2 ,  
debbono essere verificate le (4) e quindi deve essere : 

allora, se E: sta in H, risulta Ei = E, . In  questo caso, siccoine le (4) dànno 
anche : 

Er1 E: E5 = E: Et  El = El E2 E, , 
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l'elemento E: non sta in H e quindi , contrariamente all' ipotesi , il gruppo 
GE contiene il divisore Abeliano d'indice 2 generato dagli elementi E,, E q  El, 

Supponeiido dunque p )  2, dalle (4) facilmente si ricava : 

e siccome E r  sta (n.' 24) in H, risulta E; = 1. Posso dungue scrivere : 

e, tenendo presente che E,,  Ei appartengono al divisore invertibile H, si di- 
niostra col solito procedimento che , nell'ipotesi di p > 2 ,  qualunque siano 
gl'interi P, y, 8, le forinole (5) e (4) definiscono Rempre un gruppo G5. È 
poi evidente che tutti i gruppi Gi cosi definiti sono gruppi della classe GSg4. 

26. Bisogna ora vedere corne variano a ,  P ,  y ,  d relativarnente al gruppo 
delle operazioni : 

T=( E5 EI E3 Ee Ei 
K 5  El EJ Ez Ei 

che lasciano inalterate le (4). 
Ponendo : 

E6 = E; E; , , E E , (mod G,), (6) 

aflinchè la prima delle (4) si conservi, bisogna pïendere E, E E: (mod G,) ; 
quindi, per non contraddire alla definizione di Es, deve essere il determi- 
nante A = u s - v r primo c.on p ; poi, affinchè si conservino le ultime due 
delle formole (4), deve essere: 

D' altra parte, io osservo che le operazioni T appartenenti alla classe 
definita dalle relazioni : 

E, E E s ,  E, = E, , (mod G,) , 
non alterano a ,  p , y ,  8, perchè allora, rammentando che è p > 2 ,  le (4) 
dànno : 

E f = E t ,  E T = E f ,  E 2 = E 2 ,  E l = E i .  

Inoltre le dette operazioni costituiscono evidentemerite un gruppo, che è 
divisore normale del gruppo di tutte le operazioni T che conservano le (4); 
dunque, giacchè in'interessa studiare le variazioni di  a, B ,  y,  6, posso rite- 
eere eguale all'operazione identica ogni operazione di dettn classe. I n  questa 
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ipotesi le (6) definiscono un'unica operazione che io rappresenterb con la 
notazione : 

' t l  v 
1 1 .  8 .  

Ora si osservi che le relazioni (4), dietro un facile calcolo, dànno: 

Dunque, supponendo p > 3, in virtù delle (5) si h a  : 
(E5 E:)p = ~ l h  E P ~  = Eh4-ky  ~ h B + k <  i 

Cib posto, chiamando a , ,  P l ,  y,, 8, i valori che assumono rispettiva- 
mente CC, p, y, 6 dopo avere eseguita la trasformazione: 

in seguito ad  un breve calcolo si lia : 

A % , G ( ~ u + ~ v ) s - ( ~ ~ + $ v ) ~  ) 

Dalle fc~rmole (8) risulta : 

A (a, + 8,) f CI + 8 , A2 (ut 8, - 0, y,) - u à - /3 y, (mod y). (9 

I o  introduco il numero : 

D = ( a + 8 ) 2 - 4 ( ~ d - B y ) ,  

e distinguo i t re  casi possibili : 

PA 
dove, secondo LECIENDRE, il simbolo denota il resto di D ' , che è preso 

rispetto al  riumero primo p ed ha il ininimo valore assoluto, 
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I l  minimo inter0 g, positivo O nullo, che verifica la congruenza: 

D q - ( a + c Y y ~ O ,  (modp), (10) 

in virtù delle (9) resta inalterato per tutte le possibili operazioni : 

e quindi é un numero invariantivo per il gruppo rappresentato da1 ~ , ~ 3 ~  de- 
finito dalle relazioni (4) e (5) del presente paragrafo. 

Cib posto, il discriminante D della congruenza quadratica : 

è, ne1 caso attuale, un numero quadrato rispetto a mod p, e percib la detta 
congruenza è soddisfatta da due iriteri p, ,  p z ,  che sono distinti rispetto a questo 
modulo. 

È passibile dunque determinare quattro numeri u, u, r, s che verifichino 
le congrnenze : 

e tali che risiilii il determinante A = u s - v r primo con p ; allora, facendo 
la trasformazione :, 

le (8) dànno : 

In conclusione, per i gruppi considerati ne1 presente caso, le relazioni ( 5 )  
possono essere sostituite dalle relazioni : 

dove la differenza 9 - u non è divisibile per p. 
Prendendo coine formole iniziali le (II),  mediante le (8) si vede che, 

eseguendo la trasformazione : 
u O 
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non viene alterata la  loro forma, ma i numeri CC e 6 acquistano uno stesso 
fattore arbitrario primo con p:  si pub dunque supporre: 

d - a r 2 ,  (mod p). 

Cib posto, se la  somma q + 6' non è divisibile per pl  denotando eon a 
una radice primitiva di p, si pyb porre : 

A a = P - 1 ,  d = P +  1 ,  (modp); 

allora, sostituendo questi valori di cz e B nella (IO), si ottiene : 

q = P, (mad p). (12) 

Quanndo si cambia m in m + il numero p resta inalterato, ma a 
2 

e 8 si carnbiano rispettivamente in - 6 e - a. 

Giacchè la trasformazione : 

produce 10 stesso cambiamento, io debbo fare su1 numero m solamente le 
ipotesi : 

P - t  In  corrispondenza a questi tali valori di m, si hanno - gruppi G,"s 
2 

definiti dalle formole : 

E g = E p ,  El= E f W + i ,  E $ = l ,  E+1, Ey= 1 

e dalle formole (4). 
Questi gruppi sono effettivamente distinti, perchè in virtù della (12) due 

qualunque di essi hanno i numeri invariantivi q diseguali. 
Se la  somma a + $ è divisibile per p, il che equivale a supporre q = 0, 

si h a :  
1 1 (modp),  

e quindi si obtiene un nuava gruppo GSs+ corrispondente alle formole : 
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Il numero p ;h i  soddisfa alla (10) è, anche in questo caso, invariantivo 
per il gruppo rappresentato da1 G,2,2 definito dalle formole (4) e (5); perb, se 
detto numero non è zero, esso è un non residuo quadratico di p. 

Giacchè nelle attuali ipotesi, neljsuno dei numeri P, 7 pub essere multiplo 
di p, é possibile determinare un intero v in modo che sia: 

2 y v ~ 8 - a ,  (modp);  

allora, eseguendo la trasformazione : 

le (8) dànno a, 8, (mod p). 
Io suppongo dunque che i valori iniziali di a e d ,  presi rapport0 a 

modp,  abbiano uno stesso valore p e cerco tutte le trasformazioni : 

che lasciano sussistere questa ipotesi. 
Ora,  essendo a = 8 = p ,  affinchè sia a, = 8,  = p, , é necessario e suffi- 

ciente che u, v, r ,  s verifichino la congruenza: 

p u v - y v s z O ,  (modp); (13) 

e cib risulta subito dalle formole (8). 
Supponendo soddisfatta la (13), le (8) si possono sostituire con le formole: 

Api -p ,  AP Pi - ue - y v2, Ae y, = y s2 - p 9*P, (modp), (14) 

mediante le quali si verifica subito che è :  

Giacchè si ha  ora D = 4 P y, i due numeri @ e y sono necessariamente 
uno residuo e l'altro non residuo quadratico rispetto a modp,  ed B indiffe- 
rente attribuire una di queste proprieth, all'uno od all'altro numero, perchè 
si pub dimostrare che esiste una trasformazione la quale, senza alterare p , 
scambia B con y. 

Infatti , se - 1 è un numero quadrato mod p ,  il che ha luogo soltanto 
quando p - 1 è multiplo di 4, trovato un intero v tale che v k  - 1 (modp), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



il cui grado è ln quinta potenza d i  un tzumero primo. 177 

ottengo I'intento mediant,e la trasformazione : 

P 4- 1 Se invece p - 1 non è divisibile per 4 ,  si considerino i - 
2 

numeri 

che si ottengono da 1 + v? attribuendo a v i valori : 

1 detti numeri risultano distinti rispetto a mod p,  e peicib non possono 
essere tutti residui quadratici di p. Dunque, giacché per jpotesi non è mai 
1 + v? un multiplo di p, nella serie dei valori attribuiti a v ne esiste almeno 
uno per cui 1 + v 2  è un non quadrato (modp). 

Allora, fissato per v un tale valore, scelgo, il che riesce possibile, per zi 

ed s una soluzione del sisterna : 

e considero poi la trasformazione : 

Questa trasformazione appartiene alla classe definita dalla formola (13) 
ed lia il determinante eguale ad 1 (modp); inoltre, le (14) mnstrano che essa 
scambia semplicemente i numeri P e y. 

Sia dunque p un residuo qnadratico di p. Sé si pone v = 9. - 0 (mod p), 
la (13) è verificata e le (14) dànno: 

u s p l - p ,  s P B i = S ,  (modp); 

percib, se nogt è p multiplo di p ,  si possono determinare s ed in modo 
che sia : 

1 1 ,  (modp); 
poi la  (10) dà : 

y l  y = 1 , (mod p). 
Annaii di Mntematica, tom0 1. 
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Quindi, ponendo y ,  = E ? ~ + '  (modp), si h a  : 

q r , (mod p). (1 5 )  

P - 1  I n  conclusione, ottengo - 
2 

grupyi G,'+ clie sono definiti dalle (4) e dalle 

formole che si ottengono d a  : 

facendo successivamente : 
P - 3  m = O ,  l , . . . ,  

Questi gruppi sono effettivamente distinti perchè, in virtù della (15), due 
qualunqile di essi hanno i numeri invariantivi q diseguali. 

Se  invece il numero p è un multiplo di p ,  il che equivale a supporre 
q = O, ponendo come prima z: = r z O (mod p), le (14) dàqno : 

e percib si possono deterniinare s ed u in modo che sia : 

P i -  1 ,  y , ,  (modp) :  

ottengo quindi un nuovo gruppo GjYJ definito dalle formole : 

E g - E l ,  E':=E:, E $ = 1 ,  E $ = 1 ,  E f = 1  
- 

e dalle relazioni (4). 

29. Caso - = O .  (3 
Si h a  allora D = O (modp) e quindi la  congruenza: 

p L ( a + d ) p + ( a d - p r ) = O  (modp) 

è soddisfatta d a  un solo resto p di p. 
Scegliendo come numeri u e v una soluzione propria del sistema: 
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la seconda delle (8) dà f i ,  r O (modp) ; quindi airettamente dalle (9) si ri- 
cava A a ,  - b $, = p  (niodp). 

Assumendo dunque : 

B E O ,  u s $ r p ,  (modp)? 
le (8) si scrivono : 

Cib posto, se 7 è primo con p ,  volendo conservare le condizioni iniziali, 
bisogna supporre v nul10 (rnod p); indi si pub determinare u in modo che 
sia y ,  E 1 (mod p )  ovvero 7, r e (modp). Allora, se p è un multiplo di p, si 
ha a, E à1 - 0 (rnod p), in caso contrario si possono scegliere Y ed s in modo 
che sia a ,  = 8, r 1 (rnod p). 

Se  poi è 7 un multiplo di p ,  si h a  sempre P, y ,  = O (modp) ,  m a  è 
a ,  = 3, zz O (mod p), ovvero si pub supporre a, = à, zz 1 (mod p),  secondo che 
è, ovvero non 8, p un multiplo di p. 

I n  conclusione, in corrispondenza all'ipotesi (+) = O, si hsnno soltanto 

sei gruppi, i quali sono definiti dalle (4) e dalle seguenti modificazioni delle 
formole (5) : 

30. Finalmente io passo a d  esaminare il caso di p = 3, che ho escluao 
verso la  fine del n.' 26. Quando è p = 3 tutte le possibili operazioni : 
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definite precedentemente costituiscono un gruppo di grado 48 ; perb, osser- 
vando che l'operazione : 

- - P l  
Iascia inalterati i quattro numeri a ,  f i ,  y, 8 che figurano nelle ( 5 ) ,  io non 
considero corne distinte le due operazioni : 

ed allora il grado del detto gruppo si riduce di metà. Il gruppo di grado 24, 
che cosi si ottiene, è isomorfo al gruppo dell'ottaedro (*): esso pub essere ge- 
nerrito mediante le tre operazioni : 

che sono ordinatamente di  secondo, terzo e quarto ordine e che soddisfano 
alle relazioni : 

V 2 W =  W 3 V ,  T V 3 U = U W ,  U V L V U .  

Si vede subito, tenendo presenti le formole (4) e (5)' che la U non al- 
tera fi  e y,  ma cambia soltanto di segno a e $. 

Facendo uso della (7), si verifica facilmente che l'operazione V cambia 
la somma a + d in + 8 $. 1 e quindj l'operazione V 2  cambia la detta somma 
in a + d +- 2 ;  percib non si lede la generalità ponendo : 

Cib posto, servendosi della (7) e tenendo corito della congruenza (16), un 
breve calcolo mostra che l'operazione W produce sopra i numeri a ,  P ,  y ,  8 
la sostituzione congrua : 

y B i r a + / 3 -  Y i -1 ,  
,/ (mod 3). 

8 1 ~ - B - y ,  y 4 ~ - / 3 +  y - 8 - 1 ,  

(Ik) P e r  convincersene, basta far corrispondere alle t r e  operazioni clie sono denotate 
in seguito con U, V, TV, ordinatamente le t r e  sostituzioni : (O 2 ) ,  (O 1 2), (O 1 2 3). 
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Dunque le operazioni W ed U lasciano inalterata la (16) e 10 stesso fa 
ogni operazione del gruppo di grado 8 da esse generato; mentre una qua- 
lunque delle rimanenti 16 operazioni, potendosi ottenere corne prodotto di 
una operazione del detto gruppo di grado 8 per V, ovvero per V', non lascia 
sussistere la congruenza (16). In  virtù di'questa congruenza, relativamente ai 
valori di tr e 8 ,  si possono fare le seguenti tre ipotesi: 

poi a ciascuna di queste tre coppie si pub associare una coppia qualiinque 
di  valori di e y : si ottengono cos: 27 quaterne di numeri (a B y 8) a cia- 
scuna delle quali corrisponde un gruppo G;?"i grado 35 = 243. 

Perb due quaterne, che si deducono l'una dall'altra mediante una ope- 
razione del precedente gruppo di grado 8, si debbono ritenere equivalenti in 
quanto che esse definiscono due gruppi isomorfi di grado 243. 

Nella tabella che segue io scrivo tutte le 27 quaterne, mettendo in una 
stessa linea orizzontale lc quaterne che sono equivalenti. 

Si vede dunque che esistono soltanto sette gruppi G,g.2 di grado 243, che 
non posseggono alcun divisore Abeliano d'indice 3 e questi gruppi si posson 
fare corrispondere alle sette quaterne (a 0 y J), che stanno nella prima linea 
verticale della precedente tabella. 
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Io scrivo le formole che, insieme alle (4), servono a definire i detti gruppi. 

31. Ne1 presente paragrafo io ho stabilito quanto segue. 
-0gni gruppo Gse9" che non possiede alcun divisore Abeliano d'indice p, 

è perfettamente definito dalle formole (4) e (5),  purchè si tenga presente che 
E, ed E, appartengono al divisore invertibile H, 

Non esistono di tali gruppi di grado 25 = 32. 
Esistono soltanto sette di tali gruppi di grado 3j = 243. 
Finalmente, qiiando il numero primo p supera 3, esistono p + 7, e non 

più, di  tali gruppi, i quali, rispetto alle formole (4) e (5), si classificano nella 
seguente maniera. 

Quando gl'interi a ,  f i ,  y ,  d' verificano la congruenza : 

D = ( ~ + 8 ) ' - 4 ( a d ' - B ~ ) r O ,  (modp) ,  

si ha  uno dei sei gruppi trovati al  n." 29;  in ogni altro caso, il rninirno nu- 
mero q positivo O nullo, che verifica la congruenza: 

D q - ( a + c l ) 2 = 0 ,  (modp) ,  

è un numero invariantivo per il gruppo definito dalla quaterna (a ,û 7 8). 
In corrispondenza ad ogni numero q > O si ha un solo gruppo; ma, 

per q = O, si hanno due gruppi sec,ondo clle D è, ovvero non è, un residuo 
quadratico di p. 

1 diversi tipi di gruppi trovati ne1 presente paragrafo sono rappresentatj 
 ell la seguente tabella, 
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5 V. 1 Gruppi G," che posseggono un divisore Abeliano d'indice p. 

32. Al principio del n." 25 si è osservato che un gruppo GS2 pub con- 
tenere uno oppure nessuno divisore Abeliano d'indice p. Io ho svolto ne1 pa- 
ragrafo precedente l'analisi relativa alla seconda ipotesi ed ora mi propongo 
di svolgere in questo paragrafo l'analisi relativa alla prima. 

Il divisore Abeliano Gd0 contenuto per ipotesi in  GSe, contiene evidente- 
mente il divisore invertibile H, e quindi è possibile costruire una serie cano- 
nica di composizione : 

G5', 0,0, G3, G2, Gi 7 

tale che sia G, = H. 

una base relativa alla detta serie e scrivendo le formole : 

E;1E,E6=E4E13, E;1E3E5=E3E'p, E;lE3E4=E3, 

l'elemento E", pub essere contenuto o non essere contenuto in H. Questi due 
casi si debbono distinguere accuratamente, perchè, in corrispondenza, si hanno 
due classi di gruppi Gs2 ben diverse. 

Cominoio ad occuparmi del primo caso, il qualc è equivalente all'ipotesi 
di ritenere il gruppo K coincidente col gruppo H, perchè, in virtù del ra- 
gionamento fatto al n." 24, in ta1 caso, anche quando è p = 2, la potenza pMa 
di un e,lemento qualunque di GSg sta in H. 

Dunque deve essere E" = 1 , E'f = 1 ; e siccome gli elementi E713, E'? 
non possono appartenere ad uno stesso gruppo ciclico (n." 24), i detti ele- 
menti sono di grado p e possono generare il gruppo H. 

Io posso dunque scrivere le formole : 

Queste formole definiscono, qualunque siano gl'interi A ,  p ,  u ,  P ,  7 ,  d ,  
un gruppo G,z, e tutti i gruppi cos1 definiti appartengono evidentemente alla 
classe dei gruppi G6P'3. 

Si consideri una nuova base canonica : 
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tale che l'operazione T che porta questa nuova hase nella prirnitiva non al- 
teri le prime tre delle relazioni (1). 

Ponendo : 

E 6 = E 5 ,  E , = E : < E , U ,  EB&E:E:, (modGJ ,  (2) 
si trova : 

E , = E t E f : ,  E , = E z E f ;  

e giacchè E, ed E, sono due elementi geiieratori di H ,  deve supporsi il de- 
terminante A = 44 s - v r primo con p. Per la osservazione più volte fatta, 
considero corne una sola operazione tutte le operazioni T appartenenti alla 
classe defirrita dalle (2), quand0 si attribuiscono ad u, v, r, s deterininati resti 
di p, e quest'unica operazione 1a rappreseiito col simbolo : 

Inoltre, se si cambia soltanto I'elemento E5 ponendo, nella maniera più 
generale, 

E5 -ES, (mod GA0) , 
essendo o primo con p, risulta subito dalle (1) che i quattro nuineri a, 6,  y, 8 
acquistano uno stesso fattore arbitrario primo con p :  dunque le due quaterne 
(a, B ,  y ,  $), (o a ,  o p ,  5 y ,  o 8) debbono ritenersi equivalenti. 

Cib posto, eseguendo l'operazione : 

si trovano facilmente le relazioni : 

dalle quali risulta : 

Allora, supponendo p > 2 ,  introduco il nuinero ; 
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e distinguo, come ne1 paragrafo precedente, . i  tre casi di: 

33. Nei primi due casi, il minimo numero intero q, positivo O nullo, che 
verifica la congruenza : 

D q - (a + e O , (mod p) , 
resta inalterato per tutte le possibili operazioni Tl perchè, quando si moltipli- 
cano i quattro numeri a ,  0, y ,  d per uno stesso fat#tore G primo con p, i nii- 

meri D ed (a + 3)' acquistano Io stesso fattore a2; quindi q ha carattere in- 
variantiro per il gruppo rappresentato da1 GSeJ definito dalle relazioni (1) del 
presente paragrafo. 

Quando è ($) = + 1 , la eongruenza : 

è soddisfatta da due distinti resti di 23; rnentre quando è ($) = - 1 ,  non 

esiste alcun numero intero che verifichi la detta congruenza; allora, relativa- 
mente alla quaterna di numesi a, 8 ,  y, 8 ,  l'analisi procede in modo perfet- 
tarnente analogo a quella dei n.i 27 e 28 del €j I V  e non è necessario ripe- 
terla qui. 

I n  riguardo ai numeri A e p io faccio la seguente osservazione. 
Cambiando solamente l'elemento E, che figura nelle (2), ponendo : 

Eb-EjEfE3, (mod G , ) ,  

i numeri cr, f i ,  y ,  d restano inalterati, ma h e p si cambiano rispettivamente 
in due numeri hl e pl tali che: 

e qiiindi, avendo supposto p > 2, si ha : 

E; = Ef7~ Et%. 
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Cià posto, quando il determinante n 8- 0 y è primo con p, cioè quando 
E p d  E; sono due elementi generatori del gruppo H, si possorio determi- 
nare gl'interi h e ic in modo che sia : 

1 ,  O ,  (modp);  

dunque, in tale ipotesi, è lecito supporre EL= 1. 

Fatte queste considerazioni, si vede clle ne1 caso di (+) = + 1, si hanno 

p - 1 - 
2 

gruppi G,213 in corrispondenza alle seguenti modificazioni delle ultime 

cinque formole (1) : 

essendo ?n = 0 , .  . . p - 3 .  
2 

Oltre ai detti P ~ l  gruppi, e~istono ancora altri due particolari gruppi : 

i l  primo di qiiesti si presenta quando il numero invariantivo q è nullo. In ta1 
caso si ha un gruppo che corrisponde alle formole: 

Il secondo gruppo particolare si presenta qualora si osservi che, nell'ipo- 
tesi di m. = 0 ,  non è sempre lecito supporre nelle (7) Eg = 1, perchè, riella 
detta ipotesi, E; ed Et non sono due elementi generatori di H. Ma essendo, 
ne1 caso attuale, a = R = y = O e d = 2, le (5) mostrano che si pub sempre 
supporre p =O ; poi, se non è h un rnultiplo d i  p, chiamando E, l'elemento El, 
dalle (1) risulta che si pub ritenere I  = 1. Ottengo cos1 un riuovo gruppo GSe3 
corrispondente alle formole : 

= - 1 si hanno '-1 gruppi G5qs sostituendo le ul- 
2 

time cinque delle relazioni (1) con : 
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e facendo poi successivamente : 
r n = O ,  ..., P - 3 .  

2 ' 
inoltre, si h a  un nuovo gruppo G,1j3 nell' ipotesi di q = O e questo gruppo 
corrisponde alle formole : 

Si h a  d o r a  D O (mod p) e quindi la congruenza : 

p 2 - ( a + d ) p + ( a J - / 3 y ) = O  (modp)  

è soddisfatta d a  un solo resto p di p ;  poi, ragionando corne ne1 n." 29, si 
vede che è lecito supporre : 

e quindi le formole (3) si scrivono : 

Cib posto, se y è primo con p ,  volendo conservare le condizioni iniziali, 
bisogna supporre v = O imod p); indi, se p è primo con p, scelgo gl'interi zc 
ed  s in modo che sia y ,  = p  (mod p), e se p è un multiplo di p, scelgo i detti 
iiiteri in modo cile sia y, _- 1 (mod p). Dunque, se è y primo con p, giaccliè 
U ,  p ,  y,  d' si possono moltiplicare per un fattore arbitrario (n." 32), è lecito 
assumere : 

ovvero : 

S e  invece y è un rnultiplo di p ,  si vede subito che si pub assumere: 

ovvero : 

Ne1 primo e ne1 terzo di questi quattro casi, per l'osservazione fatta ne1 
n." precedente, suppongo 1 = O ,  p = 0; ma il secondo e quarto caso si scin- 
dono ognuno in due dietro le considerazioni che seguono. 
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Quando E a = 8 = /3 = 0 e y = 1, le (5) mostrano che si pub supporre 
I = 0 : allora, se r è un multiplo di p, si ha  El = 1 ; e se p è primo con p, 
eseguendo l'operazione : 

a ,  p ,  y ,  d non si alterano e p va ne1 resto 1 di p. 
Quando è a = p = 7 = 8 = O ed uno dei due numeri 1, p è primo con p, 

una delle due operazioni : 

O 1 
' l  l ' h  i" / ' h  

h a  il determinante primo con p,  e questa tale operazione d à  Eg = E,; se poi 
i naineri 1, ,u sono entrambi multipli di p ,  allora è Et = 1. 

I n  conclusione, ne1 caso ($)= O, si haniio sei gruppi G2.S i quali cor- 

rispondono alle seguenti rnodificazioni delle ultime cinque formole (1) : 

35. I o  prendo ora in esame il caso di p = 2 che fu escluso alla fine 
del n." 32. 

In  questo caso, tutte le operazioni : 

costituiscono un gruppo di grado 6, che è isomorfo a quel10 che si è presen- 
tato ne1 n.' 9 del $ II. 
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L e  due operazioni : 

generatrici del detto gruppo producono sopra i numeri a ,  P ,  7, d le due 60- 

stituzioni congrue : 

rispettivamente; e cib si verifica subito mediante le (3). 
Siccome ognuno dei numeri a ,  p ,  y ,  d' pub ritenersi, indipendentemente, 

eguale a O od eguale ad 1 ,  si hanno 16 quaterne (a p y 8) ;  perb io assumo 
come equivalenti due tali quaterne che si deducono l'una dall'altra eseguendo 
una operazione composta con U e l? 

Nella tabella che segue sono scritte tutte le 16 quaterue in modo che 
le quaterne equivalenti stanno in una stessa linea orizzontale. 

Allora io consideio 
del precedente quadro e, 

le sei quaterne clie figurano nella prima verticale 

per ognuna di esse, mi formu i l  gruppo 1 a fi y d 1 
. . 

costituito da tutte operazioni : 

che lasciano inalterata la quaterna (a ,4 7 8). 
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Chiamando W una qualunque delle quattro operazioni definite dalle formole : 

è evidente che il gruppo generato dalle operazioni W e dalle operazioni U ,  V 
contiene tutte le possibili trasformazioni T. 

11 detto gruppo è isomorfo al gruppo dell'ottaedro : alle quattro opera- 
zioni W corrispondono le quattro sostituzioni del gruppo quaternario n o r i n d ~ .  

P e r  rendere chiaro quel che segue, scrivo le relazioni : 

che si possono, ae più piace, ricavare dalla (6). 
Cib posto, il gruppo 10 0 0  1 / è costituito dalle operazioni W: una qua- 

- 1  

lunque di esse O lascia inalterati i numeri 1 e p oppure cambia soltanto A 
in ?. -+ 1 ; dunque , associando alla quaterns (O O O 1) una delle due coppie 
(O O), (O 1) corne coppia (1, p), si ottengono in corrispondenza due gruppi Gj2J 
distinti di grado 32. - 

Il gruppo 100 1 0  1 è generato dalle operazioni W e dall'operazione U V ,  
e mediante le W si pub portare la coppia ( A r )  in ( O  0). -- 

JI gruppo 1 O 1 1 O 1 è generato dalle operazioni W e dalla opernzione U V2: 

una qualunque W O non altera i numeri 1 e p oppure aumenta i detti nu- 
meri conteniporaneamente di una unità; e la U P-scambia semplicemente ?, 
con p. Dunque, associando alla quaterna (O 1 10) O la coppia (O O) oppure 
la coppia (O 1) si ottengono, in corrispondenza, due gruppi distinti G 5 2 9 3  di 
grado 32. 

Il gruppo 1 0 1 11 1 & generato dalla operazione TT e dalle W e mediante 
le W si pub portare la coppia (A P )  nella coppia (O 0). 

Il gruppo 1 1 0 0  1 1 B il gruppo principale generato daNe W e dalle U, 8: 
una qualunque delle W non altera A e p ;  l'operazione U cambia soltanto p 

in ,u + A e I'operazione v cambia soltanto )i in i + p. Dunque, associando 
alla quaterna (1 O O 1) la coppia (O O) oppure la coppia (O l), si ottengono, in 
corrispondenza, due gruppi distinti GSP3 di grado 32. 

Finalmente, il gruppo 1 0 0 0 0 1 coincide anche col detto gruppo prinei- 
pale e mediante le W si pub portare la coppia (A [*) nella coppia (O 0). 

La conclusione della. precedente analisi è Che, nelle attuali ipotesi, esi- 
stono nove gruppi G5433 di grado 32, e questi gruppi corrispondono alle se- 
guenti modificazioni delle ultime cinque delle formole (1). 
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36. Io ritorno all'ordine d'idee col quale ho incominciato i l  presente 
paragrafo e riscrivo le formole : 

Ho già studiato in modo complet0 il caso in cui l'elemento E', appartiene 
al gruppo H, ed ora voglio fare 17ipotesi che il detto elemento stia fuori di H. 

La potenza E; sta in H e quindi si ha E'; = 1 ; inoltre, giacchè non 
pub E', coincidere con l'elemento identico perché E, è fuori d i  H ,  posso 
scrivere le relazioni : 

Si supponga p >  2 : allora, siccome l'elemento E f  sta (II.' 24) in H ,  
deve essere E; = 1. 

Si ammetta, in prima ipotesi, il gruppo H ciclico : in tale caso, sce- 
gliendo E, in modo che sia Eg = 1, ho : 

e, purchB si rammenti che gli elementj l T z ,  E, stanno in H, queste formole, 
insierne alle (8), definiscono un gruppo GS2 qualunque siano gl'interi cr e y;  
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Se chiamo E5 ed E, gli elementi i$ E,h ed E4 Et rispettivamente, i nu- 
meri a e B si camhiano in a +p h e + p  k 7  e quindi i detti numeri si 
debbono intendere determiiiati n meno di rnultipli di p. 

Cib posto , avendosi una seconda hase canonica : 

1 ,  1<:1, E3, Eo , l(:i , 
definita nello stesso modo della prima, se, nella maniera più generale, si h a :  

Ea = E; E4, E, = ES, (rnod G,) , 
deve essere : 

13 3 =  -Elcs 3 7 x 2 -  = E ' f s ,  (modG,) ,  

ed il prodotto 14 s deve necessariamente supporsi primo con p. 
Tntanto, dalle (8) si ricava: 

( 2 1  (3 (Es E4)n = Ec Ea E ,  E2 7 

Allora, sia p maggiore od eguale a 3 ,  eseguendo l'operazione : 

si vede subito che u e subiscono la sostituzione congrua: 

. Dunque: se è un multiplo di p,  posEo determinare zt ed s in modo 
che a, sia O il resto O O il resto 1 di p ;  se invece p è primo con p ,  posso 
determinare u in modo che sia O p ,  = 1 (mod p) oppure P ,  = E (mod p) c, in 
entrambi i casi, dispongo di v in modo clie a, sia il resto O di  p. 

I n  conclusione, quando H è ciclico ed è p> 2, si lianno qunttro gruppi G,? 
in corrispondenza alle seguenti quattro eerie di forrnole che sono modificazioni 
delle (9). 

1 E f = l ,  E $ = l ,  E : = 1 ,  EC-Et, E y = l  1 
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II G,' corrispondente alla prime serie di formole è un gruppo G,2,3, ed 
il relativo gruppo K è generato dagli elementi Es, El; invece i t re  gruppi 
corrispondenti alle ultime tro formole sono gruppi Gjerg e ,  per ~ i i i~cui10  di 
essi, i l  gruppo K è generato dagli elementi &, E2, E,. 

37. Si amrnetta, i n  seconda ipotesi, che il gruppo H &bin tutti i moi 
elementi di grado p. 

I n  tale caso bisogna sostituire le (9) con le formole : 

le qunli, insieme alle (€9, definiscono un gruppo Gj2 qualunque s i m o  gl'interi 
a ,  4 Y ,  8. 

Se il gruppo GSg cos1 definito è un G3e99, uno almeno dei due nuineri a, y 
è primo con p. 

Quando è y primo con p ,  io pongo a definizione dell'elemento Ep I R  re- 
lazione Ef = f i 2 .  A.llorfl, se v ed s sono interi ed il secondo B primo con p, 
eseguendo l'operazione : 

l a  quale non altera nè la detta relnzione nè le formole (8), si vede subito che 
i numeri a, B si portano in due numeri a , ,  0, tali che: 

S ~ , = U + V ,  s p , = P ,  ( m o d p > 3 ) ,  
ovvero kali che : 

Dixnque, in entrambi i cas;, disponendo opportunamente di  v ed s si pub 
portare la coppia (a f i )  o in (O 1) ovvero in (O 0). 

Quando è y un multiplo di p m a  è a primo con p ,  io pongo a defini- 
zione dell'elemento E2 In relazione Et - K .  Allora, se zc è un intero primo 
coii p ,  escguendo l'operazione : 

l a  qunle non altera nè l a  detta relazione nè le formole (8), si l ia:  

Dunque, disponendo convenientemente del numero inter0 2 4 ,  si pub por- 
tare o" in uno dei t re  resti a ,  1, O relativi a p ed, evidentemente, uno qua- 
lunque di qiiesti casi esclude gli altri due. 
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I n  conclusione, continuando a supporre p > 2, i gruppi G,2$0 definiti dalle 
relazioni (8) e (10) sono cinque e corrispondono alle seguenti modificazioni 
delle formole (10). 

Se  il gruppo definito dalle relazioni (8) e (10) è un GbPr3, i due numeri 
a ,  y sono multipli di p ;  d o r a  le dette relazioni mostrano che il gruppo G,'?, 
cosi definito, si ottiene aggiungendo in modo ovvio l'elemento E, al gruppo 
G>tZ gerierato dagli elementi E,, E4, Es, E;. L e  formole di composizione 
dei gruppi G,"2 sono le (16) de1 tj II ne1 caso di p> 3 e le (17) del10 stesso 
paragraf'o ne1 cas0 di p = 3; quindj, riscrivendo le dette forniole dopo avere 
osservato che gli elernenti che vi figurano E4, E,, ,?& hanno ora, ordinata- 
mente, i nomi &., El, Es, ed aggiungendo la relazione Et = 1 ,  si otten- 
gono tutte le modificazioni delle (10) che corrispondono a gruppi GSel3 distinti. 

Duiique, nelle attuali ipotesi, se è p > 3, si hanno quattro gruppi G,'s 
corrispondenti alle formole: . 

e se è p = 3 ,  si hanno pure quattro gruppi G,=i3 corrispondenti alle 
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formole : 

38. Mi riniane- a considerare il cas0 di p = 2 clie ho escluso al prin- 
cipio del n.' 36. 

Giacchè un gruppo G," non pub avere clie un solo divisore Abeliano 
d'indice Z J ,  risulta che, nella presente jpotesi di p = 2 ,  il quadrato dell'ele- 
mento che figura nelle relazioni (8) deve appartenere necessariamente al 
gruppo II. Intanto le dette relazioni dànno:  

Ec2 E, E: = Eq E: El , 
e percib deve essere = E,. Allora l a  prima delle (8) mostra che la po- 
teriza Ej è fuori di H e quindi essa coincide con uno dei quattro elementi: 

E3, E3 E2, E3 Ei , E2 E2 Et 

Io  suppongo che si avveri il primo od il secondo caso, perché, se fosse 
altrimenti, assumerei come elemento E, l'elemento E=, e quindi coirie ele- 
mento E3 I'elemeiito E, E,. 

Cib posto, si dimostra col solito procedimento che, aggiungendo alle (8) 
le relazioni : 

E ; = E , " E f ,  E:=E3, Ea=El, E!'g=E:, E i = l ,  (11) 

oppure le relazioni : 

si definisce in ogni caso un gruppo G,* di grado 32. 
Essendo, in virtù delle (8), 

(Es E4)" 3: E,' E3, 

si vede che, chiamando E5 l'elemento E, E, ,  se hanno luogo le  ( I l ) ,  gl'in- 
teri a e f i  si cambiano rispettivamente in a e + 1, e, se hanno luogo le (12), 
i detti interi si carnbiano rispettivamente in a + 1 e 0 + 1. 
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Dunque, nelle (11) io posso supporre che sia E5 = 1 ovvero Ez = E, , 
ed è poi facile convincersi che questi due casi non si possono ridurre l'uno 
nell'altro qualunque sia h .  

Nelle (12) poaso supporre che sia Ei = 1 ovvero E5 = E,, e questi due 
casi sono tra loro irreduttibili soltaiito quaiido è h = O ;  ma ,  se è h = 1, i 
detti casi si possono ridurre l'uno nell'altro chiamando E, l'elemento E5 E2. 

I n  conclusione, nell'attuale ipotesi, si hanno selte gruppi G: di grado 32, 
i quali sono definiti dalle (8) insjeme alle seguenti relazioni : 

1 due gruppi, che corrispondono d l e  prime due serie di formole, sono 
gruppi G2J ; invece i cinque gruppi corrispondenti alle ultime cinque formole 
sono gruppi G,PJ. 

39. Io riepilogo brevemente i ~ isul ta t i  ottenuti wl presente paragrafo. 
1 gruppi GS8, che posseggono un divisore Abeliano d'indice p, si dividono 

in due cat,egorie, secorido che il gruppo K coincide ovvero non coincide col 
gruppo H. 

Nella prima categoria esistono p + 8, e non più, gruppi G,2 di grado p5 
con p > 2 ,  e soltanto noue gruppi G,* di grado 32. 

Tutti i gruppi della prima categoria sono gruppi 6 , - 1 3 .  

Nella seconda categoria esistono soltanto tredici  gruppi G,' di grado p5 
con p > 2 : di questi tredici gruppi, cinque sono gruppi GSgr ed i rimanenti 
otto sono gruppi Gj2,2. 
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La detta seconda categoria contiene ancora sette gruppi GSe di grado 32: 
di questi gruppi, due sono gruppi GSgt3 ed i rimanenti cinque sono gruppi G,?J. 

Tutti i gruppi clie sono stati trovati in questo paragrafo sono rappre- 
sentati nelle seguenti tabelle. 

1 

E2 h'i 
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II. 

Gruppi G,"i grado 32. 
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$ VI. 1 Gruppi Gd12. 

40. In  un gruppo Gj3 il divisore invertibile H è di grads p ed è quindi * 
contenuto in ogni divisore normale di G:. Ne1 presente paragrafo mi pro- 
pongo di trovare tutti i gruppi GS3 che hanno due soli divisori indipendenti 
d'indice p :  distinguerb questi gruppi in due categorie, ascrivendo alla prima 
categoria ogni gruppo G,3p2, che ammette un divisore Abeliano d'indice p, ed 
alla seconda categoria ogni gruppo G 2 ~ h h e  non possiede un tale divisore. 

Se : 
G,3l2, GA0, G3) Gs, 01, 

è una serie canonica di composizioile di un gruppo della prima categoria ed: 

E5, E4, E3 7 E2, Ei 7 

è una base relativa alla detta serie si  ha  : 

Qualsiasi elemento di GA0 che è invertibile con E5 appartiene necessa- 
riamente ad H: infatti, un tale elemento r i~u l ta  invertibile con ogni altro 
elemento di GS3qs. 

Cib posto, 17elemento E,' che figura nelle formole precedenti è un ele- 
mento generatore E, del gruppo G, = H. 

L'elemento E2' è fuori di G,, perchh, se fosse EZ1= Er, l'elemento E3 
che è fuori di H ,  risulterebbe invertibile con E,. Suppongo dunque E,' .= E2. 

L'elemento E,' è fuori di G,, perché, se fosse E,' = E; Ef, 1' elernento 
E, ET" ET$, che è fuori di H, risulterebbe invertibile con E,. Suppongo 
dunque E,' = E3 . 

Io posso ora scrivere le formole definitive : 

le quali mostrano che il gruppo G, coiiicide necessariamente con K; inoltre, 
il ragionamento che ho fatto per stabilire le (1) prova che ogni gruppo GS3, 
che possiede un divisore Abeliano d'indice p, è certamente un gruppo G?'. 

Annali di Matematica, tom0 1. 27 
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h importante osservare che la  potenza E l  appartiene al gruppo G3 ed 
è invertibile con E5: dunque la detta potenza sta in H. 

Dalle relaaioni (1) si ricava : 

quindi, supposto p > 3 ,  per 1' osservazione precedente deve essere : 

E [ = l ,  E i = l ,  
Allora, siccome é : 

E;l E f  Es = Ef El, 

l'elemento E f  risulta invertibile con Es e percib sta in H. 
Si hanno dunque le formole : 

E [ = E y ,  E:==Ef, Eg=l ,  E ( = l ,  E f = l ,  (2, 

le quali, insieme alle (1) definiscono un gruppo Gj3sZ qucilunquc siano gl'in- 
teri a, p purchè si tenga presente che E, appa~tiene ad H e che è p > 3. 

Sia ora: 
Es, Es, ES, Ee, Ei , 

una seconda base canonica di Gb33? deEnita corne la prima. Ponendo, ne1 
modo più generale , 

si trova successivamente : 

E3 = Ets (mod G,)  , E, E E (mod Gi) , Ei G A'u3s i 7 

e quindi il prodotto u s  deve supporsi primo con p. 
Dopo cib, pensando alle (l), dopo un breve calcolo si h a  : 

dunque, avendo supposto p > 3, risulta : 

Si vede allora immediatamente che l'operazione : 
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porta i numeri a e p nei nurueri a, e B ,  tali che:  

Qui bisogna distinguere il caso in cui p - 1 è primo con 3 da1 caso in  
cui p- 1 è un multiplo di 3. Ne1 primo caso, se non è P un multiplo di p, 
si pub scegliere u in modo che sia ua=,û (mod p i :  qiiindi P ,  si pub portare 
o ne1 resto 1 oppure ne1 resto O di p ;  invece, ne1 secondo caso, il nurnero f i ,  
si pub portare in uno dei quattro resti O, 1, E, E~ di p, ed una qualunque di 
queste quattro ipotesi esclude le altre tre. Inoltre si osservi che tutte le volte 
che è p primo con p ,  disponendo convenientemente di v ,  posso portsre a, 
ne1 resto O di p ;  e se è p un multiplo di p ,  disponendo convenieuteniente 
di s posco portare a ,  in  uno dei due resti 1, O di p. 

I n  conclusioiie, se è p - 1 primo con 3, esistono solamente tre gruppi G,3 
che hanno ciascuno un divisore Abeliano d'indice p, e questi tre gruppi cor- 
rispondono alle seguenti modificazioni delle formole (2) : 

Se poi p - l è un multiplo di 3, oltre ai precedenti tre gruppi, si hanno 
ancora due nuovi gruppi G B 3 > h h e  corrispondono alle seguenti modificazioni 
delle (2) : 

E ; = l ;  ,E;=Ef, E $ = l ,  E $ =  1 ,  E : = l  
- -- 

41. Supponendo ora p = 3, le (1) danno : 

E F ~ E , E ; =  E , E ~ E ~ E , ,  E;3h'3Ei=ESEG; 

quindi, giacchè 35 sta in H, si h a  successivamente : 

E i = l ,  Ei=Ei.  
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Allora le formole (1) e la relazior~e : 

mostrano che l'elemento E ,  deve coincidere con un elemento di G, del tipo 
E9 Ef. 

Si hanno dunque le formole: 

le quali, insieme alle ( l) ,  definiscono sempre un gruppo di grado 243. 
Si osservi che I7oPeraiione : 

lascia inalterate le (1) e cambia a e ,û rispettivamente in u e 2 fi + 2: dun- 
que si pub ritenere O B = 0 oppure = 1. Se è B = 0 ,  osservando che è : 

si vede che, chinmando E, uno dei due elementi E, E, , Es E: , si pub sup- 
porre cc = O. Ma ,  se è = 1, è facile verificare che, cambiando comunque 
la base canonica, in modo tale perb che le (1) si conservino, i numeri u e 6 
restano indlterati : dunque, se è ,8 = 1, le tre ipotesi a = 0, 1, 2 non si pos- 
sono ridurre una in un'altra. 

In  conclusione, esistono eoltanto quattro gruppi G,S*% di grado 243 che 
posseggono ciascuno un divisore Abeliano di grado 81, e questi quattro gruppi 
sono definiti dalle (1) e dalle seguenti modificazioni delle formole (3): 

42. I o  suppongo finalmente p = 2. 
Dalle (1) si rieava: 

E;2E;E;=H,E2,E',,  E;2E3ES=E3EBE,; 
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quindi, giacchè E[ sta in H ,  si ha successivamente : 

3: = El , E: = Ezl . 
Allora le formole (1) e la relazione: 

mostrano che l'elemento ES deve coincidere con un elemento di G, del tipo 
Es' El . 

Si hanno dunque le formole : 

E;= E ; ,  E:= E:l Ef, E;= E;', Eg= E l ,  E+ 1 ,  (4) 

le quali, i k ieme  allo (1) definiscono sempre un gruppo Gg12 di grado 32. 
Ci6 posto, si verifica facilmente che,  cambiando cornunque la base ca- 

nonica in modo tale perb che le (1) si conservino, il numero resta. sempre 
inalterato ed il numero a O resta inalterato oppure si cambia i n  a + P. 

Dunque, se è B = O, le due ipotesi a = 0, 1 non si possono ridurre l'una 
nell'altra; ma, se è = 1, si pub sempre supporre u =O. 

In  conclusione, esistono soltanto tre gruppi GS33? di grado 32 che pos- 
seggono ciascuno un divisore Abeliano di grado 16, e questi tre gruppi sono 
definiti dalle formole (1) e dalle segiienti modificazioni delle (4): 

H o  già osservato che i gruppi GS3, che posseggono un dirisore Abeliano 
d'indice p, sono necessariamente gruppi G532; ma è ancora notevole il fatto 
che i rimanenti p divisori d'indice p fiono gruppi G,gte: cib risulta dalle for- 
mole di composizione trovate nei tre ultimi numeri. 

43. Si abbia ora un gruppo Gj3sP tale che in esso non sia contenuto 
alcuno divisore Abeliano d'indice p. 

Sia G, un divjsore normale di G,q2 appartenente al gruppo K ed E, un 
elemento di G,  fuori di H: ragionando come al n." 13 del $ Ir, si dimostra 
che esiste un elemento E,, fuori di G , ,  che è invertibile con E,; poi, con- 
siderando il gruppo Abe1ian1.1 G3 generato dall'elemento E, e dagli elementi 
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di G,, si dimostra ancora che esjste un elemento E, fuori di G,, che è pure 
invertibile con E,. Il gruppo G, generato dall'elemento E, e dagli elementi 
di G, è un G,' che ha corne divisore invertibile in gruppo Gz.  Questo 
gruppo G4' deve contenere il gruppo K di G 6 3 J e d  io pongo K = Ci3; poil 
denotando con E, un elemento generatore del gruppo H= Gi , considero la 
serie di composizione : 

Gb3j2, Gdi, G s ,  G, , Gi . 
Dopo cib, ponendo : 

l'elemento E," non è l'elemento identico perchè il gruppo Gdi non è Abe- 
liano; inoltre, giaccliè E; sta in G,, risulta Eut = l. Ora, il gruppo ciclico 
generato dalle potenze di E," è I'unico della sua specie contenuto in Gdi, e 
siccome Gdi B divisore normale d i  GS3>e, il detto gruppo è anche divisore 
normale di G5332 e coincide quindi con Gi:  si pub dunque ritenere E," = 8,. 

Similmente, E,' non è l'elemento identico altrimenti l'elernento E,, che 
è fuori di H, risulterebbe permutabile anche con E, e quindi con ogni ele- 
mento di G?,: dunque si ha E,' = EF; essendo l'intero h primo con p. 

Si hanno percib le formole : 

E;lE4E5=E4E3', E;1E3E' j=E3E2' ,  E ; lE2E5=.E ,EF; ,  

E 1 E 3 E = E  E , W 2 E , = E 2 ,  E;'E2E3=E2, j ( 5 )  

Io  comincio coll'osservare che il gruppo K non pub essere ciclico. 
Infatti, giacchè il gruppo G,3,"on contiene per ipotesi alcun divisore 

Abeliano d'indice p ,  la potenza A'; non è di grado superiore a pz e quindi 
sta in G , .  Allora l'elemento E,' che figura nelle ( 5 )  non sta in G, perchè, 
in tale caso, i quattro elernenti E,, E, , E,, E, generano un gruppo di grado p4 
e questo gruppo non conterrebbe K. Ponendo dunque : 

E,'=E,, E f =  h' 2 7 

dalle (5) risulta : 

cib è assurdo giacchè, dovendo la potenza El appartenere a G?,  si ha :  
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44. Si ammetta, in prima ipotesi, che il gruppo Abeliano K abbia 
tutti i suoi elementi di grado p;  in altri termini, che sia G, un gruppo G304 

Supponendo allora p > 3, dalle (5) risulta : 

EgE4E[=E,, E;pE3E!=E3, E,-YE?E[=E~, 

E;'E:~&=E,P, E ? E 3 E ; = E 3 ,  E;pEeEz=E,; 

quindi gli elementi E t ,  E l ,  i quali riescono jnvertibili con qualsiasi elemento 
di  G P ,  appartengono ad H. 

Cib posto, se Esf potesse appartenere a G , ,  i quattro elementi &, E 4 ,  
E 2 ,  E, genererebbero un gruppo di grado p4 il quale non conterrebbe K: 
dunque, si pub porre &'= Es. Similmente, se E,' potesse appartenere a G,, 
i quattro elementi E,, E4, F3, E, genererebbero un gruppo di grado p4 il 
quale non conterrebbe K: dunque si pub porre E,' = E s .  

Dopo quel10 che si è detto, si possono scrivere le formole : 

E;lE4E,=E.,E3, E5'E3E5=E3E2, E ; 1 E 2 E 5 = E 4 E f ,  

E;lE3E4=E3E,, E y 1 E 2 E , = E , ,  E;'E,E,=E,. ' \ ( 6 )  

E C = E i ,  E f = E f ,  E $ = 1 ,  Ef=1,  E f = 1 .  (7) 

Col solito ragionamento si prova che queste forinole definiscono sempre 
un gruppo G,31e, purchè si pensi che i?, appartiene ad H e che è p )  3. 

Inoltre si osservi che si pub ritenere h = 1, perchè, se fosse altrimenti, 
eseguendo la trasformazione : 

la quale non altera la forma delle (6) e (7), si porta subito il nurnero h ne1 
resto 1 di p. 

Se : 
Es, El, Es, Eo, El, 

è una seconda base canonica definita come la prima, si vede immediatamente 
sulle formole (6) e (7) che le trasformazioni definite dalle congruenze : 

non alterano gl'interi a, f i ,  h ;  dunque io posso considerare come un'unica 
trasforrnazione tutte quelle definite da : 
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per dati valori degli interi u ,  v,  s ,  i quali d'altronde debbono essere tali 
che il prodotto u s risulti primo con p. 

Gli elementi E3,  EP7 E l ,  che bisogna associare agli e1ement.i E5, El ul- 
timamente definiti, sono tali che : 

E r    MO^ Gn) , X2 Ep (mod G,), Ei = EyS' ; 

quindi, dopo avere osservato che è : 

(E5 Eq)n = E: EY 

e percib, avendo supposto p > 3, che 

si vede facilmente che la detta trasformazione fa subire agli interi a ,  f i ,  h 
la sostituzione congrua : 

Avendo supposto h = 1, se si vuole che sia ancora Ji., = 1 ,  bisogna 
prendere s = u2 (rnoii p)  e quindi si ha : 

U ~ U , = U C C + V ~ ,  u 3 P i = P ,  (modp). 

Osservo anzitutto che ogni rolta che non è P un multiplo di p ,  si pub 
determinare il numero v in modo che sia a, = O  (modp). 

Cib posto, ib distinguo i seguenti quattro casi possibili : 

Ne1 primo caso, il numero p - 1 non è divisibile né per 3 nè per 4 e 
quindi ogni numero è cubo (modp) ed ogni numero quadrato (modp) è un 
biquadrato (mod p). 

Dunque, se P non è multiplo di p ,  si pub determinare zc in modo che B ,  
sia il resto 1 di p :  se invece è B un rnultiplo di p,  tutte le volte che non 
è a un multiplo di p ,  si pub determinare u in modo che sia O a,, 1 (modp) 
ovvero al = E (rnodp), secondo che a è della forma u4 ovvero della forma 
e ~ 1 '  rispetto a modp. 

Ottengo quindi quattro gruppi Gj312, che corrispondono alle seguenti mo- 
dificazioni delle (7) : 
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Ne1 secondo caso, p - 1 è divisibile per 3 ma non per 4 ,  quindi ogni 
numero ha, rispetto a rnodp, una delle forme : 

allora, se 0 è della prima forma, si hanrio i quattro gruppi trovati precedeii- 
temente, ma  se fi è della seconda O della terza forma, si hanno due nuovi 
gruppi G$y, i q u d i  corrispondono alle seguenti modificazioni delle (7): 

Ne1 terzo caso, p- 1 è divisibile per 4 ma non per 3, quindi ogni nu- 
mero ha, rispetto a modp,  una delle forme : 

u E U' , E' u4 , E~ u4. 

1 due ultimi gruppi trovati sono ora isomorfi al primo dei quattro gruppi 
che si riferiscono al primo caso; m a ,  oltre a questi, si hanno ancora due 
nuovi gruppi i qiiali si presentano quando è fi un inultiplo di p e che 
rispondono alle seguenti inodificazioiii delle formole (7) : 

S e  si fosse ne1 secondo caso, qiiesti due gruppi sarebbero isoinorfi rispet- 
tivamente ai  due ultimi gruppi che si riferiscono al primo caso. 

Annali di Matemuticu, tom0 1. 28 
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Finalmente, ne1 quarto caso, p - 1 è divisibile per 3 e per 4 e quindi 
gli otto gruppi scritti nei tre casi precedenti sono effettivarnente distinti e sono 
tutti i possibili gruppi GS3l2 che rientrano nell'attuale caso. 

45. Nell'ultimo numero ho supposto che il gruppo Gb3J non abbia alcun 
divisore Abeliano d'indice p e che il gruppo K, intersezione dei p $. 1 di- 
visori d'indice p di G,3 ,habia  tutti i suoi elementi di grado p. 

I n  queste ipotesi, io posso dirnostrare che non esistono gruppi G5se di 
grado 243. Jnfatti, se i: p = 3, riferendomi alle formole ( 5 ) ,  concludo come 
prima E,' = E3, E,' = E2, e quindi dovrebbero sussistere le formole (6). Al- 
Iora da queste si ricava : 

percib l'elemento Ei è un elemerito di IZ del tipo Erh Er E f .  Questo ele- 
mento, essendo. una potenza di Ik;, dovrebbe essere invertibile con Es e cib 
contraddice alle stesse formole (6). 

Invece, se è p = 2, esiste un gruppo di grado 32 ed uno solo, che sod- 
disfa a tutte le attuali ipotesi. Allora l'elemento E,' non pub appartenere 
a G , ,  perchè, se cos1 fosse, il quadrato EL, che appartiene a G3, risiilte- 
rebbe permutabile con ,Y4 e quindi dovrebbe essere contenuto in GP7 anzi 
in G, ,  perchè il detto quadrato è invertibile con Es: cib non pub essere a 
meno che non sia E,' un eleinento d i  G , ;  ma, in tale caso, il gruppo defi- 
nit0 dalle (5) e (7) sarebbe evidentemente un gruppo G:,'. 

Si  ammettn dunque in primo luogo E,' - E2. Allora l'elemento E5 non 
i: invertibile con E; e quindi il detto elenlento appartiene a Gg ma non a 
G s :  dunque posso ritenere Ez = E3 e conseguentemente Ez' = 1. Inoltre, 
l'elemento E: risulta invertibile con E, e percib sta in G, ;  anzi io ritengo 
nddirittura E: = 1, perchè, se fosse altrimenti, chiamerei E, l'elemento E4 E3. 

Dopo cib posso scrivere le formole: 

le quali definiscono effettivamente un gruppo GS33"i grado 32. 
Questo gruppo h:t tre divisori di grado 16, ciascuno dei quali è generato 

da uno dei tre elementi: 
4 E5, E5E4, 

e dagli elementi di G, = K. 
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Mi resta ad esaminare il cas0 di E,' = E3: anche a questo caso corri- 
sponde un gruppo di grado 32 ,  che soddisfa alle attuali ipotesi; ma questo 
gruppo, è isomorfo al pjecedente e si ottiene scambiando nelle ultime for- 
mole E, con E, e, nello stesso tempo, E3 con E2. 

È bene osservare che gli otto gruppi trovati ne1 numero precedente 
hanno un solo divisore G: e tutti gli a.ltri p divisori d'indice p sono gruppi Ca ; 
mentre, per I'unico gruppo di grado 32 ora trovato, accade che tutti i suoi 
divisori d'indice 2 sono gruppi G: . 

46. Si ammetta, in seconda ipotesi, che il gruppo K sia un G3072. 

Allora il gruppo K possiede un solo divisore d'indice p tale che tutti i 
suoi elementi sono di grado p. Questo divisore è dunque normale in Gs3*Q 
si pub assumere corne gruppo G, . 

Se E2 è un elemento di G, fuori di G,,  io mi costruisco come al n." 43 
il gruppo G: costituito da tutti gli elementi di GsS3? che sono permutabili con Li9 
e poi considero la serie canonica: 

re'ativa alla detta serie. 
Dopo cib, ragionando come ne1 n.' 44, concludo die, se è p> 2, l'el+ 

mento E3' che figura nelle (5) non pub appartenere a G2 e quindi posso 
porre E,' = E,. 

L'elemento E, è nelle presenti .ipotesi di grado pe e percib la relazione: 

mostra che la potenza Ez non è invertibile con E5 : dunque questa potenza 
è un elemento d i  G, fuori di Gi e posso allora ritenere Ef = EZ . In tale 
caso la detta relazione si scrive : 

e quindi deve necessariamente essere E; = Et. 
Supponendo ora p > 3,  le formole (5) mostrano che la potenza Et non 

è invertibile con E, e quindi la detta potenza sta in G3 ma non in G2.. Dun- 
que il gruppo G, contiene elementi fuori d i  Gz che sono invertibili con Es 
e per questo è necessario che l'elemento E,' che figura nelle formole (5) ap- 
partenga a G,. 
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Le considerazioni precedenti portano alle formole: 

E;lE4E5=E,E3, E;'EsE5= E 3 E f ,  Et1E2Es=EoEf, ) 
E;'E3E4=E3E,, E;'EtE,=E2, Es' E, L., - Et, 

j (8) 

E[=E;ECE:, E f = E 2 ,  E g = E f ,  E f = 1 ,  ET=1, (9) 

le qiiali, corne subito dimostrerb, non poesono definire un gruppo GS31? se non 
quando a: 

a + I t O ,  6 - k ,  (modp). (10) 

Infatti, trasformando la prima delle relazioni (9) mediante l'elemento El, 
si ha: 

Ea1EgE4=E,"E; .E fE{=EfE1 ,  
donde si r i c a ~ a :  

E;P El Et = E4 EF. 

Ma dalla prima delle (8) e dalle altre si h a :  

E5PE4 E[= E4 E$= E, Et; 
dunque : 

a + h f O ,  (modp). 

Inoltre, l'elemento EL è invertibile con E, e quindi : 

Eg = El' E; Et E5 = Ec cli Efh ,  
sicchè : 

a X; + p 1% G O ,  (mod p ) ;  

poi, da questa congruenza e dalla precedente segue: 

p - k ~ O ,  (modp). 

Cib posto, eseguendo la trasformazione : 

l'inter0 11. ne1 resto 1 di p;  ed eseguendo la ti-asformazione: 

5 ,  E4, E3 , 
E5 E4, E4, E3 Ei , Es, El 

i numeri k e p si cambiano in k + 1 e + 1. Finaimente, eseguendo la tras- 
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si cambia soltanto y in y + h. 
Supponendo dunquc h G 1, k = O, y O (mod p?, le (10) dànno a G - 1, 

B r  O (mod p), e quindi Don pub, nella presente ipotesi, esistere che un solo 
gruppo G,3), corrispondente alle formole: 

E;lEdEr,=E4E3, E;lEsEs-EJ, k';1E2E5=EsEi, 

E 4 E 3 E ,  E4lEeEd=Ee, E ; l E e E a = E l , ,  
~f = E-1 , E f = E 2 ,  Er-E,, E f = 1 ,  E ( = 1 .  

D'altra parte è facile verificare che queste formole, se è p > 3 ,  defini- 
scono effettivamente un gruppo GS3l2 tale che il relativo gruppo K è un G,Ose. 

1 p + 1 divisori d'indice p del gruppo ora trovato sono gruppi G : :  uno 
solo di essi ha corne divisore invcrtibile il gruppo Gz e gli altri hanno il di- 
visore invertibile oiclico. 

47. Caso di p = 3. 
Riferendomi sempre; alle formole (5) si conclude, corne ne1 numero pre- 

cedente, Es'= E3, E: = E2; poi, atnmettendo l'jpotesi che _15,' appartenga a 
G , ,  con un ragionamento identico a quel10 fatto nel detto numero, si trova 
un gruppo G,h2 di grado 243, che è definito dalle formole (11) quando vi si 
suppone p = 3. 

Ma oltre a questo gruppo, ne esiste un altro di grado 243, che si pre- 
senta qunndo si  fa l'ipotesi che l'elemeilto E,' non appartenga a G, .  In tale 
ipotesi io definisco I'elemento E, niediante la relazione: 

Ecl E3 E5= E3 Ee , 
ed osservo che allora il gruppo G, non contiene alcun elemento permutabile 
con E5, fatta eccezione degli elemedti di Gi: dunqiie l a  potenza Ei appar- 
tiene a G,. 

Cib posto, la relazione: 

El3 El E5 = El El E: Et, 

mostra che la potenza E; è un elernento di Ge del tipo E,2 E f .  
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il numero h si canibia in 2 h e quindi posso ritenere che sia h = 1. 
Allora, chianando E,, El rispettivamente gli . elementi E, E,, Li; E3, 

gl'interi a; e /3 si possono fare aumentare, ciascuno in modo indipendente, di 
-una unità. 

Dunque, giacchh si pub supporre a =I 0 = O  (mod 3), si ha, soltanto un 
nuovo gruppo G,3,, di grado 243, che si pub ritenere definito dalle ultime 
formole quando ivi si fa h = 1, a = P = 0. 

4$. Caso d i  p = 2. 
Ragionando corne ne1 n.' 45, si conclude che l'elemento E,' che figura 

nelle formole (5) non pub apparteriere a G, .  
Se si ammette in primo luogo E,' - E2, il quadrato E5 non r i d a  in- 

vertibile con E4 e quilidi esso è un elemento di G, fuori di G , :  posso per- 
cib supporre E; = E3 e conseguentemente E2' = 1. 

L'elemento E: risulta invertibile con E5 e percib eta in m, inoltre l'ele- 
mento E;,  che è pure invertibile coi? EL, sta in H e, siccome E3 8 di grado 
4 per ipotesi, risulta E; = E,. 

Dunque, supponendo Es' = E,, si hanno soltanto due possibili gruppi GSs,' 
di grado 32 definiti dalle seguenti rnodificazioni delle (5): 

e dalle formole: 
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Si  pub subito verificare che questi due gruppi realmente esistono e non 
sono isomorfi, perchè i corrispondenti gruppi G : ,  i quali si sono presentati 
ne1 n." 1 2  del $ II, non sono isomorfi. 

Nelle attuali ipotesi, non accade il fatto notato a l  n.' 45 cioè, non esiste 
un isomorfisrno che porti I'elemento E, nell'elemento E3; quindi io debbo 
continuare l a  mia analisi supponendo in secondo luogo E3' == E3. 

Si osservi che gli elementi di grado 4 contenuti in  G3 hanno tutti 10 
stesso qiindrato e quinrli E3 è invertibile con E5m e con ogni elemento del 
gruppo principale : dunque deve essere E,' un elemento di H ed E3 = E,. 

I o  posso ritenere El' = 1 giacchè, se fosse altrimenti, chiamerei E, l ' e h  
mento E5 E,; allora le ( 5 )  forniscono le relazioni: 

E;l E: E5 = E,9 E; E,, E;V,E5=E4 E3, 

le quali mostrano che I'elemento E: è invertibile con Es e percib esso ap- 
partiene ad H, e che l'eleniento El non è invertibile con E, e pcrcib esso è 
un elemento d i  G,  fuori di G,. 

Ponendo quindi : 
Ei=E3 Et Er, 

ginccht: El è permutabile con E,, deve essere 0 = O  (mod 2) e si pub rite- 
nere anche y =  O (mod 2) perchè, in caso contrario, si chiamerehhe E5 l'ele- 
inento E, ,Y3. 

Dunque, quando 6 Es' = E.,, si hanno soltanto due possibili gruppi G,3' 
di grado 32 definiti dalle seguenti modificazioni delle (5) :  

Ec1ElEg=EdE3, Ec1E3E5=E3, E~1E2E5=E~E; ,  
E,lE,E,=E,E,, E,'E,E,=Li',, E;lE,E3=Ee, 

e dalle formole (12). 
In conclusione, esistono quattro, e non più, gruppi G,3~"i grado 32 tali 

d ie  i corrispon'denti gruppi X sono gruppi Gp0>.. 
49. I o  riassumo brevemente i risultati ottenuti ne1 presente paragrafo. 

Esistono soltanto otto gruppi G,"** di grado 32 e soltanto sei gruppi G,S,2 
di grado 243. 

Se poi è p> 3 bisogna distinguere i seguenti quattro casi : 

p E - l ,  p = 5 ,  - 5 ,  p l ,  (mod12). 

Quando il numero primo p soddisfa alla prima congruenza, esistono so- 
lamente otto gruppi G533P, quando p soddisfa alla seconda congruenza esistono 
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solamente dieci gruppi G B ~ I * ,  quando p soddisfa alla terza congrucnza esistono 
solamente dodici gruppi GS3J;  finalmente, quando il nurnero primo p soddisfa. 
alla quarta congruenza esistono soltanto puuttordici gruppi GE3,?. 

Tutti i detti gruppi sono rappresentati nelle tre tabelle ohe seguono. 

E; = E t ,  E: = E-' 3 ? E; = E;' J E; = El , E': = 1 

E;' E4 E5 = E4 Eo , E6lE3 E5 = E3, Ei' E.2 Es = Ee Et 

E;'E3 E4 =.E3 Ei , Ei l  Ez Ed = E t ,  Ei1EnE3= Es. 

Eg=Es,  E:= 1 ,  E + - 1 ,  EQ = 1 ,  El = 1. 

Ei=E3,  E I=Ei ,  E i = E i ,  E e = l ,  E f = l .  
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II. 

Gruppi G,3" d i  gvado 243. 

Annazi di Mnlematica, tom0 1. 29 
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III. 
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5 VII. 1 Gruppi G,313 e G534.  

50. 11 gruppo I( intersezione di tutti i divisori d'indice p di un gruppo 
G,39 é di grado pP. Sia E, un elemento generatore del divisore invertibile H 
ili GJv3 ed E, un elemento di I< fuori di H; indi si consideri il giuppo Ci: 
costituito d a  tutti gli elementi di GS3l3 clle sono permutabili con E2. 

Denotando con E, un elemento di G,31° fuori di G : ,  per definizione, non 
è E5 permutabile con B2; perb, io voglio dimostrare che esistono elementi di 
G:, fuori di K, che sono permutabili con E,. 

Siano E4 ed ti3 due elementi di G: tali che li; non appartenga al gruppo 
di grado p3 generato dall'elemento E3 e dagli elernenti di K. Ponendo: 

uno almeno degli interi a, y deve essere primo con p. Infatti, s e  a e y sono 
due niultipli di p, i tre elementi Ef, E;, ,Q risultano permutabili con ogni 
clemento di G533 e quindi debbono appartenere ad H; inoltre, per la ragione 
detta al  n." 43 si pub sempre ritenere: 

essendo h piiino con p: quindi gli elementi E,, E,, E3, El gerierano un 
gruppo di grado p4 e questo gruppo, giacchi: non contiene l'elemerito E2, non 
contiene K. 

Cib posto, l'eleinento EI; EL" è fuori di K e si h a :  

Ora, giacchè L1, non è invertibile con E,, ponendo: 

risulta subito che l'elemento: 
ELY E," E;iad-P~), 

il quale non appartiene a K, è permutabile con Es. 
I o  assumo un tale elemento corne elemento E3 e, scelto poi El fuo1.i del 

gruppo Gq generato da E', e dagli elementi di K, definisco l'elemento me- 
diniite la relezione: 

Ecl E4 Es = E4 E2 ; 
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inoltre, posso ritenere che sia : 

Er1 E3 E, = E, E,, 

perchè, in caso contrario, chiamerei E3 una conveniente potenza di E3. 
Cib posto, gli elementi: 

definiti nella detta maniera costituiscono una base canonica di un gïuppo G,SIS 
e soddisfano alle relazioni : 

El1 E4 Es = El Ez , E;l E3 E5 = E3 , El1 E2 E : ~  = E~ E, , 
(1) 

fC1E,E;=E3 E,,  E;lEI,E,=E,, ~ ; 1 f i ~ ~ : ~ = ~ ~ .  ) 

51. L'elemento Et appartiene a K ed è permutabile con I J , ,  quindi 
deve essere Er un elemento di H. Intanto dalle (1) si ricava : 

dunque, szqyonerzdo p > 2, si ottiene Et = 1. 
Allora, le formole : 

mostrano che la potenza Ef è invertibile con ogni elemento del gruppo prin- 
cipale e percib la detta potenza sta in H. Similinente la potenza E,P è in- 
vertibile con ogni elemento del gruppo principale e psrcib sta in H: dunque 
si hanno le relazioni : 

le quali, insieme alle (l), definiscono sempre un gruppo CS3l3 purchè si tenga 
presente che è p > 2. 

Essendo s un intero primo con p, si vede subito che eseguendo la tra- 
sformazione : 

3 5 ,  El,  E3, Ez , 
(Es Bk, E: Er, &, E;E;sa ,  (3) 

la quale non altera la forma delle (1) e (2)) i numeri a ,  P ,  7 subiscono In 
sostituzione : 

guindi, se y è primo con p, determinando convenientemente S, 1, p ,  si pub 
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supporre : 
a1 = 6, L= O, 7, - 1. 

Esiste allora un solo gruppo G,3*3 definito dalle relazioni (1) e dalle (2) 
modificate coine segue : 

Se il nuniero -/ è un multiplo di p, bisogna distinguere il caso in cui è 
p > 3 da1 caso in cui è p = 3. 

Ne1 primo caso, se u è uri intero primo con p ,  eseguendo la trasfor- 
mazione: 

la yuale non altera la forma delle (1) e (2), si vede facilmente che a e f i  si 
portano rispettivainente in due numeri a, e 6 ,  tali che: 

21' ai = Z C  a + v P, U' P l  =,G (1110dp). 

Dunque, tutte le volte che è B primo con p ,  si pub determiriare u in 
modo clie sia f i ,  1 (mod p) oppure f i ,  = e (mod p); poi si determina v in 
modo che sia a, = O (modp). Se invece è un multiplo di p, si pub deter- 
rninare u in modo da portare a, ne1 resto 1 ovvero ne1 resto O di p. 

In conclusione, quando è p> 3, oltre all'ultimo gruppo trovato esistono 
altri quattro, e non più, gruppi GbSJ i qiiali sono definiti dalle 
seguenti modificazioni delle formole (2) : 

(1) e dalle 

1 ciiique gruppi G,3J che ho trovato sono effettivamente distinti: infatti, 
assuinendo come operazione identica ogni cambiamento della base canonica 
d ie  lasci inalterati i tre nurueri a, 6 ,  y ,  è eviderite che qualunque carnbia- 
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mento della detta base, che conservi soltanto l a  forma delle (1) e (2), equi- 
vale al prodotto di una operazione del tipo (3) per una operazione del tipo (4). 

52. Caso di p = 3. 
Quando è p = 3 le formole (1) e (2) dànno: 

(Et E;)" = E'u EY'G 
> 

e quiiidi, eseguendo la trasformazione (4) ed osservando che è u2 G 1 (mod 3), 
si vede subito che i numeri a e B si portano rispettivamente in  due numcri 
a, e p, tali che: 

a, - u a  + (P + l ) v ,  PI = P  (mod 3). 

Dunque, se è O nd 1, si pub  determinare v in modo clie sia a, r O (rnod 3); 
ma se è B = 2 ,  di,sponendo di zr si pub portare a, ne1 resto 1 oppure ne1 
resta O di p. 

Ottengo cosi quattro nuovi gruppi GS3l3 di grado 243, i q u ~ l i  sono defi- 
niti dalle (1) e dalle formole (2) niodificate corne segue: 

53. Caso di p = 2. 
Ne1 caso in cui è p = 2 le relazioni (2) non si verificano. 
Perb, siccome l'elemento E: sta  in  H, l a  relazione: 

l i ?c2aE;  = E4lZEi, 

dà EB = E,. Allora. la  formola: 

Er1E411ij=E4Ei=E:El, 

mostra che l'eleinento Et non è invertibile con E, e quindi il detto elemento 
appart,iene a K m a  non a d  H. L'elemento Es è invece permutabile con ogni 
elemento del gruppo principale e quindi sta in H. 

L e  (2) debbono percib essere sostituite con le relazioni: 

ES=E',", E , 2 = E 2 E f ,  E l = E { ,  E8=EI, E:=1, (5) 
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le qilali, insieme alle (I), definiscono effettivamente un gruppo GS3>"i grado 33 
qualunque siano gl'interi a, .dl y. 

Cih posto, io posso sernpre supporre y = 0, perché, in  caso contrario, rag- 
giungo 10 scopo eseguendo In trasformazione: 

E5, E4, R, 

1% quale non altera le (1). 
Poi, eseguendo In trasformazione : 

si ~ e d e  che il numero p si carnbia in /3 $- 1 e quindi posso supporre P== O. 
Si pub d'altra parte verificare subito chc tutti i cambiarnenti della base 

canvnica che lasciano inalterate le (1) e che conservano le ipvtesi p = -/ = 0, 
lion nlterano a. 

Dunque, si hanno due gruppi distinti G,33 di grado 32, i quali sono de- 
finiti dalle (1) e dalle seguenti modificazioni delle formole (5): 

54. Io  debbo in ultimo luogo ricercare i gruppi GS3l4 e, in questa ri- 
cerca, mi fonclerb su1 h t t o  che, tutte le volte che è p > 2, ogni gruppo G,3>4 
contiene un divisore G: che ha tutti j suoi elerneiiti di grado p. 

Per stabilire cj6, si osser~i  anzitutto che, se F,  Et sono due arbitrai4 
eieiuenti di  G,a14 ed Ei è un eleniento generatore del gruppo N =  K, si ha: 

E-' E' E = E' Ef, 
doide si ricn\.rt : 

(Li E/)P = ,?jY E'P E$) ; 

qiiiirrli, nrendo supposto p > 2, risulta : 

Sia ora Fe un elemento di G5S4 fuori del gruppo H ed E3 un elemento 
fuori del gruppo generato dagli elementi Ez ,  El.  Yonendo: 

E , P = E ,  E{=Ef>  
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se l'intero f i  è primo con p ,  I'elemento E,P E, a, che non s ta  in H, è di 
grado p ed io Io assumo coine elemento E,. 

Sia E3 un elernento fuori del gruppo G, generato dagli elementi E2, El 
cosi definiti ed E; un elemento fuori del gruppo generato dagli elementi &, 
E2, l?, . Ponendo: 

E; = ,y" 
i 7 E; = EP 1 7  

se l'intero fi è primo con p ,  l'elemento E4 E;", che non sta in G2,  è di 
g a d o  p ed io Io assumo come elemento IJ,. 

Sia E4 un elemento fuori del gruppo G3 generato dagli elementi E3, E2, El, 
eosi definiti, ed E', un elemento fuori del gruppo generato dagli elementi E4, 
fi3, &, ,Y,. Ponendo: 

Eg=,ij'f, EP=EF 
i , 

se è primo con p, l'elemento Ef EL", che non sta in G,, è di grado p ed 
io 10 assumo come elemento El. 

Il gruppo Gr generato dagli elementi Eq, &, E2, El CO$ definiti ha  
tutti i suoi e len i~nt i  di p-ado p e possiede evidentemente t re  divisori indi- 
pendenti d' indice p. 

Il detto gruppo,  per l'osservazione fatta al n.' 40 non pub essere 'bbe-  
liano; quindi, giacchè non esistono (na0 13) gruppi G 3 3 ,  il gruppo G4 è un Cl. 

Cib posto, se G ,  è i l  divisore invertibile di G: ed E5 è un elemento di 
GS33' fuori di G : ,  si ha: 

dove l'intero h è necessariatnentc primo con p,  altrimenti l'elernento E, risul- 
terebbe permutabile con ogni elemento del gruppo principale GS33'. 

Chiamando E, una conveniente potenza di E,, io posso ritencre IL = 1;  
poi, chiarnando E4,  E3 ordinatamente gli elementi E4 Er" E3 E;lL, mi posso 
ridusre al caso di À = p = 0. 

Si hanno quindi le formole: 

E;l E4 = E;;,  E;' E3 Es= E s ,  E,' E2 E6 = E2Ei, 
E';'E3E=,=E3E1, E, lE2E4=E2 ,  E ; l E z E 3 = & .  

Se 1' inter0 r è un ~nultiplo di p ,  il gruppo principale ha tutti i siioi 
elementi di grado p. Se  invece a è primo con p ,  eseguendo la trasforma- 
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porto a ne1 resto 1 di p. 
Dunque, se B p > 2, si Banno due soli gruppi Gs314, i quali sono definiti 

dalle (6) e dalle formole: 

55. Caso d i  p = 2. 
Quando B p = 2, chiamo E, un elemento di Cs3)' fuori del gruppo H =  I< 

e chiamo E3 un elemento permutabilc con E, fuori del gruppo generato dagli 
elementi E,, E,. Se & ed E3 sono entrambi di grfido 4, l'elemento E3 E2 è 
di grado 2 ed io 10 assumo come elemento K .  Poi si consideri il gruppo 
G: costituito da tutti qiiegli elementi del gruppo principale che sono inver- 
tibili col detto elemento En. 

Allora, se E3 è un elemento di G: fuori del gruppo genernto da  E2, E, ,  
ed E4 è un elemento di G: fuori del gruppo generato dagli elementi E3, 
L1,, E,; finalmente, se E, é un elemento del gruppo principale filori di  G:, 
si hanno le formole: 

le quali definiscono sempre un gruppo GE3*' di gradw 32. 
Io posso siipporre A = O  altrimenti chiaino E4 l'elemento Ik; E, ed ana- 

logamente posso supporre p = O ;  inoltre, se occorre, chianiando E5 l'elemento 
2% E,, POSSO ritenere a = O. 

Si ritrovario quindi le formole (6) e le formole: 

Se uno dei due numeri p, 7 che vi figurano è zero, si pub ritenere che 
sia y = 0, perchk, in caso contrario, si sc~mbierebbe E, con &; il che non al- 
tera le (6). Allora chiamando E4 l'elemento E, E,, si pub ritenere anche P = 0. 
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Se invece e y hanno entrambi il valore 1, é facile verificare che nes- 
sun camhiamento della base canonica ohe conservi la forma de110 (6) e (7) 
altera f i  e y. 

Dunque, anche quando è p = 2, esistono due soli gruppi GS3J di gratlo 
32, i quali sono definiti dalle (6) e dalle seguenti modificazioni delle formole (7): 

56. Riepilogo brevemente i risultati ottenutj ne1 presente paragrafo. 
Per  tutti i valori del numero primo p> 2 esistono cinque, e non più, gruppi 

G,33; invece, quando è p = 2, esistona soltanto due gruppi G,3s3 di grado 32. 
Qualunque sia il numero primo p esistono soltanto due gruppi G,3s4. 
Tutti i gruppi che si sono presentati in questo paragrafo sono rappre- 

sentati nella seguente tahella: 

1. 
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$ VIII. Concl~isione. 

57. Tutti i possihili gruppi di grado 25 = 32 sono cinqzmnta. Di questi 
50 gruppi, 22 tipi figurano nei quadri 1 e II alla fine del 5 III ,  altri 16 tipi 
ne1 quadro I I  alla, fine del $ V, a.ltri 8 tipi ne1 qoadro 1 alla finc del tj VI c 
finalmente altri 4 tipi figurano nei quadri 1 e I I  alla fine del precedente parngrafo. 

Tutti i possibili gruppi di grado 3" 243 sono sessar~tasei. Di questi G G  
gruppi, 22 tipi figurano nei quadri 1 e I I  alla fine del tj III, altri 7 tipi ne1 
quadro I I  alla fine del S IV ,  altri 24 tipi riei quadri 1 e III alla fine del 
5 V ,  altri Ci tipi ne1 quadro II alla fine del 3 VI e finalmente altri 7 tipi 
figurano nei quadri 1 e II alla fine del 5 VIL 

Il nurnero d'i tutti i possibili gruppi di grndo p5,  essendo p > 3, i: uno 
dei quattro numeri: 

secondo che il numero primo p soddisfa, ordinatamente, ad una delle qusttro 
congruenze: 

p=- 1, p=5,  p = - 5 ,  p 1 (mod 12). 

Nei qundri 1 e I I  alla fine del 5 I I I  figurano 22 tipi di griippi di grado 
p5, altri p + 7 tipi figurano ne1 quadro 1 alla fine del fj IV, altri p + 21 tipi 
nei quadri 1 e III alla fine del 5 V ed altri 7 tipi nei quadri 1 e I I  alla 
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fine del 9 VII. Finalmente, ne1 quadro III alla fine del 5 VI figurano 8, 
10, 12, 14 tipi di gruppi di grado p5, secondo che il numero primo p sod- 
disfa, ordinatamente, alla la, 2", 3", 4" delle precedenti congruenze. 

Nella tahella che segue sono scritti i numeri dei diversi tipi di gruppi 
di grado p5 contenuti in ciascuna classe G5.p in corrispondenza alle varie 
forme del-tiumero primo p. 

Pnlermo, Marzo 
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Classificazione delle equazioni alle deri- 
vate parziali del secondo ordine,  che 
ammettono un gruppo infinito di tra- 
sformazioni puntuali. 

(Di PAOLO MEDOLAGHI, a Borna.) 

I n  una Memoria, puhblioata tra i Leipziger Be~iehte (*), il prof. LE ha 
sviluppata una generale teoria di integrazione per le equazioni alle derivate 
parziali del secondo ordine che ammettono un gruppo infinito di trasformazioiii. 

L a  teoria generale è in quella Memoria illustrata con alcuni esempi, - 
altri esempi furono portati da1 sig. BEUDON ("9, il quale anche indicb un pro- 
gramma di lavoro di cui le equazioni alle derivate parziali del secondo or- 
dine potrebbero essere l'oggetto (***). Questo programma è su1 geiiere di 
quel10 che in una celebre Nota del 1874 (****) il LIE formulava per le equa- 
zioni differenziali ordinarie, e che 10 stesso Autore, in una serie di Memorie 
divenute oramai classiche (*****)), portava a cornpimento. 

Per  le equazioni alle derivate parziali del secondo ordine ci si preaenta 
un programma di lavoro composto di quattro parti. Occorre infatti: 

1.' determinare tutti i diversi tipi di gruppi infiniti di trasforrnazioni 
di contatto in tre variabili ; 

2P per ogiiuno dei tipi trovati, determinaie le equazioni alle derivate 
parziali del secondo ordine invarianti ; 

(*) Sulla teoria delle equazioni diferenziali di un ordine pualunque (lS!X). 
(**) Comptes RencEzcs (1895). 

(8%") Comptes Renclus (1894). 
(*te*) Gottinger Nachrichlen (1574). 
(**%f*) Pubblicate per la maggior parte nell' Archivio Noruegese e riprodotte nelle 

parti essenziali nei Mathem. Annalen. Vol. XI, XVI ,  XXV, XXXII. 
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3." per ognuna delle equazioni trovate e ridotte cosi a forme canorii- 
che, sviluppare una razionale teoria di integrazione (corne è possibile, essendo 
ogni volta applicabile il metodo di DARBOUX) ; 

4." stabilire i criteri che permettono di riconoscere se una proposta 
equazione F (x, y ,  x ,  p ,  q ,  r ,  s, t) = O ammette un gruppo infinito, e stu- 
diare le operazioni che in ta1 cas0 sono necessarie per ridurla alla forma 
canonica. 

A questo vasto programma di lavoro, che ancora restava tutto a svilup- 
pare, io mi sono proposto di portare con queste ricerche un primo, modesto 
contributo. 

Mi sono limitato a considerare le equazioni che ammettono un griippo 
di trasformazioni pu?atuali, e per queste equazioni ho cercato di sviluppare 
le pritne due parti del programma sopra indicato; nell'intento di togliere ogni 
complicazione inutile ho sostituito al problema primitivo un problema più 
semplice; i criteri che mi hanno guidato in questa riduzione vengono accen- 
nati ne1 primo capitolo. 

Nei tre capitoli segueriti determino quei tipi di gruppi infiniti che sono 
il fondamento della presente clnssificazione - con questo è svolta la prima 

.parte del programma. L a  second:t parte forma l'oggetto degli ultimi due ca- 
pitoli, i quali dunque contengono la determinazione delle equazioni invariariti 
pei diversi gruppi. 

30 Novcinbrc 1597. 

1. Riduzione del problema fondamentale. 

A fondamento delle nostre ricerclie si deve porre, corne abbiamo veduto, 
la determinazione di tutti i tipi di gruppi infiniti in tre variabili. Yoglio ora 
mostrare che a questo 'problema se ne pub sostituire uno di gran lunga più 
semplice. Ricorro, per chiarezza, a un esempio. 

Consideriamo, successivamente, i gruppi : 
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L a  equazione alle derivate parziali del secondo ordine la più generale 
che ammetta il gruppo (Gl) Q: 

la equazione più generale che ammetta il gruppo (Go)  è: 

e finalmente quella più generale che ammetta il gruppo (G,) è :  

dove ogni volta nei secoiidi membri di (2,), (L,), (2,) il simbolo rp rappre- 
senta una funzione arbitraria degli argomenti. Le equazioni (XI), (8,) sono 
naturalmente casi particolari della equazione (2,). 

Cerchiamo ora le condizioni perché la eqiiazione : 

4 =?.(Y, 4, 
sia un integrale intermediario di (1,). Si trova per A la condizione (*) : 

questa condizione diventa peï (2,) : 

e per (2 , )  : 

L a  (es)  è m a  equazione per 1 alle derivate parziali del primo ordine 
affatto generale (almeno finchè la funzione g, rimane una funzione arbitraria 
dei suoi argomenti). Invece le equazioni (e,), (s,) hanno una forma più par- 
ticolare: noi possiamo definire in modo più preciso questa differenza, osser- 
vando che la equazione (e,) si deduce dalla (e,) imponendo a quest'ultima di 

(*) BEUDON, Comptes Bendus (1894). 
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ammettere il gruppo finito : 

e la equazione (e,) si ottiene itnponendo alla (e,) di ammettere il gruppo in- 
Cinito : 

d z = O ,  J y = q ( y ) d t ,  $ 1 - - h q ' ( y ) J t ,  

in cui q (y) rappresenta una funzione arbitraria di y, 
Inversamente, supponiarno che la (e,) ammetta un gruppo di trasforma- 

zioni tra y ,  z ,  h ;  e supporiiamo inoltre che tra le d y ,  d x ,  J 1. abbia luogo 
la relazione : 

L a  funzione y ,  e quindi la equazione (L,), avranno una forma meno 
generale : questa p a ~ t i r o l a ~ i x z a z i o n e  è geoînetricainente mppresentata dalla 
coftdizione a c u i  orn  soddlsfa la (2,) d i  ammettere u n  gruppo pi& esteso 
che (G,). 

Se, dopo aver trovata la eqiiazionc (8,) nelia nostra classificazione, si 
volessero discutere le equazioni ausiliari (del primo ordine) a cui il problema 
della integrazione è stato ricoildotto; bisognerebbe fare una classificaziono 
delle equazioni (e,) secondo i gruppi in y ,  x, 1. Ognun vede aome la com- 
plicazione che ne risulterebbe è sproporzionata all'interesse, tanto più che 
per questa parte noi ci possiamo riferire ai lavori del LIE che contengono 
una disciissione delle eqiiazioni alle derivate parziali del primo ordine. 

Non abbiamo dunque a preoccuparci delle diverse particolarità che pub 
presentare la funzione y;  da1 punto in cui ci poniamo le equazioni (8,) e (8,) 
non meritano di essere considerate; nella equazione (F,) è concentrato tutto 
l'interesse. 

Risalendo dalle equazioni ai gruppi si vede che basta determinare tutt i  
quei t ip i  d i  gruppi  inJiniti nei  qual i  ?ton è contenuto nessun s o t t ~ y r z i ~ p o  
Ên,fini t o. 

1 gruppi che siamo ora condotti a ricercare sono destinati a rappresen- 
tare una parte importante nella teoria dei gruppi infiniti : io ho iniziato al- - 
curie ricerche su questi gruppi anche pel caso di un numero qualunque di 
variabili. Mi valgo qui di due risultati la  cui dimostrazione mi porterebbe 
troppo lontano dall'argomento : 

1." ogni gruppo iiifinito contiene almeno uri sottogruppo infinito con una 
funzione arbitraria di un solo argomento e nessuna costante arbitraria ; 
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2.' i gruppi infiniti che contengono una funzione arhitraria di un solo 
argoinento (e nessuna costante arbitraria), sono O formati di trasformazioni 
pcrmutabili, oppure isomorfi al gruppcr di tutte le trasformazioni in una va- 

a f riabile. I n  altre parole sono o isomorfi al gruppo 5 (x) - O isomorfi al 
?Y 

a f .  gruppo E % 
L a  trasformazione infinitesima generica di un gruppo che contieiie sol- 

tnnto unn funzione arbitraria di un argomento (e nessuna costante arbitrariai, 
é della forma : 

essendo Xo,  Xi,,  . . , Xs trasformazioni infinitesime determinate. Come argo- 
mento si è presa, per la funzione arbitraria, la  variabile x, ;  cib, se non fosse, 
si pub realizzare con un cambinmento di variabili. 

Poichè ogni gruppo infinito contiene un gruppo della forma (a), O ridu- 
eibile alla forma (a) con un cambiamento di variabili, e questi ultimi non 
possono contenere un sottogruppo infinito, sono appunto i gruppi (a)  a cui ci 
conduce il nostro programma di lavoro. Noi dobbiamn dunque determinnre 
tutti i tipi di gruppi delle forma (a), ira, le val-iabili x i , ,  x,, r,. Essendo pos- 
sibili due composizioni questa ricerca si presenta nnturalniente divisa in d u e  
parti. 

a f II. Gruppi isomorfi al gruppo F (a) 

Consideriamo la trasformazione : 

indiehiaino con Q un'altre funzione di x,, e formiamo la espressione : 

Si trova che quella parentesi, quando si convenga d i  powe X-,  = O, si 
pub sviluppare in una espressione della forma: 

Annali di Matematica, tom0 1. 31 
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è necessariamente nullo. Dunque intanto : 

X&,)=O, ... X , ( x J = O ,  
ed anche : 

(XiX,)=O se i + k > s $ - 1 .  

Confrontiamo ora il coefficiente di (O, s -+ 1) dalle due parti: in (2) si h a  
X,  come coefficiente di ( O ,  s + 1 ) ,  mentre in (3) il coefficiente è X,  (x,) X,. 
Dunque : 

xo (x,) = 1. 

Confrontiamo ora i coefficienti di ( O ,  i) dalle due parti; si trovano le 
condizioni : 

Xi-, - (Xo Xi) + Xo (xi)  Xi-4 , 
e poichè Xo (x , )  = 1 : 

(X, Xi) = o. 
Firialmerite confrontiamo i coefficienti di ( i ,  I c ) ,  (i, k =!= O ) ,  dalle due 

parti : si avrebbero le relazioni: 

le quali diventano, ricordando che Xi (x,) = O , . . . X, (xi) = O : 

(XiXk)=~irzXi+k-,,  (i + s + 1, i <  k). 

Riassumendo : 
Le codixioni necessarie e suficienti perchè il gruppo la  cui trasfornta- 

zione infitzitesilna generale è : 

$ E(4 X i ,  
A 

i = O  

sia isomorfo al  gruppo generale della retta sono le seguenfi: 

X ,  ($1) = O , . . . Xs(x,)=O, Xo(x1) = 1, 

(Xo  X, )  = O ,  . . (Xo Xs) O , 
(X iXk)=~ikXi+k- i ,  ( i + k e s + l ,  i < k j ,  

(Xi Xk) = 0 (i $- k > s + 1). 

Opr iam0 un primo cambiamento di variabili, assumendo come nuove - - 
varjabili zn, x 3 ,  un sistema di soluzioni indi~endenti  di X, f = O. Poichè -- 
Xo (x,) = 1 , la x,  sarh certamente indipondente da xp, XQ; dopo la trasfor- 
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iiiazione, X, avrh presa la forma canonica p , .  L e  condizioni (4) assumono ora 
un sjgnjficato più semplice : le equazioni : 

x, (x,) =O,. b .  X&) = O ,  
unite alle : 

( p , X , ) = O , . .  . ($4 XS) = O, 

ci dicono che le X,, . . . X, devono essere trasformazioni nelle variabili 
- - 
x2, x3, che  non contengono z, nemmeno come pctrametro. Tornererno ora. a 

- - 
s c r i ~ e r e  x,, x3 in luogo di x,, x3 non portando cib nessun equivoco. 

Per  fissare le idee é bene corninciare a ferinare I'nfteiizione sopi.a due 
casi particolari. 

Supponiamo s = 1 ; consideriamo cioè gruppi della forma : 

In  X ,  deve essere una trasformazione nelle x,, x,: non è soggetta a11 altre 
condizioni. Con un opportuno cambiamento di variabili si potrB dunque por- 
tare alla forma canonica p,. Dunque : 

ogni gruppo, isomorfo al g ~ u p p o  gelterale della ?.etta, pev cui s = 1, 
si pu6 porta~e alla forma canonica : 

Supponiarno s = 2. Consideriarno cioè gruppi della forma: 

5p1+5'X,+5'%. 

Le Xi, Xo sono trasformazioni nelle x,, x3 soggette all'unica condizione: 

Qui si possono presentare due casi : 
(a) : le X, ,  Xp hanno traiettorie distinte; con un opportuno carnbia- 

mento d i  variabili si pub fare in modo the sia:  

(p )  : le Xi,  X z  non hanno traiettorie distinte; si pub allora disporre 
del cambiamento di variabili in modo che sia:  
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Dunque : ogrzi gilrypo ~ S O ? J T U I ' ~ O  a l  yruppo generale della re t ta ,  per czri 
s = 2 ,  è viducibile u12'una O ul1'altî.a delle due  f o m e  eanoniche: 

Hitorniamo ora al cas0 pneralo.  Le X, . . . X,  soiio trasformazioni nelle 
x,, 2, formaiiti un gruppo con la composizione rappresentata dalle formole (4). 
In particolare dunque deve essere : 

(x, x2j= x, , 
cioè le trasformazioni X ,  , X, formano un sottogruppo ne1 gruppo Xi . . . 
a questo sottogruppo si possono applicare le considernzioni fatte pel caso 
s =  2 : si pub clunque portare il gruppo proposto O alln forma: 

oppure alla forma : 
8 

~ p i - 5 ' ~ ~ p ~ + i " p ~ +  r( Gi'Xi.  
k 3  

Esarniniamo ora i gruppi della forma (B) .  Se guardiamo alle condi- 
zioni (4), si vede che deve essere: 

(xix*)=(s-l)x,, (X,X,)=O. 
cioè : 

(-x2p2, X S ) - = ( S - - ~ ) X S ,  (peXs)=O; 

la prima condizione, sviluppata, diventa: 

- .r* (pi , XS) + xs (x*) po = (s - 1) xs , 
e tenendo conto della seconda condizione : 

X ( x , ) p e = ( ~ - i ) - & .  
Ma 8: 

xs = xs ($2) p2 + xs ( x X )  p 3  , 
deve dunque essere : 
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Non pub dunque essere s >  2 : se un gruppo è riducibile alla forma, (P)  
deve essers necessariamente s = 2. 

Dunque : i gruppi per cui s) 2 sono riducibili alla forma : 

con un oppo~lz4no camhiumento d i  variabili. 
nopo aver condotto un gruppo alla forma (a), si pub ancora disporre di  

qualche cambiamento di variabili: pero occorrendo conservare ad Ii;, X, la 
forma canonica ad essi attiibuita, i cnmbiamenti di cui possiamo disporre 
devono lasciare inalterata ciascuna delle, trasformazioni x,p,, x,p3. Resta 
dunque soltanto disponibile i l  gruppo : 

(a, b costanti arbitrarie). 
Non è stato tratto fin qui, dalle condizioni (4) ,  tutto il vantaggio che se 

ne poteva trarre:  ritorneremo ora su queste condizioni nell'jntento di rico- 
nosceïe la natura delle trasformazioni X 3 ,  . . . iY,. 

L a  X3 è soggetta ad una prima condizione: 

che si scompone nelle due seguenti : 

Xi [Ji3 (x,)] - X 3  [ X  ( x J ]  = 2 - Y 3  ( x J  , 
Xi [-Y3 ( x 3 ) ]  - -Y3 [Xi @ 3 J ]  = 2 X3 ( ~ 3 ) .  

Notando che XI = x, p z ,  quelle due condizioni diventnno : 

xi [ X 3  (x*)] == 3 X3 (x2) , 
[X3 ( ~ 3  )] = 2 X3 ($a), 

quindi fiiinlmente : 

x3 (xZ) = x: y (:CS) , X3 ($3)  = xi + ( ~ 3 ) .  (5) 

Una seconda condizione a cui è soggetta X3 si presenta osservando che 
col combinare successivainente la X, con X, si deve trovare dopo un nurnero 
finito di volte un risultato identicameite nullo. Si ha iofatti dalle (4 )  : 
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P e r  vedere che profitto si pub trarre da' questa coridizione consideriamo 
prima la  trasformazione X4. 

Si ha : 

Xe 1x3 (xt)] - x3 [xz (xn)] - ~ 2 3  X.4 ($2) , 

tenendo conto delle ( 5 ) ,  e ricordando che X, = x,p,, le relazioni precedenti 
divengono : 

- 
I primi membri delle (5 , )  non differiscono dai  secondi membri delle (5) 

che per la forma delle funzioni y ,  +, e per essere aumentati tutti di unn 
unità gl i  esponenti della 3,. Analogamente dunque si trovn: 

La legge di formazione di questi successivi sistemi di equazioni è subito 
veduta. Qui importa scrivere 1' ultimo sistema. Dalla condizione ( X ,  ,Y,) = O 
si ricava clie : 

La prima equazione ci dice che g, é un polinomio di grado s- 3 ;  la 
seconda equazione ci dice che + è un polinomio di grado s- 2 :  e che i 
coefficienti delle più alte potenze di x3 in y ,  $ sono eguali t r a  loro. 

Si pub dunque porre la  trasformazione X3 sotto la forma: 

in cui y e (9 sono polinomi di grado s - 3 in  x,. 
E si av rà  allora, corne si riconosce facilmente dalle formole (5,) : 
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. PoichE y c (i, sono polinomi di grado s - 3,  ( f ( s - 3 ) ,  (NS 3, sono delle co- 
stinti : le rappresenteremo rispet,tivamente con c ,  C. 

Cominciamo orrt a supporre che sia c :  O. Con la seguente trasfmmn- 
zione del gruppo (y): 

1 - 
xr* = Cs-1 

$2 1 

si pub portare alla forma canonica: 

in ciii non vi è più nulla di indeterminato. 
Poriiamo ora 77 = x, p, + x, p,, e cerchiamo di trnr prnfitto delln con- 

dizioiie : 
(-Y3 XS) = O ,  

questa si scompone nelle due seguenti: 

x3 (x;) = Xy : u (z; . y). 

x3 (xi-! x3) = ri-' . U (ri (1) Xs + 0))- 
Sviluppando queste relazioni, si trova: 

Dovrebbe dunque essere : 

g , = A x > - 3 ,  Q = B ; r i l ,  ( A ,  B, costanti). 

D'altra parte (1, deve essere una funzione razionale intera rispetto $3, 

dunque B -.O, e per- la  formi canonica attribiiita ad dave essere 
f - 3 )  = 1 , duilque : 
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La  trasformazione X è dunque della forma: 

Formiamoci ora la parentesi (X3. X,) : si riconosce che è : ( X ,  x4) = O ,  
quindi anche (X, X,) = O, Volendo stabilire l'accordo tra questâ relazione e 
quelle della cotnposizione (4), siamo costretti a conclitdere che 3 + 4 > s + 1. 

II nzcmero s deve essere necessariamente inferiore a sei. Che possa as- 
sumere tutti i valori 1 , 2 , .  . . 5 è d'altra parte presto accertato. 

Yer completare questa discussione non rimane che a considerare il caso 
in cui la costante c B nulla per la trasformazione X. Si ha sllora : 

La  condizione (X3 X,) = O ci mostra che deve essere: 

d 9  Dalla prima equazione si ricava - = O  ; dunque rg B una costante che 
d xs 

rappresenteremo con M. 
Dalla seconda equazione si ricava: 

quindi : 

La trasformazione X3 è dunque della forma: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



242 Medo Zay h z"; 'Ctassificazione delle equaziotzi a l b  derivate parxiali 

In questo caso dunque è s = 4' Con la tras'formazione : 

si portano X3, X( alla forma canonica: 

x 3  =x: (x9p2  -f-3 $ 3 ~ 3 ) ~  % = 2 X : P S .  
. m a  

Rimane finalmente R co&dersre il osso di M = O ,  nllora rimane: 

. X ~ = N X : ~ , ,  
in qiiesto cas0 dunque è s = 3; si vede poi che son una sostituzione . del 
gruppo ( y )  si pu6 fare iii modo che sia N =  1. 

Riassumendo i risultati di qriesta discussione, s i .  pub enunciare il se- 
. . 

guente teorema : 
1 gruppi del10 spazio x , ,  x2, xa, isomorfi al grupppo generale della retfa, 

si possono con un ca&bi<rmenlo d i  oariabili portare all'hnd O ull'altradelle 
seguenti forme cano~ziche : 
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a f III. Gruppi isomoi.8 al gruppo E (x) - - a .Y 

Riprendiamo ora in esame la espressione (3) del Capitolo precedente: se 
questa espressione deve essere identicamente nulla qualunque siano le fun- 
zioni 4 (x,), r )  (x,) bisogna che siano identicamente nulli i coefficienti delle 
singole (i, Ic). Si trova dunque che : . . 

le condizioni necessarie e sùficienti perché il gruppo Eu cui trasfor- 
wazione infinitesima generale è : 

sia composto d i  trasformaxioni permutabili, sono le segzcenti : 

X&)=O, X&)= O , . .  . X.(x,)= O ,  , )  
(Xi Xk) k= o. 

La  trasformazione Xo è dunque della forma : 

prendiamo corne nuova variabile z3 una soluzione di Xo f = O ;  si ha allora: 

Xo=P02p*. 

Se p,, fosse una funzione della sola x, si potrebhe immaginare compe- 
metrata questa funzione ne1 simbolo 5 (2,). Se invece fosse Bo, una funzione, 
oltre che di x,, di una O di entrambe le x,, x, si potrebbe daterminare una 
nuova variabile G2 in modo che fosse: 

In  ogni caso si vede che il nostro gruppo pub essere portato ad una 
forma : 

t (xJp2 + . 
Dopo aver ottenuto questo risultato, noi non potremo più disporre, per 

ridurre il nostro gruppo ad una forma canonica, che di quelle trasforma- 
zioni che lasciano invariante la trasformazione p,. Possiamo dunque disporre 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



244 M e d  O 1 a y h i :  ClassiJicnxione delle equaxioni alle derivate parxial i  

del gruppo : 
x'P=xz+q, (xI ,  $ 3 ) )  

3'3 = $ ($1) $3) 3)> 

(?, $ funzioni arbitrarie degli argomenti). 
L a  trasformazione XI, dovendo soddisfare alle condizioni : 

in cui a,,  , x , ,  sono funzioni delle sole x i ,  x,. Cib posto, supponiamo dap- 
prima che a,, non sin identicamente nulla, e determiniamo la funzione q, ne1 
gruppo (y) con la condizione: 

a P 
alz + a ,  z3 = 0 , 

e la funzione $J con la condizione : 

Fer  la sostituzione cos1 determinata diventerà Xi  = pa . Se poi fosse 
a13 = 0 ,  si dovrebbe prendere a , ,  : = x ' ~ ,  e si avrebbe per X, la forma ca- 
nonica x3 pe . 

Riassumendo: i gruppi composti di trasformazioni permutabili si possono 
con un opportun0 cambiamento di  variabili portare all'una O all'altra delle 
seguenti forme canoniche : 

5 ( x i )  pz + 5' p3 $ - . (4 
5 (x i )  p2 + 5' $3 p2 -f- . . (fi) 

Ci resta ora ad esaminare la natura delle trasformazioni X,, . . . X ,  
per ciascuna delle due categorie (a ) ,  (8). 

Per  un gruppo (a )  la trasformazione X, è soggetta alle condizioni : 

x, (x,) = O , ( p ,  X2) = 0 ) (p3 X4) = 0 ; 

essa h a  dunque la forma : 

x2 = a2 ( X I )  pz + p 2  (xi) p3 . 
Nello stesso modo si trova che è in generale : 

Xi = ai ( x i ) p z  + Pi ($1 )  p 3  j 
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le funzioni a, B in tutte queste trasformazioni sono interamente arbitrarie, e 
non possono essere eliminate con un cambiamento di variabili : esse sono 
dunque delle funzioni caratteristiche pel gruppo. Il nurnero s pub essere un 
intero positivo qualunque. 

Per  un gruppo ( f i )  la trasformazione X, è soggetta alle condizioni : 

l'ultima delle quali, combinata con la seconda, dà : 

x2 (x,) = o. 

L a  trasformazione X, è dunque della forma: 

Nello stesso modo si trova che è in generale : 

le m sono funzioni arbitrarie dei loro argomenti; esse sono caratteristiche per 
un gruppo. Anche qui il numero s pub essere un intero, positivo qualunque. 

Riassumendo : 
af I gruppi del10 spaxio x i ,  x,, x,, Zsomorfi a l  yruppo 5 (x) - 3 si pos- a Y 

sono con ura cambimlento d i  variubili portare ull'pna O all'altra delle se- 
guenti forme canoniche : 
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IV. Gruppi &e: O C C O ~ ~ O ~ O  ' nélla . pi'esente " .  blassificazione. 

Coqveniamo ora di . prendere . : 

X ,  -= 2, x z = y ,  x3 = X. 
. . 

Con le regole del c,alcolo delle variazioni si calcoleranno per ogni gruppo 
le variazioni di p, q ,  Y ,  s; t ;  é 'si proieder&' alla ricercn delle equazioni 
alle derivate parziali del secondo. ordine invarianti. Eyuazioni invarianti si 
possono costruire in due modi diversi: o stabilendo delle relazioni arbitrarie 
tra gli invarianti differenziali del gruppo che .sono di ~ r d i n e  eguale O infe- 
riore a due, O scrivendo che certi determinanti formati con i coefficienti delle 
trasformazioni infinitesirne sono identicamente nulli. Lasceremo da parte, per 
ora, le equazioni jnvarianti di. questa ultima categoria.. , .  Perchè per un dato 
gruppo esistario equazioni invarianti della categoria è soltanta neces- 
sario che il gruppo stesso abbia; degli invarianti del secondo ordine. Esami- 
niamo ore quali t r a  i gruppi d&ermi&ti negli ultirni due oapitoli soddisfano 
a auesta condizione. 

* .  a.# ,... . 
Sia p. es. un -g~upp6  isbmorfo a E (x) - : sia a x 

nelle variazioni di x ,  y ,  z ,  entrano le derivate fino 'all'ordin~ s di E (xi. Al- 
lora nelle variazioni di p,  p entrerà cortamente la deriyata di ordine s + 1, 
nelle variazioni di Y, .s, t entrerà la derivata di osdine: s + 2. Per  formare 
gli invarianti del secondo ordine noi dovremmo integrare un sistema com- 
pleto di s + 3 equazioni tra 8 variabili: x ,  y, X ,  p ,  q ,  r ,  s, t ,  è nec,es- 
sario dunque che sia s < 5. 

Un risultato identico si ottiene nell'identico modo pei gruppi isomorfi a 

Supponiamo per di più che il gruppo proposto abbia a invarianti di or- 
dine zero ; poichè noi. cerchiamo dellé vere equazioni differenziali invarianti, 
dovr& essere : 

8 - (s + 3) > cc. 
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*de{ Secondo ordine, 'chex ctmmett!ono itn gruppol hfiizifo, ecc. 247 

Pei gruppi comppsti di trasformazioni permutabili, ad es., vi è sempre 
r on invariante di ordiae zero: k: II nimer6 s dere dunque per essi soddi- 

sfare alla condizione : 

Bl ( s+ ,3 )>1  :tpindi.. s ( r 4 .  

Tra questi gruppi poi quelli che sono riducihili alla forma : 

5 , .  ' 

ammettcko due invariatiti di 'ordine zero : x,, x3 ((per le convenzioni fatte : 
x, 2); per essi dunque deve essere s <3. 

Riassumendo questi risultati, si vede che dei gruppi determinati nei due 
onpitoli precedenti ci basta conservare i seguenti : 
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248 Me d O 1 a g h i :  Classificaxlone dette equaxioni alle derivate parxiali 

Verremo ora esaminando successivamente ciascuno di questi gruppi. 

V. Equazioni che ammettono un gruppo isomorfo 
al gruppo generale della re t ta .  

Nelle equazioni di cui ora ci occupiamo non entra certamente la varia- 
bile x. Si dimostra che non pub entrare nemmeno la variabile r, osservando 
che riella variazione 81. entrano le derivate di 5 fino all'ordine s + 2, mentre 
nelle Js, b t non entrano le derivate di E che fino all'ordine s + 1. 

1. 1 F(xJpi 1 -  
P e r  questo gruppo vi sono due invarianti di ordine zero y ,  '2. Si ha 

poi (*) : 

L e  equazioni differenziali invarianti sono dunque della forma : 

in cui n è una funzione quslunque degli argomenti. 

2. ( E ( x , ) p , + E r - p 2  1 -  
Si ha qui : 

dx=((x), dy=51(x), dz=0.  

(*) Ora e sempre in seguito ometteremo il fjttore costante 6 t nelle espressioni delle 
variazioni. 
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Quindi : 
J p  =-p - q t 1 / ,  J q = O ,  

J s  = - S E '  - t [ " ,  cl t =o. 
Gli invarianti devono soddisfare alle equazioni : 

L e  soluzioni della prima equazione sono : 

la seconda equazione, introducendo la a ,  diventa : 

gli invaiianti cercati sono dunque : 

Pei- questo gruppo è : 

e le equazioni invarianti sono della forma: 

12(2, y ,  t ,  ( q s - p t ) e y ) = O .  

= ( )  J Y = - [ ' y  + [ I l ,  dz=O. 
Quindi : 

J q - q E 1 ,  

3. / i p ,  - E 1 x 2 p 2  + E"p, 

11 sistema completo che determina gli invarianti è: 

Annali di Matematica, tom0 1. 
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250 M e  d O t a g h i: Clussi$cazione delle equaxioni atle deriva t e  parxialz' 

Le sohzioni della prima equazione sono : 

Y, z ,  4 ,  4 u = q s - p t ,  

la  seconda equazione diventa : 

ed ammette quindi le soluzioni : 

@Y-", 4 ,  t ,  a ;  

finalmente l'ultima equazione ci mostra che gli invarianti cercati sono : 

le equazioni invarianti sono dunque della forma : 

P e r  questo gruppo è : 

$ ; x = t ( x ) ,  6 y = y t r ,  d x = y [ " .  

I l  sistema completo che definisce gli invarianti è : 
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del secondo ovdine, che ammettono un gruppo irtfinito, ecc. 251 

L e  soluzioni della prima equazione sono: 

la seconda equazione diventa : 

ed ammette le soluzioni : 

teriendo ora conto dell'ultima equazione si trovano gli invarianti : 

Le equazioni invarianti sono pel nostro gruppo della forma : 

P e r  questo gruppo è : 

Il sistema completo che definisce gli invarianti è : 

Soluzioni dell'ult,ima equazione sono : 
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252  M e d o  1 a y h i :  CZassificaxloîte delle epun,";iofzi alle derivute parxitr li 

L a  penultima equazione diventa : 

essa ammette dunque le soluzioni : 

y ,  q + 2 B ,  y q - 2 x ,  y 2 t - 2 x ,  
che indichereino rispettivamente con y ,  u, v ,  W .  La seconda equazione al- 
lora diventa : 

le cui soluzioni sono: 

di queste le ultime due sono anche soluzioni della prime equazione. 
L e  equazioni invarianti pel nostro gruppo sono dunque della forma : 

Per questo gruppo si h a :  

8 x = t ( x ) ,  a ' y = { ' y  + y y 3 >  S X = y y +  y y 2 ~ .  

Si ha dunque: 

Il sisterna completo d a  cui dipende la determinazione degli invarianti è: 
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del secondo ordine, che anzmeftono un y~ ' typo injnito, ecc. 253 

Le soluzioni della prima equazione sono : 

le cui soluzioni sono : 

L a  terza equazione diventa : 

af - + ( 2 v z - 2 r p ) z - ~ ,  a il- 

essa ammette quindi le soluzioni : 

Y ,  P , .  P F  - 2 ~ ~ t . l  t a ;  

tenendo conto della quarta equazione si vede che gli invarianti cercati sono: 

P e l  nostro gruppo le equazioni invarianti harino dunque la forma : 
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254 Med O Zag hi : Classificaxione delle equaxioni al le  derivate parxiali 

Per questo gruppo si ha :  

d î . = E ( x ) ,  J ~ = E ' ~ +  5"'y3s+lw-, 
2 

Per determinare gli invarianti si deve integrare il sistema completo: 
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del secondo ordine, che amnzettono un grappo infinito, ecc. 235 

Soluzioni di quest'ultima equazione sono: 

Y ,  x ,  4 ,  t ,  B = ( ~ ~ - ~ Y ~ - ~ Y ? P - ( Y z - Y " ) ~ ,  
ci calcoleremo allora X, (B) ,  X, ( f i )  , X? (O), Xi (p). Si trova : 

x* (p) - z3 y2 - 3 ze y3 4 + 3 y' q2 ,z - q3 y5 - 2 ya p , 
X3 (B)=  2 z y  - 2 y 2 g  - t y3 - f i  ( z y 2  -1- 3 y3  q ) ,  

X , ( B ) = t Y 2 z + 2  y 2 q 8 - - 2 z y q ,  X,(B)=-p. 

Dobbiamo ora cercare le soluzioni di : 

Z Z 
una prima solinione è - ; porremo p = - : un7 altra soluzione è yS (P - 4 )  i 

Y Y 
porremo u = yS ( p  - y). Le altre due soluzioni sono allora : 

2 v 3  
~ ' t - - 2 ~ Y ~ ,  y 4 P + $  

le indicheremo rispettivamente con p ,  (T. 

Osserviamo che : 

X , ( p ) = O ,  X 3 ( 4 = v 2 ,  X 3 ( p ) = 3 v p ,  
X 3 ( ( T ) = 3 v o - p - 2 u S p .  

Si devon dunque determinare le soluzioni di : 

a f a f  a f X 3 = v 8 , +  3 u p - + ( 3 u a - p - 2 u 3 p ) G = o ,  a P 

si trova che le soluzioni cercate sono : 

e le indicheremo rispettivamente con u,  v. 
Pinalmente poiché : 

x ( )  = 1 , x, (u) = O ,  Xz (v) = u. 

si dovrà integrare la equazione: 
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256 Me d o  2 a g h i: ClassiJicaxione del t e  equaxioni a l le  deriva te  ywzz'uti 

L a  soluzione di questa equazione è : pP z4 - 2 o. Ora, poichè : 

L'invariante cercato è : 
p ' u - 2 8  

?LS 

Lc equazioni invarianti pel nostro gruppo sono dunque: 

= costante. 

8. Ci rirnane a considerare il gruppo : 

E p , + E ' ~ ~ p , $ - ~ " s , p ~ + E " ' ~ ~ ( ~ ~ p ~ + 3 ~ ~ p ~ ) + F ~ ~ ~ ~ p ~  1 -  
- 

Qui si ha : 

J z = t (x), 8 y = E 1 y  +c''y" J a = ~ 5 " y + 3 x y Z E ' 1 ' + y 3 i 1 V ,  

J p = y ['" + 3 y ye 5'" + 3 x y P  ElV + y3 gv - p 5' - y y 5" - q y3 [IV, 
3 q = 4" + 6 y z 5"' + 3 y 2  5'' - q tl, 
8 s = 5'" + 6 y p 5"' $- 6 a y [IV + 3 ye 5' - 2 s t;' - t y 5" - g E" - t y3 [IV > 

8 t = 6 z 5"' + 6 y q 5"' + 6 y (IV - 2 t t;' - 3 y' t 5"'. 

Il sistema completo che siamo ridotti ad integrare è : 
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del secondo ordine, che amrndtono &ta gruppo infinito, etc. 257 

Soluzioni dell'ultima equazione sono : 

Y ,  X ,  q ,  t ,  a = y s - 3 p ,  
e si ha: 

X4 (a) = 3 q p3 - 3 z y2 - t y', X3 (a) = Y' a - 2 y , 
x, (a) = 2 q y - t y%, xi (a) = - CL. 

Si deve dunque anzitutto considerare l'equazione : 

di cui le soliizioni sono : 

t ey3  3 2' v = q 2 y - - - -  
2  

a. 
12 2 y  

Osserviamo che è : 

Si deve quindi integrare l'equazione : 

di cui le soluzioni sono : 

ossia ponendo : 
h 

- 9  ~ = y 2 ~ - y À = y 2 ( I * - u ) ,  
Y  

ed indicando con w la terza soluzione: 

v w 3 -  ve u a + 2  

Y +-+ay' 
Annali di Maîematica, tom0 1. 
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258 Med O 1 ag hi:  Classi$caxione delle eqzdazior~i aile derivate parxiali 

La equazione X, = O diventa : 

ed ammette quindi le soluzioni : 
1 v ,  u s - 2 w . .  

Tenendo ora conta della prima equazione si 
cato è : 

ue (,u2 - 2 w), 

trova che l'invariante cer- 

e le equazioni invarianti pel nostro gruppo sono dunque le : 

v"t2- 2 w )  = costante. 

VI. Equazioni che ammettono 
un gruppo di trasformazioni permutabili. 

. Corne 'nelle equazioni del capitolo precedente, non entra in quelle che ci 
proponiamo di determinare la derivata r. Un invariante di ordirie zero è la 
variabile z; inoltre poichè la fuiizione arbitraria 5 (a) non si presenta che 
nella variazione d y, la variabile y non entre& in nessuna delle eqeazioni di 
questo capitolo. 

Per questo gruppo si conoscono due invarianti di ordine zero: x ,  z. Si 
ha poi: 

8 y = S ( x ) ,  J . q = O ,  J t = O ,  

B p = - q t ' ,  8 s = -  tx ' .  

Quindi q, t ,  sono altri due invarianti: un terzo invariante deve soddisfare 
alla equazione : 

ed è quindi q s - p t. Le equazioni invarianti pel nostro gruppo sono dunque 
della forma : 

n ( ~ ,  X ,  q ,  t ,  q s - p  q = o .  
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del secondo ordine, che ammettono un gruppo injnito, ecc. 259 

Si ha: 
d '%=O,  b y = [ ( x ) ,  8 2 - r ,  

Gli invarianti dovono soddisfare alle relazioni: 

e sono quindi x ,  q , t ,  z t  + S. Le equazioni invarianti pel nostro gruppo 
hanno la forma: 

R i z ,  q ,  t ,  x t  + s ) = O .  

Per  questo gruppo è: 

b x = O ,  8 y = 5 ( x ) + [ ' z ;  B x = O ,  - 
Bp= - q t ' - q F 1 ' z - q p t ' ,  

B q = - -  q0  t l ,  
8 s  = - t t ' - -  t ~ ; "  - q q 5 " -  t p E 1 - 2  S Q  5 ' )  
B t  = - 3 q t 5 ' .  

Il sistema che - definisce gli invarianti è : . 

soluzioni dell'ultima equazione sono : 

4 ,  t ,  ~ = q ~ ~ - ( t z + q ~ ) ~ ,  

e la prima equazione si pub scrivere cos1 : 
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260 Me do 1 a y h i  : G'lussificaxione delle equazioni alle deriva te parziu l i  

le sue soluzioni sono dunque: 
t cc 1 .  -, - - A ,  

q3 !13 9 

e le equazioni invarianti sono della forma : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



del secondo ordilze, che arnnzettono un gruppo injnito, ecc. 261 

Poichè è : 

si deve ora integrare la equazione : 

in cui si è posto : 

Conie soluzioni di X, = O possiamo prendere le : 

che indicheremo rispettivamente con p ,  U. La X, = O  allora diventa: 

Le equazioni invarianti pel nostro gruppo sono dunque della forma: 

Qui si ha : 

dx=O, $ y = 5 ( ~ ) + a ( " ,  d'x=E1+/35'', 

c l  p = 5" f 0' 5" + 5'" - 4 (t;' + a' 5'' $ a t"l)l 6i q = 0, 

d s = - t(5' +ar  5'' + a tu ' ) ,  d't=0. 
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262 Me d O 1 a g h à: ClassiJicazione delle equazionà alle derivate parxiali 

Per  determinare gli invarianti bisogna integrare il sistema: 

Questo è un sistema di  tre equazioni in tre variabili x ,  p ,  s :  in gene- 
rale non vi è nessuna soluzione comune : - fa eccezione il cas0 in cui tra 
le funzioni a ,  ha luogo la. reiazione : 

In questo caso il sistema si riduce a due sole equazioni, ed esse ammet- 
tnno la soluzione comune: 

( P - a q ) s - t - t . p  + t P z .  

Dunque se la relazione ( A )  è soddisfatta dalle funzioni a, P,  I'equazione 
invariante più generale pel nostro gruppo è de1l;i forma: 

Se la relazione ( A )  non è soddisfatta, la equazione invariante più gene- 
rale ha la forma: 

n(x,  q, t ) = o .  

i d a  
a ,  ,8, 7, 9 funzioni di 2,; a = - d x  "" 

Qui si ha: 
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de2 secondo ordine, che ammettono un gruppo infinito, ecc. 263 

Si ha  da integrare il sistema: 

Perchè questo sistema amnletta delle soluzioni è necessario che si riduca. 
a due equazioni sole distinte: scrivendo p. es. che le equazioni seconda e 
terza devono essere conseguenze delle altre due, si trovano le seguenti con- 
dizioni per cc, B ,  y ,  >. 

y ( P + 3 ' ) + 3 P -  --Y')=% (Bd 
i /  (1 + 0')  + 9 l p  - a l ) = O .  (Bd 

Quando le condizioni (B,), (B,) sono soddisfatte, si ha ancora un iri- 

variante : 
P - y q ) s +  ( y p + W t ,  

ed allora le equazioni invarianti più generali hanno la forma: 

Q ( x ,  q ,  t ,  ( . 4 - - y p ) s + ( y p + ~ 4 t ) = O .  

Se non sono soddisfatte le condizioni (W,), (B,), la equazione invariante 
più generale ha  la forma: 

n ( ~ ,  q ,  t )=o .  

Uno sguardo alle equazioni trovate ne1 numero precedente ci rnostra che 
i l  gruppo che ora consideriamo non conduce in nessuno dei due casi ad equa- 
zioni invarianti diverse da  quelle che già sono stnte determinate. 
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Ueber Systeme von Differentialgleichun- 
gen, denen die vierfach periodischen 
Functionen zweiter Art Genüge lei- 
sten. 

D i e  vierfaoh periodischen Functionen sind in neuerer Zeit mehrfach zur 
Integration von Differentialgleichungen gebraucht worden. Gewisse Rota- 
tionsprobleme sowie andere physicalische Probleme führten zu Differential- 
gleichungen, die mit Hülfe der genannten Functionen întegrirt werden konnten. 
Es moge in Bezug hierauf auf Arbeiten von WEBER (*), KOWALEVSKI (**) 
und KOETTER (***) hingewieseli werden. Daneben haben CASPARY und JAHNKE 
andere Methoden angegeben, mit deren Hülfe Differentialgleichungen der 
angegebenen Art aufgestellt werden konnen. Bei der grossen Einfachheit 
dieser Betrachtungen mogen sie kurz characterisirt werden. CASPARP zeigt 
einerseits (****), dass die Thetafunctionen mit den sechszehn Coefficienten g,, 
einer orthogonalen Substitution zusammen hangen , deren Determinante 

(") Anwendung der Thetafunctionen zweier Verdnderlichen auf  die Theorie d w  
Bewegung eines festen Korpers in einel. Flüssigkeit. Math. Annalen, Band 14. 

(**) Sur le probléme de EU rotation d'un corps solide autour d 'un point fixe. Acta 
Math., tome 12. Sur une propî5élé du système d'équatiotzs di f i  qui dkfinit la rotation d'uu 
corps solide autour d'un point fixe. Acta Math., 14. 

( * *Y; )  Sur le cas traité par M.me KOWALEVSKI de rotation d'un corps solide pesan(. 
autour d'un point fixe. Acta Math., 17. Ueber die Bewegung einen fesles Ifirpers in eirw 
Flüssigkeit. Journal für Math., Band 109. Ueber die Darstellung der Richtungs cosinzis etc. 
Berichte der Berliner Academie, 1895, Journal für Math. Band 116. 

(****) Journal für Math., Band 94, pap. 74-86; Comptes Rendus, Tome 104, pa- 
gina 490-493. 

Annali di Maternatz'ca, tomo I. 35 
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266 Kr aus  e : Ueber Systerne von Differentialgleichungen, 

gleich g2 k t  und andrerseits (*) mit 15 Grossen in Verbindung stehen, die er 
Elemente eines Orthogonalsystemes nennt. Unter den letzteren sind die neun 
Coefficienten a,, einer orthogonalen Substitution von der Determinante 1 ver- 
standen, sowie die sechs aus ihnen gebildeten Grossen: 

Mit Hülfe dieser Grossen ist es einerseits moglich die algebraischen Rela- 
tionen ahzuleiten, welche zwischen den hyperelliptischen Punctionen bestehen, 
andrerseits (*") aber auch Systeme von Differentialgleichiingen lierzustellen, 
welchen jene Functionen Genüge leisten , insbesondere diejenigen , zu denen 
WEBER in der citirten Arbeit kommt. IAENKE (***) hat dann die Untersu- 
chungen von CASPARY fortgesetzt, indem er 28 Elemente eines orthogonalen 
Sechzehnersystemes einführt. Diese 28 Elemente bestehen aus den 16 von 
CASPARY eingeführten Grossen g,, und zwolf weiteren, die definirt sind durch: 

g Pr, = - (gii d g,j + g2i d g2j + g,i d g3j + dli 941) 
g Vr s = gii d gji giz d gj2 + gis d gjû + gid d gjr 

g = gii + 9% + 9% -C gai , 
wobei die Indices in bestimmter Weise zu wahlen sind. Die Beziehungen, 
die zwischen diesen Grossen bestehen führen zu einer Reihe von Differen- 
tialgleichungen, darunter auch derjenigen , die in der Rotationstheorie eine 
Rolle spielen und von den schon genannten Autoren beliandelt worden sind. 
Im Folgenden sol1 nach anderer Richtung hin vorgegangen werden. In der 
Theorie der doppelt periodischen Functionen haben sich die Punctionen 
2ter Art auf Grund der ausgezeichneten Arbeiten von HERMITE und PICARD 
von besonderer Bedeutung fur die Integration von Differentialgleichungen 
gezeigt. E s  sol1 nun versucht werden , nachzuweisen, dass im Gebiete der 

(*) Comptes Rendus, 111, pag. 225-237: LIOUVILLE, Journal de Math. (4)  V I ,  pa- 
gina 367-404; Annales de l'école Normale (3) X ,  pag. 233-694. 

("*) Comptes Rendus, 112, pag. 1303-1308. 
(*"*) Bericlzte der Berliner Academie, Jahrgang 1896, pag. 1023-1030. Journal fur 

Math., Band 118, pag. 224-233. 
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denen die vierfach perbdischen Fttnctionen zweiter At. t Geniige leisten. 26 7 

vierfach periodischen lhnctionen aehnliche Theorien entwickelt werden k6n- 
nen, indenl zunachst für gewisse Fundamentalfunctionen die Existenz von 
Differentialgleichungen nachgewiesen und diese Differentialgleichungen für die 
einfachsten Falle wirklich aufgestellt werden. Es knüpft diese Betrachtung 
an eine frühere Arbeit des Verfassers (*) an ,  deren Resultate weitergeführt 
werden. I m  Uebrigen liegen soweit dem Verfasser bekannt noch einige Ar- 
beiten über dieses Gebiet vor und zwar sind dieses Arbeiten von PICARD und 
APPELL (**), welche sich mit gewissen Systemen von partiellen Differential- 
gleichurigen 2ter Ordnung beschaftigen , deren Coefficienten vierfach periodi- 
sche Functionen sind und für diese eine Anzahl fundamental wichtiger S&tze 
enthalten. 

Definition und Reihenentwickelungen d e r  fundamentalen Functionen. 

Unter v, , v, resp. a , ,  a, wollen wir die Argumente von Thetafunccionen 
zweier Veranderlichen, unter u,, u, resp. a , ,  a, die Argumente der entspre- 
chenden hyperelliptischen Functionen verstehen. Dann definiren wir eine Fun- 
ction X, (u,, u,) durch die Gleichung : 

wobei gesetzt ist : 

Differenciren wir logarithmisch nach u, und u,, so erhalten wir : 

(*) Journal de Math., par LIOUVILLE (4), tome III, 1887. 
("*) Comptes Rendus, tome SC, pag. 296, 731, tome XCII, pag. 692. 
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268 Kr a u s e : Ueber Systeme von Diffe~.entiulgleichungen, 

dehnlich ergiebt sich : 

a 10% %,- (u) - a log 4,. (u + a) a log 45 (a) - (a2 10;~; (4 log A (a) --- - 
6 X i  a a ai a u i a u 2  u 2 ) ,  1 "<+ 

Durch entsprechende Subtraction erhalten wir : 

wobei die Grossen y durch die Gleichungen definirt sind: 

8 9  log 9. (a)  a2 log A (a). , ) 
gi = - a U: a U: 

Wir  sind nun berechtigt, den Ansatz zu machen: 

Mit Hülfe der eoeben angestellten Entwickelungen ergeben sich dann die 
Recursionsformeln : 

ô cmn - 91 . Cm- i,n + y2 ' h , n - i  , (m + 1) Gn+j,n - - - a KI 

8 cmn 
(m + 1) Cm,n+i - - = 92 ' Cm-j,n + 9 s  . cm,n-r a tc, 

Die Grosse c,,, ist bekannt und zwar gleich : 

3-y (a) - c a z,. (a), 
q ü j -  

dann sind die übrigen Constanten aus den obigen Gleichungen bestimmt und 
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denen die vierfach periodischen Functionen xweiter Art Gsnüge leisten. 269 

wir erhalten als einfachste Werthe : 

a t a  zr (CC) 2 ci ,  = c -- a ai a a, + 6 .  a 1, (a) y,, 

Ferner kann bekanntlich die Function : 

nach Potenzen von u,  und u, entwickelt werden, so zwar, dass die Coeffi- 
cienten sich ganz und rational durch k4 ,  l z ,  p2 darstellen lassen. Unter sol- 
chen Umstanden finden wir den : 

Lehrsatx : Die Function : 

kuniz nach Potenxen von u ,  und u, entwickelt werden. Von dem yemeinsamen 
Factor c abgeschen konnen die  Coeficienten als ganxe rationale Functionen 
der hyperelliptischen Functionen mit den Argumenten a entwickelt werden. 
Als Constanten treten die G~ossen k" 1,; p2 ganx und rational auf. 

Die sechs ersten Coefficienten haben dabei die vorhin angegebenen 
Werthe CO,,  C O , ,  C I O ,  c,, , cil CO,. 

Die Functionen +, (zc) sind dann vierfach periodische Functionen 2ter Ord- 
nung und zwar wollen wir sie als fundamentale ansehen. Als Nenner ist die 
Grosse 9, (v)  gewahlt worden. Es ist das. geschehen, weil der Nenner der 
hyperelliptischen Functionen nuch 9s (v) ist Andrerseits konnte eine jede an- 
dere 4 - Function als Nenner genornmen werden. Wahlen wir die Punction 
9, (v)  und modificiren demgemass die anderen Factoren, so kommen wir zu 
einer Function : 
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welche das unmittelbare Analogon zu derjenigen Function im Gebie te der 
doppeltperiodischen Functionen ist, welche für die Theorie der entsprechen- 
den Differentialgleichungen als fundamentale gewaehlt aorden ist (*). Of- 
fenbar ist es jm wesentlichen gleichgültig, welche der Functionen wir zu 
Grunde legen, zumal die lineare Transformation, sowie die Substitution halber 
Perioden die Mittel an die Hand giebt, um aus der einen Categorie die an- 
dere abzuleiten. Wir wollen die Function +, (u) zunaechst bejbehalten. 

Existenz von Systemen von Differentialgleichungen, 
denen die Functionen +, (u) Genüge leisten. 

Es ist nicht schwer, nachzuweisen, dass die Functionen +, (u) unendlich 
vjelen Differentialgleichungeii Genüge leisten , deren Coefficienten vierfach 
periodische Functionen sind. Wir nehmen dazu zunachst die Ausdrücke : 

Dieselben sind ganze transcendente vierfach periodische Functionen dritter 
Art von der Ordnungszahl m, die einen gewissen Multiplicator besitzen. Etwas 
aehnliches findet für die Functionen Statt : 

wobei nz, p ,  p, ,  p, denselben Bedingungen wie vorhin Genüge leisten. Das 
Product ist über alle Thetafunctionen zu erstrecken, m .  sind beliehige ganze 
positive Zahlen oder Null. Auch diese Grossen sind ganze transcendante vier- 
fach periodische Functionen 3ter Art  und zwar von der Oïdnungszahl: 

denen ein ganz bestimmter Multiplicator zu kommt. Halten wir n, ferner die 
Grosscn a und der Multiplicator fest, lassen dagegen die Grossen nz,  m,, 

(*) Siehe das Werk des Verfassers: Theorie der doppelt periodischen Functionen e i u m  
veràndwlichen Grosse, IIter Band, Leipzig, 1897. 
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Y, p ,  p l ,  p2 innerhalb der angegebenen Grenzen varüren, so ergehen sich 
Functionen von der Eigenschaft , dass ewischen je ne + 1 dwselhen mifide- 
stens eine lineare Relation besteht. Derartige Relationen sind dann entweder 
lineare Beziehungen oder Differentialgleichungen, denen die Functionen $, (u) 
Genüge leisten. Die Coefficienten sind in beiden Fallen gew6hidiche vierfach 
periodische Functionen. Unter den Differentialbeziehungen werden zwei Ca- 
tegorien von besonderer Bedeutung sein. Erstens sind es diejenigen, denen ein 
Quadrupel van Functionen rj1, (u) Genüge leistet. Wir  wollen uns im Folgen- 
(lem auf ein solches beschranken und zwar das Quadrupel +,(u), 4, (u), 4, (u), 
+,, (u). F ü r  dasselbe werden im Allgeineinen vier zusammengehorende Glei- 
chungen aufgestellt werden konnen. Dann aber wird zweitens besonderes 
Gewicht auf diejenigen DiRei.entialgleichungen zu legen sein, deilen eine der 
Functionen +, (26) allein -- und zwar wahlen wir +, (u) - Genüge leistet. 
E s  sollen für die einfachsten Werthe von n eine Reihe von Gleichiingen der 
beiden genannten Categorien aufgestellt werden, daneben sollen auch einige 
der wichtigsten Beziehungen hinzugezogen werden, die zwischen den Gros- 
sen +, (u) selbst hcstehen. 

E s  moge bemerkt werden, das die Betrachtungen, die wir angestellt 
haben, nach mehrfachen Richtung hin verallgemeinert werden konnen. Erstens 
konnen a n  Stelle der Functionen $,(u) allgemeinere Functionen gesetzt wer- 
den, die die Form haben : 

und zweitens konncn Summen zu Grunde gelegt werden, die sich aus einer 
4 - Function und Differentialquotienten von ihr zusammensetzen lassen. 

Von diesen Verallgemeinerungen sol1 im Folgenden abgesehen werden. 

Betrachtung des Falles n = 2. 

W i r  wollen nun zunachst den Fa11 12=2 ins Auge fassen. In diesetn Falle 
konnen wir die Functionen bilden: 
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wobei die Grossen a, und a, als constant angenommen werden. Zwischenje 
fünf derselben, die dieselbe Characteristik besitzen , besteht dann mindestens 
eine lineare Relation. Wir wiihlen die Characteristiken 5,  1, 3, 13, so erhalten 
wir die Systeme : 

4: (v) M9 3 4, (v) 4, (v) $5 (u) , 45 (v)  4 ,, (v)  $1 (4 ,  W v )  $3 (4 ,  9 5  (v)  9, (v)  f i 3  (4, . a u, 

Zwischen den Gliedern je einer Horizontalreihe besteht d a m  für E = 1 
und E = 2 je eine lineare Relation. Die Coefficienten bestimmen sich un- 
mittelbar mit Hülfe der Betrachtungen des ersten Paragraphen. Setzen wir : 

so erhalten wir die beiden einfachen Systerne von partiellen Differentialglei- 
chungen : 

a x5 -- - - YI"' . X I  - yj '  . a ui  
x3 - p . 

13 $ 1 3  9 

a X, -- O - Y(&). & a log a Z r  (a) 
a U, 

+ a., XI - y$) . X3 $- y!). X i 3  ) 

a x3 -- a I O ~  a z3 .(MI - - y ~ ' . x s f y g # x , +  -.- 

(3) 
X3 - y y .  X i 3 ,  a u, a XE 

Es konnen hieraus andere Systeme hergeleitet werden, darunter ein sol- 
ches welches zwischen den drei Functionen x i ,  x3, XI, besteht. Eine Glei- 
chung desselben würde lauten : 
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Der Fa11 lz = 3. 

Im Falle lz 5 3 sind die folgenden Punctionen zubetrachten: 

wobei die Grossen a, und a, in allen Functionen den niimlichen Werth be- 
~itzen.  Zwischen je zehn derselben, die dieselbe Characteristik besitzen, bestelit 
dann mindestens ejne lineare Relation. Wir  beschranlren uns auf die Cha- 
rscteristick : 

iind wollen unter dieser Voraussetzung die Functionen : 

9 5 ( ~ ) 4 ~ ( ~ ) . 9 . y ( ~ ) + r ( ~ ) 7  r : l ,  3,  13,  5 ,  

untersuchen. Nehmen wir r = 1 ,  so konnen wir uns offenbar auf die vier 
Functionen beschranken : 

9 6  (VI 3; (VI $ i  w, 
wenn für ,û gesetzt wird 5, 1, 3, 13. E s  sei dieses das Quadrupel (1). 

Für r = 3 wahlep tvir das Quadrupel (2): 

wobei für p und y resp. gesetzt ist :  

5 ,  13; 3 ,  1 ;  02, 4; 14, 34. 

Für  r = 13 wiihlen wir das Quadrupe1 (3): 

wobei für fi  und y resp. gesetzt ist: 

Pür r = 5 endlich wahlen tvir das Quadrupel (4): 

3 5  (4 9 a  (4 4-1 (v )  $5 (4, 
Annali di Malematka, tom0 1. 
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wobei für B und y gesetzt ist resp. : 

W i r  erhalten dann 4 Quadrupel oder auch 16 Functionen, die denselben 
characteristischen ~ e d i n ~ u n g s ~ l e i c h u n ~ e n '  Geniige leisten. Von besonderer Be- 
deutung ist es, neun derselben zu finden, welche linear von einander unabhangig 
sind. E s  kann das auf mehrfachem Wege geschehen. Jedenfalls gilt der 

L e k r s a t z :  Die  vier F u w t i o n e n  des  ersten Quadrupels ,  d r e i  beliebige eines 
nnderen Quadrupels  u n d  j e  eine der beiden iibrigen Qundrupel  sind l inear 
von  einctnder unabhangig.  

Wir  wollen den Beweis für einen speciellen Fall kurz andeuten. Wir-  
fragen, konnen die Constanten c derart bestimmt werden, dass die Glei- 
chung besteht : 

Setzen wir v = - a ,  so folgt c,' - O ,  analog ergiebt sich cl,, - O. Eine 
lineare Beziehiing zwischen den vier Functionen des ersten Quadrupels und 
drei Functionen eines anderen Quadrupels kann aber keines fallv bestehen, wie 
aus dern Folgenden hervorgeht. 

Aehnlich folgt der Lehrsatz : 
Die vier Futactionen des ers ten Q u a d ~ w p e l s  bilden nzit j e  xwei Punct io-  

n e n  xweier andereî. Qztadrupd und einer Fzlnction des ubr ig  hleibe~zden Qua- 
drzlpe/s ein S y s l e m  von h e u r  vota einunder unabhtingigen Func t ione~z .  

Jedenfalls sind wir also iin Stande eine Reihe von Systemen von je neun 
Functionen anzugeben, die linear von einander unabhangig sind. 

Daneben aber giebt es Systerne von weniger als neun Functionen, zwi- 
schen denen eine lineare Relation tbatsachlich besteht. Es gilt der 

L e h r s a t x  : Zwisclzen 'den ach t  Funct ionen j e  xweier Qundrupel  besteht 
eine l ineare Relat ion.  

E s  fol@ das entweder aus den von uns aufgestellten Yrincipien oder aber 
wir konnen diese Relationen &us den bekannten Additionstheoreinen herleiten, 
wenn wir erwagen, dass die Functionen : 

sich durah die ~ h e t a f u n c t i o ~ e n  mit den Argumenten v und a daritellen 
lassen. 
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Nehmen wir ferner diejenigen 10 Functionen, die aus den vies Functio- 
nen des ersten Quadrupels und je zwei Functionen der drei anderen Qua- 
drupe1 bestehen, bei welchen nur die Thetafunctionen ,95(v), ,9,(v), 33(v), 9i3(v) 
vorkonimen, so muss zwischen ilinen eine lineare Relation bestehen. Man 
überzeugt sich leicht, dass die Gliedes, die zu dem ersten Quadrupel gehoren, 
fortfallen müssen, so dass zwischen den sechs definirten Gliedern der drei an- 
deren Quadrupel eine lineare Relation bestehen muss. Nach leichteii Be- 
t r a c h t i n p n  ergieht sich dieselbe in der Form : 

wobei gesetzt ist : 

0ffenba.r ist diese Gleichung nicht die einzige ihser Ar t ,  sondern als 
Repraseritant einer Categorie von Beziehungen anzusehen. 

Wir haben im Vorhergehenden gezeigt, dass es Systeme von neun 
Functionen : 

' 5  ('1 ' P  ('1 '7 (') $Y ('1 1 

giebt, die linear von einander unabhangig sind. An ihre Stelle konnen auch 
Systeme anderer Art treten, z. B. solche, die aus sieben geeignet gewahlten 
unter ihnen und den beiden Grossen : 

besteheri. Jedenfalls lasst sich eine jede zu n = 3 gehorende Function m i t  

demselben Multipiicator und der Characteristik [: :] mit Hülfe irgend eines 

der genannten Systeme darstcllen. Zu diesen Functionen gelioren Differential 
aus drücke erster und zweiter Ordnung. Die entsprechenden Darstellungen 
ergeben dann Differentialbeziehungen erster und zweiter Ordnung. Die Be- 
zietiungen erster Ordnung bieten zunachst kein grosseres Interesse dar, wohl 
aber ist dasselbe mit den Differentialbeziehungen zweiter Ordnung der Fall. 
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Nach dern soeben entwickelten konnen wir jedenfalls den Ansatz macheii : 

Die Bestimmung der Constanten hat keinerlei Schwierigkeiten. Es er- 
giebt sich die Differentinlgleichung : 

a* xi  a log n 1, (a) 
.;z =xi  (" 2 y: - 2 y;,) - 2 x, . y , ,  -- . 
d UI 3 ai 

Genau so wird : 

a 2  xi - = X ,  (c" - 2 k4  y: - 2 y: - 2 p4 y:,) a U ;  

a log a 1, (u) a log a lis - 2 x3 y13 p2 a a2 + 2 x l s . y 3  aaz 
151 

Bei den Grossen y, und y , ,  ist der obere Index 1 ,  bei y,  der obere 
Index 2 fortgelassen. 

Jede dieser drei Gleichungen ist der Reprasentant eines Systemes von 
Differentialgleichungen, denen die drei Functionen x,, x,, x,, Genüge leisten. 

Nehmen wir die Gleichung hinzu: 

k a x i  z = -   XI a 4 0 ~  ( v ) ,  J e 3  .4~ (a)  3, s fa) 

a ZLI 9 s  912 9, (a )  45 (a) 
k:xi - y , ,  (kt - pz) X.'3 X l 3 )  a u l  a u ,  

so koiinen wir die Grosse y, . x i ,  eliminiren und erhalten die drei Differential- 
gleichungen : 

wobei die übrig gebliebenen Constanten unmittelbar zu bestimmen sind. 
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I n  diesen Gleichungen kommen noch die beiden Grossen x, und r3 vor. 
Man kann schliesslich,auch noch rc3 eliminiren und kommt dann zu 2 Diffe- 
rentialgleichungen, denen x i  allein Genüge leistet. Wirwahlen die Formen: 

0 - i  
4, (a)  ae +, 

( a )  - - a x 8  a 

- 3,, (a) ab(l - - a U; 
Hierbei haben wir gesetzt: 

Die beiden Constanten c,' und c f , ,  haben die Form: 

3 0 3  (9)  

a- 25 (a )  2 k3 ,913 ( a )  3 0 ~  (a) 9 0 3  ( a )  a2 

c,' = 3 0 3  (a)  - - a x ,  3; (a> f k4 2 s i 3  (a), 

Damit sind die wichtigsten au n = 3 gehorenden Differentialbeziehungen 
abgeleitet. Es  .moge bemerkt werden, dass die entsprechenden Gleichungen 
für cp, (u) sich etwas einfacher gestalten (*). 

(*) In Bezug hierauf wird auf eine Note des Verfassers inden Comptes Rendus dieses 
Iahres (4 April) rerwiesen. 
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Bet rach tung  des Fal les  n = 4. 

I m  Falle n = 4 sind die Furictionen zubetrachten : 
a y?" ( u )  

.55 (v) 2p (v) (v) 38 (v) +, (u) , 2: (v) Zp (v) J., (v) - 9 a Z d ~  

35 (v) 3 p  (O) 
az +1- czl) 

a U E  a U ~ ,  ' 
wobei die Grossen a, und u, wieder bei allen Functionen denselben Werth 
bes i tz~n sollen. Zwischen je 1 7  unter ihnen, die dieselhe Characteristik he- 
sitzeii, besteht dann nlindestens eine lineare Relation. W i r  wollen als Cha- 

racteristik die Grosse [: t] wiihlen und uns von vorneherein auf die Gros- 

sen beschranken : 

wobei bei den ersten Producten die Characteristiken P,  y, d, Y so zu wahlen 
sind, dass ihre Summe gleich der Characteristik von 3, (v) ist. Bei der zweiten 
A r t  von Producten konnen wir uns darauf beschranken ,6 der Reihe nach 
gleich 5, 1, 3, 1 3  zu setzen. 

Setzt man für r der Reille nach 5, 1, 3, 13  so werden sich stets neun 
linear von einander unabhangige Productc : 

ergeben, auf welohe alle andern reducirt werden konnen. I n  der W a h l  herrscht 
bekanntlich eine grosse Mannigfaltigkeit. Es konnen z B. für Y = 1 an 
Stelle von P, y, CI die Werthsysteme gesetzt werden : 

W i r  erhalten auf diesem Wege  36 Functionen der genannten Art. Es 
ist zu untersuchen, ob unter ihnen 16  linear von einander uriabhangige exi- 
stiren. E s  kann diese F rage ,  wie überhaupt die F rage  nach den lineareri 
Beziehungen zwischen den Functionen, die zu n = 4 gehiken, aehnlich behan- 
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delt werden, wie bei ra = 3. F ü r  unsere Zwecke genügt es aber vollkomrnen 
ein ejnziges System von 16 linear von einander unahhangigen Functionen zu 
kennen. Wir  wahlen das folgende. F ü r  Y= 1 nehmen wir die vorhin ange- 
gehenen Werthsysteme P ,  7, d für r = 3 wahlen wir an Stelle von /3, 7 ,  d 
die Systerne : 

13, 13, 13; 13, 1, 1; 13, 3, 3 ;  5, 2, 04; 5, 1, 3 ;  

schliesslich k6nnen die heiden Producte genommen werden : 

Durch diese 16 Fiinetionen lassen sich die iibrigen von uns eingeführten, 
resp. Iirieare Verbindungen derselben lineslr ausdrücken. Von besonderern In- 
teresse sind diejenigen linearen Verbindungen, welche sich Iediglich mit Hülfe 
Ton +, (u) darstellen Iarsen, bei welclien also die Glieder mit den Factoren 
4, (u), Sj3 (u), (u)  fortfallen. Die entsprechenden Gleichungen sind Differen- 
tialgleichungen für die Grosse SI (u) allein. Diese Frage wollen wir allgemein 
losen. Hierhei legen wir das Haupt gewiclit auf die Bildung der linearen 
Verbiiidung - ist dieselbe erfolgt, so ist die Darstellung in der Form $, (u) Ml 
wo M eine Thetafiinction 4ter Ordnung ist, ohne alle Schwieriglieit vor- 
zunehmen. Wir wollen zrinachst die linearen Verbindungen von Differential 
ausdrücken erster Ordnung untersuchen. Eine leichte Betrachtung zeigt, dass 
ln den bridcii Aiisdrücken : 

a +, (11)  
9: (v) 1 CF' . 5; ( v )  - , a 2 1 ~  

die Constanten sicli stets in  der angegebeneri Weise bestirnmen lassen. Es 
,geschieht das, indem der Reihe nach gesetzt wird : 

SI Sz wobei unter -, - halbe Perioden verstanden sind, welche die Function 3, (u) 
2 2 

in die ungeraden Thetafunciionen überführen. Wir  erhnltea dann den: 
Lelzrsatx : Die Fzlnction 4, (u) leistet den beiden Differe~ztialgleicku?zge,z 

Geniige : 

wobei gesetxt i s t :  
4i (v + a) 4i (v - a) F (u, a)  = 

5; (a) 55 (v) 9 
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Es fragt sich im Anschluss an dieses Resultat, ob es nicht noch andere 
linesre Verbindungen der Grossen : 

giebt, welche sich als Product von $J, (u) und einer Thetafunction 4ter Ord- 
nung darstellen lassen. Jedenfalls konnen wir uns darauf beschrariken, Aus- 
driicke zu untersuchen : 

wenn f l '  (v) und f f l  (v) die Formen besitzen : 

Um diese Untersuchung durchzuführen, denken wir uns die Substitu- 
tionen halber Perioden angewandt, für welche 9, (v) der Reihe nach übergeht 
in 9 3  (v), 3,s (v), CI) ) ,  30, (v), 3,, (v) und die entsprechenden Functionen f 
eingeführt, die wir bezeichnen wollen durch : 

f 13) (2)) = cpl .J;3 (v) + cf1 2; (v)  - cg1 3: (v) , 

Setzen wir v = - a ,  so müssen die entsprechenden Ausdrücke: 
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verschwinden, so dass wir die Gleichungen erhalten : 

f':) (a) + k2 f:' (a) = O , 
f :&' (a )  = O , 

î:3 (4 + p"i (a)  = 0 , 
f:4(4=0, 

! 
fk'i (4 + fOm = O ,  

fi; (a )  + f :$ (a)  = 0. 

\ 
Die Gleichungen sind aufiosbar und zwar wird ihnen Geniige geleistet, 

wenn wir setzen : 

f;" ( v )  = S5 (a)  (a)  9,, (a)  5: ( I ; )  

c a 
J i 4  ' J I 2  

C 
9 2 . 4 4  4- 7 

2 0 3  . 5 3 4  
3,, ( ( 4 )  924  (a )  3,, ( a ) X  (2 ) )  + >*,(a) 3, (a) 2, (0) -Y, (v) , 

.J23 J34 

- k2 f y ) (v )  = 35 (a)  9, (a)  3-,, (a) 9: ( v )  

Hierbei moge daran erinnert werden, dass die Beziehung bestehf. : 

Die Weiterführung des Problems hat keinerlei Schwierigkeiten. Wir 
finden den : 

Lehrsatx : Die Function J,, (u)  leistet einer Differentialgleichung erster 
Ordnung Genüge : 

wenn unter M eine gewohnliche Thetafunction 3 te1  Orrlnung von der  Chamc- 
teristik Xull z;erstanden zuird. 

Damit sind die linearen Ausdrücke der Differentialquotienten erster Ord- 
niing erschopft. 

Wir iiehmen jetzt die zweiten Differentialquotienten hinzu. Unter Be- 
rücksichtigung der Resultate des vorigen Paragraplieii, insbesondere der Glei- 

ô2 +, chungen (7, 8) konnen wir uns auf einen derselben beschranken z. B. - , a 
ferner folgt aus den zuletzt gefundenen Resultaten, dass wir als allgemeinsteri 

Annali di Ilfaternatica, tom0 1. 37 
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28'2 g r a u s e :  deber Systeme von biferentiulgteichzcngen, a. S. W .  

zu betrachtenden Ausdruck die Grosse wahlen konnen: 

wobei gii' (v) und gr) (v) die Form haben : 

Stellen wi r  aehnliche ,Betrachtungen,- wie vorhin an, so erhalten wir den 
Lehrsatx: Die Function +, (u)  leistet der Diferentiatgleichurzg Gerziige: 

wobei gesetxt ist : 

Unter N ist eine gewohnlkhe Thetafunction 3ter Ordnung von, der Chu- 
racteristik Null verstanden. 

Hiermit sind auch die definirten Differentialglei~hungen zweiter Ordnung 
vollstandig entwickelt. 
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Su di un sistema generale di equazioni 
che si pub integrare col metodo delle 
caratteristiche. 

(Di ORAZIO TEDONE, a Milano.) 

1. S i a  u,, u ,,.. . , u, un sistema di m funzioni rsgolari, qualunque 
delle nt + 1 variabili x,  xi, x ,,..., x, e poniamo: 

Proponiamoci , guindi, il problema di determinare il sistema delle fun- 
zioni u,,  zc,,..., U m  in modo che soddisfino al sistema delle m equazioni : 

dove le Xl sono delle funzioni regolari, note. 
~é equazioni (2) possono porsi sotto una qualunque delle forme seguenti: 

a 2  u, -- a~ ul a e 
(c' Z;i - - (b2 - -2) - - Xl = 0 a l a Z; a 2, (2') 

( 2 ~ 1 ,  2 ,..., m), 
de ul a e ns Ô ~ Z C  jt8 a ad, 
a- (be -  2 ( ~ 2 ) - . - 2 a 2 ) ' ~ - 4 - ~ 2  xi---Lyl=O 

': Ô x ~  a xi (2") a xz 
e, se x s'interpreta come il valore del tempo ed xi ,  x, , . . . , x, s'interpretano 
come le coordinate ortogonali di un punto in uno spazio lineare ad m dimen- 
sioni, si vede facilmente che esse possono interpretarsi conie le equazioni del 
moto elastico di un corpo solido, omogeneo ed isotropo in quel10 spazio ad m 
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284 T e d o n e :  Su d i  un sistema gelzerale d i  eqziazioni 

dimensioni. In  questo cas0 le u; sono da interpretarsi conie le componenti 
dello spostamento, 0 corne-la dilatazione e le a h , k  come le rotazioni del corpo 
solido intorno alle intersezioni degli tn iperpiani coordinati a due a due. 

2. Yer procedere alla integrazione delle equazioni (2) consideriamo 
X ,  xi ,  gel . . . ,  xm come le coordinate di un puiito in uno spazio lineare ad 
?n+ 1 dimensioni, spazio che indichererno col simbolo (x, xi). Indichiamo 
con Sm+, una porzione finita di questo spazio, con 1, la varietà ad m di- 
mensioni che le serve di contorno e, come al solito, indichiamo con ?% la di- 
rezione della normale a Zm diretta verso l'interno di ,Sm+,. Supporremo poi 
che 2, soddisfi alle solite condizioni perchè al10 spazio Sm+, possil applicarsi 
il teorema d i  GREEN. 

Allora, se u',, u',, ... , u', S un altro sistema di funzioni pure regolari, 
soddisfacenti alle (2), quando per le Xz si sostituiscono d t r e  funzioni X'z, col 
solito procedimento, si pub stabilire la formola fondamentale : 

dove : 

e le U t l  rappresentano le espressioni analoghe alle Ul calcolate con le fun- 
zioni url. Chiarneremo le U2 le funxioni conizrgate al le  %il. 

3. Sia ora (s', zri) un punto determinata 
miamo a la retta parall$a all'asse x condotta per 
yuindi, nelle nostre considerazioni le due varietà 
alIa retta a,  aventi il vertice ne1 punto (x', xfi) 

dcllo spazio (x, xi) e chia- 
questo punto. Introduciamo, 
coniche, di rotazione intorno 
e per equazioni : 

b (a' - x) a (x' - x) =1,  
I r  + r  1 

Chiameremo queste due varietà col nome di varietà caratter-isticile delle 
equazioni (2) e le indicherelno con i simboli B ed A rispettivamente. 

Se supponiamo che la direzione positiva della normale a queste varieth 
sia quella che va all'interno della porzione dello spazio (x, xi) in cui sia 

1 ' 1 > 1 , ovvero 
a (x' - X) 1 > 1, ~ i e i  punti di esse si avrà : 
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e, se supponiamo scelta convenientemente la direzione positiva dell' asse x, 
sulle falde delle stesse varietà coniche su cui x' > x si avrà : 

d 3 b d~ C6 _-- z- - ovvero - = - -, 
\il 3- bZ d n Ji + a2 

mentre sulle falde su cui x' < x si avrà: 

Sarà pure necessario, per le nostre considerazioni, introdurre la varietà 
cilindrica di rotazione întorno alla stessa retta a, che ha per equazione r = E ,  

E essendo una costante arbitraria, e che indicheremo col simbolo C. Notiamo, 
d x  a questo proposito, che in tutti i punti di C è - = O  e che sceglieremo la 
d n  

modo che in ogni suo punto sia pure direzione positiva della normale a C in 

4. Supponiamo ora che sia:  

I n  conseguenia di questa posizione 

, 2 ? . . . ,  ?lt). 

avremo : 

Qh,k = 0, 

e, quindi, i primi meinbri delle equazioni (2) si riducono a :  

Se dunque + (x ,  ri)  soddisfa alla equazione : 

le funzioni url date dalle (7) e costruite con la funzione : 

tb = + [+ b (x' - X) , sri -- x i ] ,  (9) 

forniranno un sistema di integrali particolari delle (2) quando le .Yl sien0 
eguali a zero. 
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Ricercando ora gli integrali della .(8) che sono della forma : 

2 
+ = x y ( r ) ,  t = - ,  p =  

P 

si trova che la funzione cp deve soddisfare all'equazione : 

r  (1 - .te) y" (r)  + [2 + (rn - 3) rP] c p r  ( r )  = O , 
onde, se r > 1 , possiamo porre : 

e, se .r < 1, possiamo porre : 

Le funzioni uri date dalle (7) quando la funziorie +b è determinata a 
questo modo si chiameranno integrali  princzjali  delle eqzcaxkni ( 2 )  di prima 
specie. . 

Supponiamo, in secondo luogo, che : 

3 +a U r h  == - - r a $a 
2 ak=- uri = O per i =:= h, k. a xk a 

In  questo caso, osservando che 8' - O, i primi membri delle equazioni (2) 
diventano : 

sali  ai+^-Xz=-XZ 2 per 1=;=h, k ,  

quindi le equazioni (2) saranno verificate se supporremo : 

X l = O ( l = l ,  2 , . . ,  m) e ta= + [+ a ( x r - x ) ,  ~ ' ~ - 2 ~ 1 ,  

la funzione 4 soddisfacendo sempre alla solita equazione (8). 
Sopporremo anche, ne1 cas0 presente, che + abbia la forma x y (r) e 

che quindi cp (r) sia ancora determinata dalla (11) O ( i l ' ) .  
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Chiameremo le funzioni utl,  date dalle (12), quando la  funzione #, è 
determinata corne sopra, i tz teg~ali  prirzcipcrli delle eqzluxz'oni ( 2 )  d i  seconda 
specàe. 

5 .  Facciamo coincidere ora, dapprima, la porzione Sm+, dello spazio 
(x, xi) che comparisce nella ( A ) ,  con la porzione S1m+i,b la quale è limitata 
dalla varietà B, dalla varietà C e dalla. porzione 2'm,b di una varietà 2, 
ad m dimensioni tale che ogni retta parallela all'asse x l a  incontri in un 
punto solo e che non abbia la retta a per tangente. In ogni punto di S'm+i,b 
sia inoltre : 

potendo, del resto, perb, essere x' > x, ovvero x' < x. Facciamo invece coiii- 
cidere le funzioni uri col sistema degli integrali di prima specie delle nostre 
equazioni. 

Con calcolo semplice si trova allora che in questo CRRO : 

Ne viene, quindi, che su B è ufi = Ufi = O ,  mentre su (3: 

Indicando, quindi, con (C) l a  porzione di  C che fa parte del contorno 
di S 'm+i ,b ,  IR formola ( A ) ,  ne1 caso che ci occupa, ci darà : 

(") Nelle nostre considerazioni non insistinmo, i n  modo speciale, sui  casi d i  m = 2 e 
m = 3 i quali richiederebbero qualche osservazione in più che ne1 caso generale, perché 
essi sono svolti completamente i ~ e l l a  Memoria del prof. VOLTERRA: Sur  les vibrations des 
c o q s  élastiyues isotropes. Act. Mdh.,  t. 18, e nella mia:  Sulle vihazioni  dei corpi soli&, 
ornogellei ed isott-opi. Atti  della R. Accad. di Torino, S. II, t. XLVII. 
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E, sa i n  questa forniola facciamo tendere E a zero, ~sservando che su C é 
d x i  a r  -- - a, quindi : 
d n 

dove x, dinota il valore di x che corrisponde alla intersezione di a con 2,,, 
e dove vale il segno +, o il segno -, secondo clle x ' )  x,, ovvero 2' <x,, 
si trova, indicando con -e Xm,b cib che diventano S1?nk i ,b  e ZfnzJ 
quand0 6 = 0, 

Se deriviamo questa forniola m volte, rapporto ad x r ,  la formola che si 
ottiene determina il valore di 6 ne1 punto (x', xr i )  in funzione dei valori che 
acquistano le X in tutti i punti di Sm+,,b e dei valori che le ui e le derivate 
delle u i ,  rapporto alle x ed xi, acquistano BU Pm,b .  

6. Supponiamo, in secondo luogo, che Sm+, coincida con la pomione 
Sr,,+,, dello spazio ( x ,  xi) limitata alla varietà A ,  dalla varieth C e dalla 
porzionc Z', ,  della s t e m  varietà 2,,, di prima; mentre le uti coiricidono con 
un sistema di integrali principali di seconda specie. 
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Corne innnnzi, si trova, allora, facilmente : 

ni- 1 

per 1 =:= h,  k 

Annali di Matematica, tom0 1. 
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quindi, su A è url = U r z  = O ( 1  = 1,  2 , .  . . , rn), mentre su C è : 

U f l = O  per l=:=h, k: 

Chiamando ( C f )  la porzione di C! che appartiene al contorno di Sfnl+i,a) 
la formola ( A )  ci darà dapprirna: 

Facciamo poi, corne ne1 caso precedente, tendere, in questa formola, c a zero. 
Poichè su C: 

si ha, per E = O  : 
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quindi, chiamando S m + , ,  e L m ,  cih che diventano Sm-i-i,a e Z ' m p  per 8 = 0, 
la (19), per E = O, ci da rà :  

Possiamo eliminare, facilmente, da questa forniola gli integrali improprii. 
Percib osserviamo che : 
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e che : 

d xo dove u:& rappresenta il valore di uh ne1 purito (x,, x'J e - il valore della 
d d h  

derivata di x rapport0 ad xk, ricavata dall'equazione di Zm, ne1 punto éitesso. 
Similmente : 

9 x 4  nz - 1 - 
2 

( r i -  1) d 2 ,  
axiaxk d n  r axk d n  a d i  

z'»l>B Z'm%Z 
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L'eqiinzione (20) pub scriversi, quiridi, 

X 
f 2 - amii ( (2' - ~ ) m - - '  nh,k ( x ,  x l<)  d x 

1.(;) , 
4 n ÿ  

- 4 - - -  d x o  d ZO - (x' - xO)mdi U: - - ( d x ' k  '' m) 

Desivando rn volte, corne prima, questa formola, rispetto ad x', la for- 
mola che ne risulta determina il valore di wh,k ne1 punto (x', xri) in funzione 
dei valori che le X assumono in Sm+ip e dei valori che le ui e le derivate 
delle ui rapport0 alle x ed xi assumono su 

7. Si pub pervenire a formole analoghe a quelle stabilite ne1 n." prec. 
operando ne1 modo che segue. 

Poniamo : 
u ' ~  = y (rd) , U'Z = O per Z =:= il , ( 22) 

e rp ( r )  soddisfi alla equazione (8). In conseguenza di questa ipotesi sa rà :  
m-3 - 

2 
Y' ( r )  = ( f a ,  - 1) . 
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Supporremo poi che la costant.e arbitraria che viene a comparire i n  y ( t )  sis 
determinata in modo che, se x r >  x ,  q, (?a} si annulli su quella falda di A su 
cui x' > x e che, se, invece, x' < x,  rp (ra) si annulli sull'altra falda di A su 
cui 2' < 2. 

In  conseguenza delle nostre posizioni, con calcolo agevole, si trova: 

8 9  8' = - a ?  * a i , h = - - ( z = l ,  2 ,..., m), a ~h a xi 
a i . j=O per i e j=;= h ,  

a ?  a s h  8 9  d X l  + - b~ - per E=:= h ,  
3x11 d n  am d n  

Sostituendo nella formola ( A )  questi risult,ati, si trova: 

nell'ipotesi, s'inhende, che il punto (x', x ' ~ )  non sia contenuto in Sm+., , el per 
eesere : 

la formoln precedente si potrà scrivere : 
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Supponendo ora di avere scelto Sm+, come ne1 n.' prec. ed osservando 
che su una varietà d i  rotazione qualunque intorno alla retta a è : 

la formola (24) ci darà subito la : 

E, se in questa formola facciamo tendere E i1 zero, ossewando che: 
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Non ci resta ora clie a derivare questa equazione rispetto ad x r k ,  a cam- 
biare ne1 risultato h e k e a sottrarre dalla mirna eauazione la seconda per 

L 1 

pervenire alla formola -segiiente : 

la quale non differisce dalla derivata prima della (21) rispetto ad x' che per 
d xo il coefficiente del termine am (x' - x ~ ) ~ - ~  

8. Servendoci delle (21), ovvero delle (27), formiamo le espressioni: 

b"(zr - x) 0 (x, xr i )  d x , a2 - x) ah,k (x, xr i )  d x, S 
xo a, 
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derivando la (16) e la (21) nz - 2 volte, rispetto ad x', ovvero la (16) m - 2 
volte e la (27) m - 3 volte, e indichiamo i risultati, rispettivamente, con T 
e P h , k .  Avremo allora : 

dove do e indicano i valori di 8 e di al,+ ne1 punto (xo, x'J. Et per mezzo 
delle equazioni (2) jn cui si siano cambiate le xi nelle xti, l'equazione pre- 
cedente si potrà scrivere : 

Questa equazione, poj, alla sua volta, per essere: 

z o  

ci darà finalmente : 

d 2-0 
ul (XI, = ut0 + (XI - a,) [(*)O+ P 00 ai '" dxo 1 

+a' li aloi - a x 1 d x'i ) 

Le formole che sono rappresentate dalle (28) ci determinano i valori 
delle ul ne1 punto (x', ali) per mezzo dei valori che le Xi e le uz insieme 
alle derivate delle ul rapporto alle x, x, acquistano, rispettivamente, in Sm+,?b 

ed in Xm,$> ovvero in ed in secondo che b >a, ovvero a > b. 
9. Si potrebbero stabilire delle forniole analoghe alle precedenti, par- 

tendo dalla forma (27, ovvero dalla forma (2"), delle nostre equazioni, in- 
vece che dalla forma (2). 

Cos1 pure, si possono assoggettare 2,,~, e Zfia ad ipotesi particolari. Si 
pub immaginare, ad es., 2he tanto corne sieno composte di una 

Annaii di Malematica, tom0 1. 30 
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stessa porzione dell'iperpiano x .= x,, limitata dalla varieth ad m - 1 dimen- 
sioni 8,-, e dalle porzioni della varietà cilindrica risultante dall'insieme delle 
parallele all'asse x condotte per i vari punti di 2,-, ,  comprese, rispettiva- 
mente, fra 2,-, stessa e le varietà coniche B od A. L e  formole che si ot- 
tengono a questo modo, possono essere interpretate anche nello spazio lineare 
ad 11 dimensioni (xi) quando ad n: si dia un significato differente da quello 
di coordinata, com'b il caso in cui s'interpreti come il valore del tempo. 
Queste formole, perb, non attuano la integrazione del nostro sistema di equa- 
zioni, perchè in esse cornpaiono più elementi di quelli che son necessari pr:r 
individuare i valori delle u, ma earebbero da tenersi in considerazione spe- 
ciale quando si volesse sviluppare la teoria dell'elasticità negli spazi supe- 
riori. Noi che abbiamo di mira, principalmente, la integrazione delle nostre 
equazioni, lascieremo da parte queste formole, come pure quelle quistiorii che 
vi si riannociano. 

Vogliamo perb aggiungere l'osservazione seguente. Il processo indicato 
innanzi per la determinazione delle u ,  vien meno ne1 caso in cui il sistema 
integrale delle equazioni (2) è un sistema di funzioni indipendenti da x. In 
questo caso le equazioni (2) si riducono alle : 

a e M a a,,; 
b g - + a 2 ~ i - + X ~ = 0  axz (1=1, 2 ,..., m), a ai 

e possono interpretarsi, quando b2 > 2 a" come le equazioni dell'equilibrio ela- 
stico nello spazio lineare ad 9n dimensioni (xi). Per  la trattazione di esse è 
superflua la considerazione del10 spazio (x, xi). 

Le formole precedentemente stabilite sono suscettibili di determinarci, sol- 
tanto, i valori di û e delle aq, e non è difficile pervenire da questi valori a 
quelle delle ul. Noi, perb, vogliamo, per questo, indicare un metodo che poi 
ci siamo accorti essere stato dato in modo completo da1 prof. SOMIGLIANA (*) 
e che non abbiamo soppresso, soltanto per lasciare al soggetto la sua forma 
completa primitiva. 

Anche su queste formole noi non intendiamo fermarci di proposito perchè 
esse non rappresentano 1' integrale delle equazioni (29), contenendo più ele- 
menti di quelli che servono a. determinare le ul. 

(*) Annali di Matemuticu, 1889, pag. 41. 
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Cominciamo percib da1 notare che, ne1 capo particolare che ci occupa, 
la formola fondamentale (A) si riduce a : 

dove Sm indica. una porzione finita del10 spazio (xi), Xm-] il contorno 
e ie Ui sono date dalle forrnole : 

Notiamo poi che se : 

è un sietema di integrali particolari dell'equazione : 

posto : 

si ha in : 

un sistema di integrali particolari delle equazioni (29) quando le X sono nulle. 
Supponendo ora che (xr i )  sia un punto determinato interno ad S,, e non 

su1 suo contorno LI,,-., , potremo porre : 
pel caso di m = 2 : 

1 = (log r - l), y i  = O per z =,= h., 

pel caso di m = 3:  
y h = r ,  y i = O  per i=!= h ,  

pel caso di m = 4 : 
<ph = log Y , (pi = O per i =',= h , 

e pel caso di m > 4 : - 
1 1 ) )  

I 

W= r,-h , p., = O per 2 =,= 6 ,  Y = /zi (xi - xr$. 
1 

Per  poter applicare la formola (30) quando le d l  sono cosi deterininate, 
seguendo il solito processo, cominceremo ad applicarla al10 spazio S',,, che si 
ottiene escludendo da S,, la porzione di esso che è limitatn da una sfera II,,,-, 
ad m - 1 dimensioni col centro ne1 punto (x',) e con raggio E e poi faremo 
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tendere E a zero. Si trova a questo modo facilmente: 

dove A indica un coeficiente numerico che per ~n =2 è eguale a 8 .rr n2, per m = 3 

II. 

10. Dalle formole precedentemente stabilite si ottengorio, perb, dei ri- 
sultati notevoli, supponendo i n  esse che L,,,J si riduca alla porzione del17iper- 
piano a = x,, limitata dalla varietà caratteristica B, e che Z,,,,, si riduca alla 
porzione del10 stesso iperpiano, limitata dalla varietà caratteristica A .  

Indicheremo queste due porzioni dell'iperpiano x = x,, rispettivamente, 
con e con Sl,t,as Esse sono limitate d ~ t  due varietà sferiche concentriche 
ad m - 1 dimensioni del10 spazio (xi!, i l  cui centro comune è i l  punto (r,, i i j  
ed i cui raggi sono rispettivamerite : 1.b = b (x' - x,), Y, = a (x' - x,), presi 
in valore assoluto. Queste due varietà sferiche le indic.heremo poi con 
&-,J e ~ l l z - ~ , a ,  rispettivamente. 

Pe r  le formole che andiarno a stabilire supporreino, per semplicità, che 
le X,. sieno tutte nulle. 

Osservando allora che sull'iperpiano x =x, è : 

d xi -0 ,  -=& dx 1 ,  dn- d n  

a seconda che x' > x,, ovvero x' < x,, troviamo subito pel caso di m = 2 p + 1 : 
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e pel caso di m - 2 p :  

nelle cui formole IR +i e le Ti indicano i valori che assumono le quantità 
a ui - ed ui quarido al posto di x si sostituisce x, 
F x 

Le forrnole (28) ci danno invece : 

dove rp1° e tl"ndicano i valori di cpl e + l  ne1 punto (x,, xr i ) .  
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11. Le  formole (36) rappresentano l'integrale generale delle eqiia- 
zioni ('2) quando le XI sono eguali a zero. Infatti, si vede facilmente che 

T e PQ, e asi per sr  = x, si annullano, percib, per x' = r,, «i  (XI, di) a x  a ; c  
a ul si riduce a (pl0 e - si riduce a $10. Inoltre, dati ad arbitrio 'flo e el0 si a X I  

trova che : 

e quindi si possono costruire le espressioni di T e di Pli e le (36). 
Se le (pl0, q10 snno'funzioni analitiche dei loro argomenti anche le ul sono 

funzioni analitiohe delle x ' ,  xri e le (36) ra.ppresentano quell'integrale delle 
equazioni (2) la cui esistenza è dirnostra,ta da1 teorema della KOWALEVSKY. 

12. Pub anche facilmente dimostrarsi in modo diretto che le funzioni ul 
date dalle (36) soddisfano all'equazione (2), quando le Xl sono eguali a zero. 

Se  deriviamo, infatti, le (36) due volte rispetto ad x' si trova : 

I l  nostro asserto sarà dunque dimostrato quando avremo fatto vedere che: 

dove, ora ,  le 8 e al,i sono da costruirsi con le funzioni ul delle x ' ~  date 
dalle (36). 

Ma, poichè P h , k  = - P k , h ,  Ph,h = 0 ,  si trova subito che : 

quindi, se indichiamo con 6" e le espressioni analoghe alle 8 e alti, CO- 

struite con le funzioni : 
g?1° + (x' - xo) el0 , 

avremo anche subito : 

Similmente, osservando che : 

si trova anche : 
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Ne viene che le formole (37) possono anche scriversi : 

Noi ci limiteremo n dimostrare soltanto la prima di queste relazioni, 
giacchè le altre si dimostrano all'identico modo. 

Anzi possiamo limitare la dimostrazione, evidentemente, a1 solo caso in 
cui soltanto le t i  sieno diverse da zero. 

13. Prendiamo dapprima ti considerare il caso d i  171 -= 2 p + 1. Nelle 
ipotesi fatte, la (34) si potrà scrivere : 

Ora : 

S>",b 

Quindi, osservando che : 
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Al10 stesso modo si ottiene facilmente : 

dove l'accent0 messo sull'integrale indica clle ne1 fare la derivata rispetto 
ad  xrh  bisognit supporre che la sfera resti immobile. L a  formola prece- 
dente si pub quindi scrivere : 

S ~ , L  
Percib anche : 
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Osservando poi, infine, che : 

si trova, finalmente, dimostrata la prima delle (38) (*), corne si vede confron- 
tando la (40) con la (41) dopo aver cambiato, ne1 primo termine del secondo 
membro di quest'ultima, j in,j - 1 ed aver osservato che: 

v) L a  dimostrazione di questa proposizione si sarebbe potuta condurre anche in un 
modo alquanto differente. E vogliamo accennare particolarmente ad essa perché è analoga 
a quella che abbiamo data pel caso di .m = 3 nella Memoria della R. Acc. di Toririo, gia 
citata. Senza assoggettare l'integrale: 

ad  dcuna trasformazione, si pub cominciare dall'osservare che al variare di x', ovvero 
di xr1,,, l'integrale precedente varia in due modi differenti: ne1 primo modo varia soltanto 
il contorno di Sm,b e ne1 secondo s o l t a ~ t o  la funzione sotto il segno integrale, e serven- 
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14. Resta perb sempre a considerare il caso di m = 2 p .  Percib si os- 
servi che: 

Poichè ora la serie precedente si pub derivare termine a termine, la di- 
mostrazione si pub condurre, precisamente, come ne1 caso di na = 2 p  + 1. 

III. 

15. Facciamo ora coincidere la porzione S7a+I dello spazio (x, xi), che 
comparisce nella ( A ) ,  con la porzione gtn+i,b dello stesso spazio, la quale è 
limitata dalla varietà caratteristica B, dalla varietà cilindrica C e da una 

- 
porzione &,,J di una varietà , ad rn dimensioni tale che in ogni suo punto 
sia 1 tb 1 G 1. Questa condizione è d o r a  soddisfatta in ogni punto di S',n+ib. 
Facciamo inoltre coincidere le d i  con gli integrali principali di prima specie 
delle nostre equazioni (2). 

L'equazione (A)  dietro queste ipotesi si ridurrà alla seguente: 

dosi poi del seguente principio generale, facilmente dimostrabile, e che contiene come caso 
particolare il  teorema di LEIBNITZ: 

Allorché una funzione A al variare  di un suo argomento x varia  in  k modi diffe- 
renti, facendo corrispondere a ciascuno di questi modi di var ia re  della A, ciascuna delle 
k quantita: a, 6 ,  c . .  . , l a  derivata hma di A s i  pub ottenere sostituendo ne110 sviluppo 
della potenza h?n@ del polinomio a + 6 + c + . . . , a l  posto della potenza aa be cY . . . l a  de- 
r ivata  di A di ordine cc $ p + y + . . . ottenuta facendo var ia re  A, a volte nella maniera 
che corrisponde ad a, P volte nella maniera che'  corl-isponde a 6, ecc. 
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dove (C) indica la porzione della varieth C clie fa parte del contorno di - 
S',+.i,b. Facendo clra tendere a zero il raggio 6 di C la parte del secondo 
integrale che è estesa a (C) si annulla ed il primo integrale si riduce all'in- 

- 

tegrale analogo che è esteso a tutta la porziorie S,,,+lb del10 spazio (x, xi) che 
- 

è compresa fra la  varietà caratteristica R e '.,,,J. A questo modo I'equazione 
precedente si riduce a :  

la quale è una relazione identica fra le varie quantità che in essa compaiono. 
A relazioni identiche si perviene supponendo che, sulla (A), SI,,+, si ri- 

duca alla porzione di spazio S',,,+i,a che è limitata dalla varietà caratteristica - 
A, d a  C e dalla porzione , , ,  della stessa varietà 1, di prima, tale che in 
ogni suo punto sia- 1 T ,  1 r 1, facendo coincidere le uri con uno qualunque dei 
sistemi degli integrali di seconda specie delle nostre equazioni e poi andando 
al limite per E = 0. 

16. Ne1 cas0 di m. pari è possibile perb trovare altri sistemi d'inte- 
grali particolari delle nostre equazioni che ci permettano di determinare i 
valori delle ul ne1 punto (x', xri) in funzione dei valori delle Xl nelle por- 

- 
zioni di  spazio ,$nz+i.b ed e dei valori delle ul e delle derivate parziali 
delle rispetto alle variabili x, xi in tutti i punti di e di %,a. h cib 
che o ra  ci proponiamo di mostrare brevemente. 

Introduciamo percib nelle nostre considerazioni I'iperpiano x = x' e chia- 
miamo 1' la parte di questo iperpiano che è compresa fra Ztn e C. 1' divide 
la porzione del10 spazio (x, xi) compresa f ra i , , ,  B e C che innanzi abbiamo 
chiamata in due parti. Quella in cui x z x' continueremo a chia- 

marla S r m + i , b  e quella in cui x r x' la chiameremo, invece, pl,llt,,b. Chia- 
meremo ancora i,l,,b e (Cf) le porzioni di Z,, e di C che insieme a B e ad I f  
formano il contorno di S',x+i,b; chiameremo invece F''ni,b e (Cf') le prz ioni  
di 8 ,  e di C che insieme, ancora, a B e ad I f  formano il contorno di S " , , , + i ) .  

Ric,ordiamo poi che, ne) caso di m = 2 p ,  la funzione: 

\lp-2 - ue r2 - u2 + = ( X I  - X) VP-I r -  1% 7 d u ,  v = - - ,  i a 
tt3 r a r  
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soddisfa alla equazione (8). Essa pub porsi anche sotto l'altra forma: 

Possiamo quindi costruire i due sisterni di ititegrali delle equazioni (2), 
analoghi agli integrali di  prima specie che abbiamo di già considerati: 

a 7.b .-- 
\ I l -  Y 2  

v c i = b ( x r - ~ ) ) [ a î ; ( ~ ~ - l  J 7 log (Y (1 - 7 7 )  d r 

O 

Si vede facilmente che le v ' ~  e le loro funzioni coniugate, che indicheremo 
con T T / ,  si annullano su quella falda di B su cui X' c x i ;  mentre le vplr e 
le loro funzioni coniugate, Vif',  si annullano sull'altra falda di B su cui x ' t r .  
Similmente possiamo costruire sistemi di integrali analoghi a quelli di seconda 
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log (r ( 1  - rP))  d r 
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Si vede anche ora facilmente che il sistema di integrali O/" e le loro 
funzioni coniugate Vil' si annullano su quella falda di A. su cui x' r x; mentre 
gli integrali (45) e le loro funzioni coniugate VfV si annullano sull'altra falda 
di A, su cui x' 2 x. 

Ed ora applichiamo la formola ( A )  in ciascuna delle due porzioni dello 
- - 

spazio (x, xi): R1m+l~a ed S",,+,J, ponendo, per le 'idri, ne1 primo caso gli in- 
tegrali (42) e ne1 secondo gli integrali (43). Notando allora che su 1' è x=xr,  
potremo scrivere le due formole seguenti: 

. Pacendo oral in queste formole, tendere E a zero, si trova subito che gli 
integrali estesi a ( C r )  e a (C") svaniscono, mentre l'integrale esteso ad I f  
diventa l'integrale esteso a tutta la porzione I dell'iperpiano x = x', coinpresa 
fra la varietà Em. lnoltre, al limite, S1în+i,b ed SU,, ,+, ,b rappresentano le due 
porzioni dello spazio (x, xi) limitite da B ed 1 e da ~ " , l l , b ,  B ed 1, ri- 
spettivamente. Se ora sommianio le due relazioni precedenti, ponendo prima: 

potremo scrivere la formola: 

Al10 stesso modo, applicando la formola (A) nelle due porzioni dello 
- 

spazio (x, xi): Sim+l,a7 S'"na+,:b, dopo mer  posto per le .uti ne1 primo caso gli 
integrali (44) e ne1 secondo gli integrali (45), si possono stabilire delle for- 
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mole analoghe. E, se poniamo: 

7, - 
- 1 uk (vp-i 1 !!!IS log (1. (1 - r2)) d r a x 1% 72 

I O 

(h,  k = l ,  2 , .  .. m). I 
Per  determinare ora il valore di una qualunque delle u, per es., di uj, 

ne1 punto (x', xti), deriviamo la (47) rispetto ad x; e tutte le fortnole ana- 
loghe alla (49) in cui h ha il valore j ,  rispetto ad dk e sornmiamo i risul- 
tati dopo di aver divisa la  prima per b e le altre per a. Troviamo, facilmente, 
a questo modo: 

\ 
i a T  i m a p j Z k  
--+;?km b 8%; / 

A questo punto notiaino che: 

è un integrale particolare dell'equazione : 

l e ne1 punto xi = i l i  diventa iiifinita come , . 
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Applicando quindi un ragionamento analogo a quel10 che si fa per sta- 
bilire il teorema di POISSON, nella teoria del potenziale, e notando che: 

0 

si trova: 

. l  aT 1 83.k 2 P  (- .ir)Pf9 uj (x', xt i )  = - -7 + - z k  - ( j =  1 ,  2 ,  ... m). (51) 
b ô x j  a 1 a x ' k '  

Novembre 1897. 
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una estensione del problema della pro- 
iettività a gruppi di cornplessi e di 
congruenze lineari di rette. 

(Di DOMENICO MONTESANO, a Napoli.) 

I n  questn Mernoria gono risolute le seguenti quiçtioni : 
1." D a t i  nello spazio p comnplessi lineu?.i d i  rette R, ,... , K,, stztdiare 

il sisteîna d e i  fasci d i  rette dello spcwio ?lei quu i i  i r a y g i  r , ,  ... f a I ,  che 
a p p ~ ? ~ t e n y o n o  rispettiuanzente a i  comt,lessi dat i ,  fomtano un g r z ~ p p o  pi'oiettivo 
ad un g m p o  dato  g = e,. . . e, d i  zcna forma fondamentale geomet?.ica d i  
1 a specie; per p = 4, 5 ,  6, 7 ,  8. 

2." Date in zcn complesso linear.e d i  re t te  v c o l t g w e w e  l ineari  Q ,  ,... Q,, 
s t u d t k e  i l  s is tema de i  fasci d i  v a g g i  del  co~npiesso,  ?lei gua l i  i r a g g i  Y , ,  ... T ,  

che appartengono rispett ivamente al le  congmenze  date, forumno un gl-zlppo 
proicttivo ad un gruppo dato g = e,,..  e, d i  u n u  forma fondunzentule geome- 
tr ica  d i  La specie; per v = 4, 5,  6.  

3." D a t i  5 conzplessi lineamsi d i  re t te  K , , .  . . K,, s tud iare  l u  czwva 
lirogo d i  un punto a cu i  n e i  cony less i  d a t i  c ~ r r i s p o n d o n o  p i a n i  forntanti  u n  
91wpp0 o~nograj ico  ad U I Z  y m p p o  assegrzato costitztito da 5 piani T,,.. . IT; d i  
u n a  stella,  e stabilive le proprieth della congruenxa l ineare f m n a t t c  dal le  
c u w e  dello spacio del  t ipo indicato. 

Fra. i molteplici risultati ottenuti degni di speciale menzione sono quelli 
stabiliti pel sistema m4 dei fasci di  raggi che si presenta nella prima quistione 
per p = 4, Questo sistema è collegato ad un complesso d i  conicke e ad un 
con~plesso d i  coni d i  2a classe dello spazio, il cui studio forma la prima 
parte della presente Memoria (Cap. 1 e II). 

Notevole è anche il fatto che nella prima quistione per p = 5 si pre- 
senta un sistema ao3 di fasci di raggi fatti che un punto od un piano 
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generico dello spazio è sostegno di un unico fascio del sistema, onde ne risulta, 
una reciprocità biraxiotzale nulla nello spazio di 7" grado, studiata ampia- 
mente ne1 Cap. V. 

L a  seconda e la terza quistione ed altre che ad esse si connettono, sono 
trattate rispettivamente nei Cap. III e IV, e i risultati ottenuti sono stati 
applicnti per stabilire vari notevoli teoremi su la superficie di 3' ordine, che 
riguardano specialmente i gruppi formati da  5 O da 6 rette della superficie 
due a due fra loro sghembe. 

Infine i sistemi di fasci di raggi che si presentano nella prima quistione 
per p = 6 e per p == 7 O 8, sono studiati rispettivamente nei Cap. VI e YII. 

DR alcune proposizioni di Geonlelr.iu nurnerativn ottenute in questa Me- 
moria, possono dedursi vai'i teoremi già stabiliti da STURM (Ueber correlaiive 
odw 1-ec+rocile BtMeZ. Math. Annalen, Bd. XII). e da SCHUBERT (Abxühlende 
Geo~netrie), supponendo che i complessi lineari, a cui esse proposizioni si rife- 
riscono, fossero tutti singolari. E di cib nei singoli casi si fa cenrio. 

1. 1 fasci d i  rette dello spaxio fzei quaii  i ruygi appnrtenenti a 4 com- 
$essi 1ineai.i d i  vette K, , . . IC4 da t i  a d  a ~ b i t r i o  fornzatzo inz g r u l ? ~ o  y~o ie t -  
tivo ad un yntppo cmegnato g r  e, . .  e,, costituiscono un sistema 8. 

l i z  utz p i a m  generico del10 spaxio 
esistono ooi fnsci d i  m g g i  del si- 
stema auenti i centri s u  d i  una co- 
nica. 

Ulz punto generico del10 spaxio 
è centro d i  oo' fasci d i  vaggi del 
sistema si tuati  nei pialti d i  un couo 
di seconda classe. 

Infatti designando con O, ,  . . O, i poli di un piano o., nelle pola.rità 
nulle II,, . . IT, dovute ai complessi dati,  i fasci di raggi del sistcma 2 si- 
tuati in w haniio per centro i punti del piano dai quali proiettando i punti 
0, ,. . 0, ottengonsi quaterne proiettive al gruppû dato g. Essi centri si tro- 
vano percib su di una conica che .contiene i piinti O , ,  . . 04 i quali SU di 
essa costituiscono un gruppo proiettivo a g. 

L'assienie m3 delle ccniche r l ~ -  L'assieine m3 dei coni di 2" classe 
vute ne1 modo ora indicato ai piani dovuti ne1 modo anzidetto ai punti 
del10 spazio (una per ogni piano) CO- del10 spazio (un0 per ogni punto) co- 
stituisce un coinplesso d i  coniche r. , stituisce un complesso d i  cowi r'. 
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Le leggi di generazione pei due complessi sono dunque le seguenti: 

Una conica del complesso i? con- 1 Un cono di 2" classe del comîz- 
tierne i poli del suo piano nelle po- plesso r' cotztiene i piani polari 
laritic nulle Il,, .. ri, dovzcte ai corn- del suo vertice nelle pola~itil nzdle  
plessi dati, e questi poli formano sic ni,. . . JI4 dovute ai compl~ssi dati, e 
d i  essu zcn gruppo proiettivo al grup- questi pialti formano ne1 cono un 
po dato y. ( gruppo prozéttivo al gruppo dato y. 

Di più fra i due complessi r, r' intercedono le seguenti relaxioni : 

2. Siano q, q' i raggi comuni ai complessi K, , . . K, . Essendo (O - o) 
un fascio arbitrario del sistema 2, si consideri la congruenza lineare di rette Q 
che contiene le q ,  q' ed il fascio ( O  - o). Essa ammette per direttrici le rette 
d ,  d' appoggiate alle q, q', di cui l'una passa per O e l'altra giace in o. 

Il quadiilatero gobbo q d q' d' che ne risulta, trovasi sulle quadriche so- 
stegni delle schiere riga.te p l  ,. . ,ûr comurii alla & ed ai complessi Ki ,.. Ii,, 
sicche tali quadriche forrnano un fascio-schiera, ed i 4 raggi delle pi , .  . p, 
che si trovnno in un qualsiasi fasoio della congruenza &, forniano un gruppo 
proiettivo al gruppo analogo dovuto ad ( O  - a); epperb tutti i fasci della 
congruenza Q al pari di (O - o) appaïtengono al sistema 2. Ne segue che 

I fasci di raggi del sistema Z si  distribuiscono in 003 congrueme Jimwri 
le cui direttrici si appoggiano ai raggi y, q' comuni ai complessi dati. 

Diremo che tali congruenze uppartengo?zo al sistema 2. 
Una retta d che inconiri le q, q', é direttrice di mi congruenze del si- 

steina. 
Le loro seconde direttrici formano una rigata la quale essendo segata 

da. un piano arbitrario w del fascio (d) secondo la conica del complesso I' si- 
tuata in CA (e correlativamente essendo proiettata da un punto O della d se- 
condo il cono del cornplesso l?' che ha il vertice in O) risulta di 4" grado 
ed ha per direttrici doppie le 9 ,  q' e per generatrice doppia la d. Di più 
essa contiene le rette d ,,... d, coniugate alla d nelle polarità II,, .. il,, e 
qumte eette costituiscono su di esstl un gruppo proiettivo a g; cib che la de- 
termina completamente, 

Le mi conlche del complesso r ' Gli ml coni del cotqdesso r' che 
che passano per un punto 0, m t o  
nei piuni del cono del complesso r' 

contengono zan piano w hanno i ver- 
tici sullu conica del comnplesso r cAe 

cTze ha il vertice in  O. si t ~ o v a  ne2 piano w. 
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Dunque : Se nellu conyvuanza d i  rette che ha per dire t tr ic i  i r a g g i  q, q' 
co?nzlni a i  colnplessi dat i ,  s i  r iguardano cowispoudent i  due rette che siano 
dire t tr ic i  d i  uru  congrzrenza del sistema 8 ,  fiella corrispondenxa involutoria 
che pze r i su l ta ,  ad trna &ta generica d clellu cougruenxa corrisponde u n u  ri- 
gu ta  raz ionale  d i  40 grado che h a  per re t ta  doppia la  d. 

3. Sia r un raggio comune a tre qualunque dei complessi dati, per 
esempio ai complessi K,, &, K4. Ad un piano o ohe contenga il raggio r 
corrispondono nelle polaritk I l 2 ,  II,, II, tre punti O?,  03, 0 4  situati sulla r ,  
sicchè la conica del complesso r situata in o si spezza nella retta r e nelln 
retta r' che unisce il punto O, coniugato ad w nella II,, a quel punto O' della 1. 

che nssieme ai punti O,, O,, O, forma un gruppo O' 0, 0, 0, proiettivo a g. 
In particolare in un piano o che contenga uno dei raggi comuni ai complessi 

dati la conica del complesso r riducesi a tale raggio q contatu due volte. 
Soltanto ne1 caso che i 4 poli O, ,  .. O, del piano w nelle polarità date 

formino sulla q un gruppo proiettivo al gruppo dato g, si h a  clle ogni fascio 
di raggi del piano w appartiene al sistema 2 ,  sicchè allora ogni retta del 
piano forma con la q una conica del complesso r. 

Per  determinare il numero di questi piani s ingolar i  ne1 fascio (2) basta 
notare che se per ogni piano o del fascio si costruiscono i poli O,, . . 0, 
nelle polarità II,, . . II,, e si determina quel punto O' della q per cui il gruppo 
0' 0, 0, O, è proiettivo al gruppo g, la  corrispondenza che viene a d  avers; 
fra i punti O, e O' della q ,  col variare del piano o, è una corrispondenza 
(1, 3), sicchk ammette 4 coincidenze che sono appunto dovute ai piani sin- 
golari del fascio. Dunquc: 

In u~ piano deilo sytrsio e'siste t w n  sola conica del conzplesso r. F a n n o  
eccezione soltanto 8 p i m i  singolari ,  4 del fascio ( q )  e 4 del fasc io  (q ' ) ,  dei 
qziali c i u s c m o  è sostegno d i  d c c o n i c l ~ e  del complesso formate da l la  q ( O  

da l la  q') e dal le  singole ?.ette del piano. 
Correlatiramentr! per ogni punto di un raggio r comune a t ie  dei com- 

plessi dati il con0 del complesso r' si spezza in due fasci di piani, di cui uno 
ha  per asse la retta 1.. Per  un punto generico di uno dei raggi q ,  q' il con0 
del complesso si riduce al fascio ( q )  (O al fascio (q ' ) )  contato dile volte; ma 
su ognuna delle rette q ,  q' esistono 4 punti s ingolar i  dei quali ciascuno ha 
per corrispondenti nelle polarità II,,.. ri4 4 piani formanti un gruppo proiet- 
tivo a y, sicchè ognuno di tali puriti è centro di ooe fasci di raggi del si- 
stema 2 e corrispondentemente è vertice di cioP coni del complesso I", di cui cia- 
scuno si scinde ne1 fascio (q) (O (q')) ed in  un fascio arbitrario della stella. Dunque: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



a gruppi d i  cornplessi e d i  congruenxe l i n e a ~ i  d i  rette. 317 

Un punto dello spaxio è uet8tice d i  u n  solo cuno del conzplesso r'. E s i -  
stono soltanto 8 punti singolari, 4 sullu retta q e 4 szclla q', dei qual i  cilc- 
scuno è vertice d i  009 coni del complesso, costituiti da coppie d i  fusci d i  piani 
uventi per usse l a  rettu q ( O  la y') e le singole wtte! della stella. 

Dalle proprietà caratteristiche dei punti e dei piani singolari del sistema 2 
segue che : 

Un p m t o  singolare O de2 si- 
stema si troua sulle oo2 caniche del 
comptesso r, situate nei singoli piani 
passanti pet. 0. 

È agevole anche riconoscere che 
su una delle rette q ,  y' appartengono 
p ~ s a n o  per l'altra di tali rette. 

Irifatti se w è un piano singolare 

U n  piano si?zgnlare w del sistenta 
fa pal-te degli  me coni del compiesso 
ï' che hanno per vertici i siizgolà 

bzarw w putiti del J '  

i 4 punti singolari del sistema situati 
uno ad uno ai 4 piani singolari che 

del fascio (q') ammetta per poli 
nelle polarità n ,,.. II, i punti O , ,  .. 0, e clie incontri in O la q ,  i piani 
polari di queato punto nelle Ti,,.. Il, harino in comune la retta q e passano 
rjspettivamente per le rette O O,,  . . O O,, onde costituiscono un gruppo pro- 
spettivo alla quaterna O,..  o4 F! percib proiettivo al gruppo g ,  sicchè il 
punto O è singolsre pel sisteina. 

Un punto singolare O e un piano singolare w che si appartsngano, deter- 
minano una congruenza linenre di rette degenere, formata dalla stella di raggi (O) 
e da1 sistema piano rigato (o). Un fascio di raggi di questa congruema fa parte 
O della stella ( O )  O del piano (w). Nell'un cas0 O nell'altro esso appartiene al 
sistema 2, sicchè la congruenza in esame appartiene ;tl sistema. Dunque : 

Xe1 sistema 2 ui  sono 8 cong~uenxe  litzeari degeneri. 
Si noti in ultirno che per determinare il sistema 2 ,  da t i  i complessi 

K, ,.. ICA, s i  pu6 assegnare u n  suo punto singolare o un suo piano singo- 
lare che appurtengano la un raggio comme  a i  comnplessi dati, perchè con cib 
in entrambi i casi resta noto il gruppo camtteristico 9 del sistema (*). 

Se questo gruppo varia iii tutti i niodi possibili, il sisteina 2 varia de- 
scrivendo un assieme mi chc cornprende tutti i fasci di raggi dello spazio, in 
modo che un fascio generico appartiene ad un unico sistema dell'assieme; ec., ec. 

(") D i  risultzti ottenuti segue chè dati 4 complessi lineari di re t te  in posizione nffatto 
arbi t rar ia  fra loro che abbiano in comune i r;tggi 2 ,  y', se si riguardano corrispondcnti 
un punto O di q ed un punto 0' di ri', a i  quali nelle po la r i t j  Il,, . . ï14 dovute ai corn- 
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4. 1 tre complessi K,, K,, K, abbiano in comune la schiera rigata p,; 
e sia o, In schiera incidente alla p l .  

Ad una retta arbitraria d della 0, corrispondono nelle polarità IT,, IT,, II4 
cre rette d,, d,, d, situate del pari sulla u, .  Ora costruita su questa schiera 
la retta d' tale che il gruppo d'd, d, d, risulti proiettivo al gruppo g, si con- 
sideri la schiera rigata p' che ha per direttrici la d, la d' e la d l  coniugata 
alla d  nella II,. 

In un piano .TC del fascio (d) che contenga i raggi r ,  r' delle schiere 
pi, p', la conica del complesso T si scinde in tali rette r, r' ( 5  3); e corre- 
lativamente per ogni punto P della d il con0 del complesso r' si spezza nei 
due fasci di piani che hanno per assi i raggi delle schiere p, p' che passano 
per P. 

Da cib segue che la superficie luogo delle seconde direttrici delle con- 
gruenze lineari del sistema 2 che hanno per prima direttrice la retta d ,  si 
spezza nelle quadriche sostegni delle p l ,  ($ 2). 

Di più è agevole riconoscere che col variare della d sulla ci, la schiera 
p' descrive una congruenza di 4" grado contenuta ne1 complesso Ki. 

Infatti le rette Y' della congruenza che passano per un punto arbitrario 
O dello spazio, si trovano ilei piani ir comuni a l  cono del complesso rr ed al 
coiio-inviluppo circoscritto alla quadrica sostegno della p i ,  che hanno il vertice 
in 0, sicchè il loro numero è 4. 

Variando la retta d sulla o,, quando essa coincide con una delle due rette 
coniugate fra loro in entrambe le polarità TT,, Il,, le rette d,, d, e percib anche 
la d' coincidono con I'altra di tali rette, e la corrispondente schiera p' coin- 
cide con la schiera p, comune ai tre complessi RI, K2, K,; sicchè la pl si 
presenta due volte nella' genesi della congruenza in esarne, e percib risulta 
costituita da raggi ddppi di tale congruenza. 

- 
1)lessi dati corrispontiano due quaterne di piani f m  loro proiettive, l a  corrispondenza clic 
ne risulta f ra  l e  y, qr, riducesi ad  una corrispondenza biunivoca f r a  i gruppi di dus in- 
vo!uzioni di 4O ordine. O r a  è degno di nota il fatto che la superficie luogo delle congiun- 
genti i punti di ciascuna quaterna della q ai punti della corrispondente quaterna della qr,  
e costituita dalle ret te  che nella polarità Ki,, . . ïi, hanno p e r  coniugate ret te  di uns  stessa 
schiera r igata;  vale a dire che 

Il luogo delle rette a cui in 4 polarita nulle dello spaaio ft-a loro ind@enclenti corri- 
sponhno retle di una stessa sclziera rigata, è una superficie yobba di  8 O  grado che ha per 
direttrici quadruple i raggi cornuni ai 4 complessi 1ineal-i determinati dalle polarità date. 
L.a superficie contiene le diretlrki delle congruenze liqeari comuni a questi cornplessi presi 
due a due. 
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Le rette d appoggiate alle q ,  q' sono assi dei cornplessi singolari del- 
l'assieme che si considera. A questi co~nplessi corrispondono nello spazio rap- 
presentativo i piani d di una quadrica-inviluppo x(,, (che viene chiamata 
qzradrica fondamentale della rappresentazione) e che risulta riferita con cor- 
rispondenza biuriivoca alla congruenza lineare di rette Q che ha  per diret- 
trici le q, 1'. 

In  tale riferimento alla rigata p, r d '  della Q formata dalle seconde di- 
rettrici delle conguenze di 2 che hanno per prima direttrice un raggio ar- 
bitrario d della Q ,  corrisponde 1' inviluppo j(,, = c' format0 dai piani della x(,) 
condotti per i raggi del complcsso O giacenti ne1 corrispondente piano d 
della x(,). 

Ora se la retta d è una direttrice della schiera rigata p i  = K, Tc3 K 4 ,  il 
corrispondente piano d passa per il punto O, = o, os o4 e l'inviluppo j(,, pre- 
cedenteniente indicato si spezza nei due coni della x(,) che hanno i vertici ne1 
punto O, ed in quel punto 0' che con 0 ,  forma la conica-inviliippo del coni- 
plesso e dovuta al piano $. Percib questo punto O' nelia rappresentazione 
stabilita corrisporide alla scliiera rigata dovuta alla d della congruenzn 
di 4' grado ;Li studiata ne1 $ precedente, vale a dire che tale congruenza Xi 
nella rappreeentazione stabilita ha per corrispondente la curva c(,) = (0, O, OJe 
del piano o,, formata dai centri dei fasci del complesso 8 situati nei piani del 
cono circoscritto alla %(,) che ha per vertice il punto O, ,  sicchil le ulteriori 
proprietà della congruenzn posçono esrere stabilite facilmente con metodi da 
nie altrove indicati (*). 

Inoltre, siccoine nello spazio rappresentativo i vertici O, ,. . O, del te- 
traedro fondamentale vengono proiettati dai raggi del cornplesso $ secondo 
quaterne proiettive al gruppo g, percib si ha che : 

L e  schiere rigate p i  ,. . p r  comuni a i  co~n.pkessi Ki, . K, presi t?.e a tre, 
defer)ni?zuno con ciascunu congruenxa del sisterna Z zm grlippo d i  q u u f f r o  
comnplessi lineuri proiettivo al  gruppo dato g. 

Tn particolare per le otto congruenze degeneri del sistema 2 (le quali 
corrispondono agli otto raggi del complesso 0 situati sulla quadrica %!,,) si 
ha  che:  

IITei singoli fusci d i  raggi  che hanno per sostegni un punto ed un piano 
singolari del sistemu 2 che s i  appartengano, le direttriri  delle schiere vigate 
P i , . .  pr  formano u n  grzcppo proiettivo a l  gruppo dato g. 

(') SU i complessi d i  rette cli 2.0 gmdo,  ecc.,  Mem. cit. 3 6. 
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II. 

6. Un complesso di coniche nello spazio presenta vari numeri carat- 
teristici. 

Noi assumeremo come caratteî.istiche elementa~i del complesso: 1.' il nu- 
mero delle sue coniche che si trovano in un piano generico del10 spazio; 
2." la classe del cono format0 dai piani sostegni delle coniche del complesso 
chc passano per un punto genericc del10 spazio. 

La superficie luogo delle coniche del complesso situate nei piani di un 
fascio generico del10 spazio, ha per retta multipla secondo ,d I'asse r del fa- 
scia, se è il secondo dei due numeri indicati; e la  sua sezione variabile 
con un piano del fascio equivale ad una linea di ordine 2 a, se u è il primo 
dei pedett i  numeri, sicchè 170rdine della superficie è 2 a + B. 

Pel  complesso II definito ne1 capitolo precedente u = 1, = 2. Da cià 
e dalla genesi del complesso segue che:  

1." Le coniche del coînplesso r situate nei piarzi d i  un fascio arhit~ario 
forma?zo una superficie d i  40 ordine che ha yer linea doppia l'asse drl fu- 
scio e per linee senzplici le rette r ,  ,. . r ,  conhgate alla Y nelle polarith 
I I , ,  . . II,. L a  superjkie contiene g& otto punti singola~i del sisterna 2. 

Se la r incontra una delle rette q ,  q' comuni ai complessi dati K, ,.. K,, 
essa retta q (O q') risulta doppia per la superficie p(,). Più  particolarmente se 
la r cade in uno dei piani singolari di 2,  dalla superficie p(,) si stacca talc 
piano singolare; invece se la r passa per un putito singolare del sisterna, 
tale punto risulta trip10 per la superficie pl,) .  

Infine se la retta r è un raggio comune a tre dei complessi K, ,.. K, 
IR superficie p<,) risulta rigata, ha la retta r per direttrice tripla, ed è con- 
tenuta in una delle congruenze Xi,. . X4 del § 4. 

L'inviluppo di piani correlativo alla superficie di 4" ordine presa ora in 
esame, essendo costitiiita dagli mi coni del complesso T" (definito ne1 capitolo 
precedente) che hanno i vertici su di una rettn arbitraria s, risulta l'assieme 
dei piani delle coniche del complesso l? che incontrano la S. Dunque: 

2." Le aoz coniche del complesso r che si appoggiano ad una setta s, 
sono nei piani d i  un zizviluppo d i  4" classe, di cui sono doppi i piani del 
fascio (s) e semplici i piani dei fasci cite hanno per assi le ?.ette s,,.. s, 
coniugate alla s nelle polarità II , , .  . Il,. ,4 El'inviluppo appartengono gli otto 
piani singolari del sistema. 

AnnaEi di  Matematica, tom0 1. 42 
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1 piani comuni all'inviluppo ors indicato e ad un con0 arbitrario del 
complesso r' di vertice Pl sono sostegni di coniche del complesso r che pas- 
sano per P e si appoggiano alla s ;  vale a dire che : 

3.' L e  coniche del complesso i' che incontrano u n a  retta arbi traria  s ,  
forrnano u n a  congmenxu d i  80 ordine e d i  4a  classe (*). 

4." Le coniche del complesso r che passano per un punta ylelzerico P 
dello spaxio, formano u n a  supe@cie di 80 ordine. 

Questa superficie ha in P un punto sestuplo. D a  cib segue che : 
5." Vi sono sei coniche del co~nplesso r che risulta?zo tangent i  ad u n  

piano i~ in. un punto P d i  tala piano. 
Si è ora al cas0 di determinare gli altri numeri caratteristici del com- 

plesso r. 
Per  es. dalla proposizione 1." si deduce chc il numero delle coniche 

del complesso tangenti ad una retta arbitraria 9. è 4 e che il numero delle 
conkhe del complesso che hanno per corda una retta arhitraria r e sono tan- 
genti a un piano o non passante per la r è 6 (numero delle tangenti che da 
un punto doppio di una curva piana di 4." ordine e di genere 2 vanno a 
toccare altrove la curva), mentre ne1 cas0 che la r sia in un piano singo- 
lare w,  il numero anzidetto, non tenendo conto del piano w, riducesi a 4. 

E pub affermarsi che : 
6." L e  oog coniche del conrplesso r tangcnt i  ad un piano arbitrario n 

dello spazio, sono in piani d i  un zizviluppo d i  6 a  classe,  di czri i l  piano n 

è doppio e la relotiva linea d i  contatto è la conica del cortzplesso situatu in r. 
Dell'inviltcppo sono doppi g l i  8 piani  s ingolari  del sistema ); e sono srmplici 
g l i  a l t r i  p ian i  dei  fasci (q), (q'). 

1 12 piani che il precedente inviluppo ha  in comune con un cono del 
complesso r' di vertice P, ne1 caso che questo punto appartenga a l  piano n, 
coincidono due a due con i piani sostegni delle 6 coniche indicate nella 
proposizione 4.' Invece ne1 caso generale essi risiiltano distinti, e sono so- 
stegni di coniche di r che passano per il punto i' e toccano il piano w. Ne 
segue che: 

7." L e  coniche del co?nplesso r ta~zyen t i  ad u n  piano o formano una  
congruenza d i  120 ordine e d i  6 a  classe. 

In6ne si ha  che:  

(*) Chiamo ordine di una congruei-iza di coniche il numero delle coniclic della con- 
g ruenz î  che passano per  un punto generico dello spazio, e classe il numero delle coniche 
della congruenza clie hanno per  corda una ret ta  generica dello spazio. 
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8." Le coniche del cornplesso r situnte lzei piani d i  una stella arhi- 
trariu ( P )  fo~matto unn congruenza d i  9 ordine e d i  la elasse. L,a super- 
Jicie focale d i  questa congruenza (formata dai rertici dei coiii del complesso I" 
che passano per il punto P, e percib correlativa all'inviluppo della precedente 
proposizione) R d i  60 ordine, contiene le vette q ,  q ' ;  ha pet* punti doppi i l  
ptinto P e gl i  8 punti  s i n g o l a ~ i  d i  2 ;  ha per con0 tangcnte in P i l  cono del 
comnplesso r', e da ogni conica dellu congvuenza è toccuta i n  6 punti, ecc., ecc. 

7. L a  superficie di 8" ordine O(,) luogo delle coniche del complesso r 
che passano per un punto arbitrario O del10 spazio, avendo in O un punto 
sestuplo, è segata ulteriormente da1 piano di una conica c( , )  secondo una 
curva di 6" ordine che ha in O un punto 5-plo. Esistono percib sulla q8) . . .  due sistemi mi di curve piane razionali cl,) = O, c(,) = O5 situate ne1 piani 
del con0 x(,, del complesso r' di vertice O. 

Due coniche c(,, , cf(,) della superficie non hanno in generale oltre di O 
un secondo punto in comune, sicchè il punto in cui la prima di esse incontra, 
oltre che in O, il piano della seconda, si trova sulla curva CO(,) ulteriore se- 
zione della superficie con tale piano. Da cib segue che due curve c(,) della 
superficie non hanno, oltre di O, un secondo punto variabile in comune; 
una c( , )  e una cf(,) hanno in  comune, in generale, un solo punto variabile; e 
per un punto gerierico della superficie passa una sola curva di ciascrino dei 
due sistemi. 

Percib riferiti il sistema delle cc,) e quel10 delle c ( ~ )  con corrispondenze 
yroiettive rispettivamente a due fasci di raggi (P), (Q) di un medesirno piano o, 
ne risulta una corrispondenza birazionale fra qiiesto piano w e la super- 
f i c i e . ~ ( ~ ) ,  si fatta che alle sezioni piane della O(,) corrispondono in o delle curve 
di 8" ordine, per le quali il punto P .è 6-plo ed il punto Q è doppjo. 

Ogni conica c(,) della superficie occr) contiene i poli del suo piano nelle 
polarità II,, . . n,. Di conseguenza la superficie G(,) contiene le quattro co- 
niche che nelle predette polarità corrispondono al cono già indicato. Esse 
si trovano nei piani del con0 ;c(,) che corrispondono al punto O nelle il,, . . n,, 
ed una qualsiasi ci di esse forma una curva c(,) della a(,) con i quattro raggi 
uscenti da O della congruenza Xi del $ 4. 

D'altra parte uno qualsiasi di questi raggi fa parte di una conica c(,, 
della ap), percjb nella rappresentazione stabilita della o(,, su1 piano w, al raggio 
anzidetto corrisponde un punto fondamentale semplice della rappresentazione. 

Nè questa ammette altri punti fondamentali; cioè le curve imtnagini delle 
sezioni piane della superficie sono delle qs) = P6 Qs, 16 R, essendo j punti f i  
su 4 rette del fascio (Q), 4 su ogni retta, 
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Alla curva di sezione della O(,) con un piano arbitrario della stella (O) 
corrisponde su1 piano cr una curva che ha  un solo punto variabile in comune 
con ogni retta dei fasci (PI,  ( 9 )  e che passa semplicernente per i punti Pl Q 
(immagini di una c(,) e di una c(,)  rispettivamente), corrisponde cioh una co- 
nica q,) = P Q; donde segue che al punto O della qs) corrisponde SU w una 
curva c(,) = P5 Q, 16 R. 

Dalla rappresentazione data segue anche che il genere di una sezione 
piana arbitraria della a(,) è 5, mentre le sezioni prodotte nella superficie dai 
piani della stella (O) sono razionali; e siccome sulla oltre di O non vi pub 
essere alcun piinto di multiplicità supeïiore a 2, percib la superficie ammette 
una linea doppia di 16" ordine che ha in  O un punto multiplo secondo 10. 

1 sei punti variabili di sezione di tale linea q,,) con u n  piano r del cono 
x(,) non potendo essere doppi per l 'una O per l'altsa delle due curve q,), q,) 
prodotte d d  piano r nella G(,), risuitano comuni alle due curve; mentre il 
7' punto (diverso da 0) che le due linee hanno in comune, è punto di con- 
tatto del piano r con la superficie. 

D a  cib segue che le coniche c(,) e le curve qs) si appoggiano ciascuna 
in 6 punti alla q,,); e analogamente dalla considerazione dei piani polari del 
punto O nelle ïï,, . . Ii, si deduce che le 16 rette r della op) che passano pel 
punto O, hanno ciascuna un altro punto solo in comune con la q,,), sicchè 
l'immagine di questa curva ne1 piano w è una q,,) = P8 &6, 16  R. 

L a  completa sezione della superficie a(,) con il con0 di 6" ordine cht! 
da1 punto O proietta la q,,), è costituita da questa curva e dalle 16 rette t., 
sicchè il con0 indicato non ammette alcuna generatrice multipla, perchè al- 
trimenti tale retta apparterrebbe anche alla a(,). 

Ne segue che la c ( , ~ )  è di genere 10. 
Infine è ageoole riconoscere che la q,,) passa semplicemente per gli 8 

punti singolari del complesso. 
8. Su una quadi.ic,a y(,) che contenga i raggi q ,  q' si assuma ad ar- 

bitrio una generatrice d di sistema opposto a i  predetti raggi, e si consideri 
l a  superficie ,O(() = (q qr  luogo delle seconde direttrici delle corigruenze del 
sistema 2 che hanno per prima direttrice la d (§ 2). 

Le superficie ,O(,) hanno in comune, oltre alle q, q', dl due generatrici 
d', d', di cui ciascuno determina con la d una congruenza del sistema 2. 
Col variare della d nella schiera rigata a' della y(?) che non contiene le p, q', 
variano del pari in tale scliiera le d', d', e corrispondono alla d in una cor- 
rispondenza involutoria j,,, , 
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Dunque su ogni quadrica y,,, = q q ' ,  nel2a schiera incidente a questi raggi, 
si ha una corrispondtnxa inuokctorzù j,,,, nella quale due rette coniugate sono 
direttrici d i  una medesima congruenza del sistemu 8. 

Ora per un noto teorema se nella j,,2 a due raggi distinti d, d, della 
achiera cc' corrispondono gli stessi due raggi d', d', fra loro distinti, allora la 

d d < ,  e ei,  ... j,,, risulta una proiettività involutoria j' 1 intercedente fra 
dr d'i , et e'g , . . . 

l e  coppie di un' involuzione ordinaria j (d  d ,  , d' d ' ,  , e e,, et e l i . .  .) della 
schiera a' (*). 

111 tale cas0 due coppie di rette corrispondenti d d i ,  d ' d ' ,  della j deter- 
minano rispettivamente con una generatrice y della y p )  del10 stesso sistema 
delle q, q' una coppia di punti P= y d, P' G g d' ed una coppia di piani 
n = g d , ,  n ' z  g d', godenti la proprietà che i punti P, Pt  si trovano en- 
trambi su le coniche del cornplesso I' situate nei piani ?r, n'; e viceversa 
questi piani a,ppartengono entrambi ai coni di r' che hanno i vertici in 
P, P'; cioè allora nella schiera rigata a della y(,) che contiene le 9, qt ogni 
generatrice y è sostegna di due involuzioni ordinarie, l'una di punti, l 'altra 
di piani, riferite fra loro proiettivamente in modo che ogni coppin dell'una 
involuzione appartiene alle due coniche di I' O ai due coni di I" determi- 
nati dalla corrispondente coppia tlell'nltra involuzione. 

Inversamente è agevole riconoscere che se una retta è incontrata da 
due coniche del complesso T' nella stessa coppia di punti P, P' (ne1 quale 
caso i due coni del complesso r" dovuti a tali punti, hanno in comune la 
coppia dei piani n ,  nt sostegni delle suddette coniche) allora nella involu- 
zione j,,' che viene ad aversi sulla quadrica (p r q q' Y, a ciascuna delle rette 
d, d' che passano rispettivaniente per i punti P, P r ,  corrispondono le stesse 
due rette d,, d', che giacciono rispettivarnente nei piani n, n', sicchè la j,,, 
si trova nelle condizioni particolari precedentemente indicate e percih sulla r 
o ne1 fascio Ir) esistono infinite altre coppie nnaloghe alle P P', z n'; ed ogni 
altra retta della schiera rigata a q q' r gode le stesse proprietà della 1.. 

E tcnendo calcolo che le rette d i  una stella arbitraria (0) soddisfacenti 
alla condizione pïecedentemerite indicata, sono le generatrici del cono di 6"rdine 
che da1 punto O proietta la  curvn doppin q,,, della superficie ~ ( ~ 1  formata dalle 
coniche del complesso r che passano peï O, e cosïelativamente, si deduce che: 

(*) Il teoreina a cui ci riferiamo, equivale alla nota proposizione clle <( se ilel piano 
due coniche sono tali che esista un quadrilatero semplice iscritto in u n s  di esse e circo- 
scritto all'altra, esistono cc1 altri quadrilateri analoghi al precedeste B. 
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Esiste un complesso d i  rette di 6 O  grado H(s) d i  cui ogni raggio r è so- 
stegno di due involuxioni ordinarie) l 'ma  di punti) l'ultra di  piani) fra loro 
proiettive e tali che ogni coppia detl'una involuzione appavtietae alle coniche di r 
(O ai coni d i  I") che hanno per sostegni gli elementi della coppia corrispon- 
dente dell'altra invokzione. Questo complesso è costituito da schiere rigate 
che Aanrzo in  comune i raggi q,  q' ,  i quali perci6 sono sestupli per esso. 

Per un punto O di un raggio r della schiera p4 = K2 K, IC4 la superficie 
o(,) E 06 del complesso r si spezza nella superficie rigata p(,) = r3  della con- 
gruenza X,  ed in una superficie O ( , )  = O3 Y r f2 ,  essendo r' la generatrice della 
pc,) che passa per 0, sicchè le due superficie ne1 punto O che è triplo per 
entrambe, hanno in comune il piano tangente r r' e percib la ulteriore loro 
sezione è una q, , )  = Oj che da O viene proiettata secondo un con0 di 6 O  or- 
dine avente per raggio triplo la r .  Questo cono appartiene al cornplesso di 
ret,te H(a). Percib i raggi delle schiere rigate p l ,  .. pd sono tr-li pel c m -  
plesso H&. 

9. Ogni corrispondenza proiettiva dello spazio che trasformi ciascuno dei 
complessi dati K,,.. K, in sè stesso, fa corrispondere ad un fascio di raggi 
del sistema 2 un fascio di raggi dello stesso sistema, cioi; trasforma del pari 
in SB stesso il sistema 2,  e percib O fa corrispondere ciascuno dei cornplessi 
r, r' a sè stesso, O fa corrispondere uno di tali cornplessi all'altro, secondo 
che essa corrispondenza è una omografia O una correlazione. 

In particolare se uno dei complessi dati, ad esempio il complesso Ki, è 
in involuzione con gli altri tre, allora nella polarità nulla II, ciascuno dei 
cornplessi dati è coniugato a sè stesso, sicché in tale polarità al complesso I' 
corrisponde il complesso J", cioé allora la conica c(,) del oomplesso r situata 
in un piano arbitrario w coincide con la conica cl,)' che nella II, corrisponde al 
con0 del complesso I" avente per vertice il punto O polo del piano w nella II,. 

Ma queste coniche q?), c(,,' appartengono entrambe alla superficie O(,, del 
complesso r dovuta al punto 0, percib ne1 caso indicato esse coincidono in 
una conica doppia della superficie 5 ( 8 )  che staccasi dalla curva c(,o =- OLo del 
cas0 generale, in modo che il con0 che proietta questa curva da1 punto O 
(cono che appartiene al complesso H(6) del $ precedente) viene a contenere il 
fascio di raggio (O - w). Ne segue che : 

Se zlno dei complessi Ki,. . KA è Zn Znvolzcxione con gl i  altri tre, esso 
fa parte del complesso H& 

Peroib da1 complesso H(,) possono staccarsi O uno O due O tutti e quattro 
i complessi dati. Quest'ultimo fatto si verifica quando ciascuno dei complessi 
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dati è in involuzione con gli altri tre, ne1 quale cas0 la superficie a(,) = O6 
del complesso I' h a  per linee doppie le quattro coniche del complesso situate 
nei piani polari del punto O nelle ri, , . . I l 4 ,  ed una curva razionale di 8" or- 
dine c(,, = Os. 

Ai risultati ora ottenuti si giunge anche facendo uso della rappresenta- 
zione indicata ne1 $ 5, nella quale al complesso H(,, corrispondc una super- 
ficie di 6" ordine = (O,,.. 0,)s luogo di un punto A si fatto che il cono 
circoscritto alla quadrica fondamentale X ( e )  di vertice A ,  e il con0 format0 
dai raggi del conipIesso tetraedrale 6 uscenti da A ,  godono la proprietà che 
al primo dei due coni sono circoscritti soi angoli tetraedri semplici iscritti ne1 
secondo. 

10. Un cas0 particolare degno di nota si presenta pel sistema 2 quando 
uno dei complessi K I  ,. . K,, ad esempio il complesso K, , risulta singolare. 
Indicandone con a l'asse, si ha che tutte le coniche del complesso r si ap-  
poggiano alla a e tutti i coni del coniplesso r' risultano ad essa tangenti. 
Inoltre uno dei punti (O piani) singolari appartenente a1 raggio y (O a1 
raggio q') è quel10 che tale ra.ggio determina con la a. 

Infine da1 fatto che la a si trova su tutte le superficie p(,, di J? e che i 
piani che passano per essa fanno parte degli inviluppi duali di r', segue che 
la superficie a del complesso J? dovuta :id un punto arbitrario O del10 spazio 
risulta di 7.0 ordine. Essa pub essere rappresentata su di un piano in modo 
che le sezioni piane abbiano per immagini curve: 

essendo i punti Ri su una retta del fascio (Q), la quale per i = 1 é l'immagine 
della a che è retta semplice della superficie. Questa ammette per linea doppia 
una curva q,,) = 0 6  che contiene i sei punti singolari del sistema non situati 
SU a, ecc., ecc. 

Analogamente se dei compleesi -KI , . .  K ,  i primi due, O i primi tre O 

tutti e quattro risultano singolari, la superficie a del complesso 1' dovuta ad 
un punto 0, risulta rispettivamente di 6O, di 5' O di 4' ordine, e pub es- 
sere rappresentata su di un piano in modo che le sezioni piane abbiano per 
immagini 

ne1 1.' caso curve q,, = P4 Q2, 3 RI ,  3 R,, 2 R,, 2 R, ; 
n 2.' n n C(~)-=P'Q' ,  2 R 1 ,  ZR2, ZR,, R4; 

3.' n r ( ~ ) = p e Q e ,  R , ,  R2, R3, R4, 
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ove i punti Ri si trovano su una retta del fascio ( Q )  la quale, se il com- 
plesso Ki è singolare con la retta ai per asse, è l'immagine di tale retta ui. 
- E nei singoli casi la linea doppia della superficie è una c(,) = 03 O una 
c(,) = O O una conica non passante per 0. 

III. 

11. Date in u n  complesso Zineare d i  rette, h; 4 congmenze Zittea1.i 
Qi,.. Q4 i n  posixione afatto arbitrwia fra loro, i fusci di t~agg i  del com- 
plesso K nei quali le rette appa~.lenenti alle conyruerzxe dute formuno un 
gruppo pwiettioo ad u n  gruppo asssgnato g r e,  . . e, hanno i centri su 
u m  superjicie d i  40 ordine 1. e i loro piani uppaj.tengono ad un inviliippo d i  
4" classe J coniuguto ullu A nella polarità nulla IT dovuta a l  complesso I L  

Infatti per le congruenze date Q1,  .. . Q, si facciano passare rispettiva- 
mente 4 complessi lineari di rette Ii,,.. K, e si consideri il sistema 2 dei fasci 
di rette nei quali i raggi che appartengono ai predetti complessi formano 
un gruppo proiettivo al gruppo dato g. 

1 fasci di raggi indicati ne1 teorema sono i fasci comuni al sistema 2 
ed al complesso K ;  sicchè fra di essi quelli che trovansi in piani passanti 
per una retta arbitraria r ,  hanno per centri i punti in cui la superficie ,O(,), 

luogo dei ceritri dei fasci di 2 situati nei piani per r (5  6", 1." prop.) i: se- 
gata dalla retta r' coniugata alla t. nella polarità n ;  e percib i l  numero dei 
fasci jn quistione è 4 ,  vale a dire che per la retta r passano 4 piani dell'in- 
viluppo J su indicato e sulla r' si trovano 4 punti della superficie 2 ,  donde 
segue il teorema. 

La superficie A contiene evidentemente le 8 direttrici di, d' i  delle con- 
gruenze date Qi e le 4 coppie di raggi ri, che queste congruenze prese 
tse a tre hanno in comune; e correlativamente per l'inviluppo J. 

Seper caso le congruenze date avessero in comune un raggio q = r i  = . . s r , ,  
questo apparterrebbe ai 4 complessi Ki ,.. KA, in modo che la superficie p(,, 
del sistema 2 precedentemente considerato, dovuta ad una retta r appoggiata 
alla q ,  avrebbe per retta doppia la q (§ 6 ,  1." prop.) e dei suoi punti di 
sezione con la retta r' coniugata alla r nella II, due coinciderebbero ne1 
punto r'q; cioè allora la retta y risulterebbe doppia per la superficie h ,  e 
correlativamente nell'inviluppo J risulterebbero doppii i piani del fascio (q). 

Invece ne1 cas0 generale la superficie A e l'inviluppo J non hanno ri- 
spettivainente alcun punto o piano doppio. 
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I n  tale caso esiste tcn'omogra$a assiale armonica che trasforma ciascuna 
delle forme À, J .ilz sè stessa. 

Si supponga infatti che i complessi E,, .. K, oltre a passare rispettiva- 
mente per le c,ongruenze Q ,  ,. . Q,, soddisfacciano all'altra condizione di essere 
in involuzione con il complesso dato K (il che li determina completamente). 
Allora i raggi q ,  g' che essi hanno in comune, non appartenendo al com- 
plesso K ed essendo coniugati fra di loro nella polarità Ti dovuta a tale corn- 
plesso (*), risultano distinti, epperb esiste un' omografia assiale armonica 
che li ha per assi. Questa omogra6a trasforma in sè stesso ognuno dei com- 
ylessi K, K,, . . K4 (**), sicchè trasforina in sè stessa ognuna delle con- 
gruenze date Q, = K K i  ,. . &, = K Ii, (facendo corrispondere l'una all' altra 
le direttrici di, di tale corigruenze), spperb la 12 muta in sè stesso il si- 
stema dei fasci di raggi che si considera e quindi anche la superficie ?, e 
l'inviluppo J. 

Gli assi della i2 sono coniugati nella polarità n ,  sicchè la corrispon- 
denza ri' prodotto delle il, il è anch' essa una polarità nulla, e propriamente 
è quella dovuta al complesso lineare K'  che è in involuzione con i 5 com- 
plessi K, KI(, , .. I{,. Essa al pari delle corrispondenze fi, ri trasforma in sè 
stesso il sistema dei fasci di raggi che si considera, epperb: 

.Esiste una seconda polarità nzclla II' nella p a l e  si cowispondono la su- 
p e ~ j c i e  1. e l'inviluppo J. 

Le rette r i ,  Tri  comuni alle congruenze date Q I ,  Q,, Q, appartenendo 
ai 4 coinplessi K, Kl, Km, Ica che sono tutti in involuzione col complesso Ti',  
risultano fra loro coniugate nella polarita ii', sicchè in questa sono unite le 
direttrici di, di delle congruenze date, per i, 1, m,  n = 1, 2, 3, 4 in. qual- 
siasi ordine. 

12. L a  superficie ?, indicata ne1 precedente fj è del tutto determinata 
dalle congruenze lineari Q,, .. &, a cui è dovuta, e da1 gruppo caratteri- 
sbico y - e , .  . e , .  Ora se si tengono fiase le 62 ,,.. Q4 e i primi tre elementi 
di y, e si fa variare l'ultimo elemento e, del gruppo, facendogli descrivere 
tutta la forma f=ei e,e,, allora la superficie A descrive un fascio che h a  

(') DE PAOLIS, Fo~zdamenti di una teorin della spazio generato dai complessi litteal-i. 
Mem. Acc. Lincei. Serie 4", Vol. 1 (18S5), 3 I V ,  22. 

("*) MONTESANO, SU certi yl-uppi cli superficie di secondo grado. Annali di Jlatematica, 
Serie II, tom0 XIV. 

Annali di  Matematica, tom0 1. 43 
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per base le 8 direttrici di ,  dli delle congruenze date e gli 8 raggi 
che queste congruenze prese tre a tre hanno in comune. 

Tale fascio risulta riferito proiettivamente alla forma f descritta dall'ele- 
mento e,, in modo che agli elementi e , ,  e,, e, della f corrispondono ne1 fa- 
scia le superficie degeneri A , ,  A, ,  h, formate rispettivamente: 

la A ,  dalle quadriche p(e> - d i  d', dl d', Y ,  r', r3.rt3, p'p) E d2 dl2 d3 dV3 r j  r', r4 r ' ,  , 
la As n n a(,) = dp d', d4 dlr r3 rl,  1.1 r',, a'(?) f dg dl3 d i  d', r2 r r  r', , 

, I la l3 n n rp) s d3 dts da dl4 r j  r', rs 4 ' 2 ,  r f d, dl, d p  d fq  r3 rI3 i., r' ,  . 
Ora tutto cib che si è detto per le congruenze Q,, . . Q,, si ripeta per le 

congruenze lineari RI  ,. . Rq che hanno rispettivamente per direttrici le coppie 
di rette r, r', , . . r,  r ' ,  , le quali congruenze appartengono al complesso lineare 
K '  indicato ne1 precedente S. 

Siccome le R,  ,.. R, a tre a tre hanno in comune le rette d i ,  d a i l  percib 
esse dànno origine al10 stesso fascio y di superficie If e stabiliscono fra questo 
fascio e la forma f la stessa proiettività che le &, , . . &, (proiettività ben 
determinata dalle terne corrispondenti e, e, e,, 1, A, A,); vale a dire che la su- 
perficie h dovuta alla congruenza Q,, . . Q, ed al gruppo caratteristico g 
coincide con la superficie 1' dovuta alle congruenze R I ,  ... R, ed al10 stesso 
gruppo caratteristico g .  

In altre parole i due gruppi di raggi delle congruenze QI,.  . Q,; R I , .  . R, 
che passano per un medesimo punto dello spazio (O che giacciono, correlati- 
vamente, in un medesimo piano dello spazio) risultano sempre proiettivi fra 
di lors. 

Se si chiamano involutorie due congruenze lineari di rette iion degeneri, 
di cui ciascuiia abbia per raggi le direttrici dell'altra, pub afferrnarsi che 

Due gmppi  di congruenxe lineari di rette formati ciascuno da 4 con- 
gruenxe con le direttrici distinte a due a due sghembe, e riferiti fra d i  2oro 
in modo che ograi congruenxa dell'un gruppo ~iszclti in involuxione con le tre 
congruenxe non omologhe (e con queste soltanto) dell'altro gracppo, godono le 
seguenti proprietà : 

1." Le congruenxe di uno stesso gruppo appartengono ad un medesimo 
complesso lineare. 

2." Le due quaterne d i  raggi delle congruenze dei due gruppi che ap 
partengono ad un medesimo punto (O piano) dello spxio, sol~o proiettive fra 
di loro. 
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3.' 1 punti (O i pian.i) del10 spaxz'o per i quali le predette quater~te 
sono proiettive ad u n  g r q p o  dato g = e l . .  e, , appartengono ad una su- 
perjcie d i  40 ordine (O inviZuppano una superjicie d i  4a classe), la quale 
col variare del gruppo g descrive uia fascio (o una schiera), che ha per base 
le 16 direttrici delle congruenze dei due gruppi. 

13. Date i n  un complesao Zineare d i   ett te K 5 congruenxe Einenri 
Q, , . . . Q, in posizione a fa t to  arbitraria fra d i  loro,  esistono mi fasci d i  
raggi  del conzplesso K nei quccli i raggi  appartenenti al2e date congruenze 
formuno u n  gruppo proiettivo ad u n  gruppo dato y s el ... p5 .  I centri d i  
puesti fasci s i  trovano su  una. c w v a  gobba d i  8 O  ordine e d i  genere 5 ,  e i 
loro piani inviluppano la forma duale alla precedente. 

Si consideri infatti la superficie di 4" ordine Ai luogo dei punti per i 
quali i raggi delle 4 congruenze date Q I ,  Q,, Q,, Qp formano un gruppo 
proiettivo al gruppo gi = el e, e ,  e,, per i, 1, m ,  n, p = 1 , .  .. 5 in qualsiasi 
ordine. 

La  cornpleta sezione di due di queste 5 superficie, per esempio delle 
A,, A, ,  è costituita dalla curra c indicatn ne1 teorema, dalle rette d 3 ,  d f 3 ,  
d , ,  d',, d 5 ,  d', direttrici delle congruenze Q 3 ,  Q,, Q,, e dai raggi q i 2 ,  q',, 
coinuni a queste congruenze; sicchè la c è di 8" ordine. 

D'altra parte il numero dei raggi di una stella arbitraria che incontrano 
in due punti distinti due delle 8 rette d,,  d',, cl,, d',, d,, dls ,  4'12, è f6, 
sicchè il numero dei punti doppii apparenti della c è anche 16, c,ioè la c ri- 
sulta di genere 5 (*), come si era affermato. 

Ogni direttrice di di una qualsiasi delle congruenze date ha in comune 
con la curva c 4 punti (che sono le sezioni della di con la superficie Ai) ,  

rnentre ogni raggio comune a tre delle congruenze date non ha alc,un punto 
sulla c. Ora inversaniente si ha che : 

Og& czwva d i  80 ordine che abbia per quadriseganti le direttrici delle 
5 mzgruenze date, 2 una curva del tipb cbe si  studia, ci02 i gruppi d i  raggi 
appartenenti alle date congruenze che passano per i singoli punti della czcrva 
sono tut t i  proiettivi P a  d i  loro. 

Si consideri infatti il fascio delle superficie di 4" ordine Ai di cui ogni 
superficie è formata da punti per i quali i gruppi dei raggi appartenenti 
alle coiigruenze date Q I ,  Q,, Q,, Qp sono fra loro proiettivi. Una curva 

(*) NOETHE:R, Zur Gruntllegung der Theorie der nlgebrciischen Ruutncuruen. Ablinil& 
lungen der k. Alc. der Wissenschaften zu Berlin, 18S3, pag. 95, as). 
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c(,, = (didti)' non è segata in punti variabili dalle Ai, sicchè giace per intero 
su una superficie del fascio, e ne segue il teorema. 

Per un punto dello spazio che non sia sulle d i ,  d l i ,  passa' una sola 
curva qg) del tipo che si considera. Pub dunque affermarsi che : 

Cinque coppie d i  rette d i ,  d;  coniugate i n  una  nzedesitna polaritb nztlla 
dello spaxio determinano una congruenza li~zeare d i  curve d i  8 O  ordine e d i  
genere 5 soddisfacenti alla sola condizione d i  appogg ia~s i  a ciascuna delle 
rette d i ,  d i  in 4 punti  (*). Due punti  situati S U  unn  medesima curva della 
congruenxa godono la proprietà che le rette uscenti 1.ispettivamente da  essi ed 
appoggiate alle d i ,  di formano due yuintuple proiettive f9-a h o .  L a  con- 
gruenxa ammette 5 fasci generatori d i  superficie d i  ordine (**), d i  cui 
ciascuno ha per base 4 coppie di rette di, d'i e g l i  8 raggi  appoggiuti alle 
predette coppie prese tre a tre. 

Le basi di due fasci generatori della congruenza hanno tre coppie di 
rette d d' in comune, distribuite su tre quadriche di cui ciascuna fa parte 
tanto di una superficie degenere dell'un fascio, corne di una superficie dege- 
nere dell'altro fascio, diversa dalla precedente. 

Da cib riesce agevole dedurre che: 
I l  numero delle curve della congruenxa che halzno per corda una rettu 

generica dello spaxio, è (4 - 1)' - 3 = 6.  
Reggono considerazioni correlative alle precedenti. 

14. Date in. u n  complesso lineare d i  rette 6 congruenze lineari Q , ,  . . . Q, 
i n  posizione affatto arbi traria,  esistono 8 fasci d i  rette del complesso nei 
p a l i  i l  y ~ u p p o  dei raggi  appartenenti alle date congruenze, è proiettivo ad 
u n  gr t ypo  dato g - e l . .  . e,. 

Si considerino infatti la curva c(,), determinata dalle 5 congruenze Q I ,  
QP, Q,, Q4, Q5 e da1 gruppo caratteristico g, = e ,  e, e, e, e5 e la superficie 
di 4" ordine A(,) determinata dalle 4 congruenze Q,, Q,, @, Q, e da1 gruppo 
caratteristico y,,, = e, e ,  e5 e,. 1 punti comuni alle cl,,, A(,, non situati sulle di- 
rettrici delle congruenze Q,, &,, Q5 sono i centri dei fasci di raggi indicati 
ne1 teorema, sicchè il loro numero è 4 .  8 - 6 . 4 = 8. 

(*) Le curve della congruenza non hanno al t re  quadriseganti,  perché il nurnero di 
tali  r e t t e  p e r  iina c u r v s  gobbs di 8 O  ordine e di genere 5 è appunto 10. (BERZOLARI, SN 
le secanti multi21le di una cuma algebrica. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 
tom0 IX, pag. 191.) 

(**) Un fascio generatore di una congruenzn di linee nello spazio è un fascio format0 
da  superficie di cui ciascuna contiene cd l i m e  della con,zruenzs. 
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Da1 precedente teorema eegue l'altro che: 
Assunte ad arbitrio 6 congruenxe linelzri di rette in un medesimo com- 

plesso lineare, i punti del10 spnzio s i  aggruppano 8 ad 8 in modo che i 
raggi delle congruenxe date che passano per due punti di uno stesso grzcppo 
formano dzce sestuple proiettive fra di  loro. E correlativamente. 

L'involuzione I determinata nello spazio dagli anzidetti gruppi di punti 
Pi... P, ,..., Q ,... Q ,,..., ammette 15 fasci di superficie unite A(,) e 6 con- 
gruenze lineari di curve unite c(,). Facendo uso di qiiesti sistemi di superficie 
e di curve unite, riuscirebbe agevole stabilire le proprietà fondamentali della 
involuzione 1, ma tale studio ci porterebbe troppo lontano dai limiti propo- 
sticj, nè percib insisteremo su di esso. 

15. Le proposizioni stabilite sino ad ora in questo Cayitolo valgono 
per gruppi di congruenze lineari QI, .. Q, la cui scambievole posizione ne1 
complesso lineare K a cui appartengono, sia affatto arhitraria. Subiscono in- 
vece delle modificazioni quando le congruenze Q siano in posizione speciale 
fra loro. 

F r a  i molteplici casi particolari possibili sono degni di menzione i segiienti: 
1.' Per  v = 4, le congruenze date QI ,. . Q, possono avere due raggi 

r, r' in comune. Allora esistono ne1 complesso Rod congruenze lineari con- 
tenenti i raggi r, r', si fatte che le 4 schiere rigate che ciascima di esse ha  
in comune con le Q, ,.. Q,, trovansi su quadriche che ne1 fascio-scliiera a 
cui appartengono, costituiecono un gruppo proiettivo al gruppo caratteristico 
g - ei .. e, del &orna. L e  direttriai di queste congruenze, riguardate corne 
locali di punti O corne inviluppi di piani, costituiscono la superficie h, ,  e l'in- 
viluppo J(,) del § 11. 1 raggi r, r' ne sono direttrici doppie. 

2.' Per v = 4, tre delle congruenze date: le Q,, Q,, Q, possono avere 
un fascio di raggi ( O  -o) in comune. Allora In superficie A(,, del caso ge- 
nerale si spezza ne1 piano w ~ d ' ,  d', d', ed in una superficie di 3" ordine 

O q d ,  de da d, d', r r ,  rp r 3 ,  ove le r, r,, r,, r .  sono i raggi della quarta 
congruenza data Q, situati rispettivnmente nei piani o, w,  cl, d,, a, = d, d ,  , 
o3 dl dq . 

Più particolarmente se anche le Q2, Q3, Q4 hanno un fascio di ,raggi 
(O, - a,) in comune, allora la superficie 1.p) ora indicata si spezzn a sua 
volta ne1 piano m, =d,  d, d, r r ,  ed in una quadrica ).(,) s di d', r, r, .  

E correlativamente per l'inviluppo 4,). 
3." Per  Y = 5, quattro delle congruenze date: le Q,, Q,, Q,, Q, pos- 

sono avere un raggio comune r5 .  Allora la curva ?+) del caso generale ($  13) 
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si spezza nella retta r5 ed in una curva gobba q,) di gmere 4, che ha per 
trisecanti le di, d',,. . d,, d',, per quadrisecanti le d, ,  d', e per corda la r, ,  
corne è agevole riconoscere rappresentando su di un piano la superficie di 
40 ordine A, rZ5 d i  d', . . . d4 d ,  che contiene la q,,. 

In generale se esistono x raggi r,,. . r, (per x r  5) che appartengano 
alle congruenze date prese a quattro a quattro, in modo che il raggio ri 

appartenga alle Q I ,  Q,, Q,, l;)p (per i = 1 , ., x), allora la curva q,) si 
spezza nelle rette r ,  , . . r, ed in una curva di ordine 8 - x e di genere 5 - x, 
che ha in comune 2 punti con ciascuna delle rette r i , .  . r, e 4 - y; punti 
con le rette di ,  se Y i  dei raggi ri,. . r ,  appartengono alla con- 
gruenza Qi .  

Col variare del gruppo caratteristico la  curva c ( ~ - ~ )  descrive nello spazio 
una congruenza lineare, senza soddisfare ad altre condizioni oltre a quelle 
degli appoggi alle rette d ,  r. 

4 . O  Per  Y = 6, le direttrici d, ,. . d,,, d',,.. d', delle coiigruenze date 
possono essere gli spigoli di due tetraedri 8, 8' coniugati fra loro nella po- 
larità nulla II dovuta al complesso dato K. Se questo fatto si verifica, sup- 
ponendo opposti su 8 gli spigoli d i ,  d,; d,,  d 5 ;  d,, d,, e di conseguenza su 
e' gli spigoli d',, d',; d',, d',; d',, d',, due casi potranno darsi: O ne1 gruppo 
caratteristico g del sistema le tre coppie e,  e,, e, e,, e, e, appartengono ad una 
medesima involuzione, O cib non succede. 

Ne1 secondo caso i fasci di rette del complesso K nei quali i raggi ap- 
partenenti alle congriienze date formano un gruppo proiettivo al gruppo 
dato y, sono gli 8 fasci che hanno per sostegni i vertici e le facce dei te- 
traedri 8, e'. 

Invece ne1 primo caso, per una nota proprietà del quadrilatero piano 
completo, i fasci di raggi soddisfacenti alla condizione indicata sono osi, e 
i' loro centri si trovano sopra una curva gobba di 4" ordine e di la specie in- 
tersezione di due quadriche Xp) del tipo indicato alla fine del n." prec. Tale 
ciirva q,) passa per gli 8 vertici dei due tetraedri 6, 8' e col variare del 
gruppo caratteristico g = e,. . . e, (format0 da tre coppie di elementi in invo- 
luzione), essa descrive nello spazio una congruenza lineare avente per rete 
generatrice la rete di quadriche che ha per base gli 8 vertici dei due tetra- 
edri. Ne segue il teorema che : 

I vertici d i  due tetruedri che si corrispondano in  una  polarità nul ia II 
del10 spazio, sono base di  una rete d i  quadriche. L a  congruenxa formatu 
dalle curve b a ~ i  dei fusci d i  p e s t a  rete gode la proprietà che in due fusci 
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d i  rette aventi rispettivamente per cenirri due punti situati su  una medesiîna 
curva della corzgruenxa e per piuni quelli che corrispondono a i  due centri 
lzella II, i raggi  appoggiati al2e coppie d i  spigoli omologlzi dei due tetrttedri 
formano due sestuple proiettive. E correlutivarnente. 

16. Veniamo ora ad estendere i risultati ottenuti nei $ precedenti a1 
caso particolare in cui il complesso che contiene le congruenze Q, ,.. Q,, sia 
singolare. 

Ragionando corne ne1 caso generale, riesce agevole dimostrare che: 
1." I fasci d i  raggi  situali in piani passanti per una rettu data k 

(O aventi i cen t r i  sulla k) nei quali  i raggi  appoggia t i  a 4 rette date d ,  , . . d, 
formano un gruppo proiettivo ad un grzcppo dato g ,  hanfzo i centri su una 
superficie d i  40 ordine 1 = Pdd; ri r'i (*) (o s i  t ~ o v a n o  negli 00% piani d i  un 
invilzcppo d i  4a classe J =  lc" dirir ' i ) ,  essendo r i ,  le rette appoggiate 
alla k ed alle d prese tre a tre (**). 

L a  superficie A e l'inviluppo J dovute alle stesse rette ed a l  medesimo 
yruppo y, s i  corrispondono ~zella polarità ~zul la determinata da1 co~nplesso 
lineare R' - k d , .  . cl,. l n  ogni fascio d i  tale complesso che abbia per 
sostegni u n  punto della 1 ed i l  corrispondente piano dell' i~zviluppo J ,  le 
rette uppoggiate alle coppie r i ,  r t i  formano una quaterna proiettiva aZ 
gl.upp0 y. 

Da questo teorema segue che le proposizioni stabilite ne1 $ 12 per due 
quaterne di congruenze lineari riferite fra loro in modo che ciascuna con- 
gruenza dell'un gruppo sia in involuzione con le tre congruenze non omolo- 
ghe dell'altro gruppo, valgono anche ne1 caso che le congruenze dell'una qua- 
terna appartengano ad un complesso singolare K, ne1 qua1 caso le congruenze 
dell'altra quaterna hanno u n  raggio comune (che è l'asse del complesso K), O 

viceversa. 
F ra  i molteplici casi particolari che si presentano per la speciale posi- 

zione delle rette k, d ,  ,. . d,; degno di nota è quel10 che si ha quando le 5 rette 

(*) STURM, Teber correlative oder Yeciproke Bundel. Math. Annalen. Bd. XII, 5 38, 
teor. 2." 

("1 La superficie X pub essere rappresentata  su di un piano in modo che le  sue  
sezioni piane abbiano per  iminagini delle curve q4 = 0" . . . 8  essendo il punto 1 inf.te vi- 
cino a d  O, e trovandosi le  terne di punti 2.18, 438, 678 su t r e  re t t e  iinmagini delle $, 
da, dp, mentre il punto 1 è l'immagine della d l .  L e  re t te  5, Y', , 1, , Y', , 1*, , r', , ta4, p.', 

sono rappresentate rispettivamente da1 punto 8 e dalle ret te  0 1, 0 2, 0 3 , 0 4 ,  0 5 ,  
0 6 ,  0 7 .  
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hanno una segante comune r = r', . . = r',. In ta1 caso la retta r risulta doppia 
- - 

per la superficie A(,,, e questa, oltre che alle rette k, d , . .  d,  ed al gruppo 
caratteristko g, pub immaginarsi dovuta in modo analogo a.lle rette r,  'r,. . r ,  
ed al10 stesso gruppo g ;  vale a dire che sulle coniche sezioni della superficie 
con i piani dei fasci ( k ) ,  ( r )  i gruppi di sezione con le rette r i , ,  . r4 ,  se sono 
in piani per k, O con le d i , .  . d ,  se sono in piani per r ,  risultano proiettivi 
fra di loro (*). . , 

Proprietà correlative reggono per l'inviluppo J(,,, sema perb che esista 
aleuna polarità che muti ilna delle forme A, J nell'altra, perche ne1 caso in 
esame il complesso lineare K' Ic di.. d,  risulta singolare. 

Sempre nell'ipotesi che la retta lc si qpoggi  ad una segante comune r 
delle d,, . .  d , ,  pub ulteriormente succedere che il gruppo g sia proiettivo al 
gruppo di punti r (d,.. d,). In tale caso la superficie A(,) si scinde ne1 piano 
1 E k r e nella superficie di 3" ordine A,,, k r d, , . dA ri .. r , ,  la quale pub 
immaginarsi dovuta in modo analogo alle rette r ,  r,.. ed al10 stesso 

gruppo 9. 
2.' 1 fctsci d i  raggi  situati in piani passanti per una  retta datu k, 

nei puuli i ~ a g g i  appogyiati a 5 rette date d ,  ,.. . d5 formano u n  gruppo 
proiettivo ad trn grGppo dato, hanno i centri su una curea gobta d i  70 or- 
dine e d i  genere zero, clze incontm in 6 punti  la k e i n  quattro punti  cia- 
scuna delle rette d ,  , . . . d ,  (**). E correlativamente. 

Inversamente date nello spazio 6 rette k, d, ,  . . d,  i n  posixione uffatto nr- 
bitraria fra loro, ogni curva gobba d i  70 ordine clle incontri in 6 punti la Ic 
e in 4 punti  ciascuna delle d , ,  . . dj è del tipo ora sfiudiato, sicchè le cuwe 
i n  quistione costitui;scono tlna congruenxa l inea~e .  Questa arnrnette 5 fasci ge- 
nerutori d i  superficie d i  40 ordine uventi tutte per rette doppia la k. Una 
retta del10 spazio è corda d i  6 c w v e  del sistema. E correlativamente. 

Ogni conica c , , ~  situata in un piano o del fascio (le) e che contenga il 
gruppo di punti w (d,.. d,), fa parte d i  una curva della congrueiiza, costituita 
dalla. q, e da una curva gobba razionale c,, = k' (di . . . dJ3  c i , , i .  Più par- 

(*) L a  superficie h(4) pub essere rappresentata su di un piano in modo che le sue se- 
zionipiane abbisno per immagini delle q3) = 1 ... 5, la k e l a  î* sinno rappresentate da una 
qi, = 1 e da una qp, = 2346, e le rztte d l ,  d,, d,, Y,, r2, 1 3 ,  d,, r, abbiano rispettiva- 
mente per immagini le rette 12, 13, 14, 25, 35, 45 ed i punti 5, 1. Allors il gruppo ca- 
ratteristico y della superficie è quel10 delle rette 5 (2, 3, 4, l).  

(**) STURM, Mem. cit., § 54, teor. 3 . O  
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ticolarmente se il piano w é. si fatto che ne1 fascio (k) esista un secondo 
piano w' tale che le due quintuple di punti w (d,.. d,), w' (d,. . d,) siano pro- 
iettive fra loro sulle coniche c ( , ) ,  c' , ,  a cui appartengono (ed a cib è neces- 
sario e sufficiente che i piani w ,  w' siano tangenti a d  una medesima svilup- 
pabile di 3a classe G,, che abbia per assi le rette k, cl, , . . d5), allora esiste 
una curva ci,: della congruenza, che spezzasi nelle c,,, , c',, ed in una cubica 
gobba c,, che ha per corde le k ,  d, , .  . d j  e si appoggia semplicemente alle 
C ( e )  cf 2 

Viceversa ogni cubica gobba c,,)  che abbia per corde le k ,  d,,.. d, ,  fa 
parte di una curva degenere c,:, del tipo indicato, il cui gruppo caratteristico 
è proiettivo al gruppo delle 5 quadriche k c , di , .  . . , k c ,, d,, onde esiste una 
sviluppslbile di 3" classe avente per assi le k ,  di, .  . . d,  e si fatta che su ogni 
suo piano tangente le tracce delle d i , .  . . d, formano sulla conica che passa 
per esse, un gruppo proiettivo a quel10 delle 5 yuadriche indicate. 

Ne deriva una notevole relazione intercedente fra le 6 cubiche gobbe e 
le 6 sviluppabili di 3" classe che hanno rispettivamente per corde e per assi 
le stesse 6 rette del10 spazio. 

Di  un solo caso particolare faremo cenno: del caso in cui le rette k ,  
d i , .  . d j  abbiano una trasversale comune v .  Allora la curva c essendo la se- 
zione di due superficie di 4" ordine che hanno ulteriormente in comune le 
rette doppie k ,  r e le rette scmplici dm,  d,, dp l  ril, risulta di 4 ordine. 

Reggono le proposizioni correlative. 
3." Esistono 4 fasci d i  raggi  situati i n  piani p a s s a d i  per una ret ta 

data k, nei quali i raggi  appoggiati a 6 rette dute d , , .  . . c7, fortnano un 
grzqpo proiettivo ad un gruppo assegrzato; e correlativartzente (*). 

Soltanto ne1 caso che le rette d, e d,, d, e d , ,  d, e d, sjano spigoli op- 
posti di un tetraedro 0 e che le coppie di elementi e, e,, e, e , ,  e, e, del gruppo 
car:itteristico appartengano ad una medesima involuzione, esistono cmi fasci 
di raggi soddisfacenti alle condizioni indicate ne1 teorema. Eesi hanno i centri 
su di una cubica gobba che ha  per corda la  k e passa per i verticj del te- 
traedro 6'. E correlativamente. 

(*) SCUBERT, Abzahlende Geonzetrie, psg. 206 (p3  e 2 p ' U f 6  = 4). 

Annali di Malematica, tomo 1. 
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IV. 

17. Da t i  ne110 spaxio 5 complessi lineuri d i  rette Ii,, . . . K, i n  posi- 
zione a f a t t o  arbitraria fra loro, dovuti rispettivamente alle polarità nulle 
r[, , ..; iT5, le 5 coppie d i  ?.ette q ,  y',, . . . q, q', rhe i coqdess i  dati presi 4 a 4 
hallno i n  cornune, segnno u n  piano generico w dello spazio in 5 cqnpie di  
punti  situate su  raggi  che appartengono ad ?in snedesimo fascio e costitzii- 
scono un gruppo proiettivo a quello chc i poli O,, ... O, del piano w nelle 
polarità ,,... II5 formano sulla conica c(,) O, ,.. 0, che passa per essi. 

Infatti le rette q , ,  q',;.. . q,, q', sono coriiugate fia loro nella polarità 
nulla II dovutn al complesso H che é in involuzione con i complessi dati, 
sicchè i raggi r,,. .. Y ,  del piano w che si appoggiano alle predette coppie 
di rette, appartengono a tale complesso H e percib concorrono in un rriede- 
simo punto O. 

Di più indicando con QI ,  la  congruenxa lineare comune ai  complessi 
dati Kl,  ICm e con Sl la congruenza lineare clle h a  per direttrici i raggi q l ,  

q ' l ,  si ha che i due gruppi di congruenze Q , ,  , QI,, Q i 4 ,  Q , 5 ;  S,, S,, Sd7 S5 
sono riferiti fra di loro in modo che ogni congruenza dell'un gruppo è i n  
involuzione con le 3 congruenze non omologhe dell'altro gruppo, sicchè ne1 
piano w le due quaterne di  raggi O, (0, O, 04 O:), r2 r3 r4 r5  che apparten- 
gono alle predette congruenze, sono proiettive fra di loro (3 12);  vale a dire 
che la quaterna dei punti O,  O, 0, O, della conica c(,, = O, ... O5 è proiet- 
tiva. tt quella dei raggi r, r, r,  r,. 

Analogamente il gruppo di yunti 0 ,  O, O, 0, della c(,, è proiettivo al 
gruppo ri r3 r ,  Y,, onde per la ed il fascio (O - a) si ha: 

( O ,  ... 0 5 ) ,  7~ Y , . . .  r5 (*); c. v d. 

Correlativamente pub affermarsi che 
Dat i  5 complessi litzeari d i  rette, i piani polari d i  ufz pzi&o O nelle COY- 

rispondenti polarità n fd l e  costituiscono su1 cola0 d i  2a classe che l i  contiene, 
urz gruppo proiettivo a quello format0 dai  raggi  uscenti da O ed uppoggiati 
alle coppie d i  rette q ,  q',, ... q, q', che i complessi da t i  presi 4 a 4 hanno in 
comune. 

(.) Con i simboli (0 , .  . . . O&, (y . . . . w ~ ) ~  o r a  ed in seguito designerelno il çi3uppo 
costituito s u  una conica (O in un con0 di 2" classe) da cinque punti 0, , . . . O5 della curva 
(O da Cinque piani (0, , . . . w, del cono). 
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D a  questo temema e dai risultati ottenuti ne1 13 segue che : 
Date 5 polarità tiulle Il,, ... il, nello spazio ed assegnati in unu stella 

5 piani E , ,  . .. E~ d i  C U L '  ire non appavtengano ud une stesso fascio, *i punti 
dello spaxio a cui nelle polarità date corr.ispondono piani formanti un gruppo 
omografico a quel10 dei piuni E , , .  .. c,, s i  trovano su  d i  una curva gobba d i  
80 ordine e d i  genere 5, che ha per yuadriseglnnti i ruggi  comuni a i  complessi 
Zineari detertninati dulie polurità date, prvsi 4 u 4. E colrelaticowe~tte. 

Variando il gruppo caratteristico (c, . . . 4, l'anzidetta curva q,, descrive 
una congruenza di 1" ordine del tipo indicato ne1 $ 13,  che ha per diret- 
trici le 5 coppie di rette piq'; e per fasci generatori i fasci costituiti da  
superficie : 

per i, Z, In, PZ, p = 1, 2, 3, 4, 5 in qualsiasi ordine; avendo indicato con d i l ,  
d', le rette coniugate fra loro in entrambe le polarità ni, nl .  

Una retta arbitraria r dello spazio è corda di 6 curve della congruenza 
($ 13). L e  coppie dei punti di appoggio di queste curve con la r coincidono 
con quelle dovute alle cuhiche gohbe che hanno per corde la r e le sue 
coriiugate nelle polarità II,,. .. I1,. 

Il teorema stabilito al principio di questo 5 vale anche ne1 cas0 che i 
5 complessi dati abbiano un raggio comune r = q',.. . = q 1 5  ( 5  16, 10) (*). I n  
tale cas0 la curva q8, ~i spezza nella retta r ed in una curva razioriale 
c,,) - r 6  (2,. . . qj)l, la quale col variare del gruppo caratteristico descrive una 
congruenza lineare del tipo iridicato ne1 5 16, 2." 

E cosi se fra i complessi dati ve ne sono x singolari, allora i loro assi 
k,, . . . k, si staccano dalla curva c e resta una curva c' di ordine 8 - x e 
di genere 5 - x ( 5  15, 3") O di ordine 7 - x e di genere zero, secondo che 
non esiste O esiste un raggio comune ai 6 cornplessi. 

Ne1 primo caso la c' ha per corde le k , ,  ... k,  e si appoggia ad ogni 
retta q cornune a 4 dei complessi dati in 4 - y punti, se y dei 4 complessi 

(*) Invece ne1 caso che i complessi dati al~biano due raggi  in  comune, l a  proiettività 
indicnta ne1 teorema, risulta degencre. S e  y ,  y' sono i raggi comuni a i  5 complessi, la 
curva c e l'inviluppo j s i  spezzano nelle q ,  y' e d  in 6 ret te  t appoggiate alle precedenti. 
Cio pub ricoiioscersi ricorrendo alla rappresentazione stabilitrt ne1 3 5, nella quale a i  
complessi linesri che hanno per  assi l e  re t t e  t, corrispondono piani della quadrica invi- 
luppo fondamentale che segano i pisni corrispondenti a i  complessi dati secondo re t te  for- 
manti un gruppo omogra6co a l  gruppo dato. 
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sono singolari; ne1 secondo caso invece essa ha 6 - x punti sulla r ,  si ap- 
poggia semplicemente alle Ici ,. . . ks ed incontra ogni retta q comune a 4 dei 
complessi dati, in 4 - y  punti, se y dei 4 complessi sono singolari. 

In particolare se tutti i 5 complessi dati sono singolari con gli assi k ,  , . . . k ,  
in posizione affatto arbitraria, la c' à di 3" ordine e col variaro del gruppo 
caratteristico essa descrive tutto il sistema delle cubiche goblie che hanno per 
corde le k , ,  ... k ,  (*). Onde pub affermarsi inversamente che: 

Cinque corde arbitrarie k ,  , . . . k ,  d i  utza cubica gobba, p e s e  4 a 4,  de- 
terminano 5 congruen.ze lineari d i  rette &, , . . . &, . I raggi d i  p e s t e  con- 
gruenze che passano per u n  p u ~ t o  della cubica, costitulscono tina'qzrintupla 
d i  utz fascio, lu quale, col variare del p n t o  sulla c24rva) varia r e s t a d o  senz- 
pre proiettiva al grzqpo che i 5 piani proiettanti le k,,.. . II., da zita pzttzto 
generico della czcrva forn~mzo sut con0 d i  2" classe a cui essi piutzi appa-1.- 
tengono. 

18, Se i complessi dati sono tutti singolari ed hanno un raggio comune, 
sema presentare ulteriori particolarità, d o r a  i loro assi k, , . . . k,  ~ppaiteii- 
gono ad una superficie di 30 ordine a(,, del tipo piii generale, ed esiste su 
p e s t a  superficie un sistema doppiamente infinito di cut~iche gobbe aventi per 
corde le k , ,  .. . k, e tali che per due punti della superficie passa una cubica 
del sistema. Ne s e p e c h e  tutti i g-ruppi di piani che proiettano le k,, ... lc, 
dai singoli punti della superficie G,,, sono fra loro omografici. . . 

Uno qualsiasi di essi o ogni gruppo di piani 9 ,  =_ E, .  . . E ,  dit: gli sia Omo- 
grafico, sarà da noi detto g t y p o  fondume~ztale della quintupla k,.. . k,. 

Ora innanzi tutto si ha inversamente che ogni punto da1 quale le rette 
k,,. .. 72, vengono proiettate secondo una quintupla omografica al gruppo fon- 
damentale indicato,' appartiene alla superficie G 3 ) ,  giacchè per esso e per un 
punt,o della u , passa una cubica che ha per corde le k, ,  . . . iî; e che percib 
giace per intero suila ci,, con la quale ha in comune 11 punti. 

Dunque il gruppo fondamentale della quintupla k ,  . . . k, presenta questo 
di notevole che il luogo dei puiiti dai yuali le k , ,  . . . k,  vengono proiettate 
secondo quintuple oniografiche ad esso gruppo fondamentale, non è una curva 
(corne ne1 caso generale) ma una superficie, e propriamente è la D,,, che passa 
per le k , ,  .. . k , .  

Su d i  essa designando con Ic, l'altra retta della sestupla che contiene le 
ki,. .. IC, e con p ,,... q, le rette della sestupla associata, sicchè la q, è il 

(*) STURM. Loc. cit. 5 54  7. 
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raggio comune ai  complessi dati e le q , ,  ... q5 sono i raggi che questi com- 
plessi hanno ulteriormente in comune presi 4 a 4, peï un punto generico O 
della superficie si ha clie i 5 piani O k,, . . . O k; formano su1 cono di 2" classe 
che li contiene, un gruppo O (k,. . . k,), proiettivo a quello costituito dai raggi 
che passano per 0, giacciono ne1 piano w E O q, e si appoggiano rispettiva- 
mente alle q,,.. . q 5 ,  e cib in virtù del teorema stabilito al principio del 
Capitolo. 

D'altra parte il gruppo di raggi indicato è proiettivo al gruppo di punti 
o ( q , .  . . q;),  che lia per sostegno la conica cc,) sezione del piano o O q, con 
la O ,  ; a sua volts l a  quintupla w (q , .  . . q,), proiettata dalla retta k,, che si 
appoggia alla c,, , dà il gruppo di piani k, (2,. . . q,) proiettivo ad essa e pro- 
spettivo al gruppo di punti p, (ci, .. . c,,), avendo indicato con cil la retta 
della superficie sezione dei pjani I f i  pl, 1iz qi, ed infine i l  gruppo di punti 
ottenuto y8 ( c i6 .  .. cS6) è coniugato al gruppo di punti q, (k,. .. k,) ne1 l'jiivo- 
luzione determinata sulla retta q ,  dalle coniohe della superficie che 1' hanno 
per corda, onde pub affermarsi che : 

I piani del g m p p o  fonda~nentale  del la  qzlintzcpla k, ... k,  fwntano su1 
cono d i  2a classe, ehe li contiene, un gruppo proiettivo a quello costitztito d a i  
p u n t i  d i  sezione delle k,, . .. k, cofi la seganfe  conzune q,. 

Proiettando questi punti q ,  (k,,.. . k,) da1 punto O della a ,  , le rette che 
ottengonsi, sono le sezioni del piano w O qç con i piani O k, ,  . . . O 16,. Ma 
esse formano una quintupla proiettiva al gruppo O (k,. . . k,), , onde il piano 
w appartiene al con0 di 2" classe che contiene i piani O k,,. .. O L,. 

Viceversa se un punto O determina con le 6 rette k , , . .  . k,, q, 6 piani 
appartenenti ad un medesimo con0 di 2" classe, allora il gruppo O (k ,  ... k,), 
è proiettivo al gruppo di punti q, (k, ... k,) e percib anche alla quintupla di 
piani (6,. . . E ~ ) ~  dovuta a1 gruppo fondamentale e,. .. e5 della quintupla 
data. Percib i due gruppi O ( k  ,... k,), E ,  ... E~ risultano omografici, ed il 
punto 0, per proprietà già diniostrata, appartiene alla superficie O(?, r k,. . . k,. 
Ne deriva il teorema che : 

D a t e  fiel10 spazio  6 rette d i  c u i  uncc i n c o ~ t r i  le a l tre  cinque n due  n 
due  fra loro sghe~nbe,  il luogo dei  p u n t i  dai  q u a l i  le rette date  vengono proiet- 
tate secondo piuni  appartenenti  ad utz medesimo co?zo d i  2" classe, è l n  st4- 
perficie d i  30 ordine ehe contiene le  rette da te  (*). 

(*) Cfr. K O H N :  Ueber die S e x t q d  von geracletz Litaierz, welche von sG,~~r)ztlic?ieit P l ~ 7 i t e r ~  
einer cidischen F l k h e  als sechs Tangozten eines Kegetschtzitts gesehzn zoderz.  RIonatsh. 
f. ~ a t h e m a t i k  u. Physik. II Jahrg. 1891. 
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I n  un piano arbitrario r che non passi per alcuna delle 6 rette date, il 
gruppo di punti r (A. ,  ... k,), non è mai proiettivo al gruppo di punti q,(k, ... k,), 
giaccliè se 10 fosse, esisterebbe una rigata di 30 O di 2" grado conteiiente le 
k,. . . k,, e queste avrebbero alnieno un' altra segante cornune, il che è con- 
trario alle ipotesi fatte. 

Percib ne1 piano r esiste un unico punto 1' da1 quale il gruppo di punti 
r ( k , .  . . k,) viene proiettato secondo una quintupla - di raggi proiettiva al gruppo 
di punti q, (lc,. . . k,) (*). 

Ora riella stella (T) si considerino i 7 piani T le,, . . . T k,, r ,  r' r Tq,. 
1 primi Cinque sono segati dagli ultimi due secondo quintuple di rette 

fra loro proiettive, onde i 7 piani appartengono ad lin medesimo cono di 
2' classe X ,  , epperb T è un punto della superficie a,,), ed il cono 1~ Z ,  fa 
parte dell'assieme che si considera. Dunque : 

Gli CO' cotzi indicati ?le2 precederzte t e o ~ w ~ z a  godorno ka prop~ie tà  clle u n  
piatzo del20 spazio, clze lzon passi  per alczma delle 6 retle date, appartiene ad 
uno e ad uno solo d i  essi. 

19. Assegnato ad arbitrio in una stella di piani un gruppo g r 6,. . . E~ 

che non sja omografico al gruppo fondamentale y, della quintupla di rette 
k ,  . . . k,, la cuhica gobba liiogo dei punti dai quali le rette date vengono 
proiettate secondo piani formailti on gruppo omografico al gruppo dato g, si 
spezza nella retta q,  ed in una conica ci,, che si appoggia semplicernente 
alle k ,,... k,, q ,  ($ 15). 

Col variare del gruppo y, ln  conica q, descrive nello spazio una con- 
grueiiza lineare che è la forma correlativa all'insieme dei coni studiato in 
fine del prec. 8;  cioè le coniche in quistione sono nei singoli piani dell' in- 
viluppo d i  3" classe 4,) =_ k ,  . . . k, (**), e su ciascuna di esse i punti di ap- 
poggio con le k ,  , . . . k5 formano un gruppo proiettivo alla quintupla di piani 

*** - qc(ki... kj) ( ) 

(*) STAUDT: Geomctrie der L q e ,  n.O 33. 
("?) Di questa congruenza di coniclie si fa cenrio no1 n. 5 della mia Mernoria: Su 

i vwii  tipi di  congrueaze Zineari di co)~iche m l l o  spuaio. Rendiconti della R. Accademia 
delle Scienze di Napoli. Aprile 1895. 

('"") Quattro quulunque delle ret te  ?i, , . . . k5 deterininano con l a  y, d u e  gruppi, l'uno 
di punti, l'altro di piani, che nou sono proiettivi f r a  loro, non essendovi alcnna re t t a  in- 
h i t a m e n t e  vicina alla rl, che si appoggi alle 4 ret te  k. 

Corne invarianti della superficie c ( ~ ,  potrebbero assumersi i rapport i  anaruionici delle 
quaterne di punti q6 (?il k2 I% k4 ) ,  q6 (kl h9 Ji3 h5) e delle quaterne di piani p, (hl hi k, k , ) ,  
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Un legame più intimo intercede fra I'assieine dei coni indicati ne1 fj prec. 
e la congruenza di coniche presa in esame. Esso è conseguenza imnledjata 
di  un teorema di Scrru~ ("), di cui vogliamo dare ora una dimostrazione di- 
retta assai semplice. 

II teorema in quistione è il seguente: Due sestziple di w t t e  associute 
k ,... k , ,  q,. .  . q,  di una sztyerficie generule d i  30 ordi~ze o ,, s i  co~rispondono 
i n  zcna polaritn ordinuria del10 spaxio. 

Designando con cil la retta della o ,, sezione dei piani ici q l ,  X.1 yi, si 
considerino i punti R, k, q , ,  . .. R, k ,  q, e i piani p, = q,  k , ,  . .. p, = q, II., . 
Questi segano la k, nei punti R', = Ir, c,,, ... R', c,, coniugati ad R,, ... R,, 
nell'involuzione determinata eulla Xe, dalle coniche della superficie che l'hanno 
per corda. Pereib le due quirituple R ,... R,, p ,... p, sono fra loro involutorje. 

Analogamente il gruppo dei piani .rie k ,  y , ,  ... t, = X., q5 ed il gruppo 
dei punti Ti q, X., , . . . T, y, Laj sono in involuzione, eppcrh esistono mi  po- 
larità ordinarie del10 spazio nelle quali alla k, è coniiigata la qs e ai punti 
R ,,... R,, T,, . . . Tb corrispondono rispettivamente i piani p i , .  . . F,, t,, .. . tj. 
Per  individuare una di queste polarità basta della retta k ,  clle passa per T, 
e giace in pl ,  assegnare l a  retta corrispondente che deve trovarsi ne1 piano r i  
e passare pel punto R i .  Sia essn la q, ,  che soddisfii d l c  condizioni indicate. 
Allora la polarità è ben determinata, ed in cssa alla retta k, che passa per T l ,  
giace in pz e si appoggia alla q , ,  è coniugnta la retta y,, che giace in T ? ,  

passa per R, e si appoggia alla Ir,; e cosi di seguito ; donde i l  teorema. 
D a  questo segue che: L'assienze dei coni stucliato WZ 5 prec. e lu con- 

g m e n z a  d i  roniche presa in esume i n  questo $ si co1~risponc7o~to i?z elnu po- 
lnritk o r d i n a ~ i a  del10 spnxio ben deteterminata. 

20. Due sestuple di rette associate di una superficie di  3" ordine sono 
assi di 12 complessi singolari di rette, distribuiti in due gruppi in modo che 
ogni complesso dell 'un gruppo è in involuzione con i 5 coinpIessi non omo- 
loghi dell'altro gruppo. 

Ora in generale è possibile costruire due sestuple di complessi lineari di 
rette, formate ciascuna da cornplessi non appartenenti ad uno stesso sistema li- 
neare 004 e riferite fra di loro in modo clle ogni complesso di una di esse sia 
in  involuzione con i complessi non ornologhi dell'altra. 

q6 (k,  k, k, k,). Cib appunto fa il BOBEB nella s u a  Nota: Ueber die Iuvnriwzten der 
Phichen driftel- 0rdnu)zy. RIonatsh. f. Mathematilc u. Physilc. VI11 Jalirg. 1897. 

(*) iMath. A9zizalen, Bd. XVIII, 5. 
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Due sestuple siffatte saranno da noi dette associate (*). Data una di esse 
ad arhitrio, l ' a h  è perfettamente determinata. 

Nelle polarità nulle dovute ai  complessi H,,. . . H,; II', ,. . . II', di dile 
sestuple associate ad un piano arbitrario o dello spazio corrispondono due 
sestuple di punt,i O,,.. . O,; O', , . . . O',  fra le qiiali intercede una notevole 
relazione proiettiva. 

Per  ottenere questa relazione basta notare che i 5 complessi Hi ,. .. H, 
della prima sestupla presi 4 a 4 hanno in comune 5 coppie di rette y,,, 

.. y5,, qJS6 le quali sono rispettivamente le direttrici delle congruenze li- 
rieari comuni alle coppie di complessi H', H f , ,  . . . H', H', , sicchè i raggi del 
piano w appoggiati alle anzidette coppie di rette sono i r:iggi O', O',,.. . Of,; 
e percib pel 1.' teorema del § precedente è: 

01, ( O * ,  ... O'J n (O,. . . (a> 
Scambiando fra loro le due sestuple si riconosce che è anche: 

O, (O,. . . O;) x (O,, . . . 0'5)27 (a') 

e si deduce che i punti O, O' formano due gruppi linearmente associati (linear- 
abhangige Punktsyste~ne secondo l a  designazione di ROSANES (**)), vale a dire 
che per ogni punto P del piano o esiste in tale piano un punto P' tale che: 

l ' (O  ,... 0,) n P1(O ' ,  ... 
Dunque i poli di  un medesilno piano (O i piuni coniuyati ad un mede- 

siino punto) nelle polurità nulle dovute a,i complessi lineari di  due sestuple 
associate, costituiscono due g ~ u p p i  associaii linearmente. . 

E d  in particolare, per l'osservazione fatta al principio del 3 ,  si h a  che: 
Segnndo due sestuple d i  ?.ette associate d i  cina superjicie di 30 ordirze 

con un piano (O proiettandole da un centro arbitrurio) si ottengono due gruppi 
d i  punti (O d i  piani) associati linearmente (***). 

Siano Ki.. . K,, CS, ... &, due di siffatti gruppi di punti dovuti alle se- 
stuple k ,  . . . k,, q,. . . p, della superficie O,,) e ad un piano arbitrario r.  Questo 
seglii la  5 ,, secondo la curva c,,) = K,. .. K, & ,... QI. 

(") Esse  furono assunte da DE PAOLIS corne sestuple fondamentali di riferimento nello 
stabilire il sistema più generale di coordinate dei complessi lineari di rette. (Mem. cit., 
cap. XII.) 

(*%) ROSANES, Ueber linearabhcinyige Punktsysteme. Giornale di Crelle, vol. 88. 1850. 
('"") Di questo teorema trovasi  un cenno alquanto vago nella Memoria di KANTOR: 

Ueber die nlgemeinsten Zinem-en Syste2ne Zineal-et- transfol-mationen, § IV, 3 a). (Denkschrif- 
ten der  Wiener Akademie, Bd. 46.) 
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Riguardando corrispondenti due punti P, P' del piano r,  per i quali sia: 

p p , . . .  K6) n Pt(&,. - -  Q6), 
ne risulta una corrispondenza creinonima di 5 O  ordine ben nota, la quale 
ammette per punti fondamentali (doppii) nell'un sistema i punti Ii e nell'altro 
i punti Q. 

Si supponga che in essa al punto K, riguardato appartenente al secondo 
sistema corrjsponda ne1 primo il punto T,. Sarà: 

T d ( G .  lis) n &(& , - a .  Q,) k , ( g  , S . .  q 5 )  n y,@ ,... kS), 
ove delle ultime due quintuple la prima è costituita da piani e la seconda da 
punti. Ne deriva che il punto T, coincide col vertice del cono di 2a classe 
tangente al piano .t ed alle rette k,, . . . k,, q,, epperb appartiene alla curva 
ci,> ($ 18). 

Quel che si è detto per il punto K,, pub ripetersi per i punti K,, .. Ii, 
per dedurne che la curva c , , ~  è unita nella corrispondenxa cremoniana in- 
dicata, ecc., ecc. 

21. Un'altra proposizione che deriva da1 teorema generale dimostrato 
ne1 prec. 5,  è la seguente: 

L a  superficie inviluppo d i  u n  piano a cui in 6 polarità nulle ri,, . . . TI, 
assegnate ad arbitrio corrispondono punti  d i  una medesima conica, coincide con 
la supwficie inuiluppo dovuta i n  modo analogo alle polarità necile II', ,. .. TT', 
fonnanti sestupla associata a puella delle I I , ,  ... II,. 

Infatti ne1 caso che i punti O,,  . . . O, siano su di una conica, si ha che : 

(,O, 05)s Os (O,. os), 

onde per le relazioni a), a') del S prec. è anche: 

Of, (O', . . . o',) n (O' . . . Or& ; 

cioè anche i punti 0', ,... si trovano SU di una conica, diversa in gene- 
rale dalla precedente. 

E pub notarsi che ln superjcie inviluppo 272dicatcz fie2 precedente teorema 
è d i  8" classe. 

Infatti assunta ad arbitrio una retta r a cui nelle polarità il,,... II, corri- 
spondano rispettivamente le r,, . .. r,, i piani che passano per la r e che ap- 
partengono all'inviluppo che si considerx, sono quelli che segano le ri, ... r,  
in punti di una medesima conica, onde il loro numero è 8 (*). 

(*) Vegg. fra pli altri SCHUBERT, Abzahlencle Geometrie, png. 95 ( p h 6  = 8). 

Annali di Malematica, tom0 1. 43 
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Se due delle rette r ,  ,... r ,  coincidono fra loro, ogni piano passante per 
la r sega le r ,  , . . . r6 in punti di una conioa e percib appartiene all'iiiviluppo 
che si considera. Questo percib contiene 60 fasci di piani, che hanno per assi 
i raggi comuni ai complessi della prima (O della seconda) sestiipla presi quattro 
a quattro. Reggono considerazioni correlative riguardanti iina siiperfiaie d i  
8' ordine : 

op) qjs.q'i2 . q56 q 1 5 6  4 2  d 1 1 2  .  SE d'sa , 
cornpletamente determinata da due sestuple associate di complessi lineari 
(H ,... H6),  (H',  ... H',), ecc., ecc. 

Se una di queste sestuple è costituita da  complessi singolari aventi per 
assi 6 rette k,,  . . . Ir, in posizione affatto arbitraria fra loro, allora ognuna 
delle rette k coincide con 5 rette d e risulta doppia per la corrispondente 
superficie O(*); si presenta, cioè in tale caso la nota superficie di 8' ordine 
op, - (hi . .  . k6)' q,, q' ,?. . . q,, q',,, liiogo dei vertici dei coni di 2" grado tan- 
genti a 6 rette nrbitrarie del10 spazio (*!. 

Ph particolarmente se le rette k ,  , . . . k,  formano iina sestupla su di una 
superficie di 3" ordine, allora anche le rette q coincidono a 5 a 5 con le 
rette y , ,  . .. q, della stisti~pla associata alla precedente, sicchè le y, ,  ... q, ri- 
sultan0 anche esse doppie per la corrispondente superficie o(,). 

23. D a t i  cinque complessi linerrra d i  rette TC,, . .. Ir, in  prosixione af- 
fatto arhi trariu  fra d i  loro ,  i fcrsci d i  rette dello s ~ a x i o  mi qual i  i r a g y i  
appartenenti  a i  comnplessi d a t i  formano - u n  gruppo proiettivo ad u n  gruppo 
assegnato y = e,.  . . e,, costituiscono u n  sistenm c d  : 2'. 

Infatti designando con O,,  . . . O5 i poli di un piano o nelle polarità nulle 
II,, . . . ii, dovutc ai complessi dnti, il fascio di raggi del sistema 8' situato 

In un piano generico del10 spa- 
zio esiste u n  unico fascio d i  rette del 
sisteînn. 

(") Vegg. CAYLEY, Metnoir on Quarlic surfaces. Proc. Lond. Math. Soc. Vol. ITI; 01% 
a surface of the eight order. Math. Annalen. Bd. V I ;  HIERIIOLZER, UeDel- Ieglelschnitte in& 
Rnume. Mntli. Annalen. Bd. 11. 

Un punto generico de210 spaxio 
è cientro d i  un unico fascio d i  rette 
del sisterna. 
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in o ,  è quel10 che ha per centro il punto O di w da cui i punti O, ,.. . Oz 
vengono proiettati secondo un gruppo di rette proiettivo al dato. 

Dai precedenti teoremi deriva che : 
Un punto e u9z pialto dello spnzio che siano sostegni d i  un fascio d i  

m g g i  del sisterna 2, si corrispondono in  zcna reciprocitù biraxionale nulla. 
1 punti che corrispondono in questa reciprocità ai piani passanti peï una 

retta arbitraria k ,  sono i centri dei fasci situati i?ei piani per k ,  nei yuali i 
raggi appoggiati alle rette k ,  ,... k,, coniugate alla Ic nelle Ii ,,... il6, formano 
un gruppo proiettivo al dato. Percib i punti indicati si trovano su di una 
curva di 7" ordine che ha per segante sestupla la k e per quadriseganti le 
k ,,... k5 (8 16, 2"). 

Dunque : 
La reciprocità biraxionule O indicata tzel teorema è d i  70 gvado. 
Se i piani polari di un punto O nelle n i , .  .. n, formano ne1 con0 di 

2" classe che li contiene, un gruppo proiettivo al gruppo dato y, allora ogrii 
piano di questo con0 corrisponde nella reciprocità O al punto O, il quale percib 
risulta doppio per tutte le superficie y(,) che corrispondono nella O alle stelle 
di piani del10 spazio. 

Il luogo dei punti O ora indicati è una curva gobba di 8" ordine e di 
genere 5 che ha per quadriseganti le 10 rette q i ,  qJi comuni ai complessi 
dati presi 4 a 4 (3 17). 

Anche queste rette sono fondamentali per la 0,  perchè ad un punto O 
di una di esse corrispondono tutti i piani del fascio di cui essa retta B asse. 
Wè la corrispondenza O ammette altri punti eccezioaali, sicchè le superficie clle 
in essa corrispondono alle stelle di piani dello spazio sono delle - rl,,g, 10 q. 

Correlativamente ad un piano punteggiato corrisponde nella @ un invi- 
luppo di w2 piani I(,) = j(,); 10 q, avend'o l'invjluppo fondamentale j p )  genesi 
correlativa a quella della curva q,). 

La  Iacobiana del sistema delle superficie y B uiia superficie O(,,) = c ~ ~ ~ ~ ,  10 q4 
che corrisponde nella 8 all'inviluppo j(,); e correlativamente ecc. 

Un'altra osservazione è de farsi sulla reciprocità 0, ed è la seguente: 
In un fascio di raggi ( O  - w )  che appartenga a due dei cornplessi dati, 

per esempio a K,  e a K2, si considerino i raggi y,, Y r ,  Che si trovano nei 

complessi K,,  Ka, K5 ed i raggi r i ,  r ,  ~ e i  quali si ha : 

Le rette ri, r, appartenendo ai coniplessi &, K, ,  ne deriva clle il fascio 
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(O - o) fa parte del sistema 2, sicchè il punto O e il piano w si corrispon- 
dono nella 8. 

Da ci6 segue che due rette che siano coniugate fra loro in due delle 
polarità date, si corrispondono anche nella reciprocità 0 ,  ne1 senso che ai 
piani che passano per una di tali rette, corrispondono nella O i punti del- 
1' altra. 

23. L a  polarità nulla IT del10 spazio, determinata da1 complesso li- 
neare X che B in involuzione con i complessi dati K, ,. . . K,, facendo corri- 
spondere cinscuno di questi complessi a sè stesso, trasforma del pari in sè 
stesso il sistema dei fasci di rette 2' del 5 precedente, facendo corrispondere 
alla curva fondamentale c(,) l'inviluppo fondamentale j(,) del sistema. 

E d  i centri di due fasci del sistema 8' che si corrispondano nella II, 
sono coniugati fra loro in una corrispondenza birazionale involutoria J del10 
spazio (prodotto delle reciprocità commutabili O e n) ,  la quale ha  Io stesso 
grado e le stesse linee fondamentdi della 0; cioè in essa ai piani del10 spazio 
corrispondono le superficie y(,) = c"(,,, 10 y già indicate ne1 S precedente; ad 
ogni punto di una delle rette Yi, yfi corrisponde per intero l'altra di tali 
rette; mentre ad un punto della c(,) corrisponde una conica il cui assieme 
cost:tuisce la superficie a(,,, = 10 q4 già indicata ne1 precedente $, ohe è 
la Iacobiana del sistema delle superficie y(,) ("1. 

L a  conica O(,> che corrisponde ad un punto generico O della c(,) nell'in- 
voluzione J ora definita, è coniugata nella II al cono di 2a classe x(,, = m i . .  . o5 
che corrisponde al10 stesso punto O nella reciprocità O ;  essa percib si trova 
su1 piano o polare di O nella il (piano che appartiene all'inviluppo j(,)) e 
contiene i punti 0 ,,... 05, poli di w nelle II, ,. . . Il5, i quali formano su di essa 
un gruppo proiettivo al gruppo caratteristico del sistema. Inoltre la conica O(,, 

(*) Nella corrispondenza hirazionale che l'involuzione J stabilisce f ra  un piano r e 
la corrispondente superficie y(n, alle sezioni piane della ( ~ ( 7 )  co~rispondono curve : 

q,, = s B2' 10 Q, 

e a i  singoli punti della curva doppia qs, corrispondono coppie di punti di una curva:  

~(24, = S B7, 10 Q4, 

di genere 25, situate su ret te  di un inviluppo di Sa classe, sezione del piano T con l'in- 
viluppo j ( s ) ;  sicchè il  nuinero di tali  coppie formzte da  punti coiacidenti è 32. E facendo 
uso della fo~moln di ZEUTIIEN (Math. Annalm Bd. III) per  l a  corrispondenza (1, 2) che 
intercede fra  le c(s), ~ ( 2 4 ) ~  pub riconoscersi che il genere della q s )  13 5, cio che p e r  al t ra  
via  abbiamo già  stabilito, 
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non avendo punti variabili di sezione con le superficie y(,>, e non incontrando 
le q i ,  che sono linee fondamentali d i  2,a specie dell'involuzione J, si 
appoggia necessariamente in 7 punti alla q,): donde segue che: 

Una cu?.va c(,, del tipo indicato nei 5 12 e 17, le cui quadriseganti s i  
cowispondano 2 a 2 nella polarità nullu II, è scgata d d  piano polare d i  un 
suo pzttzto O nella Il, oltre che in O, in 7 punCi d i  una medesitna conica. 

Due punti coniugati nella involuzione J sono su di un raggio del com- 
plesso K ;  nè la J ammette superficie punteggiata unita, ma soltanto una 
curva punteggiata unita luogo dei punti por i quali i raggi appartenenti 
allc congruenze lineari (K K,), . . . (K K5) formano un gruppo proiettivo al 
gruppo caratteristico del sistema. Yercib zd~z raggio generico del complesso K 
c o n t h e  tra coppie d i  punti coniugati rnella J. 

L a  curva unita u(,) ora indicata ha soltanto 8 punti variabili in coinune 
con le superficie y(,) coniugate nella J ai piani dello spazio, nè incontra le 
rette y,, yIi; sicchè si appoggia alla curva C(B) in 24 punti; vale a dire che 
sulla c(,, esistono 24 punti di cui ciascuno si trova sulla conica che gli cor- 
risponde nella J. 

È opportuno anche notare che le rette dil, d'i l  che si corrispondono in 
entrambe le polarità date ni, fil, corrispondono l'una all'altra nella J con 
proiettività non degenere. 

Se si tengono fissi i complessi II;, , .. . K,, e si fa variare in tutti i modi 
possibili il gruppo g ,  si presentano oo2 sistemi 2' di fasci di raggi ed al- 
trettante involuzioni J del tipo ora studiato. Queste dànno tutte origine al 
comple~so di rette K contato tre volte, e presentano ulteriormente le seguenti 
proprietà : 

1." Esiste una sola involuzione del sisterna nella quale si corrispondono 
due punti assegnati posti su di un medesimo raggio del complesso K. 

2.' Le curve fondamentali ~ ( ~ 1  delle inyoluzioni del sistema costituiscono 
una congruenza di 1" ordine che ha per direttrici le rette qi, qni. 

3.' L e  curve punteggiate q8) delle involuzioni del sistema costituiscono 
una congruenza di 1' ordine dello stesso tipo della precedente, che ha per 
direttrici le rette di, dri coniugate fra loro nellzt polarità II e nelle singole 
polarità date Hi. 

Se ai complessi K,,. .. K, si sostituiscono i complessi IL',,. . . K', che 
con K formano la  sestupla associata a quella costituita da E,, . . . K,, K, si 
presenta un secondo sistema di involuzioni J riferito al precedente in modo 
che di due involuzioni corrispondenti, aventi 10 steaso gruppo caratteristico, 
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I'una ha per curva fondamentale la curva punteggiata unita dell'al- 
tra;  ecc., BCC. 

24. P u b  succedere che uno dei complessi dat'i, ad esempio il complesso K,, 
sia singolare con la retta k per asse. In tale cas0 designando con k , , .  . k ,  
le rette conjugate alla k nelle polarità dovute agli altri 4 complessi dati, si 
ha che ad un piano w clie passi per la k, corrispondono nella reciprocità O 
definita ne1 prec. 5, tutti i punti di una conica c,,, appoggiata alle k,, . . . k ,  
in punti che sulla c,,, formano un gruppo proiettivo al gruppo g, = e l  .. . e , .  
Ne segue che il fasoio ( k )  fa parte dell'inviluppo fondamentale j,,, della e 
la superficie corrispondente è una O,,, r k0 Ic,. . k, di tipo noto (9 6, l."]. E 
correlativamente per la k rjguardata corne forma di punti. 

Pub siiccedere in secondo luogo che i complessi dati abbiano un raggio 
comune r = q', = . . . = q',.  In ta1 caso il complesso li che è in involuzione 
con essi, è singolare; onde la corrispondente polarità II e l'involuzione J E  @ II 
risultano degeneri. 

Di più ne1 cas0 in esame le forme fondamentali q, , j(,) della corrispon- 
denza O vengono a contenere rispettivamente la, retta r ed il fascio (r) (§ 17); 
e siccome ad un fascio d i  piani (O ad una punteggiata) che abbia per so- 
stegrio una retta appoggiata alla Y, corrisponde nella O una curva c di 4" or- 
dine (O un invjluppo j di 4" classe) (" 16, 2 7 ,  percib le superficie y, clle cor- 
rispondono nella @ alle stelle di piani, sono delle ?~,, - r3, ce,,, , 5 q;  e corre- 
lativamente ai piani punteggiati corrispondono inviluppi I,,, =r3,  je,,,, 5 q. 

In sostanza la r corrisponde per intero contata t r e  volte ad ogni suo 
piano, epperb risultn multipla secondo 12 per la superficie iacobiana delle 
e correlatiramente ecc. 

Sc tutti i complessi dati sono singolari con le rette k ,  ,. . . k, per assi e 
col raggio cornune y,, allora le superficie y, sono delle yi7) = q36, (h . . . kj c ,~! )~ ,  5 q ; 
e gli inviluppi I sono degli I, q 3 6 ,  (kl  . . . k6 jt2Je, !i q, ove la conica fonda- 
mentale ed i l  con0 inviluppo j,, sono del tipo indicato nei $ 19 e 18; 
cioè la ccz, si trova in un piano w dell'inviluppo Jp) - ki . . . 1.5 q~ . . . 9,  e i l  
con0 jt,, ha il suo vertice O sulla superficie a 3,- L, . . . k.5 q~ . . . 9,. 

Ai fasci di piani che hanno per assi le k , ,  . . . k,, corrispondono nella O 
le superficie di 4"ordirie : 

onde al con0 j Z i  è coniugata la superficie di 4 O  ordine D = k, . . . k5 c&, ed 
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alla stella di piani (0) che contiene il cono , la superficie di 3" ordine 
q3)- k,. .  . kg q , .  . .ys  O già indicata. 

E si noti che il punto O è un punto generico della 3 , ) ;  cioè si pub 
sempre determinare il gruppo caratteristico g e ,  . . . e, del sisterna in modo 
che il punto O coincida con un punto della superficie assegnata tr pr ior i ,  e 
cib in un solo modo. 

Ora si consideri la corrispondenza biunivoca e prospettiva che la reci- 
procità 0, dovuta ne1 senso ora indicato ad un determinato punto O della O(,,, 
stabilisce fra la stella di piani (Oj  e la 5@). In  tale corrispondenza ad un fascio di  
piani (g) della ( O )  corrisponde la curva variabile di sezione della G,,, con la 
superficie y,7) coniugata nella 0 ad un punto 0' dell'asse ,q, corrisponde cioè 
una cubica gobba che ha  per corde le L,, . .. k,, coine pub facilinente 
riconoscersi consideraado le sezioni prodotte nelle superficie 5,  , (p,~, da un 
piaiio che passi per una delle rette k. 

Di più la  Y,,) contiene i punti di sezione, diversi da O ,  della g con 
la OC,), perchè ad uno di questi punti corrisponde nella 0 un piano che passa 
per esso e per 0, corrisponde cioè un piano del fascio (g). Onde la g(,, è 
perfettaniente determinata dall'avere per corde le k ,  ,... e da1 passare per 
i punti Or, 0" anzidetti. 

Ora ad una qualsiasi delle rette k , ,  . . . k,, per esempio alla k,, si so- 
stituisca la retta della O,,) che forma sestupla con le precedenti, e si con- 
sideri la reciprocità 0' dovuta alla quintupla k ,  . . . k, k ,  ed al10 stesso punto O 
della O. 

In essa al fascio di piani ( y )  della stella-(0) corrisponde la stessa c u b i c ~  
gobba gt3) che nella 0, onde le reciprocità 0, 0' stabiliscono la stessa corri- 
spondenza biunivoca e prospettiva H fra i piani della stella ed i punti della 
superficie; e per la natura delle O, 0' si ha  che in tutti i fasci di raggi che 
hanno per sostegni due elementi corrispondenti nella H ,  le rette appoggiate 
alle k, , . . . k, formano sestuple proiettive fra di loro. Dunque : 

U n a  sestupla d i  rette ( k , .  . . k,) di u n u  superficie genevnle d i  3 O  ordine 
ed- u n  punto generico O della. superjîcie individziuno unu  corrispotzdenxa bi- 
univoca e prospettiva fra i punt i  della superjicie ed i piani  dellu stella (O)  
si  fatta che le sestuple d i  r a g g i  appoggiati alle Ic,, ... k, che appartengono 
ad u n  piano della stella ed a l  corrispondende puttto della superficie, sono 
tutte proiettive f ra d i  loro. 

L a  corr.ispondenxa indicatn coincide con quella che s i  presenta tzella 
genesi della superficie wtediante stelle d i  piani  omoyrafiche O (k,. . . II.,), 
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O' (k, . .  . k,), O" (k, ... k,) aventi  per centri  i l  punto O che s i  considera, ed 
a l t r i  due punt i  arbi trari i  della superficie (*). 

Ne segue che al punto O corrisponde il piano tangente in esso alla a ( $ ) ,  

epperb una delle sestuple del sistema è f0rmat.a dalle tangenti in O alla su- 
perficie appoggiate alle k , ,  . .. k,; ecc., ecc. 

Reggono i teoremi correlativi. 

VI. 

25. D a t i  sei conzplessi l ineari d i  w t t e  K,  ,. . . K, in posixione affcrtto 
irrbitravia fra d i  1ou.0, i fasci d i  rette del20 spaeio nei  qual i  i raggi  ap- 
partenenti cti comnplessi da t i  formano un g ~ u p p o  proiettivo ad u n  gruppo asse- 
gnato g =el . .  . e,, hnnno i centri  su  ana superficie a d i  40 ordine e i loro 
piani ~ p p a ~ t e n g o n o  ad u~z inviluppo J d i  4a classe. 

. Infatti assunta ad arbitrio una retta r ,  designando con r , ,  . . . r,  le rette 
che le corrispondono nelle polarità nulle n , ,  . . . n, dovute ai coniplessi dati , 
esistono ne1 fascio (r)  4 piani di cui ciascuno è sostegno di un fascio di rette 
ne1 quale i raggi appoggiati alle Y , , .  .. r, formano un gruppo proiettivo al 
dato ( 5  16,  3."). Questi fasci appartengono aJ sistema 2" che si considera, né 
esistono altri fasci del sisterna situati in piani passanti per 1st r, sicchè l'in- 
viluppo J indicato ne1 teorema è di 4a classe, e correlativainente la super- 
ficie a è di 4" ordine. 

II sistema di fasci di raggi 2' di cui ora abbiamo iniziato 10 studio, fa 
parte di ogni sistema di fasci di raggi Z r i  determinato da 5 cornplessi dati 
Kl ,  Km, K,,  K,, Kq e da1 gruppo caratteristico gi costituito dagli elementi 
ornologhi el ,  e,, e,, e,, eq del gruppo dato g. Cib equivale a dire che un 
punto di o ed un piano di J che siano sostegni di un fascio di rette del 
sistema L", si corrispondono fra di loro nella reciprocitb nulla @i determinata 
dagli anzidetti complessi e da1 gruppo caratteristico gi .  Da cib segue che le 
due forme a, J contengono rispettivarnente l 'ma la  curva fondamentale ci e 
l'altra l'inriluppo fondamentde ji della corrispondenza Oi. 

I n  sostanza u n  piano w che appartenga, per esempio, all'inviluppo fonda- 
mentale j ,  della corrispondenza O , ,  gode la  proprieth che i suoi poli O,, . . . 0, 
nelle polarità nulle dovute ai complessi K, ,. . . Ks, formano sulla conica s(,, 

(") Vegg. REYE, Die Geowzetk cleier L q e .  3." cdizione, 3 a  parte, png. GO. 
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che li contiene, un gruppo proiettivo a y, = e?.  . . e,. Ora se si costruisce 
sulla s(,, il punto Q, pel quale sia: 

(Qi O*... n g = e,  e, ... e,, 

e si unisce tale punto Q, col punto O, polo di w nella polarità dovuta al 
complesso K,,  il secondo punto di incontro O della rettn O, Q, con la conica 
q2, è tale che: 

O ( 0 ,  0 ,... 0,) x O(&, O ,... 0,) n g e , e  ,... e,, 

sicchè il fascio (O - b) appartiene al sistema 2" ed il piano w all'inviluppo J. 
Il cono di 4" classe e di genere 3 formato dai piani dell'inviluppo J 

che passano per lin punto generico O del10 spazio, avendo in comune 8 piani 
con l'inviluppo fondamentale ji della reciprocità O i ,  ha per corrispondente in 
tale reciprocità una curva O di genere 3 e di ordiiie 4 .  7 -- 8 .  2 = 1 2 ,  la 
quale si appoggia alla curva fondamentale c ,) della Oi in 4 . 2 4  - 7 . 8  = 40 
punti. Questa curva è il h o g o  dei  centri  dei  fasci del  sisterna 5'' s i tua t i  in 
piuni  passunt i  per O. 

Ne segue che : 
I fasci del sisterna 8" costituiscono z c n  complesso d i  rette d i  120 grndo  
L e  proprietà sino ad ora dimostrate pel sistema 2" non cessano d i  es- 

sere vere quando tutti o alcuni dei complessi dati siano singolari con gli 
assi k ,  , . . . k, in posizione affatto arbitraria fra loro. L'unica particolarità che 
si presenta in tale cas0 per la superficie G e per l'inviluppo J, si è di con- 
tenere corne elementi semplici l 'una i punti e l'altro i piani delle rette 
?ci , . . .  ka. 

Di più ciascuna di queste rette ha  in comune con l a  curva O(,,) prece- 
dentemente indicata 4 .  4 - 2 - 7 = 7 punti (*). 

Un'ultima proprietà del sisterna 2" degna di menzione è la seguente : 
Sia ( K ' ,  . . . K I , )  la sestiipla associata alla (K,.. . I i ) ;  (O - w) sia un 

fascio generico del sistema 2" ; ed O ,,... O,, O', ,. . . 0', siano i poli del 
piano o nelle polarità nulle dovute ai comple~si delle due sesticple. 

Siccorne i due gruppi di punti O, ... O,, O', ... Of, sono linearmentp 
associati (3 20), percib esiste in  w un punto O' (diverso da  O) pel quale 
si h a :  

0' (O1!. . . Ois) ~r O (O,. .. 06)  7~ g -- e, .  .. e , ,  

('*) Ne1 caso in cui  tu t t i  i complessi dsti siano singolari, cfr. STURJ~, Mem. cit., $ 31, 5. 

Antaali di iMatematica, tom0 1. 46 
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vale a dire che 10 stesso piano o è sostegno di un fascio di rette ne1 quale 
i raggi appartenenti ai complessi K' ,  , . . . Kt ,  formano un gruppo proiettivo 
a g. Da questa proposizione e dalla correlativa deriva che : 

Due sistemi d i  fusci d i  raggi ,  d e l  tipo studiato in. questo 5, che siano 
deterrninati rispettivafizente d u  due sestuple d i  co~nplessi lineu r i  associa te e che 
nbbiano 10 stesso gruppo caratteristico, dànno origine alla stessu superficie O 

eci a l  medesirno invilupyo d i  piani J. 
26. Pub  succedere che i complessi dati siano tutti singolari e che i 

loro assi k,,  . . . k, siano gli spigoli di un tetraedro T. In tale caso O il gruppo 
caratteristico y del sistema 2" è affatto arbitrario, ed allora la superficie O 

e l'inviluppo J si spezzano rispettivarnente ~ i e i  4 piani w , , .  . o, e nei 4 ver- 
tici O,, . . O, del tetraedro T ;  ovvero pu6 succedere che, essendo spigoli op- 
posti k,  e k,, kt e &, le, e fi6, siano in involuzione le tre coppie e, e,, e, e,, 
e, e, del gruppo g,  ed allora i fasci di raggi del sistema 8" risultano ao3 
ed ogni punto (O piano) dello spazio è sostegno di un unico fascio del 
sistema. 

L a  reciprocità birazionale nulla O che si presenta nello spazio in' questo 
ultinio caso, riuulta di 3' grado, per le proprietà dimostrate ne1 $ 16, 3"; cioè in 
essa alle stelle di piani corrispondono le superficie di 3 )  ordine cp,3,=(0,... OJg, 6 k 
e ai piani punteggiati gli inviluppi di 3" classe J(3) = (w, . . . 04)', 6 k, avendo ogni 
punto O (O ogni piano a) per corrispondenti tutti i piani (O tutti i punti) 
che gli appartengono. 

Per  individuare la reciprocità Q basta assegnare il tetraedro T ed iina 
coppia di elementi corrispondenti affatto arbitraria. 

Ora si ha il teorema che: 
Ogni  reciprocità biraxionale dia dello spaxio d i  30 grado a tetraedro 

foitzdamentale, è del tipo che s i  esamina. 
Sia infatti 0' una reciprocità nulla di 3O grado che faccia corrispondere 

ai  vertici O, ,  . . O, di un tetraedro T le stelle di piani di cui essi punti 
sono centri, e di conseguenza anche ad ogni faccia del tetraedro tutti i suoi 
punti. Sia O o  una coppia arbitraria di elementi corrispondenti nella Of. 

Si consideri la reciprocità O del tipo in esame, dovuta al tetraedro T ed 
alla coppia di  elementi corrispondenti O o. Il suo prodotto con la O' è una 
omografia che h a  i 5 punti uniti O,,.. O,, O e che percib risulta identica; 
onde le O ,  O' coincidono fra loro, e ne segue il teorema. 

Si noti infine che: Essendo O w una coppia geraertèa d i  elemenh corri- 
spondenti nella reciprocità 0, t u t t i  i grzcppi del tipo O ( 0 , .  . O,), w ; w (o,. . wr) ,  O 
S O H O  dzre a due F a  loro omogrufici O reciproci. 
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Infatti su un altr,) piano arbitrario w' si costruisca il punto 0' che cor- 
risponde al punto O nell'omografia individuata fra i piani w, w' dalle qua- 
terne di rette çorrispondenti 
del tetraedro T. Sarà: 

O1(0', o',, ... 
onde O' è il corrispondente di 

- 

O, .. O , ,  or,.. o', tracce sui due piani delle facce 

ori or4) n O (oi O , , .  . . 0, 04) T Y, 

w' nelln e, e ne segue il teorerna per i gruppi 
o) (o, .. 04), O; w' (a,.. 4, Of. E analogamente per gli altri casi (*). 

27. Dati ne110 spazio 7 cornplessi lineari di rette K,, . . . k', in posi- 
ziorie arbitraria, ed assegnati in una forma fondamentale di la specie 7 ele- 
menti e , ,  .. . e, in determinato ordine, si considerino i sistemi di fasci di 
raggi Y',, Z", del tipo studiato ne1 3 prec., determinati rispettivamente l'uno 
dai complessi K,, K,,.. . K7 e da1 gruppo caratteristico y, = e, e,. .. e,, l'altro 
dai complessi Ki , K,, . . , K7 e da1 gruppo caratteristico g, r e, e J . .  . e7. 

L e  due superficie di 4" ordine c, e o, determinate dai ,due sistemi pas- 
sano entrambe per l a  curva fondamentale c(,, della reciprocità @,, dovuta ai 
complessi K3,. .. K7 ed al gruppo caratteristico g,, = e , . . .  e,, onde si segano 
ulteriormente secondo una curva x di 8" ordine e di genere 5 che ha 24 punti 
in comune con la c(,, (**). 

Un punto generico O di questa curva è centro di due fasci di rette 
( O  - w,), (O - w,), ne1 primo dei quali i raggi che appartengono ai complessi 

(*) Il teorems s u  dimostrato mette  in evidenza l'analogia esistente fra  l a  corrispon- 
denza O e l'uiiico tipo di reciprocità birazionale nulla che si ha ne1 piano. 

(**) SALXON PIEDLER, AnnZytische Gcometrie des Rnumes. 11 Theil, ne0 108. 
In generale s e  duc superficie degli ordini n,, n, si segano sccondo due curve sem- 

plici de@ ordini p, p' aventi rispettivamente h e hr punti doppi apparenti, si  ha che: 

e s e  i è il numero dei punti comuni alle due curve, è: 
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K,, . . . K, formano un gruppo proiettivo a g , ,  nientre ne1 secondo i raggi che 
appartengono ai  complessi K,, K 3 ? .  . . K7 formano un gruppo proiettivo a g e .  

1. piani w, e a, di questi fasci corrispondono entrambi a l  punto O nclla 
reciprocitli. nulla O,,, senza che il punto O risulti singolare per tale corri- 
spondenza; onde i due piani coiocidono in un unico, e il punto O risulta 
centro di un fascio di rette ne1 quale i raggi che appartengono ai complessi 
dati K , , .  . . K,, formano un gruppo proiettivo al gruppo g 3 e , .  .. e?. 

Viceversa se in un fascio ( O  - w) i raggi che appartengono ai  complcssi 
dati, formano un gruppo proiettivo a g, il centro O del fascio deve trovarsi 
sulle superficie a, ,  o, anzidette, senza appartenere, in generale, alla curva fon- 
damentale c(,, della O,,, e correlativamente. Ne segue che : 

I fasci d i  rette nei qual i  i raggi  che appartengono a 7 complessi lineari 
dati ,  formano u n  gruppo proiettivo d d  un gruppo assegnato, hanno % cent?+ 
su m a  linea gobba ~r: d i  8 O  oodhe  e d i  genere 5, e i 1oî.o piani ifivilu11pano 
la fornza duale y(,). E s s i  percib costifuiscono una cofiyruenxa d i   ett te d i  
80 ordine e d i  Ba classe. 

Le due forme x, y si corrispondono in ogni reciprocità nulla Oil deter- 
minata da 5 qudunque dei complessi dati e da1 gruppo formato con gli ele- 
menti ornologhi di g ;  e cib porge una conferma della proprieta già dimostrata 
di esservi 24 punti cornuni alla xp)  ed alla curva fondamentale della O i l .  E 
correlativamente per 1' inviluppo y(,, . 

1 risultati ora ottenuti non subiscono nlcuna modificazione ne1 caso par- 
ticolare in cui alcuni dei cornplessi dati siano singolari con gli assi Ic, ,. . . 7, in 
posizione affatto arbitraria Fra l o r ~ .  Queste rette risultano quadriseganti per la 
curva qs), cioè questa contiene i punti in cui la retta Li incontra la super- 
ficie a dovuta agli altri 6 complessi dati ed al gruppo caratteristico formato 
con gli elementi ornologhi del gruppo g. E correlat.ivamente per l'invi- 

~ ~ P P O  Y (8 ,  (*). - .  
28. Dat i  nello spaaio 8 complessi 2ineari d i  rette Ki , .  . . K8 in posi- 

xione arbitraria fra d i  loro, esistono 8 fasci d i  rette nei qual i  i raggi  che 
appartengono a i  cornplessi dufi, fortnano u n  grzcppo p r o i e t t h  ad un gruppo 
assegnato y = e, . . . e,. 

Si considerino infatti la superficie di 4" ordjne ci, determiriata dai com- 
rr 

plessi K,,. .. K8 e da1 gruppo caratteristico g,, e , .  . . e, (§ 25), e 'la curva 
di 8" ordine X(S,  determinata dai complessi K i ,  K e ,  K,, . . . K~ e da1 gruppo 

(%) Se tutti  i complessi dati sono singolari, cfr. STURM, Mem. cit., 3 54, 6). 
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a gruppi d i  comnplessi e d i  congruenxe litteari d i  rette. 3 57 

caratteristico g, G e, e ,  e,.. . e, (§ prec.). Dei 32 punti comuni alla O,,  ed 
alla x(,) 54 si trovano sulla curva fondamentale della reciprocità nulla Ois, de- 
terminata dai complessi K,, . . . l(, e da1 gruppo caratteristico gi23 = e4 .. . e s ,  
e i restanti sono i centri dei fasci indicati ne1 teorema, il cui numero percib è 8. 

Questo numero non varia se tutti O alcuni dei coniplessi dati risultano 
singolari. Ne1 primo cas0 si presenta il teorema (*) che: 

Esistono ne110 splaxio 8 fasci d i  retle nei quali i raggi  che s i  appog- 
g i a ~ o  ad 8 rette date forriaarto ura gruppo pr*oiettivo ad un gruppo assegnato (**). 

Potenza, Aprile 1898. 

(*) Cfr. STURM, Mem. cit. § 65,  5 (ove bisogna leggere 8 invece di 6) e SCHUBERT, 
Op. cit. pag. 207 (pJ ez zs = 8). 

(**) La proposizione stabilita alla fine del 5 19 corne corollario del teorema di S ~ H U R  
regg-e evidentemente ne1 caso che le  due quintuple di rette che determinano l'assiemc 
dci coni e la  congruenza delle coniche ivi indicate, appartengano alla stessa superficie 
di  3' ordine e siano î ra  loro associate. 

FINE DEL TOMO 1.' (SERIE III.") 
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