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Ueber diejenigen Berührungstransformationen, welche 
das Verhaltniss der Krü~mungsmaasse irgend zwei 

sich berührender Flachen im Berührungspunkte 

unverandert lassen. 

Von 

G. VIVANTI 
in Yentua. 

1. Herr Dr. R. Me h m  k e  hat bewiesen," dass die linearen (projectiven) 
Transformationen die einzigen Punkttransformationen sind , welche das Ver- 
hiltniss der zurn Berührungspunkte gehorigen KrUmmungsmaasse irgend 
zwei sich berührender F l k h e n  unverindert lassen. Dass jene Transforma- 
tionon auch die cinzigen B e r  ü h r u  n g 3 transformationen sind , welchen eine 
solche Eigenschaft xukommt, wollen wir im Folgenden zeigen. 

2. E s  werden zwei sich berührende Flschen G ,  5 durch eine Berüh- 

in Z bezw. zübergefi ihr t .  Bezeichnen wir dureh x, y, a ,  pl q die Coordi- 
naten des den zwei Fliichen u, ïi gemeinschaftlichen Elementes, durch r ,  s, t 
die partiellen Ableitung2n zweiter Ordnung von ,S nach x und y flir die 
Flache 6, durch F ,  F, t dieselben Ableitungen für die Flache ci. Erwagt 
man, dass die Kriimmungsmaasse von ci und ii im BerUhrungspunkte durch - 

r t  - s2 r t  -;a 

(1 + p2 + ¶Y2 bezw. 
(1 +pz + zaY da,rgestellt werden , so ersielit man,  dass 

die Transformation 1) die nngegebene Eigenschaft dann und nur dann be- 
sitzt, wenn die Gleichunn: 

stattfindet , welches auch die betrachteten Flachen sein mogen. 
-- -- - -- - 

Dieee Zeitschrift, S. 206 flgg. 
Zeitschrift f .  Matheinatik 11. Phyaik XXXVII,  1 1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 Ueber diejenigen Berilhrungstransformationen etc. 
--------,.----------, ----- 

E s  ist nun bekanntlich : " 
R T - S Z =  'P (P, Q )  

eine Gleichung, welche nach r, s, t ,  u, r, 8, t, i identisch bestehen muss. 
Da die rechte Seite Zb als Factor enthalten muss,  so ist:  

3) ( ~ = p = y = 8 = 0 ,  
und die Gleichung reducirt sich auf: 

E u U . ( L  + pP + V S  + G Ü ) =  ~üu(A + p r  + v s  + e t  + ou) ,  

woraus folgt: 
4) p * . = v = Q = u = O .  

3. Das System 4) nimint wegen der Gleichung [X Y] = O** die Form : 

5) xpY, -X,Yp=o ,  X,Y,-XpY1=O; 

6) XqY2-X,Y,=O, X,Y9-X,Y,=O;  
7) x p Y , - X , Y p = o  

an. Aus 5 )  folgt, menn man beachtet, dass A nicht idcntisch Ni111 sein darf: 

8) x,, = Y, -0, 
und ebenso aus 6): 

9) xq = Y* = O. 
Die Gleichungeu [XZI  = [ Y Z ]  = O*** reducireu sich, wegen 8) nnd 

Y), auf: 
x , z P + x x ? z q = o ,  Y , ~ , + Y 2 Z , = ~ 1  

woraus folgt: 
10) Zp=Z,=O.  

* Siche meine Note: ,Sulle trasformnzioni di contatto che trasforiilnno qua-  
lunque sviluppabile in  una sviliippabileU, Rend. de l  Circ. mat. di  Palermo, 1891. 

** Sielie L i e ,  "Theorie der ~ransf 'or rnat ionsgrup~~er i~ ,  II. Abvchuitt S. 145. 
*** L i e ,  a. a. 0. 
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Von G. VIVANTI. 3 

Uie Gleichungen 8), 9) ,  10) sagen aus , dass die gesuchten Berilhrungs- 
transformationen lauter erweiterte Punkttransformationen sind; diese Trans- 
formationen sind aber nach dern N e  h m k e'schen Satze nothwendig linear, 
folglich ist unsere Behauptung vollstaudig bewiesen. 

4. Die Thatsache, dass die gesuchten Transforinationen linear siiid, 
kann aber auch auf Grund der Gleichungen 3) und 4) nachgewiesen werden. 

Wir waren schon* dem Gleichungssysteme 3) begegnet und sind dabei 
zu folgendeu Resultaten gelangt : 

P 1 = Q , = 0 ,  P ,=Q,=O,  Z 1 = P X , + Q Y 1 ,  Z 2 + P X , + Q Y 2 .  
Aus diesen letzten Gleichungen folgt: 

oder : 

p z -  

d ( Z .  -- X ) p + d ( % .  X )  d ( Z ,  XI 
' 2 - -  ,=- a c y 1 4  d ( z ,  2) d ( x ,  Y) , 

d ( X  Y) d ( X ,  Y )  !!(X.H!p + - q - - 
d(y,  d k l  2) d(x, Y) 

Schreiben wir der Kürze halber: 

wo s k m t l i c b e  Coefficienten vou p und q unabhangig sind. nereehnet man 
Pl und Pz, uud setzt die Coefficienten der verschiedenen Potenzen und Po-  
tenzproducte von p und q einzeln gleich Null,  so erhalt man: 

11) g a+ - ag,  = O, 
12) g b , + h a , - a h , - b g , = O ,  

]3) h b , - b h , = 0 ,  
14) g a z - g c , - k a , - a g , + a k , + c g + = O ,  
15) gb, + ha, - he, - kb, - ah, - bg,+ bk, + c h ,  = 0, 
l 6 )  h b X -  b h X = 0 ,  
17) - g ~ ~ - k a ~ + k c , + a k , + c g ~ - c k , = 0 ,  
18) - hc,- k6,+ b k , +  ch,=O, 

19) kcz - cck, = 0, 
g a z - a g , = 0 ,  g b , + h a , - a h , - b g , = O ,  h b , - b h , = 0 ,  

20) g a,, - ag,, = 0, 
21) g b y - g c , + h a y - k a , - a h y + a k , - b g , + c g , = O ,  
22) hb,- h ~ ~ - k b , - b h ~ + b k , + ~ h , = 0 ,  
23)  - g r Y - k a , + a k , + c g , = 0 ,  

- 

* Siehe die oben angeführte Note. 
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4 Ueber diejenigen Beriihrungsfransforrnntionen etc. 

24) -hc,-kb,+kc,+bk,+ch,-ck,=O, 
25) kc,- ck, =0. 

Subtrahirt inan 22) von 15) und 14) von 21), so folgt: 

26) gbx+ha,-hb,-ah,- bg,+bTc,=O, 

27)  gb, + ha,-gaz - ah, - bg, +agz=O. 

6.  Bus I l ) ,  20), 13), 1 6 ) ,  19), 25) ergiebt sich: 

a = g A ( z ) ,  O = h B ( y ) ,  c = k C ( a ) ;  

die G1. 12), lu) ,  23) reduciren sich dann auf: 

( B  - A) (gh ,  -hg,) = - (C-  B )  (hkx -  khz)  = - (A-  C )  (kg, - gk,) = 0. 
Da hochstens zwei von den drei Functionen A ,  B, C constant und ein- 
ander gleich sein dtîrfen (denn sonst ware P constant), so sind vier Fille 
rnoglich: entweder namlich verschwindet der zweite Facior von jeder der 
letzten Gleichungen, oder der zweite Factor von irgend zmei dieser Gleich- 
ungen und der erste Factor der tibrigen. 

6. 1st erstens g k ,  - hg ,  = hk, - kh,  = k g ,  - gk,, = 0, so folgt : 

g= h w ( x , y ) ,  h = k u ( y ,  a ) ,  k = g v ( z ,  x ) ,  u v w =  1. 

Differentiiren wir diese letzte Gleichung logarithmisch nach x ,  so haben wir: 
1 a u  1 2~ 
- -+- ; -=o .  

a x  w O X  ' 
I a v  1 a w  

da  aber v von y, w von z unabhangig is t ,  so dlirfen - - und - - 
a 3  w ax 

nur  die Veranderliche x enthalten; setzt man also: 
l a v  I ~ W  ~ ' ( 2 )  -- - - - -=-- 

A 

v as W ~ X  A ~ x ) '  

a= A n t ,  b = B p t l  c = C v t ,  g=At ,  h = p t ,  k = u t ,  
und die G1: l 4 ) ,  l ï ) ,  2 2 ) ,  X ) ,  2 6 ) ,  27) gebcn: 

- A t 2 [ C ' v - A r k + ( C - A ) v ' ] = O ,  vte[C'v-A'A+(C-A)A']=O, 
tZ  - C'v + ( B  - C) Y'] = 0, - v t Z  [BIp - C'v + ( B  - C) p'] = 0, 

p t z [ A ' ~ - ~ ' p + ( A - B ) ~ ' ] = f l ,  -1t"A'k-BB'p+(A-B)p']=O. 

Hieraus f@lgt A'= y', und d a  A' nur von x ,  p' nur von y, v' nur von z 
abhiingig sein darf, so muss der gemeinschaftliche Werth von A', p', v' eine 
Constante 8, sein. E s  ist dann: 

wo O,, &,, yJ constante Grossen bedeuten; und aus 28) folgt: 

Der gemeinschaftliche Werth dieser Ausdrticke muss eine Constante 6, sein; 
folglich is t ,  w e m  a,, P, , y, constante Grossen bedeuten: 
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7. 1st zweitens B = C= eolzst., g h z  - hg,= kgy - g k, = 0, so hat man: 
g = hw ( z ,  y ) ,  k = g v ( a ,  z ) ,  und die Gleichungen l 4 ) ,  17), 26),  27) er- 
halten die Form: a v 

A'- ( B - A )  - = O ,  a a  

1 a u  A r + ( B - A )  - - = O .  
w" y  

Bus 31), 32) folgt: 
1 a u  i a w  - -+ 

ax w a~ ' 
v (4 A ( x ) -  man bat dan" und hieraus wie frtiher zl ( a ,  x) = - , w ( z ,  y )  = -- 

wegen 3 0 ) ,  3 2 ) ,  3 3 )  : A ($1 P(Y) l 

A' l '(4 &) - ~ ' ( 8 )  - - 
B - A  A(%) ~ ( 2 ) - ~ ( x ) '  

also A'(x) = p'(y) = v ' (u )  = Const., die wir, ohne Beeintrachtigung der All- 
gemeinheit, gleich 1 annehmen dürfen. Man erhalt durch Integration: 

Const. B E 
A ( x ) = x + a 3 1  p ( y )  =y+&, v ( ~ ) = a + ~ , ,  A - B =  - = -9 

folglich : A ( x )  z +% 

Die zwei übrigen Falle werden ganz analog erledigt. 
Ueberhaupt crsicht man,  dess die allgemeine Ltisungsform durch 29) 

gegeben wird,  mit der Beschrankung, d ~ s s  nicht zugleich el = u,, /3, = &, 
y ,  = y,  sein darf. 

8. Die Behandlung des Gleichungssyst~ms O, = Q2 = O führt zu einer 
Relation von der Form : 

34) { d : e : f : g : h : k = 6 , ( x + c r , ) : 6 , ( y + p 2 )  

= &( .+n) :  4 ( x + a 3 ) :  6 3 j ~ + 8 3 ) :  ' 5 ( 8 + ~ S ) I  

wo nicht zuglekh a, = a,, j3, = /3,, y,  = y, sein darf. 

9. Das System 29), 34) besteht aus acht Gleichungen, die leicht auf 
die folgende Form gebracht werden konnen: 

35) 1 ( x +  .2)Xs + ( Y i -  &)Xy + (B+Y~)X. = 01 
( X  + 4 X= + (Y + &) Xg + ( 2  + Y S )  X ,  = 0 ; 

36) ( ~ + 0 3 ) L +  ( Y + & )  YY+   fi+^& Y==O, 
(x + 4 Ys + (Y + Pl) YzJ + ( 2  + y11 Yz = 0; 
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6 Ueber diejcnigen Berührungstransformationen etc. 
---M --*_-Y 2 - -Y-LYUr_Ŷ --- A--- - -, 

Die Anwendung der M a y  er'schen Integrationsmethode aiif das Gleicli- 
ungssystem 35) giebt a1s das allgemeine Integral derselben: 

kann durch das Argument: 
1 1 1  

1 
5 = 

(02 B.1- B s )  @ 
B a  Y 3  

ersetzt werden, welches eine symmetrische Form besitzt. Wir  werden der 
Rürze halber schreiben : 

Aus 36) und 37) ergiebt sich ganz analog: 

10. Man findet durch leichte Rechnungen: 

Es folgt dann ails 38): 

b, oder wenn man 6, -- = ir setzt: 
bl b 2  b, 

40) il ' iz G' - i3Z1. -- 
a," E p -  5Q: 

Differentiiren wir nach x ,  so folgt wegen 39): 

* Ware or, = cu, =or,, 30 würden wir 38) durch das nach y oder nach z analog 
gobildete Gleichungssytitem ersetzen. 
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Von G. VIVANTI. 7 

und nach Division durch die ($)te Potenz von 40): 

Der erste Ausdruck h h g t  nur von 5 ,  der zweite nur  von r ] ,  der dritte nur 
von k ab, folglich ist ihr gemeinschaftlicher Wer th  eine Constante 2 ~ .  
Durch Integration der Gleichung: 

erhalt man ,  wenn $, , F, zwei willktlrliche Constanten bezelchnen: 
1 

oder, wenn man: c i  
1 

sctzt : 

und analog: 

Ans 41) folgt: 

und ebenso: 

Setzt man diese Ausdrücke in 40) ein, so hat man 8,'- 824 = sa2, und 
hieraus, weun man beachtet, dass e der Coefficient von x in allen drei Poly- 
nomen E,, Y&, 8, ist:  si =8z=9?s .  
Damit ist bewiesen. dass: 

D a 9, x = i ,  y,>, z=- 
3 1  8 2  9% 

eine ~ra jec t ivc  Punkttransformation tiildet. 
Man t u a ,  den 24. September 1891. 
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II. 

Bewegung eines materiellen mit Elektricitat geladenen 
Theilchens unter der Einwirkung eines ruhenden Cen- 

trums bei Giltigkeit des Weber'schen Gesetzes. 

Von 

11. R I T T E R  
in  Lassol. 

Hierzu Taf. 1 u. II. 

Die Bewegung eines Punktes, der von einem Centrum nach dem 
We b er'schen Gesetz angezogen wird , ist  schon in verschiedenen Arbeiten 
Gegenstand der Betrachtung gewesen. Diese früheren Behandlungen kann 
man in zwei Gattungen unterscheiden, von denen die eine wesentlich astro- 
nomische Tendenz verfolgt , indem sie die Anwendbarkeit des W e b e r  'schen 
Gesetzes aiif die Bewegung der Weltkorpcr darzuthun sucht, die andere 
mehr physikalisch-chemische Gesichtspunkte voranstellt. 

I n  die erste Gattung gehoren die Abhandlungen von: 

Eeegers ,  Ile motu perturbationibusque planetarum ~ecundilm legem Weberianam 
solem ambientium. (Inaiig -Diss. Gottingen 1884); 

T i sse r  a n d ,  Sur le  mouvement des planètes autoiir du soleil d'après la loi 6lectro- 
dynamique de Weber. (Comptes rendus 1872). 

Beide Arbeiten behandeln n a t u r g e m k  nur einen beschrankten Fall, 
nimlich nur  den der Anziehung, bei Geschwiudigkeiten, die klein sind im 
Verhaltniss zu der Constanten c des Weber 'schen Gesetzes, und zwar 
S c  e g o r s in voller Strengo, T i s s e r  a n d  als Sldriingsproblem mit Vernach- 

1 

lbssigung der hoheren Potenzen von -1 Es sind dies die Falle von Taf. 1 
c2 

Fig. 1 u. 2. 
Zur andern Classe von Arbeiten sind zi i  rechnen: 

W. W e b e r ,  Elektrodynamische Massbestimmungen, insbesondere über daa Princip 
der Erhaltung der Energie. (Abh. d. kgl. sachs. Gcs. d. Wiss. Rd. 10 u. 11). 

I n  dieser Abhandlung wird dau Problem der Rewegung zweier Theilchen, 
dio nach dcm W e  b e r'schen Gesetz aufc ina~der  wirken , nur  beilaufig, a18 
Reispiel für allgerneinere Untersuchungen, betrachtet. Demgemass wird das 
Problem auch nicht vollstiindig durchgeführt, sondern nur  qualitativ, mit 
besonderer Rlicksicht auf die ,~olecularbewegungenu discutirt. Zugleich 
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wird dort aus gewissen allgemeineren Griinden die Beschrhkung getroffen, 
düss die Constante des ~ n e r ~ i e s a t z e s  unter einer gewissen Grenze bleibe, 
'wodurch eine Reihe von Rewegungen wegfiillt. 
E d. R i e  c k e ,  Ueber Molekularbewegung zweier Theilchen, deren Wechselwirkung 

durch das Weber'sche Geaetz bestimrut wird. (Gott. Nachr. 1874.) 

Hierin wird nur der in  dem innern Theile von Taf. 1 Fin. 6 dar- 
gestellte Rewegungstypus, und zwar in  voller Streuge, untersucht. 
G. L o l l i n g ,  Uebcr Bewegungen elcktrischer Theilchen nach dem Weber'echen 

Grundgesetz der Elektrodynamik. (Nova acta d. kaiscrl. Leopold. Carol. 
Deutschen Aksdemie der Katurf., Bd. 4 4 )  

Diese Arbeit is t ,  wenigstens ihrer Absicht nach, von allen die um- 
fassendste , indem sie sammtliche moglichen 13ewegungsarten zu untersuchen 
beabsichtigt; aber freilich hat sie eine Reihe von Mingeln, auf die ich zum 
Svhlusse meiner Arbeit ausführlicher eingehen will, und die eine neue Be- 
arbeitung desselben Problems iricht nur nicht überfliissig, sondern nothwen- 
dig erscheinen laesen. 

Ich meinerseits werde in der vorliegenden Abhandlung mit elementaren 
Hilfsmitteln, mit Vermeidung der für die Discussion tiberflüssigen, ja  nur 
die Gebersicht erschwerenden elliptischen Functionen alle vorkommenden 
13ewegungsvorg%nge mit besonderer Berücksichtigung ihrer GrenzPille und 
ihres Zusamrnenhsnges untereinander untersuchen, und so nicht allein die 
L O 1 l i n  g 'schen Angaben berichtigen , sondern auch zu detaillirtereii Resul- 
taten kommen , als I ierr  L O 11 i n  g mit seinem umstiindlichen Formelapparat. 

0 1. 
Aufstellnng der  Bewegungsgleiohungen, 

Es sci gegeben ein festcs Centrum mit der elektrischen Ladung E ,  und 
ein im Raume frei beweglicher matoriellcr Punkt  mit der Masse m und der 
elektrischen Ladung E,. Dann findet ans Symmetrierücksichten die Bewegung 
dieses Punktes stets in derjenigen durch das Centrum gelegten Ebene statt, 
in welcher die Arifangsbewegung liegt. I n  dieser Ebene construire ich ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem ( x ,  y) mit dem festen Centrum als Kull- 
punkt ; es sei ferner r = p'x2 + y2 die Entfernung des bewegten Punktes 

d2r ,, 
vorn Centrum , und - = r', - = 7 . 

d t  dt" 
Dann iut 

die Kraftefunction des W e  b er'schen Gesetzes, durch welche sich die in der 
Richtiing des Radius vector aiif das bewegte Theilchen wirkende Kraft fol- 
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Die Componenten der Kraft nach der x -  und y-Richtung ergeben sich 
hieraus durch die Formeln: 

Führt, man Polaicoordinaten ( r ,  9) ein , so lauten die Bewegungsgleich- 

ungen, unter cp', <p" bezw. - 'lm verstanden: 
d t '  d2" 

§ 2. 
Aufstellnng der ersten Integrale der Bewegungsgleichungen. 

Beim Weber 'schen Gesetz ist die bei einer kleinen Bewegung von der 
Kraft geleistete Arbeit das vollstandige Differential einer E'unction, die vom 
Ort und dem Bewegungszustande a b h h g t ,  der negativ genommenen poten- 
ticllen Enorgie: " '1 &2 { ::] 

Pz v - r ' - - -  1-- . 
a r t -  r 

In  solchem Falle gilt aber da3 Princip der Erhaltung der Rnergie: 
T+ P = k , ,  

wenn man unter T die kiiletische Energie versteht. 
Eine zweite Integralgleichung wird uns durch den Vlacheusatü geliefert, 

da ja  die Kraft eine Centralkraft ist. 
Die so gefundenen Intcgralgleichnngen lauten in Polarcoordinaten, deren 

ich mich fortan bedianen werde: 

1) r 

2) r2(p'= k2. 
Hieraus folgt durch Elimiuation von p' die Gleichuiig: 

Ich setze zur 

Dann wird 

3) 

9' werde ich, da der Punkt seineu Rotationssinn nie andert, ein- f ü r  alle- 
nia1 positiv voraussetzen. 
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Es  ist noch Q, und durch den Anfangszustand des bewegten Theil- 
cliens auszudrücken; ftir die auf den Anfangszustand bezüglichen Grossen 
will ich folgende Bezeichnungen einfiihren : 

Im Falle, d ~ s s  pl und Q, reell sind, soll p, den grosseren absoluten 
Werth besitzen; falls Q, und gs conjugirt imaginiir sind, soll dcr reelle und 
imaginare Theil von g, gleiches Vorzeichen haben. Es  ist dann,  wenn man 
die Quadratwurzeln immnr positiv oder positiv imaginar nnnimmt: 

Q Y. 
Allgemeine Discussion der ersten Integrale ,  

Für  die phyàikalische Ueutung der Formeln komrnen nur positive r in 
netracht, da man bei absoluter Dcutung negativcr r jedesmal einen andern 
physikalischen Fall, statt  Anziehung Abstossiing und umgekehrt erhalten 
wtirde. 

Icli werde zunachst ganz allgemein das Verhalten der Bewegung für 
r = Q, oder pz, für Q,, O, oo untersuchen, vorausgesetzt, dass die Bewegung 
einen dieser Punkte wirklich erreicht. 

Wird r =  q,  oder = Q,, so wird r'= 0. Würdc r den Wcrth Q, oder 
g, liberschreiten, so würde der Radicand in r', wenn er erst positiv war, 
negativ, r' also irnaginar werden. Bei der wirklichen Bewegung muss folg- 
lich r umkehren, sobald es a n  Q, oder p, gelangt, und zwar derar t ,  da& 
r' durch Null hindurchgehend sein Zejchen wechselt. Da für r=  Q, oder Q, 

g>' endlich und im Allgemeinen von Null verschieden is t ,  so bertihrt die 
Rahncurve die Krcisc pl und e,, falls sie dieselben tiberhaupt erreicht. Die 
Bahn besitzt dort ein Perihel. 

Auch an dern Kreise r = p, muss r umkehren; doch ist hier r'= m, 

9' endlich; also muss der Punkt ,  wenn e r  den Kreis r =p3  erreicht, auf 
ilin mit unendlicher Geschwindigkeit auf-  und von ihm zurückprallen. Die 
Bahncurve besitzt dort eine auf dem Kreive r = p3 senkrecht stehende Spitze. 

Errcicht die Beivegung den Nullpunkt, so wird daselbvt sowohl r', als 
auch tp' unendlich. Die Bahn umkreist den Nullpunkt unendlich oft spiral- 
formig und zwar schneidet sie die Radii vectores um so mehr rechtwinklig, 
je niiher sie dem Centrurn kommt. Die Gesammtgeschwindigkeit wird fur  

1 
r = 0 unendlich wie - -  

r 
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12 Beweguug eines materielien mit Elektricitit geladeneu Theilchens etc. 

Erstreckt sich die Bewcgung ins Unendlicho, so komnit der Piinkt 
daselbst mit der Grenzgeschwindigkeit 

v = c /,yx 
an. 

D a  tp'= 0 wird, so wird die Bewegung iinmer mehr radial gerichtet. 
Der Grenzwerth der Subtangente wird 

Die Curve besitzt also, wenn sie sich ins Unendliche erstreckt, itnmer eine 
im Endlichen gelegene Asymptote, fallv niüht pl =cc ist. 

Ferner interessiren uns noch die Inflexionspunkte der Bahn,  welche 
physikalisch dadurch charakterisirt sind, dass in  ihnen die Kraft ver- 
schwindet. Derngemass ist  in  ihnen : 

/'-7(P'2=01 r ' 2 - 2 1 / ' = c 2  

oder, indern man r" eliminirt : 
/s ,7'2 = c2. 

Setzt man die Werthe von r' und rp' nus 3) und 4) ein, 50 ergiebt sich für 
die Radii vectores der Wendepunkte die Gleichung: 

! f ( , . )  = rJ - 3,. . -2" + %'@?$ - = 0 .  
Q ~ + B Z - Q ~  P I + P S - ~ ~  

Um die reellen Wurzeln dieser Gleichung abzusondern, stelle ich nacb dem 
Sturm'schen  Verfahren die Reihe folgender vier Functionen anf: 

Q1 ?9 P3 , f (4 2 f l k )  = r2 - -- 
7) 

el  + ez  - p3 
Q I Q ~ @ ~ ( ~ - - ,  Q3 ( P I  - (PZ* 

f 2 ( r ) =  & + p z - p ,  
f, (TI = - 

Q I  + @ e  Qs 
Die Anzahl der awischen zwei Grenzcn or und ,8 enthaltenen reellen Wnr- 
zeln ist, dann, gleich der Anzahl der Zeichenwechsel, welche in der Reihe 
f j  f , ,  f,, f, beim Fortschritt von ci bis verloren gehen. 

0 4. 
Einthei lung der  moglichen Bewegungsvorgange. 

Die irn vorigen Paragraphen ausgesproühenen allgemeinen Satze sind, 
soweit sie sich auf die Bahncurve beziehen, nattirlich nur  so lange giltig, 
als man tiberhaiipt eine Bewegung in zwei Dimensionen vor sich hat ,  d. h. 
so lange p ,  und damit k ,  von Nul1 verschieden ist. Der Fa11 g ,  = O  erfor- 
dert Iiberhaupt eine besondere Behandlung. 

Ich will dtiher bei der speciellen Untersuchung erst untcr A. den all- 
gerneinen Fa11 p ,  2 O bchandeln, d a m  bcsonders unter B .  den Fa11 g, = 0. 

Berücksichtigt man,  dass in den Formeln 4) und 5)  r' und rp' reell 
sein müssen und dass r nur positive Werthe annehmen darf,  so findet man 
folgende Eintheilung der physikalisch moglichen Bewegungsvorgange: 
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A. Q, O. Bewegung in zwei 1)irnensionen. 

1. p, <o. L a d u n g e n  d e r  P u n k t e  u n g l e i c h n a m i g .  

II. e 3 > 0 .  L a d u n g e n  d e r  P u n k t e  g l e i c h n a m i g .  
1 

1) O > Q ~ ~ ~ ~ ~ - - W  oder O > ~ - P ~ +  s(pz-I- q 2 ) > - r n 7  
1 

2) @ , = - u - b i ,  p z = - u + b i  oder O > - - > l - p " ~ ( p ~ + y ~ ) ~  
4s qz 

B. QZ = O. Bewegung in einer Diuiension. 

1. g, < 0. L a d u q g e n  d e r  P u n k t e  u n g l e i c h n a m i g .  

1) + a> el > 0 oder 1 -pz + spe > 0, 
2) O > q , ) - c c  oder 021-p4+spB.  - 

II. g, >O. L a d u n g c n  d e r  P u n k t e  g l e i c h n a m i g .  

1) O > g , 7 - m  oder 0 2 1 - p 2 + s p 2 ,  
2) + m > p l > O  oder 1-pa+sp8>0,  

a)  @3>611 
b) Q I > P , ~  
c) P l=@, .  

5 5. 
A. Bewegung in zwei Dimensionen. 

p2 2 0. (Figurentafel 1.) 

1. e, <O: L a d u n g e n  d e r  P u u k t e  u n g l e i c h n a m i g .  

r' ist nur dann reell, wenn r sich zwischen pl und p, befindet. Die Bahn- 

c u v e  wird demnach dor vorangeschickten allgemeinen Discussion zufolge 
die beiden Grenzkreise = g ,  und r = g, abwechselnd bertihren. 
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Die Zeichenfolge in der Functionsreihe 7) ist sowohl für r = g,, wie 
Püi r  = p, : + + - +. Die Bahn besitzt also keinc Inflexionspunkte und 
ist mithin iibcrall concav gegen das Centrurn (Fig. 2). 

Die Zeit, welche zwischen der Berührung des innern und der nkhsten 
des aussern Grenzkreises vergeht, ist endlich und durch das Integral gegeben: 

Der Winkel, den 
helien miteinander 

die Radii vectores nach znei aufeinanderfolgendeii Peri- 
bilden, ist 

41 

r - e s  

Irn Grenzfall g, = p, = p oder 1 -ye + s ( p 2  + 9') = 

Bewegung in eine Kreisbeweguiig über (h'ig. !). Danu ist 

Damit r' reell sei, muss r >  g, sein; die Bewegung bleibt stets ausser- 
hall> des Kre i se~  mit dem Radius p,, denselben einmal berührend, indem 
sich die Rahncurve symmetrisch zum Berührungspunkte beiderseits ins Un- 
endliche erstreckt, und zwar mit je einer Asymptote, deren kürzester Ab- 

stand vorn Nullpunkte = f ( -  al) e. id ((Fig. 3 u. 4). 

Der Winkel,  deu eine dieser beiden Asymptoten mit dem nach dem 
Bcrhhrungspunkte geaogeneu Radius vector bildet, ist durch das Integral 
gegeben : 

m -- 

el  
Ii'ür dieses Integral Icniin mari leicht eine untere Grenze angeben: 
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Qa 

Es ist aber - pl 2 , also @ > :TC. D. h. : der Punkt wird im Ganzen 
n a c  h d e m  C e n  t r u  m h i n  von seiner geradlinigen Bahn abgelenkt, 80 dass 
die Kraft mehr anziehend als abstossend wirkt. 

Ob aber die Curve überall gegen das Centrum concav ist oder ob sie 
Wendepunkte besitzt, ist noch besonders zu untersuchen. 

Die Curve ist gegen das Centrum convex oder concav, je nachdem an 
der betreffenden Stelle die Kraft eine Abstosvnng oder eine Anziehung ist. 

In  der Nghe des Perihqls ist r'= O, r " )  O, also 

die Kraft folglich eine Anaiehung, die Ciirve concav gegen das C'entrum. 
I m  Unciidlichfernen ist 

r'2 = ~2 . 2 , O, 
81 4- Q2 

die Kraft, folglich Anziehung oder Abstossung, je nachdem (-8,) kleiner 
oder grosser als - ( p l +  Q,) is t ,  und ebenso die Curve gegen das Centrum 
concav oder convex. I m  ersteu Falle rnuss die Curve zwischen r = pz und 
r =cc zu jeder Seite des Perihels eine gerade, im zweiten Falle eine un- 
gerade Anzahl von Wendcpiinkten haben. Man kann aber leicht dureh 
Uutcrsuchung der Functionen 7)  sehen, dass im ganzen Intervall Y = 0 bis 

r = m ini ersten Palle kein, i m  zweiten nnr ein Wendepunkt auf jeder 
Seite des Perihels liegen kann. 

Die Curve ist also, wenn (- Q,) <- (Q, + Q * )  k t ,  von der in  Pig. 3 
dargestellten Art ,  wenn dagegen (- Q,) > - ( Q ,  + Q,) ist, von der Gestalt 
der Fig. 4. Den Uebergang zwischen beidcn FSlleu bildet (- p,) = - (Q, + Q,) : 
dann liegen die Inflexionspunkte nnendlich Eern und die Asymptoten sind 
selbst Wendetangenten. 

Ein Grenzfall von 2) ist: 
p l = - c c  oder 1 - p 2 + s ( p 2 + q 2 ) = 0 .  

In  diesem Falle rücken die Asymptoten der Fig. 3 ins Unendliche; sonst 
bleibt die Figur  dieseltie. Man kann sich die Curve auch aus Fig. 2 ent- 
standen denken, indem der aussere Kreis r = Q ,  unendlich gross wird. 

Kan sieht, wie man durch allmalige Aenderung von g, alle in den 
Figuren 1 -- 4 dargestelltcn Bewegungsartcn erbalten kann , und wie diese 
ineinander iibergehcn. Ich will Q, und Q, festhalten, Q, dagegen von q ,  
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16 Bewegung eines materiellen mit Elektricitat geladenen Theilchens etc. 

bis + a;i, dann von - bis - e, wachsen lassen. Es folgen dann die ein- 
zelnen Bewegungsarten nach folgendem Schema aufeinander : 

Q, = p2 . . . . . . Fig. 1, 
+ m > e 1 > e 2  . . . 2, L 

p, = + cn . . . . . 3 mit unendlich fernen Asymptoten, 

Q y - ~ p > ? , > - ~ .  . n 3, 
g, = e, - Q, . . . . , 3 mit Wendepunkttin im Unendlichen, 

, - B ~ > P , > Q , - Q ~ .  - n 4- 
Endlich kann man noch als einen Grenzfall von 1 den Fa11 ansehen, dass 

P3 = O, 
also einer der Punkte nicht elektrisch geladen ist. 

Falls hier Uberhaupt eine Bewegung vorliegen soll, muss 4ann ziigleich 

sein, 
-- " aber einen bestimmten, von O verschiedenen Werth haben, 
Ql + e 2  
a 

etwa -. Dann lauten die Bewegungsgleichungen 
C 

Das Integral dieser letzteren Differentialgleichung lautet,  wenn man ftir 
r = Q, cp = O setzt: 

T . C O S < p  = Q 2 ,  

welches die Gleichung einer Geraden mit  der Entfernung Q, vom Centrum 
ist. Die Geschwindigkeit ist tiberall constant, nlmlich 

v = La. 
Man kann die Bewegung (Kg. 5) als Grenzfall von Fig. 3 oder von 

Fig. 4 auffassen, iudem der Asymptotcnwinkel den kleinstmoglichen Werth n 
annimmt und die Curve mit den Asymptoten zusamrnenfiillt. 

II. p y >  O. L a d u n g e n  d e r  P u n k t e  g l e i c h n a m i g .  

Die Bahn windet sich unendlich oft spiralftrmig um das Centruui 
herum und steht mit einer Spitze senkrecht auf dcm Krcise r = g, auf, so 
dass eine Bahncurve entsteht, wie sie sich in dem innern Kreise der Fig. 9 
befindet, doch ohne den andern ausserhalb pl in  derselben Pigur dar- 
gestellten Ast. 

Die Grenzfdlle Q, = pz und el  = - a iindern den Charakter dieser Be- 
wegung nicht. 
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Von E. RITTER. 17 
- - _--. -- ,-_- ___I_,_-~~.-------~------. 

1 
2) ?,=-a-bi, p z =  - a + b i  odcr 0)--->l-p"s(p2+yS);  

4sq2  

Die Bewegung ha t  wieder dieselbe Form wie in  II l), so dass man 
II 1)  und 112) pbysikalisch in eine Kategorie zusammenfassen kann,  cha- 
rakterisirt durch die Bedinguug : 

O _> - l - p " ~ ( p " $ ~ ) .  

In beiden Fallen 1) und 2) ist die Zeit,  in  welcher der Punkt von 
r = O bis r = Q ,  gelangt, endlich, namlich: 

Es existiren zwei Grenzkreise, r = gl und r = Q,. Reell ist die Be- 
wcgung n u ï  innerhalb des innern und ausserhalb des Sussern der beiden 
Kreise. Man erhalt so jedesmal zwei Ciirvenzweige, dio zwar analytisch 
xusammengeh6ren, physikalisch jedoch zwei verschiedene Bedingungen dar- 
stellen, die nur  im Falle c ) ,  in  welchem die beiden Grenzkreise zusarnmen- 
fdlen, in Zusairimenharig treten. I n  den Figuren habe ich immer beide 
Zweige zugleich gezeichnet, um so den Znsammenhang der Figuren unter- 
cinander besser hervoïtreten zu lassen. 

Derjenige Curvenzweig, dessen Gebiet durch den Kreis r = e, begrenzt 
ist, berührt diesen Grenzkreis, der andere steht mit einer Spitze senkrecht 
auf dem Grenzkreise r = e, auf. 

a )  g3> PI P i g .  6). 
Die Bahncurve besteht aus einem innern Curvenzweige, der sich un- 

endlich oft um das Centrurn herumschlingt und den Kreis r = el von innen 
berührt ( a ) ,  und einem Zussern Zweige, der mit zwei Asymptoten ins Uri- 
endliche rcichend, mit einer Spitze auf dem Kreiso r = e, aufsteht @). 
meder der innere, noch der aussere Curvenast besitzt Wendepunkte, da, 
weder irn innern, noch im aussern Intervall die Reihe der Punctionen 7) 
Zeichenwechsel verliert. Beide Aeste sind gegen das Centrum tilierall concav, 
bei beiden Bewegungen liegt also durchweg Anziehung vor. 

Zeitsclirift f, Msthemstik u. Physik XXXVII, 1 .  2 
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Die Zeit, welche zur Durchlaufung der inneren Bahn von r  = O bis 
r = p, gebraucht wird, ist endlich: 

Q I  

'= ' / ~ ~ ~ @ 4 ~ ~ ~ ~ /  " r - d  . 
c ir- e,)(r-  PB) 

O 

Der Winkel zwischen den Asymptoten des iiusseren Astes und dem 
Radius vector nach der Spitze ist:  

b) pi > p3 (Fig. 8 u. 9). 

Auch hier besteht die Bahncurve aus zwei getrennten Aesteii, von deneu 
jedoch der innere eine Spitze bcsitzt, der iiusscre den Grcnzkreis berührt. 

Der innere Curvenast (a) besitzt s t e h  zu jeder Seite der Spitze je einen 
Inflexionapunkt, der aussere ( F )  nur dann auf jeder Seite des Perihels je 

einen Inflexionspunkt, wenn p, +pz > p3, wie man ebenso wie im Falle 1 2 )  
schliesst. Die Wendepunkte rticken ins Unendliche, wenu p, + e ,  = e3 wird, 

und verschwinden für  p ,  f e, < 
P u r  die Bewegung im innern Kreise ist: 

Der halbe A~ymptotenwinkel der Zusseren Curve ist:  

QI 

Uieser Winkel ist, wie leicht nachzuweisen, stets <&z. Der Punkt ist 

also, entgegengesetzt wie im Palle 1 2) (Fig. 3), v o  ln C e n t  r u m  w e g  von 
der geradlinigen Bahn abgelenkt, so dass hier die Abstossung vorherrscht. 

Die Bewegung findet statt  in einer Spira!e zwischen r = O und r = a?, 

welche eine Asymptote beuitzt; die Kreise r =  pl und r = g, haben beim 
Zusammenrücken ihre Singularitit  fiir die Bewegung eingebüsst. 

Den Zusammenhang der verschiedenen unter II betrachteten Bewegungs- 
arten untereinander sieht man am deutlichsten, wenn man bei festgehd- 
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$enem pz und g3 (ich w5hle - Q, < 63) pl V O ~  - g2 bis 4 - 0 0 ,  dann von 
-a bis Q~ aachsen lasst und endlich g, und pz cornplex von der Forrn 
- a - b i und -a + b i  werden ltisst. 

So lange g ,  Ce3 is t ,  hat  man Fig. 6, und zwar wird Lei Anntiherung 

von Q, an Q, die Krilmmung der inneren Curve in der Niihe des Perihels 
immer scharfer und die Spitze der tiusseren Curve immer kürzer, bis für 
Q, = p, beide Curven mit je einer Ecke zusammenstossen; in  diesem Augen- 
blicke geht fiir die physikalische Bewegung die eine (punktirte) Halfte jedes 
Curvenastes verloren, und die iibrig bleihenden Halften der aussern und der 
innern Curve treten in pliysikalischen ZusaÜmenhang, so dass die aus- 
gezogene Curve der Fig. 7 entsteht. 

Rtickt nun p, über p3 hinaus, so trennt sich der Doppelpunkt der 
Fig. 7 wieder, doch jetzt sol  dass der iunere Cui;venzweig eine Spitze be- 
sitzt, der aussere ein Perihel mit je einem Wendepunkte zu beiden Seiten 
des Perihels, zunachst in unmittelbarer Niitie desselben, die aber nun immer 
weiter nach dem Unendlichen hin rncken, wahrend zugleich die an der 
innern Curve in  unmittelbarer N ~ h o  der Spitze auftauchenden Wcndepunkte 
weiter nach innen rücken. E s  entsteht so Fig. 8. Nunmehr audert sich 
der iunere Curvenast nicht mehr wesentlich. Im lussern Aste dagegen 
rücken fïir el  = g, - g ,  die Wendepunkte ins Unendliche und verschwinden 
fur g, > e 9 - q P  vollstiindig, so dass dann Fig. 9 vorliegt. Wachst nun e, 
weiter, so entfernt sich der ganze aussere Curvenast mehr und mehr und 
verschwindet für g, =m ganz, um für  die nun folgenden g, nicht wiedsr 
zu erscheinen. E s  liegt dann die unter II 1) und II 2) beschriebene Be- 
wegungsart vor. 

Die Figuren (die übrigens nur schematische Bedeutung haben) ent- 
eprechen mithin folgender Reihe von Bedingungen: 

pY> el . . . . . .  Fig. 6, 
pl = es . . . . . .  Fig. 7, 
e s - a z > e , > e 3  - - F i g . 8 ,  
pi = Q, - pz . . . .  Fig. 9 mit Wendepunkten im Unendlichen, 
+ 00 > e, > es - e4 . W. Y, 
e 2 > e 1 > - 0 0  

. . innerer Ast von Fig. S. e l )  comp~ex 
ez 

Ich will zum Schlusse der Untersuchung der Bewegung in zwei Dimen- 
sionen noch bernerken, dass in den F&llen, wo der bewegte Poiikt 'das 
Centrum erreicht, unsere ersten Integrale uns nur  ilber den Verlauf der 
Bewegung bis zum Centrum Aufechluss geben, und dass wir da8 weitere 
Berhalten der Bewegung erst durch Ausfilhrung der zweiten Integration 
erkennen werden. Ich werde das Nothige davon spater nachtragen. 
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§ 6- 
B. Bewegung in e iner  Dimension. (Figurentafel II.) 

ge = 0, 

r -  e 3  

Kommt der bewegte Punkt an die Stelle r =  p,, so wird seine Ge- 
schwindigkeit allmiilig O und die Beweg~ing kehrt um. Kommt der Punkt 
an die Stelle r = e,, so wird seine Geschwindigkeit CO, um dann plotz- 
lich das Zeichen zu wechseln. Der  Punkt  prallt mit unendlicher ~ e k h w i i i -  
digkeit auf und wieder zurück. Erstreckl sich die Bewegung ins Unend- 

liche, so hat  der Punkt dort die Geschwindigkeit c @ -  Erreicht die JPl 
Bewegung den Nullpunkt, so iiberschreitet der bewegte Punkt  denselben 
mit der Geschwindigkeit c. 

Da T wesentlich positiv ist ,  so stimmt r immer mit  dem a b s  o l u t e n  
Werthe der Abscisse überein. Beim Durchgang durch den Niillpunlit 
wechselt also r das Zeichen nicht, wohl aber r', inrlem die Gescbwindigkeit 
selbst ihre Richtung nicht wechselt. Kach dem Durchgange durch den Null- 
punkt sind die Krafte, also auch die Bewegung symmetrisch zu den Krafteu 
und der Bewegung vor Erreichung des Nullpunktes, wahrend in den ana- 
lytischen Pormeln, sofern man in ihnen r einfach als Abscisse deutet, diese 
Symmetrie nicht stattfindet. Deswegen darf man die analytischen Pormelii, 
auch wenn der Punkt  das Centrum überschreiten kann, nur für r > O 
beiiutzen. 

Ich untersuche jetzt die eiuzelnen Bewegungsvorgange. 

1. L a d u n g e n  d e r  P u n k t e  u n g l e i c h n a m i g .  (Fig. 1.)  

e3 <O- 

1) + c n > ~ , > O  oder l - p 2 + s p 2 > 0  (Fig. l a ) ;  

r liegt zwischen O und Q,, woselbst r'= O wird. Der Punkt  vollführt 
Schwingungen zwischen den Abscissen - p, und f g,, indem er den Nnll- 
punkt jedesmal mit der Geschwindigkeit + c iiberschreitet und a n  den Stellen 
+ p, allmalig zum Stillstand komint und umkehrt. (Fig. 1 a.) - 

Die Dauer einer Viertelschwingung (von r = O bis r = Q , )  betragt: 
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r 'wird nirgends O oder CU. Der Punkt bewegt sich von - cn mit der 

Geschwindigkeit c 3 beginnend, übcrschreitet mit der Geschwindigkeit c Ji 
das Centrum und gelangt mit der Geschwindigkeit c Ph nach + m. 

Der Gïenzfall Q, = - m (Fig. 1 b) unterscheidet sich vom allgemeinen 
nur dadurch, dass die Geschwindigkeit im Unendlichen = O  wird. 

Ein specieller Fa11 der geschilderten Bewegungsart ergiebt sich, wenn 
pl = p3 wird [Pig. 1  d). Dann bewegt sich der Punkt  mit der gleiehfor 
migen Geschwindigkeit c ,  gerade als ob die Punkte nicht aufeinander ein- 
wirkten. Dieser Fa11 kann auch als Grenefall anderer Bewegungsformen 
auftreten. E r  entspricht der Bezichung 

1 - p e + s p 2 = s  
oder 

1 - p 2 = 0 ,  da  hier s < l  is t ,  

21=+1, 
d. h. er tritt  ein, sobald irgend einmal (ausser für r = O) r'= + c ist. 

Zur Erklarung der Figuren der Tafel II diene Folgendes: 
Ueber jeder Abscisse ist  der zugehorige a b  s o l u t  e W e r t h  der Ge- 

schwindigkeit als Ordinate aufgetragen; zugleich sind dio Curven, die sich 
jns Unendliche erstrecken , verkürzt gezeichnet , das Unendlicho ins Endliche 
gerückt, so dass man sich den punktirten Theil der Curven als unendlich 
lang zu denken hat. 

Die einzelnen unter 1 gefundenen, in Fig. 1  zusammengestellten Be- 
wegungstypen erhfilt man der Reihe nach, wenn man bei festgehaltenem Q ,  

g, von O bis + m ,  dann von - CU bis O wachsen lssst, in folgender Auf- 
einanderfolge : 

+m> . Fig. l a ,  
vl=+m. . . n l b ,  

Q ~ > Q ~ > - c u .  n l c ,  
' ' . . n I d ,  

. . n 10 .  

II. L a d u n g e n  d e r  P u n k t e  g l e i c h n a m i g .  (Fig. 2 LI. 3.) 
an > 0. 

Der Punkt  scliwingt zwischen - p3 und + es, indem er an den Grenzen 
m i t  unendlichcr G e s ~ h w i n d i ~ k c i t  ankommt und zurlickprallt, und sein Mini- 
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mum der Geschwindigkeit, & c ,  bei Ueberschreitung des Centrums besitzt 
(Fig. 3 innerer Thcil) 

Die Dauer einer Viertelschwingung betragt 

Die Bewegung ist nur reell ausserhalb der Streckc gipa. Sie besteht 
ails zwei getrenntcn Bewegungsarten, die nur im Falle pl= e, l~hysikalisch 
zusammenhiingend werden (ebenso wie für pz 3 0). 

a) Q,> pl oder 1 -pz  ~ ( 1 - - p z )  (Fig.  2). 
Die eine Bewegiing a) besteht aus Schwingungen zwischcn - p, iind 

+ g,, die andere ( p )  aus einer Bewegung von +a? nach es, Umkehr da- 
selbst und Mückkehr nach + m. 

Die Dauer einer Viertelschwingung der Bewegung (a) betragt: 

b) p i > p 3  oder 1-p"s(1-pz) (Fig. 3). 
Die Bewegung (a) besteht aus Schwingungen zwischen - g,, und + p3 

mit Reflexion an den Grenzen, die andere ( P )  aus einer Bewegung von +CC 

nach Q,, Umkehr, danu Rtickkehr nttch +m. 

C> pl = ps oder p = + 1 (Pig. 1 d). 

Der Punkt bewegt sich mit der constanten Geschwindigkeit c ,  als ob 
dss Centrum gar  nicht auf ihn einwirkte. 

Die Fig. I d  kann man sich als GrendaIl von Fig. Y oder Fig. 3 denken, 
indem man sich vorstellt, dass beim Zilsarnmenrüeken von gl und g, sowohl 
die innere, wie die aussere Curve immer mehr an die Gerade r'= c sich 
anschmiegen, und das Aufsteigen der einen, wie das Abfallen der andern 
Çurve erst i n  immer grosserer Nahe der Grenze merkbar wird,, Es  würde 
also z u  der Geradcn r'= c analytisch noch die senkrechte Gerade r = g, = Q ,  

hinzugehoren. 
Lasst man p, von 0 bis + cc, dann von - ao bis 0 wachsen, so folgen 

die Uewegungen in folgender Weise anfeinander: 
g 3 > g , > 0  . . Fig.2, 
gi = . . . . ,, I d ,  

+ cc> Pi > g y  . ir 3, 
0 > pl > - oc, . 3 innerer Theil allein. 
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cj 7. 
Einige Bemerkungen über  d ie  Ausführung der  zweiten Integrat ion.  

Was die Ausführurig der zweiten Integration betrifft, so ist  es zwar 
nicht moglich, r und cp direct als explicite Functionen von t darzustellen; 
wohl aber gelingt es mit Hilfe der elliptischen Functioncn, r, cp, t als Func- 
tionen einer vierten Variablen zc darzustellen, die mit t monoton wachst. 
In  Specialfdlen degeneriren die elliptischen Functionen in trigonoinetrische 
und Exponentialfunctionen. Ich verzichte hier auf die Aiisführung der 
zweiten Integration, da  sie nicht zu neuen physikalisch interessanten Re- 
sultatcn führen würde, ausser einem einzigen, welches ich ohne Beweis hier 
wiedorgeben will. 

In  den Pallen, wo eine Beweguug auftritt zwischen dem Centrum und 
eiuem Grenzkreise, also in  den Fiillen II 1), 2), 3 a ) ,  3 b ) ,  gaben uns die 
ersten Integrale nur Aufschluss über die Bewegung bis zum Nullpunkte. 

Anülytisch setzen sich die Curven aber wciter fort,  und zwar so, d m  
sich der in der Zeit von - T bis + T durchlaufene Curvenzug in der Zeit 
von T bis 3 T wiederholt , aher gegen den ersten, in den Figuren gezeichne- 
ten Curvenzug um einen bestimmten Winkel 2 @  gedreht, der sich durch 
ein vollstiindiges elliptisches Integral zweiter Gattung bestimrnt. 

Im Falle der Fig. 7 endlich setzt sich die Bahncurve, welche die 
Gleichiing hat 

ebenfalls über den Nullpunkt for t ,  und zwar in einer Spirale, welche mit 
der punktirten Spirale congruent is t ,  aher nicht mit ihr zusammenfillt, 
sondern gegen djeselbe urn einen Winkel gedreht is t ,  derart,  dass der halbe 
Winkel zwischen den beiden Asymptoten der nunmehr vervollstandigten 
Curve den Werth hat: 

9 8. 
Verg leich mit  Lolling. Schlussbemerkungen. 

Zum Schlusse komnie ich, wie ich in der Einleitung versprochen habe, 
nochmals aiif die Abhandlung von Herrn L o l l i n g  zurück, iim ihre Mangel 
kurz zu beleucliteii. 

Erstens ist die L o l l i  n g'sche Arbeit unvollstSndig. Denn alle die- 
jenigen Bewegungen , die kein Perihel haben, kommen bei L o l l i n g  nur 
als Zweige mit negativen r (die ich gar nicht berücksichtigt habe, und die 
tibrigens nur einer Zeichenanderung der Kraft entspreclien), ohne physika- 
lische Bedeiitung, als ,,geometrische BewegnngenU, wie er sie nennt, vor. 
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Der Grund davon ist der ,  dass er zum Zweck der Constantenbestimmung 
vorausset.zt, das bewegte Theilchen habe zu einer bestimmten Anfangszeit 
nur cine Geschwindigkeit cu senkrccht zum Radiusvector r.  Es  ist aber von 
vornherein gar nicht ersichtlich, ob es überhaupt jemals einen solchen Zeit- 
punkt geben kann, in dem r'=O ist. Wollte Lolling als Grund der Un- 
moglichkeit der anderen Bewegungen anftihren, dass dann r' an einer Stelle 
ao werden würde, so würde dasselbe von der Bewegung im innern Kreise 
von Fig. 6 gelten, die Lolling doch nicht als unmtiglich bezeichnet. Oder 
sollte etwa Lolling die Weber'sche Besclirankung der Grosse von 76, adop- 
t i r t  haben? Davon sagt er gar  nichts, und dann wiire es doch immer ein 
Fortschritt meinerueits , diese Beschrankung , deren Rerechtigung fraglicli 
is t ,  fallen gelassen zu habcn, schon um des analytischen Interesses der 
Resultate willen. 

Zweitens geht Lolling auf die verschiedenen Grenzfiille gar  nicht ein, 
und so kommt es, dass er iiber den Ziisammenhang der Curven unter 
einander, insbesondere auch über den Fa11 der Fig. 7 ganz irrige Vor- 
stellungen hat. E r  meint,  d ~ s s  dann die Bahncurve aus ewei geraden 
Linien bestehe, die sich bei r = p, unter einem bestimmten Winkel an- 
einandersetzen (pag. 329 bei Lollingj. Ausser diesem directen Fehler kt  
mir tibrigens noch ein klciner Irrthum Lolling's aufgefallen, niiuilich, dass 
er den Radiusvector für r = m  direct 81s Asymptote der Rahncurve an- 
sieht, wahrend doch die letztere die stets von 0 verschiedene Entferniing 
-- - 

f - p, g, vom O -Funkt  besitzt. 
Drittens ist es doch wtinschenswerth, des, was mit einfacheren Mitteln 

besser geleistet werden kann, auch mit diesen Mitteln zu leisten. Statt so 
die qualitative Untersuchung der Bewegung direct a n  die Ausdrücke für 
die Geschmindigl~eitsconiponenten zu knüpfen, wie ich es gethan habe, 
ftihrt Lolling sofort die elliptischen Functionen ein und führt die zmcite 
Integration aus. Urn nachher die Curven zu  untersuchen, was nur sehr 
dürftig geschieht, muss Lolling erst wieder differentiiren, was doch sicher 
ein Umweg ist. 

Aus allen diesen Gründen bitte ich meine Arbei t ,  eine ersch6pfende 
q u a l i t a t i v e  Untersuchimg aller vorkommenden Rewcgungsformen, als 
eine Ergznzung zu derjenigen von Lolling zu betrachten. 
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Einige Satze über regulare Polygone. 

Von 

BENEDIKT SPOBER. 

Es ist folgender Satz allgemein bekannt: 

I I a t  i r g e n d  e i u e  C u r v e  nt"" G r a d e s  m e h r e r e  S y m m e t r i e -  
a c h s e n ,  e t w s  1 ,  d. h. s i n d  i n  d e r  E b e n e  d e r s e l b e n  1 s o l c h e  
g c r a d e  L i n i e n  g e l e g e n ,  d i e  s i e  i n  z w e i  s y m m e t r i s c h e  H a l f t e n  
z e r l e g e n ,  s o  g e h e n  d i e s e  2 S y m m e t r i e a c h s e n  a l l e  d u r c h  e i n e n  
u n d  d e n s e l b e n  P u n k t  O. 

Es  ist weiter in dem Begriffe Eymmetrieachse selhst enthalten, dags 
alle übrigen Syrnmetrieachsen mit einer beliebigen paarweise irn Punkte O 
gleiche Winkel bilden. Eine Ausnahme hiervon macht nur eine zu der be- 
liebig gewahlten etwa senkreüht stehende Symmetrieachse. Wenden wir 
diese Betrachtung auf jede cinzelne der Symmetrieachsen a n ,  so folgt 
ferner der Satx: 

D i e  S y m m e t r i e a c h s e n  t h e i l e n  d e n  V o l l w i n k e l  v o n  360' i n  
g l e i c h e  W i n k e l ,  d. h. i r g e n d  z w e i  a u f  e i n a n d e r  f o l g e n d e  d e r -  

180° 
s e l b e n  b i l d e n  e i n e n  W i n k e l = -  

1 - 
Beschreiben wir weiter um O duroh einen beliebigen Ciirvenpunkt einen 

Kreis, so sind durch die 1 Symmetrieachsen auf dem Kreise und der Curve 
21 gemeinsame Punkte derart bestimmt, dass die Symmetrieachsen auf je 
1 Seiten und Diagonalen des durch die 21 Punkte bestimmten Vielecks 
senkrecht stehen. Jeder Kreis um 1 durch einen beliebigen Pnnkt der 
Curve hat  also mindestens 2 1 Punkte mit der Curve gemein. Wir  schliessen 
daraus : 

H a t  i r g e n d  e i n e  a l g e b r a i s c h e  C u r v e  f i ten G r a d e s  m e h r  a l s  
n S y r n m e t r i e a c h s e n ,  s o  m u s s  s i e  n o t h w e n d i g  i n  K r e i s e  z e r -  
f a l l e n ,  d i e  a l l e  d e n  g e m e i n e a m e n  P u n k t  O d e r  S y m m e t r i e -  
l i n i e n  x u m  M i t t e l p u n k t e  h a b e n .  
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Geht also aus der Art  der Entstehung einer algebraischen Curve her- 
vor , dass sie eine bestimmte Anzahl Symmetriearhsen beçitzen muss, die 
grosser ist als ihr Grad,  so knnnen wir von vmnherein bchaupten, dass 
diese Curve aus einem oder mehreren concentrischen Kreisen bestehen wird. 

I I .  
1st 

II = a x + p y  = O 
die Gleichung irgend eiiier Geraden durch den Coordinatenursprung eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems, und ist zudem 

<y2+p2= 1 ,  

so stellt der Werth ux,+py, die Entfernung des Punktes (zl ylj von der 
Geraden L dar. Diese Entfernung kann entweder eiuen positiven oder 
negativen Werth haben, und zwar werden fur  alle Punkte aiif der einen 
Seite der Geraden L die Entfernungen positiv, auE der andern Seite negativ. 
Wir  sind also gewissermassen berechtigt, von einer positiven und einer 
negativen Seite der Geraden L zu reden. 

Sind insbesondere .n Geraden, dcren Gleichungen sind 

. m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  m . . . . . . . . . . . , . .  

fi 2 n  
~ . = ~ ~ i f i ( ~ ~ + ~ ) + y ~ ~ ~ ~ ~  +p)= O 

gegeben, so stellen dieselben durch den Ursprung gehende Geraden dar, 

Fig. 1. 
die den Vollwinkel zusarninen in 2n. 
gleiche Theile serlegen. Durch die 
in den Gleichungen festgestellten Coef- 
ficienten von x und y ist filr u n -  
g e r a d  e n, sudem die durch Fig. 1 
ersiclitliclie Feststellung der positiven 
und negativen Seiten der einzelnen 
Geraden geschehen. Irgend zwei der 
aiifeinanderfolgenden 212 Halbstrahlen 
kehren sich also stets die gleiche Seite 
zu , oder ein Punkt  zwischen 2 solchen 
auf einander folgenden Halbstrahleu 
is t  bei beiden auf der positiven oder 
negativen Seite gelegen. 
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Rilden wir nun irgend eine Function ungeraden Grades 

9 (LI, L,,L,, - . .Ln) = O ,  
die in Bezug auf die Indices 1 bis .n die Eigenschaften Lat ,  dass sie sich 
nicht iindert, a e n n  wir jeden Indices durch dan folgenden ersetzen, also 
etwa anstatt dem Indices 4 den 5, anstatt  5 den 6 u. S. W. schreiben iind 
welche zudem die weiterc Eigcuschaft ha t ,  dass sie auch nnvcranderlich 
bleibt, wenn wir einen der Indices festhalten und die in dein Cyklns von 
ihm gleich weit abstehenden mit einander vertauschen, so k6nncn wir in 
nezug auf diese Function folgende geometrische Betrachtung veranstalten. 

1st P irgend eiu Punkt  des durch die Gleichung 

cp (L,,  Le , .  . .Id,,) = O 
dargestellten Ortes, und ist O BI die Halbirungslinie des Wiukels A, O Ba, 
so wird ein zweiter Punkt  P l :  der xu P so gelegen ist, dass OR, dtas 
Halbirungsloth von Pi', ist ,  auch auf dem Orte gelepen sein, denn die 
Function wird sich nach dem Obigen nicht andern, wenn wir die Ent -  
fernungen des Punktes P von den Geraden L,,L,, . . .Ln durch die Entfer- 
nungen des Punktes Pl von diescn Gcraden ersetzen; es wird dies gleich- 
bedeutend sein mit einer Vertauschung der Indices in  der oben als statt- 
haft angegebenen zweiten Art. 

Da,raiis schliessen wir : 

D i e  G e r a d e  OB, i s t  S y m m e t r i e a c h s e  d e s  O r t e s  ~I(L,,L,,  ... L,)=O. 

Und da diese Eigenschaft auch jeder andern Geraden OB in gleicher 
Art zukommt, die einen Winkel von 2 aufeinander folgenden Geraden OA 
halbirt, so habeu wir : 

D i e  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g  < p = O  d a r g e s t e l l t e  C u r v e  h a t  d i e -  
j e n i g e n  n G e r a d e n ,  w e l c h e  d i e  W i n k e l  z w e i e r  a u f e i n a n d e r -  
f o l g e n d e n  G e r a d e n  08 h a l b i r e n ,  zu S y m m e t r i e a c h s e n .  

1st ferncr die Function rp = O eine homogene in dcn Geraden L, und 
zwar vom Grade p,  80 haben wir fiir gerade p zudem noch, dass auch die 
Geraden OA Symmetrieachsen des Ortes sind. Tri t t  namlich ein Punkt  P 
von dem Winkel A, OB, etwa in den Winkel A, O A ,  iiber, so sind zwar 
die Werthe L,,L,,L3, .. .Ln fiir 2 Punkte P und Pz, von denen 0 A 2  das 
Halbirungsloth d'er Verbindungslinie i s t ,  gleich aber nicht alle von dem- 
selben Vorzeichen; aber diese verschiedenen Vorzeichen treten paarweise 
anf, so dass also der Werth rp(L,,L,, .. .Ln) = O auch fiir den Punkt  P, 
befriedigt ist. Fassen wir diese Resultate zusammen, so  haben wir also: 

1 s t  i r g e n d  e i n e  h o m o g e n e  F u n c t i o n  p t e n  G r a d e s  y(L, ,L, ,  ... Ln) 
= O  g e g e b e n ,  d i e  i n  B e z u g  a u f  d i e  I n d i c e t i  1,2 ... n d i e  o b e n  
a n g e g e b e n e  E i g e n s c h a f t  h a t ,  u n d  i s t  n u n g e r a d e ,  u n d  s t e l l e n  
L,,L ,,... Ln n d u r c h  e i n e n  P u n k t  g e h e n d e  G e r a d e ,  d i e  m i t  
e i n a n d e r  g l e i c h e  W i n k e l  b i l d e n ,  d a r ,  s o - h a t  d i e  d u r c h  < p = O  
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28 Flinige Satze über rcgulbre Polygone. 

d a r g e s t e l l t e  C u r v e  n o d e r  2 m  S y m m e t r i e a c h s e n ,  j e  n a c h d e m  
p u n g e r a d e  o d e r  g e r a d e  i s t .  

Berücksichtigen wir diein 1 erwlhnten Eigenschaften der Symmetrieachsen, 
so folgen daraus für diese Functionen <p =O, wenn wir bedenken, dass fur unge- 
rade p die Gleichung <p = O  mindestens eine reelle Gerade enthalten müsste: 

F ü r  u n g e r a d e p ,  d i e  z u d e m  < a  s i n d ,  v e r s c h w i n d e t  d i e  o b e n  
g e n a n n t e  h o m o g e n e  F u n c t i o n  p(L1,L,,  ... L n ) = O  i d e n t i s c h .  Und: 

F t i r  g e r a d e  p < 2 n  i s t  d i e  F u n c t i o n  cp(L,,L,,L, ...) = O  e i n e  
m i t  e i n e r  C o n s t a n t e n  m u l t i p l i c i r t e  P o t e n z  v o n  (1;"y2). 

F ü r  letztern Fa11 bonnen wir dieses Eesultat auch .so fassen : 
F ü r  g e r a d e  p <  Z n  z e r f s l l t  d e r  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g  

q(L , ,L , ,L ,  ... L n ) = k p  d a r g e s t e l l t e  O r t  i n  K r e i s e ,  d i e  e n t w e d c r  
a l l e  o d e r  b i s  a u f  e i n e n  i m a g i n l i r  w e r d e n .  

III. 

Die in II. entwickelten Satze lassen eine interessante geometrische 
Fassung zu. Besehreiben wir namlich über der Verbindungslinie eines 
Punktes P, der im Falle p ungerade jst, beliebig, im Falle p gerade ist 
auf dem Ortskreise gewahlt ist ,  und dem Coordinatenanfange O einen 
Kreis, der O P  zum Durchmesser hat,  so bestimmen aiif diesem Kreise die 
?z Geraden O A  ein regulares %-Eck,  und die Lothe von P auf die Geraden 
OA sind nichts anderes als die Verbindungsliuien des Punktes 1' mit den 
Ecken dieses regularen n-Eck3. Denken wir uns anstatt dem Punkte P 
die Geraden OA um den Punkt O gedreht, so id weiter k la r ,  dass die 
oben genannten Satze auch für diese Systeme von Geraden gelten, oder 
dass die Fiinction 9 (LI, L,, L,. . . Ln) für einen Punkt  P in Rezug auf jede 
heliehige Lage der n Geraden O A ,  wenn nur letztere gegen einauder ihre 
Winkel beibehalten, ihren festen Werth k belialt. Wir k6nnen uns also 
auch auf dem Kreise über O P  als Durchmesser den Punkt P als fest denken 
und das System der Geraden OA um O drehen. Es wird sich nun das 
regulare Polygon , das diesem Kreise einbeschricben is t ,  so bewegen , dass 
jede Ecke den ganzen Kreis durchlauft, so oft die Geraden 08 eine volle 
Drehung von 360° gemacht haben. Umgekehrt k6nnen wir wieder in 
diesem Kreise die Ecken des reguliiren Polygons festhalten und den Punkt P 
sich bcwcgcn lassen, ohne dass die Function cp = O  ihren Werth iindert. 
Dies vorausgeschickt, gehen unsere Hauptsatze in II. in folgende über : 

1 s t  i r g e n d  e i n e m  K r e i s e  e i n  r e g u l a r e s  P o l y g o n  m i t  u n g e -  
r a d e r  S e i t e n z a h l  rn e i n b e s c h r i e b e n  u n d  n e h m e n  w i r  a u f  dem 
K r e i s e  i r g e n d  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  P a n  u n d  v e r b i n d e n  
d e n s e l b e n  m i t  d e n  E c k e n  d e s  r e g u l a r e n  P o l y g o n s  d u r c h  Ge- 
r a d e  L,,L,,L ,... Ln,  s o  i s t  d e r  W e r t h  j e d e r  h o m o g e n e n  o b i g e n  
F u n c t i o n  cp v o m  G r a d e  p g l e i e h  N u l 1  f ü r  u n g e r a d e  p und 
p<m u n d  g l e i c h  e i n e r  C o n s t a n t e n  f u r  g e r a d e  p<2n.  
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IV. 

Es  dürfte niclit unnütz sein, diese Resultate an einigen Beispielen 
niiher zu erortern. 

a) Das regulare Polygon sei ein Dreieck d l A 2 A 3 .  

Wir erhalten für  p = 1 das bekannte Resultat: 

F ü r  irgend einen Puilkt P des Kreises zwischen A, und A3 is t :  

a) PA1 - PA2 + P A ,  = O. Fi'ür p = 2 : 
f l )  ?Ala + PAZ2 + PA: = 2sa, 
Y) - P A , .  PA, + F A , .  PA, - PA,. PA, = -s2, und für p = 4: 
8) PA14 + P.4: + PA34 = 2s4, 
E )  P A 1 4 .  PAZZ + PA,". PA: + P A I 2 .  Pd: = s4. 

b )  P ü r  das regulb-e Fiinfeck A, A, 4 A4 A5 : 

Setzen wir  p = 1, so ist:  

a) PA,  - E.4, + Pd, - / 'A4  + PA5 = O. 
Setzen wir ebenso p = 3,  so haben wir: 

P )  P A I S  - PA,' + PAZ - PA: + PA: = 0, 
Y) P A 1 .  PA,.  P A ,  - P A , .  PA , .  PA, + Pd, .  P A , .  PA, 
- P A , .  PA, .  P A ,  + PA,.  P d , .  PA, = 0 ,  

d)  PA, . P A , .  PA5 - PA,.  P A 5 .  P.4, + P A , .  P A , .  PA, 
- PA, .  P.4,. PA,  + PA, .  PA,.  PA, = 0. 

Fiir p = 2 :  

E )  PA12 + FA," + PA3" PA: + PA52 = const, 

5 )   PA^. PA, + P A , .  PB, + PA,.  P.4, + PA,. PA5 + PA5. P A ,  = coust 
u. 9. W. 

F ü r  p = 4 ;  z. B.: 

71) p A I 4  + PA: + P A :  + + 1'854 = const. 

Und wenn p = 6 und 8; z. B.: 

8) PAIG + pAZG + PA3G + PA4 + PA: = const , 
L )  PAIR + PA: $ PA38 + Pd48 + PA: = eonst 

U. S. W. 

Alle diese Relationen lassen sich wieder in Satze fassen; so haben wir 
z. B. fiir eine der eiufachsten Relationen folgenden Ausdruck: 

V e r b i n d e t  m a n  i r g e n d  e i n e n  P u n k t  P e i n e s  K r e i s e s  m i t  
d e n  E c k e n  e i n e s  r e g u l a r e n  P o l y g o n s - ,  d a s  d e m  K r e i s e  e i n -  
b e s c h r i e b e n  i s t  u n d  d a s  e i n e  u n g e r a d e  A n z a h l  f i  v o n  E c k e n  
h a t ,  d u r c h  S t r a h l e n  v o n  d e r  L a n g e  q , , q  ,... q , ,  s o  i s t  

qlP - q2P + qgP - q4P + m . .  $4"" =O, 
w e n n  p u n g e r a d e  u n d  <TZ i s t ,  u n d  

q l ~ + q Z "  + q g ~  + . . . + q , ~  = c o n s t ,  w e n n  p g e r a d e  
u n d  < 212 i s  t. 
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Die entwickelten Relationen lassen aber noch eine weitergehende geo- 
melrische Deutung zu. Beschreiben wir niirnlich um den Mittelpunkt des 
reguliiren Polygons einen Kreis, s'o schneidet derselbe jeden der Strahlen 
PA noch in 2 Punkten C und D l  so dass A C =  P D  und P A  = P C -  P D  
ist. Da die durch den Pnnkt  P gehenden Strahlen d m  Vollwinkel von 
360° in 2n gleiche Theile zerlegen, so folgt aus der Relation 

S c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  P e i n e  u n g e r a d e  A n x a h l  
v o n  S t r a h l e n ,  s o  d a s s  j e  z w e i  a u f  e i n a n d e r  f o l g e n d e  S t r a h -  

7c 
l e u  m i t  e i n a n d e r  d e n s e l b e n  W i n k e l  b i l d e n  ( n a m l i c h  = -), so 

IZ 
S i n d  d a d u r c h  212 v o n  P a u s g e h e n d e  H a l b s t r a h l e n  b e s t i m m t ,  
d i e  v o n  i r g e c d  e i n e m  K r e i s e ,  i n  w e l c h e m  P i n n e r h a l b  b e l i e b i g  
g e l e g e n  i s t ,  i n  P u n k t e n  C s o  g e s c h n i t t e n  w e r d e n ,  d a s s  d i e  
S u m m e  d e r  u n g e r a d e n  H a l b s t r a h l e n  P C ,  a l s o  d e s  e r s t e n ,  d r i t -  
t e n ,  f ü n f t e n  u. S. W. g e r a d e  s o  g r o s s  i s t  a l s  d i e  S u m m e  d e r  
g e r a d e  g e z a h l t e n  S t r a h l e n  P C ,  a l s o  d e s  z w e i t e n ,  v i e r t e n ,  s e c h s -  
t e n .  D a b e i  i s t  e s  g l e i c h g i l t i g ,  w e l c h e n  S t r a h l  m a n  a l s  d e n  
e r s t e n  b e t r a c h t e t .  

Soweit ist  der Sata bereits in  Crelle's Journal für reine und ange- 
wandte Matliemat,ik in  Rd. 17. p. 367 von E. F. Auguste ohne Beweis 
gegeben worden. 

Bezeichnen wir weiter die Strecken P C  und BD mit r  und S, so dass 
also 

q = r - s  

is t ,  und bedenken wir ,  dass für den Punkt  P der Werth r s  derselbe ist, 
wir mogen den Strahl durch P ziehen wie mir wollen, indem derselbe 
gleich der Potenx von P in Bezug auf den zweiten beliebigen Kreis ist, 
und dass weiter: 

p ~ = ( r - ~ ) ~ = r P + a ~ r s ( r - s j p - ~ + a ~ r ~ s ~ ( ~ - s ) ~ - ~ +  ...+ sp, 

oder für  ungerade p: 

wobei b = r s ,  a,,  b, ...a, gewisse Constanten sind , so erhalten wir : 
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Da weiter nach dem obigan Satze alle hier auftretenden Summen 

2'qP-2, 2 q p - 2 ,  C y w - * .  , . 2 q  gleich Nul1 werden, eo haben wir ferner 

fiir ungerade p < n. 

Ebenso erhiilt man ftir gerade p :  

und 

B q k 2 ~ P + ~ s ~ + a , b Z q p - ~ + a , b ~ Z q ~ - ~ +  . . . + p .  a,b;. 

Alle bier auftretenden Summen sind hier jedoüh gleich Constanten mit 
Ausmhme von Z r p  und & P l  d. 11. wir erhalten: 

2rP + ZSP = const p gerade wie <Zn .  

Passen wir diese Resultat,e in  Worte, so l m t  sich der von E. F. Auguote 
gegebene Satz wie folgt verallgemeinern': 

S c h n e i d e n  s i c h  in  e i n e m  P u n k t c  i n n e r h a l b  o i n e s  K r e i s e s  
e i n e  u n g e r a d e  A n z a h l  v o n  r. G e r a d e n  i n  d e r  o b e n  a n g e g e b e n e n  
W e i s e ,  s o  i s t  d i e  S u m m e  d e r  p t s n  P o t e n z e n  f ü r  d i e  g e r a d -  
z a h l i g e n  S t r a h l e n  g l e i c h  d e r  S u m m e  d e r  p t e n  P o t e n z e n  f i i r  
d i e  u n g e r a d z a h l i g e n  S t r a h l e n ,  w e n n  p u n g e r a d e  u n d  < m  i s t ,  
u n d  d i e  S u m m e  d e r  p t e n  P o t e n z e n  a l l e r  S t r a h l e n  g l e i c h  e i n e r  
C o u s t a n t e n ,  w e n n  p g e r a d e  u n d  < Zn. i e t .  D i e s e r  l e t z t e r c  
W e r t h  a n d e r t  s i c h  n i c h t ,  w e n n  m a n  d a s  S t r a h l e n s y s t e m  u m  

d e n  P u n k t  P d r e h t ,  i s t  a l s o  n u r  a b h t i n g i g  v o n  d e m  W e r t h e  
d e s  K r e i s h a l b m e s s e r v  u n d  d e r  E n t f e r n u n g  d e s  P u n k t e s  P v o m  
K r e i s m i t t e l p u n k t e .  

Der erstere Theil dieses Satzes ist nach einer Notiz von Brissane, 
Nouvelles annales de m a t h h a t i q u e  Bd. 7 ,  p. 213-214 von Breton im 
Anschluss an obigen Satz i n  Crelle's Journal verallgemeinert wordcn, jedoch 
gab Bréton fiir ungerade p die obere Grenze unrichtiger Weise kleiner als 
2n a n ,  wie sich rechnerisch schon flir den Fa11 p = 3 leicht zeigen l k s t  i 
auch die ftir gerade lz gegebene Verallgerneinerung Brbton's ist niüht voll- 
stBndig richtig. Die Satze selbst sind ohne Beweis von Brissane angefübrt. 

VI. 
Es erübrigt uns nur noch, den Fa11 zu h e r s u c h e n ,  für den der 

Werth von lz gerade k t .  Setzen wir in Eezug auf die n Geraden wieder 
positive und negative Seiten fest ,  wie für den Fa11 des ungeraden n ,  so 
zeigt sich, dass die obige Anordnung von positiven und negativeu Seiten 
in der Rosette nicht mebr moglich ist. Wir  konnen auch hier noch fest- 
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stellen, dass irgend 2 der Gcraden, etwa Al , A, und A,,  A, sich die 
gleichartigen Seiten zi ikeh~en;  es ist alsdann auch noch moglich, auf die 
angedeutete Art eine Symmetrie für die Gerade herzustellen, die den 

Winkel A, 08,  halbirt. Diese Gerade 
bleibt jedoch die einzige Symmetrie- 
achse, d. h. die Funotion wird, falls 
alle Werthe L, in ihr vertreten sind, 
auf diese Art zu keinen Resultaten 
führen. Nichts destoweniger aber wird 
es moglich sein, auch hier Resultate 
abzuleiten, die jedoch nicht rnehr in 
solchem Maaçse symmetrisch sind wie 
die obigen. 

1st dagegen die Function rp = O  
vom geradem Grade, und in ihr homo- 
gen, so ist es moglich, auch hier für die 
Curve <p = O Symmetrieachsen , und 
zwar jetzt 212 zu eihalten, nh l ic l i  

die Geraden r~ selbst und die Hdbirungslinien der Winkel zweier ouf 
einandcr folgendcn Gcraden O A. 

Dies gilt namentlich dann, wenn die Eiitfernungen L in der Glei. 
chung rp = 0 quadratisch auftreten, oder überhaupt nur vom geraden Grade, 
I n  analoger Weise, wie oben, erhalten wir daraus die Sgtze, um hier 
gleich zu speciellcn Resultaten überxugehen: 

1 s t  i r g e n d  e i n e m  K r e i s e  e i n ~ r e g u l 2 r e s  P o l y g o n  v o n  g e r a -  
d e r  S e i t e n z a h l  e i n b e s c h r i e b e n  u n d  v e r b i n d e n  w i r  i r g e n d  
e i n e n  P u n k t  Y d e s  K r e i s e s  m i t  d e n  E c k e n  ù e s  P o l y g o n s  d u r c h  
S t r o h l c n  g ,  s o  i s t  d i e  S u m m e  d e r  g e r a d e n  p t e n  P o t e n z e n  f ü r  
W e r t h e  p < 2 n  c o n s t a n t ,  w i r  rni5gen P w a h l e n  w i e  w i r  wollen.  

Und : 
1 s t  i r g e n d  e i n  P u n k t  P i n n e r h a l l i  e i n e s  K r e i v e s  g e g e b e n ,  

u n d  l e g e n  w i r  d u r c h  d e n s e l b e n  e i n e  g e r a d o  A n z a h l  von 
.n S t r a h l e n ,  d i e  a l l e  m i t  e i n a n d e ï  g l e i e h e  W i n k e l  b i l d e n ,  s o  

i s t  d i e  S u m m e  d e r  pten P o t e n z e n  d e r  212 v o n  P a n  d e n  Kreis 
g e h e n d e n  S t r a h l e n  c o n s t a n t ,  w e n n  w i r  d a s  S t r a h l e n s y s t e m  
uin d e n  P u n k t  P d r e h e n ,  u n d  w e n n  p g e r a d e  u n d  < Z n  i s t .  

Es sind nur specielle Fiille hiervon die Slitze: 
D i e  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e  d e r  K a t h e t e n  e i n e s  r e c h t w i n k -  

- l i g e n  D r e i e c k s  i s t  f ü r ' d i e s e l b e  H y p o t e n u s e  c o n s t a n t ,  namlicl i  
g l e i c h  d e m  Q u a d r a t  d e r  H y p o t e n u s e .  C n d :  

S c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e m  K r e i s e  2 S e h n e n  s e n k r e c h t ,  s o  

i s t  d i e  S u m m e  d e r  Q u a d i a t e  d e r  4 A b s c h n i t t e  d e r s e l b e n  coi]- 
s t a n t ,  w e n n  w i r  d i e  S e h n e n  b e l i e b i g  uni Y d r e h e n .  
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Von BENEDIKT SPORER. 33 

Es ist hier N = 2, p = 2 gewghlt worden. 
1st YA = 4, so gelten z. B. folgende Relationen: 

91' + qeZ + 93' + 4; = const, 
4i4 + qg4 + qs4 + 44 = const, 
!7,G + 9: + 4: + qqG = const, 

U. B. W. 

VII. 
Wir haben oben in VI. erwghnt, dass wir auch für gerade B und 

ungerade p nichts destoweniger Formeln entwickeln konnen. Um dies zu 
xeigen, wollen wir ein bestimmtes n, namlich 6 ,  nekimen. Wir  haben als- 
dann ein regulares 6 - E c k  eines Kreises mit den Ecken A , ,  / J , ,  A , ,  A,, 

A,, A,. Dieses 6 -  Eck kounen wir zusammengesetzt denken ans den regu- 
k e n  Dreiecken A, ,  AB, A6 und A,, A4, As. Fiir diese und einen belie- 
bigen Punkt  P haben wir nun:  

41 -93+Y5=O, 
Yz - Yr + 96 = 0, 

und hieraus z. B.: 
4, + Y2 - 93 - 44 + q 5  + Y, = 0. 

Ebenso finden wir aus: 

(1: + 4: + 4; = const, 
und 

qZ2 + q: + q: = const , 
da diese Constanten denselben Werth haben: 

9 i 2 - 4 z S + q s 2 - 9 4 2 + ~ 5 ~ - 4 6 2 = ~ .  
Allgemein haben wir z. B. die Sgtze: 
V e r b i n d e n  w i r  d i e  E c k e n  e i n e s  r e g u l a r e n  P o l y g o n s  v o n  

g e r a d e r  S e i t e n z a h l  m i t  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  P d e s  U m k r e i s e s  
d u r c h  S t r a h l e n  q ,  s o  i s t  d i e  S u m m e  d e r  pten P o t e n z e n  s t e t s  
N u l l ,  w e n n  b e i  u n g e r a d e n  p a u f  z w e i  g l e i c h n a m i g e n  Z e i c h e n  

B .  
s t e t s  2 u n g l e i c h n a m i g e  k o m m e n  u n d  p <  7 i s t ,  u n d  w e n n  b e i  2 
g e r a d e n  p <  lz p o s i t i v e  u n d  n e g a t i v e  Z e i c h e n  a b w e c h s e l n ,  u n d  
fi n i c h t  d u r c h  4 t h e i l b a r  i s t .  

Und : 
S c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  P i n n e r h a l b  e i n e s  K r e i s e s  

e i n e  g e r a d e  A n z a h l  v o n  n G e r a d e n  u n t e r  g l e i c h e n  W i n k e l n  
u n d  i s t  n n i c h t  d u r c h  4 t h e i l b a r ,  s o  i s t  d i e  S u m m c  d o r  p t e n  

P o t e n z e n  d e s  e r s t e n  u n d  z w e i t e n ,  f t i n f t e n  u n d  s e c h s t e n ,  n e u n -  
t e n  u n d  z e h n t e n  e tc .  S t r a h l e s  g l e i c h  d e r  S u m m e  d e r  ptBn P o -  
t e u z e n  d e r  i i b r i g e n  S t r a h l e n ,  a l s o  d e s  d r i t t e n  u n d  v i e r t e n ,  

'II 
s i e b e n t e n  u n d  a c h t e n  e t c . ,  w e n n  p u n g e r a d e  u n d  <?- i s t ,  u n d  2 
d i e  S u m m e  d e r  pten p o t e n z e n  d e r  u n g e r a d z a h l i g e n  g l e i c h  d e r  
S u m m e  d e r  g e r a d z a h l i g e n  flir g e r a d e  p < rz. 
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In  Ehnlicher Weise lassen sich alle Polygone, deren Seitenzahl ni& 
durch eine Primzahl ausgedrtickt is t ,  in  Polygone von niederer Seitcnzahl 
zerlegen, und jede diescr Zerlegung wird wiedcr zu Relationen der 
Strahlen q ,  p ,  r und s ftihren. 

Wir  wollen weiter darauf hinweisen, dass die entwickelten Resultate 
es gestatten , eine grosse Anzahl trigonometrischer Relationen aufzustellen, 
unterlassen ea jedoch, hier naher d a r a d  einzugehen. 

S t u t t g a r t ,  im Mai 1891. 
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Ueber die Kreisungspunkte einer complan bewegten 
Ebene. 

Von 

Prof. 154. GRFBLEZC. 
in R i g a  

Hierzu Tafel III. 

Sind El, E,, X 3 ,  E, vier beliebige Lagen einer Ebeno E, welche sich 
iu einer cornplanen Ebene E, bewegt, BO bilden, wie B u r m e s  t e r *  zuerst 
nachgemiesen ha t ,  diejenigen Punkte A von E l  deren entsprechende Lagen 
A, ,  A,,  A , ,  A, dernselben Kreise angeloren, eine Focalcurve dritter Ord- 
niing, welche durch die 6 selbstentsprechenden Punkte je zweicr der vier 
Ebenen und die imaginaren Kreispunkte geht. Die Mittelpunkte der Kreise 
bilden ebenfalls eine, der Ebeno E, angchorige Focalcurve von analogen 
Eigenschaften. Die erstere der Curven wurde von B u r  m e s t  e r die K r  e i s - 
p u n k t c u r v e ,  die letztere die N i t t e l p u n k t c u r v e  genannt. Sind die 
vier Lagen consecutive, d. h. unendlich nahe Lagen einer irgendwie in Eo 
bewegten Ebene El so erhiilt das vorstehende Resultat die folgende, von 
S c h  G n f l  i e s  ** mitgetheilten~estalt  : ,,Bewegt sich eine Ebene E i n  ihrer 
Ebene, so giebt es in jedem Augenblicke eine Curve 7c3 dritter Ordnung, 
dcren Punkte gerade Liuien mit stationarem Krammungskreis beschreiben. 
Die Mittelpunkte dieser Kreise bilden eine i n  der festen Ebene Eo gelegene 
Curve kO3, die ebenfalls von der dritten Ordnung ist. Jede derselben 
beriihrt die Polcurve ihrer Ebene im momentanen Drehungscentrum drei- 
punktig. Bei der Umkehrung der Bewegung vertauschen die beiden Curven 
ihre Bedeutung.lL 

Ueber die Geradfiihning durch dns Kurbelgetriebe. Civilinge~ieu~ 1876, 

S. 597; 1877, S. 227 und 319. Vergl. ferner: B u r m e s t e r ,  Lehrbuch der Kin+ 
matik. Bd. 1, S. 616. 

** Geometrie der Bewegung, S. 39. 
3' 
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36 Ueber die Kreisungspunkte einer complan bewegten Ebene. 

Wie aus den letzteren S h e n  hervorgeht, existiren in einer complan 
bcwegtcn Ebene Punktc,  dcren Bahnen ihren Krümmiingskreiu vierpnnktig 
berühren. Diese Punkte,  welche S c h o n f  l i e s  Punkte mit stationkrem 
I<rümmungskreis genannt hat ,  bewegen sich momentan in kreisfhnigen 
Stellen (Kreis - oder Circularstellen?) ihrer Bahnen, oder, was dasselbe ist, 
vollziehen momentan eine iinendlich kleine kreisende Bewegung und sollen 
deshalb ktirzer K r  e i  s u n  g s  p u n k t  e der Ehenc heissen ; die Mittelp~inkte 
der vierpunktig berührten Krürnmungskreise dagegen, um welche die vor. 
erwlhnten Punkte momentan kreisen, m6gen A n  g e l p u n  k t e genannt 
werden. Das Continuiim der Kreisungspurikte ist die Curve k3, welche der 
bewcgtcn Ebene E angchort und K r  e i s  u n  g s  p u n k  t c  u r  v e  heissen moge, 
wahrend die Angelpunkte die der rnhenden Ebene Ei, angehorige Curve k,,3 
bilden, welche mit dem Namen A n g e l p u n  k t c u r v e  belegt werden soll. 
Die Kreisungs- und Angelpunkte sind einander zugeordnete Punkte ur1~1 
vertauschen ihre Bedeutung bei Urnkehrung der Bewegung. 

Gegenstand der folgenden Untersuchimgen ist die Errnitt,lung der Lage 
der Kreisungs- und Angelpunkte. Wir  werden zu dcrselben geführt durch 
Benutzung der besonderen Beziehung, in  welcher die Angelpunkte zu den 
Evoluten der Baliricurven, bez. Hüllbahnen stehen. Wie leirht ersichtlich, 
hat die Evolutc cincr Curve in dcm Mittelpunkte cines viorpunktig bcrüh- 
renden Krümmungskreises einen Rückkehrpunkt; es sind sonach die Angel- 
punkte zugleich Rückkehrpunkte der Bahnevoluten. Da der Krummungs- 
rudius einer Curve in  einem Rtickkehrpunkte derselben aber gleich Ku11 
is t ,  so folgt weiter, dass der Krümmungsradius der Bahnevolute eines 
Kreisungspunktes gleich Nul1 sein mnss. Diese fiir die Kreisungspiinkte 
chara,kteristische Bedingung zeigt nun sofort., auf welchem Wege wir zur 
Renntniss der Lage der Kreisungspunkte gelangen. 

Wir  snchen zunachst die Losiing der allge,meinen Aufgabe, den 
Krllmmungsradius der Evolute derjenigen Hüllbahn zu finden, welche von 
einer beliebig gegebenen Hüllcnrve bei der Bewegung der Ebene umhüllt 
wird, und specialisiren dann die gefundene L6snng in entsprechender Weise, 
indem wir darin den l e t z t e r w h t e n  Krümmungsradius gleich Nul1 setzeri. 
Hieran schliesst sich die Mittheilung einer einfachen geometrischen Con- 
struction der Kreisnngs- *und Angelpunkte, ferner die Aufstellung iiud 

Discussion der Gleichungen der Kreisungspunkt- und Angalpunktcurveu. 
In engstem Zusammenhange mit den Kreisungs- und Angelpunkten einer 
bewegten Ebene stehen die Krürnmungsmittelpunkte der Polcurven, woraüf 
ich in einer früheren Arbcit (diese Zeitschrift, Bd. XXXIV, S. 305) hinwics. 
Da im Folgenden auf letztere h b e i t  ofter Bezug genommen wird, so werde 
ich sie kurx mit [XXXIV, S.. . .] bezeichnen. Ferner beziehe ich mich aucli 
des Oefteren auf die Arbeit: ,,Ueber die Krürnrnungsmittelpunkte der Pol. 
bahnenLL, d. %. Ud. XXIX, S. 2 12 und deren Erganzung in demselben Bande, 
S. 382, die im Folgenden kuiz mit [ X X I X ,  S. .  . . ]  bezeichnet werden. 
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Wir suchen zuv6rderst clic Lage der Kreisunpspunktc auf cinem ge- 
gebenen Normalstrahle, welcher den Winkel rl, mit, der Polcurvennormalen 
einschliessen mag,  zu bestimmen. Es sei P der Pol und c l  y ein Hü11- 
curvenpaar, welches sich momentan im Punkte B auf diesem Normalstrahle 
berührt (S. Fig. 1, Taf. I I I ) ;  C und r seien die entsprechenden Krümmungs- 
mittelpunkte der beiden Curven. Setzen wir Pr  = Q, P C =  r ,  und be- 
zeichnen mit W don Durchmesser des Wendekreises der momentanen Be- 
wegung der Ebene, so besteht fiir die drei Punkte P, r, C die E u l e r ' s c h e  
Gleichnng 

1) 

Diese Gleichu~ig bezieht sich auf drei consecutive Lagen der bewegten 
Ebene, welche mit 1, 11, NI bezeiühnet werden mogen. Nehmen wir eine 
vierte consecutive Lago I V  hinzu, so ordnet sich den drei Lagen II, III ,  
IV ein anderer Pol P' und eine andere Polcurvennormale zu,  welche letz- 
tere die den Lagen I l  I I ,  III entsprechende Polcurvennoi-male im Krtim- 
mungsmittelpunkt der ruhenden Polcurve p schneidet. Deiiken wir uns 
die Lagenhderung des Poles dadurch herbeigeführt, dass wir die Ebene 
um den Winkel d q  drehen, wobei die bewegt'e Polcurve n auf der 
ruhonden p um den Betrag PT= d s  vorwiirts rollt ,  so ist bekanntlich 

2) d s =  W.d+.  

Bezeichnet anl, den Contingenzwinkel und kp = den Krürnrnung~- 
radius der Curve p im Punkte P, so hat  man weiterhin die Rcziehung 

d s -  k,  .an,, 

Den drei Lagen II, I I I ,  I V  ordnet sich aber aiich ein anderer Wende- 
kreis au ;  denn es iindert sich riiclit nur die Lage des Berührungspunktss B 
des Hüllcurvenpaares, sondern auch die des Normalstrahles, welche letztero 
in P'B' übcrgeht. Dicscm Normalstrahle ordnon sich andere Krümmungs- 
mittelpunkte des Hüllcurvenpaares au, welche C', bez. T' sein m6gen und 
fiir die wieder die E u  1 e r'sche Gleichung besteht , jedoch uuter Aenderung 
sammtlicher darin auftretenden Grossen um ihre Incremente. Zwischen 
letzteren besteht zufolge 1) sonach die Beziehung 

aus welcher die Aenderung des Wendekreisdurchmessers sich ermitteln lasst. 
Um die Grossen d q ,  d e  und d r  abhangig von d y  darstellen zu konnen, 
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38 U'eber die Kreisungspunkte einer cornplan bewegten Ebene. 
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benutzen wir ,  dass C und C' Punkte der Evolute e der Curvo c sind und 
die Normalen der Evolute in  deren Punkten C und C' sich im Krürn- 
mungsmittelpunkte M der Evolute e schneiden miissen. Letzterer Punkt 
ordnet sich sonach den vier Lagen 1, II,  I I I ,  IV der bewegten Ebene xu. 
Das Gleicho gilt von den Punkten r und r', welche der Evoluto E der 
Hüllcurve y angeh6ren und den Krümrnungsmittelpunkt M von E bestimmen, 
der den vier Lagen der Ebene entspricht. Berücksichtigen wir ,  dass der 
Contingenzwinkel der Evolute einer Curve der gleiche is t ,  wie derjenige 
der Curve selbst im zugchorigen Punkte,  so erhalten wi r ,  f d l s  wir den 
Winkel zwischen den consecntiven Normalen von c mit d f i ,  den ent- 
sprechenden für  y mit  d u  bezeichnen, 

hierin is t  zur AbkIirziing der Krürnmungsradius der Kvolute e l  d. i. MT=~, 
derjenige von y ,  d. i. Mr = E gesetzt werden. 

Errichten wir im Pol P die Senkrechte PP', zu P C, so ist LP' PP',=q, 
folglich - 

Pf0P'= a s .  sin<p 

und demnach 
d r = ~ C '  +v 

Andrerseits ist 

und weil auch 
PT,= r . d n ,  

so wird 
cos 9 

dn=-- - .c ls  r 

und unter Bei~utzung von 2) erhalten wir danu 

Ganz analog ergiebt sich 

d a  aber  die nrsprüngliche Normale B r  der Curve y und von ihrer neuen 

L a g e  B'r '  um den Drehwinkel d q  der Ebene E i n  ilirer Richtung abweicht, 
so i s t  

d u  = dn + d * ,  
also nach 5 )  
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cos <p 
du=-  

r . d s  f 

Man erhalt demnach 

Heachten wir endlich, dass die Gerade MCp wtihrend der Bewegung der 
Ebene durch die Lagen 1 bis IV  ihre Lage nicht andert,  so folgt, wenn 

n ,  bez. f i p  die im gleichen Sinne gemessenen Winkel dieser Geraden mit 
dem Normalstrahle PB, bezw. der Polcurrennormalen lezeichnen , eus der 
unmittelbar der Figur zu entnehmenden Beziehung 

' 

das Increment 

unter Verwendung der Relationen 3) und 5) wird hieraus 

cos cp 1 
d<P=(7--)w.dUI. k, 

Diesen Werth, sowie diejenigen ftir d r  und d e  in 4) substituirt, liefern 

1 1 cos cp 
= - - - s i -  w (: -coscp+sincp)~coscp+ 

+ (:cos cp + sin p) :cos cp] d w 

und mit Benutzung von 1) entsprechend zusammengezogen 

Der gefundene Differentialquotient muss nun bei einer irgend wie 
bestimmten Bewegung der Ebene dieselbe Grosse besitzen für alle Hull- 
ciirvenpaare, die sich auf dem gegebenen Normalstrahle bertihren. Ziebt 
sich die Hüllcurve auf einen Punkt  zusaminen, so hat  man in 6) & = O  
zu setzen, und ist dieder Punkt ein Kreisnngspunkt, so muss auch e = O 
sein. Sei K der Kreisungspunkt und K der zugeordnete Angelpuilkt auf 
dem gegebenen Normalstrahle, und setzen wir zur Abktirznng PK = P, 
P K =  R ,  so folgt aus 6) ftir dieses Pnnktepaar die Beziehung 

d fan cp -(L) =-- ( ' + ! ) s i f i q .  
d v W  k, P R  
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40 Ucber die Kreisungspunkte einer complan bewegten Ebenc. 
.-- . -- 

Die Elimination des links stehenden Differentialquotienten aus (6) und (7), 
welche auch diejenige von kp nach sich zieht, liefert die Gleichung 

Kreisungs - und Angelpunlct sind aber zugeordnete Punkte auf dem Normal- 
strahle, ftir welche folglich die Euler'sche Gleichung 

beeteht. Die Gleichungen 8) und 9) bestimmen die Lage der Kreisungs- 
und Angelpunkte auf dem Normalstrahle vd l ig ,  und zwar ergiebt sich 

Diese Ausdriicke machen ereichtlich erstens, dass es auf jedem Normal- 
strahle nur e i  n solches Punktcpaar giebt,  zweitens, dass d i e  L a g e  d i e s e r  
P u n k t e  s c h o n  v 6 l l i g  b e s t i m m t  i s t  d u r c h  e i n  H i i l l c u r v e n p a a r  
c l  y ,  w e l c h e s  s i c h  a u f  d e m  N o r m a l s t r a h l e  b e r t i h r t ,  u n d  d i e  
P o l c u r v e n n o r m a l e .  Setzt man 

so lassen sich die Gleichungen 10) in der folgenden Form 

schreiben, aus welcher die nachstehende einfache Bestimmungsweise des 
Kreisungs- und Angelpunktes hervorgeht. Denkt man sich auf dem Normal- 
strahle zwei Punkte ro und Co, deren Entfernungen vom Pol P ~ , = Q , ,  
PC,, = r, sind, so lassen die Gleichungen 11) erkennen, dass die drei 
Punktepaare K, K ;  r,, Co; r, C in einer speciellen quadratischen Verwandt- 
schaft stehen, welche ganz gleichartig ist mit derjenigen, die die Punkte 
zweier gegenseitig bewegten Ebenen einander zuorclnet. Demgemiss khnen 
mittels bekannter geometrischer Constructionen" K,  bezw. K als zugeord- 
nete Punkte zu T ,  bezw. C und dem Punktepaare r,,, Co gefiindeii werden. 
Es  ist  daher nur  nothig, r, und Co geometrisch zu construiren, was in 
folgender Weise geschehen kann. 

*) Vergl. u. A. Burrnes te r ,  Lehrbuch der Kinernatik. Bd. 1, S. 103. 
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Von Prof. M. G R ~ B L E R .  41 
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Wir errichten in  P (S. Pig. 2) eine Senkrechte au M P ,  welche die 
Gerade M T in M' schneiden m6ge; ist nun auf dem Normalstrahle der 
Punkt W' so bestimmt, dass 

so ziehen wir TT '  ji W' M' und fillen von dem so gefundenen Punkte r '  
das Loth T'ri au€ eine Senkrechte in F zum Normalstrahle, dann scl-incidet 
eine durch rra parallel zur Polcurventangente PT  gelegte Gerade den 
~ormals t rah l  irn gesuchten Punkte ro. Der Beweis der Richtigkeit dieser 
Construction folgt eiufach daraus, dass 

, Pr2 Q" r M  = = = -  
Mi- 

und, wenn r'@' die Hohe des Dreiecks r' r P is t ,  sich 

verhglt. Dann ergiebt sich 
- r' @ = es 

~.JWcosrp 
und weil 

PT', =F@', 
ferner L ro r', P = (p , 

- - 3 Q 3 s i n ~  
Pr,= Pr',. tan.<p = 

W E . C O S ~ ~ '  

wie erforderlich. Analog construiri man C, indem man von den Puiikteu 
C  und BI ausgehend erst M', dann mittels TV' den Punkt Cr und auf der 
Geraden P r o  den Punkt  Cto erhslt;  die Parallelo durch C', zur Polcurven- 
tangente schneidet den Normalstrahl in Go. 

Anstatt die Punkte K und K aus den Punktepaaren ru, Co und r, C 
zu ermitteln, kann man sie auch directer aus Tto, C', und r, C finden und 
zwar wie folgt: Men verbinde (S. Fig. 3 )  Cro mit C und r durch Gerade, 
welche die Polcurventangente i n  C", bez. r" treffen mogen; die Geraden 
r',r", bez. rnoC" schneiden dann den Normalstrahl in K ,  bez. K. Der 

Beweis ftir diese Construction ergiebt sich leicht, wenn man 11 C",, cf, 1 
PC zieht und fernér berücksichtigt, dass T',r, 1' C',Co ist. Man hat dann 

CC",: c P = C ' B o c ' , :  P C =  PC',:PC=r,:r 
und 

c'r1',: C " P =  r",rl, :PK= P r , :  PR=@,: R. 

Substituirt man die hieraus far und d'rfto sich ergehenden Werthe 
in die folgende der Figur  sofort zu entnehrnende Relation 
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so erhiilt müu nach geringer Urnformung die zweite der Gleichungen 11); 
ebenso bemeist man den anderen Theil der Construction. 

Die vorausgeschickten Entwickelungen stIIt7.cn sich auf die Figur 1,  
in welcher die Krümmungsmittelpunkte M und M der Evoluten des Hüll- 
curvenpaares eine solche Lage gegentiber dem Normalstrahle haben, dass 
die Krümmungsradien der Hüllcurven bei fortschreitender Bewegung zu- 
nehmen, also die Grossen = e .  dn, beaw. = E. d u  positiv sind. 
Würde dagegen M auf der andern Seite des Nosmalstrahles liegen, so 
müsste der Radius BC' der Curve c bei fortschreitender newegung abnehmen, 
- 

also CC'= - e .  cl r. zu setzen sein, Hieraus erkennt man ,  dass in  vor- 
st,ehenden Entwickeliingen und Gleichungen e und E mit p O s i  t i v e  m oder 
n e g a  t i v e  m Zeichen einzuftihren s ind,  je nachdem bei fortschreitender Re. 
wegung der Ebene die K r ü m m u n g s r a d i e n  d e r  I I ü l l c o r v e n  z u -  o d e r  
a b  n e  h m e n. Die mitgetheilten Constructionen werden hierdurch nicht 
beeinflusst. 

II. 

1st die Bcwegiing der Ebcne durch zwei Paare von Hüllcurven cl yl  
Und c,y, bestimmt, dann lassen sich die Krümmungsradien kp und k, der 
Polcurven, wie folgt, ermitteln. Wir  stellen die Gleichung 6) fiir die 
beiden Hüllcurvenpaare , bezw. deren Normalstrahlen auf; durch Elimination 

aus den beiden entsprechenden Gleichungen erh&lt man eofort 

Entweder durcti Urnkehrung der Bewegung oder unter Benutzung der Re- 
lation 

13) 

erhalt man weiterhin 

Die beiden Gleichungen 12a)  und 12b)  finden sich bereits [XXXIV, 
S. 3091 niitgetheilt. 

Denkt man sich aiif den beiden Normalstrahlen die K r e i s u n p -  und 
Angelpunkte bestimmt und fiihrt deren Abutande P l ,  P,,  R I ,  R2 vom Pol 
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an Stelle der Grossen g, r in die Glcichungen 12) ein, so nehrneu die- 
selben die einfachere Gestalt 

tan cp, - tan v, = 1 1 2 .  
k 

(p; + $) sin ipl - (p, + %) Szn m2 

14) L 

tun 9 ,  - tan cp, - 
- - ( i , + K ) ~ i n ~ i  2 - (%+ 1 2 .  E ) s i n ~ 2  

7cn 

an, weil für diese Punkte E,  = F, = el = e2 = 0 ist. Unter entsprechender 
Benutzung der E il 1 e r'schen Gleichungen ftir die beidcn Kreieunga - und 
Angelpunkte, d .  i. der Relationen 

erhalten wir scl~liesslich aus 14) 

als Ausdrücke für die Krümmungen der Polcurven. Da dieselben vollig 
übereinstimmen mit denjenigen , welche [XXIX , S. 2161 algelnitet wurden, 
so liisst sich offenbar die [XXIX,  S. 2181 angegehene, [XXIX, S. 3821 ab- 
gcanderte Construction der Krümmungsmittelpunkto C p ,  rn der Poleurveu 
hier direct verwenden, indem wir die an citirter Stelle mit Cl, C,, bezw. 
K,, E2 bezeichneten Punkte durch die Kreisungs- bezw. Angelpunkte auf 
den beiden Norrnalstrahlen ersetzen. Hiernach wird diese Construction, irn 
Zusarnmenhange dargestellt , die folgende : 

Es seien K,, K, (R. Fig. 4) die Rreisungs -, K,, E2 die Angelpunkte 
auf den beiden Normalstrahlen PB,, bezw. PR, der gctgebencn Hülleurven- 
paare und Q  ,sei der Schnittpunkt der Geraden K, K, und K, K,, dann 
errichten wir in P eine Senkrechte zu P Q ,  welche die vorgenannteu Ge- 
raden in K', bezw. K' schneiden m6ge. Legen wir nun durch K', bezw. E' 
Parallelen zu P Q ,  welche die beiden Normalatrahlen in Koi , Kol,  bezw. KOl, 
K,, ~chnciden,  und errichtcn in letzteren Schnittpunktcn Lothe zu den 
betreffenden Normalstxahlen, so schneiden sich die entspreehenden Lothe i n  
den Punkten Ko, beaw. Ko der Polcurvennormalen. Die vier Punkte 
K'K, K, K' bilden dann ein Paralleltrapez , dessen Diagonalen K'K, und K'K, 
sich in S schneiden mogen. Legen wir schliesslich durch P eine Parallele 
P G  zu den parallelen Seiten K' K,, bezw. K'E, des Trapezes, und fillen 
von S ein Loth auf PQ, so schneidet letzteres die erwiibnte Parallele in  
einem Punkte 8, welcher mit K', bezw. R' verbunden, Geraden ergiebt, 
die auf der Polcurvennormalen die gesuchten Piinkte r n ,  bezw. C, aus- 
schneiden. 
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44 Ueber die Kreisuiigspunkte siner complan bewegten Ebene. 

Der  Beweis der Richtigkeit dieser Construction sol1 hier nicht wieder. 
holt werdeu, dagegeu rn6gen diejenigen Umformungen der Ausdrticke 16) 
hier noch Platz finden, welche auf diese Constructionen führen, da sie 
spüter wieder gebraucht werden. . 

Aus dem Bo  b i l  l i e  r 'schen Satze folgt mit Rücksicht darauf, dass 
P K ' I  PQ ist: 

L B l P K ' = L B , P K o = < p 2 ,  

L B2PK1 = L B,.PKo = go,; 

setzen wir nun zur Abkürzuug L P K ' Q  = k ,  so ergiebt sich aus den h e i -  
ecken KI K'P,  bezw. K21CfP: 

sin k 
R, =Ph', = z. 

sin (cp, + ' 

sin k 
R , = F Ë 2 =  m. . 

(go, + k )  ' 

und es wird folglich 

- tan rp, - tafi 9, 
- 

- --- - . cos cp, . cos p, 
PR' 

Auf ganz analogem Wege erhalt man die Relation 

Vermittels derselben f'iihrt man  die Ausdrücke 16) liber in 

welche in dieser Form ebenfalls [XXIX, S. 2171 sich mitgetheilt finden. 

Unter Vermmdung der oben stehenden Ausdrücke fiir R, und R, 
erhalt man ~ e i t e r h i n  
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und derselbe Ausdruck ergiebt sich, wenn man hierin die Grossen R, 
und R, diirch P, =ml, bezw. P, = ersetzt; wir finden sonach die 
spiiter zu verwendenden Relationen 

cos cp, cos 9, cos cp, - - sin ( 9 ,  - vz) 19) !cosml ---------  - 
h'l EL? Pl pz P Q  

III. 

Sei y eine beliebige Curve einer Ebene, dcren Bewegnng durch die 
beiden IItillcurvenpaare c, y, und c, y, bestimmt i s t ,  so Iasst sich mittels 
der iu 1 abgeleiteten llesultate der Krümmungshalbmesser der Evolute der- 
jenigen Curve c finden, welche y bei ihrer Bewegung einhüllt. Stellen 
wir namlich, unter Beibehaltung der friihercn Bczeichnungen, für  die drei 
Hüilcurvenpaare c y ,  el y l ,  r ,  y, die Gleichung 6) auf und eliminiren aus 

den so erhaltenen drei Gleichungen sowohl - -  als auch k p ,  so er- 

giebt sich die Gleichung 

in welcber zur 

gesetzt wurde. In dieser Gleichung ist p uud E als gegeben zu betrachten 
und r findet sich aus der Euler 'scl ien Gleichung 1); die einzige Unbe- 
kannte ist sonach der Kriimmungsradius e der Evolnte der Htillbahn e ,  
nach welcher die Gleichung 20) aufzultisen ist. Uesteht die Curve y nur 
aus einem Punkte, so hat  man i n  vorstehender Gleichiing E = 0 zu setzen, 
und ist dieser Punkt  ein Kreisungspunkt, so muss weiterhin auch e = 0 sein. 

Führen wir die letzteren Specialwerthe ftir r und e in  20) ein, so 
haben wir d a m  Q und r durch P und R zu ersetzen; es besteht folglicli 
für die A b s t h d e  des Kreisungs - und Angelpunktes vom Pol auf dern 
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Normalstrahle, der den Winkel 9 mit der Polcurvennorrnalen einschliesst, 
die Bedingungsgleichung 

1 2  A, - A, -- A, tan cp, -A, tala cp, 21) --+ - = 
P R (tan y ,  - t a n ~ , )  cos cp (tan cp ,  - tan cp,)sin cp ' 

welche zueamrnen mit 9) die Grossen P und R bestimmt. Man erhslt 

22 a) - = 
2 1 A, tan cp, - A, t a n 3  

+-]---37 W 3cosg7 alacp, -tancp,)siny1 

1 A,  t w  cp, A, tan cp, - 
cp,  - tan c p p )  sin tp ' 

und wenn man in diesen Ausdrüclren cp als unabhangige Variabele bet.rachtet, 
so stellen sie die P o l a r g l e i c h u n g e n  der K r e i s u n g s p u n k t -  und 
A n g e l p u n k t c u r v e  dar. 

Diese beiden Cleichungen werden erheblich einfacher, wenn man sich 
die Kreisungs- und Angelpunkte auf den Normalstrahlen der beiden Hlill- 
curvenpaare cl y, und c, y, bestimmt denkt und die Abstiinde Pl, P,, R,, R2 
dieser Punkte vom Pol a n  Stelle der Grossen Q , ,  Q,, r , ,  r, einführt; es 
ergiebt sich dann zufolge 10): 

Unter Benutzung der Relatioueu 15) wird weiterhin 

A, -A ,  !{---- 7- - 1 1 
3 tan cp, - tan cp,  W 3 (tala pl --) 1 (;+-) sin cp, 

3 +-)sinm)-- 1 1 
- R 2  wcoscpe ) 3W 

A, tan cp, - A,tan c p ,  tan c p ,  . tan cp, 
-. - - 

3 (tan c p ,  - talz cp , )  3 (tan c p ,  - tan 9,) 
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und substituirt man diese Ausdrlicke in  22a)  und 22b),  E O  erhalt man 
a18 Polargleichungen der Kreisungspunkt - und Angelpunktcurve: 

1 1 
23b) -= 

cos gr 

Die einfachste Gestalt nehmen diese Gleichungon aber a n ,  wcnn man sie 
rnittels der Relationen 17) und 19) umformt; es ergiebt sich dilnn zu- 
nachst: 

Errichtet man nun in dem Punkte Q (S. Fig. 5) eine Senkrechte zu PO, 
welche die beiden Normalstrahlen in den Punkten Q,, bezw. Q, schneiden 
mag, und errichtet hierauf in  Q, und Q, Lothe zu den betreffenden Normal- 
strahlen, so schneiden sich diesc Lothe auf der Polcurventangente in einem 
Punkte Qol von dem sich leicht zeigen liisst, dass 

- 
" Q o =  . 

P Q  - 

szn cp, . sin rp, ' 

Denn der Winkel zwischcn der Poicurventangcnte und dern Normalstrahle 
PB, ist gleich 900- <pl, der zwischen letzterem Strahle und P o  ist gleich 
90 - cp, ; sonach wird 

< p l )  cos (90 O - cp,) = I>oO . si98 cp, sin cp, . 
Sctzen wir noch zur Abkürzung pKo = x , ,  PQ, = q,, so finden wir a13 

G l e i c h u n g  d e r  K r e i s u n g ~ p u n k t c u r v e  

und als G l e i c h u n g  d e r  A n g e l p u n k t c u r v e ,  wenn PK,=k, geset,zt 
wird, auf analogem Wege 

1 1 1 + -- R - k ,  cos rp q, sin 

IV. 
Wenn die Bewegung der Ebene durch die bcideu Polcurven gcgeben 

k t ,  so rcichen die in 1 entwiokeltcn Glcichungen ebenfalls vollig hin, um 
die Ereisiings- und Angelpunkte der Ebene zii ermitteln. Da narnlich die 
der bewegten Ebene angehorige Polcurve TC die ruhende Polcurve p ein- 
hlillt, die beiden Curven also ein Hüllcurvenpaar bilden, welches sich auf 
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der Polcurvennormalc berührt,  so gilt fbr dasselbe die Gleichuug Ci) ,  in 
der man rp = O ,  p = k,, r = kp zu setzen hat. Man erhalt dann 

- - 
in welcher Gleichung ep = M,,Cp, bezw. P, = Mnrx (S. Fig. 6) die Kriim- 
mungsradien der Evoluten e , ,  bezw. E~ der Polcurven bezeichnen. 1st 
mieder y eine beliebige Curve der bewegten Ebene,  und c ihre Htîllbahn, 
so folgt durch Gleichsetzung der Ausdrticke 6) und 25) die Gleichung 

aus welcher der Krümmungsradius e der Evolute von c berechnet zu werden 
vermag. 

F ü r  den Kreisungs- und Angelpunkt auf einem beliebig angenommenen 
Normalstrahle erhalten wir aus 26) die specielle Gleichung 

aus welclier in Verbindung mit 9) und 12) sich die Ausdrücke: 

ergeben. Dieselben stellen die P o l a r g l e i c h u n g e n  der K r e i s u n g s -  
p u n k t -  und A n g e l p u n k t c u r v e  d a r ,  wenn wir darin R ,  P und cp als 
Variabele betrachten. 

Beachten wir ,  dass wir dicselbe Bewegung der Ebene erhalten, ob 
wir sie nun dnrch zwei Htillcurvenpaare oder durch das zugehorige Pol- 
curvenpaaï erzengen , so erkennen wir , dass die durch die Gleichungen 2i) 
dargestellten Curven identisch sein rnlissen mit den Curven, welche die 
Gleichungen 24) reprhmtiren.  E s  mtiasen sonach auch die Gleichungen 24) 
und 27) tibcreinstimrnen, was die nachstehenden Rclationcn zur Folge hat: 

Die erste derselben lBsst in der Form 

3 1 1  ---=- 
no k, W 
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erkennen, dass derjenige Punkt  No der Polcurvennorrnalen, dessen Bahn Tm 
m m  Rrtimmungsmittelpunkte ha t ,  sich in ein Drittel der Strecke x ,  vom 
Pol entfernt EeGndet, d. h. dass 

- 1 1- 
PN, = 3 ~ 0 = -  PK, 

3 

ist. Da sich nun der Punkt  No als zugeordneter Systempunkt zn Tm geo- 
metrisch sehr einfach ermitteln ILsst, so erhiilt man in diesem Falle sofort - - 

auch den wichtigen Punkt  K,, indcm man P Ko = 3 PN, macht. Dasselbe 
gilt von dem Punkte Co, den man ganz analog findet, indem man zunachst 
den Krümmungsmittelpunkt No der Bahn sucht, welche C,, als Punkt  
der bewegten Ebene aufgefasst, beschreiben würde; es ist dann wieder 
TC, = 3 PX,. E s  lassen sich dernnach, wenn die Polcurvon gegeben sind, 
ails deren Krlimmungsmittelpunkten T m  und CP die Punkte K, und Ko gco- 
metrisch sehr einfach finden, wobei man noch benutzen kann, dass K, und 
Ko einander zugeordnete Punkte auf der Polcurvennormalen sind, weil 
zufolge 28) 

1 

ist. 
Auch der Punkt  Q,, bezw. die Strecke go, erçiebt sich hier in direc- 

terer Weise a1s früher. Setzen wir namlich in 29) 

eo lassen sich k und 1 ,  als Strecken betrachtet, nach dem auf Seite 41 
angegebenen Verfahren construiren, iind zwar findet sich dnrch Benutzung 
dieser Construction hier (S. Pig. 6) 

- - 
A=~' ,Q> ' ,  I=C' ,F' ,  

falls TF, und CPp hier dieselben Punkte sind, welche in  der früheren Con- 
struction, bezw. in Fig. 2 mit T' und C' bezeichnet wurden und wieder -- m', bczw. C f p F '  die Lothe von den Punkten TV,, bezw. C', auf die 
Polcurvennorrnale darstellen. Daun aber findet man,  weil 

Q, constructiv sehr einfach auf Grund des Satzes, des  ich [XXIX, S. 3821 
mit,getheilt habe. 1st niimlich L der Schnittpunkt der Geraden mit 
der Polcurvennormalen, so legen wif  durch L eine Parallele zur Polcurven- 
tangente, welche die Gcrade C'p@'  im Punkt,e L' schneiden m6ge; eine 
Parallele dnrch L' zur Polcurvennormalen schneidet die Polciirventangente 
im gesuchten Punkte Q,. Zum Beweise dieser Construction benutee man, 
dass 

Zeitschrift f. bfathematik o. Phyaik XXXVII, 1. 4 
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und ferner 

ist; es folgt dann sofort 

1 1 1 1  -- ----=- 
CL' A 1 9 0 '  

was zu beweisen war, weil constructionsgem5ss 

1>,o0 = LL' 
ist. 

Durch diese Darlegungen haben wir die Ermittlung der Kreisungs- 
und Angelpunkte auch im vorliegenden Fal le ,  also bei gcgebencn Polcurven, 
auf die Restimmung der  drei Punkte K,, E,, und Qo zurückgeftihrt, Ras 

wir spater bei der Untersuchung der Kreisungspunkt- und Angelpunktcur~e 
insofern benutzen werden ,  als wir d a m  die Erzeugungsweise der ebeneii 
Bewegung ganz ausser Betracht lassen konnen. 

Die Relationen 28) hritten sich auch direct ableiten lassen und zmar 
aus den Ausdrücken 16) unter Verwendung der Relationen 17), wahrend 

29) sich mie folgt gewinnen lasst. Aus der ersten der Gleichungen 27) 
ergiebt sich für zwei Kreisungspunkte, deren Norrnalvtrahlen die Winkel p, 
und rp, mit der Polcurvennorrnalen einçchlicsscn: 

W sin (9, - rp,) 
sincp, sincp, 

und zufolge 19) sonach 

oder endlich i n  Rücksicht auf die frliher bewicsane Beziehung 
- - 
Po= PQ,.  sincp, sinq, 

Die Verbindung d e r  Relationen 25) und 29) liefert die bemerkens- 
werthe Reziehung 

3 1) 
3 

aus d e r  hervorgeht,  dasv nur  die GrCsse der Strecke q0 von Einfluss auf 
die Aenderung des Wendekreisdurchmessers, bezw. auf die momentane Be. 
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wegung der Ebene durch vier consecutive Lagen ist. Weiterhin erkennt 
man dann aus 29), dass die erwbhnte Bewegung unabhangig ist von der 
Grosse der einzelnen KrUmmungsradieu ep und EZ der Polcurvenevoliiten, 
falls diese Radien nur der Gleichung 29) genügen. Hierin unterscheidet 
sich das Polcurvenpaar aber nicht von jedem Hlillcurvenpaar, welches sich 
in einern Punkte der Polcurvennormalen berührt,  wie aus 26) fur cp = O 
hervorgeht, wiihrend dies bei allen anderen Hlillcurvenpaaren der Fa11 ist, 
weil deren Evolutenkrllmmungsradien für  die Lage der Kreisungs- und 
Angelpunkte des betreffenden Normalstrahles, wie wir sehen, bestimmend 
sind. 

1st umgekehrt die Bewegung der Ebene durch zwei Htillcurvcnpaare 
gegeben, so liefert die Gleichung 

-- s h p ,  sin cp, C O S ~ ,  = 
sin - cp2) 

- 

?7 

wohl eine Bedingung für  die Grossen e, und E , ,  nicht aber diese letzteren 
selbst. Will man sie ermitteln, so muss offenbar noch eine weitere con- 
secutive Lage der bewegten Ebene in Betracht gezogen werden. Da nun in 
der Ebene im Allgcmeinen vier discrete Punkte existiren, deren f h f  con- 
secutive Lagen auf einem Kreise sich befinden*, oder ,  was dasselbe sagt, 
deren Bahnen ihren Krümmungskreis ftinfpuuktig beriihren"*, BO erkennt 
man, dass die Ermittlung der Krümmungsradien der Polcurvenevoluten in  
engstem Zusammenhange mit den letzterwiihnten Punkten steht. Die Be- 
stimmung der Lage dieser Punkte,  welche selbstredend der Kreisungs- 
punktcurvc angehoren müssen, sol1 aber einer spateren Mittheilung vor- 
hehalten bleiben. 

Was schliesslich den Einfluss der Lage ,  welche die Krümmungsmittel- 
punkte Mp und M, der Evoluten der Polcurven gegeuüber der Polcurven- 
normalen besitzen, auf die Bewegung der Ebene anlangt, so kann hier 
auf das am Schlusse des Abschnittes 1 Gesagte verwiesen werden. - 

Die wesentlichsten Eigenschaften der Kreisungspunkt - und Angelpunkt- 
curve erkennen wir unmittelbar aus deren Gleichungen in Cartesischen 
Punktcoordinaten. Wahlen wir den Pol als Coordinatenanfang, die Pol- 
curvennormale und - tangente als X- ,  bezw. Y-Achse des Coordinatensystems, 
BO sind die Coordinaten der Kreisungspunktcurve 

Vergl. B u r m e s t e r ,  Lehrbuch der Kinematik, Bd. 1, S. 621. 
** Siehe Schonf l ies ,  Geometrie der Bewegung, S. 39. 

4 *  
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x = P .  cosrp, y=Psirzcp; 

durch Einftihrung derselben in 2 4 a )  erhalten wir nach geringer Urnformung 

32a)  ( x 2 + y 2 )  ( x ~ x + % Y ) -  % Q O X Y  = O -  
Dies ist die Gleichung der K r e i  s u n g s p LI n k t c u r v e , wiihrend die der 
A n g e l p i i n k t c u r v e  die folgende Gestalt annimmt: 

Aus diesen Gleichungsformen geht unmittelbar hervor , d a s  s die 
K r e i s u n g s p u n k t -  u n d  A n g e l p u n k t c u r v e  i m  P o l  e i n e n  Doppel-  
p u n k t  h a b e n ,  ferner, d a s s  d i e  P o l c u r v e n n o r m a l e  u n d  - t a n g e n t e  
d i e  D o p p e l p u n k t s t a n g e n t e n  s i n d * ,  eiidlich, d a s s  s i e  d u r c h  die 
i m a g i n a r e n  K r e i s p u n k t e  g e h e n ,  a l s o  n i i r  e i n e  r e e l l e  Aeymp- 
t o  t e b c s i  t zen .  Es  sind diese Curven identisch mit den von B u  r m e s -  
t e r*"  d o p p e l p u n k t i g e  F o c a l c u r v e n  genannten Curven dritter Ord- 
nung,  wie spater gezeigt werden soll; da dieselben, wie die Focalcurv~n 
dritter Ordnung überhaupt, aber bereits sehr eingehend untersucht worden 
sind, so kann bcziiglich der sonstigen , speciell der geometrischen Eigen- 
schaften dieser Curven auf die einschlagige Literatur verwiesen ~ e r d e n . " ~ *  
Hier sollen nur  diejenigen Eigenschaften und Constructionen der Kreisungs. 
punlrt- und Angelpunktcurve Platz finden, welche mit der Bewegung der 
Ebeno in Zusammenhang stehen und solchergestalt ncu sein dürften. 

S u s  der Polargleichung 24 a) der Kreisungspunktcurve folgt, dass der 
spitze Winkel cl, welchen die reelle Asymptote P V (S. Pig. 7) dieser Curve 
mit der Polcurvennormalen Pi$, einschliesst, bestimmt ist durch den Werth 

es hat also die Asymptote die in der Figur angenommene Lage. Aber es 
ist auch 

folglich, wenn wir das Loth PA, aiif die Gerade K,Q, fallen, 

LK, PA, = ar. 

Das Loth PAo schneidet die Kreisungspunktcurve ausser im Doppel- 
punkte 1' noch in einem Punkte A ,  dessen Abstand L'A = d vom Pol sich 
nus 24a) zu 

* Von Herrn S c h o n f l i e s  wurde mir im Februar a. c. folgendes Theorem 
ohne Ableitung desselbeu bricflich mitgetheilt: ,,Die Curve k3 (Kreisungspunkt. 
curve) ist eine focale à noeud; aie hat im Pol einen Doppelpunkt, und Tangente 
und Normale der Polbahnen sind ihre D~ppelpnuktstangenten,~' 

** Lehrbuch der Kinerriatik. Bd. 1 ,  S. 76. 
*** Vergl. hierüber: S a l m o n -  F ie  d l e r ,  Kegelschnittc. 3. Aufl., S. 369; 

E c k a r t ,  Diese Zeitechrift 1865. Bd. X ,  S. 321;  S c h r o  t e r ,  Math. Annalen 
Bd. 6 ,  S. 50; Bd. 6 ,  S. 85; D u r è g e ,  Math. Annalen. Bd. 5 ,  S. 83. 
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B = i = ~ x , c ~ ~ i ~ = - q ~ . s ~ ? z ( ~  - 2 - PA, 

ergiebt, weil 
' x ,cosa  = q,,sirzu= P A ,  

ist; es halbirt sonach der Curveupiinkt A das Loth z,. 
Mittels des Curvenpunktes A und eines tiber P A ,  als Durchmesser 

errichteten Kreises k s t  sich aber die Kreisungspunktcnrve überaus einfach 
construiren. 1st P B  ein beliebiger Normalstrahl, auf welchem wir den 
Kreisungspunkt K bestirnmen wollcn, und der den erwiihnten Kreis in H 
schneidet, so machen wir im gleichen Sinne 

L H P H ' =  L H , P A o =  u 

(am einfachsten durch Eintragen der Sehne = in den Kreis von 
H aus); dann schneidet die Gerade H'A den Normalstrahl PB im gesuchten 
Punkte K. Der Beweis der Richtigkeit dieser Construction folgt leicht, 
wenn wir berllcksichtigen, dam - 

ist, a i e  aus der ConstrucCion unmittelbar hervorgeht; dann muss 

L H ' A A 0 = 2 ~  

sein und folglich, weil 

Somit finden wir aus dem Dreieck PK A ,  in welchem PT = d l  PK = P 
ist, den nachstehenden Ausdruck ftir 

Zu demselben gelangen wir aber auch, wenn wir in 24a) die vorher 
gefundenen Werthe 

2 6 
X,, = - 

2 8 
c0scu1 

substituiren, womit der fragliche Beweis gegeben ist. 
Bemerkt mng hier noch werden, dass die Asymptote P V 1 1  AH, ist, 

also parellel dern Durchrnesser des tiber  PA^ errichteten Kreises, welcber 
die Schnittpunkte des letzteren mit der Polcurvennormalen und -tangente 
verbindet. 

Die einfache Gleichung 33) der Kreisungspunktcurve is t  noch dadurch 
von Interesse, dass sie, wie man sich leicht überzeugt, tibereinstimmt mit 
der Gleichung einer Curvo, die von dem Scheitel eines Winkcls beschrieben 
wird, dessen Schenkel den Winkel 2 a  einschliessen, falls sich der Winkel 
so bewegt, dass der eine Schenkel immer durch den festen Punkt  A der 
Ebene geht, wahrend ein Punkt  des andern Schenkels, der vom Scheitel 
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die Entfernung 6 besitzt, auf der .  Geraden P V gleitet. Nun lasst sich 
aber ,  wie B u r m e s t e r *  gezeigt ha t ,  die von ihm d o p p e l p u n k t i g e  
F O c a l  c u r  v e genannte Curve in  dieser Weise erzeugen , womit erkannt 
wird, dass die Kreisungspunktcurve mit der doppelpunktigen Focalcurve 
identisch ist. 

Die zuletzt gegebene Construction der Kreisungspunktcurve, welche 
auf die Gleichung 33) fiîhrte, und welche besonders zweckmassig ist ,  wenn 
die Bewegung der Ebene dnrch die Polcurven erzeugt wird, ist ein spe- 
cieller Fa11 einer etwas allgemeinen Construction, die immer sehr einfach 
m m  Ziele führt ,  wenn irgend ein Kreisungspunkt und der Punkt K, auf 
der Polcurvennormalen als bekannt vorausgesetzt werden kann. Um zu 
dieser Construction zu gelangen, denken wir uns zunachst auf zwei belie- 
bigen Normalstrahlen die Kreisungspunkte gegeben und suchen den Punkt K,. 
E s  sei P Q  (Fig. 8) die den beiden Normalstrahlen zugeordnete Collinea- 
tionsachse, so errichten wir zu dieser in P eine Senkrechte, welche die 
Verbindungslinie der gegebenen Kreisungspunkte K, und K, im Punkte K' 
schneiden m6ge. Ziehen wir nun durch K' eine Parallele zu PQ, welche 
die Normalstrahlen in  den Punkten K,,, bez. KO2 schneidet, und errichten 
i n  letzteren Punkten Lothe zu K,, P, bez. KOz P ,  so schneiden sich diese in 
dem gesuchten Punkte K, auf der Polcurvennorrnalen. Wie aus der zweiten 
der Gleichungen 18) hervorgeht, h b g t  nun %= x, nur von k ,  und W 
a b ,  nicht aber von den gegebenen Kreisungspunkten. Denkcn wir uns 
sonach statt  K, einen beliebigen andern Kreisungspunkt K auf dem Nor- 
malstrahle PB gegeben, so muss sich aus den Kreisungspunkten K und K, 
derselbe Punkt K, ergeben, a180 auch K,, als derselbe Punkt ,  weil 

- - - 

pK,, = P K, . cos cp, 

ist. Berücksichtigen wir nun weiterhin, dass bei variabelem q1 und con- 
stantem F~ der Ort  des Punktes K,, ein Kreis tiber PK,,, als Durchmesser 
ist  , weil constructionsgemëss 

LK'P&,= LK,2PK,-q,,  
und folglich 

LK1PKO,=<p,, 
also 

m=PK,, . cosp, 

sein muss, so Gnden wir K auf dem willktirlich angenommenen Normal- 
strahle PB, indem wir im gleichen Sinne 

antrrrgen und den so srhaltenen Punkt  H' (auf dern Kreise über BIS 

Lehrbuch der Kinematik, Bd. II, S. 76. 
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Durchmesser) mit K, durch eine Gerade verbindcn; letztere schneidet den 
Normalstrahl P B  im gesuchten Kreisungspunkte K.  * 

Die frühere specielle Construction folgt aus dieser für cp,= a. 

Dieselben Betrachtungen und Constructionen lassen sich, wie ohne 
Weiteres erkannt wird, au€ die Angelpunktcurve tibertragen. 

Von besonderern Interesse ist  der   unk kt auf der Kreisungspunktcurve, 
in welchcm dio letztere vom Wendekreis geschnitten wird. Es ist dies der 

' zuerut von B a l 1  (Proceedings of the R. Irish Acad. Scr. I I ,  Bd. 1, S. 243) 
bemerkte U n  d u l a  t i o n  s p u  n k t ,  i n  welchem die Bahntangente vierpunktig 
von der Bahn des Punktes berührt wird. Da der dem Undulationspunkt 
zugeordnete Angelpunkt im Unendlichen liegt,  also R = m sein muss, so 
erkennen wir,  d a s s  d e r  U n d u l a t i o n s p u n k t  i m  S c h n i t t p u n k t  d e r  
r e e l l e n  A s y m p t o t e  d e r  ' A n g e l p u n k t c u r v e  m i t  d e m  W e n d e -  
k r e i s  e l i  e g e n  m u  es. Die Asymptote der Angelpunktcurve kann,  wie 
vorher mitgetheilt, geometrisch sehr cinfach construirt werden; sonach kann 
man auch den Undulationspunkt leicht construiren. 

Der Schnittpunkt der Asymptote der Kreisungspunktcurve mit dern 
Rückkehrkreis ist der Undulationspunkt für die umgekehrte Bewegung; da 
dieser Punkt auf der Angelpunktcurve liegt, so is t  er zugleich der Mittel- 
punkt aller Krümmungskreise, welche die Enveloppen der Systemgeraden 
vierpunktig bertihren. Die Rückkehrtangente dieaes Punktes bertihrt ihre 
Enveloppe in einer Spitze xweiter Art. 

An Specialftillen mtigen nur  folgende Erwkihnung finden: 

1. 1st ein Punkt  der Ebene gezwungen, sich auf einem Kreise zu 
bewegen, so ist dieser Punkt  ein @-eisungspunkt, und der Mittelpunkt des 
Kreises der zugeordnete Angelpunkt. Bewegen sich zwei Punkte der Ebene 
;ru€ Kreisen , wie beim Gelenkviereck , so kann die: Kreisungspunkt - und 
Angelpunktcurve folglich unmittelbar, wie vorher langegeben, construirt 
werden. Wenn umgekehrt ein Ereis der bewegtcn Ebene durch einen 
fcsten Punkt der ruhenden Ebene geh t ,  so ist letzterer Angelpunkt, und 
der Mittelpunkt des Kreises der zugeordnetc Kreisungspunkt. 

2. Bewegt sich ein Punkt  der Ebene tsuf einer Geraden, so  is t  der- 
selbe der Undulationspunkt ; die Verbindungslinie desselben ' mit dem Pol 
ist dann die Asymptote der Angelpunktcurve. Geht eine Gerade der Ebene 
immer durch einen festen Punkt ,  so ist letxterer der Undulationspunkt der 
umgekehrten Bewegung und seine Verbindungslinie mit dem Pol die Asymp- 
tote der Kreisungspunktcurve der bewegten Ebene. 

3. Sind die Polcurven beide Kreise, so wird, weil En = ep = O ,  zu- 
folge 29) 

* Diese Erorterungen, welche unmittelbar-zu obiger einfachen' Construction 
fiihren, finden sich i n  anderem Znsammenhange bereits [XXIX, S. 2211 mit- 
getheilt. 
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n a s  auch unmittelbar sus 31) erkannt zu werden verrnag, weil der Weilde- 
kreisdurchmesser sich danu nicht andert. Die Kreisungspunkt- und Angei- 
pünktcurve zerfallen dann zufolge 24) in die Polcurvennormale und in 
Kreise, deren Durchmesser sich aus 28) zu 

3 W h p  3k,kp k ----- - 
O - W - k ,  2k,-k,  

ergiebt. Dass die Polcurvennormale jeder der beiden zerfallenden Curven 
angehort ,  erkennt man unmittelbar aus den Gleichungen 32), falls darin 

1 

nach Division mit p, = 0 gesetzt wird. I n  derselben Weise zerfallen die 
cln 

Kreisungspunkt - und Angelpunktcurve tiberhaupt, sobald entweder 

k t ,  wie z. B. bei congruent-symmetrischen Polcurven, oder 
- 
PQ = q,.sinq, sin.cp,=m 

wird, was z. B. eintritt ,  wenn die Verbindungslinie zweier gegebener 
Kreisungspunkte der Verbindungslinie der zugeordneten Angelpunkte 
parallel ist. 

4. 1st die ruhende Polcurvo p eine Gcrade, also 3E1, = a, , B O  wird der 
Punkt  R, sehr einfach angebbar, weil namlich aus 28a) sofort 

PKO=k,=-3  W 

folgt. D a m  ermittelt man K, direct als zugeordneten Punkt  zu K,, so 
dass zufolge 28 b) und weil W = k ,  ist  , 

PËo=k,= 3k ,  

wird. Das Umgekehrte g i l t ,  wenn die bewegte Polcurve n eine Gerade kt. 
I n  beiden Fallen wird auch die Ermittlung von - Q, vie1 einfacher, neil 

- - 

dann entweder y, = I = Pr", oder q, = - 1 = - P Clp ist. 

R i g a ,  Mai 1891. 
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Kleinere  Mittheilungen. 

1. Ueber die Gleichung xP + yzJ = aQ . 
Die in der Z e i t s c h r  i f t ver6ffentlicbten Aufsatze von Herrn R i  e-ke 

ilber den P e r m a t ' s c b e n  Satz ( U e b e r  d i e  G l e i c h u n g  x P + y p = ~ P ,  
Bd. XXXIV, S. 238-48; V e r s u c h  ü b e r  d i e  G l e i c h u n g  x p + y p = ~ p ,  
Bd. XXXVI, S. 249 - 54) sind, wie es mir scheint , mit einigen Fehlern 
behaftet , die ich mir erlaube , hier hervorzuheben. 

Die Gleichung (Bd. XXXIV, S. 241) : 
- 3 P v - 5  

~ ~ 2 - 1 _ ( ~ - 2 ) ~ r n  2 + 5 ( p - 3 ) i  fi-...=" 

besitzt im Allgemeinen keine rationalen Wurzeln; jedoch werden ihre Wur- 
zeln i n  der Folge als rationale ganze Zahlen behandelt. Es is t  insbeson- 

?- 1 
dere zu fragen, was bedeutet die Aussage, dass ,m 2 den Factor p.. . 
hsben mussu. 

Bd. XXXVI, S. 251 wird bewiesen, dass : 

d 
durch-+pg theilbar i s t ,  und hieraus folgert man,  dass 

a 

kt,  wo k,,  k,  . . . ganze Zahlen bedeuten. Man muss aber beachten, dass 
die Theilbarkeit nicht irn Allgemeinen, sondern nur ftir einen bestimmten 

f i  
Werth von - stattfindet, woraus die a l g e  b r a i s  c h e  Theilbarkeit nicht 

a 
gefolgert werden darf. 
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II. Rr i te r ien  der Thei lbarkei t  dekadischer Zahlen. 

Die im 4. Heft Laufenden Jahrgangs dieser Zeitschrift vom Herrn Cand. 
math. D i e t r i c h k e i t  angegebene Regel betr. die Theilbarkeit der Zahlen, 
hat wohl nur fiir la = 3 ,  7 ,  9 und für  ,diejenigen la, deren letzte Ziffer 
1, 3, 7 oder 9 is t ,  Giltigkeit, da die Vielfachen der anderen Zahlen nie 
mit 0 1 resp. mit . . . 00 1 endigcn. Fur  lz = 3,  9 ist  es aber bcquemer, 
wenn man versucht, ob die Quersumme des Dividendus durch 3 resp. 9 
theilbar ist. Es bliebe also nur n = 7 und la = 11, 13, 17, 1 9 ,  21 ,  23, 
2 7 ,  2 9  etc., ftir welche Zahlen die betr. Methode anruwenden ware. 

O l d e n b u r g  i. G. 
-- 

G. SPECKMANN. 

Im ersten Hefte vom 36. Jahrgange der ,,Zeitschrift ftir Mathematik 
und PhysikU ist von Herrn D i e t r i c  h k e i  t als Verallgemeinerung einer 
bekannten Regel eiii Criterium fiir die Theilbarkeit einer gegebenen Zahl Z 
durch la veroffentlicht worden. 

Obgleich ich durchaus keinen Zweifel hege , dass Herr D i e t r i c h k e i t  
diese Verallgemeinerung selbstindig gefunden hat ,  mochte ich doch histo- 
risch bemerken, dass diese allgemeine Regel sqhon in den ,,Comptes Ren- 
dus hebdomadaires des Sdances de l'Académie dcs SciencesU t. CVI Nr. 15 
(9. April 1888) von Herrn L o i r  bekannt gemacht worden ist. 

Aber auch Herr  L o i r  darf nicht als der eigentliche Entdecker dieses 
Verfahrens betrachtet werden. Wie von mir i n .  den ,,Comptes Rendusu 
t. CVII  Nr. 6 (pag. 386) in einer kleinen Mittlicilung bcmerkt wurde, 
kommt dieses Criterium in dem, bereits am Ende des vorigen Jahrhundert,~ 
von dem bekannten hollandischen Yathematiker Prof. Ja c O b d e  Gel  der  
verfassten Lehrbuch der Arithmetik vor (Grondbeginselen der Cyfferkunst, 
Rotterdam, 1793). Zwar weiss ich nicht,  ob die Regel-von diesem Ge- 
lehrten entdeckt wurde, aber jedenfalls ist  dieselbe nachher in viele liol- 
lfindische LehrbUcher übergegangen. 

Dem in Rede stehenden Criterium wird gewohnlich ein anderes zur 
Seite gestellt, das mit ei-r kleinen Abanderung -. in der von Hrn. D i e t r i o h -  
k e i t  benutzten Form also lauten konnte: 

,,Um zu entscheiden, ob eine gegebene Zahl Z durch n getheilt werden 
kann, multiplicire man die letzte Ziffer von Z mit der für jedes r. 
besonders zu bestimmenden Zahl k und a d  d i r e  das erhaltene Product 
zu den von den vorhergehenden Ziffern gebildeten Zahl. 1st die gofun- 
dene S u m m e  durch n theilbar, so ist es auch 2." 

Die Zahl k bestimmt sich nach folgender Regel: 
,Nan schreilie alle diejenigen Vielfachen von r, aiif, welche mit der 
Ziffer 9 endigen, streiche dicse Ziffer 9 weg und a d  d i r e  1 zu der  
v o n  d e n  i l b r i g e n  Z i f f e r n  g e b i l d e t e n  Z a h l ;  dann gentigen die 
so erhaltenen Zahlen den für k angegebenen Bedingungen.' 

Z. B.: wenn n = 13, wird x = 4 ,  17 u. S. W. 

Dr. R. B. VAN DORSTEN, 
Iiehrer am Oymnaaiom Xrasmianum in Rotterdam. 
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III. Zwei  Slltze liber collineare Ebenen. 

1. Wir gehen von 2 collinearen Syatemen dcrselben Ebeno aus. A B C  
resp. a b c  sei da8 Dreieck der sich selbst entsprechenden Piinkte resp. Ge- 
raden (Fundamentaldreieck). Dann beweisen wir folgendeh 

S a t z  1. E i n e  G e r a d e  t r i f f t  i h r e  e n t s p r e c h e n d e  G e r a d e  u n d  
d i e  S e i t e n  d e s  F u n d a m e n t a l d r e i e c k s  i n  4 P u n k t e n  v o n  c o n -  
s t a n t e m  D o p p e l v e r h i i l t n i s s  A. 

R e  w e i s : Seien g g', h h' zwei entsprechende Strahlenpaare , so wollen 
wir mit G resp. H die Schnittpunkte dieser Paare bezeichnen. G a ,  Gn , G, 
und Ha, H b ,  H, seien die Schnittpunkte von g und h mit a ,  b ,  c. Dann 
mfissen wir zeigen, dass (G G ,  Ga G,) = (H Ha Hb Hc)  = A. 

Sei S der Schnittpunkt von g und h ,  S' der Schnittpunkt von g'h' ,  
so bilden wir aus S und Sr  projectivische Rtîschel. Sie erzeugen einen 
Kegelschnitt K2, der die Punkte S S', A B C, G und H enthtilt. Polglich 
sind die beiden Dreiecke A B C und S G Il diesem Kegelschnitt eingeschrie- 
ben. Daraus folgt, dass die Seiten dieser Dreiecke einen neuen Eegel- 
schnitt umhüllen. Die Tangenten g h desselben werden von a b  c und der 
Geraden TH in entsprechenden Punkten von projectivischen Reihen ge- 
schnitten. Mithin ist  (G Ga Gb G,) = ( H  Ha Hb H,) = A ,  W. Z. b. W. 

Dem Satze 1 steht dual gegenilber: 
S a t z  II. V e r b i n d e n  w i r  e i n e n  P u n k t  m i t  s e i n e m  e n t s p r e -  

c h e n d e n  P u n k t e  u n d  m i t  d e n  E c k e n  d e s  F u n d a m e n t a l d r e i e c k s ,  
s o  b i l d e n  d i e s e  V e r b i n c l u n g s l i n i e n  e i n  c o n s t a n t e s  D o p p e l v o r -  
h ë l t n i s s .  

Wir k6nnen beweisen, dass das letztere Doppelverhaltniss gleich dem- 
jenigen i s t ,  von welchem Satz 1 spricht. Sei nzmlich eine beliebige Ge- 
rade g gegeben, ao lasst sich diese als Verbindungsliuie eines entsprechenden 
Punktcpaares P P' auffassen. Wir  erhalten dieses Punktepaar, indem wir 
g sowohl zn dem einen als andern Systeme rechnen und zu g die ent- 
sprechenden Geraden zeichnen. Sie schneiden g in P und P'. Nun bildet 
P mit den Punkten, in  welchen g die Dreieckseiten a b c achneidet, das- 
selbe Doppelverh%ltniss, wie g mit den Strahlen, welche aus P nach den 
Ecken A B  C gehen." Das erste dieser Doppelverh!iltnisse tritt  in  Satz 1, 
das xweite in Satz II auf. Mithin sind diese Doppelverhiiltnisse einander 
gleich. 

Die bewiesenen Satxe gelten auch dann und haben einen bestimmt 
definirten Sinn, wenn zwei Ecken des Fundamentaldreiecks conjugirt imagi- 
nare Punkte suf einer reellen Seite sind. 

2. Geben wir daa Fundamentaldreieck von 2 collinearen Ebenen und 
2 Doppelverhiiltnissti dl A', so sind die collinearen Ebenen bestimmt. Wir  

* Vergl. in meiner Abhandluug: Ueber eine ebene Reciprocitit etc. im 
XXXI. Bande dicser Zcitschrift p. 147 den Satz 1. 
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finden zu einer Geraden g die entsprechende g', indem wir zu den Schnitt- 
punkten G,  Gb  G, von g und a b  c einen Punkt  G construiren, für den 
(Gu G e  G ,  G )  = A .  Hierauf verbinden wir G mit A B C  und bestimmen zu diesen 
Verbindungslinici g, g, g, eine Linie g', fur welche (gA g B  gc s') = A'. 
Sie entspricht g .  Um zu eincm Punkte P den entsprechenden P' zu be- --- 
stimmen , ziehen wir P A ,  P B, P C ~ d e r  pu pb pc und zeichnen eine Gerade p 
nach der Bedingung (papa  p, p )  = d. Auf dieser Geraden construiren wir su 
den Sçhnittpunkten Pa Pb 1>, mit a b c  einen Punkt  Pt  für den (P,PbP,P')= A. 
E r  entspricht P. Machen wir jetzt; die Voraussetzung, dass d = A ' ,  sa 
muss g mit g', P mit P' zusammenfallen. Aber der Schnittpunkt von Gg'  
ist ein ausgezeichneter Punkt  auf g.  Durch PP' geht eine ausgezeichnete 
Gerade, welche die 2 zusammenfallenden Punkte P P '  verbindet. Wir ge- 
langcn auf diesem Wege von der Collineation zu eincr specielleu Rcci- 
procifat." 

Dr. BEYEL. 

IV. Ueber die  Grossenfolge einer  Reihe von  Mittelwerthen. 

Nachdem erst vor Kurzem dor bekannte Satz, dass das arithmetische 
Mittel aus n. verschiedenen positiven Grossen grosser ist ala das geometrische, 
durch H u  r w i t z einen neuen Beweis erfahren hat ,*" m8ge es gestattet sein, 
auf einen vie1 weniger bekannten, allgemeineren Satz hinzuweisen. 

Dcrsalbe ist xwar schon vor gcraumcr Zeit , als von F O r t herrührend, 
durch S c  h l o m i l c  h publicirt,*" an eben jener Stelle aber auch der Wunsch 
ausgesprochen, der Satz moge einen seinem Wesen mehr entsprechenden 
Beweis erhalten. 

Gegeben seien lz positive G r k i e n ,  von denen zwei variabel gedachte 
mit x, und x2 bczeichnet werden. 

E s  bedeute 

(m) die Summe der als Producte aufgefassten Combinationen (ohne 
Wiederholung) der n Grossen zur mten Classe, 

(WB),, eine analoge Summe, bezüglich auf die nach Weglassung von 
x,, x, tibrig bleibenden n - 2 Elemente. 

Dann ist offenbar: 

* Im XXXI. Bande dieser Zeitschrif't p. 147 Lehandelte ich diese Recipro- 
citat. Noch sei bemerkt, dasa die Beziehungen, welche dort zwischen Curven 
entwickelt werden, mit solchen identisch sind, welche Dr. S t e i n e r  in seiner Dis- 
aertation über Curven vom Beschlechte Nul1 (Züricli 1800) ableitet. Die im Vor- 
stchenden bewiesenen 2 Satze vermitteln dicse Identitiit. 

** ,,Ueber den Vergleich des arithmetischen und des geometrischen Mittels". 
Journal f. r. und ang. Math. Bd. 108, S. 266. 

*** ,,Ucber Mittelgrossen verschiedencr Ordnungen" in dieser Zeitechrift Bd. 3, 
S. 301 und ff. am Schluss. 
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Hierbei ist bemerkenswerth, dass 

(m - 1)z,2 > ( m  - 2112 (m),, 
überhaupt 

3) (na- 1)2 > ( m - 2 )  (m)  

ist. Siehe hierüber den Schluss der Note. 

Nun sei, unter Constanthalten der n - 2 tibrigen Grossen, die Varia- 
bilitit der positiven Grossen x,, x, dadurch beschriinkt, dass (m), somit 
auch C constant gchaltlten wird. 

Es gilt dann: 

4) V ist um so grosser, jo kleiner (2, - x ~ ) ~  ist. 

Denn es folgt aus 1 )  und 2 ) :  

Da die sammtlichen Brüche rechts von den Gleichheitszeichen positiven 
Werth haben (S. 31, wachst T, wenn x, + a ,  abnimmt, und wenn x, X, 
wiichst. Wenn aber eiu die Gleichungen 5) und G )  befriedigendes Werth- 
system x',, x', derart k t ,  dass 

7 x', + 2'2 < $1 + $2 , 
8 1 xr2 > 2, x2 

folgt durch Quadriren von 7) und Subtrahiren der mit 4' multiplicirten 
Ungleichung 8)  

9) (zvl - x i ) 8  < (xl - x ~ ) ~  
und die Richtigkeit der Behauptung 4) ist erwiesen. 

I m  Folgenden scien die ~ positiven Grossen, so lange nichts Beson- 
deres von ihnen gilt, mit a, ,  a,, a s .  . .a, bezeichnet, und 

(m) = fm (a, a, a,. . . a,) 
gesetzt. 

In  einer Gleichung: 

10) fm(Hn,Mmn..Mnl; an+ lan+  2 . . . a n ) = f m ( M m N m . . . M m )  

seien von den Argumenten links vom Gleichheitszcicheu die a erstcn - 
aber keine weitern - rechts vom Gleichheitszeichen alle Argumente gleich 
einer positiven Grosse M,, goworden. 
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Dann la& sich folgern, dass die Grossen a ,+~ ,  an + 2 .  . . an nicht 
siimmtlich grosser und auch nicht sammtlich kleiner als Hm sein künnen. 
Man wird daher unter ihnen steta zwei, seien es etwa a,+l und a,+2, 
ausfindig m ~ c h e n  konnen, welche der Redingung geiiHgen 

11) an+! >Mm > an+2. 
Man mache nun,  unter Aiifrechterhaltung von Io), a,+l und an+? variabel, 
resp. gleich z,,+l und zn+2, und lasse X,+I = Mm werden, wodurch zn+2 
auf einen bestimmtcn positiven Werth a',,+? geschoben wird. Dann muss, 
bei der durchaus positiven Natur der Function f, weil xn+ 1 = Mm zwischen 
a,+, und an+o fallt ,  dies auch fur x.+2 = al,+Z der Fa11 sein: 

12) a,+l > ~ ' ~ + z  > an+2 
und es folgt aus 11) und 12): 

13) (an + 1 - a,  + 212 > (Mm - a', + 2)' 

und weiter mittels 4) : 

14) fm+l (Hm Mm . . . Mm; an+i an+?. . . an)  
<fm+ i (MmM, . .  .Mm&; af,,+z.. .a,). 

Diese Entwicklungen lassen erkennen: 
Wenn wir unter Mm die stets vorhandene positive Wurzel der Gleicliung 

f m  (a, a, a,. . . an) = fm (Mm Zn Mm. . . Mm),  
wo rechts sirnmtliche Argumente gleich sind, verutehen, und eine passende 
Vertheilung der Indices bei den a vorgenommen denken, so 1 a ~ s t  sich unter 
Constsnthalten von f,,, durch eine Reihe voii successiven Verwandlungen 
zweier ai die Folge von Ungleichungen bewirken: 

f,,,+~ (a, a, a,. . .a,,) < f m + i  (Mm a', a, a,. . .an )  

15) 1 f in + 1 ( M ,  agz aB . . . a,,) < f ,  + 1 (Zn Mm a', a, . . . an) 

fi.+, Mm Mm a', . . . a,) < L n + i  (Mm Zn Mm a', a,. . .an) 

f,, + 1 (M,,, Mi,, . . . Mm aVn - 1 an) < f,, + 1 (Miil Xm . . Mm, 
woraus sich ergiebt : 

16) fm+l(ala,a, .  .-.a,)< f m + i ( ~ m M m M r n . .  . N m )  
eine Ungleichung, welche gilt ,  so lange nicht samrntliche ai gleich sind. 

Bestimmen wir nun eine Grosse M,,+i aus 

f r r l+ i  (a, a,a,. . .an)=frn+i (Mrn t l  M f , + i . .  .Mm+r ) ,  

wo rechts alle Argumente gleich sind, so folgt mittels 16): 

f rn+ i  ( H m  J f m .  .Mm) > f m + i  ( Z m + i  M m  F I .  a .  Mm+i) 

und bei der positiven Natur der Functionen f und ilirer Argumente die 
Ungleichung 

M m  > Mm+, 
ausftihrlicher geschrieben die Reihe von Ungleichuugen : 

in Worten : 
M l > M , > M 3 > M , .  ..>AI,,; 
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D i e  M i t t e l w e r t h e  a u s  n v o n  e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e n  p o s i -  
t i v e n  G r o s s e n ,  b e r e c h n e t  m i t t e l s  d e r  f u n d a m e n t a l e n  s y m -  
m e t r i s c h e n  F u n c t i o n e n  f i ,  f2, f 3 . .  . fnl b i l d e n  e i n e  f a l l e n d e  R e i h e .  

Ausführlicher wlirde Mu folgendermassen zu schreiben sein: Nv=p ( a l % .  - - a . ) .  
(3 

Dies ist der ver~prochene Satz. 
Der Beweis von 3) kann euf vermhiedene Weise geliefert werden. 

Man vergleiche z. B. Nouv. Annal. (2) 3. Bd. 1864 S. 37, wo ein Beweis 
gegeben mird, dass 

17) sig (a2",+l - av a,+2) =sig ( a 2 ~ + 2  - U V + I  ~ $ 3 )  

ist. Hier bedeutet sig das Vorzeichen des dahinter stehenden Klammer- 
ausdrucks ( K r  on  e c k e r )  , die a sina Coefficienten' einer Gleichung 

a o x n + a , x n - 1 + a , x n - 2 + .  . .+a , ,=O 
mit ]aliter reellen Wurzeln u, welche bis aufftir 17) irrelevanteVorzeichen und etwa 
einen constanten Factor mit unseren f libereinstimmen. Da wir a mit nega- 
tivemhdex gleichNul1 setzen dürfen, so wirdftir v = - 1 (dieGleichung 17) zu 

sig (a02) = sig (ale - a. a 2 ) ,  
was sich auch leicht unabhangig beweisen lasst , und siirnrntliche Ausdrücke 
ergeben sich als positiv. q. e. d. 

Man vergl. tibrigens meinen in einern der nachsten Hefte dieser Zeitschr. 
erscheinenden Aufsatz ,,iiber gewisse orthosymmetrische Determinanten". 

HERMANN BRUNN. 

V. Kri ter ien d e r  Theilbarkeit der Zahlen. 
Zur ErgLnzung der im vierten Hefte dieses Jahrganges von Herrn 

D i e t r i c h  k e i  t gegebenen Regel lasst sich folgender Satz aufstellen, der ftir 
alle Zahlensystemc gilt, die dem decadischen analog gebildet sind. 

Um die Theilbarkeit der Zalil Z durch B zu untersuchen, multiplicire 
man die p letzten Ziffern von Z mit der fiir jedes n. besonders zu bestim- 
menden Zahl v und a d d i r e  das Product zu der Zahl, welche von den 
jenen p Ziffern vorangehenden Ziffern gebildet wird. 1st diese Summe 
durch n theilbar, so ist auch Z durch n theilbar. 

Die Zahl v wird in folgender Weise bestimmt: Man suche ein Viel- 
faches von n ,  dessen letzte p Ziffern jede einzeln um 1 kleiner sind als 
die Basis des betreffenden Systems ( f l r  das decadische System also 9). 
Streicht man von diesem Vielfachen diese p Ziffern ab und erhoht die ver- 
bleibende Zahl um 1, so erhalt man v. 

B e i s p i e l  f t i r  d a s  d e c a d i s c h e  S y s t e m .  
Es sol1 mit RUcksicht auf das zweistellige Ende untersucht werden, 

ob 9503 durch 13 thcilbar sei. Nun ist 299 durch 13 theilbar. Streicht 
man die beiden Nenner und addirt 1 zom Rest,  so erhiilt man v = 3. 

Nun ist 95 +3.3  = 104 durch 13 theilbar, also auch 9503 dnrch 13 theilbar. 
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B e i s p i e l  f t i r  d a s  N e u n e r s y s t e m .  
E s  soll mit Bertîcksichtigung des dreistelligen Endes untersucht 

werdcn, ob IX (110002) = 65612 (decadiuch) 

durch 47 theilbar sei. 
E s  ist I X  (1888) = 4373 (decadisch) diirch 47 thcilbar; mithin v 3 2. 

Ferner IX (1 10) + 2.2  = 94 durch 47 theilbar. 

Mithin auch IX (1 10002) = 666 12 
durch 47 theilbar 

Allgemein Iasst sich die Sache in folgender Weise geben: 
E s  sei Z = a . B P + e ,  

worin B die Basis des Systems, a die den letzten p Ziffern vorausgehende 
Zahl und  Q die durch die letzten p Ziffern dargestellte Zahl bedeutet. Statt 
des obigen Ausdrucks kann man schreiben 

Z = B P ( a T  bp)+ ( b B p +  1) Q .  

1st n u n  b BP + 1, resp. b B' - 1 durch eine Zahl rn (die nicht in  B ent- 
halten) theilbar, so handelt es sicli bei der Restimmung der Theilbarkeit 
von Z durch rn nur  darum, ob a - b  p, resp. a + b  Q durch n theilbar isk. 

I m  ersten Palle resultirt die von Herrn D i e  t r i c h  k e i t aufgestellte 
Regel, im zweiten Falle die im Eingange besprochene Regel. 

W ien.  Dr. KARL HAAS. 

VI. B e r i c h t i g n n g .  
In Folgendern erlaube iüh mir ,  auf ein Versehen aufmerksam zu machen, 

das sich in dem Aufsatzc des Herrn R i e  k e ,  im 4. Hefte dieser Zeitschrift, 
S. 249 - 254 vorfindet. Der Verfasser sucht die Unmijglichkeit der Aiif- 

losung der F e r  rn at'schen Gleichung, z p  + ya = a p  , in  ganzen Zahlen zu 

beweisen. Irn Laufe seiner Untersuchung findet e r  für p = 3 ,  Seite 233, 
die Gleichung: z A2 c,'+ A.;+% =(:+ kl) (f + 39). 
Hier betrachtet e r  nun a als unabhangige Veranderliche, wahrend es doch 
eine ganze Zahl von ganz bcstimmter Reschaffenheit bedeuten soll; zudem 
folgt d i e  Unmoglichkeit einer derartigen Zerlegung fiir ein variables z schon 
daraus ,  dass die Discriminante der linken Seite d e r  Gleichung negativ ist 

(=- 1')- - I n  Wirklichkeit ergiebt sich aus obiger Gleichung nur: 

womit wohl nicht vie1 anaufangen ist. - Derselbe Einwand gilt auch für 
den allgemeinen F a l l ,  und es ist somit die Unaufl6sbarkeit der F e r m a t -  
schen Gleichung erst  noch zii beweisen. 

G i i p p i n g e n .  Reallehrer SCRUMACHER. 
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Jacob Steiner's Satze über den Schwerpunkt 
der gemeinschaftlichen Punkte einer Geraden 

und einer algebraischen Curve. 

Von 

1. Irgend eine Gerade S hat  mit einer Curve 9zten Grades Ch in Punkte 
a gemein, welche reell oder imaginar sein k b n e n .  Immer aber wird ein 
solcher Punkt A vorhanden sein, den wir als Schwerpunkt dieser rr Schnitte 
a mit der Basis ansehen k6nnen. Diesen Punkt A wcrden wir kurz als 
,,Echwerpunkt der Geraden S ' L  bezeichnen. Dies vorausgesetzt, m6ge 
folgender Satz als erwiesen angesehen werden: 

W i r d  e i n e  T r a n s v e r s a l e  S p a r a l l e l  m i t  s i c h  s e l b s t  f o r t b e -  
w e g t ,  s o  b e s c h r e i b t  i h r  S c h w e r p u n k t  A ((1. h. d e r  S c h w e r p u n k t  
i h r e r  v e r l i n d e r l i c h e n  f i  S c h n i t t e  a) i r g e n d  e i n e  b e s t i m m t e  Ge-  
r a d e  D, n g m l i c h  d e n  d e r  R i c h t u n g  d e r  G e r a d e n  S c o n j u g i r t e n  
D u r c h m e s s e r  d e r  B a s i s  en, o d e r  a b e r  a u c h  d i e  z u  d e m  u n e n d l i c h  
f e r n e n  P u n k t  a u f  S g e h o r i g e  P o l a r g e r a d e .  D a s  s o  e r h a l t e n e  
S y s t e m  D u r c h m e s s e r  i s t  z u d e m  s o  b e s c h a f f e n ,  d a s s  e s  n u r  a b -  
h l i n g i g  i s t  v o n  d e r  L a g e  d e r  A s y m p t o t e n  d e r  B a s i s ,  j e d e  G e -  
r a d e  h a t  m i t  d e r  B a s i s  ra P u n k t e  a . u n d  m i t  der i  A s y m p t o t e n  
m P u n k t e  b g e m c i n ,  u n d  d i c  n P u n k t e  a h a b e n  a l l e m a l  d e n s e l b e n  
P u n k t  A  z u m  S c h w e r p u n k t  w i e  d i e  P u n k t e  6. 

Daran anschliessend erhalten wir : 
G i e b t  m a n  d e r  T r a n s v e r s a l e  S n a c h  u n d  n a c h  a l l e  R i c h -  

t u n g e n ,  s o  e n t s t e h e n  a l l e  D u r c h m e s s e r  D d e r  B a s i s ,  w o z u  i n s -  
b e s o n d e r e  a u c h  i h r e  1û A s y m p t o t e n  A. g e h o r e n ,  u n d  z w a r  a l s  
d i e j e n i g e n  e i g e n t h ü m l i c h e n D u r c h m e s s e r ,  w e l c h e  i h r e r  o i g e n e n  
R i c h t n n g  c o n j u g i r t  s i n d ;  d a h e r  l i e g t  d e r  S c h w e r p u n k t  A j e d e r  
T r a n s - t e r s a l e  S ,  d i e  e i n e r  A s y m p t o t e n  A, p a r a l l e l  i s t ,  i n  d e m  
u n e n d l i c h  e n t f e r n t e n  P u n k t  d e r  l e t z t e r e n ;  d e r  S c h w e r p u n k t  
d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  G e r a d e n  G,, d i e s e  a l s  T r a n s v e r s a l e  S 
a n g e s e h e n ,  i s t  u n b e s t i m m t ,  e r  l i e g t  i n  j e d e m  D u r c h m e s s e r ,  
a l s o  n a c h  j e d e r  R i c h t u n g  h i n  (574.)' 

* Die in Klammern beigefügten Zahlen verweisen auf J. S t e i n e r ' s  ges. 
Werke, Rd.  2. 
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66 Jacob Steiner's Satze über den Schwerpunkt der gemeinschaftl. Punkte etc. 

2. Wie wir bereits friiher gczeigt haben,* ist die Polarenveloppe aller 
Polargeraden ftir Pole einer Geraden G eine Curve (n - l ) t e r  Classe und 
2 (la - 2)ten Grades. (497.) Wir erhalten daraus: 

A l l e  D u r c h m e s s e r  e i n e r  B a s i s  Cn b e r ü h r e n  i n s g e s a m m t  
e l n e  b e s t i m m t e  C u r v e  (n-  l)'er C l a s s e  Dn-l u n d  2(n-2)ten 
G r a d e s  D2n-4. 

Um einen solchen Durchmesser zu bestimmen, haben wir nur durch 
einen Punkt  eine solche Gerade zu ziehen, welche in diesem Punkt ihren 
Schwerpunkt in Bezug auf die Basis hat; der Schwerpunkt einer zt"" zur 
erstern parallelen Geraden giebt a l s d ~ n n  einen 2ten Punkt des Durchmes- 
sers. Wlihlen wir den Pnnkt auf einer Asymptote A. der Basis selbst, 
so gentigt es, wenn wir eine Gerade bestimmen, deren Schnitte mit den 
übrigen ( m  - 1)  Asymptoten ihren Schwerpunkt in dom gewxhlten Punkt 
haben. Die Anzahl derselben ist (n - 2), indem ein Durchmesser selbst 
auf A, falit. Wiihlen wir den Punkt  derart,  dass er auf der Asymptote A,  
so gelegen is t ,  dass er Schwerpunkt der Schnitte derselben mit den anderen 
Asymptoten is t ,  so fallt ein 2terDurchmesser durch diesen Punkt  auf A,; oder: 

J e d e  A, b e r ü h r t  d i e  C u r v e  Dn-1 i n  d e m j c n i g e n  P u n k t c ,  
e t w a  a,, w e l c h e r  d e r  S c h w e r p u n k t  i h r e r  (n-1) S c h n i t t e  m i t  
d e n  a n d e r e n  A s y m p t o t e n  i s t .  D e m n a c h  g e h e n  d u r c h  jeden 
P u n k t  i m  A l l g e m e i n e n  (n-1) D u r c h m e s s e r  D d e r  B a s i s ,  o d e r  
j e d e r  P u n k t  P i s t  S c h w e r p u n k t  v o n  (n-1) d u r c h  i h n  g e h e n .  
d e n  T r a n s v e r s a l e n  8,  w e l c h e  n a m l i c h  j e n e n  D u r c h m e s s e r n  
b e x i e h l i c h  c o n j u g i e r t  s i n d ;  l i e g t  d e r  P u n k t  P i n s b e s o n d e r e  
i n  e i n e r  A,, s o  i s t  d i e s e  s e l b s t  e i n e r  d e r  (la-1) D u r c h m e s s e r  
u n d  s o  f i i l l t  d i e  i h r  c o n j u g i r t o  T r a n s v e r s a l e  S a u f  s i e ,  u n d  d a  
d i e s e  T r a n s v e r s a l e  m i t  d e n  ü b r i g e n  mie  z u v o r  i h r e n  S c h w e r -  
p u n k t  i n  P h a b e n  m u s s ;  s o  k a u n  a l s o  j e d e r  P u n k t  P i n  der 
A s y m p t o t e  A, a l s  S c h w e r p u n k t  e i n e r  a u f  i h r  l i e g e n d e n  Tranç-  
v e r s a l e  X a n g e 3 e h e n  w e r d s n  (675.) 

Weiter finden wir: 
W i r d  P i n  d e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t  a, d e r  A, ver-  

l e g t ,  s o  s i n d  d i e  ü b r i g e n  d u r c h  i h n  g e h e n d e n  (a-2) D u r c h -  
m e s s e r  a l l e  m i t  A, p a r a l l e l ,  d i e  i h n e n  c o n j u g i r t e n  T r a n s v e r -  
s a l e n  f e l l c n  a l l e  a u f  G ,  u n d  d i e  d e r  A, c o n j u g i r t e  l i e g t  aiif 
d i e s e r  w i e  z u v o r ;  l i e g t  e n d l i c h  P i n  b e l i e b i g e r  R i c h t u n g  auf 

G m  1 s o  s i n d  e b e n s o  a l l e  ( T L -  1) D u r c h m e s s e r  n a c h  d i e s e r  R i c h -  
t u n g  p a r a l l e l  u n d  d i e  i h n e n  c o n j u g i r t e n  T r a n s v e r s a l e n  fallen 
a l l e  a u f  G, (57b.) 

3. Bezeichnen wir ferner mit x die Anzahl Doppeltangenten der 
Curve Dn-' , so erhalten wir mittelst der P l i i c  k e  r'schen Gleichungen: 

* S c h l o m i l c h ,  Zeitschrift für  Mathematik Bd. 36,  p. 306. 
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(N-1)  (n -2) -2x=2(n-2) ,  

oder : x=+(n -2 )  (12-3); 

D i e  C u r v e  Dn-1 h a t  4 (n -2 )  (n- 3) 1 ) o p p e l t a n g e n t e n .  (575.)' 
4. Die Basis ist  im Allgemoinen von der n ( n -  1 ) t en  Classe, hat  

somit mit der C u v e  D(n-1) auch n (n  - 1)2 Tangenten gemein. Unter 
denselben sind aber die n Açymptoten mit inbegriffen. Ziehen wir diese 
von denselben a b ,  so bleiben noch deren ne(n - 2) Durchmesser Do tibrig, 
welche die Basis in  la2 (n - 2) Punkten do bertihren. 

Ortscurven, welche mit dem Schwerpunkt A einer 
Transversale zusammenhangen. 

1. 

Ort des Schwerpunkts f ü r  Transversalen d n r c h  einen festen Pol P. 

a) Durch jeden Punkt  P gehen (n - 1) Durchmesser der Basis Cm und 
also auëh ( R  - 1) solche Transversalen der Basjs, die in ihm ihren Schwer- 
punkt haben. In  irgend einer Geraden durch den Pol  P liegt ferner nur  
noch ein von dem Pol  P verschiedener Punkt  A ,  der Schmerpunkt dieser 
Geraden selbst. Drehen wir die Gerade um den Pol P, so wird auf jeder 
Geraden ein von P verschiedener Punkt  A zu liegen kommen und A wird 
(n - 1) mal auf P se!bst fallen, namlich ftir jede der (la - 1 )  Transver- 
salen der Basis, die ihren Schwerpunkt in  P haben; oder: 

W i r d  e i n e  h e l i e b i g e  T r a n s v e r s a l e  S uin e i n e n  i n  i h r  
l i e g e n d e n  P o l  P h e r u m g e d r e h t ,  s o  b e s c h r e i b t  i h r  S c h w e r p u n k t A  
e i n e  C u r v e  fiben G r a d e s A n ,  m i t  P a l s  ( n - 1 ) - f a c h e n  P u n k t .  (575.) 

6) Der (a - 1) - faehe Punkt  P gilt so vie1 als d (n - 1) (n - 2) Dop- 
pelpunkte, d. Ii. er vérmindert die Classe der Curve An nrn den Werth 
(n - 1) (n - 2 ) ,  oder: 

D i e  C u r v e  An i s t  v o n  d e r  2 ( 7 ~ - 1 ) ' ~ ~  C l a s s e .  (575.) 
c) Um die Tangenten im vielfachen Punkte P zu bestimmen, hat man 

nur diejenigen Geraden S zu suchen, die P zum Schwerpunkt haben; d. h. 
wir haben weiter: 

D i e  C u r v e  An h a t  i n  P d i e j e n i g e n  G e r s d e n  z u  T a n g e n t e n ,  
w e l c h e  d e n  P o l  P z u m  S c h w e r p u n k t  h a b e n .  (575.) 

d) Eine Gerade durch P, welche irgend einer Asymptote parallel ist, 
hat mit der Basis (12 - 1) im Endlichen gelegenen Punkte und einen Punkt  
auf G ,  gemein. 

Bestimmen wir für die erstern (n - 1) Punkte den Schwerpunkt, so 
wird die Verbindungslinie vom diesem Punkt  mit dem unendlich fernen 
Punkt auf der Asymptote durch den Schwerpunkt aller Schnitte im Ver- 

* Hier steht in den ges. Werken S te iner ' s  der Werth $(R- 1) (n- 2). 
Dieser Werth ist unriclitig, wic schon ans dem Fall n =  3 folgt, indem die d a m  
gehorige Curve U n - ¶  ein Kegelschnitt ist urid also keine Doppeltangente haben kann. 

5* 
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haltniss von 1 : (n - 1) getheilt, oder die Asymptoten der Curve An 8ind 
den Asymptoten der Basis parallel und ihre Abstiinde von P verhalten 
sich zu denen der Asymptotcn der Rasis wie l:m, oder: 

D i e  A s y m p t o t e n  %, d e r  O r t s c u r v e  An s i n d  d e n e n  der 
B a s i s  p a r a l l e l ,  u n d  z w a r  s i n d  d i e  b e i d e n  v o l l s t a n d i g e n n - S e i t e ,  
na.  u n d  lzd, e i n a n d e r  a h n l i c h  u n d  U h n l i c h  l i e g e n d ,  h a h e n  den 
P o l  P z u m  A e h n l i c h k e i t s p u n k t  u n d  i h r c  h o m o l o g e n  D i m e n -  
s i o n e n  v e r h a l t e n  s i c h  w i e  1:m (575.) 

e) Da die Ortscurve An mit der Basis parallele Asymptoten hat,  so 

liegen die iibrigen Schnitte derselben mit der Basis auf einer Curve 
( l a -  l ) t e n  Grades, d. h. wir erhalten: 

D u r c h  j e d e n  P o l  P g e h e n  %(fi-1) s o l c h e  T r a n s v e r s a l e u  
S1(=S),  w e l c h e  i h r e n  S c h w e r p u n k t  A,  i n  d e r  B a s i s  s e l b s t  
h a b e n ,  u n d  z w a r  s i n d  d i e  z u g e h o r i g e n  n ( n -  1) P u n k t e  Al die 
S c h n i t t e  d e r  B a s i s  m i t  e i n e r  C u r v e  (m- l ) t e n  G r a d e s  (576.) 

f )  F d l t  der Pol P in die Basis, so folgt ferner: 
L i e g t  d e r  P o l  i n  d e r  B a s i s  s e l b s t ,  s o  w i r d  d i e s e  i n  dem 

P u n k t e  P v o n  d e r  O r t s c u r v e  ( m - l ) p u n k t i g  b e r ü h r t ,  d i e  B e -  
r ü h r u n g  w i r d  n - p u n k t i g ,  w e n n  e i n e  j e n e r  ( l a -  1 ) T r a n s v e r s a l e n ,  
d i e  P z u m  S c h w e r p u u k t  h a b e n ,  z u r  T a n g e n t e  d e r  B a s i s  in 
d i e s e m  P u n k t e  w i r d ,  w a s  j e d o c h  n u r  f u r  e i n e  b e s t i m m t e  An- 
z a h l  P u n k t e  P d e r  F a 1 1  s e i n  k a n n . '  

II. 

Das  Sgetem Curven S ( A n )  für Pole P einer Geraden, 

a) Liegt der Schwerpunkt A ciner Transversale S, auf eicer Ge- 
raden G ,  BO bestimmt die zu irgend einem Pol P gehorige Ortscurve An 
auf der Geraden Glz Punkte solcher Transversalen S g ,  die alle durch f' 
gehen. Daraus erhalten wir : 

D e r  O r t  a l l e r  T r a n s v e r s a l e n  S g ,  d e r e n  S c h w e r p u n k t  in 
a i n e r  G e r a d e n  G l i e g t ,  i s t  a i n e  C u r v e  d a r  C l a s s e  Sgn. (578.) 

Jeder Punkt einer Asymptote kann,  wie wir sahen, als Schwerpunkt 
derselben angesehen werden; die Asymptoten sind al50 elienfalls Tangenten 
der Ortscurve Sgn. (578.) Aber auch die Gerade G selbst is t  eiue solche 
Tangente; denn durch jeden Punkt  von G gehen, ausser G,  nur noch (r. - 1) 
Transversalen Sg hindurch; f'allt der Punkt  in den Schwerpnnkt Ag von 
G, so fallt eine der Sg auf G selbst, und zwar ist  dieser Punkt der Be. 
rtihrungspunkt von G mit  Sgn. (578.) 

Alle Geraden Sg sind ferner so beschaffen, dass keine zwei derselben 
parallel sind. Sol1 eine Gerade Sy eine gegebene Richtung haben, so bestimmt 

. Die Anzahl dieser Punkte ist ,  wie wir weiter iinten sehen werden, a(n-1)'; 
und zwar setzt sich diese Zahl zusaminen aus den n unendlich fernen Punkten 
der  Basis und au0 na(12 - 2) Punkten a2 im Endlichen. 
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der dieser Richtung conjugirte Durchmesser auf G ihren Schwerpunkt A.  

Dies klart sich dadurch auf ,  dass die unendlich ferne Gerade G ,  mehrfache 
Tangente des Ortes is t ,  und zwar (n - 1) -fache. Ausser dieser mehrfachen 
Tangente kann die Ortscurve keine weitere vielfache Tangente habeu, d. h. der 
Grad der Ortscurve is t  = a  (rz - 1) - (n - 1) (n - 2) = 2 (ra - 1). (578.) 

b)  Durch jeden Punkt  P gehen n Gerade S,. Liegt der Pol P auf 
dem Orte S,", so gehen nur  noch (n -1) Geraùen Sg durch diesen Punkt, 
indern 2 Gerade Sg in eine sich vereinigen, oder die zu einem solchen 
Pal P gehorige Curve An berührt die Gerade G ,  d. h. wir erhalten: 

Sol1 e i n e  C u r v e  An e i n e  G e r a d e  G b e r ü h r e n ,  s o  i s t  d e r  
O r t  d e s  P o l s  P d e r s e l b e n  d i e  o b i g e  C u r v e  Sgn. 

Und hieraus: 
B e w e g t  s i c h  d e r  P o l  P i n  i r g e n d  e i n e r  G e r a d e n  G ,  s o  

b i l d e n  d i e  i h m  i n  B e z u g  a u f  d i e  B a s i s  Cn iti o b i g e m  S i n n e  e n t -  
s p r e c h e n d e n  C u r v e n  An e i n  s o l c h e s  C n r v e n s y s t e m ,  # ( A n )  d a s v  

je  (12-1) d e r s o l b e n  d u r c h  e i n o n  P u n k t  g e h e n  u n d  j o  2 ( l a - ] )  
d e r s e l b e n  i r g e n d  e i n e  G e r a d e  b e r ü h r e n .  

c) Durch jeden Punkt  Q auf einer Geraden H gehen je (f i  - 1) obiger 
Ortscurven A n ,  deren Pole auf G gelegen sind. Ziehen wir an jede dieser 
Curven in Q die Tangente Q R ,  so gehen durch jeden Punkt Q je ( n  -1) 
Tailgenten Q R ,  die von G verschieden sind. Die Tangente QR kann aber 
alxh mit der Geraden H zusammenfallen, und zwar ist für jede der Corven 
des Systems dies der Pa l l ,  die H berrihrt ; Q R fallt demnach 2  (n - 1 )  mal mit 
E zusammen. Der Ort  der G e r ~ d e n  Q R ist also eine Curve der 3 (w - l)teu 
Classe, 1:; *, die H zur 2 (m  - 1) - fachen Tangente hat. Durch jeden 
Punkt Q von H gehen 3 (fi - 1)  Gerade Q R ,  von denen jedoch 2 (w - 1) 
mit H zusammenfallen. 

Die Curven eines Rüschels B(C9) durch pz Grundpunkte sind ferner 
so beschaffen, dass je eine durch einen Punkt  geht und je (2q -  2) eine 
Gerads berühren. Ziehen wir in jedem Punkt  Q einer ' ~ e r a d e n  II an die 
durch Q gehende Curve Ce des Büschels eine Tangente, so gehen durch 
Q ,  (2 q - 1) solche Tangenten, von denen jedoch ( 2  q  - 2 )  mit H zustlmmen- 
hllen. Jedcr Cnrvo C9, welche H berührt,  entspricht niirnlich eine solche 
arif H fallende Tangente. Der Ort  dieser Tangente ist somit eine Corve 
der ( 2 q  - l)ten Classe, B Z ~ I ;  mit H ais (2 q - 2) - facher Tangente. 

Die beiden Ortscurven H ~ [ ~ ~ ~ ~  und H;::: haben ausser der Geraden H 

noch: 3(la-1)(2p-1)-4(n-l)(q-1)=(1î-1)(2p+l)  

Tangcntcn gemoin. Jedor solchen gemeinsamen Tangente cntspricht auf B 
ein solcher Punkt Q,, in dem eine Curve des Systems S ( A ~ )  eine Curvo 
des Büscliels B(Cq)  berührt,  d. h. wir erhalten den Satz: 

* Der Index 2(1z-1)bedeutet hier, daas bei der Curve die Geradc H-2(n-1)- fache 
Tangente kt. 
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S o l 1  e i n e  C u r v e  d e s  S y s t e m s  S(An) e i n e  C u r v e  e i n e s  B ü -  
s c h e l s  B ( C ~  b e r ü h r e n ,  s o  s i n d  a u f  j e d e r  G e r a d e n  LT(n-1)(2g+1) 
s o l c h e  P u n k t e  g e l e g e n ,  o d e r  d e r  O r t  d e s  B e r t i h r u n g s p u n k t e s  
i s t  e i n e  C u r v e  (n-1)(2p+l)ten G r a d e s  ~ ( " - ' ) ( ~ q $ ' ) ,  (n-1) m i t  den 
G r u n d p u n k t e n  d e s  B t i s c h e l s  a l s  i n - 1 ) - f a c h e n  P u n k t e n .  

Durch jeden Grundpunkt des Btischels gehen (n -1) Curven An und 
jede dieser Curven wird von einer Curve des Bilschels B(C9) berührt. 

Ausser den yZ Grundpunkten hat  jede Curve des BLtschels B(Cp) mit 
der Ortscurve R i ~ ~ : ~ ( 2 ' 7 + 1 )  noch 

( . - l ) ( 2 s + 1 ) u - q 2 ( n - 1 ) = ~ ( 4 + ~ ) ( . n -  1) 
Punkte gernein, oder : 

D a s  g a n z e  S y s t e m  C u r v e n  #(An) f t i r  P o l e  P a u f  e i n e r  G e -  
r a d e n  G i s t  s o  b e s c h a f f o n ,  d a s s  j e d e  C u r v e  Cq v o n  j e  
q ( q  + 1 ) ( ~ -  1) C u r v e n  An b e r ü h r t  w i r d .  (577.) 

III. 

Ueber die Enveloppe d e r  Curvenschaar S(An).  

a) Liegt ein Pol P auf der Einhtîllenden Dm-' aller Durchmesser der 
Basis, so fallen 2 der durch P gehenden Durchmesser i n  einen susammen. 
Ganz dasselbe ist der Fa11 fur 2 durch P gehende Transversalen, die P 
mm Schwcrpunkt haben. 1st etwa 6(= 5) eine solche Gerade durch P,, 
deren Richtung dem Durchmesser D conjugirt is t ,  der die Ortscurve Dm-' 
in P bertihrt, so ist das ganze System dieser Geraden B so beschaffen. 
dass keine 2 derselben parallel sind. Liegt P insbesondere auf G,,  so 
fgllt auch k5 mit G ,  zusamrncn. Da die Curve Bn-1 vom Grade (212 -4) 
ist, so ist letzteres (2n - 4) mal der Fal l ,  d. h. die unendlich ferne Ge. 
rade ist (2% -4)-fache Tangente des Orts der Geraden B und der Ort 
derselben ist von der Classe (Zn - 4 + 1) = (2 11 - 3). Ausser der un- 
endlich fernen Geraden bcsitzt die Curve keine mehrfache Tangente, der 
Grad der Ortscurve der 6 ist also: 

( 2 1 ~ - 3 )  ( 2 ~ - 4 )  - ( 2 m -  4) (Zn.-5)=4( in - 2 ) ,  

oder wir haben : 
W i r d  d u r c h  d e n j e n i g e n  P u n k t  a,, i n  w e l c h e m  j e d e r  Durch-  

m e s s e r  D d i e  E n v e l o p p e  Dn-1 b e r ü h r t ,  d i e  d e m  D u r c h m e s s e r  
c o n j u g i r t e  T r a n s v e r s a l e  G(=S) g e z o g e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  der-  
s e l b e n  e i n e  C u r v e  (2%- 3 ) t e r  C l a s s e ,  u n d  4(7~-2)'~" 
G r a d e s ,  w e l c h e r  d i e  G e r a d e  G, z u r  ( 2 n - 4 ) - f a c h e n  T a n -  
g e n t e  h a t  u n d  n a m e n t l i c h  a u c h  d i e  A s y m p t o t e n  d e r  B a s i s  b e -  
r u h r t .  (581.) 

Letzteres ist deswegen der Fall,  weil die Asymptoten die ihrer eigenen 
Richtung coqjugirten Durchmesser der Basis sind. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von B ~ N E ~ I K T  SPORER. 7 1 
--CC-- -_CM̂----p-\--- 

b) Durch jeden Pol P aaf  Dn-1 gehen noch (92 -3)  andere Trans- 
versalen C,, welche P zum Schwerpunkt haben, und da weiter jeder Durch- 
messer ausser seinem Berührungspunkte mit der Curve DR-' noch 2 ( n  - 3 )  
Punkte gemein hat ,  so sihd diese Transversalen Go auch zu je 2 ( n  - 3 )  
parallel. Ein solches Systcm paralleler Sehnen geh6rt einem Durchmesser 
derart a n ,  dass sie alle auf ihm ihren Schwerpunkt haben, also ihm con- 
jugirt sind und dass durch jeden Schnittpunkt von ihm mit der Curve Dn-', 
auseer deni Berührungspunkt, je eine solche Sehne geht. F ü r  jeden Pol P 
auf G, fallen ferner alle durch ihn gehenden Sehnen Go auf G, selbst, 
und da es auf G, (212 - 4) solche Pole giebt,  fallen also auf G, auch 
(2% - 4) (n - 3 )  Transversalen Go. Der Ort der Transversalen (5, is t  
demnach eine Curve der 

2 (2 n - 3) + (2  n - 4 )  (n - 3 )  = 2 ( n  - 1) (n - 3)ten Classe, 

6 O ? ( n - l ) ( n - 3 ) ,  mit G ,  ais (2n - 4) ( n  - 3) - facher Tangente. 
c) Durch jeden Punkt  der Ebene gehen somit je (212 - 3 )  Gerade 6- 

und 2 (la - 1) (n - 3) Gerade Go. Jede zu irgend einem Pol A geh6rige 
Curve An hat demnach auch (2f i  - 3) Punkte a und 2 (12 - 1) ( n  - 3) 
Punkte a, mit der Curve Dn-1 gemein, und zwar Sind die Punkte a ,  welche 
zu den Transversalen G gehoren , Bertihrungspunkte beider Curven , und 
die Punkte a,, welche zu den Geraden Go gehoren, Schnittpunkte beider 
Curven, womit die volle Anzahl Punkte beider Curven 

2 ( 2 n - 3 ) + 2 ( n - l ) ( n - - 3 ) = 2 n ( n - 2 )  
bestimmt ist. Dies giebt: 

J e d e  C u r v e  An b e r i i h r t  d i e  E n v e l o p p e  d e r  D u r c h m e s s e r  i n  
( L n - 3 )  P u n k t e n  u n d  s c h n e i d e t  s i e  i n  2 ( n - 1 ) ( n - 3 )  P u n k t e n  
(577), u n d  d i e  C u r v e  D n - 1  i s t  a u c h  d i e  E n v e l o p p e  a l l e r  
C u r v e n  An. 

d) Liegt ein Pol Y auf der obigen Curve G2n-3 ~ e l b s t ,  so gehen von 
ihm nur (2 n - 4) Transversalen sus,  indcm zwei in eine , die Tangente 
der Ortscurve 6 2 n  -3 vereinigt sind. Die zu P gehorige Curve An wird 
die Curve Dn-1 nun auch nur  noch in (292 - 4) Punkten beriihren, aber 
in einem Punkte,  auf dem Berührungspunkte des der Tangente in  P a n  
b2n-3 conjugirten Durchmessers, vier Punkte mit Dn - 1  gemein haben. 
Jede Gerade G hat aber mit der Ortscurve G2n-3 4(n  - 2 )  Punkte gernein, 
d. h. wir erhalten: 

B e w e g t  s i c h  d e r  P o l  a u f  e i n e r  G e r a d e n  G ,  B O  g i e b t  e s  a u f  
d e m s e l b c n  j e  4(n-2 )  P u n k t e  P, d e r e n  z u g e h o r i g e u  C u r v e n  An 
d i e  C u r v e  i l rL- '  i n  e i n e m  P u n k t e  a v i e r p u n k t i g  b e r i i h r e n .  (577.) 

IV. 

Das Cnrvensystem S(An) fur Pole anf  einer Cnrve Cm. 

a) Bewegt sich eine Transversale S so,  dass ihr Schwerpunkt A in 
Bezug auf eine Basis Cn sich stets i n  einer Curve Cm befindet, so folgt 
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aus den gemeinsamen Punkten der Curve'An eines Pols P und der ge- 
gebenen Curve Cm, dass durch jeden Pol P je m.  m Transversalen S gehen, 
deren Schwerpunkte A auf Cm gelegen sind; oder: 

S o l 1  d e r  S c h w e r p u n k t  A d e r  T r a n s v e r s a l e  S i n  i r g e n d  
e i n e r  g e g e b e n e n  C u r v e  natan G r a d e s ,  C m ,  g e l e g e n  s e i n ,  so  i s t  
d e r  O r t  d e r  T r a n s v e r s a l e  S e i n e  C u r v e  m.fiter C l a s s e ,  S m . " .  (518.) 

F ü r  jeden Schnittpunkt der Curve Cm mit einer Asymptote der 
Basis Cn fkillt eine der Transversalen mit der Asymptote zusammen. Da 
letztere mit @mPunkte gemein ha t ,  so ist sie also m-fache Tangente. 
F ü r  jeden Punkt der Basis auf G, fallen ebenso sammtliche (f i  - 1) Trans- 
versalen S, die in ihm ihren Sohwerpunkt A in  Bezug auf die Basis haben, 
auf G,. Auf letztercr sind demilach m ( n  - 1) solche Transversalen S 
gelegen , oder wir haben : 

D i e  O r t s c u r v e  S m m n  h a t  d i e  A s y m p t o t e n  d e r  B a s i s  z u  

m - f a c h e n  u n d  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  z u  m ( n - ] ) - f a c h e n  Tan. 
g e n t e n ,  u n d  d e r  G r a d  d e r  C u r v e  i s t  a l s o = m ( m + l ) . ( n - 1 ) .  (578.) 

Da die Gerade G,m(n -1)-fache Tangente k t ,  so sind von den im 
Endlichen gelcgenen Tangenten je m parallel, namlich diejenigcn Trans- 
versalen S, deren Schwerpunkte auf einem Durchmesser D und zwar in 
dessen Schnitten mit der Curve Cm gelegen sind. 

b)  Die Ortscurve Sm .n hat  mit irgend einer Geraden G na (m + 1) 
(PZ -1) Punkte Po gemein. Z u  jedem solchen Punkt  Po auf der Ortscurve 
gehort aber eine Curvo An,  welche Cm berlihrt, indem fur  jeden solchen 
Pol  zwei durch ihn gehende Transversalen S und damit aueh 2 gemein- 
same Punkte von An und Cm zusammenfallen. Ersetzen wir m durch 9, 
so erhalten wir wieder wie bereits oben, dass die Schaar Curven An fùr 

Pole Po auf einer Geraden G so beschaffen k t ,  dass deren je  q ( q  + 1) (n -1) 
oino Curvo Cq berühren. 

c) Liegt ein Pol P auf der Curve Cm, so geht dia zu ihm gehorige 
Curve An i n  Bezug auf die Basis durch m feste Punkte auf G,, namlich 
die unendlich fernen Punkte von Cn. (577.) Ziehen wir durch irgend 
einen Punkt  Q eine Gerade, die in  ihm ihren Schwerpunkt ha t ,  so gehen 
weiter alle Curven An für Pole auf diescr Geraden durch Q. Jedem 
Schnittpunkt derselben mit der C~irve Cm entspricht also eine Curve An, 
die durch Q geht. Da ferner durch Q (PZ -1) Transversalen S gehen, 
deren Schwerpunkte in Q liegen, so liegen auf der Basis auch na(%-1) 
Pole,  deren zugehorige Curven An durch einen Punkt  Q gehen, oder das 
ganze System Curven An für Pole P auf Cm ist so beschaffen, dass deren 
je m(m-1)  durch einen Punkt  Q gehen. (577.) 

F ü r  jeden Pol P auf einer Asymptote der Basis hat  die Curve An 
diese Asymptote ebenfalls zur Asymptote, oder die Curve An berllhrt für 
jeden Pol P auf einer Asymptote die Basis in dem unendlich fernen Punkt 
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dieser Asymptote. Fallt  der Pol auf die Basis selbst, so kann man sagen, 
die Curve An h b e  mit der Basis cine (rz -1)piinktige Berührung in dioscm 
Punkte. Wir haben somit: 

D i e  B a s i s  Cn w i r d  i n  j e d e m  d e r  n P u n k t e  a, d e r  B a s i s  
von  m  C u r v e n  A n  e i n f a c h  u n d  i n  i h r e n  m.lz S c h n i t t e i i  m i t  d e r  
C u r v e  C m  v o n  j e  e i n e r  ( n - 1 ) - p u n k t i g  b e r ü h r t .  (577.) 

cl) Die Ciirve Cm hat ferner mit der Ortscurve S g R  2m(n - 1) Punkte 
gemein ; hieraus folgt, dass je  2 m  ( lz  - 1) der Curven An für Pole auE Cm 
irgend eine Gerade G berühren. Lassen wir wieder einen Piinkt Q auf 
der Geraden G fortgleiten und ziehen an jede der m(lz -1) durch ihn 
gehende Curven An des Systems eine Tangente, Q R ,  so gehen durch jeden 
Punkt (1 auf G m ( n - 1 )  solche Gerade Q R ,  aber die Geradu Q R wird 
auch 2m (lz - 1) mal mit C: zusammenfallen, und zwar für jede Curve An, 
die f2 berührt, einmal. Der Ort  der Geraden QR wird demnach eine 
Curve der Classe 2 m ( n  - 1) + m(n - 1) = 3m(lz - 11, ;:; sein, und 
sie wird G zur 2m ( n  - 1) -fachen Tangente haben. Ziehen wir ebenso an 
jede Curve Cq eiues Uüschels B(Cn)  durch q2 Grunclpunkte in  jedem Schnitt 
derselben eine Tangente Q T ,  so ist der Ort  dieser Tangente eine Curve 
der (2 g - l)tPn Classe, ~9;:;~ mit G als (2 q - 2) -facher Tangente. Die 
beiden Curven Q ~ ~ ~ ~ l ~ ~  und haben ausser der Geraden G noch 

weitere Tangenteu gemein. Sol1 also eine Ciirve An des Systerns eine 
Curve Cq eines Biischeis berühren, so sind auf irgend einer Geraden G 
m (lz - 1) (2 9 + 1) Berührungspunkte Q solcher 2 Curveii gelegen , oder 'der 
Ort dieses Berührungspunl~teu ist eine Curve m (n - 1) (2 q + l ) t e n  Grades, 

m(n- ' ) (2 '+ ' ) ,  die die Grundpunkte des Büschels zu rn ( n  - 1) - fachen Qrn(n-1) 

Punkten hat ,  indem diirch jeden dieser Grundpunkte m ( n  - 1) Uurven An 
gehen und jede dieser von einer Curve des Büschels i n  diesem Punbt  be- 
rührt wird. 

Ausser den Gruudpunkteu hat  die Curve ~ ~ ~ ~ r : ~ ' ~ q + ' '  mit einer ein- 
zeluen Curve des Büschels noch 

Punkte gemein ; oder : 

I r g e n d  e i n e  C u r v e  Cq w i r d  i m  A l l g e m e i n e n  v o n  q m ( n - 1 )  
( q + l )  C u r v e n  d e s  S y s t e m s  S(An)  b e r ü h r t .  (577.) 

e) Ans der Anzahl gemeinsamer Punktc der Curve @ n - 3  und der 
Curve Cm folgt weiter, dass: 

a u f  Cm 4n1.Cn.-2) s o l c h e  P o l e  Po g e l e g e n  s i n d ,  für  w e l c h e  
d ie  z i i g e h t i r i g e  C u r v e  An d i e  C u r v e  Dn-' v i e r p u n k t i g  b e -  
r ü h r t .  (577.) 
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Ueber den Ort des Schwerpnnkts der  Tangenten einer algebraischen 
Curve mten Classe Cm. 

Die obige Ortscurve 8," hat mit irgend einer Curve m'ar Classe m.n 
Tangenten gemein. Auf jeder Goraden G liegen also auch m.n solche 
Punkte,  die Schwerpunkte von Tangenten der Cm sind; oder wir erhalten: 

S o l 1  d i e  d u r c h  'die B a s i s  C n  g e z o g e n e  T r a n s v e r s a l e  S e i n e  
C u r v e  m'Br C l a s s e  C m  b e r ü h r e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  i h r e s  S c h w e r -  
p u n k t s  e i n e  C u r v e  d e s  m.@n G r a d e s  8m.n. (578.) 

VI. 

Ueber Transversalen SI, deren Schwerpnnkte i n  d e r  Basis gelegen sind, 

a) Durch jeden Pol gehen n ( a  - 1) solche Sehnen S I ,  dcren Schwer- 
punkte in der Basis selbst gelegen sind; oder: 

D e r  O r t  d e r  T r a n s v e r s a l e n  S,, d e r e n  S c h w e r p u n k t  Al in 
d e r  B a s i s  s e l b s t  g e l e g e n  i s t ,  i s t  e i n e  C u r v e  d e r  ;n(n-l)tBn 
C l a s s e  Sln(n-l). (578.) 

Fiir jeden Pol P, der auf der Basis und einer ihrer Asymptoten x u -  
gleich angenommen wird, fiillt eine der Geraden S, auf die Asymptote, 
und fur jeden unendliüh fernen Punkt der Basis f i l l t  eine S, auf die 
Asymptote, die andcrn (n - 2) dagegen fallen auf G,. Jede Asymptote 
ist demnach ( f i  - 1) - fache Tangente ' und die Gerade G , n(n - 2) - fache 
Tangente. Die im Endlichen gelegenen Tangenten des Orts sind zu n und 
la parallel und zwar sind deren n Schwerpunkte allemal die Punkte, welche 
ein Durchmesser D mit der Basis gemein hat. Wir  erhalten also: 

D i e  C u r v e  h a t  d i e  G e r a d e  G ,  z u r  n(n- 2)-fachen 
u n d  d i e  A s y m p t o t e n  d e r  B a s i s  ( a - 1 ) - f a c h e n  T a n g e n t e n  und 
s i e  i s t  d e m n a c h  v o m  l z (m2-3 ) ten  G r a d e .  (578.) 

b )  Irgend einem Pol P der Ortscurva SIncn -1) entspricht eine solche 
Curve A n ,  welche die Rasis in irgend eincm Punkte beriihrt, indem für 
diesen Pal1 2 Gerade 8, in eine vereinigt sind. Mit irgend einer Curve 
mten Grades ha t  die Ortscurve m . n .  (na - 3) Punkte gemein ; oder : 

D a s  g a n z e  S y s t e m  C u r v e n  S(An) f ü r  P o l e  P a u f  einer  
C u r v e  C m  i s t  s o  b e s c h a f f e n ,  d a s s  m.n(na-3) d e r s e l b e n  die 
B a s i s  b e r ü h r e n .  (577.) 

c) Bilden wir in Bezug auf  einen Pol Q und alle Curven eines Bii- 

schels die Polargeraden, so gehen alle durch einen bestimmten Punkt R, 
und speciell : 

A l l e  D u r c h m e s s e r ,  d i e  e i n e r  g e g e b e n e n  E i c h t n n g  i n  Bezug 
a u f  a l l e  e i n z e l n e n  C u r v e n  e i n e s  B i i s c h e l s  c o n j u g i r t  s ind,  
g e h e n  d u r c h  e i n e n  P u n k t  R, 
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Die Gerade Q R  hat ferner die Eigenschaft, dass sie auch Polargerade 
ist, und zwar ftir die Curve des Eüschels, welche durch 0 geht; Q K muss 
aomit die Curve nothwendig berühren, d. h. mir habcn: 

Z i c h e n  w i r  d u r c h  d e n  P u n k t  R n a c h  d e r  g e g e b e n e n  R i c h -  
t u n g  e i n e  G e r a d e  RQ, s o  i s t  d i e  G e r a d e  A s y m p t o t e  e i n e r  e i n -  
ze lnen  C u r v e  d e s  B ü s c h e l s ;  und 

J e d e  C u r v e  e i n e s  B ü s c h e l s  s c h n e i d e t  e i n e  A s y m p t o t e  e i n e r  
e i n z e l n e n  C u r v e  d e s s e l b e n  B ü s c h e l s  i n  s o l c h e n  1î S c h n i t t -  
p u n k t e n  a ,  d a s s  d e r e n  S c h w e r p u n k t  b e i  a l l e u  C u r v e n  d e r s e l b e  
i s t ,  o d e r  d i e  G e r a d e  QR h a t  i n  B e z u g  a u f  a l l e  C u r v e n  d e s  B ü -  
a c h e l s  d e n s e l b e n  S c h w e r p u n k t  B. 

Wir sahen ferner oben, dass der Ort  der Tangente einer algebraischen 
Curve , eines Biischels B (Cn) , wenn der Berührungspunkt auf einer Ge- 
raden G gelegen ist,  eine Curve der (212 - l)ten Classe mit G als (Zn-2)- 
fachcr Tangcnto ist. Dies gicbt: 

D c r  O r t  a l l e r  A s y m p t o t e n  e i n z e l n e r  C u r v e n  e i n e s  B ü -  
s c h e l s  i s t  e i n e  C u r v e  d e r  (2n - l ) t en  C l a s s e  m i t  d e r  u n e n d l i c h  
f e r n e n  G e r a d e n  a l s  ( 2 % - 2 ) - f a c h e n  T a n g e n t e .  

Bilden wir weiter in Bezug auf einen Pol P und jede einzelne Curve 
des Büschels B(Cn) die Ortscurven An, so gehen alle durch ( 2 n  - 1) 
Punkte ii, die auf den (2% -1) durch P gehenden Asymptoten eimelnei 
Curvcn des Büschels gclegen sind. Ausscr diesen Punkten R haben alle 
Curven An noch den Pol P zum (n - 1) -fachen Punkt , also in P(PZ - 1)2 
Piinkte gemein. Die Anzahl ihrer gemeinschaftlich festen Punkte ist also: 
(n-1)2+21>2-1=1î2, d. h.: 

D a s  S y s t e m  C u r v e n  An e i n e s  P o l s  P f I i r  a l l e  e i n z e l n e n  
C u r v e n  e i n e s  B ü s c h e l s  i s t  s e l b s t  w i e d e ï  e i n  B u s c h e l .  

Ziehen wir durch P irgend eine Gerade, so geht durch jeden Punkt 
von ihr,  der nicht mit einem der obigcn Punkte R oder mit P selbst 
zusammenfallt, eine einzige Curve An; oder: 

J e d e r  P u n k t  e i n e r  G e r a d e n  G i s t  S c h w e r p u n k t  d e r s e l b e n  
i n  B e z u g  a u f  e i n e  e i n z i g e  C u r v e  d e s  B ü s c h e l s .  

Eine Curve des Büschels B(C") bestimmt auf einer Geraden H 
n Punkte b und auf einer Geraden G einen Scliwerpunkt A. Durch jeden 
Punkt A auf G gehen n Gerade Ab und A b  fiillt auch einmal mit G 
zusammen, für die Curve ntimlich, die durch dcn Schnittpunkt von 6 und 
H geht. Durch jeden Punkt  b auf H geht dagegen nur eine einzige 
von H verschiedene Gerade b A ,  und b A flillt fimal mit H zusammen, für 
die Curve niimlich, für  d ie .der  Schnitt von H und G Schwerpiinkt der 
Geraden G ist;  d. h. wir erhalten: 

D e r  O r t  d e r  G e r a d e n  Ab i s t  e i n e  C u r v e  ( ~ z f l ) ' " ~  C l a s s e  
Gn+', m i t  G a l s  e i n f a c h e r  u n d  H a l s  n - f a o h e r  T a n g e n t e .  
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Irgend eine Curve C" eines Blischels bestimmt auf der Geradeii 
H n Punkte b und auf der Geraden G n Punkte c. Durch jeden Punkt auf 
G oder H gehen n Gerade o c ,  die von G oder E verschieden sind; es 
fallen aber auch ( lz-1)  Gerade Oc auf G und ebeiiso viele aiif H, uud 
zwar für die Kurve des Uüschels, die durch den Schnittpunkt von G und 
H geht. Ilaraus schliessen wir: 

D e r  O r t  d e r  G e r a d e n  b c  i s t  e i n e  C u r v e  ( Z n - l t e r )  Classe 
~ 2 n  -1  m i t  G u n d  H B I S  ( % - 1 ) - f a c h e n  T a n g e n t c n .  

Die beiden Curven G:"_1' und G,n+l haben (2%-1)  (%+1)=21ze+lz-1 
Tangenten gemein. Diese setzen sich zusammen aus: 

(Y) 1.  ( m  - 1 )  = (n - 1) Tangenten, die auf G ,  

0) (n - 1) lz = ~2 - FZ Tangenten, die auf Il fallen , 
y)  n Tangenten, die parallel der Geraden G sind, also derjeiiigen 

Curve des Büschels zugeordnet sind, welche durch dei1 unendlicli 
fernen Punkt  voq G geht un& 

6) a2 weiteren Tangenten, die sich in n Gruppen zu je n anordnen, 
die allomal von einem Punkt A, auf G ausgohen, und jcdor dieser 
Punkte A,, hat ferner die Eigenschaft, dass er der Schwerpunkt der 
Geraden G in Bezug auf die diirch ihn gehende Curve des Büschels 
ist. Oder: 

U n t e r  d e n  C u r v e n  e i n e s  B ü s c h e l s  g i e b t  e s  s t e t a  n s o l c h e ,  
b e i  d e n e n  d e r  S c h w e r p u n k t  e i n e r  G e r a d e n  G i n  B e z u g  a u f  jede 
d i e s e r  C u r v e n  i n  e i n e n  d e r  S c l i n i t t e  v o n  G m i t  d e r  Curve  
f a  1 lt. 

Ziehen wir durch jeden Punkt der Geraden G diejenigen (n-1) 
Transversalen MN, deren Schwerpunkte in Bezug auf die durch Mgehende 
Cnrve in M fallen , so gehen durch jeden Puilkt von G (n - 1) solche Trans- 
versalen N N ,  die nicht mit G zusammenfallen, aber die Gerade N N  wird, 
wie wir eben sahen, auch a m a l  auf G zu liegen kommen. Der Ort der 
Transversale MN wird sornit eine Curve der (n  + n - 1 )  = (212 - l)"en 
Classe GnZn -' mit G als ra-facher Tangente sein. Ziehen wir in jedem 
Punkt  von G an die durch den Punkt  gehende Curve des Büschels eine 
Tangente, so ist  der Ort dieser Tangente eine schon oft genannte Cime 
(2n --l)ter Classe G:::: mit G als ( 2% - 2 )  -facher Tangente. Beide 

Z n - 1  
Curven GZri - 2  und GF-' haben ausser G noch 

(212-1)a-12(2n-2)=2n"2n+1 

Tangenten gemein. Unter letzteren ist aber die Asymptote der durch den 
unendlich fernen Punkt von G gehenden Curve des Büschels in diesem 
Punkte inbegriffen. Ziehen wir diese ab ,  80 bleiben noch 2n2 - Z n =  
2 %  (fi  - 1 )  weitere solche Tangenten übrig, ftir welche der Schwerpunkt 
in  Bezug eine einzelne Curve des Büschels zugleich m m  Berührungspunkt 
geworden is t ,  und auf G liegt, oder: 
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S o l 1  d e r  B e r i i h r u n g s p u n k t  M e i n e r  T a n g e n t e  e i n e r  C u r v e  
e i n e s  B ü s c h e l s  S c h w e r p u n k t  d e r  T a n g e n t e  i n  B e z u g  a u f  d i e s e  
Curve  s e i n ,  so  i s t  d e r  O r t  d e s  B e r l i h r u n g s p u n k t e s  e i n e  C u r v e  
2n(-1)tOn G r a d e s  M2n(n-1 ) .  

Wahlen wir die Gerade G durch einen der Grundpunkte des Büschela, 
so werden eino gewisse Anzahl der Puiikte des Orts Wn("-l) in diesem 
Grundpunkt vereinigt sein. Um diese Anzahl zu finden, haben wir nur 
zu berücksichtigen, dass der Grundpunkt selbst als Curve ltnr Classe den 
Ortscurven GR"-' und G2.2S augehtirt. Sehen wir von denselben a b ,  so 
gehen beide Curven in die Ortscurven G:R_;~ und G:::; über, die von der 
(Zn - 2)ten Classe sind und die Gerade G nur  noch zur (n - 1) - fachen, resp. 
zur (2 n - 3) - fachen Tangente haben. Reide haben ausser der Geraden G 

Tangenten gemein. Ziehen wir davon noch die zu G parallele Asymptote 
der Curve des Büschels durch den unendlich fernen Punkt  von G a b ,  SC 

bleiben uns noch 2 n 2  - 312 Punkte des Orts Wn("-l)  auf G ,  die mit G 
nicht z~isammenfallen; in dem Grundpunkte des Büschels sind somit 
n Punkte des Orts vereinigt, oder: 

D i e  O r t s c n r v e  2 Z 2 n ( n - l J  h s t  d i e  G r u n d p u n k t e  d e s  B ü s c h e l s  
zu n - f a c h e n  P u n k t e n .  

Ausser den Grundpunkten hat  die Curve M2n[n-1) mit einer einzelnen 
Curve des Büschels noch: 

2 n 2 . ( n - 1 ) - n 3 = f i 3 - 2 n 2 = n " n -  2) 
Punkte gemein , woraua wieder folgt: 

D i e  C u r v e  S,"Cn-') b e r l i h r t  d i e  B.asis  i n  n2(.n - 2) P u n k t e n .  
(579.) 

d) Die Curve SIn("') hat mit der Basis noch n (TZ - 1)n. (n - 1) Tan- 
genten gemein. Hierhei sind die Asymptoten der Basis je n-fach ~ a h l e n d  
inbegriffen; es bleiben also aiisser den Asymptoten noch deren n3(n - 2) 
übrig. Ziehen wir hiervon fdr  obige n2 ( f i  - 2)  Berührungspunkte beider 
Curven 2n2(l t -  2) ab,  so bleiben noch deren 

n3(12-2) -2n2(n-2)=n2(n-2)2  

tibrig. Jeder dieser Tangenten entspricht ein Schwerpunkt, der auf der 
Dasis Cn liegt, aber nicht in  iliren Beriihrungspunkt mit derselben fd l t ,  
sondern in  einen ihrer Schnitte, d. h. wir haben: 

E s  g i e b t  nyn-2) T a n g e n t e n  d e r  B a s i s ,  d e r e n  B e r t i h r u n g s -  
p u n k t  a, i h r  S c h w e r p u n k t  i s t ,  u n d  e s  g i e b t  n2(n-2)e s o l c h e  
T a n g e n t e n ,  d e r e n  S c h w e r p u n k t  a ,  e i n  a n d e r e r  S c h n i t t p u n k t  a, 
d e r  T a n g e n t e  u n d  d e r  B a s i s  i s t .  (580.) 

Hiermit haben wir die von J a c o b  S t e i n e r  als wahrscheinlich be- 
zeiclineten Werthe für die Anzahl der Punkte a, und a, als richtig befunden. 
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Die weiteren von S t e i n e r  hier und bei einigen der oben behandelten 
Fragen gegebenen Eigenschaften der auftretendon Curven übergehen wir, 
weil deren Ableitung keine Schwierigkeit bietet. 

VII. 
Ueber den Schwerpunkt  der  Tangenten einer  Cnrve. 

Die oben erwahnte ICurve S," hat mit der Basis Cn im Ganzen 
d ( . n  -1) Tangenten gemein. Davon gehen für die Asymptoten n ab und 
es bleiben noch deren raz(%- 1) -la = n ( d  - la - 1) andere übrig. Auf 
jeder Geraden G sind also auch n(a2 - n -1) Punkte A. gelegen, die 
Schwerpunkte von Tangenten der Easis sind. Daraus folgt: 

D e r  O r t  d e s  S c h w e r p u n k t s  A ,  a l l e r  T a n g e n t e n  S, der 
B a s i s  C n l  d i e s e l b e n  a l s  T r a n s v e r s a l e n  a n g e s e h e n ,  i a t  eine 
C u r v e  n(n2 - n  -l)ten G r a d e s ,  u. S. W. (589.) 

VIII. 
Ueber den  Ort  des Schwerpunkts der Durchmesser einer Baais P. 

Die Ortscurve Sgn hat mit der Curve Dm-! auch B.(%-1) Tan. 

genten gemein. I3eide Curven berühren zudem die Asyrnptoten. Ziehen 
wir hierftir m Werthe a b ,  so bleiben noch n(n - 2) weitere Tangenten 
ubrig, deneii Punkte Ad auf G entsprechen, die Schwerpunkte einzelner 
1)urchmesser der Rasis sind; oder: 

D e r  O r t  d e s  S c h w e r p u n k t s  a l l e r  D u r c h m e s s e r  D d e r  
B n s i s  C n  i s t  e i n e  C u r v e  d e s  ~ ( n - 2 ) ~ ~ ~  G r a d e s .  (581.) 

Hiermit haben wir alle Satze von J a  c o b  S t e  i n e r in  5 23 seiner Ab- 
handlung: ,,Uebcr solchc algebraische Curven, welche einen Mittelpiinkt haben, 
und Iiber darauf bezügliche Eigenschaften allgemeiner Curven, sowie über 
geradlinige Transversalen der letzteren. (Ges. Werke , Bd. 2, p. 501-5963' 
bewiesen. 

S t u t t g a r t ,  im Juni 1891. 
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VI. 

Ueber eine Methode zur Aufstellung eines ,,voll- 
st&ndigenu Systems blosser Invarianten beliebii vieler 

quadratischen Formen jeder Stufe. 

Von 

JOHANN KLEIBER, 
Assistent d. Kgl. Techn. Hochsohole in MCinchon. 

Die Behandlung des Prolilems, die rational unabhangigen Invarianten 
(im g e w o h  n l  i c h e n Sinne zu verstehen) von beliebig vielen quadratischen 
Formen beliebig hoher Stufe anzugeben, kann fiîglich in der Art  und 
Weise, wie sie im Nachfolgenden skizzirt is t ,  als eine c a n o n i s  c h e  be- 
trachtet werden, deren Wirkungskreis itllerdings nicht über die qiiadra- 
tischen Formen hinauszureichon scheint. Thatskichlich involvirt diese ble- 
thode nichts anderes, als eine scharfere Pointirung eines von Herrn G o r -  
d a n  bei Gelegenheit der Ableitung des ,,vollenu Porrnensystems zweier 
quadratischen terngren Formen ausgeeprochenen Gedankens,* der aber dort 
wegen Kürze der Behandlung etwas zuriicktritt. 

Wenn wir hier Gelegeqheit nehmen, den Gedanken an dem oben ge- 
nannten einfachsten Problcme zur Anwendung zu bringcn, so m6go dies 
als eine vorbereitende Nittheilung angesehen werden, urn die Methode zu 
kennzeich'nen, welche i n  einem dernnachst, mitzutheilecden Aufsatz über 
,ein v o l l s  t a n d i g e s  Pormensystem (115 Formen) zweier quaternsren qua- 
dratischen Pormen" einen ausgedehnteren Gebrauch erfahren wird. 

Am letzteren Probleme sowohl, wie an dem hier sogleieh zu verfolgenden, 
kann man so recht die grosse Einfachheit und Eleganz des snzuwendenden 
Verfahrens darthun, da die Fragen auch anderweitig bereits eine Bearbei- 
tung , wenn auch nur eine rinvollstandige, nach anderen Gesichtspunkten 
ausgeführte , erfahren haben.** I 

* Vergl. C lebsch  - L i n d  em a n n ,  Vorlesung über Geometrie, p. 288. 
n; Mertens : Ueber die Invarianten drcier ternarer quadratischer Formen. 

Sitzg~ber. der kaiserl. Akad. d. Wissensch. Wien 14. T. 86. 
Mertens:  Invariante Gebilde quaternker Pormen. Daselbst 23. V. 89 etc. 
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9 1. 
Formul i rung  des Qordan'schen Qedankens. 

1. D a r s t e l l u n g  e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  F o r m  i n  e i n e m  Gebiete  
v o n  n. D i  m e n  s i  o n  en .  Seien die P u n k  t coordinaten des Gcbicts mit x 
bezeichnet , so existiren susser diesen P u n k  t coordinaten noch folgende 
andere Arten (Linien -, Ebenen - , Raum - etc.) Coordimten : 

" 1 2  X i z s  X1234.-.X193---n~ 
wobei z. B. unter x,,,, die Coordinaten jener Gebilde zu verstehen sind, 
die durch 4 Purikte x bestimmt sind u. S. f. 

Die Hauptdarstellung der quadratischen Form sei (nach A r  on ho ld )  
f = a l ;  dann existiren für diese Form noch Darstellungen in den 
Z w i s c h e n c o o r  d i u a  t e n ,  wie wir die xi, , .  . . interimsweise bezeichnen 
wollen. Diese sind nach dem von C 1 e b s c h begrllndeten Uebertragungs- 
principe folgende: 

(a12 ~ 1 2 ) ~ i  (a123 x12J2r ('1294 ~ 1 2 3 . 1 ) ' .  ' a ('123 5 1 2 3  - "1' 
wobei z. B. unter (ale3 xle3)' zn verstehen kt:  abc^,,,)^ und im Allgcmeinen 
s tat t  a,,, . . . k der Ausdruck [ a b c . .  .] von k gleichwerthigen Symbolen 
einer Form a Z n .  

I n  der Ebene existiren so fiir den Kegelschnitt die Bezeichnungen 
a,t, (a,, x , , ) ~  =   ab^)^, im Raume für  die Plache Star Ordnung aze, 
( a l l  x ,J2  G ( a  b ~ ) ~  ; (a,,, x , , , ) ~  = (ab   CU)^; wie bereih bekannt. 

A n m  e r k  u n g .  Ilass die Coordinaten x , ~ , . ,  im Allgemeinen nieht 
unabhangig sind , ist aus den Untersuchungen von C 1 e h  s c h  bekannt ; die 
ihnen zugeordneten Relationen werden aber die von uns zu losende Auf- 
gabe nicht berühren. 

2. D e r  Gordan ' sc l ie  S a t z  f i I r  d i e  S y m b o l e  a , , , .  . . A  d e s  ter- 
n a r e n  G e b i e t s . *  Diese Symbole sind hier a und al2 z (ab) .  Kommen 
nun in irgend einem Ausdruck (Invariante) I von realer Bedeutung bei 
dessen Schreibweiso in Symbolen a = b = c = . . . der quadratischen Fora 
f = axZ zwei der Symbole a ,  b in demselben Klammerfactor - wir sagen: 
p a r t i e l 1  gefaltet - Tor, so kann man den Ausdruck 1, wenn nothig, 80 

umformen, dass die Symbole a ,  b t o  t a 1  gefaltet auftreten, d. h. da a zwei. 
mal ,  b zweimel in der symbolischcn Sclireibform der Invariante 1 vor- 
kommen muas,  dass a und b n u r  in der Verbindung ( a b  .. .) vorkornmen. 
Demsach kann man für sie das Zeichen a,, von (a,,~,,)" ( a , , , ~ ) ~ =  (au)' 

einfLuhren. 
Aus diesen Bemerkui-igcn ist zu schlicssen, dass man jede Invariante 

von f (zusammen mit anderen Grundformen IJJ) immer so umzugestalten 
vermag, dass einfache Symbole a ,  b nie mebr i n  p a r t i e l l e r  Faltung, 
sondern d i s  c r  e t auftretcn. 

* C l e b s c h - L i n d e m a n n ,  Geometrie. Ud.  1, p. 288. 
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Was aber von den a gil t ,  gilt in gleicher Weise von den a , ~ .  , d. h. 
jeder Ausdruck, der die Symbole a,,, b,, partiell gefaltet aufweist, kann 
in einen andern umgeformt werden , der diese Symbole in t O t a l  c r Faltung 
enthalt. Man k 6 n n  t e  also statt  des t O t a l  gefalteten Paares (a,, b , , . .  . ) 
wieder ein neues Symbol einführen, Dies ist aber unnothig, da das g e -  
fa1 t e t e  Symbol (a lz  b, ,  . . .) auf das ursprtingliche a zurtickführt, bis auf 
ein anzufugendes Vielfucheà des Ausdrucks (abc),,  der nichts anderes ist 
als die Discriminante der Form f= a,,, die wir als a,,: einführen wollen. 

R e s  u l t a  t .  Jeder invariante Ausdruck, der die Symbole der Form 
f E aZ2 = (a,2u)a enthalt, kann durch einen andern ersetzt werden , in  dem 
zwei gleichartige Symbole a ,  bez. alz  nie in partieller Faltung auftreten. 
Sind aber a und a,, selbst partiell gefaltet, so spaltet sich der reale 
Factor Zi,," a,,,%b. - Dies ist der G o r a  aii'sche Gedanke. 

§ 2 
Erwei te rung  anf beliebige Dimensionen. 

Es kann hier in genau dereelbeti Art und Weise, wie dies von Herrn 
Go r d a n  für das terntire Gebiet geschieht , Folgendes nachgewiesen werden : 

Treten in einem Klammerfactor des Gebietes nter Dimension Q Sym- 
bole der Art a,z... k p a r  t i e l l  gefaltet und coordinirt auf (welch' letztere 
Eigenschaft mit der Faltung im Polgenden inbegrifen sein soll), so 
kann man den zugehorigen invarianten Ausdruck auch so umyestalten, dass 
die p Symbole t O t a 1 gefaltet erscheinen. Diese (i gliedrige Gruppe von 
Symbolen kann man,  abgesehen von einem als Factor vor die Invariante 

- tretenden Vielfachen der Discriminante a",,, . . . . ,+ 1 , durch ein einziges 
Symbol dcr Reihe: 

~ I Z ,  a1239 . . - % 2 3 . - - n  

ersetzen, namlich durch a,,, .. . [g k], wobei als die letxte Ziffer [pk] des 
Index nicht das wirkliche Product Q k ,  sondern nur  diese Zahl modn zu 
nehrnen kt. Der Exponent der vor die Invariante tretenden Discriminante 

wobei [ ~ k ]  die eben arigegebene Bedeutung hat. 
Analogev gilt ftir c O o r  d i  n i r t  partiell gefaltete Symbole a,, . . . k mit 

verschiedener Endziffer. 

§ 3- 
Nachweis eines Rauptsatzes. 

Wenn schon bereits die vorangegangenen Satze ein machtiges Hill's- 
mittel zur Ausgestaltung des Formensystems der quadratischen Formen 
sind, so wird der Nachweis für die Endlichkeit des ,vollenu Formen- 
systems doch erst durrh einen weitcren Satz dargethan, der als Pendant 

Zeitschrift f. Mathematik u. l'hysik XXXTiI,  2. 6 
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zum vorhergehenden aufzuhssen ist. E r  ist es, welclier uns das Mittel in 
die Hand geben wird, unsere Invarianten der quadratischen Form in eine 
canonische Symbolschreibung hringen xi1 konnen. Bevor wir auf den Satz 
niiher eingehen , treffen wir folgende F e s t  s e t z u n g : Wir legen jedem 
S y m b o l e  a,,,. ..k ein H i l f s g e w i c h t  

bei und erklaren als H i l f s g e w i c h t  e i n e r  I n v a r i a n t e  die Summe der 
Hilfsgewichte der darin auftretenden Symbole. Wir  erkennen , dass alle Um. 
formungen , welche durch die oben aueeinandergesetzte G o  r d a n  'sche Regel 
benothigt werden, solche sind, welche des Hilfsgewicht dcr urspriinglichen 
Form der Invariante e rhG hen .  Das Hilfsgewicht ist  also nur an die 
Form der Invariante gebunden, somit nichts Wesentliches , wohl aber a19 
Gradmesser der geleisteten Urnformungsarbeit sehr brauchbar. Dass tliat- 
sachlich immer eine Erhohung des Hilfsgewichts statthat,  wenn man' oben 
umformen kann, ist aus der Giltigkeit der Gleichung: 

fur alle Grossenverhaltnisse von Q und [ p k ]  zu ersehen. 

Aus der Definition des Hilfsgewichts kann man auch erkennen, dass 
d a n n  u n d  n u r  d a n n  e i n e  E r h i j h u n g  d e s s e l b e n  xu e r r e i c h e n  ist, 
w e n n  S y m b o l g r u p p e n  n o c h  n i c h t  t o t a l  g e f a l t e t  i n  e i n e m  Aus. 
d r u  c k  e a u  f t r e t e n. Nennen wir einen solchen Ausdruck, je nachdem i n  
ihm ,Nos p a r t i e l l h e f a l t e t e  Symbolgruppen auftreten, oder lauter ,,total 
gefalteteu: normalisirbar bez. normalisirt, So schliesst diese Bezeichnung 
also auch die Constatirung der Moglichkeit in sich, das zupehorige Hills. 
gewicht zu erhohen oder nicht. 

Nach diesen Vorbereitungen in der Rezeichnungsweise konnen wir 
nun unsern Hauptsatz so aussprecben: 

,,Treten in einem n O r m a 1 i s i r  t e n Ausdruck zwei (discrete, d. h. 
nicht im selben Klammerfactor befindliche) Symbole gleicher Art 
a u f :  a ,,... k ,  b ,,,... k, so kann man dieselben , p a r t i e l l u  aus- 
tauschen (d. h. e i n e s  der zwei Einzelzeichen a,, ... k mit irgend 
e i n e rn Einzelzeichen der bI2 . . . k - gleichzeitige Vertauschung aller 
d i r e  ja ohnehin schon erlaubt) unter Adjunction von h o  her  nar-  

m a l i s i r b a r e n  Termen.' 

In der That ergiebt sich durch einfache Ueberlegung eine Formel: 

worin der letzte Term thatsachlich unter da3 Go r d a n'ache Gesetz fàllt 
D a ,  wie ersichtlich, keines der alten Symbole , a u f g e l o s t  zu werden 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von JOHANN KLEIBER. 8 3 

braucht, 30  wird sich natürlich bei Ausfülirung der Normalisirung des 
Termes da3 Hilfsgewicht erhohen mlissen. 

Folgernngen. 

Die Wirkiingsftihigksit des oben angeführteu Satzes Susserf sich erst, 
wenn wir unserer naheren Betrachtung das Formensystem von quadratischen 
Forinen zu Grunde legen. Zu dem Ende seien die Symbole der benutzten 
uadratischen Formen : 

a', aPl2,  anlz3 . -. apIz3.  -. TL, 

a", a",, a"lz3, . . . . .m , 

Dann konnen wir folgende Behauptung 81s richtig erweisen: 
,,Treten im symbolischen Ausdruck einer Invariante der obigen 

quadratischen Bormen iu zwei Klammerfactoren G r  II p p e n  von 
correspondirend gleichwerthigen Symbolen auf ,  also z. B.: 

M .  (al,.. . a'lz.. . p a"l2.. . . . . x) . . . 
. . , (b12., . b r 1 2 . .  . Q l ~ ' ' ~ ~ .  . . p . .  .y), 

so kann man statt  der Gruppe von correspondirenden Symbolen des 
zuletet geschriebenen Klammerfactors eine andere substituiren, welche 
mit der des ersten identisch i s t ,  also: 

M' (a ,,... k a'iz.. p a" ,,... EL. .  .x).. . 
. . . (a,, . . . k a',, . . . p a",, . . . p . . .y) , 

wenn man noch h6her normalisirbart: Terme a d j ~ n g i r t . ~  
Es folgt dieser Satz direct aus der p a r t  i e 11 e n Vertauschungsfihig- 

keit von Einzelsymbolen O l z . .  .k mit Einzelsymbolen a,, . . . k ,  wie oben an-  
gegeben. 

Gleichzeitig ist ersichtlich, dass sich eine solche Gruppe 

(a,, . . . L. aPl2. . . a"itd . . . P . .  .) 
, g o m i s c h t e r  ElementeU w i e  e i n  o i n x i g e s  S y m b o l  b e h a n d e l n  l a s s t .  

Als Specialfall des vorhergehenden Satzes konnen wir den folgenden 
aussprechen : 

.Zwei gleichgebaute Klammerfactoren mit correspondirend gleich- 
werthigen Symbolen und Variablen sind Anlass, dass die zugehorige 
Invariante in zwei Summanden sich zerlegen lasst, von denen der 
erste das Quadrat des Klarnmerfactors als selbststandigo Invariante 
abspaltet, der zweite aber h6her normalisirbar ist.' 

Und hieraiis : 
S o l 1  e i n e  I n v a r i a n t e  d e m  . v o l l e n u  P o r m e n s y s t e r h  

d e r  q u a d r a t i s c h e n  F o r m e n  a n g e h o r e n ,  s o  d a r f  s i e  - g e -  
6 * 
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~ < 

h o r i g  n o r m a l i s i r t  - k e i n e  z w e i  K l a m m e r f a c t o r e n  v o n  
g l e i c h e m  T y p u s  a u f w e i s e n . "  

Da die Moglicbkeit, einen Klammerfactor mit Symbolen einer end- 
lichen Zahl quadratischer Formen und einer Combination der Veranderlichen 

zu besefzen, auf eine endliche Zahl von Cornplexionen führt ,  so ist hier- 
durch bewiesen , 

, d a s s  d a s  , v o l l e u  F o r m e n s y s t e m  b e l i e b i g  vieler  
q u a d r n t i s c h e r  F o r m e n  e i n  e n d l i c h e s  s e i n   mus^.^ 

Die Besetzung eines Klammerfactors im ternaren Gebiete kann z. B. 
blos von der folgenden Art sein: 

wo die durch ,,u. Y .  f." angedeuteten Terme durch blosse Vertauschuug der 
Symbole von a'x2, aux". . hervorgehen. 

' Dem Hinschreiben der ,,vollen" Formensysteme liegt nun nichts mehr 
im Wege; der Satz, dass keinc zwci Klammcrfactoren von gleichern Typiis 
aoftreten dürfeq, leistet die Haiipt.arbeit. 

Doch werden in dem so erhaltenen Formensystem noch viele Formeu 
enthalten sein, welche theils reductibel sind a n  sich, theils durch den 
C 1 e b s c h'schen Satz *, der besagt, dass nur  eine Reihe von jeder Variableu- 
reihe suftieten darf (es aber rnoglich i s t ,  davs - formel1 zwar nicht - 
aber i n  der T h a t ,  etwa durch ,,ZusammenrückenL' zweier zuerst verschie- 
dener Variablen, der Fall sich realisirt).** Die Restarbeit wird durch 
Reductionsformeln zu besorgen sein, welche ich in  meiner spiiter zu rer- 
offentlichenden Arbeit v e r  k ü r z  t e 1 d e n t  i t B t e n  genanut habe. 

I m  ternëren Gebiete giebt es blos eine solche verkürxte Identitat, 
iiiimlich : 

(aa'u] ( c r  cr'x) = O ,*** 
wobei das ,,cougruent Null" besagen will: modulo von Termen, die direct 
in Factoren zerfallen oder (was im ternaren Gebiete allerdings noch nicht 
eintritt) hoher normalisirt werden konnen. Im qiiaterntiren Gebiete erwei- 
ter t  sich die Zahl der ,,verkiirzten IdentitatenLL auf 15 u. S. f. 

A n  m e r k u  n g. Wir wollen diese Uetrachtungeu nicht verlassen, ohne 
die Leichtigkeit zu erwihneii, mit der w i r  hiermit im Stande sind, dns 

* C 1 eb s c h: Ueber eine E'undameutalaufgabe der Invariantentheorie. 
** H h r  M e r t e n s  vermeidet wobl absichtlich dieses ,,ZusarnmenziehenY der 

Variableu. Vergl. a. a. O. p. 73?. 1889. 
*** Vergl. C l e b ~ c h - L i n d e m i t r i  a. a. O. p. 290. 
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G ordan ' sche  System von 20 Formen, das z w e i e n  quadratischen ternaren 
Formen zugeordnet k t ,  anzuschreiben. Mtin hat :  
a) die constituirenden Factorentypen: 

nn ne 
(x a )  ( a  a') (U'X (Y) ( a  a') (a'x) -- 
( ~ a )  ( a u a  ) (a%) 

a,, a',, ( aa 'u ) ,  u,, un ,  (ao ' x ) ,  a,, a',, a'lg32. 
b )  Unter Berücksichtigung, dass veirnoge der einzig anftretenden 

,,verkiirzt en" Identitst  die Fuctorcntypen (aa 'u )  und ( a  U ' X )  nicht 
in derselbeu Invariante aiiftreten dtirfen : 

( Q u a d r a t e ) :  aZ2, ai2,  ( a a ' ~ ) ~ ,  u ~ ~ , u ' ~ ~ ~  ( a  u 'x)~ ,  au2, ai :  a,,,', a', ,,2. 

( G e m i s c h t e  P r o d u c t e ) :  Hier müssen die S y m b o l e ,  wie leicht er- 
sichtlich, eine , , K e t t e u  bilden und darf e i n  Symbol riicht mehr, 
denn einrnal auftreten. 

§ 5. 
Ueber die ,;Invarianten" quadratischer Formen im Allgemeinen. 

nn CU. a )  ((Y a ) (a'x) 
m n  n 

(u a )  ( a  a') (a'u a )  (a  x )  
nn, nn 

(u a )  ((Y a ) ( a  u a )  ( a  or') (n'w) 

Wir wissen nun bercits, dass das ,,volle" Formensystem quadratischer 
Formen endlich ist und haben zugleich die Hilfsrnittel bezeichnet, welche 
unu gestatten wlirden, ein solches hinsuschreilen. Doch ist dieae Auf- 
gabe zunichst nur ohne Mühe beim ternsren Gcbieto so zu losen, dass wir 
ein moglichst reducirtes System erhalten. Wir wollen aber nun rannehmon, 
es sei uns gelurigen, ein von d e n  überîlüssigen Elementen freies ,,voll- 
stindigesLL Formensystem fiir N qiiadratische Formen im Gebiete von 
n Dimensionen vermoge unserer Anleitung anzugeben. Die Elemente des 
so erhaltencn vollen Formensystems @ bestehen dann aus lauter normali- 
sirten Ausdrticken, deren Anzahl .e sein m6ge. 

Betrachten wir  nunmehr neben den obigen NPormen noch eine wei- 
tere, die wir ax2 r ( a , , ~ , , ) ~  (a,, ,x,, ,)k . . . buzeichnen wolleri. Dann 
wird dem System der nunmehr ( N + l )  quadratischen Formen eine Reihe 
von bl  O s s e n Invarianteri (d. h. ohne Variable j zukommen , deren natürlich 
unendlich viele sein werden. Aber ails diesen blossen Invarianten wird 
sich ein   voll le^'^ System 7, von blossen Invarianten abspalten lassen, des 
selbst e n d 1  i c h  sein mird nach unseren frliheren Satzen. Wir  fragen nun, 
wie man dieses endliche System sofort anschreiben k6nne. 

? t- 

(. n 1 ( a  a )  ( a s )  
/?.- Pt 

( U U  ) ( ( Y I L )  ( a u a )  ( a x )  
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- --.-YŶ _XY_MMUM_----=-- ----YY\ -- 

Die Beantwortung dieser Aufgabe ergiebt sich aus Folgendem: 
Sei  I eine blosse Invariante aus dem ,,vollenu System q ,  daun kanu 

man sie im ,,vollenC1 System cp beibehalten, auch wenn man die Symbole 
der zuletzt hinzugefügten quadratischen Form aZ2 = . . . , soferii sie nur 
gleichwerthige sind (also a ,,... k mit b, , .  . .k LI. S. W.) in I beliebigen p a r -  
t i e 11 e n  oder t O t a 1  e n  Vertauschungen unterwirft. Anders ausgesprochen 
lautet dies so: Ersetzt inan in 1 alle gleichwerthigeu Symbole der letaten 
quadratischen Form immer durch eine einzige zugehorige Variable mit dem 
c o m p l e m e n t a r e n  Index (also z. B. wenn a = 6  is t ,  a,, ... lc dnrch 
x,, . . . rs - + i l ) ,  so entsteht eine Covariante = allgemeine Invariante (im 
C 1 e b s c h 'schen Sinn) der ersten N quadratischen Formen. Aus dieser 
fiiidet man gemass oben beschriebener Freiheit, wieder die alte , , l i l o s ~ e ' ~  
Invariante, indem man für die auftretenden Variablen: 

x 

$1 a 

X l d 3  

. . . 
so lange Symbole von aZ2 = . . . einfuhrt (natürlich je mit c o m p l e m e n -  
t a r e  rn Index), bis sie alle - in  irgend welcher Weise - besetzt eind. 

Führen wiï bei alleu Elementen des , , ~ o l l e n ' ~  Systems <p der blosseu 
Invarianten den Transformationsprocess durch, durch welchen wir Covariant- 
invarianten der N ersten quadratischen Formen eïhalten, so tranvformirt 
sich also das , , ~ o l l e ' ~  System cp in  einen Theil des ,,vollen" Systems 0 
der N Pormen, ev. in Produkte von Termen des letzteren.' 

Dann ergiebt sich der Satz: 
E s  g i e b t  so  v ie1  l i n e a r u n a b h z n g i g e  b l o s s e  I n v a r i a n t e n  
v o n  N f l  q u a d r a t i s c h e n  F o r m e n  i r g e n d  e i n e r  Stufe, 
a l s  G l i e d e r  i m  v o l l s t a n d i g e n  S y s t e m  d e r  C o v a r i a n t i n .  
v a r i a n t e n  g e r a d e r  O r d n u n g  v o n  b l o s  N F o r m e n  der- 
s e l b e n  S t u f e .  H i e r z u  i s t  n o c h  d i e  D i s c r i m i n a n t e  d e r  
l e t z t e n  =N+lten F o r m  z u  ziihlen. 

Wie man aus den betreffenden covariantinvarianten die Invarianten 
selbst erhalt,  ist  oben gezeigt. 

Wir  wollen die diesbezüglichen Resultate an 3 teinsren, bez. 3 qua. 
ternaren quadratischen Formen naher beaeichnen. 

§ 6. 
Blosse Invarianten von 3 ternaren quadratischen Pormen. 

Wir  haben, laut der entwickelten Vorschrift, an erster Stelle aus dem 

,,vollst%~digen" Foruiensystem von blos 2 terniireri quadratischen Formen 
-- 

* Was Produkte von Termen ungerader Ordnung anbetrifft, so miiaaten si6 
den eraten Satzen von 5 4 gcniigen, laasen sicli aber meist ohne Mühe ausscheiden. 
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diejenigen Covarinntinvarianten hcrauszusiichen, welche in den auftretenden 
Variablen von gerader Ordiiung sind. Wir hahen oben dm vollstandige 
Formensystem hierfür angegeben und finden sofort: 

(az I2 ,  ( ~ ' x ) ~ ,  ( a a ' ~ ) ~ ,  (u a)2 , (u u ' j 2 ,  (a  LY'X)' 

(''el2, a:,, 1 a':,, 

Statt der V~r iab len  x ist ilun überall a",, = a", st,att u die Symbole 
a" zu eetzen, dann folgt: 

Ftigt man noch die Discriminante 

der dritten ternaren Foi-m a n ,  so haben wir genau die 11 Invarianten vor 
uns, welche auch Herr M e r t e n s  a ,  a. 0. aiifgestellt hat. 

9 7. 
Blosse Invarianten von 3 quaterntlren qnadrat ischen Pormen. 

Ich entnehme die hier nothigen Covariantinvariant,en dem von mir 
zu veroffentlichenden ,,vollst~ndigenl' System zweier quaternaren Formen. 
Diese sind: 
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Setzen wir nun in den vorstebenden Ausdrücken in beliebiger W&e 

80 erlislt man 38 Invarianten der 3 quaternaren Formen, welche mit der 
Discriminante a';;,, der dritteli Form zusammengenommen ejn ,,volIstin- 
digest' System der b 10 s ser i  Invarianten der 3 Grundformen darbieten, 
deuten wir unter [ihlc) a n ,  dass die zugahorige Invariante vom it- Grade 
in den Coefficienten der  ersten Gruiidfoïrn, vom kten in jenen der zweiten, 
vom kten in jenen der dritten sei, so kommen den 39 Invarianten folgende 
Zahlen zu: 1. 

II. 

[112], [121], [!SOI 
[21i], r220], 12241, 12331 

[3 101, 13231, (3321. 
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Wie wir ersehen, sind s%nimtliche Invarianten mit verschiedenen In-  
dices behaftet. Wir  k6nnen denselben also auch die Indicesgruppe als 
Kame beilegen und erhalten, wenn wir sie nach Permutationsformen ordnen, 
folgende Reihe von 39 Gebilden: 

München, April 1891. 
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Die trinomische und quadrinomische Gleichung 
in elementarer Behandlungsweise. 

Von 

Dr. W. HEYMANN. 

1. D i e  t r i n o m i s c h e  G l e i c h u n g .  

5 1, Einleitende Bemerkungen. 

Die trinomische Gleichung hat  schon mannigfnche Bearbeitung ge- 
funden, eine d~irchaus clcmentare licgt aber meines Wissens noch nicht var.' 

Um Missverstandnissen zu begegnen, wollen wir gleich Anfangs fest. 
stellen, welche Anforderungen wir an eine solche e l e m  e n t a r e  Behand. 
lungsweise stellen. 

Denken wir uns die trinomische Gleichung 

y n + a y n - " + b = O  

vorgelegt, so fragen wir nach einem Aiisdruck ftir y ,  der erstenv eine b e -  
q u e m e  P o t e n z i r i i n g  zulasst, zweitene n - d e u t i g  ist und drittens der 
gegebenen Gleichung e r s  i c h t l  i c h genfigt. Genauer geeprochen, suchen 
wir also n Ausdrticke; dicselben wcrden sich jedoch von selbst iinter einem 
gemeinsamen Typus einstellen. 

Dass der gewünschte Ausdruck im Allgemeinen keiri algebraisch ge- 

schlossener sein kann, ist selbstversthdlich, und geschlossene transcendente 
Ausdrücke, wie bestimmte Intcgralo, elliptische Functionen u. dgl., wollen 
wir principiell bei Seite lassen.** 

Es wird sich also unsere Betracbtung auf ein anderes Gebilde, nimlich 
auf eine, beziehentlich mehrere (hypergeometrische) Reihen beziehen. Ebsn 
diese Reihen sind, wie schon hemerkt, ziemlich oft aufgestellt worden. doch 
meist nach Methoden, welche mehr oder weniger die Differential- und In- 
tegralrechnung voraussetzen. So hat man vielfach das Theorem von M a c  
L a u r i n  81s Ausgangspupkt gewahlt, man hat  jenc Reihen auch am den 

* Vergl. des Verfassers ,Stiidien über die Transformation und Integration 
der Differential- und Differenzengleichungenu. Teubner 1891, S. 403. Daselbst 
findct man Seite 248 auçh Angaben iiber die einschlagige Literatur. 

** Ueber solche transcendente Auflosungen vergl. auch meine Arbeit ,,Theorie 
der trinomischen Gleichungen". Math. Annalen, Bd. XXVIII. 
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eiitsprechenden hypergeometrischen Differentialgleichungen abgeleitet, man 
bat die allgenieinen Formeln von L a g r a n g e  z u  Grunde gelegt u. S. f. 

Wir vermeiden alles Das und actzen, wcnn auch zunachst etwas un- 
mativirt, e i n e  u n e n d l i c h e  R e i h e  a n  d i e  S p i t z e  u n s e r e r  U n t e r -  
su c h u n  g. Wird dieses nicht bemangelt, so treten einige Vortheile so- 
gleich zu Tage, niimlich folgende: 

1. Die hypothetisch aufgestellte, xuvkderst eindeutige Beihe, wird 
sich als p o t  e n z f a h i g  erweisen. Das sol1 heiesen: die in  die mte Potenz 
erhobene Reihe ist wieder eine Reihe von dem ursprünglichen Charakter, 
oder auch: die vorliegende (liypergeometrische) Reihe n,te' Ordnung piebt 
potenzirt gleichfalls eine solche Reihe nter Ordnung. 

2. Wird die mit zwei willklirlichen Parametern ausgestattete Reihe iu 
die trinomische Gleichung eingeführt, so lassen sich jene so bestimmen, 
dass die linke Seite der Gleichung i d e n t i s c h  v e r s c h w i n d e t .  

3. Jene Parameter hangen nur von einer binomischen Gleichung ab, 
und sie veranlassen es, dass in  die L6sung y die nt" Einheitswurzel ein- 
geht. Auf solche Weise entsteht für y ein fi-deutiger Ausdruck, welcher 
s ii m m t l i  c h e W u  r ze 1 n der trinomischen Gleichung zur Darstellung bringt. 

4. Für die aufgestellte Beihe ergiebt sich eine gewisse einfache C o n v e  r - 
gen  z b e d i  II g u n g. 1st letztere niçht erftillt , so liefert eine Transformation, 
resp. Buchst.abenvertauschung eine andere Reihe, welche gerade dann con- 
vergirt, wenn die ursprüngliche divergirt. 

5. Die Ausdrücke, welche der trinomischen Gleichung genügen, führen 
zu einer hypothetischen Annahme Iiber die Porm der Losungen von q u a -  
d r i n o m i s c h e n  und überhaupt v i e l g l i e d r i g e n  Gleichungen, welche 
nachtriiglich leioht zur Gewissheit erhobeu werden kann. 

5 2. Einführung einer Reihe. 

Wir legen unsercr Betrachtung die unendliche Reihe: 

zu Grunde, in welcher dch) nachstehendes Product bedeutet: 

Da dieses Product erst mit h = 2 i n  Wirksamkeit tritt ,  so haben wir fest- 
zustellen, was wir unter 8(0) und Sc1) verstehen. Es sei: 

Ueber die Zahlen nû, a, s brauchen ~ugenblicklich keine beschrankenden 
Voiaussetzungen gemacht zu werden, nur h muss immer ganz und positiv 
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gedacht werden. Angenommen werde ferner, dass die Reibe wenigstens 
für gewisse Werthe von & convergirt. 

Setzen wir im Product 2) ?i. - k an Slelle von 76 und ordnen die Fac- 
toren in umgekehrter Reihenfolge an,  so ergiebt sich die mit 2) iiquiva. 
lente Formel : 

Endlich wollen wir uns gestatten, für  die Reihe 1) bisweilen die nahe- 
liegende symbolisube Ueoeichnung 

t=&C, wo Bh = d ( h )  

einzuführen. 

5 3. Beweis, dass die  Reihe für die Eigenschaft einer Potenz besitzt, 

Indcm wir jctzt besonders darauf achten, in welcher Weise I; von m 
abhangt, schreiben wir l(,) statt  und statt  â und beweisen, dass die 
Eigenschaft 

3, i h ) .  &11) = 5(m -+pl 

vorhanden ist. Wir  multipliciren zu diesem Zweck die beiden Reihen liiiks 
wirklich aus und vergleichen die Coefficienten von k h .  Dann ergiebt sich 
dio Bcdingung : 

d. b.,  es bleibt zu erweisen, dass unser Product 8 für jedes ganze posi- 
tive h die Eigensühaft 

4) [b) + 6 ~ 1 ~  = d$!+p)  

besitat, wohei die Potenzen von B symbolisch in der festgestellten Woise 
zu verstehen sind. 

Nun ist 
fUr h ='l 

An diese speciellen Fornieln anschliessend, kann man sich durch den 
Schluss von h auf h + 1 von der Existenz der rtllgomeinen Formel fiber- 
zsugen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. W. HEYYANN. 93 

Beaeichnen wir 5(ij  mit q ,  60 ist  nun: 

' ~ m = ~ ) = ~ ( i ) . % ( ~ ) - C ( ~ ) . - . = Q m ) ,  

d. h. aber, d i e  R e i h e  %(,) i s t  d i e  lnte P o t e n z  d e r  R e i h e  c(1,. AH- 
gemeiner noch kann man sagen: Die Reihe 5(,,) wird in die pt8 Potenz 
erhoben, indem man das Element m mit p multiplicirt, also: 

l:,,, = & p i .  

tj 4. Beweis, dass durch  die in entsprechender Weise mit  d e r  n t e n  Ein- 
heitswnrzel ausgestattete Reihe für 5 jede Wurzel  e iner  trinomischen' 

Gleichung dargestel l t  werden kann .  
Es sei 

5) Sin)) = zm F(m, 6 5 )  
im Wesentliclien wieder die unter 1) aufgeschriebene Reihe , also : 

Die beiden hinzngefügten Constanten cr und z, welche sogleich bestimmt 
werden sollen , alteriren die Eigenschaft 

Simi 5~ = l (m+.u i  A 

in keiner Weise, also auch nicht die Eigenschaft 5;) = &,,. Wir behaup- 
ten jetzt, dass die Reihe = 5,,, bei geeigneter Wahl von G und z der 
trinomisühen Gleichung 

6) q n + g q n - " l = O  
genügt und bilden dcshalb 

Sol1 aber die Summe der Grossen au€ der linken Seite identisch ver- 
schwinden, so muss 

m 

Nun besteht, wie wir nachtraglich zeigen, ftir jedes h zwischen O und m 

die Beziehung 

7) d(h+ ' )=  (n)  (h +l)  d$<.,, 
folglich geht die vorige Gleichung über in 

und aie ist sicher erfüllt, wenn wir G und r so wahlen, dass 
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8) z n + l = O  und < i s n f r n - * = O ,  d . h .  a=rn- ' .  
Was die in  7) ausgesprochene Eigenschaft von d anlangt, so ist zufolge 
der Definition ir. 5 2 
für h= O 8::; c ~ U J )  (n-81 = l 
für h = l  a@), 2 , p  - n-s ( V I  (n-s) - 2: 
für alle weiteren h ist 

oder, wenn der letzte Factor des Productes vor des Zeichen Il gesetzt 
wird, ( h f l )  (12.- s) 

JP+l),-p-pp 
m l  n. 

d. h. aber 

7) 
Bernerken wir noch, dass die unter 5 a )  angegebene Reihe zufolge der 
n-Deutigkeit von T ,  resp. G selbst n-deut ig wird,  so liisst sich das Er- 
gebniss von diesem Paragraphen wie folgt aussprechen: 

D i e  mien P o t e n z e n  s i i m m t l i c h e r  W u r z e l n  d c r  t r i n o m i s c h e n  

k o n n e n  d u r c h  d i e  R e i h e n  

d a r g e s t e l l t  w e r d e n ,  w o b e i  

b e d e u t e t  u n d  n u r  s o l c h e  W e r t l i e  v o n  z u g e l a s s e n  wcrden 
d ü r f e n ,  f ü r  w e l c h e  C o n v e r g e n z  s t a t t  h a t . *  

5 5. Umgestaltung der Reihe. - Convergenzbedingung. 
Die irn vorhergehenden Faragraphen aufgestellte Reihe 

* Es ist evident, dass die Coefficienten S(h) mit den Differentialquotienkn (ds)t)l=o z~sammenfalleo urid durch die hiozutretende Eiiiheitswurrel n-deu t i l  

werden. Unsere Betrachtungen solleu aber, wie'schoii-vorausgeschickt, hieraof 
keine Rücksicht nehmen, den Uegriff des Differentiales vermeideu und die Eigon- 
schaften von S in elerrieritarer Weise begrürideri. 
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gesetzt werden, daun ist offenbar 

und die ai k6nnen von den früheren hochstens im Vorzeichen ab- 
weichen; man bat namlich 

= ( - 1 ) e P - 8 )  B ( g + e n )  . 
Wir wollen nun zeigen, dass sich resp. e n )  durch ihre An- 
fangswerthe ag, resp. d(g) ausdrücken lassen. Es war nach § 2 

folglich, wenn g um m wzchst, 
' 

Zerlegen wir diesen Ausdruck nach dem Schema 

und vertauschen im 

ersten Product k mit s - k ,  

zwciteu ,, k s + k ,  

dritten ,, k ,, s + k + g, 
0 0  entsteht nach einfacher Umformung 

gesetzt wurde. 
Da wir spater (vergl. 5 6) bei der  Vertauschung der Parameter n und s 

unter sich, weun auch immer ganze, so doch n e g a t j v e  Zahlen fiir s und 
n - s  erhalten werden, und d a m  die Producte in 12) resp. 13) nicht ohne 
Weiteres brauchbar sind, so wollen wir selbige in Gestalt von Factoriellen 
schreiben , ntimlicti 
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womit also das Symbol 

~ ( ~ ) = a ( a + l ) ( u f  2) ...( a + k - 1 )  

eingeführt iat. Fiir ganze n e g a t i v e  Exponenten k kanu man dann von 
der leicht erweisbaren Beziehung 

Gebrauch machen. 
Wir  gelangen nun zu dem Resultat: 

D i e  m'en P o t e n z e n  s a m a t l i c h e r  W u r z e l n  d e r  t r i n o m i s c h e n  
G l e i c h u n g  

6) q n + t T y +  l = O  
k o n n e n  d u r c h  d c n  A u s d r u c k *  

10) v?=zrn { A o +  A,G + A 2 u 2 + . . . +  AR-,  <in-'/ 

d a r g e s t e l l t  w e r d e n ,  w o b c i  

Behufs Feststellung der Convergenz der Reihe fur Ag in 14) bezeichne 
man den Coefficienten von &y + Q n  mit UQ, dann findet man leiclit 

O~4-l Lim-- - 
4 = m  UQ 

und,  falls A f n  = 1 , 
3 

l,im [1- %] =- 
2 '  

wobei zur Abkiirzung 
= (- 1)" m-n SR (n - s;n- s 

gesetzt wurde. Die durch die Ausdrücke 10) und 14) dargestellte LSsung 
i s t  demna& zulassig, so lange 

* Man konritc den Ausdruck 10) auch so umgestalten, dass an Stelle von 
durchweg t steht; es wiirde dies aEer eine Aenderung in der Reihenfolge der 81 
bedingen. (Vergl. die anüloge Lhrstellung bei der qiindrinomischen Gleichung,§ 91, 
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Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, dass der Exponent na auf die 
Convergenzbedingung keinen Einfluss hat ; dann , dass der Pal1 m = O nicht 
bedeutungslos ist , sondern zur Darstellung der n a  t Ci r l i  c h e n L O g a  r i t h - 
m e n  der Wurzeln der trinomischen Gleichungen fiihrt. Vergl. die Anf- 
gaben 88 und 89 in meinen ,,StudienU. 

5 6. Die Transformation und vol ls t lndige Aufliisung der  trinomischen 
Qleichung. 

Wir haben bis jetzt folgendes Resultat gefunden : Die nate" Potenzen 
shmtl icher  Wurxeln der trinomischen Gleichung 

6) r l n + - ; q n - s + l = O  
lassen sich durch eine unendliche Reihe 

15) 5 = F [ m ,  f i ,  s ,  $1, (Z = 7") 

darstellen; dieselbe enthiilt die n i e n  Einheitswurzeln und convergirt, falls 
A & " <  1. 

Es ist nun bemerkenswerth, dass durch eine einfache Transformation, 
welche schliesslich auf' eine blosse Buchstrtbenvertauschung hinauskommt, 
die trinomische Gleichung in sich zuriickgeflihrt werden kann. Die oben 
bezeichnete Losung wird aber hierbei n i  c h t  in sich transformirt, sie geht 
vielmehr in eine andere über, mit einer neuen Convergenzbedingung, 
welche letztere der friiheren gerade e n t  g e  g e  n g e  s e  t z t ist. 

Substitiiiren mir in 6) und 15) 
i 2 kn =a,"-" aan a,- , 7 = a p  a,-. y ,  

60 ergiebt sich 

16) a , y n + a e y n - 6 + a , = 0  

mit der entsprechenden Ltisung 
m m 

17) a = a , - n a . i ~ [ n ,  n, s, ( a , n - n a ~ a n - 9 ~ ] ~  (a = y"') 

und der zugehtirigen Convergenzbedingung 

a )  da,s-"a,na,-a_C_l, d = ( - 1 ) n ~ - " ~ ~ f i - s ) n - 8 .  

Wir bexeichnen von jetzt a b  die Gleichung 6) als N o r m a l f o r m ,  die 
Gleichung 16) als die a l  l g  e m e i n e  F o r  m der trinomischen Gleichung; 
die Losung 17) mag die e r s t e  H a u p t l o s u n g  h e i s s e n .  

Vertauschen wir 
die Zahlen ~t s a, a. 
mit s ~â a. a, 

und miiltipliciren die Gleichung 16) hinterher mit y"-', so bleibt selbige 
v6llig ungeandert, wahrend die erste IIauptl6sung 17) in 

Zeitachrift f Matheinutik u. Physik XXXVII, 2. 7 
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95 Die trinomische u. quadrinomische Gleichung in elemcnt. Behandlungsweise. 

18) 
rn m 1 

# = a , - i a , ; ~ [ i i l ,  r ,  r ,  &n-Bnns ( 2  =yrn) 
iibergeht. Zugleich bcmerkt man, dass infolge der Vertauschung der 
Werth d a," a,-S geneii in fieinen reciprokeii iimschlagt, mithin 

b ) d aoR-n adn a,-" > 1 .  

Die neue Convergenzbedingung ist also' in der That der früheren entgegen- 
geseht.  Ausserdcm sind die n'en Einheitswurzeln von F übergegangen iu  
sto Einheitswurzeln. 

Den Ausdruck 18) bezeichnen wir als zw e i t e  B a u p t l 6 s u n g  der 
trinomischen Gleichung. E r  stellt zufolge seiner s -Deiitigkeit d i e  mten Po - 
t e n z e  n v o n  s W u r z e l n  der trinomischen Gleichung 16) dari insbeson- 
dere sind es jene s Wurzelu, welche mit a, n i c h  t gleiçhaeitig verschwinden. 

Vertauscheu wir weiter 

die Zahlen n s a, a, 
mit f i - s  - S  a, a, ,  

so audert sich die allgemeine Form 16) ebenfalls nicht. Die erste Haupt- 
losung 17) vermandelt sich dagegen in 

rn m -- - 1 
''1 e = ai n-ia,,n-i P [m. n-s,  -r, (a;" a"n-8 o n n ) ~ 8 ] l <  (g=jm) 

und die zugehorige Couvergenebedingung geht aus gleichein Grunde wie 
oben in die bereits aufgestellte b)  Liber. 

Den Ausdruck 19) bezeichnen wir als d r  i t t e H a u  p t l  O s u n g ;  denn 
er stellt infolge seiner (71 -- s) - Deutigkeit d i e  m'en P O t e  n z e n  v o n  la - s 
W u  r z e 1 n der trinomischen Gleichung 16) dar. Es  sind dies insbesondere 
jene Wurzeln, welche mit a, gleichzeitig verschwinden, oder, was dasselbe 
ist , welche mit verschwindendem a. n i  c h t zugleich unendlich gross werden. 

Demnach haben wir folgendes definitive Resultat: 
D i e  rnteu P o t e n z e n  B s i i m m t l i c h e r  W u r z e l n  d e r  a l lgemeinen  

t r i n o m i s c h e n  G l e i c h u n g  

16) a , y n + a , y n 6 + a n = 0  

k o n n e n  d a r g e s t e l l t  w e r d e n  - e n t w e d e r  d u r c h  d i e  e r s t e  H a u p t -  
l o s u n g  17) - o d e r  d u r c h  d i e  v e r e i n i g t e  z w e i t e  u n d  dritte 
H a u p t l o s u n g  18) u n d  19), j e  n a c h d e m  d e r  W e r t h ,  resp .  Modul 
v o n  (- 1)" fi-" S R  - s)"-" a,"-" a," a,-" 

e i n  e c h t e r  o d e r  e i n  u n e c h t e r  B r u c h  i s t .  Wird jener Bruch gleich 
der Einheit, so sind slimmtliche Losungen zul%ssig. 

Uas Princip der Vertauschung der Parameter, welches hier zur An 
wendung barn, verdient umsomehr Beachtung, als es sich sofort auf que- 
rlrinomische, iiberhaupt vielgliedrige Gleichungen tibertiagen l a d  und jede 
Rechnung entbehrlich macht. 

F ü r  den praktischen Gebrauch wird man indessen besser nachtr~glich 
einen oder zwei der Coefficienten der allgemeinen Form 16) gleich du 
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Einheit setzen. Nehrnen wir etwa a, = a, = 1, a, = a,  gehen also wieder 
auf die Normalform 

y" + a y n - ' + 1  = O  ( a  =Y"> 
zurück, so erhalten wir als zugehorige HaupLl5sungen 

[ f l = F [ m ,  12, s ,  a ] ,  d a n < l ,  
rn 

20) 1 E = . ; F  [ m ,  s,  n ,  a - : ] ,  
m 1 s = a - n - ~ f [ m ,  n - s ,  - s ,  6 & ] d a n 2 1 .  

II. D i e  quadrinomische  Gleichung.  

fj 7. Hypothetische Erwei te rnng  der  Reihe für f mit  Rlicksicht 
auf die quadrinomische Gleichung. 

Sei die Gleichung 

21) q n + z p q n - p + x q r l n - q + 1 = O  
vorgelegt, oder. kürzer 

22) q n + 3 $ 1 = o ,  

wo 4 die Zwischenglieder aufnehmen soll, also 

2 3) 8 ( x r  r l ) = x p q n - ? ' + x y ~ " - q .  

Wir versuchen jctzt,  ob die mten Potenzcn k der Wurzeln jener Gleichung 
dorch die Reihe 

z n + l = O  

dargestellt werden konne. Diese Anriahine rechtfertigt sich vorlaufig schon 
dadurch, dass, wenn eines der beiden x gleich Nul1 gesetzt wird, die 
Reilie genau in jene übergeht, welche nach 5 .4 auf die entsprechende 
trinomische Gleichung passt. 

Es interessirt nun zunachst der Ausdruck 

25) ah ( 6 2 ,  t )  = [ a p  x p  t"-P + cYq xq tn-9]" 

uud iu diesem die syrnbolischen Potenzeii von cYP und c Y q .  

Im FaHe x,, = O,  d .  h. wenn einû trinomische Gleichung vorliegt, 
muss 

h-1 
m - h p  m  Y(m)=:u[,+n], II =l 0 ,  P & l ) ( m ) = - .  P .Ta 9 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



100 Die trinomische u. quadrinomische Gleichung in elem. Behandliingsn.eise, 
.--A ^^^^ _...-C-̂ -.IY--X^LXL._x. 

Nach dem Früheren besteht hier die Beziehung 

[ap(m) + 6, ( p ) I h  = d r )  ( m  + P) [4 ( m l  + d g  ( p ) I 6  = $? ( m  + p )  . 
Als neues Symbol tritt  daher in 25) nur die Form 

d?) (m) d p Y )  (m) .  

auf ,  wobei v p  und vq zwei g a n z e  p o s i t i v e  Zahlen, incl. Nu11, &id, 
deren Summe immer h betragt,  und dieses Syrnl~ol werde definirt durcb 

Offenbar entblilt der Ausdruck 26) die früher mitgetheilten (für vp =O, 
resp. vp = 0) als Sonderfille in sich. Dass auch die Eigenschaft 

( + , ~ ) d < , " P ) ( m + ~ )  27) [ a p  (m) + 6, ( r ) l V p  [ a q  (na) + d q ( p ) I Y q  = dp) 
vorhanden is t ,  wird erkaiint, wenn man ziir Definitiou 26) zurückgeht. 
Im einfachsten Palle vp = 1 , Y *  = 1 , h = 2 hat man 

l a p  + 6 ,  (dl [ a ,  (ml + 6 ,  [p)] = 8~ dg (.ml + 8, (m) 8,  (p)  + JP (p )  (ni) 

~ + Ç ( [ ~ + ~ + P - ( P + P )  - 
n 12 

d. h. aber 

Uurch Multiplication dieser Gleichung mit 26) und Anweuduug des Schlusses 
von h auf h +1 kaun man schlicsslich die Existenz der allgerneiiien Formel 
erweisen. 

Kehren wir jetzt zu dem Ausdruck für ah (d x ,  z )  zurück und be. 
zeichuen ihn,  um seine Abliiingigkeit von m hervortreten zu lassen, kurz 
durch ah ( m ) ,  so dass 

i 3 " ( m ) = [ d p  (m)  x, r"-P + J q  ( m )  x9 t n - p l h .  

Auch von diesern konnen wir zcigcn, dass e r  wie 13'') ( m )  dic Eigenschaft 

besitzt. I m  Falle h = O und h = 1 ist dies unmitt.clbar ersichtlich; im 
Faile h = 2 hat man 

@(m+ p) = [ a p  ( m i -  p)x,, zn- t '+  8, ( m +  r ) ~ ,  rn-qI2 

= [a, (m) + L I ,  t 2 @ - p )  + [ a q  (m) + a ,  ( p ) I 2  xq2 ~ ~ ( ~ - 9 )  

+a [ a ,  (m) + 8, (p)] [ a  (m) + C$ (PI] XP 5 ,  z ~ ~ - ~ - ~  

= [a, (m) x,  2"-P + Sq (m) xq zn -q ]2  + [a, ( p )  xp F-P + 8, ($) xP ~ ~ - 9 1 '  

4- 2 [ a p  (m) xp zn-F 4- 8 ,  ( m )  x zn-q] . [ J p  ( p )  xp  P - P  + xq zn-q], 

d. h. 
8 " ~ n  $ p )  = @ ( m )  + a 2 ( p )  f 2 4(m) 8 ( p )  = [6(m) + 6(p) le .  
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Bei fortgesetzter Multiplication und Hinzuziehung der sgmbolischen Aus- 
drucksweise gelangt man schliesslich zu Formel 28. 

5 8. Beweis, dass die  erweiter te  Reihe d ie  Eigenschaft einer Potenz 
besitzt, und dasa durch sie eine jede Wurzc l  d e r  quadrinomischen 

Gleichung dargestel l t  werden kann. 

Als Erstes zeigen wi r ,  dass 

291 r ( m ) . c ( ~ ) =  t ( m + ~ ) ,  
wobei also 

25) ~ h ( n a ) = 9 h ( d x , t ) = [ 6 p ( m ) x , , r n - ~ + ô ~ ( m ) x , t n - ~ j h ,  t n + l = O .  
Durch Ausführung der angedeuteten Multiplication Gndet men,  dass 

die Bexiehung 29) keine endere nach sich zieht, al8 folgendo: 

d. h. die bereits als richtig erkannte 

28) [9. (ml + 9. (dlh = gh(7n + $1. 
Um weiter zu zeigen, dass die Reihe q 5 k i )  der quadrinomischen Gleichuiig 

2 1) qn + Zpl 7 p - P  + xp qn-' + 1 = O 
genügt, führen wir die potenzirten Reihen [(,), und c(,-q) ein, 
dann entsteht au€ der linken Seite von 21: 

Nun ist nach Voraussetzung 

5 " + 1 = O ;  

es verschwindet aber auch die angedeutete Summe, weil fiir jedes ganze 
positive h zwisçhen O und CS die Identitiit 

30) sh+i(fi) = ( h  + 1) [xP tn - p  sh(mp) + 2, '-e B*(Tz -~ ) ]  

statt hat. Es wird ntimlich bei hinomischer Entwicklung der drei Grossen 8 

der Coefficient von 
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(18 + 1) ! 
d , ( ' ~ )  jn) )(n),  

v,! v , !  

rechts gleich : 

(vP +Y,= h +1). 

Vergleicbt man diese Ausdriicke und kllrrt beiderseits mit den Binomial. 
coefficienten ab ,  so verbleibt 

31) B,@'p)(n) By('J{n) = v, 8 (''~-')(n-~) G,("n)(n-p) + v ,  d,(P),lz-y) 6,(vn-')(a-g),  

eine Bexiehung, die ftir v q  =: O oder v p  = O  in die beiden bekannten 

+ ')(n) = ( h  + 1) 6p(h)\n-p) 

an(h + ')(n) = ( h  + 1 )  d y ( h )  (n-q) 

übergeht. Dass sie aber auch ftir sonstige ganze positive 7lP und vP gilt, 
sieht man folgendermltssen ein. E s  ist laut Definition 

und man bcmerkt, dass die beiden Wcrtbc im Zeichen II nicht verschieden 
sind. Nulltiplicirt man nun mit Rücksicht auf 31) die letoten Gleichungen 
mit v p ,  resp. Y ,  und addirt,  so entsteht rechter Hand 

so dass diese Grosse mit unter das Produçtoeichen ll geaogen werden kann, 
wclchcs letztere dann von k = 1 bis k = h au erstrecken ist. Wir ~ind 
damit auf das Product 

gekommen , und dieses ist nichta Anderes als dl,(%)(.a) G,(vn)(n). 

Es besteht olso die Formel 31) unter d e n  Urnstlinden, und yonach 
ist such der Beweis erbracht, ditss die Reibe 24) der quadrinomische~ 
Gleichung 21) genügt. 
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Das Endergebniss Iasst sich jetzt wie folgt aussprechen: 
D i e  mten P o t e n z e n  s t i m m t l i c h e r  W u r z e l n  d e r  q u a d r i n o -  

m i s c h e n  G l e i c b u n g  

211 q n + x p q n - p + x p  q n - q + l = O  
k o n n e n  d u r c h  d i e  R e i h e n  

d a r g e s t e l l t  w e r d e n ,  w o b e i  
( 2 x +  l )ny_l  

t = e  n ( % = O ,  1 , ... , TZ-l ) ,  

I ( ' 

@(na) = [Sp (m) xp P - P  + clq (m) zq x n - q l n ,  

d,(zP)(m) 8y(~P)(112) = - -fi[,+- 
k = l  

II 

b e d e u t e t  i ind  v o r a u s g e s e t z t  w i r d ,  d a s s  e s  f ü r  xp u n d x s g  s o l c h e  
W e r t h e p a a r e  g i e b t ,  f ü r  , w e l c h e  C o n v e r g e n z  s t a t t  h a t . *  

5 9. Umgeetaltnng d e r  Reihe. 

Wir entwickeln den letzterwiihnten Ausdruck für 8" binomisch, also 

und hier erstreckt sich das Summenzeichen ilber alle gmzen positiven 
Wertlie, incl. Null der Expodenten v p  und v q ,  welche nur  an die Be- 
dingung 

a)  vp + uq = h 
gebunden sind. 

Sei g  eine der Zahlen O ,  1 , 2 , .  . . , in - 1 und 1 eine ganze positivç 
Zahl, incl. Nu l l ,  so kann man sich g und A immer so betltirnmt denken, 
d a s  

b )  ( n - ~ ) v p + ( 1 2 - 4 )  v q = f i A + g ,  
al60 z ( n - ~ ) v p  + ( n - 9 1  v ,  , (- 1 ) A  

Vcrmogo dieser Bezcichnungsart kann man den Ausdruck a h ( m )  folgender- 
massen anordnen : 

wobei 

* Es ist leicht ersichtlich, dass ah(m) nichts Anderes ist, alfi der Differential- 
,ah r)m 

quotient (- ) , gebildet für die Gleichuog 7/fi + 5 3 $ 1 =  0, wahrend 
d 5 h  &-=O 

d,(v,)(m) S,(v (m) übereinkommt mit 
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und die vp und v q  innerhalb der A, den beiden Bedingungen a) und b j  
unterworfen sind. Substituiren wir endlich die Werthe von ~ ~ ( r n )  (iiir 
78 = 1, 2, 3 .  ..) i n  die Reihe 241, so entsteht dos Resultat; 

D i e  mten P o t e n z e n  s f i m r n t l i c h e r  W u r z e l n  d e r  q u a d r i n o m i .  
s c h e n  G l e i c h u n g  

21) ~ " + S , ~ , " - P + X ~ ~  - q + l  = O  
k o n n e n  d u r c h  d e n  A u s d r u c k  

d a r g e s t e l l t  w e r d o n ,  w o b e i  
( 2 ~  + 1 ) n y Y  

~ = e  ( % = O ,  1 ,.,., m-1 ) )  

Die Exponenten v p  und vq haben innerhalb der A,  alle moglichen ganzen 
posit,iven Zahlen von O bis cn zu durchlaufen, welche mit der Bedinguq 

b )  I f i - ~ ) v , + ( n - ! d ~ p = n ~ + g  (AzO1 Il 2 , , . , )  
vertrlglich sind. 

§ 10. Abschliessende Bemerknngen. 
W i r  ftihren die Untersuchung nicht weiter, weil damit Din3;e repro, 

ducir t  würden, die wir bei anderer Gelegenheit bereits mitgetheilt haben" 
Auch ist ja unmittelbar ersichtlich, dass sich die gewonnenen Formeln von 
der quadrinomischen Gleichung auf eine vielgliedrige ausdehnen lassen. 

N u r  hetreffs des T r a n s f o r m a t i o n s p r o b l e m s  sei hier wiederholt, 
k ( k - 1 )  

dass sich ftir ein und dieselbe 76-glicdrige Gleichung Losungen er. 
2 - 

geben ,  also bei der trinomischen Gleichung die früher aufgestellten drei 
Losungen, bei der quadrinomischen sechs Losungen u. S. f. Für die tri. 
nomische Gleichung waren jene drei Losungen auch d u r c h a u s  erfor. 
d e r 1 i c b , und wir dtirfen ssgen , dass unsere diesbezüglichen Untersuch 
ungen in der That  in  sich abgeschlossen erschcinen. 

Nicht so bei den quadrinomischen und mehrgliedrigen Gleichungen. 
Die Reihen, welche ftir diese in Betracht kommen, schreiten nach mehreren 

Vergl. die allgemeineren, auf trausceudeutem Wege erhalteneii Resultatein 
den ,,Studicn" des Verfaescrs, S. 248-297. 
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veranderlichen zp, x q i  X r ,  .. . fort und sind zu einer numerischen Rerech- 
nung nicht unmittelbar geeignet; auch die convergeuzbedingungen 
weit schwieriger festzustellen. Nichtsdestoweniger dürfte jenen Loslingeil 
ein f o r m a l e s  Interesse kaum abzusprechen sein, und es konnen selbige 
bei gewissen allgcmeinen Untersuchungen sehr wohl in Gebrauch genommen 
werden. So gestatten sie, um nur Eines zu erwühnen , eine augenblicklicLc 
Herstellung der bekannten G i r a r d -  W a r i  ng'schen F o r m e l  für die Po-  
tenasummen der Wurzeln einer algebraischen Gleichiing. 
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VIII. 

T o p o l o g i s c h e  B e t r a c h t u n g e n .  

Von 

Dr. HERMANN UBUNN 
in Mlinchen. 

Hicrzu Tafcl IV, Figur 1- i l .  

Kritische Bemerkungen zu dem von S i m o n  y anfgestellten Begriffe 
der  Torsion verknoteter  Bander. 

In  seiner Schrift : ,, Gem~infassliche , leicht controlirbare Losung der Auf- 
gabe: ,,in ein ringformig geschlossenes Band einen Enoten zu machenY 
und verwandter merkwtirdiger ProblemeU bestimmt O. S i m o  n y  u. A. 
die ,Torsionu gewisser geschlosseiier Bander ,  eine Constante, die in der 
That  in  vielcn Fallen direct auf den gewohnlichen Begriff der Torsion sich 
bezieht. Der Umstand, dass seine populliren Auseinandersetzungen hiertiber 
Versehen enthalten, die in  den spateren Aufsiitzen S i m o  ny ' s  keine Be- 
richtigung finden und neuerdings auch in eine andere wissenschaftliche 
Schrift' ilbergegangen sind, veranlasst mich zu einigen Bemerkungen über 
diesen für  die Lehre von den verschliingenen Randern fundamentalen Piinkt. 

Wir geben zunachst einen wortlichen Abdruck der auf die Uestimmung 
der Torsionszahl beztiglichen Hauptstelle (1. c. 3 1, S. 2-4). 

C i t a t  1. 

,,Man verwendet . . . einen rechteckigen Papierstreifen, in dessen Ecken 
auf seiner oberen und unteren Flacho beispielsweise nach dem Muster der 
schematischen Figur 1 die Ziffern 1, 2 ,  3,  4 geschrieben werden mogen, 
wobei jedes Eck beiderseits mit derselben Ziffer zu versehen ist. Biegt 
man hierauf die beiden Enden des Streifens in der durch die schematische 
Figur  2"" versinnlichten Art gegen einander und verdreht dessen recht- 

* Topologische Studien etc. von Dr. Pr. D i n g e l d e y .  Leipzig 1890 bei 
B. G. Teubner. 

Siehe auf unserer Tafel IV, Figur 1. Die Pigurennunimcrn iiu Folgenden 
beziehen sich s t e t s  aiif Tafel IV, 
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seitiges Ende so lange, bis die Ecken (1) und (4), (2) und (3) zum ersten 
Male nebcn einander zu liegen kommen, so bat  man eine Drehung um 
1 X 180° nusgeftihrt. Ich nenne dieselbe positiv (+), wenn sie im Sinne 
des Pfeiles (p), negativ (-), wenn sie im entgegengesetzten Sinne vor- 
genommen worden ist. Durch Verdoppeluug, Verdreifachiing etc. der eben 
charakterisirten Drehung lasst sich analog eine Verdrehung des rechtseitigen 
Endes um 2 X 180°, 3 X 180° etc. erzcugcn; aie wird als positiv oder 
negativ zu bezeichnen sein: je nachdem sie aus ciner Verdoppelung, Ver- 
dreifachung etc., einer positiven oder einer negativen Drehung um 1 X 180' 
hervorgegangen ist. 

Die Vereinigung beider Enden des Streifens liefert natürlich stets 
cinen ringfirmig geschlossenen , knotenfreien Streifen , dessen Gesammt- 
torsion (T) mit jener des rechtseitigen Endos des ungeschlosscnen Streifens 
übereinetimmt. Handelt es sich also umgekehrt um den Nachweis einer 
bestimmten Gesammttorsion in einem ringftrmig geschlossenen , knoten- 
freien Streifen, so verwandle man denselben mittels eines, seine ganze 
Breite durchsetzenden Querschnittes in  einen Streifen mit zwei freien Enden 
und verdrehe dessen rechtseitiges Ende bei negativem T in positivern, bei posi- 
tivem T in negativem Sinne um jenes Vielfacbe von 180°, welches ftir Tangegeben 
wurde. War die betreffendeangaberichtig, so mtissennachVollendung dieser Ope- 
ration sammtliche Torsionen aus dem Streifen verschwunden sein. Ebenso ein. 
fach gestaltet sich die Prüfung der Gesammttorsion eines ringf0rmig geschlos- 
senen Streifens, falls derselbe einen Knoten von dem Habitus der schema- 
tischen Figuren 13, 14, 27 ,  2 8 ,  31, 32 * besitzt. Schneidet man namlich 
den Streifen unmittelbar neben den Umschlingungen des Knotens quer 
durch und zieht jenen Theil des Streifens, welcher die Umschlingungen 
tragt, ohne Drehung aus den letzteren heraus, so hat man den vorgelegten 
Streifen ohne Aenderung seiner üesammttorsion in einen knotenlosen 
Streifcn mit zwoi freien Enden transformirt, dcssen Gesammtverdrchung 
wieder in der zuvor beschriebenen Weise controlirt werden kann." 

Vor Allem sei der mit Knotenexperimenten nicht vertraute Leser ge- 
waint, die hier mit den Streifen vorgenommene Operation für eine harm- 
lose und tiberhaupt ein Aufschneiden und Hervorziehen eines Streifentheiles, 
wenn nur keine neue Torsion hinzugefügt wird, bei Bestimmung der Tor- 
sionszahl fur erlaubt zu hnltcn. Einige Beispiele werdon sofort zeigen, in 
welche Widersprüche man dadurch gerathen kann. Figur 4 entspricht der 
Figur 19 bei S i m o n y .  Wollte man die Torsion des abgebildeten Bandes 
dadurch bestimmen, dass man dasselbe bei a aufschneidet, den Theil a b  
aus den Umschlingungen ohne Torsion hervorzieht und ü b e r  den früheren 
Umschlingungen aur Schnittstelle a hinlaufen lasrt,  so würde das jetzt un- 
verknotete Band eine Torsion von 4 %  aufweisen; verführe man genau so, 

* Vergl. auf unserer Tafel die ale Reprasentanten ausgewahlten Fig. 2 und 3. 
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nur mit der A e n d ~ r u n g  , den herausgeeogenen Streiien u n  t e r  den früliereii 
Umschlingungen zur Schnittstelle hinlaufen zu lassen, so würde sich eine 
Torsion von 8 z  ergcben. Welche der beiden Zahlen soll niln als T o r  
eionszahl des ursprünglichen, verknoteten Bandes angesehen werden? Und 
warum soll riicht jede der beiden Operationen zur Bestimmung der Torsion 
ebenso bereclitigt sein, wie die von S i  m O n y vorgeschlagene? Oder: 
Figur 5 stellt ein Band vor, dessen Torsion entweder direct nach der fiir 
unverknotete Ringe gegebenen Vorschrift oder mittels Aufschneiden bei a 
und Herausziehen von ab  aus der Umschlingung etc. bestimmt werden 
kann,  wobei die einer Umwandlung unterworfene Stelle der in Fig. 14 bei 
S i m o  n y abgebildeten ganz gleich ist. Das erste Verfahren giobt al3 Tor- 
sionszahl - n ,  das zweite +3 ni. Wie steht es mit der Berechtigung eines 
Verfahrens, das schon bei so einfachern Beispiel zu den bedenkliclisten 
Widersprüchen fuhrt? l 

Nun sagt allerdings S i m o n y  selbst in der auf das Citat 1 bezüg. 
lichen Anmerkung 5: 

C i t a t  II. 

,Dieser Satz hat  lediglich den Werth einer e m p i r i s  c h e n  Regel, 
welche zwar speciell für die hier in Betracht kommenden Knotenformen 
richtige Resultate liefert, im Allgemeinen jedocli keine unbedingte Giltig. 
keit besitzt. 

,,EmpirischY mtichten wir die Regel deswegen nicht nennen, weil nur 

ein einziger Umstand bei ihrer Begründung auf Empirie gestützt werden 
kann. Bei eiuem einzigen der von S i m o n  y in 5 1 behandelteu Gebilde 
nBuilich kenn die Torsion einwurfsfrei e m p  i r i s c h bestimmt werden. E3 
i s t  dies ~ i b i l d e  das durch Mittelschnitt aus einem geschlassenen, einmal 
tordirten Bande entstehende Band, und die dafiir gefnndeue Torsionszahl 
ordnet sich allerdings deru Gesetze unter,  das fiir die Sorsionszahlen der 
aus mehrfach tordirten Bsndern cntstehenden Streifen mittels obiger Regel 
aufgestellt wird. 

Fiir diese letzteren Streifen aber stellt die Regel dogmatisch, nicht 
empirisch, etwas fest. 

Es ist noch zweckdienlich , die Gründe kennen zu lernen , die S imony 
veranlassten , seiner Regel unbedingte Giltigkeit abeusprechen. In einem 
seiner anderen Aufsatze: ,,Sitzb. d. Wien. Ac. II. Abth. 1881, S. 250Y 
findet sich die Stelle: 

C i t a t  III. 

,,Endlich muss bei der Erledigung des 2. liauptfalles noch der Thab 
sache Rechnung getragen werden, dass die hicrbei i n  Betracht kommenden 
Verknüpfungen und Verschlingungen je nach der Ar t  ihrer Aufl6sung ver- 

schiedene Torsionszshlen liefern , also durch das Experiment im Allgemeinen 
pur  die auss.erhalb der betreffenden Verknüpfung resp. Verschlingung a d  
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tretenden Torsionen um je 180°, welche in ihrer Gesamrntheit die jeweilige 
aussere Trerdrehung: V =  5 X 180° der untersuchten Fliiche Lestimmen, 
ihrem Ginne und ihrer Anzahl nach eindeutig festgestellt werden konnen.' 

Den einfachsten Fall der in Frage stehenden Verknüpfungen und Ver- 
schlinguugen stellen die beiden Piguren 6 und 7 dar. Im allgemeinen 
Fa11 dürfen an Stelle der einen ~ r n s c h l i n ~ u k g  bei a b  beliebig viele gleich- 
sinnige Umschlingungen des horizontden Streifentheiles treten, auch darf 
der Sinn der Umschlingungen bei a b  und c d  ein anderer als in der Figur 
sein. S i m o n y  setzt auseinander, dass für  Figur  6 ,  je nachdem man die 
im Citat 1 nm Schlusse bcschriebene Operation nur auf die Stelle a h ,  nur 
auf die Stelle c d ,  oder auf beide Stelleu zusarnmen anwendet, die Tor- 
sionen -4n, +47~ oder O erhalten werden, dass aber bei Vergleichung 
der Figur mit einer symmetrischeu Gründe sich ergeben, welche nur die 
letzte Toraion als die riclitige erscheinen lassen. Analoges g i 6  von Figur 7. 

Was nun hier nachgewiesen merden soll, k t ,  dass die in  Citat 1 ge- 
gebene Regel nicht nur für die Knoten im Citat III zweifelhafte, sondern 
aiich für die in  der populiiren Schrift behandelten direct vgrwerfliche Re- 
sultate giebt, dass aber sehr wohl eine Regel aufgestellt werden kann, 
welche stets unzweideutige , unter einarider widerspruchsfreie und mit der 
Empirie Ubereinstimmende Torsionszahlen liefert. 

Es ist klar,  dass die Regel Citat 1 hatte in  Beziehung gesetzt werden 
mussen zu der Stelle S. 5-6, wo das T o r s i o n s a q u i v a l e n t  v o n  
U e b e r k r e u z u n  g e n in  folgender Weise besprochen wird : 

C i t a t  IV 

,Ail die hier gegebene elementare Erlauterung des ersten und zweiten 
Experiments knüpft sich ausserdem noch eine theoretische Folgerung, 
welche speciell für die Ueurtheilung der jeweiligen Gesarnmtverdrehung 
eiues geschlosseneu, mit einem Knoten versehenen Streifens von Bedeutung 
ist. Da sich n%mlich die Figuren 4 und 6" lediglich durch die zwischcn 
ihren HBlften auftretenden Ueberkreuzungen unterscheiden, so bildet eine 
Ueberkreuzung zweier Theile eines und desselben geschlossenen Streifens, 
gemLss unserer letzten Bemeïkungen, das charakteristische Aequivalent fur 
eine Torsion um + 2. 180° resp. - 2 .  180°, je nachdem sie mit der als 
positiv zu bezeiühnenden Ueberkreuzung in,Figur 4 oder mit der negativen 
Ueberkreuzung in Figur 6 gleichsinnig ist. E s  kann daher auch urn- 
gekebrt eine Torsion um + 2.  180° als positive IJeberkreuzung, eine solche 
um - 2.1  80°  als negative Ueberkreuzung zweier Streifentheile auftreten, 
welcher Satz sich u. A. durch FlachdrUcken eines um 2 .180°  resp. um 
- 2.18iI0 verdrehten, ringfirmig geschlossenen Streifens besonders au- 
schaulicli controliren lssst. 

* Siehe unsere Tafel Fig. 8 uud 9 ,  wo die S t e l l u q  der E'iguren übrigens 
verindert kt. 
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Denn bei der in  der Regel Citat 1 vorgeschriebenen Operation werden 
Ueberkreuzungen aufgehoben , oder ihre Natur veriindert. Es scheint nun 
S i rn O n y das Veiseben passirt zu sein, die aufgehubenen Ueberkreuzungen 
a19 paarweise einandcr entgegengesetzt, und somit einer Torsion O bclui- 
valent angesehen zu haben. Indem namlich bei ihm S. 5 und 6 der Unter. 
schied einer positiven und negAtiven Ueberkreuzung einfach durch Hinweis 
auf seine ti'iguren 4 und 6 erkliirt wird, lag die Gefahr nahe, Ueber- 
kreuzungen durch eine oberfl8chliche Vergleichung nur der uninittelbar in àer 
Niihe der Ueberkreuzungen befindlichen Streifentheile falsch zu beurtheilen, 

Xan braucht, um ein gleiches Aussehen beider Figuren in der Nalie 
der Ueberkreuzungsstelle herbeioufiihren, nur eine derselben in ihrer Ebene, 
iim 90° zu dreben. E s  ist dahcr gerathen, den ,,Sinnti einer Ueberkreuzung 
et,was sorgsarner, ctwa folgendermassen zu definiren: 

Man halte die Ueberkreuzung so vor sich hin, dass der dem Blick DI. 

gewendete (vordere) Streifentheil in der Nahe der Ueberkreuzungsstelle s e n i  

recht, der andere wagrccht verlsuft, und denke sich von der Kreuzungsstelle o 
nach ohen gegen a einen das Band durchlaufenden Punkt ausgehen; koinmt der 
selbe im weiteren Verleufe von rechts, von b, zur Ueberkreuzungsstelle zurück, 
sa liegt eine rechtsinnige, positive Ueberkreuzung vor (S. Fig. 8); im eut. 

gegengesetzten Falle eine linksinnige, negative (S. Fig. 9): 
Beachtet man diese Vorschrift und nimmt man den Satz von der Be. 

quivalenz einer positiven Streifen -Ueberkreuzung mit einer Torsion w a  

+ 2z, einer negativen Streifen - Ueberkreuzung mit einer Torsion von 
-2n als allgernein giltig a n ,  so kommt man in allen von mir untersuchtin 
Fallen zu einer einheitlichen, unaweideutigen und mit der Erfahrung Liber. 
einstimmenden Bestimmung der Torsionsz~hl. 

B e i s p i e l e .  Die Ueberkreuzungen in den Fig. 13, 27,31** bei Simony 
sind sknmtlich pouitiv, die i n  seinen Fig. 1 4 ,  28, 32 a$mmtlich negativ. 

S. Fig. 5. Die beiden Ueberkreuzungen sind negativ, ausserdem in 
dem Bande 3 positive Torsionen um n vorhanden. Die Gesammttorsion 
wird somit (3- 4) n = - a sein, wie man dies auch beim Auseinandei 
falten, Aufschneiden und Torsionslosmachen des Baudes beststigt findet, 

S. Fig. 6. Die beiden Ueberkreuxnngen bei a ,  b sind positiv, die hi 
c ,  d negativ, so dass ihre Torsionsaquivalente sich aufheben; die Ueber. 
kreuzung bei e ist negativ, ausserdem besitzt dm Band 2 Torsionen u m x ,  

sa dasv als Gesarnmttorsion O sich ergiebt, entsprechend dem von Simony, 
unter den drei von ihm erhaltenen, aus Symmetriegrlinden als einzig 
richtig hervorgehobenen Resultate. 

* Dieae Erklhmgen sind verwandt, aber nicht identisch mit der ron 
L i  B t i  n g gegebenen Unterecheidung einer dexiotropen und laeotropen Uelier- 
kreuzung. S. in den Gottinger Studien 1. 1847 die ,,Vorstudien zur Topolo,oie" 
S. 860 u. ff. 

** Vergl. aiif unserer Tafel Pig 2 und 3. 
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Die Verschiedenheit der Resultate bei S i  m O n y hangt damit zusammen, 
dass er einmal eine positive, einmal eine negative, und einmal zwei entgegen- 
gesetzte Ueberkreuzungen aufhebt und in entgegengesetzte verwandelt. 

S. Fig. 4. An dieser Figur  bestimrnt S i  m O n y die Torsion cines Bandes, 
die er vorher nach Regel Citat 1 bestimmt h a t ,  direct durch Flechdriicken 
und Abzahlen der Torsionen und Ueberkreuzungen. Auffiilliger Weise ge- 
langt er zu dem narnlichen Ergebniss wie vorher. Sollen wir also Recht 
haben, so muss hier abermals ein Fehler vorliegen, und in der That be- 
zeichnet S i  m on  y die Ueberkreuzung bei p als ncgativ, wahrend sie doch 
positiv is t ,  und erhalt dadurch eine um + 4% zn kleine Torsionszahl. 

Ganz Xhnliche Versehen liegen bei den Torsionsbestimmungen sammt- 
licher IZnoten in $$ 1 und 2 vor, indern S i m o  n y  allgemein bei einern 
Knoten, der auu (ZK+ 1)-fach tordirlem Ringbande durch Mittelschnitt 
entstanden ist , 2 K gleichsinnige Ueberkreuzungen bei der Z5Elung ver- 
nachlassigt, und dadurch den ahsoluten Werth der Torsion um 4Km zu 
klein erhalt. Demgemass ist die Stelle auf Seite 15, Zeile 17 von oben 
in folgenden Wortlaut umzugestalten : 

,,Ausser dem Knoten besitzt der ileu erzeugte Streifen auch noch eine 
~har~kteristische Verdreliiing, indem seine Gesammttorsion zwar mit jener 
des ursprünglichen Streifens gleichsinnig, ihr absoluter Betrag jedoch anf 
4(2K+1) .180°  [ n i c h t  4 (K+1).180°] gestiegen i s t ,  wobei 2 (2R+1) 
Torsionen um je 180° stets in  der Form von 2K+ 1 Ueberkreuzungen 
zweier Streifentheile auftreten." 

Ehenso ist auf Seite 19, Zeile 17 von oberi entsprechend zu corrigiren 
in : ,, .. .Bcide Streifcn zeigen eine mit jcner des ursprtingliclien Streifens 
gleichsinnige Gesammtverdrehung, deren absoluter Werth'  hei dem langeren 
4(2 K + 1). 180° ausmacht, etc." 

II. 

Andere Anffassung des Torsionsbegriffes. Die Zahl V .  

Nachdem sich nun gezeigt ha t ,  dass die im Vorliegenden behandelte 
Eigenschaft der ,,Torsioni' bei Verknotung des Bandes gar  nicht rein durch 
eine Torsion des 13andes dargestellt werden kann,  ohne Aenderungen an 
dem Bande voraunehmen , deren Zul5ssigkeitsbeweis bei rein empirischem 
Verfahren zu einem circulus vitiosus verführt, wird mail Iiber das rein 
empirische Verfahrcn hinausgelien und versuchen miissen, von vornherein 
eine auf alle 13kder gleichm%ssig anwendbai-e Definition zu erlangen. 

Eine solche Definition I w t  sich gewinnen, indem man die Verschling- 
mg* der Randcurven, resp. der Randcurve des Baiides ins Auge fasst. 

Wir knüpfen die Betrachtung an die plattgedrückte Form der BBnder, 
wie sie unsere Figuren aufweiaen, und beginnen mit dexn Fall, dass das 

* Die Wichtigkeit des Gauss'schen Begriffes der Verschlingung an dieser 
Stelle wurde mir gesprachsweise von Herrn Prof. W. Dyck  betont. 
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Band zwei Randcurven besitzt, wie sich dies bei den strittigen Figuren 
S i m o n y ' s  in  der That immer so verhilt. 

Die beiden Randaï sind dann zwei geschlossene Curven in einer Ebene, 
a n  deren Kreuzungspunkten ein Untenliegen der einen und Obenliegen der 

andern unterschieden wird. Es  lasst sich fITr ,diese ,,Ueberkreu~ungen" 
zweier Curven der relative Siun ganz ahnlich feststellen, wie dies fiir die 
Ueberkreuzungen einer Curve oder eines Streifens schon oben auf Seite 110 
von uns ausgeftîhrt worden ist. 

Man theile jeder Curve einen bestimmten Sinn - Pfeil - zu, in dem 
sie durchlaufen werden soll. Eine Ueberkreuzung fioll positiv oder rechts- 
sinnig heissen, wenn, sobald man in der Richtung des Pfeiles der obern, 
dern Beschaner zugewendeten Curve blickt, der Pfeil der untern Curve von 
rechts zur Ueberkreuzungsstelle kommt, nach links sie verliisst. Die Seite, 
von welcher man die Ebene der Curven ansieht, ha t  hierbei keinen Ein 
fluss auf die Bestimmnng. Dagegen andert sich al lerding~ der Sinn der 
Uebcrkreuzung, sobald man den Pfeil einer der bciden Curven umdreht, 
wns bei der Bestimmung des Charakters der Ueberkreuzungen einer 
Curve nicht der Fa11 ist. Die Unterscheidung , welche Ueberkreuzungen 
gleichen, welche entgegengesetzten Sinn haben, ist aber wieder unabhkgig 
von der Richtung der Pfeile, mit anderen Worten,  es ist der ,relative ' 
Sinn der Ueberkreuzungen eindeutig bestimmt; ebenso auch der absolute 
Werth der Differenz 6 - A, wo 6 die Anzahl der positiven, A die der ne. 
gativen gegenseitigen Ueberkreuzungen beider Curven bedeutet. 

Diese Differenz 6 - A ist  bei Unveriinderlichkeit der Pfeile fiiï stetige 
Gestaltsveranderungen beider Curven, die unter Wahrung der'undurct- 
dringlichkeit derselben vorgenommen werden, eine Invariante, da bei dieseo 
Aenderungen neue Doppelpunkte nur  in Paaren , deren Individuen entgegen. 
gesetzten Ueberkreuzungssinn haben, gewonnen oder verloren werden , idem 
irgend zwei (endlose) Theile beider Curven sich gegeneinander-tiberein- 
ander oder übereinander - auseinander schieben. 1 

F ü r  die beiden Randcurven eines Bandes wihlen wir die Pfeile sa, 

dass sie in  den benachbarten nebeneinander herlaufenden Theilen beider 
Curven gleichen Sinn haben, besser gcsngt 90,  wie sie sich ergebcn, wenu 
man dem ganzen Bande einen bestimmten Sinn beilegt, indem es von 
einem Querschnitt durchlaufen wird. Unter Festbaltung dieseï Beschriuk- 
ung  liber die Pfeilrichtung wird das Vorzeichen der Ueberkreuzu~~en dl, 
Weiteren von der Pfeilstellung unabhangig, da eine Aenderung dersell-ieu 
den Sinn in b c i d e n  Ciirvcn Bndert. 

An einem flachgedrückten Bande zeigen sich zwei Arten von Singu- 
laritaten : Knickungs - und Ueberkreuzungsstellen. WLhrend bei der fruheren, 
von der Torsion des gestreckteii oder ringformjgen Bandes ausgehendzn 
Begriffsfassung nur  die ersteren unmittelbar evidcnt zur Torsion bcitragen, 
die letzteren nur  auf Urnwegen als aquivalent gewissen Torsionen erkannt 
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wurden, erscheinen beide Singularitaten bei unserer gegenwiirtigen Begriffs- 
fassung nur gradwcise verschieden. 

Jede Knickung führt e i n e Ueberkreuzung beider Curven herbei und 
zwar eine positive für die Form von Figur 10, eine negative ftir die Form 
von Figur 11. F ü r  die geradlinig begrenzten und undehnsamen Papier- 
bander lnssen sich beide Formen folgendermassen bequem auseinander halten: 

Nimmt man seinen Augpunkt ltber einem Punkte des Winkels < n, 
den beide in der Rnickung zusammenstossende Bandtheile bilden, und denkt 
sich den Scheitel dieses Winkels vom Beschauer weggewendet (A), so hat  
man eine l'lus-Eeberkreuznng vor sicb, wenn der o b e r e ,  dem Auge 
nahere Bandtheil nach rechts, eine Minus - Ueberkreuzung, wenn er nach 
links zieht. 

Jede Ueberkreuzung des Bandes ftihrt z w c i gleichsinnige Ucberkreuz- 
ungen beider Curven herbei, und zwar zwei positive oder zwei negative, 
je nachdem die Bandliherkreuzung nach der auf Seite 110 gegebenen De- 
finition positiv oder negativ k t .  

Die Differenz der samrntlichen in den Knickungen und Ueberkreuzungen 
des Eandes enthaltenen positiven und negativen Randcurventiberkreuzungen 
ist die für düs Band charaktcristische Zahl v = 6 - A ,  um die es sich handelt, 
und für welche man,  wenn man will, den Namen Torsionazahl beibebalten 
kann , insofern sie in  den Fallen des ' tordirten gestreckten oder unver- 
knoteten ringftrmigen Bandes nach Multiplication durch n offenbar Bber- 
einstimuit mit der von S i m o n y  definirten Torsion. Eine noch schiirfere 
Regriffstheilung aber wtirde man erhalten, wenn man mit Torsion nur 
solche Erscheinungen a n  Bandern hezeiclinete, welche sich durch D r  e h u  n g  
sei es eines variablen Querschnittes, einer variablen Ebene oder dergl. aus- 
reichend defiuiren lassen bei jeder Gestalt des Bandes;' mi t  der obigen 
Eigenschaft scheint mir dies nach meinen bisherigen Versuchen nicht der 
Fa11 zu sein. 

Doch es liegt uns noeh ob, unsere charakteristisahe Zahl auch fur 
einrandige Bander zu definiren. Es  ergiebt sich hier eine kleine Schwierig- 
keit. Wiihrend namlich bei zweirandigen Bandern nur  die Ueberkreuzungen 
der Curven untereinander zur Bestimmung von v beigezogen, die Ueber- 
kreuzungen der Cuïven mit sich selbst vernachlassigt wurden, fliessen bei 
einrandigen Bandern Leide Arten von Ueberkreuznngen in eine zusammen, 
und man ist in  Gefahr, auf e i n ~  mit der früheren wenig verwsndte Zahl v 
zu gerathen. Man kann sich aber dadurch hclfen, dsss man das einran- 
dige Band quer durchschneidet, so, dass der Querschnitt keine Ueber- 
kreuzung oder Knickung passirt, und durch Hinzufügen einer Torsion des 
einen Endes um n und Wiedewereinigung der Enden ein zweirandiges 
Band herstellt, &sen v = o nach dem Obigen bestimmt werden kann. Dem 

* Wohl dasselbe, was Si  m O n y unter ,, ausserer VerdrehunglL versteht. 
Zeitschrift f .  Mathomatik n. Physik XXXVLL, 2. 8 
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einraudigen Bande wird man dann die charakteristische Zahl v = u -1 
zuordnen. Zu zeigen ist dann jedenfalls: dass es gleichgiltig is t ,  an welcher 
Stelle der Quersc,hnitt angebracht wird. 

F ü r  die K,nickungsstellen andert sich offenbar gar  nichts, wo man auch 
den Querschnitt hin verschieben mag. Bei einer Ueherkreuzungsstelle ist 
es m6glich, dass bei einer Lagentindermg des Quersahnittes die beiden 
Punkte,  welche zuerst Selbsttiberkreuzungen beider Randcurven vorstellten, 
mit jenen, welche gegenseitige Ueberkreuzungen waren, die Rollen tauscheii. 
Dies macht aber für v nichts aus ,  weil das Vorzeichen aller vier Ueber. 
kreuzungen das niimliche k t .  

Das Resultat der obigen Vorschrift für einrandige Bander ist also das - -. -.- , 

niirnliche, als ob man sammtlicho Ueberkreuzungen der Randcurve mit sich 
selhst an dem unveriinderten Bande bestimmt, die Anzahl der von Eand- 
überkreuzungen hcrrührenden sowohl positiven als negativen aber nur halbirt 
in  die Differenz 6 - A  hLtte eingehen lassen. 

Ein etwas organischeres Verfahren der Bestiinmung von v bei ein. 
randigen Bsndern scheint übrigens wünscheuswerth. Die eben berührtc 
Schwierigkeit içt von allgenieinerer Bedeutiing ; sie behindert immer wieder 
den Uebergang von der Theorie der Verschlingung zweier Curven zur 

Verknotung einer Ciirve und ist auch in B o d d i c k e r ' s  Arbeit: ,,Erwei- 
terung der G a u s s  'schen Theorie der Verschlingungen etc." mehr verdeckt 
al8 gehoben. Der Vcrfasser hofft auf diese Dingc an anderer Stelle zuriich. 
zukommeii. 

III. 

Beziehung der  Zahl  v zu dem G a u s s  'schen Verschlingungsintegral. 

Die Zahl ( v 1 = / 6 - I, 1 für zwei getrennte Randcurven ist eine geraCe 
Zahl, weil d + 1 als Anzahl der Schnittpunkte zweier geschlossenen Curoen 
in einer Ebene gerade ist. Sie ist gleich dern absoluten Werth des halben 
Coefficienten von TC in dem Werthe, den das Gauss 'sche Integral 

' x  d x  dx' I 

2 ' - a  d z  dz '  
= 4 m x  

[(x'- 2)" ( Y ' - Y ) ~ +  (BI- 2 ) ' ] %  

annimmt, wenn die Integrationen über die Punkte z, y ,  2 der einen und 
die Punkte x', y', B' der andern Curve ausgedehnt werden. m zahlt hier- 
bei die Differenz der positiven und negativen ,,Umschlingungen" der einen 
Curve C' um die andere C. 

R 6 d d i c  k e r *  liat gezeigt , dass na zugleich die Differenz der Anzahlen 
zwcicr Schnittpunktsgruppen is t ;  die erste Gruppe enthiilt jene Schnittpunkte, 

* Erweiterung der Ga u B s 'schen Theorie der Ferschlingungen etc. Stutt. 
gart 1876. 
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in welchen C eine von C' begrenzte zweiseitige Flacbe in einem Sinne durch- 
setzt, die zweite Gruppe e n t k l t  die Sehnittpiinkte entgegengesetzten Sinnes. 

Dies vorausgesetzt, liisst sieh die Gleiehung : 

l v l = / 2 ~ n (  
folgendermassen beweisen : 

C und C' seien wieder in  einer Ebene gedacht, mit Unterscheidung 
eides ,, oben " und ,, iintenLL an den Kreuzungspiinkten. 

Von einem beliebigen Punkte p' der Ebene, der sich in endlicher 
Entfernung von der Curve befindet, denke man sich die Radienreetoren 
R '  nach den Punkten c' von gezogen. Die R' bilden eine plattgedrückte 
Kegelflache R' mit der Epitze p' und der Randcurve C', welche im Allge- 
meinen die Ebene mit mehreren , an verschiederien Orten verschiederi vieleri 
Bliittern bedeckt. An dicsen Bliittern liisst sich im Anschluss a n  die Curven- 
kreuzpunkte ein ,, oben '' und ,, unten " untcryhcidcn , wenn auch nicht in 
v d l i g  bestioimter Weise. Bis zu einem gewissen Grade bleiben niimlich 
die Lagen der R ' ,  nich welchen sich die Kegelfliiche selbst durehsetzt und 
ein Dlatt in Bezug auf ein anderes von , ,unten" nach , ,obenLL iibergeht, 
willkürlich. Diese Willkürlichkeit schwindet, wenn men C, Cr und 9' a.lu 
Projeetionen zweier bestimniten , im Raum gewundenen Curven und eines 
im Raum sich ausdehnenden Kegels ansieht. 

Der Sinn, in welchem die c' auf Cf durchlaufen werden, ühertragt 
sich auf die R' der Flliche R', wodurch es gelingt,  die beiden Seiten der 
Flache zu unterseheiden; die eine, von der ans betrachtet die R' die Uhr- 
zeigerbewegung Eabeii und die mir willkürlich die rechte, positive Seite 
der Flache nennen, die andre, wo des entgegengesetzte der Fa11 ist. Diese 
Lnterscheidiing der Seiten bleibt auch bestehen für die Sectoren, in welche 
wir die 9' jetzt zerlegen wollen. Jeder dieser Seetoren 6' bedecke die 
Ebene in seiner ganzen Ausdehnung einfaeh und sei von zwei verschiedenen 
Radienvectoren R', und R', seitlieh begrenzt. Eine Zerlegiing der Flache 
in Sectorcn, welche diese Bedingungen erfüllen, ist immer moglich. Uas 
dritte Sttiek der Begreuzung, der Curve C' angehorig, heisse S'. E s  darf 
sich offenbar nicht selbst schneiden. Wir geben dem Contur eines jeden 
6' einen bestimmten Umkreisungssinn, übereinstimmend mit dem f ü r  S' 
geltenden Pfeile. Hierdurch erhalten auch die R',, R', bestimmte Siune und 
zwar wird jeder dieser Radienveetoren als Grenze für z w e i benachbarte 
Sectoren z w e i  mal in entgegengesetzten Weisen in Anspruch genommen. 

Betracliten wir nun,  wie die Curve C einen beliebigen der Sectoren 
6' pavsiren kann. Denkt man sich auf C von einem bestimmten Anfangs- 
punkte a aus einen Punkt im Sinne des Pfeiles laufen, so wird deraelbe bei 
der Rückkelir nach a den Sector 6' ebenso oft betreten als verlassen haben; 
und es werden diase regelmassig abweehselnden Ein - und Austritte, d. h. 
die Ueberkreu~un~en  von C mit dem Contur von G', paarweise einander 

8* 
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zugeordnet wcrden konnen. Die beiden Curvenüberkreuzungen eines solchen 
Paares sollen auf C einander unmittelbar folgen und konnen 

u)  vom nlimlichen Sinne, 
pj vom entgcgengesetzten Sinne 

sein. 
Im Palle a) muss die Curve C, wenn sie beim Eintritt  ü b e r  dem 

Contur von (5 liiuft , beim Austritt  u n  t e  r demselben laufen, und umge- 
kehrt ,  woraus zu schliessen i s t ,  dass C zwischen den beiden Ueberkreuz- 
ungen den Sector e i n m a l  ofter irn einen Sinn durchsctzt h a t ,  als im cnt- 
gegengesetzten. 

l m  Palle @) dagegen erfolgen E i n -  und Austritt van C auf der nam- 
lichen Flachenseite von (5; der Sector muss gerade so oft im eineu mie irn 
andern Sinne durchsetzt worden sein. 

Und zmar entspricht nach den ohen getroffenen Pestsetaungen tiber die 
Vorzeichen zwei positiven Ueberkreuzungen eine Fliichendurchsetzung von 
der positiven zur negativen Seite, was wir willkiirlich als positive Durch- 
setzung bezeichnen dürfen , etc. 

Es gilt  natürlich auch umgekehrt: Wenn C beim einmeligen Pa~siren 
eines Sectors denselben einmal tifter positiv als negativ durchsetzt, so ent- 
stehen zwei positive Ueberkreuzungen etc. 

Da nun feststeht, dass bei einmaligem Passireri des Sectors zwei 
positiven Ueberkreuzungen e i  n e überschüssige positive, z w e i  negativen 
Ueberkreuzungen e i n e  überschüssige negative, zwei entgegengesetzten Ueber- 
krenziingen keine iiberschüssige Flachendiirchsetzi~ng entspricht, so ist leiclil 
ersichtlich, wie sich durch Summation tiber die verschiedenen Durchschrei 
tungen eines Sectors, dann Ilber die sKmmtlichen Sectoren der gewünschte 
Satn I v I = I Z m l  
nach den getroffenen Vorzeichenhestimmungen sogar 

ergiebt. Hierbei ist  nur  auf das Eine noch aufmerksam zu machen, dass 
die für die Ueberkreuzungen von C mit sgmmtlichen Sectorconturen gebil- 
dcte Differenz 6 - A  deswegcn direct gleich v ,  d. h. glcich der für die Ueber 
kreuzungen von C mit C' gebildeten Differenz d - i i s t ,  weil jede Leber- 
kreuzung von C mit einem R; oder R', zweimal auftritt ,  das eine Mal 
positiv, das andere Mal negativ (S. oben Seite 115, Zeile 9 v. u.). 

M ü n c h e n ,  30. Ju l i  1891. 
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IX. 

U e b e r  T e t r a e d e r p a a r e .  

Von 

Dr. P. MUTH 
in Ostliof~n (Rheinhssson). 

Hierzu Taf. V, Fig. 1 - 3. 

a )  Im Folgenden soll das Problein behandelt werden, einenz gegebenen 
Ilétraeder AB  C D  e i n  zweites Te t raeder  <Y Py S e i n -  u n d  xugleich u m z u -  
schreiben, w e n n  con letzterem Tetraeder die E c k e n  ai in der Z b e n e  B C D  
und  y in der B e n e  A B D  heliebig a n g e n o m m e n  werden.  

Wir treffen nun zunachst die Festsetxung: 
B C D ,  f l  C D A ,  y D A B ,  d A B C  d. h. ar liegt in R C D ,  nach Annahme, 

p soll in C D A  liegen u. S. W. undThaben es alsdann mit 24 verschiedenelz 
Aufgaben  zu thun,  da die Reihenfolge, nach welcher die Seitenflachen des 
Tetraeders cr p y 8 durch die Ecken des Tetraeders A B C D  gehen sollen, eine 
willkürliche ist. 

Fordern wir: 

1) .Pro, B y a A ,  y a o B ,  ScrBC, 

also dass a B  y durch D gehe u. S. W., so haben wir eine AufgabeIx welche 
bereits M 6 b  i u  s (Cr. J. Bd. III, S. 275; Bd. X I  S. 324) behandelt und ge- 
l6st hat. Mo b i u s  zeigt, dass bei gegebenem KY und y noch unendl ich  
viele Losmgen existiren; dies ha t  auch J. S t e i n e r  in seinen ,Systema- 
tischen Entwickelungen S. 248 in hochst einfacher Weise nachgewiesen, 
sowie dass auch in folgenden drei Fkllen: 

1 1) a P y A ,  u B ~ B ,  a y d C ,  P y d D ,  

11) 2)  a P J A ,  ~ S Y B ,  B Y ~ C ,  a y J D ,  

3) ~ Y J A ,  P Y ~ B ,  ~ B Y C ,  a B d D ,  
bei beliebigem a und y zcnendlich viele Losungspaare 8 6  vorhanden sind. 

* Tetraeder dieser Lage 1 behandelt auch Herr J .  N e u b  er g: Sur les tétraèdres 
de b1 6 bi us. (Liège) 1885; daselbst werden vier Gerade beliebig angenommen und 
es sollen auf diesen vier Punktpaare Au,  BP, Cy D 6 bestimmt werden, welche 
xwei Tetrader der Lage 1 bilden; es giebt unendlich viele Losungen. 1. c. S. 14. 
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Priîft man nun die noch übr igen  20 F a l k  auf ihre Losbarkeit, indem 
man den von S t e i n e r  1. c. bei den vier ersten Fallen eingeschlagenen Weg 
liefolgt , so erkennt man ,  dass in jedem dieser Fiille bei gegebenem ci und y 
eine einsige (cigenfliche) L o s u n g  vorhanden i s t .  Greifen wir z.  B. den Fall 

heraus. a  und y werden in B C D  resp. ABD beliebig angenommen (Fig.1); 
muss liegen in A C D  und A u y ,  also auf dem Sehnitt 81; dieser Ebenen, 

S sol1 in A B C  und C a y  liegen, also muss es in den Schnitt C G  dieser 
Ebenen liegen, ferner muss die Gerade P6 die Geraden B y  und Dai 
schneiden; wir müsscn also diejcnigen bciden Geraden suchen, welche AF. 
C G ,  B y ,  D a  schneiden. Die Gerade ay schneidet zwar diese vier wind- 
sehieken Geraden, liefert aber eine zcneigentliche Losung, ein in vicr Punkle 
e i n e r  Geraden  degelzerirtes Tetraeder. E s  handelt sich nun um die einfaehste 
Construction der zweiten Geraden (Fig. 1).* Ich denke mir ,  ein Punkt /3 
bewege sich auf AF, alsdann werden die Ebenen ByP und Dulg um B7 
resp. D a  projectivisclie Ebenenbtischel beschreiben , ihr Durcbschnitt 6 6  
aber ein einfaches Hyperboloid erzeugen , auf welchem a y liegt , welches 
also von der Ebene C a y  = C a G  berührt wird. Diese Bbene enthiilt noch 
einen Strahl der Regelschaer D a ,  B y ,  A F  odcr mit andercn Worten, indem 
j3d das Hyperboloid beschïeibt, schneidet es die Ebene C a y  G in einer 
Geraden, welch' letztere G C  in dem gesuchten Punkt 6 trifft. 

RUckt j3 nach A ,  so ist Ebene Byp = B y A = B D A  und schneidet 
D a g = D u A  in  der Geraden D A ,  A D  trifft C a y G  i n K .  Falit /3 nacb 
F ,  so schneiden sich B y F und D a  F= B a  F in B F ;  diese Gerade schnei- 
det Ebcne Ca!y in J .  K J  schncidet CG in dem gesuchten Punkt 6, worauf 
sich j3 leicht finden Iasst. 

Analog erledigen sich siimmtliche übrigen Falle. 

b j  Construirt man nun bei gegebenem a und y Tetraeder, welche 
jede der 24 vorgeschriebenen Lagen aufweisen, so hat man es zwar mit 
24 verschiedenen Figuren, aber n u r  mit Ci verschiedenen A r t e n  der gcgeri- 
seitigen Eilzsrhreibufig zu thun. Betrachten wir, um dies klar zu legen, 
wieder den Fall: 

a B C D ,  F C D A ,  Y D A B ,  G A B C ,  
III) pyaB,  ~ a , c ,  sago. 

Schreiben wir hier ftir a! und A (da ja die Rezeichnuiig willkürlich 
ist) P und 3, statt  p und B aber a und A ,  so haben wir folgende Lage: 

* In Fig. 1 ist die ganze Construction ausgeführt; die Schnittgeraden fallen 
i rn Allgemeinen nicht zusammen. Man sehe auch ,die Fig, 2 u. 3 nach. 
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cuBCD, P A C D ,  y A B D ,  G A B C ,  

u y â A ,  uPYB, P ï J f l l  a B J D 1  

die unter jenen 20 FBllen auftritt. Nehmen wir solche Vcrtauschunyen 
vor, welche die Vorschrift: aB C D ,  p A C D ,  y A B D ,  GAB C ungeandert 
lassen, dann bleibt auch die Lage 1 ungeandert. Dagegen gehen die Lagen 
der Gruppe TI in einander über;  Gruppe II reprasentirt also eine Art der 
gcgenseitigen Einschreibung. Aus : 

III) Aa/3y,  BPyG, C a y s ,  D a P d  

gehen durch die besprochenen Vertauschungen 6 Lagen  hervor. 
Eine weitere Gruppe ist durch 

IV) A B y a ,  B u B y ,  
characterisirt und enthalt 6 Palle.  

Schliesslich umfasst die Gruppe V die noch übrigen 8 Falle; dieselbe 
ist durch 

V) A P y S ,  B u P a ,  C u S y ,  D U Y ~  
bestimmt. Also: 

,,Zwei Tetraeder konnelz einander uuf filnf verschiedefie Ar ten  um- und  
eugleich eingeschriehelz ~ e r d e l z . ~ '  

Ferner : 
,,Es X-olznen Tetraeder jeder dieser 5 Lngelz construirt aerdem,  wobei 

malz dus Telrueder AB  CD beliebig und von  dem Tetraeder a p y  d irgend 
zwei Eckpunkte in den betreffelzden Bbclzen beliebig almehmelz kalzn." 

Denn wir haben gezeigt, dass man z. B. die Lage I V  construiren kann 
bei beliebig angonommenen or und y ;  ebenso alle Falle, welche in dor 
Gruppe I V  enthalten sind, d. h. aber mit anderen Worten,  dass man auch 
a und 8,  oder u und p u. S. W. beliebig annehmen kann, wenn es sich 
darum handelt, ein Tetraederpaar zu erzeugen, welches die Lage I V  

{ 
u B C D ,  P C D A ,  y D A B ,  G A B C  

aufweist. A P y S ,  B a p y ,  C a p a ,  Baya 
Diese L ~ g e  IV  zeichnet sich jedoch vor allen iibrigen dadurch aus, 

dass die Punkte P und d irz eilze E a n t e  des ersten Tetraeders A B C D  zu 
liegen kommer?, wenn man a in B C D  und y in A B D  beliebig annimmt;" 
dadurch tritt  eine gewisse Unbestimmtheit auf, welche besoitigt wird, wcnn 
man etwa cu und @ beliebig annimmt. Den Grund dieses Verhaltens werden 
wir im folgenden Abschnitt kennen lernen, in welchem eine h6chst einfache 
Construction von Tetraederpaaren der Lage I V  gegeben wird. 

c) Nimmt man in einer Ebene vier Punkte cr, B, C, D beliebig an (Fig. 2), 
bezeichnet den Schnittpunkt der Geraden BC und Dru mit x, den der Ge- 

* Ebenso a und y ,  wenu !3 und B gleichzeitig beliebig angenommen werden. 
VergI. Fig. 2. 
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raden C D  und Ba mit y ,  so trifft die Gerade xy  die Gerade RB in eiiiem 
Piinkte b derar t ,  dass die Schnittpunkte einer beliebig durch b gelegten 
Geraden g mit B C  und Ba ,  B D und Cor, CD und Da, die mit aa ' ,  bb', 
cc' bezeichnet werden mogen, drei Punktpaare eine Involution bilden. 

Fasst man uamlich das Viereck Cwxy in's Auge, so folgt die Richtig. 
keit des Uehaupteten aus einem bekannten Satze Uber die Schnittpunkte 
einer Geraden mit den Seiten eines vollstindigen Vierecks. 

Nun giebt es im Allgeirieinen eine Curve dritter Classe K3, deien 
Tangenten drei Geradenpaare* in Involution schneiden; diese zerfallt in 
ucserem Falle in den Punkt b und eine Curve zweiter Classe, welche 
wiederum in die Punkte C und a zerfsllt. 

Also lzur die Gcraden des Punktes b schneiden B C und B ci, BD und 
C a ,  CD und D n in der Involution a a', b b', c c'. E s  liegen aber auch die 
Paare : a c', b b', c a nach bekanntem Satz involutorisch, die sechs Punkte 
a ,  b, c ,  a', b', c' liegen also zweifach involutorisch. Eine kleine Uelier- 
legung zeigt, dass b und b' sowohl durch a und c ,  als auch durch a' und C 
harmonisch getrennt werden. 

Ausserhalb der Ebene B CD nehmen wir jetzt irgend einen Punkt A an, 
verbinden ihn mit u ,  b und c dnrch Gerade, nehmen ferner auf Ac einen 
Punkt  ,'3 beliebig an und constriiiren schliesslich y als Schnittpunkt der 
Geraden Ab und /3 a' und 6 als Schnittpunkt von U A  und b'p;  dann geht 
die Gerade y 8 durch c', also zeigen die beiden Tetraeder A B  C D  und ci /l y d 
die Lage IV. Denn die Gerade /36 schneidet die Gerade C a  U. S. W. 

Von dem zweiten Tetraeder a p y  8 konnten wir also wieder ar in BCD 
und fi in  A C D  beliebig annehmen, wodurch die Gerade g durch b und alle 
andcrn Punkte bestimmt sind. y fallt dabei immer i n  die Gerade Ab. 
Nebmen wir also ausser n noch y in A B D  beliebig a n ,  dann muss ein 
Ausnahmefall eintreten und in der That  sahen wir am Schluss der Abschnitte 
b), dass alsdann fl und 6 in  die Kante AC fallen. Nimmt man dagegen 
y auf Ab an ,  so giebt es unendlich viele Losungopaare /3, CS; die Geraden, 
welche zusammengehorige 0 und d verbinden, liegcn auf einem Hyperboloid, 

d) Es  seien a, b, c drei Punkte einer Geraden g (Pig. 3); ich ordne den 
Punkt  a den Punkt  b, diesem den Punkt  c ,  diesem wieder a au, bestimme 
also auf g eine cyklische Projectivittit dritten Grades; a', b', c sei ein zweites 
Tripe1 derselben. Dann ist die Figur : a b a'b' project. zu b c b' c', letztere 
aber project. zu c'b'c b, also aach a b a'b' project. zu c'b'c b ,  also liegen 
die Paare:  1) a d ,  b b', c a r  

in Involution. Analog zeigt man ,  dass zugleich 

2) au ' ,  bc', cb' 
und 3) a b ' ,  bu', cc'  
-- - 

* D. h. drei zerfallende Kegelschnitte; K 3  ist demnach die Herrnite'srbe 
Ciirve den Letreffenden Netzes. 
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involiitorisch liegen. I n  Figur 3 sind solche sechs Punkte gezeichnet. Man 
kann nun durch g eine Ebene E, legen und ein Viereck ru B C D in derselben 
zeichnen, dessen Gegenseiten Ba und CD durch a resp. c' gehen, von dem 
B D  durch O' und Ca durch O ,  Da durch c und B C  durch a' geht, wo- 
bei die Rezieliung 1 )  beniitzt wird. Alsdann constriiirt man in einer zweiteii 
durch g beliebig gelegten Ebene E2 ein Viereck A P  y d derar t ,  dass A y  
durch b', /3 6 durch a u. S. W. hindiirchgeht, was pemass der involut?rischen 
Lage 3) immer moglich k t .  Die Punkte A B C D  und a p y  d bilden dann 
zwei Tetraeder, welche die mit V bezeichnete Lage besitzen. 

Geht man von A ,  B, Cl D ,  a und y al8 gegebenen Punkten ;bus [vergl. a], 
so ist zunachst die Gerade g zu finden, welche aus den Seiten des Vierecks 
a 6 CU zwei Tripe1 a b c  und a' b'c' herausschneidet und durch den Purikt b' 
geht, in welchem die Ebene BCD von A y  getroffen wird. E s  giebt nun 
[vergl. cl eine Curve 3. Classe, deren Tangenten die Seitcn des Vierecks 
n B C D  so schneiden, dass a b c ,  o'b'c' zwei Tripe1 einer cyklischen Pro- 
jectivitat bilden; diese Curve zerfillt aber hier in den Punkt  u und eine 
Curve 2. Classe, welche von der Geraden CD in ihrem Schnittpunkt mit 
B u ,  von D B  in ihrem Schnittpunkt mit C a ,  endlich von B C  in ihrem 
Schnittpiinkt mit Da berührt wird. 

Von b' gehen an diese Curve zwei Tangenten, nsmlich BD und die 
gesuchte Gerade g ;  g kann also durch einfache Construction gefunden 
werden", worauf noch /3 und 8 ,  wie oben, zugeftigt werden kounen. 

e) 1. Die Geraden A B ,  C D ,  a@, y d geh6ren einer Regelschaar au, 
wenn die beiden Tetraeder A B  C D  und n p y a  die Lage 1 zeigen, ebenso 
AC, BD, a y ,  ~ î 6  und A D ,  E C ,  a d ,  py .  ( S t e i n e r ,  1. c. Anmcrkung. 
Steiner verwechselt daselbst die Lage 1 mit Lage II.) Ferner liegen die 
beiden Tetraeder dreifach hyperboloidisch, indem AB,  Ba, Cb,  Dy vier 
Gerade einer Regelschaar bilden, ebenso A y ,  B  6 ,  C a ,  D/3 und A 6  , B y, 
Cp, Du (Sc h u  r ,  Math. Ann. Bd. XX, S. 275). Ferner Iiegen die Geraden, in 
welclien die Ebenen B C D  und a y 6 ,  ACD und py 6 ,  ABD und a p y ,  A B C  
und a ,5' 6 sich schneiden , auf einem Hyperboloid ; desgleichen treten noch 
zwei weitere hyperboloidische Lagen auf. 

S. Wir  untersuchen jetzt die Lage I I :  

a B C D ,  P A C D ,  y A B D ,  d A E C  
11) I u y a A .  B y d B .  n p y c ,  N B ~ D .  

Wie sofort, ersichtlich, werden die Geraden A D ,  B C, u y ,  p 6 von jeder der 
Geraden A S ,  CF, B y ,  Da geschnitten. Ebenso AC,  B U ,  n 6 ,  p y  von 
A y ,  B 6 ,  C a ,  D p ,  so dasv hier swei  Paav Gegcnkanten des Tetraeders 
A B  C D  mit defi  befreff'ent?elz Gegelzkanten des Tetraeders a /3 y 6 a u f  je  e inem 
Hyperboloid Ziegemi ausserdena liegen die beidelz Tetrucder soz~~ohl riicksicht- 

In Figur 3 ausgeführt. 
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lich der Verbindungsgerade-n ,ihrer E1cken, als auch r.ücksicht1ich der Schnitl- 
gcraden ihrer Seitenflachen ewcifach hyperboloidisch. Schreibt man namlich 
für  die Ebene ABC den einen Buchstaben Dr, für A CD Br u. S. W., d' fur 
cufly, y' für tv/3 d u. S. W., E O  wird die obige Lage 11 durch das Schema: 

B' u' y' d', C' a' fi' d', D' a' i3' y', 

='A' C D ' ,  /3' B' C D ' ,  y'A' B' C', d'A' B' D' 1 A'8'r'a: 
dargestellt und es liegen somit die Geraden: 8 ' 6 '  = (B C D ,  cup y ) ,  GP'= 
( A B D ,  c t y a ) ,  B ' y ' = ( A C D ,  cuPcY), D1a'=(ABC, pyd)  auf einem Hyper- 
boloid, elienso die vier Geraden: A'y', R'd', C ly', D'fi'.  

3. B e i  keiqzer der f o l g e d e ~  d w i  Lagen  I I I ,  IV u n d  V liegen Kanten 
des Tettaeders AB CD m i t  Ranten. des Tetraeders ci P y 13 a u f  einem Hypcr- 

boloid. Aber betreffs der Lage III gilt folgender Satz: 
, , Zwei Tetraeder , welche sich nach A r t  III gcgenseitig eingesçhrieùer, 

s i n d ,  2iegen vierfach hyperboloidieeh sowohl ira Reeug au f  die Pcr- 
bindun,gsgerade.n ihrer Eclcpunkte , als irt Reeug a u f  die 8 c h i t t g e r a d ~ n  ihrer 
Seitenflachert u n d  k6nne.n somit stets ais awei Qecadrupel eincr yklischen Raum- 
collineation* aufgefasst  werdefi." 

Den ersten Theil dieses Satzes beweist man nach Analogie der vor- 
hergehenden Betrachtungen. Der zweito Thcil folgt dsnn nus einem von 
Herrn S c h u  r , Math. Ann. Bd. XX, S. 270 gegebenen Satze. Man kann 
auch sagen: 

,, V o n  den  v ier fac l~  k yperboloidischen ïetraederpaaren , deren es iiber- 
hazcpt ao1"giebt **, sind ml6 einnader gleichzeitig rzach A r t  III e in-  und 
urngeschrieben. " 

4. Tetraederpaare der Luge  I V  liegen endlich zweifach hyperboloidiscl~ 
sowolzl beziiglich, der 'CTerbim7zcngsgeraden ihrer Eckpunkte , als beaüglirk der 
Schnitigeraden ihrer Seiten. Bei Tet,raedarpaaren der Lage V treten keiw 
hyperboloidische Lagen auf. 

* Vergl. iiber solche Collineationen: Sc h r o e  t e r ,  Math. Ann. Bd. 20, S. 045 
P. M u t  h l  Math. Ann Bd. 33, S. 497. 

** S c h u r ,  1. c. S. 270. 
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VIL Bemerkung zu einer  dioptrischen Construction, 

In einem Anhange zur ,Entwickelung der Lchre von den dioptrischen 
nildern mit Hilfe der Collincationsverwandtschaftu hat  M 6 b i u  s (Werke 
Bd. 4; Berichte S%clis. Ges. Bd. 7 ,  1855) eine Construction angegeben, 
die einer Erweiterung für beliebige centrirte Sgsteme fahig ist und wegen 
ihrer Beziehung zu den dioptrischen Grundpunkten Beachtung verdient. 

Es seien F und @' die Brennpunkte, H und' H' die Hauptpunkte, 
auch E und E' die Knotenpiinktc eines centrirten Systcms brechcnder 
Kugelfiichen , also H F  = rI>' E' und Hl@' = F K seine Rrennweiten. 
Einem beliebigen Achsenpunkte P geh6re F' als Bildpuukt zu,  so dass die 
in P und Y'  zur Achse senkrechten Ebenen p und p' einander conjugirt 
~ind. 1st v, das Bildgr6sscnverh%ltniss dieaer Ebenen, so kt bekanntlich 

Für &as dual entsprechende Winkelverhaltniss w, der Strahlbündel P und 

Man crrichte nun, eine bcliebige durch die Achse gehende Ebene znr Zeich- 
nungsebene wahlend, Lothe zur ~Achse in  den Brennpunkten F und a' und 
trage auf diesen die Strecken 

auf,  und zwar nach gleichen oder entgegengesetzten Seiten der Achse, je  
nachdem H F  und H'D' entgegengesetzt oder gleich gerichtet sind. IIierauf 
construire man den Kreis, der 77 und U ' ,  also auch V und V' zu Gegen- 
punkten hat. 

Dieser Kreis kann xunachst d a m  dienen, zu einem gegebenen Achsen- 
punkte P den conjugirten P' zu finden. Denn schneidet P U  den Kreis i n  
N p ,  so nird Mp U' die Achse in  P' treffen, wie aus rechtwinkligcn ahn- 
lichen Dreiecken der Figur ersichtlich ist. E s  bestehen namlich die 
Gleichungen 

P PMp @'Ut FU=m-p'@' 9 
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aus denen, mit Rücksicht auf 3), folgt P'@ = BP. If@'. Soweit ist 
die Construchion ein bekannter be~onderer  Fa11 von dem Durchschneiden 
projectiver Buschel auf einem Regelschnitt. Die Punkte S und Z, in denen 
der Kreis die Achse schneidet, sind die (reellen oder imaginaren) symp. 
totischen Punkte. 

Aber wegen der mit Rticksicht auf 1) geltenden Beziehungen 

ist wciter ersichtlich, dass die Winkelhalbirendcn des Winkels PM, Pt die 
Strecke PP' in den Yerhtiltnissen t a , ,  theilen. Errichtet man also den 
zu UU' senkrechten Durchmesser und nennt M denjenigen Endpunkt 
desselben, durch den V K  (Winkelhalbirende von U V  U') und V'E' 
gehen, den andern Endpunkt M ,  90 schneidet die Gerade M Np auf der 
Achse das Collineationscentrum Cp der Ebenen p und p' an. Eine durch 
C,, gehende Gerade lasst also au einem beliebigen Piinkte einer dieser 
Ebenen den conjugirten finden. Der Punkt , wo MM,, die Achse schneidet, 
mage negatives Collineationscentrurn heissen. 

Ebenso wie P U  und P'U' in N p ,  schneiden sich auch P V  und P ' V '  
auf  einem Punkte Np des betrachteten Kreises, und die Winkelhalbirenden 
des Winkels PNp P' theilen P P' in  den Verhaltnissen + w p  Das erkennt 
man auf Gruiid der Gleichungeu 2) an den iihnlichen Dreiecken PFP, 
P N p  P', V'@' P'. Nennt man N denjenigen Endpurikt des zu V V' se&. 
rechten Durchmessers, durch den die Linien U H  und U'H' gehen, den 
andern Endpunkt N, so schneidet NP, die Achse in  dem Punkte Ep,  i l  
welchem die Collineationsebene der Bilndel P und P' normal zur Ach~e 
steht. Die irn Schnittpunkte Ë,, der Achse mit der Linie NE; eur Achse 
normale Ebene moge negative Collineationsebene heissen. 

Die Figur  lZisst leicht erkenuen, dass die Grundpunkte des Systems 
besondere Lagen der Punkte C ,  C, E und Ë sind. Falit Y nach oc, ais@ 
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P' nach @', so rücken die Punkte in  der angegebenen Reihenfolge nach 
dem z w ei  t e n Knotenpunkt K', nepativem Knotenpunkt K', Hauptpunkt H', 
negativem Rauptpunkt 3'. Dagegen werden sie beim Punktepaare F m  

zu den entsprechenden e r s  t e n  Grundpunkten K, Ë, H, Auch über- 
sieht man soglcich, wie ftir das Punktepaar HH' der Punkt  C ins Un- 
endliche fallt, fiir K R '  ebenso R, für  HP' der Punkt  ?? und E î ü r  ='. 

Der feste Kreis mit seinen 8 festen Punkten U 77' V J" M M N N bildet 
also eine ftir das dioptrische System aiiffaIlend charakteristische Figur. Die 
Construction conjugirter Punkte mit Hilfe dieses Kreises, der etwa als 
symptotischer Kreis bezeichnet werden konnte, ist  unabhiingig von der 
Existenz reeller symptotischer Punkte, aiich auf telesknpische Systeme über- 
tragbar, bei denen der Kreis in eine Gerade eutartet. Bei Linsensystemen 

- -. 

rlickeu die Punkte UV, sowie U'V ' ,  ferner MN uud M N in  je einen Punkt 
zusammen; das ist der von M o b i u s  behandelte Pall. Dagegen rücken im 
Fslle der Reflexion an einem sphërischen Spiegel die Punkte 7 und U', 
sowio U und V' zusammen. 

Dresdei i .  

VIII. Ein Widerspruch 

Die elektro - dynamisclie 

in E d 1 u qd' s  Theorie d e r  ElektricitLt. 

Lichttheorie M a x  w e 11's , welche durch die 
Elektro-Optik, die kritische Geschwindigkeit (Rowland 1876),  die Bezieh- 
ungen zwischen Brcchungscoefficient und die Dielektricit,&tsconstante , sowie 
durch die von B e z o l d  (1870), F e d d e r s e n  und besonders H e r t z  
(1887-89) beobachteten elektrischen Schwingungen einen hohen Grad der 
Wahrscheinlichkeit erlangt ha t ,  sieht in der Elektricitat und im Lichte üur 
verschiedene B e  w e g u  n g s f O r m e n  desselben Medium,  welches wir Liüht- 
ather nennen, wahrcnd die Theorie E d 1 u n  d'a (Thhorie des phénomhes 
~lectriques 1873-76) die Elcktricitat mit dem A e  t h e r  a l  s i d e  n t i s c h 
annimmt, und die positive Elektricitat als Aetherexcess, die negative als 
Aetherdeficit ansieht. 

Der elektrische Strom ist nach E d l u  n d ein detherfiues , verursacht 
durch den Ausgleiçh von Excess und Ueficit. 

Die Erkliirung der Abstossung und Anziehung, der Influenz, des gal- 
vanischen Widerstands und besonders die des Nordlichts (1878) konnten in 
einfacher Weise mit dieser Theorie gegeben werden. Der erste Einwand, 
den aber E d 1 u n d durch den Uebergangswiderstand widerlegte , war der, 
dass durch einen luftleeren, also nichttitherfreien Raum von 2 mm Lange 
der starkate Funkenstrom nicht durchgeht , der zweite von F 6 p p  e 1 (1888) 
angegebene, dass die Glimmlichtstr6me im luftleeren Raum ausbleiben; 
B n d  e (1886) endlich hat  die Unhaltbarkeit der E d l u  nd'schen Nordlicht- 
thearie dargethan, so dass diese Theorie heutzutage kaum mehr Anklang 
findet. 
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I m  Folgenden theilen wir einen Versuch mit,  welcher einen weitereii 
Beweis gegen die E d l u n d ' s c h e  Theorie der Elektricitat abgeben dürfte. 

Auf einer kleinen, vernickelten, ebenen Metallplatte wurde eine Plan- 
convexlinse aufgclegt und beide von oben und unten diirch grosse Glas- 
platten zusammengedrückt. Diese waren mit Schellack so weit überzoger, 
dass noch ein kleiner Raum zur Beobachtung der entstehenden Newton. 
schen Ringe" übrig blieb und in anderer Weise wurde noch für moglichete 
Isolation gesorgt. 

Die Ringe wurden mit  einem Mikroskop von e tws  130facber Linear 
vergrossernng beobachtet. 

Mittelst einer Influenzmaschine wurde die Metallplatte so stark als 
moglich geladen und das Mikrodkop (der Sicherheit halber) zur Erde abgeleitet. 

E s  handelte sich darum, ob der innerste Ring,  bei dem sich eine Luft- 
schicht van blos 0,0002 mm Dicke bcfindet, eine Formveriinderung erleidet. 

Wenn man die zugeführte Elektricitat, welche sich in der Niihe des 
innersten Ringes auf der Metall- und Glasplatte befindet und welche mi: 
bei der ausserst kleinen Entfernung von 0,0002 mm uud der sehr grossen 
Ladung als gleichnamig nnnelimen müssen, eine Vermehrung des A e t h e r ~  
aur Folge haf;, so müsste die Dichtigkeit desselben in der NLhe deo 
innersten Ringes zunehmen , die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes 
also abnehmen und damit der Brechun@coefficient sich vergrossern. 

Nun ergaben aber t r o h  der stërksten Ladungen (bei denen der Funke 
wiederhoit zum Xkroskop übersprang) die Beobachtungen keinc Veriinderung 
der Riuge. 

Urn iiiin nachzuweisen , dass eine minimale Dichtigkeitsanderunç bei 
massiger Vergrosserung ** noch wahrnehmbar sein müsste, gehen wir aui 
die Gleichungen des ersten N e w  ton'schen Hinges ein. Die Dicke der 
Luftschicht am ersten Ringe ist: 

A 
e r -  

4cosa '  
wo A die Wellcnliinge des homogenen Liclites in der Luftschicht und u 

der Brechungswinkel in deiselben i s t ,  so dass 

wo or, der entsprechende Einfallswinkel , n. der I3reehung~coefficieiit VON 

Glas in Luft ist. lis ist daller: 

* In Wirklichkeit wurde statt der Linsc ein passendes Stück eincr Fenster, 
schribe gewahlt, so daes der erste Ring ungefihr 4 mm Durchmesser hatte. 

** Versuche mit stirkeren Vergrüsserungeri diirfteri zum gleichen Resiilta: 
fïihren. 
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1st nun R der Linsenradins, r der Radius des ersten Ringes und A ,  die 
Wellenliinge im Glas, also A, = m .  A ,  so ist 

Nun war r = 2 mm, .n = $, also für cr, = 30' und 1 = 0,0006 mm 

(gelbes Licht) : e = 0,0002 mm,  
wie schon obcn angegcben murde; ferner 

In d e r  gewohnlichen Sehweite von 23 cm kann man aber 2 Ringe noch 
gut als getrennt wahrnehmen bei einer Entfernung von ,Ir m m ,  also von 

1 
f l ~  = - 

13iHJ 
mm bei einer Vergrosserung von 130; demnach k6nnte eine 

1 
Aenderung d m  = --- noch g n t  wahrgenoinrnrn werden. 

4000 
mir  schliessen daher, dass *L und damit die Aetherdichte sich niclit 

audert, dass also die Elektricitiit nicht Aetherexcess oder Aet'herdeficit sein kann. 
C a n n s t a t t .  Dr. Ruoss , Gymnasiallehrer. 

IX. Eine  Verallgemeinernng des Pgthagoraischen Satzes. 

Ueber zwei Seiten AC und B C irgend einps Dreiecks ABC sind die 
belieligen Parallelogramme C A D E  und CB F G  construirt , von denen sich- 

die verlangerten Seiten D E  und FG 
in H schneiden, ferner bczeichne M 
den Durchschnitt von 17C mit AR, 
auf der Verlangerung von C H  sei 
MN= HC genommen, endlich m6gen 
aus MN und M A ,  sowie aus M N  
und NB die Parallelogramme AMNP 
und B M N &  gebildet sein ; es ist dann 

und 
FI. C A D E = F l .  A M N P  
F1. CBFG=Fl .  BMNQ 

mithin die Summe von den uber C A  
md CB construirten Parallelogramm- 
Pichen gleich der über A B  stehenden 
Parallelogrammfl%che A B  Q P. 

In dem sehr speciellen Falle A D =  A C ,  B F =  BC, L A C E =  LBCG 
=LA CB = 900 wird hieraus der Pythagoraische Satz. 

S o e s t .  Dr. SCHONEMANN. 
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X. Kriterien der Theilbarkei t  dekadischer Zahlen 

Als eine praktisch rasch zum Ziele führeiide Regel zur P r ü f u q  einer 
dekadischen Zahl auf ihre Theilbarkeit durch ein beliebiges lz darf das 

folgende ,Verfahren angeftihrt werden. - Man stelle unter die AnfangS. 
und Endziffern des Dividendus passende, durch n ' theilbare Zahlen uo,j 
setze unter die übrigen Ziffern des Dividendus beliebige, wom6gIich di, 

hochsten Ziffern enthaltende Vielfache von N ,  subtrahire und wiederhûle 
das Verfahren, bis eine Restzahl entsteht, an der man unzweifelhaft seheri 
kann, ob sie durüh YL theilbar ist oder nicht. 1st diese Kestaalil durch 
theilbar, so ist es auch die ganzc Zahl 2. 

Reispiele: 
Z=  41335882, m =  7. Z = 2747436796, r~ = 13. 

35777742 
- 

2691919126 

555814 5551767 
497714 

.- . 
5291117 

581. Z(5065. 

434 

O l d e n b u r g ,  i. G. 
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Ueber die Bewegung eines starren ebenen Systems 

durch fünf unendlich benachbarte Lagen. 

Von 

Prof. Dr. R. iCIür,r,~n 
in Rraunschweig. 

Hierxu Taf. VI,  Fig. 1-11. 
-- 

Bei der Bewegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene sind 
lieknuntlich durch Angebe von v i e  r unendlich benachharten Systemlagen 
für jede Systemcurve die beiden Krümmungsmittelpunkte bestirnmt, die zu den 
aiigenblieklich erzeugten Elementen ihrer Hüllbahncurve und der Evolute 
derselben gehoren.* Dureh Hiuzufügung einer f ü n  f t e n  Systemlage ge- 
1:mgen wir kei ter  zum Krümmungsrnittelpunkt der Evolute jener Evolute 
- oder, wie wir uns kiirzer ausdrücken, der z w c i t e n  Evolute der Hii11- 
bahncurve. Zugleich ergiebt sich die Aufgabe, die Krümmungsradien der 
ersten Evoluten von Polbahn und Polcurve zu ermitteln, und es entsteht 
ferner die Frage nach denjenigen Systempunkten, die augenblicklich Bahu- 
deinente mit fünfpunktig Lerührendem Krümrnuilgskreise durchlaufen. 

Die hier angedeuteten Aufgaben bilden den Gegenstand der vorliegenrlen 
Arbcit. Dabei werden wir mit Rticksicht auf den besseren Zusammenhang 
unserer Darlegungen gewisse Ergebnisse früherer Arbeiten in Kürze von 
Neuem ableiten, was um so zweckrniissiger sein dtirfte, als irn Folgendcn 
eine von der früheren abweichende Vorzeichenbestirnmung angewendet wird. 

5 1. Formeln h r  den  Xrümmnngsradius der  ersten u n d  der  zweiten 
Evolute der  von  einer beliebigen Systemcurve erzeugten Hüllbahncnrve. 

Wir bezeichnen mit S, S', Sr', S"', Su" fünf unendlich benachbarte 
Lagrn eines ebenen Systems, mit 9, 0, 85, 6 beziehentlich die Pole zwischen 
je ~ w e i  auf einander folgenden Systemlagen. Dabei setzen wir im Folgenden 
stebs voraus, dass 9 ein endlicher Punkt ist ,  und dass a. nicht mit pl 

Ueber die Kriimmnng der Bahnevoluten bei starren ebenen Systemen. Dierie 
Zeitschrift, Bd. 36, S. 193. Construction der Krü~umungsmittelpunkte der Hü11- 
behnevoluten bei starren ebenen Systemen. Ebendaselbst, S. 257. 

Zoitschnft f. Matheinatik n. Pliysik X X X W ,  5 .  9 
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sowie dass 8' nicht mit S zusammenfillt.' Nehmen wir dann an,  das 
System gelange aus der Anfangslage S in die Lagen S ' ,  S", S"', Su" 

durch auf einander folgende Drehungen um die Winkel d a ,  da + d26, 
d 4 + 2 d 2 9 . + d 3 9 . ,  d 6 + 3 d e t + + 3 d 3 8 ,  so dürfen wir ohne Beeintrach- 
tigung der Allgemeinheit Z'18 = Dt 63 = 0 = d u  setzen , wo d u  und d o  
von Nul1 verschiedene positive Grossen sind. 

Sei ferner t die Tangente, n die Normale der Polbahn im Punkte Q, 
so sol1 unter positiver Polbahntagente von 9 aus gerechnet der Theil von 
t verstanden werden, auf welchem liegt, und unter positiver Palbahn- 
normale der Theil von n ,  welcher nach ciner Drehung um 90° im Sinne 
der Drehung des Systems mit der positiven Polbahntangente xusarnmenfallt. 
m i r  bezeichnen weiter die Contingenzwinkel der Polbahn in den Punkten 
D und bez. mit d r  und d s  + d 2 z  und rechnen d r  positiv, wenn das Element 
$28 um diesen Winkel im Sinne der Drehung des Systems gedreht werden 
muss, um mit t zusammen zu fallen. 

In  Figur 1 bedeutet a eine beliebige Systemcurve in der Anfangslage 
S, a, bez. a, ihre erste und zweite Evolute, rr die Htillbahncurve von a mit 

den Evoluten al und a, ,  A den Krtirnmungsmittelpunkt desjenigen Punktes 
der Curve a ,  in melchem sie augenblicklich ihre Htillbahn berührt, und 
A,,  A,, A, A,, A,, die entsprecbenden Krtimmungsmittelpunkte der Curven a,, a,, 
n, ci,, n,. Gelangt das Systern in die unendlich benachbarte Lage Sr (a', a',, a,), 
so giebt die aus an a', und a, gehende Tangente den Beriihrungspunkt 
von a und a ;  wir bezeichnen die zugehorigen Kr~rnmun~smit telpunkte der 
Curven a', a',, a',, 0, a,,  a ,  bcz. mit B', B',, B',, B, BI, B,. Wir setzen nun 
$ A = r ,  A A l = s , ,  AlA2=s2, $ A = @ ,  A A , = a , ,  A,A,==a,, LAyt=cp 
Q B f = r + d r ,  B'B',=s,+ds,, Q B = e + d p ,  B B,=   do,, L B'D%=<p+dy: 
dabei bestimmen wir die Vorzeichen der einzelnen Gl6ssen in folgender 
Weise: Wir  betrachten 7 a19 wesentlich positiv und versehen s,, p ,  G, mit 

dem positiven Vorzeichen, wenn die Strecken A,d,,  '$A, A I A e  mi t  !$A 
gleichgerichtet, sind. Drehen wir A um 9, bis A auf die positive Pol 
bahnnormale fillt, so so11en s,, ci, als positiv gerechnet werden, wenn 
AA,  bez. AA, zur positiven Polbahntangente parallel sind. Endlich sol1 cp 

stets denjenigen zwischen o0 und 360' liegenden Winkel bedeuten, um 

welchen V A  im Sinne der Drehung des Systems gedreht werden muss, 
um mit der positiven Polbahntangente zusammen zu fallen. 

Ziehen wir noch Q U 1  % A  und bezeichnen den Winkel der Geraden 
V A  und QB mit d q ,  so ist, von unendlich kleinen Grossen htiheier Ord- 
nung abgeseheu, 

A B  F A - V U - C B  - q-dzccoarp- (~+dg)  dg+ducosm 1) - - ---- 
l - d q  d @  ( ( ~ + d < ~ f a 4 - < -  d ~ + d r  

* Sonderfille, die sich z. B. ergeben, wenn die Pollmhri in 9 einc Spitse bat, 
oder wenn Polbalin und Polcurve einander in Q osculiren, werden dajurch Poo 

der Betrachtung ausgeschlosseii. 
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Nun ist bekanntlich 

also 
( r + d r ) d u s i . n ( ~ p +  d P )  

@+a!?=  d u s i n ( P  + d p )  - ( r  + d r ) ( d 4 +  d e 3  

- - r d u s i n p  + r 2 ( d B 8 s i n r p - d 7 9 d p c o s c p )  +dudrs in"  -- 

(dus inrp  - r d @ ) "  
d u  

d u s i n c p - r d 4  
nnd daher 

3 
re(dWssincp -d8mdrpcoscp) + d u d r s i n 2 c p  

d g  = du.  
( d  u  sir& q - r  d  4)" 

Bezeichnet ferner d l  den Winkel der Geraden VA' und CB', so folgt 
aus dem von 9 Q,  13 A' nnd SI B' gebildeten Dreieck 

4) 
d u s i n ( r p - d a )  d u s i n r p  

sin. d l =  - --. 
r + d r  r 

Nun ist aber < p + d c p + d z = < p - d @ + d y ,  also wird 

Es ergiebt sich weiter, wenn U' den Fusspunkt des von 9 auf Q A' 
gefillten Lothes bedeutet, 

andererseits ist 
A' B' - s , d X ,  

S 
oder nach 4) AIR'= -' d u s i n c p ,  

r  
mithin erhalten wir 

Durch Einsetzung der für d<p und d r  gefundenen Werthe verwandelt 
sich Gleichung 3) in 

d  
d e  = 

( d u s i n 9  - r d 8 1 2 '  

und dann folgt aus Gleichung 1) für d e n K r ü m m u n g s r a d i u s  d e r  e r s t e n  
E v o l u t e  d e r  H ü l l b a h n c u r v e  

r3{d8(2d8+ds )cos  <p+d2t3sin 9 1 - 3 r 2 d u d 8  sin cos cp-s,duesilzs~ 7) G,= - ---- -du.  
( d u s i n r p  - r d 6 ) Y  

9' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



132 Ueber dieBeweg. e. starrenebenen Systems d.  fUnf unendl. benachb. Lagen, 

Bus Figur 1 ergiebt sich ferner: 

8) 
r d  6,  

G - " d u s s i n q  - rdif ' 
Nun ist nach 7)  

d u  
G , + ~ G , =  -- 

{ d u s i n ( r p  + drp) -(r + d r ) j d 9 . + d 2 @ ) I S  
. [(r + ~ i r ) ~ .  

{ (d i?+ d 2 9 . ) ( 2 d 9 $ d = + 2 d Z 6 + d 2 t )  COS ( 1 p + d q ~ ) + ( d ~ @ + d ~ 9 )  s in  (cp+dpjI 

-3(r+dr)2du(d8+d26)sin(cp+d9)cos(~+d9)-(s,+ds,)du2siwS(~+dPi)], 

Setzen wir hier wieder fiir dcp und d r  die Werthe aus  5) und 6), und 
beachten wir ,  dass d s ,  = A', B', = s, d ~ ,  oder nach 4 )  

k t ,  so geht die rechte Seite nach einfacher Rechnung über in 

3du 
-- . [rS{ d O  (2d 9.+dz) cos cp+d% ssilz 9 1 - 3 r e d u  d  $si12 cpcoscp 

Gl-r jdus i l zcp-rd9. )4  
- s , d u ' s i ~ ~ ~ q ] . ( ~ ~ d ~ 8 + r d ~ d r c o s r p -  d u2sirzcpcosip 

- s, d u s  sin4 91, 

und mit Rücksicht auf  den so gefuudenen Werth von d G, erhalten wir aus 4 
den K r t i m m u i l g s ï a d i u s  d e r  z w e i t e n  E v o l u t e  d e r  H ü l l b a h n  c u r v e  
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Bezeichnen wir noch mit cl0, G,O die Krümmungsradien der ersten und 
zweiten Evolute der 13ahncurve, die der Systempunkt A beschreibt, so folgt 
aus 7) und 9) fur s, = s2 = O 

re d u  
10) G 0 = - . [r i d 4  ( 2 d B  + d t )  c o s y  + d 2 3  sifiVI 

( d ~ s i n ~ - r d 8 ) ~  
- 3 d u  d a  s i f i 9  coscp] 

r 2 d s ~ + r d u d t c o s r p  - d u 2 s i m v  coscp r 2  d  u 
11) G,O = 3G10 .  -- - - - 

( d u  sin <p -729)" ( d u s i n v - r d 4 ) 4 '  

[ra ( d a  [ 3 d 2 8 + d 2 ~ )  C O S V + [ ~ ~  ( d 8 + d t )  ( S d @ + d t )  
+ d 3 4 ]  sin y ! - r d u  { 3 d @  c o s a r p + 6 d ~ s i n c p  c o s 9  
+ d 8  ( 5 d 8  + 4 d t ) ~ i n ~ y ~ + 3 d ~ ~ d 9 s i n q i ] ,  

und daun wird 

Hierdurch ist die Construktion der einer beliebigen System c u r v e a 
entsprechenden Krlimmungsradien G,, G, zurückgefiihrt auf die Construction 
der Krlimmungsradien al0, 6,' ftir einen Systempu n k t  A. Machen wir 

du 
nknlich in Fig. 2 auf der positiven Polbahnnormale 9 W= - so i& be- 

d a' .. ~ 

kanntlich W der Wendepol der Systemlage 8 ;  verstehen wir dann unter 
A, den Fusspunkt der von W auf V A  gefiillten Senkrechten und errichten 
in 9 zu !$ A ein Loth ,  welches W B  i n  U schneidet, so wird 

und dann gehen dio vorigen Gleiçhungen ilber in  

Bus den Glcichungen 10) bis 13) konnen die entsprechenden Formeln 
für die u m g e k e h  r t e B e  w e g u  n g ohne Weiteres abgeleitet werden. Be- 
trachten wir ntimlich die bisher bewegte Ebene als fest,  so erfolgt für 
diese die Drehung d O  im entgegengesetzten Sinne, also ist in den frllheren 
Formeln cp zu vertauschen mit 360°- p - denn urn diesen Winkel muss 
V A  irn Sinne der jetzt vorliegenden Bewegung gedreht werden, um mit 
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der positiven Polbahntangente zusammen zu fallen. Es verwandelt sich ferner 
r in  g ,  s2 in  a,, s, in - G, - weil die Seiten der Polbahnnormale ihre Vor- 
zeichen umkehren - und a n  Stelle von dt. ,  d r  + d a r  treten die Contin- 
genzwinkel der friiheren Polcurve d 4  + d t ,  d 9. + d r  + d a 4  + d e r ,  die aber 
mit negativem Vorzeichen einxuführen sind, weil die Drehung um d a +  d t ,  

die das zweite Element der Polcurve mit t zusammenfallen lasst,  der gegen- 
wiirtigen Drehung des Systems entgegengesetzt ist. Es erzeugt demnach 
die Systemcurve or eine Htillbahncurve u,  deren Krtimmungsmittelpunkte 
A, A , ,  A2 bestimmt sind durch die Gleichungen 

6s,Ou, du%sin2rp 6g G d u 3 d 8  ~ i m ~ ~ c o s ~  3 ~ ï , ~ d ~ ~ d t + s l n ~ ~ i  18) s L 
2 -  2 p (pd8+dus inq ) '  ( p  d O  + d u  sila q~)' +(pdB+dusinp)l  

G d u4 s i n 4 ~  +L--- , 
wo zur Abkürzung gesetzt ist (p d8+dusinYj4 

8 2. Anwendung auf die Evoluten der  von den System g e  r a d e n  
erzengten Hüllbahncurven. 

1st die Systemcurve 0 eine gerade Linie, so liegt in Fig. 1 der 

Punkt A unendlich fern, und d a m  folgt aus den Gleichungen Z), 7) ,  9)) 
wenn r = CC), S, = s2 = O gesetzt wird, 

d u  ( 2 d a  + d z )  d 2 a  
22) ci, = COS cp + --- 

d 8 2  
v , 

Machen wir daher in  Fig. 3 auf der Polbahnnormale n ,  bez. auf Pard 
lelen zur Polbahntangente t 
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positive Strecken immer im Sinne der positiv gerichteten Geïaden n 
und t aufgctragen werden, so erhalteu wir die Krümmungsmittelpunkts 
A,  A,, Az , indem wir K A  L @Aclo UA, 1- K A  und 3 A 2  1 U Al zielien. 
Dann ist K der Rückkehrpol der Systemlage S, A ein Punkt  des Rück- 
kehrkreises x ,  und die Punkte A,, A, liegen auf zwei Kreisen x, , r.,, die 
bez. K ,  U und U ,  3 zu Gegenpunkten haben. Daraus folgt der Satz: 
Die  K r t i m m u n g s m i t t e l p u n k t e  d e r  e r s t e n  bez .  z w e i t e n  E v o l u t e n  
a l l e r  H l i l l b a h n c n r v e n ,  d i e  Von d e n  S y s t e m g e r a d e n  e r z e u g t  
w e r d e n ,  b e f i n d e n  s i c h  i n  j e d e r  S y s t e m l e g e  a u €  j e  e i n e m  
K r e i s e  x ,  bez.  x,. Gariz dasselbe gilt offenbar auch von den liüllbahn- 
evoluten aller System cu  r v e n , deren augenblickliche Berllbrungspunkte mit 
den zugch6rigen Hüllbahnen f li n f punktig beriihrende Tangenten besitzen. 

Der vorstehende Satz ergiebt sich übrigens auch rein geometrisch in 
folgender Weise: Bezeichnen wir in  Fig. 4 mit  g, 0 die Pole der nuf 

eioander folgenden Sys tedagen  8, S', mit K, A die zugehorigen Rückkehr- 
pole und mit a ,  a' die entsprechenden Lag:n einer Systemgeraden, und 
zichen wir Q A , l a ,  Q B ' , l a l ,  sowie K A L V A , ,  A B I D B ' m ,  
so ist der  S c h i t t p u n k t  A, von K A  und A B  der Krümmungsmittelpunkt 
der Büllbalinevolute a,. Dann iat L KA, A = L a  a'= da, foIgIich liegt A, 
suf dem Kreise, der K A  zur Seline und 1/8 m m  zugehorigen Peripherie- 
winkel hat. - Es ist klar, dass dieselbe Schlussweise auf die K~ümuiungs- 
mittelpunkte A,, A, ... aller folgenden Evol~iten angewendet werden kann, 
d. h. e s  b e f i n d e n  s i c h  ü ù e r h a u p t  d i e  K r ü m m , u n g s m i t t c l p u n k t ~  
der E v o l u t e n  i r g e n d  e i n e r  O r d u u n g  d e r  E i ü l l b a h n e n  a l l e r  
S y s t e m g e r a d e n  i n  j e d e r  S y s t e m l a g e  a u f  e i n e m  K r e i s e .  

Nehmen wir umgekehrt a n ,  es sei in Fig. 1 p =CU, dl = ri, = O ,  so 
hat die Hülltiabncurve a in ihrem Berübrungspunkte mit  a eine fü-nfpuuktig 
berührendo Tangente, und die Gleichungen 16), 19), 20) geben über in 

du ( d z  - d a )  d u  d 2 8  
SI 5 -- COS CP d 9" 
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Bestimmen wir daher in  Fig. 3 auf n die Punkte W, 23, 3 und auf 
Parallelen zu t die Punkte 23, 5 entspreehend den Gleichungen 

so liegen die Krümmungsmittelpunkte A, A,, A, bez. auf den Kreisen w ,  w, w,, 

welche q W ,  W D ,  2BG zu Durchmessern liaben; dabei bedeutet W den 
Wendepcl, w den Wendekreis der Systemlage S. 

Was ~ o e b c n  von den Punkten A,,  A, bewiescn wurde, gilt auch von 
den Kriimrnungemittelpunkten aller folgenden Evoluten der Curve a, wenn 
a eine gerade Linie is t ,  d. h. d i e  K r t i m r n u n g s m i t t e l p u n k t e  der 
a u f  e i n a n d e r  f o l g e n d e n  E v o l u t e n  a l l e r  S y s t e m c u r v e n ,  d i e  ge- 
r a d e  L i n i e n  u m h t i l l e n ,  b e f i n d e n  s i c h  i n  j e d e r  S y s t e m l a g e  a u f  
e i n e r  R e i h e  v o n  K r e i s e n  w , ,  w, ... 

Die Kreise t u  und wi als Trager der Punktreihen A .. und A, ... 
sind aus W perspectiv auf einaudeï bezogen; ihr zweiter Schnittpunkt Q 
ist folglich der selbstentsprechende Punkt  dieser Reihen. Derselbe befiiidet 
sich, als Systempunkt betraühtet , in einem Bahnelement, für welches p = ac, 
u, = O  is t ,  d. h. in  einem Undulationspunkte seiner Bahn; mir hezeichnen 
ihn mit IIerrn M e h m k e  als den Bal l ' schen P u n k t  der Systemlage S 
und erhalten ihn als Fusspunkt des von W auf Q33 gefiillten Lothes. 

Der zweite Schnittpunkt der Kreise w, und w, ist  der Fusspunkt der 
Senkrechten von B auf W G ;  er fàllt also mit Q zusarnmen, wenn WB 
auf !J3m senkrecht steht,  und d a m  bleibt Q in f ü n  f unendlich benach- 
barten Lagen auf einer Geraden. Diese specielle Rewegung des Rall'schen 

$D Punktes t r i t t  demnaeh immer ein , wenn 8 f3 = - W 8 .  -- ist, und hieraus 
23% 

folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen 23) die Redingung 
26) d 2 8 d z r = d 9 d t ( d 8 - d r ) " 2 d e 9 " d 3 3 ( d 8 - d z ) .  

Der zweite Schnittpunkt R derKreise x ,  x ,  ist der B a l  l'schc Punktfür dieiim- 
gekehrte Bewegong; wir finden ihn, indem wir von K ~ u f  Q U  ein Loth fallen. 

D u r c h  A n g a b e  d e r  K r e i s e  x ,  x,, x,, o d e r  d e r  K i e i s e  w ,  w I ,  w2 
s i n d  f ü n f  u n e n d l i c h  b e n a c h b a r t e  S y s t e m l a g e n  v o l l s t a n d i g  
d e  f i  n i r t .  Sind x ,  x, , x2 bekannt, so bestimmen wir nach 24) und 25) 
die Kreise w,, w, mit  Hilfe der Gleichungen 

s 2 3 = 3 . q w  
2 3 % = ! q % + ! Q s - s g  
926=4.5U- 93. 
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$ 3. Constrnction der  Kreise x ,  r , ,  x, u n d  der  Krümmungsradien ci,, G,, 

wenn fünf unendlich benachbarte  Systemlagen i n  allgemeinster Weise 
gegeben sind. 

Kennen wir von zwei beliebigen Systemcurven die augenblicklichen 
Lagen a und b ,  die Berührungspunkte ,mit ihren Hüllbahncurven a und p, 
die zugehorigen Kriimmungsmittelpunkte von cr und p ,  sowie die Krüm- 
mungsmittelpunkte der ersten und zweiten Evoluten iiieser Curven, B O  sind 
hierdurch fiinf unendlich benschbarte Systemlagen i n  allgemeinster Weise 
definirt, und dann entsteht die Aufgabe, für die Htillbahn irgend einer 
dritten Systemcurve und ftir deren Evoluten die entsprechenden Kriimmungs- 
mittelpunkte zu construiren. Die vorliegende Aufgabe lmt  sich zunachst 
auf eine einfachere zuriickführen. Auf Grund der Gleichuugen 14) und 15) 
in 5 1 erhalten wir namlich sus den geiiannten Bestimmungsstiicken sofort 
auch die Krümmungsradien der ersten und zweiten Evoluten derjenigen 
Bahncurven, welche die Krümmungsmittelpunkte A ,  B von a ,  b beschreiben; 
rnithin ist es ausreichend, die folgende Aufgabe zu behandeln: E s  s i n d  
g e g e b e n  d i e  a u g e n b l i c k l i c h e n  L a g e n  A, B z w e i e r  b e l i e b i g e n  
S y s t e m p u n k t e ,  d i e  K r i i m m u n g s m i t t e l p u n k t e  A ,  B i h r e r  R a h i i -  
c u r v e n  u n d  d i e  K r f i m m u n g s m i t t e l p u n k t e  A,, A,, B,, B, d e r  
e r s t e n  u n d  z w e i t e n  E v o l u t e n  d i e s e r  C u r v e n ;  f ü r  i r g e n d  e i n e n  
d r i t t e n  S y s t e m p u n k t  C s o l l e n  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  K r ü m m u n g s -  
m i t t e l p n n k t e  r ,  Tl, r, c o n s t r u i r t  w e r d e n .  

Wir bezeichuen mit A q e n  Krürnmungsmittelpunkt der Hüllbahncurve 
einer Geraden, die in der betrachteten Systemlage zu AA normal is t ,  mi t  
A,*, A,* die Krümmungsmittelpuiikte der ersten und zweiten Evolute dieser 
Curve, mit B*, Bi*, BZZ die entsprechenden Punkte für eine Systemgerade, 
die auf Bi3 senkrecht s teht ,  mit den Pol ,  mit t die Polbahntangente 
und setzen Q A = r ,  !$A=@, AA,=ri,, A,A,=G,, LAQt=rp, !$A*=@, 
A",* = ci,', A,*A,* = oz*. Dann ist nach 21) 

also nach 2) 1 1 1  --- - +Y. 
Q r Q'" 

Verlangern wir daher in  F'ig. 5 $A iim sich selbst bis a, so erhalten 
wir A* als den vierten harmonischen Punkt  zu p ,  3 und A. In  der- 
selben Weise finden wir B' und somit den Rückkehrpol K .  

Es ist ferner nach 22) 

Nun folgt aus 10) 
3duQd8 s i f i 9  cosq 

27) du {di3 ( 2 d 8  + dz) cosq + de@sinrp)  =- - 
d u s i ~ p  - r d u  - 6, (---v- 
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und aus 2) dusincp - r d 3  - gY -- -1 
r d 8  e 

also wird 

Hiernach sind die Punkte A:" ,, B*, in einfacher Weise zu construiren, 
und dttmit kennen wir auch U, den Gegenpunkt von K irn Kreise x i .  

m i r  erhalten weiter aus 23) 
d u  d 2 9  

6," =3- du 
d85 

I d 0  ( 2 d Q +  d t )  cosT + d 2 8  s i n p j  - - 
d  44 

j d@(3d24+d2t )cosp>+ Cd8  ( d 8 + d r )  ( 2 d 8 j - d r )  
+ d 3 0 ]  sinqI. 

Es ist aber nach 11) 

d u l d a  ( 3 d Z 6  + d2z )  cosv + [ d a  ( d a  + d t )  ( 2 d 8  + d r )  + d 3 9 ]  ~ i n ~ I  

setzen wir also zugleich für  d u  { d 4  ( 2 d 9  + d t )  cosv + d 2 y  shcp } den 
Werth aus 2 7 ) ,  so geht die Gleichung fur über in 

du"  -- s inp>{5d2Q cosy  + 2 d 0  ( d 9 + 2 d t )  s i n p )  
r d a 4  

Bezeichnen wir wioder mit Z den Fusspunkt des von U auf n ge. 
fiillten Lgthes, so ist aacb 24) 
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d u d 2 6  -- cos cp - d u ( d 8 + d t )  , 

da3 d , 9 / ~ f i ~ ' % U ~ o ~ c p - % K s i n c p = - ~ ~ *  
und 

d u d r  
--- 

d u d 2 t 3  
silz cp = 

d u ( d 8 +  d t )  d u d 2 8  d zc 
d 9 2  *sIP+---- d as d 8 / ~ ~  v + - d 93 sin g> - di? - cos p 

= KA,"-A*K, 

und es wird schliesslich 

Die eben erhaltene Gleichnng vermittelt die Construction der Punkte A,*, 
B,*, und aus diesen finden wir 2,  den Gegenpunkt von U im Kreise x,. 

Um nun fiir die Bahncurve des Systempunktes C und für  die Evoluten 
derselben die KrtîmmungsmittelpunIite r, T l ,  r, zu erinitteln, bestimmen wir 
zunaclist die Punkte r*, Tl*, rzh, indem wir K P L Q C ,  UT,*LKT* und 
sr,*11Ir,* eiehen. Construiren wir dann in bekannter Weise den Punkt  
r und bilden darauf die Gleichungen 28) und 29) in Bezug auf den Punkt  
C, so folgen aus denselben construirbare Ausdrticke für TT, und FIT2. 

Die Construction der Punkte U und 3 gestaltet sich wesentlich ein- 
facher, wenn die Punkte A und B sich auf Kreisen bewegen. Dann ist die 
Figur A B B  A ein G e l e n  k v i e r e c k ,  und in den Gleichungen 28) und 29) 
mird = u2 = 0. 

4. Polbahn und Polcurve. 

Wir beeeichnen mit n den Krümmungsradius der Polbahn im Punkte 9, 
mit n,, n;, bez. die zugehorigen Krlimmungsradien ihrer ersten und zweiten 
Evolute, mit p, pi, pz bez. der Krümmungsradien der Polcurve und ihrer 
Evoluten, und rechnen TC, x,, p, p, als positiv im Sinne der positiven Pol- 
bahnnormale, TE,, pi im Sinne der positiven Polbahntangente. Sind dann i n  
Pigur 6 Il, TT,, TT, die Krümmungsmittelpunlrte der Polbahn und ihrer Evo- 
luten im Punkte v ,  Y, 'Yll Y, die entsprechenden Krümmungsmittelpuiikte 
für den unendlich benachbarten Punkt  Q, so ergiebt sioh 

3 0  du. n = ! p n = - - - ,  
d t  d r  

30) 

du d u  --- 
'#Tl Q l l - D ' Y  d t  d t + d e r  d u d 2 t  

zls mlL= - = - - =Pl 
du. d u  d zc d r5 

dzc(d2r + d3z)  d u d 2 r  -- 
lllv, - vyl - m l l l  - (dz  + d2z)3 

- 
d rJ 

x,=TT1ll2= d2c - 
d u  d t 

- d r d 3 z  - 3d%' - - 
1 d r5 

du 1 

und wcnn wir dr ,  d 2 t ,  d 3 r  bez. mit d 8  + d t ,  d s 8  + d z t ,  d 3 6  + d 3 t  ver- 
tauschen, 
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( d 8 + d z ) ( d 3 0 + d 3 s ) - 3 ( d 2 8  + d 9 z ) '  

( d L r + d z 1 5  
- du. 

H i e r a u s  f o l g t  e i n e  e i n f a c l i e  C o n s t r u c t i o u  d e r  Krt immungs-  
r a d i e n  x ,  xl, p l  p, f u r  d e n  v o r h i n  b e t r a c h t e t e n  F a l l ,  d a s s  f ü n f  
u n e n d l i c h  b e n a c h b a r t e  S y s t e m l a g e n  d u r c h  A n g a b e  z w e i e r  
S y s t e m p u n k t e  A ,  B u n d  d e r  z u g e h o r i g e n  K r ü m m u n g s m i t t e l -  
p u n k t e  A  A, A, B B, B, d e f i n i r t  s i n d .  Bestimrnen wir namlich 
wie i n  8 3 zunachst die Punkte K <3. U 9 3 und aus diesen die Pi ink te  
W 23 %3 !Il G (Fig. 3 ) ,  so ist 

v wz n =--- I W.. 

In  der That erhaltcn wir aus diesen üleichungen die unter 30) und 
31)  stehenden Ausdriicke für x, pl ml, pl, wenn wir an Stelle von VW, 
$ K u. B. W. die Werthe ails 24) und 25) setzen. 

W i r  k o n n e n  a b e r  a u c h  u m g e k e h r t  d i e  K r e i s e  x ,  x , ,  x ,  c o n -  
s t r u i r e n ,  w e n n  d i e  K r i i m u i u n g s r a d i e n  n ,  nl, x,, p, pi, pa gegebeii 
s i n d .  Es folgt namlich aus den Gleichungen 30)  und 31) 

dt P  , r r p ,  -- d2 r - we 
d B  n-p d a - n - p  d@"((n-p) 2' 

d 2 8  pln3-z,p3 d38 n5 (3plZ+pp2) - p5(3 m l 2 +  nn,) - -  , --- 
d9."mp(x-p)2 das- n"' (n - P ) ~  

7 

mithin ergebcn sich au8 den Formeln 24) dio folgenden Gleichungen ziir 
Bestimmung der Punkte K X 3: 9 3 

I 
np  > I vK=-- x-P 
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Sp ecie  11 e F al le .  1. 1st die Polcurve eine gerade Linie , also p = ao, 
p ,=pz=Oundd9.=-d t ,  da$=-d2r ,  ds8=-d3r ,  so folgt aus denvorigen 
Gleichuaçen Q K = n ,  KB=O, & U = n , ,  X g = n 2 ,  9,3=.?~,, d. h. es 
fillt K mit TT znsammen, U mit TT,, 3 mit TT2. W i r d  a l s o  d i e  B e -  
w e g u n g  d e s  S y s t e m s  e r z e u g t  d u r c h  A b r o l l u n g  e i n e r  G e r a d e n  
a u €  i r g e n d  e i n e r  C u r v e ,  s o  h a b e n  i n  j e d e r  S y s t e m l a g c  d i e  
IZreise x, x , ,  x ,  bez. d i e  S k r e c k e n  TC, n,, z, z u  D u r c h m e s s e r n .  

II. Ersetzen wir in Pig. 7 Polbahn und Polcurve durch zwei Kreise 
mit den Mittelpunkten und P, so ist d 2 8  = d s 3  = d 2 t  = d 3 z  = O und 

Tc  
n ,=nB=p,=p ,=O.  ~ a n n  wird X U = g s = O  und KX=QK.-  9 

" -17 
n; ZI) = !$ K . (_), d. h. KX und 89 sind die Durehmesser der Kreire 
- P  - 

x , ,  x 2 ,  und diese haben mit x eincn gemeinsamen Aehnlichkeitspui7kt, 
dessen Ahtande von K und $ sich verhalten wie .?c : n: -p. Nun ist aber 

ZP n2 Kll=K!$+!ql l=--+n:=-  
K l l  n: 

I also - - = -- , folglich is t  T i  
n-P "-P v n-P 

jeuer gemeinsame Aehnlichkeitspunkt von x ,  x,, K,. Gauz dasselbe gilt im 
vorliegendeu Falle offenbar auch von allen folgenden Ereisen x,,  x, . . . , mir 
erhalten daher den Satz: B e i  d e r  c y k l i s c h e n  R o l l u n g  h a b e n  d i e  
Kre i se  x , x , ,  x ,  ... d e n  M i t t e l p u n k t l l d e s  f e s t e n K r e i s e s  z u m  g e m e i n -  
s a m e n  A e h n l i c h k e i t s p u n k t ,  u n d  e s  b e r ü h r t  j e d e r  K r e i s  d e n  
v o r h c r g e h c n d e n  u n d  d e n  f o l g e n d c n  i n  d e n  b e i d e n  E n d p u n k t e n  
se ines  a u f  d e r  P o l b a h n n o r m a l e  l i e g e n d e n  D u r c h m e s s e r s .  - 
I n  a n a l o g e r  W e i s e  i s t  d e r  N i t t e l p u n k t  P d e s  r o l l e n d e n  K r e i s e s  
der  g e m e i n s a m e  A e h n l i c h k e i t s p u n k t  d e r  K r e i s e  w u;, w,.  ..; 
dabei berühren sich w und wl im Wendepol W, wl  und w, in 8 11. S. W. 

- Die Punkte TT und W sind bekanntlich-'durch den rollenden Kreis 
harmonisch getrennt, ebenso P und K durch den festen Kreis. 

1st p = 2 n ,  also d t = -  2 d 4  ( c a r d i o i d i s c h e  R e w e g u n g ) ,  so fallen 
die Kreise x ,  x ,  , xz  .. . mit dem festen Kreise zusamrnen; umgekehrt, decken 
sich also w ,  w , ,  tu,. . . mit dem rollenden Kreise, wenn TC = 2 p  wird 
( e l l i p t i s c h e  B e w e g u n g ,  d a =  d ~ ) .  

§ 5. Construction d e r  Krlimmnngsradien u,, G~ im Palle 

der cyklischen Rollung. 

In Figur 8 bczeichnet wieder ll den Mittelpunkt des festen, P den 
des rollenden Kreises , A einen beliebigen Systempunkt ; für die Evoluten 
a,, a2 der zu A gehorigen Bahncurve CY sollen die Krtimmungsmittelpunkte 
A,, A, construirt werden. - Wir  bcstimmen zunachst in  bekannter Weise 
den Wendepol W und darauf den Krtimmungsmittelpunkt A von u, indem wir 
in zn '$3 A ein Loth errichten, wclehcs WA in U schncidet, und U A !  n 
ziehen. Setzen wir in den Gleichungm 10) und 11) (§ 1) d 2 6 = d " z = d 3 6 = 0  
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und schreiben statt  ci:, ci: kurz ci,, 6,, so ergiebt sich zuriachst flir ci,, 
- - 

wenn r und p dieselbe Bedeutung haben wie frliher, 

Sei nun O der vierte harmonische Punkt zu $, P, TT und auf n 
die Strecke Q N =  3 . p  O, dann is t  

2 1 -- 1 
+-3 m-%n '130 

also nach 30) und 31) 
1 Z ( d s + d t ' l  dt 

und 

Q N =  
3 d u  * 

2 d 8  + d z  

Bezeichnen wir ferner mit T den Schnittpunkt von 9 U und NA, mit Z 
den Schnittpunkt von WA und einer Parallelen durch A su 9 U uiid mit 
A, den Fusspunkt des von W auf $14 gefiillten Lothes, so wird 

iind für @T ergiebt sich uus der vorletzten Gleichnng, wenu wir 'pwmit 
13 N vertauschen, 

3 r d u d 9 c o s c p  
$3 T = 

3 d u s i n c p - r ( ~ d i f + d L ) '  
Hierauv folgt aber 

FDU ci1=-3.AZ. -; 
g T  

ziehen wir daher von U nach dem Schnittpunkte von A und TZ eine 

Gerade, die A Z in V trifft, so erhalten wir A,, indeui wir A A,= - 3 . A P  
rnachen. 

E s  ist fumer nach 11) 

d u c o s r p ( r d t - d u s i n p )  --- r 2 d u d  9 
ci, :36,. { r y d  8+ dr)(2d8+dr)s i f i rp  

( d ~ s i l z m - r d 8 ) ~  ( d u s i n c p - r d a j 4  

dus i v zP- r (d3+d  r )  r2dud8cosrp  ducos cp 
tulz 9 - 3 .  ,---. 

d u s i n r p - r d 8  ( d u  silzcp-rd $ ) V u  silzrp-rd6 

* N kt der einzige Systempunkt, der augenblicklich ein Bahnelement mit 
fünf~unktig berührendem Krümmungskreise durchschreitet. Vergl. § 8,11. 
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Sind nun U', U" die Schnittpnukte der Geraden (PU bez. mit ATT, AP, 
und rechnen wir die Strecken U', !J3 U" in  demselhen Sinne positiv, 
wie G,, so folgt aus der Gleichung für q LI, wenn wir 9R7 bez. diirch 
FCJll, Q P ,  d. h. d a  durch d r ,  d a  + d z  ersetzen, 

r d u  coscp !g O"= 
rlusin(~ - r ( d a + d r ) '  

mithin wird 

Urn hiernach G, zu construiren, ziehcn wir A, '1I 1 A ,  A X  1; A l l  und 
durch den Schnittpunkt % beider Geraden eine Parallele zu A W, die AA, 

in iU' trifft ; dann ist AI W = - (il .-. (P Ziehen wir ferner V V ' ~ ;  A P  

P 
bis V A  und V'VJ'1' t bis A V ,  so wird V"A = A V m - ,  tan (P, alsq 

(Pu 
r 

Vf'Z = A V B -  - tan cp + A Z.  Tragen wir daher auf der Geraden A A, q LI" 
von W' aus die St.recke P"Z ab und fiillen von dem so erhaltenen Punkte X" 
auf AW ein Loth, welches A, SI in  il"' schneidet, so ist A, A, = - 3 . A, a"'. 

Eine Vereinfachung der eben beschriebenen Construction ergiebt sich 
unter der speciellen Voraussetzung , dass d r = d 8 ,  also !$Tl = 2.9 P ist. 
In diesem Falle beschreibt der Punkt  A bekanntlich eine E l l i  p s e  mit dem 
Mittelpunkte TT; schneidet A P  den rollenden Kreis i n  B und C ,  so sind 
AB und A C  die Halbachsen, ?TC und TTB die Achsenrichtungen dieser 
Ellipse (Fig. 9). Alsdann fallen die Punkte W und N mit TT xusammen, 
also auch T und O" mit U, sowie V mit 2, und es wird G, = - 3.AZ, 

r 
i = 3 . - ( - ~ l + ~ ~ . - t a n q + ~ ~ ) .  r y? U" Ziehen -mir daber ZZ'I S A ,  

A Z 1 ( A P ,  Z'Zf" t  bis AB, Z"Z"'j-Ali und A , Z "  $ A ,  so ist 

* Eine andere Construction für den Kriimmungsmittelpunkt der zweiten Evo- 
lute einer Ellipse giebt Herr M a n n h e i m  (cours de g6om6trie descriptive, deu- 
xième Cdition, p. 208). Bci derselbeo wird der Punkt Z wie oben ermittelt, daun 
in TT zu An ein Loth errichtet, daa !$A in L trifft, A RATT und diirch den 
Scbnittpunkt K von A R  und ZL die Gerade K Z " ' I  ATT gezogen. Man erkennt 
leicht, dass KZ"' identisch ist mit  der oben in anderer Weise bestimmten Ge- 
raden 2" 2"'. 
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5 6. Die Kreispunktourve. 

Kehren wir von der soeben betrachteten speciellen Beaegung zum 

allgemeinen Falle zurück und setzen in Gleichung 10) a,O = O,  so ergiebt 
sich 
35) r{d9 . (2d8+d~)coscp+d23s i .ncp) -3dud8s i r i .<pcoscp=O 

als Gleichung der K r e i s p u n k t c u r v e  m der Systemlage S, d. h. des 
Ortcs aller Systempunkte, die augenblicklich Bahuelemente mit stationirem 
1Crümmungskreise durchlaufen. Die Curve m hat bekanntlich irn Pole $ 
einen Doppelpunkt mit den Tangenten t und n; sie enthalt den Ball'schen 
Punkt  Q  der Systemlage S und ist das Erzeugniss eines Kreisbtischels mit 

in ip vereinigten Grundpunklen und eines ihm projectiven Strahlenbüschela, 
dessen Strahlen diircli die Mittelpunkte der zugeordneten Krcise gchen. 
Bezeichnen wir das Ceritrum dieses Strahlenbtischels - das Focalcentrum 
der Curve rn - mit FI so liegen die Uittelpunkte jener Kreise auf der 
Geraden, die zu V P  in Eezug auf t symmetrisch ist - der Pocalaclise 
von m. Diesclbe ist parallel zur Asymptote von m und bildet daher mit 
t einen Winkel y, der nach 33) bestirnmt ist durch die Gleichung 

dÙ'(Zdc++dt)  
tatag, = 

d 2 8  

d. h. sie ist  nach 24) identisch mit der Geraden V U  in  Fig. 3 und gelit 
deinnach durch deri Ba l l ' schen  Punkt 9 für die umgekehrte Hewegu~g.~ 
Sind cpp, qq die Winkel, die V F ,  P Q  mit t einschliessen, so ist 

36) 
di? ( 2 d 8  + d r )  

tan T F =  ------ 
d2* 

und nach 25) 

37) 
!$Y3 d a ( d 9 - d r )  

tari.cp~=--= -. 
%TE a2a 

Die Krümniungsmittelpunkte der Bahncurven, welche die Punkte von 
In beschreitien, liegen aiif der K r e i s p u n k t c u r v e  p f u r  d i e  urn'ge. 
k e h t e B e w e g u n g ; als Gleichung derselben erhalten a i r  aus 19) , wenu 
wir s,O = O  setzen, 

e { d 3 ( d 4  -dz)cosrp-d"4s inrp1  + 3 d u d ? s i n c p  coscp=O. 

Ih re  Focalachse geht durch den Uall 'sclien Punkt  Q;  bezeichnen wir also 
ihr  Focalcentrum mit E und L E q t  mit cpE, so ist nach 37) 

Denken a i r  uns fünf unendlich benachbarte Systemlagen wieder fest- 
gelegt durch Angabe der Punkte AAA,A,,  RBB,B,, so finden wir die 

* Vergl. R od e n b  e r g ,  die Bestimmung der Kroispunktcurven eines ebenen 
Gelenkvierecks, diese Zeitschrift, Bd. 36, S. 270. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. D r .  R. MÜLLER. 145 
_ I ^ ^ _ I ~ ^ ^ ^ ~ ~ ^ ^ ~ . , _ ~ ^ , . ^ ^ ^ ^ ^ ~ ^ ~ , . - ^  -̂-IÎ ^ 

Kreispunktcurve m in folgender Weise. (Fig. IO). Wir bestimmen zunachst 
die Punkte K, S, U nach 5 3 und erhalten aus diesen dio Punktc W, '23, TG, Q 
der Pig.3, indein wir g W = K $ ,  X 8 = 3 . K q ,  % B = X U ,  W Q 1 1 3 B  
machen. Ziehen wir dann Q F  symmetrisch zu P U  in Bezug auf t und 
Q F  sol dass 1 F Q m  = LUV Q is t ,  so schneiden sich die beiden letzten 
Geraden im Focalcentrum F, denn es ist i n  der That der Schnittpunkt 
von g U  und FQ der Mittelpunkt eines durch !IJ und Q gehenden Kreises. 

Gehoren aber die Punkte A ,  B selbst der Kreispunktcurve an - ist  
also A A, = B B, = 0, ein Fa11 , der z. B. vorliegt, wenn A ,  R ,  A ,  B ein 
Ge 1 en k v i  e r e c k bilden , - so liefert die folgende Construction sofort das 
Focalcentrum F ohne vorhergehende Bestimmung der Punkte K ,  X, U.* 
(Fig. 11). Wir verbinden '$ mit dem Schnittpunkte ,Q von A B  und AB,  
ermitteln dann die Geraden t und n , indem mir L B 13 t = L Q A machen, 
ziehen hierauf 93 I 9 9 bis A B ,  3 @ 1: 13 $, $0 1 und errichten in 
den Schnittpunkten von !$A mit den beiden letzten Geraden Lothe zu $ A, 
von denen das erste n in  Q ,  das zweite t in a- trifft. Alsdann sind VQ, 
i;oD die auf n ,  t liegenden Durchmesser der Krtimmungskreise der Curve na 
in ihrem Doppelpunkte $; f'allen wir noch von !)3 auf G D  ein Loth, 
welches diese Gerade in 6 schneidet, so ist  das Focalcentrum P der 
Mittelpunkt von !J.3 (3. 

5 7. Die B u r m e s t e r ' s c h e n - P u n k t e .  

Bleibt der Systempunkt M in den f ii n f unendlich benachbarten System- 
lagen SS'S"S"'S"" anf einem Kreise, so genügcn seine Coordinaten r ,  <p 

der Gleichung 35) der Kreispunktcurve m , es verschwindet aber Uherdies 
der Krümmungsradius G,O der zweiten Bahnevolute, und hieraus ergiebt 
sich mit Rücksicht auf 11) die weitere Bedingung 

Bus 35) und 39) folgt durch Elimination von r ftir tanq die Gleich- 
ung vierten Grades 

E s  g i e b t  a l s o  i n  j e d e r  S y s t e m l a g e  S i m  A l l g e m e i n e n  v i e r  
P u n k t e ,  w e l c h e  a u g e n b l i c k l i c h  B a h n e l e m e n t e  m i t  f ü n f p u n k t i g  
b e r t i h r e n d e m  K r U m m u n g s k r e i s e  d u r c h l a u f e n ;  wir wollen dieselben 

* Construction der Krümmungsmittelpunkte 11. S. W. S. 266. - Eino andere 
LBsung derselben Aufgabe giebt Herr R O d e n b  e r g  a. a. O. S. 269. 

Zeitschnft f. Mathematik u. Phyaik XXXVII, 3. 10 
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im Folgenden kurz als die B u r m e s t e r'schen P u n k  t e der Letreffenden 
Systemlage bezeichnen.' 

Setzen wir in  35) und 39) r eosrp=z, r silzcp= y ,  so erhalten wir 
zur Bestimmung der B u r  m e s t  er'schen Punkte die Gleichungen 

41) ( x 2 + y 2 ) { ~ d 9 . ( 2 d 9 . + d r ) + y d 2 ~ } - 3 x y d u d 8 = 0 ,  

42) 
( x 2 + y 2 ) { x d 9  ( 3 d 2 i ? + d Z r ) + y  [ d a  ( d a + d z )  (2d8+dz )+d3Qj  

- 3 d u d 6 " -  y d u ( 5 x  d 2 8 + 2 y d i ? ( d 6 + 2 d r ) - 3 d z c d 3 )  = O  

und aus diesen durch Elimination von x2+ y2 

3 x d 8 { x d 3 ( 3 d Z 8 + d % ) + y [ d 6 ( d 8 + d t ) ~ 2 d 9 + d r ) + d 3 ~ ]  
4 3 )  - 3 d ~ d 8 ~ } - ( z d S  ( 2 d 8 + d ~ ) + ~ d ~ a )  { 5 ~ d % 1 9 + 2 ~ d 8 ( d 4 +  2 d a )  

- 3 d ~  d 8 } = 0  

~ ~ d 8 ( 3 d @ d ' t - d 6 d ~ 8 - 5 d r  d 2 3 ) + x y  { d i Y 2 ( d 8 - d r ) ( 2 d 8 + d z )  
44) - 5 d 2 4 2 + 3 d ~  d36) -2e / ' d9 .de8  ( d 3 + 2 d r ) - 3 d u d 3 { ~ d 9 ' ( d 3 - d ~ )  

- y a 2 a  ) = O .  
Der durch die letzten Gleichungen dargestellte Kegelschnitt, den wir 

mit t bezeichnen wollen, schneidet die Krcispunktcurve TH in  ihrem Doppel- 
punkte !J und in den vier B u r m e B t e r 'sclien Punkten MI MI, MI,, MI,. 

Da die entsprechenden Bormeln fiir die umgekehrte Bewegung sicb 
ergeben, wenn wir in den vorhergehenden Gleichungen d r ,  d L r ,  y bez. 
mit - ( d 4  + d r ) ,  - ( d 2 8  + d"), - y vertauschen, so finden wir als Or t  
ftir die zugehorigen Krtimmuugsmittelpunkte M, MI, MI,, MI, einen Kegel- 
schnitt 1' mit der Gleichung 

1 x 2 d 4  ( 3 d 3 d 2 r -  d 3 d z 8 - 5 d r  d 2 8 ) + x y i d 8 2 ( d 9 . - d r )  ( 2 d 8 t d z )  

45) - 5 d 2 e 2 +  3 d 8 d 3 0 ]  - 2 y " d 6 d 2 8 ( d 8 + 2 d ~ ) f  3 d ~ d 9 . { x d 9 . ( 2 d i f + d r )  
+ y  d 2 9 }  = O ,  

Die Kegelschnitte t, f '  sind homothetisch ahdich ;  sie bertihren 
i m  Punkte '$3 bez. die Geraden V Q ,  Q f i  (Fig. 1 0 )  iind gehen beide 
durch den auf der Polbahnnormale n liegenden Punkt  3 mit der Or- 

3 d u  
dinate y =  - -  . 

B ( d 8  + 2 d z )  
Um die geometrische Bedeutung des Punktes 8 zu erkennen, betrachten 

wir vorlëufig einen specielleu Fa11 der allgemeinen Eewegung; wir dcnken uns 
natnlich die Grossen d 2 t ,  d 3 8  60 bestimmt, dass die Gleichungen bestehen 

46) 1 3 d i ? d 2 r +  d 2 8 ( d 3 - d r ) =  0 
3 d 8 d 3 8 - 5 d 2 ~ 2 + d ~ " d 8 - d r )  [ 2 d 8 + d z ) = 0 .  

Dann verwandeln sich die Kegelschnitte E, E '  in zwei Kreise i, f ;  es 
fallen also zwei der B u r  m e s ter 'schen Punkte, etwa M I ,  MI, mit den imagi- 

* B u r m  e s t e r ,  über die Geradführung durch das Kurbelgetriebe, C i d .  
ingenieur Bd. 23,  S. 319. Daselbst wird bewiesen, d u s  bei fiinf d i s  kreten 
Lageii cines starren cbenen Systems vier Gruppcn von jc fünf homologen Punkten 
existiren, die aufjeeinem Kreise liegen. Vergl. auch B LI r III e s t e r ,  Kinematik I,S.62.1. 
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nliren Kreispunkten der Ebene zusammen. I n  der That k h n e n  wir jetzt 
die linke Seite der Gleiühung 40) durch tanarp + l  dividiren; dann bleibt 
zur Destirnmung von Zn,, MI, die Gleichung 

mit den Wurzelu 
d 9 ( 2 d 9 . + d t )  d a  ( d a  - d r )  

tufi cplIl = I tan cpiv = - -. 
d 2 8  d% 9. 

wir schliessen hieraus mit Rücksicht auf die Gleichungen 36) ,  38) ,  dass 
im vorliegenden Falle MI,, identisch ist mit F und MI, mit demjenigen 
Punkte 6, in melchem m dio Gerade V E  schneidet. E s  ergiebt sich also 
beiliiufig der Satz: W e n n  z w e i  d e r  R u r r n e s t e r ' s c h e n  P u n k t e  m i t  
den i m a g i n l r e n  K r e i s p u n k t e n  d e r  E b e n e  z u s a m m e n f a l l o n ,  s o  
s i n d  d i e  b e i d e n  a n d e r e n  d a s  P o c a l c e n t r u m  F d e r  K r e i s p n n k t -  
c u r v e  m u n d  d e r j e n i g e  P u n k t  El d e r  s i c h  a u g e n b l i c k l i c h  a u f  
einem K r e i s e  u m  E b e w e g t ,  w o  E d a s  P o c a l c e n t r u m  d e r  K r e i s -  
p u n k t c u r v e  p f ü r  d i e  u m g e k e h r t e  B e w e g u n g  b e ~ e i c h n e t . ~  

Die speciellen Voraussetznngen, die wir soeben hinsichtlich der 
Grossen d 2 t ,  d 3 8  gcmacht haben, enthalten nun keinc Beschrankung der 
vier ersten Systemlagen S S'S"S1" und sind daher ohne Einfluss auf die 
Punkte F, Q, E, a ,  8. Es befinden sich also auch im allgerneinen Falle, 
zu dem wir jetzt znrückkehren, die Punkte F und E bez. au f  zwei 
Kreisen i ,  i', die durch und !JI gehen und in bez. die Gersden Q,  VR 
beruhren. Dann ist aber L@%72F=iQ!J3Fund L$sJZE=L,QVE, und 
da ferner die Winkel Q p F  und SLQE_einander gleich sind, so ist auch 
L ?3B F = L !Il E l  d. h. die Punkte 8, F, E liegen auf einer Geraden. 

Passen wir die Ergebnisse unserer letzten Darlegungen zusammen, so 
erhalten wir die folgenden Satxe: D i e  v i e r  R u r u i e s t e r ' s c h e n  P u n l r t e  
XIMIIMI,MI, l i e g e n  m i t  d e m  P o l e  a u f  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  f ,  
der i n  9 d i o  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e s  P û l s  m i t  d e m  B a l l ' s c h e n  
P u n k t e  Q z u r  T a n g e n t e  h a t ;  d e r s e l b e  g e h t  ü b e r d i e s  d u r c h  d e n  
S c h u i t t p u n k t  8 d e r  P o l h a h n n o r m a l e  n m i t  d e r j e n i g e n  G e -  
r a d e n ,  w e l c h e  d i e  P o c a l c e n t r e n  F u n d  E d e r  K r e i s p u i i k t -  

* Drücken wir mit Hilfe von 33) (5 4) die linkea Seiten der Gleichungen 46) 
durch die Krümmungsradien der Polbahn und Polcurve, sowie durch diejenigen 
iiirer Evoluteu aus, so erhalteu mir als Bedingung dafür, dass zwei der Bi i r -  
meeter'schen Punkte mit den imaginàren Kreispunkten eiissn~menfallen, 

( pln3(n-2p)+nip"2n-p)=O, 

~iesen '~1eichun~en wird durch beliebige Werthe von n , x ,  , n, genügt, wenu 
Rxle 

z. & p z - n , p , = n ,  u n d p 2 = 6 s + - - + z ,  kt. 
3 n 

IO* 
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c u r v e n  m u n d  p v e r b i n d e t .  D i e  v i e r  z u g e h o r i g e n  K r ü m m u n g s .  
m i t t e l p u n k t e  M,M,,M,,,M,, - d i e  B u r m e s t e r ' s c h e n  P u n k t e  f ü r  
d i e  u m g e k e h r t e  B e w e g u n g  - b e f i n d e n  s i c h  m i t  d e n  P u n k -  
t e n  !J3 u n d  % a u f  e i n e m  z w e i t e n  K e g e l s c h n i t t e  £'; d e r s e l b e b e -  
r i i h r t  i n  Q d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e s  P o l s  m i t  52,  d e m  B a l l -  
s c h e n  P u n k t e  f ü r  d i e  u m g e k e h r t e  B e w e g u n g .  D i e  K e g e l -  
s c h n i t t e  E u n d  f' s i n d  h o m o t h e t i s c h  i l h n l i c h .  

Nach Gleichung 43) enthalt der Kegelschnitt f den Schnittpunkt 
der beiden Geraden 

x d 8 ( 2 c 1 9 + d r ) + y d 2 4 = 0 ,  
d. h .  p U, und 

Durch denselben Punkt  geht aber auch die Gerade 

z d 8 { 3 d 2 8 ( d 8 + d ~ ) - d 6 d 2 t ] + y { 3 d % 2 - d @ 2 ( d @ + d ~ ) ( 2 d @ + d r )  

- d 8 d 3 8 }  + 3 d u  d 8 3 = 0 .  

Bezeichnen wir dieselbe mit Q, ihre Abschnitte von den positiven Ge- 
raden t und n bez. mit t und n, und verstehen wir iinter 9, 3 wieder 
dieselben Punkte wie in  Fig. 3 ,  so ist mit Rücksicht auf 24)  

Wir  k6nnen daher die Gerade g und folglich auch den Punkt 
construiren, sobald der auf dem Kreise x, liegendo Punkt  3 bckannt ist. 

Sei endlich 2 der zweite Schnittpunkt von I mit t ,  eo folgt aus 44) 

und hieraus ergiebt sich nach 25) für 92 der construirbare Ausdriick 

pe= 3.pw.9323 
p m m '  

3.%G- 4 .  
9 w  

Sind demnach fünf unendlich benachbarte Systernlagen wie in 5 3 be- 
st immt durch Angabe der Punkte A A A ,  A2 B B B, B, , so erhalten wir die 
B u r  m e s  t e  r'schen Punkte durch folgende Construction. Wir ermitteln 
zunachst in  bekanriter Weise die Punkte K, U, 3, !Y, a, B der Fig. 3 
und aus diesen den Punkt i!, die Geradc rj und den Punkt  !JI als Schnitb 
punkt von PU und o. Darauf finden wir nach § 6 das Focalcentrum F und 
damit die ICreispunktcurve m; eine durch F gezogene Gerade, die mit n 
den Winkel E'@Q einschliesst, trifft n in %. Construiren wir schliesslich 
den Kegelschnitt I sus den vier Punkten p, 9 ,  9 ,  gJI und der Tan- 
gente PB, so schneidet derselbe die Curve m in MI .XI, MrI, &. 
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Bilden die Punkte A ,  A ,  B ,  6 ein G e l e  n k v i e  r e c k ,  so gestaltet sich 
die Construction des Kegelschnitts f wesentlich eiufitcher. Ili diesem Falle 
sind nsmlich A und B selbst xwei R u r m e s t e r ' s c h e  Punktc, und dann 
konnen wir die Punkte 2 und a entbehren, da, @ bereits bestimmt ist durch 
3, 9 1 ,  A ,  Il und 923. 

5 8. Bestimrnung der  Burmester'schen P u n k t e  i n  speciellen Ftillen. 

1. Gcnügcn d i t ,  d r ,  d219 u. S. W. der Gleichung 26) ( 5  2 ) ,  so bleibt 
der Ball'sche Punkt Q in fsnf unendlich benachbarten Systemlagcn auf 
einer Geraden. Dann gebort Q zu den B u r m e s t e r ' s c h e n  Punkten und 
liegt folglich auf dem Kegelschnitt E, der 9 Q zur Tangente hat ,  d. h. t 
zerfëllt in die Gerade Q und in eine zweite Gerade. B e f i n d e t  s i c h  
a l s o  u n t e r  d e n  v i e r  B u r m e s t e r ' s c h e n  P u n k t e n  d e r  B a l l ' s c h e  
P u n k t ,  s o  l i e g e n  d i e  d r e i  r i b r i g e n  a u f  e i n e r  G e r a d e n .  

D i e s e r  Fa11 t r i t t  z. B. f u r  j e d e  S y s t e m l a g e  e i n ,  w e n n  d i e  
B e w e g u n g  d e s  S y s t e m s  e r z e u g t  w i r d  d ü r c h  dau A b r o l l e n  e i n e r  
l o g a r i t h m i s c h e n  S p i r a l e  a u f  e i n e r  G e r a d e u .  1st 112mlich die Pol- 
b a h  eine Gerade, also d s  = d 2 t  = d 3 r  = 0, so wird die Bedingung 26) 
erfIillt, wenn d a  d S 8  = 2 d 2 a e  ist. Dann crhalten wir aber aus 31) für die 

du 
KrIimmungsradien der Polcurvè und ihrer Evoluten die Wert,he p=-' 

du d2a2 d 9. 
d u d 2 8  d 2 8  - - -- 

d a5 P', und diese Beziebung besteht P,"T d9"p, p p - - = -  - 
Pl 

in der That zwischen p ,  p,, p,, wenn die Polcurve eine logarithmische 
Spirale ist. 

II. Nehmen wir a n ,  es sei d 2 i t  = O ,  was nach 33) identisch ist mit  
der Bedingung -=(;)  3 , 

Pl 
so wird in Figur 3 S U  = 3% = O ,  die Ball 'schen Piinkte Q ,  R fallen 
daber bez. mit den Weiidepolen W', K zusammen, und d i e  K r  e i s p u n  k t -  
curve  m z e r f i i l l t  i n  d i e  P o l b a h n n o r m a l e  n u n d  i n  e i n e n  K r e i s  f 
mit der Gleichung 

( z 2 + y g ) ( Z d 9 . $ d ~ ) - 3 y d u  = 0. 

Uann liegen zwei der B u r m e s t  er'schen Punkte, etwa MI, MI,, auf n ;  für 
die Entfernungen derselben van 3 folgt aus 42), wenn wir x = 0 setzen, 

47) yz[d8(d8+dt)(2d9+da)+d3~3]-ydud~(5d8+4d~)+3du2d8=0. 
Die beiden anderen Punkte XII,, MI, liegen auf dem Kreise f und sind nach 
40) bestimmt durch 

48) 3 d 3 9 t a d c p + 3 d ~ d 2 z  f a n i y - d 6 ( d 9 - d ~ ) ( 2 d 8 + d z )  = 0. 

1st nun überdies d 3 8 = 0 ,  d. h. i s t  d i e  D r e h u n g  d e s  S y s t e m s  
p r o p o r t i o n a l  d e r  f o r t s c h r e i t e n d e n  B e w e g u n g  d e s  P O I S  a u f  d e r  
P o l b a  hn ,  so ergiebt sich aus 47) 
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D a n n  i s t  a l s o  MI i d e n t i s c h  m i t  d e m  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  d e r  

P o l c u r v e ,  w a h r e n d  Jfi, u n d J &  m i t  d e m j e n i g e n  P u n k t e  zusammen- 
f a l l e n ,  i n  w e l c h e m  d e r  K r c i s  f d i e P o l b a h n u o r m a l e  z u m  zwciten 
M a l e  s c h n e i d e t .  

Den Uedingungen d 2 4 =  (1, d 3 8 =  0 wird durch beliebige Werthe Ton 

n, nl, n,, p genügt, wenn p, = n, (P)Ond n pz= e)r + 3 ( n - p ) k ) ' )  

jst. Setzen wir noch d a z = O ,  so haben wir den in 5 5 betrachteten Fall 
der cyklischen Rollung, und dann vereinigen sich MI,, M,, und Mrv i n  dem 
Punkte N der Figur 8. 

III. Wir betrachten schliesslich den Pal l ,  d a s s  P o l b a h n  und  Pol- 

da. c u r v e  s y n i m e t r i s c h  S ind  i n  B e z u g  auf t* ,  setzen also d c = - - - a  
d "3 d 3 B  

2 
d 2 t  =-- , d32=- -  , n =-pl n,=pl,  7cZ = - p,. Dann wird in 

Gleichungen 36) und 37) in 5 6 liefern gleiche Werthe für  tapz cpp und ta~spg,  

d. h, d a s  P o c a l c e n t r u m  F f a l l t  m i t  d e m  B a l l ' s c h e n  P u n k t e  Q z u .  
s a m m e n .  Für  die Burmes te r ' schen  Punkte folgt aus 40) 

oder nach Einftihrung der Krümmungsradien p, pl, p, 

E s  s i n d  d a h e r  i m v o r l i e g e n d e n  P a l l e  z w e i  d e r  B u r m e s t e r ' s c h e n  
P u n k t e  s t e t s  r e e l l ,  d i e  b e i d e n  a n d e r n  i m a g i n a r .  Bezeichnen mir 
die beiden reellen Punkte mit MI, Mn, so halbirt n den Wiukel MrvXu 
und da gegenwartig die Kreispunktcurven m und p zu einander symmetrisch 
sind in Bezug auf t, so liegen auch MI und Mir, MI, iiud MI symmetrisch 
in  Bezug auf diese Gerade. 

* Vergl. B u r m e s t e r ,  Kioernatik 1, S. 45. 
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XI. 

Zum Fundamentalsatz über die Existenz von Integralen 
partieller Differentialgleichungen. 

Von 

Dr. GUSTAV MIE. 

. ,  , . 
~ r s t e r  A b s c h n i t t .  

Ueber uneridliche Differentialgleichungs~ystenie. 

1. Vorbemerkungen. 
1. Eine Potenzreihc von unendlich viclen Variabeln z,, B,, . . . d. h. ein 

iiusdruck von der Form: 
a , + a , z , + u , ~ ~ + . . . + a , , . z , ~ + a , , . z , z ~ t - . .  

hat nur dann einen Sinn, wenn positive, von Null verschiedene Zablen 
r,, r,, . . . existiren, derart,  dass die Modulnreihe: 

a , + n , / ~ r l + ~ a , ~ ~ r , + ~ ~ ~ + ~ a , l / ~ ~ 1 2 + / a 1 2 ( ~ r , r , + - ~ ~  

couvergirt. Ein Unterachied gegen die Potenzreihen mit einer endlichen 
Zahl von Varisbeln zeigt sich darin, dam sehr wobl eine solche Reihe von 
Zatilen rl, r,, . . . existiren kann, aber keine von Null verschiedene Zahl r 
vorhandon zu sein braucht,  wolche kleiner i s t ,  als alle dicse Zahlen, welche 
also, für a l l e  z eingesetzt, eine convergente fieihe: 

IqI+ ( i a , / + ' a , I + . . - ) . r + ( l a l l + a l , l + .  . . ) y 2 + . . .  

liefeït. 
A n m e r k u n g .  Bierdurch schliessen wir von der Untersuchung solche 

Reiheu aus, welche für  gewisse Bereiche von z-Werthen bedingt convergent 
sind, ohwohl auch manche von diesen in gewiasein Sinne eindeutige 
Functionen der s darstellen konnen. Sie konnten nBmlich so bescliaiTen 
sein, dass bei irgend einer Umstellung der Gliedcr sich stets nur fur ge- 
wisse Werthecombinationen dei  z der Tl'erth der Keihe iindert, wahrend 
er für alle anderen Combinationen dersellie bleibt. 1st die Anzshl dtir s 
endlich, so kann diea natürlich niclit eintreton. 

2. Eine Potenzreihe mit einer endlichen Anzahl Variabeln wird nach 
einer GrEsse, von welcher diese Variabeln abhaugen, so differenzirt, dass 
man Glied f ü ï  Glied diffcrenzirt. 1st die Anzahl unendlich gross, so gilt 
dies bekanntlich nicht mehr  allgemein (anch wenn die Reihe unbedingt 
convergirt). Wir schlieosen die Reihen, bei denen man dies Verfahren 
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nicht anwenden kann,  a m ,  durch die Forderung: E s  sol1 der Differential- 
quotient von 

F ( ~ ) = a , + a ~ z ~ + a ~ z ~ + . ~ ~ + a ~ , z ~ ' + . - .  
sein: 

F r  (x) = a, zrl + a2 zrZ + . . - + 2 a1,z1 dl + . . - 
falls dersellie überhaupt existirt. Ebenso die zweite Ableitung: 

Fu($) = a,s",+ . . + 2a1,dq+ 2 a 1 1 ~ 1 d ' l + .  . - u. s. f. 

3. Die Redeutung der Coefficienten der Reihe: V= a, + a,z, + . . , 

ist natürlich : 
a,,= (V)z i1-=30 a l =  - 

2,  = O (;zy) t : etc. . . . .  . .  . . 
Man kann die Potenzreihe fortsetzen und u m  einen Punkt z, = a,, 

z, - c i , .  . . entwickeln, ob die Anzahl der s endlich oder unendlich ist. 

4. Sei nun ein unendliches Differentialgleichungssystein vorgelegt: 

(die f Potenzreihen), so frage ich: Lassen sich Potenzreihen von x finden: 

3 = a, + C1(l)x + C2(')x2 + . . . 
za = a, + C l ( 2 ) ~  + Cs(2)xa + . . . 
. . . . . . . . , . . 

welche für x = 0 die vollig willkürlich gegebenen Werthe al, ua . . . an- 
nehmen, und aus denen ich innerhalb oines gewissen Bereiches für jedes 
3; = 6 Werthe ( z , ) ~ ,  ( z , ) ~ .  . . berechnen kann, die, in f i ,  f, . . . eingesetzt, 

diesen Reihen Werthe (f')[, (f& . . . ertheilen, die gleich den Grossen: 

5 q(1) + 2 &(II  + . . . 
beziehungsweise : 

. . . . . . . . . . 
sind? Solche Potenzreihen nennt man Integrale des Systems. 

Giebt es solche Integrale, so müssen sie sich auf demselben Wego 
finden lasson, ob endlich odor unendlich viele B vorhanden sind; denn 
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Wenn nicht flir alle a Anfangswerthe a gegeben wiiren, so würden 
offenbar in diesen Coefficienten noch Grossen stehen, über welche will- 
kürlich zu verfügen ist. Die Data a,, a, . . .  sind also nothwendig zur 
vollst~ndigen Bestimmnng der Integrale. 

Ich nehme nun an, die Anfangsdaten a, . . .  wiiren so bestimmt, dass 
sich f,, fa . . .  um den Punkt  x = 0, z, = <yl, . . .  entwickeln lassen. Indem ich 
nun für z, - <yl, . . .  wieder .el, . . .  schreibe, erhalte ich das System: 

. . . . . . . . . . . .  
(wo die a Potenzreihen i n  x sind) und die Frage ist nun: bat dies Systern 
Integrale mit den Anfangswerthen Null. 

Existiren welche, so sind diese eindeutig bestimmt, d. h. die Daten 
q, a , .  . .  reichen aus zur vdligen Bestimmung der Integrale, falls es nicht 
uberhaupt gar  keine in  Potenzreihen entwickelbaren Integrale fü r  diese 
Anfangsdaten giebt. Ich erhalte namlich nach der bekannten Methode fur 
die Coefficienten der Integrale : 

~ ~ ( 1 )  = (no(l))o; 2! c (1) = ( a (1)' + (a,(1) . ao(l) + - i 

3! C,U) = (a,(l)"), + an(') + .. .), + (a,(') + . .  .] + .. .), 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Wenn sich auf diese Weise nicht endliche eindeutig bestimmte Werthe 

der G ergeben (wie es bei einer unendlichen Zahl der a i n  den einzelnon 
Gleichungen eintreten konnte), so hztten nach der oben gemachten Ein- 
schriinkung die Differentialquotienten von zl . . .  im Punkte x = 0 über- 
haupt keinen bestimmten, endlichen Wer th ,  ware also die Potenzreihen- 
entwickelung unmoglich. 

Aber auch, wenn sich für  die C endliche Werthe eindeutig ergeben, 
was immer der Pal1 ware, wenn in einer jeden Gleichung nur  eine end- 
liche Anzahl der a vorkommt, so konnte noch die Reihe Cl(') s + Cs(') xB+ ... 
divergent sein. I m  Folgenden sol1 eine Methode angegeben werden, die 
nothwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz von in Potenz- 
reihen entwickelbaren Integralen au finden, falls alle Coefficienten suf den 
rechten Seiten des Systems positiv sind. 

A n m e r k u n g .  Damit wkre für  den al lg~meinen Fa11 auch eine hin- 
reichende Bedinpung gefunden. Denn setzte man für  jeden Coefficienten 
seinen absoluten Betrag, und hatte alsdann das System Integrale, so ha t  
das ursprüngliche System erst recht welche. Nothwendig aber wird die 

Bedingnng nicht sein. 
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2.  Ueber die Integrirbarkeit unendlicher Systeme mit lsnter 
positiven Coefficienten. 

5. Ich nehme an, das System: 

-= dzl a p  + a,(') . fi' + 02(l) . f i p  + . < . 
a x 

in  welchem alle Coefficienten positiv sind, habe Integrale: 

Aus der Berechnungsmethode folgt,  dass alle Coefficienten C posiliv 

sind. Setze ich also in  die Reihe für  B~ einen Wer th  r 2 r, ein, so mus 

sie positiv unendlich werden. Mogen nun auf der rechten Seite der ersten 
Gleichung etwa die Functionen a , ,  z , ,  . . .  wirklich vorkommen, so will 
ich einen Werth r wahlen, der grosser kt, ,  als irgend welche von den Zshlen 
ruLi ru,, . . .  und in der ersten rechten Seite (B. , ) , ,  (z ,~)~,  . . .  einsetzen, 60 

musa ihr Werth unendlich werden, weil sie aus lauter positiven Summanden 

zusammengesetzt wird, von denen einige positiv unendlich sind. Also reicht 

d fil der Convergenzbereich der Reihe für - nicht bis zum Punkte x = r, kann 
dz 

also nur einen Radius 

jeder der ru,, ru,, ... 
nlimlich r,, also ist: 

haben, der kleiner, hochstens ehenso gross k t ,  als 

d 4  Kun ha t  aber - denselben Convergenzradius wie z,, 
d x 

r1 5 TE,, ru7 ,  , 

Ich schreibe mir nun die erste Gleichung hin, dazu or,te, die ...,.O 
meiss ich, dass, wenn auf den rechten Seiten der lelztereli ausser z,, a,,, . . .  
noch Functionen fi@,, Z*,, . . .  hinxutreten, die Convergenzradien der für diese 
giltigen Reihen rp,, rp,, ... nicht kleiner sind als einer der ru, also gewiss aueh: 

rl rp,, rp2, . . .  
Ich füge nun noch die plte, die p,'e Gleichung hinzn, so treten rechts vielleicht 
wieder andere s-Functionen auf, aber die entsprechenden Potenzreitien haben 
immer wieder Convergenzradien > r,. Durch fortgesetztes Hinzufügen von 
Gleichungen, eventuell unendlich ,oftmaliges kann man das System: 

zii einem vollst%digen machen, dessen siimmtliche Integrale Entwickelungen 
haben mit Convergenzradien 2 r,. 
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Eine nothwendige Bedingung dafür, dass sich z, als Potenzreihe von 
x entwickeln l%sst7 ist d s o ,  dam das kleinstm6gliche vollstiindige Theil- 
system, in welchem zl vorkommt, ausserdem nur solche z-Functionen ent- 
hiilt, für die Potenzreihen giltig sind mit Convergenzradien - ) rl. 

A n m e r k u n g  1. 1st das kleinstmijgliche System für z, mit dem 
fur  z, identisch, so muss r, < r, und r2 5 rl, d s o  r, = r, sein. Beispiels- 
weisc in dem endlichen System: 

dz, 
dx - f ib,  e;, 22,  z3, 24, 2,) 

mi t  lauter positiven Coefficienten ist 

r,<r,<r,; r 2 = r 3 ;  r 4 = r 5 .  

An m e r  k u  n g  TT. Sobald negative Coefficienten vorkommen, kann 
man natürlich keinen derartiçen Satz mehr beweisen. So konnten sehr 

aobl Eunctionen, xie:  z, = -:, 5 = x. , . . ., wo die r 

mit wachsendem Index unter alle Grenzen sinken, Integrale eines für z, 
gefundenen klcinstmijglichen vollstiindigen Systems sein. E s  müssen dann 
auf den rechten Seiten diejenigen z, deren r kleiner sind als der Con- 
vergenzradiiis des Difleientialyuotienten links, stets nur in geraden Potenzen 
voikommen. Tn diesem Palle konnte ich fiir die r,, .ry. . ., obwohl alle 
von Nul1 verschieden sind, keine untere Grenze angeben. 

6. Um nun zu untersuchen, ob unendliche Systemo mit lauier posi- 
tiven Coefficienten Integrale haben, sclieide ich nach dern angegebenen 
Verfahren kleinstmogliche vollstiindige Systeme aus und untersuche diese. 

Al lgemeine  M e t h o d e  d e r  U n t e r s u c h u n g .  . 
A n s t a t t  z u  f r a g e n :  G i e b t  e s  e i n  I n t e g r a l ?  d a ï f  m a n  a u c h  

fragen:  G i e b t  e s  ü b e r h a u p t  P o t e n z r e i h e n  C,(')x + C,(')x". . ., . . . 
welche, a n  S t e l l e  d e r  z a u f  d e n  r e c h t e n  S e i t e n  e i n g e s e t z t ,  d i e s e  
zu P o t e n z r e i h e n  i n  s machen: 

A,(') + A,(') 5 + A,(') 22 + . . . 
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E s  muss solche geben, denn das Integral selber genugt diesen Beding 
ungen; andererseits, wepn es liberhaupt irgend solche Reihen giebt, sa 
existiren auch Integrale; denn aus der Berechnungsmethode der Coefficienten 
folgt, wenn etwa das eine Integral is t :  

ci(') x + x" . . . ,  dass: cl(') - < Cl('), c,(l) - 5 CZ('), . . .  
also, wenn Cl(') x + CJ1) x Z +  . convergirt, so müssen es gewiss auch die 
nach der Methode als Integrale gefundonen Reihen. 

Nach dem oben Bewiesenen muss es einen Kreis (mit Radius @) geben, 
in welchem alle Integralentwickelungen convergiren, a l  fi O m ü s  s en sieh 

1 
j e n e  R e i h e n  Cl( ' )% + .  .. so  b e s t i i n m e n  l a s s e n ,  dass ,  wenn  r = - :  

e 
Cl(') < - A [ ' )  . v ;  CJ1) - 2 A(') .  r z ;  . . .  Cm(') - < A ( ' ) .  - P; . . .  

Cl(z)  < A ( 2 ) .  r ;  C2(2) < A(2) .  rP;  . . .  -- < A(2) . r"'; . . .  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

(natürlich dürfen die Grossen A('), A(2),  . . , mit wachsendem Index unend. 
lich werdon). 

7. Konnen wir nun finden, in welchen Fiillen sich solche Reihen für 

Systeme 

. . . . . . . . . .  
mit lauter c O n s t a n t  e n  Coefficienten bestimmen lassen, d. h. also, mena 
diese Systeme mit Potenzreihen integrirbar sind, so ist ohne Weiteres da 
Problem auch für den Fa11 gelost, wo die Coefficienton noch von x abhhgen 
Seien niimlich die a-Potenzreihen: a,(") = a vo ('1 + cyPl(~)x + a,z(")xe S. ' '1 

wo jedes <y,,(p)( b J P ) .  Am. Dieses R muss ich ftir alle CoefficientAu 
aller Gleichungen als dasselbe und zwar - < r  bestimmen konnen, da die für 
dcu 1 - sich ergebenden Potenzreihen einen Convergenzradius Q > - haben 
d s  - r 
müssen. Ferner muss sich R so angeben lassen, dass das Systern: 

1 
Integrale hat. Sei niimlich & = - ein Punkt  innerhalb des alleu Ent- 

R 
wickolungen gomeinsamen Convergenzbereiches, so giebt es für alle a 
Taylor'sche Heihen: 

fii = do[') + dl( ' )(z  - k) + d,(')(z - + - . 
. . . . . . . . . . . . . . . .  

mit lauter positiven Coefficienten. Bezeichne ich ferner mit (ay[U))t die 

Grosse: + a , l (u)  . 6 + a,2(LL) . l2 + . .  ., ÇO kaun ich den grijssteo 

Summand dieser Roihe 6 ,  b,(P) setzen, denn es gelten gewiss dia 

Ungleichungen: 
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Auçserdem: b,(" < Bezeichne ioh nun x - mit x', so ha t  dao 
System mit lauter positiven Coefficienten: 

. . . . . . . . . .  
fiir dio positiven Anfangswerthe: 

( z ~ ) ~  - do(1), = d p ,  - . - 
Integrale : zl - d,(') + dl(')J' + d,(1)s'2 + . . .  

. . . . . . . . . . . .  
also erst recht das System mit lauter kleiiieren Coefficienten (in denen 
die Coefficienten der xr-Potenzen überhaupt fehlen): 

. . . . . . . . . .  
Kir die Anfangswerthe: (cl) ,  = 0, (c,), - O . . .  

Damit ist also gezeigt: N o t h w e n d i g  d a f ü r ,  d a s s  s i c h  d a s  Sys te rn :  

d-= ( a $ +  a : 2 1 : + .  .)+(;/Y+ a $ . + -  . . ) f i , +  - 
dx 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
u i t  H i l f e  v o n  P o t e n z r e i h e u  i n t e g r i r e n  l a s s e ,  i s t :  d a s s  a l l e  
Coef f ic ien ten  LY k l e i n e r  s i n d  a l s  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  C o e f f i c i e n t o n  
eines S y s t e m s :  

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  
R b e d e u t e t  h i e r  i n  a l l e n  G l e i c h u n g e n  d i e s e l b e  p o s i t i v e  Z a h l ,  
und d ie  b s i n d  p o s i t i v e  c o n s t a n t e  G r o s s e n  v o n  d e r  B e s c h a f f e u -  
hei t ,  d a s s  d a s  S y s t o m :  

-- dGl - ?jJC + b l ( l ) .  fil + . . .  
a~ . . . . . . . . . .  

i n  P o t e n z r o i h e n  e n t w i c k e l b a r e  I n t e g r a l e  hat. 
A b e r  d i e s e  B e d i n g u n g  i s t  a u c h  h i n r e i c h e n d .  Dies zeige ich 

dadurch, dass ich nachweiue, dase unter ihrer Voraussetzung das System: 

-- a% - (bJ1) + bI(l)ill + . .  .) ( 1  + R x  t . .  .) 
dx 
. . . . . . . . . . . . . . .  - 

mit Potenzreihen integrirbait ist. Multiplicire ich niimlich alle Gleichungen 

mit (1 - R x ) ,  so werden sie: 

d Z l  . (1 - nX) = qu + alil) Z, + . . .  
dx 
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1 d y  1 
Sctze ich nun - lg (1 - Rx) - -.y, so kt: für x = O  : y  = O ;  = -- 

R dx I - R ;  
also: 

Unsere Gleichungen lauten slso: 

. . . . . . . . . .  
Aue der Voraussetzung folgt,  dass sich die a als Potenzreihen in y berechnen 
lassen. Die a sind also in der Umgebung des Punktes y = 0 endliche ein- 

deutige Functionen der complexen Variablen y. Nun ist aber y in der 
Umgebung. von y = O, d. h. von x = 0 eine endliche eindeutige Function 
der complexen Variablen x, also auch die z. Folglich lassen sich die .e auch 
ale Potenzreihen in x berechnen. 

8. 1st für  ein bestimmtes System nachgewiesen, dass es Potenzreihen 
als Integrale ha t ,  so ist  damit natürlich dasselbe für  siimmtliche Gysteme 
mit kleineren Coefficienten gezeigt, aber zugleich auch für gemisse 
Systeme mit grosseren Coefficienten. Soi nLimlich a eine beliebig grosse 

. . . . . . . . . . . . . . . .  
zugleich mit den1 System 

in Potenzreihen entwickelbare Integrale. Dies sieht man unmittelbar, indeui 

man alle Gleichungen des ersten Systems durch a dividirt und a .  ;c als 
Unabhangige betrachtet. Hieraus leuchtet von vornherein schon ein, dass 
lediglich das Verhalten der Coefficienten in der Unendlithkeit über unsrre 
Frage entscheiden wird, ausser wenn von gewissen Coefficienten gezeigt 
werden s d l t e ,  dass sie überhaupt fehlen müssen. 

9. Mit Hilfe dm entwickelten Methode kann man schon die Frage nach 
der jntegrirbarkeik aller partiellen Differentialgleichungen mit posit,iven Coeffi- 
cienten losen. Indess konnte es vielleiclit marichmal von Nutzeri sein, dieuelbe 
noch atwas zu modificiren. 
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Anhang. 
Modification der  Methode. 

Angenommen, das System habeIntegrale, so müssenReihen Cl(l )s  + C2(l).z2+. - 
von d e r  oben angegebenen Beschaffenheit existiren, welche einen gemeinsamen 
Convergenzbereich besitzen. Sei e eine positive Zahl in diesern Rereich, so setze 

1 
c h  - -- 7. D a m  muss es sicher in  jeder Reihel Stellen geben, z. B. dan n:, 

e 
nth.  . .  Glicd, von wo an  die Ungleichungcn gclten: 

(ni + 1) . CL:$ 5 n, . c:). r ; (n, + 2) CA:$ , < n, .c:). r 2 ;  . . .  
(nl + m) . ci:$, n I .  ~ i t ) r m ,  . . .  

(9% + 1 )  . ci;)+ < r, . C E ) .  .; (na + 2) . CE+ , 2 Tl, . c;;) ?.¶; . . .  
(n,+m). CL:]+ 5 12, .  CC) .  r i n , .  . , 

Also müssen die nach dem Einsetzen der Reihen c,( ')z + C,( ' )X~ + . . .  redits 

erhaltenen e-Coefficienten A,('), A,('), . . .  A,("), . . .  folgende Ungleichungen be- 
friedigen hg l .  S. 155) : 

A c , ,  . A , - 1 - < n 1 . c:), A;:) < n, . CA:). r ,  ... A::)+ , < ml C E ) .  rm+ l ,  . . .  

A,(") < .. .  5% . CE), A:) < TZ, . C A S ) .  V, . . .  A ( ~ )  nl + rn  <TI - 2 .CC), Pt+  l ,  . , .  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Würde ich nun rechts nicht die unendlichen Reihen einsetzen, sondern nur 
Theile derselben, so würden A-Grossen resultiren, welche kleiner sind, al8 die 
o b ~ n  erhaltenen. Also würden für diese A-Grossen die obigen Ungleichungen 
erst recht gelten. Ich setze nun folgende Theile der Reihen ein: 

für 2,: c,(')z + c,(')x~ +. . .  + ~ 2 ) .  xnl 

z, : C,(~)X + ~ ~ ( ~ ) x ~  + . . .  + C E ) .  en' 
. . . . . . . . . . . . . .  

so int ersichtlich, dass folgende Bedingung nothwendig ist  : 

Es  m u s s  s i c h  e i n e  Z a h l  r u n d  e i n c  R e i h e  v o n  Z a h l e n  Cl('), c , ( ' ) . - .  
c(') C , ( ~ ) ; - ~ C ~ ) , - ~ -  a n g e b e n  l a s s e n ,  d a s s  n a c h  d c m  E r s e t z e n  v o n  

n1 ' 
z1 d u r c h  c,(')z.-~ C2(')x2+. . - + c(l)znl 

71, 

4 ,Y C , ( ~ ) Z +  C ~ ( 2 ) e E + . . . + ~ A ~ ) x n ~  (n I l  m, ... c n d l i c h )  
. . . . . . . . . . .  ; . . . . . . . . . .  

auf d e n  r e c h t e n  S e i t e n  d e r  G l e i c h u n g e n  P o t e n z r e i h e n  e n t s t e h e n :  

A,(') + A,(')Z + A2(') x B + .  . .  
. .. A , ( ~ ) + A , ( ~ ) ~  +A*(  V X 2 +  

. . . . . . . . . . .  
deren  C o e f f i c i e n t e n  A f o l g e n d e n  U n g l e i c h u n g e n  g e n ü g e n :  

C (1).  ,.?41 A,(') 5 cl('), A,(') - S - 2 c2('), ... A ~ L '  nl ci,:), ... A : $ ~  < nl . ",, I ' - -  

< ci('), A,(') < 2 c,('), ... A!;-~ < 12, CC],  ... A:)+,~ < n2 c:). rm+ l ,  ... 4: 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

... Dabei ist zu bemerken, dass ich für die Zahlcn n,, n,, mir bcliebig 
. . .  grosse untere Grenzen festsetzen kann n, > pl, n, > p, , Obere Grenzen 

braucht man nicht angeben zu konnen. 
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A b e r  d i e  B e d i n g u n g  i s t  a u c h  s c h o n  m e h r  alfi h i n r e i c h e n d .  Lassen 
s i c h  naml ' ich d i e  Z a h l e n  C n u r  so a n g e b e n ,  d a s s  ( u n t e r  Bcibchaltung 
d e r  Z e i c h e n ) :  

1) < ~ ~ ( 1 )  A,( = 

A,(') < cl(') . r + 2 C2(U 
- 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
s o  h a t  d a s  S y s t e m  i n  P o t e n z r e i h e n  o n t w i c k e l b a r e  I n t e g r a l e ,  de r en  

C o n v e r g e n z r a d i e n  n i c h t  u n t e r  d e r  G r o s s e  p'; l iogen .  

Ich beweise dies zunachat für den Pall, dass in den Coefficienten a x nicht 
vorkommt. Ich setze: s . r = 6, r . a,(') = a,('), . . .  r . a(') = a(') . . .  cl('). T = rl(l), 

P P 1  
c,('). r" r2('), . . . ,  so werden die rechten Seiten des Systems 

. . . . . . . . . . .  
nach der Substitution z, - rl(')x + . . .  + r('). zn', . . .  Potenzreihen liefern: 

n~ 

A,(') + A ~ ( ' ) Z  + A ~ ( ' ) Z ~ +  . . .  , wo A,(') =A,('). r 1 A ('1 = A,('). ral . . .  ES b e  
stehen also die Ungleiçhungen: 

< rl(l) + a r ,  (l)+ . . .  +n,.r( l )  , . . .  
-- ,-1= n, 

A(') < r1(l) + . . .  + n, rg) , . . .  
n i + v  - 

Nun bilde ich mir ein neues System folgendermassen. Ich substituire: 

Z ,  = r,('). z,, + r , ( l ) . ~ , , + .  . .  + r;).zln, 
zs = rl(2).~,l  + r,(2) z2, + . . .  + r c ) ~ ~ . ~  
. . . . . . . . . . . . . . . . .  und crhaltc: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  + 
. Ich will dafür schreiben: 

bal pO(l i  + z P ~  . . . m .  Id' .. . 
.... . . . .  

pi, + 

+Z'B~!, $ 1 ,  "., +ZQ;;, g., + 
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

D a m  setzen sich die A offenbar folgendermassen aus den P zusammen: 
A,(') = &(l) 
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Nun zerlege ich alle p in mehrere Summanden, eo dass auch die A in mehrere 
Posten zerfallen: 

= ~ ~ ( 1 1 )  7 POO) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
wobei jedes @') - $") + . . .  + P(' "1) gesetzt ist, bezw. gleich einer geringercn 

Zahl von Sumrnanden, wie z. B. - + P:,'). 
Diese Zerlegung sei so vorgenommen, aass 

A,(") - .  < r,('), mas gewiss moglich ist ,  da  A,(') = A,(") -- < -- . r1(l) 

A,(") - < - rTU); ~ ~ ( 1 %  < 2 r,(l) A,(') = A (111 + A (12) < ri(]) + 2 r2 (U 
- 1 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . .  ln , )  < A(')= + + A ! ; " ~ )  . . .  11) < ri(l); ~ ( 1 %  < 2 r,(l); AL 4 = ni : - 1 n, ni m 

. .  I - rl(l) + 2 r,(')+. + ml mi) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Konnte ich nun das f'olgende System integriren: 

so wiren auch lntegrale für 2) vorhanden. In der That, m m  brauclit nur zu 
setzen: 

so waren dies die gewiinschten Integrale. Befricdigen niimlich die f ü r  z,,, . . .  
efundenen convergenten Potenzreihen das System 3) identisch, so befriedigen sie 
auch 2 9 ,  welches ich aus 3) erhalte, indem ich die n, ersten Gleichungen sum- 
mire, ebenso die folgenden n, u. 8.f. 2') aber wurde aus 2) durch jene Substitution 
erhalten, welcho die el, z2 . . .  durch die z,,, z,, . . .  ., a,,, z,, . . .  ersetzte. Wird 
also 2') befriedigt, so auch das durch Rückw~rtssubstitution erhaltene System 2). 

Aber 3) l'isst sich gewiss integriren, wenn sich ein ganz ahnliches System: 

( . .  . . . . . . . . . . . .  
integriren lasst, in welchem jeder Coefficient b grosscr oder gleich dem ent- 
sprechenden P in 3) ist. Ich construire mir nun solch ein System in der Weise, 
dass die Summen: 

Zeitachrift f. Muthematik n. Physik XXXVII, S. 11 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



162 Zum Fundamentalsatz iib, d. Exist. V. Integralen part. Differentialgleich. 
. ------ --A---A----- ---- ---A- --. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Dann hat System 4) die folgenden Reihen als Integrale: 

wo 5 definirt ist  durch die Gleichung: 

" = . also = ~ -  1--. 
d x  1-5' 

Würde ieh namlich in 2') fiir z,,, . . .  die '-Potenzen subiitituiren, denen 
die entsprechenden f,,, . . .  gleichgesetzt sincl, so erhielte ich (nach der Defi- 
nition der Grossen A) als Coefficienten in jener Potenzreihe von g, die auf der 
rechten Seite entstehen würde, die A:  z. B. Gleichung 1): 

. . .  A,(') + A,(') . f + A,(') . p + 
. .  also in System 3) bei derselben Substitution die A,("), A,("), .; die eraten 

rechten Seiten würden beispielsweise 

Rei der analogen Substitution in 4) erhielte ich ebenso die B,(~'), B , '~ ' ) ,  . 
Setzte ich z. B. in der ersten Gleiehung die Potenzreihen fiir cil ,  - . . ein, 10 

erhielte ich: 
rl(li . d b  ~ ~ 1 1 1 )  + B,(U) . f + ~ ~ ( 1 1 )  . ~2 + . . .  

dx 
( k  ist eine Pot.enzreiho in x); de aber: 

1 , - BI(") - - . . .  - r,('), !% , 1 + S + f" O . .  < - 
d x 1 -  f '  

also eine Identitit. 

Genau so giebt die zweite Gleichung: 

[la ~ ( 1 2 )  rp B (1% -= . . .  2 r,('), wieder die Identitiit: 

ebenso die kte Gleichung: k < n, 
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Von Dr. GUSTAV MIE. 163 
----___^__1- 

1 
System 4) hat also Integrale, die in dem Bereiche 1 x  1 <- alle convergente 

2 
Potenzreihen sind, also auch 3), also auch 2). Letzteres entstand aus dem ur- 
sprkglichen . durch die Substitution: 6 - xr ,  also hat auch dieses a h  Integrale 

1 
Potenzreihen, die für 1 x 1 - - noch convergiren. 

Zr 
Wenn nun die Coefficienten a von z abhgngen, eo füge ich zum System 

d 20 die' Gleichung - = 1 hinzu, die das Integral z, = x  hat. Ersetze ich nun in 
ds 

allen Gleichungen x durch so erhalto ich ein System mit constanten Cocffi- 
cieriten, für welches der Satz bewiesen wurde. Ich nehma nun an, dass sich 
für alle a ganze Functionen substituiren lassen, welche der im Satze angegebenen 
Bedingung genügen, und zwar sei die für z, einfach x  (also ~ ~ ( 0 )  - 1, 
c,(')= . . .  = do)= O); d a m  hat  das System gewiss Intcgrele. Ratte ich also 

no 
von vornherein für z, x stehen lassen und das Kriterium sngewandt, so w5re 
die Existenz der Grossen P, Cl('), (4('), ... ebenfalls hinreichend gewesen. 

Z u ~ a t z .  M i t  Hilfe dieser modificirten Methode lasst sich auch der S. 157 
aufgestellte Satz beweisen, dass dus System 

zugleich m i t  dem System: 

2) 
. . . . . . . . . .  

Integrale hat. Nach dem eben bewiesenen Satze müssen sich namlich Auudrücke: 

. . .  ql) x  + + cg  xni 
. . . . . . . . . .  

findenlassen, welche, für g, bezw. c2, . . .  eingesetxt, die rechten Seiten von 2) zu 
Potenzreihen in x machen: A,(') + ~ , ( ' ) x  + ~ , ( ' ) x ~  + - - - so dass: A,(') < Cl('), . - . 
A Y ) < % .  en,. rk-"l+l  , . . (k >_ n, - 1.) Setze ich dieselben Ausdriicke fiir 
bezw. z,, . . .  in 1) ein, so bekomme ich auf den rechten Seiten Potenzreihen: 
B,(')+B ( l I x + ~  ( l I x 2 + .  . .- ( A , ( ' ~ + A , ( ~ ) x  + +d,(')x2+-- .) . (1 + R X +  R ~ X ~ +  - - .) 

Also: BO)= A(') B ( ' I L A ( ~ ) .  R +A('> (1) - ~ ( l ) . ~ n i + ~ i - ~ +  . , . + ~ t l )  
0 9  1'- O 1 > ' . ' B n , + m - i -  O a,+ m-I 

B(')< u c(') 1 1  B(')< I - ,  CI' ) .  R + 2 c F ) ,  ... 
B (1) < C I ' ) .  ~ " i + " - ' + .  .. +%, C n )  ( rm + 12 +. .. R m ) ,  n i + m - l =  

Offenbar muss sich eine Zahl r, > r, R bestimmen lassen, so dass für jedes m: 
r l m 2 r m + r m - l . R +  . . .+  Rm; d a m  ist aber: 
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Z w e i t e r  A b s c h n i t t .  

Partielle Differenti:~lgleicl~ungssysteme, aufgefasst 
als totale Systeme unendlich hoher Classe. 

10. Jede partielle Differentialgleichung kann man ersetzen durch ein 
unendliches System totaler. Sei z. B. vorgelegt: 

Ich denke mir die Variable x bevorzugt, das heiast: ich betrachte 
das Integral s als eine Fnnction von x, deren Coefficienten noch von 
einem Parameter y abhangen. Fixire ich den Wer th  dieses Parameters 

als y,, so sei jene Function von x : zo. Lasse ich y 

1-1-kW-1-1- v a r ï i e n ,  indem ich liings einer Geraden urn die Streckrn 
Y 0 1  a 3 91. A y, Z A Y ,  . . . nAy , .  . . fortgehe, so syien die ent- 
sprechenden a -  Functionon mit a, , z,, . . . B , ,  . . . bozeichnet. Offonbar ist 

(g) = lin, rso). Souiit kann ich im Puukte y = y, unsere partielle 
Y, AY=O - 

Differentialgleichung durch die toi ale 

ersetsen, wenn ich nur Ay unendlich klein setze. Aber offenbar genügt 
diese Gleichung nicht zur Besti,mmung von 2,; denn sie enthilt  noch die 

Function pl,  die unbekannt ist. Aber für diese existirt ebenfalls eine 

Differentialgleichung: . 
dz P - 2  

~ ( z ,  y,, + A y ,  2 , ~ )  d z  Ay = 0, 

in  welche freilich wieder eine neue Unbekannte z9 eintritt. Auch fur 
diese giebt es eine ahnlicho Gleichung, die noch a, entbalt. Wir gelangen 
auf die Art  zu einem unendlichen Differentialgleichungssyatem, welches 
mit der partiellen Difl'erentialgleichung tiquivalent ist, wenn man Ay 
unendlich klein nimmt. 

Ich denke mir in  F 

Dann ist dies unendliche System: 
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Von Dr. GUSTAY MIE. 165 
^M_^Y-^YY-Y^^^_I___ 

dao a, - a 
-- - f (X, R I  20, o, = 9% (XI 7 ,  811> dx AY 

11. Lasse ich Ay unendlich klein werden, so kommen alle Functionen 
zo, z,, . . .  einandor unendlich naho. Es empfiehlt sich daher anstatt dieser 
B neue, wirklich von einander verschiedene Functionen als Unbekannte 
zn nehmen. Das Einfachste ist, die durch Subtraction unendlich benach- 
barter Functionen und  Division mit Ay erhaltenen ,,partiellen Differential- 
q~ot~ienten nach y'L zu wahlen; man hat zu diesem Zweck das  unendliche 
System in der Weise umzuformen, dass man je zwei benachbarte Gleich- 
ungen subtrahirt und durch h y  dividirt, d. h. mas erhalt das gesuchte 
System durch fortgesetztos Difforenziren der uraprünglichen Gleichung nach y. 

. . . . . . . . . . . . . . .  
12. Die Frage nach dem Integral a der' partiellen Differentialgleich- 

ung kann ich eraetzen durch die Frsge nach den Integralen zol a,, ... 
dieses Systems. Pür z wird dann gelten: 

( ~ - i d 8 +  . :. 
i = % + ~ l ( Y - ~ o ) + 2 2 .  '&,! 

Ziir v5lligen Bestimmung dieser Integrsle nothwendig und hinreichend 
sind, wie oben gezeigt, die Daten: (zo)+, = a,,) ( z ~ ) ~ ,  = cxl , . . .  oder, was 
dasselbe ist: die willkürliche Function (z), - cr, + a, . (y -y,) + . . .  

Die Frage, ob sich nach einer bestimmten Wahl dieser Daten das 
Integral in Form einer Potenzreihe finden lasst, zerf3lt in zwei unabhangige 
Fragen: 

1. Hat das unendliche System in Potenzreihen entwickelbare Integrale 
z',, Z I l . .  .? 

2. Hat die Reihe 2 = z,, + fi, ( y  - y , )  + - . - einen Sinn? 
13. Es braucht hier nur darauf hingewiesen zu werden, dass auch 

jedes System von der Form: 
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sich ebenso als unendliclies System auffassen Iasst, und dass als Anfangs- 
daten nothwendig und hinreichend sind (z , ) ,~ ,  . . . (an),o als Functionen vony. 

Ebenso, wenn nicht nur ein Parameter y vorkommt, sondern be- 
liebig viele y,, . . . y,. Nur bekgme man hier nicht eine einfach unend- 
liche Reihe von Gleichungen und Unbekannten, sondern eine m-fach unend- 
liche Menge. 

Endlich, wenn die Gleichungen nicht nur in den y, sondern aueh 

in x von hoherer Ordnung als der eraten sind, muss man zwei Fille 
unterscheiden: 

1. Die hochste Ableitung nach x ist imrner rein, eu kommen nur - 

aVs 
Ableitungen - Tor (v die hochste Ordnung in x), 

a x V  
2. Die hochsten Ableitnngen nach x sind (al10 oder zum Theil) noch 

aV+pz 
nach irgend welchen y differenzirt, es kommen also Ausdrücke: - 2%. ay& 'Or. 

Den ersten Fa11 kann man bekanntlich immer auf ein System wie 
das eben lietrachtete zurückführen. So z. B. die Gleichung: 

au€ das Svstem: 

Als Anfangsdaten erfordert sind: ( z ) ~ , ,  ( z ' ) ~ ,  , . . . (dV-l)), als Functiocen 
von y. 

Im zweiten Falle geht dies nicht. Ich nehme z. B. die Gleichung. 

aaz 

a 2 ô22 
Nenne ich - - 2, , - - t,, . . ., so erhalte ich als Aerluivalent folgendes 

a Y a y2 
unenilliche System: 
d ~  ad 
- = $, - = f(x, y ,  2 ,  z', I I )  a2) = - 9  as a x a Y 

. . . . . . . . . . . 
Dieses ist aber unvollsttindig; denn es kommt überall noch die Functiond 
vor, für welche keine eigene Gleichung vorhsnden ist. Um also die 
Integrale des Systems v6Eg bestimmt zu erhalten, muas mir zunachst (d), als 
Funotion von x bekannt sein. Ich setze diese ein, so ist das System vollstindig 
und ich kann für die gegebene Anfangsfunction (z) ,  = a, + ut (y - y,) $.  
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_ _  --- - --- - 

die Integrale berechnen und untersuchen, ob sie einen Sinn haben. Wenn 

nun: (yr).=pif prix+. . .. so ist offcnbar: (,z)~~=- u,,+ p , x + ~ z z +  . . .  
Demnach kann ich sagen: 

Um das Integral der Gleichung 

zu bestimmen, müssen als Arifangsdaten gegeben sein: ( z ) ~ ~  als Punction 
von x; (z), als Function von y. Beide müssen im ersten Coefficienten 
übereinstimmen. . 

Genau so lssst sich eine Gleichung behandeln, in welcher die hochste 
v l ~ b l e i t u n g  nach x noch nach y differenzirt vorkommt und zwar im 
hochsten Falle p-mal. h h  rechne dann aus: 

p+ P Z  az  
( 2 -, -, . . . 

a x V a p  Xr Y7 7 3% 3  Y 
und bilde mir, gerade wie im behandelten einfaohen Fall, das uneudliche 
System. Dasselbe wird wieder unvollstandig sein, und zwar enthlilt es 

Gerade wie oben wird geschlossen, dass zur Bestimrnung der Iutegrale 
erforderlich sind die Daten: 

als Functionen von z, 

als Functionen von y, wobei wieder aine gewisse Anzahl von Coefficienten 
übereinstimmen muss. 

14. Schliesslich sei noch bemorkt, dass unter  Umstanden das so er- 
haltene unendliche System i n  lauter Systeme endlicher Classe zerfallen 
kann. Dies t r i t t  beispielsweise bei der Gleichung: 

ein; denn von den Gleichungen: 
d z  
- = sr7 
dx 
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bildet, nachdem man für 2' die gegebene Function eingbsetzt hat, sine 
jede Gleichung schon mit den vorhergehenden immer ein vollstindiges 
System. I n  solchen E'iillon reducirt sich die Frage nsch der Integiirbar- 
keit der Gleichung immer auf die zweite Frage (S. S. 165): 1st die Reilie 
a, + z, (y- yo) + . . . convergent? Denn die z,, z,, . . . sind als Integrale 
endlicher Systeme immer zu bestimmen. 

2. Xethode der Untersuchung, ob partielle Differentinlglcichungs- 
systeme mit lauter positiven Coefficienten in Potenzreihen 

ontwickelbaro Integrale haben. 

15. Wenn nach Ausrechnung der hochsten Differentialquotienten nach 
z sich anf den rechten Seiten Potenzreihen in den vorkommenden Variabeln 
(abhiingigen und unabhiingigen) ergeben, deren Coefficienten sknrntlich 
positive Zahlen sind, so hat  auch das dem partielle11 System Squivalente 
unendliche Systom lauteï  positive Cocfficionten und man kann die obcn 
angegebene Methode anwenden. Cm zu zeigen, wie man im gegebenen 
E'alle zu verfaliren ha t ,  unterscheide iüh wieder, ob der hochste DiEerential- 
quotient nach x nur rein vorkommt oder noch nach einern y differenzirt ist. 

Fa11 1. Das System ist zu ersetzen durch ein S ~ s t e n i  von einer 
grtisseren Anzahl Gleichungen , in welchem nur orste Differentialquotientcn 
nach x vorkommen. Der Einfdchheit halber werde im Folgenden eine 
einzelne Gleichung bstrachtet, die in le von der ersten Ordnung ist: 

Zunachst entwickele ich f uni die Anfarigawerthe 

a a 
x = " y = y z = ( z ) ,  -- = ( Z )  :) - 

ay X" 

in eine Taylor'sche Reihe. Der  Einfachheit halber schreibe ich dann wieder 
ftir x - x, i x, y -y, : y,  s - (fi),,: B ,  . . . Ich nehmo an, dio Glcichung 
habe ein Integral, so berechne ich aus dem im Piinkte y = 0 aqui- 
valenten unendlichen Syatem die Functionen z,, z,,  . . . so ist ja 

. . . . . . . . 
Setze ich diese Rejhen in f ein, so kommt nunmehr rechts y nur noch 

explicite vor, denn z,, a,, . . . hiingen nur  von x ab. Ordne ich nun nach 
Potenzen von y: 
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a 8  
( x , Y , z l - ~ ) = o ( x , 8 0 , z l , . . 5 . ) +  oY ayr 

y"' 
- t f i ( x , a , , z l , . ~ - z p + i )  - y + . . .  + fm ( x i  a,, 21, . -  .fi.l+.). nil + 

so stellcn die Coefficienten f , ,  f,, . . . die rechton Seiten des unendlichen 
Systems dar; denn offenbar ist  allgemein: 

Ich fuhre nun die Bescbrankung ein, dass die Coefficienten von f (und 
sornit auch von allen f,) positiv sind, so wende ich die Methode an: 

so bekomme ich für  f eine Potenzreihe in x und y: 

und es muss n u n ,  wenn rprn(x) = Ao(")+Al('")x + . . . + A,(")xV+ . . . 
sein: < Cml, Al(m) 5 - 2 C m z ,  . . . A,W - < v . Cm,, . . . 'ferner allgemein 
Y .  Cm, < A("'). RB'; A(m) fü r  jedes m eine bestimmte endliche Zahl, R fur 

alle m Zsselbe.  . 
Fa11 2. Auch hier werde die Methode a n  einem einfachen Beispiel gezeigt: 

a f l  + l B  as PZ a p 5  a s  
- - f (z, y,  a> , -7 . . - , ... E). 
as a y p  a$  a ~ a y  a x a y / l - l  a~ ayV 

ausser (a), , als Punction von y müssen auch sol a,, . . - Gp -1 (Functionen 
von x) gegeben sein. Ich denke mir wieder anstatt  : z - ( z ) ~  o als die 

gertuchte Function und schreibe hierfiir 4 ,  so Sind z,, z,, . . . sammtlich 
im Punkte x  = O Null. Setze ich nun: 

p - 1  ytL yv +l 

z = B o + ~ l y + .  ..+%LI. + a / < .  T + * P + ~ .  
(EL - l)! P .  (/A+1)! + . - a  
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Dies in f eingesetzt, ergiebt eine Potenzreihe in y (ao, do, el, , , . 
hangen nur von x ab): 

yrn . + 7 fm (x ,  2") do , .  . . Z;,-I, f i l , .  . . Z Y + ~ )  + .  m. 

Das unondliche Svstem lautet: 

(ist vollstandig, da a,, fil, . . . z , , -~  bekannt sind). Von hier an ist der 
Weg der Untersuchung derselbe, wio im Falle 1. 

16. Haben wir nun die S. 165 gestellte Frage 1. entschieden, so 
y2 müssen wir noch 2. untersuchen, ob nxnilich z, + .el . y  + z2 8 + . . . in z 

und y oinen Sinn hat. Aber diese Frage ist, im Falle alle Coefficienten 
positiv sind, ohne Weiteres erledigt. Hat namlich obige Reihe in dem Be- 
reiche / y 15 g einen Sinn, so muss sich die Functien auch urn y, < p  (Y,> 0) 

( Y - % ) P  + . - F O  l0) j lJ  j2. . . entwickeln lassen: a, + 3, (y - y,) + 8, -- 2! 
wieder Potenzreihen in mit lauter positiven Coefficienten sind, die Inte- 
grale eines unendlichen Systems, welches mit dur partiellen Differential- 
gleichung im Piinkte y = y, zusammenf&llt und wiederum lauter positivo 
Coefficienten hat. 

Dicses Systom mnss sich also obenfalls mit Hilfe von Potenzreihen 
integriren lassen. Aber umgekehrt, ist dies der Fall, so hat auch die 
Entwickelung um y = O oinen Sinn. 

Ich betrachte niimlich y. als unbestimmten Parameter, so sind die 
Coefficienten dea unendlichen Systems für y = y, Potenzreihen in y, und 
zwar mit lauter positiven Gliedern. Offenbar erhalte ich nun beim Integrirsn: 

f,, f,, . . . sind wiederum Potenzreihen in go mit lauter positiven Gliedern. 
Hat  diese Reihe a, für einen bestirnmton positiven Werth y, einen Sinn, 
s o  hat sie es gewiss auch fur jedes kleinere y,. Beachtet man nun, dass 

3, = so folgt, dass die Reihe mit zwei Variabeln, x und y: 

z = z 0 + a 1 . y + . . .  

mit lauter positiven Coefficienten für alle positiven Werthe y < y, einen Sinn 
hat, d. h. die Reihe hat ehcn von Null- verschiedenen Convergenzbereich. 

Anmerkung .  Hierans erhellt, dass Gleichungen, wie die S. 167 an- 
geführte, stets Integiale haben. Denn das entsprechende unendliche System 
zerfgllt für jedes y in eine Reihe endlicher Systeme, also giebt es für 
jedes y Potenzreihen als Integrale. Damit ist auch die zweite Frage 
bejahend. beantwortet. 
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17. Ich werde nun also nicht die unendlichen Systeme im Punkte y - 0, 
sondern in y = yo, y, > O untersuchen, so bekomme ich sofort die hin- 
reichenden und nothwendigen Bedingungen f'ür die Existenz einer Potenz- 
reihe z (x, y). Der Einfachheit halber schreibe ich wieder für  y - y, : y. 
Es ist  wichtig, zu bernerken, dass, sobald eine Potenz ym in einem Coeffi- 
cienten vorkommt, auch alle niedrigeren sich finden müsson. Man erkonnt 
dies, indem man ym um den positiven Werth y = y, entwickelt. Da wir 
es hier fortwahrerid nur mit positiven Grossen x u  thun haben, kann sich 
nichts forthebsn. 

18. Als Anwendung dieser Methode werde ich nun die Dedingiingen 
untersuchen, untor donen die Gleichung 

ein Integral hat. Um aber die A r t  und Weise, wie man die Methode 
zu benutzen hat ,  klar zu machen, nehme ich zuniichst den einfacheren Fa11 

(Hier existiït bekanntlich immer ein Integral; vergl. F rau  S. v. K o  w a l e w  skp ,  
zur Theorin der particllon Difforontialglcichungcn. Crcllos J o u r n d  Bd. 80, 
1875, p. 1 ff., besonders auch p. 22 ff.). 

(Schluss fnlgt.) 
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XII. 

Erweiterung der ,, Guldin'schen Regel". 

Von 

P. B. RICHTER 
in Quedlinburg 

Den Rauminhalt eines Rotationsktkpers erhblt man naeh der G u l d  in'schen 
Regel, wenn man den Inhalt d ~ r  erzeiigeiden Flliche mit der Kreisliuie 
multiplicirt, welche der Schwerpunkt, bei einmaliger Umdrehung der Flache 
um eine Achse, i n  ihrer Ebene beschreibt. 

Ich werde nun zeigen, dass sich zu jedem dieser Rotationskorper un- 
zahlig viele sndere angeben lassen, welche durch Bewegungen derselben 
Flache um dieselbe Achse durch weniger einfache, nlimlich durch schrauben- 
formige Bewegungen entstehen und doch denselben Rauminhalt wie jener 
einfache Korper haben. 

A) Denken wir uns den Raum des letzteren K k p e r s  nach und nach 
durch Rotation der erzeugenden F l k h e  um denselben unendlich kleinen 
Winkcl da erzeugt, so werdon alle diese Raumolemente gloich sein, also 
wenn n. d a = 360° ist und V das Volurnen des Ringes, so wird jedes 

1 
Element = -V sein. Denken wir uns jetzt die Flachentheile auf irgend 

r )  

eine Art  so verschoben, dass der Schwerpunkt der Flache derselbe bleibt 
und Flachentheile nicht über einander gerathen, und lassen wir sie dann 
wieder nm 360° rotiren, so wird dieser Rotationskorper genau so gross 
sein, wie der vorige , auch hier wird also ein jeder einem ci a entsprechender 

1 
Korper genau = - 7 sein. W i r  erhalten drittens einen l e m  ersten KGrper 

n 
gleich grossen, wenn wir von der Flëche in ihrer ursprünglichen Lage 
z u ~ a c h s t  ein Raumelement erzeugen lassen, dann ihre Fliichentheile ein 
wenig verschieben, ohne dabei den Schwerpunkt zu tindern , hiernach 
wieder ein Raumelement erzeugen lassen und so fortfahren bis zum letzten 
d a .  J e  kleiner wir non da8 letztere nelimen, um so weniger wird sich 
d a n n  dieser Raum von einem vierten unterscheiden, bei welchem Rotation 
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und Verschiebung gleichzeitig erfolgen. Unter Rotation wollen wir hier 
immer eine solche der Achse verstehen, unter Drehung aber die der er- 
zeugentlen Flache oder Flachenelemente in ihrer Ebene. 

Im eiufachsten Falle darf sich also die erzeugende Flache um ihren 
Schwerpunkt dreheu und so Ringe mit schraubenf6rmigem Gewinde e r -  
zcugen, oder es dürfen sich die Theile einer zusammengesetzten Flsche um 
ihre Schwerpunkte und aiisserdem iim den gemeinsamen Schwerpuiikt 
drehen, sich pendelnd ihm nahern oder sich von ihm entfernen, zwei 
gleiche Theile sich in krummliniger Bahn mit ihren Schwerpunkten auf den 
Endpunkten des Durchmesser~ einer beliebigen Mittelpunktscurve (und dern 
gemeinsamen Schwerpunkt als Nittelpunkt) bewegen u. S. W. - Auch jede 
Gruppe von isolirten Theilflhhen darf daneben dieselben oder andere will- 
ktirliche Verschiebungen (in ihrer rotirenden Ebene) in Beiug auf ihren 
Theilschwerpunkt vornehmen, ohne dass der Rauminhalt des erzeugten 
Korpers aufhort dem einfachen Rotationskorper gleich zu sein. Uebrigens 
diirfen z. B. zwei die erzeugende Flache bildende gleiche Flschen sich nicht 
etwa beliebig weit in  jeder Richtung von ihrem Schwerpunkte entfernen, 
beide mtissen vielrnehr bei ihrer Bewegung, z. B. bei einer Drehung, stets 
auf derselben Seite der Achse bleiben. 

B) Der Schwerpunkt war bisher i n  eeiner Lage in der Ebene unver- 
anderlich, aber auch er darf Bewegungeu mit beliebig veranderlicher Be- 
schleunigung vornehmen, ohne dass der erzeugte Raum nufhort, dem des 
einfachen Rotationskorpers gleich zu sein. Der Beweis ist  ganz so wie 
vorhin. 

Ltisst man z. B. ein unendlich schmales Rechteck, dessen eine endliche 
Seite der Achse parallel ist, durch Rotation um 3600 ein Raumelement nach 

1 
dem anderen erzeugen, so dass ein jedes der Elemcnte durch-  der vollcn 

II 
Rotation erzeugt wird, BO wird man zunachst eincn gleich grossen K6rper 
erhalten, wenn das erste Raumelement, wie soeben erzeugt wird, das 
folgende aber, nachdem zuvor das Rechteck ein wenig der Achse parallel 
verschoben wurde (es bleibt dabei dem vorigen zweiten durchaus cou- 
gruent) und so bis zurn n'en Elemente fortfahrt. Man erhblt so schliesslich 
einen Korper, der genau so gross is t ,  wie der erste und sich von einem, 
bei welchem die unendlich kleinen Rotationen und Verschiebungen gleich- 
zeitig erfolgen, u m  beliebig wenig unterscheidet. D a  sich jede Fliche in  
solche Rechtecke zerlegen lasst,  so gilt das Gesagte allgemein. 

Berührt z. B. ein Rechteck (oder ein Dreieck) bei seiner Rotation mit 
einer seiner Seiten bestiindig einen Kreiscylinder, so giebt der Inhalt der 
von ihm erzeugten Spirale vermehrt um den des zugehorigcn Cylinders 
den Inhalt einer Schraube, vorausgesetzt, dass boi constanter Rotations- 

. geschwindigkcit nach jeder vollen Umdrchung sich das Rechteck parallel 
der Achse um sich selbst mit constauter Geschwindigkeit verschohen hat. 
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Ebenso macht sich der Reweis, wenn zn dieser Verschiebung de0 
Schwerpunktes die i n  A erwiihnten Verschiebungen der Fl%chenelemente 
gegen einander hinzutreten. Dies ist z. B. der Fal l ,  wenn sich auf der 
rotirenden Ebene eine Fllche irgendwie bewegt und zugleich mit ihr als 
zweite ihre Spiegelbildflache , vorausgesetzt , dass der Spiegel parallel der 
Achse senkrecht auf der rotironden Ebene stcht und der FlBche bci ihrer 
Bewegung hochstens bis zur Beriihrung nahe kommt. Da der Schwerpunkt 
dieses Bllchenpaares eine unverlnderliche Entfernung von der Achse hat, 
tio ist  die Summe der von beiden Flactien erzeugten K6rper einem leicht 
angebbaren Rotationsktirpcr gleich, aber freilich wird auch nur die Summe 
gefunden. 

Die Verschiebungen nach Il allein liefern uns im einfachsten Falle 
eine die Achse umgebende Spirale, oder wellige Ringe, bei denen die 
Wcllcnlinic eines einzclnen erzcugenden Punktes auf ciner Cylinderfliichc 
liegt. Auch nach A konnten wir solche K6rper erhalten, wenn sich 
Flachentheile gegen einander parallel der Achse verschieben. So erhielten 
wir aber immer zugleich zwei oder mehrere, und als Inhalt wurde des- 
halb immer nur  ihr Gesammtinhalt gefunden, so dass also durch B bereits 
eine wesentliche Erweiterung gegen A erreicht ist. 

C) Jetzt wollen wir solche K6rper berechnen, welche dadurch ent- 
stehen, dass sich der Schwerpunkt der erzeugenden Flachen in beliebiger 
Richtuiig in der rotirenden Ebene bewegt. Dazu behandeln wir zunachst 
die folgende Aufgabe. 

Eine Ebene rotire um eine Achse, ohne zu gleiten. Auf einer ihrer 
beiden Seiten bewege sich gleichzeitig eine beliebige Flache so, dass ihr 
Schwerpunkt sl auf einer zur Achse senkrechten Geraden hin- und her- 
pendelt. Der erzeugte h u m  sol1 auf einen Rotationskorper zurückgeftihrt 
werden. ! 

Da offenbar deraelbe Korper enh teh t ,  wenn Rotations - und Pendel- 
geschwindigkeit beide um das m-fache wachsen, so k h n e n  und wollen 
wir ,  ohne der Allgemeinheit zu schaden, hier und auch i n  Z u  k u n f t  au- 
nehmen, die Rotation erfolge mit c o n s t a n t e r  W i n k e l g e s c h w i n d i g -  
k e i t .  Das ganze Vergnderliche fallt dann auf die Pendelschwingung. 

Zwar ist bei Bewegungen der erzeugenden Flache parallel der Achse 
der Rauminhalt des so entstandenen Korpers dem einfachen Rotationskorper 
gleich. Wollten wir aber hier die Flache sich das eine Hal  nur nach der 
Achse hin bewcgen lassen, das andere Mal sich von ihr  entfernen lassen, 
so wiirde der erste Raum offenbar kleiner als der zweite und keiner irn 
Allgemeinen einem leicht angebbaren Rotationskorper gleich sein. Dagegen 
kann m m  bei Pendelschwingungen der erzeugenden Flache in unzahlig 
vielen Fallen den ranmgleichen Rotationskorper angeben. 

Wir  lassen nicht nur  die gegebene F l k h e  mit dem Schwerpunkte s,, 
sondern zugleich noch eine congruente oder  gleiche mit dem Schwer- 
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punkte s, pendelnde einander jedereeit entgegengesetzt gleiche Bewegungen 
machen. Daraus folgt d a m ,  dass sich erstens die Schwerpunkte beider in 
derselben zur Achse senkrechten Geraden bewegen, zweitens aber ,  dass der 
Schwerpunkt s des Fhchenpaares seine Lage i n  der Ebene nicht Lndert. 
Also lasst sich der FlLcheninhalt des von dem Fl%chenpriare erzcugtcn K6r- 
pers nach A auf einen Rotationskorper zurIickführen, der durch eine Flache 
gleich der des Bliichenpaares mit dem Schwerpunkte s erzeugt wird. 

Wenn wir also die Bewegung so einrichten, dass ausserdem beide 
E'lachen gleiche Riiume erzeugen, so ist der Rauminhalt des gesuchten die 
Halfte des eben besprochenen Eotationsk6rpers. Wiihrend aber bei den Be- 
wegungen A das Deckcn einzclncr Flachentheile zu vermeiden war, wcil 
man eigentlich nicht Raurne, sondern Massen mit zum Tbeil mehrfacber 
Dichte erhielt, und doch einander durchdringende Raume in Aufgaben sonst 
immer als einfache gerechnet werden sollen, so stort hier das Decken der 
beiden Flachen durchaus nicht, denn da3 doppelte Anrechnen doppelt durch- 
strichencr Riiume ist hier gerade das Erwünschte. 

Sollen nun die beiden Pllichen bei ihren Schwingungen nach und von 
s gleiche Rliume erzeugen, so darf s, nicht bestandig zwischen s und der 
Achse, s, aber auf der anderen Seite von s hin-  und herpendeln, sonst 
würde s, einen kleinen und sa einen grossen Rorper erzeugen. 

Macht jetzt die eine Flgche zwischen s und der Achso eine Elemcntar- 
bewegiing, so wird die andere zur Wahrung des Schwerpunktes s eine ent- 
gegengesetzt gleiche auf der anderen Seite von s machen, also rotirend 
einen grosseren Raum erzeugen als die erstere. Sollen nun beide K6rper 
schliesslich doch gleiche Gesamrntr%ume schaffen, so muss spater die zweite 
Flache mit s, in  derselben Entfernung von der Achse dieselbe Bewegung 
machen, die vorhin die erste mit s, aach te ,  und dann wird ganz von 
selbst die erste gleichzeitig einen Raum erzeugen wie vorhin die zweite. 

Dies zeigt, wie sich die einzelne Flache bewegen darf,  wenn wir im 
Stande sein sollen, den vou ihr erzeugten Korper auf einen Rotations- 
kijrper zurüükzufübren. Denken wir uns durch den Schwerpunkt s des 
früheren Flachenpaares , den jetzigen Schwingungsmittelpunkt , eine Paral- 
lele zur Achse gezogen, so muss s, i n  Punkten, welche zur Parallelen 
symmetrisch liegen, entgegengesetzt gleiche Geschwindigkeiten haben. Sollte 
s, denselben Punkt auf der einen Seite der Parallelen wiederholt treffen, 
so muss das auch beim symmetrisch gelegenen der  Fa11 sein. Es muss dann 
die Summe der Geschwindigkeiten in dem einen der Summe der Ge- 
schwindipkeiten in dem anderen Funkte entgegengesetzt gleich sein (so 
dass a190 im letzteren Falle die Willkür oine grossere ist). 

Erfolgf die Schwingung nicht senkrecht zur Achse, sondern in einer 
nnter einem anderen Winkel geneigten Geraden, so wird doch die Projec- 
tion der Bewegung in der Ebene tlnf eine in dieser durch den Schwingungs- 
mittelpnnkt senkrecht zur Achse gelegten Gernden, wieder eine Bewegung 
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der erwünschten Art  ergeben. Zerlegen wir also die nrspriingliche Be- 
wegung in eine zur Achse parallele und eine zu derselben senkrechte, BO 

darf man die erstere nach B vernachlassigen, die letztere aber fiihrt genau 
zn demselben Rotationskorper wie die erstere. Neues hat also dieser Pal1 
eigeiitlich nicht hinzugebracht; er erinnert nur  daran, dass man aus zwei 
Bewegungen parallel und senkrecht zur Achse unendlich viele andere er- 
halten kann,  z. II. Bcwcgungcn in Kreisen, Ellipsen und unziihligen an- 
deren Curven, z i ~  denen derselbe einfache Rotationskorper gehort. 

Rotirt also eine Ebene um eine Achse mit constanter Geschwindigkeit 
um f i 0  < - 360' und macht gleichzeitig in  ihr eine Flache B' mit dem 
Schwerpunkte s, eine ganze Anzahl krummliniger oder gertbdliniger 
(Doppel-) Schwingungen um einen Schwingungsmittelpunkt s , der von der 
Achse die Entfernung a ba t ,  sind ferner in  Punkten einer zur Achse 
parallelen Geraden für  den Schwerpunkt s, die Summen der Geschwindig- 
keiten senkrecht zur Achse genommen gleich denen auf'  einer anderen 
Geraden, welche zu jener in Bezug auf s symmetrisch liegt, und gilt da8 für alle 

2a.n .F.a  
solche Paare von Geraden, so ist der Rauminhalt dieses Korpers = . 

3 60 
1st no> 360°, so gilt das Entsprechende nur  dann,  wenn da0 VerhLltniss 
dcr Rotations- und der Pendelgeschwindigkeit jederzeit ausserdem so be- 
schaffen i s t ,  dass die erzeugten Raume einander nicht durchdringen. Beides 
gilt  ferner, solange das Verhaltniss der Rotationsgeschwindigkeit und der 
Penâelgeschwindigkeit, letztere senkrecht zur Achse genommen, dasselbe bleibt. 

Zu den einfachsten Korpern dieser Art  würde z. B. derjenige gehoren, 
bei welchem F ein Kreis mit dem Schwerpunkte s, ist, der sich um einen 
beliebigen Punkt  s in der rotirenden Ebene mit constanter Geschwindigkeit 
dreht. (1s t  dann a der Abstand des Punktes s von der Achse und r der 
Radius des Kreises, so wird die obige Formel solange gelten, al3 die 
Strecke ss, vermehrt um r kleiner als a kt.) Ein anderer einfacher Fa11 
wb;re der, wo sich der Schwerpunkt s, dcm Scliwingungsmittelpunkte s zii- 

nachst wiederholt i n  derselben Geraden naliert, dann erst ihn erreicht, urn 
auf der anderen Seite die Schwingungen symmetrisch nachzuholen. Als letztes 
Beispiel diene Folgendes: Eine Ebene rotirt  mit constanter Geschwindigkeit 
um eine Achse, in ihr bewegt sich eine Fliiche und zwar mit ihrem 
Schwerpunkte auf einer beliebig gekrümmten Linie bis zu einem Punktep, 
darnach auf de& Spiegelbilde seiner bisherigen Bahn,  wenn man den 
Spiegel senkrecht zur Ebene und parallel eor Achse i n  p aufstellt, hierauf 
bewege e r  sich im Spiegelbilde dieser heiden Linien, welches man erhilt, 
wenn man den Spiegel in den Anfangs- und den bisherigen Endpunkt der 
Uewegung senkrecht zur Achse und der rotircnden Ebene aufstellt. 1st 
dann a die Entfernung des Punktes p von der Ebene, so ist bei einer 

2aslzF 
Rotation um no der erzeugte Raum Y = -. 

360 
Aehnliches gilt , wenn 

der Spiegel im ersten Falle nicht parallel zur Achse aufgestellt wird. 
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C,) Erfolgt die Rotation um die Achse nicht in Form von Pcndel- 
schwingungen, so kann man den entsprechenden (einfachen) Rotations- 
kb'rper auch dann noch bestimmen, wenn s, sicb der Achse mit constanter 
Geschwindigkeit nahert oder von ihr entfernt, die Rotation um die Achse 
aber wie bisher gleichfalls mit constanter Winkelgeechwindigkeit erfolgt. 
Der Schwerpunkt der F k c h e ,  welche diesen (einfachen) Rotationskorper 
erzeugt, ist dann offenbar die Mitte der zurückgelegten Strecke, wie man 
durch ITinzufiigen einer congruenten IIilfsflache sofort einsieht. Dasselbe 
gilt: so lange das Verhaltniss der beiden Geschwindigkeiten dasselbe lileibt. 

Das Resuliat ist also Folgendes: 

' I a )  Hat man einen K6rper allein durch Rotationen einer unverander- 
lichen ebenen Flaclie iim eine Achse in ihrer Ebene erzeugt, so erlialt man 
bei Rotationen um 3G0° einen ebenso grossen Kb'rper, wenn ddbei: 

A] die erzeugenden Fliichentlieile sich ahhrend der Rotation ohne sich 
zu decken beliebig so verschieben, dass der Schwerpunkt derselbe bleibt ; 

H) der Schwerpunkt der Flache sich parallel der Achse mit beliebig ver- 
anderlicher Beschleunigung bewegt; 

C,) der Schwerpunkt der erzeugenden Flache sich bei constanter Winkel- 
geschwindigkeit in ganzen (Doppel-) Schwingungen mit beliebig ver- 
iinderlicher Beschleunigung so um die Lage, die e r  bei Erzeugung 
des entsprechenden einfachen Rotationskijrpers hat ,  bewegt, dass die 
Summe der Geschwindigkeitscomponenten, senkrecht zur Achse ge- 
nommen, immer für  zwei zu jener typischen Lage symmctrische 
Punkte entgegengesetzt gleich k t ;  

C,) der Schwerpunkt der erzeugenden Fliche senkrccht zur Achse einen 
gleich grossen Weg von seiner Lage im einfachen K6rper nach beiden 
Seiten zuriicklegt und zwar bei constantem VerhBltniss seiner Ge- 
schwindigkeit zur Winkelgeschwindigkeit um die Achse; 

D) die Rewegungen A ,  B, Cl, oder A ,  B, $ gleichzeitig eintreten. 

1 b) Macht die erzeugende Flaclie F im Abstande u ihres Schwerpunktes 
von der Achse die obigen Bewegungen schon nach einer Rotation uni 

2azFn 
11' < 360°, so ist der erzeugte RaumT- 

360 
Piir n > 360° gilt dasselbe, so lange die erxeugende Fltiche oder ciner 

ihrer Theile dieselbe Lage im Raume nicht mehr als einmal einnehmen. 

Q u e d l i n b u r g ,  den 16. August 1891. 

Zeitschrift f. Mathematik u. Phyeik XXXVII, 3. 
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Ueber eine neue Methode zur Entwicklung der Theorie 

der Sigmafunctionen mehrerer Argumente. 

Allgemeine Untersochimgen über ThetBafunetionen mehrerer Argumente 
haben die Herren W e i  e r s t r a s s (in seinen Vorlesiingen) und F. C a s  pary  * 
zu Rel,ationen zwischen diesen Fiinctionen und deu Coefficienten eiiier ortho- 
gonalen Substitution geftihrt. Insbesvudere kann man,  wie Herr C a  s p  a r  y 
gefunden hat  ,** aus den Thet'afunctionen einer beliebigen Anzalil von Argu- 
menten Ausdrticke bilden, die den neun Coefficienten a,, (.nt, TL= 1 ,  2,s) 
einer orthogonalen Substitution mit der Determinante + 1 und den sechs 
Differentialgrossen 

ph = - (a i k  da i l  + a ~ k d a ~ z  + a.1kda31) 

v h  = ak~ da11 + akzdarz + aksdais, 

wo h, k, 1 die Zahlen 1, 2, 3;  2, 3, 1 ; 3, 1, 2 bezeichnen, genau gleicli 
sind; dabei bleiben die Argumente, welche in die Theta-Ausdrücke eingehen, 
vollkommeri beliebig. In  dem Falle, wo die Anzahl der Argumente gleich 1 
oder 2 ist, nehmen diese Beziehungen eine ausserordentlich einfache Gestalt an. 
Der Weg,  auf dem Herr C a s p a r y  das in  Rede stehende Theorem fiir die 

* Crelle's J. B. 94; Comptes Rendus 1887; Mathematisclie Annalen B. 28 

** Sur une manière d'exprimer, au moyen des fonctions thêta d'un eeul argu- 
ment, les coefficients de trois ~ystèmes orthogonaux dont un est compusé des 
deux autres. C. B. 1888. 

Sur une nouvelle méthode d'exposition de la théorie des fonctions thêta, et 
sur nn théorhme Ble'mentaire relatif aux fonctions hyperelliptiqiieu de première 
esptice. C. R. 1890. 

Siir une méthode élémentaire pour établir les équations différentielles dont 
les fouctions thêta forment les intégrales. C. It. 1891. 
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Thetafunctionen einer V~r iab len  herlcit,ct, ," kt kurz der folgende. Es lasscn 

sich die 15 Grossen a,,, p h ,  v n ,  die Herr C a s p a r y  E l e m e n t e  o i n e s  
Or  t h O g O n a l  s y s t e m s nenut , mit Hilfe von vier beliebigen Grossen identisch 
ausdrücken. Wiihlt man nun für diese vier Grossen aus deil Thetafunctionen 
passend zueammengcsctztc Ausdrücke, so gewinnt man verrnittelst der 
Formeln fur die Transformation zweiten Grades das Thcorem, welches die 
Elemente eines Orthogonalsystems mit den Thetafunctionen einer Variablen 
verknüpft. In  bekannter Weise ergiebt sich hieraus das entspreühende 
Theorem fiir die Sigmafunctionen. Da sich uun die Formeln flir die Trans- 
formation zweiten Grades auf ganz elementarem Wege ergeben,'" so lasst 
sich aiif dia genannten Theoreme eino elcmentare Theorie der Theta- und 
Sigmafunctionen eines Argumentes und folglich auch der elliptischen Func- 
tionen aufbauen , welche nur die Definition der vier J a c o  bi'schen Theta- 
functionen und die Kenntniss einer Reihe einfacher Identitiiten zwischen den 
Elementen a,,, p h ,  ve zur Grundlage bat."** Vermittelst der C a s p a r y -  
schen Relationen lassen sich nuf diesem Wege die elliptischen Transscendenten 
mit derselben Leichtigkeit behandeln, wie die Kreisfunctioncn. 

Will man, von dcm C a  s p a r y 'schen Theoreni ausgehend , die Theorie 
der elliptischen Pnnctionen , wie sie von Eerrn Wei e r s t r a s s gegeben 
worden ist,  entwickeln, so führt der eben gekennzeichnete Weg iiber die 
'I'hetafunctionen. Indessen lassen sich die in Rede stehenden Relationen 
aucli lierleiten , wenn statt  dessen die Definition der Sigmafunctionen als 
bekannt vorausgesetzt wird, wie im Folgenden gezeigt werden soll. 

M'ie oben erwiihnt, kann man die fünfzehn Elemente eines Orthogonal- 
systems, wo die Determinante der ncun Grossen a,,, gleicli + 1 k t ,  iden- 
tisch vermittelst vier Grossen a,, a,, a,, a,, wie fol@ ,"+* darstellen : - 

d = a,a , -a ,a , ,  i = J -  1 ;  

d (a,, + ia,,) = a," 
d (a,,, + ia,,) = - i (al2 - aZZ), 

(a,, + ia,,) =- Sia,a,; 

d (a,, - ia,,) = as2 + a,s, 
d (a,, - ia,,) = - i (a: - a,"), 

d (a,, - ia,,) = - Zia, a,; 

4 a,, =. - i (a, a, + a, a,), 

d a32 = - (ai a, - a, a,), 

d a33 = - ((4 a., + a, as) ; 

* Bulletin des Sciences Mathématiques, B. 13,  1889, Liouville'~ J. B. 6, 1890. 

or Bulletin d. S. M., B. 13,  S. 3 ,  4. Diesellie Herleitung findet sich in der 
von Herrn F. Mül le r  bcsorgten Aosgabo zu Enncpcr , Elliptischc Functionen. 

r**  Liouville's J. B. 6 ,  S. 970 flg. 
1'" 
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Ueterminanten gewisse Verbindungen von Sigmafunctionen zu substituireu, 
um das W e i  e r  s t r a s s'schc Fundamentaltheorem fur  die Sigmafunctionen 
mehrerer Argumente zu finden. Um die Anwendung der Gleichungen zu 
umgehen, welche bei der Transformation zweiten Grades auftreten, schlagen 
wir zur Herleitung des in  Rede stehenden Theorems fiir die Sigmafunctionen 
eines Argumentes folgenden Weg ein. Bezeichnen u ,  u,, u2 ,  u, vier lie. 
liebige Grossen, so besteht die identische Gleichung 

A(p,+ip,)= 2(a ,da3-a3da , ) ,  

( P ~ - P ~ , ) ( P ~ , - P ~ , ) + ( P U - P U , )  ( P ~ , - P ~ , ) + ( P ~ - P U , ) ( P ~ , - P ~ ~ ~ ) = ~ .  
E s  werde nun p u  als die moglichst einfache unter allen doppelt. 

periodischen Functionen durch die Gleichung 

p u - p u 1  =- a ( ~  + u , ) ~ ( . u - u , )  - 
G'U G ' U ~  

definirt, dann ergiebt sich aus der obigen Identitbt durch wiederholte An- 
wendung dieser Gleichung das W e i e r  s t r a  s s'sche Fundamentaltheorem. 

Aus letzterem lassen sich folgende hekunnte Formeln herleiten: 

1') ' 

* Vergl. W e i e r s t r a s s - S c h w a r z ,  Formeln und Lchrsatze zum Gebrauche 
der elliptischen Functionen, S. 47;  H a l p h e n ,  Trait6 des fonctions elliptiques 1; 
E n n e p e r ,  Elliptische Functionen, 2. Au& von E'. M ü l l e r ,  S. 100. 

** C a s p a r y ,  Ableitung des Weier  s trass'schen Fundamentaltheoreas fiir 
die Sigmafunctionen mehrerer Argumente aus den X r o n e  ck e r  ' d e n  Relationen 
für Subdeterminanten symmetrischer Systeme. Crelle's J. B. 96. Vergl. auch 
C a s p a r y ,  Zur Theorie der Thetafunctionen mehrerer Argumente, Crelle's J. B. 96; 
sowie C a s p a r y ,  Ueber die Verwendunp nlgebraischer Identitiiteu zur Aufstellung 
von Helationen für Ttietafunctionen einer Variabeln, Mathematische Annalen B. 28. 

d ( v ,  +iv2)  = - 2 ( a , d a 2 - a , d a , ) ,  

d ( p 3 + v 3 )  =- 2i(a2da,-a ,da,) ,  

d ( p l - i p , ) =  2(a ,da , -adda , ) ,  
d ( v ,  - iv,) = -2(a,da,  - a,daJ,  

d(p, -Y, )  =-2i (a lda , -a ,da , ) .  
Um diese Identitbten in Relationen für die Sigmafunctionen einee Argu- 

mentes umzuwandeln , benutze ich allein das W e i  e r s  t r a s s'sche Fundamen. 
taltheorem'(die sogenaunte dreigliedrige Sigmaformel), welches sich bekannt- 
lichYY auf algebraischem Wege, ebeuso wie seine Verallgemeinerung für die 
Sigmafunctionen mehrerer Argumente mit Benutzung der Formeln für die 
Transformation zwciten Grades herlciten lhsst. I n  der That hat K r  one cker 
merkwtirdige lineare Relationen aufgedeckt, welche für die Subdeterminanten 
symmetrischer Systeme gelten. Man braucht nnr  ftir die dariu auftretenden 
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wo sich die von Herrn C a s p  a r y  eingeftihrten* Grossen E aus der 
Gleichung 

bestimmen als 1 

1 
5 )  p O -  - d l  

Je, - e* Je2 - e, 

F g  = 
1 - 

fi2 Lei Je3 - el 
bei positivem Vorzeichen der Quadratwurzel, und wo 1, p ,  v eine gerade 
Permutation der Zahlcn 1, 2 ,  3 bezeichnen. Formel 3*) ,  ein Specialfall 
von 3), wo eiitweder die oberen oder die unteren Zeichcn zu nehmen sind, 
wer&.h die Form gebracht 

6) [ E ~ G ~ ( Z ~ ~ V ) + ~ E ~ ~ ~ ( U ~ V ) ] [ ~ ~ G ~ ( ~ ~ V ) ' ) - ~ F ~ G ~ ~ U ~ V ) ] = - F ~ ~ G ~ ~ ( U ~ ~ ) ) ,  

welche dazu führt ,  die obigen Grossen a,, a,, a;,, a,, oder statt  dieser 
passender die Grossen a,,, a,,, a,,, a,,, welche sich von jenen nur durch ein 
erst spater zu bestimmendes Vorzeichen unterscheiden sollen, in  folgender 
Weise zu wkhlen: 

I 
2 q14 = - G [ & A G A  (u + v) + i G~ (u + v)], 

7) 
2 a,," - G [ [ E ~  61 (U + V )  - i E@ aD (u + v)], 
2 a 2 1 2 = - G - 1 [ ~ A 6 1 ( ~ - ~ ) + i t p ~ w ( ~ - ~ ) ] ,  

2 a 2 2 2 = - G - 1 [ ~ L ~ l ( 2 ç - v ) - i ~ p ~ p ( ~ - 2 ; ) ] ,  

wo G eine beliebige Function bezeichnet. Dabei k t  bezüglich des Vorzeichens 
die Festsetzung erlaubt, dass a,, ,  alz  bezw. in  uzz und aj l ,  bezw. 
in oz,, olZ durch Verwandlung von v in - v und a , , ,  a,, bezw. in a,,, a,2 

durch Verwandlung vcn i in - i (abgesehen von dem Factor G Il) über- 
gehen sollen. Hieraus folgt zunachst 

(ull: + al:= - G n ~ i ( u  + D) ,  4; + a2,' = - G - ~ E Z G I ( U  - v ) .  

a l ,  - aIz2= - ~ G E ~ G ~ ( U + V ) ,  . < Y ~ ~ ~ - ( Y ~ ~ ' = - ~ G - ~ E ~ G ~ ( U  - O )  

und durch Einführung in Formel 6) 
~ L Y ~ ~ ~ , ~ ~ = - G ~ E ~ ~ G ~ ~ ( Z C + V ) ,  ~ < Y ~ , ~ ~ ~ ~ ~ = - G - ~ E ~ ~ < I ~ ~ ( Z ~ - V ) ,  

woraus 
A2) 2 a l l a 1 2 = - i G ~ v ~ y ( u + ~ ) ,  2 a p 1 a 2 a = - i G - 1 ~ v ~ y ( u - v ) .  

Die heiden lctzteren Relationen liefern 

8) E V ~ G V ( U + V ) G ~ ( U - V ) = - ~ ~ , ~ ~ , Z @ ~ ~ ~ ~ ~ ,  

iind Formel 2) zufolge 

* Liouville's J. B. 6,  S. 396. 
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182 Ueber eiue neue3iethode z. Entwickel. d. l'heorie d. Sigmnfunctione~i etc 

Durch Combination der iu 7)  einerseits, iu 9) und 10) andererseits 
aufgestellten Ausdrücke für lu,, ,  a,,, cr,,, a,, erhalt mau beilaufig folgenttes 
IdentitLtensystern 

[ E L  UI (U  + v )  + i E,U (u + v ) ]  [ F A  GA (U - V) + i f p  cfl ( IL - v)]  

/ = ( F ~  G ~ U G ~ O + ~ E ~ G ~ U  G ~ V ) ' ,  

[ ~ a ~ l ( u + v ) +  i ~ ~ ( i l ~ ( ~ + v ) ]  [ E ~ ~ ~ ( u . - v )  + i ~ ~ r ~ ( u  - v)]  
= ( G U G V  T ~ F ~ G ~ u G , v ) ~ ,  

wo entweder die oberen oder die unteren Zeichen zu nehmeil sind. 
Jetzt differentiire man die Leiden ersten Gleichungen des Systein~ 7 ) ,  

so giebt l>eispiclsweise die erste , 

- 4 a,, dul1 = d G [EA GA (u  + v) + i f y  uI( (u + v ) ]  

+ G [ Z ~ G ~ ' ( U + U ) + ~ E ~ G ~ ' ( U + V ) ] ( ~ Z L + ~ Z ' ) .  

Diese Gleichungen erweitere man der Reihe nach mit s, 5 und subtrshire 
Q 1 l  a12 

die erste von der zweiten, danu verschwindet der Coefficient von d G ,  uud 

Cm die rechte Seite noch weiter umzuformen, bcnutze ich zwei wei- 
tere, auu dem Additionstheorem für die Sigmafunction resultirende Formeln:" 

Die erstere ergiebt rnittelst Differentiation und einer leichten Trnns- 
formation 

& ( e P - e I )  G ~ U = G ~ U G ~ ~ U G ~ ' U - U ~ ~ U G ~ U G ~ U ,  

die letztere 
G 2 U  =  GU GLU GfiU G y U ,  

woraus die bekannte Relation* folgt 

* Vergl. W e i e r s t r a s s - S c h w a r z ,  Formcln etc., S. 51, (2), (8); S. 29, (9). 
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Durch eine analog geführte Rechnung wird erhalten 

( k = o ,  1, p ,  Y ;   go=^). 
Sctzt m m  jetzt noch mit Horrn C a s p a r y *  der Reihe nach die frtilier 

eingeftilirten Grossen a 
1 al = e' r(, , ,  a,  = e"u,, , a, = el'n,, , a, = c'a,, , 

I I  a ,  = e'u,, , a, = e"a,,, a, = e"~ , ,  , a4 = lu , ,  , 
III a, - e'a,, , a,  = e"luI2, a3 = - e " 0 1 ~ ~  , a,, = e'ue2, 
IV a l  = élu,,, a, = e"lu,,, a3 = - c''aZZ, a4 = c'a2, , 

W O 
e P = + l ,  e t ' = + ] ,  eCe"=e,  

so liefern die Identitaten 1) und 2) in Verbindung mit den Formeln 
A,),  . . . A,) folgende vier Systeme von Relationen zwischen den Sigma- 
functionen und den Elementen eines Ortliogonalsystems : 

Sind u und v zwei beliebige Argumente, e die (positive oder negative) 
Einheit und G eine beliebige Function und bezeichnen 1, u ,  v eine gerade 
FermuLation der Zahlen 1 ,  2, 3 ,  so is t  

v 3 = - i m , ,  

wo für h= 1, k=A, für h = 2 ,  k = p ,  für h = 3 ,  k = v  zu setzen ist und 
I I 

die Einheiten e l ,  e,, e,, e i ,  ë sowie die Indices s ,  sh aus folgender Tabelle 
sich ergeben : P r ,  - I I  

el el ‘4 Cs el ,9 S1 ' 8  sa 
I . . . . .  i - e  - e  1 + i  y  v O 1 

I I  ..... 1 e e l  1 O I y v  
I I I  ..... i e - e - 1  f i  v p II O - 
IV ..... -1 - e  e -1  - 1  A O v p 

Dabei ist E, = 1 und 
G; v ~ k ' u  

mk=--du+--dv+ d l o g G  
Gk v 6 k  f.4 

@ = O ,  s,, s,, s,,  (s , ,=G) .  

Liouville's J. B. 6 ,  S. 373. 
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184 Ueber eine neue Methode z. Entwickl. d. Theorie d. Sigmafunctionen etc. 
---_MY_ _MY_^___YY_M^_ML-_^----- --a ̂  - ^ ^ r ^ M ^ ~ ^ ^ ^  

Das zweite dieser Systeme ist offenbar da8 einfachste; fiir e = 1, 1 = 2, 
FL = 3 ,  v = 1 geht es in  dasjenige über, welches Herr  C a s  p a r y für die 
Sigmafunctionen aufstellt, nachdem die vier Systeme in den Thetafunctionen 
abgeleitet Sind.* 

Der zweite Band von H a  l p  h en 's  bedeutsamem Traitb des fonctions 
elliptiques hebt mit Untorsuchungen a n ,  die ausserlich betrachtet, eine auf- 
fallende Achnlichkeit mit dcnen von Rerrn C a s p  a r  y aufwcisen. H a l -  
p h e n  erkennt indessen nicht - und darin lie@ der Fortschritt der Cas- 
p a r  y 'schen Untersuchungen -- dass die Relationen zwischen den Sigma- 
functionen und den Coefficienten des Orthogonalsystems Identitaten sind, 
der Traitb fiihrt sie als Bedingungsgleichungen ein. Ausserdem finden sich 
hier nicht die Differentialgrossen p h  und v-h,** dercn Einführung aber von 
besonderer Wichtigkeit k t .  Erst hierdurch wird es moglich, aus den oben 
hergeleiteten Relationen die Theorie der Sigmafunctionen in ihrer vollen 
Allgemeinheit und Anwendbarkeit abzuleiten , eine Theorie, die man wegen 
der Bedeutung der genannten Differentialausdriicke für  die Kinematik eine 
kinernatische Theorie der Sigmafunctionen nennen konnte. 

Die C a s  p ary'schen Formeln, welche den Zusammenhang zwischen 
den Elementen eines Orthogonalsystems und den Sigmafunctionen enthüllen, 
lassen sich mit Leichtigkeit in andere umsetzen, welche die Elemente eines 
Orthogonalsystems mit den elliptischen Functionen verknüpfen. Bekanntlich 
will Hcrr W e i c r  s t r  a s  s an die Stelle dcr J a c o  b i'schen Bezcichnungen die 
Sigmaquotienten gesetzt wissen, um den inneren Zusammenhang zwisclien 
den drei elliptischen Functionen schon in der Bezeichnuiigsweise zuin Ausdruck 

gesetzt, so findet man leicht in  dem Falle des C a s p  ary'schen SystemsVir  

i 
S I , O U ~ O V  =-- a ~ h  (h ,  k = l ,  2, 3 ) ,  

wo vIU + i vZU  nach Herrn C a s  p a r y  den Coefficienten von du in dem Aus- 
druck von v, t iv,, der eine lineare Function von du und d u  is t ,  bezeichnet. 

Mit Hilfe einfacher algebraischer und Differential-Identitaten gewinnt 
man aus den C a s  p a r  y'schen Relationen Gmmtliche Eigenschaften der 
Sigmafunctionen und der elliptischen Functionen , insbesondere ergeben sich 

* Liouville's J. B. 6, S. 376. 
** Wiihrend die Grossen ph schon von Herrn D a r b  O ux in eeinen Leqons sur 

1% théorie génkrale des surfaces benutzt worden sind, scheint Herr Caspary die 
Grossen v h  zuerst eingeführt eu haben. 

*** W e i e r e t r a s s - S c h w a r z ,  Formeln etc., S. 28. 
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verschiedene Formen des Additionstheorems der Wei  e r s  t r a s  s'schen 
p-Function, die zumeist wohl als neu zu betrachten Sind.* Das von Herrn 
C a s  pa  r y entdeckte Theorem ist , wie schon eingangs angedeutet wurde, 
einer Verallgemeinerung fur die Sigmafunctionen einer beliebigen Anzahl 
von Argumenten fahig; insbesondere gilt fiir die 15 hyperelliptiçchen 
Functionen erster Gattung der merkwtirdige Satz,** dass sie den 15 Ele- 
menten eines Orthogonalsystems proportional sind. 

Auch für die von Herrn H e r m i t e  entdeckten doppcltperiodisehcn 
Punctionen zweiter Gattung lasst sich ein einfacher Zusammenhang mit den 
Elementen eines Orthogonalsystems feststellen.*** I n  der That ,  man hat 
nur nBthig in dem C a s  pary 'schen Theorem das Argument v gleich einer 
Constanten und o'v O 

G = e - u i ~ ,  { a = -  
11 O 

zu setzen, so gehen die Ausdriicke v," + iv," und aih + iash in 

tîber, wo s einen der Werthe p ,  0 ,  v ,  i haben kann. Fiir s = O  stellt tp 
dieselbe Funclion dar , welche H a l  p h e n  als doppeltperiodische Function 
zweiter Gattung eingeführt h a t . t  Bei den über a und G getroffenen Fest- 
setzungen verschwinùet nun der Ausdruck fiir a,. Demnach erhiilt man 
die Eigenschaften der von Herrn H e r m i t e  unipolar genannten Functionen 
rp und v h ,  wenn man in den oben erwahnten algebraischeii und Differential- 
Identitaten v, = O setzt. 

Zum Schluss werde noch eine Bemerkung über die Differentialgleich- 
ungen hinzugefügt, welche für  die allgemeinen unipolaren Functionen zweiter 
Gattung aufgestellt werden konnen, und von denen bereita überaus wiühtige 
von den Herren H e r m i t e ,  D a r b o u x ,  P i c a r d  und C a s p a r y  cntdeckt 
worden sind. Diese lassen sich sammtlich ans der durch ihre Einfacbheit 
merkwürdigen, von Herrn C a  s p a r  y gefundenen Differentialidentitat 

d (air, + i a ~ n )  = + i (au, - + ia2n) v,S i a v ,  (v, + iv,) 
herleiten. Man findet aber auf diesem Wege nicht blos die schon bekannten, 
sondern zahllose neue Differentialbeziehungen, und wenn die Elemente des 
Orthogonalsystems ven rnehreren Variabeln abbangen, zahllose Systeme par- 
ticllcr Differentialgleichungen für  die Functionen zweiter Gattung , woranf 
ich bei ciner andcren Gelegenhcit zuriickzukommen hoffe. 

* Liouville's J. B. 6 ,  S. 387, 397. ** Comptes rendus 1890. 
*** Liouville's J. B. 6 ,  S. 400 flg. 
i. 1. c. B. 1 ,  S. 230; rergl. auch P rob  en i  us, Ueber die elliptischen Functionen 

zweiter A r t ,  Crellc's J. B. 93. 

B e r l i n ,  im N5rz 1892. 
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Kleinere Mittheilungen. 

XI, Ucber die geodatische Krümmnng der auf  einer  Flache gezogenen 
Curven und i h r e  Aenderung bei  beliebiger Transformation der Flache. 

Wird eine FlWhe unter Ausschliiss von Dehnungen und Zusammen- 
ziehungen beliebig verhogen, so iindert sich, wie bekanntlich M i  nding 
ziierst nachgewiesen hat,' in keinem Punkte irgend einer auf der Flache 
gezogcnen Curve deren geod2tische Krümmnng. Anders ausgedrtickt: LBsçt 
sich eine gegebene Flache auf eine zweite ahwickeln und nennt man solche 
Piinkte bezw. Curven auf den beiden Fliichen entsprechend, welche durch 
die Abwicklung zur Deckung gebracht werden, so sind die geodiitischen 
KrUmmungen entsprechender Curven in entsprechenden Punkten einander 
gleich. Man kann sich die Frage vorlegen: 

W e n n  e i n e  g e g e b e n e  F l a c b e  a u f  e i n e  b e l i e b i g e  zweit>e in 
b e l i e b i g e r  W e i s e  P u n k t  f ü r  P u n k t  a b g e t i i l d e t  w i r d ,  welche 
B e z i e h u n g  b e s t e h t  a l s d a n n  z w i s c h e n  d e r  g e o d i i t i s c h e n  Krüm-  
m u n g  i n  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  e i n e r  auf  d e r  e r s t e n  F l g c h e  
b e l i e b i g  g e z o g e n e n  C i i r v o  u n d  d o r  g e o d i i t i s c h e n  K r ü m m u n g  
i h r e r  A b b i l d u n g  i m  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e ?  

Die Antwort f i l l t  tiberraschend einfach am.  E s  i s t  n i iml ich  die 
g e o d a t i s c h e  R r i i m m u n g  d e r  A b b i l d u n g  e i n e r  g e g e b e n e n  Curve 
i n  i r g e n d  e i n e m  P u n k t  e i n e  g a n z e  l i n e a r e  F i i n c t i o n  v o n  der 
z u m  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  g e h o r i g e n  g e o d a t i s c h e n  K r ü m -  
m u n g  d e r  g e g e b e n e n  Curve," '  wobei die Coefficienton nur von der 
Lage des betreffenden Curvenpunktes und von der Richtung der Curven- 
tangente in diesem Piinkt abhangen. 

* M i n d i n g ,  Bemerkung über die Abwickelung krummer Linien von Flachen. 
Cre l le ' s  Journal, Bd. G ,  S. 159, 1830. 

** Dieses Ergebniss hat grosse Aehnliclikait mit einem Satze über die Aen- 
deruug des G itusu's~hcn Krümmungsmaasses einer Flache [bezw. noch allgemeiner 
des K r  on ec k e r'sc'nen Krümmungsmaasses eines 1 - dimensionalen Gebildes in 
eineni ebeneu Raurrie von (1 + l )  Dimenaionen] bei Auwendung einer beliebigen 
Punkttrausforrnation des Baumes auf diese Flache, den ich in dieser Zeitschrift 
Bd. 3 6 ,  S. 'Lie, 1891, abgeleitet habe. Das Krümmungsmaass der transformirten 
Flache ist ebenfalls eine gituze lineare Fuuction von demjenigeu der ursprüng- 
lichen Fliiche. 
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Eine sehr anschauliche geometrische Fassung lasst sich diesem Satze 
geben, wenn man den Begriff der g e o d a t i s c h e n  K r ü m m u n g s s t r e c k e  
einführt. So mage die Strecke genannt werden, die in dem betreffenden 
Curvenpuiikt anfangt, nach dem sogenarinten geodiitischeu Krümmungsmittel- 
punkte der Curve geriehtet ist (also vor Allem in der Tangentenebene der 
Flache liegt und senkrecht auf der Tangente der Curve steht) und eine 
Lange von so vie1 Einheiten besitzt, als die geodatische Krümmung der 
Curve Einheiten betragt. Mau kann jetzt sagen: 
' S i n d  a u f  e i n e r  F l a c h e  m e l i r e r e  b e l i e b i g e ,  s i e h  i n  e i n e m  

und  d e m s e l b e n  P u n k t e  b e r ü h r e n d e  C u r v e n  g e z o g e n  u n d  c o n -  
s t r u i r t  m a n  d i e  z u m  B e r ü h r u n g s p u n k t e  g e h o r i g e n  g e o d k i t i s c h e n  
K r t i i n m u n g s s t r e c k e n  d e r s e l b e n ,  h i l d e t  m a n  f e r n e r  d i e  g e g e b e n e n  
C u r v e n  m i t  i h r e r  P l a c h e  a u f  e i n e  b e l i e b i g e  x w e i t e  F l a c h e  
nach i r g e n d  e i n e m  G e s e t z e  P u i i k t  f t i r  P u n k t  a b  u n d  c o n s t r u i r t  
man a u c l i  f ü r  d i e  A b b i l d u n g e n  j e n e r  C u r v e n  d i e  x u m  g e m e i n -  
s a m e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e  g e h t i r i g e n  g e o d 5 ; t i s e h e n  R r t i m m u n g s -  
s t r c c k e n ,  d a n n  s i n d  d i e  b e i d e n  P u n k t r e i h e i l ,  w e l c h e  i n  d e n  
E n d p u n k t e n  d e r  g e o d s t i s c h e n  K r i î m m u n g s s t r e c k e n  d e r  g e -  
g e b e n e n  C u r v e n  e i n e r s e i t s  u n d  i h r e r  A b b i l d u n g e n  a n d e r e r -  
sei ts  b e s t e h e n ,  e i n a n d e r  t ihn l ich .  

Nimmt man statt  der Eiidpünkte der geod!itischeu Krümmungsstrecken 
die geodatischen Krtimmungsmittelpunkte, so ergeben sich offenbar zwei 
Punktreihen, die zwar nicht ahnlich, aber doch projectiv sind, wobei der 
gemeinsame Berührungspunkt der gegebenen Curven und derjenige ihrer 
Abbildungen die Rolle zugeordneter Punkte spielen. 

Auf die zahlreichen Fragen, zu welchen obiger Satz Veranlassung 
giebt, sol1 in dieser vorliiufigen Mittheilung nicht eingegangen werden; n u ï  
ein Ergebniss, das unmittelbar aus ihm fliesst, sei hervorgehoben: 

R e r t i h r e n  s i c h  d r e i  a u f  e i n e r  P l a c h e  h e l i e h i g  g e z o g e n e  
C u r v e n  i n  e i n e m  P u n k t  u n d  b e z e i c h n e n  k ,  k', k" d i e  g e o d a -  
t i s c h e n  K r i i m m u n g e n  d e r  C u r v e n  i n  j e n e m  P u n k t ,  s o  b l e i b t  
der  Q u o t i e n t  

bei a l l e n  p u n k t w e i s e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  d e r  F l a c h e  u n g e -  
andert." 

Eine Ausdehnung dieser Resultate auf gewisse andere Trapsformationen 
von Fliichen wird unten gegeben werden. 

Was nun den neweis des oben ausgesprochenen Satzes betrifft, so lasst 
sich derselbe auf die folgende Art fiihren: Die gegebene Flache sei in 
Gauss'scher Weise mit Hilfe zweier Parameter ec und v dargestellt. Für  

EB musa bctont werden, dass hier von Transformationen eineï E'lache die 
Rede id ,  mit  welchen keine Transformation fies ganzen Raume~ verbunden zu 
sein brauclit. 
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188 Kleinere Mittheilungen 
--,.--pP----- - 
die geodtitische Kriîmmung k einer auf der Fliiche gezogenen Curve giebt 
es einen Ausdruck der Form:* 

wo d s  das Linienelernent bedeutet , 
ds2 = Bdu8 + 2 F d u  d u  + G d  u 2 ,  
A * = X G - p  

ist und endlich y eine gewisse Differentialform dritten Grades in  du  und 
d u  bezeichnet, dcren Coefficienten Functionen von E, F ,  G und ihren 
Ableitungen nach u und u sind. H a n  fasse u iind v als rechtwinklige 
Cartesische Coordinaten eines Punktes p in  einer Ebene auf. Wird dieser 
Punkt  dem Flachenpunkt (u ,  v) entsprechend gesetzt, sa ist  hieïmit die 
Flache a d  die Ebene abgebildet. Sei x die Krümmung der ebenen Ab- 
bildung der auf der Flaclie gezogenen Curve, dann ist 

Man kann daher schreiben: 

ist. Die Coefficienten u und /3 sind also Functionen von u ,  o ,  d u ,  do, 
enthalten degegeu dZzc und d 2 v  nicht. Hicraus folgt: H a t  man auf der Flache 
ein System S von sich i n  einem Punkte berührenden Curven, so ist dia 
Punktreihe, welche aus den Endpunkten der zum gemeinsamen Beriihrungs- 
punkt gehorigen geodatischen Krlimmungsstrecken dieser Curven zusammen- 
gesetzt is t ,  ahnlich zu derjenigen Punktreihe, die aus den Endpunkten der 
entsprccheiiden Krümmungsstrecken der ebenen Abbildung Z des Curven- 
systems S liesteht. Es merde nun jedem Piinkt (u, v )  der gegebenen 
Flache ein bestimmter Punkt  (u,, v,) einer beliebigen zweiten Plache zu- 
geordnet. Dern Curvensysteme S entspricht alsdann ein System 8, von 
Curven der zweiten Flache, die sich auch in einem und demselben Punkte 
berühren. Die zweite Flache bilde man ebenfalls auf die Ebene ab, indem man 
u, , v ,  als rechtwinklige Cartesische Coordinaten eines Punktes pl der Ebene 
betrachtet. Es bezeichne 2, die ebene Abbildung von SI. Mittelbar sind 
jetzt auch die ebenen Curvensysteme 2' und 2, Punkt  ftir Punkt  auf 
einander bezogen oder es kann 2, durch Anmendung einer bestimmteii 
ebenen Punkttransformation aus X erhalten werden. Zwischen El und S, 
besteht natürlich, was die aus den Endpunkten entsprechender Krümmungs- 
strecken (bezm. geodiitischer Krtimmungsstrecken) gebildeten Punktreihen 
betrifft, dieselbe Beziehung, wie zwischen X und S, aber ebenso auch, wie 

* Vergl. Mii iding,  a. a. O. S. 160. 
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aus einem an anderem Orte* bewiesenen Satze hervorgeht, zwisclien .Zl 
und 2, folglich auch zwischen 8, und 8, was gerade zu beweisen war. 

Die obigen Satze erfahren eine Erweiterung und finden zugleich ihren 
natlirlichen Abachl~iss beim Uebergange zu Transformationen, welche Rus 
der Anwendung des Lie'schen Begriffes der Bertihrungstransformationen 
auf die Flachentheorie hervorgehen. Wir  konnen jedem Linienelement auf 
einer gegebenen Flache ein bcstimmtes Linienelement auf einer anderen 
gegebenen Fl&che so zuordnen, dass je zwei, im Sinue des Herrn L i e  
vereinigt liegenden Elementen wieder zwei vereinigt liegende Elemente ent- 
sprechen. Dann wird jede auf der ersten Flaclie gezogene Curve sich in 
eine Curve (in bisonderen Fallen auch in einen Punkt) der zweiten Fliiche 
verwandeln und zwei sich berührende Curven werden im Allgemcinen in 
zwei sich ebenfalls berührende Curven übergehen.*" Die punktweise Trans- 
formation einer Flaçhe ist hierin als besonderer Fa11 entlialten. 

Fiir die eben definirten Traiisformationen von Flichen gilt nun ,  wie 
ich ohne Beweis hier anführe, der  Satz: 

D i e  g e o d a t i s c h e  K r ü m m u n g  d e r  T r a n s f o r m i r t e n  e i n e r  a u f  
d e r  g e g e b e n e n  F l a c l i e  b e l i e b i g  g e z o g e n e n  C u r v e  i n  i r g e n d  
e i n e m  P u n k t  i s t  e i n e  g e b r o c h e n e  l i n e a r e  F u n c t i o n  v o n  d e r  
gcodi i t i sc l i en  K r t i m m u n g  d e r  g e g e b e n e n  C u r v e  i m  e n t s p r e c h e n -  
d e n  P u n k t ,  w o b e i  d i e  C o e f f i c i e n t e n  n u r  v o n  d e r  L a g e  d e s  b e -  
t r e f f e n d e n  C u r v e n p u n k t e s  a u f  d e r  F l l i c h e  u n d  v o n  d e r  R i c h t -  
u n g  d e r  C u r v e n t a n g e n t e  i n  d e m s c l b c n  a b h a n g e n .  

Oder in geometrischer Fassuog: 
H a t  m a n  a u f  d e r  g e g e b e n e n  P l a c h e  e i n  b e l i e b i g e s  S y s t e m  

von  C u r v e n ,  d i e  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  b e r ü h r e n ,  s o  b i l d e n  d i e  
z u m  B e r ü h r u n g s p u n k t o  g e h o r i g e n  g e o d a t i s c h e n  K r t i m m u n g s -  
m i t t e l p u n k t e  d i c s e r  C u r v e n  u n d  d i e  e n t s p r e c h e n d c n  g c o d z -  
t i s c h e n  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n l t t e  i l i r e r  T r a n s f o r m i r t e n  z w e i  
p r o j e c t i v e  P u n k t r e i h e n .  

Daraus folgt u. A.: 
B e r i i h r e n  s i c h  v i e r  a u f  e i n e r  F l s c h e  b e l i e b i g  g e z o g e n e  

C u r v e n  i n  e i n e m  P u n k t  u n d  b e z e i c h n e n  7c,, 7c,, k, ,  72, i h r e  g e o -  
d t i t i schen  K r t i m m u n g e n  i n  j e n e m  P u n k t ,  e o  i s t  d ~ s  D o p p e l -  
v e r h a l t n i s s  k -71 k -76  

1.- 
k ,  - k, ' k, - k4 

g e g e n ü b e r  a l l e n  B e r ü h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n e n  d e r  F l a c h e  (im 
oben angegebencn Sinne) e i n e  a b s o l u t e  I n v a r i a n t e .  

D a r m s t a d t ,  October 1891. R. MERMKE. 

* Diese Zeitsührift Bd. 36 S. 208, 1891. 
** Derartige Transformationen von Flachen sind mcines Wissens noch nicht 

unteraucht worden. Sie lassen sich, wie leicht zu sehen iat, den rLumlichen Be- 
rührungs-Transformationen keineswegs unterordnen. 
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190 Kleinere Mittheiliingen. 
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XII, Zu der  Bemerknng : ,, Arithmetischer Satz ". 
I m  6. Heft des 36. Jahrganges dieser Zeitschrift findet sich S. 383 flg. 

ein kleinerer arithmetischer Satx mitpetheilt. Dem dort Qesagten darf 
vielleicht a19 Erganzung hinzugefügt werden, dass die Eigenthtimlichkeit, 
durch cyklische Vertauschung der Ziffern Vielfache der nrsprünglichen Zahl 
zu geben, den Perioden aller in sogen. Systembrtiche verwandelter gewohn- 
licher Brtiche gemeinsam ist,  sofern sie reine Perioden sind. Dazu ist 
bekanntlich nur  erforderlich, dass der Nenner des dargestellten Bruches 
relntiv prim zu der Grundznhl des betreffcnden Zahlensystemcs ist. 

Uebrigens lasst der fragliche Satz noch eine weitere Verallgemeineriing 
zn,  wie wir kurz zeigen wollen. 

Es mGgen ri, r , ,  r3, ... r,, die Reste und a,,  a2 ,  a,, . . . a,, die Ziffern 
r 

der Periode des im Zahlensysteme ci dargestellten (echten) Bruches 2 sein, 
Ic 

wo CY prim zu k ist. Bezeichnet man d a m  abkürzend 

so folgt hioraiis bekanntlich 

1 ) . . . = k [O, aAan+~ n2+2 . . . an-i), (A = 1 , 2 , 3 ,  - . . fi) . 
Multiplicirt man 1) mit CY" und zkihlt von detri so erhaltenen Producte 1) 

ab ,  so ergiebt sich: 

2) ... n ( a n - l ) = k ( a ~ a ~ + i a l + s  ... ai-]),, ( 1 ~ 1 ,  2 ,  3 ,  ... a), 
wu 

(a2 a ~ + l  a2+2.. . ai.-,) LY = ai an- ' $ a ~ + i  an-" a1+2 nn - 3  + . . . $ ci f al-, . 

nedeuten weiter r',, r',, rt3, ... r'"  di^: Reste und a', , a',, a', , ... a', 
r ' 

die Ziffcrn dcr Periode des im Zalilensysterno a dargestellten Bruches 1, 
1; 

wo r'l in der Reihe r , ,  r,, r , ,  .. . r, vorkommen kann oder nicht, so er- 
halt man auf dieselbe Weise: 

3) . . . rrp (on - 1) = k (arp utp+? . . . utw- ,) CY ( p  = 1 , 2, 3 ,  . . . fi). 
Aus 2) und 3) folgt ohne Weiteres: 

t ,  4) ... r ~ ( a , a ~ + 1 a ' ~ + ~  ... a 'C-~)(Y=r 'p(a~al+lal+? ... al-,),  ( b : y = 1 , 2 , 3  ,... 12). 

Komnit r'/, unter den Resten r, , r2, r:, , . .. Tor, ist etwa T ' ~  = T A + , - 1 ,  

und setst man A = 1, so verwandelt sich Gleichung 4) in 

5) .., r l ( a y a y + ~ a y + ~  ... a y - ~ ) u = r v ( u l a 2 a  3 . . .  ay), (v=1 ,2 ,3  ,... n). 

Diese Gleichung stimmt, wenn im besonderen Falle r, = 1 , k eine Prim- 
zahl und a eine zugehorige primitive Wurzel is t ,  hinsichtlich ihrea Inhalts . 
mit dem a .  a. 0. entwickelten Satze tiberein. 
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Sei z. B. k =  9 1 ,  10, y l = d ,  r , = 9 ,  so ist ~ = 6 ,  iind man hat 

Man erhiilt daher aus Glcichung 4) beispielsweise: 

für ~ = 2 ,  p=4: 80.901098=82.879120, 
für b = 3 ,  y = 5 :  72.10989=791208, U . S .  W. 

Es m6ge bei dieser Gelegenheit noch gestattet sein, auf die unter dern 
Tite1 , N e u e  G r u n d l a g e n  e i n e r  a l l g e m c i n e n  Z a h l e n l e h r e Y  dern- 
niichst in dieser Zeitschrift erscheinenden Abhandlungen des Verfassers 
hinzuweisen, wo gelegentlich Gleichungen, wïe 4) und andere zur Ah- 
leitung interessanter Identitaten verwendet werden. 

Dr. J. KRAUS. 
M a i n z ,  irn Uarz 1892. 

XIII, Construction einer Tangente in einem Punkte einer Curve 
dritten Grades. 

1st irgend eine Basis des dritten Grades gogeben, so kann in einern 
beliebigen Punkte derselben auf folgendc einfache Art eine Tangente ge. 
zeichnet werden : 

Durch den gegebenen Berührungspunkt P ziehe man zwei beliebige 
Geraden, welche die 13asis noch in den P~ink ten  A , ,  B, und A,, U2 treffen. 
Die Geraden A,A,  und BI B, m6gen ferner die Curve noch in Punkten Cl 
und C, treffen; es bestimmt dann CL C, allemal auf der Besis C3 einen 
solchen Punkt Q ,  so dass PQ Tangente der Bnsis iu P ist. 

Durch die Geraden A I R , ,  A,& und Cl C,,  diese xusammen als eine 
Curve des dritten Grades angeselien, und die Basis C3 selbst ist  namlich 
ein Rüschel von Curven dritten Grades bestimmt, die alle sich in P be- 
rtihren. Eine solche Curve ist auch gebildet durch die Gerrtden A,A,, 
B,B2 und PQ, und zwar muss PQ die Basis und alle Curven des Büscliela 
bertihren, de diese letztern drei Geraden durch 8 der 9 Grundpunkte dea 
Brischels gehen. 

S t u t t g a r t ,  im Nai 1892. BENEDIKT SPORER. 
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192 Kleinere Mittheilungen. 
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XIV. Ueber d ie  Kennzeichen d e r  Thei lbarkei t  dekadischer Zahlen. 

Die Criterien der Theilbarkeit , welche Herr D i e t r i c h  k e i t im 4. und 
5. Hefte des Jahrg. 1891 der vorliegenden Zeitschrift mitgetheilt hat ,  ver- 
anlassen mich zu folgenden Bemerltungen: 

1. Es ist zur Anwendung des Criteriums unnothig, dass die Reste der 
1 

Uivision bei der Verwandlung von - in einen Decimalbruch vorher von lz 
?'a 

subtrahirt werden, wie es S. 316 (Heft 5) geschieht. Man kann vielmehr 
diese Reste selber verwenden, und daun kommt man auf ein schon be- 
kanntes Criteriurn zurück. 

II. Die verschiedenen Kennzeichen sind s%mmtlich besondcre Falle eiiies 

allqemeineren Criteriums, welches von Herrn R. P e r r i n  in  den Compte3 
rendus de l'association française pour l'avancement des sciences, 1883, 
2~ partie,  pag. 24-35 veroffentlicht worden ist. 

R o t t e r d a m .  Dr. R. H. V A N  DORSTEN. 

In der Arbeit: ,,Ueber die Kreisungspunkte einer complan beweglen Ebene'. 
(1. Heft dieses Jührgünges) habe ich auf S. 52 die Verbindung~linie des Pols mit 
dem unendlich fernen Punkte der Kreisungspunktcurve (in Fig. 7, Taf. III mit PY 
bezeichnet) Asymptote genannt, was nicht richtig id, weil diese Gerade nicht die 
erforderliche Eigenschaft besitzt, Curventangeute zu sein. Diese Eigenschaft kommt 
aber bei sammtlichen Schluesfolgerungen iibcrhaupt nicht in Frage, und so lie. 
halten sammtliche Resultate ihre Giltigkeit, wenn nur von S. 52 ab übcrsll statt. 
Asymptote richtiger ,,zur Asymptote paralleler RormalstrahlcL gesetzt wird. 

Bci dicscm Anlasse niochte ich noch erwiihnen, dass Hcrr Prof. B. Müller 
die Freundlicbkeit hattc, mich brieflicli darauf hinzuweisen, dasa 1. die vou mir 
in Figur 7 mit Ko und Qo bezeichneten Punkte die Gegenpunkte zu P auF den 
Krümmungskrcisen der Kreisungspunktcurve im Doppelpunkte sind (vcrgl. hicrzu 
R. Mül le r :  ,,Ueber die Krürnmung der Bahnevoluten bei starren ebenen Systernen". 
Diese Zeitschrift, Bd. XXXV1, S. 196flg.); 2. die Gerade PV die Focalachse der 
Krcisungspunktcurve ist. 

M. G R ~ ~ A L E I I .  
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XIV. 

Zum Fundamentalsatz über die Existenz von Integralen 

partieller Differentialgleichungen. 

vou 

Dr. GUGTAY NIE. 

S c h l n s s .  

D r i t t e r  A b s c h n i t t .  

1. Die linearc Differentialgleichung erster Ordnung: 

a) Untersuchung des  unendl i chen  S y s t e m s ,  in we lchem x nicht  
e x p l i c i t e  v o r k o m m t .  

19. Die Gleichung sei: 

f ( y )=q,+a,y+. . .+ . . . .  -+ . . .  m.! 

Setze ich 
Y" 

5 ; ~ + { 9 ! - + . . .  

rechts ein, so bekomme ich: 
Zsitschrift f, Mathematik u. Physik XXXVII, 4. 
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194 Zum Fundameiitalsatz üb. d. Exist. v. Integralen part. Differentialgleich. 

1st nun: 
Gs C O L . x  + C 0 2 n ~ a + * . m  

,ym 
so ist der Coefficient von --: 

m! 

a,n < cm1 

Zufolge der Bemerkung in 17 muas ich annehmen: co> O. Ich 
schreibe mir nun die folgende Reihe von Ungleichungen auf: 

A?)< - - 2 cm, 

Multiplicirt: cy . A?)< - (m  + 2)! Co, ,+, < (m + 2)! A('). rm+'(S. 21). 

Y 
Setzt  man 2 . A, . r2 = A, - < R, so ergeben sich also (wenn Rgross 

Co 

geniig gewChlt ist) folgende Bodingungen: 
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Von Dr. GUSTAV MIE. 195 

Da nun: Al( 'n)=bo .C: , , i  + ~ j l . b l - C m - ~ , ~ + - . . + b m . C ~ i  
+ c, . cm+1,1+ m .  Cl - cm,, + . . . + c m .  Cl1 

und da nicht alle C m , 1  Nul1 sein konnen, weil ja die a, < Cm,1 *, so 
folgen aus dieser Reihe von Ungleichungen drei andere Reihen: Es muss 
sechs Zahlen: A,  B, G, Q ,  p u ,  pl geben, dass: 

Derlicksichtigt man die Bedeutung der a ,  b ,  c (B. S. 193)) so heissen 
diese Bedingungen niclits weiter, al3 dass die Reihen: [(y), f, (y), fl (y) 
von Ku11 verschiedene Convergenzradien haben müssen. 

Diese Bedingungen sind aber nicht nur nothwendig, sondern auch 
v6iiig hinreicliend für die Exietenz von Iutegralen. 

Sei n%mlich R > g, Q, ,  p l ,  so kann ich gewiss setzen: Cr,, 1 = m!  A . Rm, 
denn dann sind die Bedingungen AJm) = am < Cml erfüllt. Urn Al(") eu 

berechnen, eetze ich s tat t  der b,, cm die grosseren Werthe m! B .  gomrm! C'.plm. 
D a m  k t :  

A , ( l ~ = ( b , r m l + m .  b,~,-~,~+...+b,C,,)+(c,~~+~,~+ T ~ . C ~ C , , , ~ ~  + . - .+  c m C1 11 ) 

< ( n r + l ) !  A .Rm+l .? ' ,  / 

wo g1 so bestimmt sei, dass es für  alle m denselben Werth hat,  z. B.: 
c . n  
- 

B + ---- - 
Q 1 - - L  13 '"  
R R 

a z az * Den Fa11 8% = f, (y) . z + f, (y) . - brauche ich nicht zu berücksichtigan. a Y 
Hier ist das Integral unter ailen Umstanden z = 0. 

13* 
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196 Zum Fundamentalsatz lib. d. Exist. v. Integralen part.  Differenkialgleich. 

(m + l)! 
W&hle ich nun Cm:,, - ---- . A - Rm. so sind die Bedingungen 

2 \ 

A l ( m )  < 2 . Cmi erfüllt. Forner ist: 

Cmu = ' (m + - ')' , A . Hm. p ' r l - i  gesetzt, wird imrner der Dedingung 
EL! 

A ~ Z ~  < p .  Cm, genügen. Denn: . 

(p- l)! ~ , [ l m ) l  < A .  B Q ' ~ ~ - ~ R ~ . ( ~ + ~ - Z ) !  

< (m+p-l)! A .  R ~ g ' ~ - l =  P !  c r n J ~  

A P L ~  < p .  G,,. 

Nun hat aber die Reihe: 

einen Sinn; denn der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder nihert 
sich dem Werthe: 

Em ( " - . e l . x ) - e ' . ~ .  
w = ,  P + 1  

1 

Die Reihe ha t  also den Convergenzradius 5. Also liisst sich das un- 
4 

endliche Spstem mit Hilfe von Potenzreihen integriren. 

Es  ist  nicht ohne Interesse zu bernerken, dass das für y = O ge- 
wonnene unendliche System im Falle c, = O stets Potenzreihen zu In- 

tegralen ha t ,  auch wenn f (y ) ,  fo(zl),  fi(Y) nicht in Potenzreihen ent- 
wickelbar sind, sondern nur fiir y = O lauter endliche Ableitungen haben. 
Es lautet niimlich in diesem Falle das unendliche System: 
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= a z +  b , . z , +  (2b,+ c,)f,+ (bo+ 2c,) . z , .  
. . . . . . . . . . . . . . .  

Eine jede Gleichung bildet  cho on mit den vorhergehenden ein voll- 
standigev System. Sind also die Differentialquotienten von f(y), fo(g), fi(y) 
für y - O (die mit  a, b, c bexeichnet wurden) etwa bis zum lnten alle 
endlich, so lassen sich z,, z,, . . . z ,  31s Potenzreihen berechnen. Sind 
sirnxntliche a, b, c endlich, ohne dass darum f7 f,, f, Taylor'sche Reihon 
zu sein brauchen, so ist  das gsnze unendliche System integrirbar. 

Aber, damit .G als Potenzreihe in z und y existirt, ist  auch iiu P d l e  
c,- O die für c = l =  O naühgewiesene Bedingung nothwendig. 

b) R e s u l t a t , .  

20. Stellen wir mit Obigem das in  7. und 16. Gefundeue xusammen, 
Y O  erhalten wir den Satx: 

Nothwendig und hinreichend daftir, dass die Gleichung mit lauter 
pûsitiven Coefficienten : 

als Integral z(x, y) eine Potenzreihe i n  x und y hat,  is t  nur, dass f ,  /',, fi 
Potenzreihen mit von Nul1 verschiedenen Convergenzbereichen in x und y sind. 

a s  2. Die Differentialgleichuug - = f (x, y, r, -1 e). 
a x  3 9  

a) D i e  G l e i c h n n g  s e i  l i n e a r .  

21. Ich nehme zunachst an, x komme rechts niclit vor. Die Gleichung mi: 
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1 Hf? Zum Fundamentalsatz tib. d. Exist. v. Tntegralen part. Differentialgleich. 

Setze ich ein: Y a 
~ ~ & + 5 i ' ~ + & . ~ + - ' . j  

$- c,, . + Co, 2 + .... 
5 ; = c i i x +  C 1 , x 2 . .  . . . . a  

so wird die rechte Seite: 

rn 
Entwickelt nach %-Potenzen lautet der Factor von Y: 

m! 

a 2 ~  22. E r s  t e r  Fa11. Der Coefficient von - sei eine Constante: do = D. a wz 
Es miissen nun folgende Gngleichungen bestehen: 

(0) 
A-=.-+WC,,;+...< 2 

(wenn m gerade angenomriien 
wird) 

ebenso wenn nl ungerade: 

W%hle ich nun  R > gross genug, so kann ich eine Zahl A angeben, 

dass stets die Ungleichungen bestehen: 

C2Y, l <  W !  A . RBvi C2, ,+1,  l <  w !  A .  RL>'+l 
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Von Dr. Gus~av MIE. 199 
---Î XN-_~--.I-̂ --*__ _.--.^*------~ 

Da nun aber alle a, < Cm,l, 60 muss die Reihe f ( y )  Coefficienten 
haben, kleiner ale die einer gewissen Reihe: 

Also wenn ich setze R < 2 ~ ,  kleiner als die der Reihe: 

f(2/) muss Coefficienten haben, kleiner als die der Reihe 

A . (ee' r1 + p . y . eP - Y?. 

Dies ist die erste nothwendige Bedingung, welche aber noch nicht 
hinreichend ist. 

Genau 90, wie fiir Cmi, kann man niimlich für jedes C m , ,  eina Un- 
gleichung herleiten. Und zwar muss sein: 

( A  und Ii dieselben Zahlén, wie oben.) 
4 Ausserdem aber gilt  die folgende Reihe (indem ich - = . E s  setze): 3! 

(m + 3) A ~ =  . . .  +(m+3).(~a$2).(m+l).B,- C + . - - < 2 . C  
m, 1 m + 3 , 2 '  

(rri + 6) A ~ =  . . .  +( m+6).(m+5).(m+4).B3.C+...<3.C 
m+,,Z m + s , s '  

. . . , . . . . . . . . m . . . . . . . .  

Wahle ich p so, dasri nt + u gerade, so kt-  (v+p+l)! 
c m + 3 ~ ,  F + l <  

- .  A . p + W  
( E L  + l)! 

Nun sinkt aber die Zahl: 

(q3 + + l)! W !  
na! Rm+st~ 

- - . n m - f -  Sr,- - -- 

( ~ f i  + 3p)! (~:~+2p+2) r++2p+3)..-(ni+3p) 

mit wachsendein p unter alle Grenzen, wie gross auch m und R sein 
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R 
mogen. 1st nun R3 =;= 0, so setze ich 7 = RIJ so giebt es eine ZahlA,, 

derart,  dass 
JB, 
(T+p+i)!m! 

Cm, 1 < EP . Al Rlm t '!', E!' = 
( ~ f i  + 3 p ) !  

Durch genügend grosse Wahl der Zahl y kann ich die rechte Seite dieser . . 
Ungleichheit kleiner machen d s  jedo, beliebig klein vorgelcgte Grosse. 
Polglich kann die Bedingung für jedes p nur dann erfiillt sein, wem 
C l  - O. Und dioses müsste für  jedes In gelten. Also, ausser wenn 
unsere Gleichung lautet:  

wo das Integral unter allen Umstiinden z = O ist, muss die oben gemachte 
Vorauvsotzung B3 =;= O falsch sein, es muss sein: B, = 0. 

Unter Rerücksichtigung von 17. e r h a l t ~  ich also als.zwoito noth~endige 
Bedingnng: muss eine ganze Funciion, hochstens vom zweiten Grade sein. 

["(Y) = + BI Y + B2y2. 
Aber ebenso ergiebt, sich noch cino dritto Bodingnng (indom ich 

stati : c2 setze): 
d 

Ich walile wieder p so, dass nt + ,u gerade. 

12 
Sctze ich unter der Vorauseetzung, dass C, =:= O, -- - = RI, so giebt 

es eine Zahl A, ,  dass c2 

+ p)! w! (nz - l)! 
- -- 

'jnl < ,016 + pl! ( m  + p - II! A, . n17~l+r = E r .  
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Von Dr. G U ~ T A V  M m .  20 1  
_ _ _  _.,-;_,.̂ ,.~l.N"I _ ._ . ,_~_. _ . _ _\,_Y^__._. -_̂ ,.̂ _ ___._< 

Bilde ich den Quotienten: 

BO ist leicht ersichtlich, dass derselbe mit wachsendem p unter alle Grenzen 

sinkt, was auch R, und m seien. Daraus folgt, dass auch pem (E,) = O, 
und unter Anwendung desselben Sclilussverfahrens wie oben: 

c2 - o. 
Es KIIUSS fl (y) eine ganze, iineare Puuction sein. fl ( y )  = Co + Cl y. 
Somit habe ich in  unserm Falle 1. die nothwendigen Redingungen: 

1. f2 (y) = D ,  eine Constante. 

2. fi ( Y )  = Co + C, y ,  linear. 

3. f,(y) = Bo + BI 9 + B, y2, ganz, vorn zweiten Grade. 

4. f (y) eine ganze, transcendonte Funct,ion, deren Coefficienten kleiner 

oder gleich denen einer Reihe : A . (ePzy2+ p y  . ee2 '') sind. 

Diese Bedingungen reichen auch hin. 'Es sei namlich: 

f " ( ~ )  = b ( 1  + Y  + Y 2 ) >   fi(^) = C (1 +Y), f i ( Y ) = = = d .  

Die Cml bestimme ich = a,, also : 

C ~ , , ~ = V !  a .  fi2', C Z , + I , ~ -  v !  a . ~ ~ ' + ' ,  

so wird (S. S. .198): 

A , @ V ) = ~ .  b .  ( v ! R Z v + 2 v .  (v - 1 ) ! R 2 v - 1 + 2 w . ( 2 v - - l ) .  iv - 1 ) !  R 2 v - 2 ) +  

+ a . c . ( v ! R Z v f 1 + 2 v .  v ! R e Y ) + a  .da ( V + ~ ) ! R ~ ~ + ~  

O 
< ( v + l ) ! a . R " ' t i - p ' ,  p'=12.(R2+2K+4)+c-(R+2)+d-Re. 

Setze ich n u :  

so içt A,(4  < 2Cm, Ich berochne nun A,("') und erhalte natürlicli: 
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so dass A,(m) < 3Cm, 3. Nun berechne ich ebenso A,("') und ein (1,, 4 und 
so for t ;  es w k e :  

Aber die Reilie: 

is t  convergent (Radius l), also existiren Integrale. 

a2a 23. Z w e i t e r  F a l l .  Der Coefficient von - ist  eine lineare Function 
von y: ayz 

a, + DIY. 
A l ( m - l )  = . . .  + ( m - 1 ) . D l . C 7 , , , ~ - t  - .<2C772-1 ,2 ,  

(m - 1) ! Dlm-1 C m l  < rn! CI, ., < m !  A(') . rm (Kr. 15.) 
R > r, A > A ( ' ) :  

C m , l  < n - R m .  

Die erste Èedingung ist a180 folgende: Die Coefficienten der R.eihe {(y) 
miissen simmtlich kleiner sein, al8 die einer Reihe A .  eRY. 

Nit Hilfe desselben Schlussverfahrens erhalte ich die weiteren Un- 

D a m  komrnen aber folgende Bedingungen: 
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na nun -- (m + - Rm+3tL mit wachsendem p fiir jedes m und fiir 
(.z + 2y)! 

jedes R [inter alle Gronzon sinkt, sa gilt derselbe Schluss, der schon 
rnehrrnals angewandt wurde: Sol1 nicht sein f ( y )  = O, sa muss B, = O 
sein, d.. h. fo(y) - Bo + B, y, oino linoare Function. 

Aber ebenso wie in Pal1 1. rnuss natllrlich auch f i ( y )  linear sein. 
Ich erhalte also fur Fa11 2. die folgenden nothwendigen Bedingungen: 

1. f, (Y) = DO + Dl y, linear. 

2. f ,  ( y )  - Co + Cl y ,  linear. 

3. f, (y) - Bo + BI y ,  lincar. 

4. f ( y )  eine ganze, transcendente Punction, deren Coefficienten nicht 

gr6sser sind, als die einer Reihe A eRY- 

Diese Bedingungen reichen auch hin. 

Sei niimlich: f ( y ) = a . ( l + ~ y + T + . - - )  

Ich setze nun: 
m 

C,,2- -2 - a . Rm - so ist A,'") < 2 Cm,, 
und : 

, 4 p  = 

Fahre ich auf diese Weise fort, so erhalte ich allgemein: 

m . ( m + 2 ) . - . ( m  + 2 t i r - 2 J ) m a  R ~ . ~ - I  
Cm, = 

u! 
Aber die Reihe: 

~ m , i r _ x + + " n , 2 x 2 + . . ~ + c " , , p . ~ ~ + - ~ .  

ist gewiss convergent , also oxistiren ftir das System Integrale. 
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a2 8 
24. D r i t t e r  F a l l .  Der Coefficient von - is t  vom zweiten Grade: 

ZY" 

Wie im Fa11 2 bewiesen, muss sein (S. S. 202): 

Nuu is t  aber 2' = (1 + 1). -ZP (;), also (L) < 2'. 1st  R eiue fest 
O 

vorgolcgto Grosse, B O  existirt also gewios eine Grosse R I ,  die dor Be- 

dingung geniigt: RIv > (;) . n; was auch v und p sein migen. Also musr 

es eine Zahl R, geben, dass allgemein: 

Ich beachto nun folgende Ungleichungen: 

Seien nun E < E' zwei echte Brüche, 80 is t  klar,  dasil von einem be 
stimmten m an sich immer p so angeben lasst,  dass: 

Danu ist gewiss stets: 
r . D ,  

'1. 

' m. (m- 1) ( 1 )nL ( n t - 1 )  

< -!JI , % > l  

Es ist klar, dass sich solche Zshlen SI und bestimmen lassen mtissen. 
Mit andoren Zeichen geschrioben, ergiebt sich also als erste Bedingung: 
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Also : A 
am < G,I < R,,> 

d. h. die Coefficienten von f ( y )  mtissen kloiner sein, nls die eincr Reiho: 

wofür man auch sagen kann: kleinei a l s  die einer Reihe: 

A 
Abcr mpll. eu sinkt mit wachsendem p unter  alle Grenzen, was auch 

Q sein mag, da R > 1. Es gilt also das wiederholt gemachte Schluss- 
verfahren: Sol1 f ( ~ )  -1= 0 sein, so muss BI = O, f,(y) -Bo eine Con- 
stante sein. 

Ebenso wie in den früheren Fallen muss f l ( y )  linear sein. 

Wir erhalten also filr Fa11 3 folgende Bedingungen: 

1. f, (y) = Do + Dl y + D,y2, vom zweiten Grade. 

2. f, ( y )  = Co.+ Cl y, linear. 

3. fo(y)  = Bo, eine Constante. 

4. f ( y )  eine ganze Transcendente, mit  ~oofficienten, kleiner alcl die 
einer Reihe 

1 Y" 1 ym A .  l + X + - .  + . . . + - - -  -+ .  ..), H > 1  ( R 21 Ii4 m! Rm2 
oder auch: 

wass daselbe bedeutet. 

Diese Bedingungen reichen auch hin. 
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Sei niimlich: 

so ist allgemein: 

E s  is t  klar, dass man eine Grosse p bestimmen kann, derai t, dass f ü r  jedes 117 

Setze ich nun a 
G,,I= a,,,= -, 

so ist:  Rm' 

Allgemein: 

gesetzt, giebt für: 
m + 2 v - 1  (na + 2)VV - v !  A r ) < a . 3 v - z . e v .  -+ +...+ - 

~ ( m + 2 v ] '  H ( m + 2 ~ - 1 ) ~  R("+ 2)' 

= (Y + l)! c , n . v + l  

Also ist  die Bedingung: A?) < (V $ l)! Cm, errüllt. 

And ererseits is t  die Reihe : 

c m , i x  + Cm,3x2+. - .  
convergent. 
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1 1 fl 
Setze ich n h l i c h  r = --7 so ist: K, < (5 . r )  , was nueh p 

e ZgR 
und m sein mogen. Bevtimme ich nauiliüh die Stelle des hlinimalwerthes 

der Function von p: (y2 &): welche fer die Function p . lg (5 &) dio- 
m 

s -  . € + 1 - 0 >  
ms 

so erhalte ich: m2 
P E = e - l  1 El== = m2. 7g R. 

m2 

Der Minimalwerth selbst is t  also: 

das heisst für jedes p ist: 

Ersetze ich nun in dem Ausdrucke für u !  Cm,: 
1 1 - . m .  Rni2 ' (m + 1)" ' 

durch die grtisseren Werthe: 

so ist sicher: 
v !  Cm, < a .  3 v - 2 .  q v - l .  ( 2 y  - 1)  . - 1 ) ~ - 1 .  h ~ - l  

oder, wenu ich seize 3 g e  = so ist: 

Aber die Reihe: 

1 
i d  convergent (liadius ,), also erst recht: 

6 - Q  

cmix + C n L l x Z +  . - - 
Damit ist die Existenz des Integrals bewiesen. 

25. A l l g e m e i n e r  Fall. Mit  den behandelten drei F!illen sind 
alle Faiie erachopft, in denen unsere lineare Differentialgleichung in 
Potenxreihen entwickelbare Integrale hat. Wenn niimlich in G ( ~ )  noch 
htihero Potenzen als dio zweito vorkommon, so müssen folgende Un- 
gleichnngen bestehen: 
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Nach S. 205 is t  aber: A 
C m + ~ i , r + i <  

Man sieht unmittelbar, dass man p immer so angeben kann, dass 
Cm, 1 unter einer beliebig klein angegebenen Zahl liegen musa. Wie schon 
ofters geschlossen wurde, folgt auch hier: Sol1 nicht f(y) = 0 sein, so 
mups D, = O, fe(y)  also hochstens vom zweiten Grade sein. 

26. Mit Riicksicht anf Nr. 7 und 16 erhalten wir demnach folgendas 
Resultat : Eine Gleichung : 

ist  fü r  den Anfmgswerth (a),= - O, wenn alle Coefficienten positiv sind, ' 

daun und nur dann durch eine Potenzreihe integrirbar, wenn s%mmtliche 
Coefficienten der Gleichung gleich oder kleiner sind als die einer Gleichung 

wo rp oine convergente Potenzreihe bedeutet, f i  f,, f,, f, entweder den 
unter Fa11 1, oder den unter Fa11 2, oder den unter Fa11 3 angegebenen 
Bedingungen genugen. 

b) D i e  a l l g e m e i n e  G l e i c h u n g .  

27. Ich schrei'ne die Gleichung: 

folgendermassen: 
a ( z a : ) , a z + ~ ( ~  T z a ; ~  , a l  ô 2 r )  àyi i  a2r 

1) G = r ( x , ~ ) + v o ( ~ , ~ , 3 . a + < p ~  X,Y, j 1  a Y 
rp, tpor rpl, p2 sind Potenzreihen in den angegebenen Variabeln mit positiven 
Coefficienten. 

Angenommen nun, die Gleichung habe eino Potenzreihe als Integral, 
so müssen zunachst die siimmtlichen Coefficienten derselben positiv sein, 

C B  a2# . 
also, wenn ich die Werthe für e, y, -2 in <po, rpii qe einsetze, müssen 

dY ay 
in  der resultirenden Gleichung: 
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3%. 
y,,, q,, qz mindestens ebenso hohe Potenzen von y enlhalten, als - 

a y 2  
Nun muss sich aber ftir 2. offenbar genau dasselbe Integral ergeben, als 
für 1. Also muss 2. dei1 aufgestellten Bedingiingen genügen, in qo, VI, qr 
darf hochstens die zweite Potenz von y stehen, z darf hochstem vom vierten 
Grade in y sein. Hei Berechnung der Potenzreihen rnüssen sich also als 
identisch Ku11 ergeben : 

;,jz a G 2  
-- 7 1 ' "  
a y 5  dy" 

Ich differenzire niin Gleichung 1 viermal partiel1 nach y,  setze: 

so erhalte ich ein endliches System von Differentialgleichungen: 

wo y als Parameter in den Coefficienten vorkommt. Dies System ist 
natiirlich integrirbar und a = z, ist zugleich Integral der Gleichung 1. 

Sieht man abor von diesen (tibrigens leicht zu discutirenden) Fallen 

a 2  
ab, so kann man ragen: ;- - ( (z-, y,  a, liigst sich n u i  d a m  iute- 

O x 
a z  8.e 

griren, wenn z ,  - 7 - - rechts nur  i n  erster Potenz vorkommen. 
39 aY2  

28. Die gewonnenen Resultste lassen sich in folgcndem Satz zu- 
sammenfassen: 

e i n e  G l e i c h u n g ,  d e r e n  r e c h t e  

S e i t e ,  um d i o  A n f a n g s w e r t h e :  

[ z o ( Y ) = ~  + b(y -Y,) f ( Y - Y O ) " +  . . I  
e n t w i c k e l t ,  e i n e  T a y l o r ' s c h e  R e i h e  m i t  l a u t e r  p o s i t i v e n  C o e f f i -  
c i e n t e n  l i e f e r t ,  so  h a t  s i e  d a n n  u n d  n u r  d a n n  e i n e  P o t e n z r e i h e  

Zeitsïhrift f. Yatheniatik n. Physik XXXVII, 4. 14 
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a l s  I n t e g r a l ,  w e n n  f o l g e n d e  B e d i n g u n g e n  e r f ü l l t  s i n d  (nobei der 
- 

Kürze hslber gesetzt werde: z - zo = X, y - y, = y ,  z - z, = i )  
- a i  ô22 

1. D i e  r e c h t e  S e i t e  m u s s  i n  z, - - l i n e a r  s e i n ,  D i e  
a i '  2;" 

G l e i c h u n g  m u s s  a l s o  l a u t e n :  

- 

2. I n  f, d a r f  n u r  d i e  e r s t e  P o t e n a  v o n  y v o r k o m r n e n ,  in  f, 
u n d  f, h o c h s t e n s  d i e  z w e i t e  u n d  xwar :  

a) w e n n  fi v o n  I/ u n a b h i i n g i g ,  i n  f, h o c h s t e n s  d i e  z w e i t e ,  
- 

b) w e n n  f2 i n  y  l i n e a r ,  i n  fo h o c h s t e n s  d i e  e r s t e ,  

c) w e n n  f, i n  Y v o m  21en G r a d e ,  m u s s  f o  v o n  i u n a b h l i n g i g  sein. 

I n  x h i n g e g e n  s i n d  f,, f,, f, b e l i e b i g e  P o t e n z r e i h e n .  

3. P ü r  f g i l t  i n  d e n  s u b  2 u n t e r s e h i e d e n e n  d r e i  P i i l l en :  

a) a l l c  C o o f f i c i e n t e n  k l e i n e r  a l s  d i o  o i n e r  R e i h e :  

b) a l s  d i e  e i n e r  R e i h e :  - 
&), 

c) a l s  d i e  e i n e r  R e i h e :  

cp(i) b e d e u t e t  e i n e  b e l i e b i g e  P o t e n z r e i h e .  

29. A n r n e r k u n g .  Das Integral der Gleichung erfüllt dieselbe 

Bedingung, welche für  f (G, i )  unter 3. angegeben ist. 

Zerlegt man narnlich fo, f,, f, boliebig i n  zaoi Theile f, = gi, + x,, . . . 
und  ersetzt in  der ersten Ralfte der rechten Seite der Gleichung: 

a durch die berechnete Potenzreihe in und 2 / ,  so bekomrne ich eine 

welche genau dasselbe Integral ha t ,  wie die ursprüngliche. Also erfüllt 
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30. Nach zwei Richtungen hin ist nun die Untersuchung fortzusetven: 
1. Sind allgemein Redingungen, wie die in  28. aufgestellten, her- 

zuleitcn für jeden Fall, in  welchem nicht die hochste Ablcitung nach der 
bevormgten Variabeln in  der Gleichung steht. 

II. 1st die Frage, ob und wie die Gleichung integrirt werden kanu, 
wenn jene Bedingungen nicht erfüllt sind, zu beantworten. 

Das erstgenannte Problem muss sich mit denselben Hilfsmitteln losen 
lassen, die oben im speciellen Fa11 zur Anwendung kamen. 

Das zweite hingegen wird dieselben Schwierigkeiten inrolviren, wie 
das entsprechende Problem bei den gew6hnliühen Differentialgleichungen 
und den partiellen, in  welchen die hochste Ableitung naçh der bevor- 
zugten Variabeln steht. Von diesen weiss man, dass das Integral ein- 
deutig bcstimmt und in eine Potcnzreihe entwickelbar ist, wenn die rcchto 
Seite im Anfangspunkt keine singuliire Stelle hat ,  das heisst als Potenz- 
reihe um die Anfangswerthe entwickelbar ist. Andernfdls is t  es freilich 
nicht ausgeschlossen, dass die Gleichung in derselben Weise integrirbar 
ist, aher in sehr vielen Fallen wird es eintreten: 

1. dass das Integral nicht mohr um den Anfangspunkt entwickelt 
werden kann. Gleichwohl wird die Gleichung im Allgemeinen durch eine 
analytische Ftmction zu befriedigen sein, welche im Anfangspunkte eine 
Singularitiit h at. 

2. dass das Integral noch eine Willkürlichkeit einschliesst (ein Bei- 
tlz 2 

spiel bietet die Gleichung - = a . -7 a > O, welche für  den Anfangs- 
d s 5 

werth (z),=~= O das Integral C . sa ha t ,  C willkürlich). 

Unsere Gleichung hat  ein eindeutig als Potcnz- 

reihe entwickelbares Integral, wenn die Redingungen Nr. 28 erfüllt sind. 
Andernfalls aher lHsst eich diese M6glichkeit nicht allgemein leugnen. Bei- 
spielsweise lassen sich auch Gleichungen, in dereu rechten Seite hohere 

a 2  a22 
Potenzen von z ,  -J  , stchen, bei geeignet gewahllen -4ufangswerthen inte- 

a y  6y' 

griren. ürn dies einausehen, braucht man nur einmal y als bevorzugte Variable 
zu nehmen, ein Integral [ (y, x) zu  ilc ch en und al8 Anfangswerth für unsere 
Gleichung (z),=o { (y, O) zu wahlen, so ist S (Y, x) das verlangte Integral. I n  

14 * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



212 Z.Fundamentals.üb. d.Exist.v.Integr.part.Differentialg1. Von Dr. G. MIE. 
------ --- - -- ---- 

andorn F d l e n  froilich, z. B. immer, wonn alle Coefficienton rechts positiv sind, ist 
diese Entwickelung unmoglich. Alsdann aber giebt es, wenigstens wenn 
die rechte Soite sich im Anfangspunkt nicht singulür verhalt, überhaupt 
keine Function von cornplexen Variabeln, welche 
Anfangsbedingungen geniigt. Da sich namlich aus 
fortgesetztes Differenziren nach x alle Ableitungen 

im Anfangspunkte als endliche Grossen ergeben, 
eine Discontinuitiit, noch einon Verzweigungspunkt 

der Gleichung und den 

der rechten Seite durcli 

so kann a dort weder 
haben (y betrachte ich 

als Parameter). z ware urn den Anfangspunkt herum eindeutig und end- 
lich, also a h  Function ejuer cornplexen Variabeln in eine Potenzreihe ent- 
wickelbar, was der Voraussetzung widerspricht. Man muas also in diesem 
Pal1 z als Function reeller Variabeln auffassen, wenigstens im Anfangs- 
punkte. a konnte sehr wohl eino Function complexer Variabeln sein, welche 
im Anfangspunkte eine wesentliche Discontinuitat hat, von der Art  das z mit 
allon seinen Ableitungen bejm Fortschreiten a~zf der reellen Achse der a endlich 
bleibt. Beispiele solcher Functionen ha t  D u b  O i s  - R e  y m o  n d gebracht. (Math. 
Annalen 1883. XXI. S. 109 ff.) 

Bei dieser Auffassung würde auch analog den gewtihnlichen Difforential- 
gleichungen eintreten konnen, dass das Integral noch Willkiirlichkeiten 
cnthielt. Hst te  I .  B. die Glcichiing 

(welche den Bedingangen 28 nicht genügt), für den Anfangswerth(z),, o=f (y) 
ein Integral s (s, y) (im allgemeinen mit mesentlicher Discontinuitgt im 
Anfangspunkt), so wtirde ebensogut die Function: 

l-! 

S = 8 (2, y) -k C . e ;' (C gano willkürlich) 
der Gleichung und den Anfangsbedingungen genügen. Wie die einfacbe 
Rechnung zeigt, besteht niirnlich zwischen den Differentialquotienten der 

1- Y -- 1- Y -- 
li'unction e z2 die Beziehung a), also genügt auch z + C . e "' dieser Gleich- 

ung. Aussordem bcsteht in dcm Bereiche / y  1 < 1 (für welcheu die Eut- 
wickelung der rechten Seite von a) Giltigkeit hat) jedenfalls die Identitiit: 

(&=O - <z),,o. 
Denn als Funetion der reellen Variabeln x aufgefasst ist  (jedenfalls, wenn 

1-Y -- 
y < 1) e "' (nebst allen seinen Ablei tuqen)  Nul1 für  x - O. 
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Construction der Burmester'schen Punkte für ein 
ebenes Gelenkviereck. 

E r s t e  Mit thei lung.  

Von 

Prof. Dr. R. MITLLER 
in Brannschweig. 

Hierzu Tafel VIT, Figur 1-4. 

Bei der Bewegiing eines starren ebenen Systems i n  seiner Ebene giebt 
es in jeder Systemlage vier Punkte, die augenblicklich Bahnelpmente mit 
fünfpunktig herührendem Krümmungskreise beschreihen; wir haben die- 
selben als die B u r  m e s t e r 'schen Punkte der betrachteten Systemlage be- 
zeichnet.' I n  dem Lesonderen Falle, dass die Systembewegung durch ein 
Gelenkviereck vermittelt wird, sind zwei dieser Punkte von vornherein 
gegeben, und dann erhalten wir die beiden anderen Punkte durch eine 
einfache Construction, die wir im Folgenden ableiten wollen: 

1. Die fragliche Construction gründet sich auf eine friiber mitgetheilte 
Formel, durch welche im allgemeinen Palle die vier B u  r m e  s t e r 'schen 
Punkte einer beliebigen Systemlage bestimmt werden. Angenommen, das 
System gelange aus der Anfangslage S in vier unendlich benachbarte Lagen 
durch auf einander folgcnde Drehungen um die Pole q ,  SI, 3, (3 bez. 
um die Winkel d a ,  d a +  d 2 8 ,  d 4 + 2 d 2 8 + d 3 8 ,  d 9 . + 3 d %  + $ d 1 8 ;  
dabei sei !J? 51 = Cl 93 = 8 G und d z  bez. d z  + d2t.  der Contingenzwinkel 
der Polbahn in den Punkten S. und %. Verstehen wir dann unter 
MI, X I I ,  M ~ I I ,  Mrv die B u r m e s t e r ' s ü h e n  Punkte der Systemlage S 
und unter cp , <pII, c p ~ r j ,  q ~ ~ p  die Winkel,  welche die Geraden 9 MI, 9 M J I  
u. S. W. niit der Polbahntangente QD einschliessen, so sind tan çor, tan. qu11.s. W. 

die Wurzeln der Gleichung vierten Grades** 

d2a2.fan4cp - d 3 d 2 8  (di3 + 2 d z )  falt3rp + ( 3 d 8  d 3 8  - 4 d 2 a 2 )  ia f iZq  
+ 3 d 8  ( d @  d 2 z  - cl7 d2a) t n n q  - d a 2  (da - d r )  (2(19.+ d t )  = 0 ;  

es ist also d 8  ( d 6 + 2 d t )  
la% <pl 4- tan 911 + t a n  pl11 + tan. plp  = 

da a- 
und 

tancpr tamçorz . f a n  q j j r . t a n . q ~ r ;  = - 
d a 2  ( d a  - dt.)  ( 2 d 8  + d z )  

-- d"9" 

* Ueber die Beweguug eines starreii ebenen Systems durch fünf  unendlich 
benachbarte Lagen, diese Zeitschrift, Bd. 37, S. 129 flg. 

** a. a. O. 5 7 ,  Gleichung 40. 
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Bezeichnen wir ferner mit na und @ die Kreispunktcurven für die 
directe bez. umgekehrte Bewegung, mit F bez. E die Focalcentren der- 
selben und mit cpn, cpi die Winkel FPD,  E V S ,  so ist* 

d9.  ( 2 d i  + d z )  
t a n  r p ~  = 

d 9 
I 

Z w i s c h e n  d e n  s e c h s  W i n k e l n  <pl, q r l ,  cprrl, p l r ,  ( P F ,  p): be-  
s t e h e n  d a h e r  d i e  b e m e r k e n s w e r t h e n  G l e i c h u n g e n  

t a n q r +  tancprr + iancg1113- t a n c p r v = t a n y ~ +  t a n < g ~ ,  
tan rpi  . tan cp11. t an  p111. ta% rp 1 F = tan. p p  .tan p E. 

Beschreiben nun zwei Systempunkte A und B Kreise um die Mittel- 
A bez. B I  so kann die Systembewegung ersetzt werden durch die Bewegung 
der Systemstrecke AB in dem Gelenkviereck A B B A ,  und dann fallen 
zwei der B u r m e s t e r ' s c l i e n  Punkte,  etwa ïlflrI und M I p ,  mit A und B 
zusammen. Bezeichnen wir mit u und die bekannten Winkel, welche 
bez. die Geraden 9 A und V B  in der Sgstemlage S mit dcr Polbahii- 
tangente bilden, so sind 91 und qlr  bestiinmt durch die Gleichungen 

tan r p ~ .  tancpE 
tan  ar . t a n P m  

Wir  fragen zunachst nach der geometrischen Bedeutung der hierin 
vorkommenden Ausdrücke von der Form tan n + tan  f l ,  t a n  a .  tan a .  

2. Legen wir in Fig. 1 durch den Kreis 6 eine Sekante, die denselben 
in E und L,  sowie den Durchmesser qi3) in  T und die Tangente ij3N in 
N schneidet, so folgt aus dem Dreiecke '$LN, wenn L K YIp = x, L L QD=i 
gesetzt wird, 

L ! $ N L = x + I i ,  
also 

s in  (90" - x )  - cos x cos b 
q311'=rpT, , -!pE.----=---- 'Pa 

szn ( x .  + A.) s in(x+b)  t a n x  +talzk7 
oder 

Es  ist ferner 

QD 9 T =  P N t a n  ( x  + i,) = va tnlû ( x  + A) =- --- I 
t a n x  +tank 1 - falzx tan A 

* a. a. O. S 6 ,  Gleichungen 36) und 38). 
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Sollen wir demnaeh durch den Punkt  !)3 zwei Gera,den V K  und $ L  
ziehen , welche mit Winkel bilden , deren trigonometrische Tangenten 
eine vorgeschriebene Sumrne s und ein vorgeschriebenes Product p besitzen, 
so machen wir auf der Kreistangente i n  9 

VD Y N = -  
S 

und bestimmen auf dem Durchmesser !QD den Punkt T durch das 

dann schneidet 6 die Gerade NT' in K und L. 
3. In  Fig. 2 ist A B  B A ein Gelenkviereck mit dem festen Gliede A B. 

Um fur die augenblickliche Lage der mit dem Gliede A B  verbundeneii 
Ebene die B u  r m e s  t er'schen Puukte M l ,  Ml1 zu bestimmen, construiren 
wir zunachst in bekannter Weise die Focalcentren F und E der Kreis- 
punktcurven m und p " :  Wir verbinden den Pol IP mit dem Schnittpnnkte R 
der Geraden A R  und A B ,  errichten in f? zii 9 ein Loth, welches A A  
und Bi3 bez. in SI und 2 schneidet, und in diesen Punkten Lothe zu AA 
bez. BB; dieselben treffen sich in  einem Punkte der Polbahntangente. 
Wir bestimmen ferner die Schnittpunkte 3 und 3' von AB und AB mit 
einer Parallelen durch 9 zu RaZ1, ziehen 3 8  und S'M' parallel zu '$38 
bis B A  und errichten in ($ und 8' Lothe zu BA, welche die Polbahn- 
normale bez. in Q und (3' treffen. Fallen wir endlich aus !JI auf D E  
und &' die Lothe !JI 8 und Q ,  so sind F und E bez. die Mittelpunkte 
der Strecken 93 und ?B. 

Der Kreis B über dcm Durchmesser !$D ist der gemeinschaftliche 
Krtimmungskreis der beidcn Krcispunktcurven in ihrem Doppclpunkte !)3; 
zu demselben Punkte geh6rt in  den Curven rn und y ein zweiter Krtm- 
mungskreis mit dem Durchmesser !JI (5 bez. 9 6'. 

Schneiden die Geraden C$% und 9lB die Polbahntangente bez. in T 
und T', die Polbahnnormale in IV und N', so ist, wenn cpp, rpx, a ,  pl 
9.1,  dieselbe Bedeutung haben, wie vorhin, 

99 t a n q ~ +  tan<pE=-- 
%N 

* Vergl. Construction der Rrümmung~mittelpunkte der Hiillbabnevoluten bei 
starren ebenen Systemen, dicse Zeitschrift Bd. 36, S. 266. 
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216 Construction der Burmester'schen Punkte fü r  ein ebeues Gelenkviereck, 

Wi ï  erhalten demnach die beiden Geraden  RI, !J$ZIJln, welche mit 
vm bez. dio Winkel cpr, ttinschliessen, indem wir die Schnittpunkte 
wr,  mlz des Kreises 6 mit einer gewissen Sckante N"T" aufsuchen; 
dabei sind die Punkte N" und T" auf IP 6 bez. bestimmt durch die 

Urn hiernach Nt' und 1"' zu ermitteln, ziehen wir I;D% parallel zu 
YI 23 bis Q 3 ,  bestimmen die Schnittpunkte und von C! 5 mit a23 
bez. ip3 und legen durch 233 und 21 zu '$38 zwei Porallelen; die crste 
trifft Q Q  in N", die zweite in TV. Dann verhëlt sich namlich 

VN":  v N =  Ba : B N =  N ' q  : N ' N ,  

a190 ist in  der That !$ N .  Q N' '$Nu = --. 
NN' ' 

bezeichnen wir ferner mit G den Schnittpunkt von S)B und $%, mit oc 

den unendlich fernen Punkt  von a%, so ist das Doppelverhiiltniss 

Es handelt sich jetzt noch um die Bestimmung des Schnittpunktes Nl 
der Geraden !J3WI mit der Kreispunktcurve m. Schneidet in  Big. 3 
die Gerade FMI die Focalachse f von na in  3 ,  so ist bekanntlich LIS) 7 f = IJJF 

und M12 = Q 3, also 

L I P ~ I ~ = L ~ , ~ ~ ~ = P ~ + < P F ,  

und irn Drcieck v M I F  

L Bf1Fp== 180'- ( < P I -  c p ~ ) - ( ~ l +  p ~ ) = 2 ( 9 0 ~ - ~ 1 ) = 2 . 1  9J15p. 

Ueschreiben wir daher urn F mit dem Radius BQ einen Kreis, der 
5 93, in UI schneidet, so. geht FMI nach UI.  

I n  Pig. 2 haben wir die Punkte Ur,  U ~ I  bestimmt als Fusspunkte 
der Lothe aus !$ auf %%RI, !f'j!&; die Geraden H U I ,  F U I ,  treffen Vmr, 
Q?JIII bez. in  NI, Ml,. Es  sind ferner zu den Bahncurven der so erhal- 
tenen B u r  m e s  t er 'schen Punkte die entsprechenden Krlimmungsmittel- 
punkte M I ,  MI1 construirt s ls  die S'chnittpnkte von  DI, mit 
der Kreispunktcurve p :  Wir finden z. B. MI, indem wir von 13 auf 
ein Loth fallen und den Fusspunkt desselben mit E verbinden. 

I n  Pig. 4 sind die Bahncurven der Punkte NI und MJI dargestellt. 
Dieselben sind bekanntlich tricirculare Curven sechster Oïdnung; die eben. 
falls gezeichneten f ü n f ~ u n k t i ~  berührenden Krtimmungskreiçe in MI und Ml1 
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haben also mit der betreffenden Curve jedesmal noch einen sechstcn reellcn 
Punkt gemein; in der Pigur fàllt der Kreisbogen zwischen diesem Schnitt- 
punkte und dem Berührungspunkte nahezu mit der Bahncurve zusammen. 

4. Nach II. sind tancpl und tancplr die Wurxeln der quadratischen 
Gleichung 

t a n v ~ t a n c p ~ -  
tan" - ( ta l zqp  $. tanrpE - tanor - t a n p )  t a n q  + - 0; tan  <x tan p 

die l3 u r m e  s t e r 'schen Punkte sind also r e  e I l ,  sobald die Discriminante 

tan  (pp lan  (PE 
(tan ( p ~  + tan  (pE - tan  a - t a ~ f i ) ~  - 4 - > O  

tancutanp - 
ist. Nun folgt aus Fig. 2 

T.3a t a n  cpp = -- 
%E 

und 

98 T S  y 6 =. .~ -=.T-- -, 
szn <Y S m  <Y sari i3 

also ist 

und ebenso 

oder, wenn L 9 e3 mit 1, L 9 Q3' mit 9 bereichnet wird, 

t a n  cl tan /3 
tan rpF =  tan^ 

t a n  <Y tan  /3 
tancpx= 

t a n v  - 
Die obigo Realitàtsbcdingung geht demnach iibor in 

{ t a n  a t a n p  ( t a n q  + tan x - t a n q   tan^ ( t a n  a + fan/3) l2  
- 4tanortanptalz.r~i t a n X  > O ;  

dabei sind cr, ?, ?. , x die Winkel, welche bez. die Vierecksseitcn BB, 
AA , A B ,  A B  mit der Diagonale 39 einschliessen. 

Brauns:chweig,  den 8. April 1892. 
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Ein Beitrag zur systematischen Behandlung der ebenen 
Bewegung starrer Systeme. 

Prof. Di-. I~ODENBERG 
i n  LIsnnover. 

Bierzu Tafel VI11 , Figur 1 - -  20. 
- 

Dit ebenc Rclativbewcgung einer A4rizahl starrer Systeme k t  w8hrend 
eines Zeitelementes in  geometrisclier Hinsicht diirch die P o  l c  O n f i  g u r a - 
t i o  n vollkommen charakterisirt, und die Moglichkeit einer eindeutigen 
Construction dieser Figur zeigt a n ,  dass die Systeme i n  dem betreffenden 
Augenblick e i n e n  Grad der Bewegungsfreiheit besitzen, d .  h. ciirvenzwang- 
laufig, oder iioch kiirzer, zwanglaufig gegen einander sind. Gewohnlich 
wird die Polconfiguration durch eine Anzahl gegebener Pole bestiinrnt; 
diese Bestimmungsstiicke sind jedoch insofern nicht die allgemeinsten, als 
ein gegebener Pol schon der Angabe von z w e i  Constanten entspricht. 
Einer einzigen gegebenen Constanten hingegen ist dic Forderung gleich zu 
achten, dass der Pol zweier Systeme au€ einer Geraden liege, welche dann 
,, h' O r m a l  s t r a h l  des betreffenden Poles genannt wird, weil sie PiTormale 
aller Bahnen der auf ihr liegenden Systempunkte des einen Systemes im 
zweiten ist. Soliald nun die Anzahl der bewegten Systeme grosser als 
f in f  ist , braucht, wie sich zeigrn wird, nicht ein einziger Pol direct als 
Echnittpunkt zweier seiner Normalstrahlen gegeben zu sein. 

In 5 1 wird die Construction der Polconfiguration aus diesen all- 
gemeinsten linearen Bestimmungsstüclren in  rein geometrischer Weise, d. h. 
ohne Benutmng des Begriffes der Geschwindigkeit, durchgeftihrt. Es stellt 
sicli hierbei heraus, dass eine Gruppe von Normalstrahlen, welche die 
momentane Bewegung von mehr als 13 Systemen bestimmt, immer eine 
Gruppe solcher Strahlen enthiilt, welche diese Bewegung von mindestens 
13 jener Systeme bestimmt, so dass die Construction der Polconfiguration 
dieser Anzahl von Systemen mit den grossten wesentlichen Schwierigkeiten 
verknüpft ist. Tm 5 2 werden dann ausser Normalstrahlen noch Pole als 
gegeben vorausgesetzt , die insbesondere auch noch specielle Lugen , nie 
es haufig vorkommt, zu einander besitzen, z. B. theilweise geradlinige 
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Reihen bilden oder, noch specieller, unendlich fern liegen. WLhrend die 
Schwierigkeit der Construction durch das Auftreten von Polen und die 
übrigen speciellun Annahmen sich meistcns verringert, wachst diejenige der 
Angabe allgemein giltiger Kennzeichen fur  die Bestimmtheit der Rewegung 
wesentlich. Die Aufstellung solcher Kennzeichen bildet daher den haupt- 
sichlichen Inhalt dieses Paragraphen. Gewisse Vorkommnisse machen eine 
Berhksichtigung des Falles nothwendig, in  welchem auf eine Gruppe der 
betrachtoten Systeme mehr Constanten ontfallen, als zur Bestimmung dcr 
Polconfiguration dieser Systeme nothwendig ist. Eine solche Gruppe kann 
sich dann momentan nur wie ein einziges starres System verhalten. Ent-  
halten nun die gegebenen Uestimmungs~tücke die zur zwanglZufigen Re- 
wegung aller Systeme nothwendige Zahl von Constanten, so kann zwischen 
den übrigen Systemen nur dann Zwanglaufigkeit bestehen, wenn auf jene 
ausgezeichnete Gruppe nur  e i n e  überzahlige Constante entfgllt. Dieser Fa11 
ist deshalb besonders wichtig, weil es im Allgemeinen wahrend der Be- 
wegung eines Getriebes vorkommt, dass sich aus dem angeführten Grunde 
eine Gliedergruppe momentan wie ein starres System verhalten rniiss; oder, 
wie man auch sagen kann , die Relativbewegung dieser Glieder unendlich 
klein 2ter Ordnung i s t ,  wahrend andere Glieder unter sich oder in Bezug 
auf jene , t O d t e G r  u p p  e Y unendlich kleine Rewegungen lter Ordnung 
vollziehen. Sofern sich in der todten Griippe das festgestellte Glied und 
dngriïfsglieder ausserer Icrafte befiuden, kann dann durch das Wirken der 
letztern keine Bewegung eingeleitet werden, oder wenn 13ewegung vorhanden 
ist, diese in dem betreffendcn Momentc nicht beschleunigt werden. Man 
sagt daher, dass aine .TodtlageU des Getriebes vorhanden sei. F ü r  diese 
wird in 5 3 eine rein geometrische Definition gegeben, wie sie vom kine- 
matischen Standpunkt aus gefordert werden muss; ferner werden allgemeine 
Kennzeichen und Bildungsarten von Todtlagen mitgetheilt. Als Anwendung 
des Bisherigen werden dann in 5 4 Kennzeichen für die Zwanglaufigkeit 
kinematischer Ketten angegeben." 

Alle Resultate sind auf rein projectivem Wege gewonnen worden; die 
M6glichkeit einer solchen Gewinnung ergiebt sich durch die Erwagung, 
dass die Polconfignr~tion ein rein projectives Gebilde ist,  dem erst metrische 
Eigenschaften anhaften, wenn die Winkelgeschwindigkeiten der relativen 
Drehungen um die einzelnen Pole mit in den Kreis der Betrachtungen 
hereingezogen werden. 

Von 5 5 an wird noch die Rewegung wahrend eines zweiten Zcit- 
elernentes berücksichtigt. Es zeigt sich, dass aus der Polconfiguration durch 
Angabe des Tripels, d. h. dieier sich paarweise entsprechender Krüm- 

* Dieselben Kennzeichen findet, wenigstens der Hauptsache nach, auf Grund 
metrischer Betrachtungcn, Herr G r ü b l e r  in aeiner Arbeit: ,,Allgemeine Eigen- 
schaften der ebenen kinematischen Ketten." Verhandlungen des Vereins aur Be- 
fcirderung des Gewerbefieissea jn Prenssen Bd. 64 ,  Jahrg. 1885. 
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mungsmittelpunkte der Bewegung je dreier Systemo, auf jeder der Polgeraden, 
eine Figur  geschaffen werden kann , welche alles Geometrische, also 
namentlich die bekanntlich zwischen den Krümmungsmittelpunkten be- 
stehenden quadratischen Verwandtschaften , vollstXndig darstellt. Wahrend 
$ 5 den nllgemcinen Theil bchandelt, werden in 9 6 die besonderen Eigen- 
thümlichkeiten von Todtlagen in Betracht gezogen. Wesentliche Scliwierig- 
keiten bietet die Tjntersuchung derjenigen , im Allgemeinen vorkommenden 
Lagen einer kinematischen Kette, in denen etliche Glieder derselben mehr 
al8 einen Grad der Rewegungsfreiheit besitzen." Es giebt dann unendlich 
viele Polconfigurationen und die Pole erfüllen geometrische Oerter, so zwar, 
dass durch Annahme e i  n e s  Poles entweder die ganze oder eine Partial- 
configuration bestimmt id .  Aber eine Reihe ausgezeichneter Pole giebt es, 
um die insbesondere zwei auf einander folgende Bewegungen der beiden 
zugehorigen Glieder stattfinden konnen, und um dio Bestimmung dieser 
Pole kann es sich hier nur handeln. Wiihrend sich irn Allgemei~en dia 
Rollcurven nur  in e i n e m Punkte,  dem Pole der betreffenden beiden Glieder, 
bertihren, filidet im vorliegenden Falle mehrfache Berührung, und zwar 
in den ausgezeichneten Polen statt. Jeder  Systempunkt des einen von 
solchen zwei Gliedern beschreibt irn Systerne des andern eine Curve mit 
mehrfachem Punkte und die Normalen der verschiedenen Zmeige dieses 
Pusktes Sind nach den ausgezeichneten Polen gerichtet. Da die Bahnen 
a l l e r  Systempunkte momentan derürtig verzweigt sind, bezeichnen wir die 
Lage der Kette als , V e r z  w e i g u n g  s l a g  e " und die Singularitit der 
Bahncurve als , V e r z w e  i g u n g s p u n k t  ". Ein solcher Punkt nnterscheidet 
sich in kinematischer Ilinsiclit wesentlich von einem gewohnljchen mehr- 
fachen Punkte, welcher entsteht, wenu der beschreibende Punkt nach 
Durchlaufen von schleifenformigen Curvenstücken mehrmals denselben Punkt 
passirt. Wahrend dann die Rewegung selbst vollkommen bestimmt ist, und 
von der Singnlaritat aus nur ein bestiuimter Zweig jedesmal durcblaufen 
werden kann,  sind in einer Verzweigungslage alle Zweige zuganglich, ins- 
be~ondere k6nnen beim Oeberschreiten dieser Lage die Winkel beschrieben 
werden, welche zwei belicbige Tangenten dor Singularitgt mit einander 
bilden. Bekanntlich kann das Auftreten einer Reihe singularer Punkte das 
Zerfallen einer Curve in Theilcurven niederer Ordnung herbeiftihren. 1st 
dies der Pal l ,  so befindet sich die Kette in einer sogenannten Wechsel- 
lage, die hiernach a18 Unterart der allgemeinen Vcrzwcigungslage crscheint. 

d Wie es bei einer solchen Lage Gruppen von Gliedern geben kann, 
deren Polconfiguration bestimmt is t ,  so konnen auch insbesondefe todte 
Gruppen auftreten; das Wesentliche bleibt stets, dass es tîberhaupt Glieder 
giebt, deren Ilelativbewegung wahrend eines Zeitelementes unbestimmt ist. 

* Vergl. meinen Bremer Vortrag: ,,Ucber Polbestimmung in Verzweigungs- 
lagen zwanglaufig bewegter starrer SysterneLL. Verhandlungen der Gesellschaft 
deutscher Naturforscher und Aerzte. S. 7. Bremen 1890. 
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Im 5 7,  dem letzten der Arbeit, wird fiir eine Reihe von Ketten die Ue- 
stimmung der mehrdeutigcn Pole, sowie der zugchikigen pad;atischen 
Verwandtschaften durchgeführt, soweit es unter Berücksichtigung von zwei 
auf einander folgenden Bewegungen moglich ist. I n  der That kann es 
vorkommeu, dass die Polconfiguration auch noch im 3ten, etc. Zeit- 
elemente unbestimmt bleibt und erst die Berücksichtigung des Vorgangs in  
einem weitern Elemente eine ausgezeichnete Polgruppe ergiebt. Auf der- 
artige Pragen konnte nur hingewiesen werden; an die Erledigung derselben 
kann so lange nicht gedacht werden, als nicht die Relativbewegung zmeier 
Systeme in constructiver Hinsicht für die erforderliche Anzahl von Zeit- 
elementen erforscht k t .  

1. Die allgemeinste Art der  eindautigen Festlegung der Pol- 
configuration von r. bewegten s ta r ren  Systemen. 

Die Festlegung eines ptarren Systems <il in  Bezug auf ein zweites 
erfordert die Angabe von drei Constanten, oder eiufachen geometrischen 
Hedingungen, wie die Transformationen der ebenen Coordinaten solcher 
Systeme zeigen. Ebenso sind zur Festlegung jedes weitern Systems gegen 
die beiden ersten drei weitere Bedingungen anzugeben; d. Ii. die Lage 
von 11 starren Systemen in Bezug auf einander ist durch 3(12 -1) von 
einander unabhangigo Bedingungen bestimmt. Giebt man eine Bedingung 
meniger, d. h. deren nur  312 - 4, so besitzen die Systeme gegen einander 
einex Grad von Bewegungsfreiheit, und zwar sind je zwei von ihneu gegen 
einander bewegbar , wcnn keine m Systeme unter ihnen mehr 81s 3 nz - 4 Be- 
dingungen zu erfüllen hahen. Zulàssig ware es noch, die rn Systeme 
3(m-1) Bedingungen zu unterwerfan. Dann wiirdeii alle sich wie ein 
eiuziges starrps System verhalten und es mtirde nur  Relativbewegung 
zwischen n. - m + 1 Systemen stattfinden, für  welche noch 312- 4 - (3  m-  3 )  
= 3(r. - m + 1) - 4 Bedingungen gegeben wxren, wie es nach dem oben 
Gcsagten znr Erzieliing e i n e s Preiheitsgrades nothwendig ist. 

Das geometrische Bild einer unendlich kleinen Relativbewegung wahrend 
eines Zeitelementes iat die Polconfiguration der Systeme, deren Festlegung 
demnach 3 n - 4 Constanten erfordert. Eine solche ist gegeben durch die 
Forderung , daas der Pol i7c (= ki) zweier Systeme cii O,+ auf einer gegebenen 
Geraden ik liege oder z'k ein ,,Nor m a l s  t r a h l u  der Relativbewegung von 
ui und cik Sei. Realisirt wird der Kormalstrahl durch ein sogenanntes 
nicht zwanglaufiges hoheres Elementenpaar, d. h. zwei Cyliuderfltichen, je 
eine den beiden starren Korpern, deren ebene Bewegung betrachtet wird, 
als Begrenzungsfliche angehorend, welche sich wahrend der Bewegnng stets 
lHngs einer Erzeugenden bertihren. Bei der geometrischen Behandlung 
reicht es aus, die P r o f i l c u r v e n  zu betrachten, in  welchen eine Xormal- 
ebene dieser Cylinder dieselben schneidet, und der Normalstrahl ist  dann 
die gemeinschaftliche Normale der Profilcurven im Bertihrungspunkte. I n  
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anderer ,Weise kann durch Einschiebung eines neuen Systemes ein Normal- 
strahl folgendermaassen realisirt werden: Man nehme auf ihm zwei Punkte 
AiAl( an und verbinde in diesen ~ i ~ k  durch ein neues starres Systern ge. 
lenkig mit einander; dann erhalt man nach DurchfUhrong dieser Operatioil 
für alle Normalstrahlen eine kinematische Gelenkkette, welche curven- 
zmangl%ufig sein muss , da  sie die erforderliche Constantenzalil besitzt. ' 
Daraus folgt,  dass durch dio gegcbenen 3 n - 4 Normalstrahlen die Pol- 
configuration insbesondere e i n  d e u  t i g bestimmt ist. Wir sagou: 

1) D i e  P o l c o n f i g u r a t i o n  v o n  w b e w e g t e n  S y s t e r n e n  i s t  
d u r c h  A n g a b e  v o n  3 n - 4  v o n  e i n a n d e r  u n a b h a n g i g e n  N o r m a l -  
s t r a h l e n  e i n d e u t i g  b e s t i m m t .  

Die vorstehend gegebene Festlegung der Polconfiguration ist allgemeirier 
ais die sonst Iiblichc durch eine Anzalil von Polen, da  bei hiulhglich 
grossem n. nicht von jedem Pole und Systcmpaar ein Normalstrahl gegeben 
zu sein braucht,  wiihrend die Kenntniss eines Poles ik sich mit der An- 
gabe zweier Norrnalstrahlen i?, i% eines und desselben Sy stempaares 

n(n-1) 
deckt. In  der Thet ,  da es -,- Pole giebt,  so bleiben, menn von den 

'? 
312 - 4 gegebenen Strahlen nicht zwei durch einen und denselben, 
ilinen zugeordneten Pol gelien, (mehr als zwei ware unzulLssig) noch 
TL (+a - 1) (fi - 2) (n - 5)  

2 
- (3 n  - 4) = ------- - 1 Pole, von denen kein Normal- 

2 
strahl gegeben ist , und diese Zahl wird positiv für w > 5. 

Seien jetzt 3n - 5 Normalstrahlen gegeben, so lassen sich diesen 
oo l Polconfigurationen von n Systemen einschreiben. Der eindeutigen Be- 
stirnmtlieit der Configuration durch 312 - 4 solcher Strahlen wegen miissen 
sich aber alle bemeglichen Pole, welche jene 3 n  - 5 Strahlen zulassen, auf 
geraden Linien bewegen, da  von einem (3w- 4)ten Strahle auf jeder 
andern Curve mehr 31s ein Pol ausgeschnitten werden würde. Das heisst: 
- - - -- - - .- - - . 

* Uass eine kinematische Kette mit 3% - 4 hohern, nicht zwangl5ufigen 
Elementenpaaren zwangliiufig is6, findet d o n  Brrr G r ü b l e r  a. a. 0. und 
daes die oben substitoirte Gelcnkkettc zwangliiiifig ist, folgt aiich aus bekannien 
Formeln. Besitzt die Kette v Glieder und g zweiglicdrige Gelenkpunkte, ao 
ist 3 v - 4 = 2 g .  I n  unserem Falle ist v = a + ( 3 a - 4 ) = 4 ( n - 1 ) ;  g=2(3n)-4. 
.Tede Seite der Gleichung hat folglich den Werth 1212- 16. Da eine Vereinigung 
beliebig vieler Gelenke eines Gliedes im Allgeineincn der ZwangliiuGglreit keinen 
Abbrucli tliut, so lsnge nur nicht alle Gelenke in einem Punkt vereinigt liegeu, 
ist eine Discussion diescr 3loglichkeitcn überflüssig. 

Nach einem von Bur  m e s t e r  herrührenden Verfahren (vergl. desseri ,,Rine- 
matilr" S. 83f. ,  auch Müller-Breslau ,,Graphische Statik, 2. Aufl., $5 30, 31) kann 
man dic Polconfiguration mit Bilfe der lothrccliten Gcschwindigkeiten stets coo- 
struiren, BO lange kein üelenkpunkt unendlich fern liegt. Die in vorliegender 
Arbeit mitgetheilte Construction macht von deui Geschwindigkeitsbegriff keinen G e -  
hraueh und gilt gleichmiissig für im Endlichen liegende und unendlich ferne Elcmentc. 
Wegen einer ErgIinzuag des B n r m  es t e r  'schenverfahrens S.  8.228 clesVorliegenden. 
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2) S i n d  312-5 v o n  e i n a n d e r  u n a b h i i n g i g e  G e r a d e  a l s  N o r -  
m a l s t r a h l e n  d e r  P o l c o n f i g u r a t i o n  v o n  % S y s t e m e n  g e g e b e n ,  
B O  s i n d  d i e s e n  S t r a h l e n  ool C o n f i g u r a t i o n e n  e i n b e s c h r e i b b a r  
und a l l e  n o c h  u n b e s t i m m t e n  P o l e  e r f i î l l e n  e i n d e u t i g  b c s t i m m t e  
g e r s d e  L i n i e n .  D i e s e  u n d  d i e  3 n  - 5  G e r a d e n  s e i e n  a i s  G r u p p e  
P b e z e i c h n e t .  

Erst von n = 5 an braucht, wie oben gezeigt wurde, kein Pol fest 
zu bleiben; zehn Gerade wüfden noch die s h m t l i c h e n  zehc Pole von funf 
Systcmen beweglich lassen und für  grosscre lz hat  man insbcsondere: 

23) B e w e g e n  s i c h  3%- 5  P o l e  d e r  C o n f i g u r a t i o n  v o n  n ) 5 - 

S y s t e m e n  a u f  f e s t e n  G e r a d e n ,  w e l c h e  v o n  e i n a n d e r  u n a b h a n -  
(n - 2)  (12 - 5) 

g i g  s i n d ,  s o  h e w e g e n  s i c h  a u c h  d i e  U b r i g e n  
2 
- P o l e  

auf e b e n s o  v i e l e n ,  e i n d e u t i g  b e s t i m m t e n  G e r a d e n .  E i n e  G r u p p e  
n ( n - 1 )  

s o l c h e r  -- 
2 

S t r a h l e n ,  d e r  cd P o l c o n f i g u r a t i o n e n  e i n b e -  

s c l i r i e b e n  w e r d e n  k o n n e n ,  s o l l  d u r c h  rn b e z e i c h n c t  w e r d e n .  
Zur Gewinnung einer Construction der Polconfiguration denke man 

von den Sn -4  gegebenen Strahlen einen solchen % fort, dessen Pol noch 
unbekannt ist, und suche denjenigen z* der I'", welche durch die übrigen 
312 - 5 Strahlen eindeutig bestimmt ist. Der Schnittpunkt von ik und a? 
ist dann der gesuchte Pol ék. 

Es erscheint hiernach zweckmassig, zunachst rn zu untersuchen. Wir 
erledigen nach der Reihe die Ptllle n = 2, 3 ,  4 etc., indem wir uns durch 
zwei willkllrliche Annahmen, jede der Angabe einer Constanten entsprechend, 
zwei Punkte von zk' scliafen. durch welche ikt bestimmt ist. 

n = 2 ,  3n-5=1. 1st % gegeben, so l i eg t ]2*  mitihmvereinigt,  
(durchlagendes Kurbelgetriebe). 

N = 3 .  3 n - 5 = 4. Die vier Strahlen nîiissen ~ a a r w e i s e  zwei Polen an- 
phoren, sofern von einem Pol  kein Strahl gegeben sein soll. Sind kegeben 
12, 12', 23, 23', so ist lx* die Verbindungslinie der Pole 12, 23. Die 
zug"h6rige Gelenkkette, wie sie nach Angalie von S. 222 oben entstelit, ist 
in Fig. 1 dargestellt. Dieselbe ist i n  diesem Augenblicke nicht zmanglaufig, 
da die fünf Normalstrahlen nicht von einander unnbhëngig sind. Der 
Pol 13 ist unbestimmt und wird eindeutig bestimmt für  jede andere Lage 
von a oder G, G,. 

n = 4 .  3 n  - 5 = 7 .* Sechs Pole sind vorhauden. Sol1 daher von 
einem derselben kein ISormalsCrahl gegeben sein, so kann man von den 
tibrigen Polen je einen Strahl geben , CS bleiben d a m  noch 7 - 5 = 2 Strahlen ; 
d. h. von zwei Polen müssen jo zwei Strahlen gegcbcn sein. Diese beiden 

Dieser Fall ist von Eerrn B u r m e s t e r  in seiner Arbeit: ,,Ueber die momen- 
tane Bewegung der ebenen me ch anis me^.^' Prager technische Uliitter 1890, I I e f t  1 
erledigt. Die Erkenntniss , dass die beweglichen Pole auf gewissen Geraden liegeu 
niüssen, wird dort durch projective Betrachtungcn gcwonncn. 
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224 Ein Beitrag ziir system. Rehandlung der ebenen Rewegung starrer Systeme. 
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hierdurch bestimmten Pole k6nnen nun entweder a) einem und demselben 
Systeme angehorcn oder bj kein System gemein haben. 

Beide Palle sind getrennt von einander zu hehandeln. 

a) Seien gegeben El s', 13, 13', %, 14, 2, sei also gesucht a+. 
Dann sind 12, 13 direct gegeben, aber weiter ist auch 23 auf ihrer Ver- 
hindungslinie durch % bestimmt. Nan kann demnach auch (Fig. 2) 

12, 13, 23, 14, @ 
als gegeben betrachten. Eine willkürliche Annahrne eines Punktes 14,* 
auf 14 führt  nun durch Ziehen von 12, 14,' zu einem Punkte 24,* auf 
24, und die weitern Geraden 13, 14,*, 23, 24a* schneiden sich in einem 
Punkte 34,*, welcher der gesuühten a* angehort. Als zweiten nothwen- 
digen Punkt  diesor Geraden hat  man den Schnittpunkt von 14 und %, 
wenn man ihn wie vorhin als 14P* auffasst, indem, wie leicht zu sehen, 
auch 24p*34p* in diesem Punkte liegen. 

- - A - - - -  

b) Gegeben seien 13, 13', 24, 24, 12, 14, 23 oder einfacher (Fig.3) 

13, 24, %, 14, B. 
?dan suche %*. Die Annahme, dass G, und 6, momentan starr mit 

cinander verbunden seien, entspricht der Angabe einer Constanten, da der 
Pol 13 gegeben ist. S i n d  a b e r  z w e i  S y s t e m e  6i6k m o m e n t a n  nicht  
g e g e n  e i n a n d e r  l o e w e g l i c h ,  s o  d e c k e n  s i c h  i h r e  P o l e  i l ,  k l  in 
B e z u g  a u f  e i n  b e l i e b i g e s  a n d e r e s  S y s t e m  GL. Diese evidante That- 
sache wird sich vielfach als nützlich erweisen. Im vorliegenden Falle sind 
die der gewahlten Annahme entsprechenden Pole 12,' 32 * vereinigt und 

-a- 
zwar nothwendigerweise dann im Schnittpunkt.e A von 12 32. Die Ge- 
rade 12a*21 bestimmt dann auf 14 den Pol 14,*, mit dem 34,* wiederum 
vereinigt liegen muss. Die neue Annahme: ciz und G,  bilden ein starres 
System, zieht in  entsprechender Weise die Vereinigung von 12p*14gT im 
Schnittpunkte B von 2 und fi nach sich. Die Gerade 12pf13 trifft 8 
in 23B* und mit diesem Pnnkte liegt 3dP* vereinigt. Der gesuchte 
Strahl a* ist die Gerade 34,*34p*. Die Fig. 4s) stellt die dem sor- 

liegeuden Falle entsprechende Gelenkkette noch der  bevsern Uebersicht 
wegen besonders dar. 

.n = 6 ,  372 - 5 = IO .  Die Anzahl der Moglichkeiten hinsichtlich der 
Anzahl gegebener Pole wachst wesentlich. Irgendwelche zehn Strahlen konnen 
eine Gruppe 1'5 vorstellen. Sol1 demnach ein Strahl g e s u  c h t werden, so 
muss wenigstens ein Pol durch zwei Strahlen gegeben sein. Wir tehan- 
deln nur diescn offenbar schwierigsten Fa11 und goben: 

1 2 , 1 3 , 1 4 , 1 5 , 2 3 , 2 z , 2 5 , 3 4 , 3 5 .  
Gesucht ist  dann 4z*. 

*) In deil Figiiren sind der Einfachheit wegen statt der ui nur die Zeiger i 
liingeschrieben. 
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Die Annahme: cil und ci2 bilden ein starres System, bewirkt,  dass 
- -  - 

13,*23,* im Schnittpunkte A von 13, 2 3 ,  
- 

14,* 24,* ,, n B , 14, 24, 
15,*23,* $7 C ,, 15.23 

vereinigt liegen. Auf 34 wird dann von A B @der 13,* 14,* der Punkt 34,*, 
ebenso auf % von AC der Punkt 35,* verzeichnet, nnd die Verbindungs- 
linie von 34,*35,* trifft B C in 4,5,+. Ziir Ermittelung eines zweiten 
Puuktes 45!* nehme man 139* au€ willkürlich a n ,  wodurch mit Hilfe 
der Geraden 12 1.38" auch 238* auf % bestimmt ist. Damit hat man von 
jeder der Polconfigurationen von o, G, <i3 u4 und ril G ,  ci3 G, die fur den Fa11 n = 4 
unter a) als gegeben vorausgesetzten Elemente. Nach Construction dieser 
Configuratiouen findet man dann 45p* als Schnittpunkt zweier beliebigen der 
Geraden 34$* 35p*, 144* 15B*, 224p*25p*; und 45,*, 45p' bestimrnen G* . 

n = 6. 3~ - 5 =13.  Dieser Fa11 ist insofern der erste von allge- 
meinem Charakter , als nur Normalstrahlen, keine Pole, gegeben zu sein 
brauchen. Wir zeigen zunachst, dass dann unter den 13 Normalstralilen 
imrner 10 vorhanden sind, welche 5 Systemen angehoren. Da, wie leicht 
zu sehen, einem beliebigen Systeme mindestens drei Normalstrahlen in 
Bezug auf drei andere Systeme zukommen, so zieht man so vie1 wie 
mijglich Systeme zur Bildung einer Anzahl von Normalstrahlen heran, 
d. h. man erzielt die ungunstigste Annahme, wenn man von drei Systemen, 
etwa G,G,G,  ausgeht, und ihre Normalstrahlen in nezug auf die tibrigen 
Systeme G,G,G, giebt. Dies Verfatiren fiihrt zu den Strahlen 

c i 2 4 3 4  
is 55 35 
iG 2G c;. 

- - -  

Irgendwelche vier weiteie Strshleu,  z. B. 12, 23, 31 , 45, welche 
noch liinzugenommen werden miissen, bewirken aber das Auftreten der 
Gruppe von zehn, welche ftinf Systemen, in diesem Falle den Systemen 
G, G, G ,  G, G, , angehtiren. Setzen wir also als gegeben voraus: 

- 
12,E,G,13,~124,%,34,%,G,161%,% 

und suchen s*, si. 
Die willkürliche Annahmc von 12* auf fiihrt cach dem Verfahren 

für 12 = 5 zur Configuration 12*, 13*, 14*. . .45* der Systeine u1u3 G~ 1j4 u5. 
Nach TL = 4,  a )  liefern dann die Pole 12* 23* 31* unter Hinzunahme von - 
1 6 ,  %, % die weitern Pole 16* S6* 36*, und nun schneiden sich die Ge- 
raden 14*16*, 24*26*, 34*36* in ainem Punkte 46*, 

15*16*, 25*26*, 35'36* 56*. 
Damit ist von jeder der zu suchenden Geradeu ein Purikt gewonnen 

und eine zmeite willkürliche Annahme ftîhrt zu einem zweiten Punkte, der 
die Geraden d a m  bestimmt. 

Zeitaclirift f. Mntliematik u. Pliyaik XXXVU, 4. 15 
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226 Ein Beitrag zur system. Behandlung der ebenen Bewegung starrer Systeme. 
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Das soeben ertirterte Verfahren ermtiglicht auch die Losung der 
folgenden allgemeinen Aufgabe : 

3. G e g e b e n  s e i  rn v o n  B S y s t e m e n  u , u  ,... G, .  M a n  s u c h e  ïn+', 
w e n n  v o n  u n + ~  d r e i  N o r m a l s t r a h l e n  i, n+1, k, a+], 1, n f l  i u  
B e z u g  a u f  d r e i  ~ ~ g t e r n c  u i u k < i ~  d e r  e r s t o n  n g e g e b e n  s i n d .  Denn 
die willkürliche Annahme des Poles iK* liefert die ganze Polfiguration der 
fi ersten Systeme, welche dieser Annalime entspricht und die Bestimmungs- 
stücke --- 

ik*, il*, kl*,  i, .n+l ,  k, n + l ,  l ,  n + l  

führen nach fi = 4 a) zu den Polen i, n + l * ,  k, fi+l*, 1, n+l*. Endlich 
schneiden sich die Linien i x * ,  i, n+1* und kx*, k, n+1* ((und auch lx*, 
1, n f l * )  in einem Puukte X, n+l* ,  weicher dem Normalstrahl x, n + l *  des 
beliebigen Systems G, i n  Bezug auf G,+L angehort, und eine Wiederholung 
des Verfahrens bestimmt ihn dcmnach. 

Sofern nun unter den 3%- 5 Normalstrahlen, welche rn bestirnmen, 
3.6 - 5 = 13 Strahlen einer 1 '' vorhanden sind, kann man hiernach auch 
rn bilden, da- von irgend einem der nicht T 6  angehorigon Systeme drei 
Strahlen in  Bezug auf drei Systeme von r6 vorhanden sein müsseu. Aber 
diese Annahme ist nicht zutreffend, man zeigt vielmehr: 

4. S i n d  v o n  % > I l  S y s t e m e n  3 n - 5  h ' o r m a l s t r a h l e n  g e -  
g e b e n ,  s o  b e f i n d e n  s i c h  u n t e r  d i e s e m  s t e t s  3 . 1 1 - 5 = 2 8  S t r a h -  
l e n  v o n  11 d i e s e r  S y s t e m e ,  d i e  ü b r i g e n  S t r a h l e n  l a s s e n  s ich 
d a n n  s o  a n o r d n e n ,  d a s s  v o n  j e d e r n  f o l g o n d e n  S y s t e m o  dre i  
S t r a h l e n  i n  B e z u g  a u f  v o r h e r g e h e n d e  S y s t e m e  g e g e b e n  s ind.  
Nach Herstellung von 1'" führt dann das Verfnhren von 3) m m  Ziele. 

Zum Beweise gehen wir natürlich von der Gr-uppe 
- 
14 24 34 
- 
1 5  % 
E % %  
- - - 
17 27 37 
.- - 
18 2 8  38 
- - - 
19 29 39 

lx 2 X  3X 
-- - 

1x1 2 7  3% 
ixIr 2xIÏ SXII 

aus, welche noch der Entwickelung des Palles B = 6 die nngünstigste An- 
nahme darstellt. Bei n Systemen enthalt jene Gruppe 3 jn - 3) Strahlen, 
es sind demnach noch 3 n  - 5 - 3(n - 3) = 4 Strahlen hinzuzufügen, wenn - - 
die Z'" bestimmt sein çoll. Die Angabe eines der Strahlen 12, 13, 
würde die Angabe aller Strahlen von jedem seiner Systeme in Bezug auf 
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jedes der tibrigen (i4 u5 B ~ . .  . G. nach sich ziehen , was vermieden werden 
kann, wenn nur Strahlen sus  der Systemgrnppe G, a,~,. . . ci, gewahlt 
werden. Hierbei wird dann diejenige Wahl  wieder die ungünstigste sein, 
welche moglichst viele Systeme erfordert, d. h. die Wahl  von 45, 67,  89, X XI. 
Darnit sind 28 Strahles von 11 Systemen gegeben, die Gruppe, die im 
Satze als nicht zu umgehen bezeichnet wurde. 

Wir beschaftigen uns nun sofort mit diesem, die grossten wesentlichen 
Echwierigkeiten bietenden Fa11 : 

n. = l  1 ,  3 n  - 5 = 25 und denken die çoeben beim Beweise von 4) be- 
nutzten Norrnalstrahlen - - 

1 4  24 34 

als gegeben. Eine willkürliche Annahme, welcher der Angabe e i n  e r  Con- 
stanten entspricht , führt niclit mehr , wie vergebliche Versuche zeigten, 
zur Gewinnung eines Punktes aiif einem Strahle von rX1. Ais am zweck- 
mxssigsten erweivt es sich, drei willkürliühe Gerade E, s', 3' anzu- 
nehmen, wodurch 13 Strahlen einer î'6 der ersten sechs Systeme vorliegen. - -  - - 
Man construire dieselbe und dann unter Heranziehung von 17, 27, 37: 67 
[nach 3)] die Polconfiguration IIp7 von G, 6,. . . G, . Irgend eine andere will- 

- - - 
kürliche Annahme 12"23"31" führt dann zu einer IlrJT. 

N u n  b e d e n k e  m a n ,  d a s s  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  e n t s p r e -  
c h e n d e r  P o l e  i7c' ik" z w e i e r  C o n f i g u r a t i o n e n  U'mL!"m e i n e  P 
b i l d c n ,  unsere beideii II7 demnach eine rI7 bestimmen, welcher die 
Normalstrahlen der sieben ersten Systeme angehoren. Dies Verfahren ist 
fortführbar; p7 und 

18, %, 38 
a, Zy, Y, i% 

geben unter zweimaliger Anwendung von 3) eine V9, und eine Wieder- 
holung des gianzen Verfahreiis liefert eine zweite IIer9; beide Il9 bestimmen 
ein P. Ebenso wie der Schritt von l ' I 7  zu ist aber der Schritt von 
dieser zur TX1; und von nuii an besteht, wenn weitere Srsteme hinzu- 
kommen, die Construction der folgenden P m ,  rXI'I aus Wiederholungen 
von 3). 

D i e  g r o s s t e n  w e s e n t l i c h e n  S c h w i e r i g k e i t e n  b i e t e t  h i e r -  
n a c h  d i e  B e s t i m m u n g  d e r  P o l c o n s t r u c t i o n  v o n  13 S y s t e m e n ,  
w e n n  a l s  33 N o r m a l s t r a l i l e z i  z u  d e n  s o e b e n  f ü r  TX1 g e g e b e n e n  

-- -- -- -- -- 
noch d i e  s i e b e n  w e i t e r n  1 X I I ,  2 x 1 1 ,  3x11;  1x111, 2x111, 3x111, - -- 
XII .XII1  h i n z u g e n o m m e n  w e r d e n .  

15" 
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228 Ein Deitrag zur system. Beliandlung der ebenen Bewegung starrer Systeme. 

Das hiermit vollst%ndig gekcnnzeichnete Vcrfahren ist rein gco- 
metrisch, benutzt nur Elemente der Configuration und Iasst in Folge dessen 
das Wesen derselben vollkommen durchschauen. Da andererseits B u r -  
m e s t  e r's Methode der Polbestimmung für den praktischen Gebrauch sehr 
bequem i s t ,  so moge hier noch gezeigt werden, wie sich dieselbe durch 
eine gcringe E r g h z u n g  auch fiir den Fall,  dass unendlich ferne Configura- 
tionselernente anftreten, hrauchbar machen lasst. Man ha t  behnfs An- 
wendung der Xethode zunachst die zum Normalstrahlen - System gehorige 
Gelenkkette herzustellen, ein Glied derselben fest zu deuken und einem 
[am Besten ein dem festen benachlarten) Gliede eine willkürliche endliclie 
lothrechtc Geschwindigkeit zu ertheilen. Daoiit sind , wcnn ZwanglLufig- 
keit des Getriebes vorhanden ist,  auch die Geschwindigkeiten aller tibrigen 
Glieder bestimmt. Setzen wir nun zunachst alle Gelenkpunkte als im End- 
lichen gelegen voraus, was so lange zutrifft, als niclit ein gegebener Normal- 
strahl unendlich fern liegt, und bezeichneii diejenige F igur ,  welche aus allen 
Celenkpunkten und den Strecken, welche die starre Verbindunp der Gelenk- 
pnnkte eines jcweiligen Glicdes andeuten, hesteht, dnrch F ,  so hilden die 
Endpunkte der lothrechten Geschwindigkeiten der Gelenkpunkte eine 
Fjgur 3" und zwar ist jedem Punkte von F ein Punkt  von P', jeder Ge- 
raden von F eine Parallele zu ihr von E" augeordnet., ohne dass F und E" 
einander iihnlich waren. Sind dann Ai Bi zwei Gelenkpunkte des Gliedes ci{ 

in F, AiB,' die ihnen cntsprechenden Pnnkte in  F', so stellen die -- -- 
Strecken Ai A ; ,  Ri 8i' die lothrechten Geschwindigkeiten von rii dar und 
der Schnittpunkt dieser beiden Geraden iut somit der Pol ik von ci, in 
Bezug auf das festgestellte Glied r i k .  Die Herstellung von l?' ist nun 
stets moglich*, man kann somit alle Pole im Gliede G,, construirt denken. 
Eine Wiederholung des Verfahrens für ein anderes festgestellte Glied 
liefert alle Pole i n  diesem, und man erhalt endlich irgend einen Pol sy 
nach dem bekannten Schema 

U I ~  diesem Verfahren seine Auwendbarkeit im Falle unendlich ferner 
Ecken von E', d. h. beim Auftreten von Richtpaaren der Kette, zu erhaltcn, 
construirc man zunâchst cinc zu F centrisch collineare F*. Collineations- 
Centrnm, - Achse, sowie die Gegenachse (das Bild der unendlich fernen 
Geraden der F) sind ganz willkiirlich; man wird insbesondere die Wahl 
also leicht so treffeu konnen, dass alle Punkte von F* innerhalb der Papier- 
ebene liegen. I n  F* kann man dann die Polconfiguration Ki* mit Hilfe 
von F'* eonstrniren und die zu Il* in F gehorige Configuration ii ist die 
gesuchl e. 

' Vergl. M ii 1 l e r - Breslau a. a. O., auch Lang - Rigasche Industrie Zeitiing 
1889, S. 75 flg. 
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S 2. Specielle Bestimmungsarten der  Polconfiguration und  specielle 
Configurationen. 

Wir setzen nunmehr vorans, dass neben Normalstrahlen eine Reihe 
von Polen gegeben sei. Ein Pol entspricht der Angibe von zwei Kormal- 
strahlen, p von einandcr iinabhkingige Pole cntsprechen der Angabe von 
2 p  solchen Strahlen oder Constanten. AhhLngigkeit in der Lage von 
Polen wird durch den Umstancl herbeigeführt, dass die Po? von drei 
Systemen stets auf einer Geraden liegen. E s  wird sich als nothwendig 
erweisen, auch die Falle zu berüoksichtigen, in denen die Pole von mehr 
als drei Systemcn eincr und derselben Geraden angehoren, einmal weil 
dies bei Raderverhindungen oft vorkommt , dann aber namentlich , wei l  
unendlich ferne Pole stets als auf einer Geraden liegend anzusehen sind. 

Zu eine; libersichtlichen Geslaltung der Abh~ngigkeitsverhBltnisse em- 
piiehlt sich die Einfiihrung des folgenden Begriffs: 

5. E i n  , , P o l z u g i L  s e i  e i n e  G r u p p e  v o n  P o l e n ,  d e r e n  j e d e r  
m i t  m i n d e s t e n s  e i n e m  d e r  i i b r i g c n  e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  
S y s t e m e  a n g e h o r t .  E i n  P o l z u g  v o n  s S y s t e m e n  b e s i t z t  a l s o  
m i n d e s t e n s  s-1 P o l e .  

Bei unserer Bezeichnungsweise muss demnach ein beliebiger Pol des 
Polaugs wenigstens mit einem der übrigen eine Zahl gemeinschaftlich hahen. 

Liegen alle Pole eines Zuges in einem Punkte vereinigt, so soll der 
Zug ein p u n k t u e l l c r  P o l z u g  heissen. Liegcn alle Pole eincs Zuges 
auf einer Geraden, so soll der Zug g e r a d l i n i g  heissen. Den Ver- 
einigungspunkt im ersten Palle, bez. die Gerade des zweiten , bezeichnen 
wir, nacli Analogie einer in  der Geometrie der Lage verwendeten Namen- 
gebung, als T r a g e r  des Polzuges. 

Man beweist danu die folgenden Sgtze: 

6. L i e g e n  é-1 v o n  d e n  P o l e n  e i n e s  P o l z u g e s  Pi v o n  i S y -  
s t e m e n  i n  e i n e m  P u n k t e  v e r e i n i g t ,  s o  l i e g e n  i n  d i e s e m  P u n k t e  
a u c h  a l l e  ü b r i g e n  P o l e  d i e s e r  S y s t e m e ,  o d e r ,  e i n  p u n k t u e l l e r  
P o l z u g  v o n  i S y s t e m e n  e n t h ë l t  d i e  s % m m t l i c h e n  P o l e  v o n  j e  
zweien  d i e s e r  S y s t e m e  i n  s e i n e m  T r ü g e r  v e r e i n i g t  u n d  b e -  
s i t z t  2 ( i - l )  C o n s t a n t e n ,  o d e r  z a h l t  a l s  i-l e i n f a c h e  P o l e .  

Nehmen wir zum Beweise zunlchst i = 3, und dic Pole 12, 13 ver- 
einigt im Trlper P an. Dann dreht sich sowohl G~ als G, momentan um 
P in G,, d. h. auch die Relativbewegung von G, gegen s3 ist eine Drehung 
um P, welcher demnach der Pol  23 k t .  Die Allgemeingiltigkeit des Satzes 
folgt mittels des Schlusses von i auf i + 1, indem wir seine Richtigkeit 
fiir die i Systeme G, ci, G ~ .  . . ui voraussetzen. Geben wir von einem hinzu- 
tretenden Systeme G;+L den Pol  ~ , , i + i ,  so ergiebt sich wie oben durch 
Benutzung des Poles l k ,  wo rik eines der i ersten Systeme ist,  dass auch 

der Pol k, i + 1 im Triger  P lie& 
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Der punktuelle Polzug einer Systemgruppe uiuk ci l . .  . sei durch (ikl.. .) 
bezeichnet. 

7. B i l d e n  s - 1  P o l e  v o n  s  S y s t e m e n  e i n e n  g e r a d l i n i g e n  
P o l z u g ,  s o  l i e g e n  a u c h  d i e  ü b r i g e n  P o l e  v o n  j e  z w e i e n  d i e s e r  
s S y s t e m e  a u f  d e m  T r g g e r  d e s  Z u g e s .  D e r  T r a g e r  i s t  a l s o  
N o r r n a l s t r a h l  f ü r  d i e  B e w e g u n g  v o n  j e  z w e i e n  d e r  S y s t e m e .  
J e d e r  e t w a  a u f t r e t e n d e  p u n k t u e l l e  P o l z u g  Pi z i h l t  h i e r b e i  
f ü r  é - 1  e i n f a c h e  P o l e .  

F ü r  s = 3 ist  der Satz richtig und man zeigt leicht wie oben mittels 
des ~chlussev von s  auf s  + 1 ,  d'ass er allgernein gilt. Es  sei nun eiri 
geradliniger Polzug von r )  - s - 1 Polen der s Systeme gegeben. Nehmen 
wir zur Bestirnmung der Constantenza,hl dieser Polo s  - 1 derselben, welche 
noch einen Zug bilden, was stets moglich sein muss, da  durch diese An- 
zahl schon die Anwesenheit der librigen r - s + 1 Pole auf dem Trager 
Ledingt is t ,  so folgt unmittelbar,' dass die Angabe eines jeden dieser 
r - s  + 1 Pole niir der Angabe einer Constauten entspricht und die sammt- 
lichen r Pole sind dahcr 2 (s - 1) + r - s  + 1 = s  + r - 1 Const.anten grlui- 
valent. Hierbei ist jedoeh zu bedenken, dass diese Constantenzahl nicht 
gr6sser als 3 s  - 4 sein darf, sofern starre Verbindung ausgeschlossen sein 
soll. 1st diese Zahl gerade erreicht, d. 11. ist s  + r - 1 = 3 s  - 4 oder 
r = 2 s  - 3 ,  30 ist  die Polconfiguration dieser s  Systeme durch die r Pole 
bestimmt. Mehr als 2s'-  3 Pole dürfcil daher aueh beliebigen si dieser 
Systeme nicht angehoren. Der letzte Satz erhLlt demnach jetzt die all- 
gemeinere Fassiing : 

8. S i n d  r P o l e  e i n e s  g e r a d l i n i g e n  P o l z u g e s  v o n  s S y s t e m e n  
g e g e b e n ,  u n d  i s t  s - l ( r ( 2 s - 3 ,  g e h o r e n  f e r n e r  n i c h t  m e b r  
a l s  2 s ' - 3  d i e s e r  P o l e  b e l i e b i g e n  s' d e r  S y s t e m e  a n ,  s o  l i e g e n  
a u c h  d i e  t i b r i g e n  P o l e  d e s  Z u g e s  a u f  d e m  d u r c l i  d i e  g c g o b c n e n  
b e s t i m m t e n  T r l g e r  u n d  d u r c h  l e t z t e r e  r P o l e  s i n d  r + s - 1  
C o n s t a n t c n  b e s t i m m t .  S i n d  i n s b e s o n d e r e  r = 2 s - 3  P o l e  g e -  
g e b e n ,  s o  i s t  j e d e r  P o l  d e r  s  S y s t e n i e  b e s t i m m t .  J e d e r  p u n k -  
t u e l l e  P o l z u g  v o n  i S y s t e m e n  z 2 l i l t  l i i e r b e i  f ü r  i-1. P o l e .  

Aus diesem Satze folgt insbesondere:* 

9. D i e  m o r n e n t a n e  B e w e g u n g  v o n  s  S y s t e m e n  i s t  d u r e h  
A n g a b e  v o n  2 s - 3  u n c n d l i c h  f e r n e n  P o l c n  b e s t i m m t ,  s o f e r n  
b e l i e b i g e n  s' S y s t e m e n  n i c h t  r n e h r  a l s  2 s ' - 3  P o l e  a n g e I l o r e n .  
J e d e r  p u n k t u e l l e  P o l z u g  v o n  i S y s t e m e n  z a h l t  h i e r b e i  f ü r  
i-1 P o l e .  

Im Falle der Bestimmtheit aller Pole des geradlinigen Zuges geschieht 
die Construction der fehlenden Pole mit Hilfe des B u r m e s t e r 'sclien 

~ 

* Vergl. G r ü b l e r  a. a. O. S. 213. 
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Satres:* Liegen die sechs Pole von vier Systemen auf einer Geraden, so 
bilden je zwei Pole,  welche kein System gemein haben, ein Punktpaar 
eiper und derselben Involution. Diese Involution von je vieren der Systeme 
m6gc durch J(7c, 1, m ,  n),  wo die Klammer die Systemzahlen cnthglt, 
bezeicbnet werden. Der Verlauf der Construction mag an einem Reispiele 
gezeigt werden. Gegeben seien auf einer Ceraden die Pole 

Wir haben s = 7 ,  r = 1 l= 2 s  - 3.  Die Polconfiguration ist also 
bestimmt, da nicht mehr als 2s'- 3 Pole beliebigen s' der Systeme an-  
gehoren. Nun bestimmen 

in J(1243) die Paare 12, 43; 24, 15 und 14 den Pol  25 
,, J(1256) ,, ,, 12, 5 6 ;  1 6 ,  23 ,, 16 ,, ,, 26 
,, J (1267)  ,, ,, 1 2 ,  6 7 ;  17. 26 ,, 16 ,, ,, 27 
,, J(12i7c) ,, ,, 1 i, 2 k ;  1 k ,  2i ,, 12 ,, ,, é k .  

I m  Falle mehrere solche , , g e r a d l i n i g e  C o n f i g u r a t i o n e n "  in der 
Configuration von n. Systemen auftreten, haben jene nur dann keinen Pol 
gemeinschaftlich, wenn keine zwei der Configurationen mehr als h h s t e n s  
ein System gemeinschaftlich haben. 1st diese Bedingung erfiillt, 90 ist  die 
Constantenzahl aller daher gleich der Summe der einzelnen geradliuigen 
Configurationen. I n  derselben Weise besitzcn belicbige Configurations- 
elemente als Constantenzahl die Summe der Constantenzahlen der einzelnen 
Elemente, so lange diese von einander unabhangig sind, d. h. so lange 
keins der Elemente in seiner Lage durch die tibrigen beschrankt, oder gar  
bestimmt ist. Sind hingegen in Fig.  5 die Pole 51, 54, 61, 64 und 
der geradlinige Zug 12, 23, 34 gegeben, so bestimmen die ersten vier 
Pole den weitern 14,  wolcher auf dern geradlinigen Zuge liegen muss, so- 
fern tiberhaupt Bewegung zwischen G, und G, mtiglich sein soll." Der 
Trkiger des geradlinigen Znges ist also von den vier tibrigen Polen ab- 
hangig und die Pole 12, 23, 34 reprasentiren nur  6 - 1 = 5 Constante, da 
wegen des Pols 14 nach Angabe von zweien, etwa 12, 23, der dritte 34 auf 
dern danu bestimmten Trager liegen muss. Die Gesammt - Constantenzahl 
der gegebenen Elemente ist  somit 4 .2  + 5 = 1 3 ;  die Polconfiguration ist 
nicht bestimmt; erst eine willkürliche Annahme von einem der unbestimmten 

* Vergl. ,,KinematiklL S. 436. Herr B u r m e s t e r  gewinnt diesen Satz in 
etwas anderer Fassung durch Betrachtung einer Sonderlage des Watt 'schen 
Nechanismus. Ich erlaube mir darauf hinzuweisen, dass diese Beziehung zwischen den 
Polen einc unmittelbare Folge der Thatsache ist, dass dio sechs Ecken eines voll- 
standigen Vierseits von einem Centrum seiner Ebene aus durch sechs Strahlen einer 
Involution projicirt werden. Hieran kann irn Grenzfalle von vier unendlich nahen 
Seiten dee Vierseits nichts gesndert werden. 

** Dsrartige Widcrsprüche dürfeu nicht vou der Betrachtung ausgesehlosseii 
werden, wir erledigen dieae Vorkommnisse jedocli erst im folgenden Paiagraphen. 
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Pole, etwa 24*, gestattet eine eindeutige Bestimmung der weitern 25*2GC 
13*35*3GC, wie in der Pigur theilweise angedeutet, ist;  13' ist insbeson- 
dcre der sechste Involutionspunkt zu 12, 3 4 ;  23, 1 4 ;  24*. 

Derartige Restimmungsstiicke müssen ai~sgeschlossen werden, wenn es 
sich um die Angabe iibersichtlicher Kriterien fur die Bestimmtheit der Pol- 
configuration handelt. W i r  n e n n e n  d i e  B e s t i m m u n g s s t l i c k e  von 
e i n a n d e i  u n a b h a n g i g ,  w e n n  k e i n s  d e r s e l b e n  i n  s e i n e r  L a g e  
d u r c h  d i e  ü b r i g e n  w e i t e r  b e s c h r i i n k t  i s t ,  a l s  e s  d u r c h  d i e  
g e r a d l i n i g e n  P o l z t i g e ,  d e n e n  e s  e t w a  a n g e h o r t ,  b e d i n g t  i s t ,  
u n d  i n s b e s o n d e r e  d i e  T r a g e r  d e r  g e r a d l i n i g e n  P o l z t l g e  un-  
a b h a n g i g  v o n  d e n  n i c h t  a u f  i h n e n  l i e g e n d e n  P o l e n  s i n d .  

Die bisherige Entwickelung gipfelt dann in dem folgenden Resultat: 

10) S i n d  a l s  v o n  e i n a n d e r  u n a b h a n g i g e  S t ü c k e z u r  B e s t i m -  
m u n g  d e r  P o l c o n f i g u r a t i o n  v o n  IÛ S y s t e m e n  g e g e b e n :  p N o r -  
m a l s t r a h l e n ,  Pi p u n k t u e l l e  P o l x I i g e  v o n  i S y s t e m e n ,  w e l c h e  
k e i n e m  g e r a d l i n i g e n  P o l z u g e  a n g e h o r e n ,  e n d l i c h  k g e r a d -  
l i n i g e  P o l z ü g e  v o n  r k  P o l e n  u n d  sk S y s t e m e n ,  u n d  h a b e n  k e i n e  
z w e i  d i e s e r  g e r a d l i n i g e n  Z ü g e  m e h r  a l s  e i n  S y s t e m  g e m e i n -  
s c h a f t l i c h ,  s o  i s t  d i e  n o t h w e n d i g e  u n d  h i n r e i c h e n d e  R e d i n g u n g  
f ü r  d i e  B e s t i m m t h e i t  d o r  C o n f i g u r a t i o n  g c g e b e n  d u r c h  d i e  
G l e i c h u n g  

s o f e r n  d e r  W e r t h  d e s  f ü r  d i e  B e s t i m m u n g s s t ü c k e  v o n  be-  
l i e b i g e n  n' d i e s e r  S y s t e m e  g e b i l d e t e n  A u s d r u c k s  o b i g e r  
G l e i c h u n g  (3n ' -  4 ist. 

Sind zwei oder mehr Systeme zweien geradlinigen Configurationen 
gemeinsshaftlich, so liegen die siimmtlichen Pole jener Systeme im Schnitt 
punkte der Trager vereinigt. Haben demnach mehr als zwei geradlinige 
Configurationen zwei oder mehr Systeme gemeinschaftlich, so miissen sich 
ihre Trfiger in  einem und demselben Punkte schneiden. Dieser Punkt ist 
dann Trageï eines punktuellen Polzuges, welcher den sammtlichen Con- 
figurationen angehort, aber natlirlich nur einmal bei der Bestimmung der 
Constantenzshl gezahlt werden darf,  sofern e r ,  was wir voraussetzen, ge- 
geben ist,  d a  andernfalle die Triiger nicht von einander unabhangig waren. 
Der letzte Satz versagt seine Dienste und wir müssen eine andere Zahl- 
weise einführen. Wir ziitilen zunachst jeden Pi, mag er geradlinigen Zügen 
angehoren oder nicht, als 2( i  - 1) Constanten. Bilden danu r Pole von 
s Systemen einen geradlinigen Zug, so ziihlen r -. s + 1 van ihnen nur als 
je eine Constante (vergl. S. 230) und diese Zahl ist, daher zu sub- 
trahireu. 
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Wir haben daher umfassender : 
10a) Sind a18 von einander unabhangige Restimmungsstücke der Pol- 

configuration von f i  Systemen p Normalstrahlen, Pi punktuelle Polzüge 
von i Systemen gegeben und treten unter diesen k geradliriige Palzlige 
von Tk Polen und sk Systemen auf ,  so ist die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung fiir die Restirnmtheit der Polconfiguration, dass 

sofern der Werth d e ~  ftir beliebige ra' diever Systeme gebildeten Ausdruckii 
obiger Gleichung 53m'-4 ist. 

Einige Reispiele erscheinen zur Erlauterung nieht überflüssig. 
Gegeben seien von der Polconfiguration der Systeme G, 6,. . . G,, der 

geradlinige Polzug 
12, 23, 34, 4 5 ,  51, 4G, 67,  78, 82, 39, 92 und die Pole 
1 1 0 ,  6 10, 9 10, 10 11, 7 11. 

Nach 10) haben wir f ü r p = O ,  P2=5, g k = l ,  r k = l l ,  s , ~ = 9 , . n = l l i  
als Bedingung der Bestimmtheit der Configuration 

2 . 5 + ( 1 1 + 9 - 1 ) = 3 . 1 1 - 4 ,  
und diese ist erfüllt, da jede Seite der Gleichung den Werth 29 hat. 

Gegeben seien die geradlinigen Polzüge 
(123), 14, 2 4 ,  34, 45 
(123), 16,  1 7 ,  2 8 ,  39, 26, 78, 19 

und die Pole 1 10, 5 10, 8 11, 9 11 der Configuration der elf Systeme 
G .  G Es  ist p = O .  Nach 10a)  hsben wir P,=l, P, =15. 

In jedem geradlinigen Polzuge ~ i i h l t  der P, als zwei Pole. Demnach 
ist i m  ersten Polzuge ' r k  = 6, s k  = 5, also r k  - sk + 1 = 2, 
und im zweiten Polzuge r k  = 9,  s k  = 7 ,  also +k - sk + 1= 3 ,  

und die zu erfüllende Bedingung ist 
2 ( 2 + 1 5 ) - ( 2 + 3 ) = 3 . 1 1 - 4 .  

Da jede Seite der Gleichung den Werth 29 ha t ,  ist  die Configuration 
bestimmt. 

5 3. Polconfigurationen mit  todten Systemgruppen. 
Todtlagen kinematischer Ketten, 

Wir betraehtcn nunmehr solche Bestimmungsetlicke , welche auf Wider- 
sprüche mit den für Polztige gefundenen Gesetzen ftihren. Systemgruppen, 
welche in ihren Polen derartige Widersprüche zeigen, konnen sich dann 
nur momentan wie starre Systeme verhalten, so dass der Pol von je zweien 
Systemen ganzlich unbestimmt ist. Eine Unbestimmtheit der Bewegung 
tritt hierbei irn Allgemeinen"' niclit ein, wenn die Constantenzahl die richtige 
371- 4 für n Systeme is t ,  wir haben nur den auf Seite 221 als noch zu- 

* Vergl. S. 2 5 t  am Schlusse. 
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lassig hingestellten Fa11 vor iins, in welchem auf n, Sgstcme ~ ( P Z ,  - 1) 
Constanten entfallen. Andererseits k6nnen mehrere Systeme sich wie ein 
einziges starres System verhalten, ohne dass die ganze Polconfiguration 
durch die gegebenen StUcke bestimmt wxre. 

Wir  nehmen als einleitcndes Beispiel fü r  n = 3 ,  zur Bestimmung der 
Polconfiguration den punktuellen Zug 12, 2 3  und den nicht durch seinen 
Trager gehenden Normalstrehl 13 an. Da der Pol 1 3  einmal im Triiger 
des Zuges, andererseits auf 13 liegen muss , was der Angabe von 2 + 1 = 3 
Constanten entspricht, so verhnlten sich G, und G ,  momentan viie ein starres 
System. Die Sache gcstaltet sich anschaulich nach Bildung der zugehfirigen 
Gelenkkette, in  der zur Wahrung der Allgemeinheit der Polzug nicht nls 
bleibendes Gelenk çewahlt werden moge. Wir  geben vielmehr 12 durch 
A, A2, B, Bp ; 2 3  durch C2 Cs, D, D3 und a durcli El E,. Fallt nun 
(Fjg. 6) 1 2  auf 2 3 ,  so bewegen sich G, und G, momentan wie ein einziges 
starres System in G, um den Pol 12, 23. Die gegebenen Bestimmungs- 
stticke zLhlen als 2.2 + 1 = 5 Constanten und die Kette ist  in der That 
zwanglaufig. F ü r  eine Nachbarlage wird der Pol in ganz bestimmter Weise 
durch 13 auf der Verbindungslinie von 12 und 23 verzeichnet. Drelien 
sich andererseits G, li, dauernd um einen festen Punkt 1 2 ,  2 3  in G,, so ist 
nwar m o m e n t a n  die Bewegnng genau so wie vorhin, aber noch mehr, 
G , G ~  verhalten sich jetzt dauernd wie ein starres System G , , .  Es ist ganz 
gleichgiltig, wo man den Pol 13 aiif 13 wahlen msg. In  der That ziihlt 
auch dieser Pol,  wenn man ilin statt  des Normalstrahles 13 gegeben deiikt, 
wie dieser nur als e i n c  Constante, da  dann ein goradliniger Polzug von 
drei Systemen und drei Polen mit der Constantenzahl 3 + 3 - 1 = 5, der- 
selben Zahl wie vorhin, gegeben ist. 

Auch die Figur 5 geh6rt hierher, wenn die Bedingung, dass 14 auf 
dem Trliger des geradlinigen Zuges liege, unerfüllt gelassen wird. Dnnn 
sind die Bestimmungsstücke von einander unabhiingig und enthslten 14 Con- 
stauten, so dass die Polconfiguration der sechs Systeme hestimmt ist. 
o, und G,, und infolge dessen auch 17, und G,  bilden ein einziges starres 
System G ~ ~ ~ ~ .  In i 2  liegen die Pole 2 4 ,  2 3 ,  26, in 34 die Pole 31, 33, 36. 
Auf G , G ~ G ~ G ~  entfallen jetzt neun statt aeht Constanten. 

Als Beispicl einer nicht vollig bcstimmtcn Configuration geben wir den 
geradlinigen Polzug 12 ,  23, 34, 4 5  und den nicht auf seinem Triiger 
liegenden Pol 1 5 ,  d. h. zehn Constanten, wtihrend zur volligen Bestimmt- 
heit der Configuration d e r  fiinf Systeme elf Constanten erforderlich waren. 
Nichtsdestoweniger verhalten sich G , G ~  momentan wie ein starres System, 
d a  der Pol 51 nach Satz 8) auf dem Trager des Polzugs liegen miisste, 
und somit auf diese beiden Systeme 3 Constanten entfallen. 

Wir  schreiten nunmehr in  der allgemeinen Entwickelung fort und 
denken in einer Kette eine Gruppe von Gliedern als vorhanden, welche sich 
wiihrend der Eelativbewegung der liette momentan wie ein starres System 
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verhalten muss. Eine Relativtiewegung kann dann in keiner Weise durch 
das Wirken von Kraften an Gliedern der bezeichneten Gruppe eingeleitet 
werden, ganz einerlei, ob die Kette im Uebrigen zwanglkufig ist oder nicht. 
Insbesondere kann keine Bewegung erzielt werden, wenn in dem Getriebe, 
welches aus dieser Kette durch Feststellen eines Gliedes der ausgezeich- 
neten Gruppe entsteht, irgend eiu auderes Glied derselben zum Angriffs- 
gliede einer Kraft gewahlt wird. Man sagt, dass ein Getriebe, welches 
dieses Verhalten zeigt, sich in einer Todtlage befinde. Aus unseren Ent- 
wickelungen folgt, dass aus einer Kette im Allgemeinen eine Reihe von 
Getiieben in Todtlagen abgeleitet werden kann,  sobald eine einzige nach- 
gewiesen ist. Um dicse siimmtlich gleichzeitig zu umfassen und den Be- 
griff der Kraft bei einer Definition auszuschliessen, was vom kinematischen 
Standpunkt aus zu fordern is t ,  definiren wir die Todtlage a n  der kine- 
matischen Kette wie folgt: 

E i n e  k i n e m a t i s c h e  K e t t e  b e f i n d e t  s i c h  i n  e i n e r  T o d t l a g e ,  
wenn d i e  K e t t e  G l i e d e r g r u p p e n  e n t h i i l t ,  v o n  d e n e n  j e d e  s i c h  
w z h r e n d  e i n e r  u n e n d l i c h  k l e i n e n  R e l a t i v b e w e g u n g  w i e  e i n  
s t a r r e s  S y s t e m  v e r h a l t e n  m u s s .  D a s  g e o m e t r i s c h e  K e n n -  
ze ichen  e i n e r  s o l c h e n  , , t o d t e n  GirnppelL b e s t e h t  i n  c i n e m  
W i d e r s p r u c h e ,  w e l c h e n  d i e  L a g e  e i n e s  P o l s  v o n  i r g e n d  z w e i e n ,  
der  G r u p p e  a r i g e h o r e n d e n  S y s t e m e n  g e g e n ü b e r  d e n  d u r c h  d i e  
a n d e r n  G l i e d e r  b e r e i t s  b e s t i m m t e n  P o l e n  z e i g t ,  w o d u r c h  
anf  d i e  R e l a t i v b e w e g u n g  d e r  t o d t e n  G r u p p e  m e h r  C o n s t a n t e n  
e n t f a l l e n ,  a l s  z u r  B e s t i m m t h e i t  i h r e r  P o l c o n f i g u r a t i o n  n o t h -  
w e n d i g  i s t .  

Auf diesem allgemeinen Kennzeichen fussend, geben wir noch einige 
Bildungsweisen von Todtlagen, hepchranken uns jedoch auf zwaugl2ufige 
Ketten. 

Man ziehe durch den Pol 12 zweier Glieder G~ G~ einer zwangl%ufigen 
Kette x (in Fig. 7 das Gelenkviereck ri, us a, ci,) einen Normalstrahl und 
w;ilile auf ihm in G ,  den Punkt  A, ,  in G ,  den Punkt  B,. Solche zwei 
Punkte sind als Punktpaar stationarer Entfernung zu bezeichnen, weil sich 
diese Entfernung wahrend e i n  e r  unendlich kleinen Bewegung nicht Zndert. 
Man nchme jetzt eirie zweite Kette .il [las Gelenk G, G , ,  und wiihle in G,  

den Punkt A,, in G ,  den Punkt  B6 B O ,  dam A,B, = A, B,, aber AR und 
B, in I. kein Punktpaar stationarer Rntfernung bilden. Eine Vereinigung 
von A,B5 und ebcnso von A,B,  in  je einem Gelenkpunkte macht diese 
bez. zu den Polen 15, 26  und den gewahlten Normalstrahl zum Trager 
des geradlinigen Polzuges 15, 2 6 ,  12 der neuen Kette ( x  k ) .  Da im 
Widerspruche mit 7) der Pol  56 nicht aiif jenem Trager liegt, eo befindet 
sich die gebildete Kette ( K A )  in  einer Todtlage mit der todten Gruppe A .  
Wiederholungen des Verfalirens führen auf weitere todte Gruppen p v . .  . , 
sofern man entweder durch 12, oder andere Pole von x ,  Normalstrahlcn 
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zieht, aiif ihnen Punktpaare stationarer Entfernungen annimmt und in 
diesen die Ketten u , v . .  . , wie oben auseiilandergesetzt wurde , anschliesst. 

Ein eigenthümliches Verhalten zeigt die Kette ( x i ) ,  wenn die Ent- 
fernungen der gewiihlten Punktpaare beide gleich Nul1 sind und daher die 
Pole 15, 26 sich decken. Dann treten zwei geradlinige Züge, namlich 
15, 26, 12 iind 15, 26, 56 aiif und jede der Kette x und A muss sich 
wie ein starres System verhalten, ( x l )  unterscheidet sich durch nichts von 
einem einfachen Gelenk, so lange nicht durch relative Drehung von x 

gegen A um den Gelenkpunkt 15, 26 die Trager der beiden geradlinigen 
Polzüge sich vereinigcn. I n  diesem Augenblicke existirt wieder nur ein gerad- 
liniger Zug 1 2 ,  15, 2 6 ,  5 6 ,  aber die Constantenzahl wird durch sein Auf- 
treten um 1 erniedrigt und die Rette ist  in der That  in  diesem Augenblicke 
nicht zwangliufig, weil ersichtlich unabhiingig von einander die Glieder vou x 

sowohl , als diejenigen von A unter sich Relativbewegungen vollziehen kCnnen.* 

4. Allgemeine Kennzeichen d e r  Zwangllufigkeit kinematischer Ketten, 

Die Angabe eines Normalstrahles ftir den ganzen Verlauf der Be- 
wegung entspricht dem Vorhandensein eines hoheren, nicht zwanglaufigen 
Elementenpaares in  der Kette. 

Ein blcibender punktueller Polzug Yi, dessen TrXger im Endlichen 
liegt, wird durch ein i-faches Gclenk vertreten, d. h. durch ein Gelenk, 
um dessen Achse sich i Systeme drehen. Liegt der Trager im Unendlichen, 
so tritt  an die Stelle des Gelenkes das i -  fache Richtpaar, langs dessen 
Gleitlinie sich die i Systeme gegen einander verschieben, und der unendlich 
ferne Punkt  der Normalen zur Gleitlinie ist der Triiger des punktuellen 
Polzuges. Da, nun alle uncndlich-ferncn Punkte der Ebene als auf einer 
Geraden liegend zu denken sind, s o  i s t  e i n  v o n  R i c h t p a a ï e n  h e r -  
r ü h r e n d e r  P o l z u g  s t e t s  e i n  g e r a d l i n i g e r .  

Andere bleibende geradlinige Polzuge treten auf ,  wenn die Achsen 
mehrerer R i d e r  siimmtlich in einer Ebene und i n  einem und demselben 
Gliede 6, liegcn. Sind dann die Rader durch G, G,. . . G, bezeichnct, so 
liegen die lz - 1 Pole 12, 1 3 ,  14.. .l n stets auf einer Gwaden und nach 
7) befindet sich auch der Pol der Bewegung von je  zweien dieser Rader 
auf besagter Geraden. Meistens ist dann der Pol im Berührungspunkt der 
Radprofile gelcgen, wie bei den in Fig. 8 dargestellten Reibriidern G~ u3uJ1 
deren Achsen in der Ebene der Figur durch die Pole 12, 13, 14 vertreten 
sind. Es ist dann bei der Fesstellung dcr Conetantenzahl gleichgiltig, ob 
man alle gegebeiien Pole, namlich 1 2 ,  23, 1 3 ,  34 14 des geradlinigen 
Zuges ziililt, und diesen mit 5 + 4 - 1 = 8 Constanten in Recliuung zieht -, 
oder ob man nnr die drei Acbsenpunkte mit 3 . 2  = 6 Constanten zghlt, 
-- 

* In einfachster Weise zeigt dieses Verhàlten das G a l l o  w ay'~c1ie Getriebe, 
ein Glierierviereck mit zwci Paaren gleicher benachbarter Seiten, eofern die Ge- 
lenkpunkte, welche ungleiche Seiten verbinden, aich deckeu. 
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und von den beideu andern n u r  die Norrnalstrahlen 23, 34 mit  je einer 
Constanten berücksichtigt, was ebenfalls die Gesammtzahl von 2 . 3  + 2 = 8 
Constanten ergiebt. Der Einwand,  dass die Normalstrahlen hier nicht zu 
zshlen eeien, weil aie,  als mi t  dcm Trxger des Zuges vereinigt liegend, 
auf diesem keinen Pol verzeichnen ktinnen, wird hinfallig diirch die Er- 
wiigung, dass i n  Folge besondereï Eigenthümlichkeiten (Reibung, Zahne) 
die Profilcurven gezwungen s ind,  auf einander zu rollen. Sahe man  von 
diese:: Besonderheiteil a b ,  so  ziiblten die Normalstrahleri i n  de r  T h a t  nicht, 
jedes Rad k6nilte sich unabhangig von den beiden tibrigen bewegen, eine 
Bnnahme, die giinzlich unzulassig wiire. 

D i e  K e t t e  i s t  n u n  z w a n g l a u f i g ,  w e n n  i h r e  P o l c o n f i g u r a -  
t iou be  s t i m  m t i s  t , und wir haben daher  aus  10a) das folgende Kriterium : 

11) E i n e  e z - g l i e d r i g e  k i n e m a t i s c h e  I i e t t e  e n t h a l t e  p n i c h t  
z w a n g l a u f i g e  h 6 h e r e  E l e m e n t e n p a a r e ,  Pi i - f a c h e  G e l e n k e  u n d  
R i c l i t p a a r e ;  d i e  R i c h t p a a r e  b i l d e n  i n s b e s o n d e r e  ( a u f  d e r  u n -  
e n d l i c l i  f e r n e n  G e r a d e n )  k P o l z ü g e  v o n  1.k P o l e n  u n d  s,+ S y s t e -  
men,  w o b e i  j e d e s  i - f a c h e  R i c h t p a a r  f l i r  i -1  P o l e  z u  z i i h l e n  
is t .  D i e  K e t t e  i s t  d a n n  z w a n g l a u f i g ,  w e n n  

s k - l ( l ' k < 2 ~ k - 3 ,  - - 

und d e r  W e r t h  d e s  f ü r  b e l i e b i g e  n' d e r  G l i e d e r  g e b i l d e t e n  
A u s d r u c k s  l i n k e r  I I a n d  i n  o b i g e r  G l e i c h u n g  <3d-4 - id.* 

Das Eintreten von Todtlagen is t  bereits im  vorigen Paragraphen 
erortert. Giebt andererseits das Anftreten eines punktuellen oder gerad- 
linigen Polzugs wiihrend de r  Bewegung zu einer Verrninderuug der  Con- 
stantenzahl Veranlassung, so i s t  i n  einem solchen Augenblick dic Kct tc  
nicht zwangliiufig, dia 3 m-4 Normalstrahlen, denen die gegebcnen Rle- 
mente %quivalelit sind, gehoren dann eiiier rn an.  (Vergl. S. 231, Fig .  5.) 

Herr G r ü b l e r  gelangt a .  a. O. S. 221, G1. 13) zu einer der obigen gauz 

khnliçhen Bediugungsgleichung, in der sich statt der zli (ri: - Si, + 1) eine Zahl y, 

ditjenige der von einander unabhangigen Gleitvielseite, befindet. Die Bestimmung 
von y wird an  einigen Beispielen mit Hilfe cines geometrischcn Verfahrens erlau- 
tert. An Stelle der obigen Ungleicliungen treten die F'orderungen: ,, 1. Ditss in 
den Ketten keiue geschlosseuen Gliedergruppen mit einem Gelerike auftreten und 
2. die binaren, nur Prismenelemente (Richtelcmente nach der oben benutzten Be- 
zeichnung) enthaltenden Glieder keiue Gleitlinie ausschliesslich gemein hahen." 
Eine geschlossene Gliedergruppe u1 GZGS ... am ist vorhanderi, wenn al mit <ip , (ip 

mit o,.. ., o, -t mit G,, G, mit G~ direct durch Gelenke oder Richtpaare 12, 23.  ..m 1 
verbundcn sind. Sind nun 12 ,  23, 34. .m-1 m Richtpaare, ist m i  das einzige 
Gelenk, so wird der ersten Forderung nicht genügt. Nach den Ergebnissen der 
vorliegenden Untersuchung bilden 12, 23 ,.. . m-1 m einen geradlinigen bleibenden 
Zug von m-1 Polen und m Systemen, und der Pol m l  müsste cntgegen der An- 
mhme auf dem Triger  des Zuges, der unendlich fernen Geraden liegen. Auf 6, a, 
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Wie in diesem Falle gewisse ausgezeiühnete Pole bestimrnt werden konnen, 
sol1 spater gezeigt werden. 

Hier ist  auch der Ort  , zu zeigen, wie sich M Ii I l  e r - Breslau's Figur P' 
bei Sonderlagen der Kette verhalt.* 

Folgende drei Falle sind zu unterscheiden: 

1. Aile Punkte von F' sind im Endlichen gelegen, und keine zwei 
Gerade Ai Ai' und Bi Bi' (S. 228) decken sich. Dann sind alle Pole eindeutig 
bestimmt , dio Annahme Ai A{ il Bi Bi' wtirdo nur  auf einen unendlich fernen 
Pol  führen. 

1 s t  i n s b e s o n d e r e  e i n  T h e i l  f' v o n  F ' d e m  i h m  e n t s p r e c h e n .  
d e n  f v o n  F i i h n l i c h ,  s o  b i l d e n  d i e  z u g e h o r i g e n  G l i e d e r v o n F  
e i n e  t o d t e  G r u p p e ,  w e l c h e r  d a s  f e s t g e s t e l l t e  G l i e d  n i c h t  a n -  
g e h t i r t ,  u n d  d e r  A e h n l i c h k e i t s p u n k t  v o n  f u n d  f ' i s t  d e r ,  a l l en  
G l i e d e r n  d e r  t o d t e n  G r u p p e  g e m e i n s c h a f t l i c h e  Pol  i n  B e z u g  
a u f  d a s  f e s t e  G l i e d .  

2. Neben endlich fernen Ecken von F' (unter denen jedenfalls die ru  

Gelenkpunkten eines Nachbargliedes vom festgestellten gehorenden Ecken 
s ind, .  dem man behufs Construction von 3" cine beliebige endliche Ge- 
schwindigkeit ertheilte') mtige E" noch unendlich ferne Rcken aufweisen. 
Dann treten neben endlichen Oeschwindigkeiten unendlich grosse auf, oder, 
da es nur auf Geschwindigkeits- V e r  h a i t  n i s s e  ankommt , - wiihrend die 
Geschwindigkeit etlicher Glieder unendlich klein ist ,  bewegen sich andere 
mit endlichcn Gcschwindigkeitcn. Erstere bilden also eine todte Gruppe, 
der das festgestellte Glied angelitirt; die Annahme jeder endlichen Ge- 
schwindigkeit eines dem festgestellten benachbarten Gliedes war unzul%ssig, 

entfallen demnach drei Constanten und diese Systeme verhalten sich daher 
dauernd mie ein einziges. - Liege andererseits eine sechsgliedrige Kette G,G, . . .G~ 

vor mit den Gelenken 12, 23 ,  5 4 ,  41 und den Richtpaarcn 2 5 ,  56 ,  64; so eind 
<i5 und G, Iiinare Glieder, welche nur Richtpaare enthalten und welchen überdies 
die Gleitlinie 56 ausschliesslich gemein ist. Dies widerspricht der zweiten Grüb- 
1 er  'schen Forderung. Die, Gleichung 11) iat durch 7.2 = 3 .6  - 4 erfüllt. Nichts- 
destoweniger bilden G, G , G ~ G ,  eine starre Gruppe, da der Pol 24 im Endlichen 
gelegen ist, derselbe aber auch dem Polzuge der Richtpaare angehoren müsste 
und somit auf a, G,G,G, 8 + 1 = O statt  hochstens 3.4 - 4 = 8 Constanten entfalleü. 
Soweit besteht also vollstiindige Uebereinstimmung zwischen den auf ganzlich ver- 
schiedenen Wegen gewonnenen Resultakn. Aber es konuen aiich noch in  anderer 
Wcise bleibende todte Gruppen auftreten. Z. B. enthalte einc achtglicdrige 
Kette G ,... a, die Gelenke 17, 18, 68, 67 und die Richtpaare 12, 23, 24, 35, 34, 45, 65. 
Sie ist zwangliiuiig , weil 2.11 - (7 - G -+ 1) = 3 . 8  - 4. Binare, nur Richtpaare ent- 
haltende Glieder treten gar nicht auf, aber die Glieder G, G , G , G ~  bilden dennoch 
eine bleibende todte Gruppe, da  der Pol 16 im Endlichen liegt, er aber anderer- 
seita sich anf dern 'I'rager des unendlich fernen Polzuges der Richtpaare befinden 
niüsste. Auf G, a,a, G, entfallen, wie im vorigen Bciepiel, neun Constanten. 

Sofern Richtpaare vorhanden sind, muss man nach S. 238 natürlich erst B" 
bilden, und die Entwickelung des Textes bezieht sich daun auf E"'. 
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man wird vielmellr die jetzt gckennzcichncte todte Gruppe als ein starres 
System betrachten und dann auf eine im Endlichen verlaufende Figur F' 
kornrnen Aüssen. 

AIS wesentliches Ergebniss haben wir demnach das folgende: 

12) B e s i t z t  d i e  P i g u r  F' u n e n d l i c h  f e r n e  E c k e n ,  s o  i s t  d a s  
G e t r i e b e  i n  e i n e r  T o d t l a g e ,  u n d  n u r  v o n  d e n j e n i g e n  G l i e d e r n  
a u s ,  d e r e n  K n o t e n  s o l c h e n  E c k e n  e n t s p r e c h e n ,  k a n n  d u r c h  
W i r k e n  e i n e r  K r a f t  R e w e g u n g  e i n g e l e i t e t  w e r d e n .  

3. Mehrere Linienpaare, wie &4/, RiR,' decken sich. Dann ist der 
Pol des Gliedes ui in Bezug auf das festgestellte unbestimmt, sofern nur 
die Bewegung wahrend e i n e s  Zeitelementes berücksichtigt wird. 

Zur Erledigung des Falles 3) bedarf es der Heranzichung der Be- 
wegung wahrend eines folgenden Zeitelementes oder der Krümrnungseigen- 
schaften, zu deren Untersuchung wir uns jetzt wenden. 

5 5. Die Bewegnng von  II. Systemen wahrend zweier aufeinander 
folgender Zeitelemente. 

Die Polconfiguration ist ein vollsL%ndiges geometrisclies Bild der Re- 
lativbewegung , welche n Systeme wahrend e i n e s Zeitelementes vollziehen 
ktinnen. In  Fnlgendem sol1 eine Figur angegeben wcrden, welcbc mit der- 
selben Vollstandigkeit die Bewegung wahrend zweier auf einander folgender 
Zeitelemente wiedergiebt. Als hierzu geeignete Elemente bieten sich für  
je xwei Systeme die entsprechenden Krümmungeniittelpunkte von Curven- 
paaren dar, welche bei der Relstivbewegung jener zwei Systeme im Ver- 
hbltnisse der Enveloppen zu einander stchen. Die Punktc eines solchen 
Paares eutsprechender Krürnmun~srnittelpunkte werden wir stets durch den- 
selben grossen lateinischen Buchstaben bezeichnen, dem wir die System- 
zaiil als u n t  e r n Zeiger anbangen. A, A, ,  13, B, maren also zwei Paare 
der Bewegung von <il in Bezug auf ri,. Die bekanntlich hierdurch be- 
grtindete quadratische Verwandtschaft bezeichnen wir durch V12. Sind zi i  

einem Punkte A, von ci die cntsprechendcn Ae ALA, bez. in (ik G J G ,  ge- 
geben, so entsprechen sich natürlich im Allgemeinen AkArA, nicht unter 
einander, and es bedarf zur einwurf3freien Bezeichnung der Angabe der 
Verwandtschaft , welche durch o b  e r e Zeiger bewirkt werde, so dass also die 
let~ten Punkte folgendermassen su bezeiühnen wiren : Ai1". "1 im ,  Bkdk,  Ali1, Amini. 
Die oben angehangten Zeigcr dcuten also nur a n ,  in wclcher Weise ein 
Pnnkt eugcnblicklich bcnutzt wird,  und werden hin und wieder fort- 
gelassen, sobald keine Unbestimmtheit dadurch entstehen kann. 

Von b e s o n d e r e r  W i c h t i g k e i t  s i n d  d r e i  P u n k t e  d r e i e r  
Sys teme u i u k ~ l ,  w e l c h e  s i c h  p a a r w e i s e  i n  j e d e r  d e r  V e r w a n d t -  
schaf ten  V t k ,  Vh' ,  V" e n t s p r e c h e n  u n d  a l s  T r i p e 1  e n t s p r e c h e n -  
der K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  b e z e i c h n e t  w e r d e n  s o l l e n .  
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Ein Tripe1 ware durch Ai dkkiy Al i i ,  l k  oder, wenn überhaupt 
nur die 13ewegung der Systeme G i G k  ar betrachtet wird, durch A.iAkAl zu 
bezeichnen. 

D a  die charakteristische Eigenschaft zweier Punkte AiAk  dahin aus- 
gesprochen werden kann ,  dass ihre Entfernung sich wlhrend zweicr auf 
einander folgender Zeitelemente nur  um eiue unendlich kleine Grbssrj 
2ter Ordnung andert,  so konnen in solchen zwei Punkten die Systeme G ~ Q  

gelenkig durch ein neues System mit einander verbunden werden, ohne 
dass dio Rclativbewegung wahrend jcner beidcn Zeitelemente dadurch irgend- 
wie beeinflusst würde. Sind insbesondere 3 rt - 4 solcher Paare von 
Krümmungsmittelpunkten der Relativbewegung von N Systemen gegeben, 
und gehoren hochstens 3s- 4 Paare beliebigen s jener Systeme an, BO 

erhalt man nach S. 222 eine zwangliiufige kinematische Kette, sobald nur 
jedes System zwei Gelenkpunkte aufweist und eine Sonderlage, welche eine 
augenblickliche Unbestimmtheit der Polconfiguration bedingen würde, ist 
nicht vorhanden , sobald nur die 3 N - 4 Normalstrahlen , auf welchen die 
P u r e  liegen, keiner rn angehoren. Da diese Kette die Bewegung der 
n Systeme momentan vollstiindig wiedergiebt, EO konnen wir sagen: 

13) D i e  B e w e g u n g  v o n  12 s t a r r e n  S y s t e m e n  w B h r e n d  zweier  
a u f e i n a n d e r  f o l g e n d e r  Z e i t e l e m e n t e  i s t  d u r c h  Ang-abe  von 
312-4 P a a r e n  e n t s p r e c h e n d e r  K r t i m m u n g s m i t t e l p u n k t e  be- 
s t i m m t ,  s o f e r n  s b e l i e b i g e n  S y s t e m e n  h o c h s t e n s  3 s -4  d ieser  
P a a r e  a n g e h o r e n ,  j e d e s  S y s t e m  m i n d e s t e n s  z w e i  v o n  e i n a n d e r  
g e t r e n n t e  P u n k t e  a u f w e i s t ,  u n d  d i e  N o r m a l s t r a h l e n  d e r  P a a r e  
k e i n e r  Tn a n g e h o r e n .  

Ein Tripe1 verhiilt sich hiernach genau wie ein Gliederdreieck; d. h. 
das Tripe1 ist wahrend b e i d e r  Zeitelemente s ta r r ,  wenn die Punkte nicht 
i n  gerader Linie liegen, - oder es ist  nur wiihrend e i  n e s  Zeitelementes 
s tarr ,  und kann wlhrend des andern eine unendlich kleine Bewegung voll- 
ziehen, wenn die Tripelpunkte auf einer Geraden liegen, das Tripe1 ein 
,. g e  r a d l i n  i g e s '' ist. Nattîrlich kann sich ein geradliniges Tripe1 auch 
wahrend rnehrerer Zeitelemeiite selbst dauernd starr verhalteii, aber es 
lie@ hierzu keiue zwingende Nothwendigkeit vor. Der grossen Tragweite 
wcgen, welche das soeben Erkannte fiir spgtere Entwickelungen bcsitzt, 
fassen wir das Ergebniss noch einmal zusammen: 

14) D i e  P u n k t e  e i n e s  T r i p e l s  k a n n  m a n  w a h r e n d  zweier ,  
a u f e i n a n d e r  f o l g e n d e r  Z e i t e l e m e n t e  a l s  e i n e m  e i n z i g e n  s t a r r e n  
S y s t e m e  a n g e h o r e n d  b e t r a c h t e n ,  w e n n  d i e  P u n k t e  e i n  U r e i -  
c c k  m i t  W i n k e l n  v o n  c n d l i c h c r  G r o s s e  b i l d e n .  F t i r  e in 
g e r a d l i n i g e s  T r i p e 1  i s t  d i e s e  A n n a h m e  i m  A l l g e m e i n e n  nur  
f ü r  e i n  Z e i t e l e m e n t  z u l a s s i g .  

Geradlinige Tripe1 sind deshalb besondere beachtenswerth, weil si0 
stets reell vorhanden sind. Es gilt niimlich der folgende Satz: 
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13) R e w e g e n  s i c h  d r e i  s t a r r e  S y s t e r n e  b e l i e b i g  i n  e i n e r  
E b e n e ,  s o  g i e b t  e s  i m  A I I g e m e i n e n  a u f  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  
ih re r  P o l e  e i n  e i n z i g e s  T r i p e l ;  d i e  P u n k t e  d e s s e l b c n  h i l d e n  m i t  
den P o l e n  s e c h s  P u n k t e  i n  I n v o l u t i o n ,  u n d  z w a r  i s t  d e m  P o l e  
von j e  zweien  d e r  S y s t e m e  d e r  T r i p e l p u n k t  d e s  d r i t t e n  z u -  
g e o r d n e t .  

Der Beweis zerfiillt in zwei Theile: 1. mird gezeigt, dass, wenn es 
uberhaupt ein Tripe1 giebt, dieses jedenfalls die im Satze angegebene Lage 
besitzt, und 2. wird aus der Eigenschaft dieser Lage eine stets mügliche 
eindeutige Construction des Tripels abgeleitct, womit dann sein Vorhandcn- 
sein nachgewiesen ist. 

Seien in allgemeinster Weise 'V,, und 'VZ3 durch je zwei Paare* ge- 
geben und sei von V13 ein Paar  bekannt; dann ist nach 13) die Be- 
wegung wiihrend zweier Zeitelemente, d. h. auch YL3 bekannt. Anstatt 
diese Klemente sofort zum Beweise zu benutzen, construiren wir zunachst 

-- 
z u  eiuem Punkte T,'~~ 23 der Geraden 12,23 die entsprechenden T1le, T323 
und ziehen dann Fig. 9 (woselbst die oberen Zeiger fehlen) die fünf Paare 

A,'" 12 T 1 2 T  12 B 23B 23 T 23T323, C 1 1 3 C 3 1 3 ,  
2 7  1 2 1  2 3 J  2 

welche genau dasselhe, wie die gegebenen leisten, heran. Dureh gelenkige 
Verbindung der Punkte jedes der Paare,  die wir in Zukunft immer bewirkt 
denken, entsteht, wie es der Fa11 sein muss, eine zwanglaufige Kette. 
Bilden die Punkte T,12T,12~23, T323 nun ein l'ripel, so muss die Kette nach 
14) auch danu noch e i n e  unendiich kleine Bewegung vollziehen konnen, 
wenn diese drei Punkte in einem und demselben starren Systeme G, liegend 
gedacht werden. Dsnn sind aber T l T 2 T 3  hez. die Pole 14, 2 4 ,  34; und 
nach dem schon einmal auf S. 231 benutzten Burmes te r ' schen  Satze sind 

14, 23; 34, 12; 24 ,  13 
Paare einer Involution, momit die erste Halfte des Beweises geführt ist. 
Gleiclizeitig folgt , dass die Gerarlen A, A,, 12, B3,  C3 Cl eiu Dreieck P Q R 
bilden, so zwar, dam die Verbindungslinien der Ecken desselben mit den 
Tripelpunkten sich in einem Punkte S schneiden. 

Urn nun zweitens zu zeige>, dass das Tripe1 immer vorhanden k t ,  seien in 
Fig. 10 auf der Polgeraden ausser den Polen 1 2 ,  23, 31 die Paare A,'"8,'2, 
R,23B,23 entweder gegeben oder aus den gegebenen Bestimrnungsstücken 
von VI2 P3 construirt. Dann bestimmt man das Tripe1 in eindeutiger 
Weise wie folgt: Man ziehe eiu Dreieck PQ R ,  dessen Seiten PQ, Q R, RY 
bez. durch 12, 23, 31 gehen, ziehe ferner PA,, &A, und schneide die- 
~eiben mit einander in  UI2. Ebenso sei U,, der Schnittpiinkt von Q B,, RB,. 
Dann bestimmen die Geraden U12 12 und UZ3 23 einen Punkt  S u n d  SP, SQ, S R  

* Wenn jetzt und in  Zukunft  kurz von ,,PaarenC1 die Rede kt ,  BO sind 
immer Paare entripreehender Krümniungsmittelpunktc gemeint. 

Zeitachrift f .  Matheinatik u. Pliysik XXXVII, 4. 16 
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treffen die Polgerade in den gesuchteii Tripelpunkten T, III, T, . Dass Tl T, 
sich in V I 2 ,  T2 Tg sich in VZ3 entsprechen, folgt aus bekannten Con- 
structionen. Dass aber TIT,T, insbesondere ein Tripe1 hilden, ergiebt sich 
durch Annahme beliebiger Paare von V1aV2sV3' auf den Seiten PQ, Q R, R P, 
wodurch Fig. 9 entsteht. Man erhBlt nun stets d a s  s e l  b e  Tripel,  wie 
man auch PQR wiihlen mag, denn die Figur ,  welche irgend einer anderen 
Annahme PI' Q* R* entspricht , steht zur ersten in centrischer Collinear- 
Verwandtschaft mit der Polgeraden als Collineations-Achse, und das sich er- 
gebende Tripe1 P* &* K* muss folglich mit dem ersten identisch sein. Damit 
ist der vollstbdige Beweis von 15) erbracht. 

1st nun insbesondere PQ R ein Tripel,  ncnnen wir es (Fig. 11) A, A, A, 
und nehmen das Tripe1 auf der Polgeraden Tl T,T? hinxu, so sind die 
Geraden S 12, S 23, S 31 die A r  on  h O 1 d'schen Collineations - Achsen der 
Tripelstrahlen A, A,, A,A,, A&, i n  Bezug auf die Polgerade. Das heisst: 

16) B e w e g e n  s i c h  d r e i  s t a r r e  S y s t e m e  i n  e i n e r  E b e n e ,  so 
g e h e n  d i e  A r o i l h o l d ' s c h e n  C o l l i n e a t i o n s - A c h u e n ,  w e l c h e  d e n  
S t r a h l e n  e i n e s  T r i p c l s ,  d e s s e n  E c k e n  n i c h t  i n  g e r a d e r  L i n i e  
l i e g e n ,  i n  B e z u g  a u f  d i e  P o l g e r a d e  z u g e o r d n e t  s i n d ,  d u r c h  
e i n e n  P u n k t .  K e n n t  m a n  d a h e r v o n  d e n  d r e i  q u a d r a t i s c h e n  
V e r w a n d t s c h a f t e n  d e r  S y s t e m e  x w e i ,  s o  i s t  a u c h  d i e  C o l l i -  
n e a t i o n s - A c h s e  d e r  d r i t t e n  i n  B e x u g  a u f  e i n  S t r a h l e n p a a r ,  b e -  
s t e h e n d  a u s  d e r  P o l g e r a d e n  u n d  e i n e m  T r i p e l s t r a h l e ,  b e s t i m m t ;  
a u f  d e m  T r i p e l s t r a h l e  k e n n t  m a n  ü b e r d i e s  e i n  P u n k t p a a r ,  
u n d  k a n n  d a h e r  a u c h  d i e  d r i t t e  V e r w a n d t s c h a f t  c o n : t r u i r e n . *  

* Die Satze 15) und 16) habe ich bereits in der Zeitschrift des Hannover- 
schen Architekten- und Ingenieur-Vereins, Bd. 36, Jahrg. 1890, S. 192 iig., bewiesen, 
aber die iimgekehrte Eeihenfolge beobachtet. Kiinmt man düs Vorhandensein 
fines nicht geradlinigcn Tripcls an, so ergieht sich lcicht die bchauptete des 
geradlinigen auf der Polgeraden. Denn die iibergeschlossene Kette der Fig. 11 

kann d a m ,  und nur dann zwei auf cinander folgende unendlich kleine Bewegungen 
ausführen, wcnn A, Ti, A,T,, A, T, durch cinen Punlrt S gehen, und ZWBr ver- 
halt sich bei der ersten TiT2T, wie ein starres System G,, dessen Pol in Bezug 
auf das Dreieck A,A2A, der Punkt S ist. Nach Vollendung dieser Bewegung 
bleilit d a m  noch eine zweite in Folge der moglichen unendlich kleinen Relativ- 
bewegiing von T,IT,, T2T,, T3Ti iibrig. Nun giebt es zwar in jedem Augenblick 
nicht geradlinige Tripe1 in endlicher Anzahl, da aber die Construction eines 
solchen im Allgemeinen sehr schwierig sein diirfte, so liemühte ich mich, einen 
von diesen Gebilden vdlig freien Beweis flir 15) zu finden. Uebrigens ist 16) in- 
zwischen von Herrn B u r m e s t e r  (Prager technische Blatter 1890, Heft 2),  15) in 
specieller Fastiung von Herrn G r  üb  l e r  (Riga'sche Ind. -Zeituug 1891, S. 61) bc- 
wiesen worden. Reide Arbeiten mnchen von dem Begriffe der Gcscliwindigkeiten 
Gebrauch und enthalten wichtige metrische Beziehungen. Die oben gegebene 
Construction des Tripels auf der Polgeraden und ihre Anwendung auf 17) theilte 
ich Herrn Gr i ib le r  im Septcmbcr 1890 mit. (Vergl. die Note auf S. 63 von 
deseen Arbeit, sowie die dort gegebene Construction der Wendepunkte.) 
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Die beiden letzten Satze ermoglichen die Bestimmung der Pik in  allen 
denkbarcn Flllcn. Drehen sich drei Systeme dauernd um die Eckcn cines 
starren Dreiecks, so ist dieses natürlich stets ein Tripe1 für die Relativ- 
bewegung der drei ersten Systeme. Kennt man,  ,wie dies meistens der 
E'all ist, zwei der Verwandtschaften, so liefert der Satz 16) die dritte. 
Wie man auch sonst zum Ziel gelangt, ist  a. a. O. a n  einer Reihe von 
Beispielon gezeigt worden. Enthalt hingegen die Kette keino starrcn Drei- 
ecke, so führt der Satz 13) besser ziim Ziel. Man l6st insbesondere unter 
Anwendung der auf S. 241 und 242  gegebenen Construction die Aufgabe: 

17)  S i n d  ( F i g ,  12) z u r  B e s t i m m u n g  v o n  V 1 V z 3 V 3 '  d r e i e r  
b e w e g t e r  S y s t e m e  G,G,G, z w e i  d e r  V e r w a n d t s c h a f t e n  d u r c h  j e  
zwci P a a r e  g e g e b e n ,  u n d  k e n n t  m a n  v o n  d e r  d r i t t e n  e i n  P a a r ,  
so s i i che  m a n  z u r  B e s t i m m u n g  d e r  d r i t t e n  d a s  z w e i t e  n o t h -  
w e n d i g e  P a a r .  

Es mogen vorliegen: 

C,12 (J 12 I) 12 13 12 E 23 E 2 3  1( 23 p 3 ? 3  , G1lS G313 .  2 7  1 2 1  2 3 1  2 

Man bestimme nach der 73 o b i  11 i er'schen Construction zwei im Uebrigen 
willkürlich wahlbare Paare A,12A21\ B:S RSz3 auf dcr Polgeraden, dann 
weiter nach 8. 241 und 242,  Pig. 10, das geradlinige Tripe1 Tl T, T3 und 
besitzt damit in don Punkten Tl T3 ein Paar  von F3, wornit diese bestimmt ist. 

Wtirde G, G, mit der Geraden 12, 23 susammenfallen, so ware 13 
unbestimmt und die Coustruction auf dem angegebenen Wege undurch- 
fulirbar. (Vergl. S. 248, Fig. 1.) 

Wir ziehen aus den rtbgeleiteten Slitzen noch einige Polgerungen, 
welche sich spater als nützlich erweisen werden. Zunachst folgt aus der 
S. 241 und 242 Fig. 10 angegebenen Construction: 

18) S i n d  f ü r  d i e  E e l a t i v b e w e g u n g  d r e i e r  S y s t e m e  d i e  d r e i  
P o l e  u n d  z w e i  q u a d r a t i s c h e  V e r w a n d t s c h a f t e n  a u f  d e r  P o l -  
g e r s d e n  g e g e b e n ,  s o  i s t  a u f  d i o s e r  G e r a d c n  a u c h  d i e  d r i t t e  
V e r w a n d t s c h a f t  e i n d e u t i g  b e s t i m m t .  

Aus diesem Satze fliesst dann der allgemeinere: 
19) 1 s t  d i e  P o l c o n f i g u r a t i o n  e i n e r  l t e i h e  b e w e g t e r  S y s t e m e  

G , G k ( i l ~ ,  ... g e g e b e n  u n d  k e n n t  m a n  vik, V i l ;  V m k ,  Fm', s o  i s t  
a u c h  Vk' c o n s t r u i r b a r .  -- 

Denn nach 18) kann man auf jeder der Polgeraden ikl, mkl  eio Paar  
von V k  bestimmen. 

Schreiten wir nunmehr zur Betrachtung der Bewegung von n > 3 
Systemen, so erhalten wir sls Figur, welche diese Bewegung wahrend zweier 
aiif einander folgender Zeitelemente darstellt, die Polconfiguration mit ihren 
n.(n-1)  (n -  2) 
1 .  . 3- Polgeraden, sofern auf jeder derselben noch das gerad- 

linige Tripe1 angegeben ist. F ü r  n = 4 sind diese Tripe1 noch von einander 
unabhiiigig, man kann zwei Punkte jedes Tripels willkürlich wshlen, und 

16* 
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den dritten als sechsten Involutionspunkt construiren; und durch die 2.4=8 
Paare,  welchen die gegebenen Punkte offenbar aq1iivnlent sind, muss auch 
dem Satze 13) zufolgo dio Bewcgnng bestimmt sein. 

Bei fiinf und mehr Systemen hingegen sind die Tripel von einander 
abbingig. Am einfachsten leuchtet dies ein durch die Erwagung, dass 
durch jeden Pol  daun mehr als zwei Polgerade hindurch gehen, und je 
zwei Paare von Krümmungsmittelpunkten aus Tripeln zur n~mliclien Roll- 
curven-Tangente führen mussen. Im Folgenden wird xwar die Construction 

besagter Figur in  übersichtlicher Weise au3 geeigneten Bestimmungs- 
stücken gezeigt, aber es ist mir nicht gelungen, auf einfache Art das Ab- 

h8ugigkeitsverhiiltniss der -l) - 2, Involutionen von einander aus- 
6 

zudrücken, wodurch ein wesentlicher Fortschritt hegründet sein würde. 
Sei noch einmal hervorgehoben: G e n a u  s o ,  w i e  d i e  P o l c o n f i g u -  

r a t i o n  e i n  B i l d  d e r  R c l a t i v b o w e g u n g  v o n  fi s t a r r e n  S y s t e m e n  
w a h r e n d  e i n e s  Z e i t e l e m e n t e s  g i e b t ,  w i r d  d i e s e  B e m e g u n g  
w a h r e n d  e i n e s  w e i t e r e n  Z e i t e l e m e n t e s  d u r c h  B i n z u f ü g u n g  d e s  
T r i p e l s  a u f  j e d e r  d e r  P o l g e r a d e n  d a r g e s t e l l t ,  s o b a l d  % > 3 i s t .  
D i e  h i e r d u r c h  d e f i n i r t e  F i g u r  m o g e  d u r c h  on b e x e i c h n e t  sein.  

E s  ist sehr leicht, eine On allgemeinster N a t w  zu construiren. Man 
denke hierzu eine Polconfiguration von fi Systemen gezeichnet, und bilde, 
wie oben angegeben, O4 von vier Systemen (il (i2[i3 ~ - _ S i n d  dann TlT2 
z a e i  sich entsprechende Punkte von F I 2  der Geraden 125, so kann man 
den sechsten Involutionspunkt Tg zu 12 und den Pnnktpaaren 15, T2, 23 T,  
als Tripelpunkt des Tripels der Bewegung von G,  G, wahlen. Ebenso 
schaffe man sich die Tripe1 U, U3 ZJ5 auf %5 und R3R, R5 auf m. Diese 
Annahmen mtissen dann,  wie eine einfache Constantenz%hlung zeigt, alle 
Vik der ftinf Systeme bestimmen. Man hat  bereits von VI5 die beiden 
Paare Tl T, und Il, R5 und ebenso von Vt5  und V35 zwei Paare. Dann 
kann man aber nach Satz 19) aus VI4 V I 5 ,  VZ4 V Z 5  (oder V34 V 3 9  die 
noch fehlende V45 construiren. Naeb diesem Verfahreu kann man ersichtlieh 
in derselbcn Weise von einer On-1 zu einer On gelangen. 

Aber auch ails Bestimmungsstückm, welche nicht auf Polgeraden 
gegeben sind , lasst sich eine übersichtliche Bildungsweise von @" herleiten. 
Seien x. B. gegeben VI2 VI3 V14...  VIn durch je zwei Paare, von jeder der 
V Z 3  V3* T45., . Vn-1, * hingegen kenne man nur ein Paar. Diese 2 (n  - 1) 
+ N - 2 = 3 vi - 4 Paare sind von einander unabhiingig , genügen den An- 
forderungen von 13). Die zugchorige Kette ist leicht zu zeichnen*), und 
die Figur erscheint überfltissig; andererseits darf auch die Herstellung der 
Polconfiguration als erledigt angesehen werden, da sie keine nennenswerthen 
Sehwierigkeiten bietet. Man erhalt nun nach 18) aus VI2 'FI3 und dem 

*) Für n = 4 entsteht Fig. 27 der auf S. 242- angefübrten Burrnester'schen 
Arbeit, wenn man das ülied 7 beseitigt. 
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Pole 23 das Tripe1 T, T213 auf der Polgeradcn 123 ,  und damit in  dem 
Paar T, T3 das zur vollstiindigcn Bestimmung von VZ3,  ausser dem 
gegebenen, nothwendige Paar. In  derselben Weise gewinnt man zu 
V34 V4j.. . Vn-'1 je ein zweites Paar ,  womit diese Verwandtschaften voll- 
standig bestimmt sind. Am umstiindlichsten wird nun jedenfalls die Be- 
stimmung von vn ,  da ci, und G, gegenüber irgend zwei andern Gliedern 
am meisten Zwischenglieder aufweisen. Allm&hlich fortschroitend, erhalt 
man nach 19) aus 

V12V4,  V 3 a  V34 die Verwandtschaft PZ4, dann aus 
Tl2 7 1 5  7 4 2  V45 

> 19  9 1  VZ5) 9, 7 1  

y12 y16 Y52 V5G 
1 1, 3 I VZ6, 7 ,  3 ,  

. . . . . . . . . . . .  S . . . .  

endlich ails 
VI2 vl n Vn-1, 2 Vn-l,n 

5 1 9  vzn. 
Die Gruppe V i e  VI3 V14.. . VI 

P3 VZ4.,  . V Z n  

errnb'glicht dann [wieder nach 19)] die Bestimmung der beliebigen Bik 
J7liVlk 7 2 i  7 2 k .  

1 

5 6, Bestimmung der Vik i n  Todtlagen. 

Bcsondere Ueberlegungen werden nothwendig, wenn eine Kette todte 
Gruppen enthalt und die Verwendtschraft der Krtimmungsmittelpunkte eincs 
Systems einer solchen Gruppe in Bezug auf eines der tibrigen Systeme 
bestimmt werden 9011. 

Wir betrachten zunachst folgenden einfachen Fa11 : 
In Fig. 13 bilden die Glieder cs, a, a, G ,  ein Gelenkviereck, in  welchem 

P und A, (letztercn als Punkt  von a, bctrachtet) kein Punktepaaï statio- 
ntirer Ent,fernung sind. F ü r  das Gliederpaar ci, cie ist diese Entfernung hin- 
gegen stationar, wenn man P d s  ci5 angehorend betrachtet. 

Die Kette ist demnach (S. 233) in einer Todtlage und a, ci6 a, G, bilden 
eine todte Griippe. Die drei Systeme cil(i2ci3 drehen sich urn das starre 
Dreieck Al A2A3,  man kennt VI2 und VZ3 und würde im Allgemeinen nach 
Satz 16). VI3 finden. Im  vorliegenden Falle liegt jedoch der Pol 13 in Al 
und AlA3 ist daher die Rollcurventangente t,, der Bewegung von G, in 
Bezug auf c i 3 .  Aus demselben Grunde ist die zweite durch AL gehende 
Dreiecksseite die Tangente t,,. Folglich liegen die beiden diirch 12 bez. 
13 gehenden Collineations-Achsen des Satzes 16) vereinigt mit der Pol- 
geraden, und der Schnittpunkt aller drei ist der Pol 23, d. h. der Inhalt 
des Satzes wird illusorisch. M a n  e r h a l t  j e d o c h  a u c h  i n  d i e s e m  
F a l l e  n o c h  e i n  P a a r  z u r  B e s t i m m u n g  v o n  V I V u r c h  d i e  B e -  
m e r k u n g ,  d a s s  d i e  i m  P o l e  23 s i c h  d e c k e n d e n  P u n k t e  v o n  <i2 

und ci3 d o r t  w a h r e n d  z m e i e r  a u f e i n a n d e r  f o l g e n d e r  Z e i t -  
e l e m e n t e  v e r e i n i g t  b l e i b e n .  Verhalt sich doch wiihrend e i n e r  un- 
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endlich kleinen Bewegung der Kette die todte Gruppe wie ein starres 
System und es t r i t t  a190 erst wiihrend des z w e i t e n  Zeitelementes eine 
Relativbewegung von cia gegen c;, ein. Es ist demnach gestattet, G,  

und G, im Pole durch ein Gelenk verbunden zu denken, auch wenn es sich 
um zwei auf einander folgende Bewegungen handelt. Construirt man dem- 
nach zu 23 als Punkt C,'" den entsprechenden CL1" so entsprechen sich 
diese beiden Punkte auch als C,l3C,l3, und dies Paar  bestinimt, da t,, be- 
kannt, V I 3 .  Die tibrigen V z k  sind dann leicht zu bestimmen. 

Wir  gebcn der Wichtigkeit dieser besouderen Beziehung wcgen dem 
Ergebnisse die folgende allgemeine F'assung : 

20) Z w e i  b e l i e b i g e  G l i e d e r  ~ i ~ k  e i n e r  t o d t e n  G r u p p e  k a n n  
m a n  i n  i h r e m  P o l e  ik d u r c h  e i n  G e l e n k  v e r b u n d e n  d e n k e n ,  s o -  
f e r n  d i e  U n t e r s u c h u n g  s i c h  a u f  h o c h s t e n s  z w e i  a u f  e i n a n d e r  
f o l g e n d e  Z e i t e l e m e n t e  e r s t r e c k t .  K e n n t  m a n  n u n  Vil, w o  cil 

d e r  t o d t e n  G r u p p e  n i c h t  a n g e h o r t ,  s o  c o n s t r u i r e  m a n  zu ik 
d e n  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t  v o n  Gr i n  Vi*, u n d  d i e s e  b e i d e n  
P u n k t e  e n t s p r e c h e n  s i c h  d a n n  a u c h  i n  V k ' .  

Eine etwas andere Porm nimmt dieser Satz a n ,  wenn Nachbarglieder 
der todten Gruppe und der tibrigen Glieder in Betracht kommen. 

Zur Erxielung moglichster Kürze des Ausdrucks ncnnen wir die Go- 
lenkpunkte, in denen die todte Gruppe den tibrigen Gliedern angeschlossen 
i s t ,  die ,,AnschlusspunkteY und die sie enthaltenden Glieder die ,,Anschluss- 
gliederY. 1st dann ( ip  ein Auschlussglied, das nicht der todten Gruppe an- 
gehort,  so sei daran erinnert,  dass in seinem Anschlusspunkte alle Pole 
von Gliedern der todten Gruppe in Bezug auf G,, vereinigt liegen. Z. B. 
liegen im Punkte A, oder 14 dcr Figur 13 auch die Pole 12, 13, 16. 

Von den beiden im Gelenkpunkte il verbundenen Gliedern G ,  und GI 

geh6re cii der todten Gruppe, (i l  dieser Gruppe nicht an. V i l  ist 
ausgeartet, jedem der beiden in i l  liegenden Punkten von rii und ~ l ' e n t -  
aprechen die sXmmtlichen Punkte des jedesmaligen anderen Systems und 
umgekehrt, - jcdem beliebigen Punkte der Ebcne, mag man ihn zu G, 

oder ~1 rechnen, entspricht stets der Pol i l .  
1st nun irgend ein System der todten Gruppe, so entspricht ins- 

besondere dem Pole ik, wenn man ihn in G ,  liegend denkt, auch i l  in 
der Verwandtschaft Ti" Mit i l  liegt k l  vereinigt; folglich ist das nach 
201 gewonnene Punktpaar von V k L  der Pol k l  und ein ihtn entsprechender 
Punkt. Dieser letztere liegt aber bekanntlich auf der Rollcurvcn -Tan- 
gente tk  t .  

Satz 20) nimmt demnach die folgende specielle Form an: 
2 0 a )  S i n d  G , G ~  z w e i  i m  G e l e n k p ~ n k t ~ e  i l  m i t  e i n a n d e r  v e r -  

b u n d e n e  A n s c h l u s s g l i e d e r ,  u n d  g e h o r t  ~i d e r  t o d t e n  G r u p p e ,  
Gr d e r s e l b e n  n i c h t  a n ;  i s t  f e r n e ï  uk e i n  b e l i e b i g e s ,  n i c h t  ol g e -  
l e n k i g  a n g e s c h l o s v o n e s  G l i e d  d e r  t o d t e n  G r u p p e ,  so  l i e g t  d e r  
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P o l  k l  m i t  i l  v e r e i n i g t  u n d  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  i7c, i l  o d e r  
ik, kl i s t  d i e  R o l l c u r v e n - T a n g e n t e  t k l  d e r  B e w e g u n g  v o n  6 k  i n  
Bezug  a u f  61. 

Diese beiden Satze erweisen sich in  allen verwickelten Falleii alu aus- 
rcichend zur Bestimmung der verschiedenen V i k .  Das Auftreten mehrerer 
todten Gruppen braucht nicht besonders untersucht zu werden, da  die 
Satze 20) und 20a) unabhtingig davon sind, ob diejenigen Glieder, welche 
einer fixirten todten Gruppe nicht angehoren, ihrerseits noch solche Gruppen 
aufweisen oder nicht. Die Gesammtlieit aller dieseï Glieder bezeichen wir 
als ,b e w  e g l i c  h e G r  u p p  e", insofern sie in Bezug auf die todto Gruppe, 
und im Allgemeinen auch unter sich, Relativbewegungen ausführen konnen. 
Eine Ausnahme ware dann nur die auf S. 236 als moglich nachgewiesene 
Kette, welche sich wie ein zweigliedriges Gelenk verhiilt und die uns hier 
deshalb nicht interessirt. 

Wir beschriiilken uns nuf die Behandlung eines Beispiels, welches in 
gewiseer Hinsicht allgemeine Eigeilschaften zeigt. I n  der durch Fig. 14 
dargestellten Todtlage einer Kette ist ci, ci2 4 <i4 die bewegliche Gruppe x ,  

ci5citici,ci, die todte Gruppe I ,  wie man nach Construction des Poles 13 so- 
fort erkennt. (Vergl. S. 235.) E s  kann sikh hier nur um die Bestimmung 
der Verwandtschaft cines Systemes von x in Bezug auf eins von 1 haudcln 
und z r a r  Sind folgende, wesentlich von einander verschiedene Aufgaben 
moglich. Gesucht werde: 

a) V" eines Anschlussgliedes ci, von x und eines nicht gelenkig mit 
ilim verbundeneu Anschlussgliedes G~ von A ;  

1) FIG eines Anschlussgliedes G, von x und eines Nicht-Anschluss- 
gliedes ci, von r l ;  

c) V47 eines Nicht - Anschlussgliedes ci, von x und eines Anschluss- 
gliedes G, von A ;  

d) V4, von zwei Nicht - Anschlussgliedern. 
Losung von: 
a) Man bestimme in V I 3  zu A,  als 6, angehorend betrachtet, den 

entsprechenden Punkt in (i,. Diese Pnnkte liilden daun auch ein Paar  
-- 

von VI7. Nach 20 a) ist die Gerade 15, 57 oder 17, 57 die Rollcurven- 
Tangente t,, und damit hat  man die zur Bestimmung von VI7 nothwen- 
digen Stticke gewonnen. 

b) Man bestimme, wie soeben gezeigt, V17; darauf zum Pole 67, als 
Punkt von ci, betrachtet, den ihm in VI7 entsprechenden von 6, und hat 
damit nach 20) ein Panr von V1% A~ndererseits ist nach 20a) die Ge- 
-- 

rade 15, 56 die Tangente t , , ,  wornit VI6 bestimmt ist. 
c) A und B bilden ein Paar  von Y"'.* 1st dann nach a) 7'' be- 

stimmt,, so kann man zu C, als Punkt  von G, betrachtet, den ihm ent- 
-- 

* Im Allgemeinen wiirde man xiim Anschl~iss~unkte von a, erst den ihm eut- 
sprechenden von G,, in V4T construiren müssen. 
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sprechenden i n  Vu construiren, und diese Punkte bilden auch ein P u r  
von Vul  d. h. man bcsitzt deren zwei, wie zur Bestimmung von V4I 

nothwendig ist. 

d) Man construire nach c) V47 und V45, namlich die Verwandtschaften 
des gegebenen Gliedes von xr in Bezug au€ zwei Anschlussglieder von A, 
welche verschiedenen Anschlusspunkten angehoren. Man bestimme ferner 
die Pole dieser beiden Glieder in Bezug auf das gegebene von I l  also die 
Pnnkte 67, 65 .  Der Punkt  6 7 ,  als G, angehorig betrachtet, und der ihm 
in F747 entsprechende Punkt  bilden dann nach 20) ein Paar  von V46, und 
ebenso 65 und der ihm in V45 entsprechende das nothwendige zweite Paar 
von V46. 

5 7. Mehrdeutig bestimmte Pole. Verzweigungslagen. 

Sind 3 rl - 4 Normalstrahlen einer Tn gegeben, so sind ihnen un- 
endlicb viele Polconfigurationen einbeschreibbar , und die Rewegung wkhrend 
des einen Zeitelementes ist unbestimmt. I n  diesem Falle giebt es, ~ofern 
die m Systeme einer zwanglkifigen Kette a n p h o r e n ,  fiir je zwei etlicher 
Systeme eine endliche Anzahl von Polen, urn welche insbesondere zwei 
consccutive Rewegungen stattfinden. Jedcr Systempunkt eines der beiden 
Systeme bescbreibt dann im anderen eine Curve mit vielfachem Punkte und 
die Normalen der einzelnen Zweige dieses Punktes sind nach jenen a u -  
gezeichneten Polen gerichtet. E i n e  s o l c h e  , , V e r z w e i g u n g s l a g e u  der  
K e t t e  t r i t t  a l s o  e i n ,  w e i i n  d i e  3 % -  4 P a a r e  e n t s p r e c h e n d e r  
K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e ,  w e l c h e  n a c h  13) d i e  @" b e s t i m m e n ,  
a u f  3 % - 4  N o r m ~ l s ~ r a h l e n  e i n e r  rn l i e g e n .  

Dann kann für e i n e  unendlich Heine Bewegung zweier Glieder ui 

und <ik der Pol i k  auf ik willkürlich gewahlt werden und die Bestimrnung 
der besonderen Pole erfordert die ILeranziehung der Bik, wie sich zeigen 
wird. 

Die Losung der allgemeinen Aufgabe scheint mit bedeutenden Scliwierig- 
kciten vcrknüpft zu sein, mir ist sio nur für  n = 3 gelungen.* 

Scien, gcnau wio in der Aufgabe 17) Fig: 12, zur Restimmung der 
Bewegung von G ~ G ~ G ~  die Paare 

C,l2 C 12 0 1 2 0  18 $' 2 3 3  23 F 23 F 23 6 19 6 13 
2 1  1 z > ' a  3 ,  z 3 1  1 - 3  

gegeben , von denen aber (Fig. 1) G,'3G,,13 auf der Polgeradcn 133 liege. 
Dann ist 13 nicht als Schnitt der Geraden G , ' W 3 ' h i t  12, 23 bestimmt, 
die fiinf Normalen gehoren nach S. 235 einer T3 an. Man construire, wie 

" Für n = 2 ,  dcm durchscblagendon Kurbclgctriebc, gnb Aronhold  die 
Losiing in den Verhandliingen dee Vereins zur Beforderung des Gewerbefleisees in 
Preuesen 1872, Bd. 51, S. 140. Sind Al A,,  B, B, die gegebenen Paare einer Ge- 
raden, so giebt es zwei Pole 12n, 12P, clic Doppelpunkte der InvolutionA, B,, R, A , .  
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in 17), zuniichst auf dcr Polgeraden die Paare A,l"A,l" BB,eVB," und hat  
damit auf dieser Geraden die folgenden Elemente; 

12, 23, A,12 AZi2, Bg23B323, GLi3G3lS. 
Innerhalb dieses linearen Gebietes wahle man den Purikt X,12>'3 be- 

liebig und bestimme Xii2, X323. 1st nnn XI X,X3 ein Tripel, so ist der 
Pol 13 BIS sechster Punkt der durch X3 12, X, 23, X2 gegebenen Involution 
bestirnmt. Xan nenne diesen, im Allgemeinen falsclien Pol ,  13* und con- 
struire ails 13+, G,1W6,13 zu X ,  den entsprechenden Punkt  X,lY*. N u i  
wenn XIr mit XI zusa~nrnenfiele, ware die Annalime, dass X ,  X ,  X ,  ein 
Tripe1 sei, richtig. Thatsachlich hingegen beschreiben bei veranderlichem 
Xz die Punkte X,  XIL projective Reiheri, da ihre gegenseitige Zuordnung 
eindeutig ist ,  und die Doppelpunkte dieser Reihen , T,a T,p sind Tripel- 
piinkte zweier Tripe1 T,a TZe T," , T ~ P  T20 T,P; ihnen sind dtlnn schliesslich 
die beiden Pole 13~13P i n  eindeutiger Weise zugeordnet,. Dieselben k6nnen 
reell oder imaginai- getrennt,  oder reell vereinigt sein. 

Die soeben erledigte Aufgabe lasst sich dahin verallgemeiriern, dass 
an Stelle der Gelenkvierecke mit den Gegengliedern G, G,, G,G, allgemeine 
zwangl5ufigc Ketten treten, die sich nstiirlich nicht in Verzweigungslagen 
befinden diirfen. Man kann dann genau wie oben ,die bisher offene, nicht 
zwanglaufige Verbindung dnrch das Glied G, G, zwanglgufig schliessen , und 
erhiilt eine Verzweigungslage, wenn G,G, auf der Polgeraden 123  liegen, 
sofern wieder in ci, und das Glied G,  ff, angeschloseen ist. 

Besonders hervorgehoben zu werden verdient, dltss durch obige Ent-  
wickelung nur Vi3 auf der Polgeraden bestimmt i s t ,  da man ausserhalb 
dieser Geraden gar kein Paar  von Vi3 kennt. Dass andererseits die Ge- 
lenkkette aber zwangl~ufig i s t ,  liegt i n  dem Umstande begrtindet, dass die 
durch Gelenkpunkte gegebenen Paare nicht nur  wiihrend zweier auf eiriander 
folgender Zeitelemente, sondern w8hrend des ganzen Verlaufes der Be- 
wegung constante Entfernung von einander behalten. Wie nun die Pol- 
bestimmung schon die Betrachtung von d r e i  auf einander folgenden Lagen 
der Kette nothwendig macht, so warde die Bestimmung aller V i k  noch 
die Heranziehuug einer v i e r  t e n nothwendig machen. Beim durchschlagenden 
Kurbelgetriebe stehen der Symmetrie der Figur wegen in der Verzweigungs- 
lage die Tangenten in den zweideutig bestimmten Polen senkrecht zu r  Ge- 
raden, weicho die vier Gelenkpunkte enthiilt, und daher sind i n  diesem 
besonderen Fnlle die quedratischen Verwandtschaften ohne weitere Hilfs- 
mittel zu bestimmen. Auf andere sinfache Falle der Art werden wir 
spater kommen.* 

* Vergl. niich die Figur 14 meiner Arbeit a.  a. O. Ich beinerke, dass der 
Schluss jener Arbcit sich nur nuf diese Figur bezielit, und dic Vlk nur dann be- 
stimmt sind, wenu die Punlzte jedes Paares . bleil-iende Gelenke sind oder min- 
destens in d r e i  au€ einander folgenden Zeitelementen stationare Eutfernung Liaben, 
was dort nicht m i t  der nothigen Schih-fe hervorgehoben ist. 
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Die Schwierigkeit, welche die Polconstruction der allgemeinen Ver- 
zweigungslage kir ra > 3 bietet, ist  wescntlich in dem Umstande begründet, 
dass auch nicht eine einzige quadratische Vermandtschaft gegeben ist, von 
der ausgehend man geradlinige Tripe1 herleiten konnte. Die Ghederzahl 
der zugehorigen Gelenkkette , n h l i c h  r. + (3 - 4) = 4 (n - 1) wachst mit 
zunehmenden n ja auch sehï schnell, ist für lz = 4 schon 1 2  (vergl. Fig. 4), 
so dass die meistens auftretenden Getriebe von diesen Sckwierigkeiten un- 
bertihrt bleiben. 

Specielle Verzweigungslagen, wie sie haufig vorkommen, und welche 
der Behandlung verhiiltnissmassig leicht eugBnglich sind, kann man sich 
folgendermassen entstanden denken: Man nehme eine Kette x ,  das Gelenk. 
viereck G ,  G~ G ,  G~ in Fig. 1 5 ,  und bestimme ein Punktpaar A, B, stationarer 
Entfernung. Ebenso bestimme man in einer anderen Kette 1 ,  dem Glieder- 
viereck 5 6 7 8 ,  ein Punktpaar A5 B, e b e n s O g r  O s s e r  stationiirer Ent- 
fernung und schliesse, wie in der Figur  geschehen, Al gelenkig an Ag, 
B, gelenkig an B, .  Die neugcbildete Kette bcfindet sich dann in eincr -- 
Verzmeigungslage, weil die Polgeraden 15, 57, 13, 3 7 ,  als deren Schnitt 
im Allgemeinen der Pol 17 gefunden würde, sich decken. I n  Folge dessen 
ist jeder Pol eines Gliedes von x in  Bezug auf eins von A (mit Aiisnahme 
der Anschlusapunkte 15, 37) i n  der neugebildeten Kette ( x  A) pbestimmt 
oder, besser gesagt, mehrdeutig bestimmt. Wir  construiren nun,  behufs 
Ermittelung von 17, in 7" zu A5" den entsprechenden A,". 

Dieses Punktpaar darf auch als A117A717 bezeichnet werden, da A, 
und Ag wahrend des ganeen Verlaufs der Bewegung vereinigt bleilieri. 
Ebenso construire man zu B,13 den entsprechenden B,I3 und Ledenlie, dass 
dieselben ebenfalls ein Paar  B,17B1l7 bilden. 

Diese beiden Paare A,17A,'7, B,17B717 beetimmen aber nach A r  on. 
h O ld's Construction die gesuchten Pole 17" li 'P als Doppelpunkte einer 
Involution, von der Al B, ,  B, A, zwei Punktpaare sind. Die Ermittelung 
der tibrigen Pole geht dann linear voï sich, man erhalt zwei Polconfigura- 
tionen. Jeder Puukt  eines Systemes von x beschreibt in einem beliebigen 
System von A einen Doppelpunkt seiner Bahn. 

Schliesst man nun in derselben Weise eine dritte Kette p ,  das Gelenk- 
viereck ci, GX 6x1 6x11 in  Pig. 16, an A ,  so hat die Kette ( x l p )  Z2 = 4 Pol- 
configurationen. 

Der Gang des Verfahrens zur Polbeetimmung ist leicht 'zu überseheu 
lnnerhalb ( x l )  und ( A p )  dürfen wir alle Pole als bestimmt voraus- 
setzen; es handelt sich also nur  noch um Festlegnng eines Poles zweier 
Systeme, von denen dau eine x ,  das üudere p angehort, e. B. von 19. 
Gegeben ist 69; alu gefundene Pole sind zu betrachten 1801, 184; 89y, 8yd. 
Be; der weiteren Verwendung dieser Pole ist sehr zu beachten, dass nie 
zwei Pole ans verschiedenen der Reihen crp oder y 6 ,  sondern nur am 
a y ,  U S ,  /3 y ,  /36 bemtz t  werden dürfen, denn nur die Reihen 
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,_- W_IV_-M_^-C -Y-M-YNCYW_YW----XINII-XI_ -̂.̂ ^  ̂ ^--c _ 
der letzten Reihenpaare sind von einander unabhangig. Folglich sind 
die Linien 

Configurntionsgerade und man findet, mit leicht verstandlicher Bezeichnunç, . als Schnittpunkt 
-- 

von 1&, 9 6  und 18", 9 8 ~  den Pol 1 9 ~ 7 ,  
ltiu 96 , 18. 98% ,. lPJ, 

1, - 
168 96 180 9 8 ~  ,, . 19Pr, ' 

1 H B  96 188 988 ,, 1 @ ~ .  
Die in-malige Wiederholnng des angewendeten Ilildungsverfahrens 

wüide auf eine Kette mit Zn-' Polconfigurationen führen, welche alle 
durch wiederholte Construction der Doppelpunkte quadratischer Involutionen, 
neben linearen Constructionen, zu bestimmcn wtiren. 

Wir kehren noch einmal ziir Fig. 15 zurück und setzen insbesondero 
voraus, dass das in x gewiihlte Punktpaar stationarer Entfernung A,B, 
ein Pnar entsprechender Krümmungsmittelpiinkte sei. D a m  entsprechen iu 
VI7 dem Punkte A, zwei verschiedene Punkte,  d. h. die Involution hat  
vereinigte Doppelpunkte 17a17fl in  A, .  D a  dicscr Fa11 also dcn Ueber- 
gang zwischen reellen und imaginaren Polconfigurationen darstellt, sa wird 
er auch geeignet zur Aufstellung von Kriterien ftir diese beiden Arten sein. 
Fiir ein I'unktpaar stationarer Entfernung ist diese entweder ein Maximum 
oder ein Minimum, und nur wenn die Punkte e h  Paar  entt.precheiidur 
Krifmmungsmittelpunkte sind, tritt  weder das Eine, noch das Andere ein, 
wenn nicht überdies die Punkt,e Rahnen mit stationgren Rriirnmungskreisen 
beschreiben u. S. W., - Sonderfiille, die wir als nicht eintretend voraus- 
setzen. Wie nun eine einfache Ceberlegung zeiqt, kann man sagen: 

D i e  P o l e  s i n d  n u r  d a u n  r e e l l  u n d  g e t r e n n t ,  w e n n  d i e  s t a -  
t i o n a r e  E n t f e r n u n g  d c r  A n s c h l ~ ~ s s p u n k t e  i n  j e d e r  d e r  T h e i l -  
k e t t e n  x u n d  I. e i n  M a x i m u m ,  o d e r  i n  j e d e r  e i n  M i n i m u m  i s t .  

Denn nur in diesem Palle ist endliche Bewegung moglich, hingegen 
nur eine unendlich kleine unbestimmte, wenn in einer Kette die Entfernung 
ein Haximum, in der andern ein Minimum ist, ein Zeichen, dass die be- 
sondern Pole, um welchen die zweite Bewegung erfolgen kann,  imaginiir siud. 

Man erhzlt nun das gesuchte Kriterium fiir die vcrschicdcnen Charnk- 
tere, welche ein Pnnktpaar Ai Bk stationiirer Entfernuiig hiernach haben 
kann, folgendermaassen: Man construire zu Bk den Punkt  Bi und denlco 
cii fur den Augenblick fest. Denn beschreibk Bk einen unendlich kleinen 
Kreisbogen, dessen Mittelpunkt Bi ist. J e  nachdem also Bi jnnerhalb oller 
ausserhalb der Strecke Ai B k  l iegt,  wird diese Entferniing ~bnehmen oder 
wachscn, d. h. : 

Urn ü b e r  d e n  C h a r a k t e r  e i n e s  P u n k t p a a r e s  s t a t i o n a r e r  
E n t f e r n u n g  z u  e n t s c h e i d e n ,  c o n s t r u i r e  m a n  z u  e i n e m  d i e s e r  
P u n k t e  d e n  i l i i i i  e n t s p r e c h e n d e n  K r t i m m u n g s m i t t e l p u n k t ,  j e  
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252 Ein Beitrag zur systam. Rehandlung der ebenen Bewegung starrer Systeme, 
_I_____rY_-~.?W_V--WI-Y--VCUY_YYII^I- e 

i n n e r h a l b  
n a c h d e m  d i e s e r  ausserha d e r  g e g e b e n e n  S t r e c k e  l i e g t ,  ist  

M a x i m u m  
d i e s e  e i n  M i n i m u m  ' 

w ; r  gchen jetzt noch einen ScliriLt weiter und nehaen  a n ,  dass so- 
wohl i n  x ,  als in  i. die Anschlusspunkte entsprechendc Krümmungsmittcl- 
punkte seien. Dann reduciren sich die beiden Piinktpaare der Involi~tion 
auf ein einziges; die Involution ist also unbestimmt und urn j e d e n  Punkt 
ihres Triigers sind zwei aufeinander folgende unendlich kleine Rewegringen 
von ci, gegen a, moglich. Zur Bestimmung derjenigen Pole, um welche 
insbesondere drei solcher Rewegungen moglich sind, reicht die quadratische 
Verwandtschaft nicht mehr aus. Zieht man noch in Betracht, dass die 
oben gestreiften Besonderheiten der Krümmungsmittelpunkte auch hier ein- 
treten konnen, so leuchtet ein, dass zu einer einigermassen abschliessenden 
Behandlung selbst dieses einfachen Falles noüh ausserordentlich vie1 fehli. 

Ganz eigenthümlich verhkilt sich die Kette (KA) der Fig. 16, wenn in 
x sowohl als in A die beiden Punkte stationtirer Entfernung sich decken, 
oder, was dasselbe is t ,  diese Entfernung gleich Nul1 ist. Man wahle dem- 
entsprechend in r. A I R 3  als sich deckend, und desgleichen in L -4, B1, doch 
mogen die Pole 13, 5 7  von der Wahl ausgeschlossen sein. Dann liegen 
in (xd)  die Pole 15, 37 auf einnnder. Befinden sich nun die drei 
Punkte 57, (15, 37), 13 nicht in gerader Linie, so hat man die auf S. 236 
erorterte Todtlage; x und 1 verhalten sich wie starre Systeme so lange, 
bis die erwzhnten drei Punkte in Folge der Relativbewegung von x gegen i 
um den  Puakt  (15, 37) in  eine Gerade rücken, und i n  diesem Augenblick 
tritt  die Verzweigungslage cin. (15, 37) ist natürlich jetzt einer der 
gesuchten Pole, et'wa 1 7 ~ .  I n  der That  ergiebt sich das auch aus der 
allgemeinen Entwickelung, da  hier A, B, vereinigt liegen, und daher dieser 
Punkt ,  der ein Doppelpunkt der durch A, B,, B,A,  gegebenen Involution 
ist. Der andere Doppelpunkt, d. h. der Pol  178, i s t  dann der von 17, 
durch B,und A, harmonisch getrennte Punkt. I n  lïP findet eigentliche Berülir- 
ung  der im Allgemeinen dort nicht mit einer Singularitat behaftcten Roll- 
curven von G1G7 stat t ;  in  17U hingegen besitzen diese Rollcurven beide 
einen isolirten Punkt ,  wie ihn jeder Gelenkpunkt darstellt. Die lia zc. 

gewiesene Bewegung lasst x und b so lange in Starrheit verharren, bis 
nach Drehung um 180' von x gegen A abermals 5 7 ,  (15, 3 7 ) ,  13 in eine 
Gerade rückcn und dadurch eine andere Verzweigungslage entsteht, welçhe 
Relativbewegiingen innerhalb x und A zuliisst. 

Auf den Specialfall des G a l10  w a y  'schen Getriebes wurde schon 5.236 
in einer Note hiugewiesen. Bekanntlich besitzt die Rollcurve jedes der 
Iitirzern Schenkel im Pole l'la (sofern wir unsere Bezeichnung beibehalteri) 
einen Doppelpunkt mit r e e I l  e n  Zweigen , aber diese Shatsache widerspricht 
keinevwegs dem oben behaupteten Auftreten eincs i s o l i r t e n  Punktes. 
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Denn die Berührung der Rollcurven l h g s  eines jener reellen Zweige der 
Singularitzt entspricht eine ganz anderc, eine im Allgemeinen nicht nuf- 
tretende To  d tlage, in der die kiirzern Schenkel zwar eine Gerade bilden, 
aber einen gestreckten Winkel mit einander einschliessen." 

Bine ganz andere Bildungsweise von Verzweigungslagen ist diese: 
Man wahle in  einer Kette I eine Reihe von Punktpaaren nicht stationarer 
Entfernung iind schliesse i n  jedem derselben 1 andere Ketten x ,  p ,  v .  .. in 
Punktpaaren stationarer Rntfernung der leteten Ketten gelenkig an. Dnnn 
bildet A in der neuen Kette ( I  x y v . .  . 1 eine todte Gruppe, aber die Glieder 
jeder der Ketten x p v . . . konnen unendlich kleine Relativbewegungen voll. 
ziehen, so zwar, dasa wahrend eines Zeitelementes die Bewegung eines Gliedes 
aus irgend einer dieser Ketten in Bezug au€ ein Glied ails einer heliebigen 
andern ganz unbestimrnt ist. Die Richtigkeit dieser Behauptung erhellt 
auch aus der früheren Bildungsweise, da in ( X I )  j e  d e s  Punktpaar der 
todten Gruppe A als Punktpaar stationarer Entfernung aufzufassen is t ,  weil 
sich wihrend eines Zeitelementes die ganze Gruppe A wie ein starres System 
verhalt. Es sind also die Ketten (xh) und p wirklich in Punktpanren 
stationiirer Entfernung an einander geschiosaen und dies hehalt Geltung für v . . . 

Die Anzahl der Moglichkeiten, welche sich hinsichtlich der Bestim- 
mung mehrdeutiger Pole darbieten, ist hier ausserordentlich gross, sodass  
eine erschijpfende Behandlung kaum durchfuhrbar sein mochte. Wir  be- 
schranken uns daher auf ein Beispiel: 

In F'ig. 17 sei A das Gclenkviereck G ~ G , G , G , ,  y. und p seien bez. die 
Gliederpaare G , G , ,  G,G?. Dann handelt es sich um die Bestimrnung der mehr- 
deutigen Pole 1 2 ,  28, 78 ,  71. Zur Bestimmung von 1 2  etwa ermittele 
man zunachst nach dem auf S. 247 unter b) angegebenen Verfahren V 1 V Z 5 ;  
bestimme daun zum Pole 26, iudem man ihn als Punkt  B,'G betrachtet, 
den entsprechcnden B, lG.  Diese Punktc bilden dann auch cin Paar  B,12 B112. 

Ebenso liefert die Bestimmung des zu 13, oder Ases, entsprechenden AZ2' 
ein Paar d,''A,'? Die Pole 12a12p sind dann wieder die Doppelpunkte 
der Involntion A, B, ,  B,A,. Die Bestimmung jedes der drei anderen Pole 
kann genau so durchgeführt werden, wird aber besser unt,er Benutzung 
der gefundenen Pole linear vollzogen. 

Wir beschliessen unsereUntersuchungen mit der Darlegung nachstehenden 
Falles, in welchem nicht allein die mehrdeutigen Pole, sondern auch die mehr- 
deutigen quadratischen Verwandtschaften mit unseren Eiilfsmitteln bestimmt 
werden konnen. L i e g e n  a l l e  G e l e n k p u n k t e  e i n e r  G e l e n k k e t t e  
auf  e iner  G e r a d e i l ,  d a n n  i s t  d i e s e  S y m r n e t r i e - A c h s e  d e s  g a n z e n  
Gebi ldes ,  u n d  d i e  R o l l c u r v e n t a n g e n t e n  s t e h e n  d a h e r  s a m m t l i c h  
s e n k r e c h t  z u  j e n e r  G e r a d e n ,  d e m  " T r t i ç e r  d e r  G e l e n k p n n k t e u ,  
wia wir si0 im Anschlusse a n  das über geradlinige Polzüge Gcsagte nenneil 
wollen. Die auftretenden Involutionen schreiben wir wieder wie an€ S. 231, 

* Vergl. B u r m e s t  e r  ,,KinematikLL Ud. 1, 5 130, insbesoudere S. 309. 
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baben aber jetzt zu bedenken, dass, wenn Polo insbesondere Ii'rümmungs- 
mittelpunkte sind, in den Doppelpunkten der Involution mehrere Pole ver- 
einigt liegen. Sind z. B. bei dem durchschlagenden Kurbelgetriebe der au£ 
einander folgenden Glieder ri, G, G, , die Gelenkpunkte 1 2 ,  23, 34, 41 , so 
sind die Pole 1 3 ,  24 vereinigt, was wir durch eine Rlammer andeuten 
wollen, und zwar erlialt man [13, 24]IY, [13, 24]P als Doppelpunkte der 
durch die Punktparrre 12, 3 4 ;  23, 14 bestimmten Involution. I n  Folge 
ihrer besondern Bedeutung als I<rBmmungsmittelpi~nkte wird auch die An- 
zahl der Pole kleiner als 21a - 3,  der auf S. 230 Satz 8 zur Bestimmung 
der Bewegung von n Systcmen als nothwendig gefundenen Zahl sein. Die 
wahre Zahl wird sich vielmehr aus den allgemeinen Zwanglaufbedingungen 
der Gelenkket,ten ergeben , da  nach einer geriugen Bewegung die 
Verzweigungslage beseitigt iat. M a n  k a n n  i n  d e r  T h a t  a u s  jeder 
G e l e n k k e t t e  e i n e  a n d e r e  a b l e i t e n ,  d e r e n  s 9 m m t l i c h e G e l e n k -  
p u n k t . e  m o m e n t a n  i n  e i u e r  G e r a d e n  l i e g e n ,  w e n n  m a n  dio 
g e g e b e n e  K e t t e  a u f  e i n e n  T r a g e r  p r o j i c i r t ,  u n d  d i e  P r o j e c -  
t i o n e n  d e r  G e l e n k p u n k t e ,  w e l c h e  e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  Gliede 
a n g e h o r e n ,  a u c h  j e t z t  s t a r r  m i t  e i n a n d e r  v e r b u n d e n  denkt .  
1 s t  d i e  u r s p r ç l n g l i c h e  K e t t e  z w a n g l a u f i g ,  s o  i s t  e s  a u c h  die 
a b  g c l e i t e t e ,  dcnn Glieder - und Gelcnkznhlen sind uberall dioselben. Der 
Deiitlichkeit wegen stellen die folgenden Figuren Ketten dar, deren Gelenk. 
punlite nur niiherungsweise in gerader Linie liegen, die Untersuchung hingegen 
bezielit sich stets auf die durch Projection abgeleitete Verzweigungslage. 

I u  Fig. 18 sind von der Involution 
J ( l 2 3 4 )  gegeben 12,34; 2 3 , 4 1  u. man findet [l3,24]a, [l3,24]P oder kurz [13,24;a' 

von J(2356) 23,56; 26,33 [23,36]r,  [25,36]6 ,, [25,36]3,' 
Daraus folgt dann in linearer Weise aus: 

12,36ysJ; 13e.P, 26; 23 die Bestirnmung von 1 6 ~ ~ 3  ~*~ P Y ~  P d .  
Die Bewegung von G, gegen G, ist also (wie diejenige von ci2 gegen us) vier. 

d p t i g .  Die tibrigen Pole ergeben sich, wie 16, leicht durch lineare Con- 
struction sechster Involutionspiinkte. Fallt 12 auf 3 4 ,  35 auf 26, so ver- 
treten 12, 367 und 1 3 a 2 6  nur  ein einziges Punktpaar;  16 ist ganz un. 
bestimmt. G, u,, G,G,, u5 G,  verhalten sich bez. wie drei starre Systeme u,,, 
< i d 3 ,  (ij6, welche nur durch zwei Gelenke verbunden sind, wenn man G , ~  um 
(12, 34, 13=), as, um (26, 35,36y) gegen G,, dreht. Die Kette ist  also nicht 
mehr zwangliiufig. D. h. b e i m  P a s s i r e n  e i n e r  W e c h s e l l a g e  k a n n  die 
E i g e n s c h a f t  d e r  Z w a n g l a u f i g k e i t  v e r l o r e n  gehen."  

Auch in den folgenden Ketten ist nur derjenige Pol bestimmt, dessen 
Ermitteluug die grossten Schwierigkeiten bietet. 

* Herr Gr üb 1 e r  gelangt a. a. O. S. 192 zu dem entgegeugesetzten Resuliat. 
Durch Fortsetzung des im Schlusssatze des 5 3,  S. 236 des Vorliegenden ange- 
gebenen Verfahrens kann man sich solche ,,ZwitterkettenCt noch allgemeinerer Natur 
herstcllen, indeminanan ( x i )  dieKettep, andiese v u.8. W. schliesst. Ob  die Kette(nApv ... ) 
eine Zwitterkette allgemeinstcr Natur sei, das lasse ich vorliiufig dahingestellt. 
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I n  Pig. 19 handle es sich um den Pol 18.  
Xan erhtilt 

in J (1234) aus 1 2 , 3 4 ;  23, 14.. . [13, 24]"1P 
J (2356) ,, 2 3 , 5 6 ;  3 5 , 2 6 .  .. (25, 36]ygd 
J (1 4%) , 1 4 , 5 F  ; 16, 43.. . [l5,46]~3Ç 
J (3378) 35, 7 8 ;  58, 3 7 . .  . [38,57]1 $ 

und hat damit alle Pole in Beziig auf G, und c i5 .  

Nun ist ntitzlich zu bemerken, dass, wenn die Polgruppe aller Systeme 
in Bezug anf zwei derselben vorliegt, wie hier also 

3 1 ,  32, 34, 35, 36, 3 7 ,  38 
5 1 , 5 2 , 5 4 ,  6 0 , 5 7 , 5 8 ;  

man den beliebigen Pol  i k i n  

J(35i7c) ails 34 57c; 376, 5i; 35 linear erhalt. (Vergl. auch S. 228.) 

Insbesondere ergiebt sich in 

J ( 3 5 1 8 )  aus 13a.P, 58 ; 381>8,15" .5; 3 5  
jeder der acht Pole 18a.m a?c. a 3 f ,  asi', b'?F, P'IC, P a %  pgc.  

Die soeben behandelte Kette kann man aus einem Gliederpaar ci, G,, 

dureh successiven Anschlnss der weitern Paare G ,  G ~ ,  G, G, , G ; G ~  aufbauen. 
Bei d e n  in derartiger Weise hergestellten Ketten ist die Polbeatimmung ein- 
fach, da man stets leicht die Pole aller Glieder in Bezug auf zwei derselben 
erhalt. Wir schliessen der vorigen Kette, nm dies zu zeigen, gleich zw e i  
weitere Gliederpaare G g G ~ ,  G X I G X ~ I  a n  (Fig. SO), da erst bei der Glieder- 
zalil zwolf eine neue Ueberlegung nothwendig wird. Das Glied <i5 tri t t  
hier mit jedern der übrigen in einem Gelenkviereck suf und man erhiilt 
daher alle Pole der Form 5 k .  

Bci G, fehlt eine derartige Verbindung mit 6x11, aber es liefern direct: 

J(3578) aus 35, 78  ; 58, 37 . .  . [ 3 8 , 5 7 ] " ~ ,  
J (8 X XI XII) nus 8 X, XI XII ;  8 XI, X XII . .  . [8 XII, X X1lnQ, 
J ( 5 8 9 X )  aus 5 9 , B X ;  5 8 , 9 X . . . [ 5 X , 8 9 ] @ > 2 ,  

womit alle Pole in Bezug auf <i5 und 6, bekannt sind. L)ie verwickeltste Be- 
wegung gegen einauder haben G, und 6x11. Wir bestimmen zur Gewinnung 
von 1 XII in 

J (5x11 8 X) aus 58, X XII ;  8 XIIn>Q, 6 XGlr; 8 X . .  .5 XIInGpxr, QG Q t ,  

haben weiter bereits gefunden 13aP,  15~5.  Wie man sicht, sind die 
acht Pole 3x11 paarweise den vier Polen 6 XII  zugeordnet, wahrend die 
Polgruppen 1 3 ,  1 5  von jenen und von einander unabhangig sind. Da nun 
die Construction von 1 XII aus den jetzt gefundenen Polen 13 ,5  XII 
15,3 XII; 35 linear vor sich geht,  erhiilt man 8 . 2 . 2  = 32 Pole 1 XII. 
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Man sieht,  wic sich hiernach durch Ausgang von zwei mittleren 
Gliedern, nach beiden Richtungen bis ni den Endgliedern die Pol- 
bestimmung durchftihren lasst, sofern der Anschluss von Gliederpaaren noch 
weiter fortgesetzt wird. 

Beaüglich anderer Ketten der vorliegenden Classe sei bemerkt, dass 
man auch dann stets die Construction durchftihren kann,  wenn es gelingt, 
die gegebene Kette i n  Theilketten derart zu zerlegen, dass jede einzelne 
aus Gliederpaaren aufgebaut werden kann. Denn das auf S. 250 auseinander- 
gesetzte Verfahren gilt auch dann noch, wenn in den einaelnen Ketten x b p  ... 
die Pole mehrdeutig sind, sobald, wie bei der vorliegenden Classe tbat- 
siichlich der Pall,  nur die Pk  ausserdem bestimmt sind. 

Wie man in besonderen Fl l len zum Ziele gelangt, auch wenn bei 
einer gegebenen Kette keine der beiden obigen Vorau~setzungen zutrifft, 
mag au dem Eeispiele der Fig. 12 gezeigt werden. Liegen die sammtlichen 
Gelenkpuiikte in einer Geraden, so ergeben sich aus den beiden anftretenden 
Gelenkvierccken unmittelbar die zweideutigen Pole 12avP, 83yld. 

Jeder der Combinationen 12a 23Y, 12a 236, 12P % Y ,  1%" 236 ent 
sprechen nun nach Heranziehung von G, G3 zwei Pole 13, deren Bestimrnung 
genau so, wie auf S. 248 und 249 gezeigt wurde,  vorzunehmen ist. Polg- 
lich ist die Bewegung von G, gegen G~, acht-deutig und die acht I'ole sind 
durch viermalige Construction der Doppelpunkte projectiver Reilien zu be- 
stimmen. 

Dannover, den 5. J u l i  1891. 
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Ueber das Virial der Krafte. 

Von 

N. N. PIROGOW 
in Petersburg. 

5 1. Die Virialgleichnng. 

Es sei ein b e s t a n d i g e s e ,  c o n s e r v a t i v e s  N T h e i l c h e n - S y s t e m  
gegeben ; die Differentialgleichungen der Bewegung irgend eines der Theilchen 
des Svstems sind: 

d Z x  m - = X d2y  d2 s 
dt" 

, m - = Y ,  m - = Z  
d t2  dta 

wenn m dessen Masse, x ,  y ,  ,e dessen Coordinaten z11r Zeit t ,  und X, Y, Z 
die Componenten der Resultante s~mmtlicher  auf dasselbe zur Zeit t wirken- 
den Krafte, bedeuten. Demnach k t  auch: 

d 2 x  
r n x - =  

d t2  
x x ,  u. S. f.; 

nun ist aber: 

3) -_-- - 

so dass mir die Gleichungen 1) auch so schreiben konnen: 

1 d l @  1 
%rn (Z)'=krn7-- XX, U. S. f. 

Es sei s die Geschwindigkeit des betrachteten Theilchens zur Zeit t 
u n d  Q dessen Abstand vom Coordinaten-Anfange zu derselben Zeit  t ,  so dass: 

und: 

6) 

* Ich mache von d m  in meiner Abhandlung: , ,Geber  d a s  G e s e t z B o l t z -  
man n'su im Repertorium d. i'hgs. von E x  n e r ,  Bd. 27, eingeführten Bezeichnungen 
obne weitere Erlauterung Gebrauch. 

Zeitschrift f. Nathemntik u. Physik XXXVii, 5. 17 
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Die drei Gleichungen 4) zu einander rtddirt geben: 

Nun ist aber 
1 

8) Et = - m s 2  
2 

die k i n e  t i s c h e  E n e r g i e  des Theilchens m zur Zeit t ;  die Grosse 

nennt  R. C l a u  siil s das V i r i a l  der auf das Theilchen m zur Zeit t wirken- 
den Krzfte. Es  sei t eine beliebig lange Zeitperiode; die Mittelwerthe 
der die Gleichung 7) bildenden Grossen wiihrend der Zeit z nehmeiid, 
werden wir erhalten : 

da  das gegebcne System ein b e s t z n d i  g e s  is t ,  so hat  die Grosse 

für  alle moglichen und noch so grossen Werthe von T stets eii~en end- 
lichen und iunerhalb gewisser Grenzen liegenden Werth ; demnach ist die 

für  hinreichend grosse Werthe von t beliebig klein, und die Gleichung 10) 
verwaiidelt sich fur  eine hinreichend lange Zeitperiode z in  die V i r i a l -  
g 1 e i  c h  n n g  des betrachteten Theilchens, welche so lautct : 

das heisst: die mittlere kinetische Energie eines jeden Theilchens eines lie- 
stindigen , coneervativen N Theilchen - Systems wahrend einer hinreichend 
langen Zeitperiode z ist dem mittleren Virial der auf dasselbe wiihi-end der 
Zeit t wirkenden Krafte gleich. 

Sehreibcn wir für cin jedes der N Theilchcn des Systems seine Virisl- 
gleichung hin und addiren alle diese Gleichungcn, so erhalten wir die  
V i  r i a l  g l e i c  h u n g  des Systems für  die hinreichend lange Zeitperiode t, 
welche so lautet: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



wenn die Summation auf alle N Theilchen des Systems erstreckt ist;  somit 
ist die mittlere k i n e t i s c h e E n  e r g  i e eines jeden bestandigen , conser- 
vativen N Theilchen - Systems wiilirend einer hinreichend langen Zeitperiode 
t dem mittleren V i r i a l  der auf die Theilchen dieses Systems wzhrend 
dieser Zeit P. wirkenden Krafte gleich. 

1st das gegehene System ein b e s t i i n d i g e s ,  i s o l i r t e s ,  c o n s e r -  
v a t  ives  System, welche aus einer sehr grossen Anzahl N sich bewegender 
Theilchen besteht und im s t a t i o n s r e n  Z u s  t a n d e  sich befindet, so ist 
die k i n e t i s c  h e  E c e r g i e  des Systems eine constante, von der Zeit unab- 
kngige Grosse; constant is t  auch das V i r i a l  der auf die Theilchen des 
Systems wirkenden conservativen Krafte. Bezeichnen wir mit X, Y, Z 
die Compoiienten der Resultante sammtlicher auf irgend ein Theilchen dieses 
Systems zu irgend einer Zeit t wirkenden Krgfte, mit x ,  y, z die Coordinaten 
dieses Theilchens zu dieser selben Zeit t und mit K die constante, von der Zeit 
unabhiingige mittlere kinetische Energie ~Limmtlicher Theilchen des Systems, so 
ist: 

13) 
die Summation auf alle N Theilchen des Systems erstreckt. Diese Gleich- 
unç besteht ftir alle Zeitmomente t ,  die zur Zeitperiode, wahrend welcher 
das System im stationgren Zustande sich befindet, gehtiren. 

Wir haben alle moglichen bestandigen , isolirten, conservativen 
N Theilchcn - Systcme in zwci Classen von Systemen eingotheiltq : also zur 
ersten Classe gehorig solche Systeme rechnend, die aus Theilchen bestehen, 
auf welche f e r  n e w i r k e n  d e  interparticulare und Eussera Kriifte wirken ; 
zur zweiten Classe gehtiren Systeme, die aus Theilchen bestehen, auf 
welche nur n a h  e w i r k e n  d e interparticulk-e Krafte wirken und von den 
iusseren Krifteu nur ein gleichmissiger, zur Liusseren Grenzflgche des 
Systems normaler D r u c k .  Obwohl die nahewirkenden KrLifte nur als cin 
specieller Fa11 der fernewirkenden angesehen werden dtirfen, so ist doch 
eine solche Classification der Systeme zweckmassig, da die Theorie der 
Systeme zmeiter Classe bei Weitem die einfachste ist;  es sind namlich diese 
Systeme im stationZren Zustande , wenn sie e i n f a c h e sind , in  dem ganzen 
von ihnen eingenommenen Jlaunie (eine sehr dünne zur ausseren Grenz- 
flzche des Systems unmittelbar anliegende Schicht ausgenommen, die wir 
als zu dem das Systcm umgcbcnden &usseren Mittel, welches aiif dassclbe 
den ausseren Drnck aiisübt, gehtirig ansehen) g l  e i  c h a r  t i g  ( i  s O t r o  p)  , 
und wenn sie susammengesetzte sind, so bestehen sie aus einigen isotropen 
zusammensetzenden Systemen. 

* Vergl. 5 4 meiner 1. c. Abhandlung. 
I l *  
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Die Virialgleichung der Systeme zweiter Classe, wenn sie als ,ganze 
K6rperY aufgefasst, weder eine fortschreitcndc noch eine rotirende Be- 
wegung haben, ist eine Z u s  t a n  d s g l  e i c h u n  g dieser Systeme, da sie 
die wechselseitige Beziehung der drei Parameter, von denen der stationare 
Zustand dieser Systerne abhiingt , angiebt, so dass dieser Zustand schon 
durch zwei dieser Parameter vollst%ndig bestimmt ist. Bekanntliçh sind 
D r u c k ,  V o l u m e n  und T c m p e r a t u r  (die sich als eine gewissc Punction 
der kinetischen Energie der Systeme erweist) diese drei Parameter. 

1st P der aussere, gleichmassige und zur ausseren Grenzfltiche des 
Systems normale Druck und V der vom Systeme eingenommene Raum, so 

3 
i s t ,  wie Herr v a n  d e r  W a a l s  gezeigt hat* - P V  das V i r i a l  d e r  im 

' 2  
R a u m e  V w i r k e n d e n  a u s s e r e n  D r u c k k r a f t e .  Bezeichnen wir mit R 
das Virial der auf die Theilchen eines Systems zweiter Classe wirkenden 
interparticularen Krafte , so ist:  

'die Virialgleicbung dieses Systems, welche auch als dessen Zustandsgleich- 
ung angesehen werden kann, wenn B und II als Functionen des Volumens 
und der Temperatur des Systems bekannt sind. Bekanntlich wird die 
Zustandsgleichung eines Systems auch als eine Gleichung der t h  e r  mo - 
d y n a m i s c h e n  F l a c  h e  des Systems bezeichnet. 

In der gegenwartigen Abhandlung wollen wir die Zustandsgleichungen 
einiger einfacheren Systeme zweiter Classe entwickeln, solcher namlich, die 
zur ersten Kategorie der zweiten Gruppe dieser Classe von Systemen nach 
unserer Classification gehtiren , und folglich aus Elementartheilchen bestehen, 
die aus sich niemals complexe Theilchen bilden. Der Kürxe wegen wollen 
wir alle solche Systeme e i n a t o m i g e  G a s e  nennen. 

Das einfachste dieser Systemo ist das sogenannte i d e a l e  G a s  odcr 
ein System, bestehend aus ciner sehr grossen Anzahl N sich bewegender 
materieller Punkte,  die auf einander nur  in unendlicher Nlihe wirken. 
Da B, das Virial der interparticularen Krafte, für dieses System = O ist, so ist: 

15) 
3 
r P V =  N E  
2 

die Viralgleichung desselben. Da die mittlere kinetische Energie der Theil- 
chen des idealen Gases als Maass der T e m p e r a t u r  T des Gases ange- 
sehen wird,  so ktinnen wir,  die Constante R durch 

16) 
2 

R T = y N E  
3 

bestimmend , diese Gleichung auch so schreiben: 

* v a n  d e r  Waals:  ,,Die Continuitat des gasformigen und flüssigen Zu- 
standes", deutsch von Roth.  1881. Seite 8. 
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17) PV= RT, 
es ist dies die Z u s t a n d s g l e i c h u n g  d e s  i d e a l e n  G a s e s  oder das 
M a r i o t t e - G a y - L u s s a c ' s c h e G e s e t a .  Diese Gleichung gilt fiir alle m6g- 
lichen ZustSnde des Gaaes und fiir alle moglichen Werthe der Grossen 
Pl V, T. Wenn als Einheit des Druckes der Druck eincr Atmosphare, 
als Einheit der Temperatur, der Grad der centesimalen Scala, und als Ein- 
heit des Volumens das Volumen des aus N Theilchen bestehenden idealen 
Gases bei II = 1 und T =  273O, gewahlt werden, so ist R dem A u s -  
d e h n u n g s -  (resp. S p a n n u n g s - )  C o e f f i c i e n t e n  des idealen Gases 
gleich, = 11273 = 0,003663 also. 

3 2. Die stat ionare Raumverthei lung der  Theilchen. 

Es sei ein System gegeben, bestehend aus zwei Theilchen (materiellen 
Punkten) m, und rn,, welche inncrhalb oines vollkommcn gleichartigen 
Raumes V sich frei herum bewegen, so dass die Wahrecheinlichkeit davon, 
dass eines dieser Theilchen innerhalb irgend eines Raumelementes d x ,  d y ,  
da  sich befindet, gleich d x ,  d y  , d z /  F ist. Den Raum V theilen wir 
durch eine imaginare Pliiche i n  zwei einander ganz gleiche Raume V, und 
V, (die aber keineswegs auch gleichgeformt zu sein brauchen). Wir 
wollen nun die Bewegungen dieses Systems wahrend einer sehr langen 
Zeitperiode z verfolgcn: pot sei die Zeit, wahrend welcher die Anzahl der 
sich im Raume Tl befindenden Theilchen = 0 ist ; p, t sei die Zeit, wahrend 
welcher im Raume VI sich ein Theilchen befindet, und p,z sei die Zeit, 
wzhrend welcher beide Theilchen des Systems sich zugleich in VI vorfinden; 
e~ ist klar, dass p, + p, + p, = 1 ist. Da der Raum 7 vollkommen gleich- 

1 

artig ist und da 7, genau gleich ;V is t ,  so i d  die Zeit, wiihrend welcher 
2 

1 
das Theilchen na, sich in VI befindet, gleich - r.  Wtihrend der Hiilfte 

2 
1 

dieser Zeit -t wird aber auch das Theilchen m, sich in VI vorfinden, so 
2 

1 
dass p, = -T ist. Ebenso werden wir finden, dass beide Theilchen sich 

4 
1 

gleichzeitig in P2 wahrend der Zeit - 7 befinden, wahrend welcher die An- 
4 

zahl der sich in V, belindenden Theilchen = 0 iut. Es  ist somit: 

Ganz ebenso finden wi r ,  dass ,  wenn ein System gegeben is t ,  welches 
aus drei Theilchen besteht, die sich frei in  einem gleichartigen Raime 
herumbewegen, welcher in  drei gleiche Theiltt getheilt ist, und wenn 
p,, pl, p, , p, die Wahrscheinlichkeiten bedeuten , dass in  einem dieser 
Raumtheile gleichzeitig O, 1, 2 ,  3 Theilchen sich voriinden, dass : 

2) 
8 12 6 1 

p --, p --, p - - y  &,=Ta O-27 ' - 2 7  B-27 27 
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F ü r  ein System von vier Theilchen, die sich in  einem gleichart,igen 
Raume frei herum bewegen, welcher in  vier gleiche Theilo getheilt ist, sind: 

8 1 1 OS 54 12 1 
3) p - 3  Pl =256' P s = ~ % '  P 3 = 2 j 6 '  a 4 = m '  

O - 256  

Schliesslich für ein System von N Theilchen, die sich in einem gleich- 
artigen Raume frei herum bewegen, welcher in  N  gleiche Raumtheile oder 

Z e 11 e n  '< durch imaginiire Flachen getheilt is t  ; werden wir Gnden, dass : 
( 
PO= N N  ' 

( N -  l)"-I N  
PI = - ' I I  

( N -  1)"-? . N(N-1)  
4) P, = 

I NN 1.2 y 

I . . . . . , .  a . m .  

1 p u = - .  
N ' Y  

Die Zahlen p, ,  pl, p,, . . . sind die Wahrscheinlichkeiten davoii , dass in 

. . . . . . . . . . . . 

( N -  1)3 N(AT-l)(N-2) 
PN- 3 = N" 1.2.3 ' 

( N -  1)' N ( N  - 1) 
p , v - z = -  -. N N  1 .2  

(N-1) N ( N -  1 )  (N-  2) . - 
P 3 =  1 . 2 . 3  

ciner der ,Zellenu, i n  welche der vom Systeme eingenommene Kaum ein- 
getheilt ist ,  gleichzeitig O ,  1, 2 ,  . . . Theilchen des Systcms sich vorfinden; 
so dass, wenn c eine sehr lange Zeitperiode i s t ,  in jeder dieser Zellen 
wiihrend der Zeiten poz, pl t , p 2 r ,  . . . gleichzeitig sich O, 1, 2 ,  . .. Theilchen 
vorfinden werden, E s  ist auch klar ,  wenn N ,  die Zahl der unter einander 
gleieher Zellen (die aber nicht auch gleichgeformt zu sein brauchen), in 

N - 1  N 
p,y_l = ---- N" 1' 

- 

dio der vom Systemo eingenommcne Raum gctheilt is t ,  eine sehr grosse 
Zahl is t ,  so werden sieh in po N  dieser Zellen sich gar keine Theilchen 
vorfinden, in p,N derselben zu je einem Theilchen, in  paN Zellen zu je 
zwei Theilchen u. S. f. 1st N eine sehr grosse Zahl, so sind die Zahlen mit 
grossen Indices sehr klein; ist  N so gross, dass man den Bruch l / N u n d  
dessen hohere Potenzen vernachliissigen darf, so kt:  

Die soeben behandelte Aufgabe l m t  sich verallgemeinern: Es sei ein 
Systern, aus N Theilchen bestehend, gegeben, die in eineiu gleicliiirtigen 
Raume sich frei herum bewegen, welcher i n  n unter oinander gleicbe ,Zcllenu 

wo e die Basis des nnttirlichen Logarithmensystems ist. Ganz ebenso werden 

wir finden, daes: 

p4 = e-l/4! = 0,01533 
p5 = ek1/5! = 0,00306 

p, = e-l/6! = 0,00051 

u. S. f. 

1 p, = e-l  = 0,36788 

5)  
p, = e - l  = 0,36788 

p, = e-i/2! = 0,18394 

, p, = e-'/3 1 = 0,OCi 13 1 
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durch imaginare Fliichen getheilt ist. Es lasst sieh leicht zeigen, dass in 
diesem Falle die Ausdrücke 4) so zu schreiben sind: 

(n- l ) N  N N(N-1) 1 N(N-l)(N-2) 1 = l - - +  .- -- (PO = ,N .TZ 1.2 laP 1 . Z r  a -  lzY + - . . Y  

gehen die Ausdrücke 6) über in: 
6.2 p I = ~ e - f ,  p - - e - f  E~ 

7) PO = e- , z - g !  , p 3 - - e W 3 , u . s . f . ;  - 3! 

< 

die Zahlen p,, pl ,  pz, ... bestimmen die s t a t i o n a r e  V e r t h e i l u n g  dcr 
Theilchen des Systems in dem von ihm eingenommenen Raume. Vertlieil- 
ungen, die gleichmassiger sind als diejenige, die durch diese Zahlen be- 
stimmt wird, sind ebenso wenig stabil wie Vertheilunpen, die n& un- 
gleichm%xiger sind. 

Wenn von den n Zellen, i n  welcho der vom Systeme eingenommene 
Raum eingetheilt i s t ,  v Zellen für  die Theilchen des Systems u n  d u r  c h -  
d r i n g l  i ch sind , so werden die Wahrscheinlichkeiten p,, , pi, p, , . . . davon, 
dass in einer der durchdringlichen Zellen O,  1,  2, ... Theilchen zugleich 
sich vorfinden, auch noch durch die Ausdrücke 7) bestimmt, wenn in 
diesen Ausdrücken 

8) E = N/(B - Y )  

gesetd wird. 1st w der Rauminhalt einer jeden der n Zellen, so ist  
n o  = V der vom Systeme eingenommene Raum und v w  der ftir die Be- 
wegung der Theichcn undurchdringliche Raum. Es ist klar ,  dass das Ver- 
theilungsgesetz der Theilchen im Raume von der Vertheilung des für die- 
selben undurchdringlichen Raumes u w  ganz unabhlngig ist,  s~ dass dieser 
Raum v w auch z. B. aus N gleichen und gleichgeformten Zellen w, be- 
stehen kann; auch k6nnen diese N undurchdringlichen Zellen w, sich frei 
im Raume Vfrei hcrum bewegen; die Zahl E wird hierbei durch den Ausdruck : 

9) E = Nw/(V-Nuo) 
bestimmt. 

5 3. Das vollkommene Gas. 

N-1 (3-l)(N-2) 1 (N-l)!N-2)(iV-3) 1 -.-- - .-$ ... 
1.2.3 m3 

N ( N - 1 )  (B- l)N-z - N(N-1) 1 ( N-2 (N-2) (N-3) 1 - ps =-' .- 1---+ .. 
1.2 n R' 1.2 n2 n 1.2 - n 2  

N(N-l)(N-2) (la - l )N-3 .- - - 

Zur Kategorie von Systemen, die wir kurzweg als einatomige Case 
bezeichnet haben, gehort auch das sogenanute v O 11 k o  m m  e n e  G a s  odeï 

' P 3  = 1.2.3 nN 1.2 laz 

u. S. f. 
Das Verhaltniss Nb wollen wir der Ktirze wegen mit E bezeichnen, 

so dass N =  En ist. Sind N und n sehr grosse Zahlen, so dass man die 
Rrüche l/N und l/n und ihre hoheren Potenzen vernachkssigen darf,  so 
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ein System, bestehend aus einer sehr grossen Anzahl N sich bewegender, 
vollkommen harter ,  elastischer Kugeln. Da die bei den Zusammenst%seu 
der Theilchen dieses Systems wirkenden Abstossungskrafte m O m en t a n e  
K r  a f t e  sind und die Stossdauer unendlich klein is t ,  so ist  anch für dieeev 
System B,  das Virial der interparticularen Krafte = O und folglich das 
Virial der iiusseren Druckkrtifte der kinetischen Energie des Systems gleich. 

E s  sei P der Druck und V das Volumen des Gases. Da die Theil- 
chen des Systems (die Kugeln) selbst einen Theil des Raumes V einnehmen 
nnd der von jedem der Theilchen eingenommene Raum fur die tibrigen 
Theilchen undurchdringlich i s t ,  so ist das Wirkungsfeld der Busseren 
Drnckkrafte kleiner als V und etwa V - b,  gleich, wo b, eiue gewisse 
Funclion des von den Theilchen selbst eingenommenen Raumes k t ,  so dass 
die Virialgleichung des vollkommenen Güses die Form 

1) 
3 
s P ( P -  b,) = N E  

hat. Es  bestehe das gegebene System aus gleich grossen Kugeln und es 
sei g der Dnrchmesser einer jeden dieser Kugeln. Wenn um die Mittel- 
punkte dieser Kugeln mit dem Halbmesser g Spharen beschrieben werden, 
so sind das (nach C 1 a u  s i  u s) W I r  k u n g s s p h 5 r e n  der Theilchen des voll- 
kommenen Gases. Da eine jede dieser Spharen für  die Mittelpunkte der 
tibrigen Theilchen undurchdringlich is t ,  so ist b, der von den Wirkungs- 
spharen der Theilchen des Systems eingenommene Raum, und V - b, ist 
der für  die Bewegung der Theilchen f r e i e  R a u m ,  das Wiikiing~feld der 
iiusseren Drueltkrtifte. WBren keine Zusammeilst8ssc vorhanden und würden 
die Wirkungsspharen der Theilchen sich niemals beriihren und schneiden, 

4 
so wiire b, gleich N . - . n: es. Da aber eine gewisse Anzahl dieser 3 

4 
Spharen stets einander theilweise decken, so ist  b, < N . -  n e3. Die De- 

3 
trachtungen, die wir im vorigen Paragraphen angestellt haben, ermoglichen 
es ,  den genauen Werth von b, (oder von V -  b,) for jeden Werth der 
Dichte des Gases zu finden.* 

Wir  theilcn den Raum V i n  n oinander gleiche Zellen; der Inhalt 
4 4 

einer jeden Zelle sei = ng3, so dass V = n .  - n: e3 ist. Wir  haben ge- 3 3 
sehen ( 5  2), dass, wenn im Kaume Y, von dem ein Theil N D ,  undurch- 
dringlich ist , ~ i c h  N Theilchen frei herum bewegen , die Anzahl der Zellen, 
die frei von ~ h c i i c h e n  sind, wcnn der Zustand des Systems stationiir ist, 
gleich p , f i  ist. Die tibrigen (1 - p o )  n Zellen enthalten eine jede min- 
destens ein Theilchen; da der Inhalt einer jeden der Zellen dem Inhalte 
der Wirkungsuphh'en der Theilchen gleich ist,  so sind jene (1 -p,) n Zellen 

* Es ist dies eine Aufgabe, deren Losung wir weiter unten geben, und die 
bereits schon von Hcrrn v a n  d e r  Waals  gestellt worden ist;  vergl. 1. c. Scito 55. 
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vollstiindig von den Wirkungsspharen der Theilchen erfüllt und der von 
4 

den p,n Zellen eingenommene Raum p,n. a p 3  ist der für die Bewegung 
S 

der Theilchen freie Raum, das Wirkungsfeld der ausseren Druckkriifte. 
Nun ist aber: 

2) 
4 

po n . - a p3 = Ve-', 
3 

wenn mit E die Grosse 

3) 
4 

e =  N . - n q 3 / ( V - N m o )  
3 

bezeichnet ist. Zwar ist  die Wirkungssphëre eines Theilchens für die 
Mittelpunkte der übrigen Theilchen undurcbdringlich, aber sie ist es nicht 
fur die Theilchen (die Kugeln) selbst; so kann es geschehen, dass einige 
Theilchen zugleich theilweise die Wirkungssphiire eines Theilcheus erfiîllen 
und es kann geschehen, dass der Inhalt derjenigen Theile dieser Wirkungs- 

1 
sphare, die von anderen Theilchen eingenommen sind , gerade = - ne9, dem 

6 
Iuhalte eines der Theilchen des Systems gleich ist. Es  ist  klar, dass in  
diesem Falle wir berechtigt sind, zu sagen, dass in der Wirkungssphare des 
betrachteten Theilchens sich noch ein ganaes Theilchen befindet. Es ist somit 
der undurchdringliche Raum N wo der Summe der Inhalte r e g  e l  ni  as^ i g e  r 
Do de k a e  d e r  , die um s?immtliche Theilchen des Systems (die Kugeln) 
umschrieben sind, gleich. 

Nuii ist der Inhalt o, eines regelmassigen Dodekaeders, welches nm 
eine Sphxre, deren Durchmesser p ist ,  umschrieben ist, bekanntlich: 

bezeichnen wir der KIirze wegen mit v die Zahl: 

5) v = 6,038 14, 
so ist: 

6) 
4 
3 n : g 3 =  v O,,. 

Der Ausdruck 3) kann somit so geschrielien 

und die Virialgleichung des vollkommenen Gases 

werden : 

ist: 

Wir wollen der ITürze wegen die Constante No, mit b Eeaeichnen; 
es ist also b der kleinstmogliche Raum, den das gegebene Gas bei K = 0, 
o3er P = co einnehmen kann,  und die Virialgleichung des Gases ist: 
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Da man die mittlere kinetische Energie der Theilchcn des vollkommenen 
Gases als hfanss der Temperatur T des Gases ansehen darF, so konnen wir 
die Gleichung 9), die Constante R durch 

bestimmend , auch so schreiben: 

es ist  dies die Z u s t a n d s g l e i c h u n g  d e s  v o l l k o m m e n e n  Gases. 
Diese Gleichung gilt für alle moglichen Z u s t h d e  des Gases und fiir alle 
moglichen Werthe der Grossen Pl V, T; das heisst für alle Wcrthc von 
P nnd T von O bis m und fiir alle Werthe von 7, von b bis m. P ist 
eine lineare Function von T und (für ein constantes 7) der Temperatur 
T proportional, so dass die S t o c  h o r e n  (oder S t o p y  k n e n )  des 7011- 
kommenen Gases (wie beim idealen Gase) gerade Linien sind, welche die 
Y- Achse schneiden. Die thermodynamische F15che des vollkommenen 
Gasev wird diirch eine Gerada erzeugt, welche zur V-Achse senkrecht ist 
und sie schneidet: iu der Anfangslage lzuft sie der P- Achse parallel in 
der Entfernung V = 7~ über deuselben, dann gleitet ihr  Schnittpunkt mit 
der V- Achse ltings dieser Achse von V = b bis V = ar, hin, wahrend die 
Gerade selbst siüh um einen rechten WinkeI dreht. 

Wahlen wir als Einheit des Druckes, den Druck einer Atmosphare, 
als Einheit cier Temperatur, den Grad der centesimalen Scala und als Ein- 
heit des Volumens, das Volurnen des idealen Gaaes, welches aiich ails 
Ar Theilchen hesteht, bei P = 1 ;nd T = 273O, so ist die Constante R dem 
Ausdehniings - (resp. Spannungs -) Coefficienten des idealen Gases gleich. 
Bezeichnen wir mit R,, den S p a n  n u n g  s - Co e f f i  c i e n t e n des vollkommenen 
Gases, so finden wir dass: 

12) 
T dP R , = R . - . - -  
P d ~ - ~ ,  

das heisst: der Spannungscoefficient des vollkommenen Gases ist f i r  alle 
Z u s t k d e  des Gases contstant und dem Spannungscoefficienten des idealen 
Gases gleich. Fiir Ru, den A u s d e h n u n g s c o e f f i c i e n t e n  des voll- 
kommenen Gases finden wir folgeiiden Ausdruck: 

so dass (wie beim Wasserstoff bei gewohnlichen Temperaturen) fiir alle 
Znstiindc dcs vollkommenen Gasev R, < R, ist. Die Grosse PVIRT, 
welche beim idealen Gase constant und = 1 ist ,  ist  für  alle Zustande des 
vollkommenen Gases > 1. 

Die D i c  h t e  D (dass heisst die Zahl der Theilchen in der Raum- 
einheit) des vollkomrnenen Gases ist bei gleichem Druck und Temperatur 
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stets kleiner als die Dichte Do des idealen Gases, und um so kleiner, jc 
grosser die Theilchen (die Kugeln) des Gases sind; es ist namlich: 

14) D = D m e - ~ b / ( F ' - f i ) .  

Wir haben die' Zustandsgleichung des vollkomrnenen Gases untcr der 
Voraussetzung abgeleitet, dass alle Theilchen des Gases (die Kugeln) gleich 
gross sind; sie wird wohl aber auch für Gase ihre Geltung beibehalten, 
welche aus Kugeln verscbiedener Grosse bestehen, wenn unter b der kleinst- 
mogliche Raum, den so  ein gemischtes Gau bei T = O oder P = a, an- 
nchmen kann, verstanden wird. 

5 4. Mehratomige Gase. 

Bevor wir zur Theorie unvollkommener Gase schreiten, müssen wir 
ein Paar IIilfssiitze entwickeln. Ein mehratomiges Gas ist ein System, 
welches aus einer schr grossen dnzahl  N von c o m p l e x e n  T h e i l c h e n  
e i n e r  b e s t a n d i g e n  Z u s a m m e n s e t z u n g  (auch r n e h r a t o m i g e  M o l e -  
cüle  genannt) bcsteht. Auf jcdes Elementartheilchen , aus welchcn diese 
complexe Theilchen bestehen , wirken Krafte , sowohl solche , die von den 
übrigen Elcmentartheilchen, welche mit ihrn dasselbe complexe Thcilchen 
bilden, ausgehen ( i n t r a p a r t i c u l 8 r e  oder i n t r a m o l e c u l a r e  K r t i f t e ) ,  
als solche, die von anderen complexen Theilchen ausgeiibt werden ( in  t e r - 
p a r t i c u l x r e  oder i n t c r m o l e c u l ! i r e  K r g f t e ) .  Bezeichnen wir mit P 
den Druck, mit V das Volumen des Gases und mit das Wirkungsfeld 
der ausseren Druckkrafte; es sei B d a j  Virial der interparticulSren und 
B' das der intraparticularen Krafte; endlich sei N B  die kinetische Energie 
der translatorischen Bewegung der complexen Theilchen oder der inter- 
particuliren Bewegung (einer Bewegung also, die zum Scliwerpunkte des 
Systerns relativ ist) und Nh" die kinetische Energie der intraparticultiren 
Bewegung (einer Bewegung a h ,  die zu den Schwerpnnkton der einzelnen 
complexen Theilchen relativ k t ) ;  so ist 

1) 3 ~ ~ ' + ~ + ~ ' = ~ ( ~ + ~ ' )  2 
die Virialgleichung des gegebenen mehratomigen Gases im stationgren Zu- 
stande. Es sei b das Virial der intraparticularen Kriifte, die innerhalb 
irgend eines der complexen Theilchen wirken, so dass B ' =  Z b ,  die 
Sürnmation auf alle N complexen Theilchen des Systems erstreckt, ist;  
bezeichnen wir mit b den Mittelwerth der Grosse b für alle N Theilchen 
des Systems, so iet auch: - 

2) B'= 2 b  = N b .  
Verfolgen wir aber die Bewegungen irgend eines der complexen Theil- 

chen wahrend einer sehr langen Zeit, so werden wir finden, dass der 
blittelwerth des Virials der in  ihrn wiihrend dieser Zeit wirkenden intra- 

- 

particulsren Krafte auch = b is t ;  denn is t  N eine sohr grosse Zahl und 
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ist der Zustand des Systems stationar, so haben die einzelnen Theilchen 
xu irgend welcher Zeit ganz dieselben Zustiinde, als irgend eines derselben 
wBhrend cincr sehr langen Zeit; im Baume wiederholt sich das , was sonst 
in der Zeit geschieht. Ehenso finden wir ,  dass, wenn k die kinetische 
Energie der inneren , zum Schvïerpunkte des Theilchens re l~ t iven  Beweg- 
ung irgend eines der complexen Theilchen i s t ,  und wenn k den Mittal- 
werth der Grossen k îiir alle NTheilchen des Systems bedeutet, dass: 

- 
3) N K ' = L k =  N k  

ist ; auch ist k die mittlere kinetische Energie der inneren Bewegung irgend 
eines der complexcn Theilchen dcs Systems wshrend einer sehr langen Zeit. 
Nun ist aber ein jedes complexes Theilchen einer Lestandigen Zusammen- 
setzung, als ein selbststangiges System aufgefasst , ein b e s  t a n d i g e s  
conservatives System , ftir welches also die Virialgleichung giltig i d ;  ee 
ist somit für jedev complexe Theilchen des Syst,ems: 

- - 

4) b = k  
und folglich auch: 

5 )  B' = NZf ', 
sa dass die Gleichung 1) sich in: 

6) ~ P V ' +  2 B = N Y  

verwandelt; das heisst: die Summe der Viriale der Susseren Driickkrafte 
und der interparticulken Krafte ist  der kinetischen Energie der trans- 
latorischen Rewegung der complexen Theilchen gleich und die Virialgleich- 
ung des mehrntomigen Gases hat somit ganz die Form der Virialgleichung 
des einatornigen Gases. 

E s  sei ein System gegeben, bestehend aus einer sehr grossen Anzahl 
N von Theilchen, auf welche nahewirkende interparticulare Krbfte wirken. 
Da solchc Krafte nur  innerhalb sehr kleiner W i r k u n g s s p  h i i r e n  von dcr 
Nul1 verschiedene Werthe haben, so erfüllen die Wirkungsspharen der 
Theilchen des Systems, wenn dessen Dichte nicht allzugross is t ,  nur einen 
Theil des vom Systeme eingenommenen Baumes, welchen Theil man als 
das W i r k u n g Y f e 1 d der interparticularen Krafte hezeichnen kann ; der 
übrige Thcil des vom Systeme eingenommenen Ranmcs ist der f r e i e  
R a  u m. Das Eindringen eines Theilchens in  die Wirkungssphare eines 
anderen nennen wi r  einen Z u s  a m  m e n s  t o s  s beider Theilchen. Die 
S t o s s  d a u e r  der Theilchen des betrachteten Systems ist , wenn auch eine 
sehr kleine, aber eine endliche Zeitdauer. Theilchen, in deren Wirkungs- 
sphgren sich keine anderen Thcilchen bcfindcn, nennen wir f r  e i e T he i l -  
c h  e n ,  und Theilchen, in deren Wirkungsspharen sich eines oder mehrere 
andere Theilchen vorfinden, sind im Zustande des Zusammenstosses be- 
griffen. Das gegebene System, wenn dessen Dichte nicht allzugroçs ist, 
besteht aus einer gewissen Anzahl von freien Theilchen und einer gewissen 
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Anzahl von T h  e i l c  h e n g r  u p p e n oder Gruppen, welche aus zwei, drei, 
vicr odcr einer grtisseren Anzahl von Theilchon, die irn Zustande des 
Zusammenstosses begriffen s ind,  bestehen. 1st der Zustand des gegebenen 
Systems station%, so sind die Zahlen der freien Theilchen und Theilchen- 
gruppen constante, von der Zeit unabhangige Zahlen; aber für verschiedene 
Dichten und Temperaturen des Systems haben diese Zahlen verschiedene 
Werthe. 

Herr L. N a  t a n  s O ne beweist folgenden Satz : die mittlere kinetische 
Energie der translatorischen Bewegung (oder der Schwerpunktsbewegiing) 
der Theilchengruppen ist der mittleren kinetirchen Energie der trans- 
latorischen Bewegung freier Theilchen gleich. Einfacher I%st sich dieser 
Satz so beweisen: es seien ml und m2 die Massen zweier Theilchen oder 
Thcilchengruppen , s, und s, die Gcschwindigkcitcn ihrer Schwerpunkte vor 
dem Beginn des Zusammenstosses und cp der Winkel, den die Richtungen 
dieser Geschwindigkeiten mit einander bilden; es seien fi (si) . ds, und 
f, (s,) . ds, die Wahrscheinlichkeiten der Geschwindigkeiten s, und s p i  bei - 
der im Systeme bestehenden stationgren Geschwindigkeitsvertheilung. Sind 
alle Richtungen der Geschwindigkeiten der Theilchen und ~ h e i l c h e n g r u ~ ~ e n  

1 .  
gleich wahrscheirilich , so ist bekanntlich , san p .  d p die Wahrscheinlichkeit 

2 
des Winkels cp; so dass die Wahrscheinlichkeit davon, dass die Massen 
ml und m, die Geschwindigkeit sl und s, haben, deren Richtungen mit 
einander den Winkel p bilden, gleich 

ist. Die Geschwindigkeit S der translatorischen Bewegung der beiden 
Massen ml und m2 gemeinsarnmeu Schwerpupkts ist die Resultante der 
Geschwindigkeiten rn,s,/(nl, + va,) und m,s,/(m, + na,), wenn beide zu- 
gleich diesem Schwerpunkte ertheilt werden, so dass 

ist; k t  S,Z der Mittelwerth von SZ, so ist 

1 
9) (mi + me),S - - - 2  (ml + m,~y.f, (s,i . ~S.J;~ (Sp) . cl s:/'~s. 0 sin cp . d cp , 

wo die m i t '  bezeichneten Integrale aiif alle im Systeme, wahrend es sich 
im siationaren Zustande befindet, vorkommenden Werthe der Geschwindig- 
keiten s, und s, erstreckt sind. Statt  S 2  dessen Werth aus 8) herein- 
setzend und bedenkend, dass 

10) 
und 

' L. N a t a n  son: ,, Kiuetische Theorie unvollkommener Gase." W i e d  e- 
m ann's Annalen, 1888, Bd 33. 
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weun E die mittlere kinetische Energie der translatorischen Bewegung 
freier Theilcheu bedeutet, dass endlich 

so geht der Ausdruck 9) über in:  

was zu beweisen war. 
Es ist  hier auch am Orte ,  noch den folgenden Satz zu begründen: ist 

IC die mittlere kinetische Energie der translatorischen Bewegung (einer Be- 
wcgung also, die zum Schwerpunkto des Systems relativ ist) der Theilclim 
eines Systems, welches sich im stationsren Zustande befindet und aus gleich- 
artigen Theilchen besteht, so is t  2 K die mittlere kinetische Energie ihrer 
r e 1 a t i  v e  n Bewegung. 1st bei dem gegebenen Zustande des Systems 
f ( s )  . d s die Wahrscheinlichkeit der Geschwindigkeit s , so is t  

14) 
1 
-f(s,).ds,.f(s,).ds,.sincp.dip 2 

die Wahrscheinlichkeit dafür, dass irgend zwei Theilchen des Systems 
gleichzeitig die Geschwindigkeiten s, und s, haben, deren Richtungen mit 
eiuander den Winkel cp bilden; die r e l a t i v e  G e s c h w i n d i g k e i t  w dieser 
Theilchen wird durch 

3 5 )  m e =  s," ss,- 2 s 1 s z . C O S ' P  

bestimmt; so dass, a e n n  @ d a s  mittlere Quadrat der relativen Geschwindig- 
keit irgend zweier Theilchen des Systems bedeutet, so ist 

die Ausdrücke I O ) ,  I l ) ,  12) und 15) berücksichtigend, werden wir leiclit 
finden, dass 

17) 
kt . -  E s  lasst sich dieser Satz ttuçh so beweisen: da  die mittlere kinetische 
Euergie dcr zum Schwerpunkte dcs Systems rclativen Bewegung irgend 
einea Theilchens m wBhrend einer sehr langen Zeit = K ist ,  so ist die 
mittlere kinetische Energie der m m  Theilchen m relativen Bewegung des 
Schwerpiinkts des Systems wshrend dieser Zeit = NK;  und da die kinetische 
Energie der zurn Schwerpunkte des Systems relativen Bewegung samnt-  
licher Theilchen auüh = Ar/? ist, so ist  2 N K  die kinetische Energie der 
zum Theilchen m rc l~ t iven  Bewegung stimmtlicher Theilchen des Systems 
iind folglich ist 2K die mittlere kinetische Energie der relativen Bewegung 
dieser Theilchen. 
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Ein cingehendes Studium der Systeme der betrachteten Kategorie, 
solcher niimlich, die aus Elementartheilchen bestchen, welche niemals aus 
sich complexe Theilchen bilden , verlangt ihra Eintheilung in zwei A r t  e n 
von Systemen: 

1. Systeme, die aus Theilchen bestelien, auf welche nur interparti- 
culiire A b  s t o s s  u n  g s  k r  a f  t o wirken , so dass, wenn p ( r )  ihr Wirkungs- 
gesetz ist, cp(r) fiir alle r ,  die kleiner als der Halbmesser ihrer Wirkungs- 
spharen sind , eine n e  g a  t i v e , ihr  Zeichen nicht wechselnde Grosse ist. 
Zu dieser Art von Systemen gehort auch das sogenannte vollkommene Gas. 

2. Systeme, die sus Theilchen bestehen, auf welche auch interparti- 
culire A n z i  e h u n g  s k r B f t c  wirken, so dass, wenn p (r) ihr Wirkungs- 
gesetz ist ,  p(r) für alle r, die kleiner als der Halbmesser ihrer Wirkungs- 
sphiiren sind, eine entweder p o s i t i v e  oder ihr Zeichen ein oder melirere 
Male wechselnde Grosse ist. Zu dieser Art von Systemen gehoren wahr- 
scheinlich alle natürlichen einatomigen Gase und DXmpfe. 

Wir haben gesehen (5 4), dass alle Systeme der betracht.eten Kategorie 
aus freicn Theilchen und Theilchcngrnppcn bestehen. T h c i  l c  h e n g r  u p p e n  
oder Gruppen von im Zustande des Zusammenstosses begriffenen Theilchen 
kommen in Systemen beider Arten (nur das vollkommene Gas ansgenommen) 
vor, und bilden sich auch bei den hochsten Temperaturen und den 
schwachsten Drucken aus;  aber aiisser d i e ~ e r  Theilchengruppen kommen in den 
Systemen der zweiten Art bei genügend starken Drucken und niedrigen 
Temperaturen auch noch T h e i l c h e n a g g r e g a t e  oder c o m p l e x e  T h e i l -  
chen vor. 

Theilchengruppen und Theilchenaggregate sind wesentlich von einander 
verschiedene Gebilde; die Hauptunterschiede lassen sich so formuliren: 
1. Theilchengruppen, wie schon erwahnt, kommen in Systemen beider 
Arten bei allcn Drucken und Temperaturen vor, und s ind,  als sclbst- 
standige Systeme betrachtet , z u fa1  l i g e  S y s t e m  e q ;  die kinetische Energie 
ihrer inneren Bewegung ist grosser als das Potential der in  ihnen wirken- 
den Krafte; sie zerfallen von selbst ohne Mitwirkung der übrigen Theil- 
chen des Systemu. Theilchenaggregate konnen nur in Systemen der zweiten 
Art bei genügend niederen Temperaturen und starken Drucken sich bilden; 
als selbststiindige Systeme betrachtet, sie sind b e  s t a n d  i g  e S y s t e m e ;  
die kinetische Knergie ihrer inneren Hewegung ist kleiner als das Potential 
der in ihnen wirkenden Krafte; sie zerfallen nur ,  wenn in Folge ihrer 
Zusammenst6sse mit anderen Theilchen des Systems die kinetische Energie 
ihrer inneren Bewegung bis zur Grosse des Potentials der iii ilinen wirken- 
den Krifte anwiichst. 2. Wie schon erwiihnt ( K a t  a n s a  n's Theorern), ist 
die mitt1ei.e kinetische Energie der translatorischen Bewegung der Theilchen- 

* Vergl. 5 1 meiner Abhnndlung: ,,Ueber das Gesetz Bol t z r n a n n ' s ' ~ .  
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gruppen der mittleren kinetischen Energie der translatorischen Bewegung 
fireier Theilchen gleich. Die mittlere kinetische Energie der traus- 
Iütorischen Bewegung der Theilchenzlggregate iet (nach dem Max w ell'schen 
Gesetz fiir gemischte Gase) der mittleren kinetischen Energie der trans- 
latorischen Beweguug der übrigcn Theilchen des Systems (die keinc Thcilchen- 
aggregate bilden , solche aber, die Theilchengruppen bilden , mit inbegriffen) 
gleich, so dass, wenn auf die Theilchen des Systems ausschliesslich nur 
interparticultire Anziehungskriifte wirken, oder, wenn solche nur vorwiegen, 
die mittlere kinetische Energie der translatorischen Bewegung der Theilühen- 
aggregate grosser als die mittlere kinetische Energie der trarislatorischen 
Rewegung der Theilchengrnppen ist. 

Wie schon erwahnt, kommen die Theilchengruppen in Rystemen beider 
Arten bei allen moglichen Temperaturen und Drucken vor. Die Theilchen- 
aggregate konnen nur  in  Systemen der zweiten Art  bei genügend niederen 
Temperaturen und starken Drucken sich ausbilden, so dass die gauze 
thermodynarnische Flache dieser Systeme durch eine Curve in zwei Gebiete 
getheilt werden kann; im Gebiete rechts von dieser Curve besteht das 
System ausschliesslich aus einzeln sich bewegenden Theilchen (und Theilchen- 
gruppen) ; im Gebiete links kommen auch Theilchenaggregate oder C O  m - 
p l e x e  T h e i l c h e n  e i n e r  z u f i i l l i g e n  Z u s a m m e n s e t z u n g  vor. Diese 
Curve, aus weiter unten naher zn erorternden Griinden, nennen wir die 
N a x i m a l - S p a n n u n g s c u r v e  d e s  C i b e r s t i t t i g t e n  D a m p f e s .  Die Curve 
( B C A T , )  der beigegebenen Figur ( 5  7) ist die Projection dieser Curve 
auf die (VI T) Ebene. 

Vorlaufig konnen wir die Bedingungen des Entstehens und Bestehens 
der Theilchenaggregate noch nicht formuliren; nichts desto weniger zeigcn 
folgende Betrachtungen, dass in den Systemen der zweiten Art die Theilchen- 
aggregate nur  bei hinlanglich niederen Temperaturen entstehen und bestehen 
konnen, wahrend ihr Bestehen bei hinlanglich hohen Temperaturen un- 
moglich k t .  Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, dass die mittlere 
kinetische Energie der relativen Bewegung der Theilchen eines Systems im 
stationaren Zustande der mittleren kinetischen Energie ihrer translatorischen 
Bewegung proportional ist. Demnach wiichst bei steigender Temperatur 
auch die mittlere kinetische Energie der relativen Bewegung der Theilchen 
eines Systems, so dass die Wahrscheinlichkeit des Entstehens und die 
mittlere Dauer des Bestehens der Theilchenaggregate ctbnehmen muss. Selbst- 
verstandlich k6nnen in Systemen, welche aus Elementartheilchen bestehen, 
bei Zusammenst6ssen von nur zwei Theilchen keine Zwei -Theilchenaggregate 
sich bilden. Aber bei gleichxeitigen Zusammenst6ssen von drei Theilchen 
(innerhalb von Drei-Theilchengruppen also), mag die Temperatur des Systems 
eine noch so hohe sein, kann es immer geschehen, dass die relative Ge- 
schwindigkeit zweier der zusammenstossenden Theilchen so sehr abnimmt, 
dass diese zwei Theilchen ihre weitere Bewegung zusammen, als ein Zwei- 
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Theilchenaggregat, vollführen. 1st aber die Temperatur des Systems hin- 
Ianglich hoch, so ist die mittlere Dauer des Bestehens eines solchen Zwsi- 
Theilchenaggregats der mittleren Dauer zwischen je zwei euf einander folgen- 
den Zusammenst6ssen einzeln sich bewegender Theilchen gleich. Die mittlere 
kinetische Energie der translatorischen Bewegung solcher Zwei- Theilchen- 
aggregate wird demnach, vor dem Eintreten des Zerftlllv der Aggregate, keine 
Zeit haben, einen der mittleren kinetischen Energie einzeln sich bewegender 
(und Sheilchengruppen bildender) Theilchen gleichen Werth anzunehmen; 
und wird (nach dem Theoreme N a t a n s o n 's) der mittleren kinetischen 
Energie der freien Theilchen gleich bleiben. Theilchenaggregate also, deren 
mittlere Dauer des Bestehens nicht grtisser als die mittlere Dauer zwischen 
je zwei auf einander folgenden ZusammenstGssen einzeln sich bewcgender 
Theilchen i s t ,  konnen auf den Zustand des Systems nur einen solchen 
Einfluss ausüben wie Theilchengruppen; wir werden sie nuch als Theilchen- 
gruppen behandeln. Diejenigen Temperaturen und Drucke, bei denen solche 
Theilchenaggrepte entstehen, deren mittlere Dauer des Bestehens grtisser 
21s die mittlere Dauer zwischen je zwei auf einander folgenden Zusammen- 
stossen einzeln sich bewegender Theilchen i s t ,  bilden das Gebiet der 
thermodynamischen Flache des Systems, welches von der Maximal-Spannungs- 
curve des übersiittigten Dampfes begrenzt wird; und Tc, die grosste dieser 
Temperaturen, ist die w a h r e  k r i t i s c h e  T e m p e r a t u r  des Systems. 

Drei - Theilchenaggregate konnen niir in Gruppen, welche aus vier 
gleichzeitig z~isammenstossenden Elemcntartheilchen bestehen , sich bilden ; 
daher ist die Bildung aixi einzeln sich bewegenden Theilchen der Drei- 
Theilchenaggregate viel weniger wahrscheinlich als die Bildung von Zwei- 
Tbeichenaggregaten. Besteht aber das System aus ganz g l e i c h a r t i g e n *  
Theilchen ilf (sulche Systeme wollen wir vorzüglich im Auge behalten), so 
isb die Bildnng der Drci-Theilchenaggrcgate N3 aus einzeln sich bewegenden 
Theilcheu M und Zwei - Theilchenaggregaten M2 sogar wahrscheinlicher , als 
die Bildung der Zwei-Theilchenaggregate M2 aus einzeln sich bewegended 
Theilchen M; denu die Wechselwirkung der Aggregate M2 und der Theil- 
chen If, bei der Gleichartigkeit aller dieser Theilchen, muss nothwendig 

* Uas gewtihnlic,h Ant  oz on genannte Gas, welches ans einzeln sich be- 
megenden Sauerstoffatomen O besteht, kann nicht a h  ein System a m  ganz gleich- 
artigen Theilchen bestehend angesehen werden; denn, obgleich alle Atome O unter 
einander identisch sind, so k6nnen aie sich doch, wie es scheint, in zw e i  v e r -  
schieden en Zu s t a n d  en befinden; denn eonst müsste die Wechselwirkung von 
0, und stiirker als die von O und O sein, wahrend in Wirklichkeit die Wechscl- 
wirknng von O und O viel starker als die von 0, und 0, ist. In einem Systeme, 
auu gleichartigen Elementartheilchen bestehend, k6unen nur c o m p l e x e  The i l -  
chen e iner  z u f a l l i g c n  Z u s a m m e n s e t z u n g  odcr Theilchenaggregate ent- 
stehen. In Systemen, welche aus heterogenen Elementartheilchen bestehen, k6nnen 
auch complexe T h e i l c h e n  e i n e r  b e s t a n d i g e n  Z u s a m m e n s e t z u n g  oder 
mehratomige Molccüle sich Isilden. 

Zsitschriit f. Mathemstik u. Phgsik XXXVLI, 5. 18 
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grosser als die Wcchselwirkung der Theilchen M und M sein; und das 
Aggregat M, kanu noch besteben, wenn die relativen Geschwindigkeiten der 
dasselbe bildenden Theilchen so gross sind, dass da3 Aggregat M, schan 
zerfallen würde. Ebenso ist die Weehselwirkung der Aggregate und M2 
stiirker als die Wechselwirkung von M2 und M; die von M3 und M, starker 
als die von JI2 und M,; n. S. f. 

Wenn wir daher , von einem Ziistande eines aus gleichartigen Theilchen 
M bestehenden Systems zweiter Art  ausgehend, in welchem das System 
noch ausschliesslich aus einzeln sich bewegenden Theilchen M (und Theil- 
chengruppen) besteht , bei constantem Volumen die Temperatur des Systems 
allmiihlich erniedrigen, so kommcn wir schliesslich zu einem solchen Zu- 
stande des Systems, in welchem Aggregate M, sich zu bilden beginnen. 
Dieser Zustand des Systems ist aber ein 1 a b  i 1 e r , denn die Aggregate iV2, 
sobald sie sich gebildet haben, treten sogleich zu eomplicirteren Aggregaten 
xusammen; der Zustand des Systems wird erot d a m  wieder stabil werden, 
wenn das System aus einzclnen Theilchen M und einem oder einigen Aggre- 
gaten Mn, die aus einer sehr grossen Anzabl n von Theilchen M zusamrnen- 
gesetat sind (f l ü  s s i g  e T r O p f e n) , bestehl. Diesen labilen Zustand des 
Systems bezeichnen wir a,ls den Z u s t a n d  d e s  ü b e r s k i t t i g t e n  Dampfes. '  
Temperaturen und Drucke, bei denen Gleichgewicht zwischen einzeln sich 
bewegenden Thcilchen M und Aggregaten Mn besteht, bezeiehnen auf der 
thermodynarnischen Flache des Systems eine Curve, die wir die S p  a n n u n g s -  
c u r v e  d e s  g e s a t t i g t e n  D a m p f e s  nennen wollen. Die Curve (DCAT,) 
der beigegebenen Figur ( 5  7) ist die Projection dieser Curve auf die ( V I T )  
Ebene. Der  Piinkt C ,  in  welchem diese Curve die Naximal-Spannungs- 
curve des tibersgttigten Dampfes schncidct, entsprieht der Temperatur Ta',, 
welche Herr  M e n d e l e e w  sehr passend also a b s o l u t e  S i e d e t e m p e r a t u r  
bezeichnet h a t ;  Ta ist etwas kleiner als Tc. Das Gebiet der thermo- 
dynamischen Plache, welches von Curven begrenzt wird , deren Projectionen 
(B C) und ( D  C) sind, enispricht den labilen Zustiinden des -Hbers!ittigten 
Dampfes. 

* In Wirklichkeit ist es eehr schwer, den Zustand des übersattigten Dampfes 
au realisiren, denn es ist sehr schwer, einen von in ihm suspendirten Gtaubtheilchec 
ganz freien Dampf zu erhalten und noch schwerer ist es einen Dampf von den 
Wauden des Gefis~es, welches ihn enthiilt, zu isoliren. Es ist aber nicht unmoglich, 
dass in  hoheren Luftschichten, welche ganz staubfrei sind, grosse mit stark iiber- 
sattigtem Wasserdampfe erfüllte Eaume sich vorfinden. Der Zustand dieser Dampf- 
massen ist ziemlich stabil, denn sollte auch irgendwo eine Verflüsaigung dieses 
Dampfes beginnen, so kann leicht um das Gebiet des g e s i i t t i g t e n  Dampfes 
herum eine Schicht ü berh  i t z t  e n U a  m p f  es sich anabilden, welche den iiber- 
s i i t t i g t e n  D a m p f  vom Einflosse der Wassertropfen isolirt. Wenn aber ein zu- 
falliger Windstoss schnell die Gebiete des gesa~tigten und des iibcrsattigtcn Dampfcs 
unter einander mischt, so Sind alle Uedingungen des Entstehens einer Cg clone 
vorhanden. 
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Es war scbon erwahnt, dass, wenn das gegebene System ans gleich- 
.artigen Theilchen M besteht, die Wechselwirkung der  Aggregate Ne und 
fi& (bei gleichbleibendcr Entfcrnung der Schwerpunkte der auf einander 
wirkeilden Gebilde) grosser als die Wechselwirkung der Theilchen M und 
M ist; die Wechselwirkung von M3 und 1% grosser als die von M ,  und 
M,,  u .  S. f. Die mittlere Wechselwirkung der Aggregate kann aber mit der 
machsenden Zahl der sie bildenden Theilchen nicht auch unbegrenzt zunehmen; 
denn zugleich mit dieser Zahl wachseii nicht allein die Massen der Aggre- 
gate, sondern auch die mittleren Entfernungen ilirer Sehwerpunkte. E s  seien 
MI,  diejenigen Aggregate, für welche die mittlere Wechselwirkung den grossten 
Werth bat; es ist klar ,  dass die Zahl p für  jedes gegebene System einen 
ganz bestimmten, von der Inlerisitat und dem Gesetze der Wechselwirkung 
der Theilchen M abhzngigen Werth habcn wird; die mittlere Wechsel- - 
wirkung noeh complicirterer Aggregate ist weniger intensiv. Die Aggregate 
Mn, ails einer sehr grossen Anzahl n. von Theilchen M hestehend, konnen 
selbst als aus Aggregaten Al,, aus einer kleineren und veranderlichen An- 
zahl x von Theilchen 2 7 2  bestehend, susammengesetzt betraclitet werden. 
Sornit kann es geschehen, dass bei gewissen Dichten des Systems die Aggre- 
gate N,, in Aggregate der mittleren Zusammensetzung M q  (wenn q eine 
gewisse Zahl, die grosser als p ist) zerfallen, und dieses Zerfallen bei 
einer niedereren Temperatur eintritt ,  als das Zerfallen der Aggregate Mp in 
einzelne Theilchen M. Die kleiuste dieser Dichten ist die Dichte des ge- 
sattigten Dampfes bei der absoluten Siedetemperatur oder der Temperatur des 
Verschwindens (resp. des Erscheinens) des Meiiiseus.* Die grosste dieser 
Dichten ist die w a h r e  k r i t i s c h e  D i c h t e .  

Für  alle T > Te ist 7 eine eindeutige Function der Parameter P und 
T; das System hat nur einen stationBren Zustand und besteht arisschliesslich 
ans einzeln sich bewegenden Theilchen (und Theilchengruppen). FUr alle 
T < Te ist P eine zweideutige Function der Parameter P und T; für jedes 
gegebene Paar von Werthen von P und T kann das System zwei ver- 
schiedene stationare Zustande. haben, die von einander dureh die D i c h t e n  
des Systems sich unterscheiden: im Zustande der kleineren Dichte besteht 

* Wenn ich nicht irre, waren es Samin  und W r o m b l e w s k y ,  die zuerst 
Lemerkt haben, dass das Verschwinden den Menisçus bei der sogenannten kritisçhen 
Temperatur noch kein Beweis dafiir is t ,  dass die Flüssigkeit bei noch hohercn 
Teuiperatiiren nicht bestehen kann. Der bekannte Versuch des Herrn C a i l l e t e t  
mit der JodlGsung in flüssiger Kohlensüure scheint diese Meinuug ZLI bestatigen. 
Sehr treffend ist auch die Uemerkung des Herrn W. G a l i t z i n e  (Journ. d. russ. pligs. 
them. Ces. 1891) yon der Unmiiglichkeit des Erscheinens des Menisciis in der 
Nitte einer mit dem geaiittigten Uampfe einer Flüssigkeit gcfüllten, zugelotheten 
Rbhre, wenn die Dichteu der Flüssigkeit und dea Dampfes bei der absoluten 
Siedetemperatur einander gleich waren; wire  dem auch nur niiherungsweise so, 
so konute ein Meniscus nur entweder ganz unten oder ganz oben in der R o h e  
sich anabilden. 

18* 
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das System ausschliosslich aus einzeln sich bewegenden Theilchen (und 
Theilchengruppen); im Zustande der grtisseren Dichte besteht das Systeni 
aus coinplexen Theilchen einer zufàlligen Zusammensetzung oder Theilchen- 
aggregaten; nach der Analogie mit den physikalischen Korpern konnen diese 
Zustande als g a  s f Grm i g  und t r o p f  b a r  f ltî s s i  g bezeichnet werden. Bei 
der absoluten Siedetemperatiir hat das System noch zwei verschiedene 
stationare Z u s t h d e  oder zwei verschiedene Dichten; bei hoheren Tem- 
peraturen nimmt der Unterschied dieser beider Dichten a b ;  bei der wahren 
kritischen Temperetur werden diese beiden Dichten einander gleich, und 
bei nooh hoheren Temperaturen kann das System ftir jedes gegebene Paar 
Werthe der Parameter P und T nur eine Dichte haben. 

I n  den beiden nachsten Paragraphen wollen wir die Zustandsgleichungen 
fiir einige specielle Systeme der betrachteten Kategorie entwickeln. 

5 6. Abstossungskrafte. 
Obgleich die Systeme der ersten Art  kein praktisches Interesse dar- 

bieten, so ist doch, wegen der Complicirtheit der Systeme der zweiten 
Ar t ,  ein eingehendes Studium ihrer Eigenschaften zu empfehlen. Wir wollen 
die Zustandsgleichung eines speciellen Systems der ersten Art entwickelu; 
es sei nlmlich gggeben ein conscrvatives System, bestehend sus einer sehr 
grossen Anzahl N von Theilchen (materiellen Punkten), welche auf einander 
nach dem Gesetze p ( r )  wirken, welches fiir alle Werthe von r ,  von r = O 
bis r = cm durch: 

1) q ( v )  = - " l l / r"+'  
bestimmt wird; wo p eine willktirlicho positive Grosse und f i  eine will- 
kürliche positive Zahl > 1 bedeuten. 1st die Grosse p so klein, dass fur 
Werthe von r von derselben Ordnung wie die Dimensionen des vom Systeme 
eingenommenen Raumes, nicht allein die Grosse - cp(v) ,  sondern auch die 
GrUsse - N p ( v ) ,  sehr klein sind, so konnen wir diese Krafte als n a h e -  
w i r k e n d  e uns ansehen. 

1st P der aussere Druck und V der vom. Systeme eingenommene Raum, 
3 

so ist , P V das Virial der Susseren Druckkrafto, die im Raume V wirken. 
2 

nezeichnen wir mit - B das Virial dcr intcrparticnlaren Krafte, und mit 
K die mittlere kinetische Energie der translatorischen Bewegung der 
Theilchen des Systems, so is t  

2) 2 ~ P V - B = N K  
die Virialgleichung des Systems. 

Schon Herr v a n  d e r  W a a l s e  hat bemerkt, dass das Virial der 
interparticdiken Krifte eines Systems, welches auu Theilchen besteht, die 

* Vergl. van  d e r  Waals: ,,Die ContinuitiLt etc.L', dcutsch von R o t h ,  1881, 
Seite 6. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von N. N. Pmoaow. 277 

1 
auf einander nach dem Gesetze tp ( v )  wirken, gleich -> . ip ( v )  ist , r o  2 
die Summation auf die Wechsclwirkungen ~Zmmtlicher Prtare von Theilchen 
z u  erstrecken ist, eine jede Wechsolwirkung aber nur  einmal zahlcnd, so 

dass : 

3) 
. - 

ist; auch muss bemerkt werden, dass alle Glieder dieser Doppelsumme, für  
welche p = q is t ,  der Nul1 gleich zu setzen sind. Bezeichnen wir mit 
~ ( v )  die Function: 

4) .J, (VI =  PI^" 
und mit Xq(v)  die Doppelsumme: 

dcien Glieder, für welche p = p der Nul1 gleich zu setzen s ind ,  so er- 
halten wir: 

6) - Z r .  q3 ( v )  = 9a Zq (u). 
Bezeichnen wir mit Po die Potentialenergie der f r e i e n  T h e i l  c h e n 

des Systems, welche für  alle solche Theilchen einen und denselben Werth 
hat, so ist N F o +  $ - + ( v )  oEenbar die P o t e n t i a l e n e r g i e  d e s  S y s t e m s ;  
80 dass, wenn q die m i t t l e r e  P o t e n t i a l e n e r g i e  s~mmtlicher  Theilchen 
des Systems bedeutet, 

7) NZP = N P o +  8 + ( v )  

ist. Wenngleich auch in einem Systeme, dessen Dichte gross genug ist, 
freie Theilchen nicht vorkommen, so konnen wir doch ein jedes Theilchen 
des Systems, ohne dessen Energie und die auf dasselbe wirkenden inter- 
particukren KrBfte zu Zndern, indem wir nur  auf eine passende Weise die 
Richtung seiner Geschwindigkeit nbkndern und das Theilchen durch die 
aussere Grenzflache des Systems hindurch lassen, zu einem freien Theilchen 
machen, wenn es sich weit genug vom Systeme entfernt hat. E s  ha t  
dernnach die Grosse Eo, die m i t t l e r e  k i n e t i s c h e  E n e r g i e  d e r  f r e i e n  
T h e i l c h e n  des Systems fiir alle,' noch so grossen Dichten des Systems 
einen ganz bestimmten Werth. E s  ist auch: 

8) E +  IlJ= Ko+ 7G 1 

auch habcn wir: 

Jetzt stellen wir uns vor, dass der ganze vom Systeme eingenommene 
Raum in N einander gleiche r e g  e l m i i  s s i g e  D o d e  k a e d  e r  eingetheilt is t ;  
es ist V I N  der Inhalt eines jeden dieser Dodekaeder. Nur die Richtungen 
der Geschwindigkeiten der Theilchen des Systems auf eine passende Weise 
abbndernd, wobei die Energie ihrer translatorischen Bewegung ihren Werth 
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unverthdert beibehglt, konnen wir es offenbar erreichen , dass alle Theil- 
chen des Systems gleichzeitig Stellungen in den Mittelpunkten dieser Dode. 
kaeder einnehmen ; von den Theilchen des Systems in einer solchen Stellung 
sagen wir ,  sie seien in s y m m e t r i s c h e r  S t e l l u n g .  Die Entfernung g 
eines jeden Paares benachbarter Theilchen in syrnmetrischer Stellung ist die 
m i t t l e r e  i n t e r p a r t i c u l s r e  E n t f e r n u n g  (@ iut grosser als die Kante 
des sogenannten E 1 e ni e n  t a r  w ü r f e 1 s , welche zuweilen , wenn auch 
falschlich , als mittlere interparticulare Entfernung bezeichnet wird). Offen- 
bar  ist: 

101 
4 

IV. - z g 3  = y V, 3 
wenn y eine durch den Ausdruck (5, § 3) definirte Zahl bedeiitet; das 
Verhaltniss also des Inhaltes einer Sphare zum Inhalte eines regelrnissigen 
Dodekaeders, welches um eine achtmal kleinere Spharc umschricben ist. 

Bezeichnen wir mit 7 ~ '  die mittlere potentielle Energie der Theilchen 
des Spstems i n  symmetrischer Stellung und mit r' die Entfernuug irgend 
eines Paares dieser Theilchen von einander, so ist  

11) N z l f  = N 7b0 + 2 (r') ; 
ist  K' die mittlere kinetische Energie der Theilchen des Systems in sym- 
metrischer Stellung, so ist auch: 

12) K'+  yi'=X0+ !Po= E+ Y. 

Durch passende Absnderungen nur der Richtungen der Geschwindig- 
keiten der Theilchen des Systems konren diese Theilchen gleichzeitig in die 
symmvtrisclie Stellung gebracht werden; auch k6nnen diese Bbanderungen 
derart sein, dass die Richtungen der Geachwindigkeiten der Theilchen, 
wolche vor der Abgnderung alle gleichwahrschcinlich waren, es auch in der 
symmetrischen Stellung der Theilchen bleiben. Denken wir uns diese Ab- 
gnderungen durch gewisse z u g e g e b e n e  K r  li f t e vollführt , so ist demnach 
das Virial dieser zugegebenen Krifte bestandig gleich Nul1 und diese Krafte 
andern den Widersland des Systems dem iiusseren Drucke nicht. Somit, 
wenn - B' das Virial der interparticulgren Krsfte für die symmetrische 
Stcllung des Systems bedeutet, gilt  auch die Gleichung: 

Ganz so, wie früher, finden wir auch: 

1 n ?a n 14) BI c - -F.p(i)=-E9(~') = N ( T p - 7 : ; )  = h r ( ~ B ' @ )  
2 2 2 '2 

und die Gleichung 13) geht über in:  

nun kann aber die Gleichung 2) wegen 9) auch so geschrieben werden: 
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1 6) 
3 Ta 
- P V - - N K , =  NK 
2 2 

und folglich ist: 

17)  E' = K ,  

das lieisst, die mittlere kinetische Energie der Thcilchen in symmetrischer 
Stellung ist ihrer mittleren kinetischen Energie in  allen moglichen Stellungen 
gleich. Wegen 12) ist auch: 

18) qpc 71~. 

Nun ist aber F' die mittlere potentielle Energie der Theilchen in 
symmetrischer Stellung offenbar eine nur von V abhangige Grosse und hat  
bei einem constanten Werthe von P ftir alle moglichen Werthe von K einen 
und denselben Wcrth. Demnach hat  das betrachtete System die merk- 
wtirdige Eigenschaft, dass die potentielle Energie des Systems eine von 
dessen Temperatur i inabhhgige Grosse ist." 

Befinden sich zur gegebenen Zeit alle Theilchen des Systems in sym- 
metrischer Stelliing, so sind um jedes Theilchen die Ilbrigen Theilchen auf 
concentrischen Sphiiren vertheilt zu je zw6lf Theilchen auE jeder Sphare. 
Dcr Halbmesser der kleinsten dieser Spharen ist Q ,  der mittleren inter- 
porticularen Entfernung gleich; der Halbmesser der zweiten ist gleich der 
Summe aus dem Durcbmesser einer Sphare, welche um ein repelmiissiges 
Dodekrteder umschrieben is t ,  in welches eine Sphare mit dem Halbmesser 
Q eingeschrieben ist, und der Kante dieses Dodekaeders, folglich = p .  1,7074; 
ebenso finden wir, dass der Halbmesser der dritten Sphare = 2 Q i s t ,  u. S. f. 
Auf diese Weise, wenn r'j,, die Entfernung des Theilchons m, von einem 
Theilchen ntq bei der symmetrischen Stellung des Systems is t ,  erhalten wir: 

Dieser Ausdruck ist ganz genau richtig, denn wie schon (5  1) er- 
wihnt wurde, die ausserste, unmittelbar an die aussere Grenxflache des 
Systems anliegende Schicht, betrachten wir als dem Busseren Mittel, welches 
auf das System den ausseren Druck P ausübt, gehorig; so dass die potentielle 
Energie eines jeden Theilchens des Systems in symmetrischer Stellung einen 
für alle Theilchen (diejenigen ausgenommen, welche jene ausserste Schicht 
bilden) constanten Werth hat. Die in  19) vorkommende Reihe ist fiir alle 
n > 1 convergent, selbst wenn sie unendlich viele Glieder enthalten sollte; 
die Summe ihrer Glieder is t  einer gewissen Zahl, die wir mit y bezeichnen 

* Es m u s  bemerkt werden, dam diese beiden Satze: K' = K und P = T, 
nur für Systeme gelten, die au6 Theilchen bestehen, welche auf einander nach dern 
Gesetze ~ ( v )  =+ p I v n  wirken. 1st das Wirkungsgesetz ein anderee, so ist für 
Systeme der ersten Art K' > K und < !Pl und für  Systeme der zweiten Art 
E ' < K u n d  Y'> ?P. 
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wollen, gleich. Diese Zahl y ist  nur von .nl also dem Wirkungsgesetze 
der Theilchen des Systems abhangig, nicht aber von dessen Zustande und 
somit für ein jedes gegebene System constant. Bezeichneu wir der Kürze 
wegen mit d die Constante: 

201 

so konnen wir ,  wegen Io), 11) und 12) den Ausdruck 19) auch so schreiben: 

21) , z ~ ( Y ' )  = N ( W -  F") = hr(Ko - K') = a ' / ~ ;  

und die Gleichung 13) geht über in: 
3 '>z n 
- P V--o'/Vr = NK; 
2 2 

es ist  dies dia Virialgleichung des betrachteten Systems. Bezcichnen wir 
mit !L' die T e m p e r a t u r  des Systems*, BO erhalten wir ,  die Constante R 
durch : 

23) 
2 

R T = - N P  
3 

bestimmend, und der Kürze wegen: 

24) 
1 

a-- f ia '  

setzend, 
- 3  

25) P V - ~ / V ~ =  A T  

die Z u s  t a n  d s  g e i c h u n  g des betrachteten Systems. Diese Gleichung gilt 
ftir alle mtiglichen Werthe der Parameter Pl V, T, das heisst fur alle 
ihre Werthe von O bis oo, und zeigt, dass das betrachtete System weniger 
corngressibel kt, als das ideale Gas: für alle Zustsnde des Systems ist 
P V / R  T > 1 (beim idealen Gase ist diese Grosse constant und = 1). Das 
betrecbtete System -kt für kleine V sttirker und fur grosse V weniger stark 
zusammendrtickbar als ein vollkornmenes Cas. 

Da die betrachteten Systeme kein praktisches Interesse darbieten, so 
wollen wir ihre Zustandsgleichung nicht weiter discutiren: nur mtisseu wir 
auf eine sehr charakteristische Eigenschaft dieser Systeme (die auch allen 
Systemen der ersten Art  eigen i d )  hinweisen. Rei hinltinglich hohen Tem- 
peraturen gehoren diese Systeme zur Gruppe von Systemen m i t  e i n e r  
I i e r n m  b e  w e g  n n g  der Theilchen'"; es ist  leicht einzusehen, dass bei 

Dass die Temperatur der Systeme, welche wir einatomige Gase genannt 
haben und welche auoachlieoslich aus Elementartheilchen bestehen, der mittleren 
kinetischen Energie der translatorischen Bcwegung ihrer Theilchen proportional 
ist, und bei einer passenden Wahl der Einheit dieser Energie gleich gesetzt werden 
darf, habe ich schon in meiner Abhandlung: ,,Die Griindlügen einer kinetischen 
Theorie mehratomiger GascLL (Journ. d. ruse. phys. ehem. Ges. 1886) gczeigt. Einen 
strengeren Beweis dieses Satzes hoffe ich iu einer meiner nachsten Arbeiten liefern 
zii konnen. 

** Vcrgl. 1 4 meincr Abhandlung: ,,Ueber das Gesetz B o l  t z  manu's." 
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hinlanglich niederen Temperaturen (und zwar um so niedrigeren , je  grtisser 
V ,  der vom Systeme eingenommene Raum ist) andern sie ihren Charakter 
und verwandeln sich in s t a r r e  Systeme oder Systeme O h n e  H e  r u m  - 
b e w e g u  n g  der Theilchen. Sehr charakteristisch für diese Systeme ist 
die 1 8 0 t h  o r m e  T = 0; bei dieser Temperatur sind alle Theilchen in 
Ruhe und in symmetrischer Stellung; das Virinl der interparticulEren Ab- 
stossungskrafte ist  mit dem Virial der ausseren Druekkriifte im Gleich- 
gewicht. Wenn wir ,  von dem Zustande des Systems bei T = O ausgehend, 
dessen Temperatur allmtililicli erhohen, so gerathen die Theilchen des 
Systems in Bewegung; dieve Bewegung besteht aber aus S c h  w i  n g u n  g e n  
der Theilchen um ihre Gleicbgcwichtslagen; mi t  xunchmender Temperatur 
nehmen auch die A m p  1 i t u d  e n  dieser Schwingungen zu. Der Ausdruck 
25) kann uns die Gleichung der Curve liefern, welche die thermodyna- 
mische Flache des Systems in zwei Gebiete theilt, so dass im Gebiete rechts 
von ihr das System xur Gruppe von Systemen mit einer Herumbewegung, 
im Gebiete links zur Gruppe der Systeme ohne Herumbewegung ihrer 
Theilchen gehort. 

5 7. AnziehungskrLfte. 

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen sind, einige wenige 
Zeichenanderungen ausgenommen , auch a n  ein specielles System der zweiten 
Art, vorausgesetzt , dass es keine Theilçhenaggregate entlialt *, anwendbar, 
namlich an ein System, bestehend aus einer sehr grossen Anzahl N von Theilchen 
(materiellen Punkten) , welche nach dem Gesetze IJI ( r )  auf einander wirken, 
welches für alle r von r = O bis r = crr> durch: 

1) y ( r )  = n p / r n + l  
liestimrnt wird, wo n eine willkürliche positive Zahl > 1 is t ,  und p eine 
willkürliche, genügend kleine, positive Constante bedeutet; bei genügend 
kleinem p konnen wir diese Krafto als n a  h e ~ i r k e n d  e ansehen. Wie  
leicht ersichtlich , is t  

2) P F + U / V "  s =  R T  

die Z u s t a n  d s g l e i c  h u  n g  dieses Systems, wenn a und R durch die Aus- 
drücke 20), 23) und 24) [§ 61 bestimmte Constanten sind. 

Wir dlirfen aber dieses System nicht als ein, im eigentlichen Sinne 
des Wortes, conservatives System ansehen, denn is t  der von ihm ein- 

* Sollten im Systeme Theilchenaggregate sich' vorfinden, so ist ea unm6glich, 
durch blose Riçhtungs%nderungen der Geschwindigkeiten der Theilchen, alle diese 
Theilchen zuglcich in die symmetrischc Stellung zu bringen: um nirnlich die 
Theil~hena~ggregate ,, zu zerreissen" ist ein gewisser Energieaufwand nothig. Auch 
ist zu bernerken, dass K, die rnittlere kinetische Energie der f re ien  Theilchen 
eines Systems der zweiten Art, auch negative Werthe haben kann; ein negatives 
Ko ist dem mittleren Energieaufwande, welcher, um ein Theilchen des Systeme 
zu einem freien Theilchen zu machen, verbraucht werden musa, gleich. 
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genommene Raum endlich, so ist  der Energiovorrath dieses Systems un- 
endlich gross, und wir mtisseii diesem Systeme, damit e r  einen endlichen 
Raum einnehme, einen unendlich grossen Energievorrath ertheilen. Daher 
wollen wir die Zustandsgleichung dieses Systems nicht weiter discutiren. 
E s  sei gegeben ein conservatives System, bestehend aus einer sehr grossen 
Anzahl IV sich bewegender, vollkommen harter,  elastischer Kugeln, die eiu- 
ander mit einer der w + 1 Potenz der Entfernungen ihrer Centra um- 
gekehrt proportionalen Kraft anziehen; c ,  ( v ) ,  das Wirkungsgesetz der Theilchen 
dieses Systems, wird durch 1) bestimmt. Die Gleichung 2) mit der von 
uns bereits gefundenen [ I l )  , $ 31 Zustandsgleichung des vollkornmenen 
Gases combinirend, ist es lcicht, die Zustandsgleichung auch dieses Systems 
zu finden. 

Bezeichnen wir mit b die Summe der Inhalte regelmiissiger Dodekaeder, 
die um sammtliche Theilchen des Systems (die Kugeln) umschrieben sind, 
und der Kürze wegen mit E die Grosse: 

wo Y eine durch 5 )  [§ 31, bestimmte Znhl ist. 1st V der vom Systeme 
eingenommene Raum, so is t ,  wie wir schon (5  3) gesehen haben, Ve-' 
der für  die Bqwegung der Theilchen freie Raum; und das Virial der 

3 
ausseren Druckkrafte, die irn Raume Ve- ' wirken, ist P Ve-'. Dem Pirial der 2 
interparticularen Krafte cp(v), die im Raume V wirken, k6nnen wir auch 

3 
die Form , P' V geben, wenn wir mit P' einen gewissen Druck,  den so- 

L 
3 

geuauuten p a r t i  c u l  a r e n D r u  c k , bezeichnen. E s  wird demnach -P' 17e-8 
2 

das Virial der interparticularen Kriifte cp ( v ) ,  die im Raume Ve-' wirken, 
sein. Folglich ist 

4) P V +  a/vG = RT. e r b ~ / c r - b )  

die Z u s  t a n  d s g l e i c h u n  g des betrachteten Systems. 

Dicse Zustandsgleichung wolleii a i r  etwas eingehender discutiren. Es 
ist  leicht ersichtlich, dass das hetrachtete System stiirker zusammendrückbar 
is t ,  als das vollkommene Gas, welches aus gleich grossen Kugeln wie das 
betrachtete System besteht. Die Grosse P Y / R  Tl welche wir der Kürze 
wegen mit G bezeichnen wollen, hat  beim vollkommenen Gase für  dieselben 
P und T grossere Werthe, als bei dem Systeme. Fur V = w und alle 
moglichen T bei dem Systeme (wie beim idealen Gase ftir alle moglichen 
V und T)  ist G = 1. F ü r  abnehmende V und eine constante T nimmt 
die Grosse G im Allgemeinen a b  und ist < 1; für alle Werthe von F'und 
T l  für welche G < 1 is t ,  is t  das System starker zusammendrückbar, 
als dau ideale Gas. Bei weiter abnehmenden V und einer constanten 
Y' Pdhrt die Grosso G fort ctbzunchmen, erreicht ein Minimum, und 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



nimmt d a m  z u ,  wird abermals = 1 und wachst unbegrenzt; für V = b 
k t  G = m. 

Notiren wir für  eine jede gegebene T denjenigen Werth von V, für 
welchen G =  mi^. , so werden diese Werthe auf der thermodynamischen 
Plache des Systems eine Curve bezeichnen, welche wir die C u r v e  d e r  
k l e i n s i e n  P V nennen wollen. Die Gleichung der Projection dieser Curve 
auf die ( VI T )  Ebcne, wie leicht ersichtlich i d :  

n 
R T . e ~ b j ( V - b )  = - .(y- b ) 2 / y b . ~ l + ? ;  

3 
es ist dies die Curve (EP) der beigegebenen Pigur. E s  sind drei Falle 
rn6glich: 1. 1st  rz 4 3 ,  so hat die Curve 5) nur einen Zweig, aelcher sich 
durch die ganze thermodynamische FlSche von V = b , .  T = O bis V = a, 
T = cc hinzicht. 2. 1st la = 3 ,  so hat  die Curve 5 )  auch nur einen Zweig, 
welcher von Y = b ,  T = O ;insgeliend, asymptotisch der Ordinate eincr 
gewissen Temperatur Tl sich nühert; für  eine jede T > Ti hat G kein 
Minimum, und nimmt von G = 1 für  V =  m unnnterbrochen und unbe- 
grenzt zu; das System bat ftir diese ï'emperaturen den Charakter eines 
vollkommenen Gasos; für  eine jede T < T,, von G = 1 fur V = m an, 
nimmt G anfangs ab, erreicht ein Minimum und nimmt d a m  ununterbrochen 
und unbegrenzt zu. 3. 1st f i  > 3,  so hat die Curve 5) zwei Zweige, welche 
von V =  b ,  T = 0 und Y =  m, T = O ausgehend, sich auf der Ordinate 
einer gewissen Temperatnr Tl begegnen, ftir alle T > Tl hat  das Sgstem den 
Charakter eines vollkommenen Gases; für eine jede T < Tl, von G = 1 
für V = KI an,  nimmt G Anfanga zu,  erreicht ein M a x i m u m ,  nimmt dann 
ab, erreicht ein M i n i m u m ,  um daun zuletzt ununterbrochcn und un- 
begrenzt zuzunehmen. 

Wir wollen jetzt die Aenderungen des iiusseren Druckes P, als Punction 
der Parameter V und Y, gegeben durch die Gleichung 4), verfolgen. Fiir 
P=  m und für alle T (ausser T = m) ist P = O; für abnehmende V und 
eine constant0 !t' w h h s t  der ausserc Druck P. Verfolgen wir das Zu- 
nehmen von P laugs einer Ts O t h e r m e ,  die einer Temperatur, welche 
gi6sser als eine gewisse Ternperatur Tc ist ,  entspricht, so werden wir 
finden, dass P ununterbrochen und unbegrenzt zunimmt (so dass d P / d V <  0 
ftir alle Werthe von V ist), und für V = b ist  P = m. Verfolgen wir aber 
dis Aenderungen von Y liings eirier Isotherme, die einer Temperatur, die 
kleincr 81s Tc i s t ,  entspricht, so findcn wir ,  dass P zuerst zunimnit 
(dP/dP< O), erreicht ein M a x i m u m  ( d P / d V =  O), nirnuit d a m  ab 
(dP/dV > O), erreicht ein M i n i m u m  (dP/dV = O), um dann zuletzt un- 
unterbrochen und  unbegrenzt zuzunehmen (dP/dV < 0). 

Notiren wir für eine jede T < Tc ddejenigen Werth von V, für 
welchen P = max., so bezeichnen diese Werthe von V auf der thermo- 
dynamischen Flaçhe des Systems sine Curve, deren Projection auf die (V, 1') 
Ebcno den Ausdruck: 
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zur Gleichung ha t ;  es ist dies die Curve (B CAEb) der beigegebenen Figur, 
Nun ist es klar ,  dass bei einer constanten T und abnehmendem V ,  der 
Bussere Druck P nur  deshalb ein M a x i m n m  erreichen und dann ab- 
nehmen kann,  weil die Theilchen des Systems l-ieginnen, zu T h e i l c h e n -  
a g g r e g a  t e n  zusammen zu treten: es is t  also die Curve (RCA) die Pro- 
jection der M a x i m a l - S p a n n u n g s c u r v e  d e s  ü b e r s a t t i g t e n  D a m p f e s  
(vergl. 5). Die Curve 6) hat zwei Zweige (BCA und AEb der Figur), 
da einem jeden Werthe von T zwei Werthe von V entsprechen, ein grosserer 
nnd ein kleinerer. Fiir die grosseren V i s t  P = max., für  die kleineren 
P = min. Bezeichnen wir mit Vc und Tc diejenigen Werthe von V und T, 
für  welche beide Zw.eige der Curve 6) sich begegnen, so finden wir, dass 
für V e V,  und T = Tc, P = milzirnax; diesen Werth von P wollen wir 
mit P, beaeichnen; Tc ist  die w a h r e  k r i t i s c h e  T e m p e r a t u r ,  P, der 
w a h r e  k r i t i s c h e  D r u c k  und l / V c  die w a h r e  k r i t i s c h e  Dichte .  
F ü r  alle T > Tc kann das System nur  einen stationZren Zustand haben 
und besteht ausschliesslich aus einzeln sich bewegender Theilchen (und 
The i l~heng~uppen) ;  nach der Analogie mit physikalischen Korpern kann 
dieser Zustand als der g a s f o r m i g e  bezeichnet werden. F ü r  alle T 4 T c  
gegebenen Paaren von Werthen der Parameter P und T entsprechen je zwei 
Werthe von Y ,  ein grosserer und ein kleinerer; das System kann zwei ver- 
schiedene stationare Zustande, der kleineren und der grosseren Dichte, haben. 
Im Zustancle der kleineren Dichte oder dem gasforrnigen besteht das Systern 
ausschliesslich aus einzeln sich bewegenden Theilchen (und Theilcheugruppen); 
im Zustande der grosseren Dichtc oder dem t r o p  f b  a r  f l ü s  s i g c n  besteht es 
aus T h e i l c h e n a g g r e g a t e n  e i n e r  z u f a l l i g e n  Z u s a m m e n s e t z u n g .  
Wie leicht ersichtlich, wird Vc durch die Gleichung: 

bestimmt ; Tc bestimrnt die Gleichung 6), wenn i n  ihr  V = Vc gesetzt wird 
und P, wird durch die Gleichung 41, wenn in ihr V = V, und T = T c  ge- 
setzt werden, bestimmt. 

1 

Die Gleichung 4) xeigt, dass P eine l i n e a r e  F u n c t i o n  d e r  T e m -  
p e r a t u r  ist. Bezeichnen wir mit A und B zwei positive Grossen, die 
nur  von der Dichte des Systems abhangen, also Functionen nur des einen 
Parameters V sind, so hat  die Gleichung 4) die Form: 

8) P = A T - B ;  
die 1 s O c h O r e  n (oder 1 s o p  y k n e n) des betrachteten Systems (wie beim 
vollkommenen Gase) sind g e  r a  d e L i n i  en .  

Die Zustandsgleichung 4) des betrachteten Systems entbiilt vier Con- 
stanten n,  a ,  b und R ;  von denen aber nur drei, n,  a und b ,  willkürlich, 
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das heisst von den Eigenschaften der Theilchen des Systems abùangig sind. 
Die Constante R ist nur von der Wahl der Eiuheiten abhangig. Als 
Einheit des Druckes nchmcn wir den Druck e i n e r  A t m  o s  p h  ii r o (760 mm 
Quecksilbers~ule); als Einheit der Temperatur den G r a d  der centesinialen 
Scala, und als ein Einheit des Volumens das sogenamte N o  r m a l  v O l u  m e n , 
das heisst das Volurnen des idealen Gases, welches aus ebenso vielen Theil- 
chen, wie das betrachte System besteht, bei P = 1 und T =  273". Rei dieser 
Wahl der Einheiten ist R dem A u s d e h n u n g s - ( r e s p .  S p a n n u n g s - )  
Co e f f i c i e n t  e n  des idealen Gases gleich : 

also: die Constante n ist eine Zahl, welche die Schnelligkeit des Abnehmens 
der interparticullren KrBfte mit wachsender Entfernung der auf einander 
wirkenden Theilchen misst. Die Constante b ist ein Voliimcn, i n  dcn 

1 
Einheiten des Volumens gemessen; es ist namlich - v b  die Summe der 

8 
Volumina, der von den Theilchen selbst (den Kugeln) eingenommenen 
Rlume. Die Constanto a misst die Intensitzt der intcrparticul~ren KrBfte 
und hat dieselbe Maasseinheit als die Grosse RTv?, so dass ~ R T V ~  eine 
Zahl ist. 

Für ein besseres Verstbdniss  der Eigenthiimlichkeiten der betrachteten 
Systeme ist die Ausrechniing eines Zahlenbeispiels zu empfehleu; den Con- 
s t a n t e ~  n ,  a ,  b bestimmte Zahlenwerthe ertheilend, wollen wir eine Reihe 
von Werthen d m  Grosse P berechnen, die gegebenen Werthen der Para- 
metor F' und T entsprechen. Dieses Zahlenbeispiel wollen wir aber so 
wahlen , dass das betrachtete System die gr6sstmogliche Aehnlichkeit mit 
einem der existirenden Gase aufweise. Leider sind die experimentellen Data, 
das einzige den Beobachtungen zugiingliche einatomige Gas , den Q u e  c k - 
E i l  b e r  d a m  p f namlich , betreffend , vie1 zu unsicher, um hoffen zu konnen, 
die Constanten n, a ,  b so zu bestimmcn, dass das betrachtete System eine 
genügende Aehnlichkeit mit dem Quecksilberdampf aufweise. Wir sind 
somit auf eines der mehratomigen Gase gewiesen; wir wahlen den S t i c k -  
s t o f f ,  da die experimentehen Daten, dieses Gas betreffend, die genanuten 
zu sein scheinen, 

In 5 4 haben wir gezeigt, dass die Virialgleichung für  mehratomige 
Gase ganz dieselbe Gestalt, wie für einatomige ha t ,  so dass , gain so wie 
hei diesen Gasen die kinetische Energie der translatorischen Bewegiing com- 
plexer Theilchen im stationKren Zustande eines rnehratomigen Gases der 
Summe der Viriale der iiusseren Druckkrgfte und der interparticulZren Krafte 
gleich ist. Nur  entgeht uns aber die'Gewissheit. dass die Grossen n,  a ,  b, 
welche für ein ails Elemcntartheilchcn bestehendes System constant sind, 
auch als constant bci einem rn~hrat~omigcn Gase sich erweisen. Nichts- 
destoweniger die enorm grosse Intensitat der chemischen Affinitats- 
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kriifte, welche die Atome zu einem Moleciile verbinden, liisst es erwarten, 
dass die undurchdringlichen Sphiiren mehratomiger Molecüle fur ziemlicli 
weite Temperaturgrenzen sich als constant erweisen. Auch ist noch zu 
beachten, dass wir,  die Zustandsgleichung 4) an ein mchratomigcs Gas an- 
wendend , voraussetzen, dam cp (r) = n p,/rn +' das Wirkungsgesetz mehr- 
atomiger Molecllle i s t ;  nun sind aber die intermolecularen Krafte, die 
wahrend der Zusauimenstb'sse der MolecBle mit einander wirken, keine 
conservativen Krafte, de  sie nicht allein von der Entfernung der Centra 
der zusammenstossendcn Molecüle, sondern auch von der relativen Lage 
der Atome innerhalb dieser Molecüle abhangen. E s  jst aber klar, dass der 
Mittelwerth der intermoleculiiren Krafte, die bei allen moglichen, im Gase 
vorkommenden Zusammenstb'ssen der Molecüle wirken, als eine conservative 
Kraft angesehen und einem Ausdrncke von der Form T Z ~ / Y ~ + '  gleichgesetzt 
werden darf; aucli ist d m  Virial der intermoleculiiren Kriifte nur von diesem 
Mittelwerthe abhangig. 

Das betrachtete System hat alle Eigenschaften des S t i c k s  t O f f s ,  wenn 
die Constanten lz , a ,  b folgende Zahlenwerthe haben : 

es ist dies also ein System aus vollkommen harten elastischen Kugeln be- 
stehend, die einander mit einer der v i e r t  e n  P o t e n z  der Éntfernungen 
ihrer Centra umgekehrt proportionalen Kraft anziehen; die Summe der 
Inhalte s%mmtlicher um die Theilchen des Systems (die Kugeln) umschrie- 
bener regelmassiger Dodekaeder (oder das M i  n i  m a l  v O 1 u m e n  des Systems) 
ist dem 0,000351 Theile des Normalvolumens gleich. Wir wollen für 
dieses System die Isotherme T = 28B0 berechnen. 
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Die erete Rubrik dieser Tafel  enthal t  gegebene Wer the  von  V ;  die 
zweite Rubrik die diesen Wer thcn  bei  de r  Temperatur  T = 288O ent-  
sprechenden Wertlie von P, nach de r  Gleichiing 2) berechnet;  die dr i t te  
Rubrik enthslt  die beobachtetenX Drucke des S t i c k s  t o  f f s ,  die bei der  

Temperatur T = 288" den in de r  ersten Rubr ik  enthaltenen Werthen 
des Volumens dieses Gases entsprechen. Ausser den Werthen von P haben 

wir noch die den gegebenen Werthen von V bei d e r  Temperatur  2' = 288O 
entsprechenden Wer the  d e r  Grossen G ,  P', O berechnet,  die f ü r  den Zu-  
stand des Systems sehr charakteristisch sind. E s  i s t  G = P V / R  T; P' is t  

der Druck eines aus  ebensa  grossen Kugeln  wie das  betrachtete System 

bestehend vollkommenen Gases bei denselben Wer then  de r  Parameter  Y 
und T. Wenn  w i r ,  wie f rüher  (3 6) ,  mit K0 die mitt lere kinetische 
Energie der f r e i e n Thcilchen des  Systems bezeichnen , s a  wird die Grosse 
O durch: 

10) 
2 

R O  = -NKo 
3 

bestimmt; es misst also O die Energie  II,-, ganz ebenso, wie T, die Tem- 

peratur des Systems,  die Energie  .E miss t ,  so dass O als die T e m p e r a t u r  
d e r  f r e i e n  T h e i l c h e n  des Systems bezeichnet werden k a n n ;  wie aus 
den Gleichungen 17) u n d  21) [§ 61, leicht ersichtlich, i s t  auch 

Es kann O bei s eh r  hohen Drucken auch negative Wer the  haben ;  dieve 
Werthc messen den u m  alle Theilchen des Systems zu freien Theilchon zu 

* Es ist in der letzten Zeit Herrn S a r r a u  (Comptes rendus, 1890, Bd. 110) 
gelungen, für die vier Constanten sciner bekannten Interpolationsformel solche 
Zahlenwerthe zu finden, welche dicse Formel xi1 einer ziemlich richtigen Zustands- 
gleichung den S t i c k s t o f f s  machen. Da bei kleineren Drucken die Ueber- 
einstimmung der Formcl S a r r a u ' s  mit  den expcrimentcllen Datcn eine b e i d h e  
vollkommene ist, so habe ich die Zahlen der dritten Rubrik der beigegebenen 
Tafel, die mit S. ( S a r r a u )  bezeichuet sind, nach dieser Formel berechnet. Die 
mit A. (Amoga t ) ,  bezeichneten Zahlen sind den Versuchen von Arno g a t  ent- 
uommen, da bei grossen Drucken die Formel von S a r r a u  Differenzen zeigt, 
~ e l c h e  die moglichen Versuchsfehler weit übertreffen, wie die Zusammenstellung 
folgender Zahlen : 

Y. ( A m o g a t )  = 750, 1500, 2000: 2500, 3000, 
P. ( S a r r a u )  = 742, 1498, 2125, 2896, 3813 

seigt. Die Differenzeu der Zahlen der dritten iind zweiten Rubrik uuserer Tafcl 
liegen a l l e  innerlialb der Grenzen mogliclier Versuchsfehler, trotzdem, dass wir 
in der Formel 2 )  nur über z w e i  willkiirlichc Constantcn zu disponiren haben 
( S a r r a u ' s  Formel enthalt v i e r  solche Constanten). Die Constante n i s t  nicht als 
eine willkürliche anzuuehen, d a  die betrachtcte Isotherme des Stickstoffs mit  
grosser Bcstiuimtheit dsrauf hinweist, dass die Wirkungskrafte der Stickstoff- 
niolecüle genau der v i e r  t e n P o t e  n z der Entfernungen ihrer Centra umgckehrt 

- 

proportional sind 
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machenden nothigen Energie- (oder Arbeits-) Aufwand. F ü r  Temperaturen, die 
h6her als 1461" sind, bleibt 0, wie leicht ersichtlich, selbst bei den 
hochsten Ihucken positiv. P' - P ist der sogenannte p a r t i  c u l a r  e D ruck 
oder die Druckerniedrigung in Folge der auf die Theilchen des Sjsterns 
wirkenden interparticularen Anzieliungspunkte. So erniedrigen die inter- 
moleculiiren Anziehungskrafte des Stickstoffs den Druck dieses Gases bei 
V = 0,003 5255 und !Z' = 288' um 121 1 Atmospharen. Die Grosse T - O 
missi die von den Theilchen des Systerns, welche, ails dem von ihm ein- 
genommenen Raurne heraustretend, zu freien Theilchen werden , geleistete 
Arbeit;  wenn wir dem Stickstoff bei T = 288' und P = 1496 die hl@ 
lichkeit, ohne aussere Arbeitsleistung sich adiabatisch auszudehnen, ertheilen, 
so wird, wenn da3 Gas sich in einem sehr grossen Raume verbreitet hat, 
dessen Temperatur von 288O auf 12"sinken*, was einer Verminderung der 
geometrisch-mittleren Moleculargeschwindigkeit von 505 m/sec bei 288O 
auf 103 m/sec bei l Z O  entspricht. Die wahren kritischen: Temperatur, 
Druck und Dichte fiir das betrachtete System sind: 

Tc - l32,l, P, = 39,45, Y, = 0,004377. 
Die beigegebene Figur stellt die (V, T) Ebene vor; die Linie, welche 

aus der Curve (B C A ) ,  der Projection der Naximal- Spannungscurve des 
überszttigten Dampfcs (P = maz.) und der Strecke ( A T , )  der Ordinate 
der wahren kritischen Temperetur , besteht , theilt die (V,  T) Ebeiis in 
zwei Gebiete. Ueber dem Gebiete rechts von dieser Linie liegt die thermo- 
dynamische Flache des gasformigen Zustandes des Systems. Die Curve 
( D C A )  ist die Projektion der S p a n n u n g s c u r v e  d e s  g e s a t t i g t e n  
D a m p f e s;  wie schon oben ( 5  5) erwiihnt wurde , haben wir vorlaufig noch 
nicht die nothigen Data, um ihre Gleichung aufiustellen. Auf der bei- 
gegebenen Figur haben wir ihr eine der Curve (B C A )  ahnliche Gestalt ge- 
geben, nur  dass, wahrend sich diese asymptotisch der Ordinate der 
Temperatur des absoluten Nullpunkts nahert,  niihert sich jene asymp- 
totisch der Ordinate einer Temperatur, die > O ist. F ü r  alle Punkte 
der thermodynamischcn Flëcho, die über d e n  Gebiete der (V, Tj Ebene 
liegen, welches von den Curven (BC) und (CD) begrenzt wird, be. 
findet sich das System im l a b i l e n  Z u s t a n d e  d e s  ü b e r s i i t t i g t e n  
D a m p f e s .  Die Curve (AEb)  ist der andere Zweig der Curve (ACB), 
derjenipe namlich, für welchen P = min. ist. Die Linie (EE') ist die 
Projection der C u r v e  d e r  k l e i n s  t e n  P V ;  sie ha t  nuch links von dcr 
Ordinatc der wahren kritischen Temperatur eine Fortsetzung (welche auf 
der Figur nicht gezeigt k t ) ,  schneidet die Curve (AEb)  und endigt wie 
diese im Punkte V = b ,  T = O. Die Foi tsetzung der Linie (EF) nahert 

* L)as heiwt eine solçhe Temperaturerniedrigung wiiïde erfolgen, wenn der 
StickstoE ein eiuatomiges Gas ware; da aber der Stickstoff ein zweiatomigcs Ga8 
k t ,  so erfolgt bei den pegebenen Umstanden nur eine Tempewturerniedrigung 
von 28S0 bis 12P. 
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sich asymptotisch der Ordinate einer gewissen Temperatur Tl = 363,03; 
für alle T > Tl hat  G kein Minimum und ist > 1, das System hat  den 
Charakter eines vollkommenen Cases. Hier sind einige einander ent- 
sprechende Werthe der Grossen V, T, Pl G Iangs der Curve der kleinsten PT: 
V =  1,00, 0,0195, 0,0168, 0,0128, 0,0100, 0,0065, 0,004377. 
P =  1,3260, 68,31, 65,90, 81,12, 95,68, 116,61, 109,3. 
T=362,02, 313,34, 305,96, 289,64, 269,95, 230,16, 181,4. 
G = 0,99997, 0,99248, 0,98789, 0,97824, 0,96761, 0,89905, 0,71999. 

Diese Tabelle zeigt, dass liings der Curve der kleinsten P V  der Druck 
P, von P = O fur V =a, an, zuerst zunimmt, ein Maximum erreicht und d a m  
alinimmt; die Grosse G,  von G = 1 für V = ao, n i m u t  ununterbrochen ab. 

Zwar giebt dia Zustandsgleichung 4) für gegebene Paare Werthe von 
P und T, wenn T < Tc is t ,  zwei Werthe von V, einen grosseren, der 

dem gasformigen Zustande und einen kleineren, der dem tropfbarflüssigen 
Zustande des Systems entspricht ; da aber die Zustandsgleichung 4) unter 
der Voraussetzung abgeleitet wurde, dass das System keine Theilchenaggregste 
enthalt, so kann man nicht erwarten, dass der zweite jener Wortho richtig 
ist, und die wirkliche Dichte des Systems im tropfbarflüssigen Zustande 
bei den gegebenen Werthen der Parameter P und T angiebt. D a  die sich 
bildenden Theilchenaggregate sehr wesentlichen Einfluss auf den Zustand 
des Systerns ausüben müssen, einen Einfluss, welcher, wenn das System 
i m  gasformigen Zustande sich befindet, nicht wirkt,  so ist es nicht wahr- 
scheinlich, dass eino und dieselbe analytische Zustandsgleichung beide Zu- 
s t h d e  des Systems bestimrnen konnte.* 

* SelbstverstandLich kann eine solche immer künstlich dadurch erhalten werden, 
dass die beiden analytischen Zustandsgleichungen des gasfiirmigen und des tropfbar- 
flüssigen Zustandes mit einander multiplicirt werden. 

Zsitschnft f. Yathematik n. Physik XXXVLI, 5. 19 
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Die Gleichung 4) is t  die Z u s t a n d s g l e i c h u n g  d e s  g a s f t i r m i g e n  
Z u s  t a n  d o  s des bctrachtctcn Systems ; dcr Umstand , dass diesc Gleichung 
im Gebiete der Temperaturen, die kleiner als Tc sind, für  abnebmende 
Werthe von V, bei constanten T abnehmende Werthe des Druckes P liefern 
k a n n ,  kanu nur  so gedeutet werden, dass bei diesen Werthen der Para- 
meter Pl V, T der gasformige Zustand des Systems nicht bestehen kann. 
Die Strecke ( A T , )  der Ordinate der wahren kritischen Temperatur ist die 
Projection derjenigen Linie, langs welcher der gasformige Zustand des 
Systems continuirlich in den tropfbarfllissigen tibergeht. 

Der Zustandsgleichung 4) des betrachteten Systems konnen wir auch 
noch cine etwas andere Form geben, wenn wir statt  V den Parameter XI 
oder die D i c h t e  des Systems einftihren; IS) ist  die Zahl der Theilchen 
des Systems in der Raumeinheit, = N / V  also; somit lassl sich 4) auch 
so schreiben : 

12) P N / D  + a ~ ? / ~ I  = R T .  e p b ~ ~ ( ~ - a m ) ;  

bei der bereits oben getroffenen Wahl  der Einheiten für Pl V, T l  ist N 
die Zahl der Theilchen des idealcn Gases in der Raumcinheit bci P = 1 
und T=2730,  die D i c h t e  d e s  i d e a l e n  G a s e s  bei diesen Druck und 
Temperatur also; wenn diese Dichte des idealen Gaves als Einheit der 
Dichte gewahlt wird, geht 12) liber i n :  

.13) P / D  = = R T .  e V b m / ( 1 - a % ) ;  

in  dieser Gleichung haben die Constanten n, a ,  b ,  R ganz dieselben Zahlen- 
werthe, wie i n  der Gleichung 4). 

Wenn wir mit Hilfe der Gleichung 13) die Dichte des S t i c k s t o f f s  
bei P = 1 und T = 273O berechncn, so erhalten mir ftir dieselbe den 
Wcrth 1,0007. Nebmen wir a n ,  dass bei diescn Druck und Tcmperatur 
das W a s s e r s  t O f f g a s als ein vollkommenes Gas, für welches 6 = 0,00024 
k t ,  betrachtet werden kann,  so ist  die Dichte des Wasserstoffs bei P = 1 
und T = 273' gleich 0,998554. 1st das Verhaltniss der s p e c i f i s c h e n  
G e w i c  h t e des Stickstoffs und des Wasserstoffs bei diesen Druck und 
Temperatur gleich l3,9ï, so ist das M o  l e  e u  l a r  g e  w i c h  t (oder die 
T h e i l c h e n d i c h t  e) des Stickstoffs genrtu = 14, wenn das des Wasser- 
stoffe = 1 is t ,  sol  wie es die I I y p o t h e s e  v o n  P r o n t  verlangt. 
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XVIII. 

Ein Satz iiber orthosymmetrische und verwandte De- 
terminanten aus den fundamentalen symmetrischen 

Functionen. 

Von 

~IERMANN BRUNN 
in  Mllnch~n. 

Bei Untersuchungen über relatives Maximum und Minimum der funda- 
mentalen ganzen rationalen symmetrischen Functionen von m Grossen a, 
bei der P ü r s t e n a u'schen Methode, Gleichungen aufzulosen , und bei 
anderen Gelegenheiten st6sst man auf geaisse Determinanten dieser 
sÿmmetrischen Function &, zu denen vor allem die sogenünnten ortho- 
syrnmetrischen von der Form 

I 

gehoren. Im Folgenden sol1 ein Beweis geliefert werden dafiir, dass solche 
Determinauten, entwickelt gedacht nach den Elementen a ,  sobald die ver- 
einbaren Glieder zusamrnen gezogen sind, nur  noch Glieder e i n e s  Vor- 
zeichens enthalten, und zwar bei der im Folgenden gewihlten Art  der An- 
sclireibung das Vorzeichen +. 

Bei dem Getiraiich der romischen Ziffcrn entspreche der Zahlonreihe 

0 ,  1, 2 ?  3 . . . l - 1 ,  1 ,  l + l ,  ... m, 
die Zahlenreihe 

O ,  1, II, III , . .  IL ,  L ,  L I ,  ... M ,  
wobei L und H ihre bestimmte Bedeutung 50 und 1000  verlieren und 
beliebige ganze positive Zahl,en vorstellen. 

Man bilde von m Elementen a, a2 as.. . (Y, jene fundamentalen symrne- 
trischen Functionen, welche einzeln gleich sind den Summen der als Pro- 
ducte betrachteten Combinationen jener Elemente zu den einzelnen Classen 
(ohne Wiederholung) und bezeichne sie mit 

19 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



292 Ein Satz iiber orthosymmetrische und verwandte Determinanten etc. 
8- 

l) . . a  Mm+? S.. M m + ,  Mm Mm-i.m. N3N2MlMaM-t  a m . ,  

wo die Indices den Grad der Functionen i n  den Elementen or angeben und 

2) & + , = O  
... 3) Mo = 1 v = l ,  2,3, 

4) M-, = O  
zu setzen ist. Aus diesen M bilde man das nachstehende Schema, das wir 
uns unbegrenzt ausgedehnt denken k h n e n :  

Es  entsteht, indem man Wiederholungen der Beihe 1) beliebig oft 
unter einander setzt und zwar so,  dass jede nach unten folgende Reihe 
gegen die vorhergehende um eine Stelle nach rechts verschoben wird, und 
also in eine beliebige ,,Schr$greiheu von links oben nach rechts unten 
lauter N mit gleichem Index zu stehen kommen. 

Indem man eine willkürliche Horizontalreihe - Zeile - und eine 
beliebige Verticalreihe - Colonne - mit der Ordnungszahl O versieht, die 
Ordniingszahlen nach links, resp. unten in positivem Sinne wachsen l a d ,  
und ein jedes M statt  mit dem bisherigen Index mit zwei Indices versieht, 
der Reihe nach gleich der Ordnungszahl der Colonne und Zeile, die sich 
an seiner Stelle kreuzen, gewinnt das Schema die neue Gestalt: 

. . . . . . . . . . . . . . .  
M3,-1M2,-1Mil-1 Mo,-i ... ..........,.... 
&,O M2,o MI,O &,oM-i,aM-2, o... ... 

W ~ A )  ... M3,1 Mz,i MI,I  M O , ~ * - I , L M - ~ , I . . .  
M3,2 M2,2 M1,z No,zM-1,2M-2,2 ... ... 

. . . . . . . . . . . . . . .  
Aus unseren Schematen (Nk) und ( M ~ A )  kann man nun andere bilden, 

indem man beliebige Zeilen und Colonnen herausgenommen, und die Lticken 
durch Zusammenschieben wieder geschlossen denkt. Diese Schemata fassen 
wir unter der neuen Bszeichnung zusammen: 

... Milil,-, M i ,  . . . . . . . .m. .  
O -i 
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Der einzigo Unterschied gcgcn das Schcma ( M k l )  ist dpr, dass die 
Indices jetxt von einer Reihe eu einer benachbarten nicht um die Einheit, 
sondern um eine beliebige ganze Zahl wachsen oder abnel-imen. Die Richt- 
ungen des Wachsthums der Indices sind die namlichen wie vorher: Von 
rechts nach links und von oben nach unten, in  Zeichen: 

(6 pos. ganze Zahl). 

(Mkl) ist ein specieller Fa11 von (aik,,). 
Da M eine beliebige ganze Zahl mit Einschluss der Nul1 is t ,  so ist 

klar, was im Folgenden unter einem Schema 

( I I k )  (IIk 1 )  oder (IIik 

(Lk) , (LA) oder ( L i k s l )  etc. 
zu verstehen ist. 

Besondcrs bemerkcnswerth ist das Schcma (Ok). Da namlich, wie 
sich zeiges wird, 2), 3) und 4) auch für M =  O Geltung behalten müssen, 
90 ist das Schema (Ok) aus lauter Kullen zusammen gesetzt, mit Ausnahme 
einer aus Einheiten gebildeten Schriigreihe: 

. . . . . . . . . 

... O O 1 O O O O o... 

... O O O 1 O O O o...  
( O k )  ... O O O O 1 O O o . . .  

... O O O O O 1 O o. . .  

. . . . . . . . . 
Aus den ~chematen '  ( M k )  , ( M k  1) , (Miksl)  kOnnen nun irgendwelche 

quadratisch begrenzte Schemata herausgeschnitten und als Determinanten 

(Mk) 1 (Mk A )  i ( M i k q )  

betrachtet werden. 

Wenu von einem ,,identischen" Verschwinden dieser Determinanten 
die Rede ist, so is t  noch niiher anzugeben, ob sie identisch Nu11 werden, 
betrachtet als Functionen der M ,  oder betrachtet als Functionen der a. 

Es gilt fiir unsere M die Relation 

(s) M,=IM, + I M , - i . a ,  

wo a ein beliebiges von den Elementen al is t ,  aus denen sich M zusammen- 
setzt, und I N , ,  I I V ~ - ~  aus den na - 1 tibrigen Elementen cri gebildet 
werden. Dio Forderung, dass (8) bis zu den von uns gewünschten Grenzen 
richtii bleibe, erheischt, dass wir 21, 3) und 4) auch noch für M = O 
giltig sein lassen. 

Denken wir uns in  einer Determinente d("Ifikgl) die Substitution (S) 
ausgeführt, die Determinante dann durch wiederholte Anwendung des Satzes 
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m . . . . .  I L . . . . . . . . . . . . . . . .  1 + + - l . .  W k  I I  + + I k +  . +IliL , .. 
= A A + ~  a"' + A ~ C Y ~  + AA-lrrl-l + ... A2 ar2 + Al IY + Ag. 

Hier fsllt die Reihe der Coefficienten 

al1 a,2.. mm+ a'll ... aip 

a,, . . . .  a22 + ~ ' z A . .  . a2p 

. . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . .  
aPi  . . . .  ap~+a',l  ... a,, 

zusammen mit der 

zerlegt und das Resultat dieser Zerlegung (2) nach Potenzen des bei (8) 
dienenden a geordnet, so erhalten wir ein additives Aggregat von Glie- 
dern A, aY, wo die A, Surnmen von Determinanteu der Form d (1Mik,J 
sind. Bevor wir dies beweisen, sei als Beispicl hergcsetzt die Zerlegung (2; 
einer 'or th~s~rnmetr ischen Determinante (A + lter) Ordniing LI (&): 

I M k  +IMk-i.allMk-l+XiT~-2.a...Iflk-~ +I~~,L+~-I,P 

... . . . . . . . . .  IAWk-l+~+IMk-l.u 

- - 

AA+L, Ai,  & i l  . . a  4, A, 
Reihe der Determinantcn, welche 

. 
. 

I Mk I Mk-l.. I Mk-1 I,Wk-2 1 

I Mk+l 1 1 % .  .T M ~ - A + ~  I &lk-~ 

. . . . . . . . .  

aus dcr Xatrix 

al1 aI2..  al^. .. all 

aZ1 cz28.. . ~ 2 2 . .  . a2, 

. . . . . . . .  

. . . . . . . .  

. . . . . . . .  
. . . . . . a .  

... apl ap2 ... a p ~  a,, 

durch Weglassung der ersten, zweiten ... (A + 1 jte" Colonne gewonnen 
werden. Alle übrigen Determinanten, die bei rein formeller Entwickelung 
von A (1 h1k + IM-1  a) noch als Summanden in den A auftreten , annulliren 
sich durch Gleichwerden zweier Colonnen. 

Betrachten wir nun die Zerlegung (2) einer beliebigen Determinante 
d und zeigen wir,  dass sammtliche dabei auftretenden Determinsuten 
dem Schema (IMikSA) entnommen sind. Wir  brauchen zu diesem ~ w e c k e  
nur  xu erweisen, dass das Wachsthum der Indices auch in den Zerlegungs- 
determinanten ausnahmslos von rechts nac-h links und von oben nach unten 
stattfindet. 

1 al1 a12.. . aPl 1.. .a,,,, 

1 aZ1 a2,.. . a121.. . a2fi 

+ 
m . . . . . . .  

. . . . . . . .  
a . . . . . . .  

. . . . . . . .  
apiarz.. .anpa...apb 
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d sei uten Grades; nachdem die Substitution (S) ausgeführt ist, 
zeigcn sich uns 2 v  verschiedcno Colonnen von Coefficicnten, jo zwei einer 
vorherigen entsprechend. Der Unterschied in Bezug auf das Wachsthum 
der Coefficienten gegen vorher beruht nur darin, dass jetzt zwei neben 
einander stehende Colonnen auch ein Constantbleiben des ersten Index auf- 
weisen konnen. Solche Colonnen erkennt man sofort sls identisch, da die 
horizontal nehen einander stehcnden Glicder gleichen zweiten Index haben. 
Die Zerlegung (2) liefert daher lauter Determinanten, bei denen das 
Wachsthum der ersten Indices durchweg von rechts nach links geht, und 
ein Constantbleiben dieser Indices bei Fort,gehen in dieser Richtung eben- 
ftills ausgeschlossen kt ,  nachdem wir die wegen Gleichheit zweier Colonnen 
sich annullircndcn Determinanten auch i n .  der Darstellung vernichtet haben. 
An der Aiifeinanderfolge der zweiten Indices ist durch die Substitution (4 
liberhaupt nichts geiindert worden. So sind wir sicher, durch die Zer- 
legung ( Z )  lauter Determinanten der Form d ( IMjkS l )  erhalten zu haben. 

Nachdem wir auf d ( M i k S 1 )  die Substitution (S )  und die Zerlegung (2) 
angewandt und dadurch oin Rcsultat, das mit ( S Z )  d(;l.liiSl) bezeichnet 
werden rnoge, erhalten haben, k6nnen wir auf sammtlicho Determinanten 
dieses Resultats abermals die Substitution ( S )  und Zerlegung (Z) anwenden, 
und das Resultat durch (LSZ)~ d (MikaA) bezeichnen. I n  analoger Weise 
foitfahrend, erhalten wir sùhliesslich ( S Z ) 7 n - L d  ( 7  und zuletzt 
(S Zjm d ( L V ~ ~ , ~ ) ,  womit wir die Reihe der Operationen schliessen. I n  dern 
letzten Ausdruck kommen niimlich,nur noch Determinanten des Schemas 
(OihnA) vor, d. h. solche, deren Elemente constant sind, gleich Null oder 
Eins. Abgesehen von dem erst zü erweisenden Werthe dieser letzteren 
Determinanten, ist jedenfalls Alles in  unserem Ausdrucke additiv. 

Liisst man aus dem Schema (O,) eine Colonne weg, so besteht eine 
Zeile aus lauter Nullen; 18sst man eine Zeile weg, so gilt das namliche 
fiir eine Colonne; l ~ s s t  man eine Zeile und eine Colonne weg,  a n  deren 
Kreuzungspunkt 1 steht, so bleibt das unbegrenzto Schema unveranderf. 
Hieraus folgt : 

Schneidet man aus dern Schema (OiknA) eine Determinante aus ,  und 
zwar so, dass sie eine Partie des Schemas enthiilt, die gegen das Schema O, 
verk le r t  ist, E O  ist sie unbedingt Null ,  weil sie entweder i n  einer Zeile 
oder in einer Colonne lauter Nullen enthkilt. Jene Determinanten, die a n  
unveranderten, mit (O,\ ühereinstiiiimenden Partieen ausgeschnitten werdeli, 
sind dagegen votn Werthe Null oder Eins,  je nachdem ihre erste Diagonal- 
reihe aus NuIlen oder nus Einheiten besteht. 

1st es moglich, dass siimmtliche Coefficieuten d (Oik,J der Entwickel- 
ung (SZ)m A Null werden? Angenommen, es .wiire der Pal l ,  so 
würde dies Verschwinden offenbar ganz unabhangig von der Wahl d y  
Wertlie ai eintreten. Somit hatten mir eino iu den identische Gleichung 

(Mi, ,,) = p. 
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Nun ist es aber eine fundamentale Wahrheit aus der Theorie der 
Gleichungen, dass zwischen den symmetrischen Functionen Mk von m Ele- 
menten keine identische Relation der obigen Ar t  bestehen kann, wenn 
nicht von vornherein in derselben alle Entwickelungsglieder verschwinden. 
E s  kann also die letzte Gleichung nur bestehen, wenn slimmtliche Ent- 
wickelungsproducte I I ( M i , , J  links durch Verschminden eines ihrer Fac- 
toren Mibal Ku11 werden , mit andern Worten : wenn die Determinante so 
viele Nullen enthiilt, dass von vornherein ihr Verschwinden ersichtlich ist. 

Wir  haben jetzt den Satz bewiesen: 
Wenn man eine Determinante d (Mikal)  nach den or entwickelt, und 

die zussmmenziehbaren Entwickelungsglieder - es sind Producte der o! 

gemeint - immer i n  ein Glied vereinigt , ergiebt sich ein vollst%ndig addi- 
tives Aggregat. Gleich Null kann der Werth desselben nur dann sein, 
wenn die Determinante wegen Nullwerdens einer genügenden Anzahl von 
Termen Mika,  verschwindet. 

Darans folgt, vorausgesetzt, dass nicht dieser specielle Fa11 des Null- 
werdens eintritt: 

Der Werth der Determinanten d ist  jedenfalls positiv, wenn 
die Elemente ci sammtlich positiv sind. 

Hiufiger als die Bunctionen M bieten sich in  unseren Determinanten 
die Coefficienten a einer Gleicliung 

xn+ a,xn-l + a , ~ ~ - ~ +  ... +an  = O 
dar. Sctzt man die Elcmente a gleich den Wurzeln der Gleichung, sa 
gehen die Determinanten d ( M k )  und d ( M k i )  in  entsprechende Determi- 
nanten d ( a )  liber, indem man in einer Zeile um die andere, in einer Co- 
lonne um die andere die Glieder mit - 1 multiplicirt. Dabei müssen die 
Glieder Mk mit geradem k positives Vorzeichen behalten. Es ist weiter 
leicht ersichtlich, dass jode Dcterminante d (Mik,J  durch eine hinlhglicho 
Anzahl von passend ausgeführten Multiplicationen mit -1 in die ent- 
sprechende Determinante d ( a )  libergeht, und umgekehrt. 

Die Werthe von Determinanten d (Mix ,J  und entsprechenden d (a) 
unterschoiden sich daher hochstens im Vorzeichen; um dartiber zu unter- 
scheiden, vergleicht man am einfachsten das Vorzeichen der beiden ans 
den Hauptdiagonalen entstelienden Entwickelungsglieder. 

Die orthosymmetrischen Determinanten d ( a )  speciell sind stets vom 
ngmlichen Vorzeichen wie die entsprcchcnden Determinanten d (17.1). 

Es  sei noch erwiihnt, dass man i n  iihnlicher Weise die Homogenitlit 
der d in  den CY nachweist. Man multiplicire in dem Schema ( M h )  irgend 
eine Zeile mit x ,  die erste darunter stehende mit x2, die folgende mit 
x3 etc. ; die ersto darübcr stehende dagegen mit xO = 1, die zweite mit rl, 
die dritte mit x-"tc.; dann lasse man jene Colonne, i n  der unverandertes Mo 
steht ,  unverandert und multiplicire die Colonnen nach rechts wieder mit 
fallenden, nach links mit steigenden Potenzen von X ,  sodass schliesslich 
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zU jcdem Gliede Mk des ursprünglichen Schemas die Potenz x k  tritt. Dann 
ist wicder leicht ersichtlich, dass jede der aus dem verkndertcn Schema 
( J J ~ , , ~ )  hernusgehobenen Determinanten aus der entsprechenden des unver- 
gnderten Schemns entsteht durch Multiplication mit einer passenden Potenz 
von x ,  dass also in der Entwickelung der veranderten Determinanken bei 
jedem Entwickelungsproduct die niimliche Potenz von x vortritt ,  somit die 
Indicessumme der M in jedem Entwickelungsgliede gleich und die Homo- 
genittit der Determinante in  den a vorhanden ist. 
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Symbolische Zahlen und Doppelzahlen.* 

Von 

M. PBILIPPOFF, 
S t u à  Math. in H e i d e l b e r g .  

Wenn man,  analog den in der Theorie der algebraischen Pormen 
tiblichen symbolischcn Bezeichnungcn eine jedc (homogene) Form mit zwei 
Variabeln durch ihre Coefficienten darstellt, z. B. statt  ax2 + 2 bxy + cye 
einfach (,)(a 2 b schreibt, so liegt es nahe, diese Schreibmeise auch bei 
der Ausführung aller algebraischen resp. analytischen Grundoperationen bei- 
zubehalten, was in sehr einfacher Weise, namentlich durch die Einfilhrung 
der Nullcoefficienten s tat t  fehlender Posten , zu sehr abktirzenden , über- 
sichtlichen und zwar 80 symmetrischen Pormeln führt ,  dass dieselben fast 
als mnemonische Regeln gelten konnen. 

Bei dieser Bezeichnung entfillt n h l i c h  vollkommeu die sogenannte lle- 
duction , welche bei allen algebraischen Multiplicationen und Divisionen die 
Hauptschwierigkeit bildet. Selbst in padagogi~cher Hinsicht kann eine solclis 
Methode fur die Elementar-Algebra empfohlen werden, da  sie nichts anderes a19 
eine logische Erweiternng des sogenannten arabischen Zahlensystems ist. 

Um ein Beispiel zu geben, nehmen wir zuerst die bekannte Trans- 
1 

formation der binomischen Gleichungen mittelst der Substitution a +'=L 
1 1 B 

D a  hier BO + - = 2 und zl+ - = x = symbolisch (1 0) [Basis des Zahlen- 
au z1 

systems , oder anders gesprochen = 1. z + O],  so erhalten wir den Algo. 
1 

rithmus Po = 2, Pl = (1 0 )  und,  wie leicht einzusehen, Pm+i - 
-.-+ r= - - 

symbolisch (Pm l?,n-l), wo Pm-, statt  - Pm-1 steht. 

Einige Entwickelungen und Anwendungen auF die elementare Algebra sind 
von mir  noch im Jahre 1887 in dem Journ. des Mathém. (Edition Delagrave) ge- 
geben worden. 
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Um z. B. P5 zu berechnen, verfahre man wie folgt: 

1 0 (0) 
Z 

1 0 3 (0) Das heisst: Man füge eine - . . - 
1 0 Nul1 rechts und addire die 

1 O 3 O (O) negativ genommene vorher- - 
1 0 2  gehende Zahl P. 

1 
z5+ - = 1 0 5 0 5 0 = x ~ - 5 2 + x .  

Z" 
Man kann so augenblicklich die Gleichung a5 - 1 = 0 auflosen, da - 

namlich hier P3=102  

1 li, 
d. h. statt der binomischen Gleichung genügt es ,  die quadratische Gleich- 
ung x2 + x  - 1 = O aufzu1Osen. 

Man sieht, wie schnell die symbolische Schreibweise zum Ziele führt. 
Um aber eine vie1 wichtigere Erweiterung dieser Methode zu erhalten, 

betrachten wir z w e i quadratische Symbole a. a, a, (XI niid b, b, b, (y) nach 
x resp. mch  y steigend. Yan  kann das Product dieser Symbole als einen 
Coordinatenausdruck darstellen 

odor ausftihrlich geschrieben : 
(Y) 

und jede weitere Reduction etwa nach x Potenzen ist hier überflüssig, da 
ohne Weiteres kler k t ,  dass jedo horizontale Iieihe nach x von links nach 
rechts, jede verticale Colonne nach y von oben nech unten steigt;  dass 
die Hauptdiagonale \ als Resultante des x = und y ( 1  Steigens nach zy  

steigt und endlich, dass jede zu der Hauptdiagonale normale k7 schiefe 
Reihe eine (homogene) Form der beiden Variabeln bildet. Es  gentigt also 
die D o p p  e l z a  h l  1) auf verschiedene Weisen zu 1 e s  e n ,  um jede gewtinschte 
Reduction, z. B. nach x Potenzen sofort zu erhalten. 
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Setzt man specicll y = x und multiplicirt man nicht nur quadratischa, 
sondern beliebige einfache Symbole, so erhalt man das allgemeinste 
Multiplicationsgesetz der ganzen Punctionen. 

81s Beispiel diene (a + b x + ex' f . . .)'. Da hier die homogenen 
schiefen Reihen i n  Bezug auf die Hauptdiagonale offenbar symmetrisch sind, 
erhtilt man die trianguliire Doppelzahl: 

ae 
2 a b  b2 
Sac  2 6 c  c2 / 
Z a d  2bd Z c d  da  
. . . . . . . . 

welche unmittelbar die Reduction nach x Potenzcn giebt - man mage nur 
nach den erwahnten schiefen Reihen 1 e sen.  

Ganz ebenso werden auch die irrationellen Symbole von der Form 
1 1 2 - 

ABC.. . " (a) d. h. A + BX' + CX' + . . . behandelt, nur muss man den ge- 
meinsamen Nenner der Exponenten suchen und eine gehorige Anzahl von 
Kullen einschalten. Um z. B. 

1.2 JI.3 JzB+jp mit 7 + i / i + 2 f G  

zu mult,ipliciren, verwandle man das Product 

in eine rectangulëre Doppelzahl, was sofort das Resultat 

7 0 1 1 4 2 2 2 1 4 3 3 5 6 5 0 1 0  

d. b. 7 + i/> + etc. . . . + 10 73 geben wiirde. I 
Mittelst analoger Schreibweise kann man die S a  y 1 O r'sche Reihe alç 

eine Erweiterung der L a  g r ange'schen Bezeichnung darstellen. Schreibt 

man nbrnlich (n )  stntt '* und ordnet man nech h Potenzen, so giebt 
f i .  

die T a  y 1 o r  'sche Substitution: 
x+h (0) ( ! )  ... ln) ... 

I f ( 4  = f ( 4  1 
5 

wo (O) (1). . . ( f i )  eine symbolische Reihe oder einen Operations-Symbol dar- 
stellt. 

Da aber ftir zwei Variabeln, z. B. h und k (resp. x und y), die Be- 
am 8 4 - n  

ziehung gilt ah, {L} = 
ahm a k m  

so folgt ohne Weitereu, dass die Sub- 

stitution 
=+h Y +k 

I I ~ ( x , . Y )  
= Y  

der symbolischen Multiplication 
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(0) 
(1) 

(la) 
gleichkommt , wo 

p + n  
(ni) (la) = (m  n) = -- - - 

ahm a7cn m !  l a !  

Es gilt also der Satx: - O0 10 20 ... 
~ + h y + k  01 11 21 ... 

I I f b l  y ) = f b r ; ,  Y) 
x Y 

02 12 22 ... 

und das dürfte wohl der einfachste 13eweis der bekannten T a  y 1 o r  'schen 
Entwickelung fiir zwei Variabelen sein. 

EY soi apecieli die Doppelzahl 
l (4 
O0 10 20 ... 
01 11 21 ... wo art. den Coefficien- 

02 22 22 ... ten von zmyn bezeich- 
net,  . . . . .  

(Y) 
gegeben, dann lautet der T a  y lor ' sche  Satz, nach der obigen Schreib- 
weise dargcstellt : 

= + h y + k  
,,Das Resultat der Substitution 1 1 in  die Doppelzahl wird durch 

3 Y 
die Anwendung eines Operations - Symbols erhalten , der formel1 ganz lihnlich 
der Doppelzahl selbst ~uss ich t .  '' 

Wtinscht man z.R. den Anfang der Coordinaten fur die cuhische Doppelzahl 
O 

a b c d  
(") eu verlegen, so dass 

F =  e f~ 
z + h und y + k statt z 

h i 
und y substituirt werden, 

I j 
(Y) 

so genügt es, den Symbol 00 10 20 30 
01 11 21 
02 12 
03 

anzuwonden und man berechnet sehr leicht das Resultat, indem man z. B. 
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h a t ,  so dass die ganze Operation durch einfacho Multipliaationen der Reilien 
und Colonnen mit 0, 1,  2 ,  3 . .  . und durch einfache Divisionen entsteht, 
und man kann fast ohne Rechnung schreiben 

(Y) 
wo die Coefficienten wieder Doppclzahlen mit h und 76 als Coordinaten sind 
und wo man die Rollen von (x, y) mit denjenigen von (h, 71) umtauschen 
kann. Man kann also gewissermassen von einer ,,Positions-Blgebra" 
sprechen. 

Ein interessantes Erliiuterungs-Beispiel bieten auch die B e r n o u i l l i -  
schon Zahlcn und die B e r  n O u i 11 i'schen Functionen. Der Ktirze wegen 

B 
werden wir A, = + 2,  A, = - B3 - . S. W. ,,roduoirte Bernouil l i ' sebs 2! 4! 
ZahlentL nennen. 

Die Definitionsgleichung (S. z. B. S c  h l 6 m i  l c  h's Compendium Bd.I1,218) 
v 1 1 
- = 1 - - v + 5 v2 -. . , etc. , wenn man fiir - einfaoh (rn) schreibt, 
eu - 1 2 21 m! 

giebt , symbolisch geschrieben (steigende v = Symbole) 

Also giebt das für convcrgircnde Reihen giltige Multiplicationsgesetz 
der Symbolzahlen: 
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Nun bemerken wir,  dass ein System von lz liuearen Gleichiingen am 
zweckmassigsten in folgender Weise: 

1 = 

. . . . . . . . 
m, m, m. I n. 

dargcstellt werden kaiin. 
Jetzt lcse man die Gleichungen 2) nach schiefen Reihen l(r und 

bemerke, dass A,  = 1, dann erhalt man das Gleichungs-System 

A,1 Ao2 A03 ... A 
wo A, 2 für  A, (2) =- 

A,] A12 A13  ... 2! 
u. S. W. steht. 

A,1 A,2 A,3 ... 

1 1. 
wo n statt - steht und 11 = - -- bczeichnet. Um jetzt AÎn independent 

l z !  Tb! 

I . . . . . . . . 

su berechnen, bemerke man,  dass A2,,-, bei n >  1 glcich Nul1 ist (was 
man leicht beweisen kann ,  da in dem Zahler, der eine Determinantenform 
hat, zwei gleiche Colonneu oder Reihen hervortreten), und, d e  die Nenner- 
determinante 1 1 00  ... 1 

1 . .  . . .  I 
erlialt man z. B. fur A, den abkürzend geschriebeoen Ausdruck: 

BO ist auch die Unterdeterminante 

2 1 O 1 0 3  1 
321 Null, a lsois t  A,= I L I  
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und allgernein 1 1 0 0  ... 0 3 1 

Mittelst analoger Betrachtungen findet man für  die B e r n  oui11 i'sche 
F u n c t i o n  g?(,z, rn) oder vielmehr ftir die r e d u c i r t e  F o r a  a(&, va) 

"(B< das Gleichungs - Systern : 
m !  

A2n = 

Vergleicht man aber mit dem A-Systeme, so giebt des sofort 

A(k) = 1 0 ( ,  k) , wo sber , da k eine Sub- 
1 stitutionsvariable ist, 

2 1 0  ... 0 4 
3 2 1  ... O5 
a . . . . .  

2n-2 1 %  
2n-1 2 2 a + l  

. -  
(k-l)!  man nicht etwa @ in 

1 
2n-2=--- 

(212-2)! 
- - 1 
27% =- 

Zn! 
U. S. W. 

Factoren zerlegen kann. 
Speciell ha t  man z. B.: 

1 -- 
k !  

A ( k ] =  1@(kyk) -  
1 
2'+-1(7c - 1) ! 

Urn die allgemeiue Substitutionsformel zu priifen, nehme man z. B, 

- z g 3  + zZ 
CD4 = 

1 
und substituire - 7 

4 !  5 .  
1 , dann 1 u. S. W., 

z4 z3 
4! 5 

-6f15-10 
W as 

' 1 
7 20 

- - = A ,  geben würde. 
7 20 

Es sei zum Schlusse bemerkt, dass die meiaten Eliminationsmethoden, 
insbesondere die von S y l v e s t e r ,  E u l e r  und C a y l e y ,  aus der ange- 
gebenen Sclireibweise für das System der Gleichungen und aus der Multipli- 
cation mittelst Doppelzahlen sich unmittelbar ergeben, was keiuer beson- 
deren Erlauterung bedarf. 
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Kleine Beitrage zu den Anwendungen' der Methoden 
von Grassmann.' 

Von 

R. MEHMEE 
In Darmstadt. 

1. Ueber die Projection eiiier Raumenrve von eiuem ihre r  punkte aus. 

In B o  k l  e n's Mathematisch - naturwissenschaftlichen Mittheilungen, 
EIeft III, S. 82, 1886, hat inein Freund W. F r a n z  M e y e r  bewiesen, 
dass, wenn man eine Raumcurve C von einem ihrer Punkte p aus auf 
cine Ebene E projicirt, die beim nothwendigen Zerfallen der Projections- 
curve sich absondernde Gerade koine bestimmte, sondcrn eine, durch dio 
Spur der in p an C gelegten Tangente T mit der Projectionsebene gehende, 
im Uebrigen aber noch willkürliche Gerade kt. *" 

Es sol1 ein neuer Beneis für  diesen Satz gegeben werden. Ein ver- 
anderlicher Punkt x  der Curve lasst sich in  der Form 

~ = p + 1 ~ . ~ 2 + t " . p , + . . .  , ( A < Y < . . . ) ,  

darstellen, wo t eine verlinderliche Zahlgrosse bedcutet. Der Punkt p~ 
liegt auf der Tangente T; man hat  A = 1, falls p ein gewohnlicher oder 
wcnigstens kein stationzrer Punkt  von C id.*** 

Wenn 6 eine sehr kleine Zahlgrosse und a einen willkürlichen Punkt 
bezeichnet, so stellt c = p  + 6.a 

einen in sehr grosser Nahe von p (und-zwar auf [ p u ] )  liegenden Punkt  
vor. Diesen Punkt  nehme man zum Projectionscentrum. Die Projection 
von 2: auf 3 heisse F, daun wird 

* Vergl. H. G r  a s  s m a n n ,  Ausdehnungslehre, Berlin 1862, namentlich Ab- 
schnitt 1, Cap. 5. Ferner : P e a n O ,  Calcolo geometrico secondo I'Ausdehnungs- 
Iehre di B. Grassmann, Torino 1888; E. W. Hyde ,  the Directional Calculus, bascd 
upon the methods of Iierrnann Grassrnann, Boston (U. S. A.),  1890; P e a n o ,  Die 
Grundzüge des geometrischen Calculs, deutsch von A. S c h e p p  , Leipzig 1891. 

** Vergl. auch B a u c k ,  ,,Deber den Begriff der Projection einer geraden Linie", 
diese Zeitschr., Jahrg. 36, S. 379, 1891. 

'** Vergl. Henry  F i n e ,  On the singularities of carves of doubla curvaturo, 
American Journal of Matheruatics, t. 8, numb. 2. p. 156, 1886. 

Zeitschrift f. Mathemstik n. Phyaik XXXVII, 5. 20 
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~ = [ C ~ E ] = [ ( ~ $ ~ . ~ ) X E ] = [ ~ X E ] + ~ . [ ~ X E ] ,  
oder, wenn man für x den der ersteu Gleichung entnommenen Rer th  ein- 
setzt und die Abkürzungeu 

[PP~E]=P '~ ,  [ ~ p ~ E ] = p ' ~ , . . . ,  
[ a p E ] = q ,   PAX] = p 2 ,  [ a p p E j  = q p ,  ... , 

gebraucht : - 
x = t ' . p ' ~ + t " . ~ ' , +  ...+ ~ J . ( ~ + t ' . ~ ~ + t r . ~ ~ + . . . ) .  

Man mrtche nun 

t = k ~ ,  6 = s A ,  

wo E eine sehr kleine Zahlgrosse, k eine willklirliche, aber endliche Zahl- 
grosse bedeuten soll. Dann kommt: - 
X =  E~ (JC2.pPl +Y) + EP (@.plp+ ...)+ ( k ~ .  q A  + ~ p - ' k @ . ~ ~ + . . . ) .  

Man sieht, es Iasst sich E so klein, d. h. das Projections-Centrum in 
solcher Nahe von p annehmen, dass : dem Punkte (k2 + q) EO nahe 
kommt, wie man will. Weil k veriinderlich ist , ço stellt ( k L . p ' ~  + p) die 
(A-fach zu denkende) gerade Linie [ p ' k q ]  vor, welche daher nach dem 
Zusammenfallen des Projections-Centrums mit p zur Projection der Raum- 
curve C auf E gehoren wird. Von den beiden Punkken pf l  und p dieser 
Geraden fallt der erste (wegenpB2= [ p p ~ E ] )  in die Projection des Punktespl 
von p auf E, oder weil p l ,  wie oben bemerkt, auf der in  p  an C gelegten 
Tangente sich befindet, in die Spur dieser Tangente mit der Projections- 
ebene; der zweite i s t ,  ebenso wie der Punkt a ,  dessen Projection er bildet, 
unbestimmt. Man kann die sich absondernde Gerade offenbar a18 die Spur 
der Ebene [ p p L a ] ,  und diese als dieverbindungsebene der Tangente T= [ppn] 
mit der unbestimmten Geraden [ap] betrachten, welch' letztere den Weg 
bezeichnet, auf dem das ursprünglich nicht in der Curve liegende Projec- 
tions-Centrum c dem Punkte p sich nlhert.  

II. Verallgemeinerung: Transformation einer durch einen ,,Fundamental. 
punktt* gehenden Cnrve. 

- 
Die Projection x eines Punktes x von dem Centrum c auf die Ebene E 

wird durch die Gleichung 
;= [ C X E ]  

geliefert. Setzt man in derselben x =? c ,  so kommt 

Dem Centrum einer Projection verglciehbar ist  dnher bei einer durch - 
x = f ( z )  

gegebenen beliebigen Punkt-Transformation jeder Punkt  c ,  welcher die 
Bcdingung 
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erfüllt. Einen solchen Punlit wollen mir einen Fundamentalpunkt der 
betreffendcn Transformation nennen. Verschwinden auch noch die ( m  - 1) 
ersten, aber keine h6heren Ableitungen von f (x) nach x identisch fiir 
x = c ,  d. h. ist 

f'(c) = O ,  f "(c) = O, . . . f ("-l](c) = O ,  

dagegen f ( n ) ( c )  nicht Null, so m6ge c ein Fundamentalpunkt nter Ordnung 
jener Transformation heissen. 

Untersuchen wir nun, in welcher Weise die Transformirte einer 
(ebenen oder raumlichen) Curve C zerfiillt, wenn ein Punkt  p derselben 
mit einem Fundamentalpunkt der Ordnung der angowendeten Trans- 
formation zusarnmenrückt. Der Abwechslung wegen sol1 dieses Mal der 
Fundamentalpunkt als fest angesehen, die Curve dagegen verschoben 
werden. Angenommen, die Curve C habe , nachdem die Verschiebung 
zuletzt in der Richtung der (mit der Lange Eins versehen ge- 
dachten) Strecke a erfolgt war ,  ihre endgiltige Lage erreicht, d. h. es 
sei p  zu einem Fundamentalpunkt nt01 Ordnung der Transformation ;= f ( x )  
geworden. Ein veranderlicher Punkt  x der Curve, dem wir den Maass- 
werth oder das Gewicht Einii beilegen wollen, sei, wie unter Nummer 1, 
gegeben durch 

z = p + t " . p i l + ~ ~ . p , + . . .  

Denken wir uns jetzt die Curve wieder um einen sehr kleinen Be- 
trag 6  riickw%rts geschoben, dann kommt x in die Lage 

x d = z - a . a  

zuriick. Dieser Punkt wird durch die Transformation ûbergeführt in 
# 

$d = f ( x  - 6 .a)  = f ( x )  - 6 . f ' ( x ) a .  

Es  ist aber, wegen 

f ( p ) = O ,  f ' ( p ) = O ,  f " (p)=O,  ... f (" - ' ) ( p )=O:  

f (s)  = f ( p + t 1 . 2 3 1  + ~ P . P C + . . . )  

tfi " = q . f ( " ( ~ ) ~ n n  + . .. ; 
la- 
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Die durch Punkte angedeuteten Glieder haben sammtlich Potenzen 
von E zu  Factoren, deren Exponenten grosser a19 nrl sind. Es kann daher 
c so klein, oder, mit anderen Worten, die Curve in  solcher Nahe ihrer 
Endlage angenommen werden, dass der Punkt  G8 dem Punkte 

A [ni (k . f  (P)PL" - ~ . f c n ) ( p ) p n n - ' a )  
so nahe kommt, wie man will. L8sst man k sich verandern, so durch- 
lauft dieser Punkt  die (wegen des Auftretens von ka A-fach zu denkende) 
Verbindungsgerade der Punkte 

f c n )  (p)pnn und f(") (p)pln-' a ,  

von welchen der erstere bestimmt, der letztere aber unbestimmt ist, weil 
e r  von der willkh-lichen Richtung der Strecko a abhxngt. 

Wir  haben soeben nachgewiesen, dass von der transformirten Curve 
eine Gerade sich abspaltet, welche durch einen bestimmten Punkt geht, ohne 
jedoch vtillig bestimmt zu sein. Es  bleibt noch die Frage zu beantworten, 
ob diese Gerade innerhalb eines Strahlenblindels unbestimmt, oder ob sie 
(wie in dem unter Nummer 1 behandelten besonderen Falle) auf cine be- 
stimmte Ebene beschriinkt ist. Letzteres trifft, wie sich zeigen wird, 
allein zu. 

Bezeichnen wir zur Abkiirzung mit L den Lt ickenau~d~uck  f(")(p) pln-', 
der nach Ausflillung seiner einzigen Lücke durch einen Punkt wieder in 
einen Punkt  tibergeht, also cine lineare Transformation (Collineetion) vor- 
stellt, so erbalten wir für die beiden Punkte,  deren Verbindungslinie die 
in  Rade stehende Gerade i s t ,  die Darstellungen 

L p d  und La. 
Es handelt sich jetzt darum, zu beweisen, dass, wenn fur a der Reihe 

nach drei beliebige, aber unabhiingige Strecken a,, a,, a, gesietzt werden, 
die hcrvorgehenden Punkte La,, La,, La, mit dern Punkte Lpl in einer 
Ebene liegen. 

Zuerst sol1 gezeigt werden, dass Lp verschwindet. 
m i r  miissen davon ausgehen, dass f ( x )  eine homogene Function ist. 

Multiplicirt man  namlich den Punkt  z mit irgend einer Zahlgrtisse G ,  wo- 
durch e r  seine Lage nicht andort,  so darf natürlich auch der zugcordncte 
Punkt ;= f (x)  seine Lage nicht iindern, d. h. es muss eine Gleichung der 
Form f ( ~ 4  = Z f ( 4  

bestehen, worin die Zahlgr5sse r von u ,  aber nicht von x  abhangt. Leitet 
man diese Gleichung nach ci ab und setzt nachher G = 1, so kommt bei 
Anwendung der Abkürzung 
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f ( + = v f ( x ) ,  
und hierauv folgt durch (m - 1)-malige Ableitiing nach x :  

f'"' (x) x = (v - 12 + 1) pn-l (2). 

Setat man hierin p an Stelle von x , so ergiebt sich (wcgen f ("-') (p) =O)  

~ ' " ' (PIP  = 0, 
oder nach Miiltiplication mit 

f("' (p) ppln -1 = f("' (p)pLn-'p = Lp = 0. 

Es ist jetzt leicht zu erkennen, dass die Lage des Punktos LpA allein 
von der in p a n  die Curve C gelegten Tangente, nicht von der zufalligen 
Lage des Punktes pl auf dieser Tangente abhiingt. Denn ersetzt man 
letzteren Punkt durch irgend einen anderen auf der Tangente, etwa 

C I = P + @ . P A ,  
so kommt 

L ~ = L P + ~ . L P I = ~ . L P I ,  
welcher Punkt mit L p A  zusammenfallt. Wir dürfen daher nnnehmen, dass 
pl ein endlicher Punkt sei,  in welchem F a l k  dieser Punkt  und die 
Strecken a , ,  a2, a, linear unabhiingig s ind,  also p aus ihnen liiiear ab- 
geleitet werdcn kann. Man schreibe etwa 

p = a . p ~ + o r , . a , + a , . a , + o r , . a , .  
Durch Multiplication mit L folgt hieraus 

L ~ = O = Z . ~ ; P ~ + U , . L ~ , + U , . L ~ ~ + U ~ . L ~ ~ .  
Demnach liegen dio vier Punkte L p A  , La,, La,, L a ,  in einer Ebene, 

W. z. b. W.' 

Die Ergebnisse zusammenfassend , konnen wir sagen: 
B e s i t z t  e i n e  P u n k t - T r a n s f o r m a t i o n  e i n e n  F u n d a m e n t a l -  

p u n k t  ( b e l i e b i g e r  O r d n u n g )  p l  u n d  w e n d e t  m a n  d i e s e  T r a n s -  
f o r m a t i o n  a u f  e i n e  d u r c h  p g e h e n d e  C u r v e  C a n ,  s o  z e r f a l l t  
d ie  T r a n s € o r i n i r t e ,  i n d e m  ( g l e i c h g i l t i g ,  o b  C i n  p e i n e n  g e -  
w o h n l i c h e n  o d e r  e i n c n  s i n g u l a r e n  P u n k t  h a t ) ,  e i n e  G e r a d e  
s ich a b s o n d e r t ,  w e l c h e  i n  e i n e r  b e s t i m m t e n  E b e n e  l i e g t  u n d  
d u r c h  e i n e n  b e s t i m m t e n  (von  d e r  i n  p a n  C g e l e g t e n  T a n g e n t e  
a b h a n g i g e n )  P u n k t  g e h t ,  i m  U e b r i g e n  a b e r  n o c h  w i l l k i i r l i c h  i s t .  

Es ist im Vorhergehenden von den Fallen abgesehen worden, in  
welchen die zu transformirende Curve C in p eine Fundamental-Linie oder 
Fiindamentalfiache der Transformation (d. h. eine von Fundamentalpunkten 

* Man beiuerkt, dass L eine ansgeartete Collineation liefert, bestehend i n  
einer Projection oder einer Aufeinanderfolge von solchen, mit p ale ersteni 
Centrum. 
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erfiillte Linie oder Flache) beruhrt oder osculirt. Obwohl die Untersuch. 
ung auch in diesen Ftillen mit den oben angewendeten Hilfsmitteln ohne 
Schwierigkeit sich durchftihreli Iasst, so wollen wir doch, um nicht zu 
weitlaufig zu werden, davon hier absehen. Es werde nur bemerkt, dass 
in  den erwahnten Pallen die sich absondernde Gerade unbeutimmt zu sein 
aufhoren, oder ganz in WegTall kommen kann. 

Die verwandte Frage, wie die Transformirte einer durch einen Fun- 
damentalpunkt p gehenden Flache zerftillt, kann entsprechend behandelt 
werden. Man findet, dass im Allgemeinen eine Ebene sich absondert, 
welche durch eine bestimmte (von der in  p an-die gegebene PlSclie gelegten 
Tangentenebene abhangige) Gerade geh t ,  im Uebrigen aber unbestirnmt 
bleibt. 
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N a c h s a t z  
zu dem 

Beitrag zur  systematischen Behandlung der ebenen 
Bewegung starrer Systeme. 

Prof. Dr. RODENBERQ 
in Hannover. 

(Siehe diese Zeitschrift Jahrg. 1892 4. Heft S. 218flgg.) - 
Auf S. 226 und 227 der in  Rede stehenden Arbeit habe ich gezeigt, 

dass eine Gruppe von 372 - 5 Normalstrahlen, welche eine Tn bestimmt, 
stets eine Gruppe von 3 p  - 5 Strahlen aufweist, welche eine bestimmt, 
wo p 2 11 ist; und weiter, dass die 3 ra - 4 zur Bestimmung der Pol- 
configuration Iln nothwendigen Strahlen stets solche 3 p  -4  aufweisen, 
welche eine 1 7 p  bestimmen, wo p < - 13 ist.* Diese Thatsache veranlasste 
mich zu der Behauptung, dass nun auch die Construction der r" und IIL3 
aus den nachgewiesenen Normalstrahlen mit den grossten wesentlichen 
Schwierigkeiten verknüpft sei , indem ich annahm , dass bei ungünstigster 
Wahl der Bestimmungsstücke diese Schwierigkeiten mit der Systemzahl ent- 
weder wachsen oder sich gleich bleiben müssten. Diese Annahme erweist 
sich als nicht vollig zutreffend, man kann nümlich noch Gruppen von 
h'ormalstrahlen zu zehn und elf Systemen bilden, bei welchen das auf 
S. 237 zur Bildung der r und 17 angegebene Verfahren einer Erweiterung 
bedarf. Daher m6ge es erlaubt sein, noch einmal auf den Gegenstand 
zurück zu kommen. 

Die starre Verbindung von n Systemen, das einfache Fachwerk, wird durch 
3n - 3 = 3 (n - 1) hiihere, nicht ewangliiufige Elementenpaare (S. 221) bewirkt. 
In der Riga'schen Industrie-Zeitung 1891 Nr. 7 und 18 ist gezeigt, dass unter 
jenen Elementenpasren stcts 3 ( p  -1) solche vorhanden sind, welche die starro 
Verbindung von p jener Systeme bewirken, wo p C 15 ist. In der gegenwartigen 
Entwickelung ist der geometrische Ausdruck ,,Normal~trahl~' anstatt ,,Elementen- 
paar" der Gleichmassigkeit wegen beibehalten, obgleich keine Bewegung mehr mog- 
lich ist. Ein Fachwerk von unbestimmter unendlich kleiner Verschiebbarkeit liegt 
For, wenn die 3(n -1) Strahlen einer rn angehoren, und d a m  treten auch diese 
Normalstrahlen in ihrer urspiünglichen Bedeutung wieder hervor. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



312 Nachsatz z. d. Beitrag zur system. Behandlung der ebenen Bewegung etc. 
p----p-- 

Wir beginnen mit den T" und erinnern daran,  dass das Auftreten 
eines Systems, welches mit den tibrigen nur  durch die Minimalzahl von 
drei Normalstrahlen verknüpft ist, keine wesentliche Erhohung der Schwierig- 
keit in  der Herstellung von rn herbeiführen kann ,  da naüh 3)  die rn aus 
der P - 1  der übrigen Systeme, welche schon bestimmt k t ,  leicht abgeleitet 
werden kann. Andererseits kann - und das war nicht ausreichend be- 
achtet - die Anzahl der Normalstrahlen, welche ein System mit anderen 
verknüpfen, mit wachsendem lz beliebig weit getrieben werden, wie schon 
die Gruppe auf S. 226 beispielsweise zeigt. Denkbar ist  also die folgende 
Gruppe von a .  b Strahlen zu a + b Systemen: * 

I l , a + l  2 , a + l  3 , a + l  ... a , a + l l  

11, a + b  2, a + b  3, a + b  a ,  a + b l  

Die Annahme, a oder b sei gleich 3 ,  ist  nicht zu berücksichtigen, da 
sie auf die S. 226 angegebene Gruppe, nennen mir sie Ga",  îührt. Zur 
Bestimmung der ratb dieser Systeme sind 3(a  + b) - 5 Normalstrahlen 
nothwendig, und cs k6nnen d a h r  dio drei FSillo 

< 3 ( a +  b) - 5 = a b  > - 

eintreten. Im ersten Falle ist für die gewiihlten Zahlen offenbar die Gruppe 
unmoglich a l  s g eg e b e n anzunehmen , im zweiten bestimmt sie genau PtL. 
Im dritten konnen die überschlissigen Normalstrahlen - setzen wir ihre 
Anzahl 3 (a + b) - 5 - a b  = c -- noch zur Heranziehung von c weiteren 
Systemen benutxt werden, indem wir von jedem Systeme 3 + 1 = 4 Strahlen 
in Bezug auf 4 der a + b Systcme gcben; denn dann ist die î a + b f c  Be- 
rade bestimmt, da mit dem Anschlusse jedes der c Systeme sich die An- 
zahl der Iiberschussigen Normaistrahlen um eins verringert hat. 

I m  Falle a oder b = 4 is t ,  hat  ersichtlich nur  c = O  einen Sinn; sind 
C 

a und b grosser als 5, so k6nnte man noch von i- Systemen je  fiinf Normal- 
2 

strahlen geben, u. S. W. Aber derartige Ueberlegungen erweisen sich als 
unnothig, da a und b innerhalb ganz enger Grenzen liegen. Wir seteen jetzt 

3 ( a +  b ) - j = a  .i,+ c... a ,  b ) 3 ,  

und losen nacli einer der Grossen a und 6, etwa b ,  auf: 

Ni t  der folgenden Substitution der Werthe a = 4, 5, . . . bat man nun 
so lange fortzufahren, bis b 7 a  wird, da hohere Werthe dann wegen der 
Symmelrie der Gleichung in Bezug auf a und b nichts Neues liefern. 

* Da keine Verwechselung mit Polen eiutreten kann, ist der Strich in der 
Bezeichnung des Normalstrahles ik weggelassen. 
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a=4 ,  b x 7 ,  c = O ,  a + b = w s l l  ergiebt die Gruppe 

1 l5 25 35 45 1 

GylO.. 
17 27 37 47 . ... I . . .  ... ... 

Gp 

/ l x  2 X  3 X  4 X  5 X  1 
Hier i s t  die Construction von Po aus Gy1' entschieden schwieriger 

als diejenige von Tl1 aus GUI1 oder Gpu; denn in Gy1' liegen von den 
ersten sechs Systernen niir fiinf Normalstrahlen var ,  wzhrend in Ga1' deren 
zehn, und in GpI1 deren acht voshanden sind. Die Construction von r 1 0  

geschieht nach Analogie des auf S. 227 mitgetbeilten Verfahrens durch 
nillkiirliche Wahl von 13 - 5 = 8 Strahlen der ersten sechs Systeme, 
welche die Ermittelung einer I"%rm6glicht. Diese führt d a m  nach 
Eeranziehung von 1 7 ,  27, 37, 47 zu einer IIf7. Um 57 zu berücksich- 
tigen, wiederhole man das ganze Verfahren unter A b h d e r u n g  der gewahlten 
acht Strahlen, wodurch eine zweite nW7 gewonnen i s t ,  deren Verknüpfiing 
mit II'' zu einer 1"' führt,  und diese bestimmt im Verein mit 57 eine ZI"'7, 
welcher die sammtlichen Normalstrahlen der sieben ersten Systeme an- 
gehoren. Nun ist behufs Gewinnung einer zweiten Configuration deïselben 
Art das ganze Verfahren zu wiederholeu, und die Verkntipfung beider Il7 
fülirt denn endlich zu einer T" '~ ,  der die s h m t l i c h e n  Norrnalstrahlen der 
sieben ersten Systeme angehoren. I n  gleicher Weise ha t  man fortschreitend 
auch die folgenden drei Reihen einzuflechten. Da das e t p s  einfachere 
Verfahren der Rildung von ri' aus Gpll geniigend durch das soeben 
Erorterte gekennzeichnet is t ,  so gehen wir nicht naher darauf ein, 

Eine niihereUntersuchung verdient hingegennoch die Gruppe Pn von 3% - 4 
Norrnalstrahlen, welche eine Un und diejenige Sn von 3(n-1) Normalstrahlen, 
welche ein einfaches Fachwerk bestimmt. Die Bestimmungs-Gleichung 1) a i r d  

da in 1) offenbar nur  die auftretende Zahl 5 durch 4, bel. 3 ersetxt zu 
werden liraucht. Die sich ergebenden Gruppen >ind diese:* 

a = 5 ,  b = 5 ,  c = O ,  a +  b=n=10 ergiebt die Griippe 

1 16 26 36 46 66 1 

16 26 36 46 

. . . . . . . . . . . .  

Hierzii kommen d a m  noch, der Entwickelung auf S. 227 entsprechend, Pal3 

und Saf5, letztere aus Pe13 duïch Beifiigung der Strahlen 
i X I V  2XIY 3XIV XV 

hervorgehend. I X V  2XV 3XV 

1 

1XT 2x1 3x1 4x1 
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1x1 2x1 3x1 4x1 1 
1x11 2x11 3x11 4x11 1 

Werfen wir  noch schliesslich einen Blick auf die geschlossenen Glicder- 
vieleckc, welche i n  kinematischen Kctten und Fachwerken auftreten. Unter 
einein solchen Vieleck wird eine Griippe von Gliedern verstanden, von denen 
ein beliebiges mit zweien der tibigen, aber nur  mit diesen, durch je ein 
kinematisches Elementenpaar verbunden ist. Beim alleinigen Aiiftreten von 
hoheren, nicht zwanglüufigen Elementenpaaren ist das Gliedervieleck durch 
den Cyklus 
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ik, k l ,  lm, ... si 
von Normalstrahlen gekennzeichnet. Die Minirnalzahl von Strahlcn, welche 
cin solcher Cyklus in Pal%nd Sa15 fasst, ist drei, wie z. B. 14 ,  45, 51 
zeigt ; bei allen übrigen Gruppen ist diese Zahl vier , wie z. B. 14, 42, 25, 51. 

Sollen andererseits nur Drehpaare auftreten, so ist die Gliederverbind- 
ung aus der gefundcnen nach S. 222 durch EinschaIten eines neuen Gliedcs 
für je ein beseitigtes hoheres Paar  herzustellen; d. h. aus einem Glieder- 
drcieck wird ein Sechseck; aus eincm Vicrcck wird cin Achtcck. Polglich: 
Enthalt eine zwangliiufige hinematische Kette oder ein einfaches Pachwerk 
nur hohere, nicht zwanglaufige Elementenpaare, und tritt  kein Glieder- 
dreieck auf, so ist  eine Reihe von Gliedervierecken vorhanden; kommen 
andererseits nur  Drehpaare vor und t r i t t  kein Gliederviereck, - flinfcck, 
- sechseck, - siebeneck auf, so ist eine Reihe von Gliedcrachtecken vorhanden. 
Hicrnach ist das a. a. O. in der Riga'schen Industrie-Zeitung gegebene 
Rcsul t~t  abzuiindcrn. 

B a n n o v e r ,  den 16. August 1892. 
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XV. Schnittpnnkte einer  Geraden mit einer  Cnrve 2te7 Ordnung 

u n d  Tangenten ana einem Punkte. 

Die Curve Star  Ordnung sei wie in der Mittheilung X des 3. Heftes 
durch einen Brennpunkt O, seine Directrix (d) und H gegeben. 

Wir  bcschreiben aus O mit beliebigem Radius einen Kreis. Derselbe 
entspreche dem gcgebenen Kepelvchnitt in einer centrischen Colliueation, 

welcho O zum Centrum und d zu 
einer Gegenachse hat. Dann sind 
B H l  ein entsprechendes Punkte- 
paar. Die Tangente t in H an 
den Kegelschnitt - d. h. die Linie 

- trifft die Tangcnte t,, 
welche in  Hl den Kreis berührt, 
i n  einem Punkte S der Collinea- 
tionsachse S. Somit ist diese und die 
Collineation beutimmt. Wir zeich- 
nen in ihr zu der gegcbenen Ge- 
raden ND die entsprechendti. Sie 
geht durch N ,  ist parallel zu 0 1) 
und schneidet den Kreis in zwei 
Punkten P, QI, deren entsprech- 
ende die gesuchten Schnittpunkte 
PQ sind. 

Sollen die Tangenten aus 

einem Punkte A a n  den Kegel- 
schnitt gezeichnet werden, so 
suchen nir zu A den entsprcchen- 
den Punkt  A, (der Linie G A  

entspricht eine Parallele zu Off). Wir ziehen aus A, die Tangenten 
a n  den Kreis. Ih re  correspondirenden gehen durch A und berühren den 
Kegelschnitt. 

Z ü r i c h .  Dr. BEYEL. 
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XVI. Die kleinste Ablenkung im Priama. 

Wenn es auch hieriiber nicht an Beweisen gebrieht, synthetischen und 
analytischen*, so will ich doch den mir jüngst beigefallenen synthetisch- 
analytischen Beweis mittheilen, der mir durch die nach R a d  a u  benannte 
Methode der Darstellung des prismatischen Strahlenganges eingegeben wurde, 
wie auch L o m m e l  im Jahre 1875 einen auf diesem Wege gefundenen Re- 
meis in dieser Zeitschrift Bd. 20 ,  S. 212-213, mitgetheilt hat. 

Ich gehe vom symmetrischen Durchgang des Lichtes durch's Prisma 
aus, für welchen das zu beweisende Minimum existirt. IIierbei entsteht 
das Deltoid OABC, welches aus den gleichschenkligen Dreiecken OAC 
und BAC zusammengesotzt kt ; 0 A ist der einfallende , OB der gebrochene 
Strahl, O C  die Richtung des austretenden Strahles ; ABC = y ist dcr 
brechende Winkel, A O C  = 8 der Ablenkungswinkel. Fiir einen Nachbar- 
strahl OB, unterhalb OB ist. ALBI 1 1  AB kleiner als AB, weil die Schraffe A,B, 
der rnittleren kleinsten Schraffe des in  der zweiten Figur dargestellten 

Fig. 1.  

P 

Halbkreisringes niihcr liegt. Aus demselben Grunde ist aber B, Cl 11 B C 
grosser als B c .  (Im vorletzten Falle giebt die Verlangerung von 08 der 
ersten Figur die kiirzeste Schraffe a b ,  im letzten FaIle die Verlangerung 
von OC). Der vorletzte Unterschied x ist absolut kleiner als der letzt-, 
genannte y ,  wie aus der ersten und zweiten Figur erhellt, da von derselben 
Scliraffe aus das eine Mal naher eur kleinsten, (las andere Mal weiter weg 
von der kleinsten gegangen wird und die Schraffendifferenz zusehends wachst. 

Es ist also 

AlC12= ( A B - B ) ' + ( B C + ~ ) ~ - ~ ( A B - ~ )  (BC+y)cosy 
und 

* lm Jahrgange 1890 des Repcrtoriums der Physik, S. 177 und 178, hiilio 
ich bei ahnlicher Gelegenheit einschlagige Arbeiten erwahnt. 
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woraus 
A , C , e = A C B + 4 A B ( y - x ) s i n a ~ 2 ,  

d. i. A, C, > AC, somit auch bei O der Centriwinkel 6' > 6. 
Ftîr einen Nachbarstrahl OB, oberhalb O B  wird geradeso x > y und 

A,CZ2= A C a +  4 A B  (x- y) sin2?,. 

Demnach ist der Minimalwinkel A OC erwiesen. 

1. Z u s e  tz :  Dtass der Minimumstrahl innerhalb des Prismas den Winkel 
aller vom Punkte O aus durchgangsfihigen Strahlen halbirt, wovon ich im 
Jahrgange 1883 des Repertoriums gehandelt, sieht man auf obige Art 
6 0  zu sagen ohne Weiteres ein. 

2. Z u s a  t z :  Das Kürzeste, was ich als zum fraglichen Minimum ge- 
h h i g  bisher gelesen, steht im l. Heft des neuesten Jabrganges der Zeit- 
schrift für phys. u. chem. Unterricht, S. 43, abgedruckt aus der englischen 
Zeitschrift ,NatureU vom Jahre 1891 uiiter dem Namen R i r k b y .  Die 
beigegebene Figur  bringt nur  das Dreieck POQ und P OQ' (S. oben Fig. l), 
mobei 0 Q  ein oberhalb des in  meiner Figur symmetrisch durchgehenden 
Strahles gelegener und O& ein unterhalb gelegener Strahl sein soll. Und 
zwar sind beide so gewahlt , dass A PO Q A PQ'O, also 

PO2 = PQ.PQ'. 

Alsdann heisst es: Wenn Q mit Q' zusammenfiillt (mie in meiner 
Figur) ,  so wird PO = PQ. Allein claraus schon das Minimum oder 
Maximuin zu erschliessen, geht meines Erachtens nicht an ; die Entschcidung 
zwischen den beiden Letztgenannten wird dabei ausdrücklich dem Versuclie 
überlassen. A. KURZ in Augsburg. 

XVII. Der f ragwurd ige  dr i t t e  Regenbogen. 

I n  der Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen Unter- 
richt,  J. 1880, S. 72, berichtet H e i l e r  m a n n  denselben gesehen zu habeu 
und giebt 41° und 46' als halbe Oeffnungswinkel x der Lichtkegel an, deren 
Spitze irn Auge des Beobachters und deren Basis der rothe und der violette 

-Saum dieses Bogens seien. S c h e 11 b a c  h dagegen nennt als Resultate der 
Rechnung in dem Texte der von ihm und E n g e l  herausgegebenen Leich- 
nungen 37' und 42' (,Darstellende Optik ', Halle 1856, H. W. Schmidt ) .  

Sind i und r der Einfalls- und Bïechungswinkel an der Wasserkugel, 
so ist  wegen der drei R,eflexionen innerhalb der letzteren 

w = n + i - 4 r  

und es  ergiebt sich ftîr Roth (n. = 1,330) der Einfallswinkel i aus der Gleichuug 

16 - 1 ,3N2 = 15 sina i als i = 76O55' und r  = 47'5'. 
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Fur Violett (n= 1,345) gantîgt es boi don drei Decimalen geradezu*, 
wenn man 1,345e = 1 ,%Oa - 2. l,33O.OlOl5 annimmt (0,015e weglasst), 
woraus bezw. i = 76 35' und r = 46O 19' oder rund 46'20'. 

Folglich ist für Roth 2 w = 137'10' und fiIr Violett 2w = 142'38' oder 
rund 142'40' und der genannte halbe Oeffnungswinkel bezw. 42'50'und 37'20'. 

Dieser Winkel Gffnet sich zur Sonneilseite hin. Heilermann spricht 
die Ansicht aus, dass man den dritten Regenbogen wohl meist auf der falschen 
Seite (suf welcher wirklich der erste und zweite Regenbogen sich befinden) 
gesucht und dass darum nur ein einziger Beobachter, der schwedische 
Physiker B e r g  m a n n ,  den dritten Bogen bisher gesehen habe. 

Da ich noch nirgends eine Construction für den dritten Bogen vor- 
fand, so habe' ich eine solche angefertigt, für den mittleren (grünen) Strahl. 
Ich wahlte dafür 40° als halben Oeffnungswinkel z, also 140' für 2 w .  Da- 
bei fand ich, in dem Bestreben, die Construction einfach zu gestalten, dass 
das Deltoid mit dem einen Winkel 140° und dem andern I l i 0  (4 von 90') 

* Vergl. auch meine ,,RlementareDarstelliing des (1. u.2.) Regenbogenli" imRep. 
d. Phys. v. J. 1891, S.311-314. Und L o m m e l  desgl. i n  d i e s e r  ,,2eitschrift1', Bd. 20, 
S. 216-220. 
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im Centrum noch ziemlich genau mit den oben berechneten Zahlen stimmt, 
indem z. B. hieraus i =  752 O folgen wiirde. . Denigemass theilte ich den 
Quadranten links unten in 8 ,  beziehnngeweise 16 gleiche Theile, wodurch 
der ointretende weisse und austretende grüne Strahl sich ergiebt, da der 
erstere horizontal, der letztere symmetïisch zu ihm gezeichnet merden m u s .  
Der Rest d .  i. 8; des übrigen Kreisumfanges darf dann nur mit dem 
Zirkel iii vier gleiche Theile getheilt werden, um die drei Reflexionsorter 
zu finden. Wegen des verh%ltnissm%ssig kleinen Winkels von I l i 0  musstc 
dio Grosse des Kreises otwas betrkhtlicher gewahlt werden, als d i a  beim 
ersten und zweiten Regenbogen zu geschehen pflegt. 

Die Breite des dritten Regenbogens wüïde sich mit Einrechnung der 
scheinbaren Sonnengrosse zu 6 ergeben (42' 50'- 37 20'+ O O 30'), wenn 
ihr nicht die Mattigkeit der Fittben und die Storung des Auges beim Hin- 
sehen nach der Sonne Eintrag thun würde. 

Jedenfalls ist S c h  e 11 b a c h's Angabe gegenüber H e  i l  e r  m a  n n be- 
statigt,  dessen I ï r thum indess als blos prnktische Schatzung nicht le- 
deutend erscheint. A. Kunz in Augsburg. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



XXI. 

Neue Grundlagen einer allgemeinen Zahlenlehre." 

Von 

Dr. J. KRAUS 
in Uannstndt. 

E r s t e  Abhand lung . .  

Wenn a eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, so l h t  sich 
bekanntlich jede beliebige reelle positive Zahl 8 in  der Form 

ausdrücken, wobei die a i  positive ganze Zahlen < a  vorstellen (die Nul1 
eingeschlossen). Man sagt d a m ,  die Zahl fi sei in  dem Zahlensysteme mit 
der Grundzahl or dargestellt, und nennt die Zahlen a~ die Ziffern von B 

in diesem Systeme. Jeder Zahl a entspricht i n  jedem Systeme nur  eine 
einzige derartige Darstellung. 

Denkt man sich eine Zahl in allen moglichen Zahlensystemen dar- 
gestellt, so besteht zwischen den Ziffern j e  zweier Darstellungen ein be- 
stimmter gesetzmassiger Zusammenhang. I m  Polgenden sol1 es nun unsere 
nlcbvte Aufgabe sein, diesen Zusammeuhang in moglichst allgemeiner Form 
zu entwickeln. Mit anderen Worten, es sollen zunzchst die allgemeinen 
Gosetze der Transformation einer Zahl von einern Zahlensysteme in ein 
anderes dargelegt werden. 

Besitzt ferner eine Zahl eine von der besonderen Wahl  des Zahlen- 
systemes unabhangige , alvo durch Transformation in ein anderes Zahlen- 
systern sich nicht verandernde (, i n v a r i a n t e  Eigenschaft, stellt sie bei- 
-- ~~ ~ 

* Unter diesem Tite1 beabsichtigt der Verfasser eine fortlaufende Reihe von 
arithmetischen Abhsndlungen in dieser ZeitsEhrift der Oeffentlichkeit zu über- 
geben. , Eine grossere Anzahl derselben liegt, was den Inhalt betrifft , bercits 
fertig vor. Die d e ~ ~ i i c h o t  folgeuden Abschnitte behandeln u. A. die weitere Aus- 
führung der Betrachtungen de3 zweiten Abschnittes, die Darstellung einer Zahl 
im Systeme arr'or" ... in Beziehung z u  den Darstellungen in den Syetemen a, or', or", ..., 
die l'otenzen uiid Wurzeln, hohere Congruenzen und Formen, die Grundrechnungs- 
arten, Beziehungen eu den Kettenbrüchen, Auflosung der Gleichungen u. B.  W. 
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spielsweise einen rationalen echten Bruch ~ d e r  das Quadrat eines solchen 
vor ,  oder gentigt sie einer vorgolegten Gleichung u. S. W.,  so muss diese 
Eigenthumlichkeit in einer entsprechenden ,, invarianten'{ Gesetzm%ssigkeit 
in  der Aufeinanderfolge der Ziffern zurn Ausdruck kommen. So wird auch 
jede Function einer Zahl die Folge ihrer Ziffern in bestimmter, dieser Funcl 
tion eigenthtimlicher gesetzmissiger Weise verkndern. Es  ist nun Zweck 
und Ziel der vorliegenden Untersuchungen, die in obigem Sinne i n -  
v a r i a n t e  n Eigenscbaften der Zahlen i n  ihrem gegenseitigen Zusammen- 
hange zu entwickeln, zugleich als G r u n d l a g e  f t i r  e i n e  n e u e  A u f -  
f a s s u n g  u n d  B e h a n d l u n g  d e r  Z a h l e n l e h r e .  Zum Ausgangspunkt 
unserer Betrachtungen wiihlen wir den rationalen echten Bruch. 

Znsammenhang der  Darstel lnngen e iner  Zahl  in zwei  beliebigen 
Zahlensystemen. 

8 1. 
E s  bedeute zunachst k eine beliehige positive ganze Zahl und s eine 

d 
positive ganze Zahl <k .  Alsdann ist - ein echter Bruch. Multiplicirt 

k 
man s(=r,)  mit  einer beliebigen positiven ganzen Zab1 a ,  so kann das 
Product in der Form 

dargestellt werden, wobei Y, und al positive ganze Zahlen sind. Fllgt man 
die Bedingung r2 < k hinzu, so folgt daraus unmittelbar a, < a .  

Wenn man den so erhaltenen Rest r, ebenfalls mit a multiplicirt, das 
Product r,a in der Form 

r,a=r, +a,k(r,< k ,  a,<o) 

darstellt und dieses Verfahren beliebig weit fortsetzt, so gelangt man z u  

dem bekannten Algorithmus 

il rAa=rl+i  + a A k ,  oder r l o ! - r A + ~ = a A k ,  

giltig ftir A =1, 2 ,  3 ,  .. . m. Dabei sinil die rl und al positive ganze 
Zahlen, die den Bedingungen rl < k ,  al < n Gentige leisten. 

Setzt man in Gleichung 1) für  A nacheinander die Werthe 1, A $1,  
. . . , p - 2, p - 1 , so erhalt man 

r ~ a  - rk+l= aLk 

q + i  a. -r1+2= a ~ + ~ k  

u~ -1-1 

N C - A - ~  
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Componirt man in diesem Systeme von Gleichungen, wie daneben- 
stehend angedeutet, so folgt 

wo zur AbkIirzung (aAaA+i . .  . U ~ , - ~ U ~ - I ) ~  fur  (UA au-'-' + al+  i uP-L-2 4---• 
+ ap-2a + op-,)  gesetzt wurde. I n  dem besonderen Falle, wo A =1 ist, 
verwandelt sich Gleichung 2) in 

Bus Gleichung 2) folgt in bekannteï Weise:. 

ri das heisst: der Bruch - 
1 

k 
ist  bis auf  binen Fehler < 25 durch 

(Ol alal+l . . . a,-o a,-,), im Zahleneysteme mit der Grundzahl a (mir wollen 
daftir in der Folge kurz sagen , , im Systeme c f " )  dargestellt, oder. die au- 
gcführte Darstellung is t  ftir die ersten ( p  - A )  Stellen genau. F ü r  p = m 

wird der Fehler verschwindend klein. ' 
Insbesondere ist 

f-=2=(0, a ,a ,a ,  . . . l a .  
k k  

Wir bezcichnen jetzt die Reste r,, r,, r,, . . . der Eeihe nach mit 
r i I l  r,,, r,,, .. . ; dann verwandclt sich Gleichung 1) in 

wobei rli < k ,  an1 < a .  7dultiplicirt man die Reste r,,, r,,, 4;,, .. . nach- 
einander mit der beliebigen positiven ganzen Zshl a', so kann man,  5hnlich 
wie oben, setzen 

r r E L a ' - r n a = ~ ' l i k  ( A = 1 ,  2, 3 ,... ), 
mit der Bedingung rAz < 7c und s'il< a'. Auf diese Weise erhalt man 
die Reihe 

rI2,  r 2 z 1  rszl . S .  I r 1 2 1  --• 

Werden die Elemente disser Reihe abermals mit a' multiplicirt, so 
entsteht die Reihe 

r 2 3 r  y337 - - .>rR3i  - . . r  

deren Glieder dem Algorithmus 

gentigen, wobei wieder r~ 3 < k ,  < a'. Die Fortsetzung des Verfahrens 
liefert das nachstehende System von Resten: 

2 1 *  
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Gleichung 6) ltisst sich hiernach auch in folgender Form schreiben: 

8) 
I I ,  

r C I 1 u - P p + l , t = a r P ~ k  (A, p = 1 ,  2 ,  3  ,... ). 
Nach 6) ist 

I 71p Tep 7Sp . . . rip . . . 
. . . . . . . 

und ftihrt auf den allgemeinen Algorithmus 

6) 7 b p f f ' - T ~ , ~ + i  = a p i k  (4 p = I l  2, 3 ,  ...), 
worin die r ip  und ~ ' ~ 1  positive ganze Zahlen bedeuton, und zwar 

r i p  < k ,  U,A < a'. 
Vertauscht man im Systeme 5) die Horizontalreihen mit den Vertical- 

reihen und führt ausserdem = rzp ein, so erhLlt nian das System 

Nultiplicirt man die erste dioser beiden Gleichungen mit a und zahlt 
von dem Producte die zweite a b ,  60 ergiebt sich 

7) I 

Aus dieser Reziehung folgt, dass der Ausdruck ( r2 ,p+ia  - 71+j,,+l) 

durch k,, theilbar ist , sobald ein Gleiches für ( r l p  or - r i+  gilt. Nun 
lasst sich aber nach 4) (n.1 or - r n + ~ , i )  durch k theilcn. Folglich sind 
auch die Ausdrücke (rizu - T A + I , Z ) ,  ( 7 1 3 ~ ~  - r ~ + i , ~ )  , .. . durch k theilbar. 
Man darf daher allgemein setzen: 

7; 7'31 .7'1 1 .. . 
rnls ?-'33 . . . r l l  4 . . . 
r;, Y',, Y ' ~ ,  . . .7'1 3 .  . . 
. . . . . . . 
r ' lp  r'2p ..r'+. .. 
. . . . . . . . 

wo die aifi positive ganze*Zahlen < u vorstellen. 
Mit Rücksicht auf 10) v e r ~ a n d e l t  sich Gleichung 9) nach erfolgter 

Division durch k in: 

11) aipar- al, ,+i = a p l ~  - a , , l t l 1  

oder 
I l a )  

giltig für A ,  p  = 1 ,  2 ,  3 , .  . . m. 
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Umgekohrt folgt (wie im 8 4 gezeigt werden wird) aus Gleichung 11) 
bezw. l i a )  stets die Beziehung 

Vermoge der beiden Gleichungen 10) und 8) entspricht jcdcm Reste Y A ~  

einû bestimmte Ziffer azp und jedcm Rcste / A p  eine Ziffer a'+ Den 
Systemen 5) und 7) entsprechen die folgenden Systeme der Ziffern a lp  

und 

l a , ,  a2, a31. . .aA~. . .  

... ... .. 

\ 

aD2, a '31 . . .a '~~ . . .  

a iz  a2, u ,,... ~ 2 2 .  a'l2 aeZ2 a'32 a82z 

... 
1 2) 

aI3 a,, a  ,,... a ~ 3  arI3 a'z3 a'33...a'23... 

. . . . . . . . .  . . . . . . . .  
aip azp a3, .. aAr... avill a l ,  a's ... a'~ / l  ... 

. . . . . . . . .  . . . . . . . .  
Nach dem im 5 1 Entwickclten bcstcht zwischen den Elementen der 

Systeme 5), 7), 12) und 1.3) der Zusammenbang 

r' A 
-- rAp-  X = ( O ,  a ~ p a l + ~ , p a l + 2 i p . .  .)a = ( O ,  a 'p~a '~L t~ , la 'p+z ,~ . - . )a - r  
k k 

giltig flir 1, ,u - 1, 2, 3 ,  ... m. 

Insbesondere is t  

5 = ~ - & -  r r r  . ... . k k  k (0, al* az, aaL.. )a = ( O ,  a  a  2l a )a. 

Wir wollen die Elemente.des Systems 5) a19 R e s  t g  d e s  i m  Z a h l e  n - 
a 

s y s t e m e  (a, a') d e r g e s t e ï l t e n  B r u c h e s  - bezeichnen. Ebenso sollen 
a 

die Elemente des Systems 12) die Z i f f e r n  v o n  - i m  S y s t e m e  (a, a') 
k 

heissen. Alsdann stellen die Elemente der Systeme 7) und 13) bezw. die 
B 

Reste und Ziffern von - im Zahlensysterne (a', a )  vor. 
k 

Bei Anwendung dieser Ausdrucksweise lasst sich des Ergebniss der 
vorausgehenden Untersuchung zu folgendem Satze zusammmenfassen : 

a 
, , D i e  Z i f f e r n  a lp  u n d  apAp d e r  D a r s t e l l u n g e n  d e s  B r u c h e s  - 

k 
i n  d e n  Z a h l e n s y s t e m e n  (a, or') b e z w .  (a', a) s i n d  d u r c h  d i e  
G l e i c h u n g  v e r b u n d e n :  

oder 

g i l t i g  f i l r  a l l e  p o s i t i v s n  g a n z e n  W e r t h e  v o n  A u n d  p.'' 
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Gleichung 11) bezw. I l  a) wollen wir ihrer Wichtigkeit wegen und 
um uns in  der Folge bequemer auf sie beziehen zu konnen, kurz als 
F u n d a m e n t a l g l e i c h u n g  bezeichnen. 

5 
Die Fundamentalgleichiing lehrt,  einen Bruch - aus dem Sybteme (rt, a') 

in das System (a', oi)  zu transformiren. 
k 

A II m e r k u n  g : Beilaufig sei bemerkt, dass aus den beiden Algorithmen 

giltig fiir 1, p ,  v =1, 2,  3, . . . , unter der Bedingung TAs= r f r , ~  durch 
Elimination der folgende Algorithmus sich ergiebt: 

Auf diese Algorithmen werden wir im weiteren Verlaufe unserer Unter- 
suchungen (bei der Behandlung der hoheren Congruenzen und Formen) 
ausfiihrlich zurückkommen. Es wird sich dabei die Gelegenheit bieten, zii 

zeigen, wie m m  mit grossem Vortheil von der symbolischen Rechnung 
Gabrauch machen kann. Wir  beschrbken uns an dieser Stelle darauf, nur 
noch zu erwiihnen, dass diese allgemeinen Algorithmen ahnliche Eigen- 
schaften besitzen und eine Xhnliche Behaiidlungsweise zulassen, wie die vor- 
liufig zu betrachtenden besonderen (v  =1): 

8 3. 
B e i s p i e l .  E s  sei k = 2 8 ,  LY = 10, oit== 6. Alsdann kann man die 

folgcnden Systeme aufstellen: 

System der TA,: System der 01,: 
* A 

1 , 1 0 , 1 6 , 2 0 ,  4 , 1 3 ,  8 , 2 4 , 1 6 , 2 0  ,... 0 , 3 , 5 , 7 , 1 , 4 , 2 , 8 , 5 , 7  ,... 
6, 4 , 1 2 ,  8 , 2 4 , 1 6 , 2 0 ,  4 , 1 2 ,  8 ,... 2 , 1 , 4 , 2 , 8 , 5 , 7 , 1 , 4 . 2  ,... 
8 * , 2 4 , 1 6 , 2 0 ,  4, 12, 8 ,24,16,20 ,... 2 * , 8 , 5 , 7 ,  1 , 4 , 2 , 8 , 5 , 7  ,... 

20, 4,12, 8 , 2 4 , 1 6 , 2 0 ,  4,12,  8 ,... 7 , 1 , 4 , 2 , 8 , 5 , 7 , 1 , 4 , 2  ,... 
8 , 2 4 , 1 6 , 2 0 ,  4 , 1 2 ,  8 , 2 4 , 1 6 , 2 0  ,... 2 , 8 , 5 , 7 , 1 , 4 , 2 , 8 , 5 , 7  ,... 

20, 4 , 1 2 ,  8 , 2 4 , 1 6 , 2 0 ,  4,12, 8 ,... 7 , 1 , 4 , 2 , 8 , 5 , 7 , 1 , 4 , 2  ,... 

* Durch den beigefügten Strich ist die Periode kenutlich gemacht. 
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System der / A ~ :  
-* 

1, 6, 8 ,20 ,  8 , 2 0  ,... 
10, 4, 24, 4, 24, 4, ... 
16*,12, 16, 12, 16, 12 ,... 
20, 8, 20, 8, 20, 8 ,... 
4, 24, 4, 24, 4, 24 ,... 

12, 16, 12, 16, 12, 16, ... 
8, 20, 8, 20, 5, 20, ... 

24, 4, 24, 4, 24, 4, ... 

System der a;z: 
B 

O, 1, 1, 4, 1,  4,... 
2 , 0 , 5 , 0 , 5 , 0  ,... 
3*,2, 3, 2, 3, 2 ,... 
4, 1, 4, 1, 4, 1 ,... . 
0 , 5 , 0 , 5 , 0 , 5  ,... 
2 , 3 , 2 , 3 , 2 , 3  ,... 
1 , 4 , 1 , 4 , 1 , 4  ,... 
5 , 0 , 5 , 0 , 5 , 0  ,... 

Für A = 5 ,  p = 3 beispielsweise ha t  man 

a53. a'+ a'36 = a',, a + a,, , 
das ist : 

1 . 6 +  2 = 0 . 1 0 + 8 .  
Fiir A = 3, p = 2  folgt Khnlich 

a,,~'+a'~,=a'~,.c~+a,, oder 4 . 6 + 1 = 2 . 1 0 + 6 ,  u.8.w. 

Es m6ge jetzt a = a, aine- ira Systeme u dargestellte b e l i  e b i g e  
(ganze, gebrochene oder irrationale) reelle positive Zahl bedeuten, derart, 
dass 

f i = a , = ~ ~ - + a ~ ~ ~ ~ a ~ + a - ~ , ~ a ' + a ~ , ~ < ~ ~ + a i , ~ u - ~ + a ~ , ~ ~ - ~ + ~ - ~ ,  

woftir wir abktirzend schreiben wollen 

a =.a= ( - . . a -p ,~a -~ , i  an,,, a~ , , a s ,~as ,~ - . . ) , .  
Wird fi m i t .  der beliebigen (von 1 verschiedenen) positiven ganzen 

Zahl a' multiplicirt, so geht diese Nultiplication dem folgenden Algorithmus 
gemass vor sich: 

Dabei bedeutcn die a12 die Ziffern des im Systemo a dargastellten 
Productes .el =m'a Die a ' , ~  sind gewisse positive ganze Zahlen < a'. 

* Durch den beigcfügten Strich ist die Periode kenntlich gemacht. 
** Multiplicirt man namlich eine Zahl 

a = (  ... a-,a-,a,,, a,a,a ,... ), 
mit der beliebigen positiven ganzen Zahl m,  und i d  

m a = (  ... b - , b - , b ~ ,  bibeb3...)a, 
so hangen die Ziffern a1 und b~ durch dic Gleichung zusammen 

~ ~ r n + a ' ~ + , = a ' ~ a + b ~  ( A =  ...- 2 , - 1 , 0 ,  1 , 2  ,... ). 
Es ist dies derselbe bekaunte Algorithmus, der beim gewohnlichen Rechnen 

im Uecimalsystem sowohl beim Multipliciren als Dividiren in Anwendung kommt. 
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Multiplicirt man 

..... fi1 = a ' ~ = ( . . . a - ~ , ~ a - 1 , 2 a 0 , ~ ,  a,,a.,,a ), 
gleichfalls mit a', so ergiebt sich 

z2=a faz=(  . . . ~ - î , 3a -~ ,3a03 ,  a,9ae3a33...)a, 

wo die mit den azl durch den Algorithmus verbunden sind: 
, I .... + U ~ , A + ~ = ~ ' ~ A . ( Y  + a ~ ? ( ~ = . . . - 2 ,  - 1 ,  0 ,  1 ,  2 ,  <ap). 

I n  dieser Weise fortfahrend, gelangt man zu der allgemeinen G l e i c h q  

e p - ,  a ' ~ - ~ z =  (...a-2,,a-i,,,aop, ai&a?,aaa...). ( p = l ,  2, 3, . .  ). 
und dem allgemeinen Algorithmus 

14) az,u0+ a',?n+i =afPzu  +  ai,,+^, oder 

14 a) 
I 

a z u a -  uz,p-tl .=ap~a:  - a . , ~ + ~ ,  
.... giltig flir p=1, 2 ,  3 ,  ... und A=...- 2 , - 1 , 0 , 1 , 2  

Dieser Algorithmus stimmt der Form nach genau mit dem in 2 
[Gleichungen 11) und l la)]  fur die Ziffern eines echten Rruches gegehenen 
überein und stellt die Verallgemeinerung desselben ftir beliebige Zahlen dar. 

Aus Gleichung 14) folgt, wenn na eine beliebige positive ganze Zahl 
bedeutet : 

alp a' + aPp,z +I = a > ~  a + a z , ~ + l  

al,,+ia'+o>+1,1+1= arp+1,ia + ai,,+2 

Componirt man hierin, wie danebenstehend angedeutet, so ergicbt sich 

U A , ~ ' ~  + ( a ' p , ~ + i a ' ~ + i , ~ + i - .  .a'p+m-i,~+i)d 
=a..(arpza,+l,i . . .  a',+ m - ~ , ~ l a a +  az,p+m- 

Wir  wollen zur Abkiirzung 

A; = (n 'P~a 'p+~ ,a . .  .a',,+,-& 
einführen; dann 1%st sich letztere Gleichung schreiben: 

a 2 p a ' m + A ; + 1 = A ' z u + a ~ , ~ , + m .  

.... Wenn man darin für A der Reihe nach die Werthe A ,  A+ 1, 6 + 1-2, 
6 + 1 - 1 setzt, wobei unter 1 eine beliebige positive ganzo Zahl verstanden 
wird, so folgt 

azparm+A'i+,=A'za +al,,+,, 

a ~ + ~ , ~ a ' ~ - l -  A12+z=A'2+1 u+az+~!,+, 1 
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Componirt man wieder in nebenstehend niiher bezeichneter Weise, so 
kornmt 

U ' ~ ( ~ A , , ~ A + I , ~ .  .. az+l-i,p)a+A'A)~-A'aal+(asp+man+i ,p+m...a~+i-i,p+m)> 
Dnrch Division mit a'a'" ergiebt sich hieraus 

Aus dieser Gleichung ersieht man, dass mit einem Fehler < a h  --- 
I I C 3 

( 0 ,  a L , a n + ~ , ~ .  . . a z + r - ~ , , ) ~ -  (0 ,  a , l a , + i , A  . . a ' , + m - ~ , ~ L #  
gesetzt werden darf. Wiihlt man Z und m unendlich gross, so ist mit ver- 
schwindend kleincm Fehler 

15) ( 0 ,  oApaA+i,paA b 2 , ~ . . . ) ~ -  (0, a ' ~ A a ; + l , A ~ ; + 2 , A ~  . . l a n ,  
giltig fiir alle positiven ganzen Werthe von p  und alle positiven und negs- 
tiven ganzen Werthe von 1. 

0 5. 
Dividirt man .e durch ar' und bezeichnet den Quotienten 

5 
?=fi-,= (. ..a-2,oa-i,oaoo, a l o a 2 0 a 3 0 . . . ) a ,  
CL 

so geht (da, f i  = die Division (nach dem Voranstehenden) dem 
folgenden Algorithmus gembss vor sich : 

a ~ o a ' + a ' o , ~ + 1 = a ' ~ ~ a + a A i  (A=. . - -2 ,  -1, 0 ,  1, 2 ,... ), 
worin die aPoz gewisse positive ganze Zahlen <,a' vorstellen. Durch 
wiederholte Division wird man auf die allgemeine Gleichung 

4 -- 
u,p+, - f i - ~ - ~  = (. . . a - ? , - ~ a - i ,  - p a ~ , - p ,  ai,  -p a2,-c,as, - p . .  . )a 

und den entsprechenden allgerneinen Algorithmus 

16) 
, I 

al -,<Y+ a - ~ , z + ~ = a ' - p , z n  + a ~ , - p + i  
( A =  - m...+a~; p=O,-1 , -2  ,...) 

gefiihrt. Dieser Algorithmus stellt die Erweiterung des Algorithmils 14) 
auf negative Werthe von p und p = O  dar. Gleichung 15) muss demnach 
auch für negative Werthe von p und p = O Giltigkeit haben. 

Führt man ein . 
AI.@ = ( a ~ ~  aA+i, p . . . a ~ + r - i , ~ ) a ,  A'pz = (a'pAa1p+13 1. ..al,u+m -1,A)af, 

so schreibt sich diese Gleichung . 

d m  Alp i- Xp,l+i  = 1 ~ 1  Alpz + AL. ,+mi 

Dieselbe ist eine Erweiterung von l la ) ,  in welche sie übcrgeht, wenn l=m=l  
gesetzt wird. 
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Wenn (wie wir vorlaufig annehmen) z eine endliche Zahl vorstellt, 
so giebt es fur jeded positiven und negativen ganzen Werth von I einen 
gewissen (positiven oder negativen) Werth von y ,  etwa p = - 4 ,  von der 
Beschaffenheit, dass aAp = O für alle ganzen Werthe von p ,  von p = - q  
bis p = - m. Componirt man nun in dem Systeme 

t I 

aA,,-la+a,-i,2+i = a P f i - I , A ~ +  an,, ( 1 

a~,fi-1 oit+ aPp-2, 2 + 1 = a'P-2, n a  + U A ,  , - I  

. . . . . . . . .  
a-,,b + O =A'-,+, 1 .  aA+p-' .  

Wenn man wieder, wie neben angedeutet, componirt, so folgt: 

oder ( - . . a - 2 , , u ~ - 1 , p ~ a o p ~ ! p . ~ . a ~ - 1 . C ~ ~ = ~ ' ~ l  
I ,  . 19) (. .a-2,pa-~,,a~paip.. .a~- i , f i Ia=(. .  a'-2, na'- i ,zao~a i ~ . . . a ' ~ - i , ~ ) ~ ' .  

Diese Gleichung liefert, mit Gleichung 15) zusammengenommen, die 
allgemeine Beziehung : 

1 9) ( . c . a - l , C i a ~ y . .  . ~ Z - I , ~ ,  alpa2+l,p.. .)a 
t I 

=( . . . a r - I ,A~ 'OR . . a ' p - ~ , ~ ,  alu~ap+1,n' . . )a,> 

giltig f ü r  alle positiven und negativen ganzen Werthe von 1 nnd p .  Für 
~ = l ,  y =1 erhalt man 

, I I  ... a = (  ~ ? ~ I a - i , i a o i ,  a,,a ,,... ),=( ...af- 2,la'-i,iuoi, a l l a  ,,... ),#. 

. . . . . . . . . . . . . .  
mou'+ ~ ' o , A + ,  = ~ ' O A U  + U A ,  

an,-i a'+ a ' - ~ , ~ + i  = a'-I,A a + al" 
. . . . . . . . . . . . . .  

O+a'-,.;i+i = a ' - , , n a + u ~ , - ~ + l  

a'l~-l 

U'P 

a'~+q-l 

in nebenstehend nLher bezeichneter Weise, so ergiebt sich die Gleichung: 
I I . a . a l K +  (. .a f-2,~a'-1,~a ona i n  .a;+-i,nJas 

= ( . . . ~ ' - ~ , A + L ~ ' - I , A + ~ ~ '  

Bezeichnet man kurz 
P . ,  

A'n= (. . .u'-z,~a'- ~ , a a o ~ a  1 ~ ~ 2 1 .  . .a'p-l,n)ao, 

so lasst sich letztcre Gleichong schreiben: 

17) anp + a A'n =A'n + 1.  

Von einem gewissen (positiven oder negativenjwerthevon kab, etwaA=-p, 
ist a 'pA  =O fiir alle Werthe von p l  von ( p  - 1) bis - W. Infolge dessen werden 
auch alle entsprechenden Ar2 gleich Null. Setzt man daher in 17) fur A der 
Reihe nach die Werthe A - 1, A - 2,. . , - p,  so erhslt man das System 

an-j,B+ c iA '~- l  =A'A 
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, 
Bezeichnet man nach Analogie der im 5 2 gctroffencn Festsetzungen 

die Gesammtheit der Zahlcn a l p  als d m  S y s t e m  d e r  Z i f f e r n  d e r  i m  
Z a h l e n s y s t e m e  (a, a') d a r g e s t e l l t e o  Z a h l  a ,  so stellen die a;, die 
Z i f f e r n  v o n  a im S y s t e m e  ( n ' , a )  vor. Uuter BenutzungdieserBezeich- 
oringsweise konnen mir das Voranstehende zu folgendem Satze zusammen- 
fassen : 

, D i e  Z i f f e r n  aAp u n d  alnr d o r  D a r s t o l l u n g e n  e i n e r  b e l i e -  
b i g e n  p o s i t i v e n  ( g a n z e n ,  g e b r o c h e n e n  o d e r  i r r a t i o n a l e n )  Z a h l  a 
i n  d e n  Z a h l e n s y s t e m e n  ( a i ,  or') bezw.  (a', a) s i n d  d u r c h  d i e  
G l e i c h u n g  ( F u n d a m e n t a l g l e i c h u n g )  v e r h u n d e n  

oder 

g i l t i g  f ü r  a l l e  ( p o s i t i v e n  u n d  n e g a t i v e n )  g a n z e n  W e r t h e  v o n  
A u n d  p.u 

Die Fundamentalgleichung lehrt,  eine bcliebige Zahl 5 aus dem 
Zahlensysteme (a, a') in das System (a', a) zu transformiren. 

Die Elemente a l p  (ebenso die a i p )  k6nnen zu folgendem Systeme 
angeordnet werden : . . . . . . . . . . . . .  

. . . ~ - ~ , - l  ao , - la i , - l a? , - i  m,-l... 

.. .a-1,o a00 a10 a20 a30 ... 

. . . a - I , I  UOI a11 a 2 1  a31 ... 

.. . a - ] ,  2 a02 aie a22 a3- ... 

.. .a-1,s a03 a i s  a23 a33 ... . . . . . . . . . . . . .  
B e i s p i e l .  Es  sei ai=lO,.or'=6 und 

8 = lO4,6Ol739176. 
Alsdann ha t  man die nachstehenden Systeme: 

S y s t e m  d e r  aicL: . 

O . . .  1 

. . .  6 
2 .. 7 

4 . . .  5 

Für A = (  

S y s t e m  der,a'+: 

p = 1 hat man beispielsweise : 
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II. 
Zugeordnete S yeteme 

0 6. 
Wir  gehen wieder von dem echten Bruche 

aus,  den wir a ls  irreduzibel voraussetzen konnen. Wie im vorigen Ab- 
schnitte naher ausgeftihrt wurde, lassen sich sodann die folgenden Systeme 
aufstellen: 

a11 a21 a31- . . ael1 a'21a'3,. . . r i t  r a ~  r 3 1 .  - r', rpZl . . . 
I I 

~ 1 2  un ' 3 2 .  . - a 12 a 22 ' 3 2  .-' * r12r22r32. .- r'12 roZ2 rFS2. . . 1 :3:3y:m.. 1 i13?a'3r': 1 :3:3:3;". 1 rn13 r#23 rPg3. , , 

. . . . .  
deren Elemente bezw. durch die Gleichungen verbunden sind: 

1) a ~ , ~ a ' - a ~ , , ~ ~ = a ' , z ~ - a ' , , l + i ,  

2) n p = r C < z ,  

4) r+a - r ~ + l , ~  = a l P k ,  

5 )  
I I I 

rp2a  - r p  + I , A = ~ ' , I ~ ,  

giltig fur  alle positiven ganzen Werthe von I. und y .  Legen wir nun in 
diesem Abschnitte uuseren Entwickelungen die ganz specielle* Annahme 

6) al,= a ~ + i , ~ + i  (1, EC=l, 2, 3 ,...) 
zu Grunde, die Zulksigkeit derselben vorausgesetzt, so folgt aus Gleichung l), 
wenn darin A + 1 für A und p + 1 fIir p gesetzt wird: 

a ~ + i , ~ + i a ' -  ~ A + I , ~ + z  =aPp+t,r l+ta - a 'p+ i ,~+z.  

Durch Subtraction dieser Gleichung von 1) erhalt man:  

(mp - QI+I,,+I) a'- ( a ~ , ~ + t  - m+i,,+d 

= (af,z- a ; + r , ~ + i )  a - (a',,z+i- a ' P t ~ , ~ t d .  

Nach 6) ist die linke Seite Null; man hat  daher 

(a ' , ~  - a>+i , l  F I )  u - !a',,~+l- a ' , + ~ , ~ - ~ z )  = 0 .  
Setzt man hierin für A der Reihe nach die Werthe A ,  A + 1, A + 2, 

. . ., A + 1 - 1 ein und multiplicirt die so erhaltenen Gleichungen mit bezw. 
.z- i , a'-2, . . ., a ,  1 ,  wo 1 eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, so 

erhiilt man durch Addiren : 

 CA - a',+l,l+i) a'- (a'P,l+z-a'P+i,z+~t,) = O (1=1,2,3,.,.). 

* In allgemeinerer Weise werden wir diesen Gegenstand im folgenden Ab- 
schnitte behandeln. 
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Hieraus folgt, :dass der Ausdruck (a' ,a I - arP+1, 2 t l +  l )  durch a' p, + 
theilbar sein muss. Da aber die Grossen ap,A+l und aPp+i, z+i+i beide 
G a '  sind und ruz stets >a' gemacht werden kann, so ist die Gleichung 
nur moglich, wenn 

7) 23 a' ,~= a ' p + i , ~ + i  ( A ,  p=l ,  2l 3 ,... ). 
Nach 4) ist weiter 

~ L , L Y  - r ~ + , , , =  m,k.  

Fiihrt man hierin 1 + 1 und p + 1 ftir bezw. A. und p ein, so folgt: 

rA+i,P+la - r ~ + 2 , ~ + i = a n + i , p + l k .  
Die Subtraction dieser Gleichung von der vorigen ergiebt 

( r l p - ~ ~ + l , p + l )  u L ( r l + l , p - r l + 2 , p ; l ) = ( a ~ . p -  a ~ i - l , ~ + l )  k = O .  

Durch ein d& soeben angewandten genau analogea Verfahren erhalt man daraus : 

8) ~ A ~ = T A + ~ , , + I ,  r;*a = rip+l,a+l (A, ~ = ~ ~ 2 ~ 3 ~ .  -1. 
0 7. 

Betrachten wir weiter die Gleichung 

npf f  -rl+l,,.'=~Apk, 
so folgt aus Gleichung 3) des vorigen Absehnittes ( 5  1): 

9) r+=rl,aa-' - k ( a ~ ~ a ~ ~ . . . a a - ~ , , ) , .  
Vermoge Gleichung 2 )  dieses Abschnittes darf für r i p  auch r',, ge- 

setzt aerden,  wodurch 9) iîbergeht in  - 

rn,=rfP1az- ' -k  'a i I / L  a  ~ ~ ~ . . a ~ - i , ~ ) a .  
Infolge der bereits erwS;hnten Beziehung des vorigen Abschnittes ist .* = rrl1 a'@-1 - k (a'll a'2l.. . agp-l, = 8 a'p-l - k (a'l ,  a'2l. . . a'P-l, ,)a 

dies in die vorhergehende Gleichung eingeftihrt, giebt 

10) r ~ , ,  = a aL1 cyrp-' - 16 [az-l (a',, a',, . . .a;+ l),, + (ai az,. . . az- ,Ja] ,  
welche Gleichung fur alle positiven ganzen Werthe von A und y Giltigkeit 
hat. Für  1 = 2, p = 2 nimmt sie die Gestalt an: 

r,,=aua'- k ( ~ a ' ~ ~  + a,2) .  

Bus 8 )  folgt aber r,, = r,, = a .  Dies berückeichligt, erhiilt man: 

11) a ( o r  a'- 1) = k ( a  a', , + a,,). 
Da wir a als prim zu k vorausgesetzt haben', so muss der Ansdruck 

(ors',, + a l y )  durch z theilbar sein. Es sei 

12) <Y aVl1 + a12 =un. 
Alsdann verwandelt sich Gleichung 11) in 

13) n u ' - l = u k .  

* Diese Voraussetsung braucht übrigens nicht gemacht zu werclen. Die 
Gleichungen 12) und 13), sowie der unten zu entwickelnde Algorithmus gelten 

auch, wenn reducibel kt. Auf diesen Punkt werden wir spkter zurückkommen. L 
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E s  ist demnach die Beziehung 13) eine nothwendige Fnlge der An- 
nahme a lp  = a~ + i. Umgekehrt IZsst sich leicht nacliweisen, deus 
Gleichung 13) a.uch stets die Relationen 

a , iP=an+i ,p t1 ,  a'+= a r i + i , p + i 1  ~ A ~ = ~ A + I , ~ + I I  ~ ' n ~ = / ~ t i , ~ +  1 

( A ,  ,u-1, 2, 3, .  . .) 

nach sich zieht. Z u  dem Zaecke beachten wir,  dass nach 10) 
= a (a a')'-' - k A (A=l, 2, 3 , . . , ) !  

wo A eine gewisse ganze Zahl bedeiitet. S rag t  man in diese Gleichung 
den Werth (1 + zck), der sich aus 13) für <r a' ergiebt, e in,  so verwandelt sie 
sich in  r l l = a ( l + B k ) - A k ,  

wo B cbcnfalls eine gewisse ganze Zahl vorstellt. Aus letzterer Gleichung 
folgt, dass der Aiisdriick (VAL-fi) durch k  theilbar sein muss. Da die 
Grossen r ~ l  und s = r,, beide < k sind, so ist  dies nur moglich, wenn 

r l ~ = r , ~ o d e r r 2 l = r ~ + i , n - l i  ( L = l , 2 , 3  , . . .  ). 
Nun liefert aber Gleichung 2) des vorigen Abschnittes, auf Gleichung 4) 

des 5 6 angewandt, die Beziehung 

r ,a=r~aap- ' -  ( a u  a 1 + 1 , ~ .  . . a P - ~ , l a p - i , ~ ) o .  k. 

Setzt man hierin A + 1 und p + 1 an die Stelle von bezw. 1 und p, 

so ergiebt sich durch Subtraction' der so entstandenen Gleichung von der 
ursprünglichen : 

rPz-rP+1,2+1=  ci^-^ (TAA- r1+1,1+1) + Ck = C k ,  

wo C eine gewisse ganze Zahl bedeutet. E3 mus8 demnach, da sowohl 

% A  ais ï,A f l , l + 1  C k ,  
rP l  = r , u + i , ~ + i  (A,  ,u==l, 2, 3,. . , )  

sein. Aus dieser Gleichung folgt weiter, lihnlich wie oben, 

Wir  dürfen demnach sagen: 

, D i e  n o t h w e n d i g e  u n d  h i n r e i c h e n d e  B e d i n g u n g  f u r  die 

E x i s t e n z  d e r  G l e i c h u n g  
a i p  = ~ A + I + + I  [a, ,~'=l, 2, 3, . . . )  

i s t  d a s  B e s t e h e n  d e r  B e z i e h u n g  

w o  zc e i n e  p o s i t i v e  g a n z e  Z a h l  (< n, w e n n  a'< k) b e d e ~ t e t . ~  

Die letztere Gleichung Iasst erkennen, dass die Grundzahlen n und a' 
relativ prim zu k sein müssen, und dass für jeden beliebigen Werth von 
k stets Werthepaare [a,  a']* existiren, die ihr Genüge leisten. 

lhre AiiiaIiI betr%gt [: 9 (k) - 11, wmn van d e n  Werthen 1 nud (k-1) 
abgesehen wird. 
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Wir wollen xwei Zahlen u und n', die der Gleichung 

au'- 1 = u k *  

gentigen, e i n a n d e r  i n  B e z u g  a u f  k z u g e o r d n e t e * '  Z a h l e n  nennen. 
Desgleichen sollen untcr derselben Voraussetzung die Zahlcnsysteme (a, a') 
und (fi', DL), sowie die entsprechenden Systeme der anl, und a'A,, rA, und 
il, z u g e o r d n e t e  S y s t e m e  bezüglich k genannt werden. 

§ 8- 
Aus dem Umstande, dass a und a' prim zu k sind, folgt bekanntlich, 

4 
d m  der Bruch - bei der Darstellung in den Systemen u und a' reine 

7c 
Perioden liefeït. Nun sind die Elemente a l p  und a'+ (desgl. TA,, und r'l,,) 
in zweifachcr Hinsicht periodisch; namlich in Bezug auf 1 und auf y. Diese 
,doppelte Periodicitatu wird, wenn 2 die Anzahl der Ziffern der Periode von 
5 
- irn Systeme or und m diejenige im Systeme a' bedeutet, durch die 
k 
Gleichungen ausgedrtîckt : 

Flir den Fall,  dass (a, or') und (a', or) zugeordnete Systeme (bezw. 
fi und or' zugeordnete Zahlen) sind, muss, wie sich leicht nachmeisen lasst,, 
1 = m sein. Es is t  namlich: 

oder a + = a ~ + l , ~ + l  = U A + Z , ~ + Z = . .  ., 
15) a i P =  a i  (A, p, Y =1, 2, 3,. . .) .  

Ebenso ergiebt sich 

16) a ' ~ p = a ' a + v , p + v  (1, p, v = 1 ,  2. 3 ,... ). 
Setzt man in 15) für u nach einander die Werthe 1 und m ein, so 

ergeben sich mit Rüc\icht auf 14) die Gleichungen: 

Hieraus folgt, dass sowohl Z ein Vielfaches von na, als auch m ein 
Vielfaches von 1 sein rnuss. Dies ist aber nur  moglich, wenn 1 =na ist. 

Fur v  = na - p +l  erhalt man aus 15) und 16): 

aip= I I A - ~  +1,1, aRP= a ' ~ - ~ +  1,lw*. 

Bei Berücksichtigung dieser Beziehungen nimmt die Fundamental- 
gleichung die folgende Gestalt an: 
--- -- 

* Oder der Congruenz ~a'= 1 (mod k). 
** Associirt nach E u l e r ;  G a u s s ,  disq. arithm. 77. 

O*' Soweit bei dieser Schreibweise in dieser und den folgenden Gleichungen 
dieoes Abschnittes die Indices ncgative Werthe annehmen, hat man sich ent- 
sprechende Vielfache von 1 (= m) hinzugezahlt zu denken, welche sie positiv 
machen. 
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aucli schreihen: ~ a ' l l + a l + , , ~ ~ a a ' , , + a , l = z c s ,  
oder 

al-,+1,1 a -  ai-c<,l = ~ , - A + I , I ~  - a p - i , l 1  
oder 

I I 

17) ~I.-,+I,I a+ a p - ~ , i =  aPc<-~+l , t  a + ~ A - , I ,  

giltig ftir 1 ,  p = 1 1  2, 3 , n . m  
Die a,,, a,,, a,,, ... Sind die Ziffern des im Systeme or dargestellten 

I Bruches !Li= - und die a',,, a',,, ar3 ,,... die Ziffern desselben Druches irn 
k k  

Systeme a'. Unterdrückt man der Einfachheit wegcn die zwciten Indices 

in  Gleichung 17) und setzt gleichzeitig p =ml so folgt 

18) a2+ia1+a' , -2=a' , -~+la+a~* ( A = l ,  2, 3,. . .) ,  
Gleichung 18) kann als der Ausdruck ftir die Gesetzmassigkeit be- 

traehtet werden, nach welcher dio Ziffern des im Systeme or (bezw. a') 
dargestellten Bruches auf einander folgen. 

Pührt man in 18) für A der Reihe naeh die Werthe m, m-1, m-2,. . ., 2,1 
ein, so gelangt man zu dem folgenden Systeme von Gleichungen: 

' a , a '  +a', =a',n + a ,  

20) au', + a ,  = zca. 
Diese Gleichungen reichen in Verbindung mit  dem Systeme 19) voll- 

stBndig zur successiven Berechnung der Ziffern des im Systeme a (bczw. a') 

- 

19) , 

z a 
darzustellenden Bruches - aus. Wenn nkimlich - und a! gegeben sind, BO 

k k 

amcl' +a', =a',a +a,-1 

a,,,-1 a'+ a', = aP3 a + a,  - 2 ' 

. . . . . . . . . . . 
a3 a' + aJm-5 = a',-l a + a2 

, a,; + a',-1 = a', a + a,. 

liefert die Gleichung CY a'- 1 = u7c (in welcher wir stets a'< k voraussetzen 
konnen) die zugehorigen Werthe fiir zc und a' (und zwar bai der gemachten 
Voraussetzung zc < a i ) .  Die Gleichung uz =a', CY + a,  ergiebt sodann ohne 
Weiteres die %Lierri a', und a,. Mit Hilfe der letzteren und des Algo- 
rithmus 19) kann man schliesslich die Ziffern a,-1, a,-z, ..., a,, a, der 
Reihe nach erhalten. 

Ausserdem haben wir noch zur Bestimmung der Grossen u, a', asI 
und a ,  die Gleichungen 

au'- 1 = u k und  la‘^, + aI2 = 268 

zu 'berück~icht i~en.  Für letztere kann man,verrnijge derReziehiingal,=aaS1,,+ t ,  

* Es konnte nocli die Frage aufgeworfen werden, ob nicht dadurch, daei 
man für p einen beliebigeri anderen Werth setzt, ein von diesem wesentlich ver- 
schiedener Algorithmus hervorgebracht werden kann. Diese Frage, welche un- 
bedingt verneint werden musa, wird in dem folgenden Abschnitte bei Behandlurig 
den allgemeinen Falles ihre Erlcdigung finden. 
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Wir gelangen somit zu dem folgenden Ergebniss: 
, W e n n  a  u n d  or' e i n a n d e r  i n  B e z u g  a u f  k z u g e o r d n e t e  Z a h l e n  

s ind,  s o  b e s i t z e n  d i e  P e r i o d e n  d e r  D a r s t e l l u n g e n  d e s  ( e c h t e n )  
z  

B r u c h e s  - i n  d e n  Z a h l e n s y s t e r n e n  a  und a' g l e i c h v i e l  (m) S t e l l e n ;  
k 

I ,  

die Z i f f e r n  a l ,  a,, a,, ... bezw.  a',, a , ,  a , ,  ... d i e s e v  B r u c h e s  g e -  

horchen  d e m  A l g o r i t h m u s  

a a + i L + a ' , - a = a ' , - a + ~ ~ ~ + a ~  ( A = l ,  2, 3 , . . . ) .  
Z u r  s u c c e s s i v e n  B e r e c h n u n g  d e r s é l b e n  d iene-n  n e b e n  d e m  

erwi ihn ten  A l g o r i t h m u s  d i e  G l e i c h u n g e n  

(YU'-l=uk, aa ' l+a ,=uzY ."  

Zur Erlauterung der im vorigen Paragraphen gegebenen Entwickelungen 
m6gen die folgenden Beispiele dienen: 

6 
1. B e  i s p i e l .  Es  sei der Bruch - in  einen Decimalbruch zu ver- 

17 
wandeln, d. h. im Systeme 10 darzustellen. Man hat in diesem Palle 
k =17, z = 6 ,  a =10; IA und a' berechnen sich aus der Gleichung 

~.17=10a'-1, 
woraus sofort geschlossen wird ** 

u = 7 ,  a1=12. 
Wir haben sodann zur Berechnung der Ziffern das nachstehende System 

von Gleichungen : 
6.7 = 4.10+2 6.12+ 5= 7.10+7 
2.12+ 4 =  2 . 1 0 + 5  7.12+ 7 =  9.10+1 
8.12+ 2 =  9 . 1 0 + 8  . 1.12+ 9= 2 .10+1  
8.12+ 9 = 1 0 . 1 0 + 5  1.12-1- 2= 1 . 1 0 + 4  
5.12+10= 7.10+0 4.12+ 1 =  4 . 1 0 + 9  
0.12+ 7 =  0 . 1 0 + 1  9.12+ 4 =  11.10+2 
7.12+ O =  8.1O-j-4 2.12+11= 3 . 1 0 + 5  
4.12+ 8 =  5 . 1 0 + 6  5.12+ 3 =  6.10+3.  

6 .  
Iiieraus ergiebt sich als Periode des Bruches - lm D e c i m a l ~ ~ s t e m e :  

17 
= (0,352941 1784705882j,,. 

* Es verdieut erwiihiit zu werden, dass dieser Satz auch für z =  k seine 
Giltigkeit nicht verliert. In diesem F a l k  geht namlich der Algorithmus in eine 
Jdentitit  und die  Gleichung wu', + a, = 1.62 in die Gleichung ~w'-l = uk iiber. 

** Irn Decimalsgstern kann u bei der gemachten Voiaussetzung nur eine der 
Ziffern 1, 3 ,  7, 9 sein, je nachdem namlich die lctzte Ziffer von k eine 9, 3 ,  7 
oder 1 ist, wie k auch im Uebngen beschaflen sein mag. 

Zeitschnft f.  Mathomatik u. Physik XXXVII, 6. 22 
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Gleichzeitig liefert uns der Algorithmus auch die Periode desselben 
a riches im Duodecimalsysteme; namlich 

Zur Vereinfachung der Schreibweise empfiehlt sich das folgendt! 
Schema : 

63 35 112 49 '4 21 9l 77 56 84 O 7  7010598 28 42j12, 

bei welchem die Ziffern von rechts nach links sich a n  einander reihend 
erzeugt werdem Zur Erliiuterung desselben fügen wir die nachstehende 
Regel bei : 

,Man bestimme zuerst zc; u ist im Decimalsysteme 1, 3 ,  7 oder 9, 
je  nachdem die letzte Ziffer von k eine 9 ,  3 ,  7 ,  oder 1 ist. Hierauf 
multiplicire man k mit u und zahle zu dcm Producte 1 hinzu. Schncidot 
man von der so erhaltenen Zahl die Nul1 am Ende a b ,  so bleibt a' ülirig. 
Jetzt multiplicire man B mit zc, schreibe die Einer des Productes als letzte 
Ziffer rechts an und füge die aus den übrigen Ziffern gebildete Zahl links 
oben als Exponenten bei. Uanach multiplicire man die erwahnte letzte 
Ziffer mit a', zzhle den Exponenten zu dem Productc, schreibe die Eincr 
der entstandenen Zahl als vorletzte Ziffer und die aus den tibrigen Ziffern 
gebildete Zahl als zweiten Exponenten. In  dieser Weise fahre man fort, 
bis das ursprüngliche Product us wiederkehrt. Dann stellen die unten- 
stehenden Ziffern, von links nach rechts gelesen, die Periode des Bruches 
a - im Systeme a, die Exponenten dagegen, von rechts nach links gelesen, 
k 
die Periode desselben Bruches im Systeme a' dar.' 

Es sei bei dieser Gelegenheit gleich erwiihnt, dass die Bezichung bc- 
steht : 

a ~ a ' +  a',,,-2+1= r~ . u (A=l ,  2, 3 ,... ), 
Dieselbe ist ein besonderer Fa11 eines im vierten Abschnitte zu ent- 

wickelnden allgemeinen ,,Productensatzesu. Sie kann jedoch auch direct 
mit Hilfe der Gleichungen 19) und 20)  dieses Abschnittes heigeleitet werden. 

Hiernach sind die oben angeschriebenen Zahlen 63, 35,  112, 49, 14, 21,.,. 
die Sicbenfachen der entsprcchenden Reste, welche bei der Verwandlung 

6 
des Bruches - in einen Decimalbruch auftreten; nsmlich 63=9.7, 

17 
35=5.7, 1 1 1 = 1 6 . 7 ,  4 9 = 7 . 7 ,  1 4 = 2 . 7 ,  2 1 = 3 . 7  ,... 

Der Algorithmus 18) kann auch in eine Art von Division umgesetzt 
werden. Man ha t  xu dem Behufe nur  nothig, mit a' in u z  zu dividiren' 
und dabei, zum Unterschiede von dem gewohnlichen Divisionsverfahren, nicht 
Nullen, sondern die jedesmaligen vorhergehenden Quotienten herunter zu 
holen. Diese Quotienten stellen dann wieder der Reihe nach die Ziffern der 

B .  
Periode von - lm Systeme ol dar. F ü r  das angeführte Beispiel ergiebt sich: 

k 
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2. R c i s p i e l .  Am cinfachsten gestaltet sich die Rechnung , wenn 
(a-1) die letzte Ziffer von 7c im Systemo a is t ,  k also die Form hat: 

k=lYh+(a.-1). 
In  diesem Falle ist 

a ( h + l ) - 1 = 1 . k ,  also u = 1 ,  o r '=h+l .  
15 

Es sei z. B. der Bruch - in einen Decimalbruch zu verwandeln, so 
1 Y 

ergiebt sich das folgende Schema (a'= 2): 

welches man mit der grossten Leichtigkeit aus dem Kopfe niederschreiben 
kann. Hier sind (weil u = 3 )  die Zahlen 17, 18, 5 ,  14, 7 ,  13, .. . 
selbst die Potenzreste. 

Zum Schlusse sei noch besonders darauf hingewiesen, dass durch das 
oben dargelegte Verfahren jede D i v i s i o n ,  welche einen echten Bruch 
liefert, und deren Divisor relativ prim zur Grundzahl des betreffenden 
Zahlensystemes ist , auf lauter einzelne M u l t  i p  1 i c a t i  O n e n zurückgeführt 
wird. 

Mainz, December 1891. 

(Yortsatznng folgt.) 
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Jacob Steiner's Satze über die Mitten der Abschnitte, 
welche eine Curve auf einer Geraden bestimmt. 

Von 

BENEDICS SPORER 
in Stuttgart. 

Die n Schnitte a ,  b ,  c . . . irgend einer Basis Cn mit irgend einer 
1 

Geraden S begrenzen auf 8 ,fi (n-1) Abschnitte ab, ac, ad, . . . b c, b d . .  . 
2 

S t e i n e r  bezeichnet die Mitte jeden solchen Ahchnit tes  mit Q und jede 
Strecke in Bezug auf ihre Mitte als eine einfache Sehne s; auf jeder Trans- 

1 
versale S liegen also ,n ( m  - 1) Sehnen s und ebenso viele Mitten Q. Auch 

L 
wir werden an dieser S t e i n  e r'schen Bezeichnung festhalten. 

1. Ueber den Ort der Mitten Q für parallele Transversalen S. 

a) 1st irgend eine Gerade G und eine Basis Ch gegeben und ziehen 
wir von jedem Punkte A der Curve nach bestimmter gegebener Richtung R 
eine Gerade L, welche G in B schneidet und tragen von B ails auf dieser 
Geraden L ein Stück BA, so a b ,  dass B gerade Mitte von AA, ist ,  so 
ist  der Ort des Punktes A, eine Curve ntOn Grades CLn, welche mit dcr 
Geraden G dieselben Puiikte wie Cn gemein hat. Ausser den gemeinsamen 
Punkten auf G haben CR und Cln noch in (n  -1) Punkte gemein, die sich 

1 
nothwendig zu ,n (n - 1) Paaren von Punkten A und A, ordnen. Auf 

'2 1 
der Geraden G liegen also namentlich auch -rn (n- 1) Punkte B (= O), die 2 

1 
Nitten von w (n - 1.) Sehnen A A, (7 S )  von geg~bener  Richtung sind; L 
oder : 

, D e r  O r t  d e s  P u n k t e s  Q f ü r  p a r a l l e l e  T r a n s v e r s a l e n  S i s t  
1 

e i n e  C u r v e  d e s  (n - l ) tBn  G r a d e s ,  Q2"(*-'). (584.) 
2 

(Die in Klammern beigefügten Zahlen geben die Seitenzahl der ges. Werke 
J a c o b  S t e i n e r ' s ,  Rd. 2 ,  an.) 
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b) Giebt man einer Transversale S alle moglichen Richtungen, so ent- 
deht  eine Curvenschaar S (Q 4 cn - I l ) ,  welche so beschaffen ist, dass durch 

1 
jeden festen Piinkt je , n (n - 1) Curven gehen, indem auch durch 

1 2 
jeden Punkt - rz ( n  - 1) solche einfache Sehnen s gehen, die ihre Mitte 2 
in ihm haben. E s  giebt jedoch auch solche besondere Punkte, durch 

1 
welche nur - n (n - 1) - 1 Curven des Systems gehen, und zwar sind 

2 
diese Punkte von zweierlei Art ,  narnlich es giebt: 

a )  Solche Puukte JO, für welche die innere Polare Jn-l* die Ciirve Cn 
in zwei Punkteu berührt ,  oder solche Punkte JO, welche Halbirungspunkte 
von Sehnen G (=s) sind, welche die Berührungspunkte paralleler Tan- 
genten der Basis zu ihren Endpunktcn haben. Wie wir unten sehen werdeu, 
ist der Ort dieser Punkte JO eine Curve vom Grade n (n + 1) (n - 2); und: 

fi) Solche Punkte JI, durch welche eine Sehne S, geht, auf der zwei 
Sehnen s der Curve zu liegen kommen. Den Ort dieser Punkte J, werden 

1 
wir weiter unten als vom Grade - n (n + 1) (lz - 2) (n - 3) finden. 

4 
Die Enveloppe aller Curven 0 hn("-1) ist  somit zusammcngesetzt aus 

dem Ort der Punkte JO und dem Ort der Punkte J ,  (und swnr letzterer 
doppelt zu rechnen), also eine Curve vom Grade 
1 1 
-m(n+l)(n-2)(~-3)+n(n+l)(n-2)=--a(n+l)(n-1)(n-2). 
2 2 

Jede dor obigen Curven enthLlt, wie wir ebenfalls weiter 
1 

unten finden werden, a (a - 1) (n - 2) (n - 3) Punkte JI ,  welche Doppel- 
8 

punkte von Q & n ( n - 1 )  sind. 
1 - 

Jede der Curven Q+"("-l) hat mit ihrer nachstfolgendon -1)8 
4 

Punkte gemein, berührt also auch ihre Enveloppe in so vielen Punkten. 
1 

Hiervon sind - 12 (n - 1) (n - 2) (12 - 3) Punkte JI als Berührungspunkte 
8 - 

zweifach zahlend und also noch 

c) Die Asymptoten der Ortscurve gehen ferner durch dio Schnittpunkte 
der Asymptoten der Basis und sind zu diesen und der Richtung der Trans- 

Drehen wir die Basiti Cn um einen Pol P um 180 Grad, so erhalten wir 
eine Curve Cin, welche mit der Rasis nP Punkte gemein hat. Da die uncndlich 
fernen Punkte beider Curven zusammenfallen, liegen deren im  Endlichen ge- 
legenen gemeinsamen Punkte auf eirier Curve (la - l ) tm Grades J n - 1  , der ,,inneru 
Polare" des Pals P in Bezug auf die Basis. 
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versale conjugirt harmonisch , wio sich sofort sus  der S t e i n e r  'schen leicht 
beweisbaren Tangentenconstruction der Ortscurve Qi, c n  crgiebt. 1st 
nun z. B. die Basis vom dritten Grade, und Sind deren Asymptoten reell und 
giebt man der Transversale oach und nach alle Richtungen, so beschreiben 
die Asymptoten aller Ortscurven S ( 0 ;  ( f l  (" -I l)  drei projectivische Büschel, 
die in dieaem Palle (fiir die Basis C3) zudem noch perspectivisch sind. 
1s t  z.  B. ABC des Asymptotendreieck und ziehen wir durch C eine Ge- 
rade C D  parallel der Richtung der Transversale S und schneidet CD die 
Gerade AB in Dl und ist y der Halbirungspunkt von C D ,  so sind Ay 
und By zwei Asymptoten einer .der  Ortscurven. Der Ort des Punktes y 
ist aber eine Gerade, und zwar die, welche die Mitten der Seiten AC und 
B C dcs Dreiecks A B  C verbindet. 

Betracliten wir ebenso irgend drei Asymptoten einer Basis Cn, so ge- 
h6ren zu derselben ebenfalls drei Asymptoten der Ortscurve Q $ " (n -I l ,  die 
sich paarweise in einer Geraden schneiden. 1st also A der Schnitt zweier 
Asyrnptoten Al und Ap, der Basis, so ist  das BUschel Asymptoten durch 
A für alle Ortscurven S (Q $ (n-l)) perspectivisch zu jedern Büschel solcher 
Asymptoten, dessen Mittelpunkt aufA,  oder A, gelegcn is t ,  und mit allen 
anderen Büscheln Asymptoten ist es projectivisch. Oder: 

D i e  A s y m p t o t e n  d e r  O r t s c u r v e n  S(Q;("-l)) b i l d e n  B ü s c h e l ,  
d i e  zu e i n a n d e r  t h e i l s  p r o j e c t i v i s c h ,  t h e i l s  p e r s p e c t i v i e c h  s i n d ,  

1 
u n d  z w a r  i s t  j e d e r  B ü s c h e l  z u  - ( a -  2) ( T L - 3 )  a n d e r n  p r o j a c -  

2 
t i v i s c h  u n d  z u  2 ( n - 2 )  p e r s p e c t i v i s c h .  (585.) 

II. Ueber den Or t  der  Mit ten Q f ü r  Transversalen durch einen Pnnkt  Q. 

a) 1st irgcnd ein Pol P, einc Qcrade G und eine zweite Qorade H gc- 
geben, und bestimmen wir auf einem Strahle durch P, der G und II in 
g und 12 schneidet, einen Punkt  k so,  dass g die Mitte von h k i s t ,  so ist 
der Ort  von k eine Curve zweiten Grades, Ba, die durch P, den Schnitt 
von G und 8, geht, sowie zu G und H parallele Asymptoten hat. 

' 
Die Curve K-at nun mit irgend einer Curve .nten Grades 2n Punlito 

gemein. Darails schliessen mir: 

D u r c h  j e d e n  P o l  g e h e n  i m  A l l g e m e i n e n  j e  2% s o l c h e  Ge- 
r a d e ,  w e l c h e  m i t  i r g e n d  z w e i  G e r a d e n  G u n d  H z w e i  P u n k t e  
g u n d  ?& u n d  m i t  e i n e r  C u r v e  C n  e i n e n  s o l c h e n  P u n k t  k g e m e i n  
h a b e n ,  d a s s  g d i e  M i t t e  v o n  h k  i s t .  

Und : 

Verbinden wir irgend einen Punkt  k einer Basis Cn mit  einem festen 
Pol P und schneidet P k  irgend eine Gerade G in einem Punkte g und 
bestimmen wir auf P k  einen solchen Piinkt h ,  dass g die Mitte von hl; 
ist ,  so ist der Ort  des Punktes A eine Curve 2n'en Grades, II'", welche 
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mit Ch deren Punkte auf G und Gm gemein und den unendlich fernen 
Punkt von G m m  fifachen Punkte hat. 

b) Die Ortscurve Hz" hat  mit der Basis ausser den bereits genannten 
Punkten auf G und Gm noch weitere 2 n Z -  2 n  = 212 (n  -1 )  Punkte ge- 
mein. Diese ordnen sich jedoch zu n  (12  - l) solchen Paaren, die siüh auf 
je einer durch P gehendan Geraden befinden, und EU jedem solchen Punkte- 
paar geh6rt eine Mitte Q ,  die aiif G gelegen i s t ,  an .  Auf jeder Geraden 
G sind also auch 12 (n - 1)  Mitten Q (= g) von einfachen Sehnen s ,  die 
durch einen festen Pol P gehen; oder: 

W i r d  d i e  T r a n s v e r s a l e  S u m  e i n e n  P o l  P h e r u m  b e w e g t ,  s o  
1 

b e s c h r e i b e n  i h r e  - n  (n -1) M i t t e n  Q e i n e  C u r v e  n  (n- 
2 

G r a d e s  Q" ("-Il. (585.) 
12 

Durch P gehen selbst 2 ( a  - 1) solcho Sehnen s, die P zur Nitte Q 

haben, oder: 
1 

D i e  O r t s c u r v e  h a t  d e n  P u n k t  Q z n m  - n ( n - 1 ) f a c h e n  P u n k t e .  2 
(585.) 

c) Von jedem Pole P, gehen ferner .n (lz - 1 )  (m2 - )z - 1 )  Tangenten 
an die Ortscurve. Dies gilt .  namentlich auch vom Pol Pl dem die Orts- 

curve zugehtirt, selbst. Durch diesen werdon aber, 
1 

Punkt der Ortscurve is t ,  

nbsorbirt. Jede durch P gehende Tangente der Basis ist weiter vielfache 
Tangente der Ortscurve, und zwar ( n  - 2)fache, in dem flir sie (n  - 2)- 
mal zwei Punkte Q auf ihr sich vereinigen. 

Zudern ist jede Gerade durch Pl die parallel zu einer Asymptote A, der 
Dasis k t ,  a13 durch (n -1)  Doppelpunkte auf G ,  gehend anzusehen, ziihlt 

1 

also (n - 1) (12 - 2)fach als Doppeltangente. Hat  also die Ortscurve 2 
noch weitere cr Doppelpunkte, so erhalten wir durch die P l ü c  ker 'schen 
Gleichiingen : 

= % ( f i - l ) ( n 2 - f i - 1 ) ,  
3 

x = - 12. (12 - 1) (n - 2) (n, - 3), 
8 

oder, wenn wir aus den viclfachen Punkten wieder die Classo bestimmen: 

D i e  O r t s ü u r v e  i s t  v o n  d e r  n ( n  -1)Zt.n C l a s s e  u n d  h a t  a u s s e r  
3 

dem v i e l f a c h e n  P u n k t e  P n o c h  - m ( n - 1 ) ( 1 1 . - 2 ) ( n - 3 )  i m  E n d -  8 
l i c h e n  g e l e g e n e  D o p p e l p u n k t e .  (585.) 
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III. Ueber daa Syetem Cnrven S ( Q n ( " - j ) )  für Pole P 
anf einer Geraden. 

Das ganze System von Curven Q n  ("-11 für Pole P einer Gernden ist 
1 

so heschaffen, dass durch jeden Punkt  N je - n (fi - 1) Curven Q n  '" -') 
4 2 
1 

gehen, indem diirch jeden Puakt  auch - n (n - 1) solche Sehnen s gelien, a 
die N znr Rlitte Q hsben. 

Bewegt sich weiter ein Punkt P au€ einer Gernden G und schncidet 
die zu P gehorige Curve Q n ( " - l )  zwei Gerade H und L in  den Punkten 2f 

1 1. 
und N, so gehen durch jeden Punkt N auf L - lz (n -1) .n(n-1)= -n2(~-1)" 

2 2 
Gerade MN, die mit L nicht zuuammenfallen. F ü r  den Schnittpunkt A 
von B und L als Punkt  X' fallen anf die Gerade H fur jede einzelne 
Curve Q n  ( n - l ) ,  die durch A geht, n (n - 1) - 1 = (ne - ri - 1 )  Gerade MN, 

la 
und im Ganzen somit -r (n - 1) (ne - n - 1) solche Geraden auf L. Sehen 

L 
wir dagegen den Punkt  A als einen Punkt  M a n ,  so fallen ebeuso 
n 
- (fi - 1) (n2 - n -1) Gerade M N  auf L. Durch jeden Punkt  N von L 
2 
gehen demnach 

1 
Gerade MN, von denen jedoch - n (B. - 1) (n" n - 1) auf L selbst zu 

2 
liegen kommen. Ganz das Gleiche ist der Fa11 für einen Punkt auf H. 

1 
Der Ort der Geraden MN ist  also eine Curve der Lm(n-l)(2~b2-211-ljten 

L 
Classe mit H und L als vielfachen Tangenten. Lassen wir nun H mit L 
zusammenfallen, so Bndert sich die Classe des Ortes nicht ; die Gerade .M h' 
wird ziir Tangente a n  die Curve Qn(n- l j  im Punkte N anf L. Durch 

m 
jcden Punkt  von N gehen nnr noch -(la -1) Gcrade N M ,  die von L ver- 

2 
schieden sind und alle anderen Geraden illN kommen auf L zu liegen, 
odcr ,  die Gerade L ist:  

Tangente des Orts. Unter den Curven Qn (n-1) für  Pole P einer Ceraden G 
sind also namentlich auf (n - 1) (ne - f i  - 1) solche, die irgend eine 
Gerade L bertihren. Diese seteen sich jedoch zusammen ails: 

(Y) x eigentlichen Berllhrungen; 
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1 p)  3 f i  ( f i  + 1 )  ( f i  - 2)  (PZ - 3)  Curven Qncn-l), welche in  L einen 

Doppelpiinkt haben, jede als beriihrende Curve zmeifach zahlend (wir 
wcrden die Zahl dieser Doppelpunkte weiter unten bcstimmen); und: 

y)  Der Curve Qn-l ,  welche zum Schnittpunkt von G und L als Pol P 
1  

p h o r t ,  und zwar zahlt diese Curve fur , B (lz - 1) (fi" -12-2) berührende 
'? 1 

Curven, entsprechend demumstande, dass der Punkt P fur-12 (TL-1) (d - f i -2 )  4 
Doppelpunkte ziihlend aufiufassen ist. 

Bus Obigem erhalten wir aber: 

1 1 
x + , f i ( m + 1 ) ( ~ - 2 ) ( f i - 3 ) + - m ( n - 1 )  2 ( f i P - n . - 2 )  

= m ( r z - l ) ( n 2 - n - l ) ,  
also : z = n ( f i e - 3 ) ,  
odcr : 

E s  g i c b t  je m ( f i 2 - 3 )  P o l e  9, a u f  e i n e r  G e r a d e  G ,  d e r e n  

z u g e h i i r i g e  C u r v e n  Qn("-') i r g e n d  a i n e  G e r a d e  L b e r ü h r e n . *  
(586.) 

IV. Ueber den  Ort der Doppelsehnen einer  Basie Cn. 

a) 1st P irgend ein Punkt  und sol1 eine Gerade PD, so beschaffen 
sein, dass Q, Mitte von zwei mit P Q ,  zusamtnen fallenden Sehnen s k t ,  BO 

muss Q, Doppelpunkt des Ortes Qn ("-l) von P sein. Der letztere Ort eut- 
3 

hait jedoch, a i e  wir oben (II.) salien, - n. (n - 1 )  (n - 2)  (rz -.3) solcha Doppel- 
8 

punkt,e. Durch jeden Pol P gchen also auch gerade so viele Doppelschncn S,, 
oder mir erhalten: 

D e r  O r t  d e r  D o p p e l s e h n e n  e i n e r  C u r v e  Ch i s t  e i n e  C u r v e  
3 von  d e r  C l a s s e  - f i ( n - 1 )  (n  - 2) (m-,?), S,#n(n-1)(n-2)(n-3). (586.) 
8 

Wir çahcn fcrncr, dass die zur Richtung R geliorige Curve 
1 

nur - -12 (n - 1 )  (n - 2 )  (n - 3) solche Doppclpunkta enthiilt**, und schliessen 
8 

* Einen zweiten Beweis geben wir unten in V. 
** Irgend eine Curve @in (""), welche einer ltichtung R zugehort, habe 

x Doppelpunkte. Ihre Classe ist gegeben durch den Werth 

Andererveits sind aber nur n (n -1) und zwar jede n (n - 2) fache Tangenten 
der Ortscurve parallel R moglich, woraus folgt: 
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1 
daraus, dass die Doppelsehnen $ auch nur  zu - ra (n - 1) (n - 2) (n - 8) 

8 
parallel sind, und dass also der Satz giltig ist:  

D i e  O r t s c u r v e  S , j n ( n - l )  n - 2 )  h a t  d i e  G e r a d c  G, z u r  m e h r -  
1 

f a c h e n  u n d  z w a r  z u r  -n (n - l ) ( r a -2 ) (n -3 ) fachen  T a n g e n t e .  
4 

b) Bewegt sich eine Transversale S parallel einer Asymptote A, der 
Basis bn, so zerfsllt die zu diesen Transversalcn gehorigo Curve Qin("-') 

ten 

in die Asymptote A. selbst und eine Corve des ( - 1 - 1) Grades, 

Q2(n+') (n-2J  (584), in dem jeder Piinkt der Asymptote auch als Mitte einer 
Sehne s angesehen werden kann. Um die Anzahl Doppelpiinkte diejer 
Curve zu bestimmen, haben wir nur  die Arzahl Tangenten derselben 
parallel der Asymptote zu suchen. Diese sind aber identisch mit den Tan- 
genten der Basis parallel der Asymptote A,. Die Anzahl dieser ist 
(n  + 1) (n - 2) und jede derselben ist (la - 2) fache Tangente der Orts- 
curve ,0$("+') ( n - 2 ) .  Sei also die Anzahl der Doppelpunkte mit x be- 
zeichnet, 80 haben wir die Plli c k er 'sche Gleichunç: 

Gerado so gross ist  die Zahl der Doppelsehnen parallel der Asgmp- 
tote A,,  welche nicht mit A, zusammen fallen. Wir  sahen aber, dass die 

1 
Doppelsehnen zu - n (n - 1) (n - 2) ( n  - 3) parallel sind, es sind auf der 

8 
Asymptote demnach 

1 1 
-n( la -1)  (n- 2) (n -  3) - - ( m + J )  (la-1) (n-2) ( n -  4) 
8 8 

1 
= .2~ 

(la -1) ( n -  2) 
Uoppeleehnen vereinigt. 

1st  weiter QI die Mitte einer der iui Endlicheu gelegenen Abschnitte, 
welche durch die Ciirve auf der Asymptoto bestimmt werden, so ist 9, 
auch Mitte einer Doppelsehne, welche auf die Asymptote zu liegen komrnt. 

1 
Da es - (n - 2) (rz - 3) solche Mitten 0, giebt, so gilt folgender Satz: 

2 1 
D i e  A s y m p t o t e n  d e r  B a s i s  s i n d  (w-1) ( n - 2 ) f a c h e  T a n -  

2 
g e n t e n  u n d  z u g l e i c h  a u c h  ( a - 2 ) f a c h e  A s y m p t o t e n  d e r  O r t s -  
c u r v e  S,? (a-1) ("-4) ("-3).* 

* Die in der Anmerkung (S. 586) von S t  e i n o r  angeführte Zahl ist niüht 
richtig, wie schon für (n - 4) sich zeigen liisst. Die obige Ortsciirve ist hier eino 
Curve Se9 und deren Tangenten sind zu je drei parallcl. Da nun keine Tangente 
des Ortes parallel der Asymptoto der Basiri exifitirt, die nicht mit der Asymptote 
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c) Ueber die Ortscurve ist weiter zu bemerken, dass sie auch die 
Doppeltangenten der Rasis berührt,  indem letztere ebenfallu Doppelsehnen 
sind. Liegt ferner der Pol  P in der Basis selbst, so ha t  die zii ihm ge- 
h6rige Curve Qn(n-l),  die in zwei Curven Q," und Pzn(" .' 2, zerfallt, auch 
1 
- (2 n f 1) (12 - 2) (n - 3) solche Punkte, die als Mitten von Doppelsehnen a 
angesehen merden müssen, und von denen ein Endpiinkt in  P selbst ist. 
Die Mitten derselben sind die nicht in  P und auf Gm fallenden Schnitte 
von QIn und Q2n(n-1) U. Y. W. 

V. Ueber den Ort der  Sehne SI deren  Mitte in einer Geraden G liegt. 

a) Liegt die Mitte einer Sehne S auf einer Geraden G ,  so gehen durch 
n 

jeden Punkt von G im Allgemeinen jo - (PZ -1) solche Sehncn SI die 
2 

diesen Punkt zur Mitte Q haben, und die nicht mit G zusammenfallen, 
1 

wkhrend die Gerade G selbst ,n (n-1)mal  zur Sehne S wird. Darsus L 
kb'nren wir sofort schliessen, dass der Ort der Sehne S eine Curve n (n - l ) te*  

1 
Classe, S n  ("-1) mit G als - n (n -1) facher Tangente ist. Dasselbe folgt 2 
auch aus den gemeinsamen Punkten irgend einer Curve Qn ("-l) eines POIS P 
mit G y  indem diese Punkte die TZ (n -1) durch P gehenden Sehnen S 
bestimmen. Der unendlich ferne Punkt  von G kann ferner als Mitte einer 
Sehne S auf Cm angesehen werden, die zwischen zwei Asymptoten der 
Basis lie&. Daraus k6nnen wir schliessen, dass die Gerade G, als 
1 
- N. (n - 1) fache Tangente des Orts anzusehen ist. I n  Uebereinstimmung 
2 
damit folgt aus den gemeinsamen Punkten der Curve QAn("-l) mit G, 

1 
dass die Tangenten der Ortscurve G n  ("-') zu je - - f l  (N. - 1) parallel sind, 
oder : 

2 

D e r  O r t  d e r  S e h n e n  S ,  d e r e n  M i t t e  i n  e i n e r  G e r a d e n  G 
g e l e g e n  i s t ,  i s t  e i n e  C u r v e  d e r  n ( n -  l ) t e u  C l a s s e ,  Sn'"-1) m i t  G 

1 
undG, a l s - n ( n - 1 ) f a c h e n T a n g e n t e n .  (585.) . 

2 
b) Ausser diesen mehrfachen Tangenten besitzt die Ortscurve noch 

eiue bestimmte Anzahl Doppeltangenten, die wir weiter unten (VII.) a18 
1 

gleich - n ( f i  + 1) (fi - 2) (fi - 3) bestimmen werden. Daraus finden wir 4 
wieder, dass der Grad der Ortscurve n (n2-  3) ist. cmgekehrt  k6nnen 
wir hieraus schliessen, dass das ganze System Curven Qn(n-lI fiir Pole 
einer Geraden iI so beschaffen i s t ,  dass je n (n2 - 3) eine Gerade G be- 

znsammenfallen würde, so folgt, dass die Asymptoten nothwendig dreifache Tan- 
genten des Ortes sind und nicht zweifache, und zwar berülirt jede Asymptote den 
Ort in einem Punktc im Endlichen und ist dessen zweifache Asymptote. 
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rührcn, ntimlich diojenigen, für  welche die Pole P dio Schnitte von H mit 
dern Ort Sn ("-Il sind. 

c) Ebenso finden wir weiter unten (XIII.), dass der Ort  der Mitten TG 
aller Tangenten aer Basis, dieselben als solche Sehnen angesehen, in denen 
ein Endpunkt allemal der Berührungspunkt, der andere Endpunkt aber ein 
Schnitt der Tangente mit der Basis i s t ;  eine Curve vom Giada n (n2 -4) 
ist. Diese Cnrve hat  mit der Geraden G f i  (n2 - 4) Punkte gemein. Jeder 
dieser hat aber die besondere Eigenschaft, dass durch ihn zwei auf einander 
folgende Sehnen X gedacht werden konnen, die sich im Bertlhrungspunkte 
der Tangente T, mit der Bavis schneiden, oder: dass die Ortscurve 
ftir jeden solchen Punkt  die Basis berührt;  also : 

D i e  O r t s c u r v e  Sncn-') b e r t i h r t  d i e  B a s i s  i n  .n(ne-4) P u n k -  
t e n .  (588.) 

d) Ebenso werden wir als Ort  der Mitten der Sehnen B, welche die 
Berührungspunkte paralleler Tangenten der Basis verbinden, eiue Curvs 
vom Grado n (n +1) (n -  2) finden (VI.). I n  diesen Punkten wird die 
Gcrade G von der Ortscurve S n ( n - 1 )  geschnitten. Die Ortscurve berührt 

1 
also die Gerade G in - fi (.n -1) Punkten und schneidet sie noch in 

2 
n ( f i  + 1 )  (n  - 2) Punkten. Daraus erhalten wir abermals als Grad der 
Ortscurve den Werth 

n (n - l )+n(n+3) (~ -2 )=rn(n"3) ,  
also den gleichen Werth wie oben. 

Aehnliches gilt von der Geraden Gm. 

VI. Ueber den Ort  der Mitten d e r  Sehnen (3. 
a) Unter Sehnen t5 versteht S t e  i n e r diejenigen Trânsversalen ab = 6 

der Basis, deren Endpunkte die Bertîhrungspunkte paralleler Tangenten 
der Basis sind. Um den Grad des Orts der Mitten dieser Sehnen zu be- 
stimmen, konnen wir am einfachsten von den unendlich fernen Punkten 
des Orts ausgehen. Dieselben sind vollsttindig bestimmt durch die Tan- 
genten der Rasis parallel dcn Asymptoten derselben, und zwar ist jeder 
Punkt der Curve auf G, (fi + 1) (n - 2)facher Punkt  und die zugehorigen 
Asymptoten der Ortscurve liegen in der Mitte zwischen der Asymptote und 
den (n +1) (m - 2) zu ihr parallelen Tangenten. Da die Basis nAsyrnp- 
toten besitzt, so hat  dio Ortscurve auch n (n + 1) (n - 2) Punkte mit G, 
gemein, d. h. mir erhalten: 

D e r  O r t  d e r  M i t t e  Q, d e r  S e h n e  G i s t  e i n e  C u r v e  des 
n (n + 1) (n  - 2)'"" G r  a d  e s  , Q," ("+Il ( n - 2 ) .  (589.) U. S. W. 

VII, Ueber den Ort der  Mit ten der  Doppelsehnen 8,. 

a) Die Curve 9" ("-Il ist vom Grade n (ne - 3) [VI.] und von der 
fi (, - 1)t.n ClasSe. lùre  Schnitte mit G setzen aich n b l i c h  zusammen 
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1 
aus - n (n - 1) Berührungspunkten und &us n (12 + 1) (ra - 2) Schnitten. 2 
Unter den Tangenten der Ortscurve sind jedoch auch solohe, welche 
Doppelsehnen und dcren Mitten auf G gelegen sind. Jede dieser Doppel- 
sehnen ist aber  auch Doppeltangento der Ortscurve. Bozeichnen wir ihre 
Anzahl mit x ,  so erhalten wir, weun wir berilcksichtigen, dass auch G, 
1 

(12 -1) fache Sehne i s t ,  die P l ü c  ker 'sche Gleichung: 
L 

'n 
f i ( 1 l v - l ) ( m ~ - f i - l ) - - ( 1 ~ - 1 ) ( n ~ - n . - 2 ) - 2 x = r n ( n ~ - 3 )  

2 
1 

C x =  - ' n ( n + l ) ( n - 2 ) ( r a - 3 ) ,  
4 

oder : 
D e r  O r t  d e r  M i t t e n  a l l e r  D o p p e l s e h n e n  S, e i n e r  B a s i s  i s t  

1 
e i n e  C u r v e  - f i  ( n f l )  (12 - 2) (fi -3)tAn G r a d e s ,  Q,tn("+') ( n - 2 )  ("-3. 

(587.) 
4 

b) In Bezug auf die gemeinsamen Punkte der Ortscurve mit G, ist  
Folgendem zu beachten: Die Ortscurve hat die unendlich fernen Puukte der 
Basis zu mehrfachen, etwa zfachen und schneidet die Gerade G ,  nebst 
dem noch i n  den Rertihrungspunkten von G, und -l) ( n - 2 )  (n-3). 

Um letztere zu bestimmen, haben wiï nur irgend vier Asymptoten der 
Basis zu wahleu, etwa Al ,  A, ,  A3, A4 und zwei Strahlen Y und Z so 
zu bestimmen, dass z. B. 

A, P A 2  Z und A, Y A,Z 

zwei harmonische Punktreihen auf G, ergeben. Zu vier Asymptoten er- 
halten wir auf diese Art drei Paare Y und Z und jede dieser sechs Ge- 
raden bevtimmt auf Gm einen der obigen Berührungspunkte. Hieraus, 

1 
oder aus dem Urnstande, dass die Doppelsehnen nur zu je -a (n  - 1) (n-2) (a-3)  

8 
parallel sind , folgern wir,  dass die Ortscurve 88" ("-') ["-') ( n - 3 )  die Ge- 

1 
rade G ,  in - n(m-1) (ra-2) (12-3) Punkten berührt und also dieOrtscurve 

4 1 
Qztn (n -2 )  (n-3) auch die Gerade G, in diesen -fi(%-1) (12-2) (12-3) 

4 
Punkten schneidet. Aus ihrcm Grade und dicscn Punktcn folgt: 

1 
~ = ~ ( 1 2 - 2 ) ( 1 2 - 3 ) .  L 

Letzterer Werth h i t t e  auch daraus abgeleitet werden konnen, dass wir 
jeden Punkt auf G, und einer Asymptote der Basis als Mitte einer Doppel- 
sehne angesehen hatten, von der zwei Endpunkte im Uneudlichen, zwei 
aber irgend zwei von den im Endlichen gelegenen (12 - 2) Schnitten der 
Asymptote mit der Basis gewesen waren. Wir  erhalteu also: 
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1 
D i e  A ~ y r n p t o t e n  d e r  B a s i s  s ind , (a -2)  ( a - 3 ) f a c h e  Asymp-  

t o t e n  d e r  O r t s c u r v e .  (587.) 
'2 

VDI. Ueber den Ort der  Sehnen,  deren Mit ten i n  der  Basis selbst 
gelegen sind. 

a) Die Ortscurve Qn("-1J hat mit der Basis n 2 ( a  -1) Punkte gemein. 
Dieselben zerfallen in  

ai) n Funkte auf Gm , je (n  -1) fach zahlend; 
p )  a (la -1) Punkte,  welche Bertihrungspunkte der Tangenten von P 

an die Basis sind, und in 
y) n (n - 1) (n - 2) weitere Punkte der Basis, welche Mitten von 

durch P gehenden Sehnen sind, wodurch die Anzahl gemeinsamer Punlrte 
beider Curven erschopft ist. 

Durch jeden Punkt  P gehen demnach n (n - l j  (n - 2) solche Sehnen S, 
deren Mitte Q, i n  der Basis splbst liegt,  oder: 

D e r  O r t  d e r  S e h n e n  S, d e r e n  M i t f e l p u n k t  QI i n  d e r  Bas i s  
s e l b s t  l i e g t ,  i s t  e i n e  C u r v e  d e r  n ( n - l ) ( l z - 2 ) t e n  Classe ,  
Sn ("-Il ("- 2). (587.) U. S. W. 

IX. Ueber den  Ort  der Transversalen S, deren Mitten i n  einer Cnrve 
mten Grades liegen. 

a) Die Curve Q n  ("-l) hat  mit irgend einer Curve mten Grades Cm 
noch m. m. (n - 1) Punkte gemein. Daraus schliessen wir: 

D e r  O r t  a l l e r  T r a n s v e r s a l e n  S, d e r e n  M i t t e n  i n  i rgend  
e i n e r  C u r v e  mten G r a d e s  l i e g e n ,  i s t  e i n e  C u r v e  d e r  m..n(rc-l)t~n 

1 
C l a s s e ,  m i t  G, alti r . n m . ( a - l ) f a c h e r  T a n g e n t e .  (589.) 

2 
Letzteres folgt aus dem Cmstande, dass jeder Punkt  ailf G, von Cm 

1 
als Mitte von - n (la - 1) Sehnen S angesehen werden kann,  die auf G, 

2 
fallen, und die durch irgend zwei Asymptoten begrenzt sind. 

b) Von dieser Ortscurve konnen wir ferner die Anzahl ihrer Doppcl- 
tangenten angeben. Dieselbe is t  bestimrnt durch ihre Schnittpunkte mit 
der Ortscurve Q,)"("+l) (n-2) (n-311 also gleich 

1 
-n..rn.(fi+l)(lz-2)(n-3). 
4 

Zudem hat  sie die Asymptoten der Basis zu mfachen Tangenten, 
indem fIir jeden Schnitt von Cm mit einer Asymptote eine Sehne S auf die 
Asymptote f'àllt. 

c) I n  gleicher Weise kann die Anzahl Punkte angegeben werden, in 
welchen die Ortscurve die Brtvis berührt,  dieselben sind bestirnmt durch 
die gemeinschaftlichen Punkte der Ortscurve Ton 1.'-4) und der Curlre Cm, 
ihre Anzahl is t  also gleich m .m. (n2 - 4). (Vergl. XIII.) 
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d) Bus der Classe der Ortscurve und der Anaahl ihrcr vielfachen Tan- 
genten ergiebt sich noch der Grad derselhen. Ihre gemeinschaftlichen 
Punkte mit der Curve Cm sind theils gewohnliche Schnitte oder aber Be- 
rührungspunkte. Die ersteren derselben sind zugleich auf der Curve 
Gn (m+l) ( n - 2 )  gelegen, wodurch deren Anzahl bestimfnt ist. Daraus er- 
halten wir wieder die Anzahl der gerneinsamen Berührungspunkte der Orts- 
curve mit  Cm u. S. W. 

X. Ueber den Ort der  Mitten der  Sehnen S, die eine Cnrve mie' Classe 
K m  berühren. 

Aus der Anzahl der gemeinsamen Tangenten der Curven Xm und 
Sn(*-') erhalten wir sofort: 

D e r  O r t  d e r  b l i t t e n  Q a l l e r  S e h n c n  S, w e l c h e  e i n e  g e , y e b e n e  
C u r v e  u n t e r  C l a s s e  Km b e r l i h r e n ,  i s t  e i n e  C u r v e  m . % ( % - l j t e n  
Grades.  (589.) U. S. W. 

XI. Ueber den Ort  der  Sehnen B. 

a) 1st irgend ein Pol P und eine Gerade G gegeben (Fig. 1) und 
ziehen wir durch P irgend eine Transversale, welche einc Basis CR in  
einenl Punkte A, die Gerade G in M 
schneidet, legen in A an Cn eine Tan- Fig. 1. 

gente A L  und ziehen durch M die 
Gerade MN parallel A L ,  so gehen 
durch jeden Punkt  M auf G n Gerade 
Z N ,  die mit G nicht zusarnmenfallen, 
indem auf jeder Geraden P M  auch 
la Punkte A zu liegen kommen. Da 
weiter n (n - 1) Tangenten der Rasis 
parallel mit G sind, BO fallen auch 

N\ G 

n (n- 1) Gerade MN auf G oelbst. 
Daraus finden wir: 

D e r  O r t  d e r  G e r a d e n  MN i s t  e i n e  C u r v e  laRer C l a s s e  
M;;.-~, m i t  G a l s   TL-1)facher T a n g e n t e .  

Für einen Strahl PA parallel G fallen weiter rn Gerade MN auf G,, oder : 
n2 D i e  C u r v e  Mn (,-l> h a t  d i e  G e r a d e  G ,  z u r  % f a c h e n  T a n g e n t e .  

Ausser diesen vielfachen Tangenten hat  die Ortscurve noch eine gewisse 
Anzahl Doppeltangenten, die wir mit x bezeichnen wollen. Die gemein- 
samen Punkte der Ortscurve mit G setzen sich ferner zusammen aus %(TL-1) 
Berilhrungen, und aus PZ (n - 1) Schnitten, die durch die la (n - 1) Tan- 
genten von P an die Basis bcstimmt s ind,  oder: 

D e r  G r a d  d e r  O r t s c u r v e  M;;.-I, i s t  g l e i c h  3 m ( w - 1 ) .  
Bus den oben genannten Eigenschaften erhalten wir die P 1 li c k e r  'sche 

Gleichung : 
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n z ( ~ a - l ) - ~ ( f i - l )  ( n a - f i - 1 ) - n ( n - 1 )  -2x=31z(.n-l),  

1 
oder : x=#, n(m-1) ( Z n  - 3), 2 

1 
D i e  O r t s c u r v e  Hn; , - , ,besi tz t  a u s s e r d e m  n o c h  r r c ( ~ - l )  (212-3) 

D o p p e l t a n g e n t e n .  2 

Jeder dieser Doppeitangenten entspricht aber einer Sehno G durch 
der? Pol P, auf welcher zwei Punkto A so gelegen sirid, dass die Ten- 
genten in diesen Punktcn an die Basis parallel werden, d. h. wir erhalten: 

1 D e r  O r t  d e r  S e h n e n  G i s t  e i n e  C u r v e  d e r  - f i ( n - 1 ) ( 2 n - 3 p n  
C l a s s e  G%" ("-') ( 2n  - 3 ) .  (589.) 2 

Hiermit baben wir die Vermuthung J. S t e i n e r ' s  als richtig erfundeu. 

b) Die Ortscurve Gin("-') gestattet uns noch eine andere Ab- 
leitung. Wir  gehen zu diesem Zwecke von einem Büschel Curven aus und 
fragen nach dem O r t ,  wclchen die Sehnen einzelner Curven mit einer festen 

Bnsis bestimmen. E s  sei zungchst eiue 
Fig. 2. 

Basis Cn (Fig. 2) und ein Rüschel B(CP)  
durch pz Grundpunkte gegeben und 
ein fester Pol P beliebig angenommen. 
1st nun R ein Punkt  von C R ,  so geht 
durch denselbcn eine Curve CP und 
die Gerade P R  bestimmt jetzt auf 
dieser Curve O noch (p-1) Punkte x, 
welche die iibrigen Schnittpunkte von 
PR mit CP sind. Auf der Geraden PR 
liegt jedoch nicht nur ein Punkt R, sondern 

es liegen n Punkte R I  und al80 auch ( p  - 1)  Punkto z. Die durch P 
selbst gehende Curve C P  hat mit der Rasis CR weiter m p  Punkte R, gemein, 

E1g. 3. 
und für jeden solchen Punkt R, fallt ein 
Punkt x in P. Daraus schliessen wir: 

D e r  O r t  d e r  P u n k t e  x i s t  eine 
C u r v e  [ n ( p - l ) + ~ p ] = r c ( 2 p - l ) ~ ~ ~  
G r a d e s ,  z ~ ~ 2 " - 1 1  m i t  P a l s  npfachem 
P u n k t e .  

Die Curve &;(nP-'ln hnt mit der Basis 
aber folgende Punkte gemein: 

N) rz (221 - 1) Punkte x, (= R) [Fig. 31, 
fü r  welche P R  dic ziigehorige Curve CP in  R bertihrt und die also auf der Pan- 
polare P 2 p - l  des Pols P i n  Bezug auf die Curven des Büschels gelegen Sind *, und. 

* Ziehen wir an alle Curven einea Büschels B(Cp) von einem Pol P Tan- 
genten, so liegen deren I3erührungspunkte auf einer Curve C ' P - 1 ,  die durch 1' uud 
die Grundpunkte des Büschels geht und die S t e i n e r  als Panpolare bezeichnet hat. 
Deren Ableitunç ist sowohl auf analytischem wie syrithetischem Wege eine einfache. 
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/l) Eine bestimmte Anzahl Punktepaare x2 und z3, die auf demselben 
Strahl durch P gelegen sind (Fig. 4). Solcher Paare von Punkten kann 

1 
es nur noch - ns ( 2 p  - 1) - n  ( 2 p  - 1)) = n ( n  - l)(Îp -1) geben. 

2 ( 2 

Durch jcden Pol P gehen &O auch 
1 Fig. 4.  
- n (n - 1) ( 2 p  - 1) Sehnen x2 x,, welche 
2 
zwei Schnittpunkte der Basis mit einer der 
Curven des Büschcls B (Cp) verbinden, oder : 

J e d e  C u r v e  CP e i n e s  BtischelsB(CP) 
d u r c h  p w r u n d p u n k t e  b e s t i m m t  a u f  
e i n e r  f e s t e n  B a s i s  C" n p P u n k t e ,  d e r e n  
1 

-np (np-1) V e r b i n d u n g s l i n i e n  e i n e  
- 2 n 
C u r v e  d e r  - ( n - 1 )  (2p-l)ten C l a s s e  

2 
u m h t i l l e n .  

Tritt an Stello des Bllschels B (CP) das 
Büschel erster Polaren B(Cn-1) i n  Bezug 

die Curve Gin("-') (2"-3). 

auf die Basis und für  Pole auf der Geraden Ga, so erhalten wir sofort 

Durch Projection erhalten wir aus Obigem: 

Z i e h e n  w i r  v o n  j e d e m  P u n k t  P e i n e r  G e r a d e n  G  ( a n s t a t t  
G,) T a n g e n t e n  a n  s i n e  B a s i s  Cn u n d  v e r b i n d e n  d i e  B e r t i h r u n g s -  
p u n k t e  a l l e r  v o n  e i n e m  P u n k t  a u s g e h e n d e n  T a n g e n t e n  d u r c h  
S e h n o n  G, s o  i s t  d e r  O r t  d i e s e r  S e h n e n  e i n e  C u r v e  d e r  
1 
- l? r (1~-1) (2n-3) t0~  C l a s s e  6 P ( R - 1 ) L 2 n - 3 1 .  (599, 489-490.) 
2 

Daraus erhalten wir durch Umkehrung: 

Z i e h e n  w i r  d u r c h  i r g e n d  e i n e n  P u n k t  Q e i n e  T r a n s v e r s a l e  
u n d  i n  d e r e n  S c h n i t t e n  m i t  e i n e r  B a s i s  Cn T a n g e n t e n  a n  l e t z -  

'n 
t e r e ,  so s c h n e i d e n  s i c h  d i e s e  T a n g e n t e n  p a a r w e i s e  i n  ,n- 1) 

2 
P u n k t e n  P. D r e h t  s i c h  n u n  d i e  T r a n s v e r s a l e  u m  d e n  P o l  P, 

1 
so  l i e g e n  v o n  a l l e n  e n t s t a n d e n e n  P u n k t e n  1' j e  -n(n-1) (2n-3) 2 
a u f  e i n e r  G e r a d e n  G,  Oder  d e r  O r t  d e s  P u n k t e s  P i s t  a i n e  

1 
C u r v e  ,n(n-l)(Zn-3)ten G r a d e s ,  QB"(n-1)(2n-3) .  (599,489-490.) L 
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XïIï. Ueber den Ort der Tangenten-Mit ten T,. 

a) 1st A Beruhrungspunkt einer Tangente einer Basis Cn (Fig. 5), B ein 
Schnittpunkt derselben mit Cn und To der Halbiruugspunkt der Strecke A B ,  

so k6nnen wir nach dem Ort der Punkte 
~ i g .  S. To fragen. Zur Erledigung dieser Prage 

1 dient folgende Betrachtung: 

Irgend eine Curve Cn und eine Ge- 
rade G seien gegeben (Fig. 6); in irgend 
einem Punkte A der Curve ziehen wir die 
Tangente AR an dieselbe. Schneidet A B 
die Gerade G in D und ist D die Mitte 

von AB,  so konnen wir zunacbst den Ort  des Punktes B bestimmen. Der 
letztere hat namlich mit der Geraden G deren Schnitte mit C" gemein und 

zudem noch den unendlich fernen Punkt 
Big. 6. von G m m  n (n - 1) fachen Punkt, indem 

n (n - 1) Asymptoten des Orts parallel + mit  G werden und gleichweit, aber auf 

entgegengesetzter Seite von G, abutehen, 
wie die n (rn - 1) parallelen Tangcnten 
der Basis Cn. Der Ort ha t  also mit G im 
Ganzen n + n (n - 1) = n v u n k t e  B ge- 
mein ; ist  also eine Curve vom n2 Grade, 
Bn'. Ausser dem schon genanntenn (n-1)- 

fachen Punkte auf G hat die Ortscurve mit der Geraden G, noch die 
la Schnitte derselben mit der Basij gemein, so dass also G mit G, in Be- 
zug auf die Ortscurvo projectivisch die gleichen Eigcnschaften besitzen. 
Die Ortscurve schneidet nun die Basis i n  ~"unkten. Hiervon fallen 
je 2n auf G und G,, indem beide Curven i n  diesen Punkten sich nicht 
nur  schneiden, sondern uoch berühren, und es bleiben noch deren fi (n2-4) 
weitere Punkte Bo übrig,  für welche der Punkt  D zum Puiikte To auf G 
wird,  d. h. wir erhalten: 

D e r  O r t  d e r  M i t t e n  To i s t  e i n e  C u r v e  n(n2-4) ten Grades ,  
To " ("'-4). (599.) 

b) Die Curvc Ton (n2-4) hat mit dcr Basis die unendlich fernen Punkte 
gemein und zwar dieselben zn (n2- 4)fachen Punkten. Die Asymptoten 
setzen sich zusammen aus den in Asymptoten der Easis, und zwar ist jede 
in - 2) fache Asymptote des Orts,  entsprechend den (n - 2) endlichen 
Scbnitten derselben mit der Basis und aus n (a+ 1) (ta -2) Asymptoten, 
von denen wieder je (n + 1) (n - 2) parallel mit jcder einzelnen Asymp- 
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tote der Basis sind, und zwar liegen dieselben i n  der Mitte zwischen diesen 
und den zu ihnen parallelen Tangenten der Basis.* 

XIV. Ueber den  Ort  der  P n n k t e  T. 

a) Schneidet ferner eine Tangente der Basis in A die Curve noch in 
zwei Punkten B und Q (Fig. 7), und ist T der Halbirungspunkt von BC, 
BO k h n e n  wir ebenso nach dem 
Ort der Mitten T fragen. Hierzn Fia. 7. 

dient folgende Betrachtung: Die 
Curve CR ha t  mit der Curve 
Sn (n -1) im Allgemeinen fi2 (n - l)e 
Tangenten gemein, oder wir k6nnen 

+<* 
sagen : 

D e r  O r t  d e r  T a n g e n t e n - M i t t e n  d e r  B a s i s ,  d i e s e l b e n  als 
S e h n e n  S a n g e s e h e n ,  i s t  e i n e  C u r v e  f i 2 ( n - 1 ) 2 * e n  G r a d e s .  

Diese Curve zerfillt jedoch in: 
a) die n Asymptoten der Basis; 
p )  die Basis selbst; 
y) den Ort der Mitten To, T0n(n-4), und zwar zweifach zahlend, 

und 
8 )  den Ort der Mitten T. 

1st letzterer eine Curve T x ,  so finden wir: 

~ + c n + n + 2 n ( n ~ 4 ) = n ~ ( n . - l ) ~ ,  
oder : z = n ( f i + 1 ) ( n - 2 )  (12-3), 

D e r  O r t  d e r  M i t t e n  T i s t  e i n e  C u r v e  d e s  f i (n+l) (~z-2) (n-3)~  
G r a d e s ,  Tn i n - 2 )  (n -3 ) .  (590.) 

XV. Ueber Tangenten,  deren Berührnngspnnkt  eine Mitte Q ist. 

a) Durch jeden Punkt  gehen n (a - 1) (PZ - 2) solche Sehnen SI, deren 
ùlitte Q in der Basis- selbst gelegen ist. 

b) 1st ferner P ein Grundpunkt eines Bfischels B(Cp) ,  so hat die 
innere Panpolare*', d. i. die Curve 5'"-', den Grundpunkt des BIischels 

+ Auch hieraus ergiebt sich der Ort der Mitten T,,. S t e i n e r  giebt weiter 
an, die Ortscurve berühre die Doppeltangenten der Basis in ihrer Mitten. Wir 
glauben hinzufügen zu sollen, daes die Ortscurve diese Doppeltangenten in ihrer 
Mitten mit zwci Zweigen, a130 sich selbst berührt, und nicht, wie S t e i n e r  an- 
nnhm, nur mit einem. Die weiteren Resultate S t e i n e r ' s  konnen wir füglich 
übergehen. IZ 

** Durch jeden Punkt P gehen 8 (n - 1) Sehnen einer Curve Cm, die in P 
ihre Mitte haben, die Endpunkte aller dieser Sehnen liegen auf einer Curve des 
(n -1)ten Grades, der inneren Polare, des Pola i n  Bezug auf die Curve Cm. Bildet 
man diese Sehnen in Beeug auf alle einrelnen Curveu eines Büschels, so liegen 
alle Endpunkte der Sehnen, wie wir bei anderer Gelegenheit zeigen werden, auf 
einer Curve (Zn-1)ten Grades, die S t e i u e r  die ,,innere Panpolare" nennt. 

23% 
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zum dreifachen Punkte, indem unter den Curven eines Büschels stets drei 
solche sind, die irgend einen Grundpunkt zum Wendepunkt haben. Diese 
Curve J2"-l  hat mit irgend einer Geraden durch P nur noch (212 - 4) 
Punkte gemein. E s  giebt also narnentlich auch (ra - 2) solche Curven des 
Büschels, die auf der durch P gehenden Geraden zwei solche Punkte be- 
stimmen, dass P gerade der Mittelpunkt ihrer Entfernung ist. 

c) Ziehen wir also durch irgend einen Pol Po in Bezug auf d e  Curven 
die moglichen Sehnen SI, so licgen auf jedcr dieser Curven n (ra - 1) (a -. 2) 
Mitten Q I ,  die von den Grundpunkten verschieden sind, wahrend der 
Grundpunkt P in Bezug auf die Sehne Po P je ( n  - 2) mal zur Xiitte Q, wird. 
I n  Bezug auf die durch P, gehende Curve des BUschels finden wir weiter 

1 
noch, dass der Punkt Po auch 7- (fi + 1) (n - 2)mal  zum Punkte Q, wird. L 
Hieraus erhalten wir wieder: 

Liegt die Mitte Q, einer Sehne S, auf einer Curve Cn eines Biischels 
B(Cn),  wahrend sie durch einen festen Punkt  Po gehen muss, so liegen 
auf irgend einer Curve Cn des Büschels 

la(%-1) (la - 2) + n 2  (n - 2) = n  (212-1) (fi-2) 

Punkte QI und der Ort des Punktes Q, ist eine Curve vom Grade 
(n - 2) (212 - 1) , Qcn- 2) (2n-1) , welche die Grundpunkte des Büschels zu 

1 
(n - 2) fachen Punkten und Po zurn - (n + 1) (n - 2)fachen Punkte hat. 2 

d) 1st wieder ein Curvenbüschel und eine Gersde G gegeben, 60 folgt, 
wenn wir in derselben irgend einen Pol Po annehmen, dass unter den 

1 1 
Curven insbesondere auch ( 2 n  -1) (PZ. -2) - , (n+l)(n-2) =T (n-1) (12-2) L 1 " 
solche s ind,  die auf G drei Punkte A,  Q,, B derart bestimmen, so dass 
QI gerade Mitte von A B  ist. Durchschiieidet ferner eine der Curven Cn , 
die. Gerade 6 in einem Punkte M, so ist M Mitte von ' (PZ + 1) (la - 2) 2 

1 
Sehnen SI dieser Curve. Durch jeden Punkt  von G gehen also - ( n f l )  (n-2) 

2 
3 

Sehnen SI dieser Curven, wiihrend noch - (la - 1) (n - 2) derselben mit G 
2 

zusammenfallen. Dies giebt : 
L i e g t  d i e  M i t t e  d e r  S e h n e  SI e i n e r  C u r v e  F a n f  d i e s e r  

C u r v e  u n d  e i n e r  G e r a d e n  G ,  s o  i s t  d e r  O r t  d i e s e r  S e h n e  S, eine 
C u r v e  d e r  (2n - 1) (f i  - 2)ten C l a s s e ,  s';"'::?) m i t  G a l s  
3 
- (m-1) ( n - 2 ) f a c h e r  T a n g e n t e .  2 

e) Wir  fanden weiter, dass, wenn wir an alle Curven des Büschels 
in  ihren Gchnitteu mit G Tangenten ziehen, der Ort  dieser Tangenten 
eine Curve (212 - l ) t e r  Classe G;::: mit G als ( Z n -  2)facher Tangente 

Z n - 1  
i3t. Die C ~ r v e n  ,S'$:_:] [:::] und Üzn-* haben ausser G noch: 
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(2 TZ - 1)2 (n - 2) - 3 (n - l )=  (TZ - 2) = (n - 2) (fi2 + n - 2) 
Tangenten gernein. Hierunter sind jedoch 6 (n - 1) Tangenten Wo mit in- 
begriffcn*, ftir welche die zugehGrige Curve Cn in G einen Wendepunkt 
besitzt, und die also Wendetangenten einzelner Curven sind. Durch den 

1 
unendlich fernen Punkt von G gehen ebenso - ( n - 1 )  (n  - 2, Sehnen SI, 

2 
die mit G m  zusammenfallen, wahrend die tibrigcn (r. - 2) Sehnen S, idurch 
diesen Punkt mit der Asymptote einer Curve Cn i n  diesem Punkte 
zusammenfallen. Es  bleiben also nur noch 

(TZ - 2) (in2 + - 2) - 6 (IZ - 1 )  - (fi - 2) = ( f i  - 1) (B - 3) (IZ + 4) 
andere gemeinsame Tangenten beider Cnrven iibrig, und auf jeder Geraden G 
liegen demnach auch (IZ - 1) (12 - 3) (11 + 4) solche Punkte Q,, dass die 
Tangente in  diesem Punkte an die durch ihn gehende Curve des Btischelu 
a,uf letxtercr noch zwei solche Punkte bestimmt, A und B,  dass O, gerade 
Mitte der Strecke A B  wird, oder: 

W e r d e n  ai i f  e i n e r  T a n g e n t e  e i n e r  C u r v e  e i . n e s  B i i s c h e l s  
B(P) d u r c h  d i e  C u r v e  a u s s e r  d e m  B e r t i h r u n g s p u n k t e  Q, n o c h  
zwei  s o l c l i e  P u n k t e  A u n d  B b e s t i m m t ,  d i e  v o n  Q, g l e i c h w e i t  
a b s t e h e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e s  B e r i i h r u n g s p u n k t e s  Q, e i n e  C u r v e  
(12-1)(n-3) ( 1 ~ + 4 ) ~ ~ ~  G r a d e s ,  

Q , P - 1 )  (*-31 (n + 4). 

f )  1st wieder P ein Grundpunkt des Büschels B(C"), so haben von 
allen Curven desselben drei in diesem Punkte einen Wendepunkt. Ziehen 
wir ferner in P an jede Curve des Büschels eine Tangente, so hat  dieselbe 
mit der Curve noch weitere (n-2) Punkte D gemein. Da D zudem 
dreimal mit P rusammenfiillt, so enthkilt jede durch P gehende Gerade 
n - 2 + 3 = ( n + l )  Punkte D ,  oder: 

Z i e h e n  w i r  i n  e i n e m  d e r  G r u n d p u n k t e  P d e u  B t i s c h e l s  B ( P )  
T a n g e n t e n  a n  j e d e  e i n z e l n e  C u r v e ,  B O  i s t  d e r  O r t  d e r  t i b r i g e n  
S c h n i t t p u n k t e  D d i e s e r  T a n g e n t e  u n d  d e r  z u g e h o r i g e n  C u r v e  
C" e i n e  C u r v e  ( ~ + l ) ~ ~ "  G r a d e s  D,("+') m i t  P a l s  d r e i f a c h e m  
P u n k t e .  

Dreheq wir die Curve D,("+l) um F um einen Winkel von 180°, s o  
hat die gedrehte Curve mit der ursprtinglichen (TA+])% Punkte gemein. 
Hiervon fallen (n + 1) auf G ,  und zwolf in den Punkt  P. Die tibrigen 

(fiP + n - 12) ordnen sich ru  (g + - 6) Paaren a n ,  die auf je einem 

durch P gehenden Strahle liegen. Daraus erhalten wir aber: 

D i e  C u r v e  Q , ( n - ' ) ( " - 3 ) ( n + 4 )  h a t  d i e  G r u n d p u n k t e  d e s  BU- 

sche la  z o  (; ++ - 6 ) f a c h e n  P u n k t e n .  
.- 

* Der Ort der Wendepunkte der Kurven einee Büschcis ist vom Gradc 6(n-1). 
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g) Ausser den Grundpunkfen hat die Curve 

~ ~ ( n - 1 )  (n - 3) ( n i  4) 

mit irgend einer Curve des Büschels noch: 

Punkte 0, gemein. Dies giebt uns: 

1 
J e d e  C u r v e  h a t  - f i ( n - 2 )  ( n - 3 )  ( n + 4 )  s o l c h e  T a n g e n t e n ,  

2 
i n  w e l c l i e n  i r g e n d  zwei  S c h n i t t e  c u n d  d v o m  B e r t i h r u n g s -  
p u n k t e  a,(=Q,) g l e i c h  w e i t  o n t f e r n t  s i n d . *  (591.) 

XVI. Ueber eine zweite Gruppe besonderer Tangenten der  Basis Cn. 

Ausser den bereits frtiher erwiihnten Punkten ha t  die Ortscurve 
T n ( " + l ) c n -  2, ( n - 3 )  mit der Basis noch weitere %(f i -2)  ( f i -  3 )  (%Ln-4 )  
Punkte gemein. Dieselben enthalten die obigen Punkte a,, und zwar sind i n  
jedem solchen Punkte zwei Punkte T vereinigt, die Ortscurve berührt also 
die Basis in  diesen Punkten. Ziehen wir diese zweifach xatilenden Puiikte 
von obiger Zahl ab ,  so bleibcn noch deren 

weitere Bbrig, woraus wir wieder schliessen: 

I n  j e d e r  B a s i s  g i e b t  e s  % ( ~ - 2 ) ( % - 3 ) ( n - 4 )  ( n + 2 )  s o l c h e  
T a n g e n t e n ,  i n  w e l c h e n  v o n  d e n  ü b r i g e n  S c h n i t t e n  a i n  S c h n i t t  b 
i n  d e r  M i t t e  z w i s c h e n  z w e i  S c h n i t t e n  c u n d  d l iegt .** (591.) 

Auf da8 gleiche Resultat kommt B i s c h o  f f  in Bd. 56 des Journals für 
Mathematik auf analytischem Wege. Er stellt dort die Gleichung der Curve 
1 - (n - 2) (n - 3) (n f 4)ten Grades nus, die durch die Punkte a, geht. Diesellie id 
2 
in der von B i s  ch off gegebenen Form: 

Das von S t e i n e r  vermuthete Resultat war  cho on aus dem Grunde fraglich, 
als dasselbe für n =  2 den Werth + 4  giebt, der keinen Sinn hat. Dass die 
Punkte a. selbst auf Curven niedereu Grades liegen, folgt aua den gemeinsamen 
Punkten von QP-1) (1-3) ("+dl mit Cm, wenn man die ng Grundpunkte als auf 

(g + - 6) mal auf' einer anderen Curve Cm liegeiid anaieht. Die~es Bïiapiel 

zeigt ao recht die Schwicrigkeit in-der Behandlnng der hierher gehorigen Fragen. 

** Selbstverstandlich ist auch das von S t e i n e r  für diesen Fa11 vermuthete 
Resultat ein unrichtiges. 
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XVII. Ueber die Transversale  Sa. 

a) Die gemeinsamen Punkte der Ortscurvc S n ( " - 1 )  und An (575) 
bestehen aus 

T& 
E) dem - ( T A  - 1)2fach zahlenden Punkte Pl 

2 
p )  aus T& (n - 1) ~ u n k t e n '  auf Gm und 

'n 
y )  aus (n - l ) z  weiteren Punkten. 

2 
Hicraus k6nnen wir jedoch sofort wieder schliessen: 

B e i  e i n e r  b e l i e b i g e n  C u r v e  Cn i s t  d e r  O r t  d e r j e n i g e n  
T r a n s v e r s a l e  Sa, i n  w e l c h e r  d e r  S c h w e r p u n k t *  i n  d e r  M i t t e  

1 

z w i s c h e n  z w e i  S c h n i t t e n  a g e l e g e n  i s t ,  e i n e  ~ u r v e l n  (~&-1)2 ter  

C l a s s e ,  Qafn("- ' ) ' .  (591.) 
2  

b) Ebenso haben die zu der Geraden G gehorigen Sn@- ' )  und f l g n  (578) 
im Allgemeinen n2(.n-1) Tangenteh gemein; diese setzen siüh zusammen aus: 

ne 
a) der Geraden G fur ( f i  - 1) zahlend, L 
p) den ~ A s y m p t o t e n  der Basis, und 

TA 
y )  3 (fi + 1) (n. - 2)  weiteren Tangenten, 

aoraus wir wieder schliessen : 
D e r  O r t  d e r  S c h w e r p i i n k t e  Q, d e r  T r a n s v e r s a l e  Sa i s t  

a e ine  C u r v e  d e s  , (n+1) (n-2jten G r a d e s  Q , P ( ~ + ~ )  ( n - 2 ) .  (591.) 
L 

XVIII. Ueber die Schnittpunkte der  Basis und  der Curve Q,$n+l)(n-') .  

1st für den Fa11 12 5. 
a) 1st die Basis C5 gegeben, so wird die zu ihr gehorige Ortscurve 

Q , ; ( n + l l  ( n - 2 )  zu einer Curve des 45. Grades, welche mit der Basis 
225 Punkte gemein hat. Diese 225 Punkte sind aber von zweierlei Art, 
es k6nuen narnlich : 

CI) Punkte sein, welche Mitten a von Doppelsehnen 8, sind, und zwar 
zahlt jeder dieser Punkte zweifach, und 

8) Punkte, in welchen die Tangente die Eigenschaft hat ,  dass ihr  
Berührungspunkt zugleich Schwerpunkt der Tangente selbst ist. 

b) Um die erstere Anzahl zu bcstimmen, k6nnen wir von dem Ort  
der Mitten der Doppelsehnen selbst ausgehen. Der Ort  dieser Mitte wird 
fiir die Basis 8 eine Curve 0;" welche mit der Basis ehenfalls 225 Pankte 
gemein hat. Diese Punkte setzen sich aber zusammen aus: 

CI) 15 Punkten auf Gm, indem auf jeder Asymptote der Basis drei 
derselben vereinigt sind; 

-- ~- 

* Ueber die Bezeichnung Schwerpuiikt einer Geraden vergl. S t e i n e r ' s  gee. 
Werko Bd. 2 ,  S. 574. 
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'Y1 p )  aus - (12 - 2) (12 - 3) (ra + 4) = 135 Punkten a2,  in welchen a, 2 
auf der Tangente der Basis in as zwei Punkte b und c so bestirnmt 
werdcn, dass a, die Mitte von b c  ist (XV.), und aus: 

y) 75 weiteren Schnitten, die Mitten von Doppelsehnen sind. Dies 
giebt uns : 

E s  g i e b t  i n  e i n e r  C u r v e  f t i n f t e n  G r a d e s  8 i m  A l l g e m e i n e n  
75 e i g e n t l i c h e  D o p p e l s e h n e n ,  w e l c h e  i h r e  M i t t e  i n  d e r  Uasis  
s e l b s t  h a b c n .  (592.) 

c) Um die Anzahl Tangenten zu erhalten, deren Berührungspunkt 
Schwerpunkt ist ,  haben wir nur  in dem Revultat (12- 2) n2 fur n den 
Werth 5 einzusetzen und erhalten für  die Anzahl dieser Tangenten eben- 
falls den Werth 75. 

Hiermit sind i n  der That  auch alle 225 Schnitte beider Curven be- 
stimmt, und das in XV. von uns gegebene Resultat fur  den FaIl m = 5  
wenigstcns als richtig bestgtigt anzuschcn. 

A l l g e m e i n e  B e m e r k u n g .  

Alle obigen Satze gehen durch Projection in scheinbar allgemeinere 
tiber, indem an die Stelle des Schwerpunktes und der Mitte Q gewisse har- 
monische Punkte treten. Auvverdem konnen auch andere Gruppen von 
Punkten auf der Transversale betrachtet werden. Hierher gehoren namentlich 
die Gruppen von vier harmonischen Punkten. Da diese Pragen, streng 
genommen, nui- Polgerungen aus den obigen Satzen sind, so m6gen sie irn 
Anscliluss an dieselben hier behandelt werden. 

m. Ueber die Geraden, welche m i t  de r  Basis vier  harmonische Punkte 
gemein haben. 

a) E s  kann zunachst verlangt werden, dass durch den Punkt P irgend 
eine Transversale so gezogen werde, dass von den nschnitten mit  der 
Basis drei derselben mit P vier harmonische Punkte bilden. Um diese 
Frage zu losen, konnen wir den Punkt  Y zungchst anf der Geraden G, 

annehmen, dann heisst die obige Prage: Wie riele einfache Sehnen, deren 
Xit8te S, aiif der Basis gelegen ist,  gehen durch P, sind also paralld 
Bus dem Ort SIn("-l) (R-2) dieser Sehnen folgt jedoch, dass sie zu 
1 
- r. (12 - 1) (f i  - 2) parallel sind, oder mit mderen Worten: durch jeden 2 1 
Punkt  auf Ga gehen - ra (fi - 1) (ra - 2) dieser Sehnen. Hieraus erhalten 2 
wir durch Projection sofort: 

S o l 1  s u f  i r g e n d  e i n e r  d u r c h  P g e h e n d e n  G e r a d e n  S d e r  
P u n k t  P m i t  d r e i  S c h n i t t e n  d e r  G e r a d e n  u n d  d e r  B a s i s  v i e r  
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1 
h a r m o n i s c h e  P u n k t e  b i l d e n ,  s o  g i e b t  es-lz (n -1) (fi-2) s o l c h e r  
G e r a d e n  S. 2 

1 
b) Auf irgend einer Transversale giebt es ferner noch - ~l (lz- 1) (PZ- 2) 

2 
solcher Punkte N ,  die mit irgend drei der Schnitte der Transversale mit 
der Basis vier harmonische Punkte bildeu. Hieraus folgt: 

D r e h t  s i c h  e i n e  T r a n s v e r s a l e  S u m  e i n e n  P u n k t  P u n d  
b e s t i m m t  m a n  z u  j e  d r e i  d e r  S c h n i t t e  a ,  b ,  c ,  d . . .  d e r s e l b e n  
m i t  d e r  B a s i s  d i e  d r e i  v i e r t e n  h a r m o n i s c h e n  P u n k t e ,  N ,  s o  i s t  
d e r  O r t  d i e s e r  P u n k t e  e i n e  C u r v e  n(m- l ) ( lz -2) t sn  G r a d e s ,  
N n ( n - u  (n-2) 1 

;n ( . -~)  ("-2) m i t  P a l s  m ( ~ - 1 )  (m- 2 ) f a c h e m  P u n k t e .  2 
c) Die Ortscurve A7?"8;,)(;~2)2) geht auch durch die lz (PZ - 1) Be- 

rtîhrungspunkte der Tangente von P an die Basis, und ha t  diese zudem 
zu 3 (n - 2) fachen Punkten. Die tibrigen lz (lz - 1) (lz - 2) (fi - 3 )  Schnitte 
der Ortscurve und der Basis liegen zu je vier,  die eine harmonische Gruppe 
bilden, auf einer Geraden durch P. Ilaraus folgt wieder, dass durch P 
1 
- n (n - 1) (n - 2) (n- 3) solche Transversalen hiudurchgehen, die die Eigen- 
4 
schaft haben, dass auf ihnen vier harmonische Curvenpunkte liegen, oder: 

D e r  O r t  d e r j e n i g e n  T r a n s v e r s a l e  SI, w e l c h e  e i n e  g e g e b e n e  
C u r v e  nten G r a d e s ,  CR, i n  v i e r  h a r m o n i s c h c n  P u n k t e n  s c h n e i d e t ,  

1 
i s t  e i n e  C u r v e  - n ( n - 1 )  (12-2) (n-3)tor C l a s s e  SJn(n-1)(n-2)(n-3), 
(593.) 

4 

d) Schneidet eine Wendetangente die Basis in einem weiteren Punkte q,  
so gehtirt die Wendetangente der Ortscurve ftir diesen Punkt  p an und 
tiberdies ist  der Wendepunkt derselben zugleich Bertihrungspunkt, und 
zwar tritt ftir jeden weiteren Punkt ,  der die Wendetangente mit der Hasis 
gemein ha t ,  eine solche Berührung ein, oder: 

D i e  o b i g e  O r t s c u r v e  b e r ü h r t  d i e  B a s i s  i n  i h r e n  W e n d e -  
p a n k t e n ,  u n d  z w a r  i n  j e d e m  m i t  (m-3) Z w e i g e n .  (593.) 

e) S und S, mtigen irgend zwei solche Transversalen sein, auf denen 
vier harmonische Punkte a ,  b ,  c ,  d und a,, b , ,  cl, dl liepen. Aus dem 
Umstande, dass 

au, ,  b b , ,  cc,, dd, und S und Sl 

einen Kegelschnitt Ka berühren, folgt eine einfache Construction des Be- 
rtihrungspunktes jedcr Geraden S mit der Ortscurve, wenn wir S mit SI 
zusammenfallen lassen. 1st insbesondere die Gerade S derart gelegen, dass 
sie die Basis berllhrt, und deren Berührungspunkt mit drei weiteren 
Schnitten vier harmonische Punkte bildet, so berührt auch die Ortscurve 
die Basis in dem Beriihrungspunkte der Geraden S. Da es fiir m > 4 im 
Allgemeinen stets solche Tangenten giebt, so beriihrt fiir diesen Fa11 die Orts- 
curve die gegebene Ciirve noch in einer bestimmten Anzahl von Punkten. (593.) 
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XX. Ueber Transversalen,  welche mit  der  Basis Cfn vie r  harmonische 
Punkte gemein haben. 

1st die Basis vom vierten Grade, so ist die Ortscurve S i n ( n - i )  ( n - 2 ) ( n - 3 )  

von der sechsten Classe, also eine S" welche die Basis in ihren 24 Wende- 
punkten bertihrt. Da meiter die Basis von dcï  zwolften Classe ist ,  s~ hst 
sie mit der Ortscurve 72 Tangenten gemein; diese sind aber die Wende- 
tangenten der Basis, jede dreifach zahlend. 

Weiter besitzt die Ortscurve keine Doppeltangente und keine Wende- 
tangente, ist also vom 30. Grade und hat mit der Basis ausser deren 
24 Berühruugspunkten also noch 72 andere Punkte a, (= a)  gemein, 
und die zugehorige Gerade scbneidet die Basis noch in drei Punkten 
b ,  c l  d ,  die mit a, harmonisch sind, und deren zugehorige Tangenten 
B ,  C', D schneiden sich in einem Punkte. Durch die 72 Punkte a, geheii 
Curven 18. Grades. (593.) 

Dass sich die Sangenten in diesem Falle in einem Punkte schneiden, 
folgt aus der obigen angedeuteten Construction des Berührungspunktes. 
Die Curve 18. Grades bildet mit der durch die Wendecurve gehenden 
Curve sechsten Grades, dieselbe doppelt geziihlt, eine Curve 30. Grades u. B. W. 

XXI. Ueber Transversalen,  welche i n  einer  Basis C5 vier  harmonische 
Punkte  bestimmen. 

1st die Basis vom ftinften Grade, so wird sie in  jedem ihrer Wende- 
punkte von der Ortscurve ( u - ? )  ( n - 3 )  = S30 mit zwei Zweigen 
berührt. D a  die Curve ferner von der 30. Classe is t ,  so zerfallen ihre 
600 gemcinvamen Tangenten derselben mit der Rasis in die 45 je sechsfach 
ziihlenden Wendetangenten der Rasis, und in 165 je zweifach zahlende Tan- 
genten, oder : 

B e i  d e r  B a s i s  C5 i s t  d i e  O r t s c u r v e  e i n e  S30; s i e  b e r ü h r t  d ie  
B a s i s  i n  d e r e n  45 W e n d e p u n k t e n  m i t  j e  z w e i  Z w e i g e n  u n d  
a u s s e r d e m  n o c h  i n  165 P u n k t e n  a e i n f a c h .  (593.) 

Daher gilt weiter : 

I n  e i n e r  C u r v e  Cs g i e b t  e s  i m  A l l g e m e i n e n  165 s o l c h e  T a n -  
g e n t e n ,  b e i  w e l c h e n  d e r  B e r ü h r i i n g s p u n k t  a m i t  d e n  d r e i  
a n d e r e n  S c h n i t t e n  v i e r  h a r m o n i s c h e  P u n k t e  b i l d e t .  (593.) U.S.W. 

XXIT. Ueber harmonische Pnnkte  anf  den Tangenten einer  Basie C4. 

In  irgend einer Curve vierten Grades giebt es 32 solche Tangenten, in 
welchen der Berührungspunkt die Nitte zmischen den beiden anderen Schnitten 
mit der Basis ist., Bestimmen mir zu den Berührungspunkten a jeder Tan- 
gente den vierten, zu ihren wciteren Schnitten harmonischen Punkt ,  a ,  s~ 
dass also a b a c  vier harmonische Punkte sind, so folgt durch Projection 
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aus dem Obigen sofort, dass auf jeder Geraden 32 Punkte a gclegcn sind. 
Wir erhaltcn also*: 

D e r  O r t  d e r  P u n k t e  a i s t  e i n e  C u r v e  d e s  32. G r a d e s ,  
w e l c h e  d i e  B a s i s  i n  d e r e n  W e n d e p u n k t e n  d r e i p u n k t i g  b e r ü h r t ,  
und l i b e r d i e s  d u r c h  d i e  56 B e r U h r u n g s p u n k t e  i h r e r  1 ) o p p e l -  
t a n g e n t e n  g e h t .  (541, 594.) 

In einer Basis C4 giebt es woiter 64 solche Tangenten, in denen 
irgend einer der beiden Schnitte, etwa b ,  in der Mitte zwisclien dem Be- 
rührungspunkte a und dem anderen Schnitt c lie&** Durch Projection 
fol& darsus : 

B e s t i m m t  m a n  a u f  e i n e r  T a n g e n t e  e i n e r  G4,  w e l c h e  d i e  
B a s i s  i n  a b e r t i h r t  u n d  i n  b u n d  c s c h n e i d e t ,  z w e i  P u n k t e  
,5' u n d  y d e r a r t ,  d ~ s s  a b c p  u n d  a c b y  z w e i  h a r m o n i s c h e  P u n k t -  
r e i h e n  s i n d ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e r  P u n k t e  @ u n d  y e i n e  C u r v e  d e s  
64. G r a d e s ,  ' w e l c h e  d i e  B a s i s  i n  j e d e m  i h r e r  W e n d e p u n k t e  
m i t  z w e i  Z w e i g e n  d r e i p u n k t i g  u n d  i n  j e d e m  i h r e r  5 6 B e r l i h r u n g s -  
. p u n k t e  d e r  D o p p e l t a n g e n t e n  z w e i p u n k t i g  b e r ü h r t .  (594.) 

Die 24 Punkte der Basis, die Wendepunkte sind, liegen auf Curven 
sechsten Grades, wodurch wieder folgt, dass die 56 Berührungspunkte der 
Doppeltangenten der Basis nothmendig auf Curven 14. Grades gelegen 
sind, indem erstere sechsfach gezahlt und letztere zweifach geziihlt gerade 
eine Curve 64. Grades geben. 

Weiter erhalten wir sofort: 
- D i e  C u r v e  C4 h a t  64 s o l c h e  T a n g e n t e n ,  i n  w e l c h e n  e i n  

S c h n i t t ,  e t w a  b ,  i n  d e r  M i t t e  z w i s c h e n  d e m  B e r t i h r u n g s p u n k t e  a 
und  d e m  a n d e r e n  S c h n i t t e  c g e l e g e n  i s t ,  u n d  d a s s  d i e s e  64 T e n -  
g e n t e n  d e n  A s y m p t o t e n  d e r  O r t s c u r v e  p a r a l l e l  s i n d .  (594.) 

XXLII. Ueber harmonische Punkte auf einer Basis C5. 

In gleicher Weise erhalten wir aus XX. und anderem, wenn wir f ü r  
die Curve 0 in jeder Tangente für deren Berührungspunkte a und deren 
S~hnitt~punkte b, c ,  d die Punkte /?, y ,  d so bestimmen, dam : 

a b p c ,  a c y d ,  oib8d 

je vier harmonische Punkte sind, den Satz: 
D e r  g e m e i n s a m e  O r t  d e r  d r e i  P u n k t e  /?, y ,  6 i s t  e i n e  

Curve  G r a d e s ,  w e l c h e  d i e  B a s i s  i n  i h r e n  43 W e n d e p u n k t e n  
m i t  z w e i  Z w e i g e n  d r e i p u n k t i g  u n d  d i e s e l b e  i n  1 6 5 . 3 = 4 9 5  h a r -  

* Der hier gegebene Satz wurde bereits früher von H e s s e  im Journal für 
Xathematik Rd. 3fi, S. 161, gegeben, und hat H e s s e  aus demselbeu dort eine 
Reihe Bolgerungen gezogen. 

** Dies~n Satz, deu S t e i n e r  S. 590 giebt, haben wir oben ala eine ein- 
fache Folgerung aus den Hauptsateen übergangen. 
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m o n i s c h e n  S c h n i t t e n  ( b ,  c ,  d) d e r  v o r g e n a n n t e n  165 h a r m o -  
n i s c h e n  T a n g e n t e n ,  s o w i e  i n  d e n  240 B e r ü h r u n g s p u n k t e n  
i h r e r  D o p p e l t a n g e n t e n  s c h n e i d e t ,  u n d  w e l c h e  a u c h  d i e  D o p p e l -  
t a n g e n t e n  d o p p e l t  b e r ü h r t .  J e d e  T a n g e n t e  d e r  B a s i s ,  i n  
w e l c h e r  z w e i  d e r  d a e i  S c h n i t t e  b ,  c ,  d g l e i c h w e i t  v o m  Be-  
r t i h r u n g s p u n k t e  a a b s t e h e n ,  i s t  e i n e r  A s y m p t o t e  d o r  O r t s c u r r o  
p a r a l l e l .  (594.) 

XXIV. Ueber Transversalen,  die eine Basis in  Punkten  einer Involution 
schneiden, 

1 
a) Die Doppelsehnen einer Curve C" sind feruer zu je- n (n-1) (TL- 2) (n-3) 

parallel. Durch Projection geht dies liber in: 
8 

1 
Durch jeden Punkt P gehen - n (n - 1) (n - 2) (n - 3) solche Trans- 

8 
versalen S,, welche vier solche Punkte a ,  b ,  c ,  d mit einer Curve CR 
gemein haben, dass diese vier Punkte sich zu zwei Paaren von Punkten, 
otwa a b  , cd einer Involution, anordnen lassen, die P zum Doppelpunkte hat. 

Da auch auf jeder Geraden irgend vier Punkte a ,  71, c ,  d sich aiif 
dreierlei Arten zu vier einer Involution angehorigen Punkten ordnen lasuen, 
so erhëlt man aus diesen vier Punkten sechs Doppelpunkte dieser drci 
Involutionen. Auf jeder Geraden liegen n Punkte der Basis und diese 

1 
laseen sich zu ri (n - 1 )  (PZ - 2) (PZ - 3)mal vier Punkten ordnen, und 

24 
die Anzahl der zu diasen Punktgruppon gehorigcn Doppelpunkte ist somit 
1 
- n (n - 1 )  (PZ - 2)  (n  - 3 ) .  Da durch jeden Punkt  der Geraden noch 
4 
1 
- 12 in - 1) (n - 2 )  (fi - 3) Gerade S, gehen, 80 folgt : 8 

W i r d  e i n e  T r a n s v e r s a l e  8 n m  e i n e n  P u n k t  P h e r u m  b e w e g t ,  
s o  b e s c h r e i b e n  d i e  zu j e  v i e r  a u f  d e r  S g e l e g e n e n  C u r v e n -  
p u n k t e  g e h o r i g e n  s e c h s  D o p p e l p u n k t e  d e r  I n v o l u t i o n e n ,  d i e  

3 
v i e r  P u n k t e  b e s t i m m e n ,  e i n e  C u r v e  - r i  (n-1)  (n - 2)  (fi-3)ten 

8 
Bn(n-i) [n-2) (n-3) 1 

G r a d e s   AS'^.(,^-^, ( n - 2 ) ( n - 3 ) ,  w e l c h e  d e n  P o l  xum-n(n- l ) (n-Z) (n-3)- 8 
f a c h e n  P u n k t e  h a t .  

3 
b) Die Ortscurve hat  ferner mit der Dasis - f i2 (a - 1) (n - 2).(n - 3)  8 

Punkte gemein. Ziehen wir jedoch von P a n  die Basis eine Tangente, so 
kann deren Uertihrungspurikt a mit irgend zwei Schnitten b und c derselben 
auf dreierlei Arten zu einer Involution georduet werden, bei welcher a 

( n  - 2) ( r i  - 3) 
Doppelelement ist. D a  diese Punkte xu 

2 
mal sich xu Zweien 

anordnen, ergiebt sich also, dass die Ortscurve die Basis in  jedem dieser 
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1 
Punkte mit - (n - 2) (fi - 3) Zweigen je  dreipunktig beriihrt, oder mit 

2 
3 

ihr - (n- 2) (n - 3) Punkte gemein hat. Da es m (m - 1)  solche Punkte a 2 
3 

giebt, so haben wir von den gemeinsamen obigen Punkten n (m-1) (w -2) (n- 3) 
3 L 

abziiziehen und es bleiben noch deren - n (n - 1) (n - 2) (VI - 4) übrig, 
8 

die solche Punkte x der Blasis sind, welche Doppelpunkte von einer durch 
vier andere Schnitte der Basis mit Pz gebildeten Involution sind. Durch 

3 
P gehen also - n (a- i )  (n - 2) (n - 3) (n - 4) solche Transvcrsalon, welcha 

8 
auf der Rasis fünf Punkte ü, b ,  c ,  d ,  e derart bcstimmen, daçs einer der- 
selben, etwa a ,  Doppelpunkt der durch die iibrigen gebildeten Involution 
ist, oder : 

D e r  O r t  d e r j e n i g e n  T r a n s v e r s a l e  S,, b e i  w e l c h e r  u n t e r  
i h r e n  S c h n i t t e n  m i t  d e r  B a s i s  f i i n f  s o l c h e  s i n d ,  d a s s  d u r c h  
d i e s e l b e n  e i n e  I n v o l u t i o n  b e s t i i n m t  w i r d ,  d e r e n  e i n e  D o p p c l -  
p u n k t  s e l b i t  e i n e r  d i e s e r  S c h n i t t e  i s t ,  i u t  e i n e  C u r v e  v o n  

3 
d e r  -%(fi-l)(n,-2)(n-3) ( n - 4 ) t e n  C l a s s e ,  SzH"O~-l) ("-2) (n-3) (n-4). 

8 

Hiermit haben wir siimmtliche von J. S t e  i n e  r i n  soiner Abhandlung : 
,Ueber solche algebraische Curven, welche einen Mittelpiinkt hahen, und 
iiber darauf beztigliche Eigenschaften algebraischer Curven, sowie über 
geradlinige Transversalen der letzterenY, so weit sie den $5 26-27 angehoren, 
bewiesen. (Vergl. S t e i n e r ' s  ges. Werke Bd. 2 ,  S. 583-596 oder das 
Journal ftir Mathematik Bd. 47, S. 7 - 108.) Wenn der Altmeister 
8 t e i n e r  selbst bcmerken zu mtissen glaubt , dass vielleicht eiiiigo seiner 
Resultate fehlerhaft seien, so mag es wohl auch dem Verfasser gestattet 
~ e i n ,  bei der Schwierigkeit der Behandlung aller hierher gehorigen Fragen 
flir seine Person die gleiche Nachsicht bei etwaigen Unrichtigkeiten zu be- 
anspruchen. Wohl hat e r  Alles vermieden, was , ihm irgendwie fraglich 
in der Schlussfolgerung erschien, aber bei dem Weg,  den er einschlug, um 
wom6glich nur diirch geometrische Betrachtungen auf diese Resultate zu 
kommen, mag auch ihm das eine oder andere Uebersehen zu Schulden 
gekommen sein, umsomehr, als die hier gegebene Behandlung dieser Fragen 
auf beinahe vollstandig neuer Grundlage sich aufbaut. 

S t u t t g a r t ,  im Jun i  1891. 
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XXIII. 

Ueber die Tripe1 entsprechender Krümmungs-Mittel- 
punkte, welche bei der ebenen Relativ-Bewegung 

dreier starrer Systeme auftreten. 

Von 

Prof. Dr. RODENBEKG 
in Hannover. 

Hierzn Taf. IX Fig. 1-4. 

Flir die Untersuchung der in  der Ueberschrift gekennzeichneten Be- 
wegung ha t  &ch der Begriff des Tripels, d. h. dreier Punkte,  von denen 
je zwei sich als Krümmungs-Mittelpunkte der lielativbewegung der 
beiden zugehh-igen Systeme entsprechen, als besonders zweckmbssig 
erwicsen. Obschon ich in  meinem ,Beitrag xur systematischen Rehand- 
lungsweise der ebenen Relativbewegung starrer SystemeuY, sowie auch 
früher bereits darauf hingewiesen habe, dass derartige Tripe1 stets in 
gewisser Anzahl auftreten müssen, so blieb doch die Frage nach der 
Construction und der genauen Zahlenangabe der  Tripe1 unerledigt. Nur 
das Vorhandensein s i n  e s  stets reellen Tripels auf der Polgeraden der 
drei Systeme ist auf S. 241 des B. festgestellt worden, und zwar, was 
wesentlich i s t ,  ohne Bezugnahme auf ein weiteres Tripel. 

Auf Grundlage dieser Thatsache sol1 nun im Bolgenden die angegebene 
Lticke i n  der Theorie der Tripe1 ausgefüllt werden. Die Entwickelung 
wird gleichzeitig die Mittel zu einer befriedigenden Erledigung des beson- 
deren Falles der Bewegnng dreier Systeme um drei feste Punkte einer 
starren Geraden an die Hand geben, dessen kinematische Dehandlung bisher 
noch der ntithigen Strenge entbehrte. Hierbei sei daran erinnert, dass 
ein Tripe1 sich wahrend der beiden consecutiren Zeitelemente, welche ja 
bekannflich fur die ganze vorliegende Frage nur in  Botracht kommen, wie 
eiu starres Dreieck verhalt,  so lange seine Punkte n i c h  t in gerader Linie 
l iegen, wahrend bei dem geradlinigen Tripe1 auf der Polgeraden i m  811- 
gemeinen diese Starrheit nur fur eines jener beiden Zeitelemente besteht. 

* Siehe diese Zeitschr. Jahrg. 1892 S. 219flgg. Diese Arbeit eoll in Zukunft 
kurz du-& ,,B." bezeichnet werden. 
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Das letztere Tripe1 zeigt also einen ganz besonderen Charakter; Siitxe, 
welche ftir zwei Tripe1 ausserhalb der Polgeraden gelten, werden hinfallig, 
wenn eins derselben durch das geradlinige Tripe1 ersetzt wird, sofern nicht 
in Folge der besonderen Natur der Bewegung auch dieses Tripe1 noch 
wihrend des anderen Zeitelementes starr tileibt. Zur Erleichterung der 
Ausdrucksweise mag in Zukunft ein wahrend zweier Zeitelemente starr 
bleibendes Tripe1 kurz als ,,starres Tripelu bezeichnet werden. 

Den Schluss der Note bildet die wirkliche Durchführung der ab- 
geleiteten Constructionen fur ein Beispiel der Bemegung mit lauter 
reellen Tripeln. 

Unter Beibehaltung der im B. eingefiihrten Bezeichnungen sei i n  
Figur 1 die Bewegiing der Systeme G~ 6,u3 in kanonischer Form durch 
die Pole 1 2 ,  23, 3 1  nebst den Rollcurventangenten ti2tzst3, und dern 
Tripel T,ZJT3 auf der Polgeraden p gegeben. T'23, T231, Iyl2 sind dann 
nach B., Satz 15, drei Punktpaare einer Involiition. 1st nun AIA,A, ein 
Tripel ausserhalb p, so betehen nach B., Satz 16, die Winkelrelationen 

L t,, 12p = L A, 12 S = A,,, 

L tZs23?= L A223S=A,,, 

L t,, 31p = L A, 31 S =  A,,. 

Vermoge der ersten und dritten Gleichung ist , unter Voraussetzung 
der Unveriinderlichkeit der Winkel A,, A,, nach Grosse und Sinn,  zwischen 
den Punkten S und A, eine eindeutige quadratische Verwandtschaft Tl be- 
gründet. Dcnn, durchl&uft der eine dieser Punkte eine Gerade, so bo- 
schre&en die nicht durch ihn gehenden Schenkel der starren Winkel zwei 
projectiva Buschel und erzeugen solnit einen jener Geraden entsprechenden 
Kegelschnitt. Solche Punktpaare SA,,  welche insbesondere mit Tl auf 
einer und derselben Geraden liegen, erfüllen zwei sich i n  V, entsprechende 
Curven 8, al und ebenso giebt es die Curvenpaare se a,, s3a3 bez. zu T2 T3. 
1 s t  nun S irgend ein Schnittpunkt von s, und s,, welcher nicht Fun- 
damentalpunkt in einer der beiden Verwandtschaften VI V,, i s t ,  so geht durch 
ihn auch s,, weil bereits alle Relationen zwiechen den Winkeln benutzt 
und daher auch erftillt sind. Zu jedem Punkte S gehort aber dann ein 
einziges Tripel, dessen Punkte die dem S auf ala2a3 entsprechenden sind 
und daselbst durch die  Strahlen ST,, S T 2 ,  ST3 verzeichnet werden. Dio 
Anzahl der Punkte S ist also glcich der Anzahl der Tripel. 

Die Curven s ,a i  sind siimmtlich dritter Ordnung. Zur naheren Unter- 
suchnng betrachten wir in Fig. 2 das Paar  sla,. Sei M der Schnittpunkt 
von tl,t,3, N sein Spiegelbild i n  Bezug auf die Polgerade. Dann sind die - --- 
Fundamentalelemente d. EbeneS:  NI 12, 13; N 12, N l 3 ,  12, 13 
und ihnen entsprechen bez. in  der --- 

Ebene Al :  12,13, M 1 5 , X l 2 ;  13, 12, M. 
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Durch das Vorstehende ist zwar im Princip die Construction der  
Tripe1 erledigt, der wirklichen Ausführung steht jedoch die Erzeugung der 
auftretenden Curven dritter Qrdnung durch a 11 g e m e  i n e Kegelachnittbüschel 
hindernd entgegen. Diese lassen sich durch die zweckdienlichern Kreis- 
blischel ersetzen, da  die ilnaginZren Kreispunkte den Curven angehiiren. 
Wir zeigen eine vortheilhafte Umformung unter Bezugnahrne auf Figur 2 
fur die Curve a,. M wshlen wir als Centrum des erzeugenden Strahlen- 
büschcls, machen Tl und dio Kreispunkte zu drei Basispunkten eines ihm 
projectiven KreisbIischels und bestimmen dessen vierten reellen Basispunkt P. 
Da M l 2  die Curventangente in 12 is t ,  so entspricht diesem Strahle der 
ihn in 12 bernhrende Kreis, und da das Entsprechende für 13 gilt ,  so ist 
P al6 der von Tl verschiedene Schnittpunkt der beiden Kreise bestimmt. 
Das dritto zur Bestimmung der projectiven Beziehung nothwendige Ele- 
mentenpaar ergiebt sich aus der Bemerkung, dass NT, die Curventangente 
in Tl is t ,  denn es ist dem Kreise, welcher dort ebenfalls NTl berührt, 
der Strahl MT, zugeordnet. Darnach sind die projectiven Gebilde in be- 
kannter Weise nu vervollst%ndigen, am bequemsten wohl, indem man zu- 
niichst dem geraden Gebilde 13, Tl, 12 bez. das der Mittelpunkte 13', T',, 12' 
zuordnet und dann zum ersten das Strahlenbtischel I perspectivisch legt. 

Wir wenden uns nunmehr zum gegenseitigen Verhalten der starren 
Tripe1 und denken uns in Figur 3 deren zwei gegeben: A, A,A,, B, B, BS. 
Die Seiten Ai Ak , Bi B k  dieser beiden perspectivischen Dreiecke schneiden 
sich im Pole ik. Das Perspectiv-Centrum S gewinnt ebenfalls die Bedeutung 
als Pol 45 der beidcn starren Dreiecke Ai A2 A3 oder und BI B,B, 
Oder u5, aber derart,  dass um ihn z w e i  consecutive Bewegungen miiglich 
sin% Für diese Sind also A, B I ,  A, B, ,  A, B, Normalstrahlen und S 12, 
523, 531 die den Punktpaaren derselben Ziffern zugeordneten Collineations- 
achsen, d. h. es bestehen die Winkelbeziehungen 

LA1S-4 ,=L13S23 
L A , S A , = L ~ ~  S 3 l  
L A,SA,  .=L32 8 1 2  

und hicrvon ausgehend, kann man sich lcicht zwei Tripe1 herstollen. Man 
kann aber die Bcziehung zwischen drei Normalstrahlen und den ihnen 
paarweise zugeordneten Collineationsachsen noch in eiuer etwas anderen, 
und fur das Spatere wichtigen Porm ausdriicken , worauf meines Wissens 
bisher noch nicht hingewiesen worden ist. Sei h namlich der Halbirungs- 
strahl des Winkels A,S 12 und schreiben wir die zweite der letzten drei 

'leichungen L A , S h + L h S A 3 = L 2 1 S h + L h S 3 1 ,  
subtrahiren L h 5 ' A 3 =  L 2 1 S h ,  

so bleibt L A, S h  = h S  31, d. h. h halbirt ebenhlls den LA,  S  31 und 
damit auch L A, S 23. 

Damit ist aber gesagt: 
Zeitschrift f. Mathematik IL Phpik XXXVII, 6. 24 
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2. D r e i  N o r m a l s t r a h l e n  d e r  B e w e g u n g  z w e i e r  s t a r r e r  
S y s t e m e  u n d  d i e  i h n e n  p a a r w e i s e  z u g e o r d n e t e n  C o l l i n e a t i o n s -  
a c h s e n  s i n d  s e c h s  S t r a h l e n  e i n e r  g l e i c h s e i t i g  h y p e r b o l i s c h e n  
I n v o l u t i o n ,  u n d  z w a r  s i n d  i m m e r  e i n  N o r m a l s t r a h l  u n d  d ie  
C o l l i n o e t i o n s a c h s e  d e r  b e i d e n  i i b r i g e n  S t r a h l e n  e i n a n d e r  e n t -  
s p r e c h e n d . "  

P ü r  die beiden Tripe1 nimmt dieser Satz die folgende Form an: 

3. Z w e i  s t a r r e  T r i p e 1  u n d  d i e  d r e i  P o l e  d e r  d r e i  S y s t e m -  
p a a r e  w e r d e n  s u s  d e m  P e r s p e c t i v i t L t s - C e n t r u m ,  w e l c h e s  d e r  
P o l g e r a d e n  a l s  A c h s e  z u g e h t i r t ,  d u r c h  s e c h s  S t r a h l e n  e i n e r  
g l e i c h s e i t i g  h y p e r b o l i s c h e n  I n v o l u t i o n  p r o j i c i r t  u n d  z w a r  i s t  
d e m  V e r b i n d u n g s s t r a h l e  d e r  b e i d e n  T r i p e l p u n k t e  e i n e s  be-  
l i e b i g e n  d e r  d r e i  S y s t e m e  d e r  S t r e h l  n a c h  d e m  P o l e  d e r  
b e i d e n  B b r i g e n  S y s t e m e  z u g e o r d n e t .  

Die Seiten eines Tripeldreiecks bilden mit der Polgeraden ein voll- 
stündiges Vierseit, dessen Ecken aus S durch sechs Strahlen einer gleich- 
seitig hyperbolischen Involution projicirt werden und alle solche Punkte S 
erftillen daher eine durch jenes Vierseit bestimmte Focalcurve dritter Ordnung. 
Dem vorhergehenden Satze kann d s o  auch die folgende Fassung gegeben 
werden : 

4. I r g e n d  z w e i  s t a r r e  T r i p e 1  l i e g e n  d e r a r t  p e r s p e c t i v i s c h ,  
d a s s  d a s  P e r s p e c t i v i t L t s - C e n t r u m  e i n  S c h n i t t p u n k t  d e r j e n i g e n  
z w e i  F o c a l c u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g  i s t ,  w e l c h e  z w e i v o l l s t i i n d i g e  
V i e r s e i t e  b e s t i m m e n ,  v o n  d e n e n  j e d e s  d u r c h  d i e  S e i t e n  e i n e s  
T r i p e l d r e i e c k s  i n  V e r b i n d u n g  m i t  d e r  P o l g e r a d e n  g e b i l d e t  
w i r d .  

Die Siitze 3 und 4 behalten unveriindert ihre Giltigkeit, wenn eins 
der Tripeldreiecke dem Tripe1 auf der Polgeraden unendlich nahe rückt, 

* Bemerkenswerth, wenn auch für den vorliegenden Gegenstand nicht von 
Bedcutung, ist noch die folgcnde Bezichung. Die Rollcurventangentc t dcr I3e- 
wegung von a4 gegen G; 1st durch die Oleichungen 

gegeben. Die Strahlen h und t sind im Allgemeinen von einander verschieden, 
sie Fdlen aber ziisemmen, wenn jene drei Winkel gleich t S  12 sind. Zur Erkeniit- 
niss der entspringenden kinemati~chcn Bcsondcrheit bczcichne man Ai durch kl', 
k l  durch Ai'. Dann heisst das Gleichungssystem: 

Man hat  also genau die frühere Form von rechts nach links geschrieben. 
D. h.: Falit die Ilollcurventangente mit einem Doppelstrahle der hyperbolischen 
Involution zusammen, so ist mit der gegebenen Bewegung noch eine andere der- 
art verkniipft, dass für diese die urspriinglichen Normalstrahlen und die ihnen 
zugeordneten Collineationsachsen ihre kinematische Bedeutung mit einander ver- 
tauscht hnben, wahrend die Itollcurventangente dieselbe geblieben kt.  
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also nicht durch eine gleichseitig hyperbolische Strahleninvolution projicirt 
werden kann.* 

Ein ZusammenrUcken von zwei Tripeln ausserhalb der Polgeïaden geht 
in  ganz anderer Weise vor sich. Wir  nehmen zu diesem Zwecke wieder 
Pigur 3 und construiren die Bollcurventangenten (L t,, 12A1= L B, 12 S etc.). 
Pallen dann in Folge allmiihlicher Aenderung der Figur unter Festhaltung 
von S ,  t,,, t,,, t,,, pl die Punkte A, BI in  D,, A2B, in  D,, A, 8, in D, 
zusammen, doch so, dass Dl D,D, ausserhalb der Polgeraden Iiegen, so 
wird L t ,z  12 0, = L Dl 12 S etc., und die Strahlen durch S konnen als 
Collineationsachsen der Tripelstrahlen Dl D, , De D,, D, Dl in Bezug auf 
sich selbst bezeichnet werden. Daraus entspringt die Vorschrift: Zur 
Schaffung einer Rclativbewegiing mit Doppeltripel ausserhalb dcr Polgeraden 
schneide man drei Strtthlenpaare einer gleichseitig hyp~rbolischen Involu- 
tion mit einer nicht durch ihren Trager S gehenden Geraden, der spateren 
Polgeraden, wahle die Schnittpunkte mit drei Strahlen als Pole 12, 23, 31; 
nehme ferner auf den ihnen bex. entspreclienden Strahlen drei Punkte 
D,D,D, als Eckcn cines Dreiecks an ,  dessen Sciten durch die, glciche 
Ziffern mit ihnen tragenden Pole gehen. Nacht man dann endlich 
L S 12 D, = L Dl 12 t,, etc., so Sind t,,t,,t,, die Rollcurventangenten einer 
Bewegung, welche DI,DP DB zum Doppeltripel hat.  

Findet insbesondere die Vereinigung der beiden Tripe1 der Figur 3 auf 
der Polgeraden s tat t ,  so entsteht eine Unterart der im Satze 5 dargelegten 
Bewegung und wir erhalten als ErgBnzung dieses Satzes: 

5 a .  D r e h e n  s i c h  d r e i  s t a r r e  S y s t e m e  w i i h r e n d  z w e i e r  con-  
s e c u t i v e r  Z e i t e l e m e n t e  urn d r e i  P u n k t e  e i n e r  s t a r r e n  G e r a d e n  
u n d  w i r d  d i e  d u r c h  D r e h p u n k t e  u n d  P o l e  d e r  R e l a t i v b e w e g -  
u n g  v o n  j e  z w e i e n  d e r  S y s t e m e  g e b i l d e t e  I n v o l u t i o n  vom 
S c h n i t t p u n k t e  d e r  R o l l c u r v e n t a n g e n t e n  d u r c h  e i n e  g l e i c h -  
s e i t i g  h y p e r b o l i s c h e  S t r a h l e n i n v o l u t i o n  p r o j i c i r t ,  so  s i n d  i n  
j e n e  D r e h p u n k t e  m i n d e s t e n s  zwei s t a r r e  T r i p e l  g e r ü c k t .  

* Satz 5 wurde zuerst von Herrn B u r m e s t e r  in seiner Arbeit ,,Ueber die 
momcntitne Bewegung der ebenen Mechanismeni', Prager tcchnische Blatter 1890, 
Heft 2 ,  au~gesprochen, und als unmittelbare Folge von Satz 16 des B. angesehen. 
Aber, abgesehen von dem f'ehlenden Nachweise des stets recllen Tripels ausser- 
halb der Polgeraden, wird auch der von Herrn El u rmes  t e r  zum Boweise des 
letzteren Satzes benutzte Gleitpunkt (SI der Polgeraden im kritischen Moment un- 
bestimmt, und die Giltigkeit des Satzes erscheint damit zweifelhaft. Der von mir 
ursprünglich zur Auffindung von Satz 16 benutzte übergeschlossene Mechani~mus 
erhalt für jenen Specialfall unendlich kleine Glieder, so dass ich wegen der 
Uebertragiing des allgemeinen ltesultats Uedenken trug. Aber die Thatsache, 
dass zwei ganzlich verschiedene Methoden hier versagen, macht es wahrscheinlicli, 
dass der in Rede stehenden Bewegung nicht ohne tieferes Eingehen anf die Natur 
der Tripe1 beixukommen ist. - Auf den Zusammenhang der Focalcurven mit 
diescm Problem hat Herr B u r m e s t e r  a. a. O. bereits hingewies~n. 
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Eine besondere Retrachtung verdienen die Bewegungen, hei welchen 
eiue oder mehrere der Verwandtschaften Vi zwischen den Projectivitiits- 
centren S und den Tripelpunkten, welche den Ausgangspunkt unserer 
Untersuchung bildeten, involutorisch werden. Uann' fallen zwei Curven siai 
in eino einzige zusammcn, deren Punktc sich involutorisch cntsprcchcn. 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung hierfir ist , wie unmittclbar 
aus Pigur 1 zu entnehmen, dass zwei oder alle drei Winkel i l i k  rechte sind. 
Sei z. B. 4, = L13 = 90°, so entsprechen sich S und A, involutorisch; 
beide Punkte sind Endpunkte des durch TL gehenden Durchmessers eines 
Kreises, welcher einem Büschel mit den Baeispunkten 12, 13 angehtirt. 

Damit ist aber ausgesprochen: 
6. S i n d  z w e i  d e r  W i n k e l  L i k l i r ,  w e l c h e  d i e  E o l l c u r v e n -  

t a n g e n t e n  t i k t i l  m i t  d e r  P o l g e r a d e n  e i n s c h l i e s s e n ,  r e c h t e ,  s o  
s i n d  d i e  C u r v e n  s ,a i  i n  d e r j e n i g e ?  F o c a l c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  
v e r e i n i g t ,  w e l c h e  d e n  T r i p e l p u n k t  Ti a u f  d e r  P o l g e r a d e n  z u m  
F o c a l c e n t r u m  u n d  d i e  P o l e  ik, i l  z u  B a s i s p u n k t e n  d e s  d o m  
S t r a h l e n b t i s c h e l  Ti p r o j e c t i v e n  u n d  m i t  i h m  d i e  C u r v e  e r z e u -  
g e n d e n  K r e i s b t i s c h e l s  h a t .  D i e  P u n k t e  d e r  F o c a l c u r v e  e n t -  
s p r e c h e n  s i c h  a l s  S u n d  Ai i n v o l u t o r i s c h .  

Sind imbesondere alle Winkel Ail, rechte, so zeigen alle Curven das 
in 6 angegebene Verhalten. Dann schneiden sich die Rollcurventangenten 
in dem unendlich fernen Punkte der Normalen zur Polgeraden und das 
Tripe1 TIT,T3 ist ein starres. Dieser Fall ist in Figur 4 zur  Anschauung 
gebracht, und zwar mit der weiteren Besonderheit, aass Tl die Mitte 
zwischen 12, 13 und T2 die Xitte zwischen 21, 23 einnimmt, wodurch 
T3 m m  unendlich fernen Punkt der Polgeraden wird. Jede der beiden zu 
T1T2 gehorenden Focalcurven zerfsllt dann in die Normale zur Polgeraden 
des hetreffenden dieser Punkte und in den nin ihn beschriehenen, die ziigehorigen 
Pole enthaltenden Kreis, wahrend die Curce vom Focalcentrum T3 aus der un- 
endlich fernen Geraden und einer gleichscitigen Iiyperbel mit der rellen 
Achse 12, 13 besteht. Wie es sein muss, schneiden sich alle drei 
Curven, als s, s,s, aiifgefasst , in  denselben fünf Punkten Sa Sb Sc Sn Sl, 
ausscrhalb der Polgeraden, und diesen Punkten sind hez. die Tripe1 
A, ASA,, B I R ,  B, .. . Tl T, T, zngeordnet. Die Punkte eines beliebigen - .- 
Tripels, etwa A, A , A ~ ,  sind dritte Schnittpunkte der Strahlen Su Tl, Su T2, SUT, 
mit den, jet,zt als a,a,a, aufzufassenden Curven. Nur fur das starre 
Tripel, welches Tl T2 Y', unendlich nahe liegt, trit t  bei der vorliegenden 
speciellen Annahme diese Thatsache nicht klar zu Tage, weil die Strahlen -- - - 
S1,T,, St, T,, St,T, sclbst Theile der Curvcn sind, wahrend im All- 
gemeinen bci einern varhandenen Treffpiinkte der drei Rolleurventangentcn 
die Curven a,n,a, nur in  TlT2T3 bez. von jenen Strahlen berührt werden. 

H a n n o v e r ,  den 21. April 1892. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mit theilungen. 

XYIII. Verktirzte Recursionsformeln ftir die Bernoulli'schen Zahlen. 

Den von S e i d e l '  und in grtisserer Allgemeinheit von S t e r n * *  auf- 
gestellten. Recursionsformeln ftir die R e r n O u l l  i 'schen Zahlen, vermittelst 
derer ziir Berechnung von B, nur  die vorangehenden R,-l, Rm-* bis 

bez. B,  gebraucht werden, sind, soweit mir bekannt, bisher keine - - 
2 2 

anderen iihnlichen Charakters zugesellt worden. Dies m6ge nun imFolgenden, 
und zwar unter Anwendung eines anderen als des bisher verwandten 
Princips der Uifferenzreihen , geschehen. 

Die M a c  -L  a n  r in 'sche Summenformel lautet: 

is t ,  und das Restglied niüht hinzugefügt zu werden braucht, da  wir fiIr 
fjx) oine ganze rationale Function nehmen wollen, so dass die rechte Seite 
von 1) von selbst abbricht. Indem wir unter p und q ( F p )  positive ganze 
Zablen verstehen, nehmen wir an:  

2)  f ( x )  = X P  (1 - x)q 

3) a = O ,  b = l ,  h = l ,  k = l .  
Dann ist f (")x  fur mindestens e i  n e  n der beiden Werthe x = O und 

x = 1 nur in d e n  Fiillen von Nul1 verschieden, wenn n. zwischen p und 
p + q einschliesslich der Grenzen liegt. Und zwar i s t ,  mit Fortlassung 
der sowohl fur  x = 0, wie fiir x = l  verschwindenden Glieder: 

f '" ) (x )=( . )  n- ,p !q(q- l ) . . .  ( q - 1 2 + p + 1 ) ( - l ) n - p ( l - ~ ; ~ - n + ~  
+...+(?a),p (p-1)  . . . ( p - f i + ¶ +  1) ( - l ) ~ q ! x ~ - ~ + q ,  

und daher nach leichter Umformung: 

* Sitzungsberichte d. Akad. d. Wissensch. zu München Bd. YI1 (MW), S. 157. 
** Abhandlungen d. Gesellsch. d. Wissensch. z ~ i  Gottingen Bd. XXIlI (1878). 
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und folglich, w e n n  '>a e i n e  u n g e r a d e  Z a h l  i s t :  

5) f ( n '  (1) - f(") (0) = n !  [(AI)'' (q)p+p-n + (-1)'' ( ~ ) p + ~ - n ] .  

Die linke Seite der Gleichung l), sowie des dem Integral folgende 
Glied auf der rechten Seite, verschwinden , und das Integral hat den Werth : 

Nunmehr miissen wir die vier Palle unterscheiden: 1) p ungerade, 
p gerade; 2) p ungerade, g ungerade; 3) p gerade, q ungerade; 4) p gerade, 
q gerade. 

Ad 1. '>a erhalt die Werthe: 

dann ist,  wenn wir es mit dem Zeichcn sa einrichten , dass dic B e r n O 1111 i- 
sche Zahl mit dem kleinsten Index positiv erscheint: 

worin 9-P statt  ('la - geschrieben id. 
2 q + p - l  

Ad 2. n erhalt die Wcrthe: 

und es entsteht die Gleichung: 
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(- 1; B' 2 
[ ( P ~ P - I  + ( ~ ) q - l I  - P  +> [(P)II-s+ ( ~ ) q - d  

*,+s 9 + 2  

f -*-+(- l )  B e ,  
2 

¶,P. 

Um nun eine Gleichung zu erhalten, welche moglichst wenige B e r -  
n o u l l i ' s c h e  Zahlen enthi l t ,  ist in 8) und 10) q= p oder, was bis auf 

* 
1 

den Factor - zu demselben Resultate führt,  i n  7) und 9) q = p  + 1 zu 
2  

setzen. Das giebt: 

=--. 
@PI, (2 P + 1) 

Wir  machen nun noch eine zweite ~ n n a h m è :  

12) f (x )=xp(2-x)q ,  a=O, b = 2 ,  h = l ,  k = 2 ;  

dann ist die linke Seite von 1):  

das Integral: f (o )  + f i l )  + f @ ) = l ,  

ferner ist ,  mit Benutzung der Ausdrücke 4): 

und dsher: f (")  (b) = ( - 1 ) q  W !  ( p ) ,  + , - n .  2 p + q - n  

f(")(a) = (-l)n-p fi! ( ~ ) ~ ~ ~ - n . % ' f  

und ftir ungerades n: 
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BO dass sich diese Differenz von 5) nur durbh den Factor 2p-I-q-n  unter- 
scheidet. 

Daher nimmt in dem ersten der obigen vier Palle ( p  ungerade, 
y gerade und 11 successive gleich p l  21 4- 2 , .  . . p  4- 9 - 2) die der 7) ent- 
sprechende Gleichung folgende Porm an : 

ahnliche Formen erhalten die Gleichungen in den anderen drei Fkillen. 
Multipliciren wir nun 7) mit 2?J+q+l und xiehen 13) davon ab, so erhalten wir: 

ebenw in den anderen Flillen: 
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Es m8ge noch bemerkt werden, dass in dieser Gleichung stimmtliche 
Glieder auf der linken Seite ausser dem ersten, welches eine u n g e r a d e  
ganze Zahl ist , g a n z e  g e r a d  e Zahlen sind. Aus den bekannten That- 

22k- l  (22k- 1) Bk 
sachen namlich , dass 

k 
eine ganze, und 2 (z2 - 1) Bk eine 

2 (22 - 1) Bk 
ganzo ungerade Zahl is t ,  folgt leicht, dass auch = g eine 

r 
gmzo ungerade Zahl iüt, falls k = Zar ( r  eine ungerade Zahl) gesetzt wird." 
Sodann ist in dem Producte q !  hochstens die q - l t 0  Potenz von 2 ent- 
halten, wenn q eine geiade, und hochstens die q - 2te Potens, wenn q 
eine ungerade Zahl 0 1 )  ist. Das allgemeine Glied Gk von 18) ist nun: 

1st nun : 
P ( p  - 1). . . (27c - p )  = 2P B (8 eino ungerade Zahl) , 

( 2 p - 2 k + 1 . ) ! = 2 y C  (C  n n > ,  
so ist (fur k <  p): y z p - n k - , ,  und, da k ein Factor des Productes 
p (p - 1). . . ( 2 k  - p) ist: ,B > o r ,  endlich auch B : C eine ganze ungerade 
Zahl (da (p ) ïp -2k+l  eine game Zahl ist) = D ,  und daher: 

Gk = 2 2 l ' - 2 k - ~ f  P-Y . D . g =  2 8 . ~ 9 ,  

worin 6 5 1 ,  und nur fü r  k = p: 6 = 0 is t ,  womit die obige Behauptung 
erwiesen worden. Andere Substitutionen ftir f ( x )  ficheinen immcr zu weniger 
einfachen Gleichungen zu fflhren. 

K o u i g s b e r g ,  Januar 1892. Louis  S A A L ~ ~ C R ~ T ~ .  

XIX. Zur Theorie des Gauss'schen Krtimmnngsmaasses. 
Es  giebt in der G a u s s'schen Flachentheorie zwei Grossen, welche wegenihrer 

Unveranderliclikeit bei der Biegung einer Flache von grosster Wichtigkeit sind. 
Die erste, die tangentielle oder g e O d a  t i s ch e K r i i  m m u  n g ,  verdanken 

wir~indin~**;dieandere,das~auss'sch~~rümmun~smaass,Gauss** . . 

* Vergl. die Abhandlung von W o r p i  t z  k y im  Journ. f. Mathem. Bd. 94 S. 203. 
*a Crelle, Bd. 6. 

*** Diequis. gener. Act. XLI. 
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selbst. In  neuerer Zeit ha t  man auf verschiedene Weise diese Invarianten dar- 
zustellen gesucht; besonders bemerkenswerth ist die Darstellung von B e l -  
t r a m i *  durch Differentialparameter. Bei der Aufstellung solch' wichtiger 
Grossen mag es von Werth sein, dieselben in einfacherer Weise aufiustellen, 
als dies von G a u s s  geschehen ist. G a  u s s beweist die Unveranderlichkeit 
des Krümrnungsmaasses, indem er nachweist, dass der Zahler des Ausdrucks 
für das Kriimmungsmaass nur von den Coefficienten des Linienelements und 
deren Differentialquotienten abhangt. F a  y e ** hat  , wenigstens für convexe 
(positiv gekrilmmte) Flachen, der Pariser Academie einen genetischen ele- 
mentaren Beweis vorgelegt, dessen Gang der folgende ist:  Denkt man sich 
in einem Punkt einer Flache und in dem einer andern in  gleichern Abstand 
von der Tangentenebene je einen parallelen Schnitt gelegt,  so entstehen zwei 
Ellipsen als Indicatricen; legt man an dieselben die Tangentenkegel, so sind die 
Flachenstilcke urn die Punkte auf einander abwickelbar, wenn diese Tangen- 
tialkegol gleiche Abwicklungswinkel habcn. Da nun diese Abwicklungswinkel, 
wie sich herausstellt, proportional den Flacheninhalten der Ellipsen, und diese 
mieder proportional dern G a u s  s'schen Krümmungsmaass sind, so erfordert die 
Mtiglichkeit der Abwicklung der Fliichen gleiches Krümmungsmaass. Dieser Be- 
weis, der nattirlich nur filr posiliv gekrümmte Flichen gi l t ,  scheint mir nicht 
einwandsfrei zu sein; denn ein FlBchentheil einer Flliche mit endlicher Krürn- 
mung kann, wenn e r  auch unendlich-klein genommen wird, nicht auf einen 
Kegel, der ja die Krlimmang O besitzt , abgewickelt werden. Selbst wenn wir 
voraussetzen, dass die Kegel gleiche Abwicklungswinkel besitzen, so wilrden 
sich doch die Ellipsen beim Aufeinanderlegen der Abwicklungen nicht decken, 
da nur ihre Inhalte, nicht ihre Urnfiinge und auch nicht die Naritellinien gleich 
sind. Im Folgenden geben wir einen Beweis, nelcher ftir negativ und positiv 
gekrümmte Flachen gilt ,  und der schliesslich auf einen durch G a u s s  aufge- 
stellten Ausdruck für das Krtirnmungsmaass zurückfiihrt. Nimmt man einen 
beliebigen Flachenpunkt O zum Uraprung eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems, so lasst sich die Gleichung der Flache auf die Form bringen: 

a = A x2 + pya + h6here Glieder in x, y, B ;  

die a-Achse ist alsdann Flachennorrnale; die x -  und y-Achsen bestimmen die 
Fortschrittsrichtungen der Krümmungslinien durch den Ursprung. Die zwei 

1 1  
Hauptkrlimmungsradien des Ursprungs sind -A,  , p und gehoren den Haupt- 

2 2 
schnitten y = O und x = O an. Zieht man vor der Deformation der Flache von 
0 aus geodatische Linien und um O einen geodgtischen Kreis mit Radius s, so 
werden nach der Deformation die ersteren Linien, als kürzevte zwischen zwei 
Punkten, wieder geodatische Linien der deformirten Flache sein, und der geo- 
ditische Kreis demnach wieder geodatischer Kreis der deformirten Flache. 

* Mathem. Annalen, Bd. 1. 
** Comptss Rendus XCII, 1019-21. 
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Entwickelt man nun vor der Deformation den Umfang des Kreises nach 
Potenzen von s und ebenso nach der Deformetion, so miissen, da weder Um- 
fang noch Radius ihre Grosse geandert haben, beide Reihen identisch sein. 

1st nun die deformirte Flache auf die Borm 
a' = a1xr2 + $?JP2 + . . . 

gebracht, so werden die Coefficienten der ersten Reihe von 1, p ;  die der letzten 
von I f ,  abhangen; diirch Coefficientenvergleichung erhiilt man danu die ge- 
suchte Function. Die Reihenentwicklungen werden nach steigenden Potenzen 
von s  vorgenommen. Eine durch O gehende geoditische Linie der Flache ist 
eindeutig bestimmt durch den Winkel cg, welchen das Anfangselement derselbeu 
mit der z - Achse macht. 1st also 

1 z = A , + A , s + A 2 s 2 + A 3 s 3 +  ... 
y = B , +  B , s+  B2s2+ B3s" +... 
a = C" + C,s + C,s2 + C3s3+ ... 

diese geodatische Linie, so miissen sich die Coefficienten eindeutig bestimmen 
lassen. Die Gleichungen hierfür erhiilt man aus den Bedingungen: 

d z  
1. F t i r z = y = a = O m u s s  s=O,  -- d z 

- = O  -cosy,  -- 
d s  ds d s  

sein, also A, = Bo = Co = Cl = O 

1) 
A, = cos cg 
B, = sir, cg 

2. F ü r  jedes beliebige s mtisscn die Differentialgleichungen: 

erfüllt sein. 
3. F ü r  jedes beliebige s muss die Plachengleichung: 

s = A ~ ' + ~ y "  ... 
erfüllt scin. 

d2 a 
Die Redingung 2) giebt, wenn fur k - - esetzt wird, ds2 

2 A 2 + 6 A , s  +...= 2A(A , s+  ...).( 2C+GC3s+ ...); 
woraus : 

1 
A, = O 

3 8 ,  = - 2LC,A, und analog: 
2) B2 = 0 

3 B , = - 2 p C 2 B , .  
Die Bedingung 3) giebt endlich: 

I 
C2 E= A cosBq + p s i d q ;  somit 

2  As a - - A  COS^ ( A  cos2q + p s i d q )  
3 )  3 

2 .  By = -- psmq ( A  C O S ~ < P  + p s i d p ) .  
3 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilungen. 38 1 
----̂-- ---- --------x--xI XIII--- 

Die geoditiçche Linie ist daher : - 
a 

- l x=coscp . s - -  Acoscp (Acos2(p + p ~ i n ~ ~ ) s ~ + . . .  3 
2 ' 

y =silzrp. s - -  p sinrp ( A  cos2<p + p  sinz(p)s3+ ... 3 
s=(1cos"++ssira2(p)s2+... 

Lasst man cp von S v  wachsen, s aber unver%nderlich, so kommt man 
zu einem benachbarten Punkt des mit s beschriebenen geodatischen Ereises. 
Die Projectionen des Bogenelements d G dieses geodatischen Kreises sind daher : 

S B =  Scp [ -  2sincpcoscp(A- y)sa+. . .  
also - 4 

d ~ - i d z ~ +  dyB+ d i s 2 = s 6 e / 1 + A n r r + . . .  

Die Wurzel nach Potenzen von s entwickelt: 

Für die deformirte Flache .c' = A' sa2 + p' y'". . . wird analog : 

und da beide Reihen fur jedes beliebige s iibereinstimmen miissen, so muss : 

4 A P = 4 A ' p 1  

sein, d. h. das Krümmungsmaass bleibt bei der Deformation ungeandert. 
Der obige Ausdruck ftir B G  gestattet eine Darstellung des allgemeinen 

Linienelernents dS in  geodatischen Coordinaten s und cp; da  namlich 
2 

d S s = d s 2 + B d  is t ,  so ist d S s = d s g +  [ S ~ + - I ~ S ~ + . . . ] ~ S ~ ? .  
O 

3 
Z 

Setzt man nun g = s2 + - rl p s3 + . . . , so wird die Krtimmung 3 

mas mit dem G a  u s 3 'schen Ausdruck Disquis. general. Act. XIX tibereindimmt. 

C a n n s t a t t ,  Februar 1892. Dr. Ruoss. 
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XX. Ueber einen stereometrischen Satz von Schlomilch. 
(27. Jahrg., S. 380.) 

Eine Erweiterung des a. a. 0. mitgetheilten Satzes von der vierseitigen 
Pyramide dürfte folgendes Thcorem sein: 

Liegen 2n Punkte 

1, 2, 3 . . . n ,  ( n + l ) ,  ( m + 2 )  ... 212 
auf einem Kegelschnitte, und sind die- 
selben suf diesem so gruppirt, daàs 
immer je  zwei: 

1 u. ( n + l ) ,  2 u. ( n + 2 )  ,.. n u .2n  

mit einem beliebig angenommenen 
fosten Punkte P in der Ebene des 
Kegelschnittes i n  einer geraden Linie 
liegen, und construirt man nun die 
Verbindungslinie p aller derjenigen 
Punkte, welche in  Gemeinschaft mit P 
bezw. die Punktpaare 1 und (n + 1 )  
2 und (PZ + 2) etc. harmonisch trennen, 
d. h. die Polare p des Punktes P in 
Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt, 
so kann man von einem Punkte S im ' Raume die 2 w  Punkte durch Strahlen 
projiciren; legt man jetzt durch p 
eine belieliige Ebene, welche die ent- 
standene Pyramide in einem Polygon 
mit den Ecken 

If,  Z', 3'. . .fi', ( n  + 1)'. . ,(2n)'  

schneidet, und wiihlt die Bezeichniing 
derselben so , dass jedes Punktpaar 

1 U. l', 2 U.  2', 3 u. 3' ... 2 n u .  ( 2 4 '  

mit S a u f  einem Projectionsstrahle liegt, so treffen sich die Verbindungs- 
linien 

l ( n + l ) ' ,  2 ( n + 2 j '  ... n ( 2 n ) '  

( n + l ) l l ,  ( n + 2 ) 2 '  ... ( 2 n ) n '  

in einem Punkte des Strahles SP. 

E i s e n a c h .  Dr. CARL HOSSFELD. 
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XXI. Kriter ien d e r  Thei lbarkei t  dekadischer Zahlen. 

Das in Heft 2, Seite 128 dieses Jahrganges unter diesem Tite1 an- 
gegebene Verfahren kann auch so g e h d e r t  werden, dase man über (unter) 
die gegebene eine g r k s e r e  durch m theilbare Zahl setzt. Man wird dann 
die mittleren Stellen mit Nullen ausftillen. Zweckmassig wendet man beide 
Arten vermischt an. 

B e i s p i e l :  
Z-41335882; n=7. 

4 2  00 O0 42 
66 41 6 
63 75 6 

Ferner sei bemerkt, dass das Weglassen der Nullen am Ende nur 
gestattet ist ,  wenn n weder 2 noch 5 als Factoren entl-ialt. Ware beim 
dritten Beispiel, S. 128 uiiter 48, statt  28 die Zahl 98 gesetzt worden, so 
halte man aus 

Z= 57 87 O2 34 8; n = l 4  
56 84 85 49 8 

102  16 85 

gefunden, dass 14 nicht in Z enthalten wire. 
Ebenso ist in folgenden Beispielen das Weglassen der Nul1 nicht zu- 

lassig. 

Z=687470;  ra=35; Z=632096; 1l=32. 
70 O0 70 64 O0 9 6  

- .  - 

1 26 O0 80 O0 
1 40 00 

Da aber in  diesen Fiillen die so rasch zum Ziele führende Verkürzung 
der Stellenzahl wegfiele, entfernt man aus n die Factoren 2 und 5, deren 
Porhandensein in Z einfnch iiachweisbar ist  (2 und 5 mussen i n  der letzten, 
4 unti 23 in den zwei letzten, 8 und 125 in  den drei lctzten Ziffern ent- 
halten sein etc.), und wendet danu ftir n,,  das keine 2 und 5 mehr ent- 
halt, die Regel mit Fortlassung der Nullen a n :  
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384 Kleinere Nittbeilungen. 
__rr_l-_UYX________--------_- 

Z = 51 44 17 80; ra = 260 = 4 . 5 . 1 3  
5200078 80: 20=4, also sL=13  

5 59 

Z=893876976;  n=92=4.23 76:4=19, also ~ 2 ~ ~ 2 3 .  
92 O O û û O 4  6 

29 

K a r l s r u h e  i. B. 

92 ist nicht  in Z entbalten. 

J. D o m ,  cand. math. 
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Historisch - literarische Abtheilung, 

Bemerkungen zur Rhythmomachie. 

Van 

Dr. E. WAPPLER 
in Zwickau. 

H e r  i m a n n  der  Lahine ha t  mehrere mathematische Schriften hinterlaseen. 

IIierron sind die Bücher über  das Astrolabium schon im vorigen J a h r h u n -  
dert von P e z  * herausgegeben worden. I n  neuester Zeit  h a t  T r e u  t l e i n * "  

die REGVLE HEEIMAKNI . QVALITEK MVLTIPLICATIONES F I A N T  
I N  ABACO veroffentlicht. Noch unedirt  i s t  H e r i m  a n n ' s  Rhythmomachie. 
Dass H e  r i m a n  n über dio Rhythmomachie geschrieben h a t  ! bezeugt zuerst 
J a k o  b P l i i l i  p p  von Rergamo***. Von diesem wird H e r  i m a n n  eine 

Abhandlung De conflictu rythmimachiae beigelegt.  Der  Zweite,  de r  H e r  i -  

m a n  n als Verfasser einer Rhythmomachie nennt  , ist  T r i t h e m i  u s P. 
Nach diesem ha t  I-I e r i in a n n einen Trac t a t  De conflictu rythmimachiae ver- 
Sasst, der begiunt:  Q u i  peri lus ari thrnet.  E i n  Manuscript  m i t  der  Ueber- 

schrift: DE CONFLICTU RITHMIMACHIE und  dem Anfang:  Q u i  peri tus 
arithmeticg huiiis inuentionis naticiam cure t  habere  findet sich im cod. 
Nonac. 14836 S. X I  R1. 3'-4'. Dieses PvIanuscript i s t  zwar anonym,  doch 

sprechen dafür , dass H e  r i m a n  n de r  Verfasser desselben i s t  , ausser den  
angeführten Zeugnissen noch zwei Umdande.  Ers tens  s t ammt  d e r  cod. 

Nonac. 14836 aus derri Jahrhunder t  , in das H e r  i m a n  n 's Le l i en~ze i t  fallt, 
und zweitenv enthalt  e r  neben dern ùeregten Manilscript dre i  andere  Manu- 

* Thesi~urus anecdotoru~x novissimus. T. III, p. Ii. Augustae Viudelicorum 
e t  Graecii 1721, p 93 1 4 0 .  

** Intorno ad alcuni scritti inediti relativi al calcolo dell' abaco im Bullettino 
di bibliografia e di storia delle scienze matematiche e fisiclie. S. X, p 643-617. 

*** SVPPLEMENTVM Sopplementi Chronicarum ab ipso Mundi Exordio vsqiie 
ad redemptionis Nostrae Anniim. M.CCCCC .X. Veuctiis 1513. RI. 208. 

-i- Catalogus sciiptorum ecclesiasticoruni. Coloniae 1531, p. 64. -- Trithe- 
miiis ist wieder der Gewahraniann für Mezler (De viris illustribus monasterii 
S. Galli libri II bci P e z , Thes. snecdot. nov. T. 1, p. III, p. 582), E g O n (Liber de 
viris illustrihiis monasterii Augiae maioris bei P e z ,  Thes. anecdot. nov. T. 1, 
p. III, p. 688), .J 6 c h e r  (Allgemeines Gelehrten-Lexicon. Leipzig 1750. Zweiter 
Sheil. S. 1535), Fa b r i c i u  a (Bibliotheca Latina mediae et infirnae aetatis. Pa-  
tavii 1764. T. III, p. 238) und N e u g a r  t (Episcopatus Conetantiensis. S. Blzsii 
1803. T . I , p . I , p . 5 1 4 ) .  

EIist.-lit. Ahthlq. d.  Ze1tachr.f. Math. n. Phys. XXXVII, 1. 1 
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scripte,  die sicherlicli H e  r i m a n  n gehoren *. Die Schrift  D e  conflictu 
rythmimachiae muss ziemlich verbreitet gewesen se in ,  d a  sich von ihr  auch 
Handschriften i n  Pa r i s ,  Montpellier, Avranches und Rom finden*". Sie 
h a t  jedenfalis die Grondlage zu einer zweiten, im 11. Jahrhunder t  ver- 
fassten Rhythmomachie gebildet. Ein Excmplar davon is t  enthalten im 
cod. Moiiac. 14836 und zwar von El. 4'- 6'. Dieses Fxemplar hat den 
Ti te l :  IT% DE 1 1 1 ~ ~ 3  und beginnt :  Quinque genera in~qua l i t a t i s  ex equa- 
l i ta te  procedere manifestum es t .  ex  libris arithmetice . multiplex. superpar- 
ticulare . superparciens. Sed reiectis duobus cornpositis . ex tribus simplici- 
bus  huiusmodi conflictum. quidam ex clero wirShiburgensi .  si periti iudi- 
cent dabi t  postcritati. Andere Exemplarc von der  i n  Redo stehenden 
Rhythmomachie werden i n  Pa r i s ,  Rom und Dresden aufbewahrt***. Cod. 
Paris. 7377 C ,  dem 13. Jahrhunder t  angehorend,  fangt  so  a n  (Bl. 17'): 
Quinque genera in~qua l i t a t i s  ex  lqual i ta te  procedere manifestum est ex 
libris arithmeticg multiplex. superparticulare.  superpartieris. multiplex super- 
particularis . multiplex superparticns. Sed reicctis. duobus.  cornpositis. ex 
t r ibus  simplicibus huiusmodi conflictiim . qiiidam e x  clero Wirzeburgensi 
nomine asilo.  s i  perit i  iudicentur dabit  posteritati. Eine  Note ,  die auf dem 
linken R.ande von B1. 17' s teht ,  enthalt  gleichfalls den Namen Asilo. Da 
diese Note noch nicht genau mitgetheilt worden i s t t ,  so lasse ich dieselbe 
vollstandig abdrucken. Ihr Wort laut  i s t  der  folgende: 

* Von RI. 16'-24 erstreckt sich der Liber Herimanni de mensura astro- 
labii; auf BI. 144'-156' und 1-2 befindet sich ein Fragment der Libri duo IIeri- 
manni de utilitatibus astrolabii; B1. 6'-10' urnfasst die REGVLE HEBIMANNI. 
QVAIJTER MVI,TIPLICATIONF:S FIANT IN ABACO, denen jedoch der Anfang 
(ABUACI tabula tali linearum distinctione diuisa est - ipse summam ueraciter 
diffiniuit multiplicationis) fehlt (vergl. auch T r e u t l e i n  a. a. O. S. 591 und 592). 
Dieae Maniiscripte sind ebenf,ills ohne Angabe des Verfassers. 

** Vergl. P e r t z  Archiv Bd. VUI,  S. 382-383 und Bd. XII, S. 232-233 und 
297-298. Der cod. Paris. 7185? scheint im 12. Jahrhundert gefertigt zu sein. Die 
im 15. Jahrhundert geschriebene Handschrift 830 der Arsenalbibliothek in Paris 
hatte friiher die Signatur: 55 S. A.  1). Der ehemals als Nr. 145 bezeiohnetè Codex 
der Stadtbibliothek in Avranches t ragt  jetzt die Nr. 235. Die Handschrift 3663 
der Bibliothek der medicinischen Schule in Montpellier entstammt dern 14. Jahr- 
hundert. 

a** Vergl. P e r t z  Archiv Bd. VIII, S. 382-383 und Bd. XI I ,  S. 232-233. Im 
cod. Paris. 7185 schliesst siçli an die Rhgtlimomachie des H e r i m a n u  die des 
Würzburgcr Gcistlichcn an. Beide Stückc sind bis jctzt als cin cinziges aufgefasst 
worden. Aehnlich dürfte es sich auch vcrhalten mit cod. 83U3 der Arsenalbiblio- 
thek in Paris und cod. Chr. 598 der Vatikariischen Bibliothek in Rom. Dttv der 
Kbnigl. offentl. Bibliothck in Dresden gehbrige Exemplar findet sich iin cod. 
C 80  8. XV BI. 238 -258'. 

t Vergl. P e r t z  Archiv Bd. VILI, S. 383 und P e i p e r ,  FORTOLFI RYTII- 
MlMACHIA in der ZeitschriR für Mathematik und Pbysik. Supplement zur histo- 
risch-literarischen Abtheilung des XXV. Jahrgangs. S. 215. 
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Bemerkungen zur Rhythmomachie. 3 - -_V_^- . ..--, , ", -< * - -. -, - --- 
cesar 

Nomen id expelle . quod dicis A aselle. Asilo dicor ego. cui si  t r ia .  
grammata tollo A.  remanebit e t .  O. quid erit  prestantius illo. 
Die Rbythmomachie des Asilo hat  O d O mit geringen Aenderungen in seine Re- 
gulae de Rhythmimachia aufgenommen*. Urn dies augenscheinlich zu machen, 
theile ich ein paar Stellen aus beiden Gchriften mit. Man liest in der 

Rhy thmomachie des O d O 

Sit tabula ad latitudinem longitn- 
dine distincta campis, super qua ex 
alterutra parte disponantur in ultimis 
locis omnw species trium generum, 
multiplicis , superparticularis e t  super- 
partientis, usque ad decuplam pro- 
portionem (Gerbert 1 ,  p. 283). 

Item retro minores nigros octo 
existant maiores albi ex genere super- 
particulari, u t  sesquitertii iuncti sint 
triplis, sesquiquinti quincuplis, ses- 
quiseptimi septuplis, sesquinoni non- 
uplis (p. 285). 

I n  illa parte, ubi cx pari habent 
denominatas proportiones, est XCI. 
pgramis (p. 286). 

Nemo existimet, me inconfuse et in- 
ordinate hos calculos posuisse (p. 286). 

Qui quaerit binariam monadem, oi 

Rhythmomachie des A s i  1 O 

S i t  tabula ad longitudinem et  lati- 
tudinem distincta campis. supra quam 
ex ulterutra parte disponantur usque 
ad decuplam. proportionem. omnes 
trium generum predictorum species 
(Cod. Monac. 14836 RI. 4'- 5). 

l t em retro nigros ex eodem genere 
. VITI . maiores existant albi .u t  #es- 
quitercii iuncti sint triplis. sesqui- 
qninti qnincuplis . sesqiiiseptimi sep- 
tuplis. sesquinoni nonuplis (Bl. 5). 

.'fl.' 
Tn illa parte ubi denomitantur pro- 

est 
portiones omnes ex pari. posita XCI. 
pyramis perfecta (Bl. 5'). 

Nemo arbitretur confuse et  inordi- 
nate nutneros hos positos esse (Rl. 6'). 

Qui desiderat siiperficiem binariam. 
tcrnariam triplicet, si quaternariam duplicet monadiam . si ternariam. trip- 
quadruplicet, si quinariam qiiintup- licet . si quaternariam. quadruplicet. 

C 
lieet, si senariam sescupiicet (P. 286). 1 si quinsriam . quioduplieet . 

1 riam. sescuplicet (Bl. 6'). 
Da Odo die Rhythmomachie eine novella plantatio nennt**, so kann er 
niclit lange nach A s i l o  geschrieben haben. Wenn nun dieser die Rhyth- 
momachie vor 1077 liearbeitete***, so ist  es sehr wahrscheinlich, dass die 
REGULAE DOMNI ODONIS DE REIYTHMIMACHIA noch dem 11. Jahr- 

* Odo's IiEUULAE DE RHYTHNIMACIIIA wurden von G e r b e r t  (Scrip- 
toree ecclesiastici de musica. T. 1. San-Blasianis 1754, p. 255-293) aus einem 
Wiener Codex 8. XIiI edirt. --- Dass Od o in seine Arbeit die eines anderen Schrift- 
stellers aufgenommen, hat bereits F r i  e d 1 e i  u (Das Rechnen mit Coluninen vor dern 
10.Jahrliuudert i n  der Zeitsçhrift für Mathematik u. Physik. IX. Jahrg. 5.327) erkannt. 

*a Vergl. G c r L c r t  S. 1, p. 292. 
*** Nach Betiim a n n  (l'ertz Archiv Bd. XU, S. 232) is t  der cod. Vat.  Lat. 

3101, der uuter auderm die llliythmomachie dee A s i l  O enthalt, , , im Jahre 1077 
~ o i i  Benedictus accolytus nion. S. Araacii in Büddeutschland gesçhrieben." 

1 .  
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hundert angehoren. Eine weitere Stütze hierfür glaubte ich in dem Stück zu 
finden, welches cod. Monac. 6369 S. X I  l31. 66-66 ' enthalt. Ich bin jedoch in 
meiner Erwartung getauscht worden. Das fragliche Stück ist nicht, wie sich 
nach P e i  p e r  * annehmcn lssst , , cine wortliche Abschrift einiger Capitel von 
O d 0's WerkY.  Damit ein Jeder die Richtigkeit meiner Behauptimg prüfen 
kaun,  setze ich das betreffende Sttick vollstandig hierher. Dasselbe lautet: 

Ex  innumera uarietate numerorum. pauci e t  numerabiles inuenti sunt. 
qui sibi ad  efficiendam musicam conuenirent. Sunt  autem omnes sex. Epi- 
tritus . ~ m i o l i & .  Duplaris . Triplaris.  Quadruplaris . Epogdous . Est epitritus 
curn , deduobus numeris. maior babet totum minorem"*. e t  iusuper eius terciam 
partem. u t  sunt . III1 ad. I I I ;  nam in . T T 1 1  . siint . I I I .  e t  tercia pars trium. 
id est .I. e t  hic numerus uocatur epitritus.de quo nascitur simphonia qug 
appellatur diatesçaron; Emiolius est cum ,deduobus numeris.  maior habet 
totum minoremx** e t  insuper eius medietateni . u t  sunt. I I I .  ad. II; nam 
in.  111. sunt.  II.  et media par8 eorum .id est.  1, ex quo nascitur simphonia 
que appellatur diapeute; Duplaris numerus est cum de duobus numeris 
minor bis in maiore numeratur,~it sunt .  1111. a d .  TI. et ex hoc nascitur 
simphonia cui nomen est diapason .Triplaris autem cum de duobus numeris 
minor quater in maiore numeratur . u t  sunt .  I I I .  a d .  1. e t  ex hoc procedit . . . . .  

kai 
simphonia q u ~  dicitur diapason Kediapente . Quadruplaris est cum de 
duo,bus numeris minor quater in maiore numeratur .ut  sunt. 1111. ad. 1. 
qui numerus facit simphoniam quam dicunt bis diapason; Epogdous est qui 
intra se habet minorem. et insuper eius octauam partem. ut .  P I I I I .  ad. VIII. 
quia in VIIII.VII1. sunt . c t  insuper octnua pars eorum id est. 1. hic nume- 
rus sonum parit . quem tonvm musici uocauerunt. Sunt  igitur simphoniae 
VI.  id est. Diatesseron Diapente. Diapason. Diapason Kediapente. Bis dia- 
pason. Epogdous. Sed hic numerus simphoniarum ad musicam petinet. quem 
vel flatus humanus intendere vel capere potest humanus auditus. Simphonia 
diatesseron .constat ex duobns tonis et semitonio . et fit ex epitrito. Diapente 
autem ex tribus tonis et semitonio e t  fit de emiolio. Diapason constat ex quin- 
que tonis e t  duobus semitoniis minorihns et  fit ex.d." plari.Diapason Kedia- 
pente ex octo tonis e t  tribus semitoniis minoribus et  fit de triplari, Diapason 
continet tonos. X. et  quattuor semitonia minora. Epogdous continet tonuni. 
Meiner Meinung nach ist das eben mitgetheilte StUck der Harmonica Institutio 
des Regino Prumiensis t , die j edenfds  auch O d O benutzt hat tt, ent lehnt t i i .  

* A. a. O. S. 217. 
** minorem corrigirt auu minorum. 

*** minorem corrigirt sus minorum. 
+ Vergl. G e r b e r t  T. 1, p. '237-238 und 239. 

t+ Vergl. G e r b e r t  T. .I,  p. 287-288. 
Das Stück, welches G e r b e r t  T. 1, p. 25 sus einer Wiener Handschrift 

8. XII[ ver6ffentlicht hat,  ist nicht von I s i d o r  von S e v i l l a .  Wenu es vonihm 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Remerkungen zur Rhyt,hmomachie. 5 
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Im 12. Jahrhundert schrieb F o r t  O l f  u s eine ,,Rhy thmimachia ll. Seine 
Arbeit bat P e i  p e r *  nach der Handschrift der Stadtbibliothek xu Breslau 
no 54 S.  XII hcrausgegeben. F O r t o l f  u s stimmt mit O d O und A s i l o  in 

- - 

drei Stellen fast w6rtlic 

F o r t o l f u s  
Duobus igitur huic ta- 

bulae assidentibus legi- 
timi ex alteiutra parte 
alternatim fiant tractus, 
ita ut multiplices tra- 
hantur in secundum cam- 
pum, in ante, retro, dex- 
trorsum,sinistrorsum,an- 
gulariter ; superparticu- 
lares eodem modo in ter- 
cium, superpartientes in 
quartum(P eiperS.179). 

Quicumque ergo nu- 
merus contrariae partis 
numerum sur, legitimo 
tractu offenderit, aufe- 
rat eum (S. 180). 

Tali praedae subia- 
ceaut omnes pariter pa- 
res iiel pariter impares, 
impariter pares ;sewndi 
et compositi. Soli primi 
et incompositi uagentur 
tuti, nisi ita sunt aduer- 
sariis septi, u t  per legi- 
timos tractus euadere 
non possint (S. 182). 

tiberein**. Man vergleiche : 

O d o  
His ita dispovitis legi- 

timi fiant tractus ex 
alterutra parte alterna- 
tim , u t  multiplices tra- 
hantur in sccundum ante 
retro, dextrorsum, sinis- 
trorsum, angulariter : su- 
perparticulares in ter- 
tium , superpartientes in  
quartum ( G e r b e r t  1, 
p. 285). 

Quicumque numerus 
contrariae partis nume- 
rum in suo legitimo 
cursu offendit, illum, qui 
sit eiusdem quantitatis 
auferat (p. 285-286). 

Tali praedae subia- 
cent omnes pariter par- 
tes, a u t  pariter im- 
pares, vel secundi et  
compositi; sed primi et  
compositi vagentur tuti, 
non ita sint adversariis 
circumsepti , ut per legi- 
timos cursus non pos- 
sint evadere (p. 286). 

A s i l o  
His ita dispositis ex 

alterutra parte alterna- 
tim trahuntur omnes spe- 
cies multiplicis . in  ante .  
retro. dextrorsum sinis- 
trorsum . angulariter . in 
campum secundum. su- 
perparticularis in  ter- 
cium superparcientis in 
quartum (Cod. Monac. 
14836 BI. 6'). 

Quicumque numerus 
in suo legitimo tractu 
alium eiusdem qnanti- 
tatis offendat auferat 
(Bl. 5'). 

Tali prede subiaceant 
omnes pariter pares. vel 
pariter impares . vel im- 
pariter pares. vel secundi 
et compositi . soli primi 
et incompositi uagentur 
tuti  . nisi ita iindique 
sint circumsepti aduer- 
sariis . u t  per legitimum 
tractum nou possint eua- 
dere (131.6). 

ware, so fehlte es sicher nicht in dem 1483 zu Venedig gedruckten liber etymo- 
logiarurn Isidori hispalensiu episcopi. X~gliçherweise id es den REGULAE 
DOMNI ODONIS DE RHYTBMIMACHIA entnommen (vergl. dam G e r b e r t  T. 1, 
p. 287-288). Hierfür spricht besonders seine Ueberschrift. Dieselbe lautet: Hoc 
excerptum est de Bhythmimachia. Auu den Rhythmomachien des He r im a n  n 
und Asi lo kann das in Rede stehende Stück deshalb nicht entlehnt sein, weil ee 
sich darin nicht findct. Dasselbe gilt von den drei Rhythmomachien, von denen 
nun im Texte zii handeln ist. 

* A. a. 0. S. 169-197. 
** Die Uebereinstimmung zwischen F o r t o l f  U B  und O d o  hat schon P e i p e r  

S. 179, 180 und 18.2 bemerkt. 
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Bus dem 12. Jahrhundert stammt auch eine anonyme Rhythmomacliie. 
Beleg daflir ist  die Handschrift, welche im L i  b r i 'schen Katalog (1 8%) 
iinter Numiner 483 beschrieben wird'. Ein zweites Exemplar von der in 
Frage stehenden Rhythxnomachie enthslt ohne Zweifel das Msc. Diesd. C 19 
Nr. 3 S. XV. In  demselben liest man: 

Non aliter rithmachia presentat opere Arithmetice quam Musica in 
cytharis e t  organis et  dcpendct musicis instrvmentis. et geomctria in Abaci 
opere et  astronomia i n  horoscopis et  astrolabij solercia consistit (El. 1). 

(1)Nuentor ludi Boecius apud Romanos -fuit (Bl. 1). 
Nach L i b r i  (S. 104) stand in der erwahnten Handschrift: 

Non enim aliter arismetice opus rithmachia representat quam musica 
in cytharis e t  organis, e t  gcometria in  abaci opere et  astronornia in hosco- 
pis et astrolabii sollertia consistit. Inventor ludi hujus apud Romanos 
Boetius fuit ,  quemadmodum arismetice apud Graecos Pytagoras et Nico. 
macus et alii quapropter his premissis ad negotium transeamus. 
Das beregte Dresdner Manuscript hat noch: 

Ex parte imparium multiplices. tripli quincupli septupli (BI. 1'). 
Piramis alia par alia impar 1 Par  est qui paris numeri aggregacione 

constat (BI. 4'). 
In dem Facsimile, welches L i  b r  i (pl. XXIX) vcn der 1Iandschrift no 433 
giebt,  ist zu lesen: 

imparium multiplices . tripli quincupli septupli. 
Pyramis alia par. alia impar .par .  que**. 

Das Ysc. Dresd. C 19 Nr. 3 zerfsllt in 48 Abschnitte. Die Ueberschrifteii 
der 48 Abschnitte lauten wortlich: 

1. Prelocucio De Rithmachia (BI. 1). 
2. De Nomine et  matcria ludi (Bl. 1). 
3. De intencione et  fine et cui parte philozophie supponatur (Bl. 1). 
4. De inventore ludi (Bl. 1). 
5. De Tabula Rithmachie (131. 1'). 
6. De Numeris Tabule (Rl. 1'). 
7. Quid Numerus et diuisio eius (BI. 1'). 
8. Diuisio paris e t  impais numeri et de pariter p w i  (Bl. 1'). 
9. Sic cognoscas pariter pares (BI. 2). 

10. De Pariter impari (Bl. 2). 
11. Vt scias vnde nascantur (Bl. 2). 
12. De impariter pari e t  eius natiuitate (Bl. 2). 
13. Quod predicti ex parte vtraque numeri inueniantur (Bl. 2). 
-- 

* Auf diese Handüchrift bin ich durch P e i p e r  S. 213-214 aufmerksani 
geworden. 

** Zwei weitere, aber weniger belangreiche Uebereinstimmungen zwischen 
dem Facsiniile von der Handschrift no 183 und dein Dresdner Manuscript C 19 
Nr. 3 werde ich spater erwiihnen. 
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14. Diuisio imparis nurneri et de primo et incomposito (BI. 2'). 
15. De Secundo et incomposito (Bl. 2') .  II e t  in 
16. De per se pecundis compositis . ad alios primis 1 compositis 

(Bl, 2'). 
17. Quid sit quod parium et  imparium species in tabula confuse in. 

veniuntur (Rl. 2'). 
18. De primis et incompositis e t  perfectis e t  diminutis et superîluis (B1.2'). 
19. Vnde cognoscas perfectos (Bl. 3). 
20. De nunieris relatiuis e t  quid multiplex uel superparticularis (Bl. 3). 
21. Quid Numerus superparcieus (El. 3). 
22. Quid alij multiplices superparticulares e t  multiplices siiperparcientes 

(Bl. 3). ad 
23. De Natiuitate numerorum ( 1  aliquid (Bl. 3). 
24. Eegula naliuitatis ipsarum (Bl. 3). 
25. De recte positis euperparticularibus et  superparercientibus (Bl. 3'). 
26. De Reuocacione niimerorum in suam originem (Bl. 3'). 
27. Regula Reuoeacionis (Bl. 3'). 
28. Racio tractuum in tabula (BI. 4). 
29. De his qui licite in  omiies campos eunt (Bl. 4). 
30. Quomodo eant piramides (Bl. 4).  
31. De Trigonis (BI. 4). 
32. Quomodo trianguli et multanguli fiant (Bl. 4). 
33. Quomodo ex t r i a n p l i s  formentur omnes (BI. 4') .  
34. De Solidis numeris e t  Piramide (131. 4'). 
33. Uiffinicio diuersorum solidorum numerorum (BI. 5). 
36. De Spericis Numeris (Bl. 5). 
37. De constitucione Ciiborum (Bl. 5). 
38. Regule aufferendi in tabula.et de Armoniaca inferendi (Bl. 5). 
39. Quod nullus numerus armoniam ledere potest (Bl. 5). 
40. Quid siiid Medietates (BI. 5). 
41. Quot sint Medietates (Bl. 5'). 
42. De Arithmetice medietate (Bl. 5'). 
43. De Geometrica (Bl. 5'). 
44. De Armonica (Bl. 5'). 
45. Qui ex parte parium triutn medietatum sint numeri (Bl. 5'). 
46. Qui ex parte Impariurn (Bl. 5'). 
47. Quarurn medietatum numeri magis uel minus habundent (Bl. 5') 
48. De consoiiancijs que sunt in armoniacis medietatibus (Bl. 5'). 

Die Prelocucio De Rithmachia* beginnt mit dcu Worten (Bl. 1 )  
(Q)Vaiidoquidern fortiter in tlieatro philosophif; sudnntes ardua. Der Ab- 

* Libri 's Handschrift 11-83 hatte den Titel: Incipit Rithmachia. Vergl. 
pl. XXIX. 
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8 Historiwh - literarische Abthcilung. 
--- 

çchnitt De Nomine et, materia ludi fangt 80 au (Bl. 1):  (N)Omen ludi est 
Rithmachia: E t  dicitur Rithmachia quasi nurnerorum pugna Nam Rith 
numerus machia pugna interpretatur Pugnat quippe ibi pulcherrime virtus 
numeri Materia est par et impar numerus. Der Absühnitt De intqncione 
et  fine et cui parte philozophie suppona tur scliliesst mit dan Worten (Rl.  1 )  : 
Non aliter rithmachia presentat opere Arithmetice - e t  astrolabij solercia 
consistit. Der Abschnitt De inventore ludi beginnt (BI. 1): (1)Nuentor 
ludi Hoecius apud Romanos fuit cuius petre ac tabule pro me~noriali aduc 
seruantur et ostenduntur in palacio Salustiano Komq. Der Abschnitt, der 
die Uebcrschrift liat: Rcgule aufferendi in tabula.et de Armoniaca infereudi, 
fangt so air (RI. 5) : (M)Odo post multa dicendum est quomodo numerus 
numerum auffert Trahe eos sicut tiahendi sunt quod pre$iximiis.et istas 
serua regulae Quicumque numerus contrarie partis numeiurn eiusdem quan- 
titatis in suo legittimo tractu offeudit auffert eum. Der letzte Abschnitt 
beginnt (El. 5'): (P)roponamus diias arnlonias parem et  imparem und schlicsst 
(El. 6 ) :  Nam par armonia propter impares partes Impar dicetur et econ- 
uersoY. Aiif dem recbten Rande von Bl. 1 steht von der Hand J O  h a n  n 
W i d m a n n ' s  v o n  E g e r e * :  

Hic habetur quod iiisiarte maximacompertus Rithmachiqludum non attingat. 
Hic ponit nominis Interpretationem. 
Hic quq sit, ludi istiue materiam ostondit. . 

Da W i d m  a n n  auch den Abschnitten, welche hetitelt sind: Regula 
natiuitatis ipsarum, De Solidis numeris e t  Piramide und De constitucione 
Cuborum Figuren Iriinnugefiigt ha t ,  so dürfte die Annahme nicht urige- 
rechtfertigt soin, dass das Dresdner Mariiiscript C 19 Nr. 3 einst im Be- 
sitac W i d m a n n ' s  gcwesen ist. 

Der cod. Paris. 7377 C ,  welcher, wie erwiihnt, dem 13. Jahrhundert 
angehort,  enthalt auf El. 16-17 auch eine anonyme Hhythmomachie. 
Diese beginnt ohne Titel : Omnis ingqualitas ex equalitate procedit.ut 
boetius in libris arithrnetic? . dicit. Inequalitatis species. V. sunt . Multi- 
plex . superparticularis Superparciens . Multiplex . superparticularis . Multiplox 
superpareiens Sed tribus primis et simplicibus assumptis . ex his uero 
compositis duabus reiectis ,quidam si iudicio placet sapientium . huiusmodi 
constituit nutnerorum conflictum. Vergleicht man damit den Anfang der 
A s  i l  o'scben Rhythrnornachie (S. S. 2), so bemerkt man eine grosse Aehnlich- 

* Libr i ' s  Handschrift uo 483 encligte: tu r  Explicit liber feliciter. Amen; 
Vergl. pl. XXTX. 

** IQidmann's  Handschrift kenne ich aus deni cod. Drcsd. C 80. In diesem 
Codex sind mehrere Stiicke und zahlreiche Notizen von W i  d nl a n n  eigenliiindig 
geschriebeo. Vergl. dazu rnein Programrii: Z u r  Gcsohiclite der deutschen Algebra 
iui 15. Jahrhundert. Zwickau 1887 und meine Abhaudlung: Bcitrag eur Geschichte 
der Mathematik in der Zeitschrift fiir Nathematik und Phgsik. Supplement ZUT 
Listorisch-literarischeu dbtheiluug des XXXlV. Jahrgaugs. 
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keit. B1. 16' endigt mit den Wortcn: Ex impari proportione minimi erunt 
nigri.VII1. medii albi. VIII.  maximi uiridis coloris. VIII. und B1.17 fangt so 
an: q medietates armonicg. Ex pari proportione statuendp sunt 

tripli dupli tripli dupli quincupli 
.II.LII.VI.vel. VI.VIII. XIJ.V~~.LIII.VI.XII.~~~.XV.XX.XXX.V~~.VIIII.XV.XIV. 
Zwischen rnaxirni uiridis coloris. VIII. und q medietates armonic~, ist meines 
Crachtens eine kleine Lücke. Der Schluss stimmt mit einer Stelle von Odo ' s  
Kegulae de Rhythmimachia fast vollig überein. E r  lautet: Ex pari proportione. 
II. ab hostibus undique circumueiitus captiuatur.Vnus. 1111. cum pyramide cadit. 
alter .IIII.potest ab hostibus obsideri. non tamen auferri. VI. per ternarium 
in secundo campo cadit . VIII. per coniunctos. V. et. III. - . CXXI. per XVI. 
in septimo . remanente. VIIII.  vel. ' C .  XX. per . XX. in sexto . CXXV. per 
XXV. in nono. CCClXI.  per XIVIIII. in septimo. remanente. XXV.* Aueser 
der in Rede stehenden ist mir keine Ithythmomacliie aus dem 13. Jahr- 
hundcrt nufgestossen. P e  i p e r w  i r r t ,  wenn er behauptet, J o r d  a n u s  
Ne  m o r  a r  i u s habe eine Rhythmomachie verfasst. Die Scbrift , welche 
J a c  O b u s F a b e r  S t a p u l e n s i s  unter dem Titel: Rithmimachie liidus qui 
e t  pugna numerorum appellatur edirt bat***, ist  nicht von J o r d a n u s .  Wenn 
sie von ihm ware, so stande sicher am Ende: Rithminiachie Jordarii Finis 
und nicht blos Rithmimachie Finis. Die drei anderen Schriften, welche 
ziisammen mit dem Rithmimachie lndus qui et pugna numerorum appellatur 
gedruckt worden sind, haben am Schluss: Decimi elementorum Arithmetices 
Jordani finis, Quarti elementorum Musices Jacobi Stapulensis finis und Epi- 
tomes librorum Arithmeticorum Boetij finis. 

Irn 14. Jahrhundert ist nach dem Werke von A s  i l o  eine siebente 
Rhythmomachie verfasst worden. Von derselben kenne ich vier Manuscripte; 
eins findet sich im cod. Ampl. Q 2 S. XIV BI. 37-37'1, eins im cod. 
Ampl.  Q 323 S. XIV B1. 45 i d  46Y:, eins im cod. Dresd. C 80 B1. 
267'-268 und ein viertes im Codex 830 der Bibliotheque de l'Arsenal in  

* Vergl. daxu G e r b e r t  S. 1, p. 286 und 287. 
** A.  a. O. S. 284. 

*** Es giebt zwei Ausgaùen. Reide erschienen in Paris (1496 und 1514). Ich 
citire nach der zweiten Ausgabe. 

+ Zu diesem Manuscript gehoren noch ein Abschnitt (Ita tamen quod sicut 
maximus fie habet ad minimum - has itaque victorias seu armonias studiosi lec- 
toris ingenio relinquimuii assignandas) von El. 1 und drei Figuren (die Haupt- 
figur stellt die Tafel des Spieles dar) auf El. 1'. 

1-+ Dieses Manuscript beginnt ohne Titcl: (r quinque sunt genera inequalitatis 
ex equalitate procedere secundum arisinetice libros est manifestum + sunt autem 
hec genus multiplex genus superparticulare genus superpartiens genus multiplex 
superpartieulare genus multiplex superpartiens f relictis itaque duobus compositis 
ex tribus simplicihiis restat diceiidurn : . . . ex hijn tribus grneribus scilicet ex 
multiplice et superparticulari et superpartienti nascitiir quidam confiictus q u i  rich- 
marchia nuncupatur id est numerorum pungna und schliesst: has itaque victorias 
siue armonias studiosi lectoris ingenio rclinquimus assignandaù qua8 super pro- 
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Paris'. Diese Manuscripte, welche sam mtlich aiionym , sind wahrscheinlich 
Abschriften von der Rhythmomachio des T h  O m a s B r  a d  w a r  d i n u S. Auf 
àiese Vermuthung haben mich zwei Handschriften gebracht, welcbe früher 
in  der Bibliot,heca Amploniana zu Erfurt  vorhanden waren"*. Die eine dieser 
Handschriften enthielt: Item liber profundi mathematici Bracwerdin de 
rithmimachia, id est de pugna numerorum, optimus. Calculus Victorii de 
arismetrica. Tractatus Boecii de numero, pondere et  mensura totus arisme- 
tricus. Tota arismetrica Boecii cum figuris et notis u t  supra und die 
andere: Item eommentum super tractatum Bracwerdin de rithmimachia. 
Algorismus de minuciis per totum. Liber de proporcionibus bonus. Prac- 
tica geometrie. Canones astrolabii cum multis aliis. Questiones super 
spera materiali. Comment?im bonum super computo cyrometrali. Brevilo- 
quium Alrnanzoris in  astrologin***. 

Ein Anonymus, der im 15. Jahrhundert gelebt, hat die Rbythmoma- 
chie des A s i l o  durch Zusatze erweitert. Seine Arbeit ist enthalteh im 
cod. Vindob. 5216 S. XV 131.59-62. Der Titel des Ganzen lautet: De Ludo 
Richomachie und der Anfang: QVinque genera Inequalitatis ex equalitate 
procedere manifcstum est ex libris ansmetrice multiplex 1 superparticulare 1 
Superparciens 1 Multiplex superparticulare Multiplex superparciens Si reiectis 
duobns . . . compositis ex tribus simplicibus huiusmodi conflictum quidam 
ex clero Wirtembergensif Si periti Iudicent dat  posterioritati. Die 

missa sereno cordis oculo nullatenus ignorabit et hec de rithmachia intellegenti 
lectori dicta sufficinnt. 

Mittheilungen über dieses Manuscript verdanke ich Herrn H e n r i  Mart in 
in Paris. 

** Nach Pommersfelden, wo mehrere A mplonianische Handschriften sich 
befinden, ~ i n d  die in Frage stehenden nicht gekommen (Uriefliche Mittheilung 
vom Grafl v. Sc h 6 nb orn'schen Domiincnamt in Pommcrsfelden). 

"* Vergl. Sc h um, Beschreibendes Verzeichniss der A m p  1 oni  a n i  schen Hand- 
schrittensammlung in Erfurt. Berlin 1887. S. 798 und 799. - Das Stück, welches 
im cod. Ampl. Q 2 B1. 38-50' - ich zahle die angehef'teten Zettel, auf denen 
Gio~sen von zweiter Hand steheii, nicht al8 Blatter - umfasst, beginnt ohne 
Titel: Ouidius qui philosopbus fuit atque poeta uud sçhliesat: Pondere niensura 
numero qui cuncta creauit Explicit theorica numerorum Nagistri bragwerdin. 
A m p l o u i u s  hat es, obwohl in ihm die Rhythmomachie mit keinein Worte 
erwiihnt wird, bezeichnet ah:  Liber rnetricus Iiithmimachie i. e. de pugna nume- 
rorum , optimus et subtilis~imus profundi niathematici Bragwerdin, deserviens 
valde premissis libris Ovidii de vetiila et srismetrice (vergl. Schum a. a O. 
S. 701). Xur Aufstellung die~ea falschen Titels i d  A m  pl O niua jedenfalls durch 
den Index veranlasst wordcn. In demselbeii l ied man (Vorderseite des Vorblattcs): 
Z 0  liber Rithmimachie id est de pugna nuineror~iin.profundi mathematici h g -  
werdinj et deseruit libris de vetula.econtra liber de vetula ipsi. Da mit nU2 ohne 
Zweifel das Stück gemeint ist, welches von BI. 38 50' sich eretrcckt, so hat 
auch der Sühreiber des Index sich geirrt. 

$ Die Iiezeichnung wirtembergensis st immt nicht zu der Vermuthung Peiper 's  
(a. a. O. S. 215 und 216), dass man Lei dem viclfach genannten Asilo an Adalbero, 
Grafen von Lambach, der 1015 Hischof von Würzburg wurde, denken k6nne. 
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Zusiitze beginnen (RI. 60'): Sequitur prima r e g u h  ES pari proporcione 
binarins ab hostibus vndique circumuentus captiuatur vnus quaternarius 
cum piramide 91. cadit 1 alter potest ab hostibus obsideri non tamen auf- 
ferri 1 trinarius aduersarie partis senarius Ili campo. Secundo 1 bis I n  tria 
6. suot 1 nouenarius In  terüio 1 t e r  quippe.3. nouem erunt und endigen 

- (Bl. 61 '): Superoctiparciens 289 ad 153 Superans eiim octo partibns id 
est octies 17 nonies 17 1% Sepcies decies 17.289. Supernoniparciens 
361 ad 190 Superans eum.9.partibus id est nonies 19 361 Si quis hec 
plane viderit Richomacliiam scire valebit et cetera. Den Schluss des Ganzen 
bilden drei Figuren. Hiervon stellt die Hauptfigur die Tafel des Spieles dar'. 

Dem 16. Jahrhundert gehort die erste Bearbeitung der Rhythmoma- 
chie in deutscher Sprache an. Sie rIihrt von A b r a h a m  R i e s e ,  dem 
zweiten Sohne des Rechenrneisters Ad a m  R i e  s e ,  her. Die beiden Theile, 
aus denen sie besteht, bilden zusammen den cod. Dresd. C 433 S. XVI. 
Der erste Theil (Bl. 2 - 21') ist betitelt: Arithmomachia Durch Abraham 
Riesen und der zweite (BI. 26-44'): Endliche erclerung Churfurstlicher 
Sexischer Arithmomachiae. Durch Abraham Riesen Anno 1562. Der Tite1 
des zweiten Theils l&st vcrmuthen, dass die ganze Arboit für Kurfürst 
August gemacht worden ist*". Abraham Riese benutzte entweder das 
Werk des A s i l o  oder eine Nachbildung dieses Werkes. Dies erhellt schon 
aus dem Anfang seiner Arithmomachia. Derselbe lautet. ~folgendermassen 
(Bl. 2-2'): Das die funff genera Proportionis inaequditatis, aus der Pro- 
portion aequalitatis ihren vrsprung haben, Daruon ist genugsam in Arith- 
metica Speculatiua gehandelt. Die funff genera aber Proportionis inaequa- 
litatis seind, Multiplex, Superparticulare, Superpartiens , Multiplex super- 
particulare, vnd Multiplex Superpartiens. Vnder diesen seind Drey geoera, 
als Multiplex, Superparticulare, vnd superpartiens. Zwischen welchen ein 
Kampf, schlaaht vnd streich aus Zwiespaltt, von wegen der geraden vnd vnge- 
raden tznlcn sich chrhcben, Vnd dieser kampff wnrdt Arithrnornachia genandt. 

Im Anschluss an die vorstehenden Bemerkungen erlaube ich mir ,  den 
vollstXndigen Text der Rhythrnomachien des H e r i m a n n  und A s i l o  aus 
der Münchener Handschrift no 14836 miteutheilen. 

* Die Zusatze des Anonymus und einiges andere findet man in der Dresdner 
Handschrift C 80 auf B1. 259-265'. Zur Ausfüllung des leeren Baumcs von 
El. 260 und 260' hat J o h a n n  W i d m a n n  von  E g e r  Bemerkungen (sind von 
Bi. 263 abgeschrieben) und eine Figur (stellt die Tafel der Rhythmomacbie dar) 
beigefügt. Bemerkt sei noch, dass Bl. 258-258' (vergl. dazu Seite 2 ,  Note 3) 
und BI. 259-265' zwei verschiedene H h d e  geschrieben haben. 

** Eine weitere Stütxe hierfiir liegt darin, dass A b r a h a m  R i e  se au€ Wunsch 
des Kurfürsten August die in den Dresdner Handschriften C SI und C 81b enthal- 
tenen ,,kiinsteLL verfasst hat. Die von Ber le  t (Ueber Adam Riese. Programm 
der Bealschule zu Annaberg fiir 1855. S. XXXI) aus diesen ,,kiinsten6' niitge- 
theilten Worte habe ich mit einigen Abweichungen in  der Handschrift C 81 auf 
BI. 76 gefunden. 
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B1. 3'. II DE CONFLICTU RITHMIUACHIl$. 

Qui peritus aritlimeticp huius inuentionis noticiam curet habere. çertus sit 
omnes species trium generum . multiplicis . superparticularis . superpartientis . 
usque ad decuplam proportionem in hoc conflictu repperiri . i ta.  ut coiisti- 

ve 
tuantur ex altera parte tabule qe denominantur ex pari.ex altera - ex 

inpari . Species multiplicis legitimos tractus habeant in ante . retro . 
sinistrorsum 

dextrosum; angulariter in campum secundum . superparticularis in ter- 
t i  

cium. superpartiens in quartum. Quicumque numerus ex altera parte 
alium numernm eiusdem quantitatis per hos tractus offendat . auferat. 
Et si numerus contrarie partis circumponatur partibus que multi- 

plicatl aut  coniuncte effic ,lant eiusdern summarn auferatur. aut si quantitas 
camporum interiacentium alienum et proprium cum proprio multiplicata 
alieni efficiant.summam auferatur. In  illa parte tabule ubi omnes species 

r a  
denominantiir ex pari. posita est py mis. XCI . Quam si offendst sua basis . 
XXXVI . au t  numerus qui cum quantitate interiacentium camporum basim 
efficiant . 1 non solum pyramidem .sed omnes tetragonos unde existat auferat. 

piramide 
Idem fiat de puranude contrarie part is .  CXC . cuius basis eet 12LlI.1. Qui , . . . .  . . .  

C 
vel motia 

tendat ad ui toriam ex alterutra parte omnibus; modis a prime positionis 
ti ce 

locis . studeat in parte contrariç medietatis efficere . armonicarn arithme-cam . 
2) inucntionis corrigirt aus inuenti. - 13) auferatur corrigirt au8 auferat. 

-- 

1) DE CONFLICTU RITHMIMACHIJ$] LYDVS UV1 DICISVR RITHhn- 
MACHTA P (mit P bezeichnc ich den cod. Paris. 718.5). - 2) arithmetic?] arhime- 
ticg P; inuentionis] innenti P ;  curet] curat P. - 3) superpartientis] superpar- 

qve 
cientis P. - 4) repperiri] reperire P. - 5) a] que P; pan] inpari P ;  ex vor 

ve sinistrorsum 
altera fehlt in Pi 21 qugP. - 6) inppri] pari P. - 7) angularitcr] sinifitrosum.angii- 

ti 
lariter P. - 8) superpartiens] auperparoientis P. - 9) eiusdem] eiusquc P. - 10) gno] 
q u ~  P. - 10-11) multiplicatg] miiltiplicate P. - 11) coniunctq] iiincte P;  effic,'ant] 
faciant P; aut] But P. - 13) efficiant] efficiat P; species] denorrii- 

ra 
natiui P. - 14) pari] inpari P; py mis] piramis P ;  XCI] nonaginta unus P. - 
15) XXXVI] triginta sex P; interiacentium camporum] camporum interiacentium 
P. - 15-16) basim efficiant] efficiat hasirri P. - 16) pyramidem] piramidem 

piramide 
P; var omnes hat P noch: ~ t ;  existat] existit P. - 17) puranude] pira.. . e P; 
CXC] centum nonaginta P; ~XI I I I J  sexaginta quattuor P. - i8j  teidat] tendit P; 

vel rnotis 
uiCtoriam] uictoriam P; niodis] modis P; prime] primg P; positionis] posicionis P. 
- 19) contrari?] contraria P; medietatie] medietates P ;  hinter armonicam steht 

ti ce 1 
in P  noch: et ;  arithme$icam] arimeticam P. 
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minimo 
Quarum utraque in t r ibus  termi  constans . maximo . medio . %-iWn . tal i  

diligentia ponenda e s t . u t  nullus ex  alienis terminis possit interrepere. Et 
vel ex terminis u t raque 

qui primus e x  terminus  ponitur indicetur aduersario. I n  altera par te  copia 

t 
est arithme$icam c u m  propriis  efficere. Ad  armonicam necesse es t  acquirere 

I 
unum per p redam.u t  cum in  altera pa r t e  s in t  armonici  VI11 . e t  V I .  ex 5 

t 
altera parte XI I .  s i t  acquisitus. I d e m  ad XV . e t  XX . XXX . a d  X X V  . e t  

XIV. CC.  XXV.  ad VI1  . e t  XII.  X/II.ad XC . e t  XXX.XIV.  Quorum omnium 

proprietas e s t s u t  sicut maximus e s t  a d  minimum . i t a  differencia eit maximi 

t 
et  medii ad  differenciam medii  e t  minimi .  Arithmedicorum rtutem quoniam 

facilior inuentio e s t .  u n u m  pono exemplum . u t  / V I .  XXXVI  . X V I  . Quorum IO 

proprietas es t  u t  differencia que  es t  in ter  m a x i m u m s e t  medium.  s i t  i n t e r  

vel ge t  
medium e t  min imum.  1 1  Ceteros inuestigtir s i  quem his diligentiam adhibereBl 

test. 
delectat. Qui sic non possit uenire ad uictoriam perfectam . e t  maximam conetur 
ponere armoniam. que .  IlII. existens terminis . X I I  .VI111 . V I I I  .VI. te rnas  i n  se 

continet medietates.  e t  insuper omnium musicarum proportiones simphoniarum. i a  

1) Nach termi findet sich das Zeichen ,. Unter Wiederholung dieses Zeicherin 
steht auf dem rechten Rande: nis. 

rninimo 
1) termi] terminis P; vor constans ha t  p noch: est; minimo P; hinter 

vel ex terininis utraque 
minimo steht in P noch: E t ;  tali] talis P. - 3) ex terminua] ex terminis P; altera] 

t 
utraque P. - 4) arithrnedicam] arhimeticam P ;  cum propriis fehlt in P; armonicam] 

nrmoniam P ;  acqoirere] adqiiirere P. - 5 )  predam] prgdam P; V ~ I ]  nouemP;VIJsexP. 
t 

- 6) parte fehlt in P; XII] duodccim P; sit acqiiisitus] adquirendi aunt 1'; Idem] 
Item P. -- 6-7) XV.  et X X .  XXX. ad  XXV. e t  X N .  CC .XXV.ad VI l .  et  X1I. 
YILI . ad X C  . e t  XXX . X/V] quindecim . e t  uiginti . triginta. Ad uiginti quinque. 
et  quadraginta quinque . ducentos uiginti quinque Ad septem et  duodecim. qua- 
draginta duo Ad nonaginta.  e t  triginta.quadraginta quinque. -- i )  vor Quorum 
hat Y noch: Ad uiginti v . et ducentos uiginti quinque. quadraginta quinque. 
8) differencia; differentia P. - 9) differenciam] differentiam P; medii] maximi 

t 
P ;  Arithmedicorum] ArhinieticorumP; quoniam] quiaY.-10) 1VI. XXXVI. XVI] quin- 
quaginta.sex. triginta sex.sedecim P; Quorum] quorum P. - 11) differencia] dif- 

vel ge t  
ferentia P ;  que] qug P. - 12)  inuestiger] inuestiget P.- 13) delectat] delectet, P; 
test 

possit] possit Y .  - 14) IIiI] quatuor P ;  XII . VIILI. ViII .VI] duodecim . nouem 
septem.sex P. - 16) continet] recontinet P; proportiones simphoniarum] sympho- 
niarum proportiones P. 
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vt l X V . V I I I I  . V .  I X X X I .  V I I I I .  etVI11 . X V .  111 . e t  V . X C  . VI . et XV.  

C . X X V  . e t  1 I I I X V I . I I I l  . et III1 . C . XXVI  . e t  X X  . VI111 . V . et 

III.  X V I  . V I I I I  e t  V I I .  IXXXI . IVI  . XXXIII  . e t  X X  . XXVII I  . XX . e t  VI I I .  
a 

Pyramiv XCI . constt t  ex teragonis.  XXXVI  . XXV. X V I  .VI111 . I I I .  1. et  uocat 

5 perfecta .cuius basis e s t  XXXVI.  Basi  la tera  V I I I I  . e t  III. Pyramis  . CXC. 
XlVIIII 

constat  ex  teragonis XII111 . X&-III. XXXVI  . X X V .  X V I  . e t  tercurta uocatur. 

Cuius  basis est  I X I I I I  . basi  l a t e r a .  V I I I .  ct  X V I  . 

ITE DE KIHTZ. 
Quinque genera  inequali tat is  e x  equali tate procedere manifestum es t .  ex 

I O  l ihr is  arithmetice.multip1ex. superparticulare.  superparciens. Sed reiectis duobus 
9 

cornpositis . ex t r ibus  simplicibus huiusmodi conflictum. quidam ex clero W i r  hi- 
burgensi  . s i  periti iudiceiit dab i t  posteritati. Sit  tabula  a d  longitudinem et 

El. 5.  la t i  1 tudinelc distincta campis . supra  quam ex  ul teru t ra  pa r t e  disponantur usque 

a d  decuplam . proportionem . omnes t r i um generum predictorum species. Hinc 

10  Nach superparciens eteht das Zeichen 54 und auf dem unteren Rande sleht 
sub sub 

n tch dem Zeichen 55 Folgendes : multiplex superparticulare. multiplex superparticns. 

1-3) v t  1XV.VUII . V .  ZYXXi. VIILI. e t  VI11 . XV . I I I .  e t  V .  X C .  V I .  et  XY. 
C . XXV . e t  IIIIXVI . I I I I .  et IIlI. C . XXVI . e t  XX.VI1II . V .  e t  III . X V I .  VIIII. et 
V U .  1SXXI. 1VI. XXXIII . et XX . XXVIII. XX. e t  VUI] u t  quadraginta quinque. 
nouem. et  quirique. octoginta uqus . nouem.et nouem. quiudecirn. tres.et quinque. 
nonaginta.scx.et qiiindccim. ccntum uiginti v .  e t  quatuor.  sedecim. qiiatuor. qua- 
tuor.  centum uiginti . sex . uiginti . docenti uiginti quinque . nouem. duodecim. et 

1 
noueni .quinque.et quatuor.  sedecein .nouem. septem. octoginto unue. quioquaginta. 
sex . e t  uigiriti quinque quinquaginta sex . et uiginti quinque quiuquaginta sex. 
triginta unus .  uiginti.uiginti octo.uiginti.et nouem P. - 4) Pyramis] Piramis Pi 

a 
XCI] nonaginta 1'; consttt] constat 1'; teragonis] tetragonis P; XXXVI . XXV . 
XVI . VIIII . III . II triginta sex.iiiginti qi i indecim.nouem.q~~atuor.unus 1'; uocat] 
uocatur 1'. - 5 )  XXXVl] triginta sex P; Uasi] hasis P ;  VIIII. et III] noueninet 
trefi 1'; Pyramis] Piramia 1'; CXC] centum nonaginta 1'. - 6) teragonis] tetra- 

~ L V I I I I  
gonis P; lXI111. xs:z . XXXVI . XXV . XVI] sexaginta nouem. uiginti VI. uigioti 
quinque. sedecim P; tercurta] tercurtata fJ. - 7) lXIlII] sexagiuta IlII  P; Liasi] 
basis 1'; VIII. et XVI] octo.et sedecim P. - 8) I S E  DE R I H S ~ ~ ] R E G V L A  DE 

na 
RITHMACHIA id est de numeri pvg p (mit p Lezeichue ich den cod. Paris. 
7977 C). .- 9) equalitate] eq~ialitate p. - 10) arithmetice] arithmetic? p ;  
~uperparciens] superpartiens p; vor Sed h a t  p noch: niiiltiplex superparticu- 

S 
iaris.multiplex superpartiens. - 11-12) Wi r  hiburgensi] Wirzeburgensi p. - 12) vor 
si steht in p  noch: nomine asilo; iudicent] iudicentur p ;  ad] in p ;  longitudinem 
longitudine p. - 13) latitudinem] latitudine p; vor distincta ha t  p noch: ut cer- 
nitis; nlterutra] alterutra p ;  nach parte ateht in p noch: in ultimis campis. - 
14) trium generum predictorurn] predictorum trivm generum p ;  Hinc] Hic p. - 
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VI11 . albi minores ex par i  denominatas habentes propoitioncs.  duplam v t  
1111. ad  II . qnadruplam vt  X V I  . ad III1 sescuplam vt  XXXVI  . ad V I .  
octuplam u t  I X I I I I  . ad VII I .  His  opponantur  eiusdem generis VI11 . nigr i  . 
minoris ex impar i  denominatas habentes proportiones . t r ip lam.  v t  V I I I I  . 

P ad I I I  . quincu l am . v t  XXV . ad V . septuplam . v t  X I V I I I I  . ad VI1  . 5 

nonuPlam. u t .  LXXXI . a d  VIIII .  Ret ro  albos . V1II . existant rub r i  ex 
genere superparticulari  . n t  sesqualteri  iuncti sint  duplis . sesquiquarti qua- 

d r u p h  . sesquisexti sescuplis . sesquioctaui octuplis. I t e m  rctro nigros ex 

eodem genere . VI11 . maiores existant a lb i  . ut sesquitercii iuncti  s in t  tr iplis .  

sesquiquinti quincuplis . sesquiseptimi septuplis . sesquinoni nonuplis. Retro 10 

rubros . VII I I  . existant maiores n igr i  ex genere superparcienti  . u t  superbi- 

parcientes sesquiquartis . supersexparcientes sesqnisextis . superoctoparcien- 
tes sesquioc 1 1  tauis. I t em re t ro  albos maiores . V I I I .  existant ex eodem B1.5' 
genere colorie $ uiridis . u t  supertriparcientes iunct i  s in t  sesquiterciis . su- 

quinque 
per, partientes sesquiquintis . superseptemparcientes scsquiseptimis . sesqui- 15 

nonis . siiper V I I I I  . parcientes. H i s  i t a  dispositiv ex alterutra par te  alter-  

natim t rahuntur  omnes species multiplicis . in ante  . r e t r o .  dextrorsum 

sinistrorsum . angulari ter  . i n  campum secundum . superparticularis  in tercium 
V 

superparcientis i n  quartum. Et s i  per  hos legitimos tract!ls al iquem ron-  

11-12) Nach supe;biparcientes findet sich das Zeichen :. und unter Wiederholung 
diesea Zeichene steht auf dem unteren Rande Folgendes: iuncti sint sesqualteris. 
siiperquadripartientea. 

1) VI111 octo p ;  minores] minore p ;  habentes] multiplices ostendant p ;  vt] ut 
n 

p.  - 2)  vt] ut p ;  sescuplam] Sescuplam p ;  vt] u tp .  - 3) opponantur] oppona~ tu r  p. - 
1' 

4) minoris] minores p ;  vt] ut  p. - 5) quincu lam] Quincuplam p ;  vt] ut p ;  sep- 
P 

tuplam] Septuplam p;  vt] ut  p. - 6) nonu lam] Nonuplamp. - 7) superp%rticu- 
lari] superparticul' p ;  sesquiqarti] Sexquiquarti p. .- 8) sesquisexti] Sexqui VI p;  
sesquioctaui] Sexqui VI11 p. - 9) sesquitercii] VI quitercii p. - 10) sesquiquinti] 

P 
Sexquiquinti p ;  quincu lis] quintuplis p; sesquiseptimi] Sexqui VI1 p ;  ee~quinoni] 
Sexqui VII I Ip .  - 11) VIIJl] V I I I p ;  superparcientij snperpitrtienti p. - 11-13) super- 
hiparcientes sesquiquartis .~u~ersexpa'cientes sexquisextis .superoctoparcientes ses- 
quioctauis] superbipartientes iuncti sint VI  qualteris. Superquadripartieutes. VI 
quiquartis. Super VI. partientes. VI quisextis . super VI11 partientes.  V1 qui- 
octavie p. - 14) & fehlt in p ;  supertriparcientes] supertripartientesp; eesquiterciis] 

quiuque 
VI quit'erciis p. -- 14-15) ~ u p e r ,  particntcs] Sopcrquinispartientes p. - 15) ses- 
quiquintis . supersepteniparcienteu] VI . quiquintis. Super VI11 partientes p. - 
15-16) sesquinonis.super VIIII.parcientes] Super VI111 partientes.seaquinonis p. - 

1 7 j  trahuntur omned -..omnes-.. traliuntp; dextrorsuml clextrorsvm p.- 18) siuistror- 
sum] sinistroraum p ;  tercium] tercivm p. - 19) superparcientis] superpartientis p; - 
quartuiii] quartvm p;  tractis]  tractus p. 
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trarie partis numerum i ta  offendant . u t  quantitatis interiacentium camporlm 
per illos ducta eundem efficiat auferant . aut si contrarius numerus in augu. 
lis au t  in  lateribus circumponatur his partibus que in se multiplicatp aut 
iunctg. reddant eiusdem summam . auferatur. Quiciimque numerus in suo 
legitimo tractu alium eiusdem quantitatis offendat auferat. In illa parte 

Il est 
ubi denomifantur proportiones omncs ex pari . posita XCI . pyramis 
perfecta. Qusm s i .  XXXVI . offenderit sua basis . que militat in  adilorsis 

U1. 6. castris . per lagitimos . non solum ipsam II piramidem . auferat . sed omnes 
quibus id est 

tetragonos q u i d ~ z  Idem fiat de pyramide C X C .  contrarie partis similiter . . . . . .  
. III1 . ~ 

io  ex tetragonis composita . et  tercurta nominata. cuius basis est I X . v .  Non 
d 

solum modo his basibus IXlIII . e t  XXXVI . pyramites auferantur . sed qui- 
curnque numeri cum quantitate spaciorum multiplici easdem hases efficiant . 
pyramides auferant. Tali prede subiaceant omnes pariter pares. vel pari- 
ter irnpares . vel i m p r i t e r  pares. vel secundi et  compositi . soli primi et 
com 

in positi uagentur tuti  . nisi i ta  undique sint circumsepti aduersariis . ut per 
legitimiim tractum non poesint euadere. Quocies hoc eueniat . tocies aufer- 
antur. Tali altercatione alternorum tractuum omnibus motis a primp poui- 
cionis locis . qui uictoriam desiderat. in campis aduersarii festinet medietates 

t 
ponere . arithjme<iicam . armonicam . quarum utraque ex tribus termiuis con- 
stans . maximo . medio . minimo . siue fiat per angulos . sine in directum. non - 

tituletur uictorig . dum alienns aliquis terminos earnm possit interreperre. 
utrimque vel nec 

Qui primus otrumque ponatur . indicetur aducrsario. Illurn ne liceat . - . . .  
17)  motis corrigirt ans modis. 

u 
1) quantitatis] quantitas p ;  interiacentium] interiacentivm p. - 2) aut] Act 

n 
p. - 3) aut] avt p ;  que] que p. - 6) denoini$mtur] denominantur (nominantiir 
steht auf dem linken Rande) p ;  vor proportiones steht in p noch: -se; pari] 
impari p ;  p o s i t a " S t ~ ~ ~ ]  colnposita est XCI p. - 7) que] qug p. - 8) legitimba] legi- 

quibus ld est 
timum p ;  piramidem] pyramidem p. - 9) tetragouos] tetragonas p ;  qiiiclëz Idem] 

.IlII. . . . . . .  
quibus conçistat. ldem p ;  pyramide] piramide p. - 10) V] ~ X L I I I  p .  - 11) pgrn- 

d 
mites] pyramides p ;  sedl Sed p. - 12) multiplici] multiplicati p ; efficiant] effician- 

corn 
tur p. - 13) prede] predg p.  - 14) soli] Soli p. - 15) in positi] incompositi 11; 
nisi] non p. - 16) legitimum] legitimvm p; traclum uon] tractüvrip; Quocies: 
Quoties p; tocies] totiens p. - 17-18) posicionis] positionis p. -- 18) desiderat] de- 

f. 
sideret p. - 19) arithimedicam.armonicam: arrnonicam.arithrneticam p.- 19-20) te r  

medio 
minis constane] constans terminis p. 20) maximo. medio. minimo] maximo rninutiop.- 

utrimque vel nec 
22) utrumque] utrumque y; indiceturj iudicetor p:  Illurn] illum p; ne] nec p. . . . . .  
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Bemerkungen zur Rhythmomachie. Von Dr. E. WAPPLER. 17  
_^Y~^Y^NI-----I_MN-N'--VWIW-_ Y -̂------ 

1 1  postea ex il10 loeo trahi . nec ab aduersario auferri. Ex utraque parte com- B1.6' 

plures inueniuntur idonei ad  omnes terminos arithmeticos. Armonici autem 
non ex altera parte inueniuntur omnes.  sed ver0 tercius per predam debet 
acquiri. Nemo arbitretur confuse e t  inordinate numeros hou positos esse. 
sed memor trium precelîtorum bogtii. quibus omnem inequalitatem ex  6 

vel rnonadiam 
equalitate indicat nasci . certus sit omnem hanc monaticam superficiem ex . . . . . .  
tribus unitatibus przcreari . tercio precepto tantummodo neglecto. Qui desi- 
derat superficiem binariam . duplicet moliadiam . si ternariam. triplicet. si 

quaternariam . quadruplicet . si quiuariam . quinduplicet :. si senariam . ses- 
cuplicet. 10 

3) non] nec p ; sed vero terciusj Si uero tantvm .tertius.p. - 4) acquiri] ad- 
quiri p. - 5) trium] trivm p; boçtii] boetii p; inequalitatem] inçqualitatem p. - 
6) equalitate] çqualitate p. - 6-10) certnfi ait - sescuplicet] Qui desideret superficiem 
binariam duplicet monadiam si  ternariain triplicet.si quaternariam quadruplicet 
Si quinariam quincuplicet.si senariam sexcuplicet. Certus sit omnem hanc mona- 
diam superficieu his tribus unitatibus procrcari.tercio precepto tantummodo p. 

1list.-lit.  Abthlg. d .  Zeitaohr. f. Math. u. l'hya. XXXVII, 1. 
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Ueber die  Grundlagen d e r  Erkenntnis  in den exakten Wissenschaften, 
von PAUL DU BOIS -REYMOND. Nach einer hinterlassenen Handschrift. 
Mit einem Bildnis des Verfassers. - Tübiugen 1890, Verlag der 
H. Laupp'sclien Buchhandlung. V I ,  130 S. Preis M. 3,60. 

Der aus dem Nachlasse P a u l  d u  B o i s  - lt e y m O n d '8  veroffenklichteii 
Schrift schickt der Heransgeber, G u i  d O H a  11 c k , ein Vorwort voraus , aos 
dem zu ersehen i s t ,  dass wir es in der vorliegcnden Arbeit mit dcm erkennt- 
nisstheoretischen Bekenntniss des Verfassers zu thun haben, dass dau wohl 
ausgereifte Lebensresultat eines tiefen Denkers und weitblickenden GelehrtenU 
vor uns Iiegt. Miloge das folgeride Bcferat, das uur eirien schwachen Begriff 
von der Bedeutung und Reichhaltigkeit des Inhalts geben kann,  Veranlas- 
siing werdeil, dass recht Viele diesem meta,physisclien Testament ein ein- 
gehendes S t ~ d i u m  widrnen, das die Arbeit in hervorragendem Masse verdient. 

Die Schrift zerfallt in acht Abscbnitte, deren Inhalt kurz wieder- 
gegeben werden d g e .  

1. E i n l e i t u n g .  (S. 1-15.) 
Nach einer Unterscheidung wissenschaf'tlicher Probleme in solçlie, dereu 

Unloabarkeit bewiesen, und solche, deren Losung zur Zeit (mit den vor- 
handenen Mitteln, Methoden, Principien) nicht gelingt, will Verfasser zu  
den ersteren gerechnet wissen die letzten Abstractionen, das allgemeine 
Grenzproblem der exacten Wissenschaften, die Xechanik, die Einwirkungeu 
der K6rper aufeinander. Das Problem wechselt iu dieseu Bespielen seiu 
Gebiet, es wird aus einem metaphgsischen ein psychologisches. Als 
speciclle Reispiele werden u. A. D s r  w i n ' s  Princip, der Zusan~rnenhaug 
zwischen organischer und anorganischer Chemie, schliesslich das Leben 
selbst, das Bewusstsein ausgefuhrt. Doch nicht das Seelische im Gegen- 
satz zu den Wissenschaften der Naturkuride will Verfasser behandeln, son- 
dern das Forschungsgebiet der exacten Wissenschaften , z .  B. Mathenmtik, 
Mechanik untcrsuchen; e r  will Lis zu den letzten Gründen der Erscheinungen 
vordringen. Dieses Streben giebt sich in einer ganz bestimrnten Denkform 
kund,  n5mlich in  der Zurückftihrung auf m6glichst wenige und einfache, 
gleichartige Mechanismen, die selbst Bathsel sein dürfen und wirklich sind. 
Trotzdem sagt man in diesem Fltlle, dass man das Problem ,erkl%rtU habe, 
dass man CS ,,bcgreifeu, ,verstehou. Und doch ist es kcine wirkliche L6- 
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Recensionen. 19 
--^_^MY-Y_^-Y^-^ --,.,.̂ yT--̂ ^̂  ̂ C-r_-_----^ 

suug der Prohleme, sondern nur  eine neue Reihe von Problemen, die Ver- 
Sasser - vielleicht ohne hier auf allgemeine Zustimmung rectiuen zu dürfen 
- als fiir immer unl6sbar bezeichnet. Der Schluss der Einleitung be- 
schtiftigt sich noch eingehendor mit dem Begriff ,,erkltiren'L, als dessen zum 
Theil bessere Synonyma ,,,darstellen , beschreiben , construiren '' aufgestellt 
werden. 

II. A l l g e m e i n e s  i i b e r  d i e  Z i e l e  d e r  N a t u r f o r s c h u n g ;  d i e  
d r e i  R i c h t i i n g e n .  (S. 16-22.) 

Die drei Richtungen, die Verfasser für die Methoden der Naturfor- 
schung unterscheidet , sind die empirische, inechanische, metamechanische. 
Die em p i r i s c  h e sttitzt sich auf Beobachtung und Versuch (hierher gehiiren 
Experimentalphysik und Chernie). Die m e c  h a n i s  c h  e ist gekcnnzeichnet 
durch das Streben, die Erscheinungen mechanisch zu construiren (S. Ein- 
leitung, Schluss), d .  h. sie zurückzuftihren auf rnoglichst wenige Grund- 
formen, als deren Gemeinsamee die Naturgesetze sich darstellen; die mecha- 
nische Richtong ist der empirischen gewissermassen entgegeugesetzt, ihr 
Gebiet sind vorwiegend die Fernkrtifte aller Art (hierher geh6rt die theo- 
retische Physik). Die m e  t a m  e c h  a n  i s c h  e Richtnng endlich strebt nacb 
vollem Geniigen, sie will die letzten Gründe anfdecken, sie fragt nach 
Naterie, dem Wesen der Fernkraft,  nacb Raum und Zeit (Natorphilosophie, 
wie sie der Ferfasser bezeichnet, nach allgenieinem Spracbgebrauch Meta- 
physik). 

Veyfasser geht dann noch genauer ein auf die Unterscheidung dieser 
drei Richtungen, indem er  zugleich die Geoinetrie in ihrer Entwickelung 
eur Vergleichung heranzieht. Wenn Verfasser glaubt,  dass diese Unter- 
echeidung nur nach Z i e l  u n d  I n  h a 1  t giltig sei, dass sich jedoch dem- 
entsprechend keine wissenschaftlichen Epochen unterscheiden liessen, so 
kann dies nur bedingt zugegeben werden: die Reihenfolge der Epochen war 
nllerdings weuiger glücklich. 

III. C o n t i n u i r l i c h e  u n d  a t o m i s t i s c h e  R a u m a u s f U l l u n g  
d u r c h  d i e  S u b s t a n z .  (S. 23-29.) 

Verfasser spricht sich gegen die stetige und ununterbrochene Raum- 
erfiillung durch die Substanz aus, da mit  der stetigen Eaumausfüllung uiiter 
Anderem aucti die Eigenschaften der Zusammendrtickbarkeit und Ausdehn- 
barkeit in offenem Widerspruch stchen. Die stetige Substanz - eine rein 
geornctrischo und hochst unphysikalische Forstellung - müsste in sich un- 
bcweglich, undurchdringlich, also auch absalut hart sein. Daher ist die 
Substanz nicht stetig, sondern g o r 6  s ,  und zwar - nach der herrschenden 
Ansicht - s t a u  b a r  t i g  p o r  6 s ,  nicht schwammartig poras. Den hier- 
rlurch gewonnenen Staubkornern legt Verfasser den Namen K o r  p n s k e 1 
bei, deren Form gleichgiltig ist  und die nur als Trager der Fernkrafte 
cliarakterisirt sind. Sie ~ i n d  von den Rorpern unserer C r ~ c h e i n u n ~ s w e l t  

2 
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20 Historisch -1iterarische Abtheilung. 
.*r - - --- 
ganz verschieden und erhalten unter der Voraussetzung, dass sie unendlich 
klein sind und nur die Eigenschaften der Kraft und Trtigheit haben, den 

1 

N-amen A t  O m e. 

IV.  D i e  F e r n k r a f t .  (S. 30- 52.) 
Diesev Capitel scheint ein wCjrtlicher Abdruck der bekannten Abhand- 

lung zu ecin, die Vcrfasser im III. Jahrgang Nr. 14 der Naturwisseiischaft- 
lichen Rundschau veroffentlicht hat  und die von 1 s e n  k r  a h e bekampft 
nyorden ist in dessen Schrift: Ueber die Pernkraft etc. Leipzig, Teubner. 
1859. Als Resultat kann kurz angegeben werden, dass diese Frage in das 
Gebiet der Erkenntnisstheorie verwieseii oder dass sie nicht als mechanische, 
sondern als metamechanische vom Veifaseer gckennzeichnet wird. 

V. E i n z e l n e  S y n t h e s e n .  (S. 53-72.) 
Theilv das durch die Deductionen des Capitels I V  gewonnene ,,fern- 

wirkende Atom" wurde zu r  Construction mechanischer Erscheimngen beni~tzt, 
theils das iu Capitel III charakterisirte Korpuskel. Es kamen nun die 
sogenannten MolekularkrLfte hinzu: zur Construction der TTer5nderung der 
Aggregatzustlinde genllgten ntimlich auch die fernwirkenden Atome niclit; 
es traten in Gegensatz materielle Substanz und Aether, man führte das 
materielle Atom mit seiner Aetherhülle ein. Dies das Theorem der alteren 
Warmetheorie , die Verfasser als ,, statische Molekularhgpothese" unter- 
scheidet von der ,,kinetischen Molekulartheorie", wie er die mechanisclie 
Warmetheorie bezeichnet. Als Hauptvorausseteuiig wurde postulirt, d a s ~  
beim Anprallen kein Verlust an Geschwindigkeit oder lebendiger Kraft statt- 
findet ; es handelt sich folglich hier um eine a b s o l u  t e  Eigcnschaft, ntim- 
lich vollkommene Elasticitat. Da aber aiich die kinetische Theorie ofter 
versagt (Veriinderung der Aggregatzustm5nde), so muss eine Verbindung von 
statischer und kinetischer Nolekulartheorie aushelfen. Leider ist dieser 
Gedanke nicht weiter ausgeftihrt. Verfasser giebt dann eiue Reihe von 
Anwendungen aus dern Gebiete der Optik und Elektricitlit - bei denen 
man mit dern Herausgeber den Schmerz theilt, dass es dem Verfasser nicht 
mehr vergonnt war, die H e r  t z'schen Versuche kennen zu lernen -, komint 
dann auf den Unterschied zwischen Physik und Chemie zu sprechen, wobei 
e r  sich ausftihrlicher liber die Chemie verbreitet - Referenten will es 
scheinen , als eeien z. B. O s  k w a l  d 's  Arbeiten nicht gentigend gewürdigt -, 
die noch nicht reif sei ftir mechanische Synthese und füï die das fernwir- 
kende Atom der Physik nicht ausreiche, weist auf die Wichtigkeit des 
P r  o u  t'schen ,,Gesetzes I L  tiber die Atomgewichte hin und postulirt in liusser- 
ster Consequenz den Wasserstoff a18 anorgrmischen Urstoff (Analogie mit der 
Philosophie der Alten). Bei der Synthese des Organischen wird es gehen, 
wie bei der Fernkraft;  das Gebiet wird empirisch erweitert und vertieft 
werden , es werden Elementarmechanismen ersonnen werden , die Construc- 
tionen gestatten: aber schliesslich wird man auf unlosbare Probleme stossen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



VI. D i e  i d e a l i s t i s c h e  u n d  e m p i r i s t i s c h e  W e l t a n s c h a u u n g .  
(S. 73- 93.) 

Verfesser stellt zuerst den Begriff der Grenze fest (unter Hinweis auf 
seine allgemeine Functionentheorie I ) ,  dann denjenigen der ,,vollkommenen 
Genauigkeit", pracisirt Vorstellung und Begriff und Idealismus. Vorstel- 
lungsfremde , ausserste Eigenschaften , die sonst als a b  s 01 u t  hezeichnet 
werden, nennt er i d e a l  oder i d e  a l i s t i s c h  und giebt hierftir eine Reibe 
von Beispielen; auf den Unterschied zwischen unbegrenzt groos und unend- 
lich wird naher eingegangen: das unbegrenzt Grosse für  vorstellbar erklart, 
das Unendliche als nicht vorstellbar. Aus der Behandlung der Frage nach 
dem wirklichen Vorhandensein ergiebt sich das Resultat: ,, Der I d e  a l  i s t 
glaubt an das irgendwie beschaffene Vorhandensein unwahrnehmbarer, un- 
vorstellbarer, diirch unsern Denkvorgang erzeugter Wortabschlüsse von Vor- 
stcllungsfolgen. Der E m p i r  i s  t verwirft dcrgleichen unvorstellbare Ab- 
schlüsse und nimmt als vorhanden oder Vorhandenem entsprechend nur das 
in sein Denken auf, was vorstellbar ist.I1 

VII. A t o m i s t i k  u n d  F e r n k r a f t  i n  R e z u g  a u f  A b s o l u t e s .  
(S. 94 -104.) 

Durch eine genauere Beschreihung und Feststellung der Korpuskeln, 
die nach allen Richtungen hin ein idealistischer Abschluss von Vorstellungs- 
folgen korperlicher Eigenschaften sind und deshalb einen absoluten Cha- 
rakter haben, wird ein natiirlicher Uebergang gewonnen zur idealistischen 
Atomtheorie, ftir die sich Verfasser gegen die empiristische entscheidet. Es  
handelt sich nun dnrum, die Fernkrafte selbst der idealistisch- empiristisclien 
Kritik zu untereiehen: das Kernproblem der mctamechanischen Forschungs- 
richtung. Verfasser kommt zu dem Resilltat, dess die Fernkraft etwas 
Gegebenes sei, was wir nicht auf einfachere Vorstellungen von irgendwel- 
chen Wirkungen der Substanz zurückführen konnen; der Trager der Fern- 
kraft verliert an Interesse, an seine Stelle tritt  die Fernkraft selbst, die 
eine immanente Eigenschaft der hiaterie ist,  ja , , F e r n k r a f t  u n d  M a -  
t s r i e  s i n d  E i n s i l .  

VIII. U e b e r  W e l t a n s c h e u u n g e n ,  (S. 103-130.) 
Die n a i v e  Weltanschauung lasst die Wahrnehmungen auf sich wirken, 

,,wie das Kind eine Theatervorstellung, das nicht darnach fragt ,  was hinter 
den Coulissen vbrgehtl'. Diese Naivetat wird zerstort durch die mecha- 
nische Forschung; schlicsslich gelangt man metamechanisch zu einern Ge- 
sichtspunkte, von dem aus alle früheren Anschauungsweisen naiv erscheinen. 
Verfasser unterscheidet das ewig Unvorstellbare, das physische Jenseits oder 
auch die extrapb~nomenale Welt (Alles ausser uns) und die Wirklichkeit 
(unser Ich eingeschlossen). Das Absolute bildet die Grenze unseres Vor- 
stellens, j a  es liefert den Beweis, d a s s  d i e  W e l t  m i t  u n s e r e m  V o r -  
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s t e l l e n  n o c h  n i c h t  z u  E n d e  i s t .  Doch es fehlt u n s f t l r d a s  Wirkliche 
das Oigen und wir haben dahér keine Aussicliten auf ein Regreifen des 
Wirklichen: wir sind auf die Welt der reinen Wahrnehniungen und auf 
die Welt der Vorstellungen und Begriffe beschrankt. Deshalb ist im Streben 
nach gelungener Synthese das erreichbare Ziel der Forschung zu erblicken, 
niemals giebt es eine Erkenntnis der letzten Dinge. 

Zum Schluss sei dem H e r a u s g e b e r ,  Herrn G u i d o  H a u c k ,  der 
gebührende Dank ausgesprochen, dass er uns diese schone erkenntnisstheo- 
retische Leistung seines allzufrühe der Wissenschaft entrissenen Freundes 
vermittelt hat. 

S c h m a l k a l d e n ,  den 7. Mai 1891. Dr. H. SCHOTTEN. 

Leitfaden der  darstellenden Geometrie. Von FRANZ DICKNETHER, kgl. 
Eeallehrer. Mtlnchen 1890. Verlag der J. Lindauer'schen Buch- 
haiidlung. Mit 108 in den Text gedruckten Abbildungen. 66 S. 8 O .  

Elemente der  darstellenden Geometrie, zum Schulgebrauche zusammen- 
gestellt von WENZESLAUS P ~ x L ,  Professor für  Mathematik und dar- 
stellende Geometrie an der k. ~ndus t r iekhule  zu München. Mtinchen, 
bei Theodor Ackermann, k. Hofbuchhandler. 1890. 116 in den 
Text gedruckte Abbildungen. 107 S. 8O. 

Bisher war an den bayerischen Realschulen der erste Band des K l i n -  
g e  n f e l  d 'schen Lehrbuchs für darstellende Geometrie in  Gebrauch. Konnte 
einerseits den alteren Auflagen dieses Buches gegenliber, so anerkennens- 
werth es seiner Zeit war ,  keinem Lehrer der Wunsch verdacht werden, 
den Stoff ktirzer, anziehender und moderner beliandelt zu sehen, so bietet 
andererseits die verdienstvolle Neubearbeitung von W. M a r x  schon etwas 
zu vie1 des Guten ftir den Zweck einer Mittelschule. 

Dieser Sachlage dürften die beiden obigen kurzen Lehrbticher ihre 
Entstehung verdanken. Sie schliessen sich an den bestehenden Lehrplan 
a n  iind reflectiren auf Einführiing in den Mittelschulen; ihre Gestalt ist 
daher ziemlich genau vorgezeiçhnet, iind man darf von ihnen keine Neuer- 
ungen erwarten. In  beiden ist die Bezeichnungsweise der K 1 i n  g e n fe l  d - 
Mars 'schen nachgebildet, mit einigen motivirbaren Aenderuogen; in beiden 
Iauft neben dem theoretischen Theile ein vollig ausreichcnder Apparat von 
200-300 Aufgaben resp. Uebungsbeispielen her, welche Zorn Theil gemein- 
samer Quelle entstammen ( J O  a c h i m S t e  i n e r 7 s  Sammlung von Maturitats- 
Aufgaben osterreichischer Realschulen). 

Das D i c  k n e t h e r 'sche Lehrhuch enthalt priicis den fiir bayerische 
Realschden vorgeschriebencn Lehrstoff und behandelt demgcm%ss: Punkte, 
Gerade , Ebener , Dreiknnte, Prismen, Pyramiden und regulare Polyeder, 

,sowie Schnitte dieser Korper mit Ebenen und Geraden, dargestellt durch 
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senkrechte Projection in zwei zu einander senkrechte Tafeln. Ohne abstrus 
zu wirken, ist es moglichst knapp gefasst. Trotzdern wird man nichts 
Wesentliches vermissen, wenn nian beachtet , dass , um den theoretischen 
Theil moglichst zu entlasten, einige princjpiell wichtige Aufgaben, wie 
z. B : Bestimmiing des ktirzesten Abstandes zweier Geraden, Construction 
einer Geraden, die mit den Tafeln gegebene Winkel e inddiess t ,  mit ar?- 
gefügter 13esprechung unter die Uebungsbeispiele verwiesen sind. Die 
Figuren , dern Formate des Buches entsprechend etwas klein , sind übrigens, 
insbesondere für ein billiges Schulbuch, ungemein exact und zierlich aus- 
geführt. 

Das Pozl 'sche Lehrbuch ist etwas breiter gehalten als das vorige, 
enthiilt die ausführliche Besprechung einer grosseren Anzahl von Aufgaben 
und beschrankt sich nicht ganz auf den in bayerischen Realschulen zu 
erledigenden Lehrstoff. E s  werden über die oben angefuhrten Gegenstande 
hinaua die gegenseitigen Durchdringungen von convexen Polycdcrn behan- 
delt, ein p a r  Grundthatsachen der Centralprojection gegeben und die Be- 
griffe collinearer und affiner Figuren nach Vorgang des Marx'schen Lehr- 
buches eingeführt; letzteres wie bei M a r x  an Beispielen, die insofern ein- 
seitip sind, als sie stets perspectivische Lage voraussetzen und auch keine 
Aiinierkung auf das Allgemeinere der Begriffe hinweist, - Die Erweiterung 
des Stoffcs geradc nach dieser Richtung vorzunehrnen, entspricht zweifellos 
dem herrschenden Geschmack in der darstellenden Geometrie. Ob es fiir 
den Zweck, dem eifrigeren Schüler Ilber den vorgeschriebenen Rahmen 
hinaus einige nützliche und anregende Anschauungen mitzugeben , nicht vor- 
tlitilhafter ware, ohne jede Kücksicht auf theoretiscùe Vollstiindigkeit Einiges 
über Kegel, Cylinder, Kugel und Schraubenlinie zu bieten, k6nnte wohl 
disciitirt werden. Ein paar hochst einfache Beispiele aus dem angedeuteten 
Gebiet geometrischer Gestaltungen würden genügen, den wichtigen Begriff 
der krummen Flache und Raiimcurve zu beleben, das ewige Einerlei von 
Geraden und Ebenen zu unterbrechen, und eine richtige Beurtheilung einiger 
in Architektur und Technik stets wiederkehrender Foruien zu vermitteln. 

Dem Verfasser eigenthtimlich scheint der Auadruck ,,gelchnt l L  für 
Gcrade, welche senkrccht, und für Ebenen, welche parallel zur Achse des 
Tafelsystems laufen. Wenn es in 5 19 h e i ~ s t :  ,Windschiefe Gerade haben 
keinen Punkt geineinsam, also auch ihre Risse nichtu, so is t ,  wie aus dem 
Zusammenhange ersichtlich, das Richtige zwar gemeint, gewiss aber bleibt 
der hoctist aweideutige Satz mit ,,also" besser ganz weg. Die Bezeichuung: 
zwei ,, erste .' resp. ,, zweite l1 Deckgerade für Gerade , deren erste resp. 
zweite(n) Risse sich decken, sclieint mir nicht glücklich ( 5  20). Auch die 
von JI a r x  herubcrgenommene Bezeichnung riiumlicli collinear Y fur zwei 
nicht in einer Ebene liegende, collineare ebene Figuren ( 5  88) ist ange- 
sichts des allgemein angenommenen Ausdrucks . riiumliche CollineationU 
und , rluriilich collineare Systeme im Sinne von , Collineation von Rail- 
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men und collineare RiiumeU nicht empfehlenswerth. - Da, wo von dern 
speciellen Falle der Parallelitat zweier perspectivischen Ebenen die Rede 
is t ,  und dern noch specielleren, bei dern ausserdem das Perspectivcentrum 
in unendlichc Ferne ruckt ,  heisst es: ,, dann heissen die immer noch ver- 
wandten Figuren iihnlichu (§ al ) ,  resp.: , m a n  nennt solche Figuren con- 
g ruen t"  (§ 82). I n  Anbetracht, dass dern Schtiler, wenn er an diese 
Stelle kommt, die Begriffe der Aehnlichkeit und Congruenz langst aus der 
elementaren Geometrie in anderer Definition gelaufig eind, muss statt der 
obigen Fassung gesetzt werden : ,, dann s i n  d die Figuren Shnlich , resp. 
congruent '' und ist anzudeuten, wwum. 

Die Figuren bei P 6 z l  sind in einem etwas kraftigcn, aber dern Auge 
wohlthuenden Styl gehalten. I n  dern Capitel der Polyederdurchdringungen 
bilden Sie leider einen wunden Punkt des im Allgemeinen nicht schlechten 
Buches. Dort sind sie in Bezug auf Sichtbarkeit und Unsichtbarkeit mit 
vielen Fehlern behaftet, so dass sie nur verwirrend auf den Schtiler wirken 
konnen. Wie ich hGre, wird indess der Verleger durch Bcigabe einer cor- 
rigirten Tafel dern Uebelstande abhelfen. 

Zum Schluss noch eine Bemerkuug, die auf beide besprochene Lehr- 
bticher gleichmassig Anwendung findet: Bezllglich der Coordinatenbestim- 
mung eines Punktes herrscht iu den Lehrblichern der K l  i n g e  nf  eld'when 
Ricbtung eine ungerechtfertigte Vorliebe fiir die inconcinnen Bezeichnungen : 
Abscisse, erste und zweite Ordinate (S. z. B. D i c k n e  t h e r  S. 5, Aufg. 10: 
O , ,  O,, Abscisse) und es wird ein unnothiger Gegensatz zwischen ,, Ordi- 
nateU und ,AbstandY statuirt. Da man die Tafeln als erste, zweite, dritte 
bezeichnet, so mird man auch am besten von einer ersten, zweiten, dritten 
Coordinate sprechen, welche nichts anderes ist als die Entfernung von der 
ersten, zweiten, drittcn Tafel, versehen mit dern richtigen Vorzeichen. 
Auch ist es entgegen dern Gebrauche in der hier massgehenden analytischen 
Geometrie, den negriff ,erste und zweite Ordinate' eines Punktes a so 
eng zn fassen, dass darunter allein die Strecken a , a  und a,a in den beiden 
Tafeln (a , ,  a2 ,  a bedeuten die Projectionen des Punktes a auf die erste 
und zweite Tafcl und die Achsc) verstanden werden, welche nur specielle 
ReprBsentanten der ,,Ordinatenu genannten Bestimmungsstücke sind. Sollen 
diese Strecken absolut eine eigene Benennung haben, was mir unnothig 
erscheint, so kann man sie nach K l i n g e n  f e l d  als "Kantenloth eins und 
zweiU oder Shnlich bezeichneri. Auch gegen den Ausdruck ,,Hoheu im 
Sinne des Pcrpendikels, das von der Spitzo einer Pyramide aiif die Griiud- 
flache gefkillt wird (siehe P o z l  S. 73 iinten , j e  nacbdem die Ho  he die 
Grundflache in  ihrem Mittelpunkte trifft oder nicht) muss protestirt werden. 
N a n  darf die weichen Gehirne der Schiiler nicht a n  eine solche Zusammen- 
knetung gliicklich errungener allgemeiner Begriffe mi t  speciellen Erscheinungs- 
formen derselben gewohnen. 

HERMANN BRUNN. 
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Ansgewtlhlte Abschnitte au8 e iner  synthetischen Qeometrie der Kegel- 
achnitte von F. H. G .  FISCHER. Abhandlung zu dem Jahresbericht 
der stlidt. Realschule zu Leipzig für das Schuljahr Ostern 1889-1890. 
Leipzig, Druck von C. G. Naumann. 1890. Programm Nr. 559. 
35 S. 1 Tafel. 

Zur Charakterisirung dieser Abhandlung diene folgende, dem Vorwort 
entnommene Stelle: ,Ueber die B r t  der Behandlung des Gegenstandes 
bemerken wir, dase zunachst aus der Erklarung der Kegelschnitte der Satz 
von C a r n o t  und darauf ans diesem die weiteren Eigenschaften der Linicn 
abgeleitet werden. 81s bekannt werden dabei die Sotze über das Doppel- 
verhliltniss von 4 Punkten oder Strahlen und die Satze liber Strahlen- 
involution vorausgesctzt. In  c h e r  umfasscnden Darstellung der Kegel- 
schnittlehre, aus der der Verfasser hier nur eine Auswabl bietet, werden 
demnvhst diese Siitze ebenso wie die oben angeftihrten über die Secanten 
und Tangenten der Kegelschnitte eingehend behandelt werden.'' 

Der erwiihnte Satz von C a r n o t  jst der in folgender Gleichung aus- 
geaprochene : 

s t , .  st, x t u ,  . tu* X US, .  " S a  = su,. su, x ts,. ts, x ut,. ut,,  

wo s, und s,, t, und t 2 ,  ul und u, resp. die Schnittpunkte der Seiten tu ,  
U S ,  s t  eines Dreiecks mit einem Kegelschnitte bezeichnen. 

Man sieht schon sus  diesem F~indamentaltheorem, auf dem sich Alles 
aufbaut, dess der Verfasser eiue synthetjsche Geometrie nicht im Sinne 
v. S t a u d  t s ,  sondern in C haules 'scher  Manier schreibt. Die Sch lü~se  
stellen sich fast durchweg im Gewande von Streckeuglcichungen der. I n  
den vorliegenden Capiteln, die natiirlich keinen sichern Schluss auf den 
Charakter des zu erwartenden Ganzen gestatten, erscheint die Ableitung 
der Einzeisatze als Hauptziel, das Arrangement der Beweise befleissigt sich 
moglichuter Ktirze, auf die Hervorhebung allgemeiner Principien wird wenig 
Text verwendet. Jedenfalls wird man vom Ganzen eine gute Sammlung 
der bekennteren Kegelschnittsiitze erwarten konnen, vielleicht reichhaltiger, 
ttls die gebrluchlichsten Lehrbücher sie bieten; auch manche weniger 
bekannte Siitze sind eingefügt, wie z. B. die an die Namen F r e g i e r ,  
F a u r e ,  T o w n s e n d  sich knüpfenden ($5 24, 63,  64,  74); die Ver- 
allgemeinerung des letoten ~ t a r n m t  wohl vom Verfasser selbst. 

Die Capitelüberschriften lauten: 1. Kegelschnitt und Gerade; II. Pol  
und Polare, Durchmesser und Mittelpunkt; I I I .  zugeordnete Punkte und 
Gcrade; IV. Durchmcsscr und Achsen ; V. Brennpunkte, Leitlinien, zu einander 
senkrechte Tangenten; VI. Kegelschnitt und Kreis (scil. in  Verbindung). 

Die Eintheilung der Kegelschnitte in  Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln 
bleibt ohna Einfluss auf die Disposition des Stoffes; es wird bei jedem 
einzelnen Satze auf diese Formen specialisirt. 
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P a s c a l ' s  und B r i a n  c h o n ' s  Satz, denen man a n  manchen Stellen zu 
begegnen erwartet, sind wohl frir eincs der noch nicht publicirten Capitel 
aofgespart. Der Sinn von Strecken wird nicht durch pliis und minus 
unterschieden, was doch empfehlenswerth wiire. Infolgedessen erscheinen 
z. B. in 5 21 die Gleichungen zweier , ~ r ~ % n z u n i s k e g e l s c h n i t t e "  in der 
ununterscheidbaren Form 

6 % ~ .  a r .  p .  
Eine Kleinigkeit, die rnir aiiffiel, war ferner, dass der Verfasser die 

Worte ,gleichlaufendU und ,,gegenlaufendu bei involutorischen Gehilden 
durchweg in einem fier Anschanmg und dem Gebrauche gerade entgegen- 
gesetzten Sinne anwendet. 

- . 
HERMANN BRUNN. 

Principien der  Flachentheorie. Zweiter Theil des Lehrbuchs der analy- 
tischen Geometrie von Dr. R. HOPPE, Professor der Mathematik 
und Philosophie an der Universitët Berlin. Zweite vermehrte Auf- 
lage. Leipzig 1890. C. A. Koch's Verlagsbuchhandlung (J. Seng- 
busch). 

Die Principien der Flachentheorie von IL H o p  p e , zirerst 1876 voll- 
atëndig erschienen, sühliessen sich nun in zweiter Auflage als zweiter Sheil 
eincs Lehrbuchs der analytischen Geomctrie an das 1880 erschienene L ~ h r -  
buch der analytischen Cnrventheorie des nemlichen Verfaasers an. 

I n  S 2 sind einige Transformationsformeln, in  5 27 und 5 30 eine 
Bemerkung und zwei Satze über Mittelpunktsfi~chen hinzugekornmen. Der 
Nachweis der Geradenschaaren auf Flachen zweiter Ordnung in 5 54 ist iu 
bedeutend elementarcre Form gebracht. Einc Acnderung in 5 3 ,  die in 
der Vorrede bebauptet wird, l w t  sich nicht ausfindig machen. 

Ausserdem ist nur noch das Inhaltsverzeichniss neu,  und wir kb'nnen 
also den Leser auf die Inhaltsangabe zurückverweieen, welche Baud XXII  
dieser Zeitschrift in  der Recension der ersten Auflage darbietet. Doch 
moge hier noch dcr cigenthümliche Gesammtcharakter der Schrift, der dort 
kaum angedeutet i s t ,  mit einigec Worten kenntlich gemacht werden. 

Breite ftihrt z11r Deutlichkeit, Kiiappheit zur Uebersicht. 13eide Vor- 
ziige lassen sich ohne Wiederholungeu in e i n e r  Darstelliing nicht vollstandig 
vereinigen. An den Aiitor eines Lehrbuches, der mit Bewusstsein seinen 
Standpunkt aiif dem einen Extrem nimmt,  ware es ungerecht, die Forder- 
ungen des andern Extrerns zu stellen. H o p  p e's Fltichentheorie ist eines 
der kürze~tgefassten, zugleich in seiner Art vortrefflichvten Lehrbüchei. In 
dem die E'ormeln verbindenden Texte iat jecles Wort  pragnant; die Haupt- 
begriffe und der Gedankengang der Beweisführung treten tiberall aufs 
Klarste hervor; die Ausfihrung der Nebenrecbniingen, dns Anfsuchen spe- 
cieller, er lhternder  Reispiele und  mancher Detailschluss dagegen wird dem 
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Lescr überlassen. Zu glauben, dass aus einer solchen condensirten Daï- 
stellung, die der gereifte Mathematiker als die kürzeste und zugleich 
gentigende herausarbeitet, der noch giinzlich Unbewanderte vollige Klarheit 
schopfen ktiune, hiesse allerdings sehr optimistisch voin menschlichen Geiste 
denken; aber Jcdem, der sich das erste Verstandniss des Gegenstandes aus 
einer ausführlicheren Fasvung in Schrift oder Wort angeeignet ha t ,  kann 
das H oppe'sche Buch zur Weitorführung, zor Orientirung über das Wesent- 
liche, zur geistigen Trainirung, diecdas Ueberfllissige wieder abfallen lasst, 
auf's Beste empfohlen werden. 

HERMANN BRUNN. 

Vorlesnngen über Geometrie, unter besonderer Benutzung der VortrXge 
von ALFEEU CLEBSCH bearbeitet von Dr. FERDINAND LINDEMANN, 
ordentlichen Profcssor an der Universitët Konigsberg i. P r .  Zweiten 
Bandes erster Theil: Die Flëchen erster und zweiter Ordnung oder 
Classe und der lineare Complex. Mit vielen Piguren im Text. 
Leipzig, B. G. Seubner. 1891. VI11 u. 650 S. g.O 

Anderthalb Decennien nach der Publication des ersten, die ebene Geo- 
metrie enthaltenden Bandes, welcher in dieser Zeitschr. Bd. XXII ,  hist.-lit. 
Abth. p. 72 Yom Rcferent besprochen worden is t ,  erscheint der erste Theil des 
zweiten Bandes der Vorlesungen, der Raumgeometrie. Wenn diese Fortsetzung 
kaum mehr erhofft werden konnte, so ist sie doeh auch heute noch will- 
kommen, da das Werk seiner ganzen Anlage nach, die Wissenschaft bis 
zum neilesten Standpunkte fortzuführen, ein Veraltetsein des dargestellten 
Stoffes ausschliesst. I m  Gcgentheil ist zu crwarten, dass um so Neueres 
und dieses in um so reiferer Form geboten wird. 

Als Grund für die lange Verzogerung wird vom Bearbeiter ueben Abhalt- 
ung durch anderweitige Thatigkeit angegeben , dass demselben d i e  F r  e u d e 
% n  d e r  A r b e i t  w e s e n t l i c h  b e e i n t r l i c h t i g t  w a r ,  t h e i l s  d u r c h  
m e h r f a c h  u n g ü n s t i g e  U r t h e i l e  über die Art und Weise, wie e r  im 
ersten Bande über den ursprünglichen Inhalt von C 1 e b s c h ' s  Vorlesungen 
durch Bearbeitung neuerer Entersuehungen hinausgegangen war ,  theils 
durch das Bewosstsein, in der That nicht immer das vorgesteckte Ziel 
erreicht zu haben. ,,GleichwohlY - fügt er hinzu - ,,konrite keiu Zweifel 
dariiber entstehen, dass eiue Fortsetzung des Werkes nur  unter denselben 
Gesichtspunkten gescheheii konne, welche für die Geometrie der Ebene 
massgebend gewesen waren; doch glaubte e r ,  deil thatsachlichen VerhBlt- 
nissen mehr als beim ersten Bande im Tite1 des Werkes Rechnung tragen 
zu sollen." 

Sollte der erste Theil diever Aeusserung sich, wie es scheint, auch 
auf die in  dieser Zeitschrift ersühienene Recension beziehen , so würde hier- 
durch auf jene Bcsprcchung cin so falscheu Licht geworfcn, dass Refcrent 
nicht umhin kann, darauf ziiriickziikomrnen ; denn in dersel ben war der 
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allgemeine Standpunkt des Herausgebers, der ein Bild der heutigen geo- 
metrisch-algebraischen Forschung unter einheitlichem Gesichtspunkt ge- 
wahrte, nicht nur gebilligt , sondern als der allein moglicbe gegentiber einer 
Herausgabe von C 1 e b s c h'schen Vorlesiingen eingehendst nachgewiesen. 
Insoweit sich die Herausgabe innerhalb dieses selbstgewahlten richtigen 
Standpunktes, auch weit hinaiis über den ursprünglichen Inhalt von Cm's 
Vorlesungen, bewegte, war dersclben uneingeschriinkte Ziistimmung aus- 
gesprocben worden; erst da ,  wo sie über diesen Standpunkt der einheit- 
lichen Bearbeitung neuer vorhandener Untersuchungen ins Ungewisse hinaus- 
schritt - in ,bisher kaum betretene Gebiete, auf welche erst ein noch 
ungewisses Licht geworfen istu, also nicht durch Bearbeitung, sondern 
durch den nothwendigerweise unreifen Versuch der Schaffung ganz neuer 
Untersuchungsgebiete, - war eine grossere Beschriinkung als angezeigt 
erwtihnt worden. 

Ein Blick auf den vorliegenden Theil der Raumgeometrie zeigt nun, 
dass wenigstens in diesem ersten Theile die damals gewtinschten ,erleich- 
ternden BeschrhkungenU in der Tha t  angenommen sind, ohne Beeintrach- 
tigung des allgemeinen hohen, iibersichtlichen Standpunktes. Auch die an- 
gemessene Aenderung des Titels entspricht ganz der vom Recensenten 
damals vertretenen Auffassung, anch den ersten Band als ein Werk des 
Herrn L i  n d e m a n n zu beurtheilen. 

Der Plan des ersten Theiles des II. Bandes i s t ,  ein ziemlich vollstan- 
diges 13ild von den Eigenschaften, besonders den projectivischen, der Flachen 
2te* Ordnung und des linearen Complexes za geben. Qerglichen mit 
der ebenen Geometrie, entspricht der Inhalt,  nur  unter Zufligung einer 
eingehenden geometrischen Begründung der projectivischen Massgeometrie, 
welche das letzte Drittel des Buches als 3. Bbtheilung (p. 433-637) füllt, 
lediglich den beiden ersten der 7 Abtheil~ingen des 1. Bandes: er liegt 
(mit Ausnahme des eine Zwischenstellung einnehmenden Capitels iiber die 
ebene eindeutige Abbildung einer Plache 2ter Ordnung) ganz innerhalb 
des Projectiven , mit den Anwendungen auf die Metrik , geht im Allgemeinen 
nicht tiber die Gebilde 2t" Ordnung hinaus und verspart sogar auch hierin 
die eigentlich formentheoretischen Betrachtungen ftir eine der spatercn Ab- 
theilungen. Diesen ist also ein fast unabsehbarer Stoff vorbehalten. Der 
Stoff der ersten Abtheilung über "Punkt ,  Ebene und Geradeu (p. 1-130, 
in 8 Capitel gegliedert) ist zum grosseren Theile einer C l e b s  c h 'schen Vor- 
lesung des Wintersernesters 1871/72 und eincm ganz kurzen Manuscript 
desselben entnommen, ebenso gegen die erste Halfte der zweiten Abtheilung 
,,die Flachen zt" Ordnung und 2ter Classeu (p. 131-432, in 21 Capiteln); 
alles Uebrige, gegen % des Buches, ist vom Bearbeiter hinzugefügt. Jene 
von C l e b  s c h  tîbernommenen Capitel - tiber Punkt ,  Ebene und Gerade 
und die Ereeugnisse projectiver Gebilde, in gewtihnlichen und homogenen 
Coordinatan ; über. Polarentheorie der Flacben 2ter Ordnung ; die Bezieliiingen 
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dieser Flachen zur unendlich fernen Ebene und zu einauder, insbesondere 
die Theorie der confocalen Flachen - sind als die mehr elementaren zu 
bezeichnen; die Zufügungen haben im Allgemeinen einen etwas weiter- 
gehenden Charakter. Sie betreffen eine Darstellung der v. S t a u d  t'schen 
Theorie der imaginaren Elemente (p. 104-130)' die in Rd. 1 nur erst 
algebraisch, ohne geometrisches Substrat, eingeführt waren; die Heranziehung 
der von den Achsen einer linearen Schaar von linearen Cornplexen gebil- 
deten Flache 3 t e r  Ordnung; eine eingehende aualytische Unterscheidung 
der Beziehungen der F2 zu der unendlich fernen Ebene; eine Ausführung 
der gleichzeitigen Transformation zweier F, auf die Normalformen ftir die 
Fiille der 13 besonderen gegenseitigen Lagen, ausgehend liicht von der 
Wei  e r  s t r a s s'scben Methode, sondern von geometrischen Betrachtungen. 
Die ausgedehntesten Zuftigungen aber sind: 

1. Zwei Capitel (p. 289-342) tîber die Theorio der Krtimrnungs- und 
geodatischcn Curven auf den F , ,  und xwar sogleich unter Einführung der 
beknnnten projectiven Verallgemeinerung der elliptischen Coordinaten, also 
für  eine Sc,haar allgemeiner Flichen zweiter Classe; aber dieselbe Verall- 
gemeinerung in Durchfiihrung auf jene 13 speciellen Falle, jta sogar auf 
die Schaaren von Kegel- und Cylinderfl%cheil. 

2. Fünf Capitel (p. 543-414) tibcr die gleichzeitige Transformation 
einer Flache Ster Ordniing und eines linearen Complexes in die kano- 
nischen Formen, mit deren Anwendungen; wiederum von geometrischen 
Betrachtungen aus zu den Formelsystemen aufsteigend. Diese Anwendungen 
betreffen an sich wichtige Probleme: 

a) die eigentlichen linearen Transformationen einer F, i n  sich; dieselbe 
wlirde etwas durchsichtiger geworden sein, wcnn aus den Gleich- 
ungen 3)' 4), 5) von XVII Euksk = O als e i n z i g e  Bedingung 
gefolgert worden ware , was zugleich die Verificirung 12) -1 4) von 
3) tiberfliissig gemacht hatte. F ü r  die uneigeutlichen Transforma- 
tionen der P2 in siüh, welche die Erzeugenden der beiden Schaaren 
vertauschen, wird eine directere Rehandlung angeschlossen ; 

b) die linearen Transformationen des Raumes, welche einen Kegel- 
schnitt in sich tiberfiihren (,Bewegungenu); 

c) diejenigen, bei welchen ein linearer Cornplex erhalten bleibt; 
d) die allgemeinste Correlation des Iiaumes in sich. 

Z u  bernerken is t  dabei, dass such alle diese Probleme nicht nur gene- 
rell, sondern im Verfolg der speciellsten Lagen studirt werden (zum Theil 
an ein Manuscript des verstorbenen Fr  a h  m anschliessend). So werthvoll 
es ist, alle diese Gegenstande zum ersten Male im Zusammenbange behan- 
delt und geometrisch ausgestaltet zu finden, so haben die Zufligungen doch 
nicht nur im Inhalt - wie schon gesagt -, sondern auch in der Dar- 
stellungsweise einen von den C l e b s  c h'schen Vorlesungeu etwas abweichenden 
Charakter. Wenn C l e b s c h  auch rasch in die H6he zu allgemeinen Ge- 
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danken vorschritt, denen die einzelnen Probleme untergeordnet wurden, so 
vergass er doch nie, vorher den inductiven Weg über einzelne wenige Fiille 
hinweg wirklich , zurückzulegen. Hier aber werden m5glichst allgemeine 
Methoden unvermittelt geboten, so dass der leitende Gedanke in der ab- 
strecten Form nicht leicht erfasst werden kann. So mochte zum richtigen 
Verstiindniss der Transformationscapitel fast eine historische Kenntniss der 
vielerlei Einzelforschungen erforderlich sein, aus denen ihr umfassender 
Plan hervorgegangen k t .  Und .wahrend den Lesern von weit vorgeschrit- 
tenem Standpunkte es gerade besonders lehrreich sein wird, diese Capitel 
zu studiren, bleibt durch sie das Werk den A n f h g e r n  verschlossen. 

Ohne in dieser Besprechiing auf viele.Einzelheiten eingchen zu wollcn, 
sei doch erwtihnt, dass es erwünscht gewesen wiire, das Problern, die beideu 
Erzeugenden in einem Pnnkte der F, zu trennen (p. 146), bis zu Ende, 

-- 

namlich bis zur Aufstellung der ) / H ( F ) ) ,  durchgefuhrt zu sehen; und dass 
es auch vielleicht innerhalb des Bahmens des Buches gelegen htitte, die  
Hauptachser; der ebenen Schnitte der Flache zu behandeln (wenn nicht 
etwa die Absicht vorliegen sollte, dies erst bei Gclcgenheit des Normalen- 
problems und Achsencomplexes invariantentheoretisch nachzuholen). 

Die dritte Abtheilung, ,,die Grundbegriffe der projectivischen und 
metrischen GeometrieU in 13 Capiteln, giebt in  selbstiindiger Bearbeitung, 
wenn auch vielfach an F. K l e i n  ausçhliessend , eine Grundlegung unserer 
projectivischen und metrischen Begriffe, sowie einige Anwendungen der 
Kicht-Euklidischen Geometrie. Wer den uralten Kampf nm die Herrschaft 
zwischen Metrischem und Projectivischem verfolgt und weiss, dass derselbe 
erst durch die v.  S t a u d t ' s c h e  Theorie der Würfe und die darauf zu grün- 
dende C a  y 1 e y - K 1 e i n'sche Nicht - Euklidische hlassgeometrie zu Guristen 
der Ueberordnung der projectivischen Begriffe entschieden worden ist,  dem 
wird die systernatische Zusammenfassun,dieser principiell bedeutenden Be- 
trachtungen in hohem Masse erwünscht sein. S o  findet man hier zunachst 
(Cap. 1) den von metrischen Begriffen, insbesondere den die 3 Geo- 
metrien unterscheidenden Merkmalen, noch unabhiingigen Aufbau der pro- 
jectiven Geometrie , mit Hilfe der Begriffe Piinkt , Gerade, Ebene, 4'91 har- 
monischer Punkt; aus den hieraus abzuleitenden Doppelverhiiltnissen die 
projectivische Definition der Coordinaten (Cap. II); sodann erst die Spal- 
tung in die 3 Geonietrien, und zuerst Behandlung der hyperbolischen Gea. 
metrie der Ebene (Cap. III), mit ihrer Trigonometrie (Cap. IV) und ,4us- 
dehnuug auf den Raum (Cap. V), weiterhin analog die elliptische (Cap. VI) 
und die parabolische (Euklidischej Geometiie (Cap. VIL). Aus dem Gange 
der Bet#rachtungen ist bernerkeilswerth, dass jeweils erst der Hegriff der 
,,Bewegungenu, successive zerlegt, zu den verschiedenen Annahmen über das 
Unendlich-Ferne der Geraden und damit zii  den entsprechenden Transfor- 
mationsgruppen (speciellen Collineationen) und zu den übrigen metrischen 
Begriffen fiihrt (wobei übrigens in der parabolischen Geometrie noch weiter 
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eine explicite Annahme über die Ueberführung recliter Winkel in einander 
und die Erhaltung der Lage bei vollstandiger Umdrehung nothig wird). 
Dies ist, wie in VI ausgeffihrt wird, gerade e~tgegengeaetzt dem Gange 
von R i e  m a n n etc., von verschiedenen metrischen Annahmen aus , wie 
et,wa über die Form des Linienelements, zu den verschicdenen Auffassüngen 
des Unendlich-Fernen zu gelangen. Aus den Resultat,en sei das bekannte an- 
geführt, dass man aus den Eigenschaften der Ebene allein, ohne Hinaustreten in  
den liauni, nicht zu entscheideu vermag, ob nian in einer Euklidischen E b e u e ,  
oder iu einer sog. G r e n z f l a c h e  des h y p e r b o l i s c h  gemessenen Raurnes von 
3 Dimensionen (ciner 4 dieses Raumcs, welche die absolute FlBclie '4 desselben 
mtiglichst engberiihrt, Kugelflache des Raumes mit auf A gelegenem Mittelpunkt) 
sich befindet; und Analoges gilt für unsern Euklidischeu Raum eelbat. 

Da eine vollige Einsicht in den Zusammenhaug der Euklidischen 
Postdate und Axiome, insbesondere was da3 !jte Postulat (sog. I l t e 3  oder 
Parallclen - Axiom) betrifft , in Bezug auf Vollstiindigkeit und Nothwendig- 
keit ihrer Vora~isset~ziingen ersf diirch den Aufhau der Kicht-Fuklidischen 
Geornetrie gekommen kt, wird das nun folgende Capitel VLII, welches 
die Euklidischen Voraussetznngen eingehend prüft,  besonders intereseant. 
Das Resultat des Verfasserv ist eine vollige inhaltliche Uebereinstirnmuug 
dieser Vorausset,zuiigen mit den vom Verfasser zur Einführung der Metrik 
der parabolischen Geometrie nach und nach gemachten Aufstellungen. So 
schliesst z .  B. der Satz: ,dass zwei Gerade, die mit einer dritten Geraden 
zwei innere Winkel bilden, deren Summe kleiner als 2 R ,  sich schneidenu, 
die tiyperboliscfie Geornetrie aus,  und die Zufügnng ,und zwar auf der 
Seite der inneren Winkelu auüh die elliptische Geometrie aus; denn in dieser 
zerfallt die Ebene durch eine Gerade überhaupt nicht in zwei getrennto 
Theile. 

Zu diesen begründenden Capiteln gesellen sich nun noch Anwendungen 
der Vorstelluugeu der elliptischen Geometrie: in Cap. IX - X I  Discussion 
der e n d  l i  c h e n Gruppen von Bewegwigeu in dieser Geornetrie, also auch 
der endlichen Grnppen von Rotationen um einen festen Punkt im gewohn- 
lichen Sinnc, wobei Gelegenheit gcnommen wird, die Untersuchungen von 
C l  e bsch iiber das 10 - fach B r i  a n  c h o n'sche Sechseck und die Zurück- 
ftihrnng der Gleichungen 5tsn Grades auf die elliptischen Nodulfunctionen 
wiederzugebeu; in Cap. XII Darstellung der allgemeinen linearen Trans- 
formationen einer complexen Variablen durch die Colliueationen des Eaumes, 
welche eine I h g e l  in sich überführen. Den Schluss des Werkes bildet 
(Cap. XIII),  im Interesse der Systcmntik, eine Darlegung des Zusammen- 
bangs der gew6hnlichen A r g n  n d G a u  s s'schen Darstellnng der complexen 
Variablen mit der v. S t a u  d t 'schen Interpretation des Imaginaren, unter 
Vermidtlung der irnaginaren Kreispunkte, wobei die Constructionen der 
letzteren Interpretation a n  vielen Beispielen mit deneu der gewohnlichen 
Darstellung i n  Reziehulig gesetet werden. 
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3 2 Historisch -1iterarische Abtheilung. 

Die historischen Angaben sind ziemlich reichlich und auch im 811- 
gemeinen richtig. Die Note pag. 190 Iiber die Herstellung von Carton- 
inodellen der Flhchen 2ter Ordnung aus ihren Krcisschnitten m6chte den 
Antheil von A. B r  i l 1  gegenüber H e n r i  c i  nicht vollstiindig würdigen; denn 
das zur Zeit der Angaben B r i l l ' s  bekannt gewesene e i n e  Mode11 bestand 
nur aus Halbkreisen und war deshalb zur Vervielfiiltigung nicht geeiguet. 

I n  den 15 Jahren seit Erscheinen des 1. Bandes ha t  sich der Stand- 
punkt der geometrischen Literatur sichtlich gehoben: es existirt heutc in 
den beiden grossen Gebieten, welche durch die linearen und durch die 
rationalen Transformationsgruppen charakterisirt sind, eine grossere Einsicht 
in die die Wissenschaft beherrschenden Ideen und Zusaminenhange und 
zugleich ein starkeres Rückgreifen auf die Originalabhandlungen. Sollte der 
erste Band hierxu mitgewirkt haben, so wird von dem fertiggestellten 
zweiten eine noch hohere Wirksamkeit erwartet werden dtirfen. 

E r l a n g e n .  - - M. NOETHER. 

Elliptische Funct ionen und algebraische Zahlen. Akademische Vorlesungcn 
von H. WEBER. Bra~~nschweig.  1891. 

Das in der Ueberschrift genannte Werk zerfallt in  drei Sheile: in 
einen analytischen, algebraischen und zahlentheoretischen Theil. Der schmer 
wiegende Unterschied, welcher zwischen ihm und allen bisherigen Werken 
tiber elliptische Functionen besteht, liegt im zweiten und vor Allem im 
dritten Theile, von denen der zweite die Transformationstheorie in einer 
neuen, bisher noch nicht in Lehrbtichern behitndelten Weise enthhlt, wiihrend 
der dritte ein vollig neues, bisher nur  in  Einzelarbeiten behandeltes Gebiet 
dem groaseren Publikum erxhliesst. 

Ausser in Theile, mird das Werk in 16 Abschnit,te und 120 Para- 
graphcn eingetheilt. Die Bezeichnungsweise ist eine durchgehcudo. 

Als Vorarbeiten ftir dasselbe k6nnen drei Aufsatze des Herrn Verfas- 
sers angesehen werden, die sich im 6. und 11. Bande der Acta Mathe. 
matica und im 35. Bande der Mathematischen Annalen finden. 

Die Art der Einführung in die Theorie der elliptischen Functionen wird 
immer von der Individualitiit und dem Geschmack des einzelnen Autors ab. 
hangen. Herr W e b e r  sieht die Theorie der elliptischen Integrale als den 
naturgem%ssesten und verstbndlichsten Ausgangspunkt für die Theorie der 
elliptischen Functionen a n ,  aber in anderer Weise, als frllhere Autoren, wie 
z. B. Herr Kti n i g s  b e r g e r .  N i t  Hilfe einfacher Transformationen und 
Reductioncn wird die Theorie des allgemeinen elliptischen Integrales BO weit 
gefordert , dass sich die L e g e n d r e 'sche und W e i  e r s t r a s s 'sche Normal- 
form des elliptischen Differentials und die drei Gattungen der elliptischen 
Integrale ergeben. Hieran knüpft sich das Additionstheorem für die Inte- 
grale erster Gattung und die Definition der drei elliptischen E'unctionen 
s lz  u, cn 2 4 ,  d n  u mit Hilfe der Umkchrung des Ihtcgralca: 

I 
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Die Eigenschaft der doppelten Periodicitst der drei elliptischen Functionen, 
die aber nicbt bewiesen, sondern als thntskhlich bestehend angeftihrt wird, 
sieht Hem W e b e r  sls das Bindeglied a n ,  welches ihn zu den elliptischen 
Functionen und damit zu dem zweiten Abschnitt überführt. 

Die Theorie derselben wird unabhangig von den bisherigen Betrachtungen 
auf die Theorie einer ganzen transcendenten Function von u - T ( u )  - auf- 
gebaut, die den Bedingungsgleichungen Genüge leistet: 

+ ) - e-Ri(al C1u -1. w ~ l  f O,) . TIU), 
1 - 

+ ai ) = e - Z i W , P u  + 0 ~ 2 1  + b d  . 
2 Tb4 , 

worin a,, a,, b, , b, constante d. h. von u unabbangige Grossen sind. Diese 
Functionen geh6ren zu den wichtigsten der hoheren Analysis und bilden 
einen besonderen Fa11 der allgemeinen doppelt periodischen Functionen dritter 
Art. Ihre Haupteigenschaften werden auf Grund einiger Satze tlber com- 
plexe Integrale aufgebaut. Einfache Rcductionen ftihrcn zu der Theorie 
der Thetafunctionen , deren elementare Eigenschaften entwickelt werden. 
Ihr Nodul wird durch w bezeichnet. Bei Gelegenheit der Productdarstel- 
lung der Thetafiinctionen führt Herr W e b e r  vier neue Functionen von w, 

~ ( w ) ,  f[w), fi  (w) ,  f.(w) ein,  die bei seinen spateren Untersuchungen sich 
von grosser Bedeutung zeigen. 

Die soeben skizzirten Theorien bilden den Gcgenstand des zweiten Ab- 
schnitts. 

Der dritte Abschnitt behandelt die Transformationstheorie der Theta- 
functionen, die auf derjenigen der T-Punctionen basirt wird. Unter der 
leteteren definirt Herr W e b e r  die Darstellung der Functionen T' mit den 
Perioden w',, durch T-Functionen mit den Perioden w, und w B ,  weun 
zwischen den Perioden die bekannten linearen Relationen bestehen. Es 
folgen die Satze über die Zusammensetziing von Transformationen und die 
Anwendung derselben auf die verschiedenen bisher eingeführten Punctionen. 
Ausführlicher wird die lineare und die Transformation 2'0" Grades bespro- 
chen. Die lineare Transformation giebt Anlass xur systematischen Ab- 
leitung der W e i e r s t r a s s  'schen G - Functionen, deren Beziehungen zu den 
Thetafunctionen aufgestellt werden. 

Der vierte Abschnitt beschiiftigt sich mit den elliptischen Functionen. 
Durch Quotientenbildung von Thetafunctionen ergeben sich doppelt perio- 
dische Functionen. Durch Differentiation gelangt man zu dem Zusammen- 
hange zwischen den doppelt periodischen Functionen und den Integralen 
erster Gnttung, auf welchen d o n  im ersten Abschnitt hingedeutet wurde, 
so dass jetzt die doppelte Entstehung der drei Functionen slz 21, c n  r ,  d m  v 
khrgelegt kt .  

HM.-lit. Abthlg. d. Zeitaohr. f. Math. n. Phye. XXXVII. 1.  3 
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Die einfachsten Eigenschaften derselben k h n e n  aus den Eigenschaftcn 
der Thetafunctionen unmittelbar abgcleitet werden. Die lineare Transfor- 
mation giebt Anlass zur systematischen Darstellung der W e i e r s t r a s s -  
schen $3 - Function und der wichtigen Invariante J (w). Bieran schliesst sich 
die 13etrachtung der elliptischen Transcendenten Fer und 3'Or Gattung nach 
J a c o b  i und \V e i e  r s t r  a s s  und endlich eine kurze Entwickelung der eJlip- 
tischen Functionen i n  Partialbrtiche und trigonomctrischo Reihen. 

Dcr fünftc Abschnitt trkigt die Geberschrift: ,Die Modulfunctionenu. 
Es wird zuniichst ein ausserst wichtiges Problem gelost. Bei den bis- 

heiigen Betrachtungen waren die zu Grunde gelegten Veranderlichen iin 

Wesentlichen die Argumente und die bfoduln w der Thetafunctionen. Bei 
dem Umkehrproblem der elliptischen Integrale muss aber zur vtilligen 
Durchführung das Argument und der Modul k" der elliptischen Functionen 
als bekannt angcnommcn worden. Es fragt sich vor Allem, wie hicraus o 
zu hestimmen ist. Mit diesem Problem hat sich schon J a c o b i  in seiner 
nachgelassenen Arbeit heschaftigt, die sich am Ende des ersten Bandes 
seiner Werke findet. Indessen blieb hier eine Lticke, die erst spLter von 
anderen Mathematikern, vor Allem Herrn W e i  e r  s t r a s s  ausgefüllt wurde. 
Herr  W e b e r  gicbt eine einfache L6sung des Problems. Dieselbe bcrulit 
auf der Losung der Frage,  wann swei Functionen 2 (w) und 3 (o') einandei. 
gleich sind. Damit ist der Ueliergang zu der Definition und der Ent- 
wickelung der einfachsten Eigenschaften der Modulfunctionen von selbst 
gegeben. Ilen Schluss bilden einige wenige Ehtwickelungen der elliptischen 
Functionen nach Potenzen ihres Argumentes. 

Der sechste Abschnitt enthtilt zwei Anaendimgen der vorausgegangenen 
Theorie auf die Bestimmung der O'uerflache des Ellipsoides und auf die 
Rotation eines Korpers um seinen Scliwerpunkt. 

Damit ist der ervte Theil beendet. Die Darstellung ist kurz und 
klar. An einigen principiell wichtigen Çtellen würde mancher Leser 
eine etwas grossere Ausführlichkeit dankbar empfinden. Ich meine etwa 

die Stello pag. 37, wo für dns Verliiiltniss 3 von vornherein bcschrkkende 
9 

Bedingungen eingeftihrt werden, deren Bedeutung nicht ersichtlich ist, 
ferner die Vorzeichenbestimmung des Factors A auf Seite 77,  drittens die 
I'artialbruchzerlegung der elliptischen Functionen auf Seite 134 etc. 

Der zweite, der algebraische Theil, umfasst die Absclinitte 7-  10 inclusive. 
Der siebente Abschnitt bringt eine Reihe von Hilfssiitzen aus der Algebra. 

Unter Fortlassung alles Ueberflüssigen wird im G a l  O i s 'schen Sinne, aber 
theilweise anderen - D e d e k i n d'schen - Bezeichnungsweisen die Gruppen- 
theorie der algebraiscben Gleichungen entwickelt und hieran einige SLtze 
über ganze algebraische Zahlen und ganze algebraische Functionen einer 
Veranderlichen gekntipft und zwar im Anschluss an D e d e k i n d ' s  Darstel- 
lung im 1 1. Supplement der D i r i c  h l e  t'schen Zahlenthcorie. Bei dieser 
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Gelegenheit moge bemerkt werden , dass die Ansühauungen von Herrn D e - 
d e k i n d ,  wio Hcrr W e b e r  in der Einleitung bemerkt, für die Darstellung 
der einzelnen Theorien sich von mannigfacher Bedeutung gezeigt haben. 

Der achte Abschnitt bringt zunachst eine kurze Theorie der Multipli- 
cation der elliptischen Functionen , wobei es dem Herrn Verfasser weseiitlich 
darauf ankommt, die Ausdrucksforrnen für sn n v ,  cn n v ,  àn n v in ihrer 
allgerneinen Gestalt zu erhalten. In  ahnlicher Weise wird die Function 
Lehandelt. Das umgekehrte Problein ist da3 Divisionsproblem, welches zu- 
nachst für den Fa11 n = 2 gelost wird. Hier ergiebl sich das Resultat, 
ilass die Theilung durch 2 und mithin durch jede Potenz von 2 durch eine 
Kette von Quadratwurzeln ausgeführt werden kaun. Unter solchen Urn- 
stinden ergicbt sich die Berechtigung, sich auf die Theilung durch ungerade 
Zahlen zu beschranken. 

Hier ergeben sich zwei Probleme. Das erste besteht in der Auflosung 
der allgemeinen Theilungsgleichung vorn Grade n" die der Herr Verfasser 
in die Form bringt: 

Es zeigt sich die algebraische Auflosbarkeit dieser Gleichnngen, wenn der 
Eationalitatsbereich in bestimmter Weise gewahlt wird. 

Das zweite Problem wird kurz als Theilung der Perioden bezeichnet 
und besteht in der Discussion der Gleichungen, denen die Grossen: 

Genlige leisten. Es  wird die Galois 'sche Gruppe derselben bestimmt und 
zwar unter Zugrundelegung zweier Rationalitiitsbereiche. Der eine besteht 
aua rationalen Zahlen und rationalen Functionen von k\ der zweite auu 
denselben Grossen und nten Einheitswurzeln. Hierbei zeigen s ich  die BO-  

genannten A b e  l'schen Relationen von Bedeutung. 
Die Thei lung~gleichun~en werden in eigentliche und uneigentliche ein- 

getheilt. Erstere sind solohe, bei denen die Zahlen p, p', n keinen gemein- 
samen Theiler besitzen, wahrénd bei den le t~ te ren  diese Beschraukung nicht 
besteht. An dieser Stelle nun findet der Uebergang zu den Transforma- 
tionsgleichungen statt. Sehon seit langerer Zeit ist es bekannt, dass die 
Moduln, resp. gewisse Wurzeln derselben und die Multiplicatoren, die nach 
einer Transformation fiten Grades der elliptischen Functionen sich ergeben, 
gewisaen algebraischen Gleichuugen Genüge leisten , die als Modular - und 
Xultiplicatorgleichung~n bezeichnet wurden. Daneben wurden auch weitere 
Gleichungen betrachtet, denen tranaformirte Grossen Genüge leisten , die 
durch Prodüct- und Quotientbildung ans den transformirtcn Thetafunctionen 
resp. gewissen Wurzeln derselben entstanden sind. Der Existenzbewcis 
aller clieser Gleichuugen kann auf eiu gemeinsames Princip gelwacht werden. 
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36 Historisch - literarische Abtheilung. 
- --"-c-<n - , < - 

Es  zeigt sich niimlich, dass die Wurzeln aller dieser Gleichungen sich in 
bestimmter Weise aus den Wurzeln der Theilungsgleichungen zusammen- 
setzen lassen. Aus dieser Zusammensetzung und aus den Eigenschaften der 
Theilungsgleichung folgt. dann leicht der Existçnzbewcis. 

In Folge dessen ist Herr  W e b e r  berechtigt, in der folgenden allge- 
meinen Weise vorzugehen. 

E r  denkt sich die eigentliche Theilungsgleichung vorgelegt und die 
Wurzeln in folgender Weise in Eleihen geordnet. Man wahle eine nach 
Belicben aus : 

4pi  K + 4 p ' ,  iR' 
x ,,, , ui' = S 1L =snSL1 

la 

und bilde die Rcihe der Grossen s n  h a,, worin h ein vollstiindiges Syeteni 
incongruenter zu n theilerfremder Zehlen durchlauft. 1st sra a, eine in 
dieser Reihe nicht enthaltene Wurzel, so bilde man die zweite Reihe sn h Q, 
etc. Man erhalt auf diese Weise eine Anzahl von Reihen. Wir  wollen 
dieselbe durch v bezeichnen. Nun sei 6 eine rationale Function der Wiir- 
zeln einer Reihe, so la& sie sich rational durch eine derselben darstellen. 
Ueberdies m6ge [ die Eigenschaft besitzen, ungeandert zu blciben, falls 
diese eine Wnrzel durch eine andere derselben Reihe ersetrt wircl. I h  
erhalt d a m  durch Anwendung der Substitutionen der Gruppe v Werthe 
g,, k n , .  . . & v .  Sind dieselben alle von einander verscbieden, R O  sind sie 
Wurzeln einer irreductibeln rationalen Gleichung uten Grades, welche mit 
dem Namen einer T r a n s f o r m a t i o n s g l e i c h u n g  bezoichnet wird. Die 
Theorie der Theilungsgleichungen kann dann auf die Theorie dieser Trans- 
formationsgleichiingen redncirt werden. 

Als besondere Ausdrlicke, welche als Wurzeln von Transformations- 
gleichungen zu Grunde gelegt werden konnen, werden die Producte gewahlt: 

h 

f l c p ( s m h S ) ,  
wo cp eine beliebige rationale Function ist und 72 die Reihe der Za'nlen 
durchlauft 1, 2, . . . lz - 1 .  Wenn dann (x) eine gerade Function k t ,  so 
zeigt es sich, dass 

h 
n(S)= n c p ( s n h S L )  

1, y 
eine Wurzel einer Transformationsgleichung is t ,  die mi t  dem Namen einer 
M o  d u l  a r g  1 e i  c h u n g bezeichnet wird. Wenn dagegen cp eine ungerade 
Function is t ,  so is t  il(fi)2 und nu, wenn TL eine Quadratzahl is t ,  II@) selbst 
Wurzel einer Transformationsgleichung, die als M u  1 t i p l  i c  a t o r g l  c i c  h u n  g 
bezeichnet wird. 

Die Aufgabe der Transformationsgleichungen ist nun eine doppelte. 
Erstens handelt es sich nm die Coefficienteneigenschaften und die Con- 
struction von Transformationsgleichungen , zweitens nrn die Anwendung 
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Recensionen 

auf algebraische Probleme. Dem ersten Problem ist Abschnitt 9 ge- 
widmet. In demselben betrachtet Herr W e b e r  eine ganze Reihe von 
Transformationsgleichungen, bei denen vor Allem die irn ersten Theile ein- 
geführten Functionen 7 (w) , f ( w )  , f, (w)  , f J ( w ) ,  j(w) eine Rolle spielen. 

Bei Gelegenheit der Invariantengleichungen, welehen die Functionen 2 -- (Yod ") 
Genilge leisten, wird auf einen zweiten Weg hingedeutet, auf welchem zu 
Transformationsgleichungen gelangt werden kann und zwar mit Ililfe von 
liodulfunctionen. AUE! dem reichen Inhalt dieser Untersuchungen, in welchen 
Arbeitcn von J o u b e r t ,  K i e p e r t ,  K l e i n ,  S c h l a f l i  u. a. Verwendung 
finden, m6ge 5 78 besonders herausgegriffen werden. Das Problem Trans- 
formationsgleichungen für einen allgemeinen Werth von n. aufiustellen, 
ist ein Zusserst schwieriges und nur die Znkunft kann lehren, wie weit 
sich dasselbe für die eine oder die andere Art von Gleichungen wiïd loseu 
lassen. Unter solchcn Umstlinden hat  man schon scit langercr Zeit ver- 
siicht, auf anderem Wege vorwtirts zu gelangen und zwar durch Betrach- 
tiing der sogenannten irrationalen Modulargleichungen. l m  Sinne von 
Hecrn W e b e r  sind das Gleichungen, denen die Functionen f ,  f,, f, zu 
gleicher Zeit Gentîge leisten, indessen kann die Definition auch anders ge- 
fasst werden. Hier zeigen sieh theilweise überraschend einfache Resultate, 
und es ist ansunehmen, dass sich hier noch viele wichtige Untersuchungen 
ergeben werden. Diesen Gleichungen ist der vorhin genannte Paragraph 
gewidmet. Es mtige sofort hier bemerkt werden, dass dieselben im folgen- 
den Theile auch xu der Berechnung von Classeninvarianten gebraueht werden. 

Die zwcite Aufgabe der Transformationsgleichungen, die im zehnten 
Abschnitt behandelt wird, ist  rein algebraischer Natur. Hierbei wird der 
Grad als ungerade Primzahl angenommen. Die Gruppe wird mit und ohne 
Adjunction von pten Einheitswurzeln aufgestellt. Die Untersuchung der 
Divisoren der Gruppe führt zu der Erledigung der wichtigen und vie1 behan- 
delten Fragc, waun eine Modulargleichung erniedrigt werden kann. E s  
ergieht sich das bekannte Resultat, dass eine Erniedrigung bis p = 11 incl. 
rnoglich ist,  darüber unmoglich. Der Fa11 p = 5 ftîhrt zu der Aufltisung 
der Gleichungen 5tan Grades. 

Blicken wir auf die Untersuchungen des erstén und zweiten Theiles 
nochmals zurück, so sehen wir ,  dass die Transformation in denselben die 
Hanptrolle spielt. Es wird zunachst das Transformationsproblem der ellip- 
tischcn Integrale behandelt. Schon hies t r i t t  der Begriff der Modular - und 
Multiplicatorgleichungen auf. Dann wird die Transformationstheorie der 
T-Punctionen und aus ihr  die der mannigfachen von Heirn W e b  e r  ein- 
geftihrten Functionen behandelt, endlich werden die Transformationsgleich- 
ungen im Ansciiluss an die Theilungsgleichungen in allgemeiner Weise defi- 
nirt und untersucht;. Der Zusammenhang , der zwischen diesen einzelueii 
Theorien bosteht, wird a n  verschiedenen Stellen, so pag. 17, 118 etc. etc. 
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angedeutet, die ausftihrliche Darlegung der Einheit des Transformationspro- 
blems liegt dagegen leider nicht im Rahmen der W e b e r 'schen Betrachtungen. 

Der letzte , der zahlentheoretische Theil, hat  die complexe Uultiplica- 
tion zum Gegenstand. E r  umfasst die Abschnitte 11-16. 

Schon A b e l  het die Bemerkung gemacht, dass die Moduln dcrjenigen 
elliptischen Functionen, für  welche complexe Multiplication stattfindet, 
s%mmtlich durch Wurzelzeichen darstellbar sind. Ein Beweis findet sich 
nicht vor. Ers t  im Jahre 1837 wurde dieser Satz von Herrn K r  O n e c  k e r  
nebst einer Fülle weiterer Eigenschaften der Gleichungen für  die singuliiren 
Moduln in  einer seiner bedeutendsten Arbciten eingehend erortert. Bei der 
Schwierigkeit des Stoffes drang aber auch diese Arbeit zuniichst nur in 
kleinere Kreise, bis endlich vor wenigen Jahren durch eine Reihe von Ar- 
beiten der Herren P i c k ,  W e b e r ,  G r e e n h i l l  u. A. der genannte Gegen- 
stand weiteren Kreisen zugiinglich gemacht wurde. 

Bei der grossen Wichtigkeit und Schonheit der betreffenden Theorien 
muss es Herrn W e b e r  zu besonderem Verdienste angerechnet werden , dass er 
es zum ersten Male unternimmt, dieselben in einem Lehrbuche zu verarbeiten. 
Wie in der Theorie der Transformationsgleichungen, so ist aucb hier das 
Fundament, auf welchem Alles beruht,  von vornherein ein erweitertes. 

Die Moduln o, für welche complexe Multip1ic;ation stattfindet, leisten 
einer quadratischen ganzzahligen Gleichung: 

Genüge, ftir welche B Z - 4 A C  negativ ist nnd umgekehrt. Die dazu 
gehorenden Werthe der Modulfunctionen nennt Herr  W e b e r  singulare 
Werthe derselben und betrachtet zunachst die sing&ren Wertlie der Inva- 
riante 3 (w). Es zeigt sich, dass dieselben ganzo algebraische Zahlen sind, 
dass sie ferner nicht nur zu einer quadratischen Forrn mit negativer De- 
terminante gehoren, sondern zu einer bestimuiten Formenclasse, die sie von 
allen anderen Classen derselben Determinante unterscheidet. Daher wird 
~ ( o )  als C l a s  s e n i n v a r i a n t e  bezeichnet. Die Gleiühung von ~ ( o )  kann 
dann so zerlegt werden, dass k ( ~ )  einer gsnzzahligen Gleichung Genüge 
leistet, deren Grad gleich der Classenanzahl der entsprechcnden quadratischen 
Formen ist. Diese Gleichungen werden als Classengleichungen bezeichnet. 

Jede Classenvariante 2 (w) giebt Anlass zu einem algebraischen Zahl- 
korper. Jede primitive Zahl desselben leistet eiuer analogen Gleichung von 
demselben Grade mie ~ ( w )  Genüge. Durch dieselbe kann dann a ( w )  rational 
dargestellt werden. -Unter solchen Umstiinden wird jede primitive Zahl 
des soeben definirten Ktirpers als C l a s  s e n  i n v a r i a n t e  bezeichnet und 
ebenso unter C 1 a s  s e n g l  e i c h u  n g eine jede Gleichuug verstanden, deren 
Wurxeln die verschiedenen Wertlie einer Classeninvariante sind. 

Hierlnit iut eine Grundlage von grosser Allgemeinheit gefunden. In 
einer gaiizen Reibe von Paragrapheri werden Classeninvarianth wirklich 
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berechnet, wobei sich die Grossen und Gleichungen von Eiesonderer Be- 
deutung zeigen, die im l. und 2. Theile aufgestellt worden sind. Dann 
wird gezeigt, wie durch Adjunction von Quadratwurzeln die Classcngleich- 
iitig in Factoren zerlegt werden kann, welche den Geschlechtern der Formen- 
classen entsprechen und unter Zuhilfenahme der Composition der quadra- 
tischen Formen der fundamentale Satz bewiesen, dass die Classengleichung 
eiue A b  el'sche Gleichung is t ,  also durch Wuraelzeichen aufgelost werden 
kann. Ueberdies wird die Irreductibilitat derselben nachgewiesen , der Grad 
des oben erwahnten Korpers bestimint und die Gruppe der Gleichung wirklich 
bestimmt. 

Die Untersuchungen, die zii den genannten Resultaten führen, sind 
ilberdies mit einigen Anwendungen auf Probleme des zweiten Theiles und 
auf die bekannten K r  o n e  c k e r 'schen Classenzahlrelationen verwoben. 

Den Scliluss des Werkes bildet, die O n t ~ r s i ~ c h u n g  dek Normen der 
Classeninvarianten f ( w )  und die Theilung der elliptischen Functionen mit 
singularen Mod~iln. 

Als Anhang wird ein Verzeichniss von Classeninvarianten beigegelion. 

D r e s d e n ,  hpr i l  1891. MARTIN KRAUSE. 

Johannes Marcus Marci a Cronland, sein Leben und gelehrtea Wirken. 
Festvortrag, gehalten bei der am 31. Janner 1891 stattgeliabten 
Jahresversammlung der konigl. B6hm. Gesellschaft der Wissen- 
schaften von Prof. Dr. F. J. STUDNI~KA.  P r a g  1891. Verlag der 
kHnigl. Bohm. Gesellschaft der Wissenschaftcn. XXXII Seiten. 

J o h a n n e s  M a r c u s  M a r c i ,  der seit seiner Adelung 1654 den Bei- 
namen v o n  C r  o n l a n  d fùhrte, ist  1595 geboren und 1667 gestorben, nach- 
dem er seit einem Jahre erblindet war. E r  war Leiliarzt zweier Kaiser, 
Ferdinand III. und Leopold I., und Professor der Medicin a n  der Univer- 
sitat Prag. Trug seine arztliche Thatigkeit ihm die Bewunderiing der Zeit- 
genossen und reiche Schiitze ein, so weiss die Geschichte der Physik zwei 
bleibende Verdienste des M a r e i  zii erzghlen. Im Jahre 1639 entdeckte er 
die Gesetze des Stosses elastischer Korper, im Jahie  1648 die Dispersion 
des Lichtes. Herr S t u d n i  t k a erortert namentlich die erstgenannte Ent- 
deckung, welche I I u y g e n s  zwar 1653  in selbstiindiger Weise nachentdeckte, 
aber dann Kenntniss erhielt, dass er in dem bUhmischen Gelehrten eiuen 
Vorgiinger besass. Aus den Bricfen von H u y g e n s  geht hcrvor, dass er 
die Schrift ,,De proportions motusu im Jahre 165$ gelesen, aber nicht ganz 
so gewürdigt hat ,  wie dieses Werk es verdiente. 

CANTOR. 
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Histnrisch - literarische Abtheilung. 

PSELLUS SUR DIOPHANTE. 

Par 

PAIJL TANNERY. 

Le fragment grec, publik ci aprbs pour l a  premibre fois, se trouve: 

1. A l a  bibliothèque de l'Escorial, dans le manuscrit T-III-12, 
f" 73 suiv., sous le  titre: ' A Z ~  r{g d ~ o ~ ~ v z o v  dgri3pqt~v.rjS; 

2. A Florence, dans le L a u r e n t i a n u s  LVII I ,  29, i" 196 suiv., 
où il est au contraire intitulé: 1IQ«Acrp/3uvo'pvcu mjç rrm' dQi+tl-  

T L X I ~ V  aiyvm~ctn<s p ~ ~ O B ~ ~  toü ?lJ6Ajrou. 

Ces deux manuscrits, dont je désignerai respectivement les leçons au 
moyen des le1,tres Ji et  F ,  sout indépendants l'un de l'autre. 11s pa- 
raissent provenir d'un archétype relativement fautif e t  difficile à, lire en 
certains passages; ils semblent A peu prés du mcme  go (vers l e  XIVe siècle) 
e t  aucun d'eux na mérite une préférence marquée sur l'autre. 

Se dois la copie du texte de Florence à l'obligeance du savant philo- 
logue H. V i  t e l  l i ;  j'ai pris moi- m?me celle du manuscrit de l'Escorial. 

Ce fragment forme le debut d'lin extrait d'une lettre adressée à l'un 
de ses eorrespoudants par le polygraphe byzantin N i c  h e l  Pe e I l  u s 
(1020- 1 lOr>?) ,  auquel on attribue" d'ordinaire un trait6 D e  q u a t u o r  
m a t h e m a t i c i s  s c i e n  t i i s ,  plusieurs fois hdité au SVIe  siécle. Dans la  
suite de l'ext,rait,, se t,roiive une copie litkkrale (avec les fautes grossières 
des nianuscrits d u  3 V J e  siPcle, P a r i s i n i  (1643 et 2361) de divers pro- 
blimes de stkréombtrie du recueil H e r  O n i  s m e n  s u r a  e.** Psellus termine 
sa lettre en refusant au contraire de renseigner son correspondant sur les 

* Cette attribution, mise en doute par le premier Bditciir. Arshius de Xo- 
nembnsie (Venise, lh32 ) ,  ne peut gueres se soutenir, ce traité é tan t  expressémciit 
ds té ,  dans la partie astronomiqiie, de l'an du monde 6516, soit 1008 al~rès J.-C- 

** Heronis  A l e x a n d r i n i  Geouie t r icoruu i  e t  S t e r e o m c t r i c a r u n i  
Ileliqiiiae. Ed. Hiiltsch, Berlin, Wpidmaiin, 18G4, pages 188 e t  siiiv. 

I1irt.-lit Abtlilg. il. Zeitlicùr f. Math. u. T'liyi. XXXVII. 2. 4 
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42 Historisch -1iteraiische Ab-eilung. 

absurdes procédCs divinatoires de la lettre de Petosiris à Necepso et du 
T72iv616rov de Pythagore.* 

Dans le  texte que je publie, on reconnaîtra facilement les passages 
lit,tOralement copiés ou fidhlernent transcrits, q u m t  au sens, des A r  i t h -  
m B t i  q u e s  de Diophante (Livre 1, déf. 1 ,  2, 3). J'ni fait d'autre part 
ressortir, en espaçant les caractbres, certaines additions faites par Pselliis 
et dont l'importance pour l'histoire des mathématiques est considérable; 
je considère comme très -probable que Pscllus a emprunté ces additions i des 
scholies marginales de l'exemplaire de Diophante qu'il avait tous les yeux. 
L'auteur de ces scholies avait, de son cet&, dû  utiliser sur  écrit sur 
l'aritlimbtique (ou plutot la logistique) d'dnatolius d'Alexnndrie, lequel 
vivait dans la seconde moitié du IIIe siècle de notre Bre.** 

L'existence d'un manuscrit de Diophante portant de pareilles scholies 
est d'ailleurs prouvée par le fait qu'une annotatiou marginale, dkrivant 
d'une nomenclature due à Anstolius, a, par suite d'une coufusiou, passb dans 
le texte de Diophante et entrainé une corruption que permet de corriger 
sîirement l'extrait de Paellus (voir les notes f et 1 du t,exte). 

" Voir m a  Not ice  s u r  des  f r a g m e n t s  d 'onomatoxnanc ie  arikh- 
rnét iqi ie  (Not. et Extr. des mss. XXXI,, lE86j. 

** J e  considère comme un niême personnage le maître dc lambliqne et 1'érEque de 
Laoclicée; voir nion ouvrage: L a  G é O m. g r e cqu e etc. (I'aris, üauthier-Villars 1887). 

a) x m '  aiyvnziovç rOv ~ ~ Q L ~ , U G ~ V  F cu2yvnzrcuv.~ E b)  dvor'lv~rv F c) xui E' 
Zac' E d )  cf Eiiclide, VI1 déf. 1. E écrit F K L Y G ~ N  et. omet f v  Bomet  nüv  ~vrou 
e )  p>v  oni. I*' /') Mot du tcxte de Diophante, auquel est oiibstitué dans les ma- 
nuscrits d e  cct auteur celui d ' G ~ o y o ç  (von Kote 1 )  g) n ~ ; t 6 ~  R h )  $ Q @ L ~ Ç  om 2 
i) &p'(avant iavrtjv) om. li' j) à om 2' k j  i ~ r l v  oin. l3 1 )  F a, en marge le glos- 
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PSICLLUS SUR DIOPHANTE. 43 
*_FC^_M_-^I^YW-TCCY^-M--XWI-YM^-_r-MC--Y-WI~YY^^^-L^Y^----- 

sème dvuiiroç. nt) F a  zpcihov e t  ensuite ù'rv'trpov, t e i r o v ,  t h t q t o v ,  nfpnsov (nui 
étant omis). E a de m&me zgirov et s f r u Q t o v  n) <InAriç E P  O) o' om. B p) rdv 
8: toroürov F, TWY d i  xarù ZOV E q)  triera A L O ~ S V Z ~  XL11, comme si Anatolius 
avait dédi8 son ouvrage ti un second Diophante, sens que je crois peu admissible; 
mais on pourrnit peut étrc conserver d ~ o ~ u ' v r ~ ,  cn faisant régir cc mot par np06, 
qui marquerait une addition (à Diophante) r )  avvcxrrxm'rasa E (comme à 1;i 
ligne yréc6dente s) cior oui. B. 

4 * 
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44 Historisch - literarische Abtlieilung. 
.--A.--- ~ - .--.-----.. r., ~ -----<.- 

Dans la  scholie mathbmatique sur le C h a r m i d e  de Platon, que je 
crois empruntée à Anatolius*, on lit  sur  l a  logistigue: ,uEpq 8; ( u v ' ~ 4 ~  
<ri 'EAilqvr~ul X ( Y ~  A i y u n z ~ a ~ u t  x n Â o d P ~ v a ~  &i3080~ E)u noArlcz7cia~~aupo~ ~crl  
p€@r~poLs X .  r .  E .  Mais il semblerait qu'il s'agit là de tout autre chose, c'est- 
&-dire de  differents procédés de calcul pour les opérations blémentaires. 

Fau t  - i l ,  d'après le fragment de Psellus , entendre que la m 6 t h  O de 
é g y p t i e n n e  p o u r  l e s  m u l t i p l i c a t i o n s  e t  d i v i s i o n s  de la scholie 
du Charmide consiste essentiellement.dans la distinction et la nomenclature 
des diverses puissances successives de l'inconnue et  de leurs inverses, et dans 
les relations qui subsistent entre elles pour leurs produits e t  leurs p o -  

tients? Mais on peut opposer à cette hypothese le grave témoignage 
d'un auteur certainement antbrieur ü Anatolius e t  trbs probablement à Dio- 
phante. Les P h i l o  s o  p h  u m  ena*' attribuent en effct ii Pythagore la 
série des sept degrés de l'unité a u  cubocube (sixihne puissance), c'est i 
dire l a  seule série que reconnaisse Diophante. 

J e  suis donc porté à croire que le  commeutateur de Diophante qui aiira 
compilé Anatolius, a fait quelque confusion sur le sens dans lequel ce 
dernier R p u  employer l'expression de m 6 t h  o d e  Bgy p t i e n n e .  

2. Quoiqu'il en soit à cet; Bgard, le fragment do Psellus nous prouve 
clairement que la  série des sept degrés de Pythagore e t  de Diophante avait 
Eté prolongée jusqu'à dix par Anatolius et  que celui-ci avait soit pro- 
pose soit a n  moins mentionné une nomenclature diffkrant essentiellement, 
sur certains points,  de l a  seule que nous connaissions d'aprùs Diophante. 

Cetto nomenclature, incomplùtemcnt rapportée par Pscllus , est la sui- 
vante : 

A n a t o l i u s .  Diophante .  
O ,uov;s. 
1 zqrikoç &~3,u;~ - dpi3pdç (ol'nAoÜj) - nleued. - & Q ~ ~ p 8 ç .  
2 L Y E ~ ~ P ~ O ~  C;e~Sp's - ~ E Z ~ O ; ~ W V O ~ -  ~ V V U ~ L ~ .  d&ctp~ç. 
3 T Q ~ T O Ç  6p~SpOs - l ~ d p ~ j .  x6?0g. 

forme, elle exprime aussi nettement que possible la notioc des puissances 
successives, classées d'aprks leur degré. I l  eût suffi de trxluire cette notioii 
par un  symbole approprié pour obtenir la notation exponentielle. 

* Voir m a  G e o m e t r i e  G r e c q u e ,  p. 4, 8. 
** D o x o g r a p l i i  G r e e c i  éd. Diels, p. 557,  4. 
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PSELLUS SU12 DIOPlIANSE. 

Sous la seconde forme, la nomenclature d'Anatolius a une singuliPrc 
relation avec ?elle des algébristes italiens de la renaissance qui dénommaient 
les puissances d'après la composition en facteurs de leurs exposants (et 
non, comme Diophante, d'aprés l a  composition additive de ces exposants). 
Le rapprochemeut s'impose particulibrenient pour l a  danomination des 
puissances 2 exposant premier; Bloyoç 7 c ~ W z o g  = r e l a t o  p r i m o ;  O;Aoyoç 
b t d r ~ ~ o ~  = r e l a t o  s e c o n d  n. I l  y aurait  h idement  à rechercher si entre 
ces deux nomenclatures, i l  n'y a pas en un intermédiaire arabe, encore 
inconnu. 

3. 11 semble ressortir inéluctablement, tant  du  témoignage du scho- 
liaste copié par Psellus, que de la  diffhence des nomenclatures dont nous 
venons do parler, quo Diophante a compost! son ouvrage avant qu'Anato- 
lius ait rédigé le sien. L e  fait a son importance, puisque l'époque de 
Diophante n'est determinhe par des preuves suffisantes qu'entre Hypsiclès 
(IIe siécle avant notre ére) et Théon d'Alexandrie (IV" siècle de notre arc). 

J'estime d'ailleurs qiie si Diophante avait vécu assez longtemps avaiit 
Anatolius pour que sa rkputation ait  é tb  assise comme elle l'était par 
exemple dt\s le temps de Thkon d'Alexandrie et  dlHypatia, les fmgments 
sur la logistique que nous possédons de l'évkque de Laodicée et  où il est 
fait mention de probkmes du genre de ceux que traitent les A r i t  h -  
nié t i q u e s ,  contiendraient une allusion plus nette à cet ouvrage. J e  
coiisiddrerais donc Diophante comme A peu pras contemporain d'Anatolius, 
mais tandis qu'avant de dccouvrir le fragment de Psellus, je l'aurais p l u t d  
regardé comme postérieur, je dois aujourd'hui affirmer son antériorité. 

4. La fin du fragment, dans laquelle Psellus explique, comme i l  la, 
convoit, l'usage que l'en peut faire de la méthode de Diophante, semble 
devoir htre laissée à son compte et non attribuke au scholiaste, comme ce 
qui précède. 11 ne s'élbve pas de fait au de l i  du probldme 1,  2. Nous 
savons que Li:onard de Pise a trouvE à Constantinople au moins un arith- 
mihicien qui gardait encore la tradition des problémes d'analyse indéter- 
minée. L'ignorance dont fait preuve Psellus n'était donc pas générale 
parmi ses contemporains, quoique le mauvais état du texte de Diophante 
et !e fait que les manuscrits actuels dbrivent tous d'un meme exemplaire 
du VIIIe ou IS" sibcle trés-fautif,  prouvent assez que cet auteur était ab- 
solument nbglige chez les Byzantins. 

En rbsiimé, le fragment qiie j'ai publié ci dessus me paraît soulever 
des probliimes historiques nouveaux sur  lesquels j'ai indiqué mon opinion, 
mais que je ne prétends nuellement avoir résolus définitivement. Je  serais 
heureux que leur discussion apportàt quelque nouvelle lumihre, dont je 
pourrais profiter pour l'édition de Diophante que je prépare e t  dont,  je 
l'espère, l'apparition ne sera désormais plus retardée. 
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Zur Erinnernng an Paul Giinther. 

Von 

In  der schonsten und hoffniingsvollsten geistigen Entwicklung begriffen, 
noch bis zum letzten Tage mit matliematischcn Problcmcn bcschëftigt, ist 
P a u l  G ü n t  h e r  am 27. September 1891 zu Berlin einem langen, schweren 
Leiden erlegen. Wiewohl ihrn nur eine sehr kurze Frist zum Forschen 
und Wirken bestimmt war, hat er'doch eine Reihe wichtiger und schwie- 
riger Untersuchungen unternommen, die auch Denen, welche ihn nic'nt 
personlich kannten, zu erkennen geben, was die Wissenschaft noch von 
dem Talent und dem analytischcn Geschick des Dahingeschiedenen zu cr- 
warten hatte. Der Erinnerung an den uns allzu früh Entriscienen und an 
seine Arbeitbn seien die folgenden, von Freundeshand verfassten Zeilen 
gewidmet. 

P a u l  G i i n t h e r  wurde am 2. April 1867 xu Bernburg als der jüngste 
Sohn des Gymnasiddirectors Prof. Dr. Friedrich Günther geboren und 
crnpfing seine Schulbildung au€ dem vom Vatcr geleitetcn Gymnasiurn. 
Nach dem im Jahre 1875  erfolgten Tode des Vaters überwacl-ite die Mutter 
mit grosster Sorgfalt die Erziehung des etwas schwachlichen Knaben. Der 
Letztere machte geistig so schnelle Fortschritte, dass er bereits Ostern 
1884 die Reifeprtifung auf's Glanzendste bestand. Schon als Schüler hatte 
e r  sich eigenen mathernatischen, meteorologisçhen und astrononiiechen 
Studien hingegeben, und zwar iii durcbaus exacter iind wissenschaftlicher 
Weise. Als e r  zu Ostern 1884 die Berliner Universitat bezog, um sich 
dem Studium der Nathematik und Naturwissenschafteii zu widmen, war er 
mit der Algebra und der Lehre von den Determinanten bereits in hohem 
Masse vertraut, so dass er in seinern zweiten Semester der K r o n e c k e r -  
schen Vorlesung tiber die Theorie der a,lgebrsischeu Gleichungcn mit Ver- 
stindniss und Erfolg zu folgen vermochte. Neben einer sehr groseen 
Zahl mathematischer Vorlesungen horte er astronomische, physikalische 
meteorologische, naturwissenschaftliche und philosophische Collegien, überall 
seinen ausdauernden Fleiss, seine schnelle und scharfe Auffassungsgabe 
beweisend. 

Mit der ausgcsprochen wisscnschaftlichcn Bcgabung waren bei Günther 
die schonsten menschlichen Tugenden vereinigt; liehenswürdig, gesellig und 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Zur Erinnerung a n  Paul  Ciinther. Von A. GUTZMER. 47 

heiter, dabei bescheiden und im h h h s t e n  Masse rücki;ichtsvoll, mar e r  
trotz seiner Jugend eine in  sich abgeschlossene Personlichkeit, die, frei von 
allem Streberthum , in  der wissenschaftlichen Arbeit ihre innere Refriedig- 
ung fand. 

Auf die mathematische Ausbildung Paul Güntlier's hatten, ausser den 
Vorlesungen von F u c h s ,  K r o n e c k e r  und W e i e r s t r a s s ,  namentlich 
sein8 personlichen Beziehungen zu den Herren F u c h  s und H a m  b u r g e r  
einen nechhaltigen Einfiuss. Die Fortschritte , welche Günther machte, 
waren sichtbare; er reifte geistig ausserordentlich schnell, - um so be- 
klagenswerther ist  sein frühes Ende. 

Paul GUnther hat  im Ganzen sieben Arbeiten druckfertig hergestellt, 
von denen fünf bereits veroffentlicht sind, wahrend sich die beiden andern 
bci der Redaction des Journals fur  die roino und angewandte Mathematik 
befinden. Die in diesen Arbeiten niedergelegten Untersuchungen , welche 
theils der Theorie der linearen Differentialgleichungen , theils dem Gebiete 
der elliptischen Functionen und theils der allgemeinen Functionentheorie 
angehoren , m6gen im Folgenden kurz charakterisirt werden ; sie zeigen den 
Verfasser in verschiedenen Gebieten der lioheren Mathcmatik gleich nohl  
bewandert und gleich glücklich in  seinen Forschungen. 

In seiner Dissertation, Journal für die reine und angewandte Mathe- 
matik, Bd. 105, au£ Grund deren er nach eiiier mit dem Pridicate 
,summa cum laudeu bestandenen Prüfung am 15. MSrz 1889 die philo- 
sophische Doctorwürde erlangte, beschaftigt sich Gunther , im Anschluss 
an eine Arbeit des Herrn H a m b u r g e r  (a. a. O., Bd. lO3),  bit linearen 
Differentialgleichungen, deren Integrale nur einen singuliiren Punkt  im 
Endlichen besitzen und sich im Unendlichen regular verhalten; und zwar 
handelt es sich dabei um die Existenzbedingungen und die Darstellung der 
diesen Differentialgleichungen gentigenden Xormalintegrale. Bekanntlich 
kommt es dabei auf die Eestimmung des sogenannten determinirenden 
Factors und eiries gewissen Exponenten A an. Herr H a m b u r g e r  batte 
sich bei dem genannten Problem daraui b e s c h r k k t ,  dass die algebraische 
Gleichuug, welche zur Bestimmung des hochsten Coefficienten der im Ex- 
ponenten des determinirenden Factors auftretenden ganzen Function dient, 
nur einfache Wurzeln besitzt. Hier setzt Günther's Arbeit ein. Mit Hilfe 
eines wohlhestimmten Rechnungsverfahrens , das in allen Fiillon nach einer 
endlichen Anzahl von Operationen zum Ziele führt ,  erledigt er den Fa11 
gleicher Wurzeln vollkommen. Dabei erwies es sich als nothwendig, dass 
man sich nicht auf den grosstmoglichen Werth des Grades des Exponenten 
des determinirenden Factors beschrlinkt, sondern gleich allgemein die Flille 
in Betracht xieht, in derien der Grad dieses Exponenten alle moglichen 
Werthe annimmt. 1st der determinirende Factor ermittolt, so handelt es 
sich noch um die Bestimmung einer Potcnzreihe; hierzu muss der erw5;hnte 
Esponent A vermittelat einer gewissen, von Herrn H a m b u r g e r  ange- 
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gebenen algebraischen Gleichiing bestimmt werden. E s  ist nun cin sehr 
bemerkenswerthes Resiiltat der Dissertation Günther's , daw er die beiden 
bisher erforderlichen algebraischen Gleichungen durch eine einzige ersefzt, 
welche sowohl den determinirenden Factor, als auch den Exponenten A liefert. 

Die beiden nachsten Publicationeu, auf Grunci deren sicli Paul Günther 
im Sommer 1890 an der Universitat Berlin habilitirte, hehandeln die Be- 
stimmung der Pundarnentalgleichungen in der Theorie der Diffcrential- 
gleichungen. Die Bestimmung der Coefficienten der Fnndamentalgleichung, 
welche im Falle irregularer Integrale bekanntlich die Ermittluiig trauscen- 
deuter Grossen erfordert, war von Herrn H a m  b u  r g  e r  auf die Berech- 
nung  gewisser anderer Grossen zurückgeführt worden. Für diese Grossen, und 
somit fur  die Coefficienteu der Fundamentalgleicliung, gelingt CS Günther 
in der ersten der in Bede stohenden Arbeiten (Journal ftir Mathematik, 
Bd. 106) explicite Ausdrücke durch die Coefficieuten der Differentialgleieh- 
ung zu finden mittels der merkwiirdigen, von Herrn F u c h  s angegebenen 
Darstellung d e r '  Integrale linearer Differentialgleichungen durch iterirte 
Integrationen (Annali di Matcmatica 1870, Bd. IV).  In  der zweiten dieser 
Arbeiten (a. a. O.,  Bd. 107) behandelt Günther diesellie Aufgabe auf Grund- 
lage derselben Darstellungsweise der Integrale nach einer zweiten Methode, 
die zugleich wichtige Nebenresultate liefert. 

Wie in der Theorie der Dilfereiitialgleichungen, so hatte Paul Günther 
auch in der Theorie der elliptischen Functionen eindringcnde St,udicn gemaclit; 
dies bekunden seine nbchsten beiden Schriften (a. a. O., Bd. 108 und 1Ü9), 
zu deren ~ b ' f a s s u n ~  e r  durch eine kleine Controverse zwiachen den 
EIerren I I u  m b e r t und O t t o  S c h l e  s i n g e r  veranlasst wurde. Günther 
beschaftigt sich mit der Frage ,  wie man auf rein algebraischem Wege ent- 
süheiden kann, ob die zwischen zwei eindeutigen elliptischen Functionen 
mit denselben Perioden bestehende algebraische Gleichung vnm Range O 
oder 1 i s t ,  und zwar vor der wirklichen Herstellung derselbeu, und wie 
man,  falls der Rang gleich O is t ,  ohne Kenntniss der algebraischen Gleicli- 
ung auf rein algebraischem Wege eine dritte eindeutige doppelt-periodische 
Function aufstellen kann , durch welche sich die beiden ursprtinglichen 
rational ausdrücken. Die Untersuchung wird auf zwei Wcgen durch- 
gefübrt,  von denen der in  der zweiten Arbeit befolgte zugleich die zwischen 
den doppelt - periodischen Functionen bestehende algebraische Gleichung ohne 
fremden Theiler liefert. 

Von den beiden noch nicht ver6ffentlichten Arbeiten Paul Günther's, 
dio sich bei der Redaction des Journals  für  Mathematik befiuden, sei - 
um der Veroffentlichung derselben nicht vorzugreifen - nur so vie1 be- 
merkt ,  dass die eine im Anschluss an die von A b e l  in seinem Précis ge- 
~ e b e n e  Herleitung liber das Additionstheorem der elliptischen Functionen 
bandelt, wahrend sich die zweite mit den zu einem algebraischen Gebilde 
(x, y) gehorenàen eindeutigen Punctionen beschaftigt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ausser diesen beieits ver6ffentlicbten, bezw. für den Druck bestimmten 
Arbeitcn Paul Günther's siud die beiden Vorlesungen zu erwahnen, die er 
bei seiner Habilitation gehalten ha t ,  und welche vielleicht noch in der 
einen oder audern Form aur VerofTentlichung gelmgen. Beide Arbeiten 
sind historischcr Art. An der offentlichen Rede, die er am 6. August 1890 
hielt, und welche von der geschichtlichen Entwickl~ing der moderncri 
Theorie der Differentialgleichungen handelt,  erscheint beachtenswerth, dass 
sie u. a. Zeugniss ablegt für das eingehende Studium der C a u  c h  y'schen 
Untersuchungen über L)ifferentialgleichungen, sowie f ü r  den historisclien 
Sinn des Verfassers. In  der zweiten dieser Arheiten, der vor  der philo- 
sophischen Facultat gehaltenen Vorlesung, hat  Gtinther seine Studien über 
die Untersuchungen , welche G a u  s s im Gebiete der elliptischen Punctionen 
angestellt hat ,  niedergelegt. E r  hat sich in dieser Rede bemuht, die 
Quellen aufzudecken , aus denen die im Nachlasse von G a u s s  in  zusammen- 
hangslosen Notiaen sich vorfindenden Resultate jhren Ursprung nehmen. 

Im Laufe des Jahres 1891 war Günther, soweit es sein Bofinden zu- 
liess, mit der Abfassung gewisser Ctlpitel eines Handbuchs der Theorie der 
lineuen Diffesentialgleichungen beschsftigt, da,s er in Gemeinschaft mit 
Herrn L u  d w i g  S c  h l e  s i n  g e  r herausgeben wollte. Auch aueserdem hat  
er sich wshrend seiner Leidenszeit noch mit weit angelegten Untersuchungeii 
bcschaftigt; aus seinen mündlichen Mittheilungen wsr zu entnehmen, dass 
er Manches nahezu fertig im Kopfe t rug ,  was ihn sein Leiden verhindert 
hat aufzuzeichnen, doch lasst sich aus den Andeutungeii, welche er seinen 
nachsten Freunden gab, kein bestimmter Gedankengang reconstruiren. 

So uuvollkommen auch das Uild von der Persiinlichkeit Paul Günther's 
und seinen mathematischen Leistunpen ist, das diese wenigen Zeilen zu 
bieten vermogen, so düifte doch auch aus den unvollstindigen Angaben zu 
erkennen sein, eine wie ausserordentlich reich begabte, schopferische Natur 
der Dahingeschiedene war. E r  war d~i rch  und durch eine wissenschaftliche 
Personliclikeit. Obwohl reich a n  originalen Anschauungen , suchte e r  doch 
nie~~ials mit einer hingeworfenen Idee zu glgnzen, er erkannte vielmehr 
den wahren Fortschritt der Wissenschaft in der A u s f ü h r  u n g  der Ge- 
dankcn, in  dcr stetigen A ï  bei t ."  

* Es wcrdc darauf aufmcrksam gcmacht, dass inewischen, nach Abfassung 
oblger Woite, nuch die beiden S. 48 u. erwahnten Arbeiten Paiil  G ü u t h e r ' s  in? 
Journal fiir Xatliernatik, Bd. 109,  zur Ver8ffentlichung gelangt sind. 
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Recensionen. 

Théorie des Nombres. Von EDOUARD LUCAS. S. 1. (XXXIV, 520). l'aris, 
Gauthier-Villars e t  fils, 1891. 

Wennglcich eine grosse Anzahl franzosischer Mathematiker unaua- 
gesetzt ihre Bemühuugen der Zahlentheorie zugewandt haben, so ist doch 
merkwürdiger Weise seit dem Erscheinen (1830) der letzten Auflage von 
L e  g e n d r a 's  grossem Werk  in diesem Heimathlande klassischer Lehr- 
bücher über alle Zweige der Mathematik keine zusammenfassende Dar- 
stellung der Zahlentheorie veroffentlicht worden. 

Diese Lricke schien E. L u c a s  ausfüllen ru wollcn, und icli glaube, 
dass der erste Band seiner T h é o r i e  d e s  N o m b r e s  nicht blos in  Frank- 
reich freudig begrüsst worden is t ,  und dass man mit Spannung dem Er-  
scheiuen des zweiten Bandes entgegensüh. 

Aber der Tod hat  mit unerbittlicheï Hand die Hoffuungen, die auf 
dicscs Werk gesetzt wurden, vereitelt, indem er den Verfasscr in der 
Bllithe der Jahre mitten sus der Arbeit abrief. L u c a s  hatte an dem in 
M a r s e i l l e  s ta t thdenden  Congress der A s s o c i a t i o n  f r a n ç a i s e  p o l i r  
l ' a v a n c e m e n t  d e s  s c i e n c e s  theilgenommen und den Sectionen für 
Mathematik und Astronomie prasidirt. Wtihrend des Banketts, das deu 
Theilnehmern des Congresses gegeben wurde, liess ein Diener, als er 
neben L u c a s  vorbeiging , einen Haufen Teller fd lcn ,  von denen ciner 
L u c a s  an den Kopf traf und einige Schrammen in der Nahe des Ohres 
hervorrief. Der Verletzung wurde keine Bedeutung beigelegt, aber der 
Rothlauf t ra t  ein, und nach drei Tagen war L u  c a s  todt. 

m i e  mir der Verleger schreibt, bat die S o c i t . t é  m a t h B r n a t i q u e  
d c  F r  a n  c e auf den Wunsch der Familie des Verstorbenen einige ihrer Mit- 
glieder bestimmt, das von L u  c a s  hinterlassene Manuscript entgegen zu 
nehmen, um zu sehen, ob die Ver6ffentlichung des zweiten Bandes der Zahlen- 
theorie moglich sein wird. Eine Entscheidung hierüber ist nocli nicht-er- 
folgt. Inzwischen mage mir gestattet sein, einer Besprechung des ersLeu 
Bandes einige Worte tiber L u  c a s  selbst und seine übrigen mathematischen 
Arbeiten vorauszuschicken. 

R d o u a r d  L u c a s ,  geboren zu A m i e n s  im Jahre 1842, wurde 1861 
in die E c o l e  n o r m a l e  s u p k r i e u r e  aufgenommen und 3864 nach ab- 
gelegtem Examen IIilfsastronom am Observatorium zu P a r i  S. I n  dem 
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Kriege gegen Deutschland diente er als Artillerieofficier mit Auszcichnung. 
Seitdem war sein ganzes Leben der Wissenschaft und dem Unterricht ge- 
widmet. Zuletzt waï er Professor der Mathematik am L y c e e  C h a r  l e m  a g  n e  
in P a r i s .  E r  beschriinkte sich aber nicht auf die Delehrung seiner Schüler 
im engeren Sinne des Wortes, sondern suchte auch in weiteren Kïeisen 
das Interesse fiir Mathematik zu wcckcn. Zu diescm Zwecke hielt er oft 
Sonntags in dem grossen Amphitlieater des C O  n s e r v a t o i r e  d e s  A r t s  e t  
M 6 t i e r s  Tortrage über unterhaltende mathematische Fragen. Bei solchen 
Gelegenheiten war der Saal regelm%ssig zu klein, alle Erschienenen aufzii- 
nehmen. 

Dic wissenschaftlichen Arbeiten , die L u c  a s  in  verschiedcncn Zeit- 
schriften vertiffentlichte, sind so zahlreich, dass es hier unmoglich ist, aiich 
nur eine Uebersicht zu geben. Eine von L a i s a n t  im Ju l i  1880 verfasste 
Zusammenstellung giebt Tite1 und Inhalt von uiehr als 150 dieser Arbeiten. 
Dieselben beziehen sich auf fast alle Zweige der Mathematik, und es ist 
zu wiinschen, dass ur?s dieselben bald in einer Gesammtawgabe zuganglich 
gemacht werden. 

Im Jahre 1883 vertiffentlichte L u  c a s  ein zweibandiges Werk ,,RB - 
c r b a t i a n s  m a t h é m a t i q u e s " .  Der erste Band i d  1891 in zweiter 
Auflagc erschienen. In  diesem Werke wird eine grosse Anzahl rnehr 
oder weniger bekaunter Spiele und unterhahender Aufgaben in einer Weise 
behandelt, die als eine glückliche Vereiniguug strenger Wissenschaftlichkeit 
und fesselnder Unterhaltung bezeichnet werden muss. Jedem Capitel is t  
eine geschichtliche Einleitung gegeben; auch iat dem ersten Band in seiner 
neuen Auflage cin ungemein reichhaltiger I n  d e x  b i  b l  i o g r a p  h i q u e  bei- 
gefügt. L u c a s  hat  sich B a c h e t ' s  p r o b l é m e s  p l a i s a n t s  m m  Vorbild 
genommen, aber nattirlich seinen Vorganger an Fiille des Inhalts und Klar- 
heit der Darstellung weit tibertroffen. 

In  der V o r r e d e  zur T h b o r i e  d e s  N o m b r e s ,  zu der ich mich jetzt 
wendc , wird der Lcser gobetcn, ctwaige Bemerkungen , Bcrichtigungen und 
Zusakze dem Verfasser sur  Rerücksichtigiiiig bei einer zweiten A u f l ~ g e  mit- 
zutheilen. Da es fiir mich keinem Zweifel unterliegt, dass ein so trefflich 
angelegtes Buch von irgend einer Seite vollendet und durch weitere Auf- 
lagen noch lange Zeit vor dem Untergange bewahrt bleiben wird, so sei 
es mir gestattet, bei der Musterung des Inhalts der einzelnen Çapitel einige 
kleine Wünsche zu aussern. 

Die E i n  l e  i t u n  g bildet eine kurze Geschichte der Zahlenlehre. Nach 
pag. XXVII ktinnte man meinen, F i b o n a c c i l s  L i b e r  q u a d r a t o r u m  
sei statt um 1225 schon 1202 ,  dem Geburtsjahr des L i b e r  A b b a c i ,  ge- 
schrieben worden. Auf derselben Seite wird das Wesen und die Bedeu- 
tuug von D i  o p  h e n t 's Arithmetik durch Uebersetzung einer Stelle der 
P r a e f a t i o  von G a u s s '  D i s q u i s i t i o n e s  geschildert, in  der es heisst, 
D i o p h a n t ' s  Werk sei a u s s c h l i e s s l i c h  unbestirnmten Aufgaben gcwidmet, 
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wahrend doch ein nicht unbedeutender Theil deseelben in noch heute 
mustergiltiger Weise b e s t i m  rn t e  Aufgaben behandelt. E s  dürfte sich 
empfehlen, in einer zweiten Auflage D i  o p h  a n  t 's Bedeutung in einer 
widerspruchsfreien Fassung zu geben und jener ohnehin nei t  vcrbreiteten 
irrigen Meinung niclit noch Vorschiib zu leisten. 

Das e r s  t e d e r  d r  e i  B ü c  h e r ,  in welche der erste Band zeïfallt, 
giebt in 8 Capiteln die Lelire von den g a  u ze  n Z a h l e n .  Der Verfasser 
behandelt die Zahlenlehre im weitesten Sinne des Wortes , erortert also 
auch Gegeustinde, die sonst der Algebra zugewiesen wcrden. Die Grenz- 
linien zwischen Arithmetik und Algebra liefert ihrn der Regiiff der Con-  
t i n u  i t a t  : Alle Unteruuchungen , welche die Zab1 als (continuirliche) Grosse 
voraussetze~ (Irrationale Zahlen, Logarithmen etc.), gehüren in die Algebra, da- 
gegen diejenigeu, bei welcheri die Zahl einfach als Nummer lieim Zahlen ange- 
sehen wird (Combiiiationslehre, Wahrscheinlichkcitsrechnungj in die Arithrnctik. 

Die vier ersten Capitel des ersten Buches Sind der Reihe nach der 
Addition, Subtraction, Xidtiplication und Division, sowie der auf letzterer 
beruhenden Classification der ganaen Zahlen gewidmet. Die Behandlung 
ist hier wie tiberall ein klare, lichtvolle. Der Verfasser ist ein Führer, 
der dem Leser Zeit lasst zu folgen, der nicht ungeduldig einem Gipfcl 
zustrebt , sondern auf die Sch6nheitenI die sich uxiterwegs darbieten , hin- 
weisst und so die Reise zu einer genussreichen macht. Den reichen 
Iiihalt zu skizziren, würde zu vie1 Raum in Anspruch nehmen. Freunde 
der Recheukunst finden interessante Operationen dargestellt, auch Bemer- 
kungcii tiber Ilechenniaschincn, über Zahlensysteme und dergleichen. Um 
nur  zwei Beispiele heranszugreifen, erwZihne ich e r s  t e n  s das schone Ver- 
Fahren, welches, die Kenntniss des Einmaleins bis 5 . 5 voraussetzend, 
die übrigen Producte durch Uenutzung je eines Fingers der beiden Hande 
liefert (das Verfahren ist übrigens in S t i f e l ' s  A r i t h m e t i c a  i n t e g r a ,  
fol. 3 beschrieben und bcgründet), und z w e i  t e n s  die Division durch 9, 
welche vermittels der Identitat 

a + l o b  + 1 0 %  + ... - a + b + c +  ... B - E - 
9 Y + [a + c S...] 

$ 10 [ c + d +  ...] + 1 U 2 [ d +  e +  ...] +... 
in  eine Addition verwandelt wird. 

Das 5. und 6. Capitel behandeln in klarer und durch interessante 
Anwendungen fesselnder Weise die figurirten Zahlen, die Combinationslehre 
und eiuige Probleme der Geoinetrie der Lage, deren L6sung von der 
Theorie dor Combinationen abhiingt. Den Schluss des ersten Buches bildet 
ein umfmgreiches Capitel über algebraische Multiplication. 

Das z w e i t e  B u c h ,  welches 10 Capitel enthalt,  ist den r a t i o n a l e n  
Z a h l e n  gewidmet. Es behandelt die Bruchrechnuug mit deu Anwen- 
dungen auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung, die algebraische Division, 
die Interpolation und giebt das Wichtigste über die abgeleiteten Polynome. 
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In sehr aiisgedehnter Weise wird die Summation der Potenzen gleichen Grades 
der ganzen Zahlen von 1 bis lz dargestellt. Wenn es pag. 224 heisst, 
dass die Formel für  die Summe der Quadrate aller Zahlen von 1 bis n 
sich schon in F i b o n a c c i ' s  L i b e r  q u a d r a t o ï u m  findot, so ist zu be- 
merken, dass Pi b o n a c  c i diese Formel (Rd. II, p. 262) zwar in seiner 
geometrisch schwerfalligen Weise, aber streng herleitet. Auch die pag. 227 
gemachte Bernerkung über die bisher dunkel gebliebene O b s e r v a t  i O 

F e r m a t s  zu B a c h e t ' s  A p p e n d i x  II, 27 ist nach T a n n e r y  (Fermat's 
Werke, 1, S. 241) richtig zu stcllcn. Weitcr sind die syrnmetrischen 
Functionen und die Deterrninanten behandelt, letztere mit besonders schonen 
Uebungsaufgaben. Eine derselben, von der wir erfahren, dass sie von 
Le V e r r i e r  ein p r o b l è m e  p i è g e  genannt worden ist,  findet sich 
übrigens schon in F i b o n a c c i ,  1, pag. 277. Darauf folgt nocli ein 
Capitel über lineare recurrirende Reihen und eins über numerische Functionen 
zweiter Ordniing. 

Das d r i t t e  B u c h  handelt in  6 Capiteln von der a r i t h m e t i s c h e n  
T h e i l b a r k e i  t. Das erste Capitel ist der Betrachtung der gemeinschaft- 
lichen Divisoren und der gemeinscliaftlichen Vielfachen der Zahlen gewidmet, 
das zweite den Primzahlen und zusammengesetzten Zahlen; das dritte be- 
trnchtet die Divisoren der Zahlen, hesonders Anzahl, Siimme und Product 
derselben. Hier wird auch die Theorie der vollkommcnen und die der be- 
freundeten Zahlen gegeben, die der Verfasser zwar ftir veraltet hait ,  aber 
aufgerioinrnen hat ,  weil sie diu wichtigsten Arbeiten B e r m a t s  veranlasst 
und so die Zahlentheorie ins Leben gerufen haben. Das folgende Capitel 
gicbt die Eig~nschaften der Function p (nt), welche nach C a u c h y  I n d i -  
c a t e u r  genannt a i r d .  Es  schliesst mit  den Formeln L e g e n d r e ' s ,  die 
den Zweck haben, die Aneahl der Zahlen zwischen 1 und n zu bestimmen, 
welche durch gegebene Primzehlen nicht theilbar sind, und mittels welcher, 
wie wir erfahren, es P i a r r o n  d e  M o n d 8 s i r  gelunger: is t ,  die Anzalil 
der Primzahlcn zwischen 1 und 1 OOOOOO zu bestimmen. Die vie1 weiter 
gehende sch6ne Arbeit M e i s  s e 1's über diesen Gegenst~nd ( U a  t h e m .  
A n n a l e  n II u. III) scheint der Aufmerksamkeit des Verfassers entgangen 
zu sein. Das nachste Capitel betrachtet die Reste der Zahlen für  gegebene 
Moduln, die Reste der arithmetischen und der geometrischen Reihe, den 
Fermat'schen und den Wilson'sclien Satx, sowie die Verallgemeinerungen der- 
selben. Das letzte Capitel endlich enthalt eine ausführliche Theorie der 
Kettenbrüche nebst Anwcndungen auf die Zerlegung der Znhlen in Quadratc 
und die Aufl6sung der Gleichung a x  + by - c i n  ganzen Zahlen. 

Ehe ich die Resprechnng des schonen Buches schliesse, eei mir ge- 
stattet, mich gegen einen vom Verfasser gewahlten Ausdruck auszusprechen. 
Wenn man Begriffe oder Satze der Mathematik nach verdienten Uathe- 
matikern benennt, so will man nicht blos diesen Mannern eine Huldigung 
erweisen, sonderu auch eine Abkürzung des Ausdrucks erzielen. Es itit 
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also Nichtv dagegen xu sagen, dass die interessante Reihe, deren Bildungs- 
gesetz u,,+z= un+i + u, k t ,  den Namen des P i b o n a c c i  t ragt ,  der sich 
zwar nicht mit derselben beschaftigt hat ,  aber i n  1 ,  pag. 284 eine Auf- 
gabe Iost, die zu dieser Reihe ftihrt. Wenn dagegen ,,der Exponent, zu 
welchem die Zdi l  a für den Xodul n geh6rt ", der ,,Gaussien von a für den 
Modul nLL  genannt wird (pag. 439), so  is t  damit keine erhebliche Ab- 
ktîrzung erreicht, und ich wlirde es ftir besser halten, den alten Ausdruck, 
der das Gediichtniss weniger belastet, beizubehalten, zumal der in Rede 
st,ehende Begriff wohl nicht wichtig genug ist, den Namen des Princeps 
Mathematicorum zu tragen. 

G. WERTHEIM. 
P r a n k f u r t  8. M., den 31. December 1891. 

Verzeichniss der  Programmbeilagen der  schw eizerischen Mittelschulen. 
Mit einem Anhang, umfassend die Programmbeilagen der AcadOxnie 
de Neufchktel und der Eidgentissischen Polytechnischen Schule in 
Zürich. Zusammengestellt von G. BÜELER. Frauenfeld 1890. 
J. IIuber's Verlag. 6 8  S. 

Das Verzeichniss erstreckt sich über die Jahrgange 1855 bis 1889 
und ist i n  d o p ~ e l t e r  Anordnung vorhanden. Zuerst sind die Beilagefi nach 
der alphabetischen Reihenfolge der Schulanstalten, von welche11 sie aus- 
gingen, angegeben und bei jeder einxelncn Anstalt chronologisch gcordnet. 
Ein zweites Na1 findet man sie nach einzelnen Fachern geordnet, unter jeder 
Fachüberschrift alphabetisch nacb den Namen der Verfasser aufeinanderfolgend. 
Endlich ist drittens noch ein allgemeines Namenregister vorhanden. Es ist 
keine Frage, dass ein solches Verzeichniss sich in  verschiedener Hinsicht 
als zweckdienlich erweiscn kann; insbesondere gewghrt es einen gewissen 
Einblick in die da und dort vorherrschende wissenschaftliche Richtung der 
Verfasser der Programmbeilagen, aus welcher man mitunter zu Rück- 
scblüssen auf die Anstalten, an welchen sie thlitig waren, geftihrt wird. 

Von den 48 matheniatischen Programmbeilagen entstamrnen 9 aus Basel, 
6 aus Frauenfeld, je 5 aus Bern, Schaffhauscil, Winterthur. 

CAXTOR. 

The nuptial  number of P la to :  itu solution and significance by JAMES ADAM) 
M. A., fellow and tutor of Emmanuel College, Cambridge. L ~ n d o n  1891. 
C .  J. Clay and Sons, Cambridge University press warehonse. 79 p. 

Die geheimnissvollen Zahlen in Plato's VIII. Buche vom Staate, so 
sagten wir ungef%r in unseren Vorlesungen über Geschichte der Mathe- 
inatik 1, 191, bat eine gsnze Literatur hervorgerufen, welche unserem 
Gefühle nrtcli noch uicht vermochte, die Scliwierigkeiten der Stelle endgiltig 
zu losen. Versuche , welche, oeit wir jene Zeilen niedcrschricbeii, von 
D e m m e ,  D u p u i s ,  G o w ,  H u l t s c h ,  S a n n e r y  veroffentlicht ~v~irden, 
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konnten unser abweisendes Urtheil nur bestürken. Jeder neiie Erklarer 
vcratand die Stelle, aber jeder verstand sic anders, und fand bei den Mit- 
arbeitern am Erklariingswerke keine Beistirnmung. Heute liegt abermals ejn 
Versuch vor, und mir gestehen gern, dass er uns mehr anmuthet,  als 
iigend etwas, was wir vordem lasex. Es kommt nur auf eine Schwierig- 
keit liiuaus: kanii i&<v.ovror rQls c d j r 1 8 ~ v ,  also 60 dreinial rniilliplicirt 60" 
bedeutcn? H. Adam behauptet es ,  darauf gestützt, dass drei Multipli- 
cationen zur Bildung erforderlich seien, von welchen 60 . 60 = 602 die 
erste, mithin 603 die zweite, 604 die dritte darstelle. Wir  sind des 
Griechischen nicht kundig genug, um die sprachliche Moglichkeit dieser 
Auffassung zu prüfen, die uns sachlich sehr zusagt. Dann ist des Rathsels 
L6sung in zwei Identitiitcn enthalten, welche Plato beksnnt gewesen sein 
miissen : 3 3 + 4 s + 5 3 = 6 3  

l(3 + 4  + 5) 51 = 3600% = 4800 ,2700 

Xtch jener kubischen Identitat h;~ben wir leider vergelens D i  o p  h a n t 
durchmustert. Hattcn wir sie, was kcineswegs unm6glich mar, dort wieder- 
gefunden, so wtire diese Regegnung nicht ohne Wichtigkeit. Nach der 
Adam'schen Auffassung ist die Wortverbindung dird 8rcrpÉrQwv pqrWv 

n~pnoid'o~,  d'royÉvwv idS Exiorwv, dpe4zwv d i  ilvorv seiner Zeit von uns 
iinrichtig aufgefasst worden. Der rationale heziehungsweise irrationale 
Diameter von 5 ist 7 und 1/%; dereu Quadrate (zo'ol'nc; drrupirgov) sind 
49 und 50; diese um 1 ,  beziehungsweise um 2 vermindert sind 48, fü r  
welche Zalil daher tiberflüssiger Weise zwei ~ n t s t e h u n p a r t e n  angegeben sind. 

De Euclidis elementorum libris q u i  feruntur  XIV e t  XV. Von GÇSTAV 
KLCGE. Leipzig 1891. Doctordissertation. 47 S. 

Dass von den beiden Rtichern fiber regelmtissige Vielflachner , welche 
als XLV. und XV. Buch den Euklidischen Elementen angefügt zu sein pflegeu, 
nur das erste von H y p s i k l e s  v o n  A l e x a n d r i a  herrtihrt, also zwischen 
200 und 100 v. C h .  Geb. entstanden i s t ,  hat F r i e d l e i n  1873 eutdeckt, 
und an der Wahrheit dieser Behauptung zweifelt Niemand mehr. Fraglichcr 
ist es, wann das andere Buch gcschsiebcn wurde, und wen es zum Ver- 
fasser hat. Bald hielf; m m  fur  liekgteren D a m a s c i u s  v o n  D a m a s k u s  
am Anfang des VI. Jahrhunderts,  bald einen S c h t i l e r  d e s  I s i d o r u s  
von M i l e t  am Schlusse des gleichen Jahrhunderts. H. K l u g e  geht um 
einen grossen Schritt weiter als seine Vorganger. Man batte lXngst die 
flinf ersten Satze des Buches vom sechsten und vom umfangreichen siebenten 
Satze uiiterscliieden. (Vergl. des Referenten Vorles. Gesch. Math. 1,  310.) 
H. K l u g e  sucht ans den sprachlichen Unterschieden, sowie ails der bald 
groseren, bald geringeren Flüchtigkeit der Darutellung nachziiweisen, dass hier 
Bruchstücke von drei verschiedenen Verfassern vorliegen, die e r  die Ver- 
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fasser von XV A ,  B ,  C nennt. Der Verfasser von XV C ist der Schüler 
des Isidor, wahrscheinlich des Isidor von Milet und den beiden Anderen 
weit übei-legen. Zur genauen Prüfung der von H. Kluge ausgesprochenen 
Xeinung gebricht es dem Referenten im Augenblicke an Zeit., doch scheinen 
ihm die vorgebrachten Gründe ziemlich schwerwiegend. CANTOR. 

Grundzuge des jüdischen Kalenders und lcichtfassliche Anleitung zu seiner 
Berechnung bearbeitet von DR. MAX SIMON, Seminarlehrer in Berlin. 
Berlin 1891. Trerlag des Bibliographischen Bureaus, Alexander- 
strasse 2. 39 S. 

Das jüdische Jabr  ist ein Mondjahr, dessen zwolf einzelne Monate 
jeweil von eiuem Neumonde bis zum nachsten sicli erstrecken, und welches 
bei der auf wenig mehr als 29% Tage sich bemessencleu Lange dieser IvIonate 
eine Dauer von 336 Tagen bcsitzen würde, wenn nicht der Wunsch, mit 
der Jahresdauer des Sonnenjahres in  Einklang zu stehen , Einschaltungen 
eines dreizehnten Monates sieben Mal innerhalb neunzehn Sonnenjahre nbthig 
machte. Urspriinglich war die Regelung den im Synhedrion vereinigten 
Gelehrten Liberlassen, spider wurde durch H i l l  e 1 eine bestimmte Kalender- 
lehre geschaffen. Wir  ~ i n d  nicht im Stande zu entscheiden, ob dieser 
Ftillel, wie H. Simon annimmt, der zweite seines Namens in der Mit,te 
des IV. Jahrhunderts,  ob e r ,  wie uns von anderer Seite versichert wird, 
der altere Hiller am Anfang der jetzigen bürgerlichen Zeitrechnung war. 
Der jüdische Ralender ist wesentlich Festkalender, und steht deshalb unter 
dem Einflusse religioser Vorscliriften, welche nictit gestatten, dass gewisse 
Feiertage auf gewisse Tage der Woche fallen, un'd welche dieses nnzul!issige 
Zusammentreffen bald durch Einschiebiing, bald durch Weglassnng eines 
einzelnen Tages vermeideu, so dass es nicht weniger als s e c h  verschiedene 
Jahre giebt : regelmassige, tiberziihlige, mangelhafte, und zwar alle dieee 
Abarten im Jahre von zwtilf, wie in dem von dreizchn Monaten. Eine 
mathematische Formel iihnlicher A r t ,  wie G a u s s  und Andere sie für die 
cliristliche Osterrechnung geschaffen hnben, deren Scliwierigkcit ebenfalls 
in der Vereinigung von Mond- nnd Sonnenzeit best>eht, sèlieint den jii- 

dischen Ralenderkundigen nicht bekannt xa sein. Wenigstens geht die vom 
Verfasser gelehrte Anleitung nicht über eine gewisse Empirie binaus, welche 
jedesmal auf's Neue Alles das beachtet, was beaclitet wcrden soll. 

- 
CANTOR. 

Dlirer ais Mathematiker von Professor DR. H. STAIGM~~LLER.  programm 
des Roniglicben Realgymnasiums in Stuttgart am Sclilusse des Schul- 
jatirrs 1890191. (Programm Nr. 590.) 57 S. 4O. Stuttgart 1891. 

Herr Staigmüller ist nicht der erste Schriftsteller, welcher den mnthe- 
niatischen Leistnngeu Albrecht Dürer's seine Aufmerksanikcil augewandt hat. 
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In dern II. Bande uuserer Vorlesiingen tiber Geschichte der Mathematik 
S. 421, Bote 3 ,  konnten wir a1s erwühnenswerthe Vorgiinger Kastner, 
Chasles, Gerhardt, S. Gtinther anfuhren , von welchen der Letxtgenannte 
1886 eine Anshacher Programmabhandlung unter dem Titel ,, Die geo- 
metrischen Niherungsconstructionen Albrecht Dtirer's" veroffentlichte und 
1857 in seiner ,,Gescbichte des mathematischen Unterrichts itn deutschen 
ùfittelalter bis xum Jahre 1525" abermals darauf zurückkommen rnusste. 
H. Staigmüller hat diese Vornrbeiten nebst anderen weniger erheblichen 
durchans studirt. E r  hat aber insbesondere Dürer's eigene Scliriften der 
sorgsamaten Durcharbeitung unterzogen und den 13eweis geliefert , dass auch 
nach so vielen und tüchtigen Vorgiingern noch Manches zu finden war. Wir  
eind weit entfernt davon, diesen einen Vorwurf daraus zu machen. Wer als 
Historiker ein Werk liest, muss ein nach vorwlirts und nach rückwarts 
gerichtetes Gedlichtniss besitzen, und wie leicht bei 90 gespalteter Auf- 
merksamkeit dem Einen entgehen kann,  was dem Anderen rtuffsllt, ist  
leicht begreiflich. Aber was Jenen kein Vorwurf ist ,  htirt dadurch nicht 
auf, diesem zum Lobe zu gercichen, und wir sind verpflichtet, H. Staig- 
mtîlleï unsere Anerkennung für seine sch6ne geschichtliche Leistung in vollem 
Masse auszusprechen. Sie reilit sich seinen i n  dieser Zeitschrift veroffent- 
lichten Untersuchungen über Luca Paoinols h r d i g  au. Von Einzelheiten, 
welche H. Staigmüller zuerst bernerklich gemacht ha t ,  nennen wir (S. 16) 
Dürer's Irrthum, als habe die Elipse nur die grosse Achse als Sgmmetrieachse, 
wihrend sie, an dem Kegel selbst, betrachtet, ein epitzeres und ein 
stumpferes Ende besitze, dieses der Grundebene des Kegels naher gelegen als 
jenes. Wir erwahnen ferner (S. 18-20) die Ableitung und Ertirterung der 
Gleichung 4. Grades derjenigen Curve , welche Dürer Muschellinie nannte. 
Wir machen auf die Besprechung (S. 50) von Dürer's Quellen aufmerksam, 
wo sein persijnliches Verhültniss zu dem Wiener Baumeister Johannes 
Tscliertte berucksichtigt ist ,  dessen Beziehungen eu Grammateus hervor- 
gehoben zu werden verdient hlitten. CANTOR. 

Il teorema fondamentale del la  teoria  delle eqnazioni algebriche. Con- 
tribut0 alla Storia crit,ica dell' Algebra di GINO LORIA. (Estratto 
dalla Rivista di Matematica. Anno 1891, pag. 183-248.) Torino 1891. 
64 pag. 

Als eine der unangenehmsten Schwierigkeiten bei geschichtlichen Unter- 
suchungen - darin dürfte Jeder einstimmen, der eich einmal mit solchen 
beschaftigt hat - erscheint die Wahl eines Anfangpunktes. Mag man ihn 
durch einen Gewaltact, der jedem Forschor frei steht, da oder dorthin verlegen, 
es wird kaum mtiglich sein, im Laufe der Untersuchung nicht auch einmal jen- 
seits des Anfangs zurtickgreifen zu mtissen. Eine Ausnahme von dieser Regel 
findet kaum dann s tat t ,  wenn die Forschung einem einzelnen Lehrsatze gilt. 

Hiat.-lit. Abthlg. d. Zei1schr.f. Math. n. Phyi. XXXVII, 2. 6 
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Wohl ist er irgendwann zum ersten Male ausgesprochen worden, aber 
meistens waren Ahnungen desselben früher vorhanden, welche zu vernach- 
lassigen man nicht das Recht hat. Herr L o  r i a  hat in der vorzüglichen 
Abhandlung, auf welche wir unsere Leser aufmerksam machen, die gleiche 
Erfahrung gemacht. E r  hat  Spuren des Satzes von der Anzabl der Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung jenseits D ' A l e m b e r t  nachgehen miissen, wenn 
cr auch vorzugsweise über diejenigen Reweise herichtet, welche in unan- 
fechtbarer Weise die Wahrheit des Fundamentalsatzes sichern und deren 
erster in  der Gauss 'schen Doctordissertation von 1799 enthalten ist. 
H. L o r  i a  hat inzwisehen in E n  s t r o m ' s  Bibliotheca Mathematica 1891, 
pag. 99-112 einen Aufsatz , , ~scu ime di alczcne ricerche concementi 
Pesistema d i  radici nene equa8iolzi algebriche folgen lassen, der als Aus- 
zug aus und zngleich a15 Erganzung zu der grosseren Abhandlung zu be- 
trachten ist. Aus den 71 Schriften, tiber welche jene berichtete, sind deren 
80 geworden, und in dem Abzuge, welchen wir der Llebenswürdigkeit des 
Verfassers verdanken, ist handschriftlich noch eine 81. Bearheitung des 
Satzes naehgetragen: M u r p  h y ,  A Treatise on the Theory of algebraical 
Equations. London, 1838 ( 9 ) .  Dass 81 von einander durchaus verschie- 
dene Beweise des einen Satzes moglich seien, wird Niemand glauben wollen, 
und in der That ist es H. L o  r i a  geluugen, dieselben in einige wenige 
Gruppen zn sondern. Gerade diese Gruppenbildung erscheint uns als wesent- 
lichster Vorzug der Abhandlung; dem Leber erleichtert sie ungemein die 
Uebersicht, dern Verfasser gestattete sie, seine kritischen Bemerkungen im 
Zusammenhange zu mehreren Beweisführungen gleichzeitig auszusprechen. 
Schon um dieser kritischen Bemerkungen willen wird die Abhandlung auf 
allgemeine BerUcksichtigung rechnen dürfen. CANTOR. 

Zur  Abbildung de8 Erdellipsoides. Von E.  HAMMER. Ergsnzung zu des 
Verfassera Schrift: ,,Deber die geographisch wichtigsten Kartenpro- 
jectionen." Stuttgart,  Verlag von K. Wittwer. 1891. 40 S. 

Die Schriften des Verfassers, worin er sich mit den durch T i s s o t  in 
die Kartenprojectionslehre hineingetragenen neuen Principien beschiiftigt und 
dieselben naoh verschiedenen Richtiingen hin weiter ausbildet, sind bekannt ; 
es wird darin durchweg von der für die Praxis ja  in der Mehrzahl der 
Palle ausreichenden Annahme ausgegangen, dass die Oberflache der Erde 
sphtirisch sei. I n  der vorliegenden Abhandlung wird nun die Untersuch- 
ung um einen Schritt weiter geführt,  und es wird gezeigt, dass und wie 
der Abplattung der Erde Rechnung getragen werden kann. Das haben natiirlich 
auch schon andere Kartographen gethan und thun müssen, aber die Art, wie es 
hier gesehieht, erscheint uns als eine durchaus originelle, obgleich der 
Verfasser selhst betont, dass eigentlieh nur der eine der beiden Acte, aus 
denen sich seine Losung der Aufgabe zusammensetzt, von ihm selber her- 
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rührt, wahrend e r  sich bezüglich des anderen auf die Schultern des alten 
wackeren Mo 11 w e i d e stellt , dessen Arbeiten er einer unverschuldeten Ver- 
gessenheit entrissen hat. Dass blos die winkel- und fliichentreue Abbildungen 
berücksichtigt werden, hat seinen Grund darin , dass den bckannten An- 
schauungen der neueren Schule auch bei der wirklichen Kartenzeichnnng 
wesentlich blos Methoden, die zu der einen oder anderen dieser beiden 
Clitsven gehoren, BerUcksichtigung finden sollen. 

Wio man von der Kugel zur Ebene überzugehen hat ,  das ist bekannt, 
dafür sind die Formeln langst aufgestellt, so dass es sich also eigentlich 
nur darum handelt, das Urndreh~n~sel l ipsoid auf einer Kugel abzubilden. 
Die Kugel, die hier gemeint ist ,  wird aber im Allgemeinen keine willkürliclie, 
sondern eine durch die Umstande geforderte Lage haben, indem dem Punkte, 
in wclcher die Aufnahmekugel des Sphiiroid berührt, eine bestimmte 
Mittelbreite zukommt.' Um nun den Process moglichst zu vereinfachen, 
schiebt der Verfasser, iind dies ist  ehen die neue Idee, von welcher wir 
vorhin sprachen, eine Hilfs- oder Normalkugel ein, welcher zur Erde con- 
centrisch ist und deren Aequator mit demjenigen der Erde tibereinstimrnt. 
Den von Mo 11 w e i d e aufgestellten Vorschriften entsprechend , ühertriigt 
man den absubildenden Bezirk alsdann zunachst von der sphiiroidischeq 
OberBiiche auf die eingeschaltete Kugel,  aiif welcher die Langen vollig die 
des Originales sind, wahrend die zur Ellipsoidbreite cp gehorige Kugel- 
breite q ,  wenn e die Excentricitiit der Meridianellipse bedeutet, mittelst 
der eben dns Wesen der Winkeltreue ausdriickenden Proportion 

erinittelt wird. Die Integration ist leicht und ergiebt 

Hieraus findet bf O 11 w e i d e die Reihenentwickelung 

Um dieae Reihe zu finden, war Gebrauch gemacht von dem Gleichungspaare 

Es ware viilleicht am Platze gewesen, gelegentlich einen Beweis für diese 
imrnerhin weniger bekannte Formel zu geben, umsomehr, da die in B r ü  n o w s 
Lehrbuch der spharischen Astronomie (Berlin 1862, S. 15 ff.) zu findende 
Ableitung an Uebersichtlichkeit Manches zu wünschen tibrig Iaest. 

Jedenfalls macht v O n H a m m e  r von seinen vorlltufigen Ergebnissen 
eine Anwendung, welche des allgemeinen Interesses sicher sein kann,  weil 
sie auf eine anscheinend unerwartete Thatsache ftihrt. Wenn man namlich 

5' 
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die sogenannte geocentrische Breite rp' eiues Sphfiroidpunktes durch die 
geographische oder verbesserte Breite rp desselben Punktes ausdrtickt, so wird 

Zieht man mithin keine hoheren Potenzen von e, als die vierte in Betmlit, 
so wird 1 1 

rp'- $ = - e4 s i n 2 r p - - e 4 s i n 4 ~ ,  
2 4 48 

d. h. eine unter allen Umstanden ausserst kleine Grosse. Man sieht also, 
dass für  wenig abgeplattete Rotationsellipsoide die winkeltreue Abbildung 
auf der Normalkugel ein Bild liefert, fast genau tibereinstimmend mit 
jenem, welches diirch centrale Uebertragung 1 auf diese Kugel zu Stande 
kommen wiîrde. 

Nunmehr kommt der Uebergang von der Normalkugel auf die eigent- 
liche Bildkugel in  Frage. Jetzt sol1 die Beziehung ,, Kugelllnge = a mal 
Ellipsoidlange '' obwalten , wobei jedoch u nicht etwa constant ist ,  sondern, 
wie die mittleren Krümmungshalbmesser, von rp, bis y,, stetig wachst. Zu 
ganz anderen, ngmlich rein geodtitischcn Zwecken, hat  dieses Problem 
bereits G a u s s  gelost (,,Untersuchungen Iiber Gegenstiinde der hoheren Geo- 
dasie"), und an dessen Behandlung lehnt sich natllrlich aucli die vor- 
liegende an. Der Halbmesser der Bildkugel wird gleich dem rnittleren 
KrUmmungshalbmesser der Ellipsoidfliiche; die Liingenreductioiisconstante 

e' 
wird, n e n n  ip, den uns bekannten Werlh beibehllt, gleich J1--ras~,; 

1 - e2 
zwischen der gegebenen Mittelbreite p,, und der ihr entsprechenden Breite 

1 
u, auf der neuen Kugel besteht die Relation sin u, = - sin p,. 

a 

Dem Sinne nach in vollig analoger Weise wird vom Verfasser aucli 
die flachentreue Projection einer spharoidischen Pigur auf einer Kugel, 
deren Bestimmung nach strengen Rcgeln erfolgt, dnrchgeführt, indein eine 
Normalkugel als Zwischenglied benütat wird. Der Halbmesser letaterer k t  
hier natürlich kein willkürlicher, vielmehr gilt als selbstverst~ndliche Be- 
dingung, dass die Gesammtoberfliiche von Kugel uncl Ellipsoid einander 
gleich sein müssen. Auch diesmal werden, wenngleich schon diese letztere 
Uedingung auf keine ganz einfache Gleichung flihrt, die Schlussnusdrücke 
nicht besonders verwickelt. Uebcrraschend mag es sein, dass, wie wirk- 
liche Ausrechnung xeigt, die Gauss 'sche Darstellung einer El l ips~id~one 
gleichzeitig fast flachen- und winkeltreu aiisfallt und sonach auch als au- 
nahernd langentreu gelten kann. Dass es sich hier nur  um eine Annaber- 
m g ,  aber von merkwilrdiger Scharfe, handeln kann , leuchtet ein, insofern 
dns Ellipsoid nicht zu den ttuf einer Kugel abwickelbaren Fliichen gehort. 

Ein Hauptwerth der H a m m e r ' s c h e n  Schrift liegt in  den muhsam 
berechneten Tabellen. Bei densclben wiirden neben den B e s  sel'sclion Erd- 
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Recensionen. 6 1 ---- ---,--A-- - --------- - ----- 
dimensionen auch diejenigen von C l a r k e  berticksichtigt, welche insbesondere 
iii England als voiztiglich geeignet d a m  erachtet werden, ,,die Gestalt der 
Erde im Ganzeii treu darzustellen". I n  einein Vorberichte erortert der 
Verfasser sehr eingehend die Methoden zor Ermittelung der Erdabplattung 
sowie der jeweils für letztere gefundeuen Zahlen. Als neuesten Beitrag zu 
diesen noch imrner weit von ihrein Sbxhlusse  entfernten Arbeiten mochten 
wir dcrjenigcn des Amerikaners H a r  k n e  s s Erwiihnung thun,  durch welche 
die Abplattung noch mehr verkleinert wird, als man gemeiniglich annimmt; 

1 
eie sol1 danach n8mlich nur -- 300,2 bctragen. 

Sehr dauiieiiswertli ist die allentbalben hervortretende Biicksichtnahme 
auf das geschichtliche Elcmcnt. So wird u. A. bcmerkt, dass die Forderung, 
eine Ih~gc l  anzugeben, welche sich einem Ellipsoide an gegebener Stelle am 
rneisten anschmiegt, schon vor hundert Jahren die Forscher lebhaft be- 
schaftigte und v. L i n d e n a u ,  v. Z a c h  und P r o n y  zu Studieu hiertiber 
aniegte. Der Letztgenannte kam der Wahrheit am niiclisten, indem er, 
wenn g, und p, den grossten und klcinsten Krürnrnungsradius des betreffendcn 

1 
Punktes bedcuten, den Hülbrnesser der gesuchten Kugel gleich - Q,) 2 
setzte. Solange beide Summanden nur wenig von einander verschieden 
sind, iat Lekanntlich der Untersehicd von arithmetischem und geometrischem 
Mittel auch kein betrachtlicher. 

DR. S .  G ~ N T H E K .  
München .  

Vorschule znr Geometrie von F. R o e s ~ ,  Oberlehrer in Wismar. Wismar, 
Eherhardt'sche Rof- und Raths -Buchdruckerei. 3890. 16 S. 2 Tafeln. 

Wennglcich vorliegendes Büchleiu der Vorrede entbehrt,  so liegt die 
Tendenz desselben zu Tage. Ein propadeutischer Untcrricht i n  der Geo- 
metrie, der von der Anschauuilg ausgeht, is t  nothwendig. Durch ihn sollen 
die abstracteii Begriffe des wissenschaftlichen Systems dem Schüler naher 
gebracht werden, durch ihn soll er auf die Wahrnehmung des gestaltlichen 
Zusamrnenhangeu der Eigenschafteii geometrischer Gebilde hingeftihrt werden. 
Das wichtigst,~ Mittel hieizu ist das Zeichnen von geometrischen Figuren 
und das Beschreiben ihrer Eigençchaften. Solche interessente und schone 
Figuren, wie sie der Verfasser auf \Z Tafeln beigefiigt ha t ,  und die zu- 
gleich decorative Verwendung finden konnen, halten wir fur obigen Zweck 
ganz geeignet, da sie im Stande sind, Interesse für die abstracte Wissen- 
schaf't zu wecken. Leider nimmt Verfasser im Verlaufe des Textes gar  
keinen Bezug auf diese Figuren. - Inhalt und Umfang des Werkchens 
sind durchaus entsprechend. Die Beweise fiir die Lehrsatze und die Rich- 
tigkeit der Constructionen sind mit wenigen Ausnahmen fortgelassen. Die 
Betrachtungen über das w .  Eck mitsammt dem hochst mangelhaften Beweise 
tîber die Anzahl Diagonalen eines solchen, und den beiden sich wider- 
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sprechenden Nliherungsconstructionen, die doch kein Zeicliner anwendet, 
waren ebenfalls besser fortgeblieben, da das @-Eck  für  den Quintaner bezw. 
Qultrtaner ein vie1 zu ab~t~rac te r  Begriff ist. Bei der Construction des regu- 
ILren Zehnecks, sowie an vielen anderen Stellen dtirfie eine Fignr nicht 
fehlen. Desgleichen vermissen a i r  Erkl%rung.cn über die Messung des Win- 
kels, Gradeintheilung und den Gebrauch des Transporteurs, d a m  die vier 
Grundaufgaben der Dreiecksconstruction. Hingegeli die detaillirte Auf~ahl- 
ung der sammtlichen 28 moglichen Winkelpaare bei zwei von einèr dritteu 
geschnittenen Geraden halten wir für überflüssig. DIelirfach wird von End- 
punliten der. Schenkel eines Winkels gesprochen , so dass der Schtiler auf 
den Irrthurn verfallen kann,  dass es bei der Grosse eines Winkels auf die 
Lange der Schenkel ankomme. Nachfolgend geben wir noch einige Defiui- 
tionen und sprachliche Wendungen, von denen der geneigte Leser selbst 
urtheilen mage, wie glücklich sie gewahlt sind: ,,Wenn eine Gerade sich 
so fortbewegt, dass jeder Punkt  derselben eine geradlinige Bahn zurück- 
legt, so hoisst ihr Weg eine E b e n  e '. ,Die Kreislinie entsteht durch die 
Fortbewegung eines Punktes, welcher seine Entfernung von einem fest- 
liegenden Punkte nicht verandertu. ,Ein doppelter Halbmesser wird Durch- 
rnesser oder Diameter g e n a n ~ t . ~  ,Der Unterschied in den Eichtungen zweier 
Ungleichlaufenden heisst ffinkel. '  ,Man zeichne unterbrocheno Geraden 
mit 1, 2,  3 und mehr Punkten in den Unterbrechungsstellen; man con- 
struire (schlage) v o n  einem Piinkte aus mit einer Zirkeloffnuiig einen Bogen 
etc. Die Synonyma ,,Linie, Gerade, Strahl ,  Strich, Streckeu, ohne Unter- 
schied ganz nach Willkür zu gebrauchen, ist ebenfalls eine l4igenthUmlich- 
keit des Verfassers. F. Scaü~r,ïs. 

Lehrbuch d e r  ebenen Geometrie nach neuen Grundsiitzen bearbeitet von 
KARL KOCH, Professor am Lyceum in Cannstatt. Ravensburg. Verlag 
der Dorn'schen Ruchhandlung (Otto Maier). Erster Theil 104 Seiten 
mit 80 Figuren. 1889. Preis M. 1.20. Zweiter Theil 120 Seiten 
mit 47 Figuren. 1890. Preis hl. 1.20. 

,Das vorliegende Lehrbuch is t  nach neuen Grundsstzcn bearbeitct, indem 
unter Benutzung des Princips der Symmetrie die Lehre vom Kreise in den 
Vordergrund gertickt wurde.' - Es  lasst sich nicht leugnen, dass eine 
theilweise Verschmelzung der Lehren der neueren Geometrie mit der alten 
Euklidischen Sühulgeometrie manche Vorthaile bietet durch die Leichtigkeit 
und Eleganz, mit welcher sich Satze aussprechen und beweisen lassen. So 
ist in  diesem Buche besonders das Princip der Symmetrie mit Erfolg an- 

gewandt worden. Die Gegenüberstellung der dunlen Satze, ohne dass das 
Princip der Dualitkit herangezogen oder bewiesen wird, ist in jeder Hin- 
sicht au billigen Auch die Hinzufligung der Lehre von den perspecti- 
vischen Gebilden am Ende des Ruches dtirft,e manchem Leser willkommen 
sein. Wenn so dieses und der überaus reiche Inhalt an Lehrsatzen und 
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Aufgaben leicht befriedigen kann, so befriedigt das Formale weniger. Von 
emem systematischen Aufbau des Ganzen ist keine Rede, wie man sich bei 
Uebersicht der Inhaltsangabe leicht Uberzeugen kann. Die Congruenzsat~e 
für das Dreicck erscheinen erst auf Seite 43,  das Parallelen- Axiom erst 
a d  Seite 53, der Satz Iiber die Winkelsumme des Dreiecks Seite 52. Da- 
gegen nird gleich zu Anfange dem Schiller die Stetigkeit und Congruenz 
des Raumes vorgetragen und die Vorstellung, den ganzen Raum in sich zu 
verschieben und ihn um zwei feste Punkte zu drehen, sowie das Verstand- 
niss der Congruenz unendlicher Gebildo ihm zugemuthet. Die Definition 
der Geraden, noch weniger die des Winkels als ,,abgegrenztes Sttick einer 
Ebeneu werden den Beifall der Leser finden. Auf Seite 4 giebt Verfasser 
eine neue Definition von Linie und Flache (wobei auch ein bisher noch 
nicht entdeckter Unterschied zwischen FlBche und Oberflache zu Tage kommt), 
um derselbeu sofort auf Seite 5 und 6 untreu zu werden. Dass er dem 
Seite 18 ausgesprochenen Vorhaben, im Polgenden nur  solche Vielecke zu 
behandeln, ,,deren Seiten sich nicht schneidenu, untreu wird, wollen wir 
ihm nicht verargen, wohl aber, dass er den Winkelhalbirer ,Medianet' 
nennt, die Mittellinie ,Transversale", wahrend e r  Seite 74, II. erklart:  
,Uit Transversale pflegt man j e d e  Gerade zu bezeichnen, die durch eine 
Ecke des Dreiecks gezogen ist.' Nun sieht er sich veranlasst, die früheren 
Trausversalen in ,,SchwerlinienY umzutaufen. Auf Seite 58, II. wird der 
Schüler darauf aufmerksam gemacht, dass die Dimension der beiden Seiten 
einer Gleichung dieselbe sein muss. Seite 59 sündigt der Verfasser da- 
gegen, indem s r  das Product zweier Strecken mit c bezeichnet und a n  einer 
anderen Stelle wird die Langeneinheit mit l e  bezeichnet, als wiire sie ein 
Product. Auf derselben Seite 59, sowie noch auf mancher andern, finden 
wir auch das Wort ,Sehneu in einem Sinne gebraucht, der gar nicht mit 
der Seite 21 , 1. gegebenen Erklarung übereiustimmt. Die Fassung mancher 
Satze und Aufgaben lasst in  Bezug auf Klarheit und Pracision des Aus- 
driickes vie1 zu wünschen tibrig. Eigenthümlich ist die Scheu des Verfas- 
sers vor dem bestimmten Artikel und dem Subjecte Man und Ich. So 
heivst es z. B.: ,,Zweiter Schnittpunkt ist unn6thigu, ,,Um M beschreibe 
K mit r statt:  D e r  zweite Sohnittp., . Um N beschreibe i c h  d e n  
Kreis. . . " Nebenbei mag noch bemerkt werden, dass dieser Kreis gleich 
darauf mit @ .M hczeichnet wird, obschon i n  der Figur  3 Kreise um M 
vorkommen, spater mit @ Mr! Varietas delectat ! Der Genitiv scheint 
auch nicht mehr beliebt zu sein; Seite 23 steht: ,Der Schnittpunkt v o n  
z we i Senkrechten heisst Fusspunktu. Seite 86, II. Die drei Potenzlinien 
v o n  drei Kreisen etc. - Wir konnten noch eine grosse Menge sachlicher 
und sprachlicher Incorrectheiten , Druckfehler etc. anfiihren ; die wenigen, 
die wir angcführt haben, m6gen zeigen, wic sehr das Bnch noch den 
Stempel der ersten Auflage tragt. Noch wollen wir hinzuftigen, dass die 
Tom Verfasser erfundenen Abkürzungen, wodurch die Aufgaben in Rebiisse 
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verwandelt werden, auch abgesehen davon, dass sie nicht consequent sind, 
wohl kaum Beifall finden werden. Ausserdem kliugen manche Abktirznngen 
derartig komisch, dass sich unsere norddeutschen Schüler dieselben als Ob- 
ject derber Schulwitze nicht entgehen lassen würden. Vielleicht sind die 
~Uddoutschcn harmloser. F. S C H ~ T T E .  

Trigonometrie. 

78 Seilen. l Lehrbuch und Aufgabensammlung für Schnlen. 
Stereometrie. 115 ,, (Zwei separate Bandchen) von WILB. WINTER, 

Profcssor ftir Mathematik und Physik am kgl. alten Gymnasiiim in 
Regensburg. Miincheu, Theodor Ackermann, kgl. Hofbuchhandler. 1890. 

Das erste der angeftilirten Lehrbiicher behandelt die wichtigsten Lehren 
der Goniometrie, ebenen und sphhrischen Trigonometrie kurz , klar , einfach 
und übersichtlich. Ferner enthtilt dasselbe eine reiche Zahl von Aufgaben, 
an welchen wir Folgenàes anerkennen wollen: 1. sie sind nicht z i i  schwer 
und nicht zu verwickelt, aondern einfach und k6nncn vom Schtiler ohne 
Anstrengung verstanden und selbstiindig 'gelost werden; 2. die Aufgabeu 
sind interessant, indem sie vielfach einen praktischen Hintergrund haben 
- Triangulations- und astronomische Aufgaben; 3. sie sind nicht planlos 
hintenan gefügt,  aondern in das Systern eingefügt und zwar gleich von 
Anfang an und beleben, tiben ein und befestigen das Gelernte. An Um- 
fang und Inhalt weicht vorliegendes Werkchen von iihnlicheu kaum ab; 
lobend bervorheben wollen wir jedoch die Dai.stellung der Sinus-, Cosinus-, 
Tangenten - und Cotangenten - Curve. Das Papier ist gu t ,  der Druck sauber 
und correct. N u ï  die Figuren entsprechen nicht den verwohuten Anfor- 
derungen unserer Zeit. Ihr Maiigel scheint jedoch weniger an der gewiihlten 
billigen Herstellungswcisc, als an den unschihcn Orjginalzeiclinungcn zu liegen. 

Was tiber die zweckmhssige Anlage, die trefflichen Aufgaben und die 
Figuren der ,,Trigonometriet' gesagt k t ,  gilt ebenfalls von desselben Ver- 
fassers ,, Stereometrie ''. Ausser dern Iiblichen Pensum enthalt dieselbe Ab- 
sühnitte über das Prismatoid und Obelisk, den schiefen Cylinder, über 
Cylinderdreiecke und die G u l d i  n'sche Regel. Bei dem Capitel tiber die 
regulhren Polyeder dürfte man Zeichniingen derselben oder ihre Netze wohl 
vermissen. Auch die Aufgaben sind ohne alle Figuren. Jedoch steht der 
Verfasser mit diesem Mangel in Deutschland nicht allein da ;  auch anders- 
wo scheint man es leider nicht z ~ i  lieben, auch die Aufgaben mit Figiiren 
zu versehen. Leider! P. SCH~TTE:. 

Sammlung planimetrischer Aufgaben für den Gebrauch an hohcren Schulen 
von Dr. phil. E. SCHILKE, Oberlehrer am Gymnasium zu Saarburg i. L. 
Leipzig, Druck und Verlag von B. G. Teubner. 1890. 54 Seiten. 
Preis kart.  M. 1. 

Das Büchlein enthiilt 890 leichte oder mLssig scb were planimetrische 
Aufgaben ohne Andeutungen zur L6sung oder irgend welche Erklarungen 
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der Aiifl6sungsmetboden und oline Figuren. Einige Inl~altsaufgaben erscheinen 
iii der Form von Berechniingsaufgaben. Die wichtigsten Aufgaben, etwa 60, 
sind durch besondern Druck hervorgehoben. Das Inhaltsverzeichniss beginnt 
folgendermassen : 

1. Aiifgaben über geradc Linien und Winkel ; cinfwhe Dreiecksauf- 
gaben. 

2, Aufgaben tiber das Viereck. 
3. Aufgaben, in denen Summen und Differenzen von Strecken und 

Winkeln als gegebene Grossen vorkommen. 
4. Aufgabcn über Linien und Winkel beim Kreise etc. 

Das nennt der Verfasser m e t  h O d i s c h geordnet ! l 
Das Werkchen kann n u r ,  aber auch nur d a m  dienen, Uebungsmaterial 

zu liefern, und wie alle derartigen Sammliingen, so ragt auch diese durch 
die grouse Zahl der Aufgaben hervor. - Ausçtattung, Druck und Papier 
sind, wic man es bci Teubner gewohnt i s t ,  gut. 

F. SCUÜTTE. 

Leitfaden für den trigonometrischen und stereometrischen Unterr icht  
an hoheren Bürger- und Realschulen von Dr. KARL S C ~ I U L Z E ,  Lehrer 
an der Biber'schen Realschnle i n  Hambiirg. Erstes Heft :  Trigono- 
metrie. 72 S. Zweites Heft,: Stereometrie. 60 S. Preis kart. je  
il, 1,20. Leipzig, Verlag von B. G. Teubner 1890. 

Der vorliegende Leitfaden will den besonderen Bedürfnissen der hoheren 
RUrgerschulen Rechnung tiagen. Ihre Schüler sollen die Elemente der 
Trigonometrie und Stereometrie in verbiltnissm%ssig frühem Alter lernen. 
Daher geht der Verfasser schr zweckm5ssig von Vorstellungen aus, die dem 
Schüler schon bekannt sind (Berechnung der regularen Vielecke) und 
berechnet ziierst die trigonometrischen Punctionen von 30°, 60°, 45', 7 Z 0  
etc. Alle Formeln werden zunachst uur  für spitze Winkel abgeleitet, aucli 
das Additionstheorem. Ers t  die Entwickelung des Sinus- und Cosinus- 
Satze~ giebt dem Verfasser Veranlassung, auch von dcn Functioncn stiimpfcr 
Winkel zii spreclien. - Eine Tafel der nattirlichen trigonometrischeu Zahlen 
ist beigefügt. Der zweite Theil enthiilt Aufgaben, wohlgeordnet und mit 
entsprechenden Vorbemerkungen versehen , von denen wir insbesondere auf 
die über die vier Berührungskreise eines Ureiecks aufmerksam machen. Mit 
Hilfe dieser gelangt man oft zu hochat eleganten L6siingen1 was hliufig 
nicht gentigend gewürdigt wird; auch hier scheinen uns diese Beziehungen 
nicht weit genug ausgentitzt. 

Ebenso geschickt wie die Einleitung in die Trigonometrie, ist die in 
die S t e r  e O rn e t r i e. n i e r  beginnt der Verfasser mit der Zergliederung 
des Wtirfels. Diese Zergliederung liefert die Bausteine zu dem ersten 
Theile, welcher von der Lage der Geraden und Ebenen etc. handelt. Der 
zweite Abschnitt handelt von den Korpern. (In C a v a l i e r i ' s  Grundsatze 
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Seite 19 befindet sich ein sinnstorender Fehler.) Dann folgen Aufgaben, 
der Anlage des zweiten Theiles entsprechend geordnet. Anerkennend her- 
vorheben wollen wir noch das Capitel über die Kartographie und die 
gcschichtlichen Notizen, welche auch der Trigonometrie beigefligt sind. 

Die Ausstattung ist eine vorzügliche, nur würden wir empfehlen, die 
wichtigsten Formeln nicht durch Unterstreichen, sondern durch Fettdruck 
hervorzuheben. Die AusfUhrung der Figuren ist tadellos; schade, dass 
einige, z. B. Fig. 31, so nachlassig gezeichnet sind. Scharfe RUge verdient 
auch der Urnstand, dass überall die Projection eines Kreises nicht als 
Ellipse, sondern als von KreisbGgen gebildetes Zweieck dargestellt ist. 

F. S C H ~ T T E .  

Leitfaden der Stereometrie für den Schulunterricht von FRANZ LUCRE, 
Gymnasiallehrer in Zerbst. Mit 9 lithographirten Tafeln. Leipig, 
Vcrlag von B. G. Toubner 1890. Preis M. 2. 80. 204 S. 9 Tafeln. 

Die Figuren zu diesem Buche sind dcr Billigkeit halber auf lithogra- 
Flirten Tafeln hinten angefiigt, was für den Gebrauch nicht sehr bequem 
ist. Dafür wird man aber reichlich durch die saubere Ausftihrung der 
mustergiltigen und sehr anschaulichen Figuren entschiidigt. Der e r s t e  
Theil handelt von den ungeschlossenen steraometrischen Gebilden, Ebenen 
in Verbindung mit Geraden und unter sich etc., und ist verhgltnissmassig 
kurz. Der z w e i  t e  Theil handelt von den geschlossenen Gebilden und k t  
sehr umfangreich. Es werden nicht nur die gewohnlichen stereometrischen 
Korper behandelt , sondern alle überhaupt mGglichen Gebilde, deren Ober- 
fllche oder Inhalt auf elementarem Wege ermittelt werden kann, auch solche 
mit windschiefen SeitenflBchen : Paraprisma, Interprisma, Antiprisma und 
Pyramide, sowie die durch Abstutzung erhaltenen Korper, Ponton, Obelisk, 
Keil, gedrehter Kegelstutz, Cylinder , Wanne, Glocke , Cylinderhufe; ferner 
die sogenannten spharischen KGrper , Kugel, Kugelabschnitt, Kugeltonne, 
Kreis - uud Ellipsenkant , Pyramidoid, Pyramidoidstutz, Prismoid. Die regu- 
k e n  Polyeder sind gebührend berticksichtigt. Der hier gegebene Reweis 
des Euler 'schen Lehrsatzes ist ausserst elegant und verdient wegen seiner 
Einfachheit vor anderen den Vorzug. E r  lautet:  Man kann jedes Polyeder 
in Tetraëder zerlegen. Baut man umgekehrt das Polyeder aus Tetraëdern 
auf, so hat man offenbar für das erste Tetrasder E +  F= E+ 2. Legt 
man nun a n  dieses das zweite, dann das dritte,  vierte u. S. W. mit der 
dcckenden Flache an, so vermehrt sich jedesmal E um 1, F uni 3-1, 
dagegen E um 3; die bciden Sumrnen bleiben also stets gleich. -- I n  den 
zweiten Theil sind entsprechende Aufgaben nebst ihren Losungen eingeflochten. 

Der d r i t t e  Theil enthalt Uebungsstoff und zwar vorzugsweise Con- 
structionsaufgaben (ohne Losung), Berechnungsaufgaben und zu beweisende 
Sztze. Die Auswahl ist eine sehr gute und die Aufgaben sind durchweg 
interessant. - Nach Angabe des Verfassers sol1 das Buch nicht für den 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Selbstnnterricht, sondern nur ftir die Schule dienen. Ausgezeichnet ist 
dasselbe durch die logische Entwickelung des Systems, die zweckmassige 
Aufeinanderfolge der SQtze, wodurch die Uebersichtlichkeit sehr gefordert 
wird; ferncr durch dio grosse Ausführlichkeit, die jedoch nicht selten in 
Breite ausartet. Wegen letzterer Eigenschaft kann das Buch, namentlich 
auf Gymnasien, nur mit Auswahl gebraucht werden. 

F. SCE~TTE.  

Die Elemente der  analytischen Geometrie des Raumes m m  Gebrauche 
an hoheren Lehranstalten, technischen Hochschulen, sowie zum 
Selbststudium dargestellt und mit zahlreicben Uebungsbeiepielen 
versehen von Dr. F. RLJDIO, Professor am Polytechnikurn in  Zürich. 
Mit 12 in den Text gedruckten Figuren. Leipzig 1891 bei B. G. Teubner. 
X ,  156 Seiten. 

Im XXXV. Bande dieser Zeitschrift , historisch - literarische Abtheilung 
Seite 37-38 haben wir die Elemente der analytischen Geometrie der Ebene 
beeprochen , zu deren Abfassung Herr R u  d i O sich mit Herrn G a n  t e r ver- 
einigtc. Konnten wir jencrn Buche cin unoingeschrhktes Lob aussprcchcn, 
so gebührt mindestens die gleiche Anerkennung der heiite uns vorliegenden 
Fortsetzung , der von II. R u d  i O allein verfassten Raumgeometrie. Analy- 
tische Geometrien des Raumes giebt es in betrachtlich geringerer Anaahl, 
als solche der Ebene, eine naturgema~se Folge des Umstandes, dass letz- 
tere an sehr vielen, erstere an sehr wenigen Anstalten gelehrt wird,  kaum 
irgendwo sonst als a n  Universitiiten und Polytechniken. Zoglingen dieser 
Anstalten pflegt man aber meistens die Raumgeometrie als Lehre von den 
Curven im Eaume und von den Oberflachen unter Anwendung, um nicht 
zu sagen als Anwendung das Infinitesimalcalcüls vorzutragen, und wenn 
Elementc der hoheren Rchandlungsweise vorausgeschickt werden, so be- 
schranken dieselben sich meistens auf das Nothdürftigste. Ein Tadel will 
damit so wenig ausgesprochen aerden ,  dass Referent selbst seine vierstündige 
Sommervorlesung liber analytische Geometrie der Ebene und des Raumes 
riach diesem Plane zu halten gewohnt ist. Vielleicht wird darin eine Aen- 
derung eintreten, seit Herr R u  d i o  auf noch nicht 10 llruckbogen, von 
welchen überdies ein gar  nicht unbetrachtlicher Raum durch Aufgaben in 
Anspruch genommen ist, gezeigt ha t ,  dass man mit sehr elementaren Be- 
trachtungen recht weit kommen kann ,  ohne an Zeit zuzusetzen, was an 
Mitteln erspart wurde. Ein wesentliches Merkmal der Unterscheidung des 
neuen Buches von alleu alteren Elementarschriften über analytioche Geo- 
metrie des Raumes besteht in der Anwendung der Gauss'schen Einheits- 
kugel, welche schon auf Seite 1 9  auftritt und auf Seite 22 es gestattet, 
siimmtliche Richtungen des Raurnes durch die Punkte der Oherflache der 
Einheitskugel abzubilden. Gegen Ende des Buches, Seite 133, sind dann 
sogar die G a u s s  'schen Fliichencoordianten u, v eingeftilirt. Wie die Ein- 
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6 8 Historisch - literarische Abtheilung. 
.^;_________ - _ ^  ._-.. ...,... ~ ;_- ____,_ ,.____- 

heitskugel zu sehr einfaclier Diirstellung rnanclier Dinge fiihrt, mag die in 
$ 1 3 ,  Seite 27-29 behandelte Aufgabe der Bestimmung eiiier zu zwei 
gegebenen Richtungen normalen Geraden zeigen. Die Puukte, welche die 
gegehenen Richtuugen abbilden, werden durcli einon Gitisstenkreis der Ein- 
heitskugel verbunaeu und dann die Endpunkle des ~ u f  diescm Grossten- 
kreise senkrechten Durchmessers gesucbt. Unter den in elcmeutaren Schrifteii 
sonst nicht regelmiissig auîtreteuden Gegeiistünden erwiihnen wir das Ebneii- 
blischel (Scitc 69) und Ebncnbündcl (Seite 72). Wir  erwahueii auch, die 
Kreislinie im Haume (Seite 103), die Veieinigong vou Kugel und Geraden 
(Seite 1061, ohne damit die Dinge eischopft zu haben, welche wiï als 
bemerkenswerthe empfehlen mochten. Dem einen Leser wird wahrscheinlich 
der eine, dem aiideren der andere Abscliuitt besser gefallen, sicherlich wird 
aber das ganze Buch so viele Freunde a19 Leser gewinnen. 

CANTOR. 

Die B r  O car  d'schen Gebilde und ihre Beziehungen xu den verwandten 
merkwürdigen Punkten und Kreisen des Dreiecks. Von Ur. A.  EMME- 
R I C H ,  Gymnasiallehrer zu Mülheim a. d. Riihr. Mit 50 Figuren im 
Text und einer lithographischen Tafel. Berlin, 1891 bei Georg 
Reimer. XIV, 354 Seiten. 

I m  XXXV. Bande dieser Zeitschrift, historisch-literarische Altheilung, 
Seite 34-35, ist ein Programm des gleichen Verfassers angezeigt, welches 
mit dem B r  ocard 'schen Winkel sich beschiiftigte. Das heute zur Be- 
sprechung gelangende Buch ist eine Fortsetzung und Erweiterung jener 
Programmahhandlung. Herr E rn m e r  i c h ha t  ntimlich nicht nur die Winkel o, 
sondern alle elementargeometrische Gebilde der neuesten Dreiecksgeometrie, 
die Punkte,  die Geraden, die Kreise, durch welche vereinte Bemüliungen 
rsumlich und national getrennter Forscher die Wisscnschaft bercichert haben, 
im Ziisammenhange betrachtet, ohne anderer Hilfsmittel sich zu bedienen, 
als der der Planimetrie und de r  ebenen Trigonometrie. Nur anhangsweise 
sind die auf ein rechtwinklig geradliniges Coordinatensystem bezogenen 
Coordinaten von 24 Punkten angegeben, eine ganz bequeme Hilfstabelle 
fur Anweildung der analytischen Geonietrie auf die in Rede stehendenTtrc- 
bilde. Die Kegelschnittbeziehungen, welche gleichfalls einen keineswegs 
geringfiigigen Bestandtheil der Dreiecksgeometrie ausrnachen, hat  Herr E m - 
rn e r  i c  h aus seiner Zusammenstellung ausgeschloesen. Ihre Aufnahme 
wlirde , meint er , die einheitlich elementare Anordnung zersttirt haben und 
verhindert haben, einzelne Abschnitte als ziisaminenh8ngende Reispielgruppen 
dem Unterrichte in  Oberclassen zu Grunde zu legen. So gewiss jeder Ver- 
fasser selbst zu bevtirnmen bat,  welche Grenzen e r  seinen Vertiffentlichungen 
zu stecken wtinscht, so rnochten wir jener Begrtindung dei. gelibten Ent- 
haltsamkeit doch niclit heipflichten. F ü r  den Schüler ist  das Buch doch 
nicht geschrieben. Dass dieser es benutze, ist schon diirch die mehrfachen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Beweise der meisten Satze ausgeschlossen. Wenn aber der Lehrer das Buch 
benutzen sol1 und es gewiss mit Erfolg benutzen wird, um ohne allziigrossen, 
durch Nachschlagcn in zahlreichen Zeitschriften und Programmen vcrursachten 
Zeitverlust sich. mit den beliandelten Theorien bekannt zu machen, so sehen 
s i r  nicht ein, warum für ihn nicht einige weitere Capitel beigefügt werden 
konnten, allerdings andere Vorkenntnisse voraussetzend, aber docli nicht 
solche, Uber welche nicht jeder Lehrer verftigt. Vielleicht holt Herr E m -  
mer i  c h  in einem Nachtrsge oder in eiiier Programmabhandlung nach, was 
gleich lins gewiss viele Leser vermissen. Dem eigentlichen Buche ist ein 
drei Seiten langes chronologisch geordhetes Veizeichniss stimmtlieher Quellen 
voi.aiisgeschickt. Bei dessen Durchsiclit fiel uns auf ,  dass auch nicht ein 
einziger italienischer Namen uiiter deil Schriftstelleru, welche zu erwiihnen 
mareu, vorkommt. Sollten wirklich die Italiener keinen Geschmack a n  der 
Dreieckegeometrie finden, oder ist die Lticke durch die Schwierigkeit, elemen- 
tCw-mathematische Sammelschriften zu erhalten, zu erklaren? 

- --- - 
CANTOR. 

A treatise on plane trigonometry bei E. W. H o n s o ~ ,  M. A.! fellow and 
assistent- tiitor of Christ's (iollege , Cambridge, and university -1ec- 
turer in mathematics. Cambridge 1891 a t  the University press 
X V ,  386 png. 

Wenn eine ebene Trigonometrie sich aiif melir als 22 Druckbogen aus- 
dehut, so kanu man erwarten, dass der Inhalt dem Tite1 mehr als nur  
eiitspriclit, dass nusscr dciijcnigen Dingeu, welchen man gewohnt ist in 
glinlich benannten Werken zu bugegnen, auch noch vicles Anderc bchandelt 
sein wird. Dieve Erwartung wird durch Herrn H o b s  on ' s  Werk reichlich 
erfüllt. Es hnt so Vieles in sich aufgenommen, dass man fast a n  der Re- 
rechtigung jenes Titelv zweifelri mochte. Wer z. B. wird in einer ebenen 
Trigonometrie ein vollsiiiudiges, ausftihrliches Capitel Uber Heihencoriver. 

genz, eiq anderes über iinendliche Pioducte, ein drittes über die Anfmgs- 
gründc der Lehro von den complexen Zahlen crwarten? Sic finden sich 
aber vor und zwar in einer ,4nsdehnung und zugleich einer Strenge der 
Entwickelung , welche sie auch für andere Zwecke eines jugendlichen Lesers 
ausreichend macht, als nur  znm Verstandniss der in einer ebenen Trigono- 
inetrie auftretenden Anwenduugen dieser Lehrcn. Wenn wir von einern 
jugendlichen Leser reden, so ist  dieses iin Sinne des Verfassers gesprochen, 
der clic Benutzer seines Buches als eolche sich dcrikt, welche in  ihm mit 
der Trigonometrie sich bekannt zu machen, zugleieli aber die weitere Ah- 
sicht haben, bei der Trigonometrie nicht stehen zu bleiben, sondern von 
ibr aus zu den hoheren Theilen der Mathematik zu gelangen. Nicht gar  
selten'sieht es tibrigens so aus ,  als denke Herr H o  b s o n  sich jenen hohereii 
Standpunkt schon erreicht, wenn er Siitze einfliüht, wie z. B. .für solche 
Leser, die mit dem T a y  lor 'schen Lehrsatze schon bekannt sindu u. S. W. 
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An Beispielen ist eine sehr stattliche Auswahl vorhitnden und es ist  beson- 
ders anzuerkennen, dass dieselben nach zwei Richtungen zur Uebung dienen 
konnen. Die eine Gruppe von Beispielen fordert das Heimischsein in den 
vorgetragenen Stitzen und entwickelten Formeln, die andere die praktische 
Anwendung jener Formeln auf bestimmte Zahlenwertlie. Dem entsprechend 
ist auch von der Herstellung von trigonometriscben Tafeln in einem heson- 
deren IX. Capitel weit ausfilhrlicher die Rede, als man es in anderen Tri- 
gonometrien findet. Uns personlich bat gerade dieses Capitel besonders 
g u t  gefallen. Wcnn wir uns gestatten sollen, auch zwei klcine Fragen an 
Herrn H o  h s  o n  zu stellen, so geht die eine dahin, warurn er fortwahrend 
Hypothenuse mit th drucken lasst, die andere, wie e r  d a m  kommt, auf 
einer ünd derselben Seite 31 einen solchen Widerspruch dem Schüler zu 
bieten wie der in den Rezeichriiingen sin -' x = arcsin x , cot4A = (cot A)2 
enthaltene'? Wird der leider vie1 verbreitete Missbrauch der Potenzirung 
dcs Functionalzeichens, wo Potenziriing der Fonction gemcint is t ,  geduldet, 

1 
so liann sifi- l nichts Anderes bcdeuten als (sifi x)-' = .- und ist 

sz'n 2 
sin- ' x wirklich arcsiqz x ,  womit n i r  uns gcrn befreunden, so kann cot2A 
nur cot (cot A) bedeuten. 

The number - agstem of algebra treated theoretically and historically by 
HENRY B. FINE,  ph. D. ,  Professor of mathematics in Princeton 
Collcge. Leach, Shewell & Sanborn. Boston and Kcw-York 1891. 
I X ,  131 pag. 

Die elementare Arithmetik nach Strenge und Folgerichtigkeit der Ent- 
wickelung der Lehren der Punctionentheorie nahe zu bringen, mit welchen 
sie ohnedies in dem Augenblicke zusammentrifft, wo eine negative Basis 
auf eine Potenz mit gebrochenen Exponenten geradzahligen Nenner erhobeu 
werden soll, ist  ein Bestreben, welchem deutsche Schriftsteller seit etwa 
40 Jahren sich zuwandten. Referent darf vielleicht auf seine Elementar- 
arithmetik von 1855 als einen der ersten Versuche dieser Art hinweisen. 
Herr  F i n e  ocheint, seinem Vorworte nach, der erste amerikanisclie Sclirift- 
steller ghnlicher Richtung zu sein, und wie der allgemeine Stand mathe- 
matischen Denkens und Wissens in  den letzten Jahrzehnten sich in kaum 
zu sagender Weise gehoben hat ,  so auch diese h6here Elernentararithmetik, 
wenn man die widersprechenden Worter in  Verbindung bringen darf. Herr 
F i  n e  hat kein sog. ,,Textbooku verfasst , noch verfassen wollen. Rechnen 
lernen wird Nicmand aus seiner knappen Ilarstellung, wohl aber die ver- 
schiedenen Zahlenarten, die Nothwendigkeit ihrer Einführung zur allgemeinen 
Giltigkeit der Regeln für die verschiedenen Eechnungsverfahren begreifen 
lernen. Wie weit man in einem solchen Ruche zu gehen hat ,  ist  wesentlich 
Ceschrnackssache des Verfassers. Herr F i n  e hat auch das G auss'scbe 
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Fundamentaltheorem der Algebra und das Nothwendigste aus der Lehre 
von der Convergenz reeller und complexer Reihen mit eingeschlossen, ohne 
natürlich eine vollstandige Reihenlehre zu geben. So der Inhalt der ersten 
80 Seiten. Die noch folgenden 50 Seiten enthalten einen Abrias der Ge- 
scbichte der Arithmetik und Algebra, der ganz gut gemacht ist. Wesent- 
liche Irrthümer sind uns darin nicht aufgestossen. Eine Vollstiindigkeit 
konnte selbstverst~ndlich auch hier nicht angestrebt, geschweige denn erreicht 
werden. CANTOR. 

Die Sirenen. Ein Beitrag zur Entwicklungsgeschichte der Akustik, Theil 1, 
von Dr. ERNST ROBEL, Oberlehrer. Wissenschaftliche Beilage zum 
Programm des Luisenstadtischen Realgymnasiums zu Berlin. Ostcrn 
1891. [1891. Programm Nr. 981 Berlin 1891. R. Giirtner's Ver- 
lag (Hermann Heyfelder). 29 Seiten. 

Im Sommer 1681  zeigte R o b e r t  H o o k e ,  der geniale Erfinder so 

vider Versuche, die Erzeugung von T h e n  durch schnelle Umdrehung 
gezahnter Messingriider. Der Italiener S t a n c a r i  machte 1706 ahnliche 
Versuche mit Vorr i~ht~ungen von grtisseren Ahrnessungen. E r  bediente sich 
eines mit 200 Nageln besetzten h6lzefnen Rades von 3 Fuss Durchmesser. 
Der dritte Physiker , welcher ahnliche Versuche anstellte, war wieder ein 
Englander J O  h n R O b i s O n , der in dem letzten Jahrzelint des XVIII. Jahr- 
huuderts eino Art von Theorie g a b ,  in  welcher als Haiiptsatz hervortrat, 
dass ein Ton nicht iiur durch die regelmassigen Schwingongen elastischer 
Korper, sondern auch durch getrenute Schlage hervorgebracht werden kann, 
sofern dieselben uur in  regelmassiger Wiederkehr und mit genügender Ge- 
schwindigkeit erfolgen. Die Leistungen der genaunteu drei Physiker bilden 
die Vorarbeiten zur eigentlichen Erfindung der sireneu, mit welcher C a  g - 
n i a r d  d e  l a  T o u r  1819 in die Oeffentlichkeit t ra t ,  und wclcho er bis 
1840 fortwahrend erweiterte und vervollkommnete, so sein Erfinderrecht 
wahrend, auch nachdem es ihm zu Gunsten R o b i s o n ' s  streitig gemacht 
worden war. F e l i x  S a v a r t  hat gleichzeitig mit den spiiteren Arbeiten 
von C a g n i a r d  d e  l a  T o u r  die Zahnradsirene, welche gegen die Loch- 
sireue in den Hintergrund getreten war,  vervollkomrnnet und mit ihrer 
EIilfe die Frage nach den Grenzen der Horbarkeit gebildeter T6ne zu beant- 
worlen gesucht. Das dürfte als Inhaltsverzeichniss der auf Studium der 
Originalarbeiten sich gründenden Abhandlung von Hrn. R O b e 1 zu betrachten 
sein. Ein JI. Theil,  vermuthlich der niichstjahrigen Programmbeilage vor- 
behalten , verspricht die spzteren Untersuchungen von O h m  , von H e  1 m - 
h O 1 t z, von K 6 n i  g in  Xhnlicher Weise zusammenzufassen. 

CANTOR. 
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7 2 Historisch - literarische Abtheilung 

Topologische Stndien über d ie  a u s  r ingiormig geechlossenen Bandern 
d n r c h  gewisse Schnit te  erzengbaren Gebilde. Von Dr. FRIEDRICH 
DINOELDEY, Privatdocent a n  der techiiischen Hochschule zii Darm- 
stadt.  Mit 37 Figuren im Text und 5 lithographischen Tafeln. 
Leipzig, bci B. G. Teubner 1590. Bo. V I I ,  54. 

Die vorliegende Schrift gehort der Richtung an, welche von 0. S i m o n y  
durch seine originellen Aufsatze Iiber verschlungene und verknotete Gebilde in 
die Wissenscbaft eingeftihrt wurde. Sie zerfillt in  4 Abschnitte. Der erste giebt 
einen dankenswerthen Ueberblick Uber die historische Entwickelung der 
geometrischen Disciplin, welche mari a19 Topologie oder Analysis situs zu 
bezeichnen pflegt,. Den einschl%gigen Untersuchungen von L e i b n i t z und 
L i s t i n g ,  voii T a i t ,  von S i m o n y  und von D y c k  is t  je  ein Pnragrapli 
gewidmet. Entsprechend der S i  m o n  y ' d e n  Oeschmacksrichtung sind die 
für die analytisclie Pormulirung topologischer Probleme wichtigen Hilfs- 
mittel, wie der S t urm'sche  Satz ,  das G a u  s s'sche Verschlingungsintegral, 
die K r o  n e c k e r'schen Ctiarakteristiken weniger stark betont , als es bei 
anderer Auffassungsweise der Fa11 sein würde. Die Untersuchungen über 
den Zusammenhang von F l a c  h e n  - irn Anschluss an R i e m a n n  - sind 
wohl deswegen weniger ausführlich besprochen, weil es dern Verfasser 
schliesslich mehr ituf die topologische Cu r v e n theorie ankommt. Doch 
vermisst man ungern die Erwahnung des schonen Aufsatzes von Mobius 
Liber die Elementarverwandtschaft , * der auch auf die Weiterentwicklung 
der  Disciplin anregend eingewirkt hat."" 

Der 2. Abschnitt behandelt Gebilde, welche aus einem beliebig 
oft tordirten, geschlossenen Bande durch Ftihrung von in sich zurilck- 
laufenden Langsschnitten entstehen; er ist ohne Aeiideruug mit Zustirn. 
mung S i m o n  y ' s  einer Ahhandlung *** desselben entnommen. Es ist daher 
a ~ w h  die Angabe der  A r t ,  wie man die Torsion eines verkuoteten Bandes 
bestimmt (S. 20), sowie die Angabe der Aequivalenz einer ,,Ueberkreua- 
ung" zweier Streifentheile mit  einer Torsion von + 2 n  (S. 23) ganz sa 
gefasst wie hei S i  rn o n y .  An diesen Stellen hatte der Verfasser gut ge. 
than,  die popular gehaltenen und nicht einwurfsfreien Ausflihrungen Si-  
m o n y ' s  durch eine exactere und wenn nicht eisch6pfelide, so 'doch die 
Schwierigkeiten nicht verdeckende Darstellung zu ersetzen , aller wenigstens 
die auf die Torsionsbestimmung beztigliche Anmerkong 5) bei S i m  o n  y t 

* Theorie der elementaren Verwandtscliaft. Ber. der k. sachs. Ges. cl. Wiss, 
math.-phys. Classe 1863, Bd. 15. In den ges. Werken II. Bd., S. 433. 

** Vergl. W. D y c k ,  Beitriige zur Analysis situs. 1. Yitth. Ber. d. k. siichs. 
Ges. d. Wiss. math.-phys. Klasse 1885. S. 314. 

*"* Gemeinfassliche, leieht controlirbare LGsung der Aufgabe, in ein ringfirniig 
geschlossenes Band einen Knoten 211 maclien etc. Wien 1881. 3. Anf l .  Gerold u. Co. 

t ,,Dieser Satz hat lediçlich den Wertii einer empirischen Regel, welche xmar 
speciell für die hier in Betracht komn~enden Knotenformen richtige Resultatc 
liefert, irn Allgemeinen jedoch keine unhedingte Giltigkeit b e ~ i t x t . ' ~  
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mit abzudrucken. Der Unterzeichnete hat  versucht, zur Klarung der hier 
vorliegenden Unklarheiten durch einen Aufsatz beizutragen , auf den hier- 
mit verwiesen sei.* 

Der dritte und vierte Abschnitt. bringen eigene Untersuchungen des 
Herrn D i n  g e l d  e y. Im dritten werden geschlossene Bander in folgender 
Weise behandelt: Zwei Flacbenelemente des Randes werden durch Zusammen- 
biegen und Drehen irgendwie zur Deckung gebracht, um eine zu ihrer 

7c 
Flache senkrechte Achse ein gerades Vielfache von , gegen einander ver- 

2 
dreht, hierauf in  dieser verdrehten Lage mit einander verbnnden (zusammen- 
geleirnt) und schliesslich wird a n  der Verbindungsstelle ein Querschnitt 
geführt. Herr D i n g e l  d e y  zeigt , daus, abgesehen von der grtisseren 
Mannigfaltigkeit bezüglich der in den Bandern schliesslich Iibrig bleibenden 
Torsioncn, diese Operation nur eine Abtindcrnng des im vorigen Abschnitto 
besprochenen S i  m O n y'schen Processes darstellt. Das Verfahren führt 
dalier auch xu keinen neuen Knoten oder Verbindungen. 

Wenn man die Rotationen nicht zu geraden, sondern zu ungeraden 
n; 

Vielfachen von - ausfiihrt, und statt  des Querschnittes oben den ,,Mittel- 2 
schilitt" anwendet, ergeben sich Gebilde, die unter den von S i m o n y  aus 
Kreisringen erhaltenen4* sich befinden. Herr  D i n g e l d  e y hat keine Er-  
klirung für diese ihm auffallige Thatsache; wir wollen zur Erganzung hier 
eine solcho geben. 

Beschreibt man Herrn D i n g e l  d e y 's  Operation in folgcnder Weise : 
Man denke sich ein geschlossenes untordirtes Band i n  Porm 

zmeier sich deckenden Rechtecke R ,  R' gebracht - vergl. Fig. 5 
bei D i n  g e l d  e y - und die Mittellinien dieser Rechtecke kreuz- 
weise gezogen. Dadurch wird das ganze Band i n  vier andere 
Rechtecko r,, r,, r,, r4 getheilt, deren jedes zur Halfte in  R, zur 
Hiilfte in R '  l iegt,  und die alle vier in xwei sich dcckenden 
Punkten z u s a m m e n s t ~ ~ ~ e u  , den Nittelpunkten m, m' der u r ~ p r ü n g -  
lichen Rechtecke R ,  R'. Eine Rotation dss Streifentheiles R urn 

X 
m im Betrage von (2% +1) hat  eine cyklische Vertauschung der 

in m zusammenstossenden Rechtecksecken zur Folge. Diese Ecken 
sind nach der Rotation mit den von ihnen bedeckten des nicht 
rotirten Streifentheiles R' zusainmenzuleimexi und die Mittellinien 
sind als Schnitte zu denken, 

so wird man unschwer deren topologische Identitat mit einem speciellen 
Fa11 eines S i  m on y 'schen Knotenbildungsverfahrens *** einsehen , das seiner- 

* Vergl. S. 106 des vorliegenden Eeftes der Zeitschrift. 
** Sitzb. d. Rais. Ac. d. Wiss. in Wien. Bd. 85, Abth, 2 ,  8. 907 o. ff. oder 

Math. Ann. Bd. 24, S. 233 ff. 
*** Wiener Sitzb. II. Abth. 1887, S. 193 u. ff. 
Hiet.-lit. Abth1,-. d. Zeitschr. P. Math. o. Phys. XXXVIf, 2. 6 
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seits mit dem auf Kreisringe angewandten topologisch aquivalent ist und 
kurz so heschrieben werden kann : 

Man denke sich zuerst di0 Seitenkanten eines reguliiren 
fi- seitigen senkrecht abgeschnittenen Prisma's als Fiiden, dann die 

4n; 
Deckpolygone ein Vielfaches von - um die Prismenachse gegen 

n 
einander verdreht, wodurch sich die Faden in einer bestimmten 
Weise zu einem Zwirn Z zusammendrehen, und hierauf die nun 
correspondirenden Fadenenden mit e iuauder  verbunden durch 
Faden, die in der neuen Lage der Polygone Prismeiikanten ent- 
sprechen. I n  Anbetracht des Folgenden ist cs zweckmtissig, sich 
den Zwirn nie ganz zusamrnengedreht, sondern stets in Forin 
einer Rohre zu denken. 

Die vier Rechtecksecken um m und die vier um rn' im ersten Ver- 
fahren sind den Ecken zweier quadratischen Prismenschnitte, die 4 Recht- 
ecke I;, r , ,  r,, % den 4 Fadenkanten des Prisma's Xquivalent, an Stelle 
der Verbindungsfaden entsprechender Ecken der verdrehtcn Quadrate tritt 
die directe Verbindung (durch den Leim). 

Zunachst zwar ist das D i n  g e  1 d e  y 'sche Erzeugniss d noch nicht ganz 
congruent mit dem S i m O n y 'schen 2; diese Congruenz würde vielmebr 
dann eintrcten, wenn man die Verbindung der verdrehten Polygcnecken 
bei letzterern nicht l h g s  der Aussenseite wie oben, sondern durch den 
Innenraum der Zwirnrohre ausftihrte; aber es ist offenbar, dass ein so 
erhaltenes Gebilde Z' sich durch einfache Urnstlilpung in ein Gebilde 2 
verwandelt. Dabei ist nur noch zu beachten, dass zwei durch rjmsttilpung 
aus einander entstehende Gehilde Z und 2' eine entgegengesetzte Ver- 
drehung der Deckpolygone gegen einander aufweisen. 

Im 4. Abschnitt kntipft Herr  D i  n g e l  d e y an andere Untersuchungen 
von S i m  O n y * und S c h u s t e r " "  an. Es handelt- sich um Gebilde, die 
aus beliebig vielen von einer Stelle ausgehenden, an einer andern Stelle 
wieder zusammenlaufenden , beliebig tordirten Streifen bostehen. 1st bei 
Besprechung derselben der Ausdruck , ,Flacheu kaum ganz zu umgehen, so 
dürfte doch die Bezeichnung ,,geschlossene Flache '' besser ftir randlose 
Fliichen reservirt bleiben , da man bei der S i m  o n  y - D i n  g e l  d e y 'schen 
Redeweise zu der Sonderbarkeit kommt,  ein einrandiges Fliichensttick ohne 
Loch als nicht geschlossen, ein FlBchenstiick mit Lochern dagegen als 
geschlossen zu bezeichnen. 

n e r r  D i n  g e 1 d e y untersucht speciell , welche Torsionen in den Streifen 
. angebracht sein miissen, damit - nach S i  m o n  y 'scher Terminologie - 

e i n e  e i n f a c h e  V e r b i n d u n g  oder V e r k n o t u n g  entsteht, wenn die 

* Sitzb. d. Kais. Ac. d. Wiss. in Wien Bd. 84, Abth. 2 ,  S. 2.55 u. ff.; Math. 
Am. Bd. 1 9 ,  S. 119 u. ff. 

** Sitzb. d. Kais. Ac. d. Wiss. in Wien Bd. 97 ,  Abth. 2 ,  S. 317 u. fF. 
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Mittelschnitte ausgeftihrt wcrrlcn, und giebt eine graphische Darstellung 
seiner Result,ate im Anschluss an S chi l  s t e r ' s  Abhandlung, die tibrigens 
ohne Lectüre der letzteren nicht verstandlich ist. 

Ob und warum der Verfasser seine Aiifz%hlung ftir vollutZndig hglt, 
wird nicht sngegeben, ebensowenig Anzahl und Ausdehnung der Experi- 
mente, aus denen inductiv auf gewisse Allgemeingiltigkeiten geschlnssen 
ivurde. 

Die experimentelle Auffindung der auf Seite 46-51 niedergelegten 
Resultate erheischte gewiss vie1 Mühe, Umsicht und Geschicklichkeit und 
gab wohl auch manche Einbliçke in das Wie und Warum. Schade, dass 
d a v o n  der Leser durch die Lecture so gar  nichts erlernen kann. 

M ü n c h e n ,  Juli 1891. HERMANN BRUNN. 

Arithmetik und Algebra fiir h6here Schulen und Lehrerseminare , beson- 
ders zum Selbstunterricht. I n  engster Verbindung mit der Geo- 
metrie zur Versinnliehung der Zahlbegriffe , Theorien , Operationen, 
Lehrsatze und Auflosung von Aufgaben systematisch bearbeitet von 
WERNER JOS. S C A ~ L L E R ,  Seminarlehrer in  Boppard a. Rh. Leipzig 
1891, bei B. G. Teubner. XIX,  452 S. 

Der Verfasser hat seinem Bande ein ziemlich umfangreiches Vorwort 
vorausgeschickt, in welchem er  sein plidagogisches Glaubensbekenntniss da- 
hin ablegt , es müsse auch im arithmetisch - algebraischen Unterrichte iihnlich 
wie in den meisten anderen Fiichern der Lehrer inductiv verfahren. E r  
solle von bestimmten Zahlenbeispielen ausgehen, solle a n  diesen die ihnen 
genieinschaftlichen Eigenschaften, beziehungsweise Lehrsatze, bemerklich 
machen und dann erst eine Beweisftihrung anschliessen. Nur so gewinne 
die allgemeine Arithmetik den Vortheil , welchen die Geometrie vermoge 
der Anschaulichkeit ihrer Piguren von vornherein besitze, dass der Inhalt 
der Lehrsatze sofort klar werde und nur deren Beweis noch Schwierigkeit 
mache. Ein zweites Dogma für den Verfasser ist das Vorangehen der 
Geometrie vor der allgemeinen Arithmetik im Unterrichte, so dass die 
Geometric innerhalb der Arithmetik zur Versinnlichung und Vcrdeutlichung 
benutzt werden k6nne. Herr  S c h t i l l  e r stimmt in beiden Rehauptnngen 
mit zu gewiegten Schulmiinnern tiberein, als dass wir unsere, der zweiten 
Ansicht durchaus widersprechende Meinung ihm entgegenhalten mochten. 
Nur um unsere wiederholt ausgesprochene Ueberzeugung nicht zu ver- 
leiignen, bemerken wir ,  dass unseres Dafiirhaltens die ersten Anfange des 
Buchstabenrechnens gleichzeitig mit dem Zrahlenrechnen vor der Geometrie 
gelehrt werden miissen, was Versinnlichungen a n  geraden L i n i ~ n  keines- 
wegs ausschliesst. Herr  S c h l i l l e r  ist  in dem ganzen Verlaufe seines 
Buches seinem Programm treu geblieben und hat  dadurch einen innerlich 
und ausserlich einheitlichen Lehrgang hergestellt. Zwei Kleinigkeiten miissen 
wir bemiingeln, welche formel1 erscheinen mogen, aber wesentlicb sind da, 
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wo die Form zum Wesen gehort. Klammern dürfen bei Proportionen 
nicht weggelassen werdeii. E3 ist durchaus unzulassig zu drucken, wie es 
S. 210, 214 und hiiufiger geschah: 

a +  b : c + d = b : d  
anstatt  ( a  4 b ) : ( c + d ) =  b : d .  

Gleichhpiiszeichen ferner dtirfen niemals unvermittelt zwischen zwei Zahlen 
erseheinen , ausser um anzudeuten, dass dieselben einander gleich sirid. 
E s  ist mithin unzulassig (S. 189) zu drucken: 

So ist z. B. die Qiiersiirnrne von 

7 9 5 8 4 = 7 + 9 + 6 + 8 + 4 = 3 3  

anstatt:  Die Quersumme von 79584 z. B. ist 

7 + 9 $ - 5 + 8 + 4 = 3 3 .  

Vernachkssigung dieser beiden wichtigen Regeln im Lehrbuche kann sehr 
schlimme Angewohnheiten und , daraus entstammende Rechenfehler der 
Schiiler zur Folge haben. CANTOI~, 

Lehrbuch der unbestimmten Gleichungen des ers ten Grades (Diophan. 
tische Gleichungen). Sammlung von 374 Zahlen -, Buchstaben - 
und Textaufgaben in vollstrindig geloster Form und zahlreichen Er- 
klarungen und Erlëuterungen nebst den Abhandlungen des Bachez 
de Mkziriac im franzosischen Originale mit beigefügter deuts~hcr 
Uebersetzung. Fiir das Selbststudium und zum Gebrauche an Lehr- 
anstalten bearbeitet zum Theil nach System K l e y  e r  von 
W. FR. S C H ~ L E R .  1. Ruch. Stut tgart  1891. Verlag von Julius 
Waier, VI I I ,  176 S. 

Der Verfasser erklart tiich in der Vorrede als Feind der Schablone. 
Er geht i n  dem an sich lobcnswerthen Bestreben, eine solche zu vermeiden, 
aber doch wohl zu weit, indem er die Darstellung der Methoden, welche zur 
Auflosung der unbestimmten Gleichungeu ersten Grades angegeben worden 
sind, gleichfalls vermeidet. Sie s$len erst in einem zweiten Buche er- 
~che inen ,  und dadurcli wird der Inhalt des ersten Uuches für elf Uruck- 
bogen etmas solir dürftig. Wer damit sich hegnügcn will und kann, was 
ihm hier geboten wird, sich anzueignen, wird bei der grossen Anzahl von 
Beispielen ganz gewiss ohne sonderliche Geistesanstrengung, dagegen mit 
recht bedeutendem Zeitaufwand sein Ziel erreichen. Auf S. 8 finden wir 
upter einigen geschiohtlicheu Bemerkungen den Satz: ,,Merkwtirdigerweise 
findet eich i n  dem Worke D i  O p h  a n  t ' s  keinc einzige unbestimmtc Gleicb- 
u n g  des ersten Grades behandelt." Die Thatsache ist wahr, merkwürdig 
ist daran gar  nichts , denn D i O p h a n t k O n n t e das , was heute mit grossem 
Unrecht D i  O p h  a n  t i s c h e Gleichung des ersten Grades genannt wird, nicht 
behandeln. D i o p  h a n t  dachte nur an r a t i o n  a l e  Aufl6sungen nnbestimmter 
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Gleichungen , nicht an g a n  z z a h l i  g e. Eine iinbestimmte Gleichung 
zweiten, dritten Grades mittels rationaler Zahlen zil erflillen, war daher 
für ihu eine verlockeude Aufgabe, aber was hatte ihn bestimmen konnen, 
mit ax + b y = c sich zu beschiiftigen, wo jedern rationalen x ein ~hnl iches  
y zur Ssite steht und umgekehrt? Hochstens daraiif hatte er sein Augen- 
merk richten konnen , den Diorismus anzugebcn, welcher die Erftillbarkeit 
der Gleichung in Grenzen schlieset, da negative Wurzeln für ihn nicht 
vorhanden waren. Dieser Diorismus aber liegt,  sowohl wenn a und b 
beide positiv sind, als auch wenn sie verschiedene Vorzeichen besitzen, so 
nahe, dass der geistreiche D i O p h a n t seine Leser damit nicht langweilte. 
Vielleicht mag er wenige Worte darliber in  einer Anmcrkung gesagt haben, 
welche dann, gleich manchem Anderen, z. B. der Lehre von den bestimmten 
quadratischen Gleichungen , verloren ging. 

CANTOR. 

Bilder aus der  Geschichte der  Phgs ik  für Freunde der Naturwissen- 
schaften und für Studirende an hoheïen Schulen. Von Dr. ECGEN 
NETOLICZKA, kaiserl. Rath,  Professor der  Physik i. R. in Gruz, 
Bitter des k. k. Gsterr. Franz - Josef - Ordens , Beeitzer der goldenen 
Medaille für  Kunst und Wissenschaft und des Verdienstkreuzes des 
grossherz. Mecklenb. Ordens der wendischen Krone. Nach dos 
Verfassers Tode fortgeaetzt und durchgesehen von Dr. A. WACH- 
LOWSKI, k. k. Gyrnnasialprofessor. Wien und Leipzig 1891. Ver- 
lag von A. Piclder's Wittwe und Sohn, Buchhaudlung fiir pada- 
gogische Literatur. 263 S. 

Wenn Herr W a c h l o w s k i  in der Vorrede dem physikalischen Unter- 
richte mehr a18 dem in irgend einem anderen Gymnasialgogenstande das 
Verdienst eingeraumt wissen will, den Schiiler zu einer beetimmten Welt- 
anschauung führen zu konnen, und wenn er namentlich dann dieses Ziel 
fur erreichbar hiilt, wenn der Unterricht in geschichtlicher Zeitfolge er- 
theilt wird, wenn er das allmiilige Entstehen der heutigen Ansichten sus 
uach und naeh vcrlasscncn Irrthümern erkennen llisst, so sind wir voll- 
kommen mit ihm einverstanden. Eine ganz andere Frage ist es, ob die 
von EIerrn N e t o l i c z k a  begonnenen, von Herrn W a c h l o w s k i  zu Ende 
geführten Bilder aus der Geschichte der Physik dem Schiiler in die Hand 
gegeben werden sollen, damit er iu ilinen das in der Schule Gehorte im 

Zusammenhmge nachlesen konne. Das Büchelclien ist  in seinen ein~elnen 
Capiteln allau ungleich, als dass eine Empfehlung desselben nicht ungemein 
vorsichtig erfolgen dürfte. In  manchen Abschnitten, und insbesondere in 
den alteren, sind so wesentlich neue Dinge vorgetragen, dass wir ohne 
beiondere 13egründung derselben, welche Verfasser und Fortsetzer sich 
geschenkt haben, ihnen Glauben beizumessen Anstand nehmen. Wenn 
S. 8 von A r c h i m e d  gesagt is t ,  ,,er bestimmte bereits die Dichte verschie- 
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dencr Flüssigkciten mittelst eines aus Blech verfertigten und mit, einor 
Scala verselienen Gef%cses", wenn S. 9 H e r o n  den Heronsball erfand, 
wenn S. 11, und darnit übereinstimmend im Narnenregister, von einem 
K I  e O m e n e s die Rede ist , der über Lichtbrechung geschrieben liabe, 
wahrend überall unter den Gelehrten dieeer Schriftsteller K l e o m e d e s  
heisst, so verlangen wir,  und mit  uns wohl noch andere Fachgenossen, 
die Bcweise. Wenjger wiehtig sind biographische Reuerungen. P t  o - 
l e m  a e u s  hat nach S. 16 von 70-147 gelebt. Bisher kannte man weder 
sein Geburts-, noch sein Todesjahr. Auffallend ist,  dass er im Jahre 150, 
also drei Jahre  nach seinem Tode, laut S. 121, Untersuchungen über H6he 

und Tiefe von T h e n  anstellte. C o p p e  r n i c u s  (S. 72) soll Sohn eines 
Wundarztes gewescn sein und soll in Wien den Unterricht von P u r b a c h  
und R e g i o m  o n t  a n  genossen haben. Wie das moglich war , da  P u r  b a c h  
1461 und R e g i o m o n t a n  1476 stnrb, wahrend C o p p e r n i c i i 9  1473 ge- 
boren ist,  mochten wir wissen. S. 116 glaubt der Verfasser nicht an d& 
vorübergehende Geisteskrankheit N e w  t O n 's  , welche doch nachgewiesene 
T h a t ~ ~ c h e  ist. Wir  legen auf diese Fehler nur  soweit Gewicht, als sie 
sehr leicht zu vcrmeiden gewesen wBren. Die Darstcllung selbst ist sty- 
listisch recht gewandt. Einen vollstiindig erkennbaren Geistesfaden aber 
zu finden, welcher das Ganze durchziehend , die Anordnung beherrscht, 
waren wir iiicht im Stande. E s  is t  nicht mehr als gerecht, anzuerkennen, 
dass die von Herrn W a c  h l  o w s k i  selbsthdig bearbeiteten letzten Capitel 
vor vielen ihnen vorhergchenden den Vorzug verdienen. 

CANTOR. 

Bibliographie 
vom 1. MLtrz bis 31. Mai 1892. 

Periodiache Schrif'ten. 
Sitzuiigsberichte der m a t h e n - p h y s .  Classe d. k. b. Akademie d. W. 1591, 

3. Heft (Schluss). Miinchen, Franz. 1 Mk. 20 Pf. 
-- der  k. eachs. Gesellschaft d. Wissensch. Math. - phys. Classe. 1891. 

Nr. IV  und V. Leipzig, Hirzel. 2 Mk. 
-- der Irais. Akademie d. Wisseusch. Math - naturw. Classe , Abtb. II e 

100. Bd. Wien , Tempsky. 27 Mk. 20 Pf. 
Berliner astronomisches Jahrbuch f. 1894. Herausgeg. v. TIRTJEN. Berlin, 

Dümrnler 12 Mk.  
Annalen der k. k. Sternwrtr t~ in Wien. 7. R d . ,  herausgeg. v. E. WEISS. 

Wien, Künast. 15 Mk. 
-- des russ. physikal. Centralobservatoriums. Jahrg. 1890, herausgeg. 

v. H. WILD. Leipzig, Voss. 25 Mk. 60 Pf. 
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Vierteljahrsschrift der astronom. Gesellschaft. 26. Jahrg.,  herausgeg. von 
R. LEIIMANN-FILHI~S U. K. SEELIGER. Leipzig, Engelmann. 8 Mk.  

Jlittheilungen des Vereins von Preunden der Astronomie und kosm. Phys. 
2. Jahrgarig , redigirt von W. FOERSTER. 1. Heft. Berlin, Dümmler. 

compl. 6 Mk. 
Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik. 21. Bd. (1889). 1. Heft, 

herausgeg. v. E. LAMPE. Berlin, G. Reimer. 13 Mk. 
Fortschritte d. Physik i. J. 1886. 1. Abth. Phys. d. Materie, redig. von 

E. BUDDE. Ebendas. 13 Mk. 
Verhandlungen d. phys. Gesellsch. in Berlin. 10. Jahrg. (1891). IIeraus- 

gegeben v. A. KONIG. Ebendas. 2 Mk. 
Deutsches meteorologisches Jahrbuch f. 1891. Section Preussen. 2. Heft, 

redig. v. W .  v. BEZOLD. Berlin, Asher. . 3 Mk. 
- von 1890. Section Württemberg, bearb. v.  C. MEYER. Stuttgart, 

Metzler. 3 Mk. 
Abhandlungen d, k. prenss. meteorologischen Instituts. 1. Bd., Nr. 1-5. 

Berlin, Asher. 17 M. 70Pf. 
Repertoriiim f.  Meteorologie; redig. v. H. WILD. 14. U. 15. Rd., 1. Heft. 

Petersburg und Leipzig, Voss. 37 M. 30 Pf. 
Mathem. u. naturw. Berichte aus Ungarn. 9. Bd. Redig. v. J. FROHLICH. 

Berlin, Pr iedlkder .  8 Kk. 
Mkmoires de l'académie des SC. de St. Peterbourg. VIL sUrie, tome 38. 

Leipzig, Voss. 2 Mk. 25 Pf. 

Geschichte der Mathematik und Physik. 
W E I S S E N ~ O R V ,  H., Zur Geschichte der Einftihrung der jetzigen Ziffern in 

Europa durch Gerbert. Berlin, Mayer und Muller. 3 Mk. 
GERLAND, E., Gescliichte der Physik. Leipzig, J. 5. Weber. 4 Mk. 
RIECKE , E. ,  Rede liber Wilh. Weber. Gottingen , Dieterich. 2 Mk. 40Pf.  
BITRKHARDT, V o r t r ~ g  über Bernh. Riemann. Gottingen, Vandenhoeck & 

Ruprecht. 1 40 Pf. 
Ansprachen, Adrcssen, Diplome etc. bei der am 2. Novcmber 1891  abge- 

haltenen Helmholtz - Feier. Berlin, Hirschwald. 1 Mk. 60 Pf. 

Reine Pathematik. 
DINI, G., Grnndlagen f. eine Theorie der Functionen einer ver%nderlicheii 

reellen Grosse. Deutsch bearb. v. J. LÜROTH U. A. SCHEPP. Leipzig, 
B. G. Teubner. 12 Mk. 

SCHAPIBA, H., Theorie allgemeiner Cofunctionen. 1. Bd., 2, Thl.,  1. Heft. 
Ebendas. G Mk. 

MOECKE, E., Uebcr zweiachsig -symmetrische Curven 4. Ordn. mit 2 Doppel- 
pnnkten. Schluss. Gross - Strehlitz, Wilpert. compl. 2 Mk. 4 0  Pf. 
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Angewandte mathematik. 
SOMMERFELD, A., Ueber eine neue Integrirmaschine. Ktinigsberg i. Pr. 

Koch. 60 Pf, 
K O R N ,  A. ,  Theorie der Gravitation u. d. elektr. Erscheinungen, auf Grund- 

lage der Hydrodynamik. 1. Thl. Gravitation u. Elektrostatik. Berlin, 
Dümmler. 1 Mk. 50 Pf. 

GBBS, W . ,  Thermodynamische Studien. Aus d. Engl. v. W. OSTWALD. 
Leipzig, Engelmann. 14 Mk. 

WOLF, R., Handbuch der Astronomie. 3. Halbhand. Zürich , Schulthess 
8 Mk. 

HINRICHS , G., Beitrage zur Dynamik des cbemischen Moleküls. Leipzig, 
Fock. 80 PI. 

Hrnscn et PLANTAMOUR, Jivellement de prhcision de la, Suisse. 10. livr. 
II. vol. Basel, Georg. 2 M. 50 Pf. 

Physik und Meteorologie. 
GALILEO GALILEI, Dialog tiber die beiden haupts%chlichsteri Weltspsteme; 

aus dem Italienischen tibersetzt u. eriiiutert von E. STRACSS. Leipzig, 
B. G. Teuhner. 16 Mk. 

MÜLLEB -ERZRACH , W., Physikaliscbe Aufgaben flir den mathem. Unterricht 
in  Oberclassen. Berlin, Springer. 2 Mk. 

HERTZ,  H., Untersuchungen tiber die Ausbreitung der elektrischen Kraft. 
Leipzig, Barth. 6 Mk. 
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Historisch - literarische Abtheilung. 

Die von Wilhelm von Moerbek benutzten Handschriften. 

Von 

J. L. HEIGERG 
(am einem Briefe au M. Cantor) .  

Ich benutze die Gelegenheit um Ihnen mitxutheilen, dass meine Ver- 
muthung (Abhandlungen zur Gesch. d. Math. V, S. 80) über die zwei von 
W i l h e  lm v o n  M o e r b  e k bei seiner Archimedes-Uebersetzung 1269 benutzten 
griechischen Handschriften neuerdingj eine iinerwartete urkundliche Be- 
stiitigung gefunden Eat,. I n  dem nerien Werk von E h r l e ,  Historia Biblin- 
thecae Romanorum Pontificum 1 Rom 1890, finden sich namlich Seite 95 ff. 
in einem 1311 verfassten Verzeichniss der pabstlichen Bibliothek unter an- 
deren griechischen Handschriften auch folgende zwei aufgeführt: 

608 item unde cim quaternos mediocris forme scriptos de lictera greca 
in cartis pecudinis, in  quibus est liber Tholomei de  resumptione, pcrspectiua 
ipsius, perspectiua Euclidis e t  quedam figure Arcinlenidis. 

612 item alium librum de lictera greca scriptum in cartis pecudinis, 
in  quo continetur liber Arcimenidis de spera et  scilindro, antiquum et  non 
habet coperturam. 

612 ist derjenige codex, der spafer G e o r g  V a l l a  g e h h t e ;  es standen 
darin die Btlcher me; ucpnigcyS x d  xviiv8eov voran, und die erste Seite 
war spater abgerieben und 'fast unleserlich, was sehr gut  dazu stimmt, dass 
die Handschrift hier als ,ohne Einbandu bezeichnet wird. 608 entspricht genau 
der Vorstellung , die ich mir von der zweiten Handschrift W i 1 h e l  m s gebildet 
hatte. Tholoniei de resumptione ist rc~ei  d v r u ~ ~ ~ ~ r u z o ~ ,  die perspectiua nicht 
seine grosse Optik, die je langst nur arabisch existirte, sondern die von 
E o  se  horaiisgegebcne Katoptrik des ,, Ptolemaeusl' (Heron) ; beide sind 
von W i l h e l r n  im cod. Ottobon. 1850, der die Archimedes-Uebersetzung ent- 
halt, mit übersetzt. Ueberhaupt ist es klar,  dass die hier verzeichnete 
Sammlung die Grundlage der UebersetzungsthStigkeit im 13. Jahrhundert 
bildete. Naheres darliber werde ich bald in den Publicationen der danischen 
Gesellschaft der Wissenscliaften (franzosisch) mittheilen. 

Hi8t.-lit. Xbth. d. Zeitsclir. f. Math. u. Phys. XXXVII, 3. 7 
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Recensionen. 

Vorlesungen tiber d ie  Theorie der  elliptischen Modulfunctionen, Von 
FELIX KLEIN. Ausgearbeitet und vervollstiindigt von Dr. ROBERT 
FRICKE. Erster Band : Grundlegung der Theorie. Leipzig 1890. 8'. 
(Antwort auf die Recension des FIexn S c h  1 e s  i n g e r.) 

Das sechste Heft des 36. Jahrganges der vorliegenden Zeitschrift bringt 
eine Recension des vorbezeichneten Werkes, welche nicht eben besonders 
ancrkennciid geschrieben is t ,  sondcrn der Einmürfe und tadelnden Be- 
merkungen eine grosse Menge enthalt, wiihreiid sie über eine Reihe von 
Punkten, auf die wir besonders Gewicht legen mochten, stillschweigend 
hinweggeht. Nun will ich hierüber mit dem Herrn Recensenten nicht 
rechten, ich moehte auch in dieser Hinsicht meinern geehrten Mitarbeiter, 
Herrn Dr. F r  i c k e ,  nicht vorgreifen. I n  der That ha t  letaterer, wie schon 
der Tite1 unseres Werkes andeutet und übrigens im Texte genauer ausgeführt 
is t ,  vie1 mehr als die blosse aussere Redaction unseres Werkes übernommen; 
er hat sehr vielfach die von mir nur angedeuteten Gedankengange selbst- 
standig ausgestaltet und ist darum berechtigt, ein g u t  Theil des Verdienstes, 
welches unsere Darstellung besitzen mag,  wie auch der Vcrantwortung fer 
sich zu beanspruchen; - sei es  mir gestattet,  demselben auch an dieser 
Stelle für die grosse Unterstützung, die er mir durch seine nie ermlidende 
Arbeitskraft hat  zu Theil werden lassen iind die er mir eben wieder bei 
Fertigstellung des zweiten Bandes unsereu Werkes gewahrt,  den allerbesten 
Dauk auszusprechen. Was mich bewcgt, hier sclber zu antwortcn, ist ein 
Vorwurf des Herrn Receneenten, für  den ich allein einzutreten Iiabe, der 
Vorwurf niimlich, a1s seien wir bei unseren Quellenangaben nicht objectiv 
verfahren und haben insbesondere einen Brief an Herrn H e r m i t e ,  der im 
83. Bande von B o r c h a r d  t 's Journal abgedriickt ist  (1876 resp. 1877) 
nicht nach sciner sachlichen Bcdeutung ancrkannt. Nun ist zwar alles 
Wesentliche hierüher von mir bereits in1 21. Bande der mathematisclien 
Annalen (1882 resp. 1883) gesagt (cf. p. 215 daselbst), und ich konnte 
kurzweg auf meine damaligen Bemerkungen verweisen, die ich ungeandert 
aufrecht erhalte; ich will aber doch etwas naher auf die hierbei in Betracht 
kommenden mathematischcn Mornente cingehcn, als beztiglich dersclben bei 
dem Herrn Recensenten ein principieller Irrthum vorzuliegen scheint. Auf 
Seite 205 (oben) der Recension findet sich namlich die Bemerkung: ,dam 
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Recensionen. 83 
-*----- ---- ---<- "- -------- 
die Eindeutigkeit der Modulfunctionen durch die Dreieckstheilung eigentlich 
nur anschaulich gemacht wird,  scharfe analytische Beweise fur  die letztere 
Eigenschaft dünken uns nur der aus der Differentialgleichunp fliessende 
Fuchs'sche ( B o r c h t a r d t ' s  Journal Bd. 83) und der Po incarO 'sche  mit 
Hilfe der functions thbtafuch~iennes.~ Das i s t  nun genau das Gegentheil 
von dem richtigen Sachverhalt: die Eindeutigkeit; kann n u r  durch die 
Dreieckstheilung, d. h. durch das Studium der iiquivalenten Gebiete, welche 
ihre klarste Beschreibung durch die Kreisbogendreiecke finden, erwiesen 
werden, und die Arbeiten der Hcrren F u c h s  und P o i n c a r 4  erbringen 
den Eindeutigkeitsbeweis in der That nur ,  so weit sie mehr oder minder 
explicite auf die Dreieckstheilung eingehen; sie enthaltea in dieser Hinsicht 
keinerlei Fortschritt über die von Herrn S c h w a r z  1871-1 872 im 75. Bande 
von B o r  c h a r  d t ' s  Journal gegpbene Darstellung. Boi Herrn P o  i n c a  r 6 
liegt dies ohne Weitcres zu Tage, indem er seine (übrigens ja vie1 allge- 
meineren) Entwickelungen mit den Kreisbogenfiguren beginnt, mit deren 
Uilfe er dann erst die Bedeutung seiner Thetareihen untersucht; es miisste 
auch merkwürdig zugehen, wenn man die Eindeutigkeit einer Punction 
blos aus dern Umstande eollte erweisen konnen, dass man für  dieselbe eine 
allerdings eindeutige, aber nur in einem Theil der Ebene convergente Rcihen- 
entwickelung aufstellen kann. Woher weiss man oder erf ihr t  m m ,  dass 
die Grenze des Convergenzbereiches dieser Entwickelung zugleich eine 
Grenze der Function is t?  Nur aus der Discussion der Kreisbogendreiecke 
bez. der Fundamentalbereiche. Nun ist j a  richtig, dass letztere bei Herrn 
F u c h s  in Band 83 nur in ganz allgemcincn Zügen gcgcben wird. Aber 
eben hierin liegt die Unvollkommenheit der Arbeit,  die ihren Verfasser zu 
den Ungenanigkeiten und Widerspriichen hinführt,  welche schon Berr  
Ilede k i n d  in demselben. Bande 83 des B o r c h a r d  t'schen Journals gertigt 
hat (1877). Ich kann in dieser Hiusicht nur wiederholen, was ich 1. c. (p. 215 
dcs 21. Bandes) in den mathematischen Annalen schrieb: ,dass F u c h s '  
Brief an H e r m i t e  von den hier in Betracht kommenden Idecnbildungen 
nichts enthalt, was nicht aus früheren Arbeiten zugleich c o r r e c t  e r  und 
vo l l s  t a n d i g e i .  bekannt gewesen ~ i i r e . ~  Und hier liegt nun der Grund, 
- wenn es durchaus v e r l a ~ g t  wird, dass ich noch einmal sage, was ich 
in Rand 21 aussprach - weshalb ich die Arbeit von Herrn F u c h s  aus 
Eand 83 des B o r  c h  a r  d t'achen Journals in  meinen Ver6ffentlichungen lieber 
nicht ncnne: ich wiirde die Arbeit nur so citiren konnen, dass ich die 
kritischen Eemerkungen, die ich gerade andeutete, ansfiihrlich entwickelte, 
und ich glaube nicht, dass ich damit irgend Jemandem einen Dienst er- 
weisen wlirde, weder dem Autor, noch auch dem Leser, der positive Re- 
lehrung sucbt und polemische Auseinandersetzungen, die als erledigt gelten 
konnen, nicht unnothig wiederholt wünschen kann. -- Aber freilich süheint 
der Hcrr Recensent für  die Leistungen des Herrn F u c h s , d i  e i n  i h r e m  
e i g e n e n  G e b i e t e  v o n  m i r  n i e m a l s  i n  F r i i g e  g e s t e l l t  w o r d e n  

7 * 
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84 Historisch -1iterarische Abtheilung. 

s i n d  u n d  a u c h  i n  d e n  v o r l i e g e n d e n  , , V o r l e s u n g e n u  a n e r k a n n t  
w e r d e n ,  einen ganz besonderen Maassstab zu besitzen. E s  tritt  das an 
vielen Stellen der Recension zu Tage; ich verweise hier nur  auf folgendes 
Detail. Setzt man in das L e g  e n d r e'sche Normalintegral : 

x = va, so entsteht , von dem Zahlenfactor '1, abgeuehen : 

Auf ESeite 24, 23 unserer ,Vorlesungenu benennen wir nun dieses letztere 
Integral als R i e  m a n  n'aches ' Normalintegral, , eine Beneiinung, die 
darin ihren Grund ha t ,  weil man die bei J a c o b i  u. A. vorkommenden 
Entwickelungen immer auf dieses Integral als Normalform beziehen muss, 
wenn man den nllgemeinen von R i e m a n n  in der Theorie der A bel'schen 
Functionen gegebenen DeEnitionen gerecht werden wilLu Dieser Eenennung 
(die tibrigens nicht von mir herrührt;  ich habe dieselbe von einem liltereii 
Collegen tibernommen) steht hkhs tens  entgegen, dass man selbstverstiindlicli 
schon vor R i e m a n n  zwischendurch immer wieder mit der bezeichncten 
Integralform operirt hat  (wie wir Iibrigens nicht verfehlen, 1. c., Seite 25 
unserer ,Vorlesungenu , selber anzudenten). Aber was bernerkt hierzu nnser 
Recensent (Seite 203 der Recension, oben)? E r  verlangt alles Ernstes, dass 
hier s ta t t  Riemann vielmehr Herr  F u c h s  citirt werden musse, weil dieser 
i n  den Bsnden 71 und 83 des B o r c  h a r d  t'schen Journals besagte Normal- 
form. des elliptischen Integralv ,eingeführtu hebe (also 1869 - 70 ,  bez. 
1876-77)! Controlirt man diese Angabe, so findet man, dass Herr F n c h s  
a n  den bezeichneten Stellen an dem L e g  e n d  re'schen Normalintegral die 
Substitution x =j /s  genau so beilaufig vollzieht, wie das Hundeite von 
Mathematikern vor ihm, und ich wiederhole: auch vor R i e m a n n ,  gethan 
haben. 

G o t t i n g e n ,  im April 1892. P. KLEIN. 

Teor ia  de l la  integrabi l i tà  delle funzioni e dei maclsimi e minimi degli 
integral i  definiti di L. BARBERA. Bologna. Gamberini e Parmeggiani. 
1890. 215 S. 8O. 

Der erste Abschnitt dieses Werkes,  welches der Aufsuchung der Inte- 
grirbarkeitsbedingungen der Differentialausdriicke gewidmet i s t ,  zerfbllt in 
vier Abtheilungen, deren Inhalt der Hauptsache nach im Folgenden zu- 
sammengefasst werden kann: 

1. Abtheilung. - Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass Pdx ein exactes Differcntial is t ,  wenn V ausser x die Function y und 
deren Ableitungen lker, F e r ,  Ster, ... Ordnung p, q ,  r ,  ... enthtilt, kt: 
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el N -  P'+Qf'-R'"+ ...= 0, 
w 0 av av av av . N = -  9 Pz-, Q = - I R =  --.-1st (Eule r ' scher  Satz). 

a Y ap 2 4 ô r 

Die rn nothwendigen und hinreichenden Bedingungen daftîr, dass Vasm 
ein exactes Differential rnter Ordnung is t ,  sind: 

... p )  N- Pr+ Gr'- Rr"+ ... =Ol  P- 2Q'+3R1' -4S1"+ = O ,  

... ... Q - 3 ~ ' + 6 S " - 1 0 T 1 " +  = O ,  

Enthalt V ausser der abhiingigen Veranderlichen y noch andere ab- 
... hangige Veranderlichen ei, u , , so sollcn noch die zu LY) oder p )  analogen, 

auf B, u . . .  beztigliehen Gleichungen erfüllt sein. 

11. Abtheilung. - EnthKlt V zwei unahhiingige Verlinderlichen x, y und 
eine Function s von x ,  y ,  sowie deren Ableitungen, das ist: 

mo jede Function die Ableitnng der vorhergehenden nach s und der oben- 
stehenden nach y is t ,  80 gilt der folgende Satz: 

1st V eine exacte Derivirte nach x und ebenso nach y ,  so existirt eine 
a2 u 

solche Function U, dass V= - * 
a ~ a y  

Hieraus ergehen sich die Redingungen daftir, dass V d x d y  ein exactes 
Diffe~ential is t ,  das ist  dafür, dass eine Function U existirt, für welchg 
Z J = U V d x  d y; diese Bedingungen siad : 

. . . . . . . . . . m . . . .  . )  . . . . . . . . . . . . . . .  - '1 

wo N, Pl p . . .  die Ableitnngen von V nach r ,  p., p' ... hedeuten. Diese 
Gleicliungen sind aber ,  wie wir nebenbei bemerken, nicht s%mmtlich von 
oinander unabhzngig. 

III. Abtheilung. - Bestimmung der Bedingungen dafür, dass eine Function 
U existirt, für welche u = u [ V d x  d y d r  ist, wenn 7 drei unabhlingige Ver- . . 
anderlichen enthalt. 4 

IV. Abtheilung. - E s  sei B eine Function der zwei unabhhgigen Ver- 
anderlichen x, y, und man setze wie gewohnlich: 
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1st niin ein Differentialaiisdruck: 

f ( x ,  dx, y, dy, z, p d x ,  q d y .  pl v d x ,  s d y ,  q, s d x ,  fdy, ...) 

vorhandcn, dessen Sbleitungen aach z, pl q ,  . . . durc l  N, P, 0, . . . bezeichnek 
werden mogen, so ist die Bedingung dafür, dass f ein exactes Differential sei: 

Die Hauptergebnisse der diei ersten Abtheilungen sind, wie der Ver- 
fasser angiebt,  schonvon A. J. L e x e l l  ( D e  c r i t e r i i s  i n t e g r a b i l i t a t i s  
f o r m u l a r u m  d i f f e r e n t i a l i u r n ,  Novi Cornm. Ac. Scientiariim Imp. Petro- 
politanao, S. XV, 1770) und zwar glcichfalls ohne Anwendung des Variations- 
begriffes , errnittelt worden. Was den angeführten Sntz aus der vierteu Ab- 
theilung betrifft, so kann er leicbt aus bekannten Satzen abgeleitet werden. 
Wird niindich f auf die Form X d x +  Ydy gebracht, so soll, wenn f ein 

3 7J 277 
exactes Differential d  U i s t ,  X =  -, Y = - sein, woraus bekanntlich 

ax au " 

folgt,  daas f J x d r d y  u n d J f ~ i l x  d y  auf einfache, über die Bcgrenzung 
der ~ntegrationsfliiche erstreckte Integrale reducirbar sind; dazn içt aber 
(siehe z. B. Moigno, C a l c u l  d e s  v a r i a t i o n s ,  Paris 1861, 5 41) noth- 
wendig und Jinreichend, dass die Gleichung O) für  X und Y, folglicli auch 
fllr X d z  + Ydy, erftillt sei. 

Bei der Gelcgenheit der Aufstellung von Glcichung y) bemerkt der 
Verfasser, dass die gewohnliche, vermittelst der Var ia t i~ns~echnung  ge- 

dP d o  
fundene Integrirbarkeits-Bedingiing für Vdxdy, niimlich N -  - p~ +.. .=O, 

d x  d y  
unrichtig ist. EY ist aber zu beachten, dass V d x d y  nach der gewolinlichen 
Ausdrucksweiso ,,integrirbarY is t ,  wenn [ [ ~ d x d y  sich auf ein einfuches 
Integral reducirt , wiihrend Herr B a r  b e ;a niir solche Ausdiücke Pdx dy als 
,,integrirbaru bezeichcet, für welche die Integration f l v c l z d y  uualhgrigig 
von der Forrn der in V vorkommenden Fuuctionen ausl'ührbar ist. Die be- 
sproclieue Bemerkung ist also hinfallig. 

' 

Schon nus dem soehen Gesagten ist zu ersehen, dass Herr B a r b e r  a eiii 
entschiedener Gegner der Variationsrechnnng ist. E r  hat  sich in früheren 
Schriften gegen diesen Theil der Infinitesimalrechnung sehr scharf ausge- 
sprochen, und bietet j e t z t  im zweiten uud dritten Abschnitte des vorliegen- 
den Werkes einen Ersatz f ü r  denselben dar. Diese ewei Abschnitte sind 
der Analysis des Maximums- und hIinimumsbcgriffes und der Theorie der 
Maxima und Minima der bestirnmten Integrale gewidmet. Die Schluss- 
folgerungen des Verfassers sind aber leider groestentheils ~iichts weniger 
als vers~Xucilicli, und sind aiich ohne Zweifel mit manchen Fehlern be- 
liaftet; es werden z. B. S 167-168 aus M+ Np + Pq  +. . .= %+ %+ ~q +.. . 
die Identitiiten M = M ,  N=N, P= P .  . . , abgeleitet, ohne zu beachten, 

- -- 
dass M, N. P, ..., M, N, Pl ..>. die Functionen pl 4 . .  ., enfhalten. Es k t  
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hier unmoglich, aiif eine ausführliche Besprechung und Kritik der vorge- 
tragenen Theorie einzugehen; und wir begniigen uns damit, eine curiose 
Folgerung derselben anziifuhren, welche dem Leser einen Begriff von 
ihrem Werthe geben kann. Wird das Problem vorgelegt, welche Linie 
y =f (s) den ~ l i i ahen inha l t J~dz  zu einem Maximum oder Minimum macht, 
so findet man dnrch Anwendung der B a r b e r a ' s c h e n  Theorie, dass diese 
Linie eine Gzrade ist. Aber noch merkwürdiger ist das zur Rechtfcrtigung 
dieses Resnltates beigefugte Raisonnement: die durch die Gerade bestirnmte 
Fliicbe ist ein Maximum oder ein Minimum in Bezug auf die den concaven 
bezw. convexen Linien entsprechenden Fltichen. 

Was den polemischen Theil des Werkes betrifft, welcher fast die ganze 
Vorrede ausmacht, so halten wir es für niitzlos, darauf einzugehen. 

M a n t u a ,  den 7. Ju l i  1891. G. VIVANTI. 

Nnovi Stndi Gallileiani per ANTONIO FIVARO. Venezia 1891. Tipografia 
Antouelli. 430 pag. 

Hat Herr F a v  a r  O seit geraumer Zeit erfolgreiche Mühe auf Einzel- 
forachungen zur Lebensgeschichte G a l i l e i ' s  verwandt, so ist selbstver- 
stindlich sein diesen Bestreb~ingen gewidmeter Eifer nur gewachsen, seit 
ihrn die Leitung der neuen Ausgabe von G a l i l o i ' s  Werken iibertragen 
worden. Sollte er die neueii Ergebnisse aufsparen, bis sie innerhalb jener 
Ausgabe zur Vertiffentlichung gelangen konnten, sollte e r  aie vorzeitig dem 
Drucke Ubergeben? F a r  das Eine wie für das Andere liessen Gründe sich 
angeben. Herr F a  v a r  O hat  zum Letzteien nich entschlossen, haupts%chlich 
deshalb, weil das Erscheinen der neuen Ausgabe sich tibcr viele Jahre  
ausdehnen wird, weil kein xwingenùer Grund vorhanden k t , ,  die für 
G a l i l e i  sich interessirenden Gelehrten so lange Zeit auf gefundene Er -  
gebnisse warten zu lassen, weil endlich auch andere Schriftsteller nach Herrn 
F a v  a r O die von ihm entdeckten Dinge nunmehr leicht in Erfahrung bringen 
konnten und vielleicht nicht gleiche Enthaltsamkeit üben würden, wodurch 
ihm der ihm in der offentlichen Meinung gebürende Finderlohn verenthelten 
werden ktinnte. Fünfzehn einzelne Ahhandlungen sind deshalb hier in  einem 
Bande der Oeffentlichkeit tibergeben, deren Inhrtlt wir in knappster Form 
kennzeichnen wolkn. 

1. G i o v a n n i  B a t t i s t a  R i c a s o l i  B a r o n i  war ein Freund G a l i l e i ' s .  
Er  hatte eine bedeutende Schenkung ail einen entfernten Verwandten ge- 
macht, deren Giltigkeit von naheren Verwandten wegen Geistesst6rung des 
Schcnkers gerichtlich angegriffen wurde. G a l  i 1 e i gehorte zu den wich- 
tigsten in  dieser Frage vernommenen Zeugen, und alle seine Aussegen 
sind actenmassig abgedruckt. Jener Process fand 1589 statt. Fiir G a l i l e i ' s  
eigeues Leben ist er ohne Erheblichkeit, es sei denn, dajs aus seinen Aus- 
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sagen Peinde ihm erwuchsen, wenn auch von einem spateren Eingreifen 
derselben zu seinem Baclitheile uns Nichts bekannt ist. 

2. Im Jabre 1656, mithin 14 Jahre nach G a l i l e i ' s  Tode, gab 
U r  b a n o  d ' A v i s o  eine Jugendschrift G a l i l  e i ' s  tiber die Sphare heraus, 
welche theils ftir echt, theils für  unecht gehalten worden kt,  letzteres 
hauptsachlich darauf hin, dass das Buch noch ganz in der Manier S a c r o -  
b o s c o ' s  gehalten ist und für  die ptolemaische Weltordnung eintritt. Herr 
F a v a r o  begrlindet die Echtheit des Buches und zugleich die Unrichtigkeit 
einer Behauptung L i b r i 's  , er sei viclmehr der gltickliclrie Besitzer der 
autographen Schrift tiber die Sphare, welche G a l i  1 e i verfasste. Dieses 
sogenannte unschiitzbare Schriftsttick is t  bei dem Verkaufe der L i  b r  i'scheii 
Sammlung in den Besitz des Britischen Miiseurns übergegangen ; von G a l i l e i  
rührt  es nicht her. 

3. In  der Florentiner Netionalbibliothek hat Herr  F a  v a r O ein Esem- 
plar der Copernikanischen Revolutionen in der Baseler Ausgabe von 1566 
entdeckt , welches Randnoten enthalt , in denen er G a  1 i 1 e i  's Handschrift 
wiedererkennen will. D a  die betreffenden Randnoten nur  diejenigen Aen- 
derungen vornehmen, welche 1616 durch die Indexcongregiition gefordert 
wurden, so kommt wenig darauf a n ,  von wcm sie hcrrtihren. 

4. Tom April 1611 bis Xai 1614 hat  M a r c u s  W e l s e r ,  der be- 
kannte Augsburger Patrizier, 18 Driefe an J O  h a n n  P a b e r  aus Bamberg, 
der damals i n  Rom lebte und Secret)iir der Academia dei Lincei war, 
geschrieben, Sie sind erlialten und hier erstmalig abgadruckt. Der Name 
G a l i  l e i ' s  und S c  h e i n  e r  's kehrt in ihnen des Oefteren wieder, insbeson- 
dere is t  von Beider Schriften über die Sonnenflecken mehrmals die Rede, 
doch würde man nur aus diesen Briefeii nieht entfernt vermuthen konnen, 
von welcher Gehassigkeit jene Schriften allmalig wiirden. 

5. Es ist langst bekannt, dass G a l i l e i ,  nachdem er die Jupiter- 
trabeuten entdeckt und deren Umlaufzeit berechnet hatte, auf den Gedanken 
kam,  dieselben bei der in der Steuermannskunde hochwichtigen Aufgabe 
der Bestimmung der geographischen Lange eines Ortes in Anwendung zu 
bringen, und dass e r  im September 3612 diese seine neue Methode dem 
Künige von Spanien anbieten liess. Nicht bekannt waren aber die naheren 
Verhandlungon tiber dieses Ancrbieten , deren Acten Herr F a v s r  O ini 

Staatsarchive in Florenz aufgefunden hat. Aus denselben geht hervor, 
dass die Verhandlungen oftmals unterbrochen , oftmals w i d e r  aufgenommen 
wurden und sich so bis 1632 hinzogen, ein Zeitpunkt, der allzunahe bei 
dem Processe G a l i l e i ' s  l iegt ,  als dass damals ein erfolgreicher Abschluss 
moglich gewesen wsre. Der friihere Nichterfolg ist theilweise in dem 
weiten Auseinandergehen der Bedingungen, welche G a l i l e i  stellte, von 
dem, was der spenische IIof bewilligen wollte, begrtindet. 

6. Als im Jahre 1616 die geistliche Gerichtsbarkeit mit dem Werke 
des Koppernigk sich beschaftigt und Correcturen desselben anbefohlen hatte, 
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snchte I n g o l i  , ein damals in freundschaftlichen Beziehungen zu G a 1  i l  e i 
stehender Advocat aus Ravenna, das ganze copernikanische System auf 
Grundlage astronomischer , philosophischer und tlieologischer Widersprüche 
zu widerlegen. G a l i l e i  fertigte erst 1624, nachdem Urban VIII. den 
piipstlichen Thron bestiegen, eine Antwort aus,  welche nicht vor 1814 
im Druck erschienen i s t ,  indem G a l i l e i  selbst und nicht mirder  die ersten 
Heiaiisgeber seiner Werke es für gefahrlich hieltcn, die kirchlich a19 ver- 
wegen (temerario) hezeichnete Lehre so unverhüllt und offentlich zu ver- 
theidigen. Die Schrift 1 n g O 1 i ' s  selbst war niemals gedruckt. Herr  
P a  v a r  o ha t  nur  diese sowie aucti eine handschriftliche Entgegnung K a p  l e r ' s  
aufgehnden und beide Schriflstiicke veroffentlicht, wofür man ihm ebeuao, 
wie fiir die geschickt zusammengestellto Einleitung entschiedcn zu Danke 
verpflichtet ist. 

7. Fürst B a l  d. B o n  c O m p  a g  n i e  besitzt in seiner auch an werthvollen 
Handschriften überreichen Bibliothek einen Band Briefe, welche von Mitgliedern 
der Academie des L i n  ce i a n  den Fürsten F e  d. C e s  i , den Prasidenten jener 
Acadernie gerichtet sind. Darunter befinden sich Briefe von G a l  i 1 e i selbst, 
anderc in dcncn von G a l i l e i  wenigstcns die Ilede ist. Hier ist  ein ge- 
naues Verzeichniss aller Rriefe zum Abdrucke gebracht und au8 den nicht 
von G a l  i l  e i herrlihrenden Briefen sind die auf ihn bezüglichen Stellen 
ausgezogen. 

8. Die Streitigkeiten zwischen dem Jesuiten G r  a s s i und G a  l i  1 e i ,  
welcher gegen Jenen den Saggiatore verfasste, sind in nahezu allen Einzel- 
heiten Ikngst bekannt. Herr F a v a r o  ha t  dicsclbcn hübsch dargestcllt und 
einen noch nicht bekannten Brief G r a  s s  i's vom September 1633 veroffent- 
licht. Will man demselben vollen Glauben schenken, wozu Herr F a v a r o  
geneigter scheint, als wir es von uns behaupten konnen, so hatte G r a s  s i  
sich wahrend des G al i le i ' schen Processes alle MUhe gegeben, zu seinen 
Gunsten zu wirken, sa dass ihn der Vorwurf nicht treffen dtirfte, gemein- 
sarn mit S c  h e i n e r  im entgegengesetzten Sinne damals thatig gewesen 
zu sein. 

9. Der in zahlreichen Banden handschriftlich in  der Pariser National- 
bibliothek erhaltene und erst m m  geringsten Theil gedruckte Briefwechsel 
von P e i r e  s c schliesst auch solche Uriefe in sich, in welchen von G a l i l  e i  
die Rede k t ,  und welche hier gesammelf sind. 

10. Ein Briefwechsel, welcher schiitzbare Aufschltîsse Liber die Zeit der 
halben Gefangenschaft G a  l i  1 e i 's in seiner Villa in Arcetri gewahrt , ist  
der mit E l i a  D i o d a t i .  Zu diesen gehort der bekannte, allerdings nicht 
allgemein als echt anerknnnte Brief G a l i l e  i ' s ,  in  welchem das Wort des 
P a t e r ' s  Gr  i e n b e r g e  r enthalten ist,  G a l i l e  i hatte über die Bewegung 
der Erde schreiben dürfen, was er wollte, wenn e r  sich nur das Wohl- 
wollen der Jesuiten zu bewatiren verstanden hatte, und welcher zuerst von 
L i b r i  vertiffentlicht wurde. Viele dieser Briefe Sind leider verloren, und 
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wenn auch Herr  F a v a r o  aus den erhaltcncn Schreiben den Nachweis des 
einstmaligen Vorhandenseins der verloren gegangenen und meistens auch 
deren Datum wiederherzustellen gewusst h a t ,  ~o ist damit doch nur 
geringfügiger Ersatz geboten. 

11. In der flinften Abbandlung war ,  wie wir oben saheu, von den 
Verhandlungen G a  l i  1 e ils mit dem epanischen Hofe bezüglich seiner 
Methode die geographische Liinge eines Ortes zu findcn die Rede. Noch 
wahrend jene Verhandlungen im Gange waren , wurde G a l i l  e i  angeregt 
tiber die gleiche Erfindung mit den Generalstaaten von Holland in Ver- 
hindung zu treten, welche, um ihren Platz an der Spitze der seefahrenden 
Nationen zu sichern, auf die Langenermittelung einen Preis gesetzt hatten, 
dcssen Hohe allerdings nicht genau feststeht, und durch das Gerücht über- 
trieben worden zu sein scheint. Inzwischen wurde der Process gegen 
G a l  i l e i  geführt. W a r  derselbe für den spanischen Hof mehr als genügend, 
um zu verhindern, jemals wieder a n  Belohnung eines in  Glaubenssachen 
immerhin Verdachtigen zu denken, so war die Wirkung auf Holland, wo 
die Reformation Iangst gesiegt hatte, die geradezu entgegensetzte. Jetzt 
wuchs dort nur die Begierde, in  erster Linie G a l i l e i  selbst zu gewinnen, 
d. h. ihn aus seiner halben Gefangenschaft in Arcetri zu befreien, in zweiter 
Linie von seiner Erfindung filr die Schifffahrt Nutzen zu ziehen. G a l i l e i  
weigerte sich jene Uebersiedelung zu vollziehen, der allerdings so grosse 
Schwierigkeiten , Mühen und Gefahren entgegenstanden, dass man sehr 
begreiflich findet, dass der schon alte und gebrechliche Mann Scheu trug, 
diesen zu trotzen, wenn man gar  nicht beachtet, dass G a l i l e i  stets ein 
guter Katholik blieb, und dass ihm als solchem Nichtunterwerfung unter 
papstlich verbangte Haft undenkbar war. Dagegen war er erbotig seine 
Methode zur Langenauffindung a n  Holland zu verkaufen. Darüber wurden 
schliesslich erfolglose Untcrhandlungen bis zum Jahre 1640 geführt , und 
das ganze zumeist i n  Hollaud aufbewahrte Actenmaterial derselben kt  hier 
zum ersten Male veroffentlicht. 

12. Unter Mittheilung eiuiger neuen Documente berichtet Herr F a v a r o  
über einen Jahresgehalt, welcher seit dem 20. Marz 1627 durch Urban VIII. 
für einen Neffen G a l i l e i ' s  ausgesctzt war, und tiber einen tihnlichen, der 
auf G a l  i l e  i selbst ausgefertigt wurde. Die Erzahlung ist lehrreich genug, 
indem man aus ihr erkeiint, mit welchen Umstiiuden es verbunden var, 
die Auszahlung eines solchen zugesicherten Jabreseinkommens durühzusetzen, 
wenn es liberhaupt gelang. 

13. Hier sind drei Gutachten vereinigt, welche z u  verschiedenen Zeiten 
über Gal i l e i ' sche  Angelegenheiten erhoben worden sind. Im ersten Gut- 
achten wird begrüudet , dass G a l  i l e i l  obwohl er nicht in  Pisa wohue, den 
Gehalt eines pisaner Professors bezieben konne, da jener freie Wohnsitz 
zu den Bedingungen seiner Berufung gehijrte, und da e r  der Universitat 
schon durch den Glanz seines blossen Namens Nutzen bringe. l m  zweiten 
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Gutachten ist die Fiihigkeit G a l  i 1 e i's , ein Testament rechtsgiltig zu machen, 
aneikannt, weil e r  nicht eigentlicher Ketzerei tiberrührt worden sei. Im 
dritten Gutachten ist mit shnlicher Begründung bejaht, dass dem ver- 
stoibenen G a l  i 1 e i ein Grabmal errichtet werden dürfe. 

14. Die Erfindung der Pendeluhren ist in den letzten Jahrzehnten 
wiederholt dargestellt und dia Frage, ob G ~ l i l e i ,  ob H u y  g e n s  als der 
Eifinder zu betrachten sei,  nieistens dahin beantworlet worden, dass beide 
unabhangig von einander zu dern gleichen Gedanken kamen, dass G a l i l e i  
ihn früher als H u y g e n s  hatte, dass H u y  g e n s  aber ihn zweckmassiger 
als G a l i l e i  zur AiisftiErung brachte und ihn dadurch erst für die 
Wissenschaft wie fur das tagliche Leben fruchtbringend machte. Herr  
F a v a r o ,  welcher das auch Anderen bekannte Materiül wiederholt prüft, 
kommt auch zu keinem anderen Ergebnisse. Auffallend erscheirt uns, 
dass weder von denen, welche Ga1 i l  e i's Erstlingsrecht so lant hetonen, 
noch von denen, welche K u y g e n s  das meiste Lob spenclen, der Ver- 
such gemacht a i r d ,  siçh mit der Thatsache abzufinden, welche aus der 
neuen Ausgabe von n u  y g e  nv Briefwechsel [Bd. I I ,  pag. 533 u. 5351 zu 
entnehmen ist,  mit der Thatsache, dass 1615 oder 1616, mithin lange 
Zeit vor G a l i l e i  wie vor H u y  g e n s ,  durch einen Deutschen eine Pendel- 
iihr hergestcllt worden w a r ,  welche 1659 noch in Angoulbme gesehen wer- 
den konnte. 

15. Seit dem 23. September 1822 ist die papstliche Erlaubniss vor- 
handen, die copernikanische Lehre zu vertheidigen und zu verbreiten. 
Schon vorher wurde dieselbe stillschweigend geduldet, aber noch 1820, a h  
es um den Druck eines Lehrbuches der Optik und Astronomie des Pater 
Gi u s e p p e  S e t  t e l e  in  Rom sich handelte, brach das unter der Asche 
glimmende Feuer des Basses gegen die Lchre von der Bewegucg der 
Erde in helle Flamtnen aus. Herr  F a v a r o  erzshlt auf Grundlage ihm zur 
Verfügung gestellter Auszüge aus S e t  t e l  e7s Tagebuch diese letilten kultur- 
geschichtlich merkwürdigen Ktimpfe. 

Wir haben, so denken wir,  unseren Lesern durch diese kurzen Aus- 
züge den Hauptinhalt des stattlichen, s c h b  ausgèstatteten Bandes kennt- 
lich gemacht. Uns personlich h a t ,  wie wir auch einfliessen liesen, die 
6. Abhandlung am meiiiten befriedigt, doch werden auch die anderen von 
Niemand ohne Belehrung gelesen werden. CANTOR. 

Die Geschichte der Rechenknnst vom Alterihume bis ziim XVIII. Jahr- 
hundert mit besonderer Riicksicht auf Deutschland und Oesterreich. 
Von FRANZ VILLICUS, kaiser]. Rath,  emer. k. k. Professor etc. etc. 
Mit Jllustratiorieu und einer tabellarischen Zusammenstellung von 
Zahlwiirteru ans 72 Spracben, nebst Ztihlungssystemen von alt- 
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amerikanischen V6lkwsi%mmen. Zweite verbesserte und vermehrte 
Auf lage. mien  1891 bei Car1 Gerold's Sohn. V I I I ,  108 S. 

Rcfcrent steht allen ge~chichtlichen Bestrebungen i n  den exacten 
Wissenschaften zu freundlich gegeniiber, als dass es ibn nicht freuen sollte, 
wenn eine Schrift geschichtlichen Inhaltes eine zweite Auflage erlebt. Sind 
doch Verbesserungen und Vermehrungen in unserer schnell fortschreitenden 
Gegenwart recht bald einem jedem Werke unerlasslich und machen Neu- 
bearbeitungen wünschenswerth, sobald die Gunst des kaufknden Publikurns 
solche ermoglicht. Herrn V i  I l i  c u s ist  diese Moglichkcit zu theil gewor- 
den. W i r  konnen die neile Auflage nicht mit der früheren von 1883 im 
Einzelnen vergleichen, um zu priifen, welcherlei Aenderungen e r  traf, aber 
jedenfalls hat  er die Zahl der moglichen Verbesserungen nicht erschopft. 
E s  sind sinnentstellende Druckfehler i n  Menge stehen geblieben, es sind 
auch andere Mange1 vorhanden, welche vielfach darauf zurückzuführen sind, 
dass der Verfasser neuere und neueste Schriften zu wenig beachtet hat. 
Gi in  t h e r ' s  Geschichte des mathematischen Unterrichts im deutschen Mittel. 
alter (l887), U n  g e r ' s  Methoden der praktischen Arithmetik in historischer 
Entwickelung voui Ausgange des Nittelalters bis auf die Gegenwart (1888) 
scheinon fiir ihn nicht vorhanden gewesen zu sein, wenigstens haben wir 
deren Anftihrung oder deren Beuutzung nicht bemerken konnen, aber auch 
die alteren Arbeiten von T r e u  t l e i n  sind nicht geniigend verwerthet. Wir 
schliesen Solches nicht allein aus den mangelnden Berufungen auf diese 
Schriftsteller - von einem popularen Buche verlangen wir keine er- 
schopfenden Citate - aber der Inhalt ihrer Forschungen ist nicht ge- 
nügend berücksichtigt, und gerade von dem Verfasser einer popularen Dar- 
stellung, dessen Lesern nicht die Beweisstticke ftir jede einzelne Behauptung 
geliefert werden, dürfen und miissen wir fordern, dass er auf dem Lau- 
fenden der neusten und zuverliissigsten Forschungen auf seinem Gebiete sei. 
Diese Ueberzeugung haben wir aber ails dcm uns vorliegenden Büchlein 
keineswegs zu gewinnen vermocht. CANTOR. 

Handbuch der angewandten Optik. Von AD. STEINHEIL und ERNST VOIT. 
1. Band: Voraussetzung ftir die Berechnung optischer Systeme und 
Anwendung auf einfache und achromatische Linsen. Mit Figuren 
und 7 Tafeln. Leipzig 1891. Verlag von B. G. Teubner. 

Das ganze Werk ,  von welchem j e h t  der erste Rand erschienen ist, 
sol1 drei Bande umfassen und ein Handbuch bilden frir den praktisch 
arbeitenden Optiker, dass dieser Zweck so gu t  wie moglich erreicht wird, 
dafür spricht schon der Name S t e i n  h e i l ,  dessen Firma sich auf d m  
Gebiot. der praktischen Optik eines ausgezeichneten Rufes von Alters her 
zii erfreuen hat. Die Methoden zur Berechnung der optischen Systeme, 
welche die genannte Firma seit vielen Jahren als die besten erprobt hat,, 
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sollen nunmehr ver6ffentlicht und daher zum Gemeingut werden. Um aber 
keinen einseitigen Charakter dem Werke zu geben und die Ergebnisse der 
rein theoretischen Optik, soweit sie für die Praxis nutzbringend sind, e u  
verwerthen, hat sich der Praktiker mit einem Mann der Wissenschaft zu 
der Herausgabe vereinigt. Die Anforderungen a n  mathelnatische Kenntnisse 
werden dadurch nicht erhoht, sondern bleiben auf die Elementarmathematik 
beschrankt. - Der erste Band,  welcher gleichsam das wisseuschaftliche 
Werkzeug für den Gebrauch der beiden folgenden Bande liefert, zerfsllt i n  
fünf Capitel, wovon das erste die Reflexion und Brechung des Lichtes be- 
handelt mit specieller Berlicksichtigung der Glassorten. Wtihrend das zweite 
Capitel sich ausschliesslich mit den Pnndamentaleigenschaften eines diop- 
trischen Systems beschaftigt und die Construction der Bilder umfasst bei 
specieller Lage der Fundamentalpunkte, so sind in dem dritten Cspitel die 
Anforderungen zasammrngestcllt, die a n  ein wirkliches Linsensystem zu 
stellen sind, unter Aufzahlung der zii hebenden Fehler. Die beiden letzten 
umfangreicheren Capitel sind der wirklichen Berechnung gewidmet, und 
zwar zunachst der trigonometrischen Berechnuug einer Linse mit eiu- 
gehender Discussion ihrer Bildfehler, sodann derjenigen von achromatischen 
zweilinsigen Objectiven. Besonders hervorzuheben ist,, dass wirkliche Be- 
rechnungen durchgeführt und tabellarisch zusarnmengestellt sind. Un den 
praktischen Nutzeu des Werkes noch zu erhohen, sind in der Beilage 1 
die den verschiedenen Fiillen entsprechenden Pormelu libersichtlich geordnet. 
Die Beilagen 2 und 3 sind Abdrücke aus den Sitzungsberichten der bay- 
rischen Academie der Wissenschaften, es sind die Arbcitcn: Ucber die Be- 
stimmung des Brechungs- und ZerstreuungsverhZltnisses verschiedener Medien 
von C. A. v. S t e i n  h e i l  und L. v. S e i  d e l ,  und Trigonometrische Formeln 
für den allgemeinsten Fa11 der Brechung des Lichtes a n  centrirten sphX- 
rischen Flachen von L. v. S e i  d e l .  - Beilage 4 enthalt die Unterschiede 
zwischen Sinus und Bogen von 10 zu 10 Secunden von 00 bis 30" - 
Liessen sich bei den folgenden Baiiden die Berichtigungen am Schluss nicht ' 
vermeiden'? - Druck und aussere Ausstattung machen der Verlagsfirma 
alle Ehre. - Es  wtire zu wünschen, dass die beiden letzten E n d e  nicht 
zu lange auf sich warten lassen. Der xweite sol1 die Verwerthung der im 
ersten Band gowonnonen Resultate zur Bcrcchnung optischer Constructionen 
enthalten, wahrend der dritte Band die Prüfung des optischen Effectes an 
ausgeführten Instrumenten behandeln wird. B. NEBEL. 

Dr. J. Frick's Physikalische Technik, specielle Anleitung zur Ausführung 
physikalischer Demonstrationcn und zur Herstellung von physikalischen 
Dernonstrations - Apparaten mit m6glichst einfachen Mitteln. Von 
O. LERMANN. Sechste urngearbeitete und verrnehrte Aufhge. 1. Band 
mit 708 Holzstichen. 725 S. Braunschweig. Verlag von Friedrich 
Vieweg & Sohn. 1890. Preis 15 Mk. 
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P r i c k ' s  Physikalische Techuik ist durch die neue Bearbeitung dcrart 
bercichert worden, dass eine Theilung des Stoffes in zwei Bande nothig wurde. 
Auch die Eintheilung wurde wesentlich geiindert. Der  erste Theil des 
ersten Bandes ha t  die Behandlung der Apparate im Allgemeinen und die 
Anleitung zu einigen haufiger vorkomrnenden Arbeiten zum Gegenstande. 
Dabei bespricht der Verfasser die Ausstattung und Einriohtung der ver- 
schicdcncn Raumlichkeiten eines phyaikalivchen Instituts und geht auf die 
von ihm getroffenan Aenderungen an dem Institut der Karlsruher Tech- 
nischen Hochschule naher ein. Das Capitel über das Reinigen, Repariren 
und Aufstellen der Apparate ist ftir die Lehrer an unseren Mittelschulen 
von ganz besonderer Wichtigkeit, da  sie wahrend ihrer Studienzeit meistens 
nicht die nothige Zeit finden, sich damit g r h d l i o h  vertraut zu mrtchen. 
Der zweite Theil enthtilt die Anleitung zu einzelnen physikalischen Ver- 
suchen, die derartig eingetheilt sind, dass ziierst die Versuche über das 
Gleichgewicht der Krhfte bei festen , fliissigen und gasforrnigen K6rpern 
zur Erledigung konimen. Darauf folgen die Versuche über Warme, woran 
sich d a m  das grosse Capte1 über Dynamik und Thermorynamik anscliliesst. 
- Viele der Abbildungen Sind M ii 11 e r - P o u i  11 et 's  Lehrbuch der Physik, 
9. Auf lage, bearbeitet von Pf a u n d l e r ,  entlchnt, um den Preis des vor- 
liegenden Werkes herabzudrücken. Bei den Illusti.ationen, die ails den 
Catalogen von Mechanikern entnommen sind, wurde auch Firms und Preis 
des Apparates in  Klarnmern beigefügt, um bei Neuanschaffungen auch i n  

dieser Hinsicht zu orientiren. - E s  ist sicher, dass diese erweiterle Auf- 
lage von F r i c  k ' s  Physikalischer Technik fiir den praktischen Theil des 
physikalischen Unterrichts von wesentlichern Nutzen sein wird. 

B. NEBEL. 

Handbuch der  Vermessnngskunde. Von W. JORDAN. 3. Band: Landes- 
- Vcrmessnng und Grundaufgaben der Eid-Nessung. Dritte ver- 

besserte und erweiterte buflage. Stuttgart 1890. Verlag der 
J. B. N e  t zl er'schen Buchhandlung. 549 S. und 48 S. Anhang. 

Der Schluss des ganzen Werkes wird durch den vorliegenden dritten 
Band gebildet, der den inteiessantesten Theil der Vermessiingskunde, d m -  
lich die Landesvermessung und die Erdmessung, enthglt. Kach einem ge- 
schichtlichen Ueberblick über Erdmessungen geht der Verfasser zur Trian- 
gulirung erster Ordnung über, wobei die technischen Hilfsmittel eingehend 
besprochen werden. Die Betrachtung des E r d  -Ellipsoides bedingt neue 
mathematisçhe Studien, so die spharisçhe Ureiecksberechnung , die spha- 
rischen Coordinaten, und führt zu der sphtiroidischen Geodasie mit Normal- 
schnitten und Krümmungshalbmessern. Die Theorie der geodatischen 
Linie wurde auf geometrischem Wege erheblich vereinfacht und somit die 
Theorie dieser Linie um einen weiteren für den Praktiker besonders wich- 
tigen Beitrag vermehrt. Daran schliessen sich weitere mathematische 
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Theorien an,  insbesondere die allgemeine Theorie der geodatischen Drei- 
ecke. Den Anhang bilden eine Reihe wichtiger Hilfstafeln, die fur den 
praktischen Gebranch des Buches von ganz besonderem Werthe sind. Hervor- 
zuheben sind ebenfalls die zahlreichen Literaturvermerke un3 die Hin- 
weisung auf die Originalabhandlungen in speciellen Fallen. Ein solches 
Handbuch wird überall sich leicht Eingang verschaffen. 

B. NEBEL. 

Grandriss der Festigkeitslehre. Zum Gebrauch an Bandwerkerschulen, 
insbesondere 13augenerk - und Maschinenbauschulen , sowie zum 
Sellist,unterricht bearbeitet von E. GLINZER. Mit 91 in den Text 
gedruckten Figuren und mehrercn Tafeln , sowie mit zahlreichen 
Uebungsbeispielen und Aufgaben. Dresden 1890. Verlag von 
Gerhard Ktîhtmann. 123 S. 

Dicser Grundriss der Festigkeitslehre ist ganz dem Bedürfniss der 
Schule für Bauhandwerker angepasst, an welcher der Verfasser den Unter- 
richt auf diesem Gebiete seit einer Reihe von Jahren ertheilt. Die zahl- 
reichen Bcispiele und Tabellen tragen dazu bei, dass das Buch such noch 
nach Absolvirung der Schule hiiufig zu I h t h e  gezogen wird. 

- 
B. NEBEL. 

Berichtigungstafel zur Umwandlung des mit der Lux ' schen  Gaswage 
gefundenen scheinbaren i n  das  wi rk l iche  specifische Gewicht; 
nebst einem Begleitwort. Von R. MEEIJIKE. Ludwigshafen a. Rh. 
Verlag von Friedrich Lux. 

Da sich die Aichung der Lux'schen Gaswage auf 15O Celsius und 
760 mm Quecksilberdruck bezieht, so k t  das bei t 0  Celsius und beim 
Quecksilberdruck gefundene specifische Gewicht S b ,  noch zu corrigiren, um 
das wirkliche specifischc Gewicht B zu erhalten. Um nun der ofteren Bc- 
rechnung des specifischen Gewichts nach der Formel 

enthoben zu werden, sollte ein Hilfsmittel geschaffen werden, um ebenso 
schnell und leicht das wirkliche specifische Gewicht zu finden. Dass an 
eine Berechnung von Hilfstabellen nicht gedacht werden konnte, zeigt 
schon die nBhcre Betrachtung der Formel. Verfasscr hat  daher graphische 
Tabellen entworfen nach Art  der Rechenschieber , wonach man auf der 
einen Theilung eine dureh die Beobachtungsdaten gegebene Strecke mit dem 
Zirkel abgreift und dieselbe nun in bestimmter Weise in einer weitercn 
Theilung bei dem gefundenen specifischen Gewicht abtriigt, so dass der 
andere Endpunkt der Strecke das wirkliche specifische Gewicht abzulesen 
gestattet. Die Theilung wilrdc mit der grossten Vorsicht auf Stein aus- 
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geführt , und sodann durch ein Trockendruck - Verfahren vervielfgltigt , um 
die sonst unvermeidlichen Langenanderungen zu umgehen. Die Herstellung 
diever Berichtigungstafel isi für den haufigen Gebrauch der Lux'schen 
Gaswage von grossem Vortheil und wird daher von allen Betheiligten auf's 
Lebhafteate begrüsst werdeu. B .  NEBEL. 

Handbuch  fur Spectroscopiker i m  Cabinet und  am Fernrohr .  Praktische 
Winke fur Anfsnger auf dem Gebiete der Spectralanalyse. Von 
N. von KONKOLY. 335 Holzschnitte. 568 Seiten. Halle a. S. 1890. 
Verlag von Wilhelm Knapp. Preis 18 Xk.  

Ein merkwürdiges Buch! - Aehnlich mag auch der Verfasser selbst 
gedacht haben, da  er nach eigener Anssage wenig Muth hatte, das Werk 
zu Stande zu bringen. Nach dem Vorwort ist  namlich das Buch ftir An- 
fSnger in der Spectralanalyse oder Mittelschullehrer aus der Provinz, die 
mit weniger Nitteln dotirt sind, als z. B. die Laborat.orien von Hoch- 
schnlen , bestimmt , wiihrend der Inhalt eine Reihe von Instrumenten um- 
fasst,  wie sie, der grossen Kosten wegen, nur auf den Steriiwarten oder 
verwandten Instituten zu finden sind. Dann sind wieder Dinge beschrieben, 
die der Betreffende schon sus der Physik wissen sollte. Wirkliche Fort- 
schritte sind manchmal ganz übersehen, wie z. B. die G ü l c  h er'sche 
ThermosLule, die Verbesserung der L e c l a n c  h b  -Elemente u. Y. W. 

Die Illustrationen erinnern nur zu oft an die Preisverzeichnisse von 
K r t i s s ,  H a r t m a n n  und B r a u n ,  S c h m i d t  und I I a n s c h  ( L i n u e m a n n ) .  
Der wiederholt vorkommende Kame ,,Ma y e r  s t e i n "  statt  , ,M e y e  r s t e i n ' '  
dtirfte nicht unter die zahlreichen Druckfehler gerechnet werden. Abbild- 
ungen, wie z. B. Fig. 83, S. 187, Obscrvatoïium mi t  Sidcrostat, haben 
in einem derartigen Werke gar  keinen Nutzen. - Die Schreibweise diirfte 
vielfach kürzer sein. - FIir welche Sorte Menschen der Verfasser das Buch 
sozusagen auf den Leib geschnitten ha t ,  Iasst sich bei BerIicksichtigung 
der deutschen Schulverhiiltnisse nicht sagen. B .  NEBEL.  

-- -p 

Der  Betrieb u n d  d ie  Schal tungen d e r  elektrischen Telegraphen. Von 
ZETZSCHE. Bearbeitet unter Blitwirkung von mehreren Fachman- 
nern. Zugleich als zweite Halfte des 3. Bandes des Handbuchs der 
elektrischen Telegraphie. Heft 2. Ilritte Abtheilung: Die Ein- 
richtungen und Schaltungen für die rnehrfache Telegraphie, bear- 
beitet von A. TOBLER und E .  ZETZSCIIB. Mit 89 in den Text gc- 
drueliten Abbildungen. 1573. Halle a. S. 1890. Verlag von 
W. Rnapp. 

Das vorliegende Heft enthalt das ungemein reiche Capitel der ver- 
schiedensten Einrichtungen und Schaltungen für die mehrfache Telegraphie. 
M'as bei der Besprechung des erbten Heftes gesagt wurde, wird auch von 
dcm zweitcn Hcfto im vollen Umfangc besttitigt. B. NEBEL.  
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Lehrbnoh der Vermessungskunde. Von ANTON BAULE. Nit 244 i n  den 
Text gedruckten Piguren. Leipzig 1890. Verlag von B. G. Teubner. 
404 Seiten. 

nieses Lehrbuch dor niederen Geodiisie sol1 in knapper Form nur 
Dasjenige, was ftir den Landmesser , Techniker , Forstmann , Militgr zur 
Ausfuhrung von Vermessungen nothwendig is t ,  bieten. Zu diesem Zweck 
war es eine Hauptaufgabe des Verfassers, aus dem reichlich vorhandenen 
Stoff geschickt auszuwMen und das Gewshlte einheitlich zu verarbeiten. 
Rei der Anordnung des Stoffes hat  sich der Verfasser derjenigen von 
Ba  uer  n f e i n d angeschlossen. Geeignete Zahlenbeispiele zeigen , wie die 
vorgetragenen Messmethoden anzuwenden sind. Das Buch darf den oben 
genannten Kreisen bestens empfohlen werden. B. NEBEL. 

Uebersichtliche Darstellung der mathematischen Theorien tiber d ie  Dis- 
persion des Lichtes. Von BREUER. 1. Theil. Normale Dispersion. 
Nit einer Figurentafel. Hannover 1890. 55 Seiten. Preis 1 Mk. 

Verfasser beabsichtigt durch die iibersichtliche Darstellung der mathe- 
matischen Theoricn tiber die Dispersion des Lichtes eiumal eine Form zu 
geben, in welcher man den geistigen Inhalt der Originalarbeiten der be- 
kanntesten Forscher den Lehrbkhern  Uber theoretische Physik einverleiben 
konnte , sodann diese Forschungen, deren Studium in den Quellenwerken 
oft mit grossen Schwierigkeiten verbunden is t ,  einem weiteren Kreise zu- 

ghglich zu machen, damit dadurch dic Idcen Anderer befruchtet, und 
somit neue Fortschritte erzielt werden. Durch diese Arbeit wird sich der 
Verfasser den Dank Vieler erwerben. B. NEBEL. 

Zur Reformation der  Musik. Kurze Brouchiire zur weiteren Bekrsftigung 
der neuen Ton-Theorie. Von CH. A. B. HUTH. 8 Seiten. Preis 
30 Pf. Selbstverlag des Verfassers (Hamburg. 1. Vorsetzen 15/17) 
und : 

Offener Brief a n  a l l e  Mathematiker .  Von CH. A. B. HUTH. 4 Seiten. 
Preis 25 Pf. Selbstverlag des Verfassers (Hamburg. 1. Vorsetzen 15/17). 

Der von dem Verfasscr aufgestellten riouon Ton-Thoorie liegt die An- 
legung des sogenannten goldcnen Schnitts a19 Maasstab fur  die Tonleiter 
zu Grunde. E s  ist dies eine ganz geniale Idee,  jedoch dürfen wir au£ 

dieselbe nur vom wissenschaftlichen Standpunkte unser Interesse lenken. 
Erdi wenn dieselbe, a n  musikalischen Instrumenten durchgeftihrt, auch die 
praktische akustische Probe bestanden hat ,  kann a n  eine allgemeine Ein- 
fIihrung gedacht werderi. Im Interesse des Verfassers liegt es demnach, 
die Praxis zur weiteren- Prüfung der Theorie heranzuziehen. 

- B. NEBEL. 

Hist.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. u. Pligs. XXXVII, S. 8 
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Allgemeine Mechanik der  Punkte  und s ta r ren  Systeme. Ein Lehrbuch 
für Hochschulen. Von E. BUDDE. 1. Band: Mechanik der Punkte 
und Punktsysteme. 1890. 418 Seiten. Preis 10 Mk. - II. Band: 
Mechanische Summen und starre Gcbildo. 550 Seiten. Preis 13 Mk. 
1891. Berlin, Verlag von Georg Reimer. 

Verfasser ist  von dern gewohnlichen Rrauche, die Mechanik darzustellen, 
abgewichen, indem er  die Eintheilung nicht nach Principien durchfuhrte, 
soudern nach den zu behandelnden Objecten. Dadurch ist es ihm erm6g- 
licht , vom Leichteren zurn Schwereren aufzusteigen , was für den Lernenden 
von ganz besonderem Werthe ist. Dabei orduen sich die betreffenden Siitze 
wie von selbst ein, so dass deren Anwendung bei entsprechenden Problemen 
dadurcb wesentlich Vorschub geleistet ist. Der Verfasser hat  es somit ver- 
standen, dem Studirenden den W e g  zwisched Theorie und Praxis zu ebnen, 
was leider so selten zutrifft. - Den Aiisgeng bildet die Dewegung eines 
einzelnen Punktes, ihr folgen diejenigen von xmei und mehreren Puokten. 
Letztere führen zu den starren Rorpern, den deformirbaren Linien, Flachcn 
und Korpern. Reispiele sind nur in hescheidener Meiige eingestreut, so 
dass die vorhandenen Aufgabensammlungen keineswegs überfllissig erscheinen. 
- Durch die klare Darvtellung wird das Buch sich sicheilich eine grosse 
Zahl von Freunden erwerben. B. NEBEL. 

A Treatiae on analyt ical  statics with nnmerous examples. On R o c ~ n .  
Volume 1. Cambridge, a t  the University Press 1891. 407 Seiteii. 

Das vorliegende Werk ist den Vorlesiingen des Verfassers entsprungen, 
die theilweise hier noch Ergiinziingen erfahren haben. Um die Darstel- 
lungsweise nicht allzusehr ktirzen zu müssen, sind nun einzelne Abschnitte 
zurückgostellt, die in  einem zwciten Bande vereinigt mcrden sollen. Vcr- 
fasser legt grossen Werth darauf, dass der Studirende das Vorgetrageue 
sofort an zahlreichen Beispielen einübe, weshalb er dieselben, durch klei- 
neren Druck kenntlich gemacht, sofort einstreute. Einzelne der Aufgaben 
haben den Herausgeber zurn Verfasser, weitaus die meisten aber sind 
Prüfungsaufgaben, wie sio an der Universitat Cambridgo gcstellt worden 
sind. - Die ganze Anordnung is t  sehr sauber und iîbersichtlich durch- 
geführt,  so dass die Orientirung sehr erleichtert wird. B. NEBEL. 

Maxima,  Minima und Oeconomie. Inaugural-Dissertation, vorgelegt der 
philosophischen Facultat der Universitiit Gbttiugen. Von PETZOLDT. 
Sonderabdruck aus der Vierteljahrsschrift ftir wissenschaftliche 
Philosophie. Altenburg 1891. I n  Commission der Schnuphase- 
schen Iiofbuchhandlung (Max Lippold). 78 Seiten. 

Der Inhalt,  welcher rein philosophischer Natur is t ,  wird in fünf Theile 
gegliedert : mcchanische Minimumprincipien , Oeconomieprincipien der Ent- 
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wickelung, der Stabilitiitsbegriff auf rein geistigem Gebiet im Allgemeinen 
und der Stabilitiitsbegriff für  Ethik und Aesthetik. Der Verfasser spricht 
das Resultltt seiner Unterauchungen in dem Schlusssatz aus: ,Nicht Ma- 
xima, Minima und Oeconomie, sondern Eindeutigkeit und Stabilitiit heben 
die Seiten der Wirklichkeit hervor, die fiir uns im Vordergrnnde des In- 
teresses stehen müssen.' B. NEBEL. 

Die Photographie i m  Dienste des Ingenieurs. Ein Lehrbuch der Photo- 
grammetrie. Von BR. STEINER. 1. Lieferung mit 25 Textfiguren und 
zwei Tafeln. Wien 1891. It. Lechner's Buchhandlung (Wilhelm 
Müller). 56 Seiten. 

Verfasser wird sich durch Herausgabe dieses Lehrbuchs der Photo- 
grammetrie allerseits viele Freunde erwerben. Bisher fehlte es den Ama- 
teuren an einfachen Methoden, um die photographischen Aufnahmen karto- 
graphisch verwenden zu konnen; dabei sei insbesondcre dcr Officicre ge- 
dacht, die durch Aufnahrne unzugiinglicher Pestungswerke in den Stand 
gesetzt werden, sich hierüber zu orientiren. Welchen Nutzen das Buch 
dem Geodsteu und Ingenieur, namentlich bei Reiseaufnahmen, bietet, dar- 
auf hinzuweisen durfte tiberfltissig sein. - Die erste der drei Lieferungen, 
welche nunmchr vorliegt, umfasst die grundlegcnden Principien und allgc- 
meinen geometrischen Verfahrungsweisen der Photogrammetrie. Die zweite 
sol1 das photographische Objectiv und die Photogrammeter behandeln, 
wihrend die dritte,  den Sçhluss bildende Lieferung die praktischen Durch- 
fuhrungsarbeiten und eine geschichtliche Uebersicht Illier dieses Grenzgebiet 
der Photographie, darstellendcn Geometric und Geodlisie enthalten wird. - 
Von grossem Werthe wird es sein, wenn die beiden noch ausstehenden 
Lieferungen rnoglichst rasch erscheinen. B. NEBEL. 

Ueber das Galilei'sche Princip. Von LEONHARD WEBER. Kiel 1891. 
Verlag der IIaeseler'schen Buchhandlung (Eckardt & Breymann). 
40 Seiten. 

Verfasser sucht die N e w t O n 'eche Fassung des zuerst von G a 1 i 1 e i 
ausgesprochenen Trkgheitsprincips durch eine neue Formulirung einwands- 
frei zu machen. Zu diesem Zweck werdon in dem ersten Abschnitt die- 
jenigen Beobachtungselemente und Denkoperationen , welche der Aufstellung 
des Tragheitsprincips zu Grunde liegen, der Analyse unterworfen, wahrend 
der zweite Abschnitt lediglich der Formulirung des Princips gewidmet ist. 

B. NEBEL. 

Die Hydranlik auf neuen Grnndlagen. Von SCHEFFLER. Leipzig 3 891. 
Verlag von Friedrich Forster. 225 Seiten. 

Wsch einem kleineren Capitel über Gleitungswiderstinde folgt das 
weitaus grosste über die hydraulischen Grundgesetze, daran schliessen sich 

8 * 
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die Capitel über das Princip des kleinsten Widerstandes und über da8 
Princip des gr6Ssten Effectes an. Das ~ c h l u s s c a ~ i t e l  enthalt die Anwend- 
ungen auf die Hydraulik. Stat t  der Hypothcse der  Bewegung in parallelen 
Schichten legt der Verfasser seiner neuen Theorie das Fliessen in Strom- 
faden zu Grunde und kommt naturlich zum Shei l  zu ganz anderen Resul- 
taten, die er in einem Rückblick am Schluss des Buches den bisherigen 
gegenüberstellt. B. NEBEL. 

Ueber die  part ie l le  Differentialgleichung d u  + k2u = 0 und deren Auf- 
t r e ten  in der  mathematischen Physik. Von FR. POCKELS. Mit 
einem Vorwort von F. Klein. Leipzig, B. G. Tenbner 1891. 339 S. 
S Mk. 

Die bisherigen Untersuchungen im Gebiete der mathematischen Physik 
reehtfertigen die Aufstellung des Postulats,  dass es gelingen müsse, alle 
Resultate der  Ph js ik  als Folgerungen von allgemeinen Siitzen der Analpsis, 
denen noch die physikalischen Bedinguiigsgleichungen beiziifügen sind, dar- 
zustellen. So lassen sich zwei Classen mechanischer Probleme, die mit dem 
J a c  O bi'schen Rotationsproblem und dem Problem der Bewegung eines festeii 
Korpers in einer Flüssigkeit zusammenhangen und i n  den Anwendungen 
der elliptischen bezw. hyperelliptischen Functionen auf die Mechanik auf- 
t re ten,  je auf dasselbe System von Differeutialgleichungen zurückführeu. 
Wie Herr C a s p a r y  gezeigt hat (vergl. Comptes rendus 1891), lassen 
sich diesc Probleme vollstindig loseu durch dio "Elcmente eines Ortho- 
goiialsystemsY, ausgedrückt mit Hiilfe der J a c o b i ' s c h e n  Theta-  Oder den 
W e i e r s t r a s s  'sehen Sigmafunctionen , wenn man noah die willkürlichen 
Argumente und eine willkIirlich gebliebene Funetion vermittelst der durch 
das vorgelegte Problem gegebenen Constanten bestimmt. (Vergl. auch Bulletin 
d. S. M. t. 13.) 

Bei einer anderen ausgedehnten Classe mechanischer Probleine ist man 
noch nicht zu einem so einfachen Resultat gelangt, dazu gehoren die 
Probleme der schwingenden Saite, der transversalen Schwingungen eiuer 
gespannten Memhran, der freien Schwingungen dünner Luftsehichten, der 
Schwingungen elastischer fester Korper, der transversalen Schwingungeu 
elastischcr Platten, der Warmeleitung in isotropen und crystallinischeii 
Korpern iind verwandte. Die Probleme dieser Classe verlangen die L6suiig 
der Differentialgleichung 

d u + k Z f ( x , y , z ) u = O ,  

wo k reell und imaginar sein knnn und f eine beliebige Punction der 
unabhaugigen Variablen bezeichnet. Die mathematischen Untersuühungen, 
welche über diese Differentialgleichung vorliegeii, lassen noch viele wicli- 
t ige Fragen offen, einmal wegeii der Schwierigkeit des Gegenstandcs und 
dann auch, weil der  specielle Fa11 
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noch fast vollstandig das Interesse der mathematischen Physiker in An- 
spruch nimmt. Von hohem Werthe muss unter diesen Umstanden eine 
Arbeit crscheinen , die, h l i c h  der B a  c h a r  Ei c h 'schen im Gebiete der Po- 
tentialtheorie, eine einheitliche Darstellung der auf die genannte Differen- 
tialgleichung beztiglichen Untersuchungen liefert, eine Darstellung , welche 
die bestehenden Lücken und die noch zu übermindenden Schwierigkeiten 
klar zu Tage treten 1Lsst. Bei dem gegenwartigeu Stande dieser Unter- 
suchungen cmpfichlt es sich, die physikalische Erfahrung ais leitenden Ge- 
sichtspunkt aufzustellen , denn die mathematischen Reweise fiir die Satze, 
welche liber die Losungen der genannten Differentialgleichung aufgestellt 
worden sind, müssen in den meisten FZllen noch erbracht werden. 

Wir geben eine kurze Uebersiclit des mit grosaem Fleiss und Geschick 
gesammelten Materials, welches eine Reihe noch wenig bekannter, von 
Herrn K 1 e i n  herrührender Untersuchungen , sowie a n  einzelnen Stellen 
eigene Entwickelungen des Verfassers bringt. 

Auf ein einleitendes Capitel über das Vorkommen der Differential- 
gleichung, wobei auf die bezüglichen Arbeiten von S t u r m ,  L i o u v i l l e ,  
P. du B o i s - R e y m o n d  und der Herren H. A. S c h w a r z , - R i a n c h i  und 
P i c a r d  eingegangen wird, IXsst der Verfasser zunachst die Betrachtung 
der ,,üusgezeichnetenu Lfisungen, welche sich bei den wichtigsten physi- 
kalischen ProLlemen darbieten, folgen. Nan  überzeugt sich namlich leicht, 
dass cs nnr ganz bestimmte Werthe von k2  gieht, für die eine regullire 
Losung der Differentialgleichung auftreten kann. Diese speciellen Werthe 
von ke nenut der Verfasser die ausgezeichneten Werthe, die ihnen ent- 
sprechenden Losungen u ausgezeichnete Losungen. Die Kenntniss dieser 
ausgezeichneten Losungen ist fiir die spiiter folgende Untersuchung all- 
gemeiner Integrale der Differentialgleichung erforderliüh. Mm kann nun 
durch eine Art von Grenzübergang, das schon J. und D. B c r n o  u i l l i  
und L a g r  a n  g e bekannte, neuerdings wieder von englischen Physikern in 
Anwendung gebrachte , R a  y 1 e i g  h'sche Principu, zu dem Existenztheorem 
gelangen, wie der Verfasser nachweist; dies k t  indessen nicht als wirk- 
licher Existenzbeweis anzusehen, so lange nicht, wie der Verfasser gleich- 
fdls hervorhebt, die Zulassung des Grenzübergangs zu n = m streng be- 
wieson ist. Dabei wird durch Einführung von Normalcoordinaten nach 
dem Vorgange englischer Physiker (R O u t h l  R a  y 1 e i  g h) ein Zusammen- 
hang mit dern Probleui der simultanen Transformation zweier quadratischen 
Formen gewonnen. 

Es sind eine Reihe Iosbarer Specialfille bekannt, wo es gelungen ist, 
s8mmtliche ,, Normalfunctionen" wirklich herzustellen. Es  handelt sich 
dabei ausechliesslich um ausgezeichnete Losungen der einfachen Differential- 
gleichung 
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und solcher Gleichungen, welche durch Einführung anderer orthogonaler 
Coordinaten aus derselben hervorgehen. So werden die Fiille des Reüht- 
ecks und rechtwinkligen Parallelopipedons, wo die Normalfunctionen trigo- 
nometrisch sind, die Pllle d& Kreis - und Kugelfl%che, der Vollkugel und 
Kugelschale, wo B e  s s el'sche und Kogelfunctionen zur Anwendung kommen, 
behandelt, ferner die Gebiete in der Ebene und auf der Kugel, welche von 
ebenen bezw. spharischen confocalen Kegelschnitten begrenzt werden, wobei 
die bezüglichen Arbeiten von H. W e b e r ,  M a t h i e u ,  H e i n e ,  L i n d e -  
m a n n ,  B r u n s ,  K l e i n ,  C a l l a n d r e a u ,  H a r t e n s t e i n ,  B a e r  ErwLhn- 
ung  finden, wahrend Referent vergebens nach den Namen W a n g e r i n  
(Ueber die Reduction der Gleichung A V= O auf gewtihnliche Differential- 
gleichungen) und H a  e n t z s c h  e l  (Reitrage zur Theorie der Functionen des 
elliptischen Cylinders) gesucht hat. Ausser den genannten Bereichen werden 
noch solche erortert , welche aliquote Theile schon behandelter sind (Lam 6 ,  
R a y l e i g h ,  R o u t h ,  K l e i n ) .  Auch auf den von Herrn M a t h i e u  in An- 
griff genommenen Pal1 eines von zwei excentrischen Kreisen oder von zwei 
confocalen C a s  s i n i'schen Curven begrenzten Bereiches wird hingewiesen. 

Wahrend die Auffindung sammtlicher ausgezeichneten Losungen bisher 
nur ftir' eine Anzahl von Specialfillen gelungen i s t ,  besitzt man ein Ver- 
fahren, das gestattet, fiîr einen beliebigen ebenen Bereich diejenige aus- 

gezeichnete L6sung der Differentialgleichung 

d z c + k 2 u = 0  

zu finden, welche innerhalb des Bereiches nirgends verschwindet, d. i. 
dem kleinsten ausgezeichneten Werthe von kZ entspricht. Dieses von 
Herrn H. A. S c h w a r z  herrührende Verfahren liefert auch den eben 
bezeichneton Werth von kZ, sowie die entsprechendo Losung der obigen in 
krummlinige Coordinaten transformirten Differentialgleichung filr irgend 
welche Bereiche auf krummen Flachen. Dagegen fehlt immer noch der 
Existenxbeweis für die hoheren ausgezeichneten Losungen. Andererseits 
stosst die wirkliche Herstellung der Losungen nach der S c h  w arz'schen 
Methode in den meisten Fiillen auf unüberwindbare Hindernisse, da sie die 
Bestimmung einer uiiendlichen Reihe von Punctionen voraussetzt, die diirch 
complicirte Doppelintegrale gegeben sind. Hiernach geht der Verfasser 
noch auf die Abhhgigkei t  der ausge~eichneten Werthe k-on der Dimen- 
sion und der Gestalt des Bereiches, sowie von dcn Constanten der Grenz- 
bedingung ein. ( R a y l e i g h ,  P o i n c a r é . )  

Ein dritter Theil enthslt allgemeine Satze über die Functionen, welche 
der partiellen Differentialgleichung 

d u + k 2 u = 0  

genügen , ohne Berücksichtiguog besondcrer Grenzbedingungen. Diese Stitze 
vorallgemeinern die entsprechenden, welche in  der Potentialtheorie aiif- 
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gestellt worden sind. Dabei stellt sich in dem Verhalten im Unendlichen 
ein wesentlicher Unterschied zwischen den Losmgen der genannten Diffe- 
rentialgleichung und den Potentialfunctionen heraus, im Gegensatz zu dem 
übereinstimmenden Verhalten a n  singularen Stellen im Endlichen. I n  der 
That, es werde untersucht, wie sich die betrachteten Functionen bezw. die 
zugehijrigcn Differentialgleichungen Lei der Inversion verhalten. Diirch 
eine Betracbtiingsweise, die von Herrn D a r b  O u x  herrührt und die Herr 
Kle in  in seinen Vorlesungen (durch EinfIihrung polyspharischeï Coordi- 
naten) verallgemeinert ha t ,  zeigt sich, dass für die Potentialfunctionen des 
unendlich Weite keine wesentlich ausgezeichnete Rolle spielt: Zerlegt man 
nimlich ein Potential des Raumes von n. Dimensionen unter Anwendung 
polysphërischer homogener Coordinatcn durch Abtrennung eines algebra- 
ischen Factors, so bleibt eine von Herrn K I  e i n  Potentialform genannte 
Punction zurück, die ihren Charakter bei allen Inversionen des Rn behalt. 
Anders bei den Functionen w ;  hier bewahrt der eutsprecheude Factor bei 
einer Inversion seinen Character niüht, folglich ist der unendlich ferne 
Punkt ein singulgrer Punkt  der zugehorigen Differentialgleichung. Dieses 
Ergebniss ist  von weittragender Bedeutung. In  der Potentialtheorie ist 
man gewohnt, dass Sëtze, die f i r  ganz im Endlichen liegende Bereiche 
liergeleitet sind, auch fur Gebiete, die sich in's Unendliche erstrecken, ent- 
weder .direct oder doch nach geringer Nodification noch Giltigkeit behalten ; 
hier kt indessen eine solche Uebertragung nicht mehr zu erwarten. 
Auf Grund des G r  e en'schen Satzes ergiebt sich sodann (nach v. H e l m  - 
h o l t z ,  W e b e r ,  M a t h i e u ,  P o i n c a r E )  eine Darstellung von u durch ein 
Rand - bezw. Oberflichenintegral. Ein weiteres Analogon zur Potential- 
theorie ist das Analogon zum Gauss 'schen Miltelwerthaatze. Dabei t r i t t  
ein anderer wesentlicher Unterschied der Functionen u gegentiber den Po- 
tentialfunctionen und eine klare Analogie zu denpcriodischen Functioncn zii Tage. 

Den Abschluss bildet die Darlegung allgemeiner Integrationsmethoden, 
dia Bestimmung der Functionen u sus gegebenen Randwerthen und ver- 
wandten Bedingungen. W a r  der dritte Theil von mehr mathematischem 
Interesse, so tritt  hier die phgsikalische Erfahïung bezw. die physikalische 
Evidenz als Leitprincip wieder in den Vordergrund. Nrtchdem die physi- 
kalischen Probleme aufgczehlt worden sind, welche auf die drci Randwerth- 
aufgaben liinfiihren, folgt ein Excurs über die entsprechenden Randwerth- 
aufgaben in der Potentialtheorie, wo zunachst das D i r i c h l e t  'sche Princip 
in seiner Bedeutung als Existenzbeweis beleuchtet wird. Sodann bespricht 
dm Verfasser die Methoden, welche man zur wirklichen Herstellung der 
LOsungen angewendet hat  : 

1. Die Methode der G r  e e nlschen Functionen, mit deren Hilfe F. Ne  u m a n  n 
und Herr F. K I  e i n die Losung der drei Randwertbaufgaben gegeben haben. 
Dabei treten eine erste, zweite und dritte Green ' sche  Function auf, deren 
Existenz von1 physikaliechen Standpunkte aus als sicher gestollt gelten darf. 
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2. Die Combinationsmethode von Herrn C. N e u m a n n ,  welchc im 
Princip mit dem gleichzeitig von Herrn H. A. S c h w a r z  aufgefundenen 
Verfahren iibereinstimmt. Mittelst dieser Methode kann man,  wenn die 
(erste) Randwerthaufgabe fur specielle Bereiche gelost ist, die L6sung auch 
für  solche Bereiche herstellen, die aus jenen so zusammengesetzt sind, dass 
dieselben theilweise über einander greifen. 

3. Die Methode des arithmetischen Mittels von Herrn C. N e u m a n n ,  
das ist  ein Verfahren, welches die Losung der erstcn Randwcrthaufgabe 
direct fur  gewisse sehr allgemeine, ebene oder raiimliche Rereiche liefert. 
Diesem verwandt ist ein neuerdings von Herrn P o  i n  c a r  é angegebenes Ver- 
fahren. Wahrend aber Herr C. N e u m a n n  die Randwerthe einer auf be- 
stimmte Weise gebildeten Losung von dV = O successive corrigirt, bis sie 
in die gcgebencn iibergehen, wiihlt Herr  P o i n  c a r  6 eine Function, welche 
b e r e i t ~  die vorgeschriebenen Randwerthe besitzt, doch nicht der Differential- 
gleichung d V =  O genügt, und bringt nun durch ein Approxirnationsver- 
fahren den zweiten Differentialparameter jener Function successive im ganzen 
Bereiche m m  Verschwinden. 

4. Die Methode der Reihenentwicklungen, welche Herr F. K l e i n  zur 
Losung der Randwerthaufgaben ftir cinen Bcreich angewcndct ha t ,  der von 
sechs confocalen Flachen zweiten Grades oder noch allgemeiner von sechs 
confocalen Cycliden begrenzt ist. 

Analoge Methoden sind für die Theorie der partiellen DifFerential- 
gleichung d u  + k'u = O 

noch nicht aufgestellt worden, wenn man von einem Falle absieht. Das oben 
erorterte Approximationsverfahren von Herrn II. A. S c h w a r z ,  welches zur Re- 
stimmurig des kleinsten ausgezeichneten Werthes von kZ und der zugeh6rigen 
Losung u dient, lasst sich ntimlich anch zur Bestimmuug von zc aus gegebencn 
Randwerthen anwenden. Indessen hat diese Methode nur für  ebene Be- 
reiche und aiich da nnr  unter gewissen Beschrankungen Giltigkeit. Ent- 
sprechend der vorhin erwlihnten Methode 1. aus der Potentialtheorie sind 
die Randwerthaufgaben für  die Functionen u von Herrn F. K l e i n  mit 
Hilfe verallgemeinerter Green 'scher  Functionen gel6st worden, wobei die 
Existcnz dicser Eunctionen wieder duïch physikalische Erwggungen bcgriin- 
det wird. Der Verfasser geht noch auf die Unbestimmtheit der Randwerth- 
aufgiiben für  Gebiete eiii, die sich ius Unendliche erstrecken, und beweist 
ferner, in  Analogie mit der Potentialtheorie, den Satz, wonach man das 
Geschwindigkeitspotential zc beliebiger Erregungspunkte, die innerhalb einer 
geschlossenen Flacho liegcn, ftir den Aussenraum durch das von einer ein- 
fachen oder Doppel -Belegung jener Flache mit Erregungspunkten aus- 
gehende Geschwindigkeitspotential ersetzen kann,  wtihrend es dahingestellt 
bleibt, ob es moglich i s t ,  einen Erregungspunkt bezliglich seiner Wirkung 
im Innern einer geschlossenen Flache oder Cnrve, die ihn nicht umschliesst, 
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durch eine einfache ~ d e r  Doppelbelegung jenes Gebildes zu ersetzen. Aus 
diesem Grunde konnen auch,  wie der Verfasser nachweisst, die Satze, 
welche Herr M a t h i e u  über die Darstellbarkeit jcder belicbigen, innerhalb 
einer geschlossenen Flache bezw. Cnrve endlichen und stetigen Ltisung von 
du + k2u = 0 aufgestellt hat ,  in  ihrer allgerneinen Fassung nicht richtig 
sein (vergl. E. M a t  h i  e u ,  Theorie des Potentials. Deutsch von H. M a s e r .  
Berlin 1890. Cap. 3 ,  8 9 - 12 - sowie meine Besprechung dieses Werkes 
im 35. Bande dieser Zeitschrift, Seite 214, 215). E. JAHNKE. 

d?/ Zur Integration der  Differentialgleichung 
- = p, + p ,  y + p,  y2 + p, y3. d a  

Inaugural-Dissertation von R. GÜNTSCIIE. Jena 1891. 

L a g u e r r e  und B r i o s c h i  haben zuerst auf eine Classe von Diffe- 
rentialgleichungen aufmerksam gemacht, die bei einer Veranderung der 
abhangigen und unalhangigen Variablen ihre Form bewahren. Bei dieser 
Substitution bleiben auch gewisse Functionen der Coefficienten der Differential- 
gleichung und ihrer Ableitungen unverlndert,  welche L a g  u e r r  e die In -  
varianten der Differentialgleichung genannt hat. Die Bedeutung dieser 
Invarianten für die Jntcgration der zugehtirigen Diffcrentialgleichung is t  
ausfuhrlich von H a l  p h  e n dargelegt worden, welchem es durch Benutzung 
des Invariantenbegriffs gelang , eine Classe linearer Differentialgleichungen 
auf integrable Formen zu reduciren. Weitere Classen von Differential- 
gleichungen hat  Herr  A p p e l l  in  Bezug auf ihre Invarianteu und Inte- 
grabilitat eingehend stiidirt, wobei sich die schon früher von Herrn R o g e r  
L i o u v i l l e  gewonnenen Resultate durch Specialisirung ergaben. Der L i o u -  
ville'sche Specialfall bildet auch den Gegenstand der vorliegenden Jnaugural- 
dissertation. (Vergl. Darboux, Leçons sur la t h h r i e  générale des surfaces.) 

Zunachst wird unter Benutzung analoger Untersuchungen von Herrn 
I? 11 i O t für den Fa11 constanter Coefficienten p , wo die Invarianten oinfache 
charakteristische Formen haben, die Integralgleichung in der Form 

aufgestellt, dabei bedeutet B eine Function von a und die Ai, h i ,  c Con- 
stanten. Der Rerr  Verfasser hat nun den glücklichen Gedanken gehabt, 
auch die A; als Functionen von s vorauszusetzen und das umgekehrte Problem 
zu untersuchen, unter welchen Bedingungen die so definirte Function y 
dann noch einer Differentialgleichung der betrachteten Form genügt. In 
dem besonderen Falle 

2 h i A i  = O 
i = l  

tiberzengt man sich leicht,  dass die zugehtirige Differentialgleichung unter 
einer gewissen Annahme auf den Fe11 constanter Coefficienten reducirt 
werden kann. Wird die Integralgleichung 
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zu Grunde gelegt, so stellt der Herr Verfasser wieder unter der nicht aus- 
gesprochenen Bedingung 

a =  I 

bei gewissen Annahmen die zugehorige Differentialgleichung auf, deren 
Coefficienten und Invarianten bei besonderen Werthen der Exponenten h; in 
besonderv ansprechender Form dargestellt werden. Als Bedingungsgleichung 

tritt  (wie auch im allgemeinen Falle) 2 hi = 0 auf. 
L 

Wie der Herr  Verfasser die Gtite batte, mir mitautheilen, steht er irn 
Begriff, seine Untersuchungen, die sich auf den allgemeinen Fa11 i = 3,  4 
beziehen , zu verCffentlichen. E. JAHNKE. , 

Griissen und Zahlen. Rede von Prof. Dr. O. STOLZ. L e i p i g  1391. 
In  neuerer Zeit haben es sich die ersten Mathematiker angelegen sein 

lassen, eine neue und eingohende Prüfung der Grnndbegriffe der Mathe- 
matik gegenüber ciner beinahe zwcihiindertj&hrigen Praxis vorxunehmen. 
So haben die Herren W e i e r s t r a s s ,  D e d e k i n d ,  G. C a n t o r  neue 
Theorien der irrationalen Zahlen aufgestellt; zu einer anderen Ansicht ist 
Herr  K r  on  ec k e r gelangt , welcher die irrationalen und imttginaren Zahlen 
aus der Analysis ganx cntfernt und in die Geometrie und Mcehanik ver- 
wiesen wissen will; und auch sonst bemerken wir in  Abhandlungen wie in 
Lehrbüchern das Bestreben, die Fundamente der Mathematik mit bisher 
riiclit geübter Schiirfe zu fixiren. Die vorliegende, an der Univervitiit 
Innsbruck bei Gelelegenheit der feierlichen Kundmachung der gelosten Preis- 
aufgaben gehaltene Rede führt uns die Elemente der mathematischen Dar- 
stellung in vergleicheilder, auch weiteren Ereisen verstandlicher Betrachtung 
vor. Es werden die Grossenarten der Alten beleuchtet, die Verdienste von 
D e s c a r t e s ,  F e r m a t  und S t i f e l  um Einführung der negativen und 
irrationalen Zahlen hervorgehoben und die Missverstandnisse und Wider- 
sprüche kurz geschildert , von denen die Geschichte der neuen , von L e i b II i z 
und N e w  t O n erfundenen Wissenschaft zu erzahlen weiss. Dann folgt 
eine langere Betraçhtiirig der von G a u  s s c O m p 1 e x  genannten Zahlen. 
Zum Schluss finden die von H a m i l t o n  eingeftihrten Quaternionen ein- 
gehende Besprechung, wo auch au€ die von Herrn F r  O beniurr  gegebene 
Darlegung verwiesen wird. Dagegen vermisst Referent einen Hinweis auf 
die Bedeutung G r  a s s m  a n  n ' s ,  auf die Stellung der Quaternionen in der 
Ausdehnungslehrc. Mathcmatiker der verschiedensten Nationen haben an 
die Cr r a s s m a nn'schen Untersuchungen angeknüpft (vergl. W .  G i b b s  , An 
address etc., Proc. Amer. Assoc., V. 35). In  neuerer Zeit hat  auf derselben 
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Grundlage Herr C a s  p a r  y eine allgemeine Methode aufgebaut, die zur Losung 
zweier vielumworbenen Probleme geflihrt ha t  (1. C a s  p a r  y ,  Construction 
des achten Schnittpunktes dreier Oberfiachen zweiten Grades, die durch 
sieben gegebene Punkte gehen , Crelle's J. B. 99; 2. C a  s p a r  y, Sur les deux 
formes sous lesquelles s'expriment, au moyen des fonctions thi?ta de deux 
arguments, les coordonnées de la  surface du quatrieme degr6, décrite par 
les sommets des cônes du second ordre qui passent par six points donnés, 
C. B. juin 1891). E. JAHNKE. 
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math. XIV,  31. 

40. Ueber eine Normalform gewisser Differeutialgleichungen zweiter und dritter 
Ordnung. G .  P i c k .  Mathem. Annal. XXXVHl, 139. 

41. Ueber die Bestimniung der Fundamentalgleiçhiingeu in der Theorie der lineiiren 
Differentialgleichiingen. P. G ü n  t h  e r .  Crelle CVII, 298. 

42. Uemerkung zur Slieorie der linedren Differentialgleichuugssysteme. G. Haeuser .  
Zeitschr. Nath.  Phys. XXXVI, 116. 
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43. Ueber die Darstellung der Losungen eines Sgstems linearer Differential- 
gleichungen erster Ordnung in der Umgebung eines singularen Punktes. 
E. G r i i n f e l d .  Zeitschr. Math. Phye. XXXVI, 21. 

44. Ueber eine Anwendung der  Theorie der linearen Differentialgleichungen zur 
Bestimrnun~ des Geschlechts einer beliebieen aleebraischen Piinction. - ~ - -  - 

L. W. T hGméi Crelle CVIII, 335. 
" " 

45. Ueber eine Anwenduug der Theorie der linearen Differentialgleicliungen auf 
nichthonlogene Iineare Uifferentialgleichungen. L. W. T h  o in B. Crelle 
cvn. 51. 

46. Les invarirlnts des, équations differentielles linéaires. F. B r i o s  c hi .  Acta 
math. XIV, 233. 

47. Ueber Invarianten der linearen Differentialgleichungen. D i e  t r i  c h k e i  t. 
Zeitschr. Math. Phys. XXXVI, 311. 

48. Ueber lineare Difl'erentialgleichungen, welche mittelst bestiinuiter Integrale 
integrirt werden. P.  A. N e k r  a s so f f .  Mathem. Annal. XXXS7111, 509. 

19. Ueber Normirung der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
F. K l e i n .  Mathem. Annal. XXXVIII, 144. 

50. Ueber einige besondere Falle der linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit l inexen Coefficienten. L. P o c h  h a m m e r .  Mathem. Annal. 
XXXVITI, 225. 

51. Ueber eine lineare Differentialgleichung nier Ordnung mit einem endlichen 
singularen Pnnkte. 1,. P o c  h h a m m  er. Crelle CVIII, 50. LVergl. Nr..YY.] 

52 Ueber die Nullatellen der hypergeometrischen Reihe. F. K l e i n .  Mathem. 
Annal. XXXVLI. 673. 

53. Ueher die ~ i f f e r e n t i a l ~ l e i c h u n ~  der allgemeineren T-Reihe. L. P o  c h h  a m m  e r. 
Mathem. Annal. XXXViII., 566. 

54. Ueber die Sissot'sche Differentialgleichung. L.  P o  ch  h a  rn m e r .  Math. Annal. 
XXXVU. 512. 

55. Ueber eine binomische Differentialoleichune d e r  Ordnuno. L .  P o  c h h a r n m e r .  
Mathem. Annal. XXXVLII, 21 i .  

- 
5G.lntt5grerl'Bqiiation(1-x2)y'=zy-y2. P. D e c a m p s ,  P é t e r a ,  M d l l e . P o m -  

p i l i a n u .  Mathesis Ser. 2 ,  1, 261. 
57 Beitraee zur Ausdehn~ing der Fuchs'schen Theorie der linearen Differential- 

gleichungen auf ern Systexu linearer partieller Diii'erentialgleichungen. 
3. Horn.  Acta math. XIV, 337. 

58. Ueber die noçenannten vollst8ndigen Systeme von homogenen linearen par- 
tiellcn Differentialglcichungen crster Ordnung. F r .  S c  h u  r. Crelle 
CVlI!. 313. 

69. Ueber partiélle ~ i f f e r en t i s l~ l e i chungen  zweiter Ordnung mit  gleichen Charak- 
teriatiken. J o s .  K ü r  s c h a  k. Mathem. Annal. XXXVII, 317. 

Vergl. Aliel'sclie Transcendenten 7. Nechanik 185, 186, 187. 

Differentialauotient. 
mp 60. Sur l'identité - S  1 -. 

( 1 2 . . m ) ( i . 2 . . )  (1.2 ...or)( 1 . 2  . . .P ) . . . (  1.2 ... A)4Y(.Z.3,d. . . (2.3. . .p)A 
G. T e i x e i r a .  Mathesis Ser. 2 ,  1, 143. 

Dreiecksgeometrie. 
61. SUT une classe part\cu\iére de triangles. H. B r o c a r d .  Mathesis Ser. 2, 1, 153. 
62. Dktmces des points remarquables du triangle. Cl. T h i r y .  Mathesis Ser. 2, 1, 

Supp\Qment iiI. - Bug. P o u l a i n  ibid. 184. - Cl. T h i r y  ibid. 454. 
63. Théorèmes de gé~mét~ r i e .  S o l l e r  t i u s k  y. Mathcsis Scr. 2 ,  1, 2.21. 
64. Trois circonférences circonscrites à certains triangles Bmanant d'un même 

triangle passent par un même point. Mdlle. d e  H a a s ,  S o l l e r t i n s k y .  
Mathesis Ser. 2,  1, 208. 

65, Triangles inscrits et  circonscrits à deux circonferenceti. D é p  r ez. Mathesis 
Ser. 2 ,  1, 233. 

E. 
Elasticitat. 

66. On the flcxure of a flat elastic spring. H. L o  mb. Phil. Mag. Ser. 5, SXXI,  182. 

ElektricitBt. 
67. Sur les Bquations fondamentales de l'électrodynamique ponr les corps en 

mouvement. B. H e r t z .  Acta math. XIV, 349. 
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On the illustration of the properties of the clectric field by mcans of tubes of 
electrostatic induction. J. J. T h o m s o n .  Phil. Mao. Ser. 5. XXXI. 149. 

Further coutributions t o  dynamometry or t he  menkrement '  of power. 
T. H.  B l a k e s l e g .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XXXI, 346. 

Proof of the generality of certain forniulae published for a special case by 
Mr. Blakesley. W. E. A y r t o a  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XXXI, 354. 

Ellipse. 
Problèmes sur i'ellipso. Mdme. P r i m .  Mathesis Ser. 2 ,  1, 14. 
Propriété des diamètres conjugés de  l'ellipse. Ge  u e s e. Mathesis Ser.2,1,279.- 

D e p r e z ,  D e c a m p s  ibid. 279. 
Propriété des tangentes à une ellipse tirées d'un, point M' d'un rayon situé 

sur ce rayon O H  à l a  distance O N =  MM.  J o h n  E l n e .  Matliesis 
Ser. 2 ,  1 ,  45. 

Ellipse déduite d'un cercle. C. A. L a  i s a n  t , S o  h i e ,  Mdme. P r i m  etc. Ma- 
thesis ser.  2, 1, 74. 

Sur un disque elliptique qui se déplace en restant toujoura tangent B une 
droite fixe en un point donné. V. J a m e t .  Mathesis Ser. Il, 1, 198, 255. 

Vergl. Normalen 197. - 

Elliptische Transcendenten. 
Ueber elliptische Integrale dritter Gattung. J. T h o r n  a e. Zeitschr. Math. 

Phvs. XXXVI. 123. 
Ueber &wme Vereinf%chnngen der Transformationsgleichiingen in der Theorie 

der elliptischen Functionen. L. K i  e p e r t. Mathem. Annal. XXXVIJ, 365. 
Multiplication der lemniscatischen Function sin a m  u. K. S c h w e r i n g  

Crelle CVH, 196. 
Zur Theorie der ellintischen Functionen P. G ü n  t h e r .  Crelle CVIII. 256 
~ ) a s l n t e r ~ o l a t i o u s ~ r ~ b l e m  fur ellipt. ~'unctiorien. F. S c h o t t k y .  Crelle CVII, 189. 
Verhalten dcsLogarithmus einer ellipt. Function. F. S c h o t t k y .  CrclleCVIII,342. 

Vergl. Abbilding 5. 

F. 
Factorenfolge. 

Ueber die Convergenz einer von Vieta herrührenden eigenthiimlichen Pro- 
duçtenentwickclung. 1". R u d i  o. Zcitschr. Math. Phys. XXXVI, liist - lit. 
Abthlg. 139. 

Eine analytisch-~rithmetische Formel. L. K r  o n  e c k er .  Crelle CVIII, 348. 
Formen. 

Zur Theorie der linearen Formen. K. H e n s e l .  Crelle CVII, 241. 
Ueber hilineare Formen iind deren geometrischo Anweudung. M. P a s c h .  

Nathem. Annal. XXXVIII. 24. - -  - 
, ~ e b e r  die positiven quadrat&Len'~orrnen und über kettenbruchahnliche Algo- 

rithmen. H. M i n k o w s k i .  Crelle CVii, 278. 
87. Zur Theorie der indefiniten ternLren quadratischen Pormen. A. Me y er. Crelle 

CXilI, 125. 
Vergl. Invariantentheorie. 

Fnnctionen. 
88. Limite d'une somme, d'un produit, d'un quotient. P. M a n s i o n .  Mathesis 

Scr. 2 ,  1, 36, 63, 113, 139, 246. 
89. Ueber die diophantischen Gleichungen vom Geschlecht Null. D. H i l b e r t  und 

A. H u r w i t z .  Acta math. XIV, 217. 
90. Eine Verallgeineinerung des binomischen Satzes. L. S c h e n d e l .  Zeitsclir. 

Math. Phys. XXXVI, 60. 
91. Darstellung der bei der Division zweier ganzen Functionen auftretenden Quo- 

tienten und Reste, sowie der Partialzzhler Liei der Zerlegung einer ge- 
brochenen Fuuction in  Partialbrüche. L. S c h e n  d el .  Zeitschr. Math. 
Phgs. XXXVI, 302. 

Vergl. Abbildung. Abel'sche Transcendenten. Bernoullische Zahlen. Bessel- 
sche Functionen. Bestimmte Intemale. Determinanten. Differential- 
gleichungen. Differentialquotient. kliptiçche ~ranscendekten .  Factoren- 
folge. Formen. Gaminafunctionen. Geschichte der Mathematik 124, 1%. 
Hyperclliptische Transcendeuten. Invariantentheorie. Kiigelfunctioneo. 
Mittelgrossen. Reihen. Substitutionen. Syminetrische Functipnen. Theta- 
functionen. Transformat,ionsgruppen. 
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Gammafunctionen. 
92. Ueber ein viclfaches auf Euler'sche Integrale reducirbares Integral. L. P o  c h -  

h a m m  er. Crelle CVII ,  246. [Vergl. Bd. XXXIII, Nr. 316.1 

Cfearnetrie (descriptive). 
93. Ueber den Begriff der Projection einer geraden Linie. G. H a u c k .  ~eitsch;. 

Math. Phys. XXXVI, 379. 

Geometrie (hohere). 
94. Ueber Lineare Mannigfaltigkeiten projective; Ebenenbüschel und collinearer 

Bündel oder RAume. Th .  R e g  e. Crelle CVLI, 162. CVIII, 89. [Vergl. 
Bd. XXXVI, Nr. 82.1 

95. Ueber einen orthogonalen Reye'schen Complex. H. T h i e m e .  Zeitschr. Math. 
P h p .  XXXVI, 3.29. 

96. Ueber einige Grundgebilde der projectiveu Geometrio. C. J u e l .  Acta math. 
XIV, 1. 

17. Zur Erzeugung der ebenen rationalen Curven. W. S t a h l .  Mathem. Annal. 
XXXVLII, 56 1. 

98. Ceber projective involutarische Gebilde. W. S t a h l .  Crelle CVLI, 179. 
13. Theorie der triiinearen Verwandtschaft ebcner Systeme. G. H a u c k .  Crelle 

CVUI, 25. 
100. Ueber eine besondere Transformation algebraischer Curven und damit in Vor- 

bindung stehende Satze J a c o b  S t e i n e r ' s .  B. S p o r e r .  Zeitschr. 
Math. Phys. XYXVI, 339. 

101. Ueber die involutonschen Gebilde, welche eine ebene Cremona-Transforma- 
tion, speciell die rluadratisçhe, enthalten kann. K. D o  e h l  e rnann .  
Zcitschr. Math Phgs. XXXVI, 356. 

102. Sur la révision de l a  théorie des caractéristiques de M. Study. H. G. Z e u t h  en.  
Nathem. Annal. XXXVII, 461. 

103. ktude intrinsèque des coniques et  des cassinoïdes. E. Cesa ro .  Mathesia 
Ser. 2, 1 ,  51. 

1134. Lieu du point &e cooiitact de deux séries de  circonfbrences. Il 6 p r e  z, D e R o -  
z o k y ,  D e c a m p s .  Mathesis ser.  2, 1 ,  120. - JBChbek ibid. 122. 

i(i6. Ueber eine einfache planare Darstellungsweise der Gcstalten der ebenen 
Curven dritter Ordnung. M. D i s  t e l i .  Zeitschr. Math. PLiys. XXXVI, 138. 

106. Einige Hauptsatze aus der Lchre von den Curven dritter Ordnung. E. K o t  t er .  
Mathem. Annal. XXXVIII, 287. 

107. Ueber die Schroter'sche Construction der ebenen Curveu dritter Ordnung. 
A. H u r w i t z .  Crelle CVlI, 141. 

108. Ueber absolute Elementensyeteme au€  ebenen Universalcurven vierter und 
dritter Ordnung. W. B i n d  e r .  Zeitschr. Nath. Phys. XXXVI, 78. 

109. Ueber die Beriihrungskegelschnitte und Doppeltangenteu der allgemeinen 
Curven vierter Ordnung. G (1st. K o h n .  Crelle CVLI, 1. 

110. Sur les courbes du quatrième ordre qui out trois points doubles d'inflexiou 
b2 et en particulier sur l a  Kreuzcurve - + - = 1. B a l i  t r a n  d.  Mathesis 

Ser. 2, 1, 241. 22 

111. Ueber die bicircularen Curven vierter Ordnung. O. R i c h t e r .  Zeitschr. Math. 
Phys. XXXVi, 191. 

112. Die IIesse'sche Configuration (1z4, 16,). H. S c h r o  e t er .  Crelle CVLII, 269. 
Vergl. Absolute Geometrie. Abzahlende Geometrie. Formen 85. Geschichte 

der Mathematik 121. Kegelschnitte. Krümmung. Mechanik 188. Optik 207. 
Singularitaten. Topologie. 

Cfeschichte der Pathematik. 
113. Programme du cours de  l'histoire des mathématiques à l'université d e  Moskwe. 

V. V. B o b y n i n .  Biblioth. math. 1891, 79. 
114. On the teaehing of the  history of mathematics in the University of Texas. 

G. B. H a l s t e d .  Biblioth. math. 1891, 63. 
115. Historical sketch of the  study of mathematics in the United States. F. C a j o r i .  

Biblioth. rnat,h. 1891, 74. 
116. Uibliographie de  l'histoire des sciences mathématiques anx Pays-Bas.  

D. B i e r e n s  De H a a n .  Biblioth. inatli. 1891, 13. 
Hi&-lit. Abthlg. ù. Zeitschr. f. Math. n. Phya. XXXVII, 3. 9 
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117. Ueher die mathematischen Handschriften der amploiiianischen Samrnlung. 
N. S t e i n s c h n e i d e r .  Biblioth. math. 1891,  41 ,  65. [Vergl. Bd. XXXVI, 
Nr. 100.1 

118. Miscellen zur Geschichte der Mathematik. M. S t e i  n s c  h n e i  de r .  Biblioth. 
math. 1891, 113. 

119. Commentar zu dem Tractatua de numeris datia den Jordanus Nemorarius. 
M a x  C u r t  ze.  Zeitschr. Math. Phys. XXXVI, hist.-lit. Abth. 1, 41,81,121. 

110. Notizia storica sulle applicazioni della spirale logaritmica. A. Favaro .  
Biblioth. niath. 1891,  23. 

121. Newton's classification of cnbic curves. W. W. R o u s e  B n l l  Biblioth 
math. 1891,  35. 

122. Sur une classe de  grandeurs infiniment petites considérée par Newton. B. Vi-  
v a n  t i .  Biblioth. math.  1891. 97. 

123. Godefroid Wcndelin un astronome belge dii XViIe siècle. L. L e  Paige .  
Mathesis Ser. 2 ,  1, Supplkment L[. 

121. Note hystorique Eur les symboles qui servent à désigner des fonctions quel- 
couaues de variables donn6es. G. E n e s t r a  m. Biblioth. math. 1891.89. 

125. Esaiire d i  alciine ricerche eoncernenti l'esistenza di radici nelle equaz'ioni 
algebriche. G i n o  L o r i a .  Biblioth. math  1891,  99 

126. Ueber die Zeit uud die Art der Entstehung der J acob i ' s chen  Thetaformeln 
L K r o n e c k e r .  Crelle CVUI, 325. 

127. Gumersindo Vicuiïa (1843-1890). G E n e s t r o m .  Biblioth. math. 1891, 33. 
128. Cenni intorno a la v i t ae  l e  onere di Felice Caeorati 117. XII. 1835 - 11. IX. 18%)). - - .  

G i n o  L-oria.  ~ i b l i o t h .  math. 1S91, 1. 
129 John Casey j- 3 1. 1891. P. M a n s i o  n e t  J. N e u b e r g .  Mathesis Ser.2, I , i 3 .  
130. Sophie von Kowalevsky (15. 1. 1831-10. ii. 1891). L. K r o n e c k e r .  Crelle 

CVUI. 88. 
131. Edouard ~ u k s  (1812-1891). P. M a n s i o n  et J. N e u b  e r  g. Ivlathesis Ser. 2, 

1 ,  217. 
Gleichnngen. 

132. Ueber eine Stelle in Jacobi's Aufsatz ,, Observationeulae ad theoriam aequ:i- 
tionum pertinentes". L. K r o n e c k e r .  Crelle CVII ,  349. 

133. Fraktische Methode zur Berechuuug der reelleu W u r ~ e l n  reeller algebraischer 
oder transcendenter numeriecher Gleichungen mit  einer Unbekannten. 
R. M e h n i k e .  Zeitschr. Math. Phvs. XXXVI, 138. 

134. Eine Methode ziir numerischen ~ u f l 6 s u n ~  einer algebraischen Gleichuq. 
T h .  L o h n s  t e i n .  Zeitschr. Math. Phya. XXXVI, 383. 

135. Ueber den Casus irrcducibilis bei der  Cleichung dritten Grades. O. Halder.  
Mathem. Aunal. XXXVIII, 307. 

136. Problème des héritages. E. G e l i n .  Xathesis Ser. 2 ,  1, 111. - Mister 
ibid. 136. - F i n c k  ibid. 187. 

137. Problème du puits. E. Ge l in .  Mathesis Ser. 2 ,  1,  111. - 
138. Théorème de Chocluet. M a t r o  t. Mathesis Ser. 2 ,  1, 218. 
139. Sur iine identité, qui n'est vraie qu'en supposant une certaine relation. Ue- 

a r e z .  Mathesis Ser. 2 .  1. 258. 
7 8 

1 1 1  140. Si - + - + - = O  .on a égalernent s a2-be . s * - -3 - S a3. Mdlle. 
a b c  b + c  a ' - c b - a b c  

d e  H b a s  etc. Matheeis Ser. 2 .  1. 150. , - 7  

141. Équation d u  degr6 m ne pouvant avoir que 2 racines réelles A. Laisnnt  
R'i:ithesis Ser. 2 ,  1, 98. 

142. Résoudre un système de 3 équations du troisième de&. M a n d a r t ,  Em- 
 ner ri ch DWEprez, ~ r i s t e i e o ,  B r o c a r d .  ~ a t h e i i s  Ser. 2 ,  1, 210, 

. Vergl. Deterininanten. Genchichte der Mathematik 119. 125. 

Hgerbel .  
143. Théorème sur l'hyperbole équilatère et  le quadrilatère formé par les tangen- 

tes aux point8 d'incidence des normales issues d'un même point. 
L i é n a r d .  Mathesis Ser. 2 ,  1 ,  206. 

144. Sur deux hyperboles l'une circonscrite, l'antre conjuguée à un triangle donné. 
K l u y v e r .  Nathesis Ser. 2 ,  1, 100. 
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Hyperelliptische Transcendenten. 
145. Untersuchungen anai dem Gebiete der hyperelliptischen Modulfunctionen, 

H. B u r k h a r d t .  Mathcm. Annal. XXXVIII, 161. [Vergl. Bd. XXXVI. 
Nr. 123.1 

Imaginares. 
146. Ueber die Anwenrlung der Methode der h a g i n g r e n  auf Probleme des Gleich- 

gewichts und der Beweçung in  einer Ebene. A. G l e i c h e n .  Zeitachr. 
Math. P h p  XXXVI, 243. 

Interpolation. 
147. On the reduction of the results of experiments. Sy du .  L u p  ton .  Phil. Mag. 

Ser. 5. XXXI. 418, 
Invarianteniheorie. 

148. Eine besondere Art von Covarianten bildender Operation. E d.  il t h e i ss .  
Mathem. Annal. XXXVII, 228. [Vergl. Ud. XXXVI, E r .  126.1 

149. Ueber Invariantentheorie. L. M a u r e r .  Crelle CVII, 89. 
150. Zur Invariantentheorie der Liniengeometrie. E. W a e 1s ch .  Matheni. Annal. 

xxxvu. 41. 
151. Sur les opérit,ions dans l a  théorie des formes algébriques. C a p e l l i .  Mathem. 

Annal. XXXVII, 1. 
162. Ueher Invariaritensysteme, welche zur ~hararskter is i rung der verschiedenen 

Classen bilinearer Formen'dienen. H. R o s e n o w .  Crelle CVIII. 1. 
Vergl. Differeutialgleichungen 46. 47. Formen. 

a. 
Kegelschnitte. 

159. Propriétés des coniques. S lo l l e r t i n sky .  Mathesis Ser. 2 ,  1, 177. 
154. Sur le rapport  anharmonique de 4 points d'une conique. L i é n a r d .  Ma- 

thesis'ser. 2 ,  1, 98. - 
155. Deux points satisfaisants è une transformation birationelle réversible. J. N e u -  

b e r g .  Matheais Ser. 2 ,  1, 276. 
156. Sur les foyers des coniques. P. H. S c h o u t e .  Mathesis Ser. 2, 1, 129. 
157. Ueber den Durchschnitt einer Geraden und ciner Curve zwciter Ordnung. 

O. S ch1  fimilch.  Zeitschr. Math. Phys. XXXVI, 190. 
158. Proprikté de  l a  corde d'une conique ui est  vue de deux points de le mêmo 

conique sons des angles droits. % l u y  ve r .  Mathesis Ser. 2 ,  I. 171. 
159. Ort der Kegelschnittssehnen, die von einem gegebenen Punkte aus unter 

rechtem Winkel erscheinen. 0. E i c  h t e r. Zeitschr. Math. Phys XXXVI, 49, 
160. PropriGtÉs du cercle tangeiit à une conique, dont le rayon soit double du 

rayon de  coiirbure en ce point. D Bpre  z e t  D e n y  B. Mathesis Ser.2, I ,42.  -- 
L a l i s s e  ibid. 43: 

161. Coniqucs tangentes à une circonférence donnde qu'clles coupent dans deux 
autres points donnés egalement. J. N e u b e r g .  Nathesis Ser. 2 ,  1, 167. 

162. Conique osculatrice à un cercle donné. C l .  S e r v a i s .  Mnthesis Ser. 2, 1, 96. - 
A. D e m o u l i n  ibid. 97. 

163. Coniques tangentes à une circonférence e t  osculatrices à une autre en un 
point donné. D é p r e z .  Matheais Ser. 2 ,  1, 144. 

164. Conique osculatrice i deux circonf6rences. A n d e r s  on .  Mathesis Ser. 2,1,41. 
Vergl. Ellipse. Geometrie (hohere) 109. Hyperhel. Kreis. Normalen. Pa- 

rabel. 
Kettenbruche. 

Vergl. Formen 86. 
Krein. 

165. Circonférence passant par six oints. J. N e u  b e  r g. Mathesis Ser. 2, 1, 164. 
166. Par  deux points donnés A ,  J f r i i r e  passer une circonférence w qui eoit vue 

d'un point donné S sons un angle donno a. S o l l e r t i n s  k y .  Mathcsis 
Ser. 2,  1 ,  158. 

167. Sur un rectangle inscrit dans une circonfkrcnce. C r i  s t e s  C O ,  M a n d  a r t ,  
- D  é rez .  Mathesis Ser. 2 ,  1,  203. 

16s. Six cercfes Be coupant mutuellement E m r n e r i c h .  Mathesis S'W. 2, 1, 238 
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Krünunnng. 
165. Einige Sitze über die riumliche Collineatiou und Affinitat, welche sich auf 

die K r ü m m u n ~  von Curven und Flachen beziehen. R. h l ehmke  - - 

Zeitschr. ~ a t h r ~ h ~ s .  %XXVT, 56. \ 

170. Ueber zwei die Krümmung von Curvcn und dns Gauss'sche Krümmungsmass 
von Fliichen betrefi'ende charakteristische Eigenschaften der linearen 
Punkt-Sransformationen. R. 81 e h  mke .  Zeitschr. Math. Fhvs. XXXVI. 206. 

171. Mesure de  l a  courbure des surfaces suivant l'idée cornmu&; ses rapborta 
avec les mesures de courbure gaussienne e t  moyenne. F .  C a s o r a t i .  
Acta math  XIV, 95 

172. Sur les cercles osculateurs et  les sphères osculatrices. V. J a m e t .  Mathesis 
Ser. 2 ,  1 ,  168. 

173. Note sur l e  rayon de courbiire C. W a s t e e l s .  Mathesis Ser. 2 ,  1, 268. 
174. Zur Kriimmungstheorie der Curvenschaaren. R. v. L i l i e n t h a l .  Mathem. 

Annal. XXXVilI, 429. 
175. Ueber die Krümmungsmittelpunkte der Bahnciirven in ebenen iiliulich-ver- 

inderlichen Sgstemen. E. M ü l l e r .  Zeitschr. Math. Phgs. XXXVI. 129 
176 Ucber die Krümmung der Bahncvoluten bci starrcn ebenen Systemen. 

R. M ü l l e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVI, 193. 
177. Construotion der Kriimmungsmittelpunkte der  Hüllbahnevoluten bei etarren 

ebenen Systemen. R. M ü l l e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVI, 257. 
178. Sur l a  courbure de  l a  podaire et  de l a  polaire réciproque d'une courbe donnée. 

01. S e r v a i s .  Mathesis Ser. 2, 1, 84. - M. d 7 0 c a g n e  ibid. 110. 

Kugelfunctionen. 
179. Zur Theorie der Kugelfunctionen. J. F r i s c h a u f .  Crelle CVII, 87. 
180. Sur les polynômes de Legendre. Ch. H e r m i t e .  Crelle CVIT, 80. 
181. Sur quelques formules relatives aux fonctions sphériques. F. Caspa ry .  

Crelle CVJI, 137. 
182. Zur Anfstellung arithmetischer Identitaten. G. V i v a n t i .  Zeitschr. Math. 

Phys. XXXVI, 1. 

M. 
Magnetismns. 

183. The solution of a geometrical problem in magnetism. T. H. B l a k e s l e j  
Phil. Mag. Scr. 5, XXXI, 281. 

Maxima und Minima. 
184. Minimum de l a  bissectrice d'un des angles aigus d'un triangle rectangle dont 

l a  hauteur relative à l'hypoténuse est  donnée. D e c a m p s  etc. Mathesis 
Ser. 2 ,  1 ,  26. -- V l a d i m i r e s c u  ihid. 27. 

Mechanik. 
185. Sur une propriété du  syatéme d'6quationn différentielles qui définit la rota- 

tion d'un corps solide autour d'un point fixe. S o p h .  E o w a l e v s k i .  
Acta math.  XIV, 81. [Vergl. Bd. XXXV, Nr. 220.1 

186. Ueber die Differentialgleichungen der Dynamik und den Begriff der analy- 
tischen Aequivalenz dynamischer Probleme. S t a c k e l .  Crelle XYU, 319. 

187. Ueber die Euler'schcn Bewegungsgleichungen und über eine neue particulare 
L6sung des Problems der Bewegung eines starren Korpers nm einen 
festen Punkt. W. Hess .  Mathem. Annal. XXXVU, 153. 

188. Ueber die Gestaltung der Koppelcurven für besondere Fi l le  des Kurbel- 
getriebes. R. Mi i l l e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVI, 11,  65. [Vergl. 
Bd. XXXV, Nr. 107.1 

189. Beitrag zur kinematischen Theorie der Gelenkmechanismen. J o h .  K l e i b e r .  
Zeitschr. Math. Phyu. XXXVI, 296, 328. 

190. Die Bestimmung der Kreispunktcurven eiues ebenen Gelenkvierseits. C. R o  d en - 
b e r g .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVI, 267. 

191. Die Wendepole der  absoliiten und der relativen Bewegung. F. W i t t e n -  
b a u e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVI, 231. [Vergl. Bd. XXXLV, Nr. 157.: 

192. Sur les lignes de force. C. E. W a s t e e l s .  Matliesis Ser. 2,  1, 263. 
193. Sur les moments d'inertie. J. N e u b e r g .  Mathesis Ser. 2 ,  1, 226. 

Vergl. Elasticitat. Elektricitit. Imaginiires. Magnetismus. Optik. Poten- 
tia1. Schwerpunkt. m79rmelehre. 
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Mehrdimensionale Geometrie. 
194. Beitriige zur Analysis silns. Mannigfaltigkeiten von nDimensionen. W. D y c k .  

Mathem. Annal. XXXVii,  273. 
19;. Classification der algebraischen Strahlensysteme. R. S c  h u m a c h e  r. Mathem. 

Annal. XXXVU, 100. 

196. UcGer den Vergleich des arithmctischen und des geometrischcn Mittels. 
A. H u r w i t z .  Crelle CVIII, 266. 

Nomalen. 
197. S i r  le théorème de  Joachirn~t~hal.  V. J a m e t .  Mathesis Ser. 2 ,  1, 105. 
19a. Sur trois points d'une parabole tels, que les normales concourent en un même 

point. D é p r e z .  Mathesis 6er. 2 ,  1 ,  173. 

199. Zur Kenntniss der algebraischen Flachen mit Mittelpunkt. K. S t o l t z .  
Zeitschr. Math. Phys. XXXVI, 308. 

200. Problèmes sur des surfaces. Mdme. P r i m  Mathesis Ser. 2 .  1. 16 .  
201. Sur une surface du quatrième ordre.  en e t  L a l i s  se. Matthehs ~er.2,1,99. 
202. Bemerkung zur vollstandigen Darstellung algebraischer Raumcurven. K. Th. 

V a h l e n .  Cïelle CVLII, 346. 
Vergl. Krümmung 160. 170. 171. 172. 

Oberfllchen zweiter Ordnnng. 
203. Ueber die 8 Sctinittpunkte dreier Oberflichen zweiter Ordnung. H. S c h r o e  t e r .  

Acta math. XlV, 207. [Vergl. Bd. XXXV, Nr. 240.1 
204. Ueber constructive Probleme ails der Theorie der reciproken Verwandtschaft 

und der FlBchen zweitcr Ordnung. Fr.  L o n d o n .  Mathem. Annal. 
XXXVIII, 334. 

OpYk. 
20% Anwendung der Theorie der Modulsysteine aiif ein Problciu der Optik. 

K. H e n s e l .  Crelle CVi i I ,  140. 
206 The elementary trentment ofproblems on the diffraction of light. A. S c l l u s t e r .  

Phil. Mag. Ser. 5, XXXI, 77. 
207. Analytische Untcrsiichungen über die Constitution der in krummcn Flzchen 

gebrochenen a priori astigmatischen Strahlenbündel mit  Anwendungen 
der neueren Gcoruetrie. A. A h r e n d t .  Zeitsclir. Math. Phys. XXXVI, 99. 

208. Visibility of interference-fringes in  the focus of a telescope. A. A.  M i c h e l -  
s o n .  Phil. Mag. Ser. 6 ,  XXXI, 256. 

209. On the application of interference-methods to spectroscopie nicaaurements. 
A. A. Micl ie lson.  Phil. Max. Ser. 5 ,  XXXI, 338. 

210. On pin-hole photography. Lord B a y  l e i g h .  Phil. Mag. Scr. 5 ,  XXXI, 87. 

Parabel. 
2 11. Deux nouvelles paraboles deduites d'une parabole donnée. J. N c u b e r g. 

Mathesis Ser. 2 ,  1, 196. 
Vergl. Analytische Geometrie der Ebenc 16. Normalen 198. 

Planimetrie. 
212. Endlich- gleiche Flacheu. M. R é t h  y. Mathem. Annal. XXXVUI, 405. 
213. Construction d'une troisième proport~onelle. Cl. T h i r y .  Mathesis Ser. 2, 1 ,254.  
214. Sur quatre points situes en ligne droite. Mdme. d a  B a a s  etc. Mathesis 

Ser. 2, 1, 76. 
215. Théorème sur deux series projcctivcs de points superpos6es. V e r  b e s s e m .  

Mathesis Ser. 2 ,  1, 239. 
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216. Étout donnés un point A e t  un angle C B U ,  trouver sur B C ,  BD les 
points C,  D équidistants de A et tels que l'angle C A D  soit de gran- 
deur donn6e. L a u r e n s  etc. Mathesis Ser. 2 ,  1 ,  77. 

217. Construire un triangle rectangle au moyen de deux lorigueurs données. 
Mlle P o m p i l i a n u ,  F r a n ~ o i s ,  V l a d i m i r e s c u  etc. Mathcsis Scr. 2, 
1, 67. 

216. Relation entre les rayons des cercles exinscrits d'un triangle, dout le péri- 
mètre ert  égal à la somme de  ces trois rajons.  L e m o i n e  etc. Mathesls 
Ser. 2, 1. 205. 

219. Sur les quadrangles complets. J. N e u b e r g .  Mathesis Ser. 2, 1, 33, 67, 81, 189. 
Formules relatives aux polygones reguliers. E. ü c l i n .  Mathesis Ser. 2,I ,  160. - 

H B r o c a r d  ibid. 264 
Vergl. Absolute Geometrie. Dreieûksgeometrie. Kreis. Maxima und Minima. 

Potential. 
Daa Potential eines homogenen Ringkorpers mi t  e!liptischem Querschnitt. 

Z ü g e .  Crelle CVLI, 148. [yergl.  Bd. XXXV, Nr. 288.1 
Beweia der Existenz des Potentials, das a n  der Grenze des hetrachteten 

Raunies gegebene Werthe ha t ,  für den Fall ,  dass diese Grenze eiiie 
überall convexe Fliichc ist. G u s t .  K i r c h h o f f .  Acta math. XIV, 179. 

Qnadratnr. 
Aire de l'ellipse microsphérique. C. E. W a s t e e l s .  Mathesis Ser. 2 ,  1, 83. 

Rechnen. 
Soustraction de nombres fractionnaires. E. G e l i n .  Mathesis Ser. 2, 1, 92. - 

C. B e r g m a n s  ibid. 110. 
Beihen. 

Zur Thcorie der D i r i  c h  1 e t'schcu Reihen. A. P r i n g s h e i m .  Mathem. Annal. 
XXXYII, 38. [Vergl. -Bd. XXXV,  Nr.  680.1 

Ueber aualytische Darstellung ubendlicher Reihen, dio durch Gliederinver- 
sionen aus einer gegebenen hervorgehen. A. P r i n  g s  h e i m .  Matheni. 
Annal. XXXVLII. 153. 

Ueber best&dig convérgirende Potenzreihen mit  rationalen Zahlencoefficienten 
und vorgeschriebenen Nullstellen. A. H u  r w i t  z. Acta math. XIV, 211. 

Ueber die Kullstellen der hypergeometrischen Reihe. A. LIurwi t z .  Mathem. 
Annal. XXXViII ,  452. 

Ueber einen S~ecialf.al1 der hv~erneometrischen Reihe dritter Ordnune. ". 
1,. ~ t t a l s ü h ü  tz .  ~ e i t s c h r . ~  h a r h .  Phjs .  XXXVI, 278, 321. [Vergl. 
Hd. XXXVI,  NT. 201.1 

Sur le + m e  complémentaire de la série de Taylor. M. d ' 0 c a g n e .  Ma- 
thesis ser.  8 .  1. 19. 

Vergl. ~ e s t i u i m i e  ' ~ u t e ~ r a l e  23. Binomialcoefficienten. Differentialgleicli- 
ungen 52, 53. Kngelfiinctionen 182. 

Schwerpnnkt. 
Quelques theorèmes sur le centre des moyennes distances d'un système de 

points. H. V a n  A u b e l .  Mathesis Ser. 2 ,  1, 255. 
Zur Lage des Schwerpunktes eines Rotationskürpers. Y. K O s ch.  Xeitsclir. 

Math. Phys. XXXVI, 188. 
Singularitaten. 

Ceber Discriminanten und Resultnnten der Gleichungen fiir die Singularititen 
der ehenen algebraisclien Ciirven. F r .  Me y e r .  Math Annal. XXXVTII,Sfi9. 

Zur Eintheilung der Str.ihlencongriicnzen zweiter Ordnung mit Brenn- oder 
singuliiren Linien; Fibenenbüschel zweiter Ordniing in pempectiver Lagc 
zu rationaleu Curven. E o b .  S c h u m  a c h e r .  Mathem. Annal. XXXVLII, 
298. [Vergl. Bd. XYXVI, Nr. 204.1 
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Sphilrik. 
235. Sur les formules de  l a  trigonométrie sphérique. E d. L u c  as.  Mathesis 

Ser. 2 ,  1, 187. / 
236. Des triangles sphèriclues, ins crits à un même petit cercle, ayant nu sommet 

fixe A e t  dans lesquels la somme cos A B  +cos A C  a une valeur constante. 
R. S o l l e r t i n s k y .  Mathesis Ser. 2 ,  1. 149. 

Snbstitntionen. 
237. Ueber eine besondere Classe disoutinuirlicher Grnppen reeller linearer Sub- 

ditutionen. R. F r i c k e .  Mathem. Annal. XXXVlII, 50, 461. 
238. Geometrische Darstellung der üruppen linearer Substitutionen mit ganzen 

cornplexen Coefficienten nebst Anwendungcn auf die Zahlentheorie. 
L. B i a u c h i .  Mathem. Annal. XXXVLII, 313. 

Symmetrische Functionen. 
239. Die Relationen, welche zwischen den clementaren aymmetrischen Functionen 

bestehen. E'. J u n  ke r .  Mathem. Annal. XXXVlLI, 91. 

T. 
Tetraeder. 

240. Sur deux tétraèdres symetriquement 6gaux. D ép r e z. Matheais Ser. 2, 1, 126. 

Thetafonctionen. 
241. Xur Uefiuitiou des Systenis der 4P geraden und nngeraden Thetafunctionen. 

F. S c h o t t k y .  Creiie CYII, 117. 
242. Theorie der elliptisch-hyperelliptischen Functionen von vier Argumenten. 

p. S c h o t t k y .  Crelle CVIIf ,  147, 193. 
213. Ueber Thetafunctionen, deren Argumente einem System von Drittelperioden 

gleich aind. J. T h o m a e .  Zeitschr. Math. Phys. X X X V I ,  41. 
244. Ueber Gruppen von p-reihigen Charakteristiken, die aus n- teln gauzer Zahlen 

gebildet sind, und die Relationen zugehtiriger Thetafunctionen nter  Ord- 
nung. A. v. B r a u n m ü h l .  Mathem. Annal. XYXVLI, 61. 

Vergl. Abel'sche Tranecenclenten 7.  (leschichte der Mathematik 126. 

Topologie. 
245. Ueber die reellen Züge algebraischer Curven. D. H i l b e r t .  Mathem. Annal. 

XXXVII I ,  115. 
246. Ueber das Problem der Nachbargebiete. L. H e  f f t e r .  Mathem. Annal. 

XXXVIIL. 477. 
Transformationsgruppen. 

247. Zur Theorie der endlichen Transfor~nationsgruppen. F r .  S c h u r .  Mathem. 
Annal. XXXPLII, 263. [Vergi. Bd. XXXV, Kr. 705.1 

248. Uestiinmung einer Classe von Beriihrungstr~usfOrmationsgruppen des dreifuli  
ausgedehnten Xaumes. G. S c h e f f e r s .  Acta math. XtY, 111. 

Trigonometrie. 
249. Relations entre les côtes d'un triangle et  les rayons des cerclea iuscrits et  

exinscrits. D e l a h a y e .  MatLesis Ser. 2 ,  1, 146. - F r a n ç o i s ,  D e -  
c a m p s ,  Rusi lo  ibid. 147. - M a n d a r t ,  S o l l e r t i n s k i ,  L e m o i n e  
ibid. -148.' 

260. Relation entre les fonctions trigonométriques des angles d'un triangle. L e  - 
m o i n e .  D é p r e z .  Mathefiis Ser. 2 ,  1, 211. 

251. Système de  deux Bquations entre des fonctions trigonométriques. J O  a c  h i -  
m e s c u  etc. Mathesis Ser. 2 ,  1 ,  25. - D e n y s ,  L a i s a n t  ibid. 26. 

252. Sur un système de 3 équations de  fonctions trigonometriques de deux angles. 
D e l a h a y e  etc. Matheeis Ser. 2, 1, 213. 

Vergl. Determinanten 35. Sphiirik. 

Wilrmelehre. 
253. Un the variation of surface-tension with temuerature. A. L. S e l b v .  Phil. 

Mag. Ser. 5,  XXXI,  430. 
254. On the heating of conductors by electric currents and on the electric distri- 

bution in conduotore soheated, J. M '  C owan.  Phil. Mag. Ser. 6 ,  XXXI, 259. 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
255. La nombre 2u étant découipos6 en deux parties positives x et y ,  quelle est 

l a  probabilité que m2 x2 $. 122 y2 soit compris entre pP aP et qZ a2 ? Hl u y - 
v e r .  Mnthesis Ser. 2 ,  1, 117. 

256. Sur deux théorèmes relatifs aux probabilités. P. 'Ychebyche f f .  Acta math. 
XIV, 305. 

267. On s funicular solution of Buffon's problem of the ncedle in its most general 
form. J .  J. S y l v e s t e r .  Acta math.  XIV, 185. 

Vergl. Interpolation. 

z. 
Zahlentheorie. 

258. Kriterien der Theilbarkeit dekadischer Zahlen. il i e t r i  c h  k e i  t. Zeitschr. 
Math. Phys. XXXVI, 6 4 ,  254,  316. 

259. Divisibilité de  x4" - xJn + x?" - xn + 1 par  x 4  - x8 + x2 - x + 1 toutefois que n 
est impair e t  premier avec 5. E m m e r i c h ,  G r e e u s t r e e t ,  Soon:s. 
Mathesis Ser. 2, 1, 208. - J o  a c h i m  e s c u  ibid. 209. - C a t a l a n  ibid. 245. 

260. Critariuni de divisibilité par  131 et pa r  107 de certains nombres. E. Gelin.  
Mathesis Ser. 2,  1, 114. - E m m e r i c h  ibid. 126. - ibid. 138. 

261. Divisibilité de nia-n. pa r  2730. E. L e m o i u e ,  D e n y s  etc. Matliesis Ser. .2, 
1, 175. 

262. Arithmetischer Satz. B a c h m a n n .  Zeitschr. Math. Phys. XXXVI, 381. 
263. Décomposition en deux facteurs entiers dexyz (Y+ y3+z3+3zyz)  +zq yyj-t-y3 z3+z3 x3. 

K l u y v e r  etc. Mathesis Ser. 2 ,  1, 49. 
A B r 2G4. Sur les condilions nécessaires e t  suffisantes afin que -- + -+--- 

x - a  x-b x-c 
Al  1 +--+- + -- ri soit le carré d'une fonction rationelle en x: 

(a-~)' ( x - ï ~ ) ~  (x -e l2  
les constantes a, b, c sont supposées différentes. Ch.  L a v a l 1  é e - P o u s -  
s i n  e t  V l a d i m i r e s c u .  Mathesis Ser. 2,  1, 23. 

265. Nomtires triangulaires premiers avec n. e t  inférieurs à 212 (12 + 1)'. E mine r i  ch. 
Mathet;is Ser. 2 ,  1, 94.  

266. Propriété de 3 nombres de somme positive combiilés avec les 3 côtés d'iia 

triangle C. J. F r a n ç o i s .  Mathesis Ser. 2 ,  1, 262. 
267. Sur les théorèmes énoncés par Fermat,  Euler,  Wilson, Staudt e t  Clauscn, 

Ed .  L u c a s .  Mathesis Ser. 2 ,  1 ,  9. 
268. Einiee Anwendiineen der Function lxl. J. H a c k s .  Acta math. XIV. 329. 
269. ~ e r s k h  über die'üleicliung x p  + zp. A. JICiek e. Zeitschr. Math. Plip. 

XXXVI, 249. [Vergl. Hd XXXV, Nr. 540.1 
270. Ueber die Classenzahl der zu eiuer negativcn Deterniinante U = - p gehoripeu 

cigentlich primitiveil quadratischen Formcn. wo g eine Primzahl von der 
Porm 4 n + 3  ist. J. H a c k s .  Acta math.  XIV, 321. 

271. Ueber eine Verallgciiieinerung der Kreistheilung. L. S t i c k  e l b  c r g er.  Math. 
Annal. XXXVII, ,321. 

Vergl. Substitutionen 238. 
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Anmerkungen zu Diophant. 

Von 

G. IL F. NESSELMANN, 
weilaiid Professor in Kdoigsberg i. Pr 

In  einem Exemplare der deutsçheii Uebersetzung des Diopliantus von 
O t t o  S c h u l z ,  das sich im Besitze G. II. P. N e s s e l m a n n ' s  befunden hat, 
und jetzt mein Eigenthum is t ,  bat der beriihrnte Perfasser der Geschiclite 
der Algebra auf eigens eingeklebten B13ttern und den RBndern des Buches 
eino Fulle von Bemerkungen geschriebcn, dia es wohl werth sind, der 
Vergessenheit entrissen zu merden. Ich erlanbe mir daher im Nachfolgenden 
diese Anmerkungen zu verMentlichen. Wie aus denselben hervorgeht, 
starnmen sie zum Theil aus der Zeit nach der Herausgabe der Gesohichte 
der Algebra. 

T h o r n ,  13. M3rz 1892. M. CURTZE. 

np-$7-2n+3 
E = --- Z .  

m m - 2 m - m f 3  
In ganzen Zahlen z - n p - 2 n - p + 3 ,  

y = m p - m - 2 p + 3 ,  
e=mlz-2m-nf3 .  

1. B u c h .  

A u f g a h e  23. Man sol1 drei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass, wenn jede a n  die nachmtfolgende einen vorgeschriebeneri Theil ilirea 
Werthev abgiebt, die Zahlen zuletzt unter einender gleiüh aerden. Vgl. II, 18. 

Sei A=35c, B = 4 y ,  C = 5 n ,  
giebt ab 2, Y y s, 
ernpfingt z ,  2, y ,  

Sei A=rns, B = l z y ,  C=p#, 
Terlust - x ,  -Y, - cl 
Gewinn + z ,  + x ,  +y, 

2 x + z = 3 y + x = 4 x + y ,  (m-1)xf x=(9z-l)y+x=(p-1)z+y,  
2 = 3 y - s = 4 k 7 - 2 y ,  '"-l~.-"(p-i>#-(.-'i)y, 

m - 2  
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Bci D i o p h a n t  ist m = 3 ,  n = 4 ,  p = 5 ;  
3% = 30, 3 x =  6 ,  

o d e r d u r c b ! j g e h o b e n j  4 y = 4 ,  
52 = 25, 1 5 e = 5 .  

A u f g a b  e 26. Man sol1 vier Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass, wenn jede an die nlichstfolgende einen vorgcschriebenen Theil ihres 
Werthes abgiebt, die Zahlen zuletzt unter einander gleich werden. 

S e t z t m a n  A = 3 w ,  B = 4 x ,  C = 5 y ,  D = ~ z ,  
so wird 2 w + a = 3 x + w = 4 y + z = 5 z + y ,  
inganzen  Zahlen w=50,  x=23, y = 2 4 ,  z=IY ,  

A=150,  B = 9 2 ,  C =  120, D=114. 

A u f g a b e  27. Man soll drei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass, wenn jede einen vorgeschriebenen Theil von der Summe der beiden 
tihrigen erhiilt, die Zahlen unter einander gleich werden. 

Die Zahlen seien x ,  y ,  z ,  
so sol1 sein 1 1  1 1  1 1  

s f r y t - z = y +  - x + - . e = s + F x + - y ,  3 3 4 4 3 5 

sein, woraus folgt 17  13 
y = % z ,  x=--a1  oder z = 1 3 ,  y=17, a = 1 9  

19 

A l l p e m e i n .  
Die Zahlen seien x ,  y ,  a ,  

so ist 1 1 1 
z + -  m (?/+z) = y  + ; ( x + z ) = a + - ( x + d  

P 

aus 1) und III) ( ~ ~ - ~ ) x = ( ~ P - P ) z + ( ~ - P ) Y ,  

Wenn man a  willkürlicb annimiut, firidet inan y und X .  
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Anmerkungen zu Diophant. 123 

A u f g a b  e 34. Man soll zwoi Zahlen von der Bcschaffcnhcit suchen, dass 
die Zahlen unter aich in einem gegebenen Verhaltniss stehen, und ausserdem 
die Summe ihrer Quadrate zu der Summe der Zahlen selbst ein gegebenes 
Verhaltniss habe. A = m z ,  B = n x ,  

( A z + B 2 ) :  ( A + B ) = p : q ,  
das ist (nt" t 2 ) z a :  ( na+n )x=y :  p l  

A u  f g  a b  e 35. Man soll zwei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, dass 
die Zahlen unter sich in  einem gegebenen Verhaltniss stehen, und auaserdem 
die Summe ihrer Quadrate zu der Diflèrenx dieser Zahlen ein gegebenes Ver- 
haltniss habu. A = m x ,  B  = nx, 

x =  ( m - f i ) ~ .  
( A 2 + B 2 ) :  ( A - R ) = p : q ,  ( m e  + 1 ~ ~ )  4 , 

II. B u c h .  

A u f g a b e  8. Kan soll eina gegebene Quadratzahl in zwei audere 
Quadratzahlen theilen. Eucl. X, 29. L e m ma.  

Bierzu folgendo Bemcrkung : 
Sol1 man eine gegebene Cubikzahl in drei andere Cubikzahlen zerlegen, 

und  in gaiizen Zahlen 
a3 (a3 + b3)3 = b9 (a3 + b3)3 + a3 (a3 - 2 b3)3 + b3 (2a3 - b3)s 

und jedes Vielfache davon. Das kleinste Beispiel ist:  
6'= 33 + q3 + 5 3 ,  

demnachst M 3  = 283 + 53% 7735; 
oder auch aS (a" 2 b3)3 = as(a3 - b3)s + v(a9 - + bD(2a" b3)S, 
daraus folgt 203 = 173 + 14' + 7 3  u. S. W .  

Bei Cubis hat man folgende drei Formeln (S. V i e t a ,  Zet. IV,  18-20): 

daraus lassen sich zwei Cubi fiuden, die der Summe zweier gegebenen 
gleich sind. V. Fermat, invent. nova. In  ganzen Zahlen is t  

Z. B. a = 5, b = 4 giebt 945s + 15' = 7563 + 744" und als kleinstes Bei- 
spiel in ganzen Zahlen ist : 3153 + j 3  = 232.' + 248:', iudem man die vor- 
hergefundenen Zahlen durch 3 dividirt. 

IO* 
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3 24 Historisch - literarische Abtheili~ng. 

A u f g a b e  9. Eine andere Auflosung der vorigen Aufgabe: 

( a 2 = x 2 + y 2 ,  

8) und 9) 

A n f g a b  e 10. Man soll eine Zahl, welche schon a n  sich die Summe 
von zwei Quadraten i s t ,  noch in zwei andere Quadrate theilen. 

A u f g a b e  11. Man soll zwei Quadrate 
eincr vorgeschriebenen Zahl gleich ist. 

x2-?j9=a, 

m% + -t2 
5 =  

2rnn ' 
mB a - ,q 

Y' Z m n  ' 

suchen, deren Unterschied 

A u  f g a b  e 12 - 14. 12. Man soll zu zwei Zahlen eine dritte von der 
Reschaffenheit addiren, dass boidc Summen Qiiadrate werden. 

13. Man soll von zwei gegebenen 
ziehen, und beide Reste sollen Quadrate 

14. Man soll zwei gegebene Zahlen 
ziehen, und beide Reste sollen Quadrate 

z + a = m 2 ,  

x + b = n 2 ,  

m 2 - n 2 = a - b ,  

Zahlen ein und dieselbe Zahl ab- 
werden. \ 

von einer und derselben Zalil ab- 
werden. 

es muss aber, wenn x positiv werden soll, m2> a ,  n2  > b werden, also 

* > va-, , > Yb. 
Ueide Pordeiungen geben das Reüultat: 

P va+ VF 
- > q a - b  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sol1 x negativ werden, das heisst sol1 
a - x = m 2 ,  

13) b - x = n 2  

sein, BO folgt die iimgekehrte Bedingung 

P  G+Vi - < - -. 
p a - b  

In 14) 
x - a = m Z 1  
x - b = : n "  

vertauschen m  und .n ihre Werthe. 

A u f g s b e  15. Man soll eine gegebene Zahl in  zwei Stücke theilen, 
und dam ein Quadrat von der Beschaffenheit suchen, dass die Summe 
dieses Qusdrates und jedwedes Stückes wieder ein Quadrat wird. S. Buch 
III, Nr. 23 andere Auflosung. 

A + B = a ,  

A + x2= m2,  

B  + x2 = n2. 

Sei m2 = ( X  + py ,  n2 = ( X  + q)21  
so ist A = 2 p x  + p z ,  

A u f g a b e  16. Man soll eine gegebene Zahl ic zwei Stücke theilen, 
und ein Quadrat von der Ueschaffenheit suchen, dass der Unterschied dieses 
Quadrates und jedweden Sttickes wieder ein Quadrat wird. = III, 23. 

A +  B = a ,  x2-  A=na2, x2-  B = n 2 .  
Sei 

m2 = (x - p)2 
na= (x - 9)' so ist  A = 2 p x  - p z ,  

B = 2 q x - q 2 ,  
a = 2 ( p  + Y ) X - ( P ~ + Y ~ ) ,  

x =  a + ( p 2  + 9'); 

Z ( P  + 4) 
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126 Iiistorisch -1iterarische Abtheilung. 

.- - 
D i o p h a n t  setzt x2= y p + ~ p y + p 2  

alsoA+ B=a=2(2p-9)y 
A=2py+p2  + 2p2- qer 
B = 2 ( p -  q ) y + p 2 - y 2  

A u  f g a b  e 17. Man soll zwei Zahlen suchen , welche ein vorgeschrie- 
bencs Verhaltniss haben, und zb einem gegcbenen Quadrat addirt, wieder 
ein Quadrat zur Summe geben. 

Setzen wir die beiden gesuchten Zahlen x und m x ,  und 
x+ a2 = p z ,  

sei 

so ist z= y S + 2 a y ,  

und es mird  

4aen(m+ n ) ( n +  1 )  
x= 

(." mm)" 
9 

4a%n(m + n ) ( n  + I I  
1YL x  = - -- 

(n2 - m)' 

az( lae+2n+m)"  
x + a 2 =  

(9%" m), 
1 

~ ~ ( n ~ + 2 r n n + r n ) ~  a" 
-12 

Will man nicht, wie D i  o p h a n t ,  das gegebene Verhëltniss als ein 
Vielfaches annehmen, so braucht man nur fiir rn einen Bruch, etwa 
Y - zu setzen. 
t 

A u f g a b  c 18. Nan soll drei Zahlen von der Beschaffenheit süchen, 
dnss sie nnter einander gleich werden, wenn jede an die folgende einen 
aliquoten Theil und ausserdem eine vorgeschriebene Zahl abgiebt. Vergl. 1, 2;. 

Sei A = 5 x ,  B = 6 y ,  C:7z, 
geben ab - x - 6 !  - y - 7 ,  -2-8, 
empfangen z + 8 ,  x + G ,  y f 7 .  
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Dernnaeh bleibt: 4s $. z + 2 = 5y + x - 1  = 6 a  -k Y  - 1 ,  
S y - 2 - 3  

3 .  - 68-4y ,  s=------ 

Sei a  = 7 ,  so werden 611e Wertlie ganze Zahlen , d i d i c h  : 

~ ~ 1 0 ,  y = 8 ,  a = 7 ,  
A=5iI ,  B=48,  ( 2 ~ 4 9 .  

Wenn man namlich sus den obigen Formeln den Werth ftir z sucht, 
der beide Ausdrllcke au ganzen Zahlen macht, so findet man: 

a = 1 7 n f  7 = 1 7 n L - 1 0 ,  
y = . 1 9 m +  8=19n,-11, 

X =  2 6 n  + 10 = 26.n,- 16, 
also für n = O ,  a =  7 ,  für  n = 1 ,  z=24, für n = 2 ,  z=41,  

Y = 8 ,  ~ 2 2 7 ,  y = 4 6 ,  
x = 10, x = 36, x = 62. 

A l i g e m e i n .  
1 1 .  

A giebt - seiner selbst und a an B; B - seiner selbst und b an C;  
1% n 

1 
C - seiner selbst und c an A ab. 
P 

Sei A = m s ,  B = n y ,  C = p z ,  
si8 erhalten Z + C ,  x f  a ,  Y + b l  

geben ab - 5 - a ,  - Y - b ,  - . e -c ,  
es ist also 

( m - 1 ) x f z - a + c = ( n - l ) y + s + a - b = = ( p - l ) a + y + b - c ,  
(n- I ) y - z + 2 a - b - c  - - ( p - 1 ) s - ( a - S j ( ~ - a +  :!b-cl. 

na-2 
also 

( m p - m - 2 p + 3 ) s - m a + ( Z m - 3 )  b -  ( m - 3 ) c  
tJ= --- 

m n - B m - n + 3  

weiter lnssen sich die Formeln in allgemeinen Ausdrücken nicht entwickeln. 

Ail f g a b  e 19. Man sol1 eine gegebenc! Zahl in drei Zshlen von der 
Beschaffenheit theilen, dass sie unter eiuander gleich serden , weun jede 
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an die nachstfolgende einen vorgeschriebenen Theil ihres Werthes und 
ausserdem eine vorgeschriebene Zahl abgiebt. 

Die nicht geloste Aufgabe ist eine bestimmte. Nach 18 hatten wir 
gefunden 2 6 s -  1 2  

x =  
19s+3 

17 
9 y=-, 

17 
demnach 1 3 0 s - 6 0  

A =  
17 ' 

daraus folgt 1631 1885 9814  9786 9440 
363 ' - - Y=- 55- 363 ' 

C=-, B = - - ,  A=--. 
363 363 363 

A u f g  a b e  20. Man soll drei Quadrate von der Beschaffcnheit suchen, 
dass der Unterschied des grossten und mittelsten zu dem Unterschiede des 
mittelsten und kleinsten ein vorgeschriebenes Verhaltniss halle. 

Sei der Unterschied des grossten und mittelsten Quadrates das n-fache 
des Unterschiedes des mittelsten und kleinsten Quadrates. 

Das kleinste sei = x2, 
das mittelste = x 2 + 2 m x +  ma, 
Unterschied = 2 m x  + m21 
n-facher Unterschied -- 2mnx + m2n, 
also grosstes Quadrat = x 2 +  2on(n+ 1)x + m2(rz + 1) = (z + P ) ~  

= x 2 + 2 p x + p 2 ,  
also p" w9((.n + 1) 

x = 
2 m ( n + l ) - 2 p  

Damit s positiv werde, muss sein 
P < m.(n+ 11, 
p2> m2(n+ 11, 
p > m v l a f  1. 

A u f g a b e  21. Man soll zwei Zahlen von der Rcschaffenheit suchen, 
dass das Quadrat einer jeden, wenn man die andere Zahl dam addirt, 
wieder ein Quadrat zur Summe giebt. 

A 2 + B = m 2 ,  A + B 2 = n 2 1  

sei A = x ,  I I = 2 p x + p "  a l s o A 2 + B = x 2 + 2 p x + p 2 ,  ein Quadrat. 
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Anmerkungen zu Diophant. 129 
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3 19 13, B a  -. Bei D i o p h a n t  ist p = l ,  q = 2 ,  r = l ,  A =  - 
13 

9 328 
Sei p = 2 ,  q = 5 ,  r = l ,  so ist A = - ,  B=--I 

7 3 7 3 

also 

r kann nattirlich aiich ein Bruch sein. Damit aber A positiv werde, muas 

Bei D i o p h a n t  ist p = l ,  q = 1 ,  r=3. 
A u f g a b e  22. Man sol1 zwei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 

dass das Quadrat einer jeden, wenn man die audere Zahl davon abzieht, 
wieder ein Quadrat zum Reste lasst. 

8 0 -  B=m2, Bt-A=lz2,  

sei B t x + p ,  A = 2 p x + p 9 ,  so is t  B2- A = z 2 ,  

also Quadrat, A2-B=4pQ2+ (4pS-1)x+p4- p=(2pz-:)a3 

also ist 
x =  q 2 -  b4-PL. 

(4pg-l)rs + 4 p q r  
D i ~ p h a n t ' ~  Verfahren ist nur anwendbsr, wenn p = 1  ist; denn 

nui- danu wird p4 - p = 0, so dass man 
g2 4 p " 2 + ( 4 ~ 3 - 1 ) ~ = - 5 ~  
7-2 

setzen kann. St&t man p = 2, q = 5, r = 1, so wird 
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A u f  g a b e  23. Man soll zwei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass das Quadrat einer jeden, wenn man die S u ~ n m e  beider Zahlen dam 
addirt,  wieder ein Quadrat zur Summe giebt. 

sei 

A u f g a b e  24. Man soll xwei Zahlen von der Beschaffenheit siichen, 
dass das Quadrat einer jeden, wenn man die Summe beider Zahlen davon 
abzieht, wieder ein Quadrat m m  Reste IBsst. 

A" ( A  + B) = m2, B" ( A  + B) = ntI2. 

Sei B = x ,  A = ( 2 n -  1 )x- f i2 ,  A + B = 2 f i x - n 2 ,  

so ist B 2 - ( A +  B ) = x 2 - 2 n x + n 2 ,  

A 2 - ( A + B ) = ( Z n - 1 ) ? x 2 - h ( 2 f i 2 - n + 1 ) x + n 4 + f i 2 =  (2%-1)x-- 3 { ")' 4' 
also (fi4 + n2) q2 -pz 

x =  
2 ~ j : ! n ~ - f i + 1 ) ~ ~ - 2 ( 2 ~ - 1 ) p ~  

D i  o p  h a n  t ' s  Verfahren passt nur ftir die Annahme B = x ,  A = x + 1. 

A u  f g a  b e  25. Man soll zwei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass das Quadrat ihrer Summe auch dann noch ein Quadrat bleibt, wenn 
man die eine oder die andere Zahl hinzu addirt. 

( A +  B ) 2 +  A = p 2 ;  ( A +  B)'+ B =  q2. 

Sei A + B = x ,  A = ( m e - 1 ) x 2 ,  B = ( n 2 - 1 ) x 2 ,  

so ist A +  B = (na2+n2-2)x2=x,  

also 

A u f g a  be 26. Man sol1 zwei Zahlen von der Eeschaffenheit suchen, 
dass das Quadrat ihrer Summe auch d a m  noch ein Quadrat bleibt, wenn 
man die eine oder die andere Zahl davon ahxieht. 

Es sollen (A + - A und (A $ B)' - B Qiiadrate sein. Sei 

so k t :  A $  B = ( 2 p 2 - m 2 - n 2 ) x 2 = p x ,  

P z = . 
2 p 2  - na2 - nZ 

A u  f g a  b e  27. Man sol1 zwci Zablen von der Beschaffcnheit suchcn, 
dass das Product derselben, wenn man die eine oder die andere von beiden 
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Zahlen dam addirt,  in beiden Pallen ein Quadrat zur Summe giebt, die 
Summe der Wurzeln aber einer vorgeschriebenen Zahl gleich kt. 

A B + A = n a "  A B + B = a 2 ,  

sei A = x ,  B = p 2 x - 1 ,  so ist  A B + A Q u a d r a t = p 2 x 2 ,  

A B + B = p % z e - x + p 2 x - 1 ,  

= p 2 x 2 + ( p a - 1 ) x - 1  = ( a - p ~ ) ~ ,  

= a 2 - 2 p a x + p s x g ,  
also 

A u f g a b e  28. Man soll zwei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dnss ihr Product, wenn man die eine oder die andere Zahl davon abzieht, 
in beiden Fiillcn oin Quadrat zum Reste lasst, die Summe der Wurzeln 
aber einer gegebenen Zahl gleich wird. 

m + l z = a ,  

sei A = $ ,  B=p2x+1, 60 ist A B - A = p 2 x 2 ,  

A u  f g a b e 29. Man soll zwei Quadratzahlen von der Reschaffenlieit 
suchen, dass ihr Product ein Quadrat wird, wenn man die eine oder die 
andere der beiden Zahlen hinzu addirt. 

Wenn x2 y2 + x9 und x2 y' + y2 Qiiadrate sind , so iniissen auch x2 + 1 
und y 2 +  1 Quadrate sein. Man hat  also nur nothig zwei Quadrate x2 und 
y2 zu suchen, die Quadrate werden, wenn man 1 dazu addirt. Wenn man 
daun z2+1 und ya+  1 respective mit ya und za multiplicirt, so sind auch 
diese Producte Quadrate. 

A u f g a  b e  30. Man sol1 zwei Quadrate von der Reschaffenheit suchen, 
dass ihr Product auch dann noch ein Quadrat hleibt, wenn man das eine 
oder das andere der beiden Quadrate davon abzieht. 

Die Zahlen sind hier ?n2 +.n2 p2 + q2 
- - -- und -- , 

2 m n  2 ~ 9  
odcr 
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A u f g a b  e 31. Man soll zwei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass ihr  Product ein Quadrat wird,  mag man die Summe der Zahlen dazu 
addiren oder davon abziehen. 

A B  + ( A  + B) und A B - ( A  + R )  Quadratc. 

Sei A B  = ( m 2 + n ~ x 2 ,  

und zwar A = $ ,  B = ( m a + d ) x ,  

A + B = ( m e + n 2 + l ) x ,  

aber m Z +  fi2 wird Quadrat, sowohl wenn man 2mra d a m  addirt,  als wenn 
man 2 m n  davon abzieht, daher sei A + B = 2mlzx2. Es  war aber 

A +  R = ( n a z + n ~ ~ l ) x ,  
dahar 

A u f g a b e  32. Man soll zwei Zahlen von der Beschaffonhoit sucheu, 
dass nicht nur ihre Summe ein Quadrat ist ,  sondern dass auch ihr Pro- 
duct ein Quadrat wird, wenn man die Summe derselben dazu addirt,  oder 
davon abzieht. 

Es sollen die AusdrUcke A + B ,  A B + A + B und A U - ( A  + B)  
Quadrate werden. Nun sind m" n2  + 2 m n  immer Quadrate, alço würde 
den beiden letzten Bedingungen gentigt, wenn man 

A B = ( m 2 + n e ) x 2 ,  A + B = 2 m n x z  

setzte. Aber A + B ,  das ist 2mlzx2,  sol1 Quadrat sein, sei also m = 2p2,  
n. = q2 so erhalten wir A B = (4p4 + @)%2, 

A + B = 4 p 2  q2x2, 

so sind die Ausdrücke Quadrate. Man zerlege 4 p 4  + y4 in irgend zwei 
Pactoren r und t und setze A = r x ,  B = t x ,  so ist ( r + t ) x = A + B .  
Aber A + B war = 4p"2xz, 

daher ist x=-. + t 
4 ~ " ~  

12 3 
Bej D i o p h a n t  ist p =  1, g = 2 ,  r = 2 ,  t =  I O ;  X =  - = - 7  also 

16 4 
3 15 45 

A = - !  B = - I  A + R = O ,  A B = - - .  
2 2 4 

A u f g a b  e 33. Man soll drei Zahlen von der Beschaffenkit suchen, 
dass das Quadrat cincr jeden auch dann noch ein Quadrat blcibt, wenn 
man die ntichstfolgende Zahl dazu addirt. 

A ~ + B ,  B 2 + C ,  C 2 +  A 
sollen Quadrate werden. Sei 

A = x ,  
8 = 2 m x  + m2, so ist ~2 + B Quadrat, 

subtrrthire B 2 = 4 m 2 x 2 + 4 m 3 x + m 4 ,  

von 4 mQae + 4 m n x  + n', und setze 
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C = 4m (a - m2)x + aL m4, so ist auch B2 + C Quadrat. Nun ist 

aoraus folgt: p2 - (d - mT2 
x =  -. . 8m(.n-my)(,z"-m4+p)+ 1 

Bei D i o p h a n t  ist m = 1 ,  n = 2 ,  p = 4 .  

A n f g a b e  34. Man soll drei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass das Quadrat einer jeden aiich dann noch ein Quadrat bleibt, wenn 
man die nachstfolgende Zahl davon abzieht. 

A2- B ,  A%- C, C2- A Quadrate. 

Sei A = x + m ,  

so sind &- B und RZ - C Buadrate, 

also 

D i o p h a n t  setzt m = l ,  a = 0 ,  wodurch C 2 + A - 1 6 x 2 + 7 x  wird 
und eine particuliire Aufl8ùung zullisst, die bei anderen Werthen ftir m und 
n nicht anwendbar ist. 

A u f g a b e  35-36. 35. Man sol1 drei Zahlcn von der Beschaffenheit, 
suchen, dass das Quadrat einer jeden auch dann noch ein Quadrat bleibt, 
wenn man die Summe der drei Zahlen hinzu addirt. 

36. Nan soll drei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, dase das 
Quadrat einer jeden auch dann noch ein Quadrat bleibt, wenn man die 
Summe der Zahlen davon abzieht. 

Sind allemal Quadrate. Es  a i ï d  nun verlangt 

nach 35: A 3 + A + B +  C ,  n a c h 3 6 :  A " ( A + B + C ) ,  

c z + ~ + B +  C l  cz - ( A  + B + C) 

zu Quadraten zu machen. Nimm eine Zahl, die sich auf dreifachc Weise 
in zwei Factoren zerlegen lasst, z. B. map, und bilde die drei Zahlen: 
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134. Historisch- literarische Abtheilung. 

rnp - r. B=- 
2  

n p -  na c c  --- 
2 "' 

und in beiden Aufgaben setxe: 

so werden die Summen reup. Differenz.cn allemal Quadrate sein. Es ist 
nur uoch nothig, dass die Summe der drei Zahlen = m npx2 sei. Es ist, also 

III. B u c h .  

A u f g a b  e 1. Man soll drei Zahlen von der Beschaffenheit siichen, 
dass die Summe derselben ein Quadrat wird, wenn man das Quadrat jed. 
weder Zahl davon abzieht. 

Da die Suinme der drei Zahlen, wenn man je eincs der Qiiadrate 
davon abzieht, ein Quadrat zum Reste geben soll, so muss die Summe der 
Zahlen die Summe von zwei Quadraten sein; sei daher 

A +  B +  C = ( a 2 +  b 2 ) a 2 .  
Setzt man nun A = a x ,  B = b x ,  

so werden A2 und B2 von A + B + C subtrahirt  Quadrate zum Reste geben. 
Aber nach II, 10 ist 

Setzen wir also a m n a - ( m 2 + n 2 )  b c= - . -  

m" + n2 -2, 

so wird nuch A + B + C- C h i n  Quadrat geben. Es knmmt nun nur 
noch darauf an ,  dass die Summen der Werthe für A ,  B ,  C wirklich gleich 
(a2 + b2) x2 sei; es ist also 

also ( a + b ) ( m ~ + 2 j + 2 ~ n l z a - ( m 2 - n 2 ) b  ' ( r n + f i ) 2 a + 2 n 2 b  x = -- - - - - - - 
(PH,"+ (n2) (a" b2) (m" n2) (a2 + b Y )  ' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



oder, wenn wir C = 2 m r . h +  (rn'-~~ja~ 
m2 + n2 

gesetzt hatten, 2 m 2 a + ( m + i n ) 2 b  
x =  

(mP + 12" ((a2 + Sj- ' 
A u f g a b e  2-4, 2. Man soll drei Zahlen von der Eeschaffenheit suchen, 

dass das Quadrat ihrer Summe auch dann noch ein Quadrat bleibt, wenn 
man jedwede Zab1 dazu addirt. 

3. Man soll drei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, dass das 
Quadrat ihrer Summe auch dann noch ein Quadrat bleibt, wenn man jed- 
wede der drei Zahlen davon abzieht. 

4. Man 9011 die Zahlen von der Beschaffenheit suchen, dass das 
Quadrat ihrer Summe von jedweder Zahl abgezogen, wieder ein Quadrat 
zum Reste lasst. 

Sei A + B + CC= mx: also (A + B + C)' = m2 x2. Sei nun 

in 2) A = (n2  - m2) x2, B = ( p 2  - raz) x8, C = (qa - m2) x2, 

in 3) A = (nz2 - n2) x2, B = (na2 - pz) x2, C = (w2 - q2) x2) 

in 4) A = (m2 + ne)  x2, B = [m" pz)  x2, C = (m2 + 9" x2, 

90 sind die Bedingungen erfüllt, wenn nur noch in jeder der drei Auf- 
gaben die Summe der drei Zahlen = wax gesetzt wird; dann findet sich 

A u f g a b e  5. Man soll drei Zahlen suchen, deren Surnme ein 
Quadrat is t ,  und welche die Eigenschaft haben, dass die Surnine von je 
meien um eine Quadratzabl grosser ist  als die dritte. 

Sei A + B + C - x2 + 2 . n ~  + in" sei ferner A + B - C= in', so bleibt 
1 1 

C = S x 2 + i n ~ .  Sei B + C - A = x "  also A = n x f  - a 2 ,  dann ist 2 

also 

folglich AfC-17=2nx,  
P" und das soll Quadrat sein; sei 2 . n ~  = p z ,  so ist x = --i also 
2 n 
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Bei D i o ' p h a n t  is t  m = 1 ,  p = 4 .  Setzt man n = 2 ,  p = 8 ,  so wird 

A =  3 4 ,  A + B + C = 3 2 4 ,  
B  = 130, A f B + a =  4 ,  

C= 160, A + B + C =  64 ,  

-A+B+C=ZjCj .  
A u f  g a b e  7. Man soll drei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 

dass sowohl die Summe von allen dreien als die Summe von je zweien 
ein Quadrat sei. 

A + B +  C=x"2nz+fi2.  
Sei A + B = x 8 ,  C = 2 n x + n 2 ,  B + C = x 2 - 2 n x + n Z ,  

also A = 4 n x ,  B = x 2 - 4 n x .  
Nun sol1 noeh A  + C = 6 .lzx + .n2 Quadrat sein. 

A u f g a  b e  9. Man soll drei Zahlen suchen, dereu Unterschiede der 
Reihe nach gleich s ind,  und welche zugleich die Beschaffenheit haben, dass 
die Summe von je zweien ein Quadrat ist. 

Es sol1 sein A - B = B - C ,  
A + B = $ ,  A +  +C=q2, B + C = r Z .  

Aus den drei letzten Uedingungen folgt 
q"rre=P2- 9 2 Y 

daher sind zuniichst drei Quadrate mit gleichen Unterschieden zu suchen. 
Setzen wir nun p 2 = x 2 +  2mx+m2, 

pz = x2, 

so muss sein + 2 = x z -  2mx - m2 = ( x  - n)', 

also 

Dann wird -m2+2rnn+n2 , 
p = x + m =  

2(n-m) 
1 

In diesen Werthen für p ,  q ,  r k6nnen wir die gleichen Nenner weg- 
lassen, weil auch dann noch die Unterschiede der Quadrate gleich bleiben. 
Dann haben wir: 

p Z ~ = A + B = ( - m 2 + 2 m n + ~ 2 ) 2 = ( m 2 + . n 2 ) e + 4 m ~ ( n a - m z ) ,  
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Anmerkungen zu Diophant. 137 
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Sei nun A +  R +  C = y ,  so ist  

d = y - r P = y - [ ( m 2 + n Z ) B + 4 m n . ( n 2 - m 2 ) ] ,  

R=y-p"y- (me+n2)2 ,  

C=y - p 2 = y -  [ ( m z + n 2 ) 2 - 4 n a n ( n 2 -  m2)] ,  

also 

Setzt man m = 4 ,  n - 5 ,  so erhalt man die D i o p h a n t ' s c h e n R e -  
sultate. D i o p  h a n  t setzt : 

r2=x2, q 2 = x 2 + 2 m x +  m2, p 2 = x 2 + 4 m x + 2 m e = ( x - n ) 2  
n. s. W. 

Die drei D i O p h  a n  t 'sclien Zahlen , welche er nicht angiebt , sind 

Au f g a b e 10. Man soll z~ einer gegebenen Zahl drei andere von der Be- 
scliaffenheit suchen, dass sowohl die Summe von je zweien, als auch die Summe 
von allen dreien ein Quadrat wird, m n n  man die gegebene Zahl hinzu addirt. 

Sei A +  B + C = x Z + 2 p x +  pz-a, 

A +  B = s 2 + S m x + m z - a ,  
A + C = x 2 + 2 1 û x + n 2 - a ,  

BO ist C =  2 ( p - m ) x  +pz-me,  

A = 2 ( p - m > x + p 2 - n 2 ,  
R=r"2(m+ra-p)x+mP+n"p2-a. 

Es bleibt noch übrig, dass A + C + a Quadrat sei. 

A u f  g a  b e I l .  Man soll zu einer gegebenen Zahl drei andere von der 
Beschaffenheit suchen, dass aowohl die Summe von je zweien als die Summe 
von allen dreien ein Quadrat wird, wenn man die gegebene Zahl davon abzieht. 

Sei A + R + C = x 2 + 2 p x + p Z f  a ,  
A +  ~ = x ~ 2 r x + m ~ a ,  
B + C = x 2 + 2 n x + n 2 + a ,  

so ist C = 2 ( p -  m) x +pz-  m2, 
A = 2 ( p - f 2 . ) ~ +  p2 -d ,  
ï?= x " 2 ( m + n - p ) x + m ? + n 2 - p Z + a .  

Hist.-lit. Abth. d. Xeitiçhr. f. X a t h . ~ .  Phya. XXXVJI, 4. 11 
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Nun soll noch A + C -  a  Quadrat sein, also 

D i o p l i a n t  setat m = 0 .  

A u f g a b  c 12. Man soll drei Zahlcn vou der Beschaffenheit suchen, 
dass das Product bon je zweien ein Quadrat wird, wenn man eine ge- 
gebene Zahl dazu addirt. 

Es sol1 sein A B + a = m 2 ,  

A C  + a =m2, 

B C + a = p 2 ,  

sei A = 2,  sa ist  

und dieser Ausdruck soll Quadrat sein. E s  ist  aber: 

Dieser Auçdruek wird aber Quadrat sein, wenn naz + nZ- x2 = 2tn97, 
oder [ m  - 12)" z2, al80 m - n = + x ist. 

Danach haben wir die drei Zahlen: 

( r n T ~ ) ~ - a  
C =  9 

x 
und es ist d a m  

A B + a = m B ,  

A C + a = ( n a 5 ~ ) ~ ,  
(nazTwax-aje 

B C + a =  x2 

Ebenso ist die Aiifl6sung von Nr. 13, Es werden die drei 'Zahleii 

A u f g a b - e  14. Man soll drei Zahlen von der Beschaffenheit suclien, 
dass das Product von je zweien wieder eiu Quadrat wird, weriri man die 
dritte dazu addirt. 

AB + C, A C' + 3, C +  A solleu Quadrate werden. 
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Anmerkungen zu Diophant. 139 

Sei A B + C = m 2 ,  
A C +  B=n2,  

60 ist (A-1 ) (E-C)=m2-n2 .  

Sei nun A - l = w + n ,  A = m + n . + l ,  

ço ist B - C = m - n ,  

A C + B = B + ( m + n + l ) C = n 4 ,  

also 

Daher ist durch die blosse Annahme auch die dritte I3edingimg er- 
fullt. Die drei Zahlen sind also 

A=m+rn+l,  

m2 + rn - n  
B =  

m + ~ + 2 '  

rn2-m+n. c = . 
m+m+2 

Man konnte auch eetzen: 

A- l = m - n ,  A = m - n + l ,  

80 ware 3 - C = r n $ n ,  

R+(m-n+1)C=m2,  

d - m  - Ta 
C= 

m - n + 2  

Tn"m+n B = -- 
m - n + 2 '  

rn2(n-2)2+4m(n -1)(q?-2) + 4 ( ~ z - l ) ~  B C  + A =  
(na - n  + 2)" 

- - jm(n-2) $ 2  ( I Z - ~ ) ) ~  
- ---. 

(m - n  + 2)" 
Die drei Zalilen sind also: 

m2 + WL + n  n e - m - n  
A = m - n + l ,  B= C = - . 

m-rn+T' m - n + 2  
Lüsung nech D i o p h a n t .  

A B + C ,  A C + B ,  N C + A  
sollen Quadrate sein. D i O p h a n  t se ta t :  

I l *  
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r 2 n i 2 + 2 t 2 n r  - r Z  r Z m Z -  2 t P m - r 2  
p = .  ' q -  - 2 r t  2 r t  

r 4 m 4 -  4 r 2 t 2 m 3 -  2 r 4 m 2 +  4 i 4 m 2 - 4 r e t z m  +- r4 
x = 4 (m" 1 )  rq t"  

J 

- ( m 2  - 1)2 t2 - 4 te In (m2 + 1 )  r2 + 4 t4 m2 
- 

4 ( m +  1) rZt' 
Die Annahme C =  m%acht, gegen die Forderung der Aufgabe, C zu 

einem Quadrate. 

A u f g a b e  15. Man sol1 drei Zahlen von der Beschaffenheit sucheii, 
dass das Product von je zweien ein Quadrat w i r d ,  wenn man die dritte 
Zahl davon abzieht. 

Sei A B - C = m 2 ,  A C -  B = n 2 ,  

so is t  ( A + l ) ( B - C ) = m 2 - n 2 ,  

A + l = n i + n ,  A = n l + n - 1 ,  

R - C = n l - n ,  

also - R + (rn + I I  - 1 )  C = n2,  

n2 + III - 11 
C =  

1 1 1 +  n - 2 ,  

l n 2 - m + n  
R =  

m + n  - 2' 

[ m  (11 - 2) + 2 ( 1 1  - 1)12 
h ' C + A =  

cm + n - 2j2 
Man konnte auch setzen: . 

A + l = m - n ,  B - C = m f  n ,  

( m - n - 1 )  C - B = n 2 ,  

n z +  m + ? r  m 2 - m - n  
C =  9 R =  

ni-n-2 i n - n - 2  ' 
dann wird 

[ln (n + 2)  + 2 (11  f 1)12 B C - A = - - -  -. 
(I?L - - 212 
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Auf g a b e  16. Man soll drei Zahlen von der Beschaffenheit suchon, 
dass das Product aus je zweien ein Quadrat wird, wenn man  das Quadrat 
der dritten dazu addirt. 

1. Es sol1 sein x2 + y z  = a2, y2 + X B  = b" z2 + xy = c2. Setzt man 
1 

fi = x - y  = mzy - 2 m z ,  so wird zneien Forderungen genügt , und es 
- 

1 1  
1 6  

1216 
Der erste Werth giebt die AuflUsuog findet sich m = - oder = -. 

781 
x = 185, y = 608 ,  z  = 33;  der zweite giebt sehr grosse Zahlen. 

2 .  A H +  C2, A C + B "  BBC+A2 Quadrate. 

Sei m 9 - B  
C =  - 1  

2 m  
so ist 

Sei ferner C = pz 7; - 2 p  A , so ist B C + A" (p B - A)Z. Die beiden 
Werthe von C einander gleich gesetzt, giebt 

m 2 A -  6 : = 2 m p e ~ - 4 n r p , 4 ,  
also 

B  m 2 + 4 m p  
A - 2-- rnp2+11 

daher i s t  A = 2 m p " l ,  B = m 2 + 4 m p ,  C = r n 2 p 2 - 2 p ,  

A C +  R2= (2mp2 + l ) (m2p2-2p)  + (m2+ 4 m p 2 ) 2 ,  - m4 + 2 p  (p3 + 4 )  m3 + 1 7 p e m 2 -  4pSni  - Z p .  
Dieser Ausdruck soll Quadrat werden; er sei 

so heben sich die drei ersten Glieder gegenseitig, und es bleibt tibrig 

also 

Wenn man die Klammern auflost, lasst sich der Bruch durch p 3 +  8 
heben, und es bleibt: 

1 1 1 2 + 8 P 9 - 2 p G + 1  ( p 6 + 4 P 9 - 1 ) 2 - ( 4 p 3 - 1 ) 2 + l  
nt = - - - 

4p2jp" 44p" 1) 4p"(P6+ 4 7  - 1 )  

Dazu macht N e s s  e l  m a n  n folgende Bemerkung : 
m m -  16n2 

Setzt man die Wurzel = 42 2 - 9  so wird x =  P also sind 
IZ 33n"87nn 

die Zahlen în" -1 6  n2, 4  me - + 32 rn n + 6 8  n2, 33 n2+ 8 rn r i ,  wo dann in 
D i O p h  a n  t ' s  Beispiel n i  = 5, 11 = 1 ist. Die Summe aller drei Zahlen ist 
immer die Sumrne aweier Quadrate, namlich 4 n i 2 +  81t~4136 mn, tue+ 4  lis& 4 ln 11. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



142 Historisch - literarische Atitheilung. 
~---,.-,.---.---n-------r.--..A?" ---.a---,...* >. ,.---- 

A u f g n b e  1 7  u n d  18. Man sol1 drei Zablen von der Beschaffeiiheit 
suchen, dass das Product von je zweien ein Quadrat wird, wenn man die 
Summe beider Zahlen d a m  addirt. 

A B + A + B ,  A C + A + C ,  B C + B + C Q u a d r a t e .  

Sei A B + A + B = m 2 ,  A C +  A + C = 7 r 2 ,  

daher m2- A n"A B = ---- 
~ + 1 '  ' 4 + 1 3  C = - -  

so kt: (rns - .J) (n2 - A) m2 - A rr2 - A 
B C +  B + C =  + -- + -- 

( A  + 1)2 A + l  A f l '  
m2n" rm2 + 7î2 - 2A - A2 - - - 

(A  + 1)2 
I 

damit m%i2 + ni2 + ri2 Quadrat sei, muss n = m - 1 sein, dann ist 

m2n2 + m4 + 712 = (m2 - ni + 1)2, 

also (m2-m+ 1 ) 2 - S A - ~ Z  
n C + B + C =  - --. 

( A  + 1 )" 
Sei also 

(mZ - tn + l j 2  - 2 A - Be = (ni2 - 7n + 1) - - d P [ Y 1' 
2 P P" = ( m Z - m + 1 ) 2 - - ( n ~ 2 - m + 1 ) A + 4 ~ 2 ,  
9 P 

dann ist 2 p q ( m 2 -  m + 1) - 2 q 2  
A =  

P" q2 
1 

p 2 + 2 p q ( m 2 - m +  1)-q2 
A + 1  =. - 

P" q2 
n ? p 2 - 2 p p ( m 2 - m + 1 ) + ( m 2 + 2 ) q e  

tnz- A = 
p2 + q2 

1 

( m - 1 ) 2 p 2 - 2 p g ( m 2 - m + 1 ) + [ ( n z - 1 j S + 2 ] q Z  
T I : ! -  A = -p. 

P" q2 
Demnach sind die drei Zahlen: 

2pq(rn2-ni + 1 ) - 2 v 2  
.4 = -- - 

p2 + u2 
rn ' ,~~~-2 ,~p( rnZ-m+ 1 )  + 

B =  
p"+:!pp(m"m+I)-q" 

9 

(71,- l ) 2 p Z - 2 p q ( n i ~ m +  l)+[(rn-1)2+2]p2 
C =  

p " 2 p q ( m s - m + l ) - q 2  

D i  o p  h a n  t 's Aiifl6sung nimmt folgenden Gang: 

1. Siicht er zwei Zalilen A und B,  so dass A B  + A + B ein Quadret 

wird. Sei A = a ,  6 = x ,  

so ist A R +  A +  B = ( a +  l ) x + a = b 2 ,  

b2 - a zz-' 
a + l  
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be-a 
1st also A = a ,  so muss B = --- 

a + l  
sein, dann ist A 6 + A +  B ein 

Quadrat. Es sollen aber auch A C  + A + C und R C + 6 + C Quadrate 
sein. Sei nun C = x ,  so sollen auch 

A C +  A +  C l  das ist ( a + l ) x + a  
und b2 - a b" - a 

Quadrata sein. (Xf1)" + iGï 
Aber in dieser Doppelgleichung sind weder die entsprechenden Coeffi- 

cienten gleich, noch verhalten sie sich zu einander wie Quadrate. Darum 
b 2 - a  

mtissen für a  und -- andere Zahlen gefunden werden. 
a + l  

II. Suchen wir zunachst zwei Zahlen y  und 8, so dass y  + 1 und 
,z + 1 sich wie zwei Quadratzahlen verhalten, also 

( y  + 1) : (z + 1 )  = m2 : n2, 
na y + n2 = me B + m2, 

7 1 ~  y + n" mmZ - z = 
mz 

n2 y + r i 2  - m2 
so haben wir in y und - zunschst zwei Zahlen, deren um 1 Ver- 

mP 
mehrte sich wie Quadratzahlen verhalten. Nun sollen aie auch noch die 
Bedingung erftillen, dass sie für A und R gesetzt A 6 + A + B zu einem 
Quadrate machen, also 

n 2 y  + n 2 - m "  ne y + n2 - m2 
Y -  -+y+ np a 

mP = Pl 
geordnet : 

1 1 % ~  + 2 n y  + n a -  r n 2 = p l Z =  ( n y - ~ ) ~ ,  
so wird p 2 + m 2 - n z  p 2 + m a - n z  

y = -  - - 
2 n p  + 212-71 ( p  + n)' 

n2 y + n2 - m2 
Setzen wir diesen Worth für  y in  den Ausdruck 7 so wird 

m2 
die andere Zahl n(n + ~ ) ~ - m ~ ( n  + 2 p )  

2 ?n"n + p )  

III. Nun setzen wir die drei gesuchtcn Zahlen 
p" n12 - s12 

A =  , B =  n (71 + PY- m2(n  + 2 ~ )  
3 C = z ,  

2 n ( n + p )  2 m"n + p )  
so werden die beiden iibrigen Gleichungen für A C + A  + C und B C + B + C, 

(n + plZ -!- m2 p2 + m2 - 9i2 
- 

2 nv+ p) + ~ n ( n + p )  
= k8, 

7 1 ( n + p ) ~ + m %  ~ ( ( I I + P ) ~ - ~ ~ V ~ ~ + ~ P ) = ~ ~  
2 m v r i +  p )  + ~ z ( n + ~ )  

n2 
oder , menn wir h2 mit - grossern 

me 
n ( n + p ) ' +  m 2 n  n ( p 2 + r n 2 - n 2 )  x + - -- = h,'. 

2m"(n + p) '  2 m e  (1,  + P )  
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Kun sind in beiden Gleichungen die Coefficienten von x einarider 
gleich, und die Doppelgleichung lasst sich aufl5seu; es wird n h l i c h  

das sich auf verschiedene Ar t  in zwei Factoren xerlegen llisst. 

A u  f g a b  e 19. Man soll drei  Zahlen von der Beschaffenheit sucheii, 
dass das Product von je zweien ein Quadrat wird, wenn man die Summe 
beider Zahlen davon abzieht. 

A B - ( . 4 +  A ) ,  A C - ( A + C ) ,  B C - ( B + C )  Quadrate. 

also 
A C - ( A  + C )  =i l2 ,  

(m2+ A ) ( n 2 + . J )  m 2 + 7 r 2 + 2 r l  
R C -  (R + C )  = - 

( A  - 1)" A - 1  

Damit nun man2 + m2 + r i v u a d r a t  werde, sei n = m - 1 , so wird 

woraus folgt : 2 p q ( m " m  + 1 )  + 2 y 2  A .= . - - - - + qz 

A u f g a b  e 20. Man soll zwei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass ihr  Product ein Quadrat wird, mag man eine jede der beiden Zahlen 
einxeln, oder die Summe von beiden dazu addiren. 

Il A R + A ,  A B f R ,  A B + A + B  Quadrate. 

S e i d = % ,  B = m x e - 1 ,  s o i s t  A B = m 2 x " x l  a l s o A B + A = n ? x 2 ,  

also eine 13edingung erfiillt; es bleibt übrig 

A R + B = ~ Z % ~ +  ( m " 1 ) 1 ; - 1 = p 2 ,  

A B + A + B = m % 2 + ~ n 2 z ? - 1 s p 2 i  
folglich : 
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also 

2) Man konnte auch rietzen 

A =  z - 1 ,  B=m%, also A B = n t 2 x 2 - m 2 x ,  
daun ist A R = m2 39 - nt2 z ,  A  B + B = m2 xP, 

A u f g a b e  21. Man sol1 zwei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass ihr Product ein Quadrat wird, man mag nun jede der beiden Zahlen 
einzeln oder die Samme beider davon abziehen. 

A B -  A ,  A B -  B ,  - 4 B - ( A  + B )  Quadrate. 

also eine Bedingung erfüllt. Es bleibt übrig : 

A B - B = n t 2 x ~ ( n t ~ l ) x - 1  =pz,  

A R - ( A +  B ) = m z x 2 - n a % - 1 = y 2 ,  

2) Sei A = x  + 1, B = mZx, so is t  A B  = nt2x2 + nr2x, 

1 1 m ? +  16 
p = m x + - n l ,  q = m x - - - - 3  also x=- 

4 4 »L 8(rn2- 2) 
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A u  f g a  b e  23 u n d  24. Man sol1 eine gegebene Zahl in zwei Stücke 
theilen, und ein Quadrat snchen, welches auch dann noch ein Quedrat 
bleibt, wenn man jedwedes Stück der gegebenen Zahl davon abzieht (23), 
oder hinzu addirt (24). 

Beide Aufgaben sind schon II; 16, 15 dagewesen, dort aber anders 
gol6st. Es sol1 

A + R = a ,  

x2 + A =pz, 

z2 f R = q2 
sein. Setze 

so sind x2 & A und x2 5 B Quadrate; es bleibt mir noch A + R = o zu 
macheii. 

Es wird also i m  ersten Palle 

im zweiteu Falle 
p2 + q2 - a 

% =  ~ ( p + ~ ) - '  

oder allgemein a = + ~ - ( P Y  -7 ,  
2 !P + q )  

(Schluss folgt.) 
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Recensionen, 

Ueber Syeteme l inearer  Differentialgleichungen mit  mehreren Ver- 
anderlichen. Von Dr. J. HORN. Berlin, Mayer und Mtiller. 1891. 

Bei der Beharidlung des Problems, ob eine Function zweier Verander- 
lichen durch ihre Unstetigkeiten und ihre Verzweigungsweise in h l i c h e r  
Weise definirt werden konne, wie es R i e m a n n  fur die Gauss 'sche 
Reihe gethan, gelangte Herr P i c a r d  zu einer Function, die sich als das 
allgemeine Integral eines gewissen Systerns linearer partieller Differential- 
gleichungen darbot. Herr A p p e l 1  wies darauf hin, dass es moglich sein 
rnüsse, unabhëngig von jener Definition das Verhdten der Function ttllein 
ails den Differentialgleichungen zu erkennen, mit anderen Worten, das 
System dreier linearen partiellen Differentialgleichiingen 

mit drei linear unabhangigen Intcgralcn in ahnlicher Weise zu integriren, 
wie es Herr F u  c h s bei den gewtihnlichen linearen Differentialgleichungen 
getban. Somit bot sich die Aufgabe d a r ,  die Fuchs ' sche  Theorie der ge- 
wohnlichen linearen Differentialgleichungen für Systeme linearer partieller 
Differentialgleichungen zu verallgemeinern , eine Aufgabe, die zuerst von 
Herrn S a u v a g e  in Angriff genommen wnrde. Stat t  der Sgsteme partieller 
Differentialgleichungen betrachtet Herr  S a u  v a g  e Systeme totaler linearer 
Differentialgleichungen , auf welche sich jene zuriickfuhren lassen, und zwar 
behandelt er zunachst erschopfend den einfachsten Fa11 von m totalen 
Differentialgleichungen mit einer nnabhtingigen und m. abhangigen Variablen 
nach einet Methode, die der Verallgemeinerung flihig ist. Die vorliegende 
Habilitationsschrift hat  den weiteren Ausbau derselben Theorie zum Gegen- 
stande und bildet die Fortsetzung und Erganzung einer in den Acta mathe- 
niatica erschienenen Abhandlung desselben Verfassers. Es wird-der Betrach- 
tnng zur Vorbereitung des allgemeinen Falles das obengenannte besondere 
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System zu Grunde gelegt. Als Hilfsmittel fur  dessen Integration dient 
auch hier die Theorie der Systeme totaler linearer Differentialgleichungen, 
welche hier noch starker als in der früheren Abhandlung herangezogen 
a i rd .  Der Gang und die Resultate der Untersuchung sind kurz folgeude. 

Der  Vcrfasser schickt einige allgemeine Erorterungen über das func- 
tionentheoretische Verhalten der Integrale von Systemen linearer Differential- 
gleichungen mit zwei unabhiingigen Verauderlichen voraus , wobei der Re- 
griff des Fundamentalsystems auch hier eingefiihrt und die Darstellungs- 
formen der Zwe,ige eines solchen augegeben werden. Ebenso wird der 
Begriff der Regularitat für  das vorliegende Differentialgleichungssystem 
fixirt. E s  folgt die Aufstellung der nothwendigcn und hinreichenden Be- 
dingungen, damit das in Rede stehende System an einem singuliiren Ge- 
bilde <p (z, y) = 0 lauter regulare Integrale besitze. Diese Aufgabe l6st 
der Verfasser schrittweise, indem er jene Bedingungen zunachst fur totale 
Systeme mit einer oder zwei unabhanpigeri und nwei oder drei abhangigen 
Variablen nach dem Vorgange von Herrn S a u v a g e  aufmcht und diese 
Resultate nun anf das oben genannte System linearer partieller Differential- 
gleichungen übertragt. Hierbei Sind zwei Falle zu unterscheiden, je nach- 
dem sammtliche Coefficienten A,, A,, BI ,  B,, Cl, C, durch cp theilbar Sind 
oder nicht. In  beiden Füllen verlangen die gewonnenen Bedingungen (die 
Integrabilitiitsbedingungen als erfüllt vorausgesetzt) das Vorhandcnsein 
dreier ganzen Functionen x ,  A ,  y ,  die so beschaffen sind, dass gewisfie 
Functionen, die zu x , A ,  y und den Coefficienten des gegebenen Differential- 
gleichungssystems in einfachen Beziehungen stehen, an den Stellen des 
singiilaren Gebildes <p = O i n  Potenzreihen entwickelbar sind. Diese 
Potenzrcihen sind bei Fa11 II resp. durch q ,  cph- ' ,  cph, bei Fa11 1 resp. 
diirch 1, qnh-1  theilbar. Dem Werthe h = 1 entspricht im letzteren Falle 
ein System, welches vor allen anderen dadurch ausgezeichnet is t ,  dass es 
regular i s t ,  ohne dass zwischen seinen Coefficienten andere als die Inte- 
grabilitatsbedingungen bestehen, und dass es sich unmittelbar in ein k a n o -  
n i  s c h e s  totales System liberführen la&. Die im allgemeinen Palle erfor- 
derlichen Substitutionen, um das gegebene System in ein kanonisches übcr- 
zuführen , werden gleichfalls angegehen. Hieran scbliesst sich die Aufgabe, 
bei den gefundenen regularen Syslemen die Form der Integrale in der Um- 
gebung der singuliiren Stellen genauer zu untersuchen, dies geschieht fllr 
totale und partielle Systeme, im Falle zweier unabhiingigen Veranderlichen 
nur an solchen singultiren Stellen, die nicht mehreren s i n g u l h n  Gebilden 
gleichzeitig angehoren , eine Aufgabe , die der Verfasser einer von Herrn 
G r ü n  f e l d  eingeschlagenen Methode folgend und die diesbezügliche G r ü n -  
f e 1 d'sche Untersuchung erganzend lest. Auch hier ist wieder zu unter- 
scheiden, ob die regularen partiellen Syuteme von der ersten oder zweiten 
Gattung (Pal1 II oder 1) sind. Jcdes Systcm der zweiten Gattung, fur 
welches h > 1, besitzt ein Fundamentalsystem der Form 
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wo cor ci, Potenzreihen von x - a ,  y - 7, sind und p einer gewissen 
Congruenz zn geniigen hat. F ü r  h = 1 konnen dagegen i n  den Funda- 
mentalsystemen Logmithmen auftreten. Das oben gekennzeichnete einfachste 
Sy~tem der zweiten Gattung nimmt also eine Sonderstellung ein. Bei dem 
regulxren System erster Gattung konnen sowohl für h = 1 wie für h > 1 
Fundementalsysteme mit Logarithmen auftreten. Der  letzte Paragraph 
enthBlt noch Andeutungcn über das Vcrhaltcn der Integrale a n  den Schnitt- 
stellen zweier singularen Gebilde. . E. JAHNKE. 

BeitrLge zur Theorie der Gleichungen von Dr. H. SCHEFFLEK. Leipzig, 
Foerster. 1891. 133 S. 

Der Beweis, den A b  e l ,  auf dic Substitutionstheorie gcstützt, für die 
Unlosbarkeit der allgemeinen Gleichung fünften und hoheren Grades ge- 
geben hat,  berührt nicht die speciellen Falle, wo eine Gleichung solchen 
Grades losbar wird, so dass er kein Nerkmal feststellt, woran die Unlos- 
barkeit einer gegebenen Gleichung erkarint werden konnte. Diese Lücke 
auszufdllen , einen Beweis zu geben , der zugleich das ~ c n n z e i c h i n  der Los- 
barkeit der losbaren hohereii Gleichungen licfcrt, ist  das Zicl des durch 
Arbeiten in verschiedenen Gebieten des Wissens bekanliten Verfassers. 
Seinen Beweis bezeichnet der Herr Verfasser als einen ungleich einfacheren, 
da er nicht ,,durch Gebiete führt ,  die durch die Arbeiten von A b e l ,  
C a u c h y ,  B e r t r a n d  u. A. über die cyklische Permutation und Uber die 
Vielwerthigkeit der Functionen in Folge der Vertauschung der Variablen 
zu formlichen Hilfstheorien ausgebildet worden sindu. Das Morkmal, 
welches fur die Losharkeit einer Gleichung aufgestellt wird, halt der Herr 
Verfasser für ,vtillig allgemein, namlich weder a n  die Unzerlegbarkeit der 
Gleichung noch an die Primitivitiit ihres Grades gebunden". Dabei ergiebt 
sich für den Herrn Verfasser ,,ein von dem Grade der Gleichung unab- 
hangiges Aufl6sungsverfahrenU. Durch dieses ,entwickeln sich die Haupt- 
sstze über die Form der Wurzeln eincr Gleichung auf schr einfache Weisc, 
was demselhen gegenüher den sehr schonen, aber vie1 complicirteren 
Operationen von L a g r a n g e ,  G a l o i s  u. A. um so mehr zur Ernpfehlung 
gereichen mochte, als die letzteren Theorien doch den wahren Grund der 
Vieldeutigkeit oder Vielfachheit der Wurzel einer Gleichung niclit auf- 
decken, ein Grund, der lediglich in der Vielwerthigkeit der Coefficienten 
der gegebcnen Gleichung licgt '. ,,Demzufolge , betont der Herr Verfasser 
an anderer Stelle, und da  auch deutsche Gelehrte, u. A. R r o n c c k e  r sich 
erfolglos um das allgemeine Princip bemüht haben, darf ich hoffen, durch 
die vorliegenden Arbeiten eine Lücke in der Wissenschaft ausgefüllt zu 
haben. Y E. JAHNKE. 
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Elementargeometrie. Von P. ROESE. Wismar, Hinstorff. 1890. 98 8, 

I n  der Vorrede vorliegenden Buches bemerkt der B e r r  Verfasser, dass 
in der Gegenwart ,die Lehrerwelt mehr als je Veranlassung hat ,  sich 
mit der Verbesserung der Unterrichtsmethoden zu beschsftigen.' Niclits- 
destoweniger bietet die hier gegebene Darstellung, verglichen mit den ails. 

gezeichneten Lehrbüchern von M e l i l e r ,  S p i e k e r ,  G a l l e n k a m p ,  M a r t u s ,  
keiiie nennenswerthen methodischen Verbesserungeri, obwohl solche in der 
Tha t  noch m6glich und nothwendig sind - man mtisste denn die jedeni 
Abschnitt angeftigte Zusammonstelliing der in demselhen vorkommcnden 

1,ehrsatze als Verbesserung der Unterrichtsmethode auffassen. E. J A ~ ~ ~ ~ .  

5000 Aufgaben nebst Resul taten a u s  der  Bruchrechnung. Von F. Ronss. 
Wismar, Hinstorff. 1890. 46 S. 

Theilt man - so heisst es in der Vorrede - jedem Schüler eine 
besondere von den mit Buchtaben Uberschriebenen Zahlengruppen zu, 
giebt aber alleu gemeinschaftlich eine und dieselbe von den mit Zahlen 
iiherschriebenen Gruppen, dann hat  jeder Schiiler eine andere Aufgabe z u  
rechnen und dcch erhalten sie sammtlicli dasselbe Resnltat. E. J A ~ I ~ ~ ~ .  

Algebra. Lehrbuch mit  Aufgabensamrnluiig für Schulcn. Von Prof. 
W. WINTER. MIinchen , Ackerma,nn. 1891. 329 S. 

Verglichen mit deu bekannten Aufgabensammlungen von R a r  d e y ,  
H e i s  und den neueren von W r  O b e l ,  F'en k e r ,  die so eingerichtet sind, 
dass sie ein besonderes Lehrbuch entbehrlich machen, zeigt das vorliegende 
Buch keine methodischen Eigenlieiten. Da indessen zahlreiche Aufgaben 
gegeben sind, von denen ein grosser Theil neu is t ,  so wird das Buch 
ails diesern Grunrle manchem der Herren Fachgenossen willkommen sein. 

- E. JAFISKE.  

Systematischer Grundriss der  Elementarmathematik. Erste Abtheilung: 
Die Algebra und die Grundbegriffe dcr Differentialrechnung. Für 
den Gebrauch an hoheren Lehranstalten. Von Prof. Dr. E. FISCHER. 
Berlin, Duncker, 1891. 163 S. M. 2,25. 

Der vorliegende , durch Ihapphei t  der Darstelliing ausgezeichnete 
Grundriss bringt eine Reihe von Entwickelungen und Beweisen, von denen 
sioh ein Theil übertiaupt nur in wenigen Lehrbüchern findet, wahrend die 
tibrigen vom Verfasser selbst herrühren. Dahin gehoren u. A .  die Berech- 
nung aines Parabelflachensttickes, der Satz ,  dass Zn3 = (Em)e, die Her- 
leitung der sinus - und cosinus - Reihen , welche als arithmetische Reihen 
unendlicher Ordnung aufgefasst werden, der Beweis des binomischen Lehr- 
satzcs fur eine Potcnz mit dom Exl~onenten p + q i ,  wo p ,  p positive oder 
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vergleicht, welche alljiihrlich in dem in dieser Zeitschrift veroffentlichten 
Abhandlungsregister erscheinen , wird sofort erkennen , dass' eine,Vollst%n- 
digkeit im ganzen Sinne des Wortes unerreichbar i s t ,  oder wenn erreichbar 
unerwünscht. Die Nenge der bekannten und der jahrlich nen hinzutretenden 
Siitze ist  eine so ungehener grosse, dass bei Aufnahme von sammtlichen, 
eine Uebersicht, ein Sichzurechtfinden in dem Materiale auch bei sorg- 
fiiltigeter Anordnung zur Cnmoglichkeit werden müsste. Und zweitens ist 
der Vergleich mit  einer Karte glücklich gewablt. Wie auf der Karte die 
angegebenen Punkte nicht besonders gerechtfertigt werden, so sind auch 
in der Synopsis die Satze einfach gcnannt, nicht bewiesen; ja es konnte 
in  weniger durchforschten Gebieten der Pal1 vorkommen , drass Behauptungen 
zum Eintrage gelangten, welche spater sich als i r r ig  erweisen werden. 
Unsere Leser haben vielleiclit aus diesen kurzen Bemerkungen einen Ein- 
druck davon erhalten, welcher Art das von Herrn H a g e n  geplante Werk 
sein mag. Der nunmehr vor uns liegende Band enthslt zw6lf Abschnitte: 
1. Theorie der Zahlen, II. Theorie der cornplesen Grossen, I II .  Theorie 
der Combinationen, IV. Theorie der Reihen, V. Theorie der Productreiben 
und Fakultiiten , VI. Theorie der Kettenbrüche, VII. Theorie der Differenzen 
und Summen , VIII. Theorie der Functionen, IX. Theorie der Determinanten, 
X. Theorie der Invariantcn, XI. Thcorie der Substitutionsgruppen, XII. Theorie 
der Gleichungen. Jeder Abschnitt zerfillt wieder in  Capitel, deren es iui 
Ganzen 102 giebt. In ihnen sind die wichtigsten Satze und Formeln ver- 
einigt, welche den betreffenden Gebieten angehoren. Beweise und Ab- 
leitungen w b d e  man vergeblich suchen, dagegen sind meistens die Quellen- 
schriften mgegeben, wo man in dieser Beziehung sich Rath verschaffen 
kann. Ein Werk  ftir solche, welche die Mathematik systematisch erlcrnen 
wollen, ist  Herrn H a g e n ' s  Synopsis demnach nicht,  und will es nicht sein. 
Darum ist auch keineswegs vermieden. in  irgend einem Capitel Kenntnisse 
voranszusetzen, von denen in vie1 spateren Capiteln erst die Rede ist. Das 
Werk sol1 demjenigen, der bei seinen Arbeiten irgend ein Gebiet streift, 
aoweit beliilflich sein, dass es ihm das Nachschlagen nach dort geltenden 
Lehrs%tzeil theils erleicbtert,, theils ersetzt. Ob  ein solches Werk seinen 
Zweck zu erfiillen geeignet k t ,  l&st sich nur nach vielfiiltiger Benutzung 
entscheiden. Eine fiüehtige Durchsiclit, welche allein uns moglich war, 
wenn wir die Ankündigung nicht weit über GebUhr verzogern wollten, 
gab uns indessen den Eindruck einer ungernein grossen Belesenheit des 
Verfassers , jedenfalls der ersten nothwendigen Redingung zur Erreichung 
des von ihm angestrebten Zieles. CANTOR. 

Repetitorium d e r  Differential- und  Integralrechnung.  Von Chr. G. Joh. 
DETER, Dr. phil. 2. Auflage. Berlin 1892. Verlag von Max Rocken- 
stein. 118 S. 
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Die allereinfaclisten Satze der Differential- und Integralrechnung sind 
in diesem Büchelclien nach Nethoden abpeleitet und bewiesen, welche etwa 
vor einem hallien Jahrhunderte als genügend gegolten haben mogen. Gegen- 
wartig wiirden wir keinem Candidaten irgend eines Paches, der des D e  t e r  'schen 
Repetitoriums sich bedient h a t ,  rathen , im Examen die dortigen Beweise 
zu benutzen. J e  sicherer er sich dieselben einprkigte, um so zweifel- 
hafter würde dam Bestehen. Die Beispiele xur Eintibung des Erlernten 
sind die ganz gcwohnlichen, denen nlan in jedem, auch dem dürftigsten 
Leitfaden begegnet. Interessant war dem Referenten n u r ,  dass eine erste 
Auflage des kleinen Buches verkauft werden konnte, und darin kann ihn 
auch'der Umstand nicht irre inachen, den er der Unparteiliclikcit zu Liebe 
inittheilt, dass die Baugeweikmeeitung , der Electro -Techniker, der Tech- 
iiiker und das Polytechnische Centralblatt die nuue Auflage warm empfehlen. 
Geschmacker sind nun cinmal verschieden, iiiid ebenso verschieden sind die 
Ansprüche, welche der Eine und der Andere an eine Druckschrift stellt. 

CANTOR. 

Das Rechnen mi t  Duodecimalzahlen. Von Dr. E D ~ A R D  UI,LRICH, Professor. 
Beilage zum Programin der Realschule zu Heidelberg 1891  (1117). 
Car1 Winter's Universit&tsbuchhandlung. Heidelberg 1891. 4". 30 S .  

Das Rechnen mit Zahlen, welche einem anderen Systeme als dem mit 
der Grundzahl 10 angehoren, i d  schon oft theils in einzelnen Capiteln von 
umfassenden Lehrbüchern der Rechenkunst, theils in besonderen kleinen 
Schrift,en Iiehandelt worden, und wir hatten i n  dieser Zeitschrift wieder- 
holt (XXVII, 3 93; XXIX,: 14G; XXX, 33 der liistor. .literar. Abth.) Ge- 
legenheit, auf solche Schriften atifmerksam zu machen. Ihnen schliesst 
das Programm des Herrn U 1 I r  i c h  sich an. Der Verfasser hat  zuerst in einem 
geschiclitlichen Ueberblick insbesondere mit Johann Friedrich Christian 
W e r n e b  u r g  (I./IX. 1777 - 21. XI./1851) sich heschsftigt, dem wenig 
gekannten, aber wirklich verdienstvollen Vorkampfer des Duodecirnalsystems 
seit 1798, Herr U 1 l r . i ~  h bat  es verstanden, sich aus den verschiedensten 
Dibliotheken die sehr seltenen Schriften W e r n e b u r g s  zu verschaffen, mit 
einziger Ausnahine der ,ICurzen Darstelliing eines neuen Zalilen- und 
darnach gegebencn Maass -, Gewichts - und Münzsystems. Leipzig 179aU, 
welche für ihn nicht aufzutreiben war. Das Studium von W e r n e b  u r g ' s  
Arbeiten liat Herrn U 11 r i c  h gleichfalls von den Vorzügen des Dnodecimal- 
systems vor dem Decimalsystem überzeugt, und wenn er auch vie1 zu 
~ e h r  im praktischen Leben steht,  urn den Wahn zu hegen, eine Ver- 
drangung des minderwerthigen Systems durch das bessere sei durcliftihr- 
bar, 90 will er doch mit der uns vorliegenden Programmabhandlung ,,wieder 
eiumal in Erinncrung bringen , wie sehr das Rechnen mit Decimalzahlen 
abfallt, wenn man es mit der Dodekadik vergleichtY. I n  dieser Beziehung 
ist narnentlicli das siebente (Schluss-) Capitel interessant, in welc'tiam , nach- 

Hiut.-lit. Abth. d. Zeit i ï l ir .  T. nlnth il P h y s .  XXXl'II, 4. 1 2  
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dem das Kechnen mit Duodecimalzahlen gelehrt ist , die Vorzüge der Dode. 
kadik vor dor Dekadik zusammcngestellt erscheinen, VorzUge, welche nicht 
blos der Lehre von den Tbeilbarkeitsregeln angehtiren, sondern auch als 
Erleichterung bei Erlernung des Einmaleins ,,da8 vie1 leichter irn Gedacht- 
niss zu behalten ist als in der DekadikY auftreten. CANTOR. 

Lehrbuch der  Elementar  - Geometrie. Von J. UENRICI, Professor am Ggm- 
nasium zu Heidelberg, und P. SREUTLEIN, Professor am Gymnasium 

zn Karlsruhe. E r s  t e r  T h c i l :  Gleichheit der Gebilde in einer 
Ebene. Abbildung ohne Maass%nderung. 2. Auflage. Mit 193 Figuren 
in Holzschnitt. Leipzig bei B. G. Teubner 1891. VIII, 146 S. 

Genau zehn Jahre trennen die zweite Auflage von der ersten, welche wir 
Bd. XXVII,  Es tor . -  literar. Abthlg., S. 139 - 140, angezeigt haben. Unser 
damaliges Kriterium f ü r  die Brauchbarkeit des Buches, dass der Knabe des 
Referenten und seine Mitschtiler dern Unterrichte nach demselben zu folgen 
im Stande waren, besteht nicht mehr. Die damaligen Tertianer haben 
juris.tische und kameralistische Staatsprüfungen bestanden oder stehen dicht 
vor denselben. Dagegen kann als neues Kriterium das Erscheinen einer 
neuee Auflage gelten. Ein pidagogisch unbrauchbares Buch wzre nicht 
vergriffen worden, so vortrefflich es i n  dogmatischer Beziehung sein mochte. 
Wiederholte Auflagen fiihren für ein Schulbuch eine Gefahr mit sich. 
Ein wesentliches Erforderniss eines Schulbuches besteht namlich in seiner 
Kürze, und wenn nicht alle ,,vermeMe und verbesserte" Auflagen das 
liecht haben die zweite Eigenschaft îür sich in Aiispruch zu nehmen, die 
crste besitzcn sie fast durchweg. Die Verfasser des uns vorliegenden 
Lehrbuches liaben diese Klippe xu vermeiden gewusst. Die Figuren haben 
sich zwar um 5 vermehrt, aber der Text um 6 Seiten vermindert, und 
vermindert hat sich zugleich die Zahl der Lehrsiitze, was durch eine Ver- 
anderung der Anordnung , insbesondere innerhalb des vollstAndig neu be- 
arbeiteten zweiten Abschnittes ,,Streckcn und Winkel gradlinigcr Figurcnu 
erreichîi wurde. CANTOR. 

Analytische Geometrie der  Ebene. Sammlung von Lehrsiitzen und Auf- 
gaben nebst Erliuterungen und Resultaten von J. SCHLOTKE, Lehrer 
an der allgcmeinen Gewerbeschule in Hamburg. Dresden 1891 bei 
Gerhard Kühtmann, IV, 217 S. 

Die meisten Lehrbücher der analytischen Geometrie der Ebene lassen 
sich in zwei Gruppen unterbringen, je nachdem sie der Differeiitialrechnung 
keinen Eingang gestalten oder derselben von Anfang an sich bedienen. 
Herr S c h l  o t  k e  ist von dieser Gewohnheit abgewichen. I n  den \st zwei 
Drittel das Rsndchen füllenden seclis ersten Abschnitten kommt er mit ele- 
mentaren Hilfsmitteln aus,  zu welchen die Lehre von den Determicanten 
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in ziemlichem Umfange einzurechnen k t ,  vom VII. Abschnitte 'n wird 
Differentialrechnung als bekannt vorausgesetzt. I m  Allgemeinen wird in- 
dessen die Benutzung des S c h  l O t k e'schen Buches sich auf jene sechs ersten 
Abschnitte beschranken, welche die Geometrie der Geraden, des Kreises 
und der Kegelschnilte umfassen. Die weiteren Abschnitte beschiiftigen sich 
mit Curven hoherer Ordnung, mit Rolllinien, mit Spiralen, mit dem Prin- 
cipe der reciproken Radien , mit Polarfigurcn , endlich mit Ilreieckscoordi- 
nateu. Wer aber diese Lehren kennen lernen will, wird meistens zu einein 
umfangreicheren Lehrbuche greifen, womit indesaen keineswegs gesagt seiii 
soli, dass das lins vorliegende Buch Mangelhaftes bringe; nur  der Menge 
des Btoffes nach konnen diese letzten Abschnitte nicht als ausreicheiid 
geltcn. Die ganze Darstellung zeichnct sich in  beiden von uns unter- 
schiedenen Abtheilungen durch eine weit eingehendere Renutziing der 
Liniencoordinaten aus, als man sic sonst in  kürzeren Schriften zu fiiiden 
pflegt. Der Dualismus zwischen Punktcooïdinaten und Liniencoordinaten 
ist von S. 38 a n  fortmahrend festgehalten und gewohnt den Leser gleich- 
eeitig an jene lieiden Hilfsrnittei der analytischen ,Geornetrie. Zahlreiche 
Aufgaben, deren Losung bald ausführliclier, bald nur durch Angabc des 
Endergebnisses angedeutet k t , ,  gewshren genügende Uebung zur Aneignung 
der vorgetragenen Lehren. Die Klarheit der Darstellung ist durehaus 
rühmend anzuerkennen. CANTOR. 

Ueber Singularitaten algebraischer Curven. Von Dr. A.  H I M S ~ E D T ,  ordentl. 
Lehrer. Wissenschaftliche Beilage zum Programm des Konigl. Pro- 
gyninasiums zu Lobau, Wpr. 1891 [1801 Programm Nr. 341, 24 S. 

Unter diesem etmas volltonenden Tite1 bespricht der Verfasser Doppel- 
punkte und dreifitche Punkte ebener algebraischer Curven und zeigt mit 
Ziigriindelegung von Figiiren, welche die allgerneine Gestaltung solcher 
Gebilde versinnlichen, wie die Curve 'in der Nahe jener besonderen Punkte 
aussehen kann. 

- CANTOR. 

Arithmetik für Unterrealschulen. Von FRANZ VILLICUS , kais. Rath, 
einer. Prof. der k. k. Staats- Ober-Realschule in Wien etc. II. Theil 
für die zweite Classe, Achte verbessertc Auflage. 1889 und III. Theil 
für die drit,te Classe der Realechulen. Sechste verbeseerte Auflage. 
1890. (Ministeriell approbirt) Wien, Verlag von A.Pichlers Ww. &- Sohn. 
1. Theil 158 S., II. Theil 146 S. 8'. Preis jedes Theiles in 
hübschem Callico-Einbande 1 Mk. 60 Pf. 

Die früher erschienene neunte Auflage des e r s  t e n Theiles dieser 
,Arithmetiku haben wir schon im vorigen Jahrgange dieser Zeitschrift be- 
sprochen. y a s  wir daselbst lobend hervorgehoben kaben, die übersichtliche 
Anordnung des Stoffes, die klare, leichtverstiindliche Darsteliung, die 
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passend gewBhlten Aufgaben , welche ohne grossen Zeitaufwand ziiml Re. 
sultate führen, kennzeichnen auch den vorliegenden II. und III. Theil, die 
mir in  gleicher Weise empfehlen wolleii. Aus dem II .  Theil wollen mir 
die dem Capitel , Münzrechnungu vorausgeschickteu, geschichtlichen Be- 
merkungen, aus dem III.  die leicht fassliche Einleitung in die Buch- 
stabeurechnung lobend hervorheben. F. SCII~TTG.  

Ansführliches Lehrbnch der Stereometrie nnd sphtirischen Trigonometrie. 
Zum Gebrauch an hoheren Lehranstalten und zum Selbststudiuin. 
Vou Dr. H. SERVUS, Priv.-Docent a n  der kgl. techn. IIochscl~ule zii 

Charlottenburg und oi d. Lehrer am Friedrichs-Kealgymmsiuni zii Berlin. 
Mit zahlreichen Figuren im Texte. III zwei Theilen für Unter- und 
Obersecunda. 1. T h c i  1: Von der Lage der Linien und Ebeueu im 
Raurne. Von den korperlichen Ecken. 48 S. Preis kart. 80 Pf. 
I I .  T h e  i 1 : Prisma, Parallelipipedon , Pyramide, Kegel, Cyliiider und 
Kugel. Von den regul8reii K b p e r n  und Polyedern. Die sph%risclie 
Trigonometrie. 144 S. Preis kart. Mk. 2,-. Leipzig, Druük uiid 
Verlag von R. G. Teubner. 1891. 

Vorliegendes Lehrbuch behandelt die Stereometrie und sphiirische 
Trigonometrie iu grossereï Ausführlichkeit, ala es die meisten deraitigen 
Lehibücher eu tliun pflegen. Originel1 ist die Bestimmung des Raum- 
inhaltes der  Korper, deren Querschnitte eine Function dritten Grades des 
Abstandes von der oberen Grundfltiche sind, sowie die Benutzung der 
S i  m p s  O n'schen Regel für denselben Zweck ; ferner die elementare Theorie 
der Maxima und Minima, insofern sie au€ die Losuiig von stereometrischen 
Aufgaben Bezug hat. Die sphiirische Trigonometrie ist mit grosser Aus- 
fübrlichkeit behandelt, ohne dass jedoch eine Anwendung auf die mathe- 
matische Geographie gemacht wird; diese behiilt sicli der Verfasscr für ein 
besonderes Werk vor. Dagegen finden wir i n  den übrigen Abschnitten 
ausser deil Lehrsatzen noch eine Reihe von Aufgaben m i t  i h r e n  L O s u  ngen.  
Das Werli zeichuet sich aus sowohl durcb die einfache und klare Dnr- 
stelluug, welche überall die Schwierigkeiten leicht beseitigt, als auch durch 
dio treffliche Anordnung des Stoffes. Abgescben von den Figuren 48 und 
49 (lkosaeder und Dodekaëder), welche so vol1 von den allergrobsten Fehlern 
gegen die eiufachsten Gesetze der darstellenden Geometrie steckeu, dass mir 
nicht umliin konnen, dieses besouders hervorzuheben , verdienen die übriçen 
Figuren wegen ihrer reichen Anzahl und sauberen Ausfürung alles Lob. 

-- F. SCII~TTC. 

Raumlehre fur  hohere kschulen. Von Prof. H. C. E. MARTUS, Director 
des Sophien- Realgymnasiiims in Berlin. 1. Theil : Ebcnc Figuren. 
Bielefeld und Lcipzig. Verlag von Velhagen und Klasing. 1590. 
159 S. gr. 8O. Preis geh. 2 Mk. 
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Der ?'erfasser des so trefflichen und eigenartigen Buches ,,Astre- 
nomische GeographieU giebt nnu in vorliegender ,Raumlehreu ein ebenso 
trefflichcs und cigenartiges Wcrk. Mfige es gestattet sein, zunachst auf 
eine Eigenart naher einzugehen. E s  sind uicht nur  siimmtliche Fremd- 
worter, sondern auch die internntionnlen Ausdrücke der mathematischen 
Wissensehafk vermieden und durch d e n  t s c h  e Ausdrücke ersetzt. Ausser 
vielen sich auch anderswo fiiideriden Verdeutbchungen braucht der Verfasser 
z. B. G l i e d  statt  Paragraph, K r s i s h a l b m e a s e r  - Radius, W i n k e l -  
m e s s e r  - Transporteur, A b w e i s  - indirecter Beweis, g l e i c h l a u f e n d  
- parallel, g 1 e i c h  1 i e g e n d e Winkel - correspondirende Wiukel , g a  n z 
i i b e r e i n s t i m m e n d  - congruent, E c k e n l i n i e n  - Diagonalen, k l e i n e  
S e i t e  - Kathete, g r o s s e  S e i t e  - Hypotenuse, V e r h ~ l t n i s s g l e i c h -  
h e i t  - Proportion, M i t  t e l g l i e d  - dritte Proportionale u. S. W .  Man 
sielit die Verdeutschungen sind recht glücklicli gewahlt. Stntt  central^ 
sagt Verfasser A c h  s e ;  wir wtirden es lieber in  Uebereinstimmung mit den 
meisten Mathematikern A x  e u  schreiben. Deltoid wird durch , g l  e i  c h  - 
sch en k l  i g e s  V i  e r  e c  k U  wiedergegeben ; wir würden das kürzere und 
dem Geschmaüke des Schülers gewiss sehr zusagende Wort  , D r a c  h e  n u  
dafür vorschlagen. Ueber die Verdeutschung des hBsslichen ,Pnrallelo- 
grammsu liisst sich der Verfasser des NBheren in der Vorrede nus. ,Spatecku 
will er nicht gebrnuchen, weil ,,SpntU keine bestimmte Gestalt bezeichne, 
sondern nur auf die Speltbarkeit sich beziehe; e ï  benutzt daher das Wort  
, R a u t  eu ,  obschon dasselbe nur die Bedeutung , R h  O m b u s u  hat. Die 
Scrupeln des Verfassers scheinen jedocli niclit begründet, wenn man be- 
denlit, wie viele Mincialien ,,SpatU genannt sind, dio keineswegs sich durch 
Spaltbarkeit besonders auszeichneu, wohl aber durch ihre Parallelipipedon- 
Gestalt. Man hat  Kalkspat , Feldspat, Per l - ,  Eisen -, Zink - , Mangnn - Spat, 
Schwerspat, FluBspat, Draunspat etc. Soviel hierüber. - Eigenartig ist 
ferner die Einleitung und sehr geeignet, bei deni Anfauger Interesse filr 
die Rnunilehre zu erwecken. Reichhaltig ist der Lernstoff bernessen, fast 
zu reichhaltig - das ,,Glicdu über ,nicht ganz übereinstirnmende DreieckeU 
kijiinte z. B. ganz gut  wegfallen - reiclihaltig und grosstentheils mit An- 
leitung zur L6sung versehen ist auch der Uebungsstoff. Sauber iind schon 
sind-die Figuren, der Druck (lateinische Antiqua-Schrift) ist deutlich und 
correct, das Papier gut. F. S C H ~ T T E .  

Die  leme ente der Geometrie in Verbinduiig mit dem geometrischen Zeichnen. 
Lehr- iind Uebungsbuch fur die II., III. und IV. Reelklasse. Von 
CONSTANTIN ROSSMANITH, weiland Professor an der Striatsoberreal- 
schule zu Bielitz. ' Zweite vermehrte und verbesserte Auflage, neu 
bearbeitet von KARL SCBOBER, k. k. Prof. an der Staatsoberreal- 
scliule xu Iunsbruck. Mit 137 Figuren, einer Tafel und zahlreichen 
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Constructions - und Rechenaufgaben. mien  , 1891. Verlag von 
A. Pichlers Ww.â:Sohn. 2048.  gr. 8'. Preis 2Mk. 20 Pf. - Ministeriell 
npprobirt. 

,,Wie schon der Tite1 des Buches andeuten 9011, wurde bei demselben 
eine innige Verbindung dor Geomctrie und des gcometrischcn Zcichnens 
angestrebt , die bei dem Umstande, dass die Geometrie und das geometrische 
Zeichnen der Unterrealschule ein abgeschlossenes Ganzes bilden und nicht 
nur  dem austretenden Schüler eine Summe praktisch verwendbarer Kennt- 
nisse vermitteln, sondern auch die Vorbereitung auf die wissenschaftliclie 
und vorzugsweise auf die darstellende Geometrie der Oberrealschule bilden 
soll, unbestritten mchr geeignct sein wird, zur Erreichung dieses von der 
hohen Unterrichtsbehorde für die Unterrealschule gesteckten Lehrzieles bei- 
zntragen, als ein die Construction nur  nebenbei behandelndes, die neueren 
immer mehr zum Durchbruche gelarigeuden Anschauungen ganz ignorirendes 
System im Sinne E u k l i d ' s .  Besteht doch der Bildungswerth des geo- 
metrischen Unterrichts nicht in  der gedachtnissm5ssigen Aneignung einer 
Anzalil geometrischer Satze und deren Begründung, sondern viellnehr 
darin, dass der Schüler zu einer klareu Erkenntniss des inneren Zusammer- 
hanges der geametrischen Letiren gebracht und befzliigt wird, eiiifacbe 
geometrische Aufgaben mit Versthdniss  zu losen, beziehungsweise con- 
structiv a u s z ~ f ü h r e n . ~  - So wahr und richtig der Verfasser dieses in der 
Vorrede gesagt b a t ,  so vortrefflich und s c h b  hat  er sein Lehrbuch dem- 
gemass eingerichtet. Indeni der Verfasser das Wesentliche mit Glück vom 
Unwesentlichen schied, die Darstellung knapp und durchsichtig ausführte, 
is t  es ihm gelungen, auf etwa 200 Seiten nicht nur die ganze Planimetrie 
einschliesslich der Lehre von den Regelschnitteu und die Stereometrie meister- 
haft darzustellen, sondern auch noch reichlichen Uebungsstoff beizufügen, 
dessen Aufgaben, dadurch, dass sie eine praktische Bedeutung haben, oder 
decorativ verwendbtir sind, in  einem reizvolleren Gewande erscheiuen, ah 
man sie sonst zu sehen bekommt. - Die Ausstattung des Buches ist die 
denkbar beste. Ganz besondcres Lob verdienen dio herrlichen Piguren 
(weiss auf schwarz) nicht nur wegen ihrer schonen Ausführung, sondern 
haupts%chlich, weil sie so charakteristisch sind, dass sie so zu sagen reden und 
den betreffenden Satz oder die Aufgabe sofort erkennen lasseu. Sie konnen 
a19 M u s  t e r  für die Zeichnungen des Lehrers an der Wandtafel gelten, 
und rnikhteu wir aus &iesem Gruude das Ruch noch besonders empfehlen. 

F. S C I ~ ~ T T E .  
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Ilist orisch-lit erarischc Abtheilmg, 

Anmerkungen eu Diophant. 

Von 

Ci. II. F. NESSELMANN, 
weililnd Professor in Konigsberg i. Pr. 

B u c h  IV. 

Auf  g a b  e 1. Man soll eine gegebene Zahl in zwei Kiibikzahlen 
theilen, deren Wurzeln eine vorgeschriebene Summe geben. 

1st eine bestimmte Xufgabe. 
z 3 + y 3  = a ,  

x + y  = b .  

Nihme man allgemein xS + y3 = a ,  x + y = 2 b ,  und setzte nach 
D i o p  h a n  t dio eine Wurzel a  $ b , die andere b  - 2 ,  also die Sumrne der 
Cubi 6 b z 2 +  2 b 3 =  

~ - 2 à ~  
so erhielte man z2 = ---- 

6 b  
, also is t  D i o p  h a n t ' s  Methode nur  anwend- 

bar auf zugcstutzte Aufgaben. 

A u f g a b e  2. Man soll zwei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass sowohl die Zahlen selbst als die Cubi derselben einen vorgeschriebenen 
Cnterschied haben. 

1st ebeiifalls eine bestimmte Aufgabe 

x 3 - y 3 = a ,  x - y  = b .  

Von der D i  O p h  a n  t'schen Aufltkung gilt dasselbe wie von der vorher- 
gehenden. 

A u f g a  b e  3. Man soll ein Quadrat und deren Wurzel mit einerlei 
Zahl multipliciren, und dadurch die Quadratwurzel zu einer Cubikzahl, 
das Quadrat aber zu deren Cubikwurzel machen. 

1 
Z y  = TG; xQ3 = ,y; &y( = 1; y2 = ?, 

x muss also cine Quadratzahl sein. 

Sei 1 1  x =  - 5  -- 
1 

p" 
so ist 

- p2' 2 
y2=p10, y = p 5 ,  x 2 y = p ,  x y = p 3 .  

Hiut.-lit. Aùtii. d. Zeitsciir. f Math. n. Phyo. XXXVII, 5. 13 
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,---------------- 

A u f  g a b  e 4. Man soll zu einem Quadrat und zu dessen Wurzel die- 
selbe Zahl addiren, und die entstandenen Zahlen sollen die namlichen 
Eigensühaften behalten. 

Sei 

und es ist  wirklich 1 12-2 n 2 - 2 n + 1  - x2+y=-+- - - -  
fi2 ~a n2 

1 

1 n-2 12-1 ---. +Y=;+ Ta - n 

D i  o p h  a n  t setzt das Quadrat x2, die Wurzel also X ,  die addirte Zahl 
(nz-1)x2, so ist  ~ ~ + ( w ~ l ) ~ ~ = n ~ x ~ ,  x + ( w 4 - l ) x 2 = n ~ ,  also 

12-1- 1 w2-1 w - 1  x =--- - - - und (m2- 1 ) x 2  = - - -- 
n2-1 n + l  (n + 1)" + 1 

A u f g a b e  5. Man soll zu einem Qiiadrate und zu einer Wurzel die- 
selbe Zahl addiren, und die entstandenen Zahlen sollen veïwcchselt die- 
selbe Eigenschaft haben. 

x e + y =  J z + y ,  ~ 4 + 2 ~ z y + y 2 = ~ + ~ l  
y" (1 - 2x2) y = x - x4, 

1 
y=--%Z 

2 +Ji + z - x2. 
Sei 

1 m + l  m 4 + m S - m - 1  - + x - x ~ =  (rnx-i): s i  wird z=- -. 
4 m 2 + f l '  y =  (m" 

F ü r  m = 2 m =  3 m = 4 m = 5  
iet 3 5 3 x = - 

" = F i  5 ""13 
21 315 186 

Y'S y=m 

A u  f g a b e  6. Man soll zu einem Cubus und zu einem Quadrat ein 
anderes Quadrat addiren, und beide Summen sollen die vorige Eigenschaft 
behalten. 

D i o p  h a n  t setzt den Cubus = xSl da3 erste Qiiadrat = (m? - fi2)%', 

das zweite zu beiden zu addirende Quadrat z2 = 4na2n2z2, so soll 

sein, also 4 m2 f i2 
x X:= 

8 ?n3 n3 
pY - 1 PL-' 8 = - -  
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A u f g a b  e 9. Man soll zu einem Cubus und zu dessen Wurzel dieselbe 
Zahl addiren, und beide sollen die nLmliche Eigenschaft behalten. 

$ + y = ( x + y ) 3 = x S + 3 x 2 y + 3 x y S + y 3 ,  
1 = 3 x 2 + 3 x y + y a ,  

also 

also 4 m n  6d-2 2n2 
x =  V 4 - 3 x 2  = 

3n"rn2' 3n2 + m 2  ' 
3 n 2 - 6 m n - m 2  

y =  3n2+rn2 
na 

Ilamit y positiv werde, muss sein - < - 3  + Y 12, also < 0,4G4. 
92 

Sei daher rn = 1 ,  n = 3 ,  so wird 

3 2  125 5 
# =  7 '  

y'7, x s + y = - ,  x+y=-• 
343 7 

A u f g a b e  10. Man soll zu einem Cubus und zu dessen Wurzel die- 
selbe Zahl addiren, und beide Summen sollen verwechselt die vorige Eigen- 
schaft haben. 

x + y  = ( x S +  y ) 3 = x 9 + 3 x 6 y  + 3 x 3 y 2 +  y3, 

y S +  3x3y" (3x6-1)y+ 9-2: =o. 
Sei y  = z - x3,  so wird 

9 - 2  + x 3 - $ = O ,  

also 

Sei m = 2 ,  n =  1, so wird 
8 5 8 12.3 207. 512 ~ Y Z  8 y : - - - = -  x + y = - i  x3+y=-=-. 

7 543 343' 343 3 4 3  7 
A u f g a b  e 11. Man soll zwei Cubikzahlen suchen, deren Summe der 

Summe ihrer Wurzeln gleich ist. 

$ + y 3 = x + y ;  2 2 - ~ y + y 2 = l ;  
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4--- p.-- 

Die Ausfiihrung giebt 
4m.n y  2 -- 2 m n  & (m2 - 3n2) 

x =  
rn2+3n2' m2 + 3 n2 

5 
Bei D i o p h a n t  ist m  = 1, n = 1 x  = - 7  

8 
? 7 Y'7'  

A u  f g a b  e 12. Man soll zwei Cubikzahlen suchen, deren Unterschicd 
dem Unterschiede ihrer Wurzeln gleich ist. 

x ' - y 3 = x - y ;  x P + X y  = l  - y P ;  
'= - Y + i 4 - w  

2 
Die Ausführung giebt 

wo , damit z positv und > y  wird, - < - 3 + 712, das heisst < 0,464 
n 

3 5 .  
werden muss. Für  m = 1 ,  r n = 3  ist y = -  X = , Y  m = l ,  1 2 ~ 4  giebt 

7 1 
1 I 

39 16 m 
x = a , y = g j .  Sol1 nur x  positiv werden, so muss - < 1 sein; z. B.: 

12 
7 m = 1 ,  .n=2; x=- 8 1 13, y=13r x - y  =es--  y"--. 

13 
A u  f g a b e  14. Man soll zwei Zahlen von der Beschaffenheit, suchen, 

dass jede der Zahlen fiir sich, ferner die Summe und der Unterschied von 
beidcn ein Quadrat wird,  wenn man noch 1 dazu addirt. 

D i o p  h a n  t ' s  Verfahren ist verallgemeinert folgendes. E r  setzt die 
erste Zahl A  gleich einem urn 1 verminderten Quadrat ,  z. B.: 

A = m2x2 + 2mx,  
so ist 

A +  1 = ( m x  + 1)2. 

ihre 

A 

Nun zerlegt er m2x2 + 2mx in  die Factoren m2x + 2 m  und x ,  so id 
halbe Differenz m2- 1 

2 x  + na. 
Das Quadrat davon giebt zu A addirt ein Quadrat,  daher setzt er . 

(m2 - Il2 B = ( v x + m ) 2 - l  =-- - ~ ~ + m ( m ~ - l ) ~ + m ~ - - 1 ,  
4 

so sind auch B + 1 und A  + B + 1  Quadrate. Es bleibt nur noch tibrig, 
dass auch B - A  + 1 Quadrat sei. Aber 

m4-6m" 1 
B - A + l =  

4 x2 + m (na2 - 3) x  + m2, dieses sei = ( P X  - n ~ ) ~ ,  
A 

so wird 
x =  

4 [ 2 m p  + m(m2 - 3)J 
4p"m4+6pn2-1 . 

Bei D i o p h a n t  ist m = p  = 3,  also x = 18. 
A u f g a b e  15. Man soll drei Quadratzahlen suchen, deren Summe 

der Summe ihrer Unterschiede gleich sei. 
( A - B ) + ( A - C ) + ( B - C ) = 2 ( A - C ) .  
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Es sei A =  xz+ 2 n x  + m2, 

C = f i 2 ,  

A +  c=x2+212x+2n2,  

und jedes Vielfache derselben. 

A u f g a b e  16. Man 8011 drei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass die Summe von je zweien, mit der dritten multiplicirt eine vor- 
geschriebene Zab1 xum Product geben. 

Bestimmte Aufgabe. 

A u f g a b  e 17. Man sol1 drei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass die Surnxne von allcn dreien ein ~ u a d r a t  sei, und ausserdem dm 
Quadrat jedweder auch d a m  noch Lin Qusdrat bleibe, wenn man die 
nachstfolgenile Zahl dazu addirt. 

Es A + B + C ,  A2 + B, B2 + C, CB + A Quadrate sein. 

Sei B = 4mz(= 2 n a x .  21, 
ferner A ma - 1 (= halbo Differcnz der Factoren von B), 

so ist A" fB Quadrat. 
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Sei B2 + C = 16mex" 8 8 %  + 1 = (4mx  + 1 j 2 ,  
so ist C = 8 m x + 1 , also auch B2 + C Quadrat. 

A +  B + C =  13mx sei = 169mey" BO ist  x = 13my2. 

Setzen wir diesen Werth von x in  die obigen Ausdrücke ein für 
A ,  B, C, so sind die drei ersten Bedinguugen erftîllt, also 

Es bleibt noch C" A zu einem Quadrate zu machen, das ist:  

10816m4y4 + 208m2y2 + 1 + 13m2 ye - 1 = 10816m4y4 + 221 rn2 y2, 

Oder 10816m2y2+ 221 = (104my + P ) ~ =  10816m2y2 + 208mpy 
so wird 221 -pz 

Y=' 208mv ' 
55 

Bei D i o p h a n t  ist m = 1 und p = 1, also y = - #  F ü r  p = 13 und 
52 

1 

für  p = 17 ( m  = 1 )  wird y = A .  
52 

A u f g n b e  18. Man soll drei Zahlen von der Beschaffenheit suchon, 
dass ihre Summe ein Quadrat sei,  und ausserdem das Quadrat jedweder 
auch dann noch ein Quadrat bleibe, wenn man die zunachst folgende Zahl 
davon abzieht. 

Ganz ahnlich wie 17. 

B = 4 m z ,  A = m x + l ,  Ba -C=16m2x2-8mz+l l  U=8mx-1 ,  
A + B + C= 13mx = 169m2y2, also x = 13mj2 ,  

C2 - A = lU816m4y4 -221m2y2; 10816m2y2 - 221 = ( 1 0 5 ~ . n ~ - ~ ) ~ ,  
so wird 

A u f g a b e  19. Man soll zwei Zahlcn von der Bcschaffenhcit suchen, 
dass der Cubus der ersten und die zweite wieder einen Cubus, das Quadrat 
der zweiten und die erste wieder ein Quadrat zu ihrer Summe geben. 

Sei A = x ,  B = n 6 -  x3, 
so ist die erste Bedingung erfüllt und es ist: 

B2+ A = n 1 2 - 2 n 6 5 3 + ~ + x = -  (n6+$)2=n12+ 2nGx3+x6, 

A u  f g a b  e 20. Man soll i n  allgemeinen Ausdrückcn drci Zahlen von 
der Beschaffenheit suchen, dass das Product von je zweien ein Quadrat 
w i r d ,  wenn man noch 1 addirt. 

Allgemeine LCsung: 
Sei A B + 1  =m2, 

AC+ l = n Y ,  
also 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Anmerkungeti zu Diophant. 167 
_ _ Y _ M _ _ _ _ _ Y _ _ _ _ _ ~ - _ _ Y _ M _ _ _ _ _ Y _ _ _ _ _ ~ _ _ _ _ L _ _ _ M M M _ - Y _ _ Y _ M _ _ _ _ _ Y _ _ _ _ _ ~ _ _ _ _ L _ _ _ M M M _ - Y  

Sei 

so ist 

A u f g a b e  21. Mau soii vier Zahlen von der Beschaffenheit siichen, 
dass das Product von je zweien ein Quadrat wird,  wenn man noch 1 dazu 
addirt. 

A R + 1 ,  d C + 1 ,  A D + l ,  B C + l ,  B D + l ,  C D + l  

sollen Quadrate werden. Setze nach der vorigen Aufgabe 

A B +  1 = ( n . ~ + l ) ~ ,  
A C +  1 = [ (n+  1 ) x +  112, 

so wird auch, wenn wir A  = x, also B = m3x + 2n., C =  ( a  + l )ex + 2 (n. + 1 ) 
setzen, B C + 1  Quadrat. 

Sei nun A D  + 1 = [ (n  + 2 ) x  + Ilz, 
so wird D = (n +2)% + 2(m+ 2). 

Wegen den der vorigen Aufgabe entsprechenden Bedingungen (dass die 
Coefficienten von z um 1 machsen müssen) ist nun auch CD + 1 Quadrat. 
Es bleibt nur noch Iibrig, dass auch B.D + 1 Quadrat werde. 

BD+1=~2(n+2jgx~4n.(m+1)(n+2)+4n2+8~+1=[n(m+l)x+p]~, 

p"(4.n" 8 n  + 1 )  
"=  2 n . ( n + g ) [ 2 ( n + 1 ) - ~ ) ] '  

A u  f g a b  e 22. Man sol1 drei  proportionale Zahlen von der Beschaffen- 
heit suchen, dass der Unterschied von je zweien ein Quadrat wird. 

Nimm ein rechtwinkliges Dreieck m" m2, m Z -  m', 2mm und setze 

A = x ,  B = X + ( ~ ~ - W ~ ) ~ ,  C = ~ + ( m ~ + m ~ ) ~ ,  
so sind alle drei Differenzen Quadrate. Es  ist  nur noch ntithig, dass A  C = B2 sei, 

x2 + (m" +2)2 x = se + 2 (m" m y  x  + ((m - d ) S ,  
(wZ - ~ 2 ) ~  x = -- 

G m Z n 2  A -4 - n.4 

D i o p  h a  n t  nimmt das rechtwinklige Dreieck 5, 3,  4, wo m  = 2, 
8 1 

n = 1, und findet x = -. Wir konnten auch bei der Bildung von B die 
7 

zweite Kathete nehmen und setzen 
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B = x + 4 m h 2 ,  
dann wBre gewesen A C =  B2, 
das ist x2+ ( r n ~ + a ~ z = x z + 8 m 2 r z 2 x +  16m4n4, 

also 16rn4n4 
x  - 1124 - 6 m 2 n + 7 '  

Hier ist aber die Annahme m  = 2 ,  n = 1 nicht statthaft,  weil sie ein 
324 

negatives x giebt; dagegen giebt m  = 3,  .n = 1, x = - - 
7 

A u f g a b e  23. Nan sol1 drei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass die korperliche Zahl, welche sie bilden, oder das Product von alleu 
dreien ein Quadrat wird, wenn man jedwede der drei Zahlen dam addirt. 

A B C +  A ,  A B C +  B ,  A B C +  C  Quadrate. 
Sei A B C + A = x 2 + 2 m x + m Z ,  

also 

A = m2(particulare Aunahme von D i o p  han t) 
A B C = x 2 + 2 m x ,  

A B C +  B = 9 + f r z x + a B ,  

Damit dicse Division ausfiihrbar soi, muss 

sein. Daher setzen wir oben 
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~ u f ~ a E e  24. Man sol1 drei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass ihr Product ein Quadrat wird, wenn man jedwede der drei Zahlen 
davon abzieht. 

A B C -  A ,  ABC - B ,  A B C -  C  Quadrste. 

sei ferner A B C - B = X ~ - ~ ~ X + T L ~ ,  A B C -  C = X ~ - ~ ~ X + ~ ~ ~  

B = ( m + 2 m ) x - a 2 ,  C = ( m + 2 p ) x - p z ,  

also B C = (~n + 272) (m + 2 p )  x2 - [ p 2 ( m  + 212) + n y m  + 2 p ) ]  x + mep2. 
1 

Nun war aber B C  = - x + 1 , ware also m2p2 = 1, so konnten wir 
111 

durch Gle ich~te l lun~  beider Ausdriicke x aus einer Gleichung des ersten 
Grades finden. Wir setzen also nun statt A B C  - C = ( X  -p)' 

so wird nun 
r n f  212 1 

B C = ( n i + 2 n ) ( m + ~ ) ~ ~ - [ n ~ ( ~ + ~ ) + ~ ] X + l = -  m 4-1, 

- - - m . n 3 ( m n + 2 ) + m ( m + 2 n ) + l a 2  -p . 
m n ( m + 2 n ) ( m n + 2 )  

41 
m = 1 ,  r , = 2  giebt x = -  

40' 
4 1 A=- 1681 

A B C - A T ~  
40' 1600 
9 332 1 1521 

B = - ,  A B C = I A B C - B = - -  
8 1600 1600 
9 44 1 c=-  
5' 

A B C - C E - -  
1600 

3 1 m = 3 ,  .n=2 giebtxz- 
48 

3 1 A = - !  
96 1 

1 O A B C - A 5 m 4  

25 5425 4225 
B=-3 A B C = - - -  

48 
2304) A B C -  B = 2 . ' 3 ~  

7 49 C E - - ,  A B C -  CspL>a' 
3 
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Damit in  dieser Gleichung x nur in  der dritten und zkeiten Potenz 
stehen bleibe, muss 

1) n 3 - n = O ,  also n = 1 ,  

2 )  
1 

m (3n2 - 1 ) ,  dau ist 2 m  = a ,  na = 3 a 
sein. 

Daher setzen wir 

a x - x ~ =  ( H a x - 1 j 3 - ( i a x - 1 ) .  

1 3 
= g a 3 x 3 - 4 a 2 x 1 +  a x ,  

A u f g a b e  26.  Man sol1 eine vorgeschriebene Zahl in drei andere 
Zahlen von der Beschaffenheit theilen, dass das Product aus allen dreien 
eine Cubikzahl wird, welche dic Summe der Untarschicde zwischen je zweien 
zu ihrer Wurzel hat. 

A +  B +  C = a ,  A B C = y 3 ,  ( A - B ) + ( B - C ) +  ( A - C ) = 2 ( A - C ) - y .  
Sei ABC=8m3xg, so ist 2 ( A - C ) = Z m x ,  also A -  C = m x .  
Sci A = ( m + n ) x ,  C = . n x ,  A C = n ( m + m ) x 2 ,  

also 

also 

Nun sol1 A + B + C  = a sein, das heisst 

Um aber die Annahme 2 ( A  - C) = 2 m x  zu rcchtfurtigen, ist erfordcr- 
lich, dttss B < A und > C  sei, was in jedem Zahlenbeispiele sich leicht 
herstellen lasst. 

D i  o p  h a n t  schlagt folgenden eigenthümlichen Weg ein. Es soi1 also 

' " + " sein; die erste Bedingung übergeht e r ,  und berbk-  
( m + n )  > n  8 m3 
sichtigt. niir (auf einem nnnützen Umwege) die zweite > n  oder 

n ( m  + n)  
8m3 > n3 + n a d .  
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1 1 
c n 3 + m l z a  + - rn%++,m3, also ist auch 

3 27 

& m)'> ng + nrn2; da nun sowohl 8m3 als n + -ni grüsser s ls  ( 3 )" 
1 1 

w"m+$ist, s o s e t z t e r 8 m  - n+  - m  , also 2 m = n + - m ,  n =  
- 3  

5 
3 3 

A u f g a b e  27. Man soll zwei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
d u s  ihr Product ein Cubus wird, wenn man jedwede der beiden Zahlen 
dam addirt. 

Sei A=f13x ,  B = x Z -  1 ,  A B = n 3 x 3 -  n3x, 
n3 + 3 n  

A B  + B = a3x3 + aB - n 3 s  - 1 = (nx  - 1 ) 3 ,  also s = - -- 
3n2+ 1 ' 

odcr A = % ,  B = m 3 x P - 1 ,  A B = m 3 x 3 - z l  

3 m + l  
~ ~ + ~ = n ~ ~ x ~ + r n ~ x ~ - x - l ~ ( m x - 1 ) ~ ,  also X =  - -- 

rn3 + 3m2 

A u f g a b e  28. Man soll zwei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass ihr Product ein Cubus wird, wenn man jedwede der beiden Zahlen 
davon abzieht. 

Sei A = x l  B = n 3 x 2 + 1 ,  A B = n 3 x 3 + x ,  
BO ist 3 m - 1  

A B -  B = ~ S X ~ - ~ X ~ + X -  l = ( f i x -  1)" a1s0 a=,-- 
i3nB -zY 

Nach D i o p h a n t  sei 

A = n a 3 x + 1 ,  B=x" A B = m 3 x 3 + s 2 ,  
m 3 + 3 m  

A B - A = m 3 x 3  + x2 - m3x - 1  = ( m x -  l )3 ,  also x =  
3m2+ 1 

(In der Auflosung D i o p h a n t ' s  wird behauptet, 8x3 + 8xa -z2 - 1 
k h u e  kein Cubus ~ e i n  , dagegen richtet sich folgende Randglosse N e s s  e 1 - 
marin's.) 

8  599. 
Es ist nicht unmoglich. Man setze die Wurzel - z  - 1, so wird x  - - 

3 - 296' 
1 1727 

ferner für die Wurzel = 2 x  - - wird x  = -. 
12' 13752 

Im ersten Palle ist 
8 z i ; 5 + 8 x - x 2 - 1 ,  

im zweiteu Palle 
8 x 3 + 8 3 ; - x 2 - 1 =  

A u f g a b  e 29. Man soll zwei Zahlen von der Reschaffenheit suchen, 
dass ihr Product ein Cubus wird, mag man die Sumine der Zahlen dszu 
addiren oder davon abziehen. 
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also 

A B + A + B = m 3 ,  

A B -  ( A +  B ) = m 3 ,  

Sei m = x + p ,  n = x - - p ,  

m3 = x3 + 3 p x 2  + 3 p 2 x  +p3, 

f i5 = x3 - 3 p x 2  + 3pe2  - p3, 

m3 - f i3 = 6 p x 2  + 2p3, 
m 3 + n 3 =  2 x 3 + t i p 2 x ,  

(m3 - nY2 - 8 (m3 + la3) = 3 6 ~ " ~  - 1 6x3  + 24p4x2  - 4 8 p 2 x  + 4p6, 

(m3 - - (m3 + 4 - 9 p 2 r 4  - 4x1 + 6p4x1 - 1 2 p S Z  
4 

Um diesen Ausdruck zum Quadrat zu machen, setzt D i  II p h a n  t denselben 

(siehe die Geschichte der Algebra, S. 343) ,  
so bleibt 

- 4 z + 6 p 4 = - 3 6 x +  
6p" 36 9 

! x=-r 
P" 8p2 

daher 9 - 8p3 
m =  9 + 8 p 3 ,  

8 pz 8 ~ "  
P oder, wenn man für p den Bruch - substituirt 
4 

Wcnn diese Werthe für rn und fi oben eingesetzt werden, so wird der 
Ausdruck für 8-23 rational, und es bleibt uns nur noch übrig, die 
Werthe von A und 13 aus A + B und A  - B zu bestimmen. Bei D i o -  
p h a n t  ist  p = q = 1. Setzt man p = 1 ,  q = 2 ,  80 wird 

m = 5 ,  n = 4 ,  A B + A + B = 1 2 5 ,  A B - A - B = 6 4 ,  

A u f  g a b e  30. Dieselbe Aufgabe sehr einfach gel6st (aber nicht allgemein). 

Sei A = x ,  B = x 2 - x ,  s o i s t  A + B = x 2 ,  A B + A + B = z 5 ,  
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A u f g a b e  31. Man sol1 vier Quadratzahlen von der Bcschaffenheit 
suchen, dass die Summe der Xahlen und die Summe ihrer Wurzeln zu- 
samrnen genommen eine vorgeschriebene Zahl gebe. 

Sind die vier Zahlen w ,  x ,  y ,  z ,  

so k t  w 2 + w + x 2 + x + y e + y + z 2 + z = a ,  also 

dernnach ist a + 1 in vier Quadrate zu zerlegen und von der Wurzel eines 
1 

jeden 1 abzuziehen, so hat  man die gesuchten Zahlen. 
2 

A u f g a b  e 33 und 34. Man sol1 die Zahl 1  in zwei Stücke theilen, 
zu jedem StWk eine gegebene Zahl adciiren und das Produet beider sol1 
ein Quadrat sein. 

A + B =  1 ,  ( A + a ) ( B + b ) = p 2 ,  

Aber x muss > a und kleiner a18 a+ 1 sein. 

a + b + 1 >  a m 2 + a ,  
b + 1  

ma < T l  

a + b + 1  < ( a + 1 ) n a 2 + a + 1 ,  
b 

na"-. 
a+ 1 

Dann wird: 
b + l - a m 2  A =  , A + a =  a + b + l  

rn" 1 m"1 

f u + 1 ) w 2 - O  I I = .  Y B+b,= ( a + b + 1 ) m 2 .  - 
m2 + 1 nae + 1 

Setxen wir [in der D i o p  h a n  t'schen Losung] iu Nr. 33: 

80 wird 
9 

-3+7/q+18(11i*+1) 
x =  

2 
nz2 + 1 1 
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8 1 
- + 18 m2 oder 81 + 72m2 - (2 f pm)' gesetzt giebt : 
4 

1 8 ~  m=-. 
72 -pz 

Bei D i o p h a n t  ist p = 8 gesetzt. 

A u f  g a b e  35. Man soll eine gegebene Zahl in drei Zahlen von der 
Beschaffenheit theilen, dass das Product der ersteu und zweiten eiu Quadrat 
wird, man mag die dritte Zahl davon abziehen oder hinzu addiren. 

A + b ' + C = a ,  A B + C = m 2 ,  A B - C = n 2 .  

Sei C = X ,  A = p ,  so is t  A + C = p + x ,  also B = a - p - 2 ,  

Beide Ausdrticke sollen Quadrate werden; daher mfissen p - 1 und 
p + 1 sich wie zwei Quadrate zu einander verhalten, also 

d s o  

darauf 15sst sich die doppelte Gleichung in bekanntcr Weise auflosen; es 
wird narnlich : 2 q8 p ( a - p )  --= m2, 

r -4 

Dio Differenz beider Glcichungen 

p (a - p )  r" p (a - p )  q" mle - nIZ, 
zerlegt man in beliebige zwei Factoren, setzt den einen = m, + n,, den 
anderen = m, - ml so ist die halbe Summe dieser Factoren = m, , die halbe 
Differenz = n, ,  und die Aufl6sung beider Gleichungen rational. Es ist 
nur  darauf zu aühten , dass mlS < p (a - p )  T ~ ,  q2 < p (a - p )  q2 werde. 

A u f g a b e  36. Man soll zwei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass, wenn die eine von der andcren denselben aliquoten Theil, oder die- 
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selben aliquoten Theile erhtilt, die Summe zu dem Reste in beiden Fsllen 
ein vorgeschrisbenes Verhliltniss habe. 

m 
Die Frage ist nach den Werthen von - 9  A ,  B. 

n 

Das Product beider giobt: 

also 

2 

rn 
Das obere Zeichen (+) giebt -= 1 ,  was nicht zulassig i s t ,  dagegen 

n 
da,s untere Zeichen (-) giebt: 

Daraus folgt das Verh!iltniss von A und B ,  niimlich: 

A :  B = ( p  + 1 )  : ( q +  1). 

A u f g a b e  37. Man sol1 i n  unbestimmten Ausdrücken zwei Zahlen 
von der Beschaffenheit s w h e n ,  dass ihr  Product und die Summe beider 
Zalilen zusammen genommen eiue vorgeschriebene Zab1 gebe. 

a -x  
Allgemein sind die Zahlen x und - 

e + 1 '  denn 

a-x 
xy + x +  y = a giebt y = -. 

4-1 
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A u f g a b  e 38. Man soll drei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass die Productc von je zweicn, wenn noch dio Sumrne der beidcn Zahlen 
d a m  kommt, vorgeschriebene Zahlen gleich werden. Die gegebenen Zahlen 
müssen aber um 1 verkleinerte Quadratzahlen sein. 

Setzt man niimlich: 
x y + z + y = a ,  

x z + x + z = U ,  

Dieso Ausdrüekc werden dnrch D i o p h a  n t ' s  Determination rational; 
dieselbe ist aber zu enge. 

A u f g a  b e  42. Man soll drei Zahlen von der nescliafftinheit Suchen, 
dass das Produet von je zweien zu der Summe derselben ein vorgeschriebenes 
Verhiiltniss habe. 

Setzt man 

die drei Zahlen 

I l g e m e i n .  

giebt 

A u f g a b e  43. Man soll drei Zahlen von der Beschall'enheit suchen, 
dass das Product von je  xweien xu der Summe aller drei Zahlen ein vor- 
geschriebenes Verhaltniss habe. 

1) , x y : ( x + y + z ) = m  : n ,  

2) a s :  ( x + y + z ) =  p : q ,  

3) y z :  ( x + y + z )  = r : t. 

Da das zweite Glied der Proportion constant is t ,  so folgt: 

x :  y  = pt : qr,  

x : z  = m t  : nr, 
also: 
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Dieser Werth für x + y  + z in Gleichung 1) und 2)  eingesetzt, giebt : 

mpt+mqr+.npr  
i B =  

mpt+mcir+n?'r 
Y = - ~ -  f ipt mqt 

Auf  g a b  e 45. Man soll drei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, 
dass der Untersühied der groesten und mittelsten zu dem Cnterschiede der 
mitkelsten und kleinsten ein vorgeschriebenes Verhiiltniss habe, ausserdem 
aber die Summe von je zweien eine Quadratzahl sei. 

A + B ,  A + C  Quadrate A - B = n ( B - C ) ,  
Es sei B+C=4m2,  B - 2 m 2 + x ,  C = S m 2 - x ,  B - C = 2 x ,  

also A -  B =  2 % x ,  A = 2 m 2 + ( 2 f i + l ) s .  

Nun soll noch sein: # 

A + B = 2 m 2 + 2 ( r , + l ) x = p 2 ,  

A+ C=4m2+2r,x=q2, 

p z -  q2 = 25. 

x  x  
Zerlegt man hier 2 2  in  4m.-9 so wird p=2wa- - r  und man 

2 m  4m 
findet 3; = 16 (2 n  + 1) m2, wodurch C = 2m2 - x  negativ wird. Zerlege daher 

1 1 
p2 - q2 = 2 2  ganz allgemein in 2 rx - - i so wird q = r  x  - - 1 daher 

r 2 r  

k2 - n (n  + 1) 
Man setzte + + 44m2r2z j2mr - k)2, so wird r - 

4 m k  
9 

{1c2-r,(n +1) i2  k2 + Z k n + k + n ( n + l )  
--16 m"k" 

- x =  
2k 

l 

also 8m2k[k2+(2n+l )k+n(n+1) ]  
x = -- 

[k2  - n  ( r ,  + l)]" 

Damit nun C = Sm2-3; positiv werde, muss x < 2m" also 

werdon, was bei einem in Zahlen gegebenen n sich leicht bestimmen lasst. 
Hi8t:lit. Abth. d. Zcitschr. f. Math. n. Phya. XXXVII, 5. 14 
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Bei D i o p  h a n  t ist n = 3,  also haben wir die Bedingung: 

oder 
k 4 - 4 k 3 - 5 2 k a - 4 8 k f  144 > O .  

Suchen wir hier die Grenzen der positiven und negativen Wurzeln, sa 

finden wir,  dass k entweder < 2 oder > 9 zu nehmen ist, denn v a r  + 2 
bis + 9 wird das Besultat der Gleichung negativ, dagegen von -cc bis 
+ 1 und von + 10 bis + cc positiv. Setzen wir 7c = 1 , so erhalten wir: 

Da m2 beliebig ist,  setzen wir ma = 121, also x = 1 6 0 ,  das ergiebt 
die drei Zahlen: 

A=1362,  B = 4 0 2 ,  C = 8 2 ,  
und es ist: 

A - U  = 960, A  + B = 1764 = 4S2, 

also 
A - B = 3 ( B - C ) ,  B + C =  484=22'. 

A u f g a b  e 46. Man sol1 drei Zahlen von der Reschaffenheit suchen, dass 
der Unterschied zaischen dem Quadrat der grossten und dem Quadrat der 
mittelsten zu dem Unterschiede zwischen der mittelsten und der kleinsten 
Zahl ein vorgeschriebenes Verhiiltniss habe , ausserdem aber die Summe 
von je zweien ein Quadrat ~ e i .  

A + B ,  A + C ,  B + C Q u a d r a t e  A 2 - B 2 = n ( B - C ) .  

A + C <  A + B ,  * > A ,  
also 1 < m2x2, > -m2x2 - p .  2 

Sei 
4" A +  C = sm2xa, wo r2 > q" < 22q2, 
r 

p - - (5 -- p) w a x 2 - p .  

Nun ist 
A2 - B2 = 2 map xs, 
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Demnach bilden wir jetzt:  

es ist noch übrig, dass auch 13 + C Quadrat sei, also 

also 

A u f g a  b e  1. Nan soll drei Zahlen suchen, welche eine geometriskhe 
Reilie bilden, und ausserdem so beschaffen sind, dass jede von ihnen ein 
Quadrat wird, wenn man eine vorgeschriebem Zahl davon abzielit. 

Die Zablen seien A, A x ,  Ax" D i o p h a n t  nimmt A quadratiscb a s ,  
und setzt: 

Nun soll noch sein 

q 2  = (mz a + n2)2 
(2" x) .  

4mem2 

daher : 
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Demnach sind die drei Zahlen 

A = 
(rns a + n2)2 

4m2nz 

A x = B =  
(m2a + a2)8 + 16m2n% 

16mh2  
1 

A u f  g a b  e 2. Man sol1 drei Zahlen suchen, welche eine geometrische 
Reihe bilden, und ausserdem so beschaffen sind, dass jede von ihnen ein 
Quadrat wird, wenn man eine vorgeschriebene Zahl d a m  addirt. 

Die Zahlen seien A,  As ,  As2. D i  o p h  a n t  nimmt wieder A qus- 
dratisch an. (m2 a - n2)? 

A = 
4m2n2 ' 

daher (m% - n2)" (maa - ~ 9 ) ~  , 
% + a =  

4 m 2 d  16 my .na 

(m2a - n2j2 - 16man2a 
x= 

4 (m2a - n2)2 

Demnach sind die Zahlen: 

(rn% - d)2 (m2a - n2) - 16 ~ " 1 %  A=z t B = A z = - - -  
4 m"2 16nt2 na 

> 

I n  A u f g a b e  3 behauptet D i o p l i a n t :  Wenn man zwei Zahlen bat, 
und nicht nur jede dieser Zahlen f ü r  sich, sondern auch das Produüt beider 
ein Quadrat wird, wenn man dio n h l i c h e  vorgeschriebene Zahl hinzu 
addir t ,  so sind sie vog zwei unmittelbar auf einander folgenden Quadraten 
entstanden. 

Dieses Porisma beweist N e s s e 1 m a n n  folgendermaassen : 
Sei x+a=m2, y +a=ne ,  

so is t  
l 

xY=(m2 -a)( , ' -  a)  =m2n2,- am2 - an2 + a2, 

a 1 s o ~ y + a = p 2 = m 2 n 2 - a m 2 - a ~ 2 + a ~ + a = m 2 n 2 - a ( m 2 + n 2 - 1 ) + a 2 .  
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Dieser Ausdruck, gleich (m rn - = m2$- 2 m n  a + a2  gesetzt , giebt 
naa + a4 - 1 = 2m12, also m - n  = 1, wie das Porisma sagt. E s  ist  dem- 
nach zu setzen x + a = w 2 ,  

so ist 
Y + a = (m + 1Y, 

xy+a=m"(m+ 1 ) 2 - 2 a m ( m +  l ) + a 2 = [ m ( n i +  1 ) - a l 2 .  

A u f g a b e  7 und 8. 7. Lehnsatz fltr die folgende Aufgabe. Man sol1 
zwei Zahlen von der Beschaffenheit suchen, dass ihr Product ein Quadrat 
wird, wenn man die Summe ihrer Quadrate dazu addirt. 

8. Man sol1 drei rechtwinklige Dreiecke suchen, deren Fliichen ein- 
ander gleich sind. 

xz + y2 + x y = nz2, 

y ( ~ + y ) = m ~ - x ~  

oder, wenn wir setzen: 

7)  

8. U i o p h  a n  t bildet nun drei Dreiecke aus den Zahlen (in 7) m und x, 
rti und y ,  m und x +y, das ist aus 

4 % + y =  - ( m - x ) ,  m =cl2 + P ~ + P P , ,  
P 
g P wird 

x = - ( m - x )  - -(nz+x), 
P P 2 = q2 -pP, 

7, 

q"+p"pq, q2-P', 

qe +p2 + p q ,  P" 2 ~ 4 ,  

B ~ + P ~ + P ¶ ,  q" 2 P G  
Die Dreiecke sind: 

r 
n P wird 

4 - - (nz+ x), 
P 2 = q2 -pP, 
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Dass die drei Dreiecke gleichen Inhalt haben, geht daraus hervor, dass 

je zwei Kathetenpaare aus denselben Factoren bestehen. E s  ist nLmlich: 

in 1) 2 p q 3 + 5 p 2 q 2 + 2 p 3 q = p  . q .  ( a + 2 ~ ) ( 2 a + p ) ,  

2 q 4 + 2 ~ ~ 3 - 2 ~ 3 4 - 2 ~ d = 2  . ( ~ + P ) ( ~ - P ) ( ¶ ~ + P ~ + P ~ ) ;  

in  2) q 4 + 2 p q 3 - p 2 q 2 - 2 p 3 a = q .  ( q - ~ ) ( a + ~ l ( q + 2 ~ ) ,  

4 p a 3 + 6 p 2 p 2 + 6 p 3 p + 2 p 4 = 2 . ~ . { 2 ~ + ~ ~ ( ~ 2 + ~ ~ + ~ 2 ) ;  

in  3) ~ P ? + P % ~ - ~ P ~ ~ - P ~ = P  - ( ~ - P ) ( P + P ) P ~  + P I ,  
2 q 4 + 6 ~ ~ B + 6 ~ 2 ~ 2 + 4 ~ 2 q = 2 . q . ( ~ + 2 ~ ) ( ~ 2 + ~ P + ~ 7 ) .  

Der Inhalt des Dreiecks ist  a190 in allen drei Fallen 

p - a .  ( a + ~ ) ( 4 - ~ ) ( 4 + 2 ~ ) ( 2 q + ~ ) ( 4 ~ + ~ a + p ' ) -  

A u f g a b e  12. Man soll die Zahl 1 in zwei Stücke theilen, zii jedem 
Stilck diesellie vdrgeschriehene Zahl addiren , und diese Summen sollen 
Quadrate werden. Diese vorgeschriebene Zahl darf aber weder ungerade 
sein, noch das Doppelte dieser Zahl, wenn man 1 d a m  addirt,  von einer 
Primzahl gemessen werden. 

Zu der Determination giebt N e s s  e 1 m a n  n folgende Bemerkung : 

Denn wenn die gegebene Zahl a ungerade kt. wird 2 a  + 1 = 4 p  $3, 
kann aleo niemals die Summe von zwei Quadraten sein. 1st dagegen a 
gerade, so ist 2 a  + 1 = 4 p  + 1 , welches, wenn es Primzahl ist (und dann 
immer) in zwei Quadrate zerlegt werden kann. Die Determination ist insofern 
zu enge, als 4 p +  1 ,  auch wenn es das Product von Primfactoren derselben 
Form is t ,  Summe zweier Quadrate ist. Z. B. : 65 = 5 . 13, 83 = 5 . 17. 

Als Losung giebt N e s s e l m a n n :  

A + B = l ;  A + a = m 2 ,  

B + a = n2, 

also 2 d p  - 2 c  , 
x =  

pz+  1 

2a+  1 = m"n2. 

Es sei bekannt 2 a  + 1 c2 + d2 und c < d. Man setze 

also 

? n = c + x ,  

n = p z - d ,  

m2 = c"2cz+sS, 

nZ = d 2 - 2 d p x  +p2z2, 
Nun soll > a 

m2 
< o + l ,  

Wenn man nun m und f l  be- 
rechnet hat ,  so ist 

A =  m 2 - a ,  
R = n a -  a. 

folglich 
z < - c +  >-c+J;- Ja +1 

sein. 
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<d+V-  d + &  

-c+va / >-.+Iwi- 
Bei D i o p h a n t  ist  

a=6 ;  c = 2 ,  d =  3 ,  
also 

3+m 
P i - 2 + V 6 i  

3 + Y6 p < 12,5603, 
P > ~  / 

- 2  +1/7 p > 8,4390. 
A u f g a b  e 13. Man soll die Zahl 1 in zwei Stücke theilen, und zu 

jedem Stücke eine andere , aber vorgeschriebene, Zahl addiren, und beide 
Summen sollen dadurch Quadrate werden. 

A + B = l ;  A + a = m 2 ,  

B + b  = Tb2, 

a + b  + 1 =  w l e + n 2 ,  
sei a + b + 1 = c 2 + d 2 ( c < d ) .  

Man setze 

m = c + x ,  

n = p z -  dl 

rn2=c2+2cx+xe ,  

n 2 =  a2 - 2dpx+p2xe i  
so ist 2 d p  - 2 c  

x =  
p 2 + 1  l 

cp2 + 2 d p - c  
, , q = - - ,  

p 2 + 1  
d p 2 - 2 c p - d .  

71 = 
p2+ 1  

Wenn inan nun m und n be- 
rechnet ha t ,  so ist 

A = m" ai 

B = m 2 -  b. 

Nun soll > a 
m2 

< a + l  
sein, dann wird auch 

ne > b  
< b + l ,  

m = c + x  >Va <ml 
> - c  +var 

x  
< - c + v i i T T -  

1 )  2 d p - 2 c  > c +va, 
p 2 + l  
d +  v c 2 +  d 2 -  a 

p <  --c+Vo7 

< d + v b f  1 
- c + &  a 

2 )  2 d p - 2 c  - -- < - c + V a + i ,  
p 2 + 1  - -- 

d + Y c " @ - i u f l )  
-- 1 

- c + Y a + l  

> d +Vb 
- c + v a + l  
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d u f  g a b e  14. Man sol1 die Zuhl 1 in drei Stücke theilen, KU jedem 
~ t ü c k  dieselbe vorgeschriebene Zahl addiren, und alle drei Stücke sollen 
dadurch Quadrate werden. 

A n d e r  e A u  f 16 s u  n g. Zerlege 10 in drei Quadrate , von denen eines 
bereits in den geforderten Grenzen zwischen 3 und 4 liegt, was siah immer 

81 144 81 
bewerkstelligen lasst, z. B. 1 + - + wo - unmittelbar anwendbar 

25 23 23 
144 

ist. Sodann zerlege den Rest 1 + , in zwei andere Qiindrate, die beide 
25 

> 3 sind, so ist die Aufgabe ge lW.  Sei z. B. : 
12 

n =--3: 5 1 P z P X - I ,  

so folgt 1 0 q  + 24 
x =  5(q2+1)  ' 

nZ sowohl a h  pz sollen grosser sein als 3,  also n und p > y3 
aus 

12'12-1og+12 > f i  folgt p > 
j ( q 2 +  1) 

CI > 4,40, 
12 -5v3 

&US 5 q q 2 4 q - 5  
5 (q" 11) 

> f i  folgt q < l2 '2 < 5.92. 
5 v 3 - 5  

8 1 
Setzt man nun p = 5, und bedcnkt, dass des erstc Qiiadrat - = m2 

angenommen war, so sind die Wurzeln der drei Quadrate 
25 

Dass die Auflosung auf diesem ~ e &  imrner moglich k t ,  ist klar. 
Gesetzt, wir hiitten die Zerlegung von Zahlen 

vor uns,  so licgt kcines dieser drei Quadrate iiinerhalb der verlangten 

Grenzen. Dann zerlege die Summe von 1 + 
die Summe zweier anderer Quadrate, deren eines > 3 aber < 4 ist, so 
wird die Summe des zweiten Quadrates dieser Sheilung und des dritten 
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Quadrates der ursprtinglichen Theilung zwischen den Grenzen 6 und 7 
liegen, daher wird diese Summe sich allemal in zwei Quadrate zerlegen 
lausen, deren jedes ebenfallv > 3 ist. . 

Aufgeb  e 15. Man sol1 die Zahl 1 in drei Stücke theilen, zu jedem 
Stücke eine andere, aber vorgeschriehene Zahl addiren, und jedes der drei 
Stücke dadurch zu einem Quadrate machen. 

A +  B + C = l ,  A + 2 = m 2 ,  B + 3 = n "  C + 4 = p 2 ,  1 0 = m 2 + n 2 + p Z .  

Theile zuerst 10 in zwei Quadrate, deren eines grosser als 2  und kleiuer 
als 3 kt; sei 

m = 1  + z ,  m , = ( y x - 3 ) ;  m2= 1 + 2 x + x 2 ,  m , 2 = 9 - 6 q x + q 2 x 2 ,  
also 6 9 -  2 

x = -  
q 2 +  1' 

- .  
Es findet sich 

q < < 14,07, 
Y 2  - 1 

Sei q = 9, so wird 

Sei nun: 36 
f l= -+y ,  41 210r - 72 

105 
so wird y = 

p = - - r  41 ( r 2 + l )  ' 
41 " 

also 
n = 

3 6 r 2  + 210r- 36 > '3 
4 1 ( r 2 + l )  < 2 '  

(weil rza zwischen 3 und 4 liegen d l ) ;  es ergiebt sich 

Sei r = 5, so wird 973 n =  - ,  
533 
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Zieht man nun von ma 2, von n V J  von pz 4 a b ,  so erhiilt man die 
Theile der Einheit: 

190463  A = 
284089 y 

163382 B=- 
284089 ' 
30044  C r - - .  

284089 

A u f g a  b e  33. Zweierlei Wein,  acht Drachmen das Maass, und 
schlechteren zu fünf nur ,  mischte der gütige Herr seinen Bedienten zum 
Pest. Was  er a19 Preis für  Beides bezahlt, ist eine Quadratzahl. Setzt 
Du zu dem Quadrat aber noch sechzig hinzu, siehe, so habt  Du ein zweites 
Quadrat ; nun merke, die Wurzel zeigt Dir,  wio vie1 Maass Jcner im Ganzen 
gekauft? Und niin sage mir a n ,  wieviel des besseren Weines und wieviel 
zu fünf wurde zusammengemischt? 

1. Die Maasse seien x und y ,  so ist 

8x+5y:vns, 

x + ~ =  J m 2 + 6 0 ,  
-- 

3 x - m ~ 5 ~ ~ m ~ + 6 0 ,  

3 y = - m 2  + 8 Jna"60, 
5p" 3 qq" 

m =  1 

P P  
10 P indem man m2 + 60 = la2, .n + m = -- 9 n - m = 

9 P 

-- 

Damit x und y positiv aerden,  muss m 9  >/m2 + 60 und < 8 f m 2  + 60 

e n .  Die erste Bedingung giebt in > /50 + l o i % ,  die zweiie 

m < 4 JÏ + {B, doraus folgt > 1,794 und < 2,280. 
4 

2. Anzahl der Maasse x ,  Preis x2 - A. Der theuerc Preis für ein 
Maass sei a ,  der geringere sei b.  

z2- A < a x ,  

> b x ,  
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Nun sol1 x2 - A  Quadrat sein. Sei z2 - A = (x - n)2 = x2 - 2 11 x + n2, 
so ist  n2 + A 

x = - .  
2 n 

Nach Obigem ist 
n e + A  1 
2 n  + J t a 2 + A ,  

>:)+ J i ~ + n ,  

a ' - Z n  (ia +f ia2+  A )  <- A, 

n 2 - 2 i i ( S o + J 4 _ ~ +  

- - 

n < g a +  J ; ~ Z +  ~ + l / ~ a z + a ~ ~ a ~ + ~ ,  
> ; i i + j / ;  b2+ A +1/+ + bk/* 

Bei D i o p h a n t  ist A = 60, u = 8,  b = 5 ,  daheï 

n i i 4 + i i f 6 + Y 3 2 + 8 ~ 7 6 ,  
- 

5 1 >%+? J 2 6 5 +  i J m + n 1 / ~  
das ist n < 22,8045, 

> 17,9300. 
D i  O p h  an  t setzt n = 20, 80 gewinnt sr 

460 23 x=-=-. 
40 2 

1st nun A die Anzahl der Maassc zu acht Drachmen, B dicjenige der 
Maasse xu fünf Drachmen, so haben wir 

23 
A + B = 2  - 46 -- 

4 ' 
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3. Der Ansatz auch so: A + R sei die Anzahl der Naasse der beiden 
Sorten, so ist der Preis 8 A + 5 B und das soll ein Quadrat sein. Es sol1 
aber auch 8 A + 5 8 + 60 ein Quadrat sein, und zwar ( A  + B)2.  Sei nun 
A +  B = x ,  so ist 8 d + 5 B  + 6 0 = x 2 ,  

8 A + 5 B = x < 6 0  
und das soll Quadrat sein. 

Sei es = ( x  - N)~. Danach haben wir ftir A und 6 die Gleichungen: 

Damit A und B positiv werden, muss 
~ " 5 5  > >O,? -8x,< 60 

sein, also 5 >2+ SJ265. c 4 +JE 

Nun folgt aber aus x' - 60 = (x - n)" x = 
n2 + 60 

- 2 n  
also n4 +- 60 5 1 - > -+ - J265 ,  2 n 2 2 

<4+J76  
U. S. W. 

Beispicl in ganzen Zahlen: 
Wein zu 13 Drachmen und zu 9 Drachmen 

1 3 A + 9 B = x 2 - 6 0 ,  
A + B = x ,  

x"9x +6O 
A= 1 "= 

- z2 + 13 x+ 60 X> 13,458, n" 60 
4 - 7 $=---Y 

x < 16,612, 2 n 
also n > 24,46, 

< 47,92. 
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Sei n = 30, so ist X =  16 
A = 1 3 ,  B = 3 ;  A + B = 1 6 ,  1 3 A + 9 B = 1 9 6 = 1 4 2 ,  

1 3 . 4 $ 9 B + 6 0 = 2 5 6 = 1 6 2 .  

B u c h  VI. 

A u f g a  b e 1 .  Man soll ein rechtwinkliges Dreieck von der Beschaffen- 
heit suchen, dass die Bypotenuse eine Cubikzahl wird, wenn man jed- 
wede der heiden Katheten davon abzieht. 

Bilde allgemein das Dreieck aus den Zahlen x und 2m3, also 

x" 4 m t  xze - 4 m G ,  4msx,  

so ist eine Bedingung gelost. Die andere ist 

x 2 + 4 m 6 -  4m5x = Cubus; 

es ist aber = (X - 2n13)a, also x - 2 m 3  = n3, x = S m 3  + ns. Demnach ist 
da3 Dreieck zu bilden aus den Zahlen 2 m S  + nS und 2 m S .  

A u f  g a b  e 18. Man soll ein rechtwinkliges Dreieck von der Beschaffen- 
heit suchen, dass, wenn man die spitzen Winkel desselben hiilftet , die 
halftende Linie sich durch eine Rationalzahl ausdrücken Iasst. 

(Anrnerkung von N e  s s e  1 m a n  n.) Dagegen kann die Linie, welche den 
rechten Winkcl halbirt, nie rational werden; denn, wenn die Katheten a und 
c sind , und B P den Winkel R halbirt, so ist B 

Sei 

Sei ferner AC = (mZ - n2)p,  also CD = (m2 - n2) ( p  - x ) ,  so ist 

A D : A B = C D :  BC, 
das ist (m2-n2) : 2 m n  = (m"nZ)(p-z) : BC,  

Nun soll noch sein B C Z  = AB2 + A C2, das ist  

cetera patent. 

Bei D i o p h a n t  ist m = 2 ,  n = 1, p = 1. 

A u f g a b e  19. I n  derselben wird von D i o p h a n t  verlangt: Eine 
Cubikzahl zu suchon, welche um zwei grtisser ist als eine Quadratzahl. 
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Bekannt ist (durch D i op h a n t ' s  Rechnung) : 

33 - 2  = 5a, 
( 3 - ~ ) ~ - 2  = (nx -5)', 
2 5 - 2 7 x +  9 x a - x 3  = n2x2- l0nx  + 25, 

- 2 7  + 9 2 - x 2  = n2x-10n.  

27 729 171 
Sei 1 0 n  = 2 7 ,  w = -9 9 - x = x = - 3  folglich 

10 1 0 0  

Auf  g a b e  20. Man soll ein rechtwinkliges Dreieck von der Beschaffen- 
heit suchen, dass die Summe der Flache und der Hypotenuse eine Cubik- 
zahl, der Umfang desselben aber eine Quadratzahl wird. 

2)l' - q2 
Wenn nian ein Dreieck bildet aus den Zahlen no uud ~ p n ,  wo 

Summe = 4p2  q2. 

2 < 2p2 is t ,  so ist der Umfang eine Quadratiabl. Man kann a u c h  sitnen > pz 

Z u B u  c h IV, A u f g a b e  9. Im Allgemeinen sind zwei Zahlen, deren 
Cubi um eine Quadratzahl verschieden sind, folgende beiden: 

m = q" , n = 2 p 2 - q z  

m2 = q4, 
n2=44-4  P 2 9 2 + 4p4 
- - - - - - - 

m" n2 = 2p4  - 4 ~ " ~  + 4p4 
ma - na = + 4p2 q2 - 4p4 

und wenn auch x  -y  ein Quadrat sein soll 

E s  ist  auch 

66113 liXi709671)" 
(m) + = ( 22900304 . 

für x - y = 1 ist m2 - 2mn 3n2-  2 n i n  x = -  , y =  . 
rn2 - 3 n2 m2 - 3  n" 

Z u B u c  h I V ,  A u f g  a b  e 44. Wenn die drei Zahlen X ,  Y, a sind, und 
A eine dreieckige Zahl bedeutet, so isl; allgérnein 

Ihre Surnme = A + c3 + mB 
-= S, also 

2 m  
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a(a + 1) xS= A =  --- . c 3  und m k6nuen jede 
2 '  ganze und gebrochene Zahl 

( A  + c2 - mg)2 bedeuten. In  D i o p h a n t ' s  y S = 
4 m2 Beispiel ist c =2, 

r S  = 2. A = 153 = 17A, rn c l .  

Z u  E u c h  V, A u f g a b e  14. Sol1 eine ~ a h l  von der Fcrm 8 r . + 7  
zugleich die Form 3 a + 1 haben, so wird sie die Form 24p + 7 annehmen, 
und diesc eben sind es, welche D i  o p  h a  n t ' s  Determination ausschliesst. 
Die dazwischen liegenden Xahlen der Form 8 m  + 7 stehen in keinem Connex 
zur Aufgabe, da  sie niçht 3 a + 1 sind. 

Nur  in vier Quadrate lassen sich zerlegen die Zahlen von der Form 
22n+3 .  P + 7 . ZR".  Die einoigen ungeraden Zühlen dieser Formel sind die 
von der Form 8 P + 7 (wo n = O). Darnit 3 a  + 1 nicht 8P + 7 werde, 
muss a nicht 8 P + 2 sein. lm Allgemeinen aber muss a nicht sein 

2 3 n -  1 2 2 n -  1 .2n-1 - PZn+3p + 8 2 n + l + _ _  22n+3p+--- - ( N B !  ist  immer 
3 .  a 3 

eine game ~ a h l . )  Siehe F e r m  a t7s  Obierratio. Hat a die Forin 4p + 3, 

so ist die ~ u f l 6 s u i ~  immer moglich, denn d a m  ist 3a + 1 = 12p  + 10, 
ungerad gerltde (= 2 ( 6 p  + 5) also immer in drei Quadrate zerlegbar. Hat  
aber a die Form 4 p  4- 1, so wird 3 a  + 1 = 12p + 4, und es treten dann 
weitere Determinationen ein, die D i  o p  h a n  t nicht gegeben hat. JI i O p h  a n  t ' s  
Determination escludirt nur die unzul%ssigen geraden, nicht die unzulassigen 
ungeraden a. . 

Z u B u  c h QI, A u  f g  a b e 13. Allgemeine Auflosung. ax2 + b = m2; 
sei z = y  + N ,  so iut azZ+ b = ayZ  + 2nay + an2 + h.  Dieses sollein 
Quadrat sein, was inoglich ist, wenn ane f O ein Quttdrat wird, das ist  
aber wieder die ursprüngliche Gleichung. R a t  man also einen Werth für 
2, welches ax + b znm Quadrate macht, so kann man durch die Sub- 
stitution x = y + n unzahlige andere finden. Wenn man namlich den Werth 
für X, welcher ax" b = nt2 macht, für a substituirt, so hat man die 
Formel ay3 + 2 n a y  + 771' zum Quadrat zu machen. 

Z u  B u c h  VI ,  A u f g a b e  18. E s  ist im Allgemeinen 

so ist BD rational, wcnn a2 + b2 cin Quadrat,  aber C E  rational, wenn 
a2 + V e i n  doppelies Quadrat ist ,  also kannen in keinem Dreiecke BD 
und C E  zugleich rational sein. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



192 Historisch -1iterarische Abtheilung. 
YC^M-VIWY W.--,.-̂̂ ,.,--- 

Noch allgemeiner, wenn kein rechtwinkliges Dreieck erforderlich wird, ist 
die Auflosung diese: 

Dio Aufl6sung beruht auf dcm Satee: Die Differenz der Seiten a, c 
ist die mittlere Proportionale zwischen der Differenz der Hohensbschnitte 
und der Differenz der Abschnitte, welche die Halbirungslinie auf b bildet, 
oder auch, wenn man c = m, s = n, f = p  setzt, so ist 

m  m2 vn2 + n2 - p2 < rn 
a=- 1 b = p .  

m2 - p2 m2-pz  '> m - n .  

Z u B u c h  VI,  A u f g a b e  19. Bus einer Auflosung unziihlige zu 

finden. 
Sei m2 + a = nS gegebui ,  so sol1 auch za + a = y8 werden. Sei 

36m2n3 - 27n6 8m4 - 36m2n3+27n6 9n4-8m2n 
8 =  J daher x = - 1  y =  

8 mY 8 mS 4m2 ' 

Die Auflosung wird immer moglich sein, wenn a der Ueberschuss eines 
Cubus über ein Quadrat ist. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Elementar  - Planimetrie. -Ein methodisches Lehrbuch für den Schul- 
und Selbstunterricht. Von H. MÜLLER, Kgl. Gymnasiallehrer. Berlin, 
Verlag von Jul. Springer. 1891. 187 S. 8'. Preis: 2,40 Mk. 

Der Verfasser beginnt mit ziemlich abstracten und gelehrten Entwickel- 
ungeu Uber die Grundbegriffe, denen der Anfanger unmoglich folgen kann, 
zumal sie eine Reihe Unriühtigkeiten bezw. Ungenauigkeiten enthalten, auf die 
einzugehen zu weit ftihren würde; wir wollen nur  auf das Raisonnement 
hinweisen , dass es keine weiteren Grundgebilde als Punkt  , Linie , Korper 
gebe. Kugelflache und Kreis erscheinen eher als die Gerade, welche als In- 
begriff aller derjenigen Punkte erklart wird, welche bei der Drehung eines 
festen Korpers um zwei Punkte ihre Lage im Raume behalten. Noch 
vie1 verwickelter ist  die Definition der Ebene, die als eine Ar t  Kegelfiiiche 
aufgefasst wird, was für den Anfiinger sehr ermuthigend sein mag,  um- 
somehr, da die bezüglichen Erlëuterungen mehr als cino Seite umfassen. 
Die Erklarung des Kreises wird dadurch unklar gemacht, dass eine neue, 
von der früher angeführten ganz abweichende Erklarung gegeben wird, und 
darin das unbestimmte Wort  FlSche statt Ebene gebraucht wird. Der Winkel 
nird erkl i r t  als T h  e i l  d e r  E b e n  e , der durch zwei von einem Punkte aus- 
gehende Strahlen begrenzt wird. E r  ist  ein ,unbegrenzt grosses Flachen- 
stück, und es ist deshalb nicht moglich, die w i r k l i c h e  Grosse eines 
Winkels zu messenU (sic!). Das Kapitel ,Bewcisformen und Grundsatzeu 
ist schwer verstandlich; hier ,  wie an machen anderen Stellen, vergeht sich 
der Verfasser gegen den alten padagogischen Grundsatz: ,Erst die Beispiele, 
dann die Regel". Ganz verfehlt ist  das Capitel iiber die Parallelentheorie. 
Die neuere, so reiche Literatur über diese ,,Klippe der elementaren Geo- 
metrieU bat langst gezeigt, dass der vom Verfasser Seite 27 gegebene 
Bewcis dcs Haupttheorems f a l  s c h ist. Nicht nur  die meisten Erkliirungen 
und Beweise sind wenig elegant und achr wgitlaufig, sondern auch dcr 
Inhalt ist m i  weitliiufig und enthiilt vieles für  die Schule ganz Ueberfliissige, 
z. B. die Capitel über die nicht congruenten Dreiecke, Vierecke etc., tiber 
congruente Parallelogramme, über Winkelhalbirungslinien irn Parallelo- 
gramm, über die Verbindungslinie der Diagonalen-Mitten im Trapez. - 
Von Werth scheinen uns die im Laufe des Textes verschiedentlich auf- 
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tretenden und besonders hervorgehobenen ,Wiukeu zu sein, deren Zu- 
sammenstellung als eine Art  Anleitung zur Führung von Beweisen gelten 
kann. F. SCH~TTE.  

Vorschnle der Mathematik für 6sterr. Untergymnasien von Jos. SCHRAM, 
Professor a m  Communal - Real - und Obergymnasium in Mariahilf und 
RUD. SCB~SSLER,  Doctor der Philosophie. Mit 384 Figuren in be- 
sonderem Heft. (Mit Erlass des hohen k. k. Ministeriums etc. zum 
Unterrichtsgebrauche zugelassen.) Wien 1890. Alfred H6lder. 219 S. 
go. Preis geheftet 1 fl. 24 kr.  Dam: Vier besoudere Hefte ,,Uebungsstoffu. 

Dieses Lehrbuch bietet dem Schüler den gesammten Lehrstoff wohl- 
gegliedert in  kurzer und bündiger Form. Wir  hatten d o n  im vorigen 
Jahrgange dieser Zeitschrift Gelegenheit, auf die Vorzüge dieses Werkes, 
welche dcr nunmehr vorliegenden n e u e n  Auflage in gleicher Weise an- 
haften, aufmerksam zu machen, und wollen dasselbe hiermit nochmals auf's 
Warmste empfehlen. F. S C H ~ T T E .  

Theorie d e r  partiellen Differentialgleichnngen e rs te r  Ordnnng. Von 
Dr. M. PAUL MANSION. Vom Verfasser durchgesehene und ver- 
mehrte deutsche Ausgabe. Mit A n h h g e n  von S. von KOWA~,EVSKY, 
IMSCHENETZKY und DARBOUX. Derausgegeben von H. Maser. Berlin. 
Julius Springer. 1892. Ho. XIV und 489 S. 

Die erste Auflage dieses vortrefflichen Werkes, welches die Theorie 
der partiellen Differentialgleichungcn crster Ordnung in ihrer historischen 
Entwickelung vorfiihrt und mit krikischem Geiste den verschiedenen 
Methoden, unter lichtvoller Darlegung ihrer Beziehungen zn einander, die 
gebührende Stellung irn System anweist, ist im 22. Jahrgange dieser Zeit- 
schrift ausführlich besprochen worden. 

Die neue Ausgabe, welche in dcutschcr Sprache veranstaltet ist ,  unter- 
scheidet sich von der ersten durch Hinzufügungen, die i n  besanderen Nach- 
tragen gegeben werden, und durch eine betrachtliche Vermehrung der biblio- 
graphischen Notizen, wahrend der Vortrag des Textes, abgesehen von gewissen 
Berichtigiingen, im Wesentlichen unverandert geblieben ist. Die Integration 
dcr linenrcn partiellcn Differentialgleichungen allein ist  in  veriindertcr Dar- 
stellung entwickelt, in Polge der gleichzeitigen Berücksichtigung der singuliren 
Losungen nach dem Vorgange des IIerrn G i 1 b e r  t , der zuerst aiif die Un- 
zuliinglichkeit der üblichen Art  der Auseinandersetzung hingewiesen hat. 
Von dieser Aenderung werden lediglich die Nummern 18, 20 und 25 des 
Textes betroffen, Nr. 20 nur  insofern, als zu den früheren Beispielen noch 
die Herrn Co c k l e  entlehnte Gleichung (x + y) (1 + p + q) + z p  = O hin- 
zugefügt wird,  von der x + y + e = O eine singulare L6sung sein soll, die 
in dem allgemeinen Integral nicht enthalten sei. Bemerkt man jeàocli, 
dass in der allgemeinen LDsung v = g, (u), wo rp eine willktirliche Function 
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bedeutet, auch v = eomt.  und insbesondere v = cr, enthalten k t ,  so erhellt, 
da hier 

ist ,  dass x + y + a = O auch als eine particuliire Losung bezeichnet werden 
kann. Der Beweis der Existenz des allgemeinen Integrals der partiellen 
Differentialgleichungen war in der franzosischen Ausgabe, als der all- 
gemeinen Theorie der Functionen angehorend, fortgelassen worden. Zur 
Ausftillung dieser Lticke dient der erste Anhang, worin die berühmte Ab- 
handlung der Frau von E O w a l  e v s k y . Zur Theorie der partiellen Differential- 
gleicbungenu aus C r e l l  e 's J o u r n d ,  Rd. 80, abgedruckt ist. Ferner be- 
findet sich am Schliisse der Einleitung als Nachtrag 1 eine historische 
Uebersicht tiber die auf die 'Existenz des allgemeinen Integrals und der 
singularen Losmgen der gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen 
bezüglicheu Untersuchungen. Das erste Buch ist durch zwei Nachtrzge 
vermehrt. Nachtrag II giebt eine Anwendung der C a u c h y  'schen Methode, 
um zu zeigen, wie diese Methode zugleich das allgemeine Integral und die 
singulke Losung geben kann. I m  Nachtrag III wird als Anwendung der 
Theorie der lincaren Gleichungen dio partiel10 Differentialgleichung der 
Regelflachen integrirt. Endlich wird den beiden ersten Capiteln des zweiten 
Buches, die der J a  C O  bi'schen Methode gewidmet sind, a1s Nachtrag IV 
dia neue Darlegung hinzugefilgt, die Herr  G i l b e r t  in  der wichtigen Arbeit 
,Sur une propriété de la fonction de Poisson e t  sur la methode de Jacobi" 
(Ann. de la soc. SC. de Bruxelles 1881, Bd. V) von dieser Methode gegeben 
hat. Die gcwohnliche Art ihrcr Darstellung litt  an dem Xangcl, dass die 
verschiedenen Formen,  unter denen die J a c O b i'schen Integrabilitats- 
bediûgungen sich darstellen lassen, im Verlauf der htegrat iou siimmtlich 
als Identitaten behandelt werden, die sie nicht nothwendig zu sein brauchen, 
und dass ferner die Relationen, die benutzt werden, um nach und nach 
zu den Gleichungen zu gelangen, welche mit der gegebenen partiellen 
Diffcrentialgleichung cin integrables System ausmachen sollcn, nicht Folgen 
der friiher erheltenen Gleichungen sind, sondern unzulassiger Weise aiif 
die Voranssetzung gestlitzt werden, die erst als Resultat erscheinen ~011, 
nimlich, dass das durch das Verfaliren am Schluss sich ergebende System 
von Gleichungen integrabel ist. Die bezeichnete Schwierigkeit wird ver- 
mieden, indem mit Hilfe einer Gleichung, die eine wichtige Eigenschaft 
der P o i s  s O n'schen Function darstellt, die Integrabilitatsbedingnngen ttuf 
identische Formen gebracht werden, was unerliisslich is t ,  um die benutzten 
Relationen unabhiingig vom Endresultat als richtig zu erweisen. Rs sei 
hier gelegentlich daraiif hingewiesen , dass Herr  F r  o b  e n i  u s auf eine 
analoge LIicke in  den gewohnlichen Darstellungen des P f a  f f 'schen Pro-  
blems, wovon bekanntlich die Integration der partiellen Differenkialgleich- 
ungen erster Ordnung ein specieller Fa11 i s t ,  in seiner bereits im Jahre 
1877 erschienen Arbeit ,,Ueber das Pf a ff'sche Probleniu (Cr e I l  e ,  Journ. 
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Bd. 72) die Aufmerksamkeit gelenkt und den vermissten Beweis für die 
IntegrabilitLt der Systeme linearer partieller Differentialgleichungen, aus 
denen der Reihe nach die Functionen in dern reducirten Differentialausdrucke 
zu bestimmen sind, geliefert hat. 

Eine h6chst wcrthvolle Bcrcicherung vcrdankt das Werk dem Ueber- 
setzer Herrn M a s e r  durch Anfügung zweier wichtiger Arbeiten auf dern 
Gebiete der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in deutscher 
Uebertragung. Die erste Arbeit hat Herrn 1 m s c h e n e t z k y zum Ver- 
fasser und erschien zuerst in  russischer Sprache in den Mbm. de Kasan, 1868. 
Sie wurde von Herrn J. H o  t ie l  übersctzt und 1872 in G r u n  e r t ' s  Archiv, 
Bd. 54, unter dern Titel ,,Etude sur les méthodes d'intégration aux dérivbes 
partielies du  second ordre d'une fonction de deux variablesu veroffentlicht. 
Au€ dern noch so wenig angebauten Felde der partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung bietet die Abhandlung dern Leser eine gründ- 
liche Orientirung über Allee, was in  Integrationsmethoden bis zur Zeit 
geleistet wordcn is t ,  mit Ausscbluss der Integration durch Reihen und be- 
stimmte Integrale, und eine Vervollsthdigung der betreffenden Unter- 
suchungen durch neue Methoden, namentlich bezüglich der A m  p è re'schen 
Gleichung. Leider fehlt ein Inhaltsverzeichniss des umfangreichen Aufsatzes, 
was uns zu der Bemerkung veranlasst, dass Heir  A. Ma y e r  seinem bezüg- 
lichen Berichto irn Jahrbuch tiber die Fortschritte der Mathematik cincn 
sehr ausfiihrlichen Index nach Capitel und Paragaphen  beigefiigt hat. 

Die zweite Arbeit von Herrn D a r  b O u x .  in den Ann. de l'éc. Norm. VI1 
1870, unter dern Titel ,,Sur les équations aux dérivées partielles du second 
ordre" erschienen, enthalt ein kurzes Exposé einer neuen Methode, die 
einen Fortschritt in der Behandlung der partiellen L)ifferentialgleiühungen 
bezeichnet und durch dic Ausdehnung bemorkenswerth is t ,  die aie aiif 
Gleichungen aller Ordnungen mit beliehig vielen Variablen gestattet. 

Zur Erhohung der praktischen Brauchbarkeit des Buches sind am 
obern Rande jeder Seite Hinweise auf den Inhalt und die fortlaufenden 
Nummern gegeben. Ein ausführlicheu Autorenverzeichniss bildet den 
Schluss. I n  der Uebersetzung des Textes, die sehr sorgfiiltig ausgeführt 
ist, is t  uns eine Stelle aufgefallen, die cincr Berichtigung bedarf. Auf 
Seite 97, Zeile 4 von oben, steht ,,oderu statt  ,,nun ist aberU als Ueber- 
setzung des in  der franzkischen Ausgabe gebrauchten ,,oru. Die beiden 
mit dieser Partikel a. a. O. in Verbiudung gesetzten Relationen Sind in der 
That weder gleichbedeutend, uoch Folgen von einander, vielmehr bildet 
die zweite Relation das v~rmit telnde Glied, um aus der ersten die weiteren 
Folgerungen abzuleiten. 

MGge das Buch in der neuen Auflage, die hervorragend seh611 aus- 
gestattet is t ,  einem weiteren Kreis von Lesern in  eiuem der wichtiçsten 
Theile der Analysis ein bewahrter Führer sein und Anregung zu eigenen 
Porschungeu bieteu ! - - HANB URGER. 
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Ebene Trigonometr ie  und elementare Stereometrie. Von Prof. Dr. B. FAAUX, 
Oberlehrer am Kgl. Gymnasium zu Arnsberg. Sechste verbesserte 
Auflage besorgt durch PRIEDR. BUSCH, Oberlehrer amKgl. Gymnasium 
zu Arnsberg. Mit 31 eingedruckten Figuren. Paderborn, Druck 
und Verlag von Ferd. Schoningh. 1891. 157 S. 8'. 

Die F B  aux'schen Lehrbücher, denen man es auf den ersten Blick an- 
sicht, dass sie sozusagen ganz ails dem Unterrichte herausgewachsen, sind 
in Bezug auf ihre praktische Brauchbarkeit bekannt genug und oft genug 
von der Kritik lobend besprochen worden, als dass wir hier darüber weitere 
Worte verlieren brauchen. - Die hier vorliegende von Herrn Friedr. B us  c h  
neu bearbeitete sechste Aufhge  der  ebenen Trigonometrie und elementaren 
Stereometrie zeigt nichts desto weniger gegen die ftinfte, von Herrn L u k e  be- 
sorgte Auflage , einige nicht unwesentliche Verbesserungen. Der sprach- 
liche Ausdruck und die mathematische Rezeichnung ist vielfach verbessert 
und praciser gestaltet. Die Einleitung i n  die Trigonometrie hat eine ein- 
fachere , übersichtlichere Darstellung und einen eleganteren Zusammenbang 
erhalten, ausserdem ist jetzt in derselben der allgemeine Punctionsbegriff 
entwickelt worden. Die Stereornetrie is t  durch ein Capitel liber das 
Prismatoid bereichert worden. - Eine wesentliche Umgestaltung haben die 
Figuren in der Stereometrie erfahren. Dieselben sind fast alle durch neue 
ersetzt worden, die sich durch besondere Anschaulichkeit auszeichnen. Es 
sind namlich diejenigen Linien der Figuren, welche dem Beschauer am 
nachsten liegen, dicker gezeichnet, und zwar um so mehr, je naher sie sind; 
allerdings in  etwas tibertriebener Weise, aber die Figuren treten in  Folge 
dessen i n  so aufdringlicher Weise plastisch hervor, dass man weiterer Ver- 
anschaulichungsmittel ganz entbehren kann. Bei den Figuren mancher 
Lehrbticher ist  man oft im Zweifel, welche Theile man sich als verne,- 
welche a19 hinten liegend denken SOL Diese Zweideutigkeit k t  hier vtillig 
ausgeschlossen. Man zeichne einmal solche Figuren , wie sie Herr B u s c h  
hier geliefert hat  , auf die Wandtafel , man wird tîberrascht sain, wie s c h h  
und plastisch sie gerade dort hervortreten. Wir  glauben den lehrenden 
Fachgenossen einen Dienst zu erweisen, indem wir auf diesen Umstand be- 
sondcrs hinweiscn. Die wcnigcn noch gobliebenen altcn Figuren werdcn 
hoffentlich in  der folgenden Auflage in dem verbesserten Typus neu erstehen. 

Planimetrische Aufgaben ftîr den Gebrauch im Schul-, Pr ivat-  und Selbst- 
unterricht. Bearbeitet von Prof. Dr. P. RETDT, Oberlehrer am Gym- 
nasium zu Hamm. Erster Theil. Aufgaben geordnet nach den 
Lehrsiitzen des Systems. Zweite Auflage. Breslau, Verlag von 
Eduard Trewendt. 1891). 96 S. 8O. Preis 1,60 M. 

,,Das Gebiet der planimetrischen Aufgaben ist bereitv von so vielen 
Seiten mit günstigem Erfolge behandelt worden und die bezüglichen Schriften 
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sind zum Theil so umfangreich, dass eine neue Sammlung von Aufgaben 
aus der Planimetrie ihre Berechtigung nicht i n  der Beseitigung eines 
Mangels a n  für  die Zwecke des Unterrichts brauchbarem Material finden 
kann. Man wird daher auch von der vorliegenden in stofflicher Hinsicht 
nichts Neues erwerten dürfcn." ,Anders verhalt es sich mit der nicht 
minder wichtigen Anordnung und Behandlungsweise des Stoffes. Die dem 
Verfasser bekannt gewordenen gebrauchlichen Sammlungen scheinen ihm 
die Aufgaben zu sehr als Selbstzweck zu behandeln und dieselben in nicht 
hinreichend engem Anschluss a n  die einzelnen Partien des fortschreitenden 
Unterrichts zu bringen." - ,811s dicsem Grunde ist die vorliegende Schrift 
i n  xwei Heften heraiisgegeben worden, deren ersteres das Uebungsmaterial 
für  die einzelnen Satze und Satzgruppen n a c h  d i e s e n  g e o r  d n e t  giebt 
und dasselbe so auswahlt, dass es zur u n m i t t e l b a r e n  E r l a u t e r u n g  
geeignet erscheint. Zu beweisende Lehrsatze, Rechnungsaufgaben und die- 
jenigen Constructionsaufgaben, welcho man wohl als mittelst ,Analysis 
durch Lehrsatzeu lijsbar bexeichnet, bilden daher fast ausschliesslich den 
Inhalt dieses ersten Heftes." - Das Reweisen von moglichst vielen Lehr- 
satzen ist aber gewiss nicht die Aufgabe des mathematischen Unterrichtes, 
sondern eher das Losen von Constructionsaufgaben. Hierbei verdient aber 
dia Anordnung dor Aufgaben nach Methoden schon wegen ihrer Wissen- 
schaftlichkeit den Vorxng. Dennoch diirftc auch die hier angewandta Wcise, 
die Aufgaben nach ihrem sachlichen Inhalte, bezüglich der einzelnen Arten 
der behandelten Figuren, oder nach den Lehrsatzen des Systems ftir die 
Praxis des Unterrichtes namentlich bei weniger begabten Schülern auch ihre 
Vorztige haben. Als eine zu lobende Eigenthümlichkeit des Büchleins wollen 
wir noch hervorheben, dass die für die LGsung nothigcn Lehrsatze in 
vollem Wortlauto jodem einzelnen Abschnitte vorausgehen. 

F. S C H ~ T T E .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bibliographie 
vom 1. August bis 15. September 1892. 

Periodiache Schriften. 

Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik. 6. Heft. Leipzig, Tcubner. 
5 Mk. 

Publicationen des astrophysikalischen Observatoriums zu Potsdam. Nr. 25. 
Herausgegeben von C. V O ~ E L .  Potsdam u. Leipzig, Engelmann. 10 Mk. 

Ileutsches meteorologisches Jahrbuch für  1889. Konigreich Preussen. 3. Heft. 
Herausgegeben von W. von BEZOLD. Berlin, Asher & Co. 21 Mk. 

- für 1891. Konigreich Sachsen. 1. HBlfte. Herausgegeben von 
P. SC~REIBER.  Chemnitz, Brunner. 10 Mk. 

hlbmoires de l'acadbmie imp. d. sc. de St. Petersbourg. VII. série, tome 33, 
No. 9-13. Leipzig, Voss. 11. Mk. 20 Pf. 

Reine Mathematik. 

RIEMANN'S Gesammelte Werke. Herausgegeben von H. WEBER. 2. Aufl. 
Leipzig, Teubner. 18 Mk. 

KRAZEH, A. und F. PBYY, Neue Grundlagen einer Theorie der allgemeinen 
Thetafunctionen. Ebendaselbst. 7 Mk. 20 Pf. 

HIRSCH , A . ,  Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit  ein- 
deutigem Integral. Konigsberg, Koch, 20 Pf. 

STURM, R., Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in 
syntlietischer Behandlung. 1. Theil. Leipzig, Teubner. 12 Mk. 

EBEBLE , F., Ueber rationale Raumcurven fünfter Ordnung insbesondere über 
die vicrter und fünfter Classe. Münchcn , Lindaucr. 1 Mk. 

MADEL, W., Die wichtigeren Dreiecksaufgaben aus der ebenen Trigonometrie. 
Berlin, M. Rüger. 1 Mk. 80 Pf. 

Angewandte Mathematik. 

GROSSYANN, E., Ueber systematische Fehler bei Doppelstern- Beobachtungen 
in Verbindung mit  einer Bahnbestimmung von 7 coronae borealis. 
Gottingen , Vandenhoeck & Ruprecht. 2 Mk. 6 0  Pf. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



200 Bibliographie.' 
. - ____^__X______^_YYY_^^Y^~----^^-^YIY-Y - 
RABLE, P., Sonnen - und Sterntafeln für  Deutschland, Oesterreich und 

die Alpen. Aachcn, Mayer. 1 Mk. 35 Pf. 

Physik und Meteorologie. 

HOFFMANN, G., Die Anderssohn'sche Druektheorie und ihre Bedeutung für 
die einheitliche Erklarung der physikalischen Erscheinungen. Halle, 
Schwetschke. 1 Mk. 

ZWEROEB, M., Leitfaden zum Unterrichte in  der elementaren Physik. 
1. Theil. München, Lindauer. 1 Mk. 50 Pf. 

FEIGENTRAEGER , W., Die langste nachweisbare Periode dcr erdmagnetischen 
Elemente. 1. Theil. Declination. Gottingen , Vandenhoeck & Ruprecht. 

2 Mk. 40 Pf.- 
SCHNEIDER, H., Gegen Palb's kritische Tage. Berlin, Dümmler. 50 Pf. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Histlorisch-lit erarische Abtheilmg. 

Unsere Kenntnisse von alten Erd- und Himmelsgloben. 

Von 

ARMIN WITTSTEIN. 

Als ich in  rncincn n H i s t o r i s c h - a s t r o n o m i s c h e n  F r a g m e n t e n  
a n s  d e r  o r i e n t a l i s c h e n  L i t e r a t u r u *  die Theso aufstellte, ,,di~ss, 
somcit mein Wissen reiche, von einem arabischen oder anderen Erd-  resp. 
Himmelsglobus s i c  h e r e  K u n  d e erst wieder aus dem 13. Jahrhunderte 
auf uns gekommen sei, und wir darüber nicht berichten koniiten, wie es 
innerhalb eines Zeitraumes von mehr als 1400 Jahren (namlich seit Krates) 
jm Punkte der Verfertigung solcher Globen ausgesehen haben mag,' - 
war mir so zicmlich alles Das,  mas man gegen meine Rehauptiing eiiiwendcn 
und einen oberfliichlichen Beurtheiler miihelos in den Stand setzen kann, 
sie scheinbar ad absurdum zu führen,  bereits bekannt. Damals glaubte 
ich jedoch dem sachkundigen Leser einen Beweis, der ja nicht vie1 mehr 
als eine rein compilatorische Bearbeitung vereinzelnter Angaben erfordert, 
kaum schuldig zu sein. Um aber einer ,  der meinigen entgegengesetzten 
Ansicht, die im Allgemcioen als die dominirende zu betrachten k t ,  zu 
ihrem Rechte zu verhelfen, fehlte es mir  und fehlt es mir noch an über- 
zeugendem Material, das sichere Schlüsse gestattete; ich befand mich eben 
nahezu in derselben Lage , mie vor 60 Jahren I d  e l e r ,  der in  seinem 
chronologischen Werke der chinesischen Zeitrechnung nicht gedacht hatte 
und erst spater seine Gründe dafür angab: .Niüht, dass es a n  Nachrichten 
darüber fchltc; es findcn sich dercn genug, in manchen Büchern zerstreut. 
Allein alle diese Nachrichten stehen isolirt und schwankend da. . . . . . Ich 
hahe daher in  meinem H a n d b u c  h d e r  C h r o n o l o g i e  von der Sache lieber 
ganz schweigen, als nach dem Beispiel meiner VorgLnger einzelne Notizen mit- 
theilen wollen, deren Richtigkeit sich aus inneren Gründen nicht wenigstens 
wahrscheinlich niachen liessrnu (,Zeitrochnung von Chata und I g û ~ - . ~ )  

Obwohl nun inzwischen meine Kenntnisse nicht bereichert und, lvor 
Allem, Schriftcn, die mich cines Bcsseren bclchren konntcn, mir eben so 

* ,, Abhandlungen z. Geschichte d. Mathematik," VI.Heft. Leipzig, 1892. gr. 80. 

Hi6t.-lit. Abth. d. Zeitschr. f. Math. n. Phy8. XXXVII, 6. 16 
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wenig xu Gesicht gekommen sind, meine Auffassung also unverandert die- 
selbe geblieben ist, gestehe ich jetzt doch, dass CS viclleiclit besser ge- 
wesen wtire, we& ich a. a 0. mit dern, was ich weiss, und auf Grund 
dessen ich mir mein Urtheil gebildet habe,  nicht zurtickgehalten hatte. 
Ich hole deshalb das Versaumte hier nach und bemerke dazu irn Voraus, 
dass an der ganzen Collection nur  etwa ein halbes Uutzend Quellen parti- 
cipirt, deren Mehrzahl selbst wieder aus Manuscripten geschopft hat. 

1. 
Den Anfang mache ich mit dem grossen Sammelwerke des F a b r i c i u s * ,  

und zwar mit  dessen fünf'tem Bande. i n  welchem auf den Seiten 297 bis 
306 der Geschichte der Globen ein besonderer A h c h n i t t  gewidrnet k t ;  aus 
ihm hebe ich Nachstehcndcs heraus: 

Globum coelestern primus videtur colzstruxisse stellis ila eo notatis Hip- 
parchus. . . . . . Gassendi, qui Eudoxum putat esse primum, qui partim 
Aegyptias, partim Graecas imagines siderum repraesentari in  globo solidave 
sphuera curavit. Eudoxi sphueram descrksit Aratus, ut Uipparcho pidem 
notatum fuit.. . . . . 1% aumis frequentissimum est, iniperaiores a Caesare 
usque, regespue ac principes cum globo in. ma%u conspici, potestatis deno- 
tandae causa.  . . . . . In paiatio Farlzesiano Romae exstat statua nerculis 
circa Con~waodi imp. temnpora, ut uidetur, sculpta, sustinentis globum coelestem, 
sideribus énsignitum, de quo adsc~ibam haec Fralzcisci Bianchini in historia 
universali, ex alztiquis wonumelztis confîrmata, Rom. 1699. do. Folgt der 
italienische Tcxt. 

Damit dtirften die priignantesten Stellen xur Anfiihrung gelangt sein. 
Wenn wir einzeln, der Reihe nach, betrachten, welche Grade der Zuver- 
lassigkeit ihnen gebtihren, so erkennen wi r ,  dass sich dieser gleich für die 
erste, H i  p p a r  c h betreffende , Mittheilung als ein sehr niedriger erweist. 
Ohne Zweifel ist narnlich damit die, rnindestens dunkele, Uemerkung am 
Schlusse des ersten Capitels des siebenten Riiches irn Alrnagest des Ptolemaeus 
gemeint; ich citire sie hier nach der H a lma1schen  Ausgabe (Paris, 1813 
und 181 6. 2 Bande in gr .  @.) : 

K u l  Z O Z ~ I Z O U ~  p . ! v ~ ~ ~  TCLALV &o;ç Si l'on compare maintenant ces 
r o d S  ~ T , u u ~ ~ ~ p ~ Ù S  d t l ç  E ) ( P ~ P p 6 [ ~ ~  miS configurations aux représentations des 
nard r d v r o ü  ' I ~ n & ~ ~ o v  T ~ Ç  G ~ Q F "  constellations sur le sphère solide 
~ r ~ u i ~ c r ~  n > u ~ ~ g ~ ~ ~ o < v  d ~ c r a v n d ~ ~ ~ ~ ,  -cdS d'Hipparque, on trouvera que les 
z v r d ç  UV fyY l~cor  E G ~ L  m ï ç  v2)v1 rC;ç positions qu' il a données aux étoiles, 
fic z i j ~  TU'TE Z L Y ~ U T ~ ~ ~ ~ U E W Ç  X U F O I  Z$V suivant son catalogue, sont à t r h  
~ V ~ ~ Q C I ~ ~ \ V  ~ L V O ~ ~ W L Y ~  I Y ~ F W V  E>v rJj peu pres les memes que celles qu'on 
G p a i g ~  O C G E ~ ~ .  remarque encore aujourd'hui. 

J. A. F a b r i c i i  B i b l i o t h e c a  G r a e c a .  Editio tertia curante Gottl. 
Christoph. Harles. Accedunt Chr. Aug. Heumanni supplementa inedita. Volumen 
quintum. Haniburgi, MDCCLXXXXVI. 40. 
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Sie hilft uns herzlich wenig, wenngleich sie werthvoller erscheint, als 
die von P r  O c l  u s  in seinem Commentar zum Euclid ( P r o c  1 u s  in  Eucl., 
p. 41, 1G)*: ri GrpalQono~ior xat& (r ipqu~u tWv ov'pviwu ~ E Q L ~ O Q W V ,  o L ~ v  
xnl  ' ,4QiI~ll{~qç I Z ~ [ Y ~ ~ Y L E ~ ; G L Y Z O .  J a ,  es ist moglich, dass sich A r  c h i m e d e s  
in solcher Kunstfertigkeit versucht hat! 

Einen weit besseren Anhalt dafür, dass man sich zu jenen Zeiten 
ü b e r  h a u  p t mit der Herstellung künstlicher IIimmelskugeln beschLftigte, 
giebt uns Pt o l e m  a e u s  (achtes Buch, drittes Capitel) durch seine aus- 
führliche Anleitung hierzu, die sich sogar auf die dabei zur Verwendung 
kominenden Farbentone crstreckt. Wenn Letzterer es damals nicht für 
überflüssig hielt, auf derartige Details einzugeben, so war zu seiner Zeit dieser 
Zweig der Plastik weder neu,  noch stand er auf einer tiefen Stufe der Aus- 
bildung. A b e r ,  w o  w i r d  e i n  G l o b u s  v o n  P t o l e m a e u s  a u f b e w a h r t ,  
o d e r ,  w e l c h e s  S c h r i f t s t ü c k  s c h i l d e r t  u n s  e i n e n  s o l c h e n  i n  
a u c h  n u r  a n n i i h e r n d  b e f r i e d i g e n d e r  W e i s e ?  Einmal, und zwar 
im elften Jahrhunderte, wird allerdings ein Ort genannt, - ich komrne 
spiiter au€ diese Notiz zurtick - allein die ganze Nachricht ist so dtirftig, 
dass sie wirklich glüubiger Gemüther bedarf, um nicht den Argwohn auf- 
kommen zu lassen, eu handele sich nur urn eine Ausgeburt der Phantasie. 
Da ich ebcn eine manuale Fertigkeit eine n i e  h t n e u e  genannt habe, so 
kann man billiger Weise darüber eine Angabe von mir erwarten, seit wie 
lange ich ihren Bestand annehme. Deshalb sei jetzt jener Ausspruch dahin 
niiher pracisirt, dass dieselbe, soweit sie sich mit plastischer Darstellung 
des g e v t i r n t e n  H i m m e l s  befasste, erst s e i t  E i p p a r c h  ihre wahre 
Uedeutung erhalten haben kann;  denn ,,erst jetxt wurde es moglich, die 
Sternbilder nach richtigen Verhfiltnissen auf Globen und Karten aufzutragen, 
und Veriinderungen am Fixsternhimmel mit Sicherheit zu bemcrken. Erst 
jetzt hatte man feste Punkte, womit man die Oerter der Sonne, des 
Mondes und der Planeten vergleichen konnte, ohne welche Vergleichung 
an eine, den Erscheinungen angemessene Theorie ihres Laufes nicht zu 
denken var ."  (1 d e  l e r ,  Untersuchungen über den Uraprung und die Be- 
deutung der Sternnamen.) 

Den bisherigen Urkunden gleichwerthig erscheint die Erziihlung des 
S t r a b  O (S. 54G der zwciten Kasaubonischen Ausgabe) , gelegentlich der Er- 
oberung der Stadt Siriope** durch den bekannten Heerführer iir: Mithridatischen 

* A r c h i m e d i s  o p e r a  o m n i a  cum commentariis Eutocü. E codice Floren- 
tino recensuit, latine vertit notisque illustravit J. L. He iberg .  2. Band. Leipzig, 
1881. 8 0 .  Nit einer Lichtdrucktafel. 

a*  Das heutige Sinob am Schwltrzen Meere, etwas siidlicher als die nRrdlichste 
Spitze Kleiriasiens gelegen und zugleich das eine Ende einer weitgeschwungenen 
Bucht bildend, an deren anderem der kyzyl irmâk (,,rothe Fluss", der "Adv5 der 
Alteu) mündet. Dieser grosse Fluss zeigt in seinem Laufe eine merkwürdige 
Aehnlichkcit mit dem Orinoco. 

16* 
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Kriege, L. L i  c i n i  u s  L n c n l l u  s ,  dass niimlich den Bewohnern alle Zierden 
der Stadt erhalten geblieben seien, mit  Ausnahme der H irn m e l s  k u g e l  
d e s  B i l l a r o s  und des A u t o l y k o s ,  eines Werkes von Sthenis; beide 
habo Lucullus mitgenommen. Ohne Frago muss man die Einnahmo von 
Sinope in das erste Jahrhundert vor Chr. setzen; denn C i c e r o  spricht in 
der oratio de siglzis (einer seiner Verrinischen Reden) von einem gewissen 
Eupolemus, der sich in  der Begleitung des Lucullus befinde. 

Ich komme nun zu Dem, der Eudoxi sphaeram descripsit, namlich zum 
A r a  tus" ,  dem allein wir es xu danken haben, dass uns der wichtigste 
Theil der Lehren dcs Ersteren nicht verloren gegangen ist. Sollte man, 
wie so aft zu lesen, geneigt sein, iinter dieser sphaera etwa eine sphaera 
metallo solida au verstehen, dann muss ich sagen, dass der ganze Satz 
nur  eine Fiction enthslt. Ja, A r a t  u s  beschreibt allerdings di; Sphare 
des Eudoxus, a b e r  d i e  a m  I i i m m e l ,  das heisst deren nothwendigste 
Kreise; nirgends spricht er von einer künstliche~i. Vers 61 und 62 seines, 
wenigstens für mich, nichts weniger alu leichten Gedichtes lauten: 

Hierzu bemerlit u. A. der Scholiast : 6 Sé voüç, l x e i q  ri xeP<uAi ~i 50;  

dQ&ovtoç W T ~  TOÜZO rd p i ~ o ç  V ~ ~ ~ E T ~ L  XE; X O À V ~ ( ? +  azQl TOC ~ X E D I Y O Z ~  

( T O U T  Éon 7 0 Ü  OPib~v~oS)  Q Z L ~ ~ U ~ O U G ~ ,  CZOV { T E  8 6 ~ ~ ~  X L Y ~  4 &vutoL$ ~C>G'VOVGLV 
dAÀljAwv, ~ $ O V I & L  n ~ e i  zo'v ( ~ E G T ~ ~ / ~ Q L V O ' V  nddov .;i'yovv xu'xbov. Der Sinn 
is t  also, dass der Kopf des Drachen bei der Umdrehung der Himmelskugel 
den Horizont im Norden berührt. Daraus hat man ableiten wollen, dass 
Eudoxus seine Kugel für eine Polhohe von 38' eingerichtet habe, ein schon 
deshalb missliches Beginnen, weil die vier hellen Sterne ( P ,  y, v1 2, ,) am 
Kopfe des Drachen, um die es sich allein handeln kann,  i n  Decl. fast bis 
zu 5.4O von einander abweichen k b n e n ,  und man nicht weiss, welcher 
gemeint war ,  wenn es auch wohl y gewesen sein wird. 

Schliesslich erübrigt noch, die Marmor - Statue im Farnesischen Palaste 
zu Rom*" auf ihren Werth als zuverliissiges Denkmal der Cloben-Ver- 
fertigung aus dem letzten Viertel des zweiten Jahrhunderts nach Chr. (wie 
Fabricius annimmt) zu prüfen. Hierbei werde ich mich jedoch nicht auf 
Uas stützen, was B i a n c  h i  n i darüber mittheilt, sondern der umfangreiühen 
Darstellung folgen , welche P a s  s e r i  irn Jahre 1730 gegeben hat. 

A r a t u s  cum scholiis. Recognovit I m m  a n u e l  Bek kerus .  13erolini,1828. BU. 

** At1 a s  F a r n e  s i a n u s  marmoreus, insigne vetustatis monumentum, com- 
mentario J o. B a p t i  s t a e  P a s s e r  i i  inlustratus. Adcedunt ejusdem dissertationes 
XV in selectas gemmas antiquas astriferas et in praestantiora inedita cimelia. 
Florentiae, anuo C13.13.CC.L. (G o r i ,  Thesaurus gemmarum antiquarum antriferarum 
cum Atlante Famesinno volumen III.) Klein-Folio, mit sechs Kupfertafeln. 
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Im 13. Capitel erortert der Verfasser die Frage nach dem Alter jenes, 
von einem AtIas getragenen Himmelsglobus und firidet , dass derselbe schon 
vor der Zeit der A n  t o n i  n e ,  also vor dem Jahre 150 nach Chr.,  ange- 
fertigt sein musse. Da aber einige Gelehrte seine Entscheidung angezweifelt 
hatten, - ob signorurn Caelestium imagines ir, hoc globo expressas, p a s  
in globis delineuri consuevisse ante eu tempora constanter acgant - so wolle 
er jetzt zeigen, in wie weit zurtickliegenden Zeiten das Eintragen von 
Sternen in die Oberfliche einer Himmelskugel bereits üblich gewesen sei. 
Zu dic~ern Zwecke muss ihm das ganze classische Alterthum dienstbar sein, 
und eine stattliche Reihe von Repr%entanten daraus ist  e s ,  die er auf- 
marschiren lasst; H o m e r ,  S o p h o k l e s ,  E u r i p i d e s ,  V i t r u v ,  H y g i n u s  
erscheinen i n  ganz neuem Lichte, und neben ihnen durfte auch des A n  a x i  - 
man d e r ' s  gewichtige Auctoritst nicht fehlen. , , W a s  a b e r ,  w i  e i c  h d e r  
M e i n u n g  b i n ,  a m  u n z w e i d e u t i g s t e n  b e w e i s t ,  d a s s  s e i n a  A n -  
f e r t i g u n g  i n  e i n e  Z e i t  f a l l t ,  d i e  d e r  R e g i e r u n g s - A e r a  d e r  
A n t o n i n e  l a n g e  v o r h e r g e h t ,  i s t ,  d a s s  d a s  Z e i c h e n  o d e r  B i l d  
d e s  A n t i n o u s  g a r  n i c h t  d a r a u f  ~ o r k o r n m t . ~  Dieses neue Gestirn sei 
erst von H a  d r i a n an den Himmel gesetzt worden , und deshalb , m ü s s e  e r  
s ich  g a r  s e h r  w u n d e r n ,  w i e  i m  U e b r i g e n  g e l e h r t e  Mariner e i n e n  
s o l c h e n  s c h w e r m i e g e n d e n  U m s t a n d  ü b e r s e h e n  k o n n t e n . "  - 
Das hat sich der selige Kaisar, dessen Globus auch dieses Manco aufweist, 
im Jahre 1223  gewiss nicht triiurnen lassen, dass damit folgerichtig auch 
er und sein Machwerk dereinst in das zweite Jahrhundert nach Chr. verwiesen 
werden w8rden! 

Abgesehen davon, dass es kaum nothig is t ,  zu bemerken, dass 
der A n t i n o u s  und das H a u p t h a a r  d e r  B e r e n i o e  (die sogenannten 
,unf6rmlichenu Sterne im Adler, und L6wen) erst von Ty ge B r a h o  
im eigentlichen Sinne als Rilder eingeftihrt worden s ind,  erinnert der 
Gchluss-Satz ein wenig an , jene Hof lichkeit , die (nach A. v. H u m  b O l d t) 
zu  allen Zeiten wissenschaftliche Streitfragen begleitet und bezeichnet hatu,  
und ist überdiess , mit dem vorangehenden zusammengehalten , noch dam 
angethan, Unbefangenen ein LMcheln zu entlocken, da der Verfasser gleich 
darauf etwas unvorsichtig - vielleicht aber auch, wcil er selbst fühlen 
mochte, grosserer Nachdruck konne nicht schahen - seiner Weisheit wahre 
Quelle preisgiebt. Auf der ersten Kupfertafel wird nkmlich ein, den 
Himmel tragender Atlas abgebildet, der dem Zeitalter der Antonine an- 
gehore: uti coiligilur ex collocalwne Asterisrnoruna, relatâ ad  sphaerae 
Circulas, ibidem expressos, et coZlutS cum Tubalis et observatiolzibus, d 
Ptolemaeo peractis eodem ~aeculo; - wie die pomphafte Unterschrift bo- 
sagt - sodann, und damit wird der Kern der Sache enthüllt, weil sich 
unter Schntthaufen Roms eine , im Parnesischen Palaste aufbewahrte Münze 
fand, die genau dieselbe Figur zeigt und unter dem 20. Tribunat des 
A n  t o n i n u s  P i u  s gepragt wurde. - Mir ist es unerfindlich, wie Jemand 
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tiefe Untersuchungen über Sternbilder anstellen kann ,  von denen nur 
wenige allgemeine Umrisse in einer Zeichnung vorliegen. 

Mit diesem Bildnisse, ja sogar hinsichtlich einiger Sternbilder daranf, 
ha t  nun die Marmor- Statue im Farnesischen Palaste eine ganz über- 
raschende Aehnlichkeit, BO dass bei flüchtigem Anblicke beide mit ein- 
ander verwechselt werden konnen. Die tragenden Atlanten sind ungemeh 
kraftige und sehone Mannergestalten , mit prachtig entwickelter Musculetur; 
n u r  erscheint der aiif der Münze. im Gegensatze zu dern andern, im hohen 
Grade überanstrengt und ermattet. Die Sternbilder auf der Marmorkugel, 
von denen einige das Gesicht gegen den Beschauer kehren, wzhrend 
die meisten, bei seitlicher Drehung des Kopfes, ihm den Rücken 
zuwenden , - sind sehr deutlich , m m  Theil ausserordentlich naturçetreu, 
in  erhabener Arbeit ausgeführt. Die zur Orientirung beigefügten Kreise 
erscheinen glcichfalh erhaben, aber gar  zu massiv gemeisselt. Da beide 
Bildwerke einander fast v6llig gleichec, und sich das Alter des einen 
unzweideutig feststellen liess, so war es am Ende kein so grosses Kunst- 
stück, hieraus auf das des anderen zu schliesseo. 

1st ihre perspectivische Ansicht richtig entworfen, dann würde ich 
mich nicht getreuen, Abmessungen, bis zu l0 genau, auf der Sculptor 
selhst vorzunehmen. Letztere scheint mir ,  wenn ich aus dem Bilde 
urtheilen darf, nur der Forderung gerecht zu werden, die jeder Himmels- 
globus, bei massigen Ansprlichen auf Naturwahrheit, erfüllen muss : die 
Sternbilder stehen ungeführ d a ,  wohin sie gehoren. Der Verfasser ist 
anderer Ansischt: die Schiefe der Ekliptik stimmt, die Pracession ist 
genau bertîckuichtigt, und den Wendekreisen hat der Ktinstler ganz scbarf 
die ihnen zukommenden Pliitze angewiesen; auch sol1 C a s s i n i  im Jahre 
1695 einige Positionen darnuf nachgemessen und dieçelben in befric- 
digender Uebereinstimmung mit P t  o l a m a  e u s gefunden haben. mreiter 
heisst es ,  mit dern obersten iind untersten (kleioen) Kreise habe der 
Künstler nichts Anderes bezweckt, als Grenzen für die stets sichtbaren 
und stets unsichtbaren Sterne dauernd festzusetzeil. Da nun der nord- 
liche Circumpolarkreis 40° vom Pole des Aequators abstehe, so sei 
damit die Polhohe des Ortes gegeben, an welchem der Globus verfertigt 
worden ist: et a$ cuius (niimlich des Poles) elevationem disposita videlur haec 
S'huera; adeo ut videatur antiquum Sculptorem in ora Tarentina versatuln 
esse, atque ad illius longiludinem (kann Druckfehler sein!) hunc Globum 
adcommodasse: est enim fere graduum X L  oel X L I .  - Diese Zahlenangabe 
1S;sst a u f s  Deutlichste die herrschende Unsichciheit erkennen. Der in 
Rede stehende Kreis geht namlich mitten durch die rechte Schnlter des 
Cepheus, wo sich der Stern a (gegenwartig etwa 27O 52' vom Pole ent- 
fernt) befindet, der im Jahre 127 nach Chr. 34' 44' Poldistanz hatte; 
40° wlirden die Statue in's graueste Alterthum versetzen. F a r  cr Cephei 
gilt  noch: A = 347 9', 0 = + 68 51' (im Jahre 127). 
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Der Verfasser spricht auch von der Breite des Zodiacus auf dem 
Globus und theilt mit,  dass sie 12O betrage, mithin tiber 6' fehlerhaft sei; 
denn auf Grund neuerer Beobachtungen miisse man für diesen Gürtel über 
18 annehmen , quod praecipue cognoscitur a maximo Veneris recesstc, puena 
A~tiqui  minime adsecuti sunt. Es  ist wahr.  von der Erde ails ge~ehen ,  
kann die Venus bis fast von der Ekliptik entfernt erscheinen; allein 
aus im Allgemeinen willkürliclien und durch wenige numerische Bestimm- 
ungen unterstützten Hypothesen über die geometrische Natur der Bewegungen 
(vergl. das iiicht ganz leichte 13. Capitel des Almagest) war immerhin 
schon einc ganz beachtenswerthe Theorie der wirklichen Bahnen zu Staiide 
gebracht. 

Was mir an dem B i l d e  des Parnesischen Globus und von den wich- 
tigsten Angaben über letzteren untersuchenswerth erschien, habe ich unter- 
sucht und im Vorstehenden der Oeffentlichkeit übergeben; ob man danach 
die S C U  1 p t u r s e 1 b s t noch auf dem hervorragenden Platze in der Geschichte 
dcr Astronomie bclassen will, den ihr Ruf dersclben einrliumt , bedarf zuvor 
der definitiven Flntscheidnng durch einen Astronomen a n  Ort  und Stelle, 
das heisst jetzt wohl zu Neapel im Nationalmuseum. 

P a s s e r i  bat sich von der Warme, mit der er für das E i ~ n s t a e r k  
eintrat, zu weit hinreissen lavsen in dem Bestreben, dem Globus den 
Werth eines wiusenscliaftlichen Denkmales zu sichern, der ihm durchaus 
gebühren sollte; gleichwobl verfibrt e r  doch nicht so summariscb, wie 
H a l m a ,  der auf dem Titelblatte des zwciten Bandes eeiner Almagest- 
Ausgabe, obne viel' Scrupel , den Himmelsglobus des H i  p p  a r  c h abbilden 
liess, leider obne eine Notiz tiber drts Material, woraus e r  gemacht war, 
die z~eifel los  interessant gewesen ware. 

II. 

B e n  a n - N a  b d î (d J+d &fZ) versichert *, dass e r  irn Jahre 433 d. 
H. (1043) in der offentlichen Bibliothek. zu Kairo zwei Globen gesehen 
habe, einen kupfernen (L Lqj 5 5 ;  j , v O n P t  O 1 e m a e u s und 1230 Jahre 

al t ,  sowie einen aus Silber, von A b û ' l  H a s a n  a s - ? i l f i  fur den Konig 
'Aclad a d  - d a u l a  (wfirtlich ,,Arm des ChalifatesU) verfertigt, der 3000 Drach- 

men (Silberstücke) wog (>y-'! wJ! ~j C)-CC p 6; 
D 3 Jj  3: kj; di 3Jj &JJ) und eben so viele Goldstücke r~ 

werth v a r ,  oder dessen Kaufpreis diese Summe betragen hatte. 
- -- -- - 

* B i b l i o t h e c a  A r a b i c o - H i s p a n a  E s c u r i a l e n s i s  sire Librorum omnium 
&S. quos Arabicè a b  auctoribus magnam partem Arabo-Hispanis compositos 
Bibliotheca Coenobii Escurialcnsis complectitur, Recensio et Explanatio Opera et 
studio M i  c h a  e l i  s C a ~ i  ri. Tornua prior. Matriti, anno M .  DCC. LX. Folio. 
Enthalt u. A. die Mathematiker, Mediciner, Naturforscher. 
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Wenn auch in beiden Pallen nicht ausdrücklich gesagt, konnen hier- 
unter wohl nur H i m m e l s g l o b e n  zu verstehen sein; denn einmal hatten 
solche der Erde des Berichterstatters Aufmerksamkeit doch zu sehr gefesselt, 
als dass er unterlassen haben sollte, diess besonders zu betonen, sodarin 
waren alle zwei ans den Hiinden von Astronomen hervorgegangen. 

Der Letztere, 6j ! f U! 3UT 'Abdurrahman ben 
'Omar as-8ûff  ar-Raz! (geb. 903 zii Haï in Persien, gest. 986), durch 
S c h j e l l  e r u p *  uns naher bekannt geworden , stand bei 'Adtld ad -dada,  
der im Jahre 949 zur Herrschaft liber Persien etc. gelangte, gleich hoch 
in Gunst und Ansehen; in  der Vorrede zu seinem Fixstern-Verzeichnisse 
spricht e r  wiederholt, aber in  aller Kürze, von Himmelskugeln und nur 
Ein Mal gedonkt e r ,  mit ein Paar  Worten mehr, der Sternbilder ttuf 

dem ,,grossencL Globus des &j#! y eisk 'AIT ben 'Isa a l - ~ a r r j n i ,  
jedoch lcider! ohne naher auf dicsen einzugehcn. 

W a s  den angeblich Ptolemaischen Globus aus dem Ende des zweiten 
Jahrhunderts vor Chr. betrifft, so halte ich ftir dau Wahrscheinlichste, 
Ben an-Nabdi  habe sein Alter nur nach dern Horensagen bestimmt, nicht 
e twa,  dass eine so lautende Inscription dazu aufgefordert hatte; iiber des 
Ptolemaeue Lebenszeit wird der alte Araber nicht geriau informirt ge- 
wesen sein. 

Der  Leser, der mir bis hierher, das heisst bis zum Ende meines Aufsatzes, 
gefolgt i s t ,  wird, wie ich vermuthe, verwundert fragen, wo der, in der 
Ueberschrift gleichfalls versprochene Abschnitt aus der Geschichte der 
E r  d g 10 b e n bleibt 3 Als Antwort darauf das Gestandniss , das in d i e s em 
Falle für  mich kein fatales ist: ich weiss Nichts davon! Damit ,  dass ich 
zwar beide Arten nannte, von der ersten aber schweigen musste, habe ich 
- jedenfalls i n  einer Form, wie sie nicht kürzer gedacht werderi kann - 
die eine und die andcre behandclt. 

A s  s e m a n i  beginnt seine Beschreibung des B o r g i a n i s c h e n  Himmels- 
globus mit den Worten: Qui primus caelestes hasce machinas molitus fuerit 
inter Arabes, iatet. Credi tamen potest, lot i d e r  excellentes Astronomos, qui 
ex pluribus nationibus apud Chalifam Almamonem confluxernnt, extitisse 
quenapiam, qui in aliyuo artefact0 Globo caelestium sideruvn formas, ordinemyue 
expresserit. Ich zweifole auch nicht hieran und bedauere deshalb um so 
mehr, dass sich in unseren Sammlungen Nichts dergleichen au5 jener Zeit 
findet. 

* H. C. F. C. Sc h j e l l  er u p ,  Description des étoiles fixes, composée au milieu 
du dixième siècle de notre ère par l'astronome persan A b d - a l  - R a h m a n  
a l -Sûf i  etc. St.-PBtersbourg, 1874. Imp. 40. Mit sieben Figurentafeln. 
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Um mich gegen jeden Tadel zu sichern, bemerke ich, dass der 
~ ~ r ~ i a n i s c h e  Globus zwar unformliche Sterne im Adler enthalt, zu ihrer 
Rezeichnung aber oin schwer entzifferbares Wort angiebt,  das I d e l e r  

W h ~ i ~ i  liest; eine Beziehung anf den A n t i u o u s  i s t  damit durchaus 

nicht angedeutet. 

Ueber das Vorkommen dieses Sternbildes und des n ~ o ' x a ~ o ~  B E ~ E Y ~ X ~ ~  

bei den Arabern ( 8  *& baffra, ~ a a r f l e c h t e )  vergleiche man die Seiten 
J.., 

44, 75, 76 bei B. I l o r n ,  Diei in der Kaiserl. tiffentlichen Bibliothek 
zu St. Petersburg befindliche astronomische Instrumente mit arabischen 
Inschriften. Mit 2 lithographirten Tafeh .  St. Petersburg, 18GS. Imp .  4O. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Decade u n d  die Ziffernschrift von HERMANN YAULY. Nachdruck ver- 
boten und alle Rechte vorbehalten. I m  Selbstverlag des Vorfassers 
Hermann Pauly -,Danzig, Ketterhagergasse 14. Druck von A. W. 
Kafemann. 1892. 

Eine Seite Vorwort und fiinf Seiten Text! Philosophisch sein wollende 
Redensarten im Selbstverlage. Sollte das heissen : keine Zeitschrift habe 
den Aufsatz drucken wollen? Referent würde es von einer mathematischen 
Zeitschrift nur begreiflich finden, denn einem Mathematiker dIirFte es un- 
moglich sein einzusehen, dass die Zahl I O  so sehr allen anderen Grund- 
zahlen von Systemen an Vorztigen voraus sei,  dass deshalb die Schopfung 
sie zur Anzahl der menschlichen Finger gemacht habe. CANTOR. 

Notizen tiber die Zahlwbrter im Abacus des Boethius von FR. TH. KOPPER. 
Abdruck aus den Mhlanges grkco-romains T. V I ,  livraison 1. 
St. Petersburg 1892 (Imprimerie de I'Acadkmie des sciences). 18 S. 

Referent hat in seinen Vorlesungen Gesch. Mathem. (1, 765) die be- 
kannten Verse aus dem Nanuscripte von C h a r t r e s  zum Abdrucke gebracht, 
in welchen die Worter igin, andras u. S. W. vorkommen. C h a s l e s  hatte 
dieselben Aperqu hist. pag. 473 (deutsch 540) veroffentlicht, und in unserem 
Abdrucke is t  leider der Druckfchler 'termenias statt  temenias stehen ge- 
bliebeu, der i n  die dentsche Ausgabe von C h a s l e s  sich einschlich. Der 
Güte von Herrn L. G e g  e n b  a u  e r verdanken wir die Mittheilung, dass die 
gleichen Verse mit einigen unwesentlichen Abanderunsen in dem mit der 
Signatur Vat. Univ. 5327 versehenen Pergamentscodex der Vaticanischen 
Bibliothek enthalten sind. Dort kommt nicht nur das im erstcn Verse 
des Codex von C h a r t r e s  fehlende sibi vor, sondern auch als Schlussvers 
der auf celentis bezügliche Vers: 

Terque notat trinum celentis nomine rithmum, 
clas heisst : 

Lheimal schreibet die drei das Zeichen celentis mit Namen. 

An diese Verse schliesst sich der von T r  e u  t l  e i n  lierausgegebene 
Abacus des G e  r l  a n d u s  (Nonnullis arbitrantibus etc.). Kerr K O p p e r hat 
sich die schon oft vorgelegte Frage nach dem Ursprunge jener rathselhaften 
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Wfirter neuerdings gestellt und ist in mancher Reziehung zu neuen Ansichten 
darüber gelangt. E r  verwirft dabei vollstindig diejenigen Versiiche, welche 
einc griechische Ableitung für mtiglich halten und stellt dcm Leser folgende 
Auswahl zur Verfiigung, welchd darin mit den meisten anderen Forschern, 
auch mit dem Referenten, übereinstimrnt, dass sie nicht einheitlich k t :  

1 = i g i n ,  entweder berberisch iggew oder magyarisch igy; 
2 = a n d  r a s , germanisch der Andere ; 
3 = o r m i s ,  magyarisch hcirom, vielleicht früher horm; - 

4 = a r h  a s ,  hebriiisch arha' oder arabisch arhaü; 
5 = q u i  m a s ,  lateinisch quinaus (erhalten in  quimatus, das Alter 

von fiinf Jahren);  
6 = c a l  c i s , vorlaufig unerklart ; 
7 = z e n i s ,  vorliiufig unerklart, vielleicht a n  dau russische sem' zu 

denken ; 
8 = t e m e n i a s ,  aramaeisch temanya; 
9 = c e 1 e n  t i s ,  magyarisch kilelzcz. 

Die Magyaren seien um das J a h r  1000 zum Christenthum tiber- 
getreten, und seit dieser Zeit ,,kamen Missiouiire und deutsche Kaufleute 
in's Land ; und diese letzteren , sowie Gesandte aus verschiedenen euro- 
paischen Landern, haben ohno Zweifel magyarischo W6rter nach Westen 
gelangen lassenu. So die Vermuthungen von Herrn K O p p e r. Referent mus9 
auch jetzt bei seiner alten Meinung stehen hleiben: Non liquet! 

Zur Geschichte d e r  E inführung  der  jetzigen Ziffern in Enropa durch 
Gerbert ,  eine Studie von Professor Dr. H. ~ ~ E I S S E N B O R N .  Berlin 
1892. Mayer &- Müller. III, 123 S. 

I n  G e r b e r  t ' s  Briefen ist a n  zwei verschiedenen Stellen von einem 
Büchlein tiber die Multiplication und die Division die Rede, welches 
, , J o s e p h  s a p i e n s L 1 ,  wie er das eine Mal ,  . J o s e p h  I I i s p a n u s Y ,  wie er 
das andere Mal heiust, zum Verfasser hatte. Es  wiire nicht unwichtig, 
diesen J o s e p h  genauer zu kennen, es wgre noch wünschenswerther, die 
Scbrift selbst wieder aufzufinden. Bisher war keines von beiden gelungen. 
Da fand Herr W e i s s e n b o r n  erst bei J o c h e r ,  dann bei Z e d l e r  eine Spur, 
welche er vnu Citat zu Citat weiter rückwarts verfolgte, bis er schliesslich 
sich überzeugte, dass sie irrig war , und nun wissen wir von jeuem J O  s e p h 
nicht ein Wor t  mehr, als früher und Sind wieder ausschliesslich auf Ver- 
muthungen angewiesen. l)as ist der Hauptirihalt der zu zwei Dritteln aus 
Text, zu einem Drittel aus Anmerkunga  bestehenden Studie des Herrn 
W e i s s  e n b O r n. Die haufig eingestrcutcn polemischen Bemerkungen gegen 
den Referenten sind wesentlich hoflicher als in dem ,, G e r b e r t  Y von 1888, 
über welchen wir Bd. XXXIII ,  Hist.-liter. Abthlg. S. 101-107, berichtet 
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haben. Wir  quittiren dankend für diese Verlnderung. An einer Stelle (S. 22) 
hat  IIerr W e i s s e n  b O r n  vollkommen Recht in  seiner Bemangelung. Sie 
richtet sich gegen unsere frühere Annahme eines , A r c  h i t a s  L a t i n  u su, 
a n  welcher wir noch in unseren Vorlesungen Gesch. Mathem. (1, 500) fest- 
halten zu dtirfen glaubten. Inzwischen sind wir durch eine Bcmerkung 
des Herrn G e o r g e  J. Al1 m a n ,  Hermathena V, 194 (Dublin 1884) belehrt 
und bekehrt worden. Dort ist namlich hervorgehoben, dass der Ausdruck 
,,non sordidus auctoru, welcher mit Bezug auf jenen A r  c h i  t a s  gebraucht 
wird, H o r a z  acgehort und in dessen Ode auf A r c h y t a s  v o n  T a r e n t  
(Lib. 1, Ode 28) vorkommt. Bei dieser Uebereinstimmung musvte jeder 
Zweifel daran schwinden, dass A r c h i t a s  und A r c h y t a s  v o n  T a r e n t  
eine und dieselbe Personlichkeiten sei. Herrn W e i  s s e n  b o r  n scheint diese 
Entdeckung Al1 m a n ' s  unbekannt geblieben zu sein, wenigstens führt er sie 
nicht a n ,  und deshall., erganzen wir hier seine Darstellung. Der ErgHnzung 
ware sie auch nach der Richtung bedtirftig, dass die Arbeiten des Herrn N a g l  
i n  keiner Weise berücksichtigt sind, welche man nicht mehr das Recht 
hat,, zu vernaehl&sigen , mag man ihnen beipflichten oder nicht. Ausser 
dem von uns angedeuteten negativen Hauptergebnisse der W e i fi s e n  b o r  n'schen 
Studie ist  eiue werthvolle Bemerkung darin enthalten. E s  ist niimlich (S. 7) 
unseres Wissens zum ersten Male darauf aufmerksam gemacht, dass C a s i r i  
unter den Schriften des O s t a r a b e r s  A l k i n d  n aus dem IX. S. auch eine 
solche nennt, welche den Tite1 ftihre .De Numeris per lineas et  grana 
hordeacea multiplicandis. Y Vorausgesetzt, dass die Uebersetzung richtig 
ware, konnte hier allerdings ein Abacusrechnen mit Strichen und Gersten- 
kornern als Rechenmarken gemeint sein, wovon bisher bei Arabern jener 
verh%ltnissm%ssig frühen Zeit uoch keiue Spur gefunden war. D a  derselbe 
A 1 k i n d î von C a s  i r  i als Verfasser eines Buches ,,De Arithmetica IndicaY 
und eines solchea .De Numeris harmoniais a Platone in  Timaeo memoratisU 
genannt wird, ihm also indische und griechische Quellen zu Gebote ge- 
standen haben müssen, so würde die weitere Frage auftreten, ob das 
Abacusreehnen ihrn von Osten oder von Westen her bekannt geworden 
war? Unser Zweifel, ob die erwiihnte Ueberschriftsübersetzung auch richtig 
sei ,  fusst darauf, dass H e i r  S u t e r  in  seiner Uebersetzung des Mathe- 
matiker -Verzeichnisses im Fibrist (Supplemeutheft dieses Bandes , S. 11, 
Z. 11) die Uebersetzung ,,Deber die Linien und das Multipliciren mit der 
Zahl der Gerstenkorner (?)' gieb t ,  eine Uebersetzung, welche an nunkel- 
heit dem Urtexte wohl recht nahe kommt und das von Herrn S u t e r  bei- 
geftigte Bragezeichen reichlich verdient. Auch C a s  i r i ls ,,De numeris har- 
monicis a Platoiie in Timaeo memoratisu dürfte falsch sein, denn nach 
Hcrrn S u  t e r  (1. c. S. 11 , Z. 6- 7) heisst as irn Fihriot "Ueber die Er- 
klarung der Zahlcn, die P l a t o n  in seinem Buche vom Staate erwiihntu, 
und dort kommen thatsachlich die rathselhaften Zahlen vor. Ueberhaupt 
ist  C a s i r i  nur  mit grosster Vorsicht zu benutzen, und auf eine ganz 
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vereinzelt nur  bei ihm vorkommende Uebersetzung Schlussfolgerungen zu 
gründen, ist hochst gewagt, wie Herr W e i s  s e n b o r n  sich von jedem 
Orienhlisten bestiitigcn lassen mag. CANTOR. 

Ueber den Antheil der  mathematischen Wissenschaft a n  der  Cultnr d e r  
lienaissance. Vortrag, gehalten im Rathhaus zu Züriüh am 5. Fe-  
bruar 1891 von Dr. F. RUDIO, Professor in  Zurich. [Sammlung 
gemeinverstiindlicher wissenschaftlicher VortrRge. Neue Folge. 
VI. Eerie, Heft 142.1 Hamburg 1692. Verlagsanstalt und Druckerei 
A. G. (vormals J. P. Richter). 33 S. 

Die historisch-literarische Abtheilung des XXXVI. Bandes dieser Zeit- 
schrift hat  Herrn R u d i o  unseren Lesern als Historiker schon bekannt gemacht. 
Seite 139 ist eine Notiz aus seiner Feder Uber die bekannte V i e t a -  

2 
sche Factorenfolge für  - abgedruckt, und Seite 30 berichteten wir über 

n 
eine in Zürich erschienene Abhandlung des gleichen Verfassers über das 
Problern von der Quadratur des Zirkels. Zeigte sich dort Herr  R u d i o  als 
vollstiindig zu Hause in einem eng umschriebenen Bereiche der geschichtlich- 
mathematischen Porschung, so liefert er in dern heute uns vorliegenden 
Vortrage den Beweis, dass e r  reiche Kenntnisse in dern ganzen Gebiete 
der Geschichte der Mathematik besitzt, und zeigt anf's Neue die Gahe 
anziehender Darstellung , welche man jedesmal an ihm zu schatzen gewohnt 
ist, wann und wo man ihrn als Schriftsteller begegnet. Neue Entdeckungen 
sind natürlich in dern kurzen Ueberblick, welchen Herr R u d i o  vor einem 
sus Damen und Herren gemischten Zuhorerkreise ilber die ganze Ent- 
wicklungsgeschichte der Mathematik bis etwa zum Jahre 1500 rrarf, nicht 
mitgetheilt, aber dafür ist es dern Redner sicherlich gelungen, eben jenem 
Zuhorerkreise den Wahn zu vertreiben, als sei die ,trockeneu Mathematik 
zu alleu Zeiten nichts Anderes gewesen, als ein Mittel, die armen Schüler 
zu plagen! CANTOR. 

Dialog ü b e r  die beidsn hauptsachlichsten Weltsysteme,  das Ptolemaische 
und das Kopernikanische von GALILEO GALILEI. Aus dern ltalienischen 
tibersetzt und erlautert von EMIL STRAUSS, ordentlicher Lehrer an 
der Realschule ,,Philantropinu in Frankfurt a. M. Leipzig 1892, bei 
B. G. Teubner. LXXIX, 585 S. 

- 

1st die Herausgabe einer deutschen Uebersetzung von G a l  i l e  i 's  be- 
rühmtem Dialoge gerechtfertigt? 1st die von E-Ierrn S t r a u s s  ausgeführte 
Uebersetzung gn t?  Das Sind die beiden E'ragen, welche allein der Beant- 
wortung bedürfen, da zwei und ein halb Jahrhunderte bereits die Vorfrage 
nach dern Wertlie der tibersctzten Schrift beantwortetet haben. In  erster 
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Linie dürfen wir behaupten, die Herausgabe einer Uebersetzung scheine 
uns vollberechtigt. Aufwachsend im hergebrachten Glauben an die koperni- 
kanische Weltenordnung ist sich, meinen wir,  unsere Jugend iiicht genligend 
der Gründe bewusst, welche diese Bnnahme vor arideren auszeichnen, und 
wo k6nnte sie dieselben besser kcnncn lernen, als in dern Werke, welches, wie 
kein anderes, zum Siege der neuen Lehrc beigctragen ha t?  Und wie 8011 
dieser Wissensdurst Befriedigung finden? Die alten Originaldrucke siud 
Seltenheit des biichhilndlerischeli Verkehrs geworden, die neuen Gesammt- 
ausgaben von G a l i l e i ' s  Werken sind zu iimfangreich und von zu kost- 
spieliger Anschaffung, als dass sie auf grosse Verbreitung rechnen konuen; 
eine neue Einzelitusgabe des Dialoges kann allein dieses Bedilrfnisu befrie- 
digen, kann allcin gcstatten, dass an recht vielcn Mittelschulen unter den 
alljiihrlich zii vertheilenden Preisbüchern auch G a l  i 1 e i 's Dialog regelmsssig 
erscheine. Kann doch der Jüngling ausser jeiier Begrilndung der koperni- 
kanischen Lehre noch vieles Andere bei Gal iYei  lernen, z. B. wie mau 
scharfe Logik mit feiner Ironie paitre, wie nian gelehrt sei, ohrie dem Fluche 
der Langweiligkeit zu verfallen. Giebt es doch kein besseres Buch zur 
Einführung in die zahlreiclien Fragen,  welche das XVIL Jahrhundert den 
Naturwissenschaften stellte, und welche nur sehr allmahliçli Beantwortung 
fanden. Wir haben den Nutzen, welche jugendliche Leser aus dem gali. 
leischen Dialoge ziehen konnen , vorausgestellt, weil diese Gat,tiing von 
Lesern nur  der Uebersetzung sich bedienen wird,  wiihrend dem reifcren 
Kreise auch ein italienischer Einzeldruck genügen konnte, ohne dass damit 
gesagt sein soll, dass iiicht auch der Mittelschullehrer, gleich seinem Schüler, 
cin deutschcs Exemplar vorzichen wird. E r  wird d a m ,  von Schwierig- 
keiten der Sprache ungehemmt, um so mehr dem Geniisse galileischer Dar-. 
stellung sich hingeben konnen. Freilich setzt dieser Genuss voraus, dass 
auch die zweite von uns am Anfange betonte Frage Bejahung finde, dass 
Kerr S t r a u s s  eine gute Uebersetzung lieferte. Wir reden von der Arbeit 
eines allzufrüh aus dem Leben Geschiedenen. E: m i l  S t r a u s s  ist am 
3. Mai 1869  in Frankfurt am Main geborcn, am 6. Februar 1892 ebenda 
gestorben. Eine Lungoncntzüudung raffte den jugmdlich kraftigen Mann 
in wenigen Tagen dahin. E r  war Lehrer an der ,PhilnntropieY genannten 
Realschule seiner Vaterstadt, derselben Schule, in welcher einst durch 
seinen Lehrer , Herru G. W e r t h e i m , unseren geschlitzten blitarbeiter, die 
Lust a n  rnathematischen Studieri in ihm geweckt worde, welchen er vier Jalire 
(1878- 1882) an der Berliner Hochschulo unter Mannern widmen durfte, 
von dcnen nui. einer noch als Docent thatig is t :  H e l m h o l t z .  Ueber 
dessen wichtigste Entdeckungen und Arbeiten hat S t r a u s s seine physi- 
kalische Priifungsarbeit gemacht, welche in dem Prüfungszeiignisse vom 
November 1882 als eine vorzügliche Leistung be~eichriet wurde. Nur eine 
Verallgemeinerung der dekadischen Schreiliweise nebat functioneii-theoretiàcher 
dnwendung ha t  S t r a u  s s in den Acta Mathematica (1887) veroffcntlicht. 
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Die Uebersetzung des G a  1 i l  e i'schen Dialogs ist dcmnach sein wissen- 
schaftliches Lebcnswerk gewesen, und wenn sie uiis bedauem Iasst , dass 
der begabte Schriftsteller so jung aus der Schaffensfreude hcrausgerissen 
wurde, so wird sie seinen Namen zu erhalten hinreichen. Die Sprache ist 
edel und vornehm, dem Sinne und dem Geiste des Qriginals sich anbe- 
quemend, ohne sclavisch an dasselbe angekettet zu sein. Zahlreiche An- 
merkungen, ohno welche nur sehr wenige Leaer den Dialog in allen Einzelhciten 
zu verstehen im Stande waren, zeugen von der seinen Jahren ~orgeei l ten 
Relesenheit ihres Verfassers. Eine biographische Einleitung giebt G a l  i 1 ei ' s  
Lebens- und Leidensgeschichte; auch hier erfreut neben der Beherrschung 
des überreichen Stoffes die schone, warme, an manchen Stellen fast dich- 
terisühe Sprache. CAKTOR. 

Gino Loria ,  N i c o l a  F e r g o l a  e l a  s c u o l a  d i  m a t e m a t i c i  c h e  10 
e b b e  a d u  ce. Con 4 tavole litografate. 144 pag. Estratto dagli 
Atti della R. Universita di Genova. Genova 1892. 

Wir  freuen uns jcdes Mal, wenn wir in die Lage kommen, eine neue 
geschichtlich - mathematische Studie unseres jugendlkhen Fachgenossen an- 
zuzeigen, und sein Fleiss verschafft uns diese Freude haufig. Heute haben 
wir über Untersuchungen zu berichten, welche der g e o m e t  r i s  c h  e n  n e  a p O 1 i -  
t a n i s c h e n  S c h u l e  a m  A n f a n g  d e s  XIX. J a h r h u n d e r t s  gewidmet 
sind. Wenn C h a s l  e s in seiner Geschichte der Geometrie (franzosische 
Ausgabe, pag. 46, deutsch Seite 43) das Lob von F e r g o l a  und seirien 
Schtilern R r u  n O ,  Fl a u  t i  , S c  o r  z a ausspricht und der Leser , den Wort,en 
des franzosischen Geometers vertrauend, nicht weiter im Stande zu sein pflegt, 
sie zu controliren , als hochstens so weit F 1 a u  t i ' s  Geometria di sito in  
Frage kommt, so ist  es doppelt erwünscht, dass Herr G i n o  L o r i a  sich 
die Mühe gab , die Grundlagen zu erforschen , auf welchen jenes Lob beruht, 
und die Ergehnisse seiner Forschung in der ihm eigenen angenehmcn Dar- 
stellungsweise zii ver6ffentlichen. 

Eine Schule war es in der That , welche N i  c O l a  F e r g  O 1 a (1753 bis 
1322) gegrtindet ha t ,  eine Schule von so engem Zusammenhang, wie sie 
kaum je wieder bestand, seit Py  t h  a g o r a s  fmt in derselben Gegend deren 
Musterbild echuf. Dieser sehr richtige Vergleich gehort Herrn L o r i a  an, 
welcher ihn noch damit belcgte, dass bei den Sçhriftcn der neapolitanischen 
Schule man stets in Zweifel sei,  oh man von dem Verfasser oder den Ver- 
faaserii reden solle, da die Arbeiten, wie die Entdecknngen, bis zu einem 
gewissen Grade Gemeingiit waren! der Geist des Lehrers vollends überall 
sichtbar blieb. Man m6chte zum Vergleiche wohl auch die Arbeiten bei- 
ziehen, welche in unseren Tagen aus dem chemischen Laboratorium be- . 
rühmter Lehrer hervorgehen. Was in den Geistesietorten der Neapolitaner 
sich destillirte, war G e o m e t r i e  n a c h  A r t  d e r  A l t e n .  
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Die gleiche Abneigung, welche gegen das rein analytische Verfahren, 
das bei L a g r a n g e  die extremste Vertretung gefunden hatte, in Prankreich, 
dann in Deutschland wach geworden is t  und dort in  G e r g o n n e ,  in 
B r i a n c h o n ,  i n  P o n c e l e t ,  in  C h a s l e s ,  hier in  M o b i u s ,  in S t e i n e r ,  
in v o n  S t a u d  t Vertreter einer Reaktion geschaffen ha t ,  die eine neue 
Geometrie der Alten hervorbrachte, diese selbe Abneigung regte sich schon 
vierzig und mehr Jahre friiher in  F e r g o l a ,  zu früh wahrscheinlich, als 
dass sie ebenso positive Ergebnisse hBtte zeitigen konnen, als bei den 
genannten Franzosen und Deutschen. Bei diesen waren die analytischen 
Methoden, und was man durch sie herausgerechnet hat te ,  wider Willen in  
Fleisch und Blut übergegangen. Rechnungsgedanken - wir erinnern nur 
an dau Doppelschnittverhiltniss - lagen fast unbewusst in  den neuen rein 
geometrisch gemeinten Betrachtungen. Das war bei F e r  g O l a  und seinen 
Schülern noch nicht der Fall. Sie haben darum nur eine wirklich dem 
griechischen Vorbilde ahnliche Geometrie zu Wege gebracht, mahrend die 
Zeit nahte , dass eine projective Ceometrie entstehen sollte. Was aber in 
der neapolitanischen Richtung mit enthalten war ,  das waren geschichtliche 
Betrachtungen über euklidische und voreuklidische Geometrie, und hier 
haite man von den Schülern F e r  g O 1 a 's  lernen kUnnen , wenn iùre Schriften 
wcitere Vcrbreitung gefunden hattcn. 

Wir  unterlassen es, auf das Einzelne eiuzugehen. Wir  verweisen viel- 
mehr unsere Leser auf die d r b e i t ,  welche die Ueberachrift unserer kurzen 
Anzeige bildet. Dort werden sie mannigfache und genussreiche Belehrung 
fiiiden. CANTOR. 

Das Ottajano'sche Problem. Eine mathematisch-historische Studie von 
Oberlehrer Dr. JOHANNES MAX B R ~ C K N E R .  Wissenschaftliclie Beilage 
zum Jahresbericht über das Realgymnasium zu Zwickau, Ostern 1892. 
(1892. Progr. - Nr. 555.) 

Cl h a s 1 e s  hat in  seiner Geschichte der Geometrie (franzosische Aus- 
gabe S. 328, deutsche Uebersetzung S. 341) die verschiedenen Entwicklungs- 
stufen bemerkbar gemacht, welche die Aufgabe: i n  e i n c n  K r o i s  e i n  
D r e i e c k  e i n z u s c h r e i b e n ,  d c s s e n  S e i t e n  d u r c h  d r e i  g e g e b e n e  
P u n k  t e  g e h e n  durchlief, seit P a p p  u s sie fur  den ganz besonderen Fa11 
Ioste, dass die drei gegebenen Punkte auf einer Geraden lieçen. Aber 
C h a s  l e  s begnügte sich, dem Charakter einer Anmerkung, wenn auch einer 
ausgedehnteren Anmerkung entsprechend, mit der Angabe der Sührift- 
steller und der Stcllcn, wo sie sich mit  jcner Aufgabe bcschsftigt haben. 
Wollte man alle diese Einzelleistimgen kennen lernen, sa war man darauf 

, angewiesen, in zahlreichen Banden nachzuschlagen, die iiberdies nicht gerade 
aller Orten zur Verfügung standen. Herr D r  Uc k n e r  hat ~ i c h  dieser 
Sammelmühe ein für alle Mal unterzogen und siimmtliche Untersuchungen 
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- auch solche neueren Ursprungs, welche C h a s l e s  noch nicht snfIihren 
konnte - gruppenweise geordnet seinon Lescrn vereinigt geboten. E s  
nar eine sehr dankenswerthe Mtihe, die er sich gab, und er hat  dadurch 
die Programmliteratur um eine Nummer bereichert, welche sicherlich auch 
in .weiteren Kreisen sich Freunde erwerben wird. Einem Irrthume is t  e r  
verfallen, zu welchem C h  a s l e s ,  der eben denselben beging, die Veran- 
lassung bot. Einen jungen Neapolitaner O t t  a j  a n  O ,  wclcher mit der 
betreffenden Aufgabe sich erfolgreich beschaftigte, hat es nicht gegeben. 
Der jugendliche Gelehrte, dessen Auflosung durch L O r g n  a bekannt geworden 
ist, hiess A n n i b a l e  G i o r d a n o  und war in Ottajano, einem grosseren 
hinter dem Vesuv gelegenen Orte, geboren. Das geht zweifellos aus dem 
Bandchen: OpzcscoZi matemafici della Scuola dei sig. N. Fergoka parte gid 
pubblicati e parte inediti. Vol. 1. Bapoli 1810 hervor, in  welchem A. G i o r -  
d a n o  als Verfasser des ersten Aufsatzes Risoluzioni d i  alczcni difficilissirni 
geometrici problenai genannt ist ,  und dieser Aufsatz enthiilt eben die erwiihnte 
Auflosung. 

Analytische 
Nach 

Geometrie des Punktes, der  Geraden und d e r  Kegelschnitte. 
neueren Methoden dargestellt von ADOLF HANNER , ordentlicher 

Professor der hoheren Mathematik a n  der K. und K. technischen 
MilitKr-Akademie in Wien. Mit 327 in den Text gedruckten Piguren. 
Prag 1891. Verlag von H. Dominicus. Th. Gruss. 8'. VIII, 480 S. 

An die Ausarbeitung des vorliegenden neuen Lehrbuches der analytischen 
Geometrie der Elbene ging der Verfassèr zunachst in der Absicht, seinen 
eigenen Schülern ein Handbuch zu liefern, das zur Grundlage und Ver- 
vollstkindigung seiner Vorlesungen an der Wiener Milittir-Acedemie dienen 
sollte. In  der Forrn, die es schliesslich gewonnen hat ,  rechnet es aber 
auf einen vie1 weiteren Kreis, auf die Studirenden der Mathematik über- 
haupt. Die langjahrige Lehrthatigkeit des Verfassers IZsst von vornherein 
die Vermuthung entstehen, dass wir es mit einem besounenen und brauch- 
baren Werke zu thun haben, und wir ~ e h e n  uns hierin nicht getauscht. 

Nachdem die Cartcsischen Coordinaten erlsutert sind , wcrden dio 
Gleichungen dcr Geraden und des Punktes hesprochen, wobei sofort das 
Princip der Dualitat hervortritt. Es folgen die Grundgebilde erster Stufe 
und das Doppelverh~ltniss. Sehr gut  hat  dem Referenten gefallen, dass 
Tor der Behandlung des letzten Begriffes die einfachen Theilverhaltnisse in 
$ 15-17 einer ausfiihrlicheren Behandlung und eigenen Bezeichnung ge- 
würdigt werden, was auf das Verstandniss der Doppelverhiiltnisse nÙr günstig 
wirkcn kann. Weiter werden die vollstiindigen Figuren gebracht und zum 
Schluiise des ersten Abschnittes die homogenen Coordinaten und deren 
Transformation gelehrt. 

Hi&-lit. Abtb. d. Zeitschr. f. Math. o. Phga. XXX- 6. 17 
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Der zweite Abschnitt, ,Projectivische GeometrieU betitelt, giebt die 
Lehre von der Projectivitat und Involution der Grundgebilde erster Etufe, 
daran ankntipfend ein Capitel mit der Ueberschrift ,Invarianten und Co- 
varianten binirer Formenu und schliesdich Collineation und Reciprocitit 
cbener Systeme, mit Einschluss der Polarsysteme. 

Der dritte Abschnitt ist der Theorie der Kegelschnitte gewidmet. 
Nach den gewohnlich zuerst abgehandelten allgemeineren Eigenschaften be- 
schaftigt er sich, unter dem nicht besonders empfehlenswerthen Titel 
,,Polarisationu mit Polen und Polaren, dann mit Mittelpunkten, Asymptoten 
und Durchmessern , mit der projectivischen Erzeugung der Kegelschnitte, 
und schliesslich, unter Zuhilfenahme invarianten- iheoretischer Betrachtungen, 
mit Kegelschnittbüscheln und Kegelschnittreihen. 

Die in  den Text gedruckten Figuren entsprechen ihrem Zwecke; die 
Ausstattung ist lobenswerth. Literaturangaben* und Aufgabensammlungen 
enthalt das Buch nicht. Ein doppeltes Bestreben des Verfassers ist es, welches 
dem Buche seine Physiognomie verleiht. 

Inhaltlich wünschte e r ,  ohne irgendwo Neues bieten zu wollen, seinem 
Werke ein Geprage zu verleihen, das man in Bautch und Bogen als 
modern bezeichncn kann. Das Wesen der Dualitat, der homogcnen Co- 
ordinaten, der Projectivitat, der Invariantenbegriffe, trit t  unter aiisfilhrlichen 
Anwendungen deutlich hervor, Determinantentheorie wird vorausgesetzt. 
Das erstgenannte Princip wird man in wenig Lehrbtichern mit solcher 
Liebe und Consequenz dargestellt finden, was sich schon %usserlich an der, 
so weit irgend thunlich, festgehaltenen Zweitheilung der Seiten ausspricht. 
Wollte man nur  mit Rücksicht auf diesc Zweitheilung urtheilen, so mochte 
man dem Ruche ein grosseres Format wtinschen, siehe z. R. Seite 268; bei 
der gegenwartigen Schmalheit werden sogar ein Mal die Zeilen einer 
Determinante gebrochen, Seite 270. Wenn man nuch sagen kann ,  sobald 
das Princip erkannt is t ,  sei die Uebersetzung eines einseitig gegebenen 
Satzes in den reciproken sehr leicht, so hat  die ausftihrliche Darstellung 
doch sicher ihre Vortheile. Sie kommt der Geometrie der Liniencoordi- 
naten zu Gute, welche, was man auch sagen mag,  den meisten von uns 
doch weniger vertraut zu bleiben pflegt, wie die der Punktcoordinaten. 

Die homogenen Coordinaten bleiben von ihrer Einführung a n  das 
bevorzugte Nittel der Darstellung, und es wird zu den speciellen cartesischen 
Coordinaten nur in den Fallen metrischer Aufgaben, wo sie Vortheile bieten, 
xurückgcgriffcn. Das letxte invarianten- theorctische Capitel, hauptsachlich 
Go r d a n ' s  Lehrbuche entnommen, giebt die Begriffe der Invariante , Co- 
variante und Contravariante und bedient sich für  dieselben und für die biniiren 
Formen der kurzen symboliachen Bezeichnungsweisen. 

* Mit ganz geringen Ausnahmen. 
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Hinsichtlich der Form ha t  der Vcrfasser vor Allem auf leichtfassliche 
Darstellung gesehen. Eine Hauptsauhe , um ein mathematisches Buch an- 
genehm lesbar zu machen, ist die g l e i c h m t i s  s i  g e l  entweder sttirkere oder 
schwachere Ausflihrlichkeit der Beweise, welche den Leser schon nach 
kurzer Lectüre das Xaass geistiger Anstrengung sicher erkennen lasst, 
welches er durchwog beim Verstiindniss anwenden muss. Es  giebt viele 
sonst gute BücEer, welche darauf nicht Rücksicht nehmen, vielmehr a n  
der einen Stelle ausfiihrlich verfahren, an einer anderen, von gleich grosser 
Schwierigkeit, mit einem ,,Man sieht leichtu, oder auch ohne jede Andeutung 
den ganzen Beweis hinuiiterschlucken. Der Leser plagt sich dann oft ver- 
geblich mit naheliegenden, selbstverstandlichen Gedanken, den Beweis zu 
führen, der ihrn leichter werden wlirde, wenn er wüsste, dass e r  schwer ist. 

H a n n e r ' s  Buch befleissigt sich einer ~olchen Gleichmiissigkcit in  der 
Ausführung , und verdankt derselben wesentliche Vorziige. Es  ist ein leicht 
und angenehm zu lesendes Buch, bei dem auch das Quantum des Gebotenen 
geschickt abgemessen ist. 

Wir k6nnen hiernach H a n n e r ' s  Streben nach moderner Gestaltung 
und leichtfasslicher Darstellung a18 von Erfolg begleitet bezeichnen, und 
glauben, dass sein Lehrbuch die Concurrenz mit den vielen anderen bereits 
bestehenden Lehrbüchern Iiber denselben Gegenstand getrosf aufnehrnen 
kann. 

Bei dem Interesse und der eingehenden Prlifung, die wir dem Buche 
zugewendet haben, ist  es natürlich, dass wir auch Stellen entdeckten, 
welche uns weniger gelungen erschienen, und wir wollen auch mit unseren 
Ausstellungen nicht zurückhalten. Vielleicht, dass bei einer doch wohl zu 
erwartenden Neuauflage ein oder die andere unserer Bemerkungen von Seite 
des Autors Berücksiehtigiing findet. 

Das erste Dutzend Paragraphen ist es nicht, welches uns am besten 
gefallen hat. Die Elemente sollten simpler und zugleich praciser dargestellt 
werden. Auch darf man hier mit erlauternden Worten nicht sparen und 
nichts als selbstverstandlich voraussetzen, was nur dem gelernten Geometer 
ganz gelaufig eracheint. Bei H a n n e r  kornrnen uns z. B. diejenigen Be- 
merkungen, welche sich auf Uebersetzung des Vorzeichens von Zahlen in 
den Sinn geonietrischer Gebilde beziehen , undeutlich , zerstreiit und viel- 
fach ale zu selbstverst%ndlich hingestellt vor. 

I n  der That aber  handelt es sich doch um einen der Cardinalpunkte, 
gegenübcr dencn alles Andere nur das Pradicat , Anwcndungu oder ,Neben- 
sachau verdient. Auch sind gerade Vorzeichenfragen diejenigen, in denen 
man sich am leichtesten verwirrt und in denen selbst geübte Mathematiker 
Behler machen. Statt  also den Anfinger in seiner ohnehin stets vorhan- 
denen Neipung, das Vorzeichen auf die leichte Achsel zu nehmen, zu 
bestarken, ist  es gerathen, ihn eben hier zur Lussersten Gewissenhaftigkeit 
anzuleiten. Wenn es z. B. auf Seite 3 ohne Weiteres heisst: ,Es is t  klar, 

17* 
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dam nnter (xL) derjenige Winkel (gemeint ist  offenbar der Winkel < n) 
zn verstehen is t ,  welchen die positive Richtung der Projectionsachse mit 
der positiven Richtung der Geraden (L)  - Richtung von Ml nach M2 - 
bildet", so wlirden wir im Gegentheil es angezeigt finden, die hier in Frage 
kommenden Verhiiltnisse etwas ausführlicher zu erortern, etwa eine zweite 
Figur beizufügen, wo die positive Richtung nicht mit der Bichtung M I N s  
üboreinstimmt, und des haufig vorkornmenden Falles zu gedenken, dam 
die Linienlangen absolut, die Winkel von der X -  Achse ans drehend, in 
einern bestirnmten Sinne gemessen werden. Wird ja  doch diese Art der 
Winkelbestimmung spkiter Seite 14 und 16 wirklich eingeflihrt. Die Be- 
schreibung des Drehungssinnes mit ,von rechts nach linksu ist gefihrlich 
einfach. Mag H a n n e r  damit aueh das Richtige - den der Uhrzeiger- 
bewegung entgegengesetzten Sinn - meinen, ein Anderer wird das Gegen- 
theil darunter verstehen. Diese und andere zweifelhaften, ursprünglich 
unlogischen Bezeichnungen, wie z. B. rechtsdrehend etc., sollte man stets 
durch unzweideutige, wie linksvornl%ufig, linksobendrehend etc., ersetzen. 

Auf Seite 44, ebenso Seite 223, Zeile 4 von oben, ist  immer von 
dem Winkel zweier Strahlen L,, L2 die Rede, sowie von inneren und 
Susseren Theilstrahlen desselben, ohne dass die Zweideutigkeit ails dern 
Wege geraumt würde - tibrigens ein ganz hergebrachter, schon bei 
C h a s l e s  sich findender Pehler. 

Nicht ohne eine kleine Schadenfreude hat  der Referent bemerkt, dags 
Herrn H a n n e ï  selbst mit dem Vorzeichen ein Versehen passirt is t ,  indem 
die Vorzeichenbestimmung dcr Strecke X O  = d ,  auf Seite 29, oben mit 
jener in  Gleichung (24), Seite 15, i n  Widerspruch steht. 

Rei den Polarcoordinaten, 5 7 ,  lasst H a n n e  r negative Werthe des 
Radius vector zu,  wahrend man gewtihnlich vorzieht, den Radius vector 
ein für  alle Na1 positiv zu nehmen. Man wünscht ja doch ein ein-ein- 
deutiges Entsprechen zwischen geometrischem Object und System der 
zugehorigen Coordinatenwerthe. H a n  n o r giebt Iibrigens auch keine all- 
gemeinere Definition von Coordinaten, sagt nicht ein Mal, dass darunter 
Bestimmungsstticke zu verstehen seien, sondern liberlkisst es dem Instinkte 
des Lesers, allmtihlich sich die richtige Idee zu bilden. Auch eine all- 
gemeinere Darstellung des Fundamentalprincips, wie eine Curve durch eine 
Gleichung zwischen Coordinaten sich darstellen l%st ,  gehort doch unzweifel- 
haf t  a n  den Anfang des Buchos. Statt  dcsscn konimen wir auf Seite 13 
glcich spcciell zu der Geraden und finden natürlicii auch spëter das all- 
gemeine Princip nicht mehr herausgehoben. 

Die Beweise sind zum Theil unabhangiger von den Figuren zu stellen; 
in 5 3 z. B. k6nnte mit einem Worte gesagt werden, warum das erhaltene 
Resultat nllgemein giltig ist. Man muss an die Neigung des Anfangers 
denken, sich stets auf gewisst: specielle Figurengestaltungen zu beschriinken, 
oder von ihnen aus falsch zu verallgemeinern. 
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Es  kommt uns nicht gerade gut  gesagt und gut  erklart vor, wenn 
es Seite 11 heisst : ,Die Wahl . . . h h g t  mit dem . . . Principe der . . . Reci- 
pracitat innig zusammen, nach welchem namlich in den meivten Fallen zu 
jedem Satze ein reciproker Satz gefunden werden kann.' 

Wenn das Wcrk auch im Allgemcincn kcine Literaturangaben bringen 
will, so k6nnten doch wohl a n  den Stellen, wo C a r t e s i u s ,  P l ü c k e r ,  
H e s s e  als Gründer genannt werden, auch die Tite1 ihrer Hauptwerke 
sammt Zeitangabe beigeftigt sein. 

Was die Determinanten anlangt ,  so wollen wir über deren Zuliissig- 
keit im Ganzen nicht streiten. E s  ist ein Zeichen des mathematischen 
Fortschrit,ts der letzten Jahrzehnte, dass dieselben jetzt sogar in elemen- 
tareren Lehrbtichern figuriren dürfen. Gewiss aber verdient das Verstiindniss 
der untersten Grundlagen einer selbst so fundamentalen Disciplin, wie die 
analytische Geometrie i s t ,  von dem der Determinanten unabhlingig gehalten 
zu - werden, und ee empfiehlt sich, die allereinfachsten Aufgaben über 
Bestimmung und Schnitt von Gcraden aiisscr in  Dcterminanten, auch in 
ausgeschriebener Form zu bringen. Jedenfalls aber sind Determinanten, 
die zu zwecklosem Aufputz dienen, wie eine auf Seite 7 ,  überflüssig. 

Auf Seite $8, 5 11, ist es wohl weniger wichtig zu betonen, dass 
es Uberhaupt unendlich viele imaginare Punkte einer Geraden giebt, als 
vielmehr , dass die Mannigfaltigkeit dieser Punkte eine z w e i  f a c h  nnend- 
liehe Ausdehnung hat. E s  wird ja in Folge dessen, sobayd man reelle und 
imaginare Punkte als gleichberechtigt ansieht, etwas ganz Wesentliches 
an dem Begriffe der Curve, wie- man ihn durch die Anschauung erworben 
hat, zerstort, man bekommt es mit einem Dinge ganz anderer Dimension 
zu thun. Uiese wichtige Bemerkung fehlt tibrigens auch in anderen Lehr- 
btichern. 20, Seite 67, ist statt  von ,benachbartenu Punkten Mi oder 
Strahlen <yi besser von drei mit aufeinander folgenden Indiceswerthen ver- 
sehenen zu sprechen. § 2 3 ,  Seite 92, enthalten die Ausdrücke, dass aus 
den Gleichungen dreier Ecken eines vollstiindigen Vierseits die der drei 
anderen ,hergeleitet werden k6nnenu resp. ,bestimmt sind", doch mehr als 
sie sollen. Im Vorbeigehen sei erwahnt, dass es vielleicht nicht unpraktisch 
wzre, s ta t t  der Bezeiçhnungen u ,  v für die Geradencoordinaten die Bezeich- 
nungen X, Y einzuführen. Daraufhin würden z. B. die Transformations- 
Gleichungen Seite 104  und 1 0 5  sich nur noch durch die Grossenart der 
Buchstaben unterscheiden. 

Dass Seite 129 die Gleichung s,zl + s,x, + s,x3 = O i n  Folge der 
für die endlichen Geraden geltenden Bedingung 

s,z, + s,x, + ~ 3 %  = S 

keine im Endlichen liegende Gerade sein kann, ist ohne die Zuhilfeuahme 
einer Hilfsgeraden L ersichtlich. Dass zwei Grundgebilde erster Stufe 
projectivisch sind, wenn jedem Elemente M der eiuen Reihe ein und nur 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



222 Historisch - literarische Abtheilung. 

ein Elcmont der anderen entspricht, is t ,  in  dieser Allgemeinheit hingeetellt, 
ein Unsinn, den man sehr oft ausgesprochen findet.* Seite 146-147 wird 
vom Doppelverhiiltniss auf das einfache Theilverhiiltniss zurückgeschlossen; 
natürlicher ware der umgekehrte Weg. 

I n  5 37, Seite 162, Zeile 12 von unten, ist es doch wohl zu kühn, 
von einer v i e 1  e i n f a c h e r e n  u n d  b e s s c r c n  M e t h o d e  zu sprechcn. 

I m  Umkehrcn von Schlussfolgerungen ist H a n n e r  oft etwas zu rasch 
bei der Hand. In  5 36,  Seite 159, handelt es sich darum, dass die drei 
Coefficienten El, E 2 ,  E, einer quadrstischen Gleichung von der F o r a  

~ ' = a ( A , a l + B , b , + ~ , ) + b ( A , a , + B , b , + C , ) ;  

K2 = ~ ( 4 %  + B,b, + C,) - a (A,a, + B,b, + Cl) 

- ~(A,a ,+B,b ,+C,)+d(A,a ,+B,b ,  + C,); 
E, = c (Alal + BI,,, + Cl) + d (A,a, + B,b, + Cl); 

sammtlich zu Nul1 werden. Letzteres sei aber ,  sagt I i a n n e r ,  nur dann 
moglich, wenn 

A,a,+ B,b,+C=O; A,a,+B,b,+C,=O; 

b ( A , a , + B , b , + C , ) = c ( A , a , + B , b , + C 2 ) ;  
a = d = O  

ist. Allcrdings verschwinden unter dicsen Bedingungen die K, sie thun es 
aber auch noch anf unendlich viele verschiedene andere Arten,  von denen 
eine Art und Weise, z. B. durch die Gleiehungen 

A,a,+B,bl+C,=O; A u  +B,b,+C,=O; 
l e 2  

a(Al% +B,b,+ Ol)-:d(A,a, +B,b,+ '3 = O ;  
b = O ;  c = O ,  

sofort angegeben werden kann. Geometrisch entspricht a n  der angezogeiien 
Stelle die Thatsache, das es zur Perspectivitiit eines Strahlbüschels und einer 
Punktreihe doch durchaus nicht nothig ist,  dass die tieiden zur Darstellung 
der Büschcl- und Punktreihengleichung gewiihlten Elcmcntcnpaare gcrade 
entsprechende sind. Auch auf Scitc 226 scheint die Umkehr des Schlusses: 
Wenn zwei zusammengehorige Piinkte einer_Involiition in die Rechnung 
eingehen, verschwindet eine gewisse Determinante - obwohl sie ja richtig 
is t ,  zu leichthin vorgebracht. j Ebenso kann auf - Seite 315 und 316 aus 

der Thatsache, dass für  die Gleichungsform 

U = a,xI2 + a2x2 + a3sa2 = O 
das Coordinatendreieck i n  Bezug auf U sich selbst conjugirt ist ,  nicht 
sofort das Umgckchrte gcschlossen wcrdcn, dass jeder Kegelschnitt, auf 
ein sich selbst conjugirtes als Coordinatendreieck bezogen, diese Gleichungs- 
form annimmt. 

In besserer Einsicht wird auch beim Beweiee des Satzes Seite 148-149 
auf die Anwendung dieser Definition verzichtet. 
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Die Betrachtungen über die Doppelpunkte in  projectivischen zusammen- 
liegenden Punktreihen , Seite 174-178, welche durchaus unseren Beifall 
habcn, mtichtcn wir nur nicht gerado als ,analytischeu (Seite 1 7 8 ,  Zeile 
5 von unten) , sondern vielmehr als kinematisch - geometrische bezeichnen. 

In  5 41 würde es sich vielleicht empfehlen, die Gleichung (264) gleich 
in die Definition involutorischer Gebilde mit hinein xu xiehen, weil sonst die 
Moglichkeit der Existenz solcher Gebilde nicht sofort klar ist. Inconsequent 
erscheint, dass in  Capitel VI11 die Begriffe der Invariante und Covariante 
als bekannt vorausgesetzt, in Capitel XIV dagegen, Seite 422 und 424 ,  er- 
klBrt werden, ohue dass im erstgenannten Capitel auf das Spgtere ver- 
wiesen ware. 

Seite 241, beim Beweise des Satzes , dass die Collineation ebener 
,Systeme durch vier Paare entsprechender Punkte bestimmt i s t ,  dürfte die 
gleichmüssige Aasführlichkeit (siehe oben S. 219) wohl eine Andeutung darüber 
fordern, dasv mau die Systeme (316) resp. (318) durch Elimination von p 
resp. p crst auf je  zwei Gleichungen zu reduciren ha t ,  wenn man durch 
Einsetzung der Coordinaten, statt  12 Gleichungen mit 1 3  Unbekannten 
sofort die dort erwahnten 8 Gleichungen mit 9 Unbekannten erhalten will. 

Wenn anf Seite 247 oben die Doppelpunkte einer Collineation als 
Eckpunkte des Pundamentaldreiecks verwendet werden, so wird die bis 
dahin rnindestens vom Leser stillschweigend gemachte Voraussetzung der 
Realitiit dieser Eckpunkte unter U m s t k d e n  fallen gelassen, was wohl 
der Erwshnung werth ware. 

Seite 248 muss zu dem gcometrischen Ort aller sich selbst ent- 
sprechenden Punkte der collinearen xusammcn liegenden Systeme natiirlich 
auch der Punkt gerechnet werden, welchen die ausser der Doppelwurzel 
G existirende Wurzel p der Gleichung A (Seite 246) ergiebt, das heisst: 
das Centrum der Collineation selbst. Analoges gilt reciprok, so dass es 
Seite 2 4 8 ,  Zeile 6 von oben nach ,Systemeu, heissen muss: ,,ausgenommen 
die Achsou. 

I n  5 51 sollte die Dcfinition der Affinitat zunachst unabhangig vom 
Zusammenliegen der beiden Systeme gegeben werden. 

nesondere Vorsicht ist bei Besprechung der Ordnungskegelschnitte in  
allgemeinen reciproken und polaren Systemen anzuwenden. Es  ist  daher 
nicht zu billigen, dass Seite 2 6 3  der Ort der Punkte x des Systems I, 
welche i n  entsprechenden Strahlen Y des Systemes II liegen ohne Angabe 
des einfachen Beweises mit dem Ort der Punkte y von II identificirt wird, 
welche i n  entsprechenden Strahlen X von 1 liegen. E s  wkre an dieser 
Stelle paspend, darauf hinzuweisen , dass die eiiiem bestimmten Punkte p 
des betreffenden Ordniingskegelschnittes K entsprechenden zwei Strahlen 
X und Y im Allgemeinen nicht mit einander1'oder mit der Tangente von 
K in przusammen fallen. 
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E s  würde dann wohl auch nicht zu eincr irrigen Behauptung betrc5s 
der Ordnungscurve des Polarsystems , Seite 266, gekommen sein. Dort 
heisst e s ,  weil die Tangenten des Kegelschnittes (339) durch die ent- 
sprechenden Punkte des Kegelschnittes (338) gehen, so sei a n  s i c h  klar, 
dasv beide Curven identisch sind. Dem ist nicht so;  denn ware die Identitat 
hier selbstversttindlich, so würde sie es auch bei den allgemeineren reci- 
proken Systemen sein. Die Richtigkeit der Behauptung folgt vielmehr aus 
der Form der beiden Gleichungen (338) und (339) erst mit Hilfe des 
spateren 5 59. 

Wenn auf Seite 311 die Gleichung L' + L" + L"' r O richtig sein soll, 
so ist entweder die Bedeutung der L gegen vorher als um gewisse Factoren 
g e h d e r t  anzusehen, oder s tat t  L' zu setzen: ZU'xf' .  Z U'x"'. L', etc. Aiif 
Seite 327 kann die Existenz eines Mittelpunktes bei Kegelschnitten a15 
streng erwiesen nicht angesehen und müsste wenigstens hinterher noch 
gezeigt werden, dass der berechnete Punkt  395) wirklich alle durcbgehenden 
Sehnen hallirt .  

Auf Seite 341 heiast es: ,,Nimmt man ferner a n ,  dass der Winkel der 
Sehnen alle Werthe durchlauft von 0 bis 2z,  so wird auch der Vinkel  
a , ,  unter welchem der Diameter (6) gegen die Achse der z geneigt erscheint, 
alle Werthe aunehmen von O bis 2 n  etc.u Dies ist au sorglos geschlossen. 

Zu Seite 360 ist zu bemerken, dass ,  wenn kurzweg von dem ,Para- 
metcrU einer Parabel gesprochen wird, gewohnlich dio Enfernung von 
Brennpunkt und Directrix, also die Halfte der Grosse p bei H a n n e r  
gemeint ist. 

- 
Seite 416 wird eine Construction geinacht, ,,wodurch man nach dem 

P a s c a l ' s c h e n  Satze bereits eine Gerade erhslt ,  in  welcher ein sechder Purikt 
des Kegelschnittes liegen m ~ s s . ~  Dies ist  natürlich auch ohne den P a s  ca l -  
schen Satz ereichtlich. Auch vermag ich nicht einzusehen, wwum Seite 461 
unten die Beziehung der beiden Kegelschnitte (U') und (b"') auf ein ge- 
meinsames Polardreieck nicht a n  und für sich, sondern ,,vermoge der coutra- 
varianten Eigenschaft von 'LD und der covarianten Eigenschaft von Yu 
gestattet sein soll. 

I n  dem Absatz hinter (514) dürftc bci Discussion der Glcichung 
AZ (a,, + a,JZ - 4 Az (a,, a,, - a,Z)P = O auch dis Moglichkeit A = O mit 
ein paar Worten behandelt werden. 

Wenn es Seite 477 heisst, dass die Parabel nur  einen reellen Brenn- 
punkt aufweise, indem der zweite unendlich fern liegt,  so ist zu erwahnen, 
dass nach der gewohnlichen Sprechweise auch dieser noch als reell zu be- 
zeichnen k t .  

Seite 478 wiire der Sicherheit wegen wenigstens ein Mal der speciellen 
Lage des Curvensystems gegen das Coordinatensystem zu gedenken. 

Die Diction ist in  Einzelheiten noch der Verbesserung fkkhig. Es 
machcn sich manchmal falsche Satzverbindungen bemerkbar , unnothige 
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Partikeln schlüpfen herein, und verleiten den Leser, unrichtige Causalit!iten 
anzunehrnen. Abgesehen von bereits angeführten Stellen vergleiche man 
z. B. noch Seite 192 oben : ,,und. . .aber auch ', Seite 269 : ,,und. . .übrigens ', 
Seite 314: ,,und gelangt man s o n  a c h  zur Erkenntnissu, Seite 152: ,und 
bedeutet . . .die Constante f s e  l b  s t v e r s t a n  d l  i c  h eine FlacheY. 

Sttirende Druckfehler etc. habe ich folgende bemerkt: 
In  (65), Seite 33, lies A3 für  A', 

Seite 239 Zeile 16 von oben 
A 

lies - statt p .  A, 
e 

240 , 18 von unten 
A - 

n 
P 

n P . 4  

, 267 , 1 und 2 von unten , Z n 

301 17 von iinten links ,, a,x, a,u,, 
,, 326 6 von unten n (383) ,, (2831, 
, 332 ,, 8 von oben (399) n (39O)Y 

422 15 von oben ,, eine solche , diejenigo, 
462 14 von oben links ,, ersten zweiten, 

(analoges rechts), 
479 6 von unten Quadranten Quadraten, 

,, 187 6 von unten ftir ,,TransportationLL schlagen wir 
,,VerschiebungLL vor. 

Statt  ,,DesarqueLL lies tîberall ,,Desargues1'. Ob ,,proportionirttL ftir 
,,proportional" ein Versehen, odcr i n  Oesterreich gebrthchlich, wage ich 
nicht zu entscheiden. Das zwischen die zwei Indices eines Buchstabens 
eingescbobene, iiberfltissige Komma wirkt nicht günstig. 

Wir haben uns schliesslich ganz in Kleinigkeiten verloren. Man wird 
dies hoffentlich nicht zu pedantisch finden bei einem Lehrbuche, das auf 
Verwendung in weiteren Kreisen Aussicht hat. Man hat  ja bei einem 
solchen, um sozusagen das Gewjcht eines Fehlers zu finden, denselben mit 
der Anxahl der unerfahrenen Leser zu multipliciren. Gebrauchliche Lehr- 
biicber sollen mit der Zeit tadellos werden. Glücklich ein iieues Buch, 
das dureh Correctur an einzelnen Stellen diesem Ziele nahe geftihrt werden 
kann. Ueber eine verfehlte Grundanlage würde kein flickweises Verbevsern 
hinweghelfen ktinnen. HERMANN BRUNN. 
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320. Sur les intégrales intermédiaires des équations aux d6rivees partielles du 
second ordre. E. G o u r s a t .  Compt. flend. CXII, 1117. 

321. Sur l'application de transformations de  contact à l'intoçration des équations 
aux derivees partielles du  second ordre. J. Br i l l .  N. a m .  math. Scr. 3, 
X,  362. 

322. Zur Theorie der Systeme linearer Differentialgleichungen mit  einer unabhang- 
igen Veranderlichen. J. H o r n  Mathem. Annal. XXXIX, 391. 

323. Ueber algebraische und durch Quadraturen algebraischer Fucctionen darstell- 
hare Integraie partieller Differentialgleichungssyateme. L. Bo n i g s  - 
b e r g e r .  Nathem. Annal. XXXlX, 285. 

324. Sur un syatCme d'équations aux dérivées particllcs. E. P i c a r d .  Compt'. 
Ilend. CXLI, 685. 

325. Sur les invariants dc deux dquations aux dérivées partielles, obtenues l'une 
au moyen de l'autre. E. G r o s s e  t ê t e .  N. ann. math. Ser. 3 ,  X, 208. 

Vergl. Determinanten 307. 

Difforentialqnotient. 
326. Ableitungen von Identitaten. F. R o g e l .  Grun. Archiv 2. R.  X ,  209. 
327. A theorem in the  calculus of linear partial differential operations. P. A.Mac- 

M a h o n .  Quart. Journ. math. XXIV, 246. 

326. Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen erster Ordnnng. H. J. Mel l in .  
Acta Math. XV, 317. 

Dreiecksgeometrie. 

329. Ueber die einem Dreiecke ein - und angexhriebenen Kreise und Kegelschnitte. 
A n d r .  M ü l l e r .  Grun. Archiv 2. R. X ,  300. [Vergl. Bd. XXXVI 
Nr. 47 und 411.1 

330. On the covariant geometrg of the triangle. F. M o r l e y .  Quart. Journ. math. 
XT(V 1% , ---. 

331. Dreiecksfichaaren, Parabelsrhaaren und Kegeluchnittbiischel, welche durch 
drei iihnliche Puriktreihen oder durch drei projectivische Strahlentiüschel 
erzcugt werden. W. S t c g e m a n n .  ürun.  Archiv 2. R. X, 225. 

Elasticitlt. 

332. On the lougitudinal vibrations of aeolotropic bars with one axis of material 
symmetry. C. C h r e  e. Quart. Journ. math. XXIV, 340. ; Vergl. Bd. XXXV - 
Nr. 411.r 

333. Sur l a  théorie de l'élasticité. H. P o i  n c a r  6 .  Compt. Rend. CXII, 914. 
334. On the fiexure of heavy beams subjected to contiriuona systems of load. 

K. P e a r s o n .  Quart. Journ. math.  XXIV, 63. 
335. Sur les expresaions des pressions dans un corps élastique homogène. B. ResaL  

Compt. Rend. CXlI, 911. 
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Elektricitat. 
336. Zur Construction der h-iveaulinien. P. C z e r  m a k .  Wien. Akad. Ber. XCIX, 51 1. 
337. Sur l a  théorie des oscillations hertziennes. B. P o i n c a r 6 .  Compt. Rend. 

CXI11, 615. 
a3s. Ueber elektrische Schwingungen in geraden Leitern. J. S t e f a n .  Wien. 

Akad. Ber. XCIX. 519. 
339. Sur l a  valeur d e  l a  tension électrostatique dans le diélectrique. L. d e  l a  

R i v e .  Com t Reud. CXIII, 429. 
340. Uetier die ~ e r a n j e k n g  elebtrostatischcr Xraftwirkungen durch eine leitende 

Wand. G. A d l e r .  Wien. Akad. Ber. XCIX, 61. 
341. Théorème relatif au  citlcul de la  résistance d'une dérivation. Ch. E d .  Gu i l - .  

l a u m e .  Compt. R,end. CXII, 213. 
342. Ueber die Theorie der oscillatorischen Entladung. J. S t e f a n .  Wien. Akad. 

Ber. XCIX, 534. 
343. Variation de  l a  force électromotfice des piles avec l a  pression. H. G i l -  

Li a u l t .  Conipt. Rend. CXII1, 465. 
344. Sur l a  théorie de l a  pile. P. 1) u h  em.  Compt. Rend. CXIiI, 536. 

Ellipse. 
345. Ueber die Variation der Parallelprojection einer Ellipse mi t  der Richtung 

der rojicireiiden Strahlen und mit  der Lage der Projectionsebene. 
Ph .  & e i n m e i s t e r .  . Brun. Archiv 2 R. XI 380. 

Vergl. Maxima und Minima 449. 

Elliptische Transcendenten. 
346. Ueber die complcxe Nultiplication der elliptinchen Functionen. L. K i e p e r t .  

Mathem. Annal. XXXIX, 145. 
317. A transformation in elliptio functions. A .  Cay 1 e y .  Quart. Journ. math. XXIV, 259. 
348. Complément à un problème d'Abel. B o u g a i e f .  Compt. Rend. CXIII, 1025. 
349. Sur 5 s  périodes des intégrales elliptiques. V. J a m e t .  N. ann. math. Ser. 3, 

.nn 
A, L Y S .  

350. Sur une classe d'équations modulaires. F. B r i o  s chi.  Compt. Rend. CXlI, 28. 
Yergl. Formen 354. Functionen 367. 

F. 
Formen. 

361. Théorèmes arithmétiques. H. M i n k o w s k i .  Compt. Rend. CXli, 209. [Vergl. 
Nr. 86.1 

352. Sur les formeli quadratiques à indéterminées conjuguées. E. P i c a r d .  
Mnthem. Annal. XXXIX, 142. 

353. On binary quadratic, forms with coinplex coefficients. G .  B. N a t  h e w  S. 

Quart. Journ. math. XXV, 289. [Vcrgl. Kr. 238.1 
354. Weierstrassian formulae applied to  the binary quartic and ternary cubic. 

H. F. B a k o r .  Quart. Journ. math. XXIV, 1. 
355. The associated concomitants of ternary forms. W.  E. B r u n y a t e .  Quart. 

Journ. math. XXV, 155. 
356. Die Invarianten dreier quaternaren quadratiachen Formen. F. M e r t  en  a. 

Wien. Akad. Ber. XCIX, 367. 
Vergl. Detcrminanten 308. 

Functionen. 
357. [Jeber das Axiom des Archimedes. O. S t o l z .  M a t h m .  Annal. XXXIX, 107. 
358. Siir la représentation approchée des fonctions. E. P i c a r d .  Compt. Rend. 

CXII, 183. 
359. Sur une généralisation des équations de l a  théorie des fonctions d'une 

variable complexe. E. P i c a r d .  Compt. Rend. CXII, 1399. 
360. Sur les fonctions périodiques de  deux variables. P. A p p e l  1. Journ. Mathém. 

Ser. 4. V1i. 157. 
361. Ueber ~ u n ~ t i o ~ & ~ & d c l i e  gewissen Functionalgleichungen genügen. W. W i r -  

t i n g e r .  Wien. Akad. Bcr. XCIX, 918. 
362. Ueber E'unctionen von zwei Veranderlichen und einem Satz des Herrn N o  t h e  r- 

A. Br i l l .  Nathem. Annal. XXXIX. 129. 
363. Sur une transcendante remarcruable trouvée Dar Mr. Fredholm. G. M i t  t a g .  

L e f f l e r .  Acta Math. xY, 279. 
- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



232 Historisch - literarische Abtheilung. 
_ Y _ W _ _ U _ Y _ _ Y _ U _ W _ _ ^ Y ~ ^ ^ ^ - ~  

Ueber den Zusammenhang der Facultatcn - Coefficienten mit  den Bernoulli- 
schen und Euler'schen Zahlen. F. R o g e l .  Grun. Archiv 2. R. X,  318. 

Sur les fonctions symétriques. W O r on  t z o f f. N. ann. math. Ser. 3, X, 325. 
Determiner un polynôme entier en x du septième degré f(x), sachant que 

f ( x ) + l  est divisible par (x-1)4 e t  f ( x ) - 1  par ( ~ + 1 ) ~ .  B a r i s i e n .  
N. ann. math.  Ser. 3 ,  X ,  212. - E. R o u c h 6  ibid. 214. - Ch.  B r i s ~ e  
ibid. 215. 

Ueber eine numerische Berechnung dor Argumente der oyklischen, hyper- 
bolischen und elliptischen E'unctionen. C. R un ge .  Acta Math. XV, 221. 

Sur le nombre e. V. J a m e t .  N ann. math.  Ser. 3 ,  X I  215. 
On the doubly periodic functions arising out of the curve x3 + yS - 3 as y=1. 

A. C. D i x o n .  Quart. Journ. math. XXLV, 167. 
Vergl. Abbildung. Abel'sche Transcendenten. Hestimmte Integrale. Deter- 

minauten. Differentialgleiçhungen. Differentialcluotient. ElliptischeTrans- 
cendenten Formen Gammatunctionen Qleichun~en. Hvnerellintischp ., L 

~'uiictioiie;i. ~ettei;briichc. ~u~el tùr ic t io i ien .  1.gg-aritr:rrieii. $lax:rna 
und Rliriima. l'otciitiul. Hcihen. Sul,otitutioncn. l'lictafunctionrn. Tcr.0- 
logie. Transformationsgruppen. 

a. 
Gammafunctionen. 

Sur la formale de  Stirling. G o m e z  T e i x e i r a .  N. a m .  math. Ser. 3 ,  XI 
313. E. R o u c h é  ibid. 315. [Vergl. Bd. XXXVI, NI. 344.1 

Vergl. Differenzengleichungen. 
Geodasie. 

Sur l'hypothèse du sph6roide e t  sur l a  formation de  l a  croûte terrestre. 
H. Yave.  C o m ~ t .  Rend. CXII. 69. 

De l'état actuel des iravaux géod6siques e t  topographiques en Russie. V e n u -  
koff .  Compt. flend. CXUI, 844. 

Dc la mesure du 5.2. parallèle cn Europe. V e n u k o f f .  Compt. Rend. CXiT, 612. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 390, 398. Metrologie. 

Qeometrie (descriptive). 
Intersection d'une droite avec un hyperboloide de révolution. S. R a v i e r .  

N. ann. math. Ser. 3 ,  X ,  29. 
Intersection de deux cônes. F. J. .M. N. ann. math.  Ser. 3 ,  X I  33. 

Beometrie (hohere). 
Von denRewegungennndUmlegangen. E. S t u d y. Mathem. Annal. XXXIX,441. 
Ueber Cremona-Transformationen in der Ebene, welche eine Curve enthalten, 

die sich Punkt  für Punkt selhst entspricht. K. D o e h l e m  a n n .  Mathem. 
Annal. XXXIX, 667. 

Ueber eiue aleobraischc Theorie der Schaarcn n ichtadiun~ir tcr  Berührunos- 
ciirven, Welche Lu einet alnebraischen Curve &hoyen. W. ~ e i i s .  
Wien. Akad. Ber. XCIX, 284. 

Sur m e  classe particulière de congruences de droites. C. G u i  c h a r  d. Compt. 
Hend. CXLI. 1424. A. P e t o  t ibid. CXilI. 841. 

Sur une propri&6 d'involution, commune à IL groupe plan de 5 droites et 
à un système de 9 plans. P. S e r r e t .  Compt. Rend. CXIII, 326, 387. 

Construction von Tangenten an  eini e hohere Ciirven mittelst Kegelschnitte, 
W. 1Lulf: Grun. Archiv. 2. 1i. %, 446. 

Th6orème de géométrie. T a r r  y. Compt. Rend. CXIi , 984. 
Sur les svstèmes evclioues. A. I l i  b a u c o u r .  C o m ~ t .  Rend. CXIII. 304. 324. 
~ i n f a e h e " ~ o n s t r u c 6 i o n ~ n  für eine Reihe von ~ n i c u r ~ a l c u r v e n  dritte; 0rdnung. 

LI. W i l l i g .  Grun. Archiv 2. IL. X ,  1. 
On twisted cubics. A. C. D i x o n .  Quart. Journ. math. XXIV, 30. 
On the identity of the nodes of a nodal ciirve of the fourth order with those 

of its a u h c  and oextic contravarianta. H. M. J e f f e r v .  Quart. Journ. - - 
math. XXIV, 2.70. 

12aumcurven sechster Ordnung vom Geschlechte 1. E m. W e y  r. Wien. Akad. 
Ber. XCIX, 932. 

Vergl. Imaginares. Kegelschnitte. Melirdimensionale Geometne. Ober- 
flachen. Oberflachen zweiter Ordnung. Topologie. 
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Geschichte der Mathematik. 

Sur des manuscrits à figures interessaut l'histoire de l'artillerie et  des arts  
mécaniques vers l a  fin du moyen age. B e r t  h e l o  t. Compt. Rend. CXLII, 715. 

Sur le jour de naissance (27. 1. 1701) de L a  Condau~ine. A. M a r r e .  Compt. 
Rend. CXLiI, 333. 

Sur les pyramides aux extrémites de  la base du PBrou de 1740. G. de Vaux.  
Compt. Bcnd. CXU, 33. 

Kotice sur le général lbaiiez + 29.11. 1891. J. B e r t r a n d .  Compt. Rend. 
C)XIr. 266. 
- - - - 7  

Histoire de l'appareil Ibafiez-Rrunncr. R u  d. W O 1 f. Compt. Rend. CXII, 370. 
Notice sur Wilhelm Weber 4- 23. VI. 1891. M a s  c a r t .  Compt.1Lend. CXIII, 105. 
Kotice sur P. P. Boileau i 1.1 i X. 1891. M. Lévy .  Compt. Rend. CXIII, 409. 

Vergl. Logarithmeri 443. Metrologie. 

Glsichnngen. 

D6monstration purement algébrique du théorème fondamental de  la théorie 
des équations. E. A m i g u e s .  Compt. Rend CXU, 212. 

Démonstration du théorème fondamental de  l a  théorie des équations. E. C a r -  
va l lo .  N . a n n . m a t h . S e r . 3 .  X,  109. / 

Théorème fondamental pour l a  résolution numérique des équations. E. C a r -  
v a l l o .  N. ann. math.  Ser. 3 ,  X, 429. 

Sur les éauations abéliennes. A. P e l l e t .  C o m ~ t .  Rend. CXII. 1196, 1249. 
On the cl~ssification of symmetric. functions. G:  B. M a t h  e w S. ' ~ u a r t .  Journ. 

math. XXV, 127. 
Ueber einen Satz der h6herenAlgebra. F. M e r t  eus .  Wien. Akad.Uer.XCIX, 907. 
Sur le nonibro des racines communes à plusieurs équations simultanées. 

E. P i c a r d .  Compt. Rend. CXUI,  356, 669, 1012. - L. K r o n e c k e r  
ibid. 1006. 

Vergl. Functionen 365. 

Hydrodynamik. 

Ueber den durch die Rotation der Erde bewirkten Seitendruck fiiessenùer 
Gewasser. E. O e k i n g h a u s  Grun. Archiv 2. R. X ,  96. 

Sur l'emploi des percu~sioos dans l a  théorie du mouvement d'un solide plongé 
dans un fluide. H. W i l l o t t e .  Journ.  Mathém. Ser. 4,  VII, 399. 

Sur le mouvement d'un vortex rectiligne dans un liquide contenu dans un 
prisme rectangle de  longueur indéfinie. A n d r a d e .  Compt. Rend.CXII,418. 

Essai de dynamique graphique pour l'étude des périodes de trouble dans les 
moteur6 hydrauliques. B. L é a u  té.  Compt. Rend. CXLI, 1033. 

Sur l a  manière dont les vitesses, dans un tube cylindrique d e  section circu- 
laire,  évasé à son entrée, Ee distribuent depuis cette entrée jusqu'aux 
endroits ou se trouve établi un régime uniforme. J. B o u s s i n e s q .  
Compt. Rend. CXll1, 9. 

Calcul de l a  moindre longueur que doit avoir un tube circulaire, évasé à son 
e~i t rée .  nour au'un réeime sensiblement uniforme s'v établisse. e t  de  l a  
déPen& de  charge eutraîne l'établissement de ce régime. 'J. B o  us  - 
s inesr1  Compt. Rend. CXIII, 49. 

Expériences eur len déversoirs. H. B a z i n .  Compt. Rend. CXIII, 122. 

Hyperbel. 

llreitheilung jedes Winkels mittelst einer festen Hyperbel. W. P a n z e r  - 
b i e t e r .  Grun. Archiv. 2. R. X ,  333, 441. 

Sur les normales menées d'un point ii une hyperbole. B a r i s i e n .  N. aun. 
math. Ser. 3, X,  251. 

Hyperelliptische Fnnctionen. 

Sur deux systèmes d'équations différentielles dont les fonctions hyperellip- 
tiques de première es &ce forment les intkgrales. F. C a s p a r y .  Compt. 
Eend. CYU, 1306. [$ergl. Nr. 546,  547.1 

Hist.-lit. Abth. d. Zeitsïhr. f. Math. ri. Phys. XXXVY, 6. 18 
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ImaginBres. 
412. Réalisation e t  usage des formes imaginaires en géométrie. Max .  M a r i e .  

N. ann. math .  8er .  3, X, 172, 276, 329, 373, 417, 459. [Vergl. Bd. XXXVI 
Nr. 402.1 

413. Sur l a  representation géométrique des  point^ imaginaires dans l'espace. 
P. Mo  l e n b r o c h .  N. ann. math. Ser. 3 ,  X ,  4%. - Grun. Archiv 2. R. 
X, 261. 

414. Ceber die geometrische Bedcutung der Formeln der spharischcn Trigono- 
metrie im Palle complexer Argumente. Fr. S c h  i l l i n  g. Math. Annal. 
SXXIx .  598 

415. On o r t h o r n ~ ~ ~ h o s i s .  A. C a y l e y .  Quart. Journ. math.  XXV, 203. 
Vergl. Formen 353. Mechnnik 457. Transformationsgruppen 535. 

a. 
Kegelschnitte. 

416. gtude géométrique des proprietés dea coniques d'après leurs définitionti. 
L. M a l e i x .  N. ann. math. Ser. 3, X, 37, 31, 125, 16.3. [Vergl.Bd. XXXVI 
Nr. 408.1 

417. Coniques inscrites dans un tr iangle donné e t  vues d'un oint donné sous un 
angle droit. M. L i r o u x .  N. ann. math. Ser. 3 ,  3, 264. -- L e m a i r e  
ibid. 267. - M a r c h a n d  ibid. 269. 

418. Coniques assujetties à diverses conditions. B a r i  s i en .  N. ann. math. Ser. 3, 
X ,  232. 

419. Cordes d'intersection d'une conique et  d'une circonférence, dont le centre se 
trouve sur une axe de  la conique. T.  C l u g n e t .  N. anri. math. Ser. 3, - x,  153. 

420. Sur un cercle remarquable qui passe par deux points fixes d'une conique. 
Genese .  N. ann. math. Eer. 3 ,  X,  318. 

421. Les cercles circonscrits aux triangles conjugués par rapport  à une conique 
fixe coupent orthogonalement un cercle fixe, concentrique à l a  conique. 
E. D u p o r c q .  N. ann. math.  Ser. 3 ,  X ,  140. 

422. Tangentea communes à deux coniques. J. S. C o l l i n .  N. ann. math. Ser. 3, 
x ,  302. 

Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 278. Dreieckgeometrie. Ellipse. 
Geometrie (hohere) 381. Hyperbel. Kreis. Parabel. 

Kettenbrüche. 
423. Sur la convergence des fractions continues simples. H. P a d &  Compt. Rend. 

CXu, 988. 
424. Sur quelques fractions continnes. S t i  e l  t j  e a .  Quart. J0.x-n. math. XXV, 198. 
425. Sur le développement de V R  en fraction continue. J. I l o l b u i a .  N. am. 

math. Ser. 3 ,  X, 134. 
426. Sur les fractions continues régulières relatives à P. II. P a d é .  Compt. Rend. 

CXn.  712. 
427. Sur rquelques int>égralea définies e t  leur développement en fractions continues. 

T .  J. S t i e l t j c s .  Quart. Jouru, math. XXlV, 370. 

Kinematik. 
428. Remaraues sur le dénlacement d'une fieure de  forme invariable dont tous 

l e i  plans passeni par  des points fi&. A.  M a n n h e i m .  Compt. Rend. 
CXII ,  283. [Vergl. Bd. XXXVI Nr. 422.1 

429. Transformation de  démonstration. A. M a n u h e i m .  Compt. llend. CSII, 475. 
[Vergl. Bd. XXXVI Nr. 422 u. 423.1 

430. On the kineinatics of a triangle of constant shape but varying size. F. N o r l e y .  
Quart. Journ. math. XXIV, 359, 386. 

Kreis. 
431. Die SI asche ron i ' s chen  Constructionen. A u g .  A d l e r .  Wien. Akad. Ber. 

XClX, 910 [Vergl. Nr. 592.1 
432. Application of Graasmann's Aiisdehniingslehre to  properties of circles. 

H o m e r s h a m  Cox. Quart. Jouru. math.  XXV, 1. 
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On the  problem of tactions A. C a y l e y .  Quart. Journ. math. XXV, i01. 
Cercle tangent à trois cercles donnés. V. H i o u x .  N. ann. math. Ser. 3, X, 399. 
Sur l'angle sons lequel se coupent deux circonfkences tangentes à une même 

droite. E. Grof ise tê t ,e .  N ann. math. Ser. 3 ,  X ,  201. 
Vergl. Dreiecksgrouietrie. Kegelschnitte 419, 420, 421. 

Krümmnng. 
Construction géométrique du centre de  courbure en un point d'une courbc 

rapportée à des coordouriéea polaires. H u s q u i n  d e  l l h é v i  l l e .  N. ann. 
math.  Ser. 3 ,  X ,  411. 

Sur le lieu des centres de  courbure d'une courbe gauche e t  sur les courbes 
gauches à courbure constante. P. A d a m .  N. ann. math. Ser. 3, X, 142. 

Zur Theorie der Krümmung der E'lachen. A. Voss.  Math. Annal. XXXIX, 179. 
Sur l a  courbiire des surfaces. E. C a t a l a n .  Acta Math. XV, 191. 

Kagelfunetionen. 
On L e g e n d r e ' s  coefficients. II, J. S h a r p e .  Quart. Journ. math. XXIV, 383. 

Logarithmen. 
Sur les approxiniations dans l e  calcul logarithmique. V l a d ,  P u c  h e w  icz .  

N. ann. math. Ser. 3 ,  X ,  393. 
Calculation of the hyperbolic logarithme of n to  thirty decimal places. J. W. 

L. G l a i ~ h e r .  Quart. Journ. math. XXV, 362, 381. 
Sur une Table de  logarithmes centésimaiix à 8 décimales. D e r r é c a g a i  x. 

Compt. Rend. CXLI, 277. 
Errata aux tables de  logarithmes de  S c h r h .  R.  ann. math.  Ser. 3 ,  X, 102, 189. 

lu. 

Magnetismus. 
Ueber eine Consequenz der P n i  s s o n - M  O so  t ti 'schen Theorie. G. A d l e r .  

Wien. Akad. Ber. XÇlX, 1044. 
Sur les pressions ti l'interieur des milieux magnétiques ou diélectriques. 

P. D u h e m .  Compt. Rend. CXII, 667. 

Maxima und Yinima. 
Die Maxima und Minima der Functioncn von mehrcren Veriiridcrlichen. 

O. S t o l z .  Wien. Akad. Der. XCIX, 495. 
Relation der Flachenwinkel des Tetraeders. R H o p p  e .  Grun. Archiv 2. R. . - 

X ,  102,  1 1 1 ,  020. 
Ueber die Ellipse v o n  kleinsten Umfango durch drei gegebene Punktc. 

V. v. D a n t f i c h e r .  Wien. Akad. Ber. XCIX, 10. 
Sur les surFacev miuirna limitées par  quatre crêtes d'un quadrilatère gauche. 

A. S c h o e n f l i e s .  Compt. Rend. CXII, 478 
Sur les équations de deux aurfaces minima périodiques, possédant l a  syiné- 

trie dc l'octaèdre. A .  S c h o e n f l i e s .  Compt. Itend. CXII, 615. 
Vergl. Mechanik 455. 

Mechanik. 
Gén6ra.lisation d'un théorème sur l'équilibre des siirfaccs fermées. Ch. R o b  e r  t. 

N. a m .  math. Ser. 3 ,  X ,  180. 
Sur le principe d'Huygeus. A. P o t i e r .  Compt. Rend. CXII, 220. 
Sur un problème d'analyse qui se rattache aux équations de la dynamique. 

R. L i o u v i l l e .  Compt. Kend CXII, 710. 
Die Resultirende als Maxima der Projectionen der Seitenkrsfte. V. T h a l l -  

m a y e r .  Grun. Archiv 2. R. X ,  310. 
Sur les intégrales di1 second degré dans les problènies de mécanique. 

B. L i o u v i l l e .  Coinpt. Rend. CXLII, 838. 
Sur les mouvements plans. L. L e e o r n u .  N. ann. math .  Ser. 3 ,  X ,  5.  
Le centre d'inertie et  les momeuts d'inertie d u  corps épicycloidal. Sv  e c h n i  - 

kof f .  N. ann. math. Ser. 3, X ,  385,  473. 
Sur lea petites oscillations d'un sjstème ~oi imis  à des forces perturbatrices 

périodiques. E. V i c a i r e .  Compt. Bend.pCXI1, 82. 
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460. Déformations homo ènes finies. Ihergie  d'un corps isotrope. U. Brillo 'uin.  
Cornpt. Rend. 8x11, 1600. 

461. Sur le mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe. R o  b e r j  O t. 
K. ann. math. Ser. 3,  X ,  365. 

462. Sur un problème de  mouvement relatif. M a r c h a n d .  Y. a m .  math. Ser. â, 
X, 321. [Vergl. Bd. XXXVI, Nr. 447.1 

483. Mouvement d'un poiut assujetti S ae mouvoir sur un paraboloide ayant lui 
même un mouvement de rotation. D e S a i n t  Q e r m  a i n .  N. ann. math. 
Ser. 3, X ,  616. 

464. Der freie Fall , berechnct aus dern Gravitstionsgesetze. Al. W a l  t e r .  Wien. 
Akad. Ber. XClX, 521. 

465. Sur le mouvement d'un double c6ne qui roule sur deux droites. A. d e  S a i n t  - 
G e r m a i n .  Corn t. Rend. CXII,  215. [Vergl. Bd. X X X V I ,  Nr. 424.1 

466. Pendu!e isocbrone. l 1 i p  Cornpt. Rend. CXLI. 177. 
467. Sur  un memoire d e  M. de  Sparre: Sur le pendule de Foucault: R e sa l .  Compt. 

Rend. CXII, 769. [Vergl. Bd. XXXVI, Nr. 453.1 
468. Nouvel appareil gyroscopique. G. S i r e .  Compt. Rend. CXII, 638. 
469. Note sur les poulies-volants. H. L é  a u t e .  Compt. Rend. CXU,  75. 
470. L c  vol dcs insectes étudi6 par  l a  photochronographie. X a r e  y. Coinpt. Rend. 

CXIlI ,  16. 
471. Emploi do la chronophotographie pour l'étude des npparcils destinés ti la 

locomotion aérienne. M a r e y .  Compt. Rend. CXIil ,  615. 
472. De l a  forme extérieure vérifiéc pa r  la chronophotographie des m i i d e s  de 

l'homme, dans ses rapports avec les mouvements exécutés G.  D e m e n y .  
Compt. Rend. CXUI, 657. 

Vcrgl. Akustik. Autronomie. Elasticitit. Elektricitat. Bydrodynamik. 
Kinematik. Magoetismus. Molekularphyaik. Nautik. Optik. Potential. 
Warmelehre. 

Mehrdimensionale Geometrie. 
473. Ueber die verschiedenen Formen von Gruppen, welche r beliebige Punkte im 

n-dimensionalen Raume bilden konnen. V. S c h l e  g e l .  Grun. Archiv 
2. B. X ,  283. 

474. Ueber die Clifford- Klein'schen Raumformen. W. K i l  l i  n g. Mathem. Annal. 
XXXIX, 257. 

Petrologie. 
475. Comparaison du mètre international avec le prototype des Archives. Bosscha .  

Compt. Rend. CXUI, 344. - W. Fo 1 s t  e r  ibid. 413. 

Molecularphysik. 
476. Sur  l'ex lication physique de l a  fluidité. J. B o u s s i n e s q .  Cornpt. Rend. 

C X ~ ,  1099. 
477. Théorie élastique de la plasticité et  de l a  fragilité des corps solides. M. B r i l -  

l o u i n .  Compt. Rend. CXII, 1051. 
478. Lois des chocs moléculairee. C e l l e r i e r .  Journ. Mathém. Ser. 4, VLI, 109. 
479. Sur uelques effet8 des tremblements de  terre. C e l l e r i e r .  Journ. Mathém. 

%er. 4 ,  V i i ,  271. 

480. Sur  l e  rendement des machines mannes e t  celui des hélices. Methode géo- 
métrique pour calcules le premier de ces rendements sans dynamomètre. 
A.  L e d i e u .  Cornpt. Rend. CXII, 926. 

Oberflachen. 
481. Uelier die geometrische Bedeutung der flLchentheoretischen Fi~ridamental- 

gleichungen. J. K n  O b l a u  c h. Acta Math. XV, 219. 
482. Sur  l a  théorie générale des surfaces courbes. A. 1C i b a u  c O ii r. Journ. Math. 

Ser. 4, \'II, 5 ,  219. 
483. Sur l a  théorie des surfaces applicables. J. W e i n g a r t e n .  Compt. Rend. 

CXII ,  607, 706. - E. G o u r s a t  ibid. 707. 
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Sur les surfaces de révolution applicables sur d'autres surfaces. A. A d a m .  
N. ann. math. Ser. 3 ,  X ,  18 . - -  

Ueber die spharische Darstellung der asymptotischen Linien einer Flache. 
R. H O D D ~ .  Grun. Archiv 2. R. X .  443. .. ~ ~ 

Sur les systèmes conjugués et  sur l a  deformation des ~urfaces.  E. Coss  e r  a t .  
Compt. Rend. CXIII ,  460. 

Sur les systèmes cycli ues e t  sur la déformation des surfaces. E. C o s s e r a t .  
Compt. Rend. C X ~ ,  498. 

Sur les systèmes conjugués à invariants égaux. G. K o e n i g s .  Compt. Bend. 
CXLII. 1022. 

Sur une classe de surfaces harmoniques. L. R a f f y .  Compt. Rend. CXiI, 424. 
Sur l a  déformation des surfaces spirales. L. R ,a f fg .  Conipt. Rend. CXiI, 850. 
Sur la détermination des surfaces spirales d'après leur élément linéaire. 

1,. R a f f y .  Compt. Rend. CXIJ, 1421. 
Sur les surfaces à çGn4ratrices rationnelles. L e l i e u v r e .  Compt. Rend. 

CxII[ .  fi%. ~. ~ -~ 

Des surfaces qui possèdent l a  symétrie courbe des systèmes de plans. S. M a n  - 
g e o t .  Compt. Rend. CXIi, 1497. 

Eine Gnttung windschiefer Fliichen. A. S u c  h a r  d a. Wien. Akad. Ber.XCIX, 549. 
Ueber Berührunoscurven und Hülltorsen der windschiefen Helikoide und ein 

dabei auftre'tendes zwei zweideiitiges Nullsystem. T h .  S c h m i d .  Wien. 
Akad. Ber. XCIX, 952. 

Quelqnes théorèmes de géométrie élémentaire. G. L e c h a l a s .  N. ann. math. 
Ber. 3 ,  X, 527. - 

Démonstration d'un théorème sur les normalies. H. A d e r .  N. ann. math. 
Ser. 3 .  X .  216. - ,  - - >  

~ e b e r - - h i n e  ncue Erzeugungsart der Fliichcn drit ter  Ordnung. G. K O hn.  
Wien. Akad. Ber. XClX, 683. 

Sur l a  surface desminue du auatrième ordre. G. H u m b e r t .  Journ. Mathém. 

Eeber die Éntstéhung organischer Cglindergebilde. K. F u c  h S. Wien. Akad. 
Ber. XCIX, 967. 

Vergl. Complanation Krümmung. Maxima und Minima 450, 451. Singu- 
1:~rititen. Thetafunctionen 547. 

Oàerfliichen zweiter Ordnnng. 
Sur la transformation par rayons vecteurs réciproques et  sur une génération 

mécanique des quadriques. S. L. R a v i e r .  N .  ann. math. Ser. 3, X, 371. 
Sur les quadriques inscrites dans un cane du second degré. G e n t y .  N. a m .  

math. Ser. 3.  X .  201. 
Surfaces de  sy&trih du troisième ordre d'une quadrique. S. M a n g e o  t. 

N. ann. math. Ser. 3 ,  X, 235. 
Intersection de deux quadriques. L. L é v  y. N. ann. math.  Ser. 3 ,  X, 65. 

[Vergl. Bd. XXXVI, Nr. 496.1 
Vergl. Analytische Geometrie des Raumese87. Geometrie (descriptive). Spharik. 

Optik. 
Sur l a  théorie de l a  lumière. C. R a v e a u .  Compt. Rend. CXII, 853. 
Ueber die Reflexion a n  einer Kugelfi&che. U. B i g l e r .  Grun. Archiv 2. B. 

x, 113. 
- - 

Extension aux pwudo-surfaces du théorème de Malus relatif à l a  marche des 
rayons lumineux. I s s a l y .  N. ann. math. Ser. 3 ,  X ,  190. 

Eine allgemeine Linsengleichung. M. M a n d l .  Wien. Akad. Ber. XCIX, 574. 
Sur la surface d'onde dans les cristaux. C. R a v e  a u .  Corn t Rcnd. CXII, 1056. 
Ueber Ma c-C u l  l a  g h's Differentialgleichungen fur  ~ i c g t s c h w i n ~ u n g e n  in 

sweiachsigen Crystallen und deren Verallgemeinerung. E. K o b o l d .  
Wien. Akad. Ber. XCIX. 826. 

On the magnitudes of conjubate ray velocities in a biaxis crystal and their 
inclination to  each othcr. W. IV  a l  t on .  Quart. Journ. math. XXV, 182. 

Compatibilite des loi8 de  la dispersion et d e  la double réfraction. E. C a r -  
v a l l o .  Compt. Bend. CXII, 521. 

Sur les anneaux colorés. M a s  c a r  t. Compt. Rend. CXII , 407. 
Sur une expérience récente, déterminant la direction de la vibration dans la 

lumière polarisée. A .  C o r n u  Compt. Rend. CXLI, 186, 365. - B. P o i  n -  
c a r 6  ibid. 325, 456. - A. P o t i e r  ibid. 383. - E. C a r v a l l o  ibid. 431. 
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515. Sur l a  polarisation rotatoire. E. C a r v a l l o .  Compt. Rend. CXIII, 846. 
516. Zur Theorie der Halbschattenpolarimeter. F. L i p p i c h .  Wien. Akad. Ber. 

XCIX, 695. 
517. Sur l'aberration. M a s  c a r t .  Compt. Rend. CXIII, 671. 
518. D6terminatiun de  l a  constante de  l'aberration. L o e w y  & P u i s e u x .  Compt. 

Itend. CXII, 549,  1089. 
Vergl. Electricitiit 337. 

Y. 
Parabel. 

519. Théorème sur la parabole. B a r i s i e n .  N. ann. math. Ser. 3 ,  X ,  246. 
520. Paraboles tangentes ?i des droites variables dans des points fixes. B a r i s i e n .  

N. ann. math.  Eer. 3 ,  X,  243. 
521. Sur le faisceau des paraboles qui passent pa r  un point donné et  qui ont une 

droite donnée pour directrice. B a r i s i e n .  N. a m .  math. Ser. 3, X, 228. 
Vergl. Dreiecksgeometrie 331. 

Plmimetrie. 
622. Ueber die mir Ansfiihrung geometrischer Constructionsaufgaben zweiten Grades 

nothwendigen Hilfsmittel. A u  g.  A d l  e r .  Wien. Akad. Ber. XCIX, 846. 
[Vergl. Nr. 451.1 

Potential. 
523. The potentials of ellipsoide of rariable densities. F. W.  D y s o n .  Quart. 

Journ. math. XXV, 259. 
624. Sur un problème de  Mr. Bruns. S o p h .  K O w a l e v s k i .  Acta Math. XV, 45. 

Bectification. 
523. Sur une courbe définie pa r  l a  loi de sa rectification. M. d' O c a g n e .  N. ann. 

math. Ser. 3 ,  X ,  62. 
Eoihen. 

526. Zur Theorie der sogenannten Convergenz-Kriterien zweiter Art. A. P r i n g  s - 
h e i m .  Nathem. Annal. XXXIX, 125. [Vergl. Bd. XXXV, Nr. 680.1 

527. Sur la convergence de quelques séries. K.  C a h  en. N. ann. math. Ser. 3, X, 453. 
628. Sur un d 6 ~ e l ~ ~ ~ e m e n t ' d e s q u a n t i t é s  niimériqiies qui présente quelque analogie 

avec celui en fractions continues. E. C a h e n .  N.  ann. math.  Scr. 3, X, 608. 
m 

529. Sur la série Z n s  un. E. C a h e n .  N. ann. math. Ser. 3 ,  X ,  476. 

530. Formule des différences et  formule d e  Taylor. E. C a r v a l l o .  N. a m .  math. 
Ser. 3 ,  X ,  24. 

531. Eine bemerkenswerthe Identitat. F. R o g e l .  Grun. Archiv 2.  R. X ,  110. 
532. Ueber die Reihenumkehrung. 0. J e i e k .  Wien. Akad. Ber. XCIX, 191. 

533. Expansion in a series of (1 + x ) y .  E. C. H u d s o n .  Quart. Journ. math.XXIV, 233. 
534. Transformationen der Potenxreihen ganzer und reciproker Zahlen. P. R o g e l .  

Grun. Archiv 2 B. X,  169. 
635. Expreusion du nombre x par  une série très convergente. F. L u c a s .  Compt. 

Rend. CXLI, 1050. 
536. On the surn of the inveree prime uiimbers. J. W. L. G l a i s h e r .  Quart. Journ. 

math.  XXV, 369. 
637. On the  sums of the  invcrsc powers of thc  prime nunibers. J. W.  L. ü l a  i s h e r .  

Quart. Joum. math. XXV, 33U. 
1 1 1 1  1 

538. On the series r -- - + - + - - - - . . . J .  W. L. G l a i s h e r .  Quart. Journ. 
J 5 7 11 13 

math. XXV, 375. 
Vergl. Astronomie 2 9 0 ,  291. Bestimmte Integrale 301. Zahlentheorie 676. 

Bingularitaten. 
539. The theory of the  singularities of surfaces of revolution. W. P. W o r k m a n .  

Quart. Journ. math. XXV,  89. 
Vergl. Geometrie (hohere) 378,  3 8 4 ,  386. 
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540. Sur une sphère variable touchant deux sphères donn6es. M a r c h a n d .  N. ann. 
math. Ser. 3 ,  X ,  322. 

Vergl. Analytische Geornetrie des Raumes 286. 

Stereometrie. 
541. Ueber congruente Raumtheilungen. V. S c h l e g e l .  Gruu. Archiv 2. R. X, 154. 

Substitutionen. 
542. Weitere Untersuchungen über automorphe Gruppen solcher linearen Substitu- 

tionen einer Variabeln, deren Coefficienten Quadratwurzeln ganzer Zahlen 
enthalten. R. F r i c k e .  Mathem. Aiinal. XXXIX, 6-2. (Vergl.Nr.237.1 

643. On possible groups of substitutions tliat can he formed with three,  four, 
five, six and seven letters respectively. E. H. A s  k w i t h .  Quart. Journ. 
math. XXlV, 111. 

544. On groups of substitutions that  cau be formed with eight letters. E. H. A s k -  
w i t h .  Quart. Journ. math. XXlV, 263. 

545. On the substitution groups for two, three, four,  five, six, seveu, and eight 
letters. A. C a y l e y .  Quart. Journ. math. XXV, 71, 137. 

T. 
Thetafunetionen. 

546. Sur une méthode Blémentaire pour établir les équations différentielles dont 
les fouctious thêka forment les int6grales. F. Ca  s p  a r  y. Cornpt. Hend. 
CXII, 1120. 

547. Sur les deux formes sous lesquelles s'expriment, a u  moyen des fonctions 
thêta de deux arguments, les coordonnées de 1 s  surface du quatrième 
degr6, décrite our les sommets des cônes du second ordre qui passent 
par six pointtl fonnés. F. C a s p a r y .  Cumpt. Rend. CXII, 1356. 

Topologie. 
548. Ueber R i e m  ann'sche FliLcheii mit gegebenen Verzweigungspunkten. A. H u r -  

w i t z .  Mathem. Annal. XXXIX, 1. 
549. Map - colour theorem. P. J. H e a w  oo d. Quart. Journ. math. XXIV, 332. 
550. Die Theorie der regularen Graphs. J u l .  P e t e r s e n .  Acta Math. XV, 193. 

Transformationsgruppen. 
551. Ueber cotinuirliche Transformationsgruppen, L. M a u r e  r. Mathem. Annal. 

XXXIX 409. 
552. Sur une apbliçation des groupes de M. Lie. L. A u t o n n e .  Compt. Rend. 

cxn, 670. 
553. Sur les intégrales algebriques de  l'équation di5Brentielle du premier ordre. 

L. A u t o n n e .  Compt. Rend. CXlII, 638. 
554. Sur les equations différentielles linéaires. E. Ves  s i o  t. Compt. Rend. CXII, 778. 
555. Zurücki'iihrung complexer Zahlen auf typische Forrnen. G. S c h  ef'f e rs. 

Mathem. Annal. XXXIX, 293. 
Vergl. Absulute Geometrie. 

Trigonometrie. 
556. On certain analogous properties of the  circurnscribed and inscribed quadri- 

lateral aud pentahedron. H. M. J a f f e r g .  Quart. Journ. math. XXV, 336. 
Vergl. Imaginares 404. Maxima und Minima 448. 

m. 
WLLrmelehre. 

557. Beitrag zur mechanischen Wiirmetbeorie. V. v. L a n g .  Wien. Akad. Ber. 
XCIX, 899. 

558. Ceber die Schwingungen periodisch erwarmter Luft. M. M a r g u l e s .  Wien. 
Akad. Ber. XCIX, 204. 

559. Ueber eine allgemeine Porm der Zustandsgleichung. E. K O b a l d .  Wien. 
Akad. Ber. XCIX, 817. 

560. Abaissement du plan d'eau dans un corps cylindrique horizontal. H a t o n  d e  
l a  G o u p i l l i è r e .  Compt. Rend. CXII, 1036. 
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561. Z n r  T h e o r i e  d e r  Dnmnfsaannune. G. J L s e r .  Wien. Akad. Ber. XCIX. 679. 
562. S u r  la d u d e  d e  i ' é v a ~ o r h i o n  d ine  les g&6rateurs. H a t o n  d e  -la ~ o i ~ i l .  

l i è r e .  Compt. Rend. CXII, 977. 
563. U e b e r  d i e  Abhangigkei t  dea specifiachen Volunieus geaattigter Dimpfe von 

d e m  suecifischen Volumen der zueehorieen Plüssiekeiten und der Tem- 
peratu;. G u s  t. J i ige r .  Wien. ~kYad. G r .  XCIX,  "1028. 

564. S u r  u n e  représenta t ion  géométrique e t  une formule de la loi d'écoulement 
d e s  g a z  parfa i t s  à travers les orifices. H. P a r e n t y .  Compt. Rend. 
CXUI,  184. 

565. S u r  l e s  dimensions e t  l a  forme de  la section d'une veine gaÿeuse, où règne 
la contrepress ion limito pendant l e  débit-limite. P a r e n t  y. Compt. Rend. 
CXLII ,  5 9 i .  

566. S u r  l e s  modifications de  i'adiabatisme d'une veine gazeuse contractée. H. Pa- 
r e n  t y. Compt.  Rend. CXIII, 791. 

Wnrzelgrossen. 
567. U e b e r  d i e  a n g e n i i h e ~  te  narstellung der Irrationalzahlen durch rationalo Bruche. 

A.  H u r w i  tz. Mathem. Annal. XXXIX. 279. 
568. S n g e n i i h e r t e  ~ e r e k h n u n ~  von ~ u r z e l ~ r o s s e n  'nebst Anwendungen. V. Tha!l. 

ma y er. Grun. Archiv 2. II. X ,  32. 
569. L u m  R a t i o n a l m a c h e n  der Nenner. E d .  J a n i s  ch .  G r i m  Archiv 2. R. XI 420. 

Vergl .  Ket tenbrüche 425. 

Zahlentheorie. 
570. S u r  la dis t r ibut ion  des nombres premiers. B. P o i n  c a r 6  Compt. Rend. 

CXUI,  819. 
571. Z u r  T h e o r i e  d e r  Congruenzen mit mehreren Unbekanuten. L. Gegenbauer, 

W i e n .  Akad. Ber. XCLX, 790. 
572. Z u r  T h e o r i e  d e r  hoheren Congruenzen. F. R o  g el.  Grun. Archiv 2. R. X, 84, 
673. S u r  une classe d e  nombres complexes. A.  M a r k  off.  Compt. Rend. CXD, 

780. 1049. 1123. 
574. O n  the gene ra l i s a t i on  of a theorem of Gauss and its application. M. Mandl. 

Quart. Journ.  math.  XXV, 287. 
575. U e h e r  e i n e n  ari thmetischen Satz von Hermite. L. G e p e n  b aoer .  Wien, 

Akad. Ber. XCIX, 387. 
- 

576. D a r s t e l l u n g  zahlentheoretischer Functionen durch trigonometrische Reilien. 
F. H o g e l .  Grun .  Archiv 2. R. XI 62. 

V e r g l .  Fo rmen .  
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V o r w o r t .  

In den Jahreu 1871 und 1872 erschien zu Leipzig in 2 %anden (der 
2. Rand enthalt Anmerkungen und Register) das bio- und bibliographische 
Handbuch des A b d ' l - F a r a $ s c h M u h a m m e d  ben  I s h â k ,  bekannt unter dem 
Namen I b n  A b î  Ja 'kûb an -Nad î in  (seine Lcbcnszeit ist nicht sicher anzu- 
geben, er schrieb den Hanpttheil seines Buches irn Jahre d. H. 377  (987 

p. Ch.)), betitelt: K i t  ab  a l - P i h r i s  t (Buch des Verzeictiriisses), herausgegeben 
von G u s t a v  F l ü g e l :  nach dessen Tode besorgt von J o h .  R o d i g e r  nnd 
A u g u  s t Nü l l e r .  Dieses Buch enthalt biographische (diese meistens sehr kurz) 
und bibliographische Notizen über eine grosse Zahl von Autoren der ver- 
schiedensten Wissensgebiete und Nationalitaten (Inder, Babylonier, Perser, 
Grieclien, A r a b e r  etc.) und ist in 10 Hauptabtheilungeu, jede mit mehreren 
(2-8) Unterabtheilungen, nach den verschiedenen Wissenszweigen geordnet, 
getheilt. Was den Inhalt der einzelnen Abtheilungen anbetrifft, so muss 
ich den Leser auf Flügels Besprechung des Fihrist in der Zeitschrift der 
deutschen morgenl8,ndischen Gesellschaft (Bd. 13 p. 559-650) verweisen; 
ftir uns kommt hier nur die 7. Hauptabtheilung mit drei Unterabtheilungen 
in Betracht, von denen die erste die Logiker und Raturphilosophen, die 
xweite die Mathematiker, Astronomen, Mechaniker etc., und die dritte die 
Aerzte behandelt. - Uieses Werk ist desshalb von so grosser Wichtigkeit 
für die Literatur- und Culturgeschichte der Araber, weil es die alteste 
Quelle dieser A r t  ist (Ibn Kutaibas Handbuch der Geschichte ist circa 
100 Jahre alter, enthalt aber nur wenige literarische dngaben) und alle 
spateren Literarhistoriker der Araber, wie Ibn al-Kuftx, Ibn  Challik;in, Na- 

wawî, Ibn Ab1 'Usaibia, Hâdschî Chalfa und Andere mehr oder weniger 
aus ihm geschopft haben. Neben Fltigel haben bis auf diese Zeit schon 
eine Reihe von Gelehrten diese wichtige Quelle vor und nach ihrer Druck- 
legung z u  historischen Studier benutzt, so de Sacy, Quatremi?re, Reinaud, 
Woepke, Hammer-Purgstall, Chwolsohn, Steinschneider etc. Andere wieder, 
wie Hankel, bedauerten, dasselbe wegen Unkenntniss der arabischen Sprache 
nicht benutzt haben zu ktinnen, und Letzterer drückt den Wunsch aus, 

1 * 
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b = ein franzosisches z des oberen Gaumens mit Nachdruck auszu- 
sprechen ; = ' ist ein Guttural, der f i r  uns im Anfang und am Ende 

eines Wortes ohne Bedeutung ist, zwischen zwei Silbcn aber anzeigt, dass 
dieselben scharf getrennt ausgesprochen werden. 

Der franztisische Cirüumflex ("). tiber einem Vocal deutet seine Lange 
- an. Was die Betonung anbetrifft, so merke man sich, dass, wenn ein mor t  

eine Silbe mit langeni TTocal oder eine durch Position lange Silbe hat, der 
Ton auf dieser ruht, doch hat der lange Vocal im A u s l a u t  n i e  den Ton; 
also liegt der Accent in Chasîb auf dern i, in 'Utârid auf dem a, in Nu- 
hammed auf dem a; dagegen in Abu, 'Ali, Jahjâ etc. auf der ersten Silbe.*) 
Hat ein Wort mehrere lange Vocale, oder solche und Positionslangen, so 
liegt der Ton auf der letzten Lange, so in Chowârezml auf dem el  in 
Nùbacht auf dern a ,  in Manfifir auf dern u ,  in Nac;râni auf dem a. Hat 
das Wort gar keine lange Silbe, so rückt der Ton im Allgemeinen so weit 
nach vorn als mtiglich, also bei dreisilbigen auf die ersto Silbe. 

Was die Anmerkungen anbetrifft, so hielt ich es für zweckmassig, 
von der Hinweisung auf die vorhandenen lateinisühen Uebersetzungen ara- 
bischer Werke Umgang zu nehmen (mit wenigen Ausnahmen), denn das 
Xaterial für die Anmerkungen a a r e  dadurch zu einem schwer eu bewal- 
tigenden angewachsen; ich verweisc den Leser hieftir auf die Schriften 
Wenrichs, Wüstenfelds und Steinschneiders. 

Zum Schlusse will ich nicht unterlassen, Hrn. Dr. phil. Hausheor in 
Zürich meinen besten Dank auszusprechen für die Hülfe, die er mir bei 
der Erklaning einiger sprachlich schwieriger Stellen entgegengebracht hat. 
Trotz sorgfaltiger Arheit aber war es nicht zu vermeiden, dass der Leser 
hie und da noch auf ein Fragezeichen stossen, oder in den Anmerkungen 
unsichere Conjectui-en treffen wird; es bezieht sich dies einerseits auf 
Namen von Autoren, deren richtige Transscnption nicht festzusteklen ist, 
und andrerseits auf Büchertitel, aus denen kein Schluss auf den Inhalt zu 
ziehen ist, oder die keinen verstandlichen Sinn ergeben; doch darf ich hin- 
zufügen, dass ich, was das erstere anbetrifft, die Fragezeichen des Heraus- 
gebers um keine neuen vermehrt habe, dass ich aber in Bezug auf das 
letztere vielleicht da und dort einiges Licht in unklare Stellen hinein- 
gebracht habe, die Denjenigen Verlegenheiten bereiten mussten, die mit 
dern wissenschaftlichen Stoff, um den es sich handelt, nicht genügend ver- 
traut waren. 

- -- 

*) Eine sçheinbare Ausnahme von dieser Regel machen Wafâ und 'Alâ, die 
den Accent auf der Schlusssilbe haben, weil aie im Arabischen mit dern Conso- 
nanten (Spiritus lenis) Hamza schliessen, der in der Transscription weggelassen wird. 
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Verzeichniss d e r  gebrauchten  Abkürzungen.  

Abulphar. = Sbulpharajii IIistoria dynastiarum, edid. arab. et lat. vert. 
Ed. Pocockius. Oxon. 1672. 

Casiri = Dibliotheca arabico-hiçpana escurial. Edid. Casiri, Uatriti 
1760-1 770. 

Dorn = Drei in der k. Bibl. z_u St. Petersburg befindliche astro- 
nomische Instrumenta mit arabischen Inschriften von 
B. Dorn. (Mém. de l'acad. imper. de St. Pétersb. Tome IX 
No. 1.) 

Flügel, A. od. - 1 Zweiter Band von Flügels Ausgabe des Fihrist, welcher 
Fihrist, A. ) -  die Anmerkungen und Register enthiilt. 

H. Ch. = Lexicon bibliogr. et encyclop. a Haji Khalfa (Hadschl 
Chalfa) compositum. Edid. et lat. vert. G. Flligel. Leipzig 
1835-58. 

Tbn a,l-K. = T~rtr'tch al-Hukamà (Chronik der Gelehrten) von Ibn al- 
K d t r  (noch nicht berausgegeben, ich citiere nach Flligel 
die Wiener Handschrift No. 1161). 

Reinaud = M h o i r e  géograph. histor. et scientifique sur l'Inde, par 
M. Reinaad. Paris 1849. 

Wenrich = Wenrich, de auctorum graecor. versionibus et coiiliilentar. 
s p .  arab. etc. commentatio. Lips. 1842. 

Wüstenfeld = Geschichte der arabischeri Aerzte und Naturforscher, von 
Ferd. Wüstenfeld. Gottg. 1840. 

Z. D. M. G. = Zeitschrift der deutschen morgenlandischen Gesellschaft. 
Z. f. 31. Ph. = Zeitscbrift für Mathematik und Physik, von Schl6milch, 

Kahl und Caritor; hist.-literar. Abtheilung. 
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Das siebente Bnch des Fihrist. 

E s  enthiilt die Geschichten der Philosophen und der alten Wissen- 
scbaften*), und die Schriften, die auf diesen Gebieten verfasst worden sind, 
und zerfdllt i n  drei Untcrabtheilungen. 

1. Unterabtheilung. 

, Uebor die Naturphilosophcn und Logiker, die Titel ihrer Schriften, 
deren Uebersetzungen und Commentare, tiber das was noch von ihnen vor- 
handen kt, was von ihnen erwahnt wird, aber nicht mehr vorhanden ist, 
und was einmal vorhanden war,  dann aber verloren gegangen k t .  

[Nach einigen einleitenden Capiteln liber die Verschiedenartigkeit der 
Wissenschaften, woher dieselben zuerst gekommen seien, wie sie sich ver- 
breitet haben, durch wen sie im Islam hauptsachlich Eingang fanden, über 
die Uebersetzer aus vel;schiedenen Sprachen ins Arabische etc., komuit er 
zum eigentlichen Gegenstand mit dem Capitel] : 

D o r  E r s t e ,  w e l c h e r  s i c h  m i t  P h i l o s o p h i e  b e s c h a f t i g t  h a t  

[Diciser war nach den Einen Thales, nach den Andem Pythagoras, 
der Verfasser der goldenen Spriiche, so genannt, weil Galenos aus Hoch- 
schatzung flir sie dieselben mit Gold niedergeschrieben habe. - Dann 
kommt eine grossere Abhandlung iiber]: 

[Am Schlusse derselben 
die Elemente der Geometrie, 

P l a t o n .  

wird von ihm angeftihrt]: Das Buch tiber' 
tibersetzt von KustB.**) 

*) Darunter sind dirjenigen verstanden, mit denen sich schon die alten 
Volker, insbesondere die Griechen, beschaftigt haben, namlich Mathematik, Astro- 
nomie (Astrologie und Alchernie) und Medicin. 

*) Hier lie& wohl eine Verwechslung des Verfassers des Fihriot vor: Kustâ 
hat, wie in dcr III. Unterabtheilung (Acrzte) zu lesen ist, eine eigene Abhandlung 
unter diesem Titel geschrieben. 
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A r i s t o t e l e s .  

[Nachdem sein Lebcn und dio logischen Schriften behandelt sind, geht 
der Verfasser zu Folgenden über] : Die P h  y s i k (auscultationes physicae), 
mit dem Commentar Alexanders (von dphrodisias),  enthi l t  acht Bucher. 
Muhammed ben Tshâk sagt: Von dem Commentar Alexanders zurn ersten 
Buch des Aristoteles seien zwei 13licher vorhanden, das zweite jedoch nur 
zurn Theil, dicse wurden übersotzt von Abû Rauh,  dem Sabier, welche 
Uebersetzung verbessert wurde von Jahjh ben ' M n ;  vom Commentar zurn 
zweiten Buche ex i~ t ie r t  ein Buch, welches von Hunain aus dem Griechischen 
ins Syrische tibersetzt worden is t ,  und aus dem Syrischen ins Arabische 
von Jah jâ  ben 'Adî; zum dritten Buche findet sich kein Commentar vor, 
dagegen drei Rücher des Commentars zurn vierten Huche, jedoch das dritte 
n u r  unvollstiindig bis zu den Worten ,,über die Zeit"; diese wurden über- 
sotzt von Kustâ, die bekanntere existicrendo Uebcrsotzung aber is t  diejcnige 
von ad-Dimischkn; zum ftinften Buche der Physik schrieb Alexander einen 
Commentar in  einem Buche, iibersetzt von Kusta ben Liikâ; zum sechsten 
Buche schrieb er einen Commentar in einem Buche, der etwas m e k  als 
zur Hilf te  vorhanden ist;  ebenso existiert ein Commentai zum siebenten 
Ruche in einem Buche, übersetzt von Kus!â; von einem solchen zurn achten 
Buche sind nur  wenige Dlatter vorhanden. 

Die Physik wurdo auch commentiert von Jokpnnes dem Grammatiker 
(Philoponos) aus Alexandria. Xuhammed ben Ishàk sagt: Was  von diesem 
Werke Kustâ, übersetzt hat,  ist in  unterrichtender (belehrender) Forma, und ' 

was 'Abdalmasîh ben Ngima iibersetzt hat,  ist nicht in dieser Form; Kusta 
übersetzte die vier ersten Biioher, und Ibn Nâ'ima die vier letzten. 

Die Physik m ~ r d e  noch von verschiedenen anderen Philosophen com- 
mentiert. E s  existiert ein Commentar des Porphyrios z u  den vier ersten 
Büchern, übersetzt von Rasilios (?). Einen Commentar dos Themistios über- 
setzte Abû Bischr Mattâ ins Syrische, ein Theil des ersten Buches der 
Uebersetzung is t  noch vorhanden. Abû Ahmed ben Karnrb commentierte 
einen Theil des ersten Buches und einen Theil des viei-ten bis eu den 
Worten ,,über die Zeit". Ebenso cummentierte Tâbi t  ben Kurra einen 
Theil des ersten Buches und Ibrahlm ben as-Salt übersetzte das erste Buch: 
ich habe eine Abschrift dieser Uebersetzung von Jahjà  ben 'Ad1 gesehen. 
Auch Abû'l-Faradsch Kadàma ben Dschdfar ben Kadâma commentierte 
einen Theil des ersten Buches der Physik. 

Dio Schrift ü b e r  d e n  H i m m e l  u n d  d i e  W e l t .  Sio enthalt vier Bücher 
und wurde übersetzt von Ibn al-Batr ik,  welche Uebersetzung dann ver- 
bessert wurdo von Hunain. Ebenso übersetzte Abii Bischr Matta einen 
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Theil des ersten Buches. Alexander von Aphrodisias commentierte von 
diesem Werko einen Thcil des crston Buches und Themistios das ganze 
Werk; diesen Commentar übersetzte oder verbesserte Jahjb ben 'Ad1 im 
Vercin mit Hunain - von diesem sind die 1 6  Fragen (Quaestiones) -. 
Es existiert auch ein Commentar von Abh Zaid al-Balchî zum Anfang dieses 
Werkes, verfasst für (d. h. irn Auftrag von . . ., auch gewidmet dem . . .) 
Abû Dscha'far al- Chjzin. 

U e b e r  d i e  h i rnml i schen  E r s c h e i n u n g e n  (Mete~rolo~ie).  Hievon ist 
ein grossor Commontar vorhanden von Makidoros*), welcher übersetzt worden 
ist von Abii Bischr Matta, aus diesem hat at-Tabari einen -4uszug gemacht. 
Alexander von Aphrodisias schrieb ebenfalls einen Comrnentar, der zuerst 
direct ins Arabische tibersetzt, und erst spater durch J a h j j  ben 'Adî aus 
dem Syrischen ins Arabische tibertragen worden ist. 

Das R u c h  ü b e r  den  Spiegel*"), übersetzt von al-Hidschâdsch ben 
Matar.' \ . 

T h e o p h r a s t o s .  

E r  war einer der Schüler des Aristoteles und ein Sohn seiner Schwester, 
und einer von denen, welchen Aristoteles sein Erbe (geistiges) anvertraute, 
er folgte auch diesem nach dessen Tode auf dem Lehrstuhl. E r  schrieb 
[unter Anderem]: Ein Buch über die Meteore. 

P r o k l o s  Diadochos ,  

der Platoniker. E r  schrieb [unter Anderem]: Veber die Definitionen der 
Elemente der Physik.' Ueber den Theil, welcher nicht getheilt werden 
kann.' Das Buch der kleineren Elernente.' 

A l e x a n d e r  v o n  Aphrod i s i a s .  

Er schrieb [unter Anderem]: Widerlegung derjenigen, welche be- 
haupten, dass Niühts aus Nichts entstehen küme (wortlich: dass Nichts 
entstehe ausser aus Etwas). Ueber die Gesichtswahrnehmungen, dass diese 
namlich nicht stattfinden konnen ohne Strahlen, die vom Auge ausgesandt 
(zerstreut) werden, und Widerlegung derjenigen, welche die Aussendung 
der Strahlen behauptea4 

P o r p h y r i o s .  

E r  lebte nach Alexander (v. Aphrod.) und Galenos und vor Ammonios, 
war aus Tyrus gebtirtig; er commentierte die Schriften des Aristoteles und 

*) 1st eine oft genannte, doch nicht eicher zu stellende Personlichkeit, und 
heisst auch biswoilen Amkidoroe. 

**) Wahrscheinlich eine Verwechslung mit der Eukleidischen Optik oder 
Katoptrik (de speculis). 
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sçhrieb überdies [unter Anderem]: E in  Ruch über die Elemente.' Ueber 
die Geschichten der Philosophen; ich sah von diesem Werk das vierte 
Buch in syrischer Sprache. 

W a s  von seinen Schriften vorhanden ist,  habe ich gelesen in einer 
~ b s c h r i f t  des Jahja  ben 'Ad?, niimlich den Commentar zu der Abhandlung 
des Aristoteles tiber die E6fe und Regenbogen (ein Theil der Neteorologie), 
übersetxt von Tâbit  ben Kurra. 

J a h j h ,  d e r  G r a m m a t i k e r  ( J o h a n n e s  P h i l o p o n o s ) .  

E r  schrieb [unter Anderem]: Das Ruch, welches darüber handelt, dass 
joder K6rper begrenzt (endlich) sei, und dass also auch seine Kraft 
(Wirkung) eine begrenzte sei. 

[Der Verfasser erwahnt nun eine weitere Reihe von Naturphilosophen, 
theilweise die blossen Namen, unter diesen befindet sich unter Andern]: 

T h e o n ,  

dei. Platoniker. E r  schrieb ein Buch tiber die Anordnung des Lesens der 
Platonischen Schriften und die Namen (Titel) dessen, was er verfasst hat.' 

Abu Jusuf Ja'kub ben Ishâk ben as - Sabbâh ben 'Imrân ben I smi î l  
11en Muhammed ben al-Aschrat_ ben Kais al-Kindi ben &'di Karib ben 
Mu'awwija ben Dschabala ben 'Adi ben Rabfa  ben Murawwija ben al-Harit 
ben Murawwija ben Kinda ben Taur  ben Nurattir ben 'Adi ben al-Hiri! 
ben Murra ben Udad ben Zaid ben al-Hamaisa ben Zaid ben Kahlin ben 
Sabâ ben Jaschdschiib ben Jdrub.*) - E r  war der Vortrefflichste seiner 
Zeit und einzig dastehend in der Kenntniss der alten Wissenschaften ins- 
gesamrnt; er wurde der Philosoph der Araber genannt; seine Schriften 
handeln über die verschiedensten Wissensaweige, wie die Logik, die Philo- 
sophie, die Geometrie, das Rechnen, die Arithmetik, die Musik, die Astro- 
nomie und Anderes. E r  war geizig. W i r  haben ihn unter die Natur- 
philosophen eingereiht, weil wir ihn wegen seiner bevorzugten Stellung in 
der Wissenschaft so frtih als moglich e m a h n e n  wollten, wir werden aber 
auch seine sammtlichen Schriften in  den übrigen Disciplinen anfiùhren. 

*) Ich habe mich in dieser üenealogie genau an den von Plügel veroffeut- 
lichten Text des Fihrist gehalten, in der Abhandlung Flügels über Al-Kindî (Ab- 
handlg. f. d. Kunde des Morgenlandes, Bd. 1, Heft 2) kommen einige Abwei- 
chmgen vor. 
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[Enter den zuerst angeführten philosophischen Schriften befindet sich]: 
Die Abhandlung dartiber, dass die Kenntniss der Philosophie nur  durch 
die mathematischen Wissenschaften erreicht werden  ka^. 

Die arithmetischen Schriften.*) 

Fünf Bücher Einleitung in die Arithmetik. Vier Bücher über den 
Gebrauch der indischen Rechnungsweise. Ueber die Erklarung der Zahlcn, 
die Platon in seinem Buch rom Staate erwahnt. Ueber die Zusammen- 
setzung der Zahlen. Uebcr die Einheit mi t  Rücksicht auf die Zahl. Ueber 
die Auffindung des Verborgenen und Geheimen. Ueber die Weissagung 
aus dem Vogelflug und das F&lsteüheng mit Rücksicht auf die Zahl. Ueber 
die Linien und das M~~ltiplicieren mit der Zahl der Gerstenkiirner (?). Ueber 
die hinzugefügte (in Verbindung gebrachte)1° Quantitat. Ueber die zeit- 
lichen Verhaltnisse (Proportionen).'' Veber die Zahlenkiinststücko und die 
Kunst, sie zu ersinnen (zu ergründen).12 

Gchriften über die Kugel. 

Abhandlung dartiber, dass die Welt  und Alles was darin ist (d. h. die 
Flimrnelsk6rper) Kugelgestalt hat. Ueber die Erklarung ( E r l ~ u t e r n n ~ )  des 
Satzes, dass alle primitiven Substanzen (Elemente, Btome) und die letzten 
KOrper (d. h. die zusammengesetzten, grossen Weltk6rper) nur  kugelfcirmig 
sind. Abhandlung dartiber, dass die Kugel die grtisste der B6rperlichen1 
der Kreis die grtisste der ebenen Figuren sei. Abhandlung darüber, dass 
die Oberflache des Meeres spharisch sei. Ueber die ebene Darstellung der 
Kugel (Planisphaerium). Ueber die sphsrisühen Figuren. Ceber die Con- 
struction des Zenithes (Poles) auf einer Kugel. Ueber die Construction 
und den Gebrauch der Armillarsphare mit sechs Ringen. 

Sühriften über die Musik. 

Eine grtissere Bbhandlung tiber die Composition. Leber das System 
der T o m ,  welche die natürlichen Eigenschaften der htiheren Individuen 
darthun und die Uebereinstimmung (Harmonie) der Composition. Ueber 
den Rhgthmus. Einleitung in die musikalische Kunst. Ueber die Ge- 
schichte der Kunst der Composition. Ueber die Kunst der Poesie. Ueber 
die Geschichte der Kunst der Musik. 

Astronomische Schriften. 

~ b h a n d l u n g  darliber, dass die ~rsche inungen  des Mondes niçht geriau, 
sondern nur  angcnahert festgesetzt werden k6nnen.lS Abhandlung tiber 

*) Hier macht der Verfasser keinen Unterschied mchr zwischen Rechnen und 
Arithmetik wie oben. 
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die Fi-agen, welche an ihn (Al-Kindî) gerichtet wurden über den Zustand 
der Sterne. Abhandlung über die Beantwortung physikalischer (natur- 
philosophischer) Fragen über die Eigensehai'ten der Gestirne. Ueber die 
Projection der Strahlen." Ueber die beiden Jahreszeiten. Abhandlung 
darüber, welche Sternbilder (des Thierkreises) und welche Sterne (Planeten) 
joder einzelnen Gegend zukommon. Abhandlung über dio Fragen, die an 
ihn gestellt wurden über die Verschiedenheit, die sich in  den Gestaltungen 
der Horoskopc zeigt. Abhandlung über das, was von den Lebensaltern der 
Menschen in den früheren Zeiten erziihlt wird, und ihre Verschiedenheit in 
der Gegenwart. Ueber die Verbesserung der Construction der Horoskope, 
und die Auffindung des Regenten der Geburtsstunde und des Regenten der 
ganzen Lebensdauer.'"eber die Verdeutlichung der Ursache der rtick- 
laufigen Bowcgung der Planeton. Uebor die Strahlcn.'"ebor die grtissere 
Schnelligkeit der Bewegung, wie sie an den Gestirnen wahrgenomrnen wird, 
wenn sie am Horizonte sind, und die Verlangsamung derselben, wenn sie 
i n  die H6he steigen. Ueber die Erklarung der Verschiedenheit, welche 
sich an den Himmelskorpern zeigt. Ueber den Unterschied xwischen dem 
Laufe und der Wirkung der Strahlen. Ueber die Ursachen der Stel- 
lungen der Gestirne (Aspecten?). Abhandlung über das, was in  Abhangig- 
keit s teht  von den beiden Himrnelsktirpern, genannt ,,Gliick und UnglückLL 
(Saturn und  Mars). Ueber die Ursachen der Rrafte ,  die den Regen an- 
zeigenden Himmelskorpcrn zukommen. Ueber die Ursachen der Erschoi- 
nnngen der  Atmosphare. Ueber die Ursache, warum es an einigen Orten 
fast nie regnet.*) 

Geometrische Schriften. 

TJeber die Zwecke des Eukleidischen Buches. Ueber die Verbesserung 
des Euklcidischcn Werkes. Uebcr die Verscbicdenheit der Bilder (Optik). 
Abhandlung darüber, wie die Alten jeden einzelnen der fünf (regelmassigen) 
Korper auf dio Elomente bozogen haben (auf jo cin bostimmtes Element). 
Ueber die nahere Prüfung der Angaben des Archimedes über das Mass 
des Durchmessers des Kreises aus seinem C~nfange . '~  Ueber die Construc- 
tion der Figur  der beiden mittleren Proportionalen.'"eber die ange- 
naherte B e s t i m m ~ n g ' ~  der Sehne (sollte wohl ,,Sehnedl heissen) des Kreises. 
Ueber die angenaherte Bestimmung der Sehne (Seite) des Pieunecks. Ueber 
die Ausmessung eines Saales (Saulenhalle). Ueber die Theilungm der Drei- 
und Vierccke und Constructionen hiozu. Uober die Art  und Weise der 
Construction eines Kreises, der gleich ist der Oberflache eines gegebenen 
- 

*) Flügel (al-Kindi, p. 24) führt aus andern Manuscripten noch fürif weitere 
Abhandlungen an. 
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Cylinders. UeLer die geometrische Darstellung des Auf- und Untergangs 
der Gestirne. Ueber die Thoilung des Kreises: drci Abschnitte (Capitel).21 
Ueber die Verbesserung des 14. und 15. Buches des Eukleides. Ueber 
die geouietrischen Beweise zu den astrouomischen Berechnungen. Ueber 
die Verbesserung der Arbeit des Hypsikles über die Aufgange der Gestirne. 

Ueber die Verschiedenheit der Spiegelbilder.*)22 Ueber die geometrische 

Construction des Astrolabiums. Ueber die geometrische Construction d m  
Mittagslinie und der ~ e i e t s r i c h t u n g  (n. Mekka). Ueber die geometrische 
Construction der Sonnenuhren. Ueber die geometrische Auffindung (Con- 
struction) der Stunden auf einer Halbkugel. Ueber die Anzeichen aus dem 
Vogelfluge. Ueber die Construction von Sonnenuhren, die au€ Platten er- 
richtet sind, die auf einer zum Horizont parallelen Ebene senkrecht stehen, 
und die hesser sind als die andern.**) 

Schriften über die Ilimmelssphàren. 

Ueber die Unuioglichkeit der Messung (Berechnung) der  iiussersten 
Sphiire, welche die tibrigen in Bewegung setzt (oder regiert). Ueber die 
Erscheinungen an der Himmelssphiire. Abhandlung dariiber, dass die Natur  
der Himmelssphiire von derjenigen der vier Elemente verschieden sei, und 
dass sie ein fünftes Element sei.'"eber die ausaerste Welt  (Sphare). 
Ueber die Anbetung des Schopfers durch den entferntesten KGrper. Ueber 
die Widerlegung der Manichiier in Bctreff der zchn Satze tibor die Grund- 
lagen der Himrnelssphiire. Ueber die Sternbilder." Abhandlung dartiber, 
dass es unmtiglich sei, dass der WeltkGrper (wohl das Weltall  gemeint) 
unendlich sei. Ueber die verschiedenen Anblicke des Himmels. Ueber die 
Urirn6glichkeit1 dass der entfernteste Korper gekrümmt sei(?)'"eber des 

Ptolemaios ktinstliche Darstcllung von S p h % r e n . 2 V e b c r  die Endlichkeit 
des Weltkorpers. Ueber die gegebenen Grossen. Ueber das Wesen der 
Hirrimelssph%re und der ihr  eigenen blauen Farbe,  welche wahrgeno~nrnen 
wird an der Oberflache des Himmels. Ueber das ?sen des Korpers 
(Weltk6rpers?), dem die Farben (oder Formen) der vier Elemente eigen 
sind. Ueber den Beweis der Bewegung des Korpers (wohl WeltkGrpem, 
Himmelsgew~lbes) und das Wesen des Lichtes und der Finsterniss.***) 

[Auf die medicinischen folgen neun rein astrologische Schriften, die 
ich weglasse.] 

*) 1st wohl eine irrthümliche Wiedcrholnng de8 im Anfang genanntcn Werkes. 
**) Auch hier führt Flügel (al-Kindi p. 26-27) noch vier weitere Abhand- 

lungen ans andern Manuscripten an. 
***) Flügel (al-Kindî, p. 27-28) gibt noch fünf weitere Schriften aus andern 

Manuscripten an. 
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Keteorologische Schriften. 

Geber die Erklarung der Ursache, die unmittelbar das Werden und 
Vergehen in den vorganglichen Weson bewirkt. Ueber dio Ursacho, wess- 
halb man sagt, dass das Feuer, die Luft, das Wasser, die Erde die Ele- 
mente aller verganglichen Wesen seien, und dass sie und andere von einem 
Zustand in den andern übergehen konnen. Ueber die Verschiedenheit der 
Zeitperioden, in denen sich die Krafte der vier ersten Qualititen (der vier 
Elemente?) zeigen (zur Geltung kommen). Ueber die zeitlichen Verhiilt- 
n i s ~ e . ~ ~  Ueber die Ursache der Verschiedenheit der Eigenthümlichkeiten 
des Jahres. Ceber das Wesen der Zeit, der Epochen und der Ewigkeit 
(ewiger Kreislauf der Zeiten, unendliche Zeit). Ueber die Crsache, wess- 
halb die obere Luftschicht k d t ,  die naher an der Erde befindliche warm 
ist. Ueber die Lufterscheiiiungen. Ceber die glanzende Erscheinung, welche 
sich in der Luft zeigt und Stern (bedeutet hier wohl Sternschnuppe oder 
Meteor) genannt wird. Ueber den Kometen." Ueber den Stern, welcher 
für einige Tage erschien und beobachtet wurde bis er verschwand. Ueber 
die Ursache der Kalte, die man Alt-Weiberkalte nennt." Ueber die Ur- 
sache des Entst%hens des Nebels und der von ihm wiihrend seiner Dauer 
herrorgebrachten Erscheinungen. Uebcr die Boobaehtung des im Jahre 
222 d. H. erfolgten grossen Phihomens (vielleicht Komet oder Meteor). 

Schriften tiber die Entfernungen. '. 
Ueber die Ausdehnung dor oinzolnen Klimata. Ueber die bewohnten 

Gegenden (Orte). Die grosse Abhandlung tiber das bewohnte Viertel der 
Erde. Ueber das was berichtet wird von den Entfernungen der K6rper 
(Hirnmelskorper?). Ueber die Auffindung der Entfernung des Mondcentrums 
von der Erde. Ueber die Nrfiriduug und Construction eines Instrumentes, 
mit dessen Hülfe die Entfernungen der K6rper gefunden werden. Ueber 
die Construction eines Instrumentes, mit welchem die Entfernungen der ftir 
uns sichtbaren Korper bestimmt werden. Ueber die Restimmung der Ent- 
fernungen (ilohen?) der Berggipfel. 30 

[In der Abtheilung, welche die Schriften enthalt, die sich mit don 
Arten der Dinge beschiiftigen, befinden sich noch folgende ErwaLhnenswerthe]: 
Die grosse Abhandlung tiber die Korper, die im Wasser tauchen. Ueber 
die beiden im (am) Wasser wahrzunehmenden Phanornene (Ebbe und Fluth?). 
Ueber Fluth und Ebbe.31 Ueber die fallenden K61-per.~' Ueber die Con- 
struction der Rrennspiegel. Ueber die Gluth (vielleicht Brennpunkt?) des 
Spiegels. Ueber die Entstehung der Dünste im Innem der Erde, welche 
viele Xrdbeben und E i n ~ t ü r x e ~ ~  erzeugen. Beantwortung von 14 physika- 
lischen Fragen, die einer seiner Freunde (Genossen) an ihn gestellt hatte. 
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Ueber die Ursache dos Donners, des Blitzes, des Schnees, des Hagels, der 
Donnerschlage und des Regens. Ueber die Nichtigkeit der Behauptungen 
derjenigen, die sich anmassen, die Kunst des Gold- und Silberrnaühens zu 
verstehen und liber ihre Retrügereien. 

A h m e d  ben  a$-Taj j ib .=  

Sein voller Name ist Abûl l~Abbâs  Ahmed ben Muhammed ben Merwân 
as-Sarachsî; er war ein Schüler von Al-Kindf und Lehrer und Vertrauter 
des Chalifen al-MGtadid. E r  schrieb [unter Anderem]: Das grosse Buch 
der Nester uud der Rechenkunst.'' Das kleine Buch des Nestes der 
Klinste" und des Rechnens. Einleitung in die Astrologie. Das grosse 
Buch über die Musik, in zwei Theilen; es gibt keines, das ihm an Vor- 
trefflichkeit gleichkommt. Das kleine Uuüh über Musik. Das Buch der 
Arithmetik, tiber die Zahlen und über die Algebra.37 Einleitung in die 
Musik. 

I b n  K a r n ~ b . ~ ~  

Aba Ahmed al-Husain ben Abî'l-Husain Ishâk ben Ibràhîm ben Jazîd, 
der Schreiber, bekannt unter dern Namen Ibn Karnîb, ein bedeutender 
Katurphilosoph - sein Rruder Ahû'lJAlâ war Geometer - er schrieb: 
Widerlegung des Abû'l-1:asan Tâbit ben Kurra, betreffend seine Negation 
der Nothwendigkeit der Existenz von Ruhepunkten zwischen je zwei ent- 
gegengesetzten B e ~ e ~ u n g e n . ~ ~  

A b û  Jahjâ al-Merwazî40 

war ein in Geometrie bewanderter Arzt. [Es werden keine Schriften von 
ihm ange'ftihrt.] 

M a t t h  ben  Janus." 

Abû Bischr Mattà ben Janus, ein Grieche, Uebersetzer aus dem Syrischen 
ins Arabische und erstei Logiker seiner Zeit. E r  tibersetzte [unter Anderem] 
auch den Commentar des Alexander (von ~ ~ h r o d i s i a s )  zum Buche des 
Aristoteles ,,über den RimmeliL, verbessert von Abû ZakarijjO JahjA ben 'Adn. 

I b n  Zur'a. 

Abil 'A11 'Îsâ ben Isb8k ben Zur'a ben &+us ben Zurca ben Ju- 
hannâ, war jakobitischer Christ und berühmter Logikor, Philosoph und 
Cebersetzer; er wurde geboren zu Bagdad im Jahre 331 (943)42 und 
sührieb [unter Anderem]: Einen Auszug aus dem Buche des Aristoteles 
liber die bewohute Erde. Ueber die Bedeutung (oder tiber die Ideen) 
eines Theils des dritten Buches der Schrift des Aristoteles ,,über den 
IIimmel'L. 
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I b n  a l - C h a m m â r .  

Abû'l-Chair al-Hasan bon Sawwar ben Baba bon Bihrâm, Logiker, 
geboren im Jahre 331 (943),43 schrieb [unter Anderem]: Ein Buch tiber 
die Erscheinungen der Atmosphare, die aus dem Wasserdampf eritstehen 
und welche sind: die Hofe, der Regenbogen und der Nebel. Aus dem 
Syrischen ins Arabische tibersetzte e r  das Buch tiber die Meteorologie (wahr- 
scheinlich des Aristoteles). 

II. Unterabtheilung. 

Sie enthalt die Geschichtcn der Geometer, der Arithmetiker, der 
Musiker, der Rechner, der Astronomen, der Verfertiger von Instrumenten 
und der Mechaniker. 

E u k l e i d e s .  

Ein Geometer; e r  war  der Sohn des Naukrates, des Sohnes des Bere- 
neikes (?); er lehrte die Geometrie und t ra t  auf diesem Gebiete als Autor 
auf frtiher als Archimedes und Andere, e r  gehorte zu den exacten Philosophen. 

ITcber sein Buch ,,Von don Elementen der GeometrieLL. Sein Tite1 
ist G ~ L I L ~ E ~ ~ ~ ~  und dies bedeutet: Elemente der Geometrie. E s  wui-de 'über- 
setzt von al-Hidschâdsch ben Jûsuf ben Matar zwei Eal: die eine Ueber- 
setzung ist bekannt unter dem Namen der Hârûnischen und diese is t  die 
erste, die andere t ragt  den Namen der Mâmûuischen, diese is t  die zuver- 
lassigcre (wor t l i~h :  man vcrtraut, man verlasst sich auf sie). Ferner tiber- 
setzte Ishâk ben Hunain das Werk,  verbessert wurde diese Uebersetzung 
von Tâbit ben Kurra al-Harrânr; auch übersetzte Abû 'Uimân ad- 
Dimischk'i einige Bücher desselben - ich sah das zehnte i n  Mossul, in der 
13ibliothek des 'A11 ben Ahmed al-'Imrâriî, einer seiner Diener war Abb's- 
Sakr al-Kab~!î, und dieser las ihm den Almagest*) vor zu unserer Beit. 
- Dieses Buch (die Elemente n%mliçh) commentierte daun, indem er seine 
Schwiorigkeitcn zu losen suchte, Heron. Fcrncr commcntierte 0s an-Nairîzi, 
ebenso al-KarBbîsP, dessen spater noch Erwahnung gethan wird. Einen 
Commentar zum ganzen Buche von Anfang bis zu Endo sührieb ferner 
al-Dschauhar~ - er wird noch erwahnt werden. - Ein weiterer Com- 
rnentar zum flluften Buche existiert von al-N%hânî;**) es berichtete mir 
ferner Naznf der Arzt, dass e r  das  zehnte Buch des Eukleides griechisch 
gesehen habe, dasselbe hatte 40 Satze mehr als das, welches in  den Handen 
-- -- 

*) Wird auch aiigemein für Astronomie gebraucht. 
**) Das Ms. 952. 2 (Suppl. arabe) in Paris enthalt einen Commentar dieses 

Antors zum 10. Buche; vergl. Woepke, Essai d'une restitution, etc. in M6m. pr6s. 
par div. Sav. à l'acad. Tom. XIV.  Paris, 1856. p. 669. 
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der Leute war und dieses hatte 109 Satze, und dass er sich entschlossen 
habe, dasselbe ins Arabische zu iibertragen. E s  erzahlt auch Johannes al- 
Kass (d. h. der Priester), dass er  den Satz, welchen Sàbit im ersten Buche 
ftir sich in Anspruch nahm, in dem ihm gehorenden griechischen Exemplar 
gesehen habe; es bestatjgte auch Nazîf, dass er (Joh. al-Kass) es ihm ge- 
zeigt habe. Auch Abû Dscha'far al-Chkzin al-ChorisBn~ - er wird spater 
noch erwiihnt werden - verfasste einen Commentar zu dem Buche des 
Eukleides, ebenso Abû'l-Wafâ, aber er  vollendete ihn nicht; dann com- 
mentierte das zehnte Buch ein Mann, Namens Ibn Rahiwaih al-Ardsch$nî, 
ferner das ganze Werk Abd'l-Kâsim' al-Antâki,*) nachdem es tibersetzt . 
worden wari4%uch war es commentiert worden von Sind ben 'Ali - es sah 

Abû 'Ah neun Bücher desselben und einen Theil des zehnten - das zehnte 
commentierte auch Abû Jdsuf ar-Râzî, und zwar vortrefflich im Auftrage 
von Ibn alrAmid. Al-&dl in seiner Abhandlung ,,über die Zwecke des 
Eukleidischon B ~ c h c s ' ~  erwiihnt, dass dieses Buch von einem Manne Namcns 
Apollonios(?),46 dem Zimmermann, verfasst worden sei, und dass er es in 
15 Abschnitteu entwarf; xu der Zeit nun, da das Buch schon veraltet und 
verbesserungsbedürftig geworden war, entschloss sich einer der Konige von 
Alexandria zum Studium der Geometrie; nun lebte zu seiner Zeit Eukleides 
und diesen beauftragte er mit der Umarbeiturig des Buches und seiner 
Cornmentiemg; dies that er und so wird es auf ihn (als Verfasser) zu- 
rückgeftihrt. Spiiter fand IIypsikles, ein Schüler des Eukleides, noch zwei 
Bücher, das vierzehnte und filnfzehntc, und brachte sie dem Konig und 
dieselben wurden dern Buche noch hinzugefügt - und dies geschah alles 
in Alexandria. - Zu den Schriften des Eukleides gelioren ferner: Uas Buch 
der (himmlixhen) Er~cheinungen.~" Das Buch von der Verschiedenheit 
der Bilder (Optik). Das Buch der gegebenen Grossen (Data). Das Buch 
der Tone, bekannt unter dem Namen der Musik: uniicht. Ilas Buch der 
Thei l~ng:~  verbessert von Tâbit. Das Bnch der Nutzanwendungen (Po- 
ris~nen):~\niicht. Das Buch des Kanon." Das Buch vom Schweren und 
Lei~hten.~' Das Buch der Zusammensetzung (Synthesis): unacht. Das 
h c h  der Aufl6sung (Analpis): ~ n a c h t . ~ "  

A r c  himodes.  

Rs erziihlte mir der (sin) Vertrauenswtirdige, dass die Griechen von 
Biichern des Archimedes 15 Lasten verbrannt hatten; die ausftihrliche Dar- 
legung dieser Geschichte wtirde zu lange dauern, wir goben daher nur 
seine noch vorhandenen Schriften an: Zwei Riicher tiber die Kugel und 

*) d. h. von Antiochin. 
Abh. rur Goach der Mathem. VI. 
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den Cylinder. Ein Buch tiùer die Quadratur des K r e i ~ e s . ~ ~  Ein Buch 
über die Siebentheilung des Kreises." Ein Uuch über die sich berührenden 
Kreise. Ein Buch über die D r e i e ~ k e . ~ ~  Ueber die parallelen T~inien.~" 

.Das Buch der angenommenen Grossen (Assumptorum) für die Elemerite 
der Ge~metr ie .~"  Ein Buch ilber das Vorausgosetzte (Gegebone, Bestimrnt~).~' 
Ein Buch über die Eigenschaften der rechtwinkligen Dreie~ke.~ '  Ein Ruch 

ilber die Wasseruhren, welche Schleudersteine ~e r fen . ( ? )~O 

H y p s i k l  es. 

Ein Buch über die KGrper (~i&rnelskorper?) und die Entfern~ngen.~' 
Ein Buch tiber die Aufgange, d. h. über den Auf- und Untergang (der 
Gestirne). Er verbesserte (oder stellte wieder her) das 14. und 15. Buch 
der Elemente des E ~ k l e i d e s . ~ ~  

Apol lonios .  

E r  ist der Verfasser des Buches.der Kegelschnitte. E s  erwahnen die 
S6hne Mfisâs im Anfang (Einleitung) des Ruches der Kegelschnitte (wahr- 
scheinlich Uebersetzung und Commentar des Apollonischen Werkes), dass 
Apollonios aus Alexandria (gebürtig) war, und dass sein Buch über die 
Kegelschnitte verdorben war, erstens, weil das Manuscript schwierig" war, 
daher auch seine Commentierung vernachlassigt wurde, und zweitens, weil 
die Erinnerung an das Buch verwischt und verschwunden war; so kam 03, 

dass ganz verschieden lautende Exemplare sich in den Handen der Leute 
befanden, bis ein Ma.nn aus Askalon mit Namen Eutokios auftrat, der sehr 
bewandert war in der Geometrie - die Sohne MDsâs behaupten, dass 
diesor Mann vortroffliche Btîcher über Geometrie verfasst habe, dass aber 
gar nichts von denselben bis auf uns gekommen sei -; nachdem dieser 
von dem Buche gesammelt hatte, was er im Stande war, brachte er wieder 
vier Bücher in Ordnung - die S6hne Masas sagen, das Werk habe acht 
Bücher gehabt und es seien von ihm noch sieben und ein Theil des achten 
vorhanden, die vier ersten Bücher seien unter der Leitung Ahmed b e ~  
Mdsâs iibersetzt worden von Hilil ben Ab1 Hilâl al H i m s ~  (aus Emesa), 
und die drei letzten von Tâbit ben Kilrra al- HarrknP, und was vom achten 
Buche noch gefunden wurde, seien vier Satze -. Also ist von Apollonios 
vorhanden das' Buüh der Kegelschnitte in sieben Büchern und einem Theil 
des achten. Xr verfasste ferner: Zwei Rücher über den Schnitt der Linien 
nach (gegebenem) V e r h a l t n i s ~ . ~ ~  Zwei Bücher über das bestiimte Ver- 
b a l t n i ~ s : ~ ~  das erste Buch verbesserte - Tâbit, und das xweite, obgleich ins 
Arabische übersetzt, ist nicht zu verstehen. Ein Buch über den Schnitt 
der Flachen nach (gegebenem) V e r h a l t n i s ~ . ~ ~  Ueber die sich berührenden 
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Ueber den Almagest: Dieses Werk hat 13 Bücher; der erste, der um 
seine Commentierung und Cebersetzung ins Arabisübe besorgt war, war 
Jahjâ ben Châlid ben Barmak; an dieser Commentierung nun arbeiteten 
ftir ihn eine Menge von Leuten, die es aber nicht geschickt ausftihrten, 
so dass er damit nicht zufrieden war und zii einer andorn Commontiorung 
den Abû IJuss~n*) und den Salm (oder Salam), den Verfasser des Bait 
al-Hikma,**) aufforderte, welche es geschickt in Ordnung brachten und 
Anstrengungen zu seiner Verbesserung machten, indem sie gute Uebersetzer 
kommen liessen; als sie deren Uebersetzung geprüft hatten, waren sie er- 
staunt tiber ihre Klarheit und Vollkommenheit (R i~h t i~ke i t ) .  

Es  wurde schon gesagt,***) dass auch al-Hidschidsch ben Matar dieses 
Werk übersetzt ha t ,  welche Uehers?tzung von an-Nairizî umgearbeitet 
(commentiert) wurde. Auch Tübit verbesserte das ganze Werk nach der 
%Item Uebersetzung; ferner tibersetzte es Ish&k (ben Hunain), und Sabit 
verbesserte auch diese Uebersetzung, welche aber nicht befriedrigend war, 
also ist seine erste Verbesserung ausgezeichneter. - Ausser diesem sührieb 
er noch: Das Quadripartitum, (prichtet)  an Syros, seinen Schüler; es liber- 
setzte dieses Buch Ibrahhn ben as-Salt und verbesserte es Huuain ben 
Ishâk; Rutokios commentierte das erste nuch, ebenso das ganze erste Buch 
Sâbit  und erklarte seinen Sinn; ebenso wurde es commentiert von 'Omar 
ben al-Farruchhn, IbrBhPrn ben as-Salt, an-NairPzP und al-Battânï. Das 
Buch der Geburten." Das Buch vom Krieg und Kampf. Ueber die Auf- 
findung der L o o ~ e . ~ ~  Ueber den Umlauf der Jahre der Welt. Ueber den 
Umlauf der Geburtsjahre. Ueber die Krankheiten und die heilenden Ge- 
tranke. Ueber den Lauf der sieben (Pla~~eten?).~ '  Ueber die Gefangenen 
und Eingekerkerten. Ueber das Ansichziehen und Dienstbarmachen des 
Glückes (der Glücksterne). Ueber die beiden Prozessgegner, welcher von 
ihnen Erfolg habe. Ueber die Personen des Adels (dor Würde). Das 
Buch bekannt unter dem Namen des ,,SiebentenLL(?).78 Das Buch über das 
Loos, in Tafeln geordnet. Das Buch über die Beschreibung der Stellungen 
der Gestime (Planeten). Das Ruch, betitelt die F r ~ c h t , ~ ~  commentiert 
von Ahmed ben Jhsuf al-Misri, dem Geometer. Die Geographie: tiber das 
bewohnte Land, eine Beschreibung dor Erdc; diosos Buch enthalt acht Ab- 
schnitte, für (oder von?) al-Kindî wurde davon eine schlechte Uebersetzung 
gemacht, naühher übersetzte es auch Thbit und zwar vortreffiich; es existiert 
auch in syrischer Sprache.80 

*) Casiri (1. p. 350) hat Abû Hijân. 
**) IIaus der Weisheit (Wissenschaft): grosses, wissenschaftliches dammel- 

werk. 
***) p. 244 des Fihrist, wo von den Ueber~etzern gesprochen wird. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d u t o l y k o s .  

E r  schrieb: Ueber die sich bewegende Sphare, verbessert von a l -Kind~.~l  
Drei Uücher über den Auf- und Untergang (der Gestirne). 

S i m p l i k i o s ,  d e r  G r i e ~ h e . ~ '  

E r  verfassto: Einen flommentar zum Anfang dos Buches dos Eukleides, 
welcher eine Einleitung in die Ceometrie bildet.8g Einen Commentar zum 
vierten Buch der Kategorien des Ar is t~ te les .~"  

D ~ r o t h e o s . 8 ~  

Er  schrieb: Ein grosses Buch, welches oine dnzahl von Abhandlungen 
enthalt und das Buch der Pünfe ( z e v t B t ~ v p ~ )  genannt wird; es wurde 
aber noch mehr hinzugoftigt, wie ich sogleich erwahnen werde. Die erste 
Abhandlung handelt über die Geburten, die zweite tiber die Verheirathung 
(Paarung) und tiber die Na~hkommen,'~ die dritte über den Regenten der 
Geburtsstunde und denjenigen der Lebenszeit, die vierte tiber den Umlauf 
der Gebnrtsjahre, die ftinfte über den Beginn der Handlungen, die sechste 
. . . . . (Lticke), die siebente über die Fragen und die Geburten; von ihm 
ist auch die 16 .  Abhandlung tiber den Umlauf der Geburtsjahre;*) diese 
Abhandlungen wurden von 'Omar ben al-Farmchân at-Tabar1 com~uent ier t .~~ 

T h e o n  von  A l e x a n d r i a .  

E r  schrieb: Ueber den Gebrauch der Armillarsph%ron. Das Buch 
tiber die astronomische~ Tafeln des Ptolemaios, bekannt unter dem Namen 
Kânôn al-Ma~îr .~ '  Ueber den Gebrauch des Astrolabiums. Einleitu~ig in 
den Almagost, ist in einer altern Uobersetzung v~rhanden. '~ 

V a l e n s ,  d e r  Grieche." 

Er verfasste: Einleitung in die Kunst der Astrologie. Ueber die Ge- 
burten. Das Buch der Fragen. Das Buch az-Zabradsch(?)**), commentiert 
von Buzurdschmihr? Das grosse Buch der Fragen jeder Art. Das Buch 
der unumschrankten Herrschaft (oder des Kaisers). Ueber den Regen. 
Ueber den Umlauf der Jahre der Welt. Das Buch der Konige. 

T h e o d o s i ~ s . ~ '  

E r  schrieb: Drei Bücher über die Kugeln (Sphalik). Ein Buch tiber 
die Wohnungen (bewohnte Orte der Erde). Zwei Bticher tiber Tag 
und Nacht. ' 

*) Sçheint eine Wiederholung der vierten zu sein. 
**) Vergl. Ab4 Màschar, Anmerkung 188. 
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P a p p o s ,  d e r  Grieche." 

Seine Schriften sind: Ein Commentar zuin Buche des Ptolemaios über 
die ebene Darstellung der Kugel (Plani~~haer ium) , übersetzt von '&bit 
ins Arabische. Ein Commentar zum zehnten Buche des Eukleidcs, in zwei 
Theilemgs 

Heron.  
E r  schrieb: Das Buch der Erklarung (Auf16sung) der Undeutlichkeiten 

hei EuHeides.% Ueber den Gebrauch des Astrolabiums. Vom Aufziehen 
der Lasten (Ge~ichte) . '~ Ueber die durch Luft bewegten Naschinen (w6rt- 

lich: über die L ~ f t k r a f t e ) . ~ ~  

H i p p a r c h o s  . . . . (Lücke) a z - z a f a n ~ ? ' ~  

Er verfasste: Das Buch über die Kunst der Algebra, bekannt unter 
dem Namen: Die Regeln (Definitionen). Es  wurde ins Arabische tibersetzt, 
d a m  verbessert von Abû'l-Waf& Muhammed ben Muhammed al-Hâsib (d. h. 
dem Rechner), dieser commentierte es auch und versah es mit geome- 
trischen Beweisen. Das Buch tiber die Theilung der Zahlen. 

U iophan tos .  

War ein Grieche aus &exandria; er schrieb: Ueber die Kunst der 
Algebra. 

 had di nos?^^ 
E r  schrieb: Ueber die Stindfluthen (allgemeines Sterben). Ueber die 

Kometen. 
N i k o m a c h o s  von Gerasa .  

E r  verfasste: Zwei Bücher über Arithmetik. Das grosse Buch über 
die Musik, von diesem existieren Auszüge (CornPendien). 

E r  verfasste: Das Buch über die Heraufziehung(?) des Wassers (w6rt- 
lich der Wasser),*) in drei Abschnitten: der erste enthalt 39, der zweite 36 
und der dritte 30 Capitel. 

T i n k a l o s  (oder T ink los )?  d e r  B a b y l ~ n i e r . ~ ~ ~  

Dieser war einer der sieben Gelehrten, auf welche a?-Dihak die sieben 
Hauser zurlickführt, die nach den Namen der sieben Planeten (benannt) 
erhaut worden sind. E r  schrieb: Oebcr die Dekane und die Planeten- 
bezirke.'O1 

T i n k a r o s  (ode r  Tinkros)?  d e r  Babylonier . lUu 

Dieser gehorte (auch) zn den sieben ~ u f ç e h e r n  beim Ternpeldiençt 
der Hauser, pnd ich halte ihn ftir den Vorsteher des IIauses des Mars, 

*) Konnte auch heissen: über das Auffinden von Wasser. 
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als welcher er mir auch in einigen Schriften begegnet ist. E r  schrieb: 
Das Buch der Geburten nach den Dekanen und Planetenbezirken. 

M u r i t o s  (auch M ~ r i s t o s ) ? ' ~ ~  

E r  verfasste: Das Buch übor dio t6nendon Instrumente, genannt die 

Trompete und die Flote (Pfeife). Ueber das tonende Instrument, welches 
auf 60 Meilen weit geh6rt wird. 

S a ' â t o ~ ? ' ~ ~  

Fr schrieb: Ueber das schreiende (?) Glockchen. 

H e r k a l  (Herakles?)  d e r  Zimmermann.lo4 

Er  schrieb: Ueber die Kreise und die Wasserr%der.lo5 

K i t w a r ?  d e r  Babylonier. '06 

E r  gehorte zu den sieben Tempelwachtern und ~chrieb: Ein Buch über 
die Astrologie. 

A r i s t o x e n o ~ . ~ ~ ~  

Er gohorte zu den Musikern und schrieb: Ein Buch tiber den Rhythmus. 
Ein Buch über die Harmonie. 

Mazabâ. 

Ich habe in einer Schrift von Abil M2schar golesen, dass dieser der 
Astrolog Nebukadnezars war; er verfasste nach den Angaben d b û  Nischars 
- gesehen habe ich es nicht - das Buch der Konige, der Dpas t ien  
(Schicksalswechsel), der Conjunctionen und des Umlaufes (der Jahre). 

Ar i s t a rcho ; .  

War ein Grieche aus Alexandria; er verfasste das Buch über die Sonne 
und den Jilond.'08 

Apion?  d e r  P a t r i a r ~ h . ' ~ ~  

Ich setze ihn um weniges vor Beginn des Islams, oder um ganz wenig 
nach demselben. E r  schrieb: Ueber den Gebraach des Planisphaeriums. 

E a n k a h  (auch K a t k a h )  d e r  Indier."O 

Er  schrieb: Das Buch ,,an-NimtdârCL tiber die Lebenszeiten.lll TJeber 
die Geheimnisse der Geburten. Das grosse Buch über die Conjunctionen. 
Das kleine Buch tiber die Conjunctionen. 

Dschi idar ,  d e r  Ind ie r .  

E r  schrieb: Das Buch der Geburten, es wurde ins Arabisçhe tibersetzt. 
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S a n d s c h a h l  (oder S a n d s c h a h a l )  d e r  I n d i e r .  

E r  schrieb: Ueber die Geheimnisse der Pragen. 

N a h a k ,  d e r  I n d i e r . .  

E r  schrieb: Uas grosse Buüh der Geburten.'12 
Zu den indischen Gelehrten, von denen Schriften über Astrologie und 

Medicin (kann auch heissen Magie) auf uns gekommen sind, gehoren noch: 
Râkhur, Râhah (auch R&dschah), Sukah (auch Sufah), Dkhir, Ânkii (auch 
Âokar) , Zankal, Arîkal, Dschabhar, Andî, Dschabir~ (auch Dsühârî oder 
Dschad~) . ' ~~  

Es  folgt eine Reihe von neueren Geornetern, Yeühanikern, Arith- 
metikern und Anderen. 

D i e  S 6 h n e  MiisAs. 

Muhammed, Ahmed und Hasan waren die Sohne Mûsâ ben Schkkirs 
und es ist die Abstammung Mi~sâ ben Schâkirs . . . . (Lticke) . . . Diese 

Leute gehorten zu denjenigen, welche es im Erforschen der Wissenschaften 
der Alten zu einem hohen Ziele brachten, sie opfcrten ihren Reichthum 
und ihr ganzes Sein diesem Zwecke; sie sandten diejenigen, die für sie 
die Herbeischaffung jener Werke besorgen mussten, nach den griechischen 
Landern und liessen aus den verschiedensten Gegenden Uebersetzer um 
schmeres Geld herkommen; so wurden sie als Wunder der Gelehrsamkeit 
angesehen. Sie verlegten sich hauptsachlich auf Geometrie, Mechanik und 
Musik, weniger auf Astrologie.l14 Jlubarrimed beu Mûsâ starb im ersten 
Rebf des Jahres 259 d. H. (873). Ahmed hatte einen Sohn, Namens 
Xntahhar,115 von geringer Bildung, er (wahrscheinlich Ahmed) geh6rte zu 
den Genossen al-MUtadids. Die Schriften der SGhne Mûsâs sind: Das 
Buch über die Waage.l16 Die Mechanik (eigentlich die Kraft) von Ahmed 
ben Mûsa. Ueber die Ianglich-runde Figur von Hasan ben Mûsa."7 Ein 
Riich über die Bewegung der ersten Sphare von Muhammed. Das 
der Kegelschnitte."' Das Buch (der) Drei (?) von Mhhamuied.llY Von 
der geomctrischen Figur, deren Eigenschaften Galenos erklart hat, von 
M~harnrned.'~' Ueber den Theil, von M~harnmed.'~' Das Buch, in welchom 
auf erk1ërendom'""auch belehrend, oder auch zeichnend) und geometrischem 
Wege dargethan wird, dass ausserhalb der Fixsternsphare keine neunte 
Sphare existiert, von A b e d  hep Mils&. Ueber die Prioritat der Welt 
(vielleicht auch &fang1'), von Muhammed. Ueber die Frage, welche A b e d  
ben Mûsâ dem Sind ben 'Ali vorlegte, Ein Buch über das Wesen der 
Rede (Rhetorik, Metaphy~ik),~zJ von Mul+ammed. Ueber die Fragen, um 
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welche es sich ebenfalls zwischen Sind und Ahmed handelte. Das Buüh 
über die Ausmessung der Rugel, die Dreitheilung des Winkels und die 
Auffindung einer Grosse (sollte heissen ,,zweier Gr5ssenCL) zwischen zwei 
(gegebenen) Grossen, so dass sie stetig aufeinanderfolgen nach einem und 
demselben Verh~1tniss . l~~ 

A I - N â l ~ â n î . " ~  

Abii 'Abdallâh Nuharnmed hen 'fsa geh6i-te zu den in  Arithmetik iind 
Ceometrie Gelehrten und verfasste: Eine Abhandlung über die Throne (?) 
der Gestirne.lZ6 Ueber das Verhaltniss. Ueber 26 Satze des ersten Buches 
des Eukleides, welche keinen Widerspruch herausfordern (d. h. Axiome 
und Definitionen?).lZ7 

A l - ' A b b â ~ . ' ~ ~  

Ibn Sa'nd al-Dschauhari gehorte zu den (astrononiischen) Beobachtern, 
doch widmete er sich hauptsLchlich der Geometric. E r  schriob: Einen 
Commentar zu dem Buche des Eukleides. Das Buch der Satze, die er zum 
ersten Buche des Eukleides hinzugeftigt hat. 

r i b i t  ben  K u r r a  u n d  s e i n e  Nachkommen .  

Abû'l-Hasan Tabit ben Kurra ben Mcrwân ben Tabit ben Kariijh ben 

Ibrahim ben KarLtjâ ben Marinos ben Salamujos (?) wurde geboren im 
Jahre 211 und starb im Jahre 288 d. H. und wnrde also 77 Sonnenjahre 
alt.lZ9 E r  war Wechsler in Harân, dann nahm ihn Muhammed ben Mdsâ, 
als er aus den griechischen Landeru zurückgekehrt war, zum Genossen 
(Mitarbeiter und Freund) an, weil er ihn als sprachgewandt erkannt batte; 
und es wird erzahlt, dass er im Hause Muhammed ben Mûsas von diesem 
in den Wissenschaften unterrichtet wurde, und dass dieser, da er ihn hie- 
fiir würdig erfundep hatte, ihn in Freundschaft mit (dem Chalifen) al- 
Mitadid verband und in den Kreis der Astronomen einftihrte. Sabit be- 
gründete die Herrschaft der Sahier in diesen Gegenden und in der Resi- 
denz der Chalifen, ihre Macht befestigte sich immer mehr, ihr Ansehen 
hob sich und sie ragtcn (an Tugend und Wissen) hervor. - Tabit schrieb: 
Ueber die (Zeit-) Rechnung nach den Neumonden. Leber das Sonnen- 
jahr. Ueber die Auflosung der geometrischen Aufgaben (Fragen). üeber 
die Zahlen.*) Uober die Figur (Satz) al-Kat$$ (d. h. die Schneidende, 
Sckante).130 Ueber den dem Sokrates zngeschriebenen Beweis. Ueber die 
Aufhebung der Bewegung im Thierkreisnc Ueber die in der Blase ent- 
stehenden Steine. Ueber Gelenkschmerz (Gicht) and Podagra. Ueber die 
Ursache, welche das Salzigsein des Meerwassers bewirkt. Ueber den Aus- 

*) Vergl. Cantor, Vorlesungen 1. p. 631. 
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satz, welcher am Leilie sich zeigt. Eine Abhandlung an D b i k  (auch Zanik). 
Ein Auszug aus dem Buche des Galenos ,,über die einfachen Heilmittel.LL 
Ueber die Blattern und Masern (?)131 Zu seinen Schtilern gehort: 

c - Is%.  

Ibn Usajjid an-Nasrbn~, wurde von '&bit hochgestollt und gelobt. E r  
machte Uebersetzungen aus dern Syrischen ins Arabische unter Leitung 
von Tabit und schrieb (ausserdem): Die Antworten Tbbits auf die Fragen 
'isâ ben Usajjids.*) 

S i n â n  ben  Thb i t .  

E r  staab als Muslim (G1%ubiger: hier im Gegensatz zu Sabier). Man 
wird seiner Erwahnung unter den Medicinern ~ i e d e r b e g e g n e n ; ' ~ ~  ebenso 
wird dort erwtihnt werden sein Sohn Abd'l-Hasan.''' 

Abû ' l -Hasan  a l - H a r r b n î .  

Man findet ihn ebenfalls unter den Xedicinern erwahnt.l3 

Ibr%hPm b e n  S i n a n  b e n  T%bi t .  

Sein Beiname \var Abû Ishâk; er starb schon früh und war ein vor- 
trefflicher, hervorragender Geometer, so dass zu seiner Zeit Keiner gefunden 
wurde, der ihn an Scharfsinn tibertroffen hatte; er starb im Jahre . . . . 
( L t i ~ k e ) . ' ~ ~  E r  schrieb: Einen Commentar zum ersten Buche der Kegel- 
schnitte, dcr aber nicht vollstandig ist. Ueber die Zwecke des alma geste^.'^" 

A b a ' l - H u s a i n  ben  K a r n i b  u n d  Abn'l- 'Al%, se in  Sohn.I3' 

Beide wurden schon unter den Naturphilosophen erwahnt im Artikel 
tiber Abû Abmed ben Abî'l-Husain. Abû'l-+sain und Abù'l'Al& gehorten 
zu den Mathematikern (Zeichnern?) und Geometern, der erstere verfasste 
die Schrift: Wie erkennt man, wie vie1 Stunden des Tages vorüber sind 
mit Htilfe dor beçtimmten Hohe (der Sonne). 

Abii Muhammed  al-Hasan.13' 

Ibn 'Ubaidallâh ben Sulaimân ben Wahb. E r  schrieb: Einen Com- 
mentar in einem Buche zu den schwierigen Partien des Eukleidischen 
Buches über das Verhaltni~s. '~" 

*) Sollte wohl unter den Personen eine Urnstellung ~tattfinden 
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Eine andere Klasse und zwar die Neuerm*) 

A l - F a ~ h - î ? ~ ~  

Abu Ishbk I b r a h ~ m  ben Habrb al-Fazârn gehorte zu den Nachkommen 
Samara ben Dschindabs; er war der erste Nuslim, welcher ein Astro- 
labium rerfertigte, ebenso construierte er ein M ~ b a t , t a h l ~ ~  und ein Plani- 
sphaerium. Er  schrieb: Ein Gedicht über die Astronomie. Ueber das 
&iessinstrument fü r  den wahren Mittag. Astronomische Tabellen nach den 
Jahren der Araber. Ceber den Gebrauch des Astrolabiums und zwar des- 
jenigen mit Ringen (A.rmillarsph%re). Ueber den Gebrauch des Plani- 
sphaeriurns. 

' O m a r  b e n  a l - F a r r ~ c h â n . * * ) ' ~ "  

h b h  Hafs 'Omar ben Hafs is t  der Commentator des Quadr ipr t i tum 
des Ptolemaios, es abersetzte es fiir ihn der Patriarch Abii Jahjâ  ben al- 
Babik. E r  verfasste ferner: Das Buch der Vortheile ( V o r ~ t i g e ) . ' ~ ~  Ueber 
die Uebereinstimmung und die Uneinigkeit der Philosophen in Bezug auf 
die Bahnen der Planeten?" 

S e i n  S o h n  Abi i  B e k r .  

Muhammed ben 'Omar ben Hafv ben al-Farriichân at-Tabarî war ein 
vortrefflicher Astronom. E r  schrieb: Oeber den Gnomon (Zeiger der Sonnen- 
~ h r ) . ' ~ ~  Ueber die Geburten. Ueber den Gebrauch des Astrolabiums. Das 
Buch der Fragen (astrolog.). Das Buch der Einleitung (in?)146 Ueber 
die T a g - e ~ a h 1 e r e i . l ~ ~  Das kleine Buch der Fragen. Ueber den Umlauf 
der Geburtsjahre. Ceber die d i rec t ione~ . '~~  Ueber die Neigungen (?) 14' 
Ueber den Umlauf der Jahre der Welt.  Das Buch der directiones bei 
den Geburten. 

Ma-sch&-a l lah .***) l~O 

Ibn Atari. Sein eigentlicher Name ist h l~schâ ,  welches ,,er wird 
sich vermehreniL bedeutet.I5' E r  war ein Jude und lebte znr Zeit al- 
Xansürs bis auf die Tage al-Mamilns. E r  war untibertroffen zu seiner 
Zeit in  der Astrologie und schrieb: Das grosse Buch über die Geburten, 
es enthalt 1 4  Abschnitte. Das Buch der 21 (Abschnitte'?) über die 
Conjunctionen, die Secten und Religionen. '" Ueber die Projection der 

*) d. h. die muslimitiachen Mathematiker; die vorangehenden (von den Sohnen 
Mû& an) waren Ungliiubige (Sabier, Christen etc.). 

*) Nach FlUgel (Z. D. M. G. 13. Bd. p. 630); Casiri und Andere schreiben 
Ferchân. 

***) d. h. ,,Was Gott will.'' 
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Strahlen. Das Buch der Bedeutungen (significationes in der Astrologie 
des Mittelalters). Ueber die Zusammensetzung der Astrolabien und den 
Gebrauch derselben. Ueber die Armillarsph%ren. Ueber Regen und Winde. 
Ueber die beiden Loose (das günstige und ungtinstige). Das ~ u c h ;  bekannt 
unter dem Ramen ,,das siebenundzwanzigsteU: der erste Abschnitt handelt 
tiber den Beginn der Ha.ndlungen, der zweite tiber die Zurückweisung (Zer- 
storung) der Ordnnng der dritte tiber die Fragen, der vierte über 
die Zeugnisse der Gestirne, der ftinfte tiber die Ereignisse (Er~cheinun~en), '~' 
der sechste über die Bahnen von Sonne und Moud und das, was sie be- 
weisen (was sich dabei zeigt). Ueber die B ~ c h s t a b e n . ' ~ ~  Ceber die Herr- 
schaft (Herrsçher, Sultan). Ueber die Reisen.""eber die Preise. Ueber 
die Geburten. Ueber den Umlauf der Geburtsjahre. Ceber das Schicksal 
und den Glauben. Ueber das Crtheilen nach den Conjunetionen und Oppo- 
sitionen. Ueber die Kranken. Ueber die Sternbilder und das Urtheileu 
nach ihnen. 

A b i ~  S a h l  a l - F a d l  ben Nûbacht . l j7  

War  seiner Abstammung nach ein Perser; ich habe die Genealogie 
der Familie Nûbacht in dem Abschnitt tiber die Theologen (Metaphysiker) 
schon erwahnt und grtindlich durchgeführt. E r  war (angostollt) in der 
Chalifenbibliothek unter HRrdn ar-RaschPd und tibersetzte ftir diesen Werke 
aus dem Persischen ins Arabische; er vertraute in seiner Wissenscbaft auf 
die Bücher der Perser. E r  schrieb: Das Buch an-Nahmatân:") über die 
Geburten. Ueber das astrologische W e i s ~ a g e n . ' ~ ~  Das Buch der Geburten: 
einzig in seincr Art (oder auch llseltenLL). Ueber den Cmlauf der Geburts- 
jahre. Das Buch der Einleitung (in?). Ueber die Vergleichung und die 
Allegorie (?).15' Das Buch der Citate aus den Sentenzen der Astrologen 
über die Prophezeiungen, Fragen, Geburten und Anderes.ltiO 

S a h l  ben  B i ~ c h r . ' ~ '  

Abn '04rniin Sahl ben Bisehr ben Hftni, wurdo als Jude Hhjà genannt; 
er diente zuerst dem TBhir ben al-Husain al-ri'war, hierauf dem al-Hasan 
ben Sahl; er wa,r ein scharfsinniger und vortrefflicher Mann und schrieb: 

Die Schlüssel der Ertheile, oder das kleine Pragenbuch. Ueber die beiden 
Loose. Das grosse Buch der Geburten. Ueber den Umlauf der Jahre der 
Welt. Das kleine .Buch der Einleitung. Das grosse Buch der Einleitung. 
Das Buch der Astronomie und des Rechnens. Ueber den Umlauf der Gs- 
burtsjahre. Das kleine Buch der Geburten. Das grosse Fragenbuch. Ueber 
die Tagewahlerei. Ueber die Jahreszeiten (auch Zeitperioden). Ueber den 

3 Sollte wohl heiasen: an-Nimûdâr. Vergl. Anmerkung 111 zu Kankah. 
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Schltisse1.'62 ueber Regen und Winde. Ueber die Bedeutungen. Ueher 

den Regenten der Goburtsstunde und denjenigen der Lebenszeit. TTeber 
die Erwigungen (oder das Relative?)lG3 Ueber die Verfinsteriingen. Das 

Bnch der Synthesis. E r  verfasste auch cin grosses Buch, welches 13 Ab- 
schnitte enthiilt und das Wesentliche aus seinen Schriften in sich vereinigt, 
er nannte es ,,das zehnteLL;'" er verfasste es in Chorbsân und es wurde 
mir gesagt, dass die Rumaer es sehr schstzen. E r  schrieb auch ein Buch 

liber Algebra, w-elches sie ebenfalls loben. 

Al-ChuwârazmS (oder  C h o w ~ r e z m î ) .  

Muhammed ben Mûsa, gebürtig aus Chowârezm, arbeitete auf der 
Chalifenbibliothek unter Mâmiin und gehorte zu den A~tronomen."~ Vor 
und nach der Zeit, wo Beobachtungen gemacht wurden, pflegten die Leute 
sich zu verlasson auf seine zwei Tafeln, die unter dcm Namen Sind-Hind 
bekannt sind. E r  verfasste: DaBs Buch der astronomischen Tafeln, in zwei 
Ausgaben: die erste und die zweite. Ueber die Sonnenuhr. Ueber den 

Gebrauch des Astrolabiums. Ueber die Construction des Astrolabiums. Das 
Buch der Zeitrechnung (auch Chronik).lti6 

S i n d  ben  'Al î ,  d e r  J u d e .  

Sein Beinanle war Abti't-Tajjib, or war zuerst Jude und ging d a m  
unter bkimdn zum Islam tiher und wurde unter seine Astronomen aufge- 
nommen; er ist derjenige, welcher den Tempel (Observatorium) baute, der 
hinter dem Thor asch-Schamâsijja in der Residcnz Bagdad stcht; or arbeitete 
mit den astronomischen Beobachtern, ja war sogar ihr Vorstand. E r  schrieb: 
Cober die Aputomeen und die Medialen.'67 Ueber die Schneidenden (Se- 

kanten?), in zwei Ausgaben.lGB Ueber die indische Rcchnungsweise. Ueber 
die Vermehrung und die Verminderung. Das Buch der Algebra.16' 

J a h j j  b e n  A b î  & I a n s ~ r . ' ~ O  

Es  wurde seiner schon eingchcnd an einer andern Stelle E rw~hnung  

gethan; er war einer der Beobachter unter Mam-rin und starb im Lande 
der Rumaer. E r  sührieb: Das Buch der erprobten Tafeln, in zwei Aus- 
gaben, eine erste und eine zweite. Ueber die Bostimmung der H6he des 
Sechstels einer Stunde für die Breite von Bagdad. Ein Buch, welches 
seine Beobachtungen enihalt und Abhandlungen tiber eine Menge anderer 
Beobachtungen. 

H a b a s c h  b e n  'Abda]l&h. 

Al-Merwaz~, der Rechner, war ebenfalls einer dor Beobachter und 
wurde tiber 100 Jahre alt. . Er schrieb: Das Buch der damascenischen 
Tafeln. Das Ruch der mâmûnischen Tsfeln.171 Ueber die Xntfernungen 
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und die K6rper (~ immelsk6rper? ) .  Ueber die Construction des Astrola- 
biums. Ueber die Sonnenuhren und die Gnomone. Ueber die drei sich 
berührenden Kreise und die Art  und  Weise der Verbindungen (unter sich). 
Ueber die Construction der horizontalen, senkreehten, geneigten und 
schiefeu ('r') PlZchen.172 

I b n  Habasch . l I s  

Abû Dscha'far beu A'imed ben 'Abdallâh ben Habasch verfasste ein 
Buch tibor das Planisphaerium.*) 

A l - A b a h h .  

Al-Hasan ben Ibrâhîm lebte unter al-Mâmûn nnd schrieb: Ueber die 

Tagewiihlerei, f ü r  al-Mâmûn. Ueber den Regon. Ueber die Geburten. 

D i e  E r z a h l u n g  d e s  I b n  a l - J l u k t a f ~ l ~ ~  

Er sagt: Ich habe in einem Buche von Ibn al-Dschahm folgendes ge- 
lesen: Sind ben 'Al? hatte ein Buch ,,Einleitungt' geschrieberi und scherikte 
es dem ,4bù Mjschar ,  da schricb sich dieser das Buch selbst zu; nun hat  
aber Abû Marschar die Astronomie erst irn vorgertickten Alter studiert und 
sein Verstand reichte nicht aus  fu r  die Abfassung dieses Euches, elienso 
wenig wie ftir die neun Abhandlungen über die Geburten und das Buch 
über die Conjunctionen , welches au  Ibn-al-Bâzjâr gerichtet ist , alle diese 
sind von Sind ben 'Ali verfasst. 

A l - H a s a n  b e n  S a h l  b e n  Nûbacht .17 j  

E r  schrieb: Ueber den helischen Untergang der Mondstationeu," 

Ibn-a l -Hâz jâ r .17"  

Muhammed ben 'Abdallâh ben 'Omar ben al-Bâzjâr, ein Schtiler FOU 

Habasch ben 'Abdalleh und ein vomtiglicher Astronom, schrieb: Ueber die 
Atmosphare, in 1 9  Theilen (nach anderen Codices auch nur  siebeu). Uas 
Buch der astronomischen Tafeln. Ueber die Conjnnctionen und den TTm- 
lauf der Jahre der Welt. Ueber die ~ e b u r t e n  und den Umlauf der Ge- 
burtsjahre. 

C h u r z â d  b e n  D â r ~ c h a d . " ~  

Der Rechner, ein Dierier des Juden Sahl ben Hischr, schrieb: Ueber 
die Geburten. Ueber die Tagewahlerei. 

*) Befindet sich im ME. 962. 2 (Suppl. arabe) Paris; vergl. Woepke, Essai 
d'une restitution etc. in Mdm. prés. par div. Sav. à l'acad. Tom. XIV., 
1856. p. 668. 
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Die  S 6 h n e  a s - S a b b â h ~ . " ~  

Muhammed, Ibràhîm und al-!Jasan, alle drei waren scharfsinnigo Astre- 
nomen, besonders auf dem Gebiete der beobachtebden Astronomie und Astro- 
logie bewandert. Sie schrieben: Das Buch der Beweise zu den Operationen 
mit dem Astrolabium, es wurde verfasst von Muhammed, dieser vollendete es 
aber nicht, sondern Ibrtihnrn. TJeher das Verfahren zur Bestimmung des Mit- 
tags mittelst einer einzigen geometrischen Messung, von Uuharnmed begonnen 
und von al-Hasan beendigt. Die Abhandlung Muhammeds tiber die Construc- 
tion der Sonnenuhren. 

A l - H a s a n  ben  al-Chasib.179 

E r  wax sehr g~schickt  in der Kunst der Astrologie und schrieh: Jlas 
Buch, betitelt al-Kârimihtar , *" es enthalt vier Abschnitte, namlich : Ein- 
leitung in die Astrologie, tiber den Umlauf der Jahre der Welt, tiber die 
Geburten, über den Umlauf der Geburtsjahre. 

A l -Cha j j â t .  

Abû 'A11 Jahjâ ben Gâlib, er wird auch genannt Ismdnl ben Mu- 
hammed, war ein Schüler von Mi-scha-allâh und ein vorzüglicher Astronom, 
er schrieb: Das Buch der Einleitung. Uelier die Fragen. Ueber die Be- 
dcutungen. Ueber die Goschicke (oder die Dynastion). Ueber die Geburten. 
U ~ b e r  den Umlauf der Geburtsjahre. Das Buch des Zerstreuten (oder der 
Blumenlese?),'81 welches er für Jahjâ ben Châlid verfasste. Das Uuch der 
goldenen Ruthe. Ueber den Umlauf der Jahre der Welt. Das Buch von 
den Anekdoten (treffende, oder auch vieldeutige Antworten: vielleicht ist 
letztere Bedeutung die pssendste). 

'Omar  ben Muhammed  a l - Y a r ~ a r û ~ i . ' ~ '  

Er gehorte xu den Beobachtern und war ein vortrefflicher Gelehrter. 
Er sçhrieb: Ueber die Gleichung der Planeten. Ueber die Construction des 
Planisphaeriums. 

A l - H a s a n  ben a g - S a b b ~ h . ' ~ ~  

Er gehorte zu den Astronomen, beschBftigte sich aher auch mit Geo- 
rnetrie und schrieb: Das Buch der Lehrsatze (Figuren) und der Aus- 
ruessungen. Ueber die Kugel. Ueber den Gebraueh der Armillarsphare. 

A b f ~  Ma'schar.lR4 

Abfi Mdschar Dschdfar ben M&ammed al-Balchî, .gehorte anfinglich 
zu den Historikern und wohnte im westlichen Theil (von Bagdad), beirn 
Thore Chorâsâu. E r  hasste den al-Kindi und stachelte das Volk gegen 
ihn auf und schmkihte ihn wegen seiner Philosophie; da schickte al-Kindl 
heimlich solçhe Leute hinter ihn, 'welche ihm das Studium der Arithmetik 
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und Geometrie angenehm zu niache11 wussten, und in Folge dessen wandte 
er sich diesen Gebieten zu, bcendete aber die Studieii hierin nicht, sondern 
ging zur Astrologie tiber. detzt  beim Einblick in dies3 Wissenschaft horben 
die Bosheiten gegen al-Kindî auf, denn er gehorte nun zu daselben Ge- 
lehrtenklasse. Es wird erzahlt, dass er mit dem Studium der Astronomie 
erst nach seinem 47. Lebensjahre begonnen habe; er v e r  von scharfer, 
treffender Crtheilskraft. Einst liess ihn al-Musta~n peitschen, weil er in 
einer Prophezeiung das Richtige getroffen hatte, da sprach er: ich habe 
die Wahrhoit gosagt und bin doch gestraft worden. Abu Mischar starb, 
als er schon über 100 Jahre al t  war, in Wâsit, am Mittwoch, zwei Nachte 
vor Schluss des Ramad$n, im Jahre 272 d. B. (886). E r  schrieb: Das 
grosse Buch der Rinleitung: acht Abschnitte. Das kleine Buch der Ein- 
leitung. Das Buch der Tafeln al-Haziirât mit über 60  C a p i t e l n . l X ~ a ~  
grosse Buch der Gcburtcn, unvollendet, aus welchem vielfach Aiiszüge ge- 
macht wurden. Ceber die aussere Erscheinung der Himmelssph%-e und die 

Versühiedenheit ihres Aufganges: fünf Abschnitte. Uobcr den Regonten 
der Lebenszeit. Ueber den Regenten der Gehurtsstunde. Ueber die Con- 

junctionen, an Ibn al-Bâzjâr gerichtet. Das Buch liber den Umlauf der 
Jahre der Welt, betitelt ,,die treffonden Antworten".'" Ueber die Tage- 
wahlerei nach den Mondstationen. Das Buçh der Tausende: acht Ab- 
schnitte.lB7 Das grosse Uuch der Temperarnente: ftinf Theile, nach der 

Eintheilung von Abû Màschar. Ueber die beiden Loose, die Lebenszeiten 
der K6nige und die Regierungen (Dynastien). Uas Buch Z $ ï r d s ~ h % t , l ~ ~  und 
tibor die Grenzen und die Hori~ontalkreise. '~ TTeber die Conjunction der 

beiden Ungltickssterne (Saturn und Mars) im Hause des Krebses. Ueber 
die Sternbilder und das Weissagen nach ihnen. Ueber die Sternbilder und 
die Gradelgo und das Weissagen nach ihnen. Ueber den Cmlauf der Ge- 
burtsjahre: acht Absuhnitte. Das Buch über die Temperamerite, das selten 
(kostbar) war, spater aber hëufiger vorkam (gefunden wurde)(?). Ueber die 
helischen Untergange der Mondstationen. Eine Sammlung vou Fragen. 
Ceber die Sicherheit (Wahrheit) des astrologischen Wissons. Ein Buch, 
dessen Z~sammenste l lun~ er begann, aber nicht vollendete, er wollte ihm 

den Namen geben ,,das Vollstandige oder die FrageriCL. Das Buch der 
Sammlung, in welchem er die Aussprücho der Menschen tiber die Geburten 
zusammenstellte. Das Buch der Elemente, welches Abû'l'Anbas für sich 
in Ansproch nahm Uober die Ansiegung der Traume aus den Gestirnen. 
Ueber die Urtheile nach den Regonten der Geburtsstunde. Das kleine 

Buch der Geburten: 2 Theile mit 13 Abschnitten. Tafeln der Conjiinc- 
tionen und der ~ b w e i c h u n ~ e n ( ? ) . ~ ~ l  Ceber die Sahreszeiten. Ueber die 

Jahreszeitenl nach den 12  Zoichen des Thierkreises. Ueber die Loose, 
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und zwar über die Loose der Lebensrnittel, der Kleider, des Riechbaren 
(der duftenden Dirige), der Wohlfeilheit und der Theuerurig und des Weis- 
sagens nach ihnen. ~ ~ e b e r  Regen und Winde und die Verandenmgen 

der Atmosphiire. Ueber die Katur  der Lander und die Entstehung der 
Winde. TJeber die Schiefe (Neigung) (?)'" 2 immlauf der Geburtsjahre. 
Abû M/Ia'schar pflegte (in wissenschaftlichen I)ingen) der Autoritat der 
Barmakiden 'Abdallüh ben J a h j s  und Muhammed ben al-Dschahm zu folgen, 
und doch tibertraf er sie im Wissen. 

' A b d a l l a h  b e n  M a s r a r  a n - N a s r i n î  (d. h. d e r  Christ).lSs 

W a r  der Diener von Abû MaCschar und schrieb: Ueber die Projection 
der Strahlen. Ueber den Timlaiif der Jahre der Welt  und das Weissagen 
nach diesem. Ceber den Cmlauf der Geburtsjahre. 

' C l â r i d  b e n  M ~ h a r n m e d . ' ~ ~  

Der Rechner und Astronom, war ein vortrefflicher und gelehrter Mann 

und schrieb: Ueber die indische Wahrsagekunst (aus Kameelmembranen) 
und ihre Erklarung. Ueber den Gebrauch des Astrolabiums. Ueber den 
Gebrauch der Arrnillarsph%re. Ueber die Z u ~ a m m e n s e t z u n ~  der himmlischen 
Sphareri. Ueber die Brennspiegel. 

~ a ' k û b  b e n  T % r i k . l g 5  

E r  gehürte zu den ausgexeichneten Astronomen und schrieb: Ueber 

die Theilung des Sinus.'" Geber! das, was sich vom halben Tagebogen 
in die Hohe erhebt. Das Buch der Tafeln, dem Sind-Hind entriommen, 
von Grad zu Grad, in zwei Theilen: der erate für  die Sph%rik, der zweite 
für die Wissenschaft der Zeitperioden ( C h r o n ~ l o ~ i e ? ) ' ~ ~  

A h î i ' l - r A n h a s . l s ~  

Ag- S a i m a r ~ ,  m r d o  schon früher als eifriger Astrolog erwahnt, or 
schrieb: Ueber die Geburten. Einleitung in die Astrologie. 

I b n  S i m a ~ a i h . ~ ~ ~  

Ein Jude,  sein Name war . . . . . E r  schrieb: Einleitung in die Astro- 
logie. Ueber den Regen. 

' A l i  b o n  D%f1d.*)2~0 

E r  war ein vortrefflicher Xann und hervorragender Astrolog und schrieb: 
Ueber den Regen. 

*) Auch Uâwud = David. 
Abh. EUT Gesch. der Mathem. VI. 
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I b n  a l - A r r â b î .  

Abû'l-Hasan '811 ben a l - A ' r ~ b î  aus Kùfa war ebenfalls ein trefflicher 

Mann und hervorragend in sciner Kunst (Astrologie), und bekannt unter 
dem Namen asch-Schaibanî, weil er zu den Naehkommen ( m m  Stamme) 
Schaibâns gehorte. Er schrieb: Das Buch der Fragen und der Tage- 
wiihlerei. 

H B r i t ,  d e r  A s t r ~ l o ~ . ~ ~ ~  

W a r  eng befreundet mit al-Hasan ben Sahl und ein vorzüglicher Ge- 
lehrter, den auch Abil Marschar als A u t o r i t ~ t  anführt. E r  sührieb: Das 
Buch der Tafeln. 

~ l - J d i s s î s f . * )  

Abû'l-Hasan 'Ali ben al-Miss?$ schrieb: Ueber die Conjunctionen. 

I b n  Ab9 K ~ i r r a . ~ ~ ' !  

Sein Beiname war Abû 'All, er war der Astrolog von a l - 'Alad ,  (des 
Fürsten) von Basrâ,  er schrieb: Ueber die Ursache der Verfinsterung von 
Sonne und Mond, für  al-Muwa,ffak verfasst. . 

I b n  S a m r i n .  

Muhammed ben ' A b d a l l ~ h ,  Diener des Abù ,Maschar, sahrieb: Eirilei- 
tung  in die Astrologie. 

A l - F a r g ~ n î . ~ ~ ~  

Muhammed ben Katir,  war ein vorzüglicher Mann und hervorragender 
Astronom, er verlasste: Uas Uuch der ElementeZO" Auszug aus dein Al- 
magest. TJeber die Construction der S o n n e n ~ h r e n . " ~  

I b n  Ab¶ R â f i r  

Sein Beiname war Abû'l-Hasan, ein vorzüglicher Gelehrter, er schrieb : 
TJeber die Verschiedenheit des Aufgangs (der Gestirne). 

S e i n  S o h n  A b û  M u h a m m e d .  

'Abdallùh ben Abî'l-Hasan ben Abî Râfi', verfasste: Eine Abliaridlurig 
über die Geometrie. 

I b n  A b î  ' A b b ~ d  ( o d e r  'Cbb%d).'OG 

Muhammed ben 'h, mit dern Ueinamen Abû'l-Hasan, nur  unter dieseru 
Namen bekannt, e r  schrieb: Ueber den Gebrauch des Astrolabiums mit den 
zwei Eingenm7 und anderer. 

*) Sollte nach dcm folgenden vollen Namen wohl Ibn al-Miçsî?? heissen, oder 
dann ist das folgendc ben überflüssig. Flügel inacht hiezu keine Bemerkung. 
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Abb'l-'Abbâs a l -Faa l  beu Hitirn an-Nairîzî, gehUrte zu denen, auE 
deren Autoritat man sich gerne bezog in der Astronomie, namentlich in  
der beobachtenden. Er schrieb: Das grosse Buch der Tafeln. Das kleine 

Buch der Tafeln, Ueber die Gebetsrichtung (nach Mekka).*) Einen Com- 
mentar zum Quadripartitum des Ptolemai~s.~~"eber die atmosphiirischen 
Erscheinuiigen, für al-Xu'tadid verfasst. Uas Buçh der Beweise und der 
Herstellung von Instrumenten, mit wclchcn entfernte Gegenstiinde deutlich 
gemacht werden. 

A l - B a t t & n ~ . ~ ~ O  

Abû 'Abdallâh Muhammed ben Dschâbir ben Sinân ar-Rakki, stammte 
aus Harrân und war (ursprünglich) Sabior. Der Anfang seiner astrono- 
mischen Beobachtiingen fiel nach Dscha'far ben al-Muktafl, der ihn hierüber 
selbst befragt hatte, ins J a h r  264 und sie dauerten bis zuin Jahre 306. 
E r  gab in scinen Tafeln dio Oertor der Fixsterne für  d:is Jahr  299 an. 
E r  kam mit den Stihnen az-Zajjbts aus Rakka nach Bagdad wegen der 
Unterdrüokungen, die ihncn dort zu Thoil wurden, und starb auf der Riick- 
kehr auf der Feste al-Dscha-s irn Jahre 317. Er schrieb: Das Buch der 
Tafeln, in zwei Ausgaben, die zweite ist  ausgezeichneter als die ersto. 
Ueber die Kenntniss der Aufgsnge der Hiiuser nach den vier Quadranten 
des Thierkreises, auch bekannt als seine Abhandlung liber die Verificierung 
der Wirkungen der Conjunctionen, die e r  fü r  Abb'l-Hasan ben al-Farat.  
verfasste. "" 

I b n  A r n â d ~ c h û r . ~ ' ~  

Abd'l-Kasim 'Abdallâh ben Amadschbr war ein Nachkomme der Pha- 

raonen und eiu vorziiglicher Gelehrter. E r  schrieb: Das Buch des Fragens? 
Das Buch der Tafoln, bckannt unter dom Namen ;,die Reinen" (Besten, 
Fehlerfreien). Das Buch, genannt der Reiseproviant. Das Buch der Tafeln, 
bekannt unter dem Namen ,,die GegürtetenLL. Das Buch der Tafeln, ge- 
nannt ,,die WundervollenLL. Das Buch der Tafeln des Sind-Hind. Das 
Buch der Tafeln der Zeitlaufe. (?) '14 

S e i n  S o h n  A b û ' l - H a s a n  'A11 b e n  A b r ' l - E a ~ i m ~ ~ ~  
schrieb . . . . . (Lücke). 

A l - H a r d n i  (auch a l - H a r a w ~ ) . " ~  
Jûsuf ben . . . . . sührieb: Uebor astrologischo Botrügerei (Heuchelei), 

in circa 300 B l ~ t t e r n . ~ l ~  

*) Befindet sich in dem Ms. 952. 2 (Suppl. arabe) in Paris, vergl. Woepke, 
Essai d'une restitution, etc. in Mém. prds. à l 'acad. par div. Sav. Tom XIV. 
Paris, 1856. p. 666. 
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Die neueren Rechner und Arithmetiker.225 

Abfi1l-Fadl 'Abdalhamîd ben W%sir ben Turk al-(i'huttalr Dscha- 
bah), der Rechner, - als sein Beiname wird auch Abfi Muhammed ge- 
nannt - schrieb: Das Ganze der Rechenkunst in sechs Bzchern. Das 

Buch über den Gesch%ftsverkehr (polit. Arithmetik).226 

A b û  Barza .  

Al-Fadl ben Muhammed ben 'Abdalhamid ben Turk ben W ~ s i ' ' ' ~  al-Chut- 
talî, schrieb: Das Buch über den Geschiftsverkehr. Das Buch tiber die 
Feldmessung. 

A b û  Kâmi1.228 

Abil Kamil Schudschg ben Aslam ben Muhammed ben Schudschg, 

der Rechner, aus Aegypten, war ein trefflicher und gelehrter Arithmetiker 
und schrieb: Das Buçh des Gltickcs." Das Ruch des Schlüssels des Gliickes." 
Das Buch uber die -41gehra.2" Das Buch des Ausgepressten (vielleicht 
Auszug?). Das Buch der Vorbodeutungen (aus dcm Vogelflug). Uober die 
Vermehrung und die Verminderung. Das Buch der beiden Feliler.z30 Das 
Buch der Yeldrnessung urid der Georrietrie. Das Buch des G e n ~ ~ e n d e n . ~ ~ '  

S i n a n  ben a l -Pa t4 .232  

Er  war aus Harràn gebiirtig, oin horvonagender Rechner und Arith- 
metiker, und schrieb: Das Buch at-Taht, in der (über die) indischen Rech- 
nungsmeise. 233 Ueber die Vermehrung und die Verminderung. Einon Com- 
mentar zum Buche ,,über die Vermehrung und dieVerminderungL' (wahrscheinl. 
eines andern Autors). Ueber die Erbtheilungen. Ueber die Kubenrechnung 
(Kubikwurzelaus~iehung?).~~~ Einen Commentar zur Algebra des Chowârezmi. 

A b ü  J ü s u f  a l - i \ l i s s î + ~ . ~ ~ ~  

Ja'kûb ben Muhammed, der Rechner, schrieb: Eine Algebra. Ueber 
die Erbtheilungen. Ueber die Verdoppelungen der Hauser (Felder) des 
Schachspiels. Das Universalbuch. Ueber das Verhaltniss der Jahre. Das 
allumfassende Buch. Das Buch der beiden Fehler. Uober die Testaments- 
rochnung. 236 

A r - R a ~ n . ~ ' ~  

Ja'kûb ben Muhammed, mit dem Beinamen Abu Jûsuf, schriob: Das 
Buch über das gesammte Rechnen. Das Buch at-Taht. Ueber die Rech- 

nung mit den beiden Fehlern. Das Buch der dreissig seltenen (ungewohn- 

lichen, fremdartigen) Fragen (Probleme). 
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M ~ h a r n r n e d . ~ ~ ~  

Ibn JahjA ben Aktam, der Richter, schrieb: Ueber Zahlenprobleme. 

A l - K a r a b î ~ î . " ~  

Ahmed ben 'Omar gehb'rte zu den vorzüglichsten Geometern und 
Arithmetikern und schrieb: Einen Commentar zum Eukleides. Ueber die 
Testamentsrechnung. Ueber die Erbtheilungen. Ceber das P l a n i ~ ~ h a e r i u m . ' ~ ~  
Das Buch des Indischen (Rechnens?). 

A h m e d  b e n  M u h a m m e d  

Der Rechner - über seine Lebeusverh~ltnisse ist  nichts weiteres be- 
kannt - schrieb: Das Ruch an  Muhammed ben Mfish über das Rrreichen 
( V ~ r t h e i l ? ) . ~ ~ ~  Eine Einleitung in die Astrologie. Ueber die Vermehrung 
und die Verminderung. 

A l - X a k k n .  

Dscha'far ben 'A11 ben Muhammed al-Makkl, der Geometer, schrieb: 
Das Buch über die Geometrie. Abhandlung über den Kubus (die Kubik- 
zahl). 24" 

A l - I s t a c h r ~ . " ~  

Der Rechner, sein Name . . . . . schrieb: Das Buch über das gesammte 
Rochnen. Einen Commentar zur Algcbra dcs Abîi Kâmil. 

Ein Mann, bekannt unter dem Kamen N u h a r n m e d  b e n  L u r r a  (And. 
L u d d a )  der Rechner, aus Isfahan (Ispahan) sübritib: Ein Buch über das 
gesammte Rechnen. 

Die neueren Geometer, Arithmetiker und Astronomen, deren Lebens- 
oder Sterbezeit nicht weit entfernt i s t  (d. h. von derjenigen des 

Verfassers des Fihrist ,  also kurz  die Zeitgenossen). 

J û h a n n a  a l - K a s s .  

Jfihanna ben Jîisuf ben al-&?mit ben al-Batrïk al-Kass (d. h. der Priester) 
gehorte zu denen, welche Vorlesungen hielten über die Elemente des Eu- 
kleides und audere geometrische B ~ c h e r ;  er machte aueh Uebersetzungen 
aus derri Griechischeri und war ein vorzüglicher Gelehrter, er starb i m  
Jnhr244 . . . . . er schrieb: Einen Auszug aus (in) zwei Tafoln für  Geometrie. 
Eine Abhandlung über den Beweis, dass, wenn eine gerade Linie zwei 
andere in  einer Ebene gelegene Gerade schneidet, dio beiden inncrn Winkel, 
welche auf der einen Seite liegen, weniger als zwei Rechte sind. 

I b n  R a u h ,  d e r  Sab ie r .94"  
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Abii  Dscha ' fa r  a l - C h â z i n  (d. h .  der Schatzmeister oder B i b l i ~ t h e k a r ) . ~ ~ ~  

Sein Name . . . . . E r  schrieb: Ueber die Scheibcn (des A s t r o l a b i ~ m s ) . ~ ~ ~  
TJeher die Zahlenprobleme. 

' A l i  b e n  A h m e d  a l - ' I r n r â n ~ . ~ * ~  

War  aus Moçul gebürtig und ein vorztiglicher Btichersammler, es 
kamen zu ihm Leute aus den entferntesten Gegenden, u m  seine Vorlesungen 

zu horen, e r  starb im Jahre  344 (955). E r  verfasste einen Commentar 
zur Algebra des Abû Kâmil.24s 

A b û ' l - W a f â .  

Muhammed ben Muhammed ben Jahjâ ben Ismâ'fl ben al-'Abbâs, 
wurde geboren zu Bûzdschân im Gebiote von Nrsabur im Jahre 328 (940), 
Mittwochs am Neumond des Monats Ramadân (10. Juni). E r  erhielt Unter- 
richt von seinem Oheim (vaterl. Seits) Abû. 'Amr al-Nu@di und seinerrl 
Oheim (mtitterl. Seits) Abû 'Abdallâh Muhamrned ben 'Ambasa - Abû 
'Amr selbst studierte die Geometrie unter Abû Jalljâ al-.Nâwardî*) und 
Abû'l-'Alâ ben Karn~b. '~ '  - Abû'l-Wafâ, wanderte im Jahre 348 (959) 
nach 'Irâk aus. E r  schrieb: Das Biich über das, was die Geschaftsleute 
und die Schreiber (Secretare) von dor Rechenkunst gehraiiohen; es enthalt 
sieben Abschnitte, jeder mit sieben Capiteln: Der erste Absçhnitt handelt 
über das Verliiltniss, der zweite tibor Multiplication und Division, der dritte 
über dio Oporationen dos Messens (der Flachen- und Ktirperherechnnng), 
der vierte tiber die Steuerverh~ltnisse, der fünfte tiber die Theilungsge- 
schafte, der sechste über die Wechsclgoschaftc, dor siebente über den Ge- 
schiiftsverkehr der K a ~ i f l e u t e . ~ ~  Einen Commentar zur Algebra des Cho- 
wbrezmî. Einen Commentar zur ,4lgebra des Diuphantos. Einon Commentar 
zur Algebra des H i p p a r c h o s . " V i n  Ruch Einleitung in die Arithmetik. 
Das Buch über das was gelernt werden muss vor (dem Studium des Buches) 
der Arithmetik. Das Buch der Beweise zu don Satzon, wolche Diophantos 
in seinem Buche aufstellt (eig. pbraucht ) ,  und zu dem, was er (hbii'l- 
Waf&) i n  seineln Commentar aufstelit. Eine Ahhandlung über die Auf- 
findung der Seite des Würfels, des Quadrahes des quai rate^"^ und dessen 
was aus beiden zusamniengesetzt ist. Ein Duch über die Kenntniss des 
Kreises aus der Sphare." Das vollstandigo (umfassende) Buch, CS ent- 
halt drei Abschnitte: der erste handelt tiber die Dinge, die gelernt werden 
müssen vor der Bewegung der Hiimnelsktirper (Gestirne); der zweite über 
die Rewegung der Himmelsktirper; der dritte über das was sich bei der 

*) Sollte vielleicht heissen Abû Jahjâ al-Merwazî S. p. 16 
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Rewegung der ~ i r n m e l s k ~ r p e r ' z o i ~ t  (oroignet, darans resultiert). Das Buch 
der genauen (klaren, zweifellosen) Tafeln, in drei Abschliitten: der erste 
handelt tiber die Dinge, die gelernt werdon müsscn vor der Bewogung der 
Himmelskorper; der zweite über die Bewegung der Himmelsk5qer; der 
dritto über das was sich bci der Bewcgnng der Himmelskorper ~ e i g t . ' " ~  
- Sein Oheim Abii Sa'îd schrieb ein aus ungefahr 600 Bliittern bestehendes 
Buüh über das Eindringen in die Wiesenschaftcn (Erkenntnisse) fü r  Schtiler. 

A l - K û h ~ . ~ ~ ~  

Abû Sahl Wrdschan ben Rustam (oder Rustum) aus Kîih, d. h. den 
Bergcn \ o n  Tabarist ân gebürtig, sührieb: Das Buch über die Nittelpunkte 

der Xugeln"', das er aber nicht vollendete. Das Buch der Elemente, nach 

demjenigen des Eukleides, und den aus ihm gemachten A u s ~ ü g e n . ~ ~ '  Zwei 
Büchor über den rollkornrncnen Zirkel."j Zwei Uücher über die Con- 

struction (Kunst) des Astrolabiums mit Beweisen. ueber  die Auffindung 
der Punkte auf den Linien.(l)2'0 Das Buch a n  die Logiker über die Auf- 
einanderfolge der beiden 13ewcgungen: zurVertheidiguug Tabit beu Kurras."l 
Ueber die Mittelpunkte der Kreise auf den Linien (pgebenen?)  nach der 
Methode der Analysis ohne Synthesis.'" Das Buch der Zusiitze zum zweiten 
Buche des Archimedes (über die Kugel und den Cylinder?).2" Abhandlung 
über die Auffindung der Siebeneckseite im KreisemZE4 

~ u l â m  Z ~ h a l . ~ ~ ~  

Abîi'l-Kasim 'Abdall8h ben al-Hasan,  aus . . . . . . E r  schrieb: Ein 
Buch über die Profectiones oder Direct ione~.~" "in Buch über die S t r a h l e ~ ? ' ~  
Deber die Walirsagung aus den Gestirnen. Ein grosses Buch über die 
Directiones und die Strahlen. Das Buch der grossen Zusammenstellung 
(oder das grosse, allunifassende Uuch). Das Buch der erprobtenZ6' Zlemente. 
Ueber die Tagewiihlerei. Ueber die Trennungen (zertheilungen).(?) 

A g - S û f î .  

Abû'l-gusain 'Abdarrahmàn ben 'Omar, gehorte zii den rortrefflichsten 
Bstronomen; er war  Diener des 'AdudaddaulaX%ud lebte in Sch&$kiih (?), 
sein Geburtsort war  . . . . . er starb im JahrZT0.  . . . . ICr schrieb: Ceber 
die Gestirne, mit Piguren. 

A l - A n $ % k i  

mit  dem Ehrennamen al-Mudschtabâ (der A u s e r w ~ h l t ~ ) .  Sein Namc w;tru7 . . . . 
Er starb kurz vor Boginn des Jahres 376 (986-87).272 Er schrieb: Das grosse 

Buch at-Taht über die indische R e c h n u n g s w e i ~ e . ~ ~ ~  TJeber das Rechnen nach 
(der Mothode) at-Taht ohne Ausstreichen (der Ziffern). Einen Commentar zu 
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der Arithrnetik ( w e s ~ e n ? ) . ~ ' ~  Ueber die Auffindung der Uebersetzer. (?)275 

Einen Uommentar zum Eukloides. Uebor die K ~ b c n . ' ~ "  

A I - R a l w a ~ â n ~ . ~ ~ ~  

Abû Nasr Muhammed ben 'Abdallih al-Kalwa&ni gehort zu den vor- 
trenlichsten Rechnern und lebt zu unserer Zeit (d. h. gegenwartig noüh).Z78 
E r  schrieb: Das Buch at-Taht über die indische Rechnungsweise. 

A l - K a s r â n î ,  
sein Name war . . . . .27" 

Abhandlung über die Instrumente (astronomische) und ihre Verfertiger. 
* 

E s  waren die Astrolabien in  dor frühern Zeit ebcn (Planisph&rien) 
und der Erste ,  der solche verfertigte, war  Ptolemaios; es wird aber auch 
gesagt, dass vor ihm sühon solühe gemacht worden seien, aber dies lasst 
sich nicht mit Sicherheit behaupten; als der erste Verfertiger ebener Astro- 
labien (in neuerer Zeit) wird genannt Apion (?) der Patriarçh. Diese In- 
strumente wurden (zuerst nur) in der Stadt  Harrbn gemacht, spater wiirden 
sie (d. h. ihre Verfertigung) weiter verbreitet und mehr bekannt; jedoch 
verrnehrten sie sich und erweiterto sich für  die Kiinstler die Arbeit (erst 
recht) unter der IIerrschaft der Abbasiden von den Tagen al-Nàmûns an 
bis auf unsere Zeit; denn als al-Namûn die Beobachtung zu unterstützen 
sich vornahm, wandte e r  sich a n  Ibn Chalaf a l-Naraanidî  und dieser ver- 
fertigte f ü r  i h  die Arniillarsphiire, und solche befinden siçh nun i m  Be- 
sitze von einigen Gelehrten unseres Landes; auch hatte Marwarûg früher 
schon Astrolabien construiert. 

.. 
D i e  N a m e n  d e r  K ü n s t l e r .  

I b n  C h a l a f  a l - M a r w a r û d î ;  a l - F a z g r î ,  dessen schon Erwahnung 
gethan w ~ r d e ; ~ ' ~  ' A l i  b e n  ' Î s â ,  Schüler*) von a l - M a r ~ a r û d î ; " ~  C h a f i f ,  
Schüler von 'Alî ben 'fs%, eiu geschickter und vortrelllicher Mann; A b m e d  
b e n . C h a i a f ,  Schiiler von 'Aln ben 'fsà; U u h a r n m e d  b e n  C h a l a f ,  eben- 
falls Schüler von 'Ali; A h m e d  b e n  I s h â k  a l - H a r r à n i ;  a r - R a b i '  b e n  
F a r r & s  a l - H a r r P n î ;  K a t a s t i l l u s  (?)ZR2,  Schüler von Chafif; ' A l i  b e n  
A h m e d ,  der Geometer, Schüler von Chafif; M u h a m m e d  b e n  S c h a d d â d  
a l - U a l a d i ;  ' A l î  b e n  Surad  a l - H a r r â n î ;  S c h u d s c h a '  b e n  . . . . war 
mit Saif ad-Daula Schüler von Batûlus (?);"3 I b n  S a l a m ,  Schüler von 
Batûlus ; a l  - ' d d s  c h l â ,  der Astrolabien -Verfertiger , Schtiler von Ba- 
~ --- -~ 

*) Eigentliçh Diener, hier wohl Lehrjunge, ich gebe eu überall durch ,,Schülerl' 
wieder. 
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tûlus; al-'A d s c h l  a j  j a,  seine Tochter, mit Saif ad-i laula  Schülerin von 

Uatiilus. 

Z u  d e n  S c h t i l e r n  A h m e d s  u n d  M u h a m m e d s ,  d e n  S t i h n e n  
C h a l a f s  g e h o r t e n :  

D s c h â b i r  b e n  S i n â n  a l - g a r r â n ~ ; ~ ~ ~  D s c h a b i r  b e n  K u r r a  a l -  
Har rhn i ; ""  S i n n n  b o n  D s c h j b i r  a l - H a r r ~ n i ; ' ~ ~  F a r r â s  b e n  a l - H a s a n  
a l - H a r r â n î ;  A b û ' r - R a b i r  H â m i d  b e n  ' A l i ,  Schüler von 'Alî ben 
Ahmed, dem Goomoter. 

Z u  d e n  S c h i i l e r n  H a m i d  b e n  ' A l i s  g e h o r t e n :  

I b n  N a d s c h i j j a ,  sein Name war . . . . .; a l - B û k i ,  sein Name war al- 

Husain, s ta t t  seiner wird auch 'A b d a ç ç a m a d  genannt. 

Z u  d o n  ( u n m i t t e l b a r )  ~ o r a n ~ e h e n d e n * )  I n s t r u m e n t e n k ü n s t l e r n  
g e h o r e n :  

'dl1 b e n  J a ' k û b  a r - B a ç g â p ;  'A11 b e n  Sa ' îd ,  der Eukleidier; A b m e d  
b e n  'Alr b e n  ' Î s  â, aus der jüngsten Zeit. 

K u r r a  b e n  K a m i t â  a l - H a r r ~ n î . ~ ~ "  

Dieser verfertigte einen Globus (wortlich eine Uarstellung der Welt), 
welchen Tabit  ben Kurra für sich in  Anspruch nahm; ich habe diesen 
Globus gesehen, aus roheui ( u ~ ~ e b l e i c l i t e m )  Stoff aus Dabik verfertigt, mit 
Farben (bemalt), doch waren dieselben schon verwischt. 

Die Tite1 der Bücher, die über die Mechanik (eig. Bewegungen) 
geschrieben worden sind. 

Ueber die Einrichtung des Instruinentes von Archimedes, mit  welchem 
dio Schleuderstoine geworfen w ~ r d e n . ' ' ~  Ceber die Kreise (runde Scheiben?) 
und die MTasserrader von Herkal, dem Zi~nmermann.~" Ueber die Dinge, 
die sich von selbst bewegen, von H e r ~ n . ~ ~ '  Ueber die trompetenartigo 
Pfeife. Ueber die bliihende(?) Pfeife. Uebeï die Waçserriider, von ~ û r i t b s . ~ " ~  
Ueber die Orgel. Das Buch der Mechanik von den Sohnen Niis&s, den 
Astronomen (wortlich des Astronomen), es enthalt eine grosse Zahl von 
mechanischen Krafteri (wortlich Bewegungen). "l 

[Der am Ende dieses Absçhnittes stehende Abû Ja rkûb  I sh ik  gehort 

zu den Aerzten und sollte also in der folgendon dritten. Unterabtheilung 
stehen, wohin ihn auch einige Codiccs gesctzt haben.] 

*) Kann auch heissen ,,hervorragendenU. 
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III. Unterebthailung. 

Sie enthalt die Geschichten der 2,lteren und neueren Aerzto und die 
Tite1 der Bücher, die sie verfasst haben. 

G a l e n o s .  

E r  schrieb [unter Anderem: es werdcn von ihm 72  medirinische 
Schriften angeführt]: Das Buch darüber, dass das erste Bewegende (primus 
motor) selbst unboweglich soi"', üborsetzt von Hunain, 'Îsâ ben JahjS und 
Ishsk (ben Hunain). 

Hunain. 293 

Hunain ben Ishâk al-'Ibadî, mit dem Reinamen Abû Zaid, war ein 
vortreflicher Arzt, bewandert in der griechischen, arabischen und syrischen 
Sprache, und belesen in den Schriftcn der Alten. E r  schrieb [unter 
Anderem]: Ueber Pluth und EJbe. Ueber die Ursachen, warum das Meer- 
wasser salzig wird. Uober dio Entstehung des Feuers zwischen (mit Htilfe 
von) zwei Steinemm4 

K u s t ~ . ' ~ '  

Kustâ ben Lûkà aus Ba'albek, ha t  eine grosse Zahl alter Werke ins 
Arabische übersetzt, und war sehr bewandert in  vielen Wissenschaften, so 
in der Medicin, Philosophie, Geometrie, Arithmetik und Musik, gewandt i n  
der griechischen Sprache und zeichnete sich durch vortrefflichen arabischen 
Styl aus; er starb am Hofe eines armenischen K6nigs."6 E r  schrieb [unter 
Anderem]: 'l-eber die Brennspiegel. Ueher die Gewichte und Nasse. Ueber 
den Wind und soine Ursachen. Uebcr die Waage. Ueber den Gebrauch 
des Himme1sglobus ."~in le i tung  in die ~eomet r ie . '  Ueber die schwierigen 
Stellen des Eukleidischen Buches. Einleitung i n  die Astrologie. Abhand- 
lung tiher die Auflosung von Zahlena,ufgahen aus dem dritten Buche des 
Eukleides. Einen Commentar zu dreieinhalb Düchern des Diophantischen 
Werkes tiber arithmetische Aufgaben. 

Abû Bekr Muhammed ben Zakarijjà a.r-RâzP, aus Raj in Chorasan 
gebürtig, einzig dastehend zu seiner Zeit als Kenner der Wissenschaftcn 
der Alten und hesonders als Mediciner; e r  war sehr hochherzig und wohl- 
thatig gegen die Arnien, so daçs e r  ihnen neben der Verpiiegung noçh 
Geld zu üborreichen pflegte. E r  wurde gegon dxi Rnde seines Tjehens 
blindiZg3 er war ein Schüler Balchîs in  der Philosophie. Nach seinem 
eigenen Büüherverzeichniss schrieb or [unter Anderem]: Zwei Bücher Be- 
weise, das erste 17, das zweite 1 2  Capiiel enthaltend. Das 13uch von der 
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aussern Erscheinung der Welt. Das Duch der Widerlegung Derjenigen, 
welche die Bticher der Geometrie geringschatzen. Ueber das Leere und 
das Volle, oder über Zeit und Raum (Ort). Ueber die Ursache, wesshalb 
die &de in der Mitte des Weltalls i n  Buhe ist. Ueber die Grsache der 
Rotationshewegung der Himmelssph%re. Das Ruch darüher, dass die Be- 
wegung nicht zweifelhaft, sondern gewiss ist. Das Buch darüber, dass dor 
Korper (di0 Masse?) sich von selbst bewege, oder dass dio Bowegung ur- 
sprünglich in seiner Natur  begründet sei. Ueber die Diagonale des Qua- 
drates. Ueber die Ursachc dor Anziehung des Magnetsteins. Uobor die 
Abkühlung des Wassers durch Schnee. Abhandlung iiber den Untergang 
dor Sonne und der Sterne, und dass dieser nicht aine E'olge der Bewegung 
der Erde, sondern derjenigen des Himmels sei. Abhandlung darüber, dass 
Uerjeiiige, welcher uicht irn Ueweiseu (logischen Schliessen) gewandt ist, 
sich nicht vorstellen kann, dass die Erde kugelformig sei und rings herum 
auf derselben sich Menschen befinden. Ueber die W i d e r l e p n g  der Mei- 
nung Derjenigen, welche glaubon, dass die Sterne nicht an der aussersten 

Grenze der rotierenden Sphiire (der Rotationsbewegung) ~ e i e n . ~ ' ~  Abhand- 
lung  über die Stroitfrago über die iiatürliche lJcschaffenhcit der Erde,  ob 
diese narnlich ans Lehm oder Stein bestehe. Abhandlung über das Mass 
dessen, was durch die Mreissagung aus den Sternen zu erkennan moglich 
ist, nach der Ansicht der Naturphilosophen und nach der Ansicht Derjenigen, 
welche verneinen, dass die Gestirne lebende Wesen seien. 
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A r i s t o t e l e s .  

1) Andere mathemat,isch-physikalische Schriften, wie die mechanischen 
Probleuie und über die untheilbaren Liriien, die bei Ibn al-K. und H. Ch. an- 
geführt sind, fehlen im Fihrist. H. Ch. führt  überdies noch an: Ueber die 
Geheimnisse der Gestirno V. 40, über die Zahlen V. 46, über die fallenden 
Sterne (Meteore, Stei?ischnuppen) V. 166, 1000 Worte (Satze, Aphorismen) 
über die Astrologie 1. 407. 

P r o k l o s  D i a d o c h o s .  

2) Eines von den beiden Werken is t  wahrscheinlich der Commentar 
zum ersteri Buche der Elemente des Eukleides. Fltigel, A., p. 116 halt 
das Letztere fü r  die G ~ O L X E ~ ~ G L S  rpvurx l j ,  als die kleinere im Gegensatz zur 
c i z o ~ p ' m u ~ ç  ~ E O I I O Y L X T ~  a1s der grosseren; was ist dann aber das erste Werk?  
- 3) Also über die Atome? Wahrscheinlich steht dieser Tite1 in  Verbin- 
d u n i  mit oinem Abschnitte aus irgend einem seiner philosophischen Werke; 
oder is t  es etwa jene Definition des Punktes, mit der nach dem Prolog 
der Commentar zum ersten Buch der Elemente des Eukleides beginnt? 

A l e x a n d e r  v o n  A p h r o d i s i a s .  

4) H. Ch. III. 619 schreibt ihm auch eine physica auscultatio zu, meint 
aber damit wahrscheinlich einen Commentar zum gleichnamigen Werke des 
Aristoteles. 

P o r p h y r i o s .  

5) Was  dies für  Elemente sind, i,st unsicher. Nach Proklos' Com- 
mentar zu 1. Eukl .  scheint es allerdings wahrscheinlich, dass Porph. ent- 
weder Elemente der Geometrie verfasst, oder ebenfalls einen Commentar 
zu Eukl. aeschrieben hat. Wenrich v. 281 halt sie fü r  die von Suidas 

u 

und Proklos (Theolog. Platon.) erwahnte Schrift des P&phyrios m p l  & p X ~ v  
libri II. 

T h e o p h r o d i t o s .  

6) In den arabischen Codices eind die Namen der Autoren, besondera 
der alten, oft so entstellt, dass die riehtige Schreibweise nur  schwer, oft 
gar nicht festzustellen ist;  zu dieser Gattung gehort auch dieser Name, 
wir werden spiiter noch andern solchen begegnen. 
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T h e o n  (v. S m y r n a ) .  
'7) Da auch die Tite1 der Werke oft entstellt sind, so k6nnte dies 

vielleicht die theilweise noch vorhandene Schrift Theons sein: Ueber das 
Mathematische, was zuin Lesen der platonischen Schriften niitzlich ist. 

A l - K i n d f .  
8) Von den Schriften dieses berühmten Mannes, des ,,Philosophen der 

Araber", habe iüh nur  die auf die mathematisühen Wissenschaften sich be- 
ziehenden angeftihrt, für das Uebrige verweise ich auf Flügels Abhandlung: 
Al-Kindf, genannt der Philosoph der Aratier etc. Abhandlgn. f. d. Kunde 
des Morgenlandes. Bd. 1 .  Heft 2. 54 S. Ich hztte al-Kindî i n  Rücksicht 
auf diese umfassende Arboit ganz nuslasseil konnen, allein ich wollte ein 
mom6glich vollst%ndiges Mathematikerverzeichniss aus dem Fihrist hier 
wiedergeben. Die Lebenszeit a l -Kind~s fallt ungefihr in  die Jahre 184-257 
d. B. (800-870 p. Ch.). - 9) So übersetzt Flügel in der eben citierten 

Abhandlung p. 22  IL!; es is t  dies eine besondere Art  des Weissagens, 
H. Ch. sagt IV. 346: Haec est ea doctrina,, qua eventnm aliquod futurum 
interposito orationis ex alio auditae genere a u t  Corano a u t  lihriv Sheikhorum 
a,periendis, cuiusmodi snnt Hhfitzi Diwan, carmen Methnewi et  alia, cogno- 
scitur. Vergl. auch Anmerkg. 168 .  - 10) Blügel (ibid. p. 23) iibersetzt 
,,relativelL. - 11) Fliigel (ibid. p. 23) iibersetzt nach einer andern Lesart: 
,,Ueber die iiussern Erscheinungen der Proportionen und Zeitenl' und ver- 
muthet  (wohl nicht unbegrtindet), es sollte s ta t t  & (5ussei-e Erschei- 
nungen, eig. Eigenschaften) & (Verschiedenheiten) stehen. - 12) Flügel 
(ibid.) übersetzt bJb! ,+k mit: ,,Anweisung Andern das Geheime dieser 
Kunststücke nicht sichtbar werden zu lassen". - 13) Flügel (ibid. p. 24) 
übersetzt ~5~ durch ,,Wandlungen", und denkt wohl damit an die Phasen, 
es künnten damit aber auch die Erscheinuiigen der verschiedenen Anoma- 
lien der Mondbewegung gemeint sein. - 14) tLdi hs ist  ein astro- 

Z J 
logischer Kunstausdruck, würtlich: Ort der Strahlenwerfiing (lat. projectio 
radiorum); es sind dies nach Woepke (tiber ein in  der k. Ribliothek eu 
Berlin befindl. arab. Astrolab. in  Abhandlg. der k. Akad. d. Wiss. x. Berlin, 
Jahrg.  1858, math. Theil p. 1 - 31) die Projectionen der sog. Positionskreise 
aui deui Astrolabium, d. h. derjenigen grossten Xreise der Sphare, die durch 
den Nord- und Stidpunkt des Horizontes gehen und deren Pole auf dem 
ersten Vertikal liegen; sie dienen zur Bestimmung der sog. Radiationen, 
d. h. derjenigen Punkte des Himmels, welche zu einem gegebenen Punkte 
(besonders dcm Ascendens, d. h. dom nufgehendcn Punkt  der Ekliptik) im 
Gedritt-, Geviert- oder Geçeehstschein stehen. - 15) Flügel (p 24) iiber- 
setzt diy'i w j l l ~ + j  mit ,,SIodello der Boroskopo", Dorn (p. 97) 
c = i b l ~ y ' j  einfach mit ,,IIoroskope"; es ist  dies das persische Wort  für 
diesen astrologischen Begriff (vergl. Vullers, Lexieon pcrs.-latin.). Wir 
geben, Flügel folgend, c&& durch ,,Regeuten der GeburtsstundeLL a i J . L U  

(aiich  al^+) durch ,,Kegentcn der ganzen Lcbensdauer" wieder. Diese 
Ausdrücke kommen i n  den ins Lateinische übersetzten astrologischen Werken 
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meistens unübersetat var, z. B. Alchabitius, astronomiae iudic. principia, 
Lugduni S. a. fol. 65 steht: De significatione vitae. Hyleoh: id est locus 
vitae in nativitatibus. fol. 56: hylech, id est significator vitae in nativi- 
tatibus. fol. 57: alcochoden, qui est significator vitae, id est dominus an- 
nornm vel dans a n n o s . .  . . ibid. alcochoden, qui  est dator annorum vitae. 
- 16) WLLA kann nicht wohl ,,StrahlenbrechungenlL heisson, wie es Flügel 
iibersetzt, sondern einfach ,,StramhlenLL. - 17) Flügel p. 26  übersetat 
&J~A U~ 3i!A!!J.k >33 L5j UD+&Jl j$ +p 2 mit: über das 
niihere Verstandniss des Ausspruchs des Archimedes über die Restimmung 
der den Kreis i n  zwei gleiche Hiilften theilenden geraden Linie (Diameter) 
von seiner Peripherie aus?! - 18) Flügel (ibid.) übersetzt: Ueber die Be- 
schreibung der Figur  der Nediallinien ( u k , J I  &). - 19) Flügel 
(ibid.) gibt &+ hier und bei der folgenden Abhandlung durch ,,niiheres 
Verst%ndnissiL wieder? - 20) Plügel (ibid.) schreibt ,,EintheilungL'. - 
21) Flügel (ibid.) übersetzt ,.UI MI.;' i r ~ 2 l i X l j  j mit: Theilung des 
Kreises in drei Theile. Darüber hat wohl al-Kindî keine Abhandlung ge- 
schrieben, ich bin daher der Ansicht, dass meine Uebersetzung zutroffender 
sei, zumal ,+A pl. für  Theile eines Buches (statt 6JL oder "4) 
im Fihrist wiederholt' vorkommt, so in dor dritten Unterabtheilung (Aerzte), 
irn Artikel über Galenos (Pihrist p. 289. Z. 3 v. u.) und im Artikel über 
ar-Raz1 (ibid. p. 300. Z. 5 v. o.). Eine andere Moglichkeit ware auch dio, 
dass es s tat t  ii_151a = Kreis heissen sollte a+!,lj = Winkel, dann ware die 
Flügel'sche Uebersetzung ,,in drei Theile" wohl riühtig. - 22) Flügel (ibid.) 
tibersetzt: Ueber die Parallaxen des Spiegels. - 23) Dieses ftinfte Element 
wurde dann durch das Dodekaeder repriisentiert, wshrend die vier andern, 
Erde, Wasser, Feuer, Luft, durch Hexaeder, Ikosaeder, Tetraeder und Ok- 
taeder versinnlicht wurdon. - 24) Flügol (p. 27)  t iberscht durch 
,,Gestalten (der Himmel)Li; es bedeutet aber nichts anderes als ,,Sternbilderi', 
vergl. Dorn, p. 144. - 25) So übersetzt Fltigel; ich wtirde aber s tat t  
,,gekrümmt sei" vorziehen zu übersetzen ,,einer Veranderung unterworfen 
seiiL (i~Jls\-f), und untcr dem entferntesten Korper die aussersto Spharo 
verstehen. - 26) Fltigel (ibid.) hat: Ueber des Ptolemaios künstliche 
Construction des Himmels (d. h. über seinen Almagest); ich bin der An- 
sicht, dass es sich hier um die Armillar- und Planisphirien handelt. - 
21) Flügel (p. 32) übersetzt (was man aus dem Texte nicht herauslesen 
kann): Ueber die (nach den verschiedenen Jahreszeiten verschiedenen) Pro- 
portionen der Zeit. - 28) So übersetzt Fltigel (ibid.) ~ b d l  >'Y, sonst 
heisst der Komet 49 (geschwanzter Stern). - 29) So tibersetzt 
Pltigel (ibid.), weil j,+ = altes Weib. Wahrmund (arab. Worterb.) hat: 

j+I ,.LI = 5 Tage des Wintorsolstitiums. - 30) Flügel (p. 33) schreibt 
in Klammern ,,H6henmessung"; JL+! heisst aber eben nur  ,,EntfernungenL' 
und würde besser ftir die gegenseitige Entfernung dcr Berggipfel als fiir 
ihre B6he passen. - 31) Dies ist vielleicht nur  eine durch Abschreiber 
hineingekommene Wiederholurig der vorhergehenden Abhandlung, zu welcher 
ursprlinglich als nahere Bezeichnung die beiden Woi-te ,,Ebbe und Fluth" 
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hinzugefügt waren, die spster irrthümlich als eigene Abhandlung hingestellt 
wurden. - 32) Flügel iibersetzt &b mit ,,untersinkendLL, es heisst aber 
ganz allgemein ,,herabfallendU. - 33) Flügel hat (p. 34) nach einer andern 
Lesart ,,FurchtLL (+A) statt ,,EinstürzeLL (3+). - Noch andere 
Schriften al-Kindis siehe bei H. Ch. 1. 389,  11. 296,  III. 372,  V. 152 
und 274. 

A h m e d  b e n  a t - T a j j i b .  

34) Starb nach Casiri (1. 407) im Jahre 286 (899). - 35) Was 
= die Nester bedeutet, habe ich nicht feststellen konnen; die 

beiden Bücher sind bei H. Ch. gotronnt aufgeführt, das erstere V. 46, das 
letzlere III. 66. - 36) Casiri (1. 407) hat: i k L i d f  + statt w k m !  &c 

und tibersetzt: Commentarius in artem sophisticam? - 37) Das Wort 
,,Algebra" fehlt bei II. Ch. V. 38, die Algebra diesev Autors findet sich 
dann aber V. 67. - H. Ch. führt noch anderc Schriftcn von Ahrned ben 
at-Tajjib an, die ich nicht alle citieren kann, ich verweise auf die Stellen: 
III. 383, V. 33, 58, 104, 128. 

I b n  K a r n ~ b .  

38) Ueber dessen Lebenszeit habe ich keine directen Angaben ge- 
funden, doch berichtet Casiri (1. 433) nach der Ribl. philos. arah., dass sein 
Rruder AbûJ1'A1â ums Jahr 348 (959) der Lehrer Abû'l-Wafâs in 'Irâk 
war. - 39) Andere Codices haben ,,gleichenLL statt ,,entgegengesetztenU. 
Wüstenfeld (p. 38) hat nach Casiri (1. 387): De quiete inter utruinque 
arteriae motum. Ibn al-K. führt von ihm noeh an: Wie man inittelst der 
H6he erkennen kann, wie vie1 Stunden des Sages verflossen sind (Fihrist. 
A. 263. 3). 

Abû Jah j ; t  al-Merwazn. 

40) Lebte nach Ibn al-K. und Ibn Abn Usaibi'a in Bagdad (Pihrist. 
A. 263. 6); die Lebenszeit ist unbestimmt, wahrschcinlich Ende des 9. und 
Anfang des 10. Jahrhunderts. 

M a t t â  ben  J û n u s .  

41) War ein berühmter Arzt und Philosoph zu Bagdad zwiscben 320 
und 330 (932-942) (Abulph. 304). Nach llTüstenfeld (p. 53) starb er 
im Jahre 329 (941). 

I b n  Zurra.  

42) E r  starb nach Abulph. (p 338) im Jahre 398 (1008) in Bagdad. 

I b n  a l - C h a m m i r .  

43) E r  starb nach Wüstenfeld (p. 58) im Jahre 381 (991). 

E u k l e i d e s .  

44) Plügels Ausgabe des Fihrist hat L,* ! (Içtrûschij%) , andere 
Autoren haben besser (Istùchiji) oder d&l (Istukisât) für 
u t o r ~ ~ k z .  - 45) Die Worte &- &, sind unklar, vielleicht ist daninter 
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verstanden, ,,welcher (der Commentar) soeben veroffentlicht worden istLL. 
Steinschneider (Eukl. bei d. Arab. Z. f. hl. Ph. 31. Jahrg.  p. 90) hat  nur: 
,,der verlifl'entlicht worden istLL; ich glaube aber, ~3 habe hier die 
Bedeutung von ,,soeLen, vor KunemLL; in  der That starb al-Antâki, der 
spater (p. 40) als selbststandiger Autor genannt wird, irn Jahre 376 ,  
also kiirz vor der Abfassung des Fihrist. - 46) Der arabische Name is t  
kaum anders zu lesen, wird aber wohl anfinglich anders gelautet haben, 
wenigstens wird irn Artikel über Apollonios seiner Abfassung der Elemente 
nioht Erwkhnung gethan. Wir  führen hier schon anticipierend an,  dass 
verschiedene Autoren, wie H. Ch. (V. 148), Ibn al-K. und nach ihm Casiri 
(1. 364), Abulph. (p. 64) den Apollonios, den Verfasser der Kegelschnitte, 
der Zeit nach vor Eukleides setzen; die alteste Quelle, der Fihrist,  thu t  
dies nicht, sagt ,  wie schon erwahnt, unter ,,ApolloniosL1 nichts von Eukleides 
und seinen Elementen und bringt die drei grossen Mathematiker Eukleides, 
Archimedes, Apollonios in  richtiger chronologischer Boihenfolge. Ferner  
ist die Schreibweise, worauf wir freilich kein zu grosses Gewicht legen 
wollen, nicht ganz dieselbe: Apollonios der Zimmermann, im Artikel ,,Eu- 
kleidesL' ist geschrieben &!, und der Verfasser der Kegelschnitte im 

Artikel ,,ApolloniosLL V"++,j; der erstere ha t  den Zunamen h i  = der 
9 .  

Zimmermann, der zweite nicht - alles dies rechtfertigt, doch wohl die 
Vermuthung, der Verfasser des Fihrist habe die Beiden, wenn ihm auch, 
was gar  nicht sicher kt, derselbe Name vorgelegen hahen sollte, nicht fü r  
eine und dieselbe Personlichkeit gehalten. Vergl. hiertiber auch Wenrich 
(p. 19e)  und Gartz (de interpretibus e t  explan. Euclid. arab. Halae 1823, 
p. 7) .  Dass übrigeus schon al-Kindî durch Stellen des Proklos und die 
bekannte Vorrede des Hypsikles zum 14 .  Ruche in seinem Rericht tiher die 
Elemente irregeleitet worden sein rnag, wollen wir nicht bestreiten. - 47) Im 
Fihrist und bei Casiri (1. 340) fehlt & ! d j ,  das hei anderen Autoren sich 
vorfindet, nach ujp&; doch ist hier kein anderes Werk  als die cpcrrv6- 

p u a  gemeint, und nicht wohl zu begreifen, wie Casiri tibersetzen konnte: 
Loca ad superficiem. - 48) Sehr wahrscheinlich das in  griechischer Sprache 
verloren gepngdne  Werk Euklids de divisionihus supefioierum, das 
arabisch als Bruchstück von Woepke aufgefunden iuid übersetzt worden- ist  
(JournaIl asiat. 1851), und von dem eine Bearbeitung durch einen gewissen 
Muhamrued Bagdadinus von John Dee schon 1 5 7 0  iu lateinischer Ueber- 
setzung herausgegcben und spgter verschiedonen Euklidausgaben beigeftigt 
worden ist. Vergl. Cantor, Vorlesg. 1. p. 247. - 49) Casiri (1. 430)  und 
Wenrich (p. 184) tibersetzen ALPI mit utilitas (Wenrich ftigt unter d. 
Addenda und Corrig. hinzu: lege ,,utiliaLL), und in der Tha t  ist  die niichste 
Bodeutung von ad;L pl. &il>, wie diejenige von n6prcrpcr = Nutzen, 
Gewinn; eine weitere Bedeutung beider Worter ,  des arabischen wie des 
griechischen, ist  auch Erklarung, Annierkung, Zusatz (ein Gewinn, eine 
Nutzanwendung aus etwas Vorhergegangenem). Dass also unzweifelhaft 
mit diesem Buohe die Porismen Eukl. gemeint sind, hiitten wohl schori 
Casiri und Wenrich, noch eher Gartz (der itn oben citierten Werke p. 5 
Ubersetzt: de reditibus), gewiss aber Heiberg herausfinden sollen, welch' 

Alih. zur Gewh.  der Mathem. VI. 4 
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letzterer (Literargesch. Stud. über Eukl. p. 7-8), nachdem er aus dem 
Casirischen Verzeichniss der Eukl. Schriften angofiihrt hat :  liber do utili- 
tate, weiter unten fortfiihrt: ,,Es fehlen hier folgende, uns aus griechischeii 
Quellen bekannte Werke: zoekPara  etc." Was  sol1 man aber gar von 
Steinschneider denken, der i n  seiner Abhandlung ,,Euklid bei den Araberni' 
(Z. f. M. Ph .  31. Jahrg.  p. 81-1 10.) dieses Werk  des Riikl. gar  nicht be- 
rücksichtigt, obgleich es in derri wesentlich von ihm be i iu t~ ten  Fihrist 
deutlich steht?! Wir  wollen annehmen, dasselbe sei von Herrn Stein- 
schueider überseheu wordeu. - 50) Jedenfalls das r~~usikalisclie Werk 
xatolcop~ xav6voS, wie auch Casiri und Wenrich (1. ç.) richtig vermuthen. 
- 51) Ein  Fragment dieser Schrift ist  bekanntlich verschiedenen Euklid- 
ausgaben beigefügt, SC denen von 1 5 3 7  und 1 3 4 6  (Basel) und 1703 
(Oxford). - 52) Diese beiden Gchriften über die Synthesis und Analysis 
sind vielleicht Theile der Data oder Porismen oder weitere Ausführungen 
derselben (vorgl. Heiberg, literar. Stud. p. 39), oder beziehen sich auf die 
wenigen Siitze des 1 3 .  Uuches der Elemente, deren Beweise in eine Ana- 
lysis und oine Synthosis zcrfallcn, die man dcm Eudoxos zuschreibt, und 
die nach Klamroth (Ueber den arab. Euclid, 2. D. M. G. Bd. 35. p. 314 
il. 326) zicmlich spate 12inschiebungen sein sollen, da sie in den iiltesten 
arabischen Euklidübersetzungen nicht vorko~riruen. 

A r c h i m e d e s .  

53) Damit ist  wohl das Buch ,,de dimensione circuliLL gemeint, welchos 
aber arabisth eher heissen sollte: 8ifl,hil .~L,.,,A; und in der That führt 

Casiri (1. 384) ein solches an, daneben aber auch noch eine ,,Quadratur 
(*?) des Kreises." Auch LI. Ch. nennt zwei Werke: V. 60  do qua- 
d k t u r a  cirüuli und V. 1 5 0  de dimcnsione circuli ejusque cornpuiatione 
(b+>). Vergl. Wenrich p. 191 .  - 54) Casiri (1. c.) und II. Ch. 

(V. 151)  haben: de septangulo (+) in circulo. - 55) Casiri (1. ü.) 

übersetzt wl*;l*cll mit: de figuris conoidibus, was eine unglaubliche Freiheit 
der Uebersetzung verrath (dieses Werk fehlt niimliüh bei alleu arabisçhen 
Auioren und sollte nach Casiris Meinung doch da sein!). - 56) Casiri 
übersetzt wieder sehr kühn: ~~!,t.Jj  JI mit ,,de lineis spiraliiùusUi 
vielleicht ist dieses Werk  gemeint, dann ist aber ursprünglich statt 
~Q~I,.JI ein anderes Wort  dagestanden: spiralig, schraubenf6rmig heisst 
irn Arabischen 29; Casiri selbst führt (1. 382) ein Werk  eines gewissen 
Simmeadis (er fugt hinzu: id  est Sarriii) an,  betitelt &++!,..Ut 2 = 
de lineis spiralibus. Es is t  dies wahrscheinlich da,s Archimedische Werli, 
als desseu Verfasser die Araber Konon, den Sauiier, gehalten haben ~riogen. 
- 57) H. Ch. sagt V. 351:  sunt (assumpta sive lemmata) quindecim 
figurae et  recentiores hoc opus numero librorum intermediorum adjecerunt, 
qui inter Euclidem et  Almagesturn legendi essent. - 58) Dieses Werk 
wird von H. Ch. (V. 154)  und Casiri (1. c.) auch angeführt und sein Tite1 
ist der Bedeutung uach von dern des vorigen nicht wesentlich verschieden. 
- 59)' Casiri (1. c.) übersetzt falsch: de anguli rectilinei trisectione et 
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proprietatibus. - 60) Dies is t  die wortliche Uebersetzung von WLL dÏ 
s~bjI) 4 3  LUI; Casiri (1. c.) übersetzt falsch und Weniich 
(p. 194), welcher einfach sagt ,,de clopsydris'', unvollst%ndig, indcm er den 
Nachsatz weglasst; Flügel ü b e r s e t ~ t  im H. Ch. (V. 93) den ganz gleichen 
'I'ext, wie er im Fihrist steht, mit: de clepsydris, iihi aqua per canales tollitur? 

H y p s i k l e s .  

61) Casiri (1. 346) übersetzt J ~ Y I )  ?k3fl 3 mit: de corporum coe- 
lestium magnitudine et  distantia; es heisst a,her wortlich nichts anderes 
als ,,über die KGrper und die E n t f e r n ~ n g e n . ' ~  - 62) Es heisst im Text 
das vierte und fünfte Buch; + = zehn ist durch die Absehreiher weg- 

gelassen worden: Plügel vergisst, dies zu erwahnen. 

A p o l l o n i o s .  

63) E s  ist  wohl gemeint ,,schwierig zu verstehen." - 64) E s  sind dies 
die zwei Bücher über den Verhaltnissschriitt (de sectione rationis), von 
Bernard und Halley aus dem Arabischen ins Lateinisehe übei-tragen 1706.  
- 65) H. Ch. (V. 164) bat an Stelle von: de ratione determinata, de ra- 
tione radicum arithmeticarum h f l  â *j stat t  3 j j . X r J I  gcUI;Jl). (a . 
Die Lesart des Fihrist deutet auf die verloren gegangene Schrift ,,de sec- 
tione determinatac' hin, nur  heisst es eben ratio (-) stat t  sectio (@), 
was aber, nach dem Inhalt der nach Pappus' Arigaben wiederhergestellten 
Schrift zu urtheilen, ganz wohl gestattet und ebenso bezeichnend is t ;  die 
Lesart des F. Ch. aber konnte die ebenfalls nicht mehr vorhandene Arbeit 
des Apollonios über die Irrationalgrossen bedeuten. Vergl. Cantor, Vor- 
lesungen 1. p. 299 u. f. und Woepke, Essai d'une restitution de travaux 
perdus d'Apoll. (Mh. présent. par div. Sav. à lJAcad. des Sc. Tome XIV. 
Paris 1856.) - 66) r,b,,. k m n  allgemein ,,Fl&che", specioll aber +bene 

Fliiche", auch ,,OLerfl%che" bedeuten; Wenrich (p. 203) vermuthet hierin 
das Buch ,,de locis planis'', wir glauben eher, es sei dainit ,,de sectioue 
spatiil' gemeint. Casiri (1. 385) übersetzt: de locis planis eorumque sec- 
tionibus similibus, was freilich die Stelle im Pihrist niemals heissen kanu. 
- 67) 1st wohl identisch mit ,,de tactionibus". - 68) Casiri (1. 385) hat, 

diese Schrift auch, sonst findet sie sicli nirgends erwahnt. 

H e r m e s .  

69) W a r  nach der Tradition der Araber der Eititer des dem Merkur 
çeweihten Tempels zu Babylon; er ist wahrscheinlich identisch mit der 
ggyptisch-griechischen mythischen Personlichkeit des Hermes Trismegistos, 
dern angcblichen Erfinder dor Alchymie und Nagio, dem (besonders von 
d ~ n  N e ~ ~ l a t o n i k e r n )  eine Reihe alchymistischer und astrologischer Schriften 
zugeschrieben werden, und der von Jenen als ein iigyptischer K6nig oder 
Weiser gehalten oder ausgegeben wurde. Vergl. iiber ihn auch Abulph. 
p. 9 u. 10, H. Ch. 1. 62., Casiri 1. 374-376,  und Fihrist. A. p. 1 8 6  u .  f. 
- 70) &=d, das in  der Folge sehr oft wiederkehrt, ist  i n  den mittel- 
alterlichen lateinischeii Uücherri iiber Astrologie durch revolutio (revolutio 

4 * 
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annorum nafivitatum, revolutio annorum mundi) wiedergegeben, ich über- 
setze es mit , , U i ~ i l a u f ~ ~ ;  ruan korinte wohl auch mit E'lügel (al-Kindi, 
Abhandlungen für die Kunde des Morgenlandes. Bd. 1 .  p. 29) sagen: 
,,Wechsel der J a h e "  (d. i. der Stufenjatire des Menschenalters), oder viel- 
leicht noch besser ,,Verlauf der JahreLL. Stat t  ,,Gradeintheilung des Umlaufes 
der JahreLL w%re vielleicht richtiger: Stufen- oder Staffeljahre (anni climac- 
terici): in der Astrologie je das siebente oder neunte J a h r  von der Ceburt an. 

E u t o k i o s .  

71) Dieses Buch über ,,die zwei Linien" ist nichts anderes als der 
Commentar zurn zweiten I h c h e  des Archimedes tiber die Kugel und den 
Cylinder, was weder Casiri noch Wenrich, jedenfalls aus Unkeriritniss des 
Jnhaltes dieses Commentars, bemerkt haben. Unter den ,,zwei TAinienL' sind 
die zwei mittleren Proportionalen zu zwei gegebenen Geraden verstanden, 
iiber deren Construction jener Commentar zum grossen Theile handelt und 
mit den ,,Aussprüchen der rnathematischen Philosophen" sind die verschie- 
denen von Eutokios angefiihrten Auflosungen griechischer Mathematiker 
gemeint. - 72) H. Ch. (V. 386) ha t  s ta t t  dicses Commentars einen solchen 
zum 1. Buche des Almagestes. 

M e n e l a o s .  

73) Casiri (1. 345) übersetzt ,&L& durch ,,mixtorumLL, was aller- 
dings die nachste Bedeutung is t ,  aber keinen Sinn gibt, es kann wohl 
auch ,,verschiedenu heissen; Wenrich 2 1  1) hat  : de cogiiitione quanti- 
tatis discretae corporum permixtorum? - 74) H. Ch. (III. 471)  hat: Ob- 
servationes astronomicae a Menelao Romae anno octingentesimo quinqua- 
gesimo quarto, quingentos quindecim annos ante aeram islamicam f'actae. 
Das würde mit der Zoit Trajans, nicht Domitians stimmcn, doch k6nnto 
wohl Menelaos auch schon einige Jahre vbrher in Rom gewesen sein. 

P t o l e m a i o s .  

75) A+I!,.A übersetze ich in der Polge immer würtlich mit ,,Ge- 
burten", es ist natürlich darunter der astrologische Begriff ,,Nativit%ten" 
odcr ,,HorosliopeLL verstanden. - 76) Ueber den astrologischen Begriff 
,,LooseR vergl. Fliigel, die Loosbücher der Nuhammedaner, 1860 - 
77) Wenrich (p. 233) halt diese Sührift f ü r  das Buch ,,de hypothesibus 
planetarum." - 78) E s  ist wahrscheinlich ebenfalls eine astrologische 
Scbrift; denn in dieser Kunst spielte die ;,siebenLL eine grosse Rolle; vergl. 
Flügel, Loosbücher, p. 41, 42  u. 49 .  - 79) E s  ist  diese Schrift das soge- 
nannto Centiloquium, griechiscli xugn6ç = fructus (librorum suorum), 
welche gew6hnlich dem Ptolemaios zugeschrieben wird, was, wie man aus 
diesem Artikel ersieht, von den Arabern in Bezug auf verschiedene astro- 
logische SchriRen gethan wurde. - 80) Uie Schrift ,,de planisphaerio" 
ist also im Fihrist nicht erwahnt, dagegen bei H. Ch. V. 61. 

A u t o l y k o  S. 

81) H. Ch. (V. 140)  fügt  zu dem Uuche de sphaera quae movetur 
hirizu: qnem Thabit recognovit e t  Nassir Eddin correxit; wiihrend er 1. 389 
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sagt: librum tempore Khalifae Narnun arabice verteruni,  illumque postea 
Yacub ben Is'hac Kindi recognovit e t  emendavit. 

S i m p l i k i o s .  

82) Mit = der Rumier ,  Grieche, bezeichnet der Araber den Ost- 
romer, Ryzantiner, im Gegensatz zum mTesteuropBer, den e r  flpl - z 

den Pranken nennt. - 83) 1st vielleicht in dieser Schrift eine Ueziehung 
zu der in des Simplikios Commentar zur Physik des Aristotolos aufge- 
nommenen Stelle aus der Geschichte der Geometrie des Eudemos zu ver- 
muthen? - 84) Wenrich (p. 208) erwahnt irrthümlich diese boiden Schrifton 
des Simplikios unter Autolpkos und unter Simplikios (p. 297) bloss den 
Commentar zu ,,de anima" des Aristotoles. 

D o r o t h e o s .  

85) Der Name is t  unsicher, doch stimmen Wenrich (p. 292)  und Fltigel, 
A. 123 darin überein, dass hior kein anderor als Dorotheos von Sidon (Sido- 
nius) gemeint sei, welcher Apotelesmata in  Versen geschrieben hat. Vergl. 
Fabricius, Bibl. gr. Lib. III. p. 511 u. f. und Zodler, Gelehrtcnlcxicon. - 
86) Andere, z. B. Ibn al-K. und nach ihm Wenrich (1. c.) haben: Ueber 
die Epochen und Perioden. - 87) H. Ch. (1. 198) erwahnt, Dorotheos 
habe auch über electiones = Tagewiihlerei geschrieben. 

T h e o n  v o n  A l e x a n d r i a .  

88) Masir heisst wortlich ,,Ganga, ,,FahrtLL, ,;LaufL', also wahr- 
scheinlich: Kanon des Laufes der Gestirne. H. Ch. (III.  470) sagt: Obser- 
vationcs astronomicae Theonis Alsxandr. nongentos viginti unum (!) annos 
ante aeram islam. factae. In  tabulis astron. ex illis observationibus enatis 
e t  Canun nominatis aera usus est Philippi Rumaei El-Bennh, qui  Alexandri 
M. frater (?) fuit. - 89) Es  ist dies jedenfalls sein Comment,ar zum Almagest. 

V a l e n s .  

90) Der Name i s t  unsicher, doch wird h6chst wahrscheinlich der Astro- 
loge Vettius Valens v. Antiochia gemeint sein, dessen Lebenszeit abweichend 
angegebun wird: Cantor (Vorlesg. 1. p. 300) setzt ihn ins II. Jahrh. n. Chr.; 
Zedler (Gelehrtenlex.) halt ihn ftir denjenigen Valens, welchen Constantin 
d. G. über das zuktinftige Schicksal Konstantinopels befragt haben soll; 
Pauly (Realencyclop. VI. b. p. 2532) 'kennt  nur  einen Vettius Valens aus 
Ariminum, der von Plinius in der Reihe der berühmten Aerzte genannt 
wird und nach demselben zur Zeit des Kaisers Claudius gelebt hat.  Vergl. 
die Anme~kung su Pappus. 

T h e o d o s i o s .  

91) Der arabische Name wI,3f^j., wie e r  im Fihrist s teht ,  aber in 
den verschiedenen von Flügel benutzten Codices ganz verschieden ge- 
schrieben ist,  ist  allerdings ehcr  Theodoros zu lcsen, aber die citierten 
Werke lassen keinen Zweifel übrig, dass hier Theodosios gemeint ist. 
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P a p p o s .  

92) Fltigel, A. p. 124 gibt die Schreibarten der einzelnen Codices: 
drei haben - balos, einer + (ohne diakrit. Punkte); Ibn al-Ii. 

hat  p. 114 ,+j = banos (die Araber haben kein P); da n und b sich 
im Arabischen nur  durch die Stellung des diakritischen Punktes (oben oder 
unten) unterscheiden, so k6nnen sie durch die Abschreiber leicht ver- 
wechselt worden sein, auch das 1 kann aus einem ursprtinglichen b ent- 
standen sein und so ha t  Fliigel wohl Recht, wcnn or behauptet, es k6nne 
hier nur Pappos gemeint sein. Woepkes Ansicht (vergl. die oben citierte 
ilbhandlung in don Mém. p r h .  par div. Sav. à l'acad. Tome X1V. p. 674),  
dass der Verfasser des Commentars zum 10. 13uche des Eukleides nicht 
Pnppns, sondern Valons sei, ist kaum haltbar; sein Hauptbeweis, dass 
namlich in einern ES.  (952.2 Suppl. arabe) Pappos durch 3H9L wieder- 
gegeben sei, ist nicht durchschlagend, ich erinnere niir daran, a,uf wie viele 
d r t e n  der Kame Apollonios in den arabischen MS. geschrieben wird. Und 
schliess!ich ist noch zu bemerken, dass der F ihgs t  bestirnmt zwischen 
dieseii heiden Pers6nlichkeiten unterscheidet und sie in getrennten Artikeln 
liehandelt und dem Valens nur  astrologische Werke zuweist, wie er in der 
Sha t  auch nur  als Astrologe bekannt ist. - 93) Die Collectiones math. 
des Pappos scheinen also dem Verfasser dei  Filirist nicht bekannt ge- 
wesen zu sein. 

I I e r o n .  

94) SOU nach Th. H. Martin in einer Handschrift der Leydener Ribl. 
existieren; Wenrich (p 213-214) gibt an im Codex 1061  (399, l), aber 
unter dem Titel: Heronis Scholia in elem. Eucl. problemata quaedam. Es 
ware an der Zeit, dass diese Frage, ob Heron einen Commentar zu den 
Elemeriten geschrieben habe, einmal endgiiltig erledigt wtirde. - 95) Wen- 
rich (p. 213)- bernerkt hierau: E Graeco in arab. sermonem a Kosta ben 
Luca conversus. Exernplum huius versionis habetur in  bihl. Lugdun. cod. 
1 0 9 1  (51:. - 96) E s  sind dies natürliüh die Pneumatica Herons. - H. Ch. 
V.  48 erwahnt auch seinen liber de machinis bellicis (/~EAOZOL'X&). 

H i p p a r c h o s .  

97) Fliigel, A. 124  sagt: ,,- E s  herrscht hier überhaupt eine arge 
Verwirrung. Unstreitig ist  nach 4.1 (Hipparehos) der ganze ihn be- 

bprcchende Artikel ausgefallen und von dem folsenden das den Anfang 
eines neuen Artikels bildende Stichwort LT+lI (Aristippos), woran sich 

(az-Xafani) anschliesstLL. Tbn al-K. hat  nanilich einen Artikel üher 
Aristippe. von Ryrene, dem er  unerkl%rlicherweise den Beinamen al-Zafani 
(nach einem Ort  in Syrien, in  der Niihe von Emesa) gibt und dem er dia 
hier im Fihrisi dern Hipparchos zugetheilteu Bticher zuweist. Nun tritt 
aber die Schwierigkeit hinzu, auf die auch Flügel hinwei~t ,  dass Aristippos 
jedenfalls keine mathematischen Bticher verfasst ha t  und dass in dom spa- 
teren Artikel des Fihrist iibw Abû'l-Wafh dieser als der Comrnentator der 
2Ugebi.a des IIiliparchos genannt wird, wie es hier geschieht. (Dies konnte 
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freilich auch in den Artikel über Abû'l-Waf% durch spatere Abschreiber 
hineingefügt worden sein, die sich der Stelle in dern schon verdorbenen 
Artikel über IIipparchos erinnerten.) Wir  wollen übrigens nicht unter- 
lassen zu bemerken, dass Cantor (Vorlesg. 1. 313) es nicht für  unmoglich 
hait, dass Hipparch liber quadratische Gleichungen geschrieben habe. Ich 
fiir meinen Thoil halte CS für  das Wahrschoinlichste, dass hier dnrch Ab- 
schreiber arge Verwechslungen, Auslassungen und Entstellungen stattge- 
funden hahen und dass die dem Hipparch oder dem az-Zafanl zugeschrie- 
benen Bücher ursprünglich unter dem unmittelbar folgenden Diophantos 
gestanden haben; dann i s t  vielleicht auch das Buch ,,über dic Theilung 
der ZahlenLL identisch mit dem Diophantischen Buch ,,Ueber die Polygonal- 
zahlen". Dass hier das ,,Versehm mit geoinetrischen RerveisenLL durch 
Abü'l-Wafâ vom Commentar des Hipparchschen Buches und im Artikel 
über Abii'l-Wafà vom Commentar des Diophantischen Riiches gesagt ist, 
dürfte auch ffir meine Ansicht sprechen. Steinschneider (Die mittl. Bübher 
der Araber in  Z.  f. YI. Ph. 10. 476-78), der die Stelle in Thn a.1-K. nicht 
kennt, ist  mit Casiri für Aristarch und macht aus az-ZafauP ,,der SamierCL. 
Diese Ansicht is t  jedenfalls nicht mehr h d t b a r ,  um so weniger, a,ls der 
Fihrist weiter unten den Aristarch mit seinem bekannten Buche über 
Sonne und Mond anführt. 

T h a d i n o s ?  

98) Flügel, A. 125 bemerkt, dass sich keinc geeignete Transscription 
für irgend einen bestimmten griechischen Namen biete. 

B a d r o g o g i a ?  

99) Ein arg versttimmelter Kame, woraus sich bis jetzt nichts 
machen liess. 

T i n k a l o s  ( o d e r  T i n k l o s ) ?  

100) nieser Name, sowie der folgende, Tinkros, treten hisweilen in  
astrologischen Schriften auf; es sind, wie der oben genaunle Hernies, mgth.- 
habylonische Personlichkeiten, die von den Arabern als die Vorsteher der 
den sieben Plaueten geweihten Tempe1 zu Babylon gehalten wurden. Vergl. 
auch Salmasius, de a m i s  climact. Praef. e t  p. 561 u. f., der an ersterer 
Stelle beide fiir die nainliche Personlichkeit hait und mit dem in grie- 
chischen Schriften genannten Teukros identificiert. - 101) Reides sind spe- 
cifisch astrologische Begriffe: a 1 9 1  sind die facies oder decani, d. h. die 
Drittel jedes Thierkreiszeichens (also je  zehn Grade), oder eigentlich ihre 
Regenten; d,&f sind die termini, gr. Üprtu, d. h .  die Planetenbezirke 
oder auoh Zeichenbezirke, indem die 30 Grade jedes Zeichens auf dio funf 
Planeten (Sonne und Mond participieren nicht) in bestimrnter Weise (nicht 
gleichm~ssig) vertheilt werden. Vergl. Salmasius, de a m i s  clim. Praef. etc. 
und Ptolemaei lib. quadripart. tract. 1. cap. XXI. 

M u r i t o s  ( o d e r  N u r i s t o s ) ?  

102) E in  nicht festzustellender Name: Ibn al-K. 371) nennt ihn 
nach Fltigel, A. 1 2 5  einen griechischen Gelehrten; ebenso Abulfeda (Hist. 
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anteislam. p. 157): Myrtos vel Myristos, Doctor graecus, matheseos peritus 
et  inventionis plurimae etc. 

S & ' a t o s ?  

103) Fltigel, A. 125 schreibt: Ohne alleu Nachweis. 

H e r k a l ?  

104) Ibn al-K. (p. 464) nennt ihn nach Fltigel, A. 125 einen baby- 
lonischen G e l ~ h r t e n  und einen der sieben Tempelwiichter; in der Ausgabe 
v. H. Ch. (V. 171) tibersetzt Flügel das arabische Wor t  mit ,,HeracliusLL, 
und daselbst ist  ihm ein anderes Buch, namlich de alchymia, zugeschrieben. 
- 105) Mit >b3 ,,Kreisel' ist  hier hochst wahrscheinlich ein den Wasser- 
rxdem verwandtes rundes, oder sich drehendes Instrument gemeint, oder 
sollte es heissen ,,Ueber die Urndrehung der Wasserr&dertL? 

K i t w a r ?  

106j I n  andem Codices liest man auch Kitwan. Casiri (1. 418) Iiber- 
setzt:  Canthon, ein bedeutender bahylonischer Musiker, schrieb untor Anderem 
de tonorum casu. 

A r i s t o x e n o s .  

107) So vermuthet Fltigel, A. 125,  dass zu übersetzen sei, 
dies& Grieche schrieb bekanntliüh über Musik. 

A r i s t a r c h o s .  

108) Nach Wenrich (p. 209) ist  bei Ibn al-K. noch hinzugefugt: 
i+3u)) ,,und ihrer EntfernungenLL. Ebenso bei Casiri (1. 346); dieser fügt 
noch bei: liber de arithmetica (im arabischen Text steht Algebra) und liber 
de numerorum divisione. Bekanntlich stehen diese beiden Bücher im Fih- 
rist  unter Hipparch oder az-Zafanl, und wir kommen hier wieder auf die 
in Anmerkg. 97 behandelte Verwechslung der Autoren. H. Ch. V. 7 0  hat 
unmittelbar nach einander dasselhe Buch ,,über Sonne und Mond und ihre 
Entfernungen" das eine Mal dem Aristoteles, das andere Mal dom Ari- 
starchos zugeschrieben. E s  ist  jedenfalls eine durch Abschreiber hervor- 
gobrachte Wiederholung desselben Werkes. 

A p i o n ?  

109) Fltigel, A. 274 Index II, gibt diese unsichere Transscription von 
u ~ l ,  das ebenfalls verstiimmelt sein kann, wenigstens kennt man keinen 
Patriarchen dieses Nameris, und Apion der Grammatiker aus Aegypten, der 
zur Zeit des Tiberius lebte, kann gewiss nicht damit gemeint sein. S. 284 
wird er im Pihrist nochmals genannt als erster Verf'ertiger von Plani- 
spharien. 

K a n k a h .  

110) Wtistenfeld (p. 3 u. 4) ha t  Katkah, was auch Fltigel, A. 125 ftir 
das richtigere hait. Wüstenfeld bemerkt dann im weitern: ,,Die Araber 
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haben fast liberall Kankah geschrieben; sie haben den Namen des Buches 
Kuttaka = Algebra ftir den Namen des Verfassers gehalten, welcher Arya- 
bhatta heisst". Vergl. v. Bohlen, das alte Indien, II. p. 281 und Cantor 
Yorlesg. 1. p. 533 u. ff. Vergl. auch Reinaud, Mémoire sur l'Inde p.  315, 
nach welchem Albinîni erzshlt, dass Kankah in die Dionste H%rûn ar-Ra- 
schids als Astronom getreten sei; es ist dies wahrscheinlich eine Verwechs- 
lung mit dem indischen Arzt Mankah. Vergl. ebenfalls R,einaud (1. c.). - 
111) Das Wort , ,N im~d%r '~  übersetzen Wüstenfeld (1. c.) und Fliigel in H. 
Ch. (V. 165) mit ,,spe~irnen'~; es ist aber das persische Wort ftir ,,Haro- 
skopiL (vergl. Vullers, Lexicon persico-latinum und Anmerkg. 15). 

Nahak .  

112) Dieses Werk schreibt Wiistenfeld (1. c.) dem Sandschahl zu und 
erwahnt Nahak gar nicht, ebenso H. Ch. VI. 243. 

113) Vergl. tiber die Namen dieser indischen Gelehrten auch Wtisten- 
feld (1. c.) und Flügel, A. 126. 

114) Die Stelle . . JLd! ub'J ist schwer zu iibersetzen, ich konnte 
keine andere Version als die gegebene herausfinden, die einen Sinn gehabt 
hatte, und doch halte ich sie nicht fiiï die richtige, ich bin der Meinung, 
dass hier eine corrupte Stelle vorliege. - 115) Casiri (1. 418) schreibt 
diesen Sohn dern Xiihamrned zu. - 116) t e b e r  den Streit xwischen Flügel 
und Steinschneider, ob Parasiùn oder Karastan die richtige Lesart sei, lasse 
ich mich hier nicht weiter aus, man vergl. Flügel, A. 127 und des Letzteren 
Brief an den Fürsten Boncompagni in den Annali di matem. da Tortolirii 
Tom. V. 1862. - 117) Casiri (1. 418) übersetzt &h-.+!l,j&Jl & J i  
mit de cylindro, und auch L. Nix (Uas ftinfte Buch der Conica des Apoll. 
in der arab. Uebers. des Thabit ben Korrah, Leipzig 1889), sowie Stein- 
schnoidor (Bibl. math. v. Enestrom, 1887, p. 71) glauben, es k6nnte diese 
Bedeutung haben, obwohl der Letztere ganz richtig bemerkt, dass ,,CylinderiL 
durch dio Araber mit ajiAI wiedergegeben wird. Die Bedeutung ,,Cy- 
linderLL ist auch deshalb noch zu bezweifeln, weil ein K6rper kaum jemals 
durch &L wiedergegeben wird, dies bedeutet stets ,,FigurLL oder besser 
,,LehrsatzCL (weil zu einem Lehrsatz gemohnlich eine Figur geh6rt). - 
118) Wahrscheinlich ein Commentar, oder eine Umarbeitung der Apollo- 
nischen Eegelschnitte. - 119) Es  ist unklar, was unter diesem Buche ver- 
standen ist, vielleicht ein Coinmentar zu den drei letzten Büchern (V-VII) 
des Apollonios, oder eine Einleitung bierzu, die über gewisse Dreiecks- 
eigenschaften handelt. Vergl. Steinschneider (Bibl. math. 1387 p. 72 u. 73). 
- 120) ,,Galenos'' hat es jedenfalls ursprünglich nicht geheissen, wahr- 
scheinlich ist die Vermuthung Eteinschneiders (1. c.), dass Menelaos zu lesen 
und die Figur ,,Sektor oder Sekante", al-@!tg, gemeint sei. Vergl. die 
Anmerkung zu Tâbit. - 121) Die Lesarten für ,,Sheil'L variieren sehr bei 
den verschiedenen Autoren, Steinschneider (1. c. 74) schlagt als ,,freie 
Emendation Djizu, den gewohnlichen Ausdruck für radix" vor: sollte doch 
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wohl heissen djidr? Casiri (T. 418) ha t  ;. = Zug, Anziehung, s ta t t  
und überset.zt: de virtute attrahendi. Vergl. Art. Proklos und Anmerkg. 3. 
- 122) Steinschneider hnt s ta t t  ,,erkl%rendemU ,,inathematischeml( fiir 
&. - 123) Steinschneider (1. c.) liest statt  WLo (Weseii) GLo (hundert) 
und iibersetzt denigemiiss ,,über das Centiloquium". Nun ist zu beachten, 
dass diese Sührift des Ptolemaios arab. allgemein heisst 3 ' j  = x a ~ x ; ~ ,  

( v q l .  den Artikcl ,,Ptolemaios" und Anmerkung 79) und dass Ibn al-K. 
nach Flügel, A. 127 berichtet, dass Muhammed auch i n  der Logik sehr 
bewandert war; warnni kann er nicht Schriften aus diesem Gebiet verfaast 
haben? l c h  halte vor der Hand meine Uebersetzung aufrecht. - 124) Es 
ist dies der von JI. Curtze (Halle 1885) herausgegeb. Liber trium fratrum 
de geometria, der sich haupts%çhliüh mit diesen drei Problemen beschaftigt. 
Ain Schlusse ist  jedeiiifalls zu lesen s-j (Verhaltniss) s ta t t  (Thei- 
lmg). H. Ch. (II. 213) ha t  unter den ,,mittleren Büchern" diese Schrift 
unter dem Titel: Liber cognitionis dimensionis figurarum, aber ohne Ver- 
fasser, d ie  Flügel in  Klammern hinzufügt (auctorihus filiis Musae). Vergl. 
£ weiteres Steinschneider (1. c. p. 44-48). 

125) Lebte nach Delambre (Rist. de l'astron. du moyen âge, p. 7 9 )  
iim die Hit te  des 9. Jahrhunderts. Er verfasste nach dem Filirist (S. Art. 
Eukleides) einen Commentar zum 5. Buche des Eukl. 1st dies vielleicht 
identisch mit seiner Abhandlun,b über das Verhaltniss? - 126) Casiri 
(1. 431) hat  V") stat t  &,* und übersetxt: de latitudinihus siderurn; 
allerdings ist  auch &>f = Tbrone ein astronom. Begriff (vergl. Skdillot, 
M6m. sur  les instr. astron. des Arabes in  Mbm. priis. par  div. Sav. à l'hcad. 
des inscript. Tom. 1. 1844. p. 221). - 127) So iibersetzt Flügel,  A. 128, 
wshrend Woepke wahrscheinlich mit mehr Recht liest: dans la démonstra- 
tion desquelles on n'a pas besoin de la supposition du contraire. Er führt 
dann auch diese 26 Satze des ersten Buches a n  (Vergl. LIAlgGbi-e d'Omar 
AlkhayyBm'L, p. 2). - Woepke gibt auch aus dem NS. 952. 2 (Suppl. 
arabe) einen Commentar al-Mâhenîs zum 10. Buche Eukl. an (Mém. prés. 
par  div. Sav. à 1'Acad. des Sciences, Tom. XIV. p. 663). 

Al- 'Abbas.  

128) W a r  nach Casiri 0. 431) ein Zeitgenosse al-Mvlâmûns. - H. Ch. 
(III. 466) schreibt ihm noch astron. Tafeln zu. 

T â b i t  b e n  K u r r a .  

129) Diese Altersangabe verstehe ich nicht; 211 und 288 sind doch 
Jahi-e d. Hidschra und dies sind Mondjahre, also wurdc Tabit 77 Mond- 
jahre = 74,6 Sonnenjahre al t ;  ich vermisse hierüber jede Anmerkung. - 
130) E s  ist dies der im Anfang des dritten Ruches der Sphaerik des Me- 
nelaos stehende Satz über die sechs Abschnitte, die auf den Seiten eines 
spharischen Dreieckes durch einen sie schneidenden grossten Rreisbogen 
entstehen (entsprechend dem Transversalensatz. des Menelaos für das ebone 
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Dreieck), und der mit dem Namen der Regula sex quantitatum, oder Re- 
gula intersectionis, oder der arabischen Uebersctzung outsprechend mit 

Figura sectoï oder Figura secantis ( &dl &) bezeichnet wird. Vergl. t 
Aiirnerkung 120 und Cantor (Vorlesg. T. 350 u. 356) und Steinschneidcr 
(Ili0 mittleren Bücher der Araber. %. f. M. Ph. Jahrg. 10 p. 494-496). 
- Casiri (1. 399) führt den Codex 967 des Escurial an, welcher en thd t :  
Thsbeti opusculum de sectionibus conicis, ubi de figura cui nomen secans. 
Auch der Pariser Codex 952. 2. (Suppl. arabe) enthalt ein MS. dieser 
Schrift. - 131) E s  wird von verschiedenen Autoren (u. A. v. K. Ch. V. 154) 
dem Sàbit  auch ein Liber datorum (sive definitorum. H. Ch.) zugeschrieben; 
der Fihrist kennt kein solches unter Tkbit,  auüh erwahnt er unter Eu- 
kleides den Tâbit nicht als Commentator seiner Data,  was H. Ch. (1. c.) 
thut; es ist  noch nicht entschieden, in wclcher Bozichung diose Data des 
Tàbit zu denen des Eukleides stehen. Wie wir unter Archimedes gesehen 
haben, wird auch diesem vom Verf. des Fihrist (ebenso v. I I .  Ch. 1. c.) 
ein Buch des Bostimniten (Gegebenen, Vorausgesetzten) zugeschrieben. - 
Casiri (1. 386 u. f.) führt noch eine grosse Zahl medicin., math. und astron. 
Werke des Tabit au, die ich hier nicht alle anftihreri kann. 

S i n L n  b e n  ? % b i t .  

132) Daselbst (Fihrist p. 302) sind aber keina math. Werke von ihm 
erwiihnt, der betreffende Artikel zeigt überhaupt eine Lücke nach den 
Worten: ,,An Rüchorn verfasste mlL. . - Casiri (1. 438) führt  von ihm 
eine Eeihe von Werken an,  von denen ich hier nur  folgende erwahne: 
Commentarius in librurn ,,Acat,onisLL (Steinschneider, Eukl. bei d. Arah., 
Z. 1: M. lJh. Jahrg. 31.  p. 96 vermuthet ,,EuklidiL) de elemeritis Geometriae, 
cui non pauca de suo adjecit. Tliher de figuris rectilineis in circiilo. 
Coniuientarins in librurn Arehiniedis de figuris triarigularibus, conoidibus 
etc. (von conoid. st,eht nichts im arab. Text), quem Josephus Sacerdos ex 
Syriaco sermone in Arabicaru transtulit:  quam versioneni Serianus etiam 
eastigavit. - E r  starb nach Casiri (1. 437) i. J. 331 (943). - 133) Vergl. 
Wüstenfeld p. 37. Ko. 84. 

A b û ' l - H a s a n  a l - H a r r â n ' l .  

134) -4uch von diesem sind daselbst (Fihrist p. 303) keine mathem. 
Schriften angefiihrt. 

I b r â h î m  h e n  R i n â n  b e n  T à h i t .  

135) Ueber sein Todesjahr habe ich keine Angaben anderswo gefunden. 
- 136j Flügel, A. 128 u. f. ha t  über diesen h t o r  eine ziemlich iimfmg- 
reiche Stelle aus Ibn-al-K. ('. 67) abgedruckt, die ich hier in  ihren wesent- 
lichen Punkten wiodergobo; nachdem Ibn al-K. die auch von H. Ch. (V. 
48, 87 u. 113) angeführten Werke Ibrâhlms: ,,Ueber die Schatteninstru- 
mente (S~nnenuhren) '~,  ,,über die Erklarung der Construction und Anwcn- 
dung der SonnenuhrenLL und ,,tiber den SchattenLL kurx besprochen bat; 
fahrt er fort: ,,Dann verfasste er aueh ein Buch über das, was Ptolemaios 
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nach der Methode der ebenen (geometrischen?) Darstellungf ftir die Auf- 
findung (Erklarung) der Ungleichheiten dos Saturns,  Mars' und Jupiters 
angewandt hatte; e r  behandelte dies in  einer einzelnen Schrift, die er im 
241 Lebenssahre vollendote und in der er zeigte, dass, wenn er (Ptolemaios) 
von dieser Methode abgewichen und zu einer andern tibergegangen ware, 
er die ebene (geometr.?) Darstellung hatte entbehren konnen, welche er 
angewandt hat te;  e r  (Ibrâhîni) schlug aber eiuen aridern Weg als den der 
Messung ( V e r g l e i c h ~ n ~ ,  -4nalogie?) e h * )  Ueber die Ceometrie verfasste 
er 1 3  Abhandlungen, 11 derselben handeln über die ~ i c h  berührenderi 
Kreise, er zeigte darin alle moglichen Arten der Berührung von Kreisen 
und von Linien, die durch (gegebene) Punkte gehen und And. Dann ver- 
fasste e r  noch eine andere Schrift (hier folgt eine verdorbene Stelle M' 

a+ di. ( j ) ) ,  in  welcher er 4 1  schwierige geometrische Probleme be- 
handelte über Kreise und Gerade, tiber Dreiecke u n d  sich bei-tihrende Kreise 
und And. mehr. E r  wandte dürin die Xethode der Analysis an,  ohne sich 
der Synthesis zu bedienen, ausser bei drei Aufgaben, welche der Synthesis 
bedtirfen. Ebenso schriob or cinc Abhandlung, i n  welchor er die Art und 
Weise der Aufltisung geometrischer Aufgaben vermittelst der Analysis und 
Synthosis und anderer Ausführungsarten, die boi geometrischcn Aufgaben 
auftreten, beschreibt und iiber die Irrthtimer handelt,  die den Geometern 
bei der  Anwendung der Methode der Analysis hagegnen konnen, wenn sie 
dieselbe gemass ihrer Gewohnheit abktirzen wollen.+*) E r  verfasste auch 
e i n ~  sehone (subtile) Abhandlung über die Constrnction der drei Kegel- 
schnitte, in welcher el- zeigt, wie auf (von) jedem der drei Kegelschuitte 
eine beliehige Anzahl Punkte gefunden werden k6nnenlL. - Diese letztere 
Abhandlung wird wohl identisch sein mit dem irn Yihrist genaunten Coui- 
mentar  m m  ersten Buche der Kegelsehnitte. 

A b û l l - H u s a i n  b e n  K a r n i b  u n d  A b û l l - ' A l $ ,  s e i n  S O ~ I I .  

137) Bezüglich ihrer Lebenszeit is t  mir nur  aus  Casiri (1. 433)  be- 
kannt, dass Abû'l-'Al& bald nach dem Jahre 348 (959) der Lehrer Aba'l- 
Wafâs in  'Irbk war. 

A b û  M u h a m i n e d  al-'t!asan. 

138) Ceher seine Lebenszeit habe ich keine Angaben gefunden. - 
139) nie rmi t  is t  wahrscheinlich das fünfte Buch der Elemente gemeint. 
Hammer (Lit. Gcsch. d. Araber V. 308) macht aus dieser Abhandlung zwei: 
, ,Erklarung dessen, was schwierig is t  in  dem Buche Euklids'' und ,,tiber 
die Proportionen, in  einem TractatLL. E s  ware auch moglich, dass statt  
a-j zu lesen ware G, dann ware es das Buch der Theilung (der 
Figuren). 

*) Diese Arbeit über Ptolemaios ist wohl  das im Fihrist geriannte Buch über 
die Zwecke des Almagestes. 

**) Diese Abhandlung befindet siüh in dem MS. 952. 2 (Suppl. arabe) fol. 
1-18. e. Woepke, Mém. prés. à l'acad. des sc. Tom. XIV. Paris 1856. p. 663. 
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A l - F a z  Lrî. 

140) Ueber seine Lebenszeit finde ich keine Angaben, oder sollte ei 
etwa, wie Fltigel, A. 1 2 9  au vermuthen scheint, identisch sein mit dem 
von Jàkdbî irn Kit&b al-BuldBn (p 13) erwiihnten Astronomen und Bau- 
meister al-Mansiirs lbrâhlrn ben Muhammed al-FazRrî? - 141) 1st eine 
Art von dstrolabien, dereu von den Arabern viele unterschieden wurden. 
Vergl. H. Ch. 1. 397  und Dom, p. 83-87. 

' O m a r  b e n  a l - F a r r u c h â n  

142) Lebte nach Casiri (1. 362) und Ibn al-K. (p. 279) zur Zeit al- 
Xamûns. - 143) Casiri (1. 362) übersetzt r h C /  mit  ,,de viris bene 
meritis1'(?) - 144) Casiri (1. c.) 1Bsst +'\,LI weg und übcrsetzt b,k3j 
mit ,,cum notis interlinearibus". Der Codex Escurial. 917  enthalt von 
ihm: Elementa astrologica (Casiri 1. c.). Vergl. auch den Art. ,,Dorotheos". 

A b û  B e k r .  

145) w L d n  kann nach Dom .(p. 88) auch die Sonnenuhr selbst be- 
deuten. Casiri (1. 431) iibersetzt: de  instrument,^ mensorio (seu de nilo- 
metro). - 146) Casiri (1. c.) schreibt: ad  astronomiam, was nicht im ara- 
bisohen Text steht. - 147) w b k i  = electiones = Tagewahlerei (Flügel), 
in der Astrologie die Auswahl der nach den Constellationen günstigen Zeit 
(Tage, Stunden) xur Vornahme irgend einer Handlung (vergl. H. Ch. 1. 198); 
der heute noch gebrauchliche Ausdruck ,,LoostageiL wk-e wohl hier der be- 
zeichnendste. - 148) alJ- = profectiones oder directiones. E s  ist  dies 

ein astrologischer Begriff, für den ich kein passendes deutsches Wor t  ge- 
funden hahe. Derselbe befindet sich u. A. in den Prolegom. des Ibn 
Chaldiin (Uebers. v. de Slaue in  den Notices et  extr. des Ms. de la  bibl. 
impbr. Tom. XX. 1865,  p. 219), wo vom Uebersetaer in  einer Note eine 
Stelle aus der Astrolog. galliüa v. Morin angeführt wird, worin es heisst: 
Directio nihil aliud est quam movere sphaeram, donec locus secundus, hoc 
est promissor, traducatur ad  siturn primi, sive significatoris (d. i. des He- 
genten). Vergl. auch Delambre, Hist. de l'astron. du  moyen âge, p. 489,  
und SBdillot, Prolégom. aux tables d7010ug Beg. p. 2 1  1. Ich glaube da- 
her, d a s ~  Flügel im H. Ch. II. 296 dieses Wor t  unrichtig durch ,,cursus et  
motus'' wiedergibt. - 149) Die Codices haben s tat t  uilb verschiedene 

andere Lesarten, so Casiri nach Ibn al-K. C J ~ L ~  und tibersetzt (1. 431) 
de parabolis (?); vitilleioht k6nnte es aus einem Pura l  von verdorben 
sein. Die arahische Astronomie unterschied namlich verschiedene Nei- 
gurigen (Schiefen), so die erste, zweite, grosste und totale (vergl. Dorn, 
p. 112 u. 1 4 9  und Sédillot, Mbm. prés. à l'acad. des inscript. Tom. 1. p. 227);  
oder es kiinnte auch ein astrolog. Begrifi' sein; vergl. die letzte Schrift im 
Art. Abd Ma'schar. 

M â - s c h â - a l l â h .  

150) In den mittelah.-lat. Schriften tiher Astrologie wird or gowohn- 
lich Messalah oder Messahalach genannt; vergl. Casiri 1. 435,  Abulphar. 
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p. 2 4 8  (Uebers. 161). - 151) Vergl. Fihrist, A. 129. - 152) C!asiri (1. c.) 
macht ails diesem Werke zwei: de planetaruiri corijunctioriibus, e t  de gentium 
srctis, wa.s vielleicht das richtige sein ivird. - 153) Casiri (1. c.) übersetzt: 
de expellerido reipublicae regimine. - 154) Casiri (1. c.) ha t  s ta t t  &,b 

(Ei.eignisse) d,b und übersetzt: de rerum definitionibus (was er an an- 
derri Orten mit ,,HoroskopeLL übersetzt). - 155) d .  h. über die rnagischen 
Eigenschaften der Buchstaben j, JsJj $++, dies war ebenfalls ein 

weseritliclies Capitel dei. Astrologie uiid Magie (vergl. Vlügel. Loosbücher 
(1. Miili.). - 156) Wahrscheinliçh ast,rologis~li: über die Auswalil der 
lteise tage. 

A b û  S a h l  a l - F a d l  b e n  N û b a c h t .  

157) Vergl. Casiri (1. 421) und Abulphar. p. 2 2 4  (Uebers. 145). - 
158) Eigentlich das Biirh des astrologischen oder mit Hiilfe der Gestiriie 
gewonnenen Ynls (S. Plügel,  Loosbücher, 1). 15-16 urid Anrrierkung 9). 
Fliigel in  H. Ch. (VT. 6) iibeisetzt: claves d e c r ~ t i  divini. - 159) Konnte 
auch heissen: über die Aelirilichkeit und die Bbbildung; es ist  aber sehr 
wahrscheinlich keine geometrische, sonderii eine astrologische Schrift. - 
160) Hier übersetzt Casiri (J. c.) sehr einfach: Excerpta varia astrologica. 

S a h l  b e n  B i s e h r ,  

161) Ueber Lebenszeit und Wohnsitz habe ich keine weiteren Angaben 
gefunden alo diejenigen Casiris (1. 439) ,  die er seiner Uebersetxurig des 
arabischen Textes in  Klammern beifügt: Hispanus tertio Egirae seculo jain 
ineunto nobilis, was ziemlich unwahrsülieinlich ist. Vergl. auch die Be- 
merkung eum zweitletzten Werke Sahl ben Bischrs, dass er es in  Chorasan 
verfasst habe. - 162) Hier fehlt wahrscheinlich eine nahere Uestimmung. 
- 163) CJ L;ccSfl = die Ermaguiigen; cSJ&f = relativ, im Qegen- > .  
satz ;tu & = absolut; sollte es vielleiclit lieissen w k h l  = Coii- 
junctionon (des Mondes)? - 164) 'Verg]. Pihrist, A. 130 (274. 5). 

A l - C h o w â r e z m î .  

165) Ge~iaueres über seine Lebenszeit findet man nirgends. - 166) Leider 
is t  dieser Artikel über einen der bedeutendsten arabischen Mathematiker 
unzweifelhafi verdorben, denn seine beiden bis auf unsere Zeit erhaltenen 
Hauptwerke, die Algebra und die indische Rechnungsweise (der sog. Algo- 
rithmus) fehlen. Casiri ha t  keinen eigenen Artikel über Muhammed ben 
Mîisi, soudern nur zerstreute Stellen (so 1. 371, wo er ihn nach Cardanus 
als den ,,algebrae instauratorL1 bezcichnct), H. Ch. erwahnt (V. 67) soino 
Algebra unter anderen Werken gleichen Inhaltes und f i g t  hinzu: lIic est 
primus, qui de Algebïa scripsit, und Ibn al-K. (p. 326) schroibt nach 
Flügel, A. 130 einfach den Fihrist ab. Es ist also mtiglich, dass diese 
Stelle des Fihrist schon vor Ibn al-K. verdorben gewesen ist. Wahr- 
scheinlich liegt nun hier eine Verschiebung vor; man beachte namlich, dass 
diese beiden Schriften nebst derjenigen ,,iiber die Vermehrung und die Ver- 
rriinderung1' dem folgenden Autoi ,  dem Sind ben 'Ah,  am Schlusse des 
Artikels zugeschrie1)en sind; es ist  nun rn6glich, dass dieselben ursptinglieh 
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unter al-Chowârezmi gestanden und durch Abschreiher an den Schluss des 
niichsten Artikels über Sind ben 'A11 verschohen worden sind; umgekehrt 
konnten auch die letzten Schriften Sind ben 'Alrs deni Chowârezmicr zu- 
geschoberi worden sein, so dass alsu eine Vertauschung der diei  letzten 
Schriften unter diesen beiden stattgefunden hatte. Diese Verwechslungen 
waren um so eher rnoglich, als hier  vier Yathematiker aufeinander fol&m, 
die alle am Hofe al-Jil%mfins zu gleicher Zeit als astronomische Beobacliter 
lebten; man beachte noch, dass allen vieren, ausser Sind ben 'Ali, astro- 
nomische Tafeln zugeschrieben sind und zwar bei zweien ,,in zwei Aus- 
gaben", und dass bei Sind ben 'Ali eine Alihandlung ,,liber die Schnei- 
denden", ,,in zwei Ausgaben" vorkouimt - vielleicht sollte es hier s ta t t  
,,über die Schneidenden'! heissen ,,astronornische TafelnLL, oder dieses ist 
nach ,,Schneidendenl' ausgefallen? - Dass der Verfasser des Fihrist die 
oben genannten VCTerke ursprünglich dem a,l-Chow$rezm~ beigelegt, h a t ,  wird 
auch noch sehr wahrscheinlich dadurch, dass in der Polge Conimentatoren 
der Algebra (A4b~'1-WaFk) und der ,,Vermehrung und Vermindermg!' ( ' ~ b -  
dallah ben al-Hasan) des Chowârezmiers genannt werden. Ich musç hier 
noch bemerken, dass es mir aufgefallen ist, dass Woepke, wo e r  über daa 
Buüh ,,de l'augmentation e t  de l a  diminution1' spricht (Journ. asiat. 6. Série, 
Tom. 1. 1863),  die Lücke im Artikel des Fihrist über al-Chowarezuii nicht 
erwahnt. 

S i n d  b e n  'Ali .  

167) So ist wohl w I h , + ~  WU! zu übersetzen, obwohl s tat t  
des zweiten Wortes eher uk,+lT stehen sollte; es wird dies also eine 
Abhandlung über das 10. Buch Eukl .  sein (vergl. Art. Eukleides), oder 
wenigstens tiber die Irrationalitaten. - 168) Casiri (1. 440) ermahnt, dass 
Sind auch astronouiische Tafeln verfasst habe und so ist wohl die oberi 
(Anmerkg. 166)  ausgesprochene Vermuthung berechtigt, dass die Worte ,,in 
zwei Ausgaben'' nicht zu ,,SchneidendedL, sondern zu ausgefallenen ,,astre- 
nomischen Tafeln" gehoren. - 169) In  Bezug auf die drei letzten Werke 
siehe Anmerkg. 166 ;  über das zweite vergl. noch Cantor, Vorlesg. 1. 627 u. f. 

J a h j f i  b e n  Ab4 M a n s û r .  

170) Vergl. Casiri 1. 425 und Abulphar. p. 248 (Uebers. 161)  

H a b a s c h  b e n  ' A b d a l l a h .  

171) Ibn al-K. (p 199) und Abulphar. (p 247. Uebers. 161)  ziihlen 
drei Arten von Tafeln auf: die Sindhindischen, die erprobten (d. h. durch 
eigene Beobachtuq)  und die kleineren, betitelt al-Schbh (des Konigs); 
Reinaud (Mém. sur  l'Inde, p. 319) nennt die letzteren die persischen. 
Eigenthüinliüherweise zühlt Ibn al-K., nachdem er von diesen drei Tafeln 
gesprochen hat, unter den nach dem Fihrist angeführten Schriften al-Mer- 
waaîs nur zwei Tafeln (die dainasconischen und die mbmûuischcn) auf. - 
172j Obgleich im Text , &,,JI = Flache, ebene Flache steht, so bin ich 

L- 
doch der Ansicht, dass es sich hier u m  Astrolabien, oder vielleicht rioch 
besser uin Sonnenuhren und Astrolabien handelt; die ersten drei Adjective, 
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,,horizontalLL, ,,senkrechtL', ,,geneigtiL, entsprechen in ihrer arabischen P o m  
genau den drei Arten von Sonnenuhren, welche die Araber unterschieden 
(vergl. Uorn, p. 86), und das letzte Adjectiv ,,schieFL (&+si&) bezeichnet 
eine besondere Art von Astrolabium, das den Namen nach der eigenthüm- 
lich geformten dlhidade (G,--Jf 6 3 u ( )  erhalten hat (vergl. Woepke, 
über ein in d. kgl. Bibl. zu Berlin bofindl. arab. bstrolab. Abhdlg. dur k. 
Acad. zu Berlin, Jahrg. 1858, math. Thl. p. 3). 

I b n  Habasch .  

173) E r  ist der Sohn des vorigen, dor bei Ibn al-K. auch Ahmed bon 
'Abdallah heisst. Nàheres über sein Leben habe ich nicht gefunden. 

D i e  Erz i ih lung  des  I b n  a l - N u k t a f î .  

174) Dieser starb nach Abulphar. (p. 329. Uebers. 2 1 6 j  im Jalire 377  
(987). Wie aber seine Erziihlung an diese Stelle kommt, ist nur wieder 
durch Verschiebungen der Abschreiher zu erkliiren, sie stand jedonfalls ur- 
sprtinglich nach dem Art. über Abb Mafschar, oder demjenigen ilber Sind 
ben 'Ali. 

A l -Hasan  ben S a h l  ben Nûbach t .  

175) E r  lebte nach -4bulphar. (p. 258. Uebers. 168) unter den Cha- 
lifen al-W8tik und al-Mutawakkil (842-861). 

I b n  al-Bâzji ir .  

176) Lebte nach Casiri (1. 432) als Astrologe unteir al-Mamûn. 

Churzâcj ben  I )ârsch&d.  

177) Ihn Challikân (No. 849) schreibt nach Fltigel, A. 1 3 1  Chur- 
r aek j .  Ich habe keine weiteren Angaben über ihn gefunden. 

D i e  Stihne a s - S a b b â h s .  

178) Ucber ihrc Lebonszoit habe ich keine Angaben gefunden. Vergl. 
Ibn al-K. p. 69. 

A l - H a s a n  b e n  a l - C h a ~ ~ b .  

179) Casiri (1. 413-14) nennt ihn einen Perser und sagt, er habe 
sein Buch, Florilegium betitelt, dem Jahj?jâ, ben Chalid, der zur Zeit Hariin 
ar-Raschids lebte, gewidmet; der Fihrist aber schreibt dieses Buch dem 
folgonden Autor al-Chajjât mit derselben Bemerkung zu; es scheinen hier 
wieder Verwechslungen oder Verschiebungen stattgefunden zu haben. - 
180) Kârimihtar ist persisch und bedeutet ,,das grossere WerkLL. 

A l - C h a j  j&t. 

181) Vergl. Anmerkg. 179 ; ich halte Casiris Uebersetzung ,,Florilegium" 
fiir die treffondsto. Vergl. auch Steinschneider, die mittleren Rticher der 
Araber (Z. f. M. Ph. J a h g .  10. p. 463). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



'Omar  ben Muhammed  a l -Marwarub i .  

182) Andere Codices haben al-Nerwazl, Casiri (1. 435) al-Xerw al- 
Ruzi (in urbe Nerw in Persia natus); nach ihm war er der Enkel Châlid 
ben 'Abdulmaliks, und gab nach dessen und Sind ben 'Alrs und Anderer 
System und Berechnung verfertigte astronomische Tafeln heraus. 

A l - H a s a n  ben a+-Sabbkh .  

183) 1st wahrscheinlich identisch mit dem dritten der oben genannten 
Sohne as-Sabbahs. 

A b û  Xa'schar.  

184) 1st der im Mittelalter unter dem Namen Albumasar bertihmte 
Astrolog. - 185) Casiri (1. 351) Iibersetzt: Tabulae de annonae inopia 
et fraudibus? Es  ist aber hazàrât ein persisches Wort, welches ,,TausendeLL 
bezeichnet und von Abd Ma'schar in der Bedeutung von ,,Perioden von 
1000 JahrcnLL gobraucht wurde. (Vergl. auch Reinaud, p. 329.) - 
186) & I bezeichnet : Anecdoten, witzige, treEende Reden, vieldeutige 
Antworten; Casiri (1. c.) überseht: de astrorum signis et vostigiis?! - 
187) d. h. der Jahrtausende (hier braucht Abû Ma'schar nicht den pers. 
Ausdruck hazàrat für ,,TausendeLL, sondern den arab. w,Jf,; diese Schrift 
handelt von den Tempeln und andern monumentalen Lfebiuden, die in 
jedem Jahrtausend auf der Erde errichtet worden sind. Vergl. Flügel, A. 
131 und H. Ch. V. 50. - 188) In den Prolegom. des Ibn Chaldûn (Trad. 
par De Slane, Notices et extraits des MS. de la  bibl. impbr. Tom. XIX. 
Paris, 1863 p. 245) liest man: al-zaïrdja, une figure, sur la quelle ils (les 
astrologiies) opbrent, elle a la  forme d'un grand cercle, qui renferme d'autres 
cercles concentriques, dont les uns se rapportent aux sphères cblestes, e t  
les autres aux élbments, aux choses sublunaires, etc. - On y remarque 
aussi des chiffres appartenant au caractéro nomme ghobar. - In  denselben 
Prolegom. III. Theil (Notices et extraits, Tom. XXI. p. 199  u. ff.) liest man: 
nous indiquerons ensuite le caractère de cette opbration (avec la zaïrdja), la 
quelle n'a aucun rapport rkel avec le monde invisible et consiste unique- 
ment B trouver une réponse. qui soit d'accord avec une question, et qui, 
étant prononcée, offre un sens raisonnable. - H. Ch. (III. 530) sagt: 
-Jil)l = ars ex literis continua mixtione extractis verba eliciendi, qui- 
bus quae in futurum nobis vel accident vel non accident, significantur. - 
Ich vermuthe, dass das unter Valens angeftihrte Buch az-Zabradsch heissen 
sollte az-Zâïrdscha. - 189) al-intihà'ât und al-mamarrat sind zwei astro- 
logische Kunstausdrücke: der erstere bedeutet nach Sédillot (Prolégom. aux 
tables d'oloug-Beg, p. 215-218) les termes (Grenzen?) und ist verwandt 
mit dcmjenigen der profectiones; derselbe ist aber mit wcnigen Worten 
schwer klar zu legen, ich muss daher den Leser auf das genannte Werk 
Sédillots vorweisen; der lctztero (nach Dorn, p. 78) ist identisch mit d a w ~ t  
al-afsk, und dies sind die Kreise (der Astrolab.), auf denen die Himmels- 
gogcnden vcrzeichnet sind: die Horizontkreise. - 190) bedeutet wohl 
hier nicht ,,GradeiL im Sinne der Geometrie oder Astronomie, sondern viel- 
mohr die Stufenjahre des Lebens, die anni climacterici (ver& Salmasius, 

Alih. ziir Grccli. der ITatliem. VI.  5 
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de annis climact.). - 191) ub\pl gibt keinen Sinn, es sollte vielleicht 
heissen u l j l ~ !  d. h. die Abweichungen, namlich der Gebetsrichtung 
(Kibla) Tom Meridian eines Ortes (vergl. Dorn p. 33 ,  und Sédillot, Mé- 
moire p. 101). Oder hangt es etwa mit den magischen Eigenschaften der 
Buchçtaben (vp pl. dJF) zusammen? Ich finde freilich diese Form in 
Flügels ,,Loosbücher der Nuhammed." nicht. Casiri (1. c.) hat ciiL+l 
und iibersetxt: rerum evitandarum. - 192) Vergl. Anmerkg. 149 (Abfi 
Bekr). 

' A b d a l l ~ l h  ben M a s r û r  an-na sr an^. 
193) Vergl. Casiri 1. 403. Naheres über sein Leben fand ich nicht. 

' U t & r i d  ben Muhammed.  

194) Ich habe tiber seine Lebenszeit keine Angaben gefunden. II. Ch. 
(IV. 113) hat von ihm: constellationes astrorum und ftigt hinxu: minime 
tamen veritati et rectae rationi respondet. 

J a r k û b  b e n  T â r i k .  

195) Casiri (1. 425) macht ihn xum Spanier, abcr fügt nichts ~ e i t e r e s  
über sein Leben hinzu. - Reinaud (Mém. sur l'Inde, p. 313 -14) bemerkt, 
Alb~rûnl bcrichte, Jdkiib bon Tirik habe seincn Traité do la  sphibro im 
Jahre 16 1 (777) verfasst, und ftigt hinzu: Il paralt avoir écrit dans Bagdad 
merne, et sous la m&me inspiration que Muhammed al-Fazary. - 196) Kar- 
dadsçhât al-Dschaib. Dschaib ist bekanntlich das arabische Wort ftir Sinus, und 
Kardadschât sol1 nach Reinaud (1. c.) corrumpiert sein aus dem indischen ,,cra- 
madjydi, welches sinus rectus bedeutet (d. h. der Sinus von 225', der von den 
Indiern nicht mehr vom Bogen unterschieden werden konnte; vergl. Cantor, 

' 

Vorlesg. 1. p. 560). Nach dem Tite1 dieser Schrift scheint nun J à k û b  diesen 
Sinus rectus noch weiter getheilt, d h. die Sinus der Winkel unter 225' be- 
rechnet zu haben, wie er auch die Tafelii ,,SindhindCL vervollkommnet (d. h. 
von Grad zu Crad berechnet) hat. - 197) J,3 kann auch heissen Geschicke, 
Schicksalswechsel, und d a m  wtirde JJdI ,+k die Astrologie, oder ein be- 
stimmtes Gehiet derselben bedeuten. 

Abû' l- 'Anbas.  

198) Casiri (1. 409) sagt von ihm: Traditur gloria stimulis exagitatus 
aliorum scripta sibi arrogasse, sonst nichts iiber sein Tjeben. Flügel, A. 64 
sagt, as-Saimarl sei der im Jahre 243 (857) gestorbene Tischgenosse des 
Chalifen Mutawakkil gewesen. 

I b n  S h n a w a i h .  

199) Casiri (1. 416) hat über ihn nicht mehr als was irn Fihrist steht. 

'Aln b e n  Dh-ild. 

. 200) Casiri (1. 408) erwahnt einen Abû Dàûd, genere Judaeus, Ira- 
censis, Bagdadi floruit ante seculum Egirae tertium, professione astrologuç. 
Vielleicht sind diese Beiden identisch. 
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Harit,, d e r  A s t r o l o ç .  

201) Lebte also, da er mit al-Hasan ben Sahl befreundet war, eur 
Zeit der Chalifen al-Watik und al-Mutawakkil; vergl. Anmerkg. 175. 

I b n  A b 1  K u r r a .  

202) Lebte nach Casiri (1. 409) u m ~ ;  J a h r  267 (880), denn e r  fügt 
zu Muwaffak hinzu: 1s anno Egirae 267 Caliphatiim usurpavit. 

A l - F a r k k u î .  

203) Seine Bliithezeit fallt iu die Regierung al-Mâmûns (813-833), 
doch habe ich keine genaueren Notizen über seine Lebenszeit gefunden. - 
204) E s  sind dies seine Elemente der Astronomie, 1 5 9 0  von Jakob Christ.- 
manu, I h n k f u r t ,  und 1 6 6 9  von Golius, Amsterdam, arabisch und lateiriisch 
heransgegeben. Casiri (1. 432) macht aus dem Zusatz ,,Auszug aus dem 
Almagest" ein eigenes Werk:  de Almagesti electionibus. H. Ch. (IV. 438-39) 
hat: Liber triginta sectionum statt  liber elementorum; allerdings haben die 
Codices J,.df statt J ! Y I ,  wie es eigentlich heissen sollte, und wie auch 
der innere Tite1 der Goliusausgabe wirklich lautet:  ,.+! ,,L Jysl 2 ; 
die Schreibweise der Codices kommt von den 30 Absclinitten ( J ! j  lier, 
in welche das Ruch getheilt ist. - 205) H. Ch. (11. 288) eiwkhnt vnn 
ihrn noch ein Plaiiisphaerium, und V. 419:  explanator perfectus de doctriria 
sphaeram in planitiem redigendi, auctore el-Fergani. 

I b n  A b i  ' A b b â d .  

206) Ueber seine Lebenszeit fand ich keine Angaben. - 207) So iiber- 
setzt Dorn p. 85, die niichste Bedeutung von %..& ist Zweig, Ast, dann 

auch Rinne , Ritinsal. 
A n - K a i r î z ' l .  

208) l n  verschiedeneu Codices und auch bei H. Ch. (V. 386) steht 
Tebriz'l s t a t t  Nairïzî, l e t~ te res  ist  aber nach Fliigel u. And. das richtige 
(Nairîz oppidum Persiae, quod sirnile est Sabrizo: Wenrich p. 1 8 6  nach 
Ibn a l - E ) .  Weitere Angaben iiber sein Leben habe ich nicht gefunden, 
da er aber für  al-Murtadid ein Werk verfasst hat,  so muss er ums J a h r  900 
zur Zeit Tâbits gelebt haben. - 209) Casiri (1. 348) und H. Ch. (V. 386) 
haben einen Commentar zum Almagest (nicht Q ~ a d r i ~ a r t i t u r n ) .  I m  Text 
des Fihrist sol1 im Site1 dieses Werkes jedenfalls der Strich über dem 
zweiten + W weggelassen werden. 

A l - B a t t â n t  

210) Der irn Mittelalter unter dem Namen Albategnius bekannte, be- 
rtihmte Astroncim. Vergl. über sein Leben und seine Schriften auch Casiri 
1. 343--344, Abulphar. 291, Uebers. 191), Vite di matematici arabi di 
Bernard. Baldi, con note di Steinschneider, Roma 1873 ,  p. 21-32. - 
211) Steinschneider (1. c.) ist  der Ansicht, dass ein in verschiedenen Aus- 
gaben vorkommender lateinischer Tractat,  betitelt: de ortu triplicitatum, 
der gewohnlich im Verein mit andern Schriften Bethens, d. i. Albattiln~s, 

5 * 
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gedruckt vorkommt, mit dieser Abhandlung über den Aufgang der Hauser etc. 
identisch sei; in der Tha t  heissen in der Astrologie je  drei Zeichen des 
Shierkreises, also ein Viertel desselben, eine Triplicitas. Allein dieser 
Sractat  ist  so unbedeutend (gewtihnlich erscheint e r  nur  31s Anhangsel zu 
den ebenfalls sehr geringftigigen ,,horae planetarum'') und sein Inhalt hat 
so wenig mit Conjunctionen zu thun, dass wir  der Ansicht sind, der Schluss- 
satz ,,auch bekannt als seine Abhandlung überLL etc. miisse ursprünglich 
anders gelautet haben, d. h. mit andern Worten, es solle damit ein selbst- 
standiges Werk gemeint sein. 

I b n  A m â d s c h û r .  

212) Casiri (1. 403) nennt ihn einen Perser ,  aus IIerat gebürtig, ex 
regia Pharaonilm stirpe. Lebenszoit unbestimmt. - 213) dl kann ich 
hier nicht anders als durch $rageL1 übersetzen. - 214) E s  ist kaum anzu- 
nehmen, dass hier u';ca die Horizontkreise bedeute. Vergl. Anmerkg. 189. 
Casiri (1. e.) ha t  s ta t t  diesem (Mars) und übersetzt: Liber tabularum 
rnartis secundum Pcrsarurn computum conditarum. 

S e i n  S o h n  A b û ' l - H a s a n  'Al'1. 

215) H. Ch. erwkihnt a n  mehrem Stellen (IV. 141 .  VI. 243. 436) einen 
Abii'l-Ha,sa.n 'Ah ben AbY-Kbsim el-Reiha.ki, vulgo Fiindiik dictus, der aber 
ktiin Nathematiker war. 

216) Nach Casiri (1. 426) ist Harawr, d. h. aus Herat ,  das richtige. 
- H. Ch. (11. 121)  nerint einen Yusuf ben Gorion Israili al-Harûnl, der 
aber  IFistoriker war und eine Geschichte der Israeliten geschrieben hat. - 
217) Casiri (1. c.) übersetzt 64,+dl  mit Caerulea Sidera, de futu-  
rorum praedictionibus (?). 

A s - S a i d a n a n t  

218) Siehe ~ n r n e r k u n ~  166.  

d l -  ad am^. 

219) Casiri (1. 430) und Reinaud (MBm. sur  l'Inde, 320) berichten 
nach Ibn al-K. von seinem Sohne Xuhammed ben al-Husain (vielleicht liegt 
eine Umstellung der Namen vor ,  so dass beide identisch waren), er habe 
astronomische Tafeln nach dem Sindhind verfasst, die eine grosse Rertihmt- 
heit erlangt hiitten; er habe sie aber nicht vollenden kihrieri, sie seien 
dann nach seinem Tode im Jahre 3 0 8  (920) von seinem Schtiler al-Kisim 
ben Muhammed herausgegebeu worden. Hieraus würde sich eine obere 
Urenze ftir die Lebenszeit al-Adamis ergeben. - 220) al-harâfât gibt keinen 
Sinn, wahmcheinlich sol1 es heissen al-inhirâf5t = die Abweichungen (Azi- 
muthe d. Eibla). - 221) Vergl. Dorn p. 77. 

I b n  N â d s c h i j a .  

222) Casiri (1. 433) nennt ihn einen Spanier. 
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Abfi ' A b d a l l i h .  

223) Fltigel sagt im Fihrist, A. 132 zu & ! d l  gak_r'l: Unstreitig 
eine Sonnenuhr, die die Mittagsstunde durch Beckenschall andeutete. Vergl. 
dagegen Dorn, p. 87. blii = Marmorplatte, bedeutet tibrigens nicht bloss 
Sonnenuhr, sondern nach Tschaghminy (vergl. Dom, p. 86) ein Instrument 
von Stein, Messing oder Anderem, ftir eine bestimmte Breite, langlich oder 
rund, mit Linien versehen, z. B. der Linie der Neige und der Gleiche, 
durch welches man viele Operationon ausftihren konne, z. B. die Bostim- 
mung der Hohen, der Zeiten, der Schatten u. S. W. - Die Bedeutung 
,,tr0rnmalf6rmig'~ wiirde dann allerdings eher die Form -4 oder vielleicht 
auch 6 voraussetzen, aus welch' letzterer leicht diejenige des Fihrist 
entstehen konnte. - 224) Es sollte im Texte wohl heissen &JLJ, denn 
d& bedeutet ,,Schleudersteinel'. 

Die neueren Rechner und Arithmetiker. 

225) Damit meint jedenfalls der Verfasser des Fihrist, aus den Werken 
der aufgeftihrten Autoren zu schliessan , diejenigen Mathematiker , die sich 
hauptsaühlich mit praktischer Xathematik, d. h. mit der indischen Rech- 
nungsweise, der sog. biirgerlichen drithmetik, und der praktischen Gaometrie 
(Nachen- und K6rperberechnung) beschaftigt haben. . 

'Abdalhamid.  

226) Casiri (1. 405) hat an Stelle des letzteren Werkes zwei: De in- 
geniosis arithmeticis jnventis und de numerorum proprietatib~is: 

227) Er ist der Enkel des vorigen und deshalb sollte es hier wohl 
heissen: ben W&sir ben Turk. Casiri (1. 408) berichtet von ihm, dass er 
in Bagdad lebte, sich in der Wissenschaft der Zahlen ausgezeichnet habe 
und daselbst im Jahra 298 (911) gestorben sei. 1. 421  nennt er ihn 
,,PersaLL. 

b b ù  KLbmil. 

228) Ueber seine Lebenszeit habe ich keine Angaben gefunden. - 
229) Die Algebra wird von H. Ch. mehrmals erwahnt, so II. 585: UW 
&MI = das Umfassende, quod in optimis huius generis (er spricht nam- 
lich hier von Btichern tiber Algebra) operibus numeratur, et optimus eius 
commentarius Coreshi (?) auctorem habet; I V .  10, wo er zu dem &LW 
noch '&k+Jb +dl 2 = ,,über die AlgebraLL hinzuftigt; V. 27, wo er &L( 

statt J.A~.G hat,  was abor dasselbe bedeutet. - H. Ch. (V. 68) heisst es 

bei Besprechung der dlgebra des Xuhammed ben Mûsâ: Abb Kâmil etc. 
in libro el-wasâjtja bi'l-jebr we'l-mocabolet: Composui, inquit, librum titulo 
Kemâl el-jebr notum, qui perfectam Algebrae doctrinam et additamenta ad 
eius principia continet; et argumentis in libro moo secundo confirmavi, 
libro Mohammedis ben Musa de reductione per aequationem primas partes 
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et  palmam dandas esse etc. Nach H. Ch. ha t  also Abd Kâmil auch ein Buch 
betitelt: el-wa@j& hi'l-jebr we'l-mocabelet, d. h. über die Erbtheilungen 
(Testamente) mit Htilfe der d lgebra  (berechnet, ge l~s t ) ,  verfasst, über welches 
Gebiet bekanntlich auch Muha.mmed ben Mîis& in seiner Algebsa ha,ndelt. 
H. Ch. ftihrt V. 168  noch ein Buch von Abd KBmil a n ,  betitelt: Buch 
der Testamente mit Hülfe der Wurzeln (Wurzelrechnung) gelost; es ist 
dies aber mit dem eben genannten identisch, denn hier wird aus deniselben 
wieder dieselbo Stelle über Muhammeii ben Musas Algehra angefiihrt wie 
V. 68; wahrscheinlich sollte s ta t t  >&+ = Wurzel, + = Algebra stehen; 
Flügel übersetzt übrigens: liber institutionum radicum arithmeticarum. - 
230) Es is t  dies die sog. Regula al-chatain (eig. chatj'ain) d. h. der beiden 
Fehler, die heutige regula falsi; nach dem von Lihri (hist. des scienc.'math. 
Bd. 1. 304-368) ver3fentlichten Liber augmenti e t  diminutionis und den 
Bemerkungen von Woepke über diesen Gegenstand (vergl. J o u m  asint. 
6. Serie, Tom 1. p. 513-514) ware also der Jnhalt dieses Buches' iden- 
tisch mit dem des vorhergehenden ,,Ueber die Vermehrung und die Ver- 
minderung" - vielleicht is t  ursprtiriglich iin Texte zwischen beiden id Jkj 
(es wird auch genannt) oder etwas ahnliches gestanden. - 231) Man vergl. 
darnit den Titel des Werkes von al-Karchî: Kâfî f1'1-hisab = Gentigendes 
über das Rechnen. 

S i n a n  b e n  a l - F a t h .  

232) Ueber seine Lebenszeit habe ich nichts gefunden. - 233) d l  
(a t - taht)  bedeutet ,,der untere Theil", ,,was unten i d L ;  dies gibt keinen 
Sinn; Woepke (Journal asiat. 6. Série, Tom. 1. p. 4 9 0  u. 493) liest &di 
(at-tacht) und übersetzt: Traité de la table relatif a u  calcul indien, o d e 5  
Le traité du  calcul effectue sur . l a  table. Diese Uebersetzung wBre wohl 
annehmbar, besonders wenn man damit den Titel eines Werkes von al- 
-4ntakl vergleicht, das Ibn al-K., nicht aber der Fihrist anführt:  Das 
Buch liber die Rechnungsweise mit der Hand (den Fingern) ohne Tafel. 
Aber nun  kommt hinzu, dass H. Ch. 111. 6 1  über Jlm hisbb el- taht  we 
el-meil" = die Kunst (Wissenschaft) des Rechnens e l - t ah t  und el-meil 
(Neigung, Schiefe) folgendes sagt: quae ea ars est, qua ratio cognoscit,ur, 
operationes arithmeticas signis tractandi, quae numeros ab uno usque ad 
decem exprimunt et  omnes alios, qui hos excedunt, ope ordinum quo po- 
nuntur excludunt. Haec signa ab Indis oiiginem duxisse dicuntur. - - 
Eadem doctrina nobis e l - t ah t  we el-tarhb (Erde, Staub = gobâr) dicitur. 
Hiernach ware hisâb at-taht nichts anderes als das Bechuen mit den in- 
dischen Ziffern mit Stellenwerth, die Bedeutung von tah t  und von meil 
(oder mail) ist  aber damit noch keineswegs festgestellt. Ich wage nun 
die Vermuthmg auszusprechen, das Wor t  ,,tahti' bedeute das indische 
,,tatsthaLL, welches die sog. symmetrischo odor kreuzweiso Multiplications- 
methode bezeichnet, und &as Wort  ,,niail" liedeute die schiefe oder Dia- 
gonalmethode (vergl. Cantor, Vorlesg. 1. p. 519 u. 520). Ich will aber 
riicht unterlassen, noch durch eine andere Conjectur auch der Woepkeschen 
Lesart zu ihrem Rechte zu verhelfen: Ziest man mit Woepke ,,tachtlL und 
iibersetxt ,,TaTel", so ware d a m  vielleicht das ,,mailLL in 11. Ch. = mil 
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(welches arabisch gleich geschrieben wird) zu lesen, und ,,GriffeliL oder 
,,StiftLL zu tibersetzen; dann wtirde also h i s ~ b  nt-tacht wa'l-mfl das indische 
Rechnen mit dem Griffe1 auf der Sandtafel, irn Gegensatz zum Fingerrechnen 
bedeuten. Bewissheit wird man übcr dieso ~ r a g e n  abor erst erhalton, wenn 
eine dieser Abhandlungen mit dem Tite1 at-taht oder at-tacht niiher unter- 
sucht sein wird, was bis jetzt meines Wissens nicht geschehen ist (Wnepke 
gibt 1. c. nicht eine Analyse des Inhaltes eines der Werke von Antbki, 
sond~rn eines Buches von an-Nasawp, betitelt: le  satisfaisant).g - 234) Rs 
kam auch tiber die S u m a t i o n  von Kuben handeln; vergl. Wcepke: Pas- 
sages relatifs à des sommations de séries de cubes etc. ( ~ o i r n a l  de mathém. 
par Liouville, 1864 u. 1865). 

235) Ueber sein Lebon fand ich keine Angaben. - 236) Hiseb ad- 
daur ist nach H. Ch. III. 62 ein besonderer FaIl der Erbtheilungs- oder 
Testamentsrcchnung, er sagt daselhst: Ilm hisâb el-dewr we el wesàya, 
ars legata cornputandi in orbem circumlata. Haec est ea doctrina, qua 
quantitas cognoscitur testament0 mandata, qiiando, u t  primo adspectu in- 
telligitur', ad ea pertiuet, quae in orbem circumferenda sunt. Daun folgt 
ein langeres Beispiel und am Schlusse: Itaque hac doctrina quantitas partis 
donatione in aliurn transeuntis terminatur, et apparet, eius utilitatem Inag- 
nam esse, quamquam raro tantum necessaria sit. Diese Definitionen sind 
nicht Mar; man vergl. die Algebra von Muhammed ben Milsâ, wo Rosen 
(p. 133) hissb ad-daur mit Computation of returns tibersetzt; aus den 
Beispielen ersieht man, dass es sich hauptsiichlich urn das Zurückgehen 
eines Vermachtnisses auf die Hinterlassenen des Testators handelt, wenn 
der im Testament Bedachte vorzeitig stirbt. Z. B.: Ein Mann auf dem 
Todtbette emancipiert einen Sklaven, dessen Kaufpreis 300 Dirhem war, 
und hat sonst kein Vermogen, der Sklave stirbt und hinterlasst 300 Dirhem 
und eine Tochter, was erhalt die Tochter und was muss sie den Erben 
des Al annes zurtickbezahlen. 

Ar-Rezi .  

237) Lebenszeit unbekannt. Vergl. den Art. Eukleides. 

Xuhammed .  

238) Casiri (1. 433) fügt zum Namen hinzu: Praetor (Hi~~alensis) ,  
hat aber weiter nichts über die Lebenseeit. Woher Casiri das , , H i ~ ~ a l e n s i s ~ ~  
hat, weiss ich nicht, es steht niüht im arabischen Text. 

239) Lebenszeit unbestimmt. Vcrgl. Art. Eukleides. - 240) So tiber- 
setzen sowohl Casiri 1. 410, als auch Wahrmund (arabisches Wei-terbuch) 
misjhat al-halka, was wortlich ,,die Ausmessung dos RingesLL heisst; das 
Planisphaerium heisst sonst: Tastîh al-Kura. 
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Ahmed ben Muhammed.  

241) So muss man wohl & tihersetzen, was allerdings auch Indigo 
und den Fluss Nil bedeuten kann; sollte es vielleicht &.A = mil oder mail 
heisson und demgemass eine Abhandlung iiber die indische Rechnungsweis~~ 
oder über die Schiefe der Ekliptik sein? ver& Anmerkg. 233. 

Al-Makkn. 

242) Vergl. Anmerkg. 234. 

A l - I s t a c h r î .  

243) Flügel, A. 133 verrriuthet, dieser Hechner konnte identisch sein 
mit dem 244 (858) gehorenen und 328 (939) gestorbenen Richter Abû 
Sa'ld al-Hasan ben Abrned ben Jazfd al-Istachiî, der als Marktaukeher in 
Bagdad fungierte. 

J û h a n n â .  alLKass.  

244) Er wird ums Jahr 970 geschrieben haben (vergl. Woepke, Essai 
d'une restitution etc. in M6moires prés. par div. Savants, Tom. XIV. Paris 
1856 p. 665, und Steinschneider, Euklid b. d Arabern, Z. f. M. Ph.  Jahrg. 31. 
p. 88-89) und ist wahrscheinlich vor 987 gestorben, in welühem Jahre 
der Verfasser des Fihrist den Haupttheil seines Werkes geschrieben hat. 
Vergl. auch den Art. Eukleides. 

I b n  R a u b ,  d e r  Sabier .  

245) Der Verfasser gibt ausser diesem Namen gar nichts weiteres 
von ihrn an, doch ist er nach Flügel, A. 133 doswegen nicht mit dem 
folgenden Autor Abii Dscha'far al-Châzin zu identifiçieren, wie Chwolsohn 
(Sabicr, 1. 615) thut; der Verfasser des Fihrist wusste einfach nichts weiteres 
tiber sein Leben und seine Werke. 

246) Seine Lebenszeit ist nicht genauer zu fixieren, als dass s r  noch 
Zeitgenosse des Verfassers des Fihrist war (vergl. Anmerkg. 244). Casiri 
(T. 408) nennt ihn ,,Persa1', vergl. Art. Eukleides, wo er al-Chor?iz&n~ ge- 
nannt wird. Vergl. ferner noch: Steinschneider, Euklid bei den Arabern 
(1. c. p. 89). - 247) Unter LSI+ pl. ch ($afiha pl. Safa'ih) versteht c .  
niari einerseits die sog. Scheiberi, tabulae regionum (S. Dorn p. 27 u. 144), 
die je nach der Breite des Beobachtungsortes verschieden gezeichnet waren 
und zur Beobachtung jeweilen in das Astrolabium gelegt wurden; zu einem 
vollstandigen und überall brauchbaren Astrolabium gehorten also eine Reihe 
solcher Scheiben, wenigstens für die wichtigsten Orte des Reiches construiert; 
andrerseits verstand man darunter ein besonderes Astrolabium, das nach 
seinem berühmtesten Constructeur und Beschreiber das Zarkalische Astro- 
labium: as-Safihat az-Zarkilijja genannt wurde. Vergl. Sédillot, Mém. sur 
los instr. astron. des Arabes (in ?+m. prbs. par div. Sav. Tom. 1. 1844. 
p. 182 u. ff.) und Steinschneider, Etudes sur Zarkali (Bullet. di Bibl. e di 
Stor. d. Sc. Mat. e Fis. Tom. XIIT.). 
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'Al1 b e n  Ahmed  a l - ' S m r ~ p ~  

248) Vergl. Art. Eukleides. - 249) Casiri (1. 411) hat ausser diesem 
Werke noch: Liber de electionibus cum aliis plurimis ad astrologiam per- 
t,inentibus. 

250) Diese Unterrichtsgeschichte wird von Jbn al-K. (und nach ihm von 
Casiri 1. 433 und Woepke:' Journ. asiat. 1855, p. 244f.) anders erzahlt: 
hiernach studierte er die Arithmetik und die Geometrie unter Aba Jahjà 
al-B&wardn (statt hlhwardî) und Abû'l'Al% ben Karnîb, und spater h6rten 
unter ihm selbst seine beiden Oheime theoretische und praktische Arithmetik. 
Nach demselben Autor starb Abû'l-Waf6 am dritten Sag des Radschab des 
Jahres 388 (1. Ju l i  998); nach Ibn-Challikh im Jahre 387. - 251) Woepke 
(1. c. p. 247-250) gibt auch die Tite1 der 49 Capitel diescs Buches nach 
einem Leydener Ms. - 252) Vergl. hierüber Woepke (1. c. p. 251-253) 
und Anmerkg. 97. - 253) Der Text des Fihrist und fast alle Codices 
haben hier jb ,-!. = mit deui Quadrat des Quadrates, was keinen Sinn 
geben würdc; Woepke (1. c. 254) liest mit Recht JL LLf, = und des Qua- 
drates des Quadrates, und bemerkt, dass es sich jedenfalls um die geo- 
metrische Auflosung der Gleichungen: r3 = a ,  x4 = a, x4 + a z 3  = b 
handle. - 254) Woepke (1. c. 254) überset~t: De la manibre de distinguer 
le cercle de la sphbre (SphBre = Kugel wird aber arabisch gewtihnlich 
nicht durch &b sondern durch 3f wiedergegeben). Uebrigens ist aus 
beiden Lesarten nichts zu machen, Woepke übergeht auch dieses Werk 
stillschweigend. - 255) Jlg, das ich durch Hiirirnelsk6rper oder Ge- 
stirne wiedergebe, übersetzt Woepke mit , ,PlanBte~'~; bekanntlich kann es 
beides bedeuten. - Das letztgenannte Werk der Tafeln wird von Ibn al-K. 
nicht erwahnt, dagegen hat, dieser zwei Werke, die der Fihrist nicht an- 
flihrt, namlich den Alrriagest, und eiue Abhandlung über das Operieren mit 
den Sexagesimaltafeln. Dass er das erstere Werk nicht citieren kann, er- 
gibt sich sehr nattirlich aus dem Umstand, dass dasselbe (nach Delambre, 
hist. de l'astr. du  moyen àge, p. 156) astronomische Angaben enthalt, die 
aus der Zeit nach 987 (Abfassungszeit des Pihrist) datieren, also spater 
erschienen sein muss. - Ibn Challikân citiert ein Werk AbûJl-Wafas ,,über 
die Bestimmung (der Lange) der SehnenL' (vergl. Woepke, 1. c. 256); wahr- 
scheinlich sind hiemit seine trigonometrischen Arbeiten gemeint (vergl. 
Woepke, Journ. asiat. 1860,  p. 281 ff. und Cantor, Vorlesg. 1. p. 641 f.). 
- H. Ch. (1. 382) schreibt Abû'l-Wafd einen Cominentar zu den Elementen 
des Eukleides zu; V. 172 hat er: librum scripsit de operationibus goo- 
metricis, cui tredecim capita dedit, quae de operatione cum canone geo- 
metrico, norma, circino et fipris agunt. Es ist dies jedenfalls die Samm- 
lung geometrischer Constructioneu nach Abii'l-Wafâ, die sich in einem 
persischen Manuscript (Nr. 169, anc. fonds.) vorfinden, und die wahrschein- 
lich von einem seiner Schtiler zusammengestellt worden sind. (Ver& W o e ~ k e ,  
1. c. 218ff. und Cantor, Vorlesg. 1. p. 638-640.) 
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256) Er beobachtete nach Casiri (1. 441) im Jahre 8 7 8  (988) in 
Bagdad unter den Buiden. - 257) Andere Codices haben ,,der Instrumente,, 
(verg-1. L'alg&bre dlAlkhayyim'i, par Woepke, p. 5 5 ) ,  wieder andere ,,der 
ErdeL1 (vergl. F i h i s t .  1. Lesarten p. 26). - 258) m c+ über- 
setzt Steinschneider (Euklid. b. d. Araberu; Z. f. M. Ph. Jahrg. 81. p. 94) 
durch ,,was e r  veroffmtlioht hatLL (dies sol1 sich nkrilich auf die folgenden 
UTerke b e ~ i e h e n ) . ~  - 259) Vergl. die Veroffentlichung dieser Abhandlung 
aus dem Nachlasse Woepkes in den Notices e t  extr. des Ms. de la  bibl. 
impér. Tom. XXII. 1. - 260) Woepke (L'algèbre d'Alkhayy%mP, p. 5 5  u. 56) 
vermuthet, dies sei die Abhandlung al-Kûhîs, betitelt: Traité d u  problème 
de mener d'un point donné deux lignes renfermant un angle donné, welche 
sich im Ms. 952. 2 (Suppl. arabe de la  bibl. impt.r.) befindet (vergl. Woepke, 
Essai d'une restit. de trav. perdus dlApoll. in Mém. prbs. par  div. sav. B 
I'acad. dos sc. Tom. XIV. Paris 1856,  p. 664). - 261) Diose Abhandlung 
steht wahrscheinlich im Zusammenhang mit derjenigen Tâbits iiber die 
Verzogerung und Reschleunigung der Rewegung irn Thierkrais, also handelt 
es sich hier u m  die bekannte Theorie der Trepidation der Pixsterne. - 
262) Vergl. Woepke, L'algèbre d'Alkhayyiinî p. 56. - 263) Vergl. Woepke 
(Ibid. p. 5 5  u. 103 ff.). - 264) lui Text des Fihrist fehlen die zwei Ab- 
handlungen, die Woepke (1. c )  als 8)  und 9) anführt: Traite de la  con- 
struction des deiix lignes en proportion, und Trait6 des cercles qui se 
touchent suivant l a  méthode de l'analyse; dagegen finden sie sich in  den 
Lesarten, p. 26 ;  warum sie Flügel nicht in den Text aufgenommen hat,  
wissen wir nicht, zumal die Existenz der zweiten neben der hier angeftihrten 
Abhandlung ,,über die Mittelpunkte der Kreise a u €  gcgobcnon Linien" nach- 
gewiesen ist (vergl. Woepke, 1. c. p. 55). - FI. Ch. III.  449 ha t  von al- 
Kîihi die Abhandlung: do ratione eius, quod de  linea una inter tres lineas 
cadit; ist wahrscheinlich die oben genannte Schrift des Ns. 952. 2. - 
Steinschneider (Die mittleren Rticher der Araber, Z. f. M. Ph.  Jahrg.  10. 
p. 480) führt  von al-Kahl einen Commentar zu den Lemmata des Archi- 
medes an. 

6 u l â r n  Zuhal. 

266) d. h. der Knabe (Diener) Saturns. Er  lebte nach Casiri (1. 404) 
und A b u l ~ h a r .  (p. 327. ITebers. 315) in  Bagdad als Astrolog unter den 
Buiden, und starb im Jahre 376 (086-987). - 266) Vergl. Anmerkg. 148. 
- 267) Vergl. Anrrierkg. 14 und 16. - 268) 83"- J kann auch heissen 

,,der ausge~ogenen '~  (d. h .  aus grosseren Büchern). 

A!-Sdfn. 

269) Einer der Herrscher aus dem Ceschlecht der Ruiden. - 270) Nach 
Casiri (1. 361) im Jahre  376  (986-987). Dieser ftihrt von ihm ausser 
dem im Fihrist genannten Werke noch an: Ueber die Projection der Strahlen. 
H. Ch. (III. 366) schreibt ihm einen ,,Tractatus de astrolabio eiusqiie 
usuLL ZU. 
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A l - A n t i k l .  
271) Nach Ibn al-K.  war sein Nanie: 'Ali ben Ahmed Abo'l-Kxsim 

(vergl. Woepke, Propag. des chiffres ilid. in Journ. asiat. Six. Sér. 'i'oni. 1. 
1863. p. 493) .  - 272) Genaiier am 15. April 987 in Bagdad (S. Woepke, 
1. c.). - 273) Giehe Anmerkg. 2 3 3 .  - 274) Woepke (1. ü.) fügt in Klammern 
hinzu: probablement celle de Nicomaque. - 275) Woepke (1. c.) iibersetzt: 
de la manière de choisir parmi les traducteurs; kann übrigens auch 
heissen ,,Uebersetzungenl'. - 276) Diese Abhandlung fehlt bei Woepke (1. c.), 
daftir stehen die zwei im Vihrist fehlenden: L e  trait6 des preuves nurné- 
riques (telles que la  preuve par neuf etc.), und le traité du  calcul manuel 
(QL) sans table. Es  ist  dies meines Wissens die einzigo Abhandlung 
mit diesem Sitel ,  die in arabischen bibliographischen Werken vorkommt, 
und daher k6nnte es leicht moglich sein, dam der Titel verdorben wBre. 
(Vergl. Anmerkg. 233.) 

A l - K a l w a d a n i .  
277) Woepke (1. c. p. 4 9 4 )  sagt: Kalwadà, son lieu de naissance, est 

un village prbs de Bagdad. - 278) Woepke (1. c.) fugt nach Ibn al-K. 
bei, dass al-Kalwadanî unter der Regierung 'Adudaddaulas und noch einige 
Zeit nachher gelebt habe. 

A l - K a s r â n l .  
279) Casiri (1. 419) gibt auch keinen andern Namen an, bemerkt aber 

im Weitern, dass er aus Kasrân, einem Stadtchen im Gebiet von Raj in 
Chorasan gcbtirtig und ein berühmter dstrolog gewesen sei; er fiihrt von 
ihm ein Buch über die Fragen (astrolog.) an. 

D i e  N a m e n  d e r  K ü n s t l e r .  
280) Vergl. den Art. a l - fazar i .  - 281) H. Ch. (III. 3 6 6 )  gibt ihm 

den Zunamen al-Asturl8bî, d. h. der Verfertiger von Astrolabien. - 282) Eino 
nicht festzustellende Pers6nlichkeit, die nach Flügels Vermuthung mit dom 
folgenden Batûlus zii idontificioren ist. - 283) Vergl. die vorige Anmerkg. 
Flügel, A. 135 bemerkt, dass der Name B a 8 d l o ~  niclit unbekannt sei. - 
284) Kann nach Flügels Vermuthung der Vatcr al-Battnnis sein; vergl. 
diesen Art.  - 285) Waren nach Flügel,  A. 1 3 5  Oberhaupter der Sabier. 
- 286) Vergl. Chwolsohn T. p 620. Dieses Werk war mir nicht zu- 
gariglich. 

D i e  T i t e l  d e r  B ü c h e r ,  d i e  ü b e r  d i e  M e c h a n i k  g e s c h r i e b e n  
w o r d e n  s i n d .  % 

287) Vergl. den Art.  Archimedes. - 288) Vergl. den Art. Herkal 
(Herakles?). - 289) Sind jedenfalls die durch Luft bewegten Maschinen 
Herons; vergl. diesen Art. - 290) Dieses Werk findet sich unter  Artikel 
Muritos nicht, dagegen die beiden vorhergehenden. - 291) Vergl. den Art. 
Die S6hnc Mûsiis. 

G a l e n o s .  
292) Galenos e r w ~ h n t  selbst diese seine Abhandlung ini Vereeichriiss 

seiner Schriften cap. 15, unter dem Titel: tiS tO np5rov xrvoGv &rcivqtov; 
sic ist verloron gegangen (vergl. Wenrich, p. 258). 
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Hnna in .  

293) Dies ist der bekannte Uebersetzer griechischer Werke (vergl. Art. 
Ptolemaios) ins Arabische. E r  war aus dern christlichen Stamme 'Ibâd, 
aus H~ra gebürtig, lebte die grosste Zeit seines Lehens in Bagdad und 
starb im Jahre 260  (873-74). Vergl. Cas% 1. 286. - 294) W. Ch. 
V. 166 erwshnt Aristotelis libnun de stellis cadentibus, quem Hunain ben 
Ishak commentario instruxit et emendavit. 

295) Ebenfalls bekannter Uebersetzer (vergl. Art. ,4ristoteles), so unter 
Anderem der Schriften des Theodosios, histarchos, Hypsikles und Autolykas 
(vergl. Wüstenfeld, p. 50). - 296) Wiistenfeld (1. c.) gibt seine Lebens- 
zeit zwischen 864 und 923 an. - 297) H. Ch. (111. 399) hat eine Ab- 
handlung liber das Sternbild Cassiopeia, diese ist aber wahrscheinlich mit 
der unsrigen über den Himmelsglobus identisch, denn u ! 3  bedeutet so- 
wohl den Himmelsglobus als die Cassiopeia, letzteres aber gewohnlich nur 
mit vorgesetztem 8],.~ (Sternbild). Vergl. Dom, p. 3 1  u. 46. 

Ar-R&zn. 

298) Als Todesjahr dieses bertihmten Arztes hat Casiri (1. 262) 320 
(932) naüh Ibn al-K., Wüstenfeld (p. 41) 311 oder 320, hait aber das 
letztere für das richtige. - 299) Nach Casiri (1. c.) wegen des zu hiiufigen 
Genusses aegyptischer Bohnon, nach Wüstenfeld (1. c.) in Folge oines 
Peitschenschlages, den er von dem Emir al-Mansûr (dem Fatimiden?) er- 
halten hatte. - 300) Wüstenfeld (p. 47) überçetzt a,l&Yl &Lg\ mit 
,,in summa rotationeiL. 

Nachtrige su den Anmerkungen. 

Zu A r i  s t o t e l e s :  a) d. h. die vier ersten Bücher gehtiren zu den $ m i  
8i8ir~xnlixoi oder &xqoapolt~xoi, da,her . q ~ v r i r x ~  & ~ @ & G L s ,  die vier letzteren 
wahrscheinlich zu den szgcrypct.ccxoi. Vergl. Ueberweg, Grundriss der Gesch. 
d. Philosophie. 7. Aufl. 1886. Bd. 1. p. 192. Casiri (1. 244) übersetzt 
&k mit ,,in modurn dialogi", mir scheint ,,in unterrichtender Form (Vor- 
lesungsform)" darunter verstanden zu sein. 

Zu Va lens :  b) Fltigel, A. p. 149 verwoist in Betreff des Namens Bu- 
zurdschmihr auf Ibn Badrïln p. 4 4  u. ff., der mir nicht zuganglich war. Es 
ist dies jedenfalls kein Anderer, als der Wezîr Nûschirwhns des Gerechten, 
von dem Salemann und Schukowski in ihrer persischen Grammatik (Chresto- 
mathio) eine Erzahlung veroffentlichen, die einem Petersburger Codex des 
Buches ,,Târîch i Guz~da" oder ,,Pendnime i Buzurdschmihr" von Hamdullih 
i Kazwinî entnommen ist. Dieser Buzurdschmihr, der den Reinamen ,,Ha- 
klml', d. h. der Gelehrte, Weise, hatte, wird vom Verfasser des Fihrist neben 
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Andern auch als der Autor dos Buches ,,KaMa wa DimnaLL genannt (Fih- 
rist, 8. Buch. p. 305). 

Zu T a b i t  ben  K u r r a :  c) Der Tcxt des Fihrist hat JhT und das 
heisst ,,Aufhebung, AbschaffungLL; das schon mehrmals genannte MS. 952. 2 
(Suppl. arabe), das dieso Abhandlung ràbits  (No. 1 3 ,  fol. 56-59) ont- 
halt, hat =& \  = Verztigerung und unmittelbar nachher als Gegensatz 
dazu "=y = Bexhleunigung; man sieht hieraus sofort, dass os sieh um 
die bekannte Tâbitsche (resp. Theonsche) Theorie von der Trepidation der 
Fissterne handelt, der Titel dieser Abhandlung im Fihrist ist also verdorben 
und unvollstandig, im genannten MS. lautet er nach der Uebersetzung 
Woepkes: Sur la retardation du mouvement dans la sphhre des signes et 
sur son accélération suivant les points de l'excentrique où se trouve le (corps 
en) mouvement. (Woepke, Essai d'une restitution etc. in Mém. prés. par 
div. Sav. à l'acad. Tom. XLV. 1856. p. 666.) 

Zu A l - H a s a n  ben  S a h l  h e n  Nîihacht:  d) W d e r  Wüstenfeld (Die 
Uebersetzungen arabischer Werke in das Lateinische seit dem XI. Jahrh. 
1877. p. 76) noch Libri (Hist. des Sc. math. en Italie, Tome 1. Deux. Edit. 
p. 454) kennen die richtige Bedeutung von ,$ pl. ,\,il = helischer 
Untergang der Mondstationen (in den lateinischen Uebersetzungen aus Un- 
kenntniss der Bedeutung einfaüh in a n  o e oder a n  o he  transücribiert). Der 
Letztere schreibt (1. c .  wo er einige Bemerkungen zu seiner Ver6ffentlichung 
des Liber anoe, eines arabischen Kalenders, himufti@): Liber anoe signifie 
,,Livre du temps et de ses divisions". Telle est, comme on le sait, la  
signification du mot arabe anu S. anoe. Und doch hstte er nur p. 391 
seiner Veroffentli~hung dieses ,,liber anoeLL anfmerksam lesen dürfen, so 
htltte er die richtige Bedoutung dioscs Wortes gofunden! (Man lcso 1. c .  
Zeile 1 0 - 1 2  v. o. und Zeile 1-2 v. u.) - Auch Steinschiieider kommt 
in seiner Abhandlung ,,Ueber die Mondstationen (Naxatra) und das Buoh 
Arcandam'' (Z. D. M. G. Bd. 18. p. 118 u. ff.) und in einer spateren ,,Zur 
Geschichte der Uebersetzungen aus dom Ludischen ins ArabiseheLL (Z. D. M.  
G. Bd. 24. p. 387) nicht a d  die richtige Bedeutung und doch ist er in 
der erstgenannten Abhandlung, wo er auch Libris Vertiffentlichung des 
,,Liber anoe" citiert, derselben so nahe gewesen! In der zweiten Abhand- 
lung gibt er (1. c.) zuerst durch ,,MeteoreL' und drei Zeilen nachher 
durch ,,Witterung" wieder. Allerdings setateri die Araber die Witterung 
zu den verschiedenen Zeiten des Jahres in enge Vqrbindung mit den 
helischen Untergangen der Mondstationen - man lese nur auch einmal 
etwas genauer den von Libri ver6ffentlichten Kalender, genannt ,,Liber anoe"! 
- (Im 25. Bd. der Z. D. M. G. p. 3P2 citiert dann Steinschneider eine 
Stelle aus der Uebersetzung eines arabischen Werkes durch Schemtob ben 
Isak aus Tortosa, in melcher die richtige Bedeutung von ,,anoeLL ziemlich 
klar ausgesprochen ist.) 

Zu A b û  K â m i l :  e) Falâh habe ich wie Fltigol in H. Ch. (IV. 461) 
wortlich mit ,,GlückLL iibersetzt; ob es mit 'ilm al-fahha (Ackerbaukunde, 
S. H. Ch. 1 c.) zusammenh?inge, oder ein astrologisches Werk sei (violleicht 
über die Auswahl der Zeit zur Vornahme der Arbeiten des Landbaus), 
ist natürlich aus dem Titel allein nicht zu entscheiden. 
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Zu A n m e r k u n g  136:  f )  Nine nachtriigliche Einsicht in  den Theil des 
Almagestes, der über die Darstellung der Bewegurig der obern Planeten 
ha,ndelt, bra.chte mich auf den Gedanken, es konnte das Wort  tasahul 
(sahiila = eben, gleiührniissig, leicht sein), das ich nicht ariders als durch 
,,ebene (geometrische?) llarstellungLL zu übersetzen wilsste, den sogenannten 
A e t e n bedeuten , d. h. d e n  excentrischen Kreis, von dessen Nittel- 
punkt aus die Bewegung des Planeten g l  e i  c h f  o r m i g  erscheinen sol1 
(vergl. auch Wolf, Gesch. d. Astronomie, p. 57-53). E s  ware iuleressant 
gewesen, zu vernehmen, was für  eine Methode lbrâhîm an Stelle der Ptole- 
k i s c h e n  zu setzen versuclît ha t ,  das Citat aus Ibn al-K. sagt uns nur 
verneinend, er habe n i c h t  den Weg al-kijâs (das kann heissen: Messung, 
Vergleichung, Analogie, log. Schluss, Hypothese, vielleiüht auch Rechnung, 
im Gegensatz zur geometrischen Darstellung) eingeschlagen. 

Zu A n m e r k u n g  233:  g)  Weiteres Nachdenken über diese Sache und 
auch die -4nmerkg. 2 auf p 411  von Steinschneiders Arbeit: Zur Gesch. 
der Uebers. aus d. Ind. ins Arab. (Z. D. M. G. Bd. 25) haben die von mir 
ausgesprochene Vermuthung etwas zweifelhaft erscheinen lassen; immerhin 
zieho ich diesclbo nicht ganz zurück, CS blcibcn immor noch zwci Punktc 
übrig! die fur sie sprechen konnten: Erstens ist (wie ich schon in Anmer- 
kung  276 angedeutet habe) dio Richtigkcit dos Titels der von Ibn al-K. 
angef'ùhrten Abhandlung al-Antàkîs ,,über die Rechnungsweise mit der IIand 
(den Fingern) ohne TafelLL nicht ganz zweifellos, da der Verfasser des Pihiist 
(ein Zeitgenosse al-hntkkis) dieses Buch nichi keunt und auch sonst meines 
Wissens in der arab. Literatur keine zweite Schrift über Fingerrechnung 
vorkommt; zweitens ist überall in  denjenigen Stellen arab. Ms., die über 
die indischen Ziffern handeln und die Woepke veroffeftlicht hat  (Journ. 
asiat. 6. Série, Tom. 1. p. 58-69), die mit Sand bestreute Tafel, auf der 
die Inder gerechnet hatten, durch und nie durch 4 wiedergegeben. 

Zu A n m e r k u n g  258: h) l& gehe zzu, dass die Uebersetaung Stein- 
schneiders die dem arab. ~ e x t  entsprechendere is t .  und acceptiere-sie da- 
her für  don Artikol ,,al-Kûhll", also demgemks  auch für  don Artikel ,,Abfi 
Ma'schar" (an Stelle der Worte: aus welchem vielfach Ausztige gemacht 
wurden. Z. 14 v. o.), wo sie aber leider nach einigon im Mittelalter 
sehr bekannten ~ e r k &  dieses Autors, wie seiner grossen und kleinen Ein- 
leitung (in d. Astral.), steht, die also gerade zu den nicht veroffentlichten 
gehijren sollten! Wie ist dies zu erkliiren? 
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R e g i s t e r .  

(Der Artikel a1 und dia Wbrter ibn ,  ban = Sohn iind ahil (Genit iv  ahi) Vator wurdnn hri d e r  

alphahetischen Anordnung unheriicksichtigt gelassen, iind rlesshalb und der beasorn I~ebersiclit w e g ~ i i  

mit kleiuan Anfaugaùiicùatahen gedruckt. Die fntt gedrucktrn Zahlcn ùe~siriirinii dia Saite, a i i f  

wolcher dem betrenenden Autor ein eigener Artikel gewidinet ia t . )  

A. 
al-Abahh 30, 
ibn abî 'AbbLd 34. 67. 
abûll:Abbaa Al2med ben Muhammed ben 

Merwân as -S :~ rach~ î  s. Ahmed ben ai- 
, Tajjib. 
al-'Abbâs ben BBgiin ben ar-Rabî '  S. 

ibn Bâgân. 
abû'l-'Abbas al-Fadl ben Hâtim S. an- 

Nairîzî. 
Abbasiden 41. 
al.' Abbâs ben Sa'îd al - Dachauhari 16. 

25, 58. 
'Abdalharnîd 37. 69. 
abû 'Abdallâh 36. 69. 

' AbdallLh Den 'Alî a n - N a ~ r â n î  B. ad- 
Dandânî. 

' Abdallâh ben al-Hasan S. as-Saidanânî. 
'Abdallâh ben abî'l-IJasan ben abî Râfi' 

S. abû Muhammed. 
'Abdallâh ben Jahjâ 33. 
' AbdallBh ben Masrûr an  Nasrânî 33. 66. 
abû 'Abdallâh Muhammed ben 'Ambasa 

39. 
abû 'Abdallâh Muhammed ben Dschâbir 

ben Sinân ar-Rakkî B. a l -Ba t t â~ î .  
abû 'Abdallâh Mohammed ben '18% S. 

al-Mâhânî. 
'Abdalmasîb ben Nâ'ima 8. 
'Abdas~amad 42. 

Abulfeda 55. 
Abulphai-. = Abulphamjii Historia dy- 

uastiarum 6. 48. 49. 51. 61. 62. 63. 64 
67. 74. 

al-Adamî 36. 68. 
a.LCAdschlB 41. 
a l~Adschla j ja  42. 
'A~jutladilanla (d. Buide) 40. 75. 
Aequ.int 78. 
Ahmed ben 'AbdallBh 4 .  
Ahmed brn  'Alî ben 'lsk 42. 
Ahrned ben Chalaf 41. 42. 
abûAhmed ben abî'l-Husain s.ibn Karnîb. 
abû Ak~med al-Husain ben  abî'l-Nusain 

Ishâk bcn Ibrâhîrn ben Jazîd s .  ibn 
Xarnîb. 

Ahmed ben Isbâk al-Harraiiî 41. 
Ahmed ben Jîi>uf al-Misrî 20. 
abîi Ahmed ben Karnîb S. ibn Karnîh. 
Ahmed ben IvIufiammed 38. 72. 
Alimed ben Mûsâ ben SchSkir 18. 24. 25  
Ahmed ben 'Omar al-Karâbîsî S. al-Ka 

ribîsi. 
Ahmed ben at-Tajjib 16. 48. 
abû'l-'AIL 15. 26. 39. 48. 60. 73. 
abû'l-' Alâ ben Karnîb S. abû'l -'Al%. 
ai'Alawî (Emir von Basri) 34. 
Albategniu~ LI. al-Battânî. 
Albîrûnî 67. 66. 
Albumasar B. abû Ma'schar. 
Alchabitius 47. 
Alcochoden 47. 
Alexander von Aphrodisias 8. 9. 15. 45. 
Al~xander,  der Grosse, 53. 
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Algorithmus 62. 
Alhidade 64. 

abû 'Alî 17. S. auch ibn abî Kurra. 
abû 'Alî 'Abdallâh ben 'Alî an-Nasrânî 

S. ad-DandBnî. 
'Alî ben Ahmed, der Geometer 41. 42. 
A l î  ben Ahmed al'Imrânî 16. 39. 73. 
' Alî  ben Ahmed abû'l-Kâsim S. al-Antâkî. 
'Alî ben DâÛd 33. 66. 
abûCAlî  al-Husain ben Muhammed S. al- 

Adamî. 
abû 'Alî Jahjâ ben ~ â l i b  S. al-Ch+$$. 
'A11 ben JAàkûb ar-Rash. 42. 
'Alî ben >â 41. 76. 
abû 'Alî 'Isâ ben Isbâk ben Zura  s. ibn 

Z u i  a. 
abû 'Alî ben ahî Kurra S. ibn abî Kurra. 
'Alî ben al-Missîsî S. al-Mi~gîsî .  
'Ali  ben Sdîd 42. 

'Alî ben Surad al-Harïânî 41. 
Almagest 19. 20. 21. 26. 34. 47. 50. 52. 

53. 60. 67. 73. 77. 
ibn Amâdschûr 35. 68. 
ibn al 'Amîd 17. 
Amkidoros s. Makidoros. 
Ammonios 9. 
abû 'Amr al-hluglzilî 39. 
abû'l-'Anbas as-Saimarî 32. 33. 66. 

Andî 24. 
Ankar oder Ànkû 24. 
Anni climacterici 52. 55. 65. 
Anoe (Anohe, Anil) 77. 
al-Antâkî 17. 40-41. 49. 70. 71. 75. 78. 
Antoninus (Kaiser) 19. 

Apion, der Patriarch 23. 41. 66. 
Apollonios, der Geometer 18-19. 49. 

51. 64. 67. 74. 
Apollonios (?) der Zimmermann 17 .  
Apotelesmata 53. 
Apotomeen, die 29. 

ibn al Xrâbî  34. 
Arcaudam (d. Buch) 77. I 

Archimedes 12. 16. 1 7  18. 19. 40. 42. 

47. 49. 60. 52. 59. 74. 75. 
Arîkal 24. 

Ariminum 53. 
Aristarchos 23. 55. 56. 76. 
Aristippos Y. Kyrene 54. 

Aristoteles 8-9. 10. 15. 16. 21. 46. 63. 
66. 76. 

Aristoxenos 23. 56. 
Aryabhatta 57. 

Ascendens 46. 
Assumptoriim liber 18. 
Astrorum, de judiciis, S. Q!iadripartitum. 
al-Asturlâbî - 'Alî ben 'Isâ 76. 
Autolykos 21. 52. 53. 713. 
Azimuth 36. 68. 

B. 

Rdalbek 43. 
Badrogogia (?) 22. 55. 
ibn Badrdn 76. 

ibn Bâgh 36. 
Bait al-Hi k m a  20. 
Bâkhur 24. 
al-Balchî = abîi'l-Kasim al-Balchî 43. 

Ealdi, Bernardino 67. 
abû Barza 37. 69. 
Basilios 8. 
ibn al-Batrîk = abû Zakarijjâ Jahjâ ben 

al-Batr. 8. 
al-Battânî 20. 38. 67. 75. 

Batûlus 41. 42. 75. 
al-Bâwardî S. abû Jahjâ, al-Mâwardî. 
ibn al-B&zj&r 30. 32. 64. 
al-Beihakî 68. 

ahfi Bekr (a!-Tabarî) 9. 27. 61. 
abû Bekr Muhammed ben Zakarijjâ ar- 

Râzî 43-44. 47. 76. 

Bereneikes 16. 
Bernard 51. 
Bethen und Bethem a. al-Batinni. 
al-Bîrûnî S. Albîrûnî. 
abû Bischr Mattâ S. Mattft ben Jûnus. 
v. Bohlen 57. 
Boncompagni (Bullet.) 57. 72. 
Buchstaben, über die, 28. 

Buiden, die, 74. 
al-Bûkî S. al-Hueaiu al-Bûkî. 
Bûzdschh 39. 
Buzurdschmihr 21. 76. 

C. 

Caerulea sidera 68. 

Canthon 56. 
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Cantor, M. 6. 25. 49. 51. 53. 65. 57. 59. 
63. 66. 70. 73. 

Cardanus 62. 
Casiri 6. 20. 27. 48. 49. 50. 51. 52. 55 

-76 (jede Soite). 
Caeviopeia 76. 
Centiloquinm (das des Ptolemaios) 58. 58. 
Chafif 41. 
al-Chajjât 31. 64. 
abû'l-Chair al-Hasan ben Sawwâr ben 

Bâbl ben Bihrlm 8. ibn al-Chammâr. 
ibn Chalaf al-Marwarûdî 41. 
ibn Chaldûn 61. 65. 
Châlid ben 'Abdulmalik 65. 
ibn Challikân 3. 64. 73. 
ibn al-Chammgr 16. 48. 
Chorlsân 43. 62. 75. 
al-Chorâsânî 72. 
Christmann, J., 67. 
Chnrzâd ben Dârschâd 80. 64. 
al-Chuwârazmî (al-Chowârezmî) 29. 36. 

37. 38. 39. 68. 63. 69. 70. 71. 
Chwolsohn 3. 72. 76. 
Claudius (Kaiser) 53. 
Computation of returns 71. 
Constantin (Kaiser) 53. 
Coreah (?) 69. 
Cramadjya 66. 
Curtze, M., 58. 

D. 

Dabîk 42. 
DDhir 24. 
Damascenischen, die (Tafeln) 29. 63. 
ad-Dandânî 36. 
Dlnik 25. 
abû Dâûd 66. 
Dee, John 49. 
Dekane, die 82. 23. 65. 
Delambre 58. 61. 73. 
ad-Dihâk 22. 
ad-Dimisch- 8. 16. 
Diophantos 22. 39. 43. 56. 
Directiones 27. 40. 61. 
Domitianus (Kaiser) 19. 52. 

Dom, B. 6. 46.47. 61. 64. 65. 66. 67.69.76. 
Dorotheos 21. 53. 61. 
Dreitheilung des Winkcls 25. 

Alil,. sur Gesch. dur Mathuni  VI 

al-Dschabalî s. ' Abdalhamîd. 
Djchabârî 24. 
Dschabhar 24. 
Dschâbir ben Kurra al-Harrânî 42. 
Dschâbir ben Sinân al-Harrânî 42. 
Dschâdî s. Dschabârî. 
ab6 Uschàfar ben Ahmed beneAbdallâh 

ben Habasch S. ibn Habasch. 
Dschàfar benCA1T ben Muhammed S. al- 

Makkî. 
abû Dchdfar al-Ch&zin 9. 17. 39. 72. 
Dschd fdr ben Muhammed al-Balchî a. 

abû Màschar. 
Dschdfar ben al-Muktafî S. ibn al-Muk- 

tafî. 
ibn al-Dschahm a. Muhammed ben al- 

Dschahm. 
Dschaib = Sinus 66. 
al-Dschauâbî s. al-Hajjsnî. 
Dschannûn ben 'Amr ben Jûhannâ bon 

as-Salt s. abû Zakarijjâ. 
Dschanûb ben 'Amr s. Dschannûn ben 

'Amr. 
Dschârî s. Dschabârî. 
a l  Dschas~  (Festung) 35. 
al-Dschauharî s. alJAbbâs ben Sa'îd. 
al-dschebr wa'l-mukâbala 69. 70. 
Dschûdar 23. 

E. 

Electiones = Tagewahlerei 53. 61. 73. 
Emeaa 54. 
Enestrom (Bibl. math.) 57. 
Eudemos 53. 
Eudoxos 60. 
Eukleidee 12 .  13. 16-17. 18. 21. 22. 

25. 26. 38. 40. 41: 43. 45. 48, 49. 50. 
64. 58. 59. 60. 63. 71. 72. 73. 

Eutokios 18. 19. 20. 52. 

P. 
Fabricius 53. 
Facies 55. 
abû'l-Fadl 'Abdalhamîd ben Wâsi' ben 

Turk al-Chuttalî s. 'Abdalhamîd. 
abû'l-Fadl al-Hajjânî S. al-Hajjsnî. 
al-Fa41 ben Muhammed ben 'Abdalha- 

mîd ben Turk ben Wâsi' a. abû Barza. 
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al-Fadl ben Nûbacht fi. abû Sahl al- 
l"a+l ben Nûbacht. 

Fâl, der, od. das Fâlstechen 11. 46. 62. 
Fal2.k 77. 
abû'l-Faradsch Kadâma ben Dwhd far 8. 

abû'l-E'aradsch Muhammed ben Ishâk S. 

Muhammed ben Ishâk. 
Farastûn 57. 
al-Fargânî 34. 67. 
Farr&s ben al-Hasan al--Har&nî 42. 
al-Faeârî 27. 41. 61. 75. 
Ferchan 27. 
E'igur, die I5nglich-runde, 24. 
Figura sector (s. secans) 59. 
Fihrist, A. - Fihrist, Anmerkungen 
(2. Bd.) 45. 48. 51. 64. 55. 66. 57. 58. 

59. 61. 62. 64. 65. 66. 69. 72. 75. 76. 

Florilegium 64. 
Fliigel. A. a. Fihrist. A. 
Flügel, Gust. 3. 6. 10. 12. 13. 27. 34. 
40. 47. 48. 61. 52. 53. 56. 57. 58. 61. 62. 
60. 67. 70. 74. 75. 77. 

Funduk S. al-Beihakî. 

G. 

Galenos 7. 9. 24. 26. 43. 47. 57. 75. 
Gartz 49. 
Gnomon 27. 30. 
Gobâr (Ziffern) 65. 70. 
Golius 67. 
oulâm Zuhal 40. 74. 

. H. 
ibn Habasch 30. 64. 
Habasch ben 'Abdallâh al-Merwazî 29 

-80- 30. 63. 
Hadrian (Kaiser) 19. 
Hâdschî Chalfa 3. 6. 45. 46. 48. 49. 60. 
51. 52. 53. 56. 57. 68. 59. 61. 62. 65. 
66. 67. 68. 69. 70. 71. 73. 74. 75. 76. 77. 

Hafitzi Diwan 46. ' 
abû Hafs 'Omar ben Hafs a. 'Omar ben 

al-Farrachân. 
Hâjâ 28. 
al-Hajjânî 36. 
Halley 51. 
Hamdullâh i Kaewînî 76. 
Hammer-Purgatall 3. 60. 

al-Hanâî S. al-Hajjftnî. 
Hankel 3. 
al-harâfit 36. 68. 
al-Harawî S. al-HarûnP. 
Hârit, der Astrolog, 34. 67. 
IIarrân 35. 37. 41. 
Hârûn ar-ltsschîd, der Chalife, 18. 28. 
57. 64. 

Ilânînische, die (Uebersetzung) 16. 
alFHarûnî 86. 68. 
abiî'l-Hasan 'Alî ben al-A'râbî s. ibn al- 

Krâbî. 
abîi'l-Hasan '81î ben abî'l-Kâsim 35. 68. 
abû'l-Hasan 'Alî ben al-Missî~E e. al- 

Mksîaî. 
al-Hasan ben al-Chagîb 31. 64. 
abû'l-Hasan ben al-Farât 35. 
abû'1~Hasan al-Harrânî 26. 59. 
al-Hasan ben lbrâbîm S. al-Akahh. 
'abû'l-Ha~an Mohammed ben 'IsB s. ibn 

abî 'Abbâd. 
Hasan ben Mûs& ben Schgkir 24. 
abû'l-Hasan ben abî R&fiC a. ibn abî RâF. 
al-?asan ben as-Sabbâh 31. 65. 
al-Hasan ben Sahl S. al-Hasan ben Sahl 

ben Nûbacht. 
al-Hasan ben Sahl ben Nûbacht 28. 30. 
34. 64. 77. 

abû'l-Hasan ben Sinân ben xâbi t  26. 
abû'l-Haaan Tâbit ben Kurra B. Sâbit 

ben Kurra. 
al-Hasan ben 'UbaidallOh ben Snlairnân 

ben Wahb B. abû Muhammed al-Hasan. 
al-hazârât (Tafeln) 32. 66. 
Heiberg 49. 50. 
Heraclius s. Herkal. 
Herakles s. Herkal. 
Herat 68. 
Herkal 23. 42. 66. 75. 
Hermes 19. 61. 55. 
Hermes Trisrnegistos B. Hermes. 
Heron 16. 22. 42. 54. 75. 
al-&dschâdsch ben Jûsuf ben Mafar 9. 
16. 20. 

abû Hijân 20. 
Hilâl ben abî Hilâl al-Him!P 18. 
Hipparchos 19. 22. 39. 54. 55. 56. 
Hîra 76. 
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Hisâb ad-daur 71. 
Horizontkreise 65. 68. 
Horoskop 46. 52. 57. 62. 

Euuain ben Ishâk 8. 9. 20. 43. 76. 
abû'l-Husain 'AbdarrahmBn ben '0m;ir 

Y. as-Sûfî. 
al-Husain al-Bûkî 42. 

übû'l-Huuain ben Karnîb 26. 60. 
abû Hussân 20. 
Hylech 47. 
Hypsikles 13. 17. 18. 49. 51. 76. 

1. 
' lbâd 76. 
al l lbâdî a. Hunain ben Ishâk. 
Ibrâhîm ben Habîb 5 .  al-Faxhi. 
Ibrâhîm ben Muhammed al-Fazari 61. 
Ibrâhîm a!-eabbâh 31. 
Ibrâhîm ben as-Salt 8. 20. 
Ibrâhîm ben Sinân ben S i b i t  2G. 69. 

60. 78. 
'Ilm al-falâha 77. 
'Ilm hisib el-taht we el-meil 70. 
Indische ILechnungsweise 37. 38. 41. 69. 
al-inhirâfât 66. 68. 
al-intihâ'ât 65. 
'!ri& 39. 48. 60. 
' G â  ben Jahjâ  43. 
'15% ben Usajjid an -Nas rh i  2 G .  
Iofahân = Ispahan 38. 
abûIshâk Ibrkhîm ben Habîb S. al-Fazkrî. 
abû Ishâk S. lbrâhîm ben Binân ben 

Tâbit. 
Ishâk ben Hunain 16. 20. 43. 
Isrngîl ben Muhammed s. al-ChajjB?. 
al-latachrî 38. 72. 

J. 

Jahjâ ben 'Adl 8. 9. 10. 15. 
abû Jahjâ ben al-Batrîk 27. 
Jahjâ ben Châlid (ben Barmak) 20.31.64. 
Jahjâ,  der Grarnmatiker S. Johannes 

Philoponos. 
Jahjâ ben abl Mansûr 29. 63. 
abû Jahjâ al-Miwardî 39. 73. 
abû Jahjâ al-Merwazî 15. 39. 48. 
ab6 Jikûb Ishâk 42. 
Ja'kûb ben Muhammed s. abû Jûsuf a l -  

Missîaî. 

ibn abî  J d k û b  au-Nadîm s. Muhammed 
ben Ishâk. 

Jdkûb ben Tarik 33. 66. 

Jdkûbî 61. 
Johannes Philoponos 8. 10. 
Johannes der Priester S. Jû2iaiinâ, al-Kaas. 
Jîihanna ben JîisuF ben a l -Hir i t  ben a l  

Bakr* B. Jûhannâ al-Kas*. 
Jiîhannâ al-Eass 17. 38. 72. 
abû Jûsuf Ja'kûb ben Muharnmed ar- 

Edzî  17. 37. 71. 
abû Jûsuf a l - M i ~ f i î ~ î  37. 71. 
abû Jûsuf ar-Rkî s. abû Jûsuf Ja'kûb 

ben Muhlimrned ar-Râzî. 

K. 

Kâfî fî'l-hisâb 70. 
Halîla wa Dimna 77. 
Kalwatjâ 75. 
al-Kalwacjânî 41. 75. 
abû Râmil 37. 38. 39. 69. 70. 77. 
Eankah 23. 28. 66. 57. 
Kânôn al-masîr 21. 
al-Karâbîsî 16. 38. 71. 

Karastûn S. Farastûn. 
al-Karchî 70. 
Kardadschât al-dscbaib 66. 
al-Kârimihtar 31. 64. 
ibn Earnîb 8. 15. 26. 48. 
abû'l-Kâsim 'Abdallâh ben Amâdschûr 

S. ibn Amâdschûr. 
abû'l-Eâsim 'Abdallâh ben al-Hasan s. 

6ulâm Zuhal. 
abû'l-Kâsim al-Antâkî S. al-Antâkî. 
al-Kâsim ben Muhammed 68. 
Kaarân 75. 
al-Kasrânî 41. 75. 
Katastûlus 41. 
Batkah B. Kankah. 
al-kat$&' (Figur, Satz) 25. 57. 
Kegelschnitte (Buch der) 18. 24. 
Kibla 66. 68. 
al-kij&s (die Methode) 78. 
al-Kindî 10-15. 17. 20. 21. 31. 32. 46. 

47. 48. 49. 51. 53. 
Kitâb al-buldân 61. 
Kitwan a. Kitwar. 
Z t w m  23. 66. 
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klamroth  60. 
Konon 50. 
Kûfa 34. 
ibn al-Kuftî (auch Kiftî) 3. 6. 45. 48. 

49. 03. 54. 55. 66. 68. 59. 61. 62. 63. 

64. 67. 68. 70. 73. 75. 76. 78. 
Kûh 40. 
al-Kîihî M. 74. 
ibn aliî Eurra  34. 67. 
Kurra ben Kamît& al-Harrânî 42. 
Kusw ben Lûkâ 7. 8. 43. 54. 76. 
ibn Kutaiba 3. 
Euttaka 57. 

Il. 

Liber anoe S. anoe. 
Liber augmenti e t  diminutionis 70. 
Libri 70. 77. 
Liouville (Journal matham.) 71. 

Loose, die 52. 
Loostage 61. 
Loosbücher 62. 66. 

m. 
al-Mâhânî 16. 25. 68. 
Mail (meil, mîl) 70. 71. 72. 
Makidoros 9. 
al-Makkî 38. 72. 
al-mamarrât 65. 
al-Mâmûn (d. Chalife) 18. 27. 29. 30. 41. 

52. 68. 61. 63. 64. 67. 
Mâmûnische Tafeln 29. 63. 
--  Uebersetznng 16. 

Mankah 67. 
al-Mansûr (d. Chalife) 27. 61. 
--  (Emir, d. Fatimide) 76. 

Martin, Th. H. 64. 

Mâ-schâ-allâh 27-28. 31. 61. 
abû Ma' schar 23.30.31-33.34.61.G4.65. 
Mattâ, ben Jûnus 8. 9. 15. 48. 
Mazâbâ 23. 
Medialen, die 29. 
Menelaos 19. 52. 57. 58. 
Merw 65. 
al-Merw ar-Ruzî S.' Omar ben Muhammed 

al-Marwarû@. 
Messalah od. Messahalach 61. 
Methnewi carmen 46. 
Misch& a. Mâ-schâ-allâh. 

al-Mis?îpî 34. 
Mondatationen(he1ischer Untergang ders.) 

30. 32. 77. 
Morin 61. 
Mosul 39. 

Mubattah (ein Aetrolab.) 27. 
al-Mudschtabâ S. al-Antâkî. 
Müller, Aug. 3. , 

Muhammed 38. 71. 
abû Muhammed 34. 
abû Muhammed 'Abdalhamîd ben Wâsi' 

s. 'Abdalhamîd. 
Muhammed ben 'Abdallâh ben 'Omar 

ben al-Bâzjâr s. ibn al-B8zjâr. 
Muhamrned ben ' Abdalllh ben Saniân 

S. ibn Sadân. 
Muhammed Bagdadinus 49 
Muhammed ben Chalaf 41. 42. 
Muhammed ben al-Dschahm 30. 33. 
Muhammed al-Fazârî 66. 
abû Muhammed al-Hasan 26. 60. 
Muhammed ben al-Hasan ben Achî Ili- 

schâm asch-Scbatawî S. abû 'Abdallâh. 
Muhammed ben al-Husain 68. 
Muhammed ben Jah jâ  ben Aktam B. 

Muhammed. 
Muhammed ben 'isâ s. ibn  abî 'Abbâd. 
Muhammed ben Ish. 3. 8. 
Muhammed ben Katîr  al-Fark8nî a. ai- 

Farkânî. 
Muhammed ben Lnrra (auch Ludda) 38. 
Muhammed ben Muhammed ben Jahjâ 

ben Ismgîl ben al' Abbâs s.abû7l-Wafâ. 
Muhammed ben Mûsâ al-Chuwârazmî S. 

al-Chuwârazmî. 
Muharnmed ben Mûsâ ben Schakir 21. 

26. 67. 58. 
Muhammed ben Nâdschija B. ibn Nâd- 

sçhjja. 
Muhammed ben 'Omar ben Haf? ben al- 

Fanuchân at-Sabarî S. abû Bekr. 
Muhammed ben as-Sabbâh 31. 
Muhammed ben Schaddâd al-Baladî 41. 
ibn al-Muktafî 30. 35. 64. 
Muritos (od. Mnristos) 23. 42. 55. 75. 
Mûsâ (ben Schâkirs) Soline 18. 24-26. 

42. 67. 75. 
al-Mustdin 32. 
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al-Mdtadid (d. Chalife) 15.  24. 25. 35. 67. Planetcnbczirke 22. 23. 56. 

Mutahhar (ben Ahrned ben &fû&) 24. Planisphaerium(das d. Ptolemaios) 22. 52. 

al-Mutawakkil (d. Chalife) 64. 66. 67. Platon 7. 10. 11. 

Muwaffak (d. Chalife) 34. 67. Plinius 63. 

Myrtos (Myristos) B .  Muritos. Porismen 17. 49. 50 
Porphyrios 8. 9. 45. 

N. Positionskreise 46. 

Profectiones 40. 61. 65. 
ibn Nâdschija 36. 68 Projection (d. Strahlen) 18. 27. 33.46. 74. 
ibn Nadschijja 42. Proklos Uiadochos 9. 45. 49. 58. 
ibn Nâdschîm s. ibn Nâdschija. Proinissor 61. 
ibn Nâ&âr B. ibn Bâ@n. Proportionde, zwei rnittlere, 12. 25. 
Nahak 24. 67. Ptolemaios 13. 19-20. 21. 2%. 27. 36. 
an-Nahmatân (a. Buch) 28. 

41. 47. 62. 55. 58. 59. 60. 76. 
ibn N â b j a  S. ibn pâdschija. Pythagorae 7. 
Nairîz 67. 
an-Nairîzî 16. 20. 32. 67. 
an-Nasawî 71. 
'Jaaîr ed-Dîn 52. 
abû Nasr Muhammed bcn 'Abdallah s. 

al-Kalwadânî. 
sativitat  52. 
Xaukrates 16. 
Nawawî 3. 
Naxatra (Mondstationen) 77. 
Nazîf 16. 17. 
Nebukadnezar 23. 
Neuplatoniker 01. 
Nikomachos Y. Gerasa 22. 75. 
an-Nimûdâr (d. Bnch) 23. 28. 57. 
Nîsâbûr 39. 
Nix, L. 57. 
Nûschirwân (d. Gerechte) 76. 

O. 

'Omar Alkhayyâmî (L'algèbre de) 58. 74. 
'Omar ben al-Farruchân 20. 21. 27. 61. 
'Omar ben Muhan-imed al-Marwanîdî 
31. 65. 

abû '0-ân S. Salii bon Bischr. 

P. 

Pappos 82. 61. 53. 54. 
PauLy 63. 
Pendnâme i Buzurdschmihr 76. 
m v ~ d z e u ~ n ç  21. 
Pharaouen, die 35. 
Philippos (Konig) 53. 

Quadripartituin (des Ptolemaios) 20. 27. 
35. 55. 67. 

Quatremère 3. 

abû Bab?' s. ibn BâgPn. 
ar-Rabf ben Farrâs a l -Har rh î  41. 

abU'r-Rabî' lJ&mid ben 'Alî 42. 
Radiationen, die 46. 
Râdschah a. Rahah. 
ibn abî Rafî  34. 
Râhah 24. 
ibn Raliiwaili al-Ardschânî 17. 

i taj  43. 75. 
Rakka 36. 
ar-Raudânî a. ad-Dnndânî. 
abû Rauh 8. 
ibn Rauh, der Sabier 38. 72. 
ar-RâzF s. 1) abû Bekr Mul~aniined ben 

Zakarijjâ, 2) abfi Jûsuf Ja'kûb beu 
Muhammed. 

Regula al-chatain (chata'ain) 70. 
Regula intersectionis 59. 
Regula sex quantitatum 59. 
Reiuaud 3. 6. 57. 63. 66. 66. 68. 
Rodiger, Joh. 3. 
Rosen 71. 

S .  
S$'âlos 23. 56. 
a?-Sabbgh, seine Sohne 31. 64. 65. 
~ a b i e r  25. 26. 27. 36. 72. 75. 
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de Sacy 3. 
Safîha (pl. Safâ'ih) = Tabula regio- 

num 72. 
abû Sahl al-Faal ben Nûbacht 28. 62. 
Sahl ben Bischr 28-29. 30. 62. 
abû Sahl Wîdschan ben Riistam s. al- 

Kûhî. 
abû Sdîd 40. 
abû Sa'îd al-?asan ben A)?med ben Ja- 

zîd 8. al-I~tachrî.  
a!-Saidanânî 36. 63. 68. 
Saif ad-Daula 41. 42. 
as-Saimarî s. abii7lJAnbas. 
abû's-Sakr al-Kabî~î 16. 
ibn Salâm 41. 
Salemann 76. 
Salm (od. Salam) 20. 
Salmasius 55. 65. 
ibn Samcân 34. 
Samara ben Dschindab 2 7 .  

Smdschahl 24. 57. 
Schâdikûh 40. 
al-Schâh (Tafeln) 63. 

asch-Schaibânî s. ibn al-A'râbî. 
asch-Schamâsijja (Thor v. Bagdad) 29. 
asch-Schatawî S. abû 'Abdallâh. 
Scheiben (des Astrolab.) 39. 72. 
Schudschâ' ben . . . . 41. 
Schudschâ' ben Adam ben Muhammed 

bon Schudscha' a. abû Kâmil. 
Schukowski 76. 
SBdillot 58. 61. 65. 66. 72. 
Sexagesirnaltafeln 73. 
Sidonius s. Dorotheos. 
Significationes 28. 47. 
Significator 47. 61. 

ibn Sîmawaih 33. 66. 
Simmeadis (7) 50. 
Simplikios 21. 53. 
Sinân ben D~châbir al-garrânî 42. 
Sinân ben al-Fath 37. 70. 
Sinân ben Tâbit 26. 59. 
Sind benCAlî, der Jude, 17. 24. 25. 29. 

30. 62. 63. 64. 65. 
Sind-Hind (Sindhind) 29. 33. 35. 66. 68. 
Sindhiidische Tafeln 63. 
Sinus 33. 
Sinus rectns 66. 

do Slane 61. 65. 
Sokrates 25. 
Sphaere (de8 Autolykos) 21. 
Sphaerik (des Menelaos) 19. 58. 
Sphaerik (des Theodosios) 21. 
Steinschneider, N. 3. 5. 49. 60. 65. 57. 

58. 59. 64. 67. 72. 74. 77. 78. 
o i o ~ ~ ~ i a !  16. 
Sufah s. Sukah. 
as-Sûfî 40. 74. 
Suitias 45. 
Snkah 24. 
Syros 20. 

T. 
at-'ïabarî s. abû Bekr. 
Tabaristân 40. 
'&bit ben Kurra 8. 10. 15. 16. 17. 18. 

19. 20. 22. 28-26. 40. 42. 62. 57. 58. 
59. 67. 74. 77. 

ah-tacht 70. 
Tâhir ben al-Husain al-Kwar 28. 
at-taht 37. 40. 41. 70. 
abû't-Tajjib S. Sind ben 'Alî. 
Târîch i Guzîda 76. 
Târîch al-Hukamâ 6. 
tasâhul 77. 
Tatstha 70. 
at-Tebrîzî S. an-Nairîzî. 
Termes, les, 65. 
Termini, die 56. 
Teukros 5.5. 
Thadinos 22. 55. 
Thales 7. 
Themistiou 8. 9. 
Theodosios 21. 53. 7fi. 
Theon v. Alexandria 21. 63. 
Theon, der Platoniker(v. Smyrna) 7.10.46. 
Tleophrastos 9. 
Sheophroditos 10. 46. 
Tiberius (Kaiser) 56. 
Tinkalos (od. Tinklos) 22. 55. 
Tinkaros (od. Tinkros) 22. 55. 
Tortolini (Annali da) 57. 
Trajan (Kaiser) 62. 
Trepidation der Fixsteme 74. 77. 
Triplicitas 68. 
Sschaghminy 69. 
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U. 

ibnrUbaidall&h ben Sulaimân ben Wahb 
8. abû Muhammed al-Hasan. 

ibn abî 'Ubbâb s. ibn abî 'Abbâd. 
Ueberweg 76. 
Ulûg Beg od. Oloug-Beg (Prolbgom. aux 

tables de) 61. 65. 
Untergang, helischer, der Mondstationen 

30. 32. 77. 
ibn abî Usaibi'a 3. 48. 
'Utârid ben Nuhammed 33. 66. 
abûrU&mânad-Dimischlgî S. ad-Dimischkî. 
abû 'Utmân Sahl ben Bischr ben Hrinî 

S. Sahl ben Bischr. 

V. 

Valens (Vettins) 21. 63. 54. 76. 
Vullers 46. 57. 

W. 

abû'l-Wafâ 17. 22. 39-40. 48. 51. 55. 

60. 63. 73. 
Wahrmund 47. 71. 

al-wayâjâ (Erbtheilung) 69. 70. 
Wâsit 32. 

al-Wâhik (d. Chalife) 64. 67. 

Wenrich 5. 6. 45. 49. 60. 51:h2. 63. 54. 

66. 67. i/5. 

Woepke 3. 16. 30. 35. 46. 49. 51. 54. 
58. 60. 63. 64. 70.  71. 72. 73. 74. 75. 
77. 78. 

Wolf, R'. 78. 

Wüstenfeld 5. 6. 48. 56. 57. 59. 76. 77. 

Y. 

Yuvuf ben Gorion Tsraili al-Harûnî 68. 

z. 
az-labradsch (1) 21. 65. 
aa-Zafanî (?) 23. 54. 65. 66. 

abû Zaid 0 .  Hunain ben Ishâk. 
abû Zaid al-Balchî 9. 
az-Zajj&t 35. 
aaïrclja S. das folg. 
az-zâïrdschât (d. Buch) 32. 66. 

abû Zakarijjâ 36. 
abû Zakarijjâ Jahjâ ben 'Adî S. Jahjâ 

ben 'Adî. 
Zânik B. Dânik. 
Zankal 24. 
az-Zarkâlî 72. 
Zark5lisehe Astrolabium, das, 72. 
Zedler 53. 
Zirkel, der vollkommene, 40. 
ibn Z u i a  15. 48. 
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HISTORISCH-ASTRONOlUSCHE FRAGMENTE 

AUS U E R  

O R I E N T A L I S C T I E N  L I T E R A T U R .  

VON 

ARMIN WITTSTEIN. 
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Wer fast zwei Jahrzehnte hindurch einer wissenschaftlichen Materie 
nicht blos ein oberflëchliches Interesse bewahrt hat, sondern wshrend 
eines solchen Zeitraumes bemüht gewesen ist, ihren Entwickelungsphasen 
im Einzelnen mit Aufmerksamkeit und, soweit es seine sonstige Beschafti- 
gung erlaubte, auch in voller Hingebung zu folgen, dem kann es gar zu 
leiüht begegnen, dass or sich dazu verleiten lasst, die Rolle des Beschauers, 
vor dessen Augen sich das Werdende allmiilig vollzieht, mit der des f6rdernd 
in die Gestaltung Eingreiferiden vertauscheu oder, nach einem alten schonen 
Gleichnisse, selbst Steine zum Baue herbeitragen zu wollen, die d a m ,  so 
hofft er zuversichtlich, die Bauleute nicht vermerfen werden. Es ist ein, 
tibcr wirklich innigcs Vertrautsein mit Gogenstandcn langjëhrigen Studiums 
oft tauschendes Gefühl, unter dessen beherrschendem Einflusse der gewagte 
Schritt geschieht. 

Kaum darf ich es erst aussprechen, dass auch ich einige Male der 
Xacht dieses:Imp u l  s e s a u s  S chw ache  nicht widerstehen konnte. Kleine, 
und wohl auch unbedeutende Arbeiten sind es gewesen, die ich seither auf 
dem Gebiete historisch-astronomischer Forschung veroffentlicht habe. W i e  
das gelohrte Publicum darliber geurtheilt hat, muss ich dahingestellt sein 
lassen; denn aus referirenden, des kritischen Colorits (vielleicht aus Nach- 
sicht?) ermangelnden Anzeigen hait es schwer, Antwort hierauf zu geben. 

Was ich zu meiner Entschuldigung sagen kann, dass ich aufs  Neue 
(aber wohl zum letzten Male!) der Stimme des Versuchers nicht mein Ohr 
verschlossen, das wollte icb durch die erste - ,,In flacher Gegend dunkt 
sich schon ein kleiner Hügel als BergiL - der beiden osmanischen Sen- 
tenzen an dor Spitze der einloitonden Worte zu diesen Mitt,heilungen aus- 
drücken; die zweite - ,,mer die Rose will, muss auch die Dornen wollen" 
- wird für alle Diejenigen keines Commentars zu ihrer Anftîhrung bedürfen, 
die jemals in der Lage waren, uber erfreuliche und besonders aufmunternde 
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Erfolge ihrerseits zu berichten, und zugleich wünschten, sich dieser ange. 

nehrnen Aufgabe in knappster, jedoch nicht missznverstehender Form zu 
entledigen. 

Dass ich durch die etwas ungebrauchliche Art der sprachlichen Ein- 

kleidung von Rechtfertigungs-Versuüh und Resignation zu sehr aus der 

Gewohnheit trockenem Geleise h e r a u s -  und in's Exotische h i n e i n g e r a t h e n  

bin, werden wahrscheinlich Manche tadeln. MCgen sie es irmuerhiu thun! 

- Freilich, Entgegnung auf  eine Kritik in d i e s e m  Punkte w.tirde man 

von mir  schwerlich erwarten dürfen. 

,,Der alteste uns bekannte Erdglobus scheint der zu s e p ,  den R o g e r  II., 
Konig von Sicilien, irn 12. Jahrhundert verfertigen liess, und der sich vor- 

züglich durch den Werth des d a m  verwandten Metalls auszeichnete, indem 

er  400 Pfund Silber gewogen haben soll. Das Andenken an diesen Globus 

würde schwerlich bis auf unsere Zeiten gekommen s e p ,  hatte nicht E d r i s i ,  

der berühmteste Geograph der damahligen Zeit, eine besondere Erklarung 

desselben unter dem Titol: N o  s t h a t  01 m o  s t a c  (Vergnügon des Gemüths) 

geschrieben.LL') - 

1) Y o n a t l i c h e  C o r r e s p o n d e n z  ziir B e f o r d e r u n g  d e r  E r d -  und  Him- 
m e l s k u n  d e ,  herausgegeben vom Freyherrn F. von  Z a  c h. Dreyzehnter Band. Gotha, 
1806; 8'. S. 157 bis 158.- Bus demselben Bande lassc ich hier noch die Anmcrknng aiif 
S. 294, die ich, des dort angeführten Buches wegen, nicht gern unterdrücken niLichte, 
folgen: ,, Cilriosi t ee i n o u y  e s  sur la sculpture talismanique des Persans. Ho- 
roscope des patriarches, e t  lecture des Bstoilles, par J. Gaf fa rd .  Bouen, 1631 
m 12". Es sind am Ende zwey chaldaische Planispharia nach dem Rabiner Chomer 
angehangt, in welchen die Sternbilder durch Buchstaben, welche er das hinim- 
l i s  c h e  hebraische Alphabet nennt, vorgestellt sind. Diese Charaktere sind von 
jenen etwas vcrschicdcn, welche dor Schotte Bonaventura ,  H c p b u r n u s  in 
Kupfer stechen liess, und die D u r e t  in seiner H i s t o i r e  d e s  l a n g u e s  aufge- 
nommen hat. Dar Oberst Valancey  (erzahlt La Landc in seincr Bibliographie) 
versiehert, dass die Irischen Namen der Sternbilder die orientaliochen oder hebra- 
ischen waren, so behauptet er,  dass das hebriische Wort Kesil den nordlichen 
Drachen bedeute, asch (vielleicht nach Beige1 nasch) den kleinen Bar, kimah den 

Orion u. s. W.'& - Dagegen ware zu erinnern, dass nnter U ~ Y  'a6 wohl die 

& d l  benât an-n'ai (Techter der Bahre, oder die zur Bahre Gehorigen, nach 

Analogie von' Tochter der Erde, für Quellen; r3+'f F !  Mutter der 

Gestirne, für Milchstrasse etc.) der Araber zu verstehen sein werden, womit diese 
schliesslich die gesamrnten sieben Hauptsterne im grossen und kleinen Baren be- 
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Auf Gr~ind  übereinstimmender Na,chrichten, alten wie neuesten2) Da- 

tums, die ich bona fide hinnahm, stand früher fü r  mich fest,  der alteste 
Verfertigor oines Erdglobus sei der im 3. Jahrhimdort vor Christus lcbende 

Xallote K r a t e s  (Kp&rriS 6 M U L L W Z ~ ~ )  gewesen; stets aber, d. h. so lange, 

bis leise Zweifel a n  deren Unanfechtbarkeit in  mir rege wurden, bat te  ich 
versiiumt, s e l b s t  die Quelle, aus der jene Nachrichten alle geschopft sind, 

die ,,GeograpliieiL des ehrwürdigen S t r  a b  o (aus Amasea, wahrscheinlich 

66 v. Chr. geb. und 24 n. Chr. gest.), darum zu befragen. AIS die einmal 

erwachte Skepsis jedoch immer dringlicher dazu aufforderte, zog ich die 

Kramor'sche Ausgabe des Strabo3) zu Rath und fand dort endlich, nach 
langem Suchen, die Stelle, die in  der Tha t  alles Misstrauen beseitigen muss, 

da sie u. A. a u f s  Unzweideutigste besagt, dass man sich nach d e r ,  d i e  
E r d e  d a r s t e l l e n d e n  K u g e l  d e s  K r a t e s  richten müsse, wenn man die 

bewohnte Welt getreu nachbilden wolle. Hier ist  sie: 

Nvvl o h  f~c~y~~goicpupev $xi ~ rparprn i j~ ' f x r rp<rv~ lu~  r8 ~ci i~iov,  

Eu 6 ~ U ~ E V  ~JQCG&Y' T ~ V  o i n o ~ p É u ~ v '  m i  JE; zbv dYY~zOim JL& 51% 

~ ~ r p o ~ p r j z a v  ~ L î q p d z ~ v  prpoljp~vov ~ j j v  & A . $ ~ E L ~ v  mo~rjdavza G ( P O I L ~ V  Z ~ V  

y+, xru8oinep dp KQrutrjmov, Zn1 zrx4zqç &zoLu/%vt~ 28 Z E Z ~ & ~ E V ~ O V  

dvzàç z06zov ZLSÉVUL ZAY d v r u ~ a  ~ ? j ç  y ~ m ~ p u q h g .  &AL1 Emrd l J j  p~yOirlqç 
BEC ~ q a i p a ç ,  etc. (1. Band, S. 174.) 

Ganz leicht ist  mir ihre Entdeckung nicht geworden; denn das Inhalts- 

verzeichniss enthalt keinen Hinweis darauf, und ohne einen solchen ist es, 
bei Gott!, manchmal kein Spass, sich im Urtext durch ,,der Vater Weiseii 

hiudurchzuwinden. 

zeichneten. h 3  kesîl aber ist Canopus (u Argus). Von hm2 kîmah vermuthet 
man, dass darnit das Siebengestirn (die Plejaden) gemeint sei. 

Vielieicht ist auch eine Mittheilung im 14. Bande der angezogenen Zeitschrift 
für die Geschichte der morgenlandischen Aatronomie nicht ganz werthloa. Es 
heiast dort, dass S e e t z c n  u. A. in  Damask für das orientalische Museum zu Gotha 
ein (handschriftliches) astronomisches Werk in persischer Sprache (198 Seiten in 

kl. Folio) von &+ et+! chcsLo angekauft habe; und dann wôrtlich: 
,,Dieses prachtige und ungemein schon auf Seidenpapier geschriebene Exemplar 
eines seltenen Werkes enthalt, ausser 87 Miniaturgernahlden, eine Menge auffal- 
lender spharischer Zeichnungen , fremder Charactere und niedlicher .Verzierungen 
von Golde und Lasur. Der Einband besteht aus rothem Korduan." - Eine Durch- 
sicht dieses Manuscriptes kônnte sich am Ende als lohnend erweisen. 

2) Qergl. z. B. R i c h m d  F r i e d r i c h ,  Materidien zur BegriE~bestimmung 
des o r b i s  t e r r a r u m .  (Abhandlung zu dem Programm des Konigl. Gyrnnasiums 
zu Leipzig auf das Schuljahr Ostern 1886 bis Ostern 1887. Leipzig, 1887; 4O.) 

3) S t r a b O n i  s G e O g r  a p h i  c a recensnit, commentario critico instruxit 
G u s t ü v n s  Kranier .  Bcrolini, MDCCCXLIV-LII. 3 Bande in Bo. 
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Wer sich naher über des Krates Erdkugel unterrichten will, so nament- 
lich über das darauf zur Anschauung gebrachte, im Alterthum sich hiufig 
wiederholende Restreben, die Erscheinungen der Ebbe und Flnth durch 
entgegengesetzte Strornungen (meridionale und aquatoriale) zu erklaren, 
dem m6chte ich die var  einigen Jahren erschienene Schrift, von R. F r i e d r i c h  
tiber den ,,orbis terrarum" (siehe Anm. 2) dazu empfehlen. Der IIerr Ver- 
fasser bezieht sich darin mehrfach, als Gew%hrsmann, auf don im 5. Jahr- 
hundert n. Chr. lebenden und als Commentator des S o m n i u m  S c i p i o n i s  
von C i c e r o  bekannten M a ü r o b i u s .  

Zuweilen sol1 an die Stelle des Wortes o i x o v p ~ v ~ ,  dem wir vorhin 
bei Strabo begegneten, xdupo~,  also ganz unserem Sprachgebrauch ent- 
sprechend, getreten sein. Mit dieser gelegentlichen Notiz glaube ich eine 
Bernerkung des Herausgebers der Werke des P l a t o  verbinden zu dürfen, 
die folgendormaassen lautet:  Vides autem rnundum vel rerum universitatem 
promiscue variis appellari nominibus. Vocatur enim zà nciv. Porro dicitur 
d odpcrv6ç. Denique frequentissirnum est nomon zoü x6uyov, quod Platoni 
prorsus idem esse evincit locus etc. Quamquam proprie illis temporibus 
x 6 ~ p o ~  appellatum est coelum cum sideribus, cuius appellationis auctor 
fertur Pythagoras f ~ i s s e . ~ )  

Noch eine kleine Absçhweifung vom Hauptthema sei mir  gestattet! 
Haben beglaubigte Ueberlieferungen uns gelehrt,  dass der Rrste, der es 
unternahrn, die bewohnte Erde auf eirier Kugel zu entwerfen, im Zeitalter 
des Aristarch lebte, so besitzen wir in  dem Tagebuch N e a r c h ' s ,  des 
Adrnirals Alexanders des Grossen (324 v. Chr. gest.), eine ebenso zuver- 
lkssige Urkunde, dass das o r s t  e P i l o t e n b u c h  oder Schiffsjournal s c h o n  
i m  4. J a h r h u n d e r t  v. Chr .  von einem griechischen Seemanne verfasst 
worden ist. Eine lichtvoll und fesselnd geschriebene Derstellung dieser 
Fahrt  verdanken wir in  neuester Zeit einer gelehrten Abhandlung des 
H e r r n  T O m a  s c h  o k5), der darin, an der Hand der britischen Admira1itj;ts- 
karten und,  wo nothig, mit Bezug auf Mjirco Polo,  Ptolemaeus und die 
arabischen Reisenden und Geographen6), tiefe Untersuühungen hierüber, 
insbesondere über die berüchtigte I c h t h y  o p h a g e n k ü s t e ,  anstellt. 

4) P l a i o n i s  Opera  O m n i a  recensuit et commentariis instruxit Go d o- 
f r e d u s  S t a l l b a u m .  Vol. VIT., continens T i m a e u m  e t  Cr i t i am.  Gothae et 
Erfordiae, MDCCCXXXVIII; 8O. Seite 107. 

5) W il h e l m  T O m a s c h e k ,  Topographische Erlauterung der Küstenfahrt 
Nearch's vom Indus bis zum Euphrat. (Sitzungsberichte der Kaiaerl. Akademie 
der Rissenschaften in Wien. Philosophisch-historische Classe. Band CXXI.) 
Wien, 1890. Gr. go. 

6) Vergl. R e i n a u d ,  Itelation des voyages faits par les Arabes et  leli Persane 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ich nehme nun den entfallenen Faden wieder auf und glaube zunachst 
getrost behaupten zu konnen, dass, s o w e i t  m e i n  W i s s e n  r e i c h t ,  von 
eiriem arabischen oder anderen Brd- resp. liimmelsglobus s i c  h e r e  K u n d e  
erst wieder aus dem 13. .Tahrhundert a,uf uns gekommen ist. Wie es um 
eine derartige Kunstfertigkeit über 1400 Jahre lang (narnlich seit Krates) 
bestellt gewesen sein mag,  ist  uns nicht bekannt; das Capitel von den 
Globen anlangend, fliessen eben die Quellen sehr spiirlich. Abgesehen von 

dom attributiven Adjectiv ,,%lteste", das uns jetzt nicht mehr besühiiftigt, 

ist die vom Herausgeber der ,,Monatl. Corresp." geausserte, noch heute, 

nach 86 Jahren,  oft genug anzutreffende Meinung - nur dass sich jetzt 
Einige vorsiçhtiger ausdrücken und schlechthin von einem ,,silbernen GlobusLL 

sprechen - auf ein Missverstiinduiss, im doppelten Sinne, zurückzuführen. 
Naeh A g -  S a f  a d î l ) ,  dem hier in Frage kommenden Berichterstatter, handelt 

es sich namlich e i n m a l  nicht u m  eine Erd-, sondern um eine H i m m e l s -  
k u g e l  und eine, gloichfalls silborne Darstellung der damals bekannten E r d e  
i n  S c  h e i b  e n f o r m ,  die E d r i s i  verfertigt haben soll; die ganze Nachricht, 
die sich fast nur  um das vorbrauchte Silber droht, ist ziomlich werthlos, 
aber doch so deutlich, dass schliesslich nur  eine A r m i l l  a r s p h a r  e tibrig 
bltiibt, v o n  d e r ,  m e j n e s  E r a c h t e n s ,  a l l e i n  d i e  R e d e  s e i n  k a n n .  S o -  
d a n n  geschieht einer solchen Erd-  oder Himmelskugel in  der, Mitte Januar  
1154 vollendeten , , G e o g r a p h i e "  d e s  E d r î s î 8 ) ,  dern Kitab nuzhat al- 
mustâk fi ihtirbk al-afc~k (Relustigung, durch die man sich in  dem in der 

Weltherurilreisen erg6tzt), die der Herausgeber der ,,Id. C." ohne Zweifel 
im Auge hat te ,  mit keiner Sylbe Erwahnung. Endlich passt der Tite1 
,,Vergnügen des GernüthsiL mehr für ein zweites Werk des E d r î s î ,  das 

diesor fü r  Wilhelm I., Nachfolger und Sohn des Roger II., verfasste, nam- 
lich für  das ,,..dj W~J,  +Y1 A,, Rawd a l -uns  wa nuzhat an-nafs 

(Garten des vertraulichen Umganges und Xrgotzung der Seele), von dern 
es nur heisst, dass es iihnlichen Inhaltes, wie das vorherige, sein soll. 

dans l'Inde et à la Chine dans le IXe siècle de l'ère chrétienne. Paris, 1845. 
2 Bande in lZO. 

7) B i b l i o t e c a  a ra .bo-s icu la ,  raccolta da Miche le  Amari .  Versione 
italiana. Torino e Roma, 1881. Gr. Sa. Volume secondo. 

8) D e s c r i p t i o n  de l 'Af r ique  e t  d e  l ' E s p a g n e  par E d r î s î .  Texte arabe 
publié pour la première fois d'après les man. de Paris et d'Oxford avec une tra- 
dnction, des notes et  un glofisaire par R. Dozy et d e  Goeje. Leyde, 1866. Gr. 8'. 

wj' vL.5 ii3,L.L wI&xjsll,,e,a3 d,tapdt " J I  h) 

.g"% dyI *i-'j &+IL3 dLxjsl1 dljLiI > dLrWJI 
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Wie ich schon sagte , gehoren die ersten arabischen Himrnelskugeln, 
von denen wir genaue Kenntniss besitzen, dem 13. Jahrhuridert an. Es 
sind deren zwei, durchweg mit kufischen Schriftzeichen. Der alteste wurde 
irn Jahre 1325 in Aegypten von Kaisar für den Sultan Nalek Adel 
(,l>!,rf JLJf Al-Malik a l l ad i l ) ,  der andere, entwedcr 1279  cder 1289, 

zu Merîrgah (z&lp in uL-151 Aderbeigan, dem Lande der Iranischen 

Türken) von Muhammed, dom Sohne des Iluwajid ad-dîn al(Or$ (ay 
&,d UlvLI1) verfertigt. Bcido Globen sind, ebcnso wio die, durch die 

darin erklarten Sternbilder mit ihnen im nahen Zusammenhange stehenden 
cilb $&d! 'a$aibol-1 malJdkit (Mirabilia Creaturarum) des Kaz- 

winn (#.,+If ari-sr9 @ 1~ +>), in der Neuzeit von einigen Schrift- 

stellern ausführlich behandelt worden. Der Verfasser der ,,Wunder der 
Sch6pfungU, ein arabisch schreibender Perser, starb 1283. 

Mit zwei kurzen Ausztigen aus der ,,Beschreibung" des Edrisn, die 
wohl schicklich hier eingereiht worden konnen, gedenke ioh den ersten 
Abschnitt meiner ,,Fragmentegg zu beschliessen. Dieselben sollen einestheils 
zu einer Stelle irn E. erlauternde Angaben aus der ,,GeographieL' des Ptole- 
maeus liefern, anderen Theils von einem arabischen Nilpegel im Mittelalter 
das Kothige beibringen. 

Im Anfange des e r s t e n  C l ima  (,+A Y iklim, ri> x L l p )  ist niimlich 

zu lesen: es gabe im mare tenebrosum 

w3 ~ ! d l k d &  u&j WhJ?i+ zwei Inseln, genannt die gltickseligen 

&L! fl+ !+ Yj,Sbdl zih [die Kanarischen Inseln], und von 

.Up$b AJZhil diesen Inseln habe Ptolemaeus an- 

gefangen, die Lange und die Breite 

zu aahlen. 

Abgesehen davon, dass Ptolemaeus das Letztere gewiss nicht gethan hat, 
driickt sich unser arabischer Auctor sehr scharf aus: die L h g e  und Breite 
zu e r f a s s e n ,  wie die wortliche Uebersetzung lauten wtirde - etwa dem 
entsprechend, was wir unter Einsetzen einer Zirkelspitze im Nullpunkt 
verstehen. Den Mittelpunkt der E r d k a r t e  des  P t o l e m a e u s  bildete be- 
kanntlich die Insel Tylos (TdAoS, das heutige Ba-ein im persischen Meer- 
busen); in ihm kreuzten sich der mittlere Parallelkreis, namlich der Wende- 
kreis des Krebses, und der mittlere Meridian, der vom Ersten 90' entfernt 

9) Wiedcr die Eigenthümlichkeit der arabischen Sprache, den plur. fr. d e  
Siugular generis feminini zu betrachten, die bei astronomischen Bezeichnungen 
schon Irrthiimer veranlasat hat. 
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ist. Welche Ausdehnung e r  seiner Karte nach Osten und Westen hin gab, 

mogen im Folgenden seine eigenen Wor te  erklaren: lu) 

,,Dahingegen bestimmt die 6st- 

liche Grenze der bekannten Erde  der 

durch die Hauptstadt der Sinen ge- 

legte Meridian, welcher, auf dem 

Aequator gezahlt, von dem Alexan- 

driner Meridian nach Osten hin 11 94 
Grade, oder sehr nahe 8 Aequinoctial- 

stuuden, entfernt ist." 

,,Die Westgrenze bildet der Ne- 

ridian durch die glückseligen Inseln; 

sein Abstand von dom durch Alexan- 

dria betragt 603 Grade oder 4 Aequi- 

noctialstunden." 

In dem Thinae (O~ivur) der Sinen ( ~ i v a r ) ,  oder der Hauptstadt des 

südlichen China (arabisch &ln, sin, persisch u- E h  oder -k 
miéin), glaubt I d  e l  o r  ") das heutige Canton zu erkennen. Nach C o s  m a s  ,12) 

dem in der Mitte des 6. Jahrhunderts zu  Alexandria als Monch verstorbenen 
- 

10) KAAYAIOY TiTOAEMAIOY AAEEANAPERX i lEPI  THE rERrPA91KHt 
YWTHZERZ BIBAION TTPRTON KA1 T O Y  EBAOMOY EtXATA. 

T r a i t é  de  G é o g r a p h i e  de  Claude P t o l e m é c ,  d'Alexandrie, traduitpour 
la première fois, du grec en français, sur les manuscrits de la Bibliothèque du 
roi. Par l'abb6 Halma.  Paris, 1828. Gr. 4O. 

11) L u d w i g  I d e l e r ,  U e b e r  d i e  Z e i t r e c h n u n g  d e r  Chihesen .  Eine 
in der Konigl. Prenssischen Akademie der Wissenschaften am 16. Februar 1837 
gelesene und nachmals weiter ausgeführte Abhandlung. Berlin, 1839. Gr. 4". 

12) Zu einer, uns durch ihn überliefertcn Inschrift vergl.: P au1 d e  L a g a r  d e ,  
Die I n s  c h r  i f t  von  Ad uli.  (Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der 
Wissanschafton und der Georg-Augusts-Universitat zu Gottingen. 19. Novembcr. 
No. 13. 1890. Gr. Bo.) Hieraua: 

,,Südlich des jetzt vie1 genannten ,,Ma~saua'~, an der Annesley-Bay - aber 
jetzt durch eine Stunde Sand von der See getrennt - lag und liegt Aduli, auf 
italienischem Gebiete. l n  diesem Aduli fand sich einst eine von Ptolemaeus Euer- 
getes und eine andere von einem eingeborenen, aber griechisch redenden Konige 
gesetzte griechische Inschrift. Beide sind in der Urschrift verloren, aber der 
Anfang der ersten, das Ende der andern, ist in einem griechischen Werke des 
sechsten Jahrhunderts erhalten, durch einen Mann erhalten, der gar nicht merkte, 
dam er die Bruchstücke zweier durch viele Jahre von einander getrennten Tite1 
vereinigte. Dieser Mann heisst KoripZs à ' J v ~ r x o z L ~ . i i u t q ~ . ~  Nach dem Herm Ver- 
fasser müssten die Griechen '260vlrç gehort haben. 

Man hat zuweilen Cosmas mit einer, im frühen Mittelalter geltenden, aber 
nichts weniger als erhabenen Weltanschauung in Verbindung gebracht, die u. A., 

Abh. mir Gesch. der Matharo. VI 7 
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,,IndienfahrerL', mtisste Thinae über 15 O nordlicher, etwa unter  dom 38. Breite- 

grade, anzunehmen sein. 
Das +J-,b in der obigen Textstelle scheint mir entweder Zuthat 

eines, mit  der Sache nicht vertrauten Abschreibers zu sein, oder an Stelle von 
CG, 

@;\dl zu stehen - allerdings gebe ich gerne zu, dass ,,Lange der Erda" 

gorade kein sehï gebrauchlichor Ausdruck sein wtirde, sondern hochstem 
im Sinne einer rechteckigen E a r t e  hingehen konnte. - 

Indem ich mich jetzt dem bereits angekündigten Milpegel zuwende, 
schicke ich vorauf, dass sich das ,,Haus des Nilmessers" ( c r l + i d i i l ~  
daro'l-rneknis) auf einer Insel, in unmittelbarer N i h e  der Stadt Postât, 
( & M l  -%A), befand und von EdrîsP folgendermaassen geschildert wird: 

,,Es ist ein ansehnliches Gebaude, im Innern mit Bogengangen, die 

von Saulen gotragen werdcn. In  scinor Mitte befindat sich ein weites und 
tiefes Becken, i n  das man auf einer marmornen Wendeltreppe hinabsteigt 
und dort ,  rnitten i n  demselben, eine Marmorsaule erblickt, welche eine 
Theilung in Vorderarmen [Ellen] und Fingern [Zollen] tragt.  Oberhalb 
der Saule befindet sich ein fester Steinbau, bemalt mit verschiedenen dauer- 
haften Farben, darunter Gold und Tlasnrblau. [Mit den dort eingegrabenen 
Inschriften beschaftigt man sich zur Stunde.] In  dieses Becken gelangt 
das Nilwasser durch einen breiton Kanal, jedoch dringt es nicht vor dem 

Steigen des Flusses, d. h. nicht vor August, in dasselbe ein. Die zur ge- 
eigneten Bew&ssorung der Landereien des Sultans erforderliche Wasserhtihe 
betragt 1 6  Ellen, zu je  24 Zollen (Li&! l'f zlidl,]; steigt letztere auf 

18 Ellen, so werden beide Flussufer v6llig iiberschwemmt. Eine Wasser- 
h6he von 2 0  Ellen endlich wirkt schiidlich auf das Land ,  dagegen reicht 

eine solçhe von 12 Ellen zur h o t h  hin; r i idr iger  darf sie aber nicht sein, 
- 

als Erklarung der nachtlichen Dunkelheit, lehrte, die Sonne beschreibe des Nachts 
ihre Hahn hinter dem grossen Erdberge. Nonmehr finde ich dieses, so einfach 
geloste astronomischc Problcm, und zwar fast im gleichen Wortlaute, in chine- 
sischen Annalen wieder auf. Im ersten, 1590 erschienenen Hefte der ersten Aus- 
gabo des Pèn-zab-bang-mii ist von dem fabelhaften Bergo Yin-dschcil-schan die 
Bede und von ihm gesagt, er liege im Westen der grossen Wüste und werde 
auch Berg der Mutter dos westlichcn Koniges genannt. Dort solle sich die Sonne 
zur Ruhe begeben. (Verze ichniss  d e r  C h i n e s i s c h e n  u n d  Mandshuischen  
H ü c h e r  und  B a n d s c h r i f t  en der Koniglichen Ribliothek zu Berlin, verfasst 
von J u l i u s  K l a p r o t h .  Herauagegeben auf Befehl Seiner Majestiit des Koniges 
von Preiissen. Paris, 1822. Folio.) 

Cosmas kann recht wohl au£ seinen Reisen davon gehort und sich beeilt 
haben, der abendlhdischen Kosmographie damit ein werthvolles Geschenk zu 
machen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sonst tritt Dürre und, als eine Bolge davon, Unfruchtbarkeit ein. Steigt 

der Fluçs über 18 Ellen, so richtet er Schaden an, indem er  Baume ent- 

wurzelt und Wohnungen ~ e r s t o r t . ' ~  - 

Da es am Ende nicht undenkbar ware, dass man mir vorwerfen konnte, 

ich hatte im Voraufgehenden beiin Entwurf des Gerippes der Karte des 

Ptolemaeus stillschweigend Canton, die lnsel Bahrein (W!J-su) und die 

Mitte der Kanarcngruppe insgesammt auf den nordlichen Wendekreis ver- 

legt und deren Langendifferenz zu je 90 '  angenommen - so ist es viel- 

leicht besscr, zu guter Letzt hier noch zu constatiren, dass, wenn man dabei 

einen bekannten Erdort als Mittelpunkt festhalten ~ i11 , '~ )  eine solche grobe 

Annaherung, über die ja jeder Handatlas Auskurift giebt, v6llig genügt. 

Man darf nur  nicht vergessen, welch' arge Fehler im Punkte der Langen- 

bestimmungen, namentlich was das Bassin des Mittelmeeres betrifft, bei 

Ptolemaeus vorkornmen! 

II. 
Im vorigen Jahre erschien ein Aufsatz von D e l p h i n  Iibor ,,As t r o -  

n omie  i n  hl a r  O k k o  ", 14) der moglicherweise dem Sprachforscher recht 

willkommen sein rnag, fur die Geschichte jener Wissenschaft aber, wenn 

13) Damit gerathe ich in Widerspruch mit Einigrn, so mit dem jüngeren 
SBdi l lo t :  ,, . . . . . allein, was es auch mit der Etymologie der verschiedenen 
Narnen [für die Anfangspunkte der Langenziihlung] auf sich haben mag, und in 
welcher Beziehung sie zu den kosmographischen Systemen des Alterthumes und 
Mittelalt,ers stehen mogen, keineswegs darf man glauben, dass darunter wirklich 
eine Gegend, eine Stadt in Indien, eine lnsel, ein Fluss u. S. W., zu verstehen sei. 
Es Sind rein systematische Bezeichnungen. . . . . . . . . Das geographische Langen- 
Verzeichniss des Abû'l Hasan ist es, welches zum erùten Mal den Meridian von 

Kobbet Arîn (&JI Q) als Ersten gewihlt hat;  derselbe f i l i t  mit dem 90. Langc- 

grade des Ptolemaeus zusamrneu. Wollte man nun versuchen, den Abstand dieses 
90. Langegrades des Ptolemaeus vom Pariser Meridian dadurch zu eruiren, dass 
man au8 einer Anzahl beliebig gewahlter, offenbar durch Fehler sehr ent~tellter 
geographischer Liingen das Mittel nimmt, so würde sich ein Resultat ergeben, 
das auf ein wirklich wissenschaftliches Interesse keinen Anspruch machen konnte." 
Siehe: L.-Am. S é d i l l o t ,  Mémoire  s u r  l e s  s y s t è m e s  g 6 o g r a p h i q u e s  d e s  

Grecs  e t  d e s  A r a b e s ,  e t  en particulier sur Khotibet Arine u ~ J l  a=j (la cou- 

pole d 'bine)  et Kankader ]&, servant cher les Orientaux à ddterminer la 

poeition du premier méridien dans l'énonciation des longitudes. Paris, 1842. Gr. 4 O .  

14) J o u r n a l  a s i a t i q u e  ou recueil de mémoires, d'extraits et de notices 
relatifs à l'histoire, à la philosophie, aux langues et à la littérature des peuples 

7' 
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tiberhaupt, von sehr untergeordneter 13edeutung is t ,  nichtsdestoweniger 

mich jedoch veranlasst, einige Augenblicke bei ihm zu veraeilen. Sollten 
meine Zeilen dem Ilerrn Verfasser in  die Rand kommen, so mtichte ich 

ihm zunachst rathen, in  Zukunft sich nicht zu sehr mit der Erklarung von 
Sternbildern zu qualen, über die wir - um nur unseren I d e l e r  zu nennen 

- seit mindestens 83 Jahren auf das Ausgezeichuetste uuterrichtet sind; 
seine Nichtbeachtung der Literatur macht es weiter erkltirlich, dass er mit 

d3Jf ar-ridf (or Cygui) nichts auzufangen wusste. Ausserdem befindet er 

sich i m  Irrthume, wenn e r  dia Broite von Fez zu 33' annimmt, obgleich 
wohl Niemand ihre g e n a u e  Grosse anzugeben vermag, da  eben keine 
moderne Bestimmung derselben, die bekaunt geworden ware, vorliegt. So- 
weit ich mich darüber informiren konnte, hat dieses Rlement, ebenso wie 

die geographische Lange, im Laufe der letzteu 4 Jahrhuuderte Werthe er- 
halten, wie sie von mir in  der nachstehenden kleinen Tabelle vereinigt sind. 

Fez (&Li Fâs). 

Beobachter oder 
Berechner und Jahr. 

-- - -- 

ks $i m e  Beg, 1437 

Méchain, 1804. 

A I î  Bej 'Abdallah, 1804 

Triesnecker, 1810. 
Wurm, 1812. 

C. des Temps, 1892.15) 

Nikdl. 
Breite. 

32' 
- 

34' 6' 3' 

- 
34 6 3 

34 6 3 

Lange Lange aus 
. 1 "stl. v. F ~ r r n .  
- 

rest1.v. Paris 
-- - -  

- 

jh2grn 17B.0 

29 1 3 . 0  

29 3 0 . 3  
29 2 6 . 4  

29 2 6 . 3  

- 

l e 0  38' 24" 1 { nias vom 10. Fe 
bruar 1804. 

- 

- 

d. Sonnenfinsternisi 
vom 10. Febr. 1804 
d. Mittel aus, Moud 
abtbstiuden und Vcrf 
d. Jupitertrabanten 

Bcim U l u i  Beg (im heutigen Osmanischen & ~ $ 1  Uldg Boj lautend) 

habe ich die Epoche seiner astronomischen Tafeln angesetzt und, wohl 

ohne zu merklichen Fehler,  seine, von den Kanaren gezahlte LBnge ein- 

12 38 6 

orientaux; etc. . , . . . publié par la Socidté asiatique. - Huitième &rie. Tome 
XVII. Paria, 1891. Gr. 8O. 

. 15) C o n n a i s s a n c e  d e s  T e m p s  ou des mouvements célestes, à l'usage des 
astronomes et des navigateurs, pour l'an 1892, publiée par le Bureau des Longi- 
tudes. Paris, 1890. Lex. 8'. 

(Als Quelle beide 
Coordinaten Nr. 

angegeben.) 
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fach mit der von Ferro identificirt; die Nummern 2, 3, 4, 5 sind aus dem 
XII., XXII. und XXVI. Bande der ,,Monatl. Corresp." (folgweise: Gotha, 
1805,  1810 ,  1812)  entnommen. Von der Breite wird gesagt, dass sie 
,,ungef%hr für  den Mittelpunkt der StadtLL gelte. 

G U ~ Q  geographische Ortsbestimmungen aus den Landern des Islam 
zu orhalten, dürfte ohne Zweifel noch lange Zeit ein frommer Wunsch 
bleiben; und so lange kann man sich wirklich nicht danach sehnen, das, 
was darülier vorhanden kt,  oft als Dateri bei astronorriischen Bechnuugen 
einzuführen. Bei den allermeisten Stadten bleiht nur  übrig, sich mit, oft 
recht unzuverliissigen Zahlen zu begniigen; so gilt, beispielsweise, für  Me- 
râgah auch jotzt noch einzig und allcin die geographische Position, welche 
einst Prof. Wurm aus der, im Jahre 1 8 0 1  erschienenen Beauchamp'schen 
Karte eines Theiles von Persien ableitete und dafür rp = + 37' 15', 1, = 

64O 30' (6stl. v. Ferro) fand. I n  dieser Stadt errichtete im Jahre 1 2 5 9  
der Enkel des ~ i r i g i z - ~ â n  (uL+) eine, zu hoher Berüluntheit gelangte 

Sternwarte, von dcr zucrst Wasgâf in seiner Persischon Gcschichto (.pJlï 

ub3), die ,,ein Meisterwerk orientalischer prosaischer K ~ n s t ' ~  gsnannt 

wird, gesprochen haben soll; in ihr wurde die IlhAn'sche Tafel 

>ls&l) verfasst. Ueber sinige wenige Orte sind wir ja soweit im Klaren; 

aus deren Anzahl seien u2,,, Eazwln (rp = 4 36' 15' Zr', 1, = 3h IOm 

50" 1 1stl. v. Paris) und ,.Wl 3 Dimiik (Damascus: <p = f 33' 

30' 31", 1 = 2h 1 5 q  51 9 6stl. v. Paris) hervorgehoben. Perner gilt als 
sehr siehere Position die von Taschkent (rp = f 41 19' 32". 2 ,  1 = 3 

43m 35'. 8 9  ostl. v. Berlin). 

Nach dem Geschildei-ten, und unter der Voraussetzung, dass nicht 
etwa vorzügliches hlaterial in  russischen oder englischen Archiven unver- 
6ft'entlicht aufbewahrt wird, miissen zwei, mit modernen Rülfsmitteln aus- 
geführte, deutsche Ortsbestimmungen in Persien wahrhaft freudig begrüsst 
werden;l6) es sind die von 

Ispahan ( o i + ~ I  Isfahân): rp = $- 32' 38' 16". 3, A- = 3h 26m 40'. 24 
6stlich von Greenwich 

und 
Teheran (ui& Tehrsn): rp = f 35'41'6". 8, 1 = 3 "  2 j m  42'. 74 

6stlich von Greenwich. 
- -  

16) D i e  V e n u s - D u r c h g a n g e  14174 u n d  1882. Rericht über die Dentschen 
Beobachtungen. Im Auftrage der Commisvion fiir die Beobachtung des Venus- 
Dnrchganges herausgegeben von A. Auwers ,  Vorsitzendem der  Commission. 
Zweiter Band. Die Beobachtungen der Expeditionen von 1874. Berliu, 1889. Gr. 4'. 
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Dabei ist  die Breite von Teheran der C o n n a i s s a n c e  d e s  T e m p s  f u r  
1892  entliehen. 

Dass es auch in Marokko gegenwiirtig mit der Pflege der Astronomie . 
tibel aussieht, wie Herr Delphin mittheilt, liess sich ermarten, obwohl we- 
nigstens der Sultan über Sextanten, Theodolitheri und ein parallactisch 
montirtes Dollond'sches Fernrohr - aber anscheinend, ohne jegliche Nutz- 
niessung - verfügt. Uebersetzungen europaischer astronomischer Werke 
existiren weder dort, noch i n  Algier; man gebraucht noch alte Manuscripte, 
von denen mehrere angeftihrt werden.I7) In der europaischen Türkei da- 
gegen wird allmslig wissenschaftlicher Sinn irnmcr reger; so z. B. erschien 
vor ungefihr 17, Jahren i n  Konstantinopel - wohl zu Schulzwecken - 
ein Lehrbuch der Astronomie (4 a) von Mobtafa Hilm1 Efendi, 

Schiffslieutenant und Tiehrer der Astronomie und  Navigation.'') 
Den Hauptinhalt des Delphin'schen Aufsatzes bildet die Beschreibung 

eines, fur die Polhohe von 33' angefertigten und bekannten Zwecken die- 
nenden, marokkanischen Astrolabiums aus dtim Jahre  1783 (oder dem Ende 
von 1782). E s  besteht aus einer kupfernen Schcibe, von 2 2  cm Durch- 
messer und 3 mm Dicke, u m  deren Mittelpunkt sich eine Alhidade drehen 
lasst, welche 2 Diopter mit sühwach conischen Loohern tragt. Der Appa- 
r a t  wird frei in der Hand gehalten, und zwar mit Hiilfe einer doppelten 
Bufhangnng, eines Ringes und Bügels namlich; unterhalb des letzteren ist 
das Meta11 soweit ausgehtihlt, um eine kleine Bussole aufnehmen zu konnen. 
Fast  alle Aufschriften sind in kufischen Charakteren und nur drei in sogen. 
Magreb-Ruchstaben gravirt. - 

Derselbe Band des J o u r n a l  a s i a t i q u e ,  aus dem ich das Vorstehende 
zum Theil ausgehobon habe, enthiilt eine, ftir den Historiker ungleich in- 
teressantere- Publication des Herrn B a r  o n  C a r r a  d e V a u x ,  die Derselbe 
N o t i c e  s u r  d e u x  m a n u s c r i t s  a r a b e s  tiberschrieben hat. Wenn ich 
mir ,  ohne Philologe zu sein, erlaiiben darf, darüber im Allgemeinen zu 

17) Sehr nützlich zum Kachschlagen geographischer und historiacher Schriften 
des Morgenlandes überhaupt ist das, 244 Tite1 enthaltende Buch von F r a e h n :  
I n d i c a t i o n s  b i b l i o g r a p h i q u e s  relatives pour la plupart à la littérature hi- 
storico-géographique des Arabes, des Persans et des Turcs, spécialement destinéea 
à nos employés et voyageurs en Asie. St. Pétersbourg, 1845. Gr. 8O. Fran- 
zosisch und russisch. 

18) Vielleicht geschieht es am passenden Orte, wenn ich hicr auf cine, kürz- 
lich erschienene, umfaugreiche Schrift über Tibet aufmerkaam mache; es ist die 
von W. W o o d v i l l e  R o c k h i l l :  T i b e t .  . A Geographical, Ethnographical and 
Historical Sketch derived from Chinese Sources. (The J o u r n a l  of t h e  Royal  
A s i a t i c  S o c i e t y  of Great Rritain D Ireland. Piiblished by the society. Band 
XXIII. London, 1891. Gr. SO.) 
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urtheilen, so muss ich sagen: ein hescheidener Tite1 flir eine hochst mtihe- 

volle Arbeit, deren Ergebnisse 35 Seiten ftillen! 

Zuerst wird eine arabische Behandlung der Q U L ~ X ~  des Theodosius 
besprochen, die sich in einem Manuscript vorfindet, dessen anscheinend aus 
dem 1 6 .  J a h r h u d e r t  starmuende Copie die Natiorialbibliothek zu Paris be- 

sitzt. Das Original, eine Arboit des &,i+JI >dl ,?I &At &su 

Nuhy? Edd'ln Abfi &kr Alrnagreb~, geh6rt dem Jahre 1500 an. Die Copie 
ist zusamrnengebunden mit einer Abhandlung über Wasseruhren, die von 
Archimedes herrühren soll, mit einem Tractat tiber den ,,vollkommenen 

ZirkelLL, den W O e p c k  e übersetzt, '7 und der mir selbst vorgelegen hat, 
sowie mi t  verschiedenen Bruchstücken von unfergeordneter Wichtigkeit. 
Das Ganze muss b6se aussehen, d. h. mit einer unglaublichen Sorglosigkeit 
gesührieben sein, so dass die Entzifferung dos Textes und der beigegebenen 
Figuren wohl nicht geringe Schwierigkeiten bereitet haben mag. 

Hier  wird mich das, von den mTasseruhren handelnde Xanuscript, 
dessen Verfasser sich leidor niçht gcnannt ha t ,  allein besch&ftigen. Die 
Zueignung dieser Schrift anlangend, fragt Herr  C. de V.: ,,Beweist dieselbe, 

dass es eine Ueberlieferung gab,  der zu Folge man die Erfindung oder 
Vervollkommnung der Wasseruhren auf Archimedes zurückftihren muss, 
oder ist sie nichts weiter als die abgedroschene List eines Auctors, der 
sich Leser verschaffen wollte?" ,,Ohne ZweifelLL - meint Herr  C. de V. 
- ,,ist die zweite Hypothese die wahrscheinlichere." Freilich citirt das 

LLCsjl pJ!,i WW (Buch der Goschichten der Weisen), unter den 

19) T r o i s  t r a i t é s  a r a b e s  s u r  l e  c o m p a s  p a r f a i t ,  publiés et  traduits 
par F r a n  p oia W oepcke.  (Notices et Extraits des manuscrits de la bibliothèque 
nationale et autres bibliothèques, publiés par l'Institut national de France, fai- 
sant suite aux Notices et Extraits lus au comité Btabli dans l'Académie des in- 
scriptions et belles-lettres. Tome vingt-deuxihme. Paris, MDCCCLXXIV. Gr. 4'.) 

Unter dem ,,vollkommenen zirkeli6 (?klI Jb'911) ist ein Infitrument EU 

.versteheu, mit Hülfe dessen man alle Kegelschnitte beschreiben kann. - Das 
crate Manuecript ist von dem, in der 2. Eialfte des 12. Jahrhunderts lebenden 
Mathematiker , ~ W A = J . ) ~  -,a verfasst und war für die Bibliothek des 

Sultan Salâh ad-dîn (&.d! zh) bestimmt. Das zweite ist ein Werk des Abî 

Sehl Liign ben Ustem al-Kûhî (y+! ,+A-> & @2 &- dl), der am 
Ende des 10. Jahrhunderts eine sehr hohe Stelle am Hofe des Adad ad-daula, 
des Bujiden, eingenommen und im Jahre 378 d. H. zu Bagdad das Sommer- und 
Winter-Solstitium beobacht~t haben soll. Der Verfasser des Dritten endlich lebte 
gleichfalls in der zwciten Bilfte des 10. Jahrhunderts, gab aber nur einen Aus- 
m g  aus der Abhandlung eines Anderen über Beschreibung der Kegelschnitte. 
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Werken des Archimedes ( f l~+ .&i  l ) ,  ein dl GL-fl u% ukLw +k L5 
d b  dawL &y, Buch der Wassemhren, von dcnen Kugcln hérab- 

fallen. 

Runmehr reproducire ich, nach der Uebersetzung des Herrn Heraus- 
gebers, wfirtlich die Reschreibung einer Wassemhr, deren sich vermuthlich 
die Astronomen bedient haben: 

,,Der letzte Paragraph cndlich ist dor Reschreibung eines, )LU tagjr  

genannten Instrumentes gewidmet, namlich der einer Wasseruhr, deren 
Construction eine, von der gewohnlichen etwas abweichende ist. Bei letzterer 
entstromt das Wasser mit gleichformiger Geschwindigkeit einem Gefasse, 
dessen Inhalt stets auf unveranderlichem Niveau erhalten wird; beim tagâr 
dagegen findet kein Wasserzufluss s tat t  , sondern eine , zu diesem Zwecke 
angebrachte Theilung lasst stets erkennen, welches Zeitmoment der augeri- 
blicklichen MTasserhohe entspricht. Der  ganze Apparat besteht im Wesent- 
lichen aus einem Gefisse von Umdrehungsoberfl%che, das im Innern ein 
Ansatzrohr mit ongem Mundloch, zum Ablaufen des Wassers, enthalt. Auf 
der Innenwand dieses Gefisses sind, in  der Mitte des Rohres zusammen- 
laufende Linien 'des st%rksten Gofillos gezogcn und dazu bestimmt, die 
Theilung zu tragen. Letztere richtet siéh danach, ob man nach gleichen 
Stunden (die Zeit von einem Sonnenaufgang bis zurn andern i n  24 Stunden 
eingetheilt) rechnen will, oder nach den 1 2  Stunden zwischen Sonnenauf- 
und -Untergang. Im ersteren Falle bringt man am Rande des tagiir einen 
kreisfiirmigen, in 4 gleiche Theile eingetheilten Lirnbus an. [Man las& 
den t. in einen kreisf6rmigen Rand auslaufen.] Der gerneinsame Schuitt- 
punkt der, von diesen Theilpunkten aus gezogmen Linien [der Meridian- 
curven, wenn ich richtig verstehe] bestimmt auf dem Grunde des Gefasses 
das Centrum des dnsatzrohres. Hat  man nun auf astronomischem Wege 
ermittelt, wann eine Stunde abgelaufen ist,  so bezeichnet man auf ihnen 

die entsprochende Wasserhohe. Die Dimonsionen des Mundloches müssen 
so gewahlt sein, dass die Zeit eines totalen Wasserablaufes zum mindesten 
der des langsten Tages an dern Orte gleichkommt, wo der Apparat auf- 
gestellt ist. Folglich wird das Mundloch immer kleiner, resp. der Inhalt 
des Gefisses immer grosser werden müssen, je niiher der Beobachtungsort 
dem Erdpol liegt. Sind die nothigen Versuche beendet, so fixirt man die 
definitive Theilung durch silherne Sterne. 

Weit  complicirter wird die Construction, wenn man sich der  ungleichen 
Stiinden bedienen will, d. h. wenn man die Zeit von Sonnenaufgang bis 
Sonnenuntergang in 1 2  Stunden eintheilt. Dann muss man zunachst einen 
vollstindigen Zodiakus auf dem Rande .des ta@ verzeichnen und jeden 
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der 1 2  Sectoren in 5 gleiche Theile eintheilen. Von den 12 Haupttheil- 
punkten ziehe man Linien bis auf den Grund des Gofssses herab. Hier, 
wie im voraufgehenden Falle, kann der tagâr nur für eine bestimmte Pol- 
h6he eingerichtet werden. Auf jeder der soeben angeftihrten 1 2  Linien 
bernerke man nun die Htihe des Wasserstandes, nachdem eine Stunde des 
Tages verflossen ist, an dem sich die Sonne in dem betreffenden Zeichen 
befand und unter der gegebenen Polhohe beobachtet wurde; die Astronomie 
liefert dazu das Bülfsmittel. IIierauf zieht man mit dem Zirkel Kreis- 
bogen, welche je zwci aufeinandcrfolgendc der so erhaltenen Punkte ver- 
binden, so zwar, dass jeder solcher Kreisbogen durch den Theilpunkt (die 
Xarke) des Widders hindurchgeht. Xbenso verfàhrt man für die übrigen 
ungleichen Stunden. Auf den Linien des Widders und der Wage wird 
die Eintheilung in ungleiche Stunden mit der in gleiche zusammenfallen, 
weil wiihrend des Durchganges der Sonne dnrch diese Zeichen die Stunden 
des Tages und der Nacht einander gleich sind. Die krummen Linien der 
ungleichon Stunden, welche die aufeinanderfolgenden Bogen bilden, lasse 
man nicht in die Zeichen selbst hineinreichen; die silbernen Sterne be- 
festige man auf den, ihnen entsprechenden Theilpunkten, und gebe ihnen, 
so zu sagen, eine bevorzugte Stellung. Eine, um ihren tiefsten Piinkt, als 
Nittelpunkt, drehbare -4rt von Alhidade, im Inuern des Geîisses und sich 
dessen Form anschmiegend, kann man, nach Belieben, auf irgend einen 
Punkt des getheilten Limbus einstellen; ihr Durchschnitt mit den krummen 
Linien der ungleichen Stundcn liefort dann eine gonaue Theilung für joden 
Tag des JahresiL. - Damit endet die Handschrift. 

Bei den ungleichen Stunden kommt also die Anleitung darauf hinaus, 
dio oinzelnen Niroaucurven (wie man vielleicht nicht unpassond sagen 
kann) als Einhüilende einer Schaar von Kreisen, die e i n e n  Punkt gemein- 
schaftlich haben, genauer zu bestimmen. So zu verfahren, mag die Praxis 
gelehrt haben; wenig bequem war es aber jedenfalls, auf einer Rotations- 
flache mit dem Zirkel zu operiren. Denkt man sich, das Gefass habe die 
Form eines Rota.tions-Cylinders besessen, und dessen Xantelflache soi in 
eine Ebene aufgerollt, so kann die Theilung etwa so ausgesehen haben, 
wie ich sie, für 3 Stunden, in der beigehefteten Figurentafel entworfen 
habe. Die zaeite Figur, die Umhüllungscurve eines Kreises darstellend, 
dient als einfaches und anschauliühes Beispiel von graphischer Bestimmung 
einar Curvenform mit Htilfe von Kreisen, die sich in e i n e m  Punkte 
schneiden. 

Wie tiberall, so heissen auüh in dern von Herrn C. de V. nntersuchten 
Manuscript die 24 gleichen Stunden u L ~ ~ ~ I  ukUI, die 12 ungleichen 
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oder krummen d+LjJl ULM! oder w k j J I  ukUI. Die Alhi- 

dade (a;l&j) ha t  hier die Meridianform des Gefasses; das Ansatzrohr 
. C I  ,- C , L I  

heisst ~3. Unter den ü?Lii (Plural von sind Kupferkugeln zu 

verstehen, die, Stunde für  Stunde und eine nach der andern, von Wasser- 
uhren herabfallen; wie ich aus dem Worterbuch ersehe, bezeichnet man 
jetzt Gewehr- oder Pistolenkugeln damit. 

Ganz vortreffliche Nachricliten iiber mancherlei Astronomisches bei 
den Muhammedanern ertheilt ein, zwar schon vor vielen Jahren geschrie- 
bener, keineswegs aber veralteter Aufsatz von B e i g c l ,  dessen offentlich 
zu gedenken, ich mir,  seit ich ihn kenne, vorgenommen habe. Sein Tite1 
lautet:  , , V e r s u c h  ü b e r  e i n e  b i s  j e t z t  n o ü h  n i c h t  e r k l a r t e  S t e l l e  
i n  A b u l f e d a ' s  B e s c h r e i b u n g  v o n  A e g y p t e n ,  u n t e r  d e m  A r t i k e l  
F o s  t a t ;  nebst Bemerkungen über die Gnornonik der Araber." 'O) 

Zur Kenntniss rein mathematischer, sowie astronomischer Rezeichnungen 

und Kunstausdrücke der Araber liefern die Schriften von N e s s  e l m  a n  n ,  
W o e p c k e ,  D o  r n  und S c h j  e l l e r u p  gleichfalls sehr schatzenswerthe Rei- 
t rage;  namentlich dern Ersten kann man ffir seine Ausqabe der , ,E ssenz  
d e r  R , e c h e n k n n s t  d e s  R e h â - e d d s n L L  (. 2cLIIcL4+ isî ;& +L,su'l hSI; Lr 
&Mi U+..cdl LSW, wahrscheinlich im 17. Jahrhundert lebend), 

die dieser ausgezeichnetc Golehrto mit  ciner Xenge wichtiger Noten be- 
gleitet hat,  nur  dankbar sein. 

A n h a n g .  

Solange telegraphische Bestimmungen der geographischen Lange zweier 
Punkte auf der Erdoberflache noch nicht bekannt waren, boten die aus 
Mondculminationen und Sternbedeckungen das vorzüglici-iste Nittel hierzu, 
das auch heute noch in Landern, wo jene nicht ausführbar sind, zur An- 
wendung kommt. 1st  jedoch die Lange eines Ortes genau festgelegt, so 
gewahren die Beobachtungen von Sternbedeckungen noch iiberdiess den 
grossen Vortheil, dass sie, wenigstens vom theoretischen Gesichtspunkte 
aus betrachtet, eine sehr goschztzte contrôle der Mondtafcln gestatten; 
und hierbei sind wieder die Durchgange des 'nondes durch die Gruppe der 

Plejaden von ganz besonders horvorragender Bedeutung, die noch durch 
- --- 

20) F u n d g r u b e n  d e s  O r i e n t s ,  bearbeitet diirch eine Gesellachaft von 
Liebhabern. Auf Veranstaltung des Herrn Gra,fen Wenceslaus Rzewusky. Erater 
Band. Wien, 1809. Folio. 
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das Hinzutreten des günstigen Umstandos, dass sich die Durchgange stidlich 
von einigen Sternen und nordlich von den anderen ereignen, und innerhalb 

deren die Pehler der Mondtafeln fast constant bleiben, erhoht wird. 
Diese Vortheile kihnen aber leider dadurch ganz aufgehoben werden 

- ich selbst weiss es, dass sie einige Male thatsachlich als illusorische 
angesehen werden musstpn - dass, bei dem gogonwiirtigen Stande unserer 
Mondtheorie, ein ganz ausserordentlich hoher Grad von Genauigkeit (der, 
nach der Sachlage, auch einem geübten Beobachter durchaus nicht inimer 
zu erreichen sein wird) dazu gehort, urn au8 Beobachtungen von Stern- 

bedeckungen Vertrauen erweckende Aufschlüsse über die Fehler moderner 
Mondtafeln erwarten zu dürfen. Da ich nun meine Ueberzeugung doch 
einmal ausgesprochen habe, so sehe ich nicht ein, wesshalb ich sie nicht 
auch durch Anführung eines Beispieles gewissennaassen erharten sollte, 
das ich, zur Verrneidung von Irrthümern , wiederholt durchgerechnet liabe. 
Die Anregung zu diesem Excurs, die ich zur Erklarung seines etwas un- 
motivirten Erscheinens nicht unterdrticken will, gaben mir mehrere Liingen- 

bertimmungen, die seinerzeit T r i e  s n  e c k e r  aus Sternbedeckungen abgeleitet 
und 1. c. veroffentlicht hat. 

Am 7. Januar 1876 wurden zu Strassburg i. E. nachstehende Nomente 
der Redeckungen einiger Sterne der Plejadengruppe durch den Mond er- 
hdten : 

Stern und 
beobachtetes Moment. 

-- 

Anonyma 23. Eintritt, 
9 ,  19. ,, 
,t 25. ,, 
3 ,  22. ,, 
il 13. ,, 

26 S Plejadum. ,, 
Anonyma 30. ,, 
27 f Atlas. 9 ,  

28 h Plejone. ,, 
Anonyma 40. ,, 
28 h Plejone. Austritt. 
27 f Atlas. I I 

Sternzeit Strassburg i. E. 
1876 Januar 7. 1 Von Winneoke 

Winneike .  Schur. 

Die erste Beobachtung ist als ,,unsicher" bezeichnet. 

Hartwig.  1 1  angenommen. 
j-= 

- - - 1 p F K 2 0  
- 
- 

54'. 5  
- 

1 1 . 2  

2 9 .  1 

3 3 . 2  
- 
- l 
- 

8  5 2 . 7 0  

10 5 1 . 2 0  
20 5 4 . 6 0  
31 3 0 . 1 0  
54 12 .10  

3 2  5 2 . 0 0  

13 2 9 . 0 5  
25 3 3 . 2 0  

56 27 .70  
4 16 3 4 . 6 0  

18 4 5 .  60 
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Zur II. Tabelle ist  zu bemerken, dass die mittleren Sternorter nach 
B e s s e l  angesetzt sind, und dass die Eigene Bewegung das Mittel aus 
s%umtlichen, im Bessel'schen Ver~eichnisse vorkommenden Angaben, d. h. 
fur jeden Stern in  je ciner Coordinate cine und dieselbe Zahl is t ,  somit 
eine gleichmassige Verschiebung des ganzen Systems zum Ausdrucke gelangt. 

Bei der Berechnung habe ich weder, was die vollst%ndigen Beobaüh- 
tungen von Atlas und Plejone betrifft, verschiedene Gewichte eingeführt, 
wie sie H a n s e n  den durclilaufenen Sehnen proportional annimmt, noch 
überhaupt den Einfliiss der Strahlenbreühung berücksichtigt, welch' letzterer 
xwar auch von Hansen nachgewiesen ist, aber, nach Eessel's Untersuchungen, 
in dem Falle, dass das Gestirn nicht nahe am Horizont steht,  unmerk- 
lich wird. 

Die Auflosung s%mmtlicher 12 Bedingungsgleichungen liefert Werthe, 
denen man augenscheinlich eine reelle Bedeutung nicht beilegen kann, d a  
hierauf die Unsicherheit der Austrittsbeobachtungen zu nachtheilig einge- 
wirkt hat. Werden die Austritte weggelassen, also nur  1 0  Gleichungen 
behandelt, so ergeben sich als Fehler der Mondtafeln 

Au = - 5". 83 5 2".03, d d  = + lV.00 -k - 1".56, 

Ar = - 6".32 + 2".02. 

Die übrig bleibenden Fehler betragen 

III. 

+ 0". 75 bei Anonyma 23. 
+ 0 - 1 4  11 ,, 19. 

l m  ersten Theile dieses letzten Abschnittes, den ich vielleicht mit 
einigem Rechte hatte P a r  e r g  a. e t  P a r a , l i p  o m e n a  betiteln ktinnen, wird 
der Leser ein Paar  Notizen finden, die ich, zur Vervollstandigung des im 
Vorangohendon Besprochcnon einerseits und zur Beantwortung einer frtilicr 

+ 1". 64 bei 26 S Plejaduui. 
- 2 .49  ,, Anonyma 30. 

von mir aufgeworfenen Frage andererseits, nicht glaubte unterdrücken zu 
dürfon. Der  zweite Theil enthslt  einige Literaturangaben, deren - nach 
meinem Dafürhalten - grtisseren oder geringeren Nutzen f ü r  die Geschichte 

- 1 . 1 0  ,, ,, 25. - 0 .19  ,, 27  f Atlas. 
-- 0 . 1 4  ,, , 22 .  1 O .  O0 ,, 28 h Plejone. 

- 0 . 1 6  ,, ,, 13. + 1 . 2 6  ,, Anonyma 40. 

der Astronomie ich xuweilen durch Hinzuftigung von Excerpten oder Apho- 
rismen unterscheidend hervorgehoben habe. Hierin auch rein Philologisches, 
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allerdings unter Beschrankung aluf das kleinste zulassige Maass, berührt 

und nicht, wie es sich eigentlich gebtihrt, ,,aus Riicksicht auf die meisten 
TAeserLL ganz beiseite gelassen zii haben - lauft freilich engherziger tra- 

ditioneller, aber zum Gluck immer mehr im Schwinden begriffe~er Auf- 

fassung zuwider, die bei Arbeiten auf Grcnzgobiotcm swischen Mathematik 
und Philologie beide Wissenschaften Zngstlich auseinander zu halten sucht, 

statt  nach Kraften dahin zu streben, dass sie sich gegenseitig die Hand 
reichen. was A b e l - R B m u s a t  in der Einleitung (S. 13) zu seinem clas- 
sischen Werke über die tartarischen Sprachen2') sagt  

- I l  m'a paru qu'en aucun cas, nous ne pouvions juger une nation, 

critiquer ses traditions, rechercher son histoire, si nouB ne savious 
sa langue, ou si d'autres ne lla.voient sue avant nous. - 

unterschreibe ich, als waren es meine eigenen Worte, und willig nehme 

ich die oft recht mtihseligen Consequenzen daraus mit in  den Kauf. 

1. 
Zunachst m6chte ich zu dem im zweiten Abschnitte beklagten Mange1 

an guten Ortsbestimmungen im Morgenlande erglinzend und berichtigend 
bemerken, daçs es in  dieser Hinsicht, wenigstens was einen Theil desselben 

betrifft, doch ein wenig bosser aussieht, als ich dort angegeben habe. Seit 
etwa 40 Jahren besitzen wir nlimlich ein (wohl zum grossten Theil in die 

C o n n a i s s a n c e  d e s  T e m p s  f t i r  1892  übergegangenes) Verzeiühniss von 
8 3  Oertern des persischen Reiches, die durch Reobachtnngen so festgelegt 

sind, dass sie jedenfalls ftir kartographische Zwecke, denen ja  vor Allem 
eine genügende Unterlage geschaffen werden musste, als sehr brauchbare 

Fixpunkte zu bezeichnen sind. wir verdanken sie dem (damaligen) russi- 
 ohe en Hauptmann L e m m Z 2 ) ,  der in den Jahren 1 8 3 8  und 1 8 3 9  wahrend 

einer dreizehnmonatlichen Reise (diplomatischen Mission) 1 2 9  geographische 
Positionen im europaischen Russland, russischon Transkauknsion und in 
Persien bestimmte. Mit sich führte e r  ein tragbares Ertel'sches Durchgangs- 

Instrument, oinen Prismenkreis (alterer Construction) von Stoinheil, vicr 

21) A b e l - R é m u s a t ,  R e c h e r c h e s  s u r  l e s  L a n g u e s  T a r t a r e s ,  ou me- 
moires sur différens points de la grammaire et  de la litte'rature des Nandchous, 
des Mongols, des Ouigours et  des Tibetains. Tome le'. Paris, 1820; 4 O .  

22) O t t o  S t r u v e ,  Résultats g6ogrrtphiques du voyage en Perse, fait par le  
capitaine Lemm en 1838 et 1839. (Mémoires de 11Acad6mie impériale des sciences 
de Saint-Pétersbourg. Sixième sine. Sciences mathématiques et physiques. 
'Tome V. St.-PBtersbourg, 1853; gr. 4 O . )  
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Taschen-Chronometer von Brockhanks, Barraml und Arnold, zwei Barometer, 
zwei Therinometer, einen ktinstlichen ITorizont und endlich einen Wege- 
messer oder Schrittzahler. Zur Bestimmung der Polhohe (aus Circum- 
meridianhohen der Sonne, aus den Hohen des Polarsternes oder anderer 
heller Sterne) bediente e r  sich durchweg des Prismenkreises; konrite e r  
aber irgendwo langeren Aufenthalt nehmen, wie in  Tehran, Meschhed, 
Tauris (Tabris) und Tiflis, so traten hierzu auch Beobachtungen irn Ersten 
Vertical mit Hiilfe des Durchgangs-Instrumentes. Die Zeitbcstimmungon 
beruhen im Allgemeineil auf Sonnen- und Sternhohen, oftmals auch auf 
correspondirenden Sonnenhohen, beobachtet mit dem Prismenkreis. Die 
Langen sind zumeist aus Chronometer-Uebertragungen, und nur die von 

Tehran und Meschhed aus Mond-C~ilminationen erhalten werden; zu fast 
allen der letzteren fand Otto Struve correspondirende Beobachtungen, die 
auf festen Observatorien angestellt waren. Der Genauigkeitsgrad der Re- 
sultate entspricht beinahe überall demjenigen, den man erwarten durfte, 
und wirft ein vortheilhaftes Licht auf die Sorgfalt und Energie des ausser- 
ordentlich fleissigen Beobachters. HBtte ihn doüh seine Reisedisposition zu 

, dem einen oder andern Orte geleitet, dessen Neubestimmung mir als be- 
sonders wünschenswerth erschien! 

Wciter handelt es sich u m  eine von I b n  J i l n i s  im Jahre 1007 zu 
Eairo beobachtete Conjunction von Jupi ter  und haturn, die, der Theorie 
nach, sich am 31. October (btirgerl.) des genannten Jahres ereignet haben 
müsste, wiihrend alle Daten des arabischen Manuscriptes, in welchem diese 
Beobachtung angeführt ist ,  und das uns seit langer Zeit von C a u s s i n  
im Urtext und in der Uebersetxung vorliegt, übereinstimmend hierfür den 
7. November ergeben. Eine Erklarung dieser merkwürdigen Discrepanz 
vermochte ich ebenso wenig in  meiner letzten Publicationz3) zu liefcrn, als 
ich jetzt d a m  im Stande bin. Allerdings ist  spater, und zwar von be- 
rufenster Seite, gerügt worden, dass Caussin hin und wieder kleine, tibrigens 
ziemlich unschadliche Versehen begegnet sind. Derlei kann aber, da Caussin 
kein Astronom war, am Ende nicht Wunder nehmen und bei billiger Kritik 
einer so verdienstvollen Arbeit nicht schwer in's Gewicht fallen. Im vor- 
liegenden Palle ist  jedoch die Moglichkeit einer falschen Auffassung voll- 
standig ausgeschlossen, denn der arabische Text duldet keine andere Leber- 
setzung als die Caussin'sche. So blieb also nichts Anderes tibrig, als die 
Theorie, resp. die Tafelwerke zu befragen, und diese Untersuchung hat, 

23) , , E h  Beispiel zum Theodor von Oppolzer'schen ,,Kanon der Finsternisse", 
(Laipzig, 1888; gr. 4O.)" 
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wie ich vor Kurzem fand, B u r c k h a r d t z 4 )  schon vor 93 Jahren ausge- 
führt. E r  schreibt zum Schluss, dass die Safeln für 1007 October 30 
15h geben: 

Geocentrische Lange des Saturn 162' 9' 47" 

3 7  ,, ;, Jupiter 162 1 13 
11 Breite ,, Saturn 1 54 11 nordlich. 

71 ,, ,, Jupiter 1 7 1 7  ,, 
In  Aequator-Coordinaten umgesetzt, folgt hieraus: 

1007 October 30, 15= zu Paris. 

a. 6. 
Jupiter 10h 55" 28'. 5 + 8' 7' 32" 

Saturn 1 0  57 13.5 $. 8 4 7  32. 

Das, was jetzt noch Interesse bieten konnte, ware etwa: xu wissen, von 
Wem eine solche vorsiitzliche, mit Ueberlegung vorgenommene Textver- 
falschung wohl herrtihren mag? Den wackern Ibn Jfinis trifft sicher keine 

Schuld. 

A b e l - R é m u s a t ,  Recherches sur les Langues Tartares. 

S. 25: . . . . . . . d'un traité d'astronomie en langue Mongole, qui est 
le seul ouvrage de cette langue que nous possédions en France. C'est la 

colonue la plus neuve et la plus importante du vocabulaire comparatif; 
car cet idiotne celabre n'&toit encore connu que par de mauvaises listes 
de mots donn0es par Witsen, Strahlemberg et Pallas, où les mots sont 
dépourvus de caractères originaux, e t  dbfigurés par des prononciations pro- 
vi'nciales ou par des transcriptions fautives. Ich glaube, er hat damit das- 
selbo Werk gomoint, das friihcr von ihm im dritten Bande der , ,Fundpben  
des Orients (Wien, 1813)LL ausführlich behandelt worden ist, und zwar 
unter dcm Titcl: U r a n o g r a p h i a  Mongo l i ca  sive Nomenclatura Sidorum, 
quae ab Astronomis Mongolis agnoscuntur e t  describuntur. (Excerptum 
cx oporo, Mongolica lingua conscripto, quod in Bibl. Imp. Paris. conservatur.) 
- Sodann sei noch auf das 6. Capitel, ,,Vom Osttürkischen, gewohnlich 
Uïgurisch gonannten", vervi-iosen. 

24) Allgemeine Geographische  Ephemeriden.  Verfasaet von einer 
Gesellschaft Gelehrten und herausgegeben von F. von Z a c  h. Dritter Band. 
Weimar, 1799; Bo. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Th. H e n r  i M a r t i n ,  Sur  des instruments d'optique faussement attri- 
bués aux anciens par quelques savants modernes. (Bullettino di bibliografia 

e di storia delle scienze matematiche e fisiche. Tome IV .  1871.) Roue ,  
1871;  gr. 4". Eine sehr dankenswerthe kritisçhe Untersuchung, der die 
weiteste Verbreitung zu wünschen ware, damit sich nicht so manche irrige 
Tradition ,,wie eino ewigo Krankheit" fortpflmzt. 

L. Am. S é d i l l o  t ,  Sur  les emprunts que nous avons faits à l a  science 
arabe e t  en particulier de l a  dbterniination de la troisikme iuégalitb lunaire 
ou variation pa,r Aboul-Wéfd, de Bagdad, astronome du Xe s iMe.  (Eben- 
daselbst, 8. Band.) Rome, 1875.  Nach einer geschichtlichen Einleitung 
folgen, begleitet von einer Legion von Citaten, bittere Klagen, die man 
wohl begreiflich finden kann, und endlich Urtext und Uebersetziing des 
X. Capitels aus dem Alinagest des Abû'l Wefi ,  namliüh des Traütates von 
der dritten Mond-Ungleichheit (al3l_riLi! u L  I + l Mohadât). Frei- 

lich, wem das noch nicht genügt, dem ist nicht zu helfen! 

W. S c h o t t ,  Z u r  C i g u r e n f r a g e .  2 Abtheilungen. (Aus den Ab- 
handlungen der Konigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1 8 7 3  und 
1875. Abhandlungen der philosophisch-historisch Classe.) Berlin, 1 8 7 4  
und 1 875  ; gr. 4'. 25) 

Den Namen Igûr  oder >,A+! U i i û r  (iihnlich wie ihn die Chinesen 

-g &# 1-ngu4u oder Ji! Ui-ngu-orh, d. h. bald mit il 

bald mit ni, schreiben, so dass die Aussprache der ersten Sylbe, wie S c h o t t  
vermuthet, geschwankt haben m u s )  führt ein tiirkischer Volksstamm IIoch- 
asiens, dessen ursprüngliche Heimath das heutige chinesiche oder Ost-Tur- 
kestan war, speciell die Gegend, in der die Stadte Turfan und Ch%-mj; 
(das ttirkische Cliamyl oder Charnul) gelegen sind, letzteres a n  der Ost- 

25) Die Veranlaosung, mich eingehend mit dieser alttürkischen Vdkerwhaft 
zu beschaftigen, ist in  erster Linie auf das Stiidiurn zweier akademiacher Abhand- 
lungen von I d e l e r  (,,Deber die Zeitrechnung von Chat2 und Igûr" und ,,Ueber 
die Zeitrechnnng der Chinesen", 1832 und 1839), deren Inhd t  ich in Fachkreisen 
als bekannt voraussetze, zu~ckzuführen;  hieran reihte sich dan der beiden fol- 
genden Werke : 
Jul i i is  K l a p r o t h ,  A b h a n d l u n g  ü b e r  d i e  S p r a c h e  u n d  S c h r i f t  d e r  Ui -  

guren .  Nebst einem W6rterverzeichnisse und anderen ui- 
gurischen Sprachproben aus dem Kaiserlichen Uebersetzungs- 
hofe zu Peking. Paris, 1820; Folio. 

D e r s e l h e ,  T a b l e a u x  h i s t o r i q u e s  de  l 'As ie ,  depuis la monarchie de 
Cyrus jusqn' à nos jours. Paris, 1824. Text in 4" und Atlas 
von 25 Karten in Folio. 

Abh. zur (:esch. der Mathem. VI. 8 
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grenze des chinesischen Turkestan. Persische, ttirkische und chinesische 
Verzeichner asiatischer Begebenheiten berichten von demselben, dass sein 
Land mehrere Male zur nordwestlichen Provinz China's geschlagen wurde, 
was die theilweise Aneignung chinesischer Sprache, Literatur und Sitten 
von Seite der einverleibten tiirkisch-tartarischen Bevülkerung zur Folge 
hatte. Der osttürkische Sultan Ab.û1l - gaz1 ju Lj. J 4 djM! l ,  gest. 

1644) in dem von ihm verfassten ,,Stammbaum der Türken (&> r ~ ~ ) L L  
* 

und der Perser RaSid-eddîn ('&dl MI, gest. 1318) in seinem ,,Sarnmler 

der Geschichten ( ~ 1 1 + 1  verlegen die Ursitze der Ujguren viol 

weiter nach Nordosteu, etwa in das Gebiet zwischen dem slidlicheu Laufe 
der Sdengga und der Stadt Urga, odar direct an die Statte des alten 
mongolischen Hoflagers Karakorüm; gegenwiirtig sollen sie noch im west- 
lichen Turkestan, so in den Chanatcn von Chiwa und Buchara, vor- 
kommen. 

Zu ihrem Namen bemerkt S c h o t t ,  dass die ihm begogneten Formen 
desselben ,,mit ui, i und ju beginnen. Das schliessende r wird von den 
Chinesen durch ihr zwitterhaftes orh (urh, rh), oder durch die Sylbe lu, 
deren vocalischer Auslaut abzurechnen, ausgedrtickt, auch vdl ig  unterdrtickt, 
und einmal ist stigar von dem gauzen Namm nur der erste Vocal ge- 
hliehen." - Etwas vorher wird mitgetheilt: ,,Grosser politischer Bedeutung 
im thatigen Sinne des Wortes hat das Uigurenvolk kaum jemals sich er- 
freut. Der TTmstand, dass syrische Verkünder des Christenthums weiland 
(im 7. Jahrhundert?) mit vorübergehendem Erfolg unter ihnen predigten 
und einc somitische Buchstabenschrift ihrer Sprache anpassten, verschaffte 
ihnen in  Europa einige Beachtung, die um vieles erh6ht ward, als endlich 
mehrere, in jener Schrift geschriebene, osttürkische Geisteswerke, eines aus 
dem 11. Jahrhundert u. Z.! unter uns auftauchten.lL Im 11. Jahrhundert 
waren die Uiguren noch, wenigstens der groçsen Mehrheit nach, buddha- 
glaubig. 

Cingiz-gân (uli JXAiSi) führte die uigurische Sührift und Sprache 

bei seinen Mongolen ein; sein Enkel, Chubilai, hefahl einem Oberpriester, 
die %Item uigurische Schrift zu verwerfen und e h e  Auswahl Buchstaben 
der tibetischen Quadratschrift den mongolischen Lauten anzupassen, hatte 
aber damit eine Reuerung geschan'en, die, weil zu unbeyuem, nicht lebens- 
fahig war. 

J. K I  ap  r O t h ,  dem zwar S c h o t t  eine Menge der bedenklichsten Fehlor 
nachweist, darin aber, wie wohl die Meisten, mit ihm übereinstimmt, dass 
die uigurische Schrift aus den syrischen Buchstaben, mit denen sie einzelne 
Aehnlichkeiten hat, hervorgegaugen ist und auch vollkommen mit den Formen 
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und S y l b e n v e r b i n d ~ n ~ e n  des sabaischen Alphabets harmonirt 26) - sagt : 

,,Das uigurische Alphabet ist  die Quallc der jetzt in  Mittelasien gebriiuch- 

lichen mongolischen und mandschuischen Schrift und dient noch jetzt den 
türkisühen Bewohnern der kleinen Buüharei, neben dem Arabischen, um 
ihre Muttersprache zu schreiben." Hiergegen wendet sich in neuester Zeit 
Pr .  M ü l l e r z 7 )  in  einer prüf'enderi Untersuchung, deren schliessliche Er -  

gebnisse er in  folgende Worte  zusammenfasst: ,,Ueberblickt man iinscre 
Vergleichung, so stellt sieh als  Ergebniss derselben Folgendes heraus: Von 
den 1 4  Zcichen des mongolischon Alphabets lasscn sich alle bis auf drei, 

namlich mittleres t (d) - r - m aus der syrischen Schrift ableiten; drei 
Zeichen (mittleres t ,  r ,  m) zeigen blos mit der mandaischen Schrift eine 
Verwandtschaft, und ein Zeichen, namlich s (S) zeigt jene alte Form, welche 
in keinem der jüngeren Alphabete sich mehr findet. Wir konnen daher 
mit Bug und Recht behaupten, dass jsnes syrisch-nestorianische Alphabet, 
nach welcherrl die Schrift der Mongolen gebildet wurde, bis heutzutage 
noch nicht gefunden, resp. nachgewiesen worden kt. ' '  Der  Herr Verfasser 
nimmt dabei die mongolischen Schriftzeichen als die typischen an. 

A.' T e r r i e n  d e  l a  C o u p e r i e ,  The old numerals, the counting-rods 
and the Swan-Pan in China. (Eeprinted Srom the Numismatic Chronicle, 
vol. III. ,  third series. London, 1883;  SO.) 

Ssuan-pan, Zahlplatte oder Rechenbrett, ist  keine chine- J@ir 
sische Erfindung, sondern erscheint erst im 12. Jahrhundert in China, und 
zwar, wenn auch nicht auf directem Wege, aus Indien eingeftihrt. 

G. B i l f i n g e r ,  Die antiken Stundenangaben. Stuttgart,  1888;  8". 

Il e r s e l b  e ,  Die babylonische Uoppelstunde. Eine chronologische Unter- 
suchmg. Stut tgart ,  1 8 8 8 ;  4'. 

Im Ersten wird, nach Galenus, eine Uhr beschrieben, ,,die den Grund- 
gedanken der antiken Wasseruhr wohl am einfachsten zum Ausdruck bringtl'. 
Wenige Seiten darauf heisst es: ,,Stundenminuten und Stundensecunden 
finde ich i n  der europ%ischen Literatur erst iru Ausgang des Mittelalters, 

im Osten auerst bei Alhiruni (ca. 1 0 0 0  n. Chr.), so dass es als hochst 
wahrscheinlich erscheint, dass die arabischen Astronomen die ersten waren, 
-- - 

26) So z. B. ausgesprochen in einem Buche, das mir gerade zur Hand kt, 
nimlich in C. de H a r l e z ,  Manuel  de  l a  L a n g u e  Mandchoue .  Grammaire, 
anthologie et lexique. Paris, 1384; gr. W. 

27) W i e n e r  Z e i t s c h r i f t  f ü r  d i e  K u n d e  d e s  M o r g e n l a n d e s .  Lieraus- 
gegeben und redigirt von G. Bühler, J. Karabactik, D. B. Müller, F. Müller, 
Ti. Reinisch. V. Band. Wien, 1891; gr. 8". 

8 * 
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die die Sexagesirnalrechnung auf die Stundenrechnung anwandten." - Das 
haben sie wohl gethan, und zwar lange vor Beiûnî (1041 gest.), wenn 
auch nur in der Rechnung ihre Ausdrucksweise der unserigen conform war. 
Bei Beobachtungen bedienten sie sich der Schten Brüche für die Unter- 
abtheilungon der Stundon. So z. B. giebt Ahmed ibn 'Abdallah Habai, 
gelegentlich einer von ihm am 20. Juni  829 beobachteton Mondfinsterniss, 
den LBngenunterschied zwischen Bagdad und Alexandria zu 50m an und 
hat damit, genau wie wir, die Bogengrosse des Ptolemaeus in Zeitmaass 

umgewandolt (&l& kL, %+i) ~ ~ & . i ~ i ) I ,  J!&+ 3+ & l ) ,  
dagegen sagt C r  von einor Sonnenfinsterniss, dass sie um 8 Uhr und $ 
und &, also 8 h  1 6 m ,  zu Ende war; oder von einer Mondfinsterniss: sie 

schloss IOh 7m 30' (nt,jkJ %L, wkLw p 1 0  Stunden und + Stunde). 

Alles in Buchstaben, und sexagesimalo Eintheilung gemeint. 

E d u a r d  Mah le r ,  Astronomischo Untersuchung tiber die angebliche 
Finstorniss untor Thakclath II. von Aegypten. (LIV. Band dor Denk- 
schriften der mathematisch-naturwissenschaftlichen Classe der Kaiserlichen 
Akademie der Wissenschaften. Wien, 1 8  88;  gr. 4 O . J  

B. K i e l h o r n ,  Tafeln zur Berechnung der Jupiter-Jahre nach den Regeln 
des Sûrya Siddhbnta und des Jyotistattva. (Aus dem 36. Bande der Ab- 
handlungen der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu G~t t in~e 'n .  
Gottingen, 1889; gr. 4O.) 

G. S c  h l eg  e 1 und F. K ü h n e r t ,  Die Sçhu-King-Finsterniss. Veroffent- 
licht durch die Eonigliche Akademie der Wissenschaften zu Amsterdam. 
Amsterdam, 1889; 4'. 

Im Jahre 1880  fand v. Oppolzor als Datum dieser Sonnenfinsterniss 
- 2136 October 21; nach den Verfassern würde sie sich - auf Grund 
philologisch-historischcr Betrachtungen, mit astronomischor Unterstützung - 
am 7. Mai - 2165 ereignet haben. 

H e i n r i c h  B r u g s c h ,  Die Aegyptologie. Abriss der EntzifFerungen 
und Forschungen auf dem Gebiete der agyptischen Schrift, Sprache und 
Altertliuniskunde. Leipzig, 1891; g. 8'. 

S. 357. ,,Die vie1 behandelte S o t h i s -  u n d  P h o e n i x - P e r i o d e ,  um 
auch an ùiese zu eririnern, war nach Dr. K r a l l ' s  (S. 79, Studien zur Gesch. 
d. alt. Aeg. 1.) zutreffenden Bemerkungen eine Hrfindung des zweiten Jahr- 
hundorts, in Folgo der am 20. Juli  139 zu Ehren des Kaisers A4ntoninu~ 
Pius gefeierten Apokatastasis, in welcher der bewegliche und der unbeweg- 
liche 1. Thoth zusammengefallen waren. Den damaligen Chronographen, 
welche sich mit dem mancthonischen Werke tiber die Goschichto Aegyptens 
beschiftigten, erschien die Sothisperiode als das geeignetste Htilfsmittel, 
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die grossen Zoitabvchnitte einer mangelnden Aera diirch leicht berechenbare 
Zahlen zu f i~ i ren . '~  

M i h i r a ,  Varâha, T h e  Panchas iddhân t ikâ .  Astronomical work. 
The text, ed. with an original commentary in sanskrit and an english 
translation and introduction by G. T h i b a u t ,  ph. Dr., and M. SudhBkara 
Dvivedi. Benares, 1891 ; 4'. 

Die Paiïchasiddhintikâ, eine gedrangte narstellung des Inhaltes von 
fiinf alten Siddhânta, oder Lehrbüchern der Astronomie, wurde in der Mitte 
des 6. Jahrhunderts n. Chr. von dem Astronomen Varhha Mihira verfasst, 
der dabei, a i e  es den Anschein hat, so zu Werke ging, dass er jene fünf 
Systeme, von donon das dritte und vierte otwa aus dem Jahre 400 n. Chr. 
stammt, ihrem Alter nach aufeinander folgen liess. I m  obigen Werke wird 
der Urtext sowohl nach dem benützten Manuscript, als auch in verbesserter 
Gestalt mitgetheilt; hieran reihen sich der Sanskrit-Commentar von Sud- 
hikara und die englische Uebersetzung. Der Herr Herausgeber verbreitet 
sich über den griechischen Einfluss auf die indische Astronomie und hat, 
wie mich dünkt, diesem Thema auch einige neue Seiten abgewonnen; so 
glaubt er nicht, dass sich die indischo Astronomie unmittelbar auf die 
Werke eines Hipparch und Ptolemaeus gründe, sondern dass das occiden- 
talische Element hierin aus grieçhisühen SchriRen secundgrex- Krafte ge- 
schopft sei. , 

(New Map of) P e r s i a ,  A f g h a n i s t a n  a n d  Be luch i s t an .  Compiled 
under the supervision of Hon. G. Curzon. M. P. by Wm. Ino.  Turne r .  
Natural scale 1 : 3 810  000 = 60 miles t o  an inch. (Proceedings of the 
Royal Geographical Society and Monthly Record of Geography. Vol. XIV. 
London, 1892; gr. 8O.)  

IIerr G. Curzon,  der intellectuelle Urheber dieser neuesten Karte von 
Persien, berichtet in einem Begleitschreiben, welches von dem ganzlichen 
Mangel an einer zuverlassigen Karte dieses grossen Konigreiches ausgeht, 
über die Art  ihrer Ausftitirung und das Material, worauf sie sich griindet. 
TJeber letzteres spricht er sich sehr unzufrieden aus und gesteht, dass es 
ihm, Alles in Allem genommen, nur den Eindruck eines ,,Gemisches oder 
Flickworke~'~ gemacht habe. Benützt wurden englische (auch Admiralit~ts-), 
russische und deutsche Karten, sowie viele itineraria, die haufig hinge- 
nornmen werden rnussten, wenn sie auch keinen Vermerk über die ange- 
wandten Instrumente enthielten. Mit rechter Sohaffmsfreude mag wohl 
Herr C., dem übrigens die Ergebnisse der Lemm'schen Reise und der 
Deutsühen Expedition (im Jahre 1874) entgangen zu sein scheinen, kaum 
an seine Arbeit herangetreten sein. Dass er sie trotzdem zu Ende geftihrt 
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und uns zu einer kartographischen Darstellung von Persien verholferr hat, 
dio wcnigstena alles Das, was bis jetzt am hierzn erforderlichen Daten vor- 
lag und ihm bekannt geworden war, gewissenhaft verwerthet, daftir hat er 
sich ohne Zweifel ein ' volles Anrecht auf Dank erworben. Wie freimtithig 
er selbst tiber die fertige Leistung, bei deren Vollendung ihm eine tüchtige 
Hülfskraft zur Seite stand, urtheilt ,  mogen seine eigenen Worte sagen: 
,,Wissenschaftliche Scharfe kann man zur Zeit keinem Entwurfe einer Karte 
des persischen Eeiches zugestehen, und sicher werden sich, anf Grund zu- 
künftiger Forschungen, Far manche Schlussfolgerungeii, bei dencn wir stohen 
geblieben sind, als unhaltbar erweisen. Gegenwiirtig is t  man, selbst an die. 
bcste Karte von Persien, koin hoheros Xaass der Anfordcrungon zu stellen 
berechtigt, als dass sie in angenaherter ZuverlLssigkeit Ersatz ftir strenge 
Richtigkeit bide." ,,DennlL - schickt 'er  vorauf - ,,weder ist jemals eine 
Aufnahme von Persien gemacht worden, noch finden sich dort so schgtzbare 
fundarueritale Vorbedingungen erftillt, wie sich deren das britische Indien, 
ja sogar die an Persien angrenzenden Liindereien von Afghanistan und 
Belutschistan erfreuen; hier haben englische Officiere durch genaue Triangu- 
Iationen die Grundlagen ftir alle spiiteren Aufnahmen im Kleinen geschaffen, 
und ein Netzwerk gu t  fixirter Punkte oder Landmarken sorgt daftir, dass 
os einer künftigen Topographie des Landos nicht a n  dom nothwondigen 
mathematischen Gerippe fehle. Nicht so verhalt es sich in  Persien." 

P e r r i e r ,  L o e w y  et  B a s s o t ,  D é t e r m i n a t i o n  d e s  l o n g i t ' u d e s ,  
l a t i t u d e s  e t  a z i m u t s  t e r r e s t r e s  e n  A l g é r i e .  3parties, avec 19planches. 
Paris, 1877-1880; 4'. (Mémorial d u  dépôt géneral de la guerre, tome XI.) 

Von dieser Publication kann ich leider nichts weiter al3 ihren Tite1 
mittheilen. Aber schon der rühmlichst bekannte Name des Einen der 
Herausgeber dürfte dafür bürgen, dass durch jene Ortsbestimmungen die 
nlathematische Geographie des westlichen Nordafrika eine wesentliche 
Forderung erfahren ha,t. 

A d d e n d u m .  

Krst nach Bcendigiing des Druckes sehe ich, dass ich im 1. Abschnitte 
(S. 95)  vergessen habe, noch zwei mittelalterliche arabische Himmelsgloben 
anzuführen. Uelier den einen, aus dem Jahre 1275, ist nachzulesen: 

B. D o r n ,  Description of an Arabic Celestial Globe etc. London, 
1 8 2 9 ;  4'. 

Der andere, in der Bibliothek zu Paris befindlich, sol1 gegen das 
13. Jahrhundert verfertigt worden sein. 
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An den Forschungen aber  die ZItere und  Blteste Ge~chicht~e der Mathe- 
inatik nimmt augenblicklich eine grosse Reihe von Mitarbeitorn teil; da- 
gegen die Kenntnis der Entwickelung unserer Wissenschaft in  den letzten 

Jahrhunderten ha t  nicht in gleichem Xasse E r d e r u n g  erfahren. Einige 
wenige Notizen tiber das erste Auftreten dieses oder jenes Satzes pflanzen 
sich von einem Lehrbuch zum anderu fort;  wer nahere 13elehrung sucht, 

ist darauf angewicson, auf dio Qucllen selbst zurückzugehen. So findet 
man z. B. überall die Angabe, der italienische Nathematiker Ruffini sei der 
erste gewesen, der behauptet und zu beweisen versucht habe, die Auflijsung 
der allgemeinen Gleichung fünften Grades durch Wurzelzeichen sei nicht 
moglich; man findet auch angegeben, worin die wesentlichste Lticke dieses 
Benwisversuchs bestanden ha t ;  aber dass ein grosser Teil derjmigen suh- 
stit~itionentheoretischen Entwicklungen, welche man Cauchy zuzuschreiben 
gewohnt is t ,  bereits von Ruffini durchgeführt worden war, das soheint 
ganz i n  Vergessenheit gerathen zu sein. ') Eine Darstellung des wesent- 
lichen Inhalts von Ruffini's einschlagigen Arbeiten wird daher vielleicht 
auf ein gewisses Interesse rechnen diirfen; es sei aber gestattet,  vorher 
die allmahliche Entwicklung der ihnen zugrunde liegenden Ideen bei seinen 

Vorgangern zu verfolgen. 
1. Hudde. Saunderson. Le Seur. Der erste Anlass zur Verwer- 

tung eombinatorischer Betrachtungen bei algebraischen Untersuchungen 
scheint sich dargeboten zu haben, als man sich dic Aufgabe stellte, die 
Gleichung naten Grades zu bilden, welche nt von den n. Wurzeln einer vor- 
gelegten Gleichung nton Grados (m < n) zu Wurzeln hat. Biir PZ = 4, 5, 6 
und m = 2 ,  bezw. 3 is t  diese Frage behandelt in der ,,epistola Johannis 

H u d d  e n i i  de reductione aequationumG', welche Fr. v a n  S c  h o  O t e n  seiner 
lateinischen Ühersetzung von Descartes' géométrie ') angehangt hat.  Zu- 

- 

1) In der Bonner D i ~ s .  von J. Hecker: Ober  Ruf f in i ' s  Beweis  f ü r  die 
U n m o g l i c h k e i t  d e r  a l g e b r a i s c h e n  A u f l o s u n g  d e r  a l l g e m e i n e n  Gle i -  
c h u n g  v o n  e i n e m  h o h e r e n  a l s  d e m  v i e r t e n  G r a d e  (Bonn 1886) ist nur die 
letzte Bedaction von R.'s Beweis (die von 1813) besprochen, wclche gerade seine 
interessantesten Entwicklungen nicht enthalt. 

2) Gcometria a Rcnato des Cartes . . . . opera atque studio Francisci a 
Schooten. Amstel. ap. Elzevirios. II. Au0. !659, III. 1683. 
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nachst ist zwar dort') nur nach r a t i o n a l  e n  Factoren der gegebenen Glei- 
chung gcfragt; indess wird diese Frage in der Weise beantwortet, dass zu- 
erst die betreffende Hilfsgleichung wirklich aufgestellt und dann untersucht 
wird, ob sie eine rationale Wurzel besitzt. In  ahrilicher Weise findet sich 
die Frage dann in den Lehrbüchern der folgenden Zeit behandelt; aber 
erst geraume Zeit spater hat  S a u n  d e r  s on  ') darauf hingewiesen, dass die 
Bestimmung der quadratischen Factoren eines Polynoms vierten Grades 
n o t w  e n d i g  auf eine Gleichung sechsten Grades führen mtisse, da ja sechs 
die Anzahl der moglichon Factoren diesor Art  sci. Dass or sich auf diesen 
speciellen Fa11 beschrankt hat, erkliirt sich aus dem elementaren Charakter 
seines Werkes. Den allgemeinen Fa11 fasste b d d  darauf L e  S e u r  ins Auge; 
er gibt: 

m ( n - l ) . . . ( m - m + 1 )  
1 . 2  . . . .  711 

als Grad der Gleichiing an ,  von welcher die Bestimmung der Divisoren 
,nt"" Grades eines Polynoms vom atm Grade a b h ~ i n g t . ~ )  

Das Interesse, welches die Mathematiker jener Zeit gerade dieser Frage 
entgegen brachten, beruhte tibrigens darauf, dass man auf diesem Wege 
zum Beweis der Existenz der Wurzeln hoherer algebraischer Gleichungen 
gelangen zu konncn meinte. Man ging dabei von folgendem Gedankengang 
aus: mit demselben Recht, mit welchem man die gewohnlichen imagin5ren 
Grossen, also Wurzeln quadratischcr Gleichungen, der Rechnung unterziehe, 
k6nne man auch annehmen, dass durch Gleichungen h6herer Grade ima- 
gin3re Grossen definirt würden, sodass es nur  darauf ankomme, zu unter- 
snchen, ob diese letzteren unter den ersteren bereits inbegriffen sind oder 
eine neue Grossengattung bilden. Diese Frage sei aber in ersterem Sinne 
entschieden, sobald es gelinge, die Bestimmung der quadratischen Divisoren 
eines vorgelegten Polynoms auf die Auflosung einer Reihe von Resolventen- 
gleichungen u n g e r a d e n  Grades zuriickzuftihren, deren jede j a  mindestens 
eine reelle Wurzel besitze. Den in diesen Versuchen liegenden Schlussfehler 
hat  bekanntlich erst G a u s s  in seiner Dissertation a ~ f ~ e d e c k t . ~ )  

2. Wering.  I n  ausgedehnterem Masse erscheint die Anwendung com- 
binatorischer Betrachtungen zur Bestimmung des Grades von Resolventen- 

1) p. 487 der III. Aufl. 
2) The clements of algebra by Nicholas Saunderson, 2 Bde., Cambridge 

1740 (poathum); Bd. 11, p. 737. 
3) Memoire sur le calcul integral par le P. Thomas Le Seur. Rome 1748 

(nicht 1768, wie zuweilen angegeben); p. 22. 23. Das Werkchen handelt von der 
Integration rationaler gebrochener Functionen durch Partialbruchzerlegung. 

4) ges. W. Bd. III, p. 6. p. 14. 
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gleichungen zilerst bei W a r i n g ,  und zwar an vielen zerstreuten Stellen im 
ersten Teil seiner , , m i s c e l l a n a a  a n a l  y t icaLL1)  und i n  den daraus erwachsenen 
, , m e d i t a t i o n e s  a ~ g e b r a i c a e " . ~ )  So wird x. B. nach -den ersten einlei- 

tenden Satzcn sofort das  Problem formulirt: 3, , , b e n i r e  aequationeni, cujus 
radices sint quaecumque algebraica radicum datarum aequationum f ~ n c t i o . ~ '  
Xnr Losung desselben werden zwei allgemeine Methoden angegeben und 
an Beispielen erlautert: die eine derselben beruht auf der Bildiing s p m e -  
trischer Functionen, die andere auf einem Eliminationsverfahren. IIaupt- 
sschlich aber sind hierher gehorige Untersuchungen zusammcngestellt im 
IV. Cap. der misc. anal., irn III. der rned. alg. unter der Überschrift: ,,de 
reductione e t  resolutione aequationumLL. Hier findet sich die mehrerwahrite 
*kufgabe der Divisoren wkn Grades eines Polynoms vom nten Grade be- 
handelti4) als hinliinglicher Beweis daftir, dass die durch Permutation der 
Wurzeln der gegobencn Gleichung entstehenden Werte der Kilfsunbekannten 
alle derselben Hilfsgleichung genügen müssen, gilt auch Waring noch die 
einfaühe Wendung: ,,quot sunt combinationes nz radicum in majore multi- 
tudine n radicum, to t  erunt problematis solutiones e t  c o n s  e q u e n t  e r  t o t  

erunt radices aequationis reducentisL'. An der letztgenannten Stelle findel 
sich auch bereits die Hemerkung, dass nach Restimmung e i n e s  Coeffici- 
enten des Divisors die tibrigen durch blosse Division erhalten werden 
künnten, d e n  F a l l  a l l e i n  a u s g o n o m m c n ,  d a s s  d i e  G l e i c h u n g  f ü r  
j e n e n  e r s t e n  C o e f f i c i e n t e n  g l e i c h e  W u r z e l n  b e s i t z t .  Dabei wird 
auf eine spiitere Stelle (p. 1 6 6 )  verwiesen, a n  welcher der allgemeine Satz 
ausgesproçhen wird: ,,Sind zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten gegeben, 
so lassen sich beide durüh dieselben Irrationalitiiten ausdrticken, ausser 
wenn mehrere Werte  der einen einander gleich sind; wenn aber 2 ,  3 . . 
Werte von x einem und demselben W e r t  von y entsprechen, so enthalt 
die quadratischc, cubische . . Gleichung, welrher diesc Wer te  von x ge- 
nügen, keine andern ha t iona l i t a ten  als diejenigen, welche in dem zuge- 
horigen Werte  von y auftretenLL. Erwahnenswert dtirfte auch sein, dass 
Waring d i e  sogenannte Tschirnhaustransformation kennt und den Grad der 

1) Cantabrigiae 1762. Der zweite Teil dieses Werkes handelt von der 
Curventheorie; die p r o p r i e t a t e s  a l g e b r a i c a r u m  c u r v a r u m  (ib. 1772) stehen 
zu ihm in ahnlichem Verhaltnis, wie die med. alg. zum ersten. 

2) ib. 1770; die folgende Aufl. von 1782 ist als ed. III bezeichnet, indem 
die misc. anal. als erste Auflage mitgezahlt sind. - Die m e d i t a t i o n e s  a n a -  
l y t ic  a e Waring'e (ib. 1775) sind ein ausführliches Lehrbuch der Fluxionen- und 
Fluentenrechnung. 

3) misc. anal. p. 11; med. alg. p. 17  (der Aufl. von 1770). 
4) misc. anal. p. M., med. alg. p. 87. 
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Hilfsgleichung richtig angibt,  deren Aufl6suiig erforderlich sein würde, 

um aus  der durch jene Transformation gelieferten Eesolvente die mittleren 

Glieder wegzuschaffen;') den N a m e n  Tschirnhaus nennt e r  tibrigens erst 

in der Vorrede zur Auflage von 1782,  p. X. XXV. 
Als Beispiele ftir seine allgemeinen Auseinandersetzungen dienen Wa- 

ring hauptsiichlich die verschiedenen bekannten Methoden zur Auflosung 

dor Gleichungen 4. Grades; or zeigt u. a.," wie die Wurzeln der durch 

dieselben gelieferten cubischen Resolventen sich als dreiwertige Functionen: 

x1x2 + x 3 x 4 ,  (xl + xg - ~ 3 - 5 4 ) ~ ,  ( 3 ~ 1  5 2  -x3x.J2 

der Wurzeln 24, xgl x3, x4 der vorgelegten Gleichung ausdrücken. Auoh 

stellt  er sich die Aufgabe, specielle Gleichungen zu finden, deren Aufl6- 
sung in vorgegebener Weise moglich is t  ; unt er anderem Gleichungen mten 
Grades, deren Wiirzeln die (darnals mehrfach behandelte) Form haben: 

x = y u 1  + v u g  + + yurn-1. 

Dass übrigens schon bei den allgerneinen Gleichungen ftinften Grades die 

Bestimmung der cr von Gleichungen holieren Grades als die vorgelegte ab- 

hangt, ergab sich ihm3) aus seinen combinatorischen Principien ohne 

Sühwierigkeit. 

1) ein specieller Fa11 misc. and .  p. 39; der allgemeine med. alg. p. 101. 
2) med. alg. p. 94. 
3) med. alg. p. 120. 
Obwol dem Gegenstand vorliegender Untersuchung fremd, seien noch eine 

Reihe bemerkenswerter Dinge erwahnt, von welchen wenig bekannt ru sein scheint, 
dass sie eich bei Waring finden. Die Vorreden beider Werke enthalten eine in 
jeder folgenden Auflage vollstandigere Sammlung von Notizen über die frühere 
Geschichte der Ajgebra, die namentlich über das 17. Jahrhundert und die erste 
Halfte des 18. einen ganz guten Überblick gewiihrt. An der Spitze des Textes 
stehen in beiden Werken die Formeln zur Berechnung der Wurzelsummen aus 
den Coefficienten; Erwahnung verdient dabei vielleicht der Terminus ,,exponentes 
litteranimLc ftir das, was man jetzt: Gewichte der Coefficienten su nennen pflegt. 
Daran schliesst sich die Berechnnng der übrigen symmetrischen Functionen aus 
den MTurzelsummen; die unter Waring's Namen bekanntc Methode zur Berech- 
nung der symmetrischen Fnnctionen direct au8 den Coefficienten findet sich nur 
in dem spBteren Werke (p. 11). Die misc. anal. enthalten auch (p. 16) die Me- 
thode zur angenaherten Berechnung der Wurzeln (unter Voraussetzung ihrer 
Realitat), welche sonst wol unter dem Namen von G r a e f f e  geht. Einen grossen 
Teil beider Werke füllen Untersuchungen über rationale Wurzeln von bestimmten 
somol, als von unbestimmten Gleichnngssystemen; im 6 .  Cap. der med. algebr. 
dehnen sich dieselben eu einer formlichen Samrnlung zahlentheoretischer Sbtze 
au8 (dort ist auch der , ,Wi l son ' sche"  Satz nach einer Mitteilung Wileon's an 
Waring zucrst vcr6ffentlicht (p. 218, vgl. auch p. VIII)). Für W&g - wie 
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3. Lagrange. I n  demselben Jahre, in welchem PCTaring's meditationes 
algebraicae m m  ersten Male erschienen, legte Lagrange seine umfangreiche 
Abhandlung: , , n e f l e x i o n s  s u r  l a  t h é o r i e  a l g é b r i q u e  d e s  équa t ions ' " )  
der Berliner Akademie vor. D e i  Inhalt derselben ist weit mehr als der 
der andern hier zu besprechenden Werke in die Tlehrbücher übergegangen; 

so enthalt z. B. das verbreitete Handbuch von S e r r e t  (art. 498-521) 
ausführliche Ausztige aus derselben. E s  wird deshalb gestattet sein, sich 
hier auf eine ganz kurze Übersicht zu beschriinken und nur  die auf das 
allmahliche Emporkoimon der gruppentheoretischen Betrachtungsweise cha- 
rakteristischen Stellen hervorzuheben. 

Als Zweck der Arbeit gibt Lagrange i n  der i h l e i t u n g  an: ,,die veï- 
schiedenen bis zu seiner Zeit ftir die algebraische Auflosung der Gleichungen 

gegebenen Methoden zu prüfen, sie auf allgemeine Principien zurückzu- 
führen und a priori zu zeigen, warum sie bei den Gleichungen dritten 
und vierten Grades zum Ziel ftihren, bei hoheren Graden aber versagen." 

Im e r s t e n  Abschnitt wird von den verschiedenen zur L6sung der 
cubischen Gleichungen vorgeschlagenen Methoden gezeigt, dass sie alle auf 

L6sung einer Hilfsgleichung zweiten Grades hinauslauferi, deren Wurzeln 
sich durch die Wurzeln x', x", x"' der vorgelegten Gleichung und die com- 
plexe dritte Einheitswurzel or in  der Form: 

(x' + 'Y x" + u ~ x ' ' ' ) ~  

oder als lineare Functionen eines solchon Ausdrucks darstellen lassen; die 
charakteristische Eigenschaft dieses Ausdrucks ist, dass er bei alleu I'er- 
mutationen der  Wurzeln x', x", x"' nur  zwei verschiedene Werte  anzunehmen 
im Stande ist. Der Abschnitt schliesst mit der Entwicklung einiger Satze 
über Einheitswumeln, welche aus der trigonometrischen Darstellung der- 
selben gewonnen werden. 

Im z w e i t e n  Abschnitt werden ebenso die Methoden zur Losuiig der 
biquadratischen Gloichungen besprochen und gezeigt, dass diosolben siimtlich 
-- 

auch fiir manche andere seiner Zeitgenossen - hatten diese Fragen auch ein 
grosses algebrai~ches Interesee, indem er sich (vgl. misc. anal. p. 48;  med. algebr. 
p. 121) folgende Moglichkeit dachte, zur Losung der allgemeinen Gleichungen 
hoherer Grade zu gelangen: Man solle zunachst eine Resolvente annehmen mit 
einer grosseren Anzahl von Unbekannten, als Bedingungen zu befriedigen seien. 
Geeignete Eliminationen würden dann zu einer Gleichung mit mehreren Unbe- 
kannten führen. Gelaage es, rationale Werte der letzteren zu finden, welche 
diese Gleichung befriedigen, so k b n e  man von ihnen aus zur L6sung der ge- 
gebenen Gleichung gelangen. 

1) Nouveaux mémoires de l'acad6mie de Berlin pour les annéea 1770. 1771  

(Berl. 1772. 73). - Oeuvres de L., éd. Serret t. III. 
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auf der Renutzung von Hilfsgleichungen beruhen , deren Wurzeln d r  ei- 

w e r t  i g e  Punctionen der Wurzeln der vorgelegten Gleichung sind, wie z. B. 

Von einer etwas weniger übersichtlichen Function dieser Art wird disse 
Eigenschaft (die D r e i ~ e r t i ~ k e i t )  folgendermassen bewiesen (art. 43): Sie 
bleibt unverandert, wenn x' mit x" vertausüht wird, also hat sie nicht 24 
verschiedene Werte, sondern hochstens 1 2 .  Sie bleibt auch unverandert, 
wenn x"' mit z'" vertauscht wird, also reduciren sich die 1 2  Werte auf 6. 
Sie bleibt endlich auch unverandert, wenn x' mit x"' und gleichzeitig x" 
mit zrV vertauscht wird, also reduciren sich die 6 Werte auf 3 ,,da auch 
diese Vertauschung von den vorigen unabhangig Ausserdem bleibt 
sie noch unverandert bei gleichzeitiger Vertauschung von z' mit x'" und 

von Z" mit x"'; ,,aber diesoL1, heisst os weiter, ,,kaun nicht in  Betracrit 
kommen, da sie in den vorigen schon inbegriffen i ~ t . ~ ~  

Der d r i t t e  Abschnitt wendet sieh zu analogen Untersuchungcn für 
Qleichungen hoherer Grade. Cerade von diesem Abschnitt gibt Serret 
Gedankengang und Resultate ziemlich vollstandig wieder; jedoch ist wol 
zu beachten, dass er die Form der Darstellung insofern wesentlich moder- 
uisirt hat, als er sich symbolischer Bezeichnung der Substitutionen bedieut, 
tiberhaupt sich auf eine vorhergehende systematische Behandlung der Sub- 
stitutionentheorie stützt, von melcher Lagrange noch weit entfernt ist. Der 
Abschnitt schliesst mit oinigen Auseinandorsetzungen dartiber, ob Aussicht 
vorhanden sei, auf dem eingeschlagenen Wege zu IItilfsgleichungen von 
niedrigercm Grade als die bis dahin erhaltenen zu gelangen. Lagrange 
glaubt schon bei Gleichungen sechsten Grades auf diese IIoffnung ver- 
zichten zu müssen, indem or bemerkt, daas es nicht gelinge, die 10 Werte 
des Ausdrucks : 

( ~ 1  + xz f % - -4 - 55 - dZ 
so in zwei Reihen zu je fünfen zu spalten, dass das Produkt aus den 
Sumirien der füuf Werte jeder Reihe symmetrisch werde (art. 85). 

Der v i e r t e  Abschnitt bringt die nachtragliche Begründung der im 
vorhergehenden bereits überall benutzten Satze über den Grad vou Resol- 
venten. Ein eigentüinliches Eliminationsverfahren, an den einfachsten Bei- 
spielen in inductiver Weise auseinandergeset~t, ftihrt eur hkenntnis des 
fundamentalen Satzes, dass der Grad einer Resolvente übereinstimmt mit 
der Anzahl na der verschiederien Werte, welche ihre W u r ~ e l  bei samtlichen 
Vertauschungen der mTurzeln der vorgelegtqn Gleichung annimmt; der Satz, 
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dass alle symrnetrischen Functionen der Wurzeln sich rational durch die 
Cocfficienten ausdrückon lasscn, wird nicht boim Beweise vorausgesetzt, 
sondem erst nachher als Specialfall des allgemeinen Satzes (für m = 1) 

erhalten. Von der Irreducibilitat der erhaltenen Gleichungen ist dabei 
übrigens ü b e r h a q t  nicht die Rede - eino bemerkenswerte T,ücke nicht, 
sowol ftir Lagrange's eigene Entwicklungen, für welche dieser Punkt  neben- 
saohlich ist, als für die darauf gobauten Folgcningen spaterer. Weitcrhin 
wird auch bereits der allgemeine lçatz ausgesprochen, dass die Anzahl der  
verschiedenen Werte  einer rationalen Function von y Grossen stets ein 
Teiler von p!  is t ;  der Beweis wird tibrigens nur  für  zweiwertige Functionen 
explicite durchgeführt, wahrend für  alle andern Falle die Bemerkung ge- 
nügen muss, dass man in ihnen ebenso schliessen konne. E S  folgt dann 
noch der bekanute Beweis des Lehrsatzes, dass durch eine rationale Func- 
tion der Wurzeln x einer Gleichung jedo andere solche Function y sich 
rational ausdrücken k s s t ,  welche bei alleu den Permutationen der x unge- 
andert bleibt, die den W e r t  von t nicht andern; dass aber y von einer 
Gleichung ntten Grades mit  in t rationalen Coefficienten abhangt, wenn zu 
einem Werte von t m Werte von y gehoren.') -41s Beispiele werdeu wieder 
die zweiwertigen Functionen von drei und die dreiwertigen von vier Grossen 
behandelt. 

Dio Resultate seiner Untersuchnng fasst Lagrange (art. 109) folgender- 
massen zusammen: 

,,T%usche ich mich nicht, so sind im vorhergehenden die wahren Prin- 
cipien der iiufl6sung der Gleichungen und das geeignetste analytische 
Verfahreu, um xu ihr zu gelangen, enthalten. Wie man sieht, reducirt 
sich alles auf e i n e  A r t  v o n  C o m b i n a t i o n s r e c h n u n g ,  d u r c h  d i e  
m a n  a p r i o r i  d i e  R e s u l t a t e  e r k e n n e n  k a n n ,  w e l i h e  m a n  z u  e r -  
w a r t e n  h a t .  Es würde am Platze sein, die Anwendung auf Gleiühungen 
ftinften und hoheren Grades vorzunehmen, deren Aufl6sung bis jetzt nicht 
bekannt i s t ;  aber diese Anwendung verlangt eine zu grosse -4nzahl von 
Untersuchungen und Combinat'ionen, als dass wir uns jotzt dieser Arbeit 
unterziehen konnten. Wir  hoffen jedoch zu anderer Zeit darauf zurück- 
kommen zu konnen und wollen uns hier damit begntigen, die Grundlagen 
einer Theorie gelegt zu haben, die uns neu und allgemein scheint." 

Anhangsweise folgen einige Bemerkungen über Gleichungen, zwischen 
deren W m e l n  eine bokannte Beziehung besteht; es  wird auseinandergesetzt 

1) Über die Art, wie Lagrange die bei diesem Satee rtuftretenden Ausnahme- 
fille numerischer Gleichheit der Werte formel1 verschiedener Functionen behan- 
delt, vgl. man Ho1 d e r ,  Math. Ann. Bd. 34, p. 454 ff'. (1889). 
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und an einigen Boispielen erlautert, in wie fern die Kenntnis einer solchen 
Beziehung aiif Grund der entwickelten Principien zur Reduction der vor- 
gelegten Gleiohung füliren kann. Übrigens maoht dieser Anhang keineu 
Anspruch darauf, eine vollstandige Theorie solcher speciellen Gleichungen 
darzustellen. 

Der 2. Ailflage seines ,,trait& sur  la resolution des kquations niimé- 

riquesii (Paris 1808; oeuvres Qd. Serret t .  VIII) ha t  Lagrange als ,,note XID" 
einen Auszug aus den drei ersten Ahschnitten der vorhesprochenen Ab- 
handlung beigeftigt, der nur  in der Theorie der Einheitswurzeln unter dem 
Einfluss der inzwischen erschienmen disquisitiones arithmeticac? von Gauss 
einige Vereinfachungen, im übrigen aber keinen Fortschritt über die aus- 
führlichere Darstellung hinaus aufweist. Zum Schlusso erwshnt Lagrange 
noch die sogleich zu besprechende Abhandlang von Vandermonde; er findet, 
dass dessen Methode aus einem in der Natur  der Gleichungen gegründeten 
Princip entspringe und i n  dieser Beziehung direkter als seine eigene sei. 

4. Vandermonde .  Bbenfalls dem Jahre  1 7 7 0  gehort eine dritte be- 
deutende algebraische Arbeit an,  das ,,mémoire sur  l a  rbsolution des Bqua- 
tionsii von Vandermonde.') Über seine Absicht bei Verfassung desselben 
gibt Vandermonde in der Einleitung folgende Auskunft: 

,, . . . Es  scheint mir,  als konnte ein Teil der Schwierigkeiten der 
Natur  der analytischen Yethoden zugeschrieben werden, die man bisher 
allgemein benutzt ha t ;  ich habe mich entschlossen einen andem Weg ein- 
zuschlagen. Meine Methode verlangt die Einführung keiner ,einzigen Unbe- 
kannten; bei jedem Schritt der Rechnung ha t  man es nur  mit Gleichungen 
zu thun, die durch Ausführung dor angedeuteton Oporationcn leicht veri- 
ficirt werden konnen. . . . Die Gleichung: 

x " ( ( a + b ) x + a a b = O  

kann auf zwei Arten betrachtet werdon: ontwcder als Gleichung zweiten 
Grades, dann stellt die Unbekannte eine zweideutige Function dar ; oaer 
als Produkt zweier Faotoren ersten Grades; dann is t  die Gleiohung zwei- 
deutig und die Unbekannte ha t  zwei Werte, die es nicht sina.') Handelt 
es  sich nur  u m  die Auflosung der Gleichungen, so müsste man die letztere 

1) Histoire de l'académie des sciences, année 1771 (Paris 1774.) p. 365ff. Wie 
eine Note besagt, war die Abhandlung bereits Nov. 1770 gelesen, konnte aber nicht 
in den Band für 1770 aufgenommen werden, meil Vandermonde damals noch 
nicht L4cademiemitglied war; die meditationes algebraicae Waring's upd die re- 
flexions Lagrange's lernte Vandermonde in der Zwischenzeit kennen. 

2) Die Unbestimmtheit dieser Ameinandersetzungen beruht in letzter Instanz 
darauf, dass sowol der Begriff der monogenen Function, als der des Rationalitàts- 
bereichs fehlt. 
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Auffassung vorziehen; verlangt man aber die Zusammensetzung der Wurzel 
aus a -/- b und a b ,  so wird diese Wurzel notwendig zweiwertig sein mtissen; 
denn . . . die beidon Bedingungen: 

und : 
a = funct. [(a f h),  ab] 
b = funct. [(a + b), ab]  

k6nnen nur  zusammen bestehen, wenn die Function eine zweideutige ist. 
Eine solche Function ist z. B.: 

Analog wird weiterhin fur  die Wurzel der cubischen Gleichung, unter 
, t, r , r die beiden complexen dritten Einheitswurzeln verstanden, der Aus- 

druck aufgestellt: 
1 

(a + b + c +v(ii r;,+ ;'c)~ + P i ; + l ' . 0 ~ . + ~ / c ) 3 ) ;  

und es wird dann gezeigt, dass sich (a + r'b + r"c)' und (a  + r"b f r'c)' 

rational durch a + 6 + C ,  ab f ac + h c  und abc ausdrücken lassen, bis 
auf ein Glied: 

+ (a% + b2c + c% - ab"bce- ca", . - 

dessen Quadrat erst dicso Eigenschaft hat.') 
Durch solche Überlegungen gelangt Vandermonde dazu, das allgemeine 

Problem der Gleichungsaufl6sung in folgender Weise zu formuliren: 
erstens sei eine Function der W u r z e l n  zu finden, von der man sagen 

konne, dass sie jeder beliebigen der Wurzeln in  einem gewissen Sinne 
gleich is t ;  

zweitens sei diese Function auf eine solche Form zu bringen, dass es 
gleichgiltig ist, wie man die Wurzeln unter einander vertauscht; 

drittens seien in  dieselbe die Summe der Wurzeln, die Summe ihrer 
Produkte zu je  zweien u. S. W. einzuführen. 

Vandermonde beginnt mit dem dritten Teil dieses Programms, indem 
er die erforderlichen Formeln ableitet, welche der Theorie der symmetrischen 
Functionen angehoren. Dann schaltet e r  eine Theorie dor Einheitswurzeln 
ein; dieselbe enthalt bereits (art. 6) ohne Beweis die Behauptung, die 
Gleichung mten Grades, von welcher die Bestimmung der (2 m f l)ten Ein- 
heitswurzeln abhangt, sei ,,irnmer leicht zu l o ~ e n " . ~ )  
- 

1) Man sieht, dass Vandermonde unter einer ,,synthetischenU Methode eine 
solche versteht, welche von einer vorausgesetzten Form der Wurzeln ausgcht und 
die Gleichungen aufsucht, welchen Wiirzeln von dieser Form Genüge leisten. 

2) Die expliciten Ausdrücke der elften Einheitswurzeln sind art. 35 rnitge- 
teilt, ohne Angabe ihrer Ableitung. 

Abh. aur Gesch. der Mathom. Y I .  9 
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Hieraut. wendet sich v'andermonde (art. 15 ff.) zu dem ersten Teil seiner 
Problemstellung. E r  bildet aus nebeneinander gestellten Quadrat- und Kubik- 
wurzeln eine Reihe von sechs-, acht-, neunwertigen Ausdrücken, findet aber, 
dass keiner derselben geeignet sei, die Wurzel einer allgemeiuen Gleichung 
des entsprechenden Grades vorzustellen. Ftir weitergehende Versuche fühlt 
er das Bedürfnis nach einer abkürzenden Bezeichnung derjenigen Permu- 
tationen der Wurzeln, bei welchen die zu betrachtenden Functionen der- 
selben ihren Wer t  nicht anderu; doch ist die von ihm gewahlte (art. 21), 
wenn man von den einfachsten Fallen absieht, so schleppend, dass sie ihm 
wenig Vorteil zu gewahren im Stande ist. Gleichwol gelingt es ihm mit 
ihrer Hilfe, nicht allcin die Bohandlung dor Gloichungon dritten und vierten 
Grades zu erledigen, sondern auch die Existenz der Resolventen sechsten 
Grades für  die Gleichungen fünften, dann der Resolventen zehnten und 
fünfzehnten ftir die Gleichungen sechsten Grades darzuthun, sowie den Zu- 
sammenhang dieser letzteren mit der Zerleçung des Polynoms sechsten 
Grades in  cubische , bezw. quadratische Factoren nachzuweisen. Nachdem 
er  d a m  noch Resolventen von diesen Resolventen gebildet und sich tiber- 
zeugt hat ,  dass auch diese ihn nicht weiter führen, bricht er a b  (art. 34) 

mit der Erklarung: e r  habe vielfach vergeblich versucht,  drei- oder vier- 
wertige Functionen von fünf Grossen zu bilden, und er sei daher zu der 
Überzeugung gekommen, dass es keine solchen Punctionen gebe. - 

Nicht uninteressant sind die Bemerkungen, mit welchen der Secretgr 
der Academie sein Referat über Vandermonde's Arbeit im Jahresbericht der- 
selben (p. 49) begleitet. E r  vergleicht sie mit Lagrange's reflexions und meint, 
dieser sei überzeugt, dass man einen andern W e g  werde einschlagen müssen, 
um zur Auflosung der Gloichungen h6hercr Grade EU golsngon, wghrend 
Vandermonde zu glauben scheine, wenn die Losung iiberhaupt moglich 
soi, müsse sic auf diesom Wogo gelingon; er für  seine Person neige der 
letzteren Ansicht zu. Ob e r  damit die wahre Meinung beider Autoren 
richtig erkannt h a t ,  steht dahin, da beide es vermieden haben, sich tiber 
diesen Punkt  unumwunden auszusprechen. 

5. Rückblick. Das J a h r  1 7 7 0 ,  in welühem kurz nach einander die 
die drei zuletzt besprochenen grossen Arbeiten: W a r i n g ' s  meditationes, 
L a g r a n g e ' s  reflexions und V a n d e r m o n d e ' s  mkmoire ans Licht traten, 
bezeichnet in  der Geschichte der hlgebra den Abschluss einer gewisçen 
Entwicklungsperiode: wie sich auch ausserlich dadurch kundgibt, dass nach 
ihrem Erscheinen die in ihnen erorterten Fragen fast ein Menschenalter 
hindurah ruhten. E s  wird im Interesse der Übersicht zweckrn%sig sein, 
in wenigen Satzen zu schildern, auf welchen Standpunkt die Lehre von 
der allgemeinen Auflosung der algebraisühen Gleichungen hoherer Grade 
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durch jene Arbeiten gebracht war. Man wusste aus denselben, dass alle 
bekannten îvlethoden zur Auflosung der Gleichungen 2. 3. 4. Grades trotz 
ihrer ausseren Verschiedenheit in e i n e m  Punkte übereinkommen: dass sie 
niirnlich alle zunachst solche r a t i o n  a l e  Punctionen der Wurzeln der vor- 
gelegten Gleichung bestirnmen, welche nur  eine kleiue Anzahl verschiedener 
Wede  annehmen, wenn man jene Wurzeln auf alle moglichen Arten unter 
sich vertauscht; dass dann mit deren Hilfe weitere Functionen derselben 
Art bestimmt werden, welche in  diesem Sinne einer grtisseren Wertozahl 
fahig sind u. S. f.; dass aber dieser ganze Process innerhalb des Bereiches 
der rationalen Funetionen der Wurzeln der vorgelegten Gleichung sich ab- 
spielt. Man war aher darüber ganz im Cnklaren, ob diese Eigenschaft 
der bekannten Auflosungsmethoden in der Natur des Problems begründet 
oder nur  Ergebnis einer von Zufiilligkeiten beeinflussten historischen Ent-  
wicklung sei. Man hatte ferner den Zusammenhang erkannt - oder viel- 
mehr wol vielfaoh als selbstvorstiindlich betrachtot -, welcher zwischen 
der A n z a h l  d e r  v e r s c h i e d e n e n  W e r t e  einer Function der erwahnten 
Art und dem G r a d  d e r  H i l f s g l e i c h u n g  besteht, aus  welcher sie zu be- 
rechnen ist;  und maln wusste auch,  dass verschiedene Functionen, welche 
bei denselben Vertauschungen der Wurzeln ihren Wer t  andern oder nicht 
andern, zu dom erstrebten Zwecke gleich tauglicli seien, abgesehen nattir- 
lich von grosserem oder geringerem Umfang der Rechenarbeit. Aber die 
Schlüsse, durch welche man die Richtigkeit dieser Erkenntnis darzuthun 
suehte, gentigten vielfach dem Strengebedürfnis eben nur  der damaligen 
Zeit, welche vom Satz des zureichenden Gruudes sehr subjective Anwen- 
dungen zu machcn sich berechtigt hiolt. Nan  war tibcrzeugt, dass es zu 
weiterem Vordringen auf diesem Gebiet erforderlich sei, die Mannigfaltig- 
keit der verschiedenen moglichen Vertauschungen der Wurzeln einer plan- 
massigen Untersuchung zu unterziehen; aber es fehlte a n  einem leitenden 
Gesichtspunkt, dessen Verfolgung eine solche Untersuchung vor dem Ver- 
lorengehen in zahllose Einzelheiten hatte bewahren konnen. Man war 
endlich durch die Fruchtlosigkeit zahlreicher Versuche , die Gleichungen 
hoherer Grade durch Wurzolziehcn aufzultisen, zu der Vei-mutung geführt 
worden, dass solche Aufliisung tiberhaupt nicht moglich sein werde; aber 
man besass kein Mittel, diese Unmoglichkeit zu beweisen. - 

Wenn in spateren Zeiten die Tradition von diesen Erfolgen und Niss- 
erfolgen wesentlich a n  L a  g r  a n  g e' s grosse Abhandlung anknüpft, so ver- 
dankt sie d m  wol vor allem ihren formalon Vorzügon: der Ausftihrlichkeit 
und Bestirnrntheit in der Angabe der leitenden Ideen, der Übersichtlichkeit 
der h o r d n u n g ,  der Durchsichtigkeit und - am illassstabe der Zeit ge- 
messen - Strenge der Beweisfühning. Sieht man nur  auf den Inhalt,  so 

9 * 
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wird man Waring und Vandermonde das Zeugnis nicht versagen dürfen, 
dass auch sie unabhangig von Lagrange und gleichzeitig mit ihm einen 
grossen Teil seiner Resultate erhalten haben. 

6. Rufflni ;  l u s s e r e  Verhàltnisse. Auf dem im vorigen Abschnitt 
geschilderten Stande blieb die Frage nach der  Auflosung der hoheren alge- 
braischen Gleichungen wiihrend der letxten drei Derennien dos achtzehnten 
Jahrhunderts stehen; selbst die bereits erhaltenen Resultate fanden nur 
langsam Eingang in dio Lehrbticher.') E in  weitcrer Schritt vorwarts ge- 
schah erat durch P a o l o  R u f f i n i  (geb. 1 7 6 5 ,  gest. 1822).') Von den 
ausseren Schicksalen dioses merkwürdigen Mannes, dessen Leistungen, schon 
von seinen Zeitgenossen kaum gekannt, bei der Nachwelt noch mehr in 
Vergessenheit gerietlien, sei nur  in Ktirze folgendes berichtet: Von Beruf 
eigentlich Arzt - wie einst Cardanus - trieb e r  nebenhei mathematische 
Studien, die ihm Lehrstellen an verschiedenen Schulen, zuletzt an der Uni- 
versitiit Nodena verschafften. Doch blieb e r  i n  diesen nicht nnangefochten 
von Seiten einer oder der andern der rasch wechselnden Regierungen jener 
Zeit, da er in politischen und narnentlich i n  kirchlichen Dingen am Über- 
lieferten festhielt. Übrigens wusste er diese seine Cberzeugung mit einem 
lebhaften italienischen Nationalgeftihl zu vereinigen: Lagrange nennt er 
mit Stolz seinen Landsmann. Seine medicinischen Schriften werden wenig 
gerühmt,  mehr seine unerschrockene Thiitigkeit gegentiber den Epidemien, 
welche im Gefolge der kriegerischen Ereignisse jener Zeit auftraton. Auch 
als religioser und philosophischer Schriftsteller ha t  e r  sich versucht. Uns 
gehen hier nur  seine algebraischen Arbeiten an und auch von ihnen nur 
diejenigen, welche mit  der Frage nach der allgemeinen Auflüsung der alge- 
braischen Gleichungen von hoherem als dern vierten Grade durch Wurzel- 
ziehen zu thun haben. E s  hat  namlich Ruffini die Unmijglichkeit solcher 
Auflosung zuerst bestirnmt behauptet und zu beweisen versucht; und zwar 
hüt er nicht wenigcr als sechs verschiedenc Rodactionen seines Boweises 
veroffentlicht. Diese sollen i m  folgenden der Reihe nach samt den sich 
. -  

1) Die Elementi d'algebra von Pietro P a o l i  (Pisa 1794) enthalten t .  1. p. 119 
wenigstens ein Citat auf Lagrange; die 5. Ausgdbe der Elémens dlAigebre von 
C l a i r a u t  (Paris 1797) in den Zusiitzen des Herausgebers (L. C.) Auszüge aus 
Lagrange. 

2) Eine ausführliche Biographie, in der jedoch da8 mathematische hteresee 
sehr zurücktritt, findet sich in den memorie della società italiana delle scienze 
t. 19. p. LXXXV-CX (1826), eine andere in: Biografia degli Italiani illuetri, pubbl. 
per cura d' E. de Tipaldo, vol. 4 (Venezia 1837) p. 226-239. Kürzere Nachrichten 
bieten: Biographie universelle t. 39 (Paris 1825) p. 274; nouvelle biographie gén6- 
rale t .  42 (Paris 1863) col. 866, sowie Lombardi, storia della litteratura italiana. 
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an sie anschliessenden Schriften besprochen werden; sie verdienen in der 
Shat s h t l i c h  Berücksichtigung, wenn man von Ruffini's Leistungen auf 
diesem Gebiete ein Bild gewinnen will. 

7. Ruf5ni's Lehrbuch von 1799. Ruffini's erste Veroffentlichung 
aiif algebraischem Gebiete ist ein zweibandigos Lehrbuch der Algebra, das 
unter dem Titel: 

T e o r i a  g e n e r a l e  d e l l e  E q u a z i o n i ,  i n  c u i  s i  d i m o s t r a  i m -  
poss ib i l e  l a  so luz ione  a l g e b r a i c a  de l l e  e q u a z i o n i  g e n e r a l i  d i  
g rade  s u p e r i o r e  a l  q u a r t o  
1799 zu Bologna erschienen ist. Nach Ableitung der allgemeinen Eigen- 

schaften der algebraischen Gleichungen und Discussion der Aufl6sung der 
Glcichungen zwciten, dritten, vierten Grades bcginnt Ruffini soinen Unauf- 
16sbarkeitsbeweis im 1 3 .  Cap. dieses Werkes mit einer Classification der 
verschiedenen , ,Pe rm u t  a t i  O n en. L L  Zum Verstandnis dieser Classification 
ist vorab zu bernerken, dass er die siimtlichen Vertauschungen der Wurzeln, 
bei welchen sine Function derselben ihren Wert nicht andert, als eine 
einxige Permutation bezeichnet; er versteht also iinter einer ,,PermutationLL 
dasselbe, mas man seit Cauchy als ein ,,System conjugirter SubstitutionenLL 
und seit Galois als eine ,,SubstitutionsgruppeLL zu benennen pflegt. Charak- 
terisirt ist eine solche Gruppe bekanntlich dadurch, dass jede Operation 
zu ihr gehort, welche darin besteht, dass man zwei ihrer Operationen nach 
einander vornimmt; dass diese Eigenschaft seinen ,,PermutationenlL zu- 
kommt,') ist Ruffini sehr wol bekannt und vielfach von ihm benutzt. 
Als ,,einf ache  P e r m n t a t i  onen" bczeichnet er Gruppen, welche (nach 
jetziger Ausdrucksweise) aus den Potenzen einer einzigen Substitution be- 
stehen; er unterscheidot dorcn zwei Arten, je nachdem letztere einen oder 
mehrere Cykeln enthalt. Die tibrigen Gruppen nennt er ,, z u s a m m e n g e -  
s e t z t e  P e r m u t a  t ionen",  und zwar der ersten, zweiten oder dritten Art, 
je nachdem sie i n t r a n s i t i v ,  t r a n s i t i v  u n d  i m p r i m i t i v  oder t r a n s i t i v  
und  p r i m i  t i v  sind. Dei Bestiminung der Transitivitat berücksichtigt er 
Iibrigens nur dicjenigen Wurzeln, welche in der gcrade zu untersuchenden 
Function wirklich auftreten: eine unzweckmassige Festsetzung, welche ihn 
6fters ou weitschweifigen Fallunterscheidungen notigt. Auch noch in einem 
andern Pnnkte weicht seine Ausdrucksweise von der jetzt üblichen ab: 
wo von den verschiedenen Werten derselben Function die Rede ist,  sagt 
er stots: alle dicso blciben bei derselben Permutation ungoandert - wahrend 

1) Der Fall, dass zwischen ,,formell" verschiedenen Functionswerten ,,nume- 
rische" Gleichheit besteben kann, wird an dieser Stelle von Ruffini noch nicht 
berücksichtigt; vgl. aber p. 138. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



wir jetzt von ,,dnrch Transformation aus einander hervorgehendenL' Gruppn  
sprechen. Llieser a n  und für  sich gleiühgiltige Umstand i s t  insofern nicht 
ohne Einfluss, als er Ruffini den Weg zum Begriff der ,,ausgezeichnetenLL 
U n t e r p p p e  versperrt. ÜbrigensSind seine Definitionen der verschiedenen 
erwahnten Arten von Permutationen zwar a n  und  ftir sich betrachtet nicht 
eben klar; doch geht ihr Sinn aus den folgenden Beispielen und Anwen- 
dungen so unzwoifelhaft hervor, dass man sicher sein kann,  hier nicht 
spiitere Ideen in ihn hineingedeutet zu haben. ( Im f o l g e n d e n  sol1 im 

A l l g c m e i n e n  d i e  j e t z t  ü b l i c h e  T e r n i i n o l o g i e ,  n i c h t  d i e  R u f f i n i ' s  
g e b r a u c h t  werden.)  

Die Anzahl der verschiedenen Vertauschungen der Wurzeln, bei welchen 
eine gegebene Function derselben ihren Wer t  nicht andert, nennt Ruffini 
den ,, G l e  i c  h h  e it  s g r  a d "  ( g a d o  di uguaglianza) dieser Function; dieser 
Begriff entspricht also unserem ,,Ordnung der zugehorigen GruppeLL.') Diese 
%ah1 p bestimmt er nun für samtliche bei fünf Elementen moglichen Gruppen. 
F ü r  eine ,,einfache Permutation 1. Art" ist sie - das zeigt er allgemein 
- gleich der Anzahl der durch sie versetzten Elemente; für eine ,,ein- 
fache Permutation II. Brt'l gleioh dem kleinsten geineinsohaftliohen Viol- 
fachen der betreffenden Anzahlen fiir die einzelnen ,,ComponentenL'; für 

eine ,,zusammengesetzte Permutation 1. Art" gleiüh dem Produkt dieser 
Anzahlen.') An  ,,zusammengesetzten Permutationen II. Art1' kennt Ruffini 
bei fünf Elementen nur  eine Art, fiir welche p = 8 is t ;  die andere mit 
p = 4 (Vierergruppen) scheint er entweder iibersehen oder als in der vo- 
rigen enthalten nicht besonders behandelt zu haben. Hierauf geht er über 
zur Discussion aller derjenigen ,,Permutationen ITI. Art", deren aine Com- 
ponente eine cyclische Vertauschung aller ftinf Grossen is t ;  er findet, dass 
dabci keino andern Werte  von p als 10, 20, 60  oder 1 2 0  a ~ f t r e t e n . ~ )  
Indem er  dann noch allgemein den Satz ableitet, dass fiir eine Gruppe, 
welcho keine solche cyclische Vertauschung aller fünf Grossen enthBlt, p 
niemals ein Vielfaches von 5 sein kann, erhalt e r  als Hauptresultat seiner 

Untersuchung die Thatsache, dass p niemals gleich 15, 30 oder 40 wird, 
m. a. W. d a s s  e s  k e i n e  F u n c t i o n e n  v o n  f i in f  G r o s s e n  g i b t ,  w e l c h e  
g e r a d e  a c h t ,  v i e r  o d e r  d r e i  v e r s c h i e d e n e  W e r t e  a n n e h m e n ,  wenn  

1) Dass dieee Zahl stets ein Teiler von na' ist, behauptet Ruffini nach La- 
grange, ohne es zu beweiseu. 

2) Die Componenten werden hier stillschweigend als ,,einfachb< vorausgesetzt, 
was für rn = 6, von einem trivialen Falle abgesehen, in der That gestattet ist. 

3) Hier ist die Aufzahlung aller mtiglichen Falle insofern nicht vollstiindig, 
als die aus (12345) und (132) entstehende Gruppe fchlt; doch hat diescs Verschen 
auf das Ilesultat keineu Einfluss. 
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m a n  d i o s e  G r o s s e n  a u f  a l l e  m o g l i c h e n  A r t e n  u n t e r  e i n a n d e r  v e r -  
t a u s c h t  (art. 275). Ausserdem enthalt dieser Abschnitt (art. 273) noch 
einen andnren (obcnfalls durch Discussion aller EinzelfXle bowiosenen) 
allgemeinen Satz, den man jetzt etwa so aussprechen würde: Enthal t  eine 
Gruppe alle diejenigen Substitutionen, welche durch Transformation ver- 
mittelst einer bestimmten cyclisehen Permutation von fünf Elementen aus 
einer ihrer Substitutio~ien hervorgehen, so enthalt sie auch diese cyclische 
Substitution selbst. 

Nunmehr geht Ruffiui dazu iiber, die gefundenen gruppentheoretischen 
Resultate auf das Problem der Gleichungsaufl6sung anzuwenden. E r  be- 
ginnt dabei mit dem Satze (art. 277): Besteht zwischen zwei rationalen 
Functionen JI, Z der Wurzeln einer (allgemeinen) Gleichung fiinften Grades 
eine Relation der Form: 

Z"JfM=O 

so müssen alle 120 Werte von % von einander verschieden sein. Still- 
schweigend ist dabei vorausgesetxt, dass i! bei irgend einer Vertauschung 
Q der Wurzeln sich Zndern soll, bei welcher iX ungeandert bleibt. Zum 
Beweis dient der letzterwiihnte Hilfssatz (von art. 273): E s  muss namlich 
Q eine eyclische Vertauschung aller fünf Wurzeln sein. Würde nun Z bei 
irgend einer Operation P seinen Wert  nicht iindern, so würde es ihn auch 
nicht andern bei Q - ' P Q ,  also naeh jenem Satze auch nicht bei Q selbst, 
der Voraussetzung zuwider. Daraus folgt zunachst, dass die AuflCsung der 
Gleichung nicht mit der Ausziehung einer fiinften Wurzel beginnen kann;  
sie kann aber auch nicht mit der einer dritten oder vierten Wurzel be- 
ginnon, woil keine drei- odcr vierwertigen Functionen der Wurzeln oxistiren; 
also mtisste der erste Schritt die Ausziehung einer Quadratwurzel sein 
(art. 280). Nachdem aber diese vollzogen ist,  k m n  eine fünfte Wurzel 
immer noch so wenig wie vorhin ausgezogen werden; ferner keine zweite 
oder vierte Wurzel, da  keine vier- oder achtwertigen Functionen der Wurzeln 
existiren; endlich auch keine dritte Wurzel; denn es existiren zwar sechs- 
wertige Functionen, dieselben werden aber nicht nach Adjunction der ersten 
Quadratwurzel droiwertig (wie wieder durch Aufzahlung der oinzelnen Fallo 
gezeigt wird). D a  nun  andere Wurzelexponenten als 2, 3, 4, 5 nicht i n  
Betracht kommen konnen, so ist dargethan, dass man durch Radiciren 
niemals zu Functionen der Wurzeln der allgemeinen Gleichung fiinften 
Grades gelangen kann, welche mehr als zwei Werte  besitzen, also auch 
nicht zu den W ~ r t e n  dieser Wurzeln selbst. - 

Dieser Beweis unterliegt nun allerdings einer Reihe von Bedenken. 
E i n m a l  wird fortwahrend mit den Wurzeln der Gleichung operirt, ohne 
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dass ihre Existenz bewiesen wllrde. ') Z w e i t e n s  sind die haufig vor- 
kommenden Aufzahlungen einer Reihe von denkbaren Ftillen stellenweise 
lückenhaft. D rit t e n s bedurften die Lagrange'schen Siitze, auf welchen 

die ganze Entwicklung beruht, damals m m  Teile noch des Boweises; na- 
mentlich haben weder Lagrange selbst, noch Ruffini den Beweis dafiir 
durchgefuhi-t, dass die Anzahl der Werte einer Function von TA Grossen 
stets ein Teiler von fi' ist. V i e r t  ens  ist ohne Beweis behauptet (art. 274:  
dedurremo non difficilmente), dass eine Gruppe, deren Ordnung ein Viel- 
faches von fünf ist, stets cyclische Permutationen aller fünf Wurzeln 
enthalten müsse; doch hat Ruffini sich diesen Beweis vielleicht durch 
vollstiindige Discussion aller Einzelfille erbracht godacht. E n d 1 i c h 
- und das ist der schmerwiegendste Einwand - bleibt unklar, ob 
nur von rationalen Functionen der Wuneln die Rede sein sol1 oder 
auch von irrationalen, sogenannten ,,accessorischen Irrationalit%ten"; im 

ersten Fa11 bedtirfte diese Ueschriinkung einer Rechtfertigung, irn an- 
dern würde ein betrachtlicher Teil der gezogenen Schlüsse nicht zu- 
treffen. 

Ruffini beweist dann noch auf Grund derselben Principien die alge- 
braieche Unauf16sbarkeita) der Gleichungen sechsten und hoheren Grades. 
Hierauf wendet er sich (capp. 15. 16) zu Untorsuchungen über solche 
specielle Gleichungen, bei welchen eine aus der Form der Gleichung er- 
sichtliche oder sonst irgendwoher bekannte Relation zwischen den Wurzeln 
zur Aufl6sung führt. Bemerkenswert ist dabei hochstens das art. 346 f. 
ftir den Fa11 gelehrte Verfahren, dass die bekannte Relation irrationale 
Functionen der Wurzeln enthalt. Ruffini schreibt namlich vor, die Relation 
von dieser irrationalen E'orm zu befreien und mit der so erhaltenen ratio- 
nalen Relation weiter zu operiren; ob man nicht mit der gegebenen irra- 
tionalen Form unter Umstanden mehr erreichen konne, dariiber spricht er 
sich nicht aus. 

Nachdem er hierauf ausführlich von Naherungsmethoden , Reiheneni- 
wicklungen, Kettenbrtichen u. dgl. gchandelt hat, kommt er am Schluss 
des ganzen Werkes art. 496 ff. noch einmal auf seinen Unaufl6sbarkeits- 
beweis zurtick, indem er sich folgenden Einwand macht: wenn auch die 
allgemeine algebraische L6sung der hoheren Gleichungen nicht moglich sei, 
müssten doch bei jeder besonderen Gleichung Relationen zwischen den 
Wurzeln bestehen, welche man (wie vorher gezeigt) zur Losung verwerten 

1) art. 15. 20 scheint dieselbe als Axiom behandelt zu werden. 
2) Dass unter einer ,,algebraischenU Anflosung in jener Zeit immer eine 

solche ,,durch Wurzelziehen" su verstehen, sei hier ein für alle mal betont. 
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k5nne. E r  erwidert darauf zweierlei: einmal selbst wenn dies der Fa11 
sein sollte, würde es doch der Richtigkeit des Satzes von der Unm6glich- 
keit der al1 gemeinen  algebraischen Auflosung keinen Eintrag thun; dann 
aber, keineswegs j e d e  Relation zwischen den Wurzeln führe wirklich eine 
Reduction herbei. Ob nicht etwa bei jeder Gleichung mit rationalen Zahlen- 
coefficienten (nur an solche denkt er zunachst) eine zur Reduction dien- 
liche Relation besteht, diese Frage lasst er unerortert. 
b. Rufflni's Abhandlung von 1801. Bald nach dem Erscheinen 

der teoria generale delle cquazioni ver5ffentlichte Ruffini in den memorie 
della società italiana delle scienze (t. 9 ,  p. 444-526, Modena 1802; da- 
tirt vom 21. Oct. 1801) die Abhandlung: d e l l a  so luzione  d e l l e  e q u a -  - 
aioni  a l g e b r a i c h e  d e t e r m i n a t e  p a r t i c o l a r i  d i  g r a d o  s u p e r i o r e  a l  
qua r to .  Gegenstand derselben ist die Untersuchung der Frage, wann die 
algebraische Auflosung einer Gleichung geschehen konne durch Losung von 
Gleichungen niedrigerer Grade. Es  bleiben also alle diejenigen algebraisch 
auflosbaren Gleichungen ausgeschlossen, in dcren Losung ein dem Grade 
der Gleichung gleicher Wurzelexponent vorkommt. Dies hat Ruffini damals 
übersehen, sein Versehen aber in einer Anmerkung zu seiner nachçten Ab- 
handlung (t. 10, p. 434) richtig gestellt. 

Im e r s t e n  Teil der Abhandlung werden zunachst die Gleichungen 
(nur von solchen mit rationalen Zahlencoefficienten ist die Rede) eingeteilt 
in einfache (a. i. irreducible) und zusammengesetzte (reducible); die letzteren 
werdon ausgeschlossen. E s  folgt dann eine Reihe von Er5rterungen über 
die Ableitung einer Fnnction der Wurzeln aus einer andern. Die Über- 
sichtlicl~keit derselben leidet sehr darunter, dass Ruffini auch hier zunachst 
immer nur die Permutationen der in der Function wirklich auftretenden 
Wurzeln in Betracht zieht. Rierauf wendet sich Ruffini zu den XodiEca- 
tionen, welche die allgemeinen Satze der Gleichungstheorie erleiden, wenn 
zwischen den Wurzeln eine bekannte Relation besteht, m. a. W. wenn der 
Wert einer bostimmten Function dorselben als bekannt angesehen wird; 
dabei kntipft er an die oben (nr. 7 a. E.) besprochenen Schlussabschnitte 
seiner ,,teoriaLL an, indem er eine Reihe von Fallen aufftihrt (art. 13 ff.), 
in welchen die Eenntnis einer solchen Relation nicht zu einer Reduction 
der vorgelegten Gleichung führt. Am Schlusse dieses Teils (art. 1 6  ff.) 
wendet sich Ruffini zu einer nicht uninteressanten Untersuchung der fol- 
genden Frage: Es  kann vorkommen, dass die bekannte Function t der 
W u r ~ e l n  bei gewissen Permutationen derselben zwar ihre Form, aber wegen 
der speciellen Werte der letzteren nicht auch gleichzeitig ihren numerischen 
Wert andert, dass etwa die formel1 verschiedenen Functionen t' t" . . . t(=) 
alle den gloichen Wert K besitzen. Alsdnnn lassen sic11 dip. mit t ahn- 
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lichen Functionen nicht mehr rational durch t ausdrücken und die weiter 
gezogenen Polgerungen werden hinfillig. Ruffini gibt  für  dicson Fa11 fol- 
gende Regel zur Bildung einer andern Function T, flir welche dieser 
storende Umstand nicht mehr eintritt: 

E s  seien t,, t, . . .  t ,  die formel1 verschiedenen Functionen, welche 
aus t durch die simtlichen Vertauschungen der Wureeln sich ergeben; von 
ihnen sollen t,, t ,  . . .  ta den gleichen numerischen Wert  besitzen, dagegen 
ta+  1, tu + z . . .  f, von t, numerisch verschieden sein. Nan  bildet nun zu- 
nachst : 

Tl = t l  + 4 +. . .+  t a - ,  + ta 
so werden aus ihm durch die verschiedenen Vertauschungen der Wurzeln z 

sich eine Reihe von 

Functionon ergeben, namlich: 

Solange nun ausser den bereits vorausgesetzten Beziehungen zwischen den 
x keine weiteren bestehen, wird keine von diesen Functionen den gleichen 
Wert  wio T, besilzen; in diesom allgomoinen Fa11 ist also bereits Tt eino 
Function der gewünschten Art. 

Aber in speciellen Fsllen kann cine solche Gleichheit zwischen don T 
sehr wol eintreten; alsdann verfahrt Ruffini folgendermassen. E r  versteht 
unter e der Reihe nach die Primzahlen 1, 2, 3, 5!  7 . . .  ad inf. und denkt 
sich die Functionen gebildet: 

T l ( & )  = t ;  + t; + . -  - + fU.-1 + t:, 
T,(E) = tI + tS + . . -  + ta-1 + ta,,, 
. . . . . . . . . . . . . . .  
T , ( ~ ) = t ; > - ~ + ~ + t ~ - ~ + ~ + . . - + t ~ + ~ + t ; > .  

Wtirde nun für  einen bestimmten Index p die Gleichung: 

für unendlich viele Werte  von e bestehen, so würde daraus folgen, dass 
einer der Werte fa+ ,, ta + 2 . . .  tp numerisch gleich t, ware, der Voraus- 
setzung zuwider.') Da nun auch die Aneahl q der Indices p eine endliche 
-- - 

1) Ruffini führt diesen Beweis an einenl Beispiel; jetzt kann er leicht all- 
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ist, so muss es Wcrte  von s geben, fü r  welche kein T@(E) dom Tl ( E )  

gleich ist.') Ein solches T, ( E )  is t  dann in der That  eine Function der 
verlangten Eigenschaft: alle die formel1 von ihr verschiedenen Functionen, 
welche aus ihr  durch Permutation der Wurzeln x hervorgehen, haben auch 
numerisch von ihr verschiedene Werte; und insbesondere behalt sie ihre' 
Form und ihren Wer t  n u r  bei solchen Permutationen der Wurzeln, bei 
welchen t ,  seinen numerischen Wer t  nicht andert. Übrigens braucht sie 
nicht bei diesen allen ungcBndert zu bleiben2); abor dann is t  sie (srt. 22, 
ni-. 4, 5) zur Reduction der vorgelegten Gleichung nicht weniger, sondern 
nur u m  so mehr geeignet. - Der Satz von der  Existenz einer solchen 
Function T leistet Ruffini etwa dieselben Dienste, wie uns jetzt der Satz 
,,dass jede Gattung Functionen von nicht versühwindender Discriminante 
enthkilt"; er ist aber nicht mit diesem Satze identisch. 

Der z w e i t e  Teil der Abhandlung (p. 476  ff.) wendet sich nunmehr 
der eigentlichen Aufgabe zu. Er beginnt mit dem Beweise, dass die GruppeS) 
einer irreducibeln Gleichung transitiv sein, dass also die nach den vorher 
gegebenenen Vorschriften gebildete Function T alle Wurzeln enthalton 
müsse (art. 26). Hierauf .wird gezeigt, dass die L6sung e i n e r  Hilfs- 
gleichung niedrigeren Grades nur  dann die gegebene Gleichung zu einer 
reducibeln machen kann, wenn die Gruppe der letzteren vorher i m p r i m i t i v  
war ( ~ u s a m m e n ~ e s e t z t  von der zweiten Ar t  nach Ruffini's Terminologie; 
art. 29). Bis hicher scheinen seine Schltisse vollkommen richtig zu sein; 
in der That  sind sie, so fremdartig ihre Darstellung auch erscheinen mag, 
von den jetzt zu gleichem Zwecke angewandten nicht wesentlich verschieden. 
Niinmehr aber übersieht er, dass eine selbst nicht imprimitive Gruppe doch 
imprimitive ausgezeichnete u'ntergruppen besitzen kann und gelangt so zu 
der fkgenden falschen4) Verallgemeinerurig des vorigen richtigen Satzes: 
-- -- 

gemein i~uf Grund der Determinantendarstellung des Dinerenzenprodukts gefiihrt 
werden. 

1) Die Durchsichtigkeit dieses Beweises leidet bei Ruffini darunter, dass er 
(art. 18, 19)  noch verschiedene Moglichkeiten bespricht, ohne zn bemerken, dass 
dieselben durch die vorher getroffenen Festsetzungen bereits beseitigt sind. 

2) Das würde nur der Fa11 sein, wenn t , ,  t, . . . ta: bei denselben Permu- 
tationen wie t ,  ihren Wert nicht anderten; vgl. hiezu Helder, math. Ann. Bd. 34, 
p. 40 (1888). 

3) Die ,,Gruppe der Gleichung" eracheint hier immer als ,,die Permutation, 
bei welcher T seinen Wert nicht andert". 

4) Für Gleichungen, deren Grad keine Primzahlpotenz ist, ist  dieser Satz 
bekanntlich richtig, aber wol nicht mit 80 einfachen Mitteln zu beweisen. - Dass 
Ruffini nicht daran gedacht hat, seinen Satz an den Gleichungen vierten Grades 
einer Prüfung zu nnterwerfen, die die Unrichtigkeit desselben sofort ans Licht 
gebracht hatte, ist auffallend. 
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Eine Gleichung ist nur dann durch eine Reihe von Hilfsgleichungen niedrigerer 

Grade auflosbar, wenn ihre Gruppe imprimitiv is t  (art. 33). 
Die Aufgabe, zu untersuchen, oh dies bei einer vorgelegten Gleichung 

der Fa11 ist,  fuhrt auf die Frage, ob diejenigen Resolventen rationale 
Factoren haben, von welchen die Produkte der Wurzeln zu je p abhsngen; 
und mit dieser und verwandten Fragen beschaftigt sich der d r i t t e  Teil 
der Abhandlung. Zunachst werden Formeln aus der Theorie der sym- 
metrischen Functionen zusammengestellt, welche aur dufstellung dieser 
Gleichungen identisch sind (art. 37). Hierauf wird geaeigt, wie nach Be- 
stimmung des Produkts von p Wurzeln die übrigen symmetrischen Func- 
tionen dieser p Wurzeln sich auf (im allgemeinen) rationalem Wege durch 
ein Divisionsverfahren bestimmen lassen. Dasselbe weicht von dem Ver- 
fahren von Lagrange ab und ist zuniichst nur  für  diesen speciellen Fa11 
geeignet; es wird aber d a m  wie folgt verallgemeinert (art. 48): Sei u, ein 
gegebener Wert  einer Function u der Wurzeln, f, der zugehorige Wert 
einor Shnlichen Function u. Man bezcichne mit t eine Hilfsgrosse und 
bilde das Produkt aller moglichen Werte des Trinoms: 

Die Coefficienten der einzelnen Potenzen von % i n  dicsem Produkt sind als 
symmetrische Functionen rational bekannt. Division desselben mit Z 2  $ tZ 

+ liefcrt oinen in Z linearen Rest, dor fü r  jcdes Z verschwinden muss. 
Von den hieraus entspringenden 2 Gleichungen in t ist  t ,  gemeinsame 
Wurzol und zwar die einzige, also rational bestimmbar, menn nicht formel1 
verschiedene u numerisch gleiche Werte haben. 

9. Abbati.') Im folgenden (10.) Band derselben memorie findet sich 
p. 385-409 ein l3rief von Pietro Abbati (conte Marescotti) an Ruffini 
(vorn 30. Sept. 1802) abgedruckt, in welchem der Verfasser seiner cber- 
zeugung von der Richtigkeit des Ruffini'schen Unanfl6sbarkeitsbeaeises 
Ausdruck gibt,  denselben jedoch zu vereinfachen und zu verallgemoinern 
unterniinmt. Die Vereinfachung besteht vor allem darin, dass e r  die grosse 
Ailzahl von Einzeluntersuchungeii aller mogliçhen Untergruppen, die bei 
Ruffini einen so breiten Raum einnahm, durch Entwickelungen allgemeineren 
Charakters ersetzt. So beweist e r  den Hauptsatz, dass eine rationale 
Function von fünf Grossen nicht drei oder vier Werte haben kann, durch 
folgende einfaçhe Überlegung (art. 26): E ine  Gruppe, deren Index kleiner 
als 5 sein soll, muss jede cyclische Perniutation von fünf Buchstaben ent- 
halten; ferner aber von den sechs Substitutionen, welche irgend drei Buchstaben 

- --- 

1) vgl  P. R i c c a r d i ,  notizie della vita e delle opere del conte Pietro Abbati 
Narescotti, Modena 1879. 
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unter sich versetzen, ausser der Identitat mindestens noch eine, also ent- 

weder cine Transposition oder eine cyclische Permutation von drei Buch- 
staben. Dass aber eine cyclische Permutation von fünf Buchstabeu mit einer 

Transposition die symmetrische, mit einer cyclischen Permutation von drei 
Buchstaben die alternirende Gruppe erzeugt, hatte bereits Ruffini dargethan. 
Auch der Beweis, dass keine achtwerligen Functiouen von fünf Grossen 
existiren, wird in ahnlicher Weise vereinfacht. Die Verallgemeinerung 
Abbati's besteht darin, dass er ausdrücklich zeigt - was Ruffini unter- 
lassen hatte -, dass auch von mehr als fünf Grosson keine drei- oder vior- 
wertigen Punctionen existiren. Auch sonst enthalt die Arbeit Abbati's noch 
manches bemerkenswerte, so z. B. in einer Fussnote zu art. 7 den (soweit 
mir bekannt) ersten vollstandigen Beweis des Satzes, dass die Anzahl der 

l'ormell verschiedenen Werte  einer Functiou von PZ Grossen stets ein Teiler 
von .n' sein muss, mit derselben A n o r d n u n g  d e r  P u n c t i o n s w e r t e  z u  

e i n e m  r e ü h t e c k i g e u  S c h e m a ,  deren man sich jetzt allgemein zu diesern 
Reweise bedient. Ferner findet sich auch (art. 35) ausdriicklich der Satz 
aufgestellt und bewiesen, dass es keine andern zweiwertigen Functionen 
gibt, als diejenigen, welche zur alternirenden Gruppe gehorcn. 

10. Rufflni's Abhandlung von 1802. Dieses Schreiben Abbati's gab 

Ruffini Veranlassung, seinen Unaufl6sbarkeitsbeweis unter Bonutzung von 
Abbati's Vereinfachungsvorschl%gen nochmals i n  ausführlichster Form zu 

publicireri.') Nach einleiteuder Zusauimenstellurig von Biit~en und Defini- 
tionen aus seinem ersten Werke beginnt der e r s t e  Teil, der von den 

Gleichungen ftiuften Grades handelt, mit der Ableitung eirier Reihe von 
Untergruppen, welche dureh verschiedene Combinationen einfacher Permil- 
tationen erzeugt ae rden ;  diese Entwickelungen gipfeln (art. 14) in  dern 
Abbati'schen Beweis für  den Hauptsatz von der Nichtexistenz drei- oder 
vierwertiger Functionen von fünf Grossen. 

Nach diesen gruppeutLieoretischeri Vorbereitungen folgt der algebraische 
Teil des Reweises in neuer Fassung. Ruffini beginnt wieder mit dem Satze 

(art. 16),  dass eine Gleichung der Form: 

z 5 - M = O ,  
unter 2.l sine zweiwertige Function der fünf Wurxeln einer allgemeinen 

Gleichung ftinften Grades verstanden, nur  bestehen kann, wenn Z ebenfalls 
zweiwertig ist. Denn wiirde os sich bei einor Operation der alternirenden 
Gruppe, z. B. bei einer eyclischen Permutation von drei Buchstaben iindem, 

1) della insolnbiliti delle equazioni algebraiche generali di grado superiore 
al quarto; memorie della societa Italiana delle scienze t. 10, p. II (Modena 1803) 
p. 410-470; datirt vom 18. Dec. 1802. 
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so k6nnte es nur in ai5 übergehen, wo rr eine fünfte Einheitswurzel be- 
deutet. Xine cyclische Permutation von drei Buchstaben besitzt aber die 
Periode 3 ;  also müsste rr3 = 1 sein, gegen die Voraussetziing. Da nun 
(art. 20) M in jener Gleichung, wenn Z mehr Wer te  haben soll als Al, 

auch nicht fünfwertig sein kann (sonst ware % 25-wertig), so folgt, dass 
eine solche Gleichung nur  bestehen kanzi, wenn 31 mindestens sechs- 
wertig ist. 

I n  ganz iihnlicher Weise werden dann noch die Satze bewiesen: 
Eine Function 3f, welche mit  einer andorn % in einer Beziehung der 

angegebenen Ar t  steht, kann nicht einer Gleichung der Form 31p + f = O 

geniigen, wenn B zu einer umfassenderen Gruppe als 31 gehhoren soll 
(art. 21). 

Besteht eine Gleichung der Porm y5 = Q zwisühen zwei Punctionen y, 

Q der Wurzeln, so mtissen die fünf Werte von y, die zu einem Werte von 
& gehoren, durch eine cyçlische Permutation aller ftinf M'urzeln auseinander 
hervorgehen (art. 23). 

Nach diesen vorberéitenden Sitzen folgt zunachst die Bemerkung, dass 
eine Gleichung nur  dann unmittelbar algebraisch l6sba,r ,sei, wenn sie ent- 
weder r e d u c i b  e l  oder b i n o m i s c h  ist;  andernfalls mtisse man zur Resol- 
ventenbildung schreiten. E s  wird nun darauf aufmerksarn gemacht, dass 
keine Resolvente einer allgemeinen Gleichung reducibel sein bonne (art. 28). 
Hierauf folgt der Satz: Sol1 aus einer Function z sich die Wurzel x einer 
allgerneinen Gleichung ftinften Grades rational bestimmen lassen, so muss 
z bei oinor cyclischon Vortauschung aller ftinf Wurzeln scinen Wer t  iindorn; 
denn sonst wiirden alle fünf Werte von x i n  gleicher Weise von z ab- 
hangen. Folglich muss der Grad der Gleichung, welcher a gent igt l ) ,  ein 
Vielfaches von 5 sein (art. 32). D a  diese Gleichung (nach art. 20) nicht 
binomisch sein kann, so muss eine weitere Hilfsgrosse y hinzugezogen 
werden (art. 34). Durch deren Hinzunahme wird aber nur  dann ein Vor- 

teil erreicht, wenn sie mindestens bei einer cyclisohen Vertauschung aller 
fünf W u r ~ e l n  x uuverandert bleibt. Eine Function dieser Eigenschaft kann 
(nach art.  21) nur d a m  eintir binomischen Gleichung genügen, wenn sie 
zweiwertig ist  (art. 3 6 ,  2). Angenommen, y sei zweiwertig; danu muss 
der Grad der Gleichung ftir z auch nach Adjunütion von y noch ein Viel- 
faches von 5 sein (art. 37). 

Nunrnehr wird der Hilfssatz eingeschoben: Wenn eine E'unction bei 
einer cyclischen Vertauschung aller fünf x ihren Wer t  nicht andert, so be- 
sitzt sie innerhalb der alternirenden Gruppe noch einen, sechs oder zw6H Werte 

1) narnlich irn Rationalititsbereich der Coefficienten. 
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(art. 40 ;  der Reweis wird wieder diirch Einzeldiscussion der verschiedenen 
moglichen Palle geführt). Daraus folgt,  dass uach Adjunction von y die 
Function = z5 noch von oincr Gleichung sechstcn oder zwalfton Grades 
abhangen muss, die nach art. 2 1  nicht binomisch sein kann (art. 41). E s  
ist also eine neue Resolventenfunction N zu Hilfe zu nehmen, welche nach 
Adjunction von y einer Gleichung: 

gentigt (art. 42). Sol1 dieses N bei einer üyclischen Vertauschung aller 
fiinf x unverandert bleiben, so folgt wie eben für  Ml dass p = 1 ,  6 oder 
12 sein muss (art. 43, 1); sol1 es aber bei jeder solchen seinen Wer t  
andern, so folgt, dass p ein Miiltiplurn von 5 sein muss (art. 43, 2). I n  
beiden Pallen wird man durch dieselben Schlüsse zur Bildung neuer Re- 
solventen gedrfingt, von welchen dann wieder dasselhe gilt;  und so immer 
fort, sodass man nie zum Ziele gelangt (art. 44). 

E s  folgen noch die Bemcrkungen, dass auch die Annahme reducibler 
Resolventen zu nicbts führe, da für  ihre irreducibeln Factoren dieselben 
Schlüsse gelten würden; und dass dasselbe der Fa11 sei, wenn man uicht 
mit der Ausziehung einer Quadratwurzel beginnen wollte (art. 46, 1). 

Von den fïiuf Bedenken, zu welchen uns die erste Form von Ruffini7s 
Rewejs Anlass gab,  fallen dieser neuen Redaction gegenüber das dritte 
und vierte und zum Teil auch das zweite weg - tibrigens ein Fortschritt, 
der wesentlich auf Rcchnung Abhati's zu sctzen ist. Das erste k6nncn 
wir mit Rücksicht auf Gauss7 inzwischen erschienene Dissertation1) bei 
Seite lassen. Dagegen bleibt das Ietzte, die ,,accessorischenl' Irrationalitaten 
betreffende, seinem ganzen Umfange nach bestehen; wie schon die Art  
zeigt, in  welcher Ruffini die Worte  ,,einfachk (reduüibel) und ,,zusammen- 
gesetzt" (irreducibel) ohne weitere Determination gebraucht 

Von diesen Eiuwenduugen abgesehen lohrit es sich einen Augeriblick 
bei einer andern Eigentümlichkeit dieser ersten Reweise Ruffini's zu ver- 
weilen. Der  A b e  l'sche2) Unaufl6sbarkeitsbeweis beginnt mit der Frage, 
welches, die Moglichkeit der Aufloçung vorausgosetzt, die e r s t e  Oporation 
des Aufl6sungsprocesses sein müsse (das ,,innerste Wurzelzeichenl', wie man 
wol sagt); die Galois 'sche Theorie der durch Wurzelzeichen aufl6çbaren 
Gleichungen mit  der Frage, welches unter gleicher Voraussetzung die l e t z t e  
Operation sein mtisse. Ruffini f ing t  an beiden Enden zugleich an und 
sucht abwechselnd das eine und das andere fortzusetzen, um zu seigen, 
- - -  - 

1) Dass dieselbe, wie es scheint, Ruffini unbekannt blieb, kann nicht anf- 
fallen. 

2) Oeuvres d'Abel, Bd. Sylow et Lie, t. 1 p. 31. 84. 
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dass doch immer eine uniiberbrückbare Klnft zwischen beiden bleibt. T h  
bedingt den grossen ausseren Umfang und damit die Untibersichtlichkeit 
seiner Bewoisftihrung, bietet aber vielleicht den vollst%ndigsten Kinblick in 

die Natur  der vorliegenden Schwierigkeit bezw. Unmoglichkeit. 
Der  z w e i t e  Teil der Abhandlung enthalt den Beweis der Unmoglich- 

kei t ,  die Gleichungen von hoherem als dem fünften Grade durch Wurzel- 
zeichen aufzultisen. Da derselhe i u  alleu wesentlichen Punkten ebenso Tor- 
geht, wie der i m  vorstehenden dargestellte Beweis ftir die Unauflijsbarkeit 
der Gleichungen fünften Grades, so mâg  eine ausftihrliche Darstellung des- 
selbon unterbleiben. Nur  darauf soi hingewiescn, dass Ruffini den allge- 
meinen Satz: 

,,$'tir n > 4 existiren keine Functionen von n Grossen, welche mehr 
als 2 und weniger als .n Werte besitzen" 

n i c h t  kennt ,  sondern sich mit dem weniger aussagenden Satze begniigen 
muss, dass keine solchen Functionen existiren, welche mehr als zwei und 
weniger als funf Werte  besitzen. 

11. Malfatti 's Dubbj. Dass die alteren Mathernatiker, welche sicli 
mit dem Problem der Gleichungen fünften Grades selhst viel abgemüht 
hatten und die IIoffnung nicht aufgeben mochten, ihre Versuche doch noch 
von Erfolg gekront zu sehen - dass diese Ruffini's Deductionen nirht 
ohne Widerspruch lassen würden, war  vorauszusehen. Zuerst (soviel mir 
bekannt) wurde solcher Widerspruch offentlich erhoben von dem (damals 
bereits hochbetagten) Ferrareser Mathematiker Gianfrancesco Malfatti.') I n  
der Einleitung s e i k  Abhandlung erklart e r  unter vielen hotlichen Kede- 
weiidungen, dass er a n  der Biehtigkeit von Ruffini's Beweise Zweifel hege; 
er wolle dieselben darlegen, ausgehend von einer Vorstellung über die 
Entstehung (la genesi) der Gleichungen, die e r  seit lange zu benützen ge- 

wohnt sei, die sich tibrigens dem Wesen nach von der Ruffini's nicht viel 
unterscheide. Dementsprechend beginnt e r  mit  einer Darstellung seiner 
eigenen früheren Aufli5sungsversuche. E r  denkt  sich zunachst aus der 
Gleichung rhn Grades die (r - l)te Potenz der Unbekannten entfernt; die 
so vereinfachte Gleichung ist ihm 'dann  eine allgemeine (generica) ihres 
Grades, wonn ihro Coefficienten von r - 1 unabhkingig verhderlichen 
Qrossen abhangen. E r  macht darauf aufmerksam, dass I t u f h i ' s  Resolventen 
in diesem Sinne nicht allgorneine Gloichungen ihres Grades sind (p. 589). 
- -- 

1) Dubbj proposti al socio Paolo Ruffini sulla sua dimostrazione della 
impossibilità di risolvere le equazioni superiori al quarto grado; mernorie 
della società Italiana delle scienze t. 11 (Modena 1804) p. 579-607; datirt vom 
26. April 1804. 
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Die Wurzel einer solchen G l e i c h u q  sucht erl), unter f eine rte Einheits- 
wurzel verstanden, in folgeuder E'orm zu erhalten: 

x = -  ( f m  + f'" + f 3 p  + P q f  -). 

Nach einigen vorbereitenden Satzen iiher Einheitsmiirzeln zeigt er,  wie man 
in der That  von dieser Form ausgehend die Losung der Gleichungen 2., 
3., 4. Grades erhalten kann; und zwar zeigt C r  das immer durch wirklicho 
Ausführung der Rechnung, nicht durch irgendwelche gruppentheoretische 

Überlepngen. Auch ftir Gleichungen fiinften Grades unternimrnt er die 

Rechnung, i s t  aber wegen des rasch wachsenden Umfangs der Formen ge- 
notigt, mit der Erkenntnis abzubrechen, dass mnpq Wurzel einer Resol- 
vente" sechsten Grades ist (p. 596). Hier findet sich nun als e r s t e r  
E i n w u r f :  Ruffini behaupte, gestützt auf die Analogie mit der L6sung der 
Gleichungen niederer Grade, die Ausdrücbe ftir die Wurzeln der Gleichungen 

ftinften Grades müssten unter fünften Wurzeln vierte enthalten; solche 
Rerufung auf Analogie sei nicht zul&sig (p. 597). Z w e i t e n s  sei, selbst 
zugegeben, dass solche Wurzeln auftreten müssten, daraus doch noch nicht 

zu schliesson, dass die betreffenden Funetionen gerade von Gloichungcn 
vierten Grades abhangen müssten. E r  bekriiftigt diesen Einwand durch das 

4 -  - 

Beispiel der Gleichung z w o l f t e n  Grades, deren Wurzel $7 - (/2 E / F  
ist. Er erklart nicht einzusehen, . weshalb die aufiustellende Resolvcnte 
sechsten Grades, oder irgend welche spiitere Resolvente, nicht eine Wurzel 
von dieser oder ahdicher  Form sollte besitzen konnen, da sie j a  docb niüht 
eine allgemeine Gleichung ihres Grades sei. Der d r i t t e  E i n w u r f  Mal- 

fatti's endliüh besteht i n  folgendem: Er gibt (p. 599) ein Beispiel einer 
Gleichung fünften Grades an, deren Resolvente sechsten Grades eine ratio- 
nale Wurzel besitzt; e r  vermisst einen Beweis dafür, dass dies bei der Re- 
solvente sechsten Grades der allgerneinen Gleichung fünften Grades nicht 

eintrete; und wenn e r  das auch für diese zugeben wolle, so trete doch bei 
jeder woiterhin zu bildenden Resolventc dieselbe Gchwierigkeit von ncuem 
auf. Die Notwendigkeit, dass dann die Resolvente sechsten Grades drei 

gleiche Wurzeln haben müsse, sehe e r  nicht ein (p. 606).3) Übrigens, so 

1) Wie schon Euler, Vandermonde, Waring u. A. 
2) Über dieee Resolventc von Malfatti vgl. man die Note von Brioschi im 

Y. Rd. der memorie dell' istituto lombardo, 1863. 
3) Diese Einwande sind übrigens bei Malfatti nicht so, wie es im Texte im 

Anschluss an Ruffini's Antwort der Übersicht halber geschehen ist, unter Rubriken 
praecis formulirt, sondern müsscn aus langeren, immcr wieder durch Eingehen 
auf Nalfatti's eigene Versuche unterbrochenen Raisonnements erst herausgeschalt 
werdcn. 

Abh. znr üesch. dor Mothcni. VI. 1 0 
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schliesst Malfatti, würde es ihn nur  freuen, wenn es Ruffini gelinge, diese 
Einwande zu enticraften. 

la. Rufflni's Entgegnung .  Den Zweifeln Nalfatti's setzte Ruffini 
alsbald eine ausftihrliche Widerlegungl) entgegen. E r  beginnt mit einer 

ahermaligen ausführlichen Darstellung seines Beweises, welche die früheren 
Entwickelungen teils wtirtlich, teils abkürmnd, teils erlauternd wiederholt, 
i ~ u  ganzen aber metir als jene die Hauptabschnitte des Beweisgangs her- 
vortreten lasst (art. 1-12). Hierauf wendet er sich zu don Einwürfon 
Malfatti's, die er ebenfalls ausführlich wiedergibt. W â s  zuniichst die 13e- 
rufung auf Analogie betrifft, so protestirt er gegen die Auffassung, dass 
er sich derselben jemals bedient habe, um damit irgend etwas zu be-  
w e i s e n ;  nur  zur E r l m u t e r u n g  seiner Methoden habe er die bekannten 
Auflthingen der Gleichungen zweiten, dritten, vierten Grades bsigezogen 
(art. 21). Ebensowenig konne er die Stelle finden, an welcher e r  behauptet 
habe, die unter den fünften Wurzeln stehenden Grossen müssten gerade 
vierte Wurzeln enthalten oder überhaupt von Gleichungen vierten Grades 
abhangen; nur  n e b  e n  andern als moglich anzunehmenden Fiillen habe or 
auch den Fa11 der Hilfsgleichungen vierten Grades untersucht (art. 22). 
Auch habe e r  nirgonds gesagt,  das; Grossen, welche vierte Wurzeln ent- 
hielten, gerade von Gleichungen vierten Grades abhiingen mtissten. Des- 
gleichen wisse e r  auüh niüht, welche Stelle seiner Arbeiten Malfatti Anlass 
zu der Meinung habe geben ktinnen, e r  wolle behaupten, wenn die betr. 
Resolvente sechsten Grades losbar sein solle, müsse sie drei gleiche Wurzelu 
haben (art. 2 2  a. E.). 

Von dem letzten Einwand Malfatti's dagegen: die spateren Resolventen 
konnten mnglicherweise reducibel sein - gesteht Ruffini art. 26, dass derselbe 
einige Überlegung verdiene. Was  e r  entgegnet, ist  etwa folgendes: Sei 
z eine erste resolvirende Function, dann sei art.  2 8  der Abhandlung von 
1801 gezeigt, dass die zugehtirige Resolventengleichung nicht reducibel sein 
konne, wenn die vorgelegte Gleichung allgemein ist. Man müsse dann, 
u m  sie zu losen, eine weitere resolvirende Function y zu Hilfe nehmen, 
welche Function der Wurzeln z ' ,  8'' . . . der ersten Resolventengleichung 
und folglich auch Function der Wurzeln x', x" . . . der gegebenen Gleichung 
soi. Nehme man nun alle die verschiedenen Werte ,  welche y bei den 
Vertauschungen d e r  z anzunehmen im Stande sei, so genügten diese alle 
- -- 

1) Risposta di P. R. a i  dubbj propoatigli da1 socio G.-Fr. M. sopm la in- 
solubilità algebraica deli' equazioni di grado superiore al quarto; memorie della 
società Ttaliana delle scienze t. 12 p. 1 (Modena 1805) p. 213-267; datirt vom 
27. Juni 1805. 
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einer Gleichung f"(y) = 0 ,  von der allerdings nicht geschlossen werden 
konne, dass sie irreducibcl sei. Aber die zweite Resolvento soi auch gar 
nicht in dieser. Weise zu bilden, sondern direkt aus  der gegebenen, d. h. 

man habe nur  alle diejenigen Werte  des y i n  Betraçht zu ziehen, welche 
aus einem von ihnen durch die siimtlichen Vertauschungen d e r  x hervor- 
gehen. Alle diese genügten einer Gleichung f (y) = O ,  ftir deren Irredu- 
cibilitat derselbe Schluss golte, wie oben für dio der Gleichung in B. Das 
Polynom E'(y) aber konne dann keine andern rationalen Factoren besitzen, 
als f (y) und diejenigen, welche durch die Vertauschungen der z aus f (y) 
hervorgehen, konne also keinenfalls zür Losung der vorgelegten Gleichung 
bessere Dienste als f (y) leisten.') 

Ob Malfatti durch diese Deductionen Ruffini's ü b e r ~ e u g t  worden war, 
ob er,  ohne überzeugt zu sein, sich von einer Portsetzung der Discussion 
keinen Erfolg versprach, oder ob nur  sein (1807 erfolgter) Tod dazwischen 
t rat  - jedenfalls ha t  e r  nicht mehr offentlich geantwortet. 

Sol1 man iiber die Discussion zwischon Malfatti und Ruffini ein Urteil 
abgeben, so wird man letzterem Recht geben miissen, wenn e r  erkliirt, die 
erstcn Einwande Malfatti's konnton nur auf Missverstsndnissen desselben 
beruhen; allerdings wird man hinzufügen, dass Ruffini's Darstellungsweise 
wenig dazu geeignet ist, Nissverstindnisse fernzuhalten. Schwerer wiegt - 
das riiiimt Ruffini selbst ein - der Rinwand, der die Trreducibilitat der 
Resolveuten betrifft. I n  der That  wiirde eine volle Aufhellung der hier 
in Retracht kornmenden Verhaltnisse den Hegriff eines bostimmten Ratio- 
nalitiitsbereichs erfordern; dass beide, Maifatti wie Ruffini, von einem 
solchen noch weit entfernt sind, braucht kaum gesagt zu werden. Xach 
Einführung dieses Begriffs wiirden übrigens Ruffini's Darlegungen f ü r  die 
al1 g om c i n o n Gleichungen, deren Rationalitstsbereiüh durch die als unab- 
hangige Veranderliche betrachteten Coefficienten festgelegt ist, ohne Zweifel 
Gtiltigkeit besitzen; und dasselbe wtirde auch naeh Adjunction der Quadrat- 
wurzel aus der Discriminante noch der Fa11 sein. E s  hiingt ub~igens  diese 
Prage nahe mit der mehrfach erwahnten andern zusammen, ob nicht von 
,,accossorischcnLL Irrationalitaten Vorteil für die Auflosung xu erwarten sei; 
wir werden auf diese sogleich noch einrnal zuriickkommen müssen. 

Der Zurückweisung von Malfatti's Einwandon hat  Ruffini einen z w e i t  o n 
T e i l  beigefügt, in welchem er selbst noch einige Bedenken gegen seinen 

1) Zu beachten imt, davs hier von der Bildung einer zweiten Resolvente die 
Eede iat nicht nachdem eine erate aufgelost ist, sondern nachdem eine erste sich 
alri zunachst unzug%nglich erwiesen hat. - ifbrigens irit die Quadratwurzel aus 
der Discriminante bei diesen Entwickelungen jedrnfalls als adjungirt zu betrachten, 
wenn Ruffini das auch nicht ausdrücklich sagt. 

10 + 
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Beweis aufwirft und denselben ausftihrliche Widerlegungen entgegensetzt. 
Das e r s t e  dieser Bedenkon is t  (art. 34), ob nicht die vorhin mit F ( y )  
bezeichnete Function binomisch sein konne, wenn die f (Y) es auch nicht 
seien. Dass das nicht moglich kt, würde man wol am einfachsten folgender- 
massen beweisen: Sei g der Grad des einzelnen f (y), h ibre Anzahl, also 
g h  der Grad von F (y); seien ferner y', Y" zwei Wurzeln von f (y) = 0. 

Da beide auch Wurzeln der binomischen') Gleichung F ( y )  = 0 sein mtissen, 
so muss: 

y'i = f fy '  

sein, unter  CY eine ( g l ~ ) ' ~  Einheitswurzel verstanden. Wiederholung der- 
jenigen Vertauschung der Wurzeln x ,  welche y' i n  y" iiberfiihrt, zejgt, 
dass auch CY"', u3y' . . . Wurzeln von f (y) = O sein müssen. Die Auzahl 
y der so erhaltenen verschiedenen Wurzeln aber muss ein Teiler des Grades 
g von f (y) sein, also das schon eine g" Einheitswurzel. Demnach ware 
f (y) selbst gleich yY - C oder gleich einem Produkt solcher Factoren, 
was beides den Voraussetzungen widerspricht. - Ruffini macht, sei es 
weil er die zu benutzondon Eigenschaften der Einheitswurzeln nicht vtillig 
beherrschte, sei es aus andern Gründen, diesen Schluss nur  für  h = 2, 
kommt also nur  zu der Folgerung, dass lz > 2 sein müsse (art. 36). Dann 
fahrt e r  folgendermassen fort:  Man setze: y9 = R ,  also Rh + b = O; so 
wird h = ik, wo i die Anzahl der verschiedenen Werte  ist, welche R bei 
den Vertauschmgen der x annimmt, wahrend k ftir R dieselbe Bedeutung 
hat, wie vorher h ftir y. m a r e  uun i = 1 oder 2, so ware R symmetrisch 
oder alternirend, also eine Gleichung yg = R nicht mtiglich, da g > 2 sein 
und y nicht selbst symmetrisch bezw. alternirend sem soll; also muss 
i > 2 sein (art. 39). Jetzt sind von der Gleichung Zk -/- b = O dieselben 
Eigenschaften nachgewiesen, welche vorher von ygï' + b = O vorausgesetzt 
worden waren; also folgt wie oben h > 2 ,  so jetzt k > 2 (art. 40). Sei 
Bi = S ,  Sk f b = 0, k = qr,  wo q ,  Y analoge Bedeutung haben wie 
vorher i, bezw. 7e, so wird ganz ebenso bewiesen, dass p > 2 ,  Y > 2 sein 
muss. So fortfahrend erhielte man eine unendliche Reihe von Gleichuugen: 

und jeder der Factoren i, q ,  S. . . mtisste > 2 sein; das ist  nicht moglich, 
da  p eine endliche Zahl ist  (art. 41). 

Ruffini fiigt noch bei,  dass diese Schlüsse auch gelten, wenn man 

vorher die alternirenden Punctionen adjungirt ha t  (art.  44) und dass ~ ( y )  

1) Riiffini hat hier ~ t a t t  der Vorausseteung F ( y )  + Z, die nur schein- 

bar allgemeinere Fi') r (y + a ) g h  + b. 
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auch keine andern rationalen Factoren haben kann als eben dio f (y) 

(art. 45). 

13. Die  F r a g e  der accessorischen I r r a t i o n a l i t i t e n .  Wenn dieser 
erste von Ruffini sich selbst gemachte Einwand ohne Schwierigk~it  zu er- 
ledigen war,  so beirifft der z w e i t e den bereits niehrfach erwahnten 
schwiichsten Punkt  seiner ganzen Argumentation; es scheint daher hier 

der geeignetste Ort LU ausführlicher Besprechung desselben. Zunachst 
allerdings trifft Ruffini7s Redenken nur  eine Nehenfrage; die Stello (art. 47) 

sei - auch als charakteristisches Beispiel für  Ruffini's Schreibweise - 
hier wortlich mitgeteilt: 

,,Teorial) nr. 2 4 1  und Xemoria2) Einleitung nr. 3 habe ich gesagt, 
dass die Function von s', u", x"', xrY, xV, welche Wurzel einer der Trans- 

formirten3) ist, welche unmittelbar oder mittelbar zur Losung der (F)') 
dienen sollen, immer als rational vorausgeset~t  werden kann; denn würde 
man sie als irrational voraussetzen, so wiirde e r s t e n s  die entsprechende 
Transforrnirte wegen dieser Irratiorialitiit von hoherern Grade und deshalb 
schwieriger zu losen werden (nr. 241 ,  136 Teor.); z w e i t e n s  hietet der 

irrationale Zustand der angenommenen Function keinen Vorteil im Ver- 
gleich mit einer ahnlichen rationalen Function, wenn man a m  einer solchen 
Function die Wer te  von x in  (3') oder die einer andern Function der x', 

z", x"', xzY7 x V  bestimmen will (nr. 158 Teor.). Seien die beiden5): 

' = ' ( )  x x " )  x ) (x ) . 2' = f (x') (x") (xtff) (xZ ") c% ") 

iihnliche Functionen, d. h. solche, dass bei denselben Permutationen der 
x', x", x"', xrY, xV, bei melchen y' seinen Wer t  beibehalt oder andert, auch 
ii' den seinigen i n  entsprechender Weise heihehalt oder andert, und sei y' 
irrational, z' rational, so wird erstens die Transforniirte in y von hoherem 
Grad sein als der der Transformirten in z,  und zweitens, wenn man beim 
Aufsuchen des VCTertes von x oder von einer dritten Function u = F'(z) 
aus dem B' auf eino Gleichung rom Grado z. R. q gcführt wird, so wird 
man auch auf  eine Gleichung von demselben Grade p geführt werden, 

wenn man dibsen Wer t  von x odor diese Function u aus dem y' bestimmen 
d l .  Das ist der Grund, weshalb sowol in der Teoria, als in der Memoria 

1) So citirt er das oben nr. 7 besprochene Werk. 
2) Die Abhandlung von 1802, oben nr. 10. 
3) d. i. Resolventen. 
4) Der vorgelegten Gleichung. 
5) Die Klammem um die einzelnen Variabeln bedeuten wie bei Lagrange, 

dass die Function nicht als symmetrisch vorausgesetzt wird. 
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in Rezug auf die Auflosung der Gloichungen diejenigen Transforrnirten nicht 
in Betracht gezogen worden sind, welche irrationale Functionen von x', Ml 
x"', xIV, x V  zu Wurzeln haben; aber wenn auch der Grad der Gleichung 
in y, falls diese Function irreducibel ist, zu hoch wird, k6nnte solche Glei- 
chung nicht die mehrerwlhnte Form (y + a)p $. b = O erhalten, oder 
einen bestimmbaren Factor  haben, aus welchem sich ein zur Losung von 
(E') unmittelbar oder mittelbar geeigneter Wer t  von y geminnen liesse? 
Wenn man auch bei Bestimmung des Wertes einer Function aus y' auf 
eine Gleichuug von zu hohem Grad geführt wird, w l r e  nicht die hlGglich- 
keit vorhanden, dass auch in dieser Gleichung in u ein zur Losung von 
(F) geeigneter Factor sich bestimmen liesse, oder dass sie auf die Form 
(u + a)q + b = O zurtickftihrbar mare? Das sind zwei neue nedenken, 
die gelost werden rnt i~sen. '~  

W a s  nun Ruffini selbst zu diesom Zwecke vorbringt, ist  allerdings 
wenig geeignet diese Bedenken zu zerstreuen. E r  beruft sich dabei auf 
eine Reihe früherer Satze, die zum Teil tiberhaupt nur  ftir rationale Func- 
tionen der Wurzeln der gegebenen Gleichung Geltung besitzen, wahrend 
ftir einen andern Sei1 wenigstens die von Ruffini gegebenen Beweise nur 
ffir solche Functionen zwingend sind. E s  gilt  dies namentlich von den- 
jenigen Siitzen, welche auf den Grad und die Irreducibilitiit von Resolventen 
Bezug haben. Dazu kommt, dass er mit einer Vorstellung ,,Festhaltung 
des Werts und der Combination der Radicale bei Vertauschung der unter 
ihnen stehenden xLL operirt, die weder von ihm selbst zu einem bestimmten 
Begriff praecisirt worden is t ,  noch einer solchen Praecisirung tiberhaupt 
fghig zu sein scheint. Hier enthalten also Ruffini's Unaufl6sbarkeitsbeweiçe 
an einer sehr wesentlichen Stelle eine Lücke, auf  die in der That auch 
schon mehrfach') hingemiesen worden ist. 

Bekanntlich deckt A b e  1's UnauflGsbarkeitsbeweis diese Lücke durch 
oine ausführliche rechnerische Deduction des Satzos: ,,Ist eine Gleichung 
durch Wurzelziehen auflosbar, so kann man der L6sung immer eine solche 
Form geben, dass alle algebraischen Functionen, aus  welchen sie zusammen- 
gesetzt ist ,  sich durch rationale Functionen der Wurzeln der vorgelegten 
Gleichung ausdrticken lassen." Man findet wol die Neinung ausgesprochen, 
dass eine solche algebraische, oder wenn man will arithmetische Deduction 
an dieser Stelle durchaus unentbehrlich sei und durch keinerlei anders 
geartete Betrachtung ersetzt werden k ~ n n e . ~ )  Ware  dem in der That so, 

1) Vgl. z. B. Sy low in den Noten zu Abel's oeuvres complètes, Bd. Sylow 
et Lie, Rd. II p. 293, odor die in der Einl. citirto Diss. von Hecker p. 5 u. 26. 

2) Vgl. z. B. N e t t o ,  Lehrbuch der Substitutionentheorie (Leipzig 1882) 5200. 
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so würde man das Übel des Ruffini'schen Beweiscs insofern als unheilbar 
anseheu miissen, als eine Entwicklung, wie die von Abel durchgefiihrte, 

Ruffini's ganzer Arbeitsweise durchaus ferne liegt. Es  ist jedoch von Herrn 
C. J o r  dan1) in Verfolgung Galois 'scher Ideen für  einen allgemeineren 
Batz, welcher den vorhin erwahnten als speciellen Fa11 enthalt, ein Beweis 
gegeben worden, der solcher arithmetischcn Vorbereitungssiitze nicht bedarf; 
derselbe beruht hauptsachlich auf dem auch Ruffini's Versuchen zu Grunde 

liegendon Godankon, dass mit Adjunction einer irrationalen Function der 
Wurzeln aueh immer zngleich bestimmte rationale Functionen derselben 
adjungirt werden. E s  muse demnach moglich sein, indem man diese Ent-  
wicklungen in angemessener Weise ~pecia~lisirt, den Beweis der Unrnoglich- 
keit ,,algebraischeri' Auflosung der hoheren Gleichungen von jenen Vorbe- 
reitnngssatzen und dem zu ihrer Ableitung erforderlichen Formelapparat jn 
der Weise unabhiingig zu machen, dass dieselben erst nachtraglich als 
Corollare auftreten. Einen so geführten Beweis würde man mit einigem 
Recht als ,,vervollstandigten Rnffini'sühen BeweisiL ansehen ktinnen. - 

E s  folgen bei Ruffini noch einige Uemerkungen von geringerer Be- 
deutung. I n  nr. 51 wird erlautert, dass gleichzeitige Adjunction der Wur- 
zeln mehrerer Hilfsgleichungen die Ltisung nicht fordert. Nr. 52 wirft 

die Frage auf, ob es nicht unabhangig von jeder Methode, viclleicht durch 
Zufall , moglich sei, dass ein algebraischer Busdruck gefunden werden 

konne, der in die gegebcne Gleichung eingesetzt, dieselbe befriedige; diese 
Frage wird dadurch erledigt, dass ausführlich entwiekelt wird, wie man i n  
solchem Fa11 von dem gefundenen Ausdruck aus rückwarls die successiven 
Resolventen- bilden konne, sodass man auf die ursprüngliche Fragestel- 
lung zurtickgeftihrt ~ e r d e . ~ )  

1) traité des substitutions et des équations algebriques (Paris 1870), art. 373 ff. 
Man vgl. auch die Darstellung bei H o l d e r ,  math. Annalen Bd. 34 p. 47 ff. (1889). 

2) Derselbe Band der meiriorie della società Italiana enthilt p. 321-336 
noch eine kleine Abhandlung von Ruffini: Riflersioui intorno al metodo pro- 
posto da1 convocio Malfatti per la solnzione delle equazioni di 6' grado (vom 
21. Sept. 1806). In dcreelben zeigt er ,  wie ans den von Lagrange entwickelten 
Gmndsatzen a priori geschlossen werden konne, dass der Qrad von Malfatti's 
Resolvente gleich 6 sein miisse. Er erortert ausserdem noch das von Malfatti 
gegebene Beispiel , in welçhem diese Resolvente eine rationale Wurzel besitzt, 
und macht daraiif aufmerksam, dass, sobald diee für die entaprechende Resolvente 
irgend einer Gleichung fünften Grades zutrifft, diese letztere algebraisch aufgelost 
werden Bonne. (Dass diese Bedingung nicht nur hinreichend, sondern auch not- 
wendig ist, hat E. L u t h e r  bewiesen: de criteriis quibus cognoscatur an aequatio 
quinti gradus irreductibilis algebraice resolvi possit, Crelle's Joum. Bd. 34, p. 244, 

auch Diss. Regiom. 1847.) 
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14. Rufïini's Abhandlung von 1806. Die nachste Abhandlung 
Ruffini's über die allgcmoine Auflosung der hoheren Glcichungon') tragt 
an ihrer Spitze die Behauptung, solche Auflosung sei stets unnlGglich, 
welche algebraischo oder transcendente Methnde man auch immor anwenden 
moge. Dnrch diese Behauptung haben sich offenbar viele Nathematiker 
von der Kenntnisnahmo von Ruffini's Arbciten abschrecken lassen, indem 
sie in derselben einen handgreiflichen Widerspruch fanden. Nachdem wir 
aber aus seinen bisher besprochoncn Abhandlungen gesehon haben, dass 
wir es in ihm mit  einem zwar in  der Weise seiner Zeit zuweilen mit un- 

vollst%ndig abgeklMrton Vorstollungcn arbeitondcn, aber doch jedenfalls 
durchaus ernst zu nehmenden Mathematiker zu thun haben, werden wir 
uns von jenem ançcheineiiden Widerspruch nicht davon abhalten lassen, 
dass wir von dem Inhalt auch dieser Arbeit Kenntnis nehmen und zu- 
sehen, in welchem Sinn denn eigentlioh jene paradoxe Behmptung zu ver- 
stehen sein mag. Dieselbe wird von Ruffini zunachst dahin erlautert, dass 
es keine ,,exacte'L, d. h. aus  einer endlichen Anzahl von Termen bestehende 
Function der Coefficienten gebe, welche an Stelle der Unbekannten in die 
Gleichung eiugesetzt, dieselbe behiedige. Man wird zunachst nicht geneigt 
sein, in dieser Definition irgend einen bestimmten Sinn n i  finden, wenn 
dieselbe trariscendente Functionen mit umfassen soll; allein damals lag die 
Sache doch anders. Nan war seit so langer Zeit gewohnt, gewisse haufig 
begegnende transcendente Abhangigkeiten - Ex~ionential- und trigonometrische 
Functionen samt ihren Tmkehrungen - durch besondere Functionszeichen 

a u s ~ u r ü c k e n  und mit ilinen wie mit den Zeicheu der algebraischen Func- 
tionen zu operiren, dass man g a r  nicht dazu kam, sich die Frage vorzu- 
legen, durch welche Eigenschaften denn gerade diese vor allen andern 
Transcendenten eine solche Bevorzugung verdienten. So wurde man iinbe- 
merkt dazu gebracht, dass man bald nur  an diese speciellen Functionen 
dachte, wenn man von analytisch darstellbaren und den ~ é ~ e l n  des Cal- 
culs unterworfenenen Fuuctionen sprach, bald, wenn man solche Beschrin- 
kung a,ls unzuliissig erkannte , die Eigenschaften , welche man an jenen 
kennen gelernt hat te ,  unbewiesenermassen auch allgemeineren zuschrieb. 
Bei Ruffini scheint beides ineinandergespielt zu haben; diesen Rindruck 

gewinnt man wenigstens aus seiner Ab2iandlung2) über die allgemeinen 

1) Della insolubilità delle eqiiazioni algebraiche generali di grado superiore 
al 4O, qualunque metodo si adoperi, algebraico esso siasi O trttscendentale; 
memorie dell'Istituto Nazionale Italiano, Classe di fisica e matematka, t. 1 p. 11 
(Rologna 1806), p. 433-450 (vom 22. Nov. 1806). 

2) Alcune proprietà generali delle funzioni; memorie della società ltaliana 
delle scienze t. 13, p. 1 (Modena 1807), p. 292-335 (v. 27. Juni 1806). 
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Eigenschaften der Functionen, auf welcher jene mit dem paradoxen Tite1 
beruht. Auch i n  dieser suchen wir vergebens nach einer greifbaren Defi- 
nition dessen, was 12ufEni unter einer Punction, speciell unter einer eiti-  
f a c h e n  F u n  c t i o n  versteht. W i r  finden nur  die beilaufige Bemerkung 
(art. l), dass eine eiufache Punction durch eine einzige Rechnurigsoperation 
zu Stande komme; als 13eispiele werden dam: 

log P 

aufgeführt. E s  folgen lange Ketten von Schltksen und Rechnungen, in 

welchen nun freilich mit vieldeutigen Functionen ohne Angabe des jedes- 
mal zu wahlenden Wertes, mit Iteration von Operationen zu gebrochenein 
oder gar zu irrationalem Index, mit  Bestimmung von Functionen aus  
Functionalgleichiingen, die noch iinendlich viele andere Losungen zulassen, 
und ahnlichen Dingen in so scrupelloser Weise rrianipulirt wird, dass Inari 
schon nach den ersten Siitxen jede Controle darüber verliert,  in welcher 
Weise man die Voraussetzungen hat te  einschriinken müssen, wenn die 
Schlüsse zulassig sein sollten. Will man daher von dem ganzeu Bau  über- 
haupt e t a a s  ret ten,  so wird nichts ü b n g  bleiben, als diejenigen Eigen- 
schaftrn, welche Riiffini ans seiner unbestimmten Vorstellung von einer 
einfachen Function gefolgert zu haben glaubt, mit in die Definition aufzu- 
nehrnen und zu sagen: 

E i n f a c h  heisst eine Punction im Sinne Ruffini's dann, wenn von 
ihren zu domsolben Werte des Arguments gohorenden Werten jeder eine 
rationale Function irgend eines unter ihnen ist, und wenn femer alle diese 
rationalen Operationen sich durch Iteration einer einzigen unter ihnen dar- 
stollen lassen. 

Sind dann f, (z), f, (z), & (CC), gp (z, y, E )  eiufache Punctiorien, so heissen 

f 2  (6 (XI), f 3  ( f e  (fi (mi rp (fi (4, fi (21, f 3  (XI) U. S. W. z u s a m m e n g e s e t z t e  
F u n c t i o n e n ,  und stillschweigend werdeu nur  solche Funetionen i n  Be- 
tracht gezogen, welche i n  dieser Weise aus einfachen sich zusammensetzen 
lassen.') Dass d u r c h  F u n c t i o n e n  d i e s e r  A r t  die Auflosung der alge- 
braischen Gloichungon hoherer Grade nicht geleistet werden konno, das ist  
der eigentliche Sinn, den man jener paradoxen Behauptung beizulegen ha t .  
Nun i s t  aber mit den Mitteln der modernen Functionentheorie sofort zu 

1) Die ,,einfacheniL Functionen würden demnach in der Functionentheorie 
eine ahnliche Rolle zu spielen haben, wie in der Algebra die Radicale mit Prim- 
zahlexponenten. (Von Radicalen mit zueammengesetzten Exponenten sagt Ruffini, 
dass sic:ebensowol als einfache, wie ale zusammengesetzte Functionen betrachtet 
werden konnen.) 
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zeigen, dass jene Eigenschaften einer einfachen Function von allen tran- 
scendenten Functionen nur  dem Logarithmus zukommen. Ruffini's Behaiip- 

tiing wurde also schliesslich darauf znsammenschrumpfen, dass die Auf- 
losung der hoheren Gleichungen auch mi t  Hilfe der Logarithmon, resp. der 
Xreisfunctionen nicht moglich ist;  womit es denn allerdings seine Richtig- 
koit hat. 

Ührigens ist ersichtlich, dass eine Fortbildung dieser Gedanken Ruffinik 
zu Anschauungen Lthnlicher Art wie diejenigen führen würde, welche vor 
einigen Jahren Herr  Rausenberger seinen functionentheoretischen Arbeiten 
zu Grunde legen zu müssen glaubte. 

W a s  Ruffini's eigenen Beweis seiner Behauptung angeht, so ist  der 
Gedankengang desselben etwa der folgende: 

Sci P (nr. 1) eine Function der Coefficienten der vorgelegten Glei- 
chung, y = si (P) eine ,,einfache FunctionCL von P, +', si", +"' . . . die ver- 
schiedcnen Werte  derselben, P = IT (y) ihre Umkehrung. I n  P und y 
führe man stat t  der Coefficienten die Wurzeln x ein. Existirt  dann (nr. 2) 
eine Anzahl von Permutationen dcr z, welche denselben W e r t  P, aber ver- 
schiedene Werte von y  liefern, so sind alle diese unter  den q', +" . . . 
enthalten. Seien nun (nr. 3 ,  1) y', y" . . . y V  die 5 Werte von y, welche 
durch Wiederholung einer cyclischen Permutation von fünf der x aus ein- 
ander hervorgehen, und sei y"= f ('y'), so fol&, dass f 5 ( y ' )  =y', d. h. 
dass die ftinfte Iteration der Operation f sich auf die Identitat reducirt. 
Bleibt ferner (m. 3, 11) die Function P noch bei einer andern cyclischen 
Vertauschung von g der x ungeiindert, wiihrend 9' dabei in  y@) = Y (3') 
übergeht, so folgt ebenso, dass T g  (y) = y  sein muss. E s  werde nun an- 
genommen (nr. 4), dass P sowol bei der erwahnten cyclischen Permutation 
von fünf Wurzeln x ,  als auch noch bei irgend einer andern cyclischen 
Pcrmutation von zweian, dreien oder vieren derselben ungeandert bleibt, 
und dass y bei der ersten seinen Wer t  andex-t: dann folgt, dass es ihn 
bei der  zweiten bcibehalten muss. Denn sei e r s t e n s  p(a) gleich einern der 
fünf ersten Werte  y', y" . . . y('], etwa = f P  (y), so folgt aus WB) (Y) = y, 
dass fPY (y) = y sein muss, y(a)  = y'. 1st aber z w  e i  t e n s  von allen 
jenen ftinf Werten verschieden, so setze man f (y(")) = f + (t~') = F (y'); 

dann wird y' in F ( y f )  tibergoftihrt, durch eine cyclische Vertauschung von 
fünf Wnrzeln x,  sodass, wie im ersten Fa11 F5 (y) = y und vermtige der 
Vertauschbarkoit') von f und Y: f 5  y5 (y )  = y ,  also auch 7P5 (y) = y und 
damit 7V (y) = y folgt, der Voraussetzung zuwider. Nr. 5 enthalt den 
analogen und analog bewiesenen Satz fiir zwei cyclische Permutationen 

1) In dieser Vertauschbarkeit licgt der Kern des Beweises. 
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von drei und von vier Wurzeln x und  die Bemerkung, dass hier Special- 
fille eines allgemeinen Gesetzes vorliigen. Nr. 7 bringt nach diesen Vor- 
bereitungen die entscheidende Behauptung, dass y bei jeder cyclischen 
Permutation von ftinf Wurzeln unveranderlich bleiben müsse, wenn P ein- 
oder zweiwertig sei. Denn wtirde CS soinen W c r t  bei einer solchen Per- 
mutation iindern, so müsste es ihn nach nr. 4 bei jeder cyclischen Permu- 
tation von drei W u n e l n  behalten. Andrerseits kann aber jede cyclische Permu- 
tation von ftinf Wurzeln aus solchen von jedesmal drei W u n e l n  zusammen- 
gesetSt werden, sodass man auf einen Widerspruch geführt wird. Damit 
kann nun in nr. 9 der Unaufl6sbarkeitsbeweis abgeschlossen werden, indem 
gezeigt wird, dass fortgesetzte Ü b e r e i n a n d e r h a ~ f u n ~  der Zeichen ;,einfacher 
FunctionenLL niemals von den Coefficienten der Gleichung zu solchen Func- 
tionen führen kann, welche bei cyclischer Vertauschung von ftinf Wurzeln 
ihren W e r t  andern, wie dies dooh für die Wurzeln selbst der Fa11 ist. 

15. Ruf5ni7s A b h a n d l u n g  von 1813. Eine flinfte und letzte He- 
daction seines Unaufl6sbarkeitsbeweises ha t  Ruffini als besondere Schrift 
crscheinen lassen.') In  der Einleitung derselben recapitulirt er eine R e i h ~  
meist Lagrange'scher Satze aus der Gleichungstheorie; dieselben werden 
in Noten am Schlusse des Werkes ausftihrlich erlsutert: Erwahnenswert 
dtirfte aus den letzteren vielleicht sein, dass Ruffini auch hier den Unter- 
schied zwischen ,,formellerLL und ,,numerisçherLL Gleichheit zweier Werte 
einer Function ausdrücklich hervorhebt (Nota 4, p. 122), sowie die That- 
sache, dass die Substitutionen, welche den nunierischen Wer t  einer Function 
nicht Bndern, keine Gruppe zu bilden brauchen (Nota 6, p. 123). Dar 
e r s t e  Teil der Abhandlung enthalt d a m  den Beweis der a l g e b r a i s c h e n  
Unaufl6sbarkeit in  derjenigen Form, welche sich aus dem oben (nr. 14) 
reproducirten Beweis der ,,transcendentenLL ergibt,  wenn man überall nur 
von algebraischen Functionen, bezw. von Radicalen redet. Die wesentlichen 
Schritte werden dabei folgende: 

(nr. 1) Seien y,  P zwei Functionen der Wurzeln x der vorgelegten 
Gleichung, und sei yp  = P; P bleibe bei einer cyalischen Vertauschuug 
(12345) von fünf Wurzeln z ungeiindert, ein Wert  y'von y gehe bei wieder- 
holter Anwendung derselben V&tauschung der Reihe nach in y", Y"', y", 
z/ Y tiber. 

(nr. 2) Dann muss y"= py', y"'= pey', y r v =  P31/', y V  = p4y' sein 

und fi muss eine ftinfte Einheitswurzel sein. 

1) Riflessioni intorno alla soluzione delle equazioni algebraiche generali. 
Opuscolo del. eav. dott. P. Ruffini etc. Modena 1813. VIII, 140 p p  4'. 
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(nr. 3) Bleibt P ausserdcm noch bei einer cyclischen Permutation (123) 
von dreien aus jenen fünf Wurzeln x ungetindert, so muss IJ' bei der- 
selben in y y  übergehen und y muss eine dritte Einhoitswurzel sein. 

(nr. 4) Beide cyclischen Permutationen nach einander ausgefiihrt, geben 
wieder eine cyülische Permutation (13452) von fünf Wurzeln; daraus folgt 
/3 jy5= 1. Das ist aber nur nioglich, wenn y selbst gleich 1 ist;  d. h. y 

kann sich bei keiner der cyclischen Permutationen (123) ,  (234), (345), 
(451), (512) andern. 

(nr. 6) Also kann es sich auch nicht bei der zuerst vorausgesetzten 
cyclischen Permutation von fünf Ruchstaben andern; denn diese lasst sich 
aus jenen zusammensetzen. 

(nr. 6) Also kann man durch Wurzelausoiehung nicht über die zwei- 
wertigen Functionen hinausgelangen. 

E s  brauoht wol kaum noch ausdrticklich hcrvorgehoben eu werden, 
dass diese Fassung des Unauflijsbarkeitsbeweises sich in  alleu wesentlichen 
Punkten mit deqenigen deckt, welche als ,, W a n t z e l ' s c h e  hl o d i f i -  
c a t i o n  d e s  A b e l ' s c h e n  B e w e i s e s L L  in den Lehrbüehern mitgeteilt zu 
werden pflegt. 

n b e r  die Frage, wie es mit den accessorischen Irrationalitaten steht, 
tiiuscht sich Ruffini diesmal (nota 9, p. 134)  mit de11 Worteri hinweg: 
,,wenn aus dem husdnlck fiir xCn) nach Xinsetzung der Ausdriicke der Coeffi- 
cienten durch die Wurzeln und gehoriger Reduction nicht alle Radicale 
verschwbden, so wtirdo ein rationaler Ausdruck, namlich x("), einem irra- 
tionalen gleich sein müssen, was absurd i ~ t . ~ '  

Die folgenden Capitel enthalten eine ausführliche Theorie der Glei- 
chungen dritten und vierten Grades, mit der Absicht, zu zeigen, weshalb 
auf diese die Schlüsse keine -4nwendung finden, welche die Unaufl6sbarkeit 
der hoheren Gleichungen beweisen. Bemerkenswert is t  hier nur  allenfalls 
die Art ,  wie Ruffini die Unvermeidlichkeit des c a s u s  i r r e d u c i b i l i s  be- 
grtindet: in  dem allgemeinen Ausdruck für  die Losnngen dieser Gleichungen 
müssten die complexen dritten Einheitswurzeln notwendig auftreten, und 
eben deswegen müssten die Radieanden notwendig complex sein, wenn die 
Wurzeln der Gleichung reell werden solleu. 

Der  z w e i t  e Teil der Schrift wiederholt den Reweis der Unmoglichkeit 
transcendenter Aufiosung aus den beiden hier unter nr. 1 4  besprochenen 
Sbhandlungon in meist wortlichem Abdruck.') 

1) Von Ruffini's spateren Veroffentlichungen stehen die beiden folgenden 
mit unserem Gegenstande noçh in einigem Zusammenhang: 

Alcune proprietà delle radici dell'unità; memorie dell'imp. r. istituto del 
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16. Resum6. Es  bleibt noch übrig, dass wir aus dem Inhal t  der 

verschiedenen im vorhergehenden analysirten Schriften Ruffini's ein Gesamt- 
bild seiner Leistungen auf dem betrachteten Gebiet,e zusammenzufügen ver- 
suchen. Sicherlich sind dieselben nicht frei von schweren Nangeln. Dass 
wir an seinen Definitionen haufig Klarheit und Praocision, a n  soinen Be- 
weisen Scharfe und Über~eu~i ingskraf t  vermissen - das ist nun freilich 
ein Gebreühen, von dem auch die bedeutendsten Mathematiker seiner Zeit 
nicht frei sind und das man deshalb ihm personlich nicht allzuhoch wird 

anrechuen dürfen. Llieser Mange1 allein hatte auch seine ~ e z g e n o s s e n  wol 
kaum abgehalten, seinen Arbeiten die verdiente Anerkennung zu zollen; 

und wenn das nicht in ausreichenderu Masse geschehen ist, so müssen noch 
anderere Gründe massgebend gewesen sein. Dahin ist vor allem seine Dar- 
stellungsweise zu rechnen, die dem Verstandnisse in  der That  nicht geringe 
Schwierigkeiten entgegensetzt. Noch grosser müssen dieselben zu einer 

Zeit gewesen sein, in  welcher ein grosser Teil der benutzten DegrifTe 
don Lesern v6llig frcmd und ungewohnt war - davon geben Malfatti's 
Einwendungen genügend Zeugnis. Diese neuen Begriffe aber durch ein 

goeignetes System von Kunstausdrücken und Bezeichnungen zum Gcbrauche 
handlich zu machen ha t  er nicht verstanden, vielleicht auch nicht gesucht. 

So wird e r  zu langathmigen Umschreibungen genotigt und muss oft erst 
durch eine Beihe von Beispielen dem Leser Gelegenheit geben, sich den 

regno Lombardo-Veneto vol. 111, anni 1816/17 (Milano 1824. p. 67-8.1), vom 
7. Marz 1816. 

(Enthilt haupteiichliçh Forlueln zur Berechnung der symmetrischen Fuuc- 
tionen der Einheitswurzeln.) 

Intorno al metodo generale proposto da1 Sig. Hoën6 Wronski, onde risolvere 
le equazioni di tutti i gradi; memorie della società italiana delle scienze, t. 18. 
parte contenente le memorie di maternatice (Modena 1820) p. 66 - -  68 (vom 
20. Nirz 1816). 

(Hoëné-Wronski's angebliche Losung beriihte, wio Riiffini ausführlich darlegt, 
auf der fa1 schen.Voraussetzung, dass es moglich sei, ,  die Wurxel x einer allge- 
meinen Gleichung nten GraAes durch die Wurzeln 6, , 6, . . 6, - i einer Hilfsglei- 
chung ( N -  i)%n Grades in der Form auszudrüçken: 

Ein in den Jahren 180718 von Ruffini für  seine Artillerieschüler verfasstes 
Elementarlehrbuch (Algebra e suo appendice) habe ich nicht gesehen. 

Worauf sich die in Abel's oeuvres complètes éd. Sylow et  Lie t. II. p. 293 
aus dem Bull. det, annonces von Ferussac citirte Stelle: ,,dans les r n h .  de l'inst. 
imp. de Milan, t .  1, un autre auteur fait voir etc.'L bezieht, habe ich nicht 
eruiren konnen; der betr. Band enthalt an hieher gehorigern nur eino (unbeden- 
tende) Abhandluug von Bot. Caccianino, welcher im Gegenteil RufEni zustimrnt. 
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Sinn eines Satzes zu abstrahiren, den praecis und verstiindlich zu formu- 
liren ihm selbst nicht gelungen ist. Ahnlich verhalt es sich auch mit der 
Darstellung seiner Beweise: ihren künstlichen Bau beginnt er meist an 
einem beliebigen Ende und führt ihn ein Stück weit in die Hoho, um d a m  
abzuspringen, an einem ganz andern Ende zu beginnen, wieder ein Stück 
zu fordern, von neuem zu wechseln, bis er schliesslich alle Stützen bei- 
sammen hat ,  um das Werk mit einer fein zngespitzten deductio ad ab- 
surdum kronen zu konnen. Dazwischen lasst er den Portgang des Baues 
auch wol einmal für langere Zeit giinzlich ruhen, urn sich mittlerweile 
erst mit Einwendungen herumzuschlagen, die ihm das bereits vollendet 
geglaubte wieder zu unterminiren droheu. 

Rei einzelnen Fragen ist es üborhaupt nicht moglich, über seine Auf- 
fassung ins klare zu kommen, indem seine ~ u s s e r u n ~ e n  aus verscliiedenen 
Zeiten zu sohr von einander abweichen. (Diesolbe Unbostandigkeit der 
wissenschaftlichen Überzeugung sol1 tibrigens auch seiner medicinischen 
Thiitigkeit angehaftet haben; so wird a. B. berichtet, er  habe seinen Zu- 
htihern tiber die Natur des Typhuscontagiums jedes Jahr eine andere 
Theorie vorgetragen.) E s  gilt dies insbesondere auch von der Prage, in 
wie fern man berechtigt ist, sich bei Untersuchungen über die Ai~f'lflosung 
algebraischer Gleichungen auf die Betrachtung rationaler Fnnctionen der 
Wurzeln zu beschrhken. In seinen ersten Ver6ffentlichungen drtickt er 
sich so aus, dass man annehmen muss, er habe überhaupt gruppentheo- 
rctische Satze mit derselben Leichtigkeit auf irrationale wie auf rationale 
Functionen der Wurzeln anwenden zu konnen geglaubt. Spater scheint 
ihm dies doch bedenklich vorgekommen zu sein; in dem zweiten Teil, 
welcher der Erwiderung auf Malfatti's Einwürfe angehangt ist, lasst er sich 
über die Frage auf langere Erorterungen ein, denen man xwar keineswegs 
strenge Beweiskraft wird zuschreiben konnen, die aber doch vielleicht 
neueren, im Galois'schen Ideenkreis erwachsenen Anschauungen nicht so 
sehr ferne stehen. In  seiner letzten Schrift endlich tanscht er sich tiber 
die ganze Schwierigkeit mit einem - man kann wol sagen Taschenspieler- 
kunststück hinweg. 

Aber alle diese Mange1 dürfen uns nicht blind gegen die Thatsache 
mauhen, dass in Ruffini's Schriften die Algebra doch in ,einer ganzen Reihe 
von Punkten wesentlich gefordert worden ist. E r  hat  zuerst das von 
Waring, Vandermonde und Lagrango ihren Nachfolgern gestellte Yroblem 
einer spstematischen Untersuchung der Permutationen, bei welchen rationale 

Punetionen von la Grossen ihren Wert andern oder nicht andern, enorgisch 
in Angriff genornmen und wenigstens für .n = 5 zu einem gewissen Ab- 

* schluss gebracht. Namentlich hat er bereiis den wichtigen Satz vollstandig 
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bewiesen, dass keine drei- oder vierwertigon Functionen von fünf oder 
mehr Grossen existiren k6nnen. E r  ha t  zuerst den fundamentalen Begriff 
einer Gruppe von Operationen in seinem speciellen Untersuchungsgebiet 
aur Geltung gebracht und die hauptsachlichsten Arten von Gruppen für  
dieses Gebiet au unterscheiden gelehrt. E r  ha t  den Beweis des Satzes, 
dass bei Renutaung nur solcher Functionen, welche sich rational durch die 
Wurzeln ausdrücken lassen, die Auflosung der hoheren Gleichungen durch 
Radicale nicht moglich soi - dieson Beweis ha t  or nicht nur  zuerst durch- 
geftihrt, sondern ihn auch nach verschiedenen Umarbeitungen auf die ein- 
fache Form gebracht, welche Wantael zugeschrieben zu werden pflegt. Er 
hat endlich den Zusammenhang erkannt, in welchem die Reducibilitat einer 
Gleichung mit der Intransitivitit  ihrer Gruppe, die Auflosbarkeit einer 
Gleichung durch Hilfsgleichungen niediigerer Grade mit der Imprimitivitat 
i h e r  Gruppe steht. 

Ob wir auf Liufflni's Inspiration auch den wesentlichen Inhalt der 
Arheit seines Freundes Abbati, welche ebenfalls zwei grundlegende Satze 
dieses Teils der Algobra zum ersten Mal vollst%ndig beweist, zurückzu- 
führen, oder ob wir diesen jetzt fast vergessenen Mann neben Ruffini als 
einon der  Begründer der Gruppentheorie zu nennen habon, das wird sich 
jetzt wol nicht mehr feststellen lassen. Dagegen dürfen wir a n  einer andern 
Frage nicht vorübergehen, die mol mancher Leser sich schon aufgeworfen 
haben wird: was bleibt, wenn diese Darstellung richtig ist, noch übrig von 
den grupperitheoretischen Verdiensten C a u c h y ' s ,  dem man den grossten 
Teil der erwahnten Satze zuzuschreiben gewohnt k t ?  Sicherlich ein bedeu- 
tender Teil: Cauchy ha t  nicht nur  den von Ruffini uberkommenen einzelnen 
Stitzen eine grosse Anzahl neuer hinzugefügt und das Ganze in systema- 
tischer Darstellung zuganglich gemacht, sondern auch in Terminologie und 
Bozeichnungsweiso erst das Handwerkszoug geschaffen, dessen diosor noue 
Zweig der Mathematik zu seiner Weiterentwickelung bedurfte und das 
Kuffini ihm nicht in die Wiege gelegt hatte. Aber die wenigen Worte, 
mit welchen Cauchy in seiner ersten einschlagigen Ver6ffentlichung1) seines 
Vorgangers gedenkt, unbestimmt und deutbar wie sie sind, sind allgemein 
in einer Weise verstanden worden, welche Ruffini's Leistungen mehr s u  
verdunkeln, als ins Licht zu setzen beigetragen hat,  und Cauchy ha t  dieser 
für Ruffini's Würdigung verhangnisvollen Auslcgung soiner Worte nicht 
widersprochen: 
-- ---  - 

1) Journal de l'école polytechnique Cah. 17 (1816) p. 1 und 8. Die spitere 
ausfùhrlichere Darstellung (exercices d'analyse et de physique mathematique (t. III 
p. 151-252; 1844) enth'alt überhaupt keine Citate). 
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Der Zweck folgender Erorterungen ist vor Allem, eine Reihe der in- 
teressanteren. Versuche, die Schwere auf Absorption zurückzuführen, nach 
bestimrnten Gesichtspunkten kritisch zu betrachten , sodann den Nachweis 
zn führen, d a k  die Gesetze, zu welchen diese Theorien sich allmahlich 
zugespitzt haben, in Bezug auf die wesentliclisten Punkte schon i n  den von 
mir im Jahre  1879 ') veroffentlichten Pormeln als specielle Falle enthalten 
sind, und endlich, den Gtiltigkeitsbereich dieser Pormeln, welche damals 
unter der besonderen Annahme unelastischer Zusammenst6îse zwischen den 
kleinsten Teilchen des Xthers und der gravitierenderi Materie abgeleitet 
wurden, auf die Absorptionstheorien im Allgemeinen auszudehnen. 

1. Absorption von Materie. 

Riemann. 

Die kühnste Form, in  welcher der Gedanke, d a k  die Schwere auf 
Absorption zurückzuftihren sei, meines Wissens jemals ausgesprochen worden 
ist, findet sich i n  einigen unvollendeten Aufsatzen von B e r n h a r d  R i e m a n n  
For, welche Prof. H. W e b e r  in dessen nachgelassenen Handschriften vor- 
gefiinden und irn AnschluTs a n  die ,,Gesammelten mathematischen Werke" 
R i e m a n n s  herausgegeben hat.2) Diese Aufsatxe gehoren zu einer Gruppe 
von kleineren Arbeiten, welche unter der Rubrik , , N a t u r p h i l o s o p h i e L L  
zusammenstehen und die Cberschriften tragen: ,,1) Molekulamechanik, 
2) Gravitation und Licht ,  3) Neue mathematische Principien dor Natur- 
philosophie." - F ü r  unseren Zweck kommen nur  die beiden letzten i n  
Betracht, und es wird aus einem besonderen, spater zu erorternden Grunde 
dienlich sein, den dritten zuerst ins Auge zu fassen, um danu nachher auf 
den zweiten zurück zu greifen. 

1) ,,L)as Katsel von der Schwerkraft", Braiinschweig 1879. 
2) B e r n h a r d  Riemannu gesammelte Werke nnd wissenschaftlicher Nach- 

laTa, herausgegeben unter Mitwirkung von R. D e de k i n d  von H. W e b e r ,  
Leipzig 1876. 

I l *  
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Fchon durch die Wahl  der eben angeftihrten dritten Überschrift setzt 
R i e n i a n n  diese Arbeit zu N e w t o n s  grolçem Werk: Philosophiae natu- 
ralis piincipia mathematica in na.he Reziehung; er spricht sich dariiber 
aber noch deutlicher aus in einigen einleitenden Satzen, welche die Auf- 

gnbe: ,,jenseits der Ton G a l i l e i  und N o w t o n  gelegten Gnindlagen der 
Astronomie und Physik ins Innere der Katur  zu dringen, ausdrücklich als 
Zweck der ganzen Untersuchung hinstellen. Diese Vertiefung der G a l i l e i -  

N e w t o n  schen Naturanschauung nun wird erstrebt auf der Grundlage einer 
ganz neuen Idee, welche die N e w t o n s c h e  Physik mit der Herbar t schen  
Seelenlehre auf die überraschendste Weise verknüpft. R i e m a n n  tragt 
diese Idee iu  folgender Weise vor: 

,, Dor Grund dcr allgemeinen Bewegungsgeseéze für  Ponderabilien, 
welche sich im Eingange zu N e w t o n s  Principien zusammengestellt finden, 
liegt in  dem i n n e r e n  Zustande derselben. Versuchen wir aus unserer 
eigenen inneren Wahrnehmung nach der Analogie auf denselben zu schliersen. 
E s  treten i n  uns fortwahrend neue Vorstellungsmassen auf, welche sehr 
rasch aus unserer Vorstellung wieder verschwinden. Wir  heobachten eine 

stetige Thatigkeit unserer Seele. Jedem Akt derselben liegt etwas Blei- 
bendes zu Grunde, welches sich bei hesonderen Anlassen (durch die Erinne- 

rung) als solches kundgiebt, ohne einen dauernden Einflids auf die Er- 
seheinungen auszuüban.' Rs t r i t t  also fortwahrend (mit jedem Donkakt) 

etwas Bleibendes in unsere Seele ein,  welches aber auf die Erscheinungs- 
walt keinen dauernden Einfluîs ausübt. Jedem Akt unseror Seele liegt 
also etwas Bleibendes zu Grunde, welches mit diesem Akt i n  unsere Seele 

eintritt ,  aber in  demselben Augenblicke aus der Erscheinungswelt v6llig 
verschwindet. 

Von dieser Thatsache geleitet, mache ich die Hypothese, dals der 
Weltraum mit  einem Stoff erfhllt ist ,  welcher fortwahrend in die ponde- 
rableri Atome stromt unil dort mit der Nrscheinurigswelt (K6rperwelt) v e r -  
s c h w i n d e t .  

Beide Hypothesen lasseri sich durch die Eine ersetzen, dals in allen 
ponderablen Atomen hestandig Stoff aus der Korperwelt in die Geisteswelt 

eintritt. Die Ursache, weshalb der Stoff dort verschwindet, ist  zu suchen 
i n  der unmittelbar vorher dort gebildeten Geistessubstana, und die ponde- 

rablen Korper sind hiernach der Ort, wo die Geisteswelt in  die Korperwelt 
eingreift. 

Die Wirkung der allgemeinen Gravitation, welche n u n  ziinachst aus 
dieser Hypothese erkliirt werden soll, ist bekanntlich in  jedem Teil des 
fiaumes d l i g  bestimmt, wenn die Potentialfunktion E' samtlicher ponde- 

rabler Masson für diesen Teil des Raumes gegeben ist,  oder was dasselbo 
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ist, eine solche E'unbtion Y des Ortes, daîs die 
senen Flache S enthaltenen poniierablen Massen 

im Innern einer geschlos- 

sind. Nimmt man nun an,  dars der raumerfüllende Stoff eine i n k o m -  

p r e  s s i  b 1 e h orr iogene Flüssigkeit ohne Tragheit sei, und daSs in  jedes 
ponderable Atom in gleichen Zeiten stets gleiche seiner Masse proportionale 
Mengen einstromen, so wird offenbar der Druck, den das ponderable Atorn 
erfahrt (der Geschwindigkeit der Stofiewegiing an dern Orte des Atoms 
proportional sein?). 

Es  kann also die Wirkung der allgemeinen Gravitation auf ein pon- 
derables Atom durch den Druck des raumerfüllenden Stoffes in der un- 
mittelbaren Umgebung desselben ausgedrückt und von demsolben abhangig 
gedacht ~ e r d e n . ~ ~  - - 

Aus dern hier Dargelegten müssen wir  zwei wesentliche Gedanken 
absondern und von einander trennen, namlich erstens, daSs die Erschei- 
nungen der Gravitation n i c h t  a u f  F e r n w i r k u n g ,  sondern auf dem Druck 
beruhen sollen, den jcdes Atom von seiner unmittelbaren Umgebung er- 
f ihr t ;  zweitens, daîs dieser Druck verursacht merde durch das V e r s c h w i n d e n  
materieller Substanz a n  den Punkten, wo sich ,,ponderabIo Atome" im Raum 
befinden. 

Von diesen Gedanken war zur Zeit, als R i e m a n n  sie niedorschriebl), 
der erste schon alt ,  der zweite vollstandig neu. Bside treten übrigens aus 
dem Rahmen der damaligen Physik, die - wenigstens in  Deutschland - 
von dem Glauben a n  Fernkrafte ganz beherrscht war ,  vollig heraus und 
würden, wenn sie gleich in die Offentlichkeit gekommen waren, jedeni'alls 
als Hypothesen von groîser Kühnheit aufgenomrnen worden sein. Je tz t  
aber ist es schon niclits Seltenes mehr, den ersteren Gedanken aussprechen 
zu horen, den zweiten hingegen &den wir heute noch eben so ktihn, a ls  
er zu Anfang der fiinfziger Jahre sein mochte, ja  noch wohl kühner und 
çemegener, denn das Dogma von der Erhal tung der Matcric bildet gegen- 
wartig mehr als  jemals die Grundlage aller physikalischen und chemischen 
Theorien. Nie is t  auch meines Wissens der R i e m a n n s c h e n  Ansiclit, daîs 
da, wo ponderable Materie irn Raum sich befindet, fortwiihrend nicht etwa 
blos Energie in  irgend einer Form, sondern der substantielle Trzger dieser 
Encrgie, nsmlich die Materie selbst, absorbiort wordc und aus der Erschei- 
nungswelt verschwinde, von irgend einem Physiker beigepflichtet worden. 

1) M k - z  1853, wie aus einer eigenhandigen Anmerkung hervorgeht 
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Pragen wir nun, in welchcr Weiso dicse extremste aller Absorptions- 
theorien von ihrem Urheber weiter behandelt und auf einen mathematischen 
Ausdruck gebracht worden is t ,  so genügt es an dieser Stelle, das Rie -  
m a n n s e h e  Resultat allein ins Auge zu fassen und beziiglich der Ableitung 
desselben auf Seite 504 und 505 des vorhin erwshnten Buches zu ver- 
weisen. Dieses Resultat liegt vor in einem ,,Wirkung~gesetze'~, ausgedrückt 
durch die Gleichung: 

Über die Bedeutung desselben und namentlich über die Trennung in zwei 
Integrale spricht sich R i e m a n n  folgendermaïsen aus '): 

,,Die Wirkungen ponderabler Naterie auf ponderable Materie sind: 
1) Anziehungs- und Abstoïsungskriifte umgekehrt proportional dem 

Quadrat der Entfernung. 
2) Licht und strahlende Warme. 
Beide Klassen von.Erscheinungen lassen sich erkliiren, wenn man an- 

nimmt, daîs den ganzen unendlichen Raum ein gleiehartiger Stoff erfüllt, 
und jedes Stoffteilchen unmittelbar nur  auf seine Umgebung einwirkt. 
Das inathematische Gesetz, nach welchem dies geschieht, kann zerfallt ge- 

dacht werden 
1) in den Widerstand, mit welchem ein Stoffteilchen einer Volum- 

anderung, und 
2) in den Widerstand, mit welchem ein physisches Linienelement einer 

Langenanderung widerstrebt. 
Auf dom erston Teil beruht die Gravitation und die eloktrostatischo 

Anziehung und Abstoïsung, auf dem zweiten die Fortpflanzung des Lichtes 
und der Warmc und die elektrodynamische odcr magnetischo Anziehung 
und A b ~ t o f s u n g . ' ~  

Für die Gravitation sol1 also nur  das Integral 

d V - d V  
q ( t  - t') a t' 

i n  Betracht koinmen. Von den darin enthaltenen Grofsen ist gesagt: ,,dV 
bezeichnot das V o l u m e n  eincs nnendlieh kloinon Stofftcilchens xur Zeit f ,  
d V' das Volumen d e s  s e l  b e n  Stoffteilchens zur Zeit t'." In  Betreff der 
Fnnktion 1/, aber findet sich bai R i e m a n n  nichts wcitcr vor als die Frege: 
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, ,mie müssen nun die Funktionen und çu béschaffen sein, damit Gravi- 
tation, Licht und strahlende W Brrne durch den Raurristoff verniittelt werdenSLL 

Da eine Antwort hierauf nirgendwo gegeben wird, so darf man schon 
deshalb das R i e m a n n s c h e  Wirkungsgesetz wohl als ziemlich inhaltsleer 

d V ' - d V  
bezeichnen; tiberdies aber haftet auch noch an dem Faktor  - - ein 

d P  
nicht unwichtiges Bedenken. Wie vorhin angeftihrt, ha t  R i e m a n n  von 
seinem ,,RaumstoPL ausdrticklich vorausgesetzt, dafs er eine , , i n k o m p r e s -  
s i b l o  h o m o g e n e  F l i i s s i g k o i t "  sei. Damit ist  ausgesprochen, erstens, 
daîs jener Stoff tiberall, a o  er sich befindet, die gleiche Dichtigkeit haben 
musse, sonst ware e r  nicht h o m o g e n ,  und zweitens niemals und nirgendwo 
dichter werden konne, als er eben ist, sonst wiirde er nicht i n k o m p r e s s i b e l  
sein. Daher bleibt bezüglich etwaiger Veranderungen seiner Uiohtigkeit 
nur noch die Noglichkeit übrig, daîs dieselbe mit der Zeit immer g e r i n g e r  
wtirde. Allein auch das geht nicht an ,  und zwar aus eineni Grunde, 
dessen Erorterung uns auf die Eingangs erwahnte R i e m a u n s c h e  Abhand- 
h g :  , , G r a v i t a t i o n  u n d  L i c h t "  führt, die von H e m  Prof. W e b e r  der 
bis jetzt betrachteten dritten als zweite vorangestellt worden ist. Dort 
heXst es namlich zunachst: ,,Wiel) sich aus den Bewegungsgesetzen selbst 
ergeben wird, behalt der Stoff, wenn er in  Einem Zoitpunkte überall gleich 
dicht ist, stets allenthalben die gleiche Dichtigkeit. Ich werde diese daher 
zur Zeit t überall = 1 annehmen." - Sodann he ik t  es drei Seiten spater: 
,,Die Gleichung (1) beweist unsere frühere Behauptung, d a k  bei der Stoff- 
bewegung die Dichtigkeit ungeandert bleibe; denn 

welches zufolge dieser Gleiühung = O ist, driickt die i n  das Eaumelement 
dxl d x 2  dx, im Zeitelement d t  einstromende Stoffmenge a m ,  und die in  
ihm enthaltene Stoffmenge bleibt daher konstant." 

Durch dieses Resultat seiner Rechnung schliefst R i e m a n n  also auch 
die Moglichkeit einer fortwahrenden Verdtinnung seines Raumstoffes aus. 
Wenn daher irgend oin Stoffteilchen zur Zeit t das Volumen d V  hat, und 
wenn es, ,,wie sich aus den Bewegungsgesetzen ergiebtiL, niemals irgend 
eine Vertindenmg seiner Dichtigkeit erleiden kann, so ha t  es zur Zeit t' 
offenbar auch noch das Volumen d V, oder, was dasselbe besagt, rl V= dB'. 
Daher ist unweigerlioh für  jeden beliebigen W e r t  von t der Bruoh ( d V 1 -  
d V ) / d V  gleich Nul1 zu setzen, und damit wird dann das Ri  em a n nsche 

W irkungsgesetz: 
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erst recht inhaltslos. 
Man darf sich gewifs dartiber verwundem, daîs R i e m a n n  in seiner 

z w  e i t e n  Ahhandlung die allgemeine Konstanz der Dichtigkeit und damit 
die Volumkonstanz jeder beliebig gewahlten Stoffmenge beweist und den- 
noch i n  der d r i t t e n  auf die Veranderungen dieses Volumens ein Wirkungs- 
gesetz für die Gravitation aufbaiit. Dieser sehr auffallige Widerspruch ist 
nun aber, wie mir scheint, auf die folgende Weise zu erkliren. 

Ans  der von D e d e k i n  d verfafsten Lebmsbeschreibung R i e m a n n  s') geht 
hervor, daîs letzterer sich mit dem Gravitationsproblem zu zwei verschiedenen 
Zeiten, und beidcsmal sehr eifrig und angelegentlich beschaftigt hat. Zuerst 
war es im Anfang des Jahres 1853 ,  Tor seiner Habilitation, dann aber nach 
dorselben noch einmal, gegen den Schluls des Jahres  1853 und im Anfang 

von 1 8 5 4 .  Über diese zweite Periode schreibt er selbst a m  28. Dec. 1853: 
,,Meine andere Untersuchung über den Zusammenhang zwischen Elektricitat, 
Galvanismus, Licht und Schwere hat te  ich gleich nach Beendigung meiner 
Habilitationsschrift wieder aufgenommen und bin mit ihr soweit gekommen, 
daîs ich sie in  dieser Form unbedenklich veroffentlichen kanxLL I n  einem 
Brief vom 26. J u l i  1 8 5 4  erwiihnt er nochmals, d a k  er sich nach Pertig- 
stellnng der Habilitationsschrift wieder in seine ,,Untersuchung über den 
Zusammenhanç der physikalischen Grundgesetze v e r t  i e f t " hahe, und dak 
e r  sogar ,,teils wohl infolge zu vielen Grtibelns, teils infolge des vielen 
Stubensitzens" erkrankt Sei. - Welche von beiden in den ,,Gesammelten 
Werken" uns vorliegenden Abhandlungen 'ist nun wohl die Fruoht dieser 
zweiten ,,Vertiefung?" Auf welche bezieht sich die ~ u f s e r u n ~ ,  dais er 
seine Arbeit ,,in dieser Form unbedenklich veroffentlichen konne?lL 

Die von Herrn Prof. W e b e r  an die l e t z t e  Stelle gesetzte k a n n  es 
gar  nicht sein; denn R i e m a n n  selbst bat der Überschrift: , ,New mathe- 
matische Principien der NaturphilosophieLL die Bemerkung beigefügt: ,,ge- 
funden am l. Xarz 1853". Will man also nicht etwa annehmen, dak 
diese zur  Veroffentlichung bestimmte Abhandlung ganzlich verloren ge- 
gangen Sei, so bleibt nichts übrig, als die vorhergehende, mit der Über- 
schrift: ,,Gravitation und Lichtl' versehene daftir zu halten. 

1st das richtig, dann klart sich der eben dargelegte Widerspruch sehr 
einfach auf, denn dann dürfen wir einen wesentlichen Erfolg jener zweiten 
Vertiefung eben darin erblicken, daCs das Besultat der ersten, wie es in 
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dern ,,Wirkungsgesetz der Gravitation" vnrliegt, von R i e m a n n  selbst als 
unrichtig erkannt und verlassen wurde Dieses Wirkungsgesetz griindet 
sich ja  auf die veriinderliche Dichtigkeit des Raumstoffs, und letztere auf 
die verwegene Hypothese einer unaufhorlichen Abnahme der i n  der  Welt  
vorhandenen Materie. I n  dem Aufsatze: ,,Gravitation und Licht" hingegen 
finden wir von dieser Hypothese keine Spur mehr, sondern nur  noch die 
Annahme einer Vermittelung der Kraftwirkung durch ein kontinuierlichea 
flüssiges Xedium, und für  dieses letztere wird sodann , . a m  den Bewegungs- 
gesetzen selbstl' die Koristanz der Dichtigkeit abgeleitet: Damit ist dern 
ganzen früheren Wirkungsgesetz der  Boden entzogen. - Auf diese Weise 
stellt sich uns der auffidllige Widerspruch nicht mehr als ein Pehler, son- 
dern als ein Fortschritt im Gange der Untersuchung dar. 

Gliicklicherweise war ich Dank der entgegenkommenden Freundlichkeit 
des Herrn Prof. W e b e r  in der Lage, denjenigen Teil der hinterlassenen 
IIandschriften R i e m a n n s ,  welcher sich auf Naturphilosophie bezieht, ein- 
gehond zu prüfen und habe auch in diesen noch einige Anhaltspunkte f ü r  
die Richtigkeit meiner Anschauung entdeckt. 

Auf einem mit Bleistift geschriebenen Bogen befindet sich namlich 
o b e n a n  ein Teil des Aufsatzes tiber die ,,Neuen mathematischen Principien 
der Naturphilosophie", welcher, wie erwiihnt, an d r i t t e r  Stelle abgedruckt 
ist; es sind dies einige Satze von Seite 5 0 3 ,  sowie die dort befindliche 
Pufsnote. Dann aber f'olgen nach einem kleinen Zwischenraum zwei etwas 
rerschiedene Anfange des Konceptes fü r  die an z w e i  t e r Stelle abgedruckte 
Arbeit: ,,Gravitation und Licht". 

Dieser Umstand IaSst, wie mir scheint, keinen Rweifel daran übrig, 
daCs die ersten Gedanken von Ko. 2 s p a t e r  koncipiert worden sind, als 
der Aufsatz No. 3. - W a s  nun aber die weitere Ausführung betrifft, so 
ist unter den vorhandenen Bliittern, deren Inhalt sich auf No. 3 bezieht, 
das deutlichste, sauberste und vollstandigste zwcifollos noch keine für  den 
Druck bestimmte Reinschrift. Dies geht  klar hervor aus den mancherlei 
darin vorkommenden Verbesserungen, Wiederholungen, Textlüüken und  Ge- 
dankensprüngen. Von No. 2 hingegen sind mehrere gute ,  und darunter 
ein sehr sorgfiltig gesçhriebenes Manuskript vorhanden, auf welches eben- 
sowohl aufserlich, wie inhaltlich die vorhin angeführte Briefstelle R i e -  
n i a n n s  paSst, daSs seine Arbeit ,,in dieser Formi' fü r  die VerGffentlichuilg 
bereit sei. ') , - 

1) Auf meine Darlegiing der vorstrhcnden Gründe wurde ich von Herrn 
Prof. W e b e r ,  dem Herausgeber des Kiemannschen Nachlasses, durch eine zu- 
stirnmende Auîserung erfreut und in einem spateren Schreiben auch durch die 
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Aus al1 diesen Umstünden scheint mir hervorzugehen, d a k  die Arbeit 
No. 2 eine spütcre und fci.tigerel), No. 3 hingegen eine frühere sei und 
Ansichten vertrete, welche bei der zweiten ,,VertiefungL' dos Autors in 

scinen Gegenstand giinzlich verlassen worden sind. Bekanntlich hielt R i e -  
m a n n  in spateren J a h r e n  Vorlesungen über Schwere, Elektricitiit und 
Magnetismus, welche H a t  t e n  d o r f  herausgegeben hat. Von dem vorhin 
angeftihrten ,,Wirkungsgesetz der GravitationLc h&be ich auch in diesem 
Buche keine Spur findes künnen. 

II. ,4hsorption von Energie. 

A. Euler. 

Wahrend meines Wissens R i e m a n n  allein es versucht ha t ,  die Er- 
scheinungen der Schwere durch ein Verschwinden von S u b s t a n z  zu er- 

klaren, sind die Gravitationstheorien, welche irgend eine Ar t  von E n  e r g i e  - 
Absorption zu Crunde legen, sehr zahlreich und mannigfaltig. Bei al1 
diesen Theorien kommt es offenbar wesentlich an auf folgeride Fragen: 

1) Bei welcher Substanz und in welcber Form ist jene Ener,' oie vor  
ihrer Absorption vorhanden? 

2) Wie und wo und warum wird Energie absorbiert? 
3) Wie wird aus dieser Absorption das Niiherungsbestreben, die so- 

ganannte Centripetalkraft, abgeleitet? 
4) Wie  mird diese Kraft auf einen bestimmten Ausdruck gebracht, 

und zwar: 
a) in Bezug auf ihre Abhangigkeit von derjenigen Energiemenge, von 

welcher die absorbierte Energie ein Teil is t ,  
b) i n  ihrer Abhangigkeit von der E n  t f e r n u n g  der gravitierenden 

Korper, 
c) i n  ihrer Abhangigkeit von der M a s s e  der letzteren. 

Bezüglich der beidon letzten Punkte wird man noch, falls sich Ab- 
weichungen von dem N e w  t O n schen Gesetz ergeben, seine Sufmerksainkeit 
auf die Frage zu richten haben: 

Mittcilung, dafs cr in  der eben bevorstehenden rieuen Auflage von Riemann die 
beiden Stücke III, und 111, vertanschen und in einer Bemerkung meine Griinde 
anfiihren werde. 

1) Auf den Inhalt derselben braucht hier niçht weiter eingegangen zu werden, 
weil R i e m a n n  darin die Substanz-Absorption eliminiert und keine andere Ab- 
sorption irgendwelcher Art dafür eingeführt hat. Damit aber ist die ganze Uber- 
legung au8 dem Gesichtsfelde der gegenwartigen Arbeit heraüsgeschoben. 
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5) Wie werden die Abweichungen von dein Newtonschen Gesetz auf 
einen bestimmten mathematischen Ausdruck gebracht? - 

Da ich eine Reihe von Versuchen der eben bemichneten Art in meinern 
Buche ,,Über das Ratsel der Schwerkraft" schon eingehend besprochen hahe, 
so beschriinke ich mich hier auf die Behandlung einiger wichtiger dort 
tibergangener oder spater erst veroffentlichter Gravitationstheorien und 
nehme die Eulersche  zuerst var, weil diese mit den vorhin dargelegten 
Gedanken R i e m a n n s  in einem deutlich erkennbaren Zusammenhange stcht. 

R i e m a n n  scheint gewukt zu haben, dafs er mit seinen Untersuchungen 
über das Problem der Schwere wenigstens zum Teil in den Fukstapfen 
E u l e r  s wandelte. Zwar kommt in den vorhin besprochenen gedruckten Ab- 
handlungen E u l e r  s Name, soviel iüh sehe, nirgendwo vor, allein unter seinen 
nachgelassenen Papieren fana ich ein Blatt, wo derselbe genannt wird und 
zwar in einer mit Bleistift niedergeschriebenen Bemerkung, welche also lautet: 

,,Tm Folgenden ist der Versuch gemacht, die allgemeinen Gesetm der 
toteu Natur auf ihren gemeinschaftlichen tieferen Grund zuriickzuflihren. 
Fiir den dabei einzuschlagenden Wog dienen als Norm die Satze: 

1) dafs jede Wirkung eines Dinges auf ein anderes, deren G r o h  von 
der Entfornung abhangt, eine durch den Raum fortgepflanzte sein murs. 

Dieser Satz wurde von N e w t o n  und E u l e r  stets festgehalten; erst 
spater, durch den zusammenwirkenden Einfluîs der Encyklopiidisten und 
K a n t s ,  wie es scheint, ist er ans der naturwissenschaftlicben Litteratur 
verdrangt worden. 

In  der That ist es zwar nicht gerade unmoglich, den Umstand, dafs 
die GriXse einer Wirkung von der Entfernuug abhsngt, auf andere Weise 
zu erklaren, aber jeder Versuch, dies zu thun, führt zu aufserst ktinutlichen 
und daher unwahrscheinlichen Annahmen. 

2) Dafs die Fortpflanzung a l l e r  Wirkungon von ponderablen Korpern 
auf ponderable Korper durch ein den Raum stetig erfiillendes Medium 
gesçhieht. -" 

Hier wird E u l e r  nur als Mitvertreter ftir den ersten Satz angeführt, 
thatsiichlich hat er aber nicht blos diesen ersten, sondern auch den xweiten 
und überdies noch einen dritten vertreten, welcher dem Standpunkte der 
dritten Riemannschen Abhandlung vollkommen entspricht, den Satz nam- 
lich, dak  die Ursache der Schwere auf A b s o r p t i o n  beruhe und auf dem 
Drucke, welchen die Korper von dem raumerfüllenden Stoff, der sie rings 
umgiebt und durchdringt, unaufhorlich erloiden. J a  es ist merkwürdig, 
in wie enger und inniger Beziehung die Riemannsche Theorie überdies 

noch zu einer bestimmten Frage steht, welche E u l e r  am Schlusse seiner 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Untersuchungon über die Schwere als das erste Ziel joder' weiteren For- 
schung hingestellt hatte. Der letzte Hauptsatz seiner Abhandlung') ent- 
hal t  ntimlich die Worte: ,,Alles kommt demnach darauf an ,  d a k  man die 
U r s a c h e  ergrtinde, warum die elastische Kraft (des Athers) von einem 
jeglichen Himmelsk6rper v e r  m i n  d e r t  werdo . . . 

R i e m a n n s  Hypothese giebt hierauf die bestimmte Antwort: W e i l  
i n  a l l e u  p o n d e r a b l e n  A t o m e n  u n a u f h i i r l i c h  ~ t h e r  v e r s c h w i n d e t .  
- E u l e r  selbst wtirde zu einem solchen Ausspruche wohl kaum den Mut 
gehabt haben; e r  überlakt  die Ergründung jener ,,T;~.sache" seinen Nach- 
folgern und begnügt sich bei seiner mathematischen Entwickelung des Pro- 
blems mit der Annahme, dafs der Druck des Athers nicht überall gleich, 
sondern i n  der Richtung auf den Mittelpunkt oines jeden Gravitations- 
centrums zii ,,dergestalt abnehme, dafs die Vermindening sich umgekehrt 
wio die Entfornung davon ~orha1t.c'~. 

Aus dieser letzteren Annahme wird derjenige Teil des Newtonschen  
Gesetzes, welcher sich auf die Abhangigkeit der Schwerkraft von der E n  t - 
f e  r n  u n g  bezieht, auf  folgende einfache Weise abgeleitet. - Der angezogene 
K6rper sei zerlegt in SBulen von der Grundfliiche aZ und der H6he 6,  
welche letztere gegen ein Gravitationscentrum gerichtet ist. Die Fntfer- 
nungen der beiden Grundfiachen von diesem Centrum seien x und e f b, 
der Druck des Athers in unondlicher Entfornung von jedem Gravitations- 
centrum sei h,  dann is t  der Dmck auf die beiden Endflachen der Saule 

a2 (h  - t) und a' ( h  - A) , nobei A iigend einen konstanten Kaeffi- 
x + b  

cienton bedeutet. Hieraus ergicbt sich in  der Richtung a d  das anziehende 

Centrum ein Drucktiberschuîs von der Grofse: Eb--. 1st  nun b gegen s 
x(. + b)  

A . a e b  
unendlich klein, so geht dieser Ausdruck in die Form über, und 

x5 

hieraus ergiebt sich durch Summation der Teile unter  Vernachlassigung 
A . V  

dor Variationen von x schlieîslich der Bruch -;rz , wobei P das Volumen 

des angezogenen Korpers bedeutet. 
Weniger einfach gestaltet sich die Einführung des Massenproduktes, 

und die beiden Faktoren desselben werden sogar auf verschiedene Weise 
in das Wirkungsgesetz hineingebracht. Bezüglich des a n g e  z O g e n  e n Korpers 
bedient E u l e r ,  um statt  des Volumens P die Masse in den Zahler des 
obigen Ausdrucks hineinzubringen, sich der in seiner Naturlehre zu den 

1) Opera Postuma II Cap. 19. No. 146. Vgl. hierzu auch meine Abhandlung 
über ,, Euler  s Theorie von der Ursache der Gravitationgg in der hist. lit. Abteilung 
d. Zeitcrchr. für Math. n. Phys. XXVI, 1. 
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mannigfaltigsten Zwecken benutzten Annahme von den zweierlei Poren, den 
offenen und den gesclilossenen, die jeder Kih-per haben soll. Darixi bildet 
er den Begriff der , , w a h r e n  Grofse eines K6rpersLL, welche gleich dem 
Reste is t ,  der tibrig bleibt, wenn man von seiner s c h e i n b a r e n  Grofse 
das Volnmen samtlicher Poren abzieht. Wofern niin einerseits das Volurnen 
der geschlossenen Poren im Verhaltnis zu dem der offenen als genng  an- 
genommen wird, und wofern andererseits der Ather durch die letzteren 
vollig ungehindert ein- und austreten kann, so darf man unter V sich das 
wahre Volumen des Korpers denken. Dieses ist  aber der Masse propor- 
tional, wenn mit  diesem Worte nichts anderes, als die Menge der in einem 
K6rper vorhandenen Materie bezeichnet wird,  und hiermit is t  daun der 
e i n e  Faktor  des K e w t  onschen Massenproduktes in den Zahler des vorhin 
bezeichneten Bruches eingeführt. -Der  zweite Faktor, die 3lasse des a n -  
z i e h o n d e n  K6rpers namlich, soll nun in der Gr6fso A stecken. E u l e r  
l a s t  ein und dasselbe Objekt von mehreren Gravitationscentren zugleich 
angezogen werden; die entsprechenden Entfernungen seien x, y,  z ,  z' etc. 
Dann is t  die elastische Kraft des   th ers am Orte des angezogenen Kor- 
pers gleich 

A B C U  h - - - - -  - - - etc. 
x y e v  

und nun wird einfach bemerkt, die GriXsen A, B, C, D seien den Massen 
der e k e l n e n  Gravitationscentra proportional. Von irgend welcher Begrün- 
dung dieser Behauptung aber findet sich keine Spur, violmehr weist E u l e r  
diese Aufgabe einfach seinen Nachfolgern zu, indem er den vorhin citierten 
Hauptsatz dahin erg%&: es müssen die Ursachen ergründet werden ,,warum 
diese Verminderung (des Atherdrucks) sich einesteils wie die Massen des 
hirnrrilischen K6rpers und ander~iteils umgekehrt wie die Entfernungen von 
demselben verhaltenCC. Dem fügt  er als einzigen Fingerzeig am Schlusse 
des Kapitels noch die Wor te  bei: ,,Der Grund murs augenscheinlich i n  der 
groben Naterie, aus welcher der K6rper besteht, gesucht werden, und die 
grobe Naterie murs in dem ~ t h e r  eine Bewegung veranlassen, wodurch 
das Gleiçhgewicht gehoben wird. Wenn man erst soweit gekommen, so ist 
leieht n i  zeigen, d a k  solchergestalt der Dmck des Athers verrnindert 
werden r n ü ~ s e . ~ '  

Hiermit schlidst E u l e r  seine Rntwickelungen ab. Prüfen wir die- 
selben nun nach den oben angezeigten fiinf Gesichtspunkten, so ist zu sagen: 

1) Vorhanden is t  die Energie im Ather, und zwar nicht als kinetische, 
sondern alç potentielle Energie, namlich als ~ & x k  einer elastischen Fltis- 
sigkeit. 

2) Die Energie wird absorhiert von den ponderablen Korpern a n  
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deren Oherflschen, und zwar nicht riur an den %ufseren, sondern, da die 
Korper port& sind, auch an den inneren Oherflachen. Eine Orsache fiir 
diese Absorption wird nicht angegeben. 

3) Das Naherungsbestreben wird durch die Verschiedenheit des Druckes 
begrlindet, welchen der angezogene Korper beiderseits erleidet; auf der dern 
anxiehenden Korper zugewandten Seite ist dieser Dmck namlich deshalb 
geringer, weil diese Seite naher bei dem Orte ist, wo die Absorption statt- 
findct. 

4a) Die Abhingigkeit der absorbierten Energie von der Energie des 
Mediums bleibt unbestimmt. 

b) Der Ausdruck ftir die Abhiingigkeit der Absorption von der Ent- 
fernung bernht auf einer willktirlichen Wahl, welche getroffen wurde blos 
mit Rücksicht auf den Zw e ck ,  daîs die erste Differenz einen Bruch liefern 
solle, in dessen Nenner das Quadrat der Entfernung vorkommt. Dabei 
miissen aber die Dimensionen des angezogenen K6rpers im Verhaltnis aur 
Entfemung vernachlassigt werden. 

c) Die Masse des angezogenen Korpers wird eingefiihrt ailf Grund der 
Voraussetzung, dafs der Ather durch alle Poren desselben ohne jedes 
Hindornis ein- und austreton konne. Die Nasse des anxiehenden Korpers 
wird ohne jede Begrtindung eingeführt mit dem Hinweis auf künftige 
Forschung. 

5) In  den mehrfachen Vernachliissigungen, welche bei der Rechnung 

vorgekommen sind, wiren wohl Abweichungen von dem New to  nschen 
Gesetze begrlindet. E u l e r  hat dieselben aber nicht ferner beachtet, somit 
auch nicht auf einen mathematischen Ausdruck gebracht. 

B. Dellingshausen. 

Die Vorstellung einer lückenlosen Erfiillung dos Raumos mit Materie 
ist der gemeinschaftliche Boden, auf welchem mit R i e m a n n  und E u l e r  
auch der Baron v o n  D e l l i n g s h a u s e n  steht; in der Art  aber, wie auf 
dieser Basis eine Losung des Gravitationsratsels versucht wird, weicht 
letzterer von den beiden ersten wesentlich ab. 

Zunachst muîs gesagt werden, daîs die D e l l i n g  s h a u  s e nsche Theorie 
a;uch noch in ihrer letzten mir bekannt gewordenen Fassung') ah einem 
inneren Widerspruche leidet, welcher das ganze Gebaude einfach tiber den 
Haufen wirft. Dieser Schriftsteller gehort namlich zu der Zahl jener 

1) Die Schwere ader das Wirksamwerden der potentiellen Energie, von 
Baron N. v. Dell ingshausen.  Stuttgart 1884. 
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aenigen Physiker, welche den zweiten Teil des Gal i l e i schen  Tragheits- 
gesetzes nicht unter die V o r a u s s e  t z u n g e n  aufnehmen wollen, auf die 
sie ihre Schlüsse gründen und der Xeinung sind, sie konnten auch ohne 
denselben alle jene Erscheinungen erklaren, welche man sonst auf das so- 
genannte Beharrungsvermogen zurückführt. 

Dies geschieht in dem erwahnten Buche auf eine scheinbar sehr ein- 
fache Weise. - D e l l i n g s h a u s e n  zerlegt in Gedanken die gesamte kon- 
tinuierliche Materie i n  materielle , , P ~ n k t e ' ~  u d  unterwirft die Be- 
wegungen der letzteren einer eingehenden Retrachtung, wobei folgende 
grundlegenden Satze vorkornmen: 

,,Jeder Punkt  beschreibt seine cigene Bahn und niemals d i i r f e n  die 
Koordinatenl) zweier Punkte . . . für  einen bestimmten Zeitmoment gleich 
werden. . . . Kcine Elasticitat oder sonstigen Krsfte treiben im Innern der 
Korper ihr geheimnisvolles Spiel, sondern jeder Punkt  schiebt und wird 
geschoben, wo ihm die übrigen Punkte durch ihre Bewegung E>lat,z d a m  
lassen; kein B e h a r r u n g s v e r m o g e n  is t  erforderlich, um diese Bewegungen 
aufrecht zu erhalten, sondern ihre ununterbrochene Fortdauer beruht auf 
der vollkommenen Gegenseitigkeit aller Weehselwirkungen, wodurch e i n  
e i n z e l n e r  P u n k t  n i c h t  p l o t z l i c h  s t i l l e  s t e h e n  k a n n ,  w a h r e n d  a l l e  
ü b r i g e n  P u n k t e  i h r e  B e w e g u n g e n  f o r t s e t z e n . "  

Breilich! ein einzelner Punkt, auch wenn er kein Beharmngsvermogen 
hatte, wtirde schon wegen der angenommenen Undurchdringlichkeit in  dem 
Gedrange der tibrigen nicht plotzlich stille steben konnen. Aber warum 
überhaupt drangen denn die übrigen? warum ,,setzen sie ihre Bewegungen 
fort?" 

Nehmen wir einmal an, die materielle Wel t  sei wirklich so eingerichtet 
und beeigcnschaftat, wie D e l l i n g s h a u s e n  es angiebt, und bis jetzt habe 
eine ausreichende Zahl von irgend welchen Ursachen - mogen diese sein, 
welche sie wollen - samtliche grorsen und kleinen Bewegungen im Uni- 

. versum hervorgebracht. Nehmen wir ferner a n ,  von dem gegenwartigen 
Augenblicke a b  wtirde die Materie den genannten Eigenschaften ganz allein 
tiberlassen, und alles, was sonst noch darin gewaltet und gewirkt haben 
mochte, verschw~nde  plotzlich: was müîste geschehen? 

1) a. a. O. S. 12. Dieses mit Benntzung eines mathematischen Terminus 
ausgedrückte V e r b o t  ist offenbar mit der Voraussetzung, dah die Materie un- 
durchdringlich sei, inhaltlich einfach identisch. D. aber erblickt darin eine Be-  
g r ü n  d u n  g der Undurchdringlicbkeit und sagt: ,,die Punkte schlieken sich d a h e  r 
gegenseitig aus und begründen dadurch einen Zuetand, den man bisher als die 
Undnrchdringlichkeit der Materie bezeichnet hak, der aber allein a u f  d e r  H a r -  
m o n i e  der inneren Bewegungen beruht." 
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Jeder niaterielle Punkt  is t  im Besitze seiner eigenen Koordinaten. Da 
die Materie undurchdringlich ist, haben wir nirgendwo eine Verdichtung; da 
sie kontinuierlich is t ,  nirgendwo eine Lticke. D a  das B e h a r r u n g s v e r -  
m t i g e n  f e h l t ,  hat  kein Punkt  das Streben, in der bis dahin beschriebenen 
Bahn sich weiter zu bewegen. Da d i e  E l a s t i c i t a t  f e h l t ,  wird kein Punkt 
von seinen Nachbarn naüh irgend welcher Richtung hingedrgngt. Da es 
k e i n e  F e r n k r a f t  g i e h t ,  so bleibt er auch von den ihm nicht benachbarten 
Punkten ganzlich unbehelligt. - Also wird jeder materielle Punkt  von nun an 
im friedlichen, unangefochtenen Besitze seiner augenblicklichen Koordinaten 
verharren; die ganze Welt  k o m m t  s o f o r t  i n  R u h e  u n d  b l e i b t  i n  Ruhe.  

Wenn dahcr die D e l l i n g s h a u s e n s c h e  Materie auch fàhig ware zu 
Bewegungen, die ihr von irgendwoher a n g e t h a n  würden, so ist  sie doch 
unfiihig, vermoge ihrer eigenen Eigenschaften allein irgend eine Bewegung 
in sich zu erhalten und fortzusetzen. Daher wiirde mit einer solcheii 
Weltsubstauz ein Philosoph, welcher nicht iiur eiuen p i m u s  wzolor, sondern 
auch noch einen unaufhorljch weiter wirkenden immateriellen T r e i b ~ r  und 
Lenker zu Hülfe nimmt, vielleicht arbeiten konnen, die ,,kinetische Watur- 
lehre" aber kann, wenn sie konsequent sein will, mit diescm Stoffe, soviel 
ich abzusehn vermag, nicht das mindeste anfangen. Das ganze Gebande 
der ,,kinetischenLL Gravitationstheorio und alIo Schlüsse, welche D e l l i n g s -  
h a u s e n  auf die Portdauer irgend welcher Bewegungen griindet, werden 
daher durch seine vorhin angeführten grundlegenden Satze vollig unter- 
graben. Überhaupt würde e r  nichts, auch nicht den kleinsten Schritt zu 
Stande gebracht haben, wenn e r  das abgewiesene und ausgemerzte ,,Be- 
harrungsverm6gen1' niclit nachher doch wieder durch eine Hinterthür 

hereingebracht hatte. Dieser interessante Vorgang vollzieht sich auf fol- 
gende sonderbare Weise: 

D e l l i  n g s  h a u  s e n  sagtl) : ,,Die inneren Bewegungen der Korper sind 
die letzten mechanischen Ursachen, welche allen Naturerscheinungen z11 
Grunde liegen. . . . Reine Erscheinung . . . darf als erklart betrachtet werden, 
bevor sie nicht auf dicse Bewegungen zurückgcführt ist;  sie sclbst aber 
b e d i i r f e n  k e i n e r  w e i t e r e n  E r k l a r u n g  m e h r  . . . weil an den einzelnen 
(materiellen) Punkten überhaupt nichts mehr zu erklaren tibrig bleibt . . . . 
Die inneren Bewegungen der Korper tragen daher ihre Ursache in sich 

selbst, und es liegt keine Veranlassung vor, naüh einer weiteren Erklarung 
zu suchen, wodurch unserem Kausalitatsbedürfnis vollkommen geniigt wird.lL 
- Und auf die Frage, von welcher Ar t  denn diese irinere Bewegurig der 
materiellen Punkte sei, antwortet D e l l i n  g s h a u s e  n: ,,Die inneren Be- 
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wegungen der r u h e n d e n  KGrper sind R o t a t i o n o n .  . . . . Aus der Ver- 
einigung der r o t i e r e n d e n  und t r a n s l a t o r i s c h e n  Ilewegungen eines 
Punktes resultieren aber, wie leicht ersichtlich . . . . s c h r a u b e n f 6 r r n i g e  
Kurven, welche uns somit die wahre Form für  die Bewegungen der Piinkte 

irn Raurne darstellen." 
Diese ,,schraubenformigen Kurven" also sind diejenigen Bewegungen, 

bei denen nach U. unser Kausalitiitstrieb sich zufriederi giebt rriit dern 
Bescheide: dieselben gcschchen v o n  s e l b s  t; Ursachen dafür zu suchen 
,,lie& keine Veranlassung ~ o r ' ~ .  - Demgegeniiber sagt bekanntlich die 
Physik seit G a l i l e i :  E in  bewegter Korper oder ein materieller Punkt  be- 
halt die Richtung und Geschwindigkeit seiner Liewegung i n  g e r  a d  e r  L i n i  e 
,,von s e l b s t l '  bei; erst wenn er eiues oder das aridere oder beides n i c h t  
beibehalt, fra.gen wir nach Ursachen, d. h. na,ch der Kraft,  welche diese 

Veranderung bewirkt habe. 
Das i s t  also der ganee IJnterschied: Unsor bisher g e r a d l i n i g  ge- 

wesenes ,,Behanungsverm6gen" hat  D e l l i n g s h a u s e n  zu unbestiinmten 
Schraubenlinien zusammen g e  k r  tim m t und es dann in dieser Form seiner 
Theorie w i e d e r  e i n v e r l e i b t !  

Auf diese Woise setzte er, wie es scheint, seine Materie, welcht sonst 
hoffnungslos stagniert haben würde, wiederum in den Stand, allerlei kreisende 
und wirbelnde Bewegungen annehmen und fortsetzen zu konnen; allein 
nicht ohne Grund wirft ihm schon R O s e n  b e r g  e r ') vor, er habe gar nicht 
nachgewiesen, wie in  einer ,,homogenen, unzusa1nmendr8ckbarei1, kontinuier- 
lichen Materie einzelne Bewegungen a u  c h  n u r  m Ggli c hlL seicn. D a k  
diese Moglichkeit keineswegs auf der Hand liegt,  ergiebt sich z. B. aus 
den von P a u l  d u  B o i s  - R e  y m o n  d gegen dieselben gemaühten Angriffen. ') 

Allein wenn man davon auch ganz absieht, so scheint mir vollig klar 

ou sein, d a k  auf dern Boden einer physikalischen Gmdvorstel lung,  welche 
jedem eineelnen materiellen Pnnkte unter Entbindung von aller Grund- 
beifiigung die Bewegung in unbestimmten Schraubenlinien gestattet,  der 
Aufbau einor Mechanik der Materie ganz unmoglich ist. - 

Vielleicht ware es gerechtfertigt, hiermit die Besprechung der D e l -  

l i n g s h a u s e n s c h e n  Theorie abzubrechen, aber ich will doch noch die frtiher 
aufgestellten fünf Hauptfragen auch auf dieselbe anwenden und in Kürze 

beantworten. 
1) Die bei der Gravitation in Betracht kommende Rnergie is t  nanh 

D e l l i n g s h a u s e n  eine dreifache. Zunachst namlich wird die Voraus- 

1) Gesch. d. Phys. II1 591. 
2 )  ,,Über die Grundlagen der Erkenntnis in den exakten Katurwissen~chaften~. 

S. 21 u. 26.  
Abh.  eur Gesch. der  Mathem. VI. 12 
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s e t ~ u n g  gernacht, daîs die den Weltenraum kontinuierlich ausfiillende, un- 
durchdringliche Substanz von wellenftkmigon Bewegungen durchzogen sei. 
Ilierunter befinden sich sowohl stehende als fortlaufende Wellen, und jede 
Gattung wird zu besonderen Zwecken verwandt. 

Gegen diese Grundvoraussetzung ist zu ennnern, dafs Wellen in einem 
s o l c h e n  liluidum etwas der heutigen Physik, soviel ich weiîs, Fremdea 
sind. Sie entsprechen offenbar weder dem, was wir unter Luftwellen, 
noch was \kir unter Wasserwellen uns vorzustellen gewohnt sind; noch 
weriiger konnen sie den wellenf6rmigen Bewegungen in festen K6rpern 
gleicben. Bei Luftarten nehmen wir ja  die Zusammendrückbarkeit der Snb- 
stanz, bei Flüssigkeiten eine freie Oborîlsche, bei festcn K6rpern ersteres 
oder beides zu Htilfe, u m  Wellenbewegungen zu erzielen. Wie D. sie nun 
ohno Zusammondrückbarkeit bei einer den ganzen Weltraum kontinuierlich 
erfullenden Substanz zu Stande hringen will, dariiber suche ich bei ihm 
vergeberis Bitfkliirung. Ebensowenig Gnde ich den Hinweis auf irgend eiue 
Littmatimtelle , wo die Moglichkeit solcher Bewegungen nachgewiesen ist. 
Wahrscheinlich ist es dieser fundamentale Mangel, welcher Herrn R o s e n -  
b e r g e r  zu dern Ausspruch veranlafst ha t  : ,,Bevor nicht der Nathematiker 
die Wellenbewegungen und die Interferenzen derselben in D e  l l i n g s  h a u s e n s  
Matorie aus den einfachen Bewegungsgleichungen abgeleitot hat, eher wird 
auch dem Physiker nicht die ganze Theorie als etwas mehr, denn ein Pro- 
dukt  dichtender Phantssie erscheinen." 

Der zweite Teil des bei den Gravitationserscheinungen in Betracht 
kommenden Energievorrabs steckt in  den schraubenf6rmigen Bewegungen 
der einzelnen Teilchen der gravitierenden Korper, ist also, wie der eben 
beschrieberie erste, kinetischer Natiir. Im Gegensatz dazu wird der dritte 
Teil dieses Vorrats ,lpotentiell'L genannt und seine Existenz folgendermafsen 
erliiutert: Wenn ein materieller Punkt  von zwei einander entgegengesetzten 
Wellen glaichzeitig gctroffen wird, so kommt der Punkt  in  Ruhe und 
verliert also seine kinetische Energie vollstandig. I n  diesem Falle jedoch 
erhalt or eben das, was D. p o t e n t i e l l e  Energie nennt. 

Worin besteht also die potentielle Energie der r u h e n d e n  Punkte? - 
Darin, d a k  in ihrien die Wellen , , o h n e  s i c h  z u  v e r n i c h t e n ,  s i c h  g e g e n -  
s e i t i g  nentralisieren." - Der dritte Vorrat ist  demgemiiîs ,,die Energie 
der iriterferierende~i und sich gegenseitig neutralisierenden') BewegungeniL. 

2)  Was nun die A b s o r p t i o n  der Energie betrifft, so aufsert D e l -  
l i n g s  h a u s  e n  dariiber Polgendes: ,,ln derselben MTeise, wie gegen die Licht- 

1) a. a. O. S. 29. Das Wor t  ist da, aber eine Angabe über die zugehbrige 
mechaniache V o r s  t e l l u n g  fehlt. 
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und Warmewellen, mtissen die K6rper sich auch gegen die sie treffenden 
Athcrwellen verhalten und d u r c h  i h r e  A b s o r p t i o n  . . . eine storende 
Wirkung . . . auf die Bildung der stehenden Wellen in  dem Weltather 
austiben . . . die Energie der Gravitationswellen wird durch ihre Central- 
korper bestimrnt, da für jede Atjherwelle, welche derselbe a b  s o r b i e r t ,  
andere ~ t h e r w e l l e n  als fortschreitende Wellen weiter bestehen und zur 
Bildung der Gravitationswellen beitragen müssen. . . . Durch die Bewegungen, 
welche die Gravitationswellen den Weltkorpern (indem letztere die ersteren 
absorbieren) ununterbrochen zuftihren, mtihte die Temperatur derselben 
bestandig zunehmen und zuletzt ins Unermefsliehe steigen. Da solches 
nicht eintritt, so is t  damit der Beweis geliefert, daîs der bestandigen Zu- 
fuhr von Rewegung eine ebenso bestandige Ableitung entgegenwirkt. . . . . 
Durch das G l  e i c h  g e w i c  h t der einstrahlenden Gravitationswellen und der 
ausgestrahlten Lichi- und Wiirmewellen wird die Eigenwarme der Welt- 
korper bestimmtLL etc. 

Wie aus diesen À u ~ s e r u n ~ e n  hervorgeht, besteht die sogenannte Ab- 
sorption bei D e l l i n  g s h a u s  e n  lediglich darin, d a k  die Korper die ein- 
stromenden Gravitationswellen einfach in Licht- und Wirmewellen u m -  
w a n d e l n  und sie als solche wieder herauslassen. Auf welche Weise die 
KGrper das aber machen, dariiber suche ich bei ihm vergebens Auskunft, 
doeh ist wenigstens angegeben, wie e r  sich den Unterschied dieser beiden 
Wellenarten denkt. Derselbe sol1 niimlich weder i n  der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit, noch in der Wellenlange, noch in der ' ~ c h w i n ~ u n ~ s d a u e r  
gesucht werden dtirfen, sondern in Folgendem: ,,W%hrend sich die bicht- 
und W%rmewellen als transversale Schwingungen erwiesen haben, konnen 
die Rewegungen in den Gravitationswellen sich vialleicht (!) durch eine 
longitudinale Komponente auszeichnen und deshalb besonders dazu geeignet 
sein, Bewegungen . . . in der Richtung der Fortpflanzung hervorzubringen.ll') 

Also lauft die ganze Absorption darauf hinaus, daîs von den in einen 
K6rper eindringenden Wellen diejenigen, welche eine ,,longitudinale Koni- 
ponente" besitzen, ohne diese letztere aus dem Korper wieder austreten. - 
D. sagt iu dem eben angeftihrten Satze, es ,,kCnne vielleichtL1 so sein, wie 
er es darstellt. O b  es aber so is t ,  und ev. w i e  diese Absorption zugehe, 
und w a r u m  sie so geschehe, das fügt er nicht bei. Und doch ist der 
Punkt ,  u m  den es sich bei dieser longitudinalen Komponente handelt, ein 
sehr wichtiger, namlich die Beantwortung der Hauptfrage: 

3. W i e  w i r d  a u s  d e r  A b s o r p t i o n  d i e  C e n t r i p e t a l k r a f t  a b g e -  
l e i t e t ?  - Der Zweck narnlich, weshalb die Korper den eintretenden 
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Wellen gerade ihre 1 on  g i t u  d i n  a 1 e n  Komponenten wegnehmen, besteht 
darin, d a k  ihre eigenen Xassenpunkte mit Hülfe dieser Komponenten in 
die Lage kommen, sollcn, ihre korkzieherartigen Bahnen etwas mehr aus- 
einander zu dehnen. Wenn nun diese Dehnung beharrlich nach einer 
Richtung hin geschieht, so würde das gleichwertig erscheinen mit einer 
beschleunigten B ~ w e g u n g  des ganzen Korpers nach dieser Seite; und wenn 
nachgewieaen würde, d a k  das eben die Seite ist, nach welcher hin sich in 
eiiiiger Entfernung ein anderer K6rper befindet, so ware damit eine Art 
vox1 Centripetalkraft konstruiert. Diesen HaupLteil seiner Sheorie t ragt  U. 
folgenderma1sen vor.') 

,,Iudem die Gravitationswellen den frei beweglichen Korpern neue 
Rewegungen zuführen . . . wordon notwendigorweise gewisse Richtungstiride- 
rungen der inneren I3ahnen der K6rper hervorgebracht,. Lassen sich nun 
diese Riehtungsanderungen i n  einem freibeweglichen Korpcr als eino Zu- 
nahme des Steigungswinkels seinen inneren, nach dem Mittelpunkte der 
Erde  gorichtetcn, schraubenformigen Bewegungen darstellen, so erkonnt 
inan leicht, dars die unmittelbare Polge davon eine relative Bewegung des 
Korpers in Bezug auf die Erde sein murs. Uurch die Zunahme des Stei- 
gungswinkels wird namlich . . . seine Bewegung in derselben Richtung be- 
schleunigt. Wiederholt siçh dieser Vorgang bestandig von neuem, so . . . 
wird (der K6rper) dadurch in eine gleichftrmig beschleunigte, nach dem 
Mittelpunkte der Erde gerichtete Bewegung versetzt, d. h. in  eine Bewepng,  
dio wir als das F a ~ l e n  der Ktirpcr bezeichnen. Dio Bcschleunigung der 
fallenden E6rper ist  somit (!) eine unmittelbare Folge der Formverande- 
rungen, welchc dio innoren Bewogungen untor dem Einflusso dor Gravita- 
tionswellen erleiden . . ." 

Diese ganze Beweisführung mit auf den Schultern der beiden Satze: 
,,Lassen sich . . . darstellen" und:  ,,Wiederholt sich dieser Vorgang bestandig 
von neuem." Beide stelien aber, wie man sieht, blos als U e d i n g u n g s -  
s a t x e  da ,  und ob und warum diese Bedingimgen wirklich zutreffen, ist 
weder ausgeführt, noch durch den Ort ,  wo diese Ausführung zu finden 
wiire, begründet worden. Daher finde ich das , , s o m i t L L  am Schliisse un- 
berechtigt und kraftlos. - Die Moglichkeit, daîs umgekehrt die Schrauben 
von ihren eigenen ,,longitudinalen RomponentenlL einen Betrag a n  die Wellen 
abtreten konnten, h a t  D., soviel içh sehe, gar  nicht besprochen, also auch 
nicht ausgoschlosson. Solange aber keino mechanischen Gründe daftir an- 
gegeben werden, warum dieser Komponentenaustausch imlner in  dem von 
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ihm vorausgesetzten Sinne stattfinden murs, schwebt der Nacliweis einer 
centripetalen Wirkung der Absorption i n  der Luft. 

Die eben angeführten Satze stehen dort,  wo es sich um die Kon- 
struktion der i r d i s c h e n  Schwere handelt. I n  einem spatcren Abschnitte, 
namlich da ,  wo die k o s m i s c h e  Seite der Frage ins Auge gefaîst wird, 
muîste der vorliogendo Punkt  No. 3 natlirliüh wieder zur Sprache korninen. 
Aber bei dieser Gelegeriheit wird der gerügte Mange1 nicht etwa gehohen, 
sondeni es heiîst dort') einfach ohne Ortsangabe: , ,Wir  f a n d e n ,  daîs 
durch die Veranderungen der inneren Bewegungen, welche die Gravitations- 
wellen in den freibewegliçhen Korpern hervorbringen, diese in  eine be- 
schleunigte, nach dem Mittolpunkt der Erde gcrichtote Bewcgung versetzt 
werden . . . Genau denselben Einfliiîs . . . iiben die Gravitationswellen auch 

auf die einzelrien Weltkorper aus und versetzen dieselben dadiirch in eine 
gegen einander gerichtete Bewegang." 

4) Bezüglich der Frage nach der mathematischen Formulierung des 

absorbierten Energiebetrages ist  wenig zn bemerken. Die Abhlingigkcit 
desselben von der Energie des Mediums wird als einfache, direkte Propor- 

tionalitat hingestellt.') Die Abhangigkeit von der Entfernung wird durch 
das Verhaltnis der Kugeloberfiachen m m  Radius in  bekannter Weise be- 

gründet. Bei der Einïtihrung der Massen firide ich folgenden Widerspruch. 
D e l l i n g s h a u s e n  sngt: 

a) Die Gravitationswellen verlieren beim Durchgang durch die Korper 

an Energio. 3, 

b) Der Betrag der von einem Korper absorbierten Energie ist  pro- 
portional der Energie der ihn durchstromenden Gravitationswellen.") 

c) Die Beschleunigiing, welche ein K6rper dureh Gravitation bewirkt, 

ist proportional der von ihm absorbierten Energie.") 

1) a. a. O. S. 64. 
2) a. a. O. S. 67. 

' 

3) S. 41 heiM es: ,,. . . damit sol1 jedoch nicht gesagt sein, dal's die Gra- 
vitationswellen, indem sie dio Korper durchstromen und ihnen cinen Teil ilirer 
Bewegungen abgeben, nicht auch dabei einen entspreçhenden 'I'eil ihrer Energie 
einbüî~en.'~ - So gering also auch nach D. diescr eingcbürute Tcil sein mag, so 
ist er doch auf keinen Fali gleich Kull. 

4) S. 67 ,,. . . zugleich i s t  notwcndigorweise die Menge der von ihnen (den 
gravitierenden K6rper.n) absorbierten . . . Energie um so grolser oder kleiner, je 
groiËer oder kleiner dio Enorgie der ihn durchstromenden Gravitationswellen 
selbst i ~ t . ~ '  

6) S. 67. ,,Deshalb ist anch die Beschleiinigung eines pondemblen Korpers 
stets der Energie der von ihm absorbierten oder ihn durchstromenden Gravitations- 
wellen proportional." 
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- 182 - 

Nun denke ich mir eine Bleikugel von dem Volumen 2 u ,  nmgehe 
dieselbe mit einer bleiernen Hohlkugel, deren Volumen ebenfalis 2v ist, 
schneide das Ganze mitten durch und nehme aus der einen Halfte den 
halbkugeligen Kern herans, dann verhalten sich die ührig bleibenden Ma fis en 
offenbar wie 2v Kubikmeter Blei zu I V  Kubikmeter Blei, also wie 2 : 1. 
Nun stelle ich die gefüllte und die leere Schale so im Weltraume auf, 
daîs die ebenen Teile der Oberflachen einem und demselben, mitten da- 
zwischen liegenden dritten Korper x zugewandt sind: Wie müssen sich 
dann die Beschleunigungen, welche letzterer von den beiden ersteren er- 
fahrt , zueinander verhalten? 

Hierauf giebt, D e l l i n  gshausen  die Antwort: Wie die absorbierten 
Mengen von Energie. 

Nun absorbieren zun8chst die beiden glcichen S c h a l e n  gleichviel 
Energie, aber der K e r n  der einen Schale kann, eben weil diese letztere 
schon einen Teil der Energie der durchpassierenden Gravitationsmellen ab- 
sorbiert hat, trotz seiner ebenso grofsen Masse doch nicht mehr soviel 
Energie absorbieren, als die Schale, d' ja nach dem vorhin unter b auf- 
geftîhrten Satze das absorbierte Quantum dern durchpassierenden proportional 
ist. Daher k a n n  nach D e l l i n g s h a u s e n  das Verhhltnis der Beschleuni- 
gungen nicht gleich 2 : 1, d. h. nicht gleich dom der Massen sein. Den- 
noch aber liifst er aus seinen eben angeftihrten Satzen, ohne dabei Liber 
das Verhsltnis der Wirksamkeit innerer Teile zu der der auîseren nocb 
erst zu reden, sich sogleich den Schlufs ergeben, .,,daTs d i e  Besch leu -  
n igur i& d e r  W e l t k o r p e r  zuei r iander  d e r  Masse  des  C e n t r a l k 6 r p e r s  
d i r e k t  . . . p r o p o r t i o n a l  ist." 

De l l ingshausen  setzt sich hier über die grorste Schwierigkeit aller 
kinetischen Erklarungen der Schwere hinweg, ohne sie ernstlich ins Auge 
gefakt zu haben. Mit al1 seinen Bemiihungen, das über dem Begriff der 
Masse lagernde Dunkel aufzuhellen, ist hier nicht vie1 geholfen. Denn bei 
gleichartigen Korpern tritt statt des Massenverh%ltnisses das Perhkltnis 
der Volumina  auf. Der dunkle Begriff ist dadurch vollst%ndig eliminiert, 
aber die Schwierigkeit ist ganz so groîs geblieben, wie sie war. Wie kann 
namlich die Absorption in den inneren Schichten genau ebensogrofs sein, 
als in den aursoren Schichton von gleichom Rauminhalt? (Der Versuch, 
die Absorption gleich Nul1 zu setzen, ist natürlich auch aussichtslos; denn 
mit Annulierung der Ursache, und wunn sie nach D. auch nur eine ,,ver- 
anlassende UrsacheL' sein sollte, wird auch die Wirkung einfach annulliert.) 

Ich glaube, darauf venichten zu konnen, einige andere Punkte in den 
D e l l i n g  s h a u  s e n schen Erorterungen, welche mir ungereimt erscheinen 
und welche speziell mit seiner Unterscheidung zwischen den blos veran- 
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lasfienden und den eigentlichen Ursachen der Schwere zusammenhangen, 

noch besonders zu besprechen und wende mich nunmehr zu den i n  den 
letzten Jahrzehnten immer mehr und mehr entwickelten S t o î s t h e  o r i  en. 

C. L e s a g e ,  W. T h o m s o n ,  Tolver  Pres ton .  

Vorab ist hier eu bemerken, dafs es untor den Vertretorn der auf 
Stofgwirkungen gegründeten Erklarungen der Schwere einige giebt, welche 
gegen die Einfügung ihrer Systeme i n  die allgemeine Klasse der ,,Ab- 
~or~t ionstheorien ' '  vielleicht lebhaften Widerspruch erheben würden, weil 
sie von Energieabsorption nichts wissen wollen und des Glaubens sind, sie 
h'ktten auch ohne solchc ihr Ziel erroicht. Allcin diesc Mcinung scheint 
mir - was ich im Spateren noch begrtinden weïde - irrig und verdankt 
ihre Entstehung wohl nur  einem Mange1 a n  Klarheit und Anschaulichkeit, 
der den betreffenden Theorien a n  gewissen wichtigen Punkten anhaftet. 

Zwar gehen alle Stoktheorien von der Annahme aus, daSs es einen 
gasformigen k t h e r  gebe, d. h. ein Medium, bestehend aus unermeîslich vielen, 
sehr kleinen Korperchen, welche mit  aufserordentlich grofser Geschwindig- 
keit nach allen Richtungen hin den Weltraum durchfliegen. Wenn wir 
nun aber schon unsere e r s t e  H a u p t f r a g e  aufstellen und sagen: 1st denn 
nun die in  diesen Korperchen vorhandene lebendige Kraft diejenige Energie, 
deren Absorption die Erscheinungen der Schwere zur Folge ha t?  Dann 
gehen die Meinungen schon sehr auseinander. Unbedingt bejahen konnen 
wir dies nur  beztiglich derjenigen Thqorien, welche die htherteilchen als 
unelastische K6rpeï behandeln. So oft diese letzteren namlich mit  den 
graritierenden Nassen zusammenstoi%en, geht nach bekannten mechanischen 
Gesetzen lebendige Kraft verloren, und dieser absorbierte Betrag steht, sobald 
die E'rage nach der Herkunft der Energie fallender Korper erhoben wird, zur 
f r ~ i e n  Verfügung. Freilich wird man dabei nicht iimhin konnen, sieh wegen 
der Denutzung unelastischer Stolse mit dern Gesetz von der Erhaltung der 
Energie auseinander zu setzen. - Ich habe über diesen Punkt  an mohreren 
Stellen meines Buches über ,,das Ratsel von der SchwerkraftLL1) sowie in 
meiner Schrift über die Pernkraft und das Ignorabimus von Pau l  d u  
B o i s - R e y m o n d 2 )  eingehend gesprochen. Zwar schon R e d e c k e r  1 7 3 6  

1) n. a. in der Vorrede, S. 70 Anm. S. 73 Anm. S. 162. 
2) S. 15 Anm. Ich will hier noch den Hinweis auf einen naheliegenden 

Gedanken beifügen. Man kann den Versuch unternehmen, einerseits auf Grund 
der bloîsen Tragheit und Undurchdringlichkeit, a180 unter Verzicht auf jede ela- 
stische Kraft solche Bemegungen der sinnfAligen Materie zu konstruieren, welche 
sich von dem nach den N e w  t o n  schen Gesetze erfolgendeu unmerkbar wenig 
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und etwas spater Lesage1)  hatten mit unelastischen Atomen die Absorption 

begründet, allein in jener Zeit war die bezeichnete Schwierigkeit natürlich 

noch nicht vorhalideii, weil damals ja die Moglichkeit eines Verlustes an 

lebendiger Kraft bei manchen ~hysikalischen Vorgangen nicht bestrittcn 

wurde. Alle übrigen StoSstheoretiker aber, sovikl mir bekannt, haben ge- 

glaubt mit dem Energiegesetz dadurch in Frieden auszukommen, d a k  sie 

entweder die atherteilchen elastisch machten oder dieselben zwar unela- 

stisch liefsen, aber dennoch die fur elastische Kb'rper goltenden Storsgesetze 

zur dnwendung brachten. Letzteres geschieht z. B. von F r i t s c h ,  welcher 

übrigens seine in  meinem Batse12) kritisierten Deduktionen seitdem aufge- 

geben und durch andere ersetzt hat.') Zn den Anhangern der elastischen 

Atome aber gehoren u. a. S c h r a m m ,  T h o m s o n ,  T o l v e r  P r e s t o n ,  

R y s h n e c k .  

unterscheiden, also innerhalb der jetzigen Grenzen unserer Naturbeobachtung 
,,konservativLL sind, sodann andererscits auf Grnnd dieses konaervativen Chamkters 
der Bewegungen die IIerrschaft des Energiegeeetzes in den bezeichneten Grenzen 
nbzuleiten, und man würdc hiernach einen Widerspruch dieses Gesetzes, sowie 
der phpikalischen Kmpirie überhaupt nicht mehr zu befürchten haben. . 

1) Dio hier gebotene Gelegenheit mochte ich benutzen, um einen in meinem 
,,Ratselu S. 72 geaufserten Zweifel zu beseitigen. - Aus den dort angegebenen 
Quellen war nicht mit Beatimmthcit zu ersehen, ob L e s a g e s  ,,corpuscules nltra- 
mondains" elasti~ch oder unelastisch waren. Dafs letzteres aus der von mir da- 
mals citierten Stelle Thomsons :  ,,Auf diese Weise wird die von Le s a g e s  Theorie 
geforderte Bedingung erfüilt, ohne die neuere Thermodynamik zu ve~letzen '~ schon 
mit Gewirshcit batte erschlossen werden müssen, wie eine Hallenser Di~sertation 
von Herrn W i l h  elm S toms (S. 19) behauptet, scheint mir irrig. Uenn wenn 
Herr S t osa meint, auf die Frage: ,,Was ist daa, womit L e  s a g e  nach T h  omsons 
Ansicht die neuere Thermodynamik ~ e r l e t z t ? ~ ~  ware nur die Antwort moglich ge- 
wesen: ,,Ohne Zweifel die absolute Harte der Atome", so k t ,  ganz abgesehen 
davon, ob dies wirklich die e i n z i g  mogliche Antwort gewesen wire,  in obigen 
Worten S hom s on s die Berechtigung dieser Fragestellung überhanpt nicht ent- 
halten. T h o m s o n  behauptet darin ja  gar nicht, dafs L e s a g e  die Thermodyna- 
mik verletzt hahe, sondern sagt einfach, L e s a g e  s Theorie fordere eine Bedingung, 
und diese Forderung verletze die Tliermodgnamik n i e  h t. Übrigene führt T h  O rn- 
eon in dem oben citierten Satze unmittelbar fort mit den Worten: .,und i n  Über -  
e i n s t i m m u n g  m i t  L e s a g e  m6gen wir uns hierbei beruhigen ctc." Da nun 
T h o m s o n  selbst mit elastischen Gebilden arbeitete, so schien mir wohl die 
Wahrscheinlichkeit, wenigstens aber doch die Moglichkeit vorzuliegen; dak L e -  
s a g e  dasselbe thue. - Aus dessen eigenen SçhrifGen und hinterlassenen Manu- 
ecripten geht aher hervor, da19 seine ,,corpuscules" unelastisch waren. Auch hat 
W. T h o m s o n  an anderen Stellen, die mir damals nicht vorlagen, hierüber keinen 
Zweifel gelassen. 

2) S. 96 u. ff. 
3) Programm $es Realgjmn. in Konigsberg 1886. 
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S c  h r  a m m  laîst die ktheratome nach ihrem Zusammenstofs mit den 
K5rpermolckülen ebonso schnell zurückfliegen, wie sie angekommen sind. 
E r  halt also die für  vollkommen elastische Korper übliche Vorstellung fest; 
zu der gewünschten Absorption aber gelangt er nur mit Htilfe eines 
Rechenfehlers. ') 

T o l v e r  P r e s t o n  ha t  sich um den Nachweis der Absorption weiter 
keine Mühe gegehen. E r  steht in  dieser Rexiehung einfach in den Schuhen 
W. T h  O m s o n s und spricht sich darüber folgendermaîsen aus 2): , ,Th O m s O n 
hat zuerst (Philosophical Magazine Mai 1873 S. 329) die Erklarung von 
diesem Geschwindigkeitsverlust in Einklang mit der vollkommenen Elasticitat 
der Atome, resp. mit der Erhaltung der Kraft gebracht. Seiue Erlaute- 
rung konnte principiell folgendermaîsen in etwas veranderter Form gegeben 
werden. Wegen der verhiiltnism%Csig sehr grorsen Dimensionen des groben 
Molcküls kann das kleine Gravitationsatom bei seinem Anprall nur  ge- 
wissermarsen einen einzigen Punkt  der Obedache des groben Molekiils be- 
rtihron. Deshalb wird natürlich die innere Bewegung des groben Moloküls 
durch den StoB kaum afficiert (oder das Molekül wird kaum erschtttert).  
Dagegen kann das Gravitationsatom seiner Kleinheit wegen vol1 mit seiner 
ganzen Flache auf das grobe Molekül anschlagen, und das Atom wird da- 
durch heftig erschüttert - resp. in starke innere Bewegung (Vibration und 
Rotation) versetzt. Diese innere Bewegung des Atoms kann 'aber selbst- 
verstandliçh nicht aus Nichts e r ~ e u g t  werden. Deshalb verliert das Atom 
beim Stoîse einen Teil seiner translatorischen Bewegung durch Ummand- 
lung derselben in innere Bewegung. Man konnte diese Thatsache leicht 
experimentell illustrieren beim Werfen irgend eines kleinen elastischen 
Korpers, z. B. eines Stahlringes gegen die Oberfliiche eines harten Ambosses. 
Der Stahlring springt mit einer Verminderung seiner translatorischen I3e- 
wegung zurück - wegen Umwandlung derselben in Vibrationsbewegung. 
Wenn man also n u r  die ungeheure Verschiedenheit der Dimensionen (und 
deshalb die Versühiedenheit der Biegsamkeit oder Starrheit) zwischen Atom 
und Nolekül in Rechnung zieht, so wird man ersehn, d a k  der Verlust an 
translatorischer Bewegung schon im Voraus als eirie notwendige Deduktion 
sich ergiebt, auch wenn dio Erklarung der Gravitation nicht zu dieser An- 
nahme führen wiirde.lL 

Uevor ich diese Darlegnng vom rein mechanischen Standpunkte aus 
in Retracht ziehe, mochte ich nicht versiiumen, zuerst in aller Scharfe noch 

1) ,,Ratsel etc." S. 77. 
2) Si tzunpb.  der k. Akad. der Wissensch. II. Abt. Aprilheft 1883. S. 7 

Anmerkung 
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einmal darauf hinzuweisen, welche Hypothese es eigentlich ist,  die unter 
der Flagge der ,,ElasticitatL' hier fast unvermerkt eingeschmuggelt wird. 

Nach T h o m s o n  fliegt das Projektil nach dem Stofse weg mit kleinerer 
translatorischer Geschwindigkeit, mfserdem aber rotiert und vibriert es. - 
Dars es abfliegt mit irgend einer Geschwindigkeit und dafs es rotiert: beides 
M s t  sich bekanntlich aus der Undurchdringlichkeit und der Tragheit der 
Materie in  aller Strenge ableiten, auch ohne Elasticitat. - Warum aber 
v i b r i e r t  es? 

Nehmen wir z. B. oinen kreisfiirmigen T. P r e s  t onschen Stahlring oder 
noch einfacher eine elastische Kugel und denken uns, diese sei infolge ihres 
Anstorses zu einem (Rotations-) Ellipsoid abgeplattet worden. Nach dern 
Abprallen vibriert sie nun, d. h. ihre Form wird abwechselnd ellipsoidisch, 
rundet sich wieder zur Kugel ab, wird darauf entgegengesetzt ellipsoidisch, 
rundet sich nochmals a b ,  und wechselt in dieser Weise ihr Thun unauf- 
horlich. - Fassen wir jetzt einmal den Moment ins Auge, wo die Haupt- 
axe des Ellipsoids eben ihre grorste Ausdehnung hat.  Was  verhindert den 
Korper, grade so, wie er eben ist, zu bleiben? - Welche Ursache, welcher 
Kobold, konnte man fast sagen, steckt denn in diesem Ellipsoid und be- 
wirkt, unzufi-ieden mit  der augenblicklichen Form desselben, dafs die End- 
partikel der langeren Axe einander sich wieder nahern müssen? - P a u l  
d u  B o i s - R e y m o n d  meint, diese Ursache konne nur  wieder eine Fernkraft 
sein, und daher laufe die Benutzung der Elasticitiit bei der Konstruktion 
der Schwere lediglich darauf hinaus, dafs man eine Fernkraft durch eine 
andere Fernkraft erklare. - Ich mochte nicht soweit gehen, aber ich sage, 
wenn dio Ursache dm Vibrationon auch vielleicht keine Fernkraft, keino 
,,actio in distans" zu sein brauchte, wie die Gravitation, so i s t  sie doch 
erstens eine ,,qualitas oc~ulta", grade wie die Gravitation, und zweitens 
eine ,,ver a n  d e r l i c h e  Ursache", ebenfalls wie die Gravitation. - Letzteres 
k6nnte man zu bezweifeln geneigt sein, aber es folgt sofort ans dem Dm- 
stande, dafs bei der oscillierenden Kugel die Geschwindigkeit~kom~onenten 
der einzelnen Teile periodische Funktionen der Zeit sind. In  den extremen 
Lagen namlich ist die Geschwindigkeit al1 dieser Teile (bezogen auf ein 
mit dem Mittelpunkt fest verbundenes Koord ina ten~~s tem)  gleich Null, 
kehrt daselbst ih r  Vorzeichen um, wachst nachher so lange, bis die Kugel- 
form erreicht i s t ,  nimmt dann wieder ab etc.') E s  bleibt also für die 

1) So würde es wenigstens den Bewegungzgesetzen der gewohnlichen ela- 
fitischen K6rper entsprechen. Allein vielleicht nimmt ein Vertreter der elastifichen 
Stohtheorie sich die Freiheit, über die vibrierende Bewegung seiner Projektile 
eine aedere Hypothe~ie zu ersinnen. Wie er sich die aber auch zurechtlegen mag: 
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Forschung nicht blos die Frage iîbrig: Welche Ursache bewirkt, dars die 
Teilchen nach dem StoSse fortfahren, sich relativ zu einander zu bewegen, 
sondern auch die weitere Frage: welche Ursache bewirkt, daSs die erstere 
Ursache in ihrer Wirkungsweise sich verlndert, dak  nicht etwa blos die 

Geschwindigkeiten, sonder11 auch die Beschleunigungen jener Teilchen 
grorser und kleiner werden, dak sie bald diese, hald die entgegengesetxte 
Richtung haben? 

Auf diese Fragen wird vom Standpunkte aller Atom-Elastiker nur die 
Antwort geboten: Solche Ursachen k6nnen wir nicht niiher angeben. Wir 
behaupten nur, daîs sie existieren, legen ihnen den Namen Elasticitkt oder 
elastische Kraft bei und kümmern uns nicht weiter darum. Hem T o l v e r  
P r e s t o n  ftigt noch hinzu : ,,Die Erkliirung dieser Elasticitit mag wohl ein 
sehr interessantes Problem für die Zukunft ~ein.'~') - 

Nun aber wollen wir von alledem ganz absehn und, zur rein mecha- 
nischen Betnchtung zurtickkehrend, die Frage aufwerfen, ob T homs O n 
durch die vorhin mitgeteilte Erorterung denn wirklich ,,die Erklarung von 
diesem Geschwindigkeitsverlust in Einklang mit der vollkommenen Elasti- 
citat der Atome . . gebracht" hat. - Wann nennen wir eine Elasticitiit 
denn vollkommen? - Thomson  denkt sich die Moleküle der sinnPAlligen 
Materie nngeheuer grofs und ungeheuer starr im Vergleich mit den Gra- 
vitationsatomen. Nehmen wir also, um die Sache zn veranschaulichen, 
eine sehr grofse starre Wand und lassen gegen dieselbe eine Kugel an- 
fliegen. Diese mtige einen gewissen Grad von Elasticitat haben, fliegt also 
mit irgend einer Geschwindigkeit zurück, und je mehr diese letztere der 
Pluggescbwindigkeit vor dem Storse sich annahert, desto grorser schatzen 
wir den Grad von Elasticitat, den die Kugel besitzt. Wann aber nennen 
wir diese Elasticitat eine vollkommene? - Nach dem in der Yechanik 
bisher tiblichen Sprachgebrauch, soviel ich weXs, nur dann, wenn die Ge- 
schwiridigkeit nach dem Stols der ursprünglichen gleichkommt. Der Unter- 
schi~d dieser beiden Geschwindigkeiten mtirste gleich Nuli sein, wenn die 
Elasticitiit eine vollkommene genannt werden soll, und der T O lv  e r  P r e  s - 
t on  sche ,,EinklangCL zwischen Geschwindigkeits ve r  l u  s t und dieser Vo l l -  
k O m men  h e i t  der Elasticitat ist hiernach einfach begrifflich ausgeschlossen; 
seine Herstellung kann überhanpt versucht werden nur auf Grund einer 
Umlnderung des Begriffes der vollkommenen Elasticitat. 
- 

an der Veri inderl ichksit  kommt er auf keine Weise vorbei, da es ja im Wesen 
der Yibrationsbewegung liegt, daîs die Kornponenten der Qeschwindigkeit i n  ge- 
nissen Augenblicken ihr Vorzeichen umkehren. 

1) a. a. O. S. 2. - Sein Ausspruch S. 3:  ,,Ich wende (bei der Erkliirung der 
Gravitation) k ein e Kraf t  e an", ist offenbar irrig. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E s  ntitzt nichts, zur Entgegnung darauf hinweisen zu wollen, wie in 
Wirklichkeit alle bekannten E6rper nach dem StoSse einen Geschwindig- 
koitsvcrlust zeigon, und wie man diese Thatsache mit dern Gesetze von der 
Erhaltung der Energie ja  doch auf einfache A r t  in Einklang zu bringen 

gewurst habe. Denn eben die Thatsache, d a k  bei jedem Stols translato- 
rische Energie i n  Warrne, d. h. in eine andere Art  von kinetischer Energie 
umgesetzt wird, pflegt man ja als einen Beweis von unvollkotumener 
Elasticitiit xu betrachten und EU sagen: Vollkommen elastische K6rper 
kennen wir nicht, keineswegs aber zu sagen: Wenn trotz des Geschwindig- 
koitsverlustes die Summe der adseren und innercn kinetischen Energie 
erhalten bleibt, so dürfen wir die storsenden Korper deswegen vollkommen 
elastischc nonnen. 

Also die Leistung, welche nach T o l v e r  P r e s t o n  Herrn W. T h o m s o n  
,,zuerstL! gelang, involviert notwendig eine Begriffsurniinderung, und es 
fehlt auch nieht an Anhaltspunkten dafür, daîs dieser Iimstand Herrn 
T h o m s o n  nicht entgangen sei. T o l v e r  P r e s t o n  beruft sich namlich 
auf  einen Artikel im Philosophical Magazine, und in diesem Artikel wird 
von T h o m s o n  selbst der 5 301 des bekannten Lehrbuches beigezogen,' 
wolches or mit T a i t  untcr dem Titcl: ,,Natural PhilosophyLL herausgegeben 
hat. Nun ist aber für die vorliegende Frage weniger 5 301, als vielmehr 
S 302 wichtig, welcher die Überschrift: ,,Verteilung der Energie nach dem 
S t ~ l s e ' ~  tragt.  Dort wird mit klaren Worten gesagt, dafs bei aufeinander 
stolçeiiden elastischen Korpern ,,stets ein Teil der frtiheren kinetischen 
Energie in  der Porrn von Vibrationen z~rt ickbleibe '~,  und daSs man diesen 
Verlust ,,nnpassend die Wirkung der unvollkornrnenen Elasticitat nenne".') 
- Nun mogen T h o m s o n  und T a i t  j a  wohl ihre p t e n  Gründe haben, 
wene sie es im allgeineinen p a s s e n d  finden, auch. solche K6rper noch 
vollkommen elastisch zu n e n n  e n ,  welche nach dem S t o h  langsamer fliegen, 
als var dem Stoîse, jedenfalls aber leuchtet ein, dafs die L6sung des Riit- 
sels von dem ,,EinklanglL, welche auf diese Weise Herrn W. T h o m s o n  
,,zuerst gelungent' ist, in  der bezeichneten terminologischen Anderiing ihre 
eigentliühe Wurzel hat. Wir  wollen daher von dieser Wortfi-age im Fol- 
genden ganz absehn und unser Augenmerk auf den mechanischen Kern 
riühten. 

Wenn die gesamte Energie jedes T h o m s  onschen Atheratorns aus den 
drei Surrimanden: translatorische, rotatorische, vibratorische Energie besteht, 
so k6nnen diese einzelnen Summanden durch das Zusammenprallen mit den 

1) Zitiert nach der von H e l m h o l t z  und W e r t h e i m  besorgten deutschen 
Busgabe 1. S. 237. 
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~ ~ r p o r m o l e k ü l e n  zwar otfenbar auf nlannigfache Weise vcrandert und in- 
&ander tibergeführt werden, ohne dars die Summe selbst sich zu anderu 
braucht. Allein die von T h o m s o n  vertretene Theorie hs t te  vor allem, 

sie ja  darauf baut ,  den Nachweis zu liefern, d a k  diese Umwandlung 

- im Durchschnitt gerechnet - weeentlich auf Kosten des e r s t e n  Sum- 
manden geschieht. E in  solcher Nachweis aher ist  zunachst bei T o l v e r  
P r e s t o n  nicht vorhanden. Ferner is t  e r  in der von ihm angeführten 
T h o m s  o nschen Abhandlung im Philosophical Xagazine nicht vorhanden, 
vielmehr finde ich dort den Satz: ,,Selbst für  den einfachsten Pall, namlich 
den der weichen elastischen Kugeln, ha t  noch n i e m a n d  durch abstrakte 
Dynamik das schliefsliche (d. h. nach dem Stofse stattfindende) mittlere 
Verhiiltnis der vibratorischen uud rotatorischen Kuergie au der translato- 
rischen ermittelt.L") - Da.s l a k t  schon vermuten, daL der fragliche Re- 
weis überhaupt noch fehlt. An der entscheidenden Stelle jenes Artikels, 
dort namlich, wo die Behauptung von der verlangsamten Geschwindigkeit 
nach dem Stofse aufgestellt is t ,  wird der vorhin schon erwahnte 5 301 

beigezogen. Ich habe aber weder in diesem Paragraphen, noch überhaupt 
in dem Buche von T h o m s o n  und T a i t  jenen Beweis finden k6nnen. Da- 
gegen steht in $ 305 der Satz: ,,die mathematische Sheorie der Vibrationen 
fester elastischer Kugeln ist noch nicht ausgearbeitet worden, und ihre 
Anwendurig auf deu Fa11 der durch eiuen Stofs eerzeugten Vibrationen bietet 
betrachtliche Sch~ier igkei t~en dar.lL 

Hierdurch wird die Vermutung, d a k  die oben erwiihnte unterste me- 
chanische Grundlage bisher noch nicht gelegt sei, wiederum bestarkt. 
Weiterhin kommt aber noch eine Stelle in Betracht, worin T h o m s o n  von 
der Noglichkeit spricht, dafs der verniinderte translatorische Knergie-Surn- 
mand auch wieder auf Kosten der beiden anderen v e r m e h r t  werden ktinne, 
nLmlich durch die Zusammenst6fse der ~ t h e r a t o m e  mit  ihresgleichen. E r  

spricht dies aus in Form dcs Satxos: ,,Das Verhiiltnis der Gesamtonorgio 
der Korperchen zu dem translatorischen Teil ihrer Energie is t  im Durch- 
schnitt nach dern Zusammenslofs mit mundaner Materie griXser, als naüh 
dern Zusa.mmenstoîs mit ultramundanen K6rperchenlL, und  diesen Satz be- 
zeichnet e r  ausdrücklich als eine bloîse Annahme (,,suppositionLL), keines- 

wegs aber als das Rcsultat irgond eincr mochanischcn Deduktion. D a h  er 
nicht im Besitze einer solchen war, scheint daher wohl angenonimen werden 
zu dürfen, und wenn wir mit  Riicksicht hierauf die Frage stellen, in welcher 

1) Even for the simplest case - that namely of smooth elaetic globes - 
no one has yet calculated by abstract dynamics the  ultimate average ratio of the 
vibrational to the translational energy. 
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Weise die G r u n d l a g e n  der Gravitationstheorie L e s a g e s  durch Thomson 
umgestaltet worden sind, so ist, wie mir scheint, zu sagen, daîs Letzterer 
den Hypothesen des Ersteren noch drei weitere beigefagt hat ,  namlich 
erstens: es giebt eine unbekannte, veranderliche Grsache, welche die ~ t h e r -  
atome fortdauernd in Stand setzt, alle erlittenen Formveriindernngen wieder 
ausxumerzen; zweitens: die ~ t h e r a t o m e  sind weicher als die Korperatome; 
drittens: die ,,mathematische TheorieiL des Zusammensto~ses elastischer Kugein 
wird das Resultat ergeben, dafs der translatorische Teil ihrer Energie durch- 
schnittlich einen kleineren Bruchtcil der gesamtcn Energie ausmacht nach 
Zusammenst6fsen mit hiirteren, als nach Zusammenst6fsen mit weicheren 
Korpern. - 

Auf diesen Annahmen ruht der unterste Grundstein der T homçonschen 
und T O 1 v e r  P r  e s t O n schen Gravitationstheorie, aber dieselben reichen doch 
noch nicht einmal aus, um iinsere erste Hauptfrage: aus welcher Quelle 
stammt die Energie, die ein fallender Korper gewinnt? zu beantworten. - 
Soviel ich weifs, hat L e s a g e  die Frage überhaupt nicht pragnant gestellt, 
aber die Antwort wtirde ihm, wie Allen, welche unelastische Stolse zu 

Grunde legen, nicht schwer gefallen sein, weil ja nach dieser Theorie die 
Atheratome aus den gravitierenden Massen mit Energieverlust heraustreten. 
T h o m s o n  aber hat sich diese Quelle ausdrlicklich verstopft, indem er sagt, 
die austretenden KSrperteilchen miirsten dieselbe Energie wieder mit heraus- 
nehmen, die sie auch hereingebracht haben (must carry away the same 
energy with them, as they brought. S. 329). - Unter diesen Umstaiiden 
wird die Frage nach der Herkunft der Fallenergie sehr unbequem und in 
der That habe ich weder bei T h o m s o n  noch bei T o l v e r  P r e s t o n  eiue 
Antwort darauf gefunden. Es ist aber ebenso interessant als wichtig zu 

untersuchen, auf welche Antwort eine konsequente Durchfdhrung dieser 
Theorie hinanslaufen murs. 

Wenn z. 13. der vom Gipfel eines Felsens losgebrtickelte Stein herab- 
saust, und wenn er die kinotische Enorgie, welche er wbhrend des Fallens 
envirbt, n i c h t  von der Anziehungskraft der Erde enthiilt, die ja per hy- 
pothesin ausgeschlossen ist; wenn er sie zweitens n i c h t  von dem ~ t h e r  
erhalt, der ja ohne Energieverlustl) aus dem Steine wieder heraustritt; 
wenn drittens nach der Theorie Erde, a the r  und Stein die e inz igen  bei 

1) Hierdurch wird auch der etwa noch denkbaren Annahme, dah die Fall- 
energie zwar nicht von der Anziehung, aber vielleicht von irgend einem anderen 
in der Erde  steckenden geheimnisvollen Energiequantum herrühren und duich 
den Ather nach dem Steine transportiert würde, ein Riegel vorgeachoben. Der 
~ t h e r  sol1 ja seine gesamte in den Stein hineingebrachte und transportierte Energie 
auch wieder aus ihm mit hinwegnehmen. 
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der Erklarung des Phanomens in Betracht kommenden Faktoren sind, so 
bleibt offenbar nur  übrig zu sagen: die lebendige Kraft des falienden Steines 
starnmt aus $eui Steine selbst, mit anderen Worten: sie steckte schon v o r  
dem Falle i n  demsolben, und wiihrend des Fallens wird ein gewissor Pro- 
xentsatz dieser fi-tiher verborgenen Energie umgewandelt in diejenige kine- 
tische Energie, mit welcher der Stein auf  der Erde anlangt. 

Die Notwendigkeit einer solchen Annahme scheint mir unausweichlich, 
und D e l l i n g s h a u s e n  ha t  sich ja auch schon zu derselben bekannt, ob- 
schon bei ihm der ~ t h e r  noch mit einigem Energieverlust aus dem fal- 
lenden K6rper heraustritt. Bei T h o m s o n  hingegen, der dies leugnet, 
bleibt, soviel ich irgend absehe, keine andere Fundgrube ftir die Fall- 
energie übrig. 

Was  folgt nun aber aus der Notwendigkeit, eine solche Hypothese 
der Theorie T h o m s o n s  unter die Ftiîse zu schieben? - Zunachst die 
weitere Notwendigkeit, irgend eine mechanische Ableitung daftir zu geben, 
wie durch die S t 6 k  dos elastischen Athers dio i n  einom fallenden Korper 
verborgen vorhandene Energie in die lebendige Kraft der Fallbewegung 
umgewandelt wird. Eine solche Ableitung is t  aber  gar  nicht moglich, 
wenn nicht eine bestimmte mechanische Vorstellung von der Natur  jenes 
verborgenen Energievorrats zu Grunde gelegt a i rd ,  und diese fehlt, soviel 
ich sehe, bei T h o m s o n  sowohl, wie bei T o l v e r  P r e s t o n .  

Ware aber auch diese mechanische Grundlage wirklich gelegt, so 
würde jeder, dor wie T h o m  s o n  den Anspruch erhebt, die Stnfstheorie mit 
dem Gesetz von der Erhaltung der Energie in Einklang gebracht zu haben, 
noüh eine andere und groîsere, in  den niheren Beziehungen der Gravitations- 
wirkungen xu Zeit und Raum begründete Schwierigkeit hinweggeraumt 
haben müssen. E r  mtirste - um zunachst ganz einfache Fragen anzu- 
fübren - mechanisch abgeleitet haben, warum in dem Apfel, der am Stiele 
hangt, die durchpassierenden ~ t h e r a t o m e  alle innere Energie in ihrem Zu- 
stando belassen, warum sodann bei der Losl6sung vom Baume der Um- 
wandiungsprozefs seinen Anfang nimmt und sich in der  Weise vollzieht, 
dafs im ersten Zeitteilchen e i n  gewisser Euergiebetrag, im xweiten deren 
aber d r e i ,  im dritten f ü n f  umgewandelt werden etc.; warum der Knabe, 
welcher den Apfel aufhebt und zu seiner alten Stelle wieder heraufbringt, 
durch diese Arbeit - mag sio in  belicbiger Zeit und auf beliebigem Wege 
ausgeftihrt werden - eben jene wahrend des Pallens in  lebendige Kraft 
umgewandelte Energie in dem ApSel wieder in ihren ursprtinglichen latenten 
Zustand zurückverwandelt. E r  mtifste sodann hezüglich der kreisenden 
und Wurfbewegungen gezeigt haben, warum die Umwandlung der inneren 
Energie im allgemeinen weder der Zeit, noch dem Wege,  noch der Ge- 
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schwindigkeit prùportional ist;  e r  niükte  die enge Beziehung derselben zum 

Eadiusvektor dargelegt haben, mürste liberhaupt in jener bekannten Gleichurig, 
welche das Gesetz von der Erhaltung der Rnergia ausdriickt, denjenigen 
Summanden, welcher bei der bisherigen Attraktionshypothese unter deni 
Namen der ,,potentiellcn Encrgiel' aufgeftihrt wird, durch einc andere 
Energie ersetzen und die Schwankungen dieses Summanden aus seiner 
mechanischen Theorie heraus so begründon, dars bei allen Schwankungen 
der ,,kinetischen Energiel', wie sie die auf Gravitation beruhenden Fall-, 
Wurf- und Rotationsbewegungen mit sich bringen, dennoch die erwahnte Glei- 
chung stets befriedigt bleibt. - Da dies alles bei T h o m s o n  und T o l v e r  
P r e s  t o  n fehlt, so scheint mir die Behauptung, ihre Theorie sei mit dem 
Gesetze von der Erhaltung der Encrgie in Einkla,ng gchracht, irrig. - 

Hiermit sind wir a n  dem Punkte angelangt, wo wir die Desprechung 
der von diesen Forschcrn vertrctenen Theorie mit einem Rückblick auf 
urisere ftînf' kritischen Pragen m m  Abschluk bringen konnen. 

1) Wo die Energie fallender Korper vor dem Falle gewesen ist, bleibt 
dunkel. 

2) Wie die Umwaridlung i n  Fallenergie, urid zwar  

3) mit centripetaler Richtung sich vollzieht, daftir wird keine ge- 
nügende mechanische Ableitung gegeben. 

4) Ein bestimmter Ausdruck für die Reziehung der Fallenergie eu 
der Gesamtenergie, von welcher sie starnmt, ist  nicht vorhanden. Beztig- 
lich des Einflusses der Entfernung und Masse bewendet es bei den Resul- 
ta ten L e s a g e s .  

5) Abweichungen von dem N e  w t O n schen Gesetze bleiben aurser 
Betracht. 

. 
D. R y s i n e c k  und Paul du Bois-Reymond. 

Im 24. Bande von E x n e r s  ,,Repertorium der Physik" ha t  Prof. A d a l -  
b e r t  R y s h n e c  k unter  dern Tite1 ,,Versuch einer dynamischen Erklarung 
der GravitationtL eine Theorie veroffentlicht, welche der L es  a g e - T h O m s o n - 
T o l v e r  P r e s t  onschen sehr verwandt ist, aber doch in einzelnen Punkten 
davon abweicht und namentlich i n  Rezug auf die mathematische Durch- 
flihrung wesentlich über dieselbe hinausgeht. 

Was zunachst die meühanische Grundlage dieser Theorie hetrifft, so 
heirst es dartiber gleich in der Einleitung (S. 90) folgendermarsen: ,,Um 
. . . auf das Gravitationsgesetz zu kommen, nahm ich meine Zuflucht zu 
der . . . Annahme, daCs der Schwerather auf dem Wege durch die Ilimrnels- 
korpcr einen Toi1 seiner Energie, und zwar proportional der im Korper 
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zuriickgelegten Strecke und der daselbst vorhandenen Massendichte v e r -  
l i e r e .  . . . Die a b s o r b i e r t e  Energie geht teils aiif die Atome der grohen 
Xatene, teils auf die des Lichtathers über, wobei Schwerather und Licht- 
ather als voneinander verschiedene Stoffe aufzufassen sind." 

Hiermit ist  nicht nur  im allgemeinen die Zugehorigkeit zu den Ab- 
sorptionstheorien deutlich ausgesprochen, sondern auch sçhon unsere erste 
Prage bestimmt beantwortet, und zwar in  dem Sinne, daSs die Energie der 
fallenden Korper in dem postulierten Schwerather ihre Quelle habon soll. 

Stellen wir nun aber die zweite Frage: auf welche W e i s ~  denn die 
Energieabsorption eigentlich vor sich gehe, dann stehen wir auch bei Ry- 
s i n e c k  sofort wieder vor dem alten Ratsel. Ich lese darüber Folgendes: 
,,Damit nun dieses Medium den IIimmelsk6rpern I3ewegung mitteilen konne, 
sol1 angenommen wcrden, dafs es solbst in Bcwcgung soi und dafs diose 
Xitteilung durch Stolse geschehe. . . .  Auf dem Wege (durch die Himmels- 
korper) st6Sst ein Teil des Schwerathers mit der groben Naterie zusammen, 
wobei es zu einem V e r l u s t e  d e r  k i n e t i s c h e n  E n e r g i e  d e s s e l b e n  
kommt, welche eine Ermiirrnung des durchdrungenen Korpers zur Folge 
hat. Wenn es sich nun urn die nerechnung des Energieverlustes handelt, 
so kann man die .Betrachtung so anstellen, alç ob man es mit dem StoCse 
unvollkommen elastischer Atome zu thiin hatte. Damit sol1 aber diirchaus 
nicht die vollkommene Elasticitat des Schwerathers aufgegeben werden; 
donn durch dicse St6Cse geht von der Gesamtenergio nichts verloren.lL 

Wie wird denn nun trotz der vollkommenen Elasticitat der Verlust 
an kinetischer Energie mechanisch begründet? - Einfach gar  nicht; und 
so steckt denn ziemlich das ganze Hypothesen-Nest, welches wir vorhin 
bei T h o m s o n  bez. T o l v e r  P r e s t o n  fanden, auch in der Theorie von 
R y s i n e c k . ' )  * 

Eine kleine Polemik, welche letaterer in seiner ,,EinleitungLL gegen 
mich richtet, konnte übrigens cinigermaken geeignet sein, über diescn 
Mangel in der mechanischen Begründung den Leser hinwegzutiiuschen, 
weshalb ich mit oinigcn Worten darauf oingehen murs. E s  heirst u. a. 
dort (S. 91): 

,,Wenn Warmestrahlen von einem Korper absorbiert werden, oder wenn 
zwei Bleikugeln zusammenstoSsen, so erfolgen die S toke  zwischen den 
G r p e r -  und htheratomen so, daîs dabei a n  Energie nichts verloren geht. 
Wir  kiinneu diese Eigenschaft der Atome mit dem Namen Elasticitat be- 
-- 

1) Herr R y  s i n e c k  Luker t  bezüglich einer 'l'heorie von OdslrCil ,  welche 
e ï  auf S. 92 seiner Abhandliing kurz bespricht: ,,die Schwerkraft tritt  hier wiedpr 
a h  qualitas occulta in der Elasticitit auf'. - Dieue Bernerkung trifft, wie mir 
scheint, ibn selhst nicht weniger, als Hcrrrr OdstrEil .  

Alili. mir Gc:3cli. d m  Nnthorn. VI. 13 
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zeichnen, jedoch würden wir die Grenzen der Physik überschreiten, wollten 

wir auch auf die inneren Vorgange in den Atomen bei dieser Bewegungs- 
übertragung eingehen. (Ich meine im Gegenteil, die Physik würde Herrn 
IL verrriutlich daftir dankbar gewesen sein, wenn er diese VorgLuge auf 
eine plausilde mechanischci Grnndlage gestellt und damit auch seiner Theorie 

ein solides Fundament gegeben hatte.) Zur Annahme unelastischer Atome 
liefs sich I s e  n k r a h e  durch die Botrachtung verleiten, dafs untcr der Vor- 
aussetzung vollkommener Elasticitat die Gegenwart eines Korperatoms auf 
den Bewegungszustand des ringsumheriliegenden Schwerathers keinen Ein- 
fluîs ausübt. Deriken wir uns ein Korperatom an der Grenze eines Mole- 

ktils zwar ringsurnher von Schwerather, aber aui' einer Seite in der riach- 
sten Nahe auch von Korper- und Lichtatomen umgeben, so werden die 

StGfse, die es auf der eir ien SeiLe vorn Schwerather empfarigt, auf der 
a . n d e r e n  Seit,e niclit immer wieder auf den Schwerather übergehen, sondern 

aucli zuru Teil an die Licht- und Korperatome, und diese übertragene 
Energie kann a,ls Warine ent,weichen.lL 

Ich meik nicht, was Herr  R y s & n e c  k mit dieser Ü b e r l e p n g  dargethau 
zu haben glaubt. Gegon denjenigen Teil meiner Entwickelung (Ratsel 

von der Schwerlrraft S. 135 u. 13F), woziach ,,unter der Voraussetzung voll- 
kommencr Elasticitiit die Gegonwart eines Kijrpcratoms auf den Bewegungs- 
zustand des ringsumherfliegenden Schwerathers keinen Einfluîs a.usübt", 

wcndot er ja  nichts ein. Nun untorschcidct cr bci cinem solchcn Kijipcr- 
atom, welches ,,an der Grenze dei  M o l ~ k ü l s ~ ~  liegt, die e i n e  und die a n d e r e  

Seite; dio StijTse, dio es auf der einen empfiingt, sollcn - so behauptet 
er - a,uf der anderen nicht immer wieder auf den Schweriither übergehen. 

Cm die a n d e r e  Soitc handelt es sich aber zuniichst gar  nioht, sonderu um 
die e i n e .  Warum gehen die StGCse, die das Crenzatom bekommt, eben 

an derselben Seiie, wo et; sie tiekornrut, riicht wieder auf den SchweraLher 
über? - Bei der vorausgesetzten ,,vollkommenen Elasticit%t" bedürfte ein 

solüher Verlust eines besoridereri Grundes; den firide ich aber bei R y s b n e c k  
nicht. Fehlt dieser Grund, so bleilit die Stoîsenergie an der e i n e n ,  der 

auswendigeu Seite, deru Schweriither er-lialteri. Und wenn ich nun diese 
Betrachtung auf samtliche Grenzatome des ganzen Moleküls ausdehne, so 

springt in  die Augeu, daSs der ~ t h e r  urri das ganze Molckül herum seine 
Energie einfach beibehalt. 

E s  w i r e  also gar  nicht notig, die a n d e r e ,  inwendige Seite der Grenz- 
atome üherhanpt in UetracM zu ziehen. Zieht man sie aber, wie R y s i n  e ck 

es thut ,  wirklich in  den Kreis der Ueduktiou hiriein und b e h a u p t e t ,  die 
von auswarts herkommende Stoîsenergie ginge auf der Innenseite zum Teil 

an die beriacht>arten Licht- und IiGrperatome über, so fragt siçh doch, 
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warum diese denn das, was sie erhalten, da sie doch vollkommen elastisçh 
sind, nicht auch wieder weiter und weiter geben, bis schlieîslich am ent- 
gtigengesetnten Ende das dort liegeuùe Grenzatom die Bückgabe jeries 
Energiobetrages a n  den urngebenden h t h e r  hrsorgt. - Und wenn man 
ferner b e h a u p t e t ,  ein Teil dieser Energie ginge in Wiirme über und 
konne als solcho ontweichen, so wird der 3Icchanikcr nat';irlich fragcn: 
Wie geschieht denn die Umwandlung der AtomstXse in die w e l l e n -  
f o r m i g e  Bewegung desjenigen Stoffes, vermittelst dessen die Warmestrahlen 
,,entweichen?lL 

Das alles ist dunkel, und ich dari' derngeru~ïs auf unsere zweite kri- 
tischo Frage wohl nur  dic Antwort gobcn: Wio und warum in don gravi- 
tierenden Korpern Energie absorbiert wird, ist  in der Theorie R y s a n  e c k s 
nicht entwickelt worden. D a  dieselbe aber in ihrem ganzen Aufbau eben 
auf dieser Absorption beruht,  so fehlt es ihr an der nütigsten mecha- 
nischen Grundlage. 

Was dio dritto Frage, dio Ableitung der Centripotalkraft aus  der Ab- 
sorption betrifft, so ist diese bei Ry  s h e c k  dieselbe, wie bei den vorhin 
erorterten anderen Stofstheorien. 

Bezüglich des vierten Punktes jedoch, n h l i c h  der Entwickelung eines 
mathematischen Ausdrucks für  diese Kraft finden wir eine Reihe von Forrneln, 
auf die niiher oingegangen werden muls. - Zuv6rderst is t  zu bernerken, 
daîs Herr R y s a n  e c k seine ~ t h e r a t o m e  mit  G eschwindigkeiten fliegen M s t ,  
welche nach dem Maxwellschon Gesetze verteilt sind. Unter einer hin- 
reichend grorsen Anzahl N von Atomen besitzen also ;,sine zwischen v und 
v + d u  liegende Geschwindigkeit hT(v) Atome, welche gegeben sind durch 
die Glcichung : 

So oft es sich aber um irgend eine Schlukformol handolt, welche für  
die Gravitationstheorie Geltung haben soll, wird dieser Ausdruck nattirlich 
nach v inttigriert von O bis cio. Bierdurch kommen s i i m t l i c h e  Ather- 
atome in Rechnung, und statt  N(v) t r i t t  dann einfach die Gesamtzahl N in 
die Formel ein, wiihrend gleichzeitig s tat t  der Einzelgeschwiudigkeit v irgend 
ein Mittelwert derselben auftritt. Demnach hat die Einführung des M a x -  
wellschen Gesetzes auf die SchluTsresultate der Rechnung gar  keinen 
Einfluls. - Dieses zeigt sich denn auch in dem für  die centripetale Kraft 
abgeleiteten Ausdruek (S. 105) 

13* 
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1, 

worin ja die Funktion Njv) fehlt. 
Indem wir diesen Ausdruck nun nach den frtiher angegebenen drei 

Gesichtspunkten einer nsheren Erortei-ung unterziehen, haben wir suerst 
die Beziehung dieser centripetalen Energie zu derjenigen Energie ins Auge 
zu fassen, aus  wclcher sie durch Absorption oder Umwandlung ontstanden 
ist, also zur Energie des   th ers. 

v Ga 
Diese Beziehung liegt in  dem Paktor  N T ,  einer GrUse, für welche 

auf S. 106 das einfache Symbol E' eingeführt wird, und die nichts andores, 
als ,,die mittlere kinetische Energie des Schweriithers in der RaumeinheitLL 
bedeutet. Der  in obiger Gleiühung bozeichnete Wert  von k ist also dieser 
mittleren Energie, und damit auch dem Q u a d r a t e  d e r  r n i t t l e r e n  Ge- 
s c h w i n d i g  k e i  t l )  der ~ t h e r a t o m o  proportional. 

l n  den Ausdrücken, welcho ich selbst (Bgtsel S. 174 u. ff.) für die 
Ceritripetalkraft abgeleilet habe, erscheint dieselbe (nach Ausscheidung des 
Eiiiflusses der Entfernung und Mase)  proportional dem Produkte v . cl 
woboi c ebenfalls die mittlere Geschwindigkeit der ~ t h e r a t o m e  bedeutet. 
Diese Grofse t r i t t  also bei R y s i n e c k  in der zweiten, bei mir in  der ersten 
Potenz auf, und es kUnnte deshalb scheinen, als ob eines von diesen beiden 
Rcchnungsresultaten falsch sein müsse. Dies ist indessen nicht der Fall, 
vielmehr stimmt R y s a n e e k s  Resultat i n  diesem Punkte mit dem meinigcn 
vollsttindig überein, wie sioh leiüht zeigen lgîst. Die Konstante v bedeutet 
namlich bei mir ,,die Anzahl von ~ t h e r a t o m e n ,  welche in  der Zeiteinheit 
durch eine beliebig irn freien Raume fixierte Eljene von der Gror50 1 Lin- 
durchpassierenLL (S. 143). Irn Anschluîs daran habe ich (S. 1 6 9 )  das Re- 

2 v 
sultat abgeleitet: ,,In der Raumeinheit befinden sich durchschnittlich -- 

2 v c N  
Atheratome." Bus  N = folgt aber v = -, und wenn dieser Wer t  in 

2 

das Produkt vc eingesetzt wird, so orschoint ebanfalls dio Goschwindigkoit c 
in  der zweiten I'otenz. - E s  ist also gleichgültig, ob man sagt, die Schwere 
soi der mittleren Geschwindigkeit der htheratome, oder dern Quadrat dieser 
Geschwindigkeit proportional, a e n n  man nur  im ersteu Palle die Zahl der 
in  der Zeit Eins durch die Hache  Eins hindurchpassierenden, im anderen 
Falle die Zahl der im Raume Eins vorhandenen Atome als zweiten Paktor 
hinzufùgt. 
- -  - -- 

1) Auf die i n  der kinetischen Gastlieorio gebrkuchlichen v e r s c h i e d e n e n  
Mittelwerte und deren Untcrschiede brauchen wir hier nicht naher einzugehen. 
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Was nun ferner den EinfiuCs des Ab  s t a n d e s  betrifft, so ist bei alleu 
Stoktheorien der Nachweis der Übere in~t immun~ mit dem Newtonschen 
Gesetz, wenigstens für grokere Entfernungen, leicht zu führen. In der 
vorhin angegebenon Formel R y s i n  e cks  tritt  diese Beziehung nicht so klar 
hervor, weil die neçative zweite Potenz des Abstandes nicht ausdrticklich 
darin auftritt. Dieselbe ist aber, wie sich leicht zeigen l a r~ t ,  in derri letzten 
Faktor der Formel enthalten. Kurz nach Entwickelung derselben heifst es 

niimlich bei R y s h n e c k  (S. 106): ,,Das Korperelement . . hat . . die Nasse 
12dw$dl.LL Wenn man hiertiber das Intogral nach 2 nimmt zwischen den 
Grenzen 1, und 1, und die dadurch entstehende Nasse mit M bezeichnet, 
so entsteht: 

und die Eiriführung dieser Substitution an das Ende der Ry  s knecksche~i 
Formel ergiebt dio Newtonscho Beziehiing der Gravitation zur Entfcrnung; 
denn 1 kann bei R y  shneck ,  sobald die Dimensionen der K6rper im Verhaltnis 
zu ihrem Abstande klein sind, als das Mars des letzteren betrachtet werden. 

Wir kommen nun zum dritten und wichtigsten Punkte, zur Prage 
n%mliçh, wie die Centripetalkraft zu der Masse  der Korper sich verhiilt. 
In dieser Beziehung stützt sich die Deduktion der Rysineckschen Kraft- 
formel (S. 105) ausdrticklich auf eine frtihere Überlegung (S. 100), worin 
der Satz vorkommt: ,,Die (an die Ktirpermoleküle) anstolsende Schwerather- 
masse ist der Dichte des durchdrungenen Korpers und dem in ihm zurück- 
gelegten Wege p ropor t i~n ie i t .~~  - Dor mathematische Ausdruck dieses 
Satzes ist enthalten in der Gleichung: 

Letztere aber entstand aus der Gleichung: 

p'= p(l - e-&Q?'7rl 1 
dadurch, dak  in der Exponentialreihe aurser dem absoluten und linearen 
Gliede alle tibrigen vernachliissigt wurden. 

Was nun die Ablcitung der Funktion C - N ~ ~ ~ ' * ~  angeht, so hatto Hom 
Rysineck den anziehenden Korper ebenso, wie ich es im 16. Kapitel meines 
Buohes schon gethan, senkrecht zur Richtung der Anziehung in Nolekül- 
schichten zerlegt. Die geometrische Reihe, welche sich ihm wie mir dabei 
ergiebt, hat er sodann dadurch, dals er wiederum einige GrXsen, nament- 
lich auch den gegenseitigcn Abstand der Schichten, als v e r s  chwinde nd 
k l e in  vernachlassigt, mit IIülfe einer Reihe von Rechnungsoperationen in 
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die obige Exponentialfunktion umgewandelt. - Der mathematische Kern 
dieser Gilmmation einer Iteihe, bei n d c h e r  die Glieder schlieîslich unend- 
lich dicht aneinander gerückt werden, ist, a i e  man leicht erkennt, eine 
Integration, und dio entsprechendo physikalische Anschauung lauft darauf 
h i y u s ,  daîs die Korper nicht mehr betrachtet werden als aus Molektilen 
bestehend, die durch verh&ltnism%îsig groke Zwisühenr%ume voneinander 
getrennt sind, sondern einfach als eine absorbierende Masse, welche zwischen ' 
den Grenzen jener lntegration den Baurn s t e t i g  erfüllt. l n  der That ge- 
langt man auf Grund einer solchen Anschauung sehr rasch zu derselben 
Exponentialhnktion. 

Larst man niimlich durch irgend ein stetiges, homogenes Medium in 
einer bestimmten Richtung irgend ein absorbierbares Etwas (sei es eiu 
Stoff, sei es Warme, Licht oder eine andere Form der Energie) hindurch- 

gehn, teilt senkrecht zu dieser ilichtung das Medium in unendlich dünne, 
gleiche, ebeno Schiühten von der Dicke dl, setzt dann die Absorption pro- 
portional einerseits dieser Dicke, andererseits einer konstanten Grolse k, 
so ha t  man dafür das Produkt k - dl. Bezeiühnet man ferner das ursprürig- 
liche Quantum jenes absorbierbaren Objekts mit a ,  den vor seinein An- 
langen a n  einer beliebig ausgewahlten Sçhicht schon absorbierten Teil des- 
selben mit x, den wirklich anlangenden Rest also mit  a - x und den in 
der Schicht selbst zur Absorptiou konimenderi kleinen Betrag mit d x ,  so 

folgt a,us der Homogenit~it dos Mediums, d a k  das Verhiiltnis awischen 
diesem Betrag und dem aulangendon Quantum uberall dasselbe ist, mithin 
ha t  nian die Differcntialgleich1111g: 

d z 
- = k - d l ,  woraiis: log ( a  - x) = - lcl $ Konst. 
a - x  

Da mit, 1 auch n: zu Nul1 wird, ist die Konstante gleich log a, und man 
findet sehr rasch: 

x = a ( 1  - rk l ) ,  

ein Ilesultat, worin man die R y  s kn e e k sche Funktion wiedererkennen wird. 
Bei dieser Überlegung wareri die Schichten e b e n  und von gleiclier 

Ausdehnung gedacht. Lalst man aber das a,bsorbierbare Etwas von allen 
8eiten her nach eiiiem Centriun sich bewegen, giebt dem absorbierenden 
Korper die Form eines Kugelschalenstücks von b~l ieb iger  Dicko und Um- 
grenzung, so kommt man zu gennu demselben Resultat. Denn wenn auch 
die Schichton dieses Kürpers in der Richtung nach dem Mittolpunkto hin 
an Pl%chenausdehnung abnehmen, so wiichst doch andererseits die Koncen- 
tration des absorbiorbaren Objekts gonau in domselben Verhaltnis, und die 
Differentialgleichung bleibt dieselbe. - Einen s i n g u l i i r e n  Fa11 hiervon, bei 
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welchem es sich uin einen abgestumpften Kreiskegel mit parallelen spha- 

rischen Grundfiachen handelt,  ha t  Herr P a u l  d u  B o i s - R e y m o n d  im 
dritten Jahrgang der Naturwissenschaftlichen Rundschau (S. 27 u. 28) be- 
handelt. E r  i s t  natürlich zu dem gleichen Besultate gekommen und be- 
trachtet dasselbe als einen wosentlichen Bowcispunkt f ü r  die Unmtiglichkeit 
einer mechanischen Erklarung der Schaerltraft. Auf seine dieshezüglichen 

Argumontc bin ich in meiner Schrift: ,,Über die Fcrnkraft und das durch 
P a u l  d u  B o i s - R e ÿ m  o n d  aufgestellte dritte IgnorabimusCL S. 24 u. ff. aus- 
führlich eingegangen. Herr Ry s a n  e c k  erblickt in  ganz derselben Expo- 
nentialfunktion k e i n e  Instanz gegen seine Theorie und geht über die daiin 

liegende Schwierigkeit hiriweg mit den Worten: ,,Falls aber AT2e,2?cl eirio 

sohr kleine Zahl ist ,  so kann man anch setzen: v'= pAT22Q2%Z. Die an- 
stoïsende Schwerathermasse ist also (!) der Dichte des durchdrungenen 

Korpers und dein in  ihm zurückgelegten Wege proportional. D i e s  es  R e -  
s u l t a t  führt dann in seinen weiteren Bolgen zum Newtonschen  Gravi- 

tntion~gesetze.~'  (1. c. S. 100.) - 
Fassen wir nuninehr die hntwort auf unsere vierte kritische Fraçe  

kuapp zusamrneu, so konneri wir sagen: Die Theorie R y  s { ~ n e c k s  bietet 
heziiglich der Ahhiingigkeit dm- Fallenergie von der Energie des At,hers 
und von der Entfernung der gravitierenden Korper nichts wesentlich Neues. 

Bozüglich ihrer Abhangigkeit von dor Masse aber wird unter Vernachliissi- 
gung einiger kleinen Werte zunachst eine Exponentialfunktion entwickelt 

und sodann aus dieser, u m  die Ü b e r e i n ~ t i m m u n ~  mit dom Newtonsçhen  
Gesetze zu erzielen, ein einfaches Produkt abgeleitet, und zwar dadurch, 
daCs die Exponentialreihe sçhon gleich hinter dem liriearen Gliede abge- 

schnitten wurde. 
~ i e r m i ' t  i s t  auch schon ein Teil der fùnften Frage, welche, wie früher 

bemerkt, die Abweichungcn vom N e  w t  onschen Gcsctzo m m  Gogenstando 
hat ,  beantwortet. Ein zweiter Teil dieser Frage betrifft diejenige Abwei- 

chung, welche durch die B e w e g u n  g e n der gravitierenden Massen begründet 
wird. Ich selbst habe schon im 18. Kapitel meines Buches über diesen 

Punkt gesproehen. Herr B y skrieck nun stellt eine Eeihe von, wie mir 
scheint, niclit g m z  einwandfreien Kechnungen an, welche in  ihrem Verlauf 
und auch i n  ihren Schlu~sresult,aten noch so kompliziert sind, dafs es kaurn 
thunlich sein wiirde, in Kürze darauf eineugohen. Ich murs also in dieser 
Hinsicht auf die Abhandlung selbst terweisen und kann nur  hervorheben, 
daïs - wie j a  vorauszusehen war - der Einflurs der Bewegung auf das 
Kraftgesetz um so mehr verschwindet, je grXser die Geschwindigkeit des 

Athers angenoninien wird. 
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Wir stehen nunmehr zunachst vor der Aufgabe, das Rosultat der Ent- 

wickelungen R y s  a n  e c k  s ,  welche unter den mir bekannt gewordenen die 
a m  weitesten durehgeführton sind, mit den in meinom Buchc ahgeleitoten 
Formeln zu vergleichen und darzulegen, wieweit jene in diesen als Spezinl- 
falle schon enthalten sind. 

Die von mir im 17.  Kapitel entwickelte ,,vierte Ann%lierunglL schlieîst 
ab mit der für die oinzclncn Schiühten aufgestellten Reihe: 

ùereu Summe gleich 

dv Ac  P 
oder gleich v . ~ . [ l - ( l - ~ . ~ ) ] + ~ ~ ( ~ ~ )  ist. 

1 

Fassen wir den zweiten Surnmanilen zuerst ins Auge. Die E i n t U h n g  
desselben beruhte auf der Üherlegung, daîs eine gewisse, wenn auCh kleine 
%ah1 von ~ t h e r a t o r n e n  bei ihrem Wege durch den gravitiereqden KGrper 
moglicherweise a n  niehreren Atomen einer und dersdhen Schicht'anstoTsen, 
auch sogar auf vorhergeheude Schichten zurlickgeworfen werderi, überhaupt 
gewisse ,,iiherschüssige ReflexionentL und da.mit aileh überschiissige Energie- 
schwiichungen erleiden konnteu, welche i n  dem ersten Summanden nicht 
berticksichtigt worden sind. ') Herr  B y s i n e c  k larst diese Art von SttXsen 
ganz auker  Betracht, also werden wir unserem zweiten Summanden in 
scinon Rechnungen nicht begognen. 

Was nun den ersten betrifft, so kann der in der Klammer enthaltene 
Ausdruck (auf den es bezüglich des M a s s e  n einflusses allein nnkornmt) 

ersichtlicherweise, weil ja identisch z = e'ogr is t ,  ohne Weitereç auch so 

aufgeschrieben werderi: 

1) Ratsel etc. S. 19%. 
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d v  
Hier bezeichnet - das Verhsltnis zweier Zahlen, von welchen die 

erstere angicbt, wieviel Atome bei den Slolekiilen der erst,en K6rperschir:ht 
anstoîsen, die letztere, wieviel Atome bei dierer Schicht überhaupt anlangen. 
L m  dieses V e r h l t n i s  in den Konstanten R y  a i n e  c k  s auszudrücken, nennen 
wir mit ihm den Radius der Wirkungssphare zwischen K6rpermolekül und 
~ t h e r a t o m  p,, die mittlere Entfernung der ersteren dl die Zahl der in  der 
Raumeinheit vorhandenen Molekülc N,,  dann ergiebt sich leicht, u. a.  schon 
aus meiner Entwickelung S. 16g1),  d a h :  

zu setzen ist. Sodann ist klar: wenn in jeder, also auch in einer wtirfel- 
formigen Raumeinheit AT2 Molekï~le arigetroiïen werden, d a m  befinden sich 

+ 3 langs der Kante deren N, , also in der Grenzflache deren AT2 . Diese 
sperren dem ~ t h e r h a ~ e l  von jeder Flacheneinheit einen Teil ab, welcher 

gleich ist,  also haben >ir 

d c 
Was nun den zwoitcn Bruch - betrifft, so drückt dieser das Vcr- 

hiiltnis des Geschwindigkeitsverl~~stes, w e l c h ~ n  ein stokendes unelast isch~s 
~ t h e r a t o m  erleidet , zur ganzen Geschwindigkeit aus,  welche dasrelbe -var 
dem Stofse hatte. Uiesen Verlust habe ich i n  meinem 14. Kapitel be- 
stimmt und als eine einfache Punktion der beiden Massen dargestellt. 

D a  R y s  a n e  c k  vollstandige Elasticitat voraussetzt und dennoch zu 

seinen Rechnungen einen Geschwindigkeitsverlust gebraucht, so is t  sein 
dafür abgeleiteter Ausdruck unbestimmt und enthalt eine nicht genügend 
fundierte, willkïirliche Grofse q. Ilazu kommt, dafs er in  seinen Rech- 
nungen die Falle nicht mit einschliekt, wo die durch den gravitierenden 
Korper hindurchpassierenden atheratome m e h r  a l s  e i n m a l  gegen Molektile 
anprallen. Dadurch wird der von dioscm Goschwindigkeitsverlust herrtih- 
rende Faktor  von der Schichtenzahl unabhiingig und scheidet sich aus der 

1) Da ja Ruhe und Bewegung, so lange weder Verdichtung noch Verdünnung 
eintritt, i n  Bezug auf diese Konstanten keinen Unterschied begründen, die Glei- 
chungen also für ruhende Korpermoleküle dieselben bleiben, wie für die durch- 
einanderfliegenden ~theratome.  

Abh. zur Gesch. der Mathem. VI. 13** 
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hier in  Rede stehenden Klamnier heraus. Innerhalb derselben fehlt aus 
Ac  

diesem Grunde bei R y  s k n e c k  eine unserem Bruche - den wir tibrigens 
C ' 

im Folgenden der Kürze halber mit t bezeichnen wollen, ontsprcchende 
GrXse. 

Nach diesen Substitutionen geht unsere letzte Formel über in: 

Will man nun s tat t  der Schichtenzahl p noch die Ausdehnung der- 
selben in der Richtung der Centripetalkraft, d. h. die R y s a n e c  ksche Grolse 

1 einführen, so is t  dies leicht, weil j a  langs der Liingeneinheit hr2' Nole- 

küle sind, demnach liings einer Strecke von 1 Einheiten auch N,'. 1 Mole- 
küle angetroffen und daher ebensoviele Schichten gebildet werden müssen. 
Hiernach hat  man : 

n i , $ i . i o g ( 1 - ~ , ~ ~ , ~ Z < )  1 - e  

oder auch, was dasselbe ist:  

Von diesem Ausdruck nun enthalt die oben angefiihrte R y  s Rnecksche 
Formel denjenigen G p ez i a  l f  a l l ,  welcher entsteht, wenn man (nach Ausschei- 
dung von c) den Logarithmus in eine Reihe entwickelt und diese schon 
gleich hinter dem linearen Gliede abbricht. In  der That  ergiebt sich d a m :  

oder, was wiederum dasselbe ist: 
1 - e- 'V, Q,?Z z 

Dieses sein Resultat (vgl. die Klammer auf S. 197) geht daher nicht 
über die von mir abgeleitete Reihe .hinaus, sondern h a t  vielmehr eine ein- 
geschrhktere Gültigkeit. - 

Gehen wir nuninehr d a m  über, das Ergebnis dor im vorigcn Abschnitte 
unter Voraussetzung eineï s t e t i g  e n  u n d  h O m o  g e n  e n Raumerfüllung 
innerhalb des absorbierenden Korpers ausgsführten Integration mit der 
unter Voraussetzung einer d i s k o n  t i n u i e r l i c  h e u  Raurnerfiillung berechneten 
Summenformel xu vergleichen, so zeigt sich, dafs der Bau  der in beiden 
Fallen erhaltenen Funktionen keinen Unterschied aufweist, und dafs nur 
s tat t  des im ersten Falle benutzten konstanten Koeffieienten k im zweiten 
Falle der Ausdruck 
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1 . log [1 - ( g ) 2 n b ]  

auftritt. Diese GrtXse ist abhangig erstens von der mittleren Entfernung 
, zweitens von deui Radius pz der Wirkungssphare S der KGrpermoleküle, 

zwischen den Korper- und hthermolekülen, drittens von dem in der GrXso 
5 steckenden Nassenverhiiltnis dieser beiden. Wil l  man nun noch den 
Schritt, der von Manchen als notwendig, j a  als selbstverst%ndlich hingestellt 
worden is t ,  thun und in letzter Instanz die Einerleiheit aller Waterie an- 

nehrnen, dann t r i t t  s ta t t  dieses Xassenverhaltnisses das Volumverh%ltnis 
ein, und darnit is t  dann iiberhaupt der dunkle und vielumstrittene Regriff 

der Masse aus dem Gravitationsgesetze weggeschafft. Alle noch darin vor- 
kommenden Grorsen sind raumliche und zeitliche Bestimmungen. 

Dies gilt  auch von denjenigen Faktoren, welche v o r  der zuletzt in 
Rede stehenden Klaruuier sich befindsn. Von diesen sind vorhin schon die 
Grolscn v und c erfirtert morden; dazu müfste allerdingy noch das Symbol 
p für  die Masse der athermoleküle hinzukommen, allein s tat t  dessen kann 
ebensogut dlts Volurnen derselben eintreten, wenn wir dasselbe mit irgend 
einem konstanten, von der Wahl der Einheiten abhangigen Koeffiçienten 
multiplizieren. - - 

Die geo~netrische Reihel), deren Surrime nach der Nultiplikation mit 
u von der Funktion: 

gar nicht vsrschiodcn ist, wurdo von mir zwar unter bestimmten, in  meinem 
Buche angegebenen Voraussetzungen abgeleitet. E s  ist  aber leieht einzu- 
sehen, daîs ihr  Gültigkeitsbereich weiter geht. 

Das Produkt p - v . c bedeutet die Bewegungsquantit%,t derjenigen 
Mcnge von Qtheratomen, welche in der Zeiteinheit von allen Seiten her 
durch eine in  den Raum beliebig hineingelegte Ebene von der Groïse Eins 
hindurchpassieren. Wegen der Substitution: 

2 v c 
N =  a ~ ç o  p - v .  c = IV-- = E 

C '  2 

hedeutet es ebensowohl die lebendige Kraft der in der Raumeinheit durch- 
schnittlich vorhandenen ~ t h e r m e n ~ e .  Wir  dtirfen uns als Besitzer dieser 
Enorgie aber auch s ta t t  der durcheinandsrschwirrendan Atome irgend etwas 
anderes vorstellen (wenn wir das konnen), z. B. irgend eine Substanz, welche 
wellenformiçe oder sonst wie bescliaKene Beweguugen macht. Lassen wir 
- 

1) Siehe ,,Ratsel" S. 194. 
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dann diese Energieform koncentrisch durch ein a b  s o r  h i  e r  e n d e  s Kugel- 
schalenstück von der Dicke 1 und von stetigem, Lioniogenem. Stoffe hin- 
durchpassieren und bezeichnen den Absorptionskoefficienten mit k,  so resul- 
tiert  daraus eine Schein-Snziehung, welche nach dem Früheren proportional 

ist dern Ausdrucke : 
X ( 1  - c k Z )  

Wird das Kugelschalenstück jedoch n i c h t  a l s  e i n  s t  e t i g  den Raum 
erfüllender K6rper betrachtet, liil'st es sich aber in  unter sich gleichartige 
Schichten zerlegen, welche um den Abstand d von einander entfernt sind, 
und bezeichnet man in diesem Falle den durch den 13au der einzelnen 

Schichten begründeten Absorptionkoefficienten mit x, so ergiebt sich das 
Resultat : 

log (1 - x )  

Zwischen den Konstanten k und x besteht die Relation x = 1 - e - k s .  

F ü r  das Gravitationsproblem stellen diese Pormeln aber offenbar irnmer 
nur  eine mehr oder minder enge Auniiherung dar, da bei ih re r  Ableitung 

die Voraussetzung eii Griinde l iegt ,  einerseits dal's jede Schicht in ihrer 
ganzen Ausdehnung durclidus gleichmiiîsig absorbiere, die am Rande liegenden 

Teile nicht mehr noch weniger als dio inneren, anderersoits d a k  die Wir- 
kung  einer Schicht (aufser von ihrer eigenen Ausdehnung und Struktur) 
lediglich abhangig sei von denjenigen Schichten, welche dern angezogenen 
Objckte a b g e w a n d t  sind, von den übrigen aber nicht. Dars letzteres, 
wenn auch in verh%ltnismXsig geringem Betrage, dennoch der Fa11 sein 
kenne, ist  aber durch die Grundannahmen der Theorie keineswegs ausge- 
schlosren. Daher hatte ich meincn Formeln am Schlusse die unbestimmte, 

vorhin in dcm Ausdruck f (p) zu~aminengefakte  Funktion boigofügt, $ 
um über den allen vorhergegangenen Rechnungen (wie überhaupt allen 
bisherigen Gravitatioristheorien) auhafienden Charakter der bloSsen -4n- 
n a  h e r  u n g  meinerseits keinen Zweifel zu lassen. 
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